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Predgovor

Ova doktorska disertacija je plod dugogodisnjih istrazivanja sprovedenih na Katedri
za matematiku Elektronskog fakulteta u Nisu, pod mentorstvom profesora Gradimira
V. Milovanovi¢a. Moj rad u ovoj oblasti zapoceo je izradom magistarske teze pod
naslovom “Programski paket za simbolicku © numericku konstrukciju ortogonalnih poli-
noma i kvadraturnih formula” [14]. Paket je pripremljen u programskom sistemu
MATEMATICA i njime su stvoreni uslovi za dalja i dublja istrazivanja u ovoj interesant-
noj oblasti. Od 2002. godine radi se sistematski i na projektu “Ortogonalni sistems,
konstruktivne aproksimacije 1 numericki metodi,” koji finansira Ministarstvo nauke 1
zastite Zivotne sredine Republike Srbije. U periodu posle 2000. godine dobili smo dosta
rezultata koji su publikovani, koji se nalaze u stampi, koji se nalaze na recenziji, ili su
pripremljeni za stampu ([15], [16], [50] — [64], [73]). Jedan deo tih rezultata, objedinjen
u celinu, predstavlja ovu doktorsku disertaciju.

Disertacija je podeljena u tri glave.

U prvoj glavi razmatramo opsti koncept polinoma ortogonalnih u odnosu na lin-
earni funkcional definisan na prostoru algebarskih polinoma. Osobine regularnih or-
togonalnih polinoma opisujemo osobinama Jacobijevog operatora koji je izgradjen od
koeficijenata troclane rekurentne relacije, koja karakterise niz regularnih ortogonal-
nih polinoma. Na kraju prve glave, razmatramo polinome ortogonlane u odnosu na
kompleksne mere sa ograni¢enim nosacima. Posebno izdvajamo razmatranja vezana za
linearne modifikacije Jacobijeve mere, gde karakteriSemo sluc¢aj ograniénog Jacobijevog
operatora. Za poznatu klasu polinoma ortogonalnih na polukrugu razmatramo asimp-
totsko ponasanje koeficijenata troclane rekurentne relacije, i pod izvesnim uslovima,
dajemo resenje asimptotskog ponasanja rekurzionih koeficijenata. Takode, razmatramo
i jednu klasu polinoma ortogonalnih u odnosu na oscilatornu meru. Rezultati izlozeni
u ovoj glavi su publikovani u radovima [58], [53], ili su spremljeni za publikovanje ([62],
[61]).

U drugoj glavi disertacije razmatramo aproksimaciju integrala funkcije, analiticke
na izvesnom domenu kompleksne ravni, u odnosu na kompleksnu meru sa ogranicenim
nosacem. Posebno razmatramo aproksimaciju integrala analiticke funkcije u odnosu
na meru podrzanu na diskretnom skupu kompleksne ravni sa brojem nula kao jedinom
tackom nagomilavanja. Rezultati izloZzeni u drugoj glavi su publikovani u radovima
[55], [52], [50], [16].

U trecoj glavi razmatramo dva koncepta generalizacije Gaussove kvadraturne for-
mule. Klasicna Gaussova kvadraturna formula zahteva poznavanje vrednosti funkcije
u tackama unutar nosaca pozitivhe mere. Generalisana Gaussova kvadraturna for-
mula podrazumeva poznavanje vrednosti izvesne familije linearnih operatora prime-
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njenih na podintegralnu funkciju. Prva klasa generalisanih Gaussovih kvadraturnih
formula koristi specijalne klase familija operatora sa bogatom algebarskom strukturom.
Pokazujemo da generalisana Gaussova kvadraturna formula jedinstveno postoji i za
neke specijalne familije operatora dajemo algoritam konstrukcije kvadraturne formule.
Za drugu grupu generalisanih kvadraturnih Gaussovih kvadraturnih formula, poznatu
jos i kao Gaussove intervalne kvadraturne formule, za specijani slucaj Jacobijeve tezine
dokazujemo jedinstvenost. Za specijalni slucaj Cebisevljeve tezine prve vrste dajemo
analiticko resenje. Takode, predlazemo jedan pogodan algoritam za numericku kon-
strukciju Gaussovih intervalnih kvadraturnih formula za Jacobijevu tezinu. Na kraju
ove glave, razmatramo i konvergenciju generalisanih Gaussovih kvadraturnih formula.
Rezultati prezentovani u ovoj glavi su publikovani u radovima [59], [56], ili su spremljeni
za publikovanje ([63], [64]).

OO0

Posebno bih izrazio svoju zahvalnost mentoru Gradimiru Milovanovi¢u za svu pod-
rsku koja je bila sve vreme od presudne vaznosti. Zahvaljujem kolegama sa katedre za
Matematiku Elektronskog fakulteta u Nisu za pomoc¢ i razumevanje. Zahvaljujem se
svojoj porodici na strpljenju i pomoci koje su mi mnogo znacile.

U Nisu, 27. septembar 2004. Aleksandar S. Cvetkovié



Glava 1

Kompleksne mere i ortogonalnost

1.1 Egzistencija niza ortogonalnih polinoma

Pocinjemo sa definicijom niza polinoma ortogonalnih u odnosu na proizvoljni linearni
funkcional £ : P — C. Sa P, oznacavamo linearni prostor svih algebarskih polinoma
nad poljem kompleksnih brojeva C, (P,C). Sa P, oznacavamo linearni prostor svih
polinoma ne veéeg stepena od n, nad poljem kompleksnih brojeva (P,,C). Takode,
sa (P,R) i (P,,R) oznacavamo odgovarjuée linearne prostore nad poljem relanih bro-
jeva R.

Definicija 1.1 Neka je dat linearni funkcional L : P — C. Niz polinoma Py, k € Ny,
je miz polinoma ortogonalnih u odnosu na L, ako i samo ako

(i) polinom Py, k € Ny, je stepena k,

(ii) L(P.P,) =0, za k # v, k,v € Ny,

(iii) L(P?) # 0, za k € N,.

Ovakav linearni funkcinal £ nazivamo regularnim (videti [5]) ili kvazi-definitnim
(videti [12, str. 7]).

Ako u prethodnoj definiciji ne zahtevamo da osobine vaze za svaki prirodan broj,
ve¢ pocevsi od nekog prirodnog broja Ny, onda kazemo da niz ortogonalnih polinoma
postoji asimptotski, a za odgovarajuéi linearni funkcional £ kazemo da je asimptotski
regularan ili asimptotski kvazi-definitan.

Ako u prethodnoj definiciji trazimo da sve pobrojane osobine funkcionala £ vaze
na linearnom prostoru polinoma ne viseg stepena od unapred zadatog 2N, dakle na
Pan,, kazemo da je linearni funkcional £ regularan na Pay, ili kvazi-definitan na Poy, .

Kako su svi polinomi P,, n € Ny, stepena tacno n, mozemo izgraditi niz moni¢nih
polinoma 7, n € Ny, od niza P,, n € Ny. Onda niz 7,, n € Ny, nazivamo niz monicnih
ortogonalnih polinoma u odnosu na funkcional L.

Najvazniji slucaj linearnog funkcionala £ : P +— C je linearni funkcional koji je
zadat preko integrala. Neka je p mera, takva da je svaki polinom p-integrabilan, tada
je sa

E(p)z/p dp, peP, (1.1)

zadat linearni funkcional koji slika polinome na skup kompleksnih brojeva.

1



2 GLAVA 1. KOMPLEKSNE MERE I ORTOGONALNOST

Primedba 1.1 Na primer, ukoliko je mera u (1.1) pozitivna, onda je linearni funkcio-
nal £ regularan i pozitivno definitan (videti [12, str. 15], [46, str. 97]).

Kako je linearni funkcional definisan na celom skupu P, definisan je i na elementima
2¥ k € Ny. Vrednosti linearnog funkcionala £ na polinomima z*, k € Ny, nazivamo
momentima

my, = L(z¥), k€ Ny.

Naravno, zbog linearnosti, vrednost funkcionala £ u bilo kom polinomu P = Y, pya*
moze biti odredena kao linearna kombinacija momenata

L(P)=L (Zpkxk> = Zpkﬁ(xk) = Zpkmk.

Drugim rec¢ima, funkcional £ : P +— C je jedinstveno odreden ako je poznat niz mom-
enata my, k € Nj.

U opstem slucaju, uslov regularnosti funkcionala £ se svodi na pitanje vrednosti
Hankelovih determinanti koje kreiramo koriste¢i niz momenata (videti [12, str. 11}, [46,
str. 96], [16]). Uslov regularnosti funkcionala £ moze se iskazati slede¢om teoremom
(videti [12, str. 11]).

Teorema 1.1 Neka je L : P +— C linearni funkcional. Oznacimo da Ay, k € Ny,

sledece determinante

mo Ty mg m
my; Mg mg3 Mg4+1

Ap=| M2 mg My M2 | k€ Ny, (1.2)
mME Mgy Migt2 Mok

gde sumy, k € Ny, momenti funkcionala L. Niz polinoma P, ortogonalnih u odnosu
na L postoji ako i samo ako Ay # 0, k € Ng.

Za linearne funkcional £ regularne na Py, imamo sledecu teoremu.

Teorema 1.2 Linearni funkcional L je regularan na Py, tj. niz ortogonalnih poli-
noma Py, k = 0,1,...,n, u smislu definicije 1.1 postoji ako i samo ako A, # 0,
k=0,1,...,n.

Dokaz.- Teorema je direktna posledica prethodne, ali zbog kompletnosti dajemo
dokaz.

Polinom Py, k =0,1,...,n, deg(Py) = k, je ¢lan ortogonalnog niza u odnosu na £
ako je ortogonalan na svim polinomima manjeg stepena od k. Pretpostavimo da vazi
Py =", pj2’. Tada imamo

k
Mkdn,k = ,C(PkZEV) = ijmj+,/,
7=0
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gde je Mj neka konstanta razlic¢ita od nule. Prethodni sistem jednacina ima jedinstveno
reSenje ako i samo ako A, # 0, k =0,1,...,2n. Onda polinomi P, k =0,1,...,2n,
zadovoljavaju uslove definicije 1.1. [

Determinante Ay, k € Ny, nazivamo Hankelovim determinantama. Ova teorema,
iako u potpunosti resava pitanje postojanja niza ortogonalnih polinoma, u praksi je
skoro neupotrebljiva izuzev u specijalnim sluc¢ajevima kada determinate A,,, n € Ny,
mozemo odrediti analiticki. Kao ilustraciju navedimo da u [36], koja se bavi analitickim
izracunavanjem vrednosti determinanti, za determinante Hankelovog tipa autor save-
tuje da se pregleda literatura o ortogonalnim polinomima kako bi se eventualno trazena
determinanta prepoznala medu veé izracunatim Hankelovim determinantama koje se
prirodno javljaju u teoriji ortogonalnih polinoma. Uglavnom, moguénost da se odrede
determinante A,,, n € Ny, analiticki je neophodna za postojanje analitickih rezultata
za odgovarajucu klasu ortogonalnih polinoma. Ovde pod pojmom analitickog resenja
podrazumevamo resenje koje jeste analiticko ali takode ima i razumnu kompleksnost.

Primer 1.1 Kao ilustraciju, navedimo primer sledec¢eg linearnog funkcionala

L(p x, peEP.

)= [

VT Jo V1 —2a?
Momenti funkcionala su zadati sa my; = I'((k + 1)/2)/(kI'(k/2), k € Np. Vrednosti
Hankelovih determinati su, na primer,

2 2
Aozﬁ, A1:W_8’ A22u7
9 87 1152/7
A, _ 131072 — 3326472 4 202574
5 1658880072 ‘

Kako red determinante raste, izrazi postaju sve komplikovaniji. Polinomi koji se jav-
ljaju u brojiocu su sve veceg stepena, za svako neparno n stepen poraste za 2. Intere-
santna osobina je da polinomi u brojiocu imaju nulu sve blize broju 7. Koeficijenti
polinoma, po m, sa porastom reda determinante rastu eksponencijalno i prosti faktori
koeficijenata rastu takode eksponencijalnom brzinom. Iz svega recenog, lako se moze
zakljuciti da o analitickom izrazu za vrednosti Hankelovih determinanti tesko da i ima
smisla govoriti jer bi takvi analiticki izrazi bili previse slozeni (kompleksni).

Definicija 1.2 Linearni funkcional £ : P +— C je pozitivno definitan ako i samo ako je,
za svaki nenegativni polinom P € (P,R)\{0} na realnoj pravoj, vrednost funkcionala
L pozitivna.

Takode, L : Py, — C je pozitivno definitan na (Ps,, R) ako i samo ako je vred-
nost funkcionala £, za svaki nenegativni polinom P € (Pa,, R)\{0} na realnoj pravoj,
pozitivna.

Primetimo da ako je linearni funkcional zadat sa (1.1), onda je on pozitivno definitan
pod uslovom da je mera u pozitivna. Za sluc¢aj pozitivno definitnog funkcionala znamo
da su vrednosti Hankelovih determinanti Ay, k € Ny, pozitivne.

Sledeca teorema [12, str. 15] daje karakterizaciju pozitivno definitnog linearnog
funkcionala.
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Teorema 1.3 Funkcional L je pozitivno definitan ako i samo ako su vrednosti Han-
kelovih determinanti Ay, k € Ny, pozitivne i momenti funkcionala £ realni.

Dokaz.- Ako je £ pozitivno definitan, onda jednostavno zakljuc¢ujemo da vazi
0< £(($k)2) = Mok, k € Ng.

Takode, na osnovu

0 < L((1+2)%) = Z(%/k)ﬁ(x”), ke N,

zaklju¢ujemo da su momenti realni.
Zap=3,.,pkr®, imamo

L% =Y > oep L) = Y mipprp, >0,

k<n v<n k,v=0

odakle zakljucujemo da je bilinearna forma pozitivno definitna, sto za posledicu ima
da je A, > 0 (videti [12, str. 16,18]).
Ako su sve determinante A, n € Ny, pozitivne, onda su i sve bilinearne forme

n
E Mg4+vPrPy, N E N0>
k,v=0

pozitivne jer su momenti my, k € Ny, realni. Ovo znaéi i da je £(p?) > 0. Medutim,
svaki nenegativni polinom koji nije identicki jednak nuli na relanoj pravoj moze se
predstaviti kao zbir kvadrata dva polinoma (videti [12, str. 15]), tj. za svaki nenegativni
polinom p na relanoj pravoj imamo p = ¢* + r2, pri éemu su stepenovi polinoma ¢? i
r? jednaki sa stepenom polinoma p (videti [12, str. 15]). Tada

L(p) = L(¢*) + L(r*) > 0,

pa je, na osnovu definicije, £ pozitivno definitan. [
Primetimo da na osnovu ove teoreme imamo reseno pitanje pozitivne definitnosti
funkcionala £ na prostoru (P,, R). Sada mozemo formulisati slededi rezultat:

Teorema 1.4 Linearni funkcional L : Py, — C je pozitivno definitan na (Pan, R) ako
i samo ako A >0, k=0,...,n, i sui momenti my, k=20,1,...,2n, su realni.

Za pozitivno-definitne linearne funkcionale slede¢a teorema se moze nadi u literaturi
([12, str. 14]):

Teorema 1.5 Ako je linearni funkcional £ : P +— C pozitivno definitan, onda niz
ortogonalnih polinoma, u smislu definicije 1.1, postoji.
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Takode, za linearne funkcionale L, pozitivno definitne na Ps,, niz ortogonalnih
polinoma Py, k = 0,1,...,2n, u smislu definicije 1.1, postoji, sto je diektna posledica
pozitivnosti determinanata Ay, £k =0,1,...,2n.

Teorema 1.6 Ako je linearni funkcional L : Py, — C pozitivno definitan, onda niz
ortogonalnih polinoma Py, k =0,1,...,n, postoji u smislu definicije 1.1.

Naravno, za slucaj da je linearni funkcional £ zadat kao u (1.1) za neku kompleksnu
meru /i, o pitanju egzistencije niza ortogonalnih polinoma mozemo dati odgovor jedino
ako dokazemo da niz Hankelovih determinanti nema nulti element.

Medutim, postoje i rezultati koji se odnose na asimptotsku egzistenciju niza ortog-
onalnih polinoma. Tako, na primer, u [41] mozemo nadi sledeéi rezultat.

Teorema 1.7 Neka je mera p apsolutno neprekidna, tako da vazi dp = gwx(—11dw,
gde je w skoro svuda pozitivna na [—1,1] i gde je g neprekidna, moguée kompleksna
i razlicita od nule svuda na [—1,1]. Tada postoji Ny € Ny, tako da niz Py, k > Ny,
zadovoljava uslove definicije 1.1.

Primer 1.2 Ova teorema resava pitanje asimptotske egzistencije niza polinoma or-
togonalnih, na primer, u odnosu na meru eim”X[,l,l]da:, m € Z\{0}. Ocigledno je da
polinomi ne postoje u smislu definicije 1.1 jer je

sin(mm)

A():m(): = 0.

mm

U vezi sa sa ovom teoremom postoji jedan vrlo vazan problem. Naime, za neki
zadati slucaj ne znamo koliko iznosi Ny. Tako da ne znamo od kojeg prirodnog broja
je sigurna konstrukcija kvadraturnih formula na primer. Postojanje samo asimptotske
egzistencije onemogucava koriséenje standardnog softvera za konstrukciju ortogonalnih
polinoma i kvadraturnih formula (videti [23], [22, str. 152], [14]). Zato je zbog primene
neophodno imati, kad god je to moguce, egzistenciju niza ortogonalnih polinoma.

Jedna od najvaznijih karakteristika ortogonalnih polinoma je troclana rekurentna
relacija koju oni zadovoljavaju. U sledecoj teoremi dajemo egzistenciju rekurentne
relacije (videti [12, str. 18]).

Teorema 1.8 Neka je L : P +— C regularan linearni funkcional i neka je niz monicnih
polinoma my, k € Ny, ortogonalan u odnosu na L. Onda postoje nizovi oy, B # 0,
k € Ny, takvi da vazi

Mo = (x — ap)me — Bpme—1, k€ Ny, (1.3)

gde, po definiciji, uzimamo w_; = 0. Ako je L pozitivno definitan onda oy, € R, k € Ny
i 32 >0, k€N, pri emu 3y moZe biti proizvoljno.

Obrnuto tvrdenje ove teoreme je ¢uvena Favardova teorema (videti [21],[12, str. 21]).
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Teorema 1.9 Neka su oy, i 32, k € Ny, dva proizvoljna kompleksna niza i neka su
polinomi i, k € Ny, definisani sa

Tht1 = (v — ag)mp — Bime_1, Kk € Ny,

gde je m_1 =0 i1y = 1. Onda postoji jedinstven: linearni funkcional L : P +— C takav
da vazi
*C(l) = /837 *C(ﬂ-kﬂ-l/) = 07 k 7é v, ka ZS NO'

Funkcional L je regularan v 7, k € Ny, je odgovarajuéi niz monicénih ortogonalnih
polinoma ako i samo ako 3¢ # 0, k € Ny. Stavise, L je pozitvino definitan i my,
k € Ny, je odgovarajuci niz monicnih ortogonalnih polinoma ako i samo ako oy € R,
ke Ny, i[>0, keN,.

Primetimo da Favardova teorema tvrdi jedinstvenost linearnog funkcionala L. Za
zadate nizove oy, i 32, k € Ny, i moni¢ne polinome 7, k € Ny, koji zadovoljavaju
troc¢lanu rekurentnu relaciju imamo jedinstveno odreden linearni funkcional £ u odnosu
na koji su polinomi 7, £ € Ny, ortogonalni. Kako smo ve¢ pomenuli vrednost linearnog
funkcionala £ moze odrediti u svakom polinomu p preko momenata, i niz momenata
my, k € Ny, odreduje jedinstveno linearni funkcional £. Medutim, niz momenata my,
k € Ny, ne odreduje jedinstveno koeficijente oy, i 37, k € Ny. U slucaju kada je linearni
funkcional £ regularan, ove veze postaju jednoznacne.

Pomenutu vezu, izmedu niza momenata my, k € Ny, i koeficijenata troclane relacije
ag, Bk, k € Ny, za regularni funkcional £, daje sledeca teorema (videti [12, str. 19],
26]).

Teorema 1.10 Oznacimo sa Al, n € Ny, sledece determinante

mo M1 ... Mp_1 Mpyl
mq mo e my, Mp+2

Al =M M3 ... Mpi1 Mags | n € Ny, (1.4)
My Mpy1 .. Mopn—1 Mapg1

onda, pod uslovom A, # 0, n € Ny, imamo

A AL 5 AA,
o, A A i B AZ n € Ny, (1.5)

gdeje A", =0, Ay =A_5=1, a Ag, k € Ny su Hankelove determinante (1.2).

Determinate A}, k € Ny, nazivamo modifikovanim Hankelovim determinantama.

Svaka mera p, takva da su polinomi p-integrabilni, odreduje preko relacije (1.1)
linearni funkcional £ : P — C i odgovaraju¢i niz momenata my, k € Ny. Takode, za
svaki niz momenata my, k € Ny, moze se naéi interpretacija odgovarajuceg linearnog
funkcionala £ u obliku (1.1). Dakle, vazi sledeca teorema (videti [12, str. 74]):
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Teorema 1.11 Neka je my, k € Ny, proizvoljan niz kompleksnih brojeva. Onda postoji
funkcija ¢ ogranicene varijacije na R, takva da vazi

/:r”dgb =my, k€ Ny.
R

Slicna teorema vazi i za slucaj da je linearni funkcional £ zadat koeficijentima
troclane relacije oy, i 82, k € Ny (videti [12, str. 75]):

Teorema 1.12 Neka je za svaka dva niza kompleksnih brojeva oy, i Ok, k € Ny, defin-
1san niz polinoma my, k € Ny, pomocu

Tri1 = (¥ — ap)mp — Bime_1, k€ Ny,

gde sumy=117_1 =0. Tada postoji funkcija ¢ ogranicene varijacije na R, takva da
vazi

/ mamrde =6, [ [ B2, kon € Ny,
R v=1

pri éemu se ¢ moZe izabrati da bude realna ako i samo ako ay, 32 € R, k € Ny. Funkcija
¢ moze biti izabrana kao neopadajuca sa neogranicenim brojem tacaka rasta ako i samo
ako oy, € R i B >0, k € Ny.

Tacka xq je tacka rasta funkcije ¢ ako i samo ako ¢(xg+¢) —@(zg—e) > 0, za svako
e > 0. Inace, skup tacaka rasta se jos naziva i nosacem funkcije ¢ (videti [12, str. 51],
[13]). Nosa¢ funkcije ¢, mere p, oznacavamo sa supp(¢), supp(u), respektivno.

Ako ogranicimo paznju na regularne funkcionale £, onda obe teoreme tvrde isti
rezultat. Mi se u daljem ogranicavamo na regularne funkcionale ili na asimptotski
regularne funkcionale £. Kada razmatramo asimptotski regularne funkcionale posebno
¢emo naznaciti da govorimo o njima.

Za svaki regularni funkcional £ postoji, prema definiciji 1.1, skup ortogonalnih
polinoma FP,, n € Ny. Neka je

,C(Pnpk) = Mk(sn,k, n, k € Ny.

Zbog regularnosti, My # 0, pa mozemo definisati novi niz polinoma p, = P,/ Mg/ 2,
n € Ny, tako da vazi
E(pnpk) = 6n,k, n, ke No.

Definicija 1.3 Pod L-normom || - ||z polinoma P (€ P) podrazumevamo slededi izraz
|1PI[z =£(P?), PeP.

Niz polinoma p,, n € Ny, deg(p,) = n, je niz ortonormiranih polinoma u odnosu na
regularni funkcional £, ako i samo ako

E(pnpk) = 5n,k; n, k € Np.
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Takode, za svaki zadati linearni funkcional £ mozemo definisati skalarni proizvod
na P.

Definicija 1.4 Pod L-skalarnim proizvodom (-, ). : P? — C, podrazumevamo slede¢i
izraz

(p,q) = L(pq),

U slucaju da je £ pozitivno definitan, onda je (-,-), pravi skalarani proizvod na
(P,R) jer on verifikuje sve aksiome skalaranog proizvoda (videti [38, str. 52|, [91,
str. 71], [65, str. 86], itd.). U opstem slucaju, na primer, oc¢igledno je da ne mora vaziti
L(p?) # 0. Da bismo to proverili dovoljno je posmatrati p = x — v, gde je v resenje
kvadratne jednacine my — 2ymy + v*mg = 0. Stavise, skalarani proizvod £(p?) moze
biti i negativan.

Ako skalarni proizvod (:,-), posmatramo u odnosu na pozitivno definitan linearni
funkcional £, onda na skupu (P,R) imamo pravi skalarani proizvod. Zbog pozitivne
definitnosti vazi £(p?) > 0, p # 0. Promenom definicije skalarnog proizvoda (p,q), =
L(pq), mozemo prosiriti pozitivnu definitnost sa (P,R) na (P, C). Primetimo da se, u
poslednjem slucaju, definicije na (P,R) i (P,C) poklapaju za ¢ € (P,R). U svakom
slucaju bilinerani funkcional (-,-)., za svaki linearni funkcional L, verifikuje sledece
osobine

p,q € P.

(0, @)e = a,p)c, (ap+ Bq,r)e = alp,r)e+ B{q, )z, p.q,7 €P.

U opstem slucaju, funkcional L je regular, ali ne i pozitivno definitan jer znamo da ne
vazi (p,p) = L(p?) >0, p € (P,C).

Naravno, s obzirom da je L linearni funkcional, iz niza moni¢nih polinoma m,,
n € Ny, mozemo da kontruiSemo niz ortonormiranih polinoma p,, n € Ny, kao p, =
/|02, n € Ng. Ortonormirani polinomi p,, n € Ny, zadovoljavaju nesto drugaciju
rekurentnu relaciju u odnosu na moni¢ne polinome (videti [46, str. 101]), naime vazi

ITPn = ﬁn+1pn+1 + anpy + ﬁnpnfb n e No, (16>

gdesup 1 =0,py=1.
Iz ovih jednakosti mozemo konstruisati matri¢nu jednacinu

(%)) 61 0 0
]]j(l) Bi oq B 0 g(l)
€ . 0 ﬂQ Q2 ... 0 . + ﬁn-ﬁ-lpn-i-l
Pn 0 0 0 .. a|[llPn 1

Oznacimo sa .J,, matricu koja se javlja u prethodnoj matri¢noj jednacini. Ova matrica
je poznata kao Jacobijeva trodijagonalna matrica reda n + 1. Oznacimo sa p,, vektor
(Pos P1s---,Pn), n € Ny, a sa e, koordinatni vektor (0,0,...,1) duzine n + 1. Onda
prethodna matri¢na jednacina postaje

TPp = JnPn + ﬁn+1pn+1en> n e I\]0- (17)
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Ako je x u prethodnoj jednacini neka od nula a:Z“, k=1,...,n+ 1, polinoma p,1,
racunajudi i visetrukost, prethodna jednacina dobija formu problema sopstvenih vred-
nosti za matricu J,,

xz+1pn: WPn, k=1,....,n+1

U stvari, ako pretpostavimo da x nije sopstvena vrednost matrice .J,, mozemo jednacinu
(1.7) napisati u nesto promenjenom obliku

ﬁn—&-lpn—‘rl(x - Jn)_len = Pn-

Kako matrica J,, moze imati samo kona¢no mnogo sopstvenih vrednosti, postoji neogra-
niceno mnogo tacaka x kompleksne ravni u kojima prethodna jednacina vazi, odakle
zakljucujemo da je determinanta matrice x — J,, proporcionalna polinomu p,, ;. Moze
se jednostavno dokazati, koriste¢i metod za izracunavanje trodijagonalnih determinanti
izlozen u [46, str. 213|, da je determinanta matrice z — .J,, jednaka

n+1

det(z - Jn) = Pn+1 H ﬁk = Tn+1,

k=0

gde je m,,1 moni¢na verzija polinoma p, 1.
Primetimo takode da imamo sledece jednostavne jednakosti

n

- Pv Ty
— Jn 1n7 v — = s :O,l,..., . 1.8
(= ) en el Bra1Pns1 Tn+1 _1_[ B v " (18)

Ovo razmatranje direktno vodi na sledeéu teoremu (videti [47, str. 179] i [12, str. 26]
za moni¢ne polinome):

Teorema 1.13 Tucke x’,zﬂ, k=1,....,n+ 1, su nule polinoma p,y1, racunajuci
viSetrukost, ako i samo ako su mzﬂ, k=1,...,n+ 1, sopstvene vrednosti trodijag-

onalne Jacobijeve matrice J,.

Naravno, sve vreme napominjemo da nule polinoma p,, mogu biti visestruke jer raz-
matramo generalni slucaj regularnog funkcionala £. Prethodna teorema daje direktnu
vezu izmedu teorije ortogonalnih polinoma i linearne algebre. Veza izmedu teorije or-
togonalnih polinoma i funkcionalne analize, takode, nalazi svoje korene u ovoj jednacini
(videti [19], [5], [7])-

U slucaju da je funkcional £ pozitivno definitan znamo da su nule polinoma p,
proste i realne (videti [12, str. 27], [46, str. 97]). U slucaju da je funkcional £ zadat
preko pozitivne mere p relacijom (1.1), onda znamo da su nule ortogonalnih polinoma
proste i da se nalaze u Co(supp(p)) (videti [95, str. 4], [42]).

Teorema 1.14 Neka je linearni funkcional L zadat relacijom (1.1), gde je u pozitivna
mera sa beskonacnim realnim nosacem takva da su svi polinomi p-integrabilni. Sve
nule svih polinoma ortogonalnih u odnosu na L su proste i sadrzane u Co(supp(p)).
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Ova teorema ima nesagledive posledice na teoriju aproksimacija. Pomenimo da ova
teorema ima primene u razvijanju funkcija u niz ortogonalnih polinoma, aproksimaciji
funkcionala £ prosirenog na skup funkcija Siri u odnosu na P, itd.

Za slucaj kompleksne mere p, kvazi definitnog funkcionala £, ova teorema nema
jednostavno prosirenje. Na primer, lako je konstruisati regularan funkcional £, za koji
neki ¢lan niza ortogonalnih polinoma ima, na primer, dvostruku nulu. Ako izaberemo
ag = ap = —; = 1, ostale koeficijente mozemo da biramo proizvoljno, pa tako imamo
7o = (z — 1), tj. polinom my ima dvostruku nulu u 1.

Medutim, za regularni funkcional £ znamo da polinomi p,, 11 i p, nemaju zajednickih
nula (videti [58]):

Teorema 1.15 Ako je linearni funkcional L reqularan, onda polinomi m, 1 i m,, n €
Ny, nemaju zajednickih nula.

Dokaz.- Pretpostavimo da za neko k, polinomi 7441 i 7 imaju zajednicku nulu 7.
Onda imamo

0= mera(7) = (7 — ) (1) — Brmi—1 (1) = Brmi—1(7).

Odavde zakljucujemo da i 7y i m,_; imaju zajednicku nulu 7 jer 3, # 0, n € Ny.
[terirajuci ovaj argument dolazimo do zakljucka da svi polinomi 7,, n =k +1,...,0,
imaju zajednicku nulu u tacki 7. To je, naravno, kontradikcija jer je polinom g
identicki jednak jedinici. [

Ova teorema je prakticno sve $to mozemo da rekonstruiSemo od poznate osobine
ucesljanosti nula niza ortogonalnih polinoma za pozitivno definitan linearni funkcional
L, zadat relacijom (1.1) pozitivnom merom p sa realnim nosacem (videti [46, str. 105],
[12, str. 28]).

Navesc¢emo i neke proste osobine koeficijenata troclane rekurentne relacije.

Teorema 1.16 (i) Neka niz monicnih ortogonalnih polinoma zadovoljava sledeéi uslov
() = (—=1)"m,(—=%2), n € Ny, onda imamo Re(ax) = 0, Im(3?) = 0.

(ii) Ako je reqularni linearni funkcional L, sa nizom monic¢nih ortogonalnih poli-
noma m,, n € Ny, zadat na sledeéi nacin

L(p) = /_a p(x)w(x)dr, peP, aecRH,

pri cemu w(x) = w(—z), x € R, onda m,(2) = (—=1)"m,(=Z), n € Ny.
(iii) Ako je reqularni funkcional L, sa nizom moniénih ortogonalnih polinoma m,,
n € Ny, zadat na sledeci nacin

L(p) = /_a p(x)w(x)dr, peP, aecRH,

pri éemu w(z) = —w(—z), * € R, onda m,(z) = (=1)""7,(-%z), n € Np.
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Dokaz.- Dokazimo prvo deo (ii). Za momente mozemo zakljuciti da vazi

my = / :Bkw(:v)dx:(—l)k/a oFw(—z)dz

—a —a

= (_1)k/a zhw(—x)de = (—1)"m;, k€ No.

a

Sledeca jednakost se moze naéi u [12, str. 17], [46, str. 97]

mo my mo R my
) my M M3 ... Mpg
7'('”(2) = An—l )
Mp—1 My Mpy1 - Map—1
1 z 22 ... 2"
gde je A,, n € Ny, Hankelova determinanta (1.2). Smenimo z := —Z i izvr§imo
konjugaciju dobijamo
my —my ma . (—=1)"m,,
—my Mo —mg o (=D g
Apmn(=2) = : ; : . ;
(=) ',y (=1D)"m, (=1)"Pmu .. (=12 tmg,
1 —z 22 . (=1)mz"

Faktorisimo sada —1 iz svake druge kolone, 2,4, ...,2[(n + 1)/2]; takode, faktorisimo
—1 iz svake druge vrste, sem ukoliko je ta vrsta baS vrsta sa stepenima z, dakle
2,4,...,2[n/2]. Imamo

mog M1 Mo ... My
mi Mg M3 ... My
Anﬂn(_z) = (_1)[(n+1)/2}(_1)[n/2] = (—1)”An7rn(z),
Mp—1 My Mpy1 ... Mop_q
1 z 22 . 2"

gde se primenjujudi slican argument na A, dobija da je A, = A,,. Dakle, dokazali smo
da vazi m,(2) = (=1)"m,(=2), n € Ny.

Sliénim rasudivanjem za deo (iii), dobijamo m; = (—1)*'my, k € Ny, i A, =
(—=1)""A,,, sto vodi na zakljucak m,(z) = (=1)""r,(=2), n € Ny.

Za dokaz dela (i) polazimo od troclane rekurentne relacije i dobijamo

pn+1(z) = (Z - an)pn(z) - ﬁipn—l(z)a
Prii(—2) = (=2 —@)pa(=2) — Bopn1(—2),

Sto dalje daje
_ —2
pn—i—l(z) = (Z - an)pn(z> - Bipn—l(z)a pn—i—l(z) = (Z + an)pn(z) - Bnpn—l(z)'
tj. an = —a, B2 =02, neN, O
Za slucaj realne tezine w(r) = w(—x) na simetricnom intervalu, naravno, imamo
ag = 0 jer je zbog realnosti svih momenata Im(ay) = 0, k € Np.
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1.1.1 Resenja troclane rekurentne relacije

Linearna rekurentna relacija koju zadovoljavaju ortonormirani polinomi je sledeceg
oblika

Yk = Bet1Yr+1 + axYr + Brye—1, k € No, (1.9)

i ona ima dva linearno nezavisna resenja. Jedno reSenje je upravo nas niz ortonormi-
ranih polinoma pg, k € Ng, sa po = 1/5p i p_1 = 0. Drugo linearno nezavisno resenje
ozna¢imo sa qi, k € Ny, koje se dobijaza go = 01 ¢q_1 = —1/y. Svako drugo resenje 1.9
sa pocetnim uslovima yo = Cy/Bo, y—1 = —C_1/[p, je linearna kombinacija prethodna
dva

ye = Copr + C_1qie, k€N,

Sto se jednostvano proverava indukcijom.
Za slucaj da su polinomi ortogonalni u odnosu na linearni funkcional £, postoji
jednostavna integralna veza izmedu polinoma ¢, i p,, naime

1L (O —m@Y
qn(x) = ﬁoﬁ < = ) : € Np. (1.10)

Jasno je da je g9 = 0, ¢1 = 1/, a indukcijom dokazujemo da troclana rekurentna
relacija vazi za polinome ¢,.
Lako se proverava (takode indukcijom) da vazi sledeca jednakost

1
Pn+19n — Pnqn = -7, n €N s 1.11
+1 +1 ﬁnJrlﬁO 0 ( )

Sto je, naravno, dokaz da su odgovaraju¢i Wronskijani razliciti od nule, t;j.

1
= — 0, n €N
6n+160 7£ 0

‘ Pn+1 Qn+1
Pn qn

Ovo znaci da su resenja p, i gn, n € Ny, linearno nezavisna (videti [98]). Na osnovu
ove jednakosti dobijamo vaznu posledicu.

Lema 1.1 Neka je funkcional L, u odnosu na koji su polinomi p,, n € Ny, ortogonalni,
reqularan. Onda p, i q,, n € Ny, nemaju zajednickih nula.

Dokaz.- Neka je 27, k = 1, ..., n, racunajuci visestrukosti, nula polinoma p,,. Onda

zbog (1.11), imamo p,_1(2})g,(zF) = 1/(B8.60) # 0, n € Ny. Primenom teoreme 1.15
zakljucujemo q,(z%) #0. O

1.2 Jacobijev operator

Prvo dajemo neke uvodne rezultate, poznate iz funkcionalne analize (videti [91], [38]).
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Definicija 1.5 Sa ¢? oznacavamo linearni prostor svih kompleksnih sumabilnih sa
kvadratom kompleksnih nizova nad poljem skalara C, tj. ako je x = (xy,29,...,),
x, € C, k € Ny, onda x € £2, ako i samo ako

+o0
Z |z]? < +o0.
k=0

Sa (3 oznac¢avamo linearni prostor svih kompleksnih nizova x = (¢, z1, . . .), nad poljem
C, za koje postoji k € N, tako da vazi x, =0, n > k.

Jednostavno mozemo dokazuti sledeéu teoremu (videti [91, str. 30], [38, str. 62]).

Teorema 1.17 Preslikavange ||.|| : 2 — Ry (||.]| : €3 — Ry, definisano sa
+oo
P = 3 feel? < oo,
k=0
je norma na (* (63). Prostor {* u odnosu na normu ||.|| je Banachov.

Jasno je da je €2 pravi potprostor linearnog prostora ¢2. Nesto manje oc¢igledno, ali
ne manje istinito, je da je £3 gust u £, u odnosu na normu ||.||. Dovoljno je za svaki
y € (2, posmatrati niz yx = (vo,.-.,%x-1,0,...), k € €3, koji ocigledno konvergira
ka y u normi ||.||. Takode, prostor ¢32 moze biti shvaden kao lineal nad vektorima
e = (...,0k0,...), k,v € Ny.

Neka je dat skup X koji je podskup nekog linearnog prostora, na primer (2. U
daljem tekstu pod Lin(X) (videti [91, str. 49]) podrazumevamo skup svih konaénih
linearnih kombinacija izgradenih od elemenata skupa X. Dakle, y € Lin(X) ako i
samo ako postoje Xi,Xa, ...,z 1 skalari vy, 72, ..., 7 tako da vazi

k
y =2 e
v=1

Opste poznata stvar iz funkcionalne analize je i sledeca teorema (videti [91, str. 74],
38, p 62]).

Teorema 1.18 Na ¢* i (3 bilinearni funkcional

“+oo
<X7 y> = Zxkyk < +OO, X,y € 627
k=1

definise skalarni proizvod. Prostor (2, sa skalarnim proizvodom {(.,.), je Hilbertov i vaZi

Ix]]* = (x,x), x€ £
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U daljem se koristimo malom zloupotrebom. Pojmom vektor ¢emo oznacavati sve
nizove kompleksnih brojeva sledeéeg oblika x = (zg,z1,...). Naravno, jedino kada je
norma konacna takav vektor je pravi vektor element prostora ¢2.

Sa ay, k € Ng, 10, # 0, k € N, ozna¢avamo dva niza, u opstem slucaju, kompleksnih
brojeva.

Definicija 1.6 Neka su data dva niza kompleksnih brojeva ay, k € Ny, i B, # 0,
k € N. Pod Jacobijevom matricom podrazumevamo beskona¢nu matricu oblika

&%) 51 0
J— 51 (651 ﬁz
o 0 B

Sa J, obelezavamo Jacobijevu matricu koja je dobijena iz nizova ay, k € Ny, i 3y,

ke N.

Ocigledno je da je Jacobijeva matrica trodijagonalna. Primetimo da su sve vrste
matrice J elementi £ C (2. Oznacimo sa Jx, formalni matriéni proizvod matrice J
i vektora x € 2. Ocigledno je da svaki element vektora Jx postoji, zbog ¢injenice
da su vrste matrice J elementi ¢? i x € 2, pa svi redovi koji reprezentuju elemente
vektora Jx konvergiraju apsolutno. Koristeéi ovako definisan proizvod matrice J i
vektora x, mozemo izgraditi razli¢ite linearne operatore koji deluju na ¢2. Primetimo
da ako je x € /2, onda je i Jx € £ jer ocigledno Jx ima samo kona¢no mnogo nenultih
elemenata. U daljem razmatranju sledimo opste principe spektralne teorije operatora
izlozene u [38], [34], [5]. Primetimo da je formalni proizvod Jx linearan.

Obelezimo sa J, linearni operator, takav da vazi Jx = Jx, X € (2. Ocigledno J
slika £2 u ¢2. Primetimo da J ima gust domen u 2. Od ovako definisanog operatora
moZemo na prirodan naéin izgraditi zatvoren operator sa gustim domenom u ¢2.

Neka je dat niz elemenata yy, k € N, iz £2, takav da niz JIve, k € N, konvergira ka
z € (% ida niz y;, k € N, konvergira ka y € £2. Mozemo da definisemo Jy = z i da
prosirimo domen operatora 7. Ovako formiran operator je evidentno zatvoren (videti
38, str. 377], [34, str. 164]). Ozna¢imo ga sa Jpin-

Naravno, treba dokazati da je operator Jyin dobro definisan (videti [34, str. 165]).
Neka su data dva niza y} iy?, k € N, iz £2, koji su u domenu Jp, 1 koji konvergiraju ka
istom x i takvi da Jy} i Jy:, k € N, konvergiraju ka z' i z%, respektivno. Onda, treba
dokazati z' = z2. Zbog linearnosti, dovoljno je dokazati da ako y, — 01 Jy, — z,
onda z = 0 (videti [34, str. 165]). Imamo

(ev, Jyi) = Bus_1 + AT, + Boi¥ir = (Jew, yi), v €N,

odakle zaklju¢ujemo da za svako v € Ny, imamo (e,, Jyi) — 0, dok k& — +00. Kako je
(%2 gust u (2 i zbog neprekidnosti skalarnog proizvoda (videti [91, str. 74], [38, str. 53]),
zakljuujemo da je (x,z) = 0 za svako x € (2. Naravno, postoji samo jedan vektor
z € (%, takav da je ortogonalan na svako x € 2, a to je element 0.
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Postoji jo§ nac¢ina da se od Jacobijeve matrice formira linearni operator na ¢
pomocu matricnog proizvoda. Pod operatorom J,.. podrazumevamo linearni ope-
rator na 2, takav da je Jn.X = Jx, X € £2, pri ¢emu je x € ¢? u domenu operatora
JTmax 2ko i samo ako je Jx € £2.

Dakle, za ovako izgradena dva operatora Jmin i Jmax dajemo njihove precizne defini-
cije. U daljem sa D(J) oznacavamo domen operatora 7.

Definicija 1.7 Operator Jn.x je linearni operator sa domenom D(Jnax) = {x €
0% | Jx € (%} i sa vrednostima JpaX = JX.

Operator Jui, je linearni operator na % sa x € D(Jwin) ako i samo ako postoji niz
yr € (2, k € N, koji konvergira ka x, takav da je niz Jyy, k € N, konvergentan, pri
cemu

s7minX = lim Jyk
k——+o0

Jasno je da je Jnin minimalni zatvoreni operator koji se moze izgraditi od matrice
J, takav da sadrzi £2. Mozemo dokazati da je Jmax zatvorena ekstenzija operatora
Jmin- Kazemo da je operator 7 ekstenzija operatora S ako je D(S) € D(7) i ako
Sx = Tx, za svako x € D(S) (videti [38, str. 394]).

Kako su nasi operatori Jumin 1 Jimax gusto definisani, postoje maksimalni pridrueni
operatori (videti [34, str. 167, 267]). Oznacimo sa J* pridruzeni operator za J. Onda
maksimalni pridruzeni operator za Jmim mozemo dobiti na sledeéi nacin (videti [34,
str. 167]): Pisemo y € D(J7,,), ako za svako x € D(Jin) postoji y* € £2, tako da vazi

1

<\7minX7 y> - <X7 y*>7

i naravno onda pisemo y* = 7%, y. Kako je £3 C D(Jmin), zbog neprekidnosti skalarnog
proizvoda, nije potrebno da imamo jednakost za svako x € D(Jmin), vec je dovoljno da
jednakosti vrede samo na svim vektorima ey, k € Ny. Dakle, dovoljno je da vazi

<\.7minek7 y> = <ek7 y*>7
pa da imamo y* = J,y. Onda
y; = <y*7ek> = <y7 jminek>7 ke N07

odakle zaklju¢ujemo da y* ima iste elemente kao matri¢ni proizvod J7y. Ako y* € ¢2,
na osnovu definicije, imamo y € D(JX ) = D(J%,,) i vazi y* = JH y = Jx.y.
Odavde mozemo zakljuciti da vazi J*, = JHZ . Naravno, pod JZ i J2  po-
drazumevamo operatore izgradene na prethodno opisani na¢in samo od matrice J.

Potpuno istom argumentacijom, koriste¢i J** = 7, koja vazi za gusto definisane
operatore i zatvorene operatore na refleksivnom prostoru (videti [34, str. 168]), mozemo
pokazati da vazi J,. = JI . Takode, s obzirom da je operator (J ) gusto definisan
na refleksivnom prostoru, imamo da je njegov pridruzeni operator zatvoren (videti [34,
str. 168]). Dakle, zbog Jmax = (JE )*, imamo da je Jmax zatvoren.

Ovim smo dokazali smo slede¢u teoremu (videti [5]):

!Na engleskom jeziku: adjoint. U nasem jeziku se koristi termin konjugovan, koji nije najsreéniji
prevod. U ovoj disertaciji koristimo takode termin samo-pridruZeni operator za self-adjoint operator.
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Teorema 1.19 Imamo
* _ gH * _ gH
jmin - jmax? jmax — Y'min»

gde su JE i JH minimalni i maksimalni operator izgradeni od Jacobijeve matrice
JH . Takode, Tmax je zatvorena ekstenzija operatora Jmin. Operator Jmax je maksimalna
ekstenzija operatora Jmim uw smislu da ne postoji zatvoreni operator koji je ekstenzija
operatora Jmax, takav da ima iste vrednosti kao Jmax na 68.

Primenimo ovu teoremu na Jacobijevu matricu izgradenu od realnih nizova ay,
k€ Ny, ipBs #0% k&N. Onda zbog J¥ = J, imamo Jmin = Jmax. Naravno, ako je
Tmin = Jmax, onda su operatori Jpin 1/ili Tmax samo-pridruzeni jer je Jmax maksimalan
u smislu da nema ekstenziju. Odavde raspoznajemo znacaj jednakosti Jnin = Jmax-
Zato tom slucaju dajemo posebno ime (videti [5]).

Definicija 1.8 Operator Jpui, nazivamo Jacobijev operator pridruzen Jacobijevoj ma-
trici J i oznacavamo ga sa J. U slucaju da Jacobijeva matrica J nije pravilna, onda
Jmax 0znacavamo sa J#. Ako za zadatu Jacobijevu matricu J vazi Jmin = Jmax, onda
ovaj operator obelezavamo prosto sa J i kazemo da je Jacobijeva matrica J pravilna®.
U slucaju da je operator J pravilan, onda operator J nazivamo Jacobijev operator.

Pod normom operatora J podrazumevamo sledec¢u vrednost

Iy ez [l

[1/]] = sup

xef%

Nije tesko proveriti da ovako definisana norma zadovoljava osobine norme. Takode,
lako se proverava da je ovako definisana norma upravo standardna operatorska norma
jer

[(Jx, ) < Iyl < M{[x][[]y]l,

odakle sleduje ||J|| < M, za svako M za koje ||Jx|| < M||x||, pa je infimum svih M
jednak upravo |[J|| (videti [46, str. 162]).

U narednim razmatranjima koristimo konvenciju 3y = 0, radi lakseg prikazivanja
rezultata. Koristeéi nejednakost Bunjakowsky-Cauchy-Schwarza (videti [65, str. 110]),
imamo

Bozur + wwy + B ] < (18 + lowl® + 1Boa )2 (lm-a [P + |20 + |20a]?) 2,
odakle zaklju¢ujemo da vazi

|/8V~IV—1 + ayTy, + ﬁu+1xu+1|2 S (|/8V|2 + |051/|2 + |ﬁy+1|2)(|xy—1|2 + |aju|2 + |.TV+1|2>-

2Uobicajeni uslov B, > 0, k € N, moze biti zamenjen opstijim da je niz B # 0, k € N, realan
jer su odogovrajuéi Jacobijevi operatori ekvivalentni do na unitarni operator (videti [98, str. 14], [34,
str. 258]).

30vo je mozda ne bas sreéan prevod engleske reci proper (videti [5]).



1.2. JACOBIJEV OPERATOR 17

Pod pretpostavkom da je |3, |+ |a,|? + |8,+1|* uniformno ograni¢eno, recimo sa M?/3,

po v € Ny, mozemo zakljuciti da vazi

+00 1/2
7=l = (Z |Buwy1 + vy + @MMP)

v=0

IN

+o00 1/2
(Z(Iﬁul2 +law* + 1B ) (ol + [ | + \:vm!?))

v=0

+o00 1/2
< wﬂ%@ﬁ+@ﬁ+wwmnm(§]mﬁ) < M|xll, xef
v=0

vENy

Dakle, Jacobijev operator J je ogranicen. Ista jednacina, naravno, vazi i za operator
J#, tj. ako je |B,]% + |a,|* +|B,41]* uniformno ograniceno, onda su i J i J# ograniceni
i kako znamo zatvoreni operatori.

Ako |B,]? + |aw|? + |B,4+1/* nije ograniceno, onda za svako M > 0 postoji v takav
da vazi |8, + |, [* + |By41]* = M?. Stoga

1/2

1 7e]| = (18,1 + lewl* + [Busal?) ™ = Mlle, ],

tj. J i J# nisu ograniceni.

Naravno, iz ogranicenosti .J, sleduje neprekidnost operatora J (videti [46, str. 162],
[91, str. 35]). Zbog neprekidnosti operatora J, lako se zaklju¢uje da ako niz xi, k € N,
konvergira, onda i Jxy, k € N, konvergira, pa je stoga D(J) = 2 jer su nasi operatori
zatvoreni. Naravno, ako je D(J) = 2, s obzirom da je operator J zatvoren, zatvoren
je i njegov grafik, pa zbog teoreme o zatvorenom grafiku imamo da je J ogranicen
(videti [91, str. 132], [38, str. 170]). Odavde zakljucujemo da ako su operatori J i/ili
J# ograniceni, oni su jednaki.

Teorema 1.20 Operatori J i/ili J¥ su ograniceni ako i samo ako postoji M > 0, tako
da vazi

SUNP 18,12 + e |2 + 8o > < M < +o0.

velNpg

Ako su operatori J i/ili J# ograniceni oni su jednaki i Jacobijeva matrica je pravilna.

Razmotri¢emo i uslov kompaktnosti operatora .J, pod uslovom da je on naravno
ograni¢en. Oznacimo sa J,, n € Ny, operator izgraden od glavnog minora reda n + 1
Jacobijeve matrice J. Onda ocigledno

1/2
1 = Tall < 3sup (15l + o + [Gen]?) ",
>n

pod uslovom da nizovi 3,, n € N, i a,,, n € Ny, konvergiraju ka nuli, imamo konvergen-
ciju u operatorskoj normi niza J,, n € Ny, ka operatoru J. Kako operatori J,, n € Ny,
imaju kona¢no dimenzionalnu sliku, oni su kompaktni pa je operator J kompaktan kao
granicna vrednost (u operatorskoj normi) niza kompaktnih operatora .J,, (videti [91,
str. 67], [38, str. 234]).
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Obrnuto, neka postoje podnizovi ,, n € N, a,,, n € N, N € N, N’ C Ny, koji
su uniformno ograniceni od nule sa recimo L. Formirajmo onda, na primer, niz Je,,
n € N”. Zbog Je, = (0,..., 0By, an, Bni1,0,...), za n,m € N', n # m, imamo

1/2

17 (en = em)ll = (18al” + lowa|* + [Busa|* + 1Bunl® + lovm]* + |Brsa[*) > 2L > 0.

Naravno, zaklju¢ujemo da niz Je,, n € N’ nema konvergentan podniz jer nijedan
podniz ne moze biti Cauchyjev. Onda slika skupa e,, n € N”, koji je ogranicen, nije
prekompaktan skup ili relativno kompaktan, pa J nije kompaktan (videti [91, str. 66],
38, str. 233]).

Sledeéu teoremu, koju smo upravo dokazali, mozemo naéi u [1] (takode videti [3]).

Teorema 1.21 Ograniceni Jacobijev operator J je kompaktan ako i samo ako

lim §,=0, lim «,=0.
n—-+o00 n—-+o0o

U slucaju ograni¢enog operatora .J, normu operatora J mozemo oceniti iz sledece
nejednakosti (videti [34, str. 143])

1/2
sup (L + [+ 180a)"” < 71 < sup (] + ol +[Bal) . (113)
veNg veNg

Ova nejednakost je direktna posledica definicije. Leva strana se dobija za ||Je,||,
n € Ny, a desna se moze dobiti pomocu ocene za (Jx,x) (videti [98, str. 14]).

Ako operator .J nije ograni¢en, onda .J i J# ne moraju biti jednaki. Drugim rec¢ima,
Jacobijeva matrica nije nuzno pravilna. U sluc¢aju da su nizovi ay, k € Ng, Ok, k € N,
realni, onda operator sa domenom ¢2 koji deluje na vektore iz ¢3 preko matri¢nog
mnozenja Jacobijevom matricom .J, oznac¢imo sa Jy. Ovaj operator je simetrican jer
JH = J5. Onda uslov pravilnosti Jacobijeve matrice znaci da postoji jedna i samo
jedna simetri¢na ekstenzija operatora [Jy. Drugim rec¢ima, Jy treba da bude esencijalno
samo-pridruzen u smislu [34, str. 269]. Kao $to znamo postoje simetri¢ni operatori koji
nemaju jedinstvenu zatvorenu ekstenziju, a primer dajemo nesto nize u tekstu.

Kako je i pokazano u (1.7), nule ortogonalnih polinoma, koji su definisani rekurent-
nom relacijom (1.6), su sopstvene vrednosti glavnih minora J, (n € Ny) Jacobijeve
matrice J, koja je izgradena od nizova koeficijenata troclane relacije oy, k € Ny, O,
k € N. Zbog ove relacije, ocekujemo izvesnu vezu izmedu spektra Jacobijevog opera-
tora J i tacaka nagomilavanja skupa svih nula ortogonalnih polinoma i/ili skupa svih
sopstvenih vrednosti glavnih minora J,,, n € Ny, Jacobijeve matrice J.

Ako je x sopstvena vrednost Jacobijevog operatora J, onda je ocigledno vektor
p(z) = (po(), p1(z),...) € £ sopstveni vektor operatora J i vazi jednakost

zp(z) = Jp(z).

I obrnuto, ako je p(z) = (po(z),p1(x),...) € 3, onda je x sopstvena vrednost Jacobi-
jevog operatora J i vazi gornja jednakost. Drugo linearno nezavisno resenje qi, k € Ny,
naravno, ne moze biti sopstveni vektor Jacobijevog operatora J jer zbog q_; # 0,

ocigledno zq(x) # Jq(z).
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Ako je x sopstvena vrednost Jacobijeve matrice J, jasno je da operator x — J ima
jezgro dimenzije jedan, $to je direktna posledica toga $to je p(z) € £? sopstveni vektor
operatora J, a vektor q(z) drugo linearno nezavisno resenje jednacine (1.6) to nije.

Vektor q(z) = (qo(z), q1(z), .. .), medutim, mozemo dovesti u vezu sa sopstvenim
vektorom operatora J™). Ako je Jacobijeva matrica J izgradena od nizova ay, k € N,
B, k € N, sa J™ ozna¢avamo Jacobijevu matricu izgradenu od nizova oy, k € Ny,
Bisn, k € N. Na primer, za J® imamo

a; By 0
Ba gy B

JUV =11 B o B (1.14)

Kazemo, takode, da su Jacobijeve matrice J™ izgradene iz zakasnjenih nizova oy,
k € No, By, K € N, za n elemenata. Ocigledno imamo da je vektor qV(z) =
(¢1(z), g2(x), . ..) , izgraden od drugog linearno nezavisnog resenja jednacine (1.9), pod
uslovom da je iz 2, sopstveni vektor operatora J).

Kako je deg(p,) = n, n € Ny, za drugo linearno nezavisno resenje vazi deg(q,) =
n — 1, n € N, sto se jednostavno moze proveriti indukcijom.

U [103], nalazimo slede¢u definiciju:

Definicija 1.9 Jacobijeva matrica J se naziva determinisana ako i samo ako bar jedan
od vektora p(0) i q(0) nije element prostora ¢2.

Na osnovu prethodnog, ova definicija, u stvari, znaci da J i J) nemaju istovremeno
broj nula za sopstvenu vrednost. Naime, u [103] je dokazana implikacija: Ako su vektori
p(2) iq(z) istovremeno elementi prostora (* za neko z € C, onda za svako z € C vektori
p(2) i q(2) pripadaju prostoru ¢*. S druge strane, za realnu Jacobijevu matricu znamo
da ako je matrica determinisana, onda je Jacobijev operator J samo-pridruzen, tj.
Jacobijeva matrica je pravilna, i obrnuto, ako je Jacobijev operator J samo-pridruzen,
Jacobijeva matrica pravilna, onda je Jacobijeva matrica determinisana (videti [5]).

U [6] je dokazano da su pojmovi pravilna Jacobijeva matrica i determinisana Jaco-
bijeva matrica ekvivalentni i za kompleksne Jacobijeve matrice.

Teorema 1.22 Jacobijeva matrica J je pravilna ako i samo ako je determinisana.
Odavde imamo slede¢u lemu.

Lema 1.2 Neka je J pravilna, determinisana, Jacobijeva matrica. Ako je x sopstvena
vrednost operatora J, onda x nije sopstvena vrednost operatora JN i obrnuto. Jezgro
operatora z — J 1ma dimenziju manju il jednaku 1.

Dokaz.- Ako je z istovremeno sopstvena vrednost operatora J i J), onda su p(z)
i qV(z) elementi prostora (2. Medutim, ako je > ken [ak(2)|? sumabilno, onda je i
> ker [@k(2)|* sumabilno. Ovo znaci da su p(x) i q(«) istovremeno elementi prostora
02, pa je Jacobijeve matrica nedeterminisana.
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Zbog xq(x) # Jq(x) jer je q_1(x) # 0, imamo da jezgro operatora x — J moze
sadrzati eventualno vektor p(z), i u tom sluéaju ima dimenziju 1; u suprotnom, jezgro
je trivijalno. I

Jedan od dovoljnih uslova determinisanosti za proizvoljnu kompleksnu Jacobijevu
matricu moze se naéi u [5]. Specijalan slu¢aj realne Jacobijeve matrice je tretiran u

103).

Teorema 1.23 Jacobijev operator J je determinisan pod uslovom

SRR
“— |G|

Za slucaj realne Jacobijeve matrice J (realni nizovi oy, k € Ny, Ox # 0, k €
N), pojam determinisanosti Jacobijeve matrice je ekvivalentan pojmu determinisanosti
momentnog problema (videti [38, str. 414]).

Neka je zadat realan niz momenata my, k € Ny, takav da su sve Hankelove deter-
minante (1.2) pozitivne. Definisemo dva momentna problema.

Koje uslove mora da zadovolji niz momenata my, k € Ny, tako da postoji jedin-
stvena pozitivna mera u sa nosacem supp(p) = Ry, i tako da vazi

my = /xkdu, k € Np.

Ovako formulisan momentni problem nazivamo Stiletjesovim momentnim problemom.

Drugi momentni problem ima slede¢u formulaciju. Koje uslove mora da zadovolji
niz momenata my, k € Ny, tako da postoji jedinstvena pozitivna mera p sa nosacem
supp(p) = R, i tako da vazi

my = /xkdu, k € Ny.

Momentni problem formulisan na ovaj nacin nazivamo Hamburgerov momentni prob-
lem.

Definicija 1.10 Momentni problem je determinisan ako postoji jedinstvena mera p
koja je resenje momentnog problema.

Navedimo primer razli¢itih mera koje imaju isti niz momenata (videti [12, str. 73]).
Krenemo od dva integrala

/ e du =/, i / e sin(2mu)du = 0.
R R

Uvodenjem smene u = logx — (n + 1)/2, dobijamo

/ ahe 108 Py = \/re T/, / 2" sin(27 log(z))e” 8" *dz = 0, n € N,.
Rg Rg



1.2. JACOBIJEV OPERATOR 21

Kombinovanjem nalazimo

/ 2™(1 + Csin(2r log z))e™ 8" *dz = /re™*/4 n e N,,
Rg

odakle zaklju¢ujemo da za |C| < 1, sve pozitivne mere (1 + C'sin(2r logz))e™ 8" *dz
imaju isti niz momenata m,, = ﬁe("+l)2/4, n € Ny. Prema tome, postoji niz momenata
takav da Stiletjesov (Hamburgerov) momentni problem ima beskona¢no mnogo resenja.
Postoje i mnogi drugi primeri nizova momenata koji imaju nejedinstvenu reprezentaciju
u smislu Stieltjesovog ili Hamburgevog momentnog problema.

Jedan nacin konstrukcije preko Fourierove transformacije, koji daje ¢itav niz mera
koje imaju sve momente jednake nuli, potice iz [38, str. 412]. Neka je f analiticka parna
funkcija na R, takva da su joj svi izvodi u nuli i beskonacnosti jednaki nuli. Takva
je, na primer, funkcija f(r) = exp(—1/2% — z?). Ozna¢imo sa g njenu Fourierovu
transformaciju. Tada imamo

/Rg(t)ei‘“dt = f(x).

Kako je f parna, g jerealnaig(t) = [, cos(at) f(z)dz. Takode, zbog uslova nametnutih
funkciji f, primenjujuéi parcijalnu integraciju k puta, dobijamo

_ 1 1 —izt p(k)
g(t) = 27 Gi)F /Re ¥ (x)dz, ke Ny.

Odavde zaklju¢ujemo da pri |[t| — +oo, g tezi nuli brze nego bilo koji stepen [t| 7%,
k € Ny, tako da su funkcije g(t)t*, k € Ny, integrabilne na R, pa je

ik kqt — B (0) = 0.
/R g()tdt = F9(0) =0

Dalje zakljucujemo da su svi momenti mere ¢(t)d¢, podrzane na R, jednaki nuli.
Takode, mozemo naéi dve pozitivne mere koje imaju iste momente. To su g*(¢)dt
i g~ (t)dt, gde je g*(t) = max{g(t),0} i g~(t) = max{—g(t),0}.

Takode, mozemo konstruisati meru podrzanu na skupu celih brojeva Z, ¢iji su svi
momenti jednaki nula. Sa f oznacimo funkciju koja je analiticka i parna i takva da su
joj svi izvodi u nuli i 7 jednaki nuli. Takva je, na primer, funkcija f = exp(—1/2* —
1/(7? — z?)). Oznacimo sa g, k € Z, slede¢i niz

1 ™
gk = 2—/ f(x)exp(—ikz)dz, k€Z.
™ —Tr
Ocigledno je gr € R, k € Z, zbog parnosti funkcije f. Takode, primenjujuci parcijalnu
integraciju n puta mozemo dobiti sledeé¢u ocenu

1
I = o (k)

/ f(")exp(—ik::r)dx, ke Z,
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odakle zaklju¢ujemo da g opada brze od bilo kog stepena |k|™™, n € Ny, tako da
Imamo
"y gek™ = f™(0) =0, neN,.
kEZ
Odavde zaklju¢ujemo da mera podrzana na celim brojevima Z, sa masama g, ima sve
momente jednake nuli. Sliécno mozemo konstruisati g i ¢g~, podrzane na Z, koje imaju
iste momente.

Kriterijum jedinstvenosti reSenja momentnog problema moze biti iskazan jednos-
tavno koriste¢i pojam samo-pridruzenog operatora. Ali prvo moramo re¢i nesto o
spektralnoj rezoluciji simetricnog operatora.

Pokazimo najpre jednu vaznu relaciju. Ako je data pravilna Jacobijeva matrica J,
tada, na osnovu teoreme 1.9, imamo jedinstveno odreden linearni funkcional £ : P +— C
u odnosu na koji su odgovarajuc¢i polinomi p,, n € Ny, izgradeni iz troclane relacije
(1.9) ortogonalni (videti definiciju 1.4 i skalarni proizvod (.,.).).

S obzirom da je Jacobijevu matricu J trodijagnalna, mozemo odrediti sve njene
potencije. Matrice J*, k € Ny, postoje gde je mnozenje operatora obi¢no matri¢no
mnozenje. Formirajmo linearno preslikavanje Z linearnog prostora (Lin({pk}ken,), R)
na linearni prostor (¢2,R) na slede¢i nacin

I(pk):ek’7 kGNOa I(Ozp—{—ﬁq):ozf(p)—{—ﬂf(q), p7q€737 Oé,ﬁeR,

gde je pi, k € Ny, niz ortonormiranih polinoma sa koeficijentima troclane relacije koji
grade Jacobijevu matricu J. Lako se dokazuje da je Z izomorfizam. Stavise, 7 je
izometricki izomorfizam jer ocigledno vazi

O = Py D) = (Z(pn), Z(pr)) = (€n,€k) = nks N,k € N,

gde sa (.,.), oznacavamo skalarni proizvod na (Lin({px}xren,), R), u odnosu na koji
je niz polinoma pg, k € Ny ortogonalan. Sa (.,.) oznacavamo skalarni proizvod na
(¢2)R). Naravno, zbog linearnosti, osobinu ocuvanja skalarnog proizvoda imamo za
svaki element iz (Lin({pj }ren, ), R).

Zbog, toga sto nam je skalarni proizvod na prostoru polinoma zadat bez konjugacije,
definicija 1.4, izometricki izmorfizam je ogranicen za lineale nad poljem realnih brojeva.
Medutim, mozemo uspostaviti jednakost izmedu skalarnih proizvoda i za slucaj kada
je prva komponenta u skalarnom proizvodu iz lineala nad kompleksnim brojevima, a
druga iz lineala nad poljem realnih brojeva. Naime, vazi

(0, 0)c = (Z(p),Z(q)), p < Lin({prtren,),C), ¢ € (Lin({pr}ren,); R).
Ako uzmimo p = Y, wpr i g = X2, mpw, W € C, 1, € R, onda je

(P @) = Xk: Zijkm<pk,pu>z: = Zk: Zijnxek, e,) = Qkf Vi€, Zyjmey%

S obzirom da je

Jer = Bri1€rpt1 + arer + Brer—1, k€ Ny,
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mozemo zakljuciti (indukcijom) da vazi sledeca jednostavna jednakost
pr(J)eo =e, k€N,

jer je niz e, k € Ny, reSenje iste diferencne jednacine kao niz ortonormiranih polinoma
Pk, k € Ny, pri ¢emu ulogu promenljive x preuzima Jacobijev operator J. Kako x" €
(Lin({px }ren, ), C), mozemo pisati

" = Z%py ili J'ey = Z%,p,,(J)eo = Z%ey, n € Npy.
v=0 v=0 v=0

Jedna jednacina se dobija iz druge, primenom izometri¢nog izomnorfizma Z, i onda je
jasno da vazi
n n
mn:<x 71>£:<J eo,e0>, nGNO.

Upravo smo dokazali slede¢u teoremu (videti [19], [39], [3]):

Teorema 1.24 Neka je J Jacobijeva matrica © neka su my, k € Ny, momenti odgo-
varajuceq linearnog funkcionala L izgradenog prema teoremi 1.9. Tada

K(Ik) = (Jkeo,e()) = My, ke No.

Ako je Jacobijeva matrica relna (realni nizovi ay, k € Ny, O, £ € N), onda je
izometricki izomorfizam uspostavljen nad linearnim prostorima (Lin({p }ren,),C) i
(¢2,C), pod uslovom da promenimo definiciju skalarnog proizvoda (definicija 1.4) i
prihvatimo standardnu definiciju koja ukljucuje konjugaciju po drugoj promenljivoj.
Drugim rec¢ima, na ovaj nacin dolazimo do pozitivno definitnog slucaja i pozitivno
definitnog skalarnog proizvoda (.,.) ..

Za slucaj ogranicenog operatora J znamo da je spektar operatora o(J) ogranicen
i zatvoren skup u kompleksnoj ravni C (videti [38, str. 195], [91, str. 165]). U stvari,
znamo da je spektar ograni¢en normom operatora J (videti [38, str. 196], [91, str. 162,
164]). Rezolventni skup operatora J oznacavamo sa §2(J). Znamo da je rezolventni
skup operatora J otvoren skup, zbog Q(J) = C\o(J).

Sledeca teorema resava pitanje jedinstvenosti reSenja momentnog problema za slu-
¢aj ogranicenog simetri¢nog operatora J (videti [38, str. 263]).

Teorema 1.25 Neka je J simetricni i ogranicent operator na nekom Hilbertovom pros-

toru. Onda postoji jedinstvena mera E ortogonalnih projekcija na o(J), tako da vaZi

E(SNT)=E(S)E(T) i
p(J) = r)dE(x), peP.
(/) /U(J)p< JAE(z)

Integral postoji u smislu operatorske norme.

Na osnovu teoreme 1.24, jedinstvenu meru koja je reSenje momentnog problema
za slucaj ogranicenog simetri¢nog operatora .J, mozemo identifikovati kao (E(.)eo, €o).
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Napomenimo da prethodna teorema vazi za svaki ograniceni simetricni operator J, a
ne samo za specijalan slucaj Jacobijevog operatora.

Navedimo samo neke osobine mere E. Mera E je definisana na Borelovim pod-
skupovima B(o(J)) skupa o(J). Nekasu S i T proizvoljni elementi B(o(.J)), onda mera
E ima sledece osobine: E*(S) = E(S). ||E(S)|| < 1. E(¢) =0, E(o(J)) = 1. Ako je
SUT =¢,onda E(SUT) = E(S)+ E(T), E(S)J =JE(S). E(SNT) = E(S)E(T).
E(S) je ortogonalna projekcija. Ako je SNT = ¢, onda su skupovi slika operatora
E(S) i E(T) ortogonalni, E(S)E(T) = E(T)E(S).

Iz ovih osobina vidimo da je E(S), S € B(o(J)), ortogonalna projekcija, tako
da meru E zovemo mera ¢ije su vrednosti ortogonalne projekcije. Primetimo da je
spektralna mera pozitivna jer oc¢ito imamo

(E(S)eo, e0) = (E(S)’e, e0) = (E(S)eq, E(S)eq) = || E(S)eo||* > 0,
gde je S € B(a(J)).

Za slucaj simetricnog kompaktnog operatora J prethodna teorema o spektralnoj
rezoluciji postaje posebno jednostavna. Za slucaj simetricnog kompaktnog operatora
J, znamo da je spektar prebrojiv skup realnih brojeva \,, v € N, koji konvergira
ka nuli; naravno, svi A\,, v € N, su sopstvene vrednosti operatora J. Tacka nula je
jedina tacka nagomilavanja spektra i pripada spektru jer je spektar zatvoren skup.
Operator J moze imati sopstvenu vrednost u nuli, ali i ne mora. Oznacimo sa FE,,
v € N, ortogonalne projekcije na sopstvene potprostore operatora J. Kako je skup
ortonormiranih sopstvenih vektora y,, v € N, kompletan u ¢?, svaki vektor x € (2,

mozemo odrediti kao
xX=> (X,y,)y0
veN

Primenjujuéi operator J na ovu jednakost dobijamo
Jx = Z A (X, Y)Y
veN
Dakle, operator J mozemo shvatiti i kao (videti [38, str. 320], [91, str. 194])

J = Z)\V<7yk>Yk = Z)\VEV = / fEdE(.T),

veN veN a(J)
gde je
E(S)= )  E,
Ay €S, veN
pri éemu smo koristili £, = (., y,)y,, v € N.

U sluéaju ogranicenog operatora J znamo da je, za dovoljno veliko z > ||J||, opera-
tor z — J invertibilan (videti [38, str. 195], [91, str. 162], [46, str. 165]). Cesto funkciju
R:Cw 2 R(z) = (2 — J)™', zovemo i rezolventna funkcija (videti [91, str. 165],
38, str. 195]). U stvari, operator (z — J)~! (videti [46, str. 165], [38, str. 194], [91,
str. 162]), mozemo odrediti preko sledece relacije

13X 1
(z—J) ' = ;Z;J”, 12| > || J]].
v=0
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Definicija 1.11 Pod Weylovom funkcijom operatora .J podrazumevamo slede¢u funk-
ciju

#(2) = ((z — J) teg,e0), z€Q(J).

Kako je rezolventa (z — J)~! analiticka funkcija, sa vrednostima u skupu B(¢?) na
Q(J) (videti [34, str. 174], [38, str. 195]), to je i proizvod (z—J)'ey analiticka vektorska
funkcija na %, prema ¢emu je i za svaki ograniceni linearni funkcional L € B({?),
funkcija L((z — J) 'ep) analiticka prema ekvivalenciji stroge i jake analiticnosti (videti
[38, str. 112]). Naravno, dovoljno je uzeti L = (., eg) € B(¢?) i zakljuciti da je Weylova
funkcija analiticka na Q(J) (videti [5], [7]).

Koriste¢i pomenuti razvoj operatora (z — J)~! i teoremu 1.24, mozemo formalno
pisati

+o0 400
1 (Jkeg,ep) 1 m,
R M ok N EE 1]

gde je my, odgovarajuéi niz momenata odreden nizovima S, k € N, az, k € N, od
kojih je J izgraden.
Pod Cauchyjevom transformacijom mere p (videti [38, str. 381]), podrazumevamo

slede¢u funkciju
R dp(x
i) = [ @), ¢ supp(y).

Z—XT

Ako je nosa¢ mere p ogranicen skup sa [supp(u)|, onda za |z| > |supp(u)| imamo

Kako su za sve mere koje mi ovde razmatramo, polinomi integrabilne funkcije, imamo
formalno

N 121 1 = my
TOEEDY ?/xkdp(m’) =-D_ |zl > [supp(),
v=0 v=0

gde su kao i do sada my, k € Ny, momenti mere .

Pod uslovom da red Z:ﬁ% m,/z", konvergira za neko zy, znamo da ¢e da konvergira
iza|z| > |z| (videti [79, str. 182]). Odavde zaklju¢ujemo da su Weylova funkcija
¢ i Cauchyjeva transformacija mere p jednake i analiticke na nekoj otvorenoj okolini
tacke oo. U stvari, jednostvno mozemo odrediti oblast konvergencije reda primenjujuci
Abelovu teoremu o konvergenciji potencijalnih redova (videti [79, str. 182]). Mozemo
tvrditi da red konvergira, na primer, na skupu {z | |z| > supyey, [m|"/*}.

Naravno, za kompleksne mere sa ograni¢enim nosac¢em, uvek imamo

sup |mg|/* < 400.
keNg

Neka je nosa¢ mere p ogranicen sa |sup(p)| (videti [74, str. 158]). Tada, za svako
k € Ny, imamo

\ / x'“du‘ < [ laffalil < lsupp()* [ il = lsupp(o) sl (supp(),
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odakle zakljuéujemo sup,cy, [mi|'/* < |sup(p)], s obzirom da je funkcija f j-inte-
grabilna u odnosu na kompleksnu meru ako i samo ako je integrabilna u odnosu na
apsolutnu varijaciju |u| komplekse mere p (videti [74, str. 142]), a || je konacna mera
(videti [74, str. 138]).

Posmatrajmo sada regularni linearni funkcional £, zadat preko kompleksne mere
w relacijom (1.1). Pod uslovom da je nosa¢ mere p ogranicen i da je odgovarajudi
Jacobijev operator (izgraden od koeficijenata troc¢lane relacije za ortonormirane poli-
nome u odnosu na p) ogranic¢en, postoji otvorena okolina tacke oo, €y, takva da vazi

¢(2) = i(2), z € Qo.

Teorema 1.26 Neka je reqularni linearni funkcional zadat sa

E(p)z/pd/w, peP,

1 neka je nosac¢ mere p ogranicen. Neka je dalje Jacobijev operator, izgraden od ko-
eficijenata troclane relacije polinoma ortonormiranih u odnosu na L, ogranicen. Tada
postoji otvorena okolina €y tacke oo, takva da vazi

o(z) = i(z), z€ Q.

Primetimo da smo pretpostavili i da je nosa¢ mere y ogranicen i da je Jacobijev op-
erator ogranicen. Pokazacemo primerom da u opstem slucaju sa kompleksnom merom
14, mozemo imati ograniceni nosa¢ mere i neogranicen Jacobijev operator. U slucaju
ogranicenog operatora pokaza¢emo da se moze naci relacija ortogonalnosti na izvesnom
ograni¢enom skupu. Naravno, za slucaj simetri¢nog i ogranicenog Jacobijevog opera-
tora, mera iz teoreme o spektralnoj rezoluciji ima ogranic¢eni nosac¢. Za slucaj pozitivne
mere f, sa ograni¢enim nosacem, podsecamo se teoreme date u [90].

Teorema 1.27 Neka je p pozitivna apsolutno neprekidna mera na [—1,1] sa du/dx =
w(x), takva da su polinomi p-integrabilni. Onda

1
li =0 li = —
Jim =0, lm B 5

ty. Jacobijev operator je ogranicen.

Za slucaj samo-pridruzenog operatora J, jedinstvenu meru koja je reSenje mo-
mentnog problema mozemo dobiti iz spektralne rezolucije samo-pridruzenog opera-
tora J. U [38, str. 378] imamo sledeé¢u teoremu.

Teorema 1.28 Neka je J samo-pridruzeni (neogranicen) operator. Sa D(J) oznacimo
domen operatora J. Neka su dalje S i T bilo koji Borelovi skupovi realne prave.
Postoji jedinstvena spektralna rezolucija operatora J, tj. mera E, ortogonalnih pro-
jekcija, definisana na svakom Borelovom skupu realne prave, sa sledeéim osobinama:
E(p) =0, ER) =1; E(SNT) = E(S)E(T); E*(S) = E(S); E(S)J = JE(Y),
pri éemu E(S) : D(J) — D(J) i za svako x € D(J), E(S)Jx = JE(S)x; D(J) =
x| [2*d(E@)xx) < +o0};
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e Za svako x € D(J), imamo
Jx = /xdE(m)x;
o Ako x € D(J*) iy € %, imamo
(Fxy) = [ dE@xy)

Naravno, mera (F(.)eg, eg), daje jedinstveno resenje Hamburgerovog momentnog
problema pod uslovom da je Jacobijeva matrica J pravilna. Ako nije, postoji vise
samo-pridruzenih ekstenzija operatora J, sto za sobom povlaci nejedinstvenost resenja
momentnog problema.

1.3 Spektar Jacobijevog operatora

U ovoj sekciji uglavnom posmatramo ograniceni Jacobijev operator J jer se pre svega
bavimo pitanjima konvergencije Gaussovih kvadraturnih formula za ograni¢eni Jaco-
bijev operator. Takode, dajemo i neke rezultate vezane za neograniceni, ali pravilan,
zatvoreni Jacobijev operator, a pomenuc¢emo i nedeterminisan Jacobijev operator zbog
kompletnosti.

Kao sto je poznato, spektar ogranicenog linearnog operatora mozemo podeliti u
disjunkntne skupove koje nazivamo tackasti, kontinualni i rezidualni spektar operatora
J (videti [91, str. 189]). Pomenute spektre oznacavamo redom sa o,(.J), o.(J) i o,(J).
Oznacimo sa N(J) i R(J) jezgro i rang operatora J : D(J) — (2. Naravno, u sluc¢aju
da je J ogranicen, na osnovu teoreme o zatvorenom grafiku (videti [34, str. 166], [38,
str. 170,171], [91, str. 132]), imamo D(J) = ¢2, pri ¢emu vazi slede¢a definicija:

Definicija 1.12 Imamo

op(J) = {2z | # — J nije jedan — jedan},
oc(J) = {z | z— J jeste jedan — jedan, ali R(z — J) # R(z — J) = *},
0.(J) ={z | z — J jeste jedan — jedan, ali R(z — J) # £*}.

Prema uslovima koji definisu skupove, znamo da je o(J) disjunktna unija ovih
skupova (videti [91, str. 189]).

Neka je C : (? — (* operator konjugovanja, tj. za 'y = (yo,...) € £* imamo
Cy = (7y,...) € £2. Jasno je da vazi C%y = y. Primetimo da je J¥ = CJC, gde je
JH Jacobijev operator sa konjugovanim elementima.

Koristedi teoremu 1.19, znamo da vazi J¥ = J*, pod uslovom da je .J determinisan
operator. Takode, za x € N((z — J)*) imamo

0=((z—J))Cx=(C(z—J)C)Cx=C(z = J)x=>xeN(z—J),
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tj. jezgra operatora z — J i (z — J)* su medusobno konjugovana. Jasno je, na osnovu
definicije zbira ograni¢enog i gusto definisanog operatora, da vazi D(J) = D(z — J) za
z € C. Ali, takode,

(z—J)x=yelPe(Ckz—-J)0)0x=(z—J)Cx=Cy €

$to znaci da su domeni medusobno konjugovani. Ali, takode, iz prethodne jednacine
imamo i da su rangovi konjugovani (videti [5]).
Ovim dobijamo slede¢u lemu:

Lema 1.3 Pod uslovom da je Jacobijev operator J determinisan

z=0)=C(z—=J)C, N(z—-J)=CN((z—-J)),
R(z—J)=CR((z—=J)*), DJ)=D(z-J)=CD((z—J)").

Kako znamo, za gusto definisane operatore na Hilbertovom prostoru imamo (videti
[34, str. 267], za ogranicene operatore videti [91, str. 99])

N(J) =RT)*, N =R

Takode, imamo R(.J) = R(J) ako i samo ako R(J*) = R(J*). U slucaju da je rang
zatvoren skup, vazi 2 = N(J) @ R(J*) i 2 = N(J*) @ R(J) (videti [34, str. 267]).

S druge strane, u slucaju kada jezgro operatora z — J nije trivijalno, imamo da je
dim(N(z — J)) = 1. Medutim, zbog prethodne leme, takode, dim(N((z — J)*) =1, i
obrnuto (videti lemu 1.2). Prema tome, zaklju¢ujemo da je rezidualni spektar operatora
J prazan jer R(z — J) # (2 povlaci da je CN'(z — J) = N((z — J)*) = R(z — J)* #
{0} (trivijalni ortogonalni komplement ima samo gust linearni potprstor (videti [91,
str. 83])). Dakle, oc¢igledno je da operator z — J nije jedan-jedan.

Mi éemo prihvatiti malo drugaciju particiju spektra o(J). Operator J se naziva
Fredholmov ako je dim(N(J)) < 400, dim(R(J)*) < +o00 i R(J) = R(J).

Definicija 1.13 Esencijalni spektar zatvorenog Jacobijevog operatora je skup

Oess(J) = {2z | z—J nije Fredholmov operator}.

Za zatvoren skup S Hilbertovog prostora znamo da vazi (videti [34, str. 141], [91,
str. 152]),
dim(S) = codim(S*), codim(S) = dim(S+).

Pod uslovom da je rang operatora z — J zatvoren skup, zbog veze
C=NE-D)@R(z-J))=N((z—-J)) &Rz~ J),
imamo

dim(N(z — J)) = codim(R((z — J)*) = dim(N((z — J)*)) = codim(R(z — J)) < 1.
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Drugim recima, pod uslovom da je rang operatora z — J zatvoren, onda je operator
z — J Fredholmov. Prema tome, operator nije Fredholmov pod uslovom da rang nije
zatvoren i dobijamo slede¢u karakterizaciju esencijalnog spektra (videti [5])

Oess(J) = {2 | R(z = J) # R(z = J)}.

U slucaju da je dim(R(J)*) < 400, znamo da je rang operatora zatvoren (videti
[34, str. 233, 231], za ograniceni operator videti [38, str. 171]).

Neke osnovne osobine esencijalnog spektra su da je on uvek zatvoren i neprazan
skup u sluc¢aju Jacobijevog operatora J. Pomenimo da esencijalni spektar operatora
J ostaje nepromenjen pri kompaktnoj perturbaciji cess(J) = 0ess(J + K), za svaki
kompaktni operator K : ¢? — (2 (videti [34, str. 244]).

Medutim, trodijagonalnost ne daje nikakve dalje restrikcije skupu esencijalnog spek-
tra. Specijalno za ograni¢eni Jacobijev operator, uz pomo¢ jednakosti Oes(J) =
0ess(J + K), za kompaktni operator K : > — (* mozZe se pokazati da esencijalni
spektar moze biti bilo koji kompaktan skup kompleksne ravni koji ima komplement sa
prebrojivo mnogo povezanih komponenti (videti [7]).

Takode, pomenimo da u slu¢aju samo-pridruzenog operatora J, imamo cegs(J) C
R (videti [34, str. 272], [38, str. 356, 390]) i to kompaktan podskup realne prave,
pod uslovom da je operator J ograni¢en (videti [91, str. 192]), i neograni¢en podskup
realne prave ako je operator J neogranicen (videti [34, str. 176]). Specijalno, slucaj
Cebisevljeve mere II vrste, tj. (1 — 2%)Y2x_;y(7)dz, koja ima koeficijente tro¢lane
relacije o, = 0, k € Ny, B = 1/2, k € N, je posebno dobro proucen i zna se da je
spektar odgovarajuceg Jacobijevog operatora J¢ skup

U<Jc) = Uess<JC) = [—1, 1]

Ovo je direktna posledica teoreme o spektralnoj rezoluciji. S obzirom da je mera
pozitivna, teorema o spektralnoj rezoluciji mora upravo da rekonstruise istu meru, pa
je tako spektar interval [—1, 1].

Interesatno je pomenuti posledicu nedeterminisanosti, nepravilnosti Jacobijeve ma-
trice J. Zbog €injenice da su p(0) i q(0) istovremeno elementi ¢?, imamo i da su
p(z) i q(z) istovremeno elementi ¢* za svaki z € C. Poslednja ¢injenica, naravno,
povlaci da se spektar operatora J# sastoji samo od sopstvenih vrednosti i o(J#) = C,
dok se spektar operatora J sastoji iskljucivo od rezidualnog spektra o(J) = o,(J), tj.
R(z—J)=R(z—J)idim(R(z — J)*) =1 (videti [5]).

1.4 Distribucija nula ortogonalnih polinoma

Za slucaj pozitivno definitnog linearnog funkcionala £, znamo da su sve nule poli-
noma p,, n € Ny, ortogonalnih u odnosu na L, realne i proste. Za slucaj regularnog
funkcionala znamo da nule ortogonalnih polinoma ne moraju biti proste, a ne moraju
biti ni realne. Za pozitivno definitni linearni funkcional £, moguce je primenom spek-
tralne teoreme na odgovarajuci Jacobijev operator dobiti meru u odnosu na koju su
polinomi ortogonalni. Takode, poznato je da su sve nule svih ortogonalnih polinoma
sadrzane u konveksnom zatvaranju nosaca mere (videti [42], [95, str. 4]).
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Neka je J,, glavni minor reda n 4+ 1 Jacobijevog operatora J. Kako su, na osnovu
teoreme 1.13, nule polinoma p,, 1 sopstvene vrednosti Jacobijeve matrice .J,, o¢ekujemo
da su one povezane sa spektrom Jacobijevog operatora J. U slucaju da je Jacobijev
opertaor J simetrican, J = J*, 32 > 0, n € N, ova veza je dobro poznata.

U slucaju da je mera p pozitivna, za linearni funkcional £, zadat relacijom (1.1),
znamo da je pozitivno definitan, pa prema tome, nule svih ortogonalnih polinoma
pripadaju Co(supp(u)).

Da nule ortogonalnih polinoma mogu biti van nosaca mere p, mozemo zakljuciti ve¢
na osnovu sledeceg vrlo jednostavnog primera. Posmatrajmo tezinsku funkciju w(z) =

X-2-1)() + xpz(z). Kako tezinska funkcija zadovoljava osobinu w(z) = w(—x),
na osnovu teoreme 1.16, ortogonalni polinomi zadovoljavaju p,(x) = (—=1)"p,(—2x),
sto znaci da polinomi neparnog stepena imaju nulu u tacki 0, po,.1(0) = 0, n €

Ny. Naravno, ova nula nije povezana ni sa nosacem mere ni sa spektrom operatora
(za pozitivno definitni funkcional nosa¢ mere i spektar operatora se poklapaju). Veé
ovaj primer govori o tome da postoje nule niza ortogonalnih polinoma koje nemaju
neposredne veze sa nosacem mere ili spektrom Jacobijevog operatora.

Nule z;*, k € N, nj, € N’ C N, niza ortogonalnih polinoma p,, nazivamo laznim
nulama? ako tatka nagomilavanja niza z;* ne pripada spektru Jacobijevog operatora.

Ova definicija nije u potpunosti precizna u slu¢aju neogranicenog Jacobijevog ope-
ratora®. Mi éemo se, inace, u daljem izlaganju baviti samo ograni¢enim operatorima.

Potreban nam je sledeéa definicija (videti [34, str. 267], [5], [55], [52]).

Definicija 1.14 Pod numerickim rangom Jacobijevog operatora J podrazumevamo
skup

O(J) = {{Jx,x) [ x € D(J), [|x|| = 1}.
Sa I' oznacavamo zatvaranje numerickog ranga opertaora J, tj. I'(J) = ©(J).

Numericki rang ©(J), kao i njegovo zatvaranje I'(.J), su konveksni skupovi prema
teoremi Hausdorffa (videti [34, str. 267]). U slucaju simetri¢nog operatora, zbog
(Jx,x) = (x, Jx), znamo da je O(J) C I'(J) C R (videti [34, str. 269]).

Na osnovu definicije norme operatora J (videti jednakost (1.12)ili [5]), mozemo
direktno zakljuciti da vazi diamI'(J) < 2||J||. Takode, moze se dati i donja granica,
|7]] < diamI'(J).

Skup I' sadrzi sve nule svih ortogonalnih polinoma. Neka II,,, n € Ny, oznacava
projekciju II,,/? — Lin{ey, ..., e,}, onda o¢igledno imamo

T(J,) = 0(J,) = {<{yy;yy>> |y e My = y} c O(J) c T(J).

Takode, za |z| > ||J||, imamo

Ly el ()
1(z = Ju) 7 e N [lyl[l?
: <Jny,y>’ : .
= min |z — ———==| =dist(z,0(J,)) > dist(z,['(J)),
min |2 = L (2,0()) = dist(,T()))

“Dolazi od engleske re¢i spurious (videti [5], [94]).
5Za precizniju definiciju koja obuhvata i sluéaj neograni¢enog Jacobijevog operatora treba konsul-
tovati [94].
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odakle zakljucujemo, koristeéi jednakosti (1.8), da je

1

pn(z) -1
Is STy

Ty | = e =) e e < Iz = )

Drugim re¢ima, p,1(z) ne moze imati vrednost nula ni za jednu vrednost z ¢ I'(J) jer
prema prethodnoj nejednakosti kolicnik dva uzastopna ¢lana niza ortogonalnih poli-
noma je ograni¢en, a prema teoremi 1.15, polinomi p, i p,i1, n € Ny, nemaju za-
jednickih nula.

Takode, iz prethodnog sleduje da je familija analitickih funkcija p,/(Gni1pns1) =
Tn/Tnt1, n € Ng, normalna na skupu C\I'(J) u smislu Montela (videti [33, str. 299—
300]). Tada, na osnovu teoreme Stieltjes-Vitalija, zaklju¢ujemo da ako neka podfamilija
tezi ka nekoj funkeiji f na C\I'(J) tackasto, onda ta podfamilija tezi ka funkciji f uni-
formno na svakom kompaktnom podskupu F' € C\I'(J) (kazemo i lokalno uniformno)
(videti [33, str. 300]).

Imamo slede¢u teoremu (videti [5]).

Teorema 1.29 Nule svih ortogonalnih polinoma sadrzane su u skupu I'(J).

Za jo$ precizniji rezultat o distribuciji nula ortogonalnih polinoma definisemo i skup
[ess(J) na sledeéi nacin

Tess(J) = () T(J®),

keNy

gde je J®_ k € Ny, Jacobijev operator izgraden od zakasnjenih koeficijenata tro¢lane
rekurentne relacije o,k 1 Bpik, 1 € Ng, kao u (1.14). Moze se dokazati da se skup
o(J)\Less(J) sastoji iskljucivo od sopstvenih vrednosti Jacobijevog operatora J. Dakle,
vazi sledeca teorema (videti [5]).

Teorema 1.30 Za ograniceni Jacobijev operator J imamo o(J) C T'(J), 0es(J) C
Cess(J). Skup o(J)\Less(J) se sastofi od izolovanih tacaka koje su sopstvene vrednosti
Jacobijevog operatora J i koje mogu imati akumulacione tacke samo na rubu Tegs(J).
Za svaki kompaktan skup F C Q(J)\Dess(J) postoji konstanta N(F) € Ny, tako da
svaki polinom p,, n > N(F'), nema nijednu nulu u F.

Vazna posledica ove teoreme je da u skupu F' C Q(J)\I'ess(J) ne postoji niz laznih
nula. Pretpostavimo da postoji niz nula x,* € F, k € Ny, koji ima tacku nagomilavanja
x koja ne pripada spektru operatora J. Onda tvrdenje teoreme ne vazi jer svaki polinom
Dnys e € N' C Ny, uskupu F bi imao bar jednu nulu. Primetimo da ne mozemo tvrditi
da ne postoji niz laznih nula na celom Q(J)\ess(J) jer je skup Iess(J) zatvoren kao
prebrojiv presek zatvorenih skupova, pa je Q(J)\ess(J) otvoren. Ovo, naravno, znaci
da moze postojati skup laznih nula sa tackama nagomilavanja na Ol ess(J).

Pokazac¢emo kasnije da svaka tacka ¢ skupa o(J)\ess(J) “privlaci” nule ortogonal-
nih polinoma i to tacno onoliko kolika je algebarska visestrukost sopstvene vrednosti ¢.

Teorema 1.31 Ako je ¢ € o(J)\less(J) sopstvena vrednost operatora J sa algebars-
kom wvisestrukoséu m¢, onda za svako € > 0 postoji ng € Ny, tako da svaki od polinoma
P, 1> g, tma u disku {z | |z — (| < e}, tacno m¢ nula.
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1.5 Primeri kompleksnog Jacobijevog operatora

1.5.1 “Little 1/¢-Jacobijevi” polinomi

Definisimo linearni funkcional £ na sledeéi nacin
p—11./a
£g7Qf:_Z_kf (7) :/fdlu, feP. (1.15)
p = \g
Pod uslovom da p i ¢ zadovoljavaju uslove

Ipg"| >1 (neNy) i ¢"#1 (neN), (1.16)

mozemo pokazati da niz ortogonalnih polinoma postoji. U [53] dokazana je sledeéa
teorema.

Teorema 1.32 Ortonormalni polinomi py, u odnosu na L29, egzistiraju pod uslovima
datim u (1.16) i zadovoljavaju sledecu troclanu rekurentnu relaciju

xpr(z) = Brr1Pr+1 + apr () + Brpr—1(x), (1.17)
gde su

_ g2+ e ta)
T TR T e =)
(¢" = 1)*(pg"" — 1)

pg* =2 —1)(pg* =t — 1)2(pg* — 1)’

k> 1.

Bp = da’p qz’“(

Dokaz.- Slucaj p > 11 g > 1 direktno je povezan sa tzv. “little 1/g-Jacobijevim”
polinomima (videti [35]), pa taj slu¢aj posebno ne razmatramo. Da bismo dokazali
ostatak teoreme neophodni su nam momenti i zato ¢emo primeniti rezultat dat u
teoremi 1.1. Imamo

o0
p—1 Ziﬂ _ (p=1D)(ag)"

Up = —— =
T ket pen -1

gde smo upotrebili sumiranje geometrijskog reda, koje vredi pod uslovom |pg"| > 1,
n € No. Ovi uslovi su ekvivalentni uslovima |p| > 1, |¢| > 1.
Mozemo zakljuciti da formule za momente vaze pod uslovom

pl>1, lg=1 i ¢"#1 (neN).
Pomocu elementarne transformacije, momente mozemo odrediti na slede¢i nacin

Pij—2 _ 1
(p _ 1)ai+j—2qi—1 o pqi—l _ ql—j’
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Sto u stvari znac¢i da se Hankelove determinante koje imamo u teoremi 1.1, mogu
odrediti preko Cauchyjeve formule za determinantu sa duplom alternansom (videti
[36, str. 6]). Prema tome, vrednosti determinati u (1.2) i (1.4) mozemo odrediti kao

n—1
11— )2
n(n n(n— n(n2— j=1
H, = (p—1)"h2gnin gt/ 2 )
{1 (gt — 1y
k=0

n_ 1 n—1 _ 1
H = aanq P4 :
q—1pg—t—1

Prema teoremi 1.1, znamo da niz polinoma ortogonalnih u odnosu na £2? postoji
pod uslovom A,, # 0, n € Ny. Iz vrednosti Hankelovih determinanti lako zaklju¢ujemo
da ortogonalni polinomi postoje pod uslovima datim u (1.16). Koristeéi relacije (1.5),
mozemo odrediti koeficijente troclane relacije kao sto su dati u tvrdenju teoreme. [

Koristeé¢i jednakosti za Hankelove determinante moze se zakljuciti da pozitivno
definitan slucaj nastaje za pq™ > 1, n € Ny, ali i u slucaju 0 < pg" < 1, n € Ny.
Koristeci vrednosti momenata, jednostavno zakljucujemo da se, u tom slucaju, moment
funkcional moze predstaviti na slede¢i nacin

L(f)=1—=p)> p"flag").

Naravno, do na transformaciju p := 1/p, a := aq, q := 1/q, zaklju¢ujemo da je linearni
funkcional £ ekvivalentan sa £29, do na multiplikativni faktor —p.

Oznacimo Jacobijev operator izgraden od nizova a,, n € Ny, 3,, n € N, sa JP1.

Iz izraza za koeficijente troclane rekurentne relacije, pod uslovom |g| # 1, imamo

lim o, =0, lim =0,
n—-+0o00 n—-+0o0o

odakle na osnovu teoreme 1.21, zakljucujemo da je pridruzeni Jacobijev operator JP4
kompaktan.

U slucaju |¢| = 1, ¢" # 1, n € Ny, pridruzeni Jacobijev operator JP nije kompak-
tan, ali je ogranicen. Za koeficijente imamo

[pl + lal + 2Iplla|* (1 + al) + Ipllal*(Ipl +1al) _ 1l [pl* + 6lp| + 1

o] < lallql*

(Iplla[*=* = 1) ([pllq[>**+* = 1) (Ip] = 1)
i
|52| < |a|2|p‘ |q’2k (|Q|k + 1)2(|p||Q|k_1 + 1)2 — 4|a|2|p|(|p| + 1)2.
n (Ipllgl*=2 = 1)(Iplla[**~* = 1)*(Ipllq|** — 1) (Ip[ = 1)*

Za normu Jacobijevog operatora, koristeéi (1.13), mozemo dati sledeée ocene

24| < 2[61] + |ewl, gl > 1, (1.18)

Ip|* +6[p| + 1+ 4/Ipl(]p| + 1)

172411 < la :
(Ip| = 1)?

lgl =1, ¢" #1, n € Ny.
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Teorema 1.33 Jacobijev operator JP4, koji je pridruZen linearnom funkcionalu LP4,
lp| > 1, je kompaktan pod uslovom |q| > 1 i ogranicen pod uslovom |q| = 1, ¢" # 1,
n € No. Ocena norme operatora ||J>4|| je data u (1.18).

1.5.2 Tricomi-Carlitzovi polinomi
U [88] dokazana je sledeéa jednakost
1

+00 _
O{(V + a)y —2\V __ oz —z -1
1+ E_l T(Z’G ) =e 7, |Z€ | <e 7, a € C. (119)

Koriste¢i ovu jednakost mozemo prosiriti rezultat dat u [11], koji razmatra samo slucaj
a > 0.
Teorema 1.34 Pod uslovom « ¢ Z , polinomi koji zadovoljavaju rekurentnu relaciju

(n+a)(n—1+0a)

Tptl1 = Ty — Tn—1,
(ocigledno, o, = 0, n € Ny, 52 = n/((n+ a)(n — 1+ «)), n € N) ortogonalni su u
odnosu na linearni funkcional

ae

-« a k—1
o) = [pau="" 3 L ok ) 4 e )]

Dokaz.- U [100] posmatrani su polinomi t,,, n € Ny, koji zadovoljavaju rekurentnu
relaciju
(n+ Dtppr — (n+ )ty + xt,_1 =0,

i pokazano je da se ti polinomi mogu izraziti na slede¢i nacin

n—k

tn:Z(—l)k<x;Q>h, n € Np. (1.20)

Uvedemo li nove polinome f;, = 2"t,(x~2), n € Ny, troclana rekurentna relacija postaje

(n+1)for1— (n+aQ)xf, + fuo1 =0.

Ova rekurentna relacija karakterise, takode, jedan niz ortogonalnih polinoma. Mozemo
direktno proveriti da je moni¢na verzija polinoma f,, n € Ny, upravo niz polinoma m,,
n € Ny. Dakle, vazi sledeca relacija

—fn, m €N

Jednostavno se proverava® da polinomi m,, n € Ny, zadovoljavaju troclanu relaciju
navedenu u teoremi. Smenom x := —z u troclanoj relaciji za niz f,, n € Ny, dobijamo
folz) = (=1)"f.(—x), n € Ny. Ista osobina, naravno, vazi i za niz m,, n € Np.

SKoristiti, na primer, postupak opisan u [46].
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Koristeé¢i razvoje (1.19 1 (1.20), imamo

n) f %(ze‘z)“n(y+ @)
:nli%W(ze‘z)”;(_l)k(Z)%
- () % e

k=0 v=k

N +o0 v—1
— ;;(—1)k<k> 2 : JEij—k)') (ze7%)"

n ny, _efter & (Y2
:kzo(—m’“(k)(ze Vo = ;(_ ) (k;)k;+a

Za z = 1, dobijena jednakost postaje

v—nm—1_—v

+00
(v + «) e nle
! E tn = :
! v=0 vl v+a) (@)ns1

Uvedemo li polinome f,,, n € Ny, dobijamo

—+00

S WA e ) (0 ) V) = L)

v!

1
(1+ ),

R TLGNO

v=0
Na osnovu rekurentne relacije za niz f,, n € Ny, imamo direktno
(n+ DLY2" fasr) = (n+ @) LY(@" fu) = L2(2" fau1) = 0
ili
L") =0, n>2.

Pretpostavimo sada da je

L™ f) =0, r=1,...,[n/2], n>3.
Tada, na osnovu rekurentne relacije za niz f,, n € Ny, koriste¢i indukciju, imamo

(TL =+ 1)£o¢($n—2r—1fn+l _ (n + Q)Ea($n_2rfn) o Ea(xn—Zr—lfn_l> =0

ili

L™ f) =0, r=1,...,[n/2], n>2.

Zbog osobine f,(z) = (—=1)"fo(—z), n € Ny, i ¢injenice da je L*, podrzan na simetric¢-
nom skupu u odnosu na koordinantni pocetak, imamo

L") =0, r=0,1,...,[n/2], n €N,
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odakle dobijamo da vazi £*(2*f,) = 0, 0 < k < n, n € Ng. Ako zamenimo niz f,,
n € Ny, nizom m,, n € Ny, dobijamo

an!
ﬁa(ﬂnﬂ'k) = 6n,k> n, keNy. O
(n+ a)((a)a)?
Kako je, u ovom slucaju,
lim a, =0, lim 3 =0,
n—-—+00 n—-+00

na osnovu teoreme 1.21, zaklju¢ujemo da je Jacobijev operator J¢, pridruzen linearnom
funkcionalu £, kompaktan. Normu operatora J*, mozemo oceniti, koristeéi (1.13).

Teorema 1.35 Jacobijev operator pridrien funkcionalu L, a # Zg , je kompaktan i
« ol + 1 — o]\
W N<2{ =) -
|k + af
gde je ko, prirodan broj koji minimizira In + Re(«)|, n € Ny.
Dokaz.- Potrazimo maksimalnu vrednost izraza |G|, & € N. Imamo

Bl = k « n 11—«
Tk + o)k —1+a) k+a k—1+a

o 1—al \"? _ [lo|+1—a]\"*
< + < == ’
— \lk+al |k—1+4¢ - |k + af

odakle direktno zakljucujemo da je

1/2 1/2

191 < max((n] + 15 < 2 (L=} g
< max((fenl + 18 <2 = )

1.5.3 Magnusova klasa

Pored ve¢ pomenutog dela Magnusove teoreme 1.7, u ovom odeljku dajemo i ostatak
(videti [41]).

Teorema 1.36 Neka je mera p apsolutno neprekidna tako da vazi du = gwx(—1,dw,
gde je w skoro svuda pozitivna na [—1,1] i gde je g neprekidna i razlic¢ita od nule svuda
na [—1,1]. Tada postoji Ny € Ny, takav da niz Py, k > Ny, zadovoljava uslove definicije
1.1. Koeficijenti troclane rekurentne relacije imaju sledece asimptotsko ponasanje

1
=0, fr— g5 k= oo

Tezinske funkcije koje zadovoljaju uslove Magnusove teoreme zovemo Magnusovom
klasom tezina i tu klasu obelezavamo je sa M. Primetimo da M ne obuhvata mere
tipa (t — x)w(t)x[-1,1d¢, gde je w nenegativna tezina, a x € (—1,1) jer tezinu mozemo
napisati kao [t—x|w(t)sgn(t—z). Deo |t—z|w(t) zadovoljava uslove Magnusove teoreme,
ali kompleksna funkcija sgn(t — z) nije neprekidna na (—1,1).

Pod uslovom da ortogonalni polinomi postoje, u smislu definicije 1.1 u odnosu
na neku tezinu w € M, onda je, naravno, Jacobijev operator pridruzen meri wdx
ogranicen.
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1.5.4 Linearne modifikacije Jacobijeve mere

U ovom poglavlju bavimo se iskljucimo merama sledeceg oblika
dA\(t) = (t —z)du(t) = (t —2)(1 =) (1 + t)ﬁx[,m]dt, a,B>—1, z€(—1,1),

koje nazivamo linearnim modifikacija Jacobijeve mere p. Slucajevi koji nastaju za
x € C\(—1,1) pripadaju (proucenoj) teoriji pozitivne mere (slucaj x € R\(—1,1)) ili
se mogu tretirati pomoc¢u Magnusove teoreme 1.36 (slucaj z € C\R).

Gotovo svi rezultati koje prezentujemo u ovom odeljku, uz izvesna uopstenja, mogu
se naéi u radu [62]. U daljem razmatranju potrebna nam je sledec¢a teorema (videti
[81, str. 143]).

Teorema 1.37 Neka koeficijenti troc¢lane relacije ap, € R, k € Ny, 6. > 0, k € N,

zadovoljavaju
+oo
k=1

onda odgovarajuca spektralna mera p ima reprezentaciju

1
55 — 5‘ + \af\ < 400, (1.21)

M= Hac T Hp,

gde je fiq. apsolutno neprekidna mera (supp(pa.) C [—1,1]), a p, je mera podrzana na
diskretnom skupu tacaka realne prave, E;, < —1, E;f > 1, k € N, ¢&ije jedine tacke
nagomilavanja mogu biti tacke +1. Za asimptotski ortonormirane polinome u odnosu
na p vai

1/2
po(T) = (2 ;> sin((n+1)8 — ¢(0)) + o(1), x =cosh, 0 € (0,7),

7l () sinf

unifromno za svaki podinterval (—1,1), gde je ¢ neprekidna funkcija od 0 € (0, 7).

Za Jacobijevu meru p imamo jos i viSe jer je mera apsolutno neprekidna na (—1,1)
bez diskretnog dela. Za slucaj da mera nema diskretni deo nosaca, ako vazi supp(u) C
[—1,1] i (1.21), funkciju ¢ mozemo izraziti eksplicitno ¢(f) = ®(0) + 6 — /2 (videti
[81, str. 145,42]), gde je

5(0) - -5 / HlogWi(t) —logWi(x) _ dt

= 0
or ), P 11—z T

i W = /(1 — a2
Teorema 1.38 Za Jacobijevu meru p imamo

~ m2a—1)—20(a+3—1)

$(6) = ; .
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Dokaz.- U dokazu ove teoreme koristimo Szegé-ovu funkciju za Jacobijevu meru
dp(z) = (1 — 2)*(1 + z)Px1,q(z)dz (videti [97, str. 274] i dokaz leme 1.10). Za
Jacobijevu meru imamo

D(dp ) = A(L— 2)*72(1 42772, [ <1,

gde je A stepen broja 2. U stvari nas zanima argument funkcije D(dpu;e?), s obzirom
da je arg(D)(0) = —®(0) (videti [40]). Kako je

D = A (—216i9/2 sin 6?/2)a+1/2 (2¢* cos 9/2)6“/2

= A'(|sin 0/2’)a+1/2(cos 9/2)5+1/z exp (i—ﬂsgn9(2a + 1)4+ 20(a + 3 + 1)) |

za 0 € (0, 7) direktno dobijamo

0(0) = — arg(D)(9) = "0 TN 2 O]

~ m(2a—1)=20(a+ 3 —1)

¢(0) = 1 :

Naravno, dugujemo objasnjenje zasto smo izabrali bas 1°t%/2 = 1 i sli¢no za 3. Poz-
nato je da Szegb-ova funkcija zadovoljava D(f;0) > 0, tako da za Szegé-ovu funkciju
Jacobijeve mere imamo

D(d,u, O) — 1a+1/21ﬂ+1/2 — eiﬂ'(k(2a+1)+n(2,3+1))7 ]i], newz.

Medutim, da bi prethodni izraz imao pozitivnu vrednost mora biti
E2a+1)+n(26+1)=2m, k,n,m€EZ,

To znaci da ako izaberemo bilo koju drugu vrednost za stepen dobijamo istu vrednost
argumenta do na celobrojni umnozak broja 27, a to znaci da nam se argument prakti¢no
ne menja. [

Neka je f : [a,b] — [c,d] neprekidna funkcija. Ako je F' C [a,b] skup svuda gust
u skupu [a,b], onda je f(F) skup svuda gust u [c,d]. Kako je [a,b] sa prebrojivom
bazom okolina svake svoje tacke, to je f neprekidna ako svaki konvergentan niz ima
za sliku konvergentan niz (videti [96, str. 37]). Uzmimo proizvoljnu tacku y € [c,d] i
onda izaberimo jednu tacku z € f~(y). Kako je F svuda gust u [a,b] to postoji niz
Tn, n € N, iz F koji konvergira ka x. Tada niz f(z,), n € N, konvergira ka f(z) =y,
pa je f(F') svuda gust u [c, d].

Poznata je slede¢a Kroneckerova teorema (videti [32, str. 376]).

Teorema 1.39 Za svaki iracionalni broj ¢ € R, niz n¢ — [n¢], n € N, je gust u [0, 1].
Neposredne posledice Kroneckerove teoreme su sledeée leme.

Lema 1.4 Za svaki iracionalan broj ( € R, za svako k € N 1 za svako p € Ny, niz
(kn+p)C — [(kn + p)¢], n € N, je gust u [0, 1].
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Dokaz.- Ovo je direktna posledica Kroneckerove teoreme. Dovoljno je primeniti
teoremu na (; = k( jer

(kn +p)¢ — [(kn + p)(] = n(kC) — [n(k¢)] + p¢ — [pC] — €n,

gde je g, = [(kn + p)(] — [knC] — [p¢]. Jasno je da &,, n € N, ima vrednosti 0 ili 1.
Primenjujuéi Kroneckerovu teoremu na (; = k¢, zakljucujemo da je n(k¢) — [n(kQ)]
gusto u [0, 1]. Ako ovom nizu dodamo p¢ — [p¢] dobijamo niz koji je gust u [p¢ —[pl], 1+
pC — [pC]]. Za sve elemente niza koji su veéi od 1, imamo ¢, = 1, tako da se na kraju
oduzimanjem ¢, samo deo niza koji pada u [1, 1+ p¢ — [pC]] preslikava u [0, p¢ — [p(]]
prostom translacijom. Tako dobijamo da je ceo interval [0, 1] pokriven. [

Lema 1.5 Za svaki iracionalni broj ( € R, niz sinn(m, n € N (alternativno, niz
cosn(m, n € N) je gust u [—1,1].

Dokaz.- Imamo

sin n(m = sin 2w (%C — [%C] + {%ﬂ) = sin 27w (%C — {%ﬂ) .

Kako je niz n(/2 — [n¢/2], n € N, gust u [0,1], to je i niz 2w (n{/2 — [n¢/2]) gust u
[0, 27], pa jednostavno zaklju¢ujemo da je “sin-niz” gust u [—1,1]. Sli¢no imamo i za
“cos-niz”. [

Lema 1.6 Za svaki iracionalan broj ¢, niz ™™, n € N, je gust na jedniénom krugu.

Dokaz.- Imamo

om0 o] - o5 )

Na osnovu Kroneckerove teoreme, niz n¢/2—[n(/2], n € N, je gust u [0, 1]. Mnozenjem
sa 2, dobijamo gust skup na [0,27]. Kada na taj skup primenimo funkciju exp(i-)
dobijamo gust skup na jedinicnom krugu. [

Lema 1.7 Neka je niz x,, n € N, gust u skupu [0,1] i neka je €,, n € N, nula niz.
Onda je niz x, +e,, n € N, gust u [0,1].

Dokaz.- Neka y € [0,1]. Tada postoji podniz xj, k € N, koji konvergira ka y.
Kako je, medutim, podniz €, & € N, takode nula niz, onda je i zj + i, k € Ny,
podniz niza xj + €, k € N, koji konvergira ka y. S obzirom da je y proizvoljna tacka
iz intervala [0, 1], zaklju¢ujemo da je niz zy + e, k € N, gust u [0,1]. O

U daljem tekstu koristimo slede¢e oznake za polinome:

p) n € Ny, je niz ortonormiranih Jacobijevih polinoma;

Pn, N € Np, je niz ortonormiranih polinoma u odnosu na linearno modifikovanu
Jacobijevu meru A(t) u tacki x = cosf € (—1,1).

Koeficijente troclane rekurentne relacije za Jacobijevu meru oznacavamo sa af,
k € Ny, 3/, k € Ny, dok ogovarajuce koeficijente u odnosu na meru A oznac¢avamo sa
ag, k€ Ng, B, k€ N.

Kombinujuéi prethodne leme sa teoremom 1.37, dobijamo slede¢i pomo¢ni rezultat:
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Lema 1.8 Neka je 0 = (m € (0,7), gde je ¢ € R iracionalan broj i p Jacobijeva mera.
Onda je niz p!(x), n € Ny, x = cosf, gust na [—A, A], gde je

1/2
A= (21 N\
7w/ () sin 6

Specijalno postoji podniz koji konvergira ka nuli.

Dokaz.- Za Jacobijeve polinome, na osnovu teorema 1.37 i 1.38, imamo

m(2a — 1) —Z@(Oz—l—ﬁ— 1)) b

pl(z) = Asin <(n +1)0 —

Na osnovu leme 1.5, niz

Asin ((n+1)9— 7T(2@_1>_29<a+6_1)), n €N,

4
je gust u [—A4, A], pa je niz p’(x), n € N, na osnovu leme 1.7, gust u [-4,A]. O

Lema 1.9 Neka je 0 = pr/q € (0,7), p/qg € Q. Niz p/(z), n € Ny, z = cos¥,
posmatrano asimptotski, je niz sa periodom 2q/(p,2).

Niz p!(z), n € Ny, sadrzi podniz koji konvergira ka nuli ako i samo ako postoje
k=0,1,...,2q/(p,2) — 1 i m € Z, tako da vaZi

~6(6) = —m. (1.22)

Dokaz.- Uzimamo samo glavni deo niza p; ()

7r(2a—1)—29(0z—|—ﬁ—1)>.

r, = Asin ((n—i—l)G— 1

Zbog 0 = pr/q, p/q € Q, posmatramo samo deo

npr (mod 27), n €N,
q

i proverimo kada moze nastupiti jednakost izmedu dva elementa niza. Imamo

MR _ PR | opr, k€ Z, 4 (n— m)p = 2kq,
q q

odakle zakljutujemo da ako (p,2) = 1, tada je (n —m,2q) = 2q, i perioda je 2g. Ako

(p,2) = 2 imamo da je (n —m,q) = g, pa je perioda ¢. Clanove niza npr/q, n € N,
mozemo da odredimo i eksplicitno. Imamo

(p, 2)km
q

, k=0,1,...,2q/(p,2) — 1.
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Argumente funkcije sin mozemo da odredimo na sledeéi nacin

(p, 2)km
q

O = —¢0), k=0,1,...,2¢/(p,2) — 1.

Naravno, moze se desiti da neki elementi skupa sin ¢, £ = 0,1,...,2¢/(p,2) — 1, budu
jednaki.
Za (p,2) =1, ako je

{or | k=0,1,....2¢— 1} = {arg(z) | 277 =1, k=0,...,2¢ — 1}
ili
{on | k=0,1,...,2¢— 1} = {arg(z) | 27" =—1, k=0,...,2¢ — 1},

onda ¢e postojati tacke koje se medusobno poklapaju. Medutim, ako neka od prethod-
nih skupovnih jednakosti nije ispunjena, onda nema jednakih tacaka u skupu sin ¢y,
k=0,1,...,2¢—1, i skup ima 2¢ elemenata. Primetimo da za ¢ parno, skup {z | z.¢ =
1, k=0,1,...,2n—1} sadrzi +i, a ostali elementi skupa su upareni tako da je ukupan
broj elemenata g + 1. Opet za g parno skup {z | zZq =-1, k=0,1,...,2¢ — 1}
ne sadrzi tacke £i i sve su tacke uparene tako da je ukupan broj tacaka g. Slicna je
situacija i za ¢ neparno. Dakle, za (p,2) = 1, skup rx, £k =0,1,...,2¢ — 1, moze imati
bilo 2¢, ¢ + 1 ili ¢ razli¢itih tacaka zavisno od ¢(@).

Sazeto, za slucaj (p,2) = 1, mozemo reéi da broj razlicitih elemenata skupa 7y,
k=0,1,...,2¢—1, iznosi q za (¢,2) =21 ¢(0) = 2m+ 1)7/2q, m € Z, ili (¢,2) =11
(0) = mn/q, m € Z. Broj razli¢itih elemenata iznosi ¢+1 za (¢,2) = 21 ¢(0) = mn/q,
m € Z,ili (¢,2) =11 ¢(0) = (2m+ 1)7/2q, m € Z. Broj razlicitih elemenata iznosi 2¢q
ako nijedan od prethodnih uslova nije ispunjen.

Slucaj (p,2) = 2 je malo drugaciji. Onda mora biti (¢,2) = 1. Ako su ispunjene
sledece skupovne jednakosti

{op | k=0,...,q—1} ={arg(z) +in/2 |z} =1, k=0,...,¢ — 1}
ili
{gbk|k:O,...,q—l}:{arg(zk)—iﬂ/Q|zg:1, k::O,...,q—l},

onda skup rx, k = 0,1,...,¢g—1, ima uparene elemente sem tacaka 1 ili —1, repsektivno,
i onda imamo (¢ + 1)/2 razlicitih elemenata. Sazeto, ako je (p,2) = 2 i ¢(f) =
(2m + 1)w/2q, m € Z, onda skup rg, k = 0,1,...,¢ — 1, ima (¢ + 1)/2 razlicitih
elemenata. Ako ¢(0) # (2m + 1)7/(2q), m € Z, onda skup r, k =0,1,...,¢— 1 ima
q razlicitih elemenata.

Primetimo da, bez obzira na broj razli¢itih elemenata, period niza ry, k € N, je isti
kao i period odgovarajuceg niza ¢, k € N, pri ¢emu ne razmatramo osnovnu periodu
niza ri, k € N.

Posmatramo sada niz polinoma p! (), n € Ny, u obliku

p;{(a:) =Tp+eén, NE NOa
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gde je €,, n € Ny, nula niz. Onda p;, n € Ny, ima nula podniz ako i samo ako r,,
n € Ny, ima nula podniz. Kako je r,, n € Ny, periodi¢can ako i samo ako r,, n € Ny,
ima podniz ¢iji su svi elementi nula. Ovo je ekvivalentno sa uslovom

oL =mm, mel,

za neki k = 0,1,...,2q/(p,2) — 1. Medutim, ovo je ekvivalentno sa postojanjem
k=0,1,...,2q/(p,2) — 1im € Z, tako da vazi
2)k 1
w2k 146 O
q

Definicija 1.15 Za Jacobijevu meru u kazemo da je tacka x = cosf € (—1,1) asimp-
totski prihvatljiva ako i samo ako postoji ng € N, tako da je p’(x) # 0 za n > ny.
Tacka z € (0,1) je prihvatljiva ako i samo ako pJ(z) # 0 za n € Nj.

Sa A ozna¢avamo skup nula svih Jacobijevih polinoma p’, n € Ny.

Teorema 1.40 Svaka tacka x € (—1,1)\A je prihvatljiva. Svaka tacka x = cospr/q €
(—1,1) je asimptotski prihvatljiva ako (1.22) ne vazi.

Dokaz.- Ocigledno. [

Primer 1.3 Za Cebisevljeve polinome prve vrste (videti [46, str. 141]) znamo da vazi

i) = (

pa zaklju¢ujemo da su nule ovih polinoma odredene tackama 6 = (2k + 1)7/2n, k =
0,1,...,n — 1. Primetimo jos dodatno da je, za Cebisevljeve polinome prve vrste,
¢(0) = 0 — w/2. Odavde zakljuéujemo da su tacke (2k + 1)w/2n, k = 0,1,...,n — 1,
neprihvatljive, ali su zato tacke pr/q € (0,7), (q,2) = 1, prihvatljive. Naravno, i tacke
¢(m € (0,7), za ¢ iracionalno, su prihvatljive.

2 —dno0
s

1/2
) cosnf, n € Ny,

Primer 1.4 Za Cebisevljeve polinome druge vrste, na primer, znamo (videti [46,

str. 143]) da vazi
o\ /2 g 1o
T sin @

Odavde zaklju¢ujemo da su nule ovih polinoma odredene tackama 6 = kn/(n+1), k
1,...,n. Za ove polinome imamo ¢ = 0. Za zadato 6 = pr/q € (0, 7), podniz p;{q_l(ﬁ),
n € N, je konstantan i ima vrednost nula. Dakle, nijedna tacka x = cospr/q € (—1,1)
nije prihvatljiva. Naravno, sve tacke (m € (0,7), ¢ iracionalno, su prihvatljive.

Primer 1.5 Jednakost (1.22) moze biti napisana i na sledeéi nac¢in

2a(q — p) — 26p = 4((p, 2)k — mq) + q — 2p, (1.23)

odakle zakljuéujemo da, pod uslovima «, 3 € N i (¢,2) = 1, tacke pr/q € (0,7) su
prihvatljive.

Takode, za slucaj o« =a/(2b+1)i f=c¢/(2d+ 1), a,b,c,d € N1i (¢q,2) = 1, imamo
da su sve tacke pr/q € (0, 7) prihvatljive.
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Primer 1.6 Kazemo da su a € R, k =1,...,n, racionalno nezavisni ako i samo ako
jednacina
n
@Oék =0,
1 4k

ima samo trivijalno resenje u skupu racionalnih brojeva.

Na primer, racionalno nezavisne su sve n-torke, a = logry, k = 1,...,n, gde
su 1, medusobno razgliciti prosti prirodni brojevi razliciti od 1. Naime, ukoliko pos-
toji netrivijalno resenje, onda mozemo jedna¢inu da pomnozimo sa @ = [] gk, i tada

dobijamo

H ,,,,ZkQ/Qk =1,

k=1
Sto znaci da je 1 deljivo prostim brojevima r,. Kontradikcija!

Ako su «, i1 racionalno nezavisni, onda je svaka tacka cospr/q € (—1,1) asimp-
totski prihvatljiva. Ovo je direktno posledica toga $to jednakost (1.23) ne moze imati
netrivijalno resenje, zbog racionalne nezavisnosti, a znamo, na primer, da su koeficijenti
uz « i [ razliciti od nule.

Primer 1.7 Odredimo uslov pod kojim je tacka x = 0, § = /2, prihvatljiva, odnosno
asimptotski prihvatljiva. Na osnovu (1.23), uslov prihvatljivosti tacke = = 0 je
-«
—%#k—{—?m, k:0,1,2,3, mEZ,
ili jednostavnije
b —«
Z.
2 Q
Za simetrican slucaj jasno vidimo da tacka x = 0 nije asimptotski prihvatljiva, sto je
i ocekivano jer za simetri¢an slu¢aj znamo da vazi pj, +1(0) =0, n € Ny. Naravno, na
primer, za o = 0 i § = 2, odgovarajuci Jacobijevi polinomi nemaju nulu u tacki nula.
Ovo je posledica toga $to je uslov (1.23) potreban, ali ne i dovoljan za asimptotsku
prihvatljivost. Medutim, ovde ne gubimo mnogo kao sto ¢emo uskoro videti.

Evo, najzad, razloga zasto nam je potreban pojam prihvatljivosti.

Teorema 1.41 Ako je tacka x = cos@ € (—1,1) prihvatljiva (asimptotski ili u obic-
nom smislu) za Jacobijevu meru u, onda postoji ng, tako da monican polinom P,, za
n > ng, ortogonalan u odnosu na meru d\(t) = (t — x)du(t), postoji i vazi

Ch

Pat) = == (P () —wn(@)pi (1)), > mo,

gde je C,, # 0 normalizaciona konstanta 1

_ P7{+1(95)

wnl®) ==

, n>ng.
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Ako je tacka prihvatljiva, onda prethodno vazi za svako n € Ny. Niz monicénih polinoma
P, n > ng, zadovoljava sledeéu rekurentnu relaciju

Pn—l—l(t):(t_an)Pn_BZPn—h n>n0—|—1,

gde su
ap =1 — len(:c)—ﬁ i 3= n () BBl n>mng+ 1 (1.24)
e wn () T Wy ()
Staviée,

/Pgd)\%O, n > ng.

Dokaz.- Ovo je dobro poznata teorema, ¢iji se dokaz za x € C\(—1,1) moze nadi,
na primer, u [12, str. 35]. Jedina novost ovde je pojam prihvatljivosti. Dokaz je
elementaran, ali ga navodimo zbog kompletnosti.

Za n > ng, znamo da vazi p; (x) # 0 jer je x bar asimptotski prihvatljiva, tako da
niz polinoma

J T
i) = 2 (a0 - 2000) s,

t py(z)

postoji. Ako je tacka x prihvatljiva, onda prethodni niz postoji za svako n € Ny i zato

e [twiarn= [ (- 2 0000)) aute) = o

pod uslovom k£ < n, sto je direktna posledica ortogonalnosti Jacobijevih polinoma.
Konstantu ), mozemo odrediti tako da je polinom P, monican.
Za dokaz poslednjeg dela tvrdenja, primetimo da je

/ PN = / L 071 (0) — wa)pl (6)* du

t—xo
1 J
- M/(p”“(ﬂ (Zpu )Py ( )du()
= 7 [ @l - @plo) om0 - -2 2o

gde smo koristili uslov ortogonalnosti Jacobijevih polinoma p?, kao i Christofell-Dar-
bouxov identitet (videti [46, str. 104])

57 Py (O (x) — py (@ va

Za slucaj asimptotske prihvatljivosti tacke x, takode, imamo da su polinomi P, asimp-
totski ortgonalni u odnosu na A. Zbog toga sto norma polinoma P,, n > ng, nije
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nula, mozemo formirati i niz ortonormiranih polinoma p,,, n > ng, koji su asimptotski
ortonormirani u odnosu na A.

Izrazi za koeficijente troclane relacije slede direktno na osnovu troclane relacije
koju zadovoljavaju Jacobijevi polinomi p/. Prvo obelezimo sa m/, n € Ny, moni¢ne

Jacobijeve polinome, a sa 7,, n € Ny, monicne polinome ortogonalne u odnosu na meru
A. Tada oc¢igledno imamo

w0~ G @)
" t—ux ’

gde smo sa &, oznacili koli¢nik moni¢nih polinoma 7,/ ; /7). Da bismo odredili izraze za
koeficijente troclane relacije, potrebne su nam sledece jednakosti (videti [46, str. 116])

<t7rn7 7Tn>)\
<7Tn7 7Tn>)\

<7Tnv 7Tn>

neN
<7Tn—17 7-(_n—1>7 ’

oy = neNy, B2=
koje vaze za slucaj da je tacka x prihvatljiva. U slucaju asimptotske prihvatljivosti,
prethodne formule, takode, vaze, ali poc¢ev od nekog ng € N. Sa (.,.)\ ozna¢imo sada

integrale
(P, a)n = / pgdA.

Da bismo dokazali jednakosti za koeficijente troclane rekurentne relacije najpre iz-
racunavamo (7, T, ) x,

7l (1) — Onlx) Ty S A
/ n1(t) = x( )7 (1) (271(0) — on) () At

— 712 T 1 (1) = On(2) T (1) (= ) ()] (1)
— II=e [ - (Z—HTV,HQ )du(t)

<7Tn7 7Tn>/\ =

v=0
= —||m||%on(@).

Takode, imamo

rmis = [ (7 @) = anl@)nd(0)° du(e)

t
- / (17 1 (8) — (@) (6)) i) + 2, 7o)
= P+ 2@ + 2, )

Koristec¢i ovako dobijene jednakosti, nalazimo izraze za koeficijente troclane relacije.
Pimetimo da vazi G, 11wn(2) = @, (2).

U slucaju da je tacka x prihvatljiva, koeficijente troc¢lane rekurentne relacije mozemo
odrediti preko datih jednakosti i imamo [, # 0, k € N. Naravno, ovo znaci da niz
ortogonalnih polinoma P, postoji u smislu definicije 1.1. Tada mozemo formirati niz
ortonormiranih polinoma p,,, n € Ny, u odnosu na meru A. U

Da bismo odredili asimptotsko ponasanje koeficijenata troc¢lane rekurentne relacije,
uvodimo pojam totalne prihvatljivosti.
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Definicija 1.16 Za tacku z = cosf € (—1,1) kazemo da je totalno prihvatljiva za
Jacobijevu meru u, ako i samo ako je prihvatljiva ili asimptotski prihvatljiva i postoje
C > 01ng €N, tako da vazi C < |p!(z)| za n > ny.

Teorema 1.42 Ako je v = cos(m € (—1,1), gde je C iracionalan broj, onda tacka
x nije totalno prihvatljiva. Svaka tacka x = cospr/q € (—1,1), pod uslovom da je
prihvatljiva (asimptotski prihvatljiva) je totalno prihvatljiva. Neka je tacka x = cosf €
(—1,1) prihvatljiva (asimptotski prihvatljiva) i@ neka je uslov (1.22) ispunjen. Onda x
nije totalno prihvatlyiva. Drugim recima, tacka x je totalno prihvatljiva ako i samo ako
ne postoji podniz niza p;(x), n € N, koji konvergira ka nuli.

Dokaz.- Ako je 0 = (m, niz
sin((n + 1)¢m — ¢(0)), n € Ny,

je, na osnovu leme 1.5, gust u [—1, 1], pa onda mozemo pronaéi skup Ny € N, takav da
je niz sin((n + 1){m — ¢), n € Ny, nula niz. Naravno, tada je i p/(z), n € Ny, nula niz,
pa tacka x nije totalno prihvatljiva.

Ako je tacka x = cosf € (—1,1), 6 = pr/q, prihvatljiva ili asimptotski prihvatljiva,
onda prema lemi 1.8, niz p/, n € Ny, je asimptotski periodican, sa periodom 2¢/(p, 2),
i nijedna od tacaka nagomilavanja niza p;, n € Ny, nije jednaka nuli. Tacke nagomila-
vanja niza p’, n € Ny, su tacke Asin(kw/q—¢(0)) #0,k =0,1,...,2¢/(p,2)—1. Dakle,
tacka nula ne moze biti tacka nagomilavanja niza p!(z), pa je z totalno prihvatljiva.

Poslednje tvrdenje teoreme je direktna posledica leme 1.9. Naime, nepostojanje
podniza niza p; (x), n € N, koji konvergira ka nuli je ekvivalentno totalnoj prihvatljivoti
tacke x. [

Primer 1.8 Na osnovu primera 1.4, nijedna tacka cos pmw/q € (—1,1) nije prihvatljiva,

niti je asimptotski prihvatljiva. Shodno upravo dokazanoj teoremi, Cebisevljeva mera
druge vrste nema totalno prihvatljive tacke.

Primer 1.9 Kao sto Cebisevljeva mera druge vrste daje primer mere za koju nijedna
tacka iz intervala (—1,1) nije totalno prihvatljiva, tako je mera (1 — z)"dx primer za
koju su sve tacke cospr/q € (—1,1) totalno prihvatljive. Uslov prihvatljivosti (1.23)
postaje

Jasno je da jednakost nema resenja, inace bi 7 bio racionalan broj. Odavde zakljuc¢u-
jemo da su sve tacke cospr/q € (—1,1) asimptotski prihvatljive. Jacobijev polinom
stepena k£ moze se, u ovom sluc¢aju, napisati u razvijenom obliku

ri = 31T ey

— VUV

(videti [46, str. 135]). Primetimo da je P, polinom po z i 7, kao i da su cospr/q €
(—1,1) algebraski brojevi jer

2 cospr/q = exp(ipr/q) + exp(—ipn/q) 1 (exp(&ipn/q))* = 1.



1.5. PRIMERI KOMPLEKSNOG JACOBIJEVOG OPERATORA 47

Ako bismo za neko n € Ny imali P,(cos pr/q) = 0, to bi znacilo egzistenciju polinomne
jednacine po 7, sa algebarskim koeficijentima, cije je reSenje m. Naravno, da je to
nemoguce, s obzirom da je resenje svake takve jednacine algebarski broj (videti [32,
str. 159]). Dakle, sve tacke cospm/q € (—1,1) su prihvatljive i totalno prihvatljive.

Prethodni primer daje direktno slede¢u teoremu.

Teorema 1.43 Neka je ( > —1 bilo koji transcendentan broj. Sve tacke x = cos pm/q,
koje pripadaju (—1,1), su prihvatljive i totalno prihavtljive za meru (1 & t)°dt.

Primer 1.10 Na osnovu primera 1.3, znamo da su sve tacke cospr/q € (—1,1),
(¢,2) = 1, prihvatljive za CebiSevljevu meru prve vrste. Prema upravo dokazanoj
teoremi, sve takve tacke su i totalno prihvatljive.

Spemni smo sada da damo glavni rezultat ove sekcije.

Teorema 1.44 Ako je x = cos 6 prihvatljiva @ totalno prihvatljiva tacka za Jacobijevu
meru p, Jacobijev operator J* pridruzen meri d\(t) = (t — x)du(t) je ogranicen.

Ako je tacka x asimptotski prihvatljiva i totalno prihvatljiva, onda su koeficijenti
troc¢lane ralacije za polinome ortogonalne u odnosu na meru A ograniceni. Ako je
tacka x prihvatljiva, asimptotski prihvatljiva, ali nije totalno prihvatljiva, tada postoje
podnizovi nizova koeficijenata troclane relacije koji su neograniceni. Ako je tacka x
prihvatljiva, ali nije totalno prihwvatljiva, Jacobijev operator J* pridruzen meri X\ je
neogranicen, ali pravilan.

Dokaz.- Ako je tacka x = cospr/q € (—1,1) totalno prihvatljiva, onda za niz
pl(z), n € Ny, postoji svega 2¢/(p, 2) tacaka nagomilavanja i nijedna od njih nije nula.
Odavde zaklju¢ujemo da niz w,(z) = pl,,(x)/p(z), n € Ny, ima najvise 2¢/(p, 2)
tacaka nagomilavanja. Prema tome, koeficijenti troc¢lane rekurentne relacije dati for-
mulama (1.24) imaju najvise 2¢/(p, 2) tacaka nagomilavanja i samim tim su ograniceni.
Ako je, pored toga, tacka x prihvatljiva, onda je niz ortonormiranih polinoma p,,
n € Np, u odnosu na A, ortogonalan u smislu definicije 1.1, pa je Jacobijev operator,
saglasno (1.13), ogranicen.

Naravno, ako tacka z nije totalno prihvatljiva, onda postoji podniz p’(z), n €
N C Ny, koji konvergira ka nuli. Onda je niz w,(x), n € N° neogranicen, pa je bar
a,, n € N° neograni¢eno. Pod uslovom prihvatljivosti tacke z, zakljué¢ujemo da je
pridruzeni Jacobijev operator neogranicen.

Takode, pod uslovom da x nije totalno prihvatljiva, postoji podniz p! (z), n € N* C
N, koji konvergira ka 1. Onda je niz w,(x), n € N, ogranicen, pa je i 8,41, n € N,
ogranicen niz. Na osnovu teoreme 1.23, zakljucujemo tada da je pridruzeni Jacobijev
operator determinisan jer

Primetimo da za CebiSevljeve mere prve i druge vrste, mozemo eksplicitno odred-
iti koeficijente troclane relacije. Ako je # = (m, ( iracionalno, onda imamo sledec¢u
teoremu:



48 GLAVA 1. KOMPLEKSNE MERE I ORTOGONALNOST

Teorema 1.45 Pod uslovom z = cos, 0 = (w € (0,7), gde je ¢ iracionalno, za
Cebisevljevu meru prve vrste imamo

1 cos(k + 1)(m cos k(m ke N
2 cos k(m cos(k+1)¢r )’ ’

qp — T —

1
oy = T— — (\/§COSC7T+

1
V2 ﬂcos{w) ’

1 cos(k 4+ 1)¢mcos(k — 1)(m
2 — —
b = 4 cos? k(m , kel

Za Cebisevljevu meru druge vrste imamo

B 1 (sin(k+2)¢r  sin(k + 1)¢n

. ) (sin(k T )¢r | sn(kt 2)C7r) kel
1sin(k 4 2)¢m sin k(m
4 sin?(k+1)¢r

B = k € N.

Dokaz.- Direktno izracunavanje. [

U opstem slucaju, za 6 = pr/q mozemo dati sledeée asimptotske formule:

Teorema 1.46 Za Jacobijevu meru i, pod uslovom x = cos, § = pr/q € (0,7) i da
je tacka x totalno prihvatljiva, imamo za n — +o0o i k=0,...,2q/(p,2) — 1,

[ (EEDT ) ()

Qongth 7 L5 n <</<; —I—Zl)pw B d)(e)) * N ((k: —i—ZQ)pﬂ' B ¢(9)) !
Do = - ((k —|—q1)p7r o e)) |

Dokaz.- Direktno izracunavanje. [

U slucaju da je u Cebisevljeva mera prve vrste, onda pod uslovom (¢,2) = 1, umesto
asimptotskog oblika, relacije vaze egzaktno za svako n € Ny, pri cemu relaciju zan =0
i k=0 za aq, treba zameniti sa

1 pT 1 1
ap=1—— | V2cos— + —=——

q
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Teorema 1.47 Neka je tacka x = cosf € (—1,1), 0 = pr/q, prihvatljiva i totalno
pribvatljiva za Jacobijevu meru p. Tada za Jacobijev operator J*, pridruzen meri
dA(t) = (t — x)du(t), postoji konstanta C > 0, takva da vaZi

2
J —+C
Pl <l + & +C

gde je
Cy = min {

sm<<k+%—¢(e)>’, k=01,... ﬂ—1}.

Dokaz.- Direktno izracunavanje. [J

Ovu sekciju zavrsavamo jednim lepim primerom za Cebisevljevu meru prve vrste.
Uzimajuéi § = m/3, za koeficijente troclane rekurentne relacije u odnosu na meru
(x —1/2)(1 — 22)~Y/2dz dobijamo ag = —1 i

g, k=3n+1, neN,
A = 3
7 k=3n+2 k=3n, neN,
(i
—, k=3n+1, k=3n+2 neN,
B={ V2
1
-, k=3n, neN.
. 4

Ocenu norme Jacobijevog operatora mozemo dobiti u obliku ||J|| < v/2 + 3/2.

1.5.5 Polinomi ortogonalni na polukrugu

Jos jedna klasa polinoma ortogonalnih u odnosu na kompleksnu meru je proucavana
intenzivno u radovima [26], [10], [45], [25]. Opsta teorija je razmatrana, takode, u [48,
str. 387-399], odakle navodimo osnovne rezultate.

Neka je w pozitivna tezinska funkcija na (—1,1), takva da su svi polinomi wdz-
integrabilni. Dalje, neka je w regularna u oblasti

D, ={z]]7| <1, Imz > 0},

i neka je kontura I' gornja polovina jedini¢nog kruga pozitivno orjentisana i neka vazi

1
/p(z)w(z)dz = —/ p(x)w(x)dx, peP. (1.25)
r -1
Neka je, takode, Re(mqg) # 0, gde je mg = [ w(z)(iz) 'dz.

Oznacimo sa 7', k € Ny, moni¢ne ortogonalne polinome u odnosu na tezinsku
funkciju w na intervalu [—1, 1], odgovarajuée koeficijente troclane relacije ozna¢imo sa
alf, k€ Ny, % k € Ny. Sa plt, k € Ny, ozna¢imo drugo (moni¢no) linearno nezavisno
resenje troclane relacije koju zadovoljavaju polinomi 7%, k € Ny.
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Primetimo da regularnost funkcije w moze biti zadata i na drugi nacin, a da se
rezultati ne promene. Na primer, neka je [ bilo koja prosta Jordanova kriva sa krajnjim
tackama —1 i 1 smesStena u gornju poluravan kompleksne ravni z. Onda mozemo
oblast D, definisati kao unutrasnost krive I'' U [—1, 1] i da posmatramo integral ne po
polukrugu I'; ve¢ po krivoj I''. Imajuéi ovo u vidu zadrzacemo definiciju integrala na
polukrugu I, ali éemo podrazumevati da se integral moze uzeti po bilo kojoj krivoj I,
ukoliko je tezinska funkcija w analiticka na manjem skupu od gornjeg polukruga.

Dalje, sa m¥, k € Ny, oznacavamo momente tezine w, mi = fjl aFw(r)de.

U [48, str. 391], data je sledeéa teorema:

Teorema 1.48 Neka funkcija w zadovoljava sve gore pobrojane uslove. Postoji niz
monicnih ortogonalnih polinoma 7, k € Ny, sa koeficijentima troclane relacije oy,
k € Ny, Bk, k € N, ortogonalnih u odnosu na linearni funkcional

d
) = [peuE, peP m= LG,
r
pri cemu ,(2) = T(2) — iw, 178 (2), n € Ny,

oo = lwg + ozé%, o = i(wp —wp1) +aff, E>1,

R . R Wk—1 /R
5% = (6 )2 + lwp (a1 — ag'), 13 = ( k—1)27 k=2,
Wi—2
gde su
R R\2
. m .
wo = it + =2, wnzlaf—ku, n € N.
mo n—1
Alternativno,

B +impt)
" imoﬂffl(O) - mé%pf,l(O)’

Za slucaj parne tezine w(x) = w(—z) na simetricnom intervalu [—1, 1], dobijamo
posebno jednostavan rezultat. Primenjujuéi teoremu 1.16, zakljucujemo da je o = 0,
n € Ny, i nalazimo

_omg . m (BF)?

Wo = = y  Wn = ; nE N7
mo  mw(0) Wn—1

odakle sleduje wy > 0, k € Ny,

RﬁR BR 2 1 RﬁR 5R 2
. 1 M3 - Pk
w%:wo( 2 M4 2k > i wopgr = ( +) .

BEBE..BE_ wo \ BRBE...BE

Jednakosti za koeficijente troclane rekurentne relacije postaju

Wk—1

1/2
Qo = iwy, op =i(wp —wi-1), Gk = ( ) By, keN.

Wr—2
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Za specijalan slu¢aj simetricne Gegenbaureove tezine w(z) = (1 — )12 X >
—1/2, dobijamo (videti [76, str. 396])

n—+ 2 n+1
TRy F( 2 >F<“ 2 ) .
0T JaT(A+1) " A+ o (ntl F(A+E) =
2 2

U [25] dokazano je da za slucaj Gegenbaurove tezine imamo

li =1/2
L =12

Sto za posledicu ima slede¢e asimptotske relacije za koeficijente troclane relacije
1
ay — 0, ﬁk—>§7 k — +o0.

Drugim re¢ima, Jacobijev operator J*°, pridruzen lineranom funkcional £%°, je
ogranicen.
Zbog teoreme 1.27, znamo da koeficijenti troclane relacije zadovoljavaju osobinu

af —0 i pF—1/2, kada k — +oo.

Ocigledno je da wo 1 wart1, k € Ny, predstavljaju parcijalne proizvode dva pozitivna
beskonacna proizvoda

00 ﬁR 400 557;
122 i [[=%2 (1.26)
k=1 ﬁ2k71 k=1 5216

Pod uslovom da ovi beskonaé¢ni proizvodi konvergiraju, niz wy, k € Ny, je uniformno
ogranicen.

Teorema 1.49 Pod uslovom da redovi
+o0o R +oo R
Zlog ( %k ) 1 Zlog <B2k;1> )
1 Bk —1 Bai

konvergiraju, Jacobijev operator JP, pridruzen funkcionalu £*°, je ogranicen.

Dokaz.- U [75, str. 89] moze se naéi teorema koja tvrdi da je pozitivan beskonac¢ni
proizvod [ ] ax, ar > 0, k € N, ekvikonvergentan sa redom ) log(ay). Dovoljno je samo
primeniti ovu teoremu na nase beskonacne proizvode. [

Alternativno, zbog logz/(z —1) — 1, kada x — 1, dobijamo da su redovi u teoremi
ekvikonvergentni sa redovima

+00 AR R +o0o HOR R
Z 52k - ﬂzk—l . Z 52k;+1 - 52k

1
R R
k=1 52]{:—1 k=1 52]6
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Kako g, — 1/2, kada k — +o00, zakljuc¢ujemo da su ovi redovi ekvikonvergenetni sa
redovima

+00 +o0
S Bn-Bna) i (B — 5. (1.27)
k=1 k=1

U literaturi mozemo pronaci sledeca tvrdenja o asimptotskom ponasanju koeficije-
nata troclane rekurentne relacije.

Na primer, u [81, str. 127] je pokazano da ako je tezina w pozitivna, neprekidna
i simetricna na [—1,1], sa neprekidnim prvim izvodom, onda koeficijenti troclane
rekurentne relacije zadovoljavaju sledec¢e asimptotsko ponasanje

1
B = 5 +o(/k), k€N,

Za ovu klasu funkcija onda vazi

() -2

pa ocigledno redovi u teoremi 1.49 mogu, ali i ne moraju biti konvergentni.
S druge strane, u [82] se moze naéi teorema koja tvrdi da ukoliko vazi

+oo
> 18R = B < +oo,
k=1

onda odgovarajuca (simetri¢na) spektralna mera ortogonalnosti, pored diskretnog dela
koji je podrzan van intervala (—1,1), ima i apsolutno neprekidni deo ¢iji je izvod
pozitivna neprekidna funkcija na (—1,1).

Tesko je, dakle, navesti karakterizaciju tezina w, ¢iji koeficijenti troc¢lane rekurentne
relacije zadovoljavaju uslov (1.27). Medutim, funkcija w je po pretpostavci regularna
na D, pa ako pretpostavimo jos da se regularnost prostire i na realnu pravu, tada
mozemo dokazati da koeficijenti troclane relacije zadovoljavaju uslov (1.27).

U [101] mozemo nadi sledeéi rezultat: Neka je
w=(1—-2)*1+2)h(z 1_[|:1c—xk|W

i h analiticka u nekoj okolini intervala [—1,1] i pozitivna na (—1,1), pri cemu xy €
(-1,1), a, > =1, v > =1, k= 1,...,m. Tada za koeficijente troclane rekurentne
relacije vaze sledece asimptotske formule

A, 1 1 B, 1
af=""10(=) i Bf=-+—"+0(—=),
n n? 2 n n?

pri cemu za slucaj v1 = ... = v, = 0, imamo A, = B, = 0. Konstante A, i B,
mogu, takode, biti odredene eksplicitno i zavise od prakticno svih parametara teZinske
funkcije w.
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Izaberemo li sve v, = 0, k = 1,...,m, a = 3, h(z) = h(—z), dobijamo asimp-
totski 5% = 1/2 + O(1/n?). Naravno, ovo je dovoljan uslov da redovi u teoremi 1.49
konvergiraju.

S obzirom da woy, 1 wor_1 konvergiraju, mozemo tvrditi da je

li li 1

k:—1>I—POO Wk k:—1>I—Poo Wak-1 = 4
Teorema 1.50 Pod uslovom w = (1 — 2>)*™2h, X\ > —1/2, gde je h simetricna i
analiticka u nekoj okolini intervala [—1,1] i pozitivna na (—1,1), Jacobijev operator
JYO pridruzen linearnom funkcionalu L£L*°, je ogranicen.

Prvo uopstenje koje mozemo dati odnosi se na tacku u nosa¢u mere u kojoj se izvodi
modifikacija. S obzirom da u dosadasnjim razmatranjima, tacka nula ima specijalno
znacenje kazemo jos da se modifikacija mere izvodi u tacki nula. Sledeca teorema daje
uopstenje, koje razmatra ravnopravno sve tacke nosaca (—1,1).

Teorema 1.51 Neka funkcija w zadovoljava sve gore pobrojane uslove. Tada postoj
niz monicnih ortogonalnih polinoma my, k € Ny, u odnosu na linearni funkcional

peEP, my= Ew’”‘“(zk), re(—1,1),

ﬁ“@waémaw@>

i(z—x)

pri cemu T, (2) = m2(2) —iw,_1(x)7E | (2), n € Ny. Rekurzioni koeficijenti u troclanoj
relaciji o, k € Ny, Ok, k € N, su dati sa

ap = iwo(w) +af, = i(wp(®) — we 1 (@) +adf, k> 1,

8 = (1 + e —f), 5= 26 2 kz
gde je
R mg' R (84)°
wo(x) =i(ay — x) + o’ wn(x) =10y —x) + (@) n €N
Alternativno,

mom, () + img py; (x)

- n € N.
1m07r71§71(a:) - mé{pfffl(x)’

wn_1(x) =

Dokaz.- Mada se dokaz bitno ne razlikuje od dokaza teoreme za x = 0, prezento-
vanog u [48, str. 391], neke izvode dokaza dac¢emo zbog kompletnosti.
Dakle, po pretpostavci za tezinu w (1.25), ako stavimo

Tn(2) = T8 (2) — iwn_1 (2)7f [ (2), n €Ny,

za 1 < k, imamo

0= /Fﬂn(z)(z —2)Fw(z): = i/ T () (t — x)* w(t)dt.

i(z —x) 1
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Pod pretpostavkom da su polinomi 7% n € Ny, ortogonalni u odnosu na WX[-1,1],

zaklju¢ujemo da je drugi integral jednak nuli za 1 < k < n.
Primenom (1.25) na polinom 7} (z)/(z — x), gde je

T (2) = mn(2) — ma(2) = m,/(2) — m (@) — iwna (@) (w4 (2) — w4 (), n € N,

dobijamo

odakle sleduje
0 = £57(m,) = 7o @)£5(1) — imf? (@) = s (0)pl,(2)) . m €N
Iz ove jednakosti odredujemo niz w,(x). Kako je L**(m,) =0, n € N, imamo

 mgr(a) + imfp() .
wn-1(x) = R _ R R » neh,
1m07Tn71(I) my an(x)

pri ¢emu smo koristili integralnu vezu (1.10) izmedu pf i 2. Rekurentna relacija za
wy () moze biti proverena indukcijom. Primetimo da je izraz u imeniocu za w, (z) kom-
pleksan broj” razli¢it od nule, s obzirom da polinomi 7%(z) i pf(x) nemaju zajednickih
nula (videti lemu 1.1).

Izraze za koeficijente rekurentne relacije mozemo dobiti na isti nacin kao u [76,
str. 392]. O

Takode, u [26] posmatrane su i nesimetri¢ne tezine. Prvi primer nesimetri¢ne tezine
je sigurno Jacobijeva tezinska funkcija. Primetimo da koeficijneti troclane relacije za
Jacobijevu tezinu zadovoljavaju uslov (1.29).

Imamo slede¢u teoremu:

Teorema 1.52 Neka je w teZinska funkcija takva da su nizovi pf(x) i ¢%(z), n € Ny,
uniformno ograniceni. Jacobijev operator JU, pridruzen linearnom funkcionalu L%
12 teoreme 1.51, je ogranicen.

Dokaz.- Za w,(z), n € Ny, imamo

s (1) = mom, (@) +imgpn_y(2) _ op mopn(e) +i6iai ()
" imomiy () —mipy y(x) T imopy () — Bgy ()’ ’

pa je jasno da su brojioci ograniceni. Dokazimo da su i imenioci uniformno ograniceni
od nule.

Neka je N’ C Ny skup indeksa, takav da je niz [p?|, n € N’, ograni¢en od nule, tj.
IpE| > C, >0, n € N'. Onda je |w,|, n € N’ ograni¢en odozgo jer o¢igledno

C C
lwn| < < < 4o00.

\/(Re(mo)pff)2 + (Im(mg)pE — Blql)2 — |Re(mo)|C,

"Za realno =, vrednosti 7% (z) i p®(z) su realne.
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Na osnovu razmatranja u odeljku o linearnim modifikacijama Jacobijeve mere,
znamo da mogu da postoje podnizovi niza pZ(z), n € Ny, koji konvergiraju ka nuli.
Neka je NP beskona¢ni skup indeksa takav da je pZ(z), n € NP C Ny, nula niz. Na
osnovu jednakosti (1.11), vazi

1
BROE

R _R R R
Pnn—1 — Ppn—19n —

odakle neposredno sleduje

1

gk | — 1pE . l|gR|

BEgE >
nUY Tk

Prelazedi na grani¢ne vrednosti dobijamo

R 1

2 liminf  |pf | > —— Ik

n—+o00,nENP lim inf ‘qn |
n—+oo,n€NP

Drugim re¢ima, ako je pf, n € NP, nula niz, onda je |¢%| > C, > 0, n € N?. Takode,
zakljucujemo ako je pf*, n € NP, nula niz, tada niz pf |, n € NP, nije nula niz. Koriste¢i
prethodnu ¢injenicu imamo

y o] < C L C

1msup Wn| > . . —

notoomeN? liminf |lmopff| — A5flaf|] — BFC,
n—-+oo,nENP

—+00.

Dakle, za svako n € Ny, imamo |w,| < C} < +oo. Koristeéi potpuno iste argumente
dokazujemo, takode, da vazi |w,| > Cy > 0, n € Ny, odakle za koeficijente troclane
relacije, saglasno teoremi 1.51, imamo

Wnp—1

C
(02 < hsup(a

|| < Jwn| + |wno1| + lagi] < 261 + sup Jagf|,  |Ga]* = <&
n€Ng 0 neN

Sto, naravno, znaci da je odgovarajuci Jacobijev operator J“** ogranicen. [
Na primer, znamo da ako koeficijenti troclane relacije zadovoljavaju uslov

—+o00

S (lofy — af [+ 188, — BE]) < +oo, (1.28)
k=0

onda su odogovarajuéi ortonormirani polinomi pZ(z), n € Ny, uniformno ograniceni po
nzax € (—1,1) (videti [82]). Sada neposredno imamo slede¢u teoremu:

Teorema 1.53 Neka je tezinska funkcija w takva da koeficijenti troclane relacije zado-
voljavaju uslov (1.28). Jacobijev operator J“*, x € (—1,1), pridruZen linearnom
funkcionalu L% iz teoreme 1.51, je ogranicen.
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Naveséemo ilustrativan primer povezan sa Cebisevljevom tezinom prve vrste. Za
Cebisevljevu meru prve vrste imamo (videti [46, str. 140])

95 A\ V2 1 nd
i = ( ’0> cosnf i qf = 21/2—81,11n ,  n € Np.
T sin 0

Na osnovu ovih izraza jednostavno mozemo odrediti niz w,,,

wo(r) = —iz + 1, wp(z) = fmo 811‘19 C(?S(n +1)0 +ir s%n(n +1)0
mo imgsin@ cosnf — 7 sinnf

, nelN.

Imajuéi u vidu osnovni trigonometriski identitet cos? § + sin? @ = 1, moze se zakljuciti
da ako je cosnf, n € N' C Ny, nula niz, onda o¢ito niz sinnf, n € N’, ne samo da
nema nula podniz, nego konvergira ka 1. Ovo znaci da niz

limgsin® cosnf — wsinnf|, n € Ny,

nema nijedan element u nekoj otvorenoj okolini tacke nula, tj. da je niz |wy|, n € Ny,
ogranicen sleva. Ogranicenost s desna je prosta posledica ogranicenosti trigonometrij-
skih funkcija.

Ako izra¢unamo vrednost nultog momenta, imamo mqy = 7/ sin §. Uz dobro poznatu
jednakost mf = 7, dobijamo da za niz w,(z) vazi

e
Op = 07 n > 25 Q= _77 Qo = 6167
1 T
=—, n>2 2 — _isin @€l > =
5n 2 ’ ’ ﬁl ) 0 Sin 6
Slicno za Cebisevljevu meru druge vrste, imamo mg = —inel? i mf = 7/2, sto daje
w, = —i/2 €, tako da dobijamo sledece relacije za koeficijente troclane relacije

1. 1 ,
a, =0, neN, a0:§ela; ﬁnzﬁ, n €N, ﬂg:—iﬂela.

U daljem tekstu podrazumevamo da je tezina w takva da koeficijenti troclane
rekurentne relacije zadovoljavaju uslov

2 (

k=0

1
B — 5’ + |a,§|> < +o00. (1.29)

Primetimo da uslov (1.29) implicira (1.27) jer je o¢igledno

1B = Bl < 18— 1/2] + 18, — 1/21,

dok obrnuto, ne vazi.
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Primetimo da je uslov teoreme iskazan u terminima koeficijenata troclane relacije, a
ne tezinske funkcije w. Ovo je ve¢ pomenuta posledica toga sto je veoma tesko odred-
iti koja klasa tezinskih funkcija ima koeficijente troclane relacije koji zadovoljavaju
uslov (1.29). U svakom slu¢aju, mozemo ponovo iskoristiti [101] za formulaciju sledece
teoreme.

Teorema 1.54 Neka je tezinska funkcija zadata sa
w(z) = (1 —2)*(1 +2) h(2)x_11(2),

gde su a, 3 > —1 i h analiticka funkcija u nekoj otvorenoj okolini intervala [—1,1] i
pozitivna na (—1,1). Jacobijev operator J**, pridruZen linearnom funkcionalu L** iz
teoreme 1.51, je ogranicen.

Za jo§ preciznije rezultate treba nam rezultat prezentovan u [42]. Naime, pod
uslovom da je w neprekidna deo po deo, u [42] dat je eksplicitno izraz za tezinsku
funkciju u odnosu na koju je niz polinoma ¢, n € Ny, ortonormiran. Oznacimo ovu
tezinsku funkciju sa w,. Tada imamo

_ X1)(2) w(z)
q(I) - mR 2 2"
0 1 fl w(t) ar) Tw(z)
—=V.p. — —
mit Py mit
Oznaka v.p. znaci da se integral izracunava u Cauchyjevom smislu. Kako koeficijenti
troclane relacije zadovoljavaju uslov (1.29), po teoremi 1.37, znamo da su polinomi

q*, n € Ny, ortonormirani u odnosu na pozitivnu neprekidnu tezinu na (—1,1) i da
zadovoljavaju sledecu relaciju

(1.30)

o*(z) = (2 ﬁ) " ginn — 1) + o),

7w (x)

Potrebna nam je i slede¢a lema.

Lema 1.10 Ako koeficijenti troclane relacije zadovoljavaju uslov (1.29), onda vazi

D(wsin; ') .5 i mw(x)|sinf|  sind L ow(t)
—— =D ;€)= .p. ——dt 1.31
D{ao, sin; ) (sin®; e') 5 +i 5 V.p / ; (1.31)

x = cosf, 0 # 0,7, gde je sa D(f;z), |z| < 1, oznacena Szegd-ova funkcija date
funkcije f.

1

Dokaz.- Prvo sledimo Szegé-a [97, str. 275] (videti takode [81, str. 39]) i dajemo
slede¢u definiciju da nenegativna funkcija f € L'(—m, ) pripada Szegé-ovoj klasi pod
uslovom

/Tr log f(z)df > —cc. (1.32)

—T
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Sada nastaje izvestan problem koji treba razjasniti. SzegO-ova teorija izlozena u
[97], za asimptotiku ortogonalnih polinoma razvijena je pre svega za polinome ortogo-
nalne na jediniénom krugu (videti [97, str. 286]). Danas se gotovo sva izucavanja vrse
na intervalu [—1, 1], ali zbog istorijskih razloga i dalje se koriste definicije koje je uveo
Szeg6 za tezine na jedinicnom krugu. Medutim, postoji direktna veza izmedu ortogo-
nalnosti na jedini¢nom krugu i na intervalu [—1, 1]. Da bi se uspostavila veza svode se
integrali sa jedini¢nog kruga na integrale po polukrugu 6 € (0, 7), a tacka na intervalu
[—1,1] onda definise kao = = cos#. Kako se na jedini¢nom krugu integracija vrsi po 0,
imamo df = sin fdz (videti [97, str. 294], [40]). Nama je najvaznije da zapamtimo da
se, zbog transformacije diferencijala, tezinska funkcija mnozi sa |sin 6| pri prelasku sa
intervala na jedni¢ni krug i naravno potrebno je smeniti nezavisno promenljivu tezinske
funkcije sa x = cosf. Tako na primer, s obzirom da je Szeg6-ov uslov (1.32) zadat za
tezine na jediniénom krugu, ako posmatramo tezinu w na [—1, 1], Szegé-ov uslov (1.32)
postaje _

/ log (w(cos #)|sinf]) df > —oo.

Koristeci teoremu datu u [81, str. 124], znamo da su tezinske funkcije w € L'(—1,1)
1w, € L*(—1,1) u Szegd-ovoj klasi jer koeficijenti troclane relacije zadovoljavaju uslov
(1.29) i odgovarajuéi nosaci mera su podskupovi intervala [—1, 1].

Szeg6-ova funkcija funkcije f, koja zadovoljava Szegé-ov uslov (1.32), koja je defi-
nisana u (—m,7) (videti [81, str. 67], [97, str. 277], [40]), je zadata sa

1 [" 14 ze ¢
D(f;z) = exp (E/ 10gf(9)md9) el <1,

Posebno, za slucaj koji mi posmatramo, znamo da vazi f(f) = w(cos)|sinf|, tj.

J(6) = f(~6), pa imamo

D(f:2) = exp (% /W log f(6)~ +§€%Zd9> _D(f:3), |+ <1.

o 1 —zet

Szegé-ova funkcija ima sledece osobine (videti [81, str. 67], [97, str. 276], [40]).
Funkcija D je element prostora H?, gde je H? Hardyjev prostor analitickih funkcija na
2| <1 za koje je [7_|f(re)[?dd uniformno ograni¢eno po r < 1 (videti [20, str. 2]).
D(f;z) # 0 za |z| < 1. Takode, D(f;0) > 0 i postoje grani¢ne vrednosti

111{1_ D(f;re’) = D(f;€’), |D(f;e”)]* = f(0),

pri ¢emu poslednja jednakost vazi skoro svuda na [—m, 7]. Posebno, za nas slucaj
f(0) = f(=0), znamo da vazi D(f;z) = D(f;Z), Sto za sobom povlaci

D(f;e™) = lim D(f;re??) = D(f; ).

Koristeé¢i upravo uvedenu Szegé-ovu funkciju D = |D|exp(iarg(D)) (videti [97,
str. 297], [81, str. 145], [40]), rezultat teoreme 1.37 moze da se prikaze na slede¢i nacin

2

7| D(w sin; e1f

1/2
pn(cosf) = ( )|) cos(nf + arg(D)) + o(1),
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pri ¢emu je p,, ortonormirani polinom stepena n u odnosu na tezinsku funkciju w, pri
cemu

arg(D) =0 —n/2 — ¢(0) = —P(0), (1.33)

gde je ¢ iz pomenute teoreme. Izraz za ® moze da se izvede direktno (videti [97,
str. 299]). Za tezinsku funkciju w,, odgovarajuéu Szegé-ovu funkciju oznacavamo
sa D, = |D,|exp(iarg(D,)). Takode, odgovarajuce veli¢cine ¢ i ® iz teoreme 1.37
oznacavamo sa ¢, i ®,, respektivno.

Veoma jednostavno se pokazuje (videti [97, str. 277], [40]) da vazi

1— 22

D(sin?; 2) =
(Sln 72) 2 bl

D(sin% e") = —isin#e?, 6 € [0, n].

Ispitajmo sada izraz iz tvrdenja teoreme, koji u daljem oznacavamo sa

D(wsin; z) 1 — 22
D(w,sin;z) 2 7

9(z) = 2| < 1.

S obzirom na D(w,sin; z) # 0, |2| < 1 (videti [81, str. 67], [97, str. 276]), imamo da
je ¢ analiticka funkcija na {z | |z| < 1}, pa postoji razvoj funkcije g u potencijalni
red u okolini tacke 0. Kako funkcija g nema singulariteta u {z | |z| < 1}, potencijalni
red konvergira uniformno na svakom zatvorenom skupu F' C {z | |z| < 1} (videti [99,
str. 238-239]). Zbog osobina Szegé-ovih funkcija znamo da vazi ¢(0) > 0. Takode, za

slucaj f(0) = f(—0) imamo g(z) = g(Z). Ova jednakost povlaci

Re(g(2)) = Re(g(2)), Tm(g(z)) = —Im(g(2)). (1.34)

Ispitajmo sada granicne vrednosti funkcije kada z tezi tackama na krugu po ne
tangencijalnoj putanji. Imamo, za skoro svako 0 € [—m, 7,
, , D(wsin; rel) .
lim g(re?) = g(e?) = — lim L Zie?sin 6
r1- gre”) 9(e") r—1- D(w, sin; rei?)
. 1/2
_ w(COS 9) sin 0 | sin elei(arg(D)—arg(Dq)—w/Q sgnf+-6)
wg(cos @) sin 6

_ /6(?| sin 9|wd(cos e)ei(arg(D)—arg(Dq)—ﬂ/Q sgn9+9),

gde smo uveli oznacavanje

1 w®) N\ (rw(@))?
i(x) = —5v.p. dt
wq(7) (mész /1t—m + mit
i koristili osobine Szegé-ove funkcije (videti [81, str. 67], [97, str. 276], i [20, str. 17] za

generalni slucaj).
Naravno, na osnovu (1.34), imamo

Re(g(eie) = Re(g(e™)), Im(g(eie) = —Im(g(e’ie)). (1.35)
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Koristec¢i asimptotske razvoje za polinome p? i ¢ i jednakost (1.11), nalazimo

2 R _R R R
SR = Pnldn1 — Pn14n + 0<1)

5
: = A(sin((n +1)0 — ¢)sin((n — 1)0 — ¢,) — sin(nf — ¢) sin(nb — ¢,))
= é (cos(20 — ¢ + ¢,) — cos(2nf — ¢ — ¢,) — cos(—¢ + @)
+cos(2nf — ¢ — ¢,)) = —Asinbfsin(0 — ¢ + ¢,),

gde je
2 1

msinf /ww,

Odavde, neposredno dobijamo

sin(0 — ¢+ g,) = @)

mFwal(z) € (0,1].

Faktor o(1) nestaje jer vidimo da izraz ne zavisi od n. Iskoristimo li vezu (1.33),
nalazimo

sin(6 — ¢ + ¢,) = cos(0 + arg(D) — arg(D,) — 7/2) = %.

Prethodna jednakost vazi za 6 € (0, ), tako da jednostavno dobijamo

mw(zx)sind

Re(g(e")) = 57
Zbog (1.35) imamo

Re(g(")) = W 0 ¢ (—mm\{0}.

Na osnovu prethodnog zaklju¢ujemo da je imaginarni deo zadat, do na znak, sa

v, sind b w(t)
Im(g(e)) =+ 57 v.p. /_lt_xdt.

Ovde ve¢ mozemo da prepoznamo izraz za imaginarni deo, do na znak, kao Hilbertovu
transformaciju realnog dela funkcije g(e'?). Kako je w € L'(—1,1), znamo da Hilber-
tova transformacija ne mora da bude L'(—1,1), ali mora da bude L"(—1,1) za svako
r € (0,1) (videti [20, str. 63]).

Pokazimo sada da se Hilbertova transformacija na (—1, 1) poklapa sa Hilbertovom
transformacijom na [—m, 7]. Koris¢enjem

sin ¢ 1 0—t 0+1
= — | cot 5 —+ cot ,

cosf —cost 2 2
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redom imamo

(sinG)V.p./ w(t) dt =

_1t—l'

<

/ T (cost) sint i sin ¢
.p. [ w(cost)sintdt————
P 0 cosf — cost

1 i 0—t 0+t
= —v.p./ w(cost)sintdt | cot + cot i

2 ; 2 2

1 T ) —1
= —v.p. [ w(cost)|sint|cot dt

2" ),

1 - ) -1
—5V-P. w(cost)| sint| cot dt

0

1 T 0—t
= §v.p./ w(cost)|sint| cot 5 dt,

—T

sto je upravo izraz za Hilbertovu transformaciju funkcije definisane u [—m, 7| (videti
[20, str. 63]).

Pomo¢u funkcije Re(g(€'?)) mozemo izgraditi harmonijsku funkciju za |z| < 1. Kako
je Re(g(el)) integrabilna funkcija, to je njen integral funkcija ogranicene varijacije
(videti [74, str. 234]). Oznacimo sa u harmonijsku funkciju (videti [20, str. 2]), dobijenu
na sledeéi nacin

0 =0 [ s Rl
e = o . 1—2rcos(6 —t) +r? PAgte '

Kako je u harmonijska na {z | |z] < 1}, to se moze kompletirati do analiticke funkcije
(videti [79, str. 191]). Oznac¢imo ovo kompletiranje sa v. Uz uslov v(0) = 0, ova
funkcija v je jedinstveno odredena. Naravno, novodobijena analiticka funkcija u + iv
je upravo funkcija g, zbog jedinstvenosti reprezentacije (videti [20, str. 3]). Medutim,
onda funkcija Im(g(re'?)) konvergira kada r — 1~ upravo ka Hilbertovoj transformaciji
funkcije Re(g(el?)) (videti [20, str. 63]).

Prema tome, mora biti

tm(g(e?)) = 320 . /_ w(t) g

Odavde dobijamo jednostavnu posledicu za 6 € (0, 7). Naime,

cos(f —p+¢?) = —sin(0+ arg(D) — arg(D,) — 7/2)

Sada imamo sledeéu teoremu.

Teorema 1.55 Pod uslovom da je teZinska funkcija w takva da koeficijenti troclane
relacije zadovoljavaju uslov (1.29), imamo
. ) 1
lim «, =0, lim G, =-.
n—-+00 n—-+00
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Dokaz.- Koristec¢i lemu 1.10, znamo da je

1 1
COS(Q - ¢+ ¢q) = —mv,p, /_1 tw_(t:)tdt i Sin(@ . ¢_|_ qu) _ m%zfl)(dx()x)

Dalje za brojioce i imenioce veli¢ina w,,, imamo

igR
plE+ gl

5 1 172
(; w(x) sin 9)

+ o(1) =sin((n+1)0 — ¢)

wd(ZE) .
- Tul) e sin[(n+1)0 — ¢ — 0+ ¢ — &,
m—é%V.p. f—l f—r - moR

= sin((n+1)8 — ¢)(1 — € cos a) - e sinacos((n +1)0 — ¢)
= —sina (sin((n + 1) — ¢)ie* + € cos((n + 1)0 — )

. i 1)6—
= —singel(t)I=ote)

gde smo sa a oznacili a = arg(i mg). Odavde nalazimo asimptotske vrednosti za niz
wna

R ﬁ(]):i R
Py +i——q, C i i(n1)0——a) -
_ ..R mo _i-—sinae R
wyp = —if3;, A = T e e (=) +o(1) = 5¢ +o(1).

R R
1 +1 _
Pn_1 mo n1

Koristedi jednakosti date u teoremi 1.51, direktno dobijamo

n— 1
ap, =i(wp, —wn_1) + Ozf — 0, ﬂg = u( 5_1)2 — 7 dok n— +o00. O

n—2

1.5.6 Polinomi ortogonalni u odnosu na oscilatornu meru

U radu [58] razmatrani su polinomi ortogonalni u odnosu linearni funkcional

£ (p) = / p(2)ze™ y_yyde, m e Z\[0}, peP.

U daljem izlaganju, zbog kratkoée pisanja, uvodimo oznake ¢ = mm, m € Z\{0},
w(z) = re™,
Mozemo dokazati slede¢u teoremu.

Teorema 1.56 Momenti linearnog funkcionala L™ su dati rekurentnom relacijom

e SR S

Migy1 =

ilt u razvigenom obliku

(1™ )1 (0 (1)) (i)

TETTTGOMT & )
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Dokaz.- Direktnim izracunavanjem nalazimo

1 1
1 k+2 .
Mg = / k+2,iCz 40 = C rht2eice _ / uau PRIC P
- -1

1 1 3 i
Lo k+2
— IC( ic _ C(—l)k+2) — % my,
1
1
moy = /_1 re'Tdr = %(eiC +e7¢) — (15)2 (e —e7). (1.36)

Sada samo treba zameniti ( = m.
Koristeci ovu rekurentnu relaciju, zajedno sa pocetnim uslovom, dobijamo momente
u ravijenom obliku. Dokaz se moze dati i matematickom indukcijom. [

Teorema 1.57 Niz polinoma ortogonalnih u odnosu na tezinsku funkciju wx—11 pos-
togi jedinstveno za svako m € Z\{0}.

Dokaz.- Prema relaciji (1.5), niz ortogonalnih postoji pod uslovom da nijedna
Hankelova determinanta A,,, n € Ny, u (1.2), nije jednaka nula.

MozZemo primetiti da su momenti racionalne funkcije po ( = mm, sa obi¢nim ste-
penima po ¢ u imeniocu. Ako iz i-tog reda Hankelove determinante A, faktorisemo

i¢ i¢ i¢
postaje Hankelova determinanta A,, za slede¢i niz momenata

m i—1
(G2 <_—1>, a iz v-te kolone faktorisemo <_—1> , nasa Hankelova determinanta A,,,

l

k
g, = k+1'z (=10
v=0

Primecujemo da su my,, k € Np, polinomi po i(, sa racioanlnim koeficijentima. Relacija
koja vezuje A, i A, je sledeca

(_1)(n+1)(n+m) B
(iC)("+1)2 An, nec No.

A, =

Odavde zakljuéujemo da je A, # 0 ako i samo ako A, # 0. Vrednost determinante
A, je polinom po i¢ = im sa racionalnim koeficijentima. Kako je m ceo broj razlicit
od nule, to imm ne moze biti nula takvog polinoma jer je m transcendentan broj. Broj
imm moze biti nula takvog polinoma jedino ako je takav polinom identicki jednak nuli.
Ostaje samo da dokazemo da A, nije identicki jednako nuli.

Dovoljno je dokazati da je slobodan ¢lan u polinomu A, = A, (i¢), tj. An(()), razli¢it
od nule. Uzmemo li samo slobodne ¢lano ve iz momenata ri, k € No, tj. (m)x(0), k €
Ny, napravimo odgovaraju¢u Hankelovu determinantu Ay, njena vrednost je jednaka
A (0). Hankelova detrminanta A% je napravljena od niza momenata 2(k+1)!, k € Ny.
Ovaj niz momenata odogovara momentima Laguerreove mere xe‘xXRg, pomnozene sa
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faktorom 2. Naravno Aj ne moze biti jednaka nuli jer Laguerreovi polinomi postoje.
OJ

Nadalje bi¢e nam potrebna vrednost determinante A}, koju smo pomenuli u dokazu
prethodne teoreme. Kako je ona povezana sa Laguerreovim polinomim, nije tesko
dokazati da vazi

An =2 ] RI(E+ 1)L neN,.

k=0

Takode, bi¢e potrebna i vrednost modifikovane Hankelove determinante (1.4), za
koju imamo

(_1)(n+1)(n+m)+1 »

r /
N 3 s

1 koja je, kao u i prethodnom slucaju A;l, izgradena od momenata my, k € Ny. Kao i
ranije, determinanta A! je polinom po i¢ sa racionalnim koeficijentima. Slobodni ¢lan
moze biti odreden koristec¢i poznate rezultate vezane za Laguerreove polinome, tako da
imamo

Al =(n+1)(n+2)A* =2 (n 4 1)(n + 2) ﬁkz'(k‘ + 1)

Proucavamo samo slucaj m > 0, zato Sto se svi rezultati za m < 0 dobijaju iz
prethodnih prostom konjugacijom. Zato u daljem tekstu podrazumevamo m & N.
U opstem slucaju, kada ¢ # mm, m € Z\{0}, ortogonalni polinomi ne moraju da
postoje. Na primer najmanje (, koje je reSenje jednacine Az = 0, iznosi priblizno
¢ =~ 7.13414399636896061399. . . .

Primetimo da tezinska funkcija zadovoljava w(z) = —w(—x), $to zajedno sa teore-
mom 1.16, daje Re(ay) =0, k € Ny, Im(57) =0, k € N.

Koeficijente troclane relacije je veoma tesko odrediti u analitickom obliku. Kao
primer, dajemo vrednosti prvih nekoliko koeficijenata troclane rekurentne relacije u
Tabeli 1.1.

n (67 sz
2 2(=D)™
0 < i¢
1 —8 —2+¢2
¢(=24+¢?) ¢2
9 2(—364+60¢%—45¢1+4¢0) —4(6-13%+¢7)
() (6-13C4C1) P2
3] _ 2(—5184+32832¢%—69552¢*+15648¢° —1259¢¥+26¢10+(¢1%) | (—2+¢?)(216—1224¢%+165¢*—14(5+(%)
¢(6—13¢2+¢4)(216—1224¢2+165¢%—14¢0+¢3) ¢2(6—13¢2+(¢4)?

Tabela 1.1: Koeficijenti troclane relacije av, i 3, zan < 3

U radu [58] dokazan je veéi broj rezultata za polinome ortogonalne u odnosu na
tezinsku funkciju x exp(immz). Posmatrana je numericka konstrukcija polinoma orto-
gonalnih u odnosu na x exp(—i{x)x[-1,1], u kojoj se koristi Gautschi-Stieltjesova pro-
cedura (videti [46, str. 116]). Ovde navodimo samo neke od rezultata iz [58].
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Teorema 1.58 Neka je ( = mm, m € Z\{0}. Za n > 4 koeficijenti troélane relacije
zadovoljavaju sledeci sistem nelinearnih rekurentnih relacija

72H-1 = Cﬁ2 {an 2+ Od gt Qp_1+ ai—l - 721—2(5an73 + 8,2 + 2Ckn,1>

=362 (n_o+ ap1) + B2 (2002 — 20,1 — 3au,)
20 (an-s = an-1) B2y + (s — ) 32
+¢ [571 o(n—1 = om_3)(On_1 + an_g + n3) + (875 — 57)°
+82 (0t — a) (O + iy + 2) + 62_362_2]

Bn = Bns

Qp_1 — Op_2

+ [1 +3ap_, — 2655 — By — By — n(B; — Brs)

0 (ucag + 2005y — ) - anﬂi)]},

Opi1 = 7 { 14 (o1 — an)(n_o — an) + B2y + B2 + 262,
n+1
+7’L|: — Qi 1 an—3 +ap2—ap1— O-/n) - 721_1 + 57214_1] }
1 2
+ 2 QOén( n—1 n+1) + 2an Qﬁn 1 +( an—l) X
n+1
X (O‘i—B + ap_30n_2 + O‘i—Q - ai— — Qp—1Qp — O‘ 52 2 T+ 52)}
Qp — Q1 2 2 2 2 2 }
—m Tl T 43 _ — — _
+an—2 — Q3 { |: + Qp_3 n—3 n—2 n( n—3 n—l)

62 [Oén 452 5+ 200, 3( 72173 - 72171) - 512171‘%*1] }a
sa pocetnim vrednostima datim u tabeli 1.1.

Takode, dokazano je da niz ortogonalnih polinoma ne moze da ima proizvoljan broj
visetrukih nula.

Teorema 1.59 Polinom p,,, ortonormiran u odnosu na x exp(i(z)x(-1,1), moZe da ima

najvise jednu nulu visestrukosti tri ¢iji je realni deo jednak nuli ili moZe da ima par
nula visetrukosti dva.



66 GLAVA 1. KOMPLEKSNE MERE I ORTOGONALNOST

Medutim, ova teorema nije dovoljno ostra, s obzirom da sva numericka izracunava-
nja pokazuju da su nule polinoma proste. Napomenimo na kraju da najnoviji rezultati
objavljeni u [2], sugerisu da koeficijenti troclane relacije imaju sledeée asimptotsko

ponasanje

i(—=1 k 1 (—D*
Qoptk — i 5 ) (tanhg — coth g) , Bans — 1 (tanh g) ,

gde je k = 0,1. Naravno, pomenuti rezultati u [2] ne mogu biti primenjeni konkretno

na nasu tezinsku funkciju, ali se mogu primeniti na tezinske funkcije koje se ‘vrlo malo’
razlikuju od nase tezinske funkcije.



Glava 2

Gaussove kvadrature za kompleksne
mere

U ovom delu razmatramo Gaussove kvadraturne formule za ograniceni Jacobijev ope-
rator J. Kroz celo poglavlje se provlaci kriva C' i odgovarajuéi konturni integral po
krivoj C'. Zato sada dajemo definiciju krive C', koju koristimo u svim slu¢ajevima, sem
kada je to na neki drugi nac¢in posebno naglaseno.

Definicija 2.1 Kriva C' C C je bilo koja zatvorena, rektifikabilna kriva, bez samo-
preseka, koja je smestena u (J) za neki konkretni Jacobijev operator J i koja je
homotopno smestena u kruznici {z | |z| = 2||J]|}.

2.1 Ortogonalnost i Weylova funkcija

Neka, kao i ranije, funkcija ¢ oznacava Weylovu funkciju ograni¢enog Jacobijevog op-
eratora J. Kao §to je poznato, funkciju ¢ mozemo izraziti na slede¢i nacin

Jr

8

<Jke(], e()>
2k

ST

(2) = ((z = J)"eo, &) = 2| > [I1]-

B
Il
o

Funkcija ¢ je definisana na rezolventnom skupu operatora J, s obzirom da na Q(J)
operator (z — J)~! postoji i ogranicen je.

Prema teoremi 1.9, za svaka dva zadata niza az, §; # 0, k € Ny, mozemo iz-
graditi linearni funkcinal £, u odnosu na koji su polinomi koji zadovoljavaju tro¢lanu
rekurentnu relaciju

ITPn = 6n+1pn+1 + appn + ﬁnpnfla n < N(h

ortonormirani.
Prema teoremi 1.24, razvoj u red funkcije ¢ moze se zadati i preko niza momenata
my, k € Ny, na slede¢i nacin

. 1 o my
P(z) = . > g (2.1)
k=0

67
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gde su my, k € Ny, momenti linearnog funkcionala L.
Ako sa qx, k € Ny (videti jednakost (1.10)), kao i do sada, ozna¢imo drugo linearno
nezavisno resenje troclane rekurentne relacije, onda imamo sledeéu teoremu (videti [41],

131], [52], [94]).

Teorema 2.1 Ako je ¢ Weylova funkcija, pridruZena Jacobijevom operatoru J, koji
je izgraden od mizova oy, i B # 0, k € Ny, i ako su p, i q, dva linearno nezavisna
resenja troclane rekurentne relacije, onda

Pa(2)0(2) = Bogn(2) = O(z7"71), 2| > [IJ]I. (2.2)
Takode,
fczkpn(z)gb(z)dz =0, k=0,...,n—1, (2.3)

gde je C kriva iz definicije 2.1, koja u svojoj unutrasnjasnosti sadrzi skup {z | |z| <

1113

Dokaz.- Oznac¢imo odgovarajudi linearni funkcional sa L, ¢ija egzistencija je pot-
vrdena teoremom 1.9, a odgovarajuce momente funkcionala £ sa my, k € Ny. Polinom
Bogn(z), prema jednakosti (1.10), mozemo izraziti preko polinoma p, = > _, pz” na
sledeé¢i nacin

5 (z)zc(p—"('z)‘p”(')) S e (—zy‘“") S S i, neN
0qn . V:ﬂ>py ” . e VZkZ%h%l k—v> :

Koristeci razvoj funkcije ¢, dobijamo

n

v +o0o n
pn(Z)¢(Z) = Z Zpgmu—kzk_l + Z Z_k_l Zpgmk-i-u
k=0 v=0

v=1 k=1
n—1 n—1 +o0 n
k n —k—1 n
= E Z E py+1mk—V+§ Z E Py Mg,
k=0 =k k=0 v=0

Prvi (konaé¢ni) sabirak mozemo da identifikujemo sa polinomom fyq,(z), na osnovu
prethodno izvedene jednakosti. S druge strane, imamo da se koeficijenti u redu (drugom
sabirku) mogu izraziti na slede¢i nacin

> e, = L£(()pal):
v=0
Na osnovu ortogonalnosti imamo L(()*pa(+)) = 0, k < n, pa na kraju dobijamo
+o00
(pud = o) (2) = D 2L pu()) = O ).
k=n

Primetimo da je funkcija (p,¢ — Bo¢,)(2) analiticka na skupu {z | |z| > ||J]||}, i
ocigledno O(z~""!) kada z — oo.
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Pomnozimo li (2.2) sa 2", v =0,1,...,n—1, i integralimo po konturi C, iz tvrdenja
teoreme, tada sleduje

f (P — gn)(2)dz — j{ 0"z =0, v=0.1... .n—1
C

c

S obzirom da je funkcija z”¢,(z) analiticka u okolini nule, imamo

}{ 2"qn(2)dz =0, v e Ny.
c

Na kraju dobijamo

]{z”pn(z)qb(z)dz:O, v=0,1,...,n—1. O
C

Dakle, teorema daje reprezentaciju linearnog funkcionala £ : P — P na sledeéi

nacin 1
L) = 5 § PEGEE () € nt(C),
i Jo

Na primer, za slucaj da je funkcional £ pozitivno definitan, mozemo direktno na osnovu
ove reprezentacije odrediti meru ortogonalnosti. Kako je, u ovom slucaju, Jacobijev
operator samo-pridruzen, ceo spektar je na realnoj pravoj i predstvalja ogranicen skup.
Sve nule svih ortogonalnih polinoma se tada nalaze u Co(o(J)), tako da konturu inte-
gracije, krivu C', mozemo proizvoljno da skupljamo oko spektra operatora JJ. Ono $to
dobijemo je poznato kao Stieltjesova inverzna formula (videti [12, str. 90], [16]).

Funkcional £ mozemo da shvatimo kao linearni operator na linearnom prostoru svih
algebarskih polinoma P, posmatranih na skupu {z | z € int(C)}. Uvedimo normu na
prostoru P na slede¢i nac¢in

pll = sup |p(z)], peP.
z€int(C)

Tada dobijamo normirani prostor (P, || - ||). Primetimo da je funkcional £ ogranicen,
i da za njega imamo

1L(p)| =

j{ p(2)6(2)dz

< i p()NI6()N1dz] < |17l ﬁ 16(2)]1dz].

Linearni funkcional £ mozemo prosiriti na Banachov prostor svih analitickih funk-
cija (videti [38, str. 213))

Ac = {f | f analiticka na int(C') i neprekidna na C}, (2.4)

s obzirom da je skup P C Ae. Naravno, norma je ista sup-norma kao na prostoru
polinoma. Ovu moguénost prosirenja nam garantuje Han-Banachova teorema (videti
[91, str. 125], [38, str. 74]). U stvari, to prosirenje mozemo uvesti i na sledec¢i nacin

L) = 5 § SG)0(:)az, 25
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pri ¢emu je jasno da je norma funkcionala £ ostala nepromenjena.

Ovo prosirenje nam omogucava da damo i nesto jednostavniji dokaz prethodne
teoreme. Primetimo da je funkcija (u — 2)™' za u € ext(C) i analiticka u int(C) i
neprekidna na C'. Koristeéi razvoj u geometriski red mozemo, pod uslovom |z| < |ul,

da pisemo
—+o00
u—z uk’
k=0

S obzirom na ¢injenicu da red (2.1) konvergira, imamo

L ( ! ) L9 s, we (@),

u— - 2m Jou—z

Kako je funkcional £ linearan, vazi

L (p—"(u) :]‘jn(.)) = pu(u)p(u) — L (p”(')) .

u u—-

Sada, pomocu jednakosti (1.10), dobijamo

(a6 — Boan) (1) = £ (p—“) = L5 Lmb)

u— - u®
k=0

S obzirom na ¢injenicu da je niz polinoma p,, n € Ny, ortonormiran u odnosu na L,
zakljucujemo da je

1=y -
(6 = Fota) () = o D~ = OLu™ ™),
k=0

gde smo uveli oznaku m, x = L((-)*p,(+)).
Primetimo da red u prethodnoj jednakosti ima isti polupreé¢nik konvergencije kao i
red koji reprezentuje ¢. Neka je p,(z) = > ,_,prz". Tada

—+00 n —+oo

My k o n mMytk
PBEr D DD Dhva
k=0 =0 k=0

pa su poluprecnici konvergencije ocigledno isti.
Upravo dokazani rezultat znaci da ako je Jacobijev operator J ogranicen i da je
linearni funkcional £, pridruzen operatoru .J, zadat sa

Lp) = = ]40 p(2)d(z)dz, peP.

-~ 2mi
S obzirom da je funkcija ¢ analiticka na Q(J), mozemo prethodnu krivu da neprekidno
deformisemo proizvoljno po skupu €2(J), pri ¢emu zahtevamo samo da deformisana
kriva zadovoljava uslove definicije 2.1. Primetimo da deformacije krive C' menjaju
skup A (videti (2.4)). Naime, ako je A¢, C Ag,, onda je Ag, C Ag,.
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Pretpostavimo sada da funkcional £ moze biti izrazen preko neke mere p na sledeci
nacin
L) = [ pa)dn(e). peP.
gde je nosa¢ mere g, supp(p), unutar skupa int(C'). S obzirom da se Cauchyjeva

transformacija mere p, u oznaci fi, poklapa sa Weylovom funkcijom na nekoj okolini U
tacke oo, prema teoremi 1.26, vazi

o0 =i = [P e

)
z— X

S druge strane, za funkcional £ imamo reprezentraciju

L) = 5 § F0EE S € Ae.

Pod pretpostavkom da se kriva C' nalazi u skupu U, imamo

£) = 5= G0N = s | dulz)

27 Jo 2mi z—x

= [antwss f Lae [rwaut. se

2mi Joz —

gde smo koristili Fubinijevu teoremu o integralu na proizvodu merljivih prostora (videti
[74, str. 96]).

Kako je Weylova funkcija analiticka na skupu Q(J) (videti [5]), pod pretpostavkom
da se nosa¢ mere p nalazi unutar skupa o(J) UT'ws(J/), jasno je da se funkcionalna jed-
nakost ¢(z) = ji(z) moze prosiriti sa skupa U na skup Q(J)\I'ess(J), saglasno principu
analitickog produzenja (videti [99, str. 247], [33, str. 290]). Primetimo da je skup

QI)N\Less(J) = C\((J) U Tess())

otvoren jer je komplement zatvorenog skupa o(J) U I'es(J). Kako znamo, skup o(.J)
je kompaktan (videti [38, str. 195], [91, str. 166], [34, str. 174,176]), pa prema tome
i zatvoren (videti [96, str. 43]), a skup I'es(J) je zatvoren jer je jednak prebrojivom
preseku zatvorenih skupova (videti [96, str. 29]).

2.2 Gaussova kvadraturna formula

Neka je zadat ograniceni Jacobijev operator J. Tada je spektar operatora J ogranicen
skup kompleksne ravni. Linearni funkcinal £ u odnosu na koji je niz polinoma p,,
n € Ny, ortonormiran moze se izgraditi koriste¢i Weylovu funkciju saglasno relaciji
(2.3).

Gaussova kvadraturna formula, za pozitivno definitne linearne funkcionale £, moze
se izraziti u obliku

£n(p) = szp<$7kl)a D € 73271717
k=1
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gde su, kao Sto znamo, z}}, k = 1,...,n, nule ortonormiranog polinoma p,, a koefi-
cijente w, k = 1,...,n, zovemo tezinama kvadraturne formule (videti [47, str. 164],
[12, str. 31]). Postoje razne formule za izracunavanje tezinskih koeficijenata wj, k =
1,...,n, (videti [47, str. 167,168,169], [50], [12, str. 32]). Medutim, ima jedna za nas
posebno interesantna formula (videti [47, str. 167]),

1 (P
B3 T (), (27)

Primenimo li jednakost (1.11), ovu formulu mozemo da transformisemo na sledeéi nac¢in

Wy = ! (e

wy = k=1,...,n.

, k=1,...,n,

tako da cela kvadraturna formula postane

Lup) =) ﬁoq"—(x%)p(xﬁ), p € Poni.

— p

Ovu jednakost mozemo da shvatimo kao Cauchyjev integral funkcije (yg.p/p, po kon-
turi koja obuhvata sve nule polinoma p,.

Teorema 2.2 Neka je, za zadati ogranicent Jacobijev operator J, odgovarajuéa Weyl-
ova funkcija zadata sa ¢, i neka je L funkcional izgraden preko ¢, prema jednosti
(2.3). Neka su p, i q, dva linearno nezavisna redenja troclane rekurentne relacije. Ako
je linearni funkcional L, zadat na sledeéi nacin

o 1 BO%z(Z)
En(p)_% c pn(z>

p(z)dz, peP,
gde je kontura C ista kao u reprezentaciji funkcionala L, tada
pE Pop1 = (L—L,)(p) =0.

Dokaz.- Kako je

(= £)0) = 5 § ) (0= 20 (9 @z = o f o) PO

koriséenjem (2.2), dobijamo

(C— L)) = —— fc PO Y de = b 0= dz =0,

" 27 ~om /e

gde smo integraciju izvrsili u odnosu na ext(C). O

Kazemo jos da Gaussova kvadraturna formula ima maksimalni algebarski stepen
tacnosti, s obzirom da fomula ima 2n slobodnih koeficijenata i da tacno integrali poli-
nome stepena manjeg od 2n.
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Sta je najveéa razlika izmedu pozitivno definitnog slucaja i generalnog slucaja koji
smo ovde prikazali? Najveca razlika je sigurno ta Sto ne mozemo da garantujemo da
su nule polinoma p,, n € N, proste. Posledica ovoga je da nasa kvadraturna formula
generalno ima sledec¢i oblik

M Mg—1

L.(p) = L.j{cp( )50% = wp,p" (2.6)

2mi p"( k=1 v=0

gde je M broj razlicitih nula 2}/, k = 1,..., M, polinoma p,,, M}, su njihovi multipliciteti
(naravno, 22/‘;1 Mj, = n), a tezinski koeficijenti su zadati sa

(Myp—1—v)
= () e )
U slucaju da su sve nule proste, dolazimo do standardne Gaussove kvadraturne
formule
Z Bogn Zk 2.
k=1 LACHY
Primetimo da, prema lemi 1.1, svi tezinski koeficijenti Boq,(2})/pl,(22), kK = 1,...,n,

imaju vrednosti razli¢ite od nule.

Naravno, sve ovo vazi pod uslovom da su nule polinoma p,, unutar konture C'i da
je funkcija f analiticka unutar konture C' i bar neprekidna na konturi C'. U opStem
slucaju, kvadraturna formula (2.6) vazi za svaku funkciju f € A¢ i za svaku kriva
C e QIH\I'(J).

Ovim smo dosli smo do sledeceg rezultata:

Teorema 2.3 Pod uslovom da su nule polinoma p, unutar konture C' i da je funkcija
f € Ac, gde je Ac definisano sa (2.4), imamo sledecu interpretaciju kvadraturne

formule L, (f),

M My—1
=2 >
k=1 v=0
gde su z;;, k = 1,..., M, razlicite nule polinoma p,, sa visestrukostima M, k =
1,..., M. Tezine su date formulom
1 <Mk - 1) . ( M mqn(z))(Mk—l—”)
Wy, = lim | (2 — 2;)" F——= .
k, (Mk — 1)' 14 z—zp ( k) pn(2>

Dokaz.- Do rezultata dolazimo jednostavno primenom Cauchyjeve teoreme o osta-
cima (videti [76, str. 43]). Dakle, imamo

B Qn 1 . dMe~1 n kﬁ n(2)
ZR o= G i (= ) S 2)),



74 GLAVA 2. GAUSSOVE KVADRATURE ZA KOMPLEKSNE MERE

gde smo primenili formulu za ostatak analiticke funkcije u izolovanom polu z} reda
My, (videti [76, str. 33]). Sada primenimo Leibnitzovu formulu za izvod proizvoda i

dobijamo
My—1 5
1 1 d ((Z . Z’:L)Mk ﬂOCIn( )f(Z)>

(M —1)! zLIIzl,? dzMe—1 pn(2)
1 &My -1 Boga(2)\ M)
= B @) (z7) lim <z—z” M’“L) .
T Z( L) FVE i (=) NE

Sve sto ostaje je da identifikujemo (proc¢itamo) odgovarajuce koeficijente. O

Primetimo da krivu C' ne mozemo proizvoljno da ‘skupljamo’ oko spektra operatora
J ukoliko zelimo da u unutrasnjosti krive C' ostanu sve nule polinoma p,, n € Ny, ¢ak
i pod uslovom da zelimo da u unutar krive C' ostanu sve nule niza p,, n > N € N,
pocev, dakle, od nekog proizvoljno velikog N. Razlog za to su, naravno, lazne nule niza
polinoma p,, n € Ny. Medutim, prema teoremi 1.30, u svakom kompaktnom skupu
F C Q(J)\less(J), pocev od nekog dovoljno velikog N = N(F), nemamo nijednu nulu
niza polinoma p,, n > N. To zna¢i da mozemo da skupljamo krivu C' po kompaktnom
skupu F' C Q(J)\Iess(J) 1 da nam sve nule niza polinoma p,,, n € Ny, bar asimptotski
ostanu unutar konture C'.

Pod uslovom da imamo meru p, supp(p) C o(J) U les(J), tako da vazi

£(f) = / f@)du(z), feAc

suppp

tada je (2.6) kvadraturna formula za meru p. Sledeéa jednakost je ocigledna

£(p) = / p(e)du(2) = Lo(p), P € Por.

2.3 Aproksimacija Weylove funkcije i singulariteti

Weylova funkcija ¢ je analiticka na rezolvetnom skupu €2(.JJ) Jacobijevog operatora .J.
Iz teorije Padeove aproksimacije, tj. teorije veriznih razlomaka (videti [46, str. 106]),
poznato je da funkcija

60(]71(3)

pn(2)
gde su p, 1 ¢, dva linearno nezavisna resenja troclane rekurentne relacije (1.10), pred-
stvalja n-ti konvergent veriznog razlomka

)

2

QS(Z)Z ﬁo ﬁ2
Z—Oé()——lﬁ2
z—ozl——2

S druge strane, funkcija ¢ je upravo Weylova funkcija, tako da n-ti konvergent dobijamo
kada proces umetanja razlomaka prekinemo posle n razlomaka (videti [46, str. 60]).
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Pitanje konvergencije Padeove aproksimacije ka Weylovoj funkciji ¢ je prilicno kom-
plikovano. U idealnom sluc¢aju, n-ti konvergent bi trebalo da konvergira ka Weylovoj
funkciji bar na neogranic¢eno povezanoj komponenti 2(.JJ). Upravo to se i desava pod
uslovom da je ograniceni operator J samo-pridruzen (videti [5]).

Konvergencija se posmatra u lokalno uniformnom smislu.

Definicija 2.2 Niz analitickih funkcija f,,, n € Ny, konvergira lokalno uniformno ka
funkciji f na nekom povezanom otvorenom skupu O kompleksne ravni ako i samo ako
za svaki kompaktan skup K C O niz f,, n € Ny, konvergira ka funkciji f uniformno
na skupu K.

Funkcija f ka kojoj niz f,, konvergira je analiticka na skupu O (videti [99, str. 225]).

Glavna prepreka konvergenciji n-tog konvergenta ka Weylovoj funkciji je, naravno,
postojanje laznih nula niza polinoma p,,, n € Ny. Nemoguce je imati uniformnu konver-
genciju na nekom kompaktnom podskupu F' C (J) ako niz polinoma p,, n € Ny, ima
niz laznih nula sa tackom nagomilavanja u skupu F. Medutim, prema teoremi 1.30,
skup Q(J)\Less(/) nema laznih nula. Pokazuje se da je ovo dovoljno za konvergenciju
niza [oqn/pn, n € Ny, ka Weylovoj funkciji ¢ (videti [30], [7]). Sledeéa teorema moze
se naéi u [7].

Teorema 2.4 Neka je Qg neogranicena i povezana komponenta skupa Q(J) i neka je
otvoren i povezan O C Qq, asimptotski bez nula niza polinoma p,, n € N' C Nyg. Onda

.76 / )
1 (27l
(.flf) /GOQTL<Z)

lim sup
pn(2)

n—-+oo,neN’

e(z) < 1,

lokalno uniformno na skupu O.

Nama ova teorema pre svega koristi kada je skup O C Q(J)\Iess(/), s obzirom da
je skup Q(J)\Iess(J) asimptotski slobodan od nula ortogonalnih polinoma, saglasno
teoremi 1.30.

U specijalnom sluc¢aju, kada neki podniz 3,, n € N’ C Ny, konvergira ka nuli,
mozemo tvrditi da je ceo skup €2(J) asimptotski slobodan od nula. Oznac¢imo sa
pn(2) slededi vektor (po(2),...,pn(2),0,...); analogno q,(z) = (qo(2),...,q.(2),0,...).
Primetimo da vazi (p,(z),e,) = 0, v > n, i analogno za q,. Tada je (z — J)p,(z) =
Brt1(0,...,0,pp41(2), —pa(2),0,...), pri ¢emu imamo na pocetku n nula i vektor je
ispunjen nulama. Slicno, (z — J)q,(z) = —eg + Bni1(0,...,0,¢r1(2), —¢a(2),0,...).
Primetimo da vazi p,,q, € (3. Onda

(Z - J)(pn(z>qn(z) - qn(z)pn(z)) = _pn<Z)e0

+6n+1(07 LI 0,pn(Z)qn+1(Z) - pn(Z)qn+1(Z)7 07 e ) = %en - pn(z)eOJ

gde smo koristili jednakost (1.11).
Pretpostavimo z € 2(J). Na osnovu prethodnog, imamo

1= a1

1 2

— €, — pn(Z)eo

Bo

-Hmww)zuw—ﬂ*w

1
|Gol?
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(1 ?
> ‘ (z=J)" (—en —pn(Z)eo) = [|PnGn — gupnl|?
Bo
> |Pudn-1 — Pn-14n|” S
= [Pnn—-1 — Pn—-14n| — )
|ﬁnﬁ0|2
odakle neposredno zakljucujemo da vazi
1
(== 2)7P

T oo OPE =

Za svaki kompaktan podskup F C Q(J), imamo da je ||(z — J)7!|| ograniceno, pa je
onda i (1 + |Bopn(2)]?)|Bn|* ograniceno odozdo. Medutim, za n € N’ C Ny imamo, po
pretpostavci 3, — 0, pa za svaku tacku z € F mora biti 1+ |82p,(2)|> > 1/|8.]* —
+00, odakle zaklju¢ujemo da |p,(z)| raste za z € F kada n — +oo, n € N’ C Ny.
Prema tome, za svaku tacku z € F, postoji ng tako da vazi |p,(2)| > 1, za n > ny,
n € N' C Ny, a to znaci da tacka z ne moze biti nula polinoma p,, n > ng, n € N’ C Ny
(videti [7]).

Lema 2.1 Ako postoji podniz 3,, n € N C Ny, za koji vaZi 3, — 0, n € N' C
No, svaki kompaktan skup F C Q(J) je slobodan od nula polinoma p,(z), n € N' C
No. Specijalno, ako je J kompaktan, onda je svaki kompaktan F C Q(J) asimptotski
slobodan od nula polinoma p,, n € Ny.

Weylova funkcija u sebi sadrzi informaciju o svim izolovanim spektralnim tackama.
U [5], [7], imamo slede¢u teoremu.

Teorema 2.5 Neka je ¢ izolovana tacka spektra operatora J. Tacka ( € Oess(J) ako
i samo ako je C esencijalni singularitet Weylove funkcije ¢. Tacka ¢ € 0(J)\Oess(J)
je izolovana sopstvena vrednost operatora J ako i samo ako je ¢ pol Weylove funkcije
¢, pri cemu se red pola ¢ poklapa sa algebarskom wvisestrukos$céu sopstvene vrednosti
Jacobijevog operatora J.

Na osnovu ovog rezultata dobijamo direktno teoremu 1.31.

Teorema 2.6 Ako je ¢ € o(J)\ess(J) sopstvena vrednost operatora J sa algebarskom
visestrukoséu me, onda za svako € > 0, postoji n € Ny, tako da svaki od polinoma py,
n > ng, ima u disku {z | |z — (| < e} taéno m¢ nula.

Dokaz.- Prema teoremi 1.30, kompaktan skup F' C Q(J)\I'ess(J) je asimptotski
slobodan od nula niza polinoma p,, n € Ny, a po teoremi 2.4, imamo uniformnu kon-
vergenciju n-tog Padeovog konvergenta ka Weylovoj funkciji na svakom kompaktnom
skupu F' C Q(J)\Less(J).

Medutim, lako je dokazati inkluziju I'(J) c T'(J). S obzirom da je z € O(JW),
tada postoji neki jedini¢ni vektor y takav da vazi z = (JMy,y). S druge strane, vektor
y' = (0,90, %1, .), koji je izgraden od vektora y i kome je na prvoj poziciji umetnuta
0 je, takode, jedinican i vazi

(JVy,y) = (Jy'¥).
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Dakle, dobijamo z € ©(J), pa imamo ©(JY) C ©(J). Kako su skupovi I'(JM) i ['(J)
zatvaranja skupova O(J1) 1 ©(J), to vazi i inkluzija za njih (videti [96, str. 30]). Dakle,
['(JW) c T'(J). Kao posledicu dobijamo Teg(J1)) = T'egs(J), na osnovu definicije
skupa I'egs.

Na osnovu teoreme 1.30, niz polinoma ¢,.1, n € Ny, pridruzen Jacobijevoj matrici
JM) | mora imati distribuciju nula takvu da je svaki kompaktan skup

F C Q(JD)N\Tess(J)

asimptotski slobodan od nula.

Prema lemi 1.2, ako je ( sopstvena vrednost operatora ./, onda ona ne moze biti
istovremeno i sopstvena vrednost operatora J(). Prema tome, ¢ je element nekog
kompaktnog podskupa Q(JM)\Tess(J) jer u protivnom imamo ¢ € o(JW)\[es(J).
Tada je, prema teoremi 1.30, operator J nedeterminisan, nepravilan.

Neka je ¢ € Q(J)\'ess(J) izolovana tacka spektra Jacobijevog operatora J koja je
njegova sopstvena vrednost. Formirajmo kompaktan skup F; na slede¢i nac¢in

Fi={z|0<r/2<|z—(] <r}.

Pri konstrukeiji skupa F{ izaberimo r = r, tako da je, pocev od nekog Ny, skup F{
slobodan od nula niza polinoma g,, n € Ng. Naravno, skup F{ nema u sebi sopstvene
vrednosti Jacobijevog operatora JWM, tj. FF N (QJM)\Tess(J)) = FY.

Neka je sada 7, > & > 0 proizvoljno. Izaberimo N > N, tako da je skup F¢
slobodan od nula polinoma g,, n > N. Izaberimo krivu C' = {z | |z — (| = 3¢/4};
ocito C' C F¢. Onda, zbog uniformne konvergencije Sogy /pn 1 kompaktnom skupu F¥,
primenom principa argumenta (videti [76, str. 64]) i s obzirom da ¢, nema nule unutar
krive C' za n > N,, imamo

ﬁOQn(z) /
lim L M—— lim n(p,;C) L gb(z)’d

b0 271 S Bodn(2) B ~ 271 Jo 0(2)

Pn(2)

Zz = —Mg,

gde smo sa n(p,;C) oznagcili broj nula polinoma p, unutar krive C'. Na ovaj nacin,
dobili smo konvergentan niz prirodnih brojeva. Kako je indukovana topologija na skupu
prirodnih brojeva (indukovana topologijom skupa C) najfinija (svaki podskup P(Ng)
je otvoren), to su jedino nizovi konstantni pocev od nekog dovoljno velikog indeksa
konvergentni (videti [96, str. 42]). Znaci da je niz n(p, : C), n € Ny, konstantan,
pocev od dovoljno velikog N, € Ny. Za ng, iz tvrdenja teoreme, dovoljno je izabrati
max{N,, N,}. O

Ovde je potrebno dodati da se za svaku izolovanu tacku spektra operatora J, koja
nije deo esencijalnog spektra oe(J), red pola Weylove funkcije ¢ poklapa sa alge-
barskom visestrukoséu sopstvene vrednosti Jacobijevog operatora J (videti [5], [7]);
poslednja vrednost je kona¢na (videti [34, str. 174]).

Posledice prethodnog rezultata su brojne. Na primer, za ograniceni i samo-pridru-
zeni operator, Weylova funkcija ¢ je meromorfna sem na skupu C\oeg(.J), pri cemu je
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0ess(JJ) podskup realne prave; polovi Weylove funkcije leze iskljuc¢ivo na realnoj pravoj
van esencijalnog spektra i, naravno, mogu imati tacke akumulacije samo na oess(J).
Takode, polovi Weylove funkcije su prosti jer se algebarska i geometrijska visestrukost
sopstvenih vrednosti poklapaju, a za trodijagonalni operator znamo da je geometrijska
visetrukost 1 (videti [34, str. 273]).

Posebno za kompaktan operator znamo da je spektar prebrojiv skup, sastavljen od
sopstvenih vrednosti konacnih algebarskih visestrukosti, pri ¢emu sopstvene vrednosti
konvergiraju ka tacki 0 i 0. = {0} (videti [34, str. 185]). Moze se desiti slucaj
da sopstvenih vrednosti ima samo kona¢no mnogo ili nijedna. To dalje znaci da je
Weylova funkcija meromorfna na skupu CU {oco}\{0}, pri ¢emu ima najvise prebrojivo
mnogo polova, ¢ija je tacka nagomilavanja 0.

2.4 Konvergencija kvadrature i ocena greske

Prvo pitanje koje se postavlja je, naravno, da li kvadraturna formula uopste konver-
gira. Odgovor je potvrdan, naravno za izvesnu klasu funkcija. Posmatramo funkcije
analiticke na skupu A¢, koji je definisan u (2.4), pri ¢emu podrazumevamo da je kriva
C' izabrana tako da se nalazi u skupu Q(J)\Iess(J).

Na osnovu reprezentacije Gaussove formule (2.6), za f € Ao imamo

=20 = 5 |§ 1 (0 - ) e
< 3= N |(o= 22) st < st o - 22| zion. 2

gde je || cot||¢ standardna sup norma na kompaktnom prostoru C, a L(C) je duzina
krive C'. Na osnovu teoreme 2.4, imamo direktno slede¢u ocenu

1/(2n)
Fogn < a, maxe(z),
Pn zeC

(£ - L)V < a, H¢—

c

gde smo sa a,, oznaéili (||f||L(C))Y? n € Ny. Ocito je da a,, tezi jedinici.

Jasno je, da kad god imamo uniformnu konvergenciju Padeove aproksimacije ka
Weylovoj funkciji na nekoj krivoj C, koja obuhvata bar asimptotski sve nule niza
polinoma p,,, n € Ny, imamo i konvergenciju kvadraturne formule.

Postoji jo§ jedan nacin da se proverava konvergencija Gaussove kvadraturne for-
mule, pod pretpostavkom da se linearni funkcional £ moze interpretirati preko neke
mere p (videti [52], [31]).

Na osnovu Cauchyjeve teoreme za z € (J)\I'ess(J), pod uslovom da je n dovoljno
veliko tako da z pripada nekom kompaktnom skupu koji je slobodan od nula polinoma
Pr, IMmamo

1
(pngb - 5OQn)(Z) = 5 %;

2m

_ 1 7{ pu(W)o(u) , /pn(x)du(:c)7

(6~ o)),

Z—U

2m Z—Uu Z—x
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pri ¢emu smo iskoristili ¢injenicu da je funkcija ¢, (u)/(z — u) analiticka unutar konture
C, kao i Fubinijevu teoremu (videti [74, str. 96]).
Zbog ortogonalnosti polinoma p, na sve polinome stepena manjeg od n, imamo

/Mdu(:p) = /Mdu(l’)-

zZ—XT zZ—XT

Na osnovu ove i prethodne jednakosti, dobijamo

B R S 1 CO DN
(0.0 = ) (2) = — [P0 au(o)

pn £—=T
Ovo znaci da gresku Padeove aproksimacije mozemo da odredujemo i preko izraza koji
iskljucivo zavisi od mere p i odgovarajué¢ih ortogonalnih polinoma p,, n € Ny. Na taj
nacin, sup normu Padeove aproksimacije ocenjujemo kao

6OQTL S sup - |pn( )
c zeC |pn(2 )| |z —

tj.

|dp()]

/ 1pu(2) Plda(z)], (2.9)

o=

dist(C, p) mf |pn(2)

gde smo sa dist(C, p) oznacili minimalno rastojanje krive C' i nosac¢a mere p.

2.5 Kompaktan Jacobijev operator

Za kompaktan Jacobijev operator mozemo da damo ocenu konvergencije koja nam
omogucava ocenu brzine konvergencije. Koristicemo rezultate koji su prezentovani u
[55].

Poincareovu teoremu mozemo formulisati na sledeéi nacin (videti [43]).

Teorema 2.7 Neka je data sledeca rekurentna relacija

Yn+k = E An4vYntv,s

1 neka koeficijenti imaju granicne vrednosti

lim ap.p =a,, v=0,1,...,k—1.
n—-+00
Oznacimo sa (,, v =1,...,k, korene karakteristicne jednacine

k—1

th = Zayt”.

v=0
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Ako su svi oni razli¢iti po modulu, onda ili postoji v € {1,...,k}, tako da vaZi

lim Yntl _ (s

n—-+00 Yn
ili je y, =0 za n > N i dovoljno veliko N € Nj.
U slucaju kompaktnog Jacobijevog operatora, prema teoremi 1.21, vazi

lim «, =0, lim 3, =0,
n—-4o0o n—-4o0o

pa se karakteri¢na jednacina za slucaj kompaktnog Jacobijevog operatora svodi na
t? = zt.
Koristec¢i Poincareovu teoremu, u slucaju kompaktnog Jacobijevog operatora imamo

Tny1(2) - " Tni1(2)
Tn(2) Tn(2)

— 0,

u slucaju da koreni nisu jednaki po modulu, odnosno u slucaju da z # 0.

Slucaj m,(z) = 0, pocev od nekog dovoljno velikog N € Ny odbacujemo jer to vodi
na zakljucak da polinomi 7, ; i 7, imaju zajednicke nule, Sto je, prema teoremi 1.15,
nemoguce za regularne linearne funkcionale koje mi jedino razmatramo.

Pod uslovom da je grani¢na vrednost koli¢nika 0, mozemo dokazati slede¢u teoremu.

Teorema 2.8 Pod uslovom da vaZi m,41(2)/m(z) — 0 u nekoj tacki z, tacka z je
sopstvena vrednost Jacobijevog operatora.

Dokaz.- Na osnovu troclane rekurentne relacije imamo

T 1(2) o ﬁ?%,
#(Z)—Z—Oén—m TLEN,
Tn-1(2)

a na osnovu pretpostavke, m,,1(2)/m,(2) — 0. Kako 32 tezi nuli, to mozemo lako
zakljuciti da svaki podniz niza tezi nuli tako da je

0 < Co < |82 17 (2)/Tny1(2)] < C1 < +o00.

U sluéaju da za neki podniz 82 7, (2)/mp1(2z) — 0, n € N’ C Ny, imali bismo
Tnt1(2)/mn(2) — 2z, n € N'+1 C Ny, sto je kontradikcija. Sli¢na kontradikcija moze
da se pokaze i za slucaj da postoji podniz, n € N’ C Ny, koji konvergira ka +ooc.
U tom slucaju, postoji podniz m,41(2)/mn(2), n € N' 4+ 1 C Ny, koji divergira ka
beskonacnosti.

Medutim, mozemo dati i bolju ocenu, s obzirom da bilo koja konstanta ne moze biti
grani¢na vrednost niza 8217, (2)/m,11(2). U slucaju da postoji podniz koji konvergira
ka X, tj. (2,7, (2)/mns1(2) — A, n € N' C Ny, onda podniz (2, ,7,(2)/Tns1(2),

n € N'+1 C Ny, konvergira ka z — A # 0, pod uslovom z # .
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Iz ovoga zakljucujemo da vazi
Tnt1(2) —0 7%+1
Tn(2) z )
Za ortonormirane polinome imamo
Pni1(2) -0 (ﬁnﬂ)
pn(2) z )

Na osnovu prethodnog, zaklju¢ujemo da je red

+0o0
= In(2)I’,
k=0

konvergentan (videti [75, str. 14]), §to povlaci da je p € €2, sto dalje znaci da je z sop-
stvena vrednost odgovarajuceg Jacobijevog operatora. Zbog konvergencije prethodnog
reda, vazi p,(z) = o(1), ako je z sopstvena vrednost odgovarajuce Jacobijeve matrice i
posebno

70 (2)] = o(1 H|ﬂk (2.10)

Ako grani¢na vrednost koli¢nika 7,,1(2)/ 7Tn(Z> iznosi z, onda vazi

anrl(Z) — <
pn(2) B+

odakle zakljuc¢ujemo da p ¢ ¢. Dakle, z ne moZe biti sopstvena vrednost Jacobijevog
operatora. [

Dokazimo sada jos jednu znacajnu osobinu polinoma pridruzenih kompaktnom Ja-
cobijevom operatoru.

— +00, dok n — 400,

Teorema 2.9 Ako je m,, n € Ny, niz monic¢nih polinoma pridruZenih kompaktnom
operatoru J, onda za svaku (rektifikabilnu) krivu C' C Q(J), takvu da je o(J) C int(C'),
i koja se zatvara jedanput oko o(J), imamo
hrf m1n|7r (2)[Y™ > dist(C, 0).
n—-4oo zeC
Dokaz.- Neka je r = dist(C,0), ali takvo da po modulu nije jednako nijednoj
sopstvenoj vrednosti Jacobijevog operatora J. Izaberimo proizvoljno p € (0,r). S
obzirom na teoreme 1.30 i 2.6, zaklju¢ujemo da van kruga |z| < p, za dovoljno veliko
n > N, imamo samo kona¢no mnogo nula polinoma 7,, n € Ny; na primer, imamo k
nula van kruga |z| < p. Zan > N,

1/n 1/n
1/n > o _
Erélghr (2)] > m1n <H|z $V|> m1n< H |z :1:,,|>

v=k+1

k 1/n
> mC<HI m) - — plCHn
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gde smo sa x,, v = 1,...,n, oznacili nule polinoma 7,. Primetimo da prvi element
proizvoda ne moze biti jednak nuli jer se kriva C' nalazi u Q(J), pa je prema tome
udaljena od sopstvenih vrednosti Jacobijevog operatora, a nule z,, v = 1,... k, kon-
vergiraju ka sopstvenim vrednostima Jacobijevog operatora. Dakle, za dovoljno veliko
n imamo sigurno |z — z,| > 0, v = 1, ..., k, odakle jednostavno zaklju¢ujemo

1 Un s —p.
i min [, (2)[" > = p

Prethodna nejednakost vazi za svako p € (0,r), pa prema tome vazi i specijalno za
p — 0, sto daje tvrdenje teoreme. [
Neka je zadata neka mera p i linearni funkcional £, na sledeé¢i nacin

= [ 1@t Zwkf (M),

pri cemu podrazumevamo da vazi
+oo
D Jwi =W < +o0. (2.11)

ilim\, = 0. Podrazumevamo, takode, da su A, poredani po rastu¢em modulu, tj.
Akl > [Mes1], B € Ny, i da vazi A\, # 0, k € No, Ay # A\, k # v. Prethodni uslovi
obezbeduju integrabilnost polinoma jer ocigledno

o

Sto znaci da je red apsolutno konvergentan pa samim tim i konvergentan.
Ispitajmo sada ponasanje Cauchyjeve transformacije i nase mere pu, tj.

+o0
i) = [P =5

k=0

Z okl l” < o, (212)

Definisimo skup A = {\; | k € Ny}.

Teorema 2.10 Cauchyjeva transformacija mere u, koja zadovoljava uslove (2.11) i
(2.12), je analiticka funkcija na O = C\({0} U A), ima proste polove u tackama A,
k € Ny, i esencijalni singularitet u tacki 0. Specijalno, i je meromorfna na C\{0}.

Dokaz.- Tvrdenje dokazujemo pozivajuéi se pre svega na Weierstrassov kriterijum
uniforme konvergencije (videti [99, str. 220]). Neka je F' C O (O iz tvrdenja teoreme)
zatvoren skup. Onda za z € F', imamo

|w | |w | i
lz—Xe] = min |z — X\  dist(F,A)

2€F, keNg
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Prema uslovu (2.11), jednostavno je zakljuciti da red

|wy|

dist(F, A)
keNg

konvergira, Sto za posledicu, prema Weiestreissovom kriterijumu, ima uniformnu kon-
vergenciju reda, koji predstavlja Cauchyhevu transformaciju f mere p.

U [99, str. 224] nalazimo sledeée tvrdenje: Ako su ug(z) analiticke na nekom
povezanom i otvorenom skupu O i ako je red Y, _, ug(z) uniformno konvergentan na
svakom prosto povezanom i zatvorenom skupu F' C O, onda je taj red analiticka funkcija
na O. S obzirom da smo dokazali da je nas red, koji reprezentuje Cauchyjevu trans-
formaciju i, uniformno konvergentan na svakom zatvorenom skupu F' C O, na osnovu
prethodnog tvrdenja, zaklju¢ujemo da red konvergira ka analitickoj funkciji na O, tj.
funkcija fi je analiticka na O.

Da bismo ispitali prirodu singulariteta u nekoj tacki Ay mozemo postupiti na sledeéi

nacin. Neka je
Wk

u(2) = ) - -

Na osnovu prethodnog dokaza, funkcija g je analiticka na O U {\x}. Shodno tome,
u nekoj okolini tacke \g, funkcija fi je zbir analiticke funkcije i clana wy/(z — A\g), Sto
znaci da u tacki Ay ima prost pol.

Prema uslovima definicije tacaka A, £ € Ny, znamo da im je tacka nagomila-
vanja tacka 0, sto znaci da je tacka 0 esencijalni singularitet funkcije g, jer je 0 tacka
nagomilavanja singulariteta funkcije g,. Ocigledno, fi je meromorfna na skupu C\{0}
jer u njemu ima samo izolovane proste polove. []

Uvedimo treé¢u pretpostavku za nasu meru p. Naime, pretpostavimo da je linearni
funkcional £, odnosno mera pu, takva da je odgovarajuci Jacobijev operator J kompak-
tan. Primetimo da ova pretpostavka sadrzi u sebi i pretpostavku da je funkcional £
regularan.

Prema teoremi 1.26, postoji okolina U tacke beskonaéno u kojoj su Weylova funkcija
¢ i Cauchyjeva transformacija mere /i jednake. Prema razmatranjima o spektru Jaco-
bijevog operatora u sekciji 1.3, znamo da je Weylova funkcija, za slucaj kompaktnog
operatora, meromorfna na C\{0}, pri ¢emu ima samo polove u nekoj ograni¢enoj okolini
tacke nula i ima esencijalni singularitet u tacki 0.

Teorema 2.11 Ako mera p, odnosno linearni funkcional L, zadovoljvaju uslove (2.11)
i (2.12) i ako je odgovarajuci Jacobijev operator kompaktan, onda je spektar Jacobijevog
operatora upravo skup {0} U A. Weylova funkcija ¢ Jacobijevog operatora jednaka je
Cauchyjevoj transformaciji fi mere p.

Dokaz.- U skupu C\{0} Weylova funkcija i Cauchyjeva transformacija mere su
meromorfne funkcije i pomenuti skup je povezan. Na povezanom i otvorenom skupu
A, meromorfne funkcije obrazuju polje u odnosu na operacije sabiranja i mnozenja
funkcija (videti [33, str. 168]), pri ¢emu su operacije sabiranja i mnozenja definisane
tackasto. Na primer, h = f + g znaci h(z) = f(z) + g(z), za sve tacke u kojima su f
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i g analiticke, dok se za tacke u kojima imaju polove ispituje odgovarajué¢i Laurentov
razvoj.

Medutim, prema [33, str. 168|, ako za meromorfnu funkciju h na otvorenom i
povezanom skupu A, skup {z | h(z) = 0} ima tacke nagomilavanja u A, onda je
{z | h(z) = 0} = A. Drugim recima, funkcija h je identicki jednaka nuli na skupu A.

Uzmimo h = ¢ — fi, onda imamo jednakost U = {z | h(z) = 0}, gde je U ve¢
pomenuta okolina tacke oo iz teoreme 1.26. Naravno, skup U ima tacke nagomilavanja
u C\{0}, pa prema tome mora biti h(z) =0, z € C\{0}. Drugim recima, ¢(z) = fi(2),
z € C\{0}.

Saglasno teoremi 2.5, singulariteti Weylove funkcije su tacke spektra i obrnuto.
Takode, prema teoremi 2.10, funkcija £ ima u svakoj od tacaka skupa A prost pol,
Sto znaci da i ¢ ima u svakoj od tacaka A prost pol. Prema tome, sve tacke skupa A
istovremeno su u spektru o(J). Tacka 0 mora pripadati spektru jer je spektar zatvoren
skup. Dakle, o(J) = {0} UA. O

Prema teoremi 2.6, znamo da je svakoj tacki A privucena po jedna nula. Dakle, u
okolinama tacaka i, k € Ny, nalazi se asimptotski po jedna nula polinoma p,,, n € Nj.

Na dalje, neka je funkcija f analiticka unutar krive C,,, i neprekidna na samoj
krivoj, pri ¢emu krivu C,,,, za neko zadato r > 0 takvo da r # |\, k € Ny, definisemo
na slede¢i na¢in. Uzmimo prvo kruznicu

K =A{z| [zl =1},

Poznato je da van kruznice K, imamo samo konac¢no mnogo sopstvenih vrednosti Ja-
cobijevog operatora J. Neka je njih k van kruznice K. Defini§imo kruznice

Clr={z|lz=A\J|=m}, v=0,1,... k,

i pretpostavimo da je r; izabrano dovoljno malo da se kruznice C, ne seku medusobno
ni sa kruznicom K,. Definisimo lukove L} koji spajaju kruznice K, i C' orjentisane

od kruznice K, do kruznice C"', v =0,1,... k. Neka su lukovi L; isti kao lukovi L},

samo orjentisani na suprotnu stranu. Kriva C, ,, je skup

k
Crr, = K, U(U(O;I UL U L;)),

v=0

pri cemu podrazumevamo pozitivnu orjentaciju.

Teorema 2.12 Neka je funkcija f analiticka uint C,.,, i neprekidna na C,,,. Za svako
p > 0 postoji ng = no(p), tako da za n > ng imamo

2
(&= L) % a,7F

gde je L odgovarajuci linearni funkcional, a L, odgovarajuca Gaussova kvadraturna
formula (2.6) za funkcional L.
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Dokaz.- Dokaz dajemo upotrebom nejednakosti (2.7) i (2.9). Prvo posmatramo
kompaktan skup

F={z ] | < 20 (i) (U ime(cn)).

[Avl>p

gde su K, i C? kruznice definisane prethodno. Na osnovu teoreme 1.30, postoji N; =
N(F) tako da za n > Nj u skupu F' ne postoje nule polinoma p,. Dalje, postoji samo
kona¢no mnogo kruznica C?, |\,| > p, i u njima kona¢no mnogo nula svih polinoma
Pn, N € Ng. Neka je ukupan broj nula u ovim kruznicama N,. Kako je samo konacno
mnogo tacaka |\,| > p, takode, postoji N3 takvo da za svako |A,| > p imamo

7)) ~ (H w)ou) — llmall] o(1),

prema (2.10). Najzad, postoji Ny takvo da je (2p) 72" |[||ma]|| 0(1) < 1 jer ||m,|| ima pad
brzi od eksponencijalnog.

Neka je n > max{Ny, Ny, N3, Ny}. Akosa z;, j =1,...,n, ozna¢imo nule polinoma
Pr, IMamo

+oo k—1
/IWnIQIdM = D fwillm )P+ willma ()2
i=k =0

+o0o n k-1
< D fwl [T =2 + o ([llmal ) Y il
i=k j=1 i=0
+o0o
< > fwil JT =l TT 1 =2 + o ([[Imal ) W
i=k |lzjl<p |;|>p
+oo
< D lwil o)UY + o ([ [mal F) W
i=k

< (@)D + o ((llmal 7)) W
= (20" (140 ((20)7 2 llmalP])) W,

gde smo koristili nejednakost |\, —z;| < 2p, za nule i sopstvene vrednosti koje se nalaze
unutar kruga K,, a nejednakost |\, — x;| < 2||J|| ako se nula z; nalazi van kruga K.
Oznacimo sa B sledec¢u velicinu

LAWY
dist(Cy.,, 0(J))’

Sada, koriste¢i nejednakosti (2.7) i (2.9), kao i teoremu 2.9, dobijamo
n _9(n— 1/2n
(L= L)(HIYP < (BL+o((20) 20 ||mal [P 0(1)))) " x

Na/n
VN 22
8 min |, (z)|/7 n
p zeCy "
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Niz a, je dat sa

J Na/n
i = B0+ ol (2) 2 [l oy (120)
p

pa ocigledno imamo a,, — 1, dok n — +o00. [

2.6 Ograniceni Jacobijev operator

Obradi¢emo sada specijalan slucaj ogranicenog Jacobijevog operatora J, sa esencijal-
nim spektrom oes(J) = [—1, 1], pri cemu podrazumevamo da je Jacobijev operator J
kompaktna perturbacija Jacobijevog operatora Cebisevljevih polinoma druge vrste.

Kao i u slucaju kompaktnog operatora, potrebna nam je Poincareova teorema
(videti [3], [43]). Za Magnusovu klasu (teorema 1.36) znamo da koeficijenti troclane
rekurentne relacije zadovoljavaju asimptotske jednakosti

Jim o=0, lim fu=;
Karakteristicna jednacina troclane rekurentne relacije ima sledeca resenja
o i) bam -+ (z22— 1)1/2’
Sto znac¢i da imamo
lim Tur1(2) | _ 24 (22 - 1)V2 |
n—+too | T,(2) 2
pod uslovom da ne vazi! |z + (22 — 1)'/?| = |z — (22 — 1)'/?|. Poslednja jednakost

je zadovoljena iskljucivo za z € [—1,1], Sto zna¢i da naSe asimptotske relacije na
esencijalnom spektru ne vaze. U stvari, ovo razmatranje je i istaklo znacaj skupa
[—1, 1] za kompaktne perturbacije Jacobijevog operatora Cebisevljevih polinoma druge
vrste. Za z dovoljno veliko, n fiksno, jasno je da mora vaziti |m,,1(2)/m.(2)] = |z| +
O(1), sto povlaci da za okolinu tacke beskonacno imamo konvergenciju ka vrednosti
2+ (22— 1)V2) /2.

Primetimo da vazi

+ @ -D")e-EP-DYH =1 i |z—(2=1%Y <1, zeC\[-1,1].
Ako |Tpy1(2) /7 (2)| konvergira ka |z — (22 — 1)'/2|/2, za neko z € C\[—1, 1], imamo

7Tn+1(z)
Tn(2)

pn-i—l(z)
Pn(2)

Posledica ovoga je konvergencija reda (videti [75, str. 14])

lim

n—-+o0o

=2 lim =z — (2 -1V <1

n—-+00

<p7p>2 = Z ’pk(z)|27

LOvde podrazumevamo onu granu funkcije koren koja se ponasa kao z kada z — oco. Dakle, zasek
funkcije se nalazi na intervalu [—1,1] i nas koren je analiticka funkcija na C\[—1, 1]
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Sto povlaci da je tacka z sopstvena vrednost Jacobijevog operatora J. Medutim, Jaco-
bijev operator J u neogranic¢enoj komponenti skupa Q(J)\oess(J) moze da ima samo
izolovane sopstvene vrednosti (videti [34, str. 242-244]). To, naravno, znaci da kolicnik
|Tp41(2)/Tn(2)| moie da konvergira ka vrednosti 1|z — (22 — 1)'/2| samo u izolovanim
tackama skupa C\[—1, 1] koje mogu da se nagomilavaju samo na [—1, 1].

Teorema 2.13 Ako koeficijenti troclane relacije zadovoljvaju uslov

lim ap =0, lim G, = =,
k—+4o00 n—-+00 2

onda, za z € C\[—1,1], my41(2) /7 (2) konvergira ka $(z — (2* — 1)'/2) ako i samo ako
je z sopstvena vrednost Jacobijevog operatora J.

Nejednakost (2.9) moze se iskoristi za dokazivanje konvergencije u nekim posebnim
slucajevima ogranicenog Jacobijevog operatora. Nejednakost je i koris¢ena u dokazi-
vanju konvergencije (videti [31]).

Na primer, Magnusova klasa ortogonalnih polinoma koja je razmatrana u sekciji
1.5.3, takode, zadovoljava i slede¢u veoma lepu osobinu (videti [41]).

Teorema 2.14 Pod uslovom da mera p zadovoljava uslove teoreme 1.36, imamo

/ PP (@) Pdula)] < C < +oo,

uniformno po n, k € Ny.

Posebno za Magnusovu klasu vazi i sledeée ekstremalno svojstvo

z+ (22— 1)1/2
2

1/n _

Jim [, (<)

I

gde je konvergencija uniformna na kompaktnim skupovima koji su sadrzani u C\[—1, 1]
(videti [31]).
Ove dve teoreme nam daju direktno sledeée tvrdnje (videti [31]).

Teorema 2.15 Ako mera p zadovoljava uslove iz teoreme 2.14, onda

5 Bodn 1/(2n) <77 (22 — 1)1/
Pn o e 2 .
Za gresku kvadraturne formule vazi ocena
— (22 — 1)
Lo LpMen <o |22 =1
(€= L) < 0 |FEZ),

gde miz a, tezi jedinici.

Dokaz mozemo dati direktnim izracunavanjem.
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2.7 Primena kompleksnih Gaussovih kvadratura

U ovoj sekciji najpre razmatramo kompaktni operator i posmatramo linearni funkcional
zadat u (1.15) sa

11 a
crap =P 2 E — (—) = du, .
raf » kzopkf 7 /fu fepr

Kako je odgovarajuci Jacobijev operator kompaktan, neposredno zaklju¢ujemo da su
ispunjeni uslovi za primenu teoreme o konvergenciji 2.12.

Posmatrajmo prvo p = ¢ = 2 i a = 1. U ovom slucaju linearni funkcional £? je
pozitivno definitan. Pretpostavimo da izracunavamo L£(f), gde je f(z) = 1/(2—3720).

Koriste¢i QR algoritam (videti [46, p. 328], [29]), mozemo da konstruisemo Gauss-
ovu kvadraturnu formulu. Primetimo da za ovaj slucaj znamo sigurno da su nule
ortogonalnih polinoma proste jer je funkcional £i"? pozitivno definitan. Dakle, nasa
kvadraturna formula ima prost oblik

Gulp) = 3 20 .

— p ()

gde su xy, nule polinoma p,,, ortonormiranih u odnosu na £"7.

U tabeli 2.1, prikazana je vrednost kvadraturne formule G, (f) i relativna greska
kvadraturne formule. Kako vidimo, za male vrednosti n < 30, relativna greska je velika.
Ovaj rezultat mozemo da objasnimo primenom teoreme 2.12. Moduo najmanje nule
za n = 30 iznosi 1071, dok za n = 40 iznosi 1073, Primetimo i da je 372° ~ 3 x 10710,
Sto znadi da kontura C) iz teoreme 2.12, u kojoj je funkcija f analiticka, mora da ima
r < 3 x 1071° Ovo znaéi da dok neke nule ne postanu manje od 3 x 107*°, mi ne
mozemo izabrati p iz teoreme 2.12 dovoljno malo da nam koliénik 2p/r bude manji od
1, pa za te vrednosti n prakticno kvadraturna formula divergira. Medutim, za n = 40,
s obzirom da je najmanja nula sa modulom 107!, moZemo izabrati p tako da vazi
2p/r < 1, pa kvadraturna formula konvergira veoma brzo. Napomenimo da m.p. u
tabeli oznacava masinsku preciznost (u ovom sluc¢aju, m.p. ~ 2.22 x 1071°).

n G r.gr.
10 | 6.605719151641912 | 0.54
20 | 11.60759673863332 | 0.20
30 | 18.19943971672188 | 0.26
40 | 14.46129284956265 | m.p.

Tabela 2.1: Gaussova aproksimacija G,, integrala L?(1/(- — 372°)) i relativna greska
r.gr.

Slicne rezultate dobijamo i kada koristimo kvadraturnu formulu za aproksimaciju
prethodnog funkcionala za p = ¢ = 2i, a = 1. Rezultati su prikazani u tabeli 2.2, iz
kojih vidimo da je ponasanje potpuno isto kao i u prethodnom primeru.
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n G, r. gr.
10 | 9.577889690630307 + 4.03323559540160547 | 0.66
20 | 19.57775686236893 + 9.03418884607415017 | 0.30
30 | 29.71613796045620 + 14.066446517362046¢ | 0.07
40 | 27.52570186363645 + 13.689702133806741¢ | m.p.

Tabela 2.2: Gaussova aproksimacija G, integrala L>*(1/(- — 372°)) i relativna greska
r.gr.

Jos jedan primer, koji smatramo vrlo zanimljivim, moze da se dobije Gaussovom
aproksimacijom integrala

1
/ e f(x)dz, m €N,

1

koristec¢i kvadraturne formule konstruisane za polinome ortogonalne u odnosu na tezinu
w(x) = X[-1,1](@)x exp(imnz).

Primetimo da ovde ne znamo da li je odgovaraju¢i Jacobijev operator ogranicen ili
nije, tj. ne znamo da li su koeficijenti troclane relacije ograniceni ili nisu. Mozemo
da ponudimo samo numericki dokaz za ovo tvrdenje. U daljem pretpostavljamo da su
koeficijenti troclane relacije ograniceni.

Naravno, s obzirom da nase kvadraturne formule G, konstruisane za tezinu w
aproksimiraju integrale

[t

to integrale u odnosu na tezinu w(x) = x[—1,1)(¢) exp(immz) mozemo izraziti i na sledeci

nacin /f(g;)w(a:)dx _ /Mw(@dx

Jednakost se jednostavno proverava, s obzirom da je [w(z)dz = 0.
Pod pretpostavkom da je f analiticka u nekom domenu koji u sebi sadrzi interval
[—1, 1], Gaussova aproksimacija integrala moze biti primenjena jer je i funkcija

takode, analiticka u istom domenu.
Nasa kvadraturna formula postaje

n

/f(m)w(x)dx = /g(m)w(m)dx ~ Zwkg(xk) = %(f(xk) — £(0)).

kol

Posmatra¢emo sada integraciju funkcije
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i aproksimirac¢emo integral Sio(f) = fjl f(z)sin(10rz)dz = ffl g(x)w(z)dz, gde je
g(xz) = f(z)/x. U tabeli 2.3 prikazane su vrednosti Gy,(g) za n = 10(10)70. Funkcija
g ima prost pol u tacki z = —i/2. Rezultat aproksimacije mozemo znatno poboljsati
ako izracunamo ostatak funkcije gw u tacki z =1i/2 i prosto ga dodamo, pomnozenog
sa 2mi, vrednostima G, (g). Dakle, imamo

R = 27i Res g(2)w(z) = 4.734434401198 x 107",

z=i/2

U trecoj koloni tabele 2.3, prikazane su vrednosti G, (f) = Gn(f) + R.

n Ga(f) Gu(f)

10 | —0.0509124802888631 | —0.0509120068454231
20 | —0.0509124798498521 | —0.0509120064064121
30 | —0.0509124699339274 | —0.0509119964904873

40 | —0.0509120078597894
50 | —0.0509120064014030
60 | —0.0509120064013063
70 | —0.0509120064013063

Tabela 2.3: Gaussove aproksimacije Gy, (f) i Gy (f) za Sio(f) i f(z) = x/(x% + 1/4)

Moze se primetiti da u pocetku, zan < 25, vrednost én = G, + R daje bolju aproksi-
maciju integrala Sip. Ovo mozemo u potpunosti shvatiti ako posmatramo raspodelu
nula polinoma ortogonalnih u odnosu na w. Ova raspodela je prikazana na slici 2.1,
pri éemu A oznacava tacku i/2. Slika prikazuje raspodelu nula polinoma. Za zadato
n, nule polinoma se nalaze na lukovima koji povezuju tacke 1. Na slici su date nule
polinoma za n = 10(10)70.

Slika 2.1: Distribucija nula polinoma orthogonalnih u odnosu na tezinu w(z) =
xexp(il0ma)x(—1,1-

Sa slike vidimo da dok god se tacka i/2 nalazi unutar konveksne ljuske nula poli-
noma, vrednost G, je bolja aproksimacija za Sy od vrednosti G,,.



Glava 3

Generalisane Gaussove kvadrature

3.1 Definisanje problema

U ovoj glavi, nase glavno interesovanje je usmereno na generalisane Gaussove kvadra-
turne formule. Razlikovacemo dva koncepta generalizacije Gaussovih kvadraturnih
formula.

Kod prvog tipa generalisanih Gaussovih kvadraturnih formula resavamo sledeci
problem. Neka je A" h > 0, familija linearnih bijekcija (izomorfizama) na linearnom
prostoru (P, C) svih algebarskih polinoma, takva da ne menja stepen polinoma, tj. ako
je deg(p) = n, onda je i deg(A"p) = n, n € N, i da vazi lim,_+ A"p = p. Za zadatu
familiju A" i nenegativhu meru o, sa realnim nosa¢em, nadi tezine o, i ¢vorove wy,
k =1...,n, interpolacione kvadraturne formule

[ prota) = 3" ol Ap) o)

takve da je formula tacna za svako p € Py, _1, tj. da ima maksimalni algebarski stepen
tacnosti.
U specijalnom slucaju, kada je

(A"p)(x) = % / ' p(t)dt, (3.1)

xz—h
problem je prvi put razmatran u [84]. U mnogo opstijem obliku, problem je razmatran
u [63].
Tipicne familije operatora, pored ve¢ pomenutog integralnog operatora, koje zado-
voljavaju pomenute osobine su familije

m m—1 m
bph*
A'p = 3" agp(-+kh), A'p=Y" awp(-+(k+1/2)h), A'p=> =Dp (32)

k!

gde je m fiksni prirodan broj, a koeficijenti a i b su konstante. Sa D oznacavamo
operator difereneciranja, tj.

dp _
Dp=—, D*p =D(D"'p), D%p=p.

91
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Primetimo da prva dva operatora pod izvesnim uslovima za koeficijente a, mogu
da budu shvacena i kao aproksimacija integrala oblika

[ o+ 0du) Y o+ k),

k=—m

tako da na izvestan nacin predstavljaju integralne operatore ovog oblika, pri cemu su
oni zamenjeni odgovarajuéim interpolacionim kvadraturnim formulama (tacnije receno
Newtonovim interpolacionim kvadraturnim fomulama (videti [46])). Treéa formula
moze se shvatiti kao poseban slucaj kvadraturne formule sa visestrukim ¢vorovima
koje su razmatrane, na primer, u slede¢im radovima [68], [27], [69], [70], [71], [72], [73].
Inspiracija za ovakve kadraturne formule dolazi iz obrade signala. Naime, ukoliko
signal prolazi kroz linearni digitalni filter, signal na izlazu je oblika (videti [89])

m

Z app(x + kh).

k=—m

Ukoliko zelimo da izrac¢unamo integral funkcije p, a ne zelimo da pojacavamo Sum
izracunavanjem vrednosti funkcije ili su nam vrednosti funkcije nepoznate u pojedinim
tackama, mozemo primeniti pomenute kvadraturne formule na izracunavanje integrala
funkcije p u odnosu na meru o.

Osnovno pitanje kojim se bavimo je, naravno, vezano za karakterizaciju pod kojim
uslovima ¢vorovi kvadraturne formule zadovoljavaju

zp € Co(supp(0)), k=1,...,n,

a zatim kako numericki stabilno konstruisati kvadraturne formule ovog tipa i sli¢no.
Pitanja egzistencije razmatramo u sekciji 3.2.
Kod drugog tipa generalisanih Gaussovih kvadraturnih formula resavamo sledeéi

problem. Za zadate nenegativne realne brojeve hy,. .., h,, sa osobinom > ;_, hy <1,
naéi ¢vorove xq,...,T,, takve da je interpolaciona formula
n Mk; T +hg
[put@) =3B [ pwpanta)
k=1 2hie Sy

tacna za p € Pa,_1. Ukoliko kvadraturna formula ovog tipa postoji kazemo da je
Gaussovog tipa jer ¢vorovi kvadraturne formule x4, ..., x,, nisu slobodni ve¢ izabrani
tako da formula ima maksimalni algebraski stepen tacnosti.

U vezi sa ovim tipom formula razmatracemo pitanja egzistencije i jedinstvenosti
kvadraturnih formula, analizu mera p za koju kvadraturna formula postoji, i sli¢no.

Inspiracija za kvadraturne formule ovog tipa je direktna (videti [84], [8]). Naime, u
bilo kojem merenju koje izvodimo u eksperimentalnim naukama ne mozemo da izme-
rimo neku veli¢inu u datom i tacno odredenom trenutku vremena, ve¢ su rezultati
merenja uvek daju veli¢ine koje su usrednjene vrednosti veli¢ine koja se meri na nekom
intervalu vremena, kra¢em ili duzem, zavisno od kvaliteta merne opreme i metode
merenja.
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3.2 Generalisane Gaussove kvadrature tipa I

Sa H oznacavamo podskup pozitivnih realnih brojeva za koji postoji € > 0, tako da
vazi [0,¢) € H. U daljem tekstu podrazumevamo da h € H, gde H sadrzi desnu
okolinu broja nula, tako da to ne isticemo eksplicitno.

Mi se u daljem bavimo familijama izomorfizama A" : P — P, h € H, koje pri
preslikavanju ¢uvaju stepen polinoma. Za svaki operator A" iz familije ako deg(p) = n,
onda deg(A"p) = n. Vrednost operatora A" u nekom polinomu p = 3", . pra* mozemo
shvatiti na sledeé¢i nacin B

= Zpk(h)xk, heH.
k=0

Drugim re¢ima, slika polinoma p pomoéu familije operatora A" je familija polinoma
istog stepena ¢iji koeficijenti zavise od h. Ako pretpostavimo da su koeficijenti py(h)
neprekidne funkcije od h u tacki 0, mozemo odrediti grani¢nu vrednost

o _ k
h{I&(A hm Zpk a* = kz_opk(o)%
Pod uslovom pg(0) = pg, k = 0,1,...,n, mozemo pisati

lim (A"p)(z) = p(x).
Jim (A%p)(z) = p(z)
Specijalni slucaj izomorfizma koji ¢uva stepen polinoma je identicki operator Z.

Definicija 3.1 Familija izomrfizama A", h € H, koja ¢uva stepen polinoma i za koju
vazi A° = 7 je neprekidna u tacki 0 ako i samo ako za svaki polinom p € P vazi

lim (A" =
Jim (A%p)(z) = p(z)
1 prosto piSemo
lim A"p=p, peP.
h—0+

Mi se u daljem tekstu bavimo isklju¢ivo familijama operatora koji zadovoljavaju
sledec¢u definiciju.

Definicija 3.2 Sa A", h € H, oznacavamo familiju izomorfizama na linearnom pros-
toru svih algebarskih polinoma

AP — P, heH,

podrazumevajuci pritom da je familija takva da svaki izomorfizam cuva stepen poli-
noma, tj.
deg(p) = n = deg(A"p) =n, peP,

lim A"p=p, peP,
h—0Tt

u smislu definicije 3.1.
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Generalisanu Gaussovu kvadraturnu formula tipa I definiSemo na slede¢i nacin.

Definicija 3.3 Za zadati operator A", koji je element neke familije A", h € H, koja
zadovoljava uslove definicije 3.2, i nenegativnu meru o sa realnim nosacem, interpola-
cionu kvadraturnu formulu

/ p(r)do(s) = 3 o Ap) (), (3.3)

zovemo generalisana Gaussova kvadraturna formula tipa I, ako je tacna za svako p €
Pan—1 1 ako évorovi zadovoljavaju uslov 2, € Co(supp(o)), k=1,...,n.

Generalisanu Gaussovu kvadraturnu formulu tipa I krac¢e zovemo i generalisana
Gaussova kvadraturna formula ili samo kvadraturna formula, ako nema opasnosti od
zabune.

Kako za sve rezultate koje dalje iznosimo podrazumevamo neku vrednost h € H,
u daljem tekstu za pojedine elemente familije koristi¢emo prosto oznaku A, kada se
podrazumeva h sa kojim radimo. Ukoliko moze do¢i do zabune oznaci¢emo eksplicitno
o kojem h se radi.

Pomenimo i to da inverzni operator (A")~! postoji za svaki element familije A" jer
podrazumevamo da su elementi familije izomorfizmi prema definiciji 3.2.

Definicija 3.4 Sa (A")~!ili prosto A™!, kada podrazumevamo h, ozna¢avamo inverzni
operator operatora A" ili prosto A, kada se h podrazumeva.

Teorema 3.1 Ako familija operatora A", h € H, zadovoljva uslove definicije 3.2, onda
familija inverznih operatora (A")~1, takode, zadovoljava uslove definicije 3.2.

Dokaz.- Kako je operator A" izomorfizam, onda postoji inverzni operator (A")~*
i ovaj operator je, takode, izomorfizam (videti [38, str. 9], [91, str. 21]).

Kako A" ¢uva stepen polinoma pri preslikavanju, operator (A”")~! ima istu osobinu
$to se neposredno proverava. Na osnovu definicije 3.2, imamo

deg(p) = n = deg(A"p) = n,
i postoji ¢ € P, deg(q) = n, tako da vazi
Alp = q= (A")'q=p = deg((A")'q) = deg(p) = n.

Potrebno je jo§ dokazati da je famiija (A")~%, h € H, neprekidna u smilsu definicije 3.1.
Zbog A’ = I, imamo ocigledno (A°)~! = Z. Kako je operator A" linearan, potrebno
je samo poznavati vrednosti operatora A" na nekoj bazi prostora P. Uvedimo sledec¢e
oznake

(APa™) () =) ap(h)t*, n €N, (3.4)



3.2. GENERALISANE GAUSSOVE KVADRATURE TIPA I 95

Primenjujuéi inverzni operator dobijamo
" = Zak MR (), n e N,. (3.5)

Zbog jednostavnijeg izrazavanja rezultata, uvodimo jos dodatno af(h) = 0, h € H,
k > n. Zbog uslova o oéuvanju stepena i neprekidnosti familije A", h € H, primetimo
da vazi

ar(h)#0, heH, hlir(l)l+ ap(h) =0kn, k,neNy.

Zakljucujemo da trougaoni sistem jednacina (3.5) ima jedinstveno resenje za svako
n € Ny jer determinanta sistema iznosi [[,_,af(h) # 0, s obzirom da je matrica
sistema trougaona (videti [65, str. 238,240]). Tako, u opstem sluc¢aju, imamo resenje

k

(A7) (@) =Y Bi(h)a", k€ No.

n=0

Zbog lakSeg izrazavanja rezultata, takode, koristimo konvenciju g¥(h) = 0, k > n,
heH.

Za zadato n € Ny, sistem jednacina (3.5) moze se resiti upotrebom Cramerovih
formula (videti [65, str. 240,241]), tako da su 3%(h), k,n € Ny, racionalne funkcije
od a}(h), n,k € Ny, pri ¢emu u imeniocu imamo [[,_ Oak( ) # 0. Kako su a(h),
k,n € Ny, neprekidne funkcije u h = 0, to su i funkcije 3%(h), n, k € Ny, neprekidne u
h = 0.

Primenom grani¢ne vrednosti na

Zﬁ’“ h)(A"z™)(t), ke Ny,

dobijamo
k

t* =N " lim g%(h), ke N,

h—0t+
n=0

odakle direktno zaklju¢ujemo

lim BF(h) =6,% n,k € N.

h—07+
Drugim rec¢ima, limy,_o+((A")71t%)(z) = 2%, k € Ny, i zbog linearnosti

li M=y = . O
Jim (AN p=p, peP

Lema 3.1 Funkcije o} (h) i %(h) zadovoljavaju sledeéi sistem linearnih jednacina

Zaﬁ(h)ﬂ,’;(h) = Onk, N,k € No.
v=k
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Dokaz.- Ako na
(APa™)(t) =) ap(h)t,

v=0
primenimo inverzni operator, dobijamo
2= ap(h) ) BEhyat =) 2y ap(h)s(h),
v=0 k=0 k=0 v=k

odakle neposredno sleduje tvrdenje leme. [

3.2.1 Egzistencija i jedinstvenost generalisanih Gaussovih
kvadratura tipa I

U ovom odeljku dajemo dokaz glavnog rezultata iz [63], koji se odnosi na egzistenciju
kvadraturnih formula (3.3). Najpre, ipak moramo da uvedemo izvesne definicije.

Za zadatu pozitivhu meru o, sa nosacem na nekom podskupu realne prave, i zadatu
familiju operatora A", h € H, koja verifikuje definiciju 3.2, definisimo

£'0) = [ Ao (A D)), peP. (36)

Ocigledno dobijamo familiju funkcionala L.
Lema 3.2 Svaki funkcional L, h € H, je linearni funkcional.

Dokaz.- Direktno izracunavanje. [l
Koristeci definiciju 1.4, znamo da mozemo definisati skalarni proizvod u odnosu na
funkcional L.

Definicija 3.5 Sa (-,-)", oznac¢imo preslikavanje (-, )" : P2 — C, dato sa
0.0 = £(00) = [ doo)((A) 1) (o). (37)

Lema 3.3 Funkcional (-,-)"* ima sledeée osobine

(ap + Bq, )" = alp, )" + B{g, )", (p,q)" = (¢, p)", «a,B€C, p,q,reP.

Dokaz.- Diretno izracunavanje. [

U daljem tekstu zelimo da konstruisemo polinome ortogonalne u odnosu na linearni
funkcional £", h € H. Pokaza¢emo da je za h dovoljno blisko nuli, funkcional £"
regularan na nekom prostoru (P, C).

U specijalnom sluéaju, kada familija A" slika polinome sa realnim koeficijentima u
polinome sa realnim koeficijentima, tj. kada koeficijenti polinoma izrazeni kao funkcije
od h predstavljaju realne funkcije, familija funkcionala £, h € O(0), postaje pozitivno
definitna, gde je O(0) neka desna okolina broja 0. Primetimo da je uslov da familija A",
h € H, slika realne polinome u realne polinome, zbog leme 3.1, ekvivalentan uslovu da
familija (A")~!, h € H, slika polinome sa realnim koeficijentima u polinome sa realnim
koeficijentima.
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Lema 3.4 Pod uslovom da familija (A")~! slika polinome sa realnim koeficijentima
u polinome sa realnim koeficijentima, za svako n € N postoji € > 0, tako da je svaki
linearni funkcional LM iz familije funkcionala L", h € [0,€), pozitivno definitan na
linearnom prostoru (Pa,,R). Niz ortogonalnih polinoma 7, k = 0,1,...,n, postoji u
odnosu na L", h € [0,¢).

Dokaz.- Podimo od slika elemenata z”, v = 0, 1, ..., 2n, pomo¢u operatora (A")~1,
tj.

(A ') () =) Br(t*, v=0,1,...,2n,
k=0
gde su funkcije g7 (h), k =0,1,...,v, v =0,1,...,2n, sa osobinom

lim 5/(h) = k.,

h—0t

Sto je posledica neprekidnosti u tacki A = 0. Onda su momenti linearnog funkcionala
L", dati sledeé¢im izrazima

my(h)zﬁh(t”)/do(x)(( ) (x Zﬂk yme, v=0,1,...,2n,
gde su my, k = 0,1,...,2n, momenti mere o. Funkcije m,(h), v = 0,1,...,2n, su

neprekidne funkcije od h u h = 0 i pritom vazi

lim m,(h) =m,, v=0,1,...,2n.
h—0+

Na osnovu teoreme 1.6, linearni funkcional £" je pozitivno definitan na (Ps,, R) ako

su momenti realni i ako su odgovarajuée Hankelove determinate Ag(h), k =0,1,...,n,
pozitivne.
Neka su
mo(h)  my(h)  ma(h) my(h)
mi(h)  ma(h)  ms(h) my11(h)
Ap(h) = | ma(h)  ms(h)  ma(h) mis2(h) | k=0,1,...,n,

m(h) e (h) masa(h) .. mas(h)

odgovarajuc¢e Hankelove detrminante.

Za h = 0 sve determinante Ag(0), & = 0,1,...,n, su pozitivne jer je mera o
pozitivna pa je odgovarajuéi linearni funkcional £° pozitivno definitan (videti teoremu
1.4). Determinante Ag(h), k =1,...,n+ 1 su neprekidne funkcije od h u h = 0 i zato
postoje redom ¢, takvi da vazi Ag(h) >0za h € [0,e), k=1,...,n+ 1.

Onda skup [0,¢) iz tvrdenja teoreme mozemo identifikovati kao

n+1

()10, 2x) = [0,2).

k=1
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Kako je funkcional £" h € [0,¢) pozitivno definitan na (P,,,R), zakljuéujemo, na
osnovu teoreme 1.6, da niz ortogonalnih polinoma 7', k = 0,1,...,n, postoji. O

Ovim je dokazana egzistencija pocetnog dela niza ortogonalnih polinoma, do ste-
pena n, za h € [0,¢), za opstu familiju A", h € H, koja zadovoljava uslove definicije
3.2. Kasnije ¢emo dokazati da se sve nule ovog kona¢nog niza ortogonalnih polinoma
nalaze u Co(supp(o)).

Jasno je da, za zadatu meru o i familiju A" h € H, ¢ iz tvrdenja leme zavisi
isklju¢ivo od n. Dakle, za zadatu meru o i operator A", u opstem slucéaju, mozemo
zakljuciti da za takvo ¢ = £(n) imamo

ny > ng = [0,e(n2)) C [0,e(nq)).

Drugim rec¢ima, mozemo ocekivati da je € nerastuéa funkcija od n. Pomenimo da
postoje slucajevi kod kojih je (n) = +o00, n € N. Na primer, za familiju zadatu sa

(A"p)(z) = p(z + h/2) = 2p(x — h/2), peP,

imamo £(n) = +oo!, kao $to je razjasnjeno u teoremi 3.13.
Za slucaj da familija A ne slika realne polinome na realne polinome, imamo sledece
tvrdenje.

Lema 3.5 Za svako n € N, postoji ¢ > 0 tako da je linearni funkcional L", defin-
isan pomocu (3.6), reqularan na prostoru (Pa,,C). Niz polinoma 7}, k = 0,1,...,n,
ortogonalnih u odnosu na L™, h € [0,¢), postoji.

Dokaz.- Kao i u dokazu prethodne leme, polazimo od momenata linearnog funk-
cionala L",

my(h) = LM(t") = /da(m)((/lh)_lt”)(x), v=0,1,...,2n,

a zatim formiramo Hankelove determinante

ml(h) mg(h> mg(h) e mk+1(h)
Ap(h) =| ma(h)  mg(h)  ma(h) ... mu2(h) | k=0,1,... n
mg(h) mgei(h) meio(h) ... mog(h)
Zbog m,(0) = m,, v =0,1,...,2n, gde sum, momenti nenegativne mere o, jasno je da
su determinante Ag(0), k =0, 1,...,n, pozitivne. Zato postoje redom intervali [0, &),
k = 1,...,n, takvi da su determinante Ag(h), k = 1,...,n, sa pozitivnim realnim

delom. Interval iz tvrdenja leme mozemo identifikovati kao

n

[0,€) = [)[0,).

k=1

10 ovom i drugim familijama izomorfizama koje zadovoljavaju sli¢ne osobine vise re¢i biée u sledeéoj
sekciji.
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Na osnovu teoreme 1.2, zaklju¢ujemo da niz ortogonalnih polinoma postoji. [
U cilju da konstruisemo Gaussove kvadraturne formule oblika (3.3), neophodno je
resiti odgovarajuci interpolacioni problem.

Za bilo koji skup razli¢itih realnih brojeva xy, k = 1,...,n, i svaki operator A iz
familije A", h € H, posmatrajmo sledeéi interpolacioni problem. Naime, za dva niza
brojeva fn,x, m=0,1, k=1,...,n, trazimo polinom P &€ Py,_;, takav da vazi

Lema 3.6 Interpolacioni problem (3.8) ima jedinstveno resenje P € Po,_1.

Dokaz.- Konstruisimo najpre polinome

- —x ) = H(z)
IH po, M) = (x — ) H' (x)”

Sk(w) = (1 = 2M(ze) (2 — 21)) (Mi(2))?,  Ti() = (z — 2) (Mi(2))?,
Up(z) = (A7'S)(x),  Vilz) = (AT (x). (3.9)

Jednostavno, direktnim izracunavanjem, mozemo dokazati da vaze sledec¢e jednakosti

(AUR)(xy) = S(y) = Orw,  [(AUR)]pms, = Si(2) =0,
(AVi) () = Ti(z,) =0, [(AVR)(@)]oy, = Ti(20) = Or,

k,v=1,...,n, tako da polinom P iz tvrdenja leme, mozemo da identifikujemo kao

n

P(z) = Z [forUs(z) + f1xVi()].

k=1

Ostaje da dokazemo da je P jedinstven u linearnom prostoru Ps,_;. Ako pretpostavimo
da nije, onda homogeni problem ima bar dva reSenja jer ako kvadratni sistem ima
nejedinstveno resenje, onda odgovaraju¢i homogeni sistem, takode, ima viSe resenja
(videti [65, str. 279]). Jedno resenje nehomogenog sistema koje je sadrzano u Pa,_;
je trivijalno resenje. Zato pretpostavljamo da imamo i netrivijalno resenje. Onda,
ocigledno,

(AP)(xx) =0, i [(AP)(@)],—,, =0, k=1,...,n

tj. polinom AP u svakom xp, k = 1,...,n, ima nulu drugog reda, sto zna¢i da on
ukupno ima 2n nula. S obzirom da A ¢uva stepen polinoma (videti definiciju 3.2),
jasno je da i polinom P ima 2n nula, Sto je kontradikcija. [

Kako je skalarni proizvod pozitivno definitan na prostoru (Ps,, R), pod uslovom da
su inverzne slike realnih polinoma realni polinomi, imamo slede¢u teoremu.

Teorema 3.2 Neka je funkcional LM definisan u (3.6). Za svaku pozitivnu meru o
sa realnim nosacem, svaku familiju izomorfizama A", h € H, koja zadovoljva uslove
definicije 3.2 kod koje je inverzna slika realnih polinoma skup realnih polinoma, i svako
neN
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(i) postoji € > 0 tako da, za svako h € [0,€), polinom pl, ortogonalan u odnosu na
L ima tacno n razli¢itih nula u unutrasnjosti Co(supp(c)),

(ii) postoji € > 0 tako da, za svako h € [0,¢), kvadraturna formula (3.3) postoji,
gde su ¢vorovi formule xy, k = 1,...,n, nule polinoma p?, a tezinski koeficijenti dati
pomocu

o) = /Uk(x)da(x) >0, k=1,...,n, (3.10)

gde su polinomi Uy, k =1,...,n, definisani u (3.9).

Dokaz.- S obzirom da niz ortogonalnih polinoma postoji do stepena n, zbog poz-
itivne definitnosti linearnog funkcionala £" (3.6) na prosotoru (Pa,, R), zakljuéujemo
da monicni ortogonalni polinom 7" moze da se predstavi na sledeéi nac¢in (videti [12,
str. 17], [46, str. 97])

mo(h) my(h) ma(h) m,(h)
1 m1<h) mg(h) ms h) mn+1(h)
() ma(h) ma(h) ma(h) ... mupalh) |

odakle sleduje da su koeficijenti polinoma 7/ (z) = >~}'_, pr(h)z"* neprekidne funkcije u
h = 0. Njegove nule su tada, takode, neprekidne funkcije u h = 0 (videti [67, str. 177]).
Kako su sve nule polinoma 7° za h = 0 sadrzane u Co(supp(c)) (videti [42], [95, str. 4]),
znadi da mozemo nadi otvorenu okolinu broja 0, tj. [0, ), tako da su i sve nule polinoma
7 za h € [0,¢) unutar Co(supp(c)). Argument je kao u i prethodnim dokazima.

Za dokaz drugog dela teoreme, fiksirajmo n i € > 0, tako da se nule polinoma 7"
nalaze unutar Co(supp(c)). Izaberimo neki polinom P € Py,_;. Na osnovu leme 3.6,

imamo jedinstveno

P(a) =Y forUs(x) + freVi(@), for = (A"P)(xp), fir = [(A"P)(@)),ey,, (3.11)

gde su zy, k= 1,...,n, nule polinoma 7”. Koriséenjem definicije za V; iz (3.9), imamo
1
Vi(z)do(z) = [ d M) () = (T, 1) = ——— (7, M) =0
[ Vitado(e) = [ o) (A T (@) = (B 1) = ik M) =0
za k =1,...,n, s obzirom da je deg(My) =n — 1,k =1,...,n, a polinom 7" je ¢lan

niza ortogonalnih polinoma u odnosu na skalarni proizvod (3.7).
Ako integralimo jednacinu (3.11), dobijamo

n

/ Pla)do() = 3 [fo,k / Up(a)do(z) + fu / Vk(:c)da(x)l =3 ou(AMP) ().

k=1 k=1
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Drugim recima, kvadraturna formula (3.3) je tacna u prostoru P, ;1 i tezine su date
sa (3.10). Dokaz da su tezinski koeficijenti pozitivni moze se dati na sledeci nacin

on = / dor () (A")18,)(x) = / dor () (A" (My)?) (2)

2M, (x
-G [ as@ A man) @
2M, (z
PR, )" = My, M) = £ (M) > 0,
s obzirom da smo dokazali da je linearni funkcional £ pozitivno definitan na (Ps,, R)
(videti lemu 3.4). Primetimo, takode, da je (7, M;)" = 0, zbog ortogonalnosti 7" na
Pn—l- O

Na osnovu ove teoreme, mozemo da tvrdimo da ukoliko kvadraturna formula (3.3)
postoji, onda ona postoji jedinstveno jer su nule ortogonalnog polinoma 7 jedinstvene.

= <Mk7Mk>h -

Teorema 3.3 Za svaku pozitivnu meru o sa realnim nosacem i proizvoljnu familiju
izomorfizama A", h € H, definisanu u (3.2), i takvu da je inverzna slika realnih poli-
noma skup relanih polinoma, generalisana Gaussova formula tipa I, data sa (3.3), je
jedinstvena pod uslovom da postoji.

Za familije A", h € H, kod kojih inverzna slika realnih polinoma nisu realni poli-
nomi, ne mozemo tvrditi da generalisana Gaussova kvadraturna formula tipa I, (3.3),
postoji u opstem slu¢aju. Iako polinom 7" postoji za h € [0,¢), on ne pripada nizu
polinoma ortogonalnih u odnosu na pozitivno definitni linearni funkcional i zato ne
mozemo tvrditi da se nule 7" nalaze u Co(supp(c)). Naravno, smanjenjem h mozemo
postié¢i da su nule polinoma 7 proizvoljno blizu skupa Co(supp(c)). Sa sigurnoséu
mozemo tvrditi da su nule polinoma 7" i u ovom sluc¢aju proste, pod uslovom da je h
dovoljno malo. Dakle, moze se tvrditi (jedinstvena) egzistencija generalisane Gaussove
kvadraturne formule pod uslovom da odustanemo od zahteva da su ¢vorovi unutar
skupa Co(supp(o)). Za ovaj slu¢aj mozemo tvrditi da formula (jedinstveno) postoji u
slabom smislu.

Odavde, direktno mozemo dati algoritam koji konstruiSe generalisane Gaussove
kvadraturne formule tipa I. Dovoljno je poznavati koeficijente troclane relacije niza
ortogonalnih polinoma 7, onda koriste¢i Q R-algoritam (videti [23], [22, str. 152], [28],
[46, str. 328], [29]), mozemo odrediti ¢vorove zy, k = 1,...,n. Pomocu jednakosti
(3.10) mozemo, ako poznajemo ¢vorove, odrediti i tezinske koeficijente oy, k = 1,... n,
koriste¢i Gaussovu kvadraturnu formulu za meru o. Problem je jedino poznavanje
koeficijenata troclane rekurentne relacije za niz polinoma ortogonalan u odnosu na £".
U daljem tekstu, baviéemo se ovim problemom.

Napomenimo samo da je u [84] pokazano da za familiju (3.1), koeficijenti troc¢lane
rekurentne relacije polinoma ortogonalnih u odnosu na skalarni proizvod (3.7), sa
merom do(x) = x[-1,1)(z)dz, imaju sledec¢e vrednosti

1 — h2k?)k?
=0, O = %7
koje se za h = 0 svode na odgovarajuce rekurzivne koeficijente standardnih moniénih
Legendreovih polinoma.

k € Ny, (3.12)
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3.2.2 Reprezentacija (A")™!

U opstem slucaju, delovanje operatora A~ moZemo u potpunosti da izrazimo poz-
navajudi dejstvo A.

Pretpostavimo da nam je dat linearni operator A : P +— P. S obzirom na linearnost
operatora .A~!, na osnovu momenata za operator A,

(A) (@) = Y apa, v e N,

koje mozemo izra¢unati, momente inverznog operatora A~! mozemo odrediti iz sledeé¢eg
trougaonog sistema linearnih jednacina

=Y ap(A'aM)(), veN.
k=0

Kako operatori koje razmatramo u ovoj glavi cuvaju stepen polinoma pri preslikavanju,
prethodni sistem jednacina uvek ima resenje. Zbog linearnosti, operator A~ je, na ovaj
nac¢in, u potpunosti zadat na prostoru polinoma P.

Za specijalnu klasu familije operatora A postoje i druge moguénosti reprezentovanja
A~1. Prvo dajemo jednu neophodnu definiciju.

Definicija 3.6 Sa ny(z) i ux(t), k¥ € Ny, oznacavamo momente operatora A i A~
respektivno.

Primetimo da je nulti moment operatora A4 konstanta, razli¢ita od nule, s obzirom
da operator A ¢uva stepen polinoma pri preslikavanju (videti definiciju 3.2).

Teorema 3.4 Pretpostavimo da se momenti operatora A mogu izraziti na sledeéi nacin

k
=Nk e N, (3.13)

gde su Cy, k € Ny, konstante. Onda vazi

nkk(!x) " _kg))! - ;t)n’ n € o 314

k=0

Momenti operatora A~' su jedinstveno zadati momentima operatora A i obrnuto.

Dokaz.- Primenom operatora A~! na pretpostavku dobijamo

n

" Cook 1u(t)
n! _Z(n—k)! k'

k=0

nGNO
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Dalje, imamo

(@) k() iunm Zx— Crs

—~ k' (n—k) — (n— k) = vl (k—v)!
k
. oy — k t Ci_y . m_” v o <£L'+t)n
B I/ZOV'Z (n—k —I/)!_VZ:OIJ!(TL—I/)!_ nl

Da bismo dokazali poslednje tvrdenje u teoremi, dovoljno je razmatrati prethodni
sistem jednacina za n € Ny. Kako vidimo, sistem jednacina je trougaoni. Ako su
momenti operatora A zadati, onda imamo

) 1 ( (z+1)"

n—1

n! Mo ( k!l (n—k)!

nk(z lun k )) n e NO,
k=0

§to, zbog no(z) # 0, znaci da su momenti operatora A~! jedinstveno odredeni momen-
tima operatora A. Naravno, zbog (A~!)~! = A, imamo da su i momenti operatora A
jedinstveno zadati momentima operatora A~!. [

Formirajmo sada, dve formalne funkcije, generatorske funkcije za momente opera-

tora Ai A7,

+oo

) = Z ()

k=0 ’ k=0

+oo
a-1(u,t) = M;{('t) u”.

(3.15)

Zato sto jos uvek ne znamo poluprecnike konvergencije redova u definiciji funkcija
fa 1 fa-1, formalno mozemo tvrditi da su redovi (3.15) konvergentni bar u tacki
u = 0. Takode, formalno mozemo da formiramo Cauchyjev proizvod redova (videti
[75, str. 112], [77, str. 24]) koji reprezentuju generatorske funkcije za momente, tj.

+o0o k +o0 k
atu ) fao () = 3ot S22 B 57 BEEOE — expute 0
k=0 v=0 ’ ’ k=0 ’

Ovaj rezultat mozemo formulisati u obliku sledece teoreme.

Teorema 3.5 Neka je Dy # {0} domen apsolutne konvergencije reda koji reprezen-
tuje generatorsku funkciju momenata fa(u,z) iz (3.15). Onda red koji reprezentuje
generatorsku funkciju fa-1(u,t) ima domen apsolutne konvergencije D -1 # {0} i
generatorske funkcije zadovoljvaju sledecu jednakost

Falu, 2) fas(u,8) = explu(z + 1)), (3.16)
gde je u € DAN D -1, pri éemu skup Dy N D41 # {0}.
Dokaz.- Definisimo funkciju

exp(u(z +1))

g(U7t) B fA(u7x>
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koja je kolicnik dve analiticke funkcije na D 4. Prema tome, funkcija g je meromorfna

funkcija po u na D 4. Zbog fa(0,z) = no(x) # 0, postoji okolina D 4-1 tacke u = 0,

tako da je funkcija fa(u,x) # 0 za u € D4-1. Ako funkcija f4 ne uzima vrednost 0

na celom D4 onda, naravno, uzimamo D4 = D 4-1. Prethodno znaci da je funkcija g

analiticka na D 4-1, tj. postoji razvoj u red funkcije g u okolini tacke u = 0.
Medutim, onda vazi

fa(u,x)g(u,t) = exp(u(x +t)), u€ Dy,

pri cemu su sve funkcije koje ucestvuju u jednakosti analiticke. Razvijemo li funkcije
u redove, dobijamo

“+o00 —+00
k() k gl, Z $+t ok
k!
k=0 v=0 k=0

Za svako u € D 4-1, imamo da se proizvod redova moze dobiti na osnovu Cauchyjevog
proizvoda redova za f4 1 g (videti [77, str. 24]). Prema tome, za u € D 4-1 vazi

+o0 o]

+

() ge—u(t)
vl (k—v)!

uk

= exp(u(z +1)).

(]
(]

x>

[e=]
N
o

Pomnozimo sa u/*!, j € Ny, prethodnu jednakost i izvr§imo integraciju po kruznici
{u | |u| =7} C Dy-1. Na osnovu Cauchyjeve teoreme o ostacima dobijamo

mle) gime) _ (@t ty

—~ vl (j—v) J!

Medutim, ovaj sistem jednacina jedinstveno odreduje momente operatora A~!, prema
teoremi 3.4. Prema tome, f4-1 = g i funkcija f4-1 je analiticka na D 4-1. Naravno,
funkcionalna jednakost vazi na D4 N D41 #{0}. O

Znajudéi generatorsku funkciju momenata f4 operatora A, mozemo odrediti gen-
eratorsku funkciju momenata za operator A~!. Za operatore koje ¢emo u daljem da
razmatramo date sa (3.1) i (3.2), mozemo prvo pokazati da imaju osobinu (3.13), a
zatim mozemo odrediti generatorske funkcije f4-1.

Teorema 3.6 Operatori dati u (3.1) i (3.2), verifikuju osobinu (3.13).

Dokaz.- Direktnim izracunavanjem, za operator dat u (3.1), mozemo dobiti slede¢i
izraz

() 1 =+h 1 (z+h)FL — (z — h)k! Py Ck §

= thdt = -
k! 2klh [, 2h (k+1)! z% vl

1 —-1)”
gde je C, = Mh”, v € Np.
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Za prvi operator dat u (3.2), imamo

e () 27 (vh)F v) Cy_j
= ay - ~ = s 7
k! Z jZ:;j! (k—j)! Z]! (k—j)!

v=—m 7=0

gde je C, = Z;n:,m a;(jh)’, v € Ny. Slicno je i za drugi operator, pri ¢emu C, =
S a4 (G + 1/2)h)Y, v € Ny. Za treéi operator u (3.2), imamo

j=—m
ne(r) " b,y kv B "t O,
k! _VZ:O V! (/f—l/)!_yzzol/!(k—l/)!’

saC,=0bh", veN, O
Ostale rezultate vezane za operatore (3.2) izrazavamo preko karakteristi¢cnih poli-
noma i dajemo njihovu definiciju.

Definicija 3.7 Za operatore definisane sa

Ap = Z agp(-+kh) 1 Ap= z_: agp(- + (k+1/2)h), (3.17)
k=—m k=—m

karakteristi¢ne polinome definiSemo sa
m m—1
Q)= Y ™ i Q)= > aptm, (3.18)
k=—m k=—m

respektivno. Za operator

" b,
Ap=> =D, (3.19)

karakteristi¢ni polinom definiSemo sa

b
Q)= 2"

k=0

(3.20)

Teorema 3.7 Familija operatora A", u (3.17), verifikuje uslove definicije 3.2 ako i
samo ako Q(1) = 1. Familija operatora A", u (3.19), verifikuje uslove definicije 3.2,
ako i samo ako Q(0) = 1. Familija operatora A", u (3.1), verifikuje uslove definicije 3.2.

Dokaz.- Ako familija operatora (3.17) zadovoljava uslove definicije 3.2, onda je
A = 7. Medutim,

m

p=A%=Y " ap(-+k0)=pQ(1), peP,

k=—m

pa mora biti Q(1) = 1.



106 GLAVA 3. GENERALISANE GAUSSOVE KVADRATURE

Neka je sada Q(1) = 1. Prvo dokazimo da se stepen, pri preslikavanju operatorom
(3.17), ocuvava. Ocito je da vodeci koeficijent u polinomu A >~} pyt*, iznosi upravo
pn@(1). Pod uslovom Q(1) = 1, jasno je da se stepen polinoma preslikavanjem ¢uva.

Ako dva polinoma p; i po imaju istu sliku, onda se njihova razlika p; — po slika u
nulu. S obzirom da se stepen polinoma pri preslikavanju ¢uva, onda je stepen p; — po
jednak 0, a to znaci da su ti polinomi jednaki, pa su operatori (3.17) injektivni.

Surjektivnost je direktna posledica ¢injenice da se stepen polinoma ¢uva jer je sledeci
sistem linearnih jednacina

trougaoni, pa se moze resiti po 2, odakle dobijamo polinome ¢ija je slika operatorom
A prirodna baza u P, tj.
(Ap,)(z) =", v e Ny,

Zato je element koji se slika u polinom >, gxz", polinom >, qxpk(t). Znaci da je
operator (3.17) bijektivan.

Treba sada dokazati neprekidnost u nuli. Primetimo da je A = Z. Kako znamo,
dovoljno je dokazati neprekidnost za prirodni bazis u P. Imamo

) = 5 e = 5 a3

k=—m =—m v=0
j i &
= () D atkny,
v=0 k=—m
odakle je
j—v _ )
1) £ i =s,

tj. familija je neprekidna.

Slican je dokaz i za operatore (3.19) i (3.1). O

Primetimo, takode, da se iz linearnog operatora A, za svako zadato h, moze izgraditi
familija linearnih funkcionala A,, A, : P — C, na slede¢i nacin

A.p = (Ap)(z), peP.

Linearnost funkcionala A, je nasledena iz linearnosti operatora A.

Sada mozemo da odredimo i generatorske funkcije f4 za opertore (3.17), (3.19) i
(3.1).

Teorema 3.8 Generatorske funkcije fa i fa-1 operatora (3.17) date su sa

exp(u(t + deg(Q)h/2))
Q(e™) ’

falu,z) = Q(e")e"” exp(—deg(Q)hu/2) i fa-(u,t) =
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respektiono. Generatorske funkcije fq i fa-1 operatora (3.19) date su sa

fA(uvx) = Q(hu)eux i fA—l(uvt) =

Generatorske funkcije fa i f4-1 operatora (3.1) date su sa

sinh(hu) hue"

falu,x) = e“mT i fa-r(u,t) = Snh(ha)

Dokaz.- Za prvi operator iz (3.17), imamo direktno

m +oo

uF & b (jhu
falu,z) = T Zag($+ﬂh Z%ZZ m? jk;—)m)!

k=0 j=—m j=—m k=0 m=0

a“ b= uz)k X (jhu s
_ Z ajz ( k‘) Z (jm') — ol Z ajej

j=—m k=0 T m=0 j=—m

= Q(e")e" exp(— deg(Q)hu/2),

gde smo intenzivno upotrebljavali Chauchyjevu teoremu o proizvodu redova (videti [75,
str. 112], [77, str. 24]) i Fubinijevu teoremu o promenu poretka integracije (videti [74,
str. 96]). Izraz za f4-1 sledi direktno na osnovu (3.16).

Postoji jos jedan nacin da se dode do ovog izraza koristeéi koncept Cauchyjeve
transformacije mere, pri cemu ovde pod merom podrazumevamo diskretnu meru koja
ima vrednosti a; u tackama x + kh, k = —m, ..., m. Jasno je da (formalno) genera-
torska funkcija momenata f4 moze da se shvati kao inverzna Laplaceova transformacija
Cauchyjeve transformacije mere

0(z) = 3 B ef o ol + dea(@)h/2] ¢ — des(Q)h/2])

k=0

Cauchyjeva transformacija, opet s druge strane, moze da se odredi direktno na osnovu
recenog u sekciji 1.2 kao

Qa; . .

Dakle, samo jos treba primeniti inverznu Laplaceovu transformaciju na ¢ da bismo
dobili f4.
Za operator (3.19) imamo direktno

th
0 =Yy
J

Izraz za f4-1 sledi direktno na osnovu (3.16).

k—j
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Za operator (3.1), poznavajué¢i momente, mozemo direktno odrediti fy,

1 Rkt (z+ b)Y — (z — R)F sinh(hu)

falux) = 5, el i+ 1 T e

Izraz za f4-1 sleduje direktno na osnovu (3.16).

Pokazimo jo§ na kojem skupu za pojedine operatore izraz (3.16) vazi. S obzirom
da su sve funkcije f4 cele funkcije i kako je exp(u(x + t)) cela funkcija, izraz ostaje u
vaznosti za skup na kome vazi razvoj u red za funkciju f4-1. Tako za operator (3.17),
red je apsolutno konvergentan na svakom kompaktnom skupu (videti [77, str. 24]), koji
je podskup skupa

h < 1 1 )\,, i )\n 2k =h min [ 5
{ulhlul < - min - log ] + i(arg(Aw) + 2km) [} = htusin}

gde su A, v = 1,...,deg(Q), nule karakteristicnog polinoma @, ra¢unajuéi visetru-
kosti.

Sli¢no, za operator (3.19) imamo da razvoj u red vazi za svaki kompaktan skup koji
je podskup skupa

h < 1 )\l/ =h min J 5
o bl < min (A} = )

gde su, ponovo, \,, v = 1,...,deg(Q), nule karakteristicnog polinoma, racunajuci
viSetrukosti.

Najzad, razvoj za operator (3.1) vazi na svakom kompaktnom podskupu skupa
{u | hlu] <7 = htmin}-

Iz ovih izraza mozemo odrediti i asimptotske izraze za momente inverznog operatora
wr(t), k € Ny. Jasno je da mora vaziti

k
HYVF~ 2 O
(B~

Definicija 3.8 Za svako zadato h, linearni operator A definiSe familiju linearnih funk-
cionala A,, A, : P — C, na sledeé¢i nacin

A.p = (Ap)(x), peP.

Momente funkcionala 4, oznacavamo sa nf = ng(x), k € Ng. Momente funkcionala
A; !, izgradenih na prethodno opisani nacin od operatora A~!, oznaéavamo sa pf, =
px(t), & € Ny. Generatorske funkcije momenata linearnih funkcionala A, i A;*
oznacamo sa fa (u) = fa(u,z) i fAt_l(u) = fa-1(u,t), respektivno.

Definicija 3.9 Za meru p, moguce kompleksnu, kazemo da reprezentuje linearni funk-
cional L, L : P — C, ako i samo ako

o) = [ atauta),

gde je I' neka Jordanova kriva u kompleksnoj z-ravni.
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U opstem slucaju, na osnovu teoreme o reprezentaciji linearnog funkcionala, teo-
rema 1.11 (videti [12, str. 74]), mozemo tvrditi da svaki linearni funkcional ima meru
koja ga reprezentuje. Pomenimo samo da u slucaju pozitivne definitnosti funkcionala
L, pod uslovom da je reprezentaciona mera podrzana na kompaktnom skupu, ta
reprezentacija je jedinstvena (videti [12, str. 71], [38, str. 410]). U slu¢aju da nosa¢ mere
nije kompaktan, dolazimo do ¢uvenih Stieltjesovih i Hamburgerovih momentih prob-
lema. U ovom slucaju, reprezentacija ne mora da bude jedinstvena, odnosno postoje
dve pozitivne mere sa neogranic¢enim realnim nosacem ¢iji su momenti jednaki, kao sto
smo prikazali u sekciji 1.2 (videti [12, str. 73]). Postoje dovoljni uslovi za jedinstvenost
reprezentacije linearnog funkcionala preko pozitivne mere sa neograni¢enim nosacem;
na primer, teorema 1.23 (videti [5], [17]). U slucaju kompleksne mere, reprezentacija
ne mora biti jedinstvena ni kada je nosa¢ kompaktan.

Kako mi posmatramo familiju linearnih funkcionala A;!, jasno je da kao rezultat
dobijamo reprezentaciju preko familije mera p!, takvih da vazi

A /R’“du()

U slucaju operatora koji verifikuju (3.13), mogucée je dobiti reprezentaciju kod koje je
familija mera p' svedena na jednu jedinu meru, kao §to ¢emo videti dalje u tekstu za
operatore date sa (3.17), (3.19) i (3.1).

U daljem tekstu neéemo se baviti jedinstvenoséu reprezentacije funkcionala A;*.
Naime, nas cilj je pronalazenje neke reprezentacije funkcionala A; ', §to za uzvrat daje
reprezentaciju skalarnog proizvoda (3.7), preko dvostrukog integrala, iz koje se moze
vrsiti numericka konstrukcija ortogonalnih polinoma ve¢ poznatim i dobro opisanim
algoritmima (videti [23], [14]).

U izgradnji reprezentacije linearnih funkcionala najznacajniju ulogu imaju karak-
teristi¢ni polinomi (). Zato dajemo jos jednu definiciju.

Definicija 3.10 Sa M oznacavamo broj razli¢itih nula karakteristicnog polinoma Q).
Sa A\, v =1,..., M, oznacavamo razli¢ite nule karakteristicnog polinoma ). Sa M,,
v=1,..., M, oznacavamo viSestrukosti nula A\,, v =1,..., M, polinoma ().

Reprezentacija linearnih operatora datih u (3.19)

S obzirom da razmatramo samo bijektivne operatore, znamo na osnovu teoreme 3.7
da za karakteristicni polinom operatora (3.19) imamo @(0) = 1. Momente linearnog
funkcionala A; ! mozemo dobiti ravijanjem u red funkcije f A (u) u tacki u = 0. Kako
je @ polinom mozemo prvo razloziti funkciju 1/@Q) u parcijalne razlomke, a onda svaki
ralomak ponaosob razviti u potencijalni red u tacki v = 0. Podrazumevamo da vazi
sledec¢e razlaganje u parcijalne razlomke i red

M MV k M Ml/

=22 Gu—np hu— Z T Q. (3.21)

1/1_71 k= v=1 j=1

gde je
v,j _1)Jhk .
py = ()\T(J)k-
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Simbol (j)x ozna¢ava Pochhammerov simbol (j)r = I'(j + k)/T'(j). Ova razmisljanja
vode do slede¢ih teorema.

Teorema 3.9 Imamo
M M, k
= (e XS] <t ken,
v=1 j=1

gde podrazumevamo konvenciju

M M, M M,
(ZZQJ ”) =N Q@ (WO =4y, keN. (3.22)

v=1 k=1 v=1 k=1

Dokaz.- Da bismo dobili ravoj funkcije fA;1 (u) u okolini u = 0, koristimo razvoj u
parcijalne razlomke (3.21) i razvoj u red funkcije ¢ u tacki u = 0. Tako imamo

400 ( )m 400 U,k M M, l,] 400 uk k L o M M, _
m= v=1 j= k= m= v=1 j=

Odavde, za svako k € Ny, mozemo da izracunamo momente

M M, M M, k
uZZZ( )tk "y > Q! —<t+ZZQ u”) (t+u0" O

m=0 v=1 j=1 v=1 j=1

Prethodna teorema redukuje problem nalazenja reprezentacije za familiju A; ! na
pronalazenje reprezentacije za linearni funkcional Ay' jer je jasno da ako je mera p
reprezentacija za Ay "', onda mozemo da identifukujemo

(A7 1)(t) = / (t+ 2 du(z), ke N,

Naravno, ovo nije reprezentacija u smislu definicije 3.9, ali ¢e za nasu svrhu biti pod-
jednako dobro.

Jos jedna redukcija problema nalazenja reprezentacije je obezbedena ovom teore-
mom, a to je da je dovoljno naéi reprezentaciju za A; !, za koji karakteristi¢ni polinom

1Znosi
M A—z\"

Onda se reprezentacija za opsti operator (3.19), dobija koristeéi razvoj u parcijalne
razlomke.

Teorema 3.10 Neka su r(A) = sgn(Re(A)), i(A) = sgn(Im(N)), i neka je operator A
iz (3.19) zadat karakteristicnim polinomom @ = Q3. Za Re(\) # 0, imamo

a1
Alez( r}(z )) a0 /R+p(t+yT(A))yM‘1€‘W(thy.
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Za Re(X) = 0, imamo

A(ONY 1 . RN
A'p = ( Z}(l )> (a0 /wp(t—lyl(A))yM Lem Wiy,

Dokaz.- Dokaz dajemo samo za Re(A) > 0 i Im(A) > 0, jer je za ostale slucajeve
dokaz je skoro isti. Posmatramo konturu I' u kompleksnoj y ravni koja je unija slede¢ih
kontura

W={y|l0<y<R}, w={yl|ly=R, —arg()) <arg(y) <0},
YR ={y|0<y <R, arg(y) = —arg(\)}.

Funkcija y*yM~te=2/" k € Ny, M € N, ima jedini singularitet u beskonacnosti. Prema

Cauchyjevoj teoremi o ostacima (videti [76, str. 43]), imamo §. = 0. Za integral po
konturi 4%, imamo

R
/ M1 =w/h gy, :/ (M+k=1,—i(M-+k) arg(A) ,—A1t/h gy
73 0

h M+k IANR/R h M+k
— (X) / tMAk=lo—tqy _, (X) ['(M + k), dok R — +oc.
0

3

Jednostavno se dokazuje da vazi f'yR — 0, kada R — +o00, $to ima za posledicu va =
2 1

fyﬁ?' Koriste¢i izracunat integral po £, pomnozZen sa odgovarajuéom konstantom,
dobijamo ta¢no momente koji su nam potrebni. [

Mera koja se javlja u ovoj teoremi je dobro poznata generalisana Laguerrova mera
(videti [12, str. 145], [46, str. 144], [22, str. 27], [35, str. 47]). Primetimo da i u slucaju
A > 0 imamo kao reprezentaciju nenegativnu meru, tako da je linearni funkcional A;*
pozitivno definitan.

U daljem ¢emo linearni funkcional, dobijen u prethodnoj teoremi, oznacavati sa
LM tako da mozemo krace pisati

_ A,
At 1p = ‘Ct Mpa

pri ¢emu je jasno naznaceno da se radi o reprezentaciji linearnog funkcionala za koji
je karakteristi¢ni polinom zadat sa Q := Q. Ova oznaka nam omogucéava da sazeto
izrazimo reprezentaciju za proizvoljan karakteristicni polinom Q).

Teorema 3.11 Neka vazi razlagangje u parcijalne razlomke (3.21) karakteristicnog poli-
noma Q. Onda interpretacija linearnog funkcionala A; "', zadatog sa (3.19), koji ima
karakteristicni polinom @, je zadata sa

M M, . .
A=Yy E g

v=1 j=1

Dokaz.- Direktno izracunavanje. [
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Reprezentacija linearnih funkcionala datih sa (3.17)

Nastavljamo sa reprezentacionim teoremama i u ovoj sekciji trazimo reprezentaciju za
operatore (3.17). Kao $to je poznato, na osnovu teoreme 3.7, vazi (1) = 1. Pret-
postavljamo da vazi sledece razlaganje u parcijalne razlomke karakteristicnog polinoma
Q za operator A

B M M, Q,J,
=> Z ERE WY (3.23)

v=1 j=1

Sada razlikujemo one nule polinoma () koje su po modulu manje, jednake ili vece od
1 jer treba u tacki u = 0 razvijati funkcije 1/(e" — \,)7, j € N. Kao §to ¢emo videti,
reprezentacije funkcionala se razlikuju prema tome da li je moduo nule jednak ili razlicit
od 1.

Neka je razvoj u red funkcije 1/(e" — \,)7, j € N, v =1,...,m, zadat sa

(e’”‘ - Z k! ”’“7]'

Onda je ocigledno
k M M,

Z Q.

T v=1 k=1

Na osnovu sli¢nih razmatranja kao u teoremi 3.9, imamo sledeci rezultat:

Teorema 3.12 Za momente funkcionala A;*, zadatog sa (3.17), imamo

M M, k
pl = (t +deg(@h/2+ > ZQM”) = (t+p)" =+ ), ke,

v=1 j=1

pri cemu koristimo konvenciju kao u teoremi 3.9.

Dokaz.- Ista razmatranja kao u teoremi 3.9. [
Ova teorema, kao i teorema 3.9, redukuje problem reprezentacije na pronalazenje
reprezentacije funkcionala A;'. Naime, ako i reprezentuje A, "', onda imamo

A'p = /Rp(t +2)dp().

Takode, kao i kod operatora datih sa (3.17), moguce je izgraditi samo reprezentacije
za operatore ¢iji su karakteristi¢ni polinomi zadati sa

_ M
e=ar-(1=7) -
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Teorema 3.13 Za |\ # 1, linearni funkcional A;', ¢iji je karakteristicni polinom
Q = QX ima sledeéu reprezentaciju

=S (M e - G emn), A<
Ay'p = - | |
INMte /M + 5 — 1\ p(t+ (j + M/2)h)
<1_X> j;()< J? >P j)\j - AL

Dokaz.- Dokaz dajemo razvijanjem u red funkcije f -1 u tacki u = 0. Za A > 1,
imamo

o2k CANM IR eihe
far(w) = (1—/\)MZE(t+Mh/2)’“(T> Z( ; )(_A)j
k=0 j=0
M+°°uk +oouk+oo - Nk
= (=) e oy (T

_ (1_§>M§Z—’;§<M+f—l>(t+(j +AJM/2>h)k’

gde smo upotrebili razvoj u red za geometrijske progresije i eksponencijalnu funkciju i
intenzivno smo primenjivali Fubinijevu teoremu (videti [74]) i Cauchyjevu teoremu o
proizvodu redova (videti [77]).

Odavde mozemo zakljuciti da vazi

= (1_%)Mio(Mﬂj—l)(t—ir(j—i—Mﬂ)h)k

. ¥ . keN,.

J=0

Dakle, problem reprezentacije resava diskretna mera podrzana u tackama t+(j+M/2)h,

j € Ny, sa masama MM a1
+j- .
(1=3) ( ; )5 €N,

u odgovarajuc¢im tackama.

Upotrebljavajuéi slicnu argumentaciju dobijamo i reSenje reprezentacionog prob-
lema za [A| < 1. O

Pomenimo da mera koja se javlja kao reprezentaciona u ovom slucaju je, u stvari,
Meixnerova mera prve vrste (videti [12, str. 176], [35, str. 45]). Za A > 01 A # 1, za
reprezentaciju imamo nenegativiu meru, tako da je linearni funkcional A" pozitivno
definitan.

U slucaju |A\| = 1, vazi sledeca reprezentacija:

Teorema 3.14 Linearni funkcional A;*, zadat karakteristicnim polinomom Q = QY
gde je A\ =€, p € (—m, 7|\{0}, ima reprezentaciju

Alp = e Mo ( - A@)M /Rp(t — iy)w?(y)dy, (3.24)

—2isgn(
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gde je w pozitivna funkcija data sa

elsen(P)m—)y/h elyu/h
w(y) = /
2mh g cosh™ u/2
( (M=3)/2
[T (4(y/h)? + (2k +1)%)
k=0
_ @(Sgn(‘{’)ﬂ'*%)y/h COSh(?Ty/h) 9 M€2N0+17
(M -1 M/2-1
yy 11 (/h7 + (20
—— M € 2N.
L A sinh(mwy/h) ’ € 2N

Dokaz.- U ovom slucaju, reprezentaciju trazimo u slede¢em obliku

Alp= /p(t —iy)w?(y)dy, peP,
R

gde je w¥ : R — C tezinska funkcija. Pretpostavljamo da je tezinska funkcija merljiva
funkcijaiw? € L'(R). Prema tome, apsolutna vrednost funkcije w? je element prostora
LY(R) (videti [74, str. 82]). Medutim, kako je e"™w¥#(y), takode, merljiva funkcija i
lw?| € LY(R), to je i e ™w¥(y), takode, integrabilna za svako u € R. Zbog ¢injenice
da je w? tezinska funkcija, to su i funkcije (—iy)*e "w?(y) € L'(R) za k € Ny, u € R.
Poslednje povlaci da je Fourierova transformacije funkcije w? analiticka funkcija na R
(videti [86, str. 193]). Fourierova transformacija ove funkcije je zadata sa

+o0
~p — —iuy, ¢ — Hi g
w(u)—/Re w(y)dy—g j!u.
J=0

Razvoj u red je apsolutno konvergentan na svakom kompaktnom skupu |u| < wpi,-
Znaci da se funkcija @%(u) poklapa sa funkcijom f4-1(u,0) na skupu {u | |u| < tUmin}-
Zbog toga zakljucujemo da su i funkcije e w?(y) € L'(R) za |u| < tUmin-

Uzmimo u = u, + iu,, pri ¢emu |u,| < tpin. Onda imamo

|e7w? (y)| = e"¥|w?(y)] € L'(R).

Znadi da je tacka u u domenu funkcije @? i funkcija je analiticka na skupu {u | [Im(u)| <
Umin} 1 jednaka funkeiji f4-1(u,0) na skupu {u | |u| < wmn}, pri ¢emu je funkcija
fa-1(u,0), takode, analiticka na domenu funkcije ©¥. Prema tome, vazi @w?(u) =
fa-1(w,0) na {u | Im(u)| < Umin} (videti [99, str. 247]).

Imamo

1—A\" . 1=\ M
NP _ . _ uMh/2 _ —iMy/2 '
P(u) = faor(u) = ¢ (—_ A) ‘ (2Smh(hu_w)/2)

Sve sto treba jos uraditi je izracunati inverznu Fourierovu transformaciju funkcije w¥.

Dakle,
1 ) e—iM(p/Q 1—\ M ei(z—i—icp)y/h
w(y) = — | €Yo (u)du = —dz,
W) =5 /R () orh ( 2 ) /FsmhM /2




3.2. GENERALISANE GAUSSOVE KVADRATURE TIPA I 115

gde je kontura I' = {z | Im(z) = —¢}. Podintegralna funkcija je analiticka, sem u
singularitetima z, = 2k7i, k € Z. Za ¢ > 0, mozemo razmatrati integral po konturi
~®. koja je unija sledeé¢ih kontura

7 = {2 [ Im(2) = —¢, |Re(2)| < R},

% = {z | Im(z) = -, \Re( )| < R},

75 = {2z | Re(2) = — 7 <Im(z) < —¢},
VR ={z|Re(z) =R, —7<Im(z)< —p}.

Kontura v je zatvorena i bez singulariteta podintegralne funkcije, pa je prema Cauchy-

jevoj teoremi o ostacima 55 = = 0. Izrac¢unavajuci granicnu vrednost R — 400, integrali

po konturama i v teze nuli, tako da su integrali po 7> 1 75> jednaki. Integral

po 1™ je, u stvari, po prethodno odredenoj konturi I'. Naravno, mi ¢emo integral po
I izraziti preko integrala po 75>, tako da za w¥ imamo slededi izraz

_iMw/2 . M iuy/h
w?(y) = e MR (1 )‘ e(ﬂ—w)y/h/ %du.
27h —21 g cosh™ u/2

Slican rezultat vazi i za ¢ < 0, ali u ovom slucaju treba integraliti po konturi koja
je unija slede¢ih kontura

1 ={z | Im(z) = —p, [Re(2)| < R},
7, [Re(z)| < R},
R, —p < Im(z) < 7},

R, —p <Im(z) <7}.

(
% = {z | Im(z) =
75 = {z | Re(z) =
7' ={z | Re(z) =

U tom slucaju, rezultat je

_i M iu
) = e—iMp/2 (1_/\) (ﬂw)y/h/ eluy/h
y) = . e ———=du.
27th 2i r cosh™ u/2

Iz ova dva izraza dobijamo izraz iz tvrdenja teoreme za funkciju w?.
Ono $to nam ostaje je da odredimo integrale koji predstvaljaju w?. Koristeéi par-
cijalnu integraciju dva puta, imamo

iy/hu 4(y/h)2+]\/[2 elvu
T qu= du, M >1.
/ cosh™ 2 4,/2 ! M(M +1) /RCOShMU/2 B -

Ovaj izraz, u stvari, predstvalja rekurentnu relaciju za integrale koji se javljaju u w¥,
tako da ostaje samo da izracunamo integrale za M = 1 i M = 2. Vrednosti ovih
integrala su poznate i mogu se, na primer, naéi u [17] i iznose

/ e d 27 / e dry/h
u = u = .
g coshu/2 coshmy/h’  Jg cosh?u/2 sinh 7y /h
Vidimo da konstruisana funkcija w? zadovoljava sve uslove koji su potrebni za oprav-
danje metoda koji smo koristili pri konstrukeiji. [J
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Slucajevi M = 1 i M = 2 iz prethodne teoreme odgovaraju dobro poznatim
tezinskim funkcijama, Lindeléfovoj i Abelovoj tezini, respektivno (videti [17]).

U specijalnom slucaju ¢ = 7w, A = —1, tezinska funkcija iz prethodne teoreme
postaje

i 1 iyu/h :
wily) = 27h /R cosh™ u/2 v

Ova funkcija je ocigledno parna, Sto za posledicu ima slede¢u simetriju
w(—y) = w?(y).

Kao i u prethodnom slucaju, sa E? M oznacimo linearni funkcional koji reprezen-
tuje linearni funkcional A; !, za koji je karakteristiéni polinom zadat sa Q = Q.
Onda reprezentaciju proizvoljnog linearnog funkcionala A;* mozemo dobiti iz sledeée
teoreme.

Teorema 3.15 Neka vaZi razlaganje u parcijalne razlomke (3.23) karakteristénog poli-
noma Q. Tada reprezentacija linearnog funkcionala A; "', zadatog sa (3.17), koji ima
karakteristicni polinom @, je odredena sa

ZZ 1 = EAw]

lejl

Dokaz.- Direktno izracunavanje. [J

Takode, primetimo da, i u ovom slucaju, linearni funkcional A;' odgovara line-
arnom funkcionalu Meixnerovih polinoma prve vrste (videti [12, str. 176], [35, str. 45]).

Neke specijalni slucajevi za linearne funkcionale A,, zadate sa (3.17), bi¢e anal-
izirani kasnije.

Reprezentacija linearnih funkcionala datih sa (3.1)

Za operator (3.1) imamo slede¢u teoremu o reprezentaciji.

Teorema 3.16 Neka je linearni operator A, zadat sa

W) =5 [ plwdu

Tada
exp(—=my/h)
1+ exp(—my/h))?

Ag'lp = 2h p(—ly)( dy.

Dokaz.- Trazimo reprezentaciju za linearni funkcional A; ! u obliku

Al = /R p(t — iy)w(y)dy.
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Na osnovu dokaza teoreme 3.14, tezina w moze biti nadena kao inverzna Fourierova
transformacija od anl, tj.

g

1 uelvu/h T e~/
wi) =57 |

= du= —————.
27h [ sinhu " 2h (1 4 e~m/h)2

Tezinska funkcija koju smo dobili u ovoj teoremi je dobro poznata logisticka tezinska
funkcija (videti [23]).

3.2.3 Polinomi ortogonalni u odnosu na A;!

Linearni funkcional £ : P + C je regularan pod uslovom da niz ortogonalnih poli-
noma postoji. Za linearne funkcionale, ¢iji momenti verifikuju uslov (3.13), vazi slede¢i
pomocni rezultat:

Lema 3.7 Neka je At_ll reqularan linearan funkcional za neko zadato t,. Onda, za
svako ty # t1, linearni funkcional .At;l je regularan, i obrnuto ako nije reqularan za neko
t1, onda nije reqularan ni za jedno ty. Ako koeficijente troclane rekurentne relacije za
linearni funkcional At_ll oznacimo sa o't i B, a za linearni funkcional At_Ql 02nacimo
sa a'? i 32, onda

Oétl — Oétl = t2 — tl, ﬂt2 = ﬁtl.

Dokaz.- Za dokaz videti vezbanje 4.5 iz [12], gde treba koristiti identitete
t_ 0k

Naravno, za opsti operator A, funkcionali A; ", ne moraju biti regularni. Na primer,
za operator zadat karakteristicnim polinomom

2244241

Qz) = 6

linearni funkcional A; ' nije regularan, a koeficijenti tro¢lane rekurentne relacije su

2h?
3 Y

h2

O[QZCJélza/Q:O[g:O, 5%:—
Ovo znadi da linearni funkcionali A; ' nisu regularni ni za jedno .
Za specijalnu klasu operatora (3.17), medutim, mozemo da tvrdimo da su pozitivno

definitni, $to znaci da, na osnovu teoreme 1.5, za takve funkcionale A; * niz ortogonalnih
polinoma postoji.

Teorema 3.17 Pod pretpostavkom da su svi koreni \,, v = 1,..., M (= deg(Q)),
karakteristicnog polinoma Q, prosti i veéi od 1, familija linearnih funkcionala A;* ima
reprezentaciju preko pozitivne mere.
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Dokaz.- Imamo

M
1 Q. 1
= s Ql/: 7 5 V:1,...7M.
z) ZV1 LY Q' (\)

Na osnovu ove relacije, imamo slede¢u reprezentaciju

Af - —ZQ”Zf (+ 24/2)

- -3k g ZW - [k 10,

gde smo uveli oznaku

1 - Q
o ¥
v=1 "V

Sve §to ostaje da dokazemo je da vazi Q* > 0, k € Ny.
Primetimo da za M = 1 nemamo Sta da dokazujemo, jer je dokaz ve¢ dat u teoremi
3.13.

Oznacimo sa P, za zadato k € Ny, polinom sledeceg tipa
P(z) =1 —i—/ thq(t)dt, q € Pa_o. (3.25)
0

Posmatrajmo sada racionalnu funkciju P/(z**'Q). Funkcija ima proste polove u
tackama A\,, v = 1,..., M, i pol (k 4+ 1)-vog reda u tacki nula. U beskonacnosti
funkcija P/(2""1Q) ima nulu reda dva jer ocito deg(P) = M + k — 1. Primenimo
Cauchyjevu teoremu o ostacima na P/(z**1Q) po konturi koja u unutragnjosti sadrzi
Co({0, A1, ..., \n}. Zbog P/(z*t1Q) ~ 272, dok z — oo, imamo

LY -y

a\e) |, T &N
Za P =1, ¢ =0, ocigledno vazi

1(1)““ 3y 2 L

k' \Q - o AL QFk

tako da mozemo identifikovati 1/Q* sa 1/k!(1/Q)*)(0).
Za svaki polinom P oblika (3.25), imamo

(k) k
i(0) |- ax) e

=0

=0
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Zbog oblika polinoma P, P™(0) = §,,0, m =0,1,...,k, pa imamo da je

1 /(P\®l 11
k' \Q Y R\ Q
Ova jednakost vazi sa svaki polinom P oblika (3.25).
Posmatrajmo sada sistem jednacina P(\,) =0, v = 2,..., M, za polinom g € Py _»

i dokazimo da postoji polinom ¢ € Py;_o takav da P zadovoljava pomenuti sistem
jednacina. Dobijamo

1 PO
R v Tow) 520

=0

M-2 )\k+m+1
Y — 1 y=2.... M, 3.27
S 521

gde je q(z) = > gnax™. Ovaj sistem jednacina ima jedinstveno resenje jer sistem ima
Vandermondeovu determinantu (videti [65, str. 226]), za koju znamo da ima vrednost
razlicitu od 0. Prema tome, polinom tipa (3.25), sa osobinama P(\,) = 0, v =
2,...,M, postoji jedinstveno.

Za ovako konstrisani polinom P, jednakost (3.26) postaje

1 P\
Q" Q' (M)
Polinom P ima nule u tackama s, ..., Ay, Sto zbog posledica Roleove teoreme (videti

[44, str. 142]), znaéi da polinom 2*Tlg, ima bar po jednu nulu u svakom od intervala
(A, Avs1), v = 2,...,M — 1. Takvih intervala je M — 2, pa posto je ¢ € Py_a, to
su sve nule polinoma ¢ proste i svaka se nalazi u po jednom od intervala (\,, A\,41),
v=2,...,M — 1. Naravno, onda je polinom z¥q istog znaka za svako t € (0, \,), bilo
pozitivan ili negativan. Pretpostavimo da P ima nulu £ unutar intervala (0, \y). Onda
ocigledno u intervalu (£, \s), zbog pomenutih posledica Rolove teoreme, imamo bar
jednu nulu polinoma z**1¢, §to je kontradikcija.

Prema tome, polinom P ima, takode, konstantan znak na intervalu (0, \2), i zbog
P(0) = 1, ocigledno je pozitivan. Dakle, za svako A; € (1,\3), imamo P(A\;) > 0.
Takode, jasno je da je Q'(\) < 0 jer

—=

(/\1 - /\1/)
Q/()\l) _v
(1—-X)

I
V)

< 0.

—s

v=1

Iz dokazanih nejednakosti, za svako A\; € (1, \s), imamo Q¥ >0, k € Ny. O

Posledica ove teoreme je da u slucaju prostih korena karakteristicnog polinoma (),
koji svi leze u intervalu (0,1), mera koja reprezentaciju familije funkcionala A; ! je
nenegativna.

Teorema 3.18 Pod uslovom da su svi koreni karakteristicnog polinoma () prosti i
zadovoljavaju uslov A, € (0,1), v = 1,..., M (= deg(Q)), mera koja reprezentuje
familiju funkcionala A;* je nenegativna.



120 GLAVA 3. GENERALISANE GAUSSOVE KVADRATURE

Dokaz.- Dovoljno je u karakteristicnom polinomu ) smeniti promenljivu z := 1/z,
Sto uslov za korene menjau 1 < \,, v =1,..., M, i primeniti prethodnu teoremu. [

Definicija 3.11 Sa 7/(x), n € Ny, oznacavamo polinome ortogonalne u odnosu na
linearni funkcional A; ', pod uslovom da je A; ' regularan linearni funkcional. Sa af,
i 8L, n € Ny, oznacavam koeficijente troclane relacije koju zadovoljavaju polinomi
ortogonalni u odnosu na A; .

Lema 3.8 Imamo
ml(r) =72(x —t), n€N.

n

Dokaz.- Polinomi 7° zadovoljavaju slede¢u rekurentnu relaciju

M1 (2) = (2 — ap)ma(2) — (8,)"m, 1 (@),

a prema tvrdenju leme 3.7, polinomi 7!, (x) zadovoljavaju

T (2) = (z =t — ap)m, (z) = ()P (2).

Smenom z := x —t, to postaje troclana relacija za niz 79, n € Ny, odakle zaklju¢ujemo
da tvrdenje leme vazi. [

Teorema 3.19 Neka linearni operator A, zadat sa (3.17), ima karakteristicni polinom
Q = QY. Onda je familija linearnih funkcionala A;' regularna. Monicni ortogonalni
polinomi 7t (x), n € Ny, zadovoljavaju sledeéu troélanu rekurentnu relaciju

a(@) = (= 0= 22 (kM2 () ﬁn(n + M =) (2).

Dokaz.- Dokaz ovog tvrdenja je dat u delovima u raznim izvorima. Na primer,
specijalni slucaj |A| = 1 je povezan sa poznatim slucajem Meixner-Pollaczekovih poli-
noma (videti [12, str. 179], [35, str. 37]). Slucaj |A| # 1 je originalno razmatran od
strane Meixnera i odgovarajuci ortogonalni polinomi su poznati kao Meixnerovi poli-
nomi prve vrste (videti [12, str. 178], [35, str. 45]). Za A = —1, rezultat za koeficijente
troclane relacije dao je originalno Stieltjes (videti [103], [17]). Specijalno, slucaj za
|A| > 11 M =1 je obradivan od strane Carlitza (videti [12, str. 177]). O

Naravno, slu¢aj kada je operator A, zadat sa (3.19), i karakteristi¢ni polinom je
Q = Q3 je dobro poznati rezultat koji pripada klasi¢noj teoriji ortogonalnih polinoma.

Teorema 3.20 Neka je A zadat sa (3.19), sa karakteristicnim polinomom Q = Q.
Familija linearnih funkcionala A;' je reqularna. Monicéni polinomi wt(z), n € N,
ortogonalni u odnosu na A;* zadovoljavaju troclanu rekurentnu relaciju

2

w1(2) = (2= 1 2(2n 4 M) )h0) — gnn 4 M — 1)y (a).

Pomenimo da su koeficijenti troc¢lane rekurentne relacije za logisticku meru poznati
(videti [23]), tako da to vodi direktno sledecoj teoremi.
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Teorema 3.21 Za linearni operator A zadat sa (3.1), familija linearnih funkcionala
Al je reqularna. Monicéni polinomi 7t (x), n € Ny, ortogonalni u odnosu na A;*,
zadovoljavaju sledecu troclanu rekurentnu relaciju

k*h2
1 (@) = (2 = (o) — g ot ().

Sada dajemo neke specifi¢ne slucajeve pomenutih operatora koji se mogu dovesti u
vezu sa veé poznatim klasama ortogonalnih polinoma.

Teorema 3.22 Neka linearni operator A, zadat sa (3.17), ima karakteristicni polinom

Q) = 3 (-t = AL

z+1

k=—m
Tada linearni funkcional A" ima reprezentaciju

i mT : Y

S1n M / p(t — 1y) cosh Mh
2 my .2 mm 2

Mh  Jg cosh 27 Sin” F + cos

Alp =

T ginh? TL dy.
M Mh

Linearni funkcional A; ' je reqularan, a koeficijenti troclane relacije monicnih polinoma
S
M?*(2k+1)*—1

O‘Z =t, (5§k)2 = (Mh)2k2» (5§k+1)2 = h’ 4 , k€N

Dokaz.- Ovo je specijalni slucaj povezan sa kontinualnim dualnim Hahnovim poli-
nomima (videti [12, str. 159], [35, str. 34]), ali veza nije toliko oc¢igledna. Ozna¢imo
tezinsku funkciju koja se javlja u reprezentacionom integralu sa w. Prvo primetimo
da je tezinska funkcija w parna, zato mozemo konstruisati dva niza ortogonalnih poli-
noma dobro poznatim procesom koji je opisan u [12, str. 40] i [46, str. 110]. Oznac¢imo
monic¢ne ortogonalne polinome u odnosu na tezinu w sa m,, n € Ny. Onda, zbog
parnosti funkcije w (videti [12, str. 40], [46, str. 110]), mozemo konstruisati polinome

qn(t> = p2n<\/%)7 \/E T”(t) = p2n+1(\/¥)7 n e No,

koji su ortogonalni u odnosu na tezinske funkcije w(y/t)/vt i vtw(y/t), respektivno,
sa nosacem RT.

Troclane rekurentne relacije (videti [12, str. 40], [46, str. 110]) za ova dva niza
polinoma su date sa

Gn+1(2) = (& = Bon 1 — B20)4n(7) — B2nPon 1001 (),
rny1(z) = (z — 5§n+2 - 5§n+1)7’n<x> - 622n+15§n7"n—1(95)-
Kontinualni dualni Hahnovi polinomi imaju koeficijente troclane relacije zadate sa
o = 2k* + k(2a 4+ 2b+ 2¢ — 1) 4 ab + ac + be,

Bi=k(k+a+b—1)(k+a+c—1)(k+b+c—1).
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1 1 1 1
a 2( M)’ b 2<+M)’ c=0,

i izvr§imo smenu x := x/(Mh), dobijamo koeficijente troclane relacije za ¢-niz ortogo-
nalnih polinoma. Za r-niz, ponovo normalizujemo z := x/(Mh) i biramo

_i o b=t (142 —1
“=3 M) "2 M) T

Relacija ortogonalnosti za kontinualne dualne Hahnove polinome je

J.

Za izbore koje smo napravili za a, b i ¢, dobijamo nase tezinske funkcije w(v/2)/v/t i

Viw(Vt)., O

Imamo jos jedan specijlani sluc¢aj povezan sa Hahnovim polinomima.

Ako izaberemo

I'(a+ix)I'(b +iz)(c +iz)

I (2iz) Pr(2)pm(2)dz = O .

Teorema 3.23 Neka je za linearni operator A, zadat za (3.17), karakteristicni polinom

1M1k ]\41

§ Mz—l
k=0

Odgovarajuéi linearni funkcionali A" su regularni i imaju reprezentaciju

sin =~ t—1

2h  Jr cosh I+ cos 47

dy.

Koeficijenti troclane relacije koju zadovoljavaju monicni ortogonalni polinomi su

h? K2(M2K2 — 1)

1T uz_1 k € Ny.

O/Itc =1, (ﬁli)Q =
Dokaz.- Ovo je specijalni slucaj kontinualnih Hahnovih polinoma (za detalje videti
35, str. 31]), koji zadovoljavaju ortogonalnost

/RI‘(a +ix)L(b+ iz)'(c + iz)1(d + i2)pn(2) pm (z)dz = 65 -

Izborom
1 1

VRS TOUR S R )

i smenom x := x/(Mh), dobijamo tvrdenje teoreme. [

Dacemo i jedan rezultat vezan za linearni operator A, ¢iji momenti ne verifikuju
uslov (3.13).
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Teorema 3.24 Neka je linearni operator A, zadat sa

(Ap)(x) = p(z) + hx(Dp)(x), pe€P.

Tada linearni funkcionali A;', t # 0, su regularni i zadati sa

( t_l/h t
T/ 2 p(x) du, t>0,
0
A;lp: p(0)7 t:O,

—t —1/h 0
%/ (—2)Y"p(z)dz, t<O.
( ¢

Koeficijenti troclane relacije su odredeni sa

) (2k: — 1)h + 2k2h?

(1+ (2k + D)h)
(
(

1
_ ¢,k
R G (Qk ) kel

(1+ (k= 1)h)*k*n? 2

t\2 1
B = Grm—onarek—omeas o’ FEN

Dokaz.- Lako se dokazuje da je operator A izomorfizam na P. Treba dokazati da
¢uva stepen polinoma pri preslikavanju, a zatim sve ide kao i u dokazima prethodnih
teorema. Dalje razmatramo samo slucaj ¢t > 0. Slucaj t < 0 se dokazuje na potpuno
isti nac¢in. Lako se vidi da momenti ne verifikuju osobinu (3.13) jer imamo

no(z) =1, n(x)=(1+h)z, nz)=(1+2h)z?

ili, u opstem slucaju, ni(z) = (1 + kh)a*, k € Ng. Zbog linearnosti jednostavno
dobijamo momente s (t) = t*/(1 + kh), k € Ny. Sada je lako proveriti da su momenti

! funkcionala A; ! u tvrdenju teoreme, upravo, oni koji su nam neophodni. Dakle,
imamo

¢ L MR 1/htk—1 t
= N = — - d = k (- N .
e = As = /O v T 1tk 0

Ova jednakost resava problem interpretacije. Da bismo odredili koeficijente troclane

relacije, polazimo od integralnog zapisa ortogonalnosti, za specijalan slu¢aj Jacobijevih
polinoma P,, kada su @« = 01 8 = 1/h — 1 (videti [12, str. 143], [35, str. 38|, [46,
str. 135)),

/1 (1+2)Y" 1P, (2)Py(x)dz =0, n#m.

1

Smenom u := (1 + x)t/2, dobijamo sledeéu ortogonalnost

(%)1/"/ h-1p. (2“ 1)Pm(27u—1>du.
0

Prethodno znaci da su polinomi ortogonalni u odnosu na meru u interpretaciji, u stvari,
specijalan sluc¢aj Jacobijevih polinoma sa o« = 013 = 1/h—1, gde je dodatno argument
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smenjen sa = := (x + 1)t/2. Odavde dobijamo koeficijente troclane rekurentne relacije
kako su dati u tvrdenju teoreme.

Za slucaj t < 0, polazimo od integralnog zapisa ortogonalnosti za Jacobijeve poli-
nome, za « = 1/h — 11 =0, 1 uvodimo smenu v := (1 — x)t/2. O

Na osnovu prethodnog vidimo da se, u slucaju kada momenti operatora A ne ver-
ifikuju osobinu (3.13), moze desiti da za razli¢ite vrednosti ¢ linearni funkcionali A;*
mogu biti bilo regularni ili neregularni, kao sto je, u prethodnom primeru, slucaj da je
Ay! neregularan, dok su svi ostali linearni funkcionali A; ', t # 0, regularni.

Sada za pojedine operatore A, ¢iji momenti zadovoljvaju uslov (3.13), skalarni
proizvod

(p,q) = /da(w)(Axlpr% p,qEP,

mozemo da predstavimo preko dvostrukog integrala, sto omogucava konstrukciju niza
ortogonalnih polinoma. To nam prakticno resava i pitanje konstrukcije generalisanih
Gaussovih kvadraturnih formula tipa I (3.3). O ovome mnogo vise bice reci u sekciji
3.5, posvecenoj konstrukeiji generalisanih Gaussovih kvadraturnih formula.

3.3 Generalisane Gaussove kvadrature tipa 11

Prelazimo sada na proucavanje generalisanih Gaussovih kvadraturnih formula tipa II.
Prvo uvodimo definicije koje precizno postavljaju problem.

Definicija 3.12 Neka je H,, n € N, skup svih n-torki h = (h4, ..., h,) nenegativnih
realnih brojeva sa slede¢im osobinama

an{h ‘ S b, <1, by, >0, u:1,...,n}.
v=1

Skup H,, zovemo skup dozvoljenih duzina. Sa X, (h), n € N, h € H,,, oznacavamo
skup svih n-torki x = (z1,...,z,) realnih brojeva sa osobinom

Xn(h>:{X‘ —1 <l‘1—h1, Tr + hy <£L’k+1—hk+1, kzl,...,n—l, T, + h, < 1}
Skup A&, (h) zovemo skup dozvoljenih évorova.
U sledecoj definiciji preciziramo sa kakvim merama radimo.

Definicija 3.13 Sa u ozna¢amo nenegativnu apsolutno neprekidnu meru sa supp(p) =
[—1,1], takvu da vazi p([a,b]) # 0 za svako a,b € [—1,1], a < b. Sa w oznacavamo
tezinu zadatu merom p, tj. w = dp/dz.

Ovakva definicija mere p, u stvari, predstavlja meru koja se redovno u literaturi
predstvalja tezinom w. Mi se drzimo oznacavanja preko mere p, umesto preko tezine w,
jer to nalazimo kao pogodnije. U slucajevima kada se rezultati lakse i lepse prikazuju
preko tezinske funkcije, naravno, koristi¢emo tezinu. Dakle, obe oznake su ravnopravne.
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Definicija 3.14 Neka je h = (hq,...,h,), h € H,. Generalisana Gaussova intervalna
kvadraturna formula tipa II je kvadraturna formula slede¢eg oblika

wk-i-hk
/ Z Qhk /x {E), pE Pgn_l, (328)

k—hi
pod uslovom x = (x1,...,x,), x € &X,(h). U slucaju h, = 0, podrazumevamo, zbog
neprekidnosti,
1 zy+hy
[ p)ant) = pla i)
v Jxy,—hy

Cesto linearni funkcional koji se pojavljuje na desnoj strani u jednakosti (3.28)
oznacavamo sa Gy (-; u, h), tj.

Ik-l-hk
Gn(p; i1, h th / (z). (3.29)

k—hi

Slicno, kao i kod standardne Gaussove kvadraturne formule (videti [47, str. 164], [12,
str. 32|, [22, str. 22]), tacke xy, k = 1,...,n, zovemo ¢vorovima kvadraturne formule,
a vrednosti py, zovemo tezinama kvadraturne formule.

Problem moze biti razmatran u mnogo Sirem kontekstu. Ocigledno, definisana kva-
draturna formula ima proste ¢vorove x;. Direktan smer za uopstavanje moze da bude
kvadraturna formula sa visestrukim ¢vorovima.

Definicija 3.15 Neka je h € H,, i neka su ji,...,j, neparni prirodni brojevi, takvi
da vazi > ;_; jr = N + 1. Generalisana Gaussova intervalna kvadraturna formula sa
viSetrukim ¢vorovima tipa II je kvadraturna formula sledec¢eg oblika

n gkl T+hy
[p@auta) =33 B [T o). p € P (3.30)

2
k=1 m=0 hi k=P

pod uslovom x € X, (h). U slucaju h, = 0, podrazumevamo, zbog neprekidnosti,

1 Ty+hy " "
p(x)a"dp(x) = p(zy)(z,)"w(z,).
2hy Jo
Vrednosti pigm, K =1,...,n, m=0,...,j, — 1, zovu se tezinski koeficijenti viseg reda.

Problem u nesto sirem obliku, sa ovakvom definicijom kvadraturne formule prvi put
je razmatran u [8]. Vedi broj autora je posmatrao problem egzistencije generalisanih
Gaussovih kvadraturnih formula, pored ve¢ pomenutih [83] i [84] (videti, na primer,
Pitanuer i Reimer [87], Shapirov [93], Kuz'mina [37], Babenko [4], Motornyi [80]).

U [87] egzistencija resenja je pokazana u slabijem smislu, nego $to je prethodna
definicija. Naime, neka je

/p(ﬂf)du(fc) = mp(z), pEPu,
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Gaussova kvadraturna formula za meru p. Za n-torku ¢ = (c1,...,¢,), & < Tg,
k = 1,...,n, koja je dovoljno blizu n-torki x = (x1,...,2,), postoji n-torka d =
(dy,...,dy), xp < dg, k=1,...,n, tako da je interpolaciona kvadraturna formula

[ ~ Zu [ pwaute)

Ck

Gaussova formula, tj. da je ona tacna za svako p € Py, 1. Slican rezultat je dat u [37]
za kvadraturnu formulu sa visestrukim ¢vorovima.

Primedba 3.1 Slucaj kada vazi ) ,_, hy = 1 je trivijalan. U tom slucaju, jednos-
tavnim izborom py, = 2hy, za kvadraturnu formulu sa prostim ¢vorovima, i pum =
2hy0m,0 za kvadraturnu formulu sa viSestrukim ¢vorovima, generalisana Gaussova kva-
draturna formula postaje tacna za svaku p-integrabilnu funkciju. Zato u definiciji ‘H,
stoji znak strogo manje (<), a ne manje ili jednako (<).

Primedba 3.2 Specijalan slucaj Legendreove mere uz h; = ... = h,, = h se svodi na
generalisane Gaussove kvadraturne formule tipa I definisane u (3.3), za koju znamo da
je jedinstvena prema teoremi 3.2.

Problem koji mi dalje razmatramo u ovoj glavi sastoji se u odredivanju ¢vorova xy
itezina ug, k =1,...,n, za specijalan slucaj Jacobijeve mere

du(z) = (1 —2)*(1 +2)°x1y(x)dz, o, B> —1.

Naravno, za bilo kakvo razmatranje konstrukcije neophodan nam je rezultat o egzisten-
ciji kvadraturne formule (3.28). Vazan rezultat koji nam je od interesa je i jedistvenost
resenja.

3.3.1 Egzistencija reSenja

Egzistencija resenja je problem koji moze da se dokaze za mnogo opstiji slucaj. Pod-
setimo se da je skup funkcija Uy = {ug, ..., uy} Cebisevljev ili Haarov na [—1, 1], pod
uslovom da svaki uopsteni polinom po wug, k = 0,1,..., N, u = > aguy, u slucaju da
nije identicki jednak nuli, nema vise od N razlicitih nula u [—1, 1] (videti [47, str. 10],
[18, str. 68]). Skup funkcija Viy = {wvg, v1,...,un}, v = 1, je Markovljev sistem funkcija

a [—1,1], ako je svaki skup V,, = {vg,v1,...,v,}, v = 0,1,..., N, CebiSevljev sistem
funkcija (videti [18, str. 68]).

U [8] dokazana je sledeca teorema.

Teorema 3.25 Neka su ji,...,J, proizvoljni mneparni prirodni brojevi tako da wvaZzi
Yope1de = N+ 1 1 neka je h € H,. Za svaku meru p iz definicije 3.13 i svaki
Cebisevljev skup neprekidnih funkcija Uy pn = {ug, U1, . .., unsn} na intervalu [—1,1],
postoji generalisana Gaussova intervalna kvadraturna formula tipa I sa visestrukim
cvorovima

n Jel Zp+hy

[ pte)ute) =323 B [ paun(a)dute). p € Lin(Ux),

k=1 m=0 Tp—hy
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takva da vazi x = (x1,...,x,) € X(h) 4

>0, m=0, (3.31)
b #0, m>0. '
S obzirom da je skup funkcija {1,z,...,2V*"} Cebigevljev na intervalu [—1,1]

(videti [46, str. 10], [18, str. 67]), ocigledno je da ova teorema resava pitanje egzis-
tencije kvadraturne formule i za nas slucaj Jacobijeve mere.

Teorema daje jos jednu znacajnu informaciju koja se odnosi na tezine jig . U slu-
caju j;1 = ... = j, = 1, tj. uslucaju kvadraturne formule sa prostim ¢vorovima, tezine
su pozitivne $to daje punu analogiju sa Gaussovim kvadraturnim formulama (videti
[47, str. 164], [22, str. 22], [12, str. 32]).

Jedna mana ovog rezultata je, naravno, ta Sto teorema tvrdi samo egzistenciju i
dokaz nije konstruktivan, tako da je problem odredivanja ¢vorova i tezina kvadraturne
formule ovog tipa neresen.

3.3.2 Jedinstvenost reSenja

Dokaz jedinstvenosti generalisane Gaussove kvadraturne formule tipa II se pokazuje
kao vrlo tezak problem.

Problem jedinstvenosti, za slucaj kvadraturne formule sa prostim ¢vorovima, je u
potpunosti resen samo za slucaj kada su svi h,, v = 1,...,n, medusobno jednaki.
U tom slucaju, dokaz jedinstvenosti kvadraturne formule (3.28) moze se naéi u [8].
Precizna formulacija teoreme je sledeca:

Teorema 3.26 Neka je skup Us, 1 = {ug, Uy, ..., Usp_1} Oebiéevljev sistem neprekid-
nih funkcija i neka je mera p kao w definiciji 3.13. Za svakin € N 10 < h < 2/n,
postoji jedinstvena n-torka x = (x1,...,x,), x € X,(h), tako da je interpolaciona

kvadraturna formula

tacna za svako p € Lin(Us,—1).

Jos jedan rezultat koji se odnosi na jedinstvenost kvadraturne formule (3.28) dat
je u [9]. Rezultat tvrdi da je Gaussova intervalna kvadraturna formula tipa IT (3.28)
jedinstvena, pod uslovom da je p Legendreova mera. Precizna formulacija teoreme je
sledeca:

Teorema 3.27 Za svako zadato h € H, postoji jedinstvena n-torka x = (x1,...,x,),
x € X, (h), takva da je interpolaciona kvadraturna formula

[ sty = Z o [ g

k—hk

tacna za svako p € Po,_1.
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U [59] dokazali smo sledeéi rezultat.

Teorema 3.28 Za svako zadato h € H,, postoji jedinstvena n-torka x = (x1,...,%,),
x € X,(h), takva da je intrepolaciona kvadraturna formula sa Jacobijevom teZinom, za
svako o, B > —1,

karhk

/_1p(a;)(1—x)a(1+x)ﬁdx:22hk/ D(1—2)°(l+2)°dz  (3.32)

k—hi
tacna za svako p € Po,_1.

Na kraju pomenimo da je jedinstvenost kvadraturne formule vazna osobina. Naime,
pretpostavimo da imamo bar dve kvadraturne formule, na primer oblika (3.28), za
istu meru g i za svaki h € H,. Jasno je da dva linearna funkcionala G, (-;u, h,) i
G (+; pu, hy,), definisana pomocu (3.29), koji su formirani od dva moguéa izbora ¢vorova
kvadraturne formule, ne moraju imati istu ekstenziju na 8iri skup od skupa Ps,_1,
tako da je tesko razmatrati pitanja konvergnecije nizova linearnih funkcionala G, ka
vrednosti integrala.

Primetimo prvo da formula (3.32) postoji, Sto sleduje iz teoreme 3.25. Za dokaz
jedinstvenosti kvadraturne formule (3.32), potrebne su nam sledece definicije.

Definicija 3.16 Sa fn(h), za svako zadato h € H,,, oznacavamo sledeéi skup
Xn(h):{XERn | —1<z1—MIy §:1:1+h1§...§xn—hn§xn+hn§1}.
Sa X,(h), za svako zadato h € H,,, oznacavamo slededi skup

Xn(h) = {XGR”|—1§$1—h1§ZL’1+h1
S"'an_hngxn+hn§17xl7é_1a mn#l}

Ove skupove zovemo formalni skupovi évorova kvadraturne formule (3.32) za zadate
duzine h.

Skupovi X, (h) i X,(h), h € H,,, se razlikuju samo u slucaju kada je h takva n-torka
da vazi hy = 01ili h,, = 0. Za takvo h € H,, element x € fn(h) ne moze biti n-torka
za koju je xy = —11ili z, = 1.

Sa I, oznacavamo otvoreni interval (zp — hp,xp + hg), k = 1,...,n, a sa I
oznacavamo zatvaranje intervala Iy, tj. Iy, = [z — g, 75 + h].

Kao i kod klasiéne Gaussove formule, potrebna nam je jedinstvenost resenja izvesnog
interpolacionog problema. Sledec¢a lemma igra znacajnu ulogu u dokazu (videti [59]).

Lema 3.9 (i) Neka je ji,...,Jn sistem brojeva sa osobinom 1 < ji, <2, k=1,...,n,
i neka je N = —1+ > 7 _,jk. Za svako h € H,, x € X,(h) i vrednosti for, fix,
k=1,...,n, postoji jedinstveni polinom P € Py, tako da vazi

1

o [ PM@d) = fop k=1 m=0ji—1, (3.33)
k
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gde je p Jacobijeva mera.

(i) Neka je h € H, takvo da je hy = 0 i/ili h, = 0. Neka su cvorovi x € X,(h)
takvi da je k_y njih jednako —1 i ky njih jednako 1, respektivno. (Primetimo da k_y
moZe biti nula i ky moZe biti nula, ali nikako oba nisu jednaka nula.) Neka su foy 1
fig, =k +1,...,n— ki, dva niza realnih brojeva i neka je f realni broj. Tada,
postogi jedinstvens polinom P € Poy_j_,—ky)4r—1, takav da u slucaju ky =0

1

I P(m)(x)dﬂ(l') = fm,k, k:k71+1,...,n—/{1, m=0,1,

P(-1) = f, (3.34)

sar =1, u slucaju k_; =0

1

— [ P™(@)dp(z) = for, k=ki+1,...n—k, m=01,
Qhk Ilc

P1) = f (3.35)
sar=1, usluéaju k_y #0 i k; #0

1

_ P(m)(;c)du(aj) = fokr k=k_i+1,...n—k, m=01,

P(-1) = P()=/, (3.36)
sar =2, gde je u Jacobijeva mera.

Dokaz.- Prvo dajemo dokaz dela (i). Jasno je da je sistem uslova (3.33) koje mora da
zadovolji polinom P, linearan sistem jednacina po nepoznatim koeficijentima polinoma
P. Kako trazimo polinom stepena N, polinom P ima N + 1 nepoznatih koeficijenata,
razvijanjem sistema (3.33) dobijamo tacno N + 1 jednac¢inu. Ako pokazemo da ho-
mogeni sistem (3.33), tj. sistem za koji vazi f,,, =0,k =1,...,n, m =0, j; — 1, ima
samo trivijalno resenje P = 0, onda nehomogeni sistem ima jedinstveno resenje (videti
[65, str. 240]). Pokaza¢emo da homogeni sistem ima samo trivijalno resenje.
Pretpostavimo obratno. Neka homogeni sistem jednacina (3.33) ima netrivijalno
reSenje P € Py. Onda, s obzirom da svaki f,,x =0, k=1,...,n, m =0, j; — 1, mora
biti
1
2hi, J1,

Ako hy # 0, s obzirom da je pu pozitivna na svakom intervalu i, mora biti da P menja
znak u Ip. Ako je 7, = 1, zaklju¢ujemo da P ima bar jednu nulu u I, ako je j, = 2
zaklju¢ujemo da P mora da ima bar dve nule u I. Znadi, za svako hy # 0, polinom
P ima bar j; nula u intervalu I,. Neka je sada h, = 0, onda integral degenerise u
P(zp)w(xy) =0zam = 0iu P (xp)w(zr) = 0zam = 1. S obzirom da 3, # +1, imamo
0 < w(zy) < 400, odakle zakljucujemo P(xy) =0 za ji, = 11 P(xy) = P'(x) =0 za
Jr = 2. Dakle, polinom P za h; = 0 ima bar j; nula u tacki xy # +1. Zaklju¢ujemo da
polinom P mora da ima bar >_;_, jr = N + 1 nula u intervalu (—1,1). To, naravno,
znaci da je P bar polinom stepena N + 1, Sto je suprotno pretpostavci P € Py, pa je
P = 0 jedino resenje homogenog problema u Py.
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Slu¢aj pod (ii) je malo drugaciji. Opet mozemo da izrazimo uslove (3.34), (3.35) i
(3.36) kao sistem linearnih jednac¢ina po nepoznatim koeficijentima polinoma P. Za-
visno od sistema koji razmatramo, tj. zavisno od vrednosti k_; i ki, tvrdimo da je
reSenje jedinstveno u Pop—k_,—ky)4r—1. Broj jednacina u sistemima (3.34), (3.35) i
(3.36) iznosi 2(n — k_; — k1) + r, gde je

1, k.y=0 ili k =0,
| 2, ko #£0, K £0.

Ponovo, dokaza¢emo da homogeni sistem ima samo trivijalno resenje, P = 0, u skupu
Po(n—k_y—ky)+r—1, odakle zakljucujemo da nehomogeni sistem ima jedinstveno resenje
(videti [65, str. 240]). Jasno je da polinom P mora na svakom Iy, k = k_1+1,...,n—k,
da ima bar dve nule (racunajuéi visestrukost) jer je mera p pozitivna na svakom od
ovih intervala [,. Takode, zavisno od r, ili zavisno od vrednosti k_; i k;, polinom P
mora imati bar jednu nulu u —1 i/ili 1. Ukupno, polinom P ima bar 2(n—k_; — k1) +r
nula. Jedini polinom iz Pa(n—k_,—k;)4+r—1 K0ji ima 2(n — k_; — k1) + 7 nula je polinom
koji je identicki jednak nuli. To zna¢i da homogeni sistem ima samo trivijalno resenje,
pa interpolacioni problem ima jedinstveno resenje. [

Uvodimo jos jedan skup duzina koji ¢e nam omoguciti da lakse izrazimo rezultate.

Definicija 3.17 Sa H}, za 0 < € < 1, oznacavamo podskup skupa H,, sa slede¢im
osobinama

H;:{heHn

d i <l—e by >0, kzl,...,n}.
k=1

Sada smo spremni da dokazemo slede¢u lemu, ¢iji se dokaz moze nadi u [59].

Lema 3.10 Za svaki e, 0 < € < 1, postoji eg € (0,¢), takav da svaka n-torka duzina
h € H: i odgovarajuéi ¢vorovi x € X, (h) kvadraturne formule (3.32) zadovoljavaju
sledece uslove

r1—hi+1>¢ep, xpy1—hg1—Tp—hr >e0, k=1,....,n—1, 1—x,—h, > ¢&¢. (3.37)

Dokaz.- Pretpostavljamo suprotno. Onda, za svako §, 0 < § < ¢, postoje hs € H;,
i x5 € X,(hs), tako da je bar jedna od nejednakosti u (3.37) narusena sa o = 9. Kako
su skupovi {hs} i {x5}, 0 < § < ¢, ograniceni, za svaki od njih postoji bar jedna tacka
nagomilavanja. Oznaci¢emo te tacke nagomilavanja sa h® i x°, respektivno. Kako je
HE zatvoren skup, to imamo h° € HZ, ali &, (h) je otvoren za svako h, §to znaci da x°
ne mora biti element skupa X, (h%). Sa h™ i x™ oznac¢imo nizove koji konvergiraju ka
h i x°, respektivno.

Razlikujemo dva slucaja:

(i) kada 27" — =11 A7 = 0i/ili 2" — 11 A" — 0, dok m — +o0;

(ii) kada nemamo z{* — —1ili 27" — 1, dok m — +o0.
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U slucaju (ii) dokaz je jednostavniji i zato prvo dokazujemo taj slucaj. Dakle, za
nizove h{" i 1" nemamo A" — 0 i 2" — —1; sli¢no za nizove h' i z]".
Koristeci lemu 3.9, deo (i), jasno je da sledeéi interpolacioni problem

1
2h,

/ L, y(x)dp(z) =06k, v=1,...,n,
1,

ima jedinstveno resenje L, € P,_1 za svaki h € H: i odgovarajudi x € /'?n(h)
Pokazimo da su koeficijenti polinoma L, ; neprekidne funkcije od h € H; i odgo-
varajuéeg x € X, (h). Koeficijenti polinoma L,, ; su resenje linearnog sistema jednacina
i reSenje tog sistema jednacina je jedinstveno za svaki h € H, i x € fn(h) Kako su
jos funkcije
1 Tp+hy

T z’dp(z), v=0,...,n,

T —hg

neprekidne od h € 'H}, x € fn(h), to je i determinanta sistema neprekidna funkcija
od h € H:, x € &,,(h), pa su i reSenja neprekidne funkcije od h € HE, x € X, (h).
Zapazimo jos, da pri svakom h™ i x™, za svaki polinom P € P, ;| vazi

[ Paut) =Gy =3 25 [ Plajduto)
k=1 <"k I

Zato je niz GT'(P) konstantan, pa stoga i konvergentan. Takode, za svako x™ i h™,
G je generalisana Gaussova intervalna kvadraturna formula koja je interpolacionog
tipa, pa se zbog toga tezine ;" mogu izraziti u obliku

i = [ Lede)duta),
gde je Ly jedinstveni polinom koji je resenje interpolacionog problema

1
LY = .
i [, L)) = o,

Kako su polinomi L}, k =1, ..., n, neprekidne funkcije od h € H, i x € fn(h), to su
zbog Lebesguove teoreme o dominantnoj konvergenciji (videti [74, str. 83]) i tezinski
koeficijenti p}* neprekidne funkcije od h € H,, i x € A?n(h) Prema tome, mozemo
govoriti o intervalnoj kvadraturnoj formuli koja ima ¢vorove x°, duzine h° i tezine p9,
a koja je Gaussova, $to znaci da je tacna za svaki polinom iz Pa, 1.

Dakle, imamo Gaussovu intervalnu kvadraturnu formulu sa évorovima x°, duZine

h? i tezine pu?, k =1,...,n, tako da vazi bar jedna od jednakosti
J]l—hl:—]., xk_’_hk:xk—&-l_hk-f—l; k:]-)"'vn_la mn+hn:17

pri ¢emu znamo da x; # —11z, # 1. Prema tome, u zavisnosti od toga koja jednakost
vazi konstruiSemo na razli¢ite na¢ine polinom P € Py,_1, za koji je [ Pdu > 0, a u
isto vreme G (P; u, h°) = 0.
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Ako prva jednakost vazi, onda polinom P odredujemo iz sledec¢ih uslova

1 1 .
— [ P(x)dp(z) = —— [ PY(z)du(z) =0, k=2,... | =0,1.
i [, PO = g [ PO@d =0, k=2.n =0

U ovom sludju, h{ # 0 jer, po pretpostavci, nije z; = —1. Prema lemi (3.9), jasno je
da P € Pa,_1 postoji.

U slucaju da vazi xp +hy = xp1 —hga1, zaneko k, 1 < k < n—1, onda postavljamo
sledeci interpolacioni problem

1/ 1
— | P(z)du(x) = / P(z)du(z) =0,
37y PO = g [ Pt

/P“)(x)du(x):o, v#Ekk+1, j=01
5

1
2h0

Ponovo, zbog leme (3.9), polinom P € Py,_; postoji. U slucaju da vazi h) = hj_,,
prve dve jednakosti su iste pa zato, u tom slucaju, zahtevamo da prve dve jednakosti
budu zamenjene sa
P(z}) = P'(xy) = 0.
[ za ovakav promenjen sistem jednacina, na osnovu leme (3.9), znamo da polinom
P € Py, 1 postoji.
Ako poslednja jednakost vazi, problem mozemo tretirati na isti nacin kao kada je

ispunjena prva jednakost, tako da to ne razmatramo.
Nule polinoma P su, na osnovu dokaza leme, sadrzane u skupu

A= O I
k=1

Pazljivim razmatranjem se jasno zakljucuje da polinom ima konstantan znak na B =
[—1,1]\A. Skup B ima pozitivou meru p(B) # 0 jer znamo da h® € H¢, pa A ne moze
da prekrije ceo interval [—1,1]. Dakle, vazi

/A P(z)dp(z) = /1 2 P(z)dp(x) = 0.

Onda je ocigledno da mora biti

| Pauta) = [ Pa)utz) 0

§to je kontradikcija, s obzirom da je G2(P;u, h’) = 0. Ovim je u potpunosti zavrsen
dokaz, pod uslovom da nije z/* — —1 i/ili 2" — 1, dok m — +oc.

Prelazimo sada na slucaj kada imamo zj* — —1 i/ili 2" — 1, dok m — +o0.
U tom slucaju, imamo z}* — —11i A" — 0 i/ili 2 — 11 A? — 0, dok m — +o0.
Intervale za koje vazi zj' — —11 h}’ — 0, kao i intervale za koje vazi ;' — 11 h" — 0,
dok m — 400, zvaéemo kolabirajuc¢i intervali. Primetimo da ako imamo x; — —1 i
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R — 0, dok m — +o00, mozemo imati za jos neke intervale (moguce i sve) z — —1
ih" — 0, zav <k <n. Slicna je situacija i za drugi kraj intervala [—1, 1].

Iz pretpostavke sleduje da je Gaussova intervalna kvadraturna formula sa ¢vorovima
x™, duzinama h™ i tezinama u;', £ = 1,...,n, za m € N, tacna za svaki polinom
P € Ps,_1. Ako uzmimo konstantan polinoma P = 1, onda da vazi

- m 1 m
p((=1,10) = %—mﬂ([k ), meN,
k=1 k

pa imamo da je grani¢na vrednost desne strane upravo u([—1,1]), a s obzirom da su,
prema relaciji (3.31), tezine pozitivne za svako m € N, to je i svaki sabirak pozitivan i
imamo

T () < pu[=1,1]),

Naravno, odavde zaklju¢ujemo da su nizovi tezina u", m € N, za intervale I koji ne
kolabiraju, ogranic¢eni nizovi.

Pretpostavimo sada da imamo N < n intervala koji ne kolabiraju. Oznacimo sa
k_1 broj intervala koji kolabira u —1, a sa k; broj intervala koji kolabira u 1. Jasno,
k_1+ N + ki = n. Onda postavimo slede¢i interpolacioni problem

1 .
— Pl(j)(x)d,u(x)zo, k=k,+1,....,n—k, j=0L1

2Ny J 10
Takode, ako je k_; # 0, zahtevamo P;(—1) = 1, a ako je k; # 0, zahtevamo P;(1) = 1.
Takav polinom postoji, prema lemi (3.9), deo (ii), i ima stepen manji od 2n — 1. Sada
polazeci od

n
1
Pi(z)dp(x) = = [ Pi(x)dp(z), meN,
Qhk I’VVL
k=1 k
po konstrukciji za intervale koji ne kolabiraju ka £1, imamo da odgovarajuci integrali
konvergiraju u nulu, a tezinski koeficijenti su ograniceni, pa takvi intervali imaju sve
manji doprinos kada m neograniceno raste. Za kolabirajuce intervale ka —1 imamo da
supremum postoji po m € N, tj. vazi

_ 1
lim p)'— [ Pi(x)dp(zr) =A,(P) <400, v=1,.... k.

m—+oo ¥ 2R [ im

Slicno imamo i za intervale koji kolabiraju ka +1.
Sada primenjujemo teoremu o srednjoj vrednosti integrala (videti [66, str. 260]) na
intervale koji kolabiraju. Dakle, imamo

S o
g [ P = R / w(e)de
= lim PG w(n’) (3.38)

= lm plw(n)) = A,(Py) < +oo,

m—-+00
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m
v

gde su ¢, n* € I', pri é¢emu (™, n™ — —1, dok m — +o0, pa je hr_{l P(() = 1.
Slicna je situacija i za drugi kraj intervala [—1, 1].

Sada konstruisemo polinom Py(x) koji se od polinoma P; razlikuje utoliko $to ima
vrednost 0 u tacki —1, ako je k_; # 0 i vrednost 0 u tacki 1 ako je k; # 0. Takav
polinom postoji, na osnovu leme 3.9, deo (ii), i ima stepen manji od 2n — 1. Ponovo,

za svaki m € N, imamo

[ P@nto) - Zu?ﬁ / R@)dul(e), meN.

Doprinosi intervala koji ne kolabiraju su sve manji, kako m neogranic¢eno raste, tako
da doprinose integrala preko tih intervala u kvadraturnoj formuli zanemarujemo. Za
kolabirajuée intervale imamo

- 1 [ 1
T g [ R @ = R A | v

v

= lim i P(Gw(ny) = 0- A, (P1) =0,

m—-+00

gde je " isto kao u (3.38). Prethodno znaci da vazi
G (Po;pp,h) — 0, dok m — +o0.

Medutim, polinom F, ima konstantan znak na skupu
n—=kq
B=[-1,1\4, A= [J I}

k=k_1+1

Jasno je, zbog konstrukcije, da vazi fA Pydp = 0, a s obzirom da polinom Fy ne menja
znak na B, to vazi [, Po(x)du(z) = [ Po(x)du(z) # 0, sto je kontradikacija.
Dakle, obe pretpostvake vode do kontradikcije, pa je tvrdenje leme tacno. [

Za jednostavnije predstavljanje rezultata, uvodimo sledeé¢e oznake
Qx) = H(x —xp + h)(x — x) — hy),

k=1

Qg ke () = H (x — xp + hy)(x — xp — hy),

Ar(Qpw) = 2hy, o e #0,
Ou, [(Sepw) (ar)] hy = 0.

Teorema 3.29 Za zadato h € 'H,,, svako resenje sistema jednacina
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za koje vazi x € X,(h), daje cvorove Gaussove intervalne kvadraturne formule za
Jacobijevu tezinu w.

Za zadato h € H,,, svaka n-torka c¢vorova x € X,,(h) Gaussove intervalne kvadra-
turne formule zadovoljava jednacinu (3.39).

Dokaz.- Direktno mozemo proveriti, a navedeno je, na primer, u referenci [46,
str. 117], da Jacobijeva tezinska funkcija w zadovoljava sledeéu Pearsonovu diferenci-
jalnu jednacinu

(pw) =vw, ¢=1-2° ¢=—(a+D)({1+2)+(B+1)(1—2z). (3.40)

Posmatrajmo jednakost

(Pow) = (P'¢d+ Py)w
gde je P polinom stepena 2n — 2. Lako se moze zakljuciti da je izraz na desnoj strani
u prethodnoj jednakosti jednak proizvodu Jacobijeve tezinske funkcije i polinoma ne
viSeg stepena od 2n — 1. Izaberimo P = (), i primenimo Gaussovu intervalnu kvadra-
turnu formulu. Tada imamo

Cck-i-hk

1 n
0= [ (@uowyds - > | @uouyde = na,@uo)

k—h
gde je, prema ve¢ uvedenim oznakama,

(Qow)(x + hi.) — (Qow) (g — hy)

h, > 0, 41
o v >0 (3.41)

AL (Qow) =

A(Quow) = 0, [(Quow)(@,)], by = 0. (3.42)
Kako je p, > 0, jasno je da mora biti
A (Qow) =0, v=1,...,n.

Dakle, ako su z, ¢vorovi Gaussove intervalne kvadraturne formule za Jacobijevu meru,
onda oni zadovoljavaju sistem jednacina (3.39).
Za svaki polinom p € Py, s i za n-torke h € H,,, x € X,(h), imamo

kz [ £,<(g; ""’kifﬁfk)) + 5’(&_—]22) 0. (3.43)

Ovo je direktna posledica Cauchyjeve integralne teoreme (videti [76, str. 43]), prime-
njene na integraciju funkcije

p(x)

Q(x)’
po konturi koja sadrzi interval [—1,1]. Primetimo samo da je p/Q ~ 1/2?, za |z| — oo.
Ako je neki hy = 0, onda se kao k-ti ¢lan u sumi javlja izraz

P (k) (k) — p(r) 2 (1)
(Q(z*))? '
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Zbog kratkoce pisanja, samo ¢emo povremeno obracati paznju na slucaj hy = 0, koji
moze biti prisutan, a sve vreme ¢emo pisati izraze koji podrazumevaju hy # 0, pri
¢emu je sa jednog sluc¢aja moze lako prec¢i na drugi.

Primetimo da vazi

2hk<Qk¢w)(QJk + hk) = (Q’gbw)(xk + hk)

—2h(QUdw) (2s — h) = (Vdw) (wx — ),

tako da je sistem (3.39), ekvivalentan sa sistemom jednacina
(Q'ow)(xy, + hy,) = —(Qow)(xp — hy), k=1,...,n. (3.44)
Naravno, u sluc¢aju da postoji neki hy = 0, onda je odgovarajuéi ¢lan u jednacini

(3.43), zadat sa

(') (w) — (PS) (k)

(% (zr))? '
Ovaj ¢lan mozemo transformisati na slican nacin kao i za sluc¢aj hy # 0. Naime,

(' Qdw) (zr) + (P (Pw)") (x) — (P (Pw)") (k) — (P Pw) (@)
(Qow) (k)

(Qow(pow)’) (k) — (pow(dw)’) ()
(Qow)* (k) ’

i ako zahtevamo da je ¢lan uz p jednak nuli, dobijamo jednacinu

(Qopw)'(wx) = 0,

koja je ekvivalentna izrazu Ag(Qzow) = 0 za hy, = 0.
Primetimo da jednacina (3.43), pod pretpostvakom da x € X, (h), zadovoljavaja
sistem (3.39) i moze se napisati i na sledeci nacin

0 = 3 oy iy (P90 ) = )
n Tp+hy
- Z (Q’¢w)(lﬂik+hk> / “h (pow) (@), p € Pan-2.

Dalje je ocigledno da je
1
| ow) @) = (pow)(1) = (pow)(—1) = 0. pEPura

Ovo znadi da, za svako resenje sistema x € &, (h), vazi

Jwosp@an) = €Y. g [ ot m)@iuta) 0. p € Parca

Iy,
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gde je C proizvoljna konstanta.
Pokaza¢emo da se konstanta C' moze izabrati, tako da vazi

[ainte) =3 ot [ bk, pEPa ()

Pt (zr + hx) Ji,

Primetimo da je
L={po+pY|p€ P}

linearni potprostor prostora Py, _1. Imamo
b)) =" Yo+aW=-vH+a+B+1)z"+(B—a)e" ™ +(v—1)a"2

v=1,....2n—1,pricemuvazil, € L,v=1,...,2n—1. Takode, zbog v+a+(+1 > 0,
deg(l,) =v,v=1,...,2n—1. Kako polinomi ¢,, v = 1,...,2n — 1, imaju svi razlicite
stepene ocigledno su linearno nezavisni. Kako ih ima 2n — 1, oni oc¢igledno, ¢ine jednu
bazu u L.

Uvedemo i ¢y(x) = 1, dobijamo sistem polinoma ¢,, v = 0,1,...,2n — 1, koji ¢ine
jednu bazu prostora P, 1.

Izaberimo C' u (3.45), tako da ova jednakost vazi i za {y(z) = 1, tj.

_ C
] 090 = X e J, ot

k=1

Ocigledno da su svi sabirci na desnoj strani pozitivni jer vazi x € &,,(h), pa s obzirom
da je i leva strana pozitivna, imamo C' > 0.

Kako je formula (3.45), sa izabranim C' na prethodni nacin, tacna za sve bazisne
polinome ¢, v =0,1,...,2n — 1, ona mora biti tacna i za svako p € Py,_;. U

Sada, na osnovu leme 3.10, zaklju¢ujemo da ako neko resenje sistema (3.39) pripada
skupu X, (h), onda za h € H¢ resenje pripada i skupu X2°(h).

Da bismo dokazali teoremu o jedinstvenosti resenja, koristimo slede¢u teoremu o
topoloskom stepenu preslikavanja, ¢iji se dokaz moze naéi u [85] i [92].

Pretpostavimo da je D ograni¢eni i otvoren skup u R”, sa zatvaranjem D i granicom
0D i neka je ® : D +— R™ neprekidna funkcija. Sa deg(®, D, ¢) oznacavamo topologki
stepen funkcije ® u odnosu na D i c ¢ ®(9D).

Teorema 3.30 (i) Ako deg(®, D, c) # 0, onda jednacina ®(x) = ¢ ima resenje u D.
(ii) Neka je ®(x,7) neprekidna funkcija ® : D x[0,1] — R", takva da ¢ ¢ (0D, [0,1]),
onda je deg(®, D, c) konstanta nezavisna od 7.

(iii) Pretpostavimo da je ® € CY(D), ¢ ¢ ®(ID), i neka je det(P'(x)) # 0, za svaki
x € D za koje je ®(x) = c¢. Onda jednacina ®(z) = c ima samo konacno mnogo
resenja X” u D 1 vazi

deg(®, D,c) = Y _sgn(det(®'(x"))).

xV
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Sada smo spremni da dokazemo teoremu 3.28. Stavise, mozemo dokazati da jedin-
stveno resenje postoji u skupu

XMh) = {xeR" |z —h+1> ¢,

l’k+1—hk+1—l‘k—hk > €y, kzl,...,n—l, 1—l'n—hn >50},
za h € 'H;,.
Dokaz teoreme 3.28.- Predstavimo sistem jednacina (3.39) u slede¢em obliku
U,(x,h) = —-A,(Qow)=0, v=1,...,n. (3.46)

U daljem radu pretpostavljamo da je h € H;, ¢ > 0. Na osnovu leme 3.10,
svako resenje za ¢vorove x za Gaussovu intervalnu kvadraturnu formulu i/ili za sistem
jednacina (3.39) pripada skupu X:°(h).

Da bismo primenili topoloski aparat, prezentovan u teoremi 3.30, potrebno nam je
da izracunamo Jacobijan sistema (3.46) u bilo kom resenju x € X°(h). Imamo

1
02, ¥, = (Q,ow)(x, — hy) [; ((xy + hy — xp + hi) () — by — 2 + hi)

1
+
(l’l,—f‘hy — T — hk)(l’y - hy — T — hk))

N a+1 N B+1
(¢, +h, —1)(x, —h,—1)  (z, +h,+1)(z, — hy, + 1)

1
([L',, + hV — T — hk)(iv,, - h,, — T — hk)

O, Uy = = (Qow)(x, — hy)

1
+ ;
(xl/ + hl/ — Tk + hk)(l‘u - hl/ — Tk + hk):|

gde smo upotrebljavali identitet (3.40) i naravno ¢injenicu da u svakom resenju vazi
(Q,0w)(z, + hy) = (Q0w)(x, — hy).

Primetimo da izraz d,, ¥, sadrzi samo pozitivne clanove u sumi koja ga reprezentuje
jer se intervali ne preklapaju, pa je stoga u svakom resenju 0,, ¥, > 0.

Lako se dokazuje da 0yV,, k # v, ima pozitivne ¢lanove u sumi, ali i jedan znak
minus ispred, pa je u celini negativan 0,, ¥, < 0, k # v. Takode,

a+1
aquju + ; awk\lj’/ - (ngbw)(l'y a hl’) ((-’EV + hz/ - 1)(5L‘y - hV - 1)
B+1
+(£U,,+hl,+1)(1'y_hu+1)> -0

pa zbog toga

00,y > =Y 0p, Uy =Y 10,,7,].
kv k#v
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Ovo znaci da je Jacobijan sistema (3.46), J(x,h) = [0, Vu]vm=1.. n, U ma kom
reSenju sistema x € A2°(h) dijagonalno dominantan, sa pozitivni elementima na
glavnoj dijagonali i negativnim elementima drugde. Prema Gershgorinovoj teoremi
(videti [46, str. 290]), znamo da su onda sve sopstvene vrednosti Jacobijana sa poz-
itivnim realnim delom. Posledica ovoga je da je Jacobijan nesingularna matrica jer
broj nula nije njena sopstvena vrednost. Kako Sto je poznato, determinanta ma-
trice je prosto proizvod njenih sopstvenih vrednosti ra¢unajuéi visestrukosti (videti
[78, str. 232]). Za nas Jacobijan, s obzirom da su sve sopstvene vrednosti sa pozitivnim
realnim delom i kako je Jacobijan realna matrica (kompleksne sopstvene vrednosi se
javljaju u konjugovanim parovima), proizvod svih sopstvenih vrednosti je pozitivan
broj. Zato imamo

sgn(det J(x,h)) = 1.

Naravno, pri primeni teoreme 3.30, podrazumevamo D = X°(h). Jasno je da
sistem (3.39) nema resenja na 0X:°(h), prema lemi 3.10. Prema tome, topoloski stepen
nam, zbog toga sto je znak Jacobijana u reSenju pozitivan, broji resenja sistema. Treba
dokazati samo da je topoloski stepen jednak jedani tada imamo jedinstveno resenje.
Za dokaz te Cinjenice koristimo deo (iii) teoreme 3.30.

Znamo da Gaussova kvadraturna formula jeste jedinstvena pa je zbog togazah = 0
reSenje jedinstveno. Dokaz ¢emo podeliti u N koraka, gde je N definisano sa h =

(N + 7))%0, 0 <n <1, pri ¢emu je h = max{hy,...,h,}. U j-tom koraku dokazujemo
jedinstvenost resenja za h/ = (j + n)%h, j=1,...,N.
U prvom koraku posmatramo preslikavanje

P(x,v) = (\Il(x, vh%), ... U(x, Who)) ,

na skupu X2°(0), za svako 0 < v < 1. Jasno je da imamo samo jedno resenje za sistem
PO(x,0) = 0 (slucaj v = 0) i to resenje je jedinstveno; to je, u stvari, klasicna Gaussova
kvadraturna formula. Kako je znak determinante Jacobijeve matrica pozitivan, znamo
da vazi

deg(®°(x,0), X(0),0) = 1.

Kako, za svako x € X2°(0) i 0 <~ < 1, imamo
—1 <z —hY, xk+7h2<xk+1+7h2+l, E=1,...,n—1, z, +vhd < 1,

za svako reSenje sistema ®Y(x,~) = 0, Jacobijan je pozitivan, tako da, na osnovu dela
(iii) teoreme 3.30, zakljucujemo da za svako vy € [0, 1], vazi

deg(®°(x,7), X(0),0) = 1.

Naravno, ovo vazi specijalno i za v = 1. Prema tome, sistem ®°(x,1) = 0 ima jedin-
stveno reSenje u X°. Naravno, to resenje je jedinstveno i u X0 (h?).
Dalje, za slucaj N = 1, nastavljamo sa istim argumentima na sistem

I (x,7) (\Ill(x, vh! + (1 —9)h%), ..., ¥, (x,vh! + (1 — ’y)ho)) ,
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da bismo dokazali jedinstveno resenje u X2°(h').
Posle toga, sa istim argumatima nastavljamo sa sistemima

OV (x,7) = (Wi(x,7h" + (1 = )W) W, (x, 7R + (1 = )hU7)),

sve dok 7 ne dostigne N. [

Ovim je zavrsen dokaz jedinstvenosti reSenja. Primetimo da smo u isto vreme zadali
i sistem jednacina ¢ijim resavanjem mozemo doé¢i do ¢vorova Gaussove intervalne kvad-
raturne formule za Jacobijevu meru. To je sistem jednacina (3.39).

Sada se vracamo jednakostima koje zadovoljavaju tezinski koeficijenti u Gaussovoj
intervalnoj kvadraturnoj formuli.

Lema 3.11 Imamo

C

= , k=1,...,n, 3.47
= () (o + ) (347
gde je
I
C=— o - mo = (1 1)), oy = P08 (3.48)
3 0,k 2hy,
=1 (Sow) (zr, + hy)
Dokaz.- Direktno na osnovu dokaza teoreme 3.29. [
Lema 3.12 Za svaka dva razlicita prirodna broja v,k € {1,...,n}, imamo
LAy (e ow) + A (e ppw) =0 (3.49)
7
mo
v = , 3.50
' Moy — Y Mo k—Ay(ngbw) .
Yz A ow)
gde sumg imoy, k=1,...,n, kao u lems 3.11.

Dokaz.- Primenimo Gauss-Jacobijevu intervalnu kvadraturnu formulu na polinom
(2, x¢pw)' /w 1 dobijamo prvu jednakost.

Za dokaz druge jednakosti primenimo Gauss-Jacobijevu intervalnu kvadraturnu for-
mulu na polinom P = 1, tako da dobijamo

n

_ N M N
mo= [ n@) =3 g [ dute) = 3 Lmo,

j=1 j=1

Sada koristimo jednakost (3.49), sa pogodno izabranim v i k& da dobijemo drugu jed-
nakost. [
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3.3.3 Analiticko resenje za Cebisevljevu meru prve vrste

Oznacimo nule Cebisevljevih polinoma prve vrste T,,, n € N, ortogonalnih u odnosu
na tezinu (1 — 22)x(_1,1(x) (videti [46, str. 140], [42]), sa

2k — 1
TkI—C085k, (5;6:@, kzl,n (351)
2n
Teorema 3.31 Za skup duzina
hy =sindgsind, k=1,..., n, (3.52)

gde je & izabrano tako da vazi 0 < & < 7/(2n), sistem jednacina (3.39), sa Cebisevljeu-
om tezinom, ima resenje

Tp = —cosdpcosd, k=1,...,n. (3.53)

Dokaz.- Neka su 74, k = 1,...,n, dati sa (3.51). Jednostavno je proveriti da se
sistem duzina (3.52) moze dobiti na sledec¢i nacin. Projektujemo 74, k = 1,...,n, na
gornju polovinu jedini¢nog kruga. Odgovarajuce projekcije su date sa

z =exp(i(m —dx)), k=1,...,n.

Izaberimo neki ugao J, takav da 0 < 0 < 7/(2n), i zarotirajmo svaku tacku zz, k =
1,...,n, za 10, tako da dobijemo sledec¢i skup tacaka

exp(ilm — 6 £6)), k=1,...,n.
Ako ih projektujemo nazad na interval [—1, 1], dobijamo skup tacaka
xp — hy = —cos(dg — ), @+ hy = —cos(dp+9), k=1,...,n.

Vidimo da su hy = sind sind i xp = — cosd, cosd, k = 1,...,n. Direktna zamena ovih
vrednosti u (3.39) zavrsava dokaz. Zaista, imamo

hI/AV(QI/(bw) = (Qy(ﬁw)(mu + hz/) - (Qu(bw)(xy - hu) = Gu<5) - GV(_5)7

gde je

G,(6) = sin(d, + 0) H (cos(5k —9) — cos(d, + 5)) H <COS(5k +0) — cos(6, + 5)),
ktv kit

tj. G,(0) = A,g,(d), gde su

o +6, . 0p—0,
A, = 4"_lkl;lysin k; sin k2 ,

2(6) = sin(0, +0) [Toin (%52 6} sin (%52 40)

k#v
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Primetimo da je A, = 4"71¢,(0)/sin(d,). Nije tesko dokazati

g() = (=) nﬁl sin (k_ﬂ+5)

k=v—n, k#0 2n
n+v—1 n—v
km —k
_ o n_l . i . v
= (-1 H s1n<2n+5>Hs1n(2n +5),
k=1 k=1
tj.
2n—1 ]{I’ﬂ'
_ (_1\w—1 : o
g.(0) = (—1) H sin (Qn + 5) :
k=1
Takode,

2n—1 2n—1

Go(—0) = (—1)*1 l}‘[l sin (’;_Z - 5) _ (c1)! kHl sin <7T - ’;_Z + 5) — 0 (6).

Zato,
b ( Q) = A4, (9,(6) = 9.()) = 0.

tako da (3.53) daje jedinstveno resenje za Gauss-Cebisevljevu intervalnu kvadraturnu
formulu sa duzinama (3.52). O

Primetimo da kod projektovanja intervala iz prethodne teoreme (zy — hy, hg + hg),
k = 1,...,n, na jedini¢ni krug, dobijamo da su svi intervali iste duzine 26 i da su
medusobno ekvidistantno postavljeni, tj. svi na rastojanju (7 — 2nd)/n (videti sliku
3.1).

Slika 3.1: Projekcije analitickog resenja za Cebisvljevu meru prve vrste na jedini¢ni
krug

Za tezine u ovom specijalno slucaju, mozemo, takode, dobiti analiticke izraze.

Teorema 3.32 U slucaju Cebisevljeve teZine prve vrste, kada su duZine zadate sa
(3.52), tezinski koeficijenti u Gaussovoj intervalnoj kvadraturnoj formuli su dati sa

mh,

, = 3.54
o =5 n (3.54)

I
N

Il
\.H
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Dokaz.- Da bismo dokazali tvrdenje teoreme, resavanjem sistema (3.49), sa u =
0,/2 = 0m/21v=10,/2+ d,,/2, dobijamo

Q,pw
_2hy,U/m _ 2h1jAl/<QV,m¢w) _ 2hVAV((x_xm+hm)?x_xm_hm))
2Rty 2h A (QumPw) 20, A ( e )

(z—zp+hy)(z—20—hy)

Gy (9) Gy (=9)

_ (xu“l‘hu_$m+hm)($u+hu_l‘m_hm) o (xu_hu_Z'm“!‘hm)(xu_hu_xm_hm) . AVgV<5)
= G (6) . Gm(=9) - AnGm(6)
(xm+hm_xu+hu)(xm+hm_xu_hu) ($'m_hm_wu+hu)(xm_hm_$u_hu)

(xy—hy,—xm—hp) (X, —hy— 2+ hy) — (2, +hy — T — b)) (2 +hy — T+ hy)

X(xm—hm—xl, (T —hm—x,+h,) — (Tm+hm—2,—h) (Tm+ Ry —2,+h,)

hw)
sin 0, sin(u — ) sin(v — ) — sin(u + J) sin(v + 0)
~ sind, sin(u — ) sin(v + 6) — sin(u + 6) sin(v — 8)
_ sindy, cos(u + v + 26) — cos(u + v — 20)
sin d,, cos(u — v — 20) — cos(u — v + 29)

sin d,,, sind,,
sin d,, sin d,,

gdesu G,, A,, g,, v =1,...,n, kao u dokazu prethodne teoreme. Odavde jasno vidimo
da su tezine py proporcionalne duzinama hy, k = 1,...,n. Dakle, imamo

iy, = Asind,, v=1,...,n,

gde jes treba izracunati normalizacionu konstantu. Imamo

1 dx nAd
_ _9 _ nao.
e / Az th / dv =20 Z oh,  sind

Iz ove jednakosti neposredno dobijamo

7 sin & wh
A= i, = —— =1,..
oM P
Naravno, kao §to i o¢ekujemo, za & — 0 dobijamo standardnu Gauss-Cebisevljevu
kvadraturnu formulu (videti [47, str. 174]).

Sn. U

Lema 3.13 Imamo

lim "ul’ :z, lim z, = —cos(d,), v=1,...,n.
s—0+ sin(rg)  n’ s-o0t
Dokaz.- Direktano izracunavanje. [J
Primetimo da, kao i slu¢aju Gauss-Cebisevljeve kvadraturne formule (videti [47,
str. 174]), i ovde imamo da je izraz

o _ T
2h, 2nd’

nezavisan od v.
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3.4 Konvergencija generalisanih kvadratura

Za ispitanje konvergencije generalisanih Gaussovih kvadraturnih formula, navodimo
teoreme koje su date u [84] i [8].
U [84] mozemo nadi sledeé¢u teoremu.

Teorema 3.33 Neka f € C?"(supp(o)) @ neka su xq,...,x,, cvorovi generalisane
Gaussove kvadraturne formule tipa I. Ako su Oy =[xy — u, x) + u] intervali koji se ne
preklapaju @ takvi da su svi sadraZani v nosacu mere o, onda postoji 6g > 0, takvo da,
za svako u € [0,0¢), vaZi

max_|f)(x)

mesupp(a)
ol &%/Hlx—mda

‘/f o) =3 gt | flala

U [8] mozemo nadi slede¢u teoremu.

Teorema 3.34 Neka je

[ fdute Z%k [ r@au

Gaussova intervalna quadraturna formula kod koje su svi intervali sa istim duZinama
|Ir| = h > 0 i koja je tacna za svaki p € Pa,_1. Neka je Qo jedinstveni monicéni
polinom stepena 2n, takav da zadovljava

1/9%@mm@:/2m%@mmwza k=1,...,n.

Iy Iy

Onda, za svako f € C*[—1,1], postoji & € (—1,1), takvo da vazi

(2n)
[ r@an) =y g | s@ntn) = T [on@n

Jasno je da ova teorema daje rezultat, kao i teorema 3.33, za slucaj Legendreove
mere.

Ova teorema resava pitanje greske za funkcije u klasi C?"[—1,1]. Primetimo da
teorema reSava pitanje konvergencije za analiticke funkcije u oblasti koja sadrzi interval
[—1,1]. Prvo, jasno je da polinom €y, mora imati bar po jednu nulu 7 4, k =1,...,n,
u svakom od intervala I, k = 1,...,n. To je direktna posledica nenegativnosti mere
w1 prvog skupa uslova [ Qo (2 du( ) = 0. Drugi skup uslova, zajedno sa prvim, daje

l/@+me@mwmzo,k:1wwm

Iy,

Naravno, ovo povla¢i da polinom (25, mora imati bar jos po jednu nulu 7oy, & =
1,...,n, u svakom intervalu I, kK = 1,...,n. Ovo je posledica nenegativnosti mere
(2+ x)dp(z) na intervalima Iy, k = 1,...,n, i ¢injenice da su mere pu(x) i (2+ x)du(x)
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linearno nezavisne. Naime, ako su neke dve nule u nekom intervalu [, iste, onda
Tk = Tox = T ima za posledicu

/ ()1 + 2)due) = [ Q@)1+ 2)dule) = 0,

sto naravno znaci da €2y, ima i nulu u intervalu (xy — hg, 7), ali i u intervalu (x4 hy, 7),
a to je kontradiktorno sa tvrdenjem da u intervalu [ ima samo jednu nulu.
Lokalizacija nula nam omogucava da tvrdimo da je

|Qan ()] < 22", x€[-1,1].

Pod pretpostavkom da uniformno po n vazi [f®™(€)] < (2n)!/(2 4+ ¢)*, € € (—1,1),
e > 0, imamo konvergenciju za analiticku funkciju sa geometriskom brzinom

n 1/(2n)
' / Fn=3" 5 [ f@nt)
k=1 k

Primetimo da se ovde pretpostavlja da je funkcija f analiticka u domenu koji sadrzi
interval [—2, 2] jer smo pretpostavili da vazi

2

~ <1
24¢

£V < M(2n)!/ (24 €)™, &> 0.

3.4.1 Konvergencija generalisanih Gaussovih kvadratura
tipa I

Da bismo uopste raspravljali o konvergenciji generalisanih Gaussovih kvadraturnih for-
mula moramo prvo definisati ekstenziju familije A" h € H, na skup siri od skupa
polinoma. Naravno ovo nije jednoznacan zadatak.

Bar za operatore definisane u (3.2) i (3.1) mozemo prosiriti definicije operatora na
proizvoljnu funkciju definisanu na nosacu mere o koja ucestvuje u kvadraturnoj formuli
na sledeéi nacin

(A"f)(x) = Z arf(x + kh), (A"f)(z) = Z_ apf(z + (k+1/2)h), (3.55)
Z% D* f) (3.56)

NaraVnO, razmatramo 1 SlucaJ Operatora
1 x+h

AN =g/

f(t)dte. (3.57)

Primetimo da, ukoliko pove¢avamo broj tacaka u kvadraturnoj formuli, ne mozemo
zahtevati da se h ne menja. Ovaj zahtev ima za posledicu da se u kvadraturnoj formuli
zahtevaju vrednosti funkcije koje su izvan nosaca mere o. Zato, sa porastom n (broja
tacaka u kvadraturnoj formuli), smatramo da h opada ka vrednosti nula.
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Definicija 3.18 Neka je zadata familija A" i pozitivna mera o. Pod prihvatljivim
nizom duzina hy, k € Ny, podrazumevamo takav niz duzina da je, za svako k € Ny,
formula

[ poniote) = S okt

Gaussova kvadratura tipa I, sa pozitivnim teZinama, tj. o* >0, v =1,..., k.
Ova definicija obezbeduje da su nam tacke z,, v = 1,...,k, uvek unutar skupa
Co(supp(o)).

Posmatrajmo sada, na primer, familiju zadatu sa (3.55). Jasno je da se, ¢ak i sa pri-
hvatljivim nizom duZina, moze desiti da su nam za izracunavanje vrednosti (A" f)(z,),
za neko v € {1,...,k}, potrebne vrednosti funkcije koje su van Co(supp(o)). Za
ispitivanje konvergencije, u takvom sluc¢aju, neophodno je pretpostaviti izvesne ‘lepe’
osobine funkcije i van skupa Co(supp(c)). S druge strane, za familiju operatora (3.56)

ako je neka duzina prihvatljiva, za izracunavanje vrednosti (A" f)(z,), v = 1,..., k, nisu
potrebne vrednosti funkcije van Co(supp(c)). Medutim, i u slucaju familije zadate sa
(3.55), moguée je obezbediti da su za izracunavanje (A" f)(z,), v =1,..., k, potrebne

samo vrednosti funkcije iz Co(supp(o)). Ako za neko h to nije slucaj, potrebno je samo
smanjiti h.
Prethodno razmatranje sugerise slede¢u definiciju.

Definicija 3.19 Niz duzina hi, k € Ny, je apsolutno prihvatljiv ako je prihvatljiv i
ako su za izracunavanje vrednosti (Al'p)(z%), v = 1,... k, potrebne samo vrednosti
funkcije na skupu Co(supp(o)).

Na primer, za familiju operatora A", zadatu sa (3.56), svaki prihvatljiv skup duZina
je 1 apsolutno prihvatljiv, dok za familiju (3.55) ovo ne mora da bude slucaj.

Primetimo prvo jednu vaznu osobinu kvadraturne formule tipa I. Uvodimo oznaku
oy = f do.

Teorema 3.35 Za apsolutno prihvatljiv niz duzina hy, k € Ny, 1 teZine u kvadraturnoj

formuli tipa I, imamo
k

lim ok = oy,
k—-+o00
v=1

Dokaz.- Ako primenimo kvadraturnu formulu tipa I na polinom p(x) = 1, dobijamo

k
oo / do = 37 k(AR 1)(2F) = nli(2h) 3 ok,
v=1

Medutim, zbog neprekidnosti familije A", mora da vazi

: i (ke
lim Ny (x)) =1
k—+00,hp—07T 0 ( V) ’

odavde zakljucujemo da vazi tvrdenje teoreme. [l
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U daljem izlaganju razmatramo samo pozitivne mere o koje imaju ogranic¢ene nosace
i familije operatora zadate sa (3.55) ili (3.57). Familije (3.56) razmatra¢emo na drugom
mestu.

Neka je zadata neka familija operatora A" i neki apsolutno prihvatljivi niz duzina hy,
k € Ny. Za svako k € Ny u kvadraturnoj formuli tipa I, postoji k£ linearnih funkcionala
Ah * v=1,...,k, indukovanih operatorom A"

Lema 3.14 Linearni funkcionali A v =1,...,k, k € Ny, su ogranicent linearni
funkcionali na prostoru Co(supp(o ))

Dokaz.- Kako su nam za odredivanje vrednosti funkcionala .A Vo= =1,...,k,

k € Ny, potrebne samo vrednosti unutar Co(supp(c)) jer je niz duzma hi, k € Np,
apsolutno prihvatljiv, imamo

AL F| = |(A ) Eh)] <Al sup [f(a)],

z€Co(supp(o))

gde smo sa | A| oznacili

m m—1
A= a1 A= Y,

k=—m k=—m

za familije (3.55), a |A| = 1 za operatore (3.57). O

Teorema 3.36 Neka je niz duZina hy, k € Ny, apsolutno prihvatljiv, neka mera o ima
ograniceni nosac¢ i neka je f € C(Co(supp(c))). Za svako € > 0 postoji kg € N, tako

da za k > ko imamo
k
[ a0 =S ot pat
v=1

Dokaz.- Koristimo Weierstrassovu teoremu o aproksimaciji neprekidne funkcije
polinomom (videti [47, str. 5], [18, str. 2]), pri ¢emu podrazumevamo da funkcija f nije
polinom jer je u suprotnom tvrdenje trivijalno. Takode, koristimo niz Bernsteinovih
polinoma (videti [47, str. 5], [18, str. 2]), koji imaju sledeéu osobinu

sup |f(x) — Bu(f;2)| <e,

z€[a,b]

za n > no(e), pri ¢emu je stepen polinoma B, (f;z) ne veéi od n. Odavde imamo

’/fda—/ (f:2)do

za n > ng(e). Takode, imamo

Zo (A" f) (@ Zo— (A" Ba(f;-))(xy)

<oy sup |f(x) = Bu.(f;x)| < ooe,
z€Co(supp(o))

k k
<Al sup |f(x) = Bu(fi2)| D ok < |AeY o,
v=1 v=1

x€Co(supp(o))
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za n > ng(e). Neka je k > n > ng(e), onda
k
’/fdo—za’ﬁftﬁ’gf < ‘/(f—Bn(f ))do| +
v=1

S <0’0 + |.A‘ Z >€ < 0'0 + |.A’0'b)

'sA’;g(f — Bu(f3-))

gde smo sa o3, oznacili bilo koju majorantu konvergentnog niza ZV Lok, Dovoljno je,
dakle, izabrati kg = no(e) +1. O

3.4.2 Konvergencija Gauss-Jacobijevih intervalnih
kvadratura

Ovde se bavimo konvergencijom Gauss-Jacobijevih intervalnih kvadraturnih formula

[ faauta Zm 2)du(x),

gde je f € C[—1,1] i p je Jacobijeva mera du(z) = (1 — )*(1 + z)’x1,1dz.
Imamo slede¢u teoremu.

Teorema 3.37 Neka f € C[—1,1] i neka je h* € H,, k € N, bilo koji sistem dozvo-
lienth duzina. Onda, za svako € > 0, postoji kg € N tako da je

Ydu( d <e
‘ [ s =30 g [ s <
pod uslovom k > kg, gde su p* ix* v =1,... k, tezinei évomvz’ Gauss-Jacobijeve kva-
draturne formule, respektivno, u Jacobijeva mera, I¥ = (x% —h* 2F+hF) v =1,.. k.

Dokaz.- Dokaz se bazira na ¢injenici da je nosa¢ mere ogranicen i da se svaka
neprekidna funkcija moze proizvoljno dobro, u uniformnoj normi, aproksimirati alge-
barskim polinomom. Ovo je, naravno, tvrdenje Weierstrassove teoreme (videti [47,
str. 5], [18, str. 2]), po kojoj, za svako € > 0, postoji ng € N i polinom P € P,,, takav
da je

max T)| <E.
max |f(@) = P(@)
Na osnovu ove teoreme, mozemo konstruisati niz polinoma B,,, n € N, tako da vazi

max |f(x) = Ba(2)] <e,

z€[—1,1]

pod uslovom n > ngy. Postoje i eksplicitni izrazi za jedan ovakav niz, na primer, niz
Bernsteinovih polinoma konstruisanih za neprekidnu funkciju f (videti [47, str. 5], [18,
str. 2]), pri ¢emu je deg(B,) < n.
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U daljem izlaganju, intenzivno koristimo nejednakost (videti [74, str. 78])

‘/fdu' < [ 171,

koja vazi za p-integrabilnu funkciju f. Ako je mera p konac¢na, onda su neprekidne
funkcije p-integrabilne (videti [74, str. 74]). Dakle, imamo

] [ rwute) - [ Bata

pod uslovom n > ng, gde smo sa mg = u([—1,1]) oznacili nulti moment Jacobijeve
mere fi.
Takode, vazi

S e / Bn(x)dp(x)—ZQ/Z'l,f /I f(a)dp(x)

/ (&) - Bu(@)|du(z) < ep((~1,1]) = emo,

v=1 v Il]f v=1 v
k uk
<D o Iklf(x) x)|dp(z <622hku (I}) = emq,
=1 v v

pod uslovom n > ng, gde smo koristili ¢injenicu da je Gauss-Jacobijeva intervalna kva-
draturna formula tacna za konstantni polinom i da su tezinski koeficijenti p* pozitivni,
prema teoremi 3.25.

Ako je k > n, imamo

‘ ] sn) -3 5 / ) due

- ‘ / (1) = Buaante) + 3 g | (Be) = St
< / 7(2) ~ Bu(@)ldp(a) + 2";;5 /1@ = Bu(@)lduta)

Najzad, ako izaberemo ky = ng + 1, tvrdenje teoreme vazi. [

3.5 Numericka konstrukcija

Kao i do sada razlikujemo dva slucaja. U ovom poglavlju dajemo algoritam za kon-
strukciju formula tipa I i II.
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3.5.1 Numericka konstrukcija formula tipa I

U ovom odeljku razmatramo numericku konstrukciju generalisanih Gaussovih kvadra-
turnih formula tipa I (3.3).

Za konstrukciju tezinskih koeficijenata mozemo formulisati teoremu, koja generalise
odgovarajuéi rezultat za Gaussove kvadraturne formule.

Teorema 3.38 Neka su polinomi qi, zadati sa

T — T,
Qk(l’):H k=1,...,n.

)
T — T
vl k v

Onda imamo

o = / do () (A 1) (x),

gde suxy iog, k=1,...,n, cvorovi i teZine generalisane Gaussove kvadraturne formule
tipa I za operator A.

Dokaz.- Primenom generalisane Gaussove kvadraturne formule tipa I (3.3) na poli-
nome A~ 'q,, k =1,...,n, dobijamo direktno tvrdenje teoreme. [J

Kako za operatore (3.17), (3.19) i (3.1) znamo reprezentacije inverznih operatora,
to izrazi za tezine postaju sume dvostrukih integrala polinoma ¢, pa tezine oy, k =
1,...,n, mozemo odrediti koriste¢i Gaussove kvadraturne formule.

Na primer, za operator (3.1), mozemo odrediti tezine kvadraturne formule sa

o L esp(omy/h)
o= g5 f 400 e =)

Osnovno orude za konstrukciju ¢vorova generalisane Gaussove kvadraturne formule
tipa I je Stieltjes-Gautschijeva procedura (videti [22, str. 95], [23], [46, str. 116], [63]).

Lema 3.15 Neka je data menegativna mera o i neka su ay @ Bz, k € N, koeficijenti
troclane relacije koju zadovoljavaju monicni polinomi my, k € Ny, ortogonalni u odnosu
na o. Tada, za k € Ny, vaZe Darbouxove formule

(eme, ) Je(me(@)?do(e) o, (mem) [ (m(w))*do(z)
(meome) [(m(@)?do(e) © 7 (mer,meen) [ (meea(@))?do(2)]

gde, po definiciji, uzimamo [(m_yi(x))*do(z) = 1.

. —

Dokaz.- Zbog troclane rekurentne relacije koju zadovoljavaju polinomi 7, k € Ny,
imamo

Tep1(7) = (z — ap)me(2) — Bime_1(x), Kk €N. (3.58)
Ako pomnozimo sa m,_; 1 integralimo celu jednacinu po o, koriste¢i uslove ortogonal-
nosti f Tk Tmdo = ||7k|[*0k m, dobijamo drugu formulu u tvrdenu leme.

Slicno, mnozeéi troclanu rekurentnu relaciju sa m i integraleci je po o, koristeéi
relacije ortogonalnosti, dobijamo prvu relaciju u tvrdenju leme. [l
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Stieltjes-Gautschijev algoritam pociva na formulama (3.58). Pretpostavimo da za
neku nenegativnu meru p, u odnosu na koju je o absolutno neprekidna, znamo koefi-
cijente troclane rekurentne relacije. Onda, s obzirom da se konstrukcija Gaussove kva-
draturne formule moze izvrsiti numericki stabilno @ R-algoritmom (videti [46, str. 328],
(23], [50], [22, str. 152]), integral u odnosu na meru o mozemo aproksimirati integralom
u odnosu na meru u. Ako pretpostavimo da je do/dp = w, onda imamo

N
/pda = /pwd;c ~ G (wp) = Zukw(mg)p(x‘,:)
k=1

Naravno, u zavisnosti od toga koliko je funkcija w ‘dobra’ za integraciju, aproksimacija
je gora ili bolja. U svakom sluc¢aju, treba ocekivati da N bude reda velicine neko-
liko stotina da bi aproksimacija imala relativnu gresku koja je reda velicine masinske
preciznosti u double precision aritmetici. Veée vrednosti za N (na primer, N reda
veli¢ine 10%) su skoro nedostizne ako radimo u double precision aritmetici, s obzirom
da konstrukcija QR algoritmom postaje nestabilna.

Koriste¢i prethodno datu aproksimaciju, u stanju smo da formulisSemo Stieltjes-
Gautschijev algoritam na slede¢i nacin:

1° Startujemo sa py = 1 i konstruisemo oy i By, koristeéi relacije (3.58), gde vrednost
[ pdo racunamo kao G (wp);

2° Koristeci troclanu rekurentnu relaciju odredujemo vrednost polinoma p; u ¢voro-
vima G, tj. u tackama zi, k = 1,...,m. Zatim, koriste¢i formule (3.58),
rac¢unamo oy, 1 3, pri éemu izraze [ pdo zamenjujemo sa G’y (wp);

3° Ako smo izracunali sve koeficijente troclane relacije koje smo hteli, proces zavr-
Savamo. Inace, idemo na korak 2°.

Jasno je da broj ¢vorova u kvadraturnoj formuli G%, mora biti bar jednak broju
koeficijenata troclane relacije koje zelimo da izracunamo. Naravno, sto je N vece,
aproksimacija integrala u odnosu na meru ¢ je bolja. Interesantno je da je proces
izracunavanja polinoma py u ¢vorovima xy, k = 1,..., N, numericki stabilan (videti
[24]).

Ovo je osnovna postavka Stieltjes-Gautschijevog algoritma. Postoje mnoge mod-
ifikacije. Na primer, moze se nosa¢ mere o podeliti tako da za svaki deo mozemo
birati razli¢ite mere pu u odnosu na koje je o apsolutno neprekidna, ili se moze koristiti
Fejerova kvadraturna formula, koja nije Gaussovog tipa (videti [22, str. 93], [23], [49]).

Kako su, prema teoremi 3.2, ¢vorovi generalisane Gaussove kvadraturne formule
(3.3) nule polinoma ortogonalnih u odnosu na skalarni proizvod

(hq) = / do () (A5 'pg).

to nama trebaju koeficijenti trocalne relacije za polinome ortogonalne u odnosu na ovaj
skalarni proizvod. Poznajuci vrednosti koeficijenata troclane relacije, mozemo odrediti
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¢vorove generalisane Gaussove kvadraturne formule (3.3), kako je ve¢ pomenuto, Q)R-
algoritmom.

Nazalost, samo kombinacija kada je o Legendreova mera i A;! ima interpretaciju
preko logisticke mere (slu¢aj razmatran u [84]) ima koeficijente troclane relacije koji se
mogu izraziti analiticki sa vrlo malom kompleksnoséu. To su izrazi dati u (3.12). Za
ostale kombinacije mere ¢ i familije funkcionala A;!, analiticki izrazi za koeficijente
troclane relacije nisu poznati. Ovde je mozda bolje reé¢i da su, bar u veéini slucajeva,
izrazi isuvise kompleksni? da bi bili od ikakve koristi.

Naravno, moguce je napraviti program koji konstruise koeficijente troclane relacije
u analitickom obliku, ali podsetimo se samo eksplicitnih izraza za koeficijente tro¢lane
relacije za meru x exp(imnz)x|_11(x)dz datih u tabeli (1.1), pa da odmah postane
jasno da iako poznajemo koeficijente troclane relacije ne znac¢i da su upotrebljivi.
Zato nam je neophodan numericki algoritam za konstrukciju koeficijenata troclane
rekurentne relacije.

Kao $to smo ve¢ objasnili, za operatore tipa (3.17), familija funkcionala A;! ima
reprezentaciju zadatu sa

- :ZZ A ,CM (3.59)

gde su A, v = 1,..., M, razli¢ite nule karakteristicnog polinoma @), datog sa (3.18),
za operator A. Ovde, M,, v = 1,..., M, su visestrukosti nula polinoma ). Veli¢ine
(7 su ostaci racionalne funkcije 1/Q, pri ¢emu reprezentacije funkcionala £ zavise
od A, ij idate su u teoremama 3.13, 3.14.

Za slucaj da je operator zadat sa (3.19), familija funkcionala ima reprezentaciju
datu sa

M M,
=> Z "H”’J (3.60)
v=1 j=1

gde su ponovo A, v = 1,..., M, razli¢ite nule karakteristicnog polinoma (), datog sa

(3.20), a M,,, v = 1,..., M, njihove vesestrukosti. Veli¢ine @/ su ostaci racionalne

funkcije 1/Q. Reprezentacija funcionala £ zavisi od ), i j i data je u teoremi 3.10.
Za slucaj da je operator tipa (3.1), familja inverznih operatora ima reprezentaciju
preko logisticke mere i data je u teoremi 3.16.
Neka je mera koja reprezentuje £ zadata sa p*7 i neka vazi |\,| # 1, v =
1,..., M. Ideju za konstrukciju rekurzivnih koeficijenata ilustrujemo na primeru ope-
ratora tipa (3.17), za koji vazi

M M,

=33 T [ [ vt ate - o)

Vljl

Vrednost skalarnog proizvoda (-, -) mozemo da izracunamo koriste¢i Gaussove kvadra-
turne formule za mere o i . Naravno, za sve operatore, koje smo razmatrali, znamo

20vde se pod kompleksnoséu podrazumeva intuitivni pojam da je nesto isuvise kompleksno ako je
isuviSe slozeno i neupotrebljivo u prakti¢ne svrhe.
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koeficijente troclane relacije za meru p*+7, pa Gaussovu kvadraturnu formulu mozemo
konstruisati koristeé¢i Q R-algoritam. Na taj nac¢in, za slu¢aj operatora datog sa (3.17),
skalarni proizvod mozemo (do na masinsku gresku) da izrazimo na sledeéi nac¢in

M M, j N N
_ QV )\1/7] #Alu]' o u/\uyj
<p7 Q> - /\ J Ok, — Ty )q(xk — Ty )7
v=1 3:1 v) k=1 m=1
A N, i . co ..
gdesuxy, zf, "~ iop, w7, k=1,...,n, ¢vorovii tezine Gaussove kvadraturne formule

za mere o i ™7, respektivno.

Prema tome, ako znamo metod za izracunavanje skalarnog prozivoda, koris¢enjem
Stieltjes-Gautschijeve procedure mozemo konstruisati koeficijente troc¢lane rekurentne
relacije. Ovo je upravo algoritam za konstrukciju generalisanih Gaussovih kvadraturnih
formula tipa I.

3.5.2 Numericka konstrukcija Gauss-Jacobijevih intervalnih
kvadratura

Prvo razmatramo konstrukciju tezina u Gauss-Jacobijevoj intervalnoj kvadraturnoj
formuli (3.32). Jasno se namece formula (3.47), koju ponavljamo zbog preglednosti,

= o L k=1 n
27" (Qkaw)(l‘k + hk) Z mo, ’ PN D)
v=1 (Qvow)(zy + hy)
gde je
I,
mo = u([—1,1]), mo, = ﬂQ(hV)’ v=1,...,n.

Primetimo da je formula za tezine ista i za h, = 0 i za h, # 0. Samo u sluc¢aju h, = 0,
umesto my,/(2h,) treba da stoji w(z,). Takode, primetimo da su ¢lanovi zbira u
imeniocu svi pozitivni. Ove karakteristike daju formuli za tezine gotovo perfektne
numericke karakteristike, pod uslovom da se veli¢ine (Q,¢w)(x, + h,), v = 1,...,n,
mogu odrediti sa dovoljnom tacnoscu.

Nije tesko zakljuciti da se veli¢ine (Q,¢w)(z, + h,), v = 1,...,n, mogu odredivati
sa sve manjom tacnoséu kako n raste. Sa porastom n, velicine x, + h, i x,41 — hyy1,
v =1,...,n — 1, postaju sve blize i blize jedna drugoj. Slican efekat se javlja i na
krajevima intervala. Veli¢ine z; — hy su sve blize i blize broju —1. Sli¢na je situacija
i sa drugim krajem intervala. Nazalost, nemamo resenje za ovaj problem, tako da za
konstrukciju tezina zadrzavamo prikazane formule.

Sto se tice odredivanja évorova Gauss-Jacobijeve intervalne kvadraturne formule
(3.32), mozemo koristiti sistem jednac¢ina (3.39), koga zbog preglednosti ponavljamo,

A (Qow) =0, v=1,...,n. (3.61)

Ovo je sistem nelinearnih jednac¢ina i nije jednostvano odrediti dobre startne vred-
nosti za Newton-Kantorovicev metod. Medutim, teorema 3.28 daje putokaz. Moze
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se startovati sa ¢vorovima Gauss-Jacobijeve kvadraturne formule (3.32), za koju je
h = 0. Sistem jednacina (3.61) odreduje implicitno funkcije z,(h), v = 1,...,n, i
prema dokazu teoreme 3.28, znamo da su to neprekidne funkcije od h. Kako se, dakle,
reSenja x,, v = 1,...,n, malo menjaju sa malim porastom h, mozemo povecati h malo
i nadati se da ¢e ¢vorovi Gauss-Jacobijeve kvadraturne formule biti dobre startne vred-
nosti za sistem jednacina (3.61). Ako proces ne konvergira, pokusaj ¢inimo sa manjim
h. Ovo sugerisSe sleded¢i algoritam:

1° Koristeéi () R-algoritam konstruisemo klasicnu Gauss-Jacobijevu kvadraturnu for-
mulu za h = 0;

2° Povecamo vektor duzina h za neke male veli¢ine i resimo sistem (3.39). Ako
tokom izracunavanja neko resenje izade van [—1,1] ili ako se javi preklapanje
intervala I,, v = 1,...,n, proces bi trebalo poceti ponovo sa manjim povecanjem

h;

3° Ako je zeljeno h dostignuto, stop; ako nije vracamo se na korak 2°.

hy ha hs hy hs he hr  hs he hi
1 2—11 2—11 2—11 2—11 2—11 2—11 2—11 2—11 2—11 2—11
2 2—10 2—10 2—10 2—10 2—10 2—10 2—10 2—10 2—10 2—11
3 2—9 2—9 2—9 2—9 2—9 2—9 2—9 2—9 2—10 2—11
4 278 278 278 278 278 278 278 279 2710 2711
5 277 92-7 2=7 9T 9o-T 277 2-8 9-9 9-10 9-11
6 26 26 2=6 9-6 o9-6 97 98 9-9 9-10 9-11
7 2—5 2—5 2—5 2—5 2—6 2—7 2—8 2—9 2—10 2—11
8 2—4 2—4 2—4 2-5 2—6 2—7 2—8 2—9 2—10 2—11
9 1.2x2™* 1.2x27* 274 275 276 277 278 279 2710 9~
10[1.4x27% 14x27% 274 27° 276 277 9278 279 2-10 o~l
1111.5x27* 1.5 x27% 274 27° 276 277 978 279 2~10 o~
12[1.6 x27% 1.6 x27* 274 27° 276 277 278 279 2710 >~
13]1.7x 274 1.7x 27 274 27% 276 277 278 279 2710 3~
14/1.8 x 274 1.8 x 27 274 27% 276 277 278 279 2710 3~
15/1.9x27* 1.9x27* 274 27° 276 277 9278 279 2-10 o~
16 2—3 2—3 2—4 2—5 2—6 2—7 2—8 2—9 2—10 2—11

Tabela 3.1: Vrednosti h za koje konstrukcija mora biti izvedena, da bismo konstruisali
Gaussovu intervalnu kvadraturnu formulu za h; = 273, h, = 2751 k =2,...,10, i
w=(1—2)"2(1+42)" 21

Primetimo da je algoritam spor. Na primer, u tabeli 3.1 prikazano je napre-
dovanje za slucaj tezine w = (1 — 2)~V2(1 + x)2x_11) i za Zeljeni skup duzina
h = (273,273 274 275 276 977 978 9-9 9~10 9=11),
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Tabela prikazuje kako treba uvecavati h da bismo, koriste¢i Newton-Kantorovicev
metod, konstruisali Gauss-Jacobijevu intervalnu kvadraturnu formulu u realnoj arit-
metici. Moze se desiti da metod Newton-Kantorovica konvergira i za slucaj kada se neki
x, k =1,...,n, nade van intervala [—1, 1] tokom izrac¢unavanja. Takva moguénost za-
hteva da se izracunavanja vrse u kompleknoj aritmetici. Neke selektovane vrednosti za
¢vorove i tezine prikazane su u tabeli 3.2. Brojevi u zagradama predstavljaju ekponente
broja 10.

nodes

1 | —0.9555714821546266

weights
0.8819269169488328(—1)

—0.8262372050632516
—0.6234892281045863
—0.3653418883406488

—0.7473261774507027(—1)

0.2225167002145672
0.4999941723697348
0.7330447260516490
0.9009608727587648
0.9888238989469692

0.1685443187361792
0.2339221694044083
0.2785151953494401
0.2983609655273108
0.2916960704779823
0.2591127122827378
0.2035060820238429
0.1298172197387312

0.4460018446019656(—1)

16

—0.8747652015186958
—0.6238761837928673
—0.4106087532236457
—0.2006825700433653

0.4704283668743392(—1)

0.3075751998771511
0.5536040848737141
0.7613312437658032
0.9113851132773224
0.9899958158914526

0.2500822580430385
0.2531445546561681
0.1854991824544691
0.2300897101270037
0.2586250240329114
0.2574897091125772
0.2304948203267980
0.1816862582637493
0.1161024204287360

0.3991687797676042(—1)

Tabela 3.2: Cvorovi i tezine Gauss-Jacobijeve intervalne kvadraturne formule za
skupove duzina 1 i 15 iz Tabele 3.1

Postoji jos jedan nacin da mislimo o problemu resavanja sistema (3.39).

U nekim slucajevima za veliku vrednost sume duzina h,, v = 1,...,n, moze biti jed-
nostavnije da se konstruiSe Gauss-Jacobijeva intervalna kvadraturna formula za takavu
n-torku duzina za koju je Y h, =1—¢, € > 0, pri ¢emu je € dovoljno malo. Za takvo
¢ reSenje se moze naci sa startnim vrednostima

2v—1
n

T, =—1+

v—1
e+ 2hp+h, v=1..n (3.62)
k=1

Kada je formula konstruisana sa ovakvim izborom duzina, mozemo da poc¢nemo da
smanjujemo h za male velicine.
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hi  hy  hs hy
1277 272 23 3/26
2271 272 2% 1/12
3271 272 273 1/30
4]271 272 278 211077

Tabela 3.3: Konstrukcija Gauss-Jacobijeve intervalne kvadraturne formule za n-torku
duzinah = (1/2,1/4,1/8,1/2 x 1077) and w = (1 + z)x[-1.1)

nodes weights

1 | —0.4980855760155284 | 0.1000061567988194(+1)
0.2526113676464814 | 0.5019878952665683
0.6347693503965700 | 0.2617313176048114
0.8836631471658670 | 0.2343245896843151

2 | —0.4958401925403619 | 0.1000284173218303(+1)
0.2571838385995857 | 0.5084034113658505
0.6600105625492481 | 0.2956902341309515
0.9090777833116209 | 0.1915539863613619

3 | —0.4942122108954871 | 0.1000539868161891(+1)
0.2612226735210483 | 0.5147677615262761
0.6819171447210468 | 0.3248284487706522
0.9343039992148705 | 0.1542507500255729

4 | —0.4939236304512220 | 0.1000593000452856(+1)
0.2619857885347135 | 0.5159923628273851
0.6858797821590323 | 0.3299782172813983
0.9392819961277336 | 0.1475519772565636

Tabela 3.4: Konstrukcija Gauss-Jacobijeve intervalne kvadraturne formule za h =
(1/2,1/4,1/8,1/2 x 1077) i w = (1 + T)X[-1,1]

Na primer, startujuéi sa h = (1/2,1/4,1/8,3/26), imamo ¢ = 1/104. Upotrebom
startnih vrednosti (3.62), mozemo izvesti konstrukciju kao sto je data u tabeli 3.3.
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