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Prédgovor

Ovaj udzbenik numeriéke analize je proistekao iz predavanja koja je au-
tor poslednjih desetak godina drZao studentima redovnih i poslediplomskih stu-
dija na Elektronskom, Filozofskom (grupa za matematiku), MaSinskom i Gradje-
vinskom fakultetu u NiSu i Prirodno-matemati¢kom fakultetu u Kragujevcu, u
okviru predmeta Numeri¢ka analiza i Numeri¢ka matematika. Kao osnov za izra-
du rukopisa ove knjige posluzila je ranija autorova knjiga: NUMERICKA ANA-
LIZA, 1 deo, Univerzitet u Nisu, Nis, 1979. 'U odnosu na prvo izdanje ove
knjige, koje se pojavilo 1985. godine, u ovom izdanju uéinjene su neznatne iz-
mene u tekstu i ispravljene uolene Stamparske greske.

Knjiga je podeljena u pet glava. Sve glave su podeljene na poglavlja, a
poglavlja na odeljke, izuzimajuéi prvo poglavlje u prvoj glavi. Numeracija ob-
jekata (formula, teorema, definicija i sl.) u okviru jednog odeljka izvrSena je
pomoéu tri broja od kojih prvi ukazuje na poglavlje, drugi na odeljak, a trecéi
na redni broj tog objekta u posmatranom odeljku. Na ovaj nadéin je uspostavlje-
na jednozna¢na numeracija objekata u okviru jedne glave. U poslednjem poglav-
lju svake glave dat je spisak citirane i koriséene literature.

U prvoj glavi, koja ima uvodni karakter, daje se pored analize greSaka
i poglavlje o rekurzivnim izraé¢unavanjima i sumiranju, gde su posebno tretira-
ni numeri¢ki aspekti rekurentnih relacija, ubrzavanje konvergencije redova,
ekonomi¢ne Seme za izra¢unavanje vrednosti polinoma, teorija veriznih razloma-
ka i algoritmi za njihovo efikasno izrac¢unavanje. Takodje, i odeljak o asimptot-
skim razvojima je ovde ukljucéen.

U drugoj glavi je, pored poglavlja koje se odnosi na linearne prostore i
operatore, ukljuéeno i obimnije poglavlje, sa 16 odeljaka, u kome se tretira sa-
vremena teorija ortogonalnih polinoma, koja se S§iroko primenjuje u numeriCkoj
matematici. Ovde su dati i najnoviji rezultati konstruktivne teorije ortogonalnih
polinoma.

U trecoj glavi razmatra se opSta teorija iterativnih procesa za reS$avanje
operatorskih jednacina u Banachovom prostoru. Posebno poglavlje je posveéeno
karakteristikama iterativnih procesa i metodima za ubrzavanje konvergencije. U
posebnom odeljku uvodi se koncept R-reda konvergencije iterativnih procesa.

Cetvrta glava je najobimnija. Pored elemenata matriénog raduna, sadrzi
i tri poglavlja koja se odnose na direktne metode u linearnoj algebri, iterativne
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VIII PREDGOVOR

metode za re3avanje sistema linearnih jednacina i inverziju matrica, i poglavlje
u kome se tretiraju problemi sopstvenih vrednosti matrica i izlaZu metodi za
reSavanje, ukljuéujuéi i najmodernije postupke transformacije i faktorizacije,
kakav je, na primer, QR algoritam,

U petoj glavi se izu¢avaju metodi za re3avanje nelinearnih jednaéina, si-
stema nelinearnih jednadina, i na kraju, metodi za reSavanje numeri¢kih alge-
barskih jednadina. Poseban tretman u treéem poglavlju posveéen je danas ve-
oma popularnim metodima za simultano odredjivanje nula polinoma. IzlaZe se pre-
gled ovih metoda razvijenih u poslednjih dvadesetak godina. Kori3éenjem kon-
cepta R-reda konvergencije pokazano je kako se mogu tretirati konvergentna
svojstva ubrzanih verzija osnovnih metoda.

Mada je \knjiga namenjena prvenstveno studentima tehniékih i prirodno-
matematiékih fakulteta, ona ée biti od koristi i svima onima koji se bave nume-
riékom analizom ili koriste numeri¢ke metode u svojim istraZivanjima. Posebno,
knjiga ¢ée biti korisna programerima u radunskim centrima.

Svima onima koji su na neki naéin pomogli autoru u toku izrade rukopi-
sa za ovu knjigu, autor se najtoplije zahvaljuje. '

U Nisu, 28.09.1988. Gradimir V. Milovanovié



GLAVA 1

Uvod u numeri¢ku matematiku

1.1. ZADATAK NUMERICKE MATEMATIKE

°

Savremena nauka i tehnika postavljaju niz matematic-
kih problema koji se klasidnim matematickim metodima ne moqgu
uvek resSiti ili bi njihovo re$avanje bilo suvisSe glomazno,

s obzirom da se najfesSce zahteva numerilki rezultat. Na pri-
mer, poznato je da se algebarske jednaline u opStem sludaju
mogu re¥iti pomoéu radikala, samo kada su stepena ne viSeg

od detvrtog, pri femu su veé za jednadine treceg stepena do-
bro poznate Cardanoove formule priliéno komplikovane. Medju-
tim u praksi se vrlo Cesto srece problem resavanja numeric-
kih algebarskih jednafina* visokog stepena. Takodje, Cesto

se javlja i problem reSavanja sistema linearnih algebarskih
jednadina sa stotinu, va i hjiljadu nepoznatih, ade klasi&ni
aparat linearne algebre postaje neupotrebljiv. Standardna te-
orija diferencijalnih jednalina omoaqucava re$avanje (nalaZe-
nje opstih reSenja) samo nekih uskih klasa diferencijalnih
jednadina. Medjutim, u praksi se javljaju Cauchyevi i kontur-
ni problemi sa diferencijalnim jednainama koje ne pripadaju
ovim klasama. Posebno vaZnu ulogu imaju problemi koji se svo-
de na reSavanje parcijalnih diferencijalnih jednadina.

S druge strane, ak i u najelementarnijim problemima,
egzaktno resSenje koje je izraZeno simboliki ne zadovoljava
potrebe, s obzirom da se tra¥i numeri&ki rezultat. Ilustrujmo

*  Algebarska jednadina sa numeridkim koeficiientima.
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ovo prostim primerom.

Neka je potrebno odrediti pozitivan koren jednadine

x2 - a=20 (a>0).

TraZeno egéaktno reSenje Jje x ="a. Medjutim, simbol v ne re3a-
va problem, jer ne daje postupak izradunavanja broja x.
Formirajmo sada niz {xk}, pomodu

-1 a =
_Z(Xk‘+ ) (k—O,l,...).

Xk

MoZe se pokazati da niz {x } konvergira vrednosti Ya , kada

X, =a, X

0 k+1

k »+«. Pri nekom kona¢nom n imamo x X
Ovaj postupak, kao $to vidimo, omogufava nalaZenje re-
Senja postavijenog problema sa tadnosSdéu koja zavisi od a i n.
Kako se u prakti¢nim izradunavanjima zahteva odredjena tac-
nost €, to se za X usvaja ona vrednost X koja zadovoljava

uslov |x-x_| <e.
n

Navedimo jog jedan primer. Neka je potrebno odrediti
vrednost sinx za x=0.5 rad. Simbol sin, i u ovom slulaju, ne
daje postupak za reSavanje problema. Da bismo izradunali tra-
Zenu vrednost, funkciju x+ sin x moZemo da razvijemo, na pri-
mer, u Taylorov red

x3 X5 7
sinx = x - 37 + 5T T T + e

\Wx

odakle, uzimanjem dva, odnosno tri &lana u razvoju, dobijamo

0.5°
sin 0.5 =0.5 - 222 = 0.479167

3 5
sin0.5 =0.5 - &2 + 222 = 0.479427,

Tadna vrednost za sin 0.5 sa Sest decimala je 0.479425. GresS-
ke koje ovde nastaju potic¢u usled uzimanja kona¢nog broja &la-
nova Taylorovog reda i nazivamo ih gredkama odsecanja. Drugim
redima, gredka nastaje iz razloga Sto re$avamo problem razli-
¢it od postavljenog, koji je znatno prostiji sa stanovisgta ra-
¢unanja, a ¢ije je resenje u nekom smislu blisko re3enju pos-
tavljenog problema. U op$tem slucaju, problem koji treba re-
Savati zvademo ulaznom informacijom, a odgovarajuéi rezultat

izlaznom informacijom,
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Postupak transformacije ulazne informacije (x) u izlaznu
informaciju (y) zvademo algoritmom (A). Navedena transformaci-

ja mo¥e se predstaviti blok dijagramom

Ulazna . Izlazna
informacija Alg?;itam informacija
(x) (x)

i1i simboliZki xZy.

Pri reSavanju nekog problema potrebno je izabrati pogodan
algoritam koji najbrZe dovodi do Zeljenog rezultata. Ovo je na-
rodito va¥no kod primene ralunara s obzirom na cenu maSinskog
vremena. Izbor optimalnog algoritma u prethodnom smislu pred-
stavlja vrlo sloZen problem, koji teorijski u opStem slucaju

jo$ uvek nije resen.

Razradom i realizacijom algoritama i analizom greSke u
izlaznoj informaciji bavi se posebna oblast matematike, tzv.

numeridka matematika.

Centralni deo numeridke matematike ¢ine numericki metodi.
Oni moraju biti takvi da su pogodni sa stanovisSta primene ra-
&unara. Kako radunske magine najlesfe izvode samo &etiri osno-
vne ralunske operacije (sabiranje, oduzimanje, mnoZenje i de-
ljenje), to numeridki metodi moraju biti takvi da se svode na

konac¢an niz takvih operacija.

Na osnovu prethodnog, pogre3no bi bilo izvesti zakljucak
da se numericka matematika pocdela razvijati sa pojavom radun-
skih maSina. Poznato je, naime, da se u delima matematidara
proslih stoleca nalazi niz pribliZnih metoda koji danas &ine
osnovu numerickoj matematici. Medjutim, nagli razvoj radunske
tehnike posle II svetskog rata uslovio je brzi i sistematski
razvoj numericke matematike. Tako na primer, razradjen je niz
metoda u teoriji jednadina svih vrsta i za njih su dobijeni

novi fundamentalni rezultati, kako teorijski, tako i prakti&-
ni. Medju njima, posebno se istidu metodi za reéavahje kontur-
nih (grani¢nih) problema u teoriji diferencijalnih jednadina

(obi¢nih i parcijalnih), metodi u teoriji .integralnih i integ-

ro-diferencijalnih jednac¢ina, kao i metodi za reSavanje aps-
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traktnih operatorskih jednadina. Poslednjih godina dosta se ra-
di na metodima za re$avanje grani¢nih problema u jednoj neis-
crpnoj oblasti -teoriji nelinearnih parcijalnih jednadina. Ta-

kodje, vidno mesto zauzimaju i metodi numeri&ke integraciije.

Medju numerickim metodima posebno su interesantni itera-
tivni metodi, s obzirom da su veoma pogodni za primenu na ra-
¢unskim maSinama. Izudavanje numerickih metoda ukljuduje ana-
lizu greske, stabilnost, konvergenciju (kod iterativnih meto-
da), kao i niz drugih svojstava. Zato se vrlo Cesto ovaj deo

numericke matematike naziva numericka analiza.

U svom razvoju, numeri&ka analiza se oslanja na viSe ma-
tematickih disciplina od kojih u poslednje vreme vidno mesto

zauzima funkcionalna analiza.

Problemima praktine realizacije algoritama bavi se ob-
last teorija programiranja koja se u poslednje vreme uspesno
razvija. Jedan od njenih osnovnih zadataka je priprema i sas-
tavljanje programa za ralunsku masinu prema izabranom algorit-

mu.

Mada se radovi iz oblasti numericke matematike objavlju-
ju 1 u Casopisima koji tretiraju op3tu problematiku, ipak se
u poslednijih dvadesetak godina u svetu pojavio veliki broj spe-
cijalizovanih Zasopisa za numeridku matematiku kao %to su*:
ACM Trans. Math. Software Association for Computing Machinery.
Transactions on Mathematical Software. (New York),

Anal. Numér. Théar. Approx. L'Analyse Numérique et la Théorie
de L’Approximation. (Cluj-Napoca),

Apl. Mat. Ceskoslovenskd Akademie Véd. Aplikace Matematiky.
(Praque) ,

Appl. Math. Comput. Applied Mathematics and Computation.
(New York),

Appl. Math. Optim. Applied Mathematics and Optimization.
An International Journal. (New York),

Applicable Anal. Applicable Analysis. An International Jou-
tnal. (New York),

BIT BIT; Nordisk Tidskrift for Informationsbehandling(BIT)
(Copenhagen),

Caleolo Calcolo. (Rome),

* Naslovi Zasopisa su dati po abecednom redu i to onako kako se
eitiraju u referativom dasopisu Mathematical Reviews. ’
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0igl. Metody Meh. Splodn. Sredy Akademija Nauk SSSR. Sibir-
skoe Otdelenie. Vy&islitel ‘nyi Centr. Cislennye Met-
ody Mehaniky Splo3noi Sredy. (Novosibirsk),

Comput.J. The Computer Journal. (London),

Comput. Math. Appl. Computers & Mathematics with Applica-
tions. An International Journal. (Oxford),

Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. Computer Methods in Appli-
ed Mechanics and Engineering. (Amsterdam),

Comput. Surveys Computing Surveys. ACM. Association for
Computing Machinery. (New York),

Computing Computing. Archiv filir Informatic und Numerik.
(Vienna),

Differenctal ‘nye Urawmenija © Vydisl. Mat. Differencial’nye
Uravnenija i Vyéislitelnaja Matematika. (Saratov),

Funct. Approx. Comment. Math. Uniwersytet im. Adama Mickie-
wicza w Poznaniu Instytut Matematiyki. Functiones et
Approximatio Commentarii Mathematici. (Poznan),

IBM J. Res. Develop. International Business Machines Corpo-

ration. Journal of Research and Development. (New York),

IMA J. Numer. Anal. IMA Journal of Numerical Analysis.
{London), _

Internat. J. Comput. Math. International Journal of Computer
Mathematics. Section A. Programming Theory and Methods.
Section B. Computational Methods. (New York),

Internat. J. Numer. Methods Engrg. International Journal for
Numerical Methods in Engineering. (London),

J. Algorithms Journal of Algorithms. (New York),

J. Approx. Theory Journal of Approximation Theory. (New York),

J. Assoc. Comput. Mach. Journal of the Association for Com-
puting Machinery. (New York),

J. Comput. Appl. Math. Journal of Computational and Applied
Mathematics. (Antwerp),

J. Comput. Chem. Journal of Computational Chemistry. (New
York),

J. Comput. Phys. Journal of Computational Physics. (New York),

J. Comput. System Set. Journal of Computer and System Scien-
ces. (New York),

J. Optim. Theory Appl. Journal of Optimization Theory and
Applications. (New York),

Math. Comp. Mathematics of Computation. (Providence, R.I.),

Metody Vydisl. Leningradskii Ordena Lenina Gosudarstvennyi
Universitet im. A.A. Zdanova. Kafedra vy&islitel’noi
Matematiki i Vy&islitel’nyi Centr. Metody Vy&islenii.
{Leningrad),
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Numer. Funct. Anal. Optim. Numerical Functional Analysis and
Optimization. (New York),

Numer. Math. Numerische Mathematik. (Berlin),

Nuner. Math. J. Chinese Univ. Numerical Mathematics. A Jour-
nal of Chinese Universities. (Nanking),

Prikl. Mat. i Programmirovanie Akademija Nauk Moldavskoi. SSR.
Institut Matematiki s Vy&ilitel’nym Centrom. Priklad-
naja Matematika i Programmirovanie. (Kishinev),

RATRO Anal. Numér. RAIRO Analyse Num€rique. (Paris),

SIAM J. Algebraic Discrete Methods Society for Industial and
Applied Mathematics. Journal on Algebraic and Discre-
te Methods. (Philadelphia, Pa.),

SIAM J. Appl. Math. SIAM Journal on Applied Mathematics.
(Philadelphia, Pa.),

SIAM J. Comput. SIAM Journal on Computing.(Philadelphia,Pa.),

SIAM J. Numer. Anal. SIAM Journal on Numerical Analysis.
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Na kraju napomenimo da se u svetu svake godine organizuje

sve veéi broj simpozijuma posvedenih numerickoj matematici.

1.2. ELEMENTI TEORIJE GRESAKA

U ovom poglavlju se uvode osnovni pojmovi teorije gresa-
ka i analizira efekat prostiranja gre$aka kroz radunski proces,
Poseban tretman je dat maSinskim gre$kama zaokrugljivanja i ef-
ektu gubitaka znacajnih cifara. Na kraju poglavlja su date iz-

vesne napomene o statistilkom pristupu u oceni gre$aka.

1.2.1. Klasifikacija i analiza grefaka u numeri¢kom refienju

U skoro svim numerilkim problemima, izlazna informacija,
ili kako se Ze¥ée ka¥e numeridko resSenje, pracdeno je greskama
¢iji izvori mogu biti razlid¢iti. Pre nego $to predjemo na kla-

sifikaciju i analizu gre$aka uve$cdemo neke pojmove i definici-
je.

Pribli¥an broj x je broj koji zamenjuje tadan broj x u
izracdunavanijima i neznatno se razlikuje od njega. Odgovarajuéa
areSka* Jje

e=x - Xx.

Definicija 2.1.1. Svaka cifra broja, izuzimajuéi nule koje slu-

Ze za fiksiranje decimalne talke, naziva se znafajnom cifrom tog

broja.

Primer 2.1.1. Svaki od navedenih brojeva

2.563, 15.32, 0.2687, 0.002649
ima Cetiri znacajne cifre.

Svaki broj x moZe se predstaviti u normalizovanom obliku

_ , k
(2.1.1) x-—(iO.alaz...anan+l...)b (al #0),
gde je b osnova brojnog sistema, a a; (i=1,2,...) cifre broj-
nog sistema (O;ai <b).
Broj io.a1a2...anan+l... zvademo mantisom i oznalavati

* Cesto se ova gredka naziva apsolutnom gredkom. Medjutim, ovo je
pogredno jer je apsolutna gredka |e| = |z - z|.
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sa x*. Broj k zvademo karakteristikom. Dakle, moZemo pisati

X = xX* bk.

Naj&eSfe su u upotrebi binarni (b =2), decimalni (b=10)
i heksadecimalni (b =16) brojni sistemi.Jednostavnosti radi,

u daljem tekstu, Cesto femo uzimati b =10.

Definicija 2.1.2. Ka¥%e se da x aproksimira broj x sa 2 znadaj-
nih cifara ako je ¢ najveéi broj cifara mantise, za koji |§*—x*|

ne prelazi jedinicu g¢-tog mesta.

Primer 2.1.2. Za brojeve x =25.245... i x= 25.255 va¥i

i;* - X*I <10—4I

pa x aproksimira x sa Zetiri znadajne cifre.

U sludajevima kada se tacna vrednost x ne zna, uvodi se

pojam granice apsolutne gre$ke pribli¥nog broja x.

Definicija 2.1.3. Pod granicom apsolutne greske Axvpribliinog

broja x podrazumeva se svaki broj ne manji od apsolutne gredke

tog broja.

Kako je |e] =\§-—x]:;AX, imamo

+ A

il

(2.1.2) X - AX 2 X <

%"
S obzirom da gre8ka e nedovoljno karakterife tadnost

uvodi se i pojam relativne greske kao

_e_x-x
r =z = (x#0).

Sli¢no se uvodi i pojam granice relativne greske

A A
X X
£ = —— ; —_— .
X X | | X|

Nejednakosti (2.1.2) tada postaju
x(1 - exsgn(;{)) < x < x(1 +exsgn(§)).

U praktié¢nim izra&unavanjima, primenom radunara, prinu-
djeni smo da radimo sa jednim vrlo uskim skupom brojeva. Naime,
svaki realan broj oblika (2.1.1) koji se dobija kao rezultat
odredjenih radunskih operacija, zamenjuje se pribliZnim brojem

oblika

x = (£0.a a2...an)bk

1 (al #0).
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U ovom sludaju kaZemo da imamo mantisu sa n razreda.

Proces odbacivanja cifara mantise u broju x, pocev od

cifre a naziva se prosto odsecanje. Apsolutna greSka pri

n+l
ovome je

e ] <B<7M

Apsolutna greska koja se &ini pri zameni broja x bro-
jem x mo¥e se smanjiti ako se koristi tzv. postupak zaokrug-
ljivanja (zaokruZivanja) brojeva. Taj postupak se sastoji u

slededem

. ~1 1 . .
1) Ako je ai +an+2b + ... <713 koristi se prosto

odsecanije;

-1

2) Ako je b “+... >%13, cifra a, se pove-

an+1+an+2
¢ava za jedinicu, a cifre a,417 8pepr - S€ odbacuiju;
. -1 1
+ ==
3) Ako je a1 an+2b + ... 5 b ravnopravno se mogu

koristiti pravila 1) i 2).

Na racunskim maginama zaokrugljivanje se najceSce izvodi
tako $to se rezultatu x dodaje broj %IJVﬂi, a zatim se vr3i pro-
sto odsecanje. Ovo zna¢i da se u nereSenom slucaju 3) uvek a,

zamenjuje sa an+1(pravilo 2)).

Napomenimo da se kod ru&nog zaokrugljivanja brojeva u
dekadnom sistemu (b =10) u nereSenom slufaju preporucuje sle-
defe pravilo: Ako je cifra a, paran broj koristiti pravilo 1),

a ako je neparan broj koristiti pravilo 2).

Primer 2.1.3. Zaokrugljivanje broja ®=3.141592653589793238...
na 3, 5, 7 1 10 decimala daje pribliZne brojeve:

3.142, 3.14159, 3.1415927, 3.1415926536.

Sukcesivno zaokrugljivanje poslednijeg broja daje redom brojeve:

3.141592654, 3.1416,
3.14159265, 3.142,
3.1415926, 3.14,
3.141593, 3.1,
3.14159, 3.

Primetimo da se dobijeni pribliZni brojevi zaokrugljeni na se-
dam decimala razlikuju na poslednjoj decimali, odakle zaklju-

¢ujemo da zaokrugljivanje ne treba izvoditi sukcesivno.
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Apsolutna greska kod zaokrugljenog broja Jje

< %_'b—n-'-k .

e

Pretpostavimo da je b=10. S obzirom da je x==x*lOk i
0.1 <x* <1, za apsolutnu relativnu gresSku zaokrugljivanja, u

ovom sludaju, dobijamo ocenu

-n+k n+k

1 1 -
]r _ lel ) —2-.]_0 _ 'E-lo _ 10"1‘1
== X

X X x*|.10 21Ix* '
|

ty.
A+1

Irl ;%—-10_ .

Po jednoj od moguénih klasifikacija, greske se mogu po-
deliti na:

1 neotklonjive greske;

2 greSke zaokruglijivanja;
gresSke metoda.

U grupu neotklonjivih gresSaka ulaze greske koje poticlu
od netac¢nosti ulaznih podataka. Greske ulaznih podataka (ulaz-
ne informacije) mogu se u nekim sludaijevima drasticno manifes-
tovati u izlaznoj informaciji i pri uslovu da algoritam ne

unosi gresku.

Primer 2.1.4. Sistem jednac¢ina (ulazna informacija)

2x + 6y =8,
2x +6.0001y =8.0001

ima resSenja (izlazna informacija) x =1, v =1. Ako se koefici-
jenti druge jednacdine neznatno promene, tj. ako se uzme jed-
nacina

2x +5.99999y =8.00002,

reSenja su x =10, y =-2.

Usled zaokrugljivanja medjurezultata u procesu raduna-

nja nastaju greske zaokrugljivanija.

GresSke metoda se javliaju usled toga $to se u numerié-
koj matematici obicéno dati problem zamenjuje drugim koji je
laksi za radunanje, a &ije je reSenje u izvesnom smislu blisko

reSenju datog problema.
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Primer 2.1.5. Integral [ f(x)dx moZe se pribliZno izracuna-
a
ti, na primer, zamenom funkcije f nekim polinomom P na segmen-

tu [a,b], koji je u nekom smislu blizak datoj funkciji. Me-

djutim, mogude je za pribliZno izralunavanje datog integrala
koristiti konacnu sumu

n
.2 f(Xi)Axi'
i=1

U oba slufaja &ine se greske metoda.
Gre3ke odsecanija su, takodje, gredke metoda.

Zbir svih gre$aka ¢ini totalnu gresku.

1.2.2. Prostiranje gresaka

Kod izvodjenja radunskih operacija sa pribliZnim broje-

vima postavljaju se sledeci zadaci:

1° Oceniti tadnost rezultata kada je poznata tadnost
poletnih podataka i obrnuto. Naime, na osnovu zadate tacnosti
rezultata treba odrediti kakvu tadnost treba da imaju poletni

podaci.

2° uskladiti ta¥nost podetnih podataka ako su neki od
njih dati suvise grubo, kako bi se izbegao izliSan numericki
rad.

30

kako bi se do$lo do kona&nog rezultata sa %eljenom tadnoZcu.

U procesu radunanja odrZati tadnost medjurezultata,

IzvrEimo najpre analizu gre$ke u rezultatu x*y, pri za-
meni brojeva x i y pribliZnim brojevima X i § respektivno, a

pri uslovu da se operacija *€ {+,~,x,+} izvr8ava tadno.

Dakle, pretpostavimo da su greSke pribli¥nih brojeva x

iy redome i ey tj. e =x-x 1 ey==§ -y, i odredimo gre¥~
ku e .
X*y

1, Kod sabiranja imamo
x+y = + + (v + =
Xx+y (x ex) (v ey) (x +y) + (eX +ey) ’

ti. gred i = + .
j. greska zbira eX+y e, ey
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2. Kod oduzimanja, sli¢no dobijamo

3. Za mnoZenije vaZi

Xy = (% +ex) (v +ey) =xy +ve_ +xey +exey,
tj.

e ~ yve_  +txe ,
- TX

Xy Y

s obzirom da su greske e, i ey obi&no mnogo manje od samih ve-
li¢ina x 1 vy.

4, Kod deljenja imamo
X +e X +e
X

X _ e S
- +e e
y 7% ! 1+ £
Y
e
Kako je —g «1l, iz voslednje jednakosti sleduje
= X +e e 2
X - X(1- L+ (Z) - ...)
S Y Yy Yy
Yy
X ®x X
R
tj.

e, = X X
X/y vy X y2 7y

pri &emu su uzete pretpostavke kao i kod mnoZenja.

Odgovarajucfe relativne greSke su redom

= Xty _ X v_
(2.2.1) rx+y x+y x+y Ty ¥ x+y ry !
€x- X
(2.2.2) Y = j = r - ._X_.r ’
X-y X-y X~y X X-y'Yy
Sxy
2.2.3 = = r +r
( ) Txy Xy y '
Sx/y.
(2.2.4) rx/y = %7y o rx - ry ’
°x Sy
gde su r,= 1 ry= v
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Primedba 2.2.1. S obzirom da se talne vrednosti X i y najceSce

ne znaju, to se umesto njih u prethodno izvedenim izrazima za

greéke koriste odgovarajuée pribliZne vrednosti x ivy.

U dosada¥njem izlaganju videli smo kako se gre$ke broje-
va x 1 y manifestuju u rezultatu x*y, pod pretpostavkom da se
operacija * izvodi tacdno. Medjutim, kod primene ralunskih
magina ova pretpostavka nije uvek ta¢na i iz tog razloga u re-
zultatu se javlja greska koju nazivamo maSinskom gresSkom. Dru-
gim relima, maSinske gre3ke su posledica pseudoaritmetickih

operacija koje se u masini izvode.

U daljem izlaganju pretpostavidemo da racdunar radl sa
pokretnom tackom i n-razrednom mantisom. U tom sludaju, u me-
moriji radunara, kao 3to je refeno u prethodnom odeljku, sva-
ki broj x aproksimira se postupkom zaokrugljivanja, standardnim
brojem

(2.2.5) % = x* ¥,

gde je x* =:0.a,,a,...a  (a, #0) mantisa, a k karakteristika
(eksponent) broja x. Nula ima nestandardno predstavljanje u ko-
me je X* =0 i k =0. Jednostavnosti radi ovde nismo uveli pret-
postavku o ogranidenju broja cifarskih mesta karakteristike k,
a koja je realno uvek prisutnaT. Na dalje, pretpostavimo da je
b =10.

Jednakost*
X = fL(X;*X,) =X, @ X,

oznadava da su x §2, x standardni brojevi sa pokretnom talkom

ll
i da je x dobijeno iz X, i X, operacijom * € {+,-,x,:}. Drugim

Neka je m broj ctfarskih mesta predvidjenih za predstavlijanje karakteri-—
stike, wkljudujudi i mesto za sgnk. Tada je mogude, u standardnom ob-
liku predstavlijati samc brojeve kod kojih je _(km+1)§=k=ikm’ gde km

zavist od m © b. Brojevi ked kojih je k >km ne mogu biti predstavlije-

nt u memoriji raduwara it u tom sludaju kaZemo da postoji prekoradenje
kapaciteta memorijskog registra. Za brojeve kod kojih je k <—(km+1),

moZe se dozwliti nestandardno predstavijanje u kome je k-r—(km+1), a
pretpostavkd ay #0 se odbacuje. Na osnovu poslednjeg, brojevi kod ko-
jth je k <=(k_+n) tretiraju se kao nula (videti [34)).

*  fl je skradenica od redi floating point (pokretna tadka. Kod ma¥ina sa
ftksnom tadkom (fized point) odgovarajuwia oznaka je fi.
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redima vazi

FLIX *%,) = (X #X,) (141),

.

gde je r relativna grefka zaokrugljivanja rezultata §1*§2 na

standardni oblik sa n-razrednom mantisom, pri Zemu Jje

lz] < %.10—n+1.
Velilinu
ey = FLx*x,) = (X1xX,) = (X *x,)r

nazivamo maSinskom gres$kom, a odgovarajudu relativnu gresku
zaokrugljivanja r relativnom masinskom greSkom.

4 2

i iz =0.1372-10°.

Ako se operacija sabiranja izvodi u akumulatoru, u kome je za

Primer 2.2.1. Neka je n=4 i §1 =0.3947.10

predstavljanje mantise brojeva obezbedjeno 2n razreda (double-

precision accumulator) imamo

0.39470000-102
+ 0.00137200-10%
0.39607200-10%

tj. fZ(§1+§2) =0.3961-104, pri Cemu je masSinska greska -0.28.
Odgovarajuéa relativna gredka je ~0.71-10"%.

za pseudoaritmetilke operacije, u opStem sludaju, ne

vazi asocijativni zakon, tj.
FLUFL(xxy) *2) # FL(xxfl(y*2Z)) .

Na primer, ako * oznalava operaciju sabiranja, imamo

FLIFL(X+Y) +2) = FL((x+y) (L +1r)) +2)

((X+¥) (L+1)) +2) (1 +1,)

FL(X+FL(y +2)) fu§+(§+§u1+r§)

(§+(§+§Hl+r3n(l+rﬂ.

U konkretnom sludaju neka se operacija sabiranja izvodi
u n-razrednom akumulatoru (single-precision accumulator). Za

n=3 i brojeve §1 =0.100-10—2, §2 =~§3 =0.100-10l imamo

FLUFL(xy +%,) +X3) =0 1 FL(X) +fL(X, +X;)) =X .
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‘Razmotrifemo sada op3ti sludaj. Neka % & {+,-,%,%} i

(2.2.6) u= X%y
Kao 3to smo ranije videli (jednakosti (2.2.1)-(2.2.4))rela-

tivna grefka rezultata operacije x moZe se predstaviti u obliku

xxy Lx * a Ty
gde koeficijenti ax i ay zavise od x i y i operacije x{videti
tabelu 2.2.1).

Tabela 2.2.1

* u aX ' ay
- X_ i &
X~y X~y
X 1 1
< 1 -1
Kako je
X*y = (x*y) (l+rX*y) '

zbog prisustva maSinske gres$ke, imamo
U = FfL(xxy) = (xxy) (14, o) (4D,
gde je r relativna maSinska gresSka kod izvodjenia operacije x.

Na osnovu poslednje jednakosti za totalnu gredku eﬁ, dobi-

jamo
ét=G—11=uu +r+rf ).
u Xky XxY
Kako je, najctesde, r-rx*y mnogo manje od rx*y i r, u daljem raz-

matranju koristicdemo pribliZnost

e, Y e, = u(rk*y + r).
Odgovarajuéa relativna greska je
T
e
rT =Y =y + r,
u X*Y

u
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£5.

(2.2.7) r = ar_ + + r.

u XX ayry

Radi nalaZenja totalne greSke nekog numerickog postupka i

njene analize, predstavljacemo numeridke postupke pomodéu grafova.
Kako se numericki postupak sastoji iz konadnog broja elementarnih
operacija, dovoljno je znati kako se elementarna raclunska opera-

cija predstavlja pomocu grafa.

Graf ralunske operacije (2.2.6)(sl.2.2.1) u simbolickom
obliku sadrZi jednakost (2.2.7). Relativna gresSka zaokrugljivanja
r, rezultata operacije % , upisuje se pored temena grafa koje oz-
nadava operaciju = . Smisao koeficijenata potega u grafu je u

tome da relativna gre$ka operanda ulazi u rezultat operacije po-

mno¥ena koeficijentom potega.

1/2

Sl. 2.2.1 Sl. 2.2.2

Primedba 2.2.2. Unarne operacije mogu se takodje prikazati pomo-

¢u grafa. Pokazademo to na primeru u=vx , mada, kao $to smo vide-
1i u poglavlju 1.1, simbol v~ ne daje numeri&ki postupak za izra-
Sunavanje vrednosti vx . Medjutim, ova &injenica ne utide na mogu-

¢énost analize greske. Naime, koristedi standardna oznadavanija,

imamo
@ =/% = /x(1¥r) /R(1+ L
u =vx (l+r) = x(1+rx)(l+r)gi x(1+ 2rx)(l+r),.
tj. rﬁ = %rx +r . Na osnovu ove jednakosti dobija se graf unar-

ne operacije u = vX (sl1.2.2.2). Relativna gredka r, najdesdde,

-n+1l

nije veéa od 10 , gde je n broj cifara mantise(videti[Zl]).
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Primer 2.2.2. Ako su poznate pribliZne vrednosti brojeva x, y

i1 z sa relativnim greSkama zaokrugljivanja X o ry i r, respek -
tivno, odrediéemo relativnu gresku u rezultatu

u = (x+y)z.

Neka su relativne maSinske greSke operacija sabiranja

i mnoZenja redom ry i r,. Graf odgovarajuceg radunskog postupka

dat je na sl. 2.2.3. Na osnovu grafa imamo redom

T X y
Fx+y = x+y 'x * x+y Ty T Iy
T T
= . . +
r, 1 rx+y + l-x r,
X A
= + r + +
Xty Tx o xty y Tz T Ty tr,.

Kako su sve relativne greske

Zzaokrugljivanja po aposlutnoj vred-

1 ~-n+1

nosti manje od 5-10 (n - broj

cifara mantise), dobijamo ocenu

T X 'S 1l,,—n+l
(2.2.8) ]rulé(|x+y|+lx+yl+3)510 .

Ako su brojevi x i y .istog znaka,

(2.2.8) se svodi na

|r3|:;2-10_n+1.

.
Primer 2.2.3. Izvrsimo sada analizu greske kod izraunavanja

zbira

(2.2.9) y = X, + X, + X 4t

pri €emu je 0<x,<x,.<x,<x,. Jednostavnosti radi, pretpostavimo

1 727374
i (i =1, 2, 3, 4) zadati tac¢no. Neka su rela-

tivne masSinske gresSke posle svake operacije sabiranja redom

da su brojevi x

ryr Ty, ry. Graf racunskog postupka (2.2.9) dat je na sl. 2.2.4.

Kako je ry = 0 (i =1, 2, 3, 4), na osnovu grafa dobitamo
i

2 Numeri¢ka analiza — I deo
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redom
T
r =r.,
+
X, +x, 1
rT = X1+X2 r,+r
= Y Jw Fw ’
x1+x2+x3 xl+x2+x3 1 72
T _ Xy R, 4R, ( X, +x, b s 4
y X X R+, X R FX g 1 2 37
oaakle je
T _ .
(2.2.10) ey = (xl+x2)rl+(xl+x2+x3)r2+(xl+x2+x3+x4)r3.
S obzirom na |ri| 2 %.10-n+1 (n-broj cifara mantise), iz

(2.2.10) sleduje

T 1 -n+1l
|ey| < (3% +3%,+2x4+X,) 510 ,

odakle zakljufujemo da je granica apsolutne gre3ke rezultata y
minimalna ukoliko se sabiranje izvodi polazeéi od najmanijih bro-

jeva.
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Sli¢no se moZe pokazati da kod sabiranja m pozitivnih

brojeva x X vazi ocena

oy
eg = [(m-Dix) + (m-1)x, + (m=2)xy + oo + 2¢ | + x ]3.1077F1,
Primer 2.2.4. Nadjimo zbir brojeva
x, = 0.1376-10°, x, = 0.4737-10°, x, = 0.7428-10%,
x, = 0.6439:10%, x_ = 0.5763:10°, x_ = 0.2034-10%,

zaokrugljujuci sve medjurezultate na Cetiri znacajne cifre.

Sabiranjem brojeva u datom redosledu, imamo redom

u, = x; = 0.1376-10°,

u, = fllu;+x,) = 0.6113-10°,
uy = flluy+x;) = 0.8039-10%,
u, = Fllug+x,) = 0.7243.102,

ug = fllug+xg) = 0.6487-10°,
u, = fllug+x,) = 0.2683-10°,
Dakle, zbir je u = u. = 0.2683-104.
Ako sabiranje izvodimo u obrnutom redosledu, imamo
V] = Xg = 0.2034-104,
v, = fZ(v1+x5) = 0.2610-104,
vy = fl(v2+x4) = 0.2674-104,
vy = flLlvytxy) = 0.2681~104,
Ve = fZ(v4+x2) = 0.2681-104,
4

<
I

6 fZ(v5+xl) 0.2681-10°,

tj. 2zbir je v = v, = 0.2681'104.

6
Medjutim, taCan zbir je s = 0.26827293-104. Odgovarajucle

greSke dobijenih zbirova u i v su

el = u-g =« 0.27 i e, = v-s = =1.73.

2*
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Primer 2.2.5. Neka su brojevi iz primera 2.2.3 pozitivni i bli-
=x_ + 8, |<fsi|<<xo (i =1,2,3,4).

ski po vrednostima, tj. Xy

KoriScdenjem rezultata iz pomenutog primera, zakljucujemo da je

T 1 -n+1
leyl=;(9xo + 3|61| + 3|52| + 2|53| + |54|)5.10 ,
tj.
leT| <4.5x_-1070+L,
Y o)

s obzirom na pretpostavku |61|<< X (i =1,2,3,4).
Izrnenimo sada redosled izradunavanja. Naime, neka je
. , .
y' = (xl + x2) + (x3 + x4).
Na osnovu grafa sa sl. 2.2.5. irnamo

+ +
x, X, X +x, N
+x3+x47 3!

+X

r., = +
y x1+x2+x3+x4ﬁ_ X

1 72

X,

T e e
xl+x2 X3 X4

Sl. 2.2.5
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odakle je \
T , 1 -n+1l
|ey.| < (2% +2x, +2x5 +2x,) 510 ,
tj.
T ~n+1
Ieyl | é4x0010 .

Dakle, na ovaj nadin se smanjuje granica apsolutne gre3-
ke zbira &etiri bliska pozitivna broja.

U op$tem sluaju, ako imamo n? pozitivnih brojeva, prib-
liZno jednakih po veliéini, koje treba sabrati, granica apsolu-
tne gre$ke bife utoliko manja ukoliko brojeve grupiSemo u m gr-
upa po m brojeva i sabiramo brojeve u okviru svake grupe, a za-
tim sabiramo dobijene zbirove.

Na kraju, zadrZademo se na problemu broja znacajnih ci-
fara pribli¥nog proja x. Pretpostaviéemo, kao i ranije, da ra-
¢unska masina radi sa pokretnom tadkom i n-razrednom mantisom,
kao i da je b=10.

Ako je x pribli%an broj za x i ako €(p) oznadava naj-
bliZi ceo broj*realnom broju p, broj zna&ajnih cifara broja x
moZe se oceniti pomodéu

(2.2.11) L = c(zog10 T:___T ).
X=X

Drugim re¢ima, relativna gregka r, moZe se pribliZno izraziti

-£
pomoéu 10 ~. Naravno, uvek je g <n.
Posmatrajmo sada izradunavanje vrednosti

X = £(x)seeerX) (£:R" > R),

pomoéu brojeva Xy (i=1,...,m). Pretpostavicdemo da su brojevi

x; dati svojim pribli¥nim vrednostima x, sa brojem znaajnih

i
cifara 2,.
i

Ako je zmin==min(zl,...,1m), za greSku rezultata moZe

se dati pribliZna ocena

m -1 -2 . m
(2.2.12)  Je|=|] x; 2= 10 Plcno ™Ry | 2R
i=1 i i=l xi

Uzedemo da je C€(k+ %) =k+1 (k ceo broj).
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Na osnovu (2.2.11) i (2.2.12) broj znadajnih cifara u

rezultatu moZe se oceniti pomocu

(2.2.13) Ly = %pin " S
gde je
m
ER—
iZ1 laxi
(2.2.14) s = €(log,, ) .
|f(x1,...,xm)|

Veli¢ina 6§ ukazuje na gubitak znadajnih cifara u broju
x. Kako Ly U (2.2.13) ne moZe biti vede od n, to se za gubitak

znacd¢ajnih cifara u broju X, najzad, moZe uzeti

m
NEA—
i=1 i

6X = min {C(Zoglo ) -(n-Lmin)} .

|f(x1,...,xm)|

Ispitajmo velidinu § u nekim standardnim izradunavanjima.

m
lo MnoZenije. Kako je x=f(x1,...,x Y= @I X, imamo
m . i
i=1
m m )
of ‘
I Iz 25 [=m 1 x|,
& iox, j=1 1

pa je ¢§= G(Zoglom). S obzirom da je, najeS¢e, m <« 100, iz
poslednje jednakosti, u najgorem slucaju, dobijamo § =1. Ovo
pokazuje da se gubitak znadajnih cifara u ovom sludaju moZe

zanemariti.

2o Deljenje. Uzmimo x==f(x1,x2) =x1/x2. Iz (2.2.14) i

A,

Ry

of | _
%) 5% 1= 2
1

’

flo~—100

i=1
sleduje 6= C(ZOglOZ) =0, 8to znadi da nema gubitka znacajnih
cifara.

m
3° sabiranje. Uzmimo x =f(x,,...,x ) = ) x,. Kako je
1 m i=1 i

m m
of
LIz 5= 1= 1 1%yl
i=1 1% gop i
imamo
m
& %!
(2,2.13) § = €(log,, m ).
X.
|ii1 i



1.2. ELEMENTI TEORIJE GRESAKA 23

Iz poslednje jednakosti sleduje &§=0 samo ako su svi

brojevi xi istog znaka. Inae, u op$tem sluaju, § >0.

Dakle, kod sabiranja (oduzimanja) postoji gubitak zna-

¢ajnih cifara.

Kako se sva izradunavanija sastoje od konadnog broja
mnoZenja, deljenja, sabiranja‘i oduzimanja, zakljucujemo da
je gubitak znadajnih cifara prouzrokovan najceSce sabiranjma
i oduzimanijima.

Efekat gubitka znadajnih cifara jako je izraZen kod odu-
zimanja bliskih brojeva, $to demo ilustrovati slededim prime-

rom.

Primer 2.2.6. Izra¢unajmo razliku x= x ~ Xy uzimajuéi

1

x, = V2.0 ~0.141774469-10%, x,=/2 ~0.141421356-10%.

Navedeni brojevi su dati sa devet znafajnih cifara. Medjutim,
rezultat se dobija sa Sest znalajnih cifara x==0.353113-10_2.
Dakle, doSlo je do gubitka tri znafajne cifre, §to se moZ¥e od-

rediti i na osnovu (2.2.13). Zaista,

Medjutim, ako x izrazimo pomoéu formule

x = 0.01
V2.01 + V2

kojom izbegavamo oduzimanje bliskih brojeva, dobijamo rezultat

sa svih devet znafajnih cifara x =0.353112550-107 2.

1.2.8. Statistitki prilaz u oceni gresaka

U dosadas$njoj analizi greZaka uvek smo razmatrali tzv.
"najgori slu€aj", tj. sludaj u kome su gredke ulaznih podata-
ka i greSke zaokrugljivanja istog "smera", tj. takve da obez-
bedjuju maksimalnu gresku izlazne informacije. Ovakav sludaj
je malo verovatan.

U ovom odeljku ukazademo na statisti&ki pristup u oce-
ni grefke na jednom jednostavnom primeru. Naime, neka je



24 1. UVOD U NUMERITKU MATEMATIKU

X
1

o
Ll
([ ac =)

i i
i neka su brojevi x; dati svojim pribliZnim vrednostima Ei’ pri
gemu su odgovarajufe granice apsolutnih greZaka Ai, tj.

Iei‘ = [;{i_ xil ;Ai (i=1,...,n) .

Pod pretpostavkom da ne postojé greSke zaokrugljivanja u
procesu rafunanja, gresSka zbira ¢e biti

n
e = E ei ’

L T |

odakle sleduje ocena

n n
(2:3.1) le, | £ i eyl < z Ay

Dakle, ova ocena daje maksimalnu apsolutnu gresku, koja nastupa
samo u dva slucaja, tj. kada je ei=Ai(i=1,...,n) i1i kada je e;=
-Ai(i=l,...,n). Naravno, sa stanovista teorije verovatnode i sta-
tistike, ovi slufajevi su malo verovatni. Da bismo mogli dobiti
statisticku ocenu za gresku e, potrebno je uvesti pretpostavku o
funkcijama raspodele gresaka ei(i=1,...,n). Pretpostavimo da su
sve granice apsolutnih greSaka medjusobno jednake, tj. Ag=b (1=1,
...,n) 1 da gre3ke podleZu ravnomernom zakonu raspodele u inter-
valu (-4,4), tj. da je gustina verovatnofe svake od greSaka ey

(i=1,...,n) jednaka f% . U ovom slucaju, matematicko olekivanie

m(ei) i disperzija D(ei) su dati sa

+A +A 2
- t - ; .y = t = 1,2
m(e;) —_g R dt=0 i D(e;) —_& 57 dt = 387,

Pretpostavljajuéi da su greske e, nezavisne velidine, za dis-
perziju sume dobijamo

? 1.2
D(e ) = D(e;) =xna".
u 12y i 3

Da bismo na3li statisticku ocenu za e, potrebno je nadi
funkciju raspodele sume greSaka. S okzirom na glomaznost pos-

tupka za konstrukciju ovakve funkcije, pristupiéemo izvesnoj
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aproksimaciji. Naime, pretpostaviéemo da se suma greSaka pona-

$a po normalnom zakonu raspodele sa matematickim olekivanjem O

i standardnom devijacijom ¢ = Avn/3.
Tada je
P(Ieul <30) =0.9973,

tj. sa verovatnofom 0.9973 moZemo olekivati da je
(2.3.2) le,| <30 =4/3n .

Dakle, za statisti¢ku granicu apsolutne sume gre3aka moZemo uz-
eti veli€inu A ¥3n , koja je pri n >3 manja od granice n , do-
bijene na osnovu (2.3.1).

Primetimo da sa verovatnoSom 0.68 moZemo odekivati da

je ]eul <o= A/n/3 .

Primer 2.3.1. Kod sabiranja 75 brojeva, koji su svi dati sa tac-

no$cu 5-10_4, granica apsolutne greSke je niA = 75-5-10“4 =

= 3.75-10-2. Medjutim, statistilka granica (na osnovu (2.3.2) je

le,| <5+107% V3775 = 0.75-107%,

tj. pet puta manija.

1.3. REKURZIVNA 1ZRACUNAVANJA 1 SUMIRANJE

0d izuzetnog znadaja u numerilkoj matematici su rekurzi-
vna izra¢unavanja i postupci sumiranja. Ovo poglavlje zapo&i-
njemo izlaganjem osnovne teorije linearnih diferencnih jedna-
¢ina na kojima se zasniva jedna vaZna klasa tzv. linearnih re-
kurzivnih postupaka. Jedna od glavnih primena ovih postupaka
je u konstrukciji linearnih viSekora¢nih metoda za reSavanje
Cauchyevog problema kod diferencijalnih jedna&ina. Posebna pa-
Znja je posvecfena numerilkim aspektima tro&lane rekurentne re-
lacije koja se srefe u mnogim problemima nauke i tehnike ([2]).

Poseban tretman je dat izrafunavanju vrednosti nekih
elementarnih funkcija, koje se srecfu kao bibliote&ke funkciie
kod radunara. Imajuéi u vidu da se aproksimacije funkcija naj-
CeS¢e daju u obliku polinoma, racionalne funkcije ili veriZnog



26 1. UVOD U NUMERICKU MATEMATIKU
razlomka, to se u posebnim odeljcima ovog pocglavlja tretiraju

algoritmi za izradunavanje vrednosti polinoma, ukljudujuéi i
tzv. ekonomi¥ne Seme, algoritmi za izradunavanje veriZnih raz-
lomaka, kao i1 postupci za transformaciju racionalne funkcije u
veriZni razlomak i1 obrnuto, U posebnom odeljku, radi komplet-
nosti, izloZenl su osnovni elementi veriZnih razlomaka. Neki
postupci za sumiranje redova i ubrzavanje konvergencije dati
su u odeljku 1.3.4. Poslednji odeljak posvecen je asimptotskim
razvojima koji &esto nalaze primenu kod izradunavanja vrednos-
ti nekih specijalnih funkcija.

1.8.1. Diferencne jedna&ine i rekursivna isratunavanja

Kako se mnogi problemi u numerickoj matematici svode na
re$avanje diferencnih jedna&ina, ovaj odeljak demo zapoleti iz-
laganjem nekih osnovnih pojmova i rezultata iz teorije ovih je-
dnaéina.

Definicija 3.1.1. Pod konadnom razlikom prvog reda funkcije f

podrazumevamo izraz Af(x) =f(x+h) -£f(x), gde je h =const > 0.

Definicija 3.1.2. Pod konadnom razlikom reda n funkcije f podra-

zumevamo. izraz A"f (x) dat rekurzivno pomocu

APE (x) = aP7 e (xh) - a7 E (k) (A°F (%) =F (%)) .

Lako se mogu dokazati sledefe formule

n .
(3.1.1) A"E(x) = 3 (=17 ()£ (x+ (n-1)h)
1=0
i
s m,i
£(x+tnh) = £ ({)ATE(x).
i=o

Primedba 3.l.1. Sli&no prethodnim definicijama mogu se definisati

kona&ne razlike niza {yk}keN‘ Naime, imamo

o - n _ ,n-1 _ an-1 -
A Yk =i YK' A Yk = A yk+l A yk (n—l’2,o..) .

Primer 3.1.1. Konadlne razlike funkcija £ i1 g, koje su definisane

2. . ax
pomo€u f(x)=ax“ +bx+c 1 g(x)= e, su redom
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Af (x) = h(2ax+ah+b), Azf(x)= 2ah2, ATE(x)=0 (n=3,4,...)

ax(eah_ n

Alg(x)= e 1) (n=1,2,...) .

Konstanta h naziva se korak. Cesto se u prethodnim defi-

nicijama uzima h=1.

Jednac¢ina oblika

F(x;E(X)AE(X), .0, ARE(x)) =0,

gde je f nepoznata funkcija, predstavlja diferencnu jednacinu
reda n, ako posle transformacije pomocu (3.1.1) sadrZi £ (x+nh)

i £(x); u protivnom jednadina je niZeg reda od n. Dakle, diferen-
cna jednadina reda n ima oblik

(3.1.2) G(x;f(x),f(x+th),...,f(x+nh)) = 0.

Primer 3.1.2. Diferencna jednacina (h=1)

ASE(X) - 30F (x) - 26 (x) = x+2

je prvog reda, jer se pomoéh (3.1.1) svodi na
f(x+3) - 3f(xf2) =x+2,

tj.
f(z+1) - 3f(z) = =z,

pri ¢emu smo uveli smenu z=x+2.

Ako uvedemo smenu x=xo+kh i stavimo yk=f(xo+kh), tada
(3.1.2) postaje

H(k ) =0.

YY1t Ykan

U nadim razmatranjima od interesa su linearne diferencne
jednacine, &iji je op$ti oblik

(3.1.3) Ygan* Py Blyyppy * .-+ b (K)y =0 (k).

Ako je Q(k) =0 jednadina je homogena; u protivnom jednadi-

na je nehomogena.
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Posmatrajmo, najpre, linearnu diferencnu jednadinu pr-
vog reda

(3.1.4) Y4y * b(k)yk = Q(k).

Op3te reSenje homogene jednadine yk+l-+b(k)yk=0 je dato sa

k-1
(3.1.5) Yy = (-l)kC T b(i) (C proizvoljna konstanta).
, i=o
Ako pretpostavimo da C zavisi od k, tj. C=Ck, moguéno
je polazeéi od redenja (3.1.5) na¢i reSenje nehomogene jedna-
¢ine (3.1.4). Naime, u tom sludaju dobijamo da je reZenje ne-
homogene jednacine dato sa

k-1 k m
j=o

gde je C proizvoljna konstanta.

Opste reSenje linearne diferencne jednadine n-tog reda
(3.1.3) je dato sa

¥, = cl¢1(k) + C2¢2(k)+...+ Cn¢n(k) + fp(k),

gde su ¢1,¢2,...,¢n linearno nezavisna partikularna resenja
odgovarajufe homogene jednacine, a fp jedno partikularno rese-
nje nehomogene jednadine. Konstante Ci(i=1,...,n) su proizvo-
ljne i u konkretnim sluajevima odredjuju se iz poCetnih uslo-
va. .

Dac¢emo sada neke napomene koje se odnose na odredjiva-
nje opSteg reSenja linearne homogene diferencne jednacine sa
konstantnim koeficijentima. Pretpostavimo da je reSenje ove
jedna&ine oblika yk=Ak. Tada zamenom u odgovarajucoj jednali-
ni dobijamo

k+n
A + b1

Dakle, karakteristi&na jednadina Jje

=1 bnxk = 0.

n n-1 -
AT+ bll +eoat bn = 0,

U zavisnosti od korena karakteristiéne jedna&ine razlikovade-
mo slucajeve:
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a) Ako su svi koreni A,,...,A prosti, opSte reSenje je

k k
Yy = C1A1+...+ ann;
b) Ako su Ap i Aq konjugovano-kompleksni koreni, tj.
A_ = plcoso + isine) i x_ = A
p p {cos ine) q p’

tada njima u opStem re3enju odgovara izraz

k k k
CA +C A = A_coskf + A ink®);
p'p F Cqlq T 7 By gSinke)s

c) Ako je ki viSestruki koren reda m, tada njemu u opitem

reSenju odgovara izraz

. m-1, .k
2k + . o & + ka )Ai.

(C1+C
Kod linearnih nehomogenih jednadina sa konstantnim koefi-
cijentima moguéfe je u izvesnim sluajevima nacéi partikularno
§ ] f‘
reSenje £
Ako je Q(k) = Ps(k) (Ps polinom stepena s) i A = 1 koren

karakteristiéne jednaline reda m, tada se partikularno resenje

moZe traZiti u obliku

fp(k)
Ukoliko je Q(k)

m +1 m+s
A K" + Alkm .ot Ak,

Ps(k)ak i A = a koren karakteristi&ne

jedna&ine reda m, fp treba traZiti u obliku

_ .k m m+s
fp(k) = a (Aok + ...+ Ask ).

Primer 3.1.3. Re$imo diferencnu jedna&inu

Ye+a ¥ 2Wpe3 ¥ IWpip ¥ 2y Y v = 00
pod uslovima Yo=Y =Y45=0 1 y,=-1.

Kako je karakteristicna jednadina

M3 anleane1=o0,

. 2 2 I 1
tj. (AT+A+1)%=0, imamo r;=X, = 5(-1+ 1/3).A3—x4— 7(—1-1/§).
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Dakle, p=1, o= g% pa je opSte refenje dato pomoéu

271k
3

27k
3 [4

Y = (C1+C2k) cos + (C3+C4k)sin

gde su Ci(i=1,...,4) proizvolijne konstante. Na osnovu datih

=0, C =-c4=—2//§, tj.

uslova nalazimo C1=C 3

2

g = 20D g 20k
V3

Primetimo da se ovo re$enje moZe predstaviti i u obliku

0 k =0 (mod3),
Yy = k-1 k =1 (mod3),
1-k‘ k =-1 (mod3).

Primer 3.1.4. Nadjimo op&ti &lan Fibonacievog niza: 0,1,1,2,3,

5,8,13,21,... . Ovde je Y42 Vi ¥y Re3enje ove jednadine,
pod uslovima yo=0 i y1=1, je

k .
Yk = 7{;_[(1+21/§) _ (l"/5—]k~|

NalaZenje opSteg reSenja diferencne jednadine nije uvek
aktuelno. Naime, daleko &esce u numeridkoj matematici se srede
problem odredjivanja partikularnog reSenja koje zadovoljava
odredjene uslove. Sa zadatim uslovima, diferencnu jednadinu
nazivamo rekurentnom relacijom. U numerickoj matematici od po-
sebnog interesa su tzv. tro&lane rekurentne relacije, koje se
javljaju kod mnogih klasa specijalnih funkcija matematicke fi-
zike i statistike, zatim u teoriji wveriZnih razlomaka i teori-
ji ortogonalnih polinoma, kod reSavanja linearnih diferencijal-
nih jednaina, kao i u mnogim problemima vezanim za konstrukci-
ju redova. To su relacije oblika (3.1.3), sa n=2 i Q(k)z=0, tj.

(3.1.6) + a + b =0, k=1,2,...,

Yr+1 kY k kYk-1

gde smo indeks k, u odnosu na (3.1.3), smanjili za jedinicu, a
koeficijente b, (k-1) i bz(k-l), uprodéenja radi, zamenili sa
a, i bk respektivno. Da bi relacija bila troflana mora biti
bk#O.
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1° ako poznajemo pofetne uslove (vrednosti) yo=fo i

y1=f1, pomoéu rekurentne relacije (3.1.6) moZemo odrediti niz

Yor¥qreeerYyr gde je N proizvoljno izabran prirodan broj
(N>1) .

2°  ako poznajemo vrednosti yN=f

(3.1.6) predstavljene u obliku

N i yN—1=fN—1' pomocu

1
(3.1.7) Yi_1 =-E;(yk+1+akyk), k=N~-1,N-2,...,1,

za naznalene vrednosti k dobijamo niz Yy~27? Yy—3re-1Ygy" Ova-~

kvu relaciju nazivamo rekurentnom relacijom unazad.

o . A . . _ . _
3 NajsloZeniji uslovi su ako je dato yo—fO ivyy fN'

tj. ako imamo tzv. konturne uslove. Tada se ovaj problem moZe
interpretirati kao trodijagonalni sistem linearnih jedna&ina

na l -~ - 1

_ 7

1 y1 b1fo
By a3 1 o v, 0

(3.1.8) ) .. | - ) 3
Yo 0
Py-2 -2 ! N-2

O b -f

L N-1 °N-1 l_YN-ld | "t

Dakle, u sludajevima 1° 1 2° problem je eksplicitan,
dok je u sludaju 3° implicitan, jer zahteva resSavanje pomenu-
tog trodijagonalnog sistema linearnih jednadina.

Iako, na prvi pogled, koriscenje rekurentne relaciije
je u principu jednostavno ono zasluZuje posebnu paZnju, s ob-
zirom na numeridku nestabilnost koja se moZe manifestovati.
Naime, svaki ciklus primene rekurentne relacije ne samo da ge-
neriSe nove gredSke zaokrugljivanja, veé i prihvata gre$ke za-
okrugljivanja iz prethodnih ciklusa. Tako, pod izvesnim - nepo-
voljnim uslovima, prostiranje gre3aka kroz ralunski proces mo-
Ze "astronomski" ugroziti rezultat. Ovaj efekat demo kasnije

ilustrovati na primeru izracunavanja Besselove funkcije prve
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vrste i reda k, definisane pomoéu

™
Jk(x) = % S cos{xsin®-kb)de.
o

MoZe se pokazati da Jk(x) zadovoljava liferencnu jednadinu

2k , _ _
(3-1-9) yk+1 i T Yk+yk_1 - 0 (k—l,z,...),
tj. da vaZi
(3.1.10) I (x) = X5 (x)-7 . (x)  (k=1,2,...)
k+1 x “k k-1 AEARARA

Dakle, za fiksirano x, Jk(x) je jedno partikularno reSenje di-
ferencne jednaline (3.1.9), odredjeno, na primer, po¥etnim us-
lovima yo=J°(x) i y1=Jl(x). Funkcija Jk(x) moZe se izraziti u
obliku stepenog reda

k 4+ m

m=0 (m!)2 2 )

2m
Jk(x) = (

OfX

Primedba 3.1.1. Besselova funkcija prve vrste definiSe se ne

samo za realno, veé i kompleksno'x, a pritom red k ne mora bi-
ti nenegativanh ceo broj, veé moZe biti realan, ili ¢ak komplek-
san broj. Odgovarajuda reprezentacija u obliku reda ima oblik

\Y

“+ o
_ (
Jv(X) = ) mzo m!T (vim+1)

NI

Primedba 3.1.2. Besselova funkcija druge vrste definise se po-

moéu
Jv(x)cos(vw)-J_v(x)

Yv(X) sin(vm)

ako v nije ceo broj, dok se za v=k uzima

Yk(x) = lim Yv(x).
vk

Inace, funkcija Yk(x) se moZe izraziti u obliku
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k k-1 2m
_ 1,2 (k-m-1)! x 2 X
(3.1.11) Yk(x) f-;(-) mz ___ET_—_( X) -+;Jk(x)log'2
k += m 2m
-1
-1 mgo(w<m+1>+w(k+m+1))—{TE{HTT(g)

or

gde je psi funkcija definlsana kao logaritamski izvod gama

funkcije, tj. w(z)==ag(logr(z)) ng; 2ko je z ceo broj, kao
n-1

u formuli (3.1.11), imamo y{(l)=-y, y¢(n)j=-y + Z % (n >2), gde
m=1

je Eulerova konstanta y=0.5772156649015328606... . Formula

(3.1.11) vaZi za k 21. Za k=0 imamo

+o 2m
27 LD nma) B

2 X
Y (x) ==(y+log ) J _(x) -
o] ™ 2 o) m=1 (m!)

Besselova funkcija druge vrste, takodje, je jedno par-

tikularno re3enje diferencne jednadine (3.1.9), tj. wvazi

_ 2k

Y (x) = Yk(x)—Y (x) (k=1,2,...).

k+1 k-1

S obzirom da su Jk(x) i Yk(x) linearno nezavisna resSenja, to
se opSte reSenje diferencne jednaline moZe dati u obliku

Y = Cle(x) + CZYk(X)'

gde su Cl i C2 proizvolijne konstante, a x=const.

Primedba .3.1.3. Funkcija y(x)= C (x)+C Y, (x) je op3te reSe-
nje Besselove diferencijalne jednaélne x2y“+xy +(x2—k2)y =0,

Ovde je k=const.

Vratimo se sada problemu odredjivanja partikularnog re-
Senja diferencne jednadine (3.1.9) za neke zadate podetne us-

love. Neka je x=1.
a) S obzirom da je
Jo(l) = 0.7651976866, Jl(l) = 0.4400505857,
primenom rekurentne relacije (3.1.10) za k=1,2,...,10 dobijamo

niz {Jk(l)}, koji je dat u tabeli 3.1.1. Broj u zagradi ukazu-

je na decimalni eksponent.

3 Numericka analiza - [ deo
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Table 3.1.1

k 'Jk(l) Yk(l)
0 7.651976866 (-1) 8.825696420 (-2)
1 4.400505857(-1) -7.812128213(-1)
2 1.149034848(-1) -1.650682607 (0)
3 1.95633535 (-2) -5.821517606 (0)
4 2.4766362 (-3) -3.327842303 (1)
5 2.497361 (-4) ~2.604058666 (2)
6 2.07248 (-=5) ~-2.570780243 (3)
7 -1.0385 (-6) ~3.058895705 (4)
8 -3.52638 (-5) ~4.256746185 (5)
9 ~-5.631823 (-4) -6.780204939 (6)
10 -1.01020176 (-2) ~1.216180143 (8)

Primetimo da zbog oduzimanja bliskih brojeva nastupa
poznati efekat gubitka 2naéajnih cifara, tako da dobijena vre-
dnost za J7(l) ima samo pet zna&ajnih cifara. Stavide, ova vre-
dnost je pogresna do te mere da se razlikuje i u znaku od tad&-

ne vrednosti. Tafna vrednost na deset znalajnih cifara je

J7(l) = 1.502325817(-6).

b) Uzimamo sada za poCetne vrednosti

Yo(l) * 0.08825696420, Yl(l) = -0.7812128213.

Primenom iste rekurentne relacije dobijamo niz {Yk(l)} koji je
dat, takodje, u tabeli 3.1.1. Uporedjivanjem dobijenih vredno-
sti sa vrednostima datim u [l ,str.408] moZe se videti da su

dobijeni rezultati korektni u svim c¢iframa.

Postavlja se sada pitanje koji su to razlozi da se u
prvom sluCaju generisu pogreSni rezultati, a drugom tacni. Ta-
kodje, od interesa je naéi postupak za taéno generisanje niza
{Jk(x)}.

U cilju odgovora na prvo pitanje primetimo da se opste
reSenje diferencne jednaline drugog reda (3.1.9), ili uopsSte
(3.1.6), moZe predstaviti kao linearna kombinacija -bilo koja
dva linearno nezavisna reSenja fk i Iy # tj. yk=afk+bgk, gde
su a i b proizvoljne konstante. Nas e ovde interesovati spe-
cijalan slu¢aj kada postoji takav par linearno nezavisnih re-

Senja za koji je
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£
(3.1.12) lim £ = 0.

k++o Ik
Problemi o kojima je bilo redi kod odredjivanja niza {Jk(l)}
nastupaju upravo kada se izradunava reSenije fk ilji ka’ gde
je ¢ konstanta. Da bismo ovo pokazali primetimo da iz (3.1.12)

sleduje

Ty
(3.1.13) lim =0
k>+= Tk

za svako Yy koje nije proporcionalno sa fk.
Zaista, za yk=afk+bgk(b#0) imamo

T
Kore Ty kore B15 /5075 O

Pretpostavimo sada da generiSemo niz {fk}, kori&cenjem
pribliZnih poletnih vrednosti yozfo i yl=fl (na primer, dobi-
jenih zaokrugljivanjem}. I pod uslovom da se sve operacije u
rekurentnoj relaciji obavljaju tafno (sa beskona¢nom precizno-
§€u, tj. sa beskonadénim brdjem cifara u mantisi), re3enje Yy
koje dobijamo bife, u opstem sludaju, linearno nezavisno od
fk.
gka dobijenog redenja teZiti u beskonadnost, tj. imademo

Imajuci u vidu (3.1.13) zakljuCujemo da fe relativna gre-

yl;—fk = %/—yk— >+ (k>4=),
k x/Yx

Prema tome, ovakav postupak za odredjivanje niza {fk} daje po-
gre8ne rezultate. ReSenje fk sa osobinom (3.1.13) naziva se mi-
nimalno resenje diferencne jednadine (3.1.6). Suprotno, nemini-
malno reSenje zovemo dominantno resSenje. Primetimo da je svako

dominantno reSenje asimptotski proporcionalno sa 9y -

U prethodno posmatranom primeru imali smo fk=Jk(x) i

gk=Yk(x). Na osnovu asimptotskih formula ([1 ’ str.365])

2 ex, V

Y Ty

3*
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pri v »«, vidimo da Jv(x)-+0 i Yv(x)+-m.

Dakle, rezimirajmo da se minimalno re$enje navedenim
postupkom ne moZe izradunati, za razliku od dominantnog rese-
nja koje se veoma tacno odredjuje.

Razhe metode za odredjivanje minimalnog reSenja trolla-
ne rekurentne relacije, ukljucujuéi i odgovarajuce primene,
razmatrao je W.Gautschi u radu [131.

Na kraju ovog odeljka naveidemo jedan postupak za do-
bro odredjivanje niza {Jk(x)}, poznat kao Millerov postupak.
Na osnovu prethodno pomehute asimptotske formule za Jk(x)
(x=const) videli smo da Jk(x) teZi nuli kada k teZi beskona-
Enosti. Zato izaberimo dovoljno veliko n i stavimo

(3.1.14) Jn(x)=0 i Jn_l(x)=l.

NesSto bolji izbor je uzeti, umesto 0 i 1, vrednosti koje se
dobijaju iz pomenute asimptotske relacije za v=n i v=n-1. Mi
¢emo se ipak, jednostavnosti radi, opredeliti za vrednosti da-
te pomofu (3.1.14), a zatim ¢femo primenom rekurentne relacije
unazad (3.1.7), koja u naSem slu€¢aju ima oblik

2k =

x) = = 3, (x) -J

(3.1.15) Jy - | "

k+1(X)'

odrediti redom En_z(x),...,jl(x),jo(x). Naravno, dobijene vre-
dnosti ne odgovaraju ta¢nim vrednostima Besselovih funkcija,
ali se, zbog linearnosti relacije (3.1.15) od njih razlikuju

za istu multiplikativnu konstantu.
S obzirom na identitet

Jo(x)+2(J2(x)+J4(x)+...) =1

moguée je odrediti ovu multiplikativnu konstantu. Naime, ako

odredimo sumu
S = Jo(x)+2(J2(x)+J4(x)+...)
iz proporcije 1:S=Jk(x):3k(x) nalazimo

(3.1.16) 3, (x) = 3k(x) (k=0,1,...).

211
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Obidno za n uzimamo dovoljno veliki neparan broj i ta-
da prilikom izrafunavanja sume S polazimo od najmanjeg sabir-
ka 3n_l(x) (=1). Za dobijanje rezultata sa vedom tadnoséu tre-
ba poéi od veceg broja n.

Ako uzmemo n=11, tj. 311(1)=0 i 310(1)=1 dobijamo rezul-
tate koji su dati u tabeli 3.1.2. Ovde je S=3810092281, a 1/s=

2.624608346 (-10),

k Jk(l) Jk(l)

10 1 2.6R24608346 (-10)
9 20 5.2492]16692 (- 9)
8 359 9.42234|3962 (- 8)
7 5724 1.502325817 (- 6)
6 79777 2.093833800 (- 5)
5 951600 2.497577302 (- 4)
4 9436223 2.476638964 (- 3)
3 74538184 1.956335398 (~ 2)
2 437792881 1.149034849 (- 1)
1 1676633340 4.400505857 (- 1)
0 2915473799 7.651976866 (- 1)

Pomodu (3.1.16) dobijamo kolonu tabele sa vrednostima
za Jk(I). Uporedjivanjem sa tafnim vrednostima moZe se videti
da su pogresSne vrednosti samo za Jlo(l)' J9(1) i J8(1) (ogra-

djene cifre su pogredne).

Ako uzmemo n=17, dobiéemo sledefe vrednosti (sa deset

zna¢ajnih cifara):

J8(1) 9.422344172 (-8),
J9(1) 5.249250180 (-9),
.J10(1)= 2.630615124(-10).

Uporedjivanjem vidimo da su sve cifre tacne.

Millerov postupak se vrlo ¢€esto koristi u numeriékoj

matematici u vise oblika koji su sli&éni navedenom.

1.3.2. Izratunavanje vrednosti nekih elementarnih funkcija

Pri izracCunavanju vrednosti funkcija, na raCunskim ma-
Sinama, vrlo je vaZno u kom su obliku date odgovarajufe for-

mule. Naime, &esto vrednost ekvivalentnih matemati&kih izraza
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u numeri&kom smislu nije ista (zbog greSaka o kojima je bilo
rei u prethodnom poglavlju).

U ovom odeljku ukazacdemo na neke standardne naline za
izraunavanje vrednosti elementarnih funkcija: xe®, xbsin x
i x+» log x, koriséenjem polinomskih razvoja. U odeljku 1.3.7
razmatrademo primenu veriZnih razlomaka. Op3ti metodi za apro-
ksimaciju funkcija bice tretirani u posébnoj glavi.

o : . . . 5
1 Za izradunavanje vrednosti funkciije xreX moZe se

koristiti Taylorov razvoj

X o Xk
(3.2.1) e’ = I &7t R (x),
k=0
Xn+1 £x
gde Je Rn(x)=(n+—1)1—e (0 <g <1).

Ako je 0 <x <1 mogufe je ostatak Rn(x) oceniti na sle-

de¢i nacin. Naime, kako je

+e Xk Xn+1 X x2
. X - 12 ...
Ba ¥ = Ik T e ez Y med) )
At < % 2
e T M ez ) e

sumiranjem dobijene geometrijske progresije dobijamo

n+l . n+2
(n+1)! n+2-x °

Rn(x) <

Kako je 0 <x <1, iz prethodne nejednakosti sleduje

xn+1 n+2 n+2

(8. 852) R (X)) < 3D T'nF1 = oFl) n+ 1)}

Broj ¢lanova n u razvoju (3.2.1}, koji treba uzeti,
zavisi od ta¢nosti koja se zahteva za rezultat. Ukoliko je
ovaj broj &¢lanova veliki, to e konadan rezultat ipak, biti
pogreSan usled greSaka zaokrugljivanja tokom raunskog pro-

cesa.
U konkretnom slucaju, kada je 0< x<1, uslov Rn(X)<10—7’

na osnovu (3.2.2), ispunjen je za najmanje n=10. Kada se svi
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brojevi koji u€estvuju u izracunavanjima zaokrugljuju i pred-

stavljaju u normalizovanom obliku sa sedmorazrednom mantisom,

ovaj broj &lanova raz&oja nije veliki, s obzirom da je relati-

vna greska zackrugljivanja ta

kodje reda 10"7

Primer 3.2.1. Izrafunajmo broj e sa relativnom greskom koja

je manja od 10—7. Na osnovu prethodnog razmatranja, u razvoju

(3.2.1) treba uzeti n=10 i x=
10 ‘

e = ¢ 1u + R

k=0 k 1

gde je

Zaokruglijeni brojevi g (k=0,1,...
normalizovanom obliku sa sedmorazrednom mantisom su redom

u_=u,=0.1000000-10" ,
_u3=o.1666667-1o?2,
u =0.8333333.107%,
u7=o.1984127.10'3,
ug=0.2755731.10>, u

1. Dakle,

0 (1)

(k=1,...,10).

u.=0.5000000-10° ,

2
u4=0.4166667~10
u6=0.l388889-10
u8=0.2480158-10
10=0.275573l-10

-1
-2
-4
-6

’

[ 4

14

;10) predstavlijeni u

Iz odeljka 1.2.2 poznato je da fe greska biti najmanja

ako sabiramo brojeve polazeéi od najmanjeg, tj. od Uige Tada

za zbir dobijamo

S =0.2718282-
o}

Broj S_ aproksimira broj €(=0.27182818284...-10) sa

sedam znacajnih cifara. Relativna gres$ka je manja od 10

¢nije, manja od 0.67-10-7).

10t.

7

(ta-

U opStem slufaju za izrafunavanje vrednosti funkcije

xe” poZeljno je koristiti s

X {x1 z
e’ = e e”,

e formulom

gde je [X3 najvecfe celo* od x 1 z=x—-rx]. Pri ovome vrednost

(x3 , - :
e lzracunava se prostim mn

* Na primer, [3.141=3, (-3.141=-4.

oZenjem, tj.
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1 (tx1 = 0),
{
{ e ... e (Cx1 > 0}, 4
[x] puta
1 1
R (cxl < 0),
-[x] puta
gde su
e=2,71828182845904... i é-=0.36787944117144... .

Tzragunavanje vrednosti eZ(0 <z <1) kao $to smo ranije
videli,ne predstavlja posebnu teSkocu.

2° za izradunavanje vrednosti funkcije x+P sin x za

proizvoljnu vrednost argumenta x, dovoljno je znati kako se

moZe izradunati vrednost sinﬂf-za z€[-1,1]. Naime, ako za
dato x izradunamo redom velidine
2 1 v (v<1),
us==<x, v=u-—4[z(u+1)], z =
: 2=v (v >1),

gde je Cpl oznaka za najvece celo od p, tada je sinx =sin %;.

Da bismo ovo dokazali primetimo da je

- sin ™ = gin I L
sinx = sin 5 = sin 2(v+4E4(U+1)]),
tj.
sinx = sin(Z¥ + 2ni(ut1)1) = sin ¥,
2 4 2
Kako je
1 1
v = 4(+(u+l)=-rx(u+1)1) -1
4 4
i

1 1
0 ;Z(UH) EE(u”)] <1

zakljucdujemo da Jje -1 <v <3. Razlikujmo sada dva slucaja:

Ta

SluCaj v<i., Tada je z=v (€[-1,11) i sinx=sin N =gint2

— 2

2
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Sluaj v >1. Kako je z=2~v i 1 <v <3 zakljuCujemo da

z€(-1,1) i da je pritom

- l -— — 3 Tr_z
sinx = sin - = sin 2(2 z) sin 5"

Prema tome, dovoljno je znati neku pribliZnu formulu
(aproksimaciju) za sin %;, kada z€r-1,11. Jedna takva formula

je, na primer,

sin®Z = 1.570320022-0.642113172°+0.071860852>,

za koju apsolutna greska he prelazi vrednost 6.8'10_5, kada

z€L-1,11. U ZSesto]j glavi ove knjige razmotriéemo razne postup-

ke za aproksimaciju funkcija.

o) . « . . . .
3 Za izracunavanje vrednosti funkcije x i Log x

(0 <x <+») koristimo transformaciju x=2mz, gde su z i m takvi

da je %:;z <1 i m€Z. Tada je

logx = miog2 + fogz (2092 =0.69314718...).

Ako stavimo z==l:z, imamo da je

1+y
1- zf Xi sen-1
20gz = fog T:% ==2(y + 3 + 5 + ... +EE:T_)-Rn(y)'
gde su
_1-z
Y = 13z
i
2n+1 2n+3 2 2n+1
Rn(y) = 2 n+l | TIne3 teee) < I:;E. 2n+1
Kako je 0 <y ;% (&= %;z <1) za ostatak va¥%e nejedna-
kosti

1
0 <Rn(y) < 2n

4-3"" 1 (2n+1)

2k-1
Uvodjenjem oznake uy =X§E:T (k=1,...,n), najzad dobi-

jamo
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= - +ol. -
L0gx mLog?2 2(u1 +un) Rn'

gde se n odredjuje iz uslova u <4¢ (e zadata talnost), jer

: . 1
je tada R, :Rn(y) =78, <E-

1.3.8. Izratunavanje vrednosti polinoma

Jedan elementaran, ali vaZan problem je izracunavanije

vrednosti polinoma

(3.3.1) P(x) = aoxn + a xn—l +...+ a

+ L]
1 n—lx an

Ako bismo izradunavali vrednost polinoma P(x), na os-
novu (3.3.1), bilo bi potrebno 2n-1 mnoZenja i n sabiranija.
Medjutim, ukoliko P (x) predstavimeo u obliku

(Z.auR) P(x)=(...(((aox+al)x+a2)x+a3)x+...+an_l)x+an

potrebno je samo n mnoZenja i n sabiranja.

‘Na osnovu (3.3.2) moZe se formirati rekurzivni postupak

za lzradunavanje vrednosti polinoma za X=X

{3.3.3) bo=ao' bk=ak+xobk—1 {(k=1,...,n)
koji posle n koraka daje vrednost polinoma, tj. P(xo)=bn.

Izlo%eni postupak je poznat kao Hornerova Sema i moze

se interpretirati kroz glededu Semu:

a, a, a, ay -ee @ a
X X bO xob1 X b2 xb._> Xobn-l
bo B 53 b3 Pp-1 bn=P(Xo)

Naime, u prvoj vrsti Zeme piSemo koeficijente polinoma
(3.3.1), polev od najstarijeg koeficijenta, a drugu vrstu za-
po¢injemo sa vrednoScéu argumenta x_ za koji izrafunavamo vre-
dnost polinoma. U treéoj vrsti pisemo koeficijente bk’ koje
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izradunavamo sabiranjem odgovarajuc¢ih elemenata prve i druge
vrste, pri Cemu je bo=ao. Elemente druge vrste formiramo mno-

Zenjem vrednosti X, sa prethodnim elementom iz trede vrste.

Primetimo da su bk (k=0,1,...,n-1) koeficijenti polino-
ma Pl(x) koji se dobija deljenjem P(x) sa linearnim faktorom
X=X Zaista, uporedjivanjem koeficijenata uz odgovarajufe

stepene u

aox + a,x +...+ a X+a

=2 ) +b

+.'.+bn_1 n

_ _ n-1 n
= (x xo)(box +blx

dobijamo (3.3.3).

Kao Sto smo prethodno rekli, Hornerova Sema zahteva n
mnoZenja i n sabiranja za izrafunavanje vrednosti polinoma
(3.3.1). Ostrowski je dokazao da je 2n minimalan broj opera-
cija za izradunavanje vrednosti polinoma ako je n <4. Ako je
4 <n <6 moZe se dokazati (C25]1, (361, C[1l81) da se vrednost'
polinoma moZe izradunati sa [%(n+3{] mnoZenja 1 ne visSe od
n+l sabiranja. Oznaka [(t3 predstavlja najvede celo od t.

Tako u slufaju n=4 imamo slede¢i ekvivalentni oblik

polinoma (3.3.1)
(3.3.4) P(x) = [(Ax+B)2+Ax+c)((Ax+B)2+D)+E,

koji zahteva 3 mnoZenja i 5 sabiranja. Vrednosti parametara

u (3.3.4) mogu se odrediti pomocu

a.~-A a_A-2a.B
4 2 3 2
A = ,'!/ ao' B = 1 3 ’ D = 3B +8B + 3—2-_1
4A a
az 2 2 4
C _____2_2B_.2B _D, E =a4—(C+D)B ~B "'CD,
A

gde smo, ne umanjujudfi opStost, pretpostavili da je a, >0,

U slu€aju n=5 ekonomi¢na formula je oblika
(3.3.5) P(x) =(((Ax+B)2+C)(Ax+B)2+D)(Ax+E)+F .

Uporedjivanjem koeficijenata uz odgovarajufe stepene
u (3.3.5) i (3.3.1) (za n=5) dobijamo sledede jednakosti
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A5 = ao,

a4 (4p+E) = a.,
1

a3 (6B%+4BE+C) = a,,
346B%E+2BC+CE) = a

3E+B2C+2BCE+D) = a

a% (4B

A(B4+4B

B4E+B2CE+DE+F = ag.

%

Ako stavimo Sk 7 k(k=1,2,3,4,5), iz prethodnih jednakosti
o)

dobijamo
5
A= 2, C = c,
c4-B —4B3E~B2C-2BCE,
4 2

CS‘B E-B CE-DE,

-

+10B2—4c1B, E = c1—4B,

D

F

gde je B koren jednacine

(3.3.6)  408%-24c B*+2 (2cT+c,)B+ (e mc ¢,) = 0.

Jednacd¢ina (3.3.6) moZe imati jedno ili tri realna re-
Senja, tako da formula (3.3.5), u opStem sludaju, nije jedin-
stvena.

Za izraCunavanje vrednosti polinoma (3.3.5) potrebno 4
mnozZenja i1 5 sabiranja. Napomenimo da racunske operacije koje
obezbedjuju potrebne transformacije koeficijenata u cilju svo-
djenja na ekonomi¢ni oblik (3.3.5) ne ubrajamo u potrebne ope-
racije za izracunavanje vrednosti pclinoma, s obzirom da se

one za konkretan polinom izvode samo jednom.

Sli¢no, za n=6 postoji ekonomi¢na formula sa 4 mnoZenja
i 7 sabiranja (videti r12 , str. 57-591).

Primer 3.3.1, Za aproksimaciju funkcije x 2% za -%—;x:éo sa

relativnom grefkom manjom od 2—28(=3.7x10—9) moZe se koristi-

ti sledeéi polinom Cetvrtog stepena /

P(x) = 0.9999999975 + 0.6931466849x

+ 0.2402108680%%+0.0553299147x°+0.0088171049x%".
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Saglasno prethodnom imamo

4
A= /Eg = 0.3064301558,

vs)
Il
_ | =

a, :
(—3-1) = 0.2307347358,
A

D 1.3394747869, C = 0.4377960868,

E

3161295697,

pri Cemu su rezultati zaokrugljeni na deset decimala.

Algoritam koiji zahteva 3 mnoZenja i 5 sabiranja moZe

se iskazati u obliku
a: = Ax,

a+B, B =B;Sr

g:

P:

(e +B+C)*(B+D) +E.

Primer 3.3.2. Posmatrajmo polinom

P(x) = 32x°+48x +8x°-12x°-8x+7,

za koji imamo

5
- Jai= - 48 - =38 4= =212 g .
-8 16 =- = L.32=
Sy —32-16 =-4, Cg = 33 32 =17,

Jednac¢ina (3.3.6) postaije

4083 - 7282 + 388 -6 = 0,

ty. |
(B-1) (2B-1) (10B-3) = 0,

odakle zakljulujemo da postoje tri razlilite ekonomilne formu-
le oblika (3.3.5):

1° za B=1, na osnovu prethodnog, imamo

t.
P(x) = (((2x+1)2-1) (2x+1)2-2) (2x-1)+5;
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(o]

2 Za B=0.5 imamo

C¢=-2.5, E=1, D=-1.4375, F=9,

tj.
P(x) = (((2x+0.5)2—2.5)(2x+0.5)2—1.4375)(2x+1)+9;
[o] "
3 Za B=0.3 imamo
=~1.7, E=1.8, D=-2.2135, F=11.24512,
3.

P(x)=(((2x+0.3)2-1.7)(2x+0.3)2—2.2135)(2x+1.8)+11.24512.

Algoritam, kao $to je ranije refeno, zahteva 4 mnoZenja

i 5 sabiranja i moZe se iskazati u obliku:

o: = Aex, B:=a+B, B: = B-B,

y: = (B+C).g + D,
P: = vy« (at+E) + F.

Posmatrajmo sada polinom proizvoljnog stepena n i idra-

zimo ga u obliku

(3.3.7) P(x) = Q (x) + Q, (x),
gde su
_ n n-2 n-4
Qp (¥) = a x" + ax +a,x + ...,
_ n-1 n-3 n-5
Ql(x) = ax + a,x + agx + ...

U zavisnosti od toga da 1li je n parno ili neparno defihisade~ ~

mo polinome So i T pomodu:

Q. (%)
So(xz) = Qo(x), T(xz) = -lzw— (n=2m+2)
i
0 (x)
g2 L 2, _ Zo " =
So(x ) = Ql(x), T(x") = = (n—2m+l)..

Primetimo da je T(t) polinom stepena m. Neka su UyrOogrecerty

nule polinoma T(t), koje su nam poznate.

Deljenjem polinoma So(t) sa faktorom t-am dobijamo po-

linom Sl(t) i odgovarajuéi ostatak B
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So(t) = (t-am)Sl(t)+Bm.

Nastavljajuéi proces deljenja Sl(t) sa t-a v itd. dobijamo

rekurzivni postupak za odredjivanje niza Bm’ 8 ,...,31:

m—1
(3.3.8) Si_l(t) = (t—am_i+l)si(t)+sm_i+1 (i=1,...,m),

pri Cemu je

S _(t) aot+so (n=2m+2)

= a, (n=2m+1) .

Dakle, za svako i=l,...,m primenjujemo Hornerovu 3emu.

Poznavajuéi nizove (al,az,...,am) i (81,62,...,Bm),
vrednost polinoma P(x) se moZe odrediti pomocu EE(n+4)]
mnozZenja i1 n sabiranija.

Na osnovu prethodnog, iz (3.3.7) sleduje

P(x) = S_(x°) + xT(x°).

Tada koriscdenjem (3.3.8) za t=x2, jednostavno dobijamo

P(x)= (... ((B(x’=a )8 ) (x7=a,)+ee b8 (x°-a )+8_,
gde je

P, = aox2+a1x+3o (n=2m+2)
(3.3.9) = a_x+ta, (n=2m+1).

Primetimo da je u P(x) ukljuen i sabirak xT(x2)=Ax(x2—a1)-
1’ ako je n=2m+2, i A=ao,'ako je
n=2m+1. PoZetna vrednost Po je, evidentno jednaka PO=Sm(x2)+
Ax.

(Xz-az)...(xz—am), gde je A=a

Prema tome, startujuéi sa (3.3.9) vrednost polinoma

P (x) moZemo odrediti pomoéu

= 2_ i =
P, = P, _,(x"-a )+8, (i=1,...,m),

pri Cemu je P(X)#Pm.

Navedeni metod za izracdunavanje vrednosti polinoma dao
je D.E. XKnuth ([181). Jednu modifikaciju ovog metoda dao je
J. Eve ([l11).
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1.8.4. Sumiranje redova i ubrzavanje konvergencije

Izlaganje u ovom odeljku podefemo sa jednim konkretnim
primerom. Naime, razmotrifemo problem sumiranja reda
+oo

(3.4.1) - 8§ = I (--1)k
k=0

4
2k+1

ija je tadna suma S=n(=3.1415926535...).

Da bismo postigli tadnost od 10"4 direktnim sumiranjem
reda "¢lan po ¢lan", na osnovu nejednakosti 4/(2n+1) <10—4 za-
kljuCujemo da je potrebno uzeti oko 20000 &lanova reda. Prak-
ti¢no ovakav nacin za sumiranje je neizvodljiv. Za red (3.4.1)

kazemo da pripada klasi tzv. sporokonvergentnih redova.

Na osnovu poslednjeg primera moZe se zakljuditi da kod
sporokonvergentnih redova, direktno sumiranje <¢lanova reda ne
dovodi do Zeljenog rezultata (zbog velikog broja ¢lanova reda
koje treba sabrati i greSaka zaokrugljivanja koje pritom nas-
taju). U ovakvim sluCajevima treba nac¢i neke nacine za tzv.
brzo sumiranje ili kako se Cesto kaZe ubrzavanje konvergenci-
je redova. U literaturi postoji veliki broj metoda koji ovaj

problem refavaju. Navescemo nekoliko od njih.

Posmatrajmo konvergentni alternativni red

(3.4.2) i (-1) a = ao-al+a2-a3+... (ak >0),

¢ija je suma A. Pokazademo da je red

1 1 1
(3.4.3) 5 ao - E(al ao) +-2~(a2 al) cee

takodje konvergentan i da ima istu sumu kao i red (3.2.3).
retpostavimo da su {An} i {Bn} nizovi parcijalnih su-

ma redova (3.4.2) i (3.4.3) respektivno. Tada je

(3.4.4) A-B = 20"t a 0 @m=12,.0.

Kako je prvi red konvergentan, imamo da je lin1an==0 pa iz
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(3.4.4) sleduje

lim B_. = 1lim A_ = A.
n n

Primenimo izloZenu transformaciju na red (3.4.1). Tada

je
4+
k 1 4
s =2+ 3 (-1 Flgghy - o)
k=1
tj L]
+o k-1
(3.4.5) S =2\ 3 5i:%l———.
21 4k2-1

Ocenimo sada koliko je ¢lanova reda (3.4.5) potrebno
sabrati da bi se dobila suma sa istom tadnoséu kao i ranije.
Iz 4/(4n2-1) <10-4 sleduje n > 100. Dakle, sada se ista tac-

nost moZe postici ako se uzme prvih sto &lanova reda.

IzloZena transformacija za sumiranje alternativnih nu-
meric¢kih redova predstavlja specijalan slucaj Euler-Abelove

transformacije koja se primenjuje kod stepenih redova.

Razmotrimo stepeni red
+o0 Kk
(3.4.6) £(x) = % ax,
k=0
¢iji jebpolupreénik konvergencije R konac¢an. Ne umanjujuéi

opstost razmatranja moZemo uzeti R=1.

Iz f(x)=ao+xg(x), gde je

+o k
g(X) = Z ak+l X 14
k=0
sleduje
+o k
(1-x)g(x) = (1-x) = a ., X
k=0
= Ena xk - Ewa xk+1
k=0 k+1 K=o K*1
+oo
_ k
=ag t oI (a,,; maxy

4 Numeriéka analiza — [ deo
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odakle je
X e k
f(x) = a, + T:E(ao + kio(ak+1—ak)x ),
tj.
f(x)=—a°—+i ?A XX,
I-x © T-x .-, °k

Iz poslednje formule za x=-1 i ay >0, sleduje

+0 +co
k
(-1%a =3a -2 1 (-D" sa
o} k=0

™
N =

14
k k

to je ekvivalentno sa (3.4.3).

Sukcesivnom primenom izloZene Euler-Abelove transforma-
cije m puta na red (3.4.6) dobijamo

m-1 Akao . m  te

f(x) = : ~
k=0 (l—x)k+1 1-x

m k
I A X .
k=0 ak

Posebno je interesantan slutaj kada m>+~. Tada imamo

o k
: 2% a (X .

(3.4.7) £(x) = A0y

_1
1-x k

Primer 3.4.1. Sukcesivnom primenom Euler-Abelove transformaci-

+o0 k
je dva puta na red f(x) = I f%—, dobijamo
k=0 1
(2 -1)x 2 +e
1 2 X 1 2 1 k
f(X) = — + +( — ) z ( - + )X
1-x (l-x)2 1-x k=0 k+3 k+2 k+l1
%],
2 te k
1 X X 2%
f(x) =7==~- + (=) £ =7 -
1-x 2(1—x)2 1-x k=0 (k+1) (k+2) (k+3)

Primenimo dobijenu formulu na izradunavanje vrednosti
g0g 2. S obzirom da je fog2=f(-1) imamo
n

T
k=0

-1k

* k+1) (k+2) (K+3) '

win

1
9092 = 5
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odakle, za n=2, dobijamo r0g2 =0.6958333. Dobijeni rezultat je
ta&an na dve decimale. '

Na ubrzavanje datog stepenog reda primenidemo sada for-

mulu (3.4.7). Kako je a = za k-tu diferencu imamo
m mtl
_.41k
Aka = ? (_1)i(k)a = - 3 i_il_iil_
™ i=o i’ "m+k-i i=o i-(m+k+1)
S obzirom na identitet
k i
(-1)" k, _ k! _ _
(3.4.8) | iio' oo (i) = 3t . ar) (a#0,-1,...,~k),
zakljucujemo da je
Jo o t0Mmr ko DS
m  (mtk+1)! o k+1 °

Primenom (3.4.7) dobijamo da je u ovom slucaju

+o0 k k
1 (=1) ", x_
£x) =13 kz k1 1-x) °
Najzad, za x=-1 imamo
+ e k 40
(-1) 1
2092 = % = I -—=—.
k=o K1 ko1 2%

Primer 3.4.2. Posmatrajmo alternativni red

+eo k-1
S. = I (1)

v k=1 (2k+2r+1)n2

k .

Primetimo da se za r=0 dobija

o k-1
= (-1) -7 - 1
(3.4.9) S, = ! ————p = 1 -marctg —

© k=1 (2k+1)w

Neka je potrebno odrediti narednih n &lanova niza (Sr). Niije

tesko videti da vaZi rekurentna relacija

(3.4.10) Sr = oeyr " Sr—l (r=1,2,...,n).

4*
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Startujuéi sa (3.4.9) i korisScenjem rekurentne relaci-
je (3.4.10)Adobijamo rezultate koji su dati u tabeli 3.4.1,
pri ¢emu je uzeto n=12. Broj u zagradi ukazuje na decimalni
eksponent, na primer, 3.2(-2)=3.2-10_2. Sva izradunavanja su
sprovedena na programibilnom kalkulatoru CASIO FX-702P, sa
aritmetikom od 12 dekadnih cifara u mantisi. Dobijeni &lanovi
niza (Sr), su evidentno pogresni, jer je Sr >0 za svako r. U
ovo] tabeli, rezultati su zaokrugljeni na 10 znalajnih cifara.

g

Tabela 3.4.1

r Sr pomoéu (3.4.10) Sr pomodu (3.4.11)
0 0.3185831012(-1) 0.3185831012(~-1)
1 0.1890441554 (-1) 0.1890441558(-1)
2 0.1342089717(-1) 0.1342089682(-1)
3 0.1039819711(-1) 0.1039820054 (-1)
4 0.8485019141(=-2) 0.8484985269 (-2)
5 0.7165308652 (~2) 0.7165642950 (-2)
6 0.6204315120(-2) 0.6201015723(-2)
7 0.5432530853(-2) 0.5465094591(~2)
8 0.5206599001 (-2) 0.4885207787(-2)
9 0.1244506534(-2) 0.4416510673(-2)
10 0.3533626045 (-1) 0.4029834444 (-2)
11 -0.3052766508( 0) 0.3705389102 (-2)
12 0.3052959776( 1) 0.3429275407(-2)

Mo¥e se postaviti pitanje zbog &ega su ovi rezultati pogreSni.

Odgovor lezi u tzv. slaboj uslovljenosti rekurentne relacije

(3.4.10). Stavljajuéi r=1,2,...

sistem od n linearnih jednacina

;N1 na osnovu

. Tl T T/aoe2e ]
1 0 0 Sl 1/3-nw SO
ﬁz 0 0 52 1/5
. : '
0 1 0 Sn_1 1/(2n-1)
2
—0 T 1- -Sn ] Ll/(2n+1)J

(3.4.10) dobijamo

%ija je matrica dvodijagonalna. $liéno sistemu jednacina iz
primera 2.1.4, i ovde imamo slabouslovljeni sistem, kod koga

male promene (perturbacije) u sistemu, nastale kao posledica
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zaockrugljivanja, prouzrokuju velike promene u reSenju, Sto vo-
di pogresnom rezultatu. O slabouslovljenim sistemima bife re-
&i u odeljku 4.2.6. '

Ako se, medjutim, najpre izraduna, sa potrebnom tadno-
8¢u, poslednji ¢lan niza Sn’ a rekurentna relacija predstavi
u obliku

— 1 - _1 - —
(3.4.11) S, = ;7(2r+1 s)  (r=n,...,1),

mi dobijamo dobro uslovljeni proces. Ekvivalentni sistem 1li-
nearnih jedna&ina ima oblik

. o2 e - 1/(2n+1)-8_
e Sh-2 1/(2n-1)
a2 0 s, 1/5
2
i T ] L So J i 1/3 |

Da bismo odredili Sn’ posmatrademo stepeni red

+oo k-1 +oo k
X .

(3.4.12) £(x) = I ==— = 3§ —2X___,
k=1 2k+2n+1 k=6 2k+2n+3

¢iji je poluprefnik konvergencije jednak jedinici, i na ¢ije

sumiranje femo primeniti Euler-Abelovu transformaciju sa

. _ 1 .
m>+e=, Kako je aj —5315513, imamo
K ‘X ko -0t
2fa. = @1 (=1 ki = SOOI
J i=o ] 1 i=o (3 1 n
tj.
k  -n¥E
k _ 1 i
Aa, = — 5 1L .
| 2

i=o i-(j+n+k-+%)

Koriséenjem identiteta (3.4.8), sa a=-(n+k+3/2)=-b i

j=o0, dobijamo
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R S Lokl 31
o 2 pk+)

(s)

gde je p'"'=p(p-1)...(p-s+1).

Dakle, na osnovu (3.4.,7) imamo

+oo k
_ 1 (-1)" k!, x
(3.4.13) f(x) = 2(1-%) kio b(k+l) (l—x

k
) .

Ako stavimo X=-l/n2, na osnovu (3.4.12) i (3.4.13) zaklju&u-
jemo da Jje
+

_ 1 _ 2, 1
Sn = = £(-1/77) = 5 2

k!

™ k=0 (w2+l)k+l b(k+l).

NumeriCki red u poslednjoj jednakosti brzo konvergira. Parci-
jalne sume ovog reda za n=12 su redom

s9) = 0.3407395124+1072,
sié) = 0.3429014381-1072,
s{%’ = 0.3429271021.1072,
S{S) = 0.3429275314.10 2,
s{7) = 0.3420275404.107%,
s{>) = 0.3429275407.1072,
Uzimajuéi 512 :ng) i primenom rekurentne relacije (3.4.11)

dobijamo rezultate koiji su dati, takodje, u tabeli 3.4.1.
Primetimo da se dobijena vrednost za Sq poklapa sa tacnom
vrednoScu (3.4.9) na svih 10 znacajnih cifara. Ovo ukazuje
da su sve vrednosti niza (Sr) dobijene sa visokom tac¢nosdcu.

Za ubrzavanje konvergenciije redova postoje i transfor-
macije koje se zasnivaju na ubrzavanju konvergencije nizova.

Medju njima postoje kako linearne, tako i nelinearne trans-

/

formaciije.
Neka je {Sn} niz parcijalnih suma alternativnog reda
(3.4.2), tj.
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n-1 k
(3.4.14) S = 31 (-1) ay (n=1,2,...).
n
k=0
Najprostija linearna transformacija je definisana ari-
tmeti&kom sredinom sukcesivnih parcijalnih suma, poznata kao
Cesaro-ova transformacija,

S” = C(S) = %(s +S_..)  (n=1,2,...).

n n n n+l
Niz {Sé} brZe konvergira od niza {Sn} ka istoj granici S

(lim S£=lim Sn=S). Daljom primenom iste transformacije na
niz {Sﬂ} dobija se ubrzani niz {SR}, gde je

" o= v = Lig ss- =
Sn = C(Sn) = 2(Sn+S ) (n=1,2,...).

UopSte, polaze€i od niza parcijalnih suma (3.4.14) mogu se

(m)

sukcesivno konstruisati nizovi {S } (m=1,2,...) pomoéu

) = _(s(m 1) g (m=1),

(3.4.15) s, . Sl

(h=1,2,...),

(0)

gde smo stavili s ~° =s . Sematski, postupak (3.4.15) se moZe

interpretirati kroz konstrukciju tzv. S-tabele:

(0) (l) (2) (3)
/ l Sl /sl
(0) (1) (2) :
2 2 *
///’ (l)///
3 »

(0)///
4

Ona se konstruiSe izraunavajuéi elemente sledeéim redom

(0) . (0) (1), L(0) (1) .(2)_ .
Sy "% Sy 4S) i Sy .8, ,S;77; itd.

Proces se prekida kada je, na primer, ispunjen uslov

(m) _ (m-l)
N S, |
i tada se uzima S = S

< ¢, gde je ¢ unapred data dozvoljena greska,
(m
1
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Algoritamski se ovaj postupak moZe iskazati kroz slede~
€a Cetiri koraka:

(o}
1 Sy:=a s z:=1, n:=0;
2° n:=n+1 z:=-2, S :=s_+za_;
Ll 14 o= ’ n+l’ n nf
o — = }. .
3 Za k=n,...,1, S, 3= 2(sk+1+sk)'
4°  ako je
. o)
|sl—szl > ¢ prefi na 2,

lla

e kraj izracdunavanja S:=sl.

Primetimo da ovaj postupak ne zahteva memorijski prostor za
paméenje Citave S-tabele. Naime, u n-tom koraku primene ovog

postupka pamte se samo dijagonalni elementi Séii, Sél),...,
—il n s
Sén ), S{ ), koji su oznadeni redom sa S 41751555~

Sa z:=-z obezbedjuje se neophodna promena znaka kod izrafuna-
vanja parcijalnih suma alternativnog reda.

(m)}
n ne€N

kolonama i vrstama u S—-tabeli), kao i po dijagonalama konver-

MoZe se pokazati da nizovi {S i {S(m)} (po
n meNO

giraju ka S.

: 5 = _yyntl . .
Primedba 3.4.1. Kako je Sn+lfsn+( 1) a, ,; imamo da je
(1y _ 1 _ 1, .\n+l
Sn = 2(Sn+Sn+l) = Sn + 2( 1) a+1’
(2) _ 1,.(1), (1), _ 1,.,,_, 0+l +(o1)R*2
Sn - 2(Sn +Sn+l) - Sn.+4(3( 1) an+1 (=1) an+2)'

Matemati&kom indukcijom jednostavno zakljuéujemo da va-

?i sledefa reprezentacija

(m) _ 1 n+k

m
(3.4.16) I a . (-1)
n n o oM,

mk

gde su koeficijenti o ik dati rekurzivno pomodu

m-1
= -+ .
®m1 2 o‘m—l,J.'

a =

mk Olm_l k—l + am_l k (k=2’000'm-1)l
[ !
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a = a e
mm m-1l,m-1

Primetimo da je a =2™-1 1 o =1.
ml mm

Na osnovu prethodnog vidimo da se elementi S-tabele
mogu izracunavati i pomocu (3.4.16). Medjutim, ovakav postu-
pak bi bio numerifki neefikasan zbog velikog broja racunskih

operacija.

Primer 3.4.3. Formirajmo S-tabelu za odredjivanje sume alter-

nativnog reda

s = 1 -D* _ 0g2 = 0.693147
= k+1 T toge = U e
k=0
. . . _ 1 (0)_ (0) _o (0)
sa tri tafne decimale. Ovde je a = o1’ S1 =1, sk+l Sk +

+(—1)k+lak+l. Primenom (3.4.15), saglasno prethodno navedenim
algoritamskim koracima 19 - 4° dobijamo S-tabelu:
1.0000 0.7500 0.7083 0.6978 0.6947 0.6936 0.6932
0.5000 0.6666 0.6874 0.6916 0.6926 0.6929
0.8333 0.7083 0.6958 0.6937 0.6932
0.5833 0.6833 0.6916 0.6928
0.7833 0.7000 0.6940
0.6167 0.6881
0.7595
Pri ovome smo sva izrafunavanja sproveli tako 3to smo sve me-

djurezultate zaokrugljivali na &etiri decimale. Kako je

3

158 - 5157 = 10.6932-0.6929] <0.5-1073,

1 2
zakljucujemo da je S =0.693. Ako se Zeli postiéi veéa tacno-
st, izra%unavanja mogu da se sprovode u aritmetici sa veéim
brojem cifara u mantisi. Citaocu prepustamo da izvr¥i anali-
zu prostiranja greSaka kroz kolone S-tabele, znajuc€i relati-
vne maSinske greSke elemenata iz prve kolone r (lr | <
1 -0+l n neo

5-10 , gde je & broj cifara mantise).

Ako sva izradunavanja sprovodimo, kao u primeru 3.4.2,
sa aritmetikom od 12 cifara u mantisi, u zavisnosti od zahte-
vane taf¢nosti g, dobijamo rezultate koji su navedeni u tabe--
1i 3.4.2.
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Tabela 3.4.2

€ m Siﬁn

1072 4 0.6947016667
1073 6 0.6933779762
1074 8 0.6931842138
107° 10 0.6931536346
1078 13 0.6931476997
1077 16 0.6931472258
1078 19 0.6931471847

U drugoj koloni tabele dat je broj m koji ukazuje na
broj sukcesivnih primena transformacije za postizanje zadate
tadnosti €. Drugim redima, m je najmanji prirodan broj za ko-

(m) g (m=1) (m)
1 2 1
je podvulena. Primetimo da direktno sumiranje reda "&lan po

ji je |s | <e. Prva pogredna cifra u rezultatu S
¢lan" zahteva, prema Leibnitzovom kriterijumu, pribliZno
L1/e] ¢&lanova. Na primer, za tadnost a=10—8 potrebno Jje sabra-

ti fantastiénih 100 miliona &lanova.

Na kraju ovog odeljka napomenimo da postoji &itava kla-
sa nelinearnih transformaciija koje se primenjuiu kod sumiranja
redova (C 31~ {101, C291). Jedna od najprostijih je A2—trans—
formacija definisana pomocéu

(s5,)°
s’ = T(Sn) =8 - = (n=1,2,...)
AS
n
i o njoj ¢e biti rei u opsStoj teoriji iterativnih procesa
(odeljak 3.2.2).

Primedba 3.4.2. Ako se pretpostavi asimptotsko ponasSanje par-

cijalne sume Sk u obliku Skf\4A+Be_°Lk (a >0), tada eliminaci-

jom B i o iz ove asimptotske relacije za k=n, n+l, n+2 dobija-

mo

2
n+1l Sn)
- 25 + s '
n n

(s
A S -
n

S

n+2 +1

tj. A mT(Sn). Primetimo da je

-
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S = l1lim Sk = lim (A+Be_ak) = A.
K> K>+

Kao i Cesaro-ova transformacija i Az-transformacija

se moZe sukcesivno primenjivati

w1y _ (88 )
)=Sn _THT (n=1,2,.¢.),
A

g(m _ T(S(m 1)
n

(0) :S . Naravno, konstrukci-

gde smo, kao i ranije, stavili S
ja S—-tabele, u ovom sluc¢aju zbog nellnearnosti, je ne3to slo-

Zenija 1 moZe se Sematski predstaviti u obliku:

S(O)
\\\

S <1)
):><S(1)\\‘S<2)

3 2 1

<o>>< (1" (2)\ (3)

Sy S3 =S5, —5,;

s

(0) (1) (2)

Sg TS5, T 83

(0)>‘< (1)//E

€5 ::;Ss

) -

S7

Primer 3.4.4. Na red iz primera 3.4.3 primenimo A2—transfor—

maciju. Odgovarajuca S-tabela ima oblik

1.000000
0.500000  0.700000

0.833333  0.690476  0.693277

0.583333  0.694444 0.693163 0-0693148
0.783333  0.692424

0.616667 0.693530

0.759524

pri Cemu smo koristili aritmetiku sa Sestorazrednom mantisom.
Dobijeni rezultat u &etvrtoj koloni ima tacnih pet decimala.
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1.8.5. Elementi teorije veriinih razlomaka

(3.5.1)

Izraz oblika

naziva se veriZni razlomak i predstavlja se u jednom od slede-
¢ih oblika

b. b, b b_| b, | b, |
(3.5.2) [ao; g—l;, -a—z-, a—3-,...], ao + ; + i + i B (P
1 32 33 12y 13 |33
e W M
ceny
(0] a1+ a2+ a3+

pri Cemu su ay s bk’ u op&tem sludaju, promenljive. U specijal-

nom slufaju, oni mogu biti brojevi (realni ili kompleksni),

matrice, operatori, itd. Element a, se naziva k-ti parcijalni

imenilac, bk k-ti parcijalni brojilac, a a slobodan &lan. U

nasem izlaganju ap i b, su realne ili kompleksne veliline.

k

2ko jel«efhﬁjentao=0, tada se u ovim notacijama, obid-

no, on izostavlja. Na primer, piSemo samo

[b1 b, by ]
122 30 .
al a2 a

= [y, 2 3|2 21,51 >
. 5'[1’2’3]_'1+|2+3 L*+3¢3-

Razmotrimo sada niz kona¢nih veriZnih razlomaka koji

se dobijaju iz (3.5.1), tj. (3.5.2), uzimaju€i samo konacan

broj ¢lanova. Tako, za k€N, stavimo

(83, 37

P

R -k [a i s b_k] -
= ’ ’ $oey .
% o a8, ay
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Ako egzistira vrednost veriZnog razlomka (3.5.1), tada

se ona definisSe kao

(3.5.4) R = 1lim .
k>4 Rk

Razlomak (3.5.3) nazivadéemo k-tom aproksimacijom, ili

k-tim konvergentom, veriZnog razlomka (3.5.1).

Ako uzmemo
(3.5.5) Pp=a, Q=1, P .=1, Q .=0,

indukcijom se jednostavno dokazuju rekurentne relacije za Py

i Qk:
P = 3Py Y By Pr)
(3.5.6) (k=1,2,...).
% = 2P%%-1 * PO
Primetimo da su Pk i Qk dva reSenja diferencne jedna-
&ine
Yo T 8 Ygoy T By¥y-p = 0
Na osnovu (3.5.5) i (3.5.6) jednostavno se dokazujﬁ
jednakosti
b.b b
k+1 172" "k
(3.5.7) - .= (-1) —_ (k=1,2,...)
R Q1%
i
b.b b a
k “172°"""k-1"%k
(3.5.8) - L, = (1) (k=2,3,...).
R~ R O o0

Neka su w, proizvoljni brojevi razli€¢iti od nule. Nad

k
veriZnim razlomkom (3.5.1) moZemo izvr$iti ekvivalentnu trans-
formaciju odgovarajuéim mnoZenjem sa Wy s tako da, u notaciji
(3.5.2), imamo
[a . wlb1 wlwzb2 w2w3b3 ]
’ 4 [ 4 ’ L] .
o’ w.,a LPEN w3a3

(3.5.9)
171
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Ako sa Sk-i Tk ozna&imo brojilac i imenilac u k~tom konvergen-

tu veriZnog razlomka (3.5.9) imamo

Sk = W1W2"‘wkpk i Tk = w1w2°"kak'

Primetimo da je pri ekvivalentnoj transformaciji veriZnog raz-
lomka vrednost k-tog konvergenta invarijantna, tj.

P
= K _
T'Qk‘RJC

Ekvivalentnom transformacijom, sa specijalnim izborom
brojeva Wy s veriZni razlomak se moZe uprostiti.

Neka su bk#O (k=1,2,...). Izaberimo konstante W tako

da su parcijalni brojioci u (3.5.9) jednaki jedinici, tj.

wlb1 =1, wlwzb2 = 1, cee, Wk-lwkbk =1, eo. .
Tada imamo |
b b
w, = S%, W, = Bi, Wy = blé3,...,
ili u op3tem slucaiju,
o = R 1 vy - phet
274 2k 173 2k+1

Zamenom ovih vrednosti u (3.5.9) dobijamo ekvivalentni
veri¥ni razlomak kod koga su parcijalni brojioci jednaki jedi-
nici.

Sli¢no, ako je ak#O (k=1,2,...), stavljajuéi u (3.5.9)
wk=1/ak dobijamo ekvivalentan veriZni razlomak

c c c
e R
(3.5.10) [ao, AR
gde su

cl=b1/al, c2=b2/(ala2), c3=b3/(a2a3), itd.
Ako brojeve Wy izaberemo tako da je

wia,=l, w_ Wb tna =l (k=2,3,...),
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tada_se (3.5.9) svodi na oblik

o o o]
Tl 2 k
(3-5-11) [ao; _l" 7 o 0o » ’ ’ ...]’

koji je poznat kao Eulerov veriZni razlomak.
Druga rekurentna relacija u (3.5.6) za razlomak (3.5.11)
(umesto Qk uzimamo ranije uvedenu oznaku Tk) postaije

T1=1'TO+OL1T_1, Tk=(l-o,k)Tk_l+aka_2 (k;Z) ’

sa T_;=0 i T _=1. Primetimo da se, za svako k> 1, dobija Tk=i'

VeriZni razlomak (3.5.1) se moZe svesti na Eulerov ob-
lik (3.5.11) ako 1 samo ako su Q,#1 (i=1,2,...). Pri tome su

"1
b Q.
= _1 = i-2 i =
(3.5.12) a; = 9. o, 0. bi (i=2,3,...)
1 i .
i
k i+l
(3.5.13) Rk = ag + iil('l) Aj0, cee Oy (k=1,2,...).

Pretpostavimo na dalje da je Qi¢0 (i=1,2,...). Na os-

novu (3.5.13) imamo
+ i+1
(3.5.14) lim =a_ + 3 (-1) O fn ses O, ¢
K o0 Rk o i=1 172
tj. red na desnoj strani u poslednjoj Jjednakosti i veriZni
razlomak (3.5.1) su ekvikonvergentni. Ako je razlomak (3.5.1)
konvergentan, tj. ako vaZi (3.5.4), na osnovu (3.5.13) i
(3.5.14) zakljuCujemo da je
e i+l
(3.5.15) IR, -R| = | = (-1) a4 8, sea0 |
Rk i=k+1 172 *

Na osnovu (3.5.7) i (3.5.8) vaZe sledeci rezultati:

b, >0 tada vaZe nejednakosti

Teorema 3.5.1. Ako su ak, k

P >R, >... >R2k_l > i ey RO <R2 < uwe <R2k <eee o

> R (za svako m 1 k).
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Teorema 3.5.2. Ako su a i bk pozitivni i takvi da je b, <a

k k
i ap 2¢ >0 (k=1,2,...), gde je ¢ neka konstanta, tada je veri-

Zni razlomak (3.5.1) konvergentan.

Ako su akbk >0, na osnovu (3.5.12), (3.5.5), (3.5.6)
zakljucujemo da je

b.b,...b,
oesr, 1

a,a eeo s = 12
172 i 0] Q

> 0.

i-174i

Tada iz (3.5.15) na osnovu Leibnitzovog kriterijuma za alter-
nativne redove dobijamo slededéu ocenu

blb2"'bk+1

[Ben.= B <
Rk Qka+l

Za slucaj kada su a, i bk kompleksni, vazZzi slededa

teorema:

Teorema 3.5.3. Ako je |a Ibk] >1 (k=1,2,...), veri%ni raz-

k-
lomak (3.5.1) konvergira.

Kao Sto smo videli, ako je ak#O {(k=1,2,...), ekviva~
lentni oblik veriZnog razlomka (3.5.1) moZe se dati u obliku
(3.5.10). Ne umanjujuéi opsStost, na stanovi&ta konvergencije

umesto (3.5.10), moZe se posmatrati veriZni razlomak
c c
1 2
(3.5.16) [T’ 1 T3' ...].

Definicija 3.5.1. Za veriZni razlomak (3.5.16) kaZemo da za-

dovoljava fundamentalne nejednakosti, ako postoji niz nenega-

tivnih brojeva {ri}i takav da za parcijalne brojioce, za

EN

svako i€N, vaZe nejednakosti

ry_gfilesltle g l1vey+e;

jerl 2T w1l

pri Cemu treba uzeti c¢,=0, r =r_,=0.

1 o 1
Ako veriZni razlomak (3.5.16) zadovoljava fundamental-
ne nejednakosti, moZe se dokazati (videti, na primer, (30 1)

da je tada Qk#O (k=1,2,...) 1 da za brojeve’
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Q. _
T
i
vaZe nejednakosti
(3.5.17) |ai| L3 O (i=2,3,...).

Dakle, u tom sludaju (3.5.16) moZe da se ekvivalentno trans-

formiSe na Eulerov razlomak, kod koga je ao=0 i a1=l. aAko je
+o -

red I r.r,...r konvergentan, na osnovu (3.5.13) i (3.5.17),
joo 172 i-1 .

zaklijuCujemo da je veriZni razlomak (3.5.16) konvergentan.

Teorema 3.5.4. Neka su cy (i=2,3,...) funkcije jedne promen-

ljive (ili vise promenljivih), definisane u nekoj oblasti D,
u kojoj je

le. | (i=2,3,...).

1
i' =4

| A

Tada vaZe tvrdjenja:
a) VerizZni razlomak (3.5.16) ravnomerno konvergira u D;
b) Vrednosti svih konvergenata veriZnog razlomka
(3.5.16), kao i njegova vrednost, pripadaju oblasti kruga

{ 4 2
K =fz||z- 4 <2}

c) Konstanta 1/4 u oblasti kruga K je najbolja mogué-
nost, tj. konstanta se ne moZe povedati, a krug K se ne moZe

smanjiti.

1.3.6. Razvoj racionalne funkcije u veri#ni razlomak

O0d interesa je proufiti razlaganje racionalne funkcije
u verizZni razlomak.

Neka je

f(x) = X2+ (c10¢0).
00 701 02 Tt

Tada je

5 Numeric¢ka analiza ~ I deco
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c
— 1 _ 10
£(x) = T o txf. (x)

2

c 2 c
10 clo+cllx+012x +... 10

gde je
2
_ ¢20+c21x+c22x R P
fl(X) - 2
clo+cllx+c12x +ooe
i
S35 = ©10%,5+1 ~%0%1,5+1  (3=0r1s.-.).

Nastavljajuéi ovaj proces dobija se razvoj u veri¥ni
razlomak

ey = | 210 S20%  C30*
90 C10  S20 '

gde su

c, C. :
i-2,0 i-2,3+1 (i=2,3,...).
®i-1,0  ©i-1,3+1

l-x

Primer 3.6.1. Za funkciju xm £(x) =— 5 imamo
1-5x+6x
_ |1 =-4x -=-2x -12x
bix) = [1' Ted ; ~Qlny =2 ]
_ 1
- 1 - 4x
] - — 2%
-4+6x
Obrnuto, veriZni razlomak
b b b b
s 1 B B R P ’n
by «x' x'" x'" """ ox
x +
b
X + 3
X + .

moZ¥e se predstaviti u obliku racionalne funkcije ({313)

Can + c4nX + S6n .
+ + + ...
cln c3nX cSnX
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pri Cemu se koeficijenti c (k=1,...,n+1) mogu izracunati po

kn
slededem algoritmu

11 = Ppi
ci+1'i = 1 (i=l,...,n);
°k,i-1Pn-1+1 (k+1 parno),
Cpi = ck,i-1+ck—1 i-1 (k+i neparno, k > 1),
r

,i-1 (i parno),

pri ¢emu k uzima vrednost k=i,i-1,...,1 za svako i=2,...,n.

Ilustracije radi koeficijenti c su dati u tabeli

ki
3.6.1.
Tabela 3.6.1
i k 1 2 3 4 5
1 b 1 0 0 0
n
2 bn bn—l 1 0 0
3 bn n-2 bn bn-l bn—2 1 0
4 n n-2 (b +bn )bn—3 bn+bn-1+bn-2 bn—3 !

Algoritam se moZe uprostiti zamenom matrice Ecki](n+l)xn

nizom c (k)=c (k=1,...,n+l1), Cime se vr3i usteda memorijskog

ki
prostora. Modifikovani algoritam je:

ckk) =1 (k=1,...,n+1);
k) - c(k)bn_i+1 (k+i parno},
c(k)+c(k-1) (k+i néparno, k>1),

pri &emu k=i,i-1,...,1 za svako i=1l,...,n.

Primer 3.6.2. Neka je

f(x)

t
—
L

-~
XN
%W
YIRS

—_

tj. bk

3.6.1 (i=4) nalazimo

=k (k=1,...,4). Kako je n=4, iz Cetvrte vrste tabele

5‘
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Cig = Py4Py =8 cyy = bythyb, =7,
= <+ = = = -
C3q = Bytbyib, =9, ¢,y =0y =1, c5y =1,
tj.
3
7 + X
f(X) = 7 4 "

1.8.7. Algoritmi za izratunavanje veriZnih razlomaka

U ovom odeljku razmotridemo nekoliko algoritama za iz-
radunavanje n-tog konvergenta veriZnog razlomka, datog pomocu
(3.5.3). Pretpostavimo da je ao=0, tj. da Rn ima oblik

- P f[b. b b
(3.7.1) R = =[—% 2“.”-2}

Algoritam Al. Za (3.7.1) definiSemo rekurentnu relaci-

ju unazad pomocu

bk
(3.7.2) = —_— (k=n,n-1,...,1),

y —
noko Aty v

pri éemu je yn,n+1=0' Tada je Rn=yn,1'

Algoritam A2. Algoritam se Zasniva na primeni rekuren-

tnih formula

b q
%k _ _ %% _
kT _ fe=a o § =t — g 0 ReFR gy
-1 K
{(k=2,...,n),
startujuéi sa f1=al, q1=R1=b1/a1'

Algoritam A3. Ovaj algoritam se zasniva na primeni re-

kurentnih relacija (3.5.6), tj.

P = P TP,

(3.7.3) (k=1,2,...,n),
Q = 0 ) * O
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sa startnim vrednostima P°=0, P 1, O_

Rn=Pn/Qn. Ovo je

-l=1; Qo=
poznati Eulerov algoritam.

1=0. Tada je

Algoritam A4. Startujuéi sa y1=1 i y,=a odredjujemo
(3.7.4) Y = 3 40-k¥x-1 + bn+3-kyk-2 (k=3,...,n).
Tada je

b.y
1°n
(3.7.5) R =
n aly bzyn

Poslednji algoritam je matematilki ekvivalentan Eule-
rovom algoritmu A3, ali su oni u numerickom smislu razliditi
(£2417).

Primetimo da Eulerov algoritam zahteva dvostruku pri-

(za P,

menu iste rekurentne relacije (3.7.3) X

i Qk). Ta rela-
cija je oblika

(k=1,2,...,n),

8to se moZe predstaviti u matrlénom obliku kao trougaoni sis-

tem linearnih jednacdina as = f tj.

1 s, a S +bS_,
may 1 0 Sz 28,
~bjaz 1 S3 0

0 b 1 S
e -a
L n n - L nJ - 0 .J

-> -
Kako je s=A lf, a nama je potrebna samo poslednja koordinata
tj. Sn,

navati samo poslednju vrstu u matrici A_l.

u vektoru §, to je za njeno odredjivanje dovoljno poz-

Oznadimo elemente

Iz jednakosti A 1A=I dobi-

ove vrste redom sa yn,
(3.7.4).

razlicite od nule imamo

yn—l""'yl.

jamo Kako su u vektoru f samo prve dve koordinate

S
n

S

yo* y -1 2 or

yn(also+bls
tj.
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Sn - blyn.s--l + (alyn+b2yn—1)s

o.
Da bismo dobili Pn' u poslednjoj jednakosti treba sta-

=P_;=1 i S =P =0, dok za Q  treba staviti §_,=Q_,=0

viti S_ 1

1
i 5,=Q,=1. Na taj nac¢in dobijamo (3.7.5).

U tabeli 3.7.1 dat je pregled broja operacija za na-

pred navedena Cetiri algoritma.

Tabela 3.7.1

Algoritam gagiiagja Qﬂgbgeij: cDél%Eija brog%gg:?acija
Al n-1 0 n 2n-1
A2 2n-2 n-1 2n-1 5n-4
A3 2n-3 4n-6 1 6n-8
A4 n-1 2n-2 1 3n-2

Iz tabele vidimo da algoritam Al, definisan pomodu
(3.7.2), zahteva najmanji broj operacija. Takodje, njegova pro-
gramska realizacija je jednostavna. Medjutim, u nekim sludaje-
vima algoritam A4 moZe biti efikasniji od Al, ako je "cena de-
ljenja znatno veda od "cene mnoZenja". Za cenu operacije se
moZe uzeti, na primer, procesorsko vreme potrebno za realiza-

ciju odgovarajuce operacije.

Za izraCunavanje vrednosti nekih funkcija umesto Taylo-
rovog razvoja, moZe se koristiti razvoj u veriZni razlomak. ZzZa-
to femo sada navesti, bez dokaza, razvoje za funkcije xeX i
Xx»tgx.

Euler je dokazao razvoj

x_[l -2x x2 %% %’ ]

© TLT 2+x’ 6’ 10’ 4dn+2'"" ]

koji konvergira za svako realno ili kompleksno x, dok je raz-

voj

¢ _[z. =x oxf _-x? ]
gx = 1’ 3 ’ 5 rtecs 2n+l'-.-

dokazao Lambert. Poslednji razvoj konvergira za svako x, za

koje je funkcija x+tg x neprekidna.
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Primedba 3.7.1. Za izradunavanje vrednosti tg x pogodno je uve-

sti smenu tgx = %. Tada se najpre izracunava vrednost

a zatim tgx =

Primer 3.7.l. Na osnovu Eulerovog razvoja za e* naéi éemo

prvih pet aproksimacija. Ovde je bl=a1=1, b2=—2x, a2=2+x,
b3=b4=b5=x2, a3=6, a4=10, a5=14. Primenom, na primer, Eulero-
vog algoritma dobijamo
= =1
Rl = Rl(X) = 3
_ _2+x
Ry = Ry(x) = 5% v
12+6x+x2
R3 = R3(x) = —
12-6x+x
2,3
_ 120+60x+12x"+x
Ry = Rylx) = 7 3¢
120-60x+12x"-x
_  1680+840x+180x>+20x +x "
R5 = R5(x) = > 34 °
1680-840x+180x"~-20x"+x

Primetimo da dobijene aproksimacije Rk(x) zadovol java-
ju uslov‘Rk(x)Rk(—x)=l. MoZe se pokazati da racionalna funkci-
ja R(x) ispunjava ovaj uslov ako i samo ako se ona moZe pred-
staviti u obliku

R(x) =1 - —25

T(x2) + x

gde je T(xz) racionalna funkcija po x2. Za dokaz ovog tvrdje-
nja treba, najpre, dokazati da takva racionalna funkcija mora
imati reprezentaciju u obliku R(x)=P(x)/P(-x), gde je P alge-
barski polinom. Tada je

pP(-x) + P(x)

2
TE) =X 55 - P
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Na primer, za funkciju R4(x) imamo P(x)=120+60x+12x2+x3. od-

govarajufa funkcija T(x2) je data sa

2

T(xz) = 12 £ + 10 .
x” + 60
Dakle, imamo
R4(x) =1 - 2x 5 .
x"+10
X -12 3
x“+60

Ako stavimo, na primer, x=0.5 imamo

&3 . R, (0.5) = 1.6487214,

Sto predstavlja tadnu vrednost na Sest decimala.

1.3.8. Asimptotski razvoji

Polinomski razvoji i razvoji u veriZne razlomke obicno
se koriste za izraCunavanje vrednosti (aproksimaciju) funkci-
ja na konad¢nim intervalima realne ose. Izradunavanje vrednos-
ti funkcija za velike vrednosti argumenta moguée je kod nekih
funkcija svesti na prethodni sluc¢aj i to transformacijom argu-
menta, ili pak koriséenjem izvesnih svojstava funkcije, koja
dozvoljavaju korisScéenje aproksimacija sa kona¢nog segmenta.

Na primer, izradunavanje T (x) za x€(0,+~) moguce je svesti,
koriséenjem funkcionalne relacije T (x+1)=xr(x), na izracuna-
vanje vrednosti ove funkcije na konanom segmentu [1,2], na

primer pomocfu polinomskog razvoja

I(z) =1-0.57710166t+0.98585399t°~0.87642182¢>
+0.83282120t%-0.56847290t°+0.25482049t%-0.05149930¢7,

gde je t=z-1 (0 <t <1).

Medjutim, kada ovi pristupi nisu moguéni, bilo bi do-
bro imati izvesne razvoje funkcija, tzv. asimptotske razvoje,

koji bi vaZili za velike vrednosti argumenta.
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Pretpostavimo da su funkcije f i g definisane na
(0,+*) i da je g(x)#0 za x >0.

Definicija 3.8.1. Razvoj

+
(3.8.1) g(x) =
k=

Aol

(o]

naziva se asimptotski razvoj za f(x), ako za svako n=0,1,2,...

vazi

(3.8.2)

n
(;Ei; - I i%)xn - 0, kada x»~ .
k=0 x

Ovu ¢injenicu oznafavamo sa
+
f(x) ~o g(x) Z i%.
k=0 x
Asimptotski razvoj (3.8.1) moZe biti, u opStem slucaju,

divergentan red.

Primedba 3.8.1. Ako je

+o X
£,(x) - £.(x) ~ g(x) = x 7,
1 2 oo K

tada femo
+ o

-k
d(x) = £,(x) + g(x) = X
2 oo X

tretirati kao asimptotski razvoj funkciije fl' tj. fl(x)AJ¢(x).

Na primer, za fogl(x) imamo

2ogT (%) m:(x-—%dzogx-—x-+% Log 27

Lag-—1_+ 4 - 1 + L - e

30x 105% 140x° 998

Primer 3.8.1. Nadjimo asimptotski razvoj za funkciju

+co
E, (x) = (e t/t)at.
X

Sukcesivnom primenom parcijalne integracije nalazimo
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- & _ e__
El(x) " r > dt
X t
-X -X T te -t
e e e
= —— - + —_—
X 2 27 3 dat
X X t

-x,1 ! 31! - -
=e x(;-¥%-+23--§z-+... +(-1)"7L iﬂﬁlli)+Rn,
X X X X
gde je
n T o7t
Rn = (=-1)" n! xf tn+l dt.
Kako je za x>0
+ e—t e—x +o e—t -X
[R,| =nt s =S—gdt=n!=—_7-(n+l)! [ =5dt <n! el
t x t
imamo
X n k-1 (k-1)! .n n!
| (e E,(x) - £ (-1) ==K < =,
k=1 X %

odakle zakljucujemo da je uslov (3.8.2) ispunjen. Prema tome,
dobili smo asimptotski razvoj

+
(3.8.3) El(x) ~ e_x T (-l)k-l (k-]i)!).

k=1 X

Primetimo da je ovaj red divergentan za svako x.

Primer 3.8.2. Sli¢no se moZe naé¢i asimprotski razvoj i za kom-

plementarnu funkciju greske

w 2
/e t at.

X

3l

erfc(x) =

Tako, primenom parcijalne integracije nalazimo

2 2
-X

2r e tat=s (- L(-2tetrar=1e - 5 Lt g,
t bie t2

X X X
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Nastavljajuci ovaj proces dobijamo

2
e 2 ¢
2 ;e ta-=-% &- 13_+lé35—...+(-1)n 1n3 ngn l))+R ,
Y ox /r 2x~ 2%x 2
gde je
® 2
Rn - (_l)n+1 (22+1)!! 2i+2 ot at.
25 Va x t
Primetimo da je
2 o 2
n+l (2n+l1)!! 4 e 2n+3 e
R = (-1) ( - s at),
n on 2x2n+3 2 % t2n+4 )
tj.
+1 {2n+1)!! e
R = (-1)"7* 2 . + R ..,
n 2n+1 /o x2n+3 n+l
idasuR 1 Rn+1 suprotnog znaka (Ran+1 <0). Tada se moZe
zakljuciti da je
2
-X

(2n+1)!! e
— * ?
2n+l/n x2n+3

X

Sto pokazuje da apsolutna greSka odsecanja nije vecda od modu-

la prvog odbacenog ¢lana. Takodje, koriSéenjem ove nejednako-

sti zakljucujemo da jé lim (/7e* Rnx2n+1)=0, za svako n=0,1,

X—>
..., Sto znac¢i da je uslov (3.8.2) ispunjen. Tako smo dobili

asimptotni razvoj za komplementarnu funkciju greske

+

. )k (k-1
252K

IIM

I pored toga Sto su asimptotski razvoji divergentni,
oni mogu biti koriséeni za izracunavanje vrednosti funkcija
za velike vrednosti argumenta x. Naime, odsecanjem asimptot-
skog razvoja, tj. uzimanjem samo konadnog broja c¢lanova, do-

bijamo funkciju

¢n(x) = g(x)Sn(x),

gde je
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a

el

n
(3.8.4) Sn(x) = i

k=0 x

koja sa proizvoljnom taZnoSéu moZe da aproksimira f(x) za do-
voljno velike vrednosti argumenta x. Dakle, kada x raste, tad-
nost u aproksimaciji

f(x) = ¢n(x)

se povedava. Geometrijski ¢n predstavlja asimptotu od f sa
dodirom najmanje reda n u beskonadnosti. Medjutim, kada je x
fiksno postoji jedna bitna razlika asimptotskih razvoja u od-
nosu na konvergentne, na primer, stepene redove. Kod posled-
njih za datu vrednost argumenta x moZe se povedati talnost
uzimanjem vedeg broja ¢lanova razvoja. Ova osobina kod diver-
gentnih asimptotskih razvoja ne postoji, tj. uzimanje vedeg
broja &€lanova (ve€e n u Sn(x)) ne dovodi uvek do povedanija

taCnosti za dato x( >0).

U vezi sa (3.8.4) neka je
R (x) = S(x)-S (x) (s (x)=£f(x)/g(x)).

Pretpostavimo da je asimptotski razvoj alternativan tako da
su Rn(x) i Rh+l(X) suprotnog znaka. S obzirom da je razvoj
divergentan imacdemo situaciju kao na sl.3.8.1. Dakle, za fik-
sno x >0, i svako n=0,1,2,... imamo da ije Sn(x)+Rn(x)=S(x),
pri &emu i Sn(x) i Rn(x) divergiraju, kada n-++~., Medjutim,

kao i kod konvergentnih alternativnih redova, imacdemo da je

(3.8.5) S(x) = 2(5_(0+s_, ()| <3

n+l lun+1l’

§ R (%)

s
0=
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. . _ n+l
—Sn+1(x) Sn(x). U naSem sludaju je u_, .=a_,./x .

gde Je un n+l n+l

+1

Na osnovu (3.8.5) vidimo da moZemo uzeti

a
= p L1, ntl
l(x)) = Sn(x)'+—

(3-8.6) S(X) = 2 xn+l

(Sn(x)+Sn

N =

+

sa apsolutnom greskom koja ne prelazi %|an+li/xn+l.

Primetimo da se u (3.8.6) na desnoj strani pojavljuje
Cesaroova transformacija od Sn(x). Jasno je da kod konvergen-
tnih redova sa povecanjem n u (3.8.6) imamo bolju aproksima-
ciju (vedu talnost). Medjutim, kod asimptotskih razvoja pos-
toji optimalan broj n za dato x, koji se odredjuje iz uslova
da granica apsolutne greske u (3.8.6) bude najmanja. Dakle,

n odredjujemo iz uslova

(3.8.7) min

Primer 3.8.3. Koris3denjem asimptotskog razvoja (3.8.3) od-
=k i
k+1 k!. Da

bismo odredili optimalnu vrednost za broj &lanova koji treba

redicemo E (5) i E,(9.5). U ovom slufaju imamo la

uzeti u razvoju (3.8.3), posmatrajmo niz (qk), gde Jje
3 | k-1

9% T "k T k
X X

Kako je qk+l/qk = k/x zakljuCujemo da je A yq <9 2a

k <x, dok je za k >x, Prema tome, minimum u (3.8.7)

1 %
nastupa za k=n=({x1 (najvece celo od x). Ako je x ceo broj,

tada je za k=x, Sto zna€i da minimum u (3.8.7) nas-

tupa za dve vredrosti k, tj. za k=nl=x—l i k=n2=x.

Za x=5 uzimamo n=n_=4. Na osnovu (3.8.6) imamo

L
—
|~

5 . 14! 1 _
e E1(5) *5,(5) +5-—&=¢

5'"E =% = 0.17024

_14+
5¢ 57 57 5

3

sa apsolutnom gres$kom manjom od 12/5 =3.84+10 . Primetimo da

se isti rezultat dobija i za n=n2=5

5

_ 15
e E1(5) = 55(5)

L5 = 9.17024
2'76 "V :

o

Sada imamo
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El (5) = 0.001147,

pri Cemu apsolutna greS$ka nije veda od 2.6-10_5. Tatna vred-
nost je E, (5)=0.00114829... .

Za x=9.5 imamo n=[9.5]=9, pa je

9.5
e

E1(9.5) = 59(9.5) - = 0.0959866

L
2y 510

sa apsolutnom greSkom manjom od 3'10_5. Najzad, imamo

E, (9.5) = 7.184773-10°°,

pri Cemu je apsolutna greska manja od 2.3'10_9. Tadna vred-

nost je, inafe, E,(9.5)=7.1847746... -1078.
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GLAVA 2

Prostori. Operatori. Ortogonalni
polinomi

2.1. LINEARNI PROSTORI

U ovom poglavlju dajemo definicije linearnog, Banachovog
i Hilbertovog prostora i uvodimo pojam ortogonalnosti.

2.1.1. Linearni prostor

Definicija 1.1.1. Skup X naziva se linearni (vektorski) pros-

tor nad poljem K ako je:

o D . .
17 U skupu X definisana jedna binarna operacija + u od-

nosu na koju skup X &ini Abel ovu grupu;

2° ko je svakom paru (u,c) (u€X;c€K) dodeljen po jedan
element cu skupa X tako da su ispunjeni uslovi:
c,(c,u) = (c.c,)u, (c,+c,)u = c,u+c,u
172 172 1 72 1 !
(1.1.1) v 2
c(u1+u2) = cu, tcu,, lu=u

za sve elemente u,uiGX i c,cieK(i=l,2).

Jedinidni element polja K oznaCen je sa 1. Elementi sku-
pa X zovu se vektori (tacke), elementi polja K skalari, opera-
cija + skupa X vektorsko sabiranje (unutras$nja kompozicija) i
operacija (u,c) »cu mnoZenje vektora skalarom (spoljasnja kom-
pozicija).

Treda jednakost iz (1.1.1) pri c =1 i c,=-1 daje

ou = u + (-u) = 0 za svako u€X,

gde je O neutralni element skupa X za operaciju vektorskog sa-

biranja i ovaj element se naziva nula-vektor.
81

6 Numericka analiza - 1 deo
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Osim toga, stavljaniem u,=-u, u drugoj jednakosti iz

(1.1.1) dobijamo

cO = 0 za svako Cce€K.

Definicija 1.1.2. Vektori u, (i=l,...,n) linearnog vektorskog

prostora X nazivaju se linearno zavisnim ako u polju K posto-
je brojevi ci(i=1,...,n) koji istovremeno nisu jednaki nuli,
tako da je '

n
(1.1.2) I c.u, = Q.

Vektori uj(i=l,...,n) su linearnc nezavisni, ako je je-

dnakost (1.1.2) tadna samo za ci=o(i=1,...,n).

Definicija 1.1.3. Za beskona¢no mnogo vektora kaZemo da su 1li-

nearno nezavisni, ako je svaki sistem konadnog broja tih vek-

tora linearno nezavisan.

Definicija 1.1.4. Ako u vektorskom prostoru postcji n linear-

no nezavisnih vektora, a svaki sistem od n+l1 vektora je line-
arno zavisan, kaZemo da je prostor n—-dimenzionalan. U protiv-
nom slucaju kada u vektorskom prostoru postoji beskonaéno mno-
go linearno nezavisnih vektora, kaZemo da je prostor beskona-

&éno-~dimenzionalan.

Definicija 1.1.5. Neka je A={u1,...,um}, gde su uk(k=1,...,m)

vektori prostora X. Skup svih linearnih kombinacija ovih vekto-

ra naziva se lineal nad A i oznadava se sa L(A).

Definicija 1.1.6. Skup B linearno nezavisnih vektora prostora

X obrazuje algebarsku ili Hamel ovu bazu prostora X, ako je
L(B)=X.

Teorema 1.1.1. Svaki vektor vektorskog prostora X moZe se na

jedinstven na¢in izraziti kao linearna kombinacija vektora al-

gebarske baze tog prostora.

Napomenime da vektorski prostor ima beskonacno mnogo raz-

li¢itih baza, medjutim, sve one imaju isti broj elemenata, tj.
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iste su kardinalnosti. Kod n-dimenzionalnog prostora baza sadr-

Zzi n vektora.

Definicija 1.1.7. Svaka baza prostora naziva se koordinatni si-

stem tog prostora.

Neka je B={ul,...,um} jedna baza prostora X. Tada se, na
osnovu teoreme 1.1.1, vektor u€X moZe predstaviti u obliku
u=x u t..otx . Dakle, ako je zadata baza B, vektor u Jje pot-
puno odredjen skalarima Xyreoer X, i moZe se kori3denjem matri-

¢ne notacije predstaviti u obliku

T
u = [X, ¢c. X_ 1 .
1 n

Skalari KyjresesX, nazivaju se koordinatama vektora.

Primer 1.1.1. Neka je Rn={(x1,...,xn)[xieR(i=l,...,n)}. Ako u

ovaj skup uvedemo unutrasnju i spoljasnju kompoziciju pomocu

(xl,...,xn)+(yl,...,yn) (xl+y1,...,xn+yn),

c(xl,...,xn) (cxl,...,cxn),
on postaje vektorski prostor. Jedna baza ovog prostora je skup
{el,ez,...,en}, gde su

e, = (1,0,...,0), e, = (0,1,...,0),..., e = (0,0,...,1).

Ukoliko drugacije nije re&eno, uvek emo u daljem tekstu podra-
zumevati da Jje u prostoru R" zadata pomenuta baza, koju naziva-
mo i prirodnom bazom. Za tacke ovog prostora koristidemo ravno-
pravno oznake

T

X = ) = L ]
X = (X ,.0.0%) Xp o ees X

Primer 1.1.2. Skup Qr(r‘;l) realnih (ili kompleksnih) nizova

4+
za koje vaZi I ka[r <+ o, obrazuje vektorski pros-
k=1

tor ako su unutra3nja i spoljasSnja kompozicija uvedene sa

u={xk}k€N

uty = X dhen T Woheen T Betidgenr (G0 = ey by

6*
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Primer 1.1.3. Ako u skup neprekidnih funkcija Cra,b]l uvedemo

unutradnju i spoljasnju kompoziciju sa
(utv) () = u(t)+v(t) i (cu) (t) = cul(t),

ovaj postaje vektorski prostor. Nula-vektor ovog prostora je
funkcija koja je identicki jednaka nuli na Ca,bl. Isti je slu-
¢aj i sa skupom n puta neprekidno - diferencijabilnih funkci-

ja CnEa,bJ.

Primer 1.1.4. Skup funkcija L (a,b) (r >1) za koje je

b
f|u(t)|rdt <+« obrazuje vektorski prostor ako je unutrasnja

a .
i spoljasnja kompozicija uvedena kao u prethodnom primeru. Nu-

la-vektor ovog prostora je funkcija koja je skoro svuda jednaka

nuli na [Ca,bl.

2.1.2. Banachov prostor

Definicija 1.2.1. Linearni prostor X (nad poljem K) Jje normi-

ran ako postoji nenegativna funkcija u P ||u|l definisana za sva-

ko u€X, koju nazivamo norma od u, takva da je'

1° Jlul] =0 <=>u=0 (definisanost) ;
2° el = lc] -llull . (homogenost) ;
3° lutv | =< llull + [ v (relacija trougla),

gde su u,v€X i ceEK.
U normirani prostor uvodi se metrika pomocu

p{u,v) = |lu-v| .

Primedba 1.2.1. Metrika na skupu X je funkcija p:X2+[0,+=x) sa

slede¢im svojstvima

(o)

1 p (u,v) 0 <> u-=yv;

o .
2 o (u,v) p(v,uys;

3° p(u,V)v+ p(v,w) > p(u,w).
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Primer 1.2.1. Vektorski prostor R se mo¥e normirati uvodjenjem

n 1/p

5 (kzllxklp) (Lzp<+=)

(1.2.1) | % ||

ili

| x ||, = max|x

|
x k

O0d normi (1.2.1) najCeSce se koriste norme za p=1 i p=2,

ty.

n n
\ 2
150y = Tind & 0%, = (1 I%0%)

Poslednja norma poznata je kao Euklidska norma i &esto se ozna-

tava sa ||§|IE.

Primer 1.2.2. Prostor Cla,b] se moZe normirati, na primer, uvo-

djenjem norme pomodcu

(1.2.2) lull = max |u(t)]|
' a<t<b
ili pomodu
b
(1.2.3) full = []u(t)|dt .

a

Primer 1.2.3. Prostor Lr(a,b) se normira uvodjenijem norme pomocu

b r 1/xr
(1.2.4) I a =<f|u(t)| dt) .

a

Primer 1.2.4. U prostoru 2¥ norma se uvodi pomocu

+oo . l/x
(1.2.5) full = (1 Ix!7)

gde ije u={xk}keN.

Definicija 1.2.2. Neka je {u } gy niz tafaka u normiranom pros-

toru X i neka je u€X takvo da je 1lim ||un—u![=0. Tada kaZemo
No+w
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da ovaj niz konvergira po normi ka tacki u.
za koji je 1lim [|u_-u_ || =0 naziva
n m
n,m->+e

Definicija 1.2.3. le{un}neN

se Cauchy ev niz.

Primetimo da.je svaki konvergentan niz Cauchy ev niz, s

- obzirom da

T -u ll = fla mw+ mu )] < flu =ull +lu_-ull >0,

kada m,n->+>. Obrnuto, svaki Cauchy ev niz nije konvergentan.
Na primer, grani¢na vrednost niza neprekidnih funkcija ne mora

biti neprekidna funkcija.

Definicija 1.2.4. Normiran vektorski prostor je kompletan ako

u njemu svaki Cauchy ev niz konvergira.

Definicija 1.2.5. Kompletan normirani prostor naziva se Banach-

OV prostor.

Da 1li je vektorski prostor kompletan ili nije, zavisi cd
uvedene norme. Tako na primer, prostori o i Lr(a,b) su komple-
tni u odnosu na norme (1.2.4) i (1.2.5) respektivno, dok je pro-
stor CrLa,b] kompletan u odnosu na normu (1.2.2), a nije komple-

tan u odnosu na (1.2.3).

2.1.3. Hilbertov prostor

Definicija 1.3.1. Vektorski prostor nad poljem kompleksnih bro-

jeva (K=C) naziva se prostor sa skalarnim proizvodom ili unita-
ran prostor, ako postoji funkcija (u,v):X2+C koja zadovoljava

sledeée uslove

1 (u,u) > 0;

2° (u,w =0 & u-=o0;

3° (utv,w) = (u,w) + (v,w);
4°  (cu,v) = clu,v);

5% (u,v) = (v,u)

za svako u,v,we€X 1 c€C.
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Funkcija (u,v) se naziva skalarni proizvod.

Teorema 1l.3.1. Za skalarni proizvod vaZi

(a) (u,cv) = clu,v);
(b)  (u,v +v,) = (u,v;)+(u,v,);
(c¢) [ (u,v)|2 < (u,u)(v,v).

Dokaz. Tvrdjenja (a) i (b) se jednostavno dokazuju. Da
bismo dokazali tvrdjenje (c), koje je poznato kao Buniakowsky-
-Cauchy-Schwarzova nejednakost, uzmimo tadku w=u+t(u,v)v, gde

je t realno i u,v €X. Kako na osnovu 19 (iz definicije 1.3.1)

vazi
(w,w) = (ut+t(u,v)v,ut+t(u,v)v) > 0,

o

koris€enjem osobina 30, 47, 59

i (a) zakljulujemo da je

AN

(u,u)+2| (u,v) | 2t+]| (u,v) |2(v,v)t2 > 0,

~

odakle sleduje da diskriminanta D dobijenog kvadratnog trinoma

mora biti manja ili jednaka nuli, tj.

= | (u,v)|*=]| (u,v) |2 (u,u) (v,v) < O.

Ll

Iz poslednje nejednakosti sleduje nejednakost (c).

Unitaran vektorski prostor moZe se normirati uvodjenjem
(1.3.1) |u]| = ¥(uu),

s obzirom da funkcija ur v (u,u) ispunjava sve uslove definici-

je 1.2.1.

Definicija 1.3.2. Unitaran vektorski prostor sa normom (1.3.1)

naziva se pred-Hilbert-ov prostor. Ukoliko je ovaj prostor kom-

pletan naziva se Hilbert-ov.

Primer 1.3.1. Vektorski prostor rR® postaje Hilbert-ov prostor

ako se skalarni proizvod uvede pomocu

ny
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Sli¢no, kompleksan vektorski prostor c? postaje Hilbert-ov sa

skalarnim proizvodom

pri &emu ;* oznacava vektor koji se dobija transponovanjem vek-
tora § i konjugovanjem njegovih komponenata. Norma koja izvire

iz skalarnog proizvoda, u ovom sluaju je data sa

n 1/2
Ixll = /&0 = (1 Ix02) .

k=1

gto u stvari predstavlja Euklidsku normu H§|lE (videti primer
1.2.1).

Buniakowsky-Cauchy-Schwarzova nejednakost u c” ima oblik
n n

adl? 2 (L 152 (] w2

k

I~13

Primer 1.3.2. Ako se u prostor 22 uvede skalarni proizvod po-

modu
e
(u,v) = kZIXkYk (u={x heenr V={¥ xen)

dobija se Hilbert-ov prostor.

Primer 1.3.3. Sa skalarnim proizvodom

b
(1.3.2) (u,v) = [u(t)v(t)at,
a

prostor L2 (a,b) postaje Hilbert-ov. U sluaju kada su elementi

iz L?2(a,b) samo realne funkcije, (1.3.2) se svodi na

b
(u,v) = [u(t)v(t)dt.
a
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Umesto skalarnog proizvoda (1.3.2) moZe se uzeti opSti-

ji skalarni proizvod definisan sa

b
(u,v) = fp(t)u(t)v(tfdt,
a

+
gde je p:(a,b) R data teZinska funkcija (videti odeljak
2.2.1). Norma koja izvire iz skalarnog proizvoda uvedenog na
ovaj nadin data je sa
b 1/2

lull = (fpe)|u(t)|2at) .
a

U ovom sludaju nejednakost (c) postaje

b b b
[ fput)vit)dt|? < (fp(t)|ult)|2dt) { fp(t)|v(t)|?dt).
a a a

2.1.4. Ortogonalni sistemi u Hilbertovom prostoru

Definicija 1.4.1., Skup vektora {uk}keI u Hilbert-ovom prostoru

X obrazuje ortogonalan sistem ako je

() = 8 ”uk|I2 (¥ n,k€1),

gde je §_, - Kronecker-ova delta i Huk|| = /(uk,uk).

Skup indeksa moZe biti konafan, prebrojiv ili neprebro-
jiv.

Ukoliko je |lu || =1 (Vke€I) ka%emo da skup vektora
{uk}keI u X obrazuje ortonormiran sistem i takav sistem ozna-
b *
cavademo sa {uk}kGI'

Definicija 1.4.2. Ortonormiran sistem {ul’z}keI je potpun u X

ako nije pravi deo nekog ortonormiranog sistema.

Teorema 1.4.1. U svakom Hilbert-ovom prostoru X (#{0}) postoji

ortonormirani sistem.
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Teorema 1.4.2. Neka su a Fourier-ovi koeficijenti vektora u€X

u odnosu na ortonormirani sistem {ui}keI° Tada su iskazi

O * . . i .
1 {uk}kEI je potpun sistem u X

2° u = ) a uf  za svako u€X,

keI
medjusobno ekvivalentni.

Zbog ekvivalentnosti iskaza 1° i 2° u prethodnoj teore-
mi, potpun ortonormiran sistem nazivamo i ortonormirana baza
prostora. Sli¢no, potpun ortogonalni sistem nazivamo ortogonal-

na baza prostora.

Kako, zbog jednostavnosti u primenama, ortogonalna baza
ima prednosti nad algebarskom bazom u Hilbert-ovom prostoru, od
interesa je prouditi postupak -za konstrukciju ortogonalne baze.

Neka je dat najvisSe prebrojiv skup linearno nezavisnih

vektora {vo,v }. Postupak kojim se ovom skupu vektora moZe

17"

pridruziti ortogonalan sistem vektora {uo,u s--.1, tako da se

1
lineali nad ovim skupovima poklapaju, poznat je kaoGram-Schmidtov

postupak ortogonalizacije i on se moZe iskazati na sledec¢i na-

&in.
Uzmimo najpre uo=vo, a zatim ul predstavimo u obliku
U =V * Alo o'
gde je A nepoznati parametar koji odredjujemo iz uslova da je

lo

vektor ug ortogonalan na U, Tada je

(ulruo) = (Vl’uo) + Alo(uo,uo) =0
sleduje
_ (Vl,uo)
Mo T T (u_,u_) °
o! o

Pretpostavimo sada da smo veé konstruisali vektore

u_,u Vektor u, predstavimo u obliku

eee
o 1’ ’

k-1° k
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= eo ot .
Y = Vet ookt M k-1%-1

Nepoznate parametre Aki (i=0,1,...,k-1) odredjujemo iz uslova

k-1
(uk,ui) = (vk,ui) + jZoAkj(uj,ui) =0 (i=0,1,...,k-1).
Dakle, imamo
(vk,u )
)\ki=-m (l=0,l,...,k"l),
i’ti
tj.
k=1 (v, ,u.)
k71
u =v, - ) ———=—u, (k=1,2,...).
k k izo (ui,ui) i

Odgovarajuéi ortonormirani sistem vektora je {u;,u*,...},

1

U specijalnom sludaju, navedenim postupkom, polazedi od
prirodnog bazisa {1,x,x?,...}, moguée je u prostoru X=LZ(a,b),
u kome je skalarni proizvod uveden pomodu

b
(f,9) = [p(x)f(x)g(x)dx  (f,g€X),
a
gde je xr p(x) nenegativna teZinska funkcija, konstruisati

ortogonalni bazis {Q, } . Lineal nad ovim bazisom je skup

k keNO
svih algebarskih polinoma, koji je svuda gust* u X (videti (1,
str.190]. U zavisnosti od teZinske funkcije p dobijaju se raz-

li¢ite klase ortogonalnih polinoma.

Dacdemo dva primera.

Primer 1.4.1. U prostoru L?(-1,1) sa p(x)=1 ortonormirani ba-

zis obrazuje niz polinoma

*) Skup A je svuda gust u B ako se u svakoj okolini bilo koge tacke 7z B
nalazi bar jedna tadka skupa A.
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_ J2k+1 B
B} (x) ,_‘/—2 P, (x)  (k=0,1,...),

1 a2k
gde je Pk(x) = 3 T -1)" (Polinom P naziva se Legendre-
27k! dx

ov polinom).

Primer 1.4.2. U prostoru X = L (-1,1) sa p(x) = (1-x )3/2, odre-

diéemo prvih pet ¢lanova ortogonalnog sistema {Q. 1}

k kGNo
Izradunademo najpre integral
+1
N = [ xFa-x®)?2ax ken).
.-1 o
Primenom parcijalne integracije na integral
+1
2(k-1 2,5/2
N ;"N _{ %2 K1) 2 Pax  (x EN),
. _ 5 . 2k-1
dobijamo Ny _, =N, =N, tj. N =5—=N . (k €EN).
. _37m _~ (2k-1)!
Kako je NO-— 8’ imamo Nk = 37 TﬁiizTTT (k €N).
Polazeéi od prirodnog bazisa.{l,x,xz,...}, Gram-Schmidt-

ovim postupkom ortogonalizacije nalazimo redom

QO(X) =1,
(x,Qo)

Q. (x) = x-—— Q (x) = x,
1 (QO'QO) o/

_2_ -1 _ 2 1

3 1 3 3

Q3(x) = X —Nle x- - §x'

I -1_ & 1 1 -1, 21
Qq(x) = x =N,N "= (Ny~ 6N2)(N2 3Nt 3N X g)

= L4_3.2, 3

= X T X +80.

Prva Cetiri ¢lana odgovarajudeg ortonormiranog sistema

su redom

8
Q% (x) =1/3—r, 01 (x) = x

{Qﬁ}k €N
0
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- 6 ..z 1 32,3 3
(0 = 8yg (= g) s Q3(x) = 2o (kT - ),

Ovi polinomi su poznati kao Gegenbauerovi polinomi.

2.2. ORTOGONALNI POLINOMI

Zbog izuzetnog znacaja ortogonalnih polinoma u numeri&-
koj matematici ovo poglavlje je posveéeno teoriji i konstrukci-
ji ortogonalnih polinoma. Kompletnosti radi dat je pregled svih

klasi¢nih ortogonalnih polinoma.
)

2.2.1. Moment—funkcionela i ortogonalnost

Definicija 2.1.1. Funkciju x~p(x) definisanu na kona¢nom in-
tervalu (a,b) nazivamo teZinskom funkcijom ako je ona na tom

intervalu nenegativna, integrabilna i njen integral pozitivan,
tj. ako su ispunjeni uslovi

b

(2.1.1) p(x) >0 (x€(a,b)) i 0 <] p(x)dx< +=.
a

U slucaju kada je interval (a,b) beskonacan (na primer,
(-»,b), (a,+=), (~»,+=)), pored uslova 2.1.1) potrebna je i ap-

solutna konvergencija integrala

by
(2.1.2) C = [ xp(x)dx  (k=1,2,...).
a

Integrale G nazivamo momentima teZinske funkcije p.
U primeru 1.4.2 imali smo teZinsku funkciju p(x) =
(l-x2)3/2, dok su momenti teZinske funkcije bili

(2k~-1) 1! (k EN).

_ _3m - =N = lek-1)11
Co=No=Fr Coge1 =0r Cop =N, =37 xxay1y

Kao i u odeljku 2.1.4, niz ortogonalnih polinoma na (a,b)
u odnosu na teZinsku funkciju x—p(x), ili kako se jod kaZe u

odnosu na skalarni proizvod

b
(2.1.3) (£,9) = [p(x)E(x)g(x)dx (f,g €L (a,b)),
a
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oznacavacdemo sa {Qk}k eN. "
0

Nije tesko primetiti da je i niz {Cka}kGENO’ gde su Cy
(#0) konstante, takodje ortogonalan u odnosu na isti skalarni

proizvod (2.1.3).

Ortogonalni polinomi se mogu definisati znatno opStije.
Naime, neka je g)linearni prostor svih algebarskih polinoma,

{Ck}keN niz kompleksnih brojeva i L:P>R funkcionela defini-
0

sana pomocu

L1551 = ¢, k=0,1,2,...),
Llap(x) +8Q(x)] =af[P(x)] +8 L£[Q(x)] (Ya,B€C; V¥ P,QEP).

Tada se kaZe da je £ moment-funkcionela odredjena momentnim ni-

zom {Ck}k eNO’ a za Ck se kaZe da je moment reda k. Primetimo da je

funkcionela £ linearna (videti odeljak 2.3.1).

Definicija 2.1.2. Niz polinoma {Qk}keN je ortogonalan u odnosu
0

na moment-funkcionelu £ ako je
a) dgQ, = k;
b) Lo (x)g (x)] =0 (k#n) ;
e) Lo, (%] #0

za svako k,n GNO.

Uslovi b) i c) u prethodnoj definiciji mogu biti zamenje-
ni uslovom

f[Qk(x)Qn(x)] = K 8ps Kn #0,

gde je 6kn Kroneckerova delta.

Primetimo da su ortogonalni polinomi u odnosu na moment-

funkcionelu definisanu sa
b

(2.1.4) PIf] = (£,1) = rp(x)f(x)dx (£ePy,
a

upravo ortogonalni polinomi u odnosu na skalarni proizvod (2.1.3).
1%

.

Tada je K = ||Qn
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Teorema 2.1.1. Neka je £ moment-funkcionela i {Qk}k cy Diz

0

polinoma. Tada su slededa tri tvrdjenja ekvivalentna:

(a) Niz {Qk} je ortogonalan u odnosu na of;

k:GNO

(b) f[P(x)Qn(x)]==0 za svaki polinom P stepena m<n i
I[P(X)Qn(X)] #0 ako je m=n;
m g
(c) £[x Q (x)] =K 6 , ode je K_#0 (m=0,1,...,n).
Dokéz. Pretpostavimo da vaZi (a). Kako je dek==k, to
je {QO,Ql,...,Qm} baza potprostora g; svih polinoma ne visSeg

stepena od m, Sto znafi da se polinom P moZe da predstavi kao

linearna kombinacija bazisnih polinoma

m
P(x) = } a0, () (a #0).
k=0 k>k m

Tada, s obzirom na linearnost moment—funkcionele:f, imamo

m
I o X[ (x)0 (x)]=0  (m<n)

f[P(x)Qn(X)]
k=0

anlﬁ[on(x)z] (m=n),

$to znafi da vaZi implikacija (a) =(b). Za kompletiranje dokaza

primetimo da (b) = (c¢c) = (a).

U monografiji [4, str. 9] moZe se nadi i sledeéi rezul-
tat:

kK €N niz ortogonalnih polinoma u
0

odnosu na1£. Tada se svaki polinom P, stepena n, moZe predsta-

viti u obliku

Teorema 2.1.2. Neka je {Q,}

n
P(x) = } o0 (%),
k=0 XK

gde su koeficijenti oy dati pomodu

_LIPeog ()]
. f[Qk(X)Z]

Definicija 2.1.3. Za moment-funkcionelu £ xa¥emo da je pozitiv-

a (k=0,1,...,n).

no-definitna ako je f[P(x)]> 0 za svaki polinom P koji je nenega-
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tivan za svako realno x i nije identic¢ki jednak nuli,

U vezi sa egzistencijom niza ortogonalnih polinoma uve-

dimo tzv. moment-determinantu

CO Cl “ e Ck—l
‘ c, ¢, c,
(2.1.5) b =1 - (k=1,2,...).
k-1 Cok-2

Teorema 2.1.3. Potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju niza

ortogonalnih polinoma u odnosu na moment-funkcionelu £ su
by # 0 (k=1,2,...).

. n
. = + L B .
Dokaz. Neka je Qn(x) po Y9 %t +q ¥ Na osnovu
tvrdjenja (c) u teoremi 2.1.1, uslovi ortogonalnosti se mogu is-

kazati u obliku

(2.1.6) ¥[x"o_ (x)] = = K_s

anCk+m n mn,I%}#O (m=0,1,...,n),

=
e~ 33
o

gto je ekvivalentno sistemu linearnih jednac¢ina

Mg .1 T
[Cy € -+ €4 A0 0 7]
C C c q 0
(2.1.7) o2 RN I :
| Ch Chel Can | | 9nn | | Kn |

Ako pretpostavimo da niz ortogonalnih polinoma u odnosu
na L egzistira, tada je on jedinstveno odredjen konstantama Kn
u (2.1.6), Sto znali da sistem jednac¢ina (2.1.7) ima jedinstveno

reSenje, tj. da je A #0 (n>0),.

n+l
Obrnuto, ako je Ak#O(k;})tada za proizvoljno Kn=#0 sistem
jednac¢ina (2.1.7) ima jedinstveno reSenje, Sto znadi da polinom
Qe koji zadovoljava (2,1.6) egzistira. Kako je
8

Ipn =~ Kp 777 #0 (n21) i # 0

nn n AL = 990 '
zakljuCujemo da je dek==k, Sto zajedno sa prethodnim dokazuje

da je {QkhceNo niz ortogonalnih polinoma u odnosu na L.
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Na osnovu prethodnog rezuitata, jednostavno se moze iz-

vesti slededa eksplicitna formula

C0 C1 ve Cn
Cl C2 Cn+l
Qn(X) = An : ’
Cn—l Cn C2n—l
1 X x"
Kn
gde je An== 7 konstanta razlic¢ita od nule.
n+1

U vezi sa pozitivno-definitnim moment-funkcionelama va-
Ye sledeéi rezultati (videti [4, str.14-16]):

Teorema 2.1.4. Ako je ifp021tivno-defin1tna funkcionela, tada

ona ima sve realne momente, i njen odgovarajuéi niz ortogonal-

nih polinoma egzistira, pri ¢emu su svi polinomi realni.

Teorema 2.1.5. Funkcionela & je pozitivno-definitna ako i samo

ako su svi njeni momenti realni i Ak >0 (k=1,2,...).

Primetimo da je funkcionela £ definisana pomocu (2.1.4)
pozitivno-definitna, $to na osnovu prethodnog znac¢i da odgova-
rajuéi niz ortogonalnih polinoma egzistira i realan je. Kao Sto
smo videli u odeljku 2,1.4, ovi se polinomi mogu jednostavno
odrediti Gram-Schmidtovim postupkom ortogonalizacije. Mi Eemo
se u daljem izlaganju uglavnom baviti ovakvom klasom polinoma.
Samo u poslednjem odeljku ovog poglavlja proudiéemo ukratko jed-
nu klasu kompleksnih ortogonalnih polinoma u odnosu na jednu
kompleksnu moment-funkcionelu, koja nije pozitivno-detinitna.
Ona je zapravo kvazi-definitna, $to znaci da je %{#O za k> 1.
Ovu klasu polinoma ortogonalnih na jedinic¢nom polukrugu u komp-

leksnoj ravni uveli su W. Gautschi i G.V. Milovanovid ([12],ﬁj).
2.2.2. Opéite osobine ortogonalnih polinoma

Neka je {Qk niz ortogonalnih polinoma u odnosu na

ke,
moment-funkcionelu (2.1.4), tj. ortogonalan sa teZinskom funkci-
jom p na (a,b).

Teorema 2.2.1. Sve nule polinoma Qk (k=1,2,...) su realne, razli-

Cite i leze u intervalu (a,b).

7 Numericka analiza — | deo
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Dokaz. Kako je, zbog ortogonalnosti,

b

[ p(x)Q (x)ax = o T (9 0) =0 (k=1,2,...),
a

zaklju€ujemo da polinom Qk menja znak bar u jednoj tacki iz in-

tervala (a,b). Pretpostavimo da su x L (m <k) realne nule

1’
neparnog reda polinoma Qk’ koje leZe u (a,b). DefiniSimo polinom

P pomodu
P(x) = Q (x)w(x),
gde je w(x)=(x-xl)...(x-xm).
Kako se polinom x P w(x) moZe predstaviti u obliku

m
w(x) = _f o, 0, (x)

imamo

b
[ p(x)P(x)dx = (Q,w)
a i

|| ~13

ai(Qk,Qi),
O

tj.
(Q ) =0 (m<k),
= o o i? (m=x).
S druge strane, primetimo da polinom P ne menja znak na
(a,b) Sto implicira (Qk,m)#o.

Na osnovu prethodnog zakljuujemo da mora biti m=k, &ime

je dokaz zavrSen.

Teorema 2.2.2. Izmedju tri uzastopna polinoma u nizu {Qk}k EN
o

nostoji rekurentna relacija

(2.2.1) Qk+l(x) E (akx+8k)Qk(x) + Yka_l(X) =0,

konstante.

gde su o B

k' "k’ Tk
Dokaz. Izaberimo Oy takvo da je polinom R definisan po-
mocu R(x)=Qk+1(x)—akak(x) stepena k. Na osnovu teoreme 2.2.1,

ovaj polinom moZemo predstaviti kao linearnu kombinaciju polino-

ma Qo'Ql""’Qk’ tj. u obliku
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k
(2.2.2) Q. (x)-u xQ (x) = BOQ (x) —jglngj_l(x>,
odakle je
k
(Q) 1700~ (Q ,%Q,) =8, (Q,Q,) -jzle(Qj~l,Qi)-

Ako je 0 <i <k -2, korisSéenjem osobine ortogonalnosti

niza {Qk}k eN ' zakljuCujemo da je Yj=0 (j=1,...,k-1). Dakle,
o

jednakost (2.2.2) se svodi na (2.2.1).

Ovim je dokaz zavrsSen.

Primedba 2.2.1. Rekurentna relacija (2.2.1) je tacna i za k=0,

ako stavimo Q_, (x)=0.

Primedba 2.2.2. Moguéno je dokazati i obrnuto tvrdjenje nego Sto
daje teorema 2.2.3. Naime, ako niz polinoma zadovoljava troéla—h
nu rekurentnu relaciju oblika (2.2.1), tada postoji interval
(a,b) i teZinska funkcija p u odnosu na koju je ovaj niz poli-

noma ortogonalan na (a,b).
Pri fiksiranoj vrednosti za X, rekurentna relacija
(2.2.1) predstavlja linearnu diferencnu jednadinu drugog reda

(2.2.3) yk+l"(akx+6k)yk Y Y, = 0,

¢ije je jedno reSenije Qk(x). Drugo linearno nezavisno resenije
ove jednaline, pri x € [a,bl, moZe se jednostavno nadéi mnoZenjem
jednakosti (2.2.1), tj. jednakosti

Oy (B) = (o £48,)Q (£) +y, 0 _ (£) = 0,

sa p(t)/(t-x) i integracijom po promenljivoj t u granicama od

a do b, uz koriScenje identiteta §§E = §§¥-—l. Tako, za k €N,

dobi jamo
Wicqp (X) = (o X+8, )W, (x) v W, (x) =0,
gde smo stavili

® p(t)
W, (%) =£ O (B)dt.

7*
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Funkcija xr>wk(x) se naziva funkcija druge vrste u odnosu na

polinom Qk'

Pokazacemo sada kako se koeficijenti ak'Bk’Yk' koji se
pojavljuju u rekurentnoj relaciji (2.2.1), mogu izraziti pomodu

koeficijenata polinoma iz ortogonalnog niza {Qk}

k €EN_°
o -
Neka je ay koeficijent uz xk i bk koeficijent uz x 1
u polinomu Qk' tj.
_ k k-1
(2.2.4) Qk(x) = a; X + bkx + ...
Tada, na osnovu (2.2.1) i (2.2.4), imamo
k+1 k k k-1
(ak+lx +bk+1x +...) —(akx+8k)(akx +bkx +...)
k-1, . k-2 _
+v, (8 _ % b _ X +...) =0,

odakle sleduje

b b
(2.2.5) o = kL sk=ak[ak+l-a—k}
k+1 k

(k €EN).

Da bismo odredili Yy podjimo od rekurentne relacije
(2.2.6) Qk(x) -(ak_lx+sk_l)Qk_l(x) +yk_1Qk_2(x) = 0.

MnoZenjem ove jednakosti sa p(x)Qk(x)‘i integracijom od a do b,

uz koriscfenje ortogonalnosti niza {Qk}k en ' dobijamo
o

b
2
ol ™ = oy [ o) x0 ) G () ax.

Sli¢no, mnoZenjem jednakosti (2.2.1) sa p(x)Qk_l(x) i

odgovarajucom integracijom, dobijamo

b

2
0 = o ip(x) xQ _, (¥)Q (x)dx - vy o, Ml
Najzad, iz poslednje dve jednakosti sleduje
. 2 2
o ol _1 1l
(2.2.7) % ko Zxr%ken K k EN).

2

RSN TN
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vazi re-

Teorema 2.2.3. Za ortonormiran niz polinoma {Q]:}k €N
o

kurentna relacija

xQ¥ _, (x) = Akoﬁ(x)+qu§_l(x)+Ak_lQ§_2(x),

b -1/2
u, konstante, le(x)=0 i Q;(x)=(f p (x)dx) .

a

gde su Ak i

Dokaz. Ako u rekurentnoj relaciji (2.2.6) stavimo
Qi(X)=||Qi“ 0% (x)  (i=k-2,k-1,k) i tako dobijenu jednakost po-
delimo sa ak_llle_lH , dobijamo

: ol By -
XQf_ | (%) = . QF (x) -5 op_ () +
-1 Oy k=1
-1 19 5l
+ QF _,(x).
k-2
o-1 110yl
Na dalje, stavimo
. o |l . *u By
k k a,_,
a1 119y | k=1

Kako je, s obzirom na (2.2.7),

e ool el

.
oy 1o Il oy 0y Ll

k-1

dokaz teoreme Jje zavrSen.

Teorema 2.2.4. Za monian* niz ortogonalnih polinoma

{Qk}

k eNo vazi rekurentna relaciija

(2.2.8) Qk+l(x) = (x—Bk)Qk(x) -Yka_l(x).

gde su Bk 1y realne konstante i Yy >0.

Dokaz. Rekurentna relacija (2.2.8) direktno sleduje

iz (2.2.1). Naime, kako je kod moni¢nih polinoma a, =1, na os-

k
novu (2.2.5) i (2.2.7) ovde imamo

* Polinom se naziva monidan ako je njegov koeficijent uz najvidi stepen
Jednak jediniet.
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gl

= |—————) >0.

1o,

o, =1,

k Be™Px P41 Yk

U konstruktivnoj teoriji ortogonalnih polinoma tro&la-
na rekurentna relacija ima fundamentalnu ulogu iz sledecih raz-
loga (C101):

1o Jednostavno se generiSe niz ortogonalnih polinoma.

Na primer, uzimajudi Q_l(x)=0‘i Qo(x)=1, na osnovu (2.2.8), je-
dnostavno dobijamo Ql(x),Qz(x),... . Pri ovome je dovcljno po-

znavati dva niza {sk} i {yk}. Konstrukcija ortogonalnih polino-
ma pomocu koeficijenata polinoma, ili pomoéu njegovih nula, za-
hteva poznavanje dvodimenzionalnog polja podataka (tadnije, in-
formacija o ovim polinomima moZe se dati jednom trougaonom ma-

tricom).

2° Znajuéi By i Y jednostavno se moZe izra&unati vre-
dnost polinoma Qm(x), kao i njegovih izvoda, diferenciranjem
jednakosti (2.2.8).

3° KRona&ne sume oblika ? Cka(x), koje se &esto
javljaju u teoriji aproksimaciiji, ?Zgaéunavaju se, takodje, je-
dnostavno.
4° Funkcije druge vrste
b ot
W, (x) =£ E(_—tQk(t)dt (x € La,bl)

zadovolijavaju istu troc¢lanu rekurentnu relaciju.

5° Koeficijenti T U (2.2.8) odredjuju normu polino-

ma Qn
b
2 2.
o Il © = £ P(x)0_ (X)“dx = y_ ¥ ---v»
5 b

pri &emu smo uzeli y_= HQO[| =CO==£ p (x)dx.

6°

0d koeficijenata Bk i Yy, Se moZe konstruisati si-

metriéna trodijagonalna matrica, tzv. Jacobieva matrica,
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Bs /71
Y1 By 1y
J o= My By /g

koja igra zna¢ajnu ulogu u konstrukciji Gaussovih kvadraturnih
formula, o Cemu ¢e biti redi u poglavlju koje se odnosi na nu-

meric¢ku integraciju funkcija.

Primedba 2.2.3. Moguéno je konstruisati ortogonalne polinome i

odnosu ﬁa opStiji skalarni proizvod, nego &to je (2.1.3). Raz-
matranja koja se odnose na trodlanu rekurentnu relaciju ostaju

u vaZnosti ako uvedeni skalarni proizvod ispunjava uslov (xf,g)=
=(f,xg). U protivnom, moni&ni ortogonalni polinomi zadovoljavaju
rekurentnu relaciju ([7])

Q

e py (V=08 (IO G =By p Oy () =eeemBy (0, (X

gde je ﬁk'l'_‘(XriQi)/(QllQl)-

Slede¢i rezultat poznat je kao Christoffel-Darbouxov
identitet.

Teorema 2.2.5. Za ortogonalan niz polinoma {Qk}k EN vazi iden-
titet °
n Qk(x)Qk(t) B 1 Qn+1(X)Qn(t)-Qn(x)Qn+l(t)
(2.2.9) Z 2 = 2" X - t !
k=o ol o Il |

gde je @ konstanta koja se javlja u rekurentnoj relaciji (2.2.1)

Dokaz. MnoZenjem relacije (2.2.1) sa Qk(t), dobijamo

(2.2.10) (x)Q, (£)=(a, x+8,)Q (x)0 (£)=v,Q _, (x)Q ().

Q+1

2ko u poslednjoj jednakosti zamenimo x sa t i t sa

x 1 tako dobijenu jednakost oduzmemo od (2.2.10), dobijamo



104 2. PROSTORI. OPERATORI. ORTOGONALN! POL INOMI

Qk+1(X)Qk(t)’Q (t)Qk(X)=ak(x—t)Qk(X)Qk(t); -

k+1

t3.
0y ()9, (£) .
(x-t) PR TNE (Q 4y (X)Q (£) =0, (£)Q (x))
I 9 k! 2k
Tk
- ;——ﬁg—TFT(Qk(X)Qk_l(t)'Qk(t)Qk_l(X)L
k 1%
¢
Ako stavimo R =——1—> (0 . (x)Q (£)-Q_, (£)Q, (x)),
o 1ol

i iskoristimo (2.2.6), poslednja jednakost postaje

1
7 %X () = R-R
o, I

(x—-t)

odakle sumiranjem po k, dobijamo (2.2.9).

Primedba 2.2.4. Za monic¢an niz ortogonalnih polinoma u (2.2.9)
treba uzeti an=1.

Na osnovu teorema 2.2.4 i 2.2.6 zakljuCujemo da vaZi:

Teorema 2.2.6. Za ortonormiran niz polinoma {Qﬁ} vazi iden-

titet

k €N
o

QF,; (X)QX(£)-QX (x)Q¥,  (¢)

n+l x - t !

n
Y OX(x)Q*(t) =
s k k

gde je An+l konstanta koja se javlja u odgovarajucoj rekurentnoj
relaciji za ortonormirane polinome.
Prelaskom na granidnu vrednost, kada t-»x, iz (2.2.9)

sleduje sledeéi rezultat:

Teorema 2.2.7. Za ortogonalan niz polinoma {Qn}k EN vaZzi iden-
. o
titet

n Qk(x)2 1

X =
k=o [lo lI*  aylle

(2.2.11) (Q7,,(¥)Q (x)-07(x)Q_, (x)).

H 2 n n+l
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Oznadimo sada sa xék) (i=1,...,k) nule polinoma Qk ure-
djene po velidini, tj.
(k) X(k) Ceen <x(k)‘

X 2 k

Kori&éenjem identiteta (2.2.11) moZe se pokazati slede-
€i rezultat: t

Teorema 2.2.8. Za nule polinoma Qn i Qn+1 vazZi

X1(n+1) <Xl(n) <X2(n+1)<._.<xrgn+1) <Xrin) <x£2:l)

(n+1)
i

Dokaz. Stavimo x=x (2.2.11). Tada zakljucujemo

da je znak proizvoda

(n+1)
i

(n+1)
i

Q4 (% o, (x )

u svim nulama polinoma Q isti, tj.znak ne =zavisi od i. S dru-

n+1
ge strane, kako na osnovu Rolleove teoreme, Q£+1 menja znak u
intervalu (xin+l), xizzl)), zakljuéujemo da i Qn' takodje, menja

znak u ovom intervalu. Dakle, Q_ ima najmanje Jjednu nulu u inter-
; n

(n+1) (n+1)

i rXi41

zakljuCujemo da je u svakom od ovih intervala jedna i samo Jjed-

valu (x ), a s obzirom da ovakvih intervala ima n,

na nula polinoma Qn’ ¢ime je zavrSen dokaz teoreme.
Na kraju navedimo bez dokaza jos jedan rezultat koji se

naziva Christoffelova formula.

Teorema 2.2. 9. Neka je xbPw(x) polinom m-tog stepena takav da

ima proste nule XyrEypeoesX van segmenta [a,bl i da je w(x) >0

za svako x €[a,bl. Ako je {Qk}k.eN niz ortogonalnih polinoma
o

na (a,b) sa teZinskom funkcijom x+p(x), tada je niz polinoma

{Rk}k en_ definisan pomodéu

0 (®) Q (x) ... 0, (X)

Ak Qk(xl) Qk+1(X1) Qk+m(x1)
w(x) . '

(2.2.12) Rk(x) =

Qk(xm) Qk+1(xm) Qk+m(xm)
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gde je Ak proizvoljna konstanta razlidita od nule, ortogonalan
na (a,b) sa tezinskom funkcijom xb w(xX)p(x).

Xx-c¢ (c<a)

c-x  (c>b) {g } niz orto-

k'k EN
o

gonalnih polinoma na (a,b) sa teZinom x+p(x). Tada je {Rk}

Primer 2.2.1. Neka je w(x) = {

k GNO’
gde je

"

Rk(X) = ;-__—E(Qk+l(C)Qk(X)‘Qk(C)n

ortogonalan niz na (a,b) sa teZinskom funkcijom xrw(x)p(X).

O primeni ovog rezultata u teoriji filtara videti rad
Rakoviéa i Vasida [25].

2.2.8. Veri#ni razlomak pridrufen rekurentnoj relaciji

Neka je {Qk}k EN moni&an niz ortogonalnih polinoma na
o

(a,b) u odnosu na teZinsku funkciju xrp(x), koji zadovoljava

rekurentnu relaciju (2.2.8), tj.

(2.3.1) Opypg (X) = (x-8)0, (0-v, 0, (x)  (k=0,1,...),

Q_,(x) =0, o (x) =1,

gde su By i Y realne konstante i Yy >0. Kao i ranije, usvojimo
b

Yo = CO = i p(x)dx.

Polinomu Qk pridruZimo polinom Rk pomocu

b Qk(x)—Qk(t) ]
(2.3.2) R (x) = [ p(t) —— ¢ —dt (k=0,1,...),

¢iji je stepen k-1. Primetimo da je

Oy (¥) =0, (8) =

=(X“Bk)Qk(X)—Yka—l(X)—(t-ek)ok(t)+Yka-l(t)

i

(x-t)Qk(t)+(x-Bk)(Qk(x)-Qk(t))-Yk(Qk_l(x)-Qk_l(t)).
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MnoZenjem dobijene jednakosti sa p(t)/(x-t) i integracijom ima-
mo

b
R, (X) = £ p(t)Q (t)at+(x-8 )R (x)-v R _, (x),

pri ¢emu je integral koji se javlja na desnoj strani ove Jjedna-
kosti jednak Co’ ako je k=0, i jednak nuli za svako k €N. Prema
tome, moZemo zakljuciti da pridruZeni polinom Rk zadovoljava,
takodje, rekurentnu relaciju (2.3.1) samo sa drugacijim pocet-

nim vrednostima. Naime, imamo

(2.3.3) Rk+l<x) = (X-Bk)Rk(X)-YkRk_l(X) (k=1,2,...),

Ro(x) = 0, Rl(x) = CO.

Rekurentna relacija (2.3.3) vazi i za k=0, ako stavimo R_l(x)=—l.

Zaista, tada je Rl(x)=(x—80)-O—YO(-1)=YO=CO.

Neka Je, dalje,
(2.3.4) Fix) = [ R2ELar (xgra,n).
a

Rekurentnoj relaciji (2.3.1) moZe se pridruZiti veriZni razlo-

mak, koji takodje odgovara funkciji F (videti [ 91),

F(x) ~ .

=By~ Y,

Saglasno uvedeno]j notéciji u odeljku 1.3,5 imamo

-Y ~Y
1
(2.3.5) F(x) ~ { 2, —, ...}.
X Bo X Bl
Ako veriZni razlomak (2.3.5) "prekinemo", tj. zaustavi-

mo se na &lanu x-Bk_l, dobijamo da je

[”Yo e ‘Yk—11 R )

— ’ — F A B 4 - -
x-8." %8, X~ By _ 1. Q) (x)

(2.3.6)

’

gde su polinomi R, i Qk definisani pomodu (2.3.1) i (2.3.3) re-

spektivno.
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(%)
Primetimo da racionalna funkcija xk*a—TzT-ima samo pros-—
‘ k

te polove u tackama x=x£k) (i=1,...,k), koje su, u stvari, nule

polinoma Qk' Ako sa Ai (i=1,...,n) oznacimo ostatke u ovim po-

lovima, imamo

(k)
R (x) . Cw B OR k)

A, = Res = = lim (x-X. =
i Q, (x) i Q, (x) S k)T
x=x£k) k x*xék) k Qk(xi )

odakle je, s obzirom na (2.3.2),

) b 0 (t)
(2.3.7) A, = ———— [ p(t) ———<dt (i=1,...,k).
17 o), e (KJ
% Ri a Xy

VeriZni razlomak (2.3.6) moZemo sada jednostavno da razvijemo

u "parcijalne" razlomke

_ R (x) E A,
(2.3.8) - i
N x—xék)

Primedba 2.3.1. Koeficijenti Ai igraju znac¢ajnu ulogu u numeri-

¢koj integraciji, jer predstavljaju koeficijente Gaussovih kvad-
raturnih formula i u literaturi su poznati kao Christoffelovi
brojevi. KorisScéenjem Christoffel-Darbouxovog identiteta moZe se

pokazati da je

2
lo Il

A- (k)

l:- (i=l,...,k).
Q (x50 44

(k)

(xi

)

U radu [ 9 1 nalazimo sledecu definiciju:

Definicija 2.3.1. Za reSenje fk tro¢lane rekurentne relacije

(2.2.9) Y+ = (x—Bk)yk-Yk Y1
kaZemo da je minimalno ako postoji linearno nezavisno resenje
iste rekurentne relacije, u oznaci Gy # tako da Jje
f
lin £ = 0.
Koto gk
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U istom radu [ 91 W. Gautschi je dokazao da je egzisten-
cija minimalnog reSenja u uskoj vezi sa odredjeno$éu momentnog

problema za teZinsku funkciju xb p(x).

Pretpostavimo da veriZni razlomak (2.3.6) konvergira ka
F(x), tj. da je

(%)

(2.3.10) likaT

K>+oo

= F(x),

gde je F definisano pomocu (2.3.4). Ako stavimo

fk(x) = F(x)Qk(x)-Rk(x),

na osnovu (2.3.10) zakljuCujemo da Jje

f (x) (x)
lim ——— = F(x) - 1lim EE———
Qk(x)

=0,
koo I (X) Ko

Sto znali da je fk minimalno resSenje trollane rekurentne rela-
cije. Kori8cenjem (2.3.2) i (2.3.4), £
u obliku

x Se moZe predstaviti i

b
t
(2.3.11) £, (x) = g BI) o (t)at  (xgra,bI, k=0,1,...),

$to znali da je fk(x)qﬂk(x), gde je W, funkcija druge vrste de-
finisana ranije. Ako stavimo f_l(x)=l, vidimo da rekurentna re-

lacija fk+l(x)=(x—Bk)fk(x)—ykfk_l(x) vazi i za k=0.

Prema tome, bilo koji uslov koji garantuje konvergenciju

(2.3.10) dovoljan je uslov da f dato sa (2.3.11) bude minimal-

’
no resenje rekurentne relaciije %2.3.9). U radu (g9 1 W. Gautschi
je dokazao da minimalno reSenje egzistira kad god je momentni
problem za teZinsku funkciju x+p(x) odredjen. U istom radu W.
Gautschi je dao i algoritam za izradunavanje minimalnog resSenja
fk(x) za k=0,1,...,n. Uzimajuéi s dovoljno veliko (s>n), pomo-

cu
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(s) _ (s) _ "k e an
rs =0, rk-l = - _r(s) {(k=s,s-1,...,1,0), .
k "k
(s) _ (s) _ _(s) _.(s) _
£2 =1, £ =r. ] £2]  (k=0,1,...,n),

generi$u se nizovi {rés)} i {fés)}. ako je f} (x) minimalno re-
Senje rekurentne relacije (2.3.9), tada je (videti [ 61 i [ 9 1)

{(s) _

lim fk

fk(x) (k=0,1,...,n).
S+

Primedba 2.3.2. KorisSc€enjem razvoja u "parcijalne" razlomke

(2.3.11) moguce je dobiti formalni razvoj

(x) +oo C

Um g = | —%7
koo Qk(X) m=o ¥ !

gde su Cm momenti teZinske funkéije X p(x).

2.2.4. Osobine ortogonalnih polinoma sa parnom
tefinskom funkcijom

Neka je {Qk niz ortogonalnih polinoma na (-a,a) sa

'k en_
parnom teZinskom funkcijom (p(-x)=p(x)).

Kako je, za n#k,

a a
_£p(x)on(x)ok(x)dx = _i p(-x)Q_(-x)Q (-x)dx

a
_iP(X)Qn(-X)Qk(-x)dx =0

zakljuéujemd da je 1 niz polinoma {Qk(-x)}k en ' takodje, orto-
o

gonalan u odnosu na teZinsku funkciju p. S druge strane, zbog

jedinstvenosti niza ortogonalnih polinoma za datu teZinsku fun-

kciju do na multiplikativnu konstantu, zakljulujemo da mora biti
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= 3 P n :
Qn( X) chn(x), odakle sleduje c, (-1)". Dakle, imamo
_ ,_4\D
Qn(-X) = (-1) Qn(x),
ty.
Qn(-X) = Qn(x) (n - parno)
= -Qn(x) (n - neparno),

Sto znali da je

_ 2 . _ 2
Qo (X) = 0 (x7) 1 Q2k+1(x) = xv, (x7),

gde su Uk i Vk polinomi k-tog stepena.
Neka je n#k. Tada na osnovu
a a 2 2
_i P(x)0, (x)Q,, (x)dx = 2Ofp(x)un(x )U, (x)ax = 0,

smenom x2=y, dobijamo
2

a ‘/—)
(2.4.1) ECY) y (y)u (y)dy = 0.
o g U

Sliéno, imamo

¢ (x) dax=2 [ pe0 v 2V, (Z)ax = 0
_! p(X)Q2n+l % Q2k+1 xjax = o p(x)x n'* x \* Jdx = 0,
odakle je
2
a —
(2.4.2) [ Yy p(YY)V_ (y)Vy (y)dy = 0.
[

Na osnovu (2.4.1) i (2.4.2) moZemo formulisati slede¢i
rezultat:
Teorema 2.4.1. Neka je {Qk}k €N niz ortogonalnih polinoma na
o

(~a,a) sa parnom teZinskom funkcijom x> p(x). Tada je

1° Niz polinoma {Q2k(/§)} ortogonalan na (0,a2)

k EN
_ (o]
sa teZinskom funkcijom x b p (VX)/VxX;

O

2° Niz polinoma {Q, ., (YX)//x} ortogonalan na

k €NO
(0,a%) sa tefinskom funkcijom x+ VX p(VX).
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2.2.5. Konstrukeija ortogonalnih polinoma

Samo za neke uske klase ortogonalnih polinoma, kakvi su,
na primer, klasi&ni ortogonalni polinomi (videti odeljak 2.2.8),
moguce je analitidki odrediti koeficijente troclane rekurentne
relacije (2.2.1), tj. (2.2.8), U opsStem sludaju za tzv. nekla-
si¢ne teZine to nije mogude. Pod konstrukcijom ortogonalnih po-
linoma podrazumevamo numeriko odredjivanje prvih n koeficije-

nata oy i By (k=0,1,...,n-1) u rekurentnoj relaciji (2.2.8).

U narednim odeljcima 2.2.6 i 2.2.7 izloZicemo dva metoda

za konstrukciju ortogonalnih polinoma i to:

- Cebisevljev algoritam,
- Stieltjesovu proceduru.

Detaljnije u vezi ovih metoda moZe se naéi u radu [10].

2.2.6. Cebisevljev algoritam

Neka je {Qk} moni&an niz ortogonalnih polinoma ko-

k EN
o

ji zadovoljava rekurentnu relaciju

(2.6.1) Opyy (K)=(x-8,)0, () =y, @y (x)  (k=0,1,...),

pri Cemu je Q_l(x)=0 i Qo(x)=l. Neka je, dalje, poznato prvih

2n momenata teZinske funkcije

P x
¢ =/ xp(xydx  (k=0,1,...,2n-1).
a

Defini8imo velidine O i pomocu
r
b

i i
(2.6.2) )i = (Q ,x™) —aj p(x)Q (x)x7dx .

) = = lnosti .=0, ako
Tada je oo,i Ci’ °_y,i 0, a zbog ortogona O 170

je k >1i.
Kao u tatki 5° odelika 2.2.2 uzmimo y_=C_.

Na osnovu (2.6.1) za k=0 imamo Q, (x)=x-B_, odakle sle-

~1
dee (Q]_’QO):O:(QO'X)-BO(QO'l), tjo Bo-—':()’o'l/o’o

o O ©O

Slicéno, za
!
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k>11iz (2.6.1) sleduje

i, _ i+l i i
(Qk+llx ) = (lex )_Bk(Qk'x )"Yk(Qk_lrx ),

ti.
(2.6.3) S%+1,i = %k,i+1 Px%%,i Yk%k-1,1i
Stavljajuéi i=k-1 i i=k, na osnovu (2.6.3) dobijamo
redom
0 = opiy k-1 = %,k Px% 7 Vk%k-1,k-1
i
0 = 941,k = %,%x+1 k% ,k Yx°k-1,k"
Prema tome, imamo
[e)
0,1
B = P) Y =0 ’
o 00,0 o 0,0
(2.6.4)
o Oy _ Ioj
B = k'k+l - k llk , Y - & (k=l,2,...).

k k

%,k %-1,k-1 %-1,k-1

Veligine o sukcesivno mogu biti generisane iz mome-

k,i
nata Ci pomocu

%%,i =~ %%-1,i+1 Pk-1%%-1,1i Yk-1%%-2,i

(2.6.5)

Formule (2.6.4) i (2.6.5) defini3u tzv. Cebidevljev*
algoritam (L 33, [101), koji omogucava jednostavnu konstruk-

ciju prvih n koeficijenata BO,...,B i YgreeseY na os-

n-1
Preslikavanije

n-1
1'...’C2n-1.

definisano CebiZevljevim algoritmom

T
] +[Bo...8

novu prvih 2n datih momenata C_,C
2n 2n ©
Kn:R >R

(K_: [COCI...C

T .
n *+Yn-33 ) vrlo Cesto poka-

2n-1 n-17o0" n

zuje karakteristike slabe uslovljenosti, posebno kada se radi
o beskona&nom intervalu ortogonalnosti. Slaba uslovljenost
dolazi do izraZaja sa porastom n. Uvodjenjem pogodnih modifi-

kovanih momenata (umesto momenata Ck) moguce je u izvesnim
* Cebidev je rasmatrao sludaj diskretnih ortogonalnih polinoma (videti(33])

8 Nunwricka analiza - 1 deo

(i=k ,k+1,...,2n%k-1),
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slufajevima stabilisati algoritam. Takav algoritam cemo zvati
modifikovani CebiSevljev algoritam (videti radove [101, [291,
(351), a prezentirademo ga u obliku kakav su dali Wheeler
(£351) i Gautschi (rC1013).

Neka je {Wk}k EN sistem moniénih polinoma koji zadovo-
o

ljavaju tro¢lanu rekurentnu relaciiju

W (%) = (x—bk)Wk(x)-cka_l(x) (k=0,1,...),
pri ¢emu je W_l(x)=0, Wo(x)=1, a koeficijenti bk i Cx poznati.
Umesto pomoSu (2.6.2), velicine o i definiSimo sada pomodu
14

b
(2.6.6) Yk,i (Qk.Wi) = J p(X)Qk(X)Wi(x)dx

i pretpostavimo da nam je poznato prvih 2n modifikovanih mo-

menata

b
Mk = f p(x)Wk(x)dx (k=0,1,...,2n-1).
a

Tada, sli&no prethodnom, imamo

O—I,i =0 (i=1,2,...,2n-2), Oo,i=Mi (i=0,1,...,2n-1),
Ml
= + — =
Bs = Po M_’ Yo = Mgr

a zatim redom za k=1,2,...,n-1

O i %-1,i+1 Br-17Pi) %1 i7TVko1 k-2,1%Ci%-1,i-1
(i=k ,k+1,...,2n-k-1),
g [e}
(2.6.7) 8, =b *+ k;k+1 - - k-1,k
X,k k-1,k-1
.- %,k
k k-1,k-1

Primetimo da se u slucaju Wk(x)=xk (k=0,1,...,2n-1),t7.

bk:ck=0, modifikovani CebiSevljev algoritam svodi na osnovni
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-

algoritam definisan pomodu (2.6.4) i (2.6.5).

Na slici 2.6.1 je data Sema koja ilustruje primenu mo-
difikovanog Cebifevljevog algoritma u sludaju n=5. U odredji-

vanju o i pomoéu prve relacije u (2.6.7) ulestvuju
14

k! (k1)
n-ir————— ——[o] E] (k—l,i"l) (k"lri) (k"lri+l)
n-1
B @ o o
(k-2,1)
[e] E] ° ] [} °
[) . ° . ° ° ]
i
fj ol o o—0 o——o— oo <-co’l=Ml
° -] © -] -] [-] [ © 1 “«0 = 0
1,i
0 2n-1=9
Sl. 2.6.1

Ok-1,i-1" %k-1,i’' %k-1,i+1 i OK-2,i’ $to je na slici Sematski
prikazano navodjenjem njihovih indeksa. U odredjivanju Bk i
Yy » Prema drugoj i tredoj relaciji u (2.6.7), ulestvuju veli-
¢ine Op i €iji su indeksi takvi da odgovaraju poljima koja
su na slici uckvirena kvadratidéima. Na osnovu (2.6.6) prime-
timo jo$ da su dijagonalni elementi

2
Ok " (Qk’Qk) = Hlel (k=0,1,...,n=-1).

U radu [10] W. Gautschi je detaljno analizirao uslov-

ljenost preslikavanija Kn:3-+3, gde su

>T > T
Vo= MM o.My 0, 00 = D8 ... B .. 7.

Karakteristike slabe uslovljenosti dolaze do izra%aja sa poras-
tom n, i to posebno kada se radi o beskonadnom intervalu orto-

gonalnosti. Tada male promene u momentima Mk (na primer, izazva-
ne greskama zaokrugljivanja) izazivaju velike promene u vektoru

koeficijenata 5.

8?
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2.2.7. Stieltjesova procedura

Neka je {Qk}k.eN' moni&an niz ortogonalnih polinoma
o

na (a,b) u odnosu na teZinsku funkciju x+vp(x). Koeficijenti

Bk i Yy U rekurentnoj relaciji (2.6.1) mogu se jednostavno
izraziti u obliku

(xQ, ,Q )
Bk:w (k=0,1,2,...),
= Slyspeeel,
t5.
b 2
[ p(x)xQ (x)“dx
(2.7.1) B = s (k=0,1,2,...),
f p(x)Qk(x)zdx :
a
b 2
[ p(x)Q (x)“ax
ol - Y = (k=1,2,...).
2
£ p(x)Q, _, (x)%dx
b
Kao i ranije moZemo uzeti y = [ p(x)dx.
a

Stieltjes je ukazao da se rekurentna relacija (2.6.1)
i formule (2.7.1) i (2.7.2) mogu primeniti na sukcesivno ge-
nerisanje polinoma Ql(x),Qz(x),.... Naime, kako je Qo(x)=1,
pomo€u (2.7.1) nalazimo

Ako sada u (2.6.1) stavimo k=0, dobijamo Ql(x)=x-so, jer je
Q_l(x)=0. Na dalje, na osnovu (2.7.1) i (2.7.2), za k=1, na-
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lazimo 81 i Yy a sa ovim vrednostima, pomoéu (2.6.1), polinom
Q2(X)=(x-61)(x-60)-y1, itd.

Navedeni postupak alternativne primene formula (2.7.1)
i (2.7.2) i rekurentne relacije (2.6.1) naziva se Stieltjeso-
va procedura ({3031, [101). ' '

Odredjivanje vrednosti integrala, koji se pojavljuju u
(2.7.1) i (2.7.2), mogue je izvrSiti numericki, tj. primenom
neke kvadraturne formule (videti poglavlje numeridka integra-
cija). U tom sluaju navedeni postupak se naziva diskretizo-
vana Stieltjesova procedura. Ovakav postupak pokazuje dobre ka-
rakteristike uslovljenosti i ima prednost nad Cebifevljevim al-
goritmom, pogotovu kada se radi o beskonanom intervalu (a,b).

2.2.8. Klasi®ni ortogonalni polinomi

Jednu veoma vaZnu klasu ortogonalnih polinoma &ine tzv.
klasi&ni ortogonalni polinomi. Oni se javljaju pri reSavanju
niza grani¢nih problema matematike fizike, kao i kod reSava-
nja nekih problema kvantne mehanike. Posebnu primenu nalaze u
teoriji aproksimacija i numerickoj integraciji.

Definicija 2.8.1. Neka je {Qk} niz ortogonalnih polinoma

k EN

o
na (a,b) sa teZinskom funkcijom x++p(x). Polinomi Qk (k=0,1,
...) nazivaju se klasi&nim ako teZinska funkcija zadovoljava

diferencijalnu jednadinu
(2.8.1) a%(A(X)p(x)) = B(x)p(x),

gde je x:>B(x) polinom prvog stepena, a funkcija x> A(x) u
zavisnosti od a i b ima oblik

A(x) = (x-a) (b-x) (a i b konaténi),
= x-a (a kona&no, b=+=),
= b-x (a=-=, b kona¢no),

=1 (a=—°°r b=t}
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Na osnovu (2.8.1) moZemo zakljuliti da p.ecl (a,b), tj.
da ima neprekidan prvi izvod za svako x € (a,b). Jedino na kra-

jevima intervala (a,b) teZinska funkcija moZe imati singulari-

tete.

Teorema 2.8.1. Za svako m=0,1,... teZinska funkcija klasiénih

ortogonalnih polinoma zadovoljava uslove

(2.8.2) lim x"A(x)p(x)=0 i lim x"A(x)p(x)=0.
x+a+ X-+b-

Dokaz ove teoreme moZ¥e se nafi, na primer u [22,str.481].

Kako je reSenje diferencijalne jednacine (2.8.1) dato

sa

C
b4

gde je C proizvoljna konstanta, u zavisnosti od a i b (sa ta-
¢no8€u do multiplikativne konstante) imamo

(2.8.3) p(x) = (b-x)%(x-a)® (a i b kona&ni),
= (x—a)sexp(rx) (a kona&no, b=+=),
= (b—x)texp(-rx) (a=-», b konac¢no),
= exp (/B (x)dx) (a=~w, b=+w},

gde su

=B _, s =-Bla) _ _p(a)-1, t=-B(b)-1

i B(x)=rx+q.
Grani¢ni uslovi (2.8.2) zahtevaju'da je

B(a) >0, ako je a konacno;
(2.8.4) B(b) <0, ako je b konadno;
r=B " (x) <0.
U sludaju kada su a i b kona¢ni, trec¢i uslov je posledica pr-

va dva uslova u (2.8.4).

Na osnovu (2.8.3) zakljulujemo kakav oblik mora da ima

teZinska funkcija kod klasi&nih ortogonalnih polinoma. Kako se



2.2. ORTOGONALNI POLiNOMI 119

primenom linearne transformacije svaki interval (a,b) moZe

transformisati u jedan od sledefa tri intervala
(_lll)l (OI+°°)I (-°°I+°°)l

ne umanjujuéi opStost, za teZinsku funkciju klasi¢nih ortogo-

nalnih polinoma se moZe uzeti

2
xr—»(l—x)a(1+x)8, X xse X, X+ e X
respektivno. Tada, na osnovu (2.8.2), tj. (2.8.4), parametri

arBsS Moraju ispunjavati uslove

a>-1, B>-1, s>-1,.

Razmotrimo posebno ova tri sluéaja.

1. Neka je p(x)=(1-x)% (1+x)® i (a,b)=(-1,1). Funkcija
A je u ovom slucaju data sa A(x)=l-x2. Koriscéenjem diferen-
cijalne jednadine za teZinsku funkciju odrediéemo funkciju B.
Dakle,

1 _ 4
p(x) dx

B(x) = (A(x)p(x)) = B~a=(a+B+2)X.
Odgovarajuéi ortogonalni polinomi nazivaju se Jacobievi poli-
noni i oznatavaju sa Péu’s)(x). Specijalni slu€ajevi Jacobie-

vih polinoma su

17 Legendreovi polinomi P, (x) (a=8=0),
CebiZevljevi polinomi prve vrste Tk(x)(a=B=-—%),

3 CebiSevljevi polinomi druge vrste Sk(x)(a=6= %).

(o]

4 Gegenbauerovi ili ultrasferni polinomi Cﬁ(x) (a=
B=1x —%) .

Primetimo da klasa Gegenbauerovih polinoma obuhvata

polinome navedene pod 10, 20, 30.

2. Neka je sada p(x)=xse”X i (a,b)=(o,+=). Tada je
A(x)=x i1 B(x)=-xts+l. Odgovarajucéi polinomi se nazivaju gene-
ralisani Laguerreovi polinomi i oznadavaju sa Li(x). Polinomi
koji se dobijaju za s=0 nazivaju se Laguerreovi polinomi i oz-
natavaju se sa L (x) ( ELﬁ(x)).
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2 ‘
3. Najzad, neka je p(x)=e ol (a,b)=(=~,+=). S obzi-

rom da je tada A(x)=1, dobijamo

2 _.2
B(x) = e¥ 5l(e X

dx = "‘2X .

Polinomi koji se dobijaju u ovom sluaju nazivaju se Hermite-

ovi i oznacavaju sa Hk(x).

U tabeli.2.8.1 dat je pregled osnovnih karakteristika
Jacobievih, generalisanih Laguerreovih i Hermiteovih polinoma.

Tabela 2.8.1

(a,b) p(X) A(x) B (x) Qk (x)
(=1,1) (1-x)% (1420 * | 1-x% | B-a-(atp+2)x | B{%7P) (x)
(0, +=) xse_x x s+1-x S(X)

e | S
(==, +=) e ' 1 -2x Hk (x)

Primedba 2.8.1. S obzirom na jedinstvenost ortogonalnih poli-

noma (do na multiplikativnu konstantu), na osnovu teoreme
2.4.1 moZe se izvesti veza izmedju Hermiteogih i generalisa-
nih Laguerreovih polinoma. Neka 3je plx)=e * i a=+=, Na osno-
va tvrdjenija 1° iz teoreme 2.4.1 zakljufujemo da su polinomi
{H2k(/§)} ortogonalni na (o,») u odnosu na teZinsku funk-

k ENO
—1/2e—x

ciju pl(x)=p(/§)//§=x , %to znadi da se radi o genera-

lisanim Laguerreovim polinomima za s =-1/2. Prema tome imamo

- . -1/2
sz(/§)=ckLk1/2(x), tj. Hyy (x)=c L /

tanta. Sli¢no, na osnovu tvrdjenja 2° iz pomenute teoreme

(x2), gde je ) kons-

2.4.1 moZemo zakljuciti da vaZi
g 1R 02
H2k+l(x) = dkak (x7),

gde je dk konstanta. U vezi sa konstantama ci i dk videti ode-

ljak 2.2.13.

Klasi¢ni polinomi poseduju veéi broj specifidnih svoj-

stava, koja €e biti izloZena u narednim odeljcima.
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2.2.9. Osobine klasi®nih ortogonainih polinoma

Teorema 2.9.1. Izvodi klasicnih ortogonalnih polinoma su, ta-

kodje, klasi¢ni ortogonalni polinomi.

Dokaz. Da bismo dokazali ovo tvrdjenje podjimo od inte-

grala

b -
I_ = p(x)x" lB(x)Qk(x)dx (m€N),

ma
koji je za m<k jednak nuli. Naime, kako je stepen polinoma
XF+xm—lB(x) jednak m, to je zbog ortogonalnosti
m-1

I = (x

m B(x),Qk) =0 (m<k).

S druge strane, korisSéenjem diferencijalne jednaline
za teZinsku funkciju (2.8.1) i primenom parcijalne integraci-

je na posledniji integral dobijamo

I = fb mlo x) Sam)pix)ax
Sl O ax P

b
-1 [ p0)x" a0 (x)dx -
a

b .

[ atop(x)x™ oy (x)dx,
a

pri Cemu smo iskoristili uslove (1.4.2). Kako je, dalje,
xr+xm_2A(x) polinom najviSe stepena m, to je i prvi integral

na desnoj strani poslednje jednakosti jednak nuli.

Na osnovu prethodnog moZemo zakljuéiti da za svako
m<k(mE€N) vaZi
b

m-1_. _
£ pl(x)x Qk(x)dx = 0,

gde smo stavili p, (x)=A(x)p(x), Sto dokazuje tvrdjenje da je
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niz {Qk’}k €N ortogonalan na (a,b) sa teZinskom funkcijom

x+ A(x)p(x). Potrebno je jo$ dokazati da ova teZinska funkci-
ja zadovoljava diferencijalnu jednalinu oblika (2.8.1).

Kako je
4 (A(x)p, (%)) = A (x)p, (x)+A(X) S (A(x)p(x))
ax P P, ax P

(A7 (X)+B(x))A(X)p (%)

Bl(x)pl(x)

i X“’BI‘X) polinom prvog stepena, dokaz teoreme je zavrSen.

Koristedi se matematickom indukcijom lako se dokazuje
sledec¢a opstija teorema.
(m)
k
nih ortogonalnih polinoma na (a,b) sa teZinskom funkcijom

Teorema 2.9.2. Niz {Q } predstavlja niz klasié-

k=m,m+1,...

xw>pm(x)=A(x)mp(x). Odgovarajuca diferencijalna jednaéina za

teZinsku funkciju je
S (a(x)p_(x) = B_(x)p,_(x)
dx m m m ’

gde je Bm(x)=mA'(x)+B(x)-

Teorema 2.9.3. Polinom x»+Qk(x) je jedno partikularno redenije
linearne homogene diferencijalne jednaline drugog reda

(2.9.1) A(x)y"+B(x)y’+kky = 0,
gdé je
= wrlip_ " p
(2.9.2) MNe = kEz(k 1)A"(0)+B“(0) 1 (k GNO).

Dokaz. Neka je m <k. Kako je niz {Qi} ortogonalan

k EN
o
na (a,b) sa teZinskom funkcijom x%*pl(x)=A(x)p(x) vazi jedna-
kost
' b

In = J A(X)P(X)Xm_lQi(X)dx = 0.
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Primenom parcijalne integracije na poslednji integral i koris-

denijem uslova (2.8.2), dobijamo

3
3|+

b 3 m
I = - ‘L &(A(X)P(X)Q}; (x))x dx,
£5.

I = -
m

=a

b
m v
J'p(x)x Q (x)dx,

gde smo stavili ak(x)=B(x)Q£(x)+A(x)Q£(x). S obzirom da je
Im=0 za svako m<k (m€N) zakljuCujemo da je niz polinoma

{5k}k ey Ortogonalan na (a,b) sa teZinskom funkcijom x+~p(x).
o}
S druge strane, zbog jedinstvenosti ovih polinoma do na multi-

plikativnu konstantu, imamo

(2.9.3) A(x)Qﬁ(x)+B(x)Q£(x)+A (x) =0,

k%

N
gde smo stavili Qk(x)=-Aka(x).

Da bismo odredili 2
te uz xk u (2.9.3).

K dovoljno je uporediti koeficijen-

Ako pretpostavimo da je Qk(x)=akxk+..., imamo
- _ k-1 ) " _ _ k-2
, Qk(X)—kakx +... i Qk(x)—k(k l)akx +oor

Zamenom u (2.9.3) dobijamo

1 n - e =
o) A"(0)k (k-1)+kB (0)+xk 0,

tj. (2.9.2), &ime je dokaz teoreme zavrSen.

Primedba 2.9.1. KoriScdenjem diferencijalne jednadine za teZin-

sku funkciju (2.8.1) diferencijalna jednalina (2.9.1) se moZe

predstaviti u Sturm-Liouvilleovom obliku
d - -
(2.9.4) a;(A(x)p(x)y )+Akp(x)y = 0.

Supstitucijom
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p(x) B(x) Qk- k

(m)

p,(x) B_(x) 9" k-m

(m)

u (2.9.4) dobijamo diferencijalnu jednacinu za Qk (x)

(m)

d (m+1) (x)Qk (X) = 0’

0

3§(Pm+l k (X))

(2.9.5) kmPm

gde je

P
|

1 " p
km = ~k-m)r5(k-m=1)A"(0)+B_(0)3]

-(k-m)[%(k+m—1)A"(0)+B'(O)].

Teorema 2.9.4. Za ¢lanove niza klasi&nih ortogonalnih polino-

ma {Qk}k GNO vazi formula

k
% & _ax¥px)) (k=0,1,...),

(2.9.6) Qk(x) = p(X).dxk

gde su Ck konstante razli¢ite od nule.

Dokaz. Sukcesivnom primenom jednakosti (2.9.5) za
m=0,1,...,k=1, dobijamo

- -1 4 0.
p(x)Qk(x) = Ako dx(pl(X)Qk(X))

2 .2

(-1)" d

—— —=(p, (x)Q" (x))
Akoxkl dx2 2 k

k .k
_ (-1)" a4 (k)
T dx
km
m=0

(k)

Pretpostavimo da je Qk(x)=akxk+... . Tada je Q " (x)=kla

K
Ako stavimo

(-1)kk!ak
% = k=1 ’
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iz prethodnog sleduje (2.9.6).

Formula (2.9.6) je poznata kao Rodriguesova formula.
Rodrigues je ovu formulu dokazao samo za lLegendreove polino-
me.

Korii€fenjem Cauchyeve formule za izvod reda k regula-
rne funkcije, formula (2.9.6) se moZe predstaviti u integral-
nom obliku

% xt ;a@*p
(2.9.7) O ) = 5y anL § kL 9%

gde je I' zatvorena kontura i takva da x €intrl.

U formulama (2.9.6) i (2.9.7) konstanta Ck se moZe oda-
brati na razne na&ine (na primer, iz uslova da je ”Qk||=1' ili
da su polinomi moniéni). Jedan nadin izbora konstante Ck’ ko-

ji ima istorijski znacaj, je sledef€i

k
L1 plerBlyy,
2%k !
(2.9.8) ¢ = 1 za L;‘:(x),
(—1)k za Hk(x).

Za polinome Gegenbauera i Cebifeva prve i druge vrste
koristi se normalizacija (izbor konstante Ck) koja se razli-
kuje od opSteg sludaja Jacobievih polinocma. Naime, uzima se

1 1
(2X) (A =5,2 =-3)
C;(x) = ————TE— Pk 2 2 (x),
(A +3)
2°k
(2.9.9) T (x) = KL p("1/2070/2) ()
(f)k
5, (x) = KL p{1/2,172) ()
(g
gde je uvedena oznaka
(s), = s(s+l)...(s+tk-1) = Ii(s+k (I gama funkcija).

k r(s)



126 2. PROSTOR!. OPERATORI. ORTOGONALNI POLINOMI

2.2.10. Odredjivanje norme i dva najstarija koeficijenta
klasi¢nih ortogonalnih polinoma

Norma klasi&nih ortogonalnih polinoma moZe se jedno-

stavno odrediti koris$cenjem Rodriguesove formule (2.9.6).
Ako sa ay oznadimo koeficijent uz najvigi stepen u

polinomu Qk’ tj. Qk(x)=akxk+..., imamo

b 2 b K
£ p(x)Qk(X) dx==£ p(x)Qk(x)(akx +...)adx,

2
oy |l

t5.
> k
a, i p(x)x Q (x)dx.

2
19l

Koriséenjem Rodriguesove formule (2.9.6) dobijamo

b k
2 k d k
”Qk ” = aka £ X __K(A(X) p(x))ax,

dx

odakle, sukcesivnom primenom parcijalne integracije k puta,

sleduje
b

(2.10.0 o, % = 2. (-1*k! [0 p o ax.
a

Ostaje pitanje odredjivanja najstarijeg koeficijenta

ay polinoma Qk. U tom cilju razmatrademo, najpre, izvode
i
d k .
F, (X;k) = __(A(X) p(X)) (lzolll"’lk)'
i gxt

gde je k fiksiran broj. Primetimo da je

Fo(x,k)=A(x)kp(x), Fl(x;k)=A(x>k'1p(x)R

1(x),

gde je Rl(x)=B(x)+(k—l)A’(x). Matematic¢kom indukcijom moZemo

dokazati da je

P (xk) = 260 TR (0OR, (x) (1=0,1,...,k),
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gde je
(2.10.2) Ri(x)=[B(x)+(k-i)A’(x)JRi_l(x)+A(x)R£_l(x) (i=1,...,k)

i Ro(x)=1. Dakle, Ri je polinom i-tog stepena.

Na osnovu Rodriguesove formule (2.9.6) imamo

(2.10.3) Qk(x) = Pfi) Fk(x;k) = CkRk(x).
Ako stavimo
Ri(x) = a{k)xi+b;k)xi-l+...
i B(x)=B(0)+B (0)x, A(x)=A(0)+A'(O)x-+%A“(O)x2, tada upore-

djivanjem koeficijenata uz x* u relaciji (2.10.2) dobijamo

(k) _ . s an (k) |1 ,u . (k)
a;” " = (B7(0)+(k-1)A"(0))a; ] +5 A"(0) (i-1)a; .,
tj.
(k) _ . 1 s " (k) (k)_
a; = (B7(0) +2(2k i-1)A (0))ai_l (ao 1),
odakle sleduje
x _ K 1
ay = 1 (B7(0) + =(2k-i-1)A"(0)).
2 2
i=1
(k)

Najzad, na osnovu (2.10.3) imamo ak=Ckak ; £,

(B°(0) + %(Zk-i—l)A“(O)).
1

(2.10.4) a, = Ck

I =~

i
(k)
: k

Ri(x), a samim tim i koeficijent bk u polinomu Qk(x)=akx +

Sli¢no se moZe odrediti i koeficijent b u polinomu

k- . . . i -
+bkx l+... . Dakle, uporedjivanjem koeficijenata uz xT ! u

(2.10.2) dobijamo

(k) - 1 n . (k) (k) _
bi + (H (0)-—§A (O)l)bi_l (bO =0),

- (k)
= H(O)a;
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gde smo stavili H(t)=B(t)+(k~1)A7(t). Kombinujuéi ovu reku-

(k)
i

rentnu relaciju sa odgovarajudom rekurentnom relacijom za a;

posle glomaznih transformacija dobijamo

(k) H(0) k)
b = H0) ,
k Ho(0) K
tJ.
b rd
(2.10.5) k _ H(O0) _, B(0O)+(k-1)A"(0)

Ty =3
3 H(0) B“(0)+(k-1)A"(0)

Razmotrifemo sada konkretne slulajeve:

1° Rod Jacobievih polinoma imamo B“(0)=-(a+8+2) i

A"(0)=-2. Tada, na osnovu (2.10.4), dobijamo
k

a, = C (—1)k n (2k+1~i+g+g) =(-1)kck
Hd k i=1

r (2k+aq +8+1)
I (k+a+g+1)

Imaju€i u vidu (2.9.8), za ay i kvadrat norme (2.10.1) dobi-

jamo
2.10.6) _ 1 r(2k+a+g+l) _ (k+a+p+l),
3y 'zkki T (k+a+B+1) Zkkz
i
(2.10.7) ”P(a:B) |2 2% BTl ko H1) T (k+B+1)
T k | T k! (2k+a+8+1) T (k+a+pg+1) °

Takodje, na osnovu (2.10.5) za odnos koeficijenata bk

i a.k imamo

b
_ kx _ k(a-B)
(2.10.8) I, = 5; = S¥BI2K °

U specijalnom slu¢aju kod Gegenbauerovih polinoma
(a=B=x~1/2) imamo

(212) (k+2)) k
k k 2

(2,10.11) a, = . = =(x),, b =0,

k () +%)k 2kk1 k! k k
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__(zx)kr(x+%0

A 2
(2.10.12) lee ™ =" samoxro) -

Kod Legendreovih polinoma (o=8=0), (2.10.6) i (2.10.7)

se svode na

__(2K)! 2 _ 2
% T Xen 2 B 117 = ey -

Za CebiBevljeve polinome prve vrste (o=8=-1/2) imamo

k-1
a, =2 , HTO

2 2
k ‘I =T, HTkll = 3 (k#0) ,

2
dok je kod Cebifevljevih polinoma druge vrste (a=8=1/2)

2 ™
12-z.

a, = 2 i ||sk

2°  Kod generalisanih Laguerreovih polinoma imamo
B“{(0)=-1 i A" (0)=0. Tada Jje, na osnovu (2.10.4), (2.10.5) i
(2.9.8)

l|2=k!F(k+s+1).

_ ,_:\K o s
(2.10.13) a = (1), r=-k(k+s), “Lk

Kod standardnih Laguerreovih polinoma (s=0) imamo

k 2
ak=(—l) , rk=—k , HLk|{=kz.

3° Kod Hermiteovih polinoma B (0)=-2 i A" (0)=0, pa je

2_.k
(2.10.14) a,=2", 1r.=0, HHk[[ =2"k! /u.

Primetimo da je kod polinoma sa parnom teXinskom funk-

cijom (Gegenbauerovi i Hermiteovi polinomi) koeficijent r ad-

K 3
nak nuli.

Ostale osobine svih pomenutih specijalnih slucCajeva kla-

si€nih ortogonalnih polinoma bide izloZene u odeljku 2.2.12.

9 Numeri¢ka analiza - [ deo
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3.2.11. Formule za diferenciranje i integraciju

Kod klasicnih ortogonalnih polinoma moguéno je izra-
ziti izvod polinoma Qk pomocu polinoma Qk i Qk—l' Naime, vaZi
sledeéa formula -

f3,11.1) A(x)Q};(x)=(ukx+vk)Qk(x)-Wka_1(X),
gde su b
_1 " - 1
w =5kA"(0), v, =kAa’(0) -5 rA"(0), rk=§,
12. 84.73)
W =1]5(B'(0)+(k-i)A"(0)')
Xk « 2 !

k

a oy i Yx koeficijenti u tro¢lanoj rekurentnoj relaciji
(2.11.3) Qk+l(x)=(akx+6k)Qk(x)—kak_l(x).

Odnos koeficijenata r, odredjen je u prethodnom odeljku. Kori-

k .
8¢enjem (2.11.3) desna strana u (2.11.1) moZe biti izraZena

pomocu Qk i Qk+1'

Da bismo dokazali formulu (2.11.1) primetimo da je
F(x)=A(x)0Q_ (x)-u xQ (x) polinom stepena ne viSeg od k, &to
znaCi da se moZ?e predstaviti kao linearna kombinacija polino-

ma Qo’Ql""'Qk' Prema tome, imamo
k
(2.11.4) F(x) = v Q (x) - z w. 0

Sli&no kao u dokazu trodlane rekurentne relacije (videti teo-
remu 2.2.3) i ovde iz uslova ortogonalnosti zakljudujemo da

je wl=w2=...=wk_l=0, pri ¢emu smo koristili €injenicu da je

b
(2.11.5) f p(x)A(x)Q];(X)Qj(x)dx=0 (0 <3 <k -2).
a

Dokaz jednakosti (2.11.5) zasniva se na ideji koja je koris-

dena u dokazu teoreme 2.9.1, s tim 3to se ovde pojavljuje po-
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linom Qj(x) umesto xm—l.

Uporedjivanijem koeficijenata uz xk u (2.11.4) jedno-
stavno nalazimo koeficijent Vi Za odredjivanje Wy koristimo
i diferencijalnu jednadinu (2.9.4). Naime, na osnovu (2.11.1)
imamo '

b k-1

. k-1, _ k
J (A(x)p(x)Q (x))x dx=u,(Q ,X )+vk(Qk.x ) -

k-1
_wk (Qk_llx ) ’

odakle, primenom parcijalne integracije na integral koji se
pojavljuje na levoj strani poslednje jednakosti i koriscenjem
diferencijalne jednac¢ine za klasi¢ne ortogonalne polinome u
obliku (2.9.4), dobijamo

Yk

2

A W
k 2 2 k 2

o 10117 = ol ™ = = llee I

kak k k ék—l k-1

gde je a najstariji koeficijent u polinomu Qk' a lk dato po-
mocu (2.9.2). Najzad, ako iskoristimo (2.2.7) iz poslednje

jednakosti dobijamo koeficijent L

Formula (2.11.1) je poznata kao formula za diferen-
ciranje klasi¢nih ortogonalnih polinoma. Da bismo dobili od-
govarajudu formulu za integraciju, diferencirajmo (2.11.1) i
(2.11.3), a zatim iskoristimo diferencijalnu jednacinu (2.9.1).

Pogodnom eliminacijom dobijamo formulu
(2.11.6) w, Q) (x) = &0 ()N 0 (x)+2, O ) (XD,
gde su “k'gk’“k’ck konstante odredjene sa

— —_n 1 - "
“k"(k+1)mk' mk—B (0)+—5(k 2)YA"(0),

M

Y
___k : " _ k
(2.11.7) ?,k— W(k*‘l)l\ (0), Ck—ak '

Se

- - . 1 " - -
ny = B(0O)+(k=1)A"(0) 2rkA (0) (rk+l rk)mk.

9‘
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S obzirom da je

(2.11.8) w, [Q (x)dx=g, Q _, (x)4n, O (x)+g, Q ., (x)+const,

formula (2.11.6), tj. (2.11.8), se naziva formula za integra-
ciju klasic¢nih ortogonalnih polinoma ili Christoffelova reku-
rentna relacija. Sli&no se rekurentna relacija (2.11.3) naziva

Bonnetova rekurentna relacija.

2.2.12. Funkcija generatrise

Klasi¢ni ortogonalni polinomi se mogu razmatrati kac

koeficijenti Taylorovog razvoja neke analiticke funkcije.

Definicija 2.12.1. Funkciju (x,t)e ¢(x,t) nazivamo funkcijom

generatrise za sistem polinoma {Qk}k €N ako je, za dovoljno
o
malo t,

o Q (X)
o (x,t) = 7§ i! £k,

gde je Qkud=Qk(x)ﬂ%< i Ck normalizaciona konstanta koja se pojav-

ljuje u Rodriguesovoj formuli (2.9.6).

Kako je, na osnovu (2.9.7),

0, (x) k
i' = (;)'Zli A(z) Eii) dz (x €intr)
: p T4 (z=-x)
imamo
+ k
1 1 p(z) A(z)t
o (x,t) = 27i p(x)r$z _x[kzo( zZ-X ) ]dz.
Kako je za dovoljno malo t, Aéf;t <1, imamo

_ 1 1 p(z)
(x,t) = 2ni'p(x)F§ 7—x-A(Z)€ °Z°
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Ako t »0, zakljudujemo da jednadina

(2.12.1) z=-x=-A(z2)t = Q

ima koren z +x, a drugi koren ako postoji teZi talki «~. Dakle,
pri dovoljno malom t moZe se uzeti da unutar konture T leZi
samo jedan koren z=g(x,t), 3to znadi da podintegralna funkci-
ja u unutrasnjosti konture I ima samo prost pol z=g(x,t). Tada
je

1 (2)
p(x) z=g (x,t) 2% A(z)t
| p(z)

p(x) 1I-A7(z)t|z=g(x,t) '

gde je z=g(x,t) koren jednaline (2.12.1) koji je za dovoljno
malo t blizak tacdki z=x.

Primer 2.12.1. Za Legendreove polinome imamo p{(x)=1 i A(x)=1-x%

Jednacina (2.12.1) u ovom sluCaju je z-x—(l-zz)t=0, odakle sle-

duje

_ —1+/1+4t (t+x)
2t :

g(x,t)

Tada, na osnovu prethodnog, imamo

¢ (x,t) = 1 = —t ;

1+2zt | 2z=g (X, t) %
1+4tx+4t

gde je.
+eo P (X)
k k
olx,t) = § Kt
k=0 Ckk'
(-1)*
Kako je Ck = X , imamo
27k!
.
1 _ _ k
= ] P, (x) (=28)7,
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ti.

40
1 _ k
= ) P (x)t".

V1-2tx+t® X=°

Primer 2.12.2. Za generalisane Laguerreove polinome imamo
p(x)=x"¢ (s >-1) i A(x)=x. Iz jednadine z-x-zt=0 sleduje

g(x,t) =53¢, pa je

s - X_ _xt
o(x,t) = —;l:§(1§;) e 17t -I%E==(1—t)'(s+l)e 1=t
X e
Dakle,
_it_ + 0o
(1-g) " (8¥L) g 1=t kZ E% L]i(x)tk .

2
Primer 2.12.3. Kod Hermiteovih polinoma imamo p(x)=e X4

A(x)=1. Jednadina (2.12.1), koja u ovom slucaju ima oblik
z-x-t=0, ima re3enje g(x,t)=x+t. Tada je, na osnovu prethod-

nog,
¢ (x,t) = e_(x+t)2+X2 - e‘2xt—t2.
Dakle, imamo
~2xt-t2 _ t _Ekigl_ &
k=0 (-1) k!
tj.
2xe-t? _ 5 H®

Primedba 2.12.1. U knjizi (193] ortogonalni polinomi se uvode

preko funkcije generatrise.
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2.2.18. Specijalni sluajevi klasi¢nih ortogonalnih polinoma

U ovom odeljku dademo pregled najvaZnijih rezultata
koji se odnose na specijalne sluajeve klasi&nih ortogonalnih
polinoma. KoriScena notacija je u skladu sa prethodnim odelj-
cima.

1. Jacobievi polinomi Péu's)(x).

ovde je (a,b)=(-1,1), p(x)=(1-x)*(1+x)® (a,8>-1),
A(x)=1—x2, B(x)=g-a=(a+B+2)x.

Diferencijalna jednadina Jacobievih polinoma ima oblik
(2.13.1) (l-xz)y"+(8-a-(a+3+2)x)y’+k(k+a+6+1)y = 0.

Tro&lana rekurentna relacija (Bonnetova relacija) ima

oblik

2(k+1)(k+a+5+1)(2k+a+B)P;iiB)(x)
= (2k+a+3f;)((2k+a+8)(2k+a+8+2)x-a2—82)Pé“’8)(x)
- 2(k+a)kk+g)(2k+a+s+2)pégis)(x),

(G' B)
o
¢aju glasi

gde je P (x)=l; Rodriguesova formula (2.9.6), u ovom slu-

k

- K
P8 o = L (10 T (e TF S0 f T e KR,
27k ! , dx

odakle se moZe dobiti eksplicitan izraz

k : . .
PRI EE - et
=0

(OL;B) N 1
Pk (x) = ;E i

i

Primetimo da je Péa's)(—x)=(-l)kPéB'a)(x) i

(a+1)k

T k! :
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Na osnovu prethodnog koeficijenti u Bonnetovoj relaci-

ji su:

o = (2k+atB+l) (2k+a++2)
k 2 (k+1) (k+a+B+1) '

(2k+d+s+1)(a2—62)
2 (k+1) (k+a+g+1) (2k+a+B)

(k+a) (k+8) (2k+a+B+2)

Y, = .
k (k+1) (k+a+p+1) (2k+a+R)

Konstanta C , kvadrat norme HP]EQ’B)II2 i koeficijenti
a i bk (rk=bk/ak) su dati pomocu (2.9.8), (2.10.7), (2.10.6)

i (2.10.8) respektivno.

Na osnovu (2.11.2) i (2.11.7) nalazimo redom

_ k (a=8) w =‘_2(k+a)(k+s)
k 2k+a+p ! ’

="k, v k 2k+o+8

= 2(k+1) (k+a) (k+8)

==(k+1) (k+a+B), £

Yk k  (2k+a+B) (2k+a+B+1) '
_2(k+1) (k+a+B) (B~a) _ _2(k+1)(k+a+e+1)(k+a+s)
"k T 2k+a+B) (2k+a+8+2)’ °k (2k+a+p+1) (2k+a+B+2)  °

Dobijene vrednosti daju koeficijente u formulama (2.11.1)"

i (2.11.6).

l.a. Gegenbauerovi polinomi Cﬁ(x).

Ovde jé (a,b)=(-1,1), a=B=)X —%%l ?--%). p(x)=(l—x2)

A(x)=1-x2, B(x)=-(23+1)x i, prema (2.9.9),

A-1/2
’

(23)
(2.13.2) g = —E_plr g @a-3.

1
(A +'2-)k

Sludaj r=0 iskljudiéemo sada iz razmatranja. MoZe se pokazati

da je
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. A/
(x)
(2.13.3) lim ckx
A>O

2 -
=}_{_Tk (x) (k"lrzl---)i

gde je T, Cebidevljev polinom prve vrste.

Koeficijenti a, i bk i kvadrat norme Gegenbauerovih po-

: k
linoma su dati pomodu (2.10.11) i (2.10.12).

S cbzirom da je teZinska funkcija parna imamo da je

¢ (-x) = (-1"¢)} ).

Kako je P

dobijamo

(a+l)
}iars) (1)___(}{}':(1) =k—|k' na osnovu (2.13.2)

) (22)
chn) = <k+ﬁ* H o=

Akc stavimo a=B=x1-1/2, diferencijalna jednadina (2.13.1)

se svodi na Gegenbauerovu diferencijalnu jednadinu
(2.13.4) (l—xz)y"-(2x+1)xy’+k(k+2k)y = 0.

Slid¢no se na osnovu (2.13.2) i relacije za Jacobieve polinome

dobija:

- Rekurentna relacija (Bonnetova relacija)

(k+1)Cp, | (x)=2 (k+2) %) (3) - (k+22-1) ¢, (%),

agde su Cé(x)=l i Ci(x)=2xx;
- Formula diferenciranja

72N 0 IR
(1-x") 570 (%) = ~kxCy (x)+ (k+2) ne _,; x)
A

k+1

(k+2A)xC£(x)—(k+l)C (x)

- Christoffelova rekurentna relacija (formula za inte-

graciju)

2(k+x)cﬁ(x) = é% c
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Ako potraZimo reZenje diferencijalne jedna&ine (2.13.4)
u obliku stepenog reda dobijamo razvoj za Gegenbauerov polinom

c§3 i
-toy. . .

A k- k-2

G = 1 —rmoanT @0 T

1=0
Primetimo da je
\ %o,
Co 0 = —57— 4 2k+1(0) = 0.

Takodje, vaZe jednakosti

KCh (x) = 2A(XC}‘+1(X) c;J';_( )),

: AN _ l+1 A+
(k+2A)Ck(x) = zx(ck Ck (x)).

A+l

(k1) Cp (x) = 2 (G Hx)-Cp T2 (x)),

A+l

o(21+1+A)c2 +1( X) = *czk+1(X)'

i} o~ &

i

~

A+l

2k (x).

. k B
‘z (2i+))C5, (x) = aC
i=o :

KoriScéenjem hipergeometrijske funkcije

Sf (a), (b), zi

(2.13.5) F(a,b;c;z) = (C)i IT !

i=0
moguéne su sledefe reprezentacije Gegenbauerovih polinoma

(C 2 ,str. 1771):

(A)k 1 2
(x)-( 1) F (-k, k+x,2,x )= c (1)F(-k JK+X1; A+2,1—x),

(1)
(x)=(- 1)k k%+12xE%—k,k+A+l;%;x2) =

2k+1

A ! 5
= C2k+1(l)xF('k,k+x+1;x-+§;1-X ).
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Primetimoe da u (2.13.5) za a=-k ne postoji beskonacan

razvoj, ve€ se javljaju &lanovi razli&iti od nule samo za
i=0,1,...,k.

l1.b. Legendreovi polinomi Pk(x).

ovde je (a,b)=(-1,1), p(x)=1, a=8=0, A(x)=1-x°,
B (x)=-2x. Legendreova diferencijalna jednalina ima oblik

Il—xz)y"—ny’+k(k+l)y =0,

¢ije je jedno partikularno reSenje Legendreov polinom

k
rh ik, , 2k-2 k-2i
1 -21i -
P, (x) = K -1 ) x ,
i=o
za koji vaZi
(2)
- _nk _onk 2k
Pk(-x)—Pk(x), Pk(il)—(il) ’ sz(O)-( 1) kT °
Primetimo da je Pk(x)=Pé°'9)(x)=Ci/2(x).

Bonnetova rekurentna relacija glasi

_ 2k+1 (x)
k+1 :

k
P (X) m Pk"l

K41 ka(x)-

Prvih osam Legendreovih polinoma su:

PO(X) 1,

P, (x)

1 X

_ 1 2_
PZ(X) = 5(3X 1),

-1 3_
P3(x) = 2(5x 3x},

1 4 2
“ P4(x) e §(35x -30x°+3),

Py (x) = %(63x5—70x3+15x),

6

_ 1 4 2
P6(X) = T€(231X 315x +105%x"~5)
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113-(429x7-693x5+315x3-35x).

P7(X) =
Ovde je a = (k) r =i{‘=0 “PH2= 2
k 2k(k!)2 k ak k 2k+1

Uzimajuéi o=g=0 koeficijenti formula za diferenciranije

i integraciju Jacobievih polinoma se svode na

uk=—k, vk=0, wk=—k,
_- _k (k+1) _ _ _k(k+1)
o= TROHL gy =S T e T T o

tako da za Legendreove polinome vaZe formule

il

K(P, . (x) - xP (%)),

2, ..
(1-x7) Py () k-1

(2k+1)Py (%) = P, (x) - B (x).

l.c. CebiBevljevi polinomi T, (x).

Ovde je (a,b)=(-1,1), A(x)=1-x°, a=B='-% (ti. 1=0),

L i B(x)=-x. Odgovarajuéi polinomi su Cebifevljevi

p(x) =
2
1-x
polinomi prve vrste Tk(x). Saglasno uobifajenoj normalizaciji

(2.9.9) imamo

_ k! (-1/2,-1/2)
(215 13:6) Tk(x) = g Pk (x).

Odgovarajuca diferencijalna jednacina ima oblik

.2
TR, 7) (1—x2)y"-xy tky = 0,

(0=arccosx) svodi na jednacinu

koja se smenom x=cos0, y{x)=z(0)
cosk®+C25ink©,

z"+k22=0. Kako je opite resenje ove jednaline z(O)=C1

gde su Cl i C2 proizvodnje konstante za opSte reSenje CebiSev-

ljeve jednaCine (2.13.6) dobijamo
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y = Clcos (karc cos x) + Czsin {karc cos x).

Ovakva reprezentacija reSenja vaZi za -1 <x <1. MoZe se poka-
zati da je za -1 <x <1, cos(karccosx)=Tk(x), gde je Tk(x) da-
to pomocéu (2.13.6), ili u razvijenom obliku '

g |
_k (-1) " (k-i-1)! k-21i _
T, (x) = 3 -Z T1(k-21)1 (2x) (k=1,2,...),
i=o
To(x) = 1.
Kako je arc cos x=-i Log(x+i¢1-x2) imamo
Tk (x) = %(elkarc CcoSs X + e—lkarc cos x)

i)k o (x=1/1-x2)5) .

Drugo partikularno reSenje diferencijalne jednadline
(2.13.7) oznadavamo sa Uk(x)=sin(karc:cosx)(—l_gx_il).

Ako u jednakosti cos(k+1)0+cos(k-1)0=2cospcosk® stavi-
mo 0=arc cos X dobijamo rekurentnu relaciju

(2.13.8) Tk+1(x) = 2ka(x)—T (x).

k-1
Naravno, relaciju (2.13.8) moZemo dobiti iz Bonnetove reku-
rentne relacije za Jacobieve polinome uzimajuéi «=8=-1/2 i
imajuéi u vidu (2.13.6). S obzirom da su koeficijenti u pome-

nutoj rekurentnoj relaciji za P(-l/z’-l/z)(x)

k
2
o = 2k+1 B = O = 4](;1
k k+1' "k * Yk T Ik (k+1) '
imamo
1 1 1
k1 _2kn Bk ax?1 Bl

TR Tok+1 ) T a1 F kT k) T Tk k) Tk=1y k-1 (KD

odakle sleduje (2.13.8). Sliéno, iz rekurentne relacije za Ge-
genbauverove polinome, uz koriséenje (2.13.3), sleduje (2.13.8).
Do rekurentne relacije se moZe doéi koridcdenjem koeficijenata
a, i’bk i kvadrata norme (videti odeljak (2.2.10))
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k-1 2 T
ak=2 ’ bk=0' ”To” =T, “Tk“ ) k #0).
Naime, tada na osnovu (2.2.5) i (2.2.7) dobijamo ak=2, Bk=0,
Yk=l, tj. rekurentnu relaciju (2.13.8).
Prvih osam CebiSevljevih polinoma su:
To(x) =1,
Tl(x) = x,
Tz(x) = 2x2-1,
T3(X) = 4x3—3x,
T, (x) = 8x*-8x%+1,
_ 5 3
Ts(x) = 16X~ -20x"+5%,
T6(x) = 32x6—48x4+18x2—1,
T7(x) = 64x7—112x5+56x3-7x.
Na osnovu (2.11.2) i (2.11.7) dobijamo
uk=-k, Vk=0' wk=—k,
w == (k-1) (k+1), £, =+(k+1), n, =0, g, =-=(k-1)
k "tk 2 ! k 7’ k 2 '

tako da za Cebi3evljeve polinome prve vrste vaZe formule

(1-x*)T7 (x) = k(T _ (x)-xT, (x)),

k

1 .
(x) iy Tk—l

BN bt

(x)).

1 -
T, (%) (k+1 Tys1

Zza Cebidevljeve polinome prve vrste vaZi

[Tk(x)l <1 (-l:<x<1),

K ok i}
T (£1) = (+1)F, T, (0)=(-1)F, T, (0)=0,
2.2 2 2
k2 m) .. kP kE-D) ... k2= (m-1))
T =(=17k™, T 77 (1) = 2n=1) 11 ‘

Nule Cebifevljevih polinoma se mogu eksplicitno izra-

ziti. Naime, iz Tk(x)=cos(karc cos x)=0 sleduje
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(k) _ qog 2171
Ry 2k

L (i=1,...,k).

Cebidevljevi polinomi poseduju jedno vaZno ekstremalno
svojstvo koje ¢€e biti razmatrano u posebnom odeljku.

1.d4. CebiSevljevi polinomi druge vrste Sk(x%

Ovde imamo (a,b)=(-1,1), A(x)=l—x2, a=p =%—(A=1,
p(x)=Y1-x" i B(x)=-3x. Cebifevljevi polinomi druge vrste su
u stvari Gegenbauerovi polinomi za A=1. Dakle, Sk(x)=C¢(X)-
Sto se jednostavno pokazuje na osnovu (2.9.9). Imajuéi ovo u
vidu, mi €femo u ovom odeljku ukratko izneti rezultate za po-
linome Sk(x), dobijajuéi ih direktno iz odgovarajuéih za Ge-
genbauerove polinome. Posebno ¢emo ukazati na vezu ovih poli-

noma sa polinomima prve vrste Tk(x).

Diferencijalna jednadina &ije je jedno partikularno re-

Senije y=Sk(x) glasi

(l—xz)y"-3xy’+k(k+2)y = 0.

Eksplicitan izraz za CebiSevljev polinom druge vrste je

k
Eij i
_ (-1) (k-1i)! k-21
S, (x) = izo T3] (2x) ,

a jedna standardna reprezentacija za |x|:§1

_ sin((k+1)arc cos x)
k  —
1 -x2

Polinomi Sk zadovoljavaju istu rekurentnu relaciju kao
tj.

i polinomi Tk’

Sk+1(X) = 2xSk(x)-Sk_1(x).
Prvih osam polinoma su:

S (x) =1,

S. (x) = 2%,
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Sz(x) = 4x2—l,

S,(x) = 8x’-4x,

s,(x) = 16x*-12x%41,

S (x) = 32x°-32x+6x,

S¢(x) = 64x°-80x*+24x%-1,
S7(X) = 128x7-192x5+80x3-8x.

Jednostavno se pokazuje

— .1 ~ _ l T
S () = 157 Ty ¥ = —Z (T (X)-T) 5 (x)),

1-x

T (x) = Sk(x)-xsk_l(x),

(l~x2)SL(x)

(k+1)Sk_l(x)-kak(x),

2(k+1)8, (x) = 57, (x)-§._ (x),

b, =0, |[s = %, S, (1) = k+1.

Primetimo da se polinom Sk(x) moze izraziti i u obliku

U (x)

Sk(x) - L’
2
1l -x

gde je funkcija U 1(x) definisana ranije.

k+

2. Generalisani Laguerreovi polinomi Li(x).

Ovde je (a,b)=(0,+=), p(x)=x"e * (s >~-1), A(x)=x,
B (x)=s+1-x. _
Diferencijalna jednacina ¢ije je jedno partikularno re-

Senje y=L§(x) ima oblik
xy"+(l+s-x)y “+ky = 0.

Konstanta C,, kvadrat norme HL§[|2 i koeficijenti a i

b, T =bk/ak) su dati pomodu (2.9.8) i (2.10.13). Na osnovu

k "k
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(2.2.5) i (2.2.7) nalazimo

a
o = 2:1 = -1, Bk = ak(rk+l—rk)>= 2k+s+1,
s
o L 1l .2
Y = — ikl ) = k(k+s),
k-1 “Lk_lll

tako da je Bonnetova rekurentna relacija
s _ _ s _ s
Lk+l(x) = (2k+s+1 x)Lk(x) k(k+s)Lk_1(x),

s S
= =g +]~-
Lo(x) 1, Ll(x) S+1-x.
Za s=0 dobijaju se standardni Laguerreovi polinomi
Lk(x). NavesSéemo prvih Sest polinoma:
LO(X) =1,
L, (x)

1
2
Lz(x) = 2-4x+x",

1-x%,

L3(x) = 6—18x+9x2—x3,

L, (x) = 24-96x+72x%-16x-+x",

LS(X) = 120-600x+600x2-200x3+25x4-X5.

Na osnovu (2.11.2) i (2.11.7) nalazimo redom

=0, v, =k, w =k(k+s),

4 k k

k

=-(k+1), £, =0,

k =-(k+1),

wk nk

tako da vaZe formuleé

d S _ S _ 4 S
X 3% L (x) = k(L (x) (k+s)uk_l(x)),
s _ d .s _ 4d .s
(k+1)Lk(X) = (k+1) E; Lk(X) a; Lk+1(X).

Za generalisane Laguerreove polinome moZe se dokazati

eksplicitna formula

10 Numeri¢ka analiza — I deo
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k
s ik . i
L (x) = _2 (-1)7 () (s+i+1), . x°,
i=o
koja se za s=0 svodi na
k . A
Lk(x) = k! } (-1)7(

i=

3. Hermiteovi polinomi Hk(x).

2
Ovde imamo (a,b)=(-=,+»), p(x)=e % , A(x)=1, B(x)=-2x.

Diferencijalna jednaclina glasi

y"-2xy “+Zky = 0.
Za Hermiteove polinome vaZi eksplicitna formula

E%J i
= (-1) k-2i
H o =kt | e 20T T

i
Rekurentne relacije su:

Hk+l(x)=2ka(x)-2ka_1(x), Ho(x)=l, Hl(x)=2x,

Hﬁ(x)=2kH (x).

k-1

Prvih osam Hermiteovih polinoma su:

H (x) =1,

(o]
Hl(X) = 2%,

2

Hz(x) = 4x" -2,
H3(x) = 8x3—12x,
H (x) = 16% -48x°+12,

4 _
He (x) = 32%°-160%°+120x%,
H, (%) = 64x°-480x+720x%-120,

5

H_ (%) = 128% -1344x%°+3360x°-1680x.

Za Hermiteove polinome moZe se dokazati:



2.2, ORTOGONALNI POLINOMI 147

k (2k)!

— (-1 ¥ (- -0
H (=x)=(-1)"H (x), H, (0)=(-1) o Hope (0)=0;
k 2 k.~
a,=2", b=0, HHkH =2"k!V/n;
X _t2 _XZ
({e H (t)dt =H __,(0)-e © H__, (x),
to 2
t —(2k) !, 2 ..k
_c{ e ~ H, (xt)dt = Vo (x0T,
+eo 2
-t (2k+1) ! 2 .k
—i te 7 H, ., (xt)dt = f;__ET____x(X -1),
+o 2
j et tka(xt)dt = /rk!P, (x),

gde je Pk Legendreov polinom. Takodje se moZe dokazati i veza
Hermiteovih i generalisanih Laguerreovih polinoma (videti pri-
medbu 2.8.1)

. k,2k_-1/2, 2 . k. 2k+1_1/2, 2
sz(x) = (=-1)72 Ly (x7), H2k+l(x)—( 1)72 ka (x7).

S obzirom na veliki znafaj troClane rekurentne relaciije

za monicéne ortogonalne polinome (videti teoremu 2.2.5)
Qk+1(X) = (x-Bk)Qk(x)-Yka_l(x),

posebno kod konstrukcije Gauss-Christoffelovih kvadraturnih
formula, na kraju ovog odeljka dajemo tabelu koeficijenata Bk
i Yy 2a klasine ortogonalne polinome.

U tabeli 2.13.1, normalizacioni koeficijent a, za Jaco-

bieve polinome dat je pomodu (2.10.6).

Kori&éenjem, na primer, rekurentne relacije za monicne
A

" dobijamo niz

Cegenbauerove polinome C

16*
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Tabela 2.13.1

Moniéni klasiéni

ortogonalni polinomi mx Yk
%mowwﬂf polinont B% -a? bk (k+a) (k+8) (k+a+B)
k xv\mx (2k+q+B) (2k+a+B+2) Awr+9+mvNAA~r+p+mv~ndv
Gegenbauerovi polinomi k(k+2x-1)
Kl 0 T {k+3) (ker-1)
Ko k)
2 A»vx
Legendreovi polinomi
2
NrAr_vm P (x) 0 W
(2k)! k b= -1
Cebievljevi polinomi .
prve i druge vrste 0 _. _NcNmnmr" <_u_\m
k-1 K L | za polinome prve
T (x)/2 i mrﬁxv\m vrste.
Generalisani Laguerre-
ovi polinomi 2k+s+1 k (k+s)
k. s,
(-1 Ly (x)
Laguerreovi polinomi 2
A-dvrr.Axv 2k+1 k
K
Imﬂamﬁmo<m polinomi 0 K
IxAxv\N 2
mwﬁxu = 1,
elx) = x,
A ok 2 1
Cy (X)I=T ™~ SERTIY
S _ .3 3
nwﬁxv = X a2 X
A 4 3 .2 3
= — +
Cilx) =% = 73X * T 0e3)
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Cl(x) = x7 -

5 x3
A+4

15

4(0+3) (A+4) 7

itd.

Za »=1/2 dobijamo moni&ne Legendreove polinome, a za

A=0 moni&ne CebiBevljeve polinome.

2.3.14. Ekstremalna svojstva Cebisevljevih polinoma

Cebisevljevi polinomi poseduju veoma vaZna ekstremalna

svojstva, pogotovu kada se radi o CebiSevljevim polinomima pr-

ve vrste. Pre nego $to predjemo na izufavanje ovih ekstremal-

nih svojstava ukazademo na jo$ neke standardne osobine Cebi-

Sevljevih polinoma prve vrste.

Kao $to je ranije refeno polinom Tk je ogranicen na

£-1,11, tj.

T ()] <1

(x €C~-1,113).

Na S1. 2.14.1 grafifki su prikazani pc.. omi T_(x),

"y

Tl(x),...,TS(x).
Primetimo da
polinom Tn(x)

na [(-1,1] dos-
tiZe vrednost 1
ili -1 u n+l ta-
¢aka. Oznatimo
ove taclke sa Xy
(k=0,1,...,n).
Iz Tn(x)=:tl, tj.
cos (narccosx)=+%1,
jednostavno na-

lazimo

kn
X, = COS —
n

k
(k=0,1,...,n).

Ako izvrsimo

prenumeraciju
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indeksa u smislu da indeks k zamenimo sa n-k dobijamo

-Ccos %g (k=0,1,...,n),

(2.14.1) Xy
tako da je sada

-1

X b4 cee< X = 1.
o< "1°< < “n

Sledec¢i rezultat koji se odnosi na osnovno ekstremalno
svojstvo Cebievljevih polinoma prve vrste formulisao je i

dokazao poznati ruski matemati&ar P.L. CebiSev.

Teorema 2.14.1. Neka je Qn proizvoljan moni¢an polinom stepena

n (Qn(x)=xn+...). Tada je

1
(2.14.2) max | Q (x)| > max | == T _(x)| = ——,
x€C-1,11 7 =xer-1,11 2771 n a1
pri ¢emu se znak jednakosti postiZe ako i samo ako je
Qn(x) = -1 Tn(x).
. n-1 n .
Dokaz. Kako ije Tn(x)=2 X +..., polinom R(x) = n_lTn(x)—

2
-Qn(x) je stepena ne viSeg od n-1.

Da bismo dokazali (2.14.2) pretpostavimo suprotno, tj.
da je

1
n-1

(2.14.3) Q= max |Q (0] <
XEC-1,11

Neka x€[~1,1]1. Tada na osnovu (2.14.3) imamo

1
n-1

1
-Q (x) < -
2n~1 n == 2

+ 0 <0

l —
- Qn(X) > ;E:T Q> 0,

1
n-1

2

odakle zakljudujemo da polinom R(x) naizmeniéno ima pozitivne
i negativne vrednosti u tackama Xy (k=0,1,...,n), datih pomocu

(2.14.1). Ovo znali da polinom R(x) ima najmanje n nula, Sto
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je u kontradikciji sa &injenicom da je R(x) polinom ne vi3eg
stepena od n-1.

Ovim je teorema dokazana.

Ekstremalno svojstvo (2.14.2) kazuje da od svih monic-

nih polinoma n-tog stepena polinom (x) najmanje odstupa

1
—T
2n 1 n
od nule. Odstupanje je ovde okarakterisano uobiajenom normom

u prostoru neprekidnih funkcija

I£]] = max [£(x)].
X€r~1,11

Interesantno je ukazati jo$ na jedno svojstvo Cebifev-

ljevih polinoma prve vrste (L 31 , str.803):

Teorema 2.14.2. Neka je P(x) polinom ne viSeqg stepena od n i

takav da je ||P||=1. Tada. je za svako x¢r-1,1]

|P(x)|:;|Tn(x) .
Drugim rec¢ima, ako je X=X van segmenta ortogonalnosti,

tada od svih polinoma stepena ne viseg od n ¢ije je maksimalno

odstupanje na £-1,1] jednako jedinici, CebiSevljev polinom u

toj tacki Xq najvise odstupa od nule.

Rezultat slican teoremi 2.14.1 moZe se formulisati za

polinome i u odnosu na normu

1
(2.14.4) L€l = [ | £(x)]|dx,

ili, pak u odnosu na normu u L2(a,b)

b
£l , = (f peoee®ant’?,

a
gde je p data teZinska funkcija.

Ekstremalno svojstvo CebiSevljevih polinoma druge vrste
u odnosu na normu (2.14.4) otkrili su ruski matematicari A.N.
Korkin i E.I. Zolotarev. U vezi sa ovim rezultatom dokazacemo

prethodno jedan pomoéhi rezultat:
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1y 0 (0 <k <n-1),
= [ x sgnS_ (x)dx = 1

-1
2n 1

In,k

(k =n).

Dokaz. Uvodjenjem smene x=cos0, integral In x Se tran-
’
sformiSe na oblik
T k
I x = [ cos e(sgn sin (n+l1)0)sinode.
14
o}

Za dokaz tvrdjenja koristidemo:

o . .
1 Fourierov razvoj

+

(o]

sin(2m+1)t

4
T 2m+1

f(t) = sgn sint =

|| ™~

m=0o

uzimajuéi t=(n+1)0, i rezultat (videti, na primer, (20 ,str.
169-1711):

2°  za svako P.g9 €N

(o) Bt
ﬂ p\= (p+q) (p+tqg(p >q) parno),
b 2572
Jp q== fcos 0cosgodo =

® 0 (u ostalim slucajevima).

Kako je

2 ¥
f((n+1)0)sinoe = = y 5o (€O (N-1)e-cos (N+1) o),
m=0

gde je N=N(m,n)=(2m+1) (n+1), imamo

+ 1
S5 (

2m+1 Jk,N—l —Jk,N+l)'

(2.14.5) In,k =

alN
Il =~

m=0

Za nas je interesantan samo slucaj kada je 0 <k <n.

Kako je min N{(m,n)=N(0,n)=n+1, zakljulujemo, na osnovu rezul-
m
tata 20, da su svi integrali koji se pojavljuju na desnoj st-

rani u (2.14.5) jednaki nuli, sem integrala Jk N-1 2@ m=0 i k=n.
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Prema tome, In k=0 za 0 <k <n-1, a za k=n
7
2 _ 2 _ 2 mon, _ 1
In,n T Jn,N(O,n)—l T Jn,n " 2n(n) - -1 "

Teorema 2.14.3. Neka je Qn proizvoljan monian polinom stepe-
na n (Qn(x)=xn+...). Tada je

1
o Il , = = s_|I -
=nittl = 2n. n''1 o 1’

pri Cemu se znak Jjednakosti postiZe ako i samoc ako je

= L
Qn(x) = on Sn(x).

Dokaz. Definigimo funkcionelu J pomocu

1
30, = lloglly = [ lo,00 lax.

Kako je polinom Qn moni¢an, na osnovu dokazane leme zakljulu-

jemo da Jje

1
_ 1
f Qn(x)sgnsn(x)dx = o7
-1 2
odakle sleduje nejednakost
1 1
J) = _{ lo, (%) |ax ;2n—l .

Kako je polinom —%—Sn(x) monican, takodje, imamo
2

1 1 1 1 )
_{ Iz—nsn (x)jdx = —{ z—nsn(x) SgnSn(x)dx = ~

Prema tome, zakljuCujemo da polinom —%:Sn(x) minimizira

2
funkcionelu J(Q )= Hinll. Potrebno je jo¥ dokazati da je ovaj
polinom jedini koji minimizira funkcionelu J(Qn). Ovo se doka-

zuje Jjednostavno pretpostavljajuéi da postoji jo$ jedan moni-
1
n-1

¢an polinom Rn(x) stepena n, za koji je, takedje, J(Rn) =

Tada dobijamo R_(x) =S (x) . 2
n 21’1 n
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2.2.15. Diskretni ortogonalni polinomi

Neka je dix(x) nenegativna mera (distribucija) na real-
noj pravoj R, sa kompaktnim ili beskonaénim nosadem*, za koju

svi momenti

(2.15.1) ¢ =/ xax (x) (k=0,1,...)

R
postoje, konacni su i Co >0. Skalarni proizvod funkcija £ i g
definigimo pomocu

(2.15.2) (f,9) = [ £(x)g(x)dxr(x).
R
U specijalnom sludaju ako distribucija dx(x) ima oblik
dx (x)=p(x)dx, gde je p data teZinska funkcija u smislu defini-
cije 2.1.1, momenti (2.15.1) svode na momente (2.1.2), a ska-
larni proizvod (2.15.2) na (2.1.3).

Ortogonalni polinomi mogu se razviti i u odnosu na di-
stribuciju dx(x), tj. u odnosu na skalarni proiz:.z.. (2.15.2),
pri Cemu ranije izloZeni rezultati ostaju u vaZnosti i za ovaj
opsStiji sludaj.

U ovom odeljku razmotridemo slucaj kada Jje X (x) funkci-
ja ograniene varijacije sa tacno N skokova u talkama XXy

bome R Talnije releno, neka je A(x) stepenasta neopadajuéa

N-1°
funkcija koja u tackama X rXpseee Xy o ima redom skokove duzi-
ne po’p1'°"'pN-1' Skalarni proizvod (2.15.2), kao Stieltjesov
integral, tada postaje

N-1
25 ) (£,9) = (f,g1 = _X p; £(x,)g(x,).

i=o
Takvu meru ¢emo oznaCavati sa dAN(x) 1 nazivati diskretnom
merom, a odgovarajufe polinome koji su ortogonalni u odnosu
na (2.15.3) nazivademo diskretnim ortogonalnim polinomima.

Skokove Py nazivamo teZinama. Cesto se uzima da je zbir teZina

X Za definiciju nosala funkeije videti, na primer, (18 , str. 1911.
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jednak jedinici, tj. f p. = 1.

Norma koja izvire iz skalarnog proizvoda (2.15.3) je

N-1
(2.15.4) L€ 1l= ] pyfix;)
1=0

2)1/2.

Primetimo wa je za proizvoljnu funkciju koja je jednaka nuli

u tackama XgrX reeerXy s nOrma (2.15.4) jednaka nuli, S$to

znali da femo éve funkcije f i g smatrati "identi&nim" ako je
f(xi)=g(xi) (i=0,1,...,N-1). Dakle, u ovom slufaju koristimo
informacije o vrednosti funkcije samo sa diskretnog skupa ta-
caka {xo,xl,...,xN_l}. Jasno Jje da ¢emo ovde imati samo N po-
linoma koji su medjusobno ortogonalni, tj. indeksni skup (vi-
deti odeljak 2.1.4) bide I={0,1,...,N-1}.

Sa {QéN)}kEI oznaCicdemo ovaj skup diskretnih polinoma,

ortogonalnih u odnosu na skalarni proizvod (2.15.3), pri &emu
¢emo pretpostaviti da su polinomi moni&ni. Tada, saglasno pre-

thodnom, ovi polinomi zadovoljavaju tro&lanu rekurentnu rela-

ciju
(N) e, (N}, (N) __ (N) (N)
(2.15.5) Qk+1(x)—(x By )Qk (x) Ty Qk_l(x),
(N) _ (N) =
Q) (x)=1, Q| (x)=0,
(N) (N) (N) 0

gde su Bk i

Kk konstante 1 Yy

Koeficijenti BéN) i YéN) mogu biti odredjeni, na pri-

mer, Cebilevljevim algoritmom (videti odeljak 2.2.6) ili Stie-
ltjesovom procedurom (odeljak 2.2.7). U prvom sluCaju za odre-
LN Y(N)
k k
trebno je poznavati prvih 2n momenata

djivanje prvih n koeficijenata B8 (k=0,1,...,n~-1) po-

k Nl
Ck = f X dAN(x) = .Z PR (k=0,1,...,2n-1).
R i=o
U drugom sludaju, tj. primenom Stieltjesove procedure,

imamo
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N~1
(N) 2
(N) [xOéN),QéN)JN lzopl i k (Xi)
(2-15-6) = = ;
Bk EO(N) (N)j N-1 (N) 2
he %y P P9 (xy)
i=o
N-1
(N) 2
(2.15.7) v = = = ’
k [O(N) O(N) N-1 (N) 5
%-1"%-17n pP.Q. (%)
iZo ik~-1""1

za k=0,1,...,N-2, pri ¢emu uzimamo

(2.15.8) Yo = 'Z Py -

Posebno je interesantan sludaj kada su tacke X, ekvi-
disantne, tj. kada je xi-xi_l=h=const. Tada moZemo staviti
xi=a+ih (i=0,1,...,N-1), gde je as=x . Uvodjenjem smene x =a+th,
tacke X; se preslikavaju na tacke ti=i (i=0,1,...,N-1). Prema
tome, ne umanjujuéi opsStost, moZemo odmah razmatrati slucaj
kada su date tacke xi=i (i=0,1,..,N-1). U tom slur..ju za ska-
larni proizvod (2.15.3) imamo

N-1
pif(i)g(i).

@]

Ef,gJN =

Il o~ |

i

Ako su teZine Py takve da ispunjavaju uslov P;=Pn_i-i
za svako i, tada odgovarajuéi diskretni polinomi Qgﬂ(x) ispu-

njavaju uslov

k(N
(2.15.9) o™ v-1-x) = 1% M 5,
k k
dakle mo¥ kljusiti da je ol¥) Ely-g
odakle moZemo zakl] j omi1 2 .
U slucaju kada su sve teZine jednake, na primer P; =1,

N-1

ili kako se ZeScée uzima 1 =§-(zbog uslova Z Py =1), odgovara-
i=o

juéi polinomi se nazivaju CebiSevljevi diskretni polinomi.

.Kako je, s obzirom na (2.15.9),
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N- N-1

Y 1Q£N)(1 J o(N-1- 1)Q(N)(N—l—i)2
i=o i=o
N-1
= [ w-1-00/M @72,
i=o

(N)

na osnovu (2.15.6) zakljuCujemo da je koeficijent Bre u reku-

rentnoj relaciji (2.15.5) jednak
N-1 (N)

) iQ (i )
o (W) - iZ0 k N -1

Z (N)(l)

Na osnovu (2.15.8) i (2.15.7) imamo

() _ ) _ n%-1 (M) _ N°-4

Yo Tl vy T gmor Yo T 7315

Dalja primena formula (2.15.7) i (2.15.5) u cilju odredjiva-

nja yéN) postaje komplikovana za proizvoljno N. Programski se,

medjutim, za fiksirano N jednostavno odredjuju k' - .icijenti
YéN)'

Primer 2.15.1. Neka je N=5 i Py =é~(i=0 l1,...,4). Odredicemo
(5)}

skup diskretnih ortogonalnih polinoma {Q Ima-
(5) k=0,1,...,4.
mo Bk =2 i
Qés)(x)=l, Q(S)(x) =x- 6(5) x=2.
K . (5)_ .
ako je Y, =2 nalazimo
(5) o _a(5), (5) _.(5) (5) _2
Q2 (x)=(x 82 )Ql (x) Yy QO (x)=x"-4x+2.
. (5) _21 _ 7 .
Nadalje, Y, =15 5 1
(5)(x)—(x B(S)JQés) )—YéS)Q{S)(x)=(x—2)(x2—4x+2)-%(x—2),
tj. :
(5) 3 2 43 6

Q3 (x) = x7-6% +?X-§.
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Najzad, moZemo naci

4
: ol w?
Y(5) i=o _2.88 _ 36
3 4 ~ 2.8 35
1 (5) ,.,2
510y )
i=o
i
(5) = 3...2.43_ _6, 36,2
Q4 (x) = (x-2) (x7-6x"+ 5 X 5) 35(x 4x+2),
tj.
(5) _ 4.3 .137 2 100 12
Q4 (x) = x -8x =X — X + 35 -

Ovim smo konstruisali sve ¢lanove ortogonalnog niza.
Ukoliko bismo nastavili sa ovim postupkom dobili bismo

Y25) =%—i QéS)(x)=X(X-l)(X'2)(x_3)(X-4)' za koji je eviden-
(5) = (5)
tno HQ5 [[=0 5

smislu uvedene norme) ne pripada skupu diskretnih ortogonal-

, Sto znadi da Q (x) kao "nula-element" (u

nih polinoma.
U opStem slu€aju za proizvoljno N moZe s¢ | »kazati da

je
(N) ) _ k2 vk

Y
ko 4o

(k=1,2,...,N-2),

tako da rekurentna relacija za diskretne moni&ne CebiBevljeve

polinome glasi

(N) _ .. _N-1, (N)
Qk+1(x) = (x )0

(N) )

pri Cemu je Q_, {x)=0 1 QéN (x)=1.

Za kvadrat norme polinoma Q(N)(x) jednostavno dobijamo

o2 L m Foifadei?)
¢k o} 1 k i1 4(412_1)
£y,
® 2 o tala?) wl2?), L o)
o, 117 = > .

(2k+1) ((2k)!)
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Diskretni ortogonalni polinomi nalaze primenu kod tzv,

diskretnih srednje-kvadratnih aproksimacija,

2.2.16. Polinomi ortogonalni na polukrugu

Neka je CDskup svih algebarskih polinoma. G.Szegb([xﬂ) je
definisao i proudavao polinome ortogonalne na jedini&nom krugu

u odnosu na skalarni proizvod

m . _—
(£,9) = £ £ get®)ao(s), as(e) 20 (£,9€P).

-
Ovako definisani skalarni proizvod je pozitivno-definitan jer
je
(f,£f) = ; |f(eie)|2dc(e) > 0.
i}
U ovom odeljku izloZidemo jedan drugi tip ortogonalnosti,
tzv. ortogonalnost na polukrugu, gde je skalarni proizvod defi-

nisan pomocu

m . .
(2.16.1) (f,9) = J f(ele)g(ele)dO(e), do(6) 2.0,
0

pri &emu cemo se zadrzati samo na najprostijem sluCaju kada je

do (6) =d8 (konstantna teZinska funkcija).

Skalarni proizvod (2.16.1) se moZe predstaviti i u obliku

(2.16.2) (f,9) =/ (iz) 'f(z)g(z)dz,
T

gde je T polukrug {z [z==eie, 0 <6 <7}. Primetimo da drugi fak-
tor u (2.16.1), tj. (2.16.2), nije konjugovan, tako da skalarni
proizvod nije pozitivno-definitan. Medjutim, ortogonalni polino-
mi u ovom slucaju ne samo da egzistiraju jedinstveno, vec¢ pose-
duju i niz interesantnih osobina. Ove polinome su definisali i

izugavali W. Gautschi i G.V. Milovanovié ([12],[13]).

Pomocu skalarnog proizvoda (2.16.1) defini%imo moment-fun-
cionelu
k- k

. m, k=0,
(2.16.3) iz = Cyy C, = (1,2 ) =é e de = { 2i/k, k neparno,

0, k#0 parno.
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Na osnovu teoreme 2.1,3, ortogonalni polinomi u odnosu
na ovu funkcionelu egzistiraju jedinstveno ako je ona kvazi-de-
finitna, tj. ako je %{#0 za svako k21, gde je moment-determi-
nanta &, definisana pomoéu (2.1.5). Direktpim izrafunavanjem de-
terminante 4, nalazimo da je Ak,>0 za svako k > 1 (videti [12]),
8to znali da ortogonalni niz jedinstveno egzistira. U daljem

tekstu navesddemo najvazZnije osobine ovih polinoma.

Teorema 2.16.1. Moniéni kompleksni polinomi {“k}kGEN ortogonal-~
0

ni u odnosu na skalarni proizvod (2.16.2) zadovoljavaju tro¢lanu

rekurentnu relaciju
Tt (2) =(z-iak)nk(2) = By (2) (k=0,1,...),

n_l(z) =0, no(z) =1,

gde su
—_ = -— = 2 ='
ap =04, 4 =0 =0, 1, B =0k ;  (k=1,2,...),
a ek dato pomoc¢u
2 [rox+2)/2)
6y = (k=0, ,2,...).
2k+1 \T ((k+1)/2)

Teorema 2.16.2. Neka je {Pk} niz moni¢nih Legendreovih polinoma.

Tada vazi

~

m (2) = ﬁn(Z)-ien_an_l(z) (n>1),

gde je 6, dato u prethodnoj teoremi.

k

Teorema 2.16.3. Ako je z(€C) nula polinoma L tada je i -z ta-

kodje njegova nula.

Teorema 2.16.4. Sve nule polinoma T, Su proste i1 nalaze se u po-
lu disku D ={ z | [z] <1 AImz >0}.

Teorema 2.16.5. Polinom wn(z) je jedno partikularno reSenje 1li-

nearne diferencijalne jednaCine drugog reda
A(z)y" + B(z)y’ + C(z)y = 0,
gde su

= (1=92 2. (7n=112¢82 - - i
A(z) = (1-z%)[n?-(20-1)262_ -2n(2n-1)zie__ ],
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B(z) =2[n(2n-1) (z +1)ie__, - (n?-(2n-1)262_))z],

1
= 2 in- -1)2g2 - - 2o
C(z) =n[(n+1)n?-(n-1) (2n-1) 0rh-1 2(2n-1)n Zlen-l]

i ek kao u teoremi 2.16.1.

3.3. OPERATORI

U ovom poglavlju se daju osnovni elementi teorije ope-

ratora. Kompletnija teorija se moZe naéi u [1],[s],[15],[17]-

2.3.1. Linearni operatori

Neka su X i Y Banachovi prostori. Pod operatorom¥*
T:X +Y podrazumeva se preslikavanje

u->g = Tu (W€EX, g€Y).

=

Definicija 3.1.1. Operator T:X »Y je homogen ako je

T(cu) = cTu (Yu€EX i ¥ c€EK).

Definicija 3.1.2. Operator T:X+Y je aditivan ako j&

T(ul+u2) = Tu1+Tu2 { Vul,u2 €X).

Definicija 3.1.3. Operator T:X +Y je linearan ako je isto-

vremeno homogen i aditivan, tj.

T(clul+c u )=c1Tu1+c2Tu2 ( Vul,uzex; Vcl,c €Y).

272 2

Definicija 3.1.4. Operator T:X *Y je neprekidan ako za svaki

niz {un}neN iz X vaZi

u +u => Tu_ > Tu (u €X).
n n

Definicija 3.1.5. Linearni operator T:X >Y je ogranifen ako

postoji nenegativan broj M takav da je

*) Operator T:X~R nazivamo funkcionelom.

11 Numeri¢ka analiza ~ [ deo
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(3.1.1) lTu || <M ||u]| (Yu €X).

Infimum brojeva M za koje vaZi (3.1.1) oznalava se sa

{| T |l i naziva norma operatora T.

Teorema 3.1.1. Linearni operator T:X +-Y Jje ogranilen ako i

samo ako je neprekidan.

Dokaz. Ako je operator T ogranilen vaZi

[To, -Tull = [[T(u -0 < [T

<o, - ull
odakle pri_un-+u sleduje njegova neprekidnost u proizvoljnoj
tacki u.

Pretpostavimo sada, da operator T nije ogranifen. Ta-

da za proizvoljno n >0 postoji par elemenata u s v € X, takav

da je

u, -T‘.vn i ||Tun - Tvn][ > 2n Hun - vn{J.

Neka je, dalje {cn} niz racionalnih brojeva sa osobi-
nom

= vl e 12w, = w1

Tada za k_ = —l—(u - v_), imamo

n nc_ ' n n

Ik || = = flTa_ = Tv || > 22 flu -v || = Zllu_-v |51

n nc n n nc n n c n n
n n n
i
Poul - 1
Il = =ty = vl < 3

Kako |k _[[+0 i HTkn|[>l (n ~+») protivure&i nepreki-

dnosti operatora T, sleduje da operator T mora biti ogranicen.

Neka su T1 i T2 dva operatora koji preslikavaju prostor

X u prostor Y.

Definicija 3.1.6. Zbir operatora T=T1+T2 definise se kao

Tu = (T1+T2)u = Tlu + T2u .
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Ako su T1 i T, linearni ogranicfeni operatori vaZi

2
Irall =1i7y0 + yull < [Tl + [yl < Al i+l ol
tj.
Iz, + 0l < lln, 0l + Il

Neka je T2u tac¢ka prostora X.

Definicija 3.1.7. Proizvod operatora T=T1T definiSe se pomocu

2

Tu = T1T2u =‘Tl(T2u).

Ako su T, i T2 ograniceni operatori vaZi

ull ,

Imall = Iyl < el Tyl < [0l -

tj.
H T1T2 H ; ” T]_” ¢ ” T2 H .
Ako za svako u€X = Tu€EX, tada se mozZe definisati ite-

rirani operator Tn(n-ti stepen operatora T) kao

™ = rr™ (Yn€N),

pri &emu je T°=I identi&ki operator (Iu=u za svako Uu€X).
Za operatore ™ i Tm(n,meNo) vazi jednakost
+
TnTm = ot M

2ko je T ogranien operator tada je

17 <t mew).

Definicija 3.1.8. Neka je T:X »Y linearan operator. Ako posto-

ji preslikavanije 771 takvo da je

T'l(Tu) = u ( Yu€x),

. -1 .
onda je T inverzan operator od T.

Dakle, inverzan operator postoiji ako je T biunivoko

preslikavanje prostora X u Y, tj. ako vaZi implikacija

u # v => Tu # Tv,

11+
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8to se (kod linearnih operatora) svodi na

Teorema 3.1.2. Ako linearan operator T:X +Y ima inverzan ope-

rator T—l, onda je T-1 takodje linearan.

. _ . _ . -1 S
Dokaz. Neka je Tul—gl i Tu2—g2, tj. T 9,7y, 1 T g,=

u,- S obzirom da je T linearan operator imamo
T—l(c g, +tc,g,) = T-l(c Tu, +c,Tu,)
171 7272 1771 72772
= T-lT(c u_+c )
1917C2%2
ERSA HRRPL

-1 -1
+
)T "g; * T "9y

¢ime je dokaz zavrsSen.

Primer 3.1.1. Odredimo operator, inverzan linearnom integral-

nom operatoru

b
TE(x) = J e_la(x)_a(t)lf(t)dt,
a

gde je o data monotono neopadajuca funkcija na rfa,bl i dvaput

neprekidno-diferenciijabilna.

Neka je a(x)=-a(t)=u. Tada je

X b
g(x)=T£(x) = f e “f£(t)dt + se f(t)dt,
a X
odakle sleduje
X _u b u
g (x) = £(x) -~ Je o7 (X)E(t)At-£f(x) + fe o (x)£(t)dt,
a .0x
tj.
X b

(3.1.2) g7 (x) = a”(x) -/ e "f(t)dt + f e"£(t)dt .
a X
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Na dalje, imamo

_dix(ﬁ—"ﬂ = —2f(x) + o (x)g(x),

a {x)
odakle je
£x) =T 'gx) = 3 o (0g(x) -2 S (I,
a " (x)
Kako iz (3.1.2) sleduje
(3.1.3) g“(a)=o (a)lgla) i g (b)==a’(b)g(b),

zakljuCujemo da je inverzan operator T.-1 u prostoru C2 a,b
definisan za funkcije koje zadovoljavaju granicne uslove

(3.1.3).

~Teorema 3.1.3. Neka je X Banachov prostor, I identicki opera-

tor u X i T:X »X ogranilen linearni operator kod koga je

IT|] < g <1. Tada postoji operator (1-1) 7! za koji vaZi:

o =1 e k

1 (I-T) = T (Neumannov razvoij);
k=0

(o} -1 1

Dokaz. S obzirom da je ||T|| <gq <1 imamo

+o +o

(3.1.4) I8 < =
k=0 k=0

1
1-q

< +oo,

e <

Kako je, dalje, prostor X kompletan, to iz konvergen-

+oo +eo
cije reda I HTk|| sleduje da je : = ograniéen linearan
k=0 k=0

operator.
Iz jednakosti

n n
(I-T) £ T = 1 TN(I-T) = I -T ,

koja vazi za svako n€N, a s obzirom na
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HTn+1|| < ”T[’n+l 5 0 = Tn+l - 0 (h>+w),
sleduje
+oo +oo
(I-T) ¢ T = g T(I-T) = I,
k=0 k=0
tj.
+eo
(1-m) "t = 5 7%,
k=0

KoriSéenjem (3.1.4) neposredno dobijamo

+co
k 1
s I s o
k=0

| (-1 7|

Teorema 3.1.4. Neka su A:X—+X i B:X +X linearni operatori za

1 . _- .
i B l. Tada je

koje postoje neprekidni inverzni operatori A~

1B -1 -7 14

1- |1 -8"ta
gde je I identilki operator u X.

Definicija 3.1.9. Neka je T:X > X linearan operator. Komplek-

san broj A je sopstvena ili karakteristiéna vrednost operato-
ra T ako postoji vektor u razlidit od nula-vektora takav da

je
Tu = iu.

Vektor u koji odgovara sopstvenoj vrednosti X naziva se sop-

stveni ili karakteristi¢ni vektor operatora T.

Teorema 3.1.5 (Banach-Steinhaus). Neka su X i Y Banachovi pro-

stori i neka je {An} niz ogranienih linearnih operatora

n€EN
koji preslikavaju X i1 Y. Potrebni i dovoljni uslovi za konver-
genciju niza {Anu} ka Au za svako u€X, gde je A:X -»Y ograni-

¢en linearan operator, su
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1° niz Ul a7 ograniden;

neNn
2° postoji lim A u na nekom u X svuda gustom skupu.
n->+oe

Dokaz ove teoreme moZe se nadi, na primer, u [lj.

2.3.2. Matrica linearnog operatora na kona¢no—dimenzionalnim
prostoroma

Neka su X i Y konadno-dimenzionalni prostori sa bazama
Bu = {ul,...,un} i Bv = {vl,...,vm} respektivno i neka je A:X ->Y
linearan operator. Nije tesko pokazati da je operator A potpuno
odredjen ako su poznate slike vektora baze B, tj. ako su poznati
vektori Aui (i=1,...,n). RazloZimo ove vektore po vektorima baze

BV. Tada imamo

Auy = ap vy tag Vot oeee A Vo
Au, = a,,v, + a,,v, + ... + a_,v_,
(3.2.1) 2 . 1271 2272 m2 m
Aun = V1 + anV2 o t qnnVm®
Na osnovu (3.2.1) formirajmo matricu
r all a12 et aln ]
A = 821 %22 %n | .
vu .
aml qm2 amn ]
Definicija 3.2.1. Za Avu kazemo da je matrica operatora A:X » Y

u odnosu na baze Bu i Bv'

Posmatrajmo proizvoljne vektore ueX i veY, ¢ije su koordi-

natne reprezentacije, u bazama B, i By, date sa

X1 Yy

> X2 . > Y,

u = xXx = . 1 V=Y= .
xn Ym
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respektivno. Veza izmedju koordinata vektora u i vektora v=Au mo-
?e se iskazati pomodu jednakosti
>

>
y = Avux .

Formalno, operator A moZemo zameniti njegovom matricom Avu'

Da bismo opisali operator A:X -X dovoljno je fiksirati
jednu bazu Bu ={ul,...,un}. Naime, prethodno razmatranje ostaje
u vaznosti ako stavimo Y= X i Bv=Bu' Matricu Ay’ b tom slucaiju,

prosto oznacavamo sa A, -

Na kraju napomenimo da ¢e o matri¢nom racdunu biti posebno

rei u ¢etvrtoj glavi ove knjige.

2.3.3. Bilinearni i n-linearni operatori

Skup ogranic¢enih linearnih operatora L(X,Y) koji preslika-
vaju Banachov prostor X u Banachov prostor Y ima strukturu Banach-
ovog prostora ako su u njega uvedene unutras$nja i spoljasnja kom-
pozicija pomocu

(T+S)u = Tu+Su, (cT)u = c(Tu) (T,S €EL(X,Y);¥c €EK),

dok se pod normom elementa T €L(X,Y) podrazumeva norma ogranice-

nog linearnog operatora T u smislu definicije 3 .1.5.
Neka su X i Y Banachovi prostori i operator B:X2+Y.

Definicija 3.3.1. Operator B je bilinearan ako svakom uredjenom

paru elemenata (u,u')EEX2 odgovara element g=B(u,u')€Y, pri cemu

za svako ul,uz,u&,dzex i svako cl,CZEK vaze jednakosti:

] — ] [}
B(clul+c2u2,u) = clB(ul,u) + c2B(u2,u) ;
(] L] —_ 1 ]
B(u,clul+c2u2) = clB(u,ul) + czB(u,uz)
Ako postoji pozitivan broj M takav da je

za svako u,u'€.X, operator B je ogranilen.

(3.3.1) [Bu,u) || < M [Juflllu’]

Infimum brojeva M za koje vazi (3.3.1) naziva se normom

bilinearnog operatora B i oznalava se sa | B|

Shodno prethodnoj definiciji bilinearna preslikavanja
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prdstora X u prostor Y, obrazuju linearni normirani prostor, koji
oznadavamo sa B(X?,Y). MoZe se pokazati da su prostori L(X,L(X,Y))

i B(X2,Y) izometri&ni.

Definicija 3.3.2. Operator N:X'>Y je n-linearan ako svakow uredje-

nom sistemu elemenata (ul,uz,...,un) iz X odgovara element
g=N(ul,u2,...,un)€Y, pri ¢emu je on linearan po svakom u, ., pri
fiksiranim ostalim elementima Uy seeesUy g sUy greee Uy,

Ako postoji pozitivan broj M takav da je

,lN(ul:u21-~-lun)||; MH'ul‘ | uzi"' I unH ’

operator N Jje ogranicen.
Sva n-linearna preslikavanja prostora X u prostor Y obra-

. . . . s y n
zuju linearni normiran prostor, koji oznacdavamo sa N(X ,Y).

2.3.4. Fréchetova diferenciranja

Neka su X i Y Banachovi prostori i neka je nelinearni ope-

rator T:X-»Y definisan na skupu DCX.

Definicija 3.4.1. Operator T je Fréchet-diferencijabilan u tadki

u€ep, ako postoji takav ogranifeni linearan operator A€EL(X,Y) da
je
lim | T (u+n) =Tu-Ahl||
[ bf]=o || h

Operator A naziva se izvod operatora T u tacki u i oznafava sa
]

T .
(u)

Teorema 3.4.1. Ako je operator T Fréchet-diferencijabilan u tacki

u, onda je njegov izvod jedinstven.

Dokaz. Neka su Ai(i=l,2) dva linearna ogranicdena operatora,
takva da je
||T(u+h)-Tu—AihH

L, = lim =0  (i=1,2)
[hff+o Il hil

i neka je A=A -A,.
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Koridéenjem
|ah]| = lelh;Azhll;][T(u+h)—Tu—Alh|]-+|1T(u+h)—Tu-A2h|
nalazimo
[| an||
(3.4.1) lim ———— =L +L, = 0.
Il nil~o |lnl|

Medjutim, ako je za neko h

tada ¢e i za svako € # 0 biti
[| A(en) ||
| en|]

odakle zakljufujemo da je jednakost (3.4.1) nemogucéa kada je A
nenula-operator.

Dakle, (3.4.1) vaZi ako je A nula-operator, tj. A1=A2,

¢ime je dokaz zavr$en.

Teorema 3.4.2. Svaki linearan ogranideni operator je Fréchet-di-

ferencijabilan, pri cCemu je T(u)- = T+ za svako u€bD.

Dokaz. Kako je T€L(X,Y), na osnovu definicije 3.4.1 i pret-

hodne teoreme neposredno sleduje
g T .h = Th za svako ue€ D.
(u)

Sada ¢emo dati neka pravila diferencijalnog racduna:

1° Neka su operatori T:X»Y i H:X-»>Y neprekidni i diferen-
cijabilni u tacki u. Tada je operator aT+BH(a,BeK) takodje dife-~
rencijabilan u toj tacki, pri Cemu je

(T + gﬂ)(u) = aT () + BH

()’

(o}

27 Neka su X,Y,Z Banachovi prostori, a T:X-Y i S:Y~> %
Fréchet-diferencijabilni operatori. Ako je Tu=g, Sg=h, izvod slo-
Zenog operatora ST (h=S(Tu)=(ST)u) u tadki u je

' — .
ST @) = Sew™
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O

3” Ako je A proizvoljan linearan ogranieni operator,

a T Fréchet-diferencijabilan operator vaZi

(AT) (u) = AT (u) i (‘rA) (u) =T (Au)A'

Ako je operator T dva puta Fréchet-diferencijabilan, tada
je T" (u)eL(X,L(X,Y)), tj. T (u)eB(XZ,Y). Sliéno, ako je T n puta
Fréchet-diferencijabilan operator, tada je TgngeN(Xn Y).

Primer 3.4.1. Neka je x=R" , Y=R, Tx f(x)—f(x reessXp),
-> T 1
x=[xl...xn] . h—[h ...h ] ]]x[| —mix

Pod uslovom da f

ima neprekidne parcijalne izvode drugog reda, naci cemo T'(;).

->
Neka je g=§+£h(0< £<1). Na osnovu Taylorove formule imamo

h +-f Z 32f

n
f(x+h) = £(x) + 3 %
K=1

—>hk j

tj.
(3.4.2) |£(x+R)-£(X)-(grad £) h|< M(£,3) (max|n, |) 2,
k

gde smo stavili

of
BXl
> 1 2 . .
M(f,c) = 5 }: 3;33§—i+ i gradf = :
k,J k"™jle of
L3%n

S obzirom na neprekidnost parcijalnih izvoda drugog reda
funkcije f, velidina M(f,E) je konaéna, pa na osnovu (3 .4.2)

imamo

|£(x+h) - £(x) - (grad £) h|

>

|| bl
>
kada || h|| ~ 0. Dakle,

T'(;) = (grad f)T.

Primer 3.4.2. Neka je x=R", Y=R", X€X, ;e¥,[l§|hﬁ= max |x, |,

> T l1<kz<n

|| v||, = max Jyk], h==[h1...hn1 (€ X) i neka je operator T:X Y
Zk<m

definisan pomocu
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fl(xl,...,x )

> >
™ = f£(x) = .

fm(xl""’xn)

n

Ako pretpostavimo da funkcije fk (k=1,...,m) imaju nepre-

kidne parcijalne izrade drugog reda, primenjujuci postupak iz pret-
hodnog primera na svaku od funkcija fk’ dobijamo

T > = W(E)
r

>
gde je W Jacobieva matrica za £, tj.

Fafl 3fl 1
ax, "°°  ox
5 1 n
W(f) = . .
afm 3fm
axl X
- n J

2.3.5. Taylorova formula

Najpre uvodimo pojam L-metrickog prostora.

Definicija 3.5.1. Metricki prostor X naziva se L-metricki, ako za

svako u X postoji linearna ogranicena funkcionela L:X » R, takva
da je

(3.5.1) L]l =1 i Lu=p(u,0).
MoZe se pokazati da Banachov prostor poseduje svojstvo

(3.5.1) (videti [1]).

Neka je D" konveksan* podskup Banachovog prostora X i T

proizvoljan n+l puta Fréchet-diferencijabilan operator u oblasti
D. Tada vaZi slededa teorema :

Teorema 3.5.1. Ako su u i uth zadate tacke iz D, tada je

oy (x
(3.5.2) T(uth) = = k—,T(u; (h,h,...,h) + W(u,h),

k puta

gde je

*  Skup D je konveksan ako vaii implikaciia u, wh€D = urth€D (0 <t <1).
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+1 +1
o ioreill < Il "

. 1
(3.5.3) W(u,h)|| < =557+ sup
I = ()t elo,1]

Dokaz. S obzirom da je X L-metrilki prostor to se za ele-—

ment W(u,h) nalazi linearna ogranidena funkcionela L, takva da je
| || =1 i LW=pe(W0) =| W(u,h)|| .
Uvedimo sada pomo¢nu funkciju
(3.5.4) t»F(t) = LT (u+th),
¢iji su izvodi redom jednaki

F’(t) = LT h ,

(u+th)

(n+1) _ (n+1)
F (£) = LT iep) (ohye..sh)
n+l puta
s obzirom da je (LT)i,, = LT’ i S (utth) =h
Sada imamo

— — 1 ’ 1 (n)

[| w(u,h) || = 1w = LT (u+h)-LTu = 35 LT{ yh =...= =5LT (h,....,h) '
n puta
tj.
we,n || = F) -F0) =75 £ (0) - ... = ¥ (0.

Kako za funkciju (3.5.4) vaZi klasi¢na ocena ostatka u

Taylorovo]j formuli

’ (n) 1 (n+1)
|F(1)-F(0) =—=F " (0)=... -—F ™0)| < —2— max |F (t)] ,
1! n! (n+1)1! ten,1]
dobijamo
Wby || < =07 sup _ Clnl- e gy | a2,
(n+l) ! te [0,1] (u+th) I ”

odakle, na osnovu (3.5.1), zakljucujemo da vazZi (3.5.3), &ime je

dokaz zavrsen.
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Formula (3.5.2) naziva se Taylorova formula za operatore.

Stavljanjem n=0 u (3.5.3) dobija se slededa vaZna nejed-

nakost

|| T(u+h) - Tul| ¢ sup [|T’ IERIR:
tefo,1] (utth)

koja predstavlja teoremu u srednjoj vrednosti.
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GLAVA 3

Opéta teorija iterativnih procesa

3.1. RESAVANJE OPERATORSKIH JEDNACINA

Ovo poglavlje je posvedeno problemu egzistencije reSenja
operatorskih jednaéina u Banachovom prostoru i definiciji itera-
tivnog procesa.

3.1.1. Osnovne napomene o refavanju operatorskih jednatina
Neka su X i Y Banachovi prostori, D konveksan podskup pro-

stora X i F:D~+Y. Posmatrajmo operatorsku jednacinu

(1.1.1) Fu = ¢,

gde je © nula-vektor prostora Y.

Veliki broj problema u nauci i tehnici svodi se na reSa-
vanje jednacine oblika (1.1.1). Nave3c¢emo nekoliko primera.

Primer 1.1.1. Ako je X =Y =R, u = X, F = £, jedna&ine

f(x) = x-cosx=0

f(x) a x" + . =
oX 2, +...4:an_lx +a, 0

su oblika (1.1.1).

Primer 1.1.2. Ako je X = Y = R

ol
0

X = [xl - xn]T i

'fl(xl,....,xhﬂ

Fu = F(§) =1 .

Lfn(xl'""’xn)_

176
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gde su fi:Rn > R date funkcije, jednadina (1.1.1) predstavlija
sistem jednacina

fi(xl""'xn) =0 (i=1l,...,n).

Ako je F linearan operator, na primer, F (%)
trica A i vektor P dati sa

= AX - %, gde su ma-

. " b
411 %12 -°° %1 1T
a51 239 aon .| P2

A=]. i B=(.1,
4n1  2n2 nn Lbn

jednadina (l.1.1) predstavlja sistem linearnih algebarskih jed-
nac¢ina

ailxl+aizx2+...+a. X_=b. (i=1,.

...
in“n i )

Primer 1.1.3. Neka su X = Cz[a,b], Y = c[a,b]xR, u = u(t),

fl(u)
Fu

fz(u)
£1(w) (£) =u"(t) - £(t,u(t),u’ (£)) (€ [a,b]),

f2(u) = g(u(a),u(b)),

gde su F:R3 » R i g:R2 + R date funkcije.

Tada reSenje operatorske jednaline (1.1.1) predstavlja re-
Senje konturnog problema

u"(t) = £(t,ult),u’ (t)) (te [a,b]),

g(u(a), u(b)) = 0.

Predmet naSeg razmatranja je re3avanje jednaline (1l.1l.1),

12 Numeri¢ka analiza — I deo
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tj. nalaZenje takve tadke u €D, koja zadovoljava (1.1.1). U tom

cilju ovu jednalinu predstavimo u ekvivalentnom obliku

(1.1.2) u = Tu

tako da operator T preslikava D u D, tj. da je Tu = H{u,Fu),
gde operator H preslikava D x Y u D. Za jednalinu (1.1.1), ob-
lik (1.1.2) ocigledno nije jedinstven, 3to pokazuje sledeci

primer.

Primer 1.1.4. Jednadina f(x) = 0 se moZe predstaviti u ekviva-

lentnom obliku
X = x + 2f(x)

za svako ) razlidito od nule.

Jedan od nadina za reSavanje jednadine (1.1.2), tj. Jed-

nadine (1.1.1), zasniva se na konstrukciji niza {uk}kEN pomocu
o

= Tu (k = 0,1,...)

(1.1.3) LYY K

polazeéi od uOGED. Pod izvesnim uslovima za T, niz {uk}keN mo-~
o)

Ze konvergirati ka traZenom reSenju jednadine (1.1.2), o Cemu
e biti redi u sledefem odeljku.

Formulu (1.1.3), pomoéu koje se dgeneriSe niz {uk}keN zva-

¢emo iterativnim procesom.

Pored iterativnih procesa oblika(l.1.3) postoje i opStiji
iterativni procesi oblika

u ) (k=m-1,M,...),

k+l:=s(uk’uk—l""’uk—m+l
pri Zemu S:X" » X i kod kojih se startuje sa m poCetnih vredno-

Sti ug,u € D.

17 rUny

3.1.2. Banachov stav o nepokretnoj tatki

U ovom odeljku dokazademo jedan vrlo vaZan rezultat, O eg-

zistenciji i jedinstvenosti reSenja operatorskib jednacina.
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Neka je T operator u Banachovom prostoru X. Tacke u za ko-
Je Jje

(1.2.1) u = Tu

zovu se nepokretne taclke operatora T. Dovolijne uslove za egzis-

tenciju jedinstvene nepokretne tadke operatora T dao je Banach.

Definicija 1.2.1. Operator T:X -» X naziva se kontrakcijom ako
postoji pozitivan broj g <1l takav da je za bilo koje dve tadke
u,vex

[Tu=-Tv|| < g [Ju-vi

Sledeca teorema je tzv. Banachov stav o nepokretnoj ta-

Cki.

Teorema 1.2.1. Kontrakcija T Banachovog prostora X u samog sebe

ima jednu i samo jednu nepokretnu tadku.

Dokaz. Polazeci od proizvoljne tacke u, €X konstruisimo

niz {uk}keNIpomoéu

Wy < Tuk (k=0,1,...).

Kako je za k > 1

ey o t=lTay = Tu, | < q”uk"uk_l|L

imamo
loypy = Ol < @luy = ugl]
k+1 " Yl 2 G Y T Yl
Ako je m> k, tada je
(1.2.2) Hum..uk'|= IHuk+l-uk)+(uk+2-—uk+l)+".+(um-um_l)H

i

Mgy = upll gy =yl e Hlug=up ]

k+1

k -1
(@ +q + ot g Mluy—u|

A

(q<l)r

12*
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= 0, Sto znadi da je {u,} Cauchyev

odakle je lim Hum-u k kEN_

l
k>4 k

niz.
S obzirom da je X Banachov prostor, to je on kompletan

pa postoji

(1.2.3) lim %{=a (a€X).
ko>t

S druge strane, kako je

lugyy - Tafl =l - Tal] < qll w - all,

imamo

lim ||u
k>+e

k+1 ~ Tall = 0,

tj. lim u = Ta,
Koo k+1
Iz poslednije jednakosti i jednakosti (1.2.3) sleduje
a = Ta, tj. a je nepokretna tafka operatora T. Ovim je dokazana

egzistencija nepokretne tacke.

Za dokaz jedinstvenosti pretpostavimo da postoje dve ne-

pokretne tacke a i b, tj. neka je
a = Ta, b =Tb, |la-bl|l# 0.
Kako je T kontrakcija imamo
ITa - | = |la-Dbl[ < q [[a=Db]]
odakle, s obzirom da je 0 <q<<i, neposredno sleduje

la-bl|l =0, tj. a = b.
Ovim je dokaz teoreme zavrSen.
Dakle, ako je T kontrakcija X u X, jednacina
Tu = u

ima jedno i samo jedno reSenje i ono moZe biti dobijeno kao gra-

ni¢na vrednost niza, koji se generiSe pomocu
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(1.2.4) Y © Tuk (k = 0,1,...),

gde je Uy proizvoljna tacka iz X.
Ako se zadrZimo na k-toj aproksimaciii Uy s koja je odre-

djena pomodu (1.2.4), iz (1.2.2), pri m>+~, sleduje
q
lla=ull < 2 llug =l

$to znac¢i da se ova aproksimacija nalazi u kugli sa centrom u

L3 L] ~ - 3 —
tadki a i polupre&nikom r, i%allul u

8.1.8. Iterativni procesi za resavanje obi¢nih jedna¢ina
Neka je data jednacdina
(1.3.1) £(x) = 0,

gde f:[a,8] + R, i neka je

(1.3.2) x = ¢(x)

njen ekvivalentni oblik.

Teorema 1.3.1. Pretpostavimo da neprekidna funkcija ¢ zadovo-

ljava uslove

1° ¢ : [a,8] + [o,8],
2° ¢ ima izvod u svakoj talki x €la,g8], takav da je
" (x)]| < g<1.

Tada jednadina (1.3.2), tj. jednacina (1.3.1), ima jedin-
stveno redenje a€ [a,B] 1 ono se moZe odrediti iterativnim pro-

cesom
(1.3.3) X1 = e(x) (k=0,1,...)

sa proizvoljnim x_ € [a,8].

Dokaz. Za dokaz ove teoreme dovoljno je pokazati da je &
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kontrakcija na [a,B]. U tom sludaju ova teorema je posledica
teoreme 1.2.1.

Kako iz Lagrange ove formule
¢(x) - o(y) = o' (8)(x-y),

gde su x i y proizvoljne tadke iz [a,8] 1 £ =y + 0 (x-y)
(0 <0 <1), sleduje

le(x) —o(y)| = |¢" (&) ||x-y| = qlx-y]|,

zakljudujemo da je ¢ kontrakcija na [o,8], &ime je dokaz teo-
reme zavrsen.

Dakle, da bi iterativni proces (l.3.3) konvergirao ka
tacki a, funkcija ¢ (&esto se naziva iterativna funkcija) mora
ispunjavati odredjene uslove. Na slikama 1.3.1 do 1.3.4 data Jje
geometrijska interpretacija iterativnih procesa oblika (1.3.3).
Prva dva procesa (videti sl. 1.3.1 i sl. 1.3.2) su konvergentna.
Interesantno je primetiti da je kod drugog od njih ¢'(x) <0 i da
u tom slucdaju niz'{xk} konvergira oscilatorno, tj. greska ey =
= x -a alternativno menja znak. Druga dva procesa (videti sl.
1.3.3 1 s1. 1.3.4) su divergentna. Kod prvog od njih nije is-

punjen uslov 20, a kod drugog uslov 1° iz teoreme 1.3.1.
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1. 1.3.3 $1. 1.3.4

Primer 1.3.1. Posmatrajmo jednacinu

(1.3.4) x> + x-60 = 0.

Nije tesko utvrditi (na primer, graficki) da ova jednadina ima
koren x =a koji leZi u intervalu (3,4). Da bismo reSili datu
jedna¢inu, treba je prethodno svesti na oblik (1.3.2). Na pri-
mer, neki od tih oblika su

x = 6, (x) = 60-x°,
3

x = ¢,(x) = Y 60-x%,

X = ¢5(x) = LIS

X
Neposrednim proveravanjem zakljucdujemo da od navedenih

iterativnih funkcija samo ¢4 zadovoljava uslove teoreme 1.3.1,
pri Cemu je ‘

-1 1
|65 = |———|2 ——73 2 0.022

3 = 273
3V (60-x) 2 3(56)

kada x € [3,4].

Dakle, koren jednacine (1.3.4) moZe se odrediti iterativ-
nim procesom ' '
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(1.3.5) xkﬂ=§/60—xk (k=0,1,...).

Polazedi od x, =4, pomoéu (1.3.5)dobijamo

k X

k
0 4,
1 3.8258623
2 3,8298239
3 3,8297338
4 3.8297359
5 3,8297358

tj. a = 3.8297358.

Pretpostavimo sada da jednacdina (1.3.1) ima u-[a,B] jedi-
nstveno refenje x = a, gde je segment [a,8] tako odabran da f ne
menja znak na njemu. Postavlja se pitanje kako preéi na ekviva-
lentni oblik (1.3.2), a da pri tome funkcija ¢ zadovoljava us-—

love teoreme 1.3.1. IzloZidemo sada jedan od nadina za re3avanje
ovog problema.

Neka je

(1.3.6) O<m< f'(x) £ M (@ £ x

I~

B).

Ukoliko je £’ (x) <0, umesto jednaine (1.3.1), moZe se uzeti je-
dnadina -f(x) = 0.

Na osnovu primera 1.1.4, uzmimo
d(x) = x - AE(x).

Izaberimo pozitivan parametar A takav da je
(1.3.7) 0<®’(x) = 1 - Af'(x) £ g<1
za x € [a,8]. Tada na osnovu (1.3.6), imamo

0<1-Mc<1l-2Amggqg,

s s s . . 1
odakle zakljudujemo da e (1.3.7) biti ispunjeno ako je * = 4.
U tom slugaju je
q= max (l-Arf’(x))=1- g <1,
o <X<B

S8to znadi da se moZe uzeti ¢ (x) =x -
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Primedba 1.3.1. Ako je |%'(x)| > p>1, kada x€ [a,B], iterativni
proces (1.3.3) divergira. Medjutim, ako se jednad¢ina (1.3.2) na-

piSe u obliku

x = ¥Y(x),
gde je ¥ inverzna funkcija od ¢, iterativni proces

Kb = Y(xk) (k=0,1,...)

bife konvergentan, jer ije
1

¢ (¥(x))

1
£~ = g« 1.

v (x)] =l <
p

O konstrukciji iterativnih procesa oblika (1.3.3), kao i
iterativnih procesa za re$avanje sistema nelinearnih jednacina
bice re¢i u petoj glavi. S obzirom na poseban znacaj iterativ-
nih procesa u linearnoj algebri, problemi vezani za ovu oblast
bicfe tretirani posebno u &detvrtoj glavi. Napomenimo sada samo

ukratko o reSavanju sistema linearnih jednadina

> >
{(1.3.8) Ax = b,

gde su matrica A i vektori % i b kao u primeru 1.1.2. Rako se
sistem jednalina (1.3.8) moZe predstaviti (na beskona&no mnogo
na¢ina) u obliku

(1.3.9) % = Bx + 8,

gde su B = [b..] i 8= [B ces B ]T moZe se konstruisati
ij” nxn 1°°° "'n° 2 N .

iterativni proces sa operatorom x +> T(x) = Bx + 8.

S obzirom da je T linearan operator, na osnovu

st = 9]l = [|B(x - P lllBlix - 1

A

zakljulujemo da je ||B]|
ja.

< g <1l dovoljan uslov da je T kontrakci-

Dakle, ako je [|B|l £ q <1, sistem jednadina (1.3.8), £,

4. 2.

T

(1.3.9), ima jedinstveno reSenje i odgovarajuéi iterativni proces

> _ >
%ra1 = Tx) k =0,1,...)
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, -1 .
konvergira ka a=A b. Napomenimo da vrednost ||B|| zavisi od iz-

bora metrike u Rn.

3.2. KARAKTERISTIKE PROCESA

U ovom poglavlju se definisu osnovne karakteristike ite-
rativnih procesa - red konvergencije i asimptotska konstanta
greske, a zatim se daju neki postupci za ubrzavanje konvergen-

cije. U poslednjem odeljku uveden je pojam R-reda konvergenciije.

3.2.1. Red konvergencije iterativnih procesa

Neka su X Banach ov prostor i operator T:X -» X i neka
niz

(2.1.1) I Tuk (k=0,1,...)

konvergira ka tacki a € X.

Niz (2.1.1) definife iterativni proces za reSavanje ope-

ratorske jednadine

u = Tu.

Osim iterativnih procesa oblika (2.1.1),mogu se posma-

trati i op$tiji iterativni procesi oblika

(2'1.2) Uk_'_l = S(ukluk_l'o-a’uk_m+l) (kzm"l,m,...),

pri &emu s:x™ > X.

Definicija 2.1.1. Za iterativni proces koji konvergira ka a, ka-

Ze se da ima red konvergencije r ako je

-a|l = O (Huk—aHr) ,

{2.1.3) ||uk+l

tj. ako postoji konstanta A takva da je za dovoljno vekiko k

o ermall < Ape=all .

|A
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Oznac¢imo sa U(a) konveksnu okolinu tacke a. Tada, za
iterativni proces (2.1.1), umesto (2.1.3) u prethodnoj defi-
niciji, moZemo uzeti

Il Tu - al| = O(Ju-a|[") (ueU(a)).

Teorema 2.l.1. BRko je operator T:X - X r-puta Fréchet-diferen-

cijabilan u konveksnoj ockolini U(a), iterativni proces (2.1.1)

je reda r ako su ispunjeni slededi uslovi:

(o]

1¥ Ta = a,

o r " (r_l) _ .

27 Tlayr Tiayr+--r T(y) ~ su nula-operatori,

3° T(r) je nenula-operator sa normom koja je ogranicena

(u)
na U(a).

Dokaz. Neka w€U(a), ||T(n)|| < M, 1

q=Ta+r I CE TR (T—llT Tg;l) (u-a,. .. u-a).
k-1 puta

Tada na osnovu Taylor ove formule, imamo

1

l|Tau - gql] < sup HT(r) Jlu-alf,
=rl te [O,l] (a+t (u-a)) ||l Hr
tj. M

Nlmu-qll < =5 [Ju-affF.

Kako je, na osnovu pretpostavki teoreme, g = Ta = a, imamo

M

| Tu-al|l <allu-alf (A=r—f),

¢ime je dokaz zavrSZen.

U daljem tekstu, kada govorimo o iterativnom procesu re-

da r, pretpostavljacemo uvek da su ispunjeni uslovi teoreme 2.1.1.

Napomenimo da je red konvergencije iterativnih procesa ti-
pa (2.1.1) uvek prirodan broj, a da je kod procesa tipa (2.1.2)
realaﬁ broj (>1).
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U slucaju da je r=1, dovoljan uslov za konvergenciju

iterativnog procesa je 0<A<1,

Posmatrajmo sada slulaj kada je X =R.

Teorema 2.1.2. Neka je

X4 = cb(xk) (k=0,1,...)
iterativni proces reda r, gde je x+» ¢ (xX) r puta neprekidno-
diferencijabilna funkcija u okolini tadke a = linm Xy o Tada IJje

(r) o
-a Y
(2.1.4) lim — k172 _ ()

— a3y ¥ r!
ks+o (xk a)

Dokaz. Kako je ¢(a)=a i ¢ *)(a) =0(i=1,...,r-1), na

osnovu Taylor ove formule dobijamo

(2.1.5)  xp g = 00q) = a+r o) (avaix-a)) (g -a) T,
gde je 0 <0 <1, Rako je a = lim X i ¢(r) neprekidna funkcija,
K>+

deobom jednakosti (2.1.5) sa (xk—a)r i prelazom na graniénu vre-
dnost dobijamo (2.1.4).

Definicija 2.1.2. Velidina

| %41 ™ 2]

C_ = lim |r

krto | %, - a

naziva se faktor konvergencije ili asimptotska konstanta greSke.

Primedba 2.1.1. Iterativni proces kod koga je r=1 naziva se pro-

ces sa linearnom konvergencijom. Njegov faktor konvergencije Cl

mora biti manji od jedinice.

Primer 2.1.1. Neka se za izralunavanje vrednosti a = Q/N(N> 0)

koristi iterativni proces

Xk+l = @(Xk) (k=0'l’...),
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gde je

¢ (x) = x (m—l)xm-+(m+l)N.
(m+l)xm-+(m—l)N

Sukcesivnim diferenciranjem jednakosti

(2.1.6) g(x) 6 (x) = (n-1)™ & (m+l)nx,
gde je
g(x) = (m+1)x™ + (m-1)N,
nalazimo redom
(2.1.7) g(x) e’ (x) = -m(m+1)x™ Lo (x) + (m=1) (m+1)x™ + (m+1)N,
(2.1.8) g(x) 8" (x) = —2m (m+1) ¥ Lo’ (x) - m(m-1) (m+1) ™ 2o (x)
4m(m=1) (m+1)x™ L,
(2.1.9) g (%) #"(x) = =3m (m+1) ¥ Te" (x) - 3m(m=1) (+l)x™ S (x)

-m(m—Z)(m—l)(m+l)xm—3<1>(x)+m(r!1--l)2(m+l)xm_2

Kako je a© = N, iz (2.1.6) do (2.1.9) sleduje

‘ 2
(2.1.10) ¢m)=a,¢'m)=0,¢"@)=0&m@)=ln—l

2ko je |m| # 1, na osnovu (2.1.10) zakljudujemo da je

dati iterativni proces treceg reda. U ovom sludaju (2.1.4) se
svodi na

X -a " 2_
lim k+l 3 = ¢ 3(|a) = m %.
kot (x) ~a) ’ 12a

Primetimo da se za m=+1 funkcija ¢ svodi na konstantu
?(x) = N ili ¢(x) = 1/N.
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8.2.2. Aitkenov A2 metod

U ovom odeljku razmatrademo problem ubrzavanja konver-

gencije realnog niza {x , Xx0oji se generiSe pomodu

}
k keNo

(2.2.1) (k=0,1,...),

X1 = o)

pri Cemu je lim x
kate

k=a.

Pretpostavimo da je iterativni proces (2.2.1) sa linear-

nom konvergencijom, tj. da je

(2.2.2) X —a=Ckmk—w (k=0,1,...),

k+1

gde su Ck = C-de(k==0,l,...), C konstanta takva da je |C| <1
i 5k-+0, kada k++w.

Iz asimptotskih relacija

X -an C(x a) i x —a«,C(xk—a) (ko+w) ,

k+2 k+1 k+1

koje se dobijaju na osnovu (2.2.2), eliminacijom konstante C,
sleduje

X X - X 2
N k+27k k+1

R4 28Xy ¥y

a (k->+oo) .

Dobijena asimptotska relacija sugeriSe konstrukciju niza

{Xi}keN pomocu
o)
2
X X, =X .
(2.2.3) xx = K¥2k k+l (k=0,1,...).

k
Xy " 2% Py

Formula (2.2.3), medjutim, nije pogodna za primenu sa
numeridkog stanovista, pa se zato koriste njeni ekvivalentni

matematidki cblici

k+1l Tk

k42" 2 ¥4 ¥k

{x

(2.2.4) X],é:xk—x
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(x -x, ) (% -X )
k+1 k! Fr+2 k41
(2.2.5) XE = X g T /
Xypo T 2Xp gy T Xy
(Xk+2"xk+1)2
{(2.2.6) x*X = x - ’
k k+2 ~ ox =
X+2 k+1 " *k

gde je k=0,1,....

Poslednja formula se najfe$cée koristi u primenama, s ob-
zirom na izvesne prednosti nad formulama (2.2.4) i (2.2.5).
Naime, glavni deo u vrednosti x*, po formulama (2.2.4), (2.2.5)
i (2.2.6) je Xer ¥ppp 1% 5 respektivno. S druge strane, kako
je glavni deo u formuli (2.2.6) najpribliZniji vrednosti a (u
poredjenju sa Xy i Xk+1)’ to izlazi da ova formula, sa numeri-
¢kog stanovidta, ima prednosti nad formulama (2.2.4) i (2.2.5).

Navedene formule mogu se predstaviti pomodéu operatora A.

Na primer, formula (2.2.4) dobija oblik

— (k=0,1,...).
A Xy

(2.2.7) x

Slededa teorema ukazuje na to da niz {xi}kGN brze kon-
o

vergira ka a, nego niz {Xk}keNo'

Teorema 2.2.1. Neka je za niz {Xk}kGNo’ xkyfa i

X 4178 = (C+6k)(xk—a) (|C]<L, éif& Gk = 0),

tada Jje
x*¥-a

(2.2.8) lim =% = 0,

K> +eo k
gde je a = 1lim Xy -

k >4
Dokaz, Neka je e, = X -a. Tada je ek+l = (C+6k)ek i

pxy = beyp = e ((C=1) + §,),
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ATx, = A2

. e, =e ((C+6 )(c+6k)—2(c+6k)+l)

k+1

e, ((c-1)%4+v ),

gde je Yk==C(6k+l-+6k)-26k-k6k6k+l. Primetimo da uslov

lim 6k==0 implicira uslov lim y_ = 0.
Koo K>to K

Da bismo dokazali (2.2.8) podijimo od (2.2.7).

Kako je e, #0, C#1 i v, =0 (k»+=), imamo Azxk=0, &to

zna¢i da je niz {Xﬁ}kGN definisan pomoéu (2.2.7) za svako k.
o
Tada je, na osnovu prethodnog,

((c-1)+5,)7
x¥ -a=e -~ e

tj.
xt-a v, -2 (C-1)6, ~52
lim % -a - lim 5 =0,
k>+e Tk k>4 (C=1)"+y,

¢ime je dokaz zavrsden.

Navedeni postupak ubrzavanja konvergencije niza {Xk}keN
0

poznat je kao Aitkenov A2 metod.

U daljem razmatranju ovog metoda uveSéemo dodatnu pret-
postavku za iterativni proces (2.2.1). Naime, neka je

Ok = exSxr
pri &emu Wy > Wy kada k=»+~, Tada (2.2.2) postaije
e = Ce, + ® e2
k+1 k k7k’

gde smo stavili e, =%, ~a. Jasno Jje, medjutim, da svi iterativ-

ni procesi sa linearnom konvergencijom ne poseduju ovu osobinu.

Teorema 2.2.2. Neka su'isPunjeni uslovi teoreme 2.2.1 sa
8 kada k-»>+«). Tada ije

K T wx (g oy
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X* -a
k Cuw
(2.2.8) lim = -1

k4o (xk-a)2

Dokaz. S obzirom da je

2
x %k

Yk-Z(C—l)G (C+6k)(6k+l-6k)

e, (C+8,) (o) 4q (C+8))=w,),

2 .
] * — -
imamo xk a akek' gde smo stavili

=(C+5k)(mk+l(c+5k)—mk)

a

k a2 :
(C-1) "+ry
Kako je, dalje, lim oy = é%%, iz prethodnog neposredno sleduje
k>+e

(2.2.8).

Teorema 2.2.3. Ako su ispunjeni uslovi prethodne teoreme vaZi

x¥ .-a
(2.2.9) lim ol o 2
kteo Xk

Dokaz. Na osnovu dokaza prethodne teoreme i jednakosti

(2.2.2), imamo

xX¥ - o e 2
k+1 _ k+1l7k+1
x¥-a 2

k akek

o
— k+l(c+6 )2,
ak k

a

odakle sleduje (2.2.9).

Primedba 2.2.1. Iz teoreme 2,2.3 sleduje da je i transformisani

niz {x sa linearnom konvergencijom, ali je njegov faktor

e
k "keN

konvergencije manji nego kod niza {x (C2< lc| <1).

x 'ken
O

Primedba 2.2.2, Posmatrajmo iterativni proces Xpp] = ¢(xk)

(k =0,1,...), gde x € [¢,8]. Ako za iterativnu funkciju

¢:[a,8] > [a,8] pretpostavimo uslove:

13 Numeric¢ka analiza — I deo
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o

1 ¢€C2[a,B],

(o]

2° |e’(x)]| <1 za svako x€[a,8],

na osnovu Taylor ove formule, imamo

_ _ ' L 2

gde su a = lim
k>4

Xpr € =% -a 1 £k=a+ek(xk—a) (0 @ <1).

Kako iterativni proces, definisan na ovaj nadin, zadovo-
ljava uslove teoreme 2.2.2 sa
1

— ’ : —_ T an
C = %' (a) 1wy = 2¢ (Ek),

t0 na cosnovu (2.2.8) imamo

lim

Primer 2.2.1. Primenom formule

Kt (xk—a)z

X*-a
k

_1le"(a)e’(a)

6" (a)=-1

pomoéu procesa X 41 =cos:ﬁ{(k=0,1,..

K X xﬁ

0 1.000000 0.728010
1 0.540302  0.733665
2 0.857553 0.736906
3 0.654290 0.738050
4 0.793480 0.738636
5 0.701369 0.738876
6 0.763960 0.738992
7 0.722102 0.739042
8 0.750418 0.739066
9 0.731404

10 0.744237

(2.2.6) na niz koji se generise
.) sa xo=l, dobijamo

Primetimo da x¥* aproksimira koren jednadine cos x-x =10

5
sa Cetiri ta&ne decimale.
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$.2.8. O metodima bliskim Aitkenovom metodu

Posmatrajmo iterativni proces
(2.3.1) Xpy1 © ¢(xk) (k=0,1,...).

) : . _ _ _ 2
Kako je x4 = ¢(xk) i xk+2"¢(xk+l) = ¢(¢(xk)) = ¢ (ka

formula (2.2.3) iz prethodnog odeljka moZe se predstaviti u ob-

liku

(2.3.2) Xﬁ = w(xk) (k=0,1,...},

gde je
%82 (x) - 8 (x) 2
(2.3.3) ¥v(x) = — ]

o7 (x)-2¢ (x) +x

Funkciju v, definisanu sa (2.3.3), Steffensen (videti na
primer [8, str. 241-246]) je dobic primenom metoda sedice (vide-

ti odeljak 5.1.4) na reSavanje jednaéine
F(x) = x - ¢(x) = 0,

ne uvodedéi pretpostavku o redu konvergencije procesa (2.3.1).
Dakle, za razliku od Aitken ovog A2 metoda, definisanog

sa (2.3.2), Steffensen je dosSao do procesa

X411 = W(Xk) (k=0,1,...).

OpS$tiji metod za ubrzavanie konvergencije dao je Hausehol-

der (videti [3]), posmatrajuéi dva iterativna procesa reda r

(3) _ (3) c_ . =
Xk+l = ‘bj(Xk ) (]—1121 k=0,1,...),

koji konvergiraju ka x=a i definisanjem funkcije Wl pomocu

Xo, (¢4 (%)) =0, (x)0, (x)
(2.3.4) v (x) = ~12 12 :
x—¢l(x)—¢2(x)+¢1(¢2(x))

13*
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Slededi rezultat odnosi se na iterativni proces

(2.3.5) X4y wl(xk) (k=0,1,...).

Teorema 2.3.1(Hauseholder). Ako je
(¢i(a)-l)(¢2(a)-l) # 0

iterativni proces (2.3.5) ima red konvergencije 2r-1 ako je

r>1, ili dva ako je r=1.

Primedba 2.3.1. Za ¢1'=¢2==¢ (2.3.4) se svodi na (2.3.3).

Pod pretpostavkom da je dato m iterativnih procesa

(3)

— (j) J = . —
Xk+l"¢j(xk ) (:]"l,--.,m’ k—o,l,-.-)'

¢iji je red konvergencije r, u radu [9] dato je sledefe uopdte-

nje prethodnih rezultata.

Teorema 2.3.2. Ako je

() =4 (g (mrp g (0, 0D 0),

(bp:q:---rsrt
X %i 1 i (%)
_ 1°727°"*'"n

Dn(x) = ’
o.(x) ¢, . . (x)
] Jprdarr e rdnay
x=9, . (%) 1

11,12,. ’ln

An(x) =
o (X) =6, . (x) 1
J J]_'JZ""'JI‘H'].

(j’ ia' jB e{l,z,...,m}, a=l,2,...,n, B =l’2'-.-,n+1),

1-¢5(a)-¢f (a)¢; (a)...¢! (a) +¢!f (a)el (a)...¢: (a)#o0,
J 1 1 ln Jl 32 Jn+l

1 2

. o o - -1 _
iterativni proces definisan pomocu xk+l-Dn(xk)An(xk) (k=0,1,...),
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ima red konvergencije rn-+r-l, ako je r>1, ili dva, ako je r=1.

3.2.4. Dva op#ta metoda za ubrzavanje konvergencije
iterativnih procesa

U ovom odeljku dademo jedan op3ti prilaz ubrzavanju kon-
vergencije iterativnih procesa. Naime, metodi koji €e biti iz-
lo¥eni omogudavaju dobijanje iterativnih procesa viSeg reda, ako

se podje od nekog poznatdg iterativnog procesa.

Neka se niz {x koji konvergira ka tacdki a generise

k' ken_
pomocéu

(2.4.1) X (k=0,1,...).

kel = ¢

U radu [4] dokazana je sledecda teorema.

Teorema 2.4.1. Neka je (2.4.1) iterativni proces sa konvergen-

cijom reda r, funkcija ¢ (r+l1)-puta diferencijabilna u okoli-

ni graniéne talke a i neka je ¢’ (a) # r. Tada je

_ 1 -
Xy T 0% F T (xp) (kX )y
ti. I -
y _ ¢ (2 ) (Xk)xk__x Xy
k+1 =Xy T 1,
1 -_1—r¢' () -2 ¢ (x)

iterativni proces najmanje reda r+l.

Na dalje posmatracdemo iterativne procese u Banachovom

prostoru.

Neka je X Banachov prostor, operator T:X -+ X i neka niz
"koji se generiSe pomodu
(k=0,1,...)

(2.4.2) = Tu

Up 41 k

konvergira ka a € X. Jednakost (2.4.2) definife iterativni proces

za reSavanje operatorske jednadine u=Tu. Sa U(a) ozna&imo kon-

veksnu okolinu granidne tadke a.
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U pomenutom redu [4] navedena je sledefa teorema, koja

predstavlja generalizaciju teoreme 2.4.l.

Teorema 2.4.2. Neka je (2.4.2) iterativni proces reda r, ope-
rator T:X +X (r+l) - puta Fréchet-diferencijabilan u okolini

U(a) i neka postoji inverzan operator [I'-%Tzui]—l kada u€U(a).
Tada je
1

~1
= Gu, = U - [I-—~T’ )] (u -Tuk)

Yk+1
iterativni proces najmanje reda r+l.

Osnovni nedostatak metoda, definisanog poslednjom teo-

1

remom, je $to zahteva nalaZenje inverznog operatora I—-;T}u)]_l,

g§to je u vedini sludajeva vrlo sloZeno.

Sada ¢emo izloziti jedan metod za ubrzavanje konvergen-
cije iterativnih procesa, koji ne zahteva nalaZenje inverznog
operatora (videti [6]). NaZalost, ovaj metod se ne moZe prime-

niti za ubrzavanje procesa sa redcom konvergencije jedan.

Teorema 2.4.3. Neka je (2.4.2) iterativni proces sa konvergen-

cijom reda r(22) i neka operator T:X- X (r+l) - puta Fréchet-

diferencijabilan u okolini U(a). Tada je

_ _ 1 _ _
(2.4.4) U1 = Fuk = Tuk = T(uk)(uk Tuk) (k=0,1,...)

iterativni proces najmanje reda r+l.

Dokaz. Neka u€U(a). S obzirom da je iterativni proces
(2.4.2) sa konvergencijom reda r i operator T (r+l)-puta Fré-
chet~-diferencijabilan u U(a), to su ispunijeni uslovi teoreme

2.1.1.

Na osnovu Taylorove formule imamo

’ __1— (r) - _ _
(2.4.5) T(u)'—(r—l)! T(a)(g‘?,...,u a) +W(a,u-a),
r-1 puta
(2.4.6) Tu = a + L T(r)(u—a u-a) + w( -a)
.4, 1 T(a) see ey a,u-aj,

r puta
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Iw(@,u-a)] =0(lu-aly i [lw(a,u-a)|l = 0(lu-a[f*).

S obzirom da je Tzu) linearan operator, to se (2.4.4)

moZe predstaviti u obliku
Fu—a=Tu-a-l T (u—a)+l T' . (Tu-a)
r ~{u) r " (u) )

Koriscéenjem (2.4.5) i (2.4.6), dobijamo

Fu-—a==w(a,u—a)-—%¥ﬂ(a,u—a)(u—a)-+% T?u)(Tu-a),
odakle sleduije
i
IPu-all <lbr (2 ma)l| + £ 1 (@ u-a) |- lumal| + £l Il Tu-a .

Kako Je ||T{yll =O(lu-all ™) i [|1u-all= O(|u-al ")

pri r >2, najzad dobijamo

+
r l),

IFu - all= O] u-al

¢ime je dokaz teoreme zavrsen.

Sada €emo dati dokaz teoreme 2.4.2.

Dokaz teoreme 2.4.2, Neka u€U(a). Formuli (2.4.3) moZe

se dati sledeci oblik

[I-—%Tzu)](u—Gu) = u- Tu,

t7.

oy — Lo -
Gu = Tu rT(u)(u Gu) .

r
(u)
predstaviti u ekvivalentnom obliku

S obzirom da je T linearan operator, (2.4.3) se moZe

P P - 1ny -
Gu-a=Tu-a rT(u)(u a)4-rT(u)(Gu a)

odakle, koriscenjem (2.4.5) i (2.4.6), dobijamo
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1

Gu-a=w(a,u-a) - %W (a,u~a) (u~a) +;T’(u) (Gu-a) .

Iz poslednje jednakosti sleduje

1ppr
(1 -zl Dlleu-all <[lw(a,u-al| +2 |[W(a,u-a)|

u-all,

t].
leu=-al| = O(lu-a) ¥}y,

¢ime je dokaz zavrSen.
Teorema 2.4.4. Neka je (2.4.1) iterativni proces sa konvergen-

cijom reda r(>2) i funkcija ¢ (r+l)-puta diferencijabilna u oko-

lini graniéne tacke a. Tada ije

Rea1 = 0050 — % 07 (%) (- alx))  (k=0,1,...)

iterativni proces najmanje reda r+l.

Ova teorema je posledica teoreme 2.4,3.

3.2.5. R-red konvergencije iterativnih procesa

U ovom odelijku ukazacemo na jedan poseban tretman kon-
vergencije iterativnih procesa u prostoru X =Rn, koji je uve-
den od Ortege i Rheinboldta (77 .

Definicija 2.5.1. Neka je (%)} proizvolian niz u R® koji

konvergira ka 3. Tada se brojevi

lim sup Hﬁ(k) -3a ”l/k, ako je p=1,
lim sup ”ﬁ(k) -3’”1/9 , ako je p 1,
k—> +w

nazivaju faktori konvergencije po korenu, ili kracde R - fakto-
(k)
(x

ri niza . Ako je IP iterativni proces sa aranilnom tac-

kom a i C(IP,g) skup svih nizova generisanih pomodu IP, koji

. N - v
konvergiraju ka a, tada se velicina

Rp'(IP,E) =sup3Rp{§(k)} 1% v ecar,d)] (Lep <+
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naziva R - faktorom iterativnog procesa u tacki a.

primedba 2.5.1. Ako niz f§(k)} konvergira ka a, tada posto-

ji k0 takvo da je
o < 1% -3 <1 za svako k 2k,
odakle zakljudujemo da je O ;Rp{g(k)} <1 =za svako p >1.

Sada navodimo bez dokaza dve teoreme:

Teorema 2.5.1. Neka je {Q(k)} proizvoljan niz u R™ koji kon-

veragira ka a. Faktor R {;(k)} ne zavisi od izbora norme u R"
ni za jedno p€ [1,+m). Takodje, R - faktor Rp(IP,g) iterativnog

procesa je nezavisan od izbora norme.

Teorema 2.5.2. Neka je IP iterativni proces sa agranicnom tacd-

kom a. Tada vazi jedan od sledecih uslova:
a) RD(IP,E) =0 za svako p € [1,+=);
b) RD(IP,Q) =1 za svako p € [1,+=);
c) P;stoji pO€5[1,+w) takvo da je RD(IP,Q) =0 za svako

p € [1,po) i Rp(IP,g) =1 za svako p€ [po,:roo) .

Na osnovu prethodnog moZe se uvesti tzv. R -red konver-

gencije iterativnih procesa:

Definicija 2.5.2. R ~red konvergencije iterativnog procesa u

tadki a je velidina
+=  (ako je Rp(Ip,S) =0 za svako p € [1,+=)),
Op (IP,3d) =
inf {p€ [1,+=) IR _(1P,d) =1} (u ostalim
P slucajevima) .

Primetimo da ovako definisani R -red konvergencije ite-
rativnog procesa ne zavisi od izbora norme u R Takodje, pri-
metimo sledede ¢injenice:

- Ako je Rp(IP,g) <1 za neko p€ [1,+=), tada je R -red
ne manji od p, tj. vaZi Or(IP,g) >DP3

- Ako je Rq(IP,E) >0 za neko g€ [1,+=), tada za R -red
vazi OR(IP,g) <d;

- Ako je 0 <RP(IP,§) <1 za neko p€ [1,+=), tada Je
0g (IP,a) =p.

U slucaju kada je 0 <R1(IP,§) <1 kazZemo da je konver-
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wq. 2 > . . C g
gencija procesa u tacki a R -linearna. Ako je, medjutim,

Rl(Ip,é’) =0 ili Rl(:cp,a’) =1, za konvergenciju ka%emo da je

R - podlinearna, odnosno R - nadlinearna.

Kada uporedjujemo konvergenciju dva iterativna procesa

IPl i IP2 postupamo na sledeéi naéin: Najpre, uporedimo R -red,

tj. velidine OR(IPl,g) i OP(IPz,g), pri Zemu je brZi onaj pro-
ces koji ima veéi R -red. Medjutim, ako je oR(Ipl,E) =oR(1p2,§)
=p , tada uporedjujemo R - faktore za p =p. Ako je, na primer,

> . [V
Rp(IPl,E) R5(1P,3) tada je IP, brzi od IP,.
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GLAVA 4

Numeri€ki metodi u linearnoj algebri

4.1. ELEMENTI MATRICNOG RACUNA

U ovom poglavlju se daju osnovni elementi matri&nog ra-
Suna koji su neophodni za pradenje izlaganja u sledeéim pog-

lavljima.

4.1.1. Operacije sa matricama razbijenim na blokove

Definicija 1.1.1. Ako se matrica A tipa mxn mreZom horizontal-

nih i vertikalnih pravih razloZi na viSe matrica, kaZe se da je
matrica razbijena na blokove.
P q
Blokovi su matrice A,. tipa m,xn.,, I m,=m, £ n,=n
ij iy L0001 ]
i=1 j=1
Operacije sa matricama razbijenim na blokove su formalno
iste sa operacijama kod obi¢nih matrica. Naime, vaZe sledeci re-

zultati:

Teorema 1.1.l1. Neka su matrice A 1 B razbijene na blokove, tj.

All PR Alq Bll c e qu
A =] . i B =| I ?
A A B
pl rg pl qu

-4

gde su Aij i Bij matrice istog tipa. Tada je

N
(=)
w
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ceoe A
cA.y .c 1q Ay +Byy e Alq+qu
CA = . i A+B = E
CA CA A +
pl Pg pl Bpl qu'beq
gde je c¢ skalar.
Teorema l1l.1.2. Neka je
Byp oo Big Byp -+ Byg
A = . i B = : ’
A A B B
pl Pq gl gs
gde je broj kolona bloka Aij jednak broju vrsta bloka Bjk
(i=1,...,p; 3J=l,...,9; k=1,...,s). Tada je
Ci1 ++- Cis
AB = : ’
Cpl Cps
de S i l
gde je C,y = jzl Aiijk (i=1,.0.,p; k=1,...,s).
Primer 1.1.1. Neka su
5 2 0 0 1 -2 -1 0 0
2 1 0 o -2 5 2 0
B =110 o0 8 3| 8= 7 -3
0 0 5 2 0 -5 8
Ako stavimo
5 2 8 3 1 -2 -1 2 -3
By < v Boyy = r Byg = r Byy =
2 1 5 + 2 -2 5 2 -5
imamo
B11B1 0
AB =
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Kako je
(s 2] [1 -2 -1] 1 0 -1
By1Bpy © . =
2 1] |-2 5 2 | o 1 0
-.H -
(8 3] [ 2 -3 (1 0
ByaByy = . = ’
| 5 N; | -5 8 | 0 1
dobijamo
1 0 -1!0 o0
0 1 0,0 0
AB = 19 o of1 ol
(0 0 0,0 1

Teorema 1.l1.3. Neka je

regularna matrica, gde su PHH i >mw kvadratne matrice. Ako je

matrica wmm regularna, tada je
U s SR P
A = r
Xo1 %22
gde su
X.. = (B, - A, Ao ia V..H X.. ==X, A, AL
11 11 1277227721 ’ 12 1177127722
X.. =-a_ia x X nwupﬁuw X,.)
21 22721411 22 P22 217127 *

Primer 1.1.2. Za matricu

el \S S = S o ]

N W O

N oY B~
=Y

odredidemo A”Y. Neka su
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Na osnovu teoreme 1l.1.3, imamo

-1 3
-1, -1 _ 1
X171 = (Byq = BAy5R5R,) 6 '
-7 -3
(-7 20
_ -1 _1
X12=7%11812805 T § ’
L 5 =10
[ 9 3
- a1 _ 1
X501 = B90B51%91 T % '
33
-3 6
Xgp =B (I=RA 1 X15) =%
-3 6
Dakle,
-1 3 : -7 20 |
-_— -— I —
S T A S N
9 3, -3 6
3 3, -3 6 |

Definicija 1.1l.2. Kvadratna matrica A ima svojstvo (A) ako se

permutacijom vrsta i kolona moZe svesti na oblik

i i
D, F, 0 0 .0 0

E, D, F, O 0 0

0o E, D, F, 0 0 |«
o 0o o o Bp-1

gde su Dj(j=1,...,m) dijagonalne matrice, a Ej i Fj (3=1,...,
m-1} pravougaone.
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4.1.2. LR faktorizacija kvadratne matrice

Cesto se kod reSavanja sistema linearnih jedna&ina ja-
vlja problem predstavljanja kvadratne matrice kao proizvod dve

trougaone matrice. Ovaj odeljak posvecen je ovom problemu.

Teorema 1.2.1. Ako su sve determinante

11 1k
by = E (k=1,...,n-1)
%k1 Ak
razlidite od nule, matrica A = [a..] moZe se predstaviti u
ijinxn
cbliku
(1.2.1) A = LR,

gde je L donja i R gornja trougacna matrica.

Trougaone matrice L i R reda n, imaju oblike:

(L.2.2) L = (g, =0 <=1 < 3),

[zij]nxn ij

(1.2.3) R (r,. =0 <=1i » j).

(7, 5] ;
ijinxn ij

Razlaganje (1.2.1), poznato kao LR faktorizacija (dekom-
pozicija), nije jedinstveno, s obzirom na jednakost

1
c

LR = (cL) (=R) (Vc #£0).

Medijutim, ako se dijagonalnim elementima matrice R (ili L) fik-
siraju vrednosti od kojih nijedna nije jedraka nuli, razlaganje

je jedinstveno.

S obzirom na (1.2.2) i (1.2.3) i imajuéi u vidu da je
min(i,3j)
a,. = ) L (i,3=1,...,n)
ij k21 ik7kj
elementi matrica L i R mogu se lako odrediti rekurzivnim pos-
tupkom, ukoliko se unapred zadaju elementi rii(#O) ili 24

(#0) (i=1,...,n).
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Tako, na primer, neka su dati brojevi rii(#O)(i=l,...,n).

Tada vaZi

a
11
(l) £ = T
11 rll
N ]
11 ey
(i=2,...,n);
.. = il
il rll
1 i-1
(1) i1 TE @i T L taxTke)
1 i-1

T30, Py T L faky) (i=2, .. ,m).
1-1

_kil ljkrki)

(j=i+l p ove o IT)

1
L., =—(a.
ji rii ji

Sli¢no bismo mogli iskazati i rekurzivni postupak za od-
redjivanje elemenata matrica L i R ake su unapred dati brojevi

Eii(#O)(i=l,...,n).
U primenama, najleSée se uzima rii==1(i=1,...,n) ili
253 = 1(i=1,.../n).

Primer 1.2.1. RazloZimo matricu

1 4 1 3]
Ao |0 -1 2 -1

3 14 4

1 2 2

u obliku (1.2.1), tako da jediniénu dijagonalu ima
a) matrica R; b) matrica L.

a) Kako je ri; = l1 (i=1,...,4), na osnovu izloZenog re-

kurzivnog postupka, imamo redom:

(1) 217 = L

Iy, = 4, 221 =0, r
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(2) fyp = -1
Y3 = T2r L35 T 25 Tou = Ly g4, = 725
T34 = 721 243 = 73
(4) 244 = 2.
bDakle, dobili smo
1 o0 0 1 4 1 3
0o -1 0 0 1 -2
L=1s3 ol * B =lo o 1 -2
1 -2 -3 2 o o o0 1
b) Polazeéi od 2i5 = 1 (i=1,...,4), imamo redom
(1) Iy = 1,
Tip=4r 25150, Xyg=1y 94753, Ty4=3, 84,1
(2) r22=-—l,
Tp3 =20 235772, Ty =71, 0y, =25
(3) r33-5,
Yo, =10, 1,,=-3/5;
(4) Ty = 20
tj'
1 0 0 0 1 4 1 3
o 1 0 0 0o -1 2 -1
L=1l3 2 1 o *R=o 5 -10
1 2 -3/5 1 0 0 2

U primenama vrlo &esto se javljaju viSedijagonalne mat-

rice, tj. matrice €iji su elementi razliditi od nule samo na
glavnoj dijagonali i oko glavne dijagonale. Na primer, ako je

3 4 £0 za |i-j| <1 i a;;=0 za |i=j| > 1, matrica je trodija-

gonalna. Obi¢no elemente ovakve matrice predstavljamo vektorima

(az,...,an): (blr---rbn)l

14 Numcricka analiza — I deo

(cl,...,c

n-1

). t

j.
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b, © 0...0 0
a, by ¢
(1.2.4) A=]0 a, b, .
o 0o o a_ b_

Ako je 3,5 £0(|i-3]<2) i a5 =0(|i-3j]|>2), imamo slu&aj
pentodijagonalne matrice.

Pretpostavimo sada da trodijagonalna matrica (1.2.4) is-
punjava uslove teoreme 1.2.1. Za dekompoziciju ovakve matrice
dovoljno Jje pretpostaviti da su

i B, O 0 ... 0 0 T
o B 0 0
2 2
L = (B B --.B #0)
0 a4 63 0 0 172 n
| 0 0 0 oL By
i
[ 1 ¥, 0 ... 0 0]
Y2 0
R = 0 1 0 0
| O 0 0 o 1]

Uporedjivanjem odgovarajuéih elemenata matrice A i matrice

r .. 0
B Biv: 0 0
ay agYp By BoYy
0 aq a3y2+83 0 0
LR =
+
i 0 0 0 %“n OtnYn—l BnJ

dobijamo sledece rekurzivne formule za odredjivanje elemenata Gy

) : c
Bil Yi' _b =—l
8y = Py 178,
Ci
(1.2.5) a;, = a4y Si=bi-aiYi—l’ Yy < EI (i=2, (-1,
¢n = 8y Bn=Pn -1
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4.1.8. Sopstveni vektori i sopstvene vrednosti matrica

Definiciia 1.3.1, Neka je A kompleksna kvadratna matrica reda n.

-
Svaki vektor xeCn, koji je razlidit od nula-vektora, naziva se

sopstveni vektor matrice A ako postoji skalar * €C takav da Je

> >
(1-3.1) A = AX

Skalar A naziva se odgovarajuca sopstvena vrednost.

S obzirom da se (l1.3.1) moZe, predstaviti u obliku

> >
(A - AI) x = O,

<+

zakljucujemo da jednadina (1.3.1) ima netrivijalna re3enja (po

ako i samo ako je

Definicija 1.3.2. Ako je A kvadratna matrica, polinom

A»p(A) = det(A - A1) naziva se njen karakteristiéni polinom, a

odgovarajuéda jednacdina P(A) =0 njena karakteristié¢na jednacina.

Neka je A= [a 1 Karakteristidéni polinom moZe se

ij'nxn °
predstaviti u obliku
a7 A %1n
by = |2t @z~ 32n
énl 2n2 ahn~
ili
P(1) = (-1 0 2P hap AT - k-1,

gde je Py zbir svih glavnih minora reda k determinante matrice A,
tj.
iji5...1

x
Py = ) det (A, . ).
k 1sij<ip<...<iy<n Titer--tk

Primetimo da je

14*
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n
P, = Za... = +traA i pn=det(A).

Cesto se umesto karakteristidnog polinoma P koristi tazv.

normiran karakteristidni polinom H, definisan pomodéu

H(Y) = (-1)7p(}) An=2

i

A n-1 _ _\ 0
P2 TP, ceet(=1)p, .

Sopstvene vrednosti matrice A (tj. nule polinoma P)

Xi(i=l,...,n) oznadavademo sa Ki(A).

Definicija 1.3.3. Skup svih sopstvenih vrednosti kvadratne ma-

trice A naziva se spektrom te matrice i oznacdava se sa Sp(A).

Definicija 1.3.4. Spektralni radijus e (A) kvadratne matrice A
je broj

p(A) = max|li(A)
i

Teorema 1.3.1, Svaka matrica je, u matriénom smislu, nula svog

karakteristiénog polinoma.

Ova teorema je poznata kao Cayley-Hamiltonova teorema.

Teorema 1.3.2. Neka su Al""'An sopstvene vrednosti matrice A

reda n i neka je x¥ Q(x) skalarni polinom stepena m. Tada su
QM) senny Q)
sopstvene vrednosti matrice Q(a).

Teorema 1.3.3. Neka su Xl,...,kn sopstvene vrednosti regularne

matrice A reda n. Tada su

-1 -1
S UEAREREN

. , -1
sopstvene vrednosti matrice A .

Teorema 1.3.4. Sopstvene vrednosti trougaone matrice jednake su

dijagonalnim elementima.

Slededa teorema daje rekurzivni postupak za nalaZenje ka-

rakteristidnog polinoma trodijagonalne matrice (1.2.4).
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Teorema 1.3.5. Neka je

by ¢, 0 ... 0]
5 b, ¢
%2 P2 %2 B K )
A = | i H (2) = (-1)"det (A, ~2I).
[0 0 o0 by |

Normiran karakteristi&ni polinom AP*H(A)(=Hn(A)) matrice

A(=An) dobija se rekurzivnim postupkom
Hk(A) = (l—hk)Hk_l(l)—ak_lck_lﬂk_z(x) (k=2,...,n),

gde su HO(K)=1 i Hl(X)=X—bl.

Definicija 1.3.5. Za matricu B kaZe se da je sli¢na matrici A

ako postoji bar jedna regularna matrica C, takva da je

B = ¢ Yac.

Teorema 1.3.6. Sli¢ne matrice imaju identicne karakteristié&ne

polinome, a samim tim i iste sopstvene vrednosti.

4.1.4. Specijalne matrice i njihove osobine

Neka je A=[aij]m§n fai.GC). Sa A oznac¢idemo konjugovanu

matricu matrici A, tj. A=[aij - 2.
transponovanu matricu od A. Nadalje, matricu A~ oznaCavademo sa A*.

dok éemo sa AT oznacCavati

Lako se uolavaju sledece osobine

(A+B)* = A*+B*, (AB)*=B*A*, (A*)*=A,

(A*A)*=a*A, detA*=deth, (A Y)*=(a*) 1.

Definicija 1.4.1. Ako za kvadratnu matricu A vaZzi jednakost A=AT,

matrica A se naziva simetridna matrica.

Definicija 1.4.2. Ako za kvadratnu matricu A vazi A=A%*, matrica

A se naziva hermitska matrica.

Definicija 1.4.3. Ako za kvadratnu matricu A vaZi A=-A*, matrica

A se naziva kosohermitska matrica.

Definicija 1.4.4. Ako za kvadratnu matricu A vaZi A*A=I (I jedini-

¢na matrica), matrica A se naziva unitarna matrica.
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Definicija 1.4.5. Ako za regularnu matricu va¥i AT=a"

; matrica
A se naziva ortogonalna matrica.

KoriZ¢enjem skalarnog proizvoda dva vektora §==[xl...xn]T
i §==[yl...yn]T, definisanog pomoéu

(X,37) =J*x =

e 3

X.V. s
j=1 1%

uslov za hermitsku matricu (A =A*) moZe se predstaviti u ekvi-
valentnoj formi

(A%,¥) = (%,Ay) Wx,yech.

Sli&no se uslov za kosohermitsku matricu (A =-A%*) moZe
predstaviti u obliku

(AX,¥) + (X,89) = 0

Definicija 1.4.6. Hermitska matrica A naziva se pozitivno defi-
nitna ako je za svako % #0 ispunjen uslov

(1.4.1) (a%,X) = %*A%