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PREDGOVOR 

Zbirka resenih zadataka je pisana po vazecem nastavnom programu 
predmeta Matematika II za studente Tehnoloskog fakulteta u Les
kovcu, a takode moze korisno posluziti i drugim studentima kojima 
odgovara sadrzaj i obim obuhvacen ovom Zbirkom. Ispred svake ce
line dat je pregled najvaznijih definicija i teorema. Teorijske osnove 
ove Zbirke predstavlja odgovarajuCi udzbenik Matematilm II, sa ko
jim ova Zbirka zadataka Cini nerazdvojnu celinu. U skladu sa tim, 
u ovoj Zbirci zadataka zadrzane su oznake koriscene u pomenutom 
udzbeniku. 

Materijal izlozen u ovoj Zbirci rasporeden je u pet celina - glava. 
U prvoj glavi obradeni su numericki i stepeni redovi sa primenama. 
Druga glava sadrzi visestruke, krivolinijske i povrsinske integrale. U 
trecoj glavi dati su elementi vektorske analize sa elementima teorije 
polja. U cetvrtoj glavi obradena je Laplaceova transformacija sa pri
menom na resavanje diferencijalnih jednacina, dok peta glava obuh
vata elemente teorije verovatnoce. 

Skoro svaki zadatak je u potpunosti resen, osim malog broja za
dataka koji su ostavljeni citaocu za samostalni rad. 

Verujemo dace ova Zbirka resenih zadataka, zajedno sa pomenutim 
udzbenikom, u mnogome olaksati studentima Tehnoloskog fakulteta 
u Leskovcu pripremanje ispita iz Matematike II. 

Recenzent, dr Nenad Calcic, proCitao je rukopis i svojim primed
bama poboljsao prvobitni tekst ove Zbirlce zadataka, na cemu mu 
autori srdacno zahvaljuju. . 

Obradu teksta na racunaru izvrsili su autori. Konacno sredivanje 
teksta, kao i crtanje slika, uradio je mr Dragan Dordevic, asistent 
Filozofsog Fakulteta u Nisu. 

Leskovac, novembar 1997. Au tori 
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I GLAVA 

TEORIJA REDOVA 

(1) 

L NUMERICKI REDOVI 

1.1. Redovi sa pozitivnim Clanovima 

Neka je (an) proizvoljan niz realnih brojeva. Izraz oblika 

00 

a1 + a2 + a3 + · · · + an + · · · = L an 
n=l 

naziva se rwmericki ( brojni) Ted, pri c,emu je a11 opsti clan recla ( 1 ). 

Izraz oblika 

(2) 
n 

Sn = L ak = a1 + a2 + · · · + an 
k=l 

naziva se n-ta parcijalna suma recla (1 ). 

Kaze se cla je red ( 1) konvergentan ako njegov niz { Sn} parcijalnih 
suma konvergira. Drugim reC-ima, ako postoji lim Sn = S, kaze se 

'It-tOO 

00 

ela reel (1) konvergira i ima sumu (zbir) S, sto se zapisuje S = I: a 11 • 

n=l 

Ako reel konvergira, onda lim an = 0 
~ n-+oo 

Ako je S = +oo ili S = -oo, ili S ~1e postoji, reel (1) je divergentan. 

Ostatak Rn red a ( 1) clat je sa / __ 

Ako reel (1) konvergira, tacla ostatak recla Rn tezi nuli lead n tezi 
beskonacnosti. 



2 TEORI.JA REDOVA 

00 

Teorema 1. Cauchyev potr'eban z dovoljan uslov da red I: an kon-
n=l 

vergira .ieste: 

(VE > O)(::JN(E) > O)(Vp > O)(Vn 2 N(E)) ISn+p Snl <E. 

Reel 

00 

(4) L dn, O.n 2 0, 
n=l 

naziva se reel sa pozitivnim clanovima. Niz (Sn) parcijalnih smna reda 
( 4) je rastnci, pa zato reel konvergira, ili, clivergira ka +oo. 

Ispitivanje konvergencije reclova sa pozitivr:.im clanovima efikas
nijtc se izvocli primenom brojnih kriterijuma (test ova) konvergencije. 
N avoclimo neke testove konvergencije, pri cemu se pozlVamo na red 
( 4 ). 

00 

Kriterijmni uporedivanja. (i) Neka je clat red I: bn, pri cemu 
n=l 

je za n 2 no ispunjena nejednakost an :S: bn. Tacla, iz konvergencije 
reda I: bn sledi konvergencija reel a I: an, a iz clivergencije recla L an 
slecli clivergencija recla. I: bn. 

( ii) Ako vazi jeclnakost 

-an-,_ lim ·· 
n-+oo bn - ''' 

(k: # 0, k: # oo), 

ta.da reclovi I: a11 i L bn istovremeno konvergiraju ili istovremeno 
divergirajn. 

Akci je k = 0, oncla iz konvergencije recla I: bn sledi konvergencija 
reel~·~'[:: aN: , a iz clivergencije rec}a I: a 11 slecli clivergencija reda I: bn . 

(iii) Ako je ispunjena nejeclnakost 

an+l < bn+l 

O.n bn '. 
n = 1,2, ... , 

oncla: 
1 a iz konvergencije recla I: btl slecli konvegrencija recla I: a11 : 



NUMERICKI REDOVI 

2~ iz divergencije reela L an sledi elivergencija reda L bn. 
Cauchyev kriterijum. Neka za red ( 4) vazi: 

lim 
n---+ CXJ 

Tad a 

( i) za q < 1, reel ( 4) konvergira; 

(ii) za q > 1, reel (4) divergira; 

\{ii;; = q. 

3 

(iii) za q = 1 pitanje konvergencije reda ( 4) ostaje nereseno, tj. red 
( 4) moze konvergirati, ili, divergirati. 

D'Alembertov kriterijum. Neka za red (4) vazi: 

-.- an+l 
lnn -- = q. 

n--+oo an 

Taela: 

(i) za q < 1, red ( 4) konvergira; 

(ii) za q > 1, red ( 4) divergira; 

(iii) za. q = 1 pita.nje konvergencije reela (4) ostaje nereseno, tj. reel 
( 4) moze konvergira.ti, ili, elivergirati. 

Raabeov kriterijum. Neka za red (4) va.zi: 

( 
an ) lim. n --·- - 1 = p. 

n=oo an+l 

Tad a: 

( i) za. p > 1, reel ( 4) konvergira; 

(ii) za. p < 1, red ( 4) divergira; 

(iii) za p = 1 pita.nje kovergeneije reda ( 4) ostaje nerei§eno, tj. reel 
(4) moze konvergirati, ili, clivergira.ti. 

Gaussov kriterijmn. Ako se za reel (4) in > n 0 , va.zi 

an _ l p An --- +- + I+cv' 
an+l n n 

gele je [An[< K, (I(> 0) (n = 1, 2, ... ) i O' > 0. Ta.cla: 



4 TEORIJA REDOVA 

(i) za l > 1, reel (4) konvergira; 

(ii) za l = 1 i p > 1, reel ( 4) konvergira; 

(iii) za l < 1, reel ( 4) clivergira; 

(iv) za l = 1 i p :S; 1, reel (4) clivergira. 

Cauchyev integralni kriterijum. Neka je f(.r) neprekiclna, poz
itivna i nerastuc.a funkcija za :r :::=:: a i neka je CLn = f(n). Tacla, reel 
( 4) i integral 

/

+oo 
f(a:)d:r:, 

. a 

istovremeno konvergiraju ili istovremeno divergiraju. 

1.2. Zadaci 

1. 2.1. Ispitati kovergenciju geometrijskog recla 
Resenje. Parcija.lna. surna. rerla jP 

c ~ k 1 ~ + n •'n = ~ ij = + q + ij + . . . q 
n=IJ 

"'\' (X) '11 

Lm=O q ·. 

odalde sledi: Zi\ lql < 1 r<'cl kouvergira i njegova suma je S = 1/(1- q), za lql 2: 1 
red clivergira. 

1.2.2. Ispita.ti konvergencijn i nab sunm recla.: 

00 

L3n; 
n=O 

+= 1 

L n(n + 1) 
n=l 

Resenje. l 0 Reel konvergira, a njegova surna je S = 2; 
2° Red clivergira.; 
.·lo R ll - . . . . "' 12 ec 'onvPrgn·a, a !IJegova s1una Je ,_, = 7 ; 

4° Pa.rcijalna sun1<1 reda jP 

1 1 1 1 
Sn = --. + -.- + -- + ... + ------,-

1·2 2·:l :1·4 n(n+l) 

= (1 - ~) + (~- ~) + (~- ~) + ... + (~ - _1 ) 
2 2 .3 .) 4 n n + 1 

1 
= 1---, 

n+1 
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a granicna vreclnost je 

S = llll Sn = lll1 1 - ---, I' ' 1· ( 
1 

) 
n~co n~oo n + 1 

=1. 

Dakle, red je konvergenta.n i njegova suma. je 8 = 1. 

1.2.3. Ispitati konvergenciju harmonijskog reda I:~~_!_, 
n 

Resenje. Prvi nacin: Prema Cauchyevom krit.erijumu, ima.mo 

' ' 1 1 1 ISn+p- Snl = -- + -- +"·+ --
n+1 n+2 n+p 

oclakle, zap = 2n, nala.zimo 

I ., ., I 1 1 1 
S3n - Sn = -- + -- + .. · + - > 

n + 1 n + 2 :3n :3n 

2n 

Slecli, red clivergira .. 

2 

:3 

5 

DT'u.gi na.cin: Koristeci Cauchyev integra1ni kriterijum, nala.zinw da. red diver
gira jer eli vergira oclgovarajuci integral, tj. 

[,
+oo 1 

-d:e =+= . 
• 1 a: 

1.2 Ispitati konvergenciju recla 

+= 1 

L (n + l)(n + 2)(n + 3)' 
n=l 

i nab njegovu sumu. 
Resenje. Opsti clan recla a, se razlaze u zbir na slecleci nacin 

1 1 1 1 

(n + 1)(n + 2)(n + :3) 
------+ . 
2(n+1) n+2 2(n+:3) 

Pa.rcija.lna. surna. recla je 

n 1 

S'n = .f; (h: + l)(h: + 2)(k + :)) 

Ako u drugorn i trecern sahirku izvrsimo prenumera.ciju, ima.mo 

1n 1 11 n 1 1 1 
Sn = 2 I: k + 1 + 4 + 6 - L k + 1 - 3 - n + 2 

k=3 k=3 

1 n 1 1 1 
+ 2 ~ -k -+-1 + 2(n + 2) + -2(_n_+_:3--,--) 

1 1 ---+ . 
12 2(n + 2) 2(n + :3) 
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Sledi, red je konvergenta.n, a. njegova. suma. je 8 = lin.t S, = 1/12. 
n-+ CX) 

1.2.5. Dokazati da je 
= 1 

~ n(n + 3) 
n=l 

konvergentan reel. 

Resenje. Kako je 

to je 

8 = !_. (1- !_) + !_ (!_- !_) + !_ (!_- !_) + ... 
n :1 4 ;3 2 5 ;3 ;3 6 

1 ( 1 1) 1 ( 1 1 ) +-- --.-- +. ----- + 
:3 n - :1 n :1 n - 2 ~1. + 1 

1 ( 1 l ) l (l 1 ) +- -----. +- ---- . 
:1 n-1 n.+2 :3 n n+:3 

Slecli 

l
. ' 11 
1111 Sn = -. 

n--.co 18 

1.2.6. Doka.zati da je reel 

+= 
(~- 2vn+ vn+I) 

n=1 

konvergentan. 
Resenje. Pa.rcijalna. suma. reda je 

n n n n-1 n n+l 

8, = 2:=>/k--=-1- 2 I: Vk + I: vk + 1 = I: Vk- 2 I: Vk + I: Vk 
h==l k==l 

= -1- fo.+ ~. 

Sledi, S = limn~cx' Sn = 1. 

1.2.7. Dokazati cla reel 

. . •) 
lllla SUlll1l .~. 

+= 
~ 3n+2 
n=l n(n + l)(n + 2) 
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Resenje. Kako je 

:3n + 2 1 1 2 
an=-------

n(n + l)(n + 2) 
-+-----, 
n n+l n+2 

to je 

Slecli 
1 2 

,S'n = 2----
n+ 1 n+2' 

S' = lin'l S, = 2. 
7t---tCO 

1.2.8. Ispitati konvergenciju reda 
1 

'\"'"'= 1 ' o: E JR. un= Cl' n 
Resenje. Koristeci Cauchyev integralni kriterijum, nalazimo 

i oo cLv . a: 1
-"'- 1 { --

1
-, 

= Inn = 1 - n: 
1 :r:"' :c~oo I - (\' 

+=, 

za o· > 1, 

za o· < l. 

Sledi, Z<c (\' > 1, red je konvergentan, za O':::; 1, reel je divergentan. Za (\' = 1, red 
se zove hannonijski, zan > 1, reel se zove hiperhannonijski. 

1 2 9 I . t' 1 .. l "'+.
11

. __ =
1 

vn+ 2 . . . sp1 ta. 1 wnvergenCIJU rec a 6 11 

Resenje. Za dovoljno veliko n vazi: 

"'' Kako je red ~ divergentan, to je i polazni reel divergentan. 
n=l fo. 

+= ( ?) 1.2.10. Ispita.ti konvergenciju recla I:. ln 1 + ~ . 
n=l n 

Resenje. P.rvi nabn: 

. ln(l + ~) , 
lnn 

1 
= 2, 

1L-oo _ 

n 

to je, prerna kriterijumu uporedivauja, polazni red divergentan, jer se uporeciuje 
sa h arrnoni]' skim reelorn "' .:L. . .L; n 
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Uru.gi na.cin: 

an = ln ( 1 + ~) = ln( n + 2) - ln n, 

oclakle nalazirno Sn: 

Sn = (ln :3 - ln 1) + (ln 4- In 2) +(In .5 ln :3) + (ln 6 - ln 4) + ... 

+ (ln n- ln(n 2)) + (ln(n + 1) -ln(n- 1)) + (ln(n + 2)- ln n) 

= lu(n + 1) + ln(n + 2) - ln ?· 

Oclakle, prelaskom na grani<:nu vreclnost, nalazirno cla je 

lim Sn = =· 
n----+co 

Slecli, reel je clivergentan. 

1.2.11. Ispitati konvergencijn recla 

+oo n+l 

'"" n 
~ ' ~· 
n=l (5n'.!. + 3n + 2) 2 

Resenje. Prin1enom Cauchyevog kriterijuma, nalazimo 

lirn n 
n --t C\:> 

nn+J n n 
--------;--;c:- = lim ' lim n 

n-+rx> JSn2 + :1n + 2 n-+co (Sn2 + 3n + 2)3/ 2 
(Gn2 + Sn + 2) 

Slecli, reel je konvergentan. 

1.2.12. Ispitati konvergtmcijn ncda 

Resenje. 

'1/2 

( 

C + 2·) n' n vn yra,;: = lim . 
n-+<XJ vn + :3 

;;(2 

. (fo+2)~ = hm 
n-+co vn + :3 

1/2 = 
. (fo+2)n . ( fo+2-fo-:3)v" = lun . = hrn 1 + -'----==---'---

n-<X> vn + :3 Jl,-+0:) Vn + ~1 
1 

=-<1. 
e 
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Sledi, prema. Ca.uchyevom kriterijumu, reel konvergira.. 

1.2.13. Ispitati konvergenciju recla 

Resenje. 

Slecli, reel je konvergent.a.n. 

1.2.14. Dokazati cla je reel 

konvergentan. 

lim 
n---~-oo 

n nzn+2 

;3n+l 

1.2.15. Ispitati konvergenciju recla 

Resenje. Kako je 

(

n- 1 )n+4+5/n 
lim~ ~ = lim --

n-co IL-+G'O n, + 1 

2 

3 

= [lim (1 _2_) (n+l)/( -2) ] -2 lim (1- _2_) 3+.5/n = e-2 

n.-,co n+1 ~ ·n_,co n+l 

to, prerna. Ca.uchyev01n kriterijurr!u, red konvergira.. 

1.2.16. bpitati konvergenciju recla 

00 

L [ v5n + 2 - v5n - 2 J cr ) a E K 
n=l 

Resenje. Za dovoljno veliko n E I>J, vazi 

[ 
4 ] " an = [ ~- v5n - 2 l" = J5rl.TI .;sn=2 

Fm + '2 + .5n- 2 

9 
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Reel 

konv<'rgira za rv > 2, a rlivergira za rv ~ 2. Stoga i polazni red konvergira za Cl' > 2, 
·a divergira za nc ~ 2. 

1.2.17. Ispitati konvergencijn recla 

= 
~ (\/3n2·+ 1- \13n2- 1) 
n=l 

Resenje. Za dovoljno veliko n. vazi: 

\1'1. " + l. \!•) " 1 .,n," - oJn--

2 1 

\J(:3n 2 + 1)2 + \/(:3n2 + 1)(:3n2- 1) + \/(:3n2- 1)2 r-v n.4/3' 

Ka.ko reel I:; l/n.4 f:1 konvergira, to i polazni reel konvergira. 

1.2.18. Ispitati konvergencijn recla. 

= 
~ (\Ina + 1 - Vn 2 + 1) . 
n=l 

Resenje. Za elovoljuo veliko n vazi: 

pn <~emu jc 

A= ( \;/cn3 + 1 )2 + \j(n2 + 1)3) ( \j(n'l + 1)4 + \j(n3 + l)(n2 + 1)3 

+J(n." + 1)2). 

' . "' l l' l . . l . l [' l\.ako .Je L.i-:-- c 1vergent.an rec, to Je 1 po azm rec c 1vergenta.n. 
2n 

1.2.19. Ispita.ti konvergencijn recla 

= \/5n2 + 2 - \/5n2 - 2 

n=l 
;n 
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Resenje. Za clovoljno veliko n, vazi: 

Kako je reel I: konvergentan, to je i polazni reel konvergentan. 
n 

1.2.20. Ispitati konvergenciju recla 

Resenje. 

~h.ln 
L__; 2 . n 
n=l 

!+co ln ~: 1 + ln 2 
--d'l'- ---

' 2 a: 2 .. - 2 ' 

sleeli, prerna Cauchyevom integralnom kriterijumu, red konvergira. 

1.2.21. U zavisnosti od parametra. p, ispitati konvergenciju recla 

Resenje. 

~lnn. 
L...- nl' 
n=2 

ioo ln.a: .. _ 1 a: 1 -1' 
- r/.1. - + lim · ( ( 1 - p) ln a: - 1) . 

, 1 ;1:1' (1- p)2 ;r:-HX> (1- p)2 

11 

Ohgleclno, integral konvegira za. p > 1 i divergira zap ~ 1. Slecli, polazni reel 
konvergira za p > 1, i clivergira zap ~ 1. 

1.2.22. hipita.ti konvergenciju recla. 

Resenje. 

00 
a 11 n! 

"" --,· a> 0. L__; nn 
n=l 

. 1Ln+l a 
hm -- = -. 

n-0-..J 

Slecli, za a< e red konvergira, za a> e red divergira ( D'Alembertov kriterijum). 

Za. a = e n~cl pm;taje 

= n I 
"" e n .... 
L__; nn 
n=1 
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Koriseb Stirlingovn fonnuln 

I ~ n -n+-q-n. = v 27rnn e · rzn , 0 < (j < 1, 

za dovoljno veliko n, vaz1 

nn 

Red L ~ <livergira., stoga i i)olazili red clivergira. 

1.2.23. Ispitati konvergencijn recla 

00 1 

~ n ln n ln( ln n) · 
n='2 

Resenje. Kako iutegra.l 

divergira, to ired divergira. 

1.2.24. Ispitati konvergencijn reda 

Resenje. Kako je 

~ (2n -1)!! 
L- (2n)!! 
n=l 

lun n ~~ - 1 = lun n ~~- - 1 . ( an ) . ( 2n + 2 ) 
n-'"'' an+! n-o:• Ln + 1 2 

to, prenm R.aabeovoru kriterijumu, red divergira. 

1.2.25. Ispitati kmlV<crgenciju rt'cla 

Resenje. f\ ko je 

~oo 1 n+2 
---ln--. 

. ;;l,TI n- 1 n='2 VHI i 

1 :n + 2 
.f(:1:) = vX+J ln --, 

:1: + J :1:-1 



ondaje 

r+= 
}2 

NUMERICIG REDOVI 

1 a;+ 2 27r 
vf:UTI ln --rLe =--:-- 4vf:3ln2- 4/2ln (vf:3- h). 

~v - 1 :3 

Dalde, reel je, prenm Cauchyevorn int.egralnom krit.erijurnu, konvergent.a.n. 

1.2.26. Ispita.ti konvergencijn recla. 

f ( 5 + a)(5 + 2a) ... (5 + na) 
(3 + b )(3 + 2b) ... (3 + nb) ' 

n=l 

a> 0, b > 0. 

Resenje. LoJ<o se provera.va. da. je 

l
. a.n+l 

1
. S+(n+l)a. a 

1111 -- = llll 
n-cx' an n~'cx, :3 + (n + l)b b 

13 

Prema D 'Alembert.ovom krit.erijumu, red konvergira za. a < b, eli vergira. za. a > b. 
Za. u = b red post.a.je 

f (S+a)(S+2a) ... (S+na) 

n=l (:1 +a)(:)+ 2a) ... (:~ + na)' 

a ov<~.j red divergira, jer opsti i'la.n an ne tezi nuli, kacl n. -+ =, t.j. a, 

( [' + :1~a ) ( 1 + :;-:2a ) · · · ( 1 + ;;-:na) > 1. 

1.2.27. Ispita.ti kcmvergencijn recla 

Resenje. T<.ako .ie 

t.o. prema D'Alembert.ovom krit.erijumu, re(f konvergira.. 

1.2.28. Ispitati kcmvergenciju recla 

Resenje. I\a.ko .W 

~ (2n -1)!! 
L.t (2n)!(2n + 1) · 
n.=l 

l . (an+l) O llll -- = ' 
'IL-(:AJ (ln 

t.o, prema. D 'Alernbertovom. kri terijurnu, reel kon vergira.. 



14 TEORIJA REDOVA 

1.2.29. Ispitati konvergenciju reda 

Resenje. 

f ((2n)!)2 
( 4n)!! · 

n=l 

lim O.n+l = lim (n + 1)(2n + 1) = +=· 
n..........;.cxJ a

11
, n.........,._(X) 2 

Sledi, reel divergira. 

1 2 30 I 't f 1 .. l 2:00 (3 n)!! . . . sp1 a ,1 wnvergenClJU rec a n=l (4 n)!! · 

Resenje. Kako je 
. an+l :1 

hm -- = - < 1, 
n-co a, 4 

t.o je ned konvergelltan (na. osnovu D 'Alembertovog krterijurna.). 

1.2.31. Is11itati konvero·enciJ'n recla "'= 1 ~-l~ ~ LJn== n 

Resenje. 

lim !ln+I = lim (-'I_L_)n = < 1. 
n~CXJ U.n n-G'J n + j C 

Slerli, reel je konvergentan. 

1.2.32. Ispita.ti konvergenciju rccla 

Resenje. J(ako je 

= (n + 1)3n+l ""--0 sn-1 
n=l 

. a,+1 :3 
hm -- =-

- ~ ) 
,n-c-.,:) Cln •J 

to, ]Jl'Plll<l. D'Alernbertovom krit.erijnruu, red konvergira. 

1.2 .• 33. Ispitati kouvergenciju recla 

CXl 
all 

~ --;---------:----,---:-:-------,--------,----
(1 + o.)(1 + a2) ... (1 + a 11

)' 

a> 0. 
n=l 

Resenje. Lako se proverava. da je 

{ 
u, za 0 <a< 1 

Un+l (/. 
l lim = za a= 1 

n-c-..:.1 (ln 1 + an+I 2' 

0, za a> 1. 
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Pre rna D 'A lernbertovom lui terij umu, red je kon vergentan za sva.ko a > 0. 

34 D 1 t . l . '\'= sn 1 1 1.2. . o mza 1 c a Je Lm=l :;;n wnvergtmtan rec. 
Resenje. Red konvergira na osnovu Cauchyevog kriterijurrm: 

lim ~= 0. 
n----:;co 

3/)2-1 

1.2.35. Ispitati konvergenciju recla L~1 2 /7 . 
2n n 

Resenje. Kako je 

to red, prenu. D 'Alen:tbertovom kriterijumu, divergira. 

1.2.36. Ispitati konvergenciju reda L~=l ne-n. 

Resenje. Red konverginra. na. osnovu Ca.ucbyevog krit.erijurna.: 

. vn 
~= hru --= <1. 

)L--'-CX> p 

1 
1.2.37. Ispitati konvergenciju rccla 2:::~ 1 sin c· 

vn 

15 

Resenje. Za dovoljno ve.liko n vnzi sinl/vn ~ 1/fo. Kako reel I.; 1/,fn diver
gira, t.o i polazni red divergira. 

1.2.38. Ispitati konvergenciju reda 

= 

n=l 

1 
ardg -'. 2172 . 

Resenje. I nacn. Za opst.i clan reda vazi jednakost 

I 1 1 
arctg -.- = a.rctg -. -- - arctg ---, 

· · 2n2 · 2n - 1 · 2n + 1 

prerna kojoj na.lazirno 

1 1 1 
S'n = arctg 1 - arctg- + arctg-- arctg- + · · · + 

:~ . a 5 
1 I 7r 1 

+ ard.g -.-- - arct.g --- ard.g ---. 
· 2n.- 1 2n + 1 4 2n + 1 
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Sledi, reel konvergira i ujegova suma je S' = lim 8 11 = 1r /4. 
n~oo 

ll na.c·t:n. Za. clovoljno velko n: a.rctg 
2

,
1
, 2 rv 2 ,~ 2 . Reel ~;~1 2

;, 2 je konver
genl.r~n, st.o povlaei konvergeuciju polaznog reclr~ .. 

1.2.39. Dokazati cla reel 

= 2:= ( 10-1/(n+l) _ 10-1/n) 

nna :-;umn S = -1/10. 
Resenje. 

n 

n=1 

S, = ~ ( 10- d-1 - 10 t) 1 
10 n+l k=l 

L'j l' ' l' C' j ,) ec 1, ,'; == Illln-(>-:.) ,_Jn ==- UJ· 

1.2.40. I:-;pita.ti konver,rfncijn n~cla 

= 2n 2 + 5 

n=O 
) 

I . (n + 2. 

Resenje. Opsti clan a 11 se razlaze u zhir na ,c;]ecleci nacin: 

10 

'2n 2 + G () '2 

(n + '2)1 (n + 2)1 ( )
I + ----;-• n+ 1. n. 

n n. osnovu (·ega nala.zim o: 

'"' '2n2 + f> c<l c-::J 1 '"'" 1 
.S'=""' =1:3~ -6""' +2~-
- L. (n + 2)! (n + 2)! L. (n + 1)! ,.-_

0 
n! 

n=IJ n=O n=O , 

= 1:3( c - 2) - G( e - 1) + 2e = 9e - 20 . 

.SIPdi, reel je konve~·geutan. 
!Tpulstvo: l<oristiti razvo.i 

1.2.41. Na.Ci Slllllll rt'Ccla. 

= 

:r 
(c 

cxJ Tn 

"'\' _"_, a: E R. 
L. nl 
n=ll 

1 
2:=~~-

n(n+1) ... (n+m)' 
n=l 

mEN. 
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Resenje. Iz 

1 
an = --------

n(n+1) ... (n+m) 
A B 

-----------+ -----------------
n(n+1) ... (n+m-1) (n+l)(n+2) ... (n+m) 

1 ( l 1 
= m n(n+1) ... (n+m-1)- (n+1)(n+2) ... (n+ 

nala.zin1o 
1 ( 1 1 ) 

Sn =-;;; ~- (n+ l)(n+2) ... (n+m) · 

Slecli, reclje konvergentan i njegova. suma. je S' = lim Sn = 1/(m · m!). 
1L-+CXJ 

1.2.42. Nab sunm recla 

~( -1r'-12n- 1. 
L..._. ')n-1 
n=l ~ 

Resenje. Kako je 

'x' 2n- 1 '"" (-l)n-l "'" (-1).,_ 1 (2n- :3) 
5'=""(-1)"- 1 --=2"" +""' 1 

L__,. 2" -1 L__,. 2"' -1 L__,. 2" -1 -
·n:=l n=l n=2 

1 
= 2. 

1+ 

t.o je S' = 2/9. 

1 
- 1- -,':), 

2 

n2 

1.2.43. Nab sumu recla 2.:7= 1 ( . 
2n + 1)! 

Resenje. Iz 

n 2 A B C 
a., = ---- ---- + ---- + ----

(2n + 1)1 (2n + 1)! (2n)1 (2n- 1)1 
1 1 1 1 1 1 ----,- - - . ---- + - . ----
4 (2n + 1)1 4 (2n)1 4 (2n- 1)1' 

nala.zirno S1tn1ll S: 

1[C.'C) 1 co 1 (A') 1 ] 

S' = 4 ,?-; (2n +I) I - ,~ (2n)l + 7~ (2n- 1) 1 

1 
= - (2 sh 1 - ch 1) . 

4 . 

17 
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Uputstvo: d1 a:= (c'" + e-'")/2, sha: = (e'"- c-"')/2. 

1.2.44. NaCi sumu recla. 

f 2n:3 
- 3n 2 + 1 

(n + 3)! 
n=l 

Resenje. Prema jeclua.kosti 

15 2 2n3 - :3n2 + 1 80 5:3 

(n + ::1)1 = - (n + :3)! + (n + 2)' (n + 1)1 + n!' 

ualazimo :-; = 10D- 40e. 

1.2.45. Ispitati konvergenciju recla. 

00 

1 ( ? ) L-:- 1- cos~ 
2 0), 

n=l V '" 

Resenje. Za dovoljno veliko n va.zi 

1 ( 2 ) 2 l- cos y11 

. 1 
Red I::~'= 1 - clivergira., slecli pola.zni red clivergira.. 

n 

1.2.46. Ispita.ti km1wcrgencijn recla. 

00 1 
"\"' . 7r 
,!____; - sm r:; . 

n. yn 
n=1 

1 

n 

Resenje. Pr<~rna u<~jeclnakosti sin :1: < :r za a: > 0, vazi 

1 7f 7f 7f 
0 < -sin- < -- = --. 

- n fo nfo n"'/ 2 

Heel I:; '7r/'' konvergira, stoga i polazni red konvergira. 
'/1,'1 ~ 

1.2.47. Ispit.a.ti konvergt-~ncijn nccla. 

00 

L ( \/n:3 + an - Vn 2 
- b) 

n=1 

. 3 
Resenje. Reel lwnvergn·a za o = ~IJ. 

00 1 
1.2.48. Doka.za.ti dared ~ _,. -- clivergira.. 

n- 2 ln n! 
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1.3. Alternativni redovi 

Reel Ciji su clanovi naizmenicno pozitivni i negativni ( ili obrnuto) 
naziva se alternativan red, a zapisuje se na slecleci naCin 

+co 
(1) a a - a1 + a2 - a3 + · · · = L ( -1 yn O.n, O.n > 0. 

n=O 

Leibnitzov kriterijum. Alternatlvan reel (1) je konvergentan ako 
niz {an} monotono opacla i tezi nuli kad n ---+ oo. U tom slucaju 
ostatak alternativnog reda manji je po apsolutnoj vreclnosti ocl ap
solutne vreclnosti prvog izostavljenog clmm i ima isti znak kao taj 
clan. 

+= += 
Neka je 2: a.lternativan red i 2: Jan I odgovarajuCi red sa pozl-

n=O n=O 
+= 

tivnim clanovima. Kaze se cla reel 2: an apsolutno konvergira ako je 
n=O 

+oo 
reel 2: Jan I konvergentan. 

n=O 
+oo 

Za !convergent an red 2: an kazemo cla. je uslovno konvergenta.n ako 
n=O 

+= 
je red 2: Jan I divergenta.n. 

n=O 
+oo 

Cauchyeva teore1na. Ako je red 2: Jan! konvetgentan, tacla je 
n=O 

+oo 
reel 2: an takocte konvergentan. 

n=O 

1.4. Zadad 

00 (-l)n 
1.4.1. Ispitati konvergenciju alternativnog reela 2: -.,-

1 
-. 

n=1 

Resenje. Niz (l) je monotono opadajuci i opst.i clan t.ezi nuli, kad n -+ =· 
n 

Dakle, prema Leibnit.zovom kriterijumu, reel uslovno konvergira. 

1 I . . 1 •• 1 ~ (-l)n .4.2. sp1tati wnvergenClJU rec a 6 n2(n+l). 
n=l 

(X) . 

Resenje. Reel I: 2 ( 
1+ )' konvergira, pa polazni red apsolutno konvergira. n n 1 -

n=l 
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( -1) n 
1.4.3, bpibc1.ti konvergenciju recla 1 

n=l (n2+1)3 

00 

Red uslovno kouvergira. 

co 

1.4.4. Ispitati konvergenciju recla '2::: ( -1) 11 sin~· 
n=1 (n2) 3 

Resenje. Opsti <':lan tezi nuli kad n --+ =, a niz sin--;- rrwnotono opacla, pa je 
1/,3 

reel nslovno konvergentan. Reel nije apsolut.no konvergent.an jer se opsti cla.n, za 
= 

clovoljno veliko n., ponasa kao --;- a red :I: --;- clivergira. 
n 3 n==l n 3, 

co ( )" 
1.4.5. Ispitati konvergenciju recla '2::: ( 7~:1 )", a E K 

n=O 

Resenje. Za n > 0 reel uslovno konvergira; za C\" ::; 0 reel divergira; za C\~ > 1 red 
a.psolu trw konvergira. 

co (-1)" 
1.4.6. Ispitati konvergencijn recla '\' --0 Inn· 

n=2 

Resenje. Posto su ispunjeni uslovi Leibuitzovog kriterijurna, reel uslovno konver
gn·a .. 

co ( -1)" 
1.4. 7. Ispitati konvergeneiju recla '2::: -----'T1--'--

n=1 (2n)2 -( -1)" 

Resenje. Opst.i c·l<tn reda. se moze razloziti u zbir na sleeleci naCin 

( -1)" (-1)" ((2n)~ + (-1)") 1 
(-1)"(2n)2 1 
~~~~-+---. 

1 
(2n)2-(-1)" 2n- 1 

Reel 
= 1 = 
"' l -1) n ( 2n) 2 ] l . [ "' u 

271 
_

1 
us ovno <onvergtra, rec 0 

n=l n==l 
reel divergira. 

co 

2n- 1 2n- 1 

- 1- elivergira, ]Ja zato ]Jolazni 
2n-1 

1.4.8. Ispita.ti konvergenciju recla. '2::: ( -1) 11 a.rctg (sin 
7
; 3 ) • 

n=] 

( -1)" 
Resenje. Opst.i Clan reda., za dovoljno veliko n. , ponasa. se kao I<:ako reel 

n3 
co 
"' j__ konvergira, to ]Jolazni red a.]Jsolutno konvergir<L. L na 
n=l 
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2. STEPENI REDOVI 

2.1. Uvodne napomene 
00 

Red oblika I: un(x), Ciji su Clanovi funkcije realne promenljive x, 
n=l 

naziva se funkcionalni red. Funkcionalni red oblika 

naziva se 8iepeni red. 

00 

Lanxn 
n=O 

00 

Abelova teorema. 1° Ako je stepeni red I: anxn konvergentan 
n=O 

za :r = p, (p =/= 0), onda je reel apsolutno konvergentan za svako x za. 

koje je l:rl < IPI· 
00 

2° Ako je stepeni reel I: .a11:cn clivergentan za x = q, onda je red 
n=O 

divergentan za svako x za. koje je lxl > q. 
Posledica Abelove teoreme, Za svaki stepeni red L~=lO anxn 

postoji R., gele je 0 ~ R. ~ +oo, tako da: 
1° za i:cl < R., red I:~=O an:cn je konvergentan, 
2° za lxl > R, red I:~=O anxn je divergentan. 
Za :r - ±R se konvergencija posebno ispituje. 
Broj R je poluprecnik konvergencije stepenog reda I: anxn, a m

terval (-R, + R) je oblast konvergencije is tog stepenog reda. 
Poluprecnik konvergencije R se moze izracunati na sledeci naCin: 

ili, 

Ako je R = 0, reel konvergira samo za :r = 0. Za R = oo, red 
konvergira za svako :c E ( -oo, +oo ). 

00 

Neka je R poluprecnik stepenog recla L an:r: 11 i neka je -R <a< 
n=O 

00 

b < R. Za :r iz [a, b] reel I: a11 :cn se moze integraliti i eliferencirati Clan 
n=O 

00 

po clan. Reclovi clobijeni ocl I: an:Cn integraljenjem i cliferenciranjem, 
n=O 

imaju isti poluprecnik l(onvergencije R . 
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Svako j funkciji f ( x), ko j a ima neprekidne izvode proizvoljnog red a 
u tacki x = 0, moze se pridruziti jedan stepeni reel, i to 

= f(n)(Q) 
f(x) = ~ xn. 

~ n! 
n=O 

U stvari, koristeCi Taylorovu fonnulu, funkcija .f( x) se moze razviti u 
stepeni reel oblika 

2.2. Zadaci 
= xn 

2.2.1. Ispitati konvergenciju stepenog recla I; -. 
n=l n 

Resenje. Poluprecnik konvergencije je R = lim ~ = 1. Za a; = -1 reel 
n_,_oo an+l 

oo ( )n co 
postaje I.; 4-- , koji uslovno konvergira. Za a: = 1 red postaje I.; ~, koji 

n=l n=l 
clivergira . Dakle, red konvergira za -1 ::; ;v < 1. 

CXl n ( )n 
2.2.2. Ispitati konvergenciju recla I; .5 +

11
-

3 (x -l)n. 
n=l 

Resenje. 

R= lim 
n---+oo ls(n+l)+( -3J(n+l) I 

n+l 

= hrn -- lnn = -. . n + 1 . I .sn + ( -3)n I 1 
n-+co n n-+rxl E)n+l + (-3)n+l ,') 

1 . 4 6 4 Red apsolutno konvergira za lx - 11 < 5 , odnosno za. 5 < x < 5 . Za x 5, 
1111a.nw 

oo 5" ( 3)n oo (-1)" co (:.1.5) n 
2:)-1)"' + -. =:L-+:L-· 
n=l Ei"n n=l n n=l n 

oo (-l)" oo 11 

Reel "' ~~ nslovno konvergira, red "' -3- konvergira, ])a polazni reel kon-u n u .5" n 
n=l n=l 

. -l . 4 z 6 . vergn·a.u taco a:= 5 . a a:= 5 , unan1o 

oo .5n + ( _3)" 1 oo 1 oo ( -:3)n 
~ --~-+~-
0 n .sn - 0 n 0 .snn · 
n=l n=1 n=l 
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C<J 1 
Red ~ - divergira , pa i polazni reel clivergira u tacki x = ~. 

n=l n 

2 3 I 't t' 1 ·· l ~ (n!)
2 

( x-1) n 2. . . sp1 a 1 wnvergenciJU rec a u (2 n)! -
2

- . 
· n=l 

Reseuje. 
a ( 1)

2 (2n. + 2)'.2"+ 1 
R = lin'l ~ = lim n. -'-----'---- = 8. 

n-->oo an+l n-->oo (2n)!2n ((n + 1)!)2 

Reel apsolutno konvergira za -7 < a: < 9. Za :n = -7 reel postaje 

00 
( 1)2 22n 

""( )" n. " 
,~ -

1 
(2n)! ' 

koji elivergira (prema Leibnitzovom kriterijumu). Za x = 9 red postaje 

koji, prema Raabeovom kriterijumu, clivergira. 
00 

2.2.4. Na<:i oblast konvergencije recla. I: (1 
2 

.
2 )n n - X . 
n 

n=l 

23 

Resenje. R- 1 = lim (1 + l.)" = e2 . Red a.psolutno konvergira za -i < x < 
n--roo n e 

CX"'J (1+2)n2 
e
1
2 . Za :1: = -;: i red. postaje ~ ( -1 )n e ~n , koji divergira, ( opsti clan tezi 1, 

· n=l · 

kael n-+ =). Za a::= e
1
2 red, ta.kode clivergira. 

2.2.5. Ispitati konvergenciju recla. 

(1) 
00 ((? 1)11))J (.~ 1)n "(-l)n . ~n- .. ~ 

L-t (2n)!.! :c - 1 
n=l 

Resenje. Poluprecnik konvergencije je 

R = lm.1 = 1. 
. (.(2n 1)!!)7.> ((2n+2)!')1' 

n-->C<J (2n)!! (2n + 1)!! 

Reel apsolutno konvergira za -1 < ;~i < 1, oclnosno, za -= < :c < 0. Za x = 0 
red postaje 

00 

1 )" (
(2n-l)!!)P 

(2n)!! ' 
n=l 
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za koji vazi: 

(1) --= 1+-- =1+--+o - . ian I ( 1 ) 7' p ( 1 ) 
lan+ll 2n + 1 2n + 1 n 2 

Zap > 0 reel (1) konvergira, zap > 2 red (1) apsolutno konvergira. Za 0 < p :S: 2 
red ( l) uslovno konvergira (Gaussov kriterijum} 

2.2.6. l:-;pitati konvergenciju recla 

CX) • ( 211(·')2 )}J 2:) -lt . 11:. I xn. 
n=l (2n+l). 

Resenje. Poluprecnik konvergencije je R 
~ 21' < :c < 21'. Za a: = ~ 21' red postaje 

'21'. Reel apsolutno konvergira za 

(1) 
= ( 2n ( .. 1)2 ) 1' '\' n. 2n1' 

~ (2n + 1)! ' 
n=l 

za koji vazi: 

_(_l.n_ = (1 + __ 1_~)1' 
an+l 2(n + 1) 

= 1 + p + 0 (~). 
2(n+1) n 

Reel (1) apsolutno konvergira zap > 2 (Ga.ussov kriterijurn), a clivergira za 0 < 
p :S: 2. 

Za. :e = 21' reel postaje 

co ( 2n ( 1)? ) 1' '\' ( ~1)" n. ~ 2pn 
~ (2n + 1)! ' 
n=l 

za koji vazi: 

ian I ]J ( 1) 
lan+ll = 

1 
+ 2(n + 1) + 

0 
;; . 

Tacla, prPma Gaussovom kriterijumu, reel a.psolutno konvergira zap > 2. Uslovno 
konvergira za 0 < p :S: 2 (pren:m Leibuitzovom kriterijmnu). 

2.2. 7. Ispitati konvergenciju recla 

= (-l)n 
~ n! 
n=l 

(n)n 
~ (:r+2t. 
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Resenje. 

R = lim I __5!_.::_ I = 1. 
n-+oo an+l 

Rt>cl apsolutno konvergira za -3 < a: < -1. Za :r = -3 red postaje 

koji clivergira. Za x = -1 reel postaje 

koji, prema Leibnitzovom kriterijumu, uslovno konvergira. 
Upntstvo Za elovoljno veliko n E f\1, vazi: 

Dakle, oblast konvergencije polaznog reda je -3 < x S -1. 

2.2.8. Ispitati oblast konvergencije recla 

= (2+(-l)nf L n xn. 
n=l 

Resenje. 
R- 1 = lim ~ = 3. 

n-+oo 

Dakle, red apsolutno koiwergira za. -;1 < a: < ~. Za. X = - ~ imamo 

00 (2+(-1)")n (-1)" :0 1 co 1 
~ n . ~ =- :L (2n + 1) · 3:in+1 + ~ 2n · 
n=l n=l n=l 

00 00 

25 

Red '2::: ( )1 
32 nft konvergira, reel '2::: f-. elivergira., pa polazni red divergira 2n+ 1 · · ~n · 

n=1 n=l 
00 

za. :v = -;1 
. Za :v = ~ red se razlaze na zbir divergentnog reela I:; 

2
1
" i reda 

n=l 

1 
~ (2n + 1) . 32n+l. 
n=1 

00 

Sledi, red divergira i u tach a: = 1/:3 
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2.2.9 Ispitati konvergenciju reda 

00 
( l)(Vri] L- (:r+lr'. 

n 
n=l 

Resenje. Poluprecnik konvergencije reela je R = 1. Reel apsolutno konvergira za 
-2 < ;c < 0. Za a:= -2 imarno 

= (-l)n+[vnl ~ -'---(-_1'----)n_+l_vn_tl + ~ 2_ 
~ n = L..., n L...t n2 · 
n=1 n=1,n,t4,9,16,.... n=1 

Prvi sabirak je alternativan reel koji uslovno konvergira, clrugi sabiTak je konver
gentan reel. Sledi, polazni reel je uslovno konvergentan za a: = -2. 

Zrt ;e = 0 red se nwze predstaviti u obliku: 

gde J'e An = _L2 + - 2
1
- + .. · + - 2 -

1
- Ot)sti Clan An tezi nuli kacl n --+ = a niz 

n n +1 n +2n' 
(An) rnonotono opada, jer je: 

l-in- fln+1 = 
1 1 1 

= - + -- + . " + ----=---
n2 n 2 + 1 n 2 + 2n 
2

n 2n + 1 

= ~ (n2 + k)(n 2 + 2n + 1 + k) /,,_o 

1 

(n + 1)2 

1 

n 2 +4n + 2 

1 

1 

(n + 1)2 + 2(n + 1) 

1 

n2 + 4n + 3) 

(2n+l) 2 

> (n2 +2n) · (n2 +4n+ 1) n 2 + 4n + 2 

1 
----=---- > 0 J 

n2 +: 4n + 3 

sto povlaCi uslovnn konvergenciju polaznog reda u tacki a: = 0 ( Leibnitzov kriter
ijum). Slecli, oblast konvergencije polaznog recla je -2 ::; a: ::; 0. 

2.2.10. Ispitati konvergenciju reda 

Resenje. 

00 
;en 

L an+ bn, 
n=O 

R = lim 

a> 0, b > 0. 

(
b)n+1 1+ -

=a. lim ( r 
n~co 1 + Q_ 

a, 
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Tacla je: R = a za a ~ b i R = b za a < b, tj. R = max (a, b). Za R = a red 
oo ( )n n 

apsolutno konvergira. za. -a < a: < a. Za a: = -a reel posta.je L:; :~+b~ koji 
n=O 

elivergira. Za x = a reel, talwde elivergira. Za R = b reel apsolutno konvergira za 
-b < ;v < b a za. ;e = ±b reel divergira. Ako je a = b reel lwnvergira. u oblasti 
-a< a:< a. 

00 
2 2 

2.2.11. lspitati konvergenciju recla I: 511 x 11 

n=O 

Resenje. Kako je 

lim 
n __,.ex:> 

= lim l5;cl", 
n_,.C'O 

to imamo sleclece nwgucnosti: reel konvergira za --;1 < x < t, za x = ±t reel 
elivergira. 

2.2.12. lspitati konvergenciju recla 

Resenje. 
:F'·- 1 (:3n + 4) 2 _ 1 .~ 

R = lim · - 1 .3. 
n---->w (:3n + 1) 2 :3" 

l l l . 1 1 z - 1 l l t 1 . Rec a.pso 11tno wnverg1ra za V3 < ;1: < ·;;r:3. a a: = ;j'3 rec apso u .no wnverg1ra. 

Za :1: = W reel postaje 

ifi 00 
1 

3. 1~ (:3n. + 1) 2 

koji konvergira. Dakle, oblast konvergencije' polaznog recla. je Vs :::; a: :::; *. 
2.2.13. lspitati konvergeneiju recla 

Resenje. Srnenom 2 cos a; = t red postaje 

(1) 
CXl t" 

I: (n + 1)2 · 
n=O 
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Tadaje 
. (n + 2) 2 

R = lnTl ( )'' = 1. 
n-+co n + 1 -

l" I (1) l t l . 1 1 ·1· -l 1 Z cec apso u .no wnverg1ra za - < t < 1 1 za 2 < cos ;e < 2. a 
cos a: = -1/2 red apsolutno konvergira, za cos a; = 1/2 red konvergira. Sledi, 
oblast konvergencije polaznog reda je 

gcle je k = 0, ±1, ±2, .... 

2.2.14. Ispitati konvergenciju recla 

za. a> 0 i pER 
Resenje. 

(X) ( 2)7' L 7777·:11 
n=l 

R = lirn 
7),----.-0Q 

:rn 

I' n. 

1' 

Oclakle na.lazimo: R = 0 za a > 1 i p > 0 ili 0 < a < 1 1 p < 0; R 
0 < (/. ::; 1 i p ~ 0 ili (( > 1 i ]J ::; 0. 

2.2.15. Nati obla.st konvergencije reda 

f ( -1)/l 
3n + 1 

n=O 
(

:r + 1)3n+l 

:r -1 

:1: + 1 
Resenje. Srnenom -- = t red postaje 

a:- 1 

(2) 
co (-1)"({')" tL:---

n=O :3n + 1 

= za 

Tad a je R = l, pa red (2) apsolutno konvergira za -1 < t < ] a polazni reel 
co 

konvergira za -= < :11 < 0. Za a: = 0 reel postaje - :2.::: 3n~l, koji clivergira. 
n=l 

2.2.16. Ispitati ohlast ddinisanosti funkcije 
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Resenje. Poluprecnik konvergencije je R = 1, funkcija f(rc) je definisana za 
00 

e~(:c- 2 ) < 1, odnosno za 2 < a: < +oo. Za :v = 2 red posta.je I: -\, koji 
n:=l n 

konvergira. Dakle, funkcija f(a:) je definisana za 2 :S; :c < +oo. 

2.2.17. Oclrecliti oblast clefinisanosti funkcije 

.f( :c) 

:r- 1 
t" 

Resenje. Smenom P :v + 1 = t red postaje I: -:;- . Poluprecnik konvergencije 
nc> 

recla je R = 1, a oblast clefinisanosti funkcije je -1 < t < 1 ili x E (-oo, -1) U 

( 1, +oo) . Za :c = -1 funkcija je definisana i ima vrednost f( -1) = 0, za x = 1 
nnarno 

()0 

1 
.f(l)= 

C<J 

Kako je reel I: ~3 konvergentan, to je funkcija. definisana. za. :e = 1. Da.lde, oblast 
n=l 

definisanosti elate funkcije je a: E ( -oo, -1] U [1, +oo ). 

2.2.18. Oclrecliti oblast definisanosti funkcije 

oo ( ) n

2 

f(:r) = L _1_1.- en i+~ 
n+l 

n=l 

Resenje. Poluprecnik konvergencije recla je R = e, a funkcija je definisana. za 
:c E ( -oo, -1)u(O, +oo). Funkcija.je definisana i u ta.cki x = -1, jer je .f( -1) = 0. 
U tacki :e = 0 funkcija nije definis<J.na, jer je 

co ( . )"2 ~ n n 
f(O) = .0 - e , 

n=! n + 1 

a red .f(O) clivergira. Da.lde, funkcija. .f(:c) je definisana u interva.lu a: E ( -oo, -1] U 

(0, +oo). 
00 

2.2.19. Ispitati konvergenciju recla I: an tg n:c, gcle je 
n=l 

( 
(2n 1 )!! )1' 

(2n)!! 
p > 0. 
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Resenje. Poluprecnik konvergencije reda je R = 1, pa reel konvergira apsolutno 
. za :_1 < tg :e < 1, oelnosno za -f + br <a:< f + br. Za tg a:= -1 red postaje 

(1) 

I\ako je 

lanl 
lan+ll 

co (-1·n ((2n -1)!!)P 
) (2n)!! n=l 

1+-- =1+-p-+ pp- + 
( 

1 ) 7' ( 1) ( 1 ) 
2n + 1 · 2n + 1 2(2n + 1 )2 ° n2 ' 

to, pren:ta Gaussovom kriterijunm, reel apsolutno konvergira zap > 2. Za 0 < p :=:; 
2 red ( 1) uslovno konvergira. Za tg a: = 1, red i)ostaje 

co ((2n- 1)!!)1' 
(2 ) II ' 

n=l n ·· 

koji konvergira zap > 2, a divergira za 0 < p :=:; 2 (prema. Gaussovom kriterijumu). 

2.2.20. Ispitati konvergenciju recla 

co ( 1 1 1) (r-1)n I: 1+-+-+ .. ·+- _.,-
2 3 n 2 

n=l 

Resenje. Reel a.psolutno konvergira za :e E ( -1, :3). Za a: = -1 reel postaje 
(X) 

L ( -1 )" ( ( l + t + 1:; + · · · + ±), koji clivergira. Za a: = :1 red takocie divergira. 
n=-1 

2.2.21. Oclrecliti oblast clefinisanosti funkcije date pmnocu 

f(:~;) 

Resenje. PoluprelT:tik konvergencije reda je 

R= lim 
02n+l 

lirn --
n~c<J n + 2 

Slede dve rnogucnosti: R = =, za a> 1, i R = 0, za 0 <a :=:; 1. Dakle, za a> 1, 
fnnkcija je definisana za a: E (- .;;- + br, f + br), k = 0, ±1, ±2, .... Za tg:v = ±1 
reel lwnvergira, prerna D' Alernb~ertovmn- kriterijun1u. Slecli, oblast clefinisanosti 

funkcije je interval: - f + br :=:; :l: :=:; f + k1r 



STEPENI REDOVI 

2.2.22. Ispitati konvergenciju recla 

f ln(n + 1) xn. 
n+1 

n=l 

31 

Resenje. R = 1, a interval apsolutne konvergencije x E ( -1, 1). Za x = -1 red 
(X) 

je alternativan I; ( -l)n ln~~~l), koji uslovno konvergira. Za a:= 1 red clivergira. 
n=l 

Sledi, red konvergira za x E [-1, 1). 

• 
00 

(x+I)" 2.2.23. Dokazab da reel 2.::: 112 +2 konvergira za x E [-2, 0]. 
n=O 

2.2.24. Ispitati konvergenciju hipergeometrijskog reda 

~ (a)n(/l)n n 
6 '() :c' n. In 
n-0 

gcle je (a )n = a( a + 1) ... (a + n - 1) Pochhammerov simbol. 
Resenje. R 1, pa red apsolutno konvergira za x E -1, 1). Za a; = -1 red je 
postaje 

co (-
1
)" (a),(!3)n 

n=O n!( l)n 

koji, prerna Gaussovom kriterijumu, apsolutno konvergira za o: + j3 < I· Uslovno 
konvergira za cv + j3 2: I· Za a: = 1 reel je sa pozitivnim Clanovima koji konvergira 
za o: + j3 < 1 (Gaussov kriterijum). 

00 

2.2 25. Ispitati konvergencijtl recla 2.::: an :c 11
, gde je 

n=l 

1 

Resenje. Poluprecnik konvergencije reda je 

pri cemu je a > 0 i b > 0. U zavisnosti od parametara a i 6, nalazimo cla je 
poluprecnik konvergencije: (i) R = b za a < b, pa reel konvergira za a: E ( -b, b); 
('ii,) R =a za a 2: b, pa reel konvergira za ;e E (-a, a). U slucaju kaela je R = b, 
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ispitajmo konvergenciju reda na krajevima intervala. Na.ime, za x = ±b imamo 
redove: 

(1) 

n=1 

b" 
"'(-1)"--
L...- a"+ nb" 

CXJ 

(2) 

Reel (1) elivergira, a. reel (2) uslovno konvergira, pa polazni reel konvergira za 
x E [-b, b). Slicno, za R =a, nala.zimo ela reel konvergira za a~ E [-a, a). 

2.2.26. Dat je red 

(a) Oclnxliti ohlast konvergencije datog recla. (b) N aci sumu reda. 

Resenje. (a) Srnenom tg 2 ~; = t reel postaje 

<:iji je poluprecnik konvergencije R = 9, elok pola.zni reel konvergira. za __.v3 < 
tg :u < /3, odnosno za. - f + k1r < a; < f + k1r. Za tg ;r = ±v'3 reel uslovno 

konvergira.. Dakle, red konvergira. za - f + h~1r ::; x ::; f + k1r. (b) N eka. je sum a 
reel a 

= t4n+2 
S(t) = "'(-1)"----
. . '~ (2n + 1) . :32n+1 

Fnnkcija S'(t) se moze, u intervalu --.J3 < t < .J3, diferencirati clan po clan, pa. 
tako nalazinw: 

"'" . t4n+l 6t 
S'(t)=2· (-1)"32n+1 = 9+t4' 

n=1 

A zatim, integraljenjem funkcije S''(t) po t, u intervalu konvergencije, nala.zimo 
' i t T 

2 
:t' 

da Je suma recla S(a:) = arctg T· 
2.2.27. Ispitati konvergeneiju recla. 

= (an bn) "n I: -+--;:; J;) 
n n-

n=l 

a> 0, b > 0. 
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Resenje. 

R= lim 
n-+oo 

odakle slecli: ( i) R = f; za a < b, i ( ii) R = ~ za a > b. U slucaju kacla 
. R 1 . t ll .. I. 1 1 Z 1 d Je = b, 111 erva wnvergenclJe rec a Je - f, < a: < b. a a: = - f, re se 

00 (-1)" 
ra.zlaze na zbir apsolutno konvergent.nog reela. I:; --

2
-, i uslovno konvergentnog 

n=1 n 

recla f ( - 1
)n ( ~) n. Za a: = ~ red, takode konvergira. Oblast konvergencije 

n=1 n b b 
polaznog recla je, u slucaju a < b, - t :s; x :s; t. 
R = l. Red konvergira apsolutno u intervalu _l_ 

a a 

Posn1atrajmo slucaj a > b i 

< x < l. Za. x = _l_ reel se 
a a 

razlaze na elva sabirka 

I<ako su oba sabirka konvergentni reclovi, to polazni reel konvergira za x - ~ 

Za a: = ~ reel elivergira. Dakle, pola.zni reel konvergira. u interva.lu - ~ :s; a: < ~ 
00 a" 1 

Za a = b reel postaje I:; 2 ( n + 1 )a:", i ima. poluprecnik konvergencije R = 
n=l n a 

1 l el' . 1 . . I k . Za a: = - rec tvergtra., za :1: = -- tstl us ovno onverg1ra. 
a a 

2.2 28. Ispita.ti konvergenciju recla. 

= (:r: - 1 )11 
:L c0i , 
n=I 

a.> 0. 

Resenje. 
1 

0;/n+l 
R= lim ---

?z,---;o.oo ctJ!n lim a VnTI + Vn = 1. 
n----;.oo · 

Reel apsolutno konvergira za. 0 < a: < 2. Za a: = 0, reel konvergira za a > 1 a 
divergira za 0 < a :s; 1, za a: = 2, red konvergira za a > 1 a. elivergira za 0 < a :s; 1. 

2.2.29. Ispita.ti konvergenciju recla. 

Resenje. 

= n! 
:r:n. .~ (3 + 1)(3 + 2) ... (3 + n) 

1 
R = . lint ;::::-;--,- · ( :3 + VnTI) = 1. 

n~=vn + 1 
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Red apsolutno konvergira za -1 < a: < 1. Za :v -1 red postaje 

(1) f)-1)" VnT . 
n=O (:3 + 1)(3 +fi) ... (3 +fo) 

Reel (1) apsolutno konvergira.. Za. :r = 1 reel, ta.kode konvergira.. Da.kle, oblast 
konvergencije polaznog recla. je -1 ::; x ::; 1. 

2.2.30. Ispitati konvergenciju stepenog recla 

= "'\"""' an 2n 
~ . X 

n=l 
(a + 1 )(a+ 2) ... (a+ n) 

a, za.tim, naci sumu recla za. (/, - 1. 

Resenje. 

R = lirn 

a> 0, 

co 

H.ed a.psolutno konvergira za a: E ( -oo, +oo). Za. a= 1 reel postaje '2.: (n~l)! x 2
n 

n=l 
6ja je suma: 

-, O-.l ;r:2n c.X) (:v2)n-l 

,<-, (:c) = L ( 11 + 1) 1 = L n I 
n=l n=2 

2.2.31. Ispitati konvergeuciju recla. 

= 1 

L (n + 1)n n :en· 
n=l 

Resenje. R = 1, reel a.psolut.no konvergira za. a: E ( -oo, -l)U( 1, += ). Za. x = -1 
red apsolutno konvergira za. r:v > 0, uslovno konvergira. za -1 < r:v :S: 0, i clivergira. 
za rv ::; -1. Za a: = 1 red konvergira. za. r:v > 0, i clivergira. za r:v ::; 0. 

2.2.32. Ispitati konvergeneiju recla. 

= ( 2 )n L )n. p/2 :r ( -1 /), 2 
1 + :t 

n=l 
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2:e 
Resenje. Smenom --- = t red clobija slecleCi oblik 

1 + a: 2 

00 

(2) I) -1)n nP/2 t". 
n=l 

35 

Ppoluprecnik konvergencije reda (2) je R = 1, red (2) apsolutno konvergira za 
-1 < t < 1, dok polazni red apsolutno konvergira za a: E ( -=, +=) i x -::p ±1. 

Za a:= 1 red apsolutno konvergira zap < 2, uslovno konvergira za -2 ::; p < 0, 
a divergira zap 2 2. Za x = -1 red konvergira zap < -·2, a divergira zap 2 -2. 

2.2 33. Ispitati konvergenciju reda 

00 

l)-l)nn~ tgnxz. 
n=l 

Resenje. 
E.±!. n 2 

R = lim 1 = 1. 
n-->= (n + 1) ~ 

Red apsolutno konvergira za I tg a: 2 1 < 1, odnosno za lxl < v;. Za tg x2 = 1 red 
apsolutno konvergira zap< -;1, uslovno konvergira za -:3::; p < -1, a divergira 
zap 2 -1. Za tg a: 2 = -1, red konvergira zap< -:3, a divergira zap 2 -3. 

2.2.34. Ispitati konvergenciju recla 

x2n+l 
""( -l)n-1 
L.....t 4n2 - 1' 

00 

n=l 

a zatim nac.i sumu istog. 

Resenje. R = 1, red apsolutno konvergira za 0 < x2 < 1, odnosno, za lxl < 1. 
Za a: = -1 red apsolutno konvergira. Za :r = 1 red, takocie apsolutno konvergira. 
Dakle, oblast konvergencije polaznog reda je l:v I ::; 1. U intervalu a: E ( -1, 1) red 
se moze integraliti i diferencirati clan po Clan, pa tako nalazimo smnu recla: 

pri c:emu je 

-d 00 n 1 a:2n 
S (:v) = I)-1) - -. - = x · f(a:) 

2n- 1 
n=l 

= ;r2n -1 

f(a:) = I)-1)n-l '2n- 1 
n=l 
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Zatirn, cliferenciranjem funkcije .f( a:), nalazinw 

C'O 

.f'(a:) = ~(- 1 )"'.-1 x2n-2 

n==l 

1 

1 +:VI 

oclakle, integra.ljenjem, nalazimo cla je .f(x) arctg a: a, onda je smna polaznog 
reda data sa 

x 2 1 1 
S(a:) = - arctg a: + - arctg a: - -a: + C 

. 2 2 2 

JVIedutin:t, kako je .5'(0) = C to je C =·O, pa je 

1 
S(a:) = '2 (a: 2 arctg :1: + arctg a:- a:). 

2.2.35. Da.t je stepeni reel 

n=l 

(a) Odrecliti poluprecnik konvergencije clatog recla; (b) Zan= 0 naci 
smnn Hc(la. 

Resenje. (a) 

1:·· 

. 2" + n (n + l)!(n + 1)o:(n+l) 
R = lun --- -'----'----'----'--'----

n-+rxJ n'n"" 2n+1 + n + 1 

Prem.a posleclnjoj relaciji, nalazimo cla je: R = =,zan;> -1; R = 0, zan;< -1; 
R = ;-,1 

, za n: = -1. 
"f 

(b) 

oo •)7L + .. <XJ (2. ")" = ,.n-1 
., ~ ~ n n ~ ,(, ~ .v 2x "' ,<, ( :v) = ---a: = -- + :1: = e + xe - 1. 

n! n! (n-1)! 
n=l n=l n=l 

Fnnkcija S(a:) je definisana u intervalu a: E ( -=, +=), jer je R = =· 

2.2 36. Dat je stepeni reel 

00 (2n + an)n0!1l 
~ n 
0 1 :r · n. 
n=l 

(a) Oclrediti poluprec.nik konvergencije datog recla; (b) Za n = 1, 
a - 2 ispitati konvergenciju na krajevima. intervala konvergencije; (c) 
Za o· = 0 i a = - t, sumirati reel. 
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Resenje. (a) 

U zavisnosti od realnog parametra a, imamo slecleca elva slucaja: 1° a < 2, R = =, 
za C¥ < 1; R = 0, za C¥ > 1; R = 2

1
e, za C¥ = 1. 2° a 2: 2, R = =, za C¥ < 1; R = 0, 

za C¥ > 1; R = ;e, za C¥ = 1. (b) Za C¥ = 1 i a 2: 2 poluprecnik konvergencije reda 

je R = l, pa reel apsolutno konvergira za lx I < l. Za x = - 2_ reel postaje 
ae ae ac 

= (-1)" (2"+a")n" = = (-1)" (~)"(!:::)"+ 
00 

~-1)" (!?:)" 
L n.! a"e"' n! a e L n! e 
n=l n=l n=l 

Lalco se maze polmzati ela reel uslovno lconvergira u taclci :e = - l. a e. 

Za :c = l reel se razlaze na elva sa.birlca na slecleci nacin: 
ae 

co (2"+a")nn = = (~)n (!?:.)"_!__+co_!__(!?:)" L n!a"e" L a e n! L n! e 
n=l n=l n=l 

Kalco je prvi sabirak konvergentan red, a elrugi sabiralc elivergentan red, to polazni 
red divergira u ta<:lci a: = l. 

ae 

(c) Nelca je C¥ = 0 i a=-~, ta.ela je: 

= (2·")" = ( 1)"' ,,.n ··( ) - L ... L - ... - 2x _£_ • S a: - --- + --- -- - c + e 3 - 2. 
n! :3n n! 

n=l n=l 

Da.lde, suma recla, za C¥ = 0 i a.=-~, je funlccija. S(:v) = e 2'" + e-f- 2, koja je 
definisana za svako a: E lll'.. 

2.2.37. Dat je stepeni red 

= . 3n + n n L n!nim :r . 
n=l 

(a) Odrecliti poluprecnik konvergencije clatog reda; (b) Za o: = -1 
ispita.ti konvergenciju na krajevima intervala konvergencije; (c) Za. 
rv = 0 nafi z hir recla. 
Resenje. (a) Kao i u prethoclnom zaclatlcu 2.2.:56, nalazimo cla. je: R 
C¥ > -1; R = 0, za C¥ < -1 i R = ~, za C¥ = -1. 

(b) Za Oc = -1, red posta.je 

= •Jn I 

L d -- n n n 
---n x, 

n! 
n=l 

=, za 
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Ciji je poluprecnik konvergencije R = ~, pa red apsolutno konvergira za I xI < ~. 
Za x = - ~ red se razlaze na zbir red ova 

co ( 1)n co n n L ----e"n" + L(-1)n:_ __ n __ 
n=l n! n=l 3n (n- 1)! 

Drugi sabirak je divergent an reel, pa i polazni red divergira u tacki x = - ~. Za 
a: = ~ reel, ta.kocie, divergira.. 

(c) Za. a= 0 red je konvergenta.n, a njegova suma je 

co '3"+ co (3 )" 'co n 
S'('r)- L _' __ n_xn- L __:__:__ + L x = e3"' + a:e"'- 1. 
'- " - n=l n! - n=l n! n=l (n- 1)! 

2.2.38. Sleclece funkcije razviti u stepeni reel po :r: 

Resenje. 

X =e 

f (:c) = e-x 
2 

3 ° f (:c) = sin :r; 

f(:r) = cos :r; 5° .f(:r) = sin2 x; 

f(x) = cos2 x; 7° .f(x) = ln(1 + x); 
1 ~ 

f(x) = (1- x)2; go f(x) = (x + 1)(1- :r 2 ); 

f(;r) = ln(1 - x + :r 2 
- :r:.l); 11° f( x) = arcsin x; 

f( x) = arctg :r; 13° .f(:r) = ex sin x; 

f( :r) = e~' cos :r; 
1-x 

f(x) = arctg --. 
1 + :r 

oo Tn '"- L _ .. e - ' n! 
n=ll 

koji konvergiraju za. la:l < +=. 
~10 

00 x2n+l 
sin x = ~ ( -1)" --,-------,-----,-

L..... (2n + 1)!' 
n=O 

koji konvergira. za sva.ko Ia: I < +=· 
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00 2n "'c )" x cos;n = L -1 -_-, 
n=O (2n)! 

koji konvergira za svako la;l < +=. 

· 1 1 ( co (2·c)
2
") sin2 :c = -- ( 1 - cos :c) = - 1 - ~ ( -1) n _'__ . 

2 2 "---' (2n) I 
n=O 

2 1 1( co_ (2T)
2
"") cos ;c= (1+cos2x)=- 1+ L(-1)"-·-·._ . 

2 2 n=O (2n)! 

.f1(a:) = ~ (-1)" ;c" = -
1
-. 

L 1+a; 
n=O 

A, zatirn, integraljenjen1 funkcije f' (a:) u int.erva.lu Ia: I < 1, nalazimo razvoJ 
funkcije ln( 1 + a:) 

(X d~t: ~ 11, raJ n ~ 'Tl-1 :Vn 
.f(a:) = /n -- = ln(1 +;c)= L(-1) Jn a; d:r = L(-1) · -. 

, 0 1 +a; n=O ll n=l n 

.f(:e) = (1 (_1_) I (~,"")I ~ n-1 L, = > n;c . 
1 - ,!: n=ll 1~ 

f(:c) =- -- - + ---1( 1) 1 1 1 
. 2 1 + a: · ( 1 + a: )2 2 1 - x 

_ 1 · n ,n , ,n ,n 

(

co oo oo ) 

_ 2 ];( 1) a ~];(n+1)a. +,~·~· 

00 00 

=- L n;c2n-l- 2 L nx2n, 

koji kon vergira za I a: I < 1. 
10° 

n=l n=l 

( 2 3) 2 .f(v) = ln 1- :v + :e - :n' = ln(1- :c) +ln(1 + :c ) 

= f(-1)"-1 (-a:)"+ f(-l)n-1 a:2n 

n=l n n=l n 

co ':C2n o..; J'n 
= L(-1)n-l, - L _· . 

n=l· n n=l n 
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1P 

I 1 f (a:)=--=== 
· V1-a: 2 L

eo 1·:3·5· ... ·(2n-1) 2n Leo (2n-1)!! 2n 
--------'----'-X + 1 = :v + 1. 

271 n! n=l (2n)!! n=l 

Kako reel 

f '( ) Leo (2n- 1)!! 2n 
x =1+ a; 

· (2n)!! 
n=l 

apsolutno konvergira za Ia~ I < 1, to je.: 

.f(:e) = arcsin:v = f (2n- 1)!! rx :v2"da; + :r =a:+ f (2n- 1)1! a;2n+l 

n=l (2n)!! Jo · n=l (2n)!! 2n + 1 

1::1° Prema poznatint relacijama 

ei'r: = cos :r + ·i sin a: 

-za; · · 
t' = COS :l~ - '/,Sill :l~ 1 

nalazirno 

cos :l~ = ~ ( i:r: + -icc) e c 
2 

· , _ 'l ( ix ..,-ix) sin :t - - '2 e - t. . 

Tako nalazirno razvoj 

e'" SUI :z: = -
2
i (~ (1 +n!i)" 

00 

(1- i)" 
L__. ---- :l-:n- L n! 
n=O n=O 

") :l~ 

- -i [Lc-.o _a:" 2- L2' ( 7r 7r) cos n -
4 

+ i sin n -
4 2 n! 

n:=O 

cv ·r"' ( 7r 'lr)] - L ·n! 2% cosn 4 - isinn 4 
co 2' ll 71 

L. . 2n:J!; . . 7r 
s1n n-. 

4 
n=ll 

Prerua nejednakosti 

. 7r I SU1'/l.4 

n==D 

l:vl"'2% 
< 

n! 

co lcvl"2% 
na.lazinw da reel '2:::: __ n_!_ konvergira. za. l:vl < CXJ. 

n=O 
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14~ Slicno prethoclnom zadatku, nalazimo daje razvoj funkcije .f(x) = e"' cos a: 

dat sa: 

koji konvergira za l:vl < =· 
l.'io 

oo n 
x ~ :u"22 1r 

e cosx = ~ -- cosn-, 
n=O n! 4 

1 00 00 

.f'(:r) = ---- =- ~(-l)"a:2n = -1+ ~(-l)n-l;u2n, 
l+x2 ~ ~ 

n=O n=l 

a sad a, integra.ljenjem funkcije .f' ( J.:), na.lazimo 

1 "' ~ = 0 ,2n+l 
''' " ~( )n-1 '" a.rctg = - + L.., -1 --- , 

1 + a: '1 n=ll 2n + 1 

koji konvergira. za. Ia: I < 1. 

2.2.39. Naci sumu recla 

Resenje. Poluprecnik konvergencije recla je 

. O.n 
R = lun -- = 1, 

n-+C0 O.n+l 

pared apsolutno konvergira za. Ia: I < 1. Suma reda. je (a; < 1) 

CXJ ,n C0 f~"C ,ltd, 
~ .t. ~ Jo x J, 

S(:v) = ~ (n + l)(n + 2)(n + 3) = ~ (n + 2)(n + :3) 

!·x ( 
00 

],"' ;vn+l d:1:) £'" (1'" (1"' :.v:3 ) L 0 
, d:t: = --d:v 

, o n=l n + .3. . o o o 1 - ;v 

=-:_:___ :_:__+~+1'. 
J'3 ( 'l'2 'I' ) 

(i 10 4 

2.2.40. Na.Ci sumu recla 

= (n + 1):~:: 71+ 1 

L n! 
n=l 

Resenje. Red konvergira. Z<~ Ia: I < = pa. je suma reda. 

co (n + 1)a:" 
S'(T) - 'U ~ . - J' , .. - , L.., n! - " 

n=l 

d:v) cLr 
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2.2.41. Naci sunm recla 

co 

~( - 1)n (2n: 1)!. 

Resenje. Posmatramo stepeni reel oblika 

c<.> 2n+l :L ( _1)" ~1_1a_: __ 

n=O· (2n+l)!' 

h.ii je polnprecnik konvergencije R = =· Sum~ posmatranog stepenog recla je ·· 

1 = T2n 1 = T2n+l 

= 2;v :L(-1)"' (.2n)1- 2 :L(-1)" (;~ + 1)! 
n=O n=O 

1 1 
= ~a: cos a: - - s1n :e. 

2 2 

Suma polaznog lHUTlerickog reda je 5'(1) i inTa vreclnost 

( 1) 

1 
S' ( 1) - 2 (cos I - sin 1). 

3. RESAVANJE DIFERENCIJALNIH 
JEDNACINA POMOCU REDOVA 

3.1. Uvodne napom.ene 

Neka je data cliferencijalna jeclnaeina 

Tac.ka :r 0 je ohih1a tacka cliferencijalne jeclnaeine (1) ako su koefici
jenti a,(:~:) ('i = 0, 1, 2), analiticke funkcije u toj tacki, tj. mogu se 
n toj tacki razviti n konvergentan Taylorov reel poluprecnika R > 0 
i a0 (:c 0 ) # 0. Neka je :c 0 ohic:na. ta.dm diferencijalne jeclnaCine (1) 
i neka. Taylorovi reclovi koeficijenata ai(x) i = 0, 1, 2 konvergiraju u 
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intervalu lx- Xo I < R, R > 0, tacla se resenje cliferencijalne jeclnaCine 
(1) trazi u obliku stepenog recla 

00 

y(x) L an(x- xor\ 
n=O 

koji konvergira za lx- :ro I < R. Pomenuti pojmovi se, takocle, oclnose 
i na cliferencijalne jeclnaCine n-tog recla n = 1, 2, 3, .... Ovcle clajemo 
resenja nekih cliferencijalnih jeclnaCina prvog, clrugog i treceg recla, 
koje se naj<:esce koriste u praksi. 

3.2. Zadaci 

3.2.1. Naci resenje diferencijalne jeclnaCine 

y' + y = x, y(O) = 1, 

u obliku stepenog recla. 
CXJ 

Resenje. Nekaje resenjejeclna.Cine y = 2:": ana:"'. Ta.cla.je 
n=O 

O:l 

I '\"""' n -l y = L.... na 11 a: , 

n=l 

pa za.menom u da.toj diferencijalnoj jedna.Cini, na.la.zimo: 

co 00 

(1) L (n + l)an+l a:r'. +Lana::" =a:. 

n=l n=O 

Resenje sistema jedna.cinacina. ( 1) je: a0 = 1, a 1 = -1, a ostali koeficijenti an, za. 
n = 2, :3, 4, ... , se nalaze pon1ocu rekurentne rela.cije 

(2) (n + 1)an+l +an = 0. 

Prema rekurentnoj rela.ciji (2), a koristeCi indukciju po n, na.la.zimo koeficijente: 

ao = 1, ( )
n 2 an= -1 -, 

n! 

Dakle, resenje date diferencija.lne jedna.Cine je 

n = 2, 3,4, .... 
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co n 

y(x) = 1- x+:l L(-1)n; = 2e-x +x 1. 
n=2 n. 

3. 2.2. N aci resenje cliferencija.lne jeclna.Cine 

Y'- y = x3 + x . . ) 

koje zadovoljava uslov y(O) = 1. 
DO ' 

Resenje. Neka je y(:v) = L; an a;n resenje date diferencijalne jeclnaCine. Oncla je 
n=O ' 

co 

y1(:v) = '2::: 1Wn:u"-1 Zamenom izraza za y(:u) i y 1(x) u cliferencijalnoj jeclnaCini, 
n=1 

nalazimo koeficijente: 

al = ao = 1, 
8 
I, n. 

n = 5,6, .... 

Da.kle, resenje date diferencija.lne jeclna.cine je 

2 1 3 1 4 co :r" '" 3 • 2 v(a:)=1+:e+:e +-:e +-x +8"-=8e -x -.'Ia: -7x-7. 
' :3 :3 ~ n! 

n=5 

3.2.3. N aci resenje cliferencijalne jednacine 

koje ispunjava. uslov y(O) = 1/2. 
co 

Resenje. Neka je resenje elate cliferencija.lne jeclna.Cine y(:e) = L; an :c". Tad a je 
n=O 

co 

y1 (a:) = '2::: 1Wn :vn -
1 . Zamenom izra.za za y( x) i y1 (:v) u cliferencijalnoj jednacini, 

n=1 
nala.zimo da su koeficijenti t.ra.zenog stepenog reda. resenja sistema jeclna.Cina: 

()() 00 

L(n + l)a.n+1a:" +La:" (a.oa.n + a.1a.n-1 + · · ··+ a,ao) = x3 . 
n=O n::::::O 

Sledi: 
1 3 9 

a.o = 2' a1 = -4, a.2 = s' a3 = -16, a.4 = :32. 

Ostale koefici.iente nalazimo iz rekurent.ne relacije 
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zan= S, 6, .... Naime, resenje date diferencijalne jednaCine je 

1 1 1 2 :3 3 9 4 .1 5 
y(:e) = -- -x + -x --a: + -x - -;r + .... 

2 4 8 6 32 64 

3.2.4. Na.Ci resenje diferencija.lne jednac.ine 

(1 + :r )y' + y = 2x, 

koje ispunjava. uslov y(O) = a0 . 

Resenje. Ako je y( ;e) = L:;~=O O.n a:" resenje date diferencijalne jednaCine, onda 
co 

je y'(a:) = ~ nan;en-l Nalazin:w daje 
n=l 

3. 2. 5. N a.Ci resenj e diferen cij a.lne j edna.Cine 

y' = x 2 + y, za. y(O) = ao. 

00 

Resenje. N elm je resenje date diferencijalne stepeni red y( ;e) = ~ an ;e", pn 
n=O 

co 
cemu je y'(a:) = ~ nana:n--l Sada, prenm datoj diferencijalnoj jeclna.cini i 

n=l 
prethodni h izraza za y( a:) i y 1 

( ;n), nalazimo kodicijente an: 

a1 = ao, 

Tako nala.zimo da je 

ao 
({.2 = 2!, 

(.."0 (X) 

2 + a.o 
an:=:---, 

n! 
n = 3,4, .... 

'C7l, . ,rn, 

y(a:) =an '\" _"_ + 2 '\" -"-. = (ao + 2)e"'- a: 2 
- 2a:- 2. 

L....., n! L....., n! 
n=O n=3 

3.2.6. N a.ci resenje cliferencijalne jeclnac.ine 

II 2 I 2 y +X y - 2a;y =X + :T + 2, za. Y(O) = ao, y'(O) = a1. 

(X) 

Resenje. Neka je y(a:) = ~ ana:"' resenje date cliferencijalne jedna.Cine. Onda 

(X) 00 

funkcije y(:t:), y1(x) = ~ ·nan;un-l i y 11 (a:) = ~ n.(n + 1)a.na:"- 2 zadovolja.vaju 
n=l· n=2 
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polaznu cliferencijalnu jeclna.Cinu. N aime, zamenom p01nenutih funkcija u cliferen
cijalnoj jedna.Cini, na.lazirrw cla je resenje y( a:) 

( 
a:3 a:6 a:9 ) 

y( x) = ao 1 + - - -- - --- - ... 
:3 5·18 9·5·36 

3.2. 7. N aC.i resenje cliferencij alne jeclnaCine 

(1 2) II I 0 - :r y - :-cy + ·y = ' za . y(O) = ao, y'(O) = a1. 

(A') 

Resenje. N eka je stepeni red y(:z:) ::c Cln :z:n resenje elate: cliferencijalne 
n=O 

00 

jednacine. Zatirr1, zan'len01n rzraza y(:v), y'(;v) = ::C nanxn-l 
n=l 

::C n(n- 1)an:~:"- 2 u datoj diferencijalnoj jednacini, nalazimo: 
n==2 

(

. :e2 :e4 a:6 5 8 ) 
y(:c) = ao 1- 2- 8- 16 - 8. 16 . a: -... + a.lx. 

3.2.8. NaCi resenje diferencijalne jednaCine 

~ ~ 

y" (X) 

Resenje. Ako je y(:e) = ::C ana:n resenje, ta.cla je y1(a:) = ::C nana:n-l i 
n=O n=l 

00 

y 11 (:c) = ::C ·n(n- 1)an:en-2. Zarnenom izraza. y(:~:), y 1(a:) i y11 (x) u datoj clifer-
n=2 

encijalnoj jednacini, nalazimo cla je resenje: 

L
oo k (2./i;- 1)!! 2k 

y(:v) = ao + a1 :1: + ao · ( -1) ·-l a: 
(2k )!! 

k=l 

3.2.9. Data je generalisa.na. Hermiteova. diferencija.lna. jedna.Cina. 

3y111 
- 8xy' + 8ky = 0. 

N aci opste resenje date diferencija.lne jednaCine. 
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Resenje. Pretpostavimo da je resenje date diferencijalne jednaCine stepeni red 
00 

y(:e) = "2:: an:vn, a onda diferencira.njem nalazimo 
n=O 

00 

y 1(x) = L nanxn-l, 
n=l 

00 

y 11 (:c) = L n(n -1)ana:n- 2
, 

n=2 
co 

y"'(a:) = L n(n- 1)(n- 2)anx"- 3
, 

n=3 

Cij01n zamenon1 u datoj diferencijalnoj jednaCini, nalazimo da je opste resenje: 

( 

00 
8n n 3n ) 

y(x) = a0 1 + L-;-,;; fJ(3i- :3- k) -(~ 
1 n=l 3 i=l .3n). 

+ a1 x + L- fJ(3·i- 2- k)..,----x __ _ 
( 

00 
3n n 3n+l ) 

n=l 3" i=1 (:3n + 1)! 

( 

2 
00 sn n x3n+2 ) 

+a2 x +,~3"D(3i-1-k)(3n+2)! 

3.2.10. Naci opste resenje Fibonaecieve diferencijalne jednacine 

( 4 + :r 2
) :t/' + 3xy'- k(lc + 2)y = 0. 

co 

Resenje. Pod pretpostavkom da je y( X) = I: an x" resenje date diferencijalne 
n=O 

jednaCine i zarnenom odgovarajuCih izvodnih redova 

co 

y 1 (x) = L nanx"- 1
, 

n=1 

00 

y11 (a:) = L n(n- l)anx"- 2
, 

n=2 

u diferencijalnoj jednaCini, dolazimo do resenja: 

( ) ( Leo rr:~l (k- 2n + 2i) ,2n) 
y a: = ao 1 + x 

4"(2n)! 
n=l 

+ '\"' •=1 x2n+l 
( 

00 f12"+1
(k- 2n- 1 + 2i) ) 

al ~ 4"(k + 1)(2n + 1)! · · 

3.2.11. Naci resenje cliferencijalne jednacine 

y 11 + xy' = 2x. 
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co 

Resenje. Neka je stepeni red y(:v) = ,L: an xn resenje date jednaCine. Zamenom 
n=O 

co co 

izraza za y'(a:) = E nan:vn-l i y 11 (x) = ,L: n(n- 1)anxn- 2 u diferencijalnoj 
n=l n=2 

jednaCini, dolazirno do sledeceg sistema jeclnaCina 

co 

L ((n + l)(n + 2)an+2 +nan) a:n + 2 · 3 · a3x + 2a2 + a1x = 2x. 
n=2 

Resavanjem ovog sistema nalazimo koe'ficijente an: 

n = 1, 2, ... , = (-1)n-1 (2n- 1)!! (2- a ). 
02n+l (2n + 1)! 1 

Trazeno resenje je: 

co 2 
( 

·) _ , ~( )n-1 ___ -_(_1·1 __ ,2n+1 ya. -ao+a1x+ L -1 x 
2"(2n + 1) n! 

n=1 

=ao+a1(a:+f(-1)" x
2

n+
1

) )+ 
2"(2n + 1 n! 

n=l 

co T2n+l + ~(- 1)n-1 __ ' __ _ 

L 2n-1 (2n + 1)n! · 
n=1 

Poluprecnik konvergencije stepenog recla y(a:) je R = = 



II GLAVA 

INTEGR.ACIJA 

1. DVOSTRUKI INTEGRAL! 

1.1. Uvodne napomene 

1 o Neka je z = f(:c, y) neprekiclna funkcija nacl zatvorenom pravil
nom oblasc.u D. Pod dvo8trukirn integralorn funkcije z = f( :r, y) na.cl 
D poclra.zumeva se broj 

gde je 6.:ci = :ci+l - :ci, 6.y.i = Y.i+I - JJ.i, a zbir se oclnosi na. sve 
vrednosti i i .i za koje (:ci,.lJ.i) ED. 

2° Ako je 

D = {(:c,y)ia:::; :t::::; b, Ul(:c):::; y:::; Yz(x)}, 

pri cemu su y1 (:c) i y2 (:c) neprekiclne fti.nkcije na segmentu [a, b], oncla 
vaz1 

jj• · 1·b j'Y2(:c) 
f(:c,y)d:cdy = · d:c f(:c,y)dy. 

D a. 111 (.1:) 

3° Uvoaen,iem polarnih koorclinata: :r = 7'cos<p,y = 1·sin<p, clobi
jauw fonnulu 

JlrJ f(a;, Y) dx dy = j l, f(T cos <p, r sin<p )r d1· d<p. 

49 
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1.2. Zadaci 

1.2.1. Po clefiniciji izracunati integral Jfn :r 2 y 2 dx ely, alm je oblast 
integracije D data sa 0 ::=; x ::=; 1, 0 ::=; y ::=; 1. 

Resenje. Funkcija .f(x, y) = a: 2 y 2 je neprekidna u oblasti D, pa je integra-
bilna u istoj. Integral nalazimo na sledeCi na.Cin. 

Interval [0, 1) delimo nan jeclnakih delova, odnosno, na.lazimo da je: :r; = i/n, 
:e;+l = (i + 1)/n, 6.a:; = l/n, Y.i = .i/n, Y.i+l = (j + 1)/n, 6.Y.i = 1/n. Prerna 
definiciji <lvostrukog int.egrala, imamo 

// a:
2 z/ da: dy = lim. (t t i~' j: _1_ 2_) 

··D .. n-co i=l.i=ln-n nn 

. n 2 (n + Jj2(2n + 1) 2 
= bm ·------:----
n~co :3Gn1i 9 

1.2.2. Po clefiniciji izrac.unati integral JJ~J :ry 1l:t: dy, ako je D oblast 
integracije data sa. a ::=; a: ::=; b, c ::=; y ::=; d. 
Resenje. Funkcija. .f(:r, y) = a:y je neprekidna u oblasti D , pa. je i11tegrahilna. u 
njoj. Integral t.razirno na slecleCi na.c.in. 

lu tervale [u, b J i [c, rl) de limo na n .iednkil1 del ova, pa. t.ako nalazirno da je 6.:1:; 

(b- a)/n i 6.y.i = (d- e)/n. Trazeni integra:! je 

I= f'/' a:yd:z:dy 
, ./D 

= lilll (~ (u + b- u(i- 1)) ~. (c+ d- c(j- 1)) (b- a)~'d- c)) 
'.'J.-c~' ~ n ~ n n .... 

1=1 J=l 

1 ') ., ~ ., 
= -(b-- 11.- )(d-- c-) 

4 

1.2.3. Prema clefiniciji izracunati integral Jfn e'"+ 11 d:c dy, a.ko je 
o lJlast integracije data sa: 0 :::; :~.: :::; 1, 0 ::=; y :::; 1. 

Resenje. Zada.tak se resava na slican naein kao i prethodna elva zadatka .. Nairne, 
nalazimo cia je: a:; = ·ijn, 6.:e; = 1/n., Y.i = .i/n, 6.Y.i = 1/n. Onda je trazeni 
integral: 

! .. /' e"'+!! rl:J: dy = lirn 
. .lrJ n----..c::--..::' (Ln ." .. Ln '1·) e 1 e· .I ., 

n-
i=l .i=l 
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U sledecim zadacima ispisati granice integracije u dvostrukom in
tegralu ffv f(x, y) dx dy za oba moguca poretka. 

1.2.4. Oblast D je f:.ABC sa temenima A(1, 0), B(3,4), 0(0, 1). 

Resenje. (Slika 1) 

Jr r f(x, y) dx dy = {
1 

dx 11+x f(x, y) dy + 13 
dx r1 +w f(x, y) dy 

Jv Jo 1-x 1 J2w-2 

11 1y/2+1 14 ly/2+1 
= dy f(x, y) dx + dy f(x, y) dx. 

0 1-l) 1 y-1 

y 
B(3,4) 

C(O,l) 

X 

A(l,O) 

Slika 1 

1.2.5. Oblast D je cetvorougaoodredenlinijama: x+y = 1, x+y = 
3, y- x = 1, y- x = 2, slika 2. 

Resenje. 

JJ !0 12+w 11/2 12+w 
f(x,y)dxdy= dx f(x,y)dy+ dx f(x,y)dy 

D -1/2 1-w 0 1+x 

+ {1 dx 13-w f(x, y) dy 
}1/2 1+w 

13/2 ly-1 = dy f(x, y) dx 
1 1-y 

12 ly-1 15/2 13-y + dy f(x.y) dx + dy f(x, y) dx. 
3/2 y-2 2 y-2 
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Slika 2 

1 Oblast je krug: 

2 2 2 x +Y =o. 

Resenje. 1° 

rr •o, /va2-x2 
)} f(x,y)dxdy= / d:v f(x,y)dy 

. [) "-a , --Ja2 _,2 

f a 1~ = dy f(x, y) dx. 
-c. -va2-y2 

X 

2 X 

Slika 3 Slika 4 
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2° (Slika 3) 

!1 12 !~ f(x, y) dx dy = dx f(x, y) dy 
D 0 -V2rr:-cr;2 

!1 11+~ = dy f(x,y)dx. 
-1 1-~ 

1.2.7. Oblast D je ogranicena linijama y = x~, y = Vx (slilm 5). 
Resenje. 

!"{ f(x,y)dxdy=1
1 

dx rvxf(x,y)dy=1
1 

dy1Vvf(x,y)dx. Jv o Jx2 o y2 

X 

0 

Slika 5 
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U sledecim zadacima rekonstruisati oblast integracije, a zatim 
promeniti poredak integracije: 

JJ rV3 JxV3 1.2.8. Dj(x,y)dxdy = Jo dx x 2 j(x,y)dy. 
Resenje. (Slika 6) 

!1 1
V3 1"'V3 13 

1Vv f(x,y)dxdy= dx f(x,y)dy= dy f(x,y)dx. 
D 0 x 2 0 y/Vs 
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y 

X 

y=x\[3 

Slika 6 

1.2.9. ffnf(x,y)dxdy = foa/ 2 dy JYR(y) f(x,y)dx, gdeje 

Resenje. (Slika 7) 

R(y) = a + Ja2 - 4y2 
2 

11\ 
y 

0 
D 

a/2 a 

Slika 7 

X 

Jr { {a/2 1R(y) 
}Df(x,y)dxdy= Jo dy Y f(x,y)dx 

l a/2 1x la 1v;;x-x2 = dx f(x, y) dy + dx f(x, y) dy. 
0 0 a/2 0 
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1.2.10. Jfv f(x, y) dx dy = f0
1 

dy JYF f(x, y) dx. 
Resenje. 

I= 11 dx lava; f(x, y) dy + 1V'i dx lvz-x2 f(x, y) dy. 

1.2.11. U dvostrukom integralu ffv f(x, y) dx dy preCi na polarne 
koordinate napisati oba moguca poretka, ako je oblast integracije 
data sa: 

Resenje. 1° x 2 + y 2 :::; x, odakle, prelaskom na polarne koordinate, nalazimo 
da se polazni integral transformise na sledeCi naCin: 

!!, ! 'lr /2 locos 'P 
f(x,y)dxdy= dtp rf(rcostp,rsintp)dr 

D -7r/2 0 

11 !arccos r 
= rdr f(rcostp,rsin<p)d<p. 

0 -arccos r 

y 

D 

Slika 8 
2° a2 :::; x2 + y 2 :::; 4a2 , (slika 8), odakle, prelaskom na polarne koordinate, 

nalazimo da se polazni integral transformise na sledeCi naCin: 

Jfvt(x,y)dxdy= 12

7r d<p 12

a rf(rcostp,rsin<p)dr 

= 12
a r dr 12

1r f(r cos <p, r sin <p) dt.p. 
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1.2.12. Ako je oblast integracije D = {(x, y)l 0 s; x s; 1, 0 s; y s; 
1} , prelaskom na polarne koordinate transformisati dvostruki integral 
ffv f(x, y) dx dy. 
Resenje. Uvodenjem polarnih koordinata, oblast D se deli na oblasti: 

r E [o, - 1 J 
cos <p 

u jednom poretku, au drugom poretku, imamo oblasti: 

r E [o, --.1 J 
sm<p 

D~ : r E [1, V2] , [ 1 1] . 
<p E arccos ; , arcsin ; , . D~ : r E [0, 1], 

1.2.13. Dvostruki integral ffv f(x, y) dx dy transformisati uvode
njem polarnih koordinata, ako je oblast integracije 

xv'3 
D = {(x, y)l y = -

3
-, y = x, x = 1}. 

Resenje. U vodenjem polarnih koordinata x = r cos <p, y = r sin <p, oblast inte
gracije D se transformise na sledeci naCin: 

u jednom smeru integracije. Promenom smera integracije, imamo: 

1.2.14. Ako je D oblast integracije ogramcena sa: x2 + y 2 s; 1, 
x2 + y2 s; 2:r, (slika 9), ispisati granice u oba moguca poretka, u 
dvostrukom integralu 

J L f(x, y) dx dy. 

Resenje. Uvodenjem polarnih koordinata, oblast D se transformise na sledeci 
naCin: 

r E [0, 1], <p E [-arccos~' arccos~] . 
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U drugom poretku integracije, granice integracije su: 

D1: <p E [-~, ~] ,r E [0, 1]; D2: <p E 

D3: <p E [~, ~] ,r E [0,2cos<p]. 

y 

0 

Slika ·9 

[ -~ -~] r E [0 2cos{()]' 2 , 3 , , .,... , 

1 2 

57 

1.2.15. Iz:t:acunati JJD xy dx dy, ako je oblast integracije D ogram
cena krivom y = xe-x i pravama X = 1 i y = 0. 

Resenje. (Slika 10) 

i l 1"'e-"' 3e2 - 19 
I=· x dx y dy = ---

., o o 16e2 
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y 

D X 

1 

Slika 10 

1.2.16. Izracunati 

I = j" { ( x + 1) ln ( x + 1) d d 
Jvy (x-1)2 x y, 

ako je D oblast ogranicena linijama: y = 1, x = 0, x = 1 - y'1 - y 2 . 

Resenje. 

1
1 11 -v'l=Y2 (x + 1)ln(x + 1) 

I= ydy dx 
o o (x-1)2 

= rl (x+l)ln(x+1) dxj1 ydy=ln2- ~. 
Jo (x- 1)2 J2x-x2 8 

1.2.17. Izracunati 

Resenje. 

I= (01 y2 dy (Y dx + r= y2 (1/y dx = -J2- ~. 
Jo yi1+Y2 Jo (x + y) 2 J1 yi1+Y2 Jo (x + y)2 2 

1.2.18. Naci vrednost integrala I= ffv x 2 y dx dy, ako je oblast in
tegracije D ogranicena linija~na y = x2 i y - x = 2. 
Resenje. 

I = x2 dx y dy = -. 12 12+x 531 

-1 x2 70 



DVOSTRUI<I INTEGRALI .59 

1.2.19. Izracunati integra1 I= JJD y2 d:r dy, ako jeD oblast ograni
cena linijama.: :c = 0, y = 0, a; = 1 +cosy, y ='if. 

Resenje. 

17r ll+cos y 11' 
I= y 2 dy da:=-;-(11'2 -6). 

0 • 11 .3 

1.2.20. Ako je D oblast ogranicena linijama: 

y = 0, y =/"X, 2 2 a; +y = 2, 

izra.c.una.ti integral I - JJ~ :ry d:r dy. 

Resenje. 

i l lv-x fh 1~ 7 I = a: ria: y dy + a.: da: y dy = ;:--- . 
• (] . ll • l 11 24 

1.2.21. Izrnhmati integral I= JJD(:r 2 + y2
) da: dy, ako je obla.st D 

2 

ogra.nicena. linijmna.: y ~ 0, a: 2 + y2 = : , :r 2 + y2 = a:r. 

Resenje. 

I= 1
'(1/4 

. II 

odakle, prelaskom na pola.rne koorclina.t.e, nalazirno cla .ie 

/

·7r/3 ;·a./2 :J ·[7r/2 -~·a.cos<p 3 0.411' 7a4/3 
I= rhp r' dl' + dcp r' dr =-- ---. 

• 1J , II . 7r /3 . 0 48 256 

1.2.22. Izraiuna.ti integral I= JJ~J 2y dx dy, ako je oblast D ograni
(·eua lini.i am a: y = 0, :1: = 0, y = ln a:, y = 1. 

Resenje. 

/·1 /'1 /'t' ll I = rla: 2y dy + _ da: 'iy dy = 2 . 
. II , 11 · 1 · ln "' 

1.2.23. Izracunati integral I= J(;1 ~; e'r
2 

d:r dy. 

Resenje. 
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1.2.24. Nac.i vreclnost integralai = ffv(:r 2 -y) cl:c ely, akoje D oblast 
ogranicena liuijama: 

:c + y = a, :c + y = 3a, y = :c, y- :r = a. 

Resenje. Oblac;t. D s<~ deli na sledece tri ohlast.i: 

[ (/.] D1: a:E 0, 2 , yE[a-a:,a+a:], 

D2: a:E[~,a], y E [a:,:e + \l], 

[ :3a] 
D3: :e E a,2 , y E [:t:, :)a- :t:]. 

Traze11i integral je: 

[,
a/2 ~a+:r: l" ~-:r+a 

I= d:t: (:r
2 

- y) dy + d:r. ·'·· (;c
2

- y) dy 
, IJ • a -;r: . a./2 

r3a/2 t3a-;r: 

+ ./, d:!: ./r (:t:2 - ?J) dy 

2u 4 5u3 

1.2.25. Izrac.Lmati dvostruki integral I 
oblast op;nmiceua sa.: 

Jf~J :ry d:c dy, ako Je D 

y = 0, :r = a(t- sint), y = a(l- cost), 0 :S t :S 27r. 

Resenje. 

!
·2ar. ;·a(l-cc•c:t) f)4 

I = :1: da: y dlj = -u'1 1r . 
• II • 11 , , >I 

dxdy . .• 
1.2.26. Izracnuati I = J fr; _ .

3
, ako .1(~ D oblast ogramcena 

(:r + 1 y )· 
sa: 

y = a:, y = :r + u., y = a, .V = 2a. 

Resenje. Ohlac;t D se razlaze 11a sledece clve oblasti: 
D1 : :1: E [0, a] , y E [a, :r +a] , 
Ih: :r E [a,2c!], y E [:t:,2a], 

a t.razeni integral je: 

!'" 
I= 

. n /

·:r-+a th; ;·2u !2a dy 
d:r . ---·-- + tLt: 

.a (:~:+1-yY' .a .;r· (a:+l-y)3 

a 2 (2- a) 
2(1- a)" 
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1.2.27. Izracunati I= ffv xy2 exy dx dy, pri cemu jeD dato sa: 0::::; 
X ::::; 1, 0 ::::; y ::::; 1. 

Resenje. I = J0
1 x dx J; y2 e"'Y dy = 3 - e. 

1.2.28. NaCi vrednost integrala I= ffv(x + y)2 dx dy ako jeD: lxl + 
IYI ::::; 1. 
Resenje. Oblast D se razlaze na sledece dve: 

D1: x E [-1,0), y E [-1-x,1+x]; D2: x E [0,1), y E [x -1,1-x]. 

Sada nalazimo vrednost trazenog integrala: 

I= dx (x+y) 2 dy+ dx (x+y) 2 dy= -. !0 !1+x 11 11-x 2 

-1 -1-x 0 x-1 3 

y 

X 

Slika 11 

1.2.29. Izracunati I= ffv sin(x + y) dx dy, ako jeD oblast ograni
cena linijama: y = 0, y = X 1 X = 7r /2. 
Resenje. I= J0"/

2 dx f0"' sin(x + y) dy = 1. 

1.2.30. Ako jeD oblast integracije ogranicena sa: xy = 2 i x +y = 3, 
izracunati integral I = J J D x 2 y dx dy. 

v • 2 3-.x 2 7 
ResenJe. I= f1 dx f 2;x x Y dy = 

20 
· 
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1.2.31. Naci I( a)= JJD(x + y)-a dx dy, aka jeD ablast agranicena 
linijama: X > 0, y > 0, 0 < a :s; X + y :s; 1. Zatim, naci a taka da 
pastaji lima-+0 I( a). 

Resenje. Oblast D integracije se razlaze na sledece dve oblasti: 

D1: xE[O,a], yE[a-x,1-x]; D2: xE[a,1], yE[0,1-x], 

a integral je 

1a 11-x 11 j'1-x. 1 a2-a 
I= dx (x + y)-a dy + · dx (x + y)-a dy = --- --. 

0 a-x a 0 2 - ex 2 - ex. 

1 
.Sada je lima-.o I( ex)= -- za 2 =/-ex. 

2- ex 

L2.32. Izracunati integral I = JJD(x + y) dx dy, aka je D ablast 
ogranicena linijama: 

y = 2x 2
, y = 1 + :r, y = 3 + x. 

Resenje. Oblast integracije D se razlaze na sledece tri oblasti (slika 12): 

D1: X E [-1,-~] 'y E [2x 2,x+3]; D2: X E r-~,1] 'y E [1 +x,x+3]; 

D3: xE [1,~J,yE [2x 2 ,x+3], 

pa je trazeni integral 

j -1/2 1x+3 
I= dx (x+y)dy 

-1 2x2 

+ !1 

dx r+ 3 

(x + y) dy + 1312 
dx r+ 3 

(x + y) dy 
-1/2 J1+x 1 J2x 2 

843 

80 
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y 

y=x+3 

X 

3/2 

Slika 12 

1.2.33. Izracunati dvostruki integral ffv -jx2 + y 2 dx dy, ako je D 
oblast integracije ogranicena sa: x :::=: 0, x2 + y2 

::::; 2, y = x2
. 

Resenje. 

!"/' /'1 1~ I= } D y' x2 + y2 dx dy = Jo dx x
2 

y' x2 + y2 dy, 

odakle, prelaskom na polarne koordinate, nalazimo da je: 

17r/4 1":i;l 17r/2 1V2 2 7rV2 I = d<p " 'P r 2 dr + d<p r 2 dr = - (1 + V2) + --. 
0 0 7r /4 0 45 6 

1.2.34. Neka je D oblast ogranicena sa: 

y :::=:: 0, 
2 

2 2 a 2 2 
x + y = 4 , x + y = ax, a> 0. 

NaCi integral I= ffv ·-jx2 + y2 dx dy. 
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Resenje. Presek krivih 

je tacka A ( a/2, avf3/4). Prelaskom na polarne koordinate, nalazimo 

17r/3 la/2 1"'/2 lnacos<p a3 
I= dt.p r 2 dr + dt.p r 2 dr = -(1r + 16- 9v'3). 

0 0 7r /3 ' 0 72 

1.2.35. Izracunati I= ffv (a2 - x2
- y2

) dx dy, ako jeD: x2 +y2
::::; 

ay. 
Resenje. Uvodenjem polarnih koordinata, imamo: 

1.2.36. Izracunati integral I= ffv(x 2 + y2) dx dy, ako jeD oblast 
ogranicena sa: 

xJ3 
a;2 + y2 = az' y = 3-' y = xJ3; 

y = x, x2 + y2 = x, y > 0. 
Resenje. 1° Uvodenjem polarnih koordinata, nalazimo da je: 

2° I ovde uvodimo polarne koordinate, pa nalazimo da je: 

1,.. /2 lcos 'P 1 
I= dt.p r3 dr = -(37r- 8). 

7r/4 0 128 

1.2.37. Izracunati dvostruki integral I= ffvcosy'x 2 +y2dxdy, 
ako je D oblast ogranicena linijama: 

Resenje. Uvodenjem polarnih koordinata, nalazimo da je 

1

7r/3 127r 7r 
I = dt.p r cos r dr = -. 

7r/4 7r 6 
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1.2 .38. N aci vrednost integrala I = J J D x 2 -)1 - x 2 - 4y2 dx dy' ako 
je D oblast data sa x 2 + 4y2 :::; 1. 
Resenje. Prelaskom na polarne koordinate x = r cos 'P, y = 1/2r sin 'P, nalazimo 
da je: 

I=.:!:_ r1f d'P {
1 

r 3 cos2 'P~ dr = ~. 
2 lo lo 15 

1.2.39. N aCi vrednost integrala I = J J D y 2 -Ja2 - x2 - y2 dx dy, ako 
je D: x2 + y2 

:::; ay, a > 0. 

y 

D 
a 

2 

0 X 

Slika 13 
Resenje. Uvodenjem polarnih koordinata, (slika 13) nalazimo 

I= d'P r 3 sin2 'PVa2- r 2 dr = -- --. 11f 1asincp· a51r 92as 

0 0 15 1575 

1.2.40. Izracunati 

ako je D a blast data sa: e
2 

:::; x 2 + y2 
:::; e

4
. 

Resenje. Prelaskom na polarne koordinate, imamo 

37r 

32 
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I= J x2 y2 
1--- -dxdy 

3 2 

x2 y2 
ako J. e D : - + - < 1. 

3 2 -
Resenje. Ako uvedemo polarne koordinate: x 
imamo da je IJI = n/6, pa je trazeni integral 

rVJ cos <p, y 

I=VB d<p. r~dr= --. 1271" 11 21rV6 
0 0 3 

1.2.42. Ako je D oblast integracije data sa 

x2 y2 
-+--<1 
3 2 - ' 

naCi integral 

rV'i sin<p, 

Resenje. U vodenjem polarnih koordinata: x = rVJ cos <p, y = rV'i sin <p, nalaz
imo da je 

r/2 ],2 V3 
I= VB Jo dr.p 

1 
r2 V2sin<p~ dr = (l (s1r + 3Vs). 

X 
1.2.43. Izracunati I= Jfn arcctg- dx dy, ako jeD oblast ogranicena 

y 
sa: 

xJ3 
Y > -

- 3 ' 
y :::; X. 

Resenje. Uvodenjem polarnh koordinata: x = r cos <p, y = r sin <p, imamo 

171" /
4 ],2 cos <p 51!"2 

I = d<p arcctg-.-r dr = -. 
1r/6 1 sm<p 192 

1.2.44, Naci vrednost integrala I= Jfn IY- xl dx dy, ako jeD oblast 
ogranicena sa: 0 :::; x :::; 1, 0 :::; y :::; 1. 



Resenje. Kako je 
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{ 
y- x, 

iY- xi= 
X- y, 

y"?_x 

y <X. 
to se oblast D razlaze na sledece dve: 

D1: x E [0,1], y E [x,1]; D2: x E [0,1], y E [O,x]. 

Trazeni integralje 

11 11 11 1'" 1 I= dx (y-x)dy+ dx (x-y)dy=-. 
0 '" 0 0 3 

67 

1.2.45. Naci integral I = JJD ixyi dx dy, ako je D oblast data sa: 
x2 + y2 ::; 1. 
Resenje. Oblast D se razlaze na sledece oblasti: 

D1 : lxvl = xy, x E [0, 1], y E [o, ~] , 
D2: lxvl = -xy, x E [-1,0], y E [o, ~], 
D3: lxvl = xy, x E [-1,0], y E [-~,o], 

D4 ixyi = -xy, x E [0, 1], y E [-~, o] . 
Sada je trazeni integral 

11 1~ jo 1~ I = x dx y dy - x dx y dy 
0 0 -1 0 

jo jo 11 jo 1 + x dx · · y dy - x dx y dy = -. 
-1 -~ 0 -~ 2 

1.2.46. Izracunati JJD Jix- y2i dx dy, ako je oblast D ogranicena 
sa: 0 :S x :S 1, IYI :S 1. 
Resenje. Trazeniintegralje 

!1 1y 2 11 jfo 7r I = dy ~ dx + dx J x - y2 dy = -. 
-1 o o -.vx 4 

1.2.47. Izracunati 

Jrr ly-x 2 21 
I= JD v'2 -X -y dxdy 
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ako je oblast D data sa: x2 + y2 ::::; 1. 

Resenje. Uvodenjem polarnih koordinata, oblast D se razlaze na sledece tri 
oblasti: 

D1 : y ;.;c - x 
2 

- y
2 

?_ 0, <p E [ ~, 5
:] , r E [ 0, sin ( <p - ~)] , 

D 2 : y :ax - x
2

- y
2 < 0, 'P E [ ~' 5

:] , r E [sin ( <p- ~), 1] , 

D3: y:ax -x2 -y2 < 0, <pE [
5
:, 

9
:], r E [0,1]. 

Trazeni integral je JJD = JJDt + fJD
2 

+ JJD
3 

i 

jrr 157r/4 rsin(<p-!!..) ( ( 7r) ) 7r 
h = J D 

1 

= 7r
4 

d<p J O 4 T T sin <p - 4 - r
2 

dr = 
32 

. 

97r 2 
dr =-- -. 

32 3 

fs = Jr r = 1g1r/4 
d<p rl T (r2 - rsin (<p- !!...)) dr = !!_ + ~. 

JD 3 57r/4 Jo 4 4 3 

Dakle, vrednost polaznog integrala je: I = h + I2 +Is = 
9

7r. 
16 

1.2.48. Izracunati I = ffv I sin (x + y)l dx dy, ako je oblast D data 
sa: 0 :::; x ::::; y, 0 ::::; y ::::; 1r. 

Resenje. Oblast D se razlaze na oblasti: 

D1 : x E [ 0, ~] , y E [x, 7r - x] , sin ( x + y) ?_ 0, 

D2: y E [~,Tr], x E [1r- y,y] ,sin(x + y) < 0. 

Traz~ni, integral je 

17r/ 2 11r-OJ 11r ly I= dx sin(x+y)dy- dy sin(x+y)dx=Tr. 
0 OJ 7r/2 7r-y 
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1.2.49. N aCi povrsine ogranicene linijama: 

2 2 0 X + y =X, y = , y = xJ3 
1 

y2 = 2x, y = 2x2 

4° xy=2, x+y=3 

5° x = a(t- sint), y = a(l- cost), y = 0, t E [0,27r] 

6° y=x2(1-lnx), y=O, x=e 

7° y = (x + 2)e-x, y = 0, x = 1. 

69 

Resenje. 1° Trazena povrsina je P = JJD dx dy = 4 JJD
1 

dx dy, gde je oblast 

D 1 u polarnim koordinatama data sa: D1 : <p E [o, ~] , r E [0, 1]0 Dakle, trazena 

povrsina je P = 4 J
0
7r /

2 dr.p J
0
1 2r dr = 27ro 

2°Povrsina ogranicena navedenim krivim linijama, data je saP= JJD dx dy, 

pri cemu je oblast D, u polarnim koordinatama, data sa <p E [ 0, i] , r E [0, cos <p) 
pa je trazena povrsina 

17r /3 lcos 'P 1 
P = dr.p r dr = -(47r + 3vf3)o 

0 0 48 

3° Oblast D ogranicena datim parabolama jeD: x E [0, 2], y E [~x2 , V2X], 
pa je povrsina iste jednaka 

JJ 12 ~V2X 4 P = dx dy = dx dy = - o 

D 0 .1,2 3 
0 2 

4° Povrsina trazene oblasti D: x E [1, ~], y E [;., 3- x J je 

12 13-a; 1 
P = dx dy = -(3- 4ln2)o 

1 2/x 2 

!" r r2a?r ra(l-cost) 2 
P= }Ddxdy=}

0 
dx}

0 
dy=3a7ro 

6° (Slika 14) 

p =fin dx dy = le dx 1"'2(1-ln x) dy = e: 0 
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y 

D 

0 

Slika 14 
7° Oblast ogranicena datim lcrivim linijama je 

D : x E [0, 1], y E [o, (x + 2)e:-"'] 

a povrsina iste je 

je r e r(x+2)e-x 

P= Jndxdy=Jo dxj
0 

dy=3-4e- 1
. 

1.2.50. N aci povrsinu oblasti ogranicene krivom 

(
X y)4 -+
a b 

pri cemu je: a > 0, b > 0, X ~ 0, y ~ 0. 
Resenje. Ako uvedemo uopstene polarne koordinate: x 
br sin2 t.p, nalazimo da jednacina date krive ima oblik 

r= 

ar cos2 t.p, y 

a apsolutna vrednost J akobijana je IJI = 2abr sin t.p cos t.p. Povrsina oblasti je 

f"/2 {A ab (a2 b2) 
P = 2ab Jo sint.pcost.pdt.p Jo r dr = 6 h2 + k,2 , 

gdeje 

A= 
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1.2.51. Naci povrsinu oblasti ogranicene krivom 

Resenje. Uvodenjem polarnih koordinata: x = r cos <p, y = r sin <p, jednacina 
date krive postaje r = a ( cos3 <p + sin3 <p), pri cemu su granice oblasti D: 

r E [o, a (cos3 
<p + sin3 <p) J . 

Povrsina date oblasti je sada 

-137r/4 1R(cp) - 5a211 
P- d<p r dr- --, 

-'lr/4 0 16 

pri cemuje 
R(<p) =a (cos3 <p + sin3 <p). 

1.2.52. NaCi povrsinu oblasti ogranicene krivama: 

l"f + If;= 1, X = 0, y = 0. 

Resenje. Ako uvedemo uopstene polarne koordinate: x = ar cos4 <p, y = 
brsin4 <p , jednaeina krive If+ If= 1 postaje r = 1, a apsolutna vrednost 

J akobijana je 
IJI = 4abr sin3 <pcos3 

<p, 

pri cemu su granice: <p E [o, %] '.r E [0, 1]. Povrsina oblasti D je: 

17r/2 · 11 ab 
P = 4ab • sin3 <pcos3 <pd<p r dr = -. 

0 0 6 

1.2.53. NaCi zapreminu tela ogranicenog povrsima: 

2 + 2 z = 0, Z =X y, X= 0, y = 0, z=l. 

Resenje. Zapremina tela je (slilm 15) 
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y 

1 

0 

X 

Slika 15 

1.2.54. NaCi zapreminu tela ogranicenog povrsima: 

Resenje. 

V= JLzdxdy=8(V1-V2 ), 

gde su Vi i v2 dati sa: 

Vi= cjrf v1- x2- y2 dxdy, Jn a2 b2 

x2 y2 

2 + 2 dxdy. 
a b 

l v' • l' x2 y2 1 Vi u d . 1 'h 
Prese { povrs1 Je e 1psa ~ + b2 2" u ravm z = c2 . vo enJem po arm 

koordinata: X = ar COS <p, y = br sin <p, nalazimo da SU V1 i V2: 

Vi = abc fa" 12 

d<p lah/2 1'~ dr = iabc ( 1 -~) , 
1

7r/2 1V2/2 xV'i 
v2 = abc d<p r 2 dr = abc--. 

0 0 24 
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Dakle, trazena zapremina je 

1.2.55. Naci zapreminu tela ogranicenog povrsima: 

1 o z = x2 + y2
, z = x + y. 

2° X = y 2 + z2
, X = y + Z. 

Resenje. 2° Presek datih povrsi je krug 

1 -
4 

Uvodenjem polarnih koordinata: x = r cos <p, y = r sin<p, nalazimo da je 

Zapremina je V = V2 - V1 , gde su V1 i V2: 

v2 = J l (z + y) dy dz 

1311"/4 1hcos(<p-!!_) 1f = (sin<p+cos<p)d<p 4 r 2 dr = -. 
-11"/4 0 2 

Dakle, trazena zapremina je 
1l' 

V=V2-V1=-. 
8 

1.2.56. NaCi zapreminu tela ogranicenog povrsima: 

y = x 312 + z 312
, x + z = 1, y = 0, x = 0, z = 0. 

Resenje. V = f.fv ydz dx = J; dx J0
1
-"' (x3 12 + z 3 12

) dz = ;
5

. 

1.2.5'7. Naci zapreminu tela ogranicenog elipsoidom 

73 
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Resenje. Uvodenjem uopstenih polarnih koordinata: x = ar cos <p, y = b1· sin <p, 

Imamo: 

z 2 = c2 (1- r 2
) , z = ±c~, <p E [0, 27r], r E [0, 1], IJI = abr. 

· · f211" fl ~ 4abc7r 
Zapremma Je V = 2abc Jo d<p Jo rv 1 - r2 dr = --. 

3 

1.2.58. NaCi zapreminu tela ogranicenog povrsima: 

X y Z - + - + - = 1, . X = 0, y = 0, Z = 0. 
a b c 

( 
x y) abc 

Resenje. V=JfDzdxdy=JJDc 1-~-b dxdy=6. 

1.2.59. NaCi zapreminu tela ogranicenog povrsima (slika 16): 

z 

D 

Slika 16 
a2 a.,.fi 

Resenje. Presek povrsi je krug x 2 + y2 = - u ravm z = Zapremina 
2 2 

tela je v = vl - v2, gde su: 
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Uvodenjem polarnih koordinata, nalazimo da je; 

3 

Zapremina tela je V = V1 - V2 = a 7r (2- v'2). 
3 

1.2.60. NaCi zapreminu tela ogranicenog ravnima: 

X = 0, y = 0, Z = 0, y = b, X = a, 

2 2 
0 1' 0 vl 0 b 1 'd X y 1 e 1phcom para o 01 om z = -· + -. 

2p 2q 
Resenje. 

v = j" r z dx dy = ra dx r (x2 + y2) dy = ab (~ + b2) . 
J D Jo Jo 2p 2q 6 p q 

1.2.61. Izracunati zapreminu tela ogranicenog povrsima: 

y 

Slilm 17 

75 
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Resenje. Zapr<'mina je (slilm 17) 

V = 4/. ( (y2 - Yl) da: dy, D1 
· ./nl 

gcle su funkcije 111 i 1/2 date sa: 1/1 = ~ ( a: 2 + z 2 ), y2 = )a2 - a: 2 - ,:: 2 . 
a. 

1.2.62. Nah zapreminn tela ogranicenog povrsim_a: 

( yb: + z~) z + ~ = 1, ;~; = 0. 
c a 

Resenje. Prelaskom na polarne koordinat.e: 

y=brcoscp, ::=rTSllltp, IJI=bcr, cpE[0,27T], rE[0,1]. 

ln
·2" £1 2abc1T V =abc dcp J' (1- -,· 4 ) dr· = 

. 0 . 0 :3 

1.2.63. Nah zapreminu t.ela ngranicenog povrsi 

( 1) 1. 

Resenje. U vodinw modifikovane pola.rne koordinat.e: :: = c1· cos3 tp, :1: = u:r· sin:3 tp 

i nalazimo I.JI = :3ac1·sin2 cpcos2 cp, dokjedna(·.ina (1) clobija ohlik y 2 = b2 (1-r·2 ). 

Zapremina tela je 

[(ako je y = ±b~, to je 

/
·;· /'211" F = 2 11 rl:: da: = 2 

.. D . II 

dcp t 7' sin2 cp cos2 cp dr . 
./u 

!·I _ . 2 ~ ;-;-----;; abc1r 
dcp :~abcr sm tp cos~ cp v 1 - r· 2 dr = -. -. 

. () 2 

1.2.64. :\Jab zarn·eminu tela ograic.enog povrsima (slika 18): 

? 2 2 2 
.r- + y +::: = b , 

2 ') ') ') 
:e + y- + z- = a-, 

0 <a< b. 

2 
'7 

-- ;.../ ' 
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Resenje. Neka je V = V1 - V2, 

., ~ bv'L, 
gde je ohlast D1: :t:~ + y~ = 2. 

~ ~ av'2 
gde je ohlast. D'.J: a:- + 1r = T. 

z 

y 

Slib 1~ 
Uvndenjeiu polarnih koordinat.a: :1: = .,. coc; <p, y =.,.sin <p, nalazi1no da. je: 

[);tide, zaprerniua. t.eb je V = Vt Vl = i-(2- J2) (b:l - a 3
). 
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2. TROSTRUKI INTEGRAL! 

2.1. Uvodne napomene 

1° Neka je f(a:,y) neprekidna funkcija u oblasti V odrecl.enoj ne
jeclnakostima 

a~ x ~ b, Yt(x) ~ y ~ Yz(x), z1(x,y) ~ z ~ zz(x,y) 

gde su y1 (:r), y2 (;r), z1 (a:,y), .c:2 (:c,y) neprekidne funkcije, tada se 
iTo.•dn1.A:i inteym,l funkcije f( :/:, .ti, Z) ll oblasti 1/ lllOZt' izrahmati na 
sleder.i na.cin: 

lj·~· ~I> j' 112 (:r) 
. f(:r, y, z) d:r dy dz = · d:v 

• . 1· • n 111 ( .1:) /

'.::2(:r,y) 

dy f(:v,y,z)dz . 
. .::J(:r,y) 

2 o U V< >cleujem cilindrih1ih koordinat.a 

.1: = '/'C(lSi..f', y = 7'Sllli..f', .~- ~, 

t.ach. se troshnki integral fnnkcij<'" f( :r;, y, z) nzet po oblasti \1, izrahl
nava po fnnnli 

jj./ f ( :r:, y, ::) rh dy rl::..: = jj'/
11 

f ( 7' cos r.p, r sin r.p, z) I J I dr d::..: rlr.p, 
. ./, . ./, 

gck je J .Takohijan clat sa 

J 
D(:~:, y. ::::) 

D(r, c.p, .:) 

3 ° U vocl.enjem sfPrnih koordinat.a: 

=·r. 

:r = ·r cos r.p sin (), y = r sin c.p sin (), .:: = 1' cos () 

ual ;~,zim< l da j (~ .J ako hij an 

D(:r, y, ::..:) 2 J = = 1' sine 
D( r, c.p, B) 

a integra1 se t.ransfonnise u 

/j'l. f(:t:,y,::)d.rdyd.:: = 
J . ./,! 

/!./' f( r cos c.p sin(}, r sin c.p sin(}, r cos () )1· 2 sin(} ch· dc.p d() . . . ./ ,, 
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2.2. Zadaci 

2.2.1. Izrac.unati integral I = Jffv:rydxdydz, ako je V oblast 
ogranicena koordinatnim ravnima i ravni 3:r + 6y + 2z = 6. 

Resenje. 

/

·2 ll-:,/2 £3(1-:r./2-y) 1 
I= da: . dy ;eydz = - . 

• (I • ll • 0 10 

2.2.2. Izracunati integral I= Jffv(:r + y + z) d:r dy dz, ako je oblast 
integraeije V ogra.nicena povrsima: 

.r = 0, :c = a, ',l/ = 0, y = b, :: = 0, z = c 

za. a,b,c > 0. 

Resenje. 

I= j'j'/ (a·+'ly+z)da:dydz= {" 
.. ./ v .fo 
ab<' 

= -.-(a+ 2b +c). 
'2 

2.2.3. Izra<~una.ti 

da: (I' dy /''(a:+ 2y + z) dz 
.fo . n 

/

·e-1 

I= 
. u 

j ·e-:r-1 /r+y+e 1 (. ) · nz-:r-y 
~ ~ ~. 

o . e :c + y- e 

Resenje. 

/

·r-l 

1
.,_,,_1 . :3r2 3 

I= d:1: (-l+ln(e-:e-y))dy=2e---- . 
• II . 0 . 4 4 

2.2.4. Izra.cnuati I= Jffv J:r 2 + y2 + 3z2 d:c dy dz, a.ko je oblast V 
• - ') '7 ') '7 o.u;ramcPua sa :r- + y- + 3.::- = 3a-. 

Resenje. ( T vndenjeJJ 1 sfernih koorclinata.: 

:r == l'aVIcos<psinB, y = 7'a/3sin<psinB, z = 1'acosB 

na.lazimo da je: 

I ] I 
2 ') 3 ·. (I . = /' •Jrl Slll , <p E [0, 27r] , (;I E [0, 1r], 1' E [0, 1] 
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a trazeni integral je 

2.2.5. Izracunati integral I = Jffvy 2 zdxdydz, aka je V ablast 

agranicena sa z = Jx 2 + y 2 , z =a, a> 0. 
Resenje. Uvodenjem cilindricnih koordinata: x = r cos <p, y = r sin <p, z = z, 

oblast V je 
<p E [0.27r] , r E [0, a], z E [r, a] , jJj = r, 

pa je trazeni integral 

I = d<p r dr r 2 sin2 <p z dz = -. 1271" 1a la a61r 

0 0 r 24 

2.2.6. Izracunati integral I= Jffvxysin(x + z)dxdydz, aka je V 
agranicena pavrsima: 

Resenje. 

y = vx, y = 0, z = 0, 
1f 

x+z-- 2' 

171"/2 1Vx lf-x 7r2 _ 8 
I= xdx ydy sin(x+z)dz=---. 

0 0 "' 8 

2.2.7. Izracunati 

x2 y2 z2 . , 
aka je ablast V adredena sa: 2 + -b

2 
+ 2 = 1, aka Je x 2. 0, y ~ 0, 

a c 
z ~ 0, a > 0, b > 0, c > 0. 
Resenje. Uvodenjem uopstenih polarnih koordinata: 

nalazimo: 

x = ar cos <p sin 8, y = br sin <p sin 8, z = cr cos 8 

jJj = abcr 2 sin 8, 
7r o<w<-, 

- r- 2 0 <f)<~. 
- - 2 
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Trazeni integralje 

17r/2 17r/2 11 abc7r 
I= d<p sine de r4 abcdr = --. 

0 0 0 10 

2.2.8. lzracunati I= Jffv (a2 
- x2 

- z2 ) dx dy dz, ako je V oblast 
ogranicena povrsima: 

Resenje. Uvodenjem ciiindricnih koordinata: z = r cos <p, x = r sin <p, y = y, 
naiazimo da je 

2.2.9. lzracunati 

I _ jr [ [ dx dy dz 
- J.fv(x+a)2-y2-z2 

ako je V oblast ogranicena paraboloidom x = J:_ (y2 + z2 ) 
2a 

x = b, a > 0, b > 0. 

ravm 

Resenje. Uvodenjem ciiindricnih koordinata, naiazimo da je trazeni integral 

I= 12
7r d<p {~ r dr {b dx 

o Jo }~(x+a)2 -r2 

a + Vab .,J2cib - a = 41l' arctg - 41!' a arctg ---
a a 

-8a1l'Ina+2a1l'In((-a) (~-a-b)) 

+ 2a 1l' In (a ( ~ + a + b)) - 21r (a +b) In (~+a + b) 
-21l'(a+b)In(~-a-b) +21l'(a+b)In(-(a+b)2

) -2a1r2
. 

2.2.10. Izracunati integral 

__ JJ~· xln(x
2 + y2 + z 2 + R 2

) I - 2 2 2 R 2 dx dy dz 
v x +y +z + 
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ako je V oblast ogranicena sa: 

Resenje. Prelaskom na sferne koordinate, nalazimo da je trazena oblast 

<p E [o, ~] () E [o, ~] , r E [0, R]. 

Trazeniintegralje 

2.2.11. Izracunati I= Jffv (x2 + y2 + z 2
) dx dy dz, ako je V oblast 

ogranicena povrsima: 

Resenje. Presek povrsi je x2 + y 2 = ~. z = ~. Uvodenjem cilindricnih koordi-
2 2 

nata, nalazimo da je 

1
211" 1Vi/2 1~ 71' 

I= d<p rdr (r2 + z2
) dz = -(2- h). 

0 0 r 5 

2.2.12. Izracunati integral 

I = jj" f xy dx dy dz 
Jv x2 + z2- a2 

ako je V oblast ogranicena sa: 

b 
y = 2' X 2:0, z 2:0, y > 0. 
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D 

v 

y 

X 

Slika 19 

Resenje. Uvodenjem cilindricnih koordinata: x = rsincp, z = rcoscp, y = y, 
nalazimo da je (slika 19): 

b 17r/2 la/2 lb/2 rsincpydy b3 
I=- dcp rdr 

2 
= -(9ln3 -10). 

a o o br 1 a r 2 - a 48 

2.2.13. U trostrukom integralu I= Jffvf(x,y,z)dxdydz odrediti 
granice u Dekartovim, cilindricnim i sfernim koordinatama, ako je V 
oblast ogranic.ena povrsima (slilm 20): 

J: 2: 0, y 2: 0, z 2: 0, x + y .::; a, z .::; b. 

Resenje. U Dekartovim koordinatama: 

V: xE[O,a], yE[O,a-x], zE[O,b] 

pa je integral 

l=. r dx ra-m dy rb f(x,y,z)dz . 
. ~ Jo ~ 
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z 

v 

0 a 

X 

Slika 20 
U cilindricnim koordinatama x = r cos <p, y = r sin <p, z = z, a.integral je 

r/ 2 
fsm<p+cos<p rb 

I= Jo d<p Jo rdr Jo f(rcos<p,rsinr.p,z)~z. 

U sfernim koordinatama x = r cos <p sin(), y = r sin <p sin(), z = r cos(), a inte
gral je I= fffv

1 
+ fffv

2
, pri cemu su oblasti Vi i V2 odredene sa: 

r.p E [o, i] , 
r.p E [o, ~] , 

a 

[ a ] O, arctg , 
b(sin <p +cos <p) 

[ 
a ~] MC~ ,- , 

b(sin <p +cos <p) 2 

pri cemu je R = -------
sin B(sin <p + cos <p) 

r E (o, _b J 
cosO 

rE(O,R], 

2.2.14. Izracunati I = Jffv xJy2 + z2 dx dy dz, ako je V oblast 
ogranicena konusom x2 = y2 + z2 i ravni x = a za a > 0. 
Resenje. Uvodenjem cilindricnih koordinata y = rcos<p, z = rsm<p, x x, 

nalazimo da je 

12'1f la 1a 2a5~ 
I= d<p rdr xrdx = --. 

0 0 r 15 

2.2.15. Izracunati I = Jffv z dx dy dz, ako je V oblast ogranicena 
sa: 

z= 
1 

' a 

1 
0:::; z < ' 

a 
a> 0. 
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Resenje. Uvodenjem cilindricnih koordinata, nalazimo da je 

1211" 11 11/a 1T 
I = d~.p r dr z dz = -

2 
. 

0 0 r/a 4a 

2.2.16. Izracunati vrednost integrala I = Jffv dx dy dz, ako je V 

(X y z)4 X y 
oblast ogranicena povrsi - + - + - = - + - za x ;::::: 0, y ;::::: 0, 

a b c h k 
z 2 0, a > 0, b > 0, c > 0, h > 0, k > 0. 
Resenje. Uvodenjem modifikovanih sfernih koordinata: 

x = arcos2 ~.psin2 B, y = brsin2 ~.psin2 B, z = crcos2 B, 

jednacina povrsi postaje 

3 • 2 (a 2 b . 2 ) r = sm () h cos 'P + k sm 'P , 

a J alcobij an je I Jl = 4abcr 2 sin 'P cos 'P sin3 () cos(). Trazeni integral je 

I=4abc d~.p d() r 2 sin~.pcos~.psin3 BcosBdr=- -+-. 111"/
2 

111"/
2 1R abc (a b) 

o o o 18 h lc 

2.2.17. Izracunati integral I= Jffv Jx 2 + y2 + z2 dx dy dz, ako je 
V oblast ogranicena sferom x 2 + y2 + z 2 = z. 

Resenje. U vodenjem sfernih koordinata. x = r cos 'P sin(), y = r sin 'P sin(), z = 
r cos(), nalazimo da je 

IJI = r 2 sinO, 'P E [0,2?T], () E [o, ~], r E [O,cosB]. 

Trazeni integral je 

1
211" 

I= 
0 111" /2 1cos IJ 1T 

d~.p sinO d() r 3 dr = -. 
0 0 10 

2.2.18. Izracunati I= Jffv (x 2 + y2 + z2
) dx dy dz, ako je V oblast 

ogranicena povrsima y2 + z 2 = x, x =a, a> 0. 
3 

Resenje. I= J~1l" d~.p J/" r dr fra2 (r 2 + x 2 ) dx = a
12

1T (2 + 3a). 

2.2.19. Izracunati I= Jffvx 2 ln(x2 +y2 +z2
) dxdydz, ako je V 

oblast ogranicena povrsi x 2 + y2 + z 2 = z. 



86 INTEGRACIJA 

Resenje. U vodenjem sfernih koordinata x = r cos 'P sin(), y = r sin 'P sin(), z = 
r cos(), nalazimo da je jJJ = r 2 sin(), 'P E [0, 21r], r E [0, cos()], () E [ 0, ~]. Sada je 

597r 
trazeni integral I = - --. 

7200 
2.2.20. Naci zapreminu tela ogranicenog povr8ima: 

x2 y2 z2 
( 1) 2 + -b2 + 2 = 1; a c 

x2 y2 z 
(2) a 2 + b2 = c c > 0, z 2: 0. 

. l . ( ) . ( ) . x2 y2 . VS - 1 . VS - 1 
ResenJe. Prese { povrs1 1 1 2 Je: - + - = u ravm z = c---

a2 b2 · 2 2 
Uvodenjem cilindricnih koordinata: x = ar cos <p, y = br sin <p, z = z, imamo 

2.2.21. NaCi zapreminu tela ogranicenog povrsima: 

Resenje. Uvodenjem cilindricnih koordinata, nalazimo cla je 

I 1 ·r6 I 1 6 

1" 4 1C'OS7P 1 11f' 2 

1~ 1r V = d<p r dr dz + d<p r dr 
0 1 0 rrl4 1 0 

24 7r 
dz =-- -. 

35 16 

2.2.22. N aCi zapreminu tela ogranicenog zatvorenom povrsi 

Resenje. Presek povrsi je Z1 = 2a i Zz = ( ~) a. Zapremina tela je v = v1 - Vz' 

pri cemu su Vi i Vz date sa 

1a 12a+va2-r2 4 
d<p r dr dz = -a3 1r, 

0 2r 3 

1
3al5 

1
2a-Ja2-r2 _ Sa31r 

d<p r dr dz- ---. 
0 0 75 
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. l . 92 3 Zapremma tea Je V = V1 - V2 =-a 1r. 
75 

2.2.23. N aCi zapreminu tela ogranicenog povrsima: (1) x 2 + y2 + 
z 2 = 2az (2) x 2 + y2 

:::; z 2
. 

Resenje. Presek povrsi (1) i (2) je x 2 + y 2 = a 2 , z =a. Uvodenjem cilindricnih 
koordinata, nalazimo da je 

r27C fa 1a+~ 
V = Jo d<p Jo rdr r dz = a3

1r. 

2.2.24. NaCi zapreminu tela ogranicenog zatvorenom povrsi 

(1) 

Resenje. Uve&rno modifikovane sferne koordinate: 

:JJ = ar cos3 <p sin(}, y = br sin3 <p sin(}, z = cr cos(}. 

JednaCina povrsi (1) sada postaje r = 1, a Jakobijan je 

Zapremina tela je 

je r r abc1!' 
V = JJv IJidrd<pdB = -

2
-. 

2.2.25. Naci zapreminu tela ogranicenog zatvorenom povrsi 

Resenje. Zapremina tela je V = J J fv dx dy dz. Prelaskom na sf erne koordinate 
jednaCina povrsi postaje r 3 = a sin <p cos <p sin2 (}cos(}. Prema polaznoj jednaCini 
povrsi, vazi xyz 2::_ 0, a taj uslov je ispunjen u sledecim slucajevima: 

1° <p E [o, i] , BE [o, i] ; 
2°<p E [11', 3;], (} E [o, i] ; 
3° <p E [i, 1!'] , (} E [i, 11'] ; 

4°<p E [321!', 211'], (} E [i, 11'] . 
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Zapremina tela je 

V = 1'/C 
12 

d<p 1'/C 
12 

sin B dB foR r 2 dr + 1
3

'/C 
12 

d<p 1'/C 
12 

sin B dB 1R r 2 dr 

-1- 1'/C d<p 1'/C sin B dB {R r 2 dr -1- {21r d<p 1'/C sin B dB {R r 2 d1' 
7C/2 7r/2 Jo J37C/2 7r/2 Jo 

a 

6 

2.2.26. Naci zapreminu tela ogranicenog povrsi 

(
X y z)2 X -+-+- =-
a b c d 

za x ;::=: 0, y 2:: 0, z ;::=: 0. 

Resenje. Uvodenjem modifikovanih sfernih koordinata: 

x = ar cos2 <psin2 B, y = brsin2 <psin2 B, z = cr cos2 B, 

nalazimo da je I Jl = 2abcr 2 sin 2<p sin3 e cos B, a jednaCina povrsi postaje 

Zapremina tela je 

1

7r/2 17r/2 1R a4bc v = d<p dB IJI dr = -
3 

. 
0 0 0 60d 

2.2.27. NaCi zapreminu tela ogranicenog sa: 

(1) 

za x ;::=: 0, y 2:: 0, z ;::=: 0, a > 0, b > 0, c > 0. 
Resenje. Uvodenjem modifikovanih sfernih koordinata: 

x = ar cos4 <psin4 B, y = brsin4 <psin4 B, z = cr cos4 B, 

jednaCina (1) postaje r = 1, a Jakobijan je J = 16abcr2 sin3 <psin7 B cos3 B cos3 <p. 
Kako je x 2: 0, y 2: 0 i z 2: 0, to je <p E [0, 1r /2], a B E [0, 1r /2]. Zapremina tela je 

abc 
V= --. 

90 
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2.2.28. NaCi zapreminu tela ogranicenog povrsima 1 o x 2 + y2 + z 2 = 
R2. 

o xz yz zz 
2 2 + -b2 + 2 = 1 za a > 0, b > 0, c > 0. 

a c 

• 0 d . i' 'h k d' 1 . d · 4R
3

11' ResenJe. 1 Uvo enJem s1erm oor 1nata, na az1mo a Je V = --. 
3 

2 ° U vodenjem sfernih koordinata: x = ar cos )0 sin (;l, y = br sin )0 sin (;l, z 
, l . d . . 1 4abc1!' 

cr cos (;l, na az1mo a Je zaprem1na te a V = --. 
3 

2.2.29. NaCi zapreminu tela ogranicenog zatvorenom povrsi 

(

x2 y2 z2) 2 

a2 + b2 + c2 = y. 

d k 1 
. d . . ab2 

C1l' 
Resenje. Slicno za at u 2.2.28, na az1mo a Je zapremma tela V = --. 

3 
2.2.30. NaCi zapreminu tela ogranicenog zatvorenom povrsi 

(1) ~+iff+~= 1, 

za x ;::: 0, y ;::: 0, z ;::: 0. 
Resenje. Uvodenjem modifikovanih sfernih koordinata; 

x = ar·cos6 )0Sin6 (;l, y = brsin6 )0Sin6 (;l, z = crcos6 (;l, 

jednaCina (1) postaje ~ = 1, a J akobijan je 

J = 36abcr2 sin5 )0Cos5 )Osin11 (;l cos5 l;l, 

abc 
Zapremina tela je V = --. 

1680 
2.2.31. NaCi zapreminu tela ogranicenog zatvorenom povrsi 

( ~ + * r + z: = ~ -¥ 
za x > 0, y > 0, z > 0, a > 0, b > 0, c > 0. 
Resenje. Uvodenjem modifikovanih sfernih koordinata: 

:r: = ar cos2 )0 sin (;l, y = br sin2 )0 sin (;l, z = cr cos (;l, 

dobijamo 

r = sin (;l ( ~ cos 2 )0 - ~ sin2 )0) i J = 2abcr2 sin (;l cos )0 sin )0. 
h k 

Zapremina tela je 
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3. KRIVOLINIJSKI INTEGRAL! 

3.1 Uvodne napomene 

1 o Ako je funkcija f ( x, y, z) clefinisana i neprekiclna u svim tackama 
cleo po cleo glatke krive 

(1) c = {(x,y,z) I x = x(t),y = y(t),z = z(t) (t1 :::; t:::; tz)}, 

a ds cliferencijal luka krive, tada se krivolinijski integral prve vrste 
izracunava po formuli 
(2) 

Jf(x,y,z)ds = jt2 

f(x(t),y(t),z(t))Jx'(t)Z +y'(t)2 +z'(t)Zdt. 
c tl 

Integral (2) ne zavisi ocl orijentacije krive c. 

2° Ako su funkcije P = P(;;,y,z), Q = Q(x,y,z), R = R(x,y,z) 
neprekiclne u svakoj tacki M(t) krive c, koja se pomera u smeru 
rascenja parametra t, tacla se krivolinijski integral dvuge vrste izra
cunava po formuli 

(3) 

1 P(x,y,z) dx + Q(x,y,z) dy + R(x,y,z) dz 

1
t2 

= [P(x(t),y(t),z(t))x'(t) + Q(x(t),y(t),z(t))y'(t) 
tl 

+ R(x(t),y(t),z(t))z'(t)] dt. 

Promenom smera integracije cluz krive c, integral (3) menja znak. 

3° Ako je 

P(x, y, z) dx + Q(x, y, z) dy + R(x, y, z) dz = du, 

gcle je u = u(x, y, z) jeclnoznacna funkcija (biunivoko preslikavanje) u 
oblasti V, tacla, nezavisno ocl putanje c (c E V), imamo 
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gcle su 11v'h = (:rl,YI,zi) i .l\1!2 (x 2 ,y2 ,z2 ) pocetna i krajnja tacka 
putanje integracije, respektivno. 

U specijalnom slucaju, ako je V jeclnostruko povezana oblast, a 
funkcije P, Q, R imaju neprekiclne parcijalne izvocle prvog recla, tada 
( 4) vazi ako i sarno ako su ispunjeni uslovi 

EJP 
oy 

EJQ EJQ 
o:r ' Dz 

DR DP aR 
Dy ' Dz D:r ' 

pri cemu se funkcija u moze nab u obliku 

X Y Z 

u(:r,y,z)- J P(:r,y,z) d:r+ J Q(:r 0 ,y,z) dy+./ R(:r0 ,y0 ,z) dz+C, 

Yo 

gcle je ( :r0 , y0 , z 0 ) neka fiksirana tacaka oblasti V i C proizvoljna kon
stanta. 

4 ° Neka je c zatvorena prosta cleo po cleo glatka kriva (kontura) koja 
ogranicava jednostruko povezann oblast D, koja pri obilasku konture 
ostaje sa leve strane, i m~ka su funkcije P(:r,y) i Q(:r,y) neprekiclne, 
kao i njihovi parcijalni izvocli prvog recla, u oblasti D i na njenom 
rnbu (granici) c = DD, tacla vazi Greenova formula 

(5) l P(x, y) d:r + Q(:~;, y) dy = J! ( %~ 
D 

DP) cl:r ely. 
Dy 

Ova formula, clakle, claje vezu izmedu krivolinijskog duz proste 
zatvorene krive i clvostrukog integral<:\. po oblasti D ogranicene krivom 
c. Formula (5) vazi i u opstijem slucaju kacla je D konacna oblast 
ogranic.ena sa vise prostih kontura ako se pod granicom_ c = DD po
clrazunwva smna svih rubnih kontura Ciji je pravac ohilazenja izabran 
tako da oblast D ostaje sa leve strane. 

5o Povr.sina P ogranicena pros tom cleo po cleo glatkom konturmn 
c izracunava se pomocu 

p = 1:~; dy = 
lc 

J y cl:r = ~ J(:r ely- y ch). 
.fc 2 ;;, 
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3.2. Zadaci 

3.2.1. Ako je c cleo ln·ive y = JX od a; 

krivolinijski integral I= J~ y d.s. 
0 do x 2, izracunati 

Resenje. I<ako je y' = l/(2vx) irr1amo 

R vl+4a: 
ds = V1 + 1)12 dx = dx = dx. · 2-vx 

Smenom 1 + 4a: = t 2
, 1 ::; t ::; :3 (2 da: = t dt) nal~zimo 

1
2 

v1 + 4a: 1 12 
. 1 ],

3 
2 18 I = vx · dx = - vl + 4x dx = - t clt = . 

0 . 2-/X 2 0 4 1 6 

3.2.2. Izracunati I= fc xy d.s, ako je c luk cikloide 

:c = a(t- sint), y = a(l- cost), 0:::; t:::; 2?T (a> 0). 

Resenje. I<ako sua:'= o.(l- cost) i y1 o.sint, imamo 

ds = )a:12 + y12 dt = 2a sin!:_ dt, 
2 

I= Ja:y ds = (21r a 2(t- sin t)(1- cost)2a sin: dt = 2a.3(h- h- I3 + J4), 
c Jo 2 

gcle su 

r27r 
h = Jo tsin(t/2) dt = L11r, i

27r 4 
h= tcostsin(t/2)dt=- 1r, 

. 0 3 

i 27r 127r 
h = sin t sin(t/2) dt = 0, L; = sin t cost sin(t/2) dt = 0 . 

. 0 0 

Dakle, 

3.2.3. Izracunati I= J~Jc 2 + y 2
) d.s, ako je kriva c data sa: 
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Resenje. (a) Kriva G je kruznica (a:- a) 2 +y2 = a2 (slika 2l(a))), cije Sll param
etarske jednacine elate sa 

x=a(l+cost), y=asint, tE[0,27r]. 

y y 

X 

2a 
X 

Slika 21 (a) Slilm 21 (b) 
Kako je 

ds = va: 12 + y12 dt =a dt, 

to je 

l 1
21f 

2 2 • 3 3 I= (a; +y )cis= 2a (1+cost)dt=4a 1r . 
. c 0 

(b) U ovom slucaju parametarske jeclnacine kruznice (:r- 1) 2 + (y- 1) 2 = 2 
(slika 21(h)) su 

x=1+Vicost ,y=l+Visint, tE[0,27r]. 

Kako je diferencijal luka krive jednak ds = Vi dt, imamo 

3,2.4, Ako je kriva c kontura 6ABC: A( a, 0, 0), B(O, b, 0), C(O, 0, c), 
za a> 0, b > 0, c > 0, naci krivolinijski integral I= J~(x + y + z)ds. 

Resenje. Neka je c Cl + C2 + C3' pri cemu su Cl, C2 i C3 sleclece kr·ive (slika 22): 

( y) va2+b2 
c1 : a; =a 1 b , ds = b dy. 

( 7) vb2 + c2 
c2 : y = b 1 - ~ , ds = c dz. 

( X) Va 2 + c2 

c3 : z·= c 1- ~ , ds = a dx. 
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z 

X 

Slika 22 
Tako nalazimo da je 

I = h + I 2 + I 3 = ~ ( (a + b) J a2 + b2 + (a + c) J a 2 + c2 + ( b + c) J b2 + c2) 

23.2.5. Ako je c ln'iva x 2 + y 2 

integral I= fc (x 2
- y 2

) d.'3. 
ay, a > 0, izracunati krivolinijski 

Resenje. Parametarske jednacine krive c su: 

a 
a;=- cost, 

2 

pa je trazeni integral 

a 
y = 2'(1 + sint), t E [0, 21r] 

a312?r a37r 
I=- (cos2t -1- 2sint)dt = --. 

8 0 4 

N apomena: zaclatak se moze resiti i uvoaenjem polarnih koordinata. 

3.2.6. Izracunati krivolinijski integral I = fc(x + y + 2z)ds, a.ko je 
kriva c kontura sfernog trougla. koji iseea.ju koordina.tne ra.vni na. sferi 
:r 2 + y 2 + z2 = a2 (slilm ~3). 



KRIVOLINIJSKI INTEGRAL! 95 

a~, C3 : a: 2 + z 2 = a 2
, to je trazeni integral I = r + r + 1 = 8a2

. 
~cl Lcz c3 

z 

y 

X 

Slilm 2:3 

3.2.7. Izrac:nnati krivolinijski integral I = Jc y 2 ds, ako je kriva c: 
1 o :r 2 + ·u 2 = ax 71 > 0 

!J '.'} - ' 

2° kontura 6ABC: A(O, 0), B(1, 0), C(1, 1). 
Resenje. 1° Kako je para.metarski oblik krive ~~ 

to je 

a a 
;r; = - ( 1 + cos L), y - - sin t, t E [0, 1r] 

2 2 

a3l1T I=- (1 
16 . 0 

((.37[' 

cos 2t) eli = --. 
16 

1 2. 1 2 11 

2 1 h = y d.s = 0, h = . y d.s = y dy = 3, 
Cj C2 0 

! 2 V2 
[ 3 = y ds- -.- . 

• ( 3 3 

Trazeni kr'ivolinijski integral je I = ~ ( 1 + V2). 

3.2.8. Ako je kriva c prvi svocl cikloicle 

a;= a(t- sint), y = a(1 cost) 

izra.cunati krivolinijski integral I= Ic :r:d.s. 
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Resenje. 

j ·2?r t 
I=2a 2 

0 
(t-sint)sin 2dt=8a2 7r. 

3.2.9. Ako je c cleo prave y = :r + 3 ocl tacke ( -3,0) do tacke (0,3), 

1 
ds 

izrac.unati krivolinijski integral I = c ~;::::::;::==::::;: 
v:r2 + y2 

Resenje. 

I= l
-3 d± 

-----;==;:;====:===:=;::::= =;: In ( 3 + 2 vf:2) . 
.o ylx2+:3a;+9/2 

3.2.10. Izracunati krivolinijski integral I= fc xyds, ako je c kontura 
pravougaonika: x = 0, :r = a, y = 0, y = b. 

Resenje. I= fc
1 
+fez+ fca + Jq, gde su: 

y = 0, I1 = 0, c4 : :e = 0, !4 = 0, 

l
b ab2 

x =a, ds = dy, I2 = ay dy = -, 
• 0 2 

l
a a2b 

y = b, ds = da;, h = ba; dx = - . 
. o 2 

ab(a+b) 
Da.kle, i1narno I = . 

2 

3.2.11. Ako je kriva c: x2 + y2 = x, izracunati krivolinijski integral 
I = fc V X 2 + y2 ds. 

Resenje. Kako se kriva e moze na.pisati u ka.nonicnom obliku (x- 1/2) 2 + y 2 = 
1/4, to je njen parametarski oblik 

1 1 
a;= 2(1 +cost), y = 2sint, t E [0,27r]. 

1 
Tako nalazimo cla. je I= 2 J0

2
7r I cos t/21 dt = 2. 

3.2.12. Izracunati krivolinijski integral I 
kriva c: :r 2 + y2 = a(x + y), a> 0. 

Resenje. Parta.metarske jedna.Cine krive e su: 

a;= ~(1 + hcost), y = ~(1 + hsin t), 
2 
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l ll l . l . I ,,2 ,2 l - aVi l oc a. ( e na. a.zuTw c.s = v x + y c.t - -- c.t, 
2 

t E [0, 21r]. Sad a. imamo 

2 (
2

7!' I ( t 7r) I I = a ./ 
0 

cos '2 - R dt 

2lS7r/
4 

( t 'lr) 2 /'97!'/4 ( t 'lr) = a. cos ;- - - dt - a cos ;- - -
·'lr/4 2 8 ·57r/4 2 8 

dt = 4a 2
. 

3.2.13. Izracunati I 
y + z 0. 

Resenje. Iz da.tih jednaCina sfere :v 2 + y 2 + z 2 = a 2 i ravni :e +y+ z 0, nalazirno 

-a: ± /2a2 - :3:!: 2 .,. _______ _ 
2 

Takocie, iz pomenutih jednaCina, nalazimo 

' z- a: '7' 
Yu: = --, ·~,. 

y-z 

Sada. irnarno 

a;- y 

y-z 

3.2.14. Izracuna.ti krivolinijski integral 

j ( 2 2) ( 2 2) cx+y cLc+:c-y 

aka je c kontura. trougla. ogra.nicenog linijama.: 
1 o y = 1- 11 :rl, y = 0. 

{ 

·c2 
' ' y= 
2 :e, 

0 ~X< 1, 

1 ~X< 2. 

dy, 

Resenje. 1° Kriva integra.cije je c = q + c2 + c3, gde je: 

CJ 
8 

y = 0' dy = 0' h = -' 
3 

c2 y = 2- a:, dy =- da:, x E [2, 1], h = 
2 

c3 y = :v, dy = d:e, a: E [1, OJ , h = -3. 

y = 0. 

2 

3' 
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4 
Sad a je I = h + h + Is = - · 

3 
2° Kriva integracije je c = c1 + c2 + c3, gcle su: 

8 
Cl ; Y = Q, fJ = -, 

:3 
2 

c2 : y =:= 2- :v, dy =- da:, x E [2, 1), h = -3, 
2 7 

ca: y=:e, dy= 2xda:, J: E [1,0), I3 = --. 
10 

1:3 
Ocla.vcle je I = 

10 

_ . . . .. . . :r dy- y dx 
3.2.15. Izracuna.b knvohm.Jskl mtegral fc , a.lw je c kon-

x+y 
tura trougla: 

1 o LABC: A(1, 0), B(2, 1), C(O, 2). 
2° :r = 0, y = 0, :r + y = 1. 

Resenje. 1° C = Cl + C2 + C3 gcle SU: 

y=a:·-l, dy= da:, a:E[1,2),h =1 =~ln:3, 
q 2 

y = -2a: + 2,·dy = -2dx a; E [0, 1], I3 = 1 = -2ln2, 
c2 

1 1 
y=2- 2:r, dy=- 2 dx, xE[2,0), J2 =4(ln3-ln2). 

:3 
D<Jkle, trazeni integral je I ::::: Z (3ln 3 - 4ln 2). 

2° c = r.:1 + c2 + c3, gde su: 

Dakle, irnamo I= L 

Cl ; y = 0, h = 1 = 0, 
cl 

C2 : y = 1 - X,, h = f = 1, 
• C2 

C3 : X = 0, /3 = 1 = 0. 
ca 

3.2 .16. Izracunati krivolinijski integral I = fc x 3 dy - y3 dx, ako je c 

data sa: 
1 o :r2 + y2 = a2. 

2o x2 + y2 =ax. 
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Resenje. 1° Parametarske .ieclnacine krive c su: 

:e =a cost, y = a.sint, t E [0,2x]. 

Sada je I= a 4 J~27r ( cos4 t + sin4 t) dt = ~a4 x. 
2° U vocienjem polar nih koorclina.t.a.: 

a: = 7' cos 'P, y = 1' sm 'P, 'P E [- ~ , ~] , 

9a4 x 
na.la.zin1o cla J. e I = --. 

:32 

99 

3.2.17. Ako jP c gornja polovina kruga (a; 1 )2 + y2 = 1, izracunati 
I = .fc (:;:2 y2) d:-c. 

Resenje. Pa.ramet.arske jeclna.c.ine kt·ive c su: 

a: = 1 +cost, y = sin t, t E [0, x] . 

Trazeni integral je I= J;; (2 + 2 cost)(- sin t) dt = -4. 

3.2.18. Ako je kriva c za.tvorena. kontura koju ohrazuju linije: y = 0, 
;;; = 1, y = :;; 2

, izra.bmati I= .fc :;;y d:r + C-c + y) dy. 

Resenje. I= h +h +Is= JCJ + .fc
2 

+ fca' gde su: h = 0, fz = .[01 (1 +y) ely= 

~, Is - f
0
1 (:3J: 3 + 2:e 2 ) da: = -

17
. Da1de, imarno I - ~. 

2 .li . 12 12 

3.2.19. Ako je kriva c oclre<1ena sa: y = :;; - 2/X, 0 < :-c < 4, 

. ~ ''t li J l+ y l 1zracunatl 111 egra. - . :r c y --- c :;; . 
· c 1 + :r 

Resenje. Funkcija y :e- 2fi je clefinisana za :r ::0: 0. 
Trazeni integml je 

I= :e-vx+' · j -4 ( c- 2fi) 
0 1 + :1: 

d:r = 4a.rctg2- 4j:J -ln5. 

3.2.20. Izracunati krivolinijski integral I 
zatvorenoj krivoj c: :r 2 + y 2 = 2:r. 

Resenje. Para.metarske jeclnacine krive c su: 

:t:=1+cost, y=sint, tE[0,2x], 

5x 
oclakle nalazimo I = - . 

2 
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3.2.21. Izracunati krivolinijski integral 

i 3 -7 1 y I = y· e Y dy - - arctg - d:r 
c :r :r 

ako je kriva c pozitivno orijentisana i ogranicava oblast (slika 24): 

Resenje. Ohlast D ogranicena datim krivim li1~ijama. je, u pola.rnim koordinata.

ma, D : 'P E [ ~, ~] , r E [1, 2]. Primeno1n Greenove formule, ima.mo 

I= j''{ (~q- ~p) 
} D d;v By 

y 

7r 
(b:dy = -ln2. 

12 

y='{X~"' .... !!;L 
1 2 

Slika 24 

X 

3.2.22. Ako je c luk kruga x 2 + y2 = 1, od tacke A(O, 1) do tacke 
B(l, 0), izracuna.ti I= fc y2 d:r - x 2 dy. 

Resenje. I= J0
1 (1- :v 2 + __::_

3

-.) da: = ~. 
vT=X2 3 

3.2.23. Ako je c luk pa.ra.bole y2 = x koji 1seca. pra.va. y 
izra.c.una.ti I = r xy d:r . . } c 

66 
ResenJ'e. I= 2: J2 

y4 dv = -. 
-1 ' 5 

X- 2, 
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v • (h + dy . . 
3.2.24. Izracunab I= f. I I I I , ako Je knva c: 

c c :c + y 
1° kontura cetvorougla ABCD: A(l,O), B(O,l), C(-1,0), 

D(O, -1). 
2° 6ABC: A(1, 0), B(3, 0), 0(2, 2). 

Resenje. 1° Kriva c se sastoji iz sleclecih linija: 

c1 : y = 1 - a:, cz : y = I + ;e, c3 : y = 1 - a:, C4 : a: - l + y. 

Tako nala.zimo cla. je h = 0, f:z = -2, I:, = 0, !4 = 2, pa. je I= 0. 
2° Kriva c je zbir sleclecih linija.; 

1 
c1 : y = 2(;v- 1), r:z : y 4 a:, c3 : y = 2a.:- 2. 

Zat.im, nala.zimo da je h = 2ln2, h = 0, h = -2ln2. Da.lde, trazeni integral je 
I= 0. 

3.2.25. Izrac.unati I= fc 6:~: 2 y d:c + lO:q; dy, ako je h·iva c: 
1 o I<.:ontura c.etvorougla. ocln~ctenog linija.ma. 

'3 
:r = 1, y = 0, :.r: = 2, y = :.r: · • 

2° Luk parabole y = :t 3 ocl tacke :c = 0 clo tacke :c = 1. 
Resenje. 1° c = r' 1 + r:z + c:, + c4, gde su 

~:1 : y = 0, cz : a: = 2, c3 : y = a: 3 , c4 : a: = 1. 

U:J4 
Tako nalazirno da je I= { + { +1 +1 = -. 

~ •Cl •C2 c;::~ C4 7 

rl ( " 1·) • :37 2° I _ Jo 6:e·' +:'lOa:' da: = 7. 

3.2.26. Ako je kriva c luk cikloicle: 

:t = 2(t- sint), y = 2(1- cost), 0 :S t :S 27r 

dokazati cla je I = fc :c d:r - ',1) dy = 81r2
. 

3a.t 3at2 

3. 2. 2 7. Izr ac una.ti I = fc y d:r - :r d y, ako j e c: :r = 
1 
+ t 3 , Y = 

1 
+ t 3 

petlja Descartovog lista. 
Resenje. I= .(0

00 a: da: - y dy = -:3a2 . 

3.2.28. Izrabmati krivolinijski integral I= fc(xy + :c + y) dx + (xy + 
:r y) dy, ako je c: 



10:2 INTEGRACIJA 

10 ~ . 2 ? 2 
:r- + 4y = 4; 2° :r:- + y = y; 

3° ( :c - 1 ) 2 + (y - 1? = 2. 
Rezultat rnoveriti primenom Greenove formtlle. 

Resenje. 1° Pa.rmuetarske jedna(·.ine ki·ive c su: 

:l: = 2cost, y = sint, t E [0,2Jr], 

odakle nala.zimo 

I= [(2 sin t cost+ 2 cost+ sin t)( -2 sin t)] dt 1
27r 

0 . 

i
27r 

+ [ ( 2 sin t cos t + 2 cos t - sin t) cost] dt = 0 . 
• 0 . ' 

Primeuom Greenove formule, ima.mo I= .f'.Jn(Y- :l:) da: dy = 0, pri (:emu je 
oblast. D: :e 2 + 4y 2 = 4. 

2° Parametarske jednacine ki·ive c su: 

1 1 . 
:l: = 

2 
cost, y = 2'(1 + sm t), t E [0, 21f]. 

7f 
Za.t.irn, na.la.zirno I = -. 

8 
7f 

Prim en om Greenove formule, imarno I = .{/~) (y - a;) da: dy = 
8 

:3° Parametarske jeclnaeine krive c su: 

a:= 1 +Vi cost, y = 1 + Visint, t E [0, :2Jr]. 

Zat.im, ualazirno 

i
27r 

I = (-::h,/2 sin t + 4 cos 2t - 2 sin 2t) dt . [) 

j
•27r 

-
0 

( 2V2 sin2 t cost- V2 cost - 2V2 sin t cos2 t) dt = 0. 

Prirnenom Greenove formule, imamo 

If !
37r/4 i2V2cos(cp-7r/4) 

I= (y-:e)da:dy= d<p r 2 (sin<p-cos<p)dr.p=O. 
• [) -1f /4 • 0 

- . y 
3.2.29. Izracunatl I = J :r: dy + -- d:r:, ako Je kr·iva c data 

c 2+x 
jeclnaCinom: y = ( x + 2) e-x ocl tach~ :c = 0 do :c = 1. 
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Resenje. 

3.2.30. Izracunati I= .fc :r dy+y d:r, ako je kriva c zaclatajeclna.Cinom 
') ( . ~ In y = :c~ 1-lna:), od tacke a;= 0 do :r = ye. 

Resenje. 

I= {vc (:~: 2 (1- 2 hu) + :1: 2 (1-lna:)) da: =e-lf' . 
.Jo 2 

3.2.31. Ako je kriva c kontura odret1ena linijama y - :r'2 y /X, 
na.Ci integral I= .f (:~:'2 + y2

) d:r + (:r 2 
- :t/) dy. 

Resenje. I = h + h f. + j' , gcle su: 
, c 1 • c2 

Cj 
7 

y = :e 2
, a: E [0, 1], It -

10
, 

7 
y = .JX, a: E [1, OJ, h = -lO. 

Dakle, trazeni integralje I= h + ['2 = 0. 

3.2.32. Izrabmati krivolinijski integral I 
oclre(ieua linija.ma: 

.fc :cy ch, a.ko je kriva c 

y = IX l ;~; :::: 1, ( :c - 1? + .t/ = 1 ) .T > 1, y 2: 0. 

Resenje. KrivR 1, se sastoji iz linija: 

c1 : y = 0, a: E [0, 2], 

c2: 11::;:: v:b:- :1: 2 , a: E [2, 1J, 

c3 : y = JX, a: E [1, 0], 

ll 1r 
pa je t.razeni integral I= h + h + I:1 = --- -. . . ~ . 15 4 

Primeuotn Greenove formule, inuuno 

/'! il [,Vz /2 1~ 1r 11 I=- _.:rd:l:rly=- :t:da: dy- :t:da: dy=---~ . 
. . L! . o • u . 1 o 4 1v 

3.2.33. Izraiuna.ti I = .fc z'2 ch: + :c 2 d·y + :t/ dz, ako je c kontura. /':-.. 
koji koorclinatne ra.vni iseca.ju na povr~i: 

1 o :c 2 + :r/ + z 2 = R2
, :r > 0, y > 0, z > 0; 
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2 ') 
:r !F -+-+-=1. 
0 2 (J2 c2 

Resenje. 1° Sferni trougao se sastoji iz krivih linija: 

r:1 :e
2 + 1/ = R 2

, z = 0, 

r~2 y2 + z 2 = R2 ' a: = 0' 

c3 :1:
2 + z 2 = R 2

, y = 0. 

2 2 2 
Sada nalazimo cia je 1 = h + 12 +1c; = -R3 +-R3 + -R3 = 2R3

. 
• • :1 ::l ;~ 

2° l(ontura krivolinijskog trongla. se sast.oji iz sledeCih krivih linija: 

Trazeni integra.] je 

2., 2 0 2o 
I = h + [., + 1c; = -a~ b + -b~ c + -ac~ 

~ • :3 :3 :3 

2 ( ') ') ')) = "3 a~ b + b~ c + ac~ . 

3.2.34. IzrabJnati I= fc (y2 + z2
) d:r + (z2 +:r 2

) dy + (:r 2 + y2
) dz, 

ako .i<~ kriva c presek povrsi: 

2 2 2 2 2 :c + y + z = 2Ry, :r + y = 2a.y, 0 < a < R. 

Resenje. Panunetarski oblik jednacine krive c je: a: = a cost, y = a(l +sin t) i 

nalazimo z = J2a(R- ah/1 +sin t, 

(b; = -a sin l dt, dy = o cost dt 

. I cost dt 
dz = v 2a(R- o.) , t E (0, 21r]. 

2\1"1 +sin t 
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Trazeni int.egnd je 

j '27r 
I= a 2 (1 + 2sint+ sin2 t) ( -asint) dt. 

() 

'! l27r 
-2a~(R-a) (1 +sint)sintdt 

• 0 

+ 2a 2 (R a) {
2

7r (1 +sin t.) cost dt. + a 3 {

2

" cos3 t dt 
Jo Jo 

., . ; ( ) /'
2 7r cos

3 t. dt. 
+a~ v 2a R- a 

• 0 

2. 1 { 2
7r cost dt 

+a v 2a(R- a) Jo (! + 2sini)-::--r===c== 

2 . 1. ( ) /'
2

71" sJ.'n
2 

t cost dt +a v 2a R ~a 
. o 2yll +sin t 

3.2.35. lzra.C.unati I = £ y d:r + :: dy + :r dz, ako Je kriva c presek 
v. ') 2 ') ') -

lJOVl'Sl y~ + Z = 7'~, !)~ = /':1:. 

Resenje. 1 T vodenjem para.rnet.a.rskih koordiuata: y 
ja.nw :e = r cos2 t i 

.,. cost, ., rsint, dobi-

ch = -2-rcoslsintrlf:, dy- -1·siutdt, dz = l'costclt, t E [0,27T]. 

Trazeni iutegr;1.l je I = 7T. 

3.2.36. Izra.Cunati I £(y- z)d:r + (z- :r)dy + (:r- y)dz po 
zatvorenoj krivoj c koja. je data u preseku povrsi y'2 + = !J'2 i 
y :r . - + = 1, za a > 0 1 b > 0. 
b a 
Resenje. Uvodenjem pa.rametm'skih koordinat.a: 

y = bcost, i- bc;iut, a:= a(J- cost), 

na.lazimo difereucijale: 

dy=-Usintdi, d::=bcostdt, cl:!:=asintdt, tE[0,27T]. 

Trazeni integral je I= -2/nr(a + u). 

3.2.37. Izra(·una.ti iutegra.l I= §c ( 4!? + 2:r 2
) ch + (z +:c) dy + y clz, 

po zatvorenoj krivoj c: z = :r 2
, z = 1 - :r 2 

- y 2
. 

Resenje. Prema jednacini povrsi a: 2 + y2 = 1- z slecli z :S: 1. Presek clat.ih povrsi 
,;2 

je elipsa '2:1: 2 + y 2 = 1, koja ima para.rnet.arske jedna.c.ine: :t: = T cost, y =sin t, 

' ' ,;27T 
/. E [0,27T]. Ta.ko na.lazuno I- -

2
-. 



106 INTEGRACIJA 

3.2.38. Ako je c cleo Vivijanijeve krive: 

2 2 2 2 2 2 
:c + y + z = a , :l: + y = a:r, z 2 0, a > 0, 

izracunati I= J~. y2 cl:c + z 2 dy + :r 2 dz. 
Resenje. Ako uveclemo smenu: a: = 1' cos II, y = 1' sin II, nalazinw cla je r = 

a cos II, () E [- ~, ~ J . Iz clatih jednaCina povrsi, nalazinw cl a je z - a J sin(} J. 

. . a 3 K 
Trazem mtegra.l je I = - --. 

4 

3.2.39. Nab integral I= £ 3y d:r + 2z dy 

koja se nala.;;;i y preseku ravni :c + y + z = 

0 ~ y ~ a, 0 ~ z ~ a. 

:r dz po zatvorenoj krivoj 
3a . 
- 1 kocke: 0 < :r < a , 2 - -

Resenje. I<ako se h·iva c nalazi u preseku elate ravni i kocke, to se ista sastoji iz 
sleclecih sest linija.: 

:3a [ ((] a [o, %] r:l y= - :v, z = 0, :e E a,2 C2 ~: - - - z, y= a., z E 
2 ' 2 ' 

:~ 
[ a. l a [%, o] c:a y= -(1.- z, a: = 0, z E - a 

' 
r:4 a: = - - y, z ~a, y E 

2 2' 2 
:3 [ a] a. [%, o] r:,s :r = 2a- z, y = 0, z E a,2 ' 

r:G y z, a:= a., z E 
2 

Trazeni integral je 

I=h+h+h+h+l.s+h 
9a 2 13a2 3a2 5a2 3a2 3u2 

2 = -------- -+ -+- = -3a. 
8 8 4 8 8 4 

y2 z2 :r . y2 
3.2.40. Neka je c presecna kriva povrsi + - 1 - + 

b2 c2 a b2 c2 

y z ,. ,/; 2 
-l + -, za a > 0, b > 0, c > 0. Nan f .. y d:r + :r dy + z dz. 
) c c 

Resenje. Presecna kriva se nala.zi u ra.vni 
a: 

a 
se maze napisat.i u obliku 

(1) 
( c)2 z--

Jednacina (1) ima parametarski oblik: 

y z :_ + -. Drug a jeclna.Cina povrsi 
b c 

1 

2 

y = ~ ( 1 + J2 cost), :: = ~ ( 1 + J2 sin t), a: = (_!:_ (2 + J2 sin t + J2 cost), 
2 2 2 
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oclakle irnarno 

avf2 . byi2 . evf2 
d:t: = 2 (cos t- sm t) di, dy = - 2 sm t dt, dz = 2 cost rlt. 

. . . ab~ 
Trazem mtegral.Je J = T(l - 2a). 

3.2.41. Izrac.unati I- Icy d:t + 2:r dy, ako je c lcriva koja ogranicava 

oblast D: :1:
2 + y2 

- 2:t: < 0, :1:
2 + y2 

- 2y < 0. 
Resenje. Primenom Greenove fonnule, nalazimo 

I = ;· y d:t: + 2a: dy = J! d:t: dy = /
1 

rh: j' dy = ; - 1 . 
. c . D .fo 1-~ 2 

3.2.42. Izrabmati I= .PJIJ- z)rl:t: + (.::- :r)dy + (:1:- y)dz, ako je 
.lJ z 

c za.tvorena kriva. data pre.:o:ekmn povrsi: :~: 2 + y 2 = a 2
, - + -l = 1, za, 

a J 

(/, > () i b > 0. 

Resenje. Pa.rarnetarske jedna<'ine lo·ive e su: 

:t: =a cost, y = u.siut, :; = 1!(1- sint), t E [0, 2rr]. 

Odat.le nalazimo cla je t.razeni integral I = - 2rm( a + b). 

3.2.43. Izrahmati I=£ y d:r z dy + :1: dz, ako je c zatvorena kriva 

data pomocn: :1:
2 + y2 + = o2

, y + .:; = a. 
Resenje. Presek povrsi Je elipsa 

(I) A2 + 
( 

(/.)2 
y--

(~) 
= l, 

a 
gde je A = !.>' Pararnet.arske jcduacine hive (1) su: 
· · v2 

(/. ((. . (/ 

:t: = yl2 cost, y = l(l + :m1 1.), :; = :2(1 -sin t), t E [0, 2rr]. 

a 2 rrvf2 
Trazeni inl.egral je I - ----. . 2 

3.2.44. N at'i krivolinijski integral I= fc(y- z) d:r + ( z- :1:) dy + ( x
y) dz, ako je c krug cla.t pomocu: 

'2 2 2 2 [ 7r 7r] 
:r + y + z = a , y = :r tg CY, cv E - 2, 2 · 
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Resenje. Parametarske jednac.ine kr·ive c sn: 

:t: = r cos<psin t, y = 7' sin <psin t, ;; = 1' cost, t E (0, 27r]. 

Premajedna<'ini krive c, tako<ie nalazinw: cv = <p, I'= a, a pararnetarskejednacine 
h·ive c postaju: 

a:= acosn:sint 1 y = asinn:sini,;; =a cost. 

Sada je trazeni integral I= 2a2 1r(siun:- cosn:). 

3.2.45. Izra.hmati I= fc a:y d:t:·+yz dy+z:c dz, ako je c data pomocu: 
:c 2 + 'll + ::: 2 = 2ay, z = y, :1: > 0. 
Resenje. Paran1etarske jedna<":ine kr·ive r: su: 

a-/2 a 
:v = 2 cos t 1 y = 2 ( 1 + sin t), 

a 
z = 2 (1 + sin t) , 

oclakle je 
aV"i . a a 

da: = --- sm t dt, dlj = -cost dt, dz = -cost dt 
2 ' 2 2 

[ 
1f l (!3 

a preum nejedna.kosti :t: > 0 sledi t E - 2, J . Trazeni integra.! je I = 
48 

(8 + 
hv2). 

3.2.46. Izrahmati I = j~ :cy d.T + zy dy + xz dz, ako je kriva c data 
pmnob1: :c 2 + y 2 + z 2 = R2

, :c = z. 

Resenje. Kriva c ima jednacinu 

( 
R )2 

V2 
Pararnetarske jedna.Cine iste krive c su: 

R . RV"i 
:t: = M cos t I 'If = R Slll t) z = -- cos t. 

v2 · 2 

Zatim, nalazinw 

RV"i. R~. 
da: = ---Sill t dt, ely= R cost dt, d:: = --- sm t dt 1 t E (0, 21r]. 

2 2 

Trazeni integral je I= 0. 

3.2.4 7. N a.Ci duzinu luka krive c zacla.te pomocu: :r 

z = 2t 2
, ocl tac.ke (0, 0, 0) clo (3, 3, 2). 

3t, y 
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Resenje. Ako cluzinu luka oznacirno sa s, irnamo 

_ ;· -11 
9 + 52t

2 
_ 9V52 V5i + y'iiT y'Gl. Gl s - d8 - dt - -- In + --. 

c . n v9 + 52t2 1 o4 :3 · 2 

3.2.48. Nar'-i dnzinn luka h·ive- c: 

:r - e- t cos t, y = e- t sin t, z = e- t, t E ( 0, oo). 

Resenje. Diferencija.lluka 8 je ds = J(a~'P + (y1)2 + (z 1)2 rlt 1 pa je luk krive r~ 
; 8 = J3 J~C0 E:-t dt = J3. 

3.2.49. N aCi obim sfenwg trougla. koji isecaju koorclinatne ravni sa: 
1 o sferom :r 2 + .1i + ;;2 = a2

. 
. :r y z 

2° ra.vm - + :__ + = 1, 
(/. h c 

u prvmn okta.ntu. 
. . r :3a1f 

ResenJe. 1° s = Sj + So + 8~ = I + + r = --) gde su: 
- • •Cj •C2 •C;< 2 

r· 1 : a:
2 + :~/ = a 2

, z = 0; c2 : y 2 + z
2 = a 2

, a~ = 0; c3 : a~ 2 + 
2° s = SJ + s2 +s3 = Jc

1 
+ J;,

2 
+ Jc

3
, gcle su 

~·a: Y_.,.Y z_, 
L) . - + - - ] 1 CJ . - + - - 1 1 C3 : 

a b b e 

a: :: - +- = l. 
((, c 

Luk s krive c je s = Ja 2 + IJ2 + Ju2 + e2 + y1;2 + c2. 

3.2.50. NaCi povrsinn figure ogra.nic.ene petljom hivr-c 
1') (/X+ JY) - = :ry. 

Resenje. Povrsiua figure je 

( 1) l i' P = - ;!: d·t; - IJ cia:. 
2 

. . 
. c 

2 = (/ I y = 0. 

I<riva c je clefinisana. sarno za a: 2' 0 i y 2 0. Da.lde, kriva c je samo u prvom ok
t.antu. UvcHienjern rnoclifikovanih pola.rnih koorclinata: a: = r cos4 

(] 1 y = 7' sin4 
(], 

ncdazimo cla je .,. = sinHcosl1 i ·(] E [O,K/2]. Trazeua povrsua je, prema (4): 
1 /~ ,- 1 2 . . ( ., ., 1 . P=- sm2H 1-cos-2(1)-rlH=-. 

:l2 . 0 :10 

3.2.51. Izra.bmati integral I= £ :r d:r + clz + y 2 z:3 ely, ako je ln·iva. c 

da.ta jeclna.c·inama.: .1/ + z 2 = 1·
2

, :r = 0 
Resenje. Paramel.arske jednaeine krive c em: y = rcost, :: = rsint 1 ;e = 0, 
oclakk je 

cl:e = 0, dy = -r sin t dt, cl:: = r cost dt, t E [0, 21r]. 

Trazeni integral je 

1,6 ;·21T .,.ri ;·21r 
I = -- ( 1 - cos 2t) eli. + - ( cos2 21 - cos3 2t) 

8 . 11 8 . 0 

'I'G1f 
df.= --. 

8 
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4. POVRSINSKI INTEGRAL! 

4.1. Uvodne napomene 

1° Ako j~e S cleo po cleo glatka dvostrana povrs clefinisana jeclnaCi
n;:uua 

:r = :r ( u, v), y = y (v., v), z = z ( u, v), ( u, v) E D, 

a funkcija f( :r, y, z) je clefinisana i n~erekiclna na povrsi S, oncla je 
po·vrhnski ·integral prve vrste fmikcije f(:l:, y, z) po povrsi S, clat sa: 

//
·. f(:r, y, z )dS = ;··/ f [:r(u., v ), y(u., v), z( u, v )] J iJc- F 2 du dv, 

.. S JD 
1-';de je 

E= ( 3:r)
2 

+ (3y)
2 

+ (3z)
2 

ou ou ou 

( 3:r)
2 

+ (3y)
2 

+ (3z)
2

' 
ov ov ov 

D:r D:r Dy oy Dz oz 
F=--+--+--. 

ou ov ov. Dv o·1t. ov 

U sp~ecija.lnom sluc.a.ju, a.ko je jeclna.Cina. povrsi S data sa: z = 

z(:r, y), (:~:, y) E D, pri cemu j~e z(:r, y) jednoznac.na neprekiclno
difer~encija.bilna. funkcija, onda je po·vr.'finski integml pT've vrste dat 
sa 

jj.J(:r, ·y, z)dS = ;· / f(:r, y, z(:r, y))Vl + p2 + q2 el:r ely, 
. S · JD 

zap= Dzj0:1:, q = D:::joy. 

2° Ako je S gla.tka clvostrana. povrs, na kojoj je izabrana. jeclna ocl 

dvejn strana., oclreaena SlllProm nonna.le 1i 0 = (cos a, cos (3, cos 1), a. 
fnukcije: P(:l:,y,z), Q(:r,y,;::) i R(:r,y,z) definisane i neprekicln~e na. 
povrsi S, oncla je ]Jovr.~inski integral dnLge 1Jrste funkcije f(x, y, z) po 
povrsi S, clat sa 

(1) 
jj·. P(:r, y, z) ely clz + Q(:r, y, z) dz d:r + R(a:, y, z) d:r dy 

s 

= ;;·. [P(:t:, y, z) cos n + Q(:r, y, z) cos f1 + R(:r, y, z) cos 1] dS. 
. s 
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Promenom strane povrsi integral (1) menja znak. 

3° Ako su PC'c,y,z), Q(x,y,z) i R(:r,y,z) neprekiclno-cliferenci
ja.bilne funkcije a c prosta. zatvorena cleo po cleo glatka kriva, koja 
ogranicava konacnu cleo po cleo gltatku clvostranu povrs s, oncla vazi 
Stocesova forrn·nla: 

cos 0' cos (3 COS{ i P d:c + Q dy + R dz = j J, [J [J [J 
dS, 

D:r oy [Jz c s p Q R 

gcle su cor,; 0', cos (3, cos 1 kosinusi pravca normale povrsi S, orijentisane 
na emu stranu, u oclnosu na koju se obilazak konture c vrsi suprotno 
kreta.nju kazaljke na c.a.sovniku. 

4 o Ako je S cleo po cleo glatka povrs, koja ogra.nicava oblast V, 
P(:c,y,z), Q(x,y,z) i R(x,y,z) nepr~kiclne funkcije zajeclno sa svo
jim parcijalnim izvoclima prvog recla u oblasti V +S, onda vazi forrnnla 
Ostrogradskog: 

!" / ( P cos a + Q cos (3 + R cos 1) dS 
Js 

!!" / ([JP DQ DR) 
. Jv D:r + oy + oz dx dy dz, 

gcle su cos n, cos (3 i cos 1 kosinusi pravca spoljne normale povrsi S. 

4.2. Zadaci 

4.2.1. Izracunati povrsinski integral I= JJ5 (:r + 2y- z)clS, ako je S 
cleo ravni 3x + 6y + 2z = 6, u prvom okta.ntu. 
Resenje. J eclnaeina povrsi 8 je z = 3( 1 - :c /2 - y), oclakle nalazinw cla je p = 
-3/2, q = -3, dS = Jl + p2 + q2 (7 /2) d:c dy. Trazeni integral je 

I= -
7 j·l rl-xr 7 

2 0 
d:c Jo " " (a:+ 2y - :3 ( 1 - ~ - y)) d:c dy = G. 

clS 
4.2.2. Izracunati povrsinski integral Uc· ( )3 pri cemu je s 

•.•. o l+y+z· 
cleo ravni :r + y + z = 1 u prvom oktantu. 
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Resenje. Kako je dS = J3 da: dy, to je trazeni integral 

e e-x V3 V3 
l= Jo dx Jo (l+y+l-a:-y)3 = 8' 

4.2.3. Izracunati JJs Jx 2 + y 2dS, ako je S: x2 + y 2 + z 2 R 2
. 

Resenje. Povr.s S se sastoji iz povrsi S'1 i S 2 : 

pa je tra.zeni integral 

. dS 
4.2.4. Izracunab I = Jfs 

2 2 2
, ako je povrs S cleo cilinclra , :~; +y +z 

y
2 + z 2 = R2 ogranicen ravnima: z 0, :r = 0, y = 0, x =a, za a > 0. 

Resenje. Povrs S ima jednacinu z 
- y /I R 2 - y 2 . Elentent povrsine je 

I R 2 - y2 , pri cernu je p = 0 a q = 

pa. je tra.zeni integral 

R 
dS = ---- da: dy 

IR2 _ y2 

I = {OR dy roa R dx = ~ a.rctg !:_, 
Jn Jn IR2 - y2 (a:2 + R2) 2 R 

4.2.5. Izracunati I= J J5. dS , ako je S cleo cilinclra x 2 + 
Jx2 + y2 + 2 2 

y'2 = R2 izmectu ra.vni z = 0 i z = h, h > 0. 

Resenje. Povrs S ima jedna.Cine y ±vR2 - x 2 , stoga. Je p 

-T 
± " , q = 0. Zatim, nala.zimo 

y/R2 - x2 

V 
x 2 Rdx dz 

dS' = 1 + dx dz = ----;:~==;:c: 
R2 - x2 V R2 - x2 

Tra.zeni integral je 

I - 2 ' = 2Rrr ln ------!1 Rdxdz h+vR2+h2 

- . D yR2- ~r2JR2 + z2 R 

3y 

ox 
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4.2.6. Izracunati 

ako je povrs S data sa z = J a2 - :r2 - y2. 

Resenje. Kako je 

onda je trazeni integral 

Prelaskom na polarne koordinate: a: = 1' cos zp, y = r sin zp, nalazimo 

11:3 

4.2.7. Izracunati I= JJ5.(:ry + :rz + yz)dS, a.lm je S cleo povrsi z = 
J:r 2 + y 2, isecen cilindrom x 2 + y2 = 2ay, a > 0. 

T y 
Resenje. Iz jeclnaCine povrsi S nalazimo da je p = " , q = --;==:='====:=:= 

· ja;2 + y2 ja:2 + y2 ' 
oclakle in1 amo 

U vocienjem polar nih koorclinata: :1: 

integral 
1' cos zp, y = r sin zp, nalazinw cla je trazeni 

1
2a sin 'P 64a4 vi 

dzp 1·
3 (sin zpcos zp +cos zp +sin zp) cl1~ = . 

0 15 

4.2.8. Izracunati I JJ:s Jii + y2 + z2dS, ako je S cleo povrsi x 2 + 
y2 + z 2 = R 2 , isecen povrsi z = J x 2 + y2. 

Resenje. Presek dat.ib povrsi je krug a: 2 + y 2 = R 2 /2 u ravni z = R/ V'i. Sacla 
nalazimo: 

-a: 



114 INTEGRACIJA 

odakle, prelaskom na polarne koordinate, imamo 

4.2.9. lzracunati I = ffs ~;, aka je S cleo povrsi y2 + z2 = R 2 

od x = 0 do x = a, a > 0, a d je rastojanje tacke na povrsi od 
koordinatnog pocetka. 
Resenje. Vazi d2 = x2 + y 2 + z2 = x2 + R 2 i 

dS = '\/1 + p2 + q2 dx dy = -rR=:d:=x=d=y:;= 
y'R2 _ y2 

Trazeni integral postaje 

1R la dx a 
I= 2R dy = 21T arctg -. 

-R 0 y'R2 _ y2 (x2 + R2) R 

4.2.10. Izracunati I = ffs d:, aka je S cleo povrsi y = xz isecen 

cilindro:tn x 2 + z 2 = R 2
, a d je rastojanje tacke povrsi od y ose. 

Resenje. Kako je d = v x 2 + z2 , to, uvodenjem polarnih koordinata, nalazimo 

4.2.11. Izracunati I= ffs (z 2 + y2
) dS, aka je S povrs koja ograni

cava tela Jy2 + z 2 ~ x ~a, a> 0. 

Resenje. Povrs s se sastoji iz povrsi sl: X = v' y2 + z2 i s2: X = a, odakle 
nalazimo: dS1 = V2 dy dz, dS2 = dy dz. Oblast D je data sa y2 +z2 = a2 , a, zatim 
uvodenjem polarnih koordinata, nalazimo da je trazeni integral I= ffs + ffs , 

. 1 2 
odnosno 

4.2.12. lzracunati I= JJ3 (x+y+z)dS, aka je S: x2 +y2 +z2 = R 2
, 

z;:::: 0. 
Resenje. N alazimo da je 

X 
p= ) 

..jR2 _ x2 _ y2 

y 
q= ) 

y'R2 - x2 _ y2 
dS = -;:::=;R;===dx=· d~y=::;:= 

y'R2-x2-y2 
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a onda je, prelaskom na polarne koordinate, trazeni integral 

I=R d<p rcos<p+rsin<p+VR2-r2 =R3
1r . l 2?T 1a r dr ( ) 

. o o vR2 - r 2 

4.2.13. Ako je S povrs koja ogranicava telo: 

z ::; 1, naci integral I= J Is zdS. 

115 

Resenje. Uvodenjem polarnih koordinata: x = rcos<p, y = rsin<p, nalazimo da 
je I= I1 + I2 = ff51 + ff52 , pri cemu su povrsi S1 i S2 da,te jednaCinama 

z=l. 

Sadaje 

!1 1 12
7[" 1-/2 27r h = zdS = - d<p r 3 ~ dr = - (1 + 6V3) , 

51 2 0 0 15 

(1T r.fi 
[z = Jo d<p Jo r dr = 21r. 

Dakle, trazeni integral je I = h + I2 = ~; ( 8 + 3v/3) . 

4.2.14. Izracunati I= ffs z2 dS, ako je S deo povrsi konusa 

X = T' COS t.p Slll a, y = '{' Slll t.p Slll a, Z = '{' COS a, 

0 ::; r ::; a; 0 ::; c.p ::; 27T. 

a a je konstanta, 0 < a < 7T •. 

Resenje. Prema datim jednaCinama povrs~ S, nalazimo 

8x . 8y . . 8z 
- = COS<pSlnCY, 
8r 

- = Sln <p Sln CY, 
8r 

-=COSeY, 
8r 

8x . . 
- = -r Sln CY Sln <p, 
8<p 

8y . 
- = r cos <ps1n a, 
8<p 

8z 
-=0, 
8<p 

E = 1, F = 0, G = r 2 sin2 a, dS = VEG- F 2 = rsinadrd<p, 
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4.2.15. Izracunati I = I Is zdS, ako je S deo povrsi zadate param
etarski: x = ucosv, y = usinv, z = v, 0 < u <a, 0 < v < 2?T. 
Resenje. Vazi: 

E = cos2 v + sin2 v = 1, F = 0, G = i+ u 2, 

d8= VEG- F 2 dudv= ~dudv. 

Trazeni integralje 

"' 2 7r . 

I= fa du 1 v~dv=1r2 
(ln(a+V1+a2) +a~). 

4.2.16. Izracunati I= I Is z dx dy + x dx dz + y dy dz, ako je S gornji 
deo ravni x + y + z = 1 isecen koordinatnim ravnima. 

Resenje. Spoljna normala povrsi S je vektor rt =(1, 1,1) a odgovarajuCi jedinicni 
1 

vektor je ~ = -./3(1, 1, 1). Trazeni integral je I= h + I 2 +Is, pri cemu su: 

h =fin (1- X- y) dx dy = 11 
dx fal-x (1- x- y) dy = ~' 

h=jr! xdxdz= r1
xdx e-x dz=~, 

JD 1 Jo Jo 6 

Is = Jr r y dy dz = rl y dy e -y dz = ~. 
J D 2 Jo Jo 6 

Tako nalazimo da je I= h + h +Is= ~. 
2 

4.2.17. Izracunati I = I Is xyz dx dz, ako je S spoljna strana sfere 
x 2 + y2 + z2 = R2

, x ;::: 0, z ;::: 0. 
Resenje. Povrs 8 se sastoji iz dve povrsi: 

pa je trazeni integral I =·. 2 JJD xz)R2- x2- z2 dx dz, odakle, prelaskom na 
polarne koordinate, nalazimo 

I=2 d<p r 3 sin<pcos<pVR2 -r2 dr=--. 17r/2 1R 2R5 

0 0 15 

4.2.18. Izracunati I= I Is xFx2 + y2 dx dy, ako je S donja strana 
elipse 4x 2 + y 2 

:::; 4, x > 0. 
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-+ 
Resenje. Vektor spoljne normale je rt = - k , cos--y < 0, pa je 

I=- fin xvf4x2 +y2 dxdyo 

Uvodenjem polarnih koo'rdinata,integral postaje 

l r;/2 il 
I= -2 d<p · r 2 cost.p~ dr = -20 

-r;/2 0 

4.2.19. Izracunati I= JJ5 2dxdy + ydxdz- x 2zdydz, ako je S 
2 2 2 

1. 1' 'd X y Z k 0 

• d k spo Jna strana e 1psm a 2 + -b
2 

+ 2 = 1, OJa pnpa a prvom o -
a c 

tantu. 

V l t 1
0 1 . ---+ xc2 

-:+ yc2 
---:-+ ---+k t • 0 0 1 Resenje. e { or spo Jne normae Je n = - ~ +- J + , a razen11ntegra 

a 2 z b2 z 
je I= h + I2 + I3, gde su: 

fir 1a 1bvl-x2
fa

2 ab1r 
h = 2 dx dy = 2 dx dy = -, 

D 1 0 0 2 

fir 1a 1cvl-x2 
fa

2 
x2 z2 abc1r 

h = y dx dz = dx b 1 - - - - dz = --, 
D 3 o o a 2 c2 6 

f), 2 ( y2 z 2 ) 2a2 bc2 
I3 = - za 1 - - - - dy dz = ----0 

D2 b2 c2 15 

ab1r abctr 2a 2 bc2 
Sada imamo I = h + !2 +Is = - + -- - --- o 

2 6 . 15 

4.2.20. Izracunati 

I = j is ( y - z) dy dz + ( z - ~) dz dx + ( x - y) dx dy 

ako je S spoljna strana tela ogranicenog povrsima x = ..j y2 + z2 , 

x =a, a> 0. 
Resenje. Povrs S se sastoji iz povrsi S1 i S2, pri cemu su: 

-+ 1 ) no= --(-x,y,z 
a;,fi 

~]=a; nc;· = i = (1, 0, O)o 
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Dakle, polazni integral je I= Jf51 + Jf52 = h + h, gde su: 

h =- j h
1 

(y- z) dy dz + (z- x) dz dx + (x- y) dx dy = 0, 

JJ f a 1~ h= = dy (y-z)dz=O. 
s 2 -a -va2-y2 

Dakle, I= 0. 

4.2.21. Izracunati I= ffs yz2 dy dz + x 2 dz dx- xy2 dx dy, ako je S 
unutrasnja strana konusne povrsi z 2 = x2 + y 2 , 0 :::; z :::; h, h > 0. 

1 
Resenje. Vazi net= 

10
(x, y, z) i 

zv2 

I= j h yz 2 dy dz + x 2 dz dx - xy2 dx dy 

lh jz lh jz jh !~ = z 2 dz y dy + dz x 2 dx - x dx y2 dy 
0 -z 0 -z -h -,/h2-x2 

= 0. 

4.2.22. Izracunati I = ffs x 2 dy dz + y2 dz dx + z2 dx dy, ako je 8 
spoljasnja strana paralelopipeda: 0 :::; x :::; a, 0 :::; y :::; b, 0 :::; z :::; c. 

Rezultat proveriti formulom Ostrogradskog. 

Resenje. Povrs S se sastoji iz sledeCih povrsi: 

--+ ---;. --+ -;+ 
81 : Z = 0, dz = 0, n = - k j S2 : X = 0, dx = 0, n = - ~ j 

--? --;1' ---? --;+ 
83 : y = 0, dy = 0, n = - J j S4 : X = a, dx = 0, n = ~ j 

--? ----7 --7 -+ 
Ss : y = b, dy = 0, n = J ; S 6 : z = c, dz = 0, n = k . 

Dakle, integral je I= h + h +Is+ I4 +Is+ I6, gde su: h = O, I2 = 0,/s = 0, 

h = ff
55 

= ab2 c, I6 = ff56 = abc2
. Tako nalazimo da je I= a~c(a + b +c). 

Primenom formule Ostrogradskog, imamo 

I = j j i (2x + 2y + 2z) dx dy dz 

=2 loa dx fob dy foc(x+y+z)dz=abc(a+b+c). 
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4.2.23. Izracunati I= ffs z dx dy, ako je S unutrasnja strana tetrae
dra koji odreduju ravni: x + y + z = 1, x = 0, y = 0, z = 0. Rezultat 
proveriti primenom formule Ostrogradskog. 
Resenje. Povrs S se sastoji iz povrsi: 

--t --t s1 : z = o, dz = 0, n = k· 
' Sz : x = 0, dx = 0, 

--t --t s3 : y = o, dy = 0, n = j ; 
--t --t --t --t 

S4: X+ y + Z = 1, n = i + j + k, 

Trazeni integral je sada I = h + [z + h + h, gde su: h = ffs
1 

z dx dy = 0, 

Iz = ffs
2 

zdxdy = 0, I 3 = ffs
3 

zdxdy = 0, 

!1 11 11-x 1 
I4= (1-x-y)dxdy= dx (1-x-y)dy=--, 

S4 o o 6 

. 1 
a onda Je I= h + [z +Is+ I4 =- -. 

6 
Primenom formule Ostrogradskog, na.lazimo da je 

Jr r r rl t-"' rl-x-y 1 
I=- JJvdxdydz=-}

0 
dx}

0 
dy}

0 
dz=- 6. 

4.2.24. Izracunati ffs z dx dy+y dx dz+x dy dz, ako je S unutrasnja 
strana tetraedra ogranicenog povrsima: x + y + z = 1, x = 0, y = 0, 
z = 0. Rezultat proveriti primenom formule Ostrogradskog. 
Resenje. Povrs S se sastoji iz povrsi: 

--t ---'> -> ---;-7 s1 : z = o, dz = 0, n = k· Sz : X= 0, dx = 0, n = z ; 
' 

--t -+ --+ 1 ( s3 : y = 0, dy = 0, n = j ; s4 : x+y+z=1, no = - V3 1, 1, 1). 

Trazeni integral je I= h + [z + I3 + h, pri cemu su: I1 = 0, [z = 0, Is= 0, 

I4 =- Jfs
4 

(1- x- y) dx dy + y dx dz + x dy dz = J1 + h + Js 

{1 (-"' 
J1 = - Jo dx Jo (1 - x - y) dy 

{1 r1-x 
Jz =- Jo dx Jo (1- x- z) dz 

r1 r1-y 
h =- Jo dy Jo (1- y- z) dz 
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Naime, nalazimo I4 = -1/2. Dakle, trazeni integral je I= -1/2. 
Primenom formule Ostrogradskog, nalazimo 

j r r r rl (-X rl-x-y 
I= -3 JJv dxdydz = -3 Jo dx Jo dy Jo dz = -1/2. 

4.2.25. Izracunati I= ffs y dy dz+z dx dz+x dx dy, aka je S spaljna 
strana tetraedra kaji je adreden ravnima: x = 0, y = 0, z = 0, 
x + y + z =a. 
Resenje. Primetimo da je S = S1 + S2 + S3 +.S4, pri cemu su: 

-+ -+ -+ -+ 
sl : z = o, dz = 0, n =- k; s2 : X= 0, dx = 0, n = - i ; 

-+ -+ -+ = (1, 1, 1). s3 : y = 0, dy = 0, n =- j ; s4 : x+y+z=1, n 

Sada je I = h + h + I3 + I4, gde su integrali h, h, I3 i I4 dati sa: 

Tako nalazimo da je I = 0. 
Primenom formule Ostrogradskog, imamo I= Jffv 0 dx dy dz = 0. 

4.2.26. Izracunati I = J fs yz dy dz + xz dx dz + xy dx dy, aka je S 
spaljna strana kacke: 0 ::; x ::; a, 0 ::; y ::; a, 0 ::; z ::; a. 

Resenje. Primetimo da je S = S1 + S2 + S3 + S4 + Ss + S6, pri cemu su: 

---+ ---+ -+ -;+ 
S1 : Z = 0, dz = 0, n = - ~~ j 82 : X = 0, dx = 0, n = - 2 j 

' -+ '-+ -+ 
83 : y = 0, dy = 0, n = - j j 84 : X = a, dx = 0, n = i j 

-+ -;t -+ -+ 
Ss : y = a, dy = 0, n = J ; S6 : z =a, dz = 0, n = k . 

Trazeni integral je I = h + h + I3 + !4 +Is + I6 = 0, jer je: h 
h = -a4 /4, Is = -a4 /4, I4 = a4 /4, Is = a4 /4, I6 = a4 /4. 
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Primeuom formule Ostrogradskog, imamo I= J J Jv 0 rla: dy dz = 0. 

7 I . ~ . I _ JJ ( ely elz d:c dz ch ely) 4.2.2 . z1acunati - 5~. --- + --- + --- , 
' :r; y z 

gcle .Je S 

:r;2 y2 ,.,2 
spoljna strana elipsoicla 

2 
+ b

2 
+ ~ 

2 
= 1. 

a c 
Resenje. Neka. je S = 8 1 + 8 2 , gcle su 

Trazeni ntegral je 

If' (1 1 1 ) I = 2 coso:+ -cos (3 + - cos "f dS', 
• s a: y z 

gcle je vektor spoljne normale cla.t sa. ·~ = (cos rt, cos f3, cos ··y), pri cemu su kosinusi 
dati sa 

z 

41r ( ') 2 ') 2 ~ 2) Takonalazimoda.jei=- a~b +a~c +b~e. 
abr: 

4.2.28. Izrac.nnati I= JJs :rely ch+y d:l.: dz+z cl.x dy, ako je S spoljna 

strana sfere :t:
2 + :y 2 + z 2 = R2

. 

Resenje. Neka je S' = 81 + ·'h, p1:i cemu su 

Element J:iovrsine je d.'h = 
R da: dy 

U vodenjem polarnih koorclinata: 

:1: = '/' COS i.p 1 y = 1' Slll i.p 1 llTlalTlO 

Trazeni integral je I= h +'r2 = 4R31r. 
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4.2.29. Izracnnati I = f.fs yz dy dz + :cz dz d:c + :cy d:c dy, ako je S 
spoljna strana povrsi oclrectene povrsima: 

2 2 2 y + ;; = R , a: = 0, y = 0, :r = a, (a > 0), z = 0. 

Resenje. Neka. je S = Sr + 82 + 83 + 84, pri c·.emu vazi 

81 : a:= a, d:r = 0, Tt = i; ~ --+ 
82 : z = 0, dz = 0, n' = - k ; 

-, . " - 0 [ .. - 0 --+ - -----;+ .. S3, .t - , c ,l! - , n - - z , 
--+ 

84 : y = 0, dy = 0, n' =- j ; 

-, 2 2 2 --+ y z 
.S.s: y + z = R , no= (0, R' R). 

Dalde, t.razeni integral je I= h + I2 +Is+ I4 +Is, za I.i = Jfc .. : 
,J) 

lR iVR2- 11 2 R4 
h = y ely z dz = -_-, 

' 0 • () 8 

02 R2 R4 a2 R2 a2 R2 
h=--4-_-,I:~ g'L1=--

4
-,Is= 

2 

odakle, in1amo I= 0. 
Primenom formule Ostrogradskog, nalazirno 

I= ---+-+-!!·;· (fJP DQ oR) 
, , v IJa: CJy f)z 

d:l! dydz = 0. 

4.2.30. Izracunati I = £ SyV(l - :r 2 - z2 )
3 d:r + xy3 dy +sin z dz, 

alw se kriva c dobija presekom elipsoida 4:~; 2 + y2 + 4z2 = 4 i ravni 
:r = 0, y = 0, z = 0, u prvom oktantu. (a) Direktno; (b) Primenom 
Stocesove formule. 
Resenje. (a) Neka je c = c1 + c2 + c3 , gde su: 

') '!)2 
c1 : :n~ +- = 1, z = 0, dz = 0; 

4 

C:J : a: 2 + :: 2 = 1, y = 0, dy = 0. 

:32 

'1}2 2 
c2 : :___ + z = 1, a: = 0, dx = 0; 

4 

Sada. je I= /1 + h +Is =-5 , pri cemu su: 

i r::- ' 3 3 :32 Ir = 8yv (1- :c 2 - :.: 2 ) da: + a:y· ely=--, 
•Cj 5 

h = J' sin z dz = 1 - cos 1, 
./~2 

Is = J' sin z dz = cos 1 - 1. 
Ic3 
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(b) Prirnenom Stocesove formule, imarno 

I= j' Pda: + Qdy + Rdz = j'f, ( -24yn,h- a:2- z2 cosf3) dS =-
3
}, 

.fc_ . .Is ~) 

pri (:emu je r!' 
'('~ y 
" i + 
·~ 4z 

+ k vektor spoljne normale povrsi S': z 

y-I 
') 

l-:!:2- 4' 

4.2.31. Izracunati I= §c :c~ ch+:vy dy+:ryz dz, ako je kriva c kontura 
LABC: A( a., 0, 0), B(O, b, 0), C(O, 0, c), (a) Direktno; (b) Prim.enom 
Stoc<-:sove formule. 
Resenje. (a) Neka.je r: = C[ + C2 + C3, pri cernu su: 

c1 a:= a ( 1 ~) , z = 0, dz = 0; c2 : y = b ( 1- ~) , a:= 0, da: = 0, 

( 'I') C~) Z = C 1 - :_.:. 1 y = 0 1 dy = 0. 
((. 

ab 2 

Trazeni integral je I = I1 + I2 + h = 6, gcle su: 

j . 2 . a.b'.l a 3 

I1 = :e d:r+a:ydy=-- -, 
q G :3 

h = j' = 0, 
Ic2 

(b) Prirnenom St.ocesove fonnule, im.amo 

I= jf { (:cz cos c\'- yz cos (3 + y cos 'Y) dS', . Js 
( 

a: ,l}) ~ C-+ C-+ --i-
gcle je S': z = c 1 - - - - , a n· = - i + - j + k je vektor spoljne norma.le 

a b a b 
ab 2 

povrsi s·. I<onacno, resa.vanjem posleclnjeg int.egrala, nalazimo cla je I= 6 . 

4.2.32. Izra.cuna.ti krivolinijski integra.l I= "t~ y d:r + :r2 ely+ z dz, al\o 
. . -. :c2 y2 x y . :r:2 y2 z 
.Je knva. c oclredena presekom povrs1 2 + -b2 = - + -b 1 2 + b2 = 

a. a. a c 
za. c > 0. (a) Direktno; (b) Stocesovom fonnulom. 

- . . . . -. :c2 y2 :c y ;c2 y2 
Resen.Je. (a) Knva c una Jednacmu - +- = - + - 2 + b

2 a2 b2 a b' a 

z 
u ravn1 

(~ 

:r y z . . . . - + - = -. l(anomi':a.n obhk knve c Je 
(/, b c 

(:c-%)" (y- ~r 
+ 

2 
= 1, 

(~r (~r 



1~4 INTEGRACIJA 

l 'l'" 1 . a( r.:>) b( ~<>·) a pa.rarnetars <e JeC nacme <n ve 1: su: :1~ = 2 I + v ~cost , y = 2 I + v 2 srn t . 

ab1r 
Trazeni iutegral je I h + I2 + /3 = -_-(a - 1), gcle su: 

~ . 

ab ( 2 
7f r.:> . . . <' ab1r 

h =-4 Jo (v2smt+~sm-t)dt=-2 , 

a2bj2~·21f a2b7r 
h = --.- (cost+ 2J2 cos 2 f + 2 cos3 t) dt = --, 

8 . 0 ~ 

h =0. 

(b) Prirnenon:t Stocesove formule, in1a.mo 

I= ;· ( (2:v- I) cos l'dS 
. ./.s 

j •21f j·sin 'P+co2. 'P ab7r 
= ab dtp r(2ar costp- I) dr =--.-(a- I). 

() () 2 

4.2.33. Izrac.unati krivolinijski integral I= £(y- z) d:r + (z- :r:) dy + 
(a:- y) dz, ako je r luk elipse :r 2 + y2 = a2 , ]!_ + :::__ = 1. 

(/, h 
Resenje. Prirnenorn Stocesove formule, ua.lazimo 

I= -2 j'f(cos cv + cosf3 +cos !')dS = -2a(a + h)1r, Js 
gcle je vektor spoljne normale povrsi S clat sa 

-+ ( h a ) no= 0, , . 
v'a2 + h2 v'a2 + h2 

4.2.34. Izra<o.;.unati I = £ :r 3 y d:r + :r (.tl + z 2 
)'

312 
dy + ez dz, ako je 

b-iva c presek povrsi :r = Jy2 + z2 , y = 0, y = 1, z = 0, z = 2. 
Resenje. Prin:tenom Stocesove formule, imamo 

Oclnosno, trazeni integra.! je I = -:3 ffs a: z J y 2 + z 2 cos adS = -14. 

4.2.35. Izracunati I= £ (y 2 + z2
) d:r + (z2 :+ :r2

) dy + ( x2 + y2
) dz, 

ako je c kriva data sa :r2 + y 2 + .z- 2 = 2a:r, :r2 + y 2 = 2b:r, pri cemu je 
z 2:: 0. 
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R - . 17 . . ., · 1 2 ? l l l . a - :c esenJe. \.l'!Va c ognuucava povrs S: z = v 2aa: - ~: - Y", oc a ( e Je p = --, 

- !j_, dS = y/1 + p2 + q2 da: dy = ~ da: ely. Vekt.or spoljne nonnale povr~i S 
z z 

je n.u = (cos ct, cos f3, cos 1), oclnosno, vekt.or nonnale je nd = 

t.razeni integral je 

1 
-(:r -a, y, z), a 
a 

I= 2 {f((y- z) coset+ (z- :t:) cosf3 + (:e- y) cosr)dS = 2ab2
1r . . .Is 

4.2.36. Izracunati I= J'fc:; y2 z rh dy + :cz ely dz + :u 2 y dz d:c, ako je S 
spoljna strana povrsi, koju obrazuju povrsi 

2 2 2 2 2 z = :c + y , :r + y = a , :u = 0, y = 0, z = 0 

n prvmn oktantu: (a) Direktno; (b) Primenom fonnule Ostrogra.dskog. 
Resenje. (a) Povrs S' se sastoji iz sledeCih povrsi: 

5' 1 : z = 0, dz = 0, I1 = 0; 82 : ~: = 0, da: = 0, h = 0; 

s3 : y = o, dy = o, Ic. = o; 

(
a: ) a = -, l, 0 , dS' = - da: d::; 
y y 

Sr, : z = :t: 2 + :t/, dS = V 1 + 4:r 2 + 4y2 d:c dy, 

I u: . ( -2a:, -2y, 1); 
y/1 + 4:e 2 + 4y 2 

jj
. 6 

.2 ... 22 2 (('If h = (- 2:v z - 2a: y + v z) da: dv = -16. 
85 

(L(j'lf 

Polazni integral je I = --. 
8 

(h) Prirnenorn formule Ostrogradskog, imarno 

4.2.37. Izracunati I = JJ.
5 

:r: 2 ely dz y2 d:r: dz + z2 dx ely, ako je ·s 
spoljna stra.na. kocke: 0 ::::; :r ::::; 1, 0 ::::; y ::::; 1, 0 ::::; z S 1. (a) Direktno; 
(b) Formulom Ostrograclskog. 
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Resenje. (a) Neh je S' = 81 + 8 2 + 83 + 84 + S's + 86, pri cenm su: 

s1 : z = o, I1 = o; ·'h : a: = 0, h = 0; 

83 : y = 0, Is = 0; 
----+ ---:+ 

84 : :e = 1, n = ·t ; 

8.5 : y = 1 J 11 = f ; 86 z = 1 11 = k. J 

Zatirn nalazimo da je I= !4 +Is + h = :3. 
(b) Primenorn formule Ostrogradskog, irnamo 

I = 2 fj' { ( :n + y + z) d:t d.y d.z = ;3. . ./1/ 

4.2.38. lzrac.unati I = ffs a:y dy dz + y2 d:r: dz + zy d:r dy, ako je S 
unutrasnja strana tela ogrm~ic.enog povrsima: :r: 2 +z2 = y 2

, 0 :::;: y :::;: b, 
b > 0. (a) Direktno; (b) Primenom fonnule Ostrograclskog. 
Resenje. (a) Ako je S' = S'1 + 8 2 , one! a je 

4.2.39. Izrabmati I= fc 3y rl:r+2z dy-:r dz, ako je c zatvorena kriva 
koja se clobija u preseku ravni :r + y + z = (3/2)a i kocke: 0 ::S: x ::S: a, 
0 :::;: y :::;: a , 0 :::;: z :::;: a. 

Resenje. Pri1nenom Stocesove forrnnle, inmrno 

I = (- 2 cos cv + cos f3 - :3 cos "Y) dS' = - '--.!!- . !! '3 2 

. . s 2 

4.2.40. Izrai"~unati I = JJs :r 2 dy dz + y2 dz dx + z 2 d:r dy, ako je S 
spoljna strana sferne povrsi (a: - a) 2 + (y- b? + (z- c? = R?. 
Resenje. Primenom formnle Ostrograclskog, imam.o 

!j·~· 8R31r 
I=2 (:r+y+z)dxdydz= -. -(a+b+c). . .. 1/ .3 



III GLAVA 

VEKTORSKA ANALIZA 

1. VEKTORSKE FUNKCIJE 

1.1. Uvodne napmnene 

---+ ---+ ---+ 
1 ° Funkcija 0: = a1 i + a2 j + a3 k , koja preslikava slcup realnih 

brojeva D c R u slmp troclimenziona1nih vektora V 3 u oznaci 

naziva se vektorska fankci.ia realne promenl.Jive. 

2° Hodogra.f ·uektorske fnnkci.ie 0: = d(t) je slmp krajujih ta(:aka 

vektora d sa poc.etkom u clatoj tacki 0. Tacka 0 je pol hodografa. 

3° Kaze se cla vektorska funkcija f1 = f1(t) ima za granicnu vrecl
---+ 

nost vektor b , kacl t -----+ cv, ako i sa.mo a.ko: 

---+ 
(Ve > 0) (38( e) > 0) (Vt) (0 < it- o:l < 8( e) =? ilt(t)- b I <E. 

Pise sP lim 0: ( t) = 1/ 
1.-+cv 

4° Iz·uod .f11.nkcije f1 = O:(t) u ta.cki t, na.ziva. se vektor 

---+ . ---+ ( ) ---+I. ) 
1
. · a (t +Lit)- a t 

a (t = 1111 , 
,6. t-J-0 . Lit 

a.ko ovaj limes postoji. 

5° Skala rna po~je. Skalarna. funkcija v.(-:r") = u(x, y, z ), gcle je --r* 
vektor polozaja tac.ke Nf(:c, y, z), za.jedno sa svojom ohlascu clefin
isa.nosti, je skalarno pol,ie. 

au---+ au---+ au---+ 
Vektor :::J i + -;::;- .i + ;:) k je gradijent skalarnog po(ja u tacki 

ux uy uz 
M ( x, y, z), a ozna.ca.va. s<~ 

127 
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uu -----+ uu -----+ uu -----+ 
grad u = - i + - j + - k . 
. EJ:r: uy EJz 

Iz1wrl ·u, rlatom pravc1t, Neka je l pravac oclreClen jeclinicnim vek-
-----+ . 

torom l = (cosn,cos(3,cos/)· Izvorl funkcije u(:r:,y,z) po pravcu l 
du. 

u rlatoj tacki 1\!f(:c, y, z), u oznaci dz' je: 

d v. uu · uu uu 
-

1 
= -;;-- cos n + -a cos r;; + -;;-- cos 1 . 

d u:r: y uz 

6° Vektorsko po~ie. Vektorska funkcija 0:(--r') = O:(:r, y, z ), za
jeclno sa svojom obla.scu clefinisanosti, je vektorsko polje. 

Veldorska linija. veldorskog polja. je ln·iva. kod koje je u svakoj ta.cki 

vektora. polozaja r' tangenta para1elna. sa vektorom 0:(--r'), tj. vek
tor8ke lini.ie su oclreClene jeclna.c.inom 

-----+ -----+ 
a x ch· 0. 

Divergencija vektorske funkcije 

0: = (P(:r:, y, z), Q(:r, y, z), R(:r, y, z)), 

1. -----+ • 
u oznac1 c IV a. , Je: 

• -----+ EJP EJQ aR 
ch v a. = --;:;--- + --;:;--- + -a . 

u:r uy z 

R 1 lfl "-----+ • -----+· .otor ve dors <:e un <:CI.Je a , u ozna.CI rot a. , Je: 

-7 -7 -----+ 
z J k 

rotO: = a a a 

ax uy EJz 
P(:c,y,z) Q(:r,y,z) R( x,.y, z ). 
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1.2. Zadaci 

1.2.1. Vddor polozaja pokretne tacke u proizvoljnom vremenskom 
trenutku t clat je sa 

---+ 2 -;7 -;7 2 ---+ 
1' (t) = -2t /, + .J + 3t k: . 

Oclrediti: 1° Putanju tach~. 2° Brzinu. 3° Ubrzanje. 
Resenje. 1° Puta.nja je kriva data. jeclnacinarna: 

dt ( 
d:c dy dz) _ (- , ) . ' , - 4t, 0, bt . 
dt dt dt 

d~ J.' -----7 -----7 

-- = -4 i +6 k. 
dt 2 

1.2.2. Data je jednaCina kretanja 

---+ -;7 . -;7 ---+ 
r· ( t) = a cos t z + b sm t .7 + ct k: . 

O<ln-cditi tra,jektoriju kretanja, brzinu i uln·zanje kretanja, intezitete 
brzine i nbrzanja u proizvoljnom vremem;kom trenutku t. 
Resenje. Trajektorija je zavojnica.: :v = a cos f, y = b sin t, z = ct. 

dJ.' -----7 -----7 . 

v+ = - = -a sin t i + b cost :i + c k, 
dt 

-----7 rf2 J.' ---;+ -----7 

w =-.-.)-=·-a cost t - bsint j, 
dt~ 

1.2.3. Dokazati sleclece jednakosti: 

grad( c1u + c2 v) = c1 gradu + c2graclv 

gracl(v:u) = ugraclv + vgraclu 

'U, 

grad. v 

gradf(u) = f'('U)graclu. 
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Resenje. Dokazacemo jeclnakost 1°, a ostale se na slican naCin clokazuju. 

( 
au av ) --+ ( au av ) --+ gr1:1.d(e1u+c2v)= CJ-,_-+c2- i + c1-+c2- j 
ila: aa: ay {)y 

( 
au av) --+ + Cl -c- + C2 - k 
{)z {)z 

= c1 (graclu) + cz(graclv). 

du . 
1.2.4. NaCi - u tacb r(j = (1, -1, 2), ako je 

dl 

u = :ry + :rz 
---7 

a l =;= (cos a, cos (J, cos 1). 

Izrac.unati lgracl'U I u toj tacki. 
Resenje. N alazim.o 

du . ( ) -=(gradu)e= y+z coscv+a:cosf3+a:cos"(. 
dl 

U tacki r 0 (1, -1, 2) je 

du dz = cos (V + cos !3 + cos"(, 

clok je intezitet I grad tt\: lgracht I = /3. 
1.2.5. Nab izvod funkcije 

u tacki 1\.10 (-1, 1, 1) po pravcu vektora 7 = (-1,0,0). 
Resenje. 

--+ --+ --+ 
graclu(Mo)=4 i -4j +5k. 

du(Mo) 
dl = - 4. 

1.2.6. Date su funkcije 

2 2 2 'U2 = a; + y + z . 

N aci oclgovarajuce ekviskalarne povr.si i gradijente. 
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Resenje. Ekviskalarna povrs za funkciju v 1 je 

gcle je c1 = ·u 1 ( a:o, Yo, zu). Odnosno, ekviskalarna. povrs je data sa a:2 +y2 + ;;2 = c. 

1 ---+ ---+ ---+ 
grad u 1 = ( :e £ + If j + z k ) . 

yl:r2 + y2 + z2 ' 

--+ --+ --+ 
gradu2 = 2(:t: i +y j +z k ). 

Ako je 
---:-+ --+ --+ 

= :c z + y j + z A: , vektor polozaja proizvoljne tacke JVI( :c, y, z), to je 

grad u1 grad u2 = 2(J7) = 2--:r+. 

--+ 
1.2.7. Oclrediti vekton,;ke linije vektorskog; polja --a'(r+)- ~ 

. ' I T 13 

Resenje. Vektorske linije datog vektorskog polja r1 nalazinw iz jedna.Cine 

f1 X dJ7 = 0. 

N aime, irnamo sis tern difereucij alnil! jeclna.Cin a 

ydz=zdy, a:dz=zd:t:, a:dy=yda:, 

Cija su resenja. 
y = C} Z 1 • ;t: = Cz Z 1 y = C3 a:. 

Dakle, vekt.orske linije vektorskog polja r1 sll linije preseka ravni 

1.2.8. Naci ohlast clefinisanosti i ekviskalarne linije skalarnog polja 

u(:r,y) = V4- :r 2 - 2y2 . 

Resenje. Oblast definisanosti funkcije u je 
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Sledi, oblast definisa.nosti je slmp tai':aka koje zaclovoljava.ju uslov 

Ekviskalarue linije nalazimo iz jedna.kost.i 

za 1: 2: 0, odnosno, ekvislmlarne linije su 

( 1) 
~ ') 

a:~ y~ . 
---., + ---2 = 1' 
4- c~ 4- c 

2 

Za 0 'S c < 2, jednai':ina ( 1) je elip:om. sa poluosama a 2 = 4 - c2 , 1! 2 = ( 4 - 1:2 ) /2. 
Za c = 2, ekviskala.rne linije se svocle na koordiuatni pocetak. 

1.2.9. Dato je skalanw polje u(:c, y, z). Dokazati cla jtc u svakoj tacki 
J\![0 , g;raclu( J\![0 ) nonnalanna ekviskalanm povrs clatog polja koja pro
la.zi kroz ta.cku ~Mo. 
Resenje. Neka je 1:v ekviskalarna povrs polja. u(a:, y, z) koja prolazi kroz datu 
taf:ku }\1o (:eo, Yo, zo ). N a.irne, povr.5 0' irna jeclnacinu 

v.(:n,y,z) = cu, co= 'll(:no,Yo,zo). 

Neka. je 

( 1) 1-"(t) = :c(t) 
----+ __,. 

+y(t) j +z(t) k, 

proizvoljna. kriva koja. prola.zi kroz f\.10 (:vo, y0 , z0 ) i lezi na clatoj ekviskalarn,0j 
povrsi 0', odalde vazi jednakost 

(2) v.(:e(t), y(t), z(t)) =co. 

Diferenciranjern (2) po t, nalazirno 

gracl'll ·(?-")'(to)= 0, 

gcle je 7' ( t 0 ) tangentni vektor krive ( 1) u tacki Mo. Prema (3) slecli: grad u( fi.1o) 
je norrnalan na. svaku krivu ekviska.larne povrsi 0' koje prolaze kroz ta.cku lvlo, a 
to znaei i na sva.ku ekviskalarnu povrs 0'. 

1.2.10. Naci jtcdinic.ni vektor n6 koji jP normalan na povrs F(x, y, z) 
= 0 u proizvoljnoj tacki J\1(x,y,z) elate povrsi. 
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Resenje. N eka je u.( :c, y, z) skalarno polje. Ekviskalarne povrsi u polju u nalazimo 
iz jeclnaeine 

( 1) 

Vektor 

u. ( :t: ' y' z) = r:. 

u(:r:, y, z) = 0. 

au. ___,_ au. 
graclu(M) = -~- i +
~ ·3x 3y 

Du. --+ 
+ -. k 

dz 

je normalan na datu ekviskalarnu povrs ( 1) 11 t.acki 1\II ( prema prethodnom za

datku). Trazeni jedinicni vektor no' je d<~t .sa 

___,_ grad u.( M) 
nn = ± , 

lgradu(iH)I 

1.2.11. Datu je slmlarno polje 

u, ( :c , y , z) = ln :c + y - z . ( ~ 2 2) 

Odn,diti ohlast cldinisanosti fnnkcij<~ u i p;ntclu u ta.cki i\10 (1, 1, 1). 
Resenje. Ohlast. definisanosti funkcije u(:1:, y, z) je 

Dakle, ohlast. clefinisauosti je dmp svih tac.aka prostora JR~:' koje su .spolja.snje za 
konusnu povrs .1: 3 + y2 = z 2

, odnosno, JR::J hez unutrasnjih i hez rubnih tacaka 
konnsne povrsi :1: 2 + y 2 = z~. 

2 ~ --+ ~ 
grad u ( M) = ( :1: i + y j - z k ) 

:c2 + y'2 - .::" . . ' 

a 1l tacki M 0 je 

graclu(Mn) = 2( i + J- k ). 

1.2.12. N<eka je 7 = (:~:, y, z) vddor poloza.ja tac.ke J't..1(:c, y, z) a 0: 
--+ 

i b koi1stautni vektmi. N a/i grad 11. i <~kviskala.rne povrsi skala.rnog 
pol.i a. 

--+ --+ --+ 
tL=(a X b)· r. 

Resenje. Skalarno polje je 
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grad H = X b . 

Ekviskalarne povrsi su paralelne ravni sa norn1alnirn vektororn 1t = 0: X b, jer 
se dobija iz jeclnakosti 

grad v. · --:r' = C:, 

iii 1 11 segmentnorn obliku 
a: y z - +- +- = 1, 
a. b c 

gde snw uveli oznake: 

a= 
a2 bs - asb2 

(.' 

a3 b 1 - a1 b3 
b = . ) (' = 

(.' 

a.1b2- a2b1 

c: 

1.2.13. Neka je r" vektor polozaja tacke J\!I(:r, y, z). Na.Ci graclir"l 3
, 

graclf(i?i), gcle je f(r) diferencijabilna funkcija. 
--+ ~ --+ 

Resenje. l(ako je --:r' = :1: i + y .{ + z k 1 to je 

---+ ---+ 
(/. . 7' 

1.2.14. NaCi grad---+ , gcle je 7 vddor polozaja tacke 1\!I(:r, y, z) 
b . 

---+ ---+ 
a vektori a i b su kom;tantni vektori. 

Resenje. 

-----+ a . 
grad~= 

b· 

1.2.15. Nac.i izvod skalarnog polja 

u ta<~ki 1\![ ( :~:, y, z) n pravcu vektora 

I grad ttl'? 
Resenje. 

---+ 
T. Kacl Je ta.j izvocl jeclnak 

dv. -----+ 
~ = gracl v · 7'o 1 

d7' 

a:-1 2y-----+ -----+ 
grad u.(M) = - i + - .i + z k . 
- 2 3 
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to je 

-----7 
1'1) 
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1 _____,. -----7 -----7 

----;:-=;c==:;,===. (:t: i + y j + z k ) ' . I ') ., ,, , 
V a:~+ y~ + z~ 

dv. = 
2 

u( a:, y, z) 

d7' 1-:tl . 
dv. 

Akoje- = lgradul, ondaje 
dl' 

graclv. · rr( = lgra.clu I· 

Oda.tle nalazimo da je grad u = E · rr(. N aime, za 

. . dtt 
vaz1 ne.Jednakost lgracl u 1 # -. 

d7' 

1.2.16. Dato je skalarno polje 

( T2 ~2) 
v.(:1:,y,:::) = 1- -·. + .'::___.· 

a 2 c 2 

135 

NaCi izvod polja u. n ta(~ki J\;J(aj/2,0,cj/2) u pravcu unutrasnje 
nonnak u tacki A;f0 krive 

Resenje. Za funkciju 

1n1an1o 

') 
1'-,' + - 1 '.t) = 0. 2 --;:;--' a c 

uC1:, y, z) = 1 -

2a: -----+ 2z -----+ 
grad u = - - i - - k . 
. a2 c2 

U tacki Mo (a I /2, 0, c I Vi) nalazirno cla je 

( l) 
Vi---+ Vi---+ 

gradu(NI0 ) = -- i -- k. 
a c 
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J edna.Cina povrsi je 
'1'2 ..,2 

s· : ~ + .:::_
2 

- 1 = o, 
a~ c 

pa je 
2:v __, 2z __, 

gradS = --:;- i + ---;- k . 
a~ c2 

J(ako .ie vektor norma.le clat sa. 

-:ri =±gradS = ± rTt 
jg.racl Sj A ' 

gcle srno uveli sleclece ozna.ke 

-----+ :v --;+ z ---t 
m=-z+-k 

a2 c2 
A= 

to je vektor norrnale u ta.cki M (a./VZ, 0, c/vz) 

___,. ± (c,O,a.) 
nM = 

va.2 +c2 

Vektor nN; gradi tup ugao sa pozit.ivnim clelom z ose, pa je jedinicni vektor nor
male u tacki J\1 clat sa 

(2) 
__, (c,O,a) 
no=- . 

va2 + c2 

Prenm ( 1) i ( 2), sledi 

du.(JVI) ( __, 1 r;.,---
--- = grad u. M) · no = - y 2( a2 + c2). 

dl ac 

Tako nalazimo cla je 
d·u(JVI) 

dl ac 

1.2.17. NaCi vektorske linije vektorskog polja: 

-----+ -----+ -----+ -----+ 
a =:r·i -yj +zk, 

-----+ -----+ -----+ 
a=i+:rk. 

Resenje. 1° Vektorske lininije se nalaze iz jeclnaeine 0: x dr' = 0, oclakle clolaz
imo do sistema cliferenc.ijalnih jeclnacina: 

(1) y dz = -z dy, z dx =a: dz, a: dy + y da: = 0. 
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Res<~nje sistenm ( 1) je: 

xy = c1, z = c2 :c. 

Trazene vektorske linije su u preseku povrsi 

a:' X d-:r' = 0, nalazimo da su vektorske linije polja 

a = + :c k odredene presekon:t povrsi: 

1J = CJ' 

1.2.18. Ocln~cliti vektorske linije V(~ktorskog polja 

Resenje. Vektorsko polje je 

---+ 
a 

{:ije su vektorske linije resenja jednacine a:' X d-:r' 
vekt.orskog polja nalaze se u preseku povrsi 

0. Nain:te, vekt.orske linije 

a to su pra.ve 
:: :v 
-- =y, 

Cz CJ 

pri i::en:tu su r~ 1 1 c2 realne konstante. 

---+ ---+ 
1.2.19. Naci clivergenciju i rotor vektorskog polja ((: = a: 2 i +y2 J + 
~2--;-! 
'~ /l .. 

Resenje. 

diva:'= 2(:~: + 1J + z), 
---+ ---+ 

rot a = 0. 

U t.ai::hnna van ravni a: + y + z = 0 vektorsko polje a:' je bezvrtlozno, jer je 

rot a:'= 0, a diva:' :j: 0 u tackama van ravni :n + y + z = 0. 

U tackama ravni a:+ y + z - 0, polje a:' je potencijaluu, jer je rot a:' = 0 i 

rliv f1 = 0. 
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1.2.20. Neka je f( T) diferencijabilna funkcija a 

---. z---:-+ z---:-+ z---t 
c =x 1, +y J +z k 

dati vektor. Naci cliv (f(Tr--c+) . 
Resenje. 

pri (·emu je l = (1, 1, 1), 

1.2.21. Dato je vektorsko polje 

---t ---t ---t ---t 
b = yz i + :rz .i + :ry k . 

---t ---t ---t 
N aCi rot b i cliv b . Moze li vaziti jeclnakost cliv b = 0? 

--+ --+ --+ 
Resenje. I<alw je rot b = 0, to je polje b bezvrtlozno, Posto je cliv b = 0, 

____,_ 

polje b je Laplaceovo u svim tackanm prostora JR1.3 , 

1.2.22. Neka je dato vektorsko polje 

0: = f(r)r', 

gcle je f(r) cliferencijabilna funkcija. Naci f(T) tako cla je cliv 0: = 0. 

Resenje. Primetimo da je cliv (( = 3.f(r) + r.f'(r), Funkciju .f(r) nalazimo iz 
jednaeine 

(1) 

Resenja jeclnaeine ( 1) su 

Slecli 

:3.f(r·) + 1'f
1(r·) = 0. 

' c 
cliv a= 0 za .f(r) = -. 

1'3 
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1.2.23. Ako je 
1\II( :r, y, z), nac.i: 

konstantni vektor a ---r' vektor polozaja tacke 

rot (f(,.)---r' x c+) 

Resenje. Prerna. pozna.tim osobina.ma. rotora., na.la.zimo cla. je 

rot -c--+ -+ . ---+ ---+ -+ . -+ 
( ) 

f l (r) ( ( ) ) j(1·) 7' X C = -
1
.- C X 1" X T - 2f(r) C . 

Sledi 

(~ ( )~) {
1
(1') (--+ ---+) rot c'f 1' 1·' = -· -
1
.- 1' X c . 

1.2.24. Polje Ci! je potencijalno ( u prvom oktantu) ca potencijalom 
f(r), gcle je f(1·) clvaput cliferencijahilna funkcija. Oclrediti f(T) tako 

cla je cliv Ci! = 3. 

Resenje. Polje !? je potencija.lno, pa. je gra.cl.f(7') =!?,a. onda. je cliv 0: = 3. 
Da.klc, va.zi jeclna.kost 

(1) 2r.f 11 (r) + Gf' (r) = :3. 

Resenja. jeclnacine ( 1) su 

gcle su c1 i c2 proizvoljne konstante. 

1.2.25. Polje -a: je potencijalno u prvom oktantu sa potencijalom 
r2f(T), gdeje f('r) dvaput cliferencijabilnafunkcija. Odrecliti funkciju 

f( 7') tako cla je Ci! Laplaceovo polj e. 

Resenje. Kako je grad (r2 f(r)) =a i div !i' = 0, to je 

( ) 
Cl C2 

f 1' = -+-. 
• 1' 1'2 
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2. TEORIJA POLJA 

2.1. Uvodne napomene 

1° Nekaje 

-+ --;-+ --;-+ . -+ 
a =P(:r,y,z) z +Q(x,y,z)J +R(x,y,z)k 

dati vektor. Flub vek:tora 0: kroz odi,ecl.enu stranu povrsi S Je 
povrsinski integral 

F = jr f 0: . 1(: dS = jj~ ( P cos cv + Q cos (3 + R cos 1) dS, 
}.c; s 

gcleje 

1(: = (cos cv, cos (3' cos 1) 

jedinicni vektor norm ale na S ( uzet u pozitivnom smeru). Ako je S 
spoljasnja strana zatvorene povrsi koja ogranicava telo V, tacla vazi 
formula Ostrograclskog. 

2° Rad ( cirktdacija) ·vektora 

-+ --;-+ --;-+ -+ 
a =P 1. +QJ +Rk 

duz krive c je krivolinijski integral 

R = 1 ri dr+ = 1 P dx + Q dy + R dz. 

Ako je c zatvorena kriva, cirkulacija vektora 0: cluz krive c je: 

c = 1 a:. dr+ = jr r, Ttrot----;;;> dS. 
h Is 



TEORIJA POLJA 

2.2. Zadaci 

2.2.1. Data je vektorsko polje 

--+ ---:-+ -----:-+ a = :r 1. + (y - a) J . 

Naci rad clatog polja po prvom lnkn cikloicle 

:r = a( t - sin t), y = a( 1 - cos t). 

Resenje. 

2.2.2. Dato je vektorsko polje 

--+ --+ --+ --+ 
b = :r i - :ry j + yz k . 

--+ 
N ah cirkulaciju vektora b duz hive c: 

'2 '2 '2 :c + y = a , :c + y + z = a. 

Resenje. ' i-+ -+ 3 C = b d r =a rr. 
c 

2.2.3. Nab cirkulaciju vektora 

--+ 1 Y---:-+ -----:-+ 
a = - a.rctg :.- 1. + y J 

:r :r 

cluz konture koja. ogra.nica.va. obla.st D: 

'2 '2 '2 2 D = { ( :r, y) I r· S :r + y S R , 
xJ3 -- < ·y < :r}. 3 -·-

141 

Resenje. Oblast D je ogeranicena krivom c = c1 + c 2 + c3 + q, gcle su krive Ci: 

a:V3 
Cl: Y = -;

3
-, x E [rV3 RV3] . 

2 , 2 
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y = ;v, a: E [
RV'i rV'i] 

2 J 2 

Cirkulacija vektara a+ je 

~, I 7r R 
C = 1 + h +Is + J4 = - -ln -. 

12 1' 

Primenom Greenove farmule, imama 

Jj 1 11r/4 1R dr 1r R C = - . da: dy = - d<p - = --;- In -. 
na: 2 +y2 1r/ 6 ,. 7' 12 1' 

2.2.4. Izracunati racl sile 

2---:-+ 2---:-+ 2-----'; 
F=z z +:r .7 +y lc 

duz krive c odreclene presekom povrsi: 

2 2 2 2 2 2 
:r + y = ay, :r + y + z = a , z 2: 0 

u prvom oktantu, ocl ta.cke A(O,a,O) do ta.cke B(O,O,a). 
Resenje. 

1 ---+ ---+ 11 3 a3 7r 
R = F · d 1' = -a - --. 

c 30 8 

Zadatak se maze resiti i primenam Stocesave farmule, taka sta krivu c zat
varama krivam c1: y 2 + z 2 = a2 u ravni a: = 0, pa kajaj je rad R = ( -2/3)a3 . 

Nairne, nalazima cia je 

gcle je oblast D: 

2.2.5. Izra.cuna.ti cirkula.ciju vektorskog polja. 

-----'; ---:-+ ( 2 • • ) ---:-+ 
a = y COS :r 1. + X + Slll X .J 
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duz elipse 

(1) 2 4y - 16y + 54:r + 61 = 0. 

Resenje. J eclnacina elipse ( 1) u kanonicnom obliku je 

(x + :3) 2 (y- 2) 2 

-'-----'--- + = 1. 
4 9 

Cirkulacija vektora a:' duz krive (1) je 

C = i Ci' · dr' = 2 j [) a; d:e ely, 

gde jeD oblast ogranicena elipsom (1). Prelaskom na polarne koordinate, nalaz
imo da je C = -3671'. 

2.2.6. Neka je da.to vektorsko polje 

a! = (:r - y + az) i + ( -;r ---+ ·---+ 
y + bz) j + ( c:r + y + 2z) k . 

N a.6 ska1are a, b i r, ta.ko da vektorsko polje a! hude poterncija.lno a 
zatim na.h njep.;ov potencijal. 

Resenje. Polje a:' je potencijalno ako je rot a:' = 0. Tako nalazirno 

---+ ----+ -----+ 
rot a = ( 1 - b) i + (a - c) j . 

Iz uslova da je polje potencijalno, nalazimo b = 1, a = c. Neka je v.(:c, y, z) 
njegov potencijal. Tada je u.(a:, y, z) = C i 

u(a:,y,z)= r'(:v-y+az)d:v+ l 11
(-:vo.+y+z)dy+ (z(a:vo+Yo+2z)dz, 

Jxo • Yo Jzo 

jer je v.(:c, y, z) =grad Ci'. Trazena funkcija je 

:c2 y2 2 
tt(:v, y, z) = - +- + z - :cy + a:cz + zy +C. 

2 2 

2.2. 7. Da.to je vektorsko polje 

---+ ( 2 2 ) ---+ ---+ a = f'(:ry) :r y + y i + f(xy)x J . . 
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Odr~cliti cliferencija.bilnu funkciju .f( xy) ta.ko da. da.to polje bucle po
tencija.lno u oblasti :r > 0, y > 0, a. za.tim na.Ci potencija.l cla.tog polja.. 

Resenje. Polje f1 je potencijalno ako je rot f1 = 0, oclakle nalazimo cla je 

' . ( 2 2) -1 f(a~y) = C ~~ y . 

Za C = 1 imamo 

a polje je 

-+ 1 ( ( 2 2 ) -+ 1 -+) a = -- a: y +y i +- j . 
x2y2 xy2 

1 . 
Potencijal polja 0: je funkcija v.( a~, y) = a: - -, oclnosno 

a:y 

1 
u ( x, y) = a; - - + C. 

xy 

2.2.8. Dato je vektorsko polje 

~ ~· ~ ~ 

a=:ri+yj+zk. 

Odrecliti finks vektorskog polja. d kroz spolja.snjn stra.nu za.tvorene 
povrsi 

Resenje. Presek povrsi je kriva data sa: 

d.'h = ( _z2) dxdy, 

Fluks vektorskog polja 0: je: 

P = Jr {D (x2 +z y2 + z) ), _ dx dy = 81r(2- h), 

gde je oblast D: ;c 2 + y 2 = 2. 

2.2.9. Na.ci finks vektorskog polja. 

~ :r --:-+ 2 ---:7 2 ~ a = - 2 + -y J + z k 
3 3 



TEORI.JA POL.JA 

kroz spolja~nu stranu povrsi S: 

Resenje. 

2 2 
:~: + y = a:~:, :r 2:: 0; z = 0, z = 1. 

a211' 
dx dydz = --. 

2 

2.2.10. Dato je vektorsko polje 

---+ 2 ---+ 2 ---+ ( 2 2 ) ---+ a = :r 'i + xy j + y - :c k . 

---+ 
N ah fiuks vektora b = rot(): kroz spoljasnu stranu paraboloicla 

'! 2 
:t:~+y =z, z=O, z=h(h>O). 

(a) Direktno. (b) Primenom formule Ostrograclsko[l,· 

Resenje. (a) VekLor spoljasne uonnale povrsi S: ? '! 
a:~ + y~ 

(2a:,2y, -l), Vektor b je 

~ ' ---7 ~ ---+ 
b = rot ([ = 2y i + 2:t: j + y2 k , 

a fiuks vektora. b kroz povrs S je 

P - b · no dS' = - --, j! 
h211' 

; s 4 
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(h)Da. bisrno primenili forrnuh1 Ostrogra.clskog, zatvorimo povrs S sa S\: z = h, 

po kojoj je fillks vektora b jeclna.k 

4 

Primenorn formule Ostrograclskog, in1a.rno 

p2 = I r b ' It dS = J!" r 0 cl:v ely dz = 0 , Js , Jv 
pa je fiuks 
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2.2.11. NaCi finks vektora 

--* ---;+ 3 ---;+ ( 2 ) --* a = xy 2 + y· J + :c - zy k 

kroz spoljnu stranu cilinclra 

(

x2 y2) 2 

2 + b2 a 

x2 y2 
---
a2 b2 0 ~ z ~h. 

Resenje. Uvodenjem pola1·nih koordinata; :e = .ar cos tp, y = b1' sin tp, i zatvaran

jem povrsi S sa 81: z = 0 i 82: z = h , nalazirrw cla je fluks vektora a': 

gcle je D1: 

a oblast V je unutrasnjost tela ogranicenog povrsima S', 8 1 i 8 2 . 

2.2.12. Neka je S unutrasnja. stra.na. tela 

2 2 2 2 2 
:c + y = z , :r + y + z = 2, z 2: 0. 

NaCi fluks vektorskog polja 

--* --* --* --* 
a = :r i + 2y j - z k 

po povrsi S: (a) Direktno. (b) Formulom Ostrogra.clskog. 
-7 -7 -7 

Resenje. (a) S = 8 1 +82, gcleje S\: :c 2 +y2 = 2-z; ~ = -(2:c i +2y j + k ). 

---+ --;+ -;+ --+ 
no = -(a: 1. + y J - z k ). 

(b) Prin1enom forrnule Ostrograclskog, imamo 

57r 
da: dy dz = --. 

,) 
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2.2.13. Dato je telo V ogranic.eno povrsima: 

2 2 2 2 2 
:1: + y + z = 2, :r + y = z. 

Nab finks vektorskog polja. 

--+ --+ --+ --+ 
a = .1: i + y j + z k 

po spoljnoj strani S tela V (a) Direktno, (h) Fonnulom Ostrogracl
skog. 
Resenje. (a) 

P = P1 + P2 = 47r( v2- 1) + ~ = ; ( sv2- 7) . 

2.2.14. Dato je vektorsko polje r1 = 7'a ( r! x grad 7') za. r! 

(1, 1, -1). NaCi fluks vektorskog polja r1 kroz spolja.snu stra.nu tela 
ogranicenog povrsima.: 

2 2 2 
:t: + y = z , :r > 0, 0 ~ z ~ h, y ?:: 0. 

(a) Direktno. (b) Fonnnlom Ostrograclskog. 
Resenje. (a) S = 8 1 + 82 + S':> + .S4, pri cemu je: 

~ -+ 
nri = k, 

83: a:= 0, 
----7 ----:-"" 
no=- ·t 

. -+ 
s4: y = o,. no=-J, 

Kako je 7' = JJ: 2 + y 2 + z 2 to j~ 

~ 3 (-+ ) 2 ---:-7 2 ---:-7 2 ( -+ a·=1'' · c xgracl1· =1' (z+y)·1. -1' (z+a:)J +1· y-a.:)k. 

-+ -+ ' 5h·5 

a · no dS3 = --, 
12 
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(b) 

P = !" ( ct · rJ:ri dS = jj"f 0 ci:r dy dz = 0 . . J s .. Jv 



IV GLAVA 

LAPLACEOVA TRANSFORMACIJA 

1. LAPLACEOVA TRANSFORMACIJA 

1.1. Osnovni pojmovi 

1 o Kompleksna fnnkcija f rea.lne promenljive t je original ako 
ispunjava slt~dece uslove: 

1 o funkcija f je, zajeclno sa svojim izvoclima do n tog recla., ne
prekidna; 

2° f(t) = 0 za t < 0; 
3° postoj<~ pozitivni brojevi J\1[ i s takvi da. je 

l.f(t)l < _M ·est (t > 0). 

2° Lapla.ceova. transformacija. L(.f(t)) (slika. fnnkcije f) clefinisa.na 
Je sa 

( 1) 
/

·+= 
L(f(t)) = F(p) = f(t) e-pt dt, p E CC. 

• 0 

3° Konvolucija.neprekiclnih funkcija. fig, u ozna.ci f*g, je integral 

f ( t) * g ( t) = 1 t f ( t - u) g ( 11.) du. 

4° Neka je t ~---+ f(t) original c.ia je slilm F(p). Tada. je 

L-1 (F(p)) = f(t) 

inverzna La.pla.ceova transfonna.cij a . 

Prhnedba. Problem odrecliva.nja inverzne La.placeove tra.nsforma
eije resava se metodama. kompleksne ana.lize, koje mi ne izuca.vamo. 
Ovde cemo dati primere oclrectivanja. inverzne La.pla.eeove tra.nsforma
cije uekih racionalnih funkcija., koje se najc.esce srecu u praksi. 

149 
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1.2. Zadaci 

1.2.1. Polazeci ocl clefinicije Laplaceove transformacije, oclrediti slike 
slecleCih originala: 

10 f(t) =e-at, a> 0; f(t) at =e (/, > 0; 

30 f(t)=t(Y, a> -1; 
40 f(t) = i 11

, n EN; 5° f(t) =sinai; 6° f(t) =cos at. 

Resenje. 1 o 

L(e-at) = F(p) = r+= e-at e1' 1 dt = r+= e-t(a+p) dt 
.Jo .Jo 

1 
--, p> -a. 
p+a 

L(eat) = F(p) = e-t(p-a) dt = --, 1+= . . 1 

o p- a 

L(t"') = F(p) = 1+o." t" c-pt cit. 

du 
Smenom: pt = u nalazimo dt = - za u E (0, +oo), 

p 

L(t"') = l+c~> (~)a 

gde je 

gama funkcija. 
40 

r(CY + 1) 
lp+l 

r= r(a:) = .lo tx-l f'-t dt 

L(t") = t" e-pt dt = · . 
/

·+co r(n + 1) 
. 0 pn+l 

Medut.irn, koristeCi osobinu garna funkcije 

r(:v + 1) = ~:r(:u) 

p >a. 
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dobijamo 
r(n + 1) = n(n- 1) ... 2. 1 = n!. 

Sledi 

Zan= 0, imamo L(1) = .!.. 
p 

r+= 
L(sinat) = Jo sinate-pt dt. 

Parcijalnom integracijom: u =sin at, du = a cos at dt, v = -le-pt, nalazimo 
p 

a 1+oo L(sinat) =- e-pt cosatdt, 
p 0 

odakle, metodom parcijalne integracije: u =cos at i v = - .!.e-pt, nalazimo 
p 

L(sinat) = a 
p2 + a2 

L(cosat) = la+oo e-ptcosatdt, 

odalde, kao u prethodnom primeru, nalazimo 

p 
L (cos at) = . 

2 
. 

. p2 +a 
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Primedba 1. Laplaceova transformacija originala f(t) = eat, 
f ( t) = sin at i f ( t) = cos at, mogu se odredi ti i na drugi naein ( videti 
Matematika II). 

1.2.2. Orediti Laplaceove transformacije sledecih funkcija: 

10 f(t) = sin2 t; 20 f ( t) = cos 2 t; 30 f( t) = cos4 t; 
40 f(t) = sin4 t; 50 f(t) = sin3t cos 2t; 
60 f(t) = e-2t + 3sin2t + 5cost- 6; 70 f(t) = shat; 
80 f(t)= chat~ 
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Resenje. 1° KoristeCi Teoremu o linearnosti, imamo: 

L(sin2 t) = L c- ~os2t) = 
1 2 

=- (£(1)- L(cos2t) = ( 2 ) 
2 p p +4 

2° KoristeCi pomenutu Teoremu o linearnosti, nalazimo: 

2 1 p2 + 2 
L(cos t) = -£(1 + cos2t) = . ) . 

2 . p(p2 + 4 

L(cos4 t) = L ( (
1 

+ ~os 2tr) = 

1 2 = -L(1+2cos2t+cos 2t)= 
4 

1 ( 1 2p ) 1 =- -+-- +-L(1+cos4t) 
4 p p 2 + 4 8 

1 (3 4p p ) 
= 8 p + p 2 + 4 + p 2 + 16 . 

L sm t - L - - - - -- + . ( . 4 ) - ( ( 1 - cos 2t) 
2
) - 1 ( 3 4p p ) 

2 8 p p2 + 4 p2 + 16 

1 3p2 + 13 
L(sin3tcos2t) = -L(sin5t+sint) = ( 2 )( 2 ) 

2 p + 25 p + 1 

2t . 1 6 5p 6 
L(f(t)) = L(e- + 3 sm2t + 5cost- 6) = -- + -

2
-- + -

2
--- -. 

p+2 p+4 p+l p 

L( chat)= .!,L(eat +e-at)= 
2 

p 
2

. 
2 p -a 

1.2.3. Odrediti Laplaceove transformacije sledecih funkcija: 

1° f(t)=e2tcos3t; 2° f(t)=e-2tsin3t; 

3° f(t)=eatcosbt; 4° f(t)=eatsinbt; 

5° f(t) = e-t cos 2t cos 3t. 
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Resenje. 1° Na osnovu Teoreme 3 (videti Matematika H), 

L(eat f(t)) = F(p- a), aim je F(p) = L(f(t)), a E C, 

sledi 
p-2 

L(e2tcos3t)= , 
(p- 2)2 + 9 

jer je L(cos3t) = _P_. 
p2 + 9 

20 

L( 2t . ) 3 e- sln3t = ----
(p + 2) 2 + 9 

p-a 
L(eat cosbt) = ( 

2 2 p- a) + b 

( at . b ) b L e s1n t = ( 
p- a)2 + b2 

1 
L(e-t cos2tcos3t) =- (L(e-t cos5t) + L(e-t cost))= 

2 

1( p+1 p+l) 
= 2 (p + 1)2 + 25 + (p + 1)2 + 1 . 

1.2.4. Odrediti Laplaceove transformacije sledecih funkcija: 

f(t) =t2 sinat; 

f(t) = t cos at; 

2° f(t)=t 2 sht; 3° 

5° f(t) = (t + 2) 2 et. 

153 

Resenje. 1° N a osnovu teoreme o diferenciranju slike (Matematika II), sledi 

( )
// ( 2 )' 2 . 2 a - ap 

L(t s1nat) = (-1) 2 2 = ( 2 2 )ry = 
p +a. p +a ~ 

2a(3p2 - a 2 ) 

(p2 + a2)3 

( 
1 ) II L(t2 sh t) = ( -1) 2 

-
2
-- = 

p -1 

( 
-2p )' 2(3p2 +1) 

- (p2 - 1)2 - (p2 - 1)3 . 
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p2 _ a2 
L(tcosat)= ( 2 2 )2. 

p +a 

1.2.5. Odrediti Laplaceovu transformaciju funkcije f(t) =I sin tl. 
Resenje. Kako je 

I . I { sin t, s1nt = 
-sin t, 

t E (0·, 1r] 
t E [1r, 211'], 

to je 

L(lsintl) =F(p) = 1 
(" e-ptsintdt. 

1- e-1rp Jo 
1 

Primenom parcijalne integracije u = sin t, du = cost dt, v = - -e-pt, na integral 
p 

I= l'lr e-pt sintdt 

1mamo 
1 117r I= --e-pt sintl~ +- e-pt costdt, 
p p 0 

1 
odakle, primenom parcijalne integracije : u = cost, du = -sin t dt, v = - -e-pt, 

p 
nalazimo 

( 
1 ) 1 -7rp 1 1+- I= -e + -, 

p2 p2 p2 

odnosno 

Sledi 

1.2.6. Odrediti Laplaceovu transformaciju funkcije f(t) 

I sin tl). 
Resenje. Po Teoremi 6 (Matematika II): 

L(f(t)) = f(t)e-pt dt 1 1w 
1- e-wp o 

1 ( . - smt+ 
2 
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gde je f(t) periodicna funkcija sa osnovnom periodom w, sledi 

L ( .!_ (sin t + I sin t I)) = .!_ ( L (sin t) + L (I sin~ I))+ 
2 2 

1 ( 1 1 1 + e-'lfp) 
= 2 p2 + 1 + p2 + 1 . 1 - e-'lfp = 

1 

1.2. 7. Odrediti Laplaceovu transformaciju sledecih funkcija: 

1 0 f ( t) = si~1 t ; 2o f(t) = s~t; 
eat_ ebt 

j(t) = -t-

Resenje. Po Teoremi o integraciji slike (Teorema 8, Matematika II) 

L ( f~t)) = l+oo F(p) dp 

gde je L(f(t)) = F(p), sledi: 
10 

20 

30 

(
sint) 1+= dp 7r 

L -t- = P p2 + 1 = 2- arctgp, 

L ( sh t) = .!_ In p + 1 , 
t 2 p- 1 

L (eat -ebt) = r+= (-1 -_1 ) 
t JP p-a p-b 

p-b 
dp=ln--. 

p-a 

1.2.8. Odrediti Laplaceovu transformaciju funkcije f(t) 
cos 2u) du. 
Resenje. Prvi nacin: K aka je 

1
t t3 1 

f(t) = (u2 - cos2u) du =--- sin2t 
0 3 2 

to je 

L(f(t)) = L (t3 
- .!_sin2t) = 2_- -

1
-, 

3 2 p4 p2 + 4 

Drugi nacin: Po teorem:i o integraciji originala, sledi 

. 1(2 p) 2 1 L(f(t))=- ---- =----, 
p p3 p2 + 4 p4 p2 + 4 

155 
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1.2.9. Odrediti Laplaceovu transormaciju funkcija: 

l t shu 
1° f(t) = -du; 

0 1l l
t eau _ ebu 

2° f(t) = du. 
0 1l 

Resenje. 1° U zadatku 3.1.7 nasli smo 

L ( sh t) = ~ ln p + 1 . 
t 2 p -1 

Primenom teoreme o integraciji originala (Matematika II), sledi 

20 

1 p + 1 
L(f(t)) =-In-. 

2p p -1 

1 p- b 
L(f(t) = - ln--. 

p p- a 

Laplaceova transformacija nekih elementarnih funkcija data je u 
Tablici 1. 

Tablica 1 
Redni broj Original Slika 

1 ta(a>-1) 
f(a + 1) 

pa+l 

2 in n! 
--
pn+l 

t . l 
3 -eat 

n! (p _ a)n+l 

4 sin at 
u 

p2 + a2 

5 cos at 
p 

p2 + a2 

6 shat 
u 

p2 _ a2 

7 chat 
p 

p2 _ a2 

8 sin2 at 
2a:t 

p(p2 + 4a2) 

9 cos2 at 
p:t + 2a:t 

p(p2 + 4a2) 

10 sin at cos bt 
a((pz + a'2- b'2) 

(p2 +(a- b)2)(p2 +(a+ b)2) 
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Redni broj Original Slika 

11 cos at cos bt 
p(p'2 + a'2 + b'2) 

(p2 +(a- b)2)(p2 +(a+ b)2) 

12 sin at sin bt 
'2abp 

(p2 +(a- b)2)(p2 +(a+ b)2) 

13 e-at sin bt b 

(p + a)2 + b2 

14 e-at cos bt p+a 
(p + a)2 + b2 

tn (p + ai)n-t-1 - (p- ai)n-t-1 
15 -sin at 

n! 2i(p2 + a2)n+l 
tn (p + ai)n-t-1 + (p- ai)n+I 

16 I cos at 2(p2 + a2 )n+I n. 

17 e-at sh bt b 

(p + a)2- b2 

18 e-at ch bt p+a 
(p + a)2- b2 

tn (p +a )n+l _ (p _a )n-t-1 
19 1 shat 2(p2 _ a2 )n+I n. 

tn (p + a)n+l + (p _ a)n-t-1 
20 1 chat 2(p2 _ a2)n+l n. 

INVERZNA LAPLACEOVA TRANSFORMACIJA 

· 1.3. Zadaci 

1.3.1. Odrediti funkciju f(t) aka je: 

1 o F(p)- P · 
- (p + 1) (p - 2) (p2 - 3p + 2) ' 

p2 + p 
2o F(p) = (pz +3p-4)(p2 +p-6); 

. p2 + p + 1 
3o F(p) = (p- 3)(p2 + 3p + 2); 

p2- 4 
4o F(p) = p(p- l)(p2 + 5p + 4); 
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4 
5o F(p) = p2(p- 3)(p2- 6p + 9); 

p2- p- 6 
6o F(p) = p2(p- 3)2(p2- 2p- 3); 

0 p2- 1 p + 1 
7 F(p)=(p2+9)(p2+1); so F(p)=(p-1)(p2+4); 

0 p2 + 1 
10 P(p) = (p + 1)2(p2 + 4); 

10 
F(p) == (p2 + 4)2(p2 + 1)2 · 

Resenje. 
10 

A B C D 
F(p)= --+-+--+-, 

p-1 p+4 p-2 p+3 

gde konstante A, B, C i D, zadovoljavaju uslov 

p2 + p = A(p + 4)(p2 + p + 6) + B(p- 1)(p2 + p + 6) 

+ C(p- 1)(p + 4)(p + 3) + D(p- 1)(p + 4)(p- 2). 

Nairne, nalazimo da je: A= - 5
7
5 , B =- ~~, C = 1

3
1 , D = 1

6
1 . Tada je 

7 38 . 3 6 
f(t) = L -1(F(p)) =- -et - -e-4t + -e2t + -e-3t. 

55 55 11 11 

f(t) = L-1(F(p)) = L-l (13. _1_- !:_. _1_ + ~-1-) = 
20 p - 3 4 p + 1 5 p + 2 

13 3t 1 -t 3 -2t = -e - -e + -e 
20 4 5 
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f(t) = L- 1 (F(p)) 

-1 ( 1 1 1 2 3 ) 
= L -p- p2 + p- 3 - (p- 3)2 + (p- 3)3 = 

= -1- t + e
3

t ( 1 + 2t + ~p) . 

f(t) = L- 1 (F(p)) 

-L-1( p+2 )-
- p2(p- 3)2((p + 1) -

-1 ( 22 1 2 1 10 1 ) 
= L - 189 p - 27 p 2 - 189 p + 1 

-1 ( 22 1 152 1 ) 
+ L 189 p - 3 - 189 (p - 3) 2 = 

22 2 = --- -t 
189 27 

10 -t 22 3t 152 3t 

- 189 e + 189 e + 189 te 

f(t) = L-1(F(p)) = L-1 (~-1-- ~-1-) = 
4 p2 + 9 4 p2 + 1 

5 . 1 . = - sm 3t - - sm t. 
12 4 

.f(t) = L-1(F(p)) = L-1 (~-1-- ~ 2p- 3) = 
5 p -1 5 p 2 + 4 

2 t 2 3 . = -e -- cos2t +- sm2t. 
5 5 10 

f(t)- L-1(F( )) - L-1 (-~-1- ~ 1 + ~ p ) -
- p - 8 p + 2 + 4 (p + 2)2 8 (p2 + 4 -

1 2t 3 2t 1 = --e- + -te- + -cos2t. 
8 4 8 

.f(t) = L - 1 (F(p)) = 
-1 ( 6 1 2 1 1 6p + 9 ) 

= L -25 p + 1 + 5 (p + 1)2 + 25 p 2 + 4 = 
6 2 6 9 . = ---'e-t + -te-t +-cos 2t +- sm 2t. 

25 5 25 50 
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f(t) =·L-1 (F(p)) = ~(sin2t- 2tcos2t)+ 
. 72 

40 . 5 
+ - (cos 2t - cos t) + - (sin t - t cos t). 

27 9 

1.3.2. Odrediti funkciju j(t) ako je njena Laplaceova transformacija: 

Resenje. 

1 
F(p)=(p-1)2; 

p 
F(p) = (p2 - 4)2; 

4p 
F(p) = (p2 + 1)2; 

F _ 2p+ 3 
(p) - (p2 + 4p + 13)2 . 

1° f(t) = te1
; 2° f(t) = 2tsint; 

1 
3° f(t) = 4tsht; 

4° f(t) = 2-_e- 2t(tcos3t- sin3t). 
3 

1.3.3. Odrediti funkciju j(t) ako je njena Laplaceova transformacija: 

2 2 2 

Resenje. Na osnovu teoreme o konvoluciji, sledi 

pri cemu je 

I ) -1 ( 1 ) g~t = L p2 = t, h(t) = L-1 
(-

1
-) = e-t. 

p+1 

Tako nalazimo da je 

f(t) = g(t) * h(t) =it g(t- r)h(r) dr =it (t- r)e-r dr = t- 1 + e-t. 

0 !( ) . t 1 . 2 t = t * sm 2t = - - - sm 2t. 
2 4 

1 
3o f(t) = -t2 * e2t. 

2 



INVERZNA LAPLACEOVA TRANSFORMACIJA 161 

Inverzna Laplaceova transformacija nekih elementarnih funkcija data je u 
Tablici 2. 

Tablica 2 

Redni broj Slika Original 

1 
1 eat --

_]!_-a 

2 ~ 1 _1.. 
-e a 

1 + ap a 

3 
1 

_:(eat- 1) 
p(p- a) a 

4 
1 

teat 
(p- a)2 

1 eat _eDt 
5 

(p- a)(p- b) a-b 

6 
b + cp 

-~+(c+~)eat 
p(p- a) 

7 _!!_ (1 + at)eat 
(p- a)2 

8 
p a eat beD' 

(p-a)(p-~) a-b 

9 
b + cp 

c ·cos at+ ]!_sin at 
p2 + a2 a 

10 
1 1 

(eat_1-at) 
p2(p- a)_ a2 

1 eat- (1 +(a- b)t)eDt 
11 

(p a)(p- b)2 (a- b)2 
1 eat eot ect 

12 
{p- a)(p- b)(p- c) (b- al[c- a) + (a -ID_(c- b) +(a- c)(b- c) 

13 
1 _:t2eat 

lP- a)3 2 

14 
p aeat -(a+ b(a- b)t)eDt 

(p - a) (p - b) 2 _(a- b)2 
p aeat beot cect 

15 . + + 
(p- a)(p- b)(p- c) (b- a)(c- a) (a- b)((c- b) {a- cl.(b- c) 

16 
jJ 

(t + tat2) eat 
(p- a)3 

17 
1 

~(1 -cos at) 
p(p2+a2) a 

18 
1 1 

( e- bt - cos at + ]!_ sin at) 
Jp + b)(p2 + a2) a2 + b2 a 

(p + b)4 b4 a" - b" 
cos at + 2b sin at 19 -+ 

p(p2 +a2) a2 a2 
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Redni broj Slika Original 

20 
p 

l sin .E:i sh .E:i 
p4 + a4 a 2 -/2 -/2 

21 
1 

(p2-!-a2)2 2!3 (sin at - at cos at) 

22 
1 1 (sin bt _ sin at) 

(p2 -1- a2)(p2 + b2) a2 _ b2 b a 

23 
p 

2ta sin at 
(p2 -1- a2)2 

24 
1 -;!:r (1- cosat- ~t sin at) 

p(p2 -1- a2)2 

25 
1 b ((3- a 2t 2)sinat- 3atcosat) 

(p2 + a2)3 

26 
p s±3- (sin at - at cos at) 

(p2 -1- a2)3 

1.4 PRIMENA LAPLACEOVE TRANSFORMACIJE 
NA RESAVANJE DIFERENCIJALNIH JEDNACINA 

Ovde cemo izloziti primenu Laplaceove transformacije na resavanje linearnih 
diferencijalnih jednacina sa konstantnim koeficijentima. 

1.4.1. Resiti diferencijalnu jednaCinu y' + y = e2 t ako je y(O) = 0. 
Resenje. Neka. je L(y(t)) = Y, tada. je 

odnosno 
1 

pY-1-Y=--, 
p-2 

odakle je Y = 1 

(p + 1)(p- 2) 

Trazeno resenje pola.zne diferencijalne jedna.cine je 

y(t)=L-l( 1 )=~(e2t_e-t). 
(p + 1 )(p - 2) 3 

1.4.2. Odrediti ono resenje diferencijalne jednacine y" + y' - 2r/ 
te-t, koje zadovoljava uslove y(O) = y'(O) = 0. 
Resenje. Neka. je L(y(t)) = Y. Kako je 

L (y" -1- y1 
- 2y) = L (te-t) , 

to je 

Y= 1 
(p- l)(p + 2)(p + 1)2 
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Trazeno resenje je 

1.4.3. Odrediti ono resenje diferencijalne jednaCine y" + y = -2 sin t, 
koje zadovoljava uslove y(n)2) = 0 i y'(n'/2) = 1. 
Resenje. Neka je y(O) =A, y1(0) = B, L(y(t)) = Y. Tada je 

Y=- 2 +~+-B-
(p2+1)2 p2+1 p2+1' 

odakle sledi 
y(t) = 1 * t cost+ A cost+ B sin t. 

Uzimajuci u obzir polazne uslove y(Ir/2) = 0 i y'-(Ir/2) = 1, nalazimo daje 

y( t) = ( t + 1 - ~) cos t. 

1.4.4. N aCi resenje diferencijalne jednaCine yiv + y" = te-t, ako je 
y(O) = y'(O) = 0, y"(O) = 1, y"'(O) = 0. 
Resenje. 

1 1 
Y= + ' p2(p2 + 1)(p + 1)2 p(p2 + 1) 

odakle sledi 
1 -t 

y( t) = t + -sin t - cost - 1 + _e - (3 + t). 
2 2 

1.4.5. Odrediti resenje diferencijalne jednaCine y"' - y' = cost, ako 
je y(O) = y'(O) = y"(O) = 0 .. 
Resenje. 

1 
Y= ' (p2 + 1)(p2 - 1) 

odakle sledi 
-1 2 . 1 -t 1 t y(t) = L (Y) = -- sm t- -e + -e . 

3 3 3 

1.4.6. Odrediti ono resenje diferencijalne jednaCine y111 
- y' = 1 + t 2

, 

koje zadovoljava uslove y(O) = y'(O) = y"(O) = 1. 

Resenje. 
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odalde sledi 

1 ( p 1 ) y3(t) = L- - 2-- + -2-- = ch t + sht. 
p -1 p -1 

Trazeno resenje je 

3 1 
y(t) = Yl(t) + Y2(t) + y3(t) = -3t + -(et._ e-t)- -t3 + cht + sht. 

2 3 



V GLAVA 

VEROVATNOCA 

1. VEROVATNOCA 

1.1. Uvodne napomene 

Definicija 1. Neka n preclstavlja slmp svih moguCih ishocla 
w jeclnog eksperimenta. Obicno se n naziva prostor elementarnih 
dogrutaja. Skup n moze biti konacan, prebrojiv ili neprebrojiv. 
Slucn.jni rlogartaj ili prosto dogartaj clefinise se kao neki poclskup ocl n. 
Dogacla.j A ( C n) se rea.lizuje ako i samo ako se realizuje neki ishocl 
w koji pripada poclskupu A. Skup svih clogaclaja koji oclgovaraju jed
nom eksperimentn nazivamo polje dogaaaja i oznac,avamo sa F. Polje 
clogaclaja uvek sacldi [2 ( E F) ( izvestan ili sig-n ran dogaaaJ i 0 ( E F) 
( nemog-af dogaaaj). 

Ako je slmp n konacan sa N = N(rl) elemenata (broj ra.zlicitih 
ishocla - elementarnih cloga.claja), tacla. je polje clogaclaja. partitivni 
skup P(rl) i sa.clrzi 2N elemenata .. 

Definicija 2. Ako realizacija clogaclaja A povlaCi realizaciju 
dogaclaja B kazemo da clogaclaj A implicira dogaclaj B, sto sa 
stanovi.~ta teorije skupova zna.ci A C B. 

Primetimo cla A C B i B C C povla.Ci A C C. Takocle, za sva.ki 
clogaclaj A vazi 0 c A i A c n. 

Ako je A C B i B C A ka.zemo cla. su cloga.claji ekvivalentni i pisemo 
A=B. 

Proiz-uod elva cloga.cla.ja. A i B, u oznaci AB, je doga.claj koji se 
rea.lizuje ako i sa.mo a.ko se realizuju oba cloga.claja. A i B. Da.kle, 
proizvocl doga.cla.ja. je presek skupova. A i B, tj. AB = An B. Ako su 
A i B clisjunkni skupovi, tj. An B = 0 za. clogacla.je A i B ka.zemo da 
su nesaglasni ili cla. se isk:U·ncu]'n. 

165 
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Zbir elva clogaclaja A i B, u oznaci AU B, preclstavlja clogaclaj koji 
se realizuje ako se realizuje bar jeclan od clogaclaja A i B. Ako su A i 
B nesaglasni clogaclaji, umesto AU B pisemo A+ B. 

Razlikom clogaclaja A i B, u oznaci A - B ili A \ B, naziva se 
clogaclaj koji oclgovara razlici skupova A i B. 

Za clogaclaj A postoji s·t~protan ( komplementamn) clogaclaj A koji 
se rea1izuje ako se clogaclaj A ne rea1izuje, tj. A fl \A. 

Definieije zbira i proizvocla clogaclaja mogu se prosiriti na konacno 
nmogo clogaclaja A kao 

n 

U Ak = A1 U A2 U · · · U An, 
k=l 

n n Ak = A1 n A2 n ···nAn= A1A2 ···An. 
k=l 

Ako je Ai n Aj = 0 (i -1- j) umesto oznake U koristimo oznaku :B, 
tj. za zbir dogaclaja imamo 

n 

L Ak = A1 + A2 + · · · + An. 
k=l 

Dogaaaji A obrazuju potp·un sistem dogaaaja ako je 

Posebno su interesantni oni potpuni sistemi clogaaaja koji se 
n1.eausobno iskljucuju AiAj = 0, za koji je, clakle, 

De:finicija 3. Funkcija P: :F -7 lR naziva se verovatnoca ako is-
pnnjava uslove: 

(1) Za svako A E :F imamo P(A) 2:::0 (nenegativnost); 
(2) P(fl) = 1 ( normimnost); 
(3) Za clisjunktne clogaclaje A1, A 2, ... (AiAJ = 0, j) vazi 

( aditivnost). 
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N a osnovu clefinicije verovatnoce imamo 

P(0) = 0, P(rJ)- 1, P(A U B)= P(A) + P(B)- P(AB). 

Ako je An B = 0, tacla iz poslednje jeclnkosti slecluje 

P(A +B)= P(A) + P(B) P(A) = 1- P(A). 

U sluc.aju cla je [J kona<:an slcup, rJ = {w1, ... ,WN }, svakom ele
mentarnom cloga<iaju wk clocleljuje se "teiinan P(wk), tj. ·verovatnoca 
ishoda w~,; tako cla je 

P(wi) + · · · + P(wN) = 1. 

Tada, za svaki dogactaj A E F, imamo P(A) = :Z:{klwkEA} P(wk). 
Kocl tzv. jerlnako verovatnih elementarnih clogactaja uzima se 

1 
P(w1) = · · · = P(wN) = N, 

tal:o cla je ·za svaki clogactaj A E F, 

P(A) = N(A) 
N ' 

gcle je JV(A) hroj elementarnih clogactaja. koji Cine dogactaj A. Poslecl
nj a formula clefinise tzv. kla.sicni naCin zaclavanj a verovatnoce. 

Trojka (rJ, F, P) odrecluje· tzv. prostor verovatnoca. 

Definicija 4. Uslovna verovatnoca clogactaja B pod uslovom koji 
clovocli clo realizacije clogactaja A (P(A) > 0) clefinise se kao 

P(B I A)= P(AB) . 
P(A) 

U slucaju klasicnog naCina zadavanja verovatnoce imamo 

N(A) 
P(A) = N(D)' 

P(A ) = N(AB) 
B N(D) ' 



168 

pa .1e 

VEROVATNOC;A 

P(B I A)= N(AB) 
N(A) . 

Iz definicije uslovne verova.tnoce slecluje 

P(A I A) = 1, P(01 A)= 0, P(B I A)= 1 (A c B), 

ka.o i osobina. a.clitivnosti P(B1 + B2l A) = P(B1 I A)+ P(B2I A). 
Pomocu uslovnih verova.tnoca moze se iska.za.ti verova.tnoca proiz

vocla elva cloga.ctaja. u obliku 

P(AB) = P(B I A)P(A) = P(A I B)P(B). 

Neka. clisjunktni doga.da.ji A Cine tzv. razbija.nje sigurnog cloga.cla.ja 
n, tj. neka. je 

A1 + A2 + · · · + An = D. 

Ta.da. vazi formula potpv.nc ·vero1Jainocc 

n 

P(B) = L P(B I Ak)P(Ak), 
k=l 

ka.o i Bayesova form·ula 

p ( Ai I B) = _n_P_,__( A----'i )_P__,__( B----'I_A_:_i) _ 

I: P(B I Ak)P(Ak) 
k=l 

(i = 1, ... ,n). 

Doga.claji A i B su neza11isni alw je P(AB) = P(A)P(B). 

1.2. Zadaci 

1. 2 .1. Opisa.ti sku p elementa.rnih cloga.cla.j a i polje cloga.cla.j a u eksper
imentu ba.canja. novCica.. Sta je slcup svih elementarnih cloga.cla.ja. pri 
baca.nju n novcica. istovremeno? Kolika je verovatnoca. pojave grba. 
ta.cno elva. puta. pri n = 3'? 
Resenje. U eksperiment.u bacanje novCica mozemo cia uoCimo ishode posle prvog 
bacanja: 

- pojava grba. na gornjoj st. rani (G), 
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- pojava pisma na gornjoj strani (P), 

tako da je n = { G, P}. 0 ba ova ishoda, tj. dogaciaji G i P, su slucajn i/ier 
se ne mogu preclvideti unapred. Meciutim, nwze se videti iz uslova eksperiml·nta 
da. su ova elva slucajna. dogacia.ja ra.vnopra.vna, tj. jeclnako verova.tna., ta.ko c!\t je 
P(G) = P(P) = 1/2. 

Svi doga.cia.ji se mogLt okara.kterisa.ti ka.o elem.enti pa.rtitivnog skupa. ocl d: 
Dakle, polje dogaciaja je 

:F = P(n) = {0, G, P, n}. 

Ovdr> mozemo uociti cetiri clogaciaja.: 
0 (ne poj<wljiva.nje ni grlw, niti pisma.- nemoguc dogacia.j), 

G (pojava grba.), 

P (pojava pis·ma.), 

n (pojava. grba. ili pisma. - sigura.n doga.cia.j). 

Slmp svih elementarnih dogaciaja. pri n-tost.rukom bacanju noveica., ili bacanju 
n twvcica. istovrenteno, je 

n = { w I w = ( Cli J ••• ) an) J ai = G ili Cli = p}. 

Broj elernenata u skupu n je N(n) = 2n (va.rijacije sa. ponavljanjem n-te ldase ocl 
elva. elernenta.). Verovatnoca. sva.kog od ovih elementarnih clogaciaja je P( w) = 2-n. 

Na. printer, zan= :3 intarno skup 

n = {(G, G, G), (G, G, P), (G, P, G), (G, P, P), (P, G, G), (P, G, P), (P, P,G), 

(P,P,P)}, 

sa brojem elemenata N(n) = 23 = 8. Tako dogaciaj A koji predstavlja poJavu 
grba tacno elva puta., moze se iskazati na. slecleci nacin 

A= {(G, G, P), (G, P, G), (P, G, G)}. 

Njegova verovatnoca je 
N(A) :~ 

P(A)- ---- N(n) - s · 

1.2.2. Opisati prostor elementarnih clogaclaja u eksperimentu bacanja 
kocke, cije su stranice oznac.ene redom hrojevima 1, 2, ... , 6. Kolika 
je verovatno<~a pojave parnog hroja'? 
Resenje. U ovom eksperintentu iman10 sest elem.entarnih dogaciaja WI, w2, ... , 

w6 , gcle w~. oznacava elementarni dogaciaj - pojava broja k na gornjoj strani kocke 
posle njenog bacanja. Ovcle je 

0 = {WI , W2 , . . . , W6 } · 
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U slovi eksperirnenta mogn biti t.a.kvi cla su svi elementa.rni dogadaji jeclna.ko 
verovatni, tj. P(wk) = 1/6. 

Dogadaj po,ia.va. pa.rnog broja. je da.t sa B = { w2, w4, wG} za koji je P(B) 
:3/G = 1/2. 

1.2.3. Izvocli se eksperiment tako sto se najpre baca novCic, i ako 
paclne grb tacla se baca kocka (sa stra.nicama oznac.enim ciframa ocl 1 
do G), a ako padne pi8mo tada se ponovo baca novCic. Opisati prostor 
elementarnih dogaclaja. u ovom eksperimentu. 

Resenje. Pros tor elementa.rnih rlogaaaja n ovom eksperimentu je 

r.l = {(G, WJ ), (G,w2), (G, w3), (G, w4), (G, ws), (G, WG), (P, G), (P, P)}, 

gcle su korisc.t>ne oznake iz prethoclna. elva zadatka.. 

1.2.4. Alm suA i B clogacla.ji, uprostititi izraze 

(a.) (A+ B)(A + B)(A +B); (b) (A+ B)B + A(AB). 

Resenje. (a) Kako je 

unarno 

(A+ B)( A+ B)= (A+ B)A +(A+ B)B 

= AA + BA + AB + B B 

= A+AB+AB+f/J 

=A+ A(B +B) 
=A+AO 

=A+A 

=A, 

(A+ B)( A+ B)( A+ B)= A(A +B)= AA + AB = f/J + AB = AB. 

(b) U ovom slucaju ima.mo 

(A+ B)B + A(AB) = AB + BB + (AA)B 

= AB+B+AB 

= AB+OB 

=(A+ r.l)B 

=OB 

=B. 
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1.2.5. Izvesti fonnulu potpune verovatnoc.e. 

Reseuje. Neka disjunktni dogaciaji A Cine razbijanje sigurnog dogaciaja D, tj. 
neka je 

Tada za clogaciaj B vazi 

B =ED= BA1 + BA2 +···+BAn, 

P(B) = P(BA1) + P(BA2) + · · · + P(BAn)· 

Kako je P(BAk) = P(B I Ak)P(Ak) clobijamo formulu potpune verovatnoce 

n 

P(B) = ~ P(B I Ah)P(Ak). 
k=l 

1.2.6. Posma.traju se poroclice sa elva. cleteta. i tra.zi se verova.tnoca. 
cla su oba cleteta muska., pod uslovom cla. je: (a.) starije dete musko; 
(h) hal· jeclno ocl cleteta. musko. 

Resenje. Prostor elementarnih clogaciaja je D = {!VIM, !VIZ, ZM, ZZ}, gde !VIZ 
oznac.ava da je starije clete musko, a ntlacie zensko, itcl. Pretpostavimo cla su svi 
elementarni clogaciaji jednako verovatni tako cla je 

~ ~ ~ ~ 1 
f'(MM) = P(MZ) = P(ZM) = P(ZZ) = -. 

4 

Sa A ozna<:imo doga<iaj da je sta.ri.je dete nws~:o, a sa B da je mlo.ae dete m·usko, 
tj. A= {lVIM, !VIZ} i B ={!VIM, ZM}. 

Tacla AU B predstavlja clogaciaj: bar jedno dete je m:u.sko, a AB cla su obo. 
deteta. musko.. OCigleclno, ovde je AU B = {!VIM, !VIZ, ZM} i AB = {!VIM}, sa 
verovatnocarna P(A U B) = :3/4 i P(AB) = 1/4. 

Nas zadatak je cla oclreclimo uslovne verovatnoce (a) P(AB I A) (b) 
P(AB I AU B). Dakle, imarno 

P(AB I A)= P(AB) - 1/4 - 1 
· P(A) 1/2 2 ' 

P(AB I Au B)= ~(AB) 1
/

4 

P Au B) 3/4 

1 

3 

1.2.7. Date su clve kutije. Prva. kutija. sadrzi a1 belih i b1 crnih 
kuglica. a clruga kutija a2 belih i b2 crnih kuglica.. 

Iz prve kutije na.sumice je izvucena jeclna kuglica i preba.c.ena. u 
clrugu kutiju. Zatim je iz clruge kutije izvucena. jeclna kuglica.. Ako je 
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ta izvucena kuglica. bele boje, kolika. je verovatnoca. cla. je kuglica. koja. 
je prebac.ena iz prve u clrugu kutiju bila erna? 
Resenje. Neka je A clogadaj: prebacena kuglica. je crna., B cloga.daj: prebacena 
kuglica je bela, C je dogadaj: izvucena kuglica je bela. 

(1) 

Po Baysovoj formuli je 

, _ ---,------,------,-P'----(----:A'----) F__:_> ( _C:'---1 A_:_) --.,--~ P(AIC)-
P(A)P(CIA)+P(B)P(CIB) 

U prvoj kutiji imama ukupno rq + b2 kugli,ca, ocl kojih je h crnih. Zato je 
bl ((.1 . 

P(A) = . Slicno je P(B) = ---. 
a1+b1 a.1+b1 

P( CIA) je verovatnoca cla je iz clruge kutije izvucena bela kuglica, pod uslovom 
da je prebacena kuglica bila crna. Kako u tom slucaju imama ukupno a1 + b1 + 1 
kuglica, ocl kojih su a 2 bele, bice 

Sldto je 

P(CIA) = --(-=12 __ 

((2 + b2 + 1 

((.2 + 1 
P(CIB)= ---

a2 + b2 + 1 

Ot.uda je, prema (1), 

bl a2 
P( A I C) = ____ __::a_,_l_,_+_::_b-'--1 _::_a~2_c+_::_b.£.2 +-'--=-1 ____ _ 

b a . + a1(a2+1) 
(a! +bJ)(a2+b2+lJ (a 1 +bl)(a.2+b2+l) 

ha2 

1.2.8. U tri kutije na.la.ze se hele i erne kugliee. U prvoj kutiji su 3 
bele i 1 erna., u clrugoj 6 belih i 4 erne i u trecoj 9 belih i 1 crna. 

Iz sluca.jno iza.brane kutije na.sumiee je iza.bra.na. kuglica.. N a.Ci 
verovatnocu da je ona. bela. 
Resenje. N eka je B clogadaj cla. je izvucena bela kuglica. i A; (-i = 1, 2, :3) cloga.daj 
cia je izahrana i-ta kutija. Tada je 

3 1:31619 3 
P(B) = ~ P(A-)P(BIA-) =- ·- +- ·- +- ·- = -. 

~ ' ' :3 4 3 10 ~1 10 4 

1.2.9. Baea. se novCic. Sta. je verovatnije: 1 o da. se u cetiri ba.ea.nja. 
tri puta. poja.vi grb ili cla. se u osa.m ba.canja pet puta pojavi grb; 2° 
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cla se u cetiri bacanja grb pojavi ne manje ocl tri puta ili cla se u osam 
bacanja grb pojavi ne manje ocl pet puta? 

Resenje. 1° Ako je P, ( m) verovatno ca. cla se u n bacanja grb pojavi rn put a 
imamo, po formuli za binon:mu raspoclelu, 

4 (1\ 3 (1) p4 :1 = - -( ) (J 2) 2 

Prema tome, P4(:3) > Ps(S). 

1 

4' 
P8 (5) = (8) (~)5 (~)3 

s 2 2 

7 

:32 

2° Ako sa Bn(m) oznacimo verovatnocu cla se u n bacanja grb poJaVI ne 
rnanje od m puta, oncla je 

B,(m) = Pn(rn) + Pn(m + 1) + · · · + Pn(n), 

pa slicno kao u 1° , nala.zimo 

Slecli B8 (.'i) > B4(:3). 

9:3 
Bs(S) = -. 

2.56 

1.2.10. Novcic se baea n puta. Oclrecliti verova.tnoc.u: 
1° cla se grb pojavi neparan broj puta; 
2° da se grb pojavi ne manje ocl 1.~ i ne vise od m puta. 

R · ' 1° R lt t· 1 · 2· 0 2-n "'m (n) esenJe. ezu .a .. 2' L-i=f, i · 

1.2.11. Drustvo od 8 osoba rasporecleno je na.sumiee u tri grupe. 
Kolika je verova.tnoca. cla. se u prvoj grupi na.cte tacno 3 osobe'? 

Resenje. Neka je A,, clogaclaj cla se k-ta. osoha. na.la.zi u prvoj grupi i A cloga.da.j 
cla. se u prvoj grupi nalazi ta.cno :3 osobe. Ako sma.t.ramo cla. su osobe ra.sporediva.ne 
jedna. po jeclna. u grupe imamo Bernoullievu semtl. Da.kle, za. broj osoba. u prvoj 
grupi va.zi binornni za.kon raspod~le pri cemu je p = ~, q = ~ , pa. je 

P(A) =G) (~) 3 (~) 5 

2. SLUCAJNE VELICINE 

2.1. Uvodne napmnene 

Neka. je 0: sluajna velicina i X prizvoljan rea.lan broj. 
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Definicija 1. Verovatnoca clogactaja cla slucajna. velicina. a mm 
vreclnosti manje od :r, oznaca.va se sa F(x), jeste funkcija. rapoclele 
verova.tnoce slucajne veliCine a, tj. 

F(:r) = P(n < :r). 

Definicija 2. Sluc.ajna vdicina n je cliskretna. slucajna veliCina 
ako uzima najvise prebrojivo mnogo vreclnosti. 

Definicija 3. Slucajna veliCina a je neprekiclna slucajna veliCina 
ako, pod izvesnim uslovima, uzima neprebrojivo mnogo vreclnosti. 

Funkcija raspoclele verovatnoce cliskretne sluca.jne velicine a, koja 
uzima vreclnosti Xi sa verovatnocama. ]Ji, i = 1, 2, ... , n, tj. 

(1) :rn) 
Pn 

{ 

0, za :r :S XI 

F(x)=LJJk= '2:Z= 1 p~.;, za x1<x:Sxn 
1, za :r > :rn. 

Funkcija. raspoclele verovatnoce neprekiclne sluc.ajne veliCine a je 

F(:r)= j~~.f(t)dt, 
gde je f nenegativna funkcija. clefinisana za. sve vreclnosti :r E 
( -oo, oo). Pomenuta funkcija .f je gustimt ra.podele verovatnoce 
slucajne velicine a. 

Definicija 4. Matematicko ocekivanje M[a] cliskretne slucajajne 
velicine a je 

00 

1\1[a] = L :r~.;pk, 
k=l 

pri cemu se pretpostavlja cla. posleclnji red apsolutno konvergira. 
Matematicko ocekivanje neprekidne slucajne veliCine a, Cija Je 

gustina raspodele verovatnoce f, je 
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j += 
J\1[ cv] = -= :r f (:i:) d:r, 

pod prdpostavkom cla je poslednji inte.e;ral konvergentan. 
- -

Definicija 5. Disperzija D[(V] cliskretne slucajne veliCine cv je 

+= 
D[cv] = L)xk- NI[cvJ?Pk· 

k=1 

Disperzija. D[n]neprekidne slw';a.jne veliCine cv, cijaje gustina ra.spo
dele verovatno<'~e f, clefinise se sa: 

r+= 
D[cv] = .J_= (:r:- 111[a])2 f(:r)d:r. 

Definicija 6. Broj ~' ozna.ca.va se sao-a:, je sreclnje kvadratno 
odstupauje slucajne veli6ne n. 

2.2. Zadaci 

2.2.1. Ako je gust~na raspoclele verovatnoce slucajne veliCine a data 
sa: 

oclrecliti clisperziju i sreclnje kvaclrabio oclstupanje sluc,ajne veliCine cv. 

Resenje. I\.ako je 

t.o je 

j
·+oo 

N![CY] = -co a~ cos ;e da~ = 0, 

~ 2 2 1!2 2 7r-8 D[CY] = l\1[CY] =- a: cos:v dx = --, 
2.-f 4 

_1~ cr cv - - V 7r~ - 8. 
2 
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2.2.2. Verovatnoca cla slucajna veliCina c~ uzme vreclnost k (k 
1,2, ... )je 

Pk = Pl-1 (p + q = 1) (Pascalova raspodela). 

· Oclrediti matematie1w ocekivanje i clisperziju slucajne veliCine a. 

Resenje. 

gdeje 

co 00 

M[a] = "'£ k pk = "'£. kpq"- 1 = 
/;=1 k=1 

""k k-1 c• = P L ·q = p.J, 
k=1 

00 

S'="f:.kqk-1. 
k=1 

Polazimo od geometrijskog reda. 2::k'=o q1' cija. je suma. 

(1) 1 ~ k 
-1-=Lq, 

- q k=O 
konvergenta.n za. lql < 1. 

Diferencira.njem (1) po q, imamo 

00 

1 = "'£. kl-1, 
(1 - q)2 k=1 

oda.kle sledi 
1 s = -:-----:--::-(1- q)2 - p2. 

1 

Ta.ko na.la.zimo da. je 

Kako je 

1 
M[a] =p ·S = -. 

p 

2 2 2 1 1 
D[a] = M[a ]- M[a] = M[a ] - M[a] +-- -;:-. 

p p2 

00 

M(a2
]- M[a] = M[a(a- 1)] = pq "'£. k(k- 1)g"-2

, 

k=2 

2 
00 

"" ( ) k-2 
(1 - )3 = L k k - 1 q ' 

q k=2 
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to je 

a disperzija 

Srecluje kvaclratno odstupanje je 

(J (_"\' 

2.2.3. Odrediti matemati<~ko ocekivanje, clisperziju i sreclnje kvaclra
tno odstupanje, sluc.ajne veliCine rv sa binomnom raspoclelmn. 

Resenje. Funkcija raspoclele verovatnoce slucajne velieine et sa binornnom ras
poclelom .ie 

{ 

0, 

F(:e)=P(et<:e)= "' (n) k n-k 
6/,<:c !: P q . ' 
1, a:> n. 

:1: < 0 

0 <a:::; n 

Maternaticko ocekivanje je 

n 

[ l (n) k n-k JYio:= kh:pq ·= 
k=1 

n 

=), k(n)p"'(1- p)n-k = 
"----' k 
1.:=1 

n-1 
1 

= np ~- c· ~ )p"(l- p)n--k-1 = np. 

''=0 . 

n I =' n. p"(l-p)" "+np= 
L., (k- 2)!(n- k)! 
k=2 

2 ) =p n(n-1 +np. 

Slecli 

J ( 2 )2 22+, D[et= n -np -np np npq. 
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Sreclnje kvaclratno odstupanje je 

cr n = ,;npq. 

2.2.4. Data. je funkcija. raspodele 

{ 

1, :c 2: 2 

F(x) = a+ ba.~·csi1~ ~' -2 :=; x < 2 

0, X< -2. 

Oclrecliti konsta.nte a i b i gustinu ra.spodele. 
Resenje. I\onstante a i b su resenja sistema. jeclnaeina.: 

lj. 

lirn F(:u) = 0, lim F(:v) = 1, 
:f;--1"-2-0 :J~·-).2-0 

a- b'!!_ = 0 2 , 
1T 

a+b-=1. 
2 

. 1 . b 1 l l' ResenJa. su a = - 1 = -. S ec 1 
2 1T 

{ 

1, 

F(:u) = ~ + l arcsin:;;., 
~ 7f ~ 

0, X< -2. 

-2 ~a: < 2 

Gustina. raspoclele je 

{ 

0, 

f(:v)= 1 -2~:v<2 
7f~, 

0, :l! < -2. 

2.2.5. Slucajna veliCina a uzima. vreclnosti 1z skupa. nenegativnih 
celih brojeva. sa verova.tnocama. 

]VJ 
lc = 0, 1, 2, .... 

(a+ k )(a+ k + 1 )(a+ k + 2)' 

Odrediti a ako je M[cv] =A. 
Resenje. Primetirr10 cla je 
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n k 
8

" = ~ (a+~:)(a+k+1)(a+h:+2) 
= t ( ~ + A2 + A3 ) 

a+k a+k+l a+k+2 
k=O 

=-~(~+-1-)+(a+ 1)(-1-+ 1 ) 
2 a a+l a+1 a+n+1 

_a+2( 1 + 1 )· 
2 a+n+1 a+n+2 

1 
111(1v] = M lim ,c:.;,, = M---

n~= · 2(a + 1) 

1 
A=M---

. 2(a + 1)' 
oclakle je 

M-2A 
a= 

2A 

2.2.6. Data je fnnkcija raspoclele slnc.ajne veli6ne cv 

T 
F(:r) =a+ b::trctan ~ (:t: E ffi.) (Canchyeva raspoclela). 

Oclvediti: 1 o konstante a i b; 2° gnstinn raspoclele. 
Resenje. I 0 lz uslova 

lim F(:1:) = I 
;~:-+c'0 

lim F(:v) = 0, 
:1:--00 

l 1 
llalazimo da J·e a=-, b = -. 

. 2 7r 

2° Gustina raspoclele je 

. 2 1 
.f(:t) = F 1(a:)::;:- · --. 

1r 4 + a: 2 

179 

2.2. 7. Nepnckidna. sluc.ajna velicina cv ima fnnkcijn raspodele F clefin-
wann sa: 

) 
2a:z: 

F(:c = , 
a'2 + :r 2 

(0 S :t: Sa; a> 0). 

Oclrecliti matematicko oc.ekivanje i clisperzijn slucajne veliCine cv. 

Resenje. Gnsti11a raspodele je 

( 
0 ')) • 

1 
2a a~ - :t:~ 

· .f(:u) = F (a:)= ( 2 2 )" , . a +a: ~ 
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ia , 

M[o:] = x.f(x)d:v = a(l -ln2), 
' 0 

2.2.8. Data. je funkcija. gu~tine ra.spoclele verova.tnoce (za. Ma.xwell-
Boltzmannovu ra.spoclelu) 

. 4:r2 '"z 
f(:r) = --e-~ (:r > 0), f(:r) = 0 (:r ::; 0), 

a3 /1f 

pri c.emn je a > 0. Oclrecliti ma.tema.tic.ko ocekivanje i clisperziju. 
Resenje. 

/

+co 4 1+CXJ ,2 2o: 
.M[o:] = a:.f(a:)da: = -

3
- x 3 e-~ d:u = -- . 

. o o:V1fo VIr 
2 ' 

[ ]
2 0: .:l?T - 8 

[) (\' = ----. 
1T 2 

2.2.9. Odrecliti ma.tema.tieko ocekivanje i clisperziju za slucajnu veli
Cinu a sa Poissonovom raspoclelom. 
Resenje. 

+= >.." += )..k 

= c-,\ t; (k- l)! = Ae-,\ E k! =A. 

2.2.10. Oclrediti matematicko oc.ekivanje i clisperziju neprekiclne sln
<--;ajne velicine a, koja ima. Gaussovu ra.spoclelu. 
Resenje. 

l l+co -(x-a)2 
M[o:] = -- a:e 26 2 dx =a. 

8V?;; -= 

j
•+oo (x-a) 2 

2--- ') 
D[o:] = (a:- a) r: 2o 2 d:r = 8~. 

-00 

2.2.11. Gustina. raspockle sluca.jne veliCine a jednaka. je: 

· · ) 2 -kv .f(:r =cu: e ·, !,~ > 0, 0 ::; :r < +oo . 
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(a) N aci koeficijent a. 
(b) N aci funkciju raspodele slucajne veliCine a . 

(c) NaCi P (o <a<%-). 
Resenje. 

(a) Koeficijent a nalazimo iz uslova: 

r+oo 
Jo f(x) dx = 1, 

odnosno 

(1) 

k3 
N aime, prema ( 1), nalazinw a = -. 

2 
(b) Funkcija raspodele slucajne veliCine a je: 

odakle, primenom parcijalne integracije u = t 2 i v = -!<e-kt, nalazimo 

(c) 

(prirrtenom parcijalne integracije u = t 
-kx e 2 2 

=1- --(k x +2kx+2). 
2 

P (o <a<~}= F(1/k)- F(O) = 1- ~e-1 . 


