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INTEGRAL EQUATIONS OF LOVE’S TYPE AND APPLICATIONS 

/Ŷ�ƚŚŝƐ�ƉĂƉĞƌ�ǁĞ�ĐŽŶƐŝĚĞƌ�ƐŽŵĞ�ŵĞƚŚŽĚƐ�ĨŽƌ�ƐŽůǀŝŶŐ�&ƌĞĚŚŽůŵ�ŝŶƚĞŐƌĂů�ĞƋƵĂƟŽŶƐ�ŽĨ�ƚŚĞ�ƐĞĐŽŶĚ�ŬŝŶĚ

 

�

� �
�

� � � �G � �� � ��
� �

s df x f y y g x x
d x yS �

�  � d d
� �³

ǁŚĞƌĞ� f �x� � ŝƐ� ƚŚĞ� ƵŶŬŶŽǁŶ� ĨƵŶĐƟŽŶ͕� k�x�y�  k�x � y�  d ��d� � �x � y��� � � ŝƐ� ƚŚĞ� ƐŽͲĐĂůůĞĚ� ĚŝīĞƌĞŶĐĞ� ŬĞƌŶĞů͕����
ǁŝƚŚ� d ! ��  s  r��  and g�x� � ŝƐ�Ă�ŐŝǀĞŶ�ĨƵŶĐƟŽŶ͘�dŚŝƐ�ƋƵĂƐŝͲƐŝŶŐƵůĂƌ�ŬĞƌŶĞů�ŚĂƐ� � ƚǁŽ�ĐŽŵƉůĞǆ�ĐŽŶũƵŐĂƚĞ�ƉŽůĞƐ�
x r Ld��ǁŚŝĐŚ�ĂƉƉƌŽĂĐŚ�ƚŽ�ƚŚĞ�ƌĞĂů�ĂǆŝƐ�ǁŚĞŶ� do�� ��dŚĞƌĞ�ĂƌĞ�ŵĂŶǇ�ŵĞƚŚŽĚƐ�ŝŶ�ƚŚĞ�ůŝƚĞƌĂƚƵƌĞ�ĨŽƌ�ƚŚŝƐ�ŬŝŶĚ�ŽĨ�
ĞƋƵĂƟŽŶƐ͕�ǁŚŝĐŚ�ĂƌĞ�ŬŶŽǁŶ�ĂƐ�ŝŶƚĞŐƌĂů�ĞƋƵĂƟŽŶƐ�ŽĨ�>ŽǀĞ͛Ɛ�ƚǇƉĞ͘�dŚĞ�ƐŝŵƉůĞƐƚ�ĐĂƐĞ�ǁŝƚŚ g�x�  � is appeared in 
ĂŶ�ĞůĞĐƚƌŽƐƚĂƟĐ�ƉƌŽďůĞŵ�ĂŶĂůǇƐĞĚ�ĮƌƐƚ�ƟŵĞ�ďǇ��ƌŝĐ�ZƵƐƐĞůů�>ŽǀĞ�YƵĂƌƚ͘�:͘�DĞĐŚ͘��ƉƉů͘�DĂƚŚ͘�Ϯ�;ϭϵϰϵͿ͕�ϰϮϴͲϰϱϭ͘�
�ĞƐŝĚĞ�ŶƵŵĞƌŝĐĂů�ƐŽůƵƟŽŶƐ͕�ǁĞ�ƉƌŽƉŽƐĞ�ĂůƐŽ�ĨĂƐƚ�ĂƉƉƌŽǆŝŵĂƚĞ�ĂŶĂůǇƟĐ�ƐŽůƵƟŽŶƐ�ŽĨ�ƚŚŝƐ�ƚǇƉĞ�ŽĨ�ĞƋƵĂƟŽŶƐ�ĂŶĚ�ŐŝǀĞ�
ĂƉƉůŝĐĂƟŽŶƐ�ŝŶ�ĂŶ�ĞůĞĐƚƌŽƐƚĂƟĐ�ƉƌŽďůĞŵ�ǁŝƚŚ�Ă�ĐŽĂǆŝĂů�ƐǇŵŵĞƚƌǇ͘

INTRODUCTION
/Ŷ�ϭϵϰϵ��ƌŝĐ�ZƵƐƐĞůů�>ŽǀĞ� ;ϭϵϭϮͲϮϬϬϭͿ�ĚĞƐĐƌŝďĞĚ�ƚŚĞ�ĞůĞĐƚƌŽƐƚĂƟĐ�ƉŽƚĞŶƟĂů� ŝŶ�ƐƉĂĐĞ͕�ŐĞŶĞƌĂƚĞĚ�ďǇ�Ă�
ĐŽŶĚĞŶƐĞƌ�ĐŽŶƐŝƐƟŶŐ�ŽĨ�ƚǁŽ�ƉĂƌĂůůĞů�ĞƋƵĂů�ĐŝƌĐƵůĂƌ�ƉůĂƚĞƐ�ŽĨ�ƚŚĞ�ƌĂĚŝƵƐ�R�ƐĞƉĂƌĂƚĞĚ�ďǇ�Ă�ĚŝƐƚĂŶĐĞ�h �;ƐĞĞ�
&ŝŐ͘��ϭ͘ϭͿ͘�dĂŬŝŶŐ�Ă�ŶŽƌŵĂůŝǌĂƟŽŶ�ƐŽ�ƚŚĂƚ� h  Rd ͕�ŝƚ�ĐĂŶ�ďĞ�ĐŽŶƐŝĚĞƌĞĚ�ǁŝƚŚ�ĚŝŵĞŶƐŝŽŶůĞƐƐ�ǀĂƌŝĂďůĞƐ�ĂƐ�
ƚǁŽ�ƵŶŝƚ�ĚŝƐŬƐ͕�ǁŚĞƌĞ� d �ŝƐ�Ă�ĚŝƐƚĂŶĐĞ�ďĞƚǁĞĞŶ�ƚŚĞŵ͘�

&ŝŐ͘�ϭ͘ϭ͘��ůĞĐƚƌŽƐƚĂƚŝĐĂů�ƐǇƐƚĞŵ�ŽĚ�ƚǁŽ��ƉĂƌĂůůĞů�ĞƋƵĂů�ĐŝƌĐƵůĂƌ�ƉůĂƚĞƐ

^ƵƉƉŽƐŝŶŐ�ƚŚĞ�ĞƋƵĂů��ĂŶĚ�ŽƉƉŽƐŝƚĞ��ƉŽƚĞŶƟĂůƐ�Ăƚ�ƚŚĞƐĞ�ĚŝƐŬƐ͕�Ğ͘Ő͕͘�ƚŚĞ�ƵƉƉĞƌ�Ăƚ�V  ���ĂŶĚ�ƚŚĞ�ůŽǁĞƌ�
ŽŶĞ�Ăƚ�V  ��͕��ĂŶĚ�ƚŚĞ�ƉŽƚĞŶƟĂů�Ăƚ�ŝŶĮŶŝƚǇ�ďĞŝŶŐ�ƚĂŬĞŶ�ĂƐ�ǌĞƌŽ͕���͘�>ŽǀĞ�ŝŶ�ϭ�;dŚĞŽƌĞŵ�ϭͿ�ƵƐĞĚ�Ă�ĐŽĂǆ-
ŝĂů�ƐǇŵŵĞƚƌǇ�ŽĨ�ƚŚŝƐ�ĞůĞĐƚƌŽƐƚĂƟĐĂů�ƐǇƐƚĞŵ�ĂŶĚ�ƉƌŽǀĞĚ�ƚŚĂƚ�ƚŚĞ�ƉŽƚĞŶƟĂů�ŝŶ�ĂŶ�ĂƌďŝƚƌĂƌǇ�ƉŽŝŶƚ�M�r�T�z�  
ŝŶ�ƚŚĞ�ƐƉĂĐĞ� �! ͕��ŽƵƚƐŝĚĞ�ƚŚĞ�ĐŝƌĐƵůĂƌ�ƉůĂƚĞƐ͕�ĐĂŶ�ďĞ�ĞǆƉƌĞƐƐĞĚ�ŝŶ�ƚŚĞ�ĨŽƌŵ
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ϭ�DĂƚŚĞŵĂƟĐĂů�/ŶƐƟƚƵƚĞ�ŽĨ�ƚŚĞ�^ĞƌďŝĂŶ��ĐĂĚĞŵǇ�ŽĨ�^ĐŝĞŶĐĞƐ�ĂŶĚ��ƌƚƐ͕��ĞůŐƌĂĚĞ͕�^ĞƌďŝĂ



��KZE/<�Z��Ks����භ���ϰϱϭ

ǁŚĞƌĞ�ďŽƚŚ�ƐƋƵĂƌĞ�ƌŽŽƚƐ�ŝŶ�ƚŚĞ�ƉƌĞǀŝŽƵƐ��ŝŶƚĞŐƌĂů�ŚĂǀĞ�ƉŽƐŝƟǀĞ�ƌĞĂů�ƉĂƌƚ�ĂŶĚ� f �x� �ŝƐ�ƚŚĞ�ƵŶŝƋƵĞ�ƐŽůƵ-
ƟŽŶ�ŽĨ�ƚŚĞ�ĨŽůůŽǁŝŶŐ�&ƌĞĚŚŽůŵ�ŝŶƚĞŐƌĂů�ĞƋƵĂƟŽŶ�ŽĨ�ƚŚĞ�ƐĞĐŽŶĚ�ŬŝŶĚ
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,Ğ�ĂůƐŽ�ƉƌŽǀĞĚ�ƚŚĂƚ�ƚŚĞƌĞ�ĞǆŝƐƚƐ�Ă�ƵŶŝƋƵĞ͕�ĐŽŶƟŶƵŽƵƐ͕�ƌĞĂů�ĂŶĚ�ĞǀĞŶ�ƐŽůƵƟŽŶ� f �x� �ŽĨ�ƚŚŝƐ�ŝŶƚĞŐƌĂů�ĞƋƵĂ-
ƟŽŶ�ŽŶ�ƚŚĞ�ĐůŽƐĞĚ�ŝŶƚĞƌǀĂů�>����@���tĞ�ĐĂůů�ƚŚŝƐ�ĞƋƵĂƟŽŶ�ĂƐ�>ŽǀĞ͛Ɛ�ĮƌƐƚ�ŝŶƚĞŐƌĂů�ĞƋƵĂƟŽŶ͘�
&Žƌ�ƚŚĞ�ĐŽƌƌĞƐƉŽŶĚŝŶŐ�ĞƋƵĂƟŽŶ�ǁŝƚŚ�ƚŚĞ�ƐŝŐŶ�н�͕�ŝ͘Ğ͘�ǁŚĞŶ� s  ��ŝŶ

 

�

� �
�

� � � �G �� � ��
� �

s df x f y y x
d x yS �

�  � d d
� �³

    
;ϭ͘ϮͿ

ǁĞ�ƐĂǇ�ƚŚĂƚ�ŝƚ�ŝƐ�>ŽǀĞ͛Ɛ�ƐĞĐŽŶĚ�ŝŶƚĞŐƌĂů�ĞƋƵĂƟŽŶ͘�/Ŷ�ƚŚĞ�ĐĂƐĞ�ǁŚĞŶ�ƚŚĞ�ƉŽƚĞŶƟĂůƐ�ŽĨ�ƚŚĞ�ƉůĂƚĞƐ�ŝŶ�&ŝŐ͘�
ϭ͘ϭ�ĂƌĞ�ĞƋƵĂů�ŝŶ�ŵĂŐŶŝƚƵĚĞ�ĂŶĚ�ƐŝŐŶ�;ƐƵƉƉŽƐĞ�ďŽƚŚ�ĂƌĞ�ƉŽƐŝƟǀĞͿ͕�ƚŚĞŶ�ĨŽƌ�ƚŚĞ�ƉŽƚĞŶƟĂů�V �r�z� � ŝŶ�ĂŶ�
ĂƌďŝƚƌĂƌǇ�ƉŽŝŶƚ�M�r�T�z� �ŝŶ� �! ͕��ŽƵƚƐŝĚĞ�ƚŚĞ�ĐŝƌĐƵůĂƌ�ƉůĂƚĞƐ͕�Ă�ƐŝŵŝůĂƌ�ĨŽƌŵƵůĂ�ŚŽůĚƐ͕�ǁŚĞƌĞ�ŽŶůǇ�ƚŚĞ�ƐŝŐŶ�
- ďĞƚǁĞĞŶ�ƚǁŽ�ƚĞƌŵƐ�ŽŶ�ƚŚĞ��ƌŝŐŚƚͲŚĂŶĚ�ƐŝĚĞ�ƐŚŽƵůĚ�ďĞ�ƌĞƉůĂĐĞĚ�ďǇ�ƚŚĞ��н��ƐŝŐŶ͘
�Ŷ��ĂƉƉƌŽǆŝŵĂƟǀĞ�ĂŶĂůǇƟĐ�ƐŽůƵƟŽŶ�ŽĨ�;ϭ͘ϭͿ͕�ŝŶ�ƚŚĞ�ĐĂƐĞ� d  �͕��ǁĂƐ�ŐŝǀĞŶ�ďǇ�>ŽǀĞ�Ϯ͕
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ZĞĐĞŶƚůǇ͕ �EŽƌŐƌĞŶ�Θ�:ŽŶƐƐŽŶ�ϯ��ŚĂǀĞ�ĐĂůĐƵůĂƚĞĚ�ƚŚĞ�ĐĂƉĂĐŝƚĂŶĐĞ�ŽĨ�ƚŚĞ�ĐŝƌĐƵůĂƌ�ƉĂƌĂůůĞů�ƉůĂƚĞ�ĐĂƉĂĐŝƚŽƌ��
ďǇ�ĞǆƉĂŶĚŝŶŐ�ƚŚĞ�ƐŽůƵƟŽŶ�ŽĨ�>ŽǀĞ Ɛ͛�ŝŶƚĞŐƌĂů�ĞƋƵĂƟŽŶ�;ϭ͘ϭͿ��ŝŶƚŽ�Ă�&ŽƵƌŝĞƌ�ĐŽƐŝŶĞ�ƐĞƌŝĞƐ͘�&Žƌ�ƐŽŵĞ�ŽƚŚĞƌ�
ĂƉƉƌŽĂĐŚĞƐ�ƐĞĞ�ϰͲϳ͘�/Ŷ�ϮϬϭϬ͕��͘^͘�<ƵŵĂƌ�ϴ�ƉƌĞƐĞŶƚĞĚ�Ă�ŵĞƚŚŽĚ�ĨŽƌ�ĮŶĚŝŶŐ�ĂŶ�ĂŶĂůǇƟĐĂů�ƐŽůƵƟŽŶ�ŽĨ�
>ŽǀĞ Ɛ͛�ŝŶƚĞŐƌĂů�ĞƋƵĂƟŽŶ͕�ďĂƐĞĚ��ŽŶ�ƚŚĞ�ƐŽͲĐĂůůĞĚ��ŽƵďĂŬĞƌ�ƉŽůǇŶŽŵŝĂůƐ�ĞǆƉĂŶƐŝŽŶ�ƐĐŚĞŵĞ�;�W�^Ϳ�ϵ͘�
,ŽǁĞǀĞƌ͕ �ŝŶ�ŚŝƐ�ĂƉƉƌŽĂĐŚ�Ă�ƐŝƌŝŽƵƐ��ŵŝƐƚĂŬĞ�ŚĂƐ�ĂƉƉĞĂƌĞĚ͘�
/Ŷ�ƚŚŝƐ�ƉĂƉĞƌ�ǁĞ�ŐŝǀĞ�ĂŶ�ĂĐĐŽƵŶƚ�ŽŶ�ƐŽŵĞ�ǀĞƌǇ�ĞĸĐŝĞŶƚ�ŵĞƚŚŽĚƐ�ŽĨ�EǇƐƚƌƂŵ�ƚǇƉĞ�ĨŽƌ�ŶƵŵĞƌŝĐĂů�ƐŽůǀ-
ŝŶŐ�ƚŚĞ�ŐĞŶĞƌĂů�&ƌĞĚŚŽůŵ�ŝŶƚĞŐƌĂů�ĞƋƵĂƟŽŶƐ�ŽĨ�ƚŚĞ�ƐĞĐŽŶĚ�ŬŝŶĚ�;&<ϮͿ͕�ďĂƐĞĚ�ŽŶ�ƌĞĐĞŶƚ�ƉƌŽŐƌĞƐƐ�ŝŶ�ƚŚĞ�
ǁĞŝŐŚƚĞĚ�ƉŽůǇŶŽŵŝĂů�ŝŶƚĞƌƉŽůĂƟŽŶ�;ƐĞĞ�DĂƐƚƌŽŝĂŶŶŝ�Θ�DŝůŽǀĂŶŽǀŝđ�ϭϬ�ĂŶĚ�ϭϭͿ͕�ĂƐ�ǁĞůů�ĂƐ�Ă�ŵĞƚŚŽĚ�
ĨŽƌ�ŐĞƫŶŐ�ĂƉƉƌŽǆŝŵĂƟŽŶƐ�ŽĨ�>ŽǀĞ Ɛ͛�ĞƋƵĂƟŽŶƐ�ŝŶ�ĂŶ�ĂŶĂůǇƟĐ�ĨŽƌŵ�;DŝůŽǀĂŶŽǀŝđ�Θ�:ŽŬƐŝŵŽǀŝđ�ϭϮͿ͘�dŚĞ�
ƉĂƉĞƌ�ŝƐ�ŽƌŐĂŶŝǌĞĚ�ĂƐ�ĨŽůůŽǁƐ͘�/Ŷ�^ĞĐƟŽŶ�Ϯ�ǁĞ�ŐŝǀĞ�ƐŽŵĞ�ƉƌĞůŝŵŝŶĂƌŝĞƐ�ĂŶĚ�ďĂƐŝĐ�ĨĂĐƚƐ�ŽŶ�ƚŚŝƐ�ĐůĂƐƐ�ŽĨ�
ŝŶƚĞŐƌĂů�ĞƋƵĂƟŽŶƐ͘�̂ ĞĐƟŽŶƐ�ϯ�ĂŶĚ�ϰ�ĂƌĞ�ĚĞǀŽƚĞĚ�ƚŽ�ƚŚĞ�ƉƌĞǀŝŽƵƐ�ŵĞŶƟŽŶĞĚ�ŵĞƚŚŽĚƐ͕�ĂŶĚ�ĮŶĂůůǇ�ŝŶ�̂ ĞĐ-
ƟŽŶ�ϱ�ƐŽŵĞ�ŶƵŵĞƌŝĐĂů�ĞǆĂŵƉůĞƐ�ĂƌĞ�ƉƌĞƐĞŶƚĞĚ͘

PRELIMINARIES AND BASIC FACTS
IŶƚĞŐƌĂů�ĞƋƵĂƟŽŶƐ�ĂƉƉĞĂƌ�ŝŶ�ŵĂŶǇ�ĮĞůĚƐ�ŝŶĐůƵĚŝŶŐ�ĐŽŶƟŶƵƵŵ�ĂŶĚ�ƋƵĂŶƚƵŵ�ŵĞĐŚĂŶŝĐƐ͕�ŬŝŶĞƟĐ�ƚŚĞŽƌǇ�
ŽĨ�ŐĂƐĞƐ͕�ŽƉƟŵŝǌĂƟŽŶ�ĂŶĚ�ŽƉƟŵĂů�ĐŽŶƚƌŽů�ƐǇƐƚĞŵƐ͕�ĐŽŵŵƵŶŝĐĂƟŽŶ�ƚŚĞŽƌǇ͕ �ƉŽƚĞŶƟĂů�ƚŚĞŽƌǇ͕ �ŐĞŽƉŚǇƐ-
ŝĐƐ͕�ĞůĞĐƚƌŝĐŝƚǇ�ĂŶĚ�ŵĂŐŶĞƟƐŵ͕�ďŝŽůŽŐǇ�ĂŶĚ�ƉŽƉƵůĂƟŽŶ�ŐĞŶĞƟĐƐ͕���ŵĂƚŚĞŵĂƟĐĂů�ĞĐŽŶŽŵŝĐƐ͕�ƋƵĞƵĞŝŶŐ�
ƚŚĞŽƌǇ͕ �ĞƚĐ͘�DŽƐƚ�ŽĨ�ƚŚĞ�ďŽƵŶĚĂƌǇ�ǀĂůƵĞ�ƉƌŽďůĞŵƐ����ŝŶǀŽůǀŝŶŐ��ĚŝīĞƌĞŶƟĂů�ĞƋƵĂƟŽŶƐ��ĐĂŶ�ďĞ�ĐŽŶǀĞƌƚĞĚ�
ƚŽ�ŝŶƚĞŐƌĂů��ĞƋƵĂƟŽŶƐ͘�dŚĞƌĞ�ĂƌĞ�ĂůƐŽ�ƐŽŵĞ�ƉƌŽďůĞŵƐ�ƚŚĂƚ�ĐĂŶ�ďĞ�ĞǆƉƌĞƐƐĞĚ�ŽŶůǇ��ŝŶ�ƚĞƌŵƐ�ŽĨ��ŝŶƚĞŐƌĂů�
ĞƋƵĂƟŽŶƐ͘�,ĞƌĞ͕�ǁĞ�ĂƌĞ�ŝŶƚĞƌĞƐƚĞĚ�ŽŶůǇ�ŝŶ�&ƌĞĚŚŽůŵ�ŝŶƚĞŐƌĂů�ĞƋƵĂƟŽŶƐ�ŽĨ�ƚŚĞ�ƐĞĐŽŶĚ�ŬŝŶĚ�ŽŶ�Ă�ĮŶŝƚĞ�
ŝŶƚĞƌǀĂů�>����@�
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ŽŶĚ�ŬŝŶĚ͕�Ğ͘Ő͕͘�ĐůĂƐƐŝĐĂů�ŵĞƚŚŽĚƐ͕�ƉƌŽũĞĐƟŽŶͲǀĂƌŝĂƟŽŶ�ĂŶĚ�EǇƐƚƌƂŵ�ŵĞƚŚŽĚƐ͕�ŝƚĞƌĂƟŽŶ�ŵĞƚŚŽĚƐ͕�ĞƚĐ͘�
;ĐĨ͘ ��ƚŬŝŶƐŽŶ�ϭϯ͕�<ǇƚŚĞ�Θ��WƵƌŝ�ϭϰͿ͘�^ŽŵĞƟŵĞƐ͕�ƚŚĞƐĞ�ŵĞƚŚŽĚƐ�ĂƌĞ�ĚĞǀĞůŽƉĞĚ�ĨŽƌ�ƐƉĞĐŝĮĐ�ƚǇƉĞ�ŽĨ�ŬĞƌ-
ŶĞůƐ͕�ƐŽ�ƚŚĂƚ�ĨŽƌ�ƐŝŶŐƵůĂƌ�ĞƋƵĂƟŽŶƐ�ƚŚĞƌĞ�ĂƌĞ�ƐŽŵĞ�ƐƉĞĐŝĂů�ŵĞƚŚŽĚƐ�;ĐĨ͘ �WƌƂƐƐĚŽƌĨ�Θ�^ŝůďĞƌŵĂŶŶ�ϭϱͿ͘�
dŚĞ�ŵŽƐƚ�ŽĨ�ŵĞƚŚŽĚƐ�ůĞĂĚ�ƚŽ�Ă�ƐǇƐƚĞŵ�ŽĨ�ĞƋƵĂƟŽŶƐ͕�ďƵƚ�ǀĞƌǇ�ŽŌĞŶ�ƚŚĞ�ĐŽŶĚŝƟŽŶ�ŶƵŵďĞƌ�ŽĨ�ƚŚĞ�ĐŽƌƌĞ-
ƐƉŽŶĚŝŶŐ�ŵĂƚƌŝǆ�ŝƐ�ǀĞƌǇ�ůĂƌŐĞ͊�dŚĞ�ƐŽůƵƟŽŶ�ĐĂŶ�ďĞ�ĚŽŶĞ�ŝŶ�Ă�ƉŽůǇŶŽŵŝĂů�ĨŽƌŵ͕�ĂƐ�Ă�ƉŝĐĞǁŝƐĞ�ƉŽůǇŶŽŵŝĂů͕�
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APPROXIMATE ANALYTICAL SOLUTIONS FOR LOVE’S INTEGRAL EQUATIONS
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ŇĂǁĞĚ͘�KƚŚĞƌǁŝƐĞ͕�ƐŽůƵƟŽŶƐ�ƚŽ�ƐĞǀĞƌĂů�ĂƉƉůŝĞĚ�ƉŚǇƐŝĐƐ�ƉƌŽďůĞŵƐ�ĂƌĞ�ďĂƐĞĚ�ŽŶ�ƚŚĞ��W�^�;ĐĨ͘ �ϭϲͿ͕�ƵƐŝŶŐ�
ŽŶůǇ�ƚŚĞ�ƐƵďƐĞƋƵĞŶĐĞ�^B�m �x�`�ŽĨ�ƚŚĞƐĞ�ƉŽůǇŶŽŵŝĂůƐ͕�ǁŚŝĐŚ�ƐĂƟƐĨǇ�ƚŚĞ�ƌĞůĂƟŽŶ

 
� �

�� �� � �� ��� � � � �� � � � �� ��m m m mB x x x B x B x mE� � � � � t

ǁŝƚŚ� B��x�  �� ĂŶĚ� B� �x�  x
� � � ͕� ǁŚĞƌĞ� E�  �� E � ���� � ĂŶĚ� Em  �� ĨŽƌ� m t ��� KƚŚĞƌǁŝƐĞ͕� ƚŚĞƐĞ�

ƉŽůǇŶŽŵŝĂůƐ� ĂƌĞ� � ǀĞƌǇ� ƐŝŵŝůĂƌ� ƚŽ� �ŚĞďǇƐŚĞǀ� ƉŽůǇŶŽŵŝĂůƐ͖� ƚŚĞŝƌ� ƚŚƌĞĞͲƚĞƌŵ� ƌĞĐƵƌƌĞŶĐĞ� ƌĞůĂƟŽŶ� ŝƐ�
Bn���x�  xBn �x� � Bn���x�� ����n  … ͕�ǁŚĞƌĞ� B��x�  �� B��x�  �� B��x�  x

� � �� /Ŷ�ϭϮ�ǁĞ�ŐĂǀĞ�ƐĞǀ-
ĞƌĂů�ŶĞǁ�ƉƌŽƉĞƌƟĞƐ�ŽĨ��ŽƵďĂŬĞƌ�ƉŽůǇŶŽŵŝĂůƐ͕�ŝŶĐůƵĚŝŶŐ�ƚŚĞŝƌ�ǌĞƌŽ�ĚƐƚƌŝďƵƟŽŶ͕�ĂŶĚ�ƉƌĞƐĞŶƚĞĚ�ĂŶ�ĂƉƉůŝ-
ĐĂƟŽŶ�ƚŽ�>ŽǀĞ Ɛ͛�ŝŶƚĞŐƌĂů�ĞƋƵĂƟŽŶƐ�;ĨŽƌ�ƐŽŵĞ�ŽƚŚĞƌ�ƉƌŽĐĞĚƵƌĞƐ�ƐĞĞ�ϭϳ�ĂŶĚ�ϭϴͿ͘�
^ŝŶĐĞ�ƚŚĞ�ƐŽůƵƟŽŶ�ŽĨ�>ŽǀĞ Ɛ͛�ĞƋƵĂƟŽŶ�;ϭ͘ϮͿ�ŝƐ�ĂŶ�ĞǀĞŶ�ĨƵŶĐƟŽŶ�ŽŶ�оϭ, ϭ͕�ǁĞ�ƚƌǇ�ƚŽ�ĮŶĚ�ŝƚ�ŝŶ�ƚŚĞ�ƐĞƚ�ŽĨ�Ăůů�
ĂůŐĞďƌĂŝĐ�ƉŽůǇŶŽŵŝĂůƐ�ŽĨ�ĚĞŐƌĞĞ� �n �ĂƐ�Ă�ůŝŶĞĂƌ�ĐŽŵďŝŶĂƟŽŶ�ŽĨ��ŽƵďĂŬĞƌ�ƉŽůǇŶŽŵŝĂůƐ� � � �� � � � � � �nB B B…  
ŝ͘Ğ͕͘ 

 
� �

�
� � � ��

n

n m m
m

f x c B x
 

 ¦
   

;ϰ͘ϭͿ

dŚĞŶ͕�ƉƵƫŶŐ�ŝƚ�ŝŶ�;ϭ͘ϮͿ�ǁĞ�ŽďƚĂŝŶ

 

�

� �� �
� ��

� � � �G ��
� �

n n

m m m m
m m

s dc B x c B y y
d x yS  �

�  
� �¦ ¦³

ŝ͘Ğ͕͘

 

�
�

� � �
� �

� �� � G ��
� �

n
m

m m
m

d B ysB x y c
d x yS �

§ ·
�  ¨ ¸� �© ¹

¦ ³
^ŝŶĐĞ�ƚŚĞ�ƐŽůƵƟŽŶ�ŽĨ�>ŽǀĞ Ɛ͛�ĞƋƵĂƟŽŶ�ŝƐ�ĂŶ�ĞǀĞŶ�ĨƵŶĐƟŽŶ�ŽŶ�Ͳϭ͕ϭ͕�ǁĞ�ĐĂŶ�ƚĂŬĞ� n ���ŵƵƚƵĂůůǇ�ĚŝīĞƌĞŶƚ�
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/Ŷ�ƚŚŝƐ�ĂƉƉƌŽĂĐŚ�ǁĞ�ŶĞĞĚ�ƚŚĞ�ŝŶƚĞŐƌĂůƐ
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NUMERICAL EXAMPLES
/Ŷ� ƚŚŝƐ� ƐĞĐƟŽŶ�ǁĞ�ƉƌĞƐĞŶƚ� ƐŽŵĞ� ƌĞƐƵůƚƐ� ĨŽƌ� �ĮƌƐƚ� >ŽǀĞ Ɛ͛�ĞƋƵĂƟŽŶ� ;ϭ͘ϭͿ͕�ŽďƚĂŝŶĞĚ�ƵƐŝŶŐ� ƚŚĞ�ƉƌĞǀŝŽƵƐ�
ŵĞƚŚŽĚ�;^ĞĐƟŽŶ�ϰͿ͕�ǁŝƚŚ�ƚŚĞ�ƉŽƐŝƟǀĞ�ǌĞƌŽƐ�ŽĨ�ƚŚĞ��ŚĞďǇƐŚĞǀ�ƉŽůǇŶŽŵŝĂů�T�n���x�͕�ŝ͘Ğ͕͘
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FRV � � �������� �
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k n
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S
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�

ĂƐ�ĐŽůůŽĐĂƟŽŶ�ƉŽŝŶƚƐ͘��ůů�ĐŽŵƉƵƚĂƟŽŶƐ�ǁĞƌĞ�ƉĞƌĨŽƌŵĞĚ�ŝŶ�DĂƚŚĞŵĂƟĐĂ͕�sĞƌ͘ �ϵ͘Ϭ͘ϭ͘Ϭ͕�ŽŶ�DĂĐ�ŽŽŬ�WƌŽ�
ZĞƟŶĂ͕�K^�y�ϭϬ͘ϵ͘Ϯ͘�
dŚĞ�ŽďƚĂŝŶĞĚ�ĐŽĞĸĐŝĞŶƚƐ� cm  cm

�n ���ŝŶ�ĂƉƉƌŽǆŝŵĂƟŽŶ� f�n �x� �ŐŝǀĞŶ�ďǇ�;ϰ͘ϭͿ͕�ĨŽƌ� n  �� �� �� ����ĂƌĞ�ƉƌĞ-
ƐĞŶƚĞĚ�ŝŶ�dĂďůĞ�ϱ͘ϭ͘�dŚĞ�ĐŽƌƌĞƐƉŽŶĚŝŶŐ�ĞǆƉĂŶƐŝŽŶƐ�;ŝŶ�ƉŽǁĞƌ�ĨŽƌŵͿ��ĂƌĞ

dĂďůĞ�ϱ͘ϭ͘��ŽĞĸĐŝĞŶƚƐ�ŝŶ�ĂƉƉƌŽǆŝŵĂƟŽŶ�f�n�x��ĨŽƌ�n �������

cm
�n � m  � m  � m  � m  � m  �
n  � ���������� �������������
n  � ���������� ������������� ����������
n  � ���������� ������������� ���������� �����������
n  � ���������� ������������� ���������� ����������� �����������
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� �� ���������� ��������� � ����������� � ����������� �
� �� ���������� ��������� � ��������� � ���������� � ��������

f x x
f x x x
f x x x x
f x x x x

| �

| � �

| � � �

| � � � � ���� �x
DĂǆŝŵĂů�ƌĞůĂƟǀĞ�ĞƌƌŽƌƐ�ŽĨ�ƚŚĞ�ƉƌĞǀŝŽƵƐ�ĂƉƉƌŽǆŝŵĂƚĞ�ƐŽůƵƟŽŶƐ͕�ŝŶĐůƵĚŝŶŐ�ŽŶĞƐ�ĨŽƌ� n  ��ĂŶĚ� n  ����ĂƐ�
ǁĞůů�ĂƐ�ĨŽƌ�>ŽǀĞ Ɛ͛�ƐŽůƵƟŽŶ� fL �x���ĂƌĞ�ƉƌĞƐĞŶƚĞĚ�ŝŶ�dĂďůĞ�ϱ͘Ϯ͕�ǁŚĞƌĞ�ǁĞ�ƵƐĞĚ�ĂƐ�ƚŚĞ�ĞǆĂĐƚ�ƐŽůƵƟŽŶ�ƚŚĞ�
ŽŶĞ�ŽďƚĂŝŶĞĚ�ďǇ�ĂŶ�ĞĸĐŝĞŶƚ�ŵĞƚŚŽĚ��ĨŽƌ�ƐŽůǀŝŶŐ�&ƌĞĚŚŽůŵ�ŝŶƚĞŐƌĂů�ĞƋƵĂƟŽŶƐ�ŽĨ�ƚŚĞ�ƐĞĐŽŶĚ�ŬŝŶĚ�ϭ͘�
�ůƚĞƌŶĂƟǀĞůǇ͕ �ǁĞ�ĐĂŶ�ĂůƐŽ�ƵƐĞ� f���x� �ĂƐ� f �x� ͘�EƵŵďĞƌƐ�ŝŶ�ƉĂƌĞŶƚŚĞƐĞƐ�ŝŶĚŝĐĂƚĞ�ĚĞĐŝŵĂů�ĞǆƉŽŶĞŶƚƐ͘

dĂďůĞ�ϱ͘Ϯ͘�DĂǆŝŵĂů�ƌĞůĂƟǀĞ�ĞƌƌŽƌƐ�ŽĨ�ƚŚĞ�ĂƉƉƌŽǆŝŵĂƚĞ�ƐŽůƵƟŽŶƐ

$SSUR[LPDWLRQ fL n  � n  � n  � n  � n  � n  �
5HODWLYH�HUURUV �������� �������� �������� �������� �������� �������� ��������

�ůƐŽ͕� ŐƌĂƉŚƐ�ŽĨ� ƚŚĞ� ƌĞůĂƟǀĞ�ĞƌƌŽƌƐ� � f�n �x� � f �x�� � f �x� � ĂŶĚ� � fL �x� � f �x�� � f �x� � ĂƌĞ� �ĚŝƐƉůĂǇĞĚ� ŝŶ�
&ŝŐƵƌĞ�ϱ͘ϭ͘�EŽƟĐĞ�ƚŚĂƚ�ƚŚĞ�ďŽƚŚ��ĂƉƉƌŽǆŝŵĂƚĞ�ƐŽůƵƟŽŶƐ� f��x� �;ĨŽƌ� n  ���ĂŶĚ� fL �x� �ĂƌĞ�ƉŽůǇŶŽŵŝĂůƐ�
ŽĨ�ƚŚĞ�ƐĂŵĞ�ĚĞŐƌĞĞ�ĞŝŐŚƚ͘

      
&ŝŐ͘�ϱ͘ϭ͘�ZĞůĂƚŝǀĞ�ĞƌƌŽƌƐ�ŽĨ�ƚŚĞ�ĂƉƉƌŽǆŝŵĂƚĞ�ƐŽůƵƚŝŽŶƐ�ŽĨ�ĚĞŐƌĞĞ�ĞŝŐŚƚ�f��x��;ůĞĨƚͿ�ĂŶĚ�fL�x��;ƌŝŐŚƚͿ

dŚĞ�ƐŽůƵƟŽŶƐ� f��x� �ĨŽƌ��ĚŝīĞƌĞŶƚ�ǀĂůƵĞƐ�ŽĨ�ƚŚĞ�ĚŝƐƚĂŶĐĞ� d  � d  ��� d  ��  d  ������ĂŶĚ� d  ������ �ĂƌĞ�
ƉƌĞƐĞŶƚĞĚ�ŝŶ�&ŝŐƵƌĞ�ϱ͘Ϯ͘��

          
&ŝŐ͘�ϱ͘Ϯ͘�;ůĞĨƚͿ�dŚĞ�ƐŽůƵƚŝŽŶƐ�ŽĨ�ĨŝƌƐƚ�>ŽǀĞ Ɛ͛�ĞƋƵĂƚŝŽŶ��ĂƐ�ůŽŐͲƉůŽƚƐ�ĨŽƌ�d�сϭϬ�;ĚĂƐŚĞĚ�ůŝŶĞͿ͕�d�сϭ�;ĚŽƚƚĞĚ�ůŝŶĞͿ͕�d�сϭͬϭϬ�;ƐŽůŝĚ�ůŝŶĞͿ͕�
ĂŶĚ�d�сϭͬϭϬϬ�;ĚŽƚͲĚĂƐŚĞĚ�ůŝŶĞͿ͖�;ƌŝŐŚƚͿ�dŚĞ�ƐŽůƵƚŝŽŶƐ�ŽĨ�ƐĞĐŽŶĚ�>ŽǀĞ Ɛ͛�ĞƋƵĂƚŝŽŶ��ĨŽƌ�d�сϭ�;ĚĂƐŚĞĚ�ůŝŶĞͿ͕��d�сϭͬϭϬ��;ĚŽƚƚĞĚ�ůŝŶĞͿ��

ĂŶĚ�d сϭͬϭϬϬ�;ƐŽůŝĚ�ůŝŶĞͿ�

/Ŷ�ƚŚĞ�ĐĂƐĞ�ǁŚĞŶ�� dof��ƚŚĞ�ƐŽůƵƟŽŶ�ŽĨ�ĮƌƐƚ��>ŽǀĞ Ɛ͛�ĞƋƵĂƟŽŶ�;ϭ͘ϭͿ�ƚĞŶĚƐ�ƚŽ�ƚŚĞ�ĐŽŶƐƚĂŶƚ� f �x�  �͘�&Žƌ�
ĞǆĂŵƉůĞ͕�ŝŶ�ƚŚĞ�ĐĂƐĞ� d  ����ƚŚĞ�ĮƌƐƚ�ƚǁŽ�ƐŽůƵƟŽŶƐ�ĂƌĞ
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f x x
f x x x�

| �

| � � �



ϰϱϲ���භ���D/d�ϮϬϭϯ

ǁŝƚŚ�ŵĂǆŝŵĂů�ƌĞůĂƟǀĞ�ĞƌƌŽƌƐ�ŽŶ�Ͳϭ͕ϭ͕��ϳ͘ϰϬ;ͲϳͿ�ĂŶĚ�ϭ͘ϳϵ;ͲϵͿ͕�ƌĞƐƉĞĐƟǀĞůǇ͘�
&ŝŶĂůǇ͕ �ƵƐŝŶŐ�ƚŚĞ�ĞǆƉƌĞƐŝŽŶ�ĨŽƌ�V �r�z� �;ƐĞĞ�^ĞĐƟŽŶ�ϭͿ�ǁĞ�ĐĂŶ�ĐĂůĐƵůĂƚĞ��ĂŶĚ�ƉůŽƚ�ƚŚĞ�ĞƋƵŝƉŽƚĞŶƟĂů�ůŝŶĞƐ�
;ƐĞĞ�&ŝŐƵƌĞ�ϱ͘ϯ�ĨŽƌ�ƚǁŽ�ĐĂƐĞƐ�d�сϭ�ĂŶĚ�d�сϭͬϭϬͿ͘�

 
&ŝŐ͘�ϱ͘ϯ͘��ƋƵŝƉŽƚĞŶƚŝĂů�ůŝŶĞƐ�ĨŽƌ� rV  ����������� �ǁŚĞŶ��d�сϭ�;ůĞĨƚͿ�ĂŶĚ�ĨŽƌ� rV  ������������ǁŚĞŶ�d�сϭͬϭϬ�;ƌŝŐŚƚͿ

dŚĞ�ĐŽƌƌĞƐƉŽŶĚŝŶŐ�ƌĞƐƵůƚƐ�ĨŽƌ�ƐĞĐŽŶĚ�>ŽǀĞ Ɛ͛�ŝŶƚĞŐƌĂů�ĞƋƵĂƟŽŶ�ĐĂŶ�ďĞ�ŽďƚĂŝŶĞĚ�ŝŶ�Ă�ƐŝŵŝůĂƌ�ǁĂǇ͘�dŚĞ�ƐŽ-
ůƵƟŽŶƐ�ĨŽƌ��ĚŝīĞƌĞŶƚ�ǀĂůƵĞƐ�ŽĨ�ƚŚĞ�ĚŝƐƚĂŶĐĞ� d �; d  ��  d  �������ĂŶĚ� d  ������ �ĂƌĞ�ƉƌĞƐĞŶƚĞĚ�ŝŶ�&ŝŐƵƌĞ�
ϱ͘Ϯ�;ƌŝŐŚƚͿ͘���ƉƌŽďůĞŵ�ŝŶ�ĂƉƉƌŽǆŝŵĂƟŽŶ�ĐĂŶ�ĂƉƉĞĂƌ�ǁŚĞŶ�do���;ĐĨ͘ �ϭϵͿ͘�EĂŵĞůǇ͕ �ŝŶ�ƚŚĂƚ�ĐĂƐĞ�ǁĞ�ŚĂǀĞ�
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ǁŚŝĐŚ�ŵĞĂŶƐ�ƚŚĂƚ�ĨŽƌ� �� � x �����ƚŚĞ�ƐŽůƵƟŽŶ� f �x� �ŽĨ�ƐĞĐŽŶĚ�>ŽǀĞ Ɛ͛�ĞƋƵĂƟŽŶ�ŝƐ�ŶĞĂƌůǇ�ĞƋƵĂů�ƚŽ�Ъ͕�ďƵƚ�
Ăƚ�ƚŚĞ�ĞŶĚƉŽŝŶƚƐ� f �r�� | �

� ͘�dŚƵƐ͕�ŝŶ�ƚŚŝƐ�ĐĂƐĞ�ǁŝƚŚ�ƐŵĂůů�ƉĂƌĂŵĞƚĞƌ� d �ƐŽŵĞ�ĚŝĸĐƵůƟĞƐ�ŝŶ�ĂƉƉƌŽǆŝŵĂ-
ƟŽŶ͕�ĞƐƉĞĐŝĂůůǇ�ďǇ�ƉŽůǇŶŽŵŝĂůƐ͕�ŚĂǀĞ�ĂƉƉĞĂƌĞĚ͘��Ŷ�ĞĸĐŝĞŶƚ�ƉƌŽĐĞĚƵƌĞ� ĨŽƌ�Ă�ǀĞƌǇ�ƐŵĂůů�ǀĂůƵĞ�ŽĨ� ƚŚĞ�
ƉĂƌĂŵĞƚĞƌ� d �ŝŶ�ƚŚŝƐ�ĞƋƵĂƟŽŶ�ŚĂƐ�ƌĞĐĞŶƚůǇ�ďĞĞŶ�ŝŶƚƌŽĚƵĐĞĚ�ďǇ�WĂƐƚŽƌĞ�ŝŶ�ϮϬ͘

    
&ŝŐ͘�ϱ͘ϰ͘��ƋƵŝƉŽƚĞŶƚŝĂů�ůŝŶĞƐ�ĨŽƌ�V ���������������ĂŶĚ�V ���������������ǁŚĞŶ��d� � 

&ŝŶĂůůǇ͕ �ŝŶ�&ŝŐƵƌĞ�ϱ͘ϰ�ǁĞ�ƉƌĞƐĞŶƚĞĚ�ĞƋƵŝƉŽƚĞŶƟĂů�ůŝŶĞƐ�ĨŽƌ�ƚŚĞ�ĞůĞĐƚƌŽƐƚĂŝĐ�ƐǇƐƚĞŵ�ǁŚĞŶ�ƚŚĞ�ƉŽƚĞŶƟĂůƐ�
ŽĨ�ƚŚĞ�ďŽƚŚ�ƉůĂƚĞƐ�ĂƌĞ�V ���ĂŶĚ�d ��
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