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» Tada Tjuringovu masinu deﬁmsem
petorku (S,q,,9., 4, 9)



» Neka su:

¢ ¢,pocetno stanje, q,E€S

¢ ¢_jezavrsnostanje,q_€S

o A={1,0!alfabet

¢ 6 preslikavanje, takvoda & :(S\{q.})XA—(AU{L, R)XS

» Tada Tjuringovu masinu definiSemo kao uredenu
petorku (S,q,,9.,4,96)

» Celija trake su numerisane celim brojevima, tako
da je glava 1nicijalno postavljena na nultu, levo od
nje su ¢elyje sa indeksima -1, -2, ..., a desno od nje
sal,?2, ..



* Opis trake je preslikavanje F: Z— A , tako da
ako je u Celij1 sa indeksom z upisan znak 1,
odnosno 0, F(z)=1,F(z)=0
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» Opis trake je preslikavanje F: Z— A , tako da
ako je u Celij1 sa indeksom z upisan znak 1,
odnosno 0, F(z)=1,F(z)=0

» Konfiguracija Tjuringove masSine M=(S,q,,q,,4,0)
je trojka (F,q,e) gde su
° F opis trake
°« g€S , tekuce stanje
¢« e€Z , broj ¢elyje nad kojom se nalazi glava

» Naredba Tjuringove masine M=(S,q,.4., 4,9)
je Cetvorka (q,, s, 0,q;)gde je 6(q;,5)=(0,q,).
Preslikavanje § se naziva program.



» Opis trake je preslikavanje F: Z— A , tako da
ako je u Celij1 sa indeksom z upisan znak 1,
odnosno 0, F(z)=1,F(z)=0

» Konfiguracija Tjuringove masSine M=(S,q,,q,,4,0)
je trojka (F,q,e) gde su

° F opis trake
°« g€S , tekuce stanje
¢« e€Z , broj ¢elyje nad kojom se nalazi glava

» Naredba Tjuringove masine M=(S,q,.q., 4,96)
je Cetvorka (g,, s, 0 qj)gdeje 6(q,.5)=(0,q,).
Preslikavanje § se naziva program.

= VaZI q,=4, 8= 25(%} )_6<qi ) )




* Racunski korak Tjuringove masine M=(S,q,,q.,4,8)
za naredbu /=(q,,s,0,q,) Je svaki par konﬁguracu
(F',q',e"),(F'' q'", e') zakoje vazi
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* Racunski korak Tjuringove masine M=(S,q,,q.,4,90)
za naredbu I=(q,,s,0,q;) Je svaki par konﬁguracu

(F',q' e’ ) (F'',q'", "))Zak()Jevam
¢ ql=q
© F’(@’)=S
«4,=q"



* Racunski korak Tjuringove masine M=(S,q,,q., 4, )
za naredbu 7=(q,,s,0,q,) Je svaki par konfiguracija
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* Racunski korak Tjuringove masine M=(S,q,,q., 4, )
za naredbu 7=(q,,s,0,q,) Je svaki par konfiguracija
(F' qg' e, (F', q', e') zakoje vazi
¢ qi=q’
¢ F'(e')=s
« q4,=q"
¢ Ako je operacija o=1, vazi
e e'=e'’
« F'1 F" se poklapaju, osimu e", gde F''(e'’)=1
¢ Ako je operacija o=0, vazi
o €' =e'’
« F'1 F" se poklapaju, osimu ¢", gde F''(e¢")=0
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¢ Ako je operaciyjao=L , vazi
ee'—1=e'’
 F'1 F" se poklapaju
¢ Ako je operacijao=R , vazi
ee'+1=e''
 F'1 F" se poklapaju
» Daje((F',q',e'),(F'",q'", e'"))racunski korak
naredbe I, oznaCavamo sa (F',q',e')|—(F'",q' ,e'’)
» Izracunavanje za Tjuringovu masinu M =(S,q,, q., 4,6)
1 program P opisan f-jom ¢ je niz konfiguracija
(Fo,qo,eo),(Fl,ql,el),...,(Fm,qm,em) tako da



¢ Ako je operaciyjao=L , vazi
ee'—1=e'’
 F'1 F" se poklapaju
¢ Ako je operacijao=R , vazi
ee'+1=e''
 F'1 F" se poklapaju
Daje((F',q',e'),(F'",q'", e'"))raCunski korak
naredbe I, oznaCavamo sa (F',q',e’)|—(F'"',q' ,e'’)
Izracunavanje za Tjuringovu masinu M=(S,q,, 4., 4,9)
1 program P opisan f-jom ¢ je niz konfiguracija
(Fo,qo,eo),(Fl,ql,el),...,(Fm,qm,em) tako da

“(F,.q",e)l—,(F..q' ), za neku naredbu 7,
(programa P) 1 stanje ¢°=g,



¢ (VkeN)(0<k<m—1)((F,_,,¢" e =1 (Fi g e))




¢ (VkeN)(0<k<m—1)((F,_,,¢" e, =1 (Fi. g e))
© (Fm—l’qm_l’em—1)|_1m(Fm’qm’em), Za qm=qm



¢ (VKkeN)(0<k<m=1)((F,_1.q" " e )=, (Fi. q" e))
¢ (F, 1.q" " e, )-.(F,.q" e, za q"=q,
¢ (Vk=1,m—1)qk;éqz



(VkeN)(0<k<m—=1)((F,_,.q" " e, )=, (F,.q" . e))
(F, 14" e, )= (F,.q" e, za ¢"=q,
(Vk=T,m—1)q" #q.
e,=0,(Vi<0)(F,(i)=0)




¢ (VEkeN)(0<k<m=1)((F,_,.q" " e, )=, (Fi. 4" e))

F,.q9" e, )| (F,q" ) za q"=q,

¢ (Vk=T,m—1)q"#q,

¢ ¢,=0,(Vi<0)(F,(i)=0) 4

¢ (In>0)(Fk,,....k,)e, <k <k,<..<k,, tako da
o (Vi e<i<k,)Fy(i)=1,Fy(k+1)=0
o (Vi k+1<i<k,)F,(i)=1,F,(k,+1)

m—1

¢

3

e (Vi k,_,+1<i<k)F,(i)=1
o (Vi k <i)F,(i)=0



© (VkeN)(0<k<m—1)((F, ,.¢" " e, )= (Fi. 4" e))
¢ (Fm—pqm_l’em—1)|_1m<Fm’qm’em), Za qm=qm
© (Vk=1,m—1)qk¢qz

¢ ¢,=0,(Vi<0)(F,(i)=0) |
¢ (In>0)(Tk,,....k,)e, <k <k,<..<k,, tako da
o (Vi e<i<k)F,(i)=1,F,(k+1)=0
e (Vi,k,+1<i<k,)F,(i)=1,F,(k,+ )
o (Vi k _,+1<i<k)F,()=1
o (Vi k <i)F,(i)=0
¢ F (e)=1,1 (Vi<enligs

m m
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(VkEIN)(O<k<m—1)((Fk_1,qk_l,ek_1)|—lk(Fk,qk,ek))
(F1q" e, )l=(F,.qd" e, za ¢"=q,
(Vk=T,m—1)q"#q,
=0,(Vi<0)(F,(i)=0)
(In>0)(Fk,,.... k,)e, <k ,<k,<..<k,, tako da vazi
e (Vi,e<i<k,)F,(i)=1,F,(k,+1)=0
o (Vi k+1<i<k,)F,(i)=1,F,(k,+1)=0
¢ (Vi k,_ +1<i<k)F,(i)=1
o (Vi k,<i) Fy(i)=0
F (e )=1,1(Vi<e, )F (i)=0
dk=e tako da
e (Vz,em<l<k)F = |

m

@ (V]>k)Fm(])=O
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MaSina
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* Nalik funkcijama — modularnost programskih
jezika

* Dve Tjuringove masine (programa) imaju ﬂ
disjunktne skupove stanja akko S (Pl)mS(Pz) 4

* Pr1 kombinovanju obezbediti da sve mas
disjunktne skupove stanja |

% Neka jef(x)=x+1,g(x)=x—|—2,tj.g(x

¢'g€S(MuUS(C])

I nazivamo k
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» Nalik funkcijama — modularnost programskih
jezika

» Dve Tjuringove masine (programa) imaju
disjunktne skupove stanja akko S(P,)nS(P,)={q,.4.]

» Pr1 kombinovanju obezbediti da sve maSine imaju
disjunktne skupove stanja

» Vise T maSina mozemo 1skombinovati 1 na
nesto slozenij1 nacin
Pr1 tome, ne uzimamo u obzir “konvenciyu’ da se
glava na pocCetku 1 na kraju 1zvrSavanja masine
mora nalaziti na prvoj jedinici s' leva



» Nalik funkcijama — modularnost programskih
jezika

» Dve Tjuringove masine (programa) imaju
disjunktne skupove stanja akko S(P,)nS(P,)={q,.4.]

» Pr1 kombinovanju obezbediti da sve maSine imaju
disjunktne skupove stanja

» Vise T maSina mozemo 1skombinovati 1 na
nesto slozenij1 nacin
Pr1 tome, ne uzimamo u obzir “konvenciyu’ da se
glava na pocCetku 1 na kraju 1zvrSavanja masine
mora nalaziti na prvoj jedinici s' leva
Podseca na naredbu grananja u programskim
jezicima.



* Neka su P, Q 1 R Tjuringove masine, takve da
S(P)NS(Q)NS(R)=(q,.q.] i neka su 9. . g
redom — zavrSno stanje masine P 1 poCetna stanJa
masina Q 1 R.




»* Neka su P, Q 1 R Tjuringove masine, takve da
S(P)NS(Q)NS(R)={q,,q.} inekasu q..q5.49,
redom — zavrSno stanje masine P 1 poCetna stanja
masina Q 1 R.

Tada, mozemo 1skombinovati ove masine

jednostavnim nadovezivanjem uz nesto Sto
11¢1 na pitalice u programskim jezicima



»* Neka su P, Q 1 R Tjuringove masine, takve da
S(P)NS(Q)NS(R)={q,,q.} inekasu q..q5.49,
redom — zavrSno stanje masine P 1 poCetna stanja
masina Q 1 R.

Tada, mozemo 1skombinovati ove masine

jednostavnim nadovezivanjem uz nesto Sto
11¢1 na pitalice u programskim jezicima

I 8((;)=P<>>> PP ,
elsen:(p==1 ) o q?OOqg
R()’ qz 11qO
0
R




»* Neka su P, Q 1 R Tjuringove masine, takve da
S(P)NS(Q)NS(R)=(q,,q.} ineka su q..q5.4q,
redom — zavrSno stanje masine P 1 poCetna stanja
masina Q 1 R.

Tada, mozemo 1skombinovati ove masine
jednostavnim nadovezivanjem uz nesto Sto
11¢1 na pitalice u programskim jezicima

Kompozicijom 1 grananjem cetirlt masine -
ekvivalenata osnovnim naredbama -
mozemo dobiti proizvoljnu T masinu

¢ Upis jedinice u tekucu Celiju 1 zaustavljanje
¢« Upisnule  u tekucu celiju 1 zaustavljanje
¢ Pomeraj glave ulevo za 1 1 zaustavljanje
¢ Pomeraj glave udesno za 1 1 zaustavljanje




Varijante Tjuringove



* TM sa bogatijim alfabetom



* TM sa bogatijim alfabetom
+* TM sa viSe zavrSnih stanja (gde svako SlIIlbOllZU.]
neki rezultat reSavanja problema)



* TM sa bogatijim alfabetom
* TM sa viSe zavrSnih stanja (gde svako 31mbohzuj

neki rezultat reSavanja problema)
*'TM sa levo ograni¢enom trakom



» TM sa bogatijim alfabetom

» TM sa viSe zavrSnih stanja (gde svako simbolizuje
neki rezultat reSavanja problema)

» TM sa levo ograniCenom trakom

» TM sa viSe traka i1 glavom za svaku



» TM sa bogatijim alfabetom

» TM sa viSe zavrSnih stanja (gde svako simbolizuje
neki rezultat reSavanja problema)

» TM sa levo ograniCenom trakom

» TM sa viSe traka i1 glavom za svaku

» TM sa jednom trakom 1 viSe glava nad njom




» TM sa bogatijim alfabetom

» TM sa viSe zavrSnih stanja (gde svako simbolizuje
neki rezultat reSavanja problema)

» TM sa levo ograniCenom trakom

» TM sa viSe traka i1 glavom za svaku
» TM sa jednom trakom 1 viSe glava nad njom
» TM sa 2D trakom beskonacnoj po obe dimenzije




» TM sa bogatijim alfabetom

» TM sa viSe zavrSnih stanja (gde svako simbolizuje
neki rezultat reSavanja problema)

» TM sa levo ograniCenom trakom

» TM sa viSe traka i1 glavom za svaku

» TM sa jednom trakom 1 viSe glava nad njom

» TM sa 2D trakom beskonacnoj po obe dimenzije
» TM koje dozvoljavaju u 1stoj naredbi upis u celiju
1 pomeraj glave.




» TM sa bogatijim alfabetom

» TM sa viSe zavrSnih stanja (gde svako simbolizuje
neki rezultat reSavanja problema)

» TM sa levo ograniCenom trakom

» TM sa viSe traka i1 glavom za svaku

» TM sa jednom trakom 1 viSe glava nad njom

» TM sa 2D trakom beskonacnoj po obe dimenzije

» TM koje dozvoljavaju u 1stoj naredbi upis u celiju
1 pomeraj glave.

» Nedeterministicke Tjuringove masine ( § je relacija
a ne funkcija, tj. moze postojati za 1sto stanje 1
sadrzaj Celyje, viSe razliCitih naredbi)




* Ni jedna od ovih varijanti ne proSiruje klasu
Tjuring 1zraCunljivih funkcija (mogu 1zraCunati
samo ono S$to moZe 1 osnovna verzija TM-a)




* Ni jedna od ovih varijanti ne proSiruje klasu
Tjuring 1zraCunljivih funkcija (mogu 1zraCunati
samo ono S$to moZe 1 osnovna verzija TM-a)

» [zraCunljiva f-ja je samo ona koja je Tj Jurmg
1zraCunljiva



» N1 jedna od ovih varijanti ne prosiruje klasu
Tjuring 1zracunljivih funkcija (mogu izraCunati
samo ono Sto moze 1 osnovna verzija TM-a)

>

» Neke od ovih varijanti ne mogu 1zraCunati sve 1z
TI klase (npr. masSina sa trakom ograni¢enom sa
jedne strane 1 unarnim alfabetom, 1l1 masina sa
dva stanja 1 binarnim alfabetom)



» N1 jedna od ovih varijanti ne prosiruje klasu
Tjuring 1zracunljivih funkcija (mogu izraCunati
samo ono Sto moze 1 osnovna verzija TM-a)

>

» Neke od ovih varijanti ne mogu 1zraCunati sve 1z
TI klase (npr. masSina sa trakom ograni¢enom sa
jedne strane 1 unarnim alfabetom, 1l1 masina sa
dva stanja 1 binarnim alfabetom)

» Jednakost varijanti T maSina dokazuje se tako Sto
se pokaze da za svaki program jedne od varijanti
T masina postoje programi za druge varijante koji
simuliraju njegov rad (izraCunavaju 1sti f-ju)



Tjuringova Masina sa
Bogatijim Alfabetom



» Rec1 bilo kog alfabeta mogu se predstaviti unarnim
alfabetom

» Obicno je, Sto se 1zraCunljivosti tice, svejedno koji
alfabet koristimo (kod masina sa ni sa jedne strane
ograni¢enom trakom...)

» Cesto je broj koraka potrebnih za resavanje nekog
problema manj1 ukoliko je altabet veci (npr. Sto
je veca osnova sistema, to je manje celija potrebno
da se broj zapiSe)



Tjuringova Masina sa Levo
Ogranicenom Trakom
(sa Trakom sa PoCetkom na
Levoj Strani)



» U krajnje levoj Celij1 (pocCetku trake) sadrzi
specijalni znak, npr. —




» U krajnje levoj Celij1 (pocCetku trake) sadrzi
specijalni znak, npr. —

* Jedina moguca naredba kada je glava iznad
krajnje leve celjje je ¢,—Rq;



» U krajnje levoj ¢eliji (pocetku trake) sadrzi
specijalni znak, npr. —
» Jedina moguca naredba kada je glava 1znad
krajnje leve celije je q,—Rgq;

» Ova varyjanta 1zraCunava one f-je koje 1 std TM
(dakle sve 1zraCunljive)



» U krajnje levoj ¢eliji (pocetku trake) sadrzi
specijalni znak, npr. —

» Jedina moguca naredba kada je glava 1znad
krajnje leve celije je q,—Rgq;

» Ova varyjanta 1zraCunava one f-je koje 1 std TM
(dakle sve 1zraCunljive)

¢« Dokaz:

Da je klasa f-ja koju 1zracunavaju Tjuringove
masine sa levo zatvorenom trakom (LTM) potklasa
u klasi Tjuring 1zraCunljivih f-ja — ocigledno je(u
std verzij1 jednostavno necemo koristiti celije levo
od pocetka u L'TM verzij1)



Za suprotan smer, moramo primeniti pomenuto
pravilo o dokazivanju jednakosti TM-a
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Neka je M Tjuringova masina bez pocetka 1 kraja,
1 neka M 1zraCunava f-ju f

Potrebno je pokazati da postoj1 LTM N koja
1zraCunava f



Za suprotan smer, moramo primenitl pomenuto
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Neka je M Tjuringova masina bez pocetka 1 kraja,
1 neka M 1zraCunava f-ju f
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Za suprotan smer, moramo primenitl pomenuto
pravilo o dokazivanju jednakosti TM-a

Neka je M Tjuringova masina bez pocetka 1 kraja,
1 neka M 1zraCunava f-ju f

Potrebno je pokazati da postoji LTM N koja
izraCunava f

+0 -1
—1 =2

Traka masine N —
Za A(M)={0,1}
A(N)=(A(M)X A(M))U{—}={(0,0), (0,1),(1,0),(1,1),—]

Celije trake od N sadrze parove znakova iz éelija
od M (indeksi: (i,—i—1),i=0,00 )



Za svako stanje q masine M, N 1ma dva stanja
(q,1)1(q,2), tJ. stanje u kojem N radi nad go n
odnosno donjom trakom

(¢.,1) 1(q.,2) su zavrSna stanja za N



Za svako stanje g masine M, N 1ma dva stanja
(q,1)1(q,2), tj. stanje u kojem N radi nad gornjom
odnosno donjom trakom

(q.,1)i(g.,2) suzavrSna stanja za N
Transformacije naredbi:

q.5 0q,; naredba maSine M, tada je

(g, 1)(s,x)o(g,, 1) | |
odgovarajuca naredba masine N, pri cemu

(o0=LVo=R)=>0=0
(o=1Vo=0)=0=(0, x),x€{0,1|
Ovom naredbom menjamo polozaj glave 1l

vrednost ¢elije u gornjem redu trake od N, tj.
desnoj (nenegativnoj) polovini trake od M



(4,,2)(x, 5)0(q,.2) | |
odgovarajuca naredba masine N, pri cemu

o=L=>0=R
o=R=0=L
(0=1Vo=0)=0=(x,0),x€{0,1}

Ovom naredbom menjamo polozaj glave 1l
vrednost ¢elije u donjem redu trake od N, tj. levoj

(negativno]) polovin trake od M

Kretanje ulevo nad levoj polovini trake od M je
kretanje udesno na donjoj traci od N



Za svako stanje @ masine M, u N se dodaju naredbe

(¢.1)=R(q.2) 1 (q,2)=R(q.1)

Do celjje sa — mozZe se stici kretanjem ulevo kroz
gornji red trake od N, 1 tada prelazimo u donji, ali
sada kretanje ulevo u M je kretanje udesno u M

Analogno reagujemo u slucaju kada kretajuci se
donjom trakom ulevo dodjemo do pocetne celije
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(¢.1)=R(q.2) 1 (q,2)=R(q.1)

Do celjje sa — mozZe se stici kretanjem ulevo kroz
gornji red trake od N, 1 tada prelazimo u donji, ali
sada kretanje ulevo u M je kretanje udesno u M

Analogno reagujemo u slucaju kada kretajuci se
donjom trakom ulevo dodjemo do pocetne celije

¢ Ovako opisana masSina N ne samo da 1zraCunava f,
nego 1z nje lako mozemo rekonstruisati ponasanje
masine N, tj. simulira je.



Za svako stanje @ masine M, u N se dodaju naredbe

(¢.1)=R(q.2) 1 (q,2)=R(q.1)

Do celjje sa — mozZe se stici kretanjem ulevo kroz
gornji red trake od N, 1 tada prelazimo u donji, ali
sada kretanje ulevo u M je kretanje udesno u M

Analogno reagujemo u slucaju kada kretajuci se
donjom trakom ulevo dodjemo do pocetne celije

¢ Ovako opisana masSina N ne samo da 1zraCunava f,
nego 1z nje lako mozemo rekonstruisati ponasanje
masine N, tj. simulira je.

¢ Dakle, klasa T-1zracunljivih f-ja je podklasa u
klas1 LT-1zraCunljivih f-ja, a kako obrnuto vazi
trivijalno, te dve klase su jednake.



Za svako stanje @ masine M, u N se dodaju naredbe

(¢.1)=R(q.2) 1 (q,2)=R(q.1)

Do celjje sa — mozZe se stici kretanjem ulevo kroz
gornji red trake od N, 1 tada prelazimo u donji, ali
sada kretanje ulevo u M je kretanje udesno u M

Analogno reagujemo u slucaju kada kretajuci se
donjom trakom ulevo dodjemo do pocetne celije

¢ Ovako opisana masSina N ne samo da 1zraCunava f,
nego 1z nje lako mozemo rekonstruisati ponasanje
masine N, tj. simulira je.

¢ Dakle, klasa T-1zracunljivih f-ja je podklasa u
klas1 LT-1zraCunljivih f-ja, a kako obrnuto vazi

trivijalno, te dve klase su jednake. B N
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