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JIE@UHUILTAIA T10 CJIAYYAJY

Teopema 1. Hexa cy hy, . . ., by, npumumueno pexypausne gynrkuyuje apeymenma T = (1, . .., Ty)
u Ag, ..., Ay npumumusto pexypaustu npedukramu makeu 0a 3a c6axy k-mopky T 6aitcu
camo jedan 0d wux. Tada je dynryuja

(hg(:i“), aro eastcu Ay(T)
flz) =4

hi(Z), axo eaorcu A, (T)

\

NPUMUMUBHO PEKYPIUBHA U Kadicemo da je ona Jehunucana no cayajy.

Jloka3. Oyukiuja f ce Moxke 3anucaTii y 00JIuKy
f(@) =) hi(z) Ca (),
i=0

na je NPUMUTHBHO PEKYP3UBHA. []

OBakaB HauYMH 3a/aBatba GpyHKIuje cpehemo Ko JedpuHncama (PyHKINje eKCILTNIATHAM
3aJlaBalbeM BPU]EJHOCTH 3a IPBUX [ NPUPOAHMX OpojeBa, a y HNPEeoCTaIuM CJIydajeBIMa
Kopucrehn neky apyry 1P dynknnjy.



OIrPAHUYEHA KBAHTUOUKAIINJA

Jedunummja 1. Heka je k npupogan 6poj u R k + l-apau npegukar. Ozpanuvena e23u-
cmenyujaita Keanmugpurauyuja npegukara R je k + 1-apuu npejnkar () 3a KOju BayKu

Q(z,m) < (3 <m) R(z,1), 0<ieN

Oeparuvena yrusepsasna xeanmupurayuja npegukara R je k + l-apuu npenukar () 3a
KOJU BaKu

Q(z,m) <= (Yi<m)R(z,i), 0<ieN



Teopema 2. Axo je R npumumueno pexypsusnu npedukam aprocmu k+1, mada cy u npe-
AUKAMU 02PAHUYENE E23UCMEHUUIAANE U YHUBEP3aHe Keanmudurayuje 3a B npumumusno
DEKYP3UBH.

Jlokaz. KapaxTepuctunana (pyHKIU]a NpeJuKaTa orpaHrndcHe YHHUBep3aJHe KBaHTUUKA-
ije je
Cv(a_f, m) = H CR(@v i)a

1<m
a Kako je OHa TPUMHTHBHO peKypsuBHa (orpanndenn mpoussos je I1P) un npepnukar orpa-
HUYeHe YHUBep3a/He KBaHTUUKAII]E je TaKaB.

Hasbe je
(Fi <m) R(z,1) < =(Vi<m)-R(z,1),

11a KapaKTepuCcTHIHy (PYHKIHje IpeJnKaTa orpaHmieHe ersucTeHnnjaane KBaHTudguKalmje
MOYKEMO 3alucaT y 00JIUKY

Cs(z,m) == [T (= (Cr(z,7),1)),1],

1<m
Ma je n OH HIPUMHUTHBHO PeKyp3WBaH (Ha OCHOBY TOTa IITO Cy KapaKTepUCTHIHA (DYHKIIN]ja
OrpaHrvIeHor mponspojia 1 dyHkiwmja Monyc [1P). []



[Tpumjep 1. Heka npenukar neparno(n) Bayki ako n caMo ako je n Hemapat 0poj. O# je
[IP jep
neparno(n) < n je nenapan < (Im<n)(n=2-m+1).

[Tpumjep 2. Ciuuno, 3a npeankar parno(n) mamMo
parno(n) < n je napan < (Im<n)(n=2-m).

ITpumjep 3. Hexa npegukar +(m,n) BazKn ako 0 caMo ako m aujesn n 6e3 octarka. Kako
je

+(m,n) < (Ik<n)(n=Fk-m),
npeaukar +(m,n) je I1P.

ITpumjep 4. [Ipenukar prost(n) je IIP, jep Baxkn ako m caMo ako BazKu

(1<n) A ((Ym<n)((m=1) v (m=n) v (~+ (m,n))))

Hanomena 1. Mormm ecmo takolhe nmucarn

prost(z) - {é oI D=2 e je D(@) = ¥+ (9 0).

nHave y<w

a 3aTUM UCKOPHUCTUTH (DYHKIM]Y Sgn, ma 6ucmo umMasn prost(z) = sg—n(|D(:1;) - 2\)



OIrPAHUYEHA MUHUMUBALINIA

Jedunuimmja 2. Heka je k£ € N u R npeauxkar apaoctu k+ 1. Ozpanuvena Munumudanu)a
3a nipejnkar R je ¢yukiuja f(Z,n) apuocru k + 1, nedpunncana ca

(
Hajmamn p <n, p € N,

TakaB Ja R(Z,p) Baxu, aKko TAKaB MOCTOjH

(1p <) R(Z,p) =

\O nHaye

Hanomena 2. ITocTojn u ortepaTop HeorpaHndene MUHIMUBAIA]E NN CAMO f-OTIepaTop Koju
ce jecbunmIIe Ha cibejehn Hadnn

y

HajMamn z Takas ja je f(Z,z) =0n
(py) (f(j y) = 0) _ (Vy <2)f(Z,y) je nedunncaro, aKO IOCTOJU TaKBO Y
\HeﬂerI/IHI/ICEiHO HHAe

Hanomena 3. C 063upoM Ha IPETXOAHY AepUHUIN]Y, [4-OlIepaTop ce jOII 30Be W ONepamop
npempaze, jep ce 3a nary Gyarunjy f(Z,y) mpascu najmare y TaKBO Ja je OHa HyJIa.



Teopema 3. Hexa je k npupodan 6poj u R npumumucro pexypsausnu npeduram apHocmu
k+1. Tada je oepanuvera munumudayuja 3a npeduxam R npumumueno pexypausna ¢ym-

U,
Jloka3. Pynukinja

h(p,n,z) =

2

p axo (Ji <n) R(x,17)
n+1  ako R(Z,n+1)A=(Fi<n)R(Z,1)
0 axo nuje (31 <n+1)R(x,17)

\

je IIP jep je nmedunucana no ciayuajy IIP npegukaruma n dynkunjama. IlpumuruBaOM
pekypsujoM ce Moxke gedunucarn u Gyukiuja (up <n) R(Z,p):

(up
(up<n

<n)R(z,p)=0
+1) R(z,p) = h((up < n) R(Z,p),n, T)

Bpujennocr gyHKImje je MUHIMATHO p < 1 3a Koje Baxku R(Z,p), ako TaKBO MOCTOJU O/TH.
n + 1 ako TakBo p He moctoju, a Baxku R(Z,n + 1), onn. 0 ako uHE 3a jegHo p < n + 1
nuje R(z,p). Kako je h IIP, taksa je u ¢yHKImja orpanndene MunnMusaiuje (up <

n) R(z,p).

[]



[Tpumjep 5. Jdedunummvo yukiujy p(n) xao BpujeaHOCT n-TOr mpocTor Opoja. I[lo-
emarpajmo byuxijy h(n,z) = (uz < ((n) +1))((n < x) A prost(z)). Oyuxnujy p(n)
MOXKeMO JIe(bMHUCATH Kao
p(0) =2
p(n+1)= h(p(n),n), rma je ona [1P.
[Tpumjep 6. Heka je [z], = crenen n-tor npocror 6poja y dakropusannjun 6poja . OHa
je 1IP jep je
(2] = (py < x)(ﬂ + (p(n)v, :c))
[Tpumjep 7. Oynkunja duzina(x), nedpunrcana ca

duzina(x) = peaan O6poj HajMamer MPOCTOr OPoOja TINjI je CTereH
y (pakTopm3anuju Opoja x jegHax 0,

je Takobhe IIP, jep je duzina(z) = (un < x)([az]n = O).

Hrp. ako je nus npoctux 6pojesa jgedpunncan ca p(0) =2, p(1) =3, p(2) =5,... Taja je
duzina(660) = 3, jep je 660 = 22-3-5- 11, onakie BuauMO Ja 6poj 7 uma cremned jejnax 0,
11a U3 IPeTXOHOr HU3a Jo0MjaMo Ja je HeroB pegHu 0poj 3.



TEJAETN3AIINIA

Koanpaibe omoryhasa nmpuapy»KuBaibe IPUPOAHIX OpojeBa 00jeKTHMa, KOjU CYy Y HallleM
cyrydajy (pyHKINje WK IPOorpaMu, Y Y Ja ce NCIUTHBaIbe THX 00jeKaTa cBejle Ha NCITNTH-
Barbe IbUXOBUX CJIMKa ToMohy apuTmernke. OBakaB IOCTYIIaK JI03BObaBa Jla ce PyHKITH]a
OJIH. HheHa CJIMKa OJIH. KOJI jaB/ba KAO COIICTBEHU apryMeHT.

YcCJ10BH:
e 1ie T10CTOje /Ba 00jeKTa ca UCTUM IPUIPY2KEeHM OpojeM,
e OPOj cBaKor 0bjeKTa padyHa ce Yy KOHAaTHOM OPOjy KOpaka.,

® 33 JIATU IPUPOJaH OPO] MOXKe ce y KOHAUHOM OPOjy KopaKa IIPOBjepUTH J1a JIX je OH OpO]
HeKor o0jeKTa 1 Halim Taj objeKkaT, aKo IOCTOjH.

Axko je gb: T — N mperxo/inn ycaoBy 3al1paBo 3Hade
o ako je gb(P1) = gb(1%) Tana je Py = P,
e gb je epbeKTUBHO UBpAUIYH/BUBA,

e gb! je edbekTuBHO M3paUYHILUBA.



OnucaHn mocTynak Koauparba 30Be ce rejennsalnja, a KOJ Npuapy»keH o0jekTy lese-

0B Opoj. AKO Ccy MCIyIbeHU HaBeJIeHU YCJI0BU, TBphema 1 JI0Kasu He 3aBuce O] HaunHa
KOJUpatba.

Y namuM ojjesbliuMa Onhie JleTa/bHO OMUCAH MOCTYIAK KOAupalba MapiiujaaHo peKyp3uB-
HIX (ByHKIMja. Y TOM HOCTYIKY 3Ha4YajHU Cy IPOCTU OpOjeBU M JeJIMHCTBEHOCT NPHUKa3a

cBaKor Opoja y OOJMKY IPOM3BOJA cTeleHa IpocTux Opojea. O momohHmx QyHKIN]A
KOpUCTIREMO:

e p(n) n-TH TIPOCT OPOj,
o 2], cTelleH n-Tor 1pocTor 6poja y dakropusanujn dpoja
o duzina(x) jayxuHa dakTopuzaije Opoja .

3a KOje ]e paHu]e IOKa3aHo J1a Cy PEeKYpP3UBHE.



Ako nmamo uus 6pojeBa (ag, @1, . . ., ay ), TAKAB HA3 KOIUPAMO H3PA3OM:

gb(ag,ay,...,a,) =p(0)0 . p(1)m*t. . p(n)itl,

[IpuTom ycBajaMo J0TOBOP:

e 3a Kojupabe Opoja a; (i-To MjecTo y HU3Y) KopucTumo o6k p(7)%+!,

o 3a Jlekosupatse kopuctimo dyuxnujy (x); = =(1, [z];) = [z], - 1,

o (Vx) x xomupa nus gayxune duzina(x), a x 3a koje je duzina(x) = 0 Koxupa mnpasay
pujed.
Hip. sa o =756 = 22-33-7 = p(0)? - p(1)3 - p(3), duzina(756) = 2, ojaH. x KoJupa
((2)0, (z)1) = (1,2). Kako je gb(1,2) = 108, Buaumo ja pasauiuTi Gpojesn Mory mpe-
CTaB/BATH UCTH HU3, &JI Ce Pa3/JIMINTH HU30BU YBUjeK KOJAUPAjy pasjIndanTiuM OpojeBuMa.



N3PAYYH/BUBE U IPUMUTUBHO PEKYP3UBHE ®YHKIINIE

Kama 3ramo kako Moxkemo kojauparu IIP dpyrkiuje, moryhe je 3aMuC/IUTH UHTYUTHBHO
3PadyH/bUBY TOTAIHY (PYHKIN]Y KOja HIje TPUMUTUBHO PEKYP3UBHA.

[Tocmatpajmo [P dyrKIMje 1 HeKo 1UXoBO Habpajamwe fo, f1, fo, ... dedpunumumo dpynk-
mnjy g(x) = fo(x) +1. Nako je g(x) Toranna n nspadyn/mbusa, oda Huje [1P. Axko mper-
IOCTABUMO Ja jecTe, TaJa IOCTOJU MHJIEKC Kk 3a Koju mpeMa JedpuHUINju PyHKIN]je TMaMO
na Baxkn fr(k) =g(k) = fr(k) + 1, mro je kourpajukimja. Onucann mocTynak Ha3uBa ce
Jnjaronamsalnja nin KanTopos JinjaroHann MOCTYyIaK.

Hanomena 4 (Omnuc gujaronannor mnocrynka). [Ipermocra-
BIMO J1a je Hus &y, &1, &o, . . . Habpajame Heknx objexara ((hyHK-
1uja, CKyImoBa IpupoHnxX Opojesa). Taja MOKeMO KOHCTDY-
ncaTn objekaT & MCTOr THUIIA KOJU ce pas/nKyje 01 CBaKor &,
TaKo Ja HaM Bayki Jia ce & u &, pasnaukyjy y n. Pasaukosare
3aBUCH O] IIPUMjeHe, OJIH. O] BpCTe 00jeKTa, HIP. 3a PYHK-
myje ce pajyl o JOMEeHY, WIn O 1e(UHICAHOCTI Y HEKO] TadKH,
JIOK C€e KOJI CKYIIOBa TOBOPU O IPHUIIAJHOCTH.



[Tpumjep 8 (Axepmanora ¢yHkImja). AkepManoBa (DyHKINja je MpuMjep U3padyH/bUBe
byHKIMje Koja Huje TPUMUTUBHO pekypsubHa. OHa 3allpaBo MoKasyje Ja je CKyI MpPUMH-
TUBHO PEKYP3UBHUX (PYHKIM]a CTPOIU MOACKYI CKYyIa peKyp3uBHUX (pyHKIMja. Hocu mme
o Buixenmy Axkepmany, Koju jy je aedunncao 1928. roaune:

A(0,n, k) =n+k
A(1,n,0) =0
A(2,n,0)=1

A(m+1,n,0)=n,3am> 1.

Alm+1,n,k+1)=A(m,n,A(m+1,n,k)), 3a k>0.
Opa dyHKIM]a je MHTYUTUBHO U3PadYyH/bUBA, HIIP. 34 by Ce MOXKe HAIMCATH IIporpaM Ha
HEKOM IIPOIPaMCKOM jesuky win Ha Tjypunrosoj mammnn. Mozke ce mokasaru Jia jaujaro-
nasia Axkepmanose ¢yukimje f(n) = A(n,n,n) pacre Oprke o1 cBake yHapHe IPUMUTHBHO

peKyp3uBHe (byHKINje, 1a Ja H1 AKkepMaHoBa (DyHKIIN]e HUje NIPUMUTUBHO PEKYP3UBHA.
CamaHo BaxKu 1 3a PYHKIU]Y JedpUHUCAHY ca

A'(0,n)=n+1
A'(m+1,0)=A'(m,1)
A(m+1,n+1)=A"(m,A(m+1,n)).



Hanomena 5. Kao mto je Beh peueno, AxkepmaHnoBa (yHKIMja pacTe Beoma Opszo. Hip.
A(4,2) je 6poj ca 19729 nudapa. 360r cBoje BeoMma JybOKe pekyp3uje, MOyKe ¢e KOPUCTHTH
Kao TeCT CIIOCOOHOCTHU MPEBOAMOIA Jla ONTHUMU3Yje pekypsujy. IlpBa Takpa yrnorpeda 1971.
rOJIMHE.

Hanomena 6. Kao mTo Akepmanosa pyHKIIN]a pacTe U3y3eTHO OP30, TaKO 1 HeHa NHBEP3HA,
byHKIMja, v o3Hamn «(n) pacte M3y3eTHO CHOPO. JaB/ba ce y M3pas3uMa 3a BPEMEHCKY
CJI0YKEHOCT HEKUX aJIIOpUTaMa.



