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Дефинициjа по случаjу

Теорема 1. Нека су h0, . . . , hm примитивно рекурзивне функциjе аргумента x̄ = (x1, . . . , xk)
и A0, . . . ,Am примитивно рекурзивни предикати такви да за сваку k-торку x̄ важи
само jедан од њих. Тада jе функциjа

f(x̄) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

h0(x̄), ако важи A0(x̄)
⋮
hm(x̄), ако важи Am(x̄)

примитивно рекурзивна и кажемо да jе она дефинисана по случаjу.

Доказ. Функциjа f се може записати у облику

f(x̄) =
m

∑
i=0
hi(x̄) ⋅CAi(x̄),

па jе примитивно рекурзивна.

Овакав начин задавања функциjе срећемо код дефинисања функциjе експлицитним
задавањем вриjедности за првих l природних броjева, а у преосталим случаjевима
користећи неку другу ПР функциjу.



Ограничена квантификациjа

Дефинициjа 1. Нека jе k природан броj и R k + 1-арни предикат. Ограничена егзи-
стенциjална квантификациjа предиката R jе k + 1-арни предикат Q за коjи важи

Q(x̄,m) ⇔ (∃i ≤m)R(x̄, i), 0 ≤ i ∈ N
Ограничена универзална квантификациjа предиката R jе k + 1-арни предикат Q за
коjи важи

Q(x̄,m) ⇔ (∀i ≤m)R(x̄, i), 0 ≤ i ∈ N



Теорема 2. Ако jе R примитивно рекурзивни предикат арности k+1, тада су и пре-
дикати ограничене егзистенциjалне и универзалне квантификациjе за R примитивно
рекурзивни.

Доказ. Карактеристичнa функциja предиката ограничене универзалне квантифика-
циjе jе

C∀(x̄,m) = ∏
i≤m

CR(x̄, i),

а како jе она примитивно рекурзивна (ограничени производ jе ПР) и предикат огра-
ничене универзалне квантификациjе jе такав.
Даље jе

(∃i ≤m)R(x̄, i) ⇔ ¬(∀i ≤m)¬R(x̄, i),
па карактеристичну функциjе предиката ограничене егзистенциjалне квантификациjе
можемо записати у облику

C∃(x̄,m) = �(∏
i≤m

( � (CR(x̄, i), 1)), 1),

па jе и он примитивно рекурзиван (на основу тога што су карактеристична функциjа
ограниченог производа и функциjа монус ПР).



Примjер 1. Нека предикат neparno(n) важи ако и само ако jе n непаран броj. Он jе
ПР jер

neparno(n) ⇔ n jе непаран ⇔ (∃m ≤ n)(n = 2 ⋅m + 1).
Примjер 2. Слично, за предикат parno(n) имамо

parno(n) ⇔ n jе паран ⇔ (∃m ≤ n)(n = 2 ⋅m).
Примjер 3. Нека предикат ÷(m,n) важи ако и само акоm диjели n без остатка. Како
jе

÷(m,n) ⇔ (∃k ≤ n)(n = k ⋅m),
предикат ÷(m,n) jе ПР.
Примjер 4. Предикат prost(n) jе ПР, jер важи ако и само ако важи
(1 < n) ∧ ((∀m ≤ n)((m = 1) ∨ (m = n) ∨ (¬ ÷ (m,n)))).

Напомена 1. Могли смо такође писати

prost(x) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1 ако jе D(x) = 2

0 иначе
, гдjе jе D(x) = ∑

y≤x
÷(y, x),

а затим искористити функциjу sgn, па бисмо имали prost(x) = sgn(∣D(x) − 2∣).



Ограничена минимизациjа

Дефинициjа 2. Нека jе k ∈ N и R предикат арности k + 1. Ограничена минимизациjа
за предикат R jе функциjа f(x̄, n) арности k + 1, дефинисана са

(µp ≤ n)R(x̄, p) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

наjмањи p ≤ n, p ∈ N,
такав да R(x̄, p) важи, ако такав постоjи

0 иначе

Напомена 2. Постоjи и оператор неограничене минимизациjе или само µ-оператор коjи
се дефинише на сљедећи начин

(µy) (f(x̄, y) = 0) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

наjмањи z такав да jе f(x̄, z) = 0 и
(∀y < z)f(x̄, y) jе дефинисано, ако постоjи такво y

недефинисано иначе

Напомена 3. С обзиром на претходну дефинициjу, µ-оператор се jош зове и оператор
претраге, jер се за дату функциjу f(x̄, y) тражи наjмање y такво да jе она нула.



Теорема 3. Нека jе k природан броj и R примитивно рекурзивни предикат арности
k+1. Тада jе ограничена минимизациjа за предикат R примитивно рекурзивна функ-
циjа.

Доказ. Функциjа

h(p, n, x̄) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

p ако (∃i ≤ n)R(x̄, i)
n + 1 ако R(x̄, n + 1) ∧ ¬(∃i ≤ n)R(x̄, i)
0 ако ниjе (∃i ≤ n + 1)R(x̄, i)

jе ПР jер jе дефинисана по случаjу ПР предикатима и функциjама. Примитивном
рекурзиjом се може дефинисати и функциjа (µp ≤ n)R(x̄, p):

(µp ≤ n)R(x̄, p) = 0

(µp ≤ n + 1)R(x̄, p) = h((µp ≤ n)R(x̄, p), n, x̄)
Вриjедност функциjе jе минимално p ≤ n за коjе важи R(x̄, p), ако такво постоjи одн.
n + 1 ако такво p не постоjи, а важи R(x̄, n + 1), одн. 0 ако ни за jедно p ≤ n + 1
ниjе R(x̄, p). Како jе h ПР, таква jе и функциjа ограничене минимизациjе (µp ≤
n)R(x̄, p).



Примjер 5. Дефинишимо функциjу p(n) као вриjедност n-тог простог броjа. По-
сматраjмо функциjу h(n,x) = (µx ≤ (!(n) + 1))((n < x) ∧ prost(x)). Функциjу p(n)
можемо дефинисати као

p(0) = 2

p(n + 1) = h(p(n), n), па jе она ПР.

Примjер 6. Нека jе [x]n = степен n-тог простог броjа у факторизациjи броjа x. Она
jе ПР jер jе
[x]n = (µy ≤ x)(¬ ÷ (p(n)y+1, x))

Примjер 7. Функциjа duzina(x), дефинисана са

duzina(x) = редни броj наjмањег простог броjа чиjи jе степен
у факторизациjи броjа x jеднак 0,

jе такође ПР, jер jе duzina(x) = (µn ≤ x)([x]n = 0).

Нпр. ако jе низ простих броjева дефинисан са p(0) = 2, p(1) = 3, p(2) = 5, . . . тада jе
duzina(660) = 3, jер jе 660 = 22 ⋅ 3 ⋅ 5 ⋅ 11, одакле видимо да броj 7 има степен jеднак 0,
па из претходног низа добиjамо да jе његов редни броj 3.



Геделизациjа
Кодирање омогућава придруживање природних броjева обjектима, коjи су у нашем

случаjу функциjе или програми, у циљу да се испитивање тих обjеката сведе на испити-
вање њихових слика помоћу аритметике. Овакав поступак дозвољава да се функциjа
одн. њена слика одн. ко̂д jавља као сопствени аргумент.

Услови:

• не постоjе два обjекта са истим придруженим броjем,
• броj сваког обjекта рачуна се у коначном броjу корака,
• за дати природан броj може се у коначном броjу корака провjерити да ли jе он броj
неког обjекта и наћи таj обjекат, ако постоjи.

Ако jе gb ∶ T → N претходни услови заправо значе

• ako je gb(P1) = gb(P2) тада jе P1 = P2,
• gb jе ефективно израчунљива,
• gb−1 jе ефективно израчунљива.



Описани поступак кодирања зове се геделизациjа, а ко̂д придружен обjекту Геде-
лов броj. Ако су испуњени наведени услови, тврђења и докази не зависе од начина
кодирања.

У даљим одjељцима биће детаљно описан поступак кодирања парциjално рекурзив-
них функциjа. У том поступку значаjни су прости броjеви и jединственост приказа
сваког броjа у облику производа степена простих броjева. Од помоћних функциjа
користићемо:

• p(n) n-ти прост броj,

• [x]n степен n-тог простог броjа у факторизациjи броjа x,

• duzina(x) дужина факторизациjе броjа x.

за коjе jе раниjе показано да су рекурзивне.



Ако имамо низ броjева (a0, a1, . . . , an), такав низ кодирамо изразом:

gb(a0, a1, . . . , an) = p(0)a0+1 ⋅ p(1)a1+1 ⋅ . . . ⋅ p(n)an+1.

Притом усваjамо договор:

• за кодирање броjа ai (i-то мjесто у низу) користимо облик p(i)ai+1,
• за декодирање користимо функциjу (x)i = �(1, [x]i) = [x]n − 1,

• (∀x) x кодира низ дужине duzina(x), а x за коjе jе duzina(x) = 0 кодира празну
риjеч.
Нпр. за x = 756 = 22 ⋅ 33 ⋅ 7 = p(0)2 ⋅ p(1)3 ⋅ p(3), duzina(756) = 2, одн. x кодира
((x)0, (x)1) = (1, 2). Како jе gb(1, 2) = 108, видимо да различити броjеви могу пред-
стављати исти низ, али се различити низови увиjек кодираjу различитим броjевима.



Израчунљиве и примитивно рекурзивне функциjе

Када знамо како можемо кодирати ПР функциjе, могуће jе замислити интуитивно
израчунљиву тоталну функциjу коjа ниjе примитивно рекурзивна.
Посматраjмо ПР функциjе и неко њихово набраjање f0, f1, f2, . . . Дефинишимо функ-

циjу g(x) = fx(x) + 1. Иако jе g(x) тотална и израчунљива, она ниjе ПР. Ако прет-
поставимо да jесте, тада постоjи индекс k за коjи према дефинициjи функциjе имамо
да важи fk(k) = g(k) = fk(k) + 1, што jе контрадикциjа. Описани поступак назива се
диjагонализациjа или Канторов диjагонални поступак.

Напомена 4 (Опис диjагоналног поступка). Претпоста-
вимо да jе низ ξ0, ξ1, ξ2, . . . набраjање неких обjеката (функ-
циjа, скупова природних броjева). Тада можемо констру-
исати обjекат ξ истог типа коjи се разликуjе од сваког ξn,
тако да нам важи да се ξ и ξn разликуjу у n. Разликовање
зависи од примjене, одн. од врсте обjекта, нпр. за функ-
циjе се ради о домену, или о дефинисаности у некоj тачки,
док се код скупова говори о припадности.



Примjер 8 (Акерманова функциjа). Акерманова функциjа jе примjер израчунљиве
функциjе коjа ниjе примитивно рекурзивна. Она заправо показуjе да jе скуп прими-
тивно рекурзивних функциjа строги подскуп скупа рекурзивних функциjа. Носи име
по Вилхелму Акерману, коjи jу jе дефинисао 1928. године:

A(0, n, k) = n + k
A(1, n, 0) = 0

A(2, n, 0) = 1

A(m + 1, n, 0) = n, за m > 1.

A(m + 1, n, k + 1) = A(m,n,A(m + 1, n, k)), за k ≥ 0.

Ова функциjа jе интуитивно израчунљива, нпр. за њу се може написати програм на
неком програмском jезику или на Тjуринговоj машини. Може се показати да диjаго-
нала Акерманове функциjе f(n) = A(n,n,n) расте брже од сваке унарне примитивно
рекурзивне функциjе, па да ни Акерманова функциjе ниjе примитивно рекурзивна.
Слично важи и за функциjу дефинисану са

A′(0, n) = n + 1

A′(m + 1, 0) = A′(m, 1)
A′(m + 1, n + 1) = A′(m,A′(m + 1, n)).



Напомена 5. Као што jе већ речено, Акерманова функциjа расте веома брзо. Нпр.
A(4, 2) jе броj са 19729 цифара. Због своjе веома дубоке рекурзиjе, може се користити
као тест способности преводиоца да оптимизуjе рекурзиjу. Прва таква употреба 1971.
године.
Напомена 6. Као што Акерманова функциjа расте изузетно брзо, тако и њена инверзна
функциjа, у ознаци α(n) расте изузетно споро. Jавља се у изразима за временску
сложеност неких алгоритама.


