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Teorija sloTeorija složženosti izraenosti izraččunavanjaunavanja

�� Teorija algoritamaTeorija algoritama
oo OdluOdluččivi problemiivi problemi

oo NeodluNeodluččivi problemiivi problemi

�� PosmatrajuPosmatrajućći i ČČererččovu tezu, dolazimo do ovu tezu, dolazimo do 
zakljuzaključčka da postoji razlika izmeđuka da postoji razlika između::

oo PraktiPraktiččno izrano izraččunljivih funkcijaunljivih funkcija

oo Funkcija koje se mogu izraFunkcija koje se mogu izraččunati u principuunati u principu



��Tjuringova maTjuringova maššinaina
oo Koristi se kao osnovna apstraktna maKoristi se kao osnovna apstraktna maššina ina ččiji se iji se 
resursi procenjuju tokom rada programaresursi procenjuju tokom rada programa

oo Jedina oblast teorije sloJedina oblast teorije složženosti gde se ne koriste enosti gde se ne koriste 
Tjuringove maTjuringove maššine se odnosi na paralelno ine se odnosi na paralelno 
izraizraččunavanjeunavanje

��Prednosti Tjuringove maPrednosti Tjuringove maššineine
oo Relativna jednostavnostRelativna jednostavnost

oo MoguMoguććnostinosti

oo Efikasnost (osnovne klase sloEfikasnost (osnovne klase složženosti se ne menjaju)enosti se ne menjaju)



��U nastavku U nastavku ććemo govoriti o sledeemo govoriti o sledeććim stvarima:im stvarima:
oo SloSložženost problemaenost problema

oo SloSložženost skupaenost skupa

oo SloSložženost izvrenost izvrššavanja programa (izraavanja programa (izraččunavanja funavanja f--ja)ja)

��PraktiPraktiččno izrano izraččunljivi problemiunljivi problemi
oo Problemi kod kojih je duProblemi kod kojih je dužžina rada odgovarajuina rada odgovarajuććeg eg 
programa limitirana nekim stepenom duprograma limitirana nekim stepenom dužžine ulaznih ine ulaznih 
podataka.podataka.

��PraktiPraktiččno neizrano neizraččunljivi problemiunljivi problemi
oo Preostali odluPreostali odluččivi problemi, tj. Izraivi problemi, tj. Izraččunljivi u principuunljivi u principu

oo Ne Ne konstruikonstruiššemoemo opopšštete algoritme, algoritme, vevećć algoritme za algoritme za 
pojedine slupojedine sluččajeveajeve



Opis problemaOpis problema

��Formalni model izraFormalni model izraččunavanja koji unavanja koji ććemo emo 
koristiti u analizi slokoristiti u analizi složženosti su Tjuringove enosti su Tjuringove 
mamaššine sa viine sa višše traka:e traka:
oo NedetrministiNedetrminističčka Tjuringova maka Tjuringova maššinaina

oo DeterministiDeterminističčka Tjuringova maka Tjuringova maššinaina

oo Tjuringova maTjuringova maššina sa ulazom i izlazomina sa ulazom i izlazom

oo Pokazano je da maPokazano je da maššina sa jednom trakom moina sa jednom trakom možže e 
simulirati gore navedene tipove Tjuringovih simulirati gore navedene tipove Tjuringovih 
mamaššina. Njihovim koriina. Njihovim koriššććenjem se ne poveenjem se ne poveććava ava 
izraizražžajnost u odnosu na osnovni model.ajnost u odnosu na osnovni model.



��NederministiNederminističčka Tjuringova maka Tjuringova maššinaina
oo KonaKonaččnim brojem k nim brojem k ≥≥ 1 traka koje su ograni1 traka koje su ograniččene sa leve ene sa leve 
strane i od kojih prva traka sadrstrane i od kojih prva traka sadržži ulazne podatke, a i ulazne podatke, a 
poslednja rezultatposlednja rezultat

oo KonaKonaččnim skupom S stanja, od kojih je qnim skupom S stanja, od kojih je q0 0 popoččetno, a  etno, a  
{q{qzz , q, qda da ,, qqnene}} je skup zavrje skup završšnih stanja koja redom nih stanja koja redom 
oznaoznaččavaju zavravaju završšetak rada, pozitivan odgovor na pitanje i etak rada, pozitivan odgovor na pitanje i 
negativan odgovor na pitanjenegativan odgovor na pitanje

oo Alfabetom A koji sadrAlfabetom A koji sadržži znake koji se upisuju u i znake koji se upisuju u ććelije elije 
mamaššine među kojima su marker levog kraja trake ine među kojima su marker levog kraja trake ►► i i 
blanko znak blanko znak ii

oo Programom u kome se svakoj kombinaciji tekuProgramom u kome se svakoj kombinaciji tekuććeg stanja eg stanja 
i sadri sadržžaja aja ććelija nad kojima se nalaze glave maelija nad kojima se nalaze glave maššine ine 
pridrupridružžuju jedna, ili viuju jedna, ili višše akcija; svaka akcija opisuje da li e akcija; svaka akcija opisuje da li 
se ostaje u istom ili se prelazi u novo stanje, da li se  se ostaje u istom ili se prelazi u novo stanje, da li se  
upisuje novi sadrupisuje novi sadržžaj u aj u ććelije iznad kojih se nalazi glava i elije iznad kojih se nalazi glava i 
da li se glava pomera Levo, Desno ili ostaje tu gde je. da li se glava pomera Levo, Desno ili ostaje tu gde je. 



��DeterministiDeterminističčka Tjuringova maka Tjuringova maššinaina
oo Od nederministiOd nederminističčke se razlikuje samo po tome ke se razlikuje samo po tome ššto se to se 
svakoj kombinaciji tekusvakoj kombinaciji tekuććeg stanja  i sadreg stanja  i sadržžaja aja ććelija nad elija nad 
kojima se nalaze glave makojima se nalaze glave maššine pridruine pridružžuje najviuje najvišše jedna e jedna 
akcijaakcija

��Tjuringova maTjuringova maššina sa ulazom i izlazomina sa ulazom i izlazom
oo DeterministiDeterminističčkaka

oo NedeterministiNedeterminističčkaka

oo Ima bar dve trake Ima bar dve trake –– prva traka sluprva traka služži samo za i samo za ččitanje, a u itanje, a u 
poslednju se smesta rezultat (samo za pisanje). Kod poslednju se smesta rezultat (samo za pisanje). Kod 
poslednje trake glava se ne sme kretati u levo.poslednje trake glava se ne sme kretati u levo.



�� ZZavravrššno stanje qno stanje qz z se koristi pri analizi slose koristi pri analizi složženosti enosti 
izraizraččunavanja funkcija. Prelazak u to stanje oznaunavanja funkcija. Prelazak u to stanje označčava ava 
zavrzavrššetak rada programa.etak rada programa.

�� Ranije smo diskutovali o efikasnosti simulacije i zakljuRanije smo diskutovali o efikasnosti simulacije i zaključčke ke 
momožžemo sumirati u naredne dve teoreme:emo sumirati u naredne dve teoreme:
oo Teorema 1: Za datu Tjuringovu maTeorema 1: Za datu Tjuringovu maššinu M sa kinu M sa k--traka i traka i 

vremenskom granicom slovremenskom granicom složženosti enosti ff(n) mo(n) možže se konstruisati e se konstruisati 
deterministideterminističčka Tjuringova maka Tjuringova maššina Mina M’’ sa jednom trakom koja sa jednom trakom koja 
simulira rad masimulira rad maššine M i ima vremensku granicu sloine M i ima vremensku granicu složženosti enosti 
O(f(n)O(f(n)22).).

oo Teorema 2: Za datu nedeterministiTeorema 2: Za datu nedeterminističčku Tjuringovu maku Tjuringovu maššinu M sa kinu M sa k--
traka i vremenskom granicom slotraka i vremenskom granicom složženosti enosti ff(n) mo(n) možže se konstruisati e se konstruisati 
deterministideterminističčka Tjuringova Mka Tjuringova M’’ sa jednom trakom koja simulira sa jednom trakom koja simulira 
rad marad maššine M i ima vremensku sloine M i ima vremensku složženost O(cenost O(cff(n)(n)), za c), za c>1 >1 kojekoje
zavisi od mazavisi od maššine M. ine M. 



�� Pored nedeterministiPored nedeterminističčkih i deterministikih i determinističčkih makih maššina u ina u 
opisima klasa sloopisima klasa složženosti se koriste i druge varijante enosti se koriste i druge varijante 
Tjuringovih maTjuringovih maššinaina

�� Problemi koji se analiziraju u teoriji sloProblemi koji se analiziraju u teoriji složženosti enosti 
izraizraččunavanja karakteriunavanja karakteriššu se pitanjima koja obiu se pitanjima koja običčno no 
imaju odgovor imaju odgovor ““dada”” ili ili ““nene””. N. Npr. Dpr. Da li je određeni graf a li je određeni graf 
povezan? Svaki konkretan graf za koji se postavi ovo povezan? Svaki konkretan graf za koji se postavi ovo 
pitanje je primerak problema. U nekim situacijama, kod pitanje je primerak problema. U nekim situacijama, kod 
optimizacije recimo, reoptimizacije recimo, reššenje problema je neki numerienje problema je neki numeriččki ki 
izraz.izraz.

�� Predstavljanje problema se vrPredstavljanje problema se vršši u nekom formalnom i u nekom formalnom 
jeziku na alfabetu neke Tjuringove majeziku na alfabetu neke Tjuringove maššine, ine, ššto se to se 
formalno dokazuje sledeformalno dokazuje sledeććom definicijom: om definicijom: 



�� Definicija : Definicija : ProblemProblem L za koji se ispituje soL za koji se ispituje sožženost je podskup enost je podskup 
skupa svih reskupa svih rečči nekog alfabeta. i nekog alfabeta. Komplement problema Komplement problema L, u oznaci  L, u oznaci  
L  na nekom alfabetuL  na nekom alfabetu je skup svih reje skup svih rečči na tom alfabetu koje nisu i na tom alfabetu koje nisu 
u L. u L. 

�� Dokaz: Neka je dat alfabet A i neka je L problem. Tjuringova Dokaz: Neka je dat alfabet A i neka je L problem. Tjuringova 
mamaššina ina prihvata prihvata ulazni podatak, odnostno reulazni podatak, odnostno rečč xx, ako postoji , ako postoji 
izraizraččunavanje u kome se, polazeunavanje u kome se, polazećći od rei od rečči i xx upisane na ulaznoj upisane na ulaznoj 
traci u potraci u poččetnom stanju qetnom stanju q00, dolazi do zavr, dolazi do završšnog stanja qnog stanja qdada, a , a 
odbacuje odbacuje rerečč xx ako uvek dolazi do zavrako uvek dolazi do završšnog stanja qnog stanja qnene. Ako . Ako 
Tjuringova maTjuringova maššina M prihvata sve reina M prihvata sve rečči i xx jezika koje pripadaju jezika koje pripadaju 
problemu L, a odbacuje svaku reproblemu L, a odbacuje svaku rečč koja nije u problemu L, kakoja nije u problemu L, kažže e 
se da M se da M odluodluččuje uje problem L.problem L.
Ako Tjuringova maAko Tjuringova maššina M za ulazni podatak ina M za ulazni podatak xx u izrau izraččunavanju unavanju 
dolazi do stanja qdolazi do stanja qzz, onda je sadr, onda je sadržžaj poslednje trake rezultat rada aj poslednje trake rezultat rada 
mamaššine u oznaci Mine u oznaci M(x(x). Sa L(). Sa L(xx) ) ććemo oznaemo označčavati primerak avati primerak 
problema L za ulazni podatak problema L za ulazni podatak xx, odnosno pitanje da li , odnosno pitanje da li x x pripada pripada 
problemu L.problemu L.



O notacijaO notacija

��U teoriji sloU teoriji složženosti izraenosti izraččunavanja unavanja ččesto se razmatra esto se razmatra 
brzina rasta funkcije. Brzina rasta se analizira brzina rasta funkcije. Brzina rasta se analizira 
asimptotski, pri asimptotski, pri ččemu se emu se ččesto koriste razliesto koriste različčite ite 
aproksimacije koje opisujemo narednim definicijama i aproksimacije koje opisujemo narednim definicijama i 
tvrđenjimatvrđenjima::

��Definicija 1Definicija 1: Neka su : Neka su f f i i g g aritmetiaritmetiččke funkcije. Tada je ke funkcije. Tada je 
funkcija funkcija f f u u velikom velikom O O od god g (u oznaci (u oznaci ff(x) = O(x) = O(g((g(x))) ako x))) ako 
postoje brojevi c i n takvi da za svaki xpostoje brojevi c i n takvi da za svaki x>>n  van  važži i ff(x) (x) ≤≤ c c ··
gg(x). Ako takvi brojevi ne postoje onda (x). Ako takvi brojevi ne postoje onda ff(x)(x)≠≠O(O(gg(x)).(x)).
Umesto funkcija Umesto funkcija ff je u velikom O od je u velikom O od g g kakažže se da je e se da je 
funkcija f reda funkcije g funkcija f reda funkcije g ili ili funkcija g  je asimptotska gornja funkcija g  je asimptotska gornja 
granica funkcije fgranica funkcije f..



��Definicija 2: Funkcija Definicija 2: Funkcija ff raste brraste bržžee od funkcije od funkcije gg ako ako 
ff(x) (x) ≠≠ O(O(gg(x)). Funkcije rastu istom brzinom, u (x)). Funkcije rastu istom brzinom, u 
oznaci oznaci ff(x) = (x) = ΘΘ((gg(x)),(x)), ako vaako važži i ff(x) = O(g(x)) i (x) = O(g(x)) i gg(x) (x) 
= O(= O(ff(x)). (x)). 

��Teoreme 1: Neka su Teoreme 1: Neka su ff i i gg aritmetiaritmetiččke funkcije i  ke funkcije i  
neka je neka je limlimnn-->>∞∞ = = ββ ..

Ako je Ako je ββ pozitivan realan broj, onda funkcije pozitivan realan broj, onda funkcije f f i i gg
rastu istom brzinom. Ako je rastu istom brzinom. Ako je ββ = = ∞∞,,onda vaonda važži i 
gg(x)=O((x)=O(ff(x)) i (x)) i ff(x) (x) ≠≠ O(O(gg(x)) , odnosno funkcija (x)) , odnosno funkcija ff
raste brraste bržže od e od gg..

g(n)g(n)

f(n)f(n)



��Teorema 2: Neka je P(n) = aTeorema 2: Neka je P(n) = a00 + a+ a1 1 ·· nn
11 + ... +a+ ... +ar r ·· nn

rr,      ,      
aarr ≠≠ 0, polinom stepena r sa celobrojnim 0, polinom stepena r sa celobrojnim 
koeficijentima. Tada za P(n) i nkoeficijentima. Tada za P(n) i nmm vavažži:i:
oo ako je m = r, P(n) i nako je m = r, P(n) i nmm rastu istom brzinomrastu istom brzinom

oo ako je m < r, P(n) raste brako je m < r, P(n) raste bržže od ne od nm m 

oo ako je m > r,  nako je m > r,  nmm raste brraste bržže od P(n)e od P(n)

��Teorema 3: Neka je k > 1. Funkcije kTeorema 3: Neka je k > 1. Funkcije knn raste brraste bržže e 
od bilo kog polinoma sa celobrojnim vrednostima. od bilo kog polinoma sa celobrojnim vrednostima. 
Svaki polinom sa celobrojnim koeficijentima raste Svaki polinom sa celobrojnim koeficijentima raste 
brbržže od bilo koje logaritamske funkcije.e od bilo koje logaritamske funkcije.
Kako je Kako je loglogc c x = x = loglogc c d d ·· loglogd d x, direktno sledi sledex, direktno sledi sledećća a 
teorema.teorema.



�� Teorema 4: Za svake dve realne konstante c, d>1 vaTeorema 4: Za svake dve realne konstante c, d>1 važži     i     
loglogc c (x) = (x) = ΘΘ((loglogd d (x))(x))

Funkcije koje se javljaju u OFunkcije koje se javljaju u O--notaciji prilikom analize notaciji prilikom analize 
slosložženosti su: logaritamska funkcija enosti su: logaritamska funkcija loglog22nn77, linearna funkcija , linearna funkcija 
k k ·· n, njihov proizvod nn, njihov proizvod nloglog22n, stepen funkcije nn, stepen funkcije nkk, , 
eksponencijalna funkcija keksponencijalna funkcija knn itd. Svima njima je zajedniitd. Svima njima je zajedniččko:ko:
oo limlimnn-->>∞∞ ff(n) = (n) = ∞∞, , ššto ima razumljivo intuitivno opravdanje: to ima razumljivo intuitivno opravdanje: ššto je to je 

problem veproblem veććih dimenzija sloih dimenzija složženost izraenost izraččunavanja je veunavanja je veććaa

oo funkcije su neopadajufunkcije su neopadajuććee

oo postoje Tjuringove mapostoje Tjuringove maššine koje ih izraine koje ih izraččunavaju u prostoru i unavaju u prostoru i 
vremenu koji su proporcionalni vrednostima funkcija.vremenu koji su proporcionalni vrednostima funkcija.

��Ovakve funkcije se nazivaju Ovakve funkcije se nazivaju prave funkcije sloprave funkcije složženosti enosti i i 
upotrebljavaju se u analizi sloupotrebljavaju se u analizi složženosti izraenosti izraččunavanja. unavanja. 


