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Teorija sloZenosti izraCunavanja

» Teorija algoritama
o Odlucivi problemi
o Neodlucivi problemi
> Posmatrajuéi Cercovu tezu, dolazimo do
zakljucka da postoji razlika izmedu:
o Prakticno 1zracunljivih funkcija

o Hunkcija koje se mogu izracunati u principu




> Tjuringova masina

o Koristi se kao osnovna apstraktna masina Ciji se
resursi procenjuju tokom rada programa

o Jedina oblast teorije slozenosti gde se ne koriste
Tjuringove masine se odnost na paralelno
izraéunavanje

» Prednosti Tjuringove masine
o Relativna jednostavnost
o Mogucnosti

o Efikasnost (osnovne klase slozenosti se ne menjaju)




> U nastavku ¢emo govoriti o sledec¢im stvarima:
o Slozenost problema
o Slozenost skupa

o Slozenost izvrsavanja programa (izracunavanja f-ja)

» Prakticno izracunljivi problemi

o Problemi kod kojih je duzina rada odgovarajuceg
programa limitirana nekim stepenom duzine ulaznih

podataka.

» Prakticno neizracunljivi problemi

o Preostali odlucivi problemi, tj. Izracunljivi u principu

o Ne konstruisSemo opste algoritme, vec algoritme za
pojedine slucajeve




Opis problema

» Formalni model izracunavanja koji cemo
koristiti u analizi slozenosti su Tjuringove
masine sa vise traka:

o Nedetrministicka Tjuringova masina
o Deterministicka Tjuringova masina

o Tjuringova masina sa ulazom 1 izlazom

o Pokazano je da masina sa jednom trakom moze
simulirati gore navedene tipove Tjuringovih
masina. Njthovim koriscenjem se ne povecava
izrazajnost u odnosu na osnovni model.




» Nederministicka Tjutingova masina

o Konacnim brojem k = 1 traka koje su ogranicene sa leve
strane 1 od kojth prva traka sadrzi ulazne podatke, a
poslednja rezultat

Konacnim skupom S stanja, od kojih je g, pocetno, a

19 > 94a> 9nes j€ skup zavrsnih stanja koja redom
oznacavaju zavrsetak rada, pozitivan odgovor na pitanje 1
negativan odgovor na pitanje

o Alfabetom A koji sadrzi znake koji se upisuju u celyje
masine medu kojima su marker levog kraja trake P> i
blanko znak z

Programom u kome se svakoj kombinaciji tekuceg stanja
1 sadrzaja Celija nad kojima se nalaze glave masine
pﬁdruzu]u ]edna ili vise akctja; svaka akcua opisuje da li
se ostaje u istom ili se prelazi u novo stanje, da li se
upisuje novi sadrzaj u celije iznad kojth se nalazi glava i
da li se glava pomera LLevo, Desno 1li ostaje tu gde je.




» Deterministicka Tjuringova masina

o Od nederministicke se razlikuje samo po tome sto se
svakoj kombinaciji tekuceg stanja 1 sadrzaja celija nad
kojima se nalaze glave masine pridruzuje najvise jedna
akctj

» Tjuringova masina sa ulazom i izlazom

o Deterministicka
o Nedeterministicka

o Ima bar dve trake — prva traka sluzi samo za citanje, a u
poslednju se smesta rezultat (samo za pisanje). Kod
poslednje trake glava se ne sme kretati u levo.




» Zavt$no stanje q, se koristi pri analizi slozenosti
izracunavanja funkcija. Prelazak u to stanje oznacava
zavrsetak rada programa.

» Ranije smo diskutovali o efikasnosti simulacije i zakljucke

mozemo sumirati u naredne dve teoreme:

o Teorema 1: Za datu Tjuringovu masinu M sa k-traka 1
vremenskom granicom slozenosti fn) moze se konstruisati
deterministicka Tjuringova masina M’ sa jednom trakom koja
simulira rad masine M 1 ima vremensku granicu slozenosti
O(f(1)?)-

Teorema 2: Za datu nedeterministicku Tjuringovu masinu M sa k-
traka 1 vremenskom granicom slozenosti f{n) moze se konstruisati
deterministicka Tjuringova M’ sa jednom trakom koja simulira
rad masine M i ima vremensku slozenost O(¢™), za ¢>1 koje
zavist od masine M.




» Pored nedeterministickih i deterministickih masina u
opisima klasa slozenosti se koriste 1 druge varijante
Tjuringovih masina

» Problemi koiji se analiziraju u teotiji slozenosti
izracunavanja karakterisu se pitanjima koja obicno
imaju odgovor “da” ili “ne”. Npr. Da li je odredeni graf
povezan? Svaki konkretan graf za kojt se postavi ovo
pitanje je primerak problema. U nekim situacijama, kod
optimizacije recimo, resenje problema je neki numericki
1z1az.

> Predstavljanje problema se vrst u nekom formalnom

jeziku na alfabetu neke Tjuringove masine, Sto se
formalno dokazuje sledecom definicijom:




» Definicija : Problem 1. za koiji se ispituje sozenost je podskup
skupa svih reci nekog alfabeta. Komplement problema 1., u oznaci

L. na nekom alfabetu je skup svih reci na tom altabetu koje nisu
u L.

» Dokaz: Neka je dat alfabet A i neka je L. problem. Tjuringova
masina przhvata ulazni podatak, odnostno rec x, ako postojt
izracunavanje u kome se, polazeci od rect x upisane na ulaznoj
traci u pocetnom stanju q,, dolazi do zavrsnog stanja q , a

odbacnje rec x ako uvek dolazi do zavrsnog stanja q_.. Ako
Tjuringova masina M prihvata sve reci x jezika koje pripadaju
problemu L, a odbacuje svaku rec¢ koja nije u problemu L, kaze
se da M od/ucuje problem L.

Ako Tjuringova masina M za ulazni podatak x u izracunavan;
dolazi do stanja q,, onda je sadrzaj poslednje trake rezultat rada
masine u oznaci M(x). Sa L.(x) cemo oznacavati primerak
problema L za ulazni podatak x, odnosno pitanje da li x pripada
problemu L.




O notacija

» U teortiji slozenosti iztacunavanja cesto se razmatra
brzina rasta tunkcije. Brzina rasta se analizira
asimptotski, pri cemu se cesto koriste razlicite
aproksimacije koje opisujemo narednim definicijama 1
tvrdenjima:

» Definicija 1: Neka su f i garitmeticke funkcije. Tada j
tunkcija fu velikom O od g (u oznaci fx) = O(g(x))) ako

postoje brojevi c 1 n takvi da za svaki x>n vazi f(x) <c

9(x). Ako takvi brojevi ne postoje onda fx)ZO(g(x)).
Umesto funkcija fje u velikom O od g kaze se da je
funkeyja f reda funkczje g 11 funkcija g je asimpiotska gornja
granica funkcre .




» Definicija 2: Funkcija fraste brge od funkcije g ako
/%) # O(g(x)). Funkcije rastu istom brzinom, u
oznacl f(x) = O(g(x)), ako vazi f[x) = O(g(x)) 1 4(x)
= O(f(x)).

» Teoreme 1: Neka su /i garitmeticke funkcije i
neka je lim, L =§.

> g
Ako je f pozitivan realan broj, onda funkcije f1 g

rastu istom brzinom. Ako je f = %,onda vazi
1x)=0(x)) i fx) # O(g(x)) , odnosno funkcija

raste brze od g.




» Teorema 2: Neka je P(n) =a,+a,-n' + ... +a_- n’,
a_7 0, polinom stepena r sa celobrojnim

koeficijentima. Tada za P(n) 1 n™ vazi:
o ako je m = r, P(n) 1 n™ rastu istom brzinom
o ako je m < r, P(n) raste brze od n™

o ako je m > r, n™ raste brze od P(n)

Teorema 3: Neka je k > 1. Funkcije k” raste brze
od bilo kog polinoma sa celobrojnim vrednostima.
Svaki polinom sa celobrojnim koeficijentima raste
brze od bilo koje logaritamske funkcije.

Kako je log x = log d - log,x, direktno sled: sledeca

teorema.




» Teorema 4: Za svake dve realne konstante ¢, d>1 vazi

l0g, (x) = O(lng; (%))

Funkctje koje se javljaju u O-notacijt prilikom analize
slozenosti su: logaritamska funkcija /gg,n’, linearna funkcija

k - n, njihov proizvod n/lyg,n, stepen funkcije n,

eksponencijalna funkcija k" itd. Svima njima je zajednicko:
o lim, . f(n) = 0, sto ima razumljivo intuitivho opravdanje: sto |
problem vecth dimenzija slozenost izracunavanja je veca
o funkcije su neopadajuce
o postoje Tjuringove masine koje ih izracunavaju u prostoru 1
vremenu koji su proporcionalni vrednostima funkcija.
» Ovakve funkcije se nazivaju prave funkcije sloenosti i
upotrebljavaju se u analizi slozenosti izraéunavanja.




