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ПРЕДГОВОР 

Грчки математичар АnОЛОllUОС из Перге у Памфилији, који 
је живео од 250-те године пре наше ере, добио је математичко 
образовање у Египту, у АлексаНДjplИји, а затим је рмио у Алек
сандрији, Пергамону и Ефесу. Сем свог чувеног дела о конуснњм 
пресецима (ХW\lИСа.), написао је још и друга дела геометријског 
садржаја. Са једним од ЊеГОВИХ радова - 7tEpt E7tacpW\l - који 
није дошао до нас у оригиналу, упознао нас је познати матема
тичар Папос, који је живео у трећем веку после наше ере у Алек
сандрији и који је познат по својој математичкој збирци -
O"v\laywy1}. Према Пацосовим подацима садржај Аполонијевог дела 
је УСIЮставио математичар Њијёта (ИМе, 1540-1603) у чијој ре
дакцији - De tactionibus - су и познатих десет чувених Аполо
њијевих задатака о додиру кругова. Од тих задатака нарочито је 
познат задатак о кругу, који додирује три дата круга. Тај задатак 
је био предмет методске анализе од стране више геометара у 
току од Аполонијевог времена ,д;о нашег дана. 

Пошто није позната тачна класична форма излагања садр
жаја овог АпОЛОНЈијевог рада, слободни -смо овде ради дуб1Ъе 
систематизације и је,д;ноставнијег текста увести как;о нове ознаке, 
тако и строжију поделу, тако да текст оваког задатка юш ана
лизу, конструкцију, доказ и дискусију. 

Геометријски материјал, на којем Се оснивају изнесена ре
шења, елементаран је. 

Као извеоно проширење обичног школоког материјала уве
дени су само ови појмови: 1. Појам потенције (степена) таЧке у 
односу на к:руг, 2. Појам радикалне осе два дата круга и 3. појам 
радикалног центра. 

На roрају чланка наведен је и списак, мање познатих, мате
матичара, који су се бавили Аполонијевим задацима. 

А. Б. 
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УВОД 

Неке претходне примедбе 

Уведимо овде ради бол,ег разумевања текста неколикО' пој
мова'И теарема из теорије кругова. 

1. Појам nотенције или степена тачке У односу на Kpyz одре
ћује се производом (сл. 1). 

МО М1 • Мо М2 =Јс, 

где је: Мо "Гачка чија се потенција одрећује, М(" M1, М2 тачке на 
сечици круга юроз Мо и k кратка ознака производа две дуж.и: 
одсечка сечице Мо М2 и спол,ашњег дела Мо 11.11. 

Сл. 1 

Ако са Т означимо додирну тачку тангенте круга повучене из 
МЬ можемо саставити пропорцију 

Мо М2 : МоТ=Мо Т: МОМ1 

и, као заК,'о'Учак, извести овај резултат: 

који изражава важну теорему: 
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------------------------------

Теорема 1 

Потенција тачке у односу на круг јеА;нака је квадрату од
сечка тангенте МО Т= Т повучене из дате тачке на круг. 

k је позитивно за тачку МО ван круга; ДУЖ;И МО М1 И МО М2 
имају ИС11И смер. 

k је нула, ако је тачка Мо на периферији круга. 

k је негативно, ако је тачка МО унутра у кругу; МО М1 И МО М2 
су супротних смерова. 

За тачку МО у кругу имамо (сл. 2): 

k=MoM1 · MoM7 =MoN 1 . MoNz. 

~. L 

где су тачке N 2, О, Мо, N1 тачке на пречнику круга, који пролази 
кроз тачку Мо. Троуглови Мо М1 N1 И МО Mz N 2 су 'САЈИЧНИ. 

Ако ставимо МО N1=a и МО Nz-:;;:=b, имамо важан резултат: 

где је h дужина нормале МО L подигнуте из тачке Мо на пречник 
N 1 N 2 • 

. За општу карактеристику промене потенције тачке МО са 
растојањем OMo=d од ценТра ~pyгa полупречника R може послу
жити ова таблица: 

d=O I 0< d < R I d=R I d> R I d ~ оо 
k=-Ю k=-ab=-h2 Јс=о k=TZ=d2 -R2 k~ ОО. 
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Теорема II 

A~o једначину круга у Аекартовим координатама напишемо 
у облику 

х2 +у2+2ах+2Ьу+с=<р (х, у)=о, 

где су а, Ь, с дате константе, онда потенција тачке Мо (хо, уо) у 
односу на тај круг има вредност 

k = k (хо, уо) = <р (хо, уо). 

Уведимо сад rюјам радикалне осе два Kpyza. 

11. Радикална оса два дата Kpyza је геоме"гријско место та
чака, за сваку од юојих је вредност потенције те тачке у односу 
на један круг једнака вредности потенције у ОДНОСУ На дРУГИ 
круг - ~ругим речима - једнаке су дужине тангената из сваке 
тачке повучене на један и дРУГИ круг (сл. 3). На слици је при-

А 

о 
/ 

СА. 3 

казан јед:ноставан начин КОНСТРУIЩИје тачке М радика.t\:не осе 
два круга О и 01 помоћу трећег круга 0з, који пролази кроз тачке 
А, В, А1, В1• 

Теорема ПЈ 

A~o су два круга дата једначинама 

<р (х, у)=о, ljJ (х, у)=О, 
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једначина радикалне осе биће 

ср (х, у) - ф (х, у)=О. 

Ако се дати кругови секу, ова једначина је задово.tЪена коор
динатама пресечних тачака, па је радикална .оса права одрећена 
заједничком тетивом, а ако се кругови додирују онда је то за
једничка тангента у додирној тачки. 

Пример 

Нека су дата два круга О и 01 једначинама: 

ср (х, у)=х2 +у2 - r2=O, Ф (х, у)=(х - d)2+y2 - ю=о. 

Једначина радикалне осе 

ср (х, у) - ф (х, у)=О 
даје 

1 
Х= _ (d+m), 

1. 

где је d=OOI растојање центра кругова, а 

m=(r-Ю)ld=-(R+т') CН-r)ld. 

IП. Радикални центар 'сри круга 

Теорема IV 

Три круга са центрима 01,02,01, чији су полупречници R1, R2, 

Rз И централна растојања 02 Оз=d23, 0з ОI=dзl , 01 02=d12 имају три 
радикалне осе, које ћемо означити са Р23, Р31, Р12. 

У општем случају три радикалне осе за три круга секу се 
у заједничкој тачки, која се зове радuк:ални центар три дата 
круга. 

Ако једначине кругова изразимо у облику 

СРI(Х,у)=О, СР2(Х,У)=О, СРз (х,у)=О, 

једначине радикалних оса се одрећују једначинама овог система: 

за Рzз. СР2 (х, у) - ([1з (х, у) = О, 

за РЗI, срз (х, у) - СРI (х, у) =0, 

за Рl2, СРI (х, у) - СР2 (х, у) =0. 
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Пошто је свака од ових једначина линеарна по х и у, онда 
вредности х и у, које задовол>авају, рецимо, прве две једначине, 
заДОЈВоЛ>авају и ону једначину, која се дюбива сабирањем тих 
једначина. Мећутим после таквог сабирања се добива трећа јед
начина. На тај начин пресечна тачка прве две радикалне oc~ при
пада и трећој оси. Три радикалне осе у опште м случају имају 
само једну пресечну тачку која и СЛУЖ.и као раАикални центар 
датих кругова. 

Треба искл>учити специјалне случајеве. Нпр. у случају 1<:0-

линеарности центара кругова радикалне осе су паралелне и оне 

не одрећују пресечну тачку, другим речима она одлази у бес КО
начност. 

Ознаке 

1. Дати параметри-тачке А, В, С; праве - PI, Р2, Р3; кругови -
0],02,0з. 

2. Тражени кругови - О, О', О". 

3. Помоћне тачке: М, N, Р, Q, ... ; помоћне праве: р, q, 1', ••• ; 

помоћни кругови: 0*, 0*1', ... ИЛИ К, K 1, К2 , ••• [(". 

Систематска схема эадатака са скицама 

(сл. 4): 

1. А В С три тачке 

2. А В РI две тачке и права 

3. А В 01 две тачке и круг 

4. Рl Р2 А две праве и тачка 

5. Р] Р2 Р3 три праве 

6. Рl Р2 О] две праве и круг 

7. О] Рl А круг, права и тачка 

8. О] 02 А два круга и тачка 

9. 01 02 Р] два круга и права 

10. О] 02 0з три круга 

Д О П У н с к и з а Д а Ц и (сл. 5) 

(1.. А Рl r тачка, права и полупречник траженог круга 
~. 01 А r круг, тачка и полупречник тражен:ог круга. 



16 Антон Билимовић 

в в 1.@ 
·0 

А С 

3'(#ЈВ 01 
А О 

А 

5. 

Сл. 4 

d. р. 

А 

А 

Сл. 5 
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Извоћење сваке елементарне геометријске конструкције за
онива се на основним геометријским конструкцијама, на постула
тима геометријских конструкција, који траже да се у равни може 
оперисати са овим објектима: 

1. са тачком као пресеком две праве, 

2. са правом кроз две дате тачке, 

3. са кругом датог центра и датог полупречника, 

4. и да се могу одредити пресечне тачке две праве, праве и 
круга и два круга, ако такве тачке постоје. 

За конструкцију, која се изводи само помоћу коначног броја 
наведених основних конструкција, кратко се каже да је извод
Л>ива само шестаром и лењиром. У својој чувеној књизи, »Grund
lagen der Geometrie« Д. Хилберт* (Hilbert) проучава и аксиома
тику конструктивних задатака. 

При решавању конструктИ!вних задатака у општем случају 
појавл>ују се ови познати деkОВИ потпуног решења: 

I. П роучавање или анализа задатака, 

11. Конструкција задатака, 

III. Доказ, 

IV. Расnрављање или дискусија задатака. 

План о.браде једног конструктивног задатка, изложен у ова 
че11ИРИ дела, има о.громан значај како у математичКJIМ наукама. 
тако уопште у случајевима проблема, малих и великих, приват
них и дР'Уштвених. Примери конструктивних задатака јасно по
казују да је рад без потпуног плана, нпр. само извоћење кон
струкције, недовоЛ>ан. Сваки проблем је потпуно реалан, ако. се 
могу постићи одговарајући резултати у сваком делу скицираног 
плана. То се примењује и на опште проблеме са одговарајућим 
променама у вези са ПРИРОДОМ задатака. 

"k Д. Хилберт: Основе l'еометрије, Класични научни списи МИ САН, 
кљ. 14, превео са УIII немачког издања Ж. Гарашанин, Београд 1957. 



Десет Аполонијевих задатака о додиру крутова 19 

ЗАДАЦИ 

1. Наћи Kpyr који пролази кроз три дате тачке 

Нека су дате три тачке А, В, С. Нацртати круг О, који про~ 
лази кроз дате тачке. 

1. А н а л и за. Ак:о дате тачке спојимо дужима АВ, ВС, СА, 
долазимо до троугла АВС. Тражени круг О је тада описа:IiИ круг 
око датог троугла АВс. На тај начин наш задатак се своди на 
Еуклидов задатак из JV кљиге, 5 став Еуклидових Елемената *, 
који у преводу гласи: "Ок:о дaТQГ троугла описати круг". 

џ. I{онструкција. ~онструкцију изводимо ПО Еуклиду 
(сл. 6). 

а) 

AJC:=----~--~B 

Ь) 

Сл. 6 

с) 

ПреполоlШМО праве АБ, АС тачкама D и Е и кроз тачке D и Е 
повучемо праве DO и ЕО под правим угловима према правима 

* ЕуклиДови Елементи, Класични научни списи МИ САНУ, кљ. 4, 
превео и коментар додао А. Билимовић, Београд, 1953. 
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АВ И АС. Оне се секу или у троуглу АВС (сл. а), ИЛИ на правој 
АВ (сл. Ь), ИЛЈИ са щ>уге стране праве АБ (сл. с), ван троугла АВС. 
Пресечна тачка О је центар ~pyгa који пролази кроз тачке А, В, С. 

ЈП. Д о к а 3. Нека је прво О, у троуглу (сл. а), па пооуцимо 
ОВ, ОС ОА. Тада, пошто је AD једнако пв, а DO заједничко н 
управо на АВ, страница АО једнака је страници ОВ. На сличан 
начин се доказује да је СО једнако АО, па је према томе ОВ јед
нако ОС. Дакле дужи 0.4, ОВ, ОС су мећуообно једнаке. Према 
томе ће круг са центром у О описан растојањем до једне од та
чака А, В, С проћи и кроз остале тачке и биће круг описан 'Око 
тр'Оугла АВс. . 

Узмимо сад да се DO и ЕО секу на правој АВ у О (сл. Ь), 
као што је то случај на другој слици, па повуцимо АО. На сличан 
начин се доказује да ће тачка О бити центар круга описаног око 
троугла АВс. 

Најзад, нека се DO и ЕО секу у тачки О ван троугЛа АВС, 
као што је то нацртано на трећој слици (сл. с), па повуцимо АО, 
ВО, СО. Како је опет AD једнако DB, а DO је заједничка страница 
управна на АВ, страница АО једнака је страници ВО. На сличан 
начин се доказује да је СО једнако АО, према томе је и ВО јед
нако ОС. Према томе ће опет круг са центром у О ОПlИсан расто
јањем до једне ОД тачака А, В, С проћи и кроз остале тачке и бити 
описан око троугла АВС. 

На овај начин ОКО датог троугла је 'Описан круг. А то је тре

бало извести . 

. JV. Дискусија. У свом излагању овог задатка Еуклид је пре
нео део дискусије у анализу, где је прегледао три случаја поло

жаја круга према троуглу. 

__ С~ј~_:из:\а.r:а.IЬе.._ ЕУ1SЛИД је допуН!Ио.~_у_ обл~ку "Последице" 
- анализом вредности углова за различите положај е центра опи

саног круга. Љегови резултати су фОРМУЛЈИоани овако: ако се 
угао АСВ налази у кружном одсечку већем од полукруга, тај 
угао је мањи ОД правог, ако је одсечак једнак полукругу, угао 
је једнак првом и, најзад, ако је одсечак маљи од полукруга, 

угао је већи од правог. И, обрнуто, ако је угао АСВ мањи од 
правог, праве DO, ЕО секу се у троуглу, ако је угао АСВ једнак 
правом углу, праве DO и ЕО секу се на правој АВ и, најзад, ако 
је угао АСВ већи ОД правог, исте праве DO и ЕО секу се ван тро
угла. 
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2. Наћи круг који пролази кроз две дате тачке и додирује 
дату праву 

Нека су дате две тачке А и В и права Рl (сл. 7). 
Треба кроз тачке А и В rювућ:и круг који додирује праву Рl. 

1. А н а л и з а. На симетрали s ду;ки АВ се налази центар 
сваког круга који пролази к:роз тачке А и В. Тачка S је пресек 
симетрале s са датом правом Р\. 

Узмимо на симетрали s ПрОИЗВОibНУ тачку К и спустимо нор
малу KD на праву РЈ. Помами круг полупречника KD са цен
тром у К додирује праву р\, али не мора пролазити кроз тачке 
А и В. 

s 
s 

Сл. 7 

Нека права AS сече круг К у тачки АЈ• Конструишимо дуж 
А01 паралелно А\К. Круг са центром 01 и полупречнИIЮМ О\А је 
тражени круг, јер је 

ако је 01 Di l..Pl. 

Последња једнакост следује из услова пропорционалности 

KD : 01 D\=KA1 : 0\ А, 

што се одмах увиьа, ако се посматрају полуправе из тачке S пре
сечене паралелним транс!верзалама, јер је 

одакле проистиче претходни услов пропорционалнQCТИ. 
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За одрећивање АЈРУГОГ траженог круга 02 може се узеrn у 
обзир даје 

(1) 

где је Љ подножје нормале спуштене из 02 на праву Р1, где је С 
пресек праве Р1 и праве кроз дате тачке А и В. 

Једначина (1) изражава једнакост потенц<ије тачке С у ОД
носу на круг 01 чији је израз 

СА· CB=CD/, 

и потенције исте тачке С у односу на круг 02 

СА· CB=CDi. 

После одреDивања тачке Љ на Р1 одрећује се конструкцијом 
нормале на Р1 у тачк!И D2 положај тачке 02, центра другог тра
женог круга, а mмe и сам тражени круг. 

П. Конструкција. Изнесена анализа задатка толико је јед
ноставна да се може дат конс'Грую~ија овим поретком једностав
них операција: 

1. За дате тачке А, В и .дату праву Р1 се конструише оиме
трала s ДУЖЦ А и В и пресечна тачка S те симетрале са правом 
Рl. На правој s још се узме произвољна таЧКа К и тачка М сре
дина дужи АВ. 

2. Из тачке К спуштамо нормалу на Р1 и подножје означа
ваМо са D. Круг са полупречником KD додирује праву P1~ 

3. Из тачке А цртама праву AS и са Љ означавамо пресечну 
тачку те праве са кругом К. 

4. Пресек 01 праве АО1 паралелне са ЉК, oftlpebyje центар 
првог траженог круга. 

5. За Дрynи круг одмеримо од С дуж СЉ=СD1 • 

6. Из D2 дижемо нормалу на праву Р1. Пресек те 'Нормале са 
симетралом s одрећује центар 02 другог траженог круга. 

ПI Д о к а 3. Операције конст.рукције овог задатка толико СУ 
једноставне да су готово очигледне. Само једно место због при
мене мало познате теорије појма потенције тачке према КРУГУ 
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може захтевати објашњење, које је већ 001\:0 наведено у анализи. 
Реч је о ставу да две потенције исте тачке к:оје се односе на Д!Ва 
круга са заједничком тетивом имају исте вредности иэраЖ.ене 
помоћу квадрата тангенmих одсечака. 

ЈУ. Дискусија. Као што је познато дискусија конструктив
ног задатка састоји се у проучавању једног или више начина за 
решавање задатка у вези са променом датих података. 

у слови овог задатка се изражавају положај ем одрећене дуж:и 
АВ према датој прarвој Рl. Лако је видети да за параметре тих по
датака можемо узети ове три веЛiИчине: одстојање h тачке А од 

А 

6. 

s 
Сл. 8 

3. \ о ) 

7. 

A~B 1) 
1 

праве Рl, одстојање Н тачке В од исте праве Рl и растојање d из
мећу h и Н, при 'Гоме означене велич:ине треба да задово..ъавају 
услове 

O<,h <Д, d >0. 

Резултати дискусије могу се свести у ову таблицу (сл. 8). 
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. Н =0, 1. Бескрајно много двоструких тачака 

d -O / на правој Рl. 
/ - '-, 

/ Н>О, 2. ЈеДНЈО решење. Круг са пречником 

'1=0 (' Н. 
"",- Н =0, 3. Круг дегенерише у праву Рl. '" / 

/ 
/ 

h>O \ 

, d>O " Н>О, 4. Круг са центром у пресеку норма-

// 

ле из А на Рl и симетрале дужи 
АВ. 

Н=ћ, 5. Круг са пречником Н који пролази 
d=O <: кроз ДВОСТРУКУ тачку. 

Н>ћ, 6. Ава једнака круга који додирују 
праву Рl и имају центре на симетра
ли дужи АВ: 

" Н=ћ,7. 

"'- d>O < Круг који додирује праву Рl у пре
секу симетрале дужи АВ са том 
том правом. 

Н> ћ, 8. То је општи случај, који је проучен 
у анализи. 

3. Наћи круг који пролази кроз две дате тачке и 
додирује дати круг 

Нека су дате две тачке А и В и круг 01 (сл. 9). Треба кроз 
тачке А и В повући круг који додирује дати круг 01. 

1. А Н а л и 3 а. За што једноставније 'решење овог задатка 
искористимо појмове потенције тачке у ОДНОСУ на круг и појам 
радикалне осе за два круга. Примена тих појмова је врло једно
ставна и изванредно корисна'нарочито у овом задатку. 

Схему решења може..\ю скицирати наредним кратким рече

ницама. 

1. За дате тачке А и В цртамо праву АВ. 
2. Кроз средину Р дужи АВ цртама, на познати начин, симе

тралу s те дужи. На тој оиметрали мора да се налази центар О 
траженог круга, који пролази кроз тачке А иВ. 

3. На симетрали s узимамо неку тачку 0* за центар неког 
помоћног произвоЛ>ног круга, који пролази кроз дате тачке А и В, 
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али при томе пресеца и дати круг. 01. Означимо тачке тог пресека 
саСиD. 

4. Пресечну тачку правих АВ и CD 0значим-о са s. 
S. Потенција тачке S у ОДНОСУ на круг 01 има вредност ква

драта одсечка таНгенте ST1 повучене из тачке S на круг 01. 

s 

Сл. 9 

6. Продужење полупречника 01 Т1 до пресека са симетралом 
5 одрећује центар О траженог круга полупречника Т1 О. Права 
ST1 одрећује радикалну осу кругова 01 и о. 

7. Друга тангента ST2 на круг 01 одрећује тачку .дiОДlИра Т2 
датог круга 01 и ДРУЮГ траженог круга, који пролази кроз тачке 
А и В и при ДОДИРУ обухвата дати круг ОЈ. Центар тог другог 
круга се налази у пресеку продужења полупречника 01 Т2 и 00-

метрале 5, у тачки О'. 
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Ова конструкција је независна од избора помоћног круга 0*. 

Наведене геометријске особине задатка су довомне за изво
ћење конструкције. 

П. Конструкција. Пошто су теоријски елементи решења ОВОГ 
задатка објашњени у анализи, у тачкама 1-7, потпуно елемен
тарно, конкретно извоћење конструкције не представља тешкоnе. 

Може се само још приметити да употреба појмова потен
ције тачке у односу на круг и радикалне осе двају кругова слу
жи за дуб.ъе размишљање о важним геометријским појмовима 
у теорији кругова. 

ПЈ. Д о к а 3. Тачност наведене конструкције готово ауто
матски следује из употребљене методе помоћног .круга. 

IV. Дискусија. Пошто су основни геометријски објекти у на
шем задатку: 1. дати КРУГ 01 датог полупречн:ика R и 2. две тачке 
А и В, кроз које треба да проће тражени круг, онда у дискусији 
треба да се проуче м:огуће промене сваког од тих објеката и, сем 
тога, као 3. да се иопита релативни положај једног објекта-круга, 
према другом објекту-двема тачкама А и В, а то значи и према 
правој која пролази кроз ове две тачке. 

Круг, сам по себи, одрећује се само једним својим параме
тром - параметром величине; полупречником R, који може узи
мати само позитивне вредности и то од О до + оо • За прву крајњу 
вреАНОСТ круг се претвара у тачку и наш задатак дегенерише у 

први задатак 'Овог рада кад тражени круг мора да проће кроз три 
дате тачке. У ДРУГОМ случају, за R~+ оо, н:ад круг дегенерише у 
праву, наш задатак се претвара у задатак,о. кругу, који пролази 
кроз две дате тачке А и В и додирује праву, која је постала од 
круга у случају R~+ '00, 

Други геометрИјОКЙ'-~БЈект чинеД:ве 'дате тачке А и В. Пара
метром велич:ине тог геометрйfёког објекта служи растојање 
АВ=2Ь измећу тих тача'Ка. Израз тог параметра у облику 2Ь зго
дан је из тог разлога што нарочиту улогу игра половина тог ра
стојања и тачка Р, средине дужи АВ. При ь=о тачке се покла
пају, а при b~oo, једна или обе тачке одлазе у бесконачност, а 
средина,тачка Р, може да остане на мес·гу. Ако тачке А и В имају 
ОА;рећени коначни положај и права АВ има одреЬени правац, 
Онда има одрећеНи положај и' симетрала тачака А и В, права 
нормална на праву АВ, која пролази кроз тачку Р. У теорији 
кругова та симетрала игра врло важну улогу, јер центар сваког 
:ropyra; који 'пролази кроз две тачке. А и В мора да се налази на 
оиметрали дужи одрећене тим тачкама. 
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При проучавању могућн:их положаја тачака А и В према да-
том кругу 01 могу се разликовати ови случајеви. 

1. Тачке А и В су ван круга 01, 
2. Једна од тачака је на кругу, друга ван круга, 
3. Је,д,на од тачака је на кругу, друга у кругу, 

4. Обе тачке су у кругу. 

Од интереса је поставити геометријске услове за могућност 
оДговарајућих решења. 

За проучшзање различитих положаја тачаКа А и В према 
сталном кругу 01 згодно је узети у обзир праву што пролази кроз 
тачкеАи В. 

ТаЛРаЈва може 1. бити ван круга, 
2. додиривати круг и 
3. сеnи круг. 

Дискуоија свих оо могућих случајева не задаје тешкоће, али 
захтева велику пажњу. 

4. Наћи круг који додирује две дате праве и пролази 
кроз дату тачку 

Нека су дате А;Ве праве Рl и Pz И тачка А (сл. 10). Треба кон
струисати круг који додирује праве Рl и Pz И пролази кроз тач
ку А. 

1. А н а л и за. Уочимо праве Рl и Р2 И њихову пресечну тач
ку S. Претпоставимо да се тачка А налази на слици у rюказаном 
углу. 

ПОВУЦИIМо оиметралу s датог угла и узмимо на њој неl<У tач~ 
ку К за центар круга који додирује праве Рl и Р2. Додирне тачке 
0значимо са Т1 и Т2• . о 

Дату тачку А спојимо са тачком S правом AS и пресечне тач
ке те праве са кругом К ознаЧlИМ:о са А1 и А2• Из тачке А пову
цимо праву АТ паралелну са АЈ ТЈ. Нека она сече праву Рl у тачки 
Т. Права из Т, нормаlша На Рl, сече оиметралу s у тачки О, која 
је центар траженог круга. 

На -слици је окициран и други круг који пролази К!роз тачку 
А и додирује праве Рl и Р2. Тај други круг се добива повлачењем 
АТ" 11 ~ Т1 И конструцкијом нормале Т."О' -.L Р2' 



28 Антон Билимовић 

п. Конструкција је ТОЛИКО једноставна да нема потребе до
пуњавати оно ШТО је наведено у анализи. 

IП. Д о к а з. Доказ оваког посебног случаја не представља 
тешкоће. 

р 

s 
Сл. 10 

IV. Дискусија. Праве Рl и Р! могу бити у овим положај има: 

1. да се секу, 
2. да су паралелне, 
3. да се поклупају. 
Тач~а А може бити у овом положају: 
1. :&ило где у равни измеьу паралелних, сем на правим 

РЈ и Р2, 

2. На једној од цравих, сем тачке S прсесека правих. 
3. у тачки S пресека правих. 
Наведимо и решења ПОМeI;IУ11ИХ случај ева. Случај еве ћемо 

означавати са два броја таюо да први број означава услов за 
праве, а ДРУГИ услов за тачку. Односне елементарне слике лако 
може скицирати сам читалац. 

1.1. Два круга који пролазе ~роз тачку А и додирују праве 
Рl ИР2. 

1.2. Два круга који пролазе кроз тачку А на правој Рl и до
дирују праве P~ и Р2. 
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;:~: ~~~гк~~г:~ерише у тачку А. "'''~/'.::~.:~\ \\ 
, , 

2,2. Један круг. \' \:; \ 
2,3. Случај је немогућ. \ '::', '. 
3,1. Два система кругова са једне стране двоструке праве. " 
3,2. Два система кругова. \ 
3,3. Круг дегенерише у тачку А. 

5. Наћи круг који додирује три дате праве 

Нека су дате три праве Рl, Р1, рз (сл. 11). Треба нацртати круг 
који додирује те три праве. 

Ј. А н а л и з а. Овај задатак формулисан речима: 

"У дати l'роугао уписати круг" . 
такоће се налази у JV књизи, став 4, Еуклидових еАемената.* 

Дајемо текст овог става у преводу. 

Нека је дат троугао АВГ (сл. l1а). Треба у дати троугао АВГ 
уписати круг. ПрепоЛ'овимо угЛ'ове АБГ и АГБправима БА и ГА и 
нека се те праве секу у тачки А, па повуцимо из тачке А на праве 
АБ, БГ, Г А, нормале АЕ, AZ, АН. Како је угао АБА једнак углу ГБА, 
а прави угао БЕА једнак' правом углу БZА, два троугла ЕБА и 
ZБА, имаће по два угла једнака и по једну страницу једнаку, и 
то наспрам једнаких углова, наиме заједничку страницу БА, пре
ма томе ће и остале странице једног бити једнаке осталим стра
ницама другог; биће, дакле, АЕ једнако AZ. На основу ИСТiИх 
разлога и АН је једнако AZ. Значи да су три ДУЖИ АЕ, AZ, АН 
мећусобно једнаке. Према томе ће круг са ценl'рОМ у А описан 
растојањем до једне од тачака Е, Z, Н као полупречниК!ом проћи 
и кроз остале тачке и у тачкама Е, Z, Н додириват.и праве АБ, 
БГ, Г А, јер су углови у тим тачкама прави. Заиста, кад би он 
секао те праве, 'Онда би нормала на пречник, што пролази кроз 
његов крај, била у кругу, а то је, каю што је д'Оказано, немогуће, 
Према томе круг с центром у А описан растојањем до које било 
од тачака Е, Z, Н не сече праве АБ, БГ, Г А. Дакле он их доди
рује и биће круг уписан у троугао АВГ. Нека је 'Он уписан 
као ZHE. 

* В. примедбу на стр. 19. 
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На овај начин је у дати троугао АВГ уписан круг EZH. А 
то је требало извести. 

Анализа овог задатка може се извести и на .овај начин. 

Како центар сваког круга, који додирује две праве, мора да 

се налази на симетрали угла измећу тих правих, центар сваког 
круга, који до~ирује три праве мора се налазити у пресеку так
вих симетрала, које се ове три секу у ИС11Ој оДговарајућој тачки, 
при чему су узете оиметрале у;нутрашњих или опол,ашњих углова. 

Тако ћемо добити у општем случају 4 круга: круг О УП1Исан у 
троугао Аве (сл. llЬ) и три круга О', О", О", спол,а дописаних 
том троуглу. 

А 

Ь) 
о 

·0' 

Сл. 11 

п. Конструкција. Конструишимо симетрале SAI SB, Sc угло
ва А, В, С и нормале на те праве пА. nв, nс које служе симетра
лама Сlюл,ашњих угл.ова. Просеци правих (SA' SB, Sc), (SA' nв, nс), 
(nAosB,nC),(nAnB:C) дају центре О, О', О", О", кругова уписаног и 
спол,а дописаних. 

ПЈ. ДО I\. а з. Доказ се заснИ!ва на томе да се сваки центар 
налази на истом одстојању од три одговарајуће праве. 

ЈУ. Дискусија. Лако је проучити све могуnе положај е правих 
Рl, Р2, РЗ И У вези са тим положај четири горе наведена круга. 
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6. Наћи Kpyr који додирује две дате праве и дати 
Kpyr 

Нека су Р1 и Р2 две дате праве и 01 је дати круг (сл. 12). 

31 

1. А н: а А и 3 а. АIЮ треба нацртати круг .који додирује дате 
праве Р1 и Р2 И круг 01 Iюлупречника R, 'Онда са њим концен
трични круг полупречника r+R пр'Олази кроз Центар 01 датог 
круга и додирује праве Р1' и Р2' паралелне правима Р1 и р2 на од
стојању R од њих. Према томе задатак се своди на конструисање 

Сл. 12 

р' 
2 

р' 
1 

круга који додирује две дате праве Р1' и Р2' И пролзи кроз дату 
тачку 01, ОДНОСНО тач:ку А. А тај задатак је био решен под 4. При
лагоћавање решења задатка 4 . .овом задатку долази тек у ДИСКУ
сији у вези са проучавањем различитих положаја круга 01 према 
правима Р1 и Р2 У 'Овој анализи приметимо још да, како смо ви
дели у случају 4, кроз тачку А можемо повући два круга који 
додирују праве р!' и pz', према томе имамо и два круга који до
дирују праве Р1 и р2 и споља круг 01. Сем тога, ПОВУКЛИ смо две 
праве pt' и pz' изван угла датих'Правих Р1 и Р2 али можемо узети у 
обзир кругове који исто тако додирују праве Р1 и Р2, али круг 01 
додирују унутрашњим додиром. За тај случај к.онцентричне кру
гове додирују праве паралелне правима Р1 и Р2 не оне које се 
налазе споља већ у углу, тј. праве pt", рГ (ове две праве нису на
цртане на слици). 
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П. Конструкција. ПОВУЦИМО, прво, ван датог угла две праве 
Р1' и Р2' паралел,не правима Р1 и Р2 на растојању R :и кроз центар 
датог круга понуцимо два круга који додирују праве pt' и Р'2 (на 
слици 12 је приказан само један). Конструкција тих кругова је 
изједначена у 4. задатку. Нека центри тих кругова буду у тачкама 
01 и 02. Најзад, 'са тим цеН'I'рима конструишемо концентричне 
кругове пол упречника смаљених за пол упречник датог круга. До
бивена Два концентрична круга одговарају условима задатка. 

На сличан начин, ако повучемо паралелне праве pt" и р{' у 
датом углу и поново преМа 4. задатку Iюнструишемо два круга 
који додирују те праве и пролазе кроз центар датог круга, онда 
ћемо добити два центра 0з и 04. Кругови истих центара са пол у
пречницима повећаним зCl полупречник датог круга додирују 
дате праве Р1 и Р2 И дати ~pyг 01 али унутрашњим ДОДИРОМ. 

ПЈ. Д о к а 3. Тачност конструкције круга који додирује две 
дате праве и Пlролази ~роз дату тачку била је потврћена у прет
ХОДНОМ задатку. За доказ тачности конструкције кругова у овом 
задатку довољно је навести две особине кругова: 1. ако имамо 

~ 
\ 

Сл. 13 

круг О који пролази кроз центар 01 другог круга, онда после 
смањеља полупреЧНlИка круга О за ДУЖИНУ полупречника круга 
01, концентрични круг додирује круг 01, и 2. ако имамо круг О, 
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који додирује праgy PI', онда после смањеља Iюлупречњика круга 
О за дужину растојања измећу паралелних правих РI и Р1', нови 
концентрични круг ће додиривати праву PI. Сличне особине кру
гова важе и за кругове чији се полупречници повећавају. 

IV. Дискусија. Пошто смо видели да је дискусија и релатив
но простијих задатака у довол,ној мери гломазна, а не задаје на

рочитих тешкоћа, нећемо изводити дискусију овог задатка са 
свима детал,има, већ ћемо се зау,ставити на навоћењу неколико 
карактеристичних случај ева, који ће у довол,ној мери каракте
рисати слику могућих решења овог задап;:а. 

а. Ако дати круг 01 сав лежи у углу правих PI, Р2, к:оји кратко 
означимо са (1., онда наведене конструкције дају четири круга, 
два спол,ашњег додира и два унутрашњег (сл. 13). 

Ь. Ако круг 01 д;одирује праву Р2, а лежи у углу, лако је ви
дети да се кругови са унутрашњим додиром поклапају. Појав
л,ује се још један круг спол,ашњег додира, (свега три), за који је 
права Р2 заједничка тангента круга 01 и тог новог додирног круга 
(сл. 14). 

Сл. 14 

с. Ак:о круг 01 сече само праву Р2, кругови унутрашњег до
А!Ира су немогући, али се појавл,ују место љих два круга спол,аш
њег додира (укупно четири) сл. 15. 
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d. Ако круг 01 додирује обе дате праве Рl и Р2, круг унутраш-

Сл. 15 

њег додира дегенеряше у сам дати круг 01, али се појаВlbују још 
два круга спол,ашњег додира (сл. 16). 

Сл. 16 

е. Ако круг О сече неку праву, рецимо Р2 и додирује другу, 
кругова УНУ11рашњег додира нема, али има пет кругова спол,aIII 
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љег додира: два У углу ('1., 01 И 02, два У углу ~, где се налази 
други део датог круга 01 и то 0з И 04 И један у углу у, СУПРОl1НОМ 
углу ~ - круг 05 (сл. 17). 

Сл. 17 

f. Ако круг 01 се че обе праве, али се преССЧ~-Ia тачка датих 
правих налази ван датог круга, има шест кругова спол,ашњег 

додира (сл. 18). 

Сл. 18 

g. Ако круг 01 сече обе праве и пресечена тачка правих се 
налази у кругу, имамо четирз: круга унутрашљег додира и то по 

један круг у ОВaIЮМ од четири угла којlИ образују те праве 
(сл. 19). 

h. Као последњи случај наведимо случај кад круг 01 пролази 
кроз пресечну тачку правих Р1 и Р2 И не додирује ниједну од њих. 
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у овом случају имамо само један круг унутрашњег додира; три 

Сл. 19 
остала круга таквог додира дегенеришу у пресечну тачку датих 

правих. Сем тога има још три круга СПОlьашњег додира (сл. 20). 

Сл. 20 
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у овом задатку има још интересантних релатИiВНИХ положаја 
~pyтa и правих, али 1'0 може послужити читаоцу за самостална 

размишљања. 

7. Наћи круг који додирује дати круг и дату праву 
и пролази кроз дату тачку 

Нека је дато: круг 01, права Р1 и тачка А. Тражен'И круг О 
'Греба да ДОАИрује дати крут 01, дату праву Р1 и пролази ,:к,роз дату 
тачку А (сл. 21). 

I. А н а л и з а. Анализу овог задатка изложимо конспектив
но према слици. 

Ако из центра 01 датог круга спустимо нормалу 01 Е на 
дату праву Р1 и roрајеве OAI10Bapajyher пречника озпачимо са С 
и D, поједине операције можемо тумачити овако: 

D 

Сл. 21 

1. Дат је круг 01 са тачком Е, пројекцијом тачака C01D на п;?а· 
Бој Р1. Тачка М1 је средина дужи СЕ и тачка М2 средина ду
жиСА. 
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2. Круг АСЕ са центром 0* одре.5ује ,се на познати начин (види 
зад.1). 

3. Пресечена тачка праве DA и круга АСЕ одрећује тачку В на 
том кругу. 

4. Две тачке А и В одре.5ују симетраАУ s тетиве АВ а пресечна 
тачка ове симетраАе са правом Рl је S. 

5. На симетраАИ s узмимо произвомну тачку О'. 
6. Одмеравамо растојање тачка О' од праве Р1. Означимо то ра

стојањем са О' Pl=d. 
7. На продужењу SA одрећујемо тачку At са растојањем d од 

тачке О'. 

8. Из тачке А конструишимо праву паралелну са А1 О'. Ова права 
се сече са симетралом s у тачки О, а ~o је центар траженог 
круга, који пролази кроз А, В, К, С, где су К и G додирне тач
ке са дamIМ кругйм и датом правом. 

П. Конструкција непосредно САедује из изложене анализе и 
кад тражени круг унутра ДОAlИрује дати круг 01. То је добра 
вежба из ове категорије геометријских проблема. 

ЈП. ДО I( а 3. У излагању ОВОГ задатка елементи доказа то
лико су улазили у анализу да нема потребе издвајати их засебно. 

ЈУ. Дискусија. У дискусији према општем правилу обично 
се проучавају специјални случајеви датог проблема. Али у овом 
задатку, због разноликости Да11ИХ елемената круг, права и тачка, 
у ПРОИЗВОLЪним положајима, специјални случајев'И су веома мно
гобројни, а релативно једноставни, па нећемо овде улазити у ЧiИ
тав тај посао. Мећутим, обратићемю пажњу на методу која је 
била примењена при решавању овог задатка. Она се састоји у 
увоћењу неког новог геометријског објекта који спаја разноврсне 
дате елементе. При решавању овог проблема био је уведен круг 
АСЕ, ПОl\юћне улоге, који спаја дату тачку А, дату праву Р1 и 
дати круг 01. Спајање тачке А са D одрећује тачку В, која решава 
проблем. 

8. Наћи круг који пролази кроз дату тачку и 
додирује два дата круга 

Нека су дата два круга 01 и 02 И тачка А. Треба кроз тачку 
А повући круг који додирује та дза круга (сл. 22). 
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1. А н а л и 3 а. Претпоставимо да је проблем решен и нека 
траж.ени KPYI' О пролази юроз тачку А и додирује кругове 0\ и 
02 У тачка..м:а Рј и ћ. 

u 

Сл. 22 

Конструишимо ПрZlву 0102 кроз центре датих кругова и спо
л,ашњу тангенту N\ N 2 са тачкама дод;ира N1 и N 2, к,оје се одре-
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ћују на познати начин. Пресечна тачка S праве 0102 И тангенте 
N 1 N 2 је центар СЛИЧНОСТИ датих кругова. 

Тори тачке Њ, Њ, А одрећују круг, који пролази кроз те три 
тачке. Нека ПРalВа SA сече тај круг у тачки коју означимо са В. 
Пошто за тај круг энамо сад четири тачке А, В, N 1, N 2 за -две 
секанте из S имамо ову једнакост. 

(1) 

(2) 

Ова једнак:ост даје могућност одредити положај тачке В. 

Лако је закл>учити да је и 

SP1 • SP2=SN1 • SЊ, 

јер за тражени круг О имамо 

SP1 • Sћ=SВ . SA. 

у јеА;начини (1) је неодрећен само један члан SB, па, према 
томе, можемо конструисати ту ДУЖИНУ према познатом поступку 

за четврту пропорционалу. На један или други наЧ!ин се од:рећује 
тачка В, друга тачка, кроз коју треба да проће тражени круг. 
На тај начин наш задатак се своди на канструисање круга, који 
треба да проће кроз две тачке А и В и да додирује круг, рецимо, 
01. И тада постоји права ОЈ О која спаја центар 01 А;атог круга 
са центром О траженог круга. Та права одрећује тачку Р1 додира 
кругова. Са своје стране, тачка Р1 одрећује положај секанте SPJ, 

која одрећује и тачку ћ додира круга О са другим датим кру
гом 02. Тиме се решава дати задатак. При решавању искористили 
смо задатак 3. о конструисању круга који пролази кроз две дате 
тачке и додирује дати круг. 

На слици 22а дата тачка А и тражени круг О се налазе ван 
области датих кругова 01 и 02. 

На слици 22Ь имамо схему случаја кад тражен:и круг, прола
зеnи кроз дату тачку А, обухвата дате кругове. 

П. КОНСТРУlщија. Конструкцију овог задатка можемо поде
лиги у три дела. 

1. Конструкцију тачке В као допуне тачке А, кроз које тре
ба да проl5е тражени круг. 

2. Примену трећег задатка о конструкцији круга који про
лази roРОЗ две дате тачке и додирује један од датих кругова. 

3. Проширење додира на ДРУI1И круг. 
Садржај сваког дела наведене конструкције непосредно је 

јасан из оног што је било HaBeA~HO у анализи задатка. 



АесС'Т Аполонијевих задатака u ДОдиру {<ругова 41 

IП. А о к а 3. Нећема нава,д:ити детал,е доказа, јер после из
ведене анализе доказ би садржао сама панавл,ање већ нав~дених 
аргумената. 

IV. Дискусија. Дискусија овог задатка може бити врло оп
ширан материјал, али ана, на жаласт, захтева и мнаго времена и 

мнага слика. 

9. Наћи круг који додирује два дата круга и дату 
праву 

Нека су дата два круга 01 и 02 гюлупречника R1 и Љ (R1 >R2) 

и права Р1. Треба конструисати круг, који додирује кругаве 01 и 
02 И праву Р1 (сл. 23а). 

/ 

СЛ.23а 

1. А н а л и 3 а. Ако павучема праву р' П<:lрале!\ну правај Р1 
на растојању Љ са супратне стране ад оне на којој су крутави 
01 и 02, мажемо тврдити да се наш задатак свади на конструи
сање круга каји пролази краз тачку 02 и дадирује праву р' и круг 
пол упречнека R1 .- R2 = р. 

П. Конструкција. Конструишимо праву р' паралеЛlНУ правој 
р на растајању Rz и то са другестра:не ад ане на којај су дати 
кругови. К:од дата два круга 01 и 02 смањима IЮлупречнике за 
дужину R2, тада од прваг круга 01 остане ropyr полупречника 
R1 -R2 =p, а од другаг само центар, каји као. тачку означима са 
А. После извршене аве канструкције наш задатак се свади на 
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конструкцију круга О који треба да дод..чрује круг полупреч
ника р и праву р', што пролази кроз таЧI~У А. Такав за
датак смо решавали год бројем 7. Ако у резултату реше:-Ь:l ОВОГ 
задатка добијемо круг одрећеног положаја и неIЮГ полупречника 
", онда је одговор на дати задатак концентрични круг полупреч
ника )(. - R2• 

IП. Д о к а 3. Аоказ добивеног решења је оtIИгледан. 

( 
1. 

Ь) 

Сл. 23Ь 

' .. 

I 

/ 
-, / 

, '----./ 

~l 

4. 

5. 

6. 

IV. Дискусија. Дискусија овог задатка је врло опширна. По
што не можемо тој дискусији посветити сувише много места, 
показаћемо само неколИIЮ слика (сл. 23Ь) за један конкретан 
случај, које дају представу о карактеру решења. 
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10. Наћи круг који додирује три дата круга 

Овај клаоични задатак о додиру кругова зове се Аnолонuјев 
задатак. 

Тај задатак је од времена Аrюлонија из Перге (650-190 до 
н. е.) предмет проучавања више геометара а проучава се и данас. 

Приметимо да се овај задатак може сматрати као општи 
задатак, а остале задатке из теорије додира к:ругова можемо сма
трати као специјалне случајеве овог општег задатка, кад одгова
рајући круг дегенерише или у тачку ИЛИ 'у праву Са полупреч
ником круга који тежи нули ИАИ бесконачно великој вредности. 

Аполонијев задатак ИМа низ различитих решења. Већина од 
љих захтева дубл,е познавање геометрије кругова. Не улазећи сад 
у треl'ирање тих решења наведимо ·овде само једно врло елемен
тарно решење, које припада Vie1e-y. * 

Означимо полупречнике датих кругова 01, 02, 0з са R!, R2, Rз 
И преТПОСТаЈВИМО да је П/ ј R2 ;;> Rз. Зауставимо се прво !на слу
чају, кад су услови једнак-оети ИЗ0ставл,Е:НИ и тада је Rз најмањи 
пол упречник. 

I. А н а л и 3 а. Анализирајмо случај, кад се три дата круга 
не секу. 

Из центра круга 01 нацртајмо два круга: један О/ полупреч
ника R1 - Rз И дРУГИ 01" пол упречника R1 + Rз• Исто то урадимо 
из центра круга 02 : нацртајмо к:руг 0/ полупречњика R2 - Rз и 
0/' полупречника Rz + Rз. Сад узмимо у обзир центар круга 0з 
који 0значимо са А и поставимо задатке одрећњвања круга који 
пролази кроз тачку А и додирује два круга у овим комбина
цијама 

0/ и 0/, 
О/ и 0/', 
0/' и О{, 
01" и ОГ. 

Сваки од тих задатака спада у задатке ПОД бројем 8 (тачка И 
два круга). У општем сл учај'у такав задатак може имати више 
решења, али треба узимати само оно, које одговара основном по
ставл,еном проБАему. Наредно излагање је конспективно. 

* Viete, Apo!lonius Gallus, 1600. 
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Сл. 24а показује да таква два круга могу бити: круг 01, који 
додирује кругове Ot' и 0/ СПО1Ъа и круг 02, који обухвата те юру
гове. Кад се кругу 01 смањи полупречник за Rз, онда ће њему 
концентрични к:руг додиривати спо/па кругове 01" (то је већи 
круг са центром у Ot'), О{' (већи круг са центром у 0/) и 0з. 
Ако се кругу 02 повећа полупречник за Rз, он ће додиривати спо-
1Ъа кругове 01", О{' И 0з 

ОЈ Ь) 

Сл. 24а. Ь 

Са СА:ике 24Ь на сличан начин добивамо: круг 03, који доди
рује круг 01 СПО1Ъа, а кругове 02 и 0з својом унутрашњом стра
ном и· китг 04 који додирује кругове 02 и 0з ОПО1Ъа и круг 01 
својом унутрашњом страном. 

.--~---_ ... 

(~J"VJ)~' IJ, 

о: 
---=;:::::-.,; 

с) Ј! 

Сл. 24с, d 

На слици 24с Иiмамо: круг OS који додирује кругове 02 и 0з 
СПО1Ъа и круг 01 унутра и круг 06, коЈи додира круг 02 СПО1Ъа и 
кругове 01 и 0з унутрашњом страном. 
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Најзад, на слици 24d имамо: круг 07, к:оји додирује сва три 
круга 01, 02 И 0з спол,а, а круг O~ који исто сва три круга доди
рује vнутрашњим додиром, тј. обухвата сва три круга. 

Према томе све случај еве можемо обухватити овом таблицом: 

Назив помоћних Назив кругова За добивање ре-
Назив решења које обухвата шења круг кроз 

кругова 
тражени круг тачку треба: 

01 О:ј повећати 
01',02' 

02 01',02 смањити 

{ 03 02,0з повећати 
01',02" 

O~ 01 смањити 

01",02' Ј 03 02 смањити 

1 ~ 01,0з nовећати 

07 смањити 
01",02" 

03 01, 02, 0з повећати 

Извршена анализа показује да у општем случају, к.ад се дати 
кругови не секу, проблем има осам решења. 

П. Конструкција. Из извршене анализе можемо зак:л,учити 
да се овај задатак своди на 8. задатак: наћи круг к:оји додирује 
два дата круга и пролази к:роз дату тачку. Али од четири решења 
8. задатка за овај задатак се могу искористити само два решења. 

IП. Д о к а з. Доказ конструкције овог задатка непосредно 
се своди на доказ претходног 8. задатка и на закл,учак да круг 
коrнцентричан са наћенrим помоћним кругом, који пролази кроз 
дату тачку и додирује два помоћна круга, треба нацртати полу
пречник:ом већим за Rз или мањим за ту исту ДУЖИ:lУ у зависно
сти од тога каК!ве је Пiрироде додир са помоћН'Им круговима к:он
центричним са 'Круговима ОЈ и 02. 

IV. Дискусија. Дискусија овог зада11ка за све могуће поло
жаје rи величине датих кругова представл,а врло опширан про
блем. Овај задатак је детал,њије проучен у ОПШИРНiим курсевима 
аналитичке геометрије у вези са теоријом система кругова. Овде 
се нећемо заустављати на тој диокусији. 

Навешћемо само два специјална случаја. 
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Први, кад два круга додирују један други, рецимо, спол,а, а 
трећи има произвол,Э!Н положај. Од осам решења спштег случаја 
отпадају два случаја и то у зависности од полuжаја трећег круга 
према заједничкој тангенти кругова 01 и 02. 

Други, кад се сва три круга налазе у спол,ашњем додиру. Та 
да имамо сзмо два решења: 07 и 08, спол,ашњег и унутрашњсг 
додира. 

Разни дРУГИ случајези специјалног ПОАожаја могу представ
л,ати добар материјал за проучэ.вањс геометријског задаТК:l са 
еволуционог гледишта. 

Овим завршавамо наше елем~нтарно проучавање чувених 

Апола':lијевих задатака о ДОДИРУ KpvrOBa. 

* 
* 
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ПРИМЕРИ 

Наћи круг датог полупречниr<а, који пролази кроз дату тачку 
и додирује дату праву. 

Нека су дати: тачка А, права Р1 и дужина r једнака поЛ\т
пречнику траж~наг круга (сл. 25). Треба краз тачку А павућ:l 
круг палупречника r, каји Д:Јд:!рује праву Р1. 

I. А R а л и з а. ПретпоставимО' да круг О дадирује праву ј11 
и пралази кроз тачку А. АкО' тада повучемо праву р' Шl.ралелну 
са РI На адстајању r од праве РI II ТО сасране, где се налази 
тачка А, онда се може тврдити да се тачка О, центар 'I1раженог 
круга, налази 1. на правој р' Iи 2. на кругу полупреЧНИК:l r са цен
трам у тачки А. 

П. Конструкција. Павуцимо на растојању r ад праве Рl са 
оне стране, где се налази тачка А, прву р' паралелну правај Р1. 
Из тачке А, као центра, палупречником r апишемо круг А, нека 
он ссче праву р' у тачкама О и 01. Кругави О и 01 полупречника 
r адговарају условима задатка. 

IП. А о к а з. И један и ДРУГИ круг пралази кроз тачк:у А; 
сваки ад њих дадирује праву РI, јер је растајање њихових цен
тара ад те праве једнака палупреЧlНИКУ круга; најзад, сваки круг 
има за палупречник дату дужину r. 

IV. ДИСI(усија. При дискусији овО'г задатка мажема претпо
ставити да је величина r стална, јер увек мажема слику цртати 
тако да величина r остане иста. 

Према томе је AOBOL'DHO мењати сама вреАНОСТ адстајања тач
ке А од дате праве Р1 .каје означима са h. Дова1Ьна је проучавати 
сама пазитивне вредности h, јер негативним вре~настима адго
вара решавање истаг задатка сама са полажајем тачке А са друге 
стране од праве Р1. 
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Ако је h=O, тачка А лежи на правој Рl. Центри О и 01 се 
поклапају и леже на нормали из тачке А на растојању r o~ праве 
Р1. Према томе имамо једно решење. 

Ако узмемо у обзир и другу страну равни од праве Р1, мо
жемо тврдити, да овде можемо нацртати два круга полупrpечника 

r који пролазе кроз тачку А и додирују дату праву. 

Ако је О < h < r имамо два решења, како то показује сли
ка 25а. 

Сл. 25 

Ако је h=r, тачка А се налази на правој р'; имамо два ре
шења, при чему се кругови О и 01 додирују У тачки: А. 

Ако је r < h < 2r, исто тако имамо два пресека кругова О и 
01, али условима задатка одговара само горња тачка А. 

Ако је h=2r, тачке о и 01 поново се поклапају. Тражени 
круг има за пречНiИК ДУЖИН'У нормале спуштене !из тачке А на 
праву Р1. Ј едно решење. 

Ако је h < 2r, круг из центра А са полупречникоы r не сече 
праву р', задатак је немогућ. 

Резултат дискусије даје ова таблица: 

h = о - једно решење, ОДНОСНО два са разних страна од 
дате праве, 

0< h < r - два решења, кругови се секу, 

h = r - два решења, кругови се додирују, 

r < h < 2У - два решења, кругови се секу, 

h=2r - једно решење, 

h > 2У - решење не постоји. 
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Наћи круг датог полупречника, који пролази кроз дату тачку 
и додирује дати круг. 

Нека је дат круг 01 полупречника R и тачка А. Треба кроз 
тачку А повући круг датог полупречника r тако да он додирује 
круг 01 (сл. 26). 

1. А н; а л и з а. Ако изоставимо услов да тражени юруг мора 
да проће кроз тачку А, геометријско место центара кругова полу
пречника r који додирују круг ОЈ је круг концентричн'И том 
К!ругу са полупречником R+r, ако се тачка А налази ван круга 
01. Са друге стране, ако изоставимо услов да тражен'И круг мора 

Сл. 26 

да додирује круг 01, његов центар мора да се налази на растојању 
r од тачке А, тј. припадати другом геометријском месту, кругу 
I1'олупречника r са центром у А. Пресеци наведена два геометриј
ска места, ако постоје, тачке О и О' су центри тражених кругова. 

П. Конструкција. Нацртајмо 1. круг полупречника R+r KOIН
центричан кругу 01 и 2. круг полупречника r са центром А. Тачке 
О и О' пресека нацртаних кругова дају положај е центара траже
них кругова. У нацртаном конкретном случају проблем има два 
решења. 
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ЈП. Д о к а з. Прво, нацртани кругови пролазе кроз тачку А, 
јер су центри О и О'!На растојању r од те тачке. Друго, нацртани 
кругови додирују :к,руг ОЈ, јер расroјањецентара кругова 01 и О 
ОДНОСНО О' износи R + r, а то је услов спо.tЪашњег додира кругова. 

JV. Дискусија. У дискусији проблема учествују три вели
чине: R-полynречник датог круга, r-дати полупречник тра
женог круга и растојање, које означимо са d, измећу центра ОЈ 
датог круга и дате тачке А. . 

Пре свега приметимо да, рецимо, полупречник R можемо 
сматрати исте величине за све могуће случај еве, јер је увек мо
гуће променити димензије слике. 

Не наводећи оДговарајућаобразложења наведимо само таб
лицу решења. Бројна ознака са десне стране показује нумере 
стубаца из услова с леве стране. 

d> R, r > R, d> R+2r 

d=R+dr 

d < R+2r 

d::::2R-R 

d < 2R-R 

d > R, r = R, d > 3R 

d=3R 
d < 3R 

d > R, r < R, d > R + 2r 

d=R+2r 

d < R+2r 

d=R, r> R 

r=R 

r < R 

1,1,1 нема решења, 

1,1,2 једно решење, 

1,1,3 два спол:>ашња круга, 

1,1,3,] два СIю.tЪашња и један 
унутрашњи ДОДИР, 

1,1,3,2 два спо.tЪашња и два 

унутрашљег додира, 

1,2,1 нема решења, 

1,~,2 једно решење, 

1,2,3 два спо.tЪашња круга, 

1,3,1 нема решења, 

1,3,2 једно решење, 

1,3,3 два спо.tЪашња круга, 

2,1 један круг спо.tЪашњег додира и 
j~дaH круг унутраI?њег додира, 
који обухвата дати круг, 

2,2 један круг спо.tЪашњег додира, 
ДРУГИ круг се поклала са датим 

кругом, 

2,3 један круг спо.tЪашњег додира и 
један круг унутрашњег додира, 

који је обухваћоо датим кру
гом, 
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d < R, r> R 

r=R 

1 
r < R, r >-R 

2 

1 

1 
l'=-R 

2 

3,1 немогуће је, 

3,2 немогуће је, 

3,3,1 два решења, 

3,3,2 два решења, изу
зетан случај 3,3, 
2,1 кад је d=O; 
имамо бескрајно 
много решења, 

r < - R, d > R - 2r 3,3,3,1 два решења, 
2 

d=R-2r 3,3,3,2 једно решење, 

d < R - 2r 3,3,3,3 нема решења. 

51 

Ови резултати показују да у релативно једноставном задат
ку, као што је овај, дискусија може бити доста гломазна, због 
већег броја параметара. Сем тога се из дискусије овог задатка 
види да и сама конструкција, која, како у први мах изгледа, ре
шава задатак у потпуности, може бити недовомна и мора бити 
проширена и на разне случај еве дискусије. 

* * 
* 
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