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ЈУГОСЛОВЕНСКО ШТАМПАРСКО ПРЕДУЗЕЋЕ - БС:ОГРАД 



ПРЕДГОВОР 

ЕУКЛИДОВIf елементи (тci orolX€ia) показали су у току 
више од двадесет два столеЋЗ огромну научну и опште 

културну вредносl'. Они су преведени и коментарисани готово 

код свих културних народа. До ]900 године библиографи 
су нашли више од Ј 700 издања те књиге. У ХХ столећу је 
због дубљег проучавања основа геометрије интерес за Еукли

дове елементе нарочито порастао. Како не постоји превод 

ове књиге на српски језик, решио сам да својим скромним 

CHaгa~a израдим тај превод. 3асад дајем у штампу само прву 
књигу Елемената. Књига је допуњена историским и биб.llио
графским примедбама и KoмeHTapOM~ 

Целокупни коментар најбољег, HeiЬerg'oBa, текста Еукли
дових елемената, којим сам се 'и ја служио, доста је раз
рађен од стране низа писаца, а наpoч1lТО од стране Heath"a. 
Према томе сваки читалаu, који би желео дубље да уђе у 

проучавање Елемената, може се послужити тим писцима. 
у свом коментару заустављам се ca~o на оном материјалу" 
који је везан, прво, нарочито за српски превод и, друго, за 

она места текста, где се мој коментар разликује од познатих 

коментара, при чему дa~M образложење свог гледишта. 

Академик Б. ПеТРЈнијеВИЋ, сматрајУЋИ да је издање 

Еуклидових Елемената у српском преводу врло пожељно, 

био је добар и пажљиво прегледао превод, упореДl-Ю га са 

грчким текстом и учинио ми низ примедаба које сам при 

изради дефинитивног текста и узео у обзир. 

Стил превода прво је прегледао проф. Т. ЛнђеЛИЋ, а 

затим, у коректури; проф. В. МИШКОВИЋ, као редактор од 
\ 

стране Академије. Проф. В. Мишковић је учинио више језичких 
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измена у преводу о;Ј. којих неке нису уобичајене у српској 

математичкој литератури, на пр. ј е Д н а к о с т р а н место 

р а в н о с т р а н троугао и др. 

Б. Петронијевићу, В. Мишковиliу и Т. Ан1)елићу који су 

ми по\\огли У оства;:>ењу овог посла изјављујем најдубљу 
благодарност. 

А. Б. 



Ј. 

Дефиниције1 ' 

1. Тачка је оно што нема делова2• 

2. Линија је дужина без шuринед • 

З. Крајеви линије су тачке4• , 

4 .. Права ~инија је она, која за тачк~ џа .ц>ојподјед-

нако лежи5• 

5. Површина 'је оно што има s:aMO дy~"HY и ширину. 
6. Крајеви поврwине су линије6• 

7. Раван јеповршина која за праве Hfi њој'подјеДнa,k9 
, ~ '. : '::'.о' ~ '~' .', "О '. ~ 

лежи. . ", .' (1~ 
, .' ,:. .'. ~, '010 

8. Угао у paBHIf је узајамни нагиб дв«::јУ,Дlfwl:tја У.,RзвнЙ, 

које се стичу и које не леже у истој пра.ЈОУ", ")' ' ... t:; ' .... 
9. Ако су линије које образују уга@ ,.прзв€,уr80се 

~ • '. ~...' ф , 

зове праволиниски. 

10. Ако права, ~oja стоји ,на .р,ругој {JP~~~.,o~p~~?,je са 
овом два суседна Једнака угщ.l, сваки од ~их ;1;' ~aB, а 
подигнута права зове се нормала на оној на кајgigpји .. . ' \ ~,,", ".' . 

11. Туп угао је онај. КОЈИ је већИОД пр.r.:,~ " 
12. Оштар је онај, који је мањи од працQ'[: :" . , 
13. Граница је оно што је крај ма чега~. 

14, Фигура је оно што је омеђено или једном' или са 
више граница9• 

] 5. Круг је равна фигура омеђена такво,\\ једином линијом 
(која се зове џеРl:1ферија), ла су све праве повучене од једне 

тачке, која се налази у самој фигури, према тој лиНЙји. (ПР.i;!Ма 
периферији круга) међусОБНО једнаке1О• . 

]6. Ова тачка зове се срепиwте кругаll • 
17. Пречник круга је свака права што пролази кроз 

средиште круга а ограничен!! је са сваке стране пеРИфЕ'ријом 

круга; он полОВ'И кРуг1!. 
] 8. Полукруг је фигура ограничена пречником и њиме 

одвојеном периферијом круга; среDиште полукруга је исто 
као и средиште круга 18 • 
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19. Праволиниске фигуре су оне које су ограничене 

правама; трастране су ограничене са три, четворостране са 
I 

четири, многостране са више од четири праве!!. 

20. Од тространих фигура јеllнакострани троугао има 
три једнаке стране, једнакокрщ<и има само две једнаке стране 
а рззнострани има три нејепнаке стране!5. 

21. Даље, од тространих фиrура је правоуг.'IИ троугао 

онај који има прав угао, lУПОУГЛИ који има туп угао, а 

оштроугли који има три оштра угла1G • 

22. Од четворострзних фигура квадрат је једнакостран 
и са правим угловима; правоугаоник је са правим угловима, 

но није са једtЩКим странама; ромб са једнаки,", странама, 
но није са правим уrловима; ромбоид са једнаким наспрам

ним странама и једнаким наспрамним углови.~а, но није ни 

јёднаКОСТЈ)8Ј! ни С/Ј правим угловима. Остале tteТ80рострзне 
фигуре нека се зову трапези1Т • 

2,3. ПараяеJlИ~ су оне праве, каје се налазе у истој равни 
и IЮјё се, продyжtне у бескрајност на обе стране, не секу 
једна са llpyrOMt.8. 

Постулати 19 

И~ка се претпостави 

1. 'Дз се може повуtи од сваке тачке ка свакој другој 
тачки п~аiщНtf~··. 

2. И АI brpaHHQeHa права може бити продужена у С60М 
правцу непрекидно~!1. -

З. и да се може описати из сваког средишта сваким 

растојањем кругП• 

4. И да су сви прави углови једнаки међусобно~а. 
5. И да ће се, ако једна права у пресеку са другим 

двема образује са исте стране два унутрашња угла чији 

је збир мањи од два права угла, те две праl!е, бескрајно 
продужене, сећи и то са. оне стране са које су ови углови 
мањи од два права 24. 

Аксиоме 25 

1. Они (објекти) који су једнаки истом (објекту) 
једнаки су међусобtю26 • 

2. И ако се једнаким (објектюш) додају једнаки (објекти) 
целине су једнаке 27. . 
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3. И ако се од једнаких (објеката) одузму једнаки 
(објекти) остаЦ:1 су једнаки 28• 

4. И ако се неједнаким (објектима) додају једнаки 

(објекти) целине су неједнаке 29• 

5. И удвостручени једнаки (објекти) једнаки су међу

собн030 • 

6. И половине од једнаких (објеката) једнаке су 

међУСGбно 31 • 
7. И они (геометриски објекти) коЈи се могу tfоклопити 

једнаки су међусобно. 

8. И целина је неЂа од де:IIа 32. 

9. И две праве не ограничавају област 3З • 

На датој дужи (ограниченој правој) конструисати јед-
накостран троугао. 

Нека је дата дy~ АВ. 

Треба на дужи А'Ь конструисати једнакосТJЩJt троугао. 
Са средиштем у А и. са отстојањем АВ цацрТ8 се круг 

ВГА, па се са средиштем у В Г 

и отстојањем ВА нацрта круг .---
АГЕ и из та чке Г, пресека 

оба круга, повуку праве ГА 
и ГВ. 

Пошто је тачка А сре

диште круга ГДВ, АГ је јед

}Јако АВ. Даље, пошто је 

тачка В средиш те круга ГА:Е, 

ВГ је једнако ВА. Како је 

горе показано да је ГА једнако АВ, то су дужи ГА и ГВ 

једнаке АВ, а оне које су једнаке једној истој, једнаке су и 

међусобно. па је према томе ГА једнако ГВ; дакле су три 
дужи ГА, АВ, ВГ једнЗке међусобно. 

И тако је троугао АВГ једнакостран и конструисан 
је tta: .. .цатој дуЖ,и АВ .. 

(н.а датој дужи, дакле конструисан троугао), а то је 
требаЛОl:lзв~сти.З5 .. . ..' . 
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2. 

Из дате тачке ЛОВУЬИ дуж једнаку датој дужи. 
Нека је А дата тачка и БГ дата дуж; треба из тачке 

А повући дуж једнаку датој дужи ВГ. 

Повуче се из тачке А до тачке В дуж АВ и конструише 

А 

Е 

на њој једнакостран 

троугао дАБ, затим 

се продуже дужи дА 

и АБ правама АЕ и 

џZ И нацрта са сре
диштем В и раст 0-

јањем вг круг гне. 

а са средиш тем д и 

растојањем дН круг 

НКЛ. 

Пошто је тачка 

В средиште круrз 

гне, то је ВГ једнако 
ВН; затим, пошто је 

тачка А средиште 

Kp~гa НКЛ, дА је 
једнако АН; но како 

Је АА једнако дВ, остатак АЛ биће једнак остатку BH~ 

Међутим показано је да су дужи ВГ и ВН једнаке. Према 

томе су ду >ки АЛ и ВГ једнаке БН, а оне које су једнаке 

једној истој дужи, једнаке су и међусобно; значи и АЛ је 
једнако вг. 

Тако је из дате тачке А повучена дуж АЛ једнака 

датој дужи ВГ, а то је требало извести З6 • 

З. 

Ако су дате две неје.и,наrre Дужи, на веЋУ пренети дуж 

једнаку мањој. 

Нека су дате две неједнаке дужи АВ и Г, од којих је
АВ већа. Треба на Bety АВ пренети' дуж једнаку маљој Г. 

Из тачке А повуче се дуж Ад једнака дуж и Г но 
нацрта са средиштем А и растојање.-t АА круг AEZ. 



Пошто је тачка А средиште 

Ад; али је и Г једнако 

At1. Према 'Томе су дужи 
АЕ и Г једнаке Ад, па 

дакле, значи, и АЕ јед
нако Г. 

И тако, кад су дате 

две неједнаке дужи АБ и 
Г, на веЋУ АВ је пренета 
АЕ једнака мањој Г, а то 

је требало извести. 

4. 

Ако су код два тро

9 

круга дЕZ, АЕ је једнако 

Г 

Е 8 

угла две стране једног једнаке одговарајућим двема странама 
другог и ако су једнаки углови које Образују једнаке стране, 

мора и основица бити једнака основици, јfдан троугао мора 

бити једнак другом троуглу tи остали углdви морају бити 

једнаки осталим угловима и то одговарају11и, наиме они који 

леже спрам једнаких страна. 

Нека су код два' троугла АВГ' и LlEZ две стране, АБ 

А 

~ 
8 Г 

и АГ, једнаке CTp~HaMa t1E, LlZ и ТО) 

олговарају11е, тј. АБ једнака t1E и 

АГ једннка LlZ и цека је угао БАГ 

једнак vглу ЕдZ. Тврдим да је ОСНО

виц~ БГ једнаКlI основици EZ, тро

угао АВГ lеднак ТРОУГЛУ ДЕZ и 
остали углови једнаки осталим угло

вима, и то одговарају11и, ТЈ •• они који се 
налазе слрзм једнаких cTpdHa, ТI. угао 

АВГ једнак у,'лу LlEZ и угао АЈВ углу 
l1ZE. 

Ако се троугао АВГ положи на 

троугао ДЕZ тако да Т,ачка А падне 

С --==:::::::=::::~. Z у тачку д, :. да дуж АВ иде по дужи 
дЕ, тада 11е се тачка В поклопити са 

П()што 

'Тачком Е због једнакости ЛВ и дЕ. 

се АВ поклапа Cd дЕ, мора права ЛГ ићи у правцу 
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~Z због једнакости углова ВАГ и EL\.Z. TaKote Ђе се покло
пити тачке Г и Z, због једнакости АГ ~Z. Али се и В 

поклапа са Е. Отуда следи да Ђе се основица ВГ покло
пити са ОСНОВИЦОМ EZ, j~p ,IКО би се В ПОЮlапало сз Е, И Г 

са Z, а основица ВГ не би поклапала са EZ, тада би две 
праве ограничавале област, а то је немогуће. Према ТО.\\е и 

основица ВГ по'клопиће се са ОСНОЩ4ЦОМ EZ и биће са њo~ 
,једнака. А и цео троугао АВГ ће се поклопити и бити јед
нак ценом троуглу L\.EZ и остали углови ће се поклопити 

и бити једнаки остаЩIМ угловима, наиме угао АВГ једнак 

углу L\.EZ и угао АГВ углу AZE. 
На овај наЧИf!, ако су код два Tpoyr.la две стране 

јенног једнаке одговарајућим двема странама другог и једнаки 

углови које образују једнаке стране, ~opa и основица бити 

једнака ОСНОВlЩt1, један Троугао мора бити једнак другом 

троуглу и остали УГЛОIJИ мщ>аiY бlНН jeДHaK~ осталим угло
вима и то одговарајуfiи. uаиме оЩl које леже спрам јед

наких CTpatta. А то је требалодокааати. 

5. 

Код једнакокраких троуглова углови су на основици 

једнаки ме1)усобно, а у случају ПfЮДужења једнаких страна 

углови под основицом TaKo~"opajy биТI1 једнаки ме1)vсобно. 
Нека је АВГ једнаКОI<раки троугао са краком АВ једнаким 

краку АГ и нека су праве ВА и ГЕ проду жења кракова АВ 

и АГ. Тврдим да је угао АВГ јеАНдК углу АГВ и угао rBL\. 
углу ВГЕ. 

Неl(а се на правој ВА узме произвољна тачка Z и 

пренесе на .Већу дуж АЕ дуж АН једнака мањој AZ, па затим 
повуку праве zr и НВ. 

Пошто је AZ једнако АН и АВ једнако АГ, тј. пошто 

су пве стране ZA, АГ једнаке одговаDајућим двема странама 
НА, АВ и чине заједнички угао ZAH, то је основица zr 
једнака основици НВ, и троугао AZГ једнак троуглу АНВ, 
и о:тали УГЛОltи једнаки' одговарајУћИМ осталим угловима, 

кој" леже спрам једнаких страна, наиме угао Arz углу 
АВН и угао AZr углу АНВ. И_пошто је цела дуж 
AZ једнака цеЛ9ј дужи АН, а дуж АВ је једнак;} 
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дужи ЛГ, БИhе и остатак, тј. дуж BZ, једнак остатку -
дуж и ГН. А раније је локааано, да је Zf једнако НВ. Према 
томе две стране BZ, zr једнаке су одговарајуl1им двема 
страна'Аа ГН, НВ и угао BZF јед
нак је углу ГНВ, а основица је 

иста БГ; троугао BZF БИћ~ јед
нак троуглу ГНВ, и остали углови 

БИће једнаки одговарајуl1им уr.џо

вима што леже спрам једнаких 

страна; угао ZBF б:1ће лрем~ томе 
једнак углу НГВ и угао BFZ углу 
ГВН. А пошто је, JfaKO је пока
зано, цео угао ЛВН једнак целом 

уг лу ЛГZ, а угао ган једнак 
углу BfZ, то te и остатак-

А 

угао ЛВГ, бити једнак о:татку - Е 
углу АГВ; а овиу..лови леже на .А 
основици троугла Л8Г; А раније је покаазно, да је угао ZBr 
једнак углу НГВ, а ОВИ се налазе под основицом .. 

Тако су код једнаК()f(р8КИХ троуглова углови на осно
ВИЦИ једнаки (међус0600, ~ у случају Продужењ'i јед.накиХ 
страна УГЛОВИ под осноаицом такође морају бити једнаки 

међусобно. Л то је 1'ребало .Il.QК8зати. • 

6 .. 

Ако су у троуг.1У међусобно једнака два УГЛ(Ј, она.а 

А 
морају бити међусобно јецЖ\Ке и 
стране које леже спрам једна
Ких углова. 

Нека је у троуглу ЛВГ у
гао АВГ једнак углу АГВ. Твр

дим да је и страна ftJ3 једнака 
страни АГ. 

Јер, ако ЛВ није једнако ЛГ, 
биtе једна од њих већа од друге: . 

B/.....,----,....---~г Нека је АВ веЋа; тада треба 

пренети на веЋУ АБ, дуж ~B 
једнаку мањој ЛГ и пову~ *Г. 
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Пошто је t.B једнако АГ, а ВГ је зајеIlничка страна, 
то су две стране t.B и ВГ једнаке одговарајуliим странама 
АГ и ГВ, и угао t.Bf једнак углу ЛГВ. Према томе биће 
основица дГ једнака основици ЛВ и троугао t.Bf једнак 
троуглу ЛГВ, тј. мање је једнако већем, а то је HeMoryte; 
значи да ЛВ није неједнака ЛГ, Beli јеПНдка са њом. 

Тако, ако су у троуглу ,\\еђусобно једнака два угла, 
морају бити међусобно једнаке и стране што леже спрам 

једнаких углова. Л то је требало доказати. 

7. 

Немогуће је из две различите тачке, које се налазе са 
исте стране дате дужи, повући ка КР(1јЊИI\\ тачкама те 

г 
дужи по две дужи тако да 

дужи са истим крајевима буду 
међусобно једнаке. . 

Претпоставимо да јеЬ\о

гyћ~ повући ка истој дужи ЛВ 

две праs.е АГ и ГВ и две друге 

праве At. и t.в. једнаке одго

варајућИМ првим правама из 

+-------~-~ 8 раЗЈ1ИЧИТИХ тачака. из Г и t.,~a 
" исте CTpaH~, са. и~тим краЈе-

вима, наиме ГА и АА са истим крајем А, а ГВ и дВ са ИСТИМ 
крајем В; па повуцимо дуж Гд. 

Пошто је АГ једнако Ад, углови АГд и ЛдГ су једнаки; 

тада је угао At.r већи од ВГ д, а тим пре је угао Г дВ већи 
од дГВ: Али ГВ је једнако дВ и због тога је угао Г д8 једнак 
углу дгв. Али У исто време ОН мора бити и веhИ од њега. 

а то је немогуће. 

Дакле неМОГУЋе је из две различите тачке, које се налазе 

са исте стране дате дужи, повуtи ка КРёјњим тачкама те 

ду~и по'" две дужи тако да дужи са истим крајевима буду 

међусобно једнаке. А то је требало доказати. 

8. 
Лко су У два ТРОУГЉl две стране једнаке двема од.го

варајУћИМ странама другог, и основице им једнаке, мораЈУ 
бити једнаки и углови које образују једнаке стране. 
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НСI<а АВГ и ~EZ буду два троугла, код којих су две 
стране АВ и АГ једнаке двема одговзрају11им странама 
дЕ и дZ, наиме АВ страни ,1Е и АГ страни ,1Z, и основица 
ВГ једнака основици EZ. 
Тврдим да. је тада угао ВАГ 
једнак углу E,1Z. 

Ако се троугао АВГ по

ложи на троугао ,1EZ, тачка 
В Ђе се поклопити са тачком 

Е, права ВГ пасти на праву 
EZ и тачка r поклопити са Z 
због једнакости ВГ и EZ. А 
кад се дуж ВГ поклопи са EZ, 
онда Ђе се поклопити и ВА, 

ГА са Е,1, ,1Z. Ј ер, ако се 

основица ВГ поклопи са осио-

вицом EZ, а стране ВА. АГ ce:!le Qи ПОЮЈопиле са странама Ед, 
,12 веЂ би отступале одњих као ЕН, HZ, ОНЩl би биле 
повучене ИЗ, сваКе· од две различите тачке, које се налазе 

са' исте стране дате дужи . ка љеним крајевима по две 

дужи, тако да дужи са истим крајевима буду међусобно 

једнаке. А то је немогуЋе. НеМОГУliе је према томе да се 

основице ВГ и EZ поклапају.а да се CT~aHe ВА, АГ нс по

в 

А 

г 

клапају са странама Е,1, ДZ. Значи 

оне се ПОК:Iапају, а та11а се угао 

ВАГ поклапа са угло.~ E,1Z и 

њему j~ једнак. 

На овај начин, ако су у два 

троугла две стране јеДНОЈ' једнаке 

двема одговарајУЂИМ странама 

другог, а и основице им једнаке, 

морају бити једнаки и углови 

које образују једнаке стране. 

А то је требало доказати. 

9. 

Преполовити дати праволиниски угао. 

Нека буде'дат праволиниски угао ВАГ и треба га препо

ловити. 
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Треба на АВ узети произвољну тачку ~, пренети на ЛГ 

дуж АЕ једнаку Ла, ПОВУћИ аЕ, конструисати на ~E једнакО'

страни троугао ~EZ и ПОВУћИ AZ. Тврдим да је угао ВЛГ 
преполовљен прэвом AZ. 

Пошто је Ад једнако ЛЕ, а AZ је зајещiичко, то су две 
стране АЛ, AZ једнаке двема странама АЕ, AZ, и то одго
варајућим, и основица t;Z једнака је основици EZ, па ће угао 
AAZ бити једнак YГ~1Y EAZ. 

Тако је дати праволиниски угао ВАГ преполовљен пра
вом ЛZ. А то је требало извести. 

10. 
Преполовити дату дуж. 

Нека је дата дуж ЛВ; треба ту дуж преполовити. 

На њој се конструише једuако-

Г страни троугао АГВ и преполови се 
угао АГВ правом ГА. Тврдим да 

тачка А полови дуж АВ. 
Пошто је ЛГ јед.нако ГВ, а Г А 

је зајед.ничко, то су д.ве CTpalle ЛГ. 
Г а једнаке двеМа странама ВГ, Г А, 

и ТО одговарајУЋИМ, м сем тога је 
угао ЛГ А једн&к.углу ВГ А, па 1\е и 

А l1 В основица ЛА бити једнака осно-
вици ВА. 

Тако је дата дуж АВ преполовљена тачком а. А то је 

требало извести. Z ' 
11. 

Из дате тачке на да

тој правој ПОВУћИ праву 
под правим углом према 

датој правој. 

Нека је дата права А В 
линија АВ и на њој дата ""-.1 Г . Е 
тачка Г. Треба И3 тачке 

Г повуl1и праву под правим углом према правој АВ. 
Узима се на ЛГ -произвољна тачка А,па се пренесе 

ГЕ једнако Га, конструише ce~Ha АЕ једнакостран троугао 



]5 

zдЕ и повуче се zr. ТВРДИМ да је Zr права линија, која је 
под правим углом према датој правој АВ и пролази кроз 

тачку Г дату на њој. 

Пошто је дГ једнако ГЕ, а rZ је заједничка страна, то 
су две стране дГ, rz једнаке две\\(\ странама ЕГ, rz. и то 
одговарајУЂИМ, и основица дz једнака је основици ZE, те је 
угао дtz једнак углу Efl и при томе су OHIt упоредни. Ако 
пак права, која сrоји на датој правој тако дз Образујеупо

редне уrлове једнаке један другоме, тада је сваки од њих 

прав. Према томе је прав сваки од углова дГZ и ZrE. 
На овај начин И3 дате Тачке r на датој правој АВ 

повучена је права под правим УГЛОМ према датој правој. А 
то је требало извести. ' 

]2. 

ПовуJ:iи праву линију нормално на дату бескрајну праву 

из дате тачке која не припада датој правој. 

Нека је дата бескрајна права АВ и дата тачка Г која 

не припада тој правој; треба ПОВУЂИ праву линију нор
мално на дату бескрајну 
праву ЛВ из дате тачке 

Г, која не припада датој 

правој. 

. z · 

Узме ~e са друге 

стране праве ЛВ пр<жз
вољна тачка д, и са сре-

диштем у Г и раСТ6јањем А ___ ~f-__ .L-__ ~ __ B_I 
r д нацрта круг EZH, па 

. се преполови дуж ЕН тач
ком е и повуку праве ГН, 

ге, ГЕ. Тврдим да је ге норма.lа на датој бескрајној правој 
АВ из дате тачке Г, која не припада њој. . 

Пошто је не једнако 6Е, а ег је заједничко, две 

стране не, ег једнаке странама Ее, ег, ито одговарајУЂИМ, 
и основица ГН једнака основици ГЕ, то је угао ген једнак 

углу Е8Г, и они су при томе упоредии. Па ако права подиг

нута на другој правој образује са њом међусобно једнаке 
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упоредне углове, сваки од тих углова је прав, а подигнута 
((рава се зове нормала на оној на којој је подигнута. 

Дакле права ге је нормала на датој бескрајној правој 

АВ из дате тачке Г, која не припада датој правој. А то 

је требало извести. 

13. 

Ако права повучена над правом образује углове, мо- , 
рају ти углови бити или оба прави или образовати заједно 
два права угла. 

Ако је већ угао Г6А једнак углv АВд, они су два права 

угла. Ако није, повуче се из тачке В права ВЕ под правим 

. Е 

L1 в 

А 

углом према гд; тад,а су 

ГВЕ, ЕВд два права угла; 

и пошто је yrao ГВЕ јед
нак двама угловима ГВА 

и АВЕ, OHna, ако се дода 
исти угао ЕВд, два угла 

ГВЕ, ЕВА су једнаки трима 

угловима ГВА, АВЕ, ЕВА. 
С друге стране, пошто је 

угао дВА једнак УГЛОВl:Iма дВЕ, ЕВА, то, ако се дода исти 

угао АВГ, два угла ДВА, АВГ једtЩКИ су трима УГЛЩlима 

дВЕ, ЕВА, АВГ. Како је раније показано, уг;юви ГВЕ, ЕВА 
једнаки су и,:тим трима угловима, а оно шт,р је једнако 

истом, једнако је међусобно; значи' углови ГВЕ', ЕВд су јед
наки угловима дВА, АВГ. Али су углови ГВЕ, ЕВд два права 

угла, то онда и углови дВА, АВГ заједно сачињавају два 

(1рава угла. 

Даl<ле, ако права подигнута над Пр,авом образује углове" 

ти углови морају бити или оба праВIf или образовати заједно 

два права угла. А то је тр.ебало доказати. 

14. 
Ако ма са којом правом, у истој тачки на њој, две дp~ ге 

праве са различитих страна прве. праве граде суседне 

углове, који заједно ОQразују два права угла, те две праве 

морају се налазити у истој правој. 
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Нека ма код које праве АВ две друге праве ВГ, В.6, 
повучене ИЗ исте тачке В, но не са исте стране праве АВ, 
граде суседне углове АВГ, AB~ који заједно образују два 
права угла. Тврди.., да су ГВ и Вд у истој правој. 

Ако се права B~ не налази у, правој БГ, нека се права 

ВЕ налази у правој ГВ. 
Пошто је тада права АВ подигнута над праВО\1 ГВЕ, 

углови АВГ, АВЕ образују заједно два права угла; аIIИ и 

уг,лови АВГ, АВд сачиња- ~ А 
вају два права угла. ПреiМа 

томе су углови ГВА, АВЕ 

јеАнаки угловиW\а ГВА, 
АНД AI<O се пак о~узме 

заједнички угао ГВА биtlе 
остатак АВЕ једнак о-

статку АВд, мањи -ће1;ем, г· в LJ 
а 'to је не\10гуће. Дакле 
БЕ не припадапрзвоЈ тв Слично се може доказати да не Ј 

п~стоји никзква:nруга праiJа сем Вд. Лре'<iЗ тоие су ГВ и 
Вд у \tCToj пра80ј. 

Тако, ак@ ма· код које праве,: код исте TaltKe на њоi 
две праве са различитих страна прве праве граде суседне 

Уfлове, Ј({)р. заједно образују два права угла, онда се морају те 

две праве налази'Ти у истој правој. А ТО је требало доказати. 

]5. 
Ако се две праве секу, оне образују унакрсне уrлове, 

који су једнаки један другоме. 

Нека се Д8е праве АВ, Г д секу у тачки Е. Тврдим 
да је угао АЕГ једнак углу дЕВ и угао ГЕВ једнак углу АЕд. 

Пошто прillfа АЕ! . по,дигнута над правом Гд. гради 
у'глове ТЕА, AE~, ти су . yr.rio в и заједно једttаки двама правим 

Д угловима. t друге cTp.I:iHe, 
пошто пр~в" дЕ подиг

,HYla; над правом АВ гради 
угл6ве АЕд, дЕВ, ти су 

углови заједно јеанаки 
двама правим уг.10ВИ\1а 

Како је раније показано' и УГnО8И ГЕА, АЕд су заједно 
ЕУКЛИIlО8Н eneMefltk 2 
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једнаки два.М прави\\ угловима, па су према томе углови 

ГЕЛ, ЛЕ~ једнаки уг .10 ВИМ<Ј ЛЕд, АЕВ. Кад се одузл;\е 
эаједнички угао ЛЕ6., БИЂе остатак - угао ГЕЛ - једнак 

остатку - угду ВЕд. На сличан начин се доказује да су и 

УГ_lОви ГЕВ, дЕЛ једнаки. 

Тако, ако се две праве секу, оне образу:у унакрсн.е 
углове. који су једнаки један другоме. Л то јЕпребаЈЮ доказати. 

(Закључак. 

ИЈ претходног је јасно да, ако се дщ~ праве секу, оне 

граде код тачке п~есека углове, који ззјеЈ!.I;IО образују четири 
права угла.) . 

16. 

У сваком троуглу је спољашњи угао, образован . про
дужење.\\ једне стране, веЂИ од сваког од два унутращња 

несуседна угла. 

Нека је ЛВГ троугао; продужи се једна његова стрз:на 
ВГ дО 6.. Тврдим да је спољашњи угао ЛГА·,~1u1 од ~Ba:
ког од два унутрашња несуседна угла f ВА '" ВЛГ 

Преполови се ЛГ тачком Е, па се, повуцена пр.ва ВЕ 

. Z ,продужи П~IЮЛИНИ-

А ОКИ АО Z, пренесе се 
EZ једнако ВЕ, и АО
вуче ZГJ -па се про

L1 дужи АГ .110 Н. 
В ~------------~~------ Пошто је ЛЕ 

једнако ЕГ, а ВЕ 
јеАнако EZ, то су Аве 

стране ЛЕ, ЕВ једнаке двема CTpaHai't\a ГЕ. EZ, и то одго
вараiуЂИМ; и угао АЕВ једнак је }глу ZEr, као уНакрсни. 
Стога је основица ~B једнака оqiовици Zr, и троугао АВЕ 
једнак је троуглу .lEf, и осталЙ углови су ј~щнак" щталим 
угловима, и то одговарајУЂИМ, који су спрам једнаких страна. 
Према томе је угао ВЛЕ јеДНЗt( углу EfZ. 

Али угао ЕГД је~еЂИ од угла EfZ, те је и угао ЛГд 
ве!;и од УГ.1а ВЛЕ. Слично се, половље~м ВГ, доказује да 
је угао ВГН, а то значи и ~ гао. ЛГ А, веЂИ од угла ЛВГ. 

дакле, у свако,,' троуглу је спољашњи угао, образован 
продужењем једне стране, већи од сваког од дв.а YHYTpa~њa 

несуседна yГ,la. Л ТО је требало доказати. 
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] 7. 

У сваком 1'рОУГЛУ је збир двају углова, произвољно 

изабраних. мањи од' два права угла. 

Нека троугао буде АВГ. Тврдим да је у троуглу АВГ 
збир двају углова, произвољно изабраЮХ,:мањи од два 

права угла. 

Нека 'се п;нщужи ВГ према д. 
Пошrо је у троуглу АВГ угао АГд спољаШЊII, он је 

Betil1 од унутрашњег 
несуседног угла АВГ. 
Додајмо сваком ИСТи 

угао АГВ Тада су 
углови ЛГА, АГВ веБИ 
од углова АВГ, Br А. 
Али су углови АГ .1, 
АГВ једнак .. двама 

А 

г 

правим; И према томе су углови АВГ, ВГА мањн од два права 

угла. На СЛИ'~ан начин се доказује да су и углови ВАГ, АГВ 
мањи од два права угла, а такође и ГАВ, АВГ. 

Тако, у сваком троуглу је збир два угла, произвољно 
изабраних, мањи од.два права угла .. А тоје требало доказати· 

18. 

У сваком троуглу спрам веЂе стране лежи веt1и угао. 
Нека је у троуглу АВГ страна АГ Bet>a од стране АВ. 

Тврдим да је-. угао АВГ веЂИ 
А од угла ВГА. • 

Пошто је АГ веЂе .од АВ, 

нацрта се Ад једнако АВ и 

повуче се ВА. 

А пошто је у троуглу ВГ д 

угао АдВ споmашњи, (ЈН је 

8 Г веБИ од унутрашњег не.:усед-
ног угла дгв. Ал И угао ААВ 

једоок је углуАВд, пошто је страна АВ једнака Ад. 3бсг 

. тога је и угао АВд већи од угла АГВ. Тим пре је и угао 
А8Г већи од угла АГВ. 

2* 
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даЮlе. у свако.\'! троуглу спрам Be~e С тране лежи веliи 
угао. А то је требало докаЗ,аЈi~' 

19. 

У свако,," троуглу сџрам већщ' угла лежи веЂа CT~aHa. 
Нека је у троуглу' АВГ угао, Авг веliи од угла ВГЛ. 

Тврдим да је страна АГ већа од crpaf:le ЛБ. 
Ако то није, онда или је ЛГ једнако АБ или је мање. 

А.1И АГ није једнако АВ, јер тада tiи био и yг~o ..даГ једнак 
углу АГВ, а то није. Према, To~e ЛГ није јед

А нако АВ. А тако1)е АГ H.we нtt мање од АВ, 
јер тада би и угао АВГ био мањ., од угла 

АГБ, а то' није; према томе АГ није H~ мање 
В од АВ. А показано је да нису ни једнаки. 

Дакле АГ је веЂе од АВ. 

Дакле, у сваком троуглу. сцрам већег 
угла лежи веЂа страна. А то је требало 
доказати. 

2О. 
г 

у сваком троуглу збир ABtjy страна, 

произвољно изабраних, ве1iи је од треЂе стране. 

Нека је АВГ троугао. Тврдим да је у троуглу ДВГ збир 

двеју страна, произвољно изабраних, већи ОД треЂе, наиме 
БА, АГ од ВГ и АБ, ВГ 011 АГ И ВГ, ГА од АВ. 

Нека се продужи ВА дО тачке д, пренесе се А!}. јед

нако ГА и повуче се ДГ . 
. Пошто је дА једнако АГ, угао A~Г је једнак углу АГ Ll. 

Тада је угао ВГА веЂи од угла ААГ; и пошто је t.fB тро
угао, који и"а угао BГ~ веЂи од угла 
Bt1f, спрам већег угла лежаhе већа 

страна, и због тога је АВ веће од БГ. 
Али АА је једнако АГ, па према томе 

су ~A, АГ веће 011 ВГ. Слично се 

Доказује да су АВ, ВГ веће од ГА, а 

ВГ, ГА од АВ. 

У сваком троуглу збир двеју' 

страна, произвољно изабраних, већи 8 
је од треће стране. А то ~e требало дока~ати. 
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21. 
Ако ~ce у унутрашњости троугла· из крајњих тачака 

једне његове стране ПОВУКУ две праве које се секу, збир 
повучених правих биl1е мањи од двеју осталих страна тро. 
угла, а угао, KOjfl оне граде, веl1-и. 

у троуглу АВГ су на једној страни ВГ ИЗ њених кра
јева В, Г повучене две праве Вд, дГ, које се секу. Тврдим 
да је збир Вд и дГ мањи од збира д'веју осталих страна 
троугла ВА и АГ, а· угао ВДГ је веJiи од угла БАГ. 

Продужимо Бд дО Е. И пошто је у сваком троуглу 
збир двеју страна веJiи од треJiе, то је и у троуглу АВЕ збир 
.nвеју страна АВ и ЛЕ већИ 
од треЋе. Ако се дода А 
иста дуж ЕГ, збир ВА и АГ 

БИЋе веl1и од збира ВЕ и 

ЕГ. С друге стране, IIОШТО 
је у троуглу ГЕ.1 збир две

ју страна ГЕ и Е.1 веЋи од 

Tpe~e Г.1, то је, после .nо-
давања исте дужине АБ, Г 
збир ГЕ и ЕВ већИ од R 
збира Г .1 и ,,:;\8. А доказаНО је да је Эбир ВА и АГ веl1иод 
збира ВЕ И ЕГ, тим пре је збир ВА и АГ веfiи од збира 

В.1И .1Г. 

Даље, пошто је у сваком !роуглу спољ~шњи угао већИ 
од несуседног унутрашњег, ТО јеи у троуглу Г.1Е сПољашњи 
угао В.1Г 1Iе1;и од ГЕ.1. Због ТОга је И у троуглу АВЕ спо

љашњи угао ГЕВ веJiи од угла ВАГ. Али је доказано да је 

угао В.1Г веБИ од угла ГЕВ. Тим пре је угао В.1Г веtи од 

угла ВАГ. 
Дакле, ако се у. УНrтрашњости троуглаИ8 крајњих 

тачака једне његове стране повуку две лравекоје се секу, 

збир повучених правих биJiе мањи од две остале стране тро

угла, а угао, који оне гра.nе, је већи. А то је требало 

доказати. 

22. 
Од три праве, које су једнаке трима датим праваМ8, начи

нити троугао; при то"е збир двеју, произвољно узетих, мора 
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бити веЋИ О;Ј, Tpelie, јер је у сваком TPOYf.1Y збир дв':ју, про
извољно узетих, страна већИ од ,преостале стране'. 

Нека СУ А, В, Г три дате праве, од којих је ,зб~р дJiloеју, 

произвољно узетих, веЋI1. од треЋе, наиме А,:И В од Г,t;А I1Г 

од В и В и Г 011. А, Треба од правих, које су једнаке А, 

8, Г, .наЧИН1ТИ троугао 

Повуче се пра8а дЕ ограничена тачком L\ и неограни

чена према Е, пренесе се на њу I:!.Z iellHal<o А, Ztfједнако . 
В и не једнако Г. Са средиште\, у Z и oT~TQja~e~'ZLl оnиеm 

A~, ----_ 

8·-----< 

г-о ----..... 
[ 

~Г-----~Ч-----~----4-------~--~---
е 

Се круг ДКА; с друге стране, са Cpe..1J1LЏTeM у Н и caOTCTQ

јањем не опише се круг Кле и ПОВУЈ<У се KZ и ,КН. 
Т8РДИ~ да је троугг.о Kzti наЧl1њен од Трl1 цраве, ~o.ifr су 
једнаке А, 13. Г. 

Пошто је тач ,а Z средиште круга L\КЛ, то j~ ZI:!. једнако 
ZK. Али је Z~ једнако А, према томе је KZ једнако А. С 
друге С1'ране, пошто је тачка Н средиште круга лке, то је 
не једнако НК; а,lИ не једнако: је Г. па стога и. КН једнако 

Г. А ZH је једнако В. Према томе су три праве KZ, ZH, НК 
једнаке А, В, Г. 

На овај начин је од три праве KZ, ZH, НК. које су 
јеДliзке трима датим права ма А, В, Г нацињен троугао KZH. 
А то је требаЈ\О извести. 

23. 

Конструисати на датој правој у датој тацки на њој 

праволиниски угао једнак датом праволиниском углу. 

Нека је АВ дата права и на ЊОјтацка А, а ЫЋ дати 

праволиниски уга6. Треба на датој правој АВ код дате тачке 
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А на њој конструисати праВО.1ИНИСК1 угао једнак дато" 

праВОЛИЈНiСЈ\О\1 УГЈ1У ЬГЕ. 
Узму се на свакој од правих ГА, ГЕ произвољне Ta4kelt7 

.1, Е и повуче дЕ. Начини се од 
Г .1, дЕ, ГЕ троугао AZH тако 
да j~ Г .1, једнако AZ, ГЕ јед
нако АН' и АЕ једнако ZH. 

Пошто СУ' две стране дГ, 
ГЕ ј.еД'fl3ке странама ZA, АН, 
и т) О.1fоварајућим, и основица 
дЕ . 'јеннака' ()СНО6'ици ZH,TO 

је угао АГЕ једнаЈ( углу ZAH. 
На OBitj начин је на датој 

правој АБ, у датој тзчки на 

њој А, конструисан праволи

ниски yrao ZAH је,1нак датом 
лраволиниском углу ДГЕ. А то 

је требало ивв,с!и. 

24. 

А 

три праве, које су јрдваке 

.~--~--------~----
г 

z 

~H 
в 

A~!) су KQ,1, дв,а ~угла две стране једног једнаке двема 
стрзнама другог, и то одговарајУЂИМ, и угао првог, који 

образују СТЈЮне једнаliе странама другог, већИ од таквог 
угла .Ilpyr.or троугла, онда је основица првог веЂа од осно
вице другог. 

Нека су АВГ и .1EZ два троугла са ДB~ стране АВ, АГ, 
које су .~,цHaKe странама .1Е и AZ, и то одговарајући.\1, наиме 

А 

8 
г J-I 

АВ једнако .1Е и АГ јед

нако AZ, а угао код А 

Је веЂи од угла код .1. 
Тврдим да је основица 
ВГ већа од основице EZ. 

Пошто је угао ВАГ 

[ веЂИ од угла EAZ, кон
струише се на правој дЕ 

у датој тачки .1 на њој 

,. угао Е.1Н једнак углу ВАГ 

и прене:е се дН je;l,НaKO АГ иnи AZ, и повуку се ЕН и ZH 
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Пошто је АВ једнако дЕ, а АГ једнако дН, а то значи 

да су две стране ВА, АГ једнаке двема странама Ед, дН, "
то одговарајућим, и угао ВАГ једнак углу ЕдН, то је осно

вица ВГ једнака основици Е Н. С друге стране, пошта је 
ilZ једнако ~H, }гао AHZ једнак је углу ilZH. Стога је уга(} 
ilZH већи од угла EHZ, а тим пре угао EZH већи од угла 
EHZ. И пошто је у троуглу EZH угао EZH већи од угла 
EHZ, а спрам в,ећег угла налази се већа страна, то ће 
страна ЕН бити' већа од EZ. Али је ЕН једнако ВГ, па ће 
и ВГ б.,ти веће од EZ. 

Дакле, ако су код два троугла две стране једног једнаке 
двема странама другог, и то оДговарајуtим, и }'гао· првог ~ 
који образују стране једнаке странама другог, веtи од таквог 

угла другог троугла, онда је основица првог већа од осно-: 
вице другог. А то је требало доказ?ти. 

25. 

Ако су код два троугла две стране једног једнаке двем,з 

странама другог, и то одговарајућим, а основица првог је 

већа од основице другог, онда је и угао првог, који обра

зују стране једнаке странама другог,- веtи од таквО/" }гла 
другог троугла. 

Нека су АВГ и дЕZ два троугла са две-стране AB,AГ~ 

коЈе су је.1нак-е странама дЕ и дZ, и то одговарајућИМ, наиме 

г 

8 

z 

Е 

није ни маљи од' угла ЕдZ, јер 

АВ једнако дЕ и АГ јед

нако дZ, а основица ВГ 

веЋа од основице EZ. 
Тврдим да је )гао ВАГ 

I 

ве!'.и од угла ЕдZ. 

Ако то није, СЈнда је' 

он или једнак ИЈНI мањи. 

Али угао ВЛГ није једнак 
углу ЕдZ, јер би тада и 

основица ВГ била једнака 

основици EZ, а то није. 
Према томе угао ВАГ није 
једнак углу ЕдZ. Угао ВАГ 

би тада и ОСНОВlща ВГ б. ла 



мања ОА основице EZ, а то није. Према ТОА-е угао ВАГ ниј~ 

ни маљи од угла EдZ. А показано је да нису једнаки, даКЈ1е 
угао ВАГ је већИ од угла EL\Z. 

Дакле, ако су код два троугла две стране Једног 

једнаке двема странама другог, и то OДГOBapajYЫtM, а 

основица првог је веЂа од ОСНОfSиuе другог, онда је и угао 

првог, који образују стране једнаке странама другог, ве})и 
од таквог УГ.'lа другог троугла. А то је требало доказати •. 
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. Ако су код два троугла два угла једног једнахи двама 
уг.ц~~щма другог,. и то оДговарајуtiим, и једна СТрЗifа једног 
једнака једНРј C1paH~ друг.or или она на којој су једнаки 
углови или он 1 штр је сnp~м једиог од једнаких уfлова~ 

онда СУ. и остале стране једнаке осталим странама, и 10 

ОДГОВ<lрајућИ~, а преоста.llИ угао једнак је преосталом углу. 

H~~a су код два троугла ЛВГ, L\EZ два }ГЛ(ј'АВГ, ВГА 
једнаки ;двама уr;ЈОЈЈИма AEZ, EZL\, и то ОДfоварајуttим, наиме 
угао лВГ УГ{ЈУ L\EZ и угао ВГА УГЛУ EZ..1, и нека је једна 

црана ЈеАНОГ јед!fЗКЗ jt1дl1oj 
CTpaH~ другог, прво страна 

ВГ страни EZ, на којима су 
дати јмнаки >ГЈЈОВИ.Твр

дим да су Taд~ и остале 

странеједнаке.осталим стра

ц'aMa~ ,и то одговарајУћИМ, 
наиме crpatta АБ страни дЕ, 
страна ЛГ страни <lZ, а пре
остали угао прео.ста,10М )fЛУ, 

наиме угао ВАГ углу EдZ. 
Ако пак АВ нијеј еднако 

дЕ, онда -је једно од њих 

.!1 

L 
А Е Z 

~ 
в в г 

веЂе. Нека- је Be~e ЛВ; тада се пренесе ВН једнако дЕ ис 

повуче се НГ. 
Пошто је ВН j~ДHaKO дЕ и ВГ једнако EZ, значи 

да су две стране ВН, ВГ једнаке двема странама дЕ, EZ,. 
и то ОДГОВl:lрајуtим, и угао НВГ једнак углу AEZ, дакле и 
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основица НГ једнака је основици 6.Z, и троугао НБГ једнак 

троуглу 6.EZ и о:тали уг.10В"I су једнаки остали"" уг.10вима. 
који се налазе спрам једнаких страна. Према томе је угао 

НГВ једнак углу 6.ZE. Али је 110 претпоставц'1 угао дZЕ 
једнак yr.1Y ВГА. Према томеt5и угао ВГН 6ио једнак углу 
БГ f:" мањи веЋем, а то је немогуЋ'!'. Нн овај начин АВ није 
неједнако дЕ, дакле ј~дчаКОi је. Али и Br је једнако EZ. 
Према томе c'fABe стране АВ, ВГ јtЩнаке двема странама' 
дЕ, EZ, и то одговщ:ајуtiим, и угао АВГ једнак је углу дЕZ, 
услед чега j~' и основица АГ једнака ОСН08ИЦИ 6.Z И прео
стали угао ВАГ једнак преосталом,углу Е!6.Ь. 

Нека су сад'једнаке стране, 'које ·су СПј::а.\\ једнаких 

углова, наиме АВ једнака страни дЕ. Твраим да су и 
остале стране једног једнаке осталим странама другог, и то 

Оl1.говарајуliим, наиме странаАГ страни дZ, страна 'БГ страни 
EZ и преостали угао ВЛГ j~ДHaK је прmстало'( углу ЕдZ. 

Ако пак ВГ није једнако EZ, онда је једиа од ЊМХ веЋа. 
Нека је веће, ако је МОГУЋе, ВГ; тада сепаВГ пренесе ве 

једнако EZ и повуче ле. Пошто 'је ве једиаrro EZ, а АВ 
једна[(о дЕ, то су две стране АВ,ве Једнаке двема стра
нама дЕ, EZ, и то одговарајуhим, а чине једнаке УГЛО8е. 'fJa 
пре\\а томе је основица ле једнака ОСНО8ИUИ 'dZ, И троугао 
лве једнак троуглу дЕZ, и остали углови једнаки осталим 
УГIlов~ма, који су спра\\ једнаких ·страна. Према l'оме је 
угао ве А јеДН1iК углу EZ6.. А.ли је угао ЕZдјеДfl3К углу 

ВГА. Услt'Д тога 6и у троуглу лef спољашњи yrao вел био 
једнак унутрашњем несуседном ВГЛ,' а то је He.toryti~; 'На 
овај начин ВГ није нeieAHaKo EZ, значи да је једнако EZ. 
Али је и АВ јед.нако ДZ. Према томе су две cTpatre АВ, ВГ 
једнаке двема странама дЕ, EZ, и то oAro в <lpaj yfi им, и оне 
грэде једнаке уг лове, и основица лг }@nnaKa j~ основици 

дZ, и троугао А.вг једнак троуглу дЕZ и преостали угао 

ВДГ једнак преостало.м углу ЕдZ. 

На овај начин, ако су код два троугла дваугла је,:щог 

једнаки дваi\\а угловима другог, и то одrоварајуtим, и једна 
страна једног једнака. једној страnи другог или она на којој' 

су је:Ј.Наки углов~ или она што је спрам једног од једнаких 
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углова, онда су И остале стране једнаке осталим странама, 

и то одговарајућим, и преостали угао преосталом УГЛУ. А то 
је треОало доказати. 

27. 
Ако права која сече друге дне праве гради са љима 

једнаке унутраШli>е -наиз.\~еничне у r лове, ове две праве су 
паралелне. 

Нека пра,ва EZ )юја сече Две праве АВ, r il гради са 
њима један. другоме једнаке ) нутрашње наИЗА\еничне УГ.10-
ne AEZ И.' f;ZA .. 
T8pд",~дa јеррава 

АБ паР;iЛе;ша пра- А В 
юј r А. ------1-----'"--- ... - '......... н 

Ако пак није, r; .... >< 
онда се АВ 1:1 ГА --

~-----,=-------~-------
секу продужене Г 
ИЛИ ка В, А ИЛИ.I<Ј 
А,Т. Нека C~ оне: 

продужене ка В, 4 секу у тачки Н. Тада-Је- у -ЧlQYf-ДУ HEZ 
С!'Јољзшњи угао AEZ једнак унутрашњем H~cyceДHOM EZH, 
а то је немогуl1е. Лре\1а томе се праве АВ и ГА продужене 
ка В, А не секу. Слично се доказује да се оне H~ секу ни 

са стране А, Г. А ПРiiве које се не секу НИ са једне стране 

паралелне су. Према томе је права АВ lIар~ле~'Iн~ правој r А. 
На· овај начин, aKQ права која сеч~ две праве гради 

с _. _ "Ј I ., 

са њима једнаке унутрашње наиэменичн~уг;лове, ове две 

праве паралелне су. А то је требало доказати. 

28. 
Ако права која сече друге. две праве ГРl,i-ди са исте 

своје ст ,Јане спољашњи угао једнак ОДГо'ВаРајУl1ем унутра
шњсм углу или два унутрашња ) гпа са исте"СЈР(1~е једнака 
двама правим уг.l0вима, ове две праве пара.ре,лне су. 

Нека права EZ, I<о;а сече две праве A8~ [il, гради са 
исте своје ("гране спољашњи угао ЕНВ ;иднак О.1.Говара

jyteM унутрашње.м УГ,lУ НЕМ или два УIi~Тf1ЩIJња угла са 
исте стргне ВН<=) и Н<Э:l једнака двама ПЕ'а8И"~.I.l0вима 
Тврдим да је АВ параЛС.1НО Г.1; 
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Пошто је. угао ЕНВ једнак уг-лу неА, а угао ЕНВ 
једнак углу Ане, то је и угао Ане једнак углу не&, а они 
су унутрашњи наизменични, због чега је права АВ паралелна 
правој Гд. 

С друге стране, пошто су углови вне, неА једнаки 
са два права, а углови Ане,ВНЕУтакоЈје једнаки Са 'Два 

Е 
права, то су угловк Ане,' 
вне једнаки угловима вне. 

А 8 нед. Ако се одузме вајеl1;tfIИ-
------'tr------ чки угао ВИ@;;би1iе остатак, 

угао Ане, једнак OCTaTKY~ 

г _____ --J~---..:.. . .1- ~~~~њ~ е~~~~зм~::ч~~. YH:~ 

z 
због тога је 'права Аlfпара-· 
.!lелна .прав.ој f д. . . , 

На тај наЧИН,8Ј(О права 
која сече друге две праве гради са исте своје . C·Tp~HecRO ... 
љашњи угао једнак одговарајУЂем уну,трашљем иnи два 
унутрашња угла са исте стране· једнака двама;41рзвим .угло""' 

вима, ове две пра,ве паралелне су. А то је/требало доказати. 

29. 

Ако. права сече две паралелне праве, она гради ун у .... 
трашње наизменичне углове једнаке, спољзшњи угао једнак 

одговарајУЂем ~ нутрашњем углу и два унутраШfu8 угла 
са исте стране једнака 

два.\Ш правим угловима. 

Нека права EZ се-
че две параfrелне праве 

ЛВ и Г д. Тврдим да она А 

гради унутрашње на

изменичне углове Ане, 

нед једнаке иса исте Г 
стране од Ље сrlOљаш-

њи угао ЕНВ једнак 

одговарајуl1ем унутрашњем углу нед, и два 

вне инеА једнака двама правим УГЛОВt-ма. 

в 

z 
;;,' 

унутрашња 



Ако пак угао Ане није једнак углу Н6А, онда је један 

QД ЊI1Х веЋи. Нека је. ве!;и Ане. Ако се дода сваком исти 

угао вне, БИЋе углови Ане, вне веЋИ од углова ВН6, 
неА. Али углови Ане, ВНЕ> једнаки су са два права. 
Према ТО\1есу углови ВНЕ>, НЕ>А маљи од два права угла. 
Али се са угловима мањим од два права угла праве, про

дужене бескрајно, секу. Па према томе АВ" ГА, продужене 
~eCKpajHO, морају да се секу. Али оне се не секу јер су по 

претпоставци паралелне. Према томе није угао АНЕ> неједнак 

углу НЕ>А; значи да јеједиак. Но угао Ане једнак је углу 
:ЕнВ, па према томе је угао ЕНВ једнак углу Н еА. Ако се дода 
сваком·од ОВИ1{· угао вне, 6ИЋе углови ЕIiВ, ВНЕ> једнЗ!(И 

угловима 8не, ивд. Али углови ЕНВ, ВНЕ> једнаки су двама 
ПРllВИМ УГ~'ЮВИМ:I, па према томе су и углови ВНЕ>, НЕ>д 

једнаки двама правима угловима. 

На овај начИ1f, ако права се че две ооралелне праве, она 

rради унутрашње Шlизменичне углове једнаке, спољашљи 

угао. једнак OДГOBapajyЋe~ унутрашњем углу и два унутрашња 
угла са исте стране једнака двама прави~ угловима. А то 

је тре6ало доказати.,. 
,w. 

ПDаве које су паралелне истој правој паралелне су 
међусобно. 

Hef91 је свака од АВ, ГА паралеЛfiа EZ. Тврдим да 
је и АВ паралелно ГА. 

Нека их сече права 

нк. А в 

Е z 
Пошrо је за пара

лелне праве АВ, EZ 
права НК трансВ.ерзала, 

то је угао АНК једнак 

углу HeZ. Исто тако, 
пошто је и за пара-
лeлHe праве EZ, ГА пра- Г .d 
B~.HK тран<:верЗaJIа, то 
је ;УГэ(Мi8Z једнакуглу 

НК,;),.<,ваније је ПОК8азI:Ю да је угао АНК једнак углу Hez 
И'јбог тnга је угао АНК једнак углу НКА. А они су унутра

wњи нанзменични. Па према томе је АВ паралелна Гд. 
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На овај lia4ИН, праве које су пара,lелне истој правој 

парале.lне су и међусобно. А то је требало доказати. 

31. 

КРЈ3 дату тачку повући праву линију паралелну датој 

праВОI. 

Нека су А дата тачка и БГ дата права. Треба кроз 

тачку А повуtи праву линиiу паралелну правој БГ. 
Узме се на правој БГ произвољна тацка Ll и повуче 

А!1; затим се конструише на правој LlА код тачке А УГЗ9 

Е А Z АЛБ једнак углу Л.1Г, 

ј
' . па се продужи права 

ЕА правОм' AZ. 
Како - права А.1, 

која се че две правеВГ, 
EZ, чини са овима јед-г 
наке унутрашље наиз

мени чне углове ЕАд, Л!1Г, то је права EAZ паралелна 
правој БГ. 

На овај начин, кроз дату тачку повучена је права 

линија паралелна датој правој. Л то је требало извести. 

32. 

У сваком троуглу спољашњи угао образован проду

'жеl+ем једне стране једнак је двама несуседиим УНУТЈЈаШЊИМ 
угловима, а три унутрашња угла троугла једнаки су двама 

прави'А угловима. 

Нека је АБГ троугао и нека се продужи једна ььегова 

СТРЗНd ВГ ДО д. Тврдим да је спољашњи угао АГд једнак 

два,'Аа несусеДtlи.'А унутрашњим углови'А3 глs., АЕГ, и да су 

три унутрашња угла АБГ, ВГА, ГАВ је-днак'и двама правим 

угловима. 

Нека се повуче кроз тачку Г права ГЕ паралелна 
правој АВ. 

Пошто је АВ пара.lелно ГЕ а права АГ њнховЭ транс
верзала, то су унутрашњи наИЗ.'v\etiИЧНИ углови ВАГ, АГЕ 

једнаки међусобно. Исто тако, пошто је АВ парtUJeiлна 'ГЕ 
и В!1 је њихова трансверзала, би'ће С\10љашњи угао· ЕГLl 
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једнак унутра шње,,,, сагласно'" лвг. Раније је показ, но да 
је угао АГЕ једнак углу влг. Пре;\\а томе је цео угао Аг А 

ј;!днак двама унутрашњим несуседним УГЛОВИl\\а ВАГ, ЛВГ. 
Кад се свако", 0.1. њих дода исти УI'ао ЛГВ, 6иl1еуглови 

ЛГ А, ЛГВ једнаки "fрима А Е 

УГЛОВ,има, АВ"Г,,' ВГА, ГЛВ. L\L' Али су АГ А, АГВ једнаки 
двама пргвим угловима, 

па према Т.QMe су и три 

угла АВГ.ВГА, ГАВ једна-
ки Два.'t1А:правим угловима. В ' Г 

f1.З<ЈНј vачин,. у сва-
ком тр<>углу tпољашњи угао образован продужењем једне 
стране једнак је двама несуседним УНУ грашњим угловима, 
а три унутрашњз угла ТРОУГ,lа једщки су двама правим 

угловима. А то је требало доказати. 

ЗЗ. 

Правеl1f-fО cnf1jajy са и :тих страна КРјјеве једнаких и 
паралелних ДУЈКи саме су једнаке и паР,алелне. 

Нека су АВ, ГА једнаке и пар)лелне дуж и и АГ, Вд 

праве ко}еСl1ајају са истих страна њихове крајеве. Тврдим 
да су АГ, ВА такође једнаке и паралелне. ' 

ПОВУ!'1е се ВГ. Пошто је АВ паралелно Г д, а ВГ је 
њихова трансвервала" унутрашњи ffЗif8меНI1Ч.ни углови АВГ, 
ВГд једнаки су; и поштр је АБ јеДl1ако Гд, а ВГ је ззјед-

В' НИЧКО, ТО су две стране АВ, 
о' А вг једнаке двема странама 
~ БГ, ГА, а TaKo~e и yrao АВГ 

је, д,ма/(. углу В,ГД, због чега 
, . . је и основица АГ једнака 

Оf;НЩiИЦИ ВА, и ТРО} гао 

. АВГ j~ДHaK троуглу ВГА, па 
г ноСтз,!tи углови једнэки 

осталим углови~а, и ТО одговарај} ћ+tl", који леже cnpa,V\ 
.јеДff815f1хррсща .. · с3ато је .иугао Аге једнак углу ГВА. И 

ПОШfО' тран<!вер'~эла ,ВГ садве.праве АГ, 8.1 ЧИНi1 јеДlfаке 
унутрашње наизменнчне YffjOBe, то је АГ пар?лелна ВД. А 

раније је показано да су оне и једнаке. 
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На овај начин, праве што спајају са 'и~тих страна 
«рајеве једнаких и паралелних дужи саме су једнаке и пара

лелне. Л то је требало доказати. 

34. 

Кад паралелограма 38 су наспрамне стране и углови јед

наки међусобно и ДИЈагонала га полови. 

Нека је ДГ~B . паралелограм и ВГ његова Д\llјагонала.· 
Тврдим да су код паралелограма ЛГ ~B насrtрэмне стране 
и углови једнаки међусобно и ~a га дијагонала ВГ полови. 

Пошто је ЛВ паралелноf А- и ВГ ЊИхова . трансвер
зала, то су унутрашњи наизменични углови ЛВГ, BГ~ једнаки 
међусобно. Исто тако, пошто је АГ паралелно ВА и БГ је њи
хава трансверзала, унутрашњи наизменични углови АГВ, ГB~ 
једнаки су међу соБО\1. А . ЈВ 
Према томе су ЛВГ. ВГ [), 
два троугла, који имају 

два угла ЛВ г, ВГА једнака 

са Два угла 'BГ~, ГB~ и 

једну страну једнаку јед

ној страни и то cnpa.\t r' 
је днаких углова, наиме 

зајеДН1fЧI<У страну ВГ.ЗбоГ тога морају 6иtи једнаке и остале 
стране Qсталим странама,'и то одговарају1;им, и преостали 

угао преост&лом углу. Према томе је страна АВ једнака 

страни г~, страна ЛГ страни ВА и угао ВАГ углу Г ~B. Пошто 
је угао АВГ једнак углу ВГА-, а Yf~Q ГВА углу АГВ, Т<1 је 
цео угао ЛВLl једнак lЈ.елом углу АГА. А раније је доказано 

да јем yrao ВАГ једнак углv ГЛВ. . 
Према томе су код паралеЈЈограма наспрамне стране и 

,наспрамни углови једнаки међусобно. 

Ј оштврДим да га l1ијагонала полови. Пошто је АВ- јед
нако ГА, а ВГ је заједничко, то су две стране АВ, ВГ јед
наке двема странама ГА, БГ, и то одговарају1;им, и угао 

АВГ је једнак углу ВГ А З60Г тога је основиuаАГ једнака 
основици LlБ и троугао АЈЈГ једнак троуглу ВГА. 

На овај начин диј'агонала ВГ полови парэлелограм АГАБ. 
А то је' требало доказати. 
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35. 

Паралелограми са истом основицом између истих пара

лелних једнаки су један другом. 

Нека су АВГ .1, EBrZ паралелограми са истом основицом 
ВГ између истих паралелних AZ, ВГ. Тврдим да је пара

лелограм АВГд једнак пара nелограму EBfZ. 
Пошто је АВГд паралелограм, Ад је једнако ВГ. Из 

истог разлога је EZ једнако ВГ; а и Ад једнако EZ, а дЕ 
је заједничко. Према томе је цела дуж АЕ једнака цело ј 

дужи дz. И АВ је јед- А L1 Е Z 
нако дг. На овај начин 
су две стране ЕА, АВ 

једнаке двема странама 

Zд, дГ, и то одгова

рајУћИМ; и угао ZдГ је 

једнак углу ЕАВ, спо-
љашњи унутрашњем. 

в г 

Због тога је основица ЕВ једнака основици zr и троугао 
ЕАВ троуглу дzг. Кад се одузме заједнички троугао дН Е, 

биfiе остатак, трапез АВНд, једнак о·стап<у. трапезу EHfZ. 
Ако се заједнички троугао НВГ дода, БИће цео паралелограм 

АВГд једнак целом паралелограму EBfZ. 
На овај начин, паралелограми са истом основицом из· 

међу истих паралелних једнаки су један другом. А то је 

требало доказати. 

3б. 

Паралелограми са једнаким основицама између истих 

паралелних једнаки су један другом. 

Нека су АВГД. EZHe паралелограми са једнаким осно
вицама ВГ, ZH између истих паралелних ле, ВН. Тврдим 

да је паралелограм ЛВГд јепнак паралелограму EZHe. 
Нека се повуку ВЕ, ге. Пошто је ВГ једнако ZH, а 

ZH је једнако Ее, то је и ВГ једнако Ее; а оне су и пара
лелне; а како су дужи које спајају са истих страна једнаке 

и паралелне дужи једнаке и паралелне (дакле, дуж ЕВ јед

нака и паралелна дужи ег), БИће Евге паралелограм. И он 

је једнак паралелограму ЛВГд, пошто имају исту ОСНОВИЦУ 

Еуклидови елементи 3 
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ВГ. а налазе се измеtу истих паралелних ВГ, Ае. Из истог 
разлога је паралелограм EZHe једнак паралелограму Евге. 

Па према томе је 

~
A~e\ ~аралелограм ABr.!l 

Једнак паралелогра-

, му EZH8. 
На овај начин" 

• паралелограми са 

В Г Z Ј1 једнаким основицама 
'. између истих пара-

.1елни~ једнаки су један друго.и. А то је требало доказати. 

37. 

Троуглови са истом основицом између истих паралелних 
једнаки су један другом. 

Нека су троуглови АВГ, АВГ над истом основицом вг 
и између истих паралелних АА, ВГ. Тврди~ да је троугао 
АВГ једнак троуглу АВГ. 

Нека се продужи АА са сваке стране до Е и Z и по
вуче кроз В права паралелна Г А и кроз Г права rz пара
лелна ВА. Тада су и ЕВГА и ABrZ паралелограми; и они су 
једнаки, пошто су са истом основицом Bf И између истих 

Е А ~ Z 

\\\\ЈХЈ7 
в г 

паралелних ВГ, EZ; а троугао АВГ је половина паралелограма 
ЕВГА, пошто је АВ д.ијагонала, која га полови; и троугао 
АВГ је половина паралелограма .!lBfZ, пошто је дГ дијаго
нала, која га полови. (А и половине од једнаког су једнаке 

међу собом): Према томе је троугао АВГ једнак троуглу АВГ. 
На овај начин; троуглови са истом основицом између 

истих паралелних једнаки су један другом. А то је требало 

доказати. 
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38. 
Троуглови са једнаким основицама између истих пара

лелних једнаки су један другом. 
Нека су АВГ, dEZ троуглови са једнаким основицама 

ВГ, EZ и између истих паралелних BZ, Ад. Тврдим да је 
троугао АВГ једнак троуглу dEZ. 

Продужи се Ад са сваке стране до Н и е и повуку се 

кроз В права ВН паралелна ГА и кроз Z права ze пара
лелна дЕ. Тада су НВГА и dEZe паралелограми и НВГ А 
једнак је dEze, пошто су они са једнаким основицама ВГ, 

8 
EZ и између истих паралелних BZ, не; при томе је троу

гао АВГ половина паралелограма НВГ А, јер га дијагонала 

АВ полови. И троугао ZEd је половина паралелограма dEZe, 
јер га дијагонала dZ полови (А и половине од једнаког 
су једнаке међусобно). Према томе је троугао АВГ једнак 
троуглу dEZ. ' 

На овај начин, троуглови са једнаким основицама И3-

међу истих паралелних једнаки су један другом. А то је 
требало доказати. 

в 

39. 

Једнаки троуглови са истом 
основицом И са исте љене стране 

леже између истнх паралеЈ1НИХ. 
Нека су АВГ, дВГ једнаки тро

углови са истом основицом ВГ и са 

исте њене стране. Тврдим да они 

леже између истих паралелних. 

П{)вуче се Ад. Тврдим да је Ад паралелна ВГ. 

3· 
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Ако није, нека се повуче кроз тачку А права АЕ пара

лелна са БГ, и нацрта ЕГ. Тада је троугаи АВГ једнак троуглу 
ЕВГ, пошто су на истој основици БГ и између истих паралелних. 

Али троугао АВГ једнак је троуглу АВГ, према томе је тро
угао АБГ једнак троуглу ЕВГ, већи мањем. А то је немо

ГУБе. Права АЕ није према томе паралелна правој ВГ. Слично 
се ~оже доказати да не постоји никаква друга паралелна. 

права сем праве АА. Према томе је А6. паралелна БГ. 

На овај начин, једнаки троуглови са истом основицом 
И са исте њене стране леже између истих паралелних. А 
то је требало показати. 

40. 

Једнаки троуглови са једнаким основщама са исте 
стране од њих леже између истих паралелних. 

Нека су АБГ, ГАЕ ~еднаки троуглови са једнаким осно

вицама БГ, ГЕ са исте стране ових. Тврдим да они леже 

између истих паралелни~" 
Нека се споји А са А; тврдим, да је АА паралелно ВЕ. 
Ако није, повуче се кроз тачку А права AZ паралелна" 

БЕ и нацрта се права ZE. Тада је троугао АВГ једнак тро

А 

8 г 

углу ZfE, јер су они са 
јепнаким основицама ВГ, 
ГЕ и између истих пара

лелних ВЕ, AZ. Али тро
угао АВГ је једнак и тро

углу АГЕ; и према томе 

троугао АГЕ био би јед

Е нак троуглу ZfE; већи 
мањем; а то је немогуће. 

Због тога AZ није паралелно са ВЕ .. Слично се може до
казати да не постоји никаква друга паралелна права сем 

АА. Према томе је АА паралелна ВЕ. 
На овај начин, једнаки троуглови са једнаким основи

цама са исте CTpaH~ ових леже између истих паралелних. 

А то је требало доказати. 
41. 

Ако паралелограм има исту основицу са неким троуглом 

и ако леже између истих паралелних, онда је паралелограм 

двапут већи од троугла. 
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Нека паралелограм АБГд и троугао ЕВГ имају исту 
основицу ВГ и He~a леже између истих паралелних БГ, АЕ. 

Тврдим да је паралелограм АВГ д двапут већИ од троугла 

БЕГ. 

Нацрта се АГ. Тада је троугао АВГ једнак троуглу 

ЕБГ, јер су они са I1СТОМ основицом БГ и између истих 
паралелних БГ, АЕ. Али пара

лелограм АВГ Д је двапут већи 

од троугла АБГ, јер је АГ дија

гонала која га ПОЛОВИ. Према 

томе је паралелограм АВГ .1 
двапут већИ од троугла ЕВГ. 

Дакле, ако паралелограм 

има исту основицу са неким 8 
троуг лом и ако леже између 

А Е 

истих паралелних, онда је паралелограм двапут већи од 

троугла. А то је требало доказати. 

42. 
У датом праволиниском углу конструисати паралело

гра\1 једнак даТО\1 троуглу. 
Нека је АБГ дати :троугао и Д дати праволиниски 

угао. Треба у датом праволиниском углу Д конструисати 

парале:lOграм једнак троуглу АВГ. 

Нека се преполови БГ таЧКО\1 Е и нацрта АЕ, затим 

конструише на правој ЕГ код саме тачке Е угао rEZ једнак 
углу .1, повуче кроз тачку А права АН паралелна правој ЕГ, 

А 2 н 

Е 
а кроз тачку Г права ГН паралелна правој EZ. Тада је ZErH 
паралелограм: Пошто је ВЕ једнако ЕГ, троугао АВЕ је једнак 
троуГ.!Ј} АЕГ, јер су са једнаким основицама БЕ. ЕГ и између 
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истих паралелних ВГ, АН. Према томе је троугао АВГ двапут 

већи од троугла АЕГ. Али паралелограм ZEfH је двапут већи 
од троугла АЕГ, јер имају исту основицу и између истих су 
паралелних. Према томе је паралелограм ZEfH једнак тро
углу АВГ и има угао fEZ једнак датом углу А. 

На овај начин је у углу fEZ, који је једнак углу Ll, 
конструисан паралелограм ZEfH једнак датом троуглу АВГ. 
А то је требало извести. 

43. 

у сваком паралелограму допуне паралелограмима на 
дијагонали једнаке су. 

Нека јеАВГА паралелограм и АГ његова дијагонала; 
нека су ЕВ, ZH паралелограми на њој· и ВК, кА њихове 
такозване допуне. Тврдим да је допуна ВК једнака 

допуни КА. 

Пошто је АВГ А паралелограм и АГ његова дијагонала, 
Tpoyr.ao АВГ једнак је троуглу ЛГ А. Нсго тако, пошто је 

А е' [ј Ее паралелограм и лк његова 
дијагонала, троугао АЕК јед

нак је троуглу лек. Из истог 
разлога троугао KZfje једнак 
троуглу КНГ. Пошто је троу

гао АЕК једнак троуглу лек 

и KZf троуглу КНГ, '(о је збир 
троуглова ЛЕК и КНГ једнак 

збиру троуглова Аек и KZf; 
н 

а како је цео троугао АВГ једнак целом· ALlf, биће и оста
так, допуна ВК, једнак остатку, допуни КА. 

Дакле, у сваком паралелограму допуне паралелограмима 

на дијагонали једнаке су. А то је требало доказати. 

44. 

На датој дужи конструисати у датом праволиниском 

углуil!iралелограм једнак датом троуглу. 
Нека је АВ дата права, r дати троугао, и А дати пра

волиниски угао. Треба на датој дужи АВ конструисати у 

дaTO~ праволиниско.\\· углу А паралелограм једнак датом 

троуглу Г. 
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у углу ЕВН, који је једнак углу д, конструише се пара

лелограм BEZH једнак троуглу Г; и намести се тако да су 
ВЕ и АВ У истој правој. и продужи се ZH до е, па затим 
се повуче кроз А права Ае паралелна правама ВН. EZ и 
спојница ев. Пошто је права ez трансверзала за паралелне 

е А 11 
праве AfJ, EZ, то су:углови AeZ, eZE једнаки двама прави.\\ 
угловима. А тада су углови вен, HZE мањи од два права 
угла. Али због углова који су мањи' од два права угла, 

праве бескрајно продужене секу се. Према томе праве ев, 

ZE, продужене, морају да се секу. Нека се продуже и секу 
у К; кроз К повуче се права КА паралелна једнОј од пара
лелних ЕА, ze; и нека се продуже еА и НВ дО тачака с\ 
и М. Према томе је eAKZ паралелограм, вк је њeгoВd дија': 
гонала, а паралелограмима АН, МЕ на ек такозване допуне 

су АВ, BZ. Према томе, је АВ једнака BZ. Али BZ је једнак 
троуглу Г, па стога и АВ једнак Г. И пошто је угао НВЕ 
једнак углу АВМ, а угао НВЕ једнак углу д, то је и угао 
АВМ једнак углу д. 

На овај начин је на датој, дужи АВ у, праволиниском 
углу АВМ, који је једнак д, конструисан паралелограм .\В, 

једнак датом троуглу Г. А то је требало извести. 

45. 
у датом праволиниском углу конструисати паралело

грам једнак датој праволиниској слици. 

Нека је АВГд дат", праволиниска слика и Е дати право

линиски угао. Треба у датом праволиниском углу Е кон

струисати паралелограм једнак датој праволиниској слици· 
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Повуче се ~B и конструише се у углу eKZ, КОЈИ Је 
једнак Е, паралелограм ze једнак троуглу AB~; И дода се 
у углу нем, који је једнак углу Е, на правој не паралело
грам нм једнак троуглу ~BГ. Пошто је угао Е једнак 

( 

А А L 
н 

г 

8 
к 

сваком од углова eKZ, нем, онда је угао eKZ једнак углу 
нем. Ако се сваком од ових дода угао кен, БИЂе углови 

ZKG, кен једнаки угловима кен, нем. Али како су углови 
ZKe, кен једнаки двама правим угловима. то су и углови 
кен, нем једнаки двама џравим угловима. Пошто две праве 
ке, ем са правом не и у истоf таЧI<И 8, но не са исте 
стране ове праве, чине два суседна угла једнака двама правим 

угловима; то Ђе ке и ем лежати у истој правој. И пошто 

је ен трансверзала за паралелне км, ZH, то су унутраш~и 
наизменични углови мен, eHZ једнаки међусобно. Ако се 
CBal\OM од ових дода угао еНА, биће углови мен, еНА 

једнаки угловима eHZ, ен1\. Али како су углови Мен, et1A 
једнаки двама правим УГЛQвима, то су и углови eHZ, .еНА 
једнаки двама правим угловима; према томе су и праве ZH и 
нА У истој правој. И пошто је ZK једнако и паралелно ен, а 
е н исто тако правој МА, то је и KZ једнако и паралелно МА. 
Нека праве км, ZA спајају те праве, тада су км, ZA јед
наке и парале.1не, а KZAM је паралелограм. И пошто је тро

угао AB~ једнак паралелограму ze, а llВГ паралелограму 
НМ, то је цела праволиниска сшtка ABf.!.l једнака целом 
паралелограму КZAM. 



4] 

На овај начин је у праволиниском углу ZKM, који је 

једнак датом праволиниском углу Е, конструисан паралело

грам КZЛМ једнак датој праволиниској слици АВГ.1. А то 

је требало извести. 
46. 

На датој дужи конструисати квадрат. 

Нека је дата дуж АВ. Треба на дужи АВ конструисати 
квадрат. 

Повуче се под правим углом над АВ кроз тачку 

А права АГ и пренесе се А.1 једнако АВ; затим се кроз 

тачку .1 повуче права АЕ паралелна АВ, а кроз тачку В 

повуче права ВЕ паралелна А.1. Тада је Г 
А.1ЕВ паралеJIограм. Пошто је АВ једнако 

.6Е и А.1 једнаf{О ВЕ, то су све четири дужи L1 Е 

ВА, Ад, .1Е, ЕВ једнаке међусобно и пара- ~. 

лелограм А,1ЕВ је једнакостран. Тврдим 

да је он и правоугли. Пошто је наиме права 
Ад трансверзала паралелних АВ, АЕ, то су 

углови ВА,1, А,1Е једнаки двама правим 

угловима. А како је угао ВА,1 прав, то~-и -А ",8 
угао А,1Е прав. Пошто су код паралеJlО-

грама наспрамне стране и углови једнаки међусобно, онда је 
прав и .сваки од супротних углова АВЕ, ВЕ,1. Дакле је А.1ЕВ 

и правоугЛи. А раније је доказаljО да је он једнакостран. 

Према томе је то квадрат конструисан на дужи АВ. 

А то је требало извести. 

47. 

Код правоуглих троуглова је квадрат на страни 

спрам правог угла (на хипотенузи) једнак квадрат има на 

странама које образују прав угао (на катетама). 

Нека је АВГ правоугли троугао са правим углом ВАГ. 

Тврдим да је квадрат на ВГ једнак квадратима на ВА и 
на АГ. г 

Нека се на ВГ конструише квадрат В,1ЕГ, а на ВА, ЛГ 

квадраПI НВ, ег, кроз тачку А повуче права АЛ паралелна 

свакој од правих В,1, ГЕ, а затим повуку праве Ад, Zr. 
Пошто је сваки од углова ВАГ, ВАН прав, то праве АГ, 
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АН повучене над правом ВА, кроз исту њену тачку А, а са 
разних страна, чине суседне угnове једнаке двама правим 

угловима, па су стога праве ГА и АН У истој правој. Из истог 
раЗJIога су и праве ВА и Ае у истој правој. Угао LlBr једнак 
је углу ZBA, јер је сваки од њих прав. А кад се дода сваком 
од њих угао АВГ, БИЂе цео угао АВА једнак иелом углу ZBr. 
Пошто је страна LlB једнака страни ВГ, а ZB страни ВА, 
то су две стране LlB, ВА једнаке странама ZB, вг, и то 

е 
одговарајућИМ, и угао LlBA 
једнак углу ZBr, а тада је и 
основииа ALl једнака осно-

/'( виии Zr, и троугао ABLl јед
нак троуглу ZBf. А пара

лелограм ВА је двапут већИ 

од троугла ABLl, јер имају 

исту основицу BLl и између 
истих су паралелних BLl, АА. 
И квадрат НВ је двапут веЂИ 
од троугла ZBr, јер и они 

имају исту основицу ZB и 

између истих су паралела 

ZB, НГ. (А двоструко од 

једнаког једнако је). Према 
томе је паралелограм ВА [ 
једнак квадрату НВ. На сли

чан начин се, ПОМОћУ повучених правих АЕ, ВК, може дока
зати да је паралелогра.'v\ ГА једнак квадрату ег. Према 

томе је ие6 квадрат В6ЕГ једнак двама квадратмма НВ, 

ег. А квадрат BLlEf је конструисан на ВГ, а квадрати НВ, 
ег на ВА, АГ. Према томе је квадрат на страни ВГ једнак 
квадратима на странама ВА, АГ. 

Дакле, код правоуглих троуглова је квадрат на страни 

спрам правог угла (на: хипотенузи) једнак квадрат има на 

странама \које 'образују прав угао (на катетама). А то је 

требало доказати. 

48. 

Ако је код троугла квадрат на једној страни једнак 

квадратима на осталим двема странама, онда је угао који 

образују ове две стране прав. 

-- -- - ----~-----------------
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у троуглу АВГ квадрат на једној његовој страни ВГ 
једнак је квадратима на странама ВА, АГ. Тврдим да је 

угао ВАГ прав. 

Нека се повуче кроз тачку А права Ад управна на АГ, 

пренесе Ад једнако АВ и споје тачке д и Г. Пошто је дА 

једнако АВ, онда је квадрат на дА једнак квадрату из АВ. 

Ако се сваком од њих дода 

квадрат на АГ, БИЋе квадрати Г 
на дА, АГ једнаки квадратима 

на ВА, АГ. Али квадратима на 

дА, АГ једнак је квадрат на 

дГ, јер је угао. дАГ прав. И 

квадратима на ВА, АГ једнак 

је квадрат на ВГ, јер је то прет
постављено. Према томе је 

квадрат на дГ једнак квадрат у 

на ВГ; а стога и страна дГ 

једнака л САт~ани ВГ. ПОШТОАвје t1 А В . 
страна u Једнака страни , 
а АГ је заједничка страна, ТО су две стране дА, АГ једнаке 
двема странама ВА, АГ, а и основица дГ једнака основици 

ВГ. Одатле је угао дАГ једнак углу ВАС Али угао дАГ 
је прав, па је и угао ВАГ прав. 

Дакле, ако је код троугла квадрат на једној страни 
једнак квадратима на осталим двема странама, онда је угао 
који Образују ове д.ве стране прав. А то је тrебало доказати 
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Ј. 

1 ЕУl<лидове дефиниције имају само историски значај. 

Савремена логика захтева да се у темељ строге деДУКТИБне 

конструкције једне дисциплине поставе основни, полази и 

појмови без дефинисања помо1;у ДРУГИХ појмова, јер би тада 
ови други били полазни. Покушај да се основни појмови 

дефинишу мора довести до circulus viciosus-a. Неоспорна 
и врло важна идеја савремене научне методологије, да у 

основе дедуктивне науке треба ставити ПОЈмове без дефи

ниције и да у даљем излагању треба утврдити само основне 

везе између тих појмова ПОМОЂу основних ставова, који се 

зову аксиомама односно постулатима, ушла је у научmi 

живот тек у ХЈХ столе1;у; она је разрађена у а к с и о м а
т и Ц и аритметике и геометрије и служи као база ме т а м а

т е м а т и к е, која се бави логичко-филозофским проучава

њем математике и баш се родила у вези са прелазом од 

Еуклидове геометрије на геометрије других типова. 

Ако Еуклидове дефинщије не одговарају захтевима 
стр.ого логичке конструкције, а Еуклидови ~лементи се ба

зирају на тим дефиниuијама, онда је природно поставити 

питање: имају ли тада и сами Елементи логичку вредност? 

За одговор на ово питање потребно је прво разјаснити при
роду Еуклидових дефиниција, а затим показати да дефини

ције и са таквом природом не могу сметати даљим, потпуно 
логичким извођењима дедуктивне конструкције. 

Дедуктивно\\. излагању сваке дисциплине мора да прет

ходи индуктивни период. У том периоду се стварају општи, 

па и основни појмови. Пошто се створе, ма и у дели

мичном систему, ти основни појмови, почиње да се развија 
дедуктивни део науке. Усавршавање науке обухвата сва три 

елемента: индуктивни део, основне појмове и дедуктивни 

део. Индуктивни део геометрије, који је почео са првим 
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свесни\\ КОРЩ'1ма 11Ото sapiens'a, није напуштен ни сада 

Раније углавном зе,\\љомерство И зидарство, а сапа интуиција 

математичара-геометра 060гаl1ује ИНДУКТИВНИ део геометрије 

новим геометриским облицима и везама. ИЗLl.вајање основ

них појмова и ОСНОВНИХ ставова - аксиома - претставља, 

како то показује историја аритметике, геометрије и механике, 

врло тежак посао. Оно што је формулисано у ЕуклиДовим 
дефиницијама, то је резултат издвајања геометриских ешме

ната у индуктивном периоду. Главно средство у постављању 

тих дефиниција било је непосредно посматрање и затим опис 

појма ма на који начин, на пример и сликом са напоменом 
"гледај". Еуклидове дефиниције, нарочито основних појмова 

тачке, праве и равни, треба сматрати не као дефиниције у 

савремено\\ строгом ЈЮГИЧНОМ смислу, веl1 као опис потреб

них елементарних геометриских појмова, који су веl1 јасни из 

претходних индуктивних посматрања и закључака. Те дефи

ниције претстављају само погодну номенклатуру за ствари, 

које су већ познате и јасне. Са таквог, више психолошког, 

гледишта сасвим друкчије се оцењује логички значај тих 

дефиниција за целокупну дедуктивну конструкцију Еукли

дових Елемената. Дефиниције основних појмова у Еукли

довим Елементима могли 6исмо и да уклонимо па да ти\\е 

ништа не буде измењено у логичкој конструкцији самих 

Елемената. Прави логички дедуктивни материјал тих Елеме

ната састоји се само из оних дефиниција, које уводе нове 

појмове ПОМОЂУ веl1 дефинисаних или основних, из аксиома, 

које ивме1)у појмова постављају везе, чији је доказ немогуl1, 

и из теорема, ставова са доказима. Нарочито је важан 

распоред самих теорема, њихова узастопност и развијање 
различитих метода доказа тих теорема. Све ово претсгавља 

огромну логичку вредност без обзира на индуктивну под

логу која лежи у основи неких Еуклидових дефиниција, 

нелогичних са глед.ишта чисте дедукције. 

2 Ова прва реченица у гр_чком тексту код 1. L. Heiberg'a 
гласи: 

а'. Lflp.ei:6v E(J'['tV, аб р.Еро; ou,'}ev. 
Њен латински превод код самог 1; L. Heiberg'a гласи: 
1. Punctum est, cuius pars пиНа est, 
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Она се и на друге језике обично преводи овако: Тачка 

је оно што нема делова (Основе логике. Б. Петронијевиll. 
1932). А point is that ·which has по pars (ТЬе thirteen books 
of Euc1id's .elements. Ву Т. L. Heath. ]908). Ејп Punkt ist, was 
keine ТЬеНе hat ··(Euk1ids Elemente. Von ј. Hauff. 1797). Der 
Punkt ist das, dessen ТеН nkhts ist (Euklid und die sechs 
planimetrischen ВЙсЬег. Von М. Simon. 1901). 

у свој текст сам ставио преВО11 Б. Летронијевиkа, 
но сматрам да би, ако <:е отсту"и маnо 011 06И4НОГ тумачења 
форме ове реченице, а више се приђе тумачењу њена canp
жаја, нарочито Уl10реАНО са каснији\\ реченицама текс!а, 

превод могао да гnаси: 

Тачка је ok9 што нема протезања. 
3а такав превод навОДИМ OB~ разлоге. 
Реч "r6 p.Ep~" IfМ1вапе 3Нflчења. Ј. Главно јој је зна

чење pars, део, ТеН. Ал~а тим значењем она се уаОlре
бљује у вншесмж::noва:' 1 .. das Tei1,gebiihrender AnteiJ, partio, 
Auigabe, Plicht. Ат&.·· Stel1e, Rolle, Eigenschaft, Hinsicht, 
Rii::ksicht, Bezlehung,... 2. Друго значење - die Reihe, 
Reihenfolge, der Rang,: .;-u; ЈГреће - der Теil eines Ganzen, 
das Stiick, ... (N. Т;·}Щ»'} - Bezirke, Gegenden). 4. sp. Akt 
(ејпез Schauspie1s). (Грчко"немаЧЈ<И речник.). 

у ЯСУој првој kњизи: Еу.клмд употребљава исту реч -
цитирам по Heath'y -озаkО~ 

р.ерч, parts ( .. diгet::tiоп) t 90. 308, Зl3; (= side) 21 t. 
OaaMecra ОДГО8арају Heiberg'oBY тексту овако: 190-

DеfiпitiопеsХХШ, стрА~'ј368-Рrороsitiо XXVIII, сТр. 68; 323 
- РrОРО1iitlGХХХШt стр.78; 27 Ј - Propositio ХI/, стр. 34. 

Ни . У једној ОД тих f1еченицанаша реч нема значења 

"део'''ВСЋ tрипут "правац", а једанпут "страна". . 
И3 OBor набрајања значења те речи непосредно сле· 

ду је да преводилац није' веган неотступно за значење "део" 
у прево.цу речи P.€PO~, -која има исти корен са нашом речју 
мера. У rpQKOM јеrJИky ова реч се употребљава, а на-рочито 
и код Еуклида, и са МНОГО ДР)'ГИХ исто тако важннх значења~ 

Ка,кво знач'W>е има p.€;P~ у нашојреченици? 
3а oдгoBop'tвo~O питање нзведимо заједничку анализv 

ове триреченице ~8 поче1К& Елемената: 

Еуклидови елементи 4 



so 

а/. 1:Wei6v €()ПУ, ou l1E:,oo; oo.'le.Y. 
~'. ГРОl1l1Ч 810 р.ђкос; а1tЛ«Т€~. 
е'. 'Е:tLCраv€щ, 08 'f:БПV; 8 }1ђкос; кш 1tлцrос; 116vov tXE.t. 

ПреносеЋИ јасан смисае ЕуклиДових дефиmщиiа ~' и Е 
на прву дефиницију, а ОВе' 'су и.ефиниције најтешњемеtjу 
собом повезане, треба непосредно закљуtJити да је, одричући 

l1EopO; тачки, Еvклид,мислиои.а јој одре че дужину И; ширину. 
Према Томе l1epoC; Тр'еба Аа одговара општем ПОЈМУ', оГ штој 
особини, која обухватадужину и ширину и која се O1I.риче 

у првој реченици. У савреlAelЮМ језику та особина се карак

терише појмом ,nименвијеусмислу протеззња •. Овај појам је 
тесно везан са појмом мере. Према томе савременим језиком 

смисао прве Еуклидове реченице треба превести овако: 

Тачка је оно што H~Ma д}tМetlзиiе. 
Но можда' би тај. превод .0 исувише слобољаџ са 

ФОРt'алне стране, ·према томе '18a изабрати такву форму 
која би, чувају\iи прави с;мисаtэ те реченице, у исто време 

задовољила УСЈЮаефо~r'ярецоlt.а,; У овом ЦИЉУЈ&Оtли 
бисмn изнети и овај npeДlЮf ПР~80!{.а; 

Тачка је оно што нема ПРQтезаltа. 
3амерци да се дефttНtlUlе простијl1 облl.1К - Ta:ctt<e -

ПОМОЋУ много КОМПJlИК()ЦНflј~г:, lЦ)jмa - мeptf.димettНје или 

протеэања .- нема Места" јер,:каио је т06ИЛQ 113JeAtHO У 
примедби!, ове Еуклидове дефнииu.ије нису .ран иorИЧl<е 
дефиниције веЋ ОПИСИ, ~јаmњења.одговарајyltюl раније по

знатих појмова. Такву исту aaмeRКY меfлибисмо тз.nа, ttавести 
и за дефиницију линије и.поврШине помоћу ДУЖ!Јне и wирйие. 

3 И ова дефиниција .је јасан пример алогичивстн, ЕУЈ(ЛИ

дових дефИlUщија, јер с.е линија дефинише rwмotiy геоме
ТРИСКИХ .појМ9ва ДУ,жиtЩ и ширине, Koilt јошtfИ<СУ бtщи уве
Д~И. Лако је разу~ети о&у цефИНИl.lију са Г:ледищта ЈоЩд) к
тивног објашњења као опш; апстрактног појма лиftије помоl1у 
веЋ израђених конкретних појмова дужине и ширине, који су 
по~нати из свакодневног живота, али, разуме се, не у строгом 
~атематичком смислу. 

~ Ова дефиниција стоји у вези са д~мнициј6~ таЧl<е 

као краја лини је. Такву, обрнут.у, дефи.lu,и.ју поставио је 
Аристоте.1. И АристотеЈЮВУ дефиницију тачке треба сматрати 
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као опис основног појма ПОМОћУ појмова који су се одома
ћили у претходном индуктивном излагању геометрије. 

5 Ова ЕУl<лидова дефиниција, дефиниција праве, једна 

је од нзјмаr ловитијих реченица Елемената не у фИЛОЛDшком 

смислу, већ у погледу садржаја. Ниједац коментатор није 
могао тачно да каже шта је у.ствари Еуклид хтео да каже 
у тој речениuи. Понеки од ЉИХ чак мисле да ова дефиниција 
није ни !Јачна, јер се за КРУ*НУ линију може са истим право,~ 
казати да подједнаке лежи према св.акој својој тачки ј исту 
особину има и линија хелиса, завојница. Ова дефиниција. 

не задовољава ни услов доброг конкретног описа праве, 

јер онај ко раније није знао шта је то права не би могао 
на основу те дефиниције створити себи никакву npетставу 

о геометрисксм облику праве. Директно задивљује баш то, 

како је толико дубоки логиста, као што је ЕУКЈЈИД, могао 

да не примети сву дефектност своје дефиниције праве и да 

на том примеру не дo~ до гакључка да нешто у почетку 
дедуl<тивне науке мора да остане без дефиниције. Као изви

њење може Еуклиду посnужити то, што 'је прошло вище од 
двадесет векова, док је ова, сад очигледна истина, најзад 

загосподарила код тачннх дед,к~мвиих наука. 

у реченици ове дефиниције ЕуЈСЈЈИД употребљава израз 

йра8а линија (eMteia ypap.p.t)}; даље он углавном З8држава 
саМо реч йрава {~б,')8ја) и даје јој смисао имениц'е Исто је 
прешло и у друге јеЗИl\е. у српском језику имамо и права 

линиЈа и права као именица. 

Под првом (еМ€iа)'Еуклид разуме сва три геометриска 
облика: бесконачну праву, полуnpаву и дуж. Тако, на ПРИМЕ-Р, 
у дефиницији круга (деф. ] 5) дужи повучене од центра према 
тачкама кружне линије он такоЬе означава као праве (eu.'\eia). 

6 Употреба речи "крајеви" место речи' "границе" у овој 
реченици је неопходна, јер стоји у тексту 1I'E.paTa, а појам 
границе (бро~) је уведен нарочитом дефиниuијом. 

? ЕУКЛИЈ.ова. дефИНИЦИЈа угла претставља са логичког 
ГJl~дишта тау.тологију. l)ojaM нагиба (КАiбt~) не даје ни кон
кретну претставу о углу. узимајућИ нарочито у обзир да је 
у овој рече ници угао састављен од линија које нису оба
везно праве. Историјаrу појма угла посвећ'ена Је доста велика 

4" 
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литература. Појам угла, простијег, праволиниског, треба да 

буде рашчлањен на појам геометриске слике угла - то су 

две полуправ~ са 31једничким крајем - и на методу, која 
oMoryttyje да се слика доведе у везу са бројем, тј. на метрику 
угла. Приметимо ,да Еуклид узима у обзир само углове коiи 
нису већи од два права угла. 

8 Аристотел употребљава речи крај (Л:Ера~) и граница 
(opo~) као синониме. Ова речеНlща нарочито показује онај' 
печат који оставља геометрија у ИНЈђ'ктивном смислу као 

наука о мерењу земљи шта (гргнице - међе. једног поља) 
на геометрији као апстрактној науци о геометриским обли

цима и њиховим уопштавањима. 

9 Савремена геометрија и овде се разилази са уским 
ЕукщlДОВИМ појмом геометриске фигуре као ограниченог дела 
једне површине, нарочито равни. У савременој геометрији 
гео'-\етриска фигура је скуп тачака сматраиих као целина. 

Ове тачке могу бити одвојене или чинити линије, поврwине 
и тсла, Равне фигуре су, на пример, и углови, и' права са 
тачкqм ван ње и две паралелне праве; на тим фигурама нема 
ограниченог дела равни. 

10 у српској терминологији два појма - део равни, 

омеђен кружном линијом - ~риферијом по Еукsrиду - И 
сама кружна линија нису довољно раздвојени. У руском 

језику та два појма ИМctју сасвим засебне речи - круг и 

ОI<РУЖНОСТ, тако да се каже: поврwина круга и дужина 

окружности. И у изради српске математичке номенклатуре 

треба увести две засебне речи - круг за површину и, 

. рецимо, кружниuа за кружну линију. 
Интересантно је приметити да код Еуклида нема наро

чите речи за полупречник (радиус), већ се :употре6љује или 

реч права (E6,'}Eta) у смислу дужи илt' реч растојање (lM:ot'fjp.o.). 
11 Општији појам средишта једне линије, као тачке, која 

полови све тетиве што пролазе кроз ту тачку, још се не 
појављује код Еуклида. 

1_ Наведена особина преt.~ника, да он полови крУГ,не би 

требало да стоји у ~ефинициј~, јер ова истина може б~ТИ 
доказана. 

13 Са глед~шта caBp~MeHe геометрије полукруг, као само

стајЈна слика, нем] средишта. Средина преч ника круга за 
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полукруг се јавља као тачка на периферији слике, она не 
МОJl(еБИТИ узета за средиште. Узимање ове тачке за сре
диште јасно показује д,! Еуклид још није имао појма сре
дишта различита од средишта круга. Ова тачка остаје код 
њега среДИШЈе и за све с.цике добијене од круга, без обзира 
на то што оне више немају средишта, )(ао тачке која задо
вољава ма коју општу дефиницију средишта. 

14 Дефиниција је формулисана тако да су У.скључени 

називи петострJ:fне, шестостране иfд., тј. називи са навођењем 
броја страна веl1ег од чеТИРИ.~ИСЛkМ да то није био циљ 
ни Еуклиду. Он је хтео да каже само то да за случај броја 

страна веЂег од Ч,етири можемо веl1 употребити појам многс
стране фигуре, 

15 У овој дефиницији Еуклид уводи за трострзну право

линиску фигуру (трiл).ЕUРОV - тространик) нову реч - троугао 

(ТО Tpiywv·ov) н према релативној величини страна дели тро
углове на једнакостране ((UОЛЛЕt1РОV), једнакокраке (icroUK€).E;) 
и разностране, при чему за последње има нарочиту реч то 

акаЛf}VОV, која је везана, према ЛpGклу,'И-ли- за реч (ЈК<Х~Ф -
храмљем, или за реч ОКОЛtо; ;-- кос, како мисле други комен

татори, Важно је обратити пажњу· на једну особину ове 
класификације, како је она приказана у дефиницији. О ва 

особина се протеже и на многе друге класификације код 
Еуклида. Шема је његове класификације ова 

трогао 

I I 
једнакострани једиакокраки разнострани 

И према томе једнакострани троугао не може бити сматран 

као једнакокраки, јер је наведеli(О у тексту "само са две јед

наке стране". Међутим, обично се узима ова класификација 

. I 
Једиакоl<раки 

Ј 
разнострани 

само са две једнаке стране једнакострани 

Ова разлика у конструкцији класификације врло је 

важна у извођењу различитих доказа. Према првој шеми 
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особину, која важи за јеII.накокраки троугао треба нарочито. 

доказивати за јсднакостран троугао, јер последњи не спад.а у 
категорију првих, а према другој шеми особина, која припа;;,а 
сваком једнакокраком троуглу, припада и једнакостраном 
троуглу, уколико, разуме се, та особина не стоiи у вези наро

чито са тим да је треЋ3. страна различита од остале две 

једнаке 'стране. . 
16 И овде упоредо са Еуклидовом поделом може се 

навести подела, која садржи косоугли 'троурао, општи појам 
за тупоугле и оштроугле троугле. Шема те поделе изгщща 

овако: 

правоугли 

троугао 

I 

тупоуглк 

косоугли 

I 

ОШТРОУГ-1К 

17 Према овим дефищщијама квадрат не може бити 

сматран ни као правоугаоник ни као ромб,ме~УТИМОСОбине 

које .пришtдају свима правоугаоницима припадају и квадрату, 
а исто то важи и за ромбове. Према томе и овде ПОСТО;И 

класификациЈ~ четворо:траних фигура, која је друкчије кон

струисана него што је Еуклидова. У ту класификацију треба 

ставити појам паралелограмз, ((Оји се први пут појављује код 

Еуклида У теореми 34, а није tiио дефинисан. Наведимо тако
звану Heron'oBY класификацију овом шемом 

чеТ80ростракик 
I . 

паралелогра.\\ 

I 
непаралелограм 

I 

правоугаоник неправоугаоник две стране пара

лелне (трапез) 
нема парале.1НИХ 

страна (трапезоид) 

квадрат 
. I 

право-

угаоник 

разли

читих 

Д'lмен

зија 

I 
ромб 

I 

РОМбlид јеlнак.о
краки 

трапез 

раз но

краки 

трапез 
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Негоп'ова класификација има особине сличне особи
нама Еуклидове класификације у том смислу, што се, рецимо 
квадрат не може сматраtи као ром1 или правоугаоник као 

Трапез. Ја сам преДl10ЖИО класификацију четвороуглова по

MOhY слике 1). Према овој. слици, ако површина неког нацр
таног четвороугла припада површини другога у иелости, 

онда он има све опште особине овог последњег. На слици 

су: АВСО - ~~твоространик општег типа, СОРЕ - трацез, 
АОНО - такозвани делтоид, IFDC - паралелограм, FGHP 

роМб, KLMN - правоугаоник, KLPQ - квадрат, HDFR 
- Једнакокраки трапеа. 

у овој ЕуклиДовој дефиницији се појам ромбоида по

клапа са пој~ом косог пара./lел.ограма разли.читих страна. 

Појам трапеза у савременом с~слу, као четвороугла са две 
паралелне <;:тране, овде није увСще,н. Реч трапез код Еуклид.а 
означав'Ј уопште четворострану фигуру. 

. 18 Овом дефиницИјОМ· ПОчиње ко.у. Еуклида теорија 
паралелних линJtја, која игра толико велП'1СУ улогу у ИСТОРији 
геометрије и уопште у методологијн деДУКТИВ/;iИХ наука. Само 

тој дефиницији nOC.BeheHa је до6а велика литература коме н
TaTqpa. Различите дефиниције паралелних MOfYhHO је. 
ПО,tJ.елити у ,три rpyg~. Главне су идеје 'дефиницијз Т,ИХ 
група ове: ]. да паралелне шt'fЈмје немају заједничке 

1) Бuлu.At.овuk - Ан.fjелuk. ГеометРнЈа за ЈЈ разред средњих школа 
1937. 
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тачке; 2. да паралелне линије имају исти правац и 3. да је 
растојање између паралелних линија свуда исто. ·На тај 
начин било је постављено више 'теорија паралелних линија. 

19 у издању Heiberg'oBY имамо пет постулата (о:iтщшrо:) 
и девет аксиома, при ~eMY се аксиоме зову ко\уо:1. ЁVVОLCI:I, 

а у латинском преводу стоји cornmunes апјmј conceptiones, 
тј. ставови општег карак)"ера. Код Прок:nа место Kotvo:i 

EVVOtCН стоји aSLwp.o:ro: и та реч је усвојена од йеЋине писаца, . 
при чему је у модерној литератури тај назив обухватио _и 

постулате. Каква је разлика код 'Еуклида између постулата 
и аксиома? Изгледа да су постулати основне' истине гео

метриског карактера, а аксиоме општег карактера, али су 

различити преписивачи помешали постулате са аксиомама и. 

на пример, аксиома 9. чисто геометриског карактера ушла је 
у аксиоме, а могла би да с,тоји у постулатима. Треба напо

менупi да се пети постулат о паралелним линијама често 
зове 11. аКСИО.",а, јер j~ Tal<O био п,остављен у неким руко

писима и КОД многих коментатора. У модерној литератури 
између посТулата й аксиома не прави се разлика, све се то 
зове аксиомама. 

~O Први постуЛ<N претставља апстракцију оног што се 
може урадити по'мОћУ пењира. 

21 Овај други ПОСТУ.!lат отстрањује оно ограничење за 

иртање правих, које је било везано за коначне димензије 

табле за иртање. 
22 Овај постулат одговара оцој аПСТРЗl<циј", која стоји 

у вези са употребом шестара. - . . . 
23 Можда је и овај посiyлаr имао везу са преношењем 

правог угла ПОМОћУ угаоника или било које друге 'цртачке 
справе. Сада ова ,истина мож'е бити ДОl<аЗ8на. Види, на 
пример: О. Hilbert. Grundtagender Geometrie. 1930. стр. 23. 

2~ Овај постулат је најваж.нИје место у Елементима. Ои 

је послужио као полазна тачка за стварање нееукЛиl10ВИХ 
геометрија, а затим уопште за лdгиЧ1<И преглед свих деl1ук
тивних сисrема и за формирање аксиОматике. Из тог разлога 

наводим ГРЧКИ текст тог постулата. : 
~'. Ko:l еау ~i~ БUо EMEta~ EU,'\EtO: еp.n(;rrОUБО: '['а; evro~ 

Kal Елl та ао,а llЕРI1 УШV(~ 860 бр..'tdJvелаоооvо:~ ЛОLt.\, Ек{3ал-

I! 
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ЛО}1tvас; та; 0(10 Et;"Eiac; ЕЛ' Ct:'iElpOY Ql'fитLлТЕIV, Е<р'Й ЈН'р!] Eloiv 

ai Hi;Y 060 op\~йJY ЕЛUааОУЕ;. 

25 Коментатори тврде, не без основа, да овде аксиоме 

не одговарају захтевима ни само'г ЕуклиДова иалагања. 
Неке су од тих аксиома преписивачи додавали, оне што 

стоје у загради, неке изостављали. На пример, ако стоји 

аксиома 4 о додавању," онда треба ставити и случај са 

ОЈузvмзњем. Исто тако, нема важне зксиоме транзитивности 

за неједнакости, тј. аксиоме: ако је А < В и 8 < С, онда је 

и А <с. 
2. Ова aKCНQM] је аliсиома транз;пивности за јед

накост; она ,се сада овако изражана: ако је 8 = А и С = А, 

онда је и в = с. 
П~евод (Б. Петронијевиf1) ове аксиоме у форми: Што 

је с ИСТИМ';једнако, једнако је и једно са другим, незгопан 

је, јер "Што" у почетку реченице не одговара по форми 
множини ор"гинала (Тf:~). Употреба речи "Dinge" у немачким 
преводима, место .. Was", а у енглеско!'v1 .. Things" (Т. L. 
Hea1hJ, а код нас "Објекти" више, по нашем МИШЉfЊУ, 

иэражав-а-садржај оригинала. 

27 Алгебарски иараа ове а~сио",е је: ако је А = В и а - Ь, 
онда је и А + з - В + Ь. . 

28 3а ову аксиому имамо: ако је А - В и а = Ь, онда је 

и A-а=В-Ь. 
: 9 Ако је А f В, а а., Ь, онда је А + а f в + Ь. 
I О Ако је А - В, онда је 2А., 28. 

81 Ако је А = В, онда је ~A = ~B. 
З! Са овом аксиомом је везан познати парадокс да целина 

може бити једнака свом делу и да та особи.на може слу

жити као дефиниција' бесконачности као објекта (актуална 
бесконачност). Заиста, део бесконачности може бити јеДНаК 
самој бескОначности. Узмимо класичан пример: узмимо као 
ц~лину све целе, рецимо, позитивне бројеве, а као део тог 

објекэ:а -- све.оорне бројеве, опет позитивне. Лако је видети 

да тај део тог Објекта има исти број елемената као и целина, 

јер парне броје.ве Mo~eMO избројати овако: 

О, 2, 4, 6, 8'... 2· О, 2 ··Ј, 2·2, 2· З, 2 ·1, ... , а то и 
потврђује .наш став. 
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• 
33 Употребили смо за превод грчке речи -:0 Xwp(Ov' реч 

"об,13СТ" са значењем дела површине. 

11+ Код 8уклида се излагање свих теорема односно про

блема увек врши по истој шеми. Потпуна Еуклидова шема 
има ове д.елове: 

Ј. 11 :rр6rщн~ 

3. о OLOPlO'}l6; 

4. ~ KccraO'KEi)~ 

-- формулисање теореме .или задатка у 

општем облику; 

-- засебно издвајање оног што је дато и 

што се примењује у каснијем истраЖI1-

вању; 

- дефиниција или спецификација оног што 

се тражи са ДQПУНСКИМ условима МОГУЋ
нос ги или ограничења; 

-- конструкција; у КОНСТРУКТИВНИМ про

БЈ\~ма !(ао peЦIeњe ПIP()-!I~, у поне
ким TeopeM~Ma KqO приnремии КОНСТРУК-
тивни рад за доказ TeOP~Me; 

5. ~ aтc6oELSL~ -- ДQказ; 
б. то (НJ]J.:11:Epaa}la. -- закључак. 

Поједини од набројаних делова I\\ory ИЗ0стати, али увек 
постоје три основна дела и то: 1. - фор.\\улисање, 5: -
доказ и 6. - закључак. 

Поновимо и овде у предrовору иаведену општу при
медбу о нашем коментару. Готово сваки Еуклидов став 

може и треба да буде коментарисан по фОРVlи, садржају и 

значењу тог става у општем систему ЕУК!lидове геометрије. 

Пошто је то веЋ опширно урађено код низа писаца и са 

многим детаљима скупљено и код Т; L. Heath'a, због огра
ничености времена и МОГУЋНОСТИ штампања, 'ми у такав ко
ментар не улазимо. НавешЋемо само оно што је неопходно, 
нарочито у вези са нашим пре в O,IЈ.(')М •. 

30 Изведена конструкција доводи до два је.днакострана 

троугла: АВГ и њему симетричног у односу на праву АВ. 

ЕУКЛИll не наводи тај други троугао и не даје анализу зашто 
је изабрао баш троугао АВГ. Тврђење' да кругса средиштем 

у В сече круг са средиштем у А у тачки r недовољно је. С 
друге стране, оно није ни обрззложено, јер' не слепује из 
аксиома досад узетих код Еуклида. Неки комен.тзтори мисле 

да Је узимање у обзир обраЗЈlОжења постојања тог пресека, 
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Тј. оДговарајУћег става тополошког карактера, био први 
корак у прелазу од дедуктивне геометрије доаксиоматичког 

периода, који је Бећ узимао у обзир и радове Н. и. Лоба

чевског, на аксиоматичку геометрију. 

36 Са гледишта савремене школске геометрије овај став 

је сувишан. 3а решење задатка довољно је узети шестар са 

отвором БГ и заТи\'! преносом тог шестара можемо конструи
сати тражену дуж са једним крајем у тачки А. Такав поступак 

био је познат и у Еуклидово време. Увођење тог става од 

стране Еуклида претставља једну његову, за оно време, 

ЈЈОГИЧКУ финоЬу: Еуклид је себи поставио задатак да избегне 
у излагању геометрије кретање геометриских објеката. Он је 

то и постигао, али са неколико изузетака, на пример теореме 

4 и 8 ове Ј('њиге. 
87 у практичном извођењу обично се узима Г 11 = ГЕ, 

другим речима·: "ружни лук се upTa са средиштем у Г и 

полупречником Гl1 = ГЕ. Истим полупречником се конструише 
лук са средиштем у А . 

. В8 У овој теореми први пут се уџотребљује реч пара

лелограм без претходне дефиниције, што треба сматрати као 
логички недостатак. Тај изостанак ·можемо сбјаснити само 

тиме што је у грчком језику тако састављена реч, као што 

је паралелограм, потпуно јасна већ из своје граматичке 

форме. 
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По:ле смрти Александра Великог Македонског (.356-23 
пре н. е.), његова огромна империја распала се. У Египту, 
у Александрији, на владу је ступила династија Птолемеја, 
грчког порекла. Египат и специјално Александрија постали 

су це.нтар тадашње културе. Из Индије, Вавилона, (ирије, 

Палестине и других области долазила је у Александрију 
источна култура. Са друге стране, са запада, радо су пре

лазили у Александрију грчки научници, јер у самој Грчкој 

тешко се подносило македонско господство. Под таквим 

условима, а и због благонаклоности П толемејеве династије. 
развио се чувени такозвани Александриски период процват а 

науке и уметности, који је трајао отприлике два столећа. 

у самој Александрији научни центар је био везан за Алек~ 
сандриски м} зеј, који треба сматрати као академију, као 

унJ:tверзитет. 

Еуклид је био наставник у алексаНДР\Аској школи. О 

личности Еуклидовој готово нема никаквих података. Прокл, 

Еуклидов коментатор, који је живео око 450 г. после Хр .. 
тврди да је Еуклид био млађи од Филипоса, Платонова 

ђака и да је он живео за време првог Птолемеја (Птолемеј 

1 Лаги: 323-285). Прокл 'наводи и познату причу о Еуклиду. 
Једног дана Птолемеј је запитао Еуклида: "Да ли постоји 

пут ка геометрији бољи него што је пут његових Елемената?" 

Еуклид је одговорио: "Ка геометрији не постоји нарочити 

пут за краљеве!" С друге стране, Архимед (287 - 2] 2) је Beh 
употребља~ао Еуклидове елементе. Према томе већина писаца 

тврди да Еуклидову делатност треба везати за време око 

300 г. пре н. е. И Еуклид је био ђак Платонове Академије, 

коју Је Платон (427-347 пре н. е.) основао 387 године. 

Место Еуклидова рођења такође није утврђено. Неки 

писци, али доста произвољно, наводе дорски град Гелу у 

јужној Сицилији, У близини садашње вароши Тетгапоvа; 



други указују на СЗСВИМ Дl)'ГО место, Нalн\е варош Tyros, 
близу Сидона, саЈ.а Саида. 

Други Еуклидов коментатор, Папос (крај IУ столећа) 
описује Еуклида по карактеру као тиха и вр.l0 скромна 
човека, који је био расположен према сваком који је тежио 

математичком знању. У излаГilЊУ истина својих претходника 
он је вршио колико је могао мање промена. 

За карактеристику ЕУКЈЈип.а, као човека дубоко одана 
својој науци, наведимо још једно место из Стобајоса, које 
наводи Heiberg. Један почетник, који је учио геометрију код 
Еуклида, када је научио прву теорему, запитао је t:УКJlида: 

"Шта имам од тога што сам ово научио?" Еуклид је ПQзвао 

свог роба и казао: "донеси му три обола, јер он учи за то 
да има од тога користи!" . 

Главно дело Еуклидово су његови Елементи - LfOtXEta. 

Они обухватају 13 књига (HeiЬerg, Bd. 1 -4). Мате,,~атичар 

ХИ IСИКЈ1, из другог века пре н. е .. додао је 14 књигу 
о додекаедру и икосаедру. Најзад, у VШ столећУ била је 

припојена и 15 књига о правилним телима. Heiberg сматра 
да ова књига припап.а једном ученику Исидора из Милета, 
и да је немогуће претпоставити да је писац и ове КЊl:!ге 

био Хипсикл. 14 и· 15 књига сачињавају засебни 5 том у 
Хајбергову издању. 

По садржају 13 књига Елемената треба поделити у 

три дела. 

Првих шест књига сачињавају планиметрију, при чему 

је у петој књизи протумачена на дужима теорија пропорција. 

Наредне четири Ј<њиге су аритметичког садржаја, са теоријом 

несамерљивих величина у Х књизи. Књиге XI, XII и ХШ 
посвећене су стереометрији. 

Елементи су били први пут штампани 1482 Г., У Венецији, 
у латинском преВОјјУ Кампануса са арапског текста. До тог 
времена били су познати само рукописни примерци тог дела. 

Најбољи рукопис, Codex Р, налази се у библиотеци Ватикана. 
Прво грчко издање изашло Је 1533 године у Базелу. Сад 
се с"атра као најбоље издаl-!:е Холанђанина Хајберга (1. L. 
Heiberg. Euclides еlеmецtа. Bibliotheca ТеиЬпегјапа) на грчком 
језику са латинским преводо.М. Од превода на модерне језике 
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на првом месту стоји класичан рад Т. L. Heath' - ТЬе 
thirteen books of Euc1id's EJements, који је изашао ~11 и у 
другом издању (1926). Заслужује да буде споменуто издање 
познатог италијанског reoMeTpa Fed. Enriques'a - Gli ЕЈе.,. 

menti d'Euc1ide е Ја critica antica е moderna, Roma, ВоIоgпа, 
] 925. Имао сам могуl1ност да видим само прву књигу тог 
издања. 

у Русији је било свега пет издања Еуклидових елеме
ната. Прво издање иНачал" изашло је ) 739 године у пре
воду ихирургуса" Ивана Сатарова са латинског језика. 1769 
године се појавило друго издање у преводу наставника 

математике Николаја Курганова са француског издања проф. 

Koenig'a, штампана )762 године. Затим се појавило треће 
издање у преводу са грчког језика од магистара Оксфорд

ског универзитета В. Н. Никитина и И. И .. Суворова. Оно 
је изашло f784 године и било је поновљена 1789 године. 
Четврто издање 1819 године припада О. Петрушевском. 
Ово је, изгледа, најбоље руско издање. Лоследње, пето 
издање, Ј 8РО године штампао је професор I<ијевског универ

зитета М. Е. Вашченко':'Захарченко, који је био и мој настав
ник. При изради ове књиге узео је велико учешl1е син профе
соров, М. М. ВашчеНIю-3ахарченко, унивеРЗИ1етски библио
текар и лобар лингвиста. Уколико знам из совјетских извора, 

у Совјетском Савезу већ се 9 година спрема ново руско 
издање, али оно још није изашло. 

Еуклид није написао само Елементе. Њему припада више 

радова. Сачувани су ови радови: ]. Д€80p.€.ya (Data) - Оно 

што је дато. Рад садржи 95 ставова, који изражавају да 
кад су дати извесни геометриски облици, онда су да ти и 

лруги облици. То је у неком смислу проучавање геометриских 
функционалних веза. На пример, став 2 гласи: Ако се дата 
величина налази у датом односу према другој ВeJlИЧИНИ, онда 

је и ова друга величина дата. 2. Фщv6}1€vа (РЬаепоmепа) 
је рад посв.еl1ен основама геометрије сфере и астрономији. 

3. 'О3f'ПкCt (Optica) даје основе преспективе. 4. А{ ката 

J.lou(JtК~v (JTO\x€\ooa€\c; - елементи музике; тај рад садржи 

два дела - KCtТCtT0J.l~ кау6уос; - 'теорију музичких интервала 

и €iaaywyi] (tpP.OVtKfJ - увод У хармонију. Сем ових сачуваних 
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радовамditуклид је написао још и друге радове о којиМа 
.знамо rl3 других извора, углавном од његових првих комен
татора. Такви су радови: 5. 'VEuMpta - о погрi:iшним 
Закључцима. Према мишљењу Прокла оnај рад је- служио за 
логичку гимнаСТJIIКУ ђака. 6. ПЕрl а~аРЕdЕФV ~~~л(оv - о подели 
слика. Према подацима наведеним kon истог ЩюклЗ: И према 
арапском преводу, у том раду било је третирано, на пример, 
ово питање: Поделити површину троугла правом дата правца· 
у датом односу. Исто тако су дељене површине четвороугла, 

круга и слика омеђених кружним луtl.има и правимлинијамв: 

7. Порicrl1С1-ra. - то је рад који је, према подацима Папосовим; 
садржао три КЊИге. Чувени франЦускtf математичар ШаА 

(Chasles) је успоставио тај рад према оном Што је дао Папос: 

То је збирка математичких закључака и помоlifiИХ теорема. 

Поризме садрже такође елементе за пројективно проучавање 

конусних пресека. 8. Т 6яо1. яр6~ E1t\cpavEia - () геометриским 
местима на поврШИНИ. Углавном се проучавају особине [lОвр

Uiина: цилиндра, конуса и сфере. 9. КШVLюi - четири књиге 

посвеtене теорији конусних пресека. 

Елементи, заједно са наведеним другим радовима, оцр

тавају Еуклида не само као иаванредна професора Тадашње 

највеЋе научне институције - Александриске академије-музеја, 
веЋ и као научника са богатим стваралачкимдаРОм.Vчениk 
Платонов и Еудоксов у Атини, он је пренео грчку математику 

у Александрију и '(ама је, између осталих, васпИТао и два 

генијална грчка математичара - Архимеда и Аполонија. 

Еуклид, АРХИ~1ед, Аполоније сачињавају сјајно сззвежђе нај

елавнијег периода развитка античке математике. 
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ПРЕДГОВОР 

Ова друга књига Еуклидових елемената је од нарочитог 

интереса како са историског гледишта, тако и са гледишта 

савремене математичке наставе. 

Са историског гледишта она заслужује особиту пажњу, 

јер се у њој развија античка форма алгебре и то у примени 

на геометрију. Преовлађивање геометриске форме над ана

литичком формом, та важна особина грчке математике, у 

пуној мери се испољава у овој књизи Еуклидових елемената. 

Са гледишта математичке наставе ова књига, прво, може 

да послужи као извор вежбања за изражавање односа између 

величина алгебарским језиком, а, друго, - она даје богати ма
теријал за борбу са формализмом у ~астави математике: 

основне алгебарске операције добијају конкретну, живу форму, 

кад се протумаче на геометриским облицима, како су про

тумачене у овој књизи. 

Пошто преводу Еуклидових елемената могу посветити 

само време слободно од рада у области моје уже струке, а 

редиговање српског текста и техничка страна одузима много 

времена, нисам ову другу књигу могао дати у штампу не

посредно после изласка из штампе прве књиге. 

При изради и ове књиге су ми помогли Б. Петронијевиh, 

В. Мишковиh и Т. Анђелиh па им изјављујем захвалност. 

А. Б. 



Грешке пркмеhене у првој књизи 

Стр. 22, врста 9 ОАОЗГО стоји: опиеш треба: опише 

" 
43, .4 ОАОЗ.II.О BAr: ВАГ 

64, 3 " 
Холанljанина Даица 
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Дефиниције 

1'. За сваки правоугли паралелограм се каже да је 

-обухваhен двема дужима које образују прав угао. 1 

2. Нека сеу сваком паралелограму ма који од парале,.. 
лограма на његовој дијагонали заје,l.НО са обема допунама 

назове гномон. 2 

1, 

Ако су дате две дужи па је једна од њих непо.цељена а 

,i.pyr:a подељена на колико било отсечака, правоугаоник 06у-

..хваЬен овим двема д.Ужима је.цнак 

обухвaheних неподељеном дужи и 

је зБИFУ правоугаон~ка 

сваким 0.1. отсечака. s 

Нека еу А и вг две дужи; нека в 

се вг UО.lеЛЈf" произвољно тачкама 

А и Е. Твр.цим да је правоугаоник 

обухваlaен. дужима А и ВГ је.l.нак 

збиру правоугаоника 06ухваhених ду- Н 
жима А и ВД, А и дЕ и А и ЕГ. 

Иовуче . се ПО.l. правим углом на 
ВГ кроз тачку В права BZ и пренесе Z 

А , 

Li r:' г 

К А е 

се ВН једнако А. повуче се кроз тачку Н права не паралелно 

вг, и кроз тачке А, Е, Г оовуку се праве ДК, ЕА, re па
р,алелно правој ВН. 

Правоугаоник ве је је.l.нак збиру правоугаоника ВК, 

ДА, Ее. Ме~утим Ве је правоугаоник са странама А и ВГ, 

јер је обухваhен дужима ВН и ВГ, а вн је једнако А. Исто 

тако је ВК правоугаоник обухвщн .цужима А.н ВД, јер је 
06yxBaheH .цужима НВ и 8.1, а ни је је.цнако А. Тако ИС1јО 
је и правоугаовн ДА 06у..хвahеи Аужима А и дЕ, јер је дК, 

lкао и НН, jel,HaKO А. Слично и Ее је са странама А и ЕГ. 
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Према томе је правоугаоник са странама А и ВГ једнак збиру 
правоугаоника са странама А и ВД, А и дЕ и А и ЕГ. 

На овај начин, ако су дате две дужи па је једна од ЊИХ 

неподељена а друга подељена на колико било отсечака, пра

воугаоник обухваhен овим двема дужима једнак је збиру 

лравоугаоника обухваhених неподељеном дужи и сваким од.. 

отсечака. А то је требало Аоказати. 

2. 

Ако се дата АУЖ произвољно ПОАеЈЈИ, збир правоугаоиика 
обухваhених целом дужи и сваким 0.11. обају отсечака једнак је

квадрату на целој дужи.4 

Нека се дуж АВ произвољно подели 'tачком Г. Тврдим, 

да је правоугаоник обухваhен дужима ВА и' ВГ заједно са 
правоугаоником Обухваhеним .аужима ВА и АГ једнак ква

драту на АВ. 

Нека се нацрта на АВ квадрат АдЕВ 

" Г " В и повуче кроз Г права rz паралt' лна ма 
којој од правих Ад и ВЕ. 

Правоугаоник АЕ једнак је збиру пра

воугаоника AZ и ГЕ. Међутим правоуга
оник АЕ је квадрат на АВ, эатим је Al.. 
правоугаоник на .ВА и АГ, јер је Обухва

ћен дужима дА и ДГ, а дА је једнако 

АГ" Z Е АВ, најзад је ГЕ правоугаоник са 'стра-
нама АВ и ВГ, јер је ВЕ једнако АВ. 

Према томе је правоугаоник обухваhен' дужима ВА и АГ за
једно са правоугаоником обухваhеним дужима АВ и ВГ једнак. 

кваАрату на АВ. 

На овај начин, ако се дата АУЖ произвољно подели, збир 

правоугаоника обухваhених целом дужи и сваким од обају 

отсечак,а једнак је квадрату .на целој дужи. А то је требало 

доказати. 

3. 
Ако се .дата ДУЖ произвољно подели на два отсечка. 

правоугаоник обухваhен целом дужи и једним од отсечака, 

једнак је збиру правоугаоника обухваhена обама отсеЧцима. 

и кваАрата на првом отсечку.5 



t I 

Нека се дуж АВ произвољно подели тачком Г. ТВРАИМ 

)l.a је правоугаоник обухваhен дужима АВ и ВГ једнак збиру 

правоугаоника обухваhеног дужима АГ 

и ГВ и квадрата на ВГ. А Г В 
Нека се нацрта на ГВ квадрат 

ГдЕ В, Ед се продужи до Z и повуч-е се 
кроз А права паралелна ма којој о/ 

правих Гди ВЕ. Правоугаоник АЕ јед-

. накје збиру правоугаоника А,1 и ГЕ Z' L1 Е 

Ме~утим правоугаоник АЕ је обухна-

"ен Jl.ужиМа АВ и ВГ, јер је обухваhен дужима АВ и ВЕ, а 
ВЕ је јцнако ВГ; правџугаоник А.1 је обухваhен дужима АГ 

и ГВ, јер је .1Гједнако ГВ, а .1В је квадрат на ГВ. Преl!lа 

томе правоугаоник обухваhен дужима АВ и ВГ једнак је пра

воугаонику обухваh~ну дужима АГ и ГВ и КВЗАрату на вг. 

На овај начин, ако се дата дуж произвољно ПОАели на 

.. ва отсечкв, правоугаоник објхваhен целом дужи и јеАИИМ 

отсечком јеАнак је збиру правоугаоника 06ухваћена обама 

отсечцима и квадрата на првом отсечку. Ато је требало 

Jl.оказати. 

4. 

Ако се дата дуж произвољно подели, квадрат на Цfлој 

Jl.YЖИ једнак је збиру квцрата на от-

сечцима и двоструког правоугаоника 

обухваhена ~тсечцима. 6 

А r 

Неиа се дуж АВ произвољно по

Аели тачком Г. Тврдим да је квадрат fJt----+---tК 
на АБ једнак збиру квадрата на 'АГ и 

Г8 и двоструког правоугаоника 06у

хваЈјена дужима АГ и ГВ. 
Нека се нацрта на АВ квадрат 

---~-_II'" z Е 

А.1ЕВ и повуче, В.1, па кроз Г права rz паралелна ма КОЈОЈ 

ftд правих А.1 и БВ> а кроз Н права вк парашлна ма којој 

ОЯ правих АВ и .1Е. Пошто је fZ парал~ноА.1 и права 84 
сече сваку од њих, биће спољашљи угао ГН8 једнак унутра

шњем саглаСlfОМ углу А.1В. АлиугаоА.1В једнак је углу АВ.1, 

јер је страна ВА . једнака А.1 ;- дакле угао ГНБ једнак је нвг, 
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па према томе страна ВГ јеАнака страни ГН; међутим ГВ је 

једнако НК и ГН једнако КВ; дакле I~HKB је јеАнакОС1!раНј че

твороугао. Тврдим, сем тога, да је он' ПРЗВ01ГЛИ'; пошто је 
ГИ: naралеJlИО ВК (а сваку од њих сече права rBt,T& аби)> 

углова КВГ и НГВ износи два права угла. Али КВГ је прав 

угао,' па је и ВГН прав; иа тај начин су и унутраmњи ва

гласни углови ГНК и НКВ прави. Према томе је ГНКВ пра.;. 

воуг ли четвороуг ао, а и једнакостран, дакле ок је KltaApaт и 

то на rS. Ћ~ ис'тих разлога и ez је квадрат и то на ен-; а 
то' значи и на АГ; дакле. ez и КГ су квадрати на АГ ОДНОСНО 
на ГВ. Затим, пошто је правоугаоник АН Јџнак npaв~гао
ник)' НЕ, а АН 'је правоугаоник обухваhен дужима АГ и ГВ, 
јер је НГ јеАнако ГВ, биhе и НЕ јеАнак праВО1Гаонику 06у

хваЬену "ужима АГ и ГВ. Према томе су АН иНЕзајеАfЮ 

једнаки АВОСТРУКОМ правоугаонику од АГ и ГВ. А при томе 

су ez и ГК квадрати на АГ ОА.юено на ГВ. На тај. начин 

четири правоугаоника ez, ГК, АН, НЕ једнаки су dа .... ратима 
на АГ и ГВ и двоструком прааюугаонину обухваЬену .... '.има 
АГ и ГВ. Али ez, ГК, АН, НЕ сачињавају цео A~EB; нвз.а.рат 
на АВ. Према томе је квадрат на АВ једнак збиру е3'Арзта 

на АГ и ГВ и двоструког правоугаоника обухваhена Аужима 

АГ и ГВ. 

На овај начин, ако се дата дуж произвољно подели, ква

драт на целој дужи једнак је збиру кваАрата на отсечцима 
и J(SoCTPYКOГ правоугаоника обухваhена отсеЧЦима. А ТО је' 
тре'ало доказати. 

(ПослеАица 

Из тог је јасно да су ко. квадрата паралuоrрами на 

дијагонали квадрати.) 

5. 

Ако се дата дуж подели двема тачкама и на јеАнаке и 

на неједнаке делове, биће збир правоугаоника обухваhена 

неједнаким деловима целе Аужи и квадрата иа АУЖИ измеђУ 
деоних тачака једнак ,квадрату на половини дужи.7 

Нака се дуж АВ подели на једнаке делове тачкоъt r и 
на неједнаке Аелове тачком'~. Тврдим да је збир правоуга-
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оникаобухваhенаДУЈКима А!Ј. и 4В и квадрата на Г!Ј. једнак 
квадрату на ГВ. 

Нека се нацрта на ГВ ,квадрат rEZB и повуку: права 

ВЕ, кроз тачку !Ј. права!Ј.Н паралелно ма којој од правих ГЕ 

и BZ,KP03 тачку е права КМ паралелно ма којој од правих 
АВ и EZ и још кроз тачку А права АК паралелно ма којој 

од правих Г А и БМ. Пошто је допуна ге једника допуни ez. 
6иhе, ако свакој додамо!Ј.М, цела површина ГМ једнака целој 

површини !J.Z: Али правоугаоник ГМ јмнак је правоугаонику 
АЛ, јер је АГ једнако ГВ, и 'на тај начин правоугаоник АЛ 

једнак је правоугаонику 

AZ. Ако сваком од ЉИХ Аi--------т---.;т:--_..; 
Аодамо лрапоугаоник ге, 

биhе цео правоугаоник Ае 

једнак гномону MNE.8 Ме
ђутим правоугаоник ле је К 

обухваhен 'Jlужима А!Ј. и 

!Ј.В, јер је !Ј.е једнако "!Ј.Б, 

ла према томе је и гномон 
z 

MNE једнак правоугаонику обухваhе~у дужима Ад и ДВ. 

Свакој од тих поврwина додајмо површииу АН, која је једнака 

ЈШадрату на Г!Ј.. На тај начин, збир гномона MNE и квадрата АН 
једнак је збиру правоугаоника обр:ваhена дуж има' А!Ј. и !Ј.В и 
квадрата на Гд. На тај начин, збир гномона MNE и ква.драта АН 
једнак је з6иру лравоугаоника 'обухваћена дужима Ад и l1Б и 

квадрата на Г!Ј.. Али гномон MNE и квадрат АН заје.ll.НО 
сачињавају ква.а.рат rEZB на ГВ. На" тај начин збир право

угаоника обухваhена дужима А!Ј. и !Ј.В и ква.ll.рата на r Ll једнак 
је квадрату на ГБ. 

На овај начин, ако се дата дуж подели двема тачкама 

н на једнаке и на неједнаке .ll.елове, биhе збир правоугаоника 

обухваЬеиа неједнаким деловима целе дужи и квадрата на 

АУЖИ између деоних тачака једнак квадрату на половини JlУЖИ. 

А то је требало доказати. 

б. 

Ако се дата дуж преполови и продужи за извесну дуж, 

биhе збир правоугаоника ооухваћена целом дуж" са ПРО.Ау

жењем и тим проду~ељем и квадрата на половини дат е JlУЖИ 
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једнак 'квадрату на дужи састављеној од половине прве дужи 
и додате друге дужи.9 

Нека је права АВ преполовљена тачком Г и у њеном 
правцу дод-ата дуж В.1, Тврдим да је збир правоугаоника 

А г 

н z 

обухваћена дужима Ад и .1В и 

квадрата на ГВ једнак квадра

туна'Г.1. 

Нека се нацрта на Г.1 ква

драт fEZ.1 и повуку: . права ' 
дЕ, кроз тачку В права ВН па

ра'лелно ма којој од правих ЕГ 

и .1Z, кроз е права КМ пара
лелно ма којој од правих АВ и 

EZ и још кроз тачку А права АК паралелно ма којој ОД пра
вих ГЛ и дМ. 

Пошто је АГ и ГВ једнако, једнано је и АЛ и ге. Ме
ђутим правоугаоник ге је једнак правоугаонику ez. и на тај 
начин је правоугаоник АЛ Једнак прааоугаонику ez. Ако сва
коме додамо правоугаоник ГМ, биће цео правоугаоник АМ 
једнак гномону NZO, Међутим правоугаоник АМ обухваћен је 
дужкма АI1 и .1В, јер је дуж дМ једнака ДУЖИ .1В; према томе 

је и гномом N?:O једнак правоугаонику обухваhену ... ужима 
АI1 и .1В. Ако се сваком од ових дода ЛН, који је једнак 

квадрату на гв, биће правоугаоник обухваt;ен дужима Ад и 

.1В са квадратом на ГВ једнак гиомону N20 и квадрату ЛН. 
Но гномон N?:O са квадратом ЛН је LteO квадрат fEZA на 
fl1; на тај начин је збир правоугаоника обухваЬенаДУЈКИМа . 
АI1 и .1В и квадрата на ГВ једнак квад рату на Г.1. 

На овај начин, ако се дата дуж преполови И продужи 

за извесну дуж, биhе збир право)гаоника обухваhена цеnом 

дужи са продужењем и тим продужењем и квадрата на по

nовини дате дужи једнак квадрату на дужи састављеној 0.1. 
половине прве дужи и додате друге дужи. А то је требало 

доказати. 

7. 

Ако се дата ДУЖ произвољно подели на два отсечка, 

OH1I.a је збир квадрата на целој дужи и на јеАНОМ 0.1. отсечака 
једнак збиру двоструког правоуrаоника 06ухваnена целом 

дужи и тим отсечком 11 квадрата на другом отсечку.10 
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Нека је, наиме, АУЖ АВ произвољно подељена тачком г. 

Тврдим л.а су квадрати на АВ и ВГ заједно једнаки дао

егруком правоугаонику обухваhену дужима АВ и ВГ и ква

драту на ГА. 
Нека се нацрта на АВ квадрат АLlЕВ и допуни слика . 

. Како је правоугаоник АН једнак 

лравоугаонику НЕ, биhе, ако се сваком 

.дода квадрат rz, цели правоугаоник 

AZ једнак целом правоугаонику ГЕ, и 

,fIрема томе је збир правоугаоника AZ 
'и ГЕ једнак двоструком правоугаонику 

AZ. Али правоугаоник AZ са право

угаоником ГЕ чине заједно гномон КЛМ 

И квадрат rz; према томе је гномон 

А г 

eJ.---&-...,I~r--tz 

N Е 

КЛМ и квадрат rz дво:труки правоугаоник AZ. Али тај дво
струки правоугаоник је у исто време и двоструки правоугаоник 

'од АВ и ВГ, јер је BZjeДHaKo ВГ. На тај начин гномон КЛМ 
И квадрат rz заједно једнаки су двоструком правоугаонику 

од АВ и ВГ. Ако' се 'сваком од ових дода LlН, квадрат на АГ, 
'биhе збир гномона и квадрата ВН и НLl једнак збиру дво

струког правоугаоника обухваhена дужима АВ и ВГ и ква
,драта на АГ. На тај начин су гномон КЛМ и квадрати ВН и 

. НLl ·цео квадрат АLlЕВ и квадрат rz, а то су квадрати на 
АВ и ВГ. Према томе је збир квадрата на АВ и на ВГ једнак . 
збиру )lВОСТРУКОГ правоугаоника оБУХ8аhена дужима АВ и БГ 

и квадрата на АГ. 

На овај начин, ако се дата дуж произвољно подели на 

два отсечка, онда ie збир квадрата на целој дужи и на једном 
од отсечака, једнак збиру двоструког правоугаоника обухва

ћена целом дужи и тим отсечком и квадрата на другом от
,~ечку. А т.о је требало доказати. 

8. • 
Ако се да ra дуж произвољно ПОАели на два отсечка, биhе 

'збир четвороструког правоугаоника обухваhена целом дужи и 

једним отсечком и квадрата на другом отсечку једнак КВ8-

драту нацртаном на дужи сасгављеној од дате дужи и првог 
<>тсечка. l1 
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Нека је, наиме, дуж АВ произвољно подељена тачком г. 
Тврдим да је збир четвороструког правоугаоника обухваhена 
Jl.ужима АВ и ВГ и квадрата на АГ једнак КВa)I,рату на Ав. 
и ВГ, као.- једној дужи. 

Нека је права ВА продужење праве ЛВ и нека је ВА 
једнако ГВ. Затим нека се нацрта lIа ЛА квадрат AEZA' и уз 
то нацрта двострука слика. 12 

А г в 

м I---+-+~-*::~-f N 

е z 

Пошто је ГВ једнако BA~ -
а ГВ једнако НК и ВА једнако 

KN, биhе и НК једнако KN. Из 
истих разлога је и ПР једнако 

РО, А пошто је ВГ једнако ВА, 

а НК једнако KN, биhе и ква
драт ГК једнак квадрату КА, а 

квадрат HP квадрату PN. Али. 

квадрат ГК једнак јеквадрату 

PN, ПОШ1"О су то допуне пара
лелограма ГО; стога је и ква-

драт КА једнак квадрату НР. На тај начин површине сва 

четири квал.рата АК, ГК, НР, PN једнаке су међу собом и 

све заједно једнаке четвороструком паралелограму ГК. Затим, 

пошто је дуж ГВ једнака дуж и ВА, а ВА.аужи ВК,тј. rH, и 
ГВ једнака дужи НК, Tj~ НП, биhе и Jl.УЖ ГН јеJl.нака Jl.УЖИ> 

НП. И пошто је ГН једнако НП, и ПР једнако РО, биhе и 

. правоугаоник АН једнак правоугаонику МП, а ПА правоуга

онику PZ. Али правоугаоник МП једнак је правоугаонику ПА, 
јер су допуне паралелограма МА, па према томе је правоу

гаоник АН једнак правоугаонику PZ. На тај начин четири правоу
rаоника АН, МП, ПА, PZ једнаки су међУ собом, а сва четири 
заједно једнаки су четвороструко~ правоугаонйку АН. Раније 
је показано' да су четири квадрата ГК, КА, нр, PN једнаки 

" четвороструком кваJl.рату ГК; на тај начин осам паралелограма, 
који образују гномон :ЕТУ, сачињавају четвороструки право

угаоник АК А пошто је паралелограм АК обухваhен од лв. 

и 'ВА, јер је ВК једнако ВА, биhе и четири правоугаоника обу
хваћена од АВ и ВА, jeJI,НaKa 'че'гворостру'кdм' щ1авоугаонику АК. 
Како је показано да је чеrВОРОСТРУКИnl'авоyrаоник АК једнак 
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гномону :fTY, биhе и четвороструки правоугаоник од АВ и B~ 
једнак гномону :fTY. Ако се дода сваком од ових .Ее. који 

је једнак квадрату на АГ, биhе и четворострухи nравоугаоник 

обухваhен од АВ и ВА заједно са квадратом на АГ једнак 
гномону :fTY и квадрату .Ев. Али гномон :fTY са квадратом 
В8 заједно сачињавају квадрат AEZ~ на A~. Према томе је 
четвороструки правоугаоник 0.11. АВ и B~ заједно са квадра

том на АГ једнак квадрату на A~; аhи B~ је једнако ВГ. 

Према томе је збир четворосrруког правоугаоника обухваhена 

ЈЈ.ужима АВ и ВГ и квадрата на АГ једнак квадрату на A~, 

тј. квадрату нацртаном ва АВ и ВГ као једној дужи. 

На овај начин, ако се дата дуж произвољно подели на 

Ава отсечка,биhе збир четвороструког правоугаоника обухва
пена целом дужи и јеЈ.I!ИМ отсечком и квадрата на другом 

отсечку једнак квадрату наиртаном на .IIужи састављеној од 

дате дужи и првог отсеЧllа; А то је требало ДОКЗЗЗ7И. 

9. 

Ако се нека дуж подели двема тзчкама на једнаке и на 

неједнаке отсечке, збир квадрата на неједнаким отсечцима 

целе дужи једнак је двоструком збиру" квадрата на половини 

цел~ дужи и квадрата на отсечку између деоних тачака. 13 

Нека је, наиме, дуж АВ подељена 

тачком Г на једнаке делове и тачком 

~ на неједнаке делове. Тврдим да је 

збир квадрата на A~ и на дВ једнак 

двоструком збиру квадрата на АГ и 

на Гд. 

Е 

~ 
А. Г,1 в 

Повуче се кроз Г дуж . ГЕ нормално на АВ, и начини 
једнаком ма којој од! дужи АГ и ГВ; повуку се ЕЛ и ЕВ, и 

повуче кроз тачку ~ права 6.Z паралелно ·ЕГ, кроз тачку Z 
права ZH паралелно АВ, и повуче права AZ. Поыто је АГ 

једнако ГЕ. угао ЕАГ једнак је углу ЛЕГ. И П01IJто је угао 
код тачке Г прав,биhе остci:ли углови ЕДГ и АЕГ заједно 

једнаки правом углу, а како су и једнаки, биhе сваки од углова 

ГЕА и ГАЕ једнак половини правог. Из истих разлога је и 

СВ'аки од углова ГЕВ и ЕВГlеАнак ПОJlО'ВЦНИ правог. Према 

томе ј",цео угао АЕВ прав. Ношто jeyrao HEZ ПОJlОВИfrа, а 

yrao EHZ је прав, јер је једнак одговарајуЬем унутрашњем 
I 
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углу ЕГБ, биhе и преостали угао EZH једнак половини правог; 
на тај начин је угао HEZ једнак углу EZH, па према томе је 
и страна ЕН једнака страни HZ. Затим, пошто је }тао код 

тачке Б :lОJlовина пNвог, а угао Z.lB прав, јер је једнак од
говарајуЬем унуграшњем углу ЕГВ, биhе и угао BZ.l једнак 
ПОf1(}ВИНИ правог; на тај начин је угао код тачке В једнак 

углу .lZB, па према томе је и страна Z.l једнака страни .lB. 
Пошто је АГ једнаке ГЕ, биhе и квадрат на АГ једнак ква

драту на ГЕ; на 1 ај начин квадрати на ВГ и на ГЕ заједно 

једнаки су двоструком квадрату на АГ. МеђУТИМ збир ква

драта на ЛГ и на ГЕ једнак је квадрату на ЕЛ, јер је угао 

АГЕ прав. На тај начин је квадрат на ЕА једнак двоструком 

квадрату на АГ. Даље, пошто је ЕН једнако HZ, квадрат на 
ЕН једнак је квадрату на HZ, па према томе су квадрати на 
ЕН и на HZ заједно једнаки двоструком квадрату на HZ. Али 
збир квадрата на ЕН и на HZ једнак је квадрату на EZ; 
стога је. квадрат на EZ једнак двостууком квадрату на HZ. 
Међутим, HZ једнако је r.l, према томе је квадра 1: на EZ 
једнак двоструком квадрату на Г.1. Стога је квадрат на ЕА 

ј еднак двоструком квадрату на АГ, па према томе је збир 
квадрата на АЕ и на EZ једнак двоструком збиру квадрата 

на АГ и на Г Ll. Али збир К8адрата на АЕ и на 'EZ једнак је 
квадрату на AZ, јер је угао AEZ прав. На тај начин је квадрат 
на AZ двоструки збир квадрата на АГ и r.l. Али квадрат иа 
AZ једнак је збиру квадрата на А.1 и на Ы, јер је угао код 

тачке .1 ПрdВ, На тај начин збир квадрата на A.l и на LlZ је 
двоструки збир квадрата. на АГ и на Г.1. Али .1Z једнако је 
дБ. Према томе збир квадрата на А.1 и на .1В једнак је дво

струком збиру квадрата на АГ и на Г д. 

На 08ај начин, ако се нека дуж подели двема тг.чкама 

на једнаке и на неједнаке отсечке, збир квадрата на нејед

наким отсечцима целе дужи једнак је двоструком збиру ква

драта на половини целе дужи и квадрата на отсечку између 
,д.еоних тачака. А то је требало доказати. • 

10. 

Ако се дата дуж преПОJlОВИ и продужи за извесну дуж, 
биhе збир квадрата на целој дужи заједно са ПРОДУЈф.ењем и 



квадрата на продужењу дужи једнак двоструком збиру ква

драта на половини прве дужи и квадрата нацртана на дужи 

састављеној од половине дате дужи и продужења као једној 
дужи. 14 

Нека је дуж АВ преполовљена тачком Г и нека је B~ 

њено продужење. Тврдим да је збир квадрата на A~ и на 

дБ једнак двос.1 руком збиру квадрата на АГ и на ГД. 

Повуче се Ј,РОЗ тачку Г права ГЕ управно на АВ и јед

нака свакој дужи АГ, ,ГВ, и повуку се ЕА и ЕВ; па се повуче 
кроз Е права EZ паралелно A~ 
If кроз Д права ZД паралелно Z -
ГЕ. Тада, пошто права EZ сече 
две паралелне праве ЕГ и ZД, 

углов~и fEZ и ЕZД чине заједно 
.два права угла, а два угла ZEB А 11 
и EZA према томе су мања од 
.два права, а две праве проду

жене од углова, који су мањи 

од два права, секу се; према томе праве ЕВ и ZД, продужене 

преко В ид, морају се сеtш. Нека се продуже и секу у тачки 

Н и нека се повуче АН. Сад, пошто је АГ једнако ГЕ, једнак 

је угао ЕАГ углу АЕГ, а како је угао код тачке Г прав, биhе 

сваки од углова ЕЛГ и АЕГ једнак половини правог. Из истих 

разлога и сваки од углова ГЕВ и ЕВГ једнак је половини 

правог; према томе је угао АЕБ прав. Даље, пошто је угао 

ЕБГ једнак половини правог, биhе половина- правог и угао 

ДВН. И угао В,1Н биhе прав, јер је једнак унутрашњем наиз

меничном АГЕ; па према томе је и угао дНВ једнак половини 

правог; на тај наЧИfi угао дНБ једнак је углу дВН, а тада 

је и страна БД једнака страни Нд. Даље, пошто је угао EHZ 
једнак попови ни правог, а угао код тачке Z једнак правом углу, 
јер је једнак супротном углу код тачке Г, биhе и угао ZEH једнак 
половини правог, па према томе је угао EHZ једнак углу ZEH, 
а таJl,а је и страна HZ једнака страни EZ; Пошто је, даље, 

(ЕГ једнако је.Г А), квадрат на ЕГ једнак квадрату на' f А, 
биhе квадрати на ЕГ и на Г А једнаки двоструком квадрату 

на ГА. Међутим,' квадрати на ЕГ и на Г А једн~ки су квадрату 
на ЕА, па према Т<Јме квадрат на ЕА једнак је двоструком 



20 

квадрату на АГ. Затим, како је ZH једнако EZ, квадрат на 

ZH једнак је квадрату на ZE, биhе стога квадрати на HZ и 
на ZE једнаки двоструком квадрату на EZ. Али квадрати на 
HZ и на ZE једнаки су квадрату на ЕН, и према томе ква

драт на ЕН једнак је двоструком квадрату на EZ. Али је EZ 
,једнако Г L\; па је стога квадрат на ЕН једнак двоструком 

квадрату на rL\. Раније је доказано да је квадрат ла ЕЛ_ 

једнак двоструком квадрату на АГ. Стога су квадратина АЕ 

и ЕН једнаки двоструком збиру I{BaApaTa на АГ и на ГА. 
Но збир квадрата на АЕ и ЕН једнак је квадрату на АН. На 

тај начин квадрат на АН једнак је двоструком збиру квадрата 

на АГ и rL\. Али 'квадрат на АН једнак је збиру квадрата на 

Ад и на L\H. Према томе' квадрати на Ад и на !1Н једнаки су 
двоструком з6иру квадрата на АГ и на Г д. Али·ДН је једнако

дВ, па према томе збир квадрата на Ад и на АВ једнак је

двоструком збиру квадрата на АГ и на ГД. 

На овај начин, ако се дата дуж преполови и ПРОДУЖ1t 

за извесну дуж, биhе збир квадрата на целој дужи заједно са 
продужењем и квадрата на продужењу дуж и једнак двостру

ком збиру квадрата на половини прве дужи и квадрата на

црта на на дужи састављеној од половине дате дужи -и про
дужења као једној дужи. А то је требало доказати. 

11. 

Дату дуж поделити тако да правоугаоникобухваhен це

лом дужи и једним отсечком бу де једнак квадрату на другом 

отсечку, 

Z~----.H 

AI----~--,:oIIIВ 

г 

квадрату на Ав. 

Нека је АВ дата дуж. Треба АВ по

делити так) да правоугаоник обухваhен 

щлом дужи и једним отсечком.6уде једнак 

квадрату на другом отсечку. 

Нацрта се квадрат АВАГ на АВ, и. 

преполови се АГ тачком Е, повvче се ВЕ, 

продужи се ГА дО Z, и одмери 'се EZ 
јеАнако ВЕ; нацрта се К8адрэтZGна AZ, 
и продужи се HG )10 К. Тврдим да је АВ 

подељено тачком е, тако да је правоу:" 

гаоник обухваhен дужима АВ иве јеАнак 
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Пошто је дуж АГ преполовљена тачком. Е, а пр~ва AZ 
њено продужење, правоугаоник Обухваhен дужима fZ и ZA 
заједно са квадратом на АЕ једнак је квадрату на EZ. Алњ 
EZ је једнако дужи ЕВ, због тога је правоугаоник обу.хваhен 
дужима fZ и ZA заједно са квадратом на АЕ једнак ква.арату 
на ЕВ. Но квадрат на ЕВ једнак је квадратима на ВА и на 

АЕ, јер је угао код тачке А прав. На тај начин правоугаоник 

{}Ј. TZ и ZA заједно са квадратом на АЕ једнак је Ј(вадраТ:J;t~ 
на ВА и на АЕ. Ако се одузме заједнички квадрат на АЕ, 

{}нда је правоугаоник од fZ и ZA jeДH~K Ј(ваДЈ>ату на АВ. Како 
је прдвоугаоник обухваhен дужима fZ и ZA правоу,гаоник 

ZK, јер је AZ једнако ZH, а квадрат наАВ је Ад, биh.еџра
воугаоник ZK једнак квадрату Ад. Ако с.е одузме заједнички 

правоугаоник АК, остатак Z0 биhе једнак правоугаонУку 8Д. 
Како је 8д правоугаоник обухваhен дужима АВ и B~ јер,. је 
дуж Ав једнака дужи Вд, а ze је квадрат на А8,- биhе пра
воугаоник обухваhен дужима АВ и ве једнак квадрату на 0А. 

На овај начин је дата дуж АВ тако подељена тачком е 

.да је правоугаоник обухваtен дужима Ав и ве једнак ква

Jf:paTY на еА. А то је требало извести. 15 

)2. 

У сваком .. тупоуглом троуглу квадрат на страни спра .. 
-тупог угла је веhи од збира квадрата на странама што обра

~yjy ту" угао. за двоструки правоугаоник Обухваhен од јед.не 

стране тупо г угла, наиме оне.щ:I. чще продужење пада спу

штеflа ИОj:lМlaпа, и од растојаља те нормале од темена тупог 

угла. 16 

Нека је АВГ тупоугли троугао В 

са т)шим углом ВАГ и нека се по

вуче кроз тачку В нормала Вд на 

продужење Г А. Тврдим да је ква

драт на ГВвеhи од збира квадрата 

ка ВА и на ЛГ за двостру«и пра-

60угаOlfИК обухваhен дужима ГА '" Г 
и Ад. 

ПО'што је .l.уж Гд ПРОИ3ВOJЬRо rюдељена тачком А. биhе 

«вa~paT на дГ једнак квадратима на ГА и Ад и двоструком 
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правоугаонику обухваhену дужима ГА и AI1. Нека се сваком ОА 
њих дода по квадрат I1B, тада су квадрати на Г 11 и на I1B једнакк 

. квадратима на ГА, на AI1, на I1B и правоугаонику обухваhену 
Аужима ГА и All. Међутим ква.l.рати на Г 11 и на I1B једнаки 
су квадрату на ГВ, јер је угао код тачке 11 прав. ИСТО тако, ква
драти на AI1 и на 118 једнаки су квадрату на АВ. Стога j~ 

квадрат на ГВ једнак квадратима на Г А и на АВ и двоструком 

правоугаонику 06ухваЬену дужима ГА и AI1. Према томе

ква.ll.рат на ГВ је веhи од збира ква1l.рата на Г А и на АВ за 

двоструки правоугаоник обухваhен дужима ГА и AI1. 
На овај начин, у сваком тупоуглом троуглу квадрат на, 

страни спрам тупог угла је веhи од збира киадрата на стра

нама што образују ТУ" угао за двоструки правоугаоник обу
хваЬен од једне стране ТУЛОГ угnа, наиме оне на чије продужење

пада спушгена нормала, и од растојања те нормале од темена-

тупог угла. А тоје требало доказати. '. 

13. 

У сваком оштроуглом троуглу квадрат на страни спрам 

оштрог угла мањи је од збира hвздрата на странама које 
образују оштар угао за двоструки правоугаоник обухваhеН< 

једном страном ош грог угла,. наиме оном ~a коју је спуштена. 

нормала, и растојањем те нормале од темена оштрог угла_ 

Нека је дВГ оштроугли троугао са оштрим углом KO,ll; 

тачке В и нека AI1. бу А.е нормала .спуштена из тачке А на 

страну ВГ. Тврдим да' је квадрат на АГ 

А мањи ОА збира квадрата на ГВ и ВА за . 
правоугаоник обухваhен дужима ГВ и Bll~ 

Пошто је права ГВ произвољно подељена 

таЧКQМ 11.. биhе збир квадрата на ГВ и 

на Bll једнак збиру двоструког правоу,; 

гаоника обухваhена дужима ГВ и BI1. ИЈ 

квадрата Ј!а llr. Нека се дода једном и 

другом збиру квадрат на llA. тада Ье' 

квадрати на ГВ, на BI1., на D..Абити jeДHa~ и двоструком пра-
воугаонику обухваhену 'дужима ГВ и BD.. и квадратима на All. 
и на D..r. Али квадрати на ВА ина D..A једнаки су квадрату 

на АВ, јер је угао к(}д тачке D.. прав. Исто тако, квадратина 
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АА и на АГ јцнаки су кваАрату на АГ. На тај начин су ИВ8-

.аРати на ГоВ и на АГ јцiiаки 'U8јфатуна АГ И'~1ЮС:1!рУКОМ 
правоугаоиику обухваhену .. ,,,,има ГВ и ВА. ЛptМа 'n)Мe 6иttе 
«B~ApaTHa АГ за АВОСТРУИИ правоугаоиии 06ухваЬен' ,,,у.;има 
ГВ и ВА мањи 0.1 збира кваАрата на ГВ и на ВА .. 

На овај. начин. у свахом.оШТf)u,rnЬМ ..-роуглу кваАрат на 
страни спрам оштрог' угла ман.liј.:о~ ЗБЈЈра;.8h~рh:а):Ја С1'ра
наМа које Обрааују'Оilrr"Р' ·fr~if. ABOCTpY1tJt прааюугаоник 
обу:хааhен јеАНОМ CTpaHoMclfitp8r :угла, наиме оном на КОју 

. је спуштена нормала, и растојањем те норМaJlе о ... темена 

ош грог угла. А ТЈ је треб"~о JtQ~ати. 

14. 

Конструисати квџрат јеАнак Аатој пра80линиској слициУ 

Нека је дата лравonиниска слика А. Треба конструисати 

квадрат једнак тој праJtолинисиој слици А. 

Нека БУАе конструисан npааоугаоник ВА јеАнак право
nиниској СЛИЦИ А. Ако при томе буде ВЕ јеАнако Еl1,заАатак 

је решен, јер је конструисан кваАрат B.4-јеАнак правоnиниској 

слици А. Ак) то није сnучај. 

биhе јеАна 0.1. АУЖН ВЕ И ЕА 
већа. Нека је већа ВЕ. и неха 

се она ЛРОАУЖН Ао Z н О.l.МfРИ 
EZ је.l.нако Е.1. Затим н('ка 

се преЛОЈЈО8И BZ тачкL'М Н, 

нацрта полукруг Bez са сре
.I.иштем у Н н лonупрrЧlfltКОМ 

НБ О.l.80СНО HZ , .1Е ПрОАУЖН 
АО 8 и повуче не. 

Bt----H~-t-~Z 

r 

Пошто је АУ. BZ ПОАељена тачхом Н на јеАиаке а тачком 
Е на нејеАнаке .I.en08е, биhе npaBoyraoHHK обухваhен 0.1 ВЕ 
и EZ зајеАНО са квадратом на ЕН јеАнак К8цра..-у на BZ. 
Алн HZ је јеАнако не, према томе је npuоугаОНИЈ( обухваhен 
Аужнма ВЕ ·н EZ аајеАНО са квцратом на НЕ ~AHaK KB8Apary 
Ма не. А.IIJI кваАрат на Нв је јеАНак кваАраТИМ8 на вЕ н на 
ЕН. Лрема томе је збир лравоугаоника обухвahена .Јужима 
ВЕ и EZ и кваАрата на НЕ је.l.нак збиру кВа .... рата lIа вЕ и на 
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ЕН. Нека се одуэме од. једног и друго!' збира квадрат на НЕ. 

На тај начин биhе правоугаоник 06ухваћен ДУЖИМ;l ВЕ И &Z 
једнак KBaltpaTY на Ев. и правоуr'аоник 06ухваћен дужимCi ВЕ 
И EZ једнак пра!30угаонику BLl, јер је EZ једнако ELl. Према Tq,..e 
биhе паралеJlограм B~ једнак квадрату на вЕ. Како је пара
лелограм. ~Ll је.l.наКIJравщrиниској слици А, 6иhе и праволи

ниска слика А једнака квцрату нацртаном на вЕ. 

На овај начин је на вЕ конструисан квадрат једнак пра
.волиниској слици А. А то је требало извести. 



КОМЕНТАР 



'9 



11. 

1 Тачан значај реatи ,,1fерttХЕ0'3щ" за стране правоугао

ника и ,,1fEP\EXOUO'WV" за краке угла не одговара само појмо
вима .. обухваhен", или појму садржавања у себи, за право

угаоник односно .. заклапају" за краке угла; те речи се исто 

тако могу превести са "образован" за правоугаоник односно 

"образују за" за угао. 

2 Овом дефиницијом Еуклид искоришhава још од давних 

времена познату астрономску справу за одређивање времена 

помоhу сенке вертикалне шипке и ствара оДговарајуhи гео

метриски појам (сл. I а). ЕУКЛИАОВ гномон се не односи само 
на правоугаоник већ и на паралелограм општег облика. На 

слици 1 Ь, АВСО је основни паралелограм, АС је његова .li,И

јагонала, РОСЕ је један од паралелограма конструисаних на 

а с 

Сл. 1 

дијагонали АС, AIFH је други такав паралелограм. Паралело
грами НРЕО и IВOP су допуне. Слика IВCOHPI је гномон са 
паралелограмом РОСЕ. Други паралелограм са истим допу

нама ствара други гномон (сл. 1 с). У савременој геометрији 

појам гномона није се задржао. 
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s Овим ставом се почиње изnагање пог nавља које се caJt 
назива геометрнска алгебра. Наведеној теореми одговара аn

гебарски став 

а (Ь + с + d) = аЬ + ас + ad . 

Пошто Грци нису у својимгеометриским расуt}ивањима при

мењивапи аnгебарска па чак ни аритметичка правиnа, за свак() 

такво правило потребан је био геометриски доказ. 

4 Овој теореми одговара апгебарска једнакост 

а(Ь + с);:::::: а2 

по,t успОВОМ Ь + с = О. 
у наредним примедбама а:лгебарске једнакости одгова-

рају доказаним теоремама. 

(а+Ь)а = аЬ +а2• 

6 (а + Ь)2 = а2 + Ь2 +2аЬ. 

аь+(а;ь -ьУ= (а;ьу. 

8 У Хајбергову тексту сnово М је употребљено, према 

слици, са различитим значењима: једанпут на дужини BZ И 

другипут на страни ЛЕ кваJlрата ЛН ради ознаке гномона. 

Та особина текета је задржана и у преводу; јасности изла

гања то не смета. Може се претпоставити да је ту ознаку 

увео један од преписивача Еукnидова текста. 

10 

11 

(2а + Ь) Ь + а2 ::::::;= (а + Ь)2. 
{а + Ь)2 + а2 = 2 (а + Ь) а + 1J2. 

4 (а+Ь)а + Ь2 = (а + Ь) -f- а]\!. 

12 Ову слику Еуклид -сматра Као двоструку, и то посnе 

упоређивања са претходним сликама, у овом смиспу. На прет

ХОДНИМ сликама биnа је повучена само једна права парanелн() 

једном пару страна кваАрата, а друга права паралелно ДРУГОМ 

пару, а"0'8Ј1.еч повyЧettе .l.веправе= у је,ЈЈЮМ правцу ген'ВЛ, 
а У другом правцу MN HZO. 

13 
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14 (2а + Ь)2 + Ь 2 = 2 [а% + (а + Ь)2]. 
15 Наведена Еуклидова конструкција одговара такозваној 

непрекидној подели (sectio aurea - златни пресек) АУЖИ. 

Заиста, ако дуж АВ означимо са а, а дуж ле са х, ЕУКЛИАОВ 

услов задатка се може изразити 

а(а-х) = х2, 

одакле се добија пропорција 

а: х = х: (а - х), 

која и одговара непрекидној подели. 

16 СтаВЈЬајући Питагорину теорему на завршетак прве 

књиге а ову теорему о квадрату стране спрам тупог угла и 

наредну теорему о квадрату стране спрам оштрог угла на 

завршетак друге књиге, ЕУКЛИА је, очевидно, хтео да истакне 

важност ових теорема у свом систему излагања геометрије. 

Та његова тенденција се показала у пуној мери оправдана у 

току историског развитка излагања геометрије, јер се толико 

важна Еуклидова метрика оснива на тим теоремама. 

17 Овој конструкцији одговара једначина х2 = аЬ, при 

чему се правоугаоник добија из праволиниске слике помоnу 
конструкције изведене у првој књизи (1, 45). 
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Предговор 

Текст 

Коментар. 

САДРЖАЈ ТРЕЋЕ КЊИГЕ 

5 
7 

41 





ПРЕДГОВОР 

Садржај ове, треће, кљиrе Еуклидових елемената по

свећен је кружној линији и праволиниским елементима везаним 

за' круг. Ова кљига је изазвала врло много примедаба од 

стране коментатора, пошто се у љеном излагаљу јављају и 

логички недостаци и докази који могу бити изведени друк

чије, једноставније. 

Превод ове кљиге завршио сам још 13. VIII. 1950, али 

жеља да за коментар искористи м и нову литературу, коју 

сам- тек пре кратког времена могао добити, задржала је 

предају ове кљиге у штампу. 

При изради и ове кљиге су МИl]ОМОfЛИ В. В. Мишковиh 

и Т. П. Анђелиh, па им изјављујем захвалност. 

А. Б. 



Грешка Itримећена у другој књиги 

Стр. '12. Врсте 6. и 7. стоји: са-гnасни треба: су-проток 



ТЕКСТ 





Дефиниције 

Ј. Једнаки су они кругови код којих су једнаки преч

ници или полупреЧНИЦи. 1 

2. Тврди се да права додирује круг, ако сусреће круг 
и, продужена, не сече круг.2 

3. Тврди се да кругови додирују један другог, а'ко 
се сусрећу но не секу. 

4. Тврди се, да су тетиве 3 круга на истом _растојању 

од центра, ако су нормале спуштене из центра на тетиве 

једнаке. 

5. Тврди се да је више удаљена она (тетива), на коју 

је спуштена НОРМ,ала већа.4 

6. Отсечак (сегмент) круга је [слика ограничена те

ти вом и луком. S 

7. Угао отсечка је онај који је обухваhен тетивом и 

луком.6 

8. Угао уписан у отсечак7 је угао образован од правих 

повучених из неке тачке узете на луку отсечка ка крајевима 

тетиве, која је база отсечка.8 

9. Ако праве, које образују угао, захватају неки лук, 
за угао се тврди да се ослања на тај лук.9 

10. Исечак круга је слика ограничена полупречницима 

круга, који при центру образују угао, и њима захваhеним 

луком.1О 

11. Слични су они отсечци кругова, који имају једнаке 
углове или су им уписани углови једнаки.н 
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1. 

Наhи центар датог круга. 

Нека је дат круг АВГ. Треба наhи центар круга АВГ. 

Повуче се у њему нека тетива АВ и пре полови се" 

тачком д; кроз 6., под правим угломка АБ, повуче се" права 
дГ и продужи дО Е, па се преполови ГЕ тачком Z; тврдим 

да је Z центар круга АБГ. 

Претпоставимо да то није тако; нека тада, ако је то 
могуве, то буде тачка Н (као центар); повуцимо праве НА, 

Нд, НБ. Пошто су Af1 и дВ једнаке, а дН је заједничка, 

г 
биhе две стране Ад, дН једнаке двема 

односни м странама Б6.,6.Н,12 а како су 

једнаке и о~новице НА и НВ, јер су полу- " 
пречници, биhе угао АдН једнак углу НДВ. 
Али, ако једна права постављена према 

другој чини са њом" једнаке упореднеуглове, 

сваки од једнаких уtлова је прав; према 

томе је угао НдВ прав. Но и· угао ZдБ је 
прав. На тај начин је yrao ZдВједнак углу 

НдВ, веhи ~aњeM, а то је немогуће. Према томе тачка Н 

није центар круга АВГ. На сличан начин се доказује да то 

не може БИТ!i ниједна дру.га тачка сем" тачке Z. 
На овај начин, тачка Z је центар круга АВГ.1З 

Последица 

Одавде је јасно, да ако тетива полови неку другу. те

тиву и сече је под правим углом, на" оној која сече лежи 

центар круга. - А то је требало извести.а 

2. 

Ако .су на периферији Kp~гa УЗ,ете две произвољне 

тачке, дуж која спаја те тачке .пада у круг. 15 

Нека АВГ буде круг и А и Б две произвољне тачке 

узете на његовој периферији. Тврдим да дуж од А до В 

пада у круг. 

Ако то није тако, онда нека, ако је то могуЬе, она 

падне ван (круга) џ:ао АЕВ; узмимо центар KJ)y-га АВГ, наиме 

тачку д, повуцимо дА и дВ и продужимо LlZE. 
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Пошто је сад дА једнако дВ, биhе једнаки и углови 

дАЕ и дВЕ. А како је у троуглу дАЕ АЕВ једна страна 

продужена, биhе угао дЕВ веhи од-угла ДАЕ. 

Али је угао дАЕ једнак углу дВЕ. На тај 

начин је угао дЕВ веhи од угла дВЕ. А 

како је спрам већег угла већа страна, то је дВ 

веће од АЕ. Али АВ је једнако ДZ. Према 

томе је .1Z веће од дЕ, тј. мање је веће од 

већег, а то је немогуће. На тај начин дуж, 

која спаја тачке А и В, не пада ван круга. 

Слично се доказује да она не може бити на периферији, 

а то значи да је унутра. 

На овај начин, ако су на периферији круга узете две 

произвољне тачке, дуж која спаја те тачке пада у круг. 

А то је требало доказати. 

3. 

Ако права у кругу, која пролази кроз центар (пречник), 

полови неку другу праву, која не пролази кроз центар 

(тетиву), онда она сече ту другу под правим угловима; и ако 

сече под правим угловима, она је полови. 

Нека је АВГ круг и У њему права Гд, 

која пролази кроз центар, полови неку праву 

АВ, која H~ пролази кроз центар, у тачки 

Z. Тврдим да прва сече другу под правим 
угловима. 

Узмимо центар круга АВГ, нека то 

буде тачка Е, и повуцимо ЕА; ЕВ. 

г 

Тада, пошто је AZ једнако ZB, а ZE L1. 
заједничко, биhе две (стране) једнаке двема 

(странама); па и основица ЕА једнака основици ЕВ. Због 

тога је угао AZE једнак углу BZE. А ако права која стоји 

на другој правој образује међусобно једнаке упоредне углове, 

6иhе сваки од њих једнак правом углу. Дакле сваки од 

углова AZE, BZE је прав. Према томе права Гд, која про

лази кроз центар, а полови праву АВ, крја не пролази кроз 

центар, сече ту праву под правим угловима. 

Нека сад права Г д се че праву АВ под правим угловима. 
" Тврдим да је она полови, тј. да је AZ једнако ZB. 
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ПОШТО је, при истој конструкцији, ЕА једнако ЕВ, угао 

EAZ је једнак углу EBZ. И прави угао AZE је једнак правом 
углу BZE. На тај на.чин троуглови EAZ, EZB имају два угла 

једнака двама угловима и једну страну једнаку једној страни, 

наиме заједниqку за њих EZ која лежи спрам једнаких углова. 
Стога ће и преостала страна бити једнака преосталој страни. 
Према томе је AZ једнако ZB. 

На овај начин; ако права у кругу, која пролази кроз 
центар (преqник), полuви неку другу праву, која Не ПРСЈЛази 

кроз центар (тетиву), онда она сече ту другу под 'правим 

угловима; и ако еече под правим угловима, 08а је полови. 

А то је требало доказати. 16 

4. 
Ако У кругу две праве секу једна другу, но .не про

лазе кроз центар" оне не полове једна другу. 

Нека је АВГ Ll круг и У њему АГ, BLl две праве (тетиве), 
које. секу једна другу у тачки Е, но не пролазе кроз центар. 

Тврдим, да оне не полове једна другу. 

Кад би било могуће да оне полове 

једна другу, онда би АЕ БИ{lО једнако 

ЕГ и ВЕ једнако ELl; узмимо центар 

круга· АВГ д и нека то буде тачка Z и 
повуцимо ZE. 

в 

Пошто сад права ZE, која пролази 
кроз центар. полови праву АГ, која не 

пролази кроз центар, она сече ту праву 

под правим угловима. Према томе је угао ZEA прав. \ На иtти 
наqин, пошто права ZE полови праву Вд и она ће је сеhи 

под правим угловима. Према томе је и yrao~ZEB прав. А, 
доказали смо да је и угао ZEA прав. Одавде следи да је 

угао ZEA једнак углу ZEB, мањи већем, а то је немогуће. 
(Према томе АГ и Нд не полове једна другу. 

На овај начин, ако у кругу две праве секу једна другу, 

но не пролазе кроз центар, оне не полове једна другу. А 

то је требало доказати. 

5. 
Ако се два круга секу, они немају "Исти центар. 

Д~a се круга АВГ и Г дН секу у тачкама В и г. Тврдим, 
да они немају исти центар. 
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Ако би ово било МОГУће, нека то буде тачка Е. Пову

цим о ЕГ и ма како EZH. Како је Е центар круга АВГ, биhе 
ЕГ једнако EZ. Исто тако, пошто је Е 
центар круга ГдН, биhе ЕГ једнако ЕН. 

А раније је доказано да је ЕГ једнако 

EZ. Према томе је EZ једнако ЕН, мање 
већем, а то је немогуће. На тај начин 

тачка Е није центар кругова АВГ и Г ДН. 

На овај начин, ако се два круга 

секу, они немају исти центар. А то је 

требало доказати Р 

6. 

Ако се два круга додирују, они немају исти центар. 

Два се круга АВГ и Г дЕ додирују У тачки Г. Тврдим, 

да они немају исти центар. 

Ако би ово било могуће. нека то буде тачка Z. Пову
цима Zf и ма како ZEB. 

Пошто је тачка Z центар круга АВГ, биhе zr једнако 
ZB. Исто тако, пошто је тачка Z центар круга ГдЕ, биhе 

Zf једнако ZE. А раније је доказано да 
је Zf једнако· ZB. Према томе је Z~ је
днако ZB, мање већем, а то је немогуће. 
Дакле тачка Z није центар кругова АВГ г 

~ ГдЕ. 

На овај начин, ако се два круга 

додирују, они немају исти центар. А то 

је требало доказати. 

7. 
Ако lfa пречнику круга узмемо неку тачку, која није 

центар круга, и кроз ту тачку повучемо ка кругу неке праве 

линије, биhе највећа она на којој је центар, најмања је њен 
остатак; од других је увек она, која је ближа правој што 

пролази кроз центар, веЬа од оне, која је удаљенија; и само 

две једнаке"праве се могу повуhи из тачке ка кругу и то по 
једна са сваке стране од најмање. 

Нека АВГд буде круг и Ад његов пречник, и на Ад 

је узета нека тачка Z, која се не поклапа са центром, а цен
тар круга нека буде Е, и нека су из тачке Z повучене ка 



14 

кругу праве ZB, Zr, ZH. Тврдим, да је HajBeha ZA, најмања 
Zд, од осталих је ZB већа од Zr, а Zr од ZH. 

Повуцимо праве ВЕ, ГЕ, НЕ. IJошто 

је у сваком троуглу збир двеју страна 

~ веhи од преостале стране, биhе збир ЕВ 

В и EZ веhи од BZ. Али АЕ је једюiко ВЕ 
,(према томе је збир ВЕ Ji EZ једнак AZ). 
Стога је AZ веЬе од BZ. Исто тако, 00-' 

што је ВЕ једнако ГЕ, а ZE 'је заједни
чко, збир ВЕ и EZ је једнак збиру ГЕ и EZ. Али угао BEZ 
је веhи од ~ угла rEZ; па је према томе основица BZ већа од 
основице rZ. Из истих разлога је rz, веЬе од ZH. 

Исто тако, пошто је збир HZ и ZE веhи од ЕН, а ,ЕН 

је једнако Ед, биhе збир HZ и ZE веhи од Ед. Одузмимо 
заједничко EZ. Тада је остатак HZ веhи од остатка zд. 

Стога је ZA највеЬе, zд најмање, ZB је веЬе од Zr, а· Zr 
од ZH. 

Тврдим, да се из тачкеZ могу повуhи ка кругу АВГ до 

само две једнаке праве и то по једна са сваке стране' 

од најмање Zдo. Конструишимо, наиме, на правој EZ код 
тачке Е те праве угао ZEe једнак углу REZ, и пову

цимо Z8. Пошто је сад НЕ једнако Ее, а EZ је заједничко, 
две стране НЕ и EZ једнаке су двема странама еЕ и EZ; 
и угао HEZ једнак је углу eEZ. Због тога је и основица 
ZH једнака основици ze. Сад тврдим да' не постоји никаква 
друга права из тачке Z ка кругу, која је једнака ZH. Ако 
је ово могуЬе, нека то буде нека права ZK. Пошто је ZK 
једнако ZH, а ze је једнако ZH, биле ZK једнако ze, ближа 
ка правој щто пролази кроз центар једнака је удаљенијој, 

а то је немогуЬе. Према томе не постоји још нека права 

једнака HZ повучена из тачке Z ка кругу. Дакле постоји 
само једна. 

На оваЈ начин, око на пречнику круга узмемо неку 
тачку, која није центар круга, и кроз ту тачку ПGвучемо ка 

кругу 'неке праве линије, биhе највеhз она на којој је центар, 
најмања је њен остатак; од других је увек она, која јеближа 

правој што пролази кроз центар, веЬа од оне, која је уда
љенија; и само две једнаке праве се могу повуhи из тачке 
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ка кругу и то по једна са сваке стране од најмање. А то је 

требало доказати. 18, 19: 

8. 

Ако је из неке тачке, узете ван круга, повучено ка 

кругу неколико правих, од којих једна кроз центар, а остале 

ма како, биhе од правих које су повучене према удубљеНОј 

периферији највеЬа она која пролази кроз центар, а од оста

лих биhе увек она која је ближа правој што пролази кроз 

центар веЬе од удаљенијих; а од правих, које су повучене 

према испупченој периферији, најмања је између тачке и 

nречника, од осталих, је увек она која је ближа најМаЈ;ьој 

правој мање од удаљенијих; и само се две једнаке праве 

могу повуhи из тачке ка кругу и то по једна са сваке стране 

од најмање. 

Нека АВГ буде круг и Ll тачка узета ван круга, и из 
те тачке повучене праве LlА, LlБ, Ll2, LlГ, при чему LlА кроз 
центар. Тврдим, да је од правих које су повучене према 

у дубљеној периферији АЕ2Г највећа LlА која пролази кроз 

центар, већа је LlЕ од Ll2, а д2 од дГ; а од правих пову-
, чених према испупченој периферији еАКН 

најмања је дН, која је између тачке и преч

ника АН и увек је ближа најкраћој дН 

мања од удаљеније, дК од дА и дА од де. 

Одредимо центар круга АВГ и нека то 

буде тачка М; и повуцимо праве МЕ, М2, Zr---+---~",-

МГ, МК, МА, ме. 

Пошто је АМ једнако ЕМ, а МLl је 

заједничко, биhе Ад једнако збиру ЕМ и 

мд. Али збир ЕМ и Мд је веhи од Ед, па 

према томе је Ад веЬе од Ед. Исто тако, пошто је МЕ је

днако М2, а Мд је заједничко, биhе збир ЕМ и Мд једнак 

збиру 2М и Мд, али угао ЕМLl је веhи од угла 2МД. Због 

тога је основица Ед веЬа од основице 2Д. Слично се дока

зује да је 2д веЬе од Г д. Према томе је највеЬе дА, и дЕ 

је веће од д2, а д2 је од ДГ. 

И пошто > је збир МК и Кд веhи од Мд, а МН је јед

нако МК, биhе остатак Кд веhи од остатка Нд; према TOM~ 

је Нд мање од КД. И пошто су у ТРОУГЛУ МЛд над једном 
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страном ML\ повучене унутра дужи МК и KL\, биhе збир МК 
и KL\ маљи од збира МЛ и ЛL\. Међутим МК је једнако 

МЛ, па према томе је остатак L\K мањи од остатка L\Л. 

Слично се доказује' да је L\Л маље од L\E? На тај начин је 
L\H најмање, док је L\K маље од L\Л, а L\Л од L\E? 

Тврдим да се само две једнаке праве могу повуhи из 

тачке L\ ка кругу и то по једна са сваке стране од најмаље. 
L\H. Конструише се на правој ML\ код тачке М угао L\MB 
једнак углу KML\ и повуче L\B. Пошто је МК -једнако МВ, 
а ML\ је заједничко, онда су две праве КМ и ML\ једнаке 
двема односни м правама ВМ и ML\, и угао KML\ једнак је 
углу BML\, због тога је основица L\K једнака основици L\B. 
При томе тврдим да је немогуће повуhи из тачке L\ ка кругу 
још неку праву једнаку правој L\K Ако је ово могуЬе,нека

се повуче и нека то буде L\N. Пошто је на тај начин аК
једнако L\N, L\K је једнако L\B биhе према томе L\B једнако 
L\N, тј. ближа нај маљој L\H једнака је удаљенијој, а дока
зали смо да је то немогуЬе. Стога је немогуЬе повуhи И3 

тачке' L\ ка кругу АВГ више од две једнаке праве и то са 

обе стране од најмаље L\H. . 

На овај начин, ако је из неке тачке; узете ван круга, 

повучене ка кругу' неколико правих, од којих -једна кроз 

центар, а остале ма како, биhе од правих које су ПDвучене 

према удубљеној периферији највећа она која пролази кроз 
центар, а од осталих биhе увек она која је БJtижа правој 

што пролази кроз центар веће од удаљенијих; а од правих. 

које су повуче не према испупченој периферији, најмања је 

између тачке и пречника, од -осталих је увек он-а која је 
ближа најмаљој правој маље од удаљенијих; и само се две 

једнаке праве могу повуhи из тачке ка кругу и то по једна 
са сваке стране од најма:ље. А то је требало доказати. 

9. 

Ако је у кругу узета тачка и из те тачкеПО6учеН«;l ка 

кругу више од две једнаке праве, _узета тачка . .је центар круга. 

Нека АВГ бу де 'круг и 11 тачка. у том круг.у. и из те 
тачке L\ је ка кругу АВГ повучено више од Аве једнаке 

праве, наиме !lA, LiB, L\f. Трвдим да је t:. центар круга АВГ: 
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Нека се повуку АВ и ВГ и преполове тачкама Е и Z 
па повуку Ед и Zд, и продуже до тачака Н, К, е, л. 

Пошто је АЕ једнако ЕВ, а Е.1 је 

заједничко, две стране АЕ и Ед једнаке 

су двема странама ВЕ и Ед, па је и осно
вица .дА једнака основици дВ; због тога 

је угао АЕд једнак углу ВЕд и према томе Kl---+----'-l7l",--,H 

је сваки од углова АЕд, ВЕд прав. Стога 

НК полови АВ и сече је под правим 

УГ./lовима. А пошто се, ако у кругу права 

полови другу праву и сече је под .правим 
э 

угловима, на тој правој налази ·центар круга, онда се на 

правој НК налази центар круга. Из истих разлога се центар 

круга АВГ налази и на правој ел. А пошто две праве НК 

и ел немају друге заједничке тачке сем тачке д, тачка ~ 

је центар круга АВГ. 

На овај начин, ако је у кругу узета тачка и из те тачке 

повучено ка кругу више од две једнаке праве, узета тачка 

је центар круга. А то је требало доказати. 

10. 

Круг не сече круг у више од две тачке. 

Нека буде могуће да круг АВГ сече круг дЕZ у 

тачкама којих је више од две и то у В, Н, z, е и нека буду 
повучене праве ве и ВН, 

преполовљене тачкама К 

и Лј и нека се праве КГ, 

ЛМ повучене кроз тачке 

К и Л управно на ев и . 
ВН, продуже до тачака 

А и Е. 

Пошто у кругу АВГ 

права АГ полови праву 

ве и сече је под правим 

уrловима, биhе центар 

круга АВГ на правој АГ. 
z 

А 

г 

Исто тако, пошто у истом кругу АВГ права NE полови 

праву ВН и сече је под правим углови.\а, биhе центар круга 
АВГ и на правој NЗ. А доказано је да је он на правој АГ. 

ЕУКJlИАО8И еJlемеити. K~. 111 2 

I 
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Али праве АГ и N::: не секу се ни у којој другој таqки сем 

у таqки О. Према томе је тачка О центар круга АВГ. На 

исти наqин се доказује да је тачка О центаЈУ и круга ~EZ. 

Према томе два Круга. АВГ и ~EZ, који се секу имају исти 
центар О, а то је немогуЬе. 

На овај начин, круг не сече круг у више од две тачке. 

А то је требало доказати. 

11. 

Ако се два круга додирују изнутра и узети су њихови 

центри, права, која пролази кроз те центре, продужена, про

лази кроз тачку додира кругова. 

Нека се два круга АВГ и А6Е додирују У таqки А и 

узет је центар круга АВГ таЧl(а Z, а круга А6Е тачка Н. 

Тврдим да права која пролази кроз тачке 

Н и Z, продужена, пролази кроз тачку А. 
Ако није тако, онда је могуЬе да то 

бу де ПР1iва ZHe; па повуцимо AZ. и АН. 
в ПОЏIто је збир АН и HZ веhи од 

ZA, а то знаqи и од Z8, биhе после оду
зимања заједничког ZH остатак АН веhи 
од не; али. АН је једнако Н6. Према 

томе је НА веЬе од Н8, мање је веЬе 

од веЬег, а то је немогуЬе. Према томе права, која пролази 

кроз тачке Z и Н, не пролази мимо (тачку А); она, стога, 
пролази кроз тачку додира А. . 

На овај начин, ако се два круга додирују изнутра и 

\ узети;,у њихови центри, права, која пролази Кр,оз те центре, 
продужена, пролази кроз тасаку додира кругова. А то је 
требало доказати. . 

12. 

Ако се два круга додирују споља, права" која спаја 

њихове центре, пролази и кроз тачку додира. 

H~Ka АВГ и А6Е буду два круга који се ДOJЏIpyjy у 
тачки А и нека је узета тачка Z, цен.тар круга АВГ, и та'чк8 
Н, центар круга А6Е, Тврдим да права која спаја тачке '/. 

- и Н пролази и кроз тачку додира А. 
A~o није так(!),' ОНда је lЮГуhа права Zf ~H, па КОН

струишимо праве AZ и АН. 
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Поштu је тачка Z центар круга АВГ, биhе ZA једнако 

zr. Исто тако, пошто је тачка Н центао круга АдЕ, НА је 
једнако Нд. А доказанЬ је да је 

ZA једнако zr. Према томе је 

збир ZA и АН једнак збиру zr 
и Нд. Према томе је цела дуж 

ZH већа од ZA и АН, а при томе 
и мања; а то је немогуће. Према 

томе права која иде од тачке Z 
ка тачки Н не пролази мимо тачку 

додира А, већ кроз ту тачку. 

На овај начин, ако се два круга додирују споља, црава, 

која спаја њихове центре, пролази и кроз тачку додира. А 

то је требало доказати. 

13. 

Круг не додирује други круг у више тачака сем у јед

ној било да се додирују изнутра било споља. 

Нека буде могуће да круг АВдГ додирује круг ЕВZд, 

који се налази у првом, не у једној већ у више тачака д, В. 

Узмимо центар Н круга АВдГ it центар е круга ЕВZД. 
На тај начин, права која пролази кроз Н и е пролази 

и кроз В и д. Добија се права ВН8д. Пошто је тачка Н 

центар круга АВдГ" биhе ВН једнако Нд; 

пре~а томе је ВН веће од ед. А Ве је 

још много веће од ед. Исто тако, hОШТО 

је тачка е центар круга EBZLl, биhе ва јед
нако ед. Али смо доказали да је она много 

већа; а то је немогуће. Према томе круг 

не додирује други круг изнутра у више 

тачака сем у једној. 

Тврдим да то не постоји ни при спо

љашњем додиру. 

Узмимо да је ипак могуће да круг Arf< дсщирује споља 
круг АВдГ у више тачака сем у једној наиме у А иГ; 

повуцимо тада АГ. 

Ако су на периферији сваког од KpYfQBa АЈ3дГ и АГК 

узете две тачке А и Т, биhе права која cnajlJ те тачке у 
унутрашњости сваког од њих. Међутим, она лежи у кругу 
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AB~Г и ван круга АГК, то је противуречно. Према томе не 
додирује један круг други споља у више Т8чака сем у једној 

а 'доказа'но је и за случај унутрашњег додира. . 
На овај начин, круг не додирује други круг у више 

тачака сем у једној било да се додирују изнутра било споља. 
А то је требаЛ9 доказати. 

14. 

у кругу су једнаке тет иве подједнако удаљене од центра 

и тетиве, подједнако удаљене од центра, једнаке су. 

Нека АВГ 6. бу де круг и у њему једнаке тетиве АВ; f!l. 
Тврдим да су АВ и f!l подједнако удаљене од центра .. 

Узмимо у кругу AB!lf центар и нека то буде тачка Е 
и из Е повуцимо на АВ и f!l нормале EZ и ЕН и нацртајмо 

ЕА и ЕГ. 

Пошто права EZ, која пролази кроз центар. се че праву 

АВ, која не пролази кроз центар, под правим угловима, она 

полови ty праву. Стога је AZ једнако ZB. Према томе је АВ 
двоструко AZ. Из истих р'азлога је f!l двоструко ГН. А 
пошто је, АВ једнако Г Ll, биhе и AZ једиако ГН. Пошто је 
АЕ једнако ЕГ, биhе ~ квадрат на АЕ једнак квадрату на ЕГ. 

Али квадрат на ЛЕ једнак је збиру квадрата на AZ и на 

EZ, јер је угао код Z прав. Исто тако, квадрат.на ЕГ је 

в 

А 

, једнак збиру квадрата' на ЕН и В8' ИГ, 

јер је угао код Н прав. Према томе је 

збир квадрата IЩ AZ и на ZE је.џ.нак 

зби~у квадвата на ГН и на НЕ; али квадрJlТ 
на AZ једнак је Ј<вадрату на ГН, јер је 

, AZ, једнако ГН, па, према томе је прео
r стали квадрат на ZE једнак преосталом 

квадрату на ЕН,' а због тога јеи EZ 
једнако ЕН. Како се·за тетиве, за које 

су једнаке нормале спуштене на њих из центра,. каже да су 

подједнако удаљене од центра, биh,е АВ и, Г Ll П<:щједнако 

удаљене од центра. 

Сад нека АВ' и Г Ll буду тетиве ~oдjeДHa{{o у даљенеод 
центра, тј. нека је E.Z једнако ЕН. Тврдим да је АВ једнако r А. 

Заиста, из исте конструкције се на сличан начиндока
зу је да је АВ двост.руко AZ, а Г Ll је двоструко ГН; и пошто 
је АЕ једнако ГЕ, биhе и квадрат на ДЕ једнак квадрату на 
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ГЕ. Но квадрат на АЕ је једнак збиру квадрата на EZ и на ZA, 
а квадрат на ГЕ једнак збиру квадрата на ЕН и на НГ. Према 

томе је збир квадрата на EZ и на ZA једнак збиру квадрата 
на ЕН и на НГ; али квадрат на EZ је једнак квадрату на 
ЕН, јер је EZ једнако ЕН. Према томе је преостали квадрат 
на AZ једнак квадрату на ГН, а због тога и AZ једнако ГН. 
А пошто 'је двоструко AZ једнако АВ, а 'двоструко ГН јед
нако Г д, биhе (:тога и АН једнако Г д. 

На овај начин, у кругу су једнаке тетиве iюдједнако 

удаљене од центра, и тетиве, подједнако удаљене од центра; 

једнаке су. А то је требало извести. 

15. 

Пречник је највеЬа тетива у кругу; од осталих tетива 

је она, која је ближа центру, увек веЬа од удаљенијих. 

Нека АВГд буде круг, Ад његов пречник, тачка Е центар, 

ВГ је ближа пречиику Ад, а ZH удаљенија. Тврдим да је 

највеЬа) Ад и да је ВГ веЬе од ZH. 

-Спустимо из центра Е на ВГ н на 

ZH нормале Ее и ЕК. Пошто је ВГ ближа 
центру, а ZH удаљенија, биhе ЕК веЬе од 
Ев. Пренесимо ЕЛ једнако Ее и праву 

ЛМ, повучену кроз i\ нормално на КЕ, про
дужимо до N, па "овуцимо МЕ, EN, ZE, ЕН. 

Пошто је Ее једнако ЕЛ, биhе ВГ 

једнако MN. Даље, пошто је АЕ једнако ЕМ, а Ед једнако EN, 
биhе Ад једнако збиру МЕ и EN. Али збир МЕ и EN је веhи од 
MN (и Ад је веЬе од MN), а MN је једнако ВГ, па је Ад веЬе од 
ВГ. И пошто су две стране МЕ, EN једнаке двема странама ZE, 
ЕН, а угао MEN веhи од угла ZEH, биhе и основица MN 
веЬа од основице ZH. Али доказано је да је MN једнако ВГ 
и према томе је ВГ веЬе од ZH. На овај начин је пречник 

Ад највеhи, а ВГ је веЬе од ZH. 

На овај начин, пречник је највеЬа тетива у кругу; од 

осталих • тетива је она, која је ближа центру, увек веЬа од 
удаљенијих. А то је требало доказати. 
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16. 

Нормала на пречник круга на његовом крају лежи ван 

крущ; у оБЈГаСТИ између те нормале И круга не иалази се 
никаква друга права и угао полукруга је веhи од сваког 

праВОЛИНltског оштрог угла, а љегов остатак мањи од 

таквог угла. " \ 
Нека АВГ буде круг око центра А и АВ љегов преqник~ 

Тврдим да нормала на АВ кроз краЈ А леж~ ван круга. 

Ако то н"је тако, онда је могуће да' она лежи _ у кругу 
као АГ и тада повуцимо' АГ. 

Пошто је l1A' једнако АГ, ~иtiе угао l1Af једнак' уг ду 
АГ А. Ал" угао l1Af је прав, према TqMe је. прав и угао АГ l1 . 

. В На тај начин је у троуглу АГА збир 
два угла ААГ и АГ А једнак двама 

правим УГЛ.ОВИIl8. А то је немогуће. 
- Према томе нормалана ВА у тачки 

А не ле.жи у кругу. Слично се AQka
зу је да она не лежи ни иа перифе~ 

рији. Према томе. је она ван круга. 

Е Нека она (нормала) има поло~ 
жај 'праве АЕ. Тврдим д~ се у обла~ 

ети између пра~е АЕ и периферије круга [еА не налази 
никаква друга права.' 

Ако је то могуће, постоји права у положају ZA; пову
цима И3 тачке l1 НОРМ!lЛУ АН на DP~BY ZA. Пошто је угао 
АНА прав, а угао ААН мањи од правог, биhе дА веће од АН. 
Али АА је једнако Ае. (1рема томе је А8 веће од l1H" .. aiь~ 
од већег, а то је немогуће. Дакле, у области /између праве 
и периферије не иалази се никаква друга права. 

Тврдим да је угао пол.у:круга,о(iуџађенправом вА и 
периферијом геА, веhи од сваког. праволини~ког оштрог 
угла, а љегов остатцк, O~YXBaћeH периферијом геА и правом 
АЕ, мањи је од сваког праволиниског ош.троГ уг ла. 

Заиста, ако постоји праВОJIJЩИСКИ угао вели од yг~a 
обухваhеног од праве ВА и перljферије' геА и y~o маљи 
од угла Обухваhеног од периферије feA и праве ЛЕ, ~ида 
се у области између периферије гвА и праве АЕН8лази 

права, која образује угао, и то обухваhен од правих', ilеhи 
од угл9. обухваhеног правом ВА и периферијом геА, и угао 
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мањи од угла обухваhеног периферијом геА и правом АЕ. 

Али таква права не постоји; па према томе не постоји угао 

обухваhен од праве ВА и периферије геА веhи од оштрог, 

обухваhеног од правих, а такође ни угао мањи од обухва-

, ћеног периферијом геА и пр~вом АЕ. 

На овај начин, нормала на пречник круга 'на његовом 
крају лежи ван круга; у области између те нормале и круга 
не налази се никаква друга права и угао полукруга је веhи 

од сваког праволиниског оштрог угла, а његов остатак мањи 

од таквог угла. А то је требало Доказати.21 

Последица 

Одавде је јасно да права повучена нормално на преч ник 

у крају тог пречника додирује круг (и да права додирује 

круг само у једној тачки и да се доказује да се права која 

има са кругом .две заједничке тачке налази у кругу). А то 

је требало доказати. 

17. 

Из дате тачке повуhи додирну праву на дати круг. 

Нека буде дата тачка А и круг вг .1.. Треба из тачке А 
повуhи праву линију која додирује' круг вг д. 

Узмимо центар круга тачку Е, А -

повуцимо АЕ и из тачке Е као 

центра са полупречником ЕА опи- г~ __ ~~~ 
шимо круг AZH, па кроз тачку '.1 

повуцнмо праву L\Z управно на ЕА, 
па нацртајмо EZ и АВ. Тврдим да 
ће права АВ бити тангента из тачке 

А на круг вг д. ' 

Пошто је Е центар кругова' 

вгд и AZH, биhе ЕА једнако EZ и 
Ед једнако ЕВ; према томе су две 

стране АЕ и ЕВ једнаке двема странама ZE и Ед, а угао код 

тачк~ Е је заједнички. Због тога је основица ДZ једнака осно

вици АВ, троугао дЕZ једнак троуглу ЕВА и остали углови 
једнаки осталим угловима. Према томе је угао EL\Z једнак 

углу ЕВА, а угао ЕдZ је прав, па на тај начин и угао ЕВА 

прав; а при томе је права ЕВ из центра круга. Али права 



24 

повучена из Ј<раја пречника ПQД правим углом према пречнику 

додирује круг. Стога права АВ: додирује круг ВГ А. 

На овај начин је из дате тачке А на дати круг ВГд 

повучена додир на права АВ. А то је требало известИ.22 

18. 

Ако права додирује круг и из центра је повучена права 

до тачке додира, онда та права стоји управно на тангенТи. 

Е 

Нека права дЕ додирује круг 

А АВГ у тачкиГ;узмимо за центар круга 

АВГ тачку Z'и fЮВУЦИМО од Z др Г 

н праву Zr. Тврдим да права zr стоји 
управно на правој дЕ. 

Ако· то није тако; онда нека 
права ZH буде нормала из таЧJi:е Z 
на праву АЕ . 

.. Пошто је тада угао ZHr прав, биhе угао zrH оштар. 
Али спрам већег угла лежи већа страна; према томе је ZГ 

веће од' ZH. Но Zr је једнакоZВ и u.a тај начин и ZB је 
веЬе од ZH, мање од. већег; а то је немогуће. Према 1,'оме 

ZH није нормала на .1Е. На сличан начин се доказује дане 
ПОСТОЈИ никаква друга права сем' z,r. Према томе је, zr НОр
мала на дЕ. 

На овај начин; ако права додирује круг и из центра је 

повучена права до тачке додира, онда та права стоји управн.о 

на тангенти. А то је требало .ц:оказiiТИ. 

'19. 

Ако права додирујt; круг и кроз тачку додира је пову: 

чена права нормално на тангенту, o~дa ~e на повученој правој 

. налази центар круга. 

Нека права дЕ додирује круг АВг. у тачки Г и .кроЗ 
тачку Г је повучена права Г А нормално на дЕ. Тврдим да 
се центар круга налази на правој АГ. . . 

Ако није 'тако, нека буде, ако је то могуће, центар' 

тачка Z; повуцимо тада праву rZ. 
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Пошто права ~E додирује круг, а права Zr је повучена 
из центра до тачке додира, биhе zr нормзла нз ~E. Према 

А 
томе је угао zrE прав, а прзв је и 

угзо АГЕ; на тај начин је угао zrE 
једнак углу АГЕ, мањи веЬем, а то 

је немогуЬе. Стога тачка Z није 

центар круга АВГ. Слично се до

казује да не постоји никаква друга. 

права сем АГ. 
На овај начин, ако права до- ;::,~~ __ ::::-,~",-___ c 

дирује круг и кроз тачку додира 

је повучена права нормално на тангенту, онда се на пову

ченој правој налази центар круга. А то је требало доказати. 

20. . 

у кругу је угао са теменом у центру (централни угао) 

једнак двоструком углу са теменом на периферији (перифе

риском углу), ако се ти углови ослањају на исти лук. 

Нека је АВГ круг и ВЕГ угао са теменом у центру,. а 

БАГ са теменом на периферији, при чему се они ослањају 

на исти лук БГ. Тврдим да је угао БЕГ једнак двоструком 

углу БАГ. 

Нека продужена АЕ сече круг у тачки Z. 

Пошто је ЕА једнако ЕБ, биhе и угао ЕАВ једнак углу 

ЕВА. Према томе је збир углова ЕАВ и ЕБА једнак дво

струком углу ЕАБ. Међутим, угао БЕZ 

је једнак збиру углова ЕАБ и ЕБА, па 

је према томе угао БЕZ двоструки угао 

ЕАБ. Из истих разлога је и угао ZEr r 
Ak--t--t::::;::::::::=""1 

једнак двоструком углу ЕАГ. Према томе 

је и цео угао БЕГ једнак ДВОСТРУI{ОМ Z 
целом углу БАГ. 

Повуцимо сад друtу изломљену ли

нију и нека други угао буде Б~Гј дуж 

што спаја ~ и Е продужимо до Н. На сличан начин се дока
зује да је угао НЕГ двоструки угао E~Г, а угао НЕВ дво
струкиугао ЕДВ. Према томе је угао БЕГ двоструки 
угао БДГ. 
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На овај начин у кругу је угао са теменом у центру 

(централни угао) једнак двоструком углу са теђ4еноr.t на 
периферији (перифериском углу), ако се ти углова ослањају 

на исти лук. А то је требало доказати. 

21. 
У кругу су углови, уписа!iИ У исти отсечак, међусо

бно једнаки. 

Нека је ABГ~ круг и углови BA~ и BE~ су углови 

уписани у исти отсечак BAE~. Тврдим да су углови ВАА 
и ВЕА међусобно једнаки. 

Узмимо центар круга АВГ А, нека 
то буде тачка Z; повуци мо BZ и Z~ .. 

Е Пошто је угао BZ~ централни, а 

BA~ перифериски над истим луком вr~, 

биhе угао BZ~ једиак двоструком углу 
BA~. Из истих разлога је угао BZA' јед-

г как и ДBOCTPYKO~ углу ВЕА. Према томе 
је угао ВАА једнак углу' BE~. 

На овај начин, у кругу су уг лови, уписани у исти отсе

чак, међусобно једнаки. А т<? је требало доказати. 

22. 

у четвороуг ловима уписаним у неки круг збир наспрам
них углова је једнак двама правим угловима. 

Нека је АВГ Ll круг и АВГ А У њега УПИ,сани четворо

угао. Тврдим да је збир наспрамних углова једнак двама 

правим угловима. 

Повуцимо АГ и B~. 

Пошто је у сваком троуглу збир'три угла једнак двама 

правим, биhе у троуглу АВГ збир три угла ГAB~ АВГ,.ВГЛ 
једнак двама правим. АJtИ угао Г АВ је 

једнак углу B~г, јер су у мстом отсечку 

BA~Г и угао АГВ 'је. једнак углу A~B, 

r јер су у истом 01'сечку A~ГB.· Према 
томе је цео угао ALlf једнак збиру УГЛQва 
ВАГ и АГВ. Додајмо им' зај~дииqк" угао 
АВГ. Стога је ЗQИР углова АВГ, ВДГ, 
АГВ једнак 'збиру АВГ и ААГ.Међутим, 

збир углова АВГ, ВАГ, АГВ једнак је двама правим, па је я 
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збир АВГ и АдГ једнак двама правим. На сличан начин се 

доказује да је и збир углова ВАд и дГВ једнак двама правим. 

На овај начин ј.е у четвороугловима уписаним у неки 

круг збир наспрамних углова је једнак двама правим угло

вима. А то је требало доказати. 

23. 

Над истом дужи са исте стране немогуnе конструисати 

два кружна отсечка слична и неједнака. 

Узмимо ипак да је Moryhe над ИСТОМ дужи АВ 
са исте стране конструисати два СЛИ1fна и нејед

нака кружна отсечка АГВ и АдВ. Пресецимо их 
правом АГд и повуцимо ГВ и ДВ. 

Пошто је отсечак АГВ сличан отсечку АдВ, 

11 слични кружни отсечци садрже једнаке углове, 
биhе угао АГВ једнак yr!ly AI1B, СПОЉ8ШЊИ уну
трашњем, а то је HeMoryhe. 

На овај начин, над истом дужи са исте стране 

HeMoryhe је конструисати два кружна отсечка 

слична и неједнака. А то је требало доказати. 

24. 

4 

8 

Слични кружни отсечци (сегменти) над једнаким дуж има 

међусобно су једнаки. 

Нека су АЕВ и ГZд слични кружни отсечци над једна

ким дужима АВ и Г д. ТВРДИМ да је отсечак АЕВ једнак 
отсечку ГZд. . 

. Пренесимо' отсечак АЕВ на отсечак ГZд, при томе сме
стимо тачку А у тачку Г и праву АВ на праву ГД; тада he 
тачка В пасти у тачку .1, јер је АВ једнако 
Г д. А ако се права АВ поклопи са пра

вом ГД поклопиhе се и отсечак АЕВ са 

отсечком ГZд. Јер, ако се права АВ 

поклопи са правом Г .1, а отсечак АЕВ се 
не поклопи са отсечком ГZд, Beh се 

нзлази или унутра или ван или је поме

рен у страну као ГНд, онда један круг 

сече други у више од две тачке, а то је 

Е 

A~B 

~ 
г . 4 

немогуЬе. Према томе је немогуЬе, ако се АВ поклопи са 
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Г А, да се отсечак АЕВ не поклопи са rz~; они се према 

томе поклапају, па значи да су једнаки међусоб.НО. 

На ~вaj начин су слични кружни отсечци (сегменти) 
над једнЗ1<ИМ дужима ме?УСОБНО једнаки., А то је требало 
доказати. 

25. 
Дати кружни _ отсечак допунити кругом, чији је Т,О 

отсечак. 

Нека је дат кружни отсечак A~Г. Треба тај Qтсечак 
АВГ допунити кругом, чији је то отсечак. 

nреПОJlОВИМО АГ 'тачком А и 'nОВУЩIМО кроз тачку А 
праву дВ управну на АГ и зати~ повуцимо праву АВ. 'Тада 

угао АВ.6. може бити веhи, једнак или мањи од угла ВАА. 
Нека, прро, бу де веhи; таАа конструиwимо на 'правој 

ВА код тачке А угао ВАЕ једнак углу АВА ипродужимо 
ВА до тачке Е па нацртајмо ЕГ. Пошто Је сад угао АВЕ, 

једнак углу ВАЕ,' биhе и права вв јеАиака 
правој ЕА, а како је АА jeдHaK€)'. АГ, а.АЕ је 
заједничка, биhедве стране АА и АБ једнаке 
двема односним страцама, Г А ., АЕ, и угао 

А 

f-----+=----?[ ААЕје једнак углу ГАЕ, јер је сваки прав, 
8 па је стога и ОСНОВИl{а АЕ једнака основици 

r 

ГЕ. А доказали' смо да је АЕ jeд1laKo ВЕ; 

према томе је ВЕ једнако ГЕ. На тај начин 
I . 

су три дужи ЕА, Щ3, ЕГ међусобно једнаке. 

Према томе круг нацртан из центра ,Е са 

полупречником једнаким једној од дужи ЕА, ЕВ, ~г пролази 

А 

r 

В~--.L----јL1 

и кроз остале тачке и ДОАуна 

је КРIЖНОГ отсечка. На тај 
нl1чин то је круг' који допу~ 

њује дати, кружни от<;ечак~ 

При томе је јасио да је OTce~ 
чак ДВГ . мањи; одпо.љукруга, 
јер центар Еrлежи ван њега; 

г СJlИЧНО се показује да 
.. a~o је угао АВА једнак углу 

ВАА, биhе свака од ВА и АГ· jeДHa,,~ ,kA и ~ри тоые TP~ 
дужи, наиме АА, АБ, АГ, међусоБНQ једнаке и тачка А је 
центар потпуног кр'уга, а отсечак ,АВГ ,е пОлукруг. 
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Најзад, зко је АВд мање од угла ВА.1. и конструишемо 

нз правој ВА код тачке А угао једнак углу АВд, онда Ье 

центар круга пасти унутра кружног отсечка .на .1. В , а сам 
отсечак АВГ биfiе веfiи од полукруга. 

На овај начин је дати кружни отсечак иопуњен кругом. 

/). то је требало извести. 

26. 

у једнаким круговима међусобно су једнаки луци, ако 

.. су над њима било централни било перифериски углови 

једнаки. 

Нека су АВГ и .1.ЕГ једнаки кругови и нека су једнаки 

било централни углови ВНГ и Eez, било перифериски ВАГ 
и EL\Z. Тврдим да је 

лук ВКГ једнак луку 

EAZ. 
Повуцимо ВГ и EZ. 
Пошто су кругови 

АВГ и .1.EZ једнаки, јед
наки су и њихови полу

пречници. Како су две 

стране ВН и ГН једнаке двема странама ЕЕ> и ez и угао 

при Н једнак углу при е, биhе и основица ВГ једнака осно

вици EZ. А пошто је угао код А једнак углу код .1., биhе 

отсечак ВАГ сличан отсЈчку EAZ, а при томе су на јед
наким дужима (ВГ, EZ). Како су на једнаким дужима слични 
кружни отсечци међусобно једнаки, биhе ВАГ једнако E.1.Z. 
И пошто је цео круг АВГ једнак целом кругу AEZ, биhе и 
остатак лук ВКГ једнак луку ЕЛZ. 

На овај начин, у једнаким круговима међусобно су 

једнаки луци, ако су над њима било централни било пери

фериски углови једнаки. А то је требало доказати. 

27. 

У једнаким кругЬвима' међусобно су једнаки углови, 
ако су они било централни било перифериски над једнаким 

луцима. 
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у једнаким .круговима .(ВГ и dEZ над једнаким луцима 
ВГ, EZ налазе се код центара Н и е централни углови ВНГ 

А и EeZ, а код перифе

рије углови ВАГ и EdZ. 
Тврдим да је угао ·ВНГ 
једнак углу EeZ и д~ 
је угао ВАГ једнак 

углу EdZ. 
Ако ипак ВНГ није 

jeJltl8Ko Ее Z, биhе једаи I 
веhи од другог. Нека веhи буде ВНГ; тада конструищимо 

на правој ВН у њеној ;ачки Н угао ВНК једнак углу EeZ. 
Како су једнаки уг лови над јеДJlаким луцима, ако су ии 

центри исти, биhе лук ВК једнак луку EZ. Али EZ је јед.Н8КО 
вг, па према томе је и вк једнако БГ, мање веЬем, а то 

је немогуће. Није према томе угао ВНГ неједнак углу Eez, 
па значи да су они једнаки. Затим, како је угао код А п'оло~ 
вина угла ВНг. а угао код d половина угла Eez, биhе и 
угао код А једнак углу код А. 

На овај начин, у једнаким круговима' међусобно су 
једнаки уг лови, ако су они било централни било перифериски 

над једнаким луцима. А то је требало доказати. 

23. 

У једнаким круговима једнаке тетиве отсецају једнаке 

лукове, веhи једнак је веЬем, мањи - мањем. 

Нека с, АВГ, dEZ једнаки кругови и нека једнаке. 

праве (тетиве) АВ и dE отсецају' веће )Јукове АГВ, dZE и 
мањеАНВ и dE>E. Тврдим да 
је веhи лук АГВ једнак већем 

луку dZE и мањи лук АНВ 

једнак мањем луку МЭЕ. 

Узмимо'цевтре К И Л кру-

гова ~IrpTaj1.toAK:KI( dл;i\Е: 
Пошто су кругови јеJUl8КИ, једнаки су и њихови полу

пречници. Две CTp~He АК, кв јеJl.иак~ су двема crpaHaMa dA, 
ЛЕ и основица АБ једнака је основици АЕ. Прем&- томе је 

и угао Акв једна,К углу АЛ.Е, а једнаки углови су tl8J1. 

једнаким луцима, ако су истих центара. Стога је лук АНБ 
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једнак луку АЕ>Е. Али је цео круг АВГ једнак целом кругу' 

AEZ, па према томе је и преостали лук АГВ једнак прео

сталом луку AZE. 
На овај начин, у једнаким круговима једнаке тетиве 

отсецају једнаке лукове, веhи једнак је веЬем, мањи -мање"". 

А то је требало доказати. 

29. 

У једнаким круговима једнаке лукове стежу једнаке 

тетиве. 

Нека су АВГ, AEZ једнаки кругови и у њима једнаки 

лукови ВНГ, EE>Z, а стежу их тетиве ВГ, EZ. Тврдим да је 
ВГ једнако EZ. 

Узмимо центре кругова, тачке К, А, и повуцимо ВК, 

КГ, ЕЛ, AZ. 
Пошто је лук ВНГ једнак луку EE>Z, биhе угао ВКГ 

једнак углу EAZ, а како су кругови АВГ, AEZ једнаки, биhе 
једнаки и њихови полупреч

ници. Две стране ВК, КГ јед

наке су двема странама ЕА, AZ 
и углови, које они захватају, 

једнаки су, па је и основица 

ВГ једнака основици EZ. 
На овај начин, у једнаким круговима једнаке лукове 

стежу једнаке тетиве. А то је требало доказати. 

30. 
Преполовити дати лук. 

Нека је дат лук ААВ. Треба тај лук преполовити. 

Повуцимо дуж АВ и преполовимо је тачком Г и кроз 

ту тачку Г повуцимо праву ГА управно на АВ па поЬуцимо 

АА и ДВ. 

Пошто јеАГ једнако ГВ, а ГА је заједничко, две стране 

АГ, ГД једнаке двема странама ВГ, ГА и угао АГА једнак 1е 

углу ВГд, јер је сваки прав, биhе LJ 

и основица АА једнака основици ~ 
АВ. Али једнаке тетиве отсецају ~ 
једнаке лукове, веhи је једнак већем, А г 8 

мањи - мањем. Но сваки од Ад, АВ мањи је од полукруга. 

Према томе је лук АА једнак ЛУКУ АВ. 

\ 
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На овај начин је дати лук тачком !1 преполовљен. А то 
је требало извести. 

31. 

У кругу је угао у полукругу прав, угао у кружном 

отсечку вепем од полукруга мањи од. правог, а у отсечку 

мањем од полукруга веhи од правог; И угао отсечка' веЬег 
од полукруга је ве'hи од правог, а угао отсечка мањег од 
полукруга мањи од правог. 

Нека АВГ!1 буде круг, ВГ. је његов пречник,тачка Е 

центар, па повуцимо ВА, АГ, А!1, АГ. Тврдим да је угао ВАГ 
у полу кругу ВАГ прав, да је угао АВГ 

у кружном отсечку АВГ, веЬем од 

полукруга, мањи од правог угла, а 

угао А!1Г у кружном отсечку А!1Г, 

мањем од пciлукруга, веhи од правог. 

Повуцимо АЕ и продужимо ВА дО Z. 
. Пошто је ВЕ једнако ЕА; биhе 

в угао АВЕ једнак углу ВАЕ. Даље. 
п.ошто је ГЕ једнако ЕА, угао АГЕ је једнак углу Г АЕ. 
Одавде је цео угао ВАГ једнак збиру двају углова АВГ и АГВ. 
Међутим и угао ZAf, као спољашњи угао троугла АВГ, 

једнак је збиру двају углова АВГ и АГВ. Према 'томе је 

yг~o ВАГ једнак }глу ZAf, што значи да је сваки од њих 
прав. На тај начин је угао ВАГ у полу кругу ВАГ прав. 

Пошто је у т'роуглу АВГ збир двају углова АВГ и ВАГ 

мањи од два права угла, а један је ВАГ прав, биhе угао АВГ 

мањи од правог, а он је у кружном . отсечку веЬем од 
полукруга. 

Пошто је АВГ!1 четвороугао-у кругу, а код четворо

угло~а'у круговима збир наспрамних углова једнак двама 

правим (због тога је збир углова АВГ и А!1Г једнак двама 

правим), а угао АВГ је мањи од правог, биhе преостали угао 
А!1Г веhи од правог, а при. то.ме је кружни отсечак А!1Г мањи 
од полу круга. 

Тврдим да је и угао ~еЬег кружног отсечка захваhеног 
лук'ом АВГи тетивоМ- АГ . веhи од правог, а угао мањег 

кружног отсечка захваhеног луком А!1 (Г) и тетивом АГ 

мањи од правог. То\ је само по себи јасно. Наиме, пошто је 

угао између правих ВА и ЛГ прав, ~иhе угао захваhен 
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.луком АВГ и тетивом АГ веhи од правог. Исто тако, пошто 

је угао између правих АГ и AZ прав, биhе угао захваhен 

правом ГА и луком А!!. (Г) мањи од правог. 

На овај начин, у кругу је угао у полукругу прав, угао у 
кружном отсечку већем од полукруга мањи од правог, а у 

отсечку мањем од полукруга веhи од правог; и угао отсечка 

већег од полукруга је веhи од правог угла, а угао отсечка 

мањег од полукруга мањи од правог. А то је требало доказати. 

(Последица. 

Отуда је јасно да ако је у троуглу један угао једнак 

збиру двају осталих, тај угао је прав, јер је и његов упо

редни угао исто тако једнак том збиру. А кад су упоредни 

углови једнаки, они су прави.) 

32. 

Ако права додирује круг и кроз тачку додира је пову
чена права која пресеца круг, онда су углови између те 

праве и тангенте једнаки угловима у наизменичним кружним 

отсечцима. 

Нека права EZ додирује круг АВГ!!. у тачки В и нека 
је права повучена кроз тачку В сече круг АВГ!!. по В!!.. 

Тврдим да су углови између праве В!!. и 

тангенте EZ једнаки угловима у наиз

меничним кружним отсечцима, тј. да је 

угао ZB!!. једнак углу 'у отсечку ВА!!. 
и угао ЕВ!!. једнак углу у отсечку ДГВ. г 

Повуцимо кроз тачку В· праву ВА 

управну на праву EZ и узмимо на луку [ Z 
В!!. неку тачку Г и повуцимо А!!., !!.Г, ГВ. 

Пошто права EZ додирује круг АВГ!!. у тачки В и 

кроз тачку додира В је повучена права ВА управно на тан
генту, биhе центар круга АВГ а на ВА. Према томе је ВА 

преч ник круга АВГ д. Стога је угао А!!.В, као угао у полу

кругу, једнак 'правом углу. Дакле и збир осталих углова 

ВАд и АВА једнак је једном правом углу. Међутим, и угао 

ABZ је прав. Због тога ј.е угао ABZ једнак збиру углова ВАд 
и АВ!!.. Одузмимо заједнички угао АВ!!.. Тада је остатак угао 

aBZ једнак углу ВА!!., углу У наизменичном кружном отсечку. 
ЕУХЛНАОВИ елемеИ1 Н, ХЊ '" з 



Затим, пошт-о }е АВГ6 ц·етоороугао у кругу, бипе збир 

његових иасnрамних yr,noBa'ieAH3K двама правим; А и збир 
углова DoBZ и ilBE једкакје двама правим. Стога је збир 

УГЛQва дВZ и дВЕ једнан; збиру уг,lOOВЗ аАА и АГВ; међу

тим доказано је да је yr:ao .,ВЛА једак углу дВZ, па је 
према томе преостали уга.о ,~EE, .једцк углу АГВ, углу У 

наизмеНИЧиQМ кружном о.тсечt<У АГЕ. 

На овај начин,' a~o праВIi додирује круг и кроз тачку 
додира је nOByqeHa права која пресеца круг, онда су угл:ови 
између те праве и тангенте једнаки угловима у наизменицним 

кружним оrсеqцимз. А то је' требало 'доказати. . 

33. 

На датој дужи конструис.ати, кружни отсечак у коме 

је уписани угао једнак датом ,праволиниском углу. 

Нека буде дата дуж АВ и праволиниски угао код TaqKe 
г. Треба на дужи. АВ КОНСТРУИQати кружни OTCeqaK у коме 
је уписани угао једнак уг-лу код TaQKe, Г;-

Угао код тачке, Г је. ИЛII ОlUта{}ј и-ли прав или туп. Нека 

је прво оштар; тада конструишимо на правој АВ код TaQKe 
А (као на, првој СЛИЩI)У~ао ВМ j~ДHaK углу г. Тада пе 

бити и y,rap ВАА Qштар:. ПОВУДИ14О АЕ. 

упрацн.о и~ *А и' преПОЛОВИJlО' АВ тачЈЮМ1 
Z, па П08УЦllltllO кроз тачку Z rфаву ZH 

.1 упраВН9 ка АЈЗ. 808УЦИ14О ИВ. 

fIош1l'О је, Az једнако ZB, а ZH~ је 
заједничко, две стране AZ и ZИ једнаке 
Двема страиаиа BZ иZНи,угао AZH 
једнак у.глу IЏН~бнhе због тога к ()(!НО" ; 

вица АН јеJl,иаn· ОC'flо&ици ви:. Стога ће 

[ круг иацрта,н ,~ ,центра Н са растојањем 

НА проhи и кроз таЧf<У,~. На.цртајмо га. и нека то буде 

АВЕ, па иащ)тајмо lЦS. ПОШ~Оi је енд права Ад. кроз. краЈ 
преQника АЕ, кроз тачку А. управна на ДЕ, 'биhе Ад тангеита 

на круг АВЕ. Пошто, сад права, АА .Щ)дирује 'круг АВЕ. а 

права АВ кроз тачку А. ПРЕ;€еца круг АВЕ-по np3вој. AB~ 
биhе угао ААВ јеЈЈ.l;lаК,УfЛУ"У наи,~ен"чж>м кружвом от..сеч.ј,У 
АЕВ. Али угао ААБ једнак је углу с. па знаQИ, да је уг лу Г 
fеднак и угао АЕВ., 
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На овај начин, на датој дужи АВ конструисан је кружни 

отсечак АЕВ са углом АЕВ који је једнак датом углу Г. 

Нека буде сад угао Г прав, па треба конструисати на 

АВ кружни отсечак у коме је уписани угао једнак правом 

углу. Поново конструишимо угао ВАд 

једнак правом углу Г, како је то кон- L 
струисано на другој слици, и препо- г 

ловимо АВ тачком Z, и из Z као центра --;.1:----~--OO:::---
са једним од растојања ZA или ZB 
нацртајмо круг АЕВ. 

Тада је права Ад тангента круга, 

јер су углови код А прави, и угао 

БАд једнак је УГЈЈУ кружног отсечка 

АЕБ, јер је овај као угао полукруга 

исто тако прав. Али угао ВАд једнак в 
је углу Г, па је према томе и угао у АЕВ једнак углу Г. 

На овај наЧЩI је поново на дужи АВ конструисан 

кружни отсечак АЕВ, у коме је уписани угао једнак углу Г. 

Нека, најзад, угао Г буде туп. Конструишимо на правој 

АБ код тачке А, као што је то нацртано на треЬој слици, 

угао БАt, једнак углу r и повуцимо' праву АЕ управно на 

Ад, па затим преполовимо АВ тачком Z, и повуцимо праву 

ZH управно на АВ,ла нацртајмо НБ. 
Како је опет AZ једнако ZB, а ZH је заједничко, две 

CTpaH~ AZ и ZH једнаке двема странама BZ и ZH и угао 
AZH је једнак углу BZH, биhе и осно

вица АН једнака основици ВН. Па пе 

према томе круг нацртан са центром у 

Н и полупречником НА проhи кроз тачку 

В. Нека он тако прође као АЕВ. Пошто 

Ад пролази кроз крај управно на пречник 

АЕ, права Ад додирује круг АЕВ. А 

пошто права АВ из тачке додира пре

сеца круг, биhе угао ВАд једнак углу 

у наизменичном кружном отсечку, углу 

Аев. Али угао ВАд је једнак углу Г, 

па је и угао Аев уписан у кружни отсечак једнак углу Г. 

На овај начин је на датој дужи АВ конструисан кружни 

отсечак Аев у коме је уписани угао једнак углу Г. А то је 

требало извести. 



.34. 

Од датог круга отсеhи сегмент са уписаним углом 
једнаким датом праволиниском углу. 

Нека АВГ бу де дати круг и Q дати праволиниски угао. 
Треба од круга АВГ отсеhи сегмент са уписаним углом 
једнаким датом праволиниском углу 6.. . 

Е 

l r Повуцимо кроз TaqKY В тангенту 

L 

EZ на.круг АВГ И. конструишимо на 

правој ZB код исте таqк,е В угао ZBr 
једнак углу 6.. 

Пошто права EZ додирује круг АВГ 
и кроз . TaQKY додира В пролази права 
ВГ, биhе угао ZBr једнак углу у наиз

меНИQНОМ кружном OTCeQKY ВАГ. Али 

угао ZBr је једнак углу 6., па према 

томе је и угао уписан у OTceQaK ВАГ 

једнак улгу 6.. 
На овај начин је од датрг круга 

АВГ отсечен сегмент са уписаним углом једнаким датом 

праволиниском углу 6.. А то је требало извести. 

35. 

Ако се у кругу две тетиве међусобно секу, биhе пра

воугаоник обухваhен отсеQцима једне тет иве једнак пра

воугаонику обухваhеном отсечцима друге. 

Нека се у кругу АВГ 6. две тет иве АГ и В6. међусобно 
секу у тачки Е. Тврдим да је правоугаоник qбухваhен од 

АЕ и ЕГ једнак правоугаонику обухваhеном А 
од 6.Е и ЕВ .. · 

Ако тетиве АГ, В6. пролазе .кроз цеl!

тар и TaQKa Е је центар круга, онда је Bf--~~----il1 

јасно да су дужи АЕ, ЕГ, 6. Е, ЕВ једнаке 
и да је Пр'авоугаоник обухварен од АЕ и ЕГ 

једнак правоугаонику обухваhеном ~E и ЕВ. 
Нека сад АГ и 6.В не пролазе. кроз центарј уз~имо 

центар круга АВГ 6., нека то буде тачка Zj спустимо из 

тачке Z нормале ZH и ze Ц8 ПР8В~ АГ и 6.В и повуцимо 
ZB, Zr, ZE. 
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Како права HZ, која пџолази кроз центар, сече праву 

АГ, која не пролази кроз центар, под правим угловима, 

онда она полови ту праву, па ће АН 

бити једнако НГ. Пошто тачка Н полови 

дужАГ, а тачка Е је дели на неједнаке 

делове, биhе правоугаоник обухваhен од 

АЕ и ЕГ са квадратом на ЕН једна'к 
квадрату на НГ. Додајмо им квадрат на 

HZ. Тада је прзвоугаоник од АЕ и ЕГ 

заједно са квадратима на НЕ и на HZ 
једнак збиру квадрата на ГН и на HZ. г 

Али збир квадрата на ЕН и на HZ једнак је квадрату на 

ZE и збир квадрата на ГН и на HZ једнак је квадрату 
на Zr. Према томе правоугаоник од АЕ и ЕГ са квадратом 
на ZE једнак је квадрату на Zr. Али Zr је једнако ZB. 
Стога је правоугаоник од АЕ и ЕГ са квадратом на ZE 
једнаl$ квадрату на ZB. Из истих разлога је правоугаоник 
од дЕ и ЕВ заједно 'са квадратом на ZE једнак квадрату 
на 'ZB. А доказали смо да је правоугаоник-од АЕ и ЕГ--<:8 

квадратом на ZЕједнак ,квадрату на ZB. Одавде следује да 
је ,правоугаоник од АЕ и ЕГ са квадратом на ZE једнак 
правоугаонику од дЕ и ЕВ са квадратом на ZE. Одузмимо 

заједнички квадрат на ZE. Тада је остатак, правоугаоник од 
АЕ и ЕГ, једнак правоугаонику од дЕ и ЕВ. 

На овај начин, ако се' у кругу две тетиве међусобно 

секу, биhе правоугаоник обухваhен отсечцима 'једне тетиве 

једнак правоугаонику обухваhеном отсечцима друге. А то 

је требало доказати. 

36. 

Ако је ван круга узета нека тачка и из те тачке су пову

чене ка кругу две праве, од којих једна сече круг, а друга 

га додирује, онда је правоугаоник од целе сечице и њеног 

отсечка између узете. тачке и испупченог лука једнак ква

драту на тангенти. 

Узмимо тачку д ван круга АВГ и И3 тачке д повуцимо 

ка кругу АВГ ДB~ праве .1Г(А) и дБ, при чему права дГ А 

сече круг, а Вд ra додирује. Тврдим; да је правоугаоник 

обухваhен од Ад и .дГ једнак квадрату на ДВ. 



• Права (6.)Г А или пролазИ' кроз центар или не пр олази 
Не-ка, прво, пролази кроз центар и нека Z буде центар круга 

АВГ, паповуцимо ZB. Тада је угао ZB6. 
прав. ПоЦ/то тачкаl полови дуж АГ, а Гд 

је љено продужење, биhе правоугаоник од 

А6. н 6.Г са квадратом на zr једнак квад
рату на Z6.. Али Zf је једнако ZB. Према 
томе, I1равоугаоник од А6. и 6.Г са квадра

том на ZB једнак је {<вадрату HaZ6.. МеђУ
тим, квадрат на 24 једнак је з6иру квад
рата на ZB и на Вд. То значи да је право-

d угаоник од А6. и .6.Г са квадратом на ZB 
једнак збиру квадрата на ZB и на В6.. 

Одузмимо заједнички квадрат на ZB. Тада је остатак, право-
угаоник на АА и 6.Г, једнак квадрату на Т8нгенти 'LlB. \ 

,Нека сад дГА не пролази кроз центар круга АВГ; 

узr,tнмо центар Е и из тачке Е спустимо нормалу EZ на 
цpa~y ЛГ, и повуцимо ЕВ, ЕГ, Ед. Тада је угао ЕВ6. прав. 

КаКQцрзва El, која пролази кроз центар, сече праву' АГ, 

., која не пролази кроз центар, и по
лови је, биhе, AZ једнако Zf .. и 
пошто је права ЛГ nреполов.љена 

А тачком Z, а [д је њено продужење, 
биhе правоугаоникiiод Ад н' ilf са 
квадратом на Zf једнак' квадрату 

с1 на ZLl. Додајмо им' квадрат ·на ZE. 
Тада јеправоу.гаонtfК од А6. и 6.Г 

са кцацратима на rz и на ZE једнак збиру квадрата на ZA и 
на ZE. Али збир квадрата на rz и на ZE једнак је квадрату 
на ЕГ, јер је угао EZF прав. И збир квадрата Ha6.Z и на 
ZA је једна( квадрату на Е6.. Стога је правоугаоник од А6. 

и Аг. са' квадратом на' ЕГ једнак квадрату на Eil. Али ЕГ је 
једнако :ЕВ. '. Према томе је правоугаОRИК од А6.' и.6.Г са 

квадраrом на ЕВ једнак «В8драту на Е6.. Али kвaдpaT на Е.6. 

је једнак збиру квадрата на ЕВ и на В6., јер је 'угао ЕВ6. 

прав. Стога је правоугаоник од А6. и 6.Г са квадратом, на ЕВ 
једнак эбиру квадрата на ЕВ и на В6.. Одузмимо сад 'зајед

~ИЧКИ квадрат на ЕВ. Тада је остатак, правоугаоник на А6. 

и 6.Г Једнак квадрату на 6.В. 
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На озај начин, I~O је ван круга узета нека тачка и из те 

тачке су повуче-ве нахругу две праве, од којих једна сече 

круг, а друга га ДОДИРУЈе, ()IЩа је правоугаониk од целе 

сечице и њеног отсечка из .. ~у. узете тачке и испупчеиог 
.лука једнак квадрату на тангенти. А то је требало доказати. 

37. 

Ако је ван круга узета нека тачка и из те тачке су 

повуче не ка кругу две праве, од којих једна сече круг а 

друга само стиже до љега, и ако је при томе правоугаоник 

од целе сечице и љеног отсечка између узете тачке и испуп

ченог лука једнак кв'адрату на оној правој што стиже до 

круга, онда последља права додирује круг. 

Узмимо тачку д ван круга АВГ и нека су из тачке Д 

ка ,кругу АВГ повyqене две праве ДГ А, ДБ и нека дг А 

сече круг а ДБ придолази му и при 

томе је правоугаоник од АД и ДГ ~ ~------::",,-;r--.. 

једнак квадрату на дв. Тврдим да 

права ДБ додирУЈе--круг- АБЕ 

Повуцимо праву ДЕ, тангенту 

на, кругу АВГ, и узмимо центар 

круга АБГ, нека то буде тачка Z, 
и повуцимо ZE, ZB, ZД. Тада је 

угао ZЕД прав. Пошто ДЕ додирује круг, а права ДГ А га 

сече, биhе правоугаоник од АД и ДГ једнаК2квадрату на ДЕ. 

Али тај правоугаоник на Ад и ДГ једнак је квадрату на ДВ. 

Према томе је квадрат на ДЕ једнак квадрату на ДБ. Значи 

и ДЕ је једнако дВ. А и ZE је једнако ZБ. На тај начин 

две стране ДЕ и EZ су једнаке двема странама дБ и БZ, а 
љихова основица је заједничка ZД. Одавде следује да је 

угао дЕZ једнак углу ДБZ; али угао .1EZ је прав, па према 

томе је и угао .1BZ прав. И дуж ZB, продужена, је пречник. 
А права повучена кроз крај пречника управно на -пречник 
додирује круг. Према томе, права .1В додирује круг АБГ. 

Слично се доказује, ако би се центар налазио на правој АГ. 

На овај начин, ако је ван круга узета нека тачка и из 

те тачке су повучене две праве, од којих једна сече круг 
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а друга само стиже доИњега и ако је при томе правоугаоник 

од целе сечице и:њеног отсечка између узете тачке и испуп· 

ченоt лука једнак [кваАрату на оној правој што стиже до 

KpY'pl, онда последња права додирује круг. А то је тре6ало 
доказати. 

; i 



}{ОМЕНТАР 



\ : 
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1 Логичка природа ове прве дефиниције је компликована. 
:Неки коментатори сматрају ову дефиницију за аксиому, а 

други доказују њен :садржај И према 'Томе узимају је за 

теорему. Ипак при доказу искоришhаввју друге истине, које 

у њиховом систему излагања геометрије .имају аксиоматички 

-карактер (Нilbert). 

Код Еуклида не постоји специјалан назив за поJiупречник; 

он употребљава израз "права из центра", изостављајуhи при 

томе и реч права, а звдржавајуhи од те речи само члан : ~ 
ЕХ ,оО XEY'tpOU (€uO€ra). У трепем постула'ту прве књиге тај 

исти појам је изражен са OtaO"'t1JfU%; QВa 'печ изражава расто-
јање, али као геометриски облик, <?ез допунског метричког 

значења; за круг тај појам изражава и појам "отвор шестара". 

2 Појам тангенте има код Еуклида узак карактер, тан

генте на круг. Савремена дефиниција тангенте као граничног 

положаја, ако он п()стоји, сечице, која пролази кроз дату 

тачку на кривој и ДРУFУ тачку која тежи првој, не поста~ља 

никакве услове о томе да ли та права С,ече при свом про

дужењу криву или не. Међутим код Еуклида тај услов је 

нарочито наглашен. 

з Савремена реч " тетива " у потпуној мери одговара 
ЕУКЛИДQвој "правој ,у ,кругу·, при чему реч "права" треба 
разумети у смислу отсеЧК8 праве, тј. у смислу дужи. Исто 

то се односи и на појам нормале ("катете") као дужи. 

4 Овом дефиницијом .Еуltлид 'Не поставља метричке осо

·бине тетивеи иормале, већ говори само о томе које изразе 

rреб,а употребити З8 опис одговарајуhих геометриских односа. 
5 За отсечак круга се употребљује и реч сегмент. Еукли

дQ8им речима "периферија круга" одговара како кружна 
линија у целини, тако и један део кружнелиније, тј. лук. 

у тексту ове дефИJIицијереч је о ЛУКУ. 
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6 Савремени појам угла измеђУ криве и праве ОДНОСН() 

измеђУ две криве претпоставља конструкцију тангената на 
те криве у тачки пресека. Код Еуклида појам угла КРУЖНОГ 

сегмента је самосталан геометриски облик састављен ОД. 

праве и криве, тетиве и лука, без допунске конструкције 
тангенте на лук у крају тетиве. Тај Еуклидов појам у току 

историског развитка· геометрије, кроз тежњу да се поставе 

што тачнији и простији основни. појмови, изгубио је своју 

примену и сад се' више не употребљује. 

7 Код Еуклидакратко "угао у отсечку". 

8 у овој дефиницији се наводи да положај темена угла 

УПИСI1НОГ У' отсечак може бити произвољно изабран на. луку 

оТсечка. Да су сви такви углови датог отсечка једнаки то 

следује тек после дщ<аза теореме 21. ове књиге. На ову 

логичку недоследност скреЬу пажњу како стари тако и 

савремени KOMeHTaTOp~ 

9 Израз "ослања се. на лук" ближи је Еуклидовои 
тексту, него изра:з "над яуком", који се обично употребљује. 

Према СТИJICкој потреби употребљаваhемо и један и други израз. 
10 За исеча\< круга се упоtребљује и реч сектор. 

11 Недqстатак ове дефиниције, као и дефиниције 8., у 
томе је што се претпоставља једнакост свих углова уписаних 

у. дати отсечак. 

. 12 У Heiberg',oBOM тексту стоји f:lA, АБ. Сматрам' да. је 
згодщt:је . овестран~ставитиу оном реду који одговара реду 
о.цгОварајуhих страна првог троугла. 

13 При доказу тачности изврше~е конструкције упо~ 
требљена је метода довођења супротног тврђење до апсурда. 

То. је такозвана апагогична метода доказивања, која се врло 

често примењује у Еуклидовим елем~итима. 

а Реченицу: "Ато је треб.ало извести", супротно Heiberg', 
овој редакцији текста,према којој је стављ.ена ова реченнца 
и у нашем тексту, као пример евентуаЛJlе грешке пре писи

вач~, треба ставити пре последице. 

15 Речи "пада у круг" могу се заменити речима "налази 

се у кругу", али на ОВО,м месту задржавамо, ради примера, 

реч nпада", јер она боље одговара Еуклидову тексту. Тај 
исти појам задржава}у и други преводиоци: cadet (Heiberg). 
wil faH (НеаЉ), попадёт (МордухаЙ.БолтовскоЙ). 
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16 Речи стављене у загради припадају преводиоцу. Ако 
1'0 није случај, ставиhемо нарочиту примедбу. 

17 Без непосредне везе само са овом теоремом навешhу 

једну примедбу општ'ег карактера о оним Еуклидовим теоре
мама које се односе на релативни положај праве према кругу 

и једног круга према другом. У тим теоремама нарочито јЗ'сно 

се испољава врло карактеристична особина Еуклидовог изла

гања геометриског материјала. Еуклид оперише само са 

-фиксираним, сталним, смрзнутим геометриским облицима. 

Елемент променљивости, а нарочито функционалне промен

љивости геометриских облика код Еуклида не постоје. Једино 

што понекад код Еуклида можемо приметити то СУ разли
чити случајеви положаја или односа геометриских облика 

једне исте категорије, али увек у дискретној форми и никад 

у еволутивној, променљивој, функционалној форми. Савре

мена Елементарна геометрија чак и у школској форми уноси 

тај елемент и баш на положају тачке односно праве према 

кругу, односно једног круга према другом показује како се 

.ствара систематизација на основу функционалног принципа 

(Гл. на пр. А. Билимовиh - Т. Анђелиh. Планиметрија. 1940. 
-Стр. 67-69). 

18 Формулисање дела 7. теореме: »да се само две једнаке 
праве могу повуhи из тачке ка кругу и то по једна са сваке 

.стране од најМО1Ье" допушта извести закључак, на њега 

наводи и слика, да је могуће говорити ,само о положају у 

односу на најмањи део пречника. МеђУТИМ,. једнаке праве 

можемо повуhи у односу и на највеhи део пречника. Јасно 

је да је у суштини ствари симетричност у односу на пречник. 

Појам симетричности ма у ком облику код Еуклида не постоји. 

19 Heiberg у свом издању за теореме 7,8,9,10, 11 и 31 
, даје варијанте доказа. Ове варијанте доказују да основни 

Еуклидов текст није задовољавао било самог Еуклида било 

његове преписиваче и коментаторе. Логичким недостацима 

~оказа ових теорема многи. коментатори посвеhују велику 

пажшу. 

20 Теорему о једнакости праВОУГI1lИХ троуглова са једна

КИМ хипотенузама и, по једној, катетама, која веома упрош

пава доказ теореме 14., Еуклид уопште није извео и према 
1'оме није ни примењивао. 
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:н у вези са тангентом на круг стоји појам угла између 

тангенте и круга, такозвани "угаО' додира". Тај угао је био. 

предмет опширних дискусија у XVI и ХУН столеhу. У вези 
баш са тим углом добила је нарочиl'И значај АрхимедО'ва' 

аксиома о величинама. Према тој- аксиоми З3 сваке две вели

чине а и Ь увек мора да rroстоји такав rтриродан број п да 

буде задОвољена. неједнакост: 

nа>Ь. 
у гао додира не задовољава ту аксиому и према томе се не 

може сматрати као величина. 

22 Интересантно је приметити да Еуклидово решење

овог конструктивног задатка наводи само једну тангенту на 

круг. Јасно је до прО'дужење праве Zts. (сл. 1) до пресека Z. 

А 

А 

Сл. 1 Сл. 2 

са кружном линијом даје другу TaHreHTY АВ' на дати круг 
из тачке А. 

Наведимо ради упореt)ења још неколикО' познатих начица.. 

за конструкцију тангената на круг из тачке ваи круга. 

1. Нека је Г дати круг И А дата тачка (сл. 2}. Из тачке 
А, као центра, са пО'JiупречникО'м АЕ нацртајмо круг Н, а 

затим из центра Е са полупречником једнаким пречнику 

датО'г круга нацртајмО' круг А и узмимО' У обзир тачке' Z Н, 

Z' пресека круга А са кругО'м Н. Тачке В и В' пресека, 
правих EZ и EZ' и круга Г О'дређују пО'лО'жај тангената. 

2. На АЕ (сл. З), каО' на· пречнику, нацртајмО' !<pyr. 
Тачке В и В' пресека тО'г круга са кругО'м Г О'дређују_ тац-

генте АВ и АВ'. 

З. Најзад наведимО' конструкцију "О'ја се може извесl'И
самО' пО'моhу ленира и која се О'бичнО' Доказyte-y Пројектинно1 

геО'метри ји. 
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Из тачне А (сл. 4) по.вуцимо. две секанте АВГ и ААЕ. 
Тачку Н, пресек страна ВА и ГЕ, спо.јимо. са тачко.м Z, пре
секо.м дијаго.нала ВЕ и r А. Пресеци е и 1 праве HZ са датим 

круго.м су тачке до.дира тангената Ае и АI. А 

29 Приметимо. да излагање теорема 35, 36 и 
37 на неким местима мо.же се знатно скратити, 

ако. се упо.треби апарат савремене tJteMeHTapBe 

алгебре. У нашем прево.ду задржавамо. углавно.м 
Еуклидо.в текст. 

24 На садржају о.ве тео.реме се о.снива гео.-

меТРИСК8 мето.да решаВ8ња Кlilадрат.не ј~ДИ8ЧИlfе, Сл. 3 

ко.ја припада Марину Геталдиhу1). Наведимо ту llteто.ду. Hek8 
је дата квадратна једначина 

(1) х2 + Ьх=а2, 

написана у хо.мо.гено.м о.блику, где су а и Ь' о.значавају дате 

дужи. На АВ=Ь, као. на пречнику, ко.нструишимо. круг 

А 

A~------~-------' 

г 

Сл. 4 Сл. 5 

(сл. 5) и о.д тачке В на тангенти ВС о.дмеримо. дужину ВС = а. 

На о.сно.ву тео.реме 36 тада мо.жемо. написати. 

CB2=CMyCN 
или 

а2 =х(х+Ь), 

о.дакле закључујемо. да је х траженО једно. решење квадратне 

једна чине. Са друге стране, непо.средно. из слине мо.жемо.· 

написати: 

х = СМ = со - МО = 

= v ОВ2 + ВС2 - ОВ 
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и према томе имамо: 

1/( Ь 2 Ь х =-= V 2") + а2 - "2 . 

ПОНОВИЛИ смо савременим математичким' језиком Гетал

диhево решење једнаqйне (1). Негативно решење износи не
гативну дуж CN са. вр.едношhу 

-V ( ~ )2 + а2 - ~ • 

Геометриска решења других типова квадрат не једна

чине остављамо по стра~и. 

1) Marinus Ghetaldus. Ое resolutione et composltione mathematica, 
Romae, 1640. 
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ПРЕДГОВОР 

Ова четврта књига Еуклидових елемената је посвеЬена 

конструктивним задацима који су у вези са троуглом и пра

вилним многоугловима и то: квадратом, петоуглом, шесто

углом и петнаестоуглом. ~a сваки од тих многоуглова Еуклид 

проучава четири задатка: у круг уписати многоугао, око 

круга описати многоугао, око многоугла описати круг и у 

многоугао уписати круг. 

у математичкој настави књига може послужити као 

збирка елементарних КQНСТРУКТИВНИХ задатака, који се односе 

па исту Te~y. Карактеристична је она класична систематич

ност са којом Еуклид разрађује одговарајућа IJ@1"ИРИ проблема. 

При изради и ове књиге су ми Щ>могли В. В. Мишковиh 

и Т. п. Анђелиh па им изјављујем захвалност. 

А. Б. 
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ТЕКСТ 





Дефиниције 

1. Каже се да се праволиниска слика уписује у право-
линиску слику, ако сваки од углова оне која се уписује 

додирује 1 страну оне у коју се уписује. ј 

1 2. Исто такок'Зже се да се слика описује око слике., 

ако свака страна оне која се описује додирује 2 сваки угао 

оне око које се описује. 

3. Каже се да се праволиниска слика уписује у круг, 

ако сваки угао оне која се уписује додирује 3 периферију 

круга. 

4. Каже се да се праволиниска с:лика описује око круга, 
ако свака страна оне која се описује додирује периферију 

круга. 

5. Исто тако каже се да се круг уписује у слику. ако' 
периферија круга додирује сваку страну оне у коју се он 

уписује. 

6. Каже се да се круг описује око слике. ако пери

ферија круга додирује 4 сваки угао оне око које се описује. 

7. Каже се да је права уписана 5 у круг, ако јој се 

крајеви налазе на периферији круга. 

1. 

у дати круг уписати праву једнаку датој правој која' 

није веЬа од преч ника круга.' 

Нека је АВГ дати круг и ~ дата права која није већа 

од пречника круга. Треба у круг АВГ уписати пра1ЗУ једнаку' 

датој правој .1. 

Повуцимо ВГ, пречник круга АВГ. Ако је сад ВГ јед·, 

нако .1, постигнуто је оно што се тражи, јер је у круг АВГ' 
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уписана права ВГ једнака правој д. А ако је ВГ веће од tl, 
повуцимо ГЕ. једнако .1, па из Г као центра са полупречни

. В 1-----+-=---'-1 

ком ГЕ нацртајмо круг EAZ 
и повуцимо ГА. 

Како је сад тачка Г цен

тар круга EAZ, биhе Г А једнако 
ГЕ. Но ГЕ је једнако .1, па 

значи и ГА је једнако д . 
На овај начин је у дати 

круг АВГ уписана права .г А 

j~ДHaкa датој IJрзвој д. А то 

је требало Qзвести. 

2. 

у дати круг уписати троугао са угловима једнаким 6 

угловима датог троугла. 

Нека је АВГ дати круг и LlEZ дати Tpoyгao~ Треба у 
круг АВГ уписати троугао са угловима једнаким угловима 

троугла ДЕZ. 

Повуцимо кроз тачку 

. "а правој Ае конструишимо 

Е 

А тангенту не на круг ЛВГ и 

код тачке А угао еАГ једнак 

углу дЕZ, а на правој 

АН опет код -rачке А 

г\)z 
угао НЛВ једнак углу 

дZЕ, па повуцимо B~. 

Како сад права ле 

додирује круг АВГ и 
из тачке додира, тачке 

А, повуче на је у кру;гу 

права АГ, угао еАГ 

биhе једнак углу A~Г, 

н 

е 
уписаном у супротни 

отсечак круга. Но угао еАГ је једнак углу dEZ, те је и 

угао АВГ једнак углу .ДЕZ. Из ист~х разлога и угао АГВ 
је једнак углу ДZЕ. Тада је и преостали угао ВАГ једнак 

преосталом углу ЕдZ. (Пре~а томе троугао АВГ има уtлове 
једнаке угловима троугла .1EZ, а уписан је у круг АВГ). 
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На овај начин, у дати круг је уписан троугао са угло

вима једнаким угловима датог троугла. А то је требало 

извести. 

3. 

Око датог круга описати троугао са угловима једнаким 

угловима датог троугла. 

Нека је АВГ дати круг и AEZ дати троугао; треба око 
круга АВГ описати троугао са угловима једнаким угловима 

троугла AEZ. 
Продужимо EZ са обе стране ка тачкама Н и е и 

узмимо центар К круга АВГ. Повуцимо произвољно праву 

н 

КВ и КОНСТРУИШИМО на тој правој КВ код тачке К угао 

ВКА једнак углу дЕН, угао ВКГ једнак углу Aze, и кроз 

тачке А, В, Г повуцимо на круг АВГ тангенте ЛАМ, 

MBN, NГЛ. 
Како праве ЛМ, MN, .NA додирују круг АВГ У тачкама 

А, В, Г, а праве, ШТО спајају центар К са тачкама А, В, Г, 

су КА, КВ, КГ, углови код тачака А, В, Г су прави. Како 

је сад у четвороуглу АМВК збир четири угла једнак четворо

струком правом углу, јер се четвороугао састоји из два 

троугла, 11 два угла КАМ и КВМ су права, онда је и збир 

двају осталих углова АКВ и АМВ jeДH~K двоструком правом 

углу. А и збир углова дЕН и AEZ једнак је двоструком 
правом углу. Према томе је збир углова АКВ и АМВ једнак 

:Јбиру углова дЕН и AEZ, но како је угао АКВ једнак углу 
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• 
~EH, и преостали угао АМВ једнак преосталом углу ~EZ~ 

На сличан начин се доказује да је угао ЛNВ једнак углу 

~ZE, па је и преостали угао MAN једнак преосталом углу 

E~Z. Значи троугао ЛМN има УГЈLOве једнаке угловима 

троугла ~EZ, а при томе је описан око круга АВГ. 

На овај начин, око датог круга описан је троугао са 

угловима једнаким угловима датог троугла. А то је требало-

извести. 

4. 

у дати троугао уписати круг. 

Нека је дат троугао АВГ. Треба у дати троугао АВГ 

уписати круг. 

Преполовимо углове АВГ и АГВ правима B~ !i Г~ и 

нека, се те праве секу у тачки д, па повуцимо. из тачке А

на праве АВ, ВГ, Г А 

А нормале дЕ, дZ, дНо 

B~--~-

Како је угао ABIl 
једнак углу ГВд, а пра

ви угао ВЕllједнак 

правом углу ВZд, два 

троугла ЕВди Z,B.1 
имаhе по два угла јед

нака и' по једну страну' 

Г једнаку, и то спрам z 
једнаких углова, наиме 

заједничку страну Вд; према томе ће и остале стра.не једкоГ' 
~ити iеднаке осталим странама другог; биhе дакле дЕ јед

нако ДZ., На основу истих разлога је и дН једнаКQДZ. 

Значи да су три праве дЕ, дZ, дН међусобно једнаке. Према 

To~e ве круг са цент,ром у д описан са растојањем до једне

од тацака Е, Z, Н као полупречником проhи и кроз остале 

тачке и у тачкама Е, Z, Н додиривати праве АВ, ВГ, [А, 
јер су углови у тим тачкама прави. Заиста, кад би· он секао, 

те праве, онда би нормала на пречник, што пролази кроз. 
његов крај, била у кругу, а то је, као што је доказано .. 
немогуВе. Према томе' круг са центром у д описан сарасто
јањем до које било од тачака Е; Z, Н не сече праве A~, 
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ВГ, ГА. Дакле он их додирује и биhе круг уписан у троугао 

АВГ. Нека је он уписан као ZHE. 
На овај начин је у дати троугао АВГ уписан круг EZH. 

А то је требало известн. 

5. 

Око датог TpOyr'J18 описати круг. 

Нека је дат троугао АВГ. Треба око датог троугла 

описати круг. 

Преполовимо праве АВ, АГ тачкама .1, Е и кроз тачке 
д, Е повуцимо праве AZ, EZ под правим угловима према 

,правим АВ и АГ. Оне се секу или у троуглу АВГ, или на 

правој ВГ или с друге стране праве ВГ, ван троугла. 

Нека се, прво, секу у троуглу у Z, па повуцимо ZB, 
Zr, ZA. Тада је, пошто је АА једнако дВ, а t12 заједничко 
и под правим угловима, основица AZ једнака основици ZB. 
На сличан начин се доказује да је rz једнако AZ, па је 
према томе и ZB једнако zr. Дакле три праве ZA, ZB, zr 
су међусобно једнаке. Према томе ће круг са центром у Z 
описан са. растојањем до једне од тачака А, В, Г проhи и 

кроз остале тачке и биhе круг описан око троугла АВГ. 
Нека је он описан као АВГ. 

Узмимо сад да се AZ и EZ секу на правој ВГ у Z, као 
што је то случај на другој слици, па повуцимо AZ. На сли
чан начин се доказује. да ће тачка Z бити центар круга 
описан око троугла АВГ. 

Најзад, нека се AZ и EZ секу у тачки Z ван троугла АВГ, 
као што је то нацртано на трећој слици, па повуцимо AZ, 
BZ, rZ. Како је 01Iет АА једнако дВ, а AZ је заједничка 

.страна под правим угловима, основица AZ једнака је .осно-
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вици BZ. На сличан начин доказује се да је rZ једнако AZ, 
према томе је и BZ једнако Zr. Према томе ће опет круг 
са центром у Z описан са растојањем до једне од тачака А. 
Б, Г проhи и кроз остале тачке и бити описан око троугла АБI'. 

На овај начин око датог троугла је описан круг. А то 

је требало извести. 

(Последица) 

И јасно је, да ће, кад је центар круга у троуглу, угао 

БА Г, као угао у отсечку већем од полукруга, бити мањи од 

правог; кад је ценrар круга на правој Бt, угао БАГ, као 
угао у полукругу, бити прав; а кад је центар круга ван 

троуг ла, угао ВАГ, као угао у отсечку мањем од полу круга 

бити веhи од правог. (На овај начин, ако се деси да је дати 

угао мањи од правог, праве се LlZ, EZ секу у троуглу, ако 
је он прав, секу се на правој БГ, а ако је веhи од правог, 
секу се ван троугла, с друге стране пр.аве БГ. А то је тре

бало извести). 

,6 . 

. у дати круг уписати квадрат 7. 

Нека је дат круг АБГ Ll; треба у круг АБГ А уписати 
квадрат. 

Повуцимо У кругу АБГLl два пречника АГ, БLl управна 

један на други и спојимо АБ, ВГ; Г Ll, АА. 

А 
Како је БЕ једнако ЕА, јер је 

Е центар, а ЕА је заједничко и под 

правим угловима, биhе основица АБ 

једнака основици АА. Из истих раз

лога је и свака од БГ и Г Ll једнака 
81f---=-t----эtL] свакој од АБ, ALl. Према томе је 

четвороугао АБГ Ll једнакостран. 

Тврдим да је и правоугаоник. Заи

ста, пошто је права БLl пречник 

г 
. круга АБГА, БАLl је полукруг. 

Према томе је угао ВАА прав. Из 

истих разлога је сваки од углова АБГ, БГ~, ГАА прав. Због 

тога је четвороугао АВГА правоугаоник. А доказано је да је 

------ ----------
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он и једнакостран. Према томе он је квадрат, а уписан је 

у круг АБГд. 

На овај начин је у дати круг уписан квадрат АБГ д. 

А то је требало ·извести. 

7. 

Око датог круга описати квадрат. 

Нека је дат круг АБГ д. Треба око круга АБГ Д описати· 

квадрат. 

Повуцимо у кругу АБГ Д два пречника АГ и Бд под 

правим угловима, и кроз тачке А, Б, Г, д повуцимо праве 

ZH, не, ек, KZ, тангенте на круг 
АБГд. Н А Z 

Пошто је права ZH тангента 

на круг АБГ д, а права ЕА повучена 

из центра Е ка тачки додира А, 

углови код тачке А су прави. И3 

истих разлога су углови и код тачака 

Б, Г, д прави. Како је угао АЕБ 

прав, а прав и угао ЕБН, биhе права 

Е t-----+------1L] 

не парале:"на правој АГ. Из истих е г t( 
разлога је И' права АГ паралелна 

правој ZK. Стога је права не паралелна правој ZK На сли
чан начин се доказује да је свака од правих HZ и ек пара
лелна правој БЕд. Према томе су нк, НГ, АК, ZБ, БКВ 

паралелограми, . што значи даје HZ једнако ек, а не 
једнако ZK. А како је АГ једнако Бд, а и АГ једнако и не 
и ZK, и Бд једнако и HZ и ек (па према томе је и свака 

од не и ZK једнака свакој од HZ и ек), четвороугао ZHeK 
је једнакостран. А тврдим да је он и правоугли. Заиста, 

пошто је НБЕА паралелограм, а угао АЕБ прав, биhе прав 

и угао АНБ. На сличан начин се Докзује да су углови и код 

тачака е, к, Z прави. Према томе је ZHeK правоугаоник, 
а доказано је да је он и једнакостран, значи да је он квадрат, 

а описан је око круга АБГ д. 

На овај наЈЈИН, око датог круга је описан квадрат. А то 

је требало извести. 
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8. 

у лати квалрат уписати круг. 

Нека је дат квадрат ABГ~, треба у квадрат АВГ Д 

уписати круг. 

Преполовимо сваку од правих A~ и АВ тачкама Е и Z 
и кроз тачку Е повуцимо праву Ее паралелну свакој од 

правих АВ и ~Г, а кроз тачку Z праву ZK паралелну свакој 
[ од правих A~ и ВГ. Тада је свака 

А г----=-т-ос::::----,L1 од слика АК, КВ, Ае, e~, АН, НГ, 
ВН, H~ паралелограм и њихове 

супротне стране, очевидно, су јед-

Н наке. Како је A~ једнако АВ и АЕ 
~---t-----i К половина од A~, а AZ половина од 

АВ, биhе и АЕ једнако AZ, а како 

су једнаке и њима супротне стране, 

биhе и ZH једнако НЕ. На сличан 

. в г начин се доказује да је CBaK~ од 

не и НК једнака свакој од ZH и НЕ. 
Према томе су четири праве НЕ, HZ, не, НК међусобно 
једнаке. Због тога ће круг нацртан са центром у Н једним 

од растојања до тачака Е, Z, е, К проhи и кроз остале 

тачке и щ>д~рнути праве АВ, ВГ, Г~, ~A, је'р су .углови 

код тачака Е, Z, е, К прави. Заиста, кад би круг секао 

праве АВ, ВГ, Г~, ~A, тангента круга на крају пречника 

била би у кругу, а доказано је да је то безсмислено. Према 

томе круг описан са центром у Н са једним од растојања 

до тачака Е, Z, е, К не сече праве АВ, ВГ, Г~, ~A. Значи' 

. он их додирује и уписан је у квадрат ABГ~. 

На овај начин је у дати квадрат Уllисан круг. А то је 
требало извести. 

9. 

Око датог квадрата описати круг. 

Нека је дат квадрат ABГ~. Треба око квадрата ABГ~ 
описати круг. 

Нека се праве, што спајај у 9, АГ и B~ секу у тацки Е. 

Како је ~A једнако АВ, а АГ заједничко, онда су две 
·стране ~A и АГ једнаке двема странама ВА и АГ, а и ос НО
,вица дГ једнака је основици ВГ, тада биhе и угао ~AГ jeд~ 
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'нак углу ВАГ, па према томе угао дАВ полови права АГ. 

На сличан начин се доказује да сваки од углова АВГ, ВГ А, 

ГдА полове праве АГ и ДВ. А како А 

је угао дАВ једнак углу АВГ, а 

угао ЕАВ је половина угла дАВ и 

угао ЕВА је половина угла АВГ, 

онда је и угао ЕАВ једнак углу 

ЕВА, па је тада и страна ЕА једнака В L1 
страни ЕВ. На сличан начин се до

казује да је свака од правих ЈЕА, ЕВ 

једнака свакој од ЕГ, E~. Према 
томе су четири праве ЕА, ЕВ, ЕГ, Г 

EД:~ међусобно једнаке. Тада ће круг нацртан са центром у 

Е једним од растојања до тачака А, В, Г, д проhи и кроз 

остале тачке и биhе описан око квадрата АВГд. Нека је овај 

нацртан као АВГ д. 

На овај начин је око датог квадрата описан круг. А то 

је требало извести. 
10. 

Нацртати равнокраки троугао, чији је сваки угао на 

основици двапут веhи од трећег угла. 

Одмеримо неку праву АВ и поделимо је тачком Г тако 
да правоугаоник обухваhен од АВ и ВГ буде једнак квадрату 

на ЛГ. И нацртајмо круг 

ВдЕ са центром у А а са 

растојањем АВ, па упишимо 

у круг ВдЕ праву Вд једна

ку правој АГ, која није већа 

од преч ника !<руга ВдЕ. Спо

јимо Ад и АГ, и око троугла 

АГ А опишимо круг АГ А. А 

Како . је правоугаоник 

од АВ и ВГ једнак квадрату 

на АГ, а АГ је једнако ВА, 

биhе правоугаоник· од AI3 и 
ВГ једнак квадрату на ВА. 

А како је ван круга АГ А 

узета тачка В, и из тачке В ка кругу ЛГ А: су повучене две 

праве ВА и Вд једна од њих сече круг, а друга допире до 
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шега, и при томе је правоугаоник од АВ и ег једнак ((Ва·· 

драту на ВА, онда права 'Вд додириваhе 'круг АГ д. Како је 

сад прзваНд тангентаикроз тацку додира Д је повучена' 

права дГ, биhе угао ВдГ једнак углу ААГ уписаноМ: у су

проти отсечак круга, Како Је сад угао ВАГ ", једиа1( углу 
дАГ, додајмо заједнички ·yr.ao ГдА. Тада је цео угао B-дА 

једнак збиру УГЛ0l!8 ГдА и ААГ . .дnи је збиру угnова 

r L1A и дАГ једнак' спољашњи угао ВГ д. Па према томе 
је и .угао В6А једнак углу ВГ д. Но yraoBL1A.jeAHa1( је 

углу rBL1, а ка1(О је и стр.ана. At!. једнаI«lСt',ани АВ,. биhе- . 
и угао .. .6ВА једнак углу НГА. Пре.ма томе ~Cy TP~ yгтi 
ВдА, дВА, ВГ д међусобко је,.нака. А како је угао t!.St· 
jeД1t8K 'УГЛУ BrL1, ·биhестр.ана Нд једнака странидГ. Алије 
ВА по преТDост.авције.ItНако г.д~ па је, значи, ГА једнако· 

ГЈ1, 'дак:nе .н угао Г АА'једнак ~yг~y ААГ. -На 1'ајначин је' збир' 
углова fL1A и дАГ једнак двоструком углу L1Ar. Ауг.ао, 

ВГД је једнак збщ>ууглова ГАА и ДАГ,тј. угао Бrt!. је· 

двоструки угао Г Ад. Али је угао ВГ А једнак сваком ОД 
углова ВдА и t!.BA, па је према томе сваки од углова БдА 

и .АВАједвак двоструком .углу дАБ.· 

На 'овај начин је нацртав ;равНQкраки троугао АВА чији 
ј.е ,сваки угао ка основици 4\Б ;двапут веnи ад Ј1'реЬег' уг ла~ 
Ато је требs;ll() ИВ8е'сти. 

11. 

у дати круг уписати петоу raa са 'јемак" странама н 
једнаlfИМ угловима. 1О 

. 'Нека је дат круг АВГАЕ. Треба у:круг ,АВГ.АЕ уписати 
ПeJIОУIЋО са једнаким странама 11 ,је,цваКJlИ,УГJfО6Ниа. 

Узмимо .pa-ВНQКРаки. трауrtю ~И~са :cвaJ<~ ·оД У'ГJl0В8 
IЩД Н И е двапут веhим одуглакод :z 'и уnишеКо у крут 
'МJflШ троугао АГ t!. са yr ЛОВИМ8 јеАнаким УГIII.08има тро
угла ,zнe ..ико да угао ГМ буде једНак углу кодZ"а 

сваки од углова АГАи rL1A Iбуде једиlИ< СВlЖом 'од углоu 
. код тачака 1:1 ~ Н; тада 'је сваК,1I од yrмaa ,ДГА и ГА-А 
двапут' већи од угла r At1. ПреПОЛОВllltW ;eвaJftl. ОДјУ'ГolЮ8.8 
АГ А и Г АА правим линијама f.E' и дв.,.. "rщјимо АВ, ,ВЈ:.' 
~Г.A), . 4Е, . ид.. 
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Како је сваки од углова АГД и ГДА двапут веhи од 

угла ГАД, а праве ГЕ и дв полове их, биhе пет углова ДАГ, 

АГЕ, ЕГ д, Г ДВ, ВДА ме

ђусобно једнаки. Али се 

једнаки уг лови ослањају 

на једнаке луков~ према 

томе су пет лукова АВ, В 

ВГ, ГД, ДЕ, ЕА међусобно 

једнаки. Како сад једнаке 

лукове стежу једнаке пра-

ее (тетиве), биhе пет пра

вих АВ, ВГ, Г д, 4Е, ЕА 

z 

међусобно једнаке. Према томе је петоугао ABfl1E са једнаким 
с;гранама. Тврдим да· има и једнаке углове. Ка ко је, наиме 

лук АВ једнак луку ДЕ, додајмо заједнички лук ВГ4, тада 

је цео лук АВГ Д једнак целом луку ЕАГВ. А на лук АВГ А 

се ослања угао ЛЕ4, а на лук ЕДГВ - угао ВАЕ, п~ је 

према томе и угао ВЛЕ једеак углу АЕД. Из истих разлога 

је сваки од углова АВГ, ВГА, ГАЕ једнак сваком од углова 

ВАЕ и АЕд. Петоугао АВГДЕ је према томе са једнаким 

угловима. А доказано је да је он и ·са једнаким странама. 

На овај начин је у дати круг уписан петоугао са је

днаким CTp~HaMa и једнаким угловима. А то је требало 

извести. 

12. 
Око датог круга описати петоуrао са једнаким странама 

и једнаким угловима.· 

Нека је дат кругАВГДЕ. Тре

ба око круга АВГДЕ описати пе 

тоугао са једнаким странама и јед

наким угловима. 

Замислимо да се у тачкама А, е 
В, Г, 4, Е налазе темена уписаног 

петоугла, тада су луди АВ, ВГ, Г11, 

ДЕ, ЕА једнаки. Кроз тачке Л, В, 

Г, д, Е повуцимо 7анг.еите не, вк, 

КА, ЛМ, МН на круг, и узмимо 

н 

f1 

1( г 

круг АВГДЕ са цеитр.ом у Z и повуцимо ZB. ZK, zr, ZA, ZД. 
Како права КА додирУЈе круг л.вг дЕ у '1',яки Г, а zr 

је права повучена из центра Z кроз тачку додира Г, биhе 
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Zr нормално на кл. Према томе је сваки од углова код 

тачке' Г прав. Из истих разлога су уг лови И код тачака 

В и L1 прави. А како је угао zrK прав, биhе квадрат на 
ZK једнак збиру квадрата на zr и на ГК. Из истих разлога 
је збир квадрата на ZB и на вк једнак квадрату HaZK 
Према томе је збир квадрата на Zr и на гк једнак збиру 

. , 
квадрата на ZB и ВК, а како је квадрат на zr' једнак ква-
драту на ZB, биnе и преостали квадрат нЙ ГК једнак прео
сталом квадрату на вк Одавде је и ВК једнако ГК. А како 

је ZB једнако zr, а ZK је заједничко, две стране BZ и ZK 
једнаке су двема странама rZ и ZK, а и основица вк је 

једнака основици ГК, стога је и угао BZK једнак углу KZr 
и угао BKZ једнак углу ZKr. Значи угао BZr је двапут 

веnи од угла ·Kzr, а угао ВКГ је д'вапут веnи од угла 

ZKr .. ИЗ истих разлога је угао rZLl двапут вепи од угла rZA, 
а и угао дАГ од угла ZAr. А како је лук ВГ једнак луку 
ГД, биnе и угао Bzr једнак углу ГZд. Но како је и угао 
Bzr двапут веnи од угла Kzr, а LlZr од угла AZr, биnе 
угао Kzr једнак углу ЛZГ, а једнак ·је и угао zrK углу 

zr А. Два троугла ZKr и ZAr имају дакле по два угла једнака 
и по једну страну једнаку, ца име заједничку страну Zr. 
Значи и остале стране једног 'троугла Једнаке су осталим 

странама другог, и преостали угао једног једнак преосталом 

углу другог. Према томе је права КГ једнака правој ГА и 
угао ZKr једнак углу ZAr. Како је КГ једнако ГА, КА ће 

бити је-днако двапут КГ. На исти начин се доказује да ј.е и 

вк двапут вк А како је вк једнако КГ, бипе и вк једнако 

КА. На сличан начин се доказује да је свака од правих ен, 

НМ, МЛ једнака свакој од вк и КА. neroyrao неКАМ је 
према томе са једнаким странама.' Тврдим да је он 'и са је

Щlа({им угловима. Заиста, како је угао ZKr једнак углу ZAr, 
а доказано је да угао је Е>КА двапут неnи од уг ла ZKr, и 
угао КАМ двапутвеnи од угла ZAr, бithе' и угао еКА једнак 
углу КАМ. На сличан начин се доказује д'а јеи С8аки од 
углова кен, енм, НМА једнак" сваком' од еКА и КАМ: 
Према' томе су пет углова нек,' еКА,' КАМ, ЛМН, мне 
међусобно једнаки. neToyrao' неКАМ· је према томе са је
днаким угловиМа.:А доказано -је да и-~'Са', једнаким странама, 
и да је описан ОКО круга АВГ дЕ. " . 

\ :. 
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На овај начин је око датог круга описан петоугао са 

једнаким странама и једнаким уг лЬвима. А то је требало 

извести. 

13. 

у дати петоугао, са једнаким странама и једнаким угло

вима, уписати круг. 

Нека је дат петоугао АВГДЕ са једнаким странама и 

једнаким угловима. Треба у петоугао АВГДЕ уписати круг. 

Преполовимо сваки од углова ВГД и Г~E правим лини

јама ll rZ и 4Z. И из тачке Z, у којој праве rz и ДZ секу 
једна другу, повуцимо праве ZB, ZA, ZE. Како је ВГ једнако 
ГД, а rz заједничко, две стране ВГ и rz су једнаке двема 
странама ДГ и rz, а и угао Brz једнак углу ДГZ, биhе 

и основица BZ једнака основици ДZ, 

троугао Brz једнак троуглу ДГZ, и 

остали углови једнаки угловима, који 

су наспрам једнаких страна. Према 

томе је угао rBZ једнак углу r4z.8 
Како је угао ГДЕ двапут веhи од угла 

ГДZ, а угао ГДЕ једнак углу АВГ, и. е 

угао ГДZ једнак углу rBZ, биhе и угао 
ГВА двапут веhи од угла rBZ. Значи 
и угао ABZ је једнак углу ZBr, те 

А 

г к 

према томе и права BZ полови угао АВГ. На сличан начин 
се ДОkазује да је сваки од углова ВАЕ и АЕД преполовљен 

правама ZA и ZE. Повуцимо из тачке Z праве ZH, Ze, ZK, 
ZA, ZM нормалне на праве АВ, ВГ, Г4, ДЕ, ЕА. Како је угао 
erz једнак углу KrZ, и прави угао zer једнак правом углу 
ZKr, троугли zer и ZKr имају по два угла једнака и по 

једну страну једнаку, наиме"заједничку Zr, која је наспрам 
је'днаких ·углова. Због тога ће они имати и остале стране 
једнаке осталим странама. Према томе је нормала Ze једнака 
нормали ZK На сличан начин се доказује да је свака од правих 
ZA, ZM, ZH једнака свакој од ze и ZK Према томе су пет 
правих ZH, ze, ZK, ZЛ, ZM међусобно једнаке. Значи круг 
описан са центром у Z расто.јањем до једне од тачака Н, в, 
К, Л, М проhи и кроз остале тачке и додиривати праве АВ, 

ВГ, ГД, 4Е, ЕА У тачкама Н, в, К, А, М, јер су углови .у 
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тим та.чкама прави. Заиста кад их не би ДОДИрtf8аО, веЬ секао, 

онда би права повучена нормално на крају пречника нала

зила у кругу, а доказано да је то безсмислено. Према томе 

круг нацрта н са центром у Z и са растојањем до једне од 
тачака Н, в, К, А, М неЬе сеhи праве АВ, ВГ, ГА, LiE, ЕА, 
веп пе их додиривати. Нека је нацртан као неКАМ. 

На овај начин је у дати петоугао са. једнаким странама 

и једнаким угловима уписан круг. А то је требало извести. 

14. 

Око датог петоугJtа, са једнаким странама и једнаким 

угловима, описати круг. 

Нека је дат петоугао АВГАЕ са једнаким странама и 

једнаким угловима. Треба око петоугла ABrl1E описати круг. 
Преполовимо сваки од углова Brl1 и rl1E правом rz 

односно LiZ и кроз тачку Z, која је пресек правих, пову

цимо ка тачкама В, А, Е праве ZB, ZA, ZE. На сличан начин, 

А 

8 

као и раније, доказује се, да и сваки 

од углова ГВА, ВАЕ, АЕА полове 

права ZB, односно, ZA, односно ZE. 
[ Како је yrao Brl1 једнак углу rI1E, 

а и половина угла Brl1, угао zrLl j 

једнака половини угла rI1E, углу 

rI1Z, биhе и угао zrLi једнак углу 
Zl1r. Значи да је и страна zr једнака 
страни ZLi. На сличан начин се до
казује да је и свака од правих 'Z8, 

ZA, ZE једнака свакој од страна zr и ZI1. Према томе су 
пет правих ZA, ZB, Zr, ZI1, ZE међусобно једнаке. Тада пе 

круг нацртан са центром у Z са једним од растојања ZA, ZB; 
Zr, ZI1, ZE проhи и кроз остале тачке и бити описан. Нека 

је описан као АВГ I1E. 
На овај начин је око датог петоугла, са једнаким стра

нама и једнаким угловима, описан круг. А то је требало 
извести. 

15. 

У дати круг уписати шестоугао са једнаким странама и 
једнаким угловима. 
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, Нека је дат Kpyr ABrL1EZ. Треба у: круп ABr.1EZ упи
.сати шестоугао са ј~днвким; атраваМ8 и јеДИ8И,м: угЈЮВИМ8. 

Повуцимо у кругу АВГ д~Z преч ник AL1 И, УВМ'НМО. тачку 
Н, центар круга, и нацртајмо. круг Енге са центром· у 11 
o€a растојањем (полупречником) .!!f:I, па праве· што спајају Е 
и Н односно Г и Н, продужимо до. 'I'иаКii" В и Z и· спојимо 
АБ, БГ, Гд, L1E, EZ, ZA. Тврдим да је шестоугао ABr~EZ 
са једнаким странама и једнаким угловима. 

Како је тачка Н центар кр'уга АВГ L1EZ, НЕ j~ДHaKO је 
Нд. А како је тачка 4 центар круга' нге, АЕ једнако је 
.АН. А доказано је већ да j~ НЕ jeДlla~o Н4. Пр~ма TOMti: 
је и НЕ једнако Ед. Значи троугао е 
EHL1 је равнострзн, а то значи да су 
му .сва три угла ЕНд, НдЕ, L1EH ме
ђусобно једнаки, јер су углови на 

основици равнокраког троугла међу
собно једнаки. А како је збир три 

угла у троуглу једнак двама правим 

угловима, биhе угао EHL1 једнак двема' 
треhинама правог угла; На сличан' начн.н 

.се доказује да је и угао 6НГ једиа~' 

~вeMa треhинама праВОГУГЛ8: А како 
права ГН. стоји према правоЈ ЕБ 1'8КО 

да· образује два суседна угла ЕНГ и А 
ГНБ чији је збир једнак двама ПЈ1авим угловима, биhе и 

преостали угао fНБ- једнак двема треhинама правог угла. 
Према томе су три угла ЕНд, АНГ, ГНБ међусобно' једооки, 

па. су једнаки и унакр-сни углови БНА, AHZ,ZHE (угловима 
EHL1, .:1НГ, ГНБ), Пр-ема томе су шест углова ~Hд, 4нr~ 

ГНВ, ВНА, AHZ, ZНЕмеђусобно једнаки. А једнаки углоВiИ 
се ослањају на је.nнаке' лукове, па З90Гrтога су и шес1', луlЮВII 

АБ, БГ, rL1, L1E, EZ, ZA међусобно једнаки. Међутим jeд.нa~· 
лукове стежу jeAIffi1<e праве (тетиве), и према томе су If TIJX 

шест правих међус06К6 једнаке. шестоугао Л13ГдЕZ ie према 
томе са једнаким странама. Тврдим да је он и са једнаким 

УГ1l0вима. Заиста, како је лук ZA једнак луку Е.6., додајмо 
му заједнички лук ABFL1, тада је цео лук ZАБГ.6. једнак луку 
ЕL1ГБА, а како се на лук ZABrL1 ослања угао ZEL1, и на лук 
ЕL1ГБА угао AZE, биhе угао AZ'ffi~ је-диаи' yr..JI'~ dEZc. hfiНJlИIJ8ft 
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начин се доказује, да су и остали углови шестоугла АВГдЕZ 

посебице једнаки сваком од углова AZE, ZELl. Према томе је 
шест,оугао ,ABf~EZ са једнаkИМ'угловима. А доказано је да 

је -они са j~lftiK"M cTpa:~ataa, и уписан у круг ABfAEZ .. 
, На. овај начин је у дати кругуписан шестоугао са једна

ким странама и једнаl<ИМ ·уг.црвима .. Ато је требало извести .. 

tТоследица 

Из QBoraje'iacHo да је страна шестоугла једна.ка правој 
из центра (п()лупречнику). 

На сJrичаннаrJ~н као и у случају петоугла, юiд се повуку 
тангенте на под~л;ени круг, 'консipуише се и око круга опи
сани ш~стоугао са 'једkаким CTpaHa~a и је#н~ким угловима, 
а у сагласности са оним 'што Је HaBeдe~o ,за петоугао: и: 
слично ономе, што је наведеl:ю за петоугао,у, дати шестоугао 

се уписује и око њега се описује круг. А то је' требало извести. 

16. 
у ,ца т и круг уписати петнае~тоугаО,са .jeДHaK~M странама, 

и једнаким угловима. , 
Дат'је круг;,двгд. Треба у круг АВГА уписати петнае

стоугао са једнаки,м CT~alJaMa и једнаI<ИМ угловима .. 
у ПИШИМО'у круг А,ВГ.1 страоу АГравоостранрг троугла' 

уписаног. у тај круг и страну АВ пеТОУГ,11асаједнаким c:rpa
нама. Ло.целимо ли сад. 
круг на петнаест једна-

А 

С, 

о ких делова, онда ве у 

луку АВГ, који је тре

вина круга, {аквихде

лова бити пет, а.у луку 

АВ, који је п~тина кру

га, бити три, а у 0-

CT~Tкy' . ВГ .два . таква 
је,цО8КЦ дела. Преполо: 
ВИМР ВГ,тачком .Е. Сва

к,к од ЛУI<ОВ!l, ВЕ и ЕГ 

j~ онда петнаести део 

~PYf/;l АВГ.1; 
Према ТОМ,е, ако 

после спајаI-qа В са Едрщю'џ 8Е и Е са Г пра~ом ЕГ упишемо 
у круг АВГ д (Е) овима једнаке праве, добиhемо уписани у 
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круг петнаестоугао са једнаким странама и једнаким уг ло

вима. А то је требало извести. 

На сличан начин, као и у случају петоугла, ако се кроз 

тачке поделе повуку тангенте на круг, добиhемо петнаесто

угао са једнаким странама и једнаким угловима описан .око 

круга. И слично томе, што је наведено за петоугао, у дати 

петнаестоугао се уписује и око њега описује круг. А то је 

требало извести. 12 



КОМЕНТАР 



IV 

1 Помоnу савремених израза треба казати: Ако се теме 

сваког од углова оне која се уписује налази на страни оне 

у коју се уписује. 

% И овде треба казати: Пролази КрО3 теме сваког угла. 

s А овде: Теме лежи на периферији круга. 

4 А овде: Пролази КрО3 теме сваког угла. 

5 у својству тетиве. 

6 Код Еуклида стоји: троугао "изогоналан" датом 

троуглу. Тај се термин није задржао у савременој Елемен

тарној геометрији. 

7 Код Еуклида у излаГању ове конструкције упутреб
љени су термини: 'tE'tpayrovov у преводу четворугао, код 

Еуклида значи квадрат. tcr61tЛЕUРGV - једнакостраник, 'tE"tpa-
1tAEUPOV -четвоространик др{Ј-оуwшоv - правоугаоник. 

8 Овде су паралелограми 0значени са два супротна 

темена. 

9 Као савремени израз треба употребити "дијагонале". 

10 Термин "правилни многоугао" Еуклид не употребљује, 

веn tcrЬ1tЛEUр6v "Е ха! (croYWVtGV што увек преводимо: .са једнаким 
странама и једнаким угловима". 

11 Код Еуклидових реченица, као што је ова, са једне 

стране се набројавају једни елементи (углови, дужи), а са 

друге стране, други одговарајуnи елементи (праве, тачке) и 

при томе се супротставља једно Exa'tEpa са другим ~xa'tEpa у 
надлежним падежима. У веhини случај ева то значи да сваком 

елементу прве групе одговара само један, и то редом, еле

мент друге групе .. У преводу употребљавамо реченице у 

различитим формама са циљем да изабрана форма што блаже 

одговара смислу Еуклидове реченице. 
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12 На основу Еуклидових расуljиваља се могу извршити 

оДговарајУће конструкције за многоуглове qији је број 
страна п, који има вредности: 

(1) 2.2k , 3.2\ 5.2\ 15.2k , 

где је k~O, 1, 2, 3, ... Ураqунали смо при томе и многоугао 
са две стране, то је дуж двапут поновљена. 

Дуго се МИСЛАлО да, се,.. наведених, нема више пра

вилних многоуглова, које би могло конструисати помоЬу 

UIecTapa и лељира.· Тек 1801 ГQЈЏЩе Г.ay~ је пщ<аэао (К. F. 
О а u s s, Disquisitiones аriфmеticае, Lipsiae.. 18ОЈ),.а је r.ЩI'~е 
са истим средствима конструисати правил~и се,i~на~т~у;raц, 

и уопште правилан многоугао са бројем страна N,који. задо

вољава у исто време два услова; 1. да је прост број и 2. 
да· има облик 

N-2"" + 1, 

где j~ т цео број. За т = 1, N =5ј за т"" 2, N-17jsa m=3, 
N==257j За m=4, N=б553.7. За m=.5~ m=6, m_7 број N 
не одговара првом услову, јер није прост Ррој. 

Према томе низ броје,ва (1) можемо преl!lli8Ч.ИТ,tI1,f додати 
17.2k и УQlIште N. 'l.k, ако је N прщ:т број JtaвeдeJlor .оБJlИка. 
Дакле M~cTO (1) можемо }еДНЩ:ТlJ;вНО ВЦПИ~Тl,fдРај низ·: 

2.2\ (2sт + 1).2k 

са m=О, 1,2, ... ј k~O, 1'2' .... ' подусловом да је заrраl)евв 
број прост. 

Сем тога, ако су N1 и N2 два узајамно ПрЩ:,та .броја за 

које посебице можемо конструисати правилан MHQГOYГ.a~, 
а при томе сваки од њих може да и не БУ1Ј..е прост БРDј, 
онда се може конструисати многоугао и са бројем страна' 

п = N1 N;!.2k , 

где је k,;= О, 1, 2,... Ово следује непосредно кз могуhвос'FИ 
реШВТJI линеарну једнаqину 

х у 1 
-т"'I""'+....,...- ................ 
N1 Ns N1 N.,. 

или 

N~x+N~ у == 1 
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у области целих бројева, ако су N1 и N2 узајамно ПРОСТИ! 

бројеви, при чему се може за решавање применити алго-

ритам верижних разломка. Тако, напр., ако је N1 -3,N2 =5, 
можемо конструисати и петнаестоугао са n=N1 "'2 = 15, јер, 

једначина х/3 + у/5 = 1 има решење х = 2, у - - 3. Ово решење 
у суштини одговара Еуклидовој конструкцији правилног' 

петнаестоугла. Исто тако, ако је N1 ~51 и N2 = 5 (први број 
није прост, али је узајамно прост са другим бројем), много·· 

угао са п = 51.5=255 страна можемо конструисати, јер j~' 

1/5 -10/51 ~ 1/255. 
Можемо навести да, рецимо, испод број!, 300 имамо· 

само ових 38 различитих правилних многоуглова' са овим' 

бројевима страна: 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 16, 17; 20, 24,. 
30, 32, 34, 40, 48, 51, 60, 64, 68, 80, 85, 96, 102, 120, 128, .. 
136, 160, 170, 192, 204, 240,255, 256, 257, 272. 
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ПРЕДГОВОР 

Ова пета књига Еуклидових елемената садржи теорију 

размере, пропорције и пропорционалности више самерљивих 

величина. у почетку коментара дајемо кратку анализу значаја 

садржаја ове књиге, која се по карактеру излагања разликује 

од претходне четири књиге. За правилно оцењивање значаја 

ове књиге, па и за савремену математику, довољно је навести 

да је класична Еуклидова дефиниција једнакости двеју раз

мера послужила не само Еуклиду за излагање његове теорије 

пропорционалности величина, већ и Дедекинду као основа за 
његову теорију ирационалних бројева. 

Превод ове књиге био је скопчан, због нарочите природе 

текста, са гледишта избора термин~, са веnим тешкоhама, 

него што је то био случај са преводом претходних књига; 

тежио сам, понекад и отступајуhи од дословног текста, да 

што једноставније, али у исто време и што тачније, изразим 

српским математичким језиком прави садржај Еуклидовог 

излагања. 

у савлађивању поменутих тешкоhа у преводу ове књиге 

много су ми и овог пута помогли В. В. Мишковиh и Т. П. Анђелиh 

па им за то изјављујем овде особиту захваЈIНОСТ. 

А. Б. 



Г р е ш 1( а прuеliева у Tpelioj I(ЉИВИ 

Стр. 11. На СJlИЦИ теореl4е 2. недостаје на кругу СJlОВО Г. 



-
ТЕКСТ 



Дефиниције 

]. Једна величина је д е о друге веЛИЧИl;lе, мања од 

веће, ако мања мери већу.l 

2. Већа величина је м у л т и п л у м од мање, ако се 

мери мањом.!! 

3. р а з м е р а је узајамни количински однос који имају 

две величине, исте природе.9 

4. Каже се да су две величине у р а з м е р и једна 

према другој ако неки мултиплум ма које од њих може бити 

веhи од друге.· 

5. Каже - се да су величине у и с т о ј р а з м е р и, 

прва према другој као трећа према четвртој, ако су било 

који једнакоструки мултиплуми прве и треће у исто време 

или веhи, или једнаки, или мањи од БJfЛО којих мултиплума 

друге четврте, сваки према сваком узети у одговарајуЬем 

поретку.5 

б. Величине се зову п р о п о р Ц и о н а л не, ако су у 

истој размери.6 

7. Али, ако је од једнакоструких мултиплума мултиплум 
прве величине веhи од мултиплума друге, а мултипл ум треЬе 

није веhи од мултиплума четврте, каже се да је размера прве 

величине према другој Bih.a од размере треЬе према четвртој.7 
8*. П Р о п о р Ц и ј а ј8 једнакост двеју размера. 8 

8. Пропорција се може образовати од најмање три члана. 9 

9. Ако су три величине (непрекидно) пропорционалнр, 

каж е се да је размера прве величине према треЬој Д в а п у т 

в и ш а од размере прве величине према другој.l0 

10. Ако су четири величине (непрекидно) пропорционалне, 
К'Зже се да је размера прве величине према четвртој т р и п у т 

8 и ш а од размере прве величине према другој; и тако увек, 

на сличан начин, док постоји пропорционалност. l1 
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11. Каже се да су претходни чланови х о м о л о г н и 

са претходнима, а наредни - са нареднима. 12 

12. П е р м у т о в а н а размера је она у КОЈОЈ се узме 
размера претходног (члана) према претходном и наредног 

према наредном.18 

13. О б Р н У т а размера је она у КОЈОЈ се узме размера 
наредног као претходног према претходном као наредном. 14 

14. .с а с т а в љ е н а размера је она у којој се узме 

размера збира претходног и наредног, као једног (члана), 

према самом наредном. 15 . 

15. Р а с т а в љ е н а размера је она у КОЈОЈ се узме раз
мера разлике претходног и наредног према самом наредном.!8 

1 б. П Р е в Р н У т а размера је она у којој се узме раз
мера претходног према разлици претходног и наредног.!? 

17. Ако постоји. низ од више величина и други низ од 

исто толиког броја величина, па су оне, узете у одговара

јуhим паровима, у истим размерима, размера ј е Д н а к <> уд а
љ е н и х је размера прве величине према последњој из првог 

низа, као и размера прве велицине према последњој из другог 

низа. Или друкчије:- размера крајњих без УнутаРЊИХ.18 

18*. Пропорција је р е Д о в н а (ordinata) ако се од три 
дате величине и других величина, у истом броју, од првих 
узме размера претходне величине према наредној, и од других 

размера претходне величине према наредној, па од првих 

размера наредне величине према преосталој, и од Д~угих 

размера наредне величнне према преосталој.19 

18. Пропорција је п о р е м е h е н а (perturbata) ако се 
од три дате велицине и других величина, у истом броју, од 

првих узме размера претходне (прве) веЛИ'lине према наредној 

(другој),' а од других размера ма које (друге), као претходне, 
према наредној (трећој), па од првих размера наредне (друге) 

величине према преосталој (трећој), а од других размера 

преостале (прве) величине према претходној (другој).20 

1 . 
Ако су дате неке величине, од којих је свака једнако

струки мултиплум одговарајупе велицине низа других, вели

чина у истом броју, биhеи збир свих првих .величина исто 
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толики мултиплум збира свих других величина колики је и 

свака од првих величина мултиплум одговарајУће друге 

величине. 

н в 
А f-I ---+--~ В г .... ---+1----11 ~ 

Нека су дате величине АБ, Г.1, од којих је свака једна

коструки мултиплум одговарајУће величине низа других 

величина у истом броју, Е, Z. Тврдим да је збир АБ и Г.1 

исто толики мултиплум збира Е и Z, колики је и АБ од Е. 

Заиста, пошто је АБ једнакоструки мултиплум ЈОД Е, 

колики је и ГА од Z, онда АБ садржи величину Е исто оно
лико пута колико Г.1 садржи величину Z. Поделимо АБ на 

величине АН и НБ, једнаке величини Е, и ГА на величине ге 

и ЕМ, једнаке величини Z; број величина АН, НБ биhе исто

ве-гаП- са бројем величина ге, еА. и пошто је АН једнако Е, 
а ге величини Z, ако је још и АН једнако Е, онда је збир 

АН и гв једнак збиру Е и Z. Из истих' разлога је НБ једнако 
Е, и збир НБ и вА једнак збиру Е и Z. Према томе колико 
пута АБ садржи Е, исто толико пута збир АБ и гА садржи 

збир Е и Z. Дакле АБ је исто толики мултиплум величине Е, 
колики је мултиплум збир АБ и Г А од збира Е и Z. 

На овај начин, ако су дате неке величине, од којих је свака 

једнакоструки мултипл ум одговарајУће величине низа дру

гих величина у истом броју, биhе и збир свих првих величина 

исто толики мултиплум збира свих других величина колики 

је и свака од првих величина мултиплум одговарајУће друге 

величине. А то је требало Доказати.21 

2. 

Ако је прва величина исто толики мултиплум друге вели

чине колики је трећа величина мултиплум четврте, а пета 

величина исто толики мултиплум друге колики је мултиплум 

шеста од четврте, онда је збир прве и пете исто толики мул

типлум друге колики је и збир треће и шесте мултиплум 

четврте. 
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Нека је прва величина АВ исто толики иултиплуи од 

друге r колики је трећа ~E од четврте Z, а пета ВН исто 

8 
1, 

н 
I 

толики мултиплум од дру

ге r колики је шеста Е8 
од Z. Тврдим да је збир 

прве и пете АН исто то

лики мултиплум друге r 
колики је збир треЬе и 

шесте А8 мултипл ум че-

тврте Z. 
Заиста, пошто је АВ исто толики мултиплум од Г, колики 

је и АЕ од Z, значи АВ садржи исто онолико пута једнаких 

величина Г, колико АЕ садржи једнаких величина Z. Из истих 
разлога, колико пута ВН садржи једнаких Г, исто толико и 

Ее садржи једнаких Z. Па, према томе, колико пута цела вели
чина АН садржи Г, исто толико пута и цела величина Ае 
садржи Z. А то значи да је АН исто онолики мултиплум од 
Г, колики је и Ае мултиплум од Z. Према томе је збир прве 

и пете,величине АН исто оно~ики мултиплум од r колики је 
и збир треЬе и шесте А8 мултиплум од Z. 

На овај начин, ако је прва величина исто толики мулти

плум друге величине колики је треЬа величина мултиплум 

четврте, а пета величина исто толики мултиплум друге колики 

је мултипл ум шеста од четврте, онда је збир прве и пете исто 

толики мултиплум друге колики је и збир треЬе и шесте 

мултиплум четврте. А то је требало Доказати.:l2 

3. 

р. ко је прва величина исто онолики мултиrtлум друге 

колики је треЬа од четврте, и образују се једнакоструки мулти

плуми прве и треЬе величине, онда нове величине морају бити 

одговарајуhи мултиплуми - и то: прва од друге величине и 

друга од четврте. 

Нека је прва величина А исто онолики мул1'ИПЛУМ ОД В 

колики је треЬа r од четврте А, и нека су образовани од А 

и r једнакоструки МУJ'ltиплуми EZ, не. Тврдим да је ЕZ·исro 
оволики мултиплум од В колики и не од А. 

Пошто је EZ исто оноЛики мултиплум од А, колики је 

-не од г, то значи да колико EZ садржи једнаких А, толико и 
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Не садржи једнаких Г. Поделимо ЛИ EZ на величине ЕК и KZ, 
једнаке А, а не на величине НА и Ае, једнаке Г, биhе број 

величина ЕК и KZ једнак броју величина НА и Аб. А пошто 

А 1-1 --+--+---1 

8r----1 

к 

1\ 
HI-I--------II--------~ 

је А исто онолики мултиплум од В колики је Г од д, а ЕК 

је једнако А и нА једнако Г, биhе и ЕК исто онолики мул

типлум од В, колики је НА од А. Из истих разлога и KZ биhе 
ИС'f66Нолики мултиплум од В, колики је Ае од д. Пошто је 

сад прва величина ЕК исто онолики мУлти.плум друге величине 

В, колики је треЬа величина НЛ од четврте д, а и пета вели

ч~на KZ је исто онолики мултиплум од В, колики је и шеста 

величина лв од четврте д, биhе и збир прве и пете величине 

EZ исто онолики мултиплум од В, колики је и збир треЬе и 
шесте не мултиплум од д. 

На овај наЧИIJ, ако је прва 6еличина исто онолики мул

типлум друге КОЛИКИ је треЬа од четврте, и образују се једна

коструки мултиплуми прве и треЬе величине, онда нове 

величине морају бити одговарајуhи мултиплуми - и то: прва 

од друге величине и друга од четврте. А то је требало дока

зати.28 

4 

A~o је прва (величина) према дру.гој у истој размери као 
щто је треЬа према четвртој, онда су произвољни једнакоструки 

мултиплуми прве и треЬе величине и јеДQакоструки мултиплуми 
друге и четврте вели-чине у истој размери, ако су узети у 

одговарајуЬем поретку. 
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Нека је прва велицина А у истој размери према друroј 
В, као трећа Г према цетвртој А и нека су, од А и Г образо
вани произвољни једнакоструки мултиплуми Е и Z, а од В и 

А други произвољни једнакоструки мултиплуми Н и е. Тврдим, 

да је Е према Н као Z према 8. 

А 11----1 

fi~ 
Е II-----+---.j~ 

Н It------f--~t__--I 

К I~--_:_-+-----~ 

H~'----------I~---------+_----------~~ 
Г t---I 

L)~ 

ZI 1 

е 1-1 -+--+-~ 

11 1-1 ---+----4 

NI~---+_----~---~I 

Заиста, образујемо од Е и Z произвољне једнакоструке 
мултиплуме К и Л, а од Н 'и е друге произвољне једнако

струке мултиплуме М и N. 
Како су Е од А и Z од Г једнакоструки мултиплуми, а 

од Е и Z су образовани једнакоструки мултиплуми К и Л, биhе 
и К од А и Л од Г једнакоструки мултиплуми. Из истих раз

лога су М од В и N од А једнакоструки мултиплуми. И пошто 
је А према В као Г према А, а од А и Г су образовани про

извољни једнакоструки мултиплуми К и Л, а од В и А други 

произвољни једнакоструки мултиплуми М и N,. биhе, ако је 

К веће од М, Л веће од N, а ако је једнако, биhе једнако, 

а ако је мање - мање. И пошто су К и Л произвољни јед

накоструки мултиплуми од Е и Z, а М и N други произвољни 
једнакоструки мултиплуми, биhе и Z према 8 као Е према Н. 

На овај нацин, ако је прва (велицина) према другој у 

истој размер и као што је трећа према цетвртој, онда су 

произвољни једнакоструки мултиплуми прве и треће велицине 

и једнакоструки мултиплуми друге и цетврте велицине у истој 

размери, ако су узети у одговарајУћем поретку. А то је тре
бало Доказати. 2• 
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5. 

Ако је нека величина исто онолики мултиплум од друге 

вели чине колики је мултиплум умањилац (прве величине) од 

умањиоца (друге величине), биhе и остатак (од прве величине) 
ИСТО толики мултиплум остатка (од друге величине), колики 

је МУЛТИПJlУМ прва цела величина од друге целе. 

Е 
А 1-1 --------'---,-"'----" 8 

Н 1-1 -+~ __ Z-+I ~1.1 

Нека је величина АВ исто толики мултиплум величине 

Г.1, колики је умањилац АЕ мултиплум умањиоца rZ. Тврдим, 
да је остатак ЕВ исто онолики мултиплум од остатка Z.1, 
колики је мултиплум цело АВ од целог ГА. 

Заиста, начинимо да ЕВ буде онолики мултиплум од ГН 

колики је АЕ од rZ. 
Како је АЕ исто толики мултиплум од rz, колики је ЕВ 

од НГ, биhе АЕ од rz ИСТО толики мултиплум колики је АВ 
од HZ. Али по претпоставци је АЕ исто толики мултиплум 

од rZ, колики је АВ од Г.1, према томе је АВ исто толики 

мултиплум од HZ и Г.1; значи да је HZ једнако Га. Од сваког 
од ових одузмимо rZ. Тада је остатак НГ једнак остатку Z.1. 
И пошто су АЕ од rz и ЕВ од НГ једнакоструки мултиплуми, 
а НГ је једнако Z.1, биhе и мултиплуми АЕ од rz и ЕВ од 
Z.1 једнакоструки. Али по претпоставци су мултиплуми АЕ 

од rz и АВ од ГА једнакоструки, па ће бити једнакоструки 
и мултиплуми ЕВ од Z.1 и АВ од Г.1. Значи да је остатак 

ЕВ исто онолики мултиплум од Z.1, колики је цело АВ мул

типлум од целог ГА. 

На овај начин, ако је нека величина исто онолики мул

типлум од друге величине колики је мултиплум умањилац 

(прве величине) од умањиоца (друге величине), биhе и остатак 

(од прве величине) исто толики мултиплум остатка (од друге 

величине), колики је мултиплум прва цела величР.на од друге 

целе. А то је требало доказати.25 

6. 

Ако су две величине једнакоструки мултиплуми од других 

величина и умањиоци првих величина неки други једнакоструки 
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мултиплуми од тих других величина, биhе и остаци или једнжи 

овим другим величинама или њихови једнакоструки Мултитmуми. 

Нека су две величиие АВ и Г ~ једнакоструки МУЛТlflПхуми 
од величина Е и Z, и умаtьиоци првих величиuа АН и ге 

други јед~коструки мултиnл,ип одЕ 

А .... 1 _~-+----4H_-I1 8 и Z. Тврдим да су остаuи НВ и ЕМ. или 
једнаки Е и Z или њихови једнако

, струки-мултиплуми. 
г 

KI I 

ZH 
1 I 

е 
I 1.1 

He~a, iе_пр~о,_НВ једнако Е. Твр
дим да је и 6А једнако Z. 

Заиста, ставимо ГК једнако z. 
, nщпто су АН одЕ и 'Г8 од'z једна-

коструки мултиплуми, а НВ је једнако Е и КГ једнако Z, биhе 
и АВ од Е и ке од z једнакоструки, мултиплуми. Али по 
претпоставци су АВ од Е и Г А Од Z једнаiюструки мулти
плуми, према томе су ке од z и ГА од Z "једнакоструки мул
типлуми. Пошто су и ке и rll iеднакоструки мултиплуми од 
Z, биhе К8 једнако ГA~ Оцузмимо од сваког од ових Г8. Тада 
је остатак' кг једиак остаТЈ<У 'вА. Али Z је једнако'КГ, па је 
према томе и вА једнакоZ. дакле, ако је НВ једнако Е, 
биhе и {М једнако Z. . , ' , 

На сличан нач~1Н се.lI.оказује да Ье aKoj~ НВ мултиплум 
од Е,бити И 8А МУЛТЩ1Лум исте ВИUJеструк~тц од Z. 

На овај иач~щ а1<О, су две, Вf:личиџе једна~оструки МУЛ

типлуми од других веЛИЧИJlа и умањиоцн првих величина 

неки други јеДН,акоструки мултИОЛУМtf ОД тих других вели

чина, биhе и остаци иJlи једнаки- ОВИ1(l другим seличинама или 

њихови једнакос'РРУКИ муJiтиплуми. А то је требало дока-

зати.28 

'1. 

. Једнаке В~JlИ~И\le ,су преtaа истој веЛИЧИНif у JlCТoj ра3'

мери и иста величина је прем~ једнаким веЈП{Чинама у и('тој 

размери. 

Нека су А и В једнаке Qеличине, а Г друга нека проИ1S

вољна величина. Тврдим, да је свака од величина А и В према 
Г у истој размери, а и Г према свакој од А и В. 

Заиста, узмимо од. А и В једнакоструке мултипл уме А 

и Е, а од Г Другк произвољни МУЛТИПЛУМ z. 
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Како су .1 од А и Е од В једнакоструки мултиплуми, а 
А је једнако В, биhе и д једнако Е. Но Z је друга, произ

вољна величина. Ако је д веЬе од Z, биhе. и Е веће од Z, 

А t----I L3 II---+---+---f--~ 

в ~ Е 1-1 --+---+---+--..... 

Г~,-~ Z~I ----~----~----~. 

ако· је једнако, биhе једнако, а ако је мање, маље. Како су 

д и Е једнакоструки мултиплуми од А и В, а Z други про

извољни мултиплум, односиhе се А према Г као В према Г. 

Тврдим још даје r и према А и према В у истој размери. 
Заиста, ПОМQhуистих конструкција доказујемо на сличан 

начин да је .1 једнако Е, а Z је tteKa произвољна величина. 

Онда Ье Z, ако је веЬе од .1, бити веЬе и од Е, ако је јед

нако, бити једнако, а ако је мање, бити мање. И Z је мулти
плУм од г, аL\ и Е су неки други произвољни једнакоструки 

мултиплуми од А и В. Према томе је Г према А, као Г 

према В. 

На овај нач~н. једнаке величине су према. истој величини 

у истој размери и иста величина је према једнаким величинама 

у истој размери.27 

Последица 

Одавде је јасно, да ако су величине проперционалне; оне 

су пропорционалне и у обрнутимразмерама. А то је требало 

Доказати.28 

8. 

Од неједнакихвеличина веЬа је у веЬој размери према 

једној истој величини него мања, а иста величина. у веЬој раз

мери према мањој него према веЬој. 

Не.ка су АБи Г неједнаке. величине и АВ веЬа,.а .1 нека 
произвољна. величина. Тврдим, да је АВ у већој раЗмери према 

4, ;Jiero .што је Г према .1 и да је д у ~lюј размери према 

Г_ . .него према АБ. 
Заиста,'-како је АБ веЬе од г, конструи.шимо БЕ једнако 

Г-, В;fЛИЧ8нај .мања од величина АЕ. и ЕВ, настављена више 

• 

"\ 
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пута даје, најзад· мултиплум 'веhи од д.. Нека је, прво, АЕ 
мање од EB~ наставимо АЕ више пута и нека је њен мулти

плум ZH веhи од д.; начинимо. ис:го толике мултиплуме Н8 
од ЕВ и К од Г, колики Је ZH мултиплум од АЕ; и узмимо 
А двоструко од д., М троструко и тако даље, повеhавајуhи 

за јединицу, до првог мултиплума од. д. већег од К. Нека, 

први веhи од. К, буде четвороструки мултиплум N од д.. 

Е Е 
АI 18 А' 18 

(1 (~ 

Н Н 
ZI 18 ZI 1 18 

1(1 1<1 

.dt--1 .dl--i 

111 11~ 

МI МI I 1 

NI NI I I 

Ако је сад К мање од тог првог већег мултиплума N, 
онда К није мање од М. И колики су ZH од АЕ и не од ЕВ 
једнакоструки МУЛ~ПJlУМИ, биhе исто толики ј.еднакоструки 

мултиплуми ZH од АЕ и ie од АБ. Једнакоструки су мул
типлуми И ZH од АЕ и К ОдГ. Према томе су једнакостру'ки 
мултиплуми и Z8 од АБ ,Н К од Г. На тај наЧин су и ze и к 
једнакоструки мултиплуми од АВ и Г. А како су не од ЕВ 
и К од Г једнакосТЈ>УКИ мултиnлуми; а ЕВ је једнако Г, биhе 
и не јед»ако К. Но К није мање од М,, значи 'ни не није 
мање од М. Али је ZH веће од д., што· значи да је ze веЬе 
од А и М узетих заједио. Међутим су .д. и М, заједно узети, 

једнаки N, јер је М троструко А, па М;И Д. заједно' чине 
четвороструко д., а и N четвоPQСТР,УКО д., те су према томе 

М и д. заједно једнаки N. Али је ze' веће од збира М и д., . 
те је Z8 веЬе од .N, НО К није вепе. од N. иzе и К су 
једнакоструки мултиплуми од АБ и Г,' а N од д. је ,други 
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произвољни мултиплум. Према томе је АВ према А у веtюј 

размери него r према д. 
Тврдим још да је d у веnој размери према r него d 

према АВ. 

Заиста, помоhу истих конструкција и на сличан начин 

доказујемо да је N веЬе од К, но N није веЬе од Ze.. Али 
N је мултиплум од д, а ze и к су други произвољни мул
типлуми од АВ и Г. Према томе је размера d према r веЬа 
од размере d према АВ. 

Нека буде сад АЕ веЬе од ЕВ. Мања од ових ЕВ настављена 

више пута даје најзад мултиплум веhи од д. Наставимо ЕВ 
више пута и нека буде не мултиплум од ЕВ веnи од д. 

Начинимо исто толике мултиплуме ZH од АЕ и К од Г, колики 
је не МУЛl'иплум од ЕВ. Исто тако доказујемо и да су Z8 
и К једнакоструки мултиплуми од АВ и Г. На сличан начин 

узмимо N мултиплум од д, први веnи од ZH. На тај начин 

опет ZH није мање од М. Међутим је не веЬе од д, те је 

према томе цело ze веnе од збира d и М, тј. од N. Но К 
није веЬе од N, јер ни ZH, које је веЬе од не, а ОВО је 

једнако К, није веЬе од N. И на сличан начин, као и горе, 

доводимо доказ до краја. " .. 
На овај начин, од неједнаких величина веЬа је у веЬој 

размери према једној истој величини него мања, а иста вели

чина у већој размери према мањој него према веЬој. А то је 
требало Доказати.2t1 

9. 

Величине, које су према истој величини у истој размери, 

једнаке су међу собом, и величине према којим је иста вели-

чина у истој размери једнаке су. 

Нека је свака од величина А и В 

У истој размери према величини Г. Твр

дим да је А једнако В. 

AI-I---~ 8~' ---1 

г .... ------4 
Заиста, ако то није тако, онда А н В не би биле у истој 

размери према Г, међутим јесу, што значи да је А једнако В. 

Нека је, даље, величина r према свакој од величина А 
и В У истој размери. Тврдим, да је А једнако В. 

Заиста, ако не би било тако, онда r не би било У истој 
размери према А и В, а оно јесте, што значи да је А једнако В. 
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На овај начин, величине, које су. према истој величини 

у истој размери, јеДНilке су међу собом, и величине према 

којим је иста величина у истој размери једнаке су. А то је 

требало Доказати. 30 

10. 

Од две величине, које су у размерама према истој вели

чини, она је већа чија је размера већа; и .она величина према 

којој је иста величина у већој 

А j~------I 

Г~I----_ 

размери мања је. 

Нека је А ~peMa Г у већој 
ра~мери него В према Г. Тврдим 

да је А веће од В. 

Ако то није тако, онда је или А једнако В или мање од 

В. Но А, раз-уме се, није једнако В, јер би свака од величина 

А и В била у истој размери према Г, а оне нису. Према томе 
А није једнако В. Али А није ни мање од В, јер би тада А 

било у мањој размери према Г, него што је :В. према Г, а оно 

није; 'према томе А није мање од В. А доказали смо да оно 

није, ни једнако. Дакле А је веће од В. 

Нека сад размера Г према В буде већа од· размере Г 

према А. Тврдим да је В мање од А. 

Ако то није тако, онда је оно \fЛИ једнако или веће. Но. 

В, разуме се, није једнако А, јер би тада Г било у истој раз

мери према А и В, а оно није. Према томе А није једнако В. 

Но В није ни веће од А, јер би тада Г било према В у мањој 

размери него према А, што није; према томе В није веће од А 
А доказали смо да оно није ни јеДltако. Дакле В је мање од А. 

На овај начин, од две велич"не, које су у размерама 
према истој величини, она је. вепа чија је размера веЬа; ~ она 
величина -према 'којој је иста величина у већој размеримања 
је. А то је требало Доказати. S1 

11. 

две размере једнаке једној истој размери једнаке су 
међу собом. 

He~a је А према 8, као Г пре~а А. и г пр~ма' L\, као Е 
према Z. Тврдим, да је А према В као Е према -Z.--
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Заиста, узмимо од А, Г, Е једнакоструке мултиплуме Н, 

е, К, а од В, д, Z друге, произвољне, једнакоструке мулти
плуме А, М, N. 

AII->-~ 

B~ 

HI-I-~---4 

г t---t 

,11'--1 

е 1-1 --+--.... 

Е ....... 

Z~ 

Kt-I--+--I 

А t-I --;---+---1 М t-I -'1---j~o-f' N'~"""'--4 

Како је међутим А према В; као Г према д, а од А и Г 

су једнакоструки мултиплуми Н и в, од В и д опет други, 

произвољни, једнакоструки мултиплуми А и М, биhе, ако је 

Н веће од Л, и е веће од М, ако је' једнако - једнако, а 
ако је мање - мање. Даље, како је Г према д, као Е према 

Z, а од Г и Е су једнакоструки мултиплуми е и К, а од Д 

и Z опет други, произвољни, једнакоструки мултиплуми М и 
N, биhе, ако је е веће од М, и К веће од N, ~KO је једнако 

- једнако, а ако 1е мање - Maњ~. Али, ако је е веће од М, 

веће је и Н од А, ако је једнако - једнако, ако је мање -
мање. Значи, ако је Н веће од А, онда је и К веће од N, 
ако је једнако - једнако, ако је мање - мање. Но Н и К 

су једнакоструки мултиплуми од А и Е, а А и N су други, 

произвољни, једнакоструки мултиплуми од В и Z. Према томе 
А према В је као Е према Z. > -

На овај начин, две размере једнаке једној истој размери 

једнаке су међу собом. А то је требало Доказати.В2 

12. 
Ако је неколико пропорционалних величина, онда је једна 

од претходних према једној (одговарајУћој) од наредних, као 

збир свих претходних према збиру свих наредних. 

Нека су А, В, Г, .1, Е, Z неколико пропорционалних 
величина; и нека је А према В, као Г према Д и као Е према 

Z. Тврдим да је А према В, као и збир од А, Г, Е према збиру 
од В, д, Z. 

Заиста, начинимо од А, Г, Е једнакоструке мултиплуме 
Н, е, К, а од В, д, Z друге, произвољне, једнакопруке 
мултиплуме А, М, N. 
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Како је А према В, као Г према ll, и као Е према Z, .. 
од А, Г, Е су једнакоструки мултиплуми Н, е, К и од В, ll, 
Z су други, произвољни, једнакоструки мултиnлуми Л, М, N, 
онда ће, ако је Н веће од А, бити· и е веће од М, и К од 
N, ако је једнако - једнако, ако је мање - мање. Исто 
тако, ако је Н веће од А, биhе и збир Н, е и К веhи од 

збира А, М и N, ако је једнак, биhе једнак, ако је мањи -

АI Г~ Е ........ 

8~ ~I--f z ........ 
НI l' 111 

ВI /11 

1(1 N~ 

мањи. Дакле, Н од А и збир Н, е и К од збира А, Г и Е су 

једнакострукн мултиплуми, јер ако су некОЈ.IИКО величина 

једнакоструки мултиплуми од исто толико других неких вели

чина, и то свака од одговарајупе, биhе и збир првих величина 

исте вишеструкости мултиплум збира других величина. Из 
истих разлога су како 1\, тако из.бир Л, М и N једнакоструки 
мултиплуми од В односно од збира В, А и Z. Према томе, А 
према В је, као збир А, Г и Е .према зБJlРУ В, А и Z. 

На овај начин, ако је неколико проnорционалних величин~, 
онда је једна од претходних према једној (одговарајућој) 'од 

наредних, као збир свих претходних према збиру свих наред

них. А то је требало доказати.за 

13. 

Ако је прва (величина) према другој у истој размери, 

као трећа према четвртој, а размера треће према четвртој 

већа од размере пете према шестој, биhе и размера прве према 

другој већа од размере пете према шестој., 

Нека прва А буде према другој·В у истој размери као 
трећа r према четвртој d, а размера треће r према четвртој 
d нека бу де већа од разме-ре пете Е према шестој Z. Тврдим, . 
да је размера прве А према другој В веЬа од размере пете Е 

према шестој Z. 
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Заиста, уколико постоје једнакоструки мултиплуми од Г 

и Е, и други, произвољни, једнакоструки МУJlТИПЛУМИ од А и 
Z, онолики да мултиплум од Г буде веhи него мултиплум од 

АI ГI I Е, 

8~ А 1-----1 ZI 

/'11 

NI ", 

НI 

К' 

вl 

1\' 

.06, а мултиплум од Е да не буде веnи од мултиплума од Z 
узмимо их; затим нека су Н и е једнакоструки мултиплуми 

од Г И Е, а К и А други, произвољни мултиплуми од L1 и Z, 
и нека је Н веЬе од К, а е да није веће од А; и даље, нека 

мултиплум М од А буде оноли~и, колики је мултиплум Н од 
Г и мултиплум N од В онолики, колики је мултиплум К од А. 

Како је онда А према В, као Г према А, а од А и Г су 

једнакоструки мултиплуми М и Н, а од В и д опет други, 

произвољни, једнакоструки мултипл ум и N и К, биhе, ако је 

М веће од N, и Н веЬе од I{, ако је једнако, биhе једнако, 
ако је мање - мање. Међутим је Н веће од К, те је према 

томе и М веће од N. Но е није већа од А. Како су М и е 

једнакоструки мултиплуми од А и Е, а N и А други, произ

вољни, једнакоструки мултиплуми од В и Z, биhе према 

томе размера А према В већа од размере Е према z. 
На овај начин, ако је прва (веЛIJчина) према другој у 

истој размери, као трећа према четвртој, а размера треће 

према четвртој већа од размере пете према шестој, биhе и 

размера прве према другој већа од размере пете према ше

пој. А то је требало Доказати. 84 

14. 
Ако је размера прве (величине) према другој једнака 

размери треЬе према четвртој, а прва (величина) је веЬа од 
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треЬе, биhе и друга веЬа од четврте, а ако је једнака, биhе 

једнака, ако' је мања - мања. 

Нека размера прве А према другој В буде једнака раз

мери треЬе Г према четвртој А, и А веће од Г. Тврдим, да 

је и В веЬе од 1:1. 

АI Г~' ----~ 

8' t11~-~ 

Заиста, пошто је А веЬе од Г, а В је нека друга вели

чина, биhе размера А према' В веЬа од размере Г према В. 
Но размера А према В је иста као и размера Г према 1:1. 
Зато је и размера Г према D. веЬа од размере Г према В. 

Иста величина је у веЬој размери према мањој величини. На 
тај начин је А мање од В, а то значи да је В веЬе од А. 

На сличан начин доказује се да Ье, ако је А једнако Г, 

и В бити једнако 'А, и ако је А мање од Г, бити и В 

мање -од А. 

На овај начин, ако је размера прве (величине) према 

другој једнака размери треЬе према четвртој, а прва (вели

чина)'е веЬа од треЬе, биhе и друга веЬа од четврте, а ако 
је јед'нака, биhе једнака, ако је мања - мања. А то је тре

бало Доказати.95 

15. 

делови стоје према својим једнакоструким мултиплу

мима у истој размери, ако се узму одговарајуhим редом. 

н е 
A~I--~I---+I--~18 Г~ 

к л 

Нека су АВ од Г и АЕ од Z једнакоструки мултиплуми. 
Тврдим, да је размера Г према Z једнака размери АВпрема LlЕ. 

Заиста, ако су АВ од Г и ДЕ од Z једнакоструки мул
типлуми, онда колико се l1ута Г буде садржало у ,АВ, то
лико Ье се пута и Z 'садржати у дЕ. Поделимо АВ 'на де
лове АН, не, ев једнаке Г и AEha--делове-АК, КА, ЛЕ 
једнаке Z. Број делова АН, не, ев једнак је броју делова 

LlК, КА, ЛЕ. И пошто су АН, не, ев меl;усобно једнаки. 
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а и 6К, КЛ, ЛЕ међусобно једнаки, биhе и АН према дК, као 

не према КЛ, и ев према ЛЕ. А пошто, као што је један 

од претходних према једном од наредних, и збир свих прет

ходних је према збиру свих наредних, значи да ће и АН 

према 6К бити као и АВ према 6Е. Но АН је једнако Г, 

а .1К једнако Z, па је, према томе, Г према Z као АВ према 6Е. 
На овај начин, делови стоје према својим једнакостру

ким мултиплумима у истој размери, ако се узму одговара

јуhим редом. А то'Је требало доказати.ве 

16. 
Ако су четири величине пропорционалне, оне ће бити и 

пермутоване проnорционалне. 

A~ 

В 1----4 

Е ... , --+----+--.....,1 Н t-I --""--1 

1 r-I -+--+-'-4~ 

Нека су А, В, Г, 6 четири пропорционалне величине: 

А према В, као Г према 6. Тврдим да су оне и пермутоване 
пропорционалне: А према Г, као В према .1. 

Заиста, начинимо од А и В једнакоструке мултиплуме Е и 

Z, а од Г и д друге, произвољне, једнакоструке мулти-

плуме Н и в. . 
и пошто су Е од А и Z од В једнакоструки мултиплуми, 

а делови су према својим једнакоструким МУJIтиплумима 
у истој размери, биhе А према В, као Е према Z. Али како 
је А према В, као Г према .1, биhе и Г према 6, као Е према 
Z. Даље, пошто су Н и в једнакоструки мултиплуми од Г 

И .1, биhе Г према .1, као Н према е. А како је Г према 

6, као Е према Z, биhе и Е према Z, као Н према е. Но, 

ако су четири величине пропорционалне, а прва већа од 

треЬе, биhе и друга веЬа од четврте, а ако је једнака, биhе 

једнака, а ако је мања - мања. Према томе, ако је Е веће 

од Н, биhе и Z веЬе од в, а ако је једнако, биhе једнако, а 

ако је мање - мање. А како су Е и Z једнакоструки мулти
плими 0Ј). А и В, а Н и вод г и .1 други, произвољни 

мулт~плуми, биhе А према Г, као В према д. 
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На овај начин, ако су четири величине пропорционалне, 

оне ће бити и пермутоване пропорционалне. А то је требало 
Доказати. 97 

17. 

Ако су величине, узете заједно, пропорционалtJе, оне су 

пропорционалне и одвојено узете. 

Е '1 
АI I 18 (, IЛ 

в к S 
НI I I 

М N П 
LI 1 1 

Нека су величине АВ, ВЕ, Г L\, L\Z, узете заједно, про

порционалне, наиме АВ је према ВЕ, као Г д према L\Z. Тврдиltf, 
да су оне пропорционалне и одвојено узете, наиме АЕ је према 
ЕВ, као rz према ,L\Z. 

Заист~, образујмо од АЕ, ЕВ, fZ, ZL\ једнакоструке 

мултипл уме не, ек, лм, MN а од ЕВ и ZL\ друге, произ

вољне мултиплуме КЗ и NП .. 
И пошто су не од АЕ, а ек од ЕВ једнакоструки МУ.llти

плуми, биhе не од АЕ и НК од АВ једнакоструки мултиплуми. 

И пош:го су не од АЕ и ЛМ од rz једнакоструки мултиплуми, 
биhе и НК од АВ и ЛМ од rz једнакоструки мултиплуми. 

даље, пошто су лм од rz и MN од Zd једнакоструки мул
типлуМ:и, биhе и лм од fZ и ЛN од r L\ једнако<;труки 
мултиплуми, а опет ЛМ од fZ и НК од АВ су једнакоструки· 
мултиплуми, па ће према томе бити и НК од АВ и ЛN од 

fLl једнакоструки мултиплуми. Према томе су НК и ЛN 

једнакоструки му.лтиплуми од АВ и Гд. даље, пошто су ек 

од ЕВ и MN од ZL\ једнакоструки' мултиплуми, а кЕ јед

накоструки мултиплум од ЕВ као и NП од Z1, биhе и зби
рови еЕ и ·МП једнакоструки мултиплуми од ЕВ и од ZL\. 

. 'оо 

Но како је АВ према ВЕ, као r Ll премаL\Z а од АВ и r 11 
су образовани једнакоструки мултИ'nлуми НК И ЛN, а од ЕВ 

и ZL\ опет једнакос1'РУКИ мултиплуми еЕ и МП, биhе, ако 

је НК веће од еЕ, и ЛNв~~;Од ~МП, --АКО је једнако

једнако, ако је мање - мање. Нека НК буде веће од 8Е, 

биhе, после одузимања заједничког ек, и НК већё од КЕ. 
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Али, ако је НК веЬе од вЕ, биhе и AN веЬе од МП. Према 
томе је и AN веЬе од МП, те Ье, после одузимања заједнич
ког MN, бити и ЛМ веЬе од NП. Али ако је не веЬе од 

КЕ, биhе и ЛМ веЬе од NП. На сличан начин доказује се, 

да Ье, акО' је Не једнако К:Е, бити једнако и .АМ величини 

NП, а ако је мање, биhе Мање. не и лм су једнакоструки 
мултиплуми од АЕ и Г2, а К8 и NП други, произвољни 

једнакоструки мултиплуми од ЕВ и 2.1. Према томе је АЕ према 
ЕВ као Г2 према 2~. . 

На овај начин,. ако су величине, узете заједно, пропор
ционалне, оне су пропорционалне и одвојено узете. А то је 

требало Доказати.В8 

18. 

Ако су величине, узете одвојено, пропорционалне, оне 

су пропорционалне и заједно узете. 
f 

Нека су одвојене величине АЕ, ЕВ, AI-I----+-I---f18 

Г2, 2.1 пропорционалне, наиме АЕ је ! н 
према ЕВ, као Г2 према 2.1. Тврдим, r 1-1 ----i~1 --41.1 

да су и заједно узете величине пропор-

ционалне, наиме АВ је према ВЕ, као Г.1 према 2.1. 

Ако АВ није према ВЕ као ГА према А2, веn је АВ 

према ВЕ као Г.1 према некој величини, која је било мања 

било веЬа од .12. 
Нека буде, прво, према мањој .1Н. Али тада је АВ према 

ВЕ као ГА према АН, то. значи пропорционалне су величине 
узете заједно; према претходној теореми пропорционалне су 

и величине узете одвојено. На тај начин је АЕ према ЕВ као 

ГН према НА. Међутим, по претпоставци је АЕ према ЕВ, као 

Г2 према 2Д. Значи ГН је према Нд, као Г2 према 2Д. Прва 

величина ГН је веЬа од треЬе величине Г2. Према томе је и 

друга величина НА веЬа од четврте величине ZA. Али је и 

мања. А то је немогуЬе. Дакле АВ није према ВЕ, као Г.1 

према величини мањој од 2.1. На сличан начин се доказује 

да није ни према веЬој. Значи да је према њој самој. 
На овај начин, ако су величине, узете одвојено, про

порционалне, оне су пропорционалне и заједно узете. А то 

је тр~бало доказати.ВВ 
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19. 

Ако је цело према целом, као умањилац према умањи

оцу, онда је и остатак према остатку, као цело према целом. 

Нека је цело АВ према целом ГА, као умањилац АЕ према 

умањиоцу rz. Тврдим, да је и остатак ЕВ према остатку 

Zд, као цело. АВ I1peMa целом ГА. 

Е 
А ... , ---t---~18 

r t-t ~_Z+-__ ---i.14 

Пошто је АВ према' Г6, као АЕ према rz, онда важи 

и пермутована проп.орција, наиме: ВА је према АЕ, као дг 

према rz. И пошто, ако су величине, узете з~једно, пр.оПор

ци.оналне, .оне су пропорционалне и .одвојено узете, биhе ВЕ 
према ЕА, . као 'й према rz, и пермутовано: ВЕ је према 
ДZ, као ЕА према Zr. Али по претпоставци АЕ је према rz, 
ка.о цело АВ према целом r l!. На тај начин остатак ЕВ је 

према остатку Zl!, као цело АВ према цеЈ\ОМ ГА. 
На овај начин, ако је цело према. целом, као умањилац 

према умањиоцу, онда је и O~TaTaK према остатку, као цело 

према целом. [А то је требало ДоказатЯ]. 

[И пошто је доказано, да је АВ према r А,- као ЕВ према 
Zl!, н, пермутован.о, АВ је према ВЕ, као f!i. према ZA, ЗIIачи 

да су пр.опорционалне велнчине~ узете заједно, а доkазали 

смо да је ВА према АЕ, као l!r према rz, а то је превртање 
(претходне пропозиције)]. 

Последица. 

Из .ов.ог је јасн.о, да ако су пропорциоюmне величине 

узете заједно, онда важи и преврнута пропорција. А то је 
требало ДоказатИ.'О· 

20. 
Ако су три величине и друге, у истом броју, узете по 

две, у истој размери и од једнако удаљених прва j~ већа 

од треће, биhе и четврта већа од шесте, а ако је. једнака, 

бнhе једнака, а ако мања - мања. 

Нека су дате трн величине А, В, Г и друге, у истом 

бр.оју, д, Е, Z, узете по две, и истој размери, наиме, А је 
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према В, као А према Е, и В према Г, као Е према Z 
и од једнако удаљених нека је А веnе од Г. Тврдим, да nе и 

11 бити веnе од Z, а ако је једнако, биnе једнако, а ако 

мање - мање. 

Заиста, нека је А веЬе од Г, а В је нека друга величина 
(иста за две размере), тада је од неједнаких величина веЬа 

. у веЬој размери према једној истој величини него мања, и 

према томе је размера А према В веЬа од размере Г према 

В. Али А је према В, као 11 према Е, и, после узимања 
обрнутих размера, Г је према В, као Z према Е. Према томе 
је размера 11 према Е веЬа од размере Z према Е. Али вели
чина (11), која је у веЬој размери према истој величини (Е), 

већа је и према Јаме је 11 веЬе од Z. На сл'ичан начин до
казује се да ако је А једнако Г, биhе и 11 једнако Z, а ако 

је мање - мање. 

На овај начин, ако су три величине и друге, у истом 
броју, узете по две, у истој размери и рд једнако удаљених 

прва је већа од треће, биhе и четврта већа (Јд шесте, а ако 

је једнака, биhе једнака, а ако маља - мања. А то је тре

бало доказати,41 

21. 

Ако су три велиЧИне -и друге, у истом броју, У истој 

размери, али у поремеЬеној пропорцији и од једнако удаљених 

прва величина је већа од треЬе, биhе и четврта већа од шесте, 

ако је једнака, биhе једнака, а ако маља мања. 

A ... ~-----... 

8~~----I 

г 1-1 ----1 

!Ј' ... , -------1 

Е 1-1 ---''-4 

г~ 

Нека су три величине А, 'В, Г и друге, у истом броју, 

узете rio две, у истој 'размери, али у поремеЬеној пропорцији, 
наиме, А је према В, као Е према Z, и В према Г, као 11 према 
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Е и од једнако удаљених- А је веье од Г. Тврдим, да ће и ~ 

бити веће од z, ако је једнако, бити једнако, а ако мање - мање. 
Занста, пошто је А веће од г,' а В је нека друга величина 

(иста за две размере),-биhе размера А према В веиа од размере 

Г према В. Али А је према В, као Е према z, и, после узи

мања обрнутих' размера,' Г је према В, K:IO Е према d. На тај 
начин размера Е-према Z је већа од размере Е према d. Али 
веЛl:Iчина, према којој је иста величина у већој размери, мања 

је: Преча томе је Z мање од А, па значи d је ,веЬе од Z. На 
сличан начин ДОl:'азује се да, ако је !- .једнако Г, бнhе и А 

јџнако .z~ а ако... је M~lt>e - мање. . 
На Oi~aj lJаЧИН,,,аЈЩ ,су три. величине и друге, у истом 

броју, У ИСтој размери, али у поремеПеној. пропорцији и 0.11. 
једнако удаљених прва величина је веЬа од треhе,биhе и 
четврта већа од шесте, ако је једнака, биhе једнака, а ако 

маља - маља. А то је требало доказати.'! 

22. 

Ако су дате неке величине у произвољном броју и друге . 
у истом броју, које су, узете по две, у истој размер и, онда 

су и једнако удаљене у истој размери. 

А. 8t---1 Г/---1 

1It----i E~ lH 

НI 1 #(1 " 1 НI 

в' 1\1 NI-+--4 

Нека су А, В, Г неке величине, а d; Е, ,z другеу ИСТО!rf 
броју и, узете по две, су у истој размери, наиме А је према 
В као d према Е, и В према Г, као Е према Z. Тврдим, да' 
су и једнако удаље1tе- у истој рззмери. 

Заиста, начинимо од А ~ d једнакоструке мултиплуме 

Н и е, а од В и Е друге, произвољне једнакоструке мулти
плуме К и Л, и од Г ~ Z друге, про~звољне јЕ.'Д8акостуке мул
типлуме М и -N. 

И пошто је А према В, као d -према Е, а од: А и d су 
образовани једнакосТруки мултиплуми Н и е, а од В н.Е' 
други, пр.оизвољ~и једнакоструки мултиплуми К и' Л, онда, 
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је Н према К, као Е> према А. Из истих разлога следује да 

је К према М, као А према N. На тај начин, пошто постоје 

три величине Н, К, М и друге е, Л, N, у истом броју, а 

узете по две су у истој размери, онда, ако је Н веЬе од М, 

биhе, као једнако удаљени, и е веЬе од N, ако је једнако, . 
биhе једнако, а ако мање - мање. И пошто су Н и е јед

накоструки мултиплуми од А и .1, а М и N други, произ

вољни једнакоструки мултиплуми од Г И Z, биhе А према 
Г, као Д према Z. 

На овај начин, ако су дате неке величине у произвољ

ном броју и друге у истом броју, које су, узете по две, у 

истој размери, онда су и једнако удаљене у истој размери. 

А то је требало доказати}' 

23. 

Ако су дате три величине и друге у истом броју, које 

су, узете по две, у истој размери, а за њих важи поремеhена 

пропорција, биhе и једнако удаљене у истој размери. 

A"'I--~ 8t-1---j 

/ 

н 1-1 ---+----+-------11 е 1-1 --+---+----1111 .... 1 -+--1 

к 1-1 --..... ---1---/ 

Нека су А, Б, Г три величине и .1, Е, Z друге, у 

истом броју, које су, узете по две, у истој размери, а за 

њих важи поремеhена пропорција, наиме, А је према В, као 

Е према Z, и Б према Г, као .1 према Е. Тврдим, да је А 

према Г, као А према Z. 
Образујмо од А, Б, .1 једнакоструке мултиплуме Н, 

е. к, а од Г, Е, Z друге, прозвољне једнакоструке. мулти
плуме А, М, N. 

Пошто су Н и е једнакоструки мултиплуми од А и Б, 
а делови су према својим једнакоструким мултиплумима у 

истој размери, биhе А према Б, као Н према е. Из истих 
разлога је и Е према Z, као м према N. Међутим, А је 
према Б, као Е према Z. И према томе Н је према е, као 
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м према N. И пошто је В према Г, као Ll према Е, биhе 
и, пермутовано, В према 6, као Г према Е. А пошто су 

е ~ к једнаl{ОСТРУКИ мултиплуми од В ~ 6, а делови 
су према својим једнакоструким МУЛ1'иплумима у .. истој раз

мери, биhе В према ~, као е према К. Али В је према 

.6, као Г према Е. И' према томе е је према К,као 

Г према Е. Даље, пошто . су А и М једнакоструки мулти" 

плуми од r и Е, Г' је према Е,каоА према М. Али Г је 

према Е, као е према К. Према томе је е према. К, као А 

према М, и, пермуто.вано, е 1е према f." као I{. према М. 
А доказали смо да је:,Н према ВЈ као М ЦP~Ma, N. На тај 
начин, пошто су н, в, А три величине и К, М, N друге, с 

у истом броју, које су, узете по две, у истој размери, а З(i 

њих важи поремеhена пропорција, биhе и за једнако уда

љене, ако је Н веће од Л, и К веће од N, ако је 'једнако, 
биhе једнако и ако мање - мање. А Н и К су једнакоструки 
мултиплуми одА и А, а А 'и ''f\J' од r и Z. Према томе, 
А је према Г,као ~ према Z. ' . 

На овај начин, 'ако су дате три величине и друге у 
истом броју, које су, узете по две, у истој размери, а за 

њих важи поремеhена пр'опорција, биhе и једнако удаљене 
у истојрiIзмери. А то је тр.е.6ало доказати. н 

24. 
A~o је прва (8еличи~~) ~peMa ДJ~YГ2jy и~т()јр~~мери 

као трећа према четвртој, а пета је према другој у истој 

размери као шеста према. че'(вртој. биhе и з.бир прве и рете 

према другој. у исro]fНiзмери као ;roир. треће. и шесте 
према четвртој, :.' 

• сс Нек.а је прва АВ ,пр~ма 

, 'н ДРУГ9ј (~ ,Ка() тређ.а 4Е ,!lpe-
AI-' -------+-..... -. -.,-,-.,,-f ;;. ма .,;чеТВР,тој .4,а ~e,Ta ВН 

r .... 1 ....... -----41 ' 

Е 
.,.Ј. :i;,I~, 

, .. \,~!1pe~a.дpyгoj, Г, IЩО ще.ста 
Ев према чеТ:ВРI;ој Z. Твр

'. • г~}J" д~ j~. збир прl,'~ и. пете, 
~\ " ", At.J" према .. ..џ;руг.ој Т,· као 

зб~р '. Tpeb~ '": шесте, ~e, 
,-чре~а Ч~:Г8"тој Z. 

3аисџ, пошто је,ВНпре~ X,~ao,~e rtpeMa Z; биi'iе, 
обрнуто, Г према ВН као Z према Е€>. На тај начин, пошто 
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је АБ према Г, као дЕ према Z и Г према БН, као Z према 
Е8, биhе и за једнако удаљене: АБ према БН, као дЕ према 

Е8. А пошто, 'ако су величине, узете одвојено, пропорцио

налне, оне су пропорционалне и заједно узете, биће АН према 

НБ, као д8 према 8Е. Међутим, БН је qремз Г, као Е8 

према z. Према томе и за једнако удаљене имамо: АН је 

према Г као де према Z. 
На овај начин, ако је прва (величина) према другој у 

истој размери као треЬа према четвртој, а пета је према дру

гој у истој размери као шеста према четвртој, биhе и збир 

прве и пете према другој у истој размери као збир треЬе и 
шесте према четвртој. А то је требало Доказати.45 

25. 

Ако су пропорционалне чtf'rири величине, онда је збир 

највеће и најмање веhи од збира две остале. 

н 

Нека су четири величине 

АБ, Г д, Е, Z пропорционалне, 
А 1-1 -----+--~I В наиме, АБ је према Г д, као Е 

према Z, и нека је АБ највеЬа Е 1-1 --------1 
е r 1-1 ----+1---11 L1 

од њих, а најмања Z. Тврдим 
да је збир АБ и Z веhи од 

збира Гд и Е. 
Заиста, нека буде АН јед _ z 1, 

нако Е и ге једнако z. 
Пошто је АБ према Г д, као Е према Z, а Е је једнако 

АН, и Z једнако ге, биhе АБ према Г д као АН према ге. 

и пошто је цело АБ према целом Г д, као умањилац АН пр-ема 

умањиоцу ге, биће и остатак НБ према остатку 8д, као цело 

АБ према целом Г д. Али АБ је веће од Г д, према томе и 

НБ је веће од ед. А пошто је АН једнако Е, а ге једнако 

Z, биhе и збир АН и Z једнак збиру Ге и Е. И стога, ако 

се [неједнаким ДQдате једнаке, онда су и целе неједнаке, дакле, 

ако се] неједнаким НБ и ед, при већем НБ, првој дода збир 

АН и Z, а другој збир ге и Е, онда Ье и збир АБ и Z бити 
веhи од збира Гди Е. 

На овај начин, ако су пропорционалне четири величине, 

онда је збир највеће и најмање веhи од збира две остале. А 
то је требало доказати}6 



КОМЕНТАР 



Пета књига Еуклидових елемената посвеhена је, као што 

смо навели у предговору, теорији размере, пропорције и про

порционалности више самерљивих величина. Садржај ове 
књиге битно се разликује од садржаја претходне четири књиге. 

Претходне књиге су имале чисто геометриски карактер, пета 

књига је аритметичка, у њој се тумачи однос величина и то 

у случају пропорционалности. Ипак облик излагања и у тој 

књизи је геометриски, јер се све величине и везе између њих 

тумаче на дужима. 

у историји теорије пропорционалности могу се истаhи ове 

фазе: доеуклидски период, затим Еуклид, Еуклидови комен

татори, који су довели до аритметиэације нарочито теорије 

пропорције. У последњој, савременој фази, треба нагласити 

поновни интерес за Еуклидову теорију. 

Појам пропорције, односно пропорционалности, у. вези 
са сличношhу био је познат, без сумње, још у давној про

шлости у вези са архитектуром. Он се ja~HO испољио у ста

ром Египту. Примере размера са целим бројевима моЉ:емо 
видети на споменицима, на пирамидама и гробницама, например 

ВJIaдapa прве династије Менеса (Мена), који је живео око 

3200 г. пре наше ере и у чије време је било примљено хије

роглифско писмо. IJpeMa томе за то доба треба везати индук
т-!'вни период теорије пропорционалних величина и сличних 

слика. 

Прелаз од индуктивног периода на научни, дедуктивни 

период, у почетку још доста магловит, припада углавном Пита

гори, коме се приписује и проналазак размере несамерљивих 
величина, затим Еудоксу са Книдоса (око 370 г. пре наше ере), 
ученику Платонове школе. 

Еуклид је у петој књизи формулисао теорију пропор
ционалних величина за случај самерљивих величина, а затим 
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је у десетој књизи извео теорију и за случај несамерљивих 

величина. Еуклидова теорија, нарочито за несамерљиве вели

чине, раз уме се, не може се сматрати за правилно логички 

изведену дедуктивну теорију пропорционалних величина, јер, 

љеговим дефиницијама размере можемо ставити исте. замерке, 
као и дефиницијама тачке, линије, површине праве, равни 

и др. у првој кљизц. Но, као што истине изнесене у првој 

књизи остају на снази и у данашње време, нису ни истине 

пете књиге iJwубиnе ~Bojy BpeдtНOf::r. 

Е у t(Лидова T~ia p~8мepa ~ ПРОпРрвЩа раЗi\кјена је 

на потпуно геом~Тtж~ј)ј~.иО&Jf. На .caBpeN:eHQf _~aoи.aJ Jtey
пуће~ . у Ј!С'fОРЩЖН развитак геометрисџе и аpIl"~ТИ9~ 
тоорще самерљивих и несамерљивих . BeJf.t~flil, tа;!l.pЖ.ај ttelfe 

кљиге ЧИНИ ЧУ},(НQват утщ.:ак. :јашro .f;УЩlИА, МЩЏ ~аП\Frаl[,р 

тЩ{ав читалац., 'цОl\sзује и 1:'0 nQi1:6Ц ~ .Ј.~i'а~О~Мюro.Ва,и 
иа.чин оне :исткие,које лако .МОЖ~ ПQ'ifВРЈЏf'rИ УЧeJDIК,р.ецнМQ, 
петог разреда гимназије? Одговор на ово IW1W\>.e је у ~ 
щго је ње.Г,о.ва :георија чцсто џомет:рщ:.к,ог Kapa~;repa. За 

Еуклида ј.е p~Mepa, рецимо, две ду.ж:к А!Ј: (:D ЧИСТ9Г~
М~:t;риски рбј~т којриема }ЩКакв.~веэ,е ~ . pa:цfepOfol б~,~, 
.рецимо, т: п. У овој кљизи EYKJJJlJl. не 'у во,"и #JI ",!i,рр}щ~ 
вредности размере", ни ооерщЩ~ .c.~ ,лаџOЩНla Щ>~~ 
као са бројевим~. Т<;> је" БИТНI:I .~~paKTep ~YJ(M.џ.OB.e т~ор·ије . 

. у тој· теорији пета дефиниција, .о је,IЩаКЩ:ГИ р.а~щра. 

игра ОСН()ВНУ ул()гу и .веhИна .џ.окца T.eope~a ове щр.ще 
~астоји се у ·ут.врђивањ у пропорци.OlЩJIНОС:ги В~Л"':I,ИР,а . ~ 
ОСНОјЈУ ощ>г по<;тупка који ~a TaI.<BO ут;врl1иliа~еi:IpQ...дtсу~ 
та дефиниција. Треба стаrи на ту лorичкуосщщу' и' ,вще.т# 

са l.(aK,B()M ЈЈ..осле)щощhу Еуклкд Р<1~вија р:юју:геоРщу·. 
ЕУ~ЛИДОJ;lа т~орија је ипаКЦ:Q,МI:I~И,f{9iВа~iI Ј1,г)i.~па, ~ 

ЏРИТQме се заснива на.ц.ефиници)аЈ4.а раз~~'ре; КQ1~У ... <;уЏпmџt 
немају тачан логички садржај; ИСIJрављању Ових 'nor"'IJJ<J:f~ 
недостатака, углавном, био је посвећ~ РМ Ј;:УКЛИ4..о.В8Х ifoMeH
татора) који су тежили да ИЗРilR~"ИС;:ПWВ.(I;>.~ДОГ Eyi,{~\W.a". 
Рад коментатора уг лавиом је завршеп радоl'>J фра.НЦу:СЈ<~ дџ<oд~l), 

1) {.; 8'I'r t r 8 Iнl ....,-' Dеvе!оррemепtsаr 18 p8rtle l!!e9\entaire de 
geometrle; Paris, 1767. 

~, М. Ј.. е g ос п cl r е - E1ements de ,geQV1ehie аУеС des ,п<Щ:s.. Р~щ, 1794. 
s. f.~",~roJx'- 'Element& de ~щ'еvie~9 ~.~~ ~~ ~, 

Чuаtrеs Nlttiопs. Parls, 1814. ;, 
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која је поставила дефинитивну базу теорије пропорционално-

сти у облику »аритметизације" те теорије. . 
Аритметизацијом теорије пропорције била су решена 

многа питања те теорије, нарочито са гледишта наставе тог 

дела елементарне геометрије, али је логичка структура те 

теорије имала још многа несавршена места. Са' логичког гле

дишта ту теорију много је пречистио О. Hilbert и његова 

школа, Ипак је Hilbert-ово излагање теорије пропорционал

ности помоћу Pascal-ове теореме, са гледиinта природе ствари, 
мало вештачког карактера. Савремена математика, нарочито у 

теорији ирационалних бројева и ирационалних размера тражи 
. . 

простије и природније решење у излагању теорије пропор

ционалности и поново се враћа на дубље тумачење Еуклидова 
flOcTYnKa наведана у чувеној петој дефиницији ове пете књиге. 

1 Због нарочи'Гих <Т'ешкоhа при читању и разумевањуи 

нарочито због доказа теорема ове' кљиге служиhемо се, ради 
јасности, при тумачењу· како дефини~ија тако' и ставова са 

доказима, савременим ·аритметичко-алгебарским ј~зиком. 

,прва дефиниција се·односи на· nезу 'измеђУ величина 'о 

и Ь У облику 

(1 ) Ь=mо, 

где је т цео број веhи од· јединице. Величина о је »део" 

величине Ь •. 
У овој дефиницији реч •• 6, J.1.~PO\;Џ одговара, не само по 

својој етим.олошкој. фоР1'4И .веn и по. свом садржају, у потпу
ности појму »мера", .нр. Н,ије у противречности ни са појмом 

»део ". Оно мишљење о смислу ове речи, које смо. изнели у 
коментару прве Kњ~гe, ;'1В'ези са тумачењем прве Еуклидове 

дефиниције те књиге, .п.ефиющије . т.ачке, потврђује се у пот
пуности .и qвде. 

2 у једначини О) претходне примедбе величина Ь зове 

се мултиплум (од) величине. а и!lи, кратко, мулгиплум од а. 

Реч »7tOAA<X7tMO'LOV", 'која се превоД~ са multiple, Vielfaches, 
тиНјрЈе, кратное, visekratnik, преводимо са»мултиплум". Упо
требили смо лаnћiску'Реч, која је УСl:юјена и у српском језику 

било у облику »-МУJI1ЙnJlУlJ"'би)ro у скра'Ьеном облику "мул-
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типл" (Вујаклија). За страну реч ,"мултиплум" одлучили смо 

се из ових разлога. Прво, такав термин следује непосредно 

из саме грчке речи и из оних превода што смо навели. Друго, 
може се још говорити само о ,српској речи "садржалац". Та 
реч, међутим, није прави еквивалент грчке речи, јер она озна
чава већ унапред постојање неке величине која садржи.цруге 

величине, док је ,,1tОЛЛctJtлci(мv" уствари резултат умножавања, 

нешто што се тек добија. Стога је јасно да се реч ~садржалац" 

није могла употребити, а другог еквивалентног термина није 

било. Основно у разлици појма .. садржалац" и "мултиплу~" 
истог броја а је у томе што је садржалац дат,' од љега се 

полази, и 'РiiЧУНСКОМ радњОм.дељења утврђује је ли садржалац, 
док је мул:гиплум - вишекратник нешто што није дато већ 

се добија као резултат раЧУНСЈ{е раюье множењэ. У речеНflЦИ 
"Ь је садржалац од а" примарно је Ь а секундарно а. У рече
ници ,,'Ь је мултиплум од 'а" примарно је а а секунд.арно Ь. 

Свакако се не може реhи "образовати једнакоструке садржаоце 
од а и Ь", већ "једнаКОСТРУК~МУЛТИIЧIу-ме о-"д а и Ь'" и такво 

изражавање је основа Еуклидовог излагања. 
Еуклид, без нарочите дефинlщије. често употребљава' 

израз 'tci laciiL~ JtоЛЛct1tЛcio'LС7. Тај израз преводимо са ~je~HaKO

'струки мултиплуми". Два мулт.иплума Ь1 и Ь! са вредностима 

су једнакоструки мултиплуми од ај односно а2, ако је т1 = т~. , 
а "О лоу~" је реч која' се у грчком језику употребљује, 

можда, за највеhи број разних појмова. У овој реченици она 

значи размера; однос. У клаtичној математици појам односа 
је био врло компликован и маг.ловит. У овој, првој, дефини
цији наглашен је само смисао упоређивања једнородних (хо-

могених) величина и то по количини. ' 
4 Ова, дрyrа, дефиниција РЗЭr.iере има више математич

ког карактера; она.наглашава лиаеарну везу односа са вели
чинама из којих је ра:амера састаВљеиа. Савремени-м м,атема

тичкимјезиком моглИ" бисмо то '9взк!,формулисати: величине 
ај и а2 су У р3эмери, _ ако се' увек могу' навести таква два 
цела броја тј и тЈ да буде. 

и 

тјаЈ > а., ' '&КО је а1 < аЈ 
ај < т2 а.; :ако је 01 > аЈ 
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у са8ременој логичкој структури математике сматра се 

да је у овој дефиницији постављен услов да величине а1 и 
02 Еуклидове размере морају задовољавати Архимедову акси

ому. Навођењем ове особине размере Еуклид се, можда не

свесно, ограђује од односа оних величина, које поновљене 

произвољан број пута не могу дати величину веЬу од уна

пред утврђене величине. Као пример таквих величина слу

жио је код Грка угао између тангенте и, рецимо, лука 

кружне линије, такозвани "угао додира" (упор. Коментар 

111 юь., примедба 21). . 

& Ова дефиниција једнакости размера је чувена по CBQM 

дуб.оком садржају и по ул.ози коју је .она одиграла, а и сад 

још игра, у логичком образл.ожењу основа математике. Са

временим математичким језиком ту дефиницију можемо из

разити овако: 

Две размере ОЈ : ОЈ и ,Оа : О. су једнаке, ако 

1. из неједнакости т01 > П02 следује неједнакост та. > ПО. 
и 2. из неједнакости та1 < па2 следује неједнакост там < па. 
и 3. из једнакости та1 = П02 следује једнакост тоз = па. 
и то, сва три услова, ма за које вредности целих бројева т и п. 

Кратко формулисано: ако ма за које целе бројеве т и 

п из услова 

следују услови 

тада имам.о једнакост размера 

Треба обратити пажњу на то да код Еуклида размера 

две једнородне' величине још не претставља број. Тек је 

код Лежандра (1752-1834) била извршена дефинитивна арит
метизације геометрије. Свакој размери сад одговара један 

број, рационалан или ирационалан, и тек пошто је теорија 

ирационалних бројева постављена на чврсту основу добило 
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је и фОРМУЛИС(lње једнакости размера правилно логичко 

0бразлuжење. 

• Интересантно је да је реч &V!XAOY0\; (одговарајуhи, ана
логан) општег садржаја употребљена код Еуклида са специ

јалним значењем n пропорционалан " , а реч ~ &vaAoytaCa зна
чењем математичког техничког термина п пропорција". -Тер

мини пропорција и пропорциона.лан су латинског порекла и 

уведени су много доцније. 

7 Ова дефиниција кратко се овако формулише: ако ј'е 

ма за који цео број т 

а 

биле 

al:a2>a~:a4' 

8 У Неibегg-ову тексту ове дефиниције нема, ДОК· је 

други коментатори стављају, јер, изгледа, стоји у другим 

рукописима и одговара Еу.кЛИДОI!У реду излагаља .. да не бисмо 
отступали ОД Еуклидове нумерације, увели ,смо ову дефи}iИ

цију под поновљеним б.ројем са звездlЩОМ. Савремена елемен

тарна матеltщт.ика има две пропорције: аритметичку, у облику 

а 1 - а2 0:= Ь 1 - Ь21 И геометриску, у облику а 1 :02 ~ Ој: 02' Код 

Еуклида се говори само о геометриској пропорцији.. 

9 Пропорције, како аритметичка тако и геометриска, могу 

бити дuскреiiiне: а1 -а2 =аз -а4 и а 1 :а2 =аз :а4 са по четири 

различита члана, и неПрекидне: ај - а2 = а2 - аз и а 1 : а2 = а2 : аз са 
по три члана. У овој Еуклидово; дефиницији, где се говори 

о пропорционалности три величине, реч је о· непрекидно) 

геометриској пропорцији. Из непрекидне аритметичке пропор-

ције следује да је а2 = ~ (а1 +аз ), тј. имамо ариiiiмеiiiuчку сре
дину крајњих чланова, а из непрекидне гео-метрнске -,-. гео.ме

iiiриску средину: а2 = Уа1 а Ј • 
10 Заиста, ако је а 1 :а2 =а2 :аз , биhе 

2 
а2 ' 

а1 :а. = a[:-=(аi: а,Ј2. 
. а[ 

Ову особину, која се сад лако изводи зритмеТИЧК!iМ путем 

из дате непрекидне пропорције,. Еуклид ставља као особину 
која карактерише непрекидну геометриску пропорцију. 
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у Еуклидову тексту за ову дефиницију употреб.iьена је 

реч "аt1tлааtо~", што значи двоструки. У примени на размеру 
го би дословно значило да имамо једнакост 

Ој :08 = 2 (01: 02); 

међутим овакво тумачење те речи је у овом конкретном слу

ч"ју погрешно, јер треба да стоји (а1 :Оs)=(Щ:02)2. Овде Ct,fO 

отступили од буквалног превода < и употребили смо израз 

.двацут виша", који тачно одговарају садржају текста, а у 

исто време не уноси аритметички појам квадрата, КQји је туђ 

Еуклидову духу теорије пропорције. 

11 у овој дефиницији се говори о продуженој геоме

триској пропорцији од три размере 

са четири величине 01' 02' Оз, 04' Из тих једнакости следује да је 

01 : 04=(01: 02? ; 

за ту кубну везу употреооли смо у преводу израз "три

пут виша". 

И на ову дефиницију треба проширити примедбу наве

дену у вези са· претходном дефиницијом. Реч "'tptoМ6:ato~U 
нисмо превели са троструки, Beh . смо употребили, како смо 
казали, специјални израз: трипут виша (размера). 

у општем случају, ако имамо низ једна,КИХ непрекидних 
пропорција 

можемо извести ову везу 

01: 0 ,,=(01: 02r-1
. 

Заиста, после изједначавања сваке размере са првом 

добивамо низ једначина 

01 01 01 
-=;~, -=--, ., .. '-=-,---, 
08 02 04 02 аз ОП 020n-1 

QД којих ЦQсле ·",Щ}жеЊil ,8 скрa.hивањз, долазимо до ,наведеног 

Р~~УЛ1;ата. Q l"омреЗУ4~ТУ Еуклид. каже: XIXtaEt t~ll~ 6p.Qtw~ 
"'"':"', и YB~Kџa сличан nачин. 
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12 Еуклид употребљава за одговарајуће чланове про-
( , 

порције реч ,,0ј1.0Лоуrx;", коју остављам и у преводу, но мислим 
да је згодније задржати овај термин за некеспецнфичне ствари 

чисто геометриске природе, а за чланове пропорције употребити 

само неку реч изведену од глагола nодrоварати". 

18 у дефиницијама од 12 до 16 Еу кл ид говори о ОRИМ 

размерама које се могу поставити са четири величине al.' 
а2 , аз, а4 од којих су веl!ичине а 1 и аз йреШходне, а а2 и а4-

наредне; према томе две размере а 1 : й2 и аз : а4 треба сматрати 
као основне. У овим дефиницијама још нема говора о томе 

да се формирају такозване изведене пропорције. Постојање 
тих пропорција се утврђује нарочитим ставовима у ов'ој књизи, 
.а у дефиницијама се поставља само номенклатура одговара

јуhих комбинација. 

Према томе од четири величине а1 , а2, аз, а 4 можем(} 

саставити две основне или редовне размере 

Затим према и осталим дефиницијама ове размере 

Пермутоване й1: Qз и а2 : а, 
" Обрнуте й2: а1 и а4 : аз 
15 Састављене (а1 +а2):а2 и (аз +а4):а4 
18 Растављене (а1 - а2): а2 и (аз - а.): а4 
17 Преврнуте а1 : (а 1 - а2) и аз : (а з - а4) 
IsОвудефиницију би савременим језиком требало овак() 

формулисати. 

Ако имамо два низа величина 

и 

и при томе су размере одговарајуhИХ величина једнаке, тј. 

а 1 : Ь 1 = а2 : Ь2 = аз : Ь, = ... -аn:Ьn, 

онда је размера једнакоудаљених из првог низа а 1 : аn, из 

другог Ь1 : Ьп-

у почетку ове дефиниције стоји: .1L'rcYOU )"6yo~. Израз. 

dL'raou познат је као специфички грчки. израз који значи "на. 
истом отстојању", те, према томе не може бити преведен нк 
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са: Verhaltniss aus der Gleichheit (НаиЩ, ни са: "По раnенству 
ОТНQшеНИе"' (Мордухај-Болтовс~ои). Исто тако је без садржаја 

и латински (Heiberg), и италијански (F. Enriques-M. Т. Zape-
1I0пј) израз "ех aequo"'. 

19 У Heiberg-ову тексту, 'којим сам се' СЛУЖИО, ове 

дефиниције нема. Узео сам је и3 Hauff-ова немачког превода 

(1797) који се служио грчким текстом, у издању Dov. Gregorii-a 
1703 г., и У упоређивао га са текстом Базелског издања 

Јо. Hervagiuт-a 1533 г. Очигледно је оправдано присуство 
ове дефиниције: како се у наредној дефиницији говори о 

поремеhенојпропорцији, треба прво објаснити каква Је непо-
ремеЬена, редовна пропорција. ' 

Дате су величине а1 , а2, йв и друге три величине 61, Ь2, 

. Ьз • Према дефиницији имамо ове две редовне пропорције: 

al:a2~ы1ь22 и а2 :аs =Ь2:Ьз • 

20 Ова дефиниција сама по себи није јасна; она добија 

потпуно одређен садржај тек у вези са претходном дефини

цијом и са теоремом 21 ове књиге, где се она примењује. Од 
шест величина наведених у претходној дефиницији имамо ове 

две поремеЬене: пропорције: 

а1 :а2 =Ь2 :Ьв и а2 :ав =Ь1 :Ь2• 

У тој Еуклидовиј дефиницији величине а1 .. а2, аз и Ь1 , Ь2, 

ЬВ имају ове називе: 

а1 - претходна, 1 11 Ь1 - преостала, 
а2 - наредна, 11 I Ь2 - претходна, 
аз - преостала; ЬВ - наредна, 

На основу правила ПQ коме се образују наведене про

порције неки преводиоци преводе грч~у реч "Te.IXpayJ!lvo," 
(неуредан, поремеЬен) са .. унакрсни" (Ејпе fiberkreuzte Propor
tion - в., напр., С. Thaer). 

У комеfГЗРУ ставова прво дајемо садржај става,. савре
меним математичким језиком, а затим доказ теореме са, углав
ном, Еуклидовим начином расуђивања, но опет изражен 

савременом симболиком. Излагање вршимо кратко, без суви
шних речи са применом ознаке. ; .~, која 'значи: следује. 
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2,1 С а Д р ж а ј 1. теореме: 

at=mb1• a2~тb"!. 

Ову теорему можемосматра'tи као тумачење дистрибу

тивног закона помоћу операција са дужима. 

Д о к а 3. al-mbi. а2 ='тЬ;" 

а 1 =2Ьн а2-2Ь2 

а1 = bi.+bH а2= Ь2+Ь2 

а1 -1- 02;" (Ь 1 + b~) + (Ь1 +Ь2) 

а1 + а2 = 2 (Ь1 + Ь2}=-=т (Ь1 +Ь2). 
%2 С а Д р жа ј 2. теореме 

Дока 3. 

а1 +аБ == kd2• ав +а6 = ka •. 

За т = З и 11 = 2 имамо 

а 1 =-= За2• аБ = 2а2 ; аз = 3а •• 08'" 2а, 

а1 + а6 =-=а2 +02+а. +a2+a2~ 5а2 • 

aii+a8='a4+d4-1-a.+~4+a~=5a. ' 

а, + аБ =-= ka2• аз + ав '- ka4 • 

28 С а Д р ж а ј З. теореме 

ДОIЦ3. 

а 1 = та!. аз = та. 

па! = ka~. nаз = ka. , 

За т==3, n~2 • • 
а 1 =-= За!> а ..... 3а. 

2а, = а1 + а 1 = За2 + За2 =-= ба2 • 

2аз = аз + аз = За. + 3а.= ба. 
nа1 ""~щ, пв.~ ka. 

и, С а др ж а ј 4: TeopeM~. Из', 
а1 : а2,= а.: й.' 

, Ь1 : С 1 - b2~CIf 



где су 

д о к а;з. Од чланова дате пропорције 

(+) а 1 :а2 =а9 :а4 
образујеМQ ове мултиплуме: 

Ь1 = таЈ = 2йl. С1 ~na2=3al' 

Ь2 ~ та9 = 2а2• С2 -'па.-Зо,. 
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ОД величина, Ь1 • Ь2 , С" -С2 обрsэујемо 1Юве мултиплуме: 

РЬј = 2Ь1 , РЬ2 = 2Ь2 ; CJ't. "" 3с1 , qc2""" 3с2• 

који имају вредности 

рЬЈ = рmЙ1 = 4а" pb2-= рmйз";' 408' 

qC 1 = qПЙ2 = 9а2, qC2 = qna4 "'" 9а •. 

Како су то мултиплуми чланова основне пропорције 

( + ), за љих вреде услови 
> > 

ртО1 = qna2• ртаз = qna., 
< < 

а пошто те услове можемо написати и овако 

> > 
РЬ1 = qC1J РЬ2 ~ qc2• 

< > 
видимо да, према 5. дефиницији, долазимо до прОПОI'iJ.ије 

26 С а Д р ж а ј 5. Т,f'QpeМ6. Мз 

.01 =mb1Ј ОЈ"'" mЬ2 

и према томе одговара ДJtCтрнБУ:ГИВIJО>М закону за одузимаље. 

Д о к а 3. Ставимо 

a1 -°'2FmХЈ; 

О,lUJклt1l. lЮСJJi' Д0.Ц8B8Вfa ЧJUllЩва. \ ~~~: 

а 2 = m!;J1tr. 
добијамо 
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Упоређивањем ове једнацине са једначином 

01 = тЬ! 
долазимо до једнацине 

из које следује 

х = Ь1 - Ь2, 

те, према томе, и једнацина 

а1 - а2"",тО1 - то! =-- т (01 - Ь2). 

26 С а Д р ж а ј 6. теореме. 

Ако је 

онда из 

01 - С 1 =kb! 

а2 - c2 =kb2 

где је k природни број који може бити и једнак јеДИ1fИЦif. 

до ка з 

1. Претпоставимо, прво, да је k = 1, дакле 

а1 - С Ј =Ь1 ; 

треба доказати да је и 

Ставимо 

па ћемо имати: 

С1 =nЬ1 , с2 =nЬ" 

C1 +o1 =k01' C2 +o2 =ko", 

С2 + Ь2 = ko", С2 + Х - kbt , 

с. + Ь, = с. +Х, 

х=Ьа, 

а, - cZ-Ь%' 

П. Слично се доказује. кад је k раз-личито од -јединице. 

21 С а Д р ж а ј 7. теореме 

Ако је 



6иhе 
1. 
2. 

1. Из 

01: Ь =02: Ь' 

Ь:01 =Ь:02• 

то! =т~. 

Нека је nЬ произвољни МУ)ЈТИnЛУМ од Ь, Т<Ща ИЗ 

> 
тOl~nb 

< 
> 

maz-nb, 
< 

па, према 5. дефиющији, инамо 

a!:b=~:b. 

Слично се доказује и други део теореме. 

Z8 у вези са последицом треба учипнти 08Ј примедбу. 

У наведеном облику последица има овај садржај: из пропорције 

a:b=c:d 
следује пропорција 

b:o=d:c . 

. Међутим из доказане теореме следују ове пропорције: 

01:Ь = Ој;Ь" 

0;01-0:0., 

које се односе на специјалну пропорцију са једнаким нареДИ1Dll 

односно претходним члановима. 

Последица је тачна и у својој опmтој форми, али из 

доказане теореме следује њеЩl та'ЈНо(:Т само зз нзведени спе

цијални случај. 

28 С а Д р ж з ј 8. теорем,е. Из 

а>Ь 

а:с>Ь:с и с:Ь>с:а. 

д о к а з. У докззу Еук.I!ИД разликује .ма. аучајз, nPeiIa 
вредности ра3ЈЈике а - О-

Ј. а-Ь<Ь 
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у ОВОМ случају се конструише МУЛТИПJlУМ, рецимо, 

2 (а - Ь) >с. 

И, после непосредних расуђивања, која кратко можемо 

формулисати овако: 2(а - Ь) >с, 2а - 2Ь>с, 2а>2Ь + с, 2а>2Ь, 
долазимо до закључка 

2а>2Ь. 

Ако још додамо једнакост 

4с = 4с, 

онда на основу дефиниције 7. неједнаких размера, изводимо 

неједнакост: 
а: с>Ь: с. 

На сличан начин доказује се како други део теореме за 

овај случај, тако и случај Н. кад је а - Ь>Ь. 

30 С а Д р ж а ј 9. теореме 

1. Из a l :b-=а2 :Ь GL=G2, 

2. Из Ь:а1 =Ь:а2 at =G2• 

Д о к а з. Лако је разумљив из Еуклидова текста. 

31 С а Д р жа ј 10. теореме 

1. Из Gt : Ь>а2 : Ь 

2. Из Ь: at>b: а2 
д о к а з. На основу претходних теорема Еуклид искљу

чује у сваком од наведених случајева две претпоставке~ у 

првом претпоставке· а ! = а2 И а! <а2 , а у другом а 1 = а2 И 

а1>а2 • 

33 С а Д р ж а ј 11. теореме. Из 

Gl :a2 =c t :c2 и bt :b2 =c t :c2 , 

G1 :G 2 =bt :b2· 

Ова теорема јасно показује да Еуклид није сматрао 

размеру ни за величину, ни за неки објект, јер би тада ис

тинитост теореме непосредно проистицала из прве аксиоме 

прве књиге: Они (обј~кти) који су једнаки истом (објекту) 
једнаки су меljусобно. 

Д о к а з. Еуклид искоришhује дефин,:,цију једнакости 

сваког датог пара pa~Mepa, наиме 
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> > 
та1 = па2 , тс] =ПС2 

< < 
> > 

и тЬ] = пЬ2, тс] = I1С2 

< < 
и из тих услова изводи услове 

који доводе до једнакости 'размера 

а 1 : а2 = Ь1 : Ь2 • 

вв С а Д р ж а ј 12. теореме. Из 

а1 : Ь1 =а2 : Ь2 =·· ,=аn: ЬN 

где i може имати вредности 1, 2, ... , 11. 

Д О К а з. И ову теорему Еуклид доказује непосредном 

применом ,5. дефиниције, образовањем једнакоструких мулти
плума: На овој теореми сасвим јасно се види колико 'теорија 
пропорције постаје једноставнија кад размеру сматрамо као 

количник Дljа броја. У савременом доказу имамо: из 

а;: b;=k 

a,=kb; 

01+ а2+" .+an~k (Ь 1 +Ь2 +· .. +Ьn) 

а 1 +а2 +··· +аn = k=!1~ 
Ь 1 + Ь2 + ... + ЬN Ь; 

84 С а Д р ж а ј 13 .. теореме. Из 

д,о к а з. И при доказу ове теореме Еуклид образује 

једнакоструке мултиплуме и, применом 5. и 7. дефиниције, 
доказује теорему; међутим, сматрајуhи размеру као број, 

истинитост теореме постаје очиг.rтедна. ' 
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онда 

15 С а Д р ж а ј 14. теореме. Ако је 

1. из 

2. из 

3. из 

Д о к а з. 

а1>а, a:l>a, 

а 1 = а6 
. 

а2 =а • 

а1 <аз а2<а4 

Из 

01:~-aa:a4 и 01>а. 

а1 : а2>а,: а2 ; 

према томе и 

и 

йtt: а.>а.: (Ј2 

a4<~ МИ 0%> а., 

Слично се доказују и остала два случаја. 

В8 С а JI. р ж а ј 15. теореме. Из 

a=mlJt и b-тЬ1 

Д о к а 3. Еуклид дели а на т јеJЏtаких J(~Jld8a а1 : 

й - (11 + ~ + ... + а. 

ь-~ +~+"'+~ltr 

После тога примена 12. 1'еореме доводи до резултата. 

91 С а Д р ж а ј 16. теореме. Из 

Грчку реч . tvClЛМS у тексту теореме превели смо са 

"пермутоване" . Из доказа следује д.а се ради о размени 

места унутрашњих чланова пропорције. 

Д о к а з. Од чланова ПРОПОРциfe 

ооразујемо мултиплуме 

At-mat • 

А. - "4,. 



Тада је 

и према томе имамо 

А1 А. 
Az -= л; 

Одатле можемо закључити: 

{.~~ 
> 

А1 =А, 
< или 

> 
А.-А .. 

< 
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{из. 
> 

то1 =по. 

< 
> 

т02 = nО9 
< 

Оья услови,. према 5. дефЯНlщиЈи, доводе до пропорциЈе: 

а1 : а9-О2: о .. 

SI С а Д р ж а ј 17. теореме. Из 

Иста теорема алгебарсхв се може изразити и овако: из 

(а1 +02): a~=(a. + о.): а. 

д о к а з. Извешhемо доказ теореме у другом облику, 
који је ближи тексту, а и једноставнији је за расуђивање. 

Еуклид оnерише са овим МУЛТИПЛУМИМЗ: 

т (а1 + а.), па2; т (ав + а .. ), па., (т+п) й2, (т+l1) а. 

Према 5. дефиницији из Аа1'е пропор,чије еле.а.ује: 

> 
т(а1 +а2)=(т+п) а .. 

< 

> 
та1 + та2 ~ та2 + па2, 

< 

> 
т (а.+а4) = (т+п) о. 

< 

> 
тан + та. = та, + па. 

< 
одакле, после одУЗJВfањз Т1'Itt2 o"l'IOCВo та., добијамо 
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> > 
та! = па2 , f1Ш з = па4 , 

< < 
а из ових услова увек према 5. дефиницији следује пропорција 

што смо хтели да докажемо. 

39 С а др ж а ј 18. теор.еме. Из 

(а 1 '1 а2):а2=(аз+а4):а4' 

Д о к а з. Ако пропорција коју треба доказати није тачна, 

онда тачку Z са ZLl = а4 (в. слику у тексту) Tpeqa ,заменити 
другом, тачком десно или леве од ње. Нека, прво, то буде 

.таЧl,<а Н са HLl<Zf1. Означимо НА са х; тада је х<а4• Тада 

треба да вреди пропорција: 

(а ј + а2): а 2 = (аз + а4): х. 

ИЗ ове пропорције, на основу претходне теореме, следује 

а1 : а2 =(аз + а4 - х): х; 
но имамо и пропорцију . 

а1 : а2 = аз: а4 

одакле, после упоређивања са претходном пропорцијом, имамо 

(аз + а4 - х): х = аз : а 4 • 

Пошто је први чланаз + а4 - х веhи од трећег аз. јер је 
х<а4 , мора и други члан бити 'веhи од четвртог, тј. х>а4, а 

то' је супротно претпоставци, дакле немогуће. . 
Теорема се слично дО:казује и за случај кад се тачка Н 

налази лево од тачке Z. 

40 С а Д р ж а ј 19. теореме. Из 

а 1 : а2 =аз : а 4 

(а 1 - аз ):(а2 - а4)= а1 :а2 • 

д о к а з. Из дате пропорције изводимо пермутовану про

порцију 
а 1 : а з = а1 : а4 • 

После тога примењујемо теорему 17. и добијамо 

(а1 - аз): аз = (а2 - а4): а4• 
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Одавде пермутацијом добивамо 

(а1 - аз ): (а2 - а.) = аз : 04' 

а после замене последње размере размером а\: а2 долазимо до 
тражене пропорције. 

у последици ове теореме се тврди да из пропорције 

(а1 + а2): а2 = (аз + а4): а4 
следује пропорција 

а,:(а\-а2)=аз:(аs-04)' 

){оја се зове (деф. ] 6) преврнутау односу према пропорцији 

а1 : а2 = аз : а4 · 

Еу){лидово потврђивање ове последице није непосредно. 

Инстинитост ове последице ла){о се потврђује артиметич){ом 

методом. 

41 С а Д р ж а ј 20. теореме. А){о имамо шест величина 

и 

онда претпостав){ама за једна){о удаљене а1 и аз првог низа 

а1 >аз , а 1 =аз , а, <аз 

одговарају претпостав){е за једна){о удаљене Ь, и Ьз другог 

низа, и то: 

Ь 1>Ьз , Ь1 =ЬЈј, Ь, <ЬЗ • 

Пре свега приметимо да услове пропорционалности 

можемо формулисати једноставније, а){о ис){ористимо перму

товане пропорције 

~! = ~~ = ав . 
Ь1 Ь2 Ьз 

Д о ){ а з. Из горње две једна чине пишемо пропорч,.ију за 
једна){о удаљене чланове 

а1 :Ь 1 =аs :Ьз 

~и, у пермутованом обли){у, 

a1 :as=b1 :bs' 

Одавде се непосредно за){ључује да услову, рецимо, 

а1>аз одговара услов Ь1 >Ьз , па слично и за друге услове. 



56 

42 С а Д р ж а ј 21. Teo~eMe. Ако има..мо шест ве.IJиqина 

које су у аоре.меЬеlWј l1Pопорцији. Hauм:e 

онда претпоставкама за јеДНдКО удаљене а 1 и аз првог низа 

а1>0., 01 = а., а1 <аз 

одговарају претпоставке за једнако удаљене Ь1 и Ьз другог 
низа, и то: 

Ь1>Ьа, Ь1 = Ь., Ь1 <Ьв • 

Д о к а з. Узмимо први услов а1>аз ; тада је и 

5->~ 
02 az 

али како је 

и 

биhе и 

!2>~ 
Ьз Ь, 

Одавде следује да је ЬЗ<Ь1 или ь1>ы�' а то је требало 
потврдити; слиqно се потврђују и остали услови. 

~a С а Д р ж а ј 22. теореме. Ако имамо неколико вели

qина а" а2, аз и других bt , Ь2, Ь. У истом броју и то по две 

пропорционалне 

и 

биhе и 

а1 : ав = Ь 1 : b~. 

Д о к а з. За доказ Еуклид образује мултиплуме 

та1, тЬ1 ; naz, nbz; ka., kb. 

и поставља према датим пропорцијама ове пропорције 

па, : kas = nbll : kbs. 

Затим, на основу теореме о једнако удаЈЬеин'м ЧJlано
вима, закљуqује да из 

> 
rnal ... ka. 

< 



QIедујуУСЛО8И 

а из тих услова, према 5. дефиницији, следује пропорција 

OJ:Oa~bl :Ьз 
коју доказујемо. 
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44 С а Д р ж а ј 23. теореме. Ако имамо неколико вели

чина 01' 02; llз и других Ь1 • Ь2, Ьз У истом броју и ТО по две 
пропорционалне, али у поремеhеној пропорцији 

биhе и 

ОЈ : аз = ЬЈ : Ьз . 

Д о к а з. И за доказ ове теореме Еуклид образује 

мултиплуме 

па на основу датих пропорција поставља ове пропорције: 

т01 : т02 = ПЬ2 : пЬз • 

и помоhу њих утврђује услове 

> 
тОЈ = 110з. 

< 
а из тих услова следује пропорција коју доказујемо. 

45 С а Д р ж а ј 24. теореме. Из 

а ј :02 --0 з :а4 , 05:02=06:04 

(а1 + а 5 ) : а2 = (ад -i- а6 ) : а4 

Доказ. Из 

ај : а2 = аз : а4 

.. а, : 02 ~ аз : a~, а2 : а 5 = а4 : а6 (обрнута другој) 

. . аl: а5 ~- а з : а6 (према теореми о једнако удаљеним) 

... (аl+а5):а5=(аз+а6):а6 (према теореми о заједно 
узетим) 

... (а 1 + 05): а2 = (аз + 06): а6 (према другој пропорцији). 

46 С а др ж а ј 25 теореме. Ако је 
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и од ове четири величине а. је највеЬа, а а4 HajMalВa, онда је 

(а1 + а.) > (а2 + uз ) 

Д о к а З. ИЗ дате пропорције следује пропорција 

. (а. - ав) : (а2 - a~) = а. : а2 , 

из које, за а1 > а2 , закључујемо да је и 

й1 - UЗ > а2 - а4 

Ако сад тим неједнаким величинама додамо једнаке . 

аз+а, = аз +а4 

добиhемо неједнакост 

коју доказујемо. 
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ПРЕДГОВОР 

ШеСТ8 књига Еуклидових елемеВ8талретставља развитак 

теорије пропорционалностн у примеН8ма на дужи и поврwине 

праволиииских слика. Решен је и низ В8ЖНИХ КОИСТРУКТИВИИХ 

зздатаКI!I. МатеријаЈЈ ове књиге је толико важан да знатан 

део тог материјала још И сад улази и у иајкраhе средњо

школске уџбенике елементарне геометрије. ' 
Овом књигом се завршава плаltиметриски део Еукли

ДОВИХ елемената. Књиге ОД седме до десете посвеnене су 

аритметици и теорији ираЦИОН8ЛНИХ бројева. Књнге ХЈ-ХШ 

садрже ЕУКЈЈИДОВУ стереометрију. Врло кратке четриаеста и 

петнаеста стереометрнска књига, које се обично стављају као 

додатак, не припадају ЕУКЈЈИДУ, K8~O је то било ПОК8зано 

веЬ у XVJ столеhу. 
При изради и ове књиге су ми помогли В. В. Миwковиh 

и Т. п. АнђеЈЈиh па им изјављујем захвалност. 

А. Б. 
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Дефиниције 

1. Праволиниске слике су сличне, ако су им углови 

поједиtlачно1 једнаки и краци једнаких углова пропорционални.1 

(2. Слике су р е Ц и п р о ч н е, ако код сваке две слике 
има како претходних тако и наредних разм~ра.)В 

3. Каже се да је права (дуж) подељена у к р а ј њ о ј И 

средњој размери (непрекидно) ако цела права (дуж) 

стоји према веБем делу као веБ и део према мањем. 4 
! 

4. Висина сваке слике је нормала спуштена иЗ'врха слике 
на основицу.' 

(5. Каже се да је размера' састављена од размера ако 
после међусобног множења вредности тих размера добивамо 

нешто.)6 

1. 

Троугли и паралелограми исте висине7 се односе један 

пре\\з другом као основице. 

Нека троугли АВГ, Лг.1 и 
паралелограми ЕГ, rz 'имају исту 

висину ЛГ. Тврди.~ ,'да је - основица 
ВГ npe!'v\a основици ГА као тро'" 
угао ЛВГ према троуглу ЛГ.1 и 

I1аралелограм ЕГ према паралело

граму rz. 
Заиста, нека се ВА продужи 

Е4 z 

е н в г 

на обе СТр,дне ка тачкама е и Л, одмери колико се ХОБе дужи 
ВН, не једнаких основици ВГ и колико се хоће дужи .1к, 

КЛ једнаких основици Г4., па повуку АН, Ае, АК, АА. 
, Пошто су дужи ГВ, ВН, не, међусобно једнаке, једнаки 

су међусобно и троугли Аен, АНВ, ЛВГ. Према томе 

колики је основица еГ мултиплум основице ВГ, толики ће 
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бити троугао А8Г мултиплум троугла АВГ. Из истих разлога, 
колики је мултиплум основица АГ основице Г Д, толики је 

мултиплум и троугао АЛГ троугла AfLl. И ако је основица 

ег једнака основици Г А, OHдJl је и троугао А8Г једнак ТРО
уг лу АГ А, г ако је основица ег пе!;а од основице Г А, онда 

је троугао Аег ве!;и од троугла АГЛ, а ако је мања, онда 

је мањи.' Према томе од четири величине, које имамо, две 
основице БГ, fLl и два троугла АВГ, АГд, узети су исти 

мултиплуми И од основице ВГ и од троугла АВГ, и то осно

вица еГ и троугао кег, а од основице БГ и од троугла 

АдГ произвољни једнаки мултиплуми основица АГ и троугао 
АЛГ. А доказано је да ако је основица еГ вем од основице 

Г А, онда је троугао' А8Г ве!;и од троугла ААГ, ако је једнака, 
једнак, а ако је мања, мањи. И тако је о'сновица ВГ према 

основици Гд као троугао АБГ према троуглу АГд. 

И пошто је паралелограм ЕГ двоструки троугао АВГ, 

а паралелограм zr двоструки троугао АГд, истоструки мул
типлуми су У истој размери као и делови, им, то се парале

лограм ЕГ односни према паралелограму Zr као троугао 
АБГ према троуглу АГд. А доказа'но је да се основица БГ 

односи према Гд, као троугао АВГ према троуглу АГд, као 

и да се троугао АВГ односи према троуглу АГд, ЮIО пара
лелограм ЕГ према пар.алелограму rz, па према томе се и, 

основица ВГ односи према основици Гд, ка,О паралелограм ЕГ 

према паралелоргаму Zr. 
На овај начин, троугли и паралелограми исте висине 

се односе један према другом као основице. А то је требало 

доказати8 • 

2. 

Ако је у троуглу повучена нека права паралелно једној 
од страна, та права сече остале стране пропорционално; и 

ако су стране троугла пресечене пропорционално, права што 

спаја пресечене тачке паралелна је преосталој страни троугла, 

Заиста, нека је у троуглу АВГ повучена права дЕ пара
лелно БГ, једцој од страна троугла. Тврдим да је 8.1 према 
дА као ГЕ према ЕА. 
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Повуку се БЕ, Г.1. 
Троугао БДЕ је једнак троуглу Г~E јер они имају исте 

основице ~E и између истих су паралелН1lХ ~E, БГ. А троугао 

А.1Е је нешто друго. Како су сад једнаке веђичине према истој 

величини у истој размери, и тро

угао ,БдЕ је према троуглу А.1Е као 

троугао ГдЕ према троуглу ААЕ. Али 

троугао БдЕ је према троуглу А.1Е 

као Б~ према дА, пошто имају исту 

висину, нормалу спуштену из Е на 

АБ, и односе се као основице. И 8 

истих разлога троугао Г~E је према 

.4, 

в - г 

троуглу A~E као ГЕ према ЕА. И тако је БL\ према ~A, 
као што је ГЕ према ЕА. 

Нека су сад стране АБ и АГ троугла АВГ пресечене 

пропорционално, тј. да је Б.1 према дА као ГЕ према ЕЛ, и 
нека је повучено дЕ. Тврдим да је права дЕ паралелна пра

вој ВГ. 

Заиста, на основу исте конструкције,пош.тО је Б~ према 
~A као ГЕ према ЕА, а 8.1 према дА као што троугао БдЕ 
према троуглу А.1Е, и ГЕ је према ЕА као троугао Г дЕ према 
троуглу А.1Е, закључујемо да је троугао БдЕ према троуглу 

А.1Е као троугао ГДЕ према троуглу А.1Е. Према томе сваки 

од троуглова БАЕ и Г~E је у истој размери према АДЕ. Значи, 
дакле, троугао БдЕ једн<ш је троуглу Г.1-Е. А при томе имају 

исту основицу .1Е. Како· једнаки троугли са 'истом осно

вицом леже између истих паралелних, закључујемо да је. дЕ 

паралелно ВГ. 

На овај начин, ако је у троуглу повучена нека права 

паралелно једној од страна, та права сече остале стране 

пропорционално; и ако су стране троугла пресечеnе пропор

,ционално, права што спаја пресечне тачке паралелна је пре-

осталој страни троугла. А то је требало Доказати.В 

3. 

Ако располовимо угао троугла и права што полови угао 

пресече и основицу, онда су отсечци основице у истој размери 

као и две остале троуглове стране. И ако су отсечци ос НО-



12 

вице у истој размери као И две остале троуглове стране, онда 

права повучена ИЗ темена ка деоној тачки полови угао тро

угла. , 
Нека троугао буде АВГ и нека права АI1 полови угао 

ВАГ. Тврдим, да је ВI1 према Г 1. као ВА према АГ. 

в 

Е 

//ј 
А// / 

/1\ / 
/ \ / 

! \ / 
f • / 

/ \ 
..1 

Заиста, повуцимокроз r пра
ву ГЕ паралелно са !1А и нека се 

продужење ВА са њом сретне у 

тачки Е. 
Пошто су праве AL\, ЕГ па

ралелне, а права АГ је трансвер

зала, угао АГЕ једнак је углу Г AI1. 
Али по претпоставци је угао ГАI1 
једнак углу ВАI1. И на тај начин 

је угао ВАI1 једнак углу АГЕ. Даље, пошто су праве А 11, 
ЕГ паралелне, а права ВАЕ трансверзала, спољашњи угао 
ВАI1 једнак је унутрашњем углу ЛЕГ. А доказано је да је 
угао АГЕ једнак углу ВАI1. Па према томе је и угао АГЕ 

једнак углу АЕГ; а тада је и страна АЕ једнака страни ...лг. 

и пошто је у троуг лу ВГЕ паралелно једној од страна ЕГ 
повучена права АI1, постоји пропорција: В6. се односи према 

I1Г као ВА према АЕ, али је АЕ једнако АГ, па према томе 

, је B~ према I1Г као ВА према АГ. 

Нека је сад ВI1 према I1Г као ВА према АГ и нека 
је повученаправа АI1. Тврдим, да права АI1 полови угао ВАГ. 

Заиста, на основу исте конструкције, пошто је Вд према 
дс као ВА према АГ, а ВI1 према I1Г као_што ВА према АЕ, 

а на основу тога што је у троуглу ВГЕ повучена права АI1 

паралелно ЕГ и према томе је ВА према АГ као ВА према 
АЕ, закључујемо да је At једнако АЕ, те је и угао АЕГ једнак 
углу АГЕ. Али угао АЕГ је једнак спйљашњем углу ВАI1, а 
угао АГЕ једнак је унаl<РСНОМ углу Г АI1, те је пре.vIЗ томе угао 
ВАI1 једнак углу ГA~; значи да права A~ полови угао ВАГ. 

На овај начин, ако располовимо угао троугла и права 
што полови угао пре~ече и основицу, онда су отсечциосно

вице у истој размери као и две остале троуглове стране. 

И ако су отсечци основице у истој размери као и две остале 
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троуглове стране, онда права повуче на И3 темена ка деоној 

тачки полови угао троугла. А то је требало Доказати.1О 

4. 

Код троуглова са једнаким угловима су стране које 

образују једнаке уг лове пропорционалне, и одговарају једна 

другој оне стране што леже наспрам једнаких углова. 

Нека су троугли АВГ и дГЕ са 

једнаким угловима, угао АВГ једнак 
углу дГЕ, угао ВАГ углу ГдЕ и угао 
АГВ углу ГЕд. Тврдим, да су код 

троуглова АВГ и dfE стране које обра
зују једнаке углове пропорционалне и 

да je~Ha друго одговарају баш оне 
стране што леже наспрам једнаких 

углова. 

в г 

Ставимо ВГ на исту праву са ГЕ. Пошто је збир углова 
АВГ и АГВ мањи од .два права, угла, а угао АГВ једнак 

углу дЕГ, биliе и збир углова АВГ и ДЕГ мањи од два права 

угла; па се тада ВА· и Ед, продуже не, сусреЈЈу. Нека оне 
буду продужене и нека. се сусреЈЈу у Z. . , . 

и пошто је угао ~ГE једнак 'углу АЕГ, BZ и Гд су пара
лелне. Даље, пошто је угао-АГВ једнак углу ДЕГ, паралелне.су· 
и АГ и. ZE., Према томе jeZAf4 паралелограм. Због тога је 
ZA јеДН<lКО дГ; а АГ једнако ZA. И пошто' је.АГ права 
повучена у троуглу ZBE варалено страни ZЕ,односиl1е се 
ВА према AZ као ВГ према ГЕ:, а како је AZ' једнако Г ..1, 
то је ВА према ГД као ВГnрема ГЕ и, после промене реда, 

АВ пре~а .ВГ као дг· према ГЕ. Даље, пощто су праве 
Г д и BZ Щlралелне, односиtiе се ВГ према ГЕ као ZД према 
дЕ, али ZД је једнако АГ, те је ВГ према ГЕ као АГ пре~а 
дЕ и, после промене реда, ВГ према Г А као ГЕ према Ед. Према 

rqMe је док~заНQ да јеАВnpе~аБГ щю дг према ГЕ, и да је' 
вг' према ГА као ГЕ' према ·Ед, па према размери једнако 
уда.iь~ни~ ~A је према ЛГ као Г ~ према дЕ. 

На, овај начин, код троуглова са једнаким угловима су 
. стране које· образују једнаке уг:nове.пропорционаЈЈне, и одго- . 
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варају једна другој оне стране што леже наспрам једнаких 

углова. А то је требало доказатиУ 

5. 

Ако два трqугла имају пропорционалне страце, они имају 

и једнаке углове и једнаки углови леже наспрам Одговарајуl1их 
страна. 

А 

в 

ј 

f( 

Нека два троугла АВГ и 

AEZ имају пропорционалtlе стра

не, да је АВ према ВГ као дЕ 

према EZ, и ВГ преАЩ ГА као E~ 
према ZA и усто је ВА п,рема АГ 

као Ед према LlZ. Тврдим, да тро
угао АВГ има уг лове једнаке угло

вима троугла LlEZ и да троугли 

имају једнаке оне углове који се налазе наспрам одгоца

рајуl1их страна, yraq АВГ углу ~EZ, угао вг А углу EZ.l и 
угао ВАГ углу ELlZ. 

3аиста, конструишимо на правој EZ у !:i>ен.!:IМ т~чкаМ<i 
Е и Z угао ZEH једнак углу АВГ и угао ЕZН'једна\< углу АГЦ; 
тада је и преостали угао код Н· једнак преQста~р~ уг,ЛУI<ОД А. 

Према томе троугли EHZ и АВГ имају~једнаке УРlове. 
3начи да су стране које образују једнаке угл.ове т~углова 
АВГи EHZ пропорционалне и одговарају jeд~~ Щl~{'оi ~~ш 
-оне стране које леже наспрам једнаких УГЛОВ.а: HQ Tai начин 
је АВ према ВГ као НЕ према EZ. АЛI:f по орет~оставци. АВ 
је према ВГ као ~E према EZ, па на OCI:I,OBY ror~ је.АЕ I1P~"4~ 
EZ . као НЕ према EZ. 3Н!lЧИ свака од ду~и АЕ и НЕ је у 
истој размери према EZ, T~ је према томе .1Е ~ДHaKO МЕ: 
ИЗ истих разлога је и ~Z једнако HZ. На тај начин ЦОШТQ 
је дЕ једнако ЕН, а EZ је заједничко биl1е~ .q;Be ·,IJ.XJК~ дЕ И 
EZ једнаке двемц ДУЖI;lм,а НЕ, EZ. А ОСffо~иq~ ~Z je.!J.Hal';Ц 
је основици ZH. Те зак~учујемо да Је угао .1:в.Z~~~ак У,глr 
HEZ, троугао .1EZ једнак троуглу HEZ, па и o~"f!nl;l уr~о8.И. 
једнаки су осталим УГЛОВИМ!l, баш они што л~*-е наспрам 
једнаких страна. На овај начин је угао LlZE једнакуглу HZE 
и угао EAZ углу ЕиZ. А ПОШtо је угао ZE~ једнак Углу HEZ, 
а угао HEZ једнак углу АВГ; биtiе и угао-МЈГ-је;ЦНЗКУГ1lУ 
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AEZ. Из истих разлога је и угао АГВ једнак углу AEZ и 
угао код' А једнак углу код 4. Дакле, троугли АВГ и ~,EZ 
имају једнaf(е уг лове . 

. HiJ овај начин, око два троугла имају цропорционалне 
c.rpaHe., они имају И једнаке углове' и једнаки углови л~же 
наспрам одговарајуl1их страна. А то је требзло ДOKa~aд,.1% , 

'6. 

Ако два троугла имају по један угао једнак и стране 

које образују једнаке углове пропорционаnне, троугли 

имају једнаке углове И једнаки су баш они углови који 
леже наспрам одговарајуliих страна. 

А 
Нека два троугла АВГ и 

д.EZ имају по један угао једнак, 

угао ВЛГ једнак углу Едz и 

стране које образују тај угао 
пропорционалне, дакле ВА се 
односи lфehtа АТ као Ед према 

AZ. ,Тврдим да троуглиАВГ 
и AEZ имају једнаке углове и В Г 

Е 

угао АВГ ~ДHaK је уг nу AEZ, па и угао АГВ углу ДZЕ. 

z 

3a,J.JCX~, ~рнструI,f,.WИМ!) на правqј д.z у Ц>еJ;lI;t,М тач,,~а 
4. н, ~ .. YI;rtq· Z41:1; j~JWiЏ{, сщщоfy\ 011. УГЛQЈ3~ BAFIf EAZ и 
Y.rap ~Z.tiЈер.нц~ YГJJ~ АГ6. Там је 11 преРCIЗЛIf угар ISЩ~ В 
једнак преос,.ало~ УГЈ1У КРд Н. " 

tJ~ qџ~ј, јЈаgиu 11ЩУГ4и АВГ и. дНz .~jy ~HaKe, 
у;г лрве~ 3,б,Щ' тем-а ~ ВА према, АГ x.~o НА пр~ AZ. А Ц9 
~~T~B~ j~ 13Л џp~~,AГKЦO ЕА п~~ AZ., T~ ~МA 
томе је Ед према AZ као нд према AZ. На тај наЧi1~је ;4. 
jMM.1W Att, а 4~ је ,з~lеДНИЧ'SQ. дЈе .q.УЈКИ Ед. И. ~ су 
ј!ЈЈ.НЩ5~ ~ВЩ ду ",~~a .' Н д. и. ,Ы. И fI;~' ~AZ, ,је" јеДН81' Y,Jr~ 
Н:~~. Пm~ T~e W. и основ~,цз, fiZ ~~K~ 9СЩЩЈ1.!Џ~' ~~,. 
и ~РУЈ.'~'АЕ~~::ie,l},НIЩ ТРОУГЈЈУ H~,. и. Q~~аЈ)и. угщ)~.iМ~, , 
ца{(Ј1 ~X, О~~~.УЈ!лg;в., шrо ne~8; ~ПР4М i,eДН,~Ј(ИХ с "J?itHA-, 
~ T~~ јр Xr4Q ~~H једнак Yl'-J)Y ~Z~. И угзр', д.НZ y~ny- 4f#.~ • 

. - Ал~ yгa~, AZ" i~·ieцuаК y~J!Y AГ~, 11'.~ томе је yc<:tQ, АГЈ;Ј, 
j~ДllaJt ~~ЛУ .• ;\(џ~; А I!IP претпоста~щн jtyrCW ВАГ једtЩК yrJJY 
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EIlZ; па према томе је и преостали угао код В једнак прео

сталом углу КО,д Е. И тако троугли АВГ и l1EZ имају 

једнаке уг лове. 

На овај начин, ако два троугла имају по један угао 

једнак и стране које образују једнаке углове пропорционалне, 

троугли имају једнаке углове и једнаки су баш они углови 

који леже наспрам одговарајуliих страна. А то је требало 
доказати. а 

7. 

Ако два троугла имају по један угао једнак и стране 

које образују друге уг лове пропорционалне, а сваки од прео-

стали х углова је или мањи или не ~ањи од правог, троугли 

11 
Z в 

r 

имају једнаке углове и то ,б~ш 

оне уг лове, чији су краци про

порционални; 

Нека два троугла АВГ и 
IlEZ има ју по један. угао једнак, 

угаоВАГ-једнакуглу EIl-Z и стра
не које обравуј:i друге уг.лове 
A~Г и LlEZ пропорционалн~, АВ 
је према ВГ као АЕ према EZ. 

а од оста,лих углова при r и z не-Ка, nРВО,сваки' буд~ мањи 
од правог. Тврдим, да троугЈЈи АВГ иl\ЕZ имају једнаке 
углове, наиме угао' АВГ једнак је углу LlEZ' и преостали 
угао код r једнак је преосталом углу код Z. 

Заиста, ако уг лови АВГ и l1EZ нису једнаки, један је 

од њих веliи. Нека буде већи угао АВГ, па конструишимо 
на правој АВ и то код њене fачке Б угао АБН једнак 
углу llEZ. ' 

Пошто је . угао код А једнак углу 'код д, а и углови 

АБН и ДЕZ су једнаки, и преостали угао АНВ једнак је 
преосталом углу llZE. Према томе троуг ли АВ fI и IlEZ 
имају једнаке углове. На тај l13чин ЛБје пр,ема ви као што 

дЕ према EZ. А по претпоставци АЕ је према; EZ као АВ 
према БГ. Према 'томе је ЛВ у истој размери према свакој 
од страна БГ иБН,' шrо значи да је БГ, једнако вН. Па и 
угао код r једнак је углу БНГ. Али, по претпоставци је,'угао 
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код Г мањи од· правог, те значи и угао ВНГ је мањи од 

правог, па према томе је суседни му угао.АНВ -веl1и од правог. 
А доказано је да је nн јеД1lак углу код· Z, те је према томе 
и угао Z веtiи од правог. А по 'претпоставци је он мањи. од 
правог, што је апсурдно. Према томе угао АВГ није неједнак 

углу дЕZ. Значи, он је једнак. Угао код А је такође једнак 

углу код Д,па орема томе и преостали угао код Г једнак 

је углу l<ОД Z. На овај начkн троугли АВГ и .1EZ имају 
једнаке углове. 

Претпоставимо даље да ниједан од углова код r и Z 
није мањи од правог. Тврдим поново, да и тада троугли 

АВГ и .1EZ имају једнаке углове. 
Заиста, помоtiу исте кон-

. струкције и на сличан начин се 

доказује да је ВГ једнако ВН. На 

тај начи.f1 је угао код r једнак 

углу ВНГ. Угао код Г није мањи 

од правог; па према Томе није 

мањи од правог ни угао ВНГ. На 

тај начин троугао ВНГ има два 

угла који нису мањи од правог, 

а то је немогуће. Значи угао ВНГ 
-В 

Ј1 
А 

\ z 

! Е j,/r 
није неједнак углу дЕZ, он је једнак. А угао код А је једнак 
углу код д. Па према томе је и преостали уг.ао код r једнак 
углу код Z, те тако .троугли АВГ и .1EZ имају једнаке 

углове. 

На овај начин, ако два ТРОУГЈЈ8 имају по један ).-ао 

једнак и стране које образују друге углове пропорционаЈЈне, 

а сваки од преосталих углова је или маљи или не мањи од 

правог, троугли имају једнаке углове и -то баш оне углове 

чији су краци rJропорционални. А то је требало дока3i:IТи.Ј4 

8. 

Ако је у правоуг лом -троуглу из .nр~вог у.г ла П08учена 

нормала, на основицу, ТРОУГJlИ ув _ нормалу, слични су целом 
троуглу и међу соб.GМ.. ' 

Заиста, пошто' су :У:ГЈЈОВИ / ВАГ и. АДВ је.днаКи, јер је \ 
сваки прав, З:У.fJlO'Ви;·.АВГи./АВА код В заједнич.ки за 0<58 

2 



18 

троугла, и преостали угао АГВ једнак је преосталом углу ВАА. 

Због тога се ВГ, HacllpaM правог угла троугла АВГ, односи 
према ВА, што лежи наспрам правог угла троугла АВА, као 
АВ, наспрам угла код Г троугла АВГ, према ВА, што лежи 
наспрам једнаког угла BAL1 троугла АВА, а и као што је АГ 

према A~, што лежи наспрам угла 

код В, који је заједнички за оба 

троугла. Према томе троуг ли АВГ 
и АВА имају једнаке углове и стране 

које образују једнаке уг лове про

порционаJlне. А то значи до је тро- . 
угао АВГ сличан троуглу ABL1. Истр 

тако се доказује да j~ троугао ААГ СЈЈичан троуглу АВГ. 
Према томе је сваки од троуглова АВА и ААГ сличан целом 

троуглу АВГ. 

А тврдим још и да су троугли АВА и АА-Г слични 

и међу собом. 

Заиста, пошто је прав угао BL1A једнак правом углу 

ААГ, а доказано је да је угао ВАА jeДH~K углу код Г, према 

томе и преостали угао код В је једнак углу ААГ, троугли 

АВА, и ААГ имају једнаке углове. Због тога се страна ВА 

троугла АВА, наспрам угла BAL1, односи према страни АА 
троугла ААГ, наспрам угла код Г, који је једнак углу ВАА, 

као иста страна АА троугла АВА, наспрам угла код В, 
према АГ, наспрам угла ААГ троугла ААГ, једнаког углу код 

В, и још као ВА према АГ наспрам правих углова. Тако је 

троугао АВА сличан троуглу ААГ. 

На овај начин, ако је у правоуглом троуглу из правог 

угла повучена нормала на основицу, троугли уз нормалу 

слични су целом троуглу и међу собом. [А то је требало 

доказати.)15 

Последица 

И з о вог је јасно, да ако је у пр авоуг лом троуглу из 

правог угла повучена норма ла на основицу, онда је по вуче на 
(нормала) средња пропорционала отсечака основице. А то је 

требало доказати. [Сем тога је страна, што лежи уз један отсе

чак основице, средња пропорционала основице и тог отсечка.] 
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9. 

Од дате дужи отсеl=iи тражени' део. 
Н ека је дата дуж АВ. Треба од АВ отсеl=iи тражени део. 

Нека се тражи треl=iи део. 

Ловуцимо кроз тачку А праву 

ЛГ под произвољним углом пре

ма АВ, узмимо на АГ произ
вољну тачку А, конструишимо 

АЕ и ЕГ једнаке АА, спојимо 

В са Г и кроз А "овуцимо пра

ву AZ паралелну са ВГ. 
в 

Лошто је сад у троуглу АВГ повучена права ZA пара
лелно једној од његових страна ВГ, постоји пропорција: ГА 
према АА, као BZ према ZA. Али ГА је двоструко ДА, па -је 
и BZ двоструко ZA, а ВА је троструко AZ. 

На овај начин је од дате дужи АВ отсечен треl=iи део 

AZ. А то је требало извести. 

10. 

Дату неподељену дуж поделити слично датој подељеној 

дужи. 

Нека је АВ дата неподељена дуж, а дуж АГ подељена 

тачкама А и Е; поставимо их тако да образују произвољан 

угао и спојимо Г са В, па кроз тачке 

Г А и Е повуцимо '12 и Е Н пара
лелно ВГ, а кроз А праву Авк 

паралелно АВ. 
Како је свака од слика ZE> и 

вВ паралелограм, па 'је Де једна

ко ZH и вк једнако НВ. А щ>што 
је у троуглу АКГ права вЕ повуче-

А Z на паралелно страни КГ, биl=iе ГЕ 
према ЕА као К в према еД. Али 

је Ке једнако ВН, а еА једнако HZ. Лрема томе се ГЕ 
односи према ЕА као ВН према-НZ. Даље, пошто је у тро
углу АНЕ права ZA повучена паралел.но страни НЕ, то је 
ЕА према АА као Н Z према ZA. А доказано је да је ГЕ 
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према Et. као ВН према HZ. Према томе је ГЕ према Et. 
као ВН према HZ, те и· ELl према ДА, као HZ према ZA. 

На овај начин, дата неподељена дуж АВ је .подељена 

слично датој подељеној дужи. А то је требало извести. 

11. 

За две дате дужи наJ:iи трећу пропорционалу. 
Нека ВГ и АГ буду две дате дужи; конструишимо од 

г 

/ 

L---,--I _--:/ 
.1 А в 

Е 

њих произвољан угао. Треба 

наJ:iи за ВА и АГ трећу про-

порционалу. Прадужимо их 

ка тачкама Ll и Еи констру
ишимо BLl једнако АГ, па 

спојимо тачке В и Г и кроз 

Ll повуцимо праву LlE пара
лелно ВГ. 

Пошто је сад у троуг

лу АаЕ права ВГ повучена 
паралелно једној од страна 

ДЕ, постоји пропорција: АВ према BLl као АГ према ГЕ. А 
Bt. је Једнако АГ. Па је према томе АВ према АГ као АГ 

према ГЕ. 

На овај начин је за две дате дужи АВ и АГ одређена 

трећа пропорционала ГЕ. А то је требало извести. 16 

12. 

За три дате дужи наJ:iи четврту пропорционалу. 

Нека су дате три дужи А, В, Г. Треба ва А, В, Г наћи 

четврту пропорцио-

наЛу. 

Конструишимо 

две праве, дЕ и t.Z, 
тако да образују про

извољан угао ELlZ. 
OДMep~MO АН јед'на-

ко А,НЕ једнако В .1 
и још Ll<? једнако Г .. 
Спојимо Н са е и кров 

е z 

А >-. --------' 

Bf-I -~ 
Г 1--. -----1 

Е повуцимо EZ паралелно не. 
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Пошто је сад у троуглу AEZ права не ловуче.н.а пара-
, \ 

лелно EZ, ОДНОсИЂе се дН према НЕ као де према ez. Али 
је L1H једнако Л, НЕ јеДН;lI(О В И А,е једнако Г, те је А 
према В као Г према ez. 

На. овај начин је за три дуж и А, В, Г конструисана 

четврта ПРОПОРЦИQнала ez. л то је требало извести. 

13. 

За две дате дужи наЂИ средњу пропорционапу. 

Нека с,у,дате две дужи лв и ВГ. Треба за АВ и ВГ наћИ 

средњу пропорционапу. 

Поставимо их (узас топце) на правој, 

нацртајмо над ЛГпопукруг AL1f, повуци
мо кроз тачку В пряву ВА управно на 
АГ и спојимо д са А и са г. 

Лошто је угао АдГ у полукругу, 
он је пра в. А како· је у пра воуг ПО" тро- А 
углу АдГ из правог угла повучена нор-

мала L18 на основици, дВ је средња пропорционала 

отсечака основице АВ и ВГ. 

На овај начиН је ва две дате праве АВ и ВГ 

исана средња пропорционала АВ. А то је требало 

14. 

в г 

између 

констру

извести. 

Код једнаких паралелограма са једнаким угловима стране 

које образују једнаке углове су обрнуто пропорционалне; а 
и паралелограми са једнаким угловима и обрнуто пропорцио

налним странама које обравују једнаке уг,лове једнаки су. 

Нека су АВ и ВГ једнаки паралелограми са једнаким 
угловима код В; конструишимо на истој правој дБ и ВЕ, па 

Ђе и ZB, ВН бити на истој правој. Тврдим да су код пара
лелограма АВ и ВГ стране које образују једнаке углове 
обрнуто пропорционалне, наиме да се дВ односи према 8Е 
као НВ према BZ. • 

Заиста допунимо слику паралелограмом ZE. Лошто је сад 
паралелограм АВ једнак паралелоtраму ВГ, а ZE је неки други 

(паралелограм), односиtiе се АВ према ZE К80 ВГ према ZE .. 



22 

Али је АВ према ZE као ~B према ВЕ, а ВГ према ZE као Н В 
према БZ. Према то,\\е је и ~B према ВЕ као НБ према BZ. На 
тај начин стране паралелограма АВ и вг које образују једнаке 

углове су обрнуто пропорционалне. 

Е Г 
/~-/-,---~/ 

z I-/--I::-,------~. 
/ јв Н 

<-I_~// 
А 

Нека је сад ~B према 

ВЕ као JiB према BZ. Твр
дим да је паралелограм АВ 

једнак паралелограму вг. 

3аиста, по'што се ~B 
односи према ВЕ као НВ 
према BZ, а ~B је према ВЕ 
као паралелограМ АВ према 
паралелограму ZE, и Н В је 

према BZ као паралелограм ВГ према паралелограму ZE, 
па је стога и АВ према ZE као ВГ према ZE. Одавде следује 
да је паралелограм АВ Једнак паралелограму ВГ. 

На овај начин, код једнаких паралелограма са једнаким 

уг ловима стране које образују једнаке уг лове су обрнуто 

пропорционалне; а и паралелогра~и са једнаким угловима и 

обрнуто пропорционалним странама које образују једнаке 

углове једнаки су. А 'Го је требало доказати. 

15. 

Код једнаких троуг лова са по једним једнаким уг лом 

стране које образују једнаке уг лове су обрнуто пропорцио

налне; и троугли са по једним једнаким углом са обрнуто 
пропорционалним странама које образују те углове једнаки су. 

Нека су АВГ, A~E два тро-

уг ла са једнаким, угловима ВАГ В 
и ~AE. Тврди\\ да су стране које 

образују једнаке уг лове троуг ло-

ва АВГ и A~E обрнуто пропор

ционалне, тј. ГА се односи према 

At!. као ЕА према АВ. 
3аиста, конструишимо, на 

г 

А 

Е 

истој правој Г А и A~, тада ће и права ЕА бити на истој 

правој са АВ; и споЈимо В са д. 

I , 
I I 
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Пошто је сада троугао АВГ једнак троуглу АдЕ, а ВАд 

неки други (троугао), онда се троугао Г АВ односи према 
троуглу ВАд као троугао ЕА.1 према троуглу ВАД. Али је 
ГАВ према ВАд као ГА према Ад, и ЕА.1 према ВАд као ЕА 
према АВ. Према томе је и ГА према Ад као ЕА према АВ. 

На тај начин схране троуглова АВГ и АдЕ' које образују 
једнаке углове обрнуто су пропорционалне. 

Нека сад стране троуглова АВГ и АдЕ qуду обрнуто 

пропорционалне, тј. нека се ГА односи према А& као ЕА 

према АВ. Тврдим да је троугао АВГ једнак троуглу АДЕ. 

Заиста, спојимо поново В са .:), па како се Г А односи 
према А.1 као ЕА према АВ, а ГА је према А& као што тро
угао АВГ према троуглу ВА.1, то је троугао АВГ према 
троуглу BA~ као троугао EAti према троуглу ВАд. Према 
томе је сваки од АВГ и EAL\ према истом ВАд у истој размери, 
што значи да је троугао АВГ једнак троуглу ЕА.1 .. 

На овај начин;. код једнаких троуглова са по једним 

једнаким углом стране које образују једнаке углове су обр

нуто пропорционалне; и троуг ли са по једним једнаким 

углом са обрнуто пропорционалним странама које образују 

те уг лове једнаки су. А то је тр.ебалО доказати,11 

16. 

Ако су четири дужи пропорционалне, правоугаоник обу

хваllен крајњим (дуж има) једнак је правоугаонику обухваllеном . 
средњима (дуж има); и ако је правоугаоник, обухваllен крајњим, 
једнак правоугаонику обухваllеном средњим, те четири дужи 

су ПРОПОl'ционалне. 

Нека су четири дужи 

АВ, rL\, Е,. Zпропорцио- Н,г------,/ fЭ

о налне, односиJ:iе се АВ према. . 
Г.1 као Е према Z. Тврдим, А . В Г ' .1 
да је правоуганоик обухва- Е 1-1 -_-< 

Ilен дужима АВи Z једнак 
правоугаонику обухваfiеном дуж има ГД и Е. 

Заиста, повуцимо кров тачке А и r праве АН и ге 

управно на праве АВ и Г& и одмеримо АН једнако Z, Ге 
једнако Е и допунимо паралелограме ВН и .18. 
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Како је АВ према r А као Е према Z, а Е је једнако 

ге и z једнако АН, то је и АВ према r дкао ге према АН.' 
Према томе су код паралелограма ВН и М:'I стране које 
образују једнаке углове обрнуто ПРОlJорционалне. Алt1 lIapa
лелограми са једнаки", угловима, чије су стране које образују 

једнаке углове обрнуто пропорционалне, једнаки су. Према 

томе паралелограм ЕН једнак .је паралелограму МО}. Али је 

ВН правоугаонlotК обухваliен дужимаАВ и Z, јер је АН једнако 
Z, а дЕ) је правоугаоник обух ваliен дуж има Г А и Е, јер је 

ге једнако Е. Према томе је пра:воугаоник са АВ и Z једнак 
правоугаонику са fl1 и Е. 

Нека је сад правоугаоник са 'АВ и Z једнак правоугао
нику са Гди Е. Тврдим да су ове четири дужи пропорцио-

налне, то јест АВ према. Гд као ~ према Z. ' 
Заиста, на основу исте конструкције, пошто је (право

угаоник) са АВ и Z једнак (правоугаонику) са ГА и Е, а 

(правоугаоник) са АВ и Z је ВН, јер је AHjeДH~KO Z, и 

(правоугаоник) са ГА и Е је Ае, јер је ге једнако Е, то је 

(правоугаQНИК) ВН једнак (правоугаонику) .1е;, а имају и јед

наке углове. А код једнаких паралелограма са једнаким угло

вима су стране I(oje образују једнаке углове обрнуто про

порционалне. Према томе је АВ према Г.:1 као го према АН; 

али је Ге једнако Е и АН једнако Z, што значи да је АВ 
према Г А као Е према Z. 

На овај начин, ако су четири дужи пропорционалне, 

правоугаоник обухваtен крајњим (дужима) једнак је право

угаонику обухваliеном средњим (дужима); и ако је правоу

гаоник, обухваtен крајњим, једнак правоугаонику об}'храliеном 

средњим, те четири дужи су пропорционалне. А Td је тре
бало Доказати. 18 

17. 

Ако су пропорционалне три дужи, правоугаоник обух

ваliен крајњим једнак је квадрату над средњом дужи; и ако 
је правоугаоник обухваtен крајњим једнак квадрату над 

средњом дужи, три дужи су пропорционалне. 

Нека су три дужи А, В, Г проriорционалне, дакле се 
А односи према В као В према Г. Тврдим да је правоугаоник 

обухваliен са А И-Г једнак квадрату наД В. 
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Одмеримо ~ једнако В. 
Пощто је А пре!Иа В као В према Г,а В је ,једнако .1, 

то је и А према В као .1 пре-
rf---I ---; ма Г. Али ако су четири дужи А I!--:----,-------i 

пропорционалне, биf;е правоу- В 1-1 -----< 

гаоник обухваliен крајњима јед-

Ј If------( 

нак правоугаонику са средњима. Ла је према. томе право

угаоник са А и Г једнак правоугаонику са В и А. Али право

угаоникса В и <1 је квадрат над В, јер је В једнако А. На 

тај начин је правоугаоник са А и Г једнак квадрату над В. 

Нека је сад правоугаоник са А и r једнак квадрату 

над В. Тврдим да се А. односи према В као В према Г. 

Заиста, на .осн.ову исте к.онструкције, пошт.о ј.е право

угаоник са А и Г једнак квадрату над В, а квадрат над.В 

је једнак правоугаонику са В и <1, јер је В једнакод, биllе 

правоугаоник са А и Г једнак правоуга.онику са В и .1. Али 
ако је riравоугаоник обухваf;ен крајњим једнак правоуга.о
нику .обухваllеном средњим, четири дужи су пр.опорционалне. 

Према томе је А према В као .1 према Г; l\ако је В једнако 
.1, то је А према В као В према Г. 

На овај начин, ак.о су пропорциона:лне три дужи, право

угаоник обухваf;ен крајњим јелнак јеквадрату над средњом 

дужи; и ак.о је лравоугаоник обухваf;ен крајњим једнак квад

рату над средњом дужи, три дужи су !Iропорционалне. А 

то је требало докэзати19• 

18. 

На датој дужи· нацртати праволиниску слику сличну 

датој праволиниској слици и у сличном положају.20 

Нека је дата дуж АВ, а дата праволиниска слика ГЕ. 

Треба на дужи АВ нацртати право-

L/~'Z ~ . 
н 8 ЛИНIIСКУ слику сличну праволиниск.оЈ 

/\l слици ГЕ и у сличном положају. 
I~_~ Спојимо .1 са Z и конструи-

Г LI лL- в шимо на 'дуя<и АВ, и то код њених 
тачака А и В угао НАВ једнак углу 

Г и угао АВ'Н једнак углу r<1Z; 'онда је и преостали угао 
ЛНВ једнак углу rZ6. Према томе троугли zr.1 и НАВ 
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имају једнаке углове. Значи да је Z~ према НВ као Zr према 
НЛ и Гд према ЛВ. Конструишимо затим на дуж и вн, и то 

код њених тачака В и Н угао вне једнак углу LlZE и угао 
нве једнак углу ZLlE; тада је преостали угао код е једнак 

I 
преосталом углу код Е. Према томе троугли ZLlE и нев 

имају једнаке углове. Значи да је ZLl према НВ као ZE према 
не и ELl према ев. Л доказано је да је Z~ према НВ' као 

Zr upeMa НЛ и fLl према ЛВ, и да је Zf према ЛН као Г~ 
према ЛВ и ZE према не и још Ed према ев. Л како је 

. угао fZLl једнак углу ЛНВ и угаи LlZE углу вне, то је и 

цео угао rZE једнак целом углу код лне. Из истих разлога 
је и угао fLlE једнак углу Аве. Па' и угао код r једнак 
је углу код Л, а такође и угао код Е углу код е. Према 

таме слике ле и ГЕ имају једнаке углове; оне имају и стране 

које образују једнаке углоgе пропорцианалне. Значи право

линиска слика ле је слична праволиниској слици ГЕ. 
На овај начин jq датој дужи АВ конструисана право

линиска слика ле слична датој праволиниској слици ГЕ и 
у сличном положају. Л то је требало извести.2i 

19. 

Слични троугли су један пре~а другом у двапут ви

шој размери одговарајуfiих страна. 

А 

Нека су ЛВГ и LlEZ слични 
троуг ли са једнаким угловима 

код В и Е, и нека се ЛВ стоји 
д према ВГ као LlE према EZ; при 

L 
чему вг одговара EZ. Тврдим, 

да је троугао АВГ према троуглу 

~EZ у двапут вишој размери ВГ 

Z према EZ. 
- Заиста, узмимо за ВГ и EZ 

трећУ пропорционалу вн, тако 

да је ВГ према EZ као EZ према вн. И спојимо Н са Л. 

в н г Е 

Сад; како је АВ према ВГ као 6Е према EZ, то се, 
после пермутовања, ЛВ односи према LlE као ВГ према EZ. 
Лли ВГ је према EZ .као EZ према вн; те је према томе ЛВ 
према LlE као EZ према вн. ЗнаЧI1 у троуглима ЛВН и LlEZ 
стране које образују једнаке уг лове су обрнуто пропорцио-

ј' 
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налне. Али троугли који имају по један угао једнак и чије 

су стране које образују једнаке уг лове обрнуто пропорцио
налне, једнаки су један другом. Према томе је троугао АВН 
једнак троуглу LlEZ. И пошто се ВГ односи према EZ као 
EZ према ВН, то, ако су три дужи пропорционалне, размера 

прве према треlюј је двапут виша од размере прве према 

другој, па према томе је и размера ВГ према ВН једнака 

двапут вишој размери од размере ГВ према EZ. А пошто је 
ГВ према ВН као троугао АВГ према троуглу АВН, то је 

размера троугла АВГ према троуглу АВН једнака двапут 

вишој размери од размере ВГ према EZ. Али је троугао АВН 
једнак троуглудЕZ. Те тако је троугао АВГ према 6EZ у 
двапут вишој размери ВГ према EZ. 

На овај начин, слични троугли су један према другом 
у двапут вишој размерl1 ОДГОВ"dрајуl1их страна. А то је тре

бало Доказати.22 

Последица. 

Одавде је јасно, да ако су три дужи пропорционалне, 

онда је прва· према треl10ј као и слика над првом према 
сличној и у сличном положају слици над другом. [Пошто 

је доказано да је ГВ према В Н као троугао АВГ према АВ Н, 
тј. LlEZ]. А то је требало доказати. 

20. 

Слични многоугли се могу раставити на сличне. троугле 
у истом броју и У истим односима према нерастављеним 

.. (целим многоуглима), и мно
гоугао је према многоуглу 

у двапут вишој размери од

говарајуJ:iих страна. 

Н ека су А В Г д Е и 

ZH6KA слични многоугли и 

нека страна АВ одговара 

страни ZH. Тврдим да се 
многоугли АВГдЕ и zнекл 

z 

г 

могу раставити· на сличне троугле у истом броју и У 

истим односима према нерастављеним, и многоугао АВГ дЕ 

. , 
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је према многоуглу ZH6KA у двапут вишој раз\\ериод раз
мере АВ према ZH. 

Повуцимо ВЕ, li:f НА, А6. 
Пошто је многоугао АВГдЕ сличан многоуглу ZH6KA, 

угао ВАЕ је једнакуглу HZA и ВА се према АЕ односи 
као HZ према ZA. Пошто сад два троугла АВЕ и ZHA 
имају по један угао једнак и ст-ране које. образују једнаке 

уг ло ве су пропорционалне, то троуг ли АЕ Е и ZH А имају 

једнаке углове, па према томе су слични; и тада је угао 

АВЕ једнак углу ZHA. Али је једнак и цео угао дВГ целом 
углу ZH6 због сличности Мffогоуглова, те је и преостали 

угао ЕВГ једнак углу АН 8,. А пошто се, због сличности тро
углова АВЕ и ZHA, ЕВ односи према ВА као 1\ Н према HZ, а 
збuГ сл~чности многоуглова АВ је према ВГ као. ZH према не, 
то, као једнако удаљени, ЕВ-је према ВГ као АН према не 

и стране које образују једнаке углове Е:ВГ и Ане су про

порционалне. Према томе троугли ЕВГ 'и Ане имају једнаке 
углове, што значи да је троугао ЕВГ сличан троуглу Ане. 

Из истих разлога је троугао ЕГ д сличан. троуглу Аек. На 

овај начин су многоугли АВГ6.Е и ZHeKA растављени на 
сличне троугле и то у истом броју. , 

Т врдим да су они у истим односима према нераставље

ним (целим многоуг лима), тј. -да су троуг ли пропорционални, 
и да су АВЕ, ЕВГ, ЕГ6. претходни, а zнл, Ане, Аек наредни 

и да је многоугао ABГ~E према многоуглу ZHeKA у двапут 
вишој размери одговарајуtiе стране према одговарајуђој 
страни, тј. страна АВ према ZH. ' 

Заиста, повуцимо ДГ и ze. Пошто су многоугли слични, 
угао АВГ је једнак углу ZH8 и АВ је према ВГ као ZH 
према H~, то троугли АВГ' и ZHe имају једнаке углове; на 

тај начин је угао ВАГ једнак углу HZe, а и угао ВГ А једнак 
углу H6Z. И пошто је угао НАМ једнак углу HZN, а и угао 

АВМ једнак углу ZHN, то је и преостали угао АМВ једнак 

преосталом углу ZNH. Према томе троугли АВМ' и ZHN 
имају једнаке углове. На сличан начин се доказује да и 

троугли ВМГ и HNe имају једнаке УглоВе. Према томе се 

АВ односи према МВ као ZN према МН и ВМ према МГ као 
НК према Ne и према је'днакоудаљености _АМ према МГ као 
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ZN према ·N8. А.hи АМ се односи према МГ као троугао 

АБМ према троуглу МВГ и троугао АМЕ према троуглу ЕМ Г, 
пошто се они односе као. основице;· Међутим један од прет

ХОдЈiИХ се односи према једном од наредних као и сви 

претходни .. према свима наредним, према томе, троугао АМВ 
се односи према ВМГ као АВЕ према ГВЕ; Али је АМВ 
према ВМГ као ЛМ према МГ, те j~ према томе АМ ,",рема 
МГ као троугао АВЕ према троуглу ЕВГ. Из истих разлога 

jeZN npel'4a Ne као троугао ZHA према троуглу НЛ8. А 

пошто је АМ према МГ као ZN према N ~ то је и троугао 
АВЕ према троуглу ВЕГ као троугао ZHA према троуглу 

НАе, а после пермутовања, тр.Ругао АВЕ је према троуг.лу 
ZHA као троугао ВЕГ према троуглу НА8. На сличан начин 
се доказује, ако повучемо Вди нк, да се троуг-ао ВЕГ 

односи према троуглу Ане као троугао ЕГд према троуглу 
лек. и поштоје троугао АВЕ према троуглу ZHA као троу
гао ЕВГ према Ане, и ЕГд према лек, а један од претход
них је према једно,\\ од норедних као сви претходни према 

свима наредним, то се троугао АВЕ односи према троуглу 
ZHA као м.ногоугао АВГдЕ према многоуглу ZH8KA. Али 
троугао АВЕ се односи према троуглу ZHA у размери два
пут Вито] од размере стране АВ према одговарајУћој страни 
ZH, јер су слични троуг ли У двапут вишој размери одго

варајућИХ страна. Према томе су и многоугли АВГдЕ и ZH6KA. 
У двапут вишој размери стране АБ према одговарајућој 

страни ZH. 
Н а овај начин, слични многоуг ли се могу раставити на 

сличне троуглове у истом, броју и У истим односима према 
нерасrављеt(ИМ (целим многоуглимај, и многоугао је према 
многоуглу у Ц,вапут вишој размери одговарајУћИХ CTpat(a. 
[А то је требало Доказати].2S 

Ј Последица 

На исти начин се може показати да су и СЛИЧl'lи четво

рОуГли у ра'3мери двапут вишој· ОД размере одговарајуl1их 
страна: А то је доказано," за ТРОУГЈЈе. Према. томе су 
уопште сличне праволиниске слике· у размери двапут вишој 

од размере одговарајУћИХ страна. А то је .'J1Pt!баJlО доказати. 
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I ( Последица 

Ако за АВ " ZH узмемо треl1у пропорционалу Z, онда 
је размера ВА према Е двапут виша од размере АВ према 
~H.·A и многоугао према многоуглу или четвороугао према 
четвороуг лу су '1 размери двапут вишој од размере одговз
рајуl1их страна, тј. размере АВ према ZH. А ово је било 

доказано и за троуглове. Према томе је јасно, да, уопште, 

ако су три величине пропорционалне, онда је прва према 

треl10ј као слична и у сличном односу слика ко'Нструисана 

над првом према оДговарајУl10ј слици над другом.] 

21. 

Праволиниске слике сличне истој слици слич~е су и 

међу собом. 

Нека је свака од праволиниских слика А и В слична 

слици Г. Тврдим да је А слична В. 

г 

Заиста, пошто је А слична 

Г, она има једнаке углове са Г 

и пропорционалне стране које 

образују једнаке углове. Даље; 
пошто је и В слична Г, има' и 

она једнаке yt.JIoBe са Ги пропор

ционалне стране које образују 
једнаке углове. Према ,томе је 
свака од А и В има једнаке уг.ло- , 
ве са Г и пропорцИ,Оналне стране, 

које образују једнаке углове [значи и А и В имају једнаке 
углове и пропорционалне.стране које образују једнаке углове]. 

Према томе је А слична В. А то је требало доказати. 

22. 

Ако су четири дужи пропорционалне, онда су и на 

њима конструисане сличне и у сличном положају праволини

ске слике пропорцио~але; и ако су на ЊИМ8 конст~уисане 

сличне и у сличном положају праволиниске слике пропор

ционалне, пропорционалне су и дужи. 

:' ., 
" 

11 

11 

11 

11 

1I 
,1 

11 
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Нека су АВ, Гд, EZ, не четири пропорционалне дужи, 
тако да је АВ према Гд као EZ према H~, и нека су над 
АВ и Г д нацртане сличне и у сличном положају праволиниске 
слике КАВ и лгs, а над EZ и не сличне и у сличном поло
жају праволиниске слике MZ и NE>. Тврдим да се КАВ односи 
према ЛГ д као MZ према Ne. 

Заиста, узмимо за ВА и Г д 

Tpel1y пропорционалу S, а за EZ 
и не Tpel1y пропорционалу О. 

Лошто је АВ према Гд као EZ 
према не, а Гд према S као Не 
према О, онда'је по једнакоудаље

ности АВ према S као EZ према 
О. Међутим АВ се односи према 
S као КАВ према ЛГд, и EZ према 
О као MZ према NE>, те је и КАВ 
према ЛГд као MZ према Ne. 

N 

О о Z н е 
Е 

Сад нека је КАВ према ЛГ дО"""" 
као MZ према Ne. Тврдим, да је 
АВ према Гд као EZnpeMa не. . 

I 

О 
п р 

Заиста. нека не буде тако, да се АВ односи према Гд као 
EZ према Н е, Bel1 нека се АВ односи према Г Д као EZ 
према ЛР ; коструишимо над ЛР праволиниску слику LP 
сличну и У сличном положају свакој од MZ, Ne. 

Лошто се сад АВ односи према ГА као EZ. према ЛР 
и над АВ и Г д су Кt?нструисане сличне и у сличном поло
жају слике КАВ и ЛГд, а над EZ и ПР сличне и у сличном 
положају слике MZ и LP, то је КАВ према ЛГд као MZ према 
.LP. А претпоставља 'се да се КАВ односи према лГд као 

MZ према NE>. Те је према томе MZ према LP као MZ према 
N8. Дакле је MZ у истој размери према и Н8 и LP, те је 

Ne једнако ~P, а и слична је и у сличном положају. Ла према 
томе је не једнако' ЛР. И ,пошто се АВ односи према Гд 
као EZ према ЛР, а ПР је једнако не, то је АВ према Гд 
као EZ према не. 

На овај начин, ако су четири- дужи пропорционалне, 

онда су и на њима конструисане сличне и .у сличном поло-
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жају праволиниске слике пропорционалне; и ако су на њюла 

конструисане сличне и у слично.'I\ полож~ју праволиниске 
слйке пропорционалне, 'онда су пропорционалне и дужи. А 

. то је тробало Доказати.и 

[Лема] 

[Ако су праволиниске слике једнаке и сличне, онда су 

и њихове стране једне другим једнаке. То докажимо овако. 

Нека су праволиниске слике Kf1 и 'LP једнаке и сличне 
и нека је ен према HN као РП према П~. Тврдим .да је РП 
једнако ен. 

Нека стране нису једнаке, онда је једна од њих већа. 

Нека буде РП већа од ен. Пошто се РП односи према П'L 

као ен према H~ и, после пермутовања, РП је према ен 
као П~ према HN, а ПР је веће од е fI, БИће веће, и ПL од 
HN. Према томе је и слика P'L већа од ех, али је w једнака, 
а то је немогуће. Значи ПР није неједнако не, па је према 

томе једнако. А то је требало доказати.] 

23. 

Паралелограми са' једнаким угловима су један према 

другом у раамери сложеној од размера страна. 25 

Е 

м t--~------< 

мо да се ВГ 'одн()'с'и" према ГН 
ГЕ као А према М. 

Нека су АГ и rz, 
чији су углови BГ~' и 
ЕГН једнаки, паралелогра

ми са једнаким угловима. 

Тврдим да су паралелогра

ми АГ и rz у размери 'сло
женој од размера страна. 

Заиста, поставимо 

их тако да ВГ буде про
дужење ГН; тада ће и 

['~ бити на продужењу 
ГЕ. И допунимо слику 

паралелограмом ~H; узми
мо неку дуж К и начини-

као К према А И~Г према 



33 

На тај начин ће размере К према А и А према М бити 

нсте -са размерама страна: ВГ према ГН и дГ према Г6; Али 

размера К upeMa М јесложена из размера К према А и Л 

према М. На тај начин је размера К према М сложена од 

размера страна. Лошто је БГ према ГН као паралелограм 

АГ према ге, а БГ је према ГН као К према Л, те према 
томе је К према А као парал~огра.VI АГ према 1'8. Даље, 

пошто је дг према ГЕ као паралелограм ге према ГZ, а АГ 

према ГЕ као А према М, те се, пре,\\а томе, А односи према 

М као паралелограм ге према паралелограму ГZ: Пошто је 
сад доказано да је К према А као паралелограм АГ према 

паралелограму ге, и Л пре,VIЭ М као паралелограм ге према 

l1аралелограму ГZ, онда је по једнакоудаљености К према М 
као АГ према паралелограму ГZ. Али размера К према М је 

сложена од размера страна. Лрема томе је и размера АГ 

према 1'1. сложена од размера страна. 
На овај наЧИj;i. I1зралелограми 'са. једнаким угловима су 

један према другом у размери сложеној од размера страна 

·А то је требало долазати.26 

24. 

у сваком паралелограму су паралелогрз \\И· конструисани 

на дијагонали слични и целом (паралелограму)и M~ђy собом. 
Нека је АВГд паралелограм и АГ његова дијагонала, 

ЕН и ек паралелограми на АГ. 

Тврдим да је сваки од паралело- Ак-_Е,-. ___ ----::; 
грама ЕН и ек сличан целом па~а-

лелorраму АВГА и да су они слични Н г----:~---_____\ 
међу собом. 

Заиста, пошто је троугао АВГ 

пресечен правом EZ пар~лелно стра:' 
ни БГ, то се БЕ односи према ЕЛ К Г 
као ГZ према ZA. Даље, пошто -је 
троугао АГ д пресечен правом ZH паралелно страни 1'.1, то 
је ГZ према ZA као .1Н према НА. А доказано је да је ГZ 
премаZА као БЕ према' ЕА. Према томе је и ВЕ' према ЕА 
ЮЮ . АН према НА. И зато' је, после састављања, ВА према 
АЕ као дА према АН, а после пермутовања БА је према Ад 

, 
3 
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као ЕА према At1. Дакл~ код паралелограма ABГ~ и ЕН 
стране које образују заједнички угао ВА,1 пропорционалне су. 
А како су HZ и t1f пар;~лелне, угао AZH једнак је углу ~ГA; 
а угао ,1АГ је заједни~ки код троугла А.1Г и АНГ, прем~ 

-r:ч~е rР.QУ('ЈЈИ АДГ и AHZ имају једнаке углове. Из истих 
р'~злога и "I:РОУГЛОВИ, АГВ И AZE имају једнаке углове; па 
-r:al5o' и Ц~9 параЛеЈЈограм АВГ,1 и паралелограм ЕН имају 
jeJ,I.H<,l,Ke уг лове. Зато је Ад према ~Г као АН према HZ, и 

4Ј;' према ГА ~ao HZ према ZA, и АГ према ГВ као AZ према 
ZE, и rfiJ о према ВА као ZE према ЕА. А како је доказано 
да је ,1Г према r А као HZ према ZA, и АГ према ГВ као AZ 
пРоем.а о ZE, онда је, према једнакоудаљености, ~Г према ГВ 
као HZ пре",~ ZE. Пр~ма томе су стране које о.бразују јед
наке углове код паралелщрама АВГД и ЕН пропорционалне, 

па су на тај начин паралелограми АВГ А и ЕН слични. Из 

истих разлога је паралелограм А8Г ~ сличан паралелограму 

К8; значи сва,КИ одпаралелограма ЕН и вк је сличан пара
леllограму ABГ~. А слике сличне једној истој праволиниској 

слици сличне су и међу собом. Те Пр.~ма томе је, ио парале
лограм ЕН сличан паралелограму ек. 

На овај начин, у сваком паралелограму су паралелограми 

конструисани на дJtјагоналислични И, целом (паралмограму) 

и ... Међу собом. А то је тре,бало доказати. 

25. о 

Конструисати правол~ниску слику ~oja је слична даtoј 

праволиниској слици и једнака друг01 датој П~iiврлинисIi?'ј 
слици. 

О' Нека је АВГ дата праволиниска слика, КОЈОЈ ТРCiЖlща: 

слика треба да буде слична, а ~ <;ЛI1~а, KOjqj Тl?iiж.еf;l~ слика 
треба да буде једнака. Трер'а конструис~т..и сли~ СШI~НУ 
слици АВГ а j~ДHaKY слици 6. 1' .. ' . о· 

о, Доцртајмо над ВГ пар'алеЛQгq;~~ џ~ j~ДH~!C T~~)(J!ЦY ",ВГ, 
а над ГЕ ~ар'алел~rр~м, ГМ једнак ~,c~ У;ГЛОI\\ Д~ je.ц~ 
y~цy ГВА; Taд.~. јеВГ H~ дужи, rz И АБ H~ ДY~", EN\~' И, 
Het.Ko~ H~ буд~.Сi>едња ПР9fiощ!ион~~, з~; B~ и' r~, 'ria/o~~AI:I;~ 
КОНСТРУlofшимо троугао КНе СЛltчан И' ,У СЛИЧНОм ЏРЛО)КЗЈУ 
са тјюугОЈЮМ' АВ!;'. ., о • • 

r' ,и' " .. 
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Пошто се ВГ односи према' нв као не према rZ, а 
ако су три дужи пропорционалне, онда је прва према тре}юi 

"''10 и слика Ј(онструисана над првом према сличној и у сnич
НОМ ПРложзју сщщи консiруисаној ЩЩ другом, значи ВГ је 
према rz као троугао А8Г према троугру кне. Аnи ВГ се 
односи према fZ као Н щ~ралеilограми ВЕ према пзралеЛОГРЗА)У 
БZ. Значи троугао АВГ је према троуглу кне као параЛелограм 
813 прсмСЈ паР(lлелограму EZ. Илн, после пермутоваЊ8, троугао 

/А 
г 

I 
i 

I 

L--___ L-/ ____ ~/ 
А Е .м 

н 

z 

АВГ је према паралелограму 6Е као троугао кне према 
паралелограму EZ. Како је троугао АВГ једнак паралелогра",у 
Щ~, то је уроугао КНа је.ll.Н8Ј( пара,ЈЈелограму EZ; Али пара
]'e.ЛOIl)ам EZ је једнак.(сщщи) А,. па је и троугао кне je.a..ttaк 
слици А, а при томе је троугао кне и (:JlИqан троуrлу АВГ 

На овај начин је конструисана ~JJ1tRa кна слична датој 
. праџолиниској слици' АВГ и јеДНаЈСа датој слици А. А то jct. 
требало .цОl\ааати.27 

26. 

,Ако QД Q(lр~n.~,щ~грама, 01'СеЧемо раралелorрам сличан 
. и у сnичномnoложају са целим ко)l uовим има иаа.јеАИJR
ки угао, тај паралелограм је tr.t истој диЈ3гоиали са ценим. 

Н-ека Је ед ичanелоrtt.Мta р\ВЈ';6 O:Kмeu вapa~гpaм 
A~ СЛWfaJI. ADГ.:1 It У сличном ПQJlOOlају', а roји има (Са ЊIPI 
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заједницки угао д.АВ. Тврдим да је АВГд. на истој дијагонали 
юiо и AZ. 

Заиста, нека то није тако, па ако је Moryte, нека буде 
лег дијагонала; па продужимо HZ дО в и повуцимо кроз в 

А Н 4 
,.----т--__.----, 

к 1-----:<-'" 

в г 

праву' вк паралелну свакој од 
правих ЛА и ВГ. 

Пошто су сад АВГА и КН на 

истој дијагонали, то се dЛ од

носи према АВ као НА према АК; 

а због слицности АВГ t. и ЕН 
дуж АА је према ЛВ такође као 

и НА према ЛЕ. Дакле НЛ је 

према АК као НА према АЕ. Дуж 

НА је према томе у истој размери према свакој од АК и 

АЕ. Знаци ЛЕ је једнако АК, мања већој, а то је HeMoryte: 
Дакле 'АВГД и Az не могу не бити на истој дијагонали. Па 
према томе је паралелограм ЛВГ Д на истој дијагонали са 

паралелограмом AZ. 

, На овај нацин, ако од Ilаралелограма отсечемо пара

лелограм сличан и у сличном положају са целим који са 

овим има и заједнички угао, тај паралелограм 1е на истој 

дијагонали са целим. А та је требало доказати . 

. 27. 

Од свих паралелограма тако конструисан их на ~З'{ој 
дужи да им недостају паралелограми слични' и у сличном. 

положају 'са паралелограмом 

конструисаном' на другој поло

вини дужи она} је најЬеliи који. 

је конструисан на првој по
ловини дужи и сличан пара

лелограму који му неДОСIЗје.Z8 , 

- НекајеАВ дуж к- -неlQl 

.Е 

је она располовљена тач;ком r И, Ас ,.~J 'к в 

нека. је на дужи .ЛВ KOI;ICTPY- \ ': ;o'~; . 

иса н i пар.але:IOГрам AIJ., чији је допунскипavалелог.РЦAf-:АВ кон
струисан напоЈЮВИНК-ЛВ" тј. на ТВ. Тврдим :п.аје од свих Jfa 
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АВ тако конструисаних паралелограма да им недостају пара

лелограми слични и у сличном положају са пар,злелограмом 

.18 највеliи паралелограм АI1. Конструишимо на дужи АВ 

паралелограм AZ такр, да' је паралелограм ZB сличан и у 
сличном положају са паралелограмом .1В. Тврдим да је пара

лелограм А.1 веliи од паралелограма AZ. 
Заиста, пошто је lJаралелограм ~B сличан паралело

граму ZB, они. су на истој Дијагонали. Ловуцимо њихову 
дијагоналу I1В и допунимо слику. 

Лошто је сад rZ једнако ZE, а ZB је заједничко, то 
је цео паралелограм ге једнак целом паралелогра,..,у КЕ. 

Али. је ге једнак гн, јер је Аг једнако ГВ. Лрема томе је 
. НГ једнак ЕКо Додајмо заједнички (паралелограм) rz. Тада 
је паралелограм AZ једнак гномону ЛМN: Ла према томе је 

паралелограм I1В, а то liе реliи и парале1!Рграм А.1, веliи од 
паралелограма AZ. 

На овај начин, од свих паралелограма тако КОНСТРУ
исаних на датоЈ дужи да и:\\ недостају паралелограми слични 

и у сличном rюложају са--паралелограмом конструисаном на 

другој половини дужи онај је највеt;и . који. је конструисан 

на првој половини дужи и сличан паралелограму који му 

недостаје. А то је требало Доказаги.29 

28. 

На датој дужи конструисати такав паралелограм, једнак 

датој праволиниској слици, да паралелограм који му недо

стаје буде сличан датом паралелограму; при томе је неоп
ходно да дата ПрЭволиниска слика (којој треба конструисати 

једнаки паралелограм) не, буде веliа од паралелограма кон
струисаног на половини и сличног паралелограму који му 

недостаје [ОД, ~аралелограма на половини а да слични му 
недостаје]. 

Нека је АВ дата дуж, а праволиниска Сl\ика Г, којој 

једнаки парале;nограм треба конструисати на АВ, није веliа 
од пар~лелогра"а 'Конструисаног на половини АВ и сличног f 

паралелограму који му недостаје и ,који је сличан паралело

ГРЗ,.\1у-l1. Треба на датој дужи АВ конструнсати паралелограм 

I 
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једнак праволиниској слици Г а да паралелorрам који му 
недостаје БУ,Де С,JIичан датом паралелограму. L\. 

G Н 

г 
л ЈИ 

А Е 

П 
8U 

N 

Располовимо АВ тачком Е и над ЕВ нацртајмо слику 

EBZH сличну и у слиtfRОМ положају са L\; и као допуну 

конструишимо паралелограм АН. 

Е В. к 

Ако је сад АН једнако Г, тражено би било изведено, 

јер је на датој дужи АВ конструисани riаралелограм АН 

j~ДHaK датој праволиниској слици Г, а пара.riелограм, који 
му недостаје, је сличан паралелограму L\. . 

Ако то није случај онда нека ВЕ буде веl1еодГ' А како 

је вЕ једнако НВ, биl1е, ,и НВ од r. Тада конструишемо 
слику КЛМN сличну и У сличном' положају са Ll, која је 
једнака, сувишку НВ над Г. Како је ~ слично НВ, то је и 

КМ слично НВ. Нека сад КЛ одговара НЕ, а лм дужи 
HZ. Пошто је НВ једнако збиру Г и КМ, то је НВ веће 
'од КМ. Тада је и НЕ веl1е од КА, а HZ од ЛМ. КОНСТРУ
ишемо НЕ једнако КЛ и НО једнако ЛМ и допунимо пара

лел'ограм ЕНОП; према томе је НП слично и једнако КМ 

(а КМ је слично ~HB)., Значи НП је слично НВ.· Према томе' 
су НП и НВ на истој дијагОнали. Нека је та диј.агрнала ННВ, 
па допунимо с;лику, . 

Пошто је сад ВН једнако збиру Г и КМ, а НП је 

једнако КМ, то је преостали гномон rхф једнак ocraTJ<Y Г. 

И IlОШТО је ОР .једнако ::;~, то је, ако, додамо за.једничко ПБ, 

цеЛОКУIlНО ОВ једнако целом ::;в:· Али је ЕВ једнако ТЕ, 

јер је страна АЕ једнака страни ЕВ,. па према томе је·и ТЕ 
једнако ОВ. Д~дajMO Ю:, ·тада је и цело' Т1: једнакО' целом 

4 
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гномону Фхr. Међутим је доказано да јегномон ФХl'једнак 
Г, па је према томе и TL једнако г. 

На овај начин, на датој дужk АВ је конструисан, и то јед
наК датој праволиниској слици Г, hаралелограм LT а при томе 
паралелограм ЛВ, који му недо'стаје, сличан је датом паралело

граму .1 [uошто је ЛВ слично НЛ]. А то је требало известИ; 

29. 

На датој дужи кnнструисаТI1 параnелограм са сувишiюм 

сличним датом паралелограму, а једнак датој праволиниској 

слици. 

Нека је АВ дата дуж, а праволиниска слика, којој јед

наки паралелограм треба конструи~ати на АВ, нека буде г. 

Треба на датој ДУЖН АВконструисати паралелограм једнак 
праволиниској слици Г са .сувишком сличним датом пара

лелограму -д. 

1( f) 

N п 

Располовимо АВ тачком Е и' над ЕВ нацртајмо пара
лелограм BZ сличан й у сличном iю.ilO.жају са .1, и констру
ишимо паралелограМ' не, сличан и у СЛИЧНОМ положају са <1, 
једнак збиру BZ и Г, и то да одrоварају: ке дужи ZЛ и 
кн ДУЖИ ZE. Лошто је не веће од ZB, 'И ке је веЈЈе од 
ZЛ, а .кн од ZЕ.ЛРОl!УЖИМО ZЛ И ZE тако да буде ZЛМ 
једнако ке, а ZEN једнако кн, и допунимо паралелограм 
MN; тада је MN једнако и слично не. Али је не сличан 

ЕЛ, те је и MN сличан ЕЛ, а ПрИ томе су Ел и MN на истој 
дијilгонали. ПОВУЦИМQ њихову дијагоналу Z! и ДOnУffИМО слику. О' 
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Пошто је не једнако эбиру Ел и Г, а не једнако MN, 
и M~ је једнако з6иру Ел и Г. Одуэмимо заједничко Ел. 
Тада је преостаци гномон 'Vхф једнак Г. И пошто је АЕ 

једнако "БВ, једнако је и AN паралелограму NB, тј. ЛА. До
дајмо эаједничко Е:::. Тада је цело А'Е. једнако целом гномону. 
Али гномон Ф Х \V једнак је Г, те према томе је и А::: једнако Г. 

На овај начинiе на датој дужи АВ конструисан пара
лелограм АЗ;, једнак датој праволиниској слици Г, са су
вишком паралелограмом ПО сличним паралелограму~, јер 

је Ел слично ОП. А то је требало иэвести. 

30. 

дату ограничену праву (дуж) поделити у крајњој и 
средњој раэмери. 

i Нека је АВ дата дуж. Треба дуж АВ поделити у крајњој 
и средњој рззмери. 

Конструишимо над АВ. квадрат ВГ и на АГ констру
ишимо паралелограм Г~ једнак ВГ са сувишком A~ слич

г Z f) 
r-----.---. 

I 

ним ВГ. 

ВГ је квадрат, према томе је и AtJ. 
квадрат. А пошто је ВГ једнако Г /1, ТО 

I 

је, после одузимања ааједничког. ГЕ, и 
I остатак BZ једнак остатку AtJ.. А они 
I су и са једнаким угловима. Према томе 

А [, _I
E 

В су стране у BZ и А/1 код једнаких углова 
обрнуто пропорционалне. Дакле ZE се 
односи према Е/1 као АЕ према ЕВ. Али 

ZE је једнако АВ, а Ед једнако АЕ, 

д те је према томе ВА према АЕ као АЕ 
према ЕВ. ЛВ је Bef1e од ЛЕ, па је и АЕ Bef1e од ЕВ. 

На овај начин је дуж ЛВ подељена у крајњој и средњој 
размери тачком Е и већИ део је АЕ. А то је требало иавести.ЗО 

31. 

Код правоуглих троуглова слика I<онстр}'исана на стр.ани 

наспрам правог угла је'днака је збиру сличних и слично кон

струисаних слика над странама које образују прав угао. 
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Нека је АВГ правоугли троугао са правим углом ВАГ. 

Тврдим да је слика конструисана над ВГ једнака збиру 
сличних и слично конструисаних слика над ВА и над АГ. 

Повуцимо нор.\1алу А6. 

Пошто је сад у правоуглом 

троуглу АВГ иЗ правог угла код А 

повучена на основицу ВГ н6рмала 
А6, троугли АВ6 и А6Г уз нор

малу су слични целом троуглу АВГ 

а и међу собом. И пошто је АВГ 

сличан ABd, то се ГВ односи према 
ВА као АВ према Вд. Пошто су 

сад три дужи оропорционалне, онда је прва према трећој 

као слика над првом према сличној и у Сличном положају 

слици над другом. На та} начин се ГВ односи према В4 
као слика над ГВ према сличној и у сличном положају слици 
над ВА. Из истих разлога и РГ је према Г6 као слика 

над ВГ према слици над ГА. Према томе је и ВГ према збиру 

В,1 и .1Г као слика над ВГ према збиру сличних и у слич
ном положају слика над ВА и .АГ. А.џи је ВГ из Вд и 6Г. 

Према томе је слика над ВГ једнака збиру сличних и у слич
ном положају конструисаних слика над ~A и над АГ. 

На овај начин је код правоуглих троуглова слика кон

струисана на страни наспрам правог угла једнака збиру 

сличних и слично конструисаних слика над странама које 

образују прав угао. А то је требало доказати. З ! 

32. 

Ако саставимо т-е.\1ена двају троуглова код којих су 

две стране једног пропорционалне двема странама другог 

и при томе те стране на одговарајуJ:iи начин паралелне, онда 

су остале стране троуглова на истој правој. 

Нека су АВГ и .1ГЕ два троугла код којих су две стране 
ВА, АГ једног пропорционалне двема странама дГ, ,1Е другог, 

наиме АВ се односи према АГ као t1f према дЕ и страна АВ 
је паралелна t1f: аАГ страни ,1Е. Тврдим да су ВГ и ГЕ на 

истој правој. 
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Заиста, пошто је права АВ паралелна правој .1Г, а права 

Агпе њихова трансверзала, то су углови ВАГ и АГ.1 једнаки 
као наизменични. Ив истих разлога је угао Г.1Е једнак углу 
АГ.1. Према томе је угао ВАГ једнак углу Г.1Е. Пошто два 

д 

&Ј. 
л г Е 

троугла АВГ и .1ГЕ имају угао код А 

једнак углу код .1, а стране које образују 
те углове су пропорцион'алне, тј. ВА се 
односи према АГ ако Г Ь. према .1Е, то 
троугли АВГ и .1Г8 имају једнаке одгр

варајУће уг лове. Према томе је угао АВГ 
једнак углу .1ГЕ. А д,?кавано је да је 
угао АГ.1 једнак углу БАГ. Према томе 

е цео угао АГЕ једнак збиру углова АВГ и ВАГ. Додајемо 
зЗједнички угао АГВ, тада је збир углова АГЕ и АГБ једнак 
з6иј>у углова БЛГ, АГБ, ГВА. Али је збир БАГ, АВГ, АГБ 
једнак двоструком правом углу, па је прем~ томе и збир 
АГЕ, ЛГБ једнак двоструком право,Yi угл"9'. На правој ЛГ код 
исте тачке Г две праве БГ и ГЕ, које нису са исте стране, 

чине два суседна угла АГЕ и АГВ чији је збир два права 

угла, па услед тога су две праве БГ и ГЕ на истој правој. 
На овај начин, ако саставиматемена двају тр<?уг лова 

код којих су две стране једног пропорционалне двема стра

нама другог и при томе' те стране на одговарајуfiи начин 

паралелне, онда су остале стране троуглова на истој правој. 

А то је требало Докавати.З% 

33. 

Код једнаких кругова углови се налазе у размери вахва

fiених лукова "било у 

случају централних 

било у случају пери
фериских углова. 

Нека су АБГ и 

.1EZ једнаки круго
ви и углови БНГ и 

E8Z централни за. 
центре Н и е, а уг

лови БАГ и EdZ перифериски. Тврд.им д.а се лук ВГ односи 
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према луку EZ као угао ВНГ према углу EeZ и угао ВЛГ 
према углу EAZ. 

Заиста, надовежимо на лук ВГ колико хоliемо том 

луку једнаких лукова ГК, КЛ, а на лук EZ исти број овом 
луку једнаких лукова ZM, MN, и повуцимо НК, НА, ем, 6N. 

Пошто су сад луци ВГ, ГК, КА међу собом једнаки, 

једнаки су међу собом и углови ВНГ, ГНК, КНА. Према 

томе колики је лук ВА мултиплум лука ВГ, толики је и угао 

ВНА, мултиплум угла ВНГ. Из истих разлога, колики је 
лук NE му nтиплум лука EZ, толики је и угао N6E му лтиплум 
угла ЕеЕ. Значи, ако је лук ВА једнак луку EN, једнак је 
и угао аНА углу Еан, ако је лук ВЛ веliи од лу.ка EN, 
онда је веf1и и угао ВНА од угла E6N, а ако је мањи, онда 
мањи. Од четири дате величине, два лука ВГ и EZ и два 
угла ВНГ и E8Z, узети су подједнаки мултиплуми лука ВГ 
и угла ВНГ, лук ВЛ и угао ВНЛ, а од лука EZ и од угла 

. Eez лук EN и угао EBN. И доказано је да, ако је лук ВА 
веf1и oд'~ лука EN, онда је угао ВНА веf1и од угла EeN, ако 
је једнак онда једнак, а ако је мањи, Мањи. Према томе се 
лук ВГ односи према луку EZ као угао ВНГ према углу EeZ. 
Али угао ВНГ је према углу Eez као угао ВАГ према EAZ, јер 
је сваки двапут већИ од другог. Према томе, лук ВГ се односи 

према луку EZ као угао ВНГ према углу E8Z и угао ВЛГ 

према углу EAZ. 
На овај начин, код једнаких кругова углови се налазе 

у размери захваllених лукова било у случају централних 

било у случају перифериских углова. А то је требало дока

зати. а • 
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1 Грчке речи п XIXta f1[IXV" ове дефиниције преводимо са 

»појединачно" подразумевајуl1и д&, сваком поједином углу 
прве слике ОДГ.овара једнаки угао друге слике. Овај Еукли

дов додатак искључује MOryl1HocT тумачења дефиниције да 
су сви углови прве слике, .једнаки међусобно, једнаки угло

вима друге слике. 

2 у вези са првом дефиницијом имамо две примедбе. 

1. у дефиницији није ИСТЗЈ<НУТО да ред Ј<ојим следују с:тране 
односно углови једне слике треба да буде исти као и код 

друге слике, другим речима, да елементи слика треба да 

f3 
2 З 

2' f3 з' 
а 

'о 
1 

4 
:s 

о 

6 5 

~ 

Сл. 1 

буду распоређени на исти начин. Ако тај услов Hl4je задо-
, I ' "". .. > ~ ' .. " 

вољен, слике могу и са појединачно једнаким угловима- и 

пропорционалн,,!м крацима тих углова ипак да "не буду сличне 
(сл. 1). 2. Друг'а примедба се односи на' H~B'oђeJЬe ДB~ ycJioii~. 
о једнакости углова и пропорционалности кракова у дефини-

. , ' l' , ,,, ... 

цији. 11а два услова обично се оба сматраЈУ као неопходна 
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и у том облику се дефиниција појављује у свима уџбеницима 

геометрије без примедбе. Међутим може се дефиниција 

сли~ности праволиниских слика формулисати ПОМОћусамо 
једног од тих углова' - или једнакошfiу углова или пропор

ционалношl1у ли ниских елемената, само треба сваки од 'тих 
\ f. : • 

услова допунити додатком: C1J.UX углова односно свих. пра-

праволиниских елемената. Тако, квадрат и правоугаоник 

. различитих димензија 

г\71 0 г):71 (сл. 2) нису !=лttчне сли-
11/ /', .11 .. , .'. ~.' ке, јер незадово.љавају 
.' услоа једнакости свих 

углова, ОДНQСНО П9Р~ 
порционалоостис ВUХ Сл. 2 

праволиниских елеме

н.ата. Заиста, ако ПQвучемо; одговарајУЋе Щtјагонал.е тих СЛИКа, 

С/Щ углови тих слика; убрајајуfiи ту. и углове'изме1)у страна. 

и дијагонала lietie БИТIf једнзки.Међутим. рецимо, ва ,цIlЗ 
правоугаоника, чији су свиуглови између ОдfоварајуfiИХС'пра

волиниских елемената једнаки, можемо ТВРДИТИ да су слични. 

Исто тако, можемо ТВРДИТИ да је УСЛОЈЈ само пропорционал
ности али свих праволиниских елемената довољан за слич

ност одговарајуt.их слика. ЈаСI:IО је да Еуклидова .ред~цЙја 
дефиниције орајена ·снази ако се м1iсли само на углове и' 
стране ПОјЈигона. . 

3 У Heiberg'oBY издању ова дефиниција стоји у заГради 
а има и таквих Еуклидових издања у којима је ова дефи
ниција изостављена. Понеки коментатори сматрају да • ова 
дефиниција не припада Еуклиду, и то из два разлога: 1. она 
је И8ложена ТОЛИКО нејасно, таквим стилом да ни мало не 

одговара Еуклидову духу ивлагања и 2. у својим расуtjи
вањима ни на јеДНQМ месту Еуклид не користи ову дефи

ницију. Да би ова дефиницмја добила нешто јаснији смисао, 

понеки к~ментатори предл.аЖу ов.ако ДОП)'Њ~ItУ редаЈ(џију те 
дефиющије: Две слике су ~щщрочне, аliОКО.Ц сваке 0,1{ тих 
двеlуслика постоји- раз&\ера ·:f1peTXQAHor(em:.ieHTa') према 

, '. "., ,; .1. -' ... t .' " '."." .,< ...... 

наредном, као ~ наредногпрема ПI?~Р;~.цно"" Друr~м, р~чима, 
ако са пр~еслике .уЗмемо два елем~"та а иЬ,који&\а на 
другој слици одговарају еле~ен'ти а" иЬ', Оifдаза реципрочне 

: ." " . '.. , 
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слике важи пропорција: а: Ь = а': Ь'. Такво тумачење ове де
финиције од стране неких коментатора ипак остаје пр06ле

маТИЧНQ, јер не следује непосредно из текста дефиниције. 
Из наведених раЗЛOI:'а изостављање ове дефиниције заиста 

не умањује ни систематичност а ни потпуност неопходних 

појмова у Еуклидову излагању. 

4 Таква подела дужи зове се такође непрекидна подела 

или златан пресек. 

Како смо већ наводили, код Еуклида се не употре6љује 
реч, која би одговарала појму дужи као ограниченој правој; ; 
код њега се употребљује реч "Еu,зЕfа. и, права. Кад је потребно 

нагласити да је права .0граничеНа", Еуклид употребљује 
израз, ~ ЕU{)·Йа. т.:ЕЯЕра.0I1€V7ј. У нашем преводу за што јасније 

формулисање, нарочито у овој књизи, често употребљујемо 

реч "дуж" и то тамо, где излагање може да буде тачније, 

краће и јасније .. 
. 5 Код Еуклида појам висине није ограничен обликом 

оних линија коЈе спајају врх са основиuом - то могу да 
буду не само дужи (троугао), већ и изломљене линије (поли
гони) односно криве линије (сл .. 3). Ако слика има више 

Сл. 3 

Сл. 4 

тачака на истом највеl1ем отстојању од основице, нормала 
из сваке од тих тачака је висиttа слике према датој ос но-

\ ВIЩИ (сл. 4); . 
6 У Heiberg'oBJ издању је оваде финиција стављена у 

заграду. T . .L. HeatlI QBY дефиницију наводи само у при

медбама. Раалови су. за ТО ови; 1. Дефиниција немајасног , . . 

4 

" 
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одређеног смисn~; њеfl СТШI не OAOQ8Qpa. Еуклид(tВ~ стИiIy; 

2. 110, Qадрж.ају овом '!щфнltИI:I.Ща је ООf11'eШНО C'Pa~Ha' у. 
VI~ књиву. ~a. .се. од.носк> Н6> T80pltjy јМ8мвре. ИI Dlt;Ori~, и! 
п~ма TOM~, тРвба.да, се, налази; у V кљизи. 31. my~лищ, уоош'Ј1е1 
не смат.ра размеру'), реЦИМО, ДВ-е}у. ду*ипа~ I«Ю. '~Yi

односно број И никад не врши ооерац,ије. оа. ЈЖ86'ерама. IЩQo. 
са ОроЈеlЦtМЗ<. Щремз? т,оме. rQ;T()6(}t оо. сигурМШIiy· мОже се 
тврдити да је ова· дефиниција додатак поauмjtJг Bper.teнa. 

Савременим матемаТИIJКИМ језикем ову- дефищщяју 149-
жемо овако протумачи'l'И. Из· две, размере'Q.l: Ь! и' а2 :·Iit ав,-
ст-авља '~e l'рећа а: 11 са вредношt1у , . 

, 

(*) ~ = аЈ Х ~2 =-= a!.\Qe". 
Ь. 01 b~ bi fJ~ 

Мало заобилазцим путем ову дефиницију МО)itеlfо'иаl}е
сти И~ ЕуклиД~ву смислу, не уводећИ операциј~ 9ip'a8(4elraм~ . 
као са број~вима~ Нека су дате две p'a8~~pe-:. (1'1:' .~~ и: ai :·Ь",: 
Саставимо помоЬу њих две помо}ше Пр'ОQОр'циi~ . : / 

а •. : Ь( ~ а.: љ, 

а2 :'Ь. = р: Ь, 

где је р по/ же~ иза~ацаl ДУЖI1Jfа. Т\Јрдимо.,. пJtetAа дефи
ющи)и, да је! ра,зм,ра а ~ Ь С,астав-

В . ..., -
љена од размере а. :0" и а;:Ь2• Лако 
је проверити, еЛИМИНJfШyћR ;в.УЖltНУ 

А Р да је при томе з~що~о.љен~,је.!l.На
Ч§fl(сi (*). (Ја СЛИЏ\f '(f.в:~ 5) 'е на ве
дена, OAroi\apajyJ:ila кqНС"l'РУi.ЩИј .. за
одре1}ивање, дужина а'и ,Ь" аlЮ су 
дате дужине а1 , b1'~' Ь,.. На;СJlI:ЩИ су;: 
ОА1 "",а\, ОВ1 ';;Ь 1, (l.A2";'ai.aB~';"'b.,. 

OL-----A.L2~B-!---'-P- ОА=а, ОВ ... Ь; РАIIА.81 , PBIIA~BI' 
7 Од ИН1'ереса~ rPЧИИ' ~ 

Q~ & - "б'rtо- ТО' cW.:o t}'1tcx;!f" lЮјнGe-б)lКВ8fНfО' 
преводи .. под истом висином·. Предлог "Оnb"аЮG1(·У· cemt· . ~ ,. ~ '., 

просторни е:ПeМeffТ. . 
8 дОК8S- 08& теореме је~1fnac-ttЧ~Н I пример' ПриМette ~ ... 

Еуклидове дефиници;е прОпврционаntЮс1'И. ~иНа. (~ 

• 
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fUfција 5,Vкњиге). На супрет савременим доказима у доказу се 

.fIe flомиња случај несамерљвих веЈШчина. Методичка наЛИЗ'lа 
i8зљаности ЕУК.!Јидова доказа према другим доказима претсl'-ЗВ
ља и данас још iПитање О коме расправљају методячари. 

9 Еуклид се зауставља само на 'случају унутрашње подела 

страна троугла) са изоставља случај кад права паралелна страни 

троугла сече друге стране на llродужењима. При томе је фор

rмулисао своју поделу појмом ndV(XA.01(OV" - пропорционално. 

10 Еуклид се зауставља .само на симетрали уцутрашњег 

f.гла троугла безо(}зира на то што је још Аристотелу 

(384-322 пре наше ере) била позната особина и симетрале 
спољашњег угла. Особине симетрала, унутрашњег и спољаш
њеr угла, стоје у вези са такозваним Аполонијевим кругом· 

као геометриским местом тачака чија су растојања од две 

СТалне тачке у датом сталном односу. Крајевй пречника тог 
круга деле дуж што СiJзја две сталне тачке хар.мониски. Ако 

су А и В крајеви te дужи, а Р (унутрашња) и Q (спољашња) 
тачке поделе, онда за хаРМОRИСКУ поделу. имамо 

AP:PB=AQ:BQ, 
одакле може\ю извести вредност так~зване хар.мониС1(е сре

дине: 

1 1('1 1) 
PQ ='2 AQ-+ BQ 

11 Ова теорема одговара тзв. првом С,лучају сличности 
троуг лова. Еуклид поставља као услов једнакщт свих одго

_ 'варајУћИХ углова троуГЈЈ'ова; међутим то није потребно -
- довољно је навести једнакост само двају углова, јер 
су тада и трећИ углови једнаки. 

12 Како у доказу ове теореме, тако и у доказима других 

теорема ове књиге Еуклид се користи ос06ином размера . 
једнако удаљених. Напоменимо да о размерама једнако уда

љених .било је речи у претходној, петој КЊИ3И и то У 17. дефи
ницији и у 22. теореми. Кад се позивамо на ову теорему кратко 
наводимо "јеДliакоудаљеност". 

Као тзв. други случај СЛИЧНОСТА троуглова ЕукnиД 

СТCiвља случај са условом пропорцисналности одговарајУћИХ 

страна. у савременом систему ЕЛементарне геометрије теореме 
о сличности троуглова се доказују много јеДНОСТйВft"Је. 

4* 
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18 Теорема наводи слуqај сличносТи троуглова, кад су 
две стране Једногпропорционалне'ХОМОЛОГНИМ странама 

другог, а овима захваfiениуглави је-днаки. Еуклидов -доказ 
и ове те6реме компликованији је од савременог даказа~ 

1. У' овој 'tеоремије формулисан четврrn и :последњи 
случај СЛИЧflосТитроуглОва. ИнтересаНТtю је да се истакне 
да су код Еуклида, у првој књиэи Џ,~,: 24, 26),навед:ена 
само три случаја подударности троугловз, а FI~дeCTaje ова', 
четврти став: Два су троугла 'подударна, . аКО'кмају по две 
стране једнаке 'И ако су угловиtiаспра'м 'једне од ЊИХ једнаки, 
а наспрам 'друге оба Али оштра, или тупа и'ли права: . 

15 Доказ ове теореме, по мишљењу коментатора, раз
вучен је непотребно од стране арапских: преписиВа~а. Заиста, 
довољно је утврщfТИ једнакост Одrоварајуt.их углова, j~p, 

на основу става '4: ~Be књиге, следуј~' сли?н?ст троугЛова. 
16 У Heiberg'oBY из.п.ању слике на стр. 109 НИСУ добро 

распоређене:. тридужи. са 0знакама А, В, Г тре'а да стоје 
У3 дољу СЛИКУ на тој истој страни. 

17 У Heiberg'oBY издању слика ове теореме очигледно 
не одговара садржају теореме .. Tpoyrao АВГ треба да има 
исту површину са троуглом АДЕ. 

18 У o~oj теореми ДOKa~yje се геометриски позната' 
особиtfа прorюрције, која се аналити~ки формулише овако.: 
ако је .. 

онда је 

и обрнуто,иа последњ.~ особи~е ,Ч,етири; ВЕЩИЧ,и~е сл~дује 
наведена пропорција.' Ова Еукпи.Дова TeopeM~ и њен,.п.оказ 
поi<~зују и ов.џ.е да: Еуклидније користио ни l:Iајпростије 
аритметичке' особине пропорције. . . '0 

19 Ова Еуклидова теорема' СЛУЖI4.каQ пример строгости 
излагања, кога се придржа.вала њeгo~a mкола. 'Пр.етходна 
теоре",а доказ.ана за l.Lетири произвољне пррпорциою:щне 

дужи ЕуkЛиду није била. ДQВОЉЩl за сл~чај кад су две од 
тих дуж", једнаке •. 

\ 
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20 Како већина коментатора тумачи, смисао речи nу 

сличном положају" је да у задатку треба .да буде наведена 

она страна дате праволиниске слике која треба да одговара 

датој дужи. 

21 Теорема је доказана само ва случај кад је .дата 

праволиниска слика подељена само на два троугла. Еуклид 

не ставља никакве примедбе за случајеве кад се слика дели 

на више троуг лова; конструкције и у тим случајевима не 

задају тешкоће. 

22 Кратко ову теорему можемо овако алгебарски до-

казати. 

Уведимо ознаке: 

АВ=а, BT~b, AE=a-1 , EZ cc b1 , 8Н=с. 

Површ. АВТ = Q, Површ. дЕZ = q, Површ. АВН = Q'. 

и можемо писати: 

а: а1 =Ь: Ь1 , 

Ь: Ь 1 = Ь1 : с, 

а: а1 = Ь1 : с 

Q'="q, 

Q:Q'=b:c 

23 Ова теорема се већ и у неким старим рукописима 

доказује једноставније, рззлагањем слике на троуглове дија
гоналама И3 истог темена. У овом облику она је ушла и у 

школску литературу. 

24 Наведимо доказ и ове теореме, рецимо, љеног првог 

дела, у алгебарском облику. 

Уведимо 0знаке: 

АВ=а1 , гд =а2 , EZ=us, Н6=а4 , 

АКВ = Ql, ЛГД = Q2, Површ. MZ = Qs, Површ. N6 = Q4 . 

Дато је: а1 : а2 ~ аг : а4 • 

Ql : Q2 = af: a~, Qs: Q4 = o~: a~ (из сличности). 
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Доказати: 

Уведимо С1 и С2 : 

а 1 : а2 = а2 : С 1 =k 

аз : а4, = а.: С2 = k 

па примеJ:iујемо да је тада 

~ = аз = k2, 

С1 С2 
јер је 

a1 =ka2 , c1 =a2 k- 1 и аз =kа4 , ,C2 =il.k- 1, 

Према томе 'имамо 

Q 'Q - а2 , а2 - а2 'О с - а 'С ~ "2 , l' 2- l' 2- l' 11- l' 1- , 

Qз: Q4 =a~: a;=a~: аз с2 =аз : c2 2:k2, 

и на тај начин 

Ql : Q2 = Qз : Q4' 

25 Сложена размера од две размере а 1/а2 и Ь1/Ь2 је размера 
01 Ь1 а 1 Ь 1 -X-~-, 

а2 , Ь2 а2 Ь2 
26 Докажимо и ову теорему, 

Ставимо 

аЈ==вг, ГН=а2 , Г6=Ь1 , ГЕ=Ь. , 

Површ, AT=Ql' Површ, TZ=Q21 Површ. ге = Q, 

Уведимо дужине К, L, М према условима 

a1 :a2 =K:L, b1 :b2 =L:M, 
Тада је 

~ ~=K ,~=K 
а2 Ь2 L М М 

С друге стране имамо 

Qi: Q=a1 : а2 = К: L, 

Q : Q2 = Ь 1 : bz = L : М, 

, '" , , ,.1 \ 4 



ОД;Јl(ле је 

Qt =.!I= Q2 
к L М 

и за једнакоудаљене имамо 

Qt = Q2 
К М 

Qt : (h .. к: М - аЈ Ь1 : а2 Ь". 
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'41 Како наводи Плутарх решење овог задатка било 

је QБЗНIIТО још Љtl'аroри. Еукnидово решење заснива се 
У"JIЗВООМ на решењима овиХ претходних задатака: а) 44, Ј 

~иге: На датој дужи конструнсати у датом праволиниском 

УГЛУ паралелограм једнак датом троуглу, Ь) 45, Ј књиге: У 

датом праволинисlOOМ углу конструпсати паралелограм једнак 

ДII'Јој праволиниској слици. Сем тога су ИСКОРИШћене кон
ст,}"Мције ]3. и 18. ове КЊlfге. 

28 у овој И, у неколико наредних теорема ове књиге 

pelf је О конструкцији паралелограма у вези са датом дужи, 

р.eu,ИМQ, АВ. Mory се разликовати три случаја: 1. Основом 
паралелограма може бити цела дуж ЛВ. :L. Основом пара
лелограма може бити дуж ЛС < АВ, један део дужи ЛВ. 
Тада се паралелограм на преосталом де./ЈУ дужи, на СВ, код 

Еуклида
i 

зове D..ЛЕ[,ТОV, што значи, nмањак", може се прesести 
и са "допуна". То је оно што недостаје. паралелограму на 
АС дО uаралелограма н.а целој дужи ЛВ. 3. Осда.аом пара
лелограма дуж ЛD > ЛЕ, rj. дуж АВ са Р;QдапФм ВО. 
Паралелограм ~a ВО је -код Еуклида б'ЛЕ~~МОv, WТQ·'знач~ 
nсувиша~". 

ОПЦlирнкit, у другом аб..!utку, о.nу Te~y можемQ фор
мулисат",: 

ОД свих парале1\ОГll~ I(ОНСТРУИGat.J.ИХ, па. iw.flQ14 делу 
одређене дужи тако да ЊИХОВJf ДОПУQ~ (пар~ледоrр.амu КОН
струисани на преосталQМ д.еду те дf~ б,у~ nараnеЛQГраМJI 
слични 11 у сличном положају са паралелограмом констру

исаном на 'другој половиии дате дужи, омај је паралелограм 
не.)иh lЮји ј& ~ОНCl'ply'ИС-a.tt на, првој ООOOlOOlИ даЈе ДУЖIi It 
сличан својој допуни. 
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~' вези са наведеним у овој flримедби приметимо да 

Израз "конструисати, рецимо, паралелограм на датој дужи и , 

који употребљујеМО ради краТКОће, не значи код Еуклида 
да дата дуж' служи обавеано целом страном паралелограма; 
Страна паралелограма може бити једнака и веЋа и мања од дате 
дужи; важно је да дуж и страна припадају истој правој и 

и имају један заједнички крај. 
29 у своме издању Еуклидових елемената 1. L. Heiberg 

штампа и други део доказа ове теореме, посматрајуtи наиме 

случај,кад је први д~o Ад дужи ЛВ, 

Е Н 4 на коме је конструисан паралелограм 
К,\ \ мањи од половине ЛГ(сл. б). Доказ 
~", \ је сличан доказу првог случаја; О ва 

К '-'--+--'f\~-~M t Еуклидова теорема, сматрана као 
\ "" \ решење задатка на mах. - min., била 

'~" , \ је предмет анализе многих комента
тора, нарочито у време проналаска 

'----_C_-L-_~ 
А ,1 ГВ инфинитезималног рачуна. 

30 Овај зад~так је у вези са 
Сл, б геометриским решавањем квадратне 

једначине 

х2 +ах - а2 ~ О. 

Заиста, из те једначине следује пропорција 

a:X"'7x:(a-х). 

За решавање тог задатка обично 

се сад yriотребљује ова конструкција. 

На крају у В дужи AB~a КОНСТРУ
ише се тангентни круг пречника а и по

вуче секанта АО rqIOз центар О (сл. 7). 
Спољашњи део AC=x~AC' те, ceKaH~ 
те је тражени веhи' део дужи АВ поде- А 

.' '. • <- • 

љене у краЈЊО] и средњо) размери. 

Конструкција се проверава једначином 

а2 =х (а + х); 

Сл, 7 

в 

која изражава познату особину тангеН1не дужи и 01сечака 

секанте. 
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91 Познато је да ОВа теорема вредltне само у случају 

праволиниских сличних слика BeJ:i и у случају сличних кри

волиниских сликэ. Са том теоремом је у вези и уопштена 

Питагорина Tegpe\\a: Qa + Qb = Qc, г де су Qa, Qb, Q с повр
шине сличних слика конструисаних над катетама (а, Ь) и над 

хипотеНУЗ0М (с). Ова теорема доводи и до чувене Хипокрз

тове теореме О једнакости збира површинз месечастих ру

бова огрзничених полукруговима над хипотенузом и над 

катетама и површине правоуглог троугла. Ова теорема, 

која је показала MOfyJ:iHocT једнакости површине омеђене 

кривом линијом и ПОRршине праволиниске слике имала је 
огроман значај у историји математике; она је служила као 

потстрек за покушаје да· се нађу такве коначно-одређене 

праволиниске слике, ч-ија је површина једнака површини 
круга (квадратура круга). 

92 Формулисању ове теореме чињена 

ментатора (према Т. L. Heath'y код 

Clavins'a, Lardner'a и Todhunter'a) за
мерка да је недовољно. Заиста, недо

вољно је навести, без обзира на про

порционалност, да су стране АВ, АГ 
паралелне странама дГ, дЕ. Ако је 

страна dE паралелна страни АГ, но 

супротно усмерена, као што показује 

слика, која одговара слици текста, 

стране БГ и ГЕ' (сл. 8) HeJ:ie бити на 

је од стране ко

Б' 

в г 

истој правој. Сп. 8 

вв 1. L. Heiberg у Appendix'y даје допуну ове теореме 

наводеJ:iи да су луци пропорционални одговарајуJ:iим кружним 

исечцима кругова. Ова допуна, према Heiberg'oBY мишљењу, 
припада Теону И3 Александрије (око 350 г. пре н. е.). У 

Appendix'y је наведен и текст доказа овог додатка. 
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ПРЕДГОВОР 

Седма књига Еуклидових елемената је прва књига 

Еуклидове теорије бројева, којој су посвећене УII-Х књиге 

Елемената. У седмој књизи су дати основни појмови који 
се односе на састав бројева и на њихову дељивост. Садр
жај књиге је релативно једноставан, али је форма у којој 

се тај садржај износи за савременог читаоца необична, често 

је сувише развучена и, могло би се рећИ, далеко заостаје 

за формом у којој су геометриске истине биле у претход

ним књигама изложене. Да би излагање било савременом 

читаоцу што приступачније при преводу смо себи допуштали 

више отступања од буквалног текста, али смо притом ипак 

тежили да садржај остане неизмењен. 

При изради и ове књиге су ми помогли В. В. МИШКОВИћ 

и Т. П. АнђеЛИћ, на чему им овде изјављујем захвалност. 

А. Б. 



ТЕКСТ 



Дефиниције 1 

1. Ј е д и н и Ц а је оно ПОМОћУ чега се сваки предмет 

који постоји назива један (једно). 2 

2. Б р о ј је множина састављена од јединица.S 

3. Један број чини д е о другог броја, мањи од веllег, 
ако мери већи. 4 

4. А д е л о в е ако не- мери.5 

5. ВећИ број је м у л т и п л у м од мањег, ако се мери 

мањим.6 

6. П а р а н је онај број који је дељив на два јед

нака дела. 7 

7. Н е п а р а н је онај број који није дељи~ на два 

једнака дела или који се разликује за јединицу од парног.8 

8. П а р н о-п а р а н број је онај који се мери парним 

бројем паран број пута. 9 

9. Н е п а р н о-п а р а н број је онај који се мери парним 

бројем непаран број пута. 1О 

[10. П а р н о-н е п а р а н број је онај који се мери непар
ним бројем паран број пута.] 11 

11. Непарно-непаран број је онај који се мери 

непарним бројем непаран број пута. 12 

12. П Р о с т број је онај који се мери само јединицом.1S 

13. М е ђ у с о б н о п р о с т и бројеви су они који имају 

као заједничку меру само јединицу.14 

14. С л о ж е н број је онај који се мери неким бројем. 15 

15. Међусобно сложени бројеви су они који се 

мере неким бројем као заједничком мером. 16 

16. Каже се да се један број множи другим бројем кад 
се први број узима као сабирак онолико пута колико је 

јединица у другом броју; и тада се добива неки бројУ 
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17. Ако се као резултат множења два броја добије неки 
број, овај се зове п о в р ш и н с к и, а два броја, који су 

множени, зову се њихове с т р а не. 

18. Ако се као резултат множења три броја добије 

неки број, овај се зове з а п р е м и н с к и, а три броја, који 

су множени, зову се његове и в и Ц е. 

19. К в а Д р а т н и број је исти број пута узет исти број 

или површински број једнаких страна. 

20. К У б н и број пак је исти број пута узет исти број 
и још узет исто толико пута или запремински број једна

ких ивица. 18 

21. Бројеви су п р о п о р Ц и о н а л н и ако је први број 
истоструки мултиплум, или исти део, или исти делови од 

другог, као што је трећИ од четвртогУ 

22. С л и ч н и површински или запремински бројеви су 

они чије су стране односно ивице пропорционалне.2О 

23. С а в р ш е н (п е р Ф е к т а н) је онај број који је једнак 

збиру свих CBOf.:X делова (који га Mepe).21 

Ако су дата два неједнака броја па при узастопном 

одузимању мањег од већег остатак не бива мера претходног, 

z 

А 

o 

I 
I 

који смо одузимали, док тај остатак не 

постане једнак јединици, та су два броја 

међусобно прости. 

Нека за два дата броја АВ и ГД 

при узастопном о.dузимању мањег од 

већег остатак не бива мера претходног, 

који· смо одузимали, док тај остатак не 

постане једнак јединици. Тврдим да су 

бројеви АВ и Г ~ међусобно прости, тј. 
заједничка мера бројева АВ и гд је само -IE _ јединица. 

Заиста, ако АВ и r д не би били 
међусобнр прости, . онда би њихова 

заЈедничка мера била неки број. Нека их, дакле, мери не!'и 
број и нека то буде Е. Нека .1Г при мерењу ВА буд'е-1R-

1 
в 
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и од АВ остави још ZA, мањи број од дГ; ZA при мерењу 
дГ остави НГ,мањи број од ZA; а НГ при мерењу ZA остави 
број вА који је једнак јединици. 

Како сад број Е мери број Г .1, а BZ је једнак броју Г.:1, 
то Ђе Е мерити и BZ; али Е мери и цео број АВ, што значи 
да Ђе Е мерити и остатак AZ. Међутим, AZ мери дН, значи 
Е мери и ДН. Али Е мери и цео број дГ, значи он Ђе мерити 

и остатак ГН. Даље, ГН мери ZB, те према томе Е мери 
и ZB. Али Е мери и цео број ZA, те тако Е мери и остатак, 
јединицу. То би значило да постоји број који мери јединицу, 

а то је немогуЂе. Према томе не постоји никакав број који 

би мерио бројеве АВ и Гд. Бројеви АВ и ГА су на тај начин 
међусобно прости. А то је требало Доказати.2Z 

2. 

За два броја који нису међусобно прости наЂи њихову 

највеЂу заједничку меру. 

Нека су дата два броја, који нису међусобно прости, 

АВ и Гд. Треба наЂи за бројеве АВ и Гд највеЂу зајед-

ничку меру. • 
Ако Гд мери АВ, а Гд мери и сам себе, БИЂе Гд зајед-

ничка мера Гд и АВ. И јасно је да је А 

она и највеЂа, јер никакав број веЂи од 

Гд не мери Гд. 

Ако пак Гд не мери АВ онда Ђе за Е 
бројеве АВ и Г д при уззстопном оду

зимању мањег од веЂег остати неки број, 
који мери и њему претходни број. Једи-

ница не може бити тај остатак јер би 

тада бројеви АВ и ГД били међусобно 

прости, а то се не претпоставља. Значи 
остаЂе неки број који мери и њему 

претходни број .. Нека Гд после ОДМе
в 

r 

z 

иI 

равања ВЕ остави ЕА, мзњи од дГ; ЕА после одмера

вања ДZ остави Zf мањи од ЕА; а rz нека мери АЕ. 

Како сад rz мери АЕ, а АЕ мери дZ, то rZ мери и ДZ, а 
мери и самог себе, те према томе rZ мери и цео број Г д. 
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Како r ~ мери ВЕ, то rz мери и ВЕ, али rz мери и ЕА, 

значи rz мери И цео број ВА. Али rz мери Г~. Значи да 
је" rz заједничка мера оба броја АВ и rLl. Тврдим још да 
је она и најве!;а. Заиста, ако rz није најве!;а заједничка мера 
бројева АВ и Г~, онда ће бројеве АВ и rl1 мерити неки број 
већи од rz. Нека их, дакле, мери такав неки број и нека то 
буде Н. Како тада Н мери fLl, а fLl мери ВЕ, то ће Н" 

мерити и ВЕ. Али тај број мери и цео број ВА, те према 

томе он мери и остатак АЕ. Али АЕ мери ~z, те на тај 

начин Н мери и LlZ, али Н мери и цео број I1Г, значи он 

мери и остатак rz, тј. већи број мери мањи, а то је немо

гуће. Према томе за два броја АВ и Г Ll не постоји број већи 
од rz који би их мерио. На тај начин је rz највећа зајед
ничка мера бројева АВ и fl1, а то је требало доказати.23 

Последица 

Одавде је јасно да ако број мери два броја, он мери 

и њихову заједничку највећу меру. А то је требало доказати. 

3. 

За три дата броја који нису међусобно прости наћИ 

њихову најве!;у заједничку меру. 

Нека су дата три броја А, В, Г који нису међусобно 

прости. Треба за А, В, Г, на!;и највећу заједничку меру. " 
Узмимо највећу заједничч меру 11 за два броја А и В. 

та мера или је мера и броја Г или није. Нека прво она буде 

мера. Али она је мера и бројева" А 

и В. На тај начин она мери А, В, 
Г, те је Ll заједничка мера З8 А, В, 
Г. Тврдим да је она и највећа. Заи

ста, ако Ll није највећа заједничка 

мера за А, В, Г, онда бројеве А, В, 
Г мери број већи oд~. Нека постоји 

такав број и" нека то буде Е. Како 
Е мери А, В, Г, мерИће и А и В. Дакле мери!;е и њихову нај

већУ заједничку меру. Али највећа заједничка мера А и В је 11. 
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Према томе Е мери д, веl1и број - мањи, а то је немогуl1е 

Према томе не постоји број веl1и од А који би мерио бројеве 

А, В, Г. На тај начин је А највеl1а заједничка мера бројева 

А, В, Г. 

Нека сад А не мери Г. Прво тврдим да бројеви Г и А 

неl1е бити међусобно прости, мери их неки број. Број који 

мери бројеве А, В, Г мери и бројеве А, В и њихову највеl1У 
заједничку меру А. Али он мери и број Г. Према томе за 

бројеве А, Г постоји број који их мери, бројеви .1 и Г нису 

према томе међусобно прости. Узмимо њихову највећУ зајед

ничку меру Е. Пошто Е мери А, а А мери А и В, то Е мери 
А и В. Али Е мери и Г. На овај начин Е мери А, В, г, те 

је Е зајеДНИlfка мера за А, В, Г. Тврдим да је она и највеl1а. 

3аиста, ако Е није највеl1а заједничка мера А, В, г, онда ће бро

јеве А, В, Г мерити н~ки број већи од Е. Нека такав број 
постоји и нека то буде z. Како Z мери А, В, г, он мери и 
А, В. А како је највеl1а заједничка мера А и В број А, онда 

Z мери и .1. Али Z мери и број г, према томе Z мери .1 и г, 
и највеl1У заједничку меру бројева ~ и Г. А како је Е нај

веl1а заједничка мера бројева ~, г, то Z мери Е, већИ мери 
мањи, а то је немогуће. Према томе· не постоји за бројеве 

А, В, Г број веl1и од Е који мери те бројеве. На овај начин 

Е је највеl1а заједничка мера за А, В, Г. А то је требало 
доказати.24 

4. 

Сваки број је или део или делови од сваког другог 
броја, мањи од веl1ег. 

Нека су А и ВГ два броја и ВГ је мањи. 
Тврдим да је ВГ или део или делови броја А. 

3"" ~Ta, бројеви А и ВГ или су међу-
собно прости или нису. Нека су, прво, бро- А Е 
јеви А и ВГ међусобно прости. Тада при 
подели ВГ на његове јединице, свака од 

единица ВГ је део броја А, а ВГ је делови 

z 

броја А. , r 
Нека сад бројеви А и ВГ нису међусобно прости. Тада 

је ВГ или мера за А или није. Ако је ВГ мера за А, онда 



14 

је ВГ део од А. Ако није, узмимо највећУ заједничку меру .1 
бројева А и ВГ и поделимо ВГ на ВЕ, EZ, Zf који су једнаки 
~. Међутим, како ~ мери А, биће.1 део од А. Али сваки 

од бројева ВЕ, EZ, Zf једнак је .1, те је према томе сваки 

од ВЕ, EZ, Zf део од А. Према томе је број ВГ једнак дело
вима од А. 

На овај начин, сваки број је или део или делови од 
сваког другог броја, мањи од Bel1er.25 

5. 

Ако један број чини део другог броја и неки други 

број чини исти део неког другог броја, онда и збир првих 

бројева чини исти део збира других бројева, као поједини 

број појединог. 

Нека је број А део броја ВГ, и неки други број 11 исти 
део, као и А од ВГ, неког другог броја EZ. Тврдим да је 

збир А и ~ исти део од збира ВГ и EZ .! в Е као и А од ВГ. 
Н 1 Заиста, пошто колики део А буде био 

I 1 (; од ВГ, толики ће део и ~ бити од EZ, то 
А А ~ ће ВГ садржати исто толико пута А, колико 

r z пута EZ садржати Il. Поделимо 'сад ВГ на 
делове.ВН, НВ једнаке А, а EZ на ЕО, OZ једнаке Il. Тада 
је делова ВН, НГ исто толико, колико је делова ЕО, OZ. 
И како је ВН једнако А, а ЕО једнако .1, биl1е и збир ВН 
и ЕО једнак збиру А и А. ИЗ истих разлога је и збир НГ и 

OZ једнак збиру А и Il. Према томе колико је у ВГ бројева 
једнаких А, толико је у збиру бројева ВГ и EZ збирова 

бројева f. и .1. Према томе колики је ВГ мултиплум од А, 
исто толики мултиплум је збир ВГ и EZ од збира Аи Il. 
Н а овај начин, колики је део А од ВГ, исто толики l1е део бити 

збир А и 11 од збира ВГ и EZ. А то је требало Доказати.28 

6. 

Ако један број чини делове другог броја и неки други 

број чини исте делове неког другог броја, онда и збир првих 
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бројева чини исте делове збира других бројева, као поједини 
број од појединог. 

Нека број АВ чини делове броја Г и са друге стране, 
дЕ чини исте делове броја Z као и АВ од Г. Тврдим да и 

збир АВ и дЕ чини исте делове од збира Г и Z као и 
АВ од Г. 

Заиста, пошто колике делове АВ чини од Г, толике ће 

делове чинити и дЕ делова од Z, а то значи да је у АВ исто 
толико делова од Г,колико дЕ делова од Z. Поделймо АВ на 
АН и НВ, делове од Г, а дЕ на до и ОЕ 

делове од Z; тада ће бити толи~о делова 
АН, НВ колико делова ДО,ОЕ. И пошто 

колики АН буде био део од Г, толики 

ће и до бити од Z, то ће колики АН 

буде био део од Г, толики део и збир 

АН и ДО бити од збира Г и Z. Из истих 
разлога, колики је део НВ од Г, толики 

је део и збир НВ и ОЕ од збира Г и Z. Према томе колики 
су делови АВ од Г исто толики су делови збир АВ и дЕ 
од збира Г и Z. А то је требало доказати.1!7 

7. 
Ако је један број исти део другог броја какав је и 

умањилац првог броја део умањиоца другог броја, онда, је 

И' остатак првог броја исти део остатка другог броја. 

Нека је број АВ исти део броја Г д какав је и умањи

лац АЕ део умањиоца fZ. Тврдим, да је и остатак ЕВ исти 
део остатка ZLl какав је и цео број АВ целог броја ГД. 

Заиста, нека је ЕВ исти део од ГН какав је и АЕ део 

од rz, биће и АЕ исти део од rz какав и АВ од HZ. Али 

А Е 
I 

се претпоставља да је АВ оно

лики део од Г д колики је АЕ 

део од fZ. Значи да је АВ 

HI--___ -1r __ zl--____ ~ онолики део од HZ, колики је 
исти тај број део од r д. Према 

томе је број HZ једнак броју ГД. Одузмимо заједнички број 
fZ; тада је QCTaTaK НГ једнак остатку ZLl. А како је АЕ 

исти део од fZ, као и ЕВ од НГ, а НГ је једнак ZLl, биће 
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АЕ онолики део од rz, колики је ЕВ део од Zt!... Али колики АЕ 
буде био део од fZ, толики ће и АВ бити део од Г~. На 
овај начин је остатак ЕВ онолики део од остатка Zt!.., 
колики је цео број АВ део целог броја ft!... А то је требало 
доказати. 28 

8. 

Ако један број чини исте делове другог броја као што 

умањилац првог броја чини делове умањиоца другог броја, 

онда и остатак првог броја чини исте делове остатка дру

гог броја. 

Нека број АВ чини исте делове броја Г t!.. као што ума
њилац АЕ чини делове умањиоца rz. Тврдим да и очатак 
ЕВ чини исте делове остатка Zt!.. 
као и цео број АВ целог броја Г~. ff-I ---__ -t-f_--iА 

Заиста, узмимо Нб једнако АВ. 

Тада колике делове не чини од 

Г~, толике делове и АЕ чини од fZ. 
Поделимо не према деловима Г!!.. на 

н МК N 0 
I I I I I 
А Е В 
I I I 

делове НК и ке, а АЕ на делове АЛ и ЛЕ према деловима fZl). 
Тада је број поделака нк, кеједнак броју поделака АЛ, ЛЕ. 

И пошто колики НК буде био део од ft!.., толики ће и АЛ 

бити део од fZ; а како је Г!!.. веће од fZ, биће и НК веће 
од АЛ. Конструишимо НМ једнако АЛ. Онда, колики НК 
буде био део од Гд, толики ће и НМ бити део од rz. Према 
томе остатак МК ће бити онолики део од остатка Zt!.. 
колики је цео број НК део целог броја ft!... А, опет, колики 
ке буде био део од Г t!.., толики ће и ЕЛ бити део од rZ; 
а како је Г t!.. веће од fZ, биће ек веће од ЕЛ. Конструи
шимо K~ једнако ЕЛ. Онда колики ке буде био део од 
r t!.., толики ће и KN бити део од rz. Према томе ћеи оста
так ·Ne бити онолики део од остатка Zt!.., колики је цео 

број ке део целог броја ft!... А доказали смо да је и остатак 
МК онолики део од остатка Zt!.., колики је цео број НК део 
целог броја Г t!... Те према томе је и збир МК и Ne онолики 
део од t!..Z, колики је цео број ен део целог броја ft!... Но 
збир МК и Ne једнак је ЕВ, а ен је једнако ВА. На овај 

1) На слици недостаје тачка Л између А и Е. 
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начин, остатак ЕВ чини исте делове од остатка Z.1, као и 
цео број ЛВ од целог броја Г.1. А то је требало Доказати.29 

9. 

Ако је један број део другог броја, а треtiи број исти 

део четвртог броја, онда је и, после пермутације, први број 

исти део или исти делови трећег броја као и други број 

четвртог. 

Нека је број Л онолики део броја ВГ, колики је део 

број д HeKot броја EZ. Тврдим да је, после пермутације, А 

онолики део или делови броја .1, колики је део или делови 

број ВГ броја EZ. 

Заиста, како је Л онолики део ВГ колики је д део EZ, 
то ће и број EZ садржати онолико бројева једнаких д 

колико број БГ садржи бројева једнаких Е 

Л. ПодеЛИМQ ВГ на делове ВН и НГ једнаке 

Л, а EZ на делове ЕО, OZ једнаке.1. На 

тај начин је број поделака ВН, НГ једнак 
броју поделака ЕО, OZ. 

И, ако су бројеви ВН, НГ међусобно 
једнаки, биtiе и бројеви ЕО и OZ међусобно 
једнаки, а и број поделака ВН, НГ једнак z 
броју подела ка ЕО, OZ, те тако колики део или колике делове 
буде ВН сачињавао од ЕО, исто толики део или делове ће 

сачињавати и НГ од OZ. Према томе, колики део или колике 
делове буде ВН сачињавао од ЕО, исто толики део или 

толике делове ће сачињавати и збир ВГ од збира EZ. Но ВН 
је једнако Л, а ЕО једнако д. Те тако, колики део или колике 
делове буде А сачињавао од д, исто толики део или делове 

сачињаваtiе и ВГ од EZ. Л то је требало доказати. 90 

10. 

Ако један број чини делове другог броја, а треfiи број 

чини исте делове четвртог броја, онда ће после пермута

ције, делови или део првог од трећег броја бити једнаки 

деловима или делу другог од четвртог броја. 

2 
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Нека број АВ чини делове броја Г, а други неки број 

исте делове неког броја Z. Тврдим да ће, после перму
тације, АВ сачињавати од дЕ исте делове 

или исти део, као што ће Г сачињавати делове 

или део од Z. 

Заиста, колико делова АВ чини од Г, 

толи~о делова чини и дЕ од Z, а то значи 

колико делова од Г садржи АВ, толико делова 

од Z садржи дЕ. Поделимо АВ на делове 

АН, НВ једнаке деловима броја Г, а дЕ на 
делове д8, 8Е једнаке деловима броја Z. Број поделака 

АН, НВ БИће једнак броју поделака d8, 8Е. И пошто колики 
део АН чини од Г, исто толики део д8 чини од z, то ће, 
после пермутације, и Г чинити ОНОЩiКИ део или делове од 

Z колики део или делове буде чинио НБ од 8Е. Према томе, 
[колики део или делове АН чини од .18, толики део или 

делове чини и НВ од 8Е. Значи, колики део или делове АН 
чини од !\8, толики део или делове чини АВ од дЕ; но доказано 
је да колики део или делове _~ Н чини од дв. толики део 

или делове Г чини од z, и] колико делова или део АВ чини 
од дЕ, толико делова или део чини и Г од Z. А то је тре

бало доказати.31 

11. 

Ако је цео број према другом целом броју као ума

њилац првог броја према умањиоцу другог броја, онда је и 

остатак првог броја према остатку другог као А 

цео број према целом броју. 

Нека је цео број АВ према целом броју Гд, 

као умањилац АЕ према умањиоцу rZ. Тврдим, да 
је и остатак ЕВ према остатку ZLl. као цело АВ 
према целом Г д. 

Пошто је АВ према Гд као АЕ према rz, то 
ће АВ од rd чинити исти део или делове као и 

Е I~ 
в А 

АЕ од rZ. А онда и остатак ЕВ чини исти део или исте 

делове од остатка ZLl као и АВ од' Гд. На овај начин се 

ЕВ односи према Z!S, као АВ према Гд. А то је требало 
доказати. з. 
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12. 

Ако имамо произвољан број пропорционалних бројева, 
који се сви односе као један претходни према једном наред

ном, БИће у истој размери и збир свих 

претходних према збиру свих наредних. 

Нека је неколико бројева А, В, Г, д 

пропорционално, тј. таквих да је А према 
В, као Г према д. Тврдим да liе А према 

В бити као и збир А и r према збиру В и д. 
Заиста, пошто је А према В као Г 

према д, БИће А од В исти део или исти 

делови као што је и Г од д. И збир од А и Г је исти део 

или исти делови од збира В и Д као што је и А од В. На 

овај начин се А односи према В као и збир А и Г према 
збиру В и д. А то је требало доказати. з •• 

А 

13. 

Ако су четири броја пропорционални, они liе бити про

порционални и пермутовани. 

Нека су четири броја А, В, Г, д пропор

ционални, дакле А је према В, као r према А. 
Тврдим да су они пропорционални и перму

товани, тј. А је према Г, као В према д. 

Заиста, пошто је А према В као r према 
А, биliе А од В исти део или исти делови 

као што је и r од д. Али, после пермута

ције, А је од r исти део или исти делови 

као и В од д. Стога је А према r као В према д. А то је 
требало доказати. S3 

14. 

Ако се бројеви, узети по пар, од једне произвољне 

множине бројева и од друге исто толике множине бројева, 
налаве у истој размери, биliе и подједнако удаљени бројеви 
у истој размери. 

2· 
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Нека се бројеви, уаети 110 пар, од једне произвољне 

множине бројева А, В, r и од друге исто толике множине 

1----------<1 бројева А, Е, Z на-
А А 

1.1 Е 

z 

подједнако удаљени бројеви у истом 

као 6 према Z. 

лазе у истој сра

змери, тј. А према В, 

као А према Е и В 

према Г као Е према 

Z. Тврдим да су и 

односу, тј. А према Г, 

Заиста, пошто је А према В као А према Е, биt1е, после 

пермутације, А према А као В према Е. Даље, пошто је В 

према Г као Е према Z. И в је према Е као А према А, те се 
стога А односи према А као Г према Z. На овај начин, 

после пер;""утације, А је према Г као А према Z. А то је 

требало доказати.34 

15. 

Ако јединица мери други неки број, а треt1и број мери 

исти број пута четврти број, онда, после пермутације, једи

ница мери исти број пута треt1и број као што други број 

мери четврти број. 

Нека јединица А мери број ВГ и то исти број пута као 

што други број А мери број EZ. Тврдим да и, после перму

тације, А мери исТи број пута број А као што број ЕГ 

мери EZ. 
Заиста, пошто јединица А мери број ВГ исти број пута 

као и 6. број EZ, то ће EZ сад.ржати онолико пута брnј L\ 
колико је у ВГ јединица. Поделимо ВГ на једнаке јединице 

ВН, НО, ОГ, а EZ на делове ЕК, 
КЛ, AZ једнаке броју А. Тада А В Н е f 
је број поделака ВН, НО, ОГ 1-------4 I I I 

једнак броју поделака ЕК, КА, А ~ ~ ~ 
AZ. И пошто су јединице ВН, ~ 

z 

нв, ОГ једнаке међусобом, а и бројеви ЕК, КА, ЛZ су јед
наки међусобом, и мно?Кин~ јединица ВН, НО, ОГ је истог 
броја као и множина ЕК, КА, ЛZ, то се јединица ВН односи 

према броју ЕК, као што се јединица НО односи према 
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броју КА и јединица ег према броју ЛZ. Али један од прет

ходних се односи према једном од наредних, као што се 

збир свих претходних односа према вбиру свих наредних. 

Према томе јединица ВН се тако односи према броју ЕК 

као вг према EZ. Али јединица вн је једнака јединици А, 

а број ЕК једнак броју д. Према томе јединица А се односи 

према броју д као број вг према броју EZ. На овај начин 

јединица А мери број д исти број пута као што брОј вг 

мери EZ. А то је требало доказати. ss 

16. 

Ако се два броја множе један другим, БИће тако доби

јени бројеви једнаки један другом. 

Нека су А и В два броја и нека А множећИ В произ

води Г, а В множећи А производи д. Тврдим да је Г 

једнако д. 

Заиста, ако А множеliи В производи Г, онда В мери 

Г и ТО онолико пута колико је јединица у самом А. А једи

ница Е мери бј>ој А и то онолико А 1----; 
пута колико је јединица у самом А. 

Исто онолико пута колико се Е садржи .в I 

у А толико се пута В садржи у Г. 

_ liI! I 

После пермутације, јединица Е мери Г 1-1 ___ +-----1 

број В исто онолико пута колико А t-I --f--+----" ..... 
пута А мери Г. И даље, пошто В Е' ~. 
множећи А производи .1, онда А мери 
д и то онолико пута колико Је Јединица у самом В. Исто 

онолико пута колико се Е садржи у В толико пута се А 

садржи у д. Јединица Е онолико лута мери број В колико 

пута број А мери Г. Према томе А мери исти број лута и 

Г и д. На овај начин је Г једнако д. А то је требало 

Доказати.36 

17. 

Ако један број множећи два броја производи два броја, 

онда се добијена два броја налаве у истој размери као и 

бројеви који се множе. 
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Нека број А множи два броја В и r и производи бро

јеве Ll и Е. Тврдим да је В према r као d према Е. 
Заиста, пошто А множећи В производи Ll, онда В 

мери и Ll и то онолико пута колико је јединица у А. Исто 

·--~Л .. 

I3 ,----, 

Е 

r 
тако и. јединица Z мери број 
А и то онолико пута колико 

је јединица у самом А. Према 

томе јединица Z мери исти број 
пута број А колико и В мери 

Ll. Значи јединица Z се односи 
према броју А као В према Ll. 

Из истих разлога јединица Z се односи према броју А као 
r према Е, што значи да се В односи према Ll као r према 
Е. После пермутације, В ће се односити према r као Ll 
према Е. А то је требало Доказати.37 

18. 

Ако два броја множећИ један број производе два броја, 

онда добијени бројеви стоје у истој размери као и бро-

јеви множиоци. 

Нека два броја А и В множе 

број r и нека се добију бројеви 
Ll и Е. Тврдим да се А односи 

према В као Д према Е. 

Заиста, пошто А множећи 

t----.,-јIА 

t------II В 

t---------------il~ 

t-----------il Е 

r производи Ll, то и r множећи А производи Ll. Из истог 

разлога број r множећи В производи Е. Према томе број r 
множећи два броја, А и В, производи два броја Ll и Е. 

А тада се А односи према В као Ll према Е. А то је тре
бало Доказати.38 

19. 

Ако су четири броја пропорционална, онда је број-про

извод првог и четвртог броја једнак броју-производу другог 

и трећег броја. И ако је производ првог и четвртог броја 

једнак броју-производу другог и трећег броја, та четири 

броја су пропорционална. 
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Нека су дата четири пропорционална броја А, В, Г, д, 
тако да се А односи према В као r као д и нека је Е 

производ множења А са А, Z произ

вод множења r са В. Тврдим да је 

Е једнако Z. 

Заиста, нека А множећИ r про

изводи Н. Пошто, према томе, А мно

жећИ r производи Н, а множећи д 

производи Е, онда ист-и број А мно- А 

жећИ два броја r и д производи два 

броја Н и Е. Због тога се r односи 
према д, као Н према Е. Али r се 

односи према Д као А према В. И на 
тај начин А се односи према В као 

Н према Е. Даље, пошто А множећи 

r производи Н, а В множећи r про-

изводи Z, то два броја А и В мно-

жећи Г производе бројеве Н и Z. 
Стога се А односи према В као Н 

в 

Е z 

н 

према Z. Али А се односи према В као Н према Е. И на 

тај начин се Н односи према Е као' Н према Z. Те тако и 

Н према сваком од бројева Е и Z стоји у истој размери, 
значи да је Е једнако Z. 

Нека је сад Е једнако Z. Тврдим да се А односи према 
В као r према д. 

Заиста на основу истих расуђивања, пошто је Е јед
нако Z, Н ће се односити према Е, као Н према Z. Али Н 
стоји према Е, као r према д, и Н стоји према Z као А 

према В. И на тај начин А се односи према В као r према 
д. А то је требало Доказати.3Р 

20. 

Најмањи међу бројевима који су у истој размери мере \ 
остале исти број пута и то hећи мери веће и мањи - мање. 

Нека су ГД и EZ најмањи бројеви од бројева А и·В, 

који стоје у истој размери. Тврдим да број r д мери број А, 
а број EZ број В исти број пута. 



Број I'Ll не чини делове броја А. Но, ако је то МОГУће, 
узмимо да чини. Тада и EZ чини исте делове од В као и 

Г Ll од А. Према томе колико је у Г Ll делова од А, исто 
толико ће бити и у EZ делова В. Поделимо ГД 

на делове ГН и HLl једнаке деловима А и EZ на 
делове Ев и EJZ једнаке деловима В. Тада је број 

А 

В поделака ГН, H~ једнак броју поделака Ев, ez. 
и пошто су -делови ГН и HLl међусобно једнаки 

бројеви, а Ев и 8Z исто тако међусобно једнаки 

бројеви, и број поделака ГН, HLl једнак је броју 

подела ка Ев, EJZ, БИће ГН према Е8 као HLl према 
8Z. А како је један од претходних према једном 

од наредних као збир свих претходних према збиру 

свих наредних, то је ГН према Ев као fLl према 

EZ. На овај начин ГН и Ев се налаве у истој 

размери као и rLl и EZ и први су мањи од дру

гих. А то ie неМОГУће, јер се претпоставља да су 

fLl и EZ најмањи од свих бројева који се налазе 

у истој размери са њима. Пре,\\а томе број rLl не 
чини делове броја А. Тај број је део. И EZ је 
исти део од В као што је rLl део од А. На овај 
начин број Г Ll мери број А исто онолико пута, 

колико и број EZ мери број В. А то је требало Доказати.4О 

21. 

Међусобно прости бројеви су најмаљи од 1 
оних који су са њима у истој размери. 

Нека су А и В међусобно прости бројеви. В 
Тврдим да су они и најмањи од оюtх који су са А 
њима у истој размери. 

Ако није тако, онда постоје бројеви мањи 

од А и В који су са А и В у истој размери. Нека 

то буду бројеви Г и д. Пошто тада најмањи бро- _ 
јеви мере исти број пута бројеве који су са њима 

у истој размери, и то веБи број мери већИ и мањи I 1 
број - мањи, претходни мери претходни и наредни Г 4 1 
- наредни, значи да Г 'мери исти број пута А као Е 
што Д мери В. А Г мери А онолико пута КG-ЛИКО -
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Је Јединица у Е. Па према томе и .1 мери В онолико пута 
колико је јединица у Е. И како r мери А према броју једи

ница у Е, то и Е мери А према броју јединица у Г. И з истих 

разлога и Е мери В према броју јединица у .1. Према 

томе Е мери бројеве А и В који су међусобно прости, а то 

1е немОгуће. Дакле, не постоје бројеви мањи од А и В који 
су у истој размери са њима. На овај начин бројеви А и В 

су најмањи од оних који су у истој размери са њима. А то 

је требало доказати,4! 

22. 

Бројеви, који су најмањи међу онима који су у истој 

размери са њима, узајамно су прости. 

Нека су А и В најмањи бројеви међу онима који су у 

истој размери са њима. Тврдим да су бројеви А и В међу 

собом прости .. 

Ако они нису узајамно прости, онда их мери 

Нека та мера постоји и нека то буде Г. И 

колико пута број r мери број А, нека 

исти број. 

толико јединица буде у .1. И КОЛIU<О пута 

број r мери број В, нека толико буде ! 
јединица у Е. 1 

Пошто r мери А према броју јединица 

у .1, то r помножен() са .1 даје А. И3 истих I 
разлога r помножено са Е даје В. Према томе, А В r 4 Е 
број r множећи два броја, .1 и Е, даје бро-

јеве А и В. Одавде следује да се Д односи према Е као А 

према В. Према томе у којој размери буде било А према В 
у истој тој размери Ile бити и број д према Е, који су 

мањи од А и В, а то је немогуће. Не постоји према томе 
никакав број који мери А и В. На овај начин су бројеви А 

и В међу собом прости. А то је требало Доказати.42 

23. 

Ако су два броја узајамно прости, онда је број који 
мери један од њих са другим узајамно прост. 
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Нека су два броја А и- В узајамно прости, а број Г 

мери број А. Тврдим да су бројеви Г и В 

узајамно прости. 

Ако бројеви Г и В нису узајамно про-

сти, онда постоји број који мери Г и В. Нека. 

I 
постоји таква мера и нека то буде број .1. 

1 
Пошто.1 мери Г, а Г мери А, онда број .1 
мери и А. Али број .1 мери и В. Према томе 
број Ll мери бројеве А и В који су узајамно 

. прости, а то је HeMorylie. Не 110стоји, према 

А .в r А томе, број који мери бројеве Г и В. На овај 
начин су бројеви Г, В узајамно прости. А то је требало 
доказа ти. 43 

24. 

Ако су два броја прости у односу на неки број, онда 

је и њихов производ прост У односу на тај број. 
Нека су два броја А и В прости у односу на неки 

број Г и нека је .1 производ бројева А и В. Тврдим да су 
бројеви Г и 6 узајамно прости. 

Заиста ако бројеви Г и .1 нису узајамно прости, рнда 
постоји број који мери бројеве Г и.1. Нека постоји мера 

и нека је то број Е. Како су бројеви Г, А 1 I 1 1 
узајамно прости, а број Г мери број Е, то су А В Е 
бројеви А и Е узајамно прости. И колико 

пута број' Е мери број .1, нека је толико 
јединица у Z. Значи Z мери .1 према броју 
јединица у Е и Е множеliи Z производи .1. r 
Али и А множеliи В производи.1. И према 1 z А 
томе је производ од Е и Z једнак производу 
од А и В. Али, ако је производ крајњих једнак производу 
средњих, онда су та четири броја пропорционална. Према 
томе се Е односи према А као В према Z. Али прости бро
јеви А и Е, прости и најмањи, а најмањи од бројева који 
су у истој размери са њима мере све бројеве који су у 

истој размери са њима 'исти број пута и то веliи мери веliи 

и мањи - мањи, тј. претходни мери претходни и наредни -
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наредни. Лрема томе Е мери В. А мери Е и Г. Лрема томе 
Е мери бројеве В и r који су узајамно прости, а то је немо

гуliе. Не постоји, према томе, број који мери бројеве Г и .1. 
На овај начин су бројеви r 11 .1 узајамно прости. А то је 

требало Доказати.44 

25. 

Ако су два броја узајамно проста, онда је производ 

једног самим собом узајамно прост са другим бројем. 

Нека су А и В два узајамно проста броја и нека број 
А, множећИ сам себе, даје производ Г. Тврдим 
да су В и Г узајамно прости. 

Узмимо број А једнак броју А. Пошто су 

А и В узајамно прости, а А је једнако д, БИће 

.1 И В узајамно прости. Дакле сваки од бројева 
д и А је прост према В. Значи, да је и произ

вод од .1 и А прост према В. Али производ 
од д и А је број Г. На овај начин, и бројеви r и В су 

узајамно прости. А то је требало доказати.45 

26. 

Ако су два броја прости у односу на два друга броја, 

оба .према сваком од ових, онда су и ЊИХОВИ производи 

узајамно прости. 

Ако су бројеви А и В у односу на два броја Г и д, 

оба према сваком, прости, и нека А множећИ В производи 

А 1-- I r I Е, а r множећИ д прои
Br-I--~ А If--------i 

Elr--------------~ 

зводи Z. Тврдим да су 
Е И Z узајамно прости. 

Заиста, пошто је 

Z I сваки од бројева А и 
В прост према Г, БИће и производ од А и В прост према Г. 

А како је производ од А и В број Е, БИће и Е и r узајамно 
прости. Из истих разлога су узајамно прости и Е и д. 

Лрема томе је сваки од Г и д прост према Е. То значи и 
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производ од r и .1 је прост према Е. Али производ од r 
и .1 јео Z. На овај начин су Е и Z узајамно прости. А то 
је требало доказати. 46. 

27. 

Ако су два броја узајамно прости и сваки помножи 

сам себе, онда су и њихови производи узајамно прости; и 

ако се првобитни бројеви помноже добијеним производима, 

онда су и нови производи узајамно прости [а то исто се 

добија и даље]. 

Нека су А и В два узајамно проста броја, и нека број 

А помножен сам собом производи Г, а помножен бројем r 

ЈА] 
- Ј- 1 производи број .1, па број В помножен сам 

I собом производи Е, а помножен бројем Е 
производи z. Тврдим да су бројеви Г, Е и 

. .1, Z узајамно прости. 

4 Заиста, пошто су А и В узајамно про-

IB r А сти, а број помножен сам собом производи 
Г, онда су и Г, в узајамно прости. Пошто 

су сад Г, в узајамно прости, а В помножен 
сам собом производи Е, онда су и Г, Е уза

јамно прости. Даље, пошто су А и В уза
јамно прости, а број В помножен сам собом даје Е, онда 

су и бројеви А, Е узајамно' прости. Пошто су сад два броја 

А и r оба узајамно проста према сваком од бројева В, Е, 

БИће и (производ од А и r узајамно прост са производом 

од В и Е. А како је производ од А и r број .1, а производ 
од В и Е је број Z, онда су бројеви .1 и Z узајамно прости 
А то је требало доказати.н 

28. 

Ако су два броја узајамно проста, онда је и њихов 

збир узајамно прост према сваком од њих; и ако су збир 

и један од бројева узајамно ПрОСТи,онда су и првобитни 

бројеви узајамно прости. 
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Нека су АВ и ВГ два узајамно проста броја. Тврдим 

да је и збир АГ узајамно прост према сваком од бројева 

АВ и ВГ. 

Заиста, ако бројеви ГА и АВ нису узајамно прости, 

онда постоји број који мери бројеве Г А и АВ. Нека та мера 

постоји и нека то буде број Ь.. Пошто 

сад број Ь. мери бројеве ГА и АВ, l 
онда он мери и остатак вг. Али он I-I-~ 
мери и ВА. Према томе број Д мери 

бројеве АВ и ВГ који су узајамно 

в r 

прости, а то је HeMor}'he. Према томе не постоји број који 

мери бројеве ГА и АВ. Дакле бројеви Г А и АВ су узајамно 

прости. Из истих разлога и бројеви АГ и ГВ су узајамно 
прости. На овај начин број ГА је узајамно прост према сва

ком од бројева АВ и ВГ. 

Даље, нека су бројеви ГА и АВ узајамtiо прости. Твр
дим да. су узајамно прости и бројеви АВ и ВГ. 

Заиста, ако бројеви АВ и ВГ нису узајамно прости, 
онда постоји број који мери бројеве АВ и ВГ. Нека мера 

постоји и нека то буде број д. Пошто сад број Ь. мери 

сваки од бројева АВ и ВГ, онда он мери и цело, број ГА. 

А мери он и АВ. Број Д мери према томе бројеве ГА и АВ, 

који су узајамно прости, а то је HeMorytie. Према томе не 

постоји број који мери бројеве АВ и ВГ. На овај начин су 
бројеви АВ, ВГ узајамно прости. А то је требало Доказати.48 

29. 

Сваки прост број и сваки други број, који тај прост 

број не мери, узајамно су прости. 

I--------il А Нека је А прост број и нека 
он не мери број В. Тврдим да су 

~---------II В бројеви В и А узајамно прости. 

Заиста, ако бројеви В и А 
t-----!I r нису узајамно прости, онда их 

мери исти број. Нека их мери број Г. Пошто Г мери број В, 
а А не мери В, Г Hetie бити исто са А. Пошто Г мери В и А, 



30 

мериliе број Г и број А, који је узајамно прост ;'са њим и 

није тај исти број. А то је немогуl1е. Према томе не постоји 

број који мери бројеве В и А. Бројеви А и В су узајамно 

прости. А то је требало доказати,49 

30. 

Ако два броја после множења дају производ који се 

мери неким простим бројем, онда се тим простим бројем 

мери и један од првобитних бројева. 

Нека два броја А и В после множења дају број r 
и нека се тај број мери бројем Ll. Тврдим да број d мери 
један од бројева А, В. 

Заиста, нека он не мери А, а d је прост број. Тада су 
бројеви А и d узајамно прости. И онолико пута колико Ll 
мери Г, нека толико јединица буде у Е. А ~ 
Пошто сад d мери r онолико пута колико 
је јединица у Е, то d помножено са Е В f

--1 

даје Г. Али и А помножено са В даје Г. r 1-1 ------

Према томе је производ од d и Е једнак ~ А 
производу од А и В. То значи, Ll се 
односи према А као В према Е. Али Ll Е 1-

' ... 

И А су прости, прости и најмањи, а најмањи мери исти број 
пута бројеве који су у истој размери са њима, и то већИ 

број већИ И мањи - мањи, тј. претходни - претходни, а 

наредни - наредни. Према томе d мери В. На сличан наЧ!1Н 
се доказује да ако он мери В, онда ће мерити А. На овај 

начин, Ll мери један од бројева. А то је требало Доказати.5О 

31. 

Сваки сложени број се мери неким простим број~м. 

Нека је А сложен број. Тврдим да се он мери неким 
простим бројем. 

Заиста, ако је А сложен број љега мери неки број. 

Нека постоји мера и H~Ka то буде број В. Ако је В прост 

број, БИће тиме оно што се тражи испуњено. Ако је он 
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сложен, њега мери неки број. Нека постоји мера и нека то 

буде број Г. Пошто тада r мери В, а В мери А, онда r 
мери и број А. И ако је r прост број, онда 
је тиме оно што се тражи испуњено. А ако 

t------;I А 

је он сложен број, њега мери неки број. f----j В # 

После примене овог поступка остаће неки ~ r 
прост број који ће мерити број А. Јер, ако 

не остаје такав број, онда Ье број А бити мерен бескрајним 

низом бројева, од којих је сваки мањи од другог, а то је 

неМОГУће ва бројеве. Према томе наJ:iи ће се неки прост 
број, који ће мерити претходни број а тиме мерити и број А. 

На овај начин, сваки сложен број се мери неким про

стим бројем. А то је требало доказати. 

32. 

Сваки је број или прост или се мери неким простим 

бројем. 

Нека је А неки број. Тврдим да је А или прост 

број или се мери неким простим бројем. 

А Ако је А прост број, онда је тиме оно што се 

тражи испуњено. Ако је он сложен, онда га мери 
неки прост број. 

На овај наиин, сваки број је или прост или се 

мери неким простим бројем. А то је требало доказати. 

33. 

За дату произвољну множину бројева наJ:iи најмање 

бројеве који су у истим размерама као и дати. 

Нека су А, В, r дати бројеви у произвољном броју. 

Наћи најмање бројеве који су у истим размерама са датим 

бројевима А, В, Г. 

Заиста, бројеви А, В, r су или узајамно прости или 
нису .. Ако су бројеви А, В, r узајамно прости, они· су нај

мањи од оних који стоје у истим размерама са њима. 

Ако нису, онда узмимо највећУ ваједничку меру l!. бро
]ева А, В, Г. и нека се колико пута Д мери А, В, Г, исто 

толико јединица налазе у Е, Z, Н. Тада сваки од Е, Z, Н 
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мери сваки од А, 8, r према броју јединица у .1. Према 

то\\е Е, Z, Н мере исти број пута бројеве А, В, Г. Бројеви 

1 
г Н 

[111 
А 

Е, Z, Н су у истим размерама са броје
вима А, 8, Г. Тврдим да су они и нај
мањи. Заиста, ако Е, Z, Н нису најмањи од 
бројева који су са А, 8, r у истим 

размерама, онда постоје бројеви који су 

са А, В, r у истим размерама, а који су 
мањи од Е, z, Н. Нека су то бројеви 

8, К, А. Тада в мери број А исти број 

пута као што и сваки од К, л мери 

бројеве 8, Г. Нека у М буде онолико 
јединица колико се пута 8 садржи у А. 
Тада и сваки од бројева К, А мери бро

јеве В, r према броју јединица у М. И 

пошто' в мери А према броју јединица у 
М, то и М мери А према броју јединица 

у 8. Из истих разлога М ~ери сваки од бројева 8, r npeM<t 
броју јединица у сваком од бројева К, А. Према томе М 

мери бројеве А, 8, Г. И пошто в мери А према броју 

јединица у М, то 8 помножено са М производи А. Из 

истих разлога Е помножено са .1 производи А. А тада је 

производ Е, д 'једнак производу 8, М, те је, према томе, Е 
према 8 као М према~. Међутим број Е је већи од броја 

в, што знаqи да је и М веhи број од д и мери А, В, Г. 

А то је немогуће, пошто је Д највећа заједничка мера 

бројева А, 8, Г. Према томе не постоје бројеви који су 
у истој равмериса бројевима А, В, Г, и који су мањи 

од бројева Е, Z, Н. На овај начин бројеви Е, Z, Н су 
најмањи од бројева који у истој' размери са бројевима 
А, 8, Г. А то је требало Докааати.5% 

34. 

За два дата броја наћи најмањи број који они мере. 

Нека су дата два броја А, В. Треба наћи најмањи број 
који они мере. 

Заиста, два броја А и В или су узајамно прости или 

нису. Нека, прво, они буду узајамно прости и нека А мно-



33 

жеliи В производи г. Тада и В множећИ А производи Г. 

Значи А и В мере број Г. Тврдим да је Г и -најмањи број 

који они мере. Ако није, тада А и В мере неки број који 
је мањи од Г. Нека они мере број д. И колико пута А мери 

.1, толико нека буде јединица у Е, а колико пута В мери .1, 
толико нека буде јединица у z. 
Према томе А помножено са Е А t--------{ В I 

производи д, а В по~ножено са Z 
производи д. Значи да је производ 

од А и Е једнак производу од В 

и z. А то значи да А стоји према 

В као што Z стоји према Е. Међу

r 1---------4 

I-------il А 

t--;E 

тим А и В су прости, прости и најмањи, али најмањи мере 

бројеве који су са њима у истој размери исти број пута, 

већИ мери веliи и мањи - мањи. Према томе В мери Е као 

што наредни мери наредни. И пошто А после множења В 

и Е производи Г и .1, биf1е В према Е као Г према д. И 

В мери Е. Па према томе Г мери д, већИ број мери мањи, а 

то је немогуliе. Према томе не постоји број мањи од Г, који 

мере бројеви А и В. На овај начин број Г је најмањи који 

се мери бројевима А и В. 

Нека сад бројеви А и В нису узајамно прости и нека 

су Z и Е најмањи бројеви који су у истој размери са бро

јевима А и В. Тада је производ А и Е једнак производу 

в 

r 

В и z. и нека А помножено са Е 

производи Г. Али тада и '8 ПОМt;tожено 
са Z производи Г. Према томе А и В 

мере Г. Тврдим да је број Г најмањи 
број који они мере. Ако није, онда А 

и В мере неки број који је мањи од 

Г. Нека они мере број~. И, колико 

пута А мери ~, нека онолико буде 

јединица у Н, а колико пута В мери .1 нека буде јединица 
у 8. Значи А помножено са Н производи д, а и В помножено 
са е производи д. Према томе је производ од А и Н једнак 

производу од В и tI. Значи А се односи према В као е 
према Н. Али А се односи према В као Z према Е, па и Z 
према Е као е према Н. И Z и Е су најмањи, а најмањи 

3 
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мере исти број пута бројеве који су са њима у истој размер и, 

веfiи мери већИ и мањи - мањи. Према томе Е мери Н. И 

пошто А множећИ Е и Н производи Г и 11, биfiе Е према 

Н као Г према 11. Али ,Е мери Н, па према томе и Г мери ~, 

веfiи број мери мањи, а то је HeMoryt1e. Дакле А и В не мере 
број који је мањи од Г. На овај начин Г је најмањи број 

који мере бројеви А и В. А то је требало Доказати.БВ 

35. 

Ако два броја мере неки број, онда и најмањи број 

који они мере мери тај број. 

Нека два броја А и В мере неки г~, а мере и најмањи 

Е. Тврдим да и Е мери број ГI1. 

Заиста, ако Е не мери ГI1, онда нека Е, после одмера
вања AZ, даје остатак rz 
мањи од Е. Пошто сад А 

r 1-1 -+Z---------1�A и В мере Е, а Е мери ~Z, 
то и А и В мере ~Z, а мере 

и цео број ГА, према томе 

они мере и остатак rZ, мањи од Е. А то је немогуће. Значи 
Е не може не мерити г~. Значи, мери. А то је требало 

доказати.54 

36. 

За три дата броја наћи најмањи број који они мере. 

Нека су дата три броја А, В, г. Треба наJ:iи најмањи 
број који они мере. 

Узмимо нај.\\ањи број ~ који мере два броја А и В. 

Број Г или мери број ~ или не мери. ~ А 
Нека, прво, мери. Али и бројеви А и 

В мере број ~; према томе бројеви 

А, В, Г мере број ~. Тврдим да је он 
и најмањи број који они мере. Ако 

није, онда А, В, Г мере неки број мањи 

1------;1 В 

1-------;1 r 
I----------~It:. 

од А. Нека мере број ~. Пошто бро~ 1 Е 
јеви А, В, Г мере број Е, онда А и В мере број Е. Па тада 
и' најмањи број који се мери бројевима А и В је број д. 
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Према томе број д мери број Е, веl1и мери мањи. А то је 
HeMoryl1e. Дакле не мере бројеви А, В, Г неки број ко 

мањи од д. На овај начин, Д је најмањи број који мере 
бројеви А, В, Г. . 

Нека сад број Г не мери број д. Узмимо тада најмањи 

број Е који се мери бројевима r и д. Пошто бројеви А и 
В мере.1, а д мери Е, то бројеви А и В мере и број Е. 

А мери га (број Е) и број Г, те бро- А I-----i 

јеви А, В, r мере број Е. Тврдим 
да је он најмањи број који они мере. В 1-1 -----ј 
Ако није, онда бројеви А, В, r мере 
неки број који је мањи од Е. Нека 

мере број Z. Пошто бројеви А, В, 
r мере број Z, то и бројеви. А, В 

r 11-------" 

д Ir-----------i 

Е 
I 

мере број Z. Тада и најl\\ањи број 

који се мери бројевима А и В је 
t---·---------il Z 

број 11. Значи П мери Z, а и r мери Z. Дакле д и r мере 
број Z. А и најмањи број који се мери бројевима 11 и r мери 
број Z. Али најмањи број који се мери брnјевима r и д је 

број Е. Према томе Е мери Z, већИ број мери мањи, а то је 
HeMoryl1e. Не постоји, према томе, број који се мери броје

вима А, В, r и који је мањи од Е. На овај начин број Е је нај
мањи који се мери бројевима А, В, Г. А то је требало доказати.55 

37. 

Ако је неки број мерен другим бројем, онда мерени број 
има део истог нази'ва као и број који мери. 

Нека број А буде мерен бројем В. Тврдим да број А 
има део истог назива као и број В. 

Заиста, нека у броју r буде оно-
лико јединица колико пута В мери А. t-----I В 
Пошто В мери А према броју јединица 

у Г, онда и јединица д мери број Г према 
t--iд 

броју јединица у њему, према томе једи-

А 

ница д мери број Г исто онолико пута колико број В мери А. 

А после пермутације јединица д исто толико пута мери број 

В колико број Г мери А. И колики је део јединица од 
бр()ја В, исто толики је део Г од А. А како је јединица 11 
део броја В истог назива са самим бројем, биl1е и број В 
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део броја А истог назива са бројем В. На овај начин, број А 
има део истог назива као и број В. А то је требало доказати."6 

38. 

Ако неки број има ма какав део, онда је тај број мерен 
бројем истог назива са тим делом. 

Нека број А има неки део В и нека број Г има исти 
назив као и део В. Тврдим да број 

А 1-1 --------i Г мери број А. 

Заиста, ако је В део броја А 

истог назива са бројем Г, а јединица 

6.. је део броја Г истог назива са њим, 

онда колики је део јединица L\ броја 
Г, толики је део и В од А.· Према 

·~B 

t-----tl Г 

томе L\ мери Г исти број пута колико и В мери А. А, после 
пермутације, јединица д мери број В исти број пута колико и Г 

мери А. На овај начин Г мери број А. А то је требало доказати.51 

39. 

НаћИ најмањи број који има дате делове. 

Нека су А, В, Г дати делови. Треба наћи најмањи 

број који има делове А, 8, Г. 

Нека су д, Е, Z бројеви истог назива са деловима А, 8, 
Г; узмимо најмањи број Н који је мерен бројевима L\, Е, z. 

На овај начин број Н има делове истог назива са д, 

А В l' Е, z. Али су д, Е, Z делови исти)!: 
L-....J назива са А, В, Г. Значи Орој Н 

А Е има делове А, 8, Г. Тврдим да је 
тај број и најмањи. Ако није, онда 

1-------11 Z постоји број мањи од Н који има 
'--_________ Н--ЈI делове А, 8, Г. Нека је то број 
~_------__II е 8. Пошто 8 има делове А, 8, Г, 

онда је број 8 мерен бројевима 

истог назива са А, 8, Г. А бројеви истог назива са дело

вима А, В, Г су д, Е, z. Дакле број в је мерен бројевима 

6.., Е, Z и при томе је I"ањи од Н. А то је немогуће. На 
овај начин не постоји број мањи од Н који би имао делове 

А, В, Г. А то је требало доказати. 



КОМЕНТАР 
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Пре но што пређемо на коментаре појединих дефини

ција и ставова навеШЋемо неколико општих примедаба о 

овој, седмој књизи, која се по свом садржају разликује од 

претходних геометриских књига Еуклидових елемената. 
Седма књига је посвеЋена елементима такозване тео

риске аритметике, која сеу некој мери супротставља практичној 
аритметици, у ужем смислу рачуници, било елементарној, 
школској, било вишој, која се понекад зове и логистика. По 

суштини, у теориску аритметику спада и теорија бројева, 

али у току времена је теорија бројева заузела доминантни 

самосталан положај. ТеОРИL:коi аритметици у ужем смислу 
је остало проучавање основних појмова везаних за бројеве 

и операције са њима. 

У својим геометриским књигама ЕуклиД не решава ни-' 

један практични задатак; код њега чак ниједна дужина, по

вршина или запремина нису наведене у оним конкретним 

мерама које су у његово време биле усвојене у Египту или 
У Грчкој. Отсуство те конкретизације доказује Еуклидову 

тежњу ка апстрактизацији. 

Сличну тежњу ка апстрактизацији показао је Еуклид и 

у својој аритметици: ниједан број код њега није у вези 

ни са новцем, ни са мерама тежине, ни другим величинама 

мереним бројем. Али га та тежња ипак није довела до пот

пуно апстрактног, нашег кардиналног броја. Сваки број је 
код. њега везан рило за одређену величину, у главном ва 

дужину, било за "број пута", и то исто тако у конкретној 

форми кад тај број одговара оном броју који показује ко

лико се пута јединица, као дужина, садржи у другој дужини. 

Ако применимо савремену терминологију, можемо казати 

да је Еуклид .. геомеТРИ80вао" своју аритметику насупрот 
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савремености која nаритметизује" геометрију 

јер је савремена аритметика конструисана са 

гичком доследношћу. 

(о. Hilbert), 
највећОМ nо-

Проучавање броја као основног елемента нашег сазнања 
служило је, а служи и данас, као важан предмет за читав 

низ научних дисциплина: за историју културе, за теорију 

сазнања, за логику, за математику са њеном филозофијом и за 

филозофију уопште. У свакој од тих дисциплина основним 

пој.\\ом броја бавили су се врло високи умови и покушавали 

Qa унесу у ту основну област људског знања што више 

светлости. Са математичког гледишта је од великог интереса 
е волуција појма броја од конкретних бројева прве петице 

са најпростијим именовањем - прста, дрвета, коња итд. до 

савременог броја, који прелази у најопштији објект теорије 

скупова и губи у апстракцији не само конкретну своју било 

коју природу, веБ се све више и више ослобађа и од оних 

закона којима се покоравају наши природни кардинални бро

јеви. у тој историји ЕУК'lИДОВИ бројеви заузимају потпуно 

одређено место: они су Bell изгубили своју наивно кон

кретну форму - прста, коња итд., али су задржали кон

кретне претставе у вези са њима и то у геометриском облику. 

Еуклидова геометризација аритметике имала је и своју добру 

страну: она ПОТПУНОИСКЉУЧУЈе ону мистику бројеsа која је 
била везана са Питагорином школом и чији је мрачни траг 

допро и наших вре,\\ена (број 13, број 7 и др.). 

Коментарисање седме књиге задаје специјалне теШКОће; 
уколико се геометрија и може још предавати .,по Еуклиду", 
аритметику не само што не можете "по Еуклиду" предавати, 

веБ ни саму транскрипцију Еуклидових ставова у савременој 

форми не можемо извршити, ако се ПрИДЈ~жавамо садржаја 
математичких речи који оне имају данас. Сваки Еуклидов 

став из ове књиге може се врло једноставно доказати по

МОБу савремене алгебре, али навођеље само таквог доказа, 

који за понеке ставове дајем у коментару, не би дао ни 

приближну претставу о току Еуклидова расуђивања. За про-
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учавање ових расуђивања ипак треба имати стрпљења и 

читати сам Еуклидов текст. 

Тешка форма излагања Еуклидове аритметике и велико 

отступање тог излагања од савременог имали су за после

дицу да је Еуклидова аритметика сачувала још Само исто

риски значај и ни у ком случају не може служити савре

меном читаоцу као прва књига аритметике. 

1 О дефиницијама ове књиге може се поновити готово 

све оно што је било речено о основним дефиницијама прве 

геометриске књиге. И овде треба ПОДВУћИ нелогичност де
финиција основних појмова једне дисциплине која треба да 

има дедуктивну конструкцију. Дефиниције основних појмова 

могу се сматрати само као тумачења тих појмова ПОМОћУ 
других уобичајених речи, које исто тако остају без дефини

ција. Таква тумачења не могу имати научне вредности у 

савременом разумевању дедуктивног система излагања истина 

било које области. Ипак и овде треба истаћи да навођење 

дефиниција и основних појмова не смањује логичку вред

ност осталих Еуклидових излагања, било геометрије било 

аритметике. 

2 Прва дефиниција прве књиге тумачила је појам "тачке" 
(0"'YH~Et6v) ПОМОћУ другог појма, који исто тако још није био 

дефинисан, помоl1у »део" (р.Ерщ;) односно .мера". Али су у 

тој дефиницији биле ипак искорИШћене не само две разли

чите речи, веl1 и два појма различитог садржаја повезана 

помоl1у негације. Према томе ту дефиницију можемо сма

трати као неко садржајно објашњење једног појма помоl1у 

другог. 

Прва дефиниција ове седме књиге нема ту особину. 

Грчки она гласи: .. Moya~ EO"ttV, ')(.Q:&'1jv Ё')(.Q:О"tоv tG>v OVtWV ЕУ 

ЛЕуеtаt," и, према томе, у грчком оригиналу се упоређују 

две етимолошки заиста различите речи p.op&~ и ЕУ, ма да су 

оне готово исте, што се нарочито види у преводима. Тако 

у латинском преводу (Heiberg) дефиниција гласи: 
Unitas est еа, sесuпdum quam uпаquаеquе res ипа поmiпаtuг. 
у италијанском (о. Rietti - F. Enriques): 
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и nitiL е сја рег сиј ogni singola cosa е detta ШLO. 

у енглеском (НеаЉ): 

Ап ипit is that Ьу virtue оЕ which еасЬ of the things 
that exist is called опе. 

у руском (Мордухай Болтовской): 

Единица есть (то), через по каждое из сушествующих 

считается единим. 

Француске и немачке преводе седме књиге нисам имао 

при руци. 

Наведени преводи показују сву не само логичку већ 

чак и етимолошку таутолqгију ове Еуклидове дефиниције. 

3 у вези са првом и другом дефиницијом треба и ово 

још да наведемо. На питање: "Да ли је код Еуклида једи

ница број или није?" Већина коментатора одговара: "Није". 

Разлог је то што буквално тумачење појма састављене 

множине (tb cruyxEif1EYOV пНј&о;) искључује јединку. Морду

хай-Болтовской наводи: "Можно сказать, что только сред

ние века дали единице право гражданства. Орезм (Oresmus) 
определенно говорит, что единица - uс[flиннО чuсло (курзив 

М. Б.)". Код Еуклида нема директног одговора на постав

љено питање, али се може наћи индиректан, и то потпуно 

убедљив доказ, да је Еуклид и јединицу сматрао за број. 

Тај доказ пружа став 15. ове књиге који гласи: ,,'Еd:у (.LOytic; 
aF~&f16'1 '["~ya f1Stpfl, tcrIXxtc; 5z Et"EpOC; apt&(.LOC; rXллоv ttv<Z apt&(.Lov 
I1EtpTI, x.al Eya}) .. a~ tcrifx.t\; тј fLoya~ tOV tp[tOV apt&fLov fLEtP~(jSt xal 
6 OEtJ"i:SPOc; '["оу t€tapt'O'/," чији је превод дат на страни 20. 
Подробније протумачен можемо тај превод у овом облику 

изложити: 

Ако јединица (као први број) мери неки други број, 
а трећИ број мери исти број пута четврти број, онда, после 

пермутације, јединица мери ист.и број пута треliи број као 

што други број мери четврти број. 

И у тексту доказа налазимо четири броја 

А ([) - ВГ (11) 

+ Ф. 
~ (111) - BZ (IV) 

при чему је са А означена Јединица. Како, према тексту, 

имамо свега четири броја, а међу њима и јединицу А, то је 
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и јединица број. Ово је свакако несумњив доказ да је 
Еуклид и јединицу сматрао за број. Према томе можемо 

закључити да су Еуклидови бројеви - природни бројеви 
укључно са јединицом. Но Еуклидов број још није елемент 
1-Iuза узастопних бројева. Слично томе као што су Еуклидови 

геометриски облици дискретни облици, без узаСТОПRОСТИ и 

променљивости, тако су и његови бројеви дискретни бро

јеви. Према О. Stolz'y и А. атејпег'у тек је код Helmholtz'a 
и Kronecker'a, а нарочито код Dedekind'a, јасно формулисана 
важна особина бројева да су и природни бројеви елементи 

уэастопног низа. Ни нула ни разломци, као бројеви, код 
Еуклида се не 11Oјављују. Разломци, као елемент теориске 
аритметике, појављују се тек код Диофанта (у другој поло

вини IV века после н. е.). Али то се односи на теорију 

разломака; у пракси, нарочито у трговини, разломци су били 

у употреби од врло давнашiьих времена, и то, прво, са 

јединичним бројиоцем. 

4 У овој дефиницији реч "p.€po~" преводимо, као и 

остали преводиоци, са "део". Али и на овом месту можемо 

ту реч превести и са »мера". Према терминологији аритме

тике ту реч требало би превести са· делилац. Овој дефини

цији одговара наредни аритметички образац 

а = пЬ, 

где су а, Ь, п цели бројеви. Број ь је део броја а; тај број 

мери п - пута број а. Број а је дељив бројем Ь. 

5 У овој дефиницији која гласи: "M€p7) ы., OtCXV р'71 1tcxtCX

f1Etpij" реч "МЕр1ј". преведену као "делови", треба разумети 

као договорно усвојен назив за број који не дели дати 

број. Поједини преводиоци тај карактер ове речи означавају 

на тај начин што у преводу стављају ту реч између знака 

навода. Унутрашњи смисао тог термина код Еуклида није 

објашњен, а можда је и свесно избегнут с циљем да тео

риска расуђивања буду изражена само nOMoty целих бро

јева. Пошто је Еуклид знао за дељење и дужи и броја на 

једнаке делове, шта више знао да се и прост број може 
поделити на онолико делова колико Је јединица у њему, 

то је Moryte ПОМОЋу тих делова изразити сваки други број. 
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у том смислу је Еуклид крстио број који није део другог 

броја. Образац који одговара овој дефиницији изгледа овако 

где су наведени бројеви цели бројеви. Број т показује број 

делова, а број Ь је "делови". 
6 Ова дефиниција је јасна и одговара обрасцу: а = mЬ, 

где су а, Ь, т цели бројеви. 

7 Ову дефиницију можемо изразити: а = 2 Ь. 
8 Ова дефиниција садржи две мисли: 1. а Ф 2Ь, 

2.о=2Ь+1. 

9 Образац за парно-паран број можемо изразити: 

а = m. 2 Ь, где је т паран број, рецимо, rn = 2 с. 
10 3а т Ф 2 с имамо непарно-паран број. Тако, на при

мер, 14 је непарно-паран број јер је 14=7.2. 
11 Ову дефиницију Heiberg задржава, али ставља у 

заграде. Два броја: непарно-паран и парно-непаран могу се 

по садржају разликовати само кад на различити начин изра

жавају резултат мерења. Даћемо за ово пример: кад се нека 

дужина мери 3 пута мотком дужине од 4 метра имамо 
12 = 3.4 непарно-паран број, а кад се иста дужина мери 

4 пута мотком дужине Ј метра имамо парно-непаран број. 

Јасно је да се та разлика изражава поступком, а не 

резултатом. 

12 Образац за непарно непаран број: а = (2 Ь + 1) х (2с + 1). 
Пример: 15=3.5. 

13 Поводом простих бројева можемо приметити да је 

као скоро савременик Еуклидов (чије тачне године живота 

нису познате) живео у Александрији чувени грчки научник, 

енциклопедиста Ератостен (275-195 до н. е.), библиотекар 

Александриске библиотеке. Он је написао више рукописа, 

бавио се удвостручењем куба и предложио једноставан 

поступак за издвајање простих бројева из низа природних 

бројева.· Тај поступак се обавља помоliу познате Ератосте
нове решетке. 

14 Пример: 16 и 15. 
16 Примери: 21 =7Х3, 24~12x2=6x4=3x8. 
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16 Пример: 21 и 15, јер је 21=7хЗ и 15~5хЗ. 
17 Код Еуклида у производу а Х Ь два МНОЖИОЦ8 играју 

различите улоге: први број ПОI(азује шта са узима, а други 

колико пута се узима. Ова дефиниција множења јасно пока

ву је да Еуклидови бројеви још носе на себи жиг конкретног 

смисла тих бројева. 

18 Дефиниције 17-20 јасно одају геометриски карактер 
Еуклидовог излагања аритметике. Шта више, ЕуклиД мисли 

о бројевима као о геометриским облицима. У савременој 
аритметици наведени бројеви се изражавају обрасцима: повр

шински - т = а Ь, запремински - п = аЬс, квадратни - р = а2, 
кубни - q = аЗ. 

19 Дефиниција пропорционалности бројева, у сваком 

случају по форми, разликује се од чувене 5 дефиниције у 
петој књизи пропорционалности величина. Дефиниција за бро

јеве је краћа, једноставнија и јаснија од дефиниције за геометри

ске величине. Њихов садржај је исти. Оне се разликују само по 

оним поступцима које треба применити за доказивање про

порционалности. Такозвана пета дефиниција тачније и одре

ђеније приказује методу доказивања и стварно је послужила 

Еуклиду за доказ читавог низа теорема о пропорционално

сти величина. 

Аналитички се за пропорционалност четири броја, 

а1 : а2 = аз : а4 поставља један од ових услова: 

1. а1 =mа2 , а в =mа4 , 

11. 
а2 

а 1 =п, 
а. 

аз =п, 
.. 

111. а 1 =m (~2) , аз~m (~4). 

20 Садржај дефиниције сличних површинских и запре

минских бројева аналитички се овако ивражава. Два повр

шинска броја P1~a1 Ь1 и Р2=а2 Ь2 су слична, означимо то, 

рецимо, са Р1 '" Р2 , ако је а1 : а2 = Ь1 : Ь2 • И сто тако за два 

слична запреминска броја V1 =а1 Ь1 С1 и V2~a2b2 с2 , дакле за 

V1 ,""" V2 • имамо услове: а1:Ь1:Сl=а2:Ь2:С:. 

21 Као пример савршеног (перфектног) броја може по

служити, рецимо, број 28, за које имамо 28= 14 + 7 + 4+2 + 
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+ 1 ~=28. Сваки број п према збиру .'1 својих делилаца, без 
самог тог броја, припада једној од ових категорија: 

11. п=s. Перфектан. Пример: п=28, .'1 = 14 + 7 +4 + 2 + 1 =28 =п. 
Ь. п<s. Дефектан или субперфектан. Пример: п= 12, .'1=6+ 
+ 4 + 3 + 2 + 1 = 1 б > п. 
с. п> s. Суперперфектан. Пример: п = 8, .'1 = 4 + 2 + 1 = 7 < п. 

Присуство појма савршеног броја у Еуклидовим дефи

ницијама покадује да и бед обзира што је систем Еуклидове 

теориске аритметике био на сасвим другим начелима констру

исан, ипак ни Еуклид није могао избеliи утицаја Питагорине 

школе, у којој су више биле култивисане теориско-бројне, 
музичке и мистичке комбинације са бројевима, него логичка 

структура читавог систе.\1а науке о бројевима. 

22 Ова прва теорема уводи читаоца у чувени Еуклидов 

алгоритам Удастопног дељења или, како се види И3 Еукли

довог текста, узастопног мерења. 

Прву теорему можемо аналитички овако формулисати. 

Ако два броја а и Ь (а> Ь) при узастопном дељењу дају 

(1) а=mЬ+г, Г<Ь 

(2) b=mt f+f 1, Гl<Г 

(3) p=m1f t + 1, 

г де сва слова означавају целе бројеве, што у даљем тексту 

нећемо више нав()дити, онда су а и Ь међусобно· или уза
јамно прости бројеви. 

Еуклидов докад је индиректан (reductio ad absurdum). 
Претпоставимо да, обратно, бројеви а и Ь имају заједничку 

меру, број е, који је, према томе, већи од јединице (е> 1). 
И ставимо: 

а = п 1 е, Ь = П2 е 

онда из (1) ззкључујемо да је и 

г=пз е. 

Затим једначина (2) доводи до резултата да је и 

Г 1 =п4. е, 
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и најзад једначина (3) захтева да буде и 

1 = П5 е, 

што је, према условима е> 1 и Па - цео број, немогуће, те 

према томе о и Ь не могу имати заједничку меру; они су 

узајамно прости бројеви. 

23 Ова теорема садржи поступак и даје доказ Еукли

дова алгоритма за одређивање највећег заједничког чиниоца 

(скраћено: н. з. ч.) два броја. 

Ако су дата два броја о и Ь (о> Ь) и 

1. о = т Ь, онда је Ь највећа заједничка мера: она је, 

прво, мера и, друго, и највећа пошто нема броја Beher од Ь 

који би мерио сам тај број. 

А ако је 

2. 09= mЬ, онда при узастопном мерењу имамо према 

Еуклиду 

о=mЬ+г, г<Ь 

Ь=m.г+е, е< г 

г=m2 е. 

Даље се доказује да је е не само заједничка мера, већ 

и највећа заједничка мера. Доказ је, као и у претходној те
ореми, индиректан. Ако постоји заједничка мера Н већа од е, 

тј. Н> е, онда се долази до закључка да Н мери е, а то 

је немогуће. 

Еуклидов алгоритам се овако примењује на два броја, 
рецимо, 54 и 38: 

2 2 2 
54 38 16 6 4 2 

38 32 12 4 4 
----------~- .. _---

16 I 6 4 I 2 I о 
Последњи остатак 2 је највећИ заједнички чинилац. 
24 Наћи за три броја о, Ь, с највећу заједничку меру 

(односно н. з. ч.). 

Задатак се решава на основу претходног задатка. Наиме, 

одређује се н. з. ч. е1 два броја о и Ь. Ако је еј мера и броја 
с, задатак је решен. Ако е1 не мери број с, У теореми се 
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прво доказује да е1 и с нису узајамно прости бројеви, ако 

нису узајамно прости бројеви а, Ь, с. После тога се одре

ђује највећа заједницка мера е2 за бројеве е1 и' с и показује 

да је та мера мера и за бројеве а, Ь, с, а затим се, инди

ректним нацином, показује да је е2 и највећа заједничка мера 
датих бројева а, Ь, с. 

25 Нека су а и Ь два броја а> Ь. Треба доказати да 

могу бити само два случаја: 

(1) а=т Ь, (Ь је део броја а) 

(2) Ь = fC ( ~ ), (Ь чини делове броја а) 

1. Ако су бројеви а и Ь узајамно прости тада треба у 

(2) ставити п=а, где је п број јединица у а и k=b, где је 

k број јединица у ~ 

11. Ако бројеви а и Ь нису узајамно прости, тада могу 

бити само два случаја ј 

а) Ь је мера од а и тада вреди једначина (1). 

~) највећа заједничка мера а и Ь је број е, тј. а = т1 е, 
Ь=т2 е, при чему је т 1 > т2 • 

Из ових једначина следује да је 

при чему је а/т! део броја а, а т2 (;Ј чини делове броја 'а. 
26 Ова теорема аналитички се изражава врло једно

ставно, 

Из два једнакости: а=тЬ и а 1 = т Ь1 следује једнакост 

а+а1 = т (Ь + Ь\). 

27 Ова теорема је аналогна претходној, али је термин 

"део" замењен са "делови". 

И з две једнакости 



следује једнакост 

(
а +а ' 

Ь+Ь1 = т --;~). 
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%8 И У овој теореми имамо закључак: ив две једнако

сти a~mb и аl=mЬ1 слеДУЈе једнакост а-а1 =m (Ь-Ьј ). 

29 3а ову теорему имамо: из две једнакости 

Ь1 = m(~) 
п I 

следује једнакост 

b_bl=m(a~al} 

30 При доказу појединих теорема Еуклид разликује два 

односа између два цела броја; наиме број а1 је или део 

броја а2, што се изражава једнакошl1у а?,=m а 1 , где је т 

цео број, или тај број чини "делове" броја а1 кад је 

аl=m( ~ ). 
где је п или број јединица у а Ј , ако су бројеви а1 и а2 уза
јамно просТи, или број који показује' колико се пута Н. з. ч. 
бројева а 1 и а2 садржи У а1 • Тиме, са савременог гледишта, 
Еуклид избегава увођење разломака као броја. Међутим 

увођење разломака спаја оба ова случаја и знатно упро ш

ћава постављање односа између бројева. Тако се у доказу 

ове девете теореме можемо послужити разло;~щима и скра

тити доказ. 

Нека је дато: 

треба доказати да је 

аз = п а 1 а4 ~ п а2 • 

Увек можемо ставити 

где је п или цео број или разломак (.делови"). Тада И8 

а4 = т ав изводимо 

. а4 = т ам = т (п а1) = п (т а1) = п а2 , 
а тиме је теорема доказана. 

4 
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31 Ова теорема је понављање претходне теореме са том 

само разликом што је "део" замењен са "делови". Јасно је 

да се и саме теореме и њихови докази сливају уједно после 

увођења разломака. 

32 Аналитички садржај теореме гласи; И3 

следује 

(Й1 - й3): (Й2 - а4) = а 1 : а2 • 

Садржај ове теореме се поклапа са садржајем теореме 
19. пете књиге, која се односила на дужи. Таквих теорема 

има више, али су докази различити. Дубока разлика доказа 

је у томе што се они оснивају на ра8ЛИЧИТИМ дефиницијама 
пропорционалности. Докази за Еуклидове бројеве су много 

једноставнији, јер се односе на бројеве као самерљиве вели

чине, чија заједничка мера увек може бити јединица. 
З3 Ова теорема за бројеве понавља теорему 12, V за 

геометриске величине. 

34 Ова теорема за бројеве понавља теорему 22, V за 
величине. 

35 15. теорема је аналогна 9. теореми ове књиге. Заиста, 
кратко формулисана, 9. теорема се састоји из закључка. 

Из й2 =mа1 , а4~mаз, 

следује 

а 15. теорему можемо овако написати: из 

следује 

й2 =m.l, 

Йз =k.l, 

й 4 =m.аз , 

a4 =k .й2 • 

Дакле 9. теорема прелази у 15., ако ставимо а1 = 1. Према 
томе за произвољан број Еуклид даје једну теорему са до

казом, а за 1 даје другу теорему са посебним доказом. Из 
тога, на пр. коментатор Мордухай-Болтовской, закључује да 

јединицу Еуклид не сматра за број. Међутим навели смо 

под бројем s коментара да се у теореми 15. говори о че
твртом броју, а један од тих бројева је јединица, те према 

томе је јединица број: Али Еуклид сматра јединицу за наро
чити број, који. по његову мишљењу, ззхте-ва- специјалан 
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доказ. У КОЈОЈ мери је то оправдано, то је друго питање, 

али то може бити разлог за издвајање многих теорема у 

посебан облик кад у текст тих теорема улази јединица. Да 

је јединица нарочити број то следује, напр. из њене особине 

да једини број који је заједнички чинилац свих бројева, то 

је јединица. Да је ЕуклиД сматрао теореме са јединицом као 

нарочито важне то, изгледа, потиче отуда што Еуклид ко

ристи те теореме за доказ врло важних особина бројева. 

Тако, напр;, ова теорема је искоришf1ена у доказу наредне 

теореме, која се односи на основно својство операције 

множења. 

36 Пре свега треба приметити да сам текст ове теореме 

изазива недоумицу. јер ништа није речено о реду множења 

или, са Еуклидова гледишта, о различитој улози првог и 

другог броја у производу два броја. 

Ова теорема изражава комутативни закон множења два 

броја. Сад се тај закон сматра као основна особина опе
рације множења и укључује се у дефиницију те операције. 

Поновимо у cKpaf1eHoM облику Еуклидов доказ. 
Нека је ахЬ=с и bxa~d. Треоа доказати да је c=d. 
Према дефиницији 21, VII имамо, 

l:а=Ь:аЬ 

а на основу теореме 13, VIJ (пермутација) 

(1) l:Ь=о:аЬ 

С друге стране, према истој дефиницији 21, VII имамо 

(2) 1 : Ь ~ о : Ь а. 

Из (1) и (2) 
а;аЬ=а:Ьа 

и према томе је 

а Ь = Ь а или с = d. 

Раније су коментатори давали своје доказе ове тео

реме. Један од популарних доказа, који се задржао у школ

ској аритметици састоји се у овом. 

Ставимо 

с = а Х Ь = Ь +Ь + ... + Ь 
а пута 

4* 
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али је а=е+е+ ... +е, где смо са е означили јединицу, и 

а пута 

Ь=е + е + .. . е, према томе имамо 
ь пута 

а пута 

~ 

с=Ь+Ь+ ... +Ь=е+е+ ... +е а = а+а+ ... +а. --а пута е+е+ ... +е а 

е.+е+ ... +е (l 

С друге стране, непосредно је 

Ј=ЬХа=й+а+ ... +а, 
ь пута 

ь пута 

те према томе, после упоређивања претходног израза за с са 

овим изразом, имамо 

c=d. 

Овај доказ се оснива на примени комутативног закона 

за сабирање. Међутим тај закон, који важи за обичне бро

јеве и обично множење, не важи за све величине, на при

мер за коначне уг лове векторски претстављене. 

91 Садржај ове теореме изражава једнакост 

а Ь1 : а Ь2 = Ь1 : Ь2 • 

38 Овој теореми одговара једнакост 

а l Ь: а2 Ь = а1 : а2, 

89 Овде имамо две теореме: основну 

и 06рнуту 

40 Теорема гласи: ако су а1 и Ь1 најмањи бројеви међу 
бројевима а и Ь који задовољавају пропорцију 

(1) 



онда је 

(2) 
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где је т цео број, тј. бројеви а1 и Ь1 су истоструки .део" 
бројева а и Ь. 

Доказ је индиректан. Ако (2) није тачно, онда су бро
јеви а 1 и Ь1 "делови" броја а и Ь, тј. 

(3) Р Р 
а=-ан Ь=-Ь, . 

г Г 

Ако уведемо бројеве 

а1 Ь2 = ~1 , а2 =-, 
г 

из (3) имамо 
а=ра2 , Ь=р Ь2 • 

Према томе добиJ:iемо пропорцију 

а2 : Ь2 =а: Ь, 

при чему су а2 и Ь2 мањи од а1 и Ь1 • А то је по претпо

ставци немогуће. 

41 Теорему 21 можемо овако формулисати: ако су аЈ 
и Ь1 узајамно прости бројеви, а задовољавају пропорцију 

а1 : Ь1 =а: Ь, 

они су и најмањи од бројева а и Ь. 

Доказ ове теореме је исте nогичке конструкције као и 

доказ претходне теореме, па и читавог низа 'наредних тео

рема. И овде се употребљује метода reductio ad absurdum. 
42 Садржај 22. теореме можемо овако изразити: ако је 

а1 :Ьј =а:Ь 

и бројеви а 1 иЬ) најмањи, онда су они и узајамно прости. 

Доказ и ове теореме је исте nогичке конструкције као 

и претходне теореме. 

43 Садржај 23. теореме r nаси: ако су а и Ь узајамно 

прости, онда је број с, који мери један од бројева а и Ь 

напр. број а', узајамно прост са бројем Ь. 

Пример: 8 и 27 су два узајамно проста броја. Број 4, 
који дели број 8 је узајамно прост са бројем 27. 
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Доказ је поново индиректан. 

н Садржај 24. теореме. Ако су два броја а и Ь узајамно 
прости са бројем с, онда је и производ а Ь узајамно прост 

са бројем с. 

НавеШћемо и доказ ове теореме. 

Претпоставимо обратно да производ а Ь није узајамно 
прост са бројем с, тада два броја а Ь и с имају заједничку 

меру односно ·чинилац, означимо га са е, те је 

(1) 

(2) 

аЬ=mе, 

с=nе. 

Из (1) имамо према 19. теореми 

е Ь 

a~m' 

а како су а и е узајамно прости, БИће на основу 23. теореме 

(3) b=ke, 

m=ka. 

Према (2) и (3) бројеви Ь и с нису узајамно прости, а 

то је супротно услову да је с узајамно прост број са Ь. 

На овај начин је првобитна претпоставка немогућа. 

45 Ова 25. теорема, која тврди да су а2 и с узајамно 

прости, ако су узајамно прости бројеви а и с, претставља 

непосредни закључак из претходне теореме, ако у њој ста

вимо Ь=а. 

46 Ако је сваки од бројева а1 и а2 узајамно прост У 

односу на сваки од бројева Ь1 и Ь2• онда су и производи 

a1 а2 и Ь1 Ь2 узајамно прости бројеви. 
И ова теорема се лако изводи каоsакључак теореме 24. 
47 Садржај ове 27. теореме: ако су а и Ь узајамно про

сти, онда су узајамно прости и а2 , Ь2 односно а3 , Ь З , може 

бити проширен и на све целе степене узајамно простих 

бројева. 

48 Теорему 28. можемо овако формулисати. 

Нека· је а + Ь = s: Тада теорема гласи: ако су а и Ь 

узајамно прости, онда су узајамно прости s и а, односно 
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s и Ь. И обрнуто, ако су s и а као и s и Ь узајамно 
прости, онда су узајамно прости а и Ь. 

Доказ и ове теореме је у првом и у другом делу 

индиректан. 

Изведимо први део. Ако s и а нису узајамно прости, 

онда постоји њихова заједничка мера, и означимо је са е; 

тада је 

s = т е, а = п е, 

а одавде следује да 

b=s-a=(m-n)e 

има заједничку меру са а, а то је супротно услову да су 

а и Ь узајамно прости бројеви. Према томе је полазна прет

поставка немогућа. Доказ другог дела је сличан доказу првог. 

49 29. теорема гласи: ако је р прост број, онда су бро

јеви р и а, који задовољавају услов 

афmр 

узајамно прости. 

Еуклидов индиректни доказ се може заменити овим 

простим расуђивањем. 

Пошто број р, као прост број,. има само два делиоца 

и то: 1 и р, а р, према услову, није делилац броја а, онда 

а и р имају заједнички само један делилац јединицу, па 

према томе су они узајамно прости. 
50 Теорему зо. формулишемо овако: 

Нека су а и Ь два било која броја, ар прост број. 

Ако је 

(1) аЬ=mр 

где је т неки број, онда је или а=п1 р или Ь=п2 р, где су 
П l и П2 неки, разуме се, увек цели бројеви. 

Доказ се једноставније изводи овако. Ако је а = П 1 р, 
онда је теорема истинита. Ако су бројеви а и р узајамно 

прости, тада из пропорције 

а т 
-~-

р Ь 

која следује из (1), закључујемо на основу теореме 20. да је 

Ь=п2 р, 

а то и доказује теорему. 
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51 Теореме З 1. и 32. по,::већене су саставу сложеног 

броја. Према дефиницији 14. сложен број је онај који се 

мери односно дели неким бројем. Теорема 31. доказује да 

сваки сложени број обавезно треба да има као меру неки 

прост број. 

Теоремом 32. се завршава група теорема (20 - 32) ове 
седме књиге које се односе на теорију простих, узајамно 
простих и СЛQжених бројева. Нарочита вредност, код Еуклида, / 
те теорије је у једноставнијој претстави количника односно 

размере два броја, а то је важно и за што једноставније 
изражавање разломка чији бројилац и именилац имају зајед
нички множилац. 

Треба исто тако приметити да nпрост" број у грчком 

тексту (као и сад у другим језицима) значи "први· број 
(n:рwщ;) и према томе су и код Еуклида. без обзира што 

није било код њега идеје низа узастопних бројева, при 

посматрању вишеструких бројева важну улогу морали играти 

"први" односно прости бројеви. 
52 Последњих седам (33-39) теорема ове књиге су 

посвећене теорији најмањег заједничкој садржаоца два и 

више бројева. 

Први став ове групе, 33. став, можемо ,формулисати 

у облику овог задатка. 

Дати су бројеви а, Ь, с. НаћИ такве најмање бројеве да је 

а: b~al: Ь1 , 

Ь: с = Ь1 : С 1 • 

Решење. Ако су а, Ь, с узајамно прости бројеви, о'нда 

су они и најмањи. И задатак је решен. 

Ако нису узајамно прости, нека е буде њихова највећа 
заједничка мера (одређивање према теореми 3.) и нека је 

а = т1 е, Ь = т2 е , с = тз е. 
Тада су 

Доказ. Прво, заl1ста, имамо: 

а: Ь = т1 : т2 , Ь: с = т2 : та . 
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Затим, бројеви т!, т2 , тв су и најмањи бројеви, 

јер ако постоје још мањи, рецимо, Пј , П 2 , Па, (:нда имамо 

0:Ь=ПЈ :П2 и Ta,~a је 

0=п,е1 , Ь=п2 е). 

Према томе изо=т1 e~nl е и услова П ј < т! треба за
кључити да ie е ј > е. а то је у противречности са претпо

ставком да је е HajBetia заједничка'>lера. Тиме j~ наведени 

поступак утврђен. 

53 Став је формулисан у облику задатка о одређивању 

најмањег заједничког садржаоца за два дата броја. 

Нека су о и Ь два бројCl за које треба наtiи највеtiи 
заједнички садржалац, број с. 

Ако су о и Ь узајамно прости бројеви, онда је с = о Ь. 

Ако о и Ь нису узајамно прости бројеви и о ~ m1 е, 

Ь ~ т2 е I где је е највеЬа заједничка мера тих бројева, онда је 

с' о m2 = Ь т1 = о Ь/е . 

Доказ тог поступка је основан на претходном задап(у. 

54 Теорему 35. можемо овако фОРVlулисати: ако је С 1 
најмањи заједнички садржалац бројева о и Ь, а с макоји 

други садржалац истих бројева, QHAa је с мерен бројем С1 
или С је дељиво са с1 • 

Претпоставимо да није. Тада је 
\ 

с- k С1 'т- О 

где је () < с 1 • Пошто су У овој једначини с и с, дељиви и 
са о и са Ь, мора бити дељив са тим бројеВИ,\1а и број О. 

И злази да постоји број о дељив са о и Ь који је мањи од 

С" а то је HeMorytie. Према томе је с дељиво са с 1 • 
5;; Став 36. је задатак о одређивању најмањег зајед

ничко" садржаоца за три броја, рецимо, а 1 , 02' о •. 
Решење и доказ се оснива на одређивању н. 3. с. за 

два броја. Ако је н. 3. с. С1 два броја 01 и o~ дељив и са 

бројем Оз, број С1 је н. 3. С. И за сва три броја. Ако није, 

треба наtiи н. з. с. бројева С1 и О,. Доказ је аналоган доказу 

у задатку 34. 
56 Објаснимо пре свега теорему 37. на неком бројном 

примеру, рецимо: 

15 = 3 Х 5. 
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Број 15, који се мери, има, с једне стране, део, петину 

(то је 3) са нааивом везаним за број uет, са друге стране, 

број 5, који мери број 15, има нааив iieil1. 
Према томе је део, тако рећИ, истог назива, према 

називу бројева, као и број који м~ри. 

У општем случају из једначине 

€l=т Х Ь 

следује да b'il1u део броја а има исти назив са бројем Ь. 

57 На истој једначИRИ 15 = 3 Х 5 можемо објаснити и 

теорему 38. У примени на ту једнакост она би гласила: ако 
број 15 има lieil1u део (то је три), он је мерен бројем iieil1 
(или дељив је са 5). 

у данашње време обе теореме звуче као неки ана

хронизам. 

58 у последњем 39. ставу тражи се број који би имао 

дате делове, а био би најмањи. 

Бројни пример. НаћИ број који би имао једну половину, 
је.в.ну тре11ину и једну петину (као целе бројеве), а био би 

најмањи од такв'Их 6ројева. Пошто је и. В. с. бројева 2, 3, 
5 број зо, можемо ТВРДИТИ,да је такав број 30. Његови 
су делови: 

1 1 1 
-·30=15, -. ЗО~ 10 -·30=6. 2 . 3 • 5 

У теореми се ИЗВОДИ одређени поступак и доказује да 

је тако одређени број за-иста најмањи. 
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П р ЕД Г. О в о р 

\ 

. Осма књига Еуклидових елемената је друга књига Еу-
клидове теорије бројева, којој су посвећене VJI-X књиге 
Елемената. У осмој књизи се развија теорија непрекидних 

пропорција, специјално теорија про(]орционалности површин

ских и запреминских бројева, нарочито квадрата и куба. 
При изради и ове књиге су ми помогли В. В. Мишковић 

. и Т. П. АнђеЛИћ, на чему им· овде изјављујем захвалност. 

А. Б . 

• 

\ 





ТЕКСТ 



Ако су неки бројеви, у произвољном броју, непрекидно 

пропорu.ионални и крајњи од њих узајамно прости, они су 

најмањи од бројева коЈи су у истој равмери са њима. 

Нека су А" В; Г, Ll неки непрекидно пропорционални 
бројеви и крајњи А и Ll узајамно прости, тврдим, да су 

6ро'јеви А, В, Г, ~ најмањи од бројева који су у истој 
размеРI:I са њима. 

Заиста, ако то није тако, онда постоје неки бројеви 

Е, Z, Н, в који су мањи од бројева А, В, Г, ~, а са њима 

су у истој размери. И пошто се А,' В, Г, ~ налазе у истој 
размери са Е, Z, Н, в, а и множина бројева А, В, Г, Ll је 
иста са мtiожином бројева 
Е, Z, Н, в, онда је,. према At----1 
једнакоудаљености, А према В 11---'--'----1 

I---t Е 
1----11 Z 
I-'------t Н Ll као Е' према е. Али су r 1-1 -----1 

А · А .... , -------11 1-1 ---118 
И Д узаЈамно прости и, 

као узајамно прости, они су и најмањи. А најмањи бројеви 

мере бројеве који су са њима у истој размери и то веliи 

мери већии мањи мери мањи, тј. претходни број мери прет
ходни и наредни мери. наредни; Према томе А мери Е, веliи 
број мери мањи, а то је HeMoryli~. Значи Е, Z, Н, в, који 

су мањи од А,. В, Г, Ll, ннсу У ИС10ј ра~мери са њима .. На 
. {)вај начин су А, В, Г, Ll најмањи од бројева који су у 

истој размери са њима, а то је требало доказаiи.l 

2. 
t • 

Наl1и онолико колико се тражи наЈмањих непрекидно 

ЩЮПОРЦИбналних бројева који су у датој размери. 
Нека је А преЬ\а В дата размера изражена помоl1у најмањих 

.бројева. Треба наliи онолико колико се тражи на јмањих непре
t<идно пропорционалних бројева, који су У равмери А према В. 
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Нека се траже четири броја и нека А по.\\ножено само 

собом даје Г, а ПО\1.ножено бројем 8 производи д. И нека 
В помножено само собом даје Е,' а А помножено бррјевима 
Г, Ll, Е даје Z, Н, ви Впомноженобр,ојем Е даје К. 

Пошто А помножено само собом даје Г, а помно жено 
бројем В даје Ll, биtiе А према 8 као Г према д. Даље. 

п()што А помножеffО бројем В производи А, а В помножено 

t---I А 

-------iIА 

--~-----IIE 

Z 1-1 --'--------11 1-1 ____ ..::.Н::;I 

с3мо собом производи Е, то 

значи да бјюјеви А и В по
множени број~м В производе
бројеве "Ll односно Е. Па према 
томе је А према В као д према 

I е к Е. Али је А према В као и r 
I--------___ ~ према д, значи Г према д је 

као А према Е. И пошто А множећИ [' и А производиZ И Н, 
биtlе r према А као Z према Н. А како је r према А као А 
према В, 6иtiе и Z према Н као А према В. 3атим, пошто 
број А множеtiи А и Е производи Н и (1, биће L\ према Е 
као Н према в. Али и Ll је према Е као А према B~ То 

. је према томе и А према В као Н према в. А пошто 

А и 8 помножени са Е производе в и КЈ биtе А пре,\'\а: В 
као и 8 према К. Али је А према В као Z према. Н и као 
Н према в. и на тај начин се Z ощiоси према· Н као Н 
према 8 и као 8 према К. Значи Г, д, Е и ~Z, н, в, К'су 
пропорционални у односу А према В. Тврдим још да су 

они и најмањи. 3,аиста, пошто су А и В најмањи одбројевз 
који су у истој ,размери са њима, а најмањи о'д бројева који 
су у истој размери. са њима узајамно су прости, биtlе и 

бројеви А и 8 узајамно пр~сти. И како' бројеви А и В 
помножени сами собом производе одговарајуће бројеве r 
и Е, а помножеffи на о.цговарајуђи начин бројевима Г. и: Е 
производе z и К, онда су према томе Г, Е иZ, 1( узајамно 
прости. А ако су неки бројеви, у произвоД>ном броју, непре:" 

кидно пропорционални и крајњи од њих узајамно прости, 

онда су то најмањи од бројева који су у истоЈ размери са 

њима. На овај начин, бројеви Г, Ll, Е И'Z, Н, в, к су нај

мањи од бројева који GY у истој размери' А према В. А то 
је требало Доказати.2 
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Последица 

Из OBor је јасно да а}(о имамо три броја у непрекидној 

пропорцији најмања од бројева који су у истој размеtщ онда 

су крајњи бројеви квадрати, а ако имамо четири брnја - крајњи 

бројеви су кубови. S 

3. 

Ако су неки бројеви, у произвољном броју, непрекидно 

пропорционални И они су најмањи од бројева који су у истој 

размери са њима, онда су крајњи од њих узајамно прости. 

Нека су А, В, Г, ~ неки непрекидно пропорционални 

-бројеви, и то најмањи од бројева који суу истој размери 

са њима. Тврдим, да су крајњи од њих А и d узајамно прости. 
Заиста, узмимо два најмања броја Е, z који су у истој 

раЗ'Аери са бројевима А, В, Г, d; затим узмимо три броја 

Н, в, к, и тако даље док узета i-~A t---------4B I ,г 
количина бројева не буд.е једнака ~ I А -
количина бројева А, В, Г, ~. Нека r------.iЕ ! I Z 
су они узети и нека то буду I IH ~ '8 
бројеви'- Л, М, .N. :Е. I ~K 

Пошто су Е и Z најмањи f----IA f---.I М I N , 
од бројева који су у истој раз- 1-1 ---c----c~--il 

мери са њима, они су узајамно 

прости. А како сваки од бројева Е и Z множећИ сам себе 
производи Н И К. а множећИ Н и К производи А, 8, то су 
Н иК, па и А и 8, узајамно прости. Но пошто су А, В, Г, А 
најмањи од бројева који су у истој размери са њима, а и 

Л, М, N, Е исто тако најмањи nд бројева који су у истој 
размери са њима, и количина бројева А, В, Г, d је -једнака 
количина бројева Л, М, N, S, то је сваки од бројева А, В, 

Г, _ d једнак одговарајУћем броју од А, М, N,:E. Па према 
томе је А једнако А а d једнако 3. Но А и Е су узајамно прости, 
па су и А и d узајамно прости. А то је требало ДоказатИ. 4 

4. 

За произвољан бројра8мера датих у најМ<lЊИМ броје

ВИN\а наћи најмање непрекидно пропорционалне бројеве у 

датим размерама. 
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Нека су дате размере иэражеtlе најмањим бројевима: 

А према В, r према ~, и Е према Z. Треба наЂИ најмаље 
бројеве у непрекидној пропорцији 5 у размерама' А према В, 

r према ~, и Е према Z. 
Узмимо да је број Н најмањи заједнички мултиплум 

бројева В и Г. и колико пута В мери Н, нека исто ТОЈ1ИКО 

пута и А !"ери 8; и колико пута r мери Н, нека исто толико 
пута ~ ~ мери К. Тада Е или мери. К или не мери. Нека 

r 1-1 ----1 

м 
1------110 

в 1-1 ---1 

А 1-1 -----; 

Z 1-1 ------i 

н 

прво Е мери број К. И 

к~лико пута Е мери К, 

нека исто толико пута и . 
Z м~ри број Л. И пошто 
А мери 8 исто толико 

пута колико В мери Н, 

1--------41 К биfiе А према В као 8 
1--------" према Н. Из-истих раз-

А лога је и r према .1, 
као Н према К, а и Е према Z као К према А. Према томе 
су бројеви 8, Н, К, А непрекидно пропорционални и у размери 
као А према В, као r према .1, и као Е према -Z. Тврдим 

да су ОНИ и најмањи. Заиста, аl<О су бројеви 8, Н, К, Л 
непрекидно пропорционални и у размерама А, према В, r 
према .1 и Е према- Z, али не и најмањи, нека то онда буду 

(SројевиN, 8, М. О. Пошто је А према В као N према З, а 
А и В су најмањи, и најмањи мере исти број пута бројеве 

који су у истој размери са њима, веtiИ' број мери већИ,_ а 
мањи мери мањи, тј. претходни мери претходни, а наредни -
наредни, то 8 мери 8. И 3 истих разлога и r мери 2. Према 
томе В и r мере 8, значи и најмањи мултиплум бројева Ь и r 
мери 8. Меljутим најмањи мултиплум бројева В и r је Н ; значи 
и Н мери 8, већИ број мери мањи, а т.о је немогуl1е. На тај 
начин не постоје неки бројеви мањи од 8, Н, ~, Л који би 

били У размерама А према 8, r према ,1 и Е према Z. 
Нека сада Е не мери К. И нека је М најмањи мул.ти-

. плум бројева Е и К. И колико пута К мери М, нека исто 

толико пута сваки од бројева е, Н мери сваки од бројева 
N, :Е; а колико пута Е" мери М, нека толико пута и Z Мери О. 
Пошто 8 мери-N ",ето онолико пута колико Н мери 8, БИће 
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8 према Н као N према Е. А како је в према Н као А према 
В, биће А према В као N према Е. Из истих разлога и Г је 
према А као Е према М. Сем тога, пошто Е мери М исти 
број пута као што Z мери О, БИће Е према Z као М према О. 
На овај начин су бројеви N, Е, М, О непрекидно пропор
ционални и у размерама: А према· в; г према д и Е према Z. 
Тврдим да су они 

при томе и најмањи 

у размерам;:t А: в, 

Г: д, Е: Z. Ако нису, 
онда постоје неки 

А ~ г 1'-1· ----11 Е If------! 

В' I A~' -----!I ~I--------~~щl 
Н!-1 ---1 

/------------11 К 

непрекидно пропор- М ~1 --------1 
ционални бројеви у 'Е 1-1 ----~--4 

размерама А:В, Г:д. NI-I ~---
Е: Z, мањи од бро-'О II-----------i 

јева N, Е, М, О. Нека то буду бројеви П, Р, L, Т. И пошто 
је П према Р као А према в, а А и В су најмањи, а најмањи 
мере бројеве који су са њима у истој размери исти број 

пута и то претходни мери претходни и наредни мери наредни, 

онда В мери Р. Из истих разлога и Г мери Р. Према томе 
В и Г мере Р, значи и најмањи мултиплум бројева В и Г 

мери Р. Али најмањи мултиплум бројева В и Г јесте Н, 

значи и Н меРи Р. А пошто је Н према Р као К према L, 
то и К мери L. Но и Е мери L, значи Е и К мере ~. Међутим 
тада и најмањи мултиплум бројева Е и К мери~. Али најмањи 

'мултиплум бројева Е .и К је М, fTe према томе и М мери L, 
већИ мери мањи, а то је немогуће. Према томе не постоје не
прекидно пропорционални бројеви у размерама А према В, Г 
према д и Е према Z који би били мањи од бројева N, Е, М, О. 
На овај начин су бројеви N, Е, М, О најмањи непрекидно про
порционални бројеви који СУ у размерама А:В, Г:д, E:Z. А то 
је требало доказати.' 

5. 

Површински бројеви су један према другом у размер и 

састављеној Одi>8змера страна. 

Нека А и В буду површински бројеви и нека су стране 
А бројеви Г и А, а стране В бројеви Е и Z. Тврдим да се 

бројеви А, В налазе у Размери· састављеној од страна. 
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Заиста, за дате раз"ере страна Г према Е и ~ према Z 
узмимо најмање непрекидно пропорционалне бројеве Н, в, к 

O----------il А 
са размерама Г: Е и ~: Z, тако да 

је Г према Е као Н према в И .1 
према Z као в према К. И нека .1 

r----~1 Г ~, ----;14 помно жено са Е даје А. 

r-------i Е 11-----<1 Z Пошто .1 помно жено са Г даје 
1 Н А, а помножено са Е даје А, биtiе Г 

~ е према Е као А према А. Али је Г према 
~ К Е као Н према в, па· премз томе 

1----------41 Л је Н преМа' в као А, према А. Затим, 
пошто Е помножено са ~ производи Л, а помножеtщ са Z 
производи В, биtiе ~ према Z као А према В. Али је .1 према 
Z као в према К, значи в се односи према К као Л пр,ема 

В. А доказали смо да је и Н према в као А према д. Стога 
према једнаКОУД8љености и Н се односи према К као А према 
В. Али размера Н према К је састављена од страна: .На овај 

начин и размера А према В је састављена од страна, а то 
је требало доказати. 1 

~. 

, Ако. у низу произвољног броја непре.!(ищfO пропордио
налних бројева први не мери други, онда ни Један од оста;IJIfХ 
неће мерити ниједан други. '. , . " 

Нека у низу неколико непрекидно пропорционалнихбјю
јева А, В, Г, .1, Е број А не мери В. Тврдим да ниједанод 
њих не мери ниједан други. 

Да бројеви А, 8, Г, ~, Е не мере узастопце. један други, 
то је очевидно, јер А не мери В. Тврдим да ниједан од њих 

А------

Bk ----1 

ri------f 
.1'-------

не мери ниједан други. Заиста, 

ако је то могуl1е, нека А мери 

Г. и КОЛИКО постоји бројева 

А, В, Г, толико узмимо нај

мањих бројева Z, Н, в који су 
у истим размерама као и бро- Е >-

јеви А, В, Г. и пошто су бро- Z 1-1 ~----j 
јеви Z, Н, е у истим размерама Н 1--1 -~ .... 
као и бројеви А,В, Г,· а и у (.4) ~, ----1 

истом броју као и бројева А, В, Г, биtiе, према једнакоудаље

ности, А према Г као и Z према в. и како је А према В као Z 
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llpeMa Н, а А не мери ВЈ онда ни Z не мери Н. Према томе 
Z није ни јединица, јер јединица мери сваки број. На овај 

начин су бројеви Z ие узајамно прости [то значи Z не 
мери В]. А како је Z према е као и А према Г, онда ни А 
,"е мери Г.-На сличан начин се доказује да ниједан од бро':' 

јева не мери Нl1један други. А то је требало Доказати.8 

7. 

Ако У низу непреКI1ДНО пропорционал~их бројева први 
мери крајњи, онда он мери и други. 

АЈ-Ј -----< 

BI-I----... 
r >----,-----i 

~'I----t 

Нека у низу непреКИДIЮ пропорцио

'Нзлних бројева А, В, Г, l! број А мери број 
д. Тврдим да број А мери и В. 

Заиста, ако А не мери В, ниједан број 

не мери други неки. Међутим број А мери 6. 
,и А мери В. А то је требало Доказати. 9 

Па према томе· 

8. 

Ако су из\\еђу два броја уметнути' бројеви, који су у 
у непрекидној пропорцији са њима, онда ће се између два 
друга броја, који су у истој р~змери са први'АЗ, МОћИ уметнути 
исти толики број непрекидно пропорционалних бројева. 

Нека су између два броја А и В уметнути бројеви Г 
.и А који су У непрекидној ПРОПОРЦИ)И са њима, и HeKjije А 

Ег----' 

1-----1' r M~' .----1 
t------t, ~ N~I -----1 

в 
ZI-I -~--..... -11 

према В као Е према Z. Твр
дим, да ће се исто онолико 

бројева- колико је у непре

кидној UPОПОРциiи уметнуто 

из.\\е9у бројева л: и В, МОћИ 
уметнути непрекидно про

порционалних 9ројева и из

међу Е и Z. 
Заиста, колико је по 

количини бројева' А, В, r,Ll, 
узмимо толико најмањих бројева Н, е, к, А i<оји су у 
у истој размери са бројевима А, В, Г, 6.. Тада су: крајњи Н 
и А узајамно прости. И пошто су бројеви А, В, П l! У истој 
размери са бројевима Н, е, к, А, а и количина бројева А, В, 
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Г, d једнака је количини бројева Н, в, к, А, биl=iе, према 
једнакоудаљености, А према В као Н према А. Али је А према 

В као Е према Z, те је и Н према А као Е према z. Но Н и 
А су узајамно прости, а узајамно прости су и најмањи; према 

томе најмањи бројеви мере исти број пута С5ројеве, који су 
са њима у истој размери, већи мери већИ и мањи мери М1ЊИ, 

тј. претходни мери џретходни, а наредни - наредни. Према 

томе Н мери Е исти број пута као што и Л. мери z. А колик,) 
пута Н мери Е толико пута ће и сваки од в и к мерити М 

и N. Значи бројеви Н, в, к, А мере исти број пута бројеве

Е, М, N, z. И према томе су бројеви Н, в, к, А у исто! 
размер и са бројевима Е, М, N, z. Али Н, в, к, А су У истој 

размери са бројевима А, Г, .1, В, па према томе су и бројеви 
А, Г, .1, в у истој размери са бројевима Е, М, N, z. Али 
бројеви А, Г, Ll, в су непрекидно пропорционарни, онда су 
и бројеви Е, М, N, Z непрекидно пропорцИонални. Те тако, 
колико је бројева у непрекидној пропорцији уметнуто из.\1еђУ 
бројева А и В, исто толики број непрекидно пропорционалних 

бројева може се уметнути и између Е и z. А то је треб<ЈЛ" 
доказати. 10 

9. 

Ако су измеђУ два узајамно проста броја уметнути C<t 

њима непрекидно пропорционални бројеви, МОћи ће се исти 

Af-f ---ј 

r I-t----j 
~ J-~---_t 

в 1-1 - ___ -1 

Е >-----i 

I----~t Н 

~I-I--~ 

н IJ--~ 

N 1-1--'"----1 

2t-t---~ 

толики број непрекидно про

порционалних. бројева YM~T-. 
нути и између сваког оп. тих 

бројева и јединице. 

Нека су А и В два 

узајамно проста броја и нека 
су између ~их уметнути са 

њима непрекидно пропорци

онални бројеви r и Ll; и нек. 
01-1 -----', је Е јединица. Тврдим да l1е 

се исти толики број непрекидно пропорционалнихбројева, 

колико их је у непрекидној пропорцији уметнуто између 
бројева А и В, моl1и уметнути између сваког од бројева 
А и В и јединице. 
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Заиста, узмимо два најмања броја Z и Н, који су у 

истој размери са бројевима А, Г, t:. В; затим узмимо три нај

мања броја (>:ј, К, А и тако даље, за поједан више док њихова 

КОЛJ:lчине не буде једнака КОЛJ.iчмни бројева А, Г, А, В. Узмимо 

их и неКЈ! то буду бројеви М, N, З, О. Очевидно да Z по
множено самим собом даје е, а помножено са е производи 

м, и да Н помно жено само собом даје А, а помно жено са 

А производи О. и пошто су М, N, 3, О најмањи и у истој 

размери као што је и Z према Н, то су и А, Г,~, в најмањи 
од оних бројева који су у истој размери као Z према Н; а 
пошто је. и количина бројева' М, N, 3, OieAHaKa количини 
бројева А, Г, А, В, БИће и сваки број од М, N, З, О једнак 
сваком одговарајућем броју од А, Г, ~, В. према томе је 

М једнако А, а О једнако В. И пошто Z помно жено само 
собом производи е, онда Z мери е према броју јединица у 

Z. Значи исти број пута јединица Е мери број Z и број Z мери 
број 8. Према томе се јединица Е односи према броју Z као и 
Z према е. Затим, пошто Z помнож.ено са е производи М, 
број е мери М према броју јединица у Z. А и јединица Е 

мери број Z према броју јединица у њему самом. На овај 
начин исти број пута јединица Е мери број Z и број е мери 
М. Према томе јединица Е стоји према броју Z као е према 
М. А доказано је да је јединица Е према .броју Z као Z према 
е. Значи да је јединица Е према броју Z, као Z према е и 
као в према М. Али М је једнако А, па се стога јединица Е 
односи према Z као Z према е и као' е према А. И з истих 
разлога је и јединица Е према броју Н, као и Н према А и 
као А према В. Дакле, колико је уметнуто непрекидно пропор

ционалних бројева измеljу А и В, исто' _ толико непрекидно 
пропорционалних бројева МОћИ ће се уметнути измеljу сваког 

од бројева А и В и јединице. А то је требало доказати. н 

10. 

Ако су измеljу сваког од два броја и јединице умет

нути непрекидно пропорционални бројеви, онда, колико буде 

непрекидно пропорционалних бројева уметиуто између сваког 

од њих и јединице, ИСТQ толико ће се МОћИ уметнути 
непрекидно пропорционалних бројева и између самих тих 

бројева. 

Еуклидови елементи 2 
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Нека су из,'Леђу сваког од бројева А И В и јединице 
Г уметнути непрекидно ПРОПОРЦИОНilЛНИ бројеви Ll, Е и Z, 

t--1 r A~' ---~ 

В f·-------I 

Н. Тврдим, да колико је између сва
ког од бројева А, В и јединице Г 
уметнутонепрекидно пропорционалних 

Af----I б . 
рОЈева, исто толико t1e се моt1и умет

Е 1-1 ----1 
I--_~I е нути непрекидно пропорционалних бро

~z 
јева и измеђУ самих; бројева' А и В. 

I-----~IH 

I------If К 

I-----~л 

Заиста, нека .1 помножено са Z 
производи в, а ~ и Z, помножено са 

в, производи К односно А. 

Пошто се јединица r односи према броју Ll као Ll 
према Е, то значи да јединица r исто толико пута мери број 
Ll колико број .1 мери Е. Али јединица r мери број 11 према 
броју јединица у .1, па стога Ll помножено само собом про-' 
изводи Е. Даље, поштЬ се јединица r 'односи према броју 

.1, као Е према А, значи да јединица r исто толико· пута 
мери број Ll колико број Е мери А. Али јединица r мери 
број Ll према броју јединица у .1, значи и Е мери А према 
броју јединица у Ll; према томе ~ помножено са Е производи 
А. Из истих разлога и Z помножено самом собом даје Н, 

а помножено са Н производи В. Како опет Ll помножено 
само собом даје Е, а помножено са Z производи в, биt1е 

.1 према Z као Е према в. Из истих разлога ће бити и Ll 
према Z као в према Н. И према томе је Е према в као в 

према Н. Даље, пошто .1 помножено са Е и в производи А 
односно К, биће Е према в као А према К. Али је Е према 

в као ~ према Z. И према томе је Ll према Z као А према 
К. Заиста, пошто свако од Ll и Z помно женО" са fj произ

води К, односно А, биt1е Ll према Z као К према А. Али је 
д према Z као А према К, што значи да је А према К као 

К према Л. Осим тога, пошто Z помножено сваким од в 
и н производи А односно В, биt1е в према Н као Л према 

В. А Kal(O је в према Н, као Ll према Z, БИће 11 према Z 
као Ll према В. А доказано је да је и Ll према Z као А према 
К и као К према ,А. И услед тога је.А према К ка'о К према 
.л и као А према В. На овај начин су бројеви А, К, л, в 

непрекидно пропорционални. И' онолико колико је између 
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сваког од бројева А, В и јединице Г уметнуто непрекидно 

пропорционалних бројева, исто толико је уметнуто непре

кидно пропорционалних бројева и између самих бро~ва А и 
В. Л то је требало доказати. а 

11. 

За два квадратна броја постоји један средње про

порционалан број и размера квадрапюг броја према ква

дратном је двапут виша од размере стране према страни. 

Нека су А и В два квадратна броја и страна А је Г, а 

страна В је д. Тврдим, да за бројеве Л и В постоји један 

средње пропорционалао број и да је 

размера А према В двапут виша од 

размере Г према д. 

Нека Г, помножено са д, про

изводи Е. Пошто је А квадрат, а Г је 

његова страН8, Г помножено само 

1-------tlл 

~----------~IB 

собом даје Л.· Из истих разлога .1 помно жено само собом 
даје В. Пошто сад Г помно жено. сваким од бројева 

Г и д даје А односно Е, биliе Г према !i. као А према Е. 
ИЗ истих разлога је и Г према .1 као Е према В. И према 
томе је. Л према Е као Е према В: На овај начин за два 
броја А и В постоји средње пропорционалан број. 

И тврдим да је раз,\'\ера А према В двапут 8иша од 

размере Г према д. Заиста, пошто су три броја Л, Е, В 
непрекидно пропорционални, 6иће размера А према В двапут 
виша од размере А према Е. А како се А односи према Е као Г 

према д, биliе размера А према В двапут виша од размере 
стране Г према страни !А. А то је требало доказати.а 

12. 

За два кубна броја постоје два средње пропорционална 

броја и размера куба према кубу је трипут виша од размере 

А I Е ~ стране према страни. 

Б I I I Z Нека су Л и В два кубна 
r >--------1 е I броја и страна А је Г, а 
А 1 . К Н I страна В је д. Тврдим да 

I за А и В постоје два средње 
пропорционална броја и размера А према В је трипут виwа 
од размере ~ према .1. 



20 

Заиста, нека r помножено само са собом даје Е, по

"шожено са Д даје Z, а Д помножено само собом даје Н, и Z, 
помножено сваким од r и .:l, производи 8 и К. 

Пошто је А куб, чија је страна Г, и r помножено само 
собом даје В, онда r оомножено само собом даје Е, а 00-
множено са Е даје А. И з истих разлога .:l flOмножено само 

собом даје Н, а оомножено са Н даје В. И пошто r по

множено сваким од r и д даје В, односно z, БИће r према 
Д као Е према z. Из истих разлога је и Г према .:l као Z 
према Н. Затим, пошто r помножено сваким од Е и Z даје 
А, односно 8, БИће Е према Z као А према 8. А како је Е 
према Z као r према А, биће r према .:l и као А пре,~а 8. 
Даље, пошто свако од Г, .:l, помножено са Z, производи 8 
односно К, БИће r према .:l као 8 према К. Затим, пошто А 
помножено сваким од Z, .Н производи К односно В, ОИће 

Z пре.~а Н као К према В. А Z је према Н и као r према 
д. На овај начин, пошто је r према .:l као .А према 8 и као 
8 према К и као К према В, то значи да за два броја А· и 
В постоје два средње' ПРОПОРЦl10нална броја 8 и К. 

Тврди\\ још И да је размера А према В трипут виша 

од раз\\ере r према .:l. Заиста, пошто су А, 8, К, В четири 

непрекидно пропорционална броја, биl1е размера А према В 
тр,шут виwа од размере А према 8. А како је А према 8 
као r према д, то је и раз,\\ера А према В трипут виша од 

размере r према 4. А то је требало доказати.14 

13. 
Ако постоји произвољан број непрекидно оропорцй

оналних бројева и сваки такав број помножен самим собом 

А t----I Н, 

Б~ е, 

Г, к· 
А t-----4 М, , . 
Е' ; N>-
Z, 101 

1- јА , 
'2 

Д 

производи нешто (неки' број), онда су и добивени бројеви 
(квадрати) непрекидно пропорционални. И ако полазни бро-
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јеви, помножени добивеним, производе нешто (неке бројеве), 
онда су и тако добивени бројеви (кубови) пропорционални 

[то се исто продужује и даље]. 

Нека су А, В, r неки произвољни непрекидно пропор
ционални бројеви, то значи да је А према В као В према Г, 

и .нека се од А, В, r помножених самим собом добивају 

бројеви .1, Е, Z, а од помножених са 4, Е, Z добивају бро
јеви Н, 8, К. Тврдим, .ц.а су бројеви д, Е, Z и бројеви Н, 
в, к непрекидно пропорционални. 

Заиста, нека А помножено са В производи А, а свако 

од А и В помножено са Л производи М односно N. Затим 
В помножено са r производи 8, а свако од В и Г помно
жено са 8 производи О односно П. 

Слично горе наведеном доказује се да су бројеви .1, 
Л, Е и Н, М, N, 8 непрекидно пtюпорционални са размером 
А према В и да су још и бројеви Е, 8, Z и в, о, Л, к 

непрекидно пропорционаnни са размером В према Г. и даље, 
да је А према В као В преl\\а Г, те према томе су и бројеви 
А, А, Е у истој размери као и бројеви Е, З, Z и још као и 
бројеви .Н, М, N, 8 према бројевима 8, q .. П,К: И количина 
бројева .1, Л Е једнака је количини бројева Е, З, Z, а и 

коnичина бројева Н, М, N, 8 једнака количини бројева 8, О, 
Л, К, те је тада, према једнакоудаљености, .1 према Е, као 
Е према Z и Н је према 8 као 8 према К. А то је требало 
дока зати. 15 

14. 

Ако квадрат мери квадрат, онда и страна мери страну; 

и ако страна мери cTpa!iy, онда и квадрат мери квадрат. 

Нека су А и В квадратни бројеви, а r и 4 су њихове 
стране и нека А мери В. Тврдим да и r мери д. 

Заиста, нека r помножено са .1 про
изводи Е, тада су А, Е, В непрекидно 

пропорционални са размером r према .1. 
Пошто су А; Е, В непрекидно пропорци

онални, и А мери В, онда и А· мери Е, 

А 1-1 ----1 

Blt------------~ 

r t-----t А .-. ---1 

Е 1-1 ------1 

а како је А према Е као r према д, онда и r мери д. 
Затим, нека r мери д. Тврдим да и А мери В. 
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Заиста" на основу истих расуђчвања на сличан начин 

се доказује да су А, Е, В непрекидно пропорционални у раз

мери Г према Ll. И пошто је Г према ~ као А према Е, а r 
мери Ll, онда и А мери Е. Међутим А" Е, В су непрекидно 

пропорционални, а то значи и А мери В. 

На овај начин, ако квадрат мери квадрат, онда и страна 

мери страну; и ако страна мери страну, онда и квадрат 

мери квадрат. А то је требало Доказати.18 

15. 

Ако кубни број мери кубни број, онда и ивица мери 

ивицу; и ако ивица мери ивицу, онда и куб мери куб. 

Неки кубни број А мери кубни број В, и ивица броја 
А је Г, и броја В је А. Тврдим да r мери А. 

A·---t 
Заиста, .нека r ПОМtlожено само 

собом даје Е, а Ll помно жено само 

В, Н собом даје Н, и још Г помножено, са 
Г '-----1 

f---j е t-. ----11 А даје Z, а свако од r и А помно-
А' f жено са Z даје е односно к. јасно 
Е t------f 

Ht--'------
zt--·----4 

је да су Е, Z, Н и А, е, К, В'непре-

кидно пропорционал~и са размером r 
према Ll. И пошто су А, е, К, в не

прекидно пропорционални, а А мери В, онда- А мери и е. А 

како је А према е као r према А, онда и r мери А. 
Нека сад r мери А. Тврдим да и А мери В. 

Заиста, на основу истих расуђивања на сличан начин 

се доказује да су А, е, К, в непрекидно пропорционални 

са размером r према А. И пошто r мери А, а r је према А 
као А према е, онда и А мери е. На овај ,начин А мери и 

В. А то је требало доказати. н 

16. 

Ако квадратни број не мери квадратни број, онда ни 
, . 

страна не мери страну; и ако страна не мери страну, онда 

ни квадрат не мери квадрат. 
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Нека су А и В квадратни бројеви, а r и ~ су њихове 

стране и нека А H~ мери В. Тврдим' да ни r не мери ~. 

Заиста, ако ~ мери ~, онда 11 А мери В. 
А t----1 

Али А не мери В, значи и r не мери ~. . в 1-1 _---1 

3атим, нека r не мери ~. Тврдим да ни r 1-1 ---1 

А не мери В. А 1 ___ _ 

Заиста, ако А мери В, онда и r мери ~. 
Али r не мери ~, значи ни А не мери В. А то је требало 

доказати.18 

17. 

Ако кубtlИ број не мери кубни број, онда ни ивица не 

мери ивицу; и ако ивица не мери ивицу, онда ни куб не 

мери куб. 

в 

1-------<1 t. 

Нека -кубни број А не мери кубни 

број В и· ивица А је Г, а ивица В је. д. 
Тврв.им да ни r не мери д. 

Заиста, ако r мери '~, онда и А 

мери В. Али А не М'ери В, значи ни r 
не мери L\. 

Затим, нека Г не мери д. Тврдим да ни А не мери В. 
Заиста, ако А мери В, онда и r мери ~. Али Г не 

мери ~, значи ни А не мери В. А то је требало доказати. 

18. 

За два слична површинска броја постоји С.редње пропор

ционалан број; и размера површинског броја према сличном 

површинском броју је двапут виша од размере хомологних 

страна. 

Нека су А и В два слична површинска БРQја и нек'! 
су бројеви Г и ~ стране броја А, а Е и Z броја В. Y,I 
пошто слични повр-

шински бројеви имају А' t----i r 
сличне стране, биђе Г B~ '~ 
према Д као Е према Z. НЈ IE 

Сад тврдим, да за бро- ZI 

јеве' А и В постоји средње пропорцlotоналан број и да је 
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размера А према В двапут виша од размере r према Е или оа раз
мере 6. према Z, тј. хомологне стране према хомологној (страни) • 

• 
Пошто је r према .1 као Е према Z, 6иliе, после пер· 

мутовања, r према Е као 4 према Z. И пошто су r и 6. 
стране површинског броја А, онда 6. помножено са r даје А. 
И з истих разлога и Е ПОМНQжено са Z даје В. Нека сад Д 

помножено са Е ПРQИЗВОД:И Н. И пошто 6. помнnжено са r 
производи А, а помножено са Е производи Н, биће r према 
Е као А према Н. Али како је r према Е као дпрема Z. 
БИће и д према Z као А према Н. Затим, пошто Е помно

жене са 6. производи Н, а fJомножено са Z прuизводи В, 
БИће 6. иреМа Z као Н према В. А доказано је да је 6.. према Z као 
А према·Н. И према томе је А пре\\а Н као Н према В. Значи, 
бројеви А, Н, В су непрекидно пропорционални. На О13ај начин 

за бројеве А и В постоји средњепропорционални број. 

Тврдим, да је размера А према В двапут виша од раз

мере хомологне стране према хомологној страни, тј. од раз

."ере r према Е или размере д према Z. Заи~а, пошто су 
А, Н, В непрекидно пропорционални, размера А према В 

двапут је виша од размере А према Н. И А је према Н као 

r пре.\1а Е, и каод према Z. На овај начин је размера А 
према В двапут виша од РЭЗ\1ере r према Е или размере д 

~peMa Z. А то је требало .lI.оказати. 18 ' 

19. 

За два слична вапреминска броја постоје два средње 

пропорционална броја; и размера запреминског броја према 

A~----< 

В 1-1 ---------1 
Г~ 

N 1-1 --------11 
~I 

~ ...... ~-~ ,Н 

Е ...... ' --...јl 1-1 ------II'е 

ЛI--' --------l 
M>-I---~ 

сличном запремин

ском је трипут виша 

од размера хомо

логне ивице према 

хомологној ивици. 

Нека су А и В два 

запремин_ска броја и 

ивице броја А: Г, д, 
Е, а ивице броја 

В - Z, н, в. и аошто 
слични запреминcRи ~pujеви имају сличне ивице, биliе r према 
Д као Z према Н, и 6. према Е као Н npev.a в. Тврдим. да 
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.за бројеве А и В постоје два средња пропорционална броја 

. и да је размера А према В трипут виша .одразмере r 
према Z и Z према Н и Е према 8. . 

Заиста, нека Г помно жено са д ПРОИЗВОДI:J К, а Z помно
жено са Н производи А . .пошто су Г и д у истој размери 

са Z и Н, и оА Г и д образовано К, а од Z и Н образовано 
А, то' су К и А слични површински бројеви, па према томе 
.за К и А постоји један средње пропорционаЛан број. Нека 

то буде. број М. И нека је М производ.:1 и Z, како је то 
.Доказано у претходној теореми. И пошто д помнnжено са 
Г производи К, а ПОМ'iожено са. Z производи М, биће. Г 

према Z ЮIО К према М. Али К је према М као М према А. 
Према томе су бројеви К, М, А непрекидно пропорционални 
у размери Г према Z. И пошто је Г према д као Z према Н, 
биће после пермутовања, Г према Z као l>. према Н. Из истих 
разлога је и д према Н као Е према е. На тај начин су бро

јеви К, М, А непрекидно пропорционални у раЗl\\ери Г према 

Z, и Д према Н и још Е према е. Па нека свако од Е, 8 
'JЮМtЮжено са М производи N, односно 3. А пошто је А 
ззпремински број са ивицама Г, 1>., ~, то Е помножено про 
,изводом Г И Д производи А. Али је производ Г и д једнак 
К, значи Е ПО.VlНожено са К Производl.f А. Из истих разлога 
и в помножено са'1\ производи В. И пошто Е помножено 
са К производи А, а по~ножено са М производи N, биће К 
према М као А прома N. А како је К према М као r према 
Z и као Д према Н и још као Е према в, биhе и Г према Z 
и Д према Н и Е према в као А према N. Затим, пошто 

свако од Е и в ПО.\'\Ножено са М производи N, односно 3, 
<)иће Е према' е као N према 3. Али је Е према в као Г према 
Z и као Д премаti. И пре,~а томе је и Г према Z и д према 
Н и Е према в као А према N и као N према 3. Затим, пошто 
е помножено са М производи 3, али' и помножено са А 

производи В, биtiе М према А као 3 према В. Али М је према 
А ка!? Г према Z и као д према Н и као Е према в. И према 
томе као ш то се односи Г према Z и Д пре,\\а Н и Е према 
-8, односи се не само :Е према В, већ и А према N и N према 
3. На овај начин су бројеви А, N, 3, В непрекидно пропор

ционални у размери наведених ивица. 
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Тврдим да је и размера А према В трипут 8ИШ а OJl 

размере хомологне ивице према хомологној ИВИЦИ, тј. ОД 

размере броја Г према броју Z или д према Н или још Е 
према е. Заиста, пошто су бројеви А, N, Е, В четири не
прекидно пропорционална броја, биf1e размера А према В 
трипут виша од размере А према N. Али, како је доказано .. 
А се односи према N као Г према Z и као L1 према Н и још 
као Е према е. и на овај начин, размера А према В је три
пут· виша од раЗ.\1ере хомологних ивица, ~j. од размере броја 

Г према броју Z и д према Н и још Е према е. А то је· 

требало доказати.2О 

20 .. 

Ако за два броја постоји средње пропорционалан број, 

они су слични површински бројеви. 

Нека за два броја А и В постоји средње npопорцио

нални број Г. Тврдим, да су А. и В слични површински 

бројеви. 

Заиста, узмимо најмање бројеве д и Е који су у истој 

размери са бројевима А и Г. Тада д мери А исто онолико 

А 11-----1 

В 1-1 ------1 
r .... ' ------t 

пута колико и Е мери Г. Нека L1 
А ~ онолико пута мери А, колико је је

Е 
диница у Z; значи Z цомножено са 
Д производи А. На овај начин' је 
А површински број, а његове стране 

су д и Z. Затим, пошто су L1 и. Е. 
ZI----t 

H~' ---1 
најмањи од оних који су у истој 

размери са Г и В, онда колико пута д мери Г, толико пута 

и Е мери В. И колико пута Е- мери В, нека је толико једи
ница у Н. Према томе Е мери В према броју ј.единица у Н 
и Н помножено са Е производи В. На овај начин је В по

вршински број, а његове стране су Е и Н. Према томе су 
А и В површински бројеви. Тврдим да су они и слични. За

иста, пошто Z помножено са L1 производи А, а помножено 

са Е производи Г, биl1е д према Е "ао А према Г, тј. и као 
Г према В. Затим, пошто Е помно жено сваким од Z и Н 
производи Г односно В, биl1е Z према Н као r према В; али, 
r је према В као д према Е и према томе је д према Е као, 
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z према Н. А, после пермутације, 6 је према Z као Е према 
Н. На овај начин су А и В слични површински бројеви и 
њихове стране су пропорционалне. А то је требало доказати. 21 

21. 
Ако за два броја постоје два средње пропорционална 

броја, они су слични запремински бројеви. 

Нека за IJ.Ba броја А и В постоје два средње пропор
ционална броја Г и' L1. Тврдим да су А и В слични за пре-

. мински БРо1еви. . 
Заиста, узмямо три најмања броја Е, Z Ј Н, који су 

у истој размери са бројевима А,. Г, .1. Тада су крајњи Е и 

Н узајамно прости. Пошто А It-------< Er---1 
за бројеве Е и Н постоји је- В 1--' -------1 

дан средње пропорционалан Г 1--1 ___ -----< 

број Z, биће Е и Н слични А 1--1 ____ _ 

llОВРШИНСКИ бројеви. Нека 
су е и к стране броја Е, 
а А и М стране Н. Тада је 

јасно да су бројеви Е, Z, Н 

~z 

н 1--1 ---ј 

81---1 
Kr--i 
Л~ 

м 1-1 ---1 

непрекидно пропорционални. са размером 8 према л и К 
према М. И пошто су бројеви Е, . Z, Н најмањи од оних 
који имају са бројевима А, Г, L1 исте размере, и у истој су 

количини бројеви Е, Z, н са бројевима А, Г, .1, биће према 
једнакоудаљености Е према Н као' А према .1. Бројеви Е и 
Н су узајамно прост", прости и најмањи, а најмањи мере 
бројеве који су са њима у истој размер и исти број пута и 
то већИ мере веће и мањи мере мање, тј. претходни -
претходне и наредни - наредне. Према Томе Е мери А исти 

број пута као што и Н' мери .1. Нека у N буде онолико 

јединица колико пута Е мери А. Тада N помно жено са Е 

производи А. Али Е је производ од 8 и К. Према томе N 
помножено производом 8 и К даје А. На овај начин број 
А је запреминс~и број, а њеr\oве ивице су 8, К ,N. Затим, 
пошто су Е, Z, Н најмањи од бројева који су у размери 

·бројева Г, .1, В, онда Е мери исти онолики број пута број Г као 
што Н мери В. Нека у:Е буде онолико јединица колико пута Е 
мери Г. Према томе Н. мери В према броју једИ.ница у :Е v. 
.на овај начин :Е помножено са Н производи В. Али Н је 
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производ од А и М, па према томе.з помножено са про

иаводом А и М даје В. На овај начин и В је запремински број. 

а ивице су му А, М, Е. Тако су А и В ·запремински бројеви. 
Тврдим да су они и слични. Заиста, пошто бројеви N 

и 8 помножени са Е производе А односно Г, биl1е N према 8 као 
А према Г, тј. као Е .према Z. Али Е према Z је као е према Л и као К 
према М. И према T~Me је е према А као К према М и као N према 
Е. А како су е. к, N ивице броја А, а 8, А, М ивице броја В, онда 
су А и В слични запремински бројеви. А то је требало д.оказати.2~ 

22. 
Дко су три броја непрекидно џропорционална и први 

је квадрат, онда је и треl1и квадрат. 

Нека су три броја А, В, r непрекидно пропорционална 

А 1-1 ---"i 
и први А је квадрат. Тврдим да је и треl1и 
r квадрат. I 

B~' ---1 

fl-l-----t 
Заиста, пошто је за бројеве А и r 

број В средње пропорционални број; онда су 

А и r слични површински бројеви. Али А је квадрат, онда 
је квадрат и број Г. А то је· требало Доказати.2S 

23. 
Ако су четири броја непрекидно пропорционална и први 

је куб, онда је. и чет.врти куб. 

Нека су четири броја А, В, Г, L\ непре- ...---t А 
кидно пропорционална, И А је куб. Тврдим I I В 

да је и четврти А куб. I r 
Заиста, пошто за бројеве А и L\ постоје I , 11. 

два непрекидно пропорционална броја В и r 
биJ:iе А и д слични запремински бројеви. Али А је куб, 

онда је куб и број д. А то је треба.[lО доказати. 

24: 
Ако су два броја један према другом у размери квад

ратног броја према квадратном и први број је квадрат, онда 

------t'В 

i---;f 
-----41 А 

јеи лруги квадрат. 

Нека су два броја А и В један према 
другом у размери квадратног броја r 
према квадратном броју·& и број А је 
квадрат. Тврдим да је и В квадрат. 

Заиста, пошто су r и L\ квадрати, онда су r и д слични 
површински бројеви. Према томе за бројеве r и д постоји 



средње пропорционалан број. И број Г је према ~ као А 
према В. Лрема томе и за бројеве А и В ПОСТоiи средње 
пропорционалан број. А пошто је А квадрат, то је и В 
квадрат. А то је требало доказати.' 

25. 

Ако су два броја један 'према другом у размери кубног

броја према кубном и први број је куб, онда је и други куб. 

Нека су два броја А и В један према другом у размери 
кубног броја Г према кубном броју ~ и број А је ,куб. 

Тврдим да је и В куб. 
. Заиста, пошто су Г и ~ кубови, Г И ~ су слични 
запремински бројеви.према томе за Г и ~ постоје два средње' 

пропорционална броја. Али 
А 1-1 --1 

онолико колико средње про-
Е .... I----1 

В tt--------i Z 
порционалних бројева по- 1-------::"'--4 r 1-1 ---1 
стоји између Г и 1:\, исто 

А 1-1 -----~ 
толико постоји' и између 

бројева који су у истој размери са њима. На тај начин и 

за бројеве А и В постоје два средње пропорционална броја. 
Нека су· уметнути бројеви Е иZ.· Сад пошто су четири 

броја А, Е, Z, В непрекидн() пропорционални и А је куб,. 

онда је и В куб. А то је требало доказати. 

26; 

Слични површински бројеви су један према другом у 

размери квадратног броја према'квадратном. 
Нека су А и В слични површински' бројеви. Тврдим 

да је размера А према В као размераквадратног броја према, 

квадратном броју. 

Заиста, пошто су А и В слични површински бројеви, 
онда за бројеве А и В постоји један средње пропорци

А >-. ----4 
оналан број. Нека он постоји 

t-------1IB 
1-------11 r и нека то буде број Г. Узмимо 

.1 најмање бројеве ~, Е, Z који 
А I----i E't-----4 I Z 

су у истој размери са бро-

јевима А, Г, В. Тада су крајњи бројt' ви ~ и· Z квадрати. 

А пошто је ~ према Z као А према В, а l\ и Z су квадрати~ 
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БИће и размера А ирема В размера квадратног броја ирема 

квадратном броју. А то је требало доказати. 

27. 

Слични запремински бројеви су један према другом у 

размери кубног броја према кубном броју. 

Нека су А и В слични запремински бројеви. Тврдим 
да је размера А према В као кубног броја према кубном. 

3аи.ста, пошто су А и В сличнизапремински бројеви; 

за А и В постоје два средње пропорционална броја. Нека 
постоје и нека то 

А 1 Г) буду бројеви Г и 6.. 

Б' 16.1 , Узмимо најмање бро-
Е t---i Zt------t Н 1 1 8· , t јеве Е, Z~ Н, в који 
су у истој равмери и у истој количини са бројевима· А, Г, 
А, В. Пошто су крајњи од њих Е и в кубовии пошто је 

Е према в као А према В, би'ће и размера А према В као 
кубног броја према куОном броју- А то је требало доказати 



КОМЕНТАР 



1 Бројеви а ј , а 2 , ••• , аn су непрекидно пропорционални 
или у непрекидној пропорцији, ако су испуњени услови 

Ако однос наредног броја према претходном означимо 

са q видимо да ~ 

а'+I: ai = q, 

гд~ је q иста величина за све бројеве, и према томе тај низ 
образује геометриску прогреси ју. ПроучавајуЂИ непрекидне 
пропорције, Еуклид ипак не проучава посебно чланове ТИХ 

пропорција као чланове геометриске прогреси је. НавеШЂемо 
примере за непрекидне прогресије, које задовољавају услов 

да су крајњи бројеви узајамно прости: 

27 18 12 
18= 12=8' 

129& 1080 900 750 
1080 с-' .900 = 7!Ю = 625 ; 

бројеви 27 и 8, па 1296 и 625 су узајамно прости. Примењена 
на дате примере, ова Еукmfдова теорема тврди да не по
стоје четири, односно пет бројева мањих од 27, 18, 12, 8. 
односно мањих од 1296, 1080, 900. 750, 625 који би имали 
исту размеру са њима; тј. не 110стоји број који би делио 
све бројеве првог односно другог низа 'без остатка. 

За доказ теореме примењен је метод reductio ad ab-. 
surdum, дакле индиректан начин. Ако три броја а, Ь, с, који 

задовољавају услов 

а: Ь ~ Ь: с, 

где су а и с узајамно прости бројеви, нису најмањи, онда 

постоје мањи бројеви а/, Ь', с/са условом 

а' : Ь' = Ь/: с', 

ЕЈК~ИАОВИ елементи 3 



34 

при чему нови бројеви треба да буду пропорционални првима, тј. 
/ 

а Ь с 
- =- - = ---_. 
а' Ь' с' 

Ако су сад у пропорцији 

а с 

а' с' 

бројеви а и с узајамно прости, они су по теОреМИ 21, VII и 

најмањи. А као најмањи ъ.ере бројеве а'и с'.· Како су по 
преТПQставци а' и с' маљи, а а и с су веl1и од њих, излази 

да веfiи бројеви мере м.ање, а то је немогуће. Тиме је тео
рема доказана. 

~ 3а решење Еук,цидова· задатка постав;ьена у овом 

ставу можемо овако поступити. 

Пођимо од идентитета 

А А 
-;::::::.-

в 8 

и претворимо га у тражену пропорцију. Ради тога леви раз

ломак проширимо множиоцем А, а десни МНОЖl10цем 8; 
добиl1емо 

'Ако ставимо А.2 =Г, АВ=А; 82~E, имамо три броја Г, А, Е 
којиобрззују' три непрекидн() пропорционална броја. Како
су Ги Е узајамно прости, бројеви Г, А, Е су према претходној 

теореми и најмањи,. а при томе СУ . и У датој размери А: В. 

За четири број~ можемо искорис~ити два идентитета 

А ~ А _ А 
---:-=-=-, 
888 

и проширити одговарајУће разломке са А 2, А8, 82; добићемо
непрекидне пропорције 

А' А 28 А82 



35· 

или 

ако ставимо 

Z = АВ, Н = А2В, 6 = АВ2, К = ВВ. 

Лако је показати да су у случају, кад су бројеви А и· 
8 узајамно прости, бројеви Z, Н, в, к најмањи, а размера 
измеђуњих је увек А: 8 .. 

''8 Из претходн'ОГ излагања непосредно следује да су за 
три броја' крајњи бројеви квадрати, а за четири - кубови. 

4 Ова теорема је супротна првој теореми ове књиге. 
Еуклид проучава НИ8непрекидно пропорционалних бројева и 

анализира ове две особине тог низа: 

1. Крајњи бројеви низа су узајамно прости. 
2. Бројеви су Наiмањи. 
у првој теореми је показано да из прве особине сле

дује друга особина, а у овој теореми се показује да И8 
друге особине следује прва особина. 

5 Да !-ЈИталац не би био' У недоумици треба што пре да 

нав.едемо ову примедбу. На овом месту Еуклидов израз' 

E~'fj~ d.v&,Лvуvv треба разумети у друкчијем, мара општијем 

смислу, него што је то било употребљено раније. Овде се 

за четири броја ~, Ь, с, d говори да су они непрекидно· 

пропорционални, ако су од њих састављене размере 

d ь с -, --, --, 
ь с а 

но д.а те размере могу' да и не буду једнаке, а да имају, 

како се тражи' у Еуклидовом задатку, вредности датих 
размера. 

6 Показаћемо скраћени.\\ алгебарским путем Еуклидов 

по:тупак. Нека су дате три размере 

ај а2 Ьа 
.~' Ьј!'" Ьз . 

Треба од њих начинити три нове размере истих вред-

ности, али са непрекидно пропорционалним члановима. 

3* 
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Нађимо најмањи заједнички мултиплум бројева ы 1 и а2• 
Нека то буде број 8 и нека је В '=m 1Ь1 =П102 • Тада се доби
вају две размере са непрекидно пропорционалним члановима 

А 8 

в' С 
-r де је А = т! а1 и С ~ n1b2 • 

1. Ако је С дељиво са аз и С = ka,. имамо размере са 
ffепрекидно пропорционалним члановима 

А 8 'с 

8' С D 
тде је 8=kЬз . 

2. Ако С није дељиво са lI З • на1:;и\\о њихов наЈмаЊI1 
.заједнички мултиплум. Нека то буде С1 и С1 =раз =qС. Са
ставимо размере 

~9_ Bq азр 
8q , Cq , Ьвр 

Ако ставимо А q ~ А 1, Bq = 81' ЬзР = D1 , доБИћемо размере 

А I В 1 ' С 1 
В 1 ' с1 " D

1 

које одговарају постављеним условима. 
, 

7 Алгебарски садржај ове теореме је у једнакости 

01а2 а 1 а2 

Ь 1 Ь; =ь; Ь2 ' 

где су 0Iа2=а, Ьј Ь2 =Ь два површинск~ броја. Пошто у Еу
клидовој мнематици размери није ,одговараоразломак, опе

~рације са размерама, како смо то видели и раније, биле су 

много компликованије од данашњих. 

И нтересантно је приметити да речи cr1)УХ€{Џ\lО~ л6ущ; (са

стављена размера) етимолошки више ОДГО,(lарају саб,,!рању, 

а не множењу. О томе смо 6ећ говорили тумачећИ &1tл,х(Ј(,О; 

и 'tрt1tл,хGtО~ J.6yo~ не као двојну и тројну размеру, већ као 

квадрат и' куб размере. Неки комеНIатори (на пр. И. Весе
ловски у коментару превода Д. Мордухай-Болтовско~) уво

ђење сабирања место множења објашњавају утицајем музике: 



У мувици се каже да се интервал октаве (2 :,1) добива са
бирањем интервала кварте (4: З) и квинте (3: 2), међутим ту 
нема сабирања већ је множење . 

2 4.3 
-=""---

З 2 

8 За тумачење ,ове теореме нзвешtiемо два примера .. 
Као први пример увмимо НИ3 из наше прве примедбе 

8, 12, 18, 27, 

а други нека буде низ 

2, 6, 18, 54. 

То су два низа непрекидно пропорционалних бројева .. 
У првом низу први број не м'ери други, јер 12:f:- k 8, где је k 
цео број и тада никакав други број низа, нзпр. 12, не мери 
било који други БРQј низа, у датом случају 12 и 18 
или 18 и 27. У другом низу први број 2 мери други број 60-
јер је 6 = k . 2 за k = 3. Тада и сваки мањи број нивамери 
већи: 18 = З.6, 54=9.6=3.18. . 

Кратак Еуклидов доказ лако се.Да транс~рибовати ал
гебарским језиком. 

Упоредо са овом теоре,\\ом може се поставити и ова 

теорема: Ако први број У низу непрекидно оропорционалних 
бројева мери други број, 'онда и сваки број тог низа мери 
сваки други број тог низа веЋИ од њега (УПОР,едя теоре.му 7); 

Обе теореме стоје у вези са низом БРОЈева у оБЈЈИКУ 
геометриске прогреси је. Ако је количниК геометриске про

гресије равло,\\ак, имамо случај прве теореме, а ако је тај 

количник цео број, важи друга теорема. 

9 Ова теорема би задржала своју истинитос'l' и У ре
дакцији "ад крајњи (Еcrxu'щ;) број заменимо било којим друrим 
бројем, различитим од другог. У новој редакцији ова теорема 
би била обрнута теореми, коју смо навели у претходној 

примедби. 

10 Објаснимо ову теорему на једном бројном при.меру. 

На том примеру се види и суштина Еуклидовог поступка ~ 
доказа. 
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(*) 

Нека је дат низ непрекидних пропорција 

2592 2160 1800 1500 
--=--=--=--
2160 1800 ·1500 1250 

и два броја 

3888 и 1875, 

који су пропорционални бројевима 2592 и 1250, јер је . 

3888 2592 

1875 1250 

. Заменимо бројеве из ПРQпорција (*) најмањим бројевима 
'У истој размери; тада Ћемо добити низ бројева из, прве 

примедбе 

1296 1080 900 750 
--= --=-'-~--
1080 900 750 625 

Пошто је сад 3888=3·1296 и 1875=3.625, множеЋИ 
све бројеве са 3 имамо ниа размера 

3888 32~0 2700 2250 
3240.= 2700 = 2250 = 1875 ' 

iкоји решава питање. 

Тај се поступак може ивложити у општем облику ал
rебарски, а речима он је изражен код Еуклида. 

11 И, ову теорему објаСНИЋемо прво на бројном примеру. 

Нека су, као у примеру прве примедбе, између бројева ~ и 
27 уметнути непрекидно пропорционални бројеви, тако' да 
имамо низ· 

8, 12, 18, 27 . 

. Тада можемо написати и ове низове 

8, 4, :2, 1, 

1, 3, 9, 27. 

Множење оДговарајУЋИХ бројева тих низова доводи до 
. полазtюг низа. 

Доказана особина непрекидно пропорционалних бројева 

,непосредно следује из ове претставе чланова геометриске .. 
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'прогресије, рецимо за четири' члана 

т (т)2 (т)з а, -;; а, -;; а, -;; а = Ь, 

'где се а дели са п', ако желимо да имамо НИ3 целих бројева, 

Према томе место претходног низа можемо написати овај 

Ако ставимо т= 1, имамо НИ3 пЈ=а, п2 , п, 1, а за п= 1 
имамо други низ 1, т, т2 , m З = Ь, 

12 Пре свега приметимо да је у почетку доказа у грчком 

тексту наведено, као и у нашем преводу, да су, рецимо, 

између броја А и јединице r уметнути бројеви д и Е, Према 
томе одатле следује овај поредак непрекидно пропорцио

'налних бројева 

А, д, Е, Г, 

Међутим из .. даљег текста доказа следује да поредак 
мора бити овај 

А, Е, д, Г, 

или, још боље, 
Г, д, Е, А, 

Чинимо ову примедбу пошто то није једино мес10 у 

Еуклидову тексту које не одговара нашим данашњим фор
мама матемаТИЧКОГИ8лагања, 

Пратити доказ ове теореме, изложен речима,_ је доста 

тешко, Показаћемо на овом примеру предност алгебарског . 
изражавања истих Еукnидових расуђивања, 

Дато је (са Г~ 1): 

Ј д Е 

~=E=A' (2) (1) 

-а т~еба извести: 

А Х У 
~:;;:::.-=-

Х У В 

Ставимо (3) в = д, Z, (4) К = д, в, (5) А = z, в 
Из (1) ,', (6) д2 = Е, (7) д~ Е = А, 

Из (2) ,', (8) Z2 = Н, (9) Z. Н = В . 
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6, Е 1 

Ид (6) И (3) :. (10)---=--, 
Z (1 

6, (1 
из (8) и (9) ... (11) ~=-, 

z н 

Из (10) и (11) ,'. (12) : = ~,. 

Е А 
из (7) и (4) :. (13) 6 = к' 

А Е А К 
Из (10), (1:), (13) и (4) и (5) .'. (14) z= 6= к = л: . 
Из (5) и (9) ... (15) ~= Л , 

Н В 

Из (7) и (8) :. (16) ~ .. ~ 
Н Z 

Из (14), (15), (16) ... ~~~= л ; 
к А В 

тиме је доказ извршен и према (3), (4) и (5Ј имамо 

Х = К = А 2 Z, у = л = А Z2 
и 

А = 6,', в ~ Г. 

13 У алгебарској форми тај Еуклидов доказ изгледа 

овако. 

Дато је: А = Г2, В = А%, треба доказати: 

(1) да постоји број Е, који Задовољава услов А:Е ~ Е:В; 
сад се тај број зове геометрис.ка средина. 

И (/1) да је 

~=(:)2. 
Еуклид непосредно уводи производ Е-Г· L\ и затим 

из две пропорције 

г А 
-=- и 

6, Е 

изводи пропорцију А: Е = Е: В. 
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Што се тиче другог дела, пре свега се може написати 

.а како је 

А 1 

Е 1::. 

добива се тражени резултат 

14 Алгебарски се ова теорема лако' може извести на 
овај начин. Препишямо ова два идентитета 

у облику 

Г Г [ 

r ; f2 Г· Г· ./). гд2 

А. ('2=~Г. д = дд2' 

што са 'рзнакама ГЗ~А, bl'2=8, Д2Г=К\. {).I=В даје тражене 

резултате: 

~= ГЗ = (!.-)В . 
В да' {)., 

15 Теорема гласи: Ако су А, В, Г 'непрекидно пропор

ционални, онда су непрекидно пропорционални, како бро~ви 
N, В2, Г2 тако и бројеви ЛВ, В·, га. Ако формулишемо Еу

клидов доказ бев његових ознака, видимо да је у доказу 

наведено четири низа 

А!, АВ, 82; 

АВ, А2В, АВ!, [Ј9; 

В'Ј., ,ВГ, ГЗј 

ва, В2Г, ВГЗ, ['1 ј 

'и показано је да су сви бројеви тих низова у истој 'размери, 

јер је А: В = В: Г. Тада, бирајуl1и чланове "према једнако
удаљености", непосредно ,р.олазимо до пропорција 

А z : 82 = в'Ј. :ГЗ и А t : в· = В. : ['1 , 
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које су еквивалентне са Еуклидовим пропорцијама у његовиМ< 
ознакама. 

18 Како ЕуклиД поставља пропорцију 

А:Е=Е:В, 

а према теореми 7, ако .Амери в (крајњи), онда А мери 'и Е 
(други), можемо тврдити да је размера А: Е рационална. 

Пошто је А = Г2 и Е = r L1, биliе А: Е == r : 11; значи и размера 
r : ~ је раџионална и r мери '.1. Није тешко на сличан начиlt 
доказати и обрнути став, који ЧIfНИ другу половину OB~ 

теореме. 

11 Доказ ове теореме је потпуно сличан доказу прет

ходне теореме. 

18 Докази ове и наредне теореме могу послужити као 

узор узастопности и краТКОliе излагања доказа у случају 
reductio' ad absurdum. Може се тврдити да је такво Еукли
дово излагање играло огромну улогу при формирању мате
матичког језика код културних народа. 

1v Алгебарски ова теорема се Доказуј~ врло jeД~OCTaBHO. 
Ако ј'е А = 01 а2 и В = Ь1 'Ь2 И због сличности -

О! 02 
-=-, 
ы � Ь2 

ороширењем првог количника са а2 а другог са ы� дабиliемо 

01 а2 :.." O~ ы � 
Ь1 а2 Ь 1 Ь2 

;fЛИ 

А:Н=Н:В, 

где је Н = 02 Ь 1 = 01 Ь2 • За други део теореме закључујемо: 

А '010. 01 '02 (01) (01) (01)1 (02)2 
в= &1 Ь2 =ь;. Ь2 = ь: . ь. =ь; = ь. . 

20 ,Слично претходној, ова тiюрема се алгебарски овако 

доказује. 

Ставимо 
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и пођимо од дате пропорције 

~=~=~ 
Ьј Ь2 Ь з 

Иввршимо проширење ових коnичника редом nOMot1y' 
производа а2 ав , Ь1 а з , Ь1 b~, па добивамо размере 

а, а2 0з а2 Ь , U З а в Ьј Ь2 ---=---=---, 
Ь1 й2 ав Ь1 Ь2 ав Ь1 Ь2 Ь. 

које са Еуклидовим ознакама доводе до резултата 

А N :Е 
N.:E в: 

За други део теореме имамо 

~ = .Е.!. а2 аз = (~) . (!!.!) . (ав ) = (!2.)8 . 
В Ь1 Ь. Ьз Ь1 Ь2 . Ь. I Ь1 

Интересантно је пр.иметитида у тексту доказа ове тео-

реме Еуклид први пут употребљује реч w ~~Ю?7)р.(%. 
21 Kpat1e можемо доказ ове теореме овако' извести. 
Дато је" . 

А- Ј 
-~-

Г В 

Ако ставимо 

А д Ј 

г Е В 

где су ~ и Е најмањи бројеви у истој размери, онда је,_ 
прво, А дељиво са .1 и r са Е и то исти број пута, рецимо, z .. 
Тада је 

А=ZД, r=ZE. 

И. друго, при' дељивости броја r са !Ј. и броја В са Е
и то исти број пута Н имамо 

В=НЕ, Г=НД. 

1. Према томе, као· производи, А и В су површински, . 
бројеви. 
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11. Из две вредности за r им'ама 

ZE=H6., 

-одакле долазимо до тражене пропорције' 

6. Е 
-=-
'Z н 

22 Садржај теореме можемо овако формулисати: 

Ако постоје две непрекидне пропорције 

А Г 6. 
г=--;;=в' . 

-онда су 

и 

А =аl а2 ав , 

В = ы� Ь2 Ьз 

а1 02 а, 
-=-=-=-=~ 

. ЬЈ Ь2 Ьз 
Доказ се заснива на доказу претходне теореме и 

сличан му је. 

za Садржај и доказ свих щ:таЛИЈ( теорема не претставља 

никаквих тешкоliа и не захтева нарочиrи коментар. 
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ПРЕДГОВОР 

Главни садржај, ове, девете, кљиге ЕуклиДових еле

мената је проучаваље особина низа бројева одређених по 

правилу геометриске прогресије и примена тих особина на 

разна питаља дељивости бројева. Упоређивање Еуклидових 
расуђиваља са савременим излагањем тих истих ставова 
показује нарочито убедљиво колико је снажно средство са

времени алгебарски апарат у поређељу са геометриско-арит

метичким којим се служи Еуклид. У овој кљизи се завршава 
теорија рационалних односа измеђУ целих бројева. У по

следљем ставу Еуклид изводи поступак за одређивање тако-
званих савршених бројева. ' 

При изради и ове књиге су ми помогли В. В. Мишковиl1 
и Т. П. АНђелиli, на чему им овде изја~љујем захвалност. 

А. Б. 



ТЕКСТ 



1. 

Ако два слична површинска броја помножена један 

другим производе нешто, добивени број је квадрат. 

HeKa~y А и В два слична површинска броја и А по
множено са В производи г. Тврдим да је Г квадрат. 

Заиста, нека' А помножено само собом производи д, 

тада је l1 квадрат. Уколико А помножено само собом про

изводи д, а помножено са В 
проиаводи Г, биl1е А према В као 

Д према Г.И пошто су А и В 

слични површински бројеви може 

се уметнути измеl)у А и В један 
средње пропорционалан број. А 

А 1-1 ---< 

BI-I-----
г 1-1 ________ -i 

41-1------

ако су између два броја уметнути бројеви у непрекидној 
пропорцији са њима, онда колико је -уметнуто тих бројева, 

исто толико се може уметнути и између бројева који су у 
истој размери са њима. Према томе се и између д и Г може 

умепiути један средње пропорционаланбрОј. А како j~ ~ 
квадрат, биl1е квадрат и број Г. А то је требало Доказати. 1 

2. 

Ако два броја помножена један другим производе ква

драт, qни су слични површински бројеви. 

Нека су А и В два броЈа и А помножено са В. произ
води квадрат Г. Тврдим да су А и В слични површински 

бројеви. 

Заиста, нека А помножено само собом 

производи .1, тада јед квадрат. Уколико А 
помно жено само собом ПрОИ3!ЈОДИ д, а џо

Дl-1 ---.... ,. 

множено са В производи Г, биl1е А према 

1------' А 
f------II В 

г.------о 

В као д према Г. А како је д, а такође и Г, квадрат, биtiе 
А и В слични површински бројеви. Тада се између бројева 
д и Г може' уметнути jeД~H средње оропорционалан број. 
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А пошто се д односи према Г као А према В, може се умет

нути један средње пропорционалан број и између бројева 
А и В. Ако је сад између два броја уметнут један средње 

пропорционалан број, они су слични површински бројеви. На 
овај начин су А и В слични површински бројеви. А то је 

требало Доказати.2 

3. 

Ако кубни број помножен сам собом производи нешто, 

добивени број је куб. 

Нека кубни број ~ помножен сам собом производи В. 

Тврдим, да је В куб. 

Заиста, узмимо ивицу r куба А и нека r помножено 
само собом производи д. Тада је јасно да Г помножено са 

д производи А. И пошто r помножено 
1------;1 А само собом производи д, г мери број 

'-----1 В Д према броју јединица у Г. Али и једи-

"~ Г f------i Ј ница мери број Г према броју јединица 

у Г. Према томе се јединица' односи 
према r као Г према .1. Даље, пошто Г помножено· са д про
изводи А, .1 мери А према, броју јединица у Г. Аnи и једи

ница мери r према броју јединица у том броју. Према. томе 

јединица се односи према Г као д према А. Међутим, једи

ница се односи према Г као Г према д. И према томе је је
диница према r као Г према ts и као [),. према А. На o~aj 

начин су између јединице и А уметнута два средње про

порционална броја Г и .1 У непрекидној пропорцији. Затим, 

пошто А помно жено само собом' производи в, А мери В 
према броју јединица у А. Аnи и јединица мери А према 

броју јединица у самом себи. Па према, томе се јединица 

односи према, А као А према В. Међутим између јединице 

и А уметнута су два средње пропорционална броја, па се, 

значи, могу уметнути и између јединице и В два средње 

пропорционална броја. А ако су између два броја уметнута' 

два средње пропорционална броја и први број је куб, онда 

је и други куб. А како је А куб, БИће и В куб. А то је тре

бало Доказати. S 
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4. 

Ако кубни број помножен кубним бројем производи 
нешто, добивени број је 'куб. 

Нека кубни број А помножен кубним бројем В произ

води број Г. Тврдим да је r куб. 
3аиста, нека А цомножено само собом ПРО:.lзводи д. 

Тада је А куб. Пошто А помножено само собом производи 

.1, а помно жено са В ПРQИЗВ()ДИ Г, биJ:iе А 
према Вкно А према Г. Али А и В су ку
бови, значи А и В су слични запремински 

бројеви. Према томе се измеJw А и В могу 

уметнути Дl;Sа средње пропорционална броја. 

,----< А 

г 

А тада се и између Ll и r могу уметнути два средње про
порционална броја. А како је .1 куб, биJ:iе и Г куб. А то. је 
требало Доказати.4 

5. 

Ако неки број МНОJl(И кубн.и број и произвоJЧI куб, биt1е 
-и т&ј--неки- број куб . 

. . Нека неки број В множи кубни број А. и производи 
куб Г. Тврдим да је и В куб. . 

3аиста, нека А помножено само собом производи А. 
Тада је и А куб. И пошто А помножено само собом про

изводи д, а помножено са В произ

води Г, биt1е А према В као ~ према Г. 

_____ В __ , Г Пошто ty Ll и r кубови; они су слични 
'----<1 L1 запремински бројеви. 3начи, између Ll 

--~A 

и r могу се уметнути два средње про
порционална броја. А како је .1 према Г као А према В, то се 
и између А и В могу уNiетнути два средње пропорционална 

броја. Али А је куб, па је тада и В куб. А то је требало 
доказаТи.5 

б. 

Ако број помножен сам собом производи куб, биJ:iе и 
. ·сам· тај број куб. 

Нека број А помножен сам собом производи кубни 

број В. Тврдим да је и А куб. 
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Заиста, нека А множеt.и В производи Г. Уколико број 
Л помножен сам собом производи В, а помножен 'броје~ В про
изводи Г, онда је Г куб. И пошто А помножено само собом 

>---.А 
производи В, онда А мери В према броју 
својих јединица. Али и јединица мери А 

према броју јединица у А. Према томе се 
r--.---..... , Г је.циница односи према А као А према В. 
И пошто А помножено са В производи Г, онда В мери r 
према броју јединица у А. Али и јединица мери .број А према 
броју јединица у А. Према' ТоМе се ј~диница" односи према А 
као В према Г. Али је јединиц~ према А као А пре~а В, те 
је А према В Ka~ В према Г. А ПОЏЈто су В и Г кубови, они 
су слични запремински бројеви. На овај начин су између В 

и Г уметнута два средње пропорционална броја. Али8 се 

односи према Г као А према В. 3начи, и за А и В постоiе 
два средње пропорционална броја. А како је В куб, биt.е 'и 
А куб. Л то је требало Доказати.6 

, 7. 

Ако сложен број множеt.и неки број производи нешто, 
добивени број је запремински. 

Нека сложен број А помножен не- I А 
ким бројем В производи Г. Тврдим да .~ В 
је Г запремински број. I r 

Заиста, пошто је А сложен број, A>---t Е ~I _--\ 

он се мери неким бројем. Нека се мери 
бројем .1, и нека се колико пута Ll мери 
Л, исто толико јединица налази у Е. Пошто сад .1 мери број 
А према броју јединица у Е, Е помножено са Ll производи 

. А. Како А пnмножено са В производи Г, а А је производ 

од Ll и Е, значи производ од Ll и Е помножен "'са В про
изводи Г. На овај начин Г је запремински број са ивицама 

д, Е, В. А то је требало Доказати.7 

8. 

_ Ако постоји ма колико непрекидно пролорционалних· 

бројева, са јединицом на првом месту, биt.е број на TpelteM 
месту и сваки други иза њега квадрат, \ на четвртом Mec'ty 
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и сваки трећИ иза њега куб, на седмом месту и сваки шести 

иза њега у исти мах и куб и квадрат. 

Нека постоји ма колико непрекидно пропорционалних 
бројева А, В, Г, i\, Е, Z са јединицом на првом месту. Тврдим 
да је број на трећем месту, број В, 

и св,аки други иза њега квадрат, на 

четвртом месту, број Г, и сваки 
трећИ иза њега куб, на седмом ме

сту, број Z, и CBaK~ шести иза 

њега у исти мах и куб и квадрат. 

А '-----1 

В, 

Tl-----i 
L1 .------"'--
Е 1-' ------1 

z Заиста, пошто се јединица од

носи према А као А према В, једи

ниц~ мери исти број пута А као ШТО А мера број В. Али 
јединица мери број А према броју )единица у њему. И А мери 
В према броју јединица у А. Према томе Л'помножено само 
собом производи В. Значи, В 'је квадрат. Пошто су и в, Г, 

d непрекидно пропорционални, а В је квадрат, БИће и .1 
квадрат. Иа истих разлога је и Z квадрат. Слично се до-
казује да је и сваки други иаа његаквадрат. 

Даље тврдим да је број на четвртом месту, број Г, и 

сваки трећИ број иза њега куб. Заиста, пошто се јединица 
односи према А као В према Г, јединица мери исто онолико 
lJута' А, колико В' мери г: . Али јединица мери број А према 
броју јединица у А .. И В мери Г према броју јединица у, А. 
Стога А помножено са В производи Г. Пошто А помножено 
само собом ПРОIfЗВОДИ В, а помножено са В прои'зводи Г, БИће 
Г куб: А како су Г, .1, Р, z .непрекидно пропорционални, и 
r је куб, БИће и Z куб. А доказано је да је Z и квадрат. 
На овај начин је број на седмом месту у исти мах и куб и 

квадр,ат. Слично се доказује да је и сваки шести иза њега 

у исти мах и куб и квадрат. А то је требало доказати.' 

9. 

Ако постоји ма колико непрекидно пропорционалних 

бројева, са јединицом на ПР.ВОМ· месту, и први број иза једи
нице је квадрат, БИће и ави остали квадрати, а ако је први 

иза јединице куб, бitће и сви остали кубови. 
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Нека постоји ма колико непрекидно пропорционалних 
бројева А, В, Г, д, Е, Z са јединицом на првом месту и нека 
је број иза јединице, број А, квадрат. Тврдим да су и сви 
остали бројеви квадрати. 

~ Да је број на Tpet1eM месту, број В, и сваки други иза 
њега квадрат, то је Bet1 доказано. Али тврдим да су и, сви 

А ,--1 

в '--,---
г '1------
~ ,-----------~ 

_______________ 1 Е 

z 1-------------' 

остали квадрати. За

иста, пошто су А, В, r 
непрекидно пропорцио

нални, а А је квадраа', 

биt1е и r квадрат. За

тим, пошто су В, Г, д 

непрекидно пропорцио

нални и В је квадрат, биfiе и д квадрат. Слично се доказује 
да су и сви остали квадрати. 

Сад, нека А буде куб. Тврдим да су и остали бројеви 
кубови. 

Да је број. на четвртом месту, број Г, и сваки треfiи 

иза њега куб, 10 је ДОl\азано. Тврдим да су и сви остали 

кубови. Заиста, пошто се јединица односи према А као А 

према В, јединица мери исти број пута А као што А . мери 
В. Али јединица мери А према броју јединица у њему. И А 
мери В. према броју јединица у А. Према томе А помножено 

само собом производи В. И А је куб. Али а'ко кубни број 
помножен сам собом производи нешто, и добивени број 

биfiе куб. И према томе В је куб. А пошто су четири броја 

А, В, Г, t\ непрекидно пропорционална и А је куб, биfiе и t\ 
куб. Из истих равлога је и Е 'куб и сви остали - кубови. 

А то је требало доказати.9 

10. 
Ако постоји ма колико непрекидно пропорционалних 

бројева, са јединицом на првом месту, и први број иза је-, 

динице није квадрат, онда ниједан од осталих бројева Helie; 
бити квадрат сем броја на TpelieM месту и сваког другог 

иза њега. И ако први број иза јединице није куб, онда ни

један од осталих бројева Helie бити куб сем броја на чет

вртом месту и сваког Tpet1er иза њега. 

Нека постоји ма колико непрекидно пропорционалних 

бројева А, В, Г, t\, Е, Z са јединицом на првом месту и 
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нека број иза јединице, број А, није квадрат. Тврдим да ни

један од осталих бројева неl1е' бити квадрат сем броја на 

требем месту и сваког другог 

иза њега. 

Заиста, ако је могуl1е, нека 

r буде квадрат. Исто тако је и 

В квадрат. Према томе су бројеви 

В и r у истој размери као и ква
дратни број према квадратном. 

А 11----1 

B~,-~ ............ 
-----'-<1 Г 

~---<IL1 

Е 1-1 ---------1' Z 
I 

'А пошто је В према r као А према В, биl1е и бројеви А и 

В у истој размери као квадратни број према квадратном. 
Према томе су А и В слични површински бројеви. Али В је 
квадрат, значи и А је квадрат. А то није претпостављено. 

Значи r није квадрат. Слично се доказује и да ниједан од 
осталих бројева неl1е бити квадрат сем броја на треliем 

месту и сваког другог иза њега. 

Нека сад А не буде куб. Тврдим да ниједан од осталих 
бројева неliе бити куб сем броја на четвртом месту и сваког 
треllег иза њега. 

Заиста, ако је могу'щ нека је д куб. А и Г је куб, 

пошто је то број на четвртом месту. А пошто се r односи 
према д као В према Г, значи и размера В према Г је раз

мера куба према кубу. Али Г је куб, па према томе је и В 

куб. Пошто се сад јединица односи према А као А према В, 

а како јединица мери бројА према броју јединица у њему, 

то и А мери В према броју јединица у А. Према томе је А 

помножено само собом произвело куб В. Али ако број по

множен сам собом производи куб, онда је и сам тај број 

куб. Значи А· је куб. А то није претпостављено. Зl:fачи д 

није куб. Слично се доказује и да ниједан од Ос .... алих бро
јева неliе бити куб сем броја на четвртом месту и сваког 

треliег иза њега. А то је требало доказати.1О 

1 ]. 

Ако постоји ма колико непрекидно. пропорционалних 

бројева, са јединицом на првом месту, онда мањи ~ери веliи 
према једном од бројева који се налази међу пропорцио

налним бројевима. 
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Нека постоји ма колико непрекидно пропорционалних 
бројева В, Г, 11, Е са јединицом А на првом месту. Тврдим 

да од бројева В, Г, ll, Е мањи број В мери 
~ А број Е. према једном од бројева Г и ll. 
1-----1' В Заиста, пошто се јединица А односи 
1-------41 Г према В као ll. према Е, јединица А мери 
1-------<' L1 број В исто онолико пута колико број 

Е' 1 II мери број Е. Тада, после пермутовања, 
јединица А мери број ll. исто онолико 

пута колико број В мери број Е. Али јединица А мери ~. 

према броју јединица у њему самом, па, према томе, и В 
мери број Е према броју јединица у д. На овај начин мањи 

број В мери већИ Е према једном од бројева међу про

порционалним бројевима, 

Последица. 

И јасно је да је број према којем мањи број мери већи 

исто толико удаљен од већег на с ТРal:Ј У мањег колико је 

мањи број удаљен иза јединице.н 

12. 

Ако постоји ма колико непрекидно пропорционалних 

бројева, са јединицом на првом месту, и последњи број се 

мери неким простим· бројевима, онда се тим истим простим 

бројевима мери и први број иза јединице. 

Нека постоји ма колико непрекидно пропорционаnних 
/ 

бројева А, В, Г, II са јединицом на првом месту. Тврдим да 
се оним простим бројевима којим се мери број ll., истим тим 
простим бројевима мери и А. 

Н ека се д мери неким про

стим бројем Е. Тврдим да се 

и А мери са Е. Заиста. нека 

се не мери: и Е је прост број. 
А сваки прост број је прост 

са сваким бројем Koj~г не мери. 

z 1-1 ------1' . 
в 1-1 --~ 

г ~, ---~' ~ е 

AI-I----~ 

Е 1----1 

Значи бројеви Е и А су међусобно прости. Пошто број Е 

Mep~ број ll, нека га мери према броју Z и тада Е помно жено 
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са Z производи д. Затим, пошто А мери број д према броју 
јединица уГ, то А пом но жено са Г производи д. Али и Е 

помножено са Z производи д. Значи производ_ А и Г је 
једнак производу Е и Z. и тада се А односи према Е као 
Z према Г. Но А и Е су прости, прости и најмањи, а најмањи 

бројеви мере исти број пута бројеве који су у истој размери 

са њима, и то претходни мери претходни и наредни мери 

наредни, Дакле t мери Г~ Нека мери према броју Н. Тада 
Е помножено са Н производи .Г. Али на основу горе на ве

'деног и А помножено са В производи Г. Значи производ 

од А и в једнак је производу од Е и Н. И тада' се А од
носи према Е као Н према В. Али, А и Е су прости, прости 
и најмањи,' а најмањи бројеви мере исти број пута бројеве 
који су у истој размери са њима, и то претходни мери прет
ходни и наредни - наредни. Дакле Е мери В. Нека мери 
према броју е. Тада Е помноженр са е производи В. Али 

и А помножено само собом производи В. Значи производ 

од Е и е једнак је квадрату над А. И та,џ,а се Е односи 

према' А КСIO А према е. Међутим, А и Е;: су прости, прости 
и најмањи, а најмањи бројеви мере исти број пута бројеве 

,који су у истој раз~ери са њима и то претходни. мери прет

ходни и наредни - наредни. Значи Е мери А како претходни 
мери преТХ9ДНИ. Али оно и не мери, а то је немогуће. Значи 

Е и А нису међусобно прости. Они су сложени. Али сло
жени бројеви се мере неким простим бројем. И како се 

претпостаВља да је Е прост број, а прост број се не мери 
другим бројем сем самим собом, то Е мери А иЕ, па према 

томе Е мери А. Али Е мери и д. Дакле Е мери А и.6. На 

сличан начин се доказује да којим било простим бројевима 

се мери .6, тим истим бројевима се мери и А, а то је требало 
доказати. 12 

13 

Ако постоји ма колико непрекидно пропорционалних 
бројева са ј.единицом на првом месту, и број, први иза је-' 
диiiице, је прост, онда се највеJ:iи број неће никаквим другим 
бројевиМа мерити сем оних који су међу пропорционаnним 
бројевима.' . -

ЕуЈ[В .... ОВ,,· елементи КЊ. 9. 2 
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Нека постоји ма колико непрекидно пропорционалних 

бројева А, В, Г, 11, са јединицом на првом месту, и нека! 
\ . је први иза јединице, бројА, 

r--I А 1:; 1---1 прост број. Тврдим да се нај-
I------il В ~ I Z веtiи број 11 неће мерити ника-
1------.' Г ~' Н квим другим бројевима сем 
1------u::Ј .1 е А, В, Г. 

Заиста, ако је МОГУће, нека 

се он мери бројем Е И нека Е не буде ниједан од бројева 

А, В, Г. Јасно је да· Е није прост број. Јер, ако је Е прост 
број и мери 11, он мора мерити к прост број А, који са ЊИМ 
није исти, а то је КемогуЋе. Значи Е није прост бро~ PH4~ 
сложен. Али се сваки сложен број мери неким простим бројем. 

Према томе број Е сем~ри неким простим бројем. Тврдим 

да се он не мери никаквим простим бројем сем броја А. 
Заиста, ако се Е мери неЮtм другим бро.јем, а Е мери А, 

онда тај други број мери и А. А тада тај број мери и А, 
који је прot:т број и није исти са њим. А ТО је немогуliе. 
Дакле, А мери Е. И пошто Е мери A.,Н~Ka га мери . према 
броју Z. Тврдим да бро} Z није исти ни са једним од бро

јева А, В, Г. Јер, ако је Z исти са једним од А, В, r и 

мери 11 према броty Е, тада и један од БРоЈева А, В, r 
мери 11 према броју Е. Али један од бро}ева А ,е, r мери! 
према неком од А, В, Г. и према томе јеЕ један од бројева 

А, В, Г. А то се не npеТfЮCта8ЉЗ. Зна~ ~ није ~TtI Rи са 
je-JtНИМ од бројева А, В, Г. СличtЮ се доказује да се Z мери 
бројем А, па се поново Докззује да Z није прост број. 
Заиста, ако је тако и ок мери А, мериtiе и А ,прост бј!)ој, са 

rroјим он није исти. А то је немогуЬе. Према. TOMeZ није 
прост број. Он}е сложен. Али се С8'аКIt СЛОЖeJ:i број мери 
неким простим бројем. Према томе се број Z мери неким 
простим бројем. Тврдим да се он не мери никаквим простим 

бројем сем броја А. Заиста, ако I:!еки други прост број мери 
Z, а Z. мери А. онд.а .. ај .IIfIуrи БЈюј мери иА. А 'Јада :raj 
бро~ мери и А,. ~j" јео Dp«тбr>ОF It н. НC'l1l сзtьим.А '10 

јео н.eMOryhe. 3ttaчи, А *,и z. и fЮШТQ Е ~. А ~ Z, 
ОИЈЈ;а Е IЮМИОJl:etf(} Z,. Пр0кавD.itи .1... Ац ИСТО .. ако '. !t. IID

множено са r производи 11: Према томе је произ1tOд А .. r 
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једнак, производу Е и Z. На тај начин имамо про порцију : 
А је према Е као Z према Г. Али А мери Е, па и Z мери 
Г. Нека мери према броју Н. Слично се доказује да Н није 
исти број ни Са једним од А и В и да се тај број мери 
бројем А. И пошто Z мери Г према броју Н, то Z помно
жено са fi производl.f Г. Али и А помножено са В производи 
Г. Према томе је производ А и В једнак производу Z и Н. 
На тај начин имамо пропорцију: А се односи према Z као 
Н према В. Али А мери Z, па и Н мери В. Нека мери 

према броју е. Слично се доказује да број е није исти са А. 

И пошто Имери В према броју е, н помножено са е про
И880ДИ В. Али и А по'множено само собом производи В .. 
Према томе производ од е и Н једнак је квадрату на А. На 
овај начин е. је· према А као А према Н. Али А мери Н, • 
значи и е мери А, мери прост број којй није исти са њим. 

А то је бесмислено. Према томе, највеtiи број д HeJ:iece 
мерити никаквим другим бројевима сем броја А, В, Г. А то 
је требало доКазати.1S 

14. 

Најмањи од ~ojeBa који се мере датим простим броје
вима неће се мерити никаквим' другим простим бројем сем 
датих. 

Нека је А најмањи број који се мери простим бројевима 

Вј Г, А. Тврдим, да се А неће мерити никаквим простим 
бројем сем бројева В, Т, д. 

3atlCTaJa~0 је М()гуће, нека' се број А мери простим 

бpQјем Е који' није ИСТИ ни са једним од бројева В, Г, А. 
, Пошто Е мери А, нека га мери према ,А ~ В 
броју Z. Тада ЕnOМН9))(ено са z про- , • _ ,Е 1---1 Г 
изводи А. И А се мери простим бро- .-:... z ~ d 
јеаи ... ВЈ Г, д. Ако сад два броја 

ПОмнож.ена једаВ другим производе неШТО,И то добивепо 

се мери ~КИМ DfЮстим бројем, ояда тај прост број мери If 

један од fJOJfUНa Ава броја. Према томе В, t, д мере један 
од бројева Е иZ. Али они не мере број Е, јер је Е ПРОСУ 
број и није ИСТII ия са једним од В, Г, д. 3начи ОНА мере 
број Z, мањи ОД А: А 10 је немorуЈје, јер се претпоставља 

2* 
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да је А најмањи број који ~e мери бројевима В, г, д. На 

овај начин се број А неће мерити никаквим другим простим 

бројем сем В, Г, д. А то је требало Доказати. 14 

15. 

Ако су три непрекидно пропорционална броја најмања 

од оних који су са њима у истој размери, биће збир ма која 

два од њих узајамно прост са осталим. 

Нека су три непрекидно пропорционална броја А, В, Г 

најмања од оних који су са њима у истој размери. Тврдим, 

да је збир два од А, В, Г узајамно прост са осталим, 
. Тј. збир А и В са Г, збир В и Г са А и збир А и Г са В. 

Заиста, узмимо два најмања ороја дЕ и EZ који су у 
истој размери са бројевима А, В, Г. Јасно је да АЕ помно

f--------il В 

r-----!, Г 
д Е 
11----+1--.... ' Z 

жено само собом производи А, по

множено са EZ производи В и EZ 
помножено само собом производи 

Г. и пошто су дЕ и EZ најмањи, 
они су увајамно прости. Међутим, 

ако су два броја узајамно проста, биће и њихов збир уза
јамно прост у односу на сваки од њих. Према томе је дz ft" 

узајамно прост са сваким одА6 и EZ. Али и дЕ је узајамно 
прост са EZ. Значи C1Z и дЕ су узајамно прости са EZ. Али, 
ако су два броја сваки посебно узајамно прости са неким 

трећИМ бројем, онда је и производ састављен од њих уза

јамно прост са тим бројем. Према томе је производ оЈ!. ZД 

и дЕ узајамно прост са EZ, а такође и производ од Z~ и дЕ 
узајамно прост са квадратом на EZ. [Заиста, ако су два 

броја узајамно проста, биће и квадрат добивен од једног 

узајамно прост са другим]. Али производ од ZС1-и дЕ је 

квадрат на дЕ заједно са проивводом дЕ и EZ. Значи, ква
драт на LlE више производ дВ и EZ је узајамно прост 
према квадрату на EZ. А како је квадрат на с1 број А, 
п'роизвод дЕ и EZ број В и квадрат на Ez-r, биће збир 
састављен од А и В узајамно прост са Г. Слично се Д(lка

зује да је и збир састављен од В и г узајамно прост са А. 

Тврдим још да је и збир А и r узајамно прост са В. Заиста, 
пошто је ДZ узајамно-прост према сваком од С1Е и EZ, . . 
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БИће и квадрат на ДZ узајамно прост са производом од L1E 
и~ЈЕZ. Али квадрат на ДZ је једнак квадратима на дЕ и EZ 
више двоструки производ дЕ и EZ. Према томе је збир ква
драта на .1Е и EZ заједно са двоструким производом L1E и 

EZ узајамно прост. са производом L1E и EZ. После раз
двајања добивамо да је збир квадрата на дЕ и EZ заједно 
са једним производом L1E и EZ узајамно прост са производом 
~ и EZ. После још. једног раздвајања добивамо да је збир 
квадрата ~Ha L1E и EZ узајамно прост са ПРОИЗВОАОМ дЕ И 
EZ. А како- је квадраr на дЕ број д, производ дЕ и EZ 
број В и квадрат на EZ број Г, биће збир састављен од А 

и Г узајамно прост са В. А то је требало Доказати.15 

16. 

Ако су два броја узајамно проста, онда први број 
према другом неће бити као други према неком трећем. 

Нека су два броја А и В узајамно проста. Тврдим да 
неће бити А према В као В према неком трећем. 

Заиста, нека буде могуl1е да је А према В као В npема 
Г. Али А и В су узајамно прости, а узајамно прости бројеви 

су и најмањи, а како најмањи бројеви мере 

исти број пута бројеве који су са њима у 

истој размери, претходни - претходни, а на- 1 В 
редни -:- наредни, значи А ће мерити В како I Г 
претходни мери претходни. Ади, А мери и само 

себе, према томе А мер.И А и В, који су узајамо прости. 
А то је бесмислено. Значи, не стоји А према В као В према 

Г. А то је требало Доказати.16 

17. 

Ако постоји ма колико непрекидно пропорционалних 
бројева и крајњи су' узајамно прости, онда се не може први 
односити према другом као последњи према ма ком другом 

броју. 

Нека постоји ма I(ОЛИКО непре

кидно пропорционалних бројева А) 
-----'-, ---<1 д ___ Е-. В) Г, д и крајњи од њих А и д су 

узајамно прости. Тврдим да се не 

може А односити према В као д према ма ком другом броју., 
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Заиста, ако је МОГУће, нека буде А према В као tJ. 
према Е. Тада је, после пермутовања,' А према 1:1 као В према 
Е. Међутим, А и А су прости, прости и најмањи, а како нај
мањи бројеви мере бројеве који су са њима у истој размери 
исти број ПУТf\, и то претходни мери Qpетходни и наредни -
наредни, 8начи, А мери' В, А пошто је А према В као В 

према Г, В мери Г.· На овцј начин' и А мери Г. А пощто је 
В према r као Г према 1:1 , а В мери Г, Г мери 1:1. Али, А 

мери Г. П'рема томе А мери и А, а мери и само с~бе. Дакле 
А мери А и 1:1, ~оји су прости" а то је H6Мoгylтe. Значи, не 
може бити А према В као 1:1 према ма. ком другом броју. 
А то је требало доказати. 11 

18. , 

За два дата броја испитати, може ли се наtи за њих 
трећИ пропорционални број. 

, \ 

Нека су дата два броја А, и В.И нека треба испитати, 

да ли се може наћИ за њих' треtи 'пропорционалиибр9ј. 
Бројеви А и В или су узајамно 

L1 ПRОСТИ или нису. Доказано је ве}) 0-----<' А, ____ _ 
I да се не- може наћИ неки треtiи 

I--~---j, В Г 
~----~ проnорционаЛJlИ број ако су ОIiИ 

узајамно ПРОСТИ. 

Нека сад А и В нису узајамно - прости. И нека В, по
множено само собом производи Г. Тада А ",ли мери Г или 

не мери. Нека прво мери и то према броју 1:1. На овај начин 
А помно жено са 1:1 производи Г. Али и В помно жено 'само 
собом производи Г. Значи, производ А и Д -једнак је ква-' 

драту на В. На овај начин је А према В као В према tJ. и 
значи да ја 1:1 трећИ проnорционалан број за бројеве А и В. 

Нека сад А не мери Г. Тврдим да је тада HeMonylie 
наћи неки трећи број пропорционалан бројевима А и В. За
иста, ако је то могуће,' нека 1:1 буде тај нађени број. Тада 
је производ од А и 1:1 једнак квадрату на В. Али квадрат 

на В је Г, значи производ од А и 1:1 једнак је Г. А како А 
помножеио са 1:1 ПР9иаводи Г, А мери r према броју I:1.Апи 
се претпоставља да га оно и не мери. А то је бесмислеио. 

Дакле Heмoryti-e је да за А И В постоји трећИ пропорцио
иапни број ако А не мери Г. А то је требало Докааати.1.8 
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19. 
За три дата броја испитати кад се може наћИ за ЊИХ 

четвртиоропорционални број. 

Нека су дата три броја А, В, 'Г И нека треба иедитати 
кад се за њих може наl1и четврти лропорционални број. 

Тада или они нису непрекидно nропорционални И~

ХОБИ краilbисУ узајамно прости, или су ОНИ непрекидно про-

пС?рционалнии њихо13И крајњи нису уза- . .А I-----f' 
јамно прости, или они нису непрекидно В 1-. -----1 

пропорционални И ЊИХОБИ крајњи.· нису . . Го " 
узаЈамно прости, или они су ~епрекидно L1 1-1 __ --'-'_ .... 

ПРОПОРЦИQнални и ЊИХОБикраЈЊИ су уза- Ј Е 1-' _-.,.. ___ ~ 

јамно прости. 

Сад, ако су А, В, Г непрекидН(> nропорционални и њи
хови крајњи А и Г су узајамно прости, доказано' је да је 
неМОГУће наl1и четврти проnорционални' број. . 

Даље, :нека А, В, Г нису непрекидно пропорционални, 

а крајњи су опет узајамно прости. ТВРДИМ, да је 'и тада' не
МОГУће наfiи за њих четврти пј>Опорционални број. Заиста, 
ако је то МОГУће, нека буде одређено А, па према томе нека 
буде А према в као Г према д и подещено да В према r 
буде као д према Е. И пощто је А према В као Г према д, 
а ,в је према Г као д према Е, онда је," према једнаkоудаље
НОСТИ, А према Г као Г према Е. Али су А и Г узајамно 
прости, прости и најмањи, а најмањи мере оне који су у истој 

. . . 
размери са њима, претходни мери преџодни и наредни -
наредни. Према томе, А мери Г као претходни што' мери 

претходни. Али мери А и само себе. Дакле А мери А и Г, 
који су узајамно прости. А то је немогуће. 'Значи неМОГУће 

је наfiи четврти пропорционални број за бројеве А, В, г. 

Нека су поново А, В, Г непрекиднопропорцнонални, 
али А и Г нису узајамно прости. Тврди.М да је тада Moryhe 
наl1и за ЊИХ четврти оропорционални број. Заиста, нека В 
noмножен()'са r производи д. и Тада А или мери дилиие 
мери. Нека га прво мери према броју Е. Значи, А по.множено 
са Е производtf А. Али и В ломножено са Г производи 11. 
А тада је производ од А и Е једнак ПРОИЗhОДУ _ од в и г. 
Према томе постоји пропорција: А према-В као Г према Е. 

Одређен је, дакле, за А, ВЈ Г четврти пропорционални број Е. 
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Нека сад А не мери д. Тврдим, да је тада, HeMorylie 
наliи за бројеве А, В, Г четврти лропорционални број. Заиста, 
ако је Morylie, нека то буде број Е. Тада је производ А и 

Е јеДt!ак производу В и Г. Али је производ В и ГI једнак д. 
па је, дакле, 'и производ А и Е једНак.1. Према томе А по
Мf10жено са Е ПРОИ3ВQДИ д. Дакле, А мери д. према броју Е. 
Значи, А мери д., али оно ra и не мери. А то је бесмислено. 
Дакле HeMorytie је з'а три броја А, В, Г наtiи четврти про
порционални број, ако А не мери а. 

Нека сад А, В, Г нису непрекидно ПРОiIорционаЛf1И и 
њихови крајњи нису узајамно прости. И нека В помножено 
са Г производи д. 'слично се доказује да је, ако А мери .1, 
Morytie наliи четврти пропорционал.ни број, а ако не мери '
немогуће. А то је потребно Доказати.а 

20. 

Простих бројева је више од сваке 

простих бројева. 

одређене множине 

Нека су А, В, Г одређени прости бројеви. 

постоји простих бројева више од А, В, Т. 

Т , \ 
врдим, да 

Заиста, узмимо најмањи мултиплум од А. В, Г" Нека 
то буде број дЕ; додајмо броју дЕ јединицу M~. Тада је 

,--'--1 А 

1-----' В 
1------'11 Г 

EZ или прост број или није· 
о Н Нека прво буде прост. Тада 

је нађено riростих бројева' А. 
д z В, Г,' EZ више од бројева А, 

Е 1-' --~-----~I 
В, Г. 

Нека сад број EZ није [lростброј. Тада се он мери 
неl\ИМ простим бројем. Нека то буде прост ,број Н.' Тврдим, 

да н неће бити исти ни са једним 9д бројева А, В, Г. За
иста, нека је то Morytie. Али А, В, Г мере д.Е, ца иН мери 

д.Е, а мери и EZ, значи, и преосталу јединицу LlZ' мери број 
Н, а то је бесмислено. Према томе, Н неће; бити' и'сти ни са 
једним ОД бројева А, В, Г. А претпостављено је да је Н 
прост број. Значи нађено је простих бројева л; ВЈ ГЈ Н више 
од множине А, В, Г. А то је требал~кзззТи.20 ' 
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2]. 

Ако се сабере ма колико парних бројева, БИће и збир 

паран број. 

Нека се сабе)е ма колико парних бројева АБ, БГ, Гд, 
дЕ. Тврдим да је и збир АЕ паран број. 

Заиста, пошто је сваки А В Г д Е 
од АБ, БГ, Г4, дЕ пара н број, 1-,--1--1--1--1 --

сваки ће имати за део поло-

вину. Па тада и АЕ има за део половину. А паран број је 

онај који је деЉИ8 на два једнака дела. На овај начин број 

АЕ је паран. А то је требало Доказати.21 

22. 

Ако се сабере ма колико непарних бројева, али паран 

број сабирака, БИће и збир паран број. 

Нека се сабере ма колико непарних бројева, али паран број 
, сабирака АБ, ВГ, ГА, АЕ. Тврдим да је збир АЕ пара н број. 

Заиста~ пошто је сваки 
AI-__ ~; ___ ~, ___ 1f од броје.ва АВ, БГ, Гд, LlE не-

паран, БИће, после одузимања 

јединице од сваког, остатак паран број, а тада ће и цело 

састављено од њих бити пзрно. А и број сзстављенод је

диница БИће Паран. Према :roMe је и цело АЕ пара н број. 
А то је требало докавати. 

23. 

'Ако се сабере ма колико непарних бројева али непаран 
број сабирака, БИће и цело непаран број. 

Нека се' сабере ма колико непарних бројева али не

паран број сабирака АВ, БГ, Гд. Тврдим да је цело ALl 
непаран број. 

Заиста, одузмимо од fLl јединицу. А В Г Е д 
Тада је остатак ГЕ паран број. Али, 

и АГ је паран број, а према томе је и цело АЕ паран број. 

Али имамо још јединицу LlE. А тада је АА непаран број. А 

то је требало доказати. 
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24. 
Ако се од парног броја одузме паран број, БИће оста

так паран број. 

Нека се од парног броја АВ одузме паран број ВГ. 

Тврдим, да је и 'Остатак Г А паран БРоi. . 

Заиста, ако је АВ паран број, оно има 
А Г Ь .юловину као део. Из истих. разлога и ВГ 

има половину као део. Према 10ме и оста

так има половину као део па је стога АГ паран бро~ А то 

је требало доказати. 

25. 
Ако се од парног броја одузме непаран број, БИће 

остатак непаран број. 

Нека се од парног броја АВ ОДУЗtAе непаран број ВГ. 

Тврдим да је остатак ГА непаран број. 
Заиста, одузмимо од ВГ јединицу 1----'-1--' 

Г~. Тада је.1В паран број. Али И АВ А Гд в 
је паран број. Према томе је и остатак 

А.1 паран број. Али Г ~ је јединица, па значи да" је Г А не
паран број. А то је требало доказати. 

26. 
Ако се од непарног броја о.дузме непаран, биће остатак 

паран број. 

'-----,-, Her<a се од непарног броја АВ ~дy. 
А Г д В з,\\е непаран број ВГ. Тврдим, да је оста-

так пара н број. 

Заиста, пошто је АВ непаран број одузмимо јединицу 
B~. Тада је остатак A~ паран број. Из истих .разлога и Г~ 
је пара н број. Стога је и остатак ГА пара н број. А то је 
требало доказати. 

27. 
Ако се од непарног броја одузме паран' број, БИће 

остатак непаран број. 

Нека се од непа'рног броја 

АВ одузме паран број ВГ. Твр
А d 

дим да је остатак Г А непаран број. 

г в 
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3аиста, одузмимо јединицу Ад. Тада је .18 паран БРСЈј. 
ЛИ 8Г је паран број. Према томе је и остатак Гд паран 
број. Дакле, и ГА је непаран број. А то је требало доказати. 

28. 
Ако непаран број помножен парним бројем производи 

нешто, добивени број је паран . 
. Нека непаран број А помножен парним бројем 8 про-

изводи број Г. Тврдим да је r паран број. ---1 А 

3аисТа, пошто А помножен са 8 про- I В 
ИЗВОДИ r. то је Г састављено од онолико 1 

сабирака, једнаких В, колико је јединица r 
у А. А како је В паран број, Г је састављено од парних 

бројева. Али, ако се сабере ма колико оарних бројева, цело 

је паран број.· Према томе, Г је 'паран број. А то је требало 
доказати. 

29. 

Ако непаранброј помножен непарним бројем производи 

-неШТ-О,--~бивени број је непаран. . 
Нека непаран број А помножен непарним бројем В произ-

~ А води број Г. Тврдим да јеГ непаран број. 

у f-I --""1 В 3аиста, пошто А помножен са В 

производи г, г је састављено од онолико 
Г сабираkа, једнаких 8, колико је јединица 

у А. Али сваки од А и В је непаран. 3начи, Г је састављено 

ОД непарних бројева, чији је број непаран. Према томе је и 

r непаран број. А то је требало доказати. 

30. 

Ако непаран број мери паран, он ће мерити .. његову 
половину. 

Нека непаран број А мери паран број В. Тврдим да ће 
он мерити. и IberOBY половину. 

3аиста, нека А мери В и нека га мери према 
броју јединица .у Г.· Тврдим, да r неће бити не
паран број. 3аиста,g:tКО је то МОГУће, нека буде. 

! I 
А r 

Пошто А мери В према броју јединица у Г, А 00-
в множе.но са ГЏРОИЗВОДИће В. На тај наЧИн В је 

caCTaB~eHO од непарних бројева у неоарном броју. Дакле, 
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в је непаран број. А то је бесмислено, јер по претпоставци, 

то је пара н број. Према томе Г није непаран број; дакле Г 
је паран број. Значи А мери В паран број пута. Из тог раз

лога он мери и његову половину. А то је требало доказати. 

31. 

Ако је непаран број са неким БРQјем узајамно прост, 

биl=iе он узајамно прост и са двоструким тим бројем . 

......-----. А Нека је непаран број А узајамно прост 

0------11 В Г са неким бројем В и r је двоструки број В. 
----il Д 1 Тврдим да је А узајамно прост са Г. 

Заиста, ако они (А и В) нису узајамно 

прости, тада их мери исти број. Нека их мери и нека то 

буде број д. Али, А је непаран број, па је тада и L1 непаран 
број. И пошто L1, непаран број мери Г, а r је пара н 

број, онда д мери и половину Г. Али половина Г је В, па, 
значи, д мери В. А д мери и А: Према томе д мери А и В 
који су узајамно прости, а то је немогуће. Значи, А и Г нису 
узајамно сложени. Дакле А и Г су узајамно прости. А то је 
требало доказати. 

32. 

Сваки од бројева, који се Доб&tвају од двојке непре
кидним удвостручавањем, је само парно-паран број. 

Нека се од двојке А непрекидн.ИМ удвостручавањем до· 

бивају бројеви В, Г, д. Тврдим / 
да су бројеви В, Г, д само парно

парни. 

Да је сваки од бројева В, 

Г, д пар но- паран број, то је јасно, 

1------<1 Г 
_______ ----1 d 

јер се он добива од двојке удвостручањем. Тврдим да су 
они само такви. Заиста, одмеримо јединицу. Пошто сад по
стоји ма колико непрекидно пропорционалних бројева, са 
једиtfицом на првом месту, и први број после јединице, број 
А, прост је број, онда се највеl=iи од бројева А, В, Г, 1:1, број 
6, мери сваким од БРоiева А, В, Г. И како је сваки од бро
јева А, В, Г пар.ан број, биће L1 само парно-паран број. 
Слично се доказује ,Да је и сваки од в, г само парно-паран 

број. А то је требало доказати. 

i ' 
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33. 

Ако број има непарну половину, он је само парно

непаран. 

Нека број А има непарну половину. Тврдим да је А 

само парно-непаран број. 

Да је он парно-непаран БРОЈ, то је јасно, јер га његова 

половина, као непаран број, мерИ паран број пута. Тврдим 
да су они само такви. 3аиста, ако је А пар-

но-паран број, он с!! мери парним ,бројем А 

паран број лута, па и његова 'половина, не-

паран број, мери се парним бројем. А то је бесмислено. 

3начи А је само парно-непаран број. А то)е требало доказати. 

34. 

Ако број не припада ни бројеВJ.lма који се добивају од 

двојке непрекидним удвостручавањем, ни бројевима који имају 

непарну половину, он је или ларно-паран или парно-непаран. 

Нека број А не припада ни бројевима који се добивају 

од двојке непрекидним .удвостручавањем ни бројевима који 

имају непарну половину. Тврдим д~ је А или парно-паран 
или парно~непаран. 

Да је. А парно-паран број то је јасно," јер његова пощ)

вина није непаран број. Али тврдим да Је он и парно-непаран. 

А 

3аиста, ако број А преполовимо, па ту поло

вину поново' преполовимо и тако поступимо 

даље, ДОћИ l1eMo до неког непарног броја, 

који ће мерити број А према броју јединица у парном броју. 

3аиста, ако не, онда ћемо доl1и до двојке и А· ће бити са

стављен од двојке непрекидним удвостручавањем. А то се 
не претпоставља. Према томе је А парно-непаран број. А 
доказано је да је он .и парно-паран. Према томе, А је парно
пара н и парно':непаран број. А то је требало доказати. 

35. 
Ако ПОСТ9ји ма колико непрекидно пропорционалних 

бројева па се" .од другог и последњег одузме исти број једнак 
првом· броју, о'статак од другог односи се према првом броју 
као остатак од последњег према збиру свих испред његз. 
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Нека постоји ма колико непрекидно пропорционалних 
бројева А, БГ, А, EZ, почев од најмањег А и нека се од 
БГ и EZ одузме Б Н, односно ze, свако једнако А. Тврдим 
да је НГ према А као Ев према збиру од А, БГ, а .. 

Заиста, одмеримо ZK једнако БГ и ZA једнако' А . 
Пошто је ZK једнако БГ, а ze једнако БН, биfiе и остатак 

А .>.. ак једнак остатку НГ. И 

>------'-----f пошто је EZ преN!а· L\ као А-
Б Fl Г премаВГ и као ВГ према А, 

d ....... ---------< а а је једнако ZA, и ВГ 
>-----, броју ZK, и/ А броју ze. 

Е А К е z После раздвајања ЕА ће се 
односити према AZ као ЛК према ZK и као ка према ze. 
Али је један од претходних према једном од наредних као 

збир свих претходних према збирусвих наредних. Дакле, 

ка је према ze, као збир од ЕА, АК. ка према з~и(}у AZ, 
ZK, ez. Али, ка је једнако ГН, ze једнако А, збир' AZ, 
ZK, ez збиру а, БГ, А. -Према томе је ГН ripeMa А као Ее 
према збиру А, ВГ, А. На овај начин, остатак од другог' 
после одузимања првог се односи према првом као остатак 
од последњег после одузим~ња првог према збиру свих 
испред последњег. А то је требало доказ()ти.22 

36. 

Ако се узме ма колико пропорционалних бројева са је
Диницом на првом месту у размери један према два и 10 
дотле док збир свих тих бројева не fЮстаке о.....-{ А ..---. В 
прост број и ако тај збир помножен по- .- ---i Г 
следњим бројем производи нешто, биће I , Д 

дооивени број савршен. 
Узмимо са јединицом на првом месту ма колико ПрО"

порционалиих бројева А, В, Г, .1 са размером јед.ац према 
" два и нека њихов збир, број Е, буде прост· и Е помножено 

са а производи број ZH. Тврдим да је ZH савршен .• број. 
'Заиста, ма колика била МlЮжина бројева А. В. Г, А, 

толико узмимо број(:ва Е, ек. А, м' који су у неt1ptКИ.IЏЮј 
размер и један према дВа. Тада на оскову једна КОУ,ll;8'ЈЬе НОСТ 11 

имамод.а је А према l\ као Е према М. Дакле, ПРОИЗВОД 'ОА 
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Е и А једнак је производу од А и М. А ако је производ 

од Е и А једнак ZH, биJ:iе и производ од А и М једнак ZH . 
Дакле, А помножено са М производи HZ. Према томе М 

мери ZH према броју јединица у А. Али А је двојка, па је, 
значи, ZH удвостручен број М. Међутим, и сваки од М, л, 
ек, Е је двапут већИ од наредног. На тај начин су бројеви 
Е, ек, л, М, ZH непрекидно пропорционални у размери 
један према два. Одузмимо сад од другог ек и одпоследњег 
ZH бројеве eN, односно ZE, сваки једнак првом Е. Тада, 
пошто се разлика другог и првог односи према првом као 

разлика последњег и првог према збиру свих "спред њега, 

А 
------------------~ 

Е 
,~-,-------- ......... н 
z в N f{ 

I---~--IП 

број NK је према Е као 8,Н према збиру М, А, ке, Е. Али 
NK је једнако Е, па, значи, ЕН је једнако збиру М, Л, ек, 

Е. Али и Z8 је једнако В, а Е је једнако ,збиру А, В, Г, А 
и јединице. На тај начин цело ZH је једнако збиру Е, вк, 
А, М са збиром А, В, Г, А и јединицом. И оно се мери тим 

бројевима. Тврдим да се ZH не мери никаквим щiугим бро
јевима сем А, В, Г, д) Е, вк, л, М и јединицом. Заиста, 
нека се ZH мери, ако је· могуће, бројем О и број О није 

исти ни са једним од бројева А, В, Г, А, Е, вк, А, М. И 

нека колико пута О' мери ZH, толико буде јеАиница У П, 

тј. П помножено са О производи ZH. Али и Е помножено 
са. L\ производи ZH. Дакле, и Е је према П као О према А. 
И пошто су, почев од јединице, бројеви А, В, Г, Ll непре

кидно ПРОПОРЦИQнални, А се неће мерити никаквим другим 
бројем сем бројева А, В, Г. Али претпостављено је да О 
није исти број ни са једним од бројева А, В, Г. Значи О 

не мери А. Али је О према L\ као Е према П, значи, и Е не 
мери П. И при томе је Е прост број. А сваки прост број је 
са сваким бројем, којег не мери, узајамно прост. Значи, бро

јеви Е и П су узајамно прости. Али прости бројеви су и 

најмаљи, а најмањи бројеви мере исти број. пута бројеве који 
су са њима у истој размери и то ~ретходни мери претходни 
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и наредни - наредни. И пошто се Е према П односи као О 
према А, онда ће Е мер,:,ти исти број пута О као што и. [1:. 

мери А. Али А се не мери никаквим другим бројем сем Ау 
В, Г. Значи, број П је. исти са једним од бројева А,. В, Г. 

Hel{a то буде број В. И ма колика· била мно~и.Rэ бројева 
В, r, L\ исто толико бројеВё} УЗмимо почев од Е, наиме Е, 
ек, л. и He~a ти бројеви Е, вк, л буду У истој размери 
са бројевима В, Т, 'l!. Тадаће по једнакоудаљености В бити 
према L\ као Е према Л. Међутим, производ одА иЕјеје.цнак 
производу од П и О. Али производ oд~ П и О.јеДНак је про
изводу ·од В и Л. Значи, ПРОmiЈЮД од Би А једнак је 
производу од А и' А .. 3нач~, П је према В као л. 'према О. 
И П је исто што и В, па знач.и и А је исто што је О. А то је 

неМОГУће, јер се претпоставља да О није ИСТО ни .са једним 
од узетих бројева. Значи ZH се не мери .нИједним од 61'0-

. јева А, В, Г, А, ~, вк, А, М- и јеДИН.lще. А д.Ою~заIJО j~дa 
је број ZH једнак з6иру бројеваА,Б, Г; А. Е,8К, А, М 
и јединице. А савршен је онај број који је ie.ruiali, ~у~вих 
својих делова (који .. а мере.): На овај начин Z(iјесаврщеи 
број. АI то је· требало до~а8ати.2' . 

. . 
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1 Аналитичкисе ова теорема овако једноставно доказује. 

Дато је: А =0102' В=Ь1 Ь2 , Г=АВ и 01:ы102:ь2'. 
Треба доказати да је Г=с2• 

Како ив дате пропорције следује 01 Ь2 = О! Ь1 , непосредно 
добивамо: 

Г = АВ =0102 Ь1 Ь2=01Ь2 Х 02 Ь1 =(01 Ь2)2 =с2 , 
где је 

с =(11 Ь2 =02 Ь1 • 

Еуклид У свом доказу утврђује прво, на основу тео 
реме 17. књ. VII, пропорцију А :В=!Ј.:Г, где је д=А2 и Г=АВ. 
Затим, на основу теореме 18. књ. VlJl, тврди да постоји 

средње пропо~ционалан број између бројева А и В, тј. да 

можемо написати пропорцију 

А :Х=Х:В, 

где је Х неки број, чија вредност не игра улогу у доказу. 
После тога, на основу теореме 8 кљ. VIII, поставља нову 

пропорцију 
д: у= У:Г, 

где је У неки нови број, чија вредност исто тако не игра 

улогу у докаву. Најзад, на основу теореме 22. књ. VIII, 
Еуклид је закључио да је Г квадрат,- ако је д квадрат. 

Еуклидов доказ ове теореме, у ком се узимају у обзир 

четири теореме из претходне теорије, нарочито јасно пока

зује колико је огромно упрошliење постигнуто увођењеМ 

алгебарског апарата у савремену аритметику. С друге стране 

тај доказ има и своју позитивну страну која је у приказу 

оне узастопности и строгости расуђивања којима је Еуклiщ 
изводио свој логични систем. 

2 Аналитички доказ теореме. 

Дато је АВ = C.l, а треба доказати да је А =01 аЈ , 

В = Ь 1 Ь., при чему је 01: 02 = Ь1 : Ь2 • 
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Како из датог услова АВ = С2 можемо написати про

порцију 
А С 

с-в' 

можемо у ту пропорцију укључити размеру а1 : Ь ! најмањих 

бројева који са бројевима А и, С имају исту размеру, тј. 

написати 

~~~=~ 
. с Ь 1 В 

И 3 тих пропорција· следује 

А '"'"а1 а2 , 

с=ы1 Џ2=а1 Ь2 , 

(3) В =Ь1 Ь2 • 

Једначине (1) и (3) тврде да су А и В површински бро
јеви, а једначина (2) доказује њихову сличност, јер из те 

једначине следује пропорција 

а1 =~ 
а" Ь" 

s Са гледишта савремеце аритметике теорема се изра

жава обрасцем 
аЗ х а' = (а2)8. 

Еуклидов доказ се cKpat1eHo може извести овако. 
Не!<а је Г ивица куба А и нека је Г· Г=:..I1. Тада је 

Г· !1 = А'; Из те две једнакости следују ове две ,пропорције 

I:Г=Г:I1, 

тј. ова непрекидна 

I:Г=!1:А, 

(*) 
1 Г!1 
-=~=-

Г !1 А 

С друге стране,. из односа AI<=B, датог у теореми, 

проистиче ова пропорција 

(**) 
А 

А В 

Како су сад, према (*),' између 1 If А" уметнута два 

.средње пропорционална броја, могу се, према теореми 8. VIl1, 
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и између бројева А и В, који су према (**) пропорционаnни 
бројевима 1 и А, уметнути такође два средње пропорцио

нална броја. А тада ће, према теореми 23. VШ, ако је А куб, 
и В бити куб. 

4 Аналитички је теорема еквивалентна обрасцу 

аЗ Х Ь' = (аЬ)'. 

Навеш~емо и Еуклидов доказ ПОМОћУ алгебарских опе
рација. Из А2=Д, АВ=Г следује 

А д 

В Г 

Према теореми 19. VIII, између А и В, као сличних 8а

преминских бројева, могу се уметнути д~a средње пропорцио

нална броја. А затим поново вакључујемо, према теореми 

8. VJII, да и између ~pojeBa Д и Г можемо уметнути исто тако 
два средње пропорционална броја. Најзад, на основу теореме 

23. VIII, тврдимо да ће, ако је Д куб, бити и Г куб. 
ъ Савременим алгебарским језиком теореми 'оДговарају 

ови обрасци: ако је аЗ • В = сВ, онда је 

сВ I с )3 
В= аЗ = ~-; 

,Еуклидов доказ- ЛkЧИ на доказе претходних теорема. 

6 Даћемо Еуклидов доказ још на један -начин, наводећи 
узастопно само неопходне једна чине за доказ. 

А . А = В (куб по услову) 

А • В=Г (куб, јер је Г=А . А . А). 

Следују две пропорције 

одакле је 

1 А В 
-=- и -=-
А В А Г' 

~=~(Ky6) 
В Г (куб) 

Између В и Гсе могу уметнути два средње пропорцио
нална броја, па се, значи, и између А и В могу уметнути 

исто тако два сред':Ье пропорционална броја. В је куб, значи 

- и А је куб. 
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7 Овај елементарни став заснива се на примени'цојмова: 
сложеног броја А као про~звода ,два броја, А = аЬ,' и 8апр~
минског броја каО'''Р'О'ИЗвода три броја. Аиалитички став се 
изражава овако 

/ (a(l) с"" аЬс. 

8 Низ непрекидно ПР9порциot~ащfИХ бројева образује 

геометриску прогре:сију. Заиста ако <:;а. Цn-2' аn -1> аn озна
чимо три броја У непрекидној пропорцији , , 

онда из 

добивамо изразе 

аn ' аn - 1 ---, =q 
аn - 1 аn -2 

Dn - 1 ~qan-2' 

(Јп =qan - 1 , 

који показују да су заиста свака три щшреюfДНО пропор

ционална броја у геомеТРИСК9ј f1роrpес~ји. Такву прогресију, 
са јединицом на првом' Mec:ry. можемо. написат", овако 

1 , q', q=, ql, q4, q~:, q8, ... 
или 

аll . а2 , а." Ц., а5 , а6 ;а" ... .. ' 

Приметимо да Еуi<лид нуме~иса~е овог низа врши' и на 
осај начин 

и према томе 1. јединицу сматра за први број и 2. место
сваког броја одређујебројеllи од .јединице. 

Непосредно Qдређивање' вреДIJОСТИ чланова Јорњег нива 

и доњег, нумерисаног; доводи AQ .!Џжаза наведене Еукли

дове теореме. И на 'овом примеру се, огледа МОћ савременог 
.' l 

алгебарског апарата~ Тиме се не CMaњyj~ историска ~pe.l\,,: 

ност Еуклидова доказа извед~.юг на основу особина про
порција. ~ 

9 OB~ T~O(~e~,~ao и цР~џо.il.нС\, t!зражаВ(i елемеl1тарне 
особине .геометрисКеПр'qгресиј~ Са. једин~цо,!, K~9 ~оч~тцч 
чл(!.ном и кол~чн~~м би 110 кааДР<tl'Щtм, било кубним броје"". 

\ ~ - . ., 
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10 ПОМОЋУ геометриске прогресије теорема се изражава 

овако. 

Ако количник q геометриске прогресије 

а1 =1, a2=q, as=q2, а4 =qЗ, a5 =q4, a6 =q5, a,=q8, ... 

није квадрат, чланови те прогресије неЋе бити квадрати сем 

броја на треЋем месту и сваког другог иза њега. А ако тај 

количник није куб, чланови те прогресије неЋе бити кубови 
сем броја на четвртом месту и сваког треЋег иза њеrа. 

Еуклидов доказ је индиректан. Еуклид претпоставља 

да је а. = Г квадрат и изводи да је тада и а2 = А квадрат, 
а то је супротно претпоставци. Слично се доказује и онај 

део уеореме кад А није куб. 

11 Аналитички, ПОМ9ЋУ геометриске прогреси је, теорема 
се доказује овако. Ако у прогресији 

ao~ 1, а 1 =q, a'J.~q2, ... , am=qm, ... 

имамо два броја, један мањи од другог, 

ат + n = qm+n, 
онда из 

следује 

тј. број Е = ат +п се мери бројем В = ат према броју јединица 
у 4 = ап , једном броју од бројева Г и ~. 

Према томе Еуклид проучаВfI теорему само за случај 

кад је т < n. Међутим могу се испитати три случаја: 
1. Еуклидов случај: т < n. Пример: т = 2, п = 3, 

q5 = q2 Х qS. 

у овом случају број ап се налази између бројева аl И а5 • 

2. Случај m=n. Пример: m=2, п =2, 

q4=q2 х q2. 

У ОIЩМ случају број ат = ап и сваки од њих је средња 
пропорционала између јединице и а •. 

3. Случај т > n. Пример: т"'" 3, п = 2, 

q5= qS Х q2. 
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Број a~ = q~ је мањи од броја йm+п= q~ који се мери; 
број а . ., = аа према чијем броју јединица маЊи број ат = (1. =, qS 
мери веliи број aт~n1~dl~l'y овом случају'се нал~зи. између 
мањег и Belier БРОЈа, Beli се налази изваfl' тих БРОјева са 
cTpaffe, јединице, а.ри и тај број је један од свих даtю( пропор-
ционалних бројева; . 1 

Текст Еукли:.n,~ве 'теореме је таЧаН, јер речи .. xa:'t~ 'tLVa: 

tli>VО1\:l%рх6Vtшv ЕУ 'tor~ aya~oyoy арL~I-L0[~" ништа не говоре о томе 

које место заузима потребан број у низу свих датих пропор

ционалних бројева. 

Али Еуклидова СПfuијэ",изација теореме, после текста 
саме теореме, не од.гОвара општем случају, јер Еуклид за 

мањи број узима први број иза јединице и тада' се заиста 
,број према којем мањи број мери веfiи налази' измеђУ мањег 

и веl=iег броја. Међутим, када би за маљи број уаео,рецимо, 
број ll, онда би, обратно, број према којем се_~ри број В, . 
ближи јединици. Најзад, када би узео број ГЗ,амањи 6 ро 
добио 'би за број према којем се мери исто тако- број, [ 

Навешl=iемо кратко Еукидово извођ~ње доказа ове 
. . 

теореме. 

Из пропорционалности бројева Еук.1ЈИД уџрђује пропорцију , 

А:8 = ~:E, 
1. .6~ одакле, за А ~ 1, следује 

..i ,в r J~E 

~ 3'~'~' 
А В Г d Е. 

Е""В· А, 

а та једнакост и ЦОК8вује да се 

веliи број Е мери мањ'им В Пр'ема 
броју јединица у броју А. 

Најзад ва тумачење 00-
~ ~ . . . "-

cneд~цe наведимо ову схемат-

ску графИ4КУ претставу; која 
одговара' 'стварној претстави 

веза између логарит~ма, наве-' 
дених бројева. На СЛlщи имамо три случаја: 1. EY~Д~B случај, 
т < п. 2. слуЧајсредње. пропојщионаnе, т =п . . 3 .• Случај 
m>п . 
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11 Скраћено Еуклидов и"директан доказ можемо извести 

на овај начин. 

Имамо низ ~ропорционалних бројева 

ао = 1, 01 = q, 02 = qOJ' ••• , ОП = qОП-l 
и 

оп = т . р. 

где је р прост број. Треба доказати да број р мери и број 01· 

Претпоставимо да р не мери 01, тада су бројеви р и О. = q 

узајамно прости, јер је р прост број. 

Како је 
ОП = т . р 

и 

имамо ПРОЩ>рцију 

q:p=m:o n - 1• 

Како су q и р узајамно прости то је размера q: р састав
љена од најмањих бројева, те значи да број р мери број ОП-Ј. 

Понављајуfiи исти поступак долазимо до закључка да р 

мери On~2 итд. и, на крају да р мери број ОЈ. Дошли смо до 
закључка супротног претпоставци, а то је немогуllе. Значи 

р мери и број 01. 

19 За прогресиј\ 

ао = 1, 01 ~ q, 02= q2, .•. , ОП = qO"-Ј = qn 

ова теорема тврди да се последњи број оп = q'l, ако је број 
q прост, мери само бројевима од q до qn-l, Аналитички је 

то очевидно, јер је 

чп ~ qn- k . qk 

где је k природни број мањи од п. Ако је q прост број ни

, какво друго разлагање броја qn није могуllе. 
Еуклидов индиректан доказ ове теорије је врло дуг, 

но не садржи у себи ништа принципски ново. 

14 У овој теореми се, другим речима, доказује да сваки 

број може да се растави на просте чиниоце само на један 

начин. При томе се Еуклид зауставља само на случају кад 

сваки прост чинилац улази само иа првом степену. 
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Еукnидов доказ је конструисан овако. Нека је А нај

мањи број дељи.в рростим бројевима Рl' Р2' Ра. Претпоставимо 
да је тај исти броЈ дељtiви простим бројем р различитим 
од Рl, Р2' Рв. Тада је 

А ~ Р ·т,-

при чему је т < А. Али како РНИј~деЈЬИВО са Рl1 p~, Рз, 
мора бйти дељив ЈИМ бр()Ј~вимабројriz, м~њи од броја А, 
а то је супротно претпоставци,јtфје А НајМаЊи. " 

Не би било тешко' Еукли,iфВ доказпр.о'llllfpити и на 
случај Belier. броја чинилаца од три и на случај када прости 

. I ' 
чиниоци уnазе на степеНliма веliим.о!Ј. првог. 

16 Поновимо схематски 'Доказ ове теореме. 

Пошто су три непр~кидно пропорционална броја А, В, r 
I нај~ањи од оних који су у ИСТQј ра~мери сањима, они се 

по теореми 2. књ. VIII могу изразити (}~aKO 

А =р2, В """РЉ' Г= g2, 

где су р и q два узајамно ПР9ста броја. 
ПQсле тога вршимо узастопно .ове закључке: 

р + q узајамно прост са р и 4 

p+q и р ", " 
,,! q 

(p+q) Р 
" " " JfJ 

(р + q) р » ., » q2 

p2+ pq ., 
" 

qZ 

А+В ;, . .. i 
Исто тако В+Г 

" " н А 

3а треliи случај: 

p+q ;. " Р и q 
(p+q)2 

" "' pq 

p2+ q2+2pq ., 
" .. pq 

pZ+q2 
" 

,.. pq 

А+Г » " !' ~. 

Ci(peJ1eMo пажњу. да се од тврђења да је 
р' + q2 + 2pq узајамно просто са pq 

(28. VII) 

(24. VII) 

(25. VH) 

(24, 25. VII) 



прво прелази на тврђење да је 

р2+ q2+ pq узајамно просто са pq, 

па затим, коначно, на тврђење да је 

. р2 + q2 узајамно просто са pq. 
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Еуклидсе строго придржава садржаја 28. теореме књ. 
VII и то другог љена дела: " и ако су збир (у нашем слу
чају р2 + q2 + 2pq) и један од бројева (p.q) узајамно прости, 

онда су и првобитни бројеви (р2 + q2 + pq И pq) узајамно 
прости." ' 

а Доказ ове теореме, се заснива· на теореми 21. VII 
(међусобно прости су најмањи) и на теореми 20. VII (најмањи 
бројеви који су у истој размери мере остале исти број 

пута итд.). 

17 У овој теореми Еуклид посматра геометриску прогре
сију без јединице у почетку 

аl' а2 = qa1, ав = qa2, "., ап, 

Треба доказати да је немогућа пропорција 

ако су аЈ и ап узајамно прости. Број х треба одредити као 
цео број. Ако тај број заиста постоји, онда имамо 

и значи, према 20, 21 књ. VJ/, 

а2 = та1 • 

А из услова непрекидне пропорционалности добивамо 

да је· тада и 
ап = Рај. 

Према томе два qpoja а Ј и а п нису узајамно прости, а 

то је супротно претпоставци. 

18 Објаснимо ову. теорему на примерима. 

1.2: Ј ~ 3: х 

х не постоји, јер су 2 и 3 међусобно ррости бројеви. 

2. 8:6 = 6:х 
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х не постоји, јер, без обзира на то што 8 и 6 нису узајамно 
прости бројеви; 'БS = 36 није дељиво са 8. 

3. 4:6=6:х 

х = 36: 4 = 9. , 
Није тешко овуанализу СПРОJSести и у општем случају. 

Ј 

19 .у савременоl аритметици одре1)ивање четвртог про-

порциналног броја х за три Да.та броја а, Ь, с из ПРОПОРЦl:fје 
I 

а:Ь=с:х 

изводи се на основу обрасца 

-Ьс 
х =-.-' 

а 

и према т.оме ~ може битJt цео број само под неопходним.И 

довољним условима де је ПРОИ3ВQД Ьс .деtьив са а. 

Еуклид рашчлањује проучавање.ЈОГ услова, не наводеJiи 
га у општ.ем случају, и издваја,прво услов кад су три броја 
а, Ь, с непрекидно пропорционалн~ или нису и, друl'О, кад. 

су ,с и а узајамно прости или нису. Ако испуњавање или 

неиспуњавање сваког од тих услова означ.имо са + или 
можемо саставити ову таблицу Еуклидових резултата. 

I 
r 

I Непрекидно I 'Узајамно I ЕУКЛ~Д?В резултат·1 пропорuионални прости Тачан резултат 

I а:Ь=Ь:с а и с 

. ' Зависи од Ьс *) 
1 [[ - + Не постоји . Може постојатИ" 

\ 
постоЈн **) I 

,2 111 + - /. "- Зависи од Ьс 
постојн ве постоЈи 

З IV - + СЛИЧll9 као У Зависи од Ьс 
претходи'ом, случају 

-

4 I + - Не постоји H~ постоји 

Арапске цифре означавају ред 'којим је Еуклид прво 
п{)бројио те случајеве, 'а римске' ре;lС којим је био изведен 
доказ. 

.1 
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Већ ова разноликост распореда показује да текст ове 

теореме не одговара изванредној Еуклидовој;си<::тематичности. 
Лримедбе. 

*) у анализи 1. односно Н. случаја Еуклид је допустио 
грешку. Локазаћемо то на прњV\еру. Три ~poja а = 4, Ь = 20, 
с = 25 одговарају условима тог случаја, али 1. пропорција 

4: 20= 20: 25 

није тачна и 2. бројеви 4 и 25 су узајамно прости. Према томе, 
по Еуклиду, не би требало да постоји четврти проrroрцио
нални број за 4, 20, 25. Међутим, тај број је 125, јер је 

4 : 20 = 25: 125. 

у другом примеру (4, 15, 25) и један и други услов та
кође су задовољени, јер 4: 15 = 15: 25 и 4 и 25 опет су уза
јамно прости, али четвртог пропорционалног целог броја 

нема као решења пропорције 

4: 15=25: х. 

у првом примеру, Ь· с = 20 . 25 је дељиво са а"" 4, а у 

другом Ь . с=15 ·25 није дељиво са а=4. 
Ова Еуклидова грешка је била .предмет проучавања и 

исправљања ,рд стране више коментатора: -у ЕУКJIИДОВУ из
вођењу тог погрешног ~резултата учињена је једна претпо

ставка, ~oja у ствари није на месту. 

**) Лриметимо у вези са таблицо", и ово. У форму
лисању тог резултата Еуклид прво наводи да је одређивање 

четвртог пропорционалног броја у том случају могуће. И тек по= 

сле, у току самог нзвођења, спецификује услов за МОГУћНОСТ и 
;немогућност. И ово место у излагању наводи на мисао да, 

можда, неко од преписивача није добро разумео Еуклидов 
текст и почео је излагати прави садржај овог става "својим 

речима". у прилог томе говори и ТО што у другим руко'

писима има важних уметака баш у тексту овог става. 

20 Садржај ове теореме је еквивалентан са тврђењем 

да је број простих БРо.iева бескрајно велики. Има више до

каза овог става у вези са caCTa~љaњeM формуле З3 просте 

бројеве. За свој доказ Еуклид користи израз 

1 + 2 ~ 3 • 5 . 7 .. " Рn' 
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r.Qe је Рn n'ти прост број, и закључује да, ако је тај број 
прост,. имамо тим бројем повећани број простих бројева, а 

ако је он сложен бр01: он се дели нtЖИМ простим бројем, 
који је различит од претходних. Тиме се теорема доiЧ1зује. 

При томе Еуклиir. ,не улаз~ у решавање питања да .ли 
су могуfiи и један \1' друГои случај. '3а доказ да су Moryl1a 
оба случаја навеШћемо два броја: 

1+2:3.5.7.11=2311, 
1 + 2 . 3 • 5 . 7· 11 . 13 = 30031. 

Први број је. nРОСТ,други сложен, јер је 

30031 = 59 ~509;: 

%1 Почев од ове ria до теореме 34. имамо врло је:П.tfО
ставне теореме с особинама парних, непарних, парно"парних, 
неп~рно,паРиих, '(парн(н~епарних) и непарно-н'епарних брОЈ~8~. 

22. Ако чланове геометриске прогр~сије озtiачимо ,овако 

ова теорема гласи· 

(а2 - а 1 ) : а1 ~ (аН1 - а1) : (a~ + а2 + ... + оп). 
Интересант~н ЕУI<ЛИДОВ доказ п'олази од tlроiIорције 

а2 аа ОП + 1 
-:-~--'-:-=; ... =-,-" 
аl а. 'ап 

одакле се ИЗf.оде пропорције 

llg - а! а, - 02 • 
---==--.-- = 

(11 02 

" 
=а/1+1- ап 

ап 

После' примене познате особине о односу. збира. прет
ходних према збиру наредних ЮIО сваког преnодног OP~Ma 
одговарајућем наредном добивамо ПРQ[I~рцију 

__ Il_п -,--+"",! _~_a~1 ~ = а2 - а1 
а1+ а2 + ... + а;. а1 

која се тражи: , 
Приметимо д~ се из Г9pњ~ обраtц3 лако добива по

знати образац За збир чланова геОМ'еtриске прбrресије~ за
иста, ако означимо 

'. Sn = а, + а2 + ... +ап , 



имамо 

или 

Sn= а1 (аn + 1 -а1 ) 
а2 - а1 "" 

uq- а 
Sn=---, 

q-l 
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где су: а - први члан, и - последљи и q коnичник про

гресије, 

23 Према ЕУКЛИДОRој теореми број изражен обрасцем 

п =р ·2и-l , 

где је р .прост број који претставља збир 

р= 1 +~+22+ ... +2и-- I , 

је савршен број. Број у треба да буде такав да наведени 

збир буде прост број. 

Анаnитички се може лако доказати да је наведени број 

п заиста савршен број. Заиста, пошто је р прост број, број 

п има само ове делиоце: 

... , 

р, 2р, 22р, ... , 2и-2р, 

ако не рачунамо сам број који, по Еукnиду, није део тог 
броја. 

Локажимо да је збир (Ј свих тих делилаца једнак самом 

броју. Заиста, 

б= 1 +2+22+ ... +2и-1+р(1 +2+22+ ... +2и-2) = 

=р+р (2V- 1 -l), 

јер збир геометриске прогресије 

1 + 2 + 22 + ... + 2v - 2 

износи 2и - 1 - 1. Тако имамо да је 

cr = р ·2и - 1 = п. 

Доказали смо да је Еуклидов број савршен број, а да 

ли је сваки са~ршен број Еуклид0l3 број - то питање остаје 
отворено. Доказано је само да се сваки uаран савршен број 

образује према Еуклидовом обрасцу. Што се тиче непарних 
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бројева, још није пронађен ниједан непаран савршен број. 

Међутим, није ~.и:l!РК!МI8НО,' бар колико је нама познато, да 
је такав број неМОlJIlYt~?,докаllано је само да ако такав број 
по.стоји, он је облика' 

где а означава прост број Об,лика (4q + 1), а р непаран број, 
већи од јединице, који није. дељив са а. 

Пошто је 
1 + 2 + 22 + ... ;- 2" -1 = 2" - 1 , 

Еуклидов образац за савршен број се може написати и овако 

п = 2v - 1 (2v - 1) . 

Колико је нама ПQзнато, данас су познати ови савршени' 

бројеви: 
1. 2 (22 - 1)=6, 
2. 22 (25 -1) = 28, 
3. 24 (2' - 1 )=496, 
4. 26 (21 --;- 1) = 8128, 
5. 2а (218 - 1) =- 33550339, 
6. 216 (211 :- 1) = 8589869056, 
7. 218 (219 -1)= 131438691328, 
8. 210 (281 -1)=230584Щ)08139952128, 
9. 280 (261 - 1) 

10. 288 (289 - 1) 
11. 2106(2101 - 1) 
12. 2128(2127 - 1) са 77 цифара. 

Код свих ових бројева број ује прост број.' Али за 

сваки прост број v Еуi<лидов образац, не доводи до савр

шеног броја. Тако за v = 11 број 

210 (211_ 1) "" 2096128 

није савршен број, јер збир 

1 +2+21+. " +210 = 211-1 = 2047 =23·89 

није прост број. 
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ПРЕДГОВОР 

Ова десета књига Еуклидових елемената је последња од 

четири аритметичке књиге. Остале књиге су посвећене стерео

метрији. У десетој књизи је изложена Еуклидова теорија ираци

оналних величина, углавном оних што зависе од корена квадрат

не односно биквадратне једначине. Насупрот свим осталим књи

гама Еуклидових елемената, које су и до данас сачувале своју 

улогу у науци, па чак и у настави, садржај десете књиге има 

сад само историски значај. Разлога за то има више. Пре свега 

Еуклид је у основу своје теорије ставио појам ирационално

сти, различит од савременог, који се показао као незгодан и 

сада је одбачен. Код Еуклида је, например, израз '12 рацио
налан, несамерљив по дужини са јеДИtlИЦОМ, али -самерљив са 

њом у степену, квадратно. Без обзира што је то више фор

мална ствар, ипак је она. јако утицала на неприхватљивост 

Еуклидове тt'орије. Затим, Еуклидово геометриско излагање, 

исувише компликовано, морало је уступити место а.llгебарском 

излагању, које је и једноставније и куд и камоопштије. Нај

зад, садржај десете књиге није био толико у вези са праксом 

као што је то случај садржаја претходних књига. Десета 

књига је сачувана углавном због тога што је била у истом 

комплексу са другим књигама бесмртне вредности. Овакав 

положај садржаја десете књиге ипак јој не умањује значај 

изванредног ИСТОРИСkОГ споменика врло високе старогрчке 

математичке културе. 

Како Еуклидово геометриско излагање постаје много 

јасније у вези са алгебарским тумачењем одговарајуhих ста

вова, дајемо и у нашем коментару, како то ради веhина 

коментатора, алгебарске изразе многих ставова и доказа. 
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Без'обзира на своју застарелост, Еуклидова теорија раци
оналних и ирационалних израза садржи још многа отворена 

питања, како са гледишта историског развитка те теорије пре 

и после Еуклида, тако и са гледишта про.учавања оних основа 

на које је Еуклид стао при извођењу своје класификације 

ирационалних израза. 

При изради и ,ове књиге су ми помогли В. В. Мишковић 

и Т. П. Анђелиh, на чему им овде изјављујем захвалност. 

А. Б. 



ТЕКСТ 





Дефиниције! 

1. Каже се да су величине с а м е р љ и в е, ако имају 

заједничку меру и да су н е с а м е р љ и в е, ако се не може одре

дити никаква њихова заједничка мера.2 

2. Идасудужи самерљиве у степену (квадратно), 
ако се на њима конструисани квадрати мере истом површином, а 

н е с а м е р љ и в е кад се не може за квадрате на њима конструи

сане одредити никаква површина, као њихова заједничка мера.· 

3. Под таквим претпоставкама се доказује да за неку 

дату дуж постоји бескрајно много како самерљивих тако и 

несамерљивих дужи било само по дужини било и У степену . 
. И тада Ьемо звати дату дуж ра ци онал н ом, а дужи самерљиве 
са њом како и по ДУЖИНИ И У степену, тако и само у сте

пену рационалним а несамерљиве са њo~ - ирационаЈlним.4 

4. И зваhемо квадрат на датој дужи р а Ц и о н а л н и м и са 
њим самерљиве површине р а Ц и О н а л н и м а несамерљиве -

. и ра ци о на л н и м и дужи на којима су ови квадрати - и р аци о

н а л н и м, при чему, ако су то заиста квадрати, дужи су стране 

квадрата, а ако су то друге неке праволиниске слике, онда 

су то стране њима једнаких квадрата. 6 

1. 

Нека су дате две неједнаке величине. Ако од веЬе оду

змемо величину веву од половине, а од остатка - веву од 

његове половине и тако поступамо непрекидно, остаЬе нека 

величина која је мања од дате мање величине. 

Нека су дате две неједнаке величине АВ и Г, од којих 

је АВ већа. Тврдим да ве, ако од АВ одузмемо величину 

веву од половине и од остатка - веЬу од његове половине 

и тако поступамо непрекидно, остати нека величина мања од Г. 
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Заиста, величина Г поновљена више пута даје једном 

величину већУ од АВ. Извршимо то понављање, и нека је 

АЕ мултиплум од Г веhи од АВ. Поделимо дЕ на делове t:.Z, 
ZH, НЕ једнаке величине Г и одузмимо од АВ величину Ае 

г 

веЬу од половине АВ, а од Ае вели
чину ек већу од половине Ае и тако' 

поступимо непрекидно" док број поде

d~~ __ Ff __ "E лака на АВ не буде' једнак броју по-
делака на t:.E. . 

Нека је сад број поделака АК,ке, ев једнак броју 

поделака ДZ, ZH, НЕ. Пошто је !:.Е вене 011. АВ, и од !:.Е се 
одузима величина ЕН мања од полоgине !:.Е, а од АВ вели

чина ве веЬа од половине А}3, бине остаТI1К НА већи од 

остатка еА. и пошто је НА веће од еА и од Н!:. се одузима 
ПОJlовина HZ,' а од еА величинаЈ~К вена од половиие, биhе 
и остатак !:.Z веhи од остатка Ак. Али 4Z је j~HaKO Г. Значи 
и Г је веЬе од АК. Па према томе је АК мење од Г. 

На тај начин остаје од лв. величина АК мања од дате, 
мање величине Г. А то је требало доказати. - Слично се 

доказује, кад се одузимају половине.' 

2. 

две дате неједнаке велк.чине су несамерљиве, ако при 
непрекидном одузимању мање величине од вене' ниједан 
остатак не мери претходни' 'остатак. 

Нека су АВ и r Д две не
једнаке величине и АВ мања, 

Е 

и нека при непрекидном oдy~ r , __ ~ ____ ... ____ -<, Ј 

зимању мање величине од веЬе 

ниједан остатак не мери претходни остатак, тврдим ,1Ј,а су 

величине АВ и Г А несамерљиве. 

Закста, ако су оне самерљиве, мери их иста величина. 

Нека их мери, ако је то могуЬе, и нека то буде веЩlчина Е. 
И нека АВ после одмеравања Z!:. даје остатак rz мањи од 
АВ, и rz после одмеравања ВН мје остатак АН маљи од 

rz, и тако поступамо непрекидно ,.Док не остане величина 

мања од Е. Нека је .то 'ИЗВРIЏено и нека је преостала вели-
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чин а АН мања од Е. Сад, пошто Е мери АВ, а АВ мери дZ, 

значи Е мери дz. Но Е мери и целу дуж Г д, значи Е мери 

и остатак fZ. А како rz мери НВ, Е мери и НВ, а мери и 

целу дуж АВ, па према томе Е мери и остатак АН, - већа 

величина мери мању, а то је HeMoryhe. Значи никаква вели

чина не мери АВ и Г д. Дакле величине АВ и Г д су несамер

љиве. 

На овај начин, две дате неједнаке величине, итд.' 

3. 

Наhи за две дате самерљиве величине њихову HajBehy 
заједничку меру. 

Нека су дате две самерљиве величине АВ и Г д, од којих 

је АВ мања. Треба наhи за АВ и гд највећу заједничку меру. 

Величина АВ може или да мери Г Д или не. Ако она мери, 

а мери и сама себе, биhе АВ заједничка мера за АВ и ГД. 
Јасно је да је она и 

највеЬа, јер не по-

стоји величина Beha Е 
г· I I 

од АВ која мери АВ. 

н z 

Нека сад АВ не мери Г д. Тада he при непрекидном 

одузимању мање од Behe неки остатак мерити једном прет

ходни остатак, јер АВ и Г д нису несамерљиве. И нека АВ 

после одмеравања Ед остави мању од себе величину ЕГ, и 

ЕГ после одмеравања ZB остави мању од себе величину AZ, 
а AZ нека мери ГЕ. 

Пошто сад AZ мери ГЕ, а ГЕ мери ZB, мериhе AZ и 

ZB. А оно мери дЕ, значи AZ мери и дЕ. А мери и ГЕ, те 
значи мери и цело Г д. Према томе је AZ заједничка мера за 
АВ и Г д. Тврдим да је она и нзјвеhа. Ако није, постоји мера 

Beha од AZ која мери АВ и ГД. Нека то буде Н. Пошто 

сад Н мери АВ, а АВ мери Ед, мериhе Н и Ед. А оно мери 

и цело Г д, па према томе Н мери и остатак ГЕ. Али ГЕ 

мери ZB, па значи Н мери и ZB. А оно мери и цело АВ, 

значи мери и остатак AZ; Behe мери мање, а то је немогуЬе. 
Према томе не мери величина Beha од AZ величине АВ и Г д. 
На овај начин је AZ највећа заједничка мера за АВ и ГД. 
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Према томе је за две дате самерљиве величине АВ и ГА 

нађена највећа заједничка мере. А то је требало доказати. 

Последица 

Из овог је јасно да, ако нека величина мери две величине, 

она мери и љихову највећу заједничку меру.8 

4. 

Наnи за три дате самерЉtfве величине њихову највеЬу 
заједничку меру. 

Нека су дате три самерљиве величине А, В, Г. Треба 

наnи за А, В, Г највећу заједничку меру. 

Одредимо највећу заједничку меру за две величине А 

и В. Нека то буде А. Тада Ll 'или мери Г или не мери. Нека 
прво мери. Пошто сад А мери Г, а оно мери и А и В, значи 

В----

Г·---

L1 Е ,_. z .-. 

А мери А, В, Г. Према томе је А заједничка 

мера А, В, Г. и јасно је да је највећа, јер 

не постоји величина већа од А Koj~ мери 

А и В. 

Нека сад Ll не мери Г. Тврдим, прво, 
да су Г и д самерљиве. Заиста, пошто су 

А, В, Г самерљиве, мери их :.нека величина, која, разуме се, 
мери А и В, па према томе она мери и ~aj8eћy заједничку 

меру А величина А и В. А она мери и Г. Према томе наве

дена величина мери Г и А, а то значи да су Г и А 9мер

љиве. Одредимо сад њихову највећу заједничку меру, нека. 

то буде Е. Пошто сад Е мери А, аА мери А и В, мериhе 

Е и А и В. Али Е мери и Г, па према томе Е мери А, B~ Г. 
На овај начин Е је заједничка мера за А, В, Г. Тврдим да 

је она и највећа. Заиста, ако је могуЬе, нека постоји вели
чина Z, веЬа од Е, која мери А, В, Г. Пошто Z мери А, В, Г, 
оно мери како А, В тако и највеЬу заједничку меру за А и В. 

Али највећа заједничка мера А' и В је t1, па према томе Z 
мери А. А оно мери и Г. Према томе Z мери Г и А, те 

значи Z мери и највећу заједничку меру Г и А. А та мера је Е, 
значи Z мери Е, веn'а величина мери мању, а то је немогуће. 

ј' 
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Према томе не постоји величина веЬа од Е која мери А, В, Г. 

На овај начин Е је највеЬа заједничка мера за А, В, Г, ако 
А не мери Г, а ако мери, онда само д. 

И тако је нађена највеЬа заједничка мера за три дате 

самерљиве величине. r А то је требало доказати]. 

Последица 

Из овог је јасно да, ако нека величина мери три вели

чине, она мери и њихову највећУ заједничку меру. 

На сличан начин се одређује највећа заједничка мера и 

за веhи број величина, а и последица се проширује.8 

5. 

Самерљиве величине су у размери једна према другој 

као број према броју. 
Нека су А и В самерљиве величине. Тврдим, да је А 

према В у размери као број према броју. 

Заиста, пошто су А и В самер-

љwве, њих мери нека величина. Нека ,_,~,_, ~l!_, 
их мери и нека то буде величина Г. 

и колико пута се r садржи у А, исто 
толико јединица нека буде у броју ..1, 

'--,д 

~'E 

r 

и колико пута се r садржи у В, исто толико јединица нека 

буде у броју Е, 

Пошто сад r мери А према броју јединица У' ..1, а једи

ница мери ..1 према броју јединица у њему самом, то једини
ница мери број А исти број пута колико и r мери величину 
А. Дакле r стоји према А као јединица према д. Или, у 

обрнутој размери, А је према r као Д према јединици. Даље, 

пошто r мери В према броју јединица у Е, а јединица мери 

Е према броју јединица у њему самом, то јединица мери број 

Е исти број пута колико и r мери вели'lИНУ В. Дакле r се 

односи према В као јединица према Е. А доказали смо да је 

и А према r као А према јединици. Према томе се, због 

једнакоудаљености, А односи према В као број ,1 према 
броју Е. 
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На овај начин су самерљиве величине А и В У истој 
размери једна према другој као број А према броју Е. ,А то 

је требало Доказати. 1О 

б. 

Ако су две величине у размери једна према другој као 

број према броју, оне су самерљиве. 

А В Г . Нека су две велицине А и В у 
-~,-,-, .-,-,- ~ l размери јеАна пр. ема другој као број 
~-' д ~~ н t:.. пре~а броју Е. Тврди .. , да су А 
~-'E " / 

И В самерљиве величине. . 
Заиста, поделимо А на онолико једнаких делова колико 

је јединица у t:.. и нека је један од тих делова Г. Па затим 
колико је јединица у Е, из толико деЈЈова, једнаких Г, са

'ставимо величину Z. 
На тај начин, колико је јединица у А, толико пута вели

чина А садржи једнаких величина Г, тј. колики део јединица 

чини од t:.., толики и Г чини од А. Према томе је r према А 
као јединица према !Ј.. Али ј~диница мери број !Ј., па значи и 

r мери А. И пошто је Г ,према А као јединица према броју 
t:.., онда, у обрнутој размери, А је 'пре)fа r као број !Ј. према 
једиющи. Затим, пошто ОНО/IИI<О КОЛliко је јединица у Е; то
лико је у Z једнаких величина Г, бнhе Т према Z као једи
ница према броју Е. А доказали смо. да је А према r 
као t:.. према јединици. На тај начин, због једнакоудаљености, 

. А је према Z као t:.. према Е. Али А је преlt1а Е као Ао према 
В. Али А је према В као и према Z. Значи А је- према CBaKO~ 
од В и Z у истој размери, па према томе је В једнако Z. Али 
Г мери Z, значи оно мери и В, а мери оно, и А. Према томе 
Г мери А ~ В. На овај' начин jEf А саме1?ЉИВО са В ... 

И тако, ако су две .величинеу размери једна према 
другој итд. 

Последица 

Из овог је јасно да, ако ",остоје два броја, рецимо, fj 

и Е и дуж, напр .. А, онда се мо>{<е начинити тако да буде 

број t:.. према број Е као дуж према дужи. А ако узмемо 
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средњу, пропорционалу, напр. В, од А и Z, онда је А према 
Z као квадрат на А према квадрату на В, тј. hpBa сгоји према 
треlюј као слика на првој према сличној и слично конструи

саној слици на другој. Али А је према Z као број А према 
броју Е. На овај начин смо добили да је број А према броју 

Е као квадрат на А према квадрату на В. А то је требало 

доказати. t 1 

7. 

Несамерљиве величине се не налази у размери једна 

према другој као број према броју. А 

Нека су А и В несамерљиве величине. Тврдим в 
да А према В не стојн у размери броја према броју. 

Заиста, ако је А према В у размери броја према броју, 

тада је А самерљиво са В. Но то .није тако. Према томе 

А не стоји према В у размери броја према броју. 

На овај начин, несамерљиве величине се не налазе итд. 

8. 

Ако се две величине не налазе у размери једна према 
другој као број према броју, те величине су несамерљиве. 

Нека се две величине А и В не налазе у размери једна 

према другој као број према броју_ Тврдим да су величине 

А и В несамерљиве. . 
А Заиџа, ако су оне самерљиве, биhе размера 
~ А према В као број према броју. Но то није тако. 

Према томе су величине А у В несамерљиве. 

На овај начин, ако се две величине не налазе у раз-

мери итд. 

9. 

Квадрати на самерљивим дуж има с(" налазе у ;>аэмери 

квадратног броја према квадратном броју. И квадрати који 

се налазе у размери квадратног броја према квадратном броју 

имају за стране самеР.1Ьиве дужи. - А квадрати на несамер

љивим дуж има се не налазе у размери један према другом 

као квадратни број према квадратном броју. И квадрати који 

се не налазе у размери један према другом као квадратни 

број према квадратном броју немају за стране самерљиве дужи. 
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Нека су А и В самерљиве дужи. Тврдим, да је размера 
квадрата на А према квадрату на В као квадратног броја 

према квадратном броју. 

Заиста, пошто је А самерљиво са В као једна дуж са 
другом, А се налази у размери према В као број према броју. 

Нека се налазе и то као Г према ~. Пошто је А према В као r пре
ма 6, онда је квадрат на А према квадрату на В у двапут вишој 
размери А према В, јер се сличне СЩlке налазе у двапут 
вишој размери хомологних страна. А двапу,т виша размера 

А 

г 

в 
броја r према броју 6. је размера ква-. 

драта на r према квадрату на l1. Јер за два 
квадрата постоји један средње пропорци-

оналан број, а квадратни број је према 

квадратном броју у двапут вишој размери 

стране према страни. На тај начин је квадрат на А према 

квадрат у на В као квадрат на r (број) према квадрату на 

l1 (број). 

Нека се сад квадрат на А односи према квадрату на В 

као квадрат на r према квадрату на 6.. Тврдим да је дуж А 
самерљива са дужи В. 

Заиста, пошто је квадрат на А према квадрату на В као 

квадрат на r према квадрат у на 6., али квадрат на А је према 
квадрату на В у двапу', вишој размери од размере А према 

В, а квадрат (број) на (броју) r према квадрату (броју) на 

(броју) l1. Према томе је и А према В као (број) Г према 

(броју) 6.. Значи, дуж А је у размери према В као број r 
према броју 6.. На овај начин дуж А је самерљива са дужи В. 

Нека, даље, дуж А није самерљива са дужи в: Тврдим, 
да се квадрат на А не налази у размери према квадратуна 

В као квадратни број према квадратном броју. 

Заиста, ако се квадрат на А према квадрату на В налази 

у размери квадратног броја према квадратном броју, биhе 

дуж А самерљива са дужи В. А то није тако. Према томе 

се квадрат на А према квадрату иа В не -налази у размери 

квадратног броја према квадратном броју. 

Најзад, нека с.е квадрат на А према квадрату на В не 

налази у размери квадратног броја према квадратном броју. 
Тврдим, да је дуж А несамерљива са дужи В. 
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. 
Заиста, ако је А саме рљиво са В, биhе размера квадрата 

на А према квадрату на В као квадратни број пре~а квадрат

ном броју. А то није тако. Према томе неЬе бити дуж А 

самерљива са дужи В. 

На овај начин, квадрати на самерљивим дужима, итд. 

Последица 

Из доказаног је јасно да су величине самерљиве по ду

жини увек самерљиве и у степену, а да величине самерљиве 

само у степену нису увек самерљиве и по дуж ини, [пошто 

се квадрати конструисани на самерљивим (по дужини) дужима 

налазе у размери квадратног броја према квадратном броју, 

тј. у размери броја према броју, они су према томе самер

љиве. На овај начин дужи самерљиве по дужини, самерљиве 

су не само по дужини веЬ и у степену. 

Даље, ако су неки квадрати један према другом у раз

мери квадратног броја према квадратном броју, биhе они, 

према доказаном, самерљиви и по дужини И У степену из 

разлога што су квадратн у размери броја према броју. И да 

су они квадрати, који нису у размери квадратног броја према 

квадратном броју већ једноставно у 'размери броја према 

броју, самерљиви у степену, али не по дужини. Према томе 

величине самерљиве по дужини самерљиве су увек и у сте

пену, а оне самерљиве у степену нису увек самерљиве и по 

дужини, ако нису у размер" квадратног броја према ква

дратном броју. 

Тврдим, даље, да величине несамерљиве по дужини неЬе 

бити увек несамерљиве и у степену, пошто самерљиве у 

степену могу и да не буду у размери квадратног броја према 

квадратном броју, па због тога величине самерљиве у сте

пену мегу бити и несамерљиве по дужини. Према томе неса

мерљиве по дужина нису увек несамерљиве и у степену, 

веЬ несамерљиве по дужини могу У степену бити и самер

љиве и несамеРЉИl~е . 
. " 

А несамерљиве у степену 'увек :су несамерљиве и по 

дужини.'3аиста, ако су lOHe самерљиве по дужини, биhе 

самерљиве и у степену. Но претпостављена је да су оне 

ЕуиJl .... ОВ. eJleWe8TR к •. 10 2 
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несамерљиве. А то је апсурдно. Значи несамерљиве у степену 

увек су 8~ёI1Мерљиве " по дужйни].12 

Лемз 

су аритметiН<ама се доказује да су слиflНИ tiовршински 
бројеви у размери један према другом као квадратни број 

према квадратном броју и да, ако су два броја у размери 
квадратнег броја према квадратном броју, они су слични 

rtЬврliIиltеки бројеви. Из OBor је ьчигледно, Аа щ)врtuitвскн 
бројеВИј 'којН нису слични, тј. "емајУ проriорционалвик CT~aHa, 

ниёУ у размё(ји КВ8дратЬог брејii пР~Ма KBSApaTHOM броју. 

Заисtа, ако би Они били· У Takвoj размера, они би били tJtичliR 

rtоврtlJИНСkи, а то се не претпоставља. H~ овај начин пЬвр

шински бројеви који ниву Мич"и ""су у fjазмериједаit према 
другом kao квадратни број према квадратном броју. 

10. 

За дату дуж наhи две неС81'1ерљиве дужи, једнуйеtа~ 

мерљиву само по дуж ини, а другу, несамерљиву иу с:гепену; 

Нека је дата дуж А. Треба наhЯ за А Аве несаме~iьив~ 
дужи, - једну сама по дужини а другу и уСТепеitу. 

Заиста, узмимо два броја в и r који нису у разм:ер" 
један према другоМ као ква.zt~аћiИ број према Ква.zфаfIiОМ: 
броју, тј. који нису слични површинскй6ројеВIf, и liаtll4КЙМО 

. да буде в преt.tа r као квадрат н!) А 
. А према квадрату на А, а то смо Иа)tЧИЛИ. 

д.----- На тај начiНt је KsaApat на А С8мерљив. 
Е .~_. В са квадратом На А. И iiЬшtо В преМа r 
___ О r није у pa~Mepk као квадраfнм БРоЈ према 

квадратнБМ БV6f~, неће бtttи liиквадраt 
на А према к:вздрату На i:J. у размер" ttаб koaApaTitk брtlј 
према квадратном броју. П\?еиа томе ће А БИТR несаМёрљltвЬ . 
са А по дужинИ. Узмимо за А и i:J. федњу прtltt6рщttll:iаJtу Е. 
Тада је А према Д као квадрат на А према КВ3ДрliТУ tiз IL 
Али А је неса5tерљиво са 11 па .{i.УЖИtfl:l; Iia ћ~ fЗ.!t.а "ква
драт на А бити itеСI1Мерiьюз са квадратом на Е. Према rnaie 
су А и Е несаМеј:>љ"ье у степену. ' 
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На О$ај начин су за дату дуж А пронађене Две неса

мерљиье дужи д и Е, несамерљнва само по дужнии ~, И 

несамерљива у степену, а очевидtю и ПО дужнни, Е. [А то је 
требало доказаtи Ј.13 

11. 

Ако су четири величине пропорционалне, и прва самер

љива са другом, биhе и треЬа самерљива са четвртом, а ако 

је права несамерљива са· другом, биhе -и треЬа несамерљива 

са четвртом. 

Нека су четири величине А, В, Г, д пропорционалне и 

то: А према В као Г према д" нека је А самерљиво са В. 

Тврдим да је и Г самерљиво са д. 

Заиста, ако је А самерљиво са В, биhе А ПР,ема В у 

размери броја према броју. А како је А према В као Г према д, 

биhе и Г према Д у размер" 

броја према броју, а тада је Г 

самерљиво са д. 

.4'-----
Г~---

В,---. 

.1.--. 

Нека је сад А несамерљиво са В. Тврдим да је тада 
и -г несамерљиво са ~. Заиста, пошто је А несамерљиво са В, 
размера А према В није једнака размери броја према броју. 

А како је А према ~ као Г према д, неЬе бити ни Г према 

д у размери броја према броју, а тада је Г несамерљиво са д. 

На овај начин, ако су четири веЛИЧИltе, итд. н 

12. 

Величине самерљиве са истом величнном самерљиве су 

и међУ собом. 

Нека је свака од веЛИчина А и В самерљива са вели

чином Г. Тврдим да је и АсамеРЉИ80 са В. 
Заиста, пошто је А самер-

љиво са Г, размера А према Г 
._~'" 

,. ._-. Г,--_· в '---

'_ Е .~ в је као број према броју. Нека 
'---' z 1-' К то буде, и to као t1 према Е. 
---. н , __ о А . Даље, пошто је Г самерљиво 

са В, размера Г према В је каО број према броју. Нека и то 

буде, и то као Z према Н. И за nрои~вољно дате размере 

2 
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кзо што је 6. према Е и Z премз Н, одредимо узастопне бро
јеве који су у дзтим размерама, наиме е, к, л и то тако 

да је 6. према Е као е према К н Z према Н као К премаЛ. 
Пошто је сад А према Г као t1 према Е, а 6. је према 

Е као е према К, биhе н -А према Г. као е према К. Даље, 
пошто је Г према В као Z према Н, а Z је према Н као К 
према л, биhе и Г према В као К преМаЛ. А и А је према 
Г као е према К. Одатле је, због једнакоудаљености, А према 

В као е према Л. Према томе размера А према В јеразиера 

броја е према броју Л. Значи А је caM~pЉHBO са В. 
На овај начин, величине самерљиве са нетом велнчином 

сзмерљиве су и међУ собом. А то је требамо доказэти,15 

13. 

Ако су две велиqине самерљиве, а једна од ЈЬИХ неса

мерљива ма са којом другом величйном, биhе и друга неса-

мерљива са том величином. 

A,-~--~ 

Г,~ 

В,-------

Нека су А и В две самерЉ'иве вели
чине, а једна од ЊИХ А несамерљива са 

неком величином Г. Тврди&'! да је'и друга 

величина В несамерљива са Г. 

Заиста, 

В, биhе и А 

је немогуће. 

несамерљи!Ю. 

ако је В самерљиво са Г,.а и А самерЉifВО са 

самерљиво са Г, али оно је несамерљиво. А то 

Према томе В није .самерљиво сз Г. Оно Је 

На овај начин, ако су две. величине, итд. 

Лема 

За две дате неједнаке дужи наhи' дуж за чији квадрат 

Ье квадрат веће дужи бити веhи од квадрата мзње. 

Нека су дате две неједнаке дужиАВ и Г и нека је АВ 
већа. Треба напи дуж за чијн квадрат ће квадрат на АВ 

бити веhи од квадрата на Г. , ~ 

Нацртајмо на АВ полукруr А6.В и У њега уцртајмо ДА 
једнако Г, па спој мо В н А. Јасно је. да је угао ААВ прав и 
да- је квадрат на АВ' веhи од квадрата на АА, тј. од ква
драта на Г, за квадрат на АВ. 
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Слично се одређује и дуж чији је квадрат једнак збиру 

~BaдpaTa две дате дужи. 

Нека су дате две дужи Ад и дВ, па треба наhи дуж 

чији је квадрат једнак збиру крадрата на А!! и на АВ. Заиста, 

узмимо за краке правог угла А!). и АВ 

и спојмо А и В. Јасно је да је квадрат ~4 
на Ад са квадратом на дВ једнак ква- Г 
драту на АВ. А то је требало Доказати 16 • А В -

14. 

Ако су дате четири пропqрционалне дужи и квадрат прве 

је веnн од квадрата друге за квадрат дужн самерљнве по 

дужини са првом дужи, биhе и квадрат треће веhи од ква

драта четврте за квадрат дужн самерљиве по дужини са тре

Ьом. И ако је квадрат прве већн од квадрата друге за квадрат 

дужи несамерљнве по дужнни са првом дужи, биhе и квадрат 

треЬе веhи од квадрата четврте за квадрат дужи несамерљиве 

по дужини са треЈюм. 

Е 

АБ Г.:1 

Нека су четири дужи А, В, Г, А пропор

ционалне и то нека буде А према В као r 
према А и нека квадрат А буде веnи од ква-

z драта В за квадрат Е, а квадрат r веhи од 

квадрата tJ. за квадрат Z. Тврдим да ће, ако 

је А самерљиво са Е, бити и r самерљиво са 
Z, а ако је А несамерљиво са- Е, бити и r 
несамерљиво за Z. 

Заиста, пошто је А према В као r према А, биhе и ква
драт на А према квадрату на В као квадрат на r према 

квадрату на д. Но квадрат на А је збир квадрата на Е и на 

В, а квадрат на r је збир квадрата на tJ. и на Z. Према томе 
је збир квадрата на Е и на В према квадрату на В као збир 

квадрата на L! и на Z према квадрату на д. Стога, после 

одвајања, квадрат на Е је према квадрату на В као квадрат 

на Z према ,квадрату на д. Значи н Е је према В као Z ирема 
tJ. или, после пермутовања, В је према Е као д према Z. Али 
и А је према В као r према д. Па према томе, због једнако-
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удаљености, А је према Е као r премц Z. Ако је сад А са· 

мерљиво са Е, биhе и Г самерљиво са Z, а ако је Г иес~мер .• 
.1ы1юю са Е, t\есамерљ~ео је и Г са Z. 

На овај начин, ако ИТД.1? 

15. 

Ако се саберу ДB~ самерљиве величине, биће и збир 
самерљив са сваком од њих, а ако је збир с~меРJl?ИВ са јед
ном од њих (са једним сабирком), биhе и ПЩlазне величин~ 

(сабирци) caMepЉ~Be. 

Обраэујмо збир (Щ дце самерљи~е веmtчине АВ и ВГ. 
ТВРДlfМ да је цело АГ самерљиво са СВЗ((QIrf од ееJIиЧfiнаi 
АВ и ВГ. 

Заиста, ПО1Џ.ro су АВ и ВГ (:\*-

-~--- ____ о мерљиве, мери ЦЈ(. цеl(flВ~ИЧI{Нi~. 
А в r П 

• __ , 4 Нека 'их мери и нека је то. А. РШ1'Р 

сад велиq~на .1 мери АВ н ~Г; J,fe· 
риhе и цело АГ, а она мери АВ и ВГ. Према ТОме А мери 
АВ, ВГ и АГ. На овај начин је АГ самерЉf{ВО и-са, АВ и са ВГ. 

Нека је сад АГ самерљиво са АВ. Тврдим, д.а су самер-

љиве АВ и· ВГ. ' 
Заиста, ПОШТО су АГ и АВ самерљи~е, мери их нека 

величина. Нека их мери и нека је то .1. Пошто сад велцчина 
А мери ГА и АВ, она мери и остатак ВГ. ,А она мери 1{ АВ( 
Према томе П ",ери АВ и ВГ. Према томе су АВ и ВГ 
самерљиве. 

\ . 

На овај начин, ако се саберу два самерљиве величине 
итд.'» 

16. 

Ако се саберу две несамерљиве велицине, ,бflЬе и збир 

несамерљив са сваком од њи~, а ако је збир ilесамерљив са 
једном од Њ\1Х (са једним сабирком), биhе и пол~зне величине 
(сабl-fРЦИ) несамерљиве. 

Образујмо зб~р од две несамерљиве велиqине АБ и ВГ. 
Тврдим, да је цело АГ иесамерљиво и са АВ и са НГ. 
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Заиста, ако ГА и АВ нису несамерљиве, мери их нека 

иста величина. Нека их мери, ако је то МОГУће, и нека је то 

величина д. Пошто сад .1 мери ГА и АВ, мери она и остатак 
ВГ. А она ~ери и АВ. Значи д мери АВ и ВГ. Одатле 

излаЗIt да су АВ и ВГ самерљltве, али је претпо-

стављено да су оне несамерљиве. А то је немогуће. 

На тај начин не постоји величина која мер.и ГА и АВ. 

И према томе су Г А и АВ несамерљиве. Слично -в 
се доказује да су и АГ и ГВ несамерљиве. На овај 

начин АГ је несамерљиво са сваком од величина 

АВ и БГ. 
г 

Нека је сад АГ несамерљиво са једном од АБ и ВГ. 

Нека то прво буде са АБ. Тврдим да је несамерљиво и АБ 

са БГ. 'Заиста, ако су самерљиве, мери их нека величина. 

Нека их мери и нека је то величина д. Пошто сад Д мери 

АВ и БГ, мериhи и цело АГ. А она мери и АБ. На тај нач~н 

L1 мери ГА и АВ. Одавде излази да су ГА и АБ €a"H~pЉJJЦ~, 
аЩi је претпостављено да су оне несамерљиве. А то је немо

гуће. На тај начин не постоји величина која мери АБ н ВГ. 
И према томе су АВ и ВГ несамерљиве. 

На овај начин, ако се саберу итд.' 

Лема 

Ако се на дужи конструише паралелограм са квадратном 

Допуном, конструисани (паралелограм) је једнак правоугаони}{у 

чији су стране они делови дужи који су настали услед кон

трукције. 

д 

А г в 

Нека је на дужи АВ I{онструисан па

ралелограм АА са квадратном допуном ДВ. 

Тврдим да је (паралелограм) Ад ј.еднак 

правоугаонику са странама АГ и ГВ. 

То је само по себи јасно. Заиста, пошто је дБ квадрат, 

.1Г је једнако ГВ, а како је АА правоугаоник од АГ и ГА, 
биhе и од АГ и ГВ. . 

На овај начнн, ако се на дужи, итд.19 
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17. 
Ако постоје две неједнаке дужии ако је на веЬој кон

струисан са квадратном допуном паралелограм, који је једнак 

четвртини квадрата на r.lањој, и дел!' ту ДУЖ на '~елове са
мерљиве по дужини, биhе квадрат на веЬој дужи веhи од 

квадрата иа маЊОј за квадрат дужи која је самерљива по 

дужиии ca~BebOM f(УЖИ. - И ако је квanрат на веЬој .lI.ужи 

веhи од квадрата на мањој за квадрат дужи која, је самер

љив по дужини са веЬом дужи, и на веЬој је конструисан 

са квадратном допуном паралелограr.l, који је једнак четвртиии 

квадрата иа Matьoj, 011 (паралелограм) Ье делити. веЬу ДУЖ на 
делове самерљиве по дужиии. ~ 

Нека су А ~и ВГ две неједнаке дужи иБГ је веЬа. 
И нека је нз"ВГ конструисан са квадратном допуном пара-

А лелограм једнак четвртинИ. квадрата на А, 

C'--~"":'--"; тј. квадрату на половини А, а са странама 
В z' Е L1 Г Вд и дГ и нека је ВLlсамерљиво по дужи-

ни са ДГ. Тврдим да' је!<вадрат на ВГ веhи 

од квадрата на А за квадрат на дужи самерљивој са БГ. 

Заиста, преполовимо ВГ Тачком Е, и одмеримо .1.Е јед

нако EZ. Тада је остатак дГ једнак BZ. 11 пошто је ДУЖ ВГ 
подељена тачком Е на једнаке делове, а тачком 11 на нејед
наке, биhе правоугаоник са странама ВА и АГ, са квадратом 

на Ед, једнак квадрату на ЕГ. А и учетворо~труqени, наиме: 

четвороструки правоугаоник са странама -ВА и I1r) .са четво
роструким квадратом на Ед, једнак је четвороструком квадрату 

на ЕГ. Али четвороструки' правоугаоник са странама Bi1' и дГ 
једнак је квадрату на А, четвороструки квадрат на дЕ једнак 

је квадрату на /J.Z, јер је I1Z двоструко I1E. И четвороструки 
квадрат на ЕГ једнак је квадрату на ВГ, јер је пщюво ВГ дво

струко ГЕ. И на тај начин збир квадрата на А и на LlZ јед

нак j~ квадрату на БГ. дакле, квадрат на БГ веhи је 

од квадрата иа А за квадрат на /J.Z. Треба доказати да је 

ВГ самерљиво са '/J.Z. Заиста, пошто је В/Ј. самерљиво по 

дужини са ~Г, биhе самерљиво по дужнни Н ВГ са rl1. 
Али Г д је самерљиво по дужини' са Гди BZ, . јер је Г д 

једнако BZ. Према т"оме је ВГ самерљиво по дужинк са БZ 

и Г~. На овај начин ВГ је самерљиво по дужини и са остат-

I 
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ком 2.1. И тако је квадрат на ВГ веhи од квадрата на А за 

квадрат на самерљивој дужи са ВГ. 

Нека је сад квадрат на ВГ веhи од квадрата на А за 

квадрат на дужи самерљивој са ВГ, и нека је на ВГ кон

струисан са квадратном допуном паралелограм, који је једнак 

четвртини квадрата на А, а са странама B~ и .1Г. Треба до

казати да је В.1 самерљиво са .1Г. 

Заиста, после исте припреме, на сличан начин се дока

з~е да је квадрат на ВГ веhи од квадрата на А за квадрат 
на 2д. Но квадрат на ВГ је веhи од квадрата на А за квад

рат на дужи самерљивој са ВГ. Значи ВГ је са.Мерљиво по 

дужини и са остатком, збиром В2 са ДГ. НО збир В2 са дГ 

је самерљив по дужини са дГ. Премо томе је и ВГ самер

љиво по дужини са Г.1. 11 на тај начин, после растављаља, 
В.1 је самерљиво по дужини са дГ. 

На овај начин, ако постоје две неједнаке дужи, итд.20·' 

18. 

Ако постоје две неједнаке дужи и ако је на већој кон

струисан са квадратном Допуном паралелограм, који је једнак 

четвртини квадрата на маЉОЈ, и дели ту дуж на делове неса

мерљиве по дужини, биhе квадрат на већој дужи веhи од 

квадрата на мањој за квадрат на дужи која је несамерљива 

по дужини са веЬом дужи. - И ако је квадрат на веЬој дужи 

веhи од квадрата на маљој за квадрат на дужи која је неса

мерљива ПО дужини са веЬом дужи, и ако је на веЬој кон

струисан са квадратном допуном паралелограм, који је једнак 

четвртини квадрата на маљој, он (паралелограм) 

Ье делити вепу дуж на делове несамерљиве по ду

жини. 

Нека су А и B~ две неједнаке дужи и ВГ веЬа. 

И нека је на ВГ конструисан са квадратном допу

ном паралелограм једнак четвртини квадрата на А, 

и са странама B~ и ДГ,. а Вд је несамерљиво по 

дужини са .1Г. Тврдим, да је квадрат на ВГ веhи од квадрата 

на А за квадрат на дужи несамерљивој са ВГ. 

Заиста, ако урадимо оно исто што и раније, доказаhемо. 

на сличан начин да је квадрат на ВГ веhи од квадрата на А 



26 

~a I(вадрат И~ ~А. Дока?Киr~IО Cilд да је ВГ HeCЏMepљц~o по 

дужинн са сй. Заиста, поЦ.ll'О j~ 84 lJе~а~еР~ИIlQ по ДУ:lЮШР 
·еа д.Г, биtщ ц~~амерЉ .• НIQ ЩI дужин". И БГ <.:а ГД, Али ДГ је 

еамеРЉlflЮ са збиром БZ; и ДГ, .ПР~М!l. rOl4~ Br је HIH1!1r.1~P" 
-.1I:!ИВQ са 3Ц~POM в.z и 4Г. риh~ Ј1l1 !f!lj tI~Ч~ЈЈ БГ Jlag!lltf~PJP"~j) 
по ДУ)Ј{~НИ " ец OCTaTI<0t.f Z!J.. Али K~aдpaT ЈЩ ~Г вени j~ рд 
квадрата на А за квадрат на ZA. На QB!!j Ha~1#H је кцаДРIlТ . 
на ВГ p~ћ" од.Ц:fщДрат~ н& А ~a ,квадрат на дуiщ ZA која је 
неС<l~еРЉИIЩ Са БГ. . 

даљ\!, IteKII је квадрат на ВГ веhи рд l'J3aAp~Ta tЩ А, ~a 
квадра.т -Щl дужи IН~СJtt4~Рћ>ИВQј са ВГ. 1# !цща је на БГ KQIi

етруисан Са \(ЩЈ.дратном Ј(ОПУЦОIrI паралелогРа.." ~оји је jM"~1( 
четврl'ИНИ крадраrэ на А, а са етранцМа ВД и Llr. TpeQ!I до
казаТti да је !:ЗА неСаlr1ерљиво по ду){{иии ~a АГ .. 

Заиста, после истеприпре~е, д(;)Казуј~се.ца СЩlчац ца

'чин да је крадрат на ВГ вени од кщнiрата !Ја А за 1(р'адрат 
на Zt:... Али квадрат на БГ је веhи ОД квадраrа на А за квадрат 
на дужи несамерљивој са БГ. Према томе БГ је несамерљиво 

по ДУЖИНII Са ?:!Ј.. Значи БГ је ~ес~.,еРћ>ИВО Il са остатком 

од збира BZ.H ДГ. МеhУтим збир ~Z и дг је самерљив ПО 
дужнни са ~Г. Па црема томе је БГ несамерд.Иво по ДУ~}fНJI 
са АГ. А после растављања и ВД је несамеРљиво по ДУ>l<иIН! 
с<) АГ.' , 

На орај начин, ако постоје две неједнаке дужи, итд.Ј1 

Лема 

ПЩllТО је доказано да су дущи с<)меР./l)и~е по дуж'иt!и 

увек самеРЉ"!l~ИУ ~тепеtlУ, а самерљир~ у стецену ЩlСУ 

. увек самеРЉиее и по ДУЖИНIi, ееЬ мргу БJlТИ И с"мерљиве и 
несамерљиве по дужини, јасно је да, ако је нека дуж самер

љива по ДУЖlilЩ са датом рационалџ~м дужи, она се зове 

рационална и еамерљива не само по ДУЩИiJИ цеЬ и у ст~пену, 

јер су самерљивеПQ дужинк увек самерљиве и у степену. А 

ако је нека дуж, самерљива у степе\lУ са да1:0М раЦИQнащlOМ 

дужи, у исто цремесам..ерљива и п~о ДУЖQНИ, она се ao~ 

рационална и самерљива. с њом како -по' дуж ини Tal'O и у сте

пену. МIlђYT~, ако је нека дуж самерљива С.адатом рацио-
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налном дужи у степену, али несамерљива по дужини, она се 

тада зове раЦИQнална али самерљива само у степену. 

19. 

п равоугаоник са рационалним странама које су самер

љиве по дужини према једном или другом од наведених на

чина рационалан је. 

Нека је АГ правоугаоник са странама АВ и ВГ, које су 

самерљиве по дужини. Тврдим да ја правоугаоник АГ рацио

налан. 

Заиста; конструишнмо на АВ квадрат АА. Квадрат Ай, 

је рационалан~ Пошто је АВ самерљиво по дужнни са ВГ, а 

АВ је једнако B~, б'и·hе и Вд самерљиво са ВГ. И тада је 

Вд према ВГ као квадрат дА према правоугаонику АГ. Па 

према томе је квадрат АА самерљив са правоугаоником АГ. 
А како . је квадрат дА рационалан, биhе и 

правоугаоник АГ рационалан. 

На овај начин, правоугаоник са рацио

налним странама ИТД.%2 

20. 

Рационална површина конструисана- на рационалној дужи 

има рационалну ширину, самерљиву по дужини са оном дужи, 

на којој је конструисана површина . 
. Нека рационална површи4iа АГ, конструисана на дужи 

АВ, рационалној у раније протумаченом СМИСЛУI има ширину 

ВГ. Тврдим, да је ВГ рационално и самерљнво по дужини 

са ВА. 

4г----, 
I 

I 

В r-----fА 

г 

На овај 

Заиста, КQНСТРУИШИМО на АВ квадрат АА; 

према томе је Ад рационално. А рационалIlО 

је и АГ. Према томе је dA самерљиво са АГ. 
И АА је према АГ као dB према ВГ. Значи и 
АВ је самерљиво са ВГ. А како је АВ једнако 

ВА, биhе и АВ самерљиво са ВГ. Али АВ је 
рационално, према томе је рационално и ВГ Jf 

самерљиво по дужини са АВ. 

начин, рационална површина итд.2S 



21. 
Правоугаоник са рационалним странама самерљивим само

у степену ирационалан је, а ирационална је и страиа квадрата ; 
једнаког riовршини правоугаоника. Нека се таква страна зове 
м еди ј ала. 

. . 

Нака је ~Г правоугаоник са рациона!lНИМ CTpa\laMa АВ 

и ВГ самерљивим само у степену. Тврдим, 'да је АГ ираци

оналан и страна 'њему једнаког квадрата ирационална. 'Нека 
се она зове медијала. : 

Заиста, конструишимо на АВ квадрат, АА. На овај ttачии· 

је АА рационално. И пошто 'су ,ABw 'ВГнесамерљяве п() 
. дY'i<~ни, j~pc~ самеРЈУиве; по претпоставци.' 

д само у степену, и АВ' је једнако ВА, биhе и 

81----!А 

АВ несамерљиво по 'дужиниtа ВГ. И дВ је 
према ВГ као АА према ЛГ. Биhе иа тај па
чин и дА несамерљиво са АГ. А како је i1A 
рационално, OHll(a је АГ ирационално. Абиhе 

и АГ, страна квадрата једнакег ПОВРШИRИ пра-
г'"--_-' воугаоника, ирационална. И она се зове меди

јала. А то је требало Доказати.24.' 

Лема. 

Ако постоје две дужи, биhе једна ?рема, .;ругој каО' 
квадрат на првој према правоугаоник~ са двема овим дужима 

као странама. 

t1eKa су ZE и ЕН две дужи. Тврдим да је ZE према 
ЕН као квадрат на ZE према правоугаонику са странама 

ZE и ЕН. 
Заиста, конструишимо на lEKBa- Z Е Н' 

д~aT ZAEZ и допунЕинмо га caz~A. И по~тно је Г, I I . 
сад према као u према L.1 ,и _, , 
Zf1 је квадрат на' ZE, а дН правоугаоиик " .d 

са странама АЕ и ЕН, тј. са ZE и ЕН, биhе ZE према ЕН 
као квадрат на ZE према правоугаонику са странама ZE и 
ЕН. Исто тако је и правоугаоник са страна НЕи EZ према 
квздрату на EZ, тј. Нд према ZA као НЕ према EZ. А то је 
требало Доказати. 25 
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22. 
Правоугаоник, једнак квадрату на медијали, конструи

<:ан на рационалној дужи има рационалну ширину несамер

љиву по дужини са дужи на којој је конструисан. 

Нека је А медијала, ГВ рационална 

дуж, и нека правоугаоник Вд, са повр

шином једнаком површини квадрата на А 

и конструисан на ВГ, има ширину Гд. 

Тврдим да је Г д рационално и самер

љиво са ГВ П,О дужини. 

Заиста, пошто је А медијала, биhе правоугаоник, чија 

је површина једнака површини квадрата на А, обухваhен 

рационалним дужима, које су самерљиве само у степену. 

Нека је HZ такав правоугаон,к једнак квадрату. Али и Вд 

је правоугаоник једнак истом квадрату. Значи Вд је једнако 

HZ. А они су и са једнаким угловима. А како ~y код једна
ких паралелограма са једнаким угловима краци једнаких углова 

обрнуто пропорционални, биhе пропорција: ВГ је према ЕН 

као EZ према Гд. Према томе и пропорitиta: квадрат на ВГ 
је према квадрату на ЕН као квадрат на EZ према кваn.рату 
на Г д. Али квадрат на ГВ је самерљи'в са квадратом на ЕН, 
пошто је свака од' ових дужи рационална. Значи и квадрат 

на EZ је самер:Љив са квадратом на Г д. А како је квадрат на 

EZ рационалан, биhе рационалан и квадрат на Г д, те према 

томе је рационална и дуж Г д. А пошто је EZ несамерљиво 

са ЕН по дужини, јер су оне самерљиве само' у степену, и 

EZ је према ЕН кiю квадрат на EZ према правоугаонику са 
странама ZE и ЕН, биhе квадрат на EZ несамерљив са пра

вuугаоником са странама ZE и ЕН. Али са квадратом на EZ 
је самерљив квадрат на Гд, јер су они рационални у степену. 

И правоугаоник са странама дГ и ГВ је самерљив са право

угаоником са странама ZE и ЕН, јер су оба једнаки квадрату 
на А. Према томе је и квадрат на Гд несамерљив са право

угаоником са странама дГ и ГВ. Али квадрат на Г Д је према 

правоугаонику са странама дГ и ГВ као дГ према ГВ. Тако 

је дГ несамерљиво по дужнни са ГВ. На овај нач~н дуж Г Д 

је рационална .и несамерљива по дуж ини са ГВ. А то је тре

·бало Докаэати.%6 
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23. 

Величина самерљива са медијалом је ,медијaJIа. 
Нека је А медијала и нека је В саме'РЉИВQ са А. Тврдим 

да је и В медијала. 

Заиста, одмериМО рациьналну дуж r 11 и конструишимо 
иа Г.1 правоугаоник ГЕ саfioiФШИIioМ једнаком «вадрату 1Iа 
А, који има ширину Е.1. Тадаће EI1 би"tи рацИОНаЈ1НО." неtз· 
мерљиво са· Г Д по ду жинИ. КонстрУИШI:IМО на Г 6. fфавоугао

ник rz са површином једнаком t<ва)фату на В, кдјй "ш 
ширину .1Z. Пошто је сад А самерљиво са В,' самер~йв fe
м квадрат на ~ сакВз.дратоМ на В. Ал" кваiфаr 11:1 А, једнак 

ie Er и квадрат на В - rz, 3}iачit l!f је са-
А ,...-!!..-. мерљиво са rz. и ЕГ је према rz trao t:a 

. г I1рема ~Z. Пр,ма "tOMe је f:6. самtрљиво йо 

ОЈ 
.n.ужини са &z. АЛIi E~ је рац"оналво R веса" 

. мерљиво по дужнни са дг. Of}eмa' тоМе 'ty 
r 6. Ii .1Z рационални и самерљиьиt3vоу cte~ 

t ~ Z . пену. Али с"tраиа KBilДpaTa поврrnИttе' jeдlt!~ 
ПОВf>шиtfи nравоугаоника са стравама рвциоltалИdМ. 110 clt}4ep
.iыiвиМ само у степену је меДИјала. А kaKO је В ttрзва квад:рата , 
јеДИ3kОГ пQвршини правоугаониt<а са CTpaHaM~Г~ " 11! , 
биће В медија.iIа. 21 

Последица 

Из Овог је јасно да је ПОВРШИН8 самерљивз са иtДdјаiIiJОМ 

ПОВРШИИОМ и сама медијэлlta [јер су CTp!lH_e квадр31'а jeAti&kifX. 
тим површиttзма самерљмве само у стеrreиу, иаКО је једм&. 

медијала и друга је медијалаЈ. 

Лема 

Што је бl(ЛО peQeHO о рационаЛним дужиtdа, tлеnуrе и 
за М'едilјале, иаиме: В'еличиtlа С8мерљива (ја ме.if.иЈалом ПО ду

жl4ии' зове Се медијала и ОНа < је самерљива са IћOIii Ife СЗМ() 

. пО АУЖМl:IИ већ. и у степеиу, јер еу в.елttllине. које 't.y ~8Mep· 
љиве !то Дужнии, самерљиве и у c-renеIlУ. А ако jt ье"Ка ~ 
личи1tа самерљива са .медијаJlOМ у CTeneny, а (аыеРЉilва и оо , . . 

дужни", ta.ti.a се обе веЛllqине' зову меJntјзле, и to tllte~}}Јьив~ 
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ЛО дужини И У стелену, а ако су самерљиве само у стелеli}', 

tада се зову меДhјалесамерљиве само у степену. 

24. 

Ако су стране правоугаоника медијале, самерљиве по 

дужннн са раније наведеним TYMaqellieM, правоугаоник је ме

дијалан. 

Нека су стране АВ и ВГ правоугаоника АГ медијале, а 
самерљиве по дужнни. Тврдим да је (правоугаоник) 

АГ ме.ztијаJiан. 

Заиста, КОНСТРУИUJимо иа АВ квадрат А4.. 
Тада је АА медија.лаk. А 110ШТО је АВ самерљиво 

по дужнни са ВГ и АВ једнако са 8,1, биhе и LШ 
самерљиво по дужнни са ВГ, те према томе је и 

АА самерљнво са АГ. Али дА је медијалан, иа 

r 

JlB 
О4 

овај наqин и АГ је медијалан. А то је требало Доказати.t8 . 

25. 

Ако су стране правоугаоника медијале, самерљиве само 

у степену, биhе правоугаоник или рац~оналан или медијалан. 

Нека су стране АВ и ВГ правоугаоника АГ меднјале, а 

самерљиве само у степену. Тврдим, да је АГ или рационалан 
или медијалан. 

Заиста, конструишимо на АВ и ВГ квадрате АА и ВЕ. 
Тада је сваки од Ад., ВЕ медијалан. Одмеримо рационалну 

дуж ZH и конструишимо на ZH правоугаоникне, једнак 
квадрату АА, са ширином ze, а на ем правоугаОI:lИК МК, 
једнак правоугаонику АГ, са ширином ек и, слиЦно, на KN 
конструишимо nравоугаОifИК NЛ, једнак квадрату ВЕ, са 

ширином КЛ, једнак квадрату ВЕ, са ширином КЛ. Тада су 

А Z Н ze, ек, КА Аа правоЈ. Пошто је сваки 

Г Н ~j од квадрата АА Ii !ЈЕ Медија .... а кваД· 
i рат Ад једнак је hравоугаоkику Не и 
д----ii г 8 ftf, квадрат ВЕ јеДifак праВОу'гаонику N.A, 

_ , к N биhе и сваки од правоугаоника не и NA 
~ E,~ меДијалан. А како су они конструисан и 

на рационалној дужи ZH, биhе и свака од дужи ze и .кл 
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рационална и иесамерљива по дужиии са' ZH. Али 1faKo је 
АА самеРЉИ80 са ВЕ, биhе самерљиво и не са NЛ. Али не 
је према NЛ као ze према КА. Па према томе биhе н ze 
·самерљиво по дужини са КА. На овај начин су ze' и КЈ\ 
рационалне и самерљиве по дужини, значи и правоугаоник' 

обухваhен дужима ze и КА је рационалан. И пошто је дуж 
.18 једнака ВА, а 8В дужи ВГ, то је.1В према ВГ као АВ 

према В8. Међутим .1В је према' ВГ као дА према АГ, па 

према томе биhе и АВ према ВЕ као АГ према Г8. Према . 
томе је дА према АГ као АГ према ГЕ. Али квадрат Ад 
једнак је. правоугаонику не, а правоугаоиик АГ правоугао· 

нику МК и квадрат [8 правоугаонику NA. На овај начин не 
је према МК као МК Ilремз NA. Те, према томе, и ze је 
према еК као еК према КА. Значи правоугаоник са странама 

ze и КЈ\ једнак је квадрату на еК Али правоугаоникса 
странама ze и КЛ је раЦИОQалан, па Ье fонда и квадрат на 

еК бити рационалан, а то зиач~и дуж еК рационална. И 
ако је она самерљива по дужини са ZH, биЬе н правоугао
ник eN рационалан. А ако је она несамерљива по дужини са 
ZH биhе Ке и ем рационалне; али самерљнве само....,.У сте· 
пену. На овај начин је правоугаоник 8N или рационалан или 
медијалан. А како је 6N једнако АГ, биhе и правоугаои"к 

АГ или рационалiнили м~нјаЛан. 

итд.2~ 

На овај начин, ако СУ стране правоугаоника медијале, 
I 

26. 

Медијална површина не може бити већа од друге меди

јалне површине за неку рационалну површину. 

Заиста, нека буде, ако је то могуће, медијална површина 

АВ већа од медијаnне површине АГ за рациона ту површину 

дВ, И· нека је EZ рационаJЦfа дуж и на дужи EZ са ширином 
Ее конструисан правоугаоник ze са површином једнаком по
врinини АВ, па одузмимо правоугаониlV' ZH једнак правоуга· 
онику АГ. Тада је остатак В.1 једнак остатЈ<У ке. А како је 

дВ рационална површина, биhе рационална и површина ке. 

Пошто. је свака од :површина АВ и АГ медијална, и АВ јед

·вака ze, а АГ једнака ZH, значи и свака од површина zеи ZH је 
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медијална, а конструисана на рационалној дужи EZ. Према 
томе је свака од вЕ и ЕН рационална и несамерљива по 

дужини са EZ. А пошто је ДВ рационална 

и једнака ке, биhе и ке рационална, а кон

струисана је на рационалној дужи EZ. Према 
јаме је не рационална и самерљива по ду

жини са EZ. Али и ЕН је рационална и неса
мерљива по дужини са EZ. На тај начин ЕН 
је несамерљива по дужини са не. Међутим 

Ен је према не као квадрат на ЕН према 

nравоугаонику са странама ЕН и не. Па према 

томе је квадрат на ЕН несамерљив са лраво-

угаони ком коме су стране ЕН и Н в. Али 

z Е 

к н 

<:а квадратом на ЕН самерљиви су квадрати на ЕН и на не, јер 

су они рационални. Међутим са правоугаоником~коме су стране 

ЕН и не је самерљив и двоструки правоугаоник са странама 

ЕН и не, јер је он двапут веhи од њега. Према томе су квад

рати на ЕН и на не несамерљиви са двоструким правоугаони

ком са странама ЕН и не. А тозначи--дй су заједно узети квад

рати на ЕН и на не са двапут узетим правоугаоником коме су 

стране ЕН и не - а то је квадрат на Ее - несамерљиви 
са квадратима на ЕН и на не. Али квадрат и на ЕН и на не 
.су рационални, па 'према томе је квадрат на Et:t ирациона
лан, значи ирационална и дуж Ев, а она је и рационална. А 

то је немогуЬе. 

На овај начин, медијална површина не може бити веЬа 

од друге медяјалне површине за неку рационалну површину. 

А то је требало Доказати.ао 

21. 

Наnи медијале, самерљиве само у степену, које су стране 

рационалног прав,ОугаОl1ика. 

Узмимо две рационалне, само у степенусамерљиве дужи 

А и В, конструишимо за њих средње пропорционалну дуж Г, 

и начинимо тако да се А односи према В као r према д. 
И тада, пошто су дужи А и В рационалне и самерљиве 

само у степену, биhе правоугаоник са странама А и В, једнак 

квадрату на Г, медијалан. И пошто је А према В као r према 
Еуклидовн ~Jle .. eHTH књ. 10 3 
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А, а А и В су самерљиве само у степену, биhе и r самер

љиво са А само у степену. Али r је медијала, значи и А је 

медијала. Према томе су r и А медијале, самерљиве ~aMOY 
степену. Тврдим да оне ,Обухватају рационалан пра

воугаоник. Заиста, пошто јеА према В I(ао Т према 

1:1, бнhе, после пермутовања, А према r као В пре
ма 1:1.' МеђУТИМ А је према Г као г према В. Па 

г [.1 према томе је r према В као В према А. OД8Q.Дe 
следује да је правоугаоник обухвafl~н дужима-Г 

и 1:1 једнак квадрату ца В. А како· је квадрат tlа В 
рационалан, биhе и 'правоугаоник обухваhеи дуж има Г и А 

А в 

рационалан. 

На овај начин с'у нађене медијале, самерљиве само у 

степену, стране рационалног правоугаОtlика. А то је требало 

доказати. 31 

28. 

Наhи медијале, самерљиае само у степену. које су стране 
медијалног правоугаоника. 

Узмимо три рационалне, само у степену самерљиве, .дужи 
А, В, Г, КОtlСТРУИШИМО за А и В средље пропОрЩlOналну 

дуж 1:1 и начинимо .да буде В према Г· ка"о 4' црема Е. 
Пошто су А и В рационалне 

дужи самерљиве само у степену, А' 

биhе прааоугаоник у коме су стране В ,--

А и В, једнак квадрату на 1:1, меди- Г ,-~, . 
јапан. На оаај начин 1:1 је меднјала. 

д.----

Е,-' 

И пошто су В и r самерљиве само у степену, и В је према 

Г као t:. према Е, биhе према томе и 4 нЕ самерљиве само 
у степену. А како је .1 медијаnа, биhе н Е медијала. На тај 

начин су 1:1 и Е медијале самерљиве само у. степену. \ Тврдим 
да је и правоугаоник, коме су оне стране, меДИјалан.·· Заиста, 
пошто је В према r као .1 према Е; биhе, после пермуто

вања, В према 1:1 као r према Е. ,Али В је према l!.' и као 1:1 
према А. Значи .1 j.~ према А као Г према E~ Према томе је 
ПР8воугаоник С8 странама А и Г јеn8"К прзвоугаонику са 
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странама А и Е. Али npaBoyraOНJIK са странама А и Г је ме

дијалан, па ће тада и правоугаоник са странама А и Е бити 
медијалан. 

На овај начин су нађене медијале, самерљиве само у 

степену, стране медијалног Правоугаоника. А то је требало 

доказати.82 

Лема 1 

Наhи таква два квадратна броја да и њихов збир буде 

квадратни број. 

Узмимо два броја АВ и ВГ, оба или парна или непарна. 
Пошто је остатак, кад се било од парног броја одузме паран 

број било од непарног броја одузме непаран број, паран број, 

остатак АГ је паран број. Преполовимо АГ тачком 

А. Нека бројеви АВ и ВГ буду или слични повр- . 
шински или квадратни, који су исто тако слични 

површински бројеви. Тада је производ од АВ и ВГ 

заједно са квадратом броја r д једнак квадрату 

броја ВА. Али производ од АВ и ВГ је квадрат, пошто 
је доказано д~ ако. два слична површинска броја 

ПQмножена један другим, производе нешто, оно што се добива 

биhе .квадрат. На овај начин су нађена два квадратна броја, 

наиме производ од АВ и ВГ и квадрат броја Г .1, који, после. 

сабирања, производе квадрат броја ВА. 

И јасно је да су такође нађена два квадрата, квадрат 
броја ВА и квадрат броја ГА, од којих је. један веhи од 

другог за производ АВ и ВГ, и да је' тај производ исто тако 

квадрат ако су АВ и ВГ слични површински бројеви. Ако 

они нису слични површински бројеви, онда су нађена два 

квадрата, броја ВА и броја АГ, чија је разлика квадрата јед

нака производу АВ и ВГ, који није квадрат. А то је тре

бало доказати. 

Лема II 

Наhи два квадратна броја чијJf збир није квадратни број. 

Заиста, нека је производ од АВ и ВГ, како смо навели, 

квадрат и нека је број ГА паран, па преполовимо Г А тачком А. 

3* 
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Јасно је да је тада производ ,од АВ и ВГ, као квадрат, 

заједно са квадратом броја Г д једнак квадрату броја ВД. 
Одузмимо јединицу .::lE. После тога је производ од АВ и ВГ 

заједно са квадратом броја ГЕ мањи од квадрата 

броја ВА. Сад тврдим' да производ АВ и ВГ, као 
квадрат, заједно са квадратом броја ГЕ није квадрат. 

Заис:га, ако је квадрат, онда је или једнакква
драту броја ВЕ или мањи од квадрата броја ВЕ, но ни 

У ком случају није веhи, сем ако се јединица дели. 
Нека је, прво, ако је то могуће, производ од ,АВ и 

ВГ са КВ<lдратом броја ГЕ једнак квадрату броја 

ВЕ и неке је, НА двострука јёДl:fница дЕ. По

што је цео бројАГ удвостручен број ГД и АН удвостру
чен број .::lE, ·биhе и остатак НГ удвострученостатак ЕГ. И 
према томе тачка Е полови НГ. Тада је производ од НВ и 

ВГ са квадратом броја ГЕ једнак квадрату броја ВЕ. НО ~ 

производ од АВ и ВГ са ј квадратом броја ГЕ једнак је, по , 
претпоставци, квадрату броја ВЕ. Значи производ од НВ и 

ВГ са квадратом броја ГЕ једнак је производу од АВ и ВГ 

са квадратом броја [Е. После одузимања заiедничког квад

рата броја· ГЕ закључујемо да је АВ једнако НВ, а то је 

бесмислено. Значи. производ од АВ и ВГ заједно са крадра
том броја r.::l H~e једнак квадрату броја ВЕ. Тврдим да ниј'е 
ни мањи од квадрата броја ВЕ. Заиста, нека је, ако је то мо

гуће, једнак квадрату BZ и нека :је еА удвостручен број 

.::lZ. Тада излази да је еГ УД80стручен број. fZ. Значи тачка 
Z ПОЈЈОВИ Ге и из истих разлога је производ од ев и БГ 
заједно са квадратом броја zr' једнак квадрату броја BZ. А 
претпоставили смо да је производ од АВ и ВГ заједно са 

квадратом броја ГЕ једнак квадрату BZ. Према- томе је про

извод од 0В и ВГ заједно са квадрагом броја fZ једнак про
изводу од АВ и ВГ заједно са квадратом броја fZ, а то је 
бе~мислено. На овај начин ПРОИЗl,lод од АВ и ВГ заједно са 
квацратом броја ГЕ неће бити мањи од квадрата броја ВЕ. 

А доказано је да није H~ једнак са ~BaдpaТOM броја ВЕ. 

Према томе производ од АВ и ВГ заједно са квадратом броја 
ГЕ неће бити квадрат .. (Без обзира на то· што се и многим 
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другим путевима могу пронаhи бројеви поменутих особина, 

зауставимо се на наведеном да не бисмо продужили расправу 

Koj~ је већ и без тога дуга Ј. А то је требало Доказати. 94 

29. 

Наhи две, само у степену самерљиве, такве рационалне 

дужи да квадрат на веlюј буде веhи од квадрата на мањој 

за квадрат на дужи која је самерљива по дужини са већом. 

Узмимо неку рационалну дуж АВ и два таква квадратна 

броја, Г~ и ДЕ, да њихова разлика ГЕ не буде квадрат; и 

нацртајмо на АВ полукруг AZB. Па начинимо тако да дГ 
буде према ГЕ као квадрат на ВА према квадрату на AZ и 

спојмо Z са В. 
Пошто је .сад квадрат на АВ према квадрату на AZ као 

дГ према ГЕ, значи да је размера квадрата на ВА према 

~
~ z квадрату на AZ једнака размери броја дГ пре

ма броју ГЕ. Према томе је квадрат на АВ 

А В самерљив са квадратом на AZ. Но квадрат на 
, АВ је рацИОШlЛан, -ла пре.ма-томе је рациона-

г Е д лан и квадрат на AZ, значи рационална и дуж 
AZ. Пошто дГ према ГЕ није у размери квад

ратног броја према квадратном броју, ни размера квадрата 

на· ВА према квадрату на AZ није једнака размери квадратног 
броја према квадратном броју. А то значи да АВ и AZ нису 
самерљиве по дужини. На овај начин АВ и AZ су рационалне али 
самерљиве само у степену. И пошто је дГ према ГЕ I<ao квадрат на 
ВА према квадрату на AZ, биhе, после замене јеДНОГtдела другим, 
Г д према дЕ као квадрат на АВ према квадрату на BZ. Но 
Гд је према дЕ у размери квадратног броја према квадрат

ном броју. Значи и квадрат на АВ је према квадрату 

на BZ у размери квадратног броја према квадратном броју. 

Биhе према томе АВ самерљиво по дужини са BZ. Но квад
рат на АВ једнак је збиру квадрата на AZ и ZB. На овај 
начин квадрат на АВ је веhи од квадрата на AZ за квадрат 

на дужи BZ, која је самерљива са. АВ. 

На овај начин су нађене две, само у степену самерљиве, 

такве рационалне дужи ВА и AZ да квадрат на већој АВ 
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буде веhи од квадрата на мањој AZ за квадрат на дужи BZ 
која је самеРЉИВ8 са АВ. А то је требало Доказати. 95 

30. 

Наhи дв'е, самСЈ у степену самерљиве, 'такве рационалне 

дужи да квадрат на већој буде веhи од квадрата на мањ()ј 

за квадрат на дужи која је несамерљива по дужини са 
веПом. . 

Узмимо неку рационалну дуж АВ и два таква квадратна 

броја, ГЕ и ГД,да њихов збир ГД не' буде квадрат;'и :.нацр-
Z тај мо 'на АВ полу круг AlB. Па начинимо 
~ тако да бу де Llr према ГЕ као квадрат 

А ~ В на ВА према квадрату на AZ и спојмо 
Z са В. 

~._-~-__ --,1 Слично претходном' доказује се да. 

су ВА и AZ рационалне и самерљиве са
мо у степену. И пошто Је дГ према ГЕ као квадрат на ВА 
према квадрату на AZ, биhе посде замене једног дела другим 
Г Ll l1рема LlE као квадрат H~ АВ пр~ма квадрату на BZ. Но 
Г Ll према LlE није у размери као квадратни број према квад
ратном броју. Значи ни квадрат на АВ. према квадрату на BZ 
није у размери као квадратни број према' квадратном броју. 
На овај начин АВ је несамерљиво по дуж ини са BZ. И 
према томе квадрат на АВ је веhи од' квадрата на AZ за 
квадрат на дужи ZB несамерљивој са АВ. ' 

На овај начин су АВ и AZ рационалне дужи,самер~иве 
ca~o у степену, и квадрат на АВ је веhи од квадрата на AZ 
за квадрат на дужи ZB, која је несамерљива са АВ. А то је 

требало ДоказатиS6 • 

31. 

Напи две, само у степену самерљиве, медијале тако да 

буду стране рационалног правоуг,аоника и да квадрат на ве· 
Ьој буде веhи 011 KBaдpaT~ на мањој' за квадрат на дужи са

мерљивој са већом. ' 
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Узмимо две рационалне дужи А и В, самерљнве само у 

степену, тако да квадрат на веЬој А буде веhи од квадрата 

на мањој В за ~BaдpaT на дужи, која је самерљива 

по дужнни са веЬом. И нека је правоугаоник са 

странама А и В једнак квадрату на Г. Но правоу

гаоник коме су стране А и В је медијалан, те значи 

медијалан и квадрат на Г. а сама дуж Г је медијала. -
А В rd 

Нека је, даље, квадрат на В једнак правоугаонику 

са странама r и d. Али квадрат на В је рационалан, значи 

и правоугаоник са странама Г и d рационалан. И пошто 

је А према В као правоугаоник са странама А и В према квадрату 

на В, а правоугаоник са странама А и В једнак квадрату на Г, 

усто квадрат на В једнак је правоугаонику са странама r и d, 
биhе А према В као квадрат на Г према правоугаонику са 

странама Г и d. Но квадрат на Г је према правоугаонику са 
станама Г и d као Г према d. И на овај начин А је према 

В као r према d. Но А је самерљиво са В само у степену, 

па је према томе и r самерљиво са d само у степену. И r 
је медијала, значи и d је медијала. И пошто је А према В 

као r према d, и квадрат на А је веhи од квадрата на В за 
I 

квадрат дужи која је самерљива са А, биhе и квадрат на r 
веhи од квадрата на d за квадрат дужи која је самерљива 

са Г. 

На овај начин су нађене две медијале Г и d, самерљиве 
само у степену, које су стране рационалног правоугаоннка 

и квадрат на r је веhи од квадрата на d за KBaдp~T на дужи 
самерљивој по дужини са Г. 

Слично се доказује и за дуж несамерљиву са Г, ако је 

квадрат на А вепи од квадрата на В за квадрат на дужи не

самерљивој са АУ 

32. 

Наhи две медијале самерљиве само у степену тако да 

бу ду стране медијалног правоугаоника и да квадрат на веtюј 

буде вепи од квадрата на мањој за квадрат на дужи самер-

љивој са веПом. . 
Узмимо три рационалне дужи А, В, Г самерљиве само 

у степену и 1'0 такве да је квадрат на А веhи од квадрата 
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на Г за квадра(на дужи самерљипој са А .. И нека је правоуга
оник са странама А и В једнак кпадрату на 6.. Према томе је 
квадрат на ~ медијалан, а сама дуж ~ је медијала. Нека је право

,4.---. 
В·---

Е'.-----. 
г·----

угаони к са странама В и Т једнак 

правоугаонику са странама 6. и Е. И 
пошто је правоугаоник са странама 

А и В према правоугаонику са 

странама В и Г као А према Г, а право

угаоник са странама А и В једнак је квадрату на 6.., сем тога 
правоугаоник са странама В и Г једнак је правоугаонику са 

странама 6. и Е, биnе А према Гкао квадрат на 6.. према 

правоугаонику са странама 6.. и Е. Но квадрат на 6.. према, 
правоугаонику са странама 6. и Е је као 6. према Е. И на 

овај начин је А према Г као 6.. према Е. Али А је самерљиво 
са Г само у стерену, те значи и 6.. је самерљиво' са Е само 

у степену. И 6. је медијала, те је према томе и Е медијала. 
И пошто је А према Г као ~ према Е, а квадрат на А је 

веhи од квадрата на Г за квадрат на дужи самерљивој са А, 

биhе и квадрат на 6. веhи од квадрата на Е за квадрат на 

дужи самерљивој саl6.. и тврдим, да је правоугаоник обух

ваnен дужима 6. и Е медијалан./ЗаиСга, пошто је правоугао
ник коме су стране В и Г једнакправоугаонику са странама 

6. и Е, а правоугаоник са ст,ранама В и Г м~дијалан [јер су 

В и Г рационалне и самерљиве само у степену], биnе и пра

воугаоник са странама ~ и Е медијала~. 

На ова.ј начин су нађене две медијале 6.. и Е, самерљиве 
само у степену, које су стране медијалног правоугаоиика и 

квадрат На веnој је веnи од_ квадрата на мањој за квадрат 

на дужи самерљивој са ~. 

Слично се затим доказује и за HecaMeplli\iBY дуж, ако 

је квадрат на А веhи ,од квадрата на Г за квадрат на дужи 

несамерљивој са А.18 

Ле ма 

Нека је АВГ правоугли троугао са правим углом А И 

нека је A~ нормала. Тврдим, да је правоугаоник са странама 

ГВ и B~ једнак квадрату на ВА, правоугаоник' са странама 
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! ВГ и Г 6. једнак квадрату на ГА, и правоугаоник са странама 
В6. и 6.Г једнак квадрату на АД, и још правоугаоник са стра

нама ВГ и А6. једнак је правоугаонику са странама ВА и АГ. 

Прво, правоугаоник са странама ГВ 

и В6. једнак је квадрату на ВА. 

Заиста, пошто је А6. повучено у пра

воуглом троуглу из правог угла нормално 

на основу, биЬе троуглови АВ6. и А6.Г 

слични и целом троуглу АВГ и међу со-

А 

И::S;Н'. 
в' .. <1 ~:г 

'о, 

бом., И како је троугао АВГ сличан троуглу АВ6., биhе ГВ" 
.према ВА као ВА према В6.. Према томе је правоугаоник са 

странама ГВ и В6. једнак квадрату на АВ. 
Из истих разлога је и право угаони к са странама ВГ и 

Г6. једнак квадрату на АГ. 

И пошто је у правоуглом троуглу из правог угла спу

штена нормала на основу средња пропорционала отсечака 

основе, биhе В6. према дА као Ад према ДГ. Па је на тај 

начин правоугаоник коме су стране В6.· и 6.Г једнак: квад
рату на 6.А. 

Тврдим још и да, је правоугаоник са странама ВГ и АА 

једнак правоугаонику са странама ВА и Аг. Заиста, пошто је, 
како смо навели, троугао АВГ сличан троуглу АВД, биhе ВГ 

према Г А као ВА према А6. [а ако су четири дужи пропор

ционалне, правоугаоник на средњима је једнак правоугаонику 

на крајњима Ј. На овај начин је правоугаоник од ВГ и А6. јед

нак правоугаонику од ВА и АГ. А то је требало Доказати.вg 

33. 

,Наhи такве две дужи, несамерљиве у степену, да повр

шина састављена од квадрата на њима буде рационална, а 

правоугаоник обухваhен тим дужима медијалан. 
Узмимо две рauионалне дужи АВ и ВГ, самерљиве само 

у степену, и то такве да је квадрат на веЬој АВ веhи од 

,-~Г 
Е . 

квадрата на мањој ВГ за ква

драт на дужи несамерљивој са 

веЬом, преполовимо ВГ тачком 

6., и конструишимо на АВ па
ралелограм, једнак квадрату на 
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свакој од B~ и АГ, тако да њихова допуна бу де у облику \ 
квадрата; нека то буде правоугаоник са странама АЕ и ЕВ, 

нацртајио на АВ полукруг -AZB и повуцимо EZ нормално на 
АВ и спојимо Z са А и са В. 

Пошто су АВ и ВГ две неједнаке дужи и квадрат на 

АВ је веhи од квадрата на ВГ за квадрат, на дужи несамер

љивој са АВ, и на АВ је конструисан парал~лограм са допу

нам у облику квадрата, једнак четврти ни квадрзта на ВГ, тј. 

једнак квадрату на половини ВГ, 'и то је правоугаоник са 

странама АЕк ЕВ, - бипе АЕ несамерљиво са ЕВ. И какО је 

АЕ према ЕВ kao правоугаоиик са странама ВА и АЕ према 

правоугаонику са странама АВ и ВЕ, а правоугаоник састра

нама ВА 'И АЕ једнак је квадt>ату на AZ, и' правоугаоник са 
<(:транама АВ и ВЕ једнак је квадрату на BZ, бипе квадрат 
на AZ несамерљив са квадратом на ZB, а AZ и ZB су неса
мерљиве' у степену. И пошто је дуж АВ :рационална, биМ 

рационалан и квадрат на дужи АВ. Па према ,томе је рацио

налан и збир квадрата на AZ и на ZB. И пош1'О је, даље, 
правоугаоник са странама АЕ и ЕВ једнак квадрату на El 
3, према преТПОСТЗQЦИ, тај правоугаоник једнак је и квадрату 

на B~, биhе према1'оме ZE једнако ВА. Значи ВГ је дВО

'струка дуж ZE. Према томе биhе правоугаоник ·са странаМА 

АВ' и ВГ самерљив са правоугаоником са странама АВ и El. 
Но правоугаоник Са странама АВ и НГ је медијалан, па ће 

бити медијалан и ПРdвоугаоник ,са странама АВ и EZ. Али 
правоугаоник 'са странама АВ и EZ једнак је правоугаонику 
са странама AZ, и ZB. А доказано је да је рационална и повр
шин~ од квадрата на њима. 

, На овај начин су нађене ове дужи, AZ и ZB, такве да. 
површина састављена од квадрата на њима буде рационална, а 

правоугаоник обухваhен тим ~ужима медијалан. А то је требало, 

Доказати. 40 

34. 

Мапи две дужи; несамерљиве у степену, такве да повр

шина сасtављена од квадрата на њима, буде медијалtЩ, а пра

.воугаоник обухваhен тим дужима рационалан. 
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;Узмимо Jl.Be медијаЈЈе АВ и ВГ, самерљиве само у сте

пену, и то такве да обухватају рационалан ·правоугаоник и 

да је квадрат на АВ. веhи од квадрата на ВГ за квадрат 

на дужи несамерљивој са АВ, нацртајмо на АВ полукруг 

L1 A~B, преполовимо ВГ тачком Е и 

.~ конструишимо НjI АВ паралелограм 
-1 1/ .. .-t~---.r једнак квадрату на ВЕ са допуном 
. z в Е У облику квадрата, наиме паралеЈЈО-

грам са странама AZ и ZB. Тада је 

AZ несамерљиво по дужнни са ZB. Повуцимо из Z нормалу 
Z~ према АВ и СЈЈојмо ~ са А и са В. 

Пошто је· AZ несамерљиво са ВZ,биhе и правоугаоник 
са странама ВА и AZ несамерљив са правоугаоником коме 

СУ стране АВ, BZ. Но правоугаоник са странама ВА и AZ 
једнак је квадрату на A~, а щ)авоугаОНИI\ са странама АВ и 

BZ једнак је квадрату на АВ, па је, услед тога, кваnрат на 

A~ несамерљив сЈ квадратом на ~B. И пошто је квадрат на 

АВ медијалан, биhе медијалан и збир квадрата на Ад и на 

~B. И пошто је ВГ удвостручено ~Z, биh~ правоугаоник са 

странама АВ и ВГ двапут веhи од правоугаоника са странама 

АВ и Z~. Но правоугаоник са странама АВ и ВГ је рацио

налан, значи и правоугаоник са странама АВ и Z~ рациона

лан. А како је правоугаоник са 'странама лв и Z~ једнак 
правоугаонику са странама A~ и ~B, биhе и правоугаоник 

са странама Ад и ~B рационалан. 

На овај начин су нађене две такве дужи A~ и ~B, не

самерљиве у степену, да је површина састављена од квадрата 

на њима медијална, а правоугаоник обухваhен тим дужима 

рационалан. А то је требало Доказати.Н 

3Ео. 

Наnи две дужи, несамерљиве у степену, такве да повр

шина састављена од квадрата на њима буде медијална и пра

воугаоник обухваhен тим дуж има медијалани, при томе, ",е

самерљив са површином састављеном од квадрата на њима. 
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Узмимо две медијале АВ и БГ, самерљиве само у сте

пену и то тако да обухватају медијалан правоугаоник и да 

_ квадрат на АВ буде веhи од квад-

/-----х рата на ВГ за квадрат на дужи не-
~ ~,г с~мерљивој са АВ, нацртајмо на АВ 

. А Е В d полукруг ALlB и учинимо "~Be оста
ло као у претходном случају. 

Пошто је AZ несамерљиво по пужини са ZB, биhе А6. 
иесамерљиво са LlB у степену. И пошто је квадрат на АВ 

меДifјалан, биhе медијалан и збир квадрата на AI1 и на LlB. И по
што' је правоугаоиик са странама AZ и ZB 'једнак квадрату на 
свакој од дужи ВЕ и I1E, биhе ВЕ једнако 6.Zi,значи ВГ је удво
стручена дуж ZI1, а правоугаоник са странама АВ и ВГ двапут 
веhи од правоугаоника са странама АВ и ZI1. Но пр~воугао
ник са странама АВ .и ВГ је медијалан, па је, према томе, .и 

правоугаоник са странама ЛВ и ZI1 медијалан. Али 011 је јед" 
нак правоугаОIlИКУ са странама AI1 и I1B, па, IlpeM~ томе, ме

дијалаll је и правоугаоник са странама AI1 и I1B. '11 пошто је 
АВ несамерљиво по дужини са ВГ, а ВГ је самерљиво са ВЕ, 

биhе АВ несамерљиво по дужини са ВЕ. На нај начин и квад

рат на АВ несамерљив је са правоугаоником са странама AS 
и ВЕ. Но квадрат на АВ једнак је збиру квадрата .на М и 

на ZI1, тј. правоугаонику "Састраџама AI1 и I1B. На .овај на

чин је несамерљива површина збира квадрата на AI1 и на I1B 
са површином правоугаоника са странама AI1 и I1B. 

На овај начин' су нађене 'дужи AI1 и I1B, несамерљиве у 
степену, такве да површина, састављена од квадрата на љима 

буде медијална, правоугаоник обухваhен тим дужима буде, 

медијалан и, при томе, несамерљив са површином саставље

ном од квадрата на љима.О 

36 . 

. Ако се саберу две рационалне дужи, самерљиве само у 
степену, биће цела дуж ирационална: Heka се зове б и н о

м и ја ла. 

Саберимо две рационалне' дужи А'В и ВГ самерљиве 
. само у степену. Тврдим да је цела дуж АГ .-ирациОНална. 
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Заиста, пошто је АВ несамерљива са ВГ по дужини, јер 

су оне самерљиве само у степену, биhе АВ према ВГ као 

правоугаоник са странама ЛВ и ВГ према квадрату на ВГ, 

па је, према томе, правоугаоник несамерљив са квадратом 

на ВГ. Но са правоугаоником са странама АВ и ВГ је самер

љив двоструки правоугаоник са CTp~HaMa АВ и ВГ, а са ква

дратом на ВГ самерљ,ИВИ су. квадрати на 

АВ и на ВГ заједно, јер су АВ и ВГ ра- А в r 
ционалне дужи самерљиве само у степе-

ну. Према томе је двоструки правоугаоник са странама ЛВ и 

ВГ несамерљив са квадратима на ЛВ и на ВГ. И, после са

стављања, двоструки правоугаоник са странама АВ и ВГ са 

збиром квадрата на ЛВ и на ВГ, тј. квадрат на АГ је неса

мерљив са површином саста'вљеном од квадрата на ЛВ и на 

ВГ. Но површина састављена од квадрата на АВ и на ВГ је 

рационална, те је према томе квадрат на АГ ирационалан; 

значи и дуж ЛГ је ирационална. Нека се она зове биномијала. 

Л то је требало Доказати41 • 

37. 

Ако се саберу две дужи-медијале". самерљиве само у 

степену, које обухватају рационалан правоугаоник, биhе цела 

дуж ирационална. Нека се она зове п р в а· б и м е д и ј а л а. 
Саберимо две медијале АВ и ВГ, самерљиве само у сте

пену, које обухватају рационалан правоугаоник. Тврдим да 

је цела дуж АГ ирационална. 

Заиста, пошто је АВ. несамерљива са ВГ по дужини 

биhе и збир квадрата на ЛВ и ВГ несамерљив са удвостру-

~. ченим правоугаоником са странама ЛВ и ВГ. 
А В Г ---, И после састављања квадрата на АВ и на ВГ 

са удвострученим правоугаоником са странама 

АВ и ВГ, а то је баш квадрат на ЛГ, биhе тај квадрат неса

мерљив са правоугаоником са странама ЛВ и ВГ. Но право

угаоник са странама ЛВ и ВГ је рационалан, јер се претпо

ставља да АВ и ВГ обухватају рационалан правоугаоник. Зна

чи квадрат на АГ је ирационалан, те је, према томе, и дуж 
ЛГ ирационална. Нека се оца зове прва бимедијала. Л то је 

требало Доказаrи.44 
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38. 

Ако се саберу две дужк-медијале, саfllер.tьиве, ~~fIIO у 
степену, коЈе оБУХ;В~Тt}ју мцијалан лравоугаОIlИК, биhе цела 
дуж ирацИQtlална. Нека се зове д р у r а б и м е д и ј (l ла. 

СабеРIlМО дџе fIIед~iале АВ и БГ, самерљице само у 
степену, које обухвацју Mt:A~ja,1IaH ПР(l~оугаОI;lИК. Тврдим да 
је дуж АГ ирационалиа. 

в 
А ,----,--. Г 

9 

Е z 

ЗЗliста, УЗМ~f?iQ р!щ~щiал, 
иу дуж 1lE' и Ј(ОЦС1"РУIЩIИМО 

на IlE правоугаоlШК AZ Ц1:ирtt

не дН једнак Ј(цадрату на АГ. 
Пошто је кваДРilТ на АГ јециак 
збиру кваДрата на АБ ц 1111. ВГ 

са у Дв~тручеп" .. · IlpaQ~raOl;ltt, 
ком ~OMe су стране АВ и БГ, КОНС1'РУИШИМО на ДЕ праВО

угаоник ЕЕ> једнак збиру квадран ца АВ tf на БГ.' OC1'lTaК' 
ez биhе једнак удвострученом прзвоугаопику са с_трЗпсrм. 

АБ и, ВГ. И пошто је свака од АВ и ВГ медијалз, биhе меди

јални и квадрати на АВ и на ВГ.·А по преТ[lоставци је меди

јалан и удвостручени працоугаоник СЦ CTpaH(iMa АВ и БГ. Но 
збир ~BaдpaTa на АВ и ца ВГ 1Е;днак је праВQугаонику Ее. а 

у двостручени nравоугаоник са странама-ЛВ и ВГ jeAH(lK "ра
BoyraOH!fKY ze. Према томе је сваки ОД ПР(lвоугаоника Ее 
и ez медијалан. А конструисан и су ,на раЦliоиалној дужи IlE. 
3ј:1ачи свака 9д дужи 1lE> и ен раЦИОЩlЛна. је и неСl;Iм~љива 

по ду $ИНИ са IlE. Пошто је сад АВ несамерљиво пО ДУЖRНIJ 
са ВГ и АВ је према ВГ као. квадрат на АБ према правоуга

они ку С,а страliама АВ и ВГ,' биhе квадрат .,.а АБ несамерљив 
са правоугаоником са странама АВ и ВГ. Али са квадра,ТЩ1 
на АВ је самеРЉИ\Ја ПОВРШИllа CaCTal;\Jbet!a од квадрата на АВ 
и иа ВГ, а са лравоугаОНQКОМ са страђама АВ и БГ саf4~р,IЬИВ 
је уј(nоструч,ени лра130угаоник са странама АВ и ВГ. ПреМ(l 
томе је ПОВРЩЩIa саста\Јљенз од КR(lдрата на АВ Ii на ЭГ 
несамерљква са уо,вострученим пр,,:воугаоником коме су стране 

АВ и вг. Но збир, квадрата на АВ и на БГ jeAliaK је ПР(l'во~ 

угаонику "Е8, а двоструки правоугэоник са странама АБ !t 
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ВГ једнак је правоугаонику ez. На овај начин је ЕЕ> право
угаоник несамерљив са ez, те је, према томе, дуж де не

самерљива са ен по дужи"и. Дакле, де и ен су рационал

не дужи самерљиве само у степ~ну. Стога је дН ирационал

на дуж. Али дЕ је рационална дуж. Но правоугаоник обу

хваћен са рационалном и ирационалном дужи је ирационалан. 

Према томе је и површина дz ирационална, а ирационална је 

и страна њој једнаког квадрата. Но страна квадрата једнаког 

површини дЗ је АГ, па је према томе ирационална и дуж АГ. 

Нека се она зове друга бимедијала.41 

39. 

Ако се с~беру две 'дужи, несамерљиве у степену, за 

које је збир квадрата на њима рационалан, а правоугаоник 

обухваhен љима медијалан, биhе цела дуж ирационална. Нека 
се она зове в е h а. 

Саберимо две дужи АВ и ВГ, несамерљиве у степену; 

под наведеним условима. Тврдим да је дуж АГ ирационална. 

Заиста, пошто је rtpавоyraoник---еастранама АВ и ВГ 
медијалан, биhе и двоструки правоуг~оник са странама АВ и 

' ___ '_'_~_' ВГ медијалан. Но збир квадрата на АВ и на 
А В Г ВГ је рационалан. Значи удвостручени пра-

воугаоник коме су стране АВ и ВГ је несамерљив са збиром 

квадрата на АВ и на ВГ. Према томе је и збир квадрата на 

АВ и на ВГ заједно са удвострученим правоугаником коме су 

стране АВ и ВГ, а то је квадрат на АГ, несамер.iьив са збиром 
квадрата на АВ и на ВГ, [а збир квадрата на АВ и на ВГ је 

рационалан]. На овај начин је квадрат на АГ ирационалан, 

те је, према томе, ирационална и дуж ЛГ. Нека се она зове 

.веЬа",46 

40. 

Ако се саберу две дужи, несамерљиве у степену, за 

које је збир квадрата на њима медијалан, а правоугаоник 

обухваhен њима рационалан, биhе цела дуж ирационална. 

Нека се она зове .с т р а н а к в а Jf, р а т а ј е д н а к о г 

збиру рационалне и медијалне површине". 
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Нека се саберу две дужи АБ и БГ, несамерљиве у сте

пену, под наве.ценим условима., Тврдим да је дуж АГ ира-

-ционална. 

Заиста, пошто је површина састављена од квадрата на 

АБ и на БГ медијална, а удвостручен iIравоугаоник са стра
нама АБ и Ј3Г је рационалан, бl:lће· збир квадрата на АБ и 
на ВГ несамерљив са удвострученим правоугаоником са стра-

-А 

в 

·Г 

нама АБ и ВГ. Па Ье и квадрат на АГ бити цеса-

мерљив са у двострученим правоугаоником коме су 

стране АВ и БГ. Но У двостручени правоугаоник са 

странама АВ и БГ је рационалан; па је кщщрат на 

АГ ирационалан. Дакле, и дуж АГ' је ираЦlfонална. 

Нека' се она зове "~Tpafla К6адратаједнаког збиру 
рационалне· и медијалне површине". А то је . тре
бало Доказати.47 

41. 

Ако се саберу две ду~и, несамерљиве у степену, за 
'које је ·збир квадрата на њима мед"јалан и правоугаоник обу
-хваЬен њима медијалан, и при томе је правоугаоник несамер
. љив са збиром квадрата; биhе цела дуж ирационална. Нека 
се· она зове .с т р а н а к в а Д р ат а ј ед н а к о r з б и Р У две 
иедијалне пов ршине-. 

Саберимо две дужи АБ и БГ, несамерљиве у степену, 

. под наведеним условима. Тврдим да је дуж АГ ирационална. 
Заиста, узмимо рационалну дуж АЕ и конструишимо на 

.АЕ правоугаоник 6.Z, једнак збиру ква.zфата на АБ и на БГ, 

и правоугаоник не једнак у двострученом пра

воугаонику са странама АБ и ВГ. Цео право

угаоник. 6.е је тада једнак квадрату на АГ. 

П'!што је површина једнака збиру квадрата 

на АВ и на ВГ медијална и једнака правоуга

·онику 6.Z, биhе, према томе, и правоу-гаоник 
6.Z медијала'Н; А он је конструисан на' рацио-

налној дужи АЕ, те је, према томе, рационална А В r 
н дуж АН н несамерљива по дужнии са АЕ. Из НСТНХ раз-
лога је рационална и дуж НК и иесамерљива по дужиии са 
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HZ, тј. са ~E. А пошто је збир квадрата на АВ и на ВГ 

несамерљив са удвострученим' правоугаоником коме су стране 

АВ и ВГ, биhе несамерљив и правоугаоник ~Z са правоугао

ником не. Према томе је несамерљива и дуж ~H са НК. 

Но оне су рационалне. Према томе су ~H и НК рационалне 

и самерљиве само у степену. На овај начин је ~K ирационална 

и т~щозвана биномијала. Но ~E је рационална, па је, према 

томе, ~e ирационалан правоугаоник и страна једнаког му 

квадрата такође ирационална. Али страна квадрата једнаког 

правоугаОНИI<У e~ је дуж АГ. Према томе је ирационална и 

дуж АГ. Нека се зове nстрана квадрата једнаког збиру две 
медијалне површине". А то је требало Доказати.48 

Лема 

Да се наведене ирационаJlне дужи само на један начин 

деле на дужи, од којих се, као од сабирака, образују изне

сени типови ирационалности, Доказаhемо после ове мале леме. 

Узмимо дуж АВ и поделимо је на нејед-

наке делове тачкама Г и ~, претпостављајуhи 

да је АГ веЬе од ~B. Тврдим да је збир квад
А .:1 Е r в 

рата на АГ и на ГВ веhи од збира квадрата на A~ и на ~B. 

Заиста, преполовимо АВ тачком Е. Пошто је АГ веЬе 

од ~B, биhе, после одузимања заједничког дела ~Г, остаТаК 

A~ веhи од остатка ГВ. Но АЕ једнако је ЕВ, па је према 

АЕ мање од ЕГ. И на тај начин тачке Г и ~ нису подједнако 

удаљене од средине Е. И пошто је правоугаоник са странама 

ДГ и ГВ заједно са квадратом на ЕГ једнак квадрату аа ЕВ, 

а и правоугаоник са странама Ад и дВ заједно са квадратом 

на ~E једнак квадрату на ЕВ, биhе правоугаоник са странама 

ЛГ и ГВ заједно са квадратом на ЕГ једнак правоугаонику 

са странама A~ и ~B заједно са квадратом на ~E. Од ових 

је квадрат на ~E мањи од квадрата на ЕГ. Према томе је и 

остатак, правоугаоник са странама АГ и ГВ, мањи од право

угаоника са странама Д~ и ~B. А и удвостручени правоуга

они к са странама ДГ и ГВ мањи је од удвострученог право

угаоника са странама Д~ и АВ. И на тај наЧIНi остатак, збир 

квадрата на дг Jt на ГВЈ биhе веhи од збира ј(вадраТIJ на A~ 
и на dB. А то је требалр доказати.48 

I'У.ЛИ.lови еле .. енти ••• 10 4 



42. 

Биномијала се дели на своје делове само једном тачком.6О 

Нека се биномијала АВ дели тачком Г на своје делове, 

при чему су АГ и ГВ две рационалне дужи самерљиве само 

у степену. Тврдим да се _АВ не дели никаквом дi>угом Тач
ком на рационалне делове самерљиве само у степену, 

Заиста, ако је, то могуЬе, нека се дели и Т(I.ЧКОМ 6. И то ' 
тако да А6. и ilB буду рационалне дужи самерљиве само у 

'-А 
степену. Јасно је да АГ неЬе бити иста дуж као 

што је 6.В. Заиста, ако је то могуЬе, нека буде 
иста. Тада је и А6. иста дуж што је и АВ. ИАГ 

је према ГВ као Bil према 6.А; те је, према томе, 

АВ подељено тачком Г на исти начин као и тзчком 

6., а то се не претпоставља. Значи, АГ није исто 

што је 6.В. Због тога тачке Г и il неЬе бити под

једнако удаљене од средине. На овај начин се OHiJM 

чиме се разликује збир квадрата на АГ и на ГВ од 

збира квадрата на Ail и на ilB, тиме разликује и удвостру

чени правоугаоник са странама А6. и ilB од У двострученог 
правоугаоника са странама АГ и ГВ, и то из разлога ШТО је 

збир квадрата на АГ и на ГВ заједно са двоструким правоу

гаоник~м са странама АГ и ГВ и збир квадрата на А6.. и ilЏ 
заједно са двоструким пра~оугаоником коме су стране Аilи ilB 
једнак квадрату на АВ. НО збир квмрата на АГ и на ГВ се 
разликује од збира квадрата на Ail' и на ilB за рационалну 

величину, јер су оба збира рационална. И двоструки правоу

гаоник са странама Ail и 6.В се разликује од двоструког ~pa
воугаоника са странама АГ и ГВ за рационалну величину, но 

они су оба медијални. А то је бесмислено, јер меДија.iIНа. вели~ 

чина није веЬа од медијалне величине за рационалну величину~ 

На овај начин се биномијала не дели једном и другом 

тачком на своје делове. Према томе она се дели само једном 

тачком. А то је требало доказати.51 

43. 

Прва бимедијала се дели само једном тачком. 

Нека је АВ прва бимедијала, подељена тачком Г тако 

да АГ и ГВ буду медијале самерЉf\ве ~caMO у степену и да 
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обухватају рационалан лравоугаоник. Тврдим да се АБ не 

дели другом тачком. 

Заиста, ако је то могуће, нека се дели и тачком Д и то 
тако да су Ад и дБ медијале самерљиве само у степену и 

обухватају рационалан правоугаоник. 

Пошто се сад, оним чиме се разликује двоструки пра

воугаоник са странама Ад и дБ од двоструког правоугао

ника са CTp~HaMa АГ и ГБ, тиме разликује и збир квадрата 
на АГ и на ГБ од збира квадрата на Ад и на дБ, док се 

двоструки правоугаоник са странама Ад и дБ разликује од 

двоструког правоугаоника на странама АГ и ГБ за рацио

налну величину, јер су оба рщионална. Према томе се раз

ликује за рационалну величину и збир квадрата на АГ и на 

ГБ од збира квадрата на. Ад и на дБ, а они су оба меди

јални. А то је бесмислено. 

На овај начин прва бимедијала се не дели и једном и 

другом тачком на своје делове. Према томе она се дели само 

једном тачком. А то је требало Доказати.5~ 

44. 

Друга бимедијала се дели само једном тачком. 

Нека је АБ друга бимедијала, подељена тачком Г тако 

да АГ и ГБ буду медијале самерљиве само у степену и да 

обухватају медијалан правоугаоник. При томе је јасно да Г 
није средина, јер делови нису самерљиви по дужини. Тврдим 

да се АБ не дели другом тачком. 

Заиста, ако је то могуће, нека се дели и другом тачком 

Д и то тако да АГ није исто што и дБ и да је АГ, по прет

поставци, веће.. Очевидно је, 
>--,-<--, 

како смо .раније доказали, да А д Г В 

је збир квадрата на Ад и на 11 в 

АБ мањи од збира квадрата : [ Il 1: 
на АГ и на ГБ, и да су Ад и А Н , 

дБ медијале, самерљиве само 

у степену, које обухватају медијалан правоугаоник. Узу-имо 
рационалну дуж EZ и конструишимо на EZ правоугли пара
лелограм ЕК једнак квадрату на' АБ, и одузмимо правоуга-
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они!' ен једна\( збl1РУ квадрата J:la АГ и на П3. Тад'! j~ (Јста
так вк једнак двоструком правоугаонику са стр,!нама ДГ 14 
ГВ. Затим ОДУЗМНt.lопраВОУГ"08ИК ЕЛ једнак ~биру крџрата 

на ЛА и на дВ, који је, како сио. ДОК3.Зi\ЛИ, мањи од збира кВа
драта на АГ и ГВ. Тада је и рстатак МК једн!!!' ДВЩПРУl{.ОМ 

правоугарнику Са cтpaHqMq АА и АВ'. И пошто су квадрати 
на ДГ Ii tla ГВ меДијаЛНlf, биhе медијqЛр,н и правоуг,щник 

ЕН. Ион ~e КQнструише на рационалној дужи EZ, зtщчи да 
је"р,!ционална и дущ ј:е и несамерљива по ,ltужини c/t El. 
Из истих разлога је и дуж BN раЏl:Iонална ~ несаиерљива 

по д.у:жици са EZ. И пощто су АГ и ГВ мед~ј"л~, Cafri~PIh~pe 
само по дужиии, биhе АГ несаt.'jерљивр по дуЖин.и са ГВ. 

HP АГ је према ГВ као кваДРilТ на АГ преft1а п.равоугаQf~ИКУ 

са странама АГ иТВ. ГЈа према томе је квадрат на АГ неса

мерљив са правоугаоником коме су страnе АГи ГВ. Значи КВјЈД

рат на АГ је самерљив са збиром K~дpaTa на АГ и ца ГВ, 
јер су АГ и ГВ самерљиве у степену~ Но ДQОСТРУКЏ ЦPi1Po
угаоник са странама АГ !f ГВ је самерљив са праВQугаОНИ\(Щf 
коме су стране АГ и ГВ. Према томе је збир квадрата на АГ и на 
ГВ несамеРЉИ8 са двоструким правоугаоником коме су стране 
АГ и ГВ. Но збир квадрата на АГ и на ГВ једнак је право

угаонику ЕН, а двоструком правоугаонику са стран<tМЗ АГ и 
ГВ једнак је правоуг(\оник вк. Према томе је ЕН цес,.,ер
љи во са вк, па и ЕВ не~амерд>иво по ду:жиtlи Са 8N. А 
оне су рацирналне. На овај· tlачин су ЕВ и 8N раIЩонаlltlе 

, дужи самерљиве само у стеПftlу. Али, ако се саберу две 

рационалне дужи самерљиве caloiQ у степеffУ, биh~ целина 

(збир) ирацнон'!лна, та\(озвана бицомијала. Према ТО14е је EN 
биномијала која се дели тачком 0. На исти наRЮi се доца

зу је да су и ЕМ, MN рационалне дужи са14ер./Ьtlве ca~g у 
степену. И EN је биномијала, која c~ дели и у ]едној и у 

другој тачки, наиме у е и у М, q при томе Е0 није ~CT9 ШТ9 

j~ MN, пошто је збир квадрач на АГ и ца ГВ В~hИ од абира 
квадрата на АА и на АВ. Но збир 1\~~.1!paTa на АА ~ lIit ~B 
је веhи од Двоструког праВQугiюника С'" CTpaH~ .. a Ад И АВ. 
У толико I1pe је и збир КВqдрата ИЗ:- АГ If ца ГВ, rj. ПРЩIQУ' 
гаоник ЕН, веђИ од ·ДВQCТРУIi:ОС праВQугаОн'Q~а с. ираџаr.tа 
АА и АВ, тј. правоугаоника МК. Значи Е0 је веhи од MN. 
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и према томе Е0 неЬе бити исто nпо и MN. А то је требало 
Доказати.БS 

45. 

,,~eћa" се дели само једном tаЧком. 

Нека је АВ "већа" ирационалност, подељена тачком Г 

тако да АГ и ВГ буду дужи несамерљиве у степену и да 

је збир квадрата на АГ и на ГВ рационалан, аправоугаоник 

са странама АГ и ГВ медијалан. Тврдим да се АВ не дели 

другом тачком. 

Звисtа, ако је то могуће, нека се дели и'другом тачком 
д и тотако да i:y Ад идВ несамерљиве у степену и да је 
збир квадрата па Ад и ~B рационалан; а правоугаоник са 
странама Ад и дВ медијалан. И чиме се разликује I А 
збир квадрата на АГ и на ГВ од збира квадрата 

на Ад и на дВ, тиме се разликује и двоструки пра- - д 
воугаоник са странама Ад и дБ од двоструког пра- I г 
воугаоника са странама АВ и ГВ. А како је збир ј 
квадрата на АГ и на ГВ веhи од збира квадрата 

в на Ад и дВ за рационалну веЛИI:IИНУ, јер су оба 

збира рационална, биhе н двоструки правоугаоник са стра

нама Ад и дВ веhи од двоструког правоугаоника са странама 

АГ и ГВ за рационалну величину, а они су медијални. А то 

Је немогуће. На овај начlfн »веЬа 8 ирационалност се не' дели 

и једном и другом тзчkом на своје делове. Према томе она 

се дели само једном тачком. А то је требало доКазати.li4 

46. 

»Страна квадрата једнаког збиру рационалне и меди

јаJlне површине". дели се ~aMO једном тзчком. 

Нека је АВ »страна квадрата једнаког збиру рационалне 

и медијалне површ'ине", коју тачка Г Аели тако да АГ и ГВ 
буду дужи несамерљиве у степеnу и да је збир квадрата на 

АГ it на ГВ медијаll8ЈЈ, а nравоугаоннк Са странама АГ и ГВ 

рационалан. Тврдим да се АВ не дели другом tачком. 

,Заиста, ако је то могуће,' нека te дели и тачком д и то 
тако да су· дужм Ад и дВ неСlJмерљиве у степену и да је 
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збир квадрата на А6. и на 6.В медијалан, а двоструки пра
воугаоник са странама А6. и 6.В рационалан. Како се сад оним, 
чиме се разликује двоструки правоугаоник са странамаАГ и 

ГВ од Д~OCTPYKOГ правоугаоника са странама А6. 11 6.В, тиме 
разликује. и збир квадрата на А6. 11 на 6.В од збира 

-i А квадрата на АГ и на ВГ, а двоструки правоугаоник 
А са странама АГ и ГВ је веhи од двоструког пра-

i r воугаоника са. странама А6. и 6.В за рационалну 

\ 

величину, биhе и збир квадрата на А6. и нз'l\В веhи 
од збира квадрата на АГ и на ГВ за рэ,ционалну вели
чину: а они су медијални. А TQ је немогуЬе. На 

В / овај начин се "страна квадрата једнаког збиру 

рационалне и медијалне површине'" не дели једном и другом 

тачком. Према томе она се' дели cat,fo једном таЧЈ<ОМ. Д. то је 
требало Доказати.65 

47 . 

. "Страна КВЗlJ.рата једнаког збиру две медијалне повр

шине" дели се само једном тачком. 

Нека је АВ "страна квадрата једнаког збиру две меди

јалне површине", која се дели тачкQМ r тако да су АГ ,и rв 
несамерљиве у степену и да је збир квадрата на. АГ и на 

ГВ медијалан и правоугаоник са странама АГ. и ГВ меЈЩјмзн 
и несамерљив са збиром ',квадрата на њиМа. Тврдим да се АВ 
не дели другом тачком под наведеним услов~а. 

Заиста, ако је то могуће, нека 

се дели и тачком 6. и то тако, ра

зуме се, да дуж АГ не буде једнака' 

А Е 

са 6.В, већ претпостављамо да АГ .d , 

EZ и конструишимо на EZ правоу-
гаоник ЕН једнак збиру квадрата 

мв 

бу де веПа. Узмимо рациона,1IНУ дуж -ј 'в Го 'z 

на АГ и на ГВ. Тада је цео право- А Н 

-

к 

угаоник ЕК једнак KB~дpaTY на АВ. Затим коиструишимо на 

EZ 'правоугаоник ЕЛ једнак збиру . квадратан:а 'А6. и на 6.В. 
Тада је двоструки nравоугаоник са' странама АА и АВ, као 

остатак, једнак остатку, правоугаонику мк. И пошто се прет-



55 

поставља да је збир квадрата на АГ и на ГВ медијалан, биhе 

медијалан и правоугаоник ЕН. А он је конструисан на раци

оналној дужи EZ. Биhе према томе рационална и дуж ВЕ 

и несамерљива по дужини са EZ. Из истих разлога је рацио
нална и дуж 8N и несамерљива по дужини са EZ. И пошто 
је збир квадрата на АГ и на ГВнесамерљив са двоструким 

правоугаоником коме су стране АГ и ГВ, биhе и правоугаоник 

ЕН несамерљив са правоугаоником HN. Па према томе је и 
дуж Е8 несамерљива са дужи E)N. А оне су рационалне. На 
овај начин су дужи Е8 и 8N рационалне и самерљиве 

само у степену. Значи EN је биномијала, која се дели 

тачком 8. На сличан начин се доказује да се она дели и тач
ком М. А при томе Е8 није исто што и MN. На овај начин 
се биномијзла дели и једном и другом тачком. А то је бесми

слено. Према томе се "страна квадрата једнаког збиру две 

медијалне површине" не дели и једном и другом тачком. На 

овај начин она се дели само једном тачком.О8 

Друге дефиниције 

1. Дата је рационална ДУЖ и БИfюмијала подељена на 

два дела тако да је квадрат ЮI већем делу веhи од квадрата 

на маљем за квадрат на дужи која је самерљива по дужини 

са веhим делом. Ако је тај веhи део самерљив по дужини 
са датом рационалном дущ,и, цела дуж се зове п р в а б и н о

м и ј а iI а. 

2. Ако је маљи део самерљив 110 дужини са датом раци

оналном дужи, нека се зове Д р у г а б и н о м и ј а л а. 

3. Ако ниједан део није самерљив по дужини са датом 

рационалном дужи, нека се зове т р е h а б и н о м и ј а л и. 

4. Затим, ако квадрат на већем делу буде веhи од ква
драта на маљем за квадрат на дужи несамерљивој по дужиии 

са веhим делом,' тада се, ако је веhи део самерљив по дужини 

са датом рационалном дужи, цел:\ дуж зове ч е т в р т а 

6 ин о м и ј а л а. ' 
5. А ако је маљи део п е т а б и н о м и ј а л а. 

6. А ако није ниједан ш е с т а б и н О,М И ј а л а.51 
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48. 

Наhи прву биномијалу. 

Узмимо два броја АГ и ГВ и то тако да је. размера 
њиховог збира АВ према ВГ' као квадратног броја према 
квадратном броју, а дараэмера према t А није као квадрат" 
ног броја према ~вадратномбро}у, - ~ узмемо H~KY дуж /},. 
за рационалну и нека је EZ самерљиво по дужиии са /},.. 
На тај . начин и EZ је рационално. И урадимо тако да <;е 

број ВА односи према броју ЛГ као квадрат на EZ према 

4~'-- 8·----
Е ~, ____ о ------:. 

Z Н 

квадрату на ZH, Како је раз
мера АВ према АГ размера броја 

према броју, биhе и размера 

квадрата Юf EZ према квадрату 

на ZH размера броја према броју. 
Према томе ја квадрат на El 

самерљив са квадратом на iH. А како је EZ рационално; 
6иhе рацион~лно и ZH. И. пошто ВА не стоји према АГ у 

размери квадратног броја према квадратном броју, неЬе бити 
ни квадрат на EZ према ~BaApary на ZH у размери квадрат
ног броја прем~ квадратном броју. Значи EZ је l;Iесамерљиво 

по дужини са ZH .. На овај начи" EZ иZН су рщиоЬалitе, 
али t8мерљиве само у степену: Значи ЕН Је бitномијала. 

Тврдим да је прва. 

Заиста, пошто је број ВА према АГ као' квадрат на EZ 
према квадрату на ZH, а ВА је веЬе од АГ, биhе и квадрат 

на EZ веhи од квадрата на ZH. Нека сад квадрат на EZ 
буде једнак' збиру квадрата на ZH и' на 0. И пошто је ВА 
према АГ као квадрат иа EZ према квадрату на ZH, биhе 
после пермутовања АВ према ВГ као квадрат на EZ према 
КЈја.п.раtу На е. Али АВ је у размери према В Као квадратни 
бflClј према кIJадратном' броју. Према томе и квадрат на ~Z 
ctoJK у размер" према ,~. као квадратни број према квадрат
IfOl.t броју. На овај начин EZ је самерЈьиво iIO дужиниtа е. 
и према томе је квадрат на EZ ве}lи од квадрата на ZH за 
квадрат на дужи kOja је самерљива са вепим делом. дужи 
EZ и ZH су рацИОНа.1не и ltZ је саме.РЉНВ(Ј по дужtiни са ~ 
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На овај начин ЕН је прва биномијала. А то је требало 

доказати.68 

49. 

Наhи' другу биномијалу. 

Узмимо два броја АГ и ГВ и то тако да је размера 

њиховог збира АВ према' ВГ као квадратног броја према 

квадратном броју а да размера према АГ није као квадрат

ном броју, и нека буде дата рационална дуж d и нека је EZ 
самерљиво ПО дужинн са d. На овај начин и EZ је рацио

нално. И урадимо тако да се број ГА односи према броју 

АВ I<ao квадрат на EZ према квадрату на ZH. Тада је ква-
драт на EZ самерљив са квадратом на ZH. ; А -, Е -1 

Знаttи и ZH је рационално. И пошто број 1_.4 (ОЈ 
ГА не стој" према броју АВ у размери -1' - z 
Кitадратног броја преМа квадратном броју, 

-В 
неЬе {>иtи ни квадрат на EZ према квадрату 
на ZH у размери квадрlIТНОГ броја према -н 
квадратном броју. Значи EZ је насамерљиво по дужинис 

са ZH. На овзј начин су дужи EZ и ZH рационалне,' ал" 

tамерљиве само у степену.' Дакле, ЕН је бнномијала. 
Треба Дакаэати да је друга. 

Заиста, ПОШТО се, обрнуто, број ВА односи према броју 

АГ као квадрат на HZ према квадрату на ZE, а ВА је веЬе

од АГ, биhё й квадрат на Hz веhи од квадрата на ZE. Нека 
сад квадрат на HZ буде једнак збиру квадрата на EZ и на е. 

На овај начнн, после пермутовања, АВ је према ВГ као квад

рат ЩI ZH према квадрату на 0. Алн АВ је у размерн према 
ВГ као квадратни број према квадратном броју. Према томе 

и квадрат на ZH стоји у размери према квадрату на 0 као 
квадрат"и број према квадратном броју. На овај начин ZH 
је самер.fЬиВО по дужини са 0. И према томе је квадрат на 

ZH веhи од I(вадрата. на ZE за квадрат на дужи која је 

самерЉИва ,са веhим делоы. Дужи ZH и ZE су рационалне Jt 

самерљмвеП0 дужини cad. 
На овај начин ЕН је Jtpyta бнномијала. А то је требало" 

докаэати.6D 



.58 

50. 

Наhи треЬу биномијалу. 

Узмимо два броја АГ и ГВ и то тако да. је размера 

њиховог збира АВ 'према ВГ као' квадратног броја "рема 
квадратном бrоју, и да размера према АГ није KaO,«BaдpaT~ 
вог броја према квадратном броју и узмимо неки други, не 

квадратни, број !Ј. ,и QeKa се он не налази ни према једном 

- -од бројева ВА и АГ У размери као квадратни број према 

А Г в КВ8ЈЈ.ратном броју, и нека буде 

E,~ к _ Д, дата рационална дуж !Ј. 'и ура-
н е ДНМО тако да је!Ј.' пр-ема 'АВ z 

~-------- као квадрат на Е према, ква-д-

~TY на ZH. На овај начин квадрат на Е је самерЛ:>ив са 

квадратом на ZH. А Е је рационално, па према томе је раци
онално и ZH. И пошто !Ј. не стоји према броју АВ у размери 
Ј<вадратног броја према квздратном броју, ~'ebe бити ни квад

рат на Е према, квадрату на ZH, у размери к вадратнОг" броја 
према квадратном броју. На овај начин Е је, несамерЈРИВО по 

дужини са ZH. Затим урадимо тако да је број 13А према брОју 
АГ као квадрат на ZH према квадрату на не. Тада је, квад

рат на ZH самерљив са квадратом. на ,не. А кад је· zti 
рационално, биhе рационално и не. и пошто БАне стоји 

. у размери према АГ као квадратни број премаквадратн'ом 

6роју, неЬе бити ни квадрат на ZH према квадрату иа ен у 
размери квадратног броја према квадратном броју. Значи ZH "
је несамерљиво по дужини са не. На овај начин су,zи и .не 

рационалне, али самерљиве само у 'степену. Дакле, ze је би

номијала. 

Тврдим да је треЬа. 

Заиста, пошто је Д према АВ као квадрат, ив Е према 

квадратуна ZH, а ВА је према АГ као квадрат на ZHnpeMa 
'квадрату на не, биhе, због једнакоудаљености, !Ј. према АГ 

као квадрат на Е према квадрату, на не. Али !Ј. nр~а АГ 

.није у размери квадратног, броја l1peMa квадратно,М броју, па 
неће бити ни квадрат на Е према 'квадра-ГУ!lЗ неу размери 
квадратног броја према квадратнрм' броја. На овај' начин Е 

је несамерљиво по дужиии са не. и пошто је ВА пре141 АГ 
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као квадрат на ZH према квадрату на не, биhе квадрат на 

ZH веhи од квадрата на не. Нека је сад квадрат на ZH јед
нак збиру квадрата на не и на К. Значи, после пермутовања, 

АВ је према ВГ као квадрат на ZH према квадрату на К. 

Али АВ је у размери према ВГ као квадратни број према 

квадратном броју. Тада је и квадрат на ZH у размери према 
квадрату на К као квадратни број према квадратном броју. 

На овај начин ZH је несамерљиво по дужини са К. И према 

томе је квадрат на ZH веhи од квадрата на H~ за квадрат 

на дужи ~oja је самерљива са веhим делом. Дужи ZH и Не 
су рационалне самерљиве само у степену и' ниједна од њих 

није самерљива по дужини са Е. 

На овај начин, ze је трећа биномијала. А то је требало 

Доказати.ао 

51. 

Наhи четврту биномијалу. 

Узмимо два броја АГ и ГВ и то тако да размера АВни према 
ВГ ни према АГ није размера квадратног броја према квадратном 

бррју, и нека буде дата рационална дуж 11 и нека Је EZ са

мерљива по дужиии са 11. На тај начин је и EZ рационално. 
И урадимо тако да се број ВА тако односи према 

А,)4 Е броју АГ као квадрат на EZ према квадрату на 

ZH. Тада је квадрат на EZ самерљив са квадра
том на ZH. Значи и ZH је рационално; И пошто 
број ВА не стоји према АГ у размери квадрат- "1 г 
ног броја према квадратном броју, неће бити ни "1"1 z 

- -В _@ 
квадрат на EZ према квадрату на ZH у размери _ 
квадратног броја према квадратном броју. И зна- "Н 
чи EZ је несамерљиво по дужини са ZH. На овај начин су 

. ЕZи ZH рационалне, али самерљиве само у степену. Значи 
EZ је биномијала. . 

Тврдим да је четврта. 

Заиста, пошто је ВА према АГ као квадрат на EZ према 
квадрату на ZH (ВА је веЬе од АГ), квадрат на EZ је веhи 
од квадрата на ZH. Нека је сад квадрат 'на EZ једнак збиру 
квадрата на ZH и на е. На овај начин после :пеРМУ'lовања, 
број АВ је према ВГ као квадрат на EZ према квадрату на 
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е. Али АВ није у размери према ВГ ~ao Кl;3адратни број према 
квадратноМ броју, иепе бити ни квадрат на EZ према kвад" 
рату на. е у размери квадратног броја према квадратном 

броју. Па значи EZ је несамеРЉИ80 ПО ДУЖИНlf сае. И према 
tOMe је квадрат на EZ веhи од квадрата на Hl за квадрат 
на дужи која је несамерљива са веhим делом. дужи 'EZ к 
ZH су рационалне' и самерљиве само у степену, и' EZ је 

самерљиво по дуж"ни са 6.. 
На овај начин, ЕН је чеТВРТ8 БИ80мијала. А то је Тре-

бало дЬкззаrи'l • ' 

52. 

Наhи пету биномијалу. 
,Узмимо два броја АГ и ГВ и то тако да размера АВ 

према сваком од њих није размера квадратног броја ,према 

:Ај Ј 1
Е 

,t, , 

I - -, z 
-8 

-I@I 
_ -Н 

квадратном броју, и нека буде.itаtа ращюнал-
,на дуж 6. и HeK~;je ЕZiсамерљнво (nO-ДУЖИИК) 
са 6.. На тај начин и EZ раЦИОН8JIkО; И ура

димо тако да се број Г А односи ttpeMa АВ 
као KB~paT на Ez према kвадраtу Н8 ZH. 
Како број Г А 1iије у раgмери према' броју МЈ 
као квадратни бf'ој према KВlfдpa1'НOM броЈу. 
неће БИТtf ни" квадрат на. EZ' према Ifba.ll.paty 

на ZH у размер" Кв:ЈдЈ)8ТНОГ броЈа npeIlta' KBMpaTItOM броју., 

На овај начин су EZ и ZH рацконаЛkе, али самерљиье Само 

у степену. -Значи ЕН је БИНОМtfјала. 

Тврдим .па је f1eta. 
Заиста, rtOUlTO је ГА према, АВКilО квадрiтнз EZ према 

UвадратУ на ZH, б,иhе, обрнуто, ВА' према АГ i(/fO kQaдpat 
на zнпрема квадрату ШЈ ZB: Пр-ема томе је !t~IiДраt Н! I-iZ 
веhи од квадрата на ZE. Нека је сад Kцaдp~"'H; HZ једнак 
збир У квадрата на EZ и на 0. Зкаqй, Мсле ~PMy'tOBaњa" 
број АВ је према ВГ као f<вад(tз1' Н8 ИХ Nреrifз lf8aJipaTY на 
0. Али АВ Иffје у раэмери према ВГ «ао ((sздратн" бројttрема 
i(baApa~HoM броју. Неће бkfи ни f4взJti'8Т иаZН према квад
рату на е у' ра8'мерн КSздрli1МГ бptJјаrtремз ifвaдраf1l0.t 

броју. ~Н!1qи ZH је несзмер.ll:>UвО hOДУЖffниtа 0~ Према 1Ејые 
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је квадрат на ZH веhи од квадрата на ZE за квадрат на дужи 
која је несамерљива са веhим делом. дужи HZ и ZE су 
рационалне и самерљиве само у степену и мањ" део EZ је 
самерљив по дужини са датом рационалном дужи ~. 

На овај начин, ЕН је пета биномијала. А то је требало 

доказати.б! 

53 

Наhи шесту биномијалу. 

r А l т 
I I д ]' t: I -
( -z 
-В 

Y::tMJtMO два броја АГ Jt ГВ и то тако да 
размера АВ према сваком од њих није размера 

квадратног броја према квадратном броју. Нека 

~ буде неки број који није квадратан и који 

се не налаЗJt ни према једном од бројева ВА 

и АГ у размери квадратног броја према квад

ратном броју, и нека буде дата рационална 

дуж Е, и урадимо тако да је ~ према АВ као 

квадрат на Е према квадрату на ZH. Према 

томе је квадрат на Е сам~рљив са квадратом 

на ZH. А како је Е рационално, биhе и ZH рационално. И пошто 
се ~ према АВ не налази у размери квадратног броја према 

квадратном броју, неће бити ни квадрат на Е према квадрату 

на ZH у размери' квадратног броја према квадратном броју. 
На овај начин Е је несамерљиво по дужини са ZH. Урадимо 
затим тако да ВА бу де према АГ као квадрат на ZH према 
квадрату на не. Тада је квадрат на ZH самерљив са квад

ратом на ен. Значи квадрат на ен је рационалан, а према 

томе је рационално и ен. и пошто се ВА према АГ не на
лази у раз",ери квадратног броја према квадратном броју, 

неЬе бити ри квадрат на ZH према квадрату на не у раз

мери квадратног броја према квадратном броју. На овај 

начи" ZH је самерљищ) rю дужинJt са не. дуж и ZH и не 
су раЦИОllалне, аЛIf самерљиве само у степену. Знауи ze је 

биномојала • 

Треба доказати да је шеста . 
.заиста, пошто је А према АВ К80 квадрат на Е према 

квадрату на 2Н и ВА према АГ као квадрат на ZH пр~ма 
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квадрату на не, -биhе, због једнакоу даљености, fi према АГ 

као квадрат на Е према квадрату на не .. Али fi према АГ 

се не налази у размери квадратног броја према квадратном 

броју, те непе бити ни квадрат на Е према квадрат'у на не 

у размери квадратног броја према квадратном броју; Према 

томе је Е несамерљиво по дужини са Ht). А доказано је да 

је оно несамерљиво по дужин'и и c~ ZH. На _овај начин је 
свака од ZH и не' несамерљива по дужиии са Е. И пошто 
је ВА . према АГ као квадрат на ZH према квадрату на не, 

бипе квадрат на ZH вепи од квадрата на не. Нека сад квад
рат на ZH буде једнак збиру квадрата на не и на К. Значи, 
после пермутовања, АВ према ВГ биhе као. квадрат на ZH 
према квадрату на К. Али АВ према ВГ није у размери 

квадратног броја према квадратном броју. дакле, неће бити 

ни квадрат на ZH према квадрату на К у -размери квадратног 
броја према квадратном броју. Знач.и ZH је нес'амерљиво по 
дужини са К. И према томе је квадрат на ZH вепи од квад
рата на не за квадрат на дужи која j~ несамерљива са веhим 

делом. Дужи ZH и не су рационалне и самерљиве само у 
степену, и ниједна од њих' није самерљива по дужин,и са 

датом раЦl~онащ:IOМ дужи Е. 

На овај начин, ZH је шеста биномијащ. А то је требало 

доказати. в. 

Лема 

Нека су АВ и ВГ два квадрата. Поставимо их тако да 

llB и ВЕ буду У истој правој: Биhе тада и ZB у истој пра
вој са ВН. Па Допунимо паралелограм АГ. Тврдим даје АГ 

квадрат, и да је правоугаоник llH средња проп6рционала за 

квадрате АВ и ВГ и правоугаоник llf средња пропорционала 
за квадрате АГ и ГВ. . 

Заиста, пошто је llB једнака BZ и ВЕ једнака вн, биhе 
И· цела llE једнака целој ZH. Но llE једнако је свакој од' Ае 

и КГ, а ZH једнако свакој од Ак и 0Г. Значи свака од Ае 
и КГ једнака свакој од АК и 0Г. Према томе је' АГ једнако
страни паралелограм, а он је и правоугли. Значи АГ је ква

драт. 



Пошто је ZB према ВН као ~B према ВЕ, али ZB је 

према ВН као АВ према ~H, а ~B је према ВЕ 
као ~H према ВГ и на тај начин је АВ према 
~H као ~H према ВГ. Значи ~H је средња 

пропорционала за АВ и ВГ. 
Тврдим још да је и ~Г средња пропор

ционала за АГ и ВГ. 

Заиста, пошто је A~ према ~K као КН према НГ, јер

је свака једнака свакој, биhе, после додавања, АК прека Kll 
као КГ према ГН, али АК је према K~ као АГ према Гд, а 
КГ је према ГН као ~Г према ГВ и, на тај начин, је АГ према 

~Г као ~Г према ВГ. Значи '~Г је средња пропорционала за 
АГ и ГВ. А то је требало и Доказати.8~ 

54. 
I 

Ако су рационална дуж и прва биномијала стране неког 

правоугаоника биhе страна квадрата са површином једнаком 

том правоугаонику ирационална, и то биномијала. 

Нека је површина АГ обухваhена рационалном дужи АВ 

и првом биномијалом AtJ.. Тврдим да је страна квадрата са 

површином једнаком АГ ирационална, и. то биномијала. 
Заиста, пошто је A~ прва биномијала, поделимо је тачком 

Е на два рационална дела и нека АЕ буде веhи део. Јасно 

је да су АЕ и E~ рационалне и самерљиве само у степену 

и да је квадрат на АЕ веhи од квадрата на E~ за квадрат 

на дужи која је самерљива по дужини са АЕ и да је АЕ са

мерљиво по дужини са АВ коју смо изабрали као' рационалну. 

А 

[ 
в 

П реполовимо E~ тачком Z. И пошто· 
н Е Z д 

\]Ј 
је квадрат на АЕ веhи од квздрата на 

1. E~ за квадрат на ДУЖАИЕ која је самер-(~K /1 Г љива по дужини са ,онда, зко се 

M[~~ 
.r о 

на веЬој АЕ конструиши правоугаоник, 
са квадратном допуном, једнак четвр

тини квадрата на мањој, тј. квадрату 

на EZ, тај правоугаоник Ье делити дуж 

АЕ на делове самерљиве са њом. Кон
струишимо сад на АЕ правоугаоник 

једнак квадрату на' EZ са странама једнаким АН и НЕ. Биhе 
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тада АН самерљиво по дужиии са ЕН. И по~уцимо из тачака 

Н, Е, Z паралелно свакој од АВ и Гд. праве не, ЕК, Zл. 

даље, конструишимо квадрат "LN једнак правоугаОНИЈ<у Ае 

и квадрат NП једнак правоугаонику НК и то тако да стране 

MN и NE буду на истој прmюј. Тада ~y на ис~ој правој и 

стране PN и NO. И допунимо паралелограм "LП. Биhе тада 

"LП квадрат. И пошто је правоугаоник са странама АН и НЕ 

једнак квадрату на EZ, онда је АН према EZ као ZE према 
ЕН. И на тај начин Ае је према ЕЛ као ЕЛ према КН. Према 

томе је ЕЛ средња пропорционащ ~a Ае и НК. Али де је 

једнако "LN, а НК једнако NП. Због тога је ЕЛ средња ПРQ-

. порционала за "LN и NП. Али средња прщюрциона~щ за ~N 
11 NП је такође и МР. На овај наqин' је ЕЛ једнако МР, а 

једнака и ОЕ. Једнак је и збир Ае и НК збиру "LN и NП. 

Дакле цело АГ једнако је целом, "LП, тј. квадрату на М:В:. 

Знаqи М:Е' је страна квадрата једнаког ПОВРЩини АГ. 

Тврдим да је М:В: биномијалэ. 

Заиста, пошто је АН самерљиро са НЕ, бице дЕ .самер

љиво са сваким од АН и НЕ. А nретпостављено је .да j~ ц-АЕ; 
самерљиво са АВ. Према To~e АН ~ НЕ су саМ~РЉИВJf са 

АВ. А како је АВ рационално, б~hе рацЩНlащю и свако од 

АН и НЕ, а рационално је и свако од ле tJ НК, и ле је 

самерљив6 са 'нк. Али Ае је једнэ,\<9 tN, а НК ---' NП, па 
су према TQMe, "LN и NП, тј. кВадрат на. MN и квадрат на 

N8, рационални и самерљиви. И' пощто је АЕ несамеРЉИВQ 

по дужини са Ед., али АЕ је сам~рљиво са АН цАЕ. c~
мерљиво са EZ, биhе АН самерљиво са EZ, па знаqи и Ае 

несамерљиво са ЕЛ. Али је Ае једнако "LN, а ЕЛ једнако МР, . 
па је због тога и LN несамерљиво са МР.' Но "LN је према 

мр као ON према NP. Знаqи иОN је несам~рљиво са NP. 
Али ON је једнако MN и NП једнако NE, па према томе је и 
MN несамерљиво с N:В:. и квадрат на MN је самерљив са квад
ратом на NE и сваки је рационалан. Знаqи MN и МЕ су ра
ционални И самерљиви само у степену. 

На овај цачин је МЕ БИl:\омиiаЈЦl и једнака страни квад

рата јеДЩ1КРf uоврiu~ни ДГ. А то је' требало .II.0казати. 85 
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55. 

Ако су рационална дуж и друга биномијала стране не
ког правоугаОllика, биhе страна квадрата са површином јед

наком том правоугаонику ирационална и то прва бимедијала. 

Нека је површина АБГ А обухваhена рационалном дужи 
АБ и другом биномијалом АА. Тврдим, да је страна квадрата 

са површином једнаком АБГ А прва бимедИјала. 

Пошто је АА друга биномијала, 

поделимо је тачком Е на делове и' 

нека веnи део буде АЕ. На овај на

чин су дужи АЕ и ЕА рационалне и 

самерљиве само у степену и квад

рат на АЕ веhи од квадрата на ЕА 

за квадрат на дужи која је самер

љива са АЕ и да је мањи део ЕА 

самерљив по дужини са АБ. Препо

ловимо ЕА тачком Z и конструи
шимо на АЕ правоугаоник, са квад-

р 

2: о 

г 

ратном Допуном, једнак квадрату на EZ са странама АН и 

НЕ. Биhе тада АН самерљиво по дужини са НЕ. И повуцимо 

из тачака Н, Е, Z праве Н0, ЕК ZЛ паралелне са АБ и ГА. 
Даље, конструишимо кваnрат kN једнак правоугаонику А0 

и квадрат NП једнак правоугаонику НК и то тако да стране 

MN и N::: буду на истој правој. Тада ће на истој правој бити 
и стране PN и NO. И Допунимо квадрат :::П. Јасно је из 

раније доказаног да је МР средња пропорционала за 2:N и 

NП и да је једнака површини ЕЛ и да је АГ једнако повр

шини квадрата на М:::. Треба доказати да је М::: прва биме

дијала. Пошто је АЕ} несамерљиво по дужини са ЕА, а ЕА 

самерљиво са АБ, биhе АЕ несамерљиво са АБ. И ПОшто је 

АН самерљиво са АБ, биhе и АЕ самерљиво са сваким од 

АН и НЕ. Но АЕ је несамерљиво по дужини са АБ. Према 

томе су АН и НЕ несамерљиве са АБ. На овај начин су БА, 

АН, НЕ рационалне самерљиве само у сгепену. Због тога је 
свака од површина А0 и НК медијална, а према томе и сваки 

од квадрата је медијалан, а њихове стране MN и N?: меди
јалне. И пошто је АН самерљнво по дужини са НЕ, самерљнво 

Еукли)l,ОВИ еJlементи књ. 10 5 
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је и А0 са НК, тј. ~N са NП, тј. квадрат на MN са квадратом на 
N~ [па према томе је МН самрљиво са N~ у степену]. и пошто 
је АЕ несамерљиво по дужнин са ЕА, 'ii АЕ је самерљнво са 
АН, и ЕАсам~рљиво са EZ, биhе АН иесамерљиво са EZ. 
А према To~e и А0 иесамерљиво са ЕЛ, тј .. ~N са МР, тј. 
ON са NP, тј. MN ие~аJdерљиво по дужиии са H~. А дока
зали смо да су MN и N~ и медијале и самерљиве у степену. 
На овај начии су MN и NE медијал~ самерљиве само у сте
пену. Тврдим да оне обухватају рационалну површину. Заиста, 

пошто се претпоставља да је АЕ\ самер~иво са сваком од 

АБ и EZ, биhе самерљива и EZ са Ек. И свака од њих је 
рационална. На овај начин је рационална и површина ЕЛ, тј. 

МР. Али МР је површина са странама MN и NE. А ако се 
саберу две медијала, самеРЈЬиве само у степену, које обу

хватају рационалну површину, биhе и цела дуж ирационал.на 
и то прва бимедијала. 

На овај начин је МЕ прва бимедијала.66 

56. 

Ако су рационал~а дуж и трећа биномијала стране неког 

правоугаоника, биhе' страна квадрата са површином једнаком 

том правоугаонику ирационална и то друга бимедијала. 

Нека је површина АВГ А обухваhена рационалном дужи 
АВ и трећом биномнјалом АА подељеном на делове тачком 

Е, при чему је веhи део АЕ. Тврдим, да је страна квадрата 

са површином једнаком ЛБГ А ирацио-

A;:..-___ Нг-тЕ_,z_д нална и то друга бимедијала. 

I 1I . 1 I 

в е к А Г 

мВЈ; 
о 

Заиста, ИЗ8ршимо исте конструк

ције као и раније. Пошто је ЛА тре
ћа биноюфла, биhе АЕ и ЕА рацио

налне дужи самерљиве само у степену, 

и квадрат на ЛЕ веhи од квадрата на 

ЕА за квадрат иа дужи која' је самер
љива са ЛЕ и ниједан део од АЕ и ЕА 
није самерљив по дужиии са АВ. Тада 

се, слично претходном, доказује да је 

МЕ страна квадрата са површином јед-
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иаком површиии АГ и да су MN и N~ медијале самерљиве 

само у степену. Па према томе је M~ бимедијала. 
Треба доказати да је она друга бимедијала. 

Пошто је дЕ несамерљиво по дужини са АВ, тј. са ЕК, 

а дЕ је самерљиво са EZ, биhе EZ несамерљиво по дужиии 
са Ек. Но оне су рационалне. Значи, дужи ZE и ЕК су 

рационалне самерљи~е само у степену. Према томе је меди

јална површина ЕЛ, а и мр. Али правоугаоник мр има 

стране једнаке MN и N~. Према томе је медијалан и право

угаоник са странама MN и N~. 

На овај начин је M~ друга бимедијала. А то је требало 

Доказати.67 

57. 

Ако су рационална дуж и четврта 6иномијала стране 

неког правоугаоника, биhе страна квадрата С8 површином 

једнаком том правоугаонику ирационална и то такозвана 

"веЋа" . 
Нека је површина АГ 06ухваћена рационалном дужи АВ 

и четвртом 6иномијалом Ад, подељеном на делове тачком 

Е, при чему је веhи део АЕ. Тврдим, да је страна квадрата 

са површином-једнаком АГ ирационална и то такозвана "већа". 

Заиста, пошто је Ад четврта 6иномијала, 6иhе АЕ, Ед 

рационалне дужи самерљиве само у степену и квадрат на 

г-~шЕ ~ д 
I ·1 \ 
в е к А Г 

АЕ веtш од квадрата на Ед за квадрат 

на дужи, која је несамерљива са АЕ, и 

АЕ самерљива по дужини са АВ. Пре

половимо дЕ тачком Z и конструиши
мо на АЕ паралелограм са странама 

АН и НЕ једнак површини квадрата 

на EZ; тада је АН несамерљиво по 

дужини са НЕ. Повуцимо паралелно 

са АВ праве не, ЕК и ZA и урадимо 

и све остало као и раније. Јасно је да 

је M~ страна квадрата једнаког повр

шини АГ. Треба доказати да је МЕ ирационална дуж, тако

звана nвеЋа". Пошто је АН несамерљива ло дужини са ЕН, 

5* 
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биhе и површина Ае несамерљива са НК, тј. }:N са NП. Пре
ма томе су MN и NЭ: несацерљиве у степену. И пошто је 
ЛЕ самерљиво по дужини са АВ, биhе АК рационална повр

шина. А како је она једнака збору квадрата' на MN' и N~, 
рационалан је према томе и збир квадрата на MN' и N~. И 
пошто је ilE несамерљивО' по дужини са АВ, тј.· са ЕК, али 

ilE је самерљивО' са EZ, биhе' EZ несамер~иво по .дужини 

са ЕК. На овај н'ачин су ЕК и EZ рациО'налне и сам~рљиве 

само у степену. Према TOM~ је површина ЛЕ, тј. МР, меди

јална. А обухваhена је она са MN и NE;. па због тога је ме
дијална и површина правоугаоника ~a странама МN и N~. И 
збир квадрата на MN и NЭ: је рационалан, MN и N3: су не

самерљиве у степену. НО ако се саберу две дужи, несамер

љиве у степену. а збир квадрата на њима је рационалан. а 

правоугаоник обухваhен њима медијалан. биhе цела дуж ира

ццонална. такозвана "већа". 

На овај начин, МЋ: је рациО'нална, такозвана "већа"; ква

драт на њО'ј је једнак површини АГ. А то је требало дока

зати.БВ 

58. 

Ако су рационална дуж и пета биномијала стране неког 

щ~авоугаО'ника, биhе страна квадрата са површинО'м једнаком 

. том правоугаонику такозвана "страна квадрата једнакО'г збиру 
рационалне и медијалне површине". 

Нека је пО'вршина АГ О'бухваhена рационалном дужи АВ 

и петом бинО'мијалом Ail, подељеном на. делове тачком Е, при 
чему је веhи део АЕ. Тврдим, да је страна квадрата са по

вршином једнаком АГ ирацаонална и такозвана "страна квад
рата једнаког збliРУ рационалне и медијалне површине". 

Заиста, извршимо исте конструкције као и раније. Јасно 

је да је M~ страна квадрата са површином једнаком АГ. 

Треба доказати да је тО'nстрана квадрата једнаког, збиру рацио
налне и медијалне површине". Заиста. пошто је АН несамер

љиво са НЕ, биhе и Ае несамерљиво са 0Е, тј. квадрат на 

МN са квадратО'м 'На N~, а MN и N~ биhе дужи несамер
љиве у степену. А поштО' је Ail пета бинО'мијала и њен 
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мањи део је Е1\., биhе Е1\. самерљиво по дужини са АВ. НО 

АЕ је несамерљиво са Е1\.. Према томе је и АВ несамерљиво 

по дужини са АЕ [ВА и АЕ су рацио-

налне и самерљиве само у степену]. А 

Значи површина АК, збир квадрата на I i I i ! 

н Е Z 

MN н Н8 NE, медијална је. И пошто је L __ -,-' ._I_L~ 
1\.Е самерљиво по дужнни са АВ, тј. са В @ К А Г 
ЕК, а 1\.Е је самерљиво са EZ, биhе р п 

,,1 " .. и EZ самерљиво са ЕК, а ЕК и рацио

нално. Према томе је рационална н 

површина ЕЛ, тј. МР, тј. површнна 

'V1[']] ., ..::: I N 

I са странама MN и N:::. На овај начин 
о 

су MN и NE несамерљиве у степену. 
збир квадрата на њима медијалан, а правоугаоник обухваЬен 

њима рационалан. 

На овај начин дуж МЗ је страна квадрата једнаког збиру 

рационалне и медијалне површине н страна квадрата једнаког 

површинн АГ. А то је требало Доказати.69 

59. 

Ако су рационална дуж и шеста биномијала стране не

ког правоугаоника, биhе страна квадрата са површином јед

наком том правоугаонику такозвана 

А Н Е Z д 
г .. ~-, -~Г----Т-' 
; I1 ј, i I 
!' I I ~ --,-~I_L-"; 
В @ К А r 

о 

"страна квадрата једнаког збиру две 

медијалне површине". 

Нека је површина АВГ1\. обухва
Ьена рационалном дужи АВ и шестом 

биномијалом А1\. подељеном на делове 

тачком Е. при чему је веhи део АЕ. 

Тврдим да је страна квадрата са повр

шином једнаком АГ такозвана "страна 

квадрата једнаког збиру две медијалне 

површине". 

Заиста, извршимо исте конструкције као и раније. 

Тада је ја"сно да је МЕ страна квадрата са површином једна

ком АГ и да су MN и NE несамерљиве у степену. И пошто 
је ЕА несамерљива по дужини са АВ, биhе ЕА и АВ рацио-
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налне и несамерљиве само у степену. Према томе је меди

јална површина АК, збир квадрата на MN и на NE. даље, 

пошто је E~ несамерљива по дужини са АВ, биhе несамер

Љива и дуж ZE са ЕК. На тај начин су ZE и ЕК рацио

налне и самерљиве само у степену. Према томе је површин:а 

ЕЛ медијална, а то значи да је медијална и· површина МР, 
лравоугаоника са странама MN и NE. А пошто је АЕ неса· 

мерљиво са EZ, биhе несамерљива и ловршина АК са повр

шином ЕЛ. Но АК је збир квадрата на MN и на NE, а ЕЛ је 
правоугаоник са странама MN и NE. Према томе су неса

мерљиви збир квадрата на MN и на NE и лравоугаоник са 

странама MN и NE. И сваки Qд њих је медијал;ан. И дужи 

MN и NE су несамерљиnе у степену. 
На овај начин, МЕ је страна квадрата једнаког збиру 

две медијалне површине и страна квадрата једнаког повр

шини АГ. А то је требало Доказати. 70 

[Лема 

Ако је нека дуж подељена на Hej~ДHaK.e делове, збир 

квадрата на тим деловима је веhи од двоструког правоуга

оника обухваhеног тим неједнаким деловима. 

Нека је АВ дуж подељена на неједнаке делове тачком 

Г и нека је АГ веhи део. Тврдим да је збир квадрата на АГ 

и на ГВ веhи од двоструког правоугаониюi коме су 
АГ и ГВ стране. . 

Прелоловимо АВ тачком ~. Пошто је сад· дуж 

подељена тачком ~ на једнаке делове, а тачком Г на 

неједнаке, биhе лравоугаоник са странама АГ и ГВ 
са квадратом на Г~ једнак квадрату на АА. Према' 
томе је правоугаоник са странама АГ и ГВ мањи од 

квадрата на A~. Па значи и двоструки тај исти правоугilOНИК 
је мањи од удвострученог квадрата на At:.. Но з~ир· квад
рата на АГ и на ГВ једнак је удвострученом збиру квадрата 

на A~ и на ~Г. На овај начин збир квадрата на АГ и на r.B 
је веhи од двоструког право угаони ка са странама АГ и ГВ. 
А то је требало Доказати.П ] 
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60. 

Ако правоугаоник, конструисан на рационалној дужи, 

има површину једнаку површини квадрата на биномијали, 

његова ширина је прва биномијала. 

Нека је АВ биномијала подељена тачком Г тако да је 

веhи део АГ; одмеримо рационалну дуж llE и конструишимо 
на llE паралелограм llEZH, коме је ШИРИН8 llH, једнак квад
рату на АВ. Тврдим, да је llH прва биномијала. 

Заиста, конструишимо на llE правоугаоник ll0 једнак 

квадрату на АГ и правоугаоник КЛ једнак квадрату на ВГ. 

Ll Ki'1 N Н 

Тада је остатак MZ једнак двострукој 
површини правоугаоника са странама АГ 

и ГВ. Преполовимо МН тачком N и нека 
је N3 паралелна свакој од МА и HZ. Тада ,-----1 __ =1 =1 ,------,1 Ј 

Е 
G А - Z је свака од ПОВРШИЕа МЕ и NZ једнака 

,_._-,--, 

А Г В једанпут узетом правоугаонику са стра-

нама АГ и ГВ. И пошто је АВ биномијала подељена тачком 

Г, биhе АГ и ГВ рационалне самерљиве само у степену. 

Према' томе су и квадрати на АГ и на ГВ рационални и самер

љиви међу собом. На тај начин и збир квадрата на АГ и на 

ГВ је самерљив са квадратима на АГ. и на ГВ, па је, значи, 

збир квадрата на АГ и на ГВ рационалан. И једнак је тај 

збир правоугаонику llЛ. Према томе је рационалан и право

угаоник llA. А исти је конструисан на раЦИОналној дужи llE, 
због тога је рационална и llM и самерљива по дужини са 

llE. Затим, пошто су АГ и ГВ рационалне и самерљиве само 
у степену, биhе двапут узети правоугаоник са' странама АГ 

и ГВ, тј. правоугаоннк MZ, медијалан. И он се конструише 

на рационалној дужи МА, значи да је рационална и дуж МН 
и несамерљива по дужини са МЛ, тј. С8 llE. А и М!}. је ра

ционална и самерљива по дуж ини са llE. Због тога је llM 
несамерљива по дужнни са МН. А оне су рационалне. На 

овај начин, llM и МН су рационалне, самерљиве само у сте
пену, и llH је, стога, биномијала. 

Треба доказати да је прва. 

Пошто је за квадрат на АГ и на ГВсредња пропорци

онала правоугаоник коме су стране АГ и ГВ, биhе и за ll0 
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и КА средња пропорционала М:Е. Но il0 је према М:Е као 
м:=: према КА, тј. АК је према MN као MN према МК. Значи 
правоугаоник са странама ilK и КМ једнак је квадрату на 

MN. И пошто је квадрат на АГ самерљив са квадратом на 
ГВ, биhе самерљива и ПОВРШ!fна il~ са површином КА. Тада 
је и' дуж АК самерљивз са КМ. И пошто је збир квадрата 
на АГ и на ГВ, вепи од двострукогправоугаоника коме су 

стране АГ и ГВЈ биhе и М веЬе од MZ. Због тога је и дуж 
ilM веЬа од МН. И правоугаоник са странама АК и КМ јед
нак је квадрату на MN, тј. четвртини квадрата на МН, и Ак 
је са~ерљиво са КМ. Но постоје две "неједнаке дужи и на 
веЬој је конструисан паралелограм са кваДраТJlОМ допуном 

једнаком четвртини квадрата на мањој Jf ако је он се дели 

на самерљиве делове, биhе квадрат на веЬој дужи веhи од 

квадрата на мањој за квадрат на ду~и, која је самерљива 

са већом. На овај начнн,квадра! на АМје веhи од квадрата 
на мањој МН за квадрат. на дужи самерљивој са LlМ. И АМ 

и МН су рационалне дужи и АМ, већц део, биhе самерљив 
по дужини са дужи АЕ, узетој за рациоцалну. 

На ова начиц ilH је прва биномијала. А то је требало 
Доказати.12 

61. 
Ако правоугаоник конструисан на рационалној дужи 

цма површину једнаку ПОВРШИRИ КВ8драта на првој t5ииеди

јали, његова ширина је друга БИ80мијала. 
Нека је АВ прва бимедијала подељена тачком Г на две 

медијале тако да је већа АГ; одмеримо рационалну дуж :1-Е 

и конструишимо на ilE IIаралелограм ilEZH, коме је ширцна 
АН, једнак квадрату н<С- АВ. Тврдим да је ilH друга. биномијала. 

Е вА 

---,-~ 

А Г В 

z 

Заиста, иэвРшимо исте КОQструкције 

као и раније. И пошто је АБ прва биме
дијала подеље'натачком -Г, биhе АГ и ГВ 

две медијале, самерљиве ,само у степену, 

које обухватају рационалан правоугаоник. 

Биhе према томе и квадрати на Ar и на 
ГВ медијални. Тада је и ПРађоугаоник АЛ медијалан~ А кон

струише се на рационалној ДУЖIf АЕ.' Значи рационална је и 

дуж МА и несамерљива по .n:ужинц c~ АЕ. Затцм, пошто је рацио-
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налан и двоструки правоугаоник са странама АГ и ГВ, биhе 

рационална и површина MZ. А како је конструисана на раци
оналној дужи МА, биhе рационална и МН и самерљива по 

дужини са МА, тј. са дЕ. Према томе је дМ несамерљива 

по дужнни са МН. А оне {;у рzционалне. На овај начин, дМ 

н МН су рационалне самерљиве само у степену, а то значи 

да је дН биномијала. , 
Треба доказати да је друга. 
Заиста, пошто је збир квадрата на АГ и на ГВ ј3еhи од 

двоструког правоугаоника коме су стране АГ и ГВ, биhе 

већа и површина дА од 110вршине MZ. А то значи и дуж 

дМ већа од дужи МН. И пошто је квадрат на АГ самерљив 

са квадратом на ГВ, биhе самерљнва и површина д0 са повр

шином КЛ. Па према томе. је самерљива и дуж дК Са КМ. 
И правоугаоник са странама дК и КМ једнак је квадрату на 

MN. Значи квадрат на дМ је веhи од квадрата на МН за 

квадрат на дужи која је самерљива са дМ. И дуж МН је 

самерљива по дужини са дЕ. 
Према томе, дН је друга биномијала.1З 

62. 

Ако правоугаоник, конструисан на рационалној дужи, 

има површину једнаку' површини квадрата па другој бимеди

јали, његова ширина је трећа биномијала. 

Нака је АВ друга бимедијалз подељена тачком Г на две 

медијале тако да је веЬа АГ. Одмеримо рационалну дуж дЕ 

и конструишимо на дЕ парзлелограм дZ, коме је ширина дН, 

јадна к квадрату на АВ. Тврдим да је дН треЬа биномиЈала. 

Заиста, извршимо исте конструкције као и раније. 

И пошто је АВ друга бимедијала подељена тачком Г, биhе 

ЛГ и ГВ две медијале, самерљиве само у степену, које обу-

хватају медијалан правоугаоник. Према.:.Ј к 1'1 N Н 

томе је медијалан и збир квадрата на АГ ГГТ-I-l 
и на ГВ; и једнак је површини дА. Значи I I . I ! 
и ова површина је медијална. А конструи- Е (ј А' .=; .Z 

сана је на рационалној дужи дЕ. Пр@маА---f--iз 
томе је рационална и дуж Мд и неса-



меРЉlIва по дуж иии са .:\Е. Из истих разлога рационална је 

и дуж МН 11 несамерљива по дужини са МЛ, тј. са ~E. 

Значи рационална је свака од дужи .з.М и МН и несамер

љива по дужини са ~E. И пошто је АГ несамерљиво по 

дуж ини са ГВ, а АГ је према ГВ као квадрат на АГ према 

правоугаонику са странама АГ и ГВ, биhе несамерљив и ква

драт на АГ са правоугаоником коме су стране АГ и ГВ. Према 

томе и збир квадрата на АГ и на ГВ је несамерљив са дво

струким правоуг'аоником на АГ и на ГВ, тј. површина LlA са 

површином MZ. А тада су несамерљиве и дужи ~M и МН. 

А оне су рационалне. На овај начин, ~H је биномијала. 

Треба доказати да је трећа. 

Слично претходном закључујемо да је ~M' веЬа од МН, 

да је LlK самерљива са КМ, и да је површина правоугаоиика 

са странама LlK и КМ једнака квадрату на MN. Значи, ква
драт на ~M је веhи од квадрата на МН за квадрат на дужи 

која је самерљива са ~M. И ниједна од ~M и МН неће бити 

самерљива по дужини са ~E. 

На овај начин, ~H је трећа биномијала. А то је требало 

Доказати.Н 

63. 

Ако правоугаоник, конструисан на рационалној дужи, 

има површину једнаку површини квадрата на "веЬој" биме

дијали, његова ширина је четврта биномијала. 

Нека је АВ nвеЬа" подељена тачком Г тако да је АГ 
веhи део од ГВ, да је ~E рационална и да паралелограм ~Z 

једнак квадрату на АВ, конструисан \ia 
4 КМ N F! 
'1 --т-iг-г-~: ~E, има ширину ~H. Тврдим да је ~H 

I ! б' i ____ li~______ четврта ИНОМИЈала. 
Заиста извршимо исте конструкције Е 

као и раније. И пошто је АВ "већа" 

подељена, тачком Г, биhе АГ и ГВ неса

мерљиве у степену, збир квадрата на њима рационалан, 

а правоугаоник са таквим странама медијалан. Пошто је 

сад збир квадрата на АГ и на ГВ рационалан, због тога је 

,--~--,-.~ ~ 

-1 Г В 
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рационална и површина ~Л, а услед тога је рационална и дуж 

дМ и самерљива по дужини са ~E. Затим, пошто је медија

лан двоструки лравоугаоник са странама АГ и ГВ, тј. повр

шина MZ, а конструисан је на рационалној дужи МА, биhе 

рационална и МН и несамерљива по дужини са ~E. А и ~M 

је несамерљива ло дужини са МН. Према томе су ~M и МН 

рационалне самерљиве само у степену. На овај начин је ~H 

биномијала. 

Треба доказати да је четврта. 

Слично претходном се доказује да је ~M Behe од МН 
и да је правоугаоник са странама дК и КМ једнак квадрату 

на MN. И пошто је сад квадрат на АГ несамерљив са ква

дратом на ГВ, биhе и површина ~0 несамерљива са КА. 

Због тога је и дуж .зК несамерљива са КМ. Но ако постоје 

две неједнаке дужи и ако је на веЬој конструисан са квад

ратном допуном паралелограм, који је једнак четвртини квад

рата на мањој, и дели ту дуж на делове несамерљиве 

по дужини, биhе квадрат на веtюј дужи веhи од 

квадрата на мањој за квадрат на дужи кој'а је несамерљива 
ло дужини са већом дужи. Према томе је квадрат на дМ 

веhи од квадрат'а на МН за квадрат' на дужи која је неса
мерљива са ~M. И дужи ~M и МН су рационалне и самер

љиве само у степену. И ~M је самерљива са изабраном 

рационалном дужи ~E. 

На овај начин, ~H је четврта биномијала. А то је тре

бало Доказати.75 

64. 

Ако правоугаоник, конструисан на рационалној дужи, 

има површину једнаку квадрату на "страни квадрата једнаког 

збиру рационалне и медијалне површине", његова ширина је 

пета биномИјала. 

Нека је АВ .страна квадрата једнаког збиру рационалне 

и медијалне површине··, подељена тачком Г на дужи и нека 
је АГ већа дуж, и одмерена је рационална дуж ~E, и нека 

паралелограм ~Z, једнак квадрату на АВ, конструисан на ~E, 

има ширину ~H. Тврдим да је ~H пета биномијала. 
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Извршимо исте конструкције као и раније. Пошто је 
сад АВ .страна квадрата једнаког збиру рационалне и меди-

к м N Н јалне површине", подељена тачком Г, 
г-----------Т биhе АГ и ГВ несамерљиве у степену, 

али збир !{вадрата на њима медијалан, а 

праВQугаоник са таквим странама рацио

налан. Пошто је сад збир квадрата на 

АГ и на ГВ медијалан, биhе медијална 

и површина ~A. Према томе је ~M рационална и несамер

љива по дужина са ~E. Затим, пошто је двоструки право

угаоник са странама АГ и ГВ, тј. површина MZ рационална, 

рационална је и дуж МН и несамерљива са ~E. Према томе 

~M је несамерљива са МН. На овај начин, дужи ~M и МН 

су рационалне, самерљиве само у степену. А то значи да је 

L\H биномијала. 
Тврдим да је пета. 

Заиста, слично се доказује да је правоугаоник са стра

нама L\K и КМ једнак квадрату на MN, и да је ~K несамер

љива по дужини са КМ. Значи квадрат на ~M је веhи од 

квадрата на МН за квадрат на дужи, која је несамерљива са 

L\M. И дужи ~M и МН (рационалне) самерљиве су само у 

степену и мања, МН, самерљива је по дужини са L\E. 
На овај начин, ~H је пета биномијала. А то је требало 

доказати. Т6 

65. 

Ако правоугаоник, конструисан на рационалној дужи, 

има површину једнаку K~aдpaTy на "страни квадрата једна

ког збиру две медијалне површине": његова ширина је шеста 

биномијала. 

Нека је АВ, "страна квадрата јед

наког збиру две медијалне површине", 

подељена тачком Г, ~E је рационална дуж 

и на ~E је конструисан паралелограм tlZ, 
Е 

једнак квадрату на АВ са ширином ~H. 

Тврдим, да је ~H шеста биномијала. 

(јА z 
---,--. 

А Г В 

Извршимо исте - конструкције као и раније. Пошто је 

АВ, .страна квадрата једнаког збиру две медијалне површине", 
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подељена тачком Г, биhе АГ и ГВ несамерљиве у степену, 

збир квадрата на њима медијалан и правоугаоник са таквим 

странама медијалан, а збир квадрата на њима је несамерљив 

са наведеним прааоугаоником. Према томе је на основу до

казаног, свака од површина /).Л и MZ медијална. И оне су 

конструисане на рационалној дужи /).Е. Према томе је свака 

од /).М и МН рационална и самерљива са /).Е. И пошто је 

збир квадрата на АГ и на ГВ несамерљив са двоструким 

правоугаоником са странама АГ и ГВ, биnе несамерљива и 

површина дА са MZ. Због тога је несамерљива и дуж дМ 

са МН. Значи /).М и МН су рационалне, самерљиве само у 

степену. На овај начин, /).Н је биномијала. 

Тврдим да је шеста. 

Поново се на сличан начин доказује да је правоугаоник 

са странама /).К и КМ једнак квадрату на MN и да је /).К 

несамерљива по дужини са КМ. И из истих разлога квадрат 

на /).М је веnи од квадрата на МН за квадрат на дужи која 
је несамерљива по дужини са /).М. И ниједна од /).М и МН 

није самерљива по дужини са рационалном дужи /).Е. 

На овај начин, /).Н је шеста БИНОМl:lјала. А то је требало 

доказати.7 8 

66. 

Дуж самерљива по дужини са биномијалом и. сама је 

биномијала и то истог реда. 

Нека је АВ биномијала и нека је дуж Г/). са·мерљива по 

дужини са АВ. Тврдим, да је и Г/). биномијала и то истог 

реда као и АВ. 

Заиста, пошто је АВ биномијала, поделимо је тачком Е на 

делове (рационалне) и нека веnи део буде АЕ. Према томе 

су АЕ и ЕВ рационалне дужи, самерљиве само у степену. 

А' Е в 
'------_.~--,--. 

Урадимо сад тако да буде АВ према 

Г/). као АЕ према rz. Биhе тада и 

остатак ЕВ према остатку Z/). као 
----"---~ 

г Z .d АВ према Г/).. Но АВ је самерљиво 

по дужини са Г/)., па Ье и АЕ бити 

самерљиво са fZ и ЕВ са Z/).. А како су АЕ и ЕВ рационалне, 
биhе рационалне и rz и Z/).. И пошто је АЕ према rz као 
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ЕВ према Z!'!., биhе, после пермутовања, АЕ према ЕВ као 

rz према Z!'!.. Но rz и z!'!. су самерљиве само у степену, а 

при томе су рационалне. На овај начин, Г ~ је биномијала. 

Тврдим да је она истог реда као и АВ. 

Заиста квадрат на АЕ је веhи од квадрата на ЕВ за 

квадрат на дужи која је нли самерљива са АЕ или несамер' 

љива са њом. Нека је сад квадрат на АЕ веhи од квадрата 

на ЕВ за квадрат на дужи која је самерљива са АЕ; биhе 

и квадрат на rz веhи од квадрата на z~ за квадрат на дужи 
која је самерљива са rz. И ако је АЕ самерљива са одме

реном рационалном дужи, биhе самерљива и rz са истом 
дужи, услед тога је свака од АВ и Г~ прва биномијала, тј. 

истог су реда. А ако је ЕВ самерљива са одмереном рацио

налном дужи, биhе самерљива z~ са истом дужи и услед 

тога су поново АВ и Г ~ истог реда, јер је свака од њих 

биномијала другог реда. А ако ниједна од АЕ и ЕВ 'није 

самерљива са одмереном рационалном дужи, неће бити ниједна 

од rz и Z!'!. самерљива са том дужи и свака је трећа бина

мијала. Ако је квадрат на АЕ веhи од квадрата на ЕН за 

квадрат на дужи која је несамерљива са АЕ, биhе и квадрат 

на rz веhи од квадрата на z~ за квадрат нз дужи која је, 

несамерљива са fZ. И ако је АЕ самерљива са одмереном 

рационалном дужи, биhе и rz самерљива са њом, и с'вака је 
четврта биномијала. А ако су ЕВ и Z6. самерљиве, свака је 

пета. Ако ниједна од АЕ и ЕВ није самерљива, а и од rz и 
Z!'!. ниједна није самерљива са одмереном рационалном дужи, 
свака је шеста биномијала. 

На овај начии, дуж самерљива по дужини са биномија

лом и сама је биномијала и то истога реда. та 

67. 

Дуж самерљива по дужини са бимедијалом и сама је 

бимедијала и то истога реда. 

Нека је АВ бимедијала и нека је дуж Г6. самерљива са 

АВ. Тврдим, да је \1 гд бимедијала и то истога реда као 

и АВ. 
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Заиста, пошто је АВ бимедијала, поделимо је 
А Е В тачком Е на медијале. Тада су ЛЕ и ЕВ медијале , ___ ,_, 

самерљиве само у степену. Урэдимо тако да АВ г---zд 

буде према [tl као АЕ према rZ. Тада је и оста-

так ЕВ према остатку Ztl као АВ према ['tl. Но АВ је са

мерљиво по дуж ини са r tl. Због тога је свака од АЕ и ЕВ 

самерљива са сваком од rz и Ztl. НО АЕ и ЕВ су медијале, 
па према томе су медијале и rz и Ztl. И пошто је АЕ према 
ЕВ као rz према Ztl, а АЕ и ЕВ су самерљиве само у сте

пену, биhе rz и Ztl самерљиве само у степену. А доказано 

је да су оне медијале. На овај начин r tl је медијала. 
Тврдим па је она истог реда као и АВ . 

. Заиста, пошто је .АЕ према ЕВ као rz према Ztl и према 
томе је квадрат на АЕ према правоугаонику са странама АЕ 

и ЕВ као квадрат на rz према правоугаонику са странама 

rz и Ztl, онда, после пермутовања, квадрат на АЕ биhе према 
квадрату на rz као правоугаоник са АЕ и ЕВ према право

угаони ку са rz и Ztl. Но квадрат на АЕ је самерљив са 

квадратом на ['Z, па због тога је и правоугаоник са АЕ и 

ЕВ самерљив са правоугаоником са rz и Ztl. Ако је сад 

правоугаоник са АЕ и ЕВ рационалан, биhе рационалан и 

правоугаоник са ['Z и Ztl [и услед тоFЭ је прва бимедијала]. 

А ако је медијалан први, биhе медијалан и други и то оба 

другог реда. 

И услед тога биhе r tl истог реда као и АВ. А то је тре
бало доказати. 

68. 

Дуж самерљива са .веЬом· биhе и сама nвеЬа". 

Нека је АВ "веЬа· и r tl је самерљива са АВ. Тврдим, 

да је и r п већа" . 
Поделимо АВ тачком Е. Тада су АЕ и ЕВ 

несамерљиве у степену и збир квадрата на њима 

је рационалан, а правоугаоник од њих медијалан. 

И урадимо оно исто што и раније. И пошто је 

АВ према rtl као АЕ према rz и као ЕВ према 

Ztl, и на тај начин како је АЕ према rz тако и 
ЕВ према Ztl. Но АВ је самерљиво са r 1::., па је и 
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свака од АЕ и ЕВ самерљива са сваком од fZ ~ Z!:J.. И пошто 
је АЕ према rz као fZ према Z!:J., значи, после сабирања, АВ 

је према ВЕ као Г!:Ј. према !:J.Z. Према томе и квадрат на АВ 
је према квадрату на ВЕ као квадрат на Г!:Ј. према квадрату 

на !:J.Z. На сличан нацин се доказује да како се квадрат на 

АВ односи према квадрату на АЕ тако се и квадрат на 

Г!:Ј. односи према квадрату на rz. Дакле, квадрат на АВ је 

према збиру квадрата на АЕ и на ЕВ као квадрат на Г!:Ј. 

према збиру квадрата на rz и на Z!:J.. И на тај начин, после 

пермутовања, квадрат на АВ је према квадрату на Г!:Ј. као 

збир квадрата на АЕ и на ЕВ према збиру KB~дpaTa на fZ 
и на Z!:J.. Но квадрат на АВ је самерљив са квадратом на Г!:Ј., 

па према томе је са~ерљив и збир квадрата на АЕ и на ЕВ 

са збиром квадрата на fZ и на Z!:J.. А збир квадрата на. АЕ 

и на ЕВ је рационалан, знаци и збир квадрата на ГZ и Z!:J. 
је рационалан. На слицан нацин и двоструки правоугаоник са 

странама АЕ и ЕВ је самерљив са двоструким правоугаони

ком са странама fZ и Ztl. А како је двостр)!.ки правоугаоник 
са АЕ и ЕВ медијалан, биhе медијалан и двоструки правоу

гаоник са fZ и ,Zt:.. На овај нацин fZ и Ztl, несамерљиве у 

степену, дају збир квадрата на њима рационалан, а двоструки 

правоугаоник обухваhен њима' медијалан. Цела дуж Г tl је 
према томе ирационална, такозвана .. веЬа". 

На овај нацин, дуж самерљива са "веЬом" и сама је "ве

Ьа«. А то је требало доказати. 

69. 

дуж самерљива са "страном квадрата једнаког збиру' 

рационалне и медијалне површине" и сама је "страна квад

рата једнаког з6иру рационалне и медијалне површине". 

Нека је АВ "страна квадрата једнаког збиру рационалне 

и медијалне површине" и Г ~ дуж самерљива са АВ. Треба 

доказати да је и fi::J. "страна квадрата једнаког збиру рацио

налне и медијалне повpmине". 

Поделимо АВ на дужи тацком Е. Тада су АЕ и ЕВ не

самерљиве у степену и збир квадрата на њима медијалан, а 
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правоугаоник са таквим странама рационалан. Извршимо исте 

конструкције као и раније. Слично се доказује да су и rz и 
Zfj, несамерљиве у степену и да је збир квадрата 

на АЕ и на ЕВ самерљив са збиром квадрата на 

rZ и на Zfj, и да је правоугаоннк са странама АЕ 

и ЕВ самерљив са правоугаоником са странама 

rZ и Zд. Према томе је и збир квадрата на rZ и 
на Zfj, медијалан, а правоугаоник са странама rZ 
и Zfj, рационалан. 

А-( 

t z 
Е, ј д 

Bl 

На овај начин Г Д је "страна квадрата једнаког збиру 

рационалне и медијалне површине". А то је требало доказати. 

70. 

Дуж самерљива са "страном квадрата једнаког збиру 

две медијалне површине" и сама је "страна квадрата једна

ког збиру две медијалне површине". 

Нека је АВ "страна квадрата једнаког збиру две меди

јалне површине" и Г д је 'дуж самерљива са АВ. Треба дока

зати, да је и Гд "страна квадрата једнаког збиру две меди-

јалне површине". . 
Заиста, пошто је АВ "страна квадрата једнаког збиру 

две медијалне ловршине", поделимо је тачком Е 'на дужи. 

Тада су АЕ и ЕВ несамерљиве у степену и збир квадрата на 
њима медијалан и правоугаоник са таквим странама медија

лан и тај збир квадрата на АЕ и на ЕВ несамерљив са пра

воугаоником коме су стране АЕ и ЕВ. Извршимо исте кон

·В 

струкције као и раније. с.'1ично се доказује, да су 

и rz и Zfj, несамерљиве у степену и да је неса

мерљив збир квадрата на АЕ и на ЕВ са збиром 

квадрата на rZ и на Zд, а такође да је правоуга

они к са странама АЕ и ЕВ самерљив са правоуга

они ком са странама rZ и Zд. и према томе је збир 
квадрата на rZ и на Zfj, медијалан и правоугаоник 

са странама rZ и Zfj, медијалан и збир квџрата на rZ и на 
Zfj, несамерљив са правоугаоником са странама rZ и Zд. 

На овај начин Г Д је "страна квадрата једнаког збиру 

две медијалне површине". А то је требало доказати. 

ЕУКnИАОВИ еnеме.тн ка. 10 6 
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71. 

При сабирању рационалног и медијалног (рационалне и 

медијалне површине) могу се добити четири ирационалности: 

или биномијала, или прва бимедијала, или "веЬа К или .стра

на квадрата једнаког збиру рационалне и медијалне повр

шине" . 

Нека је АВ рационална површина, а Г~ - медијалиа. 

Тврдим да страна квадрата једнаког површини A~ може бити: 

или биномијала, или прва бимедијала, или "веЬа" или "страна 

квадрата једнаког збиру рационалне и медијалне површине". 

Заиста, АВ је или веЬе од r ~ или мање. Нека, је, прво, 
веЬе. Одмеримо рационалну дуж EZ, и конструишимо на EZ 
правоугаоник ЕН једнак АВ, са ширином 0К и на EZ право
угаоник 01 једнак ~Г, са ширином 0К. Пошто је АВ рацио-

А r 

Г 
в д 

Е 

нално и једнако ЕН, биhе рационално 

в к и ЕН. И пошто је конструисано на 

"Г],' рационалној дужи EZ, а има ширину 
Е0, биhе рационално и Е0 и самер-

љива по дужини са EZ. Затим, пошто 
је r ~ медијално и једнако 01, меди-

z н 1 јална је и површина 01. А како је кон
струисана на рационалној дужи EZ и 

има ширину 0К, биhе рационална и 0К 

и несамерљива по дуж ини са EZ. И пошто је r ~ медијално, 

а АВ - рационално, биhе АВ несамерљиво са Г~. Према 

томе је и ЕН несамерљиво са 01. Но ЕН је према 01 као 

Е0 према 0К, па због тога је и Е0 несамерљиво по дужини 

са 0К. А обе те дужи су рационалне. На овај наччн су 

Е0 и 0К рационалне и самерљиве само у степену. Према 

томе је ЕК биномијала подељена тачком 0. И пошто је АВ 
Behe од [~, а АВ једнако ЕН, и Г~ једнако 01. биhе ЕН 
Behe од 01, а услед тога и Е0 веве од 0к. Сад је квадрат 

на Е0 веhи од квадрата на 0К за квадрат на дужи која је или 

самерљива по дужиии са Е0 или несамерљива. Нека је, прво, 

самерљива. И већа. 0Е је самерљива са одмереном рацио

налном дужи EZ. Према томе је ЕК прва биномијала. Но ако 
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је површина обухваhена дужима рационалном и првом бино

мијалом, онда је страна квадрата једнаког тој ПОвршини 

биномијала. И према томе страна квадрата једнаког повр

шини ЕI је биномијала. А тада је и страна квадрата једнаког 

површини АI1 биномијала. Но нека сад, као друго, квадрат 

на Ее буде веhи од квадрата на ек за квадрат на дужи, 

која је несамерљива са Ее. и веЬа Ее је самерљива по 

дужини са одмереном рационалном дужи EZ. А ЕК је тада 

четврта биномијала. И EZ је рационална. Но ако је површина 

обухваhена дужима - рационалном и четвртом биномијалом, 

биhе страна квадрата једнаког тој површини ирационална, 

такозвана "веЬа". Значи, страна квадрата једнаког површини 

ЕI је "веЬа". На тај начин и страна квадрата једнаког повр~ 

шини АI1 је .. веЬа·. 

Нека је сад АВ мање од r 11. Биhе тада и ЕН мање од еl. 
А због тога је и Ее мање од ек. НО квадрат на ек је веhи 

од квадрата на Ее за квадрат на дужи која је или самер

љива са ек или несамерљива. Нека је, прво, самерљива пq 

дужини. И мања Ее је самерљива по ду

живи са одмереном рационалном дужи EZ. 
Значи ЕК је друга биномијала. А EZ је 

рационална. Но ако је површина обухва

Ьена дужима - рационалном и другом би

номијалом, биhе страна квадрата једнаког 

тој површини прва бимедијала. Значи стра
на квадрата једнаког површини ЕI је прва 

А Г 

[LJ 
в д 

Е Z 
e~---· IH 
к I _____ ~-___ J I 

бимедијала. На тај начин и страна квадрата једнаког површини 

АI1 је прва бимедијала. Нека сад квадрат на ек буде веhи 

од квадрата на еЕ за квадрат на дужи која није самерљива 
са ек. и мања Ее је самерљива са одмереном рационалном 

дужи EZ. Значи ЕК је пета биномијала. А EZ је рационална. 
Но ако је површина обухваhена дужима - рационалном и 

петом биномијалом, биh~ страна квадрата једнаког тој повр

шини "страна квадрата једнаког збиру рационалне и меди

јалне површине". На тај начин страна квадрата једнаког по

вршини ЕI је .страна квадрата једнаког збиру рационалне и 

медијалне површине". А према томе и страна квадрата једна-
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КОГ ПОВРШИI:lИ A~ је .страна квадрата једнаког збиру рацио, 

налне и медијалне површине", 

На овај начин, при сабирању рационалног и медијалног 

могу се добити четири ирационалности: или 6иномијала, или 

прва бимедијала, или • већа" или .страна квадрата једнаког 

збиру рационалне и медијалне површине":79 

72. 

При сабирању две међу собом несамерљиве медијалне 

површине могу се добити две остале ирационалности: или 

друга бимедијала или .страна квадрата једнаког збиру две 

медијалне површине". 

Нека се саберу две међу собом несамерљиве медијалне 

површине АВ и Г~. Тврдим да је страна квадрата једнаког 

површини A~ или друга бимедијала или .страна квадрата 

једнаког збиру две медијалне површине". 

Заиста, АВ или је Behe од Г 6. или је мање. Нека, прво, 

ако је то случај, АВ буде веће од Г~. Одмеримо рационалну 

дуж EZ, и нека површина ЕН, једнака АВ и конструисана 

на EZ, има ширину Ев, а површина вЈ, једнака површини Г~, 
има ширину вк. и пошто је свака од АВ 
и [Ll медијална, биhе и свака ЕН и вЈ 

медијална. И конструисане на рационал

ној дужи ZE имају ширине Ее и ек. На 

А 

в L1 
г _~_, z тај начин свака од Ев и ек је рацио-

~_~ ___ ~~; н нална и несамерљива по дужини са EZ. 
. ( и пошто је АВ несамерљиво са fLl, а АВ. 

'''./. 

к 

је једнако ЕН и fLl једнако вЈ, биhе не

самерљиво и ЕН са вЈ. Но ЕН је према вЈ као Ее према вк. 

Према томе је Ее несамерљиво по дужини са вк. На овај 

начин су Е0 и 0К рационалне, самерљиве само у степену. 

И према томе је ЕК биномијала. Квадрат на Е0 је веhи од 

квадрата на вк за кв'адрат на дужи која је или самерљива 
са Ее или несамерљива. Нека, прво, она буде Самерљива. И 

ниједна од Е0 и ек није самерљива са одмереном рацио

налном дужи EZ. E~ је тада трећа биномијала. А EZ је ра

ционална. Но ако је површина обухваhена дужима·";" рацио-
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налном и треЬом биномијалом, биhе страна квадрата једнаког 

тој површини друга бимедијала. Према томе страна квадрата 

једнаког површини ЕI, тј. A~, биhе друга бимедијала. Квадрат 

на Е0 је веnи од квадрата на 0К за квадрат на дужи која 

је несамерљива по дуж ини са Е0. И несамерљива је свака 

од Е0 и вк са EZ. На овај начин је ЕК шеста биномијала. 

Но ако је површина обухваhена дужима - рационалном и 

шестом БИНQмијалом, биhе страна квадрата једнаког тој повр

шини "страна квадрата једнаког збиру две медијалне повр

шине". Због тога је и страна квз.z;:рата једнаког површини А!:Ј. 

.страна квадрата једнаког збиру две медијалне површине". 

[Слично се доказује да је, ако је АБ мање од Г!:Ј., страна 

квадрата једнаког површини AI::1 или друга медијала или 

"страна квадрата једнаког збиру две медијалне површине".] 
На овај начин, при сабирању две међу собом несамер

љиве медијалне површине могу се добити две остале ира

ционалности - или друга бимедиј8ла или "страна квадрата 

једнаког збиру две медијалне површине". 

Биномијала и наредне ирационалне дужи нису исте нн са 

медијалом ни међу собом. Заиста, квадрат на медијали кон

струисан на рационалној дужи производи ширину рационалну 

и несамерљиву по дужини са оном дужи на којој је констру

исан. А квадрат на биномијали, конструисан на рационалној 

дужи, производи као ширину прву биномијалу. Квадрат на 

првој бимедијали, конструисан на рационалној дужи, произ

води као ширину другу биномијаJlУ. Квадрат на другој би

медијали, конструисан на рационалној дужи, производи као 

ширину треЬу биномијаJlУ. Квадрат на "веЬој·, конструисан 

на рационалној дужи, производи као ширину четврту бино

мијаJlУ. Квадрат на "страни квадрата једнаког збиру рацио

налне и медијалне површине", конструисан на рационелној 

дужи, производи као ширину пету биномијаJlУ. Квадрат на 

"страни квадрата једнаког збиру две медијалне површине-
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конструисан на рационалној дужи, производи као ширину 

шесту биномијалу. Наведене ширине се разликују како од 

прве тако и међУ собом; од прве због тога што је она ра
ционална, а међУ собом због тога што нису истог реда. Према 

томе се и саме ирационалности разликују међУ сомом. 80 

73. 

Ако се од рационалне дужи одузме рационална дуж, 
која је самерљива са целом само у степену, биhе остатак 

ирационалан. Нека се он зове а п о т о м а. 

Нека се од рационалне дужи АБ одузме рационална 

дуж БГ самерљива са целом само у степену. Тврдим, да је 

остатак АГ ирационалан, тако звана апотома. 

Заиста, пошто је АБ несамерљиво по дужини са БГ а, 
АБ је према БГ као квадрат на АБ према правоугаонику 
коме су стране АБ и БГ, биhе и квадрат на АБ несамерљив 

_~ ___ '_ са правоугаоником коме су стране АБ и БГ. 
.Ј r п Али са квадратом на АБ је самерљив збир 

квадрата на АБ и на БГ, а са правоугао

ником коме су стране АБ и БГ самерљив је двоструки право

угаоник са истим странама. И пошто је збир квадрата на АБ 

и на БГ једнак збиру двоструког правоугаоника са странама 

АБ и БГ и квадрата на Г А, биhе збир квадрата на Аа и на 

БГ несамерљив са остатком, квадратом на АГ. Но квадрати 

на АБ и на БГ су рационални, значи АГ је ирационална. И 

нека се зове апатома. А то је требало доказати.81 

74. 

Ако се од медијале одузме медијала, самерљива са целом 

само у степену; која обухвата се целом дужи рационалан 

правоугаоник, биhе остатак ирационалан. Нека се он зове 

п р 8 а а п о т о м а м е Д и ј а л е. 

Нека се од медијале АБ одузме медијала БГ самерљива 
са АБ само у степену, која са АБ, обухвата рационалан пра

воугаоник коме су ~Tp3He АБ и БГ. Тврдим ла је остатак 

АГ ирационалан. Нек.! се он зове прва апотома медијале. 
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Заиста, пошто су АВ и ВГ медијале, биhе и квадрат 

на АВ и на ВГ медијални. Али ~воструки правоугаоник са 

странама АВ и БГ је рационалан. Према томе је 

збир квадрата на АВ и на БГ несамерљив са дво- 1 В 
струким правоугаоником са странама АВ и БГ. И 

двоструки правоуг~оник са СТР8нама АБ и БГ је 

несамерљив са остатком, квадратом Н8 АГ, јер ако -Г 
је цело несамерљиво са једним делом, биhе и пр- i . 
воБИТRе величине несамерљиве. Но двоструки пра- -А 
воугаоник коме су стране АБ и БГ рационалан је, па је 

ирационалан квадрат на АГ. А према томе је ирационална и 

дуж АГ. Нека се зове прва апотома медијале. 

75. 
Ако се од медијале одузме медијала, самерљива са целом 

само у степену, која са целом обухвата медијалан правоугаоник, 

бяhе остатак ирационалан. Нека се он зове д р у г а а п 0-

т о м а м е Д. и ј а ле. 

Нека се од медијале АБ одузме медијала ГВ, самерљива 

са целом АБ само у степену, која са целом АВ обухвата 

медијалан правоугаоник са странама АБ и БГ. Тврдим да, је 

остатак АГ ирационалан. Нека се он зове друга апотома 

медијале. 

Заиста, одмеримо рационалну дуж дI и конструишимо 

на дI правоугаоник једнак збиру квадрата на АБ и на БГ 

ширине . дН, затим на дI конструишимо правоугаоник де 

ширине ДZ. Биhе тада остатак ZE једнак квадрату на АГ. 

И пошто су квадрати на АБ и на БГ медијални и самер-

,1 Г В љиви, медијална је и површина . дЕ. И 
~-,----, конструисана је она на рационалној дужи 

"'!,' ___ -,Z __ ----,H са ширином ДН. Према томе је рационална 
и дН, и самерљива по дужини са ДI. 

I Затим, пошто је правоугаоник коме су 
I стране АБ и БГ медијалан, биhе и дво-

f) Е струки правоугаоник коме се стране АБ 

и ВГ медијалан. И он је једнак Д0. Значи и де је медија

лан. А конструисан је. на рационалној дужи дI са ширином 
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12. Према томе је рационална и дуж .1.2 и несамерљива по 
дужннн са .1.1. И пошто су АВ и ВГ самерљиве само у степену, 
6иhе АВ несамерљива са ВГ по дужини. Значи и К,В8драт 

на АВ несамерљив је са праВОУјаоником коме су стране АВ и 

ВГ. Али са квадратом на АВ је самерљив збир квадрата на 

АВ н на ВГ, а са правоугаоником коме су стране АВ и ВГ 

ДВОСТРУКИ правоугаоник са странама АВ и ВГ. А тада је 

ДВОСТРУКИ правоугаоник коме су стране АВ и ВГ несЗ'мер

љив са збиром квадрата на АВ и на ВГ. Али збиру квадрата 

на АВ и на ВГ једнака је површина .1.Е, а двоструком право

угаонику коме су стране АБ и ВГ површина .1.0. Према томе 
је површина .1.Е несамерљива са .1.0. Но .1.Е је према &0 као 
Н.1. према .1.Z. Значи да је и Н.1. несамерљива са .1.Z. И 0не 
су ирационалне. Значи, Н.1. и .1.2 су рационалне и самерљиве 
само у степену. Према томе је Z.1. апотома. А М је раци

онална. Али површина обухваhена рацноналном и ирационал

ном дужи је рационална и страна квадрата једнаког тој 

површини је ирационална. Страна квадрата једнаког 2Е је 

АГ. Према томе је АГ ирационална. Нека се зове друга апо

тома медијале. А то је требало доказати. 

76. 

Ако се од дужи одузме дуж, несамерљила у степену 

са целом, а збир квадрата на њој и на цеЛОЈ Је рационалан, 

и правоугаоник обухваhен истим дужима медијалан, биhе 

остатак ирационалан. Нека се он зове .м а њ и"! 

Нека се од дужи АВ одузме дуж ВГ, несамерљива у 

степену са целом, и нека испуњава наведене услове. ТВРДИМ, 

да је остатак АГ ирационалност такозвана .мања". 

Заиста, пошто је збир квадрата на АВ и ВГ рационалан 

а двоструки правоугаоник са странама АВ и ВГ медијалан, 

__ . биhе збир квадрата на АВ и на ВГ 
А Г В-

несамерљив са двоструким правоугао

ником на АВ и на ВГ. И, после замене једног дела другим, 

збир квадрата на АВ и на ВГ је несамерљив са остатком, 

квадраtом на АГ; Но збир KBlIДpaTa на АВ и на ВГ јераци-
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онаnан. Према томе је ирационаJl3Н квадрат на АГ. Значи да 

је дуж АГ ирационална. Нека се зове .мања". А то је тре

бало доказати. 

77. 

Ако се од дужи одузме дуж, несамерљива у степену 

са целом, а збир квадрата на њој и на целој је медијалан, и 

двоструки правоугаоник обухваhен истим дужима рациона

лан, биhе остатак ирационалан. Нека се он зове "дуж која 

са рационалном образуte цело медијално". *) 

Нека се од дужи АВ одузме дуж БГ, несамерљива у 

степену са АВ, и нека испуњава наведене услове. Тврдим, 

да је остатак горе наведена ирационалност. 

Заиста, пошто је збир квадрата на АВ и на ВГ медија

лан, а двоструки правоугаоник коме су стране АВ и ВГ ра

ционалан, биhе збир квадрата на АВ и на ВГ несамерљив са 

двоструким правоугаоником коме су стране АВ и ВГ. 
-,А 

( 
јв 

Значи и остатак, квадрат на АГ, несамер-љив је са- дво-

струким правоугаоником KOM~ су стране АВ и ВГ. 

Но двоструки нравоугаоник коме су стране АВ и ВГ 

је рационалан, па је квадрат на Аг ирационалан. Зна
чи ирационална је и АГ. А она се зове »'дуж која са 

рационалном образу је цело медијално". А то је тре

бало доказати. 

78. 

Ако се од дужи одузме дуж несамерљива у степену 

са целом, а збир квадрата на њој и на цеЛОЈ Је медијалан и 

ДВ.оструки правоугаоник обухваhен истим дужима медијаЛ8Н, 

а збир квадрата на ТIfМ ДУЖIIма је несамерљив са двостру

киМ правоугаоником истих страна, биhе остатак ирационалан. 

. *) То је Е!УКIIИДОВО кратко изражавање дефиниције тог појма. Логички 
са,!l.РЖ8јније изражавање, аналогно, рецимо, дефиницији у ставу 40., било 
би ово: .страиа КВ3.lрата једнаког разлици меАНјаllне и Р8ционаllне ПОQР

шине". 



90 

Нека се 011 зове "дуж која са медијзлном образује цело 

медИјаЛIIО".*) 

Нека се од дужи АВ одузме дуж, несамерљива у сте

пену са АВ и нека испуњава наведене услове. Тврдим, да је 

остатак АГ ирационалан и нека се зове "дуж која са меди

јадном образује цело медијално«. 

Заиста, одмеримо рационалну дуж ill и нека површина 

1Е, конструисана на LlI, и једнака збиру квадрата на АВ и 

на ВГ образује ширину LlH; одузмимо површину il0 (са 

ширином LlZ), једнаку двоструком правоугаонику коме су 

1 

г 

z н 

[ I 
8 Е 

В 

стране АВ и ВГ. Тада је остатак, пра

воугаоник ZE, једнак квадрату на АГ. 
Према томе АГ је страна квадрата 

једнаког површини ZE. И пошто је 

збир квадрата на АВ и на ВГ меди

јалан и једнак површини ilE, биhе и 

површина LlE медијална. И она је конструисана на раци

оналној дужи ilI и образује ширину ilH. Због тога је ilH 
рационална и несамерљива са LlI по дужини. Затим, пошто 
је двоструки правоугаоник коме су стране АВ и ВГ меди

јалзн, а он је једнак површини il0, медијална је и површина 

M~). И конструисана на 11 она образује ширину ilZ. Према 

томе је рационална и ilZ и несамерљива по дужини са ilI. 
И пошто је несамерљив збир квадрата на АВ и на ВГ са 

двоструким правоугаоником коме су стране АВ и ВГ, биhе 

несаwерљива и површина LlE са il0. Но ilE је према il0 'као 
LlH према ~Z. Значи, несамерљива је ilH са ilZ. А обе су 
рационалне. Према томе су Hil и ilZ рационалне и самер· 

љиве само у степену. Дакле, ZH је апотома. А Z0 је рацио
нална. Правоугаоник обухваhен рационалном дужи и апотомом 

је ирационалан, и страна квадрата једнаког правоугаонику 

ирационална. Но страна квадрата једнаког правоугаонику ZE је 
АГ. На овај начин АГ је ирационална. Нека се зове "дуж 

*) у вези са примедбом у претходној теореми наводимо и овде 
опширнији назив: .СтраНJI квадрата jellHaKor раэлици две wедијалне 
површине·. 
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која са медијалном образује цело медијално". А то је тре
бало доказати. 

79. 

Апотоми се може додати једна једина рационална дуж 
само у степену самерљива са целом дужи. 

Нека је АВ апотома и ВГ њен, додатак. Према томе су 
АГ и ГВ рационалне дужи самерљиве само у степену. Твр

дим, да се дужи АВне може додати никаква друга рацио-' 

нална дуж, самерљива само у степену са целом. И за колико 

је збир квадрата на А/). и на /).В веhи од двоструког право

угаоника коме су стране А!!Ј. .и !!Ј.В, за толико ле бити веnи и 

збир квадрата на АГ и на ГВ од двоструког правоугаоника 

коме су стране АГ и ГВ, јер су они оба веhи зз јед

но исто, за квадрат на АВ. Значи, да Ье, после пер

мутовања, за колико је збир квадрзта на А/). и на /).13 
веnи од збира квадрата на АГ и на ГВ, за толико Ье бити 

веhи и двоструки правоугаоннк са странама А/). и /).В 

од двоструког правоугаоника са странама АГ и ГВ. 

Н о збир квадрата на А/). и на /).В је .веhи од збира 

квадрата на АГ и на ГВ зз рацион_алну величину, јер 

су оба рационални. А тада је и двоструки правоугао-

А 

в 

: 
I 

;г 

ник· са странама А!1 и /).В веlш од двоструког правоугаоника 

са странама АГ и ГВ за рационалну величину, а то је немо

ryhe, пошто су оба медијални, а медијална величина није 

веЬа ОД медијалне за рационалну. Према томе, дужи АВ не 

може се додати друга нека рационална дуж самерљива са 

целом дужи само у степену. 

На овај нзчин, апотоми се може додати једна једина 

рационалнз дуж само у степену самерљива са целом дужн. 

А то је требало доказати.82 

80. 

Првој медијалној апотоми се може додати једна једина 

медијала, само у степену самерљива са целом дужи, и која, 

заједно са целом дужи, обухвата рационалан правоугаоник. 
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Нека је АВ прва медијална апотома и ВГ њој додата 

дуж. Значи, АГ и ГВ су медијале, самерљиве само у степену, 

које обухватају рационалан правоугаоник. Тврдим да се дужи 

АВ не може додати никаква друга медијала самерљива 

само у степену са целом која, заједно са целом, обухвата 

рационалан правоугаоник. 

Заиста, ако може, нека се дода дуж !lB. Значи, Ао. и 

!lB су медијале самерљиве само у степену, које обухватају 

правоугаоник са странама A!l и !lB. И за колико је збир 

квадрата на А6. и на 6.В веnи од двоструког правоугаоника 

са странама А6. и !lB, за толико је веnи и збир квадрата на 

АГ и ГВ од двоструког правоугаоника са странама АГ и ГВ, 

јер су они поново веnи за квадрат на АВ. Значи, после пер-

/

- А мутовања, збир квадрата на A!l и на 6.В је за толико 
веnи од збира квадрата на АГ и на ГВ, за колико је 

-В I двоструки правоугаоник са странама A!l и 6.В веhи 

1 
од двоструког правоугаоника са странама АГ и ГВ. 
Но двоструки пра,воугаоник са странама Atl и !lB је 

I г веhи од двоструког правоугаоника са странама АГ 
-11 

и ГВ за рационалну велечину, јер су оба рационални. 

А због тога је и збир квадрата на A!l и на tlB веnи од 

збира квадрата на АГ и на ГВ за рационалну величину. А то 

је немогуЬе, јер су оба медијална, а медијално од медијалног 

не може да буде веће за рационалну величину. 

На овај начин, првој медијалној апотом се може додати 

једна једина медијала, само у степену самерљива са целом 

_ дужи, и која, заједно са целом дужи, обухвата рационалан 

правоугаоник. А то је требало доказати. 

81. 

Другој медијалној апотоми се може додати једна једина 

медијала, само у степену самерљива са целом дужи, и која, 

заједно са цеЈЈОМ дужи, обухвата медијалан правоугаоник. 

Нека је АВ друг.а медијална апотома и ВГ њој додата 

дуж. Значи, АГ и ГВ су медијале самерљиве само у степену, 
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које обухватају медијалан правоугаоник. Тврдим, да се не може 

додати дужи АВ никаква друга медијала самерљива само у 

степену са целом, која заједно са целом обухвата медијалан 

ПNвоугаоник. 

Заиста, ако може, нека се дода дуж 6.В., Значи, А6. и 

6.В су медијале самерљиве само у степену, које обухватају 

медијалан правоугаоник. Одмеримо рационалну дуж EZ и 
КОНСТРУИШАМО на EZ правоугаоник ЕН са ширином ЕМ једнак 
збиру квадрата на АГ и на ГВ и одузмимо површину 0Н, 
са ширином 0М, једнаку двоструком правоугаонику коме су 

стране АГ и ГВ. Тма је остатак ЕЛ једнак квадрату на АВ. 
г А Према томе је АВ страна квадрата 

А Н '" ,--,-,---- једнаког површини ЕЛ. Затим констру-

ишимо на EZ површину ЕI са ширином 
EN једнаку збиру квадрата на А!:!.. и 
на 6.В. Такође је и површина ЕЛ једнака 

квадрату на АВ. Значи остатак 01 јед
нак је двоструком правоугаонику са 

странама А!Ј. и !Ј.В. И пошто су АГ и 

ГВ медијале, па према томе је меди

јалан и збир квадрата на АГ и на ГВ. 

А он је једнак површини ЕН, значи и површина ЕН је меди

јална. А она је конструисана на рационалној дужи EZ са 

ширином ЕМ. Због тога је ЕМ рационална дуж несамерљива 

по дужини са EZ. Затим, пошто је правоугаоник коме су 

стране АГ и ГВ медијалан, биhе медијалан и двоструки 

правоугаоник коме су стране АГ и ГВ. И он је једнак повр

шини 0Н. Значи и еН је медијална. А ова је конструисана 

на рационалној дужи EZ са ширином ем. Према томе је 

рационална и дуж 0Н и несамерљива по дужини са EZ. И 
пошто су АГ и ГВ самерљиве само у степену, онда је АГ 

несамерљива 110 дужини са ГВ. Но како АГ стоји према ГВ 

тако и квадрат на АГ стоји према правоугаонику коме су 
стране АГ и ГВ. Значи квадрат на АГ је несамерљив са 

правоугаоником коме су стране АГ и ГВ. Но са квадратом 

на АГ самерљив је збир квадра'та на АГ и на ГВ, а са 
правоугаоником коме су стране АГ и ГВ је самерљив Д80-
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струки правоугаоник са истим странама. Према томе је збир 

квадрата на АГ и на ГВ несамерљив са ДВОСТРУКИМ право

угаОНИI{ОМ коме су стране АГ и ГВ. Но збир квадрата на АГ 

и на ГВ једнак је ПОВРШitни ЕН, а двоструки правоугаОНИI< 

са странама АГ и ГВ једнак је не. Дакле, ЕН је несамер

љиво са 0Н. Али ЕН је према 0Н као што је ЕМ према 0М. 

Значи ЕМ је несамерљиво по дужини са М0. И обе те дужи 

су рационалне. Према томе су ЕМ и М0 рационалне, самер

љиве само у степену. На тај наqин, Ее је апотома а ем је 

њој додата дуж. На слиqан наqин се д()казује да јој се може 

додати и 0N. Према томе се апотоми могу додати и једна 

и друга дуж, које су самерљиве са целом само у степену. 

А то је HeMoryhe. 

На тај наqин, другој медијалној апотоми се може додати 

једна једина м~дијала, само у степен самерљива са целом 

дужи, и која, заједно са целом дужи, обухвата медијалан 

правоугаоник. А те је требало доказати. 

82. 

"Мањој" се може додати једна једина дуж, у степену 

несамерљива са целом, која, заједно са целом, образује рацио

налан збир квадрата на тим дужима, и обухвата са њом 

медијалан правоугаоник. 

Нека је АВ »мања" (ирационалност) и ВГ додата јој 

дуж. Знаqи АГ и ГВ су несамерљиве у степену, које дају 

збир квадрата на њима рационалан и обухватају двоструки 

правоугаоник медијалан. Тврдим, да се не може додати дужи 

АВ никаква друга дуж која задовољава исте услове. 

Заиста, ако може, нека се дода дуж ilB. Значи Ail и 

dB су дужи, несамерљиве у степену, које образују тражено. 
И за колико је збир квадрата на Ail и на ilB веhи од збира 

квадрата на АГ и на ГВ, за толико је 

__ ~Г ~ веhи и двоструки правоугаоник ком\: 
су стране Ail и ilB од двоструког 

правоугаоника коме су стране АГ и ГВ. И збир квадрата на 
Ail и на ilB веhи је од збира квадрата на А Г и на ГВ за 

А в 
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рационалну величину, јер су оба збира рационални. Онда је 

и двоструки IIравоугаоник са странама А!Ј. и!Ј.В веhи од 

двоструког правоугаоника са странама АГ и ГВ З8 рацио

НЗJIНУ величину, - а то је немогуЬе, јер су оба медијална. 

На овај начин, "мањој" се може додати једна једина 

дуж, у степену несамерљиsа са цеnом, која, заједно са целом, 

образује рационалан збир квадрата ни тим дужима, и обух

вата са њом медијалан правоугаоник. А то је требало доказати. 

83. 

»Дужи која са рационалном образује медијвлно" се може 

додати једна једина дуж, у степену нрсамерљива са целом, 

која, заједно са целом, образује збир квадрата на тим 

дужима медијалан, а обухвата са њом правоугаоник рацио

налан. 
А В Г Д 

Нека је АВ "дуж која са рацио- ~, _-----<---1 ----

налном образује цело медијално· и ВГ 

дуж која јој се додаје. Значи АГ и ГВ су несамерљиве дужи, које 

задовољавају наведене услове. Тврдим да се не може додати 

дужи АВ никаква друга дуж која задовољава исте услове. 

Заиста, ако може, нека се дода дуж В!Ј.. Значи А!Ј. и 

!Ј.В су дужи, несамерљиве у степену, које образују тражено. 

И сад, за колико је збир квадрата на А!Ј. и на !Ј.В веhи од 

збира квадрата на АГ и на ГВ, за толико је веhи двоструки 

правоугавник коме су стране А!Ј. и !Ј.В од двоструког пра

воугаоника коме су стране АГ и ГВ, што одговара претходном; 

а двоструки правоугаоник са странама А!Ј. и !Ј.В је веnи од 

двоструког правоугаоника са странама АГ и ГВ за рационалну 

величину,' јер су оба рационална. Према томе је збир ква

драта на А!Ј. и на !Ј.В веhи од збира квадрата на АГ и на 

ГВ за рационалну величину, а то је немогуЬе, јер су оба 

медијална. 

На овај начин, дужи АВ се не може додати никаква 

друга дуж, несамерљива у степену са целом, која заједно 

са целом задовољава наведене услове. Према томе се може 

додати једна једина. А то је требало доказати. 
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84. 

"дужи која са медијалном образује цело медијално" се 

може додати једна једина дуж, у степену несамерљива са 
целом, која, заједно са целом, образује збир квадрата на тим 

дужима медијалан, обухвата са љом медијалан двоструки 

правоугаоник и при томе је помеНУТIt збир квадрата неса

мерљив са тим дВОСТРуким правоугаоником. 

Нека је АВ .дуж која са медијалном образује цело 

медијално·, и ВГ дуж која јој се додаје. Значи АГ и ГВ су 

дужи, несамерљиве у степену, које образују тражено. Твр

ДИМ, да се не може додати дужи АВ никаква друга дуж која 

задовољава исте услове. 

Заиста, ако може, додајмо Btl. На тај начин су и дужи 
Atl и !lB несамерљиве у степену, збир квадрата на Atl и на 
tlB је медијалан, двоструки правоугаоник С8 странама Atl и 
tlB је такође медијалан и збир квадрата на Atl и на tlB је 

несамерљив са двоструким правоугаоником са странама Atl 

в l' д 
и АН. Одмеримо рационалну дуж EZ 
и конструишимо на EZ прзвоугао-

Е е fv1 ,..; ник ЕН, ширине ЕМ, једнак збиру 

1 
-1,-----.,-1---,1 квадрата на АГ и на ГВ, а затим и 

на дужи EZ конструишимо правоу-
"-__ ---' ____ -Ј----' гаоник ен, ширине ем, једнак ДВО-
z А f1 струком правоугаонику коме су стра-

не АГ и ГВ. Тада је остатак, ква

драт на АВ, једнак правоугаонику ЕЛ. Према томе је АВ СТ.рана 
квадрата једнаког правоуганику ЕЛ. Затим, конструишимо 

на EZ правоугаоник Er, ширине EN, једнак збиру квадрата на 
Ао. и на tlB. Тада је квадрат на АВ једнак површини ЕЛ. Значи 
остатак, двоструки правоугаоник са странама Atl и tlB, јед

нак је правоугаонику er. Икако је збир квадрата на АГ и на 
ГВ медијалан и једнак површини ЕН, биhе и та површина ЕН 

медијална. А како је она конструисана на рационалној дужи 

EZ и има ширину ЕМ, биhе и ЕМ рационална и несамерљива 
по дужнни са EZ. Затим, пошто је двоструки правоугаоник 
коме су стране АГ и ГВ медијалан и једнак површини ен, 

биhе медијална и та nовршина ен. А пошто је конструисана 
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на рационалној дужи EZ и има ширину ем, биhе и ем ра· 
ционална дуж и неt:амерљива по дужнни са EZ. И пошто је 
збир квадрата на АГ и на ГВ несамерљив са ДВОСТРУК!lМ 

правоугаоником коме су стране АГ и [В, несамеРЉНВ8 је и 

површина ЕН са површином ен. Тада је дуж ЕМ несамер

љива по дужини са М0. А обе су раЦИОlJа./lне. Значи ЕМ и 

ме су рационалне, самерљнве само у степену. Према томе 

Е0 је апотома и 0М је њој додата дуж. Слично се доказује 

да је и Е0 апотома, а њој додата дуж 0N. На овај начин 

апотоми се може додати и једна и друга дуж, свака самер

љива само у степену са целом, а то је, на основу доказаног 

немогуће. Према томе се дужи АВ не може додати никаква 

друга дуж. 

На овај начин, »дужи која са медијалном образује цело 

медијално" се може додати једна једина дуж, у степену 

несамерљива с.а целом, која са целом uбразује збир квадрат на 

тим ду жима медијалан, обухвата са њом медијалан двоструки 

правоугаоник и при томе је поменути збир квадрата несамер

љив са тим двоструким правоугаоником. А то је требало 

доказати. 

Треће дефиниције 

1. Дате су рационална дуж и, апотома. Ако је квадрат 
на целој дужи веhи од квадрата на додатку за квадрат на 

дужи самерљивој по дужини са целом дужи и цела дуж је 

самерљива по дужини са датом рационалном дужи, а п о т о

м а се зове п р в а. 

2. А ако је дoдaTa~ самерљив по дужини са датом ра
ционалном дужи и квадрат на целој дуж и веhи од квадрата 

на додатку за квадрат дужи самерљиве са целом дужи, а п 0-

т о м а се зове Д р у г а. 

3. А ако ниједна дуж (ни цела дуж ни додатак) ннјС! 

<:амерљнва по дужнни са датом рационалном ,Дужи и квадрат 

на целој дужи је веnи од квадрата на додатку за квадрат 

дужи самерљиве са целом дужи, а п о т о м а се зове т р е h а. 

ЕуК ...... оВ. e .. ewellTR ка. ЈО 7 
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4. Затим, ако је квадрат на целој дужи веhи од квад

рата на додатку за квадрат на дужи несамерљивој по дужинн 

са целом дужи и цела дуж је самерљива по дужини са да

том рационалном дужи, а п о т о м а се зове ч е т в р т а. 

5. А ако је самерљив додатак, - п е т а. 

6. А ако ниједна дуж није самерљнва, - W е с т а 8$. 

85. 

Наhи прву апотому. 

Нека је А дата рационална дуж и ВН дуж самерљива 

по дужини са А. Стога је и ВН рацltонална. Узмимо два 
квадратна броја ~E И EZ, чија разлика Z~ није ЏВ8дратни 

. број. Онда E~ не стоји у односу према ~Z као квадратни' 

број према квадратном броју. Начинимо тако да E~ према 

~Z буде као квадрат на БН према квадрату на НГ. Биhе 

тада квадрат на ВН самерљив са квадратом на НГ. Али ква

драт на БН је рационалан, па ће и квадрат на НГ бити ра-

н ционалан; према томе је рационална 

-.---, и дуж НГ. И пошто E~ не стоји у 
в г 

односу према ~Z као квадратни број 

према квадратном, неЬе ни квадрат 

на ВН стојати у односу према квадрату на НГ као квадратни 

број према квадратном броју. Према томе је дуж ВН неса

мерљив'а са дужи НГ ПО дужини. А обе су рационалне. На 
овај начин НН и НГ су рационалне и самерљиве само у сте
пену. Дакле ВГ је апотома. 

€J---
Е Z 4 

Тврдим да је баш прва. 

Заиста, нека оно чиме се разликује квадрат на ВН од 
квадрата на ВГ буде квадрат на е. и пошто је E~ према 

Z~ као квадрат на ВН према квадрату на НГ, биhе, после 

замене једног члана другим, ~E према EZ као квадрат на 

НБ према квадрату на е. Али ~E је у односу према EZ као 
квадратни број према кваЩ18ТНОМ броју, јер је сваки ква

драт. Према томе квадрат на НБ је у ОАНОСУ према ква

драту на е као квадраТНiI број према квадратном броју~ На 
овај начин ВН је самерљиво по дужнни са е. и квадрат на 

ВН је веhи од квадрата на НГ за квадрат на е. Дакле ква-
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драт на ВН је веhи од квадрата на НГ за квадрат на ду жи 

самерљивој по дужини са ВН. И при томе је цела дуж ВН 

самерљива по дужини са датом рационалном дужи А. Дакле 

је ВГ прва апотома. 

На овај начин је нађена прва апотома. А то је требало 

Доказати.В4 

86. 

Наhи другу апотому. 

Узмимо рационалну дуж А и дуж НГ самерљиву по 

дужини ~a А. Тада је и дуж НГ рационална. Нека су ~E и 

EZ два квадратна броја, чија разлика ~Z није квадратни број. 

А 
И начинимо тако да Z~ према дЕ бу

де као квадрат на НГ према квадрат у 

B __ Г~ ____ H на НВ. Стога је квадрат на ГН самер-
е љив са квадратом на НВ. Али квадрат 

Е Z d на ГН је рационалан, па због тога је 
~, ' рационалан и квадрат на НВ. Значи и 

НВ је рационална дуж. И пошто квадрат на НГ није у од

носу према квадрату на НВ као квадратни број према ква

дратном броју, дуж ГН није самерљива по дужини са НВ. 

А обе су рационалне, па су према томе ГН и НВ рационалне 

самерљиве само у степену. На овај начин ВГ је апотоМа. 

Тврдим да је баш друга. 

Заиста, нека квадрат на ВН бу де веhи од квадрата на 

НГ за квадрат на 0. Пошто се сад квадрат на ВН односи 

према квадрату на НГ као број Ед према броју дZ, биhе, 

после эаменеједног члана другим, квадрат на ВН према ква

драту на 0 као дЕ према EZ. А сваки од бројева дЕ и EZ 
је квадрат. Према томе је квадрат на ВН у односу према ква

драту на 0 као квадратни број према квадратном броју. На 
овај начин је ВН самерљиво по дужини са е. и како је 

квадрат на ВН веhи од квадрата на НГ за квадрат на е, 

значи квадрат на ВН веhи је од квадрата на НГ за квадрат 

на дужи самерљивој по дужини са ВН. И додатак ГН је самер

љив са датом рационалном дужи А. Према томе је ВГ друга 

ЗПОТОМ8. 
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На овај начин је HatjeHa друга апотома. А то је требало 
Доказати85 • 

87. 

Наhи трећУ апотому. 

Узмимо рационалну дуж А и три броја Е, БГ, [Ll који 
нису међУ собом у размери као квадратни број према ква

дратном броју, али нека размера ГБ према БLl бу де као 

квадратног броја према квадратном броју. И Н8ЧИНИМО тако 

да Е према БГ бу де као квадрат на А према квадрату на 

ZH и да БГ буде према [Ll као квадрат на ZH према квадрату 
на не. Пошто је <:ад Е према БГ као квадрат на А према 

А квадрату на ZH, биhе квадрат на А са-

Н мерљив са квадратом на ZH. Но квадрат z е 
---- на А је рационалан, значи рационалан 

____ о К Је и квадрат на ZH, а према томе_је ра-

- __ о Е ционална и дуж ZH. И пошто Е не стоји 
в Ј Г 
.--~. према БГ у односу квадратног броја пре-

ма квадратном броју, ни квадрат на А неЬе бити према ква- \. 
драту на ZH као квадратни број према квадратном броју. 

Према томе је А несамерљиво по дужини са. ZH. Заиста, 

пошто је БГ према Г Ll као квадрат на ZH према квадрату 
tta не, биhе квадрат на ZH самерљив са квадратом на не. 
Но квадрат на ZH је рационалан, значи рационалан је и ква
драт на не, те према томе је рационална и дуж не. и пошто 

БГ не стоји према [Ll у односу квадратног броја пр~ма 

квадратном броју, неће ни квадрат на ZH према квадрату 

на не бити као квадратни број према квадратном броју. 

Према томе је ZH несамерљиво по дужннн са не. и оба су 
рационални. Дакле рационалне дужи ZH и не су самерљнве 
само у 'Степену. На овај начин ze је апотома. 

Тврдим да је баш трећа. , 
Заиста, пошто је Е према БГ као квадрат на А према 

квадрату на ZH и ВГ је према Г Ll као квадрат на ZH 'према 
квадрату на ен, биhе због једнакоудаљености Е према [Ll 
као квадрат на А према квадрату на ен. Но Е не стојн у 

односу према Г ~ као квадратни број према квадратном броју, 
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па ни квадрат на А према квадрату на НЕ)" није у односу 

квадратног броја према квадратном броју. Према томе А 

није самерљиво по дужини са не. Дакле ниједна од дужи 

ZH и не неће бити самерљива по дужини са датом рацио
налном ДУЖИ А. Нека сад оно чиме је квадрат на ZH веhи 

од квадрата на не буде квадрат на К. Пошто је сад ВГ 

према rLl као квадрат на ZH према квадрату на не, биhе, 
после замене једног дела другим, ВГ према BLl као квадрат 
на ZH према квадрату на К. НоВГ је у односу према BLl 
као квадратни број према квадратном броју. Значи и квадрат 

на ZH је према квадрату на К као квадратни број према 

квадратном броју. Према томе је ZH самерљиво по дуЖННИ 
са К.· И квадрат на ZH је веhи од квадрата на не за квадрат 
на ДУЖИ самерљивој са ZH. И ниједна од ДУЖИ ZH и не 
није самерљива по ДУЖИНИ са, датом ДУЖИ А. Дакле ze је 

трећа апотома. 

На овај начин је нађена треЬа апотома. А то је требало 

Доказати.вв 

88. 

Наhи четврту апотому. 

Узмимо рационалну ДУЖ А и ДУЖ вн! саМ~РЉИ8У по 
дужини са А. ТаД8 је и ДУЖ ВН рационална. Узмимо два 

броја LlZ, ZE и то тако да цео број LlE не стоји у односу 

према сваком од бројева LlZ и ZE као квадратии број према 
квадратном броју. И начинимо тако да LlE према EZ буде 

као квадрат на вн према квадрату н8" 

А .---, iз--;---Н НГ. Стога Ье квадрат на ВН бити са-

в >----. ,. мерљив са квадратом на НГ. Но К8а-
.ј Z F 

драт на ВН је рационалан, значи раци-

ОН'8Л8Н је и квадрат на нг. Па према томе је рационална и 

ДУЖ НГ. И пошто LlE не стоји у односу према EZ као ква
дратни број према квадратном броју, ни квадрат на вн не 

стоји у односу према квадрату на НГ као квадратни број 

према квадратном броју. Значи ВН је несамерљиво ло дужиии 
са НГ. А оба су рационална. Према томе ВН }I НГ су раци-



102 

оналне дужи самерљиве само у степену. На овај начин ВГ 

је апотома. 

[Тврдим да је баш четврта.Ј 

Нека оно чиме је квадрат на ВН веhи од квадрата на 

НГ буде квадрат на 0. Пошто је сад LlE према EZ као квадрат 
на ВН према квадрату на НГ, то је, после замене једног члана 

другим, ELl према LlZ као квадрат на НВ према Ј<вадрату на 0. 
Но ELl не стоји према LlZ у односу квадратног броја према 
квадратном броју. Значи ни квадрат на НВ не стоји према 

квадрату на 0 као квадратни број према квадратном броју. 

Према томе је дуж ВН несамерљива по дужини са 0. И ква
драт на ВН је веhи од квадрата на НГ за кв8Ј1.рат на 0. 
Значи квадрат на ВН је веhи од квадрата на НГ за квадрат 

иа дужи несамерљивој са ВН. И цела дуж ВН је самерљива 

по дужини са датом рационалном дужи А. Према томе ВГ 

је четврта апотома. 

На овај начин је нађена четврта апотома. А то је тре

бало доказати.81 

89. 

Наhи пету апотому. 

Узмимо р~ционалну дуж А и дуж ГН самерљиву по 
дужини са А. Тада је и дуж ГН рационална. Узмимо два 

броја LlZ и ZE и то тако да се LlE поново не односи према сва
ком од бројева LlZ и ZE као квan.ратни број према квадрат
ном броју. И начинимо тако да ZE према ELl буде као ква
драт на ГН према квадрату на НВ. Значи да је рационалан 

-8 -'" и квадрат на НВ, те према томе j~ рационална 
и дуж ВН. И пошто је LlE према EZ као квадрат 
на ВН према квадрату НГ, а LlE према EZ није 

у односу квадратног броја према квадратном 

броју. ни квадрат на ВН неЬе бити према ква

драту на НГ у односу квадратног броја П;Јема 

квадратном броју. Значи дуж ВН је несамер

љива по дужиии са НС А обе су рационалне. 

Према томе су ВН и 'нг рационалне самерљиве само у сте
пену. На овај начин ВГ је апотома. 
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Тврдим да је баш пета. 

Заиста, нека оно чиме је квадрат на ВН веhи од квадраТ8 

на НГ буде квадрат на 0. Пошто је сад квадрат на ВН према 
квадрату Н8 НГ К80 ~E пре~а El: .биhе, после замене једног 
члана другим, E~ према AZ као квадрат на ВН према ква

драту Н8 0. Но E~ не стоји у односу према ~Z као квадрат ни 
број према квадратном броју, па ни квадрат ва ВН не стоји 

у односу према квадрату на 0 као квадратни број према 

квадратном броју. Значи дуж ВН је несамерљива по дужини 

са 0. А квадрат на ВН је веhи од квадрата на НГ за ква

драт на 0. Према томе квадрат на НВ је веhи од квадрата 

на НГ за квадрат на дужи која је несамерљива са НВ. И 

додатак ГН је самерљив по дужини са датом рационалном 

дужи А. Дакле ВГ је пета апотома. 

На овяј начин је нађена пета апотома ВГ. А то је тре

бало доказати.88 

90. 

Наhи шесту апотому. 

Узмимо рационалну дуж А и три броја Е, ВГ, Г~ КОЈИ 
нису међу собом у односу као квадратни број према ква
дратном броју. Нека ни ГВ не буде према B~ као квадратни 

број према квадратном броју. И начинимо тако да Е према 

ВГ буде као квадр.ат на А према квадрату на ZH и БГ према 
Г~ као квадрат на ZH према КВ8драту на Н0. 

Пошто је сад Е према БГ као квадрат на А према ква

драту на ZH, биhе квадрат на А самерљ'ив са квадратом на 
ZH. Но квадрат на А је рационалан. Значи и квадрат на ZH 
је рационалан. Према томе је рационална и дуж ZH. И пошто 
А Е није према БГ К80 квадратни број према 

1--' квадратном броју, неће ни квадрат на A-nрема 
z 8 Н 

I{'-' ----

li~' 

в г 

квадрату на ZH бити у односу квадратног 
броја према квадратном броју. Према томе А 

није самерљиво по' дужини са ZH. Затим, 

пошто је БГ према Г ~ као квадрат на ZH пре
М8 квадрату на Н0, биhе квадрат на ZH самерљив са квадратом 
на ·не. Но квадрат на ZH је рационалан, па према томе 
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је рационалан и квадрат на Н0. 3наqи рационална је и дуж 

не. и пошто ВГ не стоји у односу према Г~ као квадратни 

број према квадратном б~оју,' ни квадрат на ZH не стоји 
према квадрату на Не у односу квадратног броја према 

квадратном броју. Према томе ZH није самерљиво по дужнни 
са не. и оба су рационални. Дакле ZH и не су рационални 
и самерљиви само у cTerreHY. На овај наqин Z0je апотома .. 

Тврдим па је баш Ш"еста. 

Заиста, пошто је Е према ВГкао квадрат на А према 

квадрату на ZH, а БГ је према Г~ као квадрат на ZH према 
квадрату, на не, биhе, због једнакоудаљеностн, Е према Г~ 

КIО квадрат на А према квадрату на' не. Но Ене стоји према 

Г~ у односу квадратног броја према квадратном броју, па 

ни квадрат на А не стоји у односу премаквадрату на не

у односу квадратног броја према квадратном б,Ј<>ју. Према 

томе А није самерљиво f10 дужини са не. Знаqи ниједна од 

ZH и не није самерљива по дужини са рационалном дужи 
А. Нека сад оно чиме је квадрат на ZH веhи од квадрата 

на не буде квадрат на К. Пошто је сад ВГ према Г~ као 

квадрат ва ZH према квадрату на не, биhе, после замене 

једног дела другим, ГВ према B~ Ilao квадрат на ZH према 
квадрату на К. Но ГВ не стоји f1peMa B~ као кваДРlтии.број 

према КВllдратном бр"ју:, па према томе ни квадрат на ZH 
није према К као квадратни број премаквадра'tIlОМ броју 

Значи ZH није самерљиво по дужиии са К. И кв.драт'на ZH 
је веhи од квадрата на не за квадрат на К. на овај н~чин 

квадрат на ZH је веhи од квадрата на не за квадраТ ца 

дужи несамерљивој по дужини са ZH. И обе дужи ZH и не 
несамерљиве су по дуж ини са датом рациона'ЛНОМ дужи А. 

Према томе је 2'0 шест. апотом&' 
На овај наqин је Ha~eHa шеста апотома 20. А то је 

требало доказати.89 

91. 

Ако је површина обухваhена ра.ционаJIНОМ дужи и првом 

&ПОТОIIОМ, онда квадрат, једнак тој површиuи, има за страну 

апотому. 
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Heka је поврwина АВ обухваhеН8 рационалном дужи АГ 

и првом 8ПОТОМОМ А!:Ј.. Тврдим да квадрат једнак поврwини 
АВ има за страну апотому. 

Заиста, пошто је А!:Ј. прва аПОТОМ8, 

нека !:Ј.Н бу де њен додатак. Према ~ .Ј Z Z lf 

томе су дужи АН и Н!:Ј. рационалне L I I I I 
и самерљиве само у степену. И цела г -. в е к 

дуж АН је самерљива са датомрацио

наnном дужн АГ, И квадрат на АН Је 

веhи од квадрата на Н!:Ј. за квадрат на 

дужи самерљивој по дужини са АН. 

Према томе, ако се конструиwе на АН 

паралелограм једнак· четврти"и ква

драта на !:Ј.Н са квадратном Допуном, 
р т м 

он ће поделити АН на самерљиве дел.ове. Преполовимо !:Ј.Н 

тачком Е и конструиwимо на АН паралелщ;рам једнак ква

драту на ЕН са КВјЈДратном .I.0ПУНОМ и нека то буде паралело

грам обухваhен са AZ и ZH. AZ биhе самерљиво са ZH. И_ 
кроз тачке Е, Z, Н' повуцимо' праве Ее, ZI, НК паралелне 

правој .АГ. 

И поwто је AZ самер.љИво, по дужнни са ZH, биhе и АН 
самерљиво по дужини са сваким од AZ и ZH. Но АН је 

самерљиво са АГ, према томе је самерљнва по дуж ини и 

свака од дужи AZ и ZH са АГ. И АГ је рационално, значи 

и свако од AZ и ZH је рационално. На тај начин је рацио

Н8лна и свака од поврwина АI и ZK. А пошто је !:Ј.Е самер

љиво по дужнни са ЕН, биhе и !:Ј.Н самерљиво по дужини 

са сваким од LlE !' ЕН. Али !:Ј.Н је рационално и несамерљиво 
по дужиии са АГ. Значи и свако од !:Ј.Е и ЕН је рационално 

и несамерљиво по дужини са АГ. Према томе је tB8Ka од 

поврwина !:Ј.е и ЕК медијална. 

Конструиwимо квадрат ЛМ једнак површнни АЈ и одуз

мимо од њега квадрат N:E, са истим углом ЛОМ, једнак 

поврwини ZK. Према томе су квадрати ЛМ и N8 на истој 

дијагоналн (дијаметру), Нека њихова дијагонала буде ОР па 

допунимо слику: Поwто је сад правоугаонин обухваhен са· 

AZ и ZH једнак квадрату на ЕН, биhе AZ' према ЕН 
као ЕН према ZH. НО AZ је према ЕН као АI према ЕК,. 
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а ЕН је према ZH као ЕК према KZ. Према томе је ЕК 

средња пропорционала за АI и KZ. Исто тако за ЛМ и NE 
средња пропорционала је MN, какО је то раније доказано, и 
површина AI је једнака квадрату ЛМ, а KZ - квадрату N:::. 
Према томе је површина MN једнака површини ЕК. Но ЕК 
је једнако Ll0 и MN једнако Л:::. Према томе је LlK j~ДHaKO 
гномону УФХ са N:::. Али и АК је једнако квадратима ЛМ 

и N:::. Значи остатак АВ једнак је LT. Но LT је квадрат на 
AN. На овај начин квадрат на ЛN једнак је површини АВ. 

И према томе је ЛN страна квадрата једнцког површини АВ. 

Тврдим да је ЛN апотома. 

Заиста, пошто је свака од површина AI и ZK рацио

нална, а једнаке су ЛМ и NE, биhе и свака од површина 

ЛМ и NE рационална, тј. сваки од квадрата на ЛО и на ОЕ. 

Значи и свака од дужи ло иОN рационална је. Затим, 
пошто је површина Ll0 медијална и једнака Л:::, биhе меди

јална и површина Л:::. и пошто је сад А::: медијална, а NE 
рационална, биhе АЕ несамерљиво са N:::. А како је А::: према 
N::: као АО према ON, биhе tlесамерљиво по дужини и АО 
са ON. А оба су рационални. Значи, дужи' АО и ON су ра
ционалне и самерљиве само у степену. Дакле AN је апотома 

и квадрат на њој једнак је површини АВ. На овај начин 

страна квадрата једнаког површини АВ је апотома. 

Према томе, ако је површина обухваhена рационалном 

_дужи итд.90 

92. 

Ако је jIовршина обухваhена рационалном дужи и дру

.гом апотомом, онда квадрат, једнак тој површини, има за 

страну прву апотому медијале. 

Нека је површина АВ обухваhена рационалном дужи 

АГ и другом апотомом АА,. Тврдим да је страна квадрата, 

једнаког површини АВ, прва апотома ме.юsјале. 

Заиста, нека АН бу де додатак З8 ALl. Према томе су 
дужи АН и HLl рационалне самерљиве само у степену и 

додатак LlH је самерљив са датом рационалном дужи АГ, и 
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ЛЕ површини MN. Према томе је цеJlа површина ~K једнака 

гномону УФХ и квадрату N8. Пошто је сад цела површина 

!.\К једнака збиру површина ЛМ и NE, од којих је !.\К једнако 
гномону и квадрату NS, биhе остатак АВ једнак TL:.. Но TL:. 
је квадрат на ЛN. Значи квадрат на ЛN једнак је површини АВ. 

На овај начин је ЛN страна квадрата једнаког површини АВ. 

Тврдим да је ЛN прва апотома медијале. 

Заиста, пошто је ловршина ЕК рационална и једнака ЛЗ, 

биhе рационална и ловршина ЛЕ, тј. површина обухваtн~на са 

АО и ON. Али је доказано да је квадрат на N8 медијалан. 
Према томе је Л8 lJесамерљиво са N:;. Но ,ЛЕ је према NE . 
као ЛО према ON. Због тога су дужи ЛО и ON HeC~Mep
љиве по дужини. Значи ЛО и ON су медијале, самер;риве 

само у степену, које обухватају рационалну површину. Према 

томе је ЛN прва апотома медијаllе. И она је страна квадрата 

једнаког површиtlи АВ. 

На овај начин је страна квадрата, једнаког површини 

АВ, прва апотома медијале. А то је требало Доказати. 91 

93. 

Ако је површина обухваhена рационалном дужи и треlюм 

апотомом, онда квадрат, једнак тој површини, има за страну 

другу апотому медијале. 

Нека је површина АВ обухваhена рационалном дужКr 
АГ и трећом апетомом А!.\. Тврдим да је страна квадрата. 

једнаког површини АВ, друга апотома медијале. 

Заиста, ut!ka је L1H додатак за AL1. Према томе су дужи 
АН и HL1 рационалне и самерљиве само у стецену, и ниједна 
од АН и HL1 није самерљива по дужини садзтом рационалном 
дужи АГ, и квадрат на целој дужи АН је веhи од квадрата 

на дужи L1H за квадрат на дужи самерљивој са АН. Пошто 

је сад квадрат иа АН веhи од квадрата на HL1 за квадрат на 

дужи самерљивој са АН, онда, ако се конст.руише на АН 

паралелограм једнак четврти.ии квадрата иа HL1 са квадратном 
Допуном, он ће поделити АН на самерљиве делове. Препо

ловимо сад L1H тачком Е и конструишимо на АН паралелограм 
једнак квадрат у на' ЕН са квадратном допуном, и нека то 
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буде паралелограм обухваhеи са AZ и ZH. И повуцимо кроз 
тачке Е, Z, Н праве Е0, ZI, НК паралелне правој лг. Стога 

Ье дужи AZ и ZH бити самерљиве. А 
тада су самерљиве и површиие АI и А ___ ,д_. Е Z Н 

г- I--Т~I I ZK И пошто су AZ и ZH самерљиве I i I 

ПО дужини, биhе и АН самерљиво по гL---в-'--- ~-+~ 
дужиии са сваком од AZ и ZH. Но АН 
је рационалиа дуж и иесамерљива по 

дужини са АГ, те значи да су такве и 

AZ и ZH. Према томе је свака од по· 
вршина АI и ZK медијална. Затим, 

пошто је LlE самерљиво .по дужини са 
ЕН, биhе и LlH самерљиво по дуж иии 

.1 N О 

Гј;/I 
r I )~~I!J:: ; Е 
U 
р т м 

са сваким од LlE и ЕН. Но дуж HLl је рационална и несамер
љива по дужини са АГ. Према томе је рационална и свака 

од LlE и ЕН и несамерљива по дужини са' АГ. А свака од 

површина Ll0 и ЕК је медијална. И пошто су АН и HLl са

мерљиве само у степену, биhе АН несамерљиво по дужиии 

са Нд. Но АН је самерљиво по дужини са AZ, а дН са ЕН, 
због тога је AZ несамерљиво по дужини са ЕН. Како је AZ 
према ЕН као АI према ЕК, биhе нес.аМерљиво и АI са ЕК. 

Конструишимо сад квадрат ЛМ једиак површини АI и 

одузмимо од њега квадрат N:E:, једнак површиии ZK, са истим 
углом при ЛМ. Према томе су квадрати ЛМ и N:E: на истој 
дијагонали. Нека њихова дијагонала буде ОР и допунимо 

слику. Пошто је сад површина обухваhена од AZ и' ZH јед
нака квадрату на ЕН, биhе AZ према ЕН као ЕН према ZH. 
Но AZ је према ЕН као АI према ЕК, а ЕН је према ZH као 
ЕК према ZK; и према томе је АI према ЕК као ЕК према ZK. 
На овај начин је ЕК средња hропорционала за АI и ZK. А за квад
рате ЛМ и NE средња пропорционала је површина MN. И повр
шина АI једнака је квадрату ЛМ, а површина ZK квадрату 

NE, па према томе је површина ЕК једиака површини MN. 
Но MN је једнако А:Е:, а ЕК једнако Ll0. Због тога је цела 

површина дК јеД!iака гномону УФХ са квадратом N8. Исто 

тако и цела површина АК је једнака збиру квадрата лм и 
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NЗ. А тада је остатак АВ једнак површини LT, тј. квадрату 

на AN. На ов;ај начин је ЛN страна квадрата једнаког повр
шини АВ. 

Тврдим да је AN друга апотома медијале. 
Заиста, пошто је доказано да су површине АI и ZK 

медијалне и једнаке квадратима на АО и ON, биhе медијални 
и сваки од квадрата на ЛО и на ON; па према томе је меди

јала и свака од АО и ON. И пошто је АI самерљиво са ZK, 
биhе и квадрат на ЛО самерљив са квадратом на ON. Затим, 
пошто је доказано да је АI несамерљиво са ЕК, биће неса

мерљиво и АМ са MN, тј. квадрат на АО са правоугаоником 

обухваhеним са АО и ON. Због тога је и дуж АО несамер

љива по дужини са ON. На тај начин су ЛО и ON меди
јалне самерљиве само у степену. 

Тврдим да оне и обухватају медијалну површину. 

Заиста, пошто је доказано да ЕК медијална површина 

и она је једнака површиниобухваhеној са АО и ON, биhе 
и та површина, обухваhена са ЛО и ON, медијална. Значи 
ЛО и ON су медијале самерљиве. само у степену које обу

хватају медијалну површину. Према томе је ЛN друга апо

тома медијале. И она је страна квадрата 'једнаког повр

шини АВ. 

На овај начин је страна квадрата, једнаког површини 

АВ, друга апотома медијале. А то је требало Доказати. 9 :t 

94. 

Ако је површина обухваhена рационалном дужи и 

четвртом апотомом, онда квадрат, једнак тој ловршини, има 

за страну "мању· (ирационалност). 

Нека је ловршина АВ обухваЬена рационалном дужи 
АГ и четвртом апотомом At1. Тврдим, да је страна ·квадрата. 
једнаког ловршини АВ, "мања". 

Заиста, нека је t1H додатак за At1. Пр~ма томе су дужи 
АН и Ht1 рационалне самерљиве само у степену и АН је 

самерљиво по дужини са датом дужи АГ, .а квадрат на целој 

дужи АН вепи од квадрата на додатку t1H за квадрат на 

дужи несамерљивој· ло дуж ини са АН. Пошто је сад квадра"!' 
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на АН веhи од квадрата на H~ за кваАрат на дужи несамер

љивој по дужини са АН, онда, ако се конструише на АН 

паралелограм једнак четвртини квадрата на ~H са квадратном 

Допуном, он ће поделити АН на неса-
А 

мерљиве делове. Преполовимо ~H тач- г--

ком Е и конструишимо на АН пара- I 
лелограм једнак квадрату на ЕН са г 

квадратном допуном и нека то буде 

паралелограм обухваhен са AZ и ZH. 
Тада је AZ несамерљиво по дужини 

са ZH. Повуцимо сад кроз тачке Е, Z, 
Н праве Е0, ZI, НК паралелне са АГ 

и B~. Пошто је сад дуж АН рацио

нална и самерљива по дужини са АГ, 
р 

Е z н 

I I i 
в 1 К 

т м 

рационална је и цела површина АК. Затим, пошто је дуж ~H 

несамерљива по дужини са АГ, а обе су рационалне, биhе 
површина ~K медијална. Даље, пошто је дуж AZ несамер
љива по дужини са ZK, биhе и површина АЈ несамерљива са 
површином ZK. Конструишимо сад квадрат АМ једнак повр

шини АI и одузмимо од њега квадрат NE једнак површини 
ZK, са истим углом АОМ при NE. Према томе су квадрати 
ЛМ и NE на истој дијагонали. Нека њихова дијагонала буде 

ОР и Допунимо слику. Пошто је сад површина обухваhена 

од AZ и ZH једнака квадрату на ЕН, биhе пропорција: AZ 
према ЕН\ као ЕН ~peMa ZH. Но AZ је према ЕН као АI 
према ЕК, а ЕН према ZH као ЕК према ZK. Према томе је 
ЕК средња пропорционала за АI и ZK. Но и MN је средња 

пропорционзла за квадрате ЛМ и NE и при томе АI је једнако 
ЛМ, а ZK једнако NE. На овај начин је површина ЕК једнака 
површини MN. Но ЕК је једнако ~0, а површини MN је 

једнака површина АЕ. А цела површина ~K једнака је тно

мону УФХ са NE. Пошто је цело АК једнако збиру квадрата 
лм и NE,a ~K је једнако гномону УФХ са квадратом NE 

~ 

биhе остатак АВ једнак LT, тј. квадрату на ЛN. На овај 

начин AN је страна квадрата једнаког површини АВ. 

Тврдим да је AN ирационала такозвана "мања". 
Заиста, пошто је поврхџина АК рационална и једна!<а збиру 

.квадрата на ЛО и ~a ON, биhе тај збир рационалан. Затим, пошто 
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је површина ~K медијална и једнака двострукој површини 

обухваhеној са АО и ON, биhе та двострука површина обу
хваЬена са АО и ON медијална. И пошто је доказано да је 

АI несамерљиво са ZK, биЬе несамерљив и квадрат на АО са 
квадратом на ON. Дакле дужи АО и ON су несамерљиве у 
степену, збир састављен од квадрата на -њима рационалан, а 

двоструки правоугаоник обухваhен њима медијалан. На овај 

начин је дуж AN ирационална такозвана .мања". И једнака је 
страни квадрата једнаког површини АВ. 

На овај начин је страна квадрата, једнаког површини АВ, 

.мања". А то је требало доказати." 

95. 

Ако је површина обухваhена рационалном дужи и петом 

апотомом, онда квадрат, једнак тој површини, има за страну 

.дуж која са рационалном образује цело медијално". 

Нека је површина АВ обухваhена рационалном дужи АГ 

и петом апотомом A~. Тврдим да j~ страна квадрата, једнаког 

површини АВ, .дуж која са рационалном образује цело меди
јално" . 

Заиста, нека је ~H додатак за A~. Према томе су дужи 

АН и Htl рационалне самерљиве само у степену и додатак H~ 

А 
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је самерљив по дужини са датом рацио

налном дужи АГ, а квадрат на целој 

дужи АН је веnи од квадрата на ~H 

за квадрат на дужи несамерљивој са

АН. Онда, ако се конструише на АН 
паралелограм једнак четвртини ква

драта на H~ са квадратном Допуном, он 

Ье поделити АН на несамерљиве делове. 

Преuоловимо ~H тачком Е и констру

ишимо на АН паралелограм једнак ква

драту на ЕН са квадратном допуном и 

нека то буде паралелограм обухваhен са AZ и ZH. Стога ће 
AZ бити несамерљиво по дужиниса ZH. И пошто је АН неса
мерљиво по дужини са Г А, а оба су рационални, биnе АК 
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медијално. Затим, пошто је ~H рационално и самерљиво ло 

дужини са АГ, биhе и ~K рационално. Конструишимо сад 

квадрат лм једнак АЈ и одузмимо од њега квадрат NE једнак 
ZK са истим углом лом. Тада су квадрати лм и NE на истој 
дијагонали. Нека ОР буде њихова дијагонала и допунимо 

слику. На сличан начин се доказује да је ЛN страна квадрата 

једнаког површини АБ. 

Тврдим да је AN .дуж која са рационалном образује 
цело медијално". 

Заиста, пошто је доказано да је АК медијално и једнако 

збиру квадрата на ЛО и на ON, онда је тај збир квадрата на 
лО и на ON медијалан. Затим, пошто је ~K рац~онално и 
једнако двоструком правоугаонику обухваhеном са ЛО и ON, 
биhе и тај правоугаоник рационалан. А како је АЈ несамерљиво 

са ZK, биhе и квадрат на ЛО несамерљив са квадратом на ON. 
Према томе су ЛО и ON несамерљиви у степену, збир ква
драта на њима је медијалан и двоструки лравоугаоник од њих 

рационалан. На овај начин, остатак, дуж ЛN је ирационална 

и зове се .дуж која са рационалном образује цело медијално" , 
а једнака је страни квадрата једнаког површини АБ. 

На овај начин је страна квадрата, једнаког површини АБ, 

.дуж која са рационалном образује цело медијално". А то је 

требало Доказати. 94 

96. 

Ако је површина обухваhена рационалном дужи и шестом 

апотомом, онда квадрат, jeд~aK тој површини, има за страну 

.дуж која са медијалном образује медијално". 

Нека је површина АБ обухваhена рационалном дужи АГ 

и шестом апотомом A~. Тврдим да је страна квадрата, једна

ког по врши ни АБ, .дуж која са медијалном образује цело 

.медијално" . 
Заиста, нека је ~H додатак за A~. Према томе су дужи 

АН и H~ рационалне самерљиве само у степену, и ниједна од 

љих није самерљива по дужини са датом рационалном дужи 

АГ, и квадрат на целом АН је веhи од квадрата на ~H за 

квадрат на дужи несамерљивој по дужини са АН. Пошто је 

Еукли.l.ОВИ еЈЈементи K~. 10 8 
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сад квадрзr на АН неhи од квадрата на H~ за квадрат ШI 

дужи несамерљивој по дужини са АН, онда, зко се конструише 

на АН паралелограм једнак четвртини квадрата на Н6. са ква

л N О 
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дратном допуном, он ие поделити АН 

на несамерљиве делове. Преполовимо 

сад 6.Н тачком Е и конструишимо на 

АН паралелограм једнак квздрату на 

ЕН са квадратном допуном и нека то 

буде паралелограм обухваhен са AZ 
и ZH. AZ Ье стога бити несамерљиво 

по дужини са ZH. НО AZ је према 

ZH као АI према ZK. Према томе је 
несамерљиво и АI са ZK И пошто су 
АН и АГ рационални самерљиви само 

у степену, биhе Ак медијално. Затим, пошто су дужи АГ и 

6.Н рационалне и несамерљиве по дужнни, м~Днјално је и 

6.К. Пошто су сад АН н Н6. самерљиви само у степену. 

бнhе АН неса'dерљиво по дужнни са Н6.. И KBKlJ је АН 

према H~ као АК према К6., биhе неtамерљиво н АК са 

K~. Конструишимо сад квадрат ЛМ једнак површини АI и 

одузмимо квадрат NZ, једнак ZK, са истим углом при NZ. 
Тада су квадрати ЛМ и NZ на истој дијагонали. Нека то 

буде дијагонала ОР, и Допунимо слику. Слично, као раније, 

може се доказати да је квадрат ча ЛN једнак површини АВ. 

Тврдим да је ЛN .дуж која са медијалном обрвзује 

цело медијално". 

Заиста, пошто је доказано да је АК медијзлно и једнако 

збиру квадрата на ЛО и на ON, онда је и тај збир квадрата 
на ЛО и на ON медијалан. Затим, пошто је доказано да је 

6.К медијално, а једнако је двоструком правоугаонику абу

хваЬеном са ЛО и ON, онда је и тај двоструки правоугаоннк 
са странама ЛО и ON медијалан. И пошто је доказано да је 
АК несамерљиво са 6.К, биhе несамерљив и збир квадрата 

на ЛО и на ON са двоструким правоугаQНИКОМ обухваhеним 

од ЛО и ON. И пошто је несамерљиво АI са ZK, несамер
љив је и квадрат .на ЛО са квадратом на ON. Према томе 
су дужи ло и ON несамерљиве у степену, збир квадрата 
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на њима је медијалан и двострука површина правоугаоника 

састављена од њих медијална и збир квадрата на њима је 

несамерљив са двоструким пр .. воугаоником од њих. Према 

томе је дуж ЛN ирационална, такозвана "дуж која са меди

јалном образује цело медијално", и једнака је страни ква

драта једнаког површини АБ. 

На овај начин је страна квадрата, једнаког површини 

обухваhеној рационалном дужи и шестом аПОТОМQМ, "дуж која са 

медијалном образује цело_ медијално·. А то је требало Доказати.85 

97. 

П равоугаоник, конструисан на рационалној дужи и једнак • • квадрату на апотоми, има за ширину прву апотому. 

Нека је АБ апотома, Г 6. рационална дуж и на Г 6. кон

струисани правоугаоник ГЕ, једнак квадрату на АБ, коме је 
ширина ГZ. Тврдим да је rZ прва апотома. 

Заиста, нека је БН додатак за апотому АБ. Тада су АН 

и НБ рационалне дужи самерљиве само у степену. И кон

струишимо на Г 6. правоугаоник Г0, једнак квадрату на АН, 
и правоугаоник КЛ једнак квадрату на 

ВН. Према томе је цела површина Г 6.
једнака збиру квадрата на АН. и на НВ. 

Преполовимо ZM тачком N и повуцимо 
кроз тачку N праву N2 паралелну r 6.. 
Биhе тада свака од површина Z2, ЛN 
једнака правоугаонику обухваhеном са 

г 
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АН и НВ. Пошто је збир квадрата на АН и н<! НБ рацио

налан, а тај збир је једнак површини 6.М, биhе и површина 

6.М рационална; а конструисана је на дужи Г6. са ширином 

ГМ. Према томе је дуж ГМ рационална и самерљива по 

дужини са r 6.. Затим, пошто је двоструки правоугаоник 

обухваhен са АН и НБ медијалан, 8 та) двоструки правоу
гаою~к једнак површини ZЛ, биhе и површина ZЛ медијална. 

Али она је конструисана на рационалној дуж и Г 6. са шири
ном ZM. Према томе је рационална и ZM и несамерљива по 

дужини са Г 6.. И пошто је збир квадрата на АНи на НВ 

рационалан, а двоструки правоугаоник обухваhен са АН и НВ 
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медијаJlан, бнhе збир квадрата на АН и на НВ несамерљив 

са двоструким правоугаоником коме су стране АН и НВ. А како 

је збир квадрата на АН и на НВ једнак површини rLl, а 

двоструки правоугаоник са АН и НВ једнак површини ZЛ, 

биhе несамерљива површина ГЛ са површином ZЛ. Но LlM 
је према ZЛ као ГМ према ZM. Значи дуж ГМ је несамер

љива по дужини са ZM. А обе су рационалне. На овај начин 
су дужи ГМ и MZ рационалне и самерљиве само у степену. 
И према томе је rZ аПQтома. 

Тврдим да је прва. 

Заиста, пошто је за квадрате на АН и на НВ средња 

пропорционала правоугаоник са стр'анама АН и НВ, а квадрат 

на АН је једнак површини Г0, квадрат на ВН'једнак повр
шини КЛ и правоугаоник са странама АН и НВ површини NЛ, 

биhе средња пропорционала за површине Г0 и КА површина 

NA. И према томе је Г0 према NA као NA према КА. Но Г0 
је према NA као ГК према NM, а NA је према КА као NM 
према КМ. Према томе је правоугаоник обухваhен са ГК и 

КМ једнак квадрату на NM, тј. четвртини квадрата на ZM. И 
пошто је квадрат на АН самерљив са квадратом на НВ, биhе 

самерљива и површина Г0 са површином КА. Но Г0 је према 

КЛ као ГК према КМ. Према томе је самерљива и дуж ГК са 

дужи КМ. Сад, пошго су ГМ и MZ две неједнаке дужи и на 
ГМ је конструисан правоугаоник, једнак четвртини квадрата 

ан ZM, са квадратном Допуном, наиме правоугаоник обухваhен 
са ГК и КМ, а ГК је самерљиво са КМ, биhе квадрат на ГМ 

веhи од квадрата на MZ за квадрат на дужи која је самерљива 
по дужини са ГМ. И ГМ је дуж самерљива по дужини са 

датом рационалном дужи ГА. Према томе је rZ прва апотома. 
На овај начин, правоугаОНИi<, конструисан на рационалној 

дужи и једнак квадрату на апотоми, има за ширину прву 

апотому. А то је тебало Доказати.96 

98. 

Правоугаоник, конструисан на рационалној дужи и једнак 

квадрату на првој медијалној апотоми, има за ширину другу 

апотому. 
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Нека је АБ прва медијална апотома, Гд рационална дуж 

и на Гд је конструисан правоугаоник ГЕ, једнак Ј<вадрату на 

АБ, коме је ширина rZ. Тврдим да је rZ друга апотома. 
Заиста, нека је БН додатак за АБ. Тада су АН и НБ 

медијале, самерљиве у степену, које обух ватају рационалну 

површину. И конструишимо на [Ll правоугаоник Г0, једнак 

квадрату на АН, са ширином КМ. Према томе је цела повр

шина ГА једнака збиру квадрата на АН и на НБ. Значи и ГА 

је медијална ПО врши на. И конструисана 

је на рационалној дужи Гди има за ши- 1 _____ 8 н 

рину ГМ. На овај начин и ГМ је рационална /' z N Х М 

дуж и .несамерљивагпо. дужини са Гд. И ~[ --':;:-1-='-\-'1--"11 
пошто Је површина А Једнака збиру ква- I _ _ _ _ 
драта на АН и на НБ, а квадрат на АБ 4 

једнак је површини ГЕ, биЬе остатак, дво
Е А 

струки правоугаоник са странама АН и НВ, једнак површини 

ZA. Но двоструки правоугаоник ·са странама АН и НБ је 
рационалан. Према томе је рационална и површина ZA. И кон
струисана је на рационалној дужи ZE и има за ширину ZM. 
На тај начин је раци6нална и дуж ZM и самерљива по дужини 
са Гд. Пошто је сад збир квадрата на АН и на НБ, тј. повр

шина ГА, медијална, а двоструки правоугаоник са странама 

АН и НБ, тј. површина ZA, рационалан, биЬе површина ГА 

несамерљива са површином ZA. НО ГА је према ZA као ГМ 
према ZM, па према томе и дуж ГМ је несамерљива по дужини 
са ZM. А обе су рационалне. Значи дужи ГМ и MZcy рацио
налне и самерљиве само у степену. Дакле rZ је апотома. 

Тврдим да је друга. 

Заиста, преполовимо ZM тачком N и повуцнмо кроз N 
праву NЗ паралелну правој Гд. Тада је свака од површина 

од ZЗ и NA једнака правоугаонику са странама АН и НБ. И 
пошто је за квадрате на АН и на НБ средња прапорционала 

правоугаоник са странама АН и НБ, и квадрат на АН једнак је 

Г0, правоугаоник са странама АН и НБ једнак NA и квадрат 
на БН једнак је КА, онда је средња прапорционала за Г0 и КЛ 

површина NA. И према томе је Г0 према NA као NA према КА. 
Но Г0 је према NAKao ГК према NM, а NA је према КА као 

NM према МК. Према томе је ГК према NM као NM према КМ. 
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те значи да је правоугаоник обухваhен са ГК и КМ једнак 

квадрату на NM, тј. четвртими квадрата на ZM [ и пошто је ква
драт на АН самерљив са квадратом на ВН, самерљива је и 

површина ге са површином кл, тј. дуж гк са дужи км]· 

Сад, пошто су ГМ и MZ две неједнаке дужи и на веЋој ГМ 
је конструисан правоугаоник једнак четвртини квадрата на MZ, 
са квадратном Допуном, наиме правоугаоник обухваhен стра

нама ГК и км, а и гк је самерљиво са КМ, биhе квадрат на 

ГМ веhи од квадрата на MZ за квадрат на дужи самерљивој 

са ГМ. И додатак ZM је самерљив по дужнни са датом рацио

налном дужи Г 6.. Према томе је rZ друга апотома. 
На овај начин,' правоугаоник, конструисан на рационалноt 

дужи и једнак квадрату на првој медијалној апотоми, нма за 

ширину другу апотому. А то је требало доказати. 

99. 
Правоугаоник, конструисан на рационалној дужи и једнак 

квадрату на другој медијалној апотоми, има за ширину тређу 

апотому. , 
Нека је АВ друга медијална апотома, Г 6. рационална дуж 

и на Г 6. конструисан правоугаоник ГЕ једнак квадрату на АВ, 
са ширином rZ. Тврдим да је rz треЬа апотома. 

Заиста, нека је ВН додатак за АВ. Тада су АН и НВ 

медијале. самерљиве у степену, које обухватају медијалну 

А В II 
'~~ ____ ---'-_._--' 

г z Л'К М 

С'-Г-Пl 
4 

површину. И конструишимо на Г6. пра

воугаоник ге, једнак квадрату на .АН, са 

ширином гк, и на ке правоугаоник КЛ 

једнак квадрату на ВН, са ширином км. 

Према томе је цела површина ГА једнака 

збиру квадрата на АН и НВ [а квадрати 

на АН и на НВ су медијални]. Према 

томе је медијална и површина ГЛ. и ()на је конструисана на 

рационалној дуж и ГА и има за ширину l'M. На овај начин и 

ГМ је рационална дуж и несамерљива по дужини са Г6.. И 
пошто је цела површина ГЛ jeДH~Ka збиру квадрата на АН и 

на НВ, а површина ГЕ је једнака квадрату на АВ, биhе оста

так, површина ЛZ, једнака двоструком правоугаонику обухва

Ьеном странама АМ и НВ. Преполовимо сад ZM тачком N и 
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повуцимо N:E паралелно Г 6.. Значи, свака ОД површина Z:E и 
NЛ је једнака правоугаонику са странама АН и НБ. Али тај 

правоугаоник је медијалан, значи да је медијална и површииа 

ZЛ. А конструисана је на рационалној дужи EZ и нма за 

ширину ZM. На тај начин је рационална и дуж ZM и неса

мерљива по дужини са Г 6.. А пошто су АН и НБ самерљиве 
само у степену, биhе АН несамерљнво по дужнии са НБ. Па 
према томе је несамерљив и квадрат на АН са правоугаоником 

коме су стране АН и НБ. НО са квадратом на АН су caMep~ 

љиви квадрати на АН и на НБ, а са правоугаоником са странама 

АН и НБ двоструки правоугаоник са странама АН и НБ. 
Значи квадрати на АН и НБ несамерљиви су са двоструюtм 
правоугаоником коме су стране АН и НБ. Но збир квадрата 

на АН и на НБ једнак је површини ГЛ, а двоструки правоу

гаоник са странама АН и НБ једнак површини ZЛ. Отуда 

следује да је ГЛ несамерљиво са ZЛ. Но ГЛ је према ZЛ као 

ГМ према ZM. Према томе је дуж ГМ несамерљива по дужини 
са ZM. И обе су рационалне. Према томе су дужи ГМ и MZ 
рационалне, самерљиве само у степену. На овај начин је fZ 
апото",а. 

Тврдим да је трећа. 

Заиста, пошто је квадрат на АН рмерљив са квадратом 

на НБ, самерљива је и површина ге са површином КЛ. Па 

према томе и ГК са КМ. И пошто је за квадрате н.а АН и на 

НБ средња пропорционала правоугаоник са странама АН и 
НБ, а квадрат на АН је једнак површини ге, квадрат на НБ 

једнак површини КЛ, правоугаоник са АН и НБ једнак повр
шини NЛ, биhе за површине ге и КЛ средња пропорционала 

површина NЛ, те је према томе ге према NЛ као NЛ према 

КА. Но ге је према NЛ као ГК према MN, а NЛ је према 

КЛ као NM према КМ; према томе је ГК према MN као MN 
према КМ. И на тај начин је правоугаоник са странама ГК и 

КМ једнак квадрату на MN, тј. четврти ни квадрата на ZM. 
Пошто су сад ГМ и MZ две неједнаке дужи и на ГМ је кон
струисан правоугаоник једнак четвртини квадрата· на ZM са 

квадратном допуном и он дели ГМ на самерљиве делове, биhе 

квадрат на Г М веhи од квадрата на MZ за квадрат на ~ужи 



120 

самерљивој са ГМ. И ниједна од дужи гм и MZ није самер

љива по дужини са датом рационалном дужи Г~. Дакле, ['Z 
је трећа алотома. 

На OB~ начин, лравоугаоник, конструисан на рационал

ној дужи и једнак квадрату на другој медијалној апотоми, 

има за ширину трећу апотому. ,А то је требало доказати. 

100. 

Правоугаоник, конструисан на рационалној дужи и јед

нак квадрату на "маљој" (ирационали)" има за ширину 

четврту алотому. 

Нека је АВ .маља" (ирационала), Г~ рационална дуж 

и на г~ конструисани правоугаоник ГЕ једнак квадрату на 

АВ са ширином rZ. Тврдим да је rz четврта апотома. 
Заиста, нека је ВН додатак за АВ. Тада су. АН и НВ 

несамерљиве у степену. збир квадрата на АН и НВ је рацио

налан, а двоструки правоугаоник обухваhен са АН и НВ је 
медијалан. И конструишимо на г~ правоугаоник ге, једнак 

квадрату на АН, са ширином ГК, и правоугаоник КЛ, једнак 

квадрату на ВН, са ширином КМ. Знаqи цела површина r л 
је једнака збиру квадрата на АН и на НВ. Но збир ових 

А В Н квадрата је рационалан, па је рационална 

. и цела површина r Л. А она је конструисана 
г z N К М на рационалној дужи Г~ и има ширину ГМ. 

LГ-__ 1 11 Ј Значи да је рационална и гм и самерљива 
". . - по дужини са г~. и пошто је цела површи-

Ј Е:;е А 
на ГЛ једнака збиру квадрата на А Н и на 

НВ, а површина ГЕ једнака квадрату на АВ, биhе остатак ZЛ 

једнак двострукој површини правоугаоника са странама АН и 

НВ. Сад преполовимо ZM тачком N и повуцимо кроз тачку N 
праву N:E паралелну свакој од Г ~ и МЛ. Значи свака од површина 
Z:E, NЛ једнака је правоугаонику са странама АН и НВ. И пошто 
је двоструки правоугаоник са странама АН и НВ медијалан и јед

нак површини zл, медијална је и површина ZЛ. А конструисана 

је на рационалној дужи ZE са ширином ZM. Према томе је раци
онална и ширина ZM И'несамерљива по дужини са Г~. И пошто је 
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збир квадрата на АН и на НБ рационалан, а двоструки пра

воугаоиик са страиама АН и НБ медијалан, биhе збир ква
драта на АН и на НБ несамерљив са двоструким правоугао

ником са странама АН и НБ. Но збир квадрата на АН и на 

НБ једнак је површини ГА, а двоструки правоугаоник са 

странама АН и НБ - површини ZA, према томе је несамер
љива и површина r л са ПОВРШИНОlrl ZЛ. Но ГА је преме ZЛ 

као ГМ према MZ, због тога је дуж ГМ несамерљива по 

дужини са MZ. И обе су оне рационалне; дакле дужи ГМ 

и MZ су рационалне, самерљиве само у степену. На овај 

начин fZ је апотома. 

Тврдим ,да је четврта. 

Заиста, пошто су дужи АН и НБ несамерљиве у сте

пену, биhе несамерљив и квадрат на АН са квадратом на НБ. 

И~ једнака је површина ге квадрату на АН, а површина КА 
квадрату на НБ. Према томе је несамерљива и површина 

ге са површином КЛ. Но ге је према КЛ као ГК према КМ. 

Услед тога је дуж ГК несамерљива по дужини са КМ .. 
И пошто је за квадрате на АН и на НБ средња пропорцио

нала правоугаоник са странама АН и НБ, квадрат на АН 

једнак по врши ни ге, квадрат на НБ' површини КА, а пра

воугаоник са странама АН и НБ површини NЛ, биhе за 

површине Ге и КЛ средња пропорционала поврwина NA. 
Стога је ге према NA као NA према КЛ. Но ге је према 
NA као ГК према NM, и NA према КА као NM према КМ. 
Према томе је ГК према MN као MN према КМ. Значи пра
воугаоник са странама ГК и КМ једнак је квадрату на MN, 
тј. четвртини квадрата .на ZM. Пош ro су сад ГМ и MZ две 
неједнаке дужи и на ГМје конструисан правоугаоник једнак 

четвртини квадрата на MZ са квадратном Допуном, наиме 

правоугаоник са странама ГК и КМ, и он дели ГМ на неса

мерљиве делове, биhе квадрат на ГМ веhи од I\вадрата Н8 

MZ за квадрат на дужи која је несамерљива са ГМ. А цела, 

дуж ГМ је самерљива по дужини са датом рационалном дужи 

Г.6. Према томе је rz четврта апотОма. 
На овај начин, правоугаоник итд. 
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101. 

Правоугаоник конструисан на рационалној дужи и једнак 

квадрату на "дужи која са рационалном образује цело меди

јално" има З8 ширину пету апотому. 

Нека је АВ .дуж која са рационалом образује цело 
медијално", [Ll рационална дуж и на Г~ је конструисан праВQ
угаоник ГЕ, једнак квадрату на АВ, са ширином rZ. Тврдим 
да је rz пета а[ЈОтома. 

А в Н Заиста, нека је ВН додатак за АВ. 

Тада су АН и НВ дужи несамерљиве у 

Ј' Z ЈОН К М степену, збир квадрата на њима медија-
г---т лан, а двоструки правоугаоник образован 
~---±:-- ;; в А од њих рационалан. И конструишимо на 

[Ll правоугаоник ГО, једнак квадрату на 
АН, и правоугаоник КЛ једнак квадрату на НВ. Према томе 

је цела површина ГА једнака збиру квадрата на АН и на НВ. 
Но збир квадрата на АН и на НВ је медијалан, те је меди

јална и површина ГА. И она је конструисана ~a рационалној 

дужи [Ll И, има ширину ГМ, због тога је рационална и дуж 

ГМ и несамерљива са Г Ll. И пошто је цела површина ГЛ једнака 
збиру квадрата на АН и на НВ, а површина ГЕ једнака квад

рату на АВ, биhе остатак ZЛ једнак двоструком правоугао

нику са странама АН и НВ. Преполовимо ZM тачком М и 
повуци мо кроз N праву NE паралелну свакој од [Ll и МЛ. 

Тада је свака од површина ZE, NЛ једнака правоугаонику са 
страН8ма АН и НВ. И пошто је двоструки правоугаоник са 

странама АН, НВ рационалан и једнак површини ZЛ, рацио

нална је и површина ZЛ. И конструисана је на рационалној 

дужи EZ а има ширину ZM. Према томе је рационална и дуж 
ZM и самерљива по дужини са Г L\. А како је ГЛ медијално, 

а ZЛ рационално, биhе ГЛ несамерљиво са zл. но ГЛ је 

према ZЛ 'као ГМ према MZ, према томе је дуж ГМ несамер
.љива по дужиии са MZ. И обе су оне рационалне. Значи ГМ 
и MZ су рационалне самерљиве само у степену. На овај 

начин Г Z је апотома. 

Тврдим да је пета. 
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Заиста, слично се доказује да је правоугаоник са стра

;нама ГК и КМ једнак квадрату на NM, тј. четвртинн квад

рата на ZM. И пошто је квэдрат на АН неС<tмерљив са 

квадратом на НВ, квадрат на АН једнак површини ге, квадрат 

на НВ површини КА, биhе и површина ге несамерљива са 
поврmином КА. А како је Г0 према КА као ГК према КМ, 

биhе несамерљива по дужини и дуж ГК са дужи КМ. Пошто 
су сад ГМ и MZ две неједнаке дужи и на ГМ је конструи
сан правоугаоник једнак четвртини квадрата на ZM, са квад
ратном Допуном, а он дели ГМ на несамерЉl1ве делове, биhе 

квадрат на ГМ веhи од квадрата на MZ за квадрат на дужи 
несамерљивој са гм. И додатак ZM је неС(lмерљив са датом 
рационалном дужи Г 6.. На овај начин је fZ пета апотома. А 

'ТО је 'Требало доказати. 

102. 

Правоугаоник, конструисан на рационалној дужи и јед-

1iaK квадрату на ~дужи која са медијалном образује цеnо 

медијално", има за ширину шесту апотому. 

Нека је АБ ~дуж која са медијалном образује цеnо 

медијално·, Г 6. рационална дуж, и на Г 6. конструисан право
угаоник ГЕ једнак квадрату на АБ, са ширином rz. Тврдим 

.да је rZ шеста апотома. 
Заиста, нека је БН додатак за АБ. 

Тада су АН и НБ дужи несамерљиве у 
степену, збир квадрата на њчма је меди

јалан и двоструки правоугаоник са стра

нама АН и НБ медијалан и збир квадрата 

ка АН и на НБ несамерљив са двостру

ким правоугаоником коме су стране АН и 

А 
I 

Г. 

в н 

z N К М 

! ) I I 
Е А 

НБ. И конструишимо на Г 6. површину Г0 једнаку квадрату на 
АН са ширином ГК и површину КА једнаку квадрату на ВН. 

Према томе је llела површина ГА једнака збиру квадрата на 

АН и на НБ. Значи и ГА је медијална површина. И конструисана 

је на рационалној дужи Г 6. са ширином ГМ, због тога је раци
онална и дуж ГМ и несамерљива по дужини са Г Ll. И пошто 
је цела површина ГА једнака збиру квадрата на АН и на НБ, 

,а површииа ГЕ једнака квадрату на АБ, биhе остатак ZA 
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једнак двоструком лравоугаонику са странама АН и НВ. И 

ДВОСТРУКИ правоугаоник са странама АН и НВ је медијалан, 

значи и површима ZA је медијална. И конструисана је на 

ZE а има ширину ZM. Према томе је рационална и дуж 

ZM и несамерљива ло дужини са Г~. И пошто је збир 
квадрата на АН и на НВ несамерљив са ДВОСТРУКИМ право

угаоником коме су странама АН и НВ, и збиру квадрата на 
АН и НВ је једнака површина ГА, а двоструки правоугаоник 

са странама АН и НВ једнак површини ZA, биhе несамер

љива и површина ГА са површином ZA. Но ГА је према ZA 
као ГМ према MZ, па према томе су несамерљиве по дужини 
И дужи ГМ и MZ. И обе су рационалне. На овај наqин су 
дужи ГМ и MZ рационалне, самерљиве само у степену. А 

према томе је rZ апотома. 
Тврдим да је шеста. 

Заиста, лошто ZA једнако двоструком правоугаОIlИКУ са 
странама АН и НБ, преполовимо ZM тачком N и повуцимо 
кроз тачку N праву NE паралелну rLl. Тада је свака од површина 
Z:g и NA једнака правоугаОflИКУ са странама АН и НБ. И пошто 
су дужи АН и НВ несамерљиве у степену, биhе и квадрат на 

АН несамерљив са квадратом на НБ. Но квадрат 'на АН је 
једнак површини ге, а квадрат на ·НВ једнак површини КА. 

На тај начин је и површина ге несамерљива са површином 

КА. Но ге је према КА као дуж ГК према дужи КМ. Значи 

и дуж ГК је несамерљива са дужи КМ. И пошто је за ква

драте на АН и на НВ средња пропорционала праВ.)угаоник 

са странама АН и НБ, квадрат на АН једнак је површнни ге, 

квадрат на НВ једнак површини КА и правоугаоник са стра
нама АН и НВ једнак површини NA, биhе и за површине ге и КА 
средња пропорционалз површина NA. Но ге је према NA 
као NA према КА. ИЗ истих разлога квадрат на ГМ је веhи 

од квадрата на MZ З8 квадрат на дужи несамерљивој са гм. 

И ниједна од њих није самерљива са датом рационалном дужи 

rLl. -На овај начин rz је шеста апотома. А то је требало 

доказати. 

103. 

Дуж самерљива ПО дужинк са апотОМОМ је алотома и 

то истога реда. 

----------------~~---
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Нека је АВ апотома и Г д дуж самерљива по дужини 

са АВ. Тврдим да је Г д апотома и истога реда као и АВ. 

Заиста, пошто је АВ апотома, нека ВЕ буде А , г 
њен додатак. Тада су дужи АЕ и ЕВ рационаnне и I 
самерљиве само у степену. И начинимо тако да АВ в 1 
буде према Г д У истом односу као· што је ВЕ I Ј 
према LlZ. Но део ј@дног целог је према одговара- Е -
јуЬем делу другог целог као прво цело према 

другом. И према томе је цела дуж АЕ према це
z 

лој дужини rz као АВ према Г д. Но дуж АВ је самерљива 
по дужини са Гд, па је према томе самерљива и дуж АЕ са 

. rz, а ВЕ са LlZ. И АЕ и ЕВ су рационалне самерљиве само 
у степену, значи и дужи rz и ZLl рационалне и самерљиве 
само у степену. [На овај начин, Гд је апотома. 

Тврдим да је она истога реда као и ЛВ] 

Пошто је сад ЛЕ према rz као ВЕ према LlZ, биhе, 

после измене реда средњих чланова, АЕ према ЕВ као rz 
према ZLl. Тада је квадрат на ЛЕ веhи од квадрата на ЕВ за 
квадрат на дужи која је или самерљива са АЕ или несамер

љива. Ако је квадрат на ЛЕ неhи од квадрата на ЕВ за квас 

драт на дужи самерљивој са ЛЕ, биhе и квадрат на rz веhи 
од квадрата на ZLl за квадрат на дужи самерљивој са rZ. И 
ацо је дуж АЕ самерљива по дужини са датом рационалном 

дужи, биhе самерљива и rz, а ако је самерљива дуж ВЕ, 

биhе и LlZ, а ако ниједна од АЕ и ЕВ није самерљива, неЬе 

бити ниједна ни од rz и ZLl. А ако је квадрат на АЕ веhи 

од квадрата на ЕВ за квадрат на дужи несамерљивој са ЛЕ, 

биhе и квадрат на rz веhи од квадрата на ZLl за квадрат на 
дужи несамерљивој са rZ. И ако је АЕ самерљиво по .ду
жини са датом рационалном дужи, биhе самерљива и rZ, а 

ако је ВЕ, биhе и LlZ, а ако Ђиједна од АЕ и ЕВ, неЬе бити 
ниједна ни од rZ и ZLl. 

На овај начин Гд је апотома и то истога реда као и 

АВ. Л то је требало Доказати. 97 

104. 

дуж самерљива са медијалном апотомом је медијална 

апотома и то истога реда. 
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Нека је АВ медијална апотома и дуж Г6 самерљива ПО 

дужини са АВ. Тврдим да је Г~ медијална апотома и истога 

реда I<ао и АВ. 

г Заиста, пошто је АВ медијална алотома, неl<а 

је ЕВ њен додатаf<. Према томе су АЕн ЕВ 

медијале самерљиве само у степену. И начинимо 

тако да буде АВ према fLl као ВЕ према LlZ. 
Значи и дуж АЕ самерљива је с-а fZ, а дуж ВЕ 
са LlZ. Но АЕ и ЕВ су медијале самерљиве само у 

степену. Значи и rZ и ZД су медијале самерљиве само у 

степену. На овај наЧI:Щ Гд апотома. 

Тврдим да је истога реда као и АВ. 

Заиста, пошто је АЕ према ЕВ као rz према ZД [но 
АЕ је према ЕВ као квадрат на ЛЕ према правоугаонику са 

странама АЕ и ЕВ, а rz је према ZLl као квадрат на rz 
према правоугаонику са странама rZ и ZLl], биhе квадрат на 
ЛЕ према правоугаонику са странама ЛЕ и ЕВ као квадрат на 

rz према правоугаонику Са странама rZ и ZLl [и, после пер
мутације, квадрат на АЕ према квадрату на rZ kao праВQуга
оник са странама АЕ и ЕВ према правоугаонику са страьа

нама rz и zд]. Но квадрат на ЛЕ је самерљив са квадратом 
на rZ. Значи самерљив је и правоугаоник са странама АЕ и 

ЕВ са правоугаоником са странама rZ и zд. Сад, ако је пра· 
воугаоник са странама АЕ и ЕВ рационалан, биhе рациона

лан и правоугаоник са странама rZ и Zд, а ако је право угао
ник са странама АЕ и ЕВ медијалан, биhе медијалан и пра

воугаоник са странама rZ и ZLl. 
На овај начин, дуж самерљива са медијалном апотомом 

је медијална апотома и ТО истога реда. А то је требао до-

казати. 

105. 

Дуж самерљива са "мањом" (ирационалом) је .'мања ~. 

Нека је АВ "мања" и rLl дуж С8мерљива са АВ. Твр
дим да је и Гд "мања". 

Заиста, урадимо исто што и раније. И пошто су дужи 

АЕ и ЕВ несамерљиве -у степену, биhе rz и ZLl несамерљиве 
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у степену. Сад, пошто је АЕ према ЕВ као rZ према ZtJ., 
б .. hе и квадрат на АЕ према квадрату на ЕВ као квадрат на 
rz према квадрату на Zl!. И, после сnајања, збир квадрата на 
АЕ и на ЕВ је према квадрату на ЕВ као збир 

квадрата на rz и на ZtJ. према квадрату на ZtJ. [и 

С8 пермутацијом]. Но квадрат на ВЕ је самерљив 

са квадратом, на l!Z'. Значи и збир квадрата на АЕ 
и на ЕВ самерљив је са збиром квадрата на rZ и 

на Zl!. Но збир квадрата на АЕ и на ЕВ је раци

оналан, због тога је и збир квадрата на rz и на 

г 

ј z 

Zl! рационалан. Затим, пошто је квадрат на АЕ према право
угаонику са странама АЕ и ЕВ као квадрат на rz према пра
воугаонику са странама rZ и Zl!, а квадрат на АЕ .је са

мерљив са квадратом на rZ, биhе самерљив и правоугаоник 

коме су стране АЕ и ЕВ са правоугаоником коме су стране 

rZ и Zl!. Но правоугаоник са странама АЕ и ЕВ је медијалан, 
значи медијалан је и правоугаоник са странама rz и ZtJ.. Према 
томе су дужи rZ и ZtJ. несамерљиве у сrепену и збир ква
драта образованих из њима је рационалан, а правоугаоник 

од њих медијалан. 

На овај начин [tJ. је .. мања" (ираЦионала). А то је тре

бало доказати. 

106. 

Дуж самерљива са "дужи која са рационалном образује 

цело медијално· је .дуж која са рационалном образује цело 

медијално" . 

Ј јГ 
Е 1 l д 

Нека је АВ "дуж која са рационалном обра

зује медијално· и Г!!. дуж самерљйва са АВ. Твр

дим да ја Г tJ. "дуж која са рационалном образује 

цело медијално·. 

Заиста, нека је ВЕ додатак за АВ. Тада су АЕ 
1z и ЕВ дужи несамерљиве у степену, оне образују 

медијалан збир квадрата 1la АЕ и на ЕВ и рационалан право

угаоник са овим странама. И урадимо исто што и раније. 

Слично претходном се доказује да ,су rz и Zl! У истој раз

мери као и АЕ и ЕВ и да је збир квадрата на АЕ и на ЕВ 
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самерљив са збиром квадрата на fZ и на Z~, а правоуга

оник коме су стране АЕ и ЕВ самерљив са правоугаоником 

коме су стране rZ и Z!l. Према томе су дужи rZ и Z!l не

самерљиве у степену и образују медијалан збир квадрата на 

rZ и на Z!l и рационалан правоугаоник од њих. 
На овај начин, r!l је .дуж која са рационалном образује 

цело медијално". А то је требало доказати. 

107. 

дуж самерљива са "дужи која са медијалномо бразује цело 
медијално" и сама је "дуж која са медијалном образује цело 
иедијално" . 

Нека је АВ "Дуж која са медијалном образује цело ме

дијално" и r!l дуж самерљива са АВ. Тврдим да је r!l "дуж 
која са медијалн-ом образује цело медијално ". 

Заиста, нека је ВЕ додатак за АВ. И урадимо исто што 
-и раније. Тада су дужи АЕ и ЕВ несамерљиве у степену, 

Ј [Г 
" I I d , I 

,Z 

образују медијалан збир КВЗ.Ј.рата на њима и ме

дијалан правоугаоник са тим странама и тај збир 

квадрата је несамерљив са тим правоугаоником. И 
тада су, како је доказано, дужи АЕ и ЕВ самер

љиве и са дужима Г2 и Z6., и збир квадрата на 

АЕ и на ЕВ је самерљив са збиром квадрата на 

rZ и 2!l, и правоугаоник коме су стране АЕ и ЕВ 
-са правоугаоником коме су стране Г2 и 26.. Према томе су 

дужи rz и Z!l несамерљиве у степену, образују медијалан 

збир квадрата на. њима и медијалан правоугаоник од њих и 

тај збир квадрата је несамерљив са тим правоугаоником. 

На овај начин, "ДУЖ која са медијалном образује цело 
медијално" и сама је "Дуж која са медијалном образује цело 

медијално". А то је требало доказати. 

108. 

При одузимању медиtалне површине од рационалне појав

љују се две ирационалне дужи: апотома или "мања". 

Нека се од рац~оналне површине ВГ одузима медијална 
површина B!l: Тврдим да је страна квадрата једнаког повр
шини ЕГ јед:на од две ирационалне - апотома или "мања". 
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Заиста, узмимо рационалну дуж 2Н, конструишимо на 

2Н правоугли паралелограм Н0 једнак површини ВГ и одуз

мимо нк, једнак површини 6.В. Тада је остатак Л0 једнак 

површини ЕГ. Сад, пошто је површина ВГ рационална, а B~ 

медијална, а ВГ је једнако Н0, а В6. једнзко НК, биhе Н0 

рационално, а нк медијално. И те површине су конструисане 

на рационалној дужи 2Н. Значи да је рационална и дуж 20 
и самерљива по дужини са 2Н, а рационална је и дуж 2К и 

несамерљива по дужини са 2Н. Према томе је дуж 20 неса
меРЉИВ8 по дужиии са 2К. Дакле дужи 20 и 2К су рацио
налне, самерљиве .само у степену. На овај начин, К0 је апотома, 

а К2 је њен додатак. И квадрат на 02 је веhи од квадрата 
на 2К за квадрат на дужи ИЛИ сзмерљивој са 02 или неса-
мерљивој. 

Некз је прво за квадрат 

на дужи самерљивој. И цела 

дущ 02 је самерљива по ду

жини са датом рационалном 

дужи 2Н. Тзда-је ке-нрваапо

тома. И страна квадрата, који 

је једнак правоугаонику обух

ваћеном рационалном дужи и 

првом апотомом, једнака је апо-

томи. Значи страна квадрата, 

који је једнак површини А0, 

тј. површини ЕГ, једнака је апотоми. 

А Е В 

I~JJ 
r 

А 

к z 

А зко је квадрат на 02 веhи од квадрата на 2К за ква-
драт нз дужи незамерљивој сз 02, и цела дуж 20 је самерљива 
по дужини са узетом рационалном дужи ZH, биhе К0 четврта 
апотома. И страна квадрата једнаког површини обухваhеној 

рационалном дужи и четвртом апотомом, једнака је "мањој", 

А то је требало доказати. 98 

109. 

При одузимању рационалне површине од медијалне појав

љују се две ирационалне дужи: прва медијална апотома или 

"дуж која са рационалном образује цело медијално". 

Еукдидови едементи КЊ .• 10 9 
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Нека се ОД медијалне површине ВГ одузме рационална 
површина B~. Тврдим, да се као страна квадрата, једнаког 

површини остатка ЕГ, појављује једна од две ирационалне: 

или прва медијална апотома, или "дуж која са рационалном 

образује цело медијално·. 

Заиста, узмимо рационалну дуж 2Н и слично претход

ном конструишимо површине. Тада следује да је дуж Z0 
рационална и несамерљива по дужини са 2Н, а К2 је рацио

нална и самерљива по дужини са 2Н. Према томе су 20 и 
- 2К рационалне и самерљиве само у степену. На тај начин, 

К0 је апотома и 2К је њен додатак. И тада је квадрат на 

02 веhи од квадрата на ZK :::а квадрат на дужи или самер-

љивој са е2 или несамерљивој са 02. ' 

в Ь' Z 

II 
А L1 Г 

к @ 

I 

Сад, ако је квадрат на 02 веhи 
од квадрата на 2К за КВ8!Јрат на ду

жи самерљивој са 02 и додатак 2К 
је самерљив по ~ужини са датом 

рационалномдужи 2Н, дуж К0 једру-

га апотома. Но дуж 2Н је рационална. 

Према томе страна квадрата Једнаког 
површини Л0, тј. површ~ни ЕГ, јед

нака је првој медијалној апотоми. 

А аl<О је квадрат на 02 вепи 

од квадрата на 2К за квадрзт на дужи несамерљивој са 0Z 
и додатак 2К је самерљив по дужини са узетом рационалном 

дужи 2Н, биhе К0 пета апотома. И страна квадрата, једна

ког површини ЕГ, једнака је .дужи која са рациона~ном· 

образује цело медијално". А то је треба.llО доказати. 

н А 

110. 

При одузимању од једне медијалне површине друге 

медијалне површине, несамерљиве са првом, појављују се 

две остале ираЦИОН8ле - друга медијална апотома или .дуж 

која са мед~јалном образује цело медијално". 

Одузмимо, сличlю као на претходним сликама, од меди

јалне површиие ВГ ~едијалну површину B~ несамерљиву са 

целом. Тврдим, да се као страна квадрата једнаког површини 
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ЕГ појављује једна од две ирационале: или друга медијална 

апотома или »дуж која са медијалном образује цело медијално". 

Заиста, пошто је свака од површина ВГ и В6 медијална 

и ВГ је несамерљиво са 86, биhе свака од Z0 и ZK рацио

нална и несамерљива по дужини са ZH. И пошто је ВГ неса
мерљиво са В6, тј. Н0 са НК, биhе и 0Z несамерљиво са 

ZK. Према томе су дужи Z0 и ZK рационалне и самерљиве 

само у степену. Значи, К0 је апотома [а ZK је додатак. И 

квадрат на Z0 је веhи од квадрата на ZK за квадрат на дужи, 
која је или самерљива са Z0 или несамерљива]. 

Ако је квадрат на Z0 веhи од 
квадрата на ZK за квадрат на дужи 

самерљивој са Z0, и ниједна од Z0 
и ZK није самерљива по дужини са 

датом дужи ZH, биhе К0 трећа апо
тома. Но КЛ је рационална дуж, а 

. правоугаоник обухваhен рационал-

z к е 

в Е 

[JJLJ 
А Д Г Н ном дужи И треЬом апотомом је ира- А 

ционалан, и страна једнаког му квадрата такође је ирационална 

и зове се друга медијална апотома. Према томе је страна 

квадрата једнаког површини А0, тј. површини ЕГ, једнака 

другој медијалној апотоми. 

А ако је квадрат на Z0 веhи од квадрата на ZK за квад
рат на дужи несамерљивој по дужини Са Z0,и ниједна од 

дужи 0Z и ZK није самерљива по дужини са. ZH, К0 је 

шеста апотома. Но страна квадрата, једнаког правоугаонику 

обухваhеном рационалном дужи и шестом апотомом, једнака 

је »дужи која са медйјалном ьбразује цело медијално". На 
овај начин, страна квадрата једнаког површини Л0, тј. повр

шини ЕГ, једнака је »дужи која са медијалном образује цело 

медијално". А то је требало доказати. 

1 ] 1. 
Апотома није исто што и биномијала. 

Нека је АВ апотома. Тврдим, да АВ није исто што и 

биномијала. 

Заиста, ако је могуnе, нека буде исто. Узмимо рацио· 
налну дуж дГ и конструишимо на Г Д правоугаоник ГЕ једнак 
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квадрату на АВ са ширином t:.E. Пош го је АВ апотома, биhе 

t:.E прва апотома, а EZ њен доднак. Према томе су t:.Z и ZE 
рационалне дужи самерљиве само у степену. И квадрат на 

t:.Z је веhи од квадрата на ZE за квадрат на дужи самерљи-
,вој са t:.Z, и t:.Z јесамерљиво по дужини 

А------ы са узетом рационалном дужи t:.r. Затим, 

н Е 
• L1 r------c,----. Z 

пошто је АВ биномијала, биhе t:.E прва 

биномијала. Поделимо је на рационалне 

д~лове тачком Н и нека је веhи део t:.H. 
Тада су дужи t:.H и НЕ, рационалне, са

мерљиве само у степену_ И квадрат на 

t:.H је веhи од квадрата на НЕ за квадрат 

на дужи самерљивој са t:.H и веhи део 

t:.H је самерљив по дужини са узетом 

рационалном дужи t:.r. Значи t:.Z је са

мерљиво по дужини са t:.H. Па према то!.!е и остатак HZ је 

је самерљив по дужини са t:.Z; Пошто је с::ад t:.Z самерљиво. 
са HZ, а t:.Z је рационално, биhе рационално и HZ. Пошто 

је t:.Z самерљиво по дужини са HZ, несамерљиво је по дужини 
t:.Z са EZ. Према томе је несамерљиво по дужини и ZH са 

EZ. Дакле дужи HZ и ZE су рационале самерљиве само у 

степену. На овај начин ЕН је апотома. Али она је рацио

нална. А то је немогуЋе. 

На овај начин, апотома није исто што и биномијала. А 

то је требало доказати. 

Последица. 

Апотома и ирационале које јој следују нису исте ни са 

медијалом ни међу собом. 

Заиста, правоугаоник, једнак квадрату на медијали, је кон

струисан на датој рационалној дужи, има за ширину рацио

налну дуж несамерљиву по дужини са дужи, на којој је кон

стручсзн правоугаоник, а правоугаоник, једнак квадрату на 

апотоми, конструисан на датој рационалној дужи, има за 

ширину прву апотому; једнак квадрату на првој медијал

ној апотоми има за . ширину другу апотому; једнак ква

ДРЈТУ на другој медијалној апотоми има за ширину треЬу 
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апотому; једнак квадрату на .мањој" има за ширину четврту 

апотому; једнак квадрату на .дужи која са рационалном об

разује цело медијално" има за ширину пету апотому; једнак 

квадрату на .дужи.која са медијалном образује цело медијално" 

има за ширину шесту апотому. Пошто се сад наведене ши

ри не разликују како од прве, тако и једна од друге: од прве, 

јер је она рационална, а једна од друге, јер нису истог реда, 

јасно је да се и саме ирационале разликују једна од друге. 

И пошто је доказано да апотомз није исто што и биномијала, 

и затим оне ирационале, које следују после апотоме, дају 

при конструкцији правоугаоника на рационалној дужи, као 

ширине, апотоме свака свог реда, а. оне које следују после 

биномијале дају, као ширине, биномијале свога реда, онда 

су различите једне и друге ирационале. На овај начин према 

реду имамо свега 13 ових ирационала: 
Медијала, 

Биномијалз, 

Прва бимедијала, 

Друга бимедијала, 

.ВеЋа" , 
Страна квадрата једнаког збиру рационале и медијалне 

површине, 

Страна квадрата једнаког lIбиру две медијалне површине, 

Апотома, 

Прва медијална апотома, 

Друга медијална Јпотота, 

.Мања" , 

.Дуж која са рационалном образује цело медијално", 

.Дуж која са медијалнсэм образује цело медијално" .99 

112. 

Квадрат на рационалној дужи, конструисан на биномијали 

има за ширину апотому, чије су рационале самерљив-е са 

рзционалама биномијале и у истој размери; и тако добивена 

апотома'је истога реда као и биномијала. 
Нека је А рационална дy~, а ВГ биномијала, чија је 

веЬа рационала ЛГ, и квадрат на А једнак правоугаонику са 
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странама ВГ и EZ. Тврдим да је EZ апотома чији су делови 

самерљиви са [tl и tlB, и У истој размери и да је EZ истога 

реда као и ВГ. 

Заиста, нека је поново квадрат на А једнак правоугао

нику са странама Btl и Н. Пошто је сад правоугаоник са 

странама ВГ и EZ једнак 

А'---

д 
B~'--'Г 

Е 
К'---

Н------

z 
----,@ 

правоугаонику са странама 

tltl и Н, биhе ГВ према 

В1. као Н према EZ. Но 
ГВ је веће од Btl, према 

томе и Н је веће од EZ. 
Нека је Е0 једнако Н. Тада је ГВ према Btl као 0Е према EZ. 
И, после одвајања, rtl је према Btl као 0Z према ZE. Начи
нима тако да буде 0Z према ZE ка ZK према КЕ. И цело 

0К је према целом KZ као ZK према КЕ, јер је један прет

ходни према једном !lаредном као сви претходни према свима 

наредним. И ZK је према КЕ као rtl према tlB. Значи, 0К 

је према KZ као rtl према tlB. Но квадрат на rtl је самерљив 
са КВ8дратом на .1В. Па према томе је самерљив и квадрат 

на 0К са квадратом на KZ. И квадрат на 0К је према ква

драту на KZ као 0К према КЕ, уколико су три дужи 0К, 

KZ и КЕ пропорционалне. Значи 0К је самерљиво по дужини 
са КЕ. На тај начин и 0Е је самерљиво по дужини са ЕК. 

И пошто је квадрат на А једнак правоугаонику са странама 

Е0 и Btl, а квадрат на А рационалан, биhе рационалан и 

правоугаоник са странама Е0 и Btl. И конструисан је на ра

ционалној дужи Btl. Па према томе је рационална и дуж. Е0 
и самерљива по дужини са Btl. На тај начин и самерљива 

са њом ЕК је такође рационална и самерљива по дуж ини са 

Btl. Пошто је сад Г tl према .1В као ZK према КЕ и Г tl и tlB 
су самерљиве само у степену, биhе и ZK и КЕ самерљиве 

само у степену. НО дуж КЕ је рационална. Значи да је ра

ционална и дуж ZK. Према томе су, дужи ZK и КЕ рацио

налне, самерљиве само у степену. На овај начин EZ је апотома. 
Но квадрат на Г tl је веhи од квадрата на tlB за квадрат 

на дужи која је или самерљива са ГА или несамерљива. 

Ако је квадрат на ГА веhи од квадрата на tlB за квад

рат на дужи самерљивој са rtl, биhе ,и квадрат на ZK веhи 
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од квадрата на КЕ за квадрат на дужи самерљивој са ZK. 
И ако је дуж Г д самерљива по дужини са датом рационалном 

дужи, биЬе самерљива и ZK; ако је 8д самерљива, биЬе са

мерљива и КЕ; ако није ниједна од Гд и дВ самерљива, неЬе 

бити ниједна ни од ZK и КЕ. 

А ако је квадрат на Г Д веhи од квадрата на дВ за квад

рат на дужи несамерљивој са Г д, биЬе и квадрат на ZK веЬи 
ОД квадрата на КЕ за квадрат на дужи несамерљивој са ZK. 
И ако је дуж Г д самерљива по дужини са датом рационал

ном дужи, биЬе самерљива и дуж ZK; ако је самерљива Вд, 
самерљива је и КЕ; ако није ниједна од Гд и дВ самерљива, 

неЬе бити ниједна њи од ZK и КЕ. Према томе је ZE апотома, 
чије су рационале ZK и КЕ самерљиве са рационалама Гди 

дВ биномијале, у истој су размери и истога реда као и ВГ. 

А то је требало Доказати.ЈОО 

113. 

Квадрат на рационалној дужи, конструисан на апотоми 

има за ширину биномијалу, чије су рационале самерљиве са 

рационалама апотоме и у истој су разм~ри; и тако добивена 

биномијала је .истога реда као и апотома. 

Нека је А рационална дуж, BL\ - апотома, 

и квадрат на А нека је једнак правоугаонику 

са странама Вд и КО, тако да квадрат на ра

ционалној дужи А, конструисан, као правоу

гаоник, на апотоми Вд има за ширину'дуж К0. 
Тврдим, да је К0 биномијала. чије су рацио

нале самерљиве са рационалама апотоме Вд и 

. у истој размери и да је К0 истога реда као и ~д. 

Заиста, нека је L\r додатак за Вд. Тада су дужи ВГ и 

rL\ рационалне и самерљиве само у степену. И квадрат на 

А једнак је правоугаонику са странама ВГ и Н. А како је 

квадрат на А рационалан, биhе рационалан и правоугаоник са 

странама ВГ и Н. И конструисан је на рационалној дужи ВГ. 

Због тога је рационална и дуж Н и самерљива по дужннн 

са ВГ. Пошто је сад правоугаоник са странама ВГ н Н једнак 
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правоугаОНИI<У са странама B~ и К0, постоји пропорција: ГВ 

је према Bfl ({ао К0 према Н. Но ВГ је веЬе од B~, па значи 

и К0 је веЬе од Н. Узмимо КЕ једнако Н, значи КЕ је са

мерљиво по дужини са ВГ. И пошто је ГВ према B~ као 0К 

према КЕ, биhе, после замене једног дела другим, ВГ према 

Г~ као К0 према 0Е. Начинимо тако да К0 буде према 0Е 

као 02 према ZE, па ће и остатак КZбити према 20 као 
К0 према 0Е, тј. као ВГ према rfl. Но дужи вг и Г~ саме р
љиве само у степену, па према томе и дужи К2 и 20 биhе 
самерљнве само у степену. И пошто је К0 према 0Е као KZ 
према 20, то је и KZ према 20 као 02 према 2Е. А пошто је прво 
према треЬем као квадрат на првом према квадрату на дру

гом, то је и К2 према 2Е као квадрат на К2 према квадрату 

на 20. Но квадрат на KZ је самерљив са квадратом на Z0, 
јер су дужи К2 и 20 самерљиве у степену. Значи KZ \t ZE 
су самерљиве по дужини, те је К2 самерљиво по дужини 

и са КЕ. Но дуж К2 је рационална и самерљива по дужнни 

са ВГ. И пошто је ВГ према Г~ као К2 према 20, биhе, 

после пермутовања, ВГ према KZ као ~Г према Z0. Но ВГ 
је самерљиво са KZ, према томе и 20 је самерљивр по ду
жини са Г~. Но дужи вг и Г~ су рационалне, самерљиве 

само у степену. Због тога су и дужи К2 и 20 рационалне. 
самерљиве само у степену. Дуж К0 је према томе бино

мијала. 

Ако је сад квадрат на ВГ веhи ОД квадрата на Г ~ за 

квадрат на дужи самерљивој са ВГ, биhе и квадрат на К2 

веhи од квадрата на 20 за квадрат на дужи самеРЉИВDј са 
KZ. И ако је ВГ самерљиво по дужини са узетом рационал-. 

ном дужи, биhе самерљиво и К2, а ако је Г~ самерљиво по 

дужини са узетом рационалном дужи, биhе и 20, а ако ни
једна од ВГ и' Г ~ није самерљива, неће бити самерљива ни
једна од KZ и 20. 

А ако је квадрат на ВГ, веhи од квадрата на Г~ за 

квадрат на дужи несамерљивој са ВГ, биh~ и квадрат на К2 
веhи од квадрата на 20 за квадрат на дужи несамерљивој 

са ,KZ. И ако је ВГ самерљиво по .дужини са узетом раци

оналном дужи, биhе самерљиво и К2, а ако је Г~ самерљиво. 
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биhе и 20, а ако ниједна од ВГ и Г6 није самерљивв, неЬе 
бити ниједна ни од KZ и 20. 

На овај начин, ке је биномијала, чије су две рационале 

К2 и 20 самерљиве са рационалама ВГ н Г6 апотоме и у истој 
размери са њима. И К0 има исти ред са ВГ. А то је тре

бало доказати. 

Ј) 4. 

А}(о је површина (правоугаоника) обухваhена апотомом 

и биномијалом чије су рационале самерљиве са рационалама 

апотоме и Iy истој размери, биhе страна квадрата једнаког 
тој поврwини рацнонална. 

Нека је површина (правоугаоника) са 
странама АВ и Г6 обухваhена апотомом АВ оЈ_· __ 8 Z 

и биномијалом Г6 и нека је ГЕ већа рацио- Г __ ~ __ ~ 

нала биномијале; нека су рационале ГЕ и Е6 Н----
биномијале самерљнве са рационалама AZ г-ј ___ _ 

и ZB апотоме и у истој размери са њима, и ~ ___ 1~ 
нека је Н страна квадрата једнаког правоу-

гаонику са странама АВ и Г6. Тврдим да је дуж Н рационална. 

Заиста, узмимо рационалну дуж 0 и конструишимо на 

Г6 правоугаоник, једнак квадрату на е, коме је ширина КА. 

Према томе је КА апотома, чије су рационале КМ <и МА 

самерљиве са рационалама ГЕ и Е6 биномијале и у истој 

размери са њима. Према \оме је AZ према ZB као КМ према 

МЛ. И, после пермутовања, AZ је према КМ као BZ према 

ЛМ. Значи и остатак АВ је према остатку КЛ као AZ према 
КМ. Но AZ је самерљиво са КМ, па значи и АВ је самер

љиво са кл. И АБ је према КЛ као правоугаоник са странама 

Г 6 и АВ према правоугаонику са странама r 6 и КА. Значи 

и правоугаоник са странама Г6 и АВ је самерљив са право

угаоником са странама Г6 и КА. Но правоугаоник са стра
нама Г 6 и КА једнак је квадрату на Н. Због тога ј е праlО

угаоник са странама Г6 и АВ самерљив са квадратом на 0. 
Али правоугаоник са CTp~HaMa Г6 и АВ једнак је квадрату на 

\ Н. Значи и квадрат на Н је самерљив са квадратом на е. А како је 
квадрат на е рационалан, биhе рационалан и квадрат на Н. Значи 
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рационална је и дуж Н. И квадрат на њој је једнак право

угаонику са странама r д и АВ. 
На овај начин, ако је површина обухваhеН8 апотомом и 

биномијалuм чије су рационале самерљиве са рационалама 

апотоме и у истој размери, биhе страна квадрата једнаког 

тој fЮВРШИНИ рационална. 

Последица. 

И услед тога постало нам је јасно да рационална повр

шина може бити обухваhена ирационалним дужима. А то је 

требало доказати. 

115. 

ОД медијале настаје бескрајно много ирационала и 

ниједна није иста ни са једном од претходних .. 
Нека је А медијала. Тврдим, да од А настаје бескрајно 

много ирационала и ниједна од њих није иста ни са једном 

од претходних. 

Уз~имо рационалну дуж В и нека је правоугаоник са 

странамз В и А једнак квадрату на Г. Тада је дуж r ира

ционална, јер је правоугаоник обухваhен 
А 

П 

Г.--·_-~ 

д.-----

ираЦионалном~ рационалном дужи ира

ционалан. И она није иста ни са једном 

од претходних. Заиста, правоугаоиик, 

једнак квадрату на некој од претходних, 

конструисан на рационалној дужи, нема за ширину медијалу. 

Затим, нека је .• равоугаоник са странама В и r једнак' ква

драту на ~. Тада је ирационалан квадоат на ~. А ирацио

нална је и дуж ~. И она није иста ни са једном од претход

них. Заиста, правоугаоник, једнак квадрату на некој од прет

ходних, конструисан на рационалној дужи, нема за ширину 

Г. Јасно је да при продужењу сличног поступка до беско

начности, настају из медијале ирационале у бесконачној мно

жини и ниједна није иста ни са једном од претходних. А то 

је требало ДокаЗ8ти. 1О1 
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1 У претходним Еуклидовим књигама дефИНИЦИје су биле 

стављене CIIMO једанпут, у почетку књиге. Садржај ове, десете 

књиге развија се у три дела толико компликовано да је Еуклид 

нашао за згодно да подели и дефиниције у три групе. Прва 

група је стављена у почетку књиге, друга испред 48. става, 
а треЬа испред 85. CTIIBa. У првој групи се говори о вели· 

чинама самерљивим и несамерљивим, рационалним и Jfрацио

налним. Сем тога у тексту овог првог дела дефинисане су 

још ирационалности које сачињавају такозвану прву .хексаду·. 

у другој групи су дефинисане нове ирационалности према 

Еуклидовdм систему. Најзад, као предмет дефиниција треЬе 

групе служи појам .апотоме" - исто тако од прве до шесте 
врсте. Анализа тих појмова биhе изложена на одговарајуhим 

местима. 

2 у првој дефиницији се уводе пОјмови. самерљивих 

(du)1.)1.e'tpo~) и несамерљивих (adul1)1.etpo~) величина. Како Ьемо 

видети из друге дефиниције, Еуклидов садржај 'појмова 

самерљивости и несамерљивости је шири од савременог садр

жаја. Ако се зауставимо, са Еуклидом, само на геометриској 

претстави величина, савремени појам самерљивости и несамер

љивости односи се само на Еуклидовусамерљивост и несз

мерљивост по дужини, тј. на самерљивост величина сматраних 

као величине једне димензије, тако реhи првог степена. Две 

величине а и Ь су самерљиве, ако постоји таква величина с 

да је а=mс, Ь=пс, при чему су т и п цели бројеви. 

Приметимо да у другом делу ове дефиниције услов 

несамерљивости није формулисан у облику да не постоји 

заједничка мера, веЬ у облику да не може бити одређена. 

Таква мала разлика у изразима (неки преЈЮДИОЦИ употреб

љују први, једноставнији израз, други се дословно придр

жавају Еуклидовог текста, где стоји' )1.'У)ОЕУ €vОЕхе'tш .... yeveO&lXl) 
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говори о I<онкретности Еуклидове мисли, наиме о немогућно

сти добивања заједничке мере. 

з у другој дефиницији се проширују појмови самерљи

вости и несамерљивости. Еуклид уводи, сем самерљивости 

по дужини (jl.~')(E( (jUf.Lf.L€1:PO~) И самерљивост у степену (OUVctjl.€t 
БUI1I.1ЫРЩ), при чему се стварно зауставља само на квадратном 

степену. Ту KBilДpaTHY самерљивост алгебаРСI<И можемо 

једноставно формулисати овако. Две величине а и Ь су ква

дратно самерљиве ако је 

(*) а2 = т с, Ь'l. = п С, 

при чему су т и п цели бројеви. 

Две величине могу бити самерљиве и по дужини И 

квадратно. Пример: а = 2 ст, Ь = 3 ст, јер је 

а = 2 Х 1 ст, 

а2 
= 4 Х 1 ст2 , 

ь = 3 Х 1 ст 

Ь2 = 9 х 1 ст2• 

Али две величине могу бити самерљиве квадратно и 

несамерљиве по дужини. Пример: а=У2ст - дијагонала ква

драта са страном од једног центиметра и Ь = УБ ст - дијаго
нала правоугаоника са димензијама од 1 ст и 2 ст су не· 

самерљиве по дужини, јер не постоји такво с за које бисмо 

у једначинама 

У2 =mс, УБ =nс 

могли наhи целе бројеве т и n. Али пошто је 

према (*) имамо с = 1 ст2 и т = 2 и п = 5. Према томе су две 
величине а2 и Ь2 самерљиве, са заједничком мером површином. 

Тада су величине а и Ь, ПО Еуклиду, такође самерљиве али 

самерљиве само квздратно или у степену. 

у лотре6љ у јуhи уствари само квадратну самерљивост 

но не конкреrизујуhи у својој дефиницији квадратни степен, 

Еуклид није искљу~ио могућност - за проширење појма са
мерљивости у степену и на више степене. Можемо казати 
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да су а и Ь самерљиве у k' том степену, ако су испуњени 

услови 

(**) 

где су опет т и п цели бројеви. 

Еуклидово проширење појма самерљивости на величине 

несзмерљиве у даН8шњем смислу стварно се односи на КЛ8-

сификацију несамерљивих величина, односно ирационалних 

бројева. Ту Еуклидову клаСИфИК8цију треба сматрати као 

прве елементе савремене теорије алгебарских бројева (алге

барских тела), па чак и трансцендентних бројева, за које не 

постоји такво k за које важе једначине (**), односно не постоји 
алгебаРСК8 јеДН8чина са целим коефицијентима, чији је корен 

трансцендентни број. Према томе је веЬ у Еуклидово време, 

пре више од две хиљаде година, матеМ8тичка мисао додири

вала оне идеје које су се стварно почеле развијати тек у 

другој половини деветнаестог века. 

Приметимо да Еуклидов појам самерљивости у степену 

не стоји у битиој супротности са савременом класификацијом 

самерљивих и несамеЈ.!ЉИВИХ величина и бројева. Еуклид 

примењује реч С8мерљивост, са допуном - у степену, тамо, 

где сад почиње несамерљивост, али и данашња несамерљи

вост може бити у степену и почиње од квалратне несамер

љивости. Према томе питање самерљивости и несамерљивости 

остаје само у области условне терминологије. Да не ком

пликујемо наш коментар морамо следовати Еуклидовој тер

минологији. И, према теме, можемо тврдити да две величине 

могу бити према самерљивости и несамерљивости по ду жини 

И квадратно,у овим односима: 

самерљиве по дужини 

несамерљиве по дужини 

тада су - самерљиве и квадратно 

несамерљиве и квадрат но 
--* 

/самерљиве само квадратно 

4 Доказ за тврђење којим почиње ОВ8 дефиниција изне

сен је тек у ставу 10. ове књиге. Даље Еуклид узима Kau 

полазну неку произвољну дуж и сматра је као рационалну 
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(р7Ј"С6;; обичан смисао те речи - изразив). У произвољно

сти бирања те дужи је релативност одређивања рационално

сти и ирационалности других дужи. Друкчије стоји са рацио

налним и ирационалним бројевима, који се увек узимају у 

односу према јединици. Дуж која је самерљива са изабраном 

дужи у Еуклидову смислу, тј. ПО дужини И квадратно или 

само квадратно, зове се исто тако рационална, а несамерљива 

у истом смислу - ирационална (Ю.О(О~ - неизразив, па чак 

и противан здравом смислу). ПР,ема томе, кад је 

Ь = : а или Ь = -у : а 
величина а и Ь су рационалне и у случају кад т/п није пот
пуни квадрат. 

5 у овој дефиницији је за полазну величину узет про

извољан квадрат, рецимо Q, и сматран као рационална вели

чина. Тада је нека површина Р рационална, ако је задово

љен услов 

P=~Q, 
п 

где су са т и п означени, као и увек, цели бројеви, и ира

ционална под условом 

При чему су, у последњем случају, ирационалне и дужи 

q и р, кад је q страна квадрата Q, а р је или страна квад-. 

рата Р, ако је то квадрат, или страна оног квадрата чија је 

површина једнака површини праволиниске слике Р. 

Историја ирационалних величина и бројева а, у вези са 

тим, и историја одговарајуЬе терминологије сад је доста 

разрађена и претставља опширну главу у историји матема

тике. У овом коментару не можемо улазити у ту историју. 

ОД литературе се можемо пре свега позвати на познату 

књигу Ј. Т r о р f k е, Geschichte der Еlеmепtаr-Маthеmаtik. В. 
11. 1933. ' 

6 У доказу ове теореме Еуклид искоришhава један 
став: П'" величина Г поновљена више пута даје једном вели-
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цину веЬу од АВ", чији садржај не износи као IIКСИОМУ. 

МеђУТИМ тај став треба истаnи као аксиому; то је такозвана 

Архимедова аксиома. основа сваке метрике. 

Први став ове Еуклидове књиге се може пропрати ти 

наредним аналитичким расуђивањем. 

Нека је , а >Ь. 

Претпоставимо да, на 'основу Архимедове аксиоме, имамо 

а< 3Ь или 
1 
-а<Ь. 
3 

Узмимо сад величину већУ за Е1 од половине а 

и израчунајмо први остатак 

I 1 \ 1 
а1 =o-I-a + Е11=- а-Е!. 

\ :2 ,2 

Затим израчунајмо други остатак. 

а2 = ~ а1 -Е2 =+ (+а - Е 1 ) - Е2 =+0 - ~ Е1 -Е2 • 
Како је 

1 1 1 
-а--Е -Е <-о 
4 2 1 2 3 ' 

јер је 

а 

биhе и 

Ј I 
-а<-а 
4 з' 

1 
-а<Ь 
3 ' 

1 1 
- а - - Е1 - Е2 < Ь, 
4 2 

а то је тражени резултат. 

Еукли.а.ОВR елемеНТII КЊ. 10 10 
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у општем случају, кад је 

а<пЬ, 
I 

пре свега искључимо две претпоставке: 1. случај п= 1 је суп-
ротан услову да је а> Ь; 2. За п = 2 имамо непосредно из. 

услова 

да је 

а то и тражи теорема. 

а < 2Ь 
1 

- а·· Е, < ь, 
2 

'. 

Према томе треба анализирати само слуцајеве кад је 

а < пЬ и п> 2. 

За тај случај треба израцунати (п - 1)' ви оста.так 

1 
аn - 1 = --а - Е, 

2п -1 

где је Е нека величина не мања од нуле. 

Како је сад за п> 2 

1 1 
--а<-а<Ь 
2п- 1 п 

видимо да увек постоји такав цео број п > 2 за који ове 

неједначине вреде, а то и потврђује теорему. 

И из наведеног аналитичког расуђивања је јасно да 

теорема остаје на снази кад одузимамо тачно половине, тј. под 

условом да су сви е једнаки нули. 

7 Пре свега приметимо да грчку реч аV&Ul'ШРС;UI1ЕVОU 

преводимо "н~изменицноН. Она је употребљена у смислу 
да се од прве величине одузима друга, па затим од друге 

одузима остатак прве, па даље QA остатка прве одузима 

остатак друге итд. То је Еуклидов алгоритам о коме је веЬ 

било говора у почетку VH књиге, где је тај поступак био 

развијен у детаљима у пр.имени на бројеве. Разлика је у 

томе што је за целе бројеве тај ".оступак конацан, а за не

самерљиве величине. он је бесконачан. У вези са тим поступ

ком коментатори се много задржавају на самом појму бес-
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коначности и на историском развитку тог појма. У наш за

датак не улази ни анализа тих појмова ни љихов историски 

преглед. { 

Приметимо да ова теорема даје методу за испитиваље 

самерљивости и несамерљивости величина, или још не утврђује 

стварно постојаље несамерљивих величина у геометрији. 

Напоменимо да се Еуклидов алгоритам аналитички из

ражава овим једначинама: 

й=пЬ+г, 

Учинимо и једну формалну примедбу. У излагаљу те

орема свих претходних кљига, у Heiberg'oBoM издаљу, на 

крају текста се понављао текст теореме у потпуности. У овој 

кљизи је овакво понављаље понекад изостављено. Понавља 

се само почетак текста теореме и после прекида завр

шава реченицом: »хај 'Са lEfj\;" - шта се преводи »итд". 

8 Решаваље овог задатка је потпуно аналогно Р'ешаваљу 

задатака Q одређиваљу н. з. ч. два броја; то решаваље је 

било изложено у кљ. VII, 2. 'Тамо је наведена и последица 

аналогна овој последици. 

9 И овај задатак има свој аналогон у кљ. VH, 3. 
10 Поновимо Еуклидов доказ у скраћеној алгебарској 

форми. 

Из 
А=д-Г, 

следују две пропорције 

Г:А =l:Ll, 

В=Е·Г 

F:B=l:1:: ; 

прву претстављамо у обрнутом облику 

А :г=д: 1 
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и изражавамо, заједно са другом, 

A:Г:B~=c,:l:E, 

одакле, према "једнакоу даље ности ", узимамо размере првог 

члана према тре\1ем, тј. 

А:в=с,:Е, 

а то и доказује теорему. 

у савременом излагању истинитост теореме непосредно 

следује из једначина 

А 6.·Г 6. 
-=--=-
В Е·Г Е 

Еуклиду није била позната алгебра размере као количника. 

11 Поновимо кратко у алгеба рском облику доказ и ове 

теореме. 

Дато је: 

А т 

в п 

Уводимо Г према једнакости А =mГ поделом А на т 

једнаких делова. Затим конструишимо z=nr. Тада имамо 

пропорције 

[ А т 
или 

А т г 

г 
-=-
z п 

из тих пропорција изводимо 

A:r:Z=m: l:n, 

одаКlе, на основу .једнакоудаљености", добивамо про порцију 

А т 

Z п 

којз, после упоређивања са датом пропорцијом, А:В=m:п. 

доводи до резултата Z=B=n Г, па према томе су А и В 

саМt:рљиве. 

у последици прво имамо тврђење да се може констру

исати дуж Z из усл~ва 
m:n=A:Z. 



А затим се из пропорције 

A:B=B:Z 

изводи закључак да је 

Z В2 П 

а то и потврђује друго тврђење последице. 

149 

12 Девета теорема има чеrири дела. Формулишимо ал

гебарски садржај тих делова. Велика слова су величине, 

мала - бројеви .. 

1. А=тГ, В=пГ -~ А2:В2=т2 :п 2 • 

11. А 2: В2 = т2 : п2 --t А=тГ, В=пГ. 

111. А фтГ, ВфпГ -~ А2:В2фт2 :п2 • 

IV. А2: 82 Ф т2 : п 2 
-~ АфтГ, ВфпГ. 

Са гледишта савремене алгебре ови ставови су готово 

очигледни. 

Што се тиче последице, први њен део је написан јед

ноставно и јасно. Део после заграде [до краја написан је 

таквим стилом да је Heiberg ставио та; текст у заграду, сма
трајуhи да он не припада Еуклиду, а неки преводиоци (НеаЉ, 

Zapelloni у издању Enriques'a) тај део потпуно изоставrьају. 

15 Поновимо кратко решење овог проблема. 

Дата је дуж А. 

1. Узмимо таква ева броја Ь и с да буде. 

Ь тп 

Тада можемо одредити дуж ~ тако да буде 

А 2 т п 

д2 т] П 1 
али кад бројеви т и п нису пропорционални са бројевима 

т1 и п1 , тада је 
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и према томе 

и 

а то значи да il није самерљиво са А по дужини. 
2. Одредимо средњу пропорционалу Е за А и ~, тј. 

ставимо 

A:E=E:il. 
Тада је 

А : Ll = А 2: Е2 
• 

а како је t; несамерљиво са А по Д:ужини, биhе Е несамер

љива са А у степ~ну, те према томе несамерљиво и ,по ду

жини. 

Овом теоремом, која се заснива на претходној леми и 

на теоремама о самерљивости и несамерљивости бројева, 

утврђује се постојање несамерљивих величина, несамерљивих 

како само по дужини, тако и у степену. 

н, Доказ можемо кратко овако изразити, 

Дато је 

(*) 
А Г 

в t; 

1. Ако су А w В самерљиви, имамо 

А т 

а из (*) следује да је и 
в п 

г т 

il п 

а одавде излази с~мерљивост величина Г и il. 
2. Слично се изводи и други део теореме из нејед

накости 

А т 
--ф-
В п 

за случај несамерљивости_ 
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1. Изразимо обрасцима ДОКIIЗ и ове теореме. 
А !:Ј. Г Z 
--- =-
Г Е 8 н' 

!:Ј. е Z к 
-_.- = ~ 
Е К -Н=Л' 

А !:Ј. 0 А 0 
~=~=-

Г Е К -Г=к' А 0 
Г Z К Г к 

--+- =--

в А 
-~ = ----

8 Н А 8 А' 

16 Врло кратак текст друге половине ове леме, који 

r ласи п Т[У! f1Er~OV 6UVa.t'lXl ~ f1Е[~ШV 'гУјс; ~AaO'aoyoc;," толико је кратак 

и стручан да постаје разумљив тек пошто се прочита доказ 

ове леме. Да бисмо га учинили разумљивим, проширили 

смо превод тог текста. 

Садржај леме се односи на конструкције израза 

х = V а2 - Ь2 и У = У 0= + b~. 
11 Ту исту теорему ћемо пропратити и алгебарским 

језиком. 

(*) 

али су 

А:8 = Г:!:Ј., ' 

А 2 = Е2 + В2, 
И према томе је 

Е Z 
(* *) -=-

8 !:Ј. 

Па из (*) и (**) следује 

A:B:E=T:!:J.:Z, 

А:Е=Г Z. 
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А из ове пропорције непосредно следују особине са

мерљивости и несамерљивости. 

18 Наведимо злгебарски аналогон ове теореме. 

1. Ако је a~'mc и Ь=пс, биhеs=а+Ь=(m+п)с=kс и 

према томе из самерљивости а и Ь следује самерљивост s 

са а и Ь. 

2. Ако је s=a+b=kc иа=mс,биhе b=s-a=(k-m)c=nc 
па, значи, из самеРЉI4ВОСТИ s и а (односно s и Ь) следује са

мерљивост а и Ь (односно Ь и а). 

19 Релативно кратак и по садржају врло прост текст 

ове леме претсавља пример грчког стручног текста, који се 

знатно разликује по форми од нашег савременог текста истог 

садржаја. Према грчком тексту паралелограм је nприложен" 

правој линији или .стављен" на праву и то само на један 

део дужи; а да је он стављен .само на један део следује 

тек посредно из чињенице што он има EAAEtnov, тј. оно' што 
недостаје, допуну. При томе се подразумева да је у овом 

случају паралелограм правоугаоник, јер је његова допуна 

квадрат. 

20 Пропратимо доказ ове теореме скраhеним алгебарским 

ознакама И наводима употребљених CT~BOB~ 

Дато је: а> Ь, й=й\ +а2 , при чему је а. самерљиво са а2 и 

(1) 

Доказати да је под таквим условима дуж k из једна чине 

(2) 

самерљива са а. 

1. а.а2 +( ; -а2 )2=( ~)2 Теорема 5. књ. 11. 

Са алгебарског гледишта -то је иден·."';~~~ за а=а1 +а, 

2. 

3. 

4. 

5. 

4 а\ а%+4 ( ~ -а2 )2= 4( ; )2, 
Ь2 +(а-2а2)2=а! 

a2-b2 =k2 =(ct-2 а2)2 

k = а - 2а2 • 
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Даље се служимо теоремом 15. ове књиге и закључу-
јемо: 

б. ОЈ г\ 02 , *) 

7. (01 + 02)" 02 • 

8. о" 02' 

9. 0,,202.' 

10. О ,,,(о - 202)' 

Ј 1. o"k. 

Тиме је теорема доказана. 

На сличан начин се доказује и обрну (а теорема која 

тврди да, из услова о" k, следује 01" 02' 

Како ову тако и наредну, 18. теорему треба сматрати 

као врло важне критеријуме за одређивање рационалности 

и ирационалности корена квадратне једначине у Еуклидовој 

теорији ирационалних величина. 

Ако ставимо а 1 = х из (1) имамо 

(3) 

одакле је 

Ь2 

Х (о - х) = 4' 

Према томе рационалност односно самерљивост корена 

квадратне једначине (3) зависи од рационалности броја k у 

1--
једначини (2). Пошто је 01 = Х ј И 02 = Х 2 =- (а - \'a~_b2), 

2 
може се казати: ако су корени рационални, k је самерљиво 

са о, и обрнуто, ако је k самеРЉИ80 са а, корени су раци

онални. 

*) Употребили смо, као и Неаth, кратку Lorenz' ову ознаку" самер
љивости једне величине са другом по дужини. Знак \Ј одговара несамер

љивости по дужини. Знаци ,,- и \Ј- одговарају самерљивости и несамерљи

вости у степену, квадраТНОЈ. 
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Сличној анализи се подвргавају решења како квадрат

них једначина другог 06ШЈ[{8, тако и система једначина са 

две непознате, који се своде на квадратну једначину. 

21 у вези са ознакама у коментару претходне теореме, 

резултат ове теореме се може овако изразити: 

1. Из а Ј \Ј a~ следује V ai-~ Ь2 \Ј а , 

2. Из {{i2--b2 va следује a l <Ја2 • 

Како смо навели, она теорема, заједно са претходном, 

поставља услове ирационалности корена квадратне једначине 

1 
х (а - х) = - Ь2 

• 

4 

22 Учинимо неколико примедаба. 1. Речи у загради [ ] 
могу се изостави ти баш ради јаснијег формулисања садржаја 

теореме. 2. Појам рационалности једне једине величине без 

упоређивања са другом, рецимо, са јединичном, остаје код 

Еуклида нејасан. Претпоста вља се да је таква величина самер

љива са другом, у датом случају са квадратом, чија је вели

чина узета за основну. 3. Аш'ебарски та теорема се доказује 
овим закључком: из а: Ь = т: п следује а%: аЬ = т: п, тј. 

правоугаоник аЬ је самерљив са квадратом а2 • 

23 Једноставније можемо текст ове теореме формули

сати овако: 

Рационалан правоугаоник на рационалној основи има и 

рационалну висину, самерљиву по дужини са основом. 

24 Ову теорему можемо алгебарски формулисати овако. 

Нека су а и Ь две, у Еуклидовом смислу, рационалне дужи, 

самерљиве само у степену. Тада можемо ставити: 

а2 = ms, Ь2 = ns, 

где су т и п међусобно прости цели бројеви, који нису 

потпуни квадрати, и s највећа заједничка мера коју можемо 
узети за јединицу и после тога ставити 

- а = Ут, ь = Vn. 
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Тада је 

и, према томе, очевндно, ирационалан број. 

Исто тако, страна р. квадрата са површином једнаком 

површини правоугаоника која износи 

,---~--- 4 

р.= УаЬ= VV т УП = Уmn 

ирационалан је број. Величина р. грчки се зове P.€0'1j - средња. 

Веhина преводилаца, према превuдиоцу Еуклидових елемеНlНа 

на -латински јеаик- - Gerhardt'y из Кремоне - преводи ту 
реч са медијала (medialis), јер је за ту средњу величину 

згодно употребити нарочити термин, како би се разликовао 

од назива других средњих величина. 

26 Ле ма изражава врло просту особину размере: 

а а· а 02 

ь Ь· а оЬ 

Прочитана геометриски она даје садржај леме. 

26 Савременим алгебарским језиком теорема се овако 

тумачи. 

Пошто медијалу р. можемо изразити овако. 

/---------

р.= VVm 'Уп с, 

где су т и п међусобно прости бројеви, не потпуни квадрати, 

и с је нека дужина, која може бити и јединица, 'за правоу

гаоник са димензијама а и Ь, при чему је а рационално, тј. 

а= l!.. С, имамо 
q 

а Ь=р.2= -Ут 'Уп с2 = уТ с2 , 

где је k=mn. Одавде је 

q V k 
Ь ~ ------- с . 

р 

Тај образац показује да је Ь рационално у Еуклидовом 
смислу, а,ЛИ није самеРЉИ80 са с по дужини. 
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Текст Еуклидова доказа ове Teopelile доста је КОМПЈ1И

кован и, да би се лакше читао, згодно је пратити OДГOB~jJa

jyhe оп.ерације и закључке У алгебарској форми. 
27 Алгебарски ова теорема се овако проверава. 

,-
Дато је: Jl-= V уТ с и Х: Jl-=p: q, где су ознаке очигледне. 

Тада је 

I1P ,г=. ср = у' '/-k с', Х=- = V у k v 
q q 

а овај израз и IIотврђује теорему. 

28 ОВУ теорему можемо овако протумачити. 

Пошто су стране правоугаоника, као медијале, самерљиве 

по дужини, можемо их изразити на овај начин 

где су ознаке очигледне из претходног коментара, и за повр

шину правоугаоника имамо 

111112= 'Јт 'Јп Рl Р2 c~, 

а, у услед тога, за страну квадрата једнаког површи",и пра

воугаоника добивамо 

}l = YJl-l Jl-2 = V v ';-V-;;:;2 с , 
а тај израз и потврђује медијалност правоугаоника. 

29 Са ознакама сличним ознакама коментара претходне 

теореме ову теорему тумачимо овако. 

Пошто су стране правоугаоника, као медијале, саме р

љиве само у степеl!У, можемо изразити овако: 

за површину правоугаоника имамо 

}l1 }l2= VPl р, 'Jmп с2 • 

Сад треба разл.иковати два случаја: 



1. Корени су самерљиви, тј. 'ЈРl Р2=" "Уmп; тада је 

}1ј }-\2 = k т п с2 

и површина правоугаоника је рационална. 
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2. Корени су несамерљиви. Тада за страну р. квадрата кОји 
има површину јеДН8КУ поsршини правоугаоннка добивамо 

р. = V}ll }l2= V 'ЈРl Р2 V mn с 
8 то потврђује медијалност правоугаоника. 

10 Поновимо Еуклидов доказ са кратким ознакама. 

Дато је р= 'Јm с2 , Q= 'Јп с2 • Треба доказати да раз
лика Р - Q не може бити рационална. Претпоставимо су протно 
и ставимо 

Р=ГХ, Q=ry, P-Q=rz, 

тј. сматрајмо да су Х, у, z, према Еуклидовој дефиницији, 

рационални, али 

Х\ЈГ, у,--,Г, Znr. 

Тада имамо низ ових З8l<ључака: 

yvz, 
. пошто је Y:Z=y2: yz у2 V yz, 

(y2+Z2)ny~, 

2yznyZ, 

(y2+ Z2) v 2 yz, 

(y2+ Z2+ 2 yz) v y~ + Z2, 

(у+ Z)2 V (у2 + z2), 

х2 V (у2 + .::2) . 

Како је у2 + z2.,рационално, и х' jt' ИРlJциона.ню, те је и 

х ирационално, а оно је по претпоставци рацноналнu. Према 

. томе ни Р - Q не може бити рационално. 
91 ПОНОВИМО кратко Еуклидову конструкцију са ње

говим ознакама. 

Узимамо дужи А и В под УСЛОВОМ С8мерљивости само. у 

~тепену 

Одређујемо Г: 
А: Г= Г: В , као средњу пропорционалу, 
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и затим i.\: 

,4: В= Г: L\., као четврту пропорционалу 

у претходној пропорцији извршимо пермутацију 

А:Г=В:!!. 

и упоредимо две вредности размере А:Г 

Г:В=В:6. , 

одале добијемо 

r·t1=B2. 

Пошто је В рационално, биhе и В2 рационално, те је, 

према томе и Г·6. рационално. 

92 Слично претходном коментару поновимо Еуклидову 

конструкцију И овог задатка. 

Узмимо три дужи А, В, Г под условом да је 

(*) ,42:82: Г2=р: q: r. 

За А и В конструишимо средњу пропорционалу 6., тј. 

(**) A:t1=t1:B, 

а затим четврту пропорционалу Е из пропорције 

, B:F=t1:E. 

Из (*) и (**) следује да су А· В и t12 медијалне повр

шине, а t1 је медијала. Како су В и Г СlIмерљиве само у 

степену и t1 је медијала, из (О) З8ључујемо да је и Е медИјала. 

Затим образујемо пропорције: из (О) и (**) 

B:t1=F:E, 

В:6.=6.:А, 

а од овиХ 

6.:А =Г:Е. 

Пошто је Прllвоугаоник А • Г медијllлан, биЬе и правоу
ГIIОНИК t1. Е медијалан, јер је 

А ,Г=!Ј.· Е . 
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ss у овој леми Еук.1ИД даје поступак ~a ОЈ1.ређивање 

три ПИТ;iГОРИН8 броја, тј. бројева' који задовољавају услов 

да је збир квадрата два броја једнак квадрату треЬег броја. 

Узмимо два броја а и Ь, оба, по Еуклиду, или парна 

или непарна, са вредностима сличних површинских бројева, тј. 

а=Рl а· Р2 а =Р 1 Р2 а2 =ра2 , 

Тада имамо 

а b=p~ а2 ~2=(p а ~)2=т2. 

Други и треhи број, из Еуклидових геометриских ус

лова, имају вредности 

I 1 
п = 2 (о - Ь)=2 р (а 7 -~!" 

S = ~ (а + Ь ) = ~ р (а2 + ~2) , 
2 2 

при чему су, због истовремености парнос!!'и или непарности 

бројева а и Ь, бројеви fl и s цели бројеви. 
Поступак, који наводи Еуклид, заснива се на идентитету: 

(р а ~)2 + [ t р (а! - ~2) Г == [ ~ р (а2 + ~2)Г 
Међутим тај идентитет можемо заменити овим: 

(а2 _ ~2)2 + (2 а р)2 == (а2 + ~2)2 
И добити ове Пита гори не бројеве: 

т = а2 
- ~2, П = 2 а 13 , 

f где су а и р цели бројеви, који'у 
јева задовољавају услов а> р. 

s = а2 + 132, 
случају позитивних 'бро-

Ако а и ~ имају заједнички чинилац, можемо КВ8дратом 

тог чиниоца поделити сваки од бројева т, п, s и добивени 
резултати ће остати Питагорини цели бројеви. Обратно, 

сваки од бројева т, п, s можемо помножити произвољним, 

а за целе бројеве целим бројем, - резултати множења биhе 
поново Пита гори ни бројеви. 
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у вези са формирањем Питагориних целих бројева, од 

интереса је навести две врсте Питагориних целих бројева и 

то под овим условима. 

1. Да j~ хипотенуза веЬа за јединицу од једне катете. 

Тај услов задовољавају ови број~ви 

1 
s = - (k2 + 1), 

2 

при чему број k треба да буде непаран. За k = 1,3, 5, 7,9, 
11 имамо ове бројеве: 

1 О 1 
3 4 5 
5 12 13 
7 24 25 
9 40 41 

11 60 61 

2. Да се кнете разликују за јединицу. За одређивање 

таквих бројева могу се добити рекурзивни обрасци, које ми 

је ставио на расположење Р. Бојаниh. Пошто су то обрасци 

доста компликовани, наводимо само примере таквих бројева. 

о 1 
4 3 5 

21 20 29 
120 119 169 
697 696 985 

4060 4059 5741 
23661 23660 33461 

137904 137903 195025 
803761 803760 1136689 

4684660 4684659 6625109 

S( у овој леJ,fИ Еуклид nOCTa/3.lQa задатак о одређивању 

ДB~ квадрата qији збltР није квадрат. Како је тај задатак нео

дређен, Еуклид сужава своје излагање и зауставља се само 
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на једном начину добивања- бројева који нису Питагориви. 

Његова метода своди се на то да се уа му три ПитаГОРИИII 

броја, једаи од њих (катета) смањи ЗII јединицу, па оfJда Покаже 

да је неМОГУће променити треhи број (хипотенузу) тако да 

се добију поново три Питагорина броја. . 

Узмимо три Питагорина броја са нашим ознакама у 

облику 

-па покаЖ1fМО да збир квадрата два броја, од којих је један 

смањен за јединицу, тј. збир 

више није квадрат целог броја. 

Претпоставимо да такав цео број постоји и .означимо 

га са сЈ, тј. ставимо 

Пре свега приметимо да број с5 треба да буде мањи од 

1 .• 
- р (а2 + Р2), јер, пошто се смањила лева страна једначина (*) 
2 

треба да се смањи и десна страна. Дакле је 

(**) 

Покажимо сад за број с5 да не може бити ни веhи, ни 

једнак, ни мањи од броја 

1 . 
а' = - р (а2 + ~I) - 1, 

2 

те, према томе, не постоји као цео број. 

ЕУКЛНАОВИ елементи Х 11 
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1. Нека је, прво, а > а'. Тада је 

(P(%~)2+[~ p«(%2_~2)_1 T>[~ р (а:2 +р2)-1 т· 
Да из ове неједнакости добијемо тражену једнакост 

за ci треба повеhати десну страну. А кад одређујемо само 

целе !бројеве, треба ставити на десној први најближи веhи 
цео б(ю}, а то је број 

и тада је 

Како је овај услов противуречан услову (**), наша 

прва хипотеза је немогуЬа. 

Приметимо да смо у току расуђивања повеhали број 

а' за целу јединицу,' јер се оперише само'У области 

целих бројева. ОВУЈ:НУЖНОСТ Еуклид подвлачи реченицом: 

• УУIX i1YJ 1:}lIJ.'}ij ~ }lOVcXc;" коју смо превели: "како се не би де
лила јединаца".· Смисао ове реченице која није непосредно 
везана логички са текстом постаје разумљив тек пошто се 

схвати смисао целог текста. 

2. Нека сад буде а=а'. 
Тада из једна чине 

под условом (*) следује 

н то је немогуЬе, јер ни р, ни ~2 не могу бити једнаки нули. 

3. Најзад, нека је cr < а'. 
Тада можемо ставити 
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где· је г цео број веhи од јединице. 

Ако сад упоредо са једначином 

(р а 13)2 + [ ~ р (а ~ - ~2) -1] 1=[ ~ р (а2 + ~2) - Г ]2 
узмемо у обзир и идентитет 

(р а ~)2_ 2 Г Р 132 + [ ~ р (а2 - ~2) - Г Ј 2= [ ~ Р (а' + ~J) - Г Г 

Л8КО долазимо до немогуће једна чине 

(pa~)2- 2гp~2 + [~ p(1X2 -132)-г Ј2= 

= (рар)2+ [~ р(а2 +13)-1 Ј2, 

јер се сваки члан десне стране замењује мањим величинама 
са леве стране. 

si протумачимо овај задатак кратко аналитички. 

Треба одредити две дужи а и Ь (а> Ь) тако да оне 

буду самерљиве само у степену, а разлика њихових' квадрата 

дз се изражава КВ8дратом дужи која је самеРЉН:lа по ду

жини са а. 

Зато узмимо два квадратна броја т2 и п2 (т2> п2), чија 
разлика т2 - п2 није квадратни број. 

Саставимо пропорцију 
/ 

и одредимо 

Бројеви а и Ь "адовољавају ове услове: 

1. а>Ь, 2. а2:Ь2=т2:(т2-п2), тј. аГ\- Ь; но а:Ь= 

= т: V т':!. - п2, или а v Ь. 3. а2 
- Ь" = (п ојт)", при чему 

јепаlтг\а. 
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86 према претходном, овом задатку одговара наредно 

решење. Претпоставимо да за два квадратна броја т! и гz2 

број '?l_2+ гz% није квадрат. Тада имамо пропорцију 

а2 : Ь! = (т2 + n2 ): m2 

и решење 

Јасно је'да је: 1: а> Ь, 2. ап_Ь и 

3. 

па значи 

ла 
--~--- -- v а. 

~т% + n2 

IТ Узмимо две дужи самерљиве само у степену. Нека 

то буду, према задатку 29., дужи а, Ь = а 1/1- р2, где је р = п/т. 
Оне су самерљиве у степен (, јер је а!: Ь2 = 1: (1 - pl) И 

а 2 - Ь2 = (ар)2. 

Производ тих' бројева 

аЬ = а% {1- р2 

медијална је површина, а број 

4 

111 = а {1--јЈ2 

је медијала. 

Другу медијалу 112 можемо одредити из пропорције 

I1t: Ь = Ь: 112 

са вредношhу 

Медијале I-LI и 112 задовољавају услове задатка, наиме; 



1. 

2. 

3. 

ttl . Р-2 = а2 ( 1 - pl) 

P-~: p-~ = 1 :(1 - р2) 
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(правугаоник рационалан) 

(медијале су самерљиве 
само у степену) 

квадрат једне медијале је веhи од квадрата друге за ква
драт дужи 

4 

у=ар V 1- р2 
I 

која је самерљива по дужини са ftl , јер је 

4 4 

v=apVl- р2 п а" 1 - р2 = Р-l • 

38 За одређиваље. тих медијала узмимо три броја самер

љива само у степену. Нека то буду бројеви: 

а, aV!i, aVl- q2. 

За прву медијалу узмимо Сpe;ll;њу-npenорционалу прва 

два броја, тј. ставимо 

4 

Р-l =аУР· 

Другу медијалу одредимо из пропорције 

Р-l : а \fp = а "'] - q2 : Р-2 
са вредношhу 

4 4 

[12 = а "Ур Vl~-q2 = а Ур(Т- q2)2 . 

Величине ftl и 112 задовољавају услове постављене у 

задатку. 

Заиста, 1. то су медијале, јер се изражавају ПОМОћУ 

корена четвртог степена из рационалних бројева. Оне су 

самерљиве у степену, јер имамо: p-~: 11~ '= 1 : (1 _ q2) . 

2. Прsвоугаоник Рl Р-2 је медијалsн, јер имамо 

Р-ЈР-2- а2 V р (1 _ q2):. 
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3. Најзад за разлику квадрата имамо: 
4 

f1I - !l~ = а2 Vp - а2 Vp (l - q2) = a2q2 ~Гp = (а q \р)2 = (q}l.1)2, 

при чему је q!11 f\ fi1 . 

Траженим медијалама могу се Д8ТИ и други облици, али 

у то нећемо улазити. 

39 Из чињеНИl{е што је толико важну теорему у савременој 

метрици елементарне геометрије Еуклид ставио тек у десету 

књигу својих Елемената,и то у облику леме, треба закљу

чити да Еуклид није сматрао метрику, из које је поникла 

геометрија, за, главни део свог теориског излагања. 

40 За одређивање тражених дужи Еуклид полази од две 

дужи, које задовољавају услове 30. задатка (примедба 96), 
Н8име 

па а 
а, Ь = ------- = --= , 

Vm 2 +nZ V 14-p2 

где је р = т/п. Даље се решава систем једначина 

( 
ь t 

х+у=а, ху= 2) =а2/4(1+р2). 

Ако је х> у имамо решење 

а ( р \ 
У = 2 1 - ",1'+ р2-) . 

После тога се тражене дужи s и t одређују из јед

начина 

S2 = ах, t = ау 

у облику 

s = а V ~ (1 + VТ~=р~-)' 
Дужи s и t задовољавају тражене услове: 

1. sv-t, јер је 

S2:j2.= 1 + 2p~ + 2р уГ + р2. 



2. Sl + (2 = а2 , тј. збир квадрата је рационалан. 

а2 

з. st = 2,/Г+рЈ t тј. правоугаоник медијалан. 

41 У овом задатку полазимо од две медијале 

а 
џ,! = --С4---

УТ+р2 -
и, као и у претходном задатку, решавамо једначине 

х + у = I-Lt, 

ху = (1!2/2)~2 = р-ј2/4 (1 + р2), 
затим стављамо 

и добивамо 

Дужи s и t зџ.овољаRају постављене услове: 

1. sv- t, јер и овде је 

S2: t2 - 1 + 2р2 + 2р Уl + p~, 
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тј. медијалан 

а2 

3. st = -=== 
-У1 + р2 

1 i аl . 
- . ~ ----"--, тЈ. рационалан. 
2 -у 1 + р2 2 (1 + р2) 

4t За решење овог задатка узмимо ове две медијзле: 

4 

Р-ј = а "ур, 
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Састзвимо систем једначина 

х + у =}lJ , 

ху = {}l%/2)2 = }l12/4(1 + qZ}, 

решимо тај систем 

х =.+ fLl (1 + 1·: q~) , 
и, после увођења 

S2 = fLl Х, 

добијамо тражене дужи s и [: 

Ове дужи задовољавају дати задатак; заиста: 

1. sv-t, јер је S2: f2 = 1 + 2 qZ + 2q УГ+. q'1., 

2. S2 + (2 = а2 'Јр ,;,. ~t12, 

3. st = а2 'Јр 

4. s2+f
2 

= 2 Vl+q2. 
sf 

48 До овог става Еуклид је оперисао са дужинама ове 

алгебарске природе: рационалне -т/п, самерљиве само у сте-· 
4 

пену - Vr/, Vb и медија,лне УйЬ; медијала је средња пропор· 
ционала З8 две, у Еуклидовом смислу, р,щионалне - вели·' 

чине типа Vа'{самерљиве само У степену). у наредним ста
вовима Еуклид уводи нових шест ирационалних дужи, ПРВУ 

хексаду ирационалности. То СУ величине са овим називима. 

1. Биномијала - €X ouo 6V0[1IX-rwv, 

2. Прва бимедијала - ЕХ Мо f1EO"WV 1fpw'tJj, 

3. Друга бимедијала - ЕХ Мо [1ЕО"ШУ 08U'tEP~, 
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4. nВеЬа" - f.LEi~u)'l, 

5 .• Страна квадрата једнаког збиру рационалне и меди
јзлне површине- - Р1јТ(,У ха;1 f.L€Gvv BuvaJ.L€v7j, 

6 .• Страна квадрата једнаког збиру две медијалне по-

вршине" - аио р.еаа ouvcxf.LiV1j. ~-

у овој 36. теореми се ПрОЈ чава биномијала. То је ира
ционалност облика 

(*) 'Ја + 'ЈЬ 
при чему један, али само један, од бројева а и Ь може пити 

квадратан. 

Грчки назив .ЕхМс, Gv0f.Lci'twv· значи "из два Назива

И према томе било би правилније превести тај назив/, са 

.биноминала" - nдвоимена", а не »биномијаЛ8" - .ДВОЧЛ8Н8", 

К8КО -је то усвојено. 

Средствима савремене 8Ј1гебре ИЗВОђење доказа ираци

ОН~ЛНОС·ТИ како ИЗР8за С), тако и свих осталих пет израЗ8 

хекса.це не претставља никакву тешкоhу. Нећемо то И3-

водити. 

Приметимо да ову теорему мож~мо .тумачити и друк

чије, СМ8трајуhи за биномијалу израз (НеаЉ): 

r + r {[, 

где је r рационална дуж, а k није квадратни број. У то.м 

облику ова ирационалност, можда, боље одговара грчком 

називу, јер је збир заи .. та састављен од. две ра~ноимене 

величине - рационалне и ирационалне у нашем смислу и 

самерљиве само у степену у Еуклидовом смислу. Сам збир 

је ирационалан у Еуклидовом СМИСЈIУ, јер и подигнут на 

квадрат он није самерљив са г. 

44 Прву бимедијалу можемо изразити збиром 

4 4 4 

'Ја 'Јр + 'Ја 'ЈрВ = Уа 'Јр(l + 'Ур) 
или, у другом облику, 

, 
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46 Друга бимедијала се изражава 

4 1 4 

Уа- -t- Уа УЬ = Уа (1 -t- УЬ), 

И.'ЈИ 

rk
1

/ 4 -t-r (Р. 
Vk 

Приметимо да су све претходне ирацИОНI!ЛНОСТИ збирови 

две дужи које су самерљиџе у степену. 

46 Алгебарски се ирационалност овог задатка изражава 

збиром: 

при чему су испуњени услови: 

1. s,~-t, јер је S2:t2 = 1 ~U2 -t-2kV1+k2, 

1 
3. st = _г2 

2 Уl + Р 

Ова ирационалност се зове .већа" из разлога што на 

другом месту Еуклид проучава ирационалност s - (, која се 

у поређењу са s + t зове "мања". 
Приметимо да су s + t и s - t позитивни корени БИКВ8-

дратне једна чине 

47 Ирационалност овог задатка претставиhемо овако: 



при чему имамо услове: 

). Sv- t, јер је поново s2: [2 = 1 + k2 + 2k "T+k~ 

2! ,! 
2. S + t = ,,=, . (медијална пов.ршина), , 

уl + k2 

(рационална површина). 

Како је при томе 

(s + 1)2 ~ (2st) + (S2 + (2), 
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биhе s + t страна оног квадрата чија је површина једнака 

збиру површина - рационалне ~ / медијалне. 
Приметимо и овде да су збир s + 1 и разлика s - t 

позитивни корени биквадратне једна чине 

48 Како смо видели у примедби 42, дужи које задо

вољавају услове овог става' могу дати ову ирационалност 

Остаје само да се· покаже да је квадрат тог збира једнак 

збиру две медијалне ловршине. Заиста, имамо 

4 

са 111 = а 'ЈР, а то и показује тражену особину. 

И ту можемо навести ону биквадратну једначину коју 
задовољавају збир s + [ и разлика s - t: 

-

У- k2 4 О 
Z4 - 2 р ,2 Z2 + Р 1 + k2 ' = . 
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49 Алгебарски можемо ову лему овако доказати. 

Нека је 

х + у = u + v = 2а 

и х> \). Треба доказати да је 

х2 +у2 > и2 + v2
• 

1. Из х> v следује да је 

x-a>v-a 

2. 

јер -је, напр., 

ху = а2 - (х - (1)2, 

UV = а2 - (v - а)2, 

ху = а 2 - (а2 - ху) = а2 - (а2 - х [2а -х]) = а2 ~ (х - а)2. 

3. ху < uv 

4. 

5. 

и 2ху< 2u\l 

х2 + у2 + 2ху = и2 + v2 + 2uv 

50 Кратак текст шест теорема од 42 до 47, које се 

односе на ирационалности прве хексаде, сам по себи је тешко 

разумљив. Прави садржај тих теорема се види из овог. Свака 

од раније наведених шест теорема (од 36 дQ 41) тврди да 
збир две дужи одређеног типа претстаВЉ8 ирационалну дуж 

одређене категорије. Шест наредних теорема, међутим тврде 

да се свака таква ирационална дуж одређене категорије М.Qже 

само на један једини начин, тј. поделом CgMO једном тачком, 
претставити као збир дужи одређеног типа. 

бl .Еуклидов доказ о јединствености' разлагања бина

мијале на два сабирка који су самерљиви само у степену, 
изводи се кратко овако. 

Нека постоји 

(*) а = х + у = u + v, 

при чему искључујемо могуЬност и = у, v = х, која не даје 

ништа ново. 



Тада из једна чине 

02 = х2 + у2 + 2ху = и2 + vl + 2uv 

изводимо једначину 

(**) (х2 + у2) - (и2 + v2) =2uv - 2x.v. 
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Како .је лева страна. рационална, а десна је медијална, 

закључујемо да је она немо!'уЬа, а према томе је немогуЬа 

и једначина ("*). ,/ 
52 У овом ставу треба применити једначину (**) прет

ходне примедбе. И она доводи до немогуhности, јер је њена 

лева страна медиј3Ј1на, а десна рационална. 

-55 Ова теоре'ма се не може доказати непосредiЮ при

мењујуhи методе доказа претходних теорема, јер су у овом 

случају збир.квадрата и правоугаоник исте аналитичке при

роде, они су медијални. Да избегне ову тешкоhу Еуклид 

конструише све површине на истој рационалној дужи, рецимо 

на дужи о; тада су друге стране тих површина рационалне 

дужи самерљиве само у степену. У овом случају долазимо 
до једначин.е 

х2 +у2 2ху u2 + v2 2uv 
-----'-=--- + --- = + --, 

о а а а 

која изједначује две биномијале, претстављене на два раз

личита начина, а то је, према теореми 42., немогуЬе. Према 
томе је немогуЬа подела на други начин и друге бимедијале. 

54 Ме:года доказа ове теореме је истоветна са MeT~ДOM 

која је била примењена при доказу Teop~Ma 42. и 43 .. 
55 Претходна примедба се проширује и на ову :tfopeMY, 
'56 ДОl{8З ове теореме је аналоган доказу теореме 44. 
57 Изаберимо неку дуж КЗ0 основну И сматрајмо је као 

рационалну; за њу узимамо ранију ознаку г. 

Даље, оэначимо са s неку биномијалу као збир два 

рационаJlна члана који су самерљиви самЬ у степену. 

Нека а и Ь буду веhи и мањи део 6иномијале, тј. 

s =- о + Ь. (о> Ь) 
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Наведених шест дефиниција дају класификацију бино

мијала према једначини 

Чине се две претпоставке: 

СГ\й И CvG. 

Затим се сваки од ових случај ева рашчлањује tl8 три 

случаја према са\1еРЉИ80СТИ делова G и Ь са рационЗ'лном 
дужи Г. 

Према томе можемо саставити ову схему за дефиниције 

шест наведених ирационалности 

I a~, В1 
СГ\й ЬГ\Г В2 

GvT, bvT Вз I a~, В4 
CvG ЬГ\Г В5 

GvT, bvT В6 

58 Извршимо сад са алгебарским ознакама поступак 

-- који Еуклид примењује за одређивање прве биномијале. 

Узмимо за рационалну дуж tJ. = г.' 

Затим на бројној правој одмеримо квадратни број АВ = 

= р ~ т2 • Од тога броја одузмимо други квадратни број п2 • 

Остатак означимо са q = т2 - п2 ; он не сме бити квадратни 

број. 

Даље, узмимо произвољан рационалан број kи одме

РИМЈ од тачке Е (слика текста) дужину k г. Нека то буде 

веhи део а биномијале. За одређивање другог, непознатог 

дела Ь, искористимо услов да су а и Ь самерљиве у степену 

и ставимо 

одакле је 
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На тај ньчин коначно имамо прву бииомијелу у облику 

V m2- ____ п2 

а + Ь = kr + kr ---- . 
т 

Да је то биномијала види се из квадратие самерљивости 

делова: 
, ' 

А да је то заиста баш прва биномијала ПОТВРђује 

једначииа 

која показује' да је величина с, прво самерљива по дужиии 

са а и, друго, д~ је самерљива по дужини и са г. 

Приметимо да прва биномијала задовољава квадратну 

једначину 

59 Слично предходном се показује да се друга биноми

јала изражава у облику 

при чему је kr мањи део. 
Ова биномијала задовољава једначину 

x~ - 2 - krm х + 2 п
2 

2 = О. 
Уm2 - п2 т - п 

60 Tpeha биномијала има вредност 

v z ~ 
r Vk + r Vk т - п . 

т 

Како је у овом случају а>Ь, а С= пг llk вндимо да су 
т I , 
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а и с самерљиве по дужиии једна са другом, али wиједна 

до њих није самерљива по дужини са г. 

Ова биномијала је корен једначине 

2 - п! 2 
Х -2гх Vk + -2-kr = О. 

т 

61 Четврта биномијаЛ8, према Еуклидовом тексту, изра· 

жава се у облику 

kг+kг \. I т _ . v m.+ п 

Пошто је у датом случају с = kг \. I п , видимо да је 
V m+п 

с несамерљиво по дужини са' а = kг; но а је самерљиво са г. 

Ова биномијала задовољава једначину 

62 Пету биномијалу изразимо овако 

.у m + п k kr -- + r 
т ' 

Лако је видети да тај израз задовољава услове постав

љене за ову биноми јалу. 

Тај израз је корен једна<Јине 

У
--

9 т +п п 
X~ + 2 kr -_. - + -- k2 г2 = О 

т т 

63 Најзад за шесту биномијалу имамо 

r vk;" + г V k2 , 

f:ll;e k 1 и k2 нису квадратни бројеви, k. је веЬе рд k2 и k1 - k2 

Ф р2 k l' Г де је р неки рационални број. Под овим условима 

написани израз одговара условима постављеним за ову бино
мијалу. 



Једначина коју задовољава o~a биномијала гnаси 

х2 - 2, '11:; х + (k1 - k2 ) ,2= о. 
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6l Ако стране квадрата - деnова означимо са а и Ь , може
мо написати два идентитета 

(аЬ)2==а2 .Ь2 , 

[(а+Ь) .Ь]2==(а+Ь)2. Ь2 , 

који изражавају два метричка става ове nеме. 

65 Ако рационалну дуж поново означимо са " а прву 

6иномијалу узмемо у обnику који је наведен у примедби 58, 

nовршина правоугаоннка је одређена изразом 

k,2 ( 1 + V т: - п2 
). 

Тај израз треба претставити квадратом збира. 

Како је 

{,Ј/2--=- п2 [r ( )Ј 2 
1+ т == У2-m- "Уm+п -+- y~ , 

можеМ9 ставити 

Ж(1 V m2 
- п 3 ) = \1, -vk(m+fl) v/_k~(m_-~n»)2 

k, + . 2 +, ') 
т т L.m' 

а то и доказује иаведену теорему, јер са десне страие имамо 

квадрат биномија.!Је као збира две дужи самерљиве само у 

степену. 

66 у овој теореми треба искористити израз из примедбе 

<>8 за другу биномијалу и затим се изводи идентитет 

'(у :::n2+k')==['~~~~~ +'V~V:~~J2. 
Израз који се диже на квадрат је прва бимедијала. Ако 

<:тавимо 

l/kllm+-~ = y,,1/4, 

У2 Ут-п 

Еуклидовн елемtDТИ КЊ. 10 12 
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тај израз добива једноставан облик 

г ~Ч4 + Г ~3/4, 
који одговара примедбиН . 

67 За ову теорему треба потврдити идентитет 

Ако ставимо 

израз, који се диже на квадрат, можемо написати у облику 

rx'l. + г ~~, 
где је 

а тај облик одговара облику друге бимедијале наведеном у 

пркмедбиfБ • 

68 Ова теорема се заснива на иде'нтитету 

г( k r + k r V т : п) == 

=[г V-:(l-~Vm:n)+r y-~ (1 - V .m:n)Т 
Са леве стране имамо производ рационалне дужи и 

четврте биномијале (приыедба61 ), а са десне квадрат тако

зване .веће" (примедба46 ). 

69 За ову теорему важи идентитет 

r(kTVm:n+kT)== 

==[гY""'--~(y·=m:n""-------+ y-~)~гy~(ym:n -V~)Г 
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Са леве стране стоји производ рационалне дужи г и 
пете биномијале (примедба62), а са десне квадрат таКОЗЈ3ане 

.стране квадр'атз једнаког збиру рационалне и медијалне 
површине" (примедба47). 

70 Најзад З3 последњу теорему ове групе треба навести 

идентитет 

r (г Yk-; + гY~) == [г У+ O/'k~ + Vk1 -k;5 + г V~Vkl - Vkl~= k 2)] ~ 
r де је са леве стране производ г и шесте биномијале (при

медба68); а са десне квадрат такозване .стране квадрата 

једнаког збиру две медијалне површине" (примедба48) 

71 Ако уведем о ознаке 

Ад =дВ=а, ДГ=х, 

имаhемо 

АР + ГВ2 = (а+х)2 + (а-х)2 = 2(а2 +х!) > 2а2 , 

2 АГ. ГВ =2 (а+х) (а-х) = 2 (а2 -х!) < 2 а!. 

Одавде је јасно да је 

АР + ГВ2> 2 АГ. ГВ. 

7% У наредним ставовима, од 60 до 65, показује се како 
се квадрат на ирационалности од 36 до 41 може претставити 
као правоугаоник са странама - једном рационалнем дужи и 

другом у облику биномијале о којима се говори у ставовима 

од 48 до 53. 
Сваком од ових ставова одговара у суштини један ана

-литички идентитет. Еуклид своја извођења врши геометри

ским путем. 

Ради објашњења Еуклидове методе докажимо прву 

теорему ове серије са уобичајtНИМ ознакама. 

Нека је: 1. AB~a+b, а> Ь, а Г\,_ Ь 

2. (a+b)2=rs, 

где је г рационална дуж. 
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Треба доказати да је s прва биномијала, тј. дуж која 

се дели на таква два дела х и у, да је 1. х> у, х,,_ у, х" г 

и, ако ставимо да је X2 _ y2=ZI, биhе 2. z" х и Z" Г. 

Искористимо Еуклидову слику са Допунским ознакама. 

Прво се доказује да је s = х + у биномијала, тј. дуж која 
задовољава услове: х> у, X V у, али х ,,_ у . 

А а г ь В 

Из а ,'\_ Ь следује да је а%" Ь2 и 

а 2 + Ь2" а% " Ь2 , па значи да је а2 -+ b~ рацио
нална величина. А како је а2 + Ь2 = гх, зна
чи и х је рационална величина, и х" г . 
Пошто за а> Ь важи а2 + Ь2 > 2аЬ , 
имамо гх > ГУ или х > У. 

За доказ да је х V у, али х ,,_'У, узмимо једначину 

гу = 2 а Ь. 

Пошто је а п_ Ь, површина а Ь па значи и 2 а Ь су ме
дијалне те, према томе, ако је г рационално, У је такође ра

ционално у Еуклидову смислу, али несамерљиво по дужини 

са г, а то значи и са х, које је самерљиво са г. На овај 

начин х V у, али х г,\_ у. 

Докажимо још да у једна чини х2 - у% = z2, У нашем слу
чају, имамо z п х. 

Како је гх=аl +Ь2 , гу=2аЬ, имамо 

а2 _ Ь2 

а како је а п_ Ь, тј. а2 г\ Ь2 , биhе и -- самерљиво са 
г 

аЖ + Ь2 

-г- , а то значи и са х, а и са г, пошто је и х самерљиво 

са г. Тиме смо потврдили и допунски услов, да дуж s = х + у 
буде баш прва биномијала, јер је х самерљиво са г. 

Ова Еуклидова конструкција одговара' једна чини 

( 
Ј{_)2 [a2(1+k) 2aZVk] 

a+yka =г г + г ' 
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која се СВОДИ на идентитет 

( 1 + V k ) t == 1 + k + 2 "У" . 
Израз 

а2 (1 +k) 2 a~ Vk 
-'---- -1- -, . , 

заиста претставља прву биномијалу, јер под условом а>Ь, 

тј. Vk < 1 први део је заиста мањи од другог; затим, та два 
дела су самерљива само у степену и на основу једна чине 

мож~ыо закључити да са десне стране имамо квадрат дужи 

која је самерљива по дужини и са првом и са другом дужи 

и са ,. 

у коментарима наредних пет теоремазауставиhемо се 

само на иаВОђењу одговарајуhих аналитичкнх идентитета. 
78 Овој теореми одговара идентитет 

(akl/4+ak3/4?=='[ a
2
(1+,k)Vk +' 2~a2J. 

74 Идентитет за овај случај можемо написати 

(а kJ/4 + аЈе._) 2== 'la2 
(k ~e1 + 2{J2Y~]. 

kJj4 , V k , 

75 За овај случај имамо идентитет 

[ya~ V~-:--~J~:-k~ + ,,{Ј2 Y~-" -1:~;; Ј 2== , (:2 + ," lа: k2') • 

76 Идентитет Olc.or случаја је 

("2(lа+ k2) VVl-+k
2 

+ k + У2(1а+ k2) VVci/(2-k)% == 

== , (, Vl
a:k2 + ,(1 a~ k2»)' 
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77 Најзад, за овај последњи слуцај иыамо 

[
а рl!, _ ! - ---------ic-- а р','. /-- ---Х--]2 _ (а2 ,-- а2 .... Г;;) 
,12 V 1 + V-i--~-ck-; +--vf[ V 1 -- Vf-':;k-; = r -; V р+ г-у 1 + k2 . 

78 Теореме од 66 до 70 готово су ОЧИf\ледне, нароцито 
са гледишта савремене геометрије, јер одговарају слицној 

трансформацији TalfaKa једне дужи 'f тацке друге дужи, циј!i 

је дужина промењена. 

79 Збир рационалне и медијалне површине, О којима је 

рец у овој теореми, можемо овако претставити 

kr2 + Ур г2 = г2 (k + Ур), 
где су k и Р рационални бројеви. У теореми се поставља 

питање о трансформацији израза k + Vfi у квадрат збира две 
ирационалности, од којих једна може да дегенерише у раци

оналност. 

Еуклидова геометриска анализа показује да при иден

тицној трансформацији 

k + Ifp=(x + у)2 
велицине х и у треба да задовољавају једну од наредних 

комбинација услова. 

1. х = у-;', у = y~ и OCГ\~ 
А то су услови за бин,?мијалу. 

4 4 4 4 

11. х = у-;" у = Y~, под условима: 1. V~ v y~ 2. у-;' (, ур. 
4 

3. У IX~' је рационалан. Ти услови одговарају првој бимедИјали. 
111. х2 ; у2 =F т: п, збир х2 + у2 је -рационалан, а правоу-

гаоник х у_ - медијалан. У овом случају имамо такозвану 

»већу" ирационалност. 

IV. х2 + у2 =F m:п збир х2 + у2 је медијалан, а правоуга

они к х У рационалан. Овом случају одговара »страна квадрата 

једнаког збиру рационалне и медијалне површине". 

Сви се ови закључци лако могу потврдит~ непосредним 

рацуном. 

Слицна објашњења могу бити дата и за наредну 72. 
теорему. 
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80 У додатку уз 72-гу теорему Еуклид упоређује раз

личите ирационалности помоћу квадрата једне и производа 

друге и рационалне ду жи, Ако уведемо ознаке: 

г-рационална дуж, 

'2- рационална дуж самерљива са г само у степену, 

(.I.-медијала, 

Ь n- бино·мијала. 

Ьn.k-биномијала k'TOf реда, 

bт,k- бимедијала k'TOf реда, 

резултат Еуклидовог упореljења можемо изрази'ти једначинама 

(.1.2 = гг2 • 

Ь ~ = гьn , 1, 

b2т,k = rb n• k +) k = 1, 2, 3,4,5. 

81 Реч апотома (i1tИ~I.tr;) узимамо као термин и, како то 

раде и други писци (Heath, Enriques, Тћаег) остављамо без 

превода. Може се превести и са "от.сечак", Мордухай-Бол

товской преводи са nвычет". 

Апотоме су потпуно аналогне ирационалностима прве 

хексаде и разликују се од њих само знаком: ирационалности 

прве хексаде изражавају се збировима, а апотоме разликама 

тих истих величина. У детаљнију анализу тих ирационалности 

овде неЬемо улазити. НЬихова Еуклидова анализа\изведена 

је у ставовима од 73 до 78, Упоређивање тих ирационалности 
6иhе изведено у закључку ове десете књиге, гд~ ћемо гово

рити о општем систему Еуклидових ирационалности. 

82 Теореме од 79 до 84 аналогне су теоремама од 42 до 
-47, а слични су и методи доказа; према томе нема разлога 

улазити у де,!,аљнију анаJlИЗУ тих теорема у нашем кратком 

коментару, 

8d У овим дефиницијама Еуклид класификује апотоме, 
тј. ирационалности изражене разликом. Свака апотома а се 

изражава 

a=c-d, 
одакле је 

c=a+d. 
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при чему Еуклид примењује називе: за с-·ј) 151.7) (EO,'}E(~), цела 

дуж, за d--~ ~роdар}16~оuО'о: (е О,'}Е [а) , додатак. 

Ув~димо још 0знаке: г дата рационална дуж и h дуж 
И3 једна чине 

Класификација се заснива на двема .особинама апотома: 

1. на самерљивости или несамерљивости е и h са г и 2. на 

самерљивости или несамерљивости h и с. Те особине за 

шест апотома можемо изразити таблицом: 

1. е г\ г, 

)h~C 
А 1 

11. dГ\г А2 
111. еџ г, dџГ Аа 
JV. с г\ г, 

')hVC 
А4 

V. dГ\г А5 
VJ. еџ г, dџГ A~ 

Постојање тих шест апотома се доказује у наредним 

теоремама (85 - 90). 

84 За одређивање прве апотоме која, према дефиницији, 

треба да задовољава услове 

с г\ г, h г\ е 

ставимо, са специјалним ознакама, за прву апотому 

G 1 = е1 - dl • 

Као и раније, и овде искоришhујемо ознаке: г - рацио

нална дуж, т и п цели бројеви и т> п, [= п/т и k
- рационалан број. 

Пре свега узмимо, по Еуклиду, С1 = kr. Затим из про
порције 

одређујемо 

Уm2 - п2 ._-
dl = kr = krV 1 _[2, 

. т 



па добивамо овај израз за прву апотому 

а1 = kr - kr "У1-/2. 

Како величина ћ 1 у једначини 

2 d 2 I 2 
С 1 - 1 = 11 
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има вредност klr=Ic, ВИДимо да су заиста испуњена 06а 

услова за прву апотому у облику й1 • 

Приметимо да је прва апотом! други корен квадратне 

једначине 

Први корен те јеДlJачине је била прва биномијала. 

85 Слично предходној, друга апотома се образује на 
овај начин 

1 
а =kr-==+kr. 

2 V ] _/2 

она заједно са другом бино~ијалом, задовољава КВ8Д

ратну једначину 

kr 12 
х2 -2 V l_z;x+-т=--Ј2k2г2~О. 

86 За треЬу апотому имамо израз 

а з = r 1/1: +г У-7( УI_/2 
и одговарајуЬу квадратну једначину 

х2 -2 гх Vk +/2 kr2 = о. 

87 За четврту имамо 

и квадратну једначину 

1 
а4 = kr-kr --= 

V 1 +1 

1 
x2 -2krx + 1+/k2r2 = о. 

88, Пета апотома се изражава 

G5 =kгVI+I-kГ 
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и њој одговара једначина 

x2-2kгVГ~Т· x+/k2 r2 =O. 

89 Најзад, наводимо шесту апотому 

а6 = г viZ, -г vk;. 
и одговарајућу квадратну једначину 

x2-2гy~ x+(k1 -k2)r2 = о. 

90 Овој теореми одговара алгебарски идентитет 

_ [Ii< ,1 k }2 г(kг-kгVi-12)s Г V2(1+I) -г V -i(l-/) , 

где са леве стране стоји производ рационалне дужи и прве 

апотоме, а са десне квадрат разлике две ирационалности, 

у нашем смислу, тј. апотома. 

91 Идентитет који одговара овој теореми изгледа овако 

92 За ову теорему можемо написати идентитет 

г (Vk r-{f{ r \11_/2- )=[ r~Yi(l+; -г VV2k(1-l)]~ 
93 Идентитет ове теореме јесте 

94 За пету апотому имамо идентитет 

95 Најзад, за шесту апотему идентитет се изражава 
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96 Теореме 97-102 су обриуте теореМlма 91-96. Према 
томе идентитети, који одговарају теоремама 91-96 и дати 

су у примедбама 90- 95 остају на снази и за теореме 97-
-102. За ову последљу серију "I;eopeMa наведени идентитети 
треба само друкчије да се тумаче. Тако стоји ствар са гле

дишта савремене алгебре ирационалних величина. Примена 

Еуклидове геометриске методе у ИЗВОђељу сваке, било основне 

било обрнуте, теореме, одиосио трасформације одговарају

Ьег ирационалног израза, захтева низ геометриских расу~иваља, 

при чему геометриско решаваље квадратне једиачнне игра 

основну улогу у сваком доказу. Пажљиви читалац може 

-без тешкоhе пропратити Еукли.Дов доказ сваке теореме из 

наведене две серије. Да не бисмо преоптеретили наш комен

тар, неЬемо понављати Еуклидове доказе у лакшој савреме

ној форми како то раде неки коментатuр'и у својим опшир

ним коментарима. 

97 у овој теореми се говори о оном реду апотоме, који 

је одређен у треhим дефиницијама. 

Са' аиалитичког гледишта ова теорема је очигледна, јер 

израз сваке апотоме линеарно зависи од рационалне дужи. 

ова последља. примедба односи се и на наредне теореме 

до 107 теореме ЗIJКЉУЧНО. 
9з У теоремама 108-11 О ЕУКJIИД· се бави трансформа

цијом р8злике две површине у квадрат на дужи. Са савре
меног гледишта 1:0 одговара извлачељу квадратног корена 

из разлике две површине: рационалне и медJiјалне, меди

јалне и рационалне ~ две медијалне. Одговор дају парови 

ирационала треЬе хексаде, тј. ирационалности уведене у тео

ремама 73-78, почев од апотоме. 
99 Теорема 111 и последица те теореме служе К80 

основа за класификацију Еуклидових ирационалности. Тој 

класификаци ји посвеЬу јемо нарочити додатак свом коментару. 

100 Ј. L. Heiberg, у свом издаљу Еуклидових елемената 
ставља последље четири теореме (112-115) у заграде и 

изражава T\:fMe своје мишљеље да те теореме нису Еукли

дове, веЬ да су унесене доцније. За то се могу навести ови 
разлози: 1. По садржају теорема 111 треба да буде логички 
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последња. 2. Главни садржај 1еорема 1l2~113 је у алгебар
ској вредности (ослобођење именилаца од ирационалности 

ради згоднијег израчунавања), а такво гледиште је било 

Еуклиду страно. 3. У овим теоремама се уводи нова терми
нологија: за апотоме, место I5ЛI) и ТCPOCiUP110~OUO'U - цело и 

додатак, стоји O'lot-LCtщ - рационале, а та се реч раније од

носила само на чланове биномијала. 

Садржај ових теорема кратко можемо изразити јед

начинама: 

а - Ь --
,1 ,1 = ~a - '1 Ь, (за теорему 112) 
уа + уЬ 
а - Ь --

-=--= = 'Ја + '1 Ь, (за теорему 113) 
'Уа - 'УЬ 

('Ја + 'УЬ) (Va - 'УЬ) = а - Ь. (за теорему 114) 

Оригиналан доказ ових теорема је врло интересантан 

и читалац, који је пажљиво савладао ову Еук.лидову књигу, 

може имати велико задовољство у самосталном тумачењу 

текста ових теорема. . -" 
101 Ако са 11 означимо медијалу, тј. ставимо џ. = 'УаЬ, где 

су а и Ь (а Ф Ь) рационалне дужи самерљиве само "у степену 

можемо начинити са рационалном дужи r низ ирационал

ности 

који је бесконачан и чији су сви чланови различити по сво

јој ирационалној природи. 



ДОДАТАК 

Наведимо основну схему за Еуклидове рациона.'1не 

и ирационалне величине, које су употребљене у Х књизи 

Елемената. 

Нека су т, п - цели бројеви, k, 1 - рационални бро

јеви (k или / = п/т), при чему та слова не означују одре

ђене бројне вредности, већ само природу тих бројева -
цели или рационални у нашем смислу. 

Са г· означимо основну рационалну дуж, изабрану за 

упоређивање. Тада су (' и Г':' под условима 1. (' = kr, 2. rll2 =kr2
, 

исто тако рационалне дужи у Еуклидовом смислу, И то (' 
рационална и самерЉИВ8 по дужини!'Са г и г" рационална и 

самерљива у степену са г. 

у даљем излагању код сваке величине, коју уводимо 

стављаћемо у заграДIf број, који означава теорему у којој 

је тој величини одређена вредност. 

Медијала (21) }1 = Vrl"(2"= V~~:-Vk; г = ~k~-k~ г. 
Прва хексада ирационалности 

S1 Биномијала (;ј6) S 1 = Г + (...; k; 

S2 Прва бимедијала (37) . S2 = k1/4 ( + k3/4 r; 
/1/2 

Ss Друга бимедијала (38) Ss = k1/4 Г + - г; 
k1/4 
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S5 "Страна нвадрата једнаног збиру рационалне 
и медијалне површине" 

55 =~;i(; + k~ V~-1-~-k2+k + 'У 2 (; +k2) VV 1 +k
2
-k; (40) 

S6 "Страна квадрата једнаког збиру две медијалне 
површине" (41) 

4 ~ 

S6 = Г ~~ ~~~ 'УТ{ k2 ~ г ~~ ~ 1- -; i ~-k~ . 
Особине чланова ове прве хексаде, које служе за дефи

ницију тих чланова, МОГУ се изразити овако: 

SI =rt"+r~" 

S2 =(.11 +11%, 

Sз=].1.1 +112' 

rt',2" г2,,2, 
2 2 

I1ЈГ\ \12, 
2 2 

111" 112 , 

111 112Г\г2 ;. 

~~1 11%Г\г2 {k; 

а2 + Ь2Г\ г%, а Ьп г2 {k; 
а2 + Ь2" r2Vk а Ьп г2 Vk; 
а2 + Ь!Г" r2Vk, а Ьп г2 Vk,Q2+b 2v аЬ. 

Друга хексада ирационалности рашчлањује општи израз 
биномијале. 

81 Прва биномијала (48) 81 = k r+k гу 1-/2, 

Друга 
kr 

В% (49) B 2=-=+k г V 1 _/2 ' 

Вз Трећа (50) Вз=Vkг+Vk ГVI-/2, 

В4 Четврта (51) 
kr 

w 8 =kr+ -==-
4 У.1+" 

В5 Пета w (52) B 5 =kr V l+l+kr, 

86 Шеста (53) В6 = V k1 Г + V k,. г. 

Наведимо и таблицу особина тих бројева. Ставимо 

ј= 1,2, ... , б. 
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В. а1Г\ Т, 

Ј В2 Ь2Г\ Т, 
Вз азvг, Ьзvг 

СјГ\ај, i= 1,2,3. 

В4 а4Г\ Т, 1 
В5 Ь5Г\ Т, 

Ј Вв aBvr, bBvr 

C,Vaj, i=4,5,6. 

Треliа хексада. Чланови ове хексаде се разликују од 

чланова прве хексаде само .знаком: место збира имамо разлику. 

Називи су други. 

R1 Апотома (73), 
R2 Прва меДRјална апотома (74), 

Rз Друга медиј,!лна апотома (75), 

R. "Мања" (76), 
"Дуж која са рационалном образује медијално (77), 
"Дуж која са медијалном образује медијално" (78). 

Јасно је да нема потребе наводити ни вредности, ни 

особине- .rорљ-их -израза~ 

Као Н080 можемо исписати шест БИКВ8дратних једна

чина, од којих свака има. ова четири корена 

i=l, 2, ... ,-6 

Једначине су: 

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

Z4- 2 (1 + k) г 2 Z2 + (1 - k)2 г 4 = О, 

z4-2Vk{1+k)r2 z 2 +k(l-k)2 r 4=0, 

Z4 _ 2 k ~l г2 Z2 + ~ - 1)% г2 = О 
V k k ' 

. k 2 

Z4 -2 r2z2 +'-_r4 =0, 
1 +k2 

2 - k2 

Z4 - -== г 2 Z2 + . г4 = О 
, 1/ 1 + k (1 + k2)2 ' 

k2 

Z4 _ 2 ЈГГ г2 Z2 + 1 -- г· = О. 
у 1 +k2 
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Четврта хексада. Како друга хексада претставља бино
мијалу S1 РЗЗВJfјеиу У шест чланова, тако и четврт а хексада 

претставља ра~вијеиу 8ПОТОМУ R1• Према томе у тој хексади 

имамо шест апотома, које Ьемо означити овако: 

А 1 (85), А 2 (8б), A s, (87), А 4 (88), АБ (89), А 6 (90). 
I . 

Оне се разликују од биномијала само знаком. Биномијала и 
одговарајУЬ8 апотома су корени исте квадратне једна чине. 

Према томе имамо ових шест квадратних једнаЧИН8: 

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

Између ирационалности наведених шест хеКС8да ЕУКllИД 

поставља шест серија једначина, свака серија од шест ·јед

начина. 

Резултате у теоремама 54-59 можемо кратко изразити 
једначином 

(а) 

Знак --t употребили смо да се успостави веза не у 

облику једнакости оних израза, које смо употребили за, рецимо 

Si, већ у облику припадања сваког израза оном типу ира

ционалности, 38 који је употребљ.ена ознака. Одређивање 
самих, конкретних, ~зраза претставља одговарајуhи задатак 

који и решава Еуклид. Наведимо, прво, решења свих одго-
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варајуhих за ,атака серије (0'), 'при чему, ради упрошhавања 
штампања, изостављамо миожитељ ( односио (2: 

k+k =[1/'~(1 +Y-'-~)+ 1/~(1_\/~)·]2, v 1-/2 V"2 1 + 1, V 2 " I + 1 

((Х5) kVl+l+k=[V;(Vm+VI) +Y;(VT+i-Vl) Ј2, 

(ав) V~ + Vk~=[ V~-(Vk~ + Vk1 ~k2) + Y~·(~-~I _ V~1-_i~]2 

Теореме 60 - 65 одговарају другој, обрнутој серији (ех). 
у новој серији квадрат на Sj се претвара у правоугаОНИI< 

са дужином r и ширином В1" Према томе нову серију схе· 

матски можемо овако обележити: 

(~) 

Једиачиие те серије непосредно се добивају развијањем 

. квадрата Sj2. На овај начин имамо ових шест једначина 

(kl/4+k314)2= "k(1 +k)+2k, 

( 

{1/2)2 k+1 _ 
k1f4 + . ... = --=- + 2 \11 , 

k1/4 Vk 
81 

ЕУ.Л.~О8. елементи Х ЈЗ 
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Што се тиче две остале серије којима одговарају тео

реме 91-96 и 97-102, оне су потпуно аналогне претходним 
серија ма (ех) и (р) са једном разликом што знак плус треба 

да буде замењен знаком минус. 

Остале особине Еуклидових ирационалних израза наве

Дt:не су у тексту превода и у примедбама на тај текст. 
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ПРЕДГОВОР 

После десете књиге, у којој је била изложена Еукли

дова теорија ирационалних величина, Еуклид се поново враЬа 

на Геометрију. Ова једанаеста књига посвеЬена је првим 

елементима Стереометрије. После дефиниције просторних 

облика и постављања основних веза измеђУ њих, у првим 

ставовима се третирају релативни положај и правих и равни, 

управност и паралелност. Главни део књиге се односи на 

проучавање запремине паралелепипеда раЗIIИЧИТИХ облика и 

положаја. 

Ставови ове књиге ушли су, у веhини, било као тео

реме, било као задаци, у савремене уџбенике Стереометрије. 

Може се чак тврдити да Еуклидов стереометриски материјал 

улази у савремени школски курс дедуктивне геометрије са 

мањим изменама него планиметриски' материјал. Знатно је 

допуњена само Еуклидова метрика која је у његово време 

много заостајала, чак и од његове планиметриске метрике. 

Може се приметити да ЕуклиД уноси у своје просторне 

. претставе миого више конкретности, него у своје планиме

триске претставе, које садрже више апстрактних елемената. 

При изради и ове књиге су ми помогли В. В. Миш

ковиh и Т. П. АНђелиh, на чему им овде изјављујем за

хвалност. 

А. Б. 
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Дефиниције 1 

1. Т е л о је оно што има дужину, ширину и дубину (ви

сину).2 

2. Граница тела је п о в р ш и н а .3 

3. Праваје нормална на равни аkообразује праве 
углове са свима правима које је секу и налазе се у тој равни.4 

4. Рава:н је нормална на равни, ако су, праве, 
нормалне на' пресеку тих равни у једној равни, нормалне на 
другој равни.4 . 

5. Н ати б дуж и (п р а в е) п р е м а р а в н и је угао 
између' дате дужи и друге дужи која се добива кад се крај 

дате дужи у датој равни спојlf са подножјем нормале спуштене 
И3 другог краја дате дужи на дату раван.6 

6. Н а г и б Р а в н и п р е м а р а в н и је оштар угао 

између правих повучених у свакој од равни нормално на 

пресек равни у истој тачки. 7 

7. Каже се да је раван према равни п о Д ј е Д н а к'о н а

г н у т а као и друга раван према другој, равни, ако је нагиб 

првих равни једнак нагибу других равни. 

8. Паралелне., суоне равни које се 'He·,cycpetly.8 
9. С л и ч н е п р о с т о р н е Ф и г у р е су ,OH~, које су 

обухваhенесличним равнима у једнаком броју. 

10. Ј е д н а к е и с л и ч н е п р о с т о р н е Ф и г у р е су 

оне које су 06ухваЬене сличним равнима, јеДН!lКИМ п.о броју If 
и по величини.1О .' " ' ", " 

11. Р о г а љ (т 'е л е с н и у г а о) је узајамни нагиб више 
од две линије, које се сусрећу у истој тачюi ине налазе се 
у истој површини: Или друкчије: рогаљ (телесни угао) се 
састоји од више од два равна угла, који се не налазе у истој 

равни и- састају се у 'ипој тачкИ.Н ' 

12. П и Р а м и да ' је просторна фягура' ca~TaBљeHa' од 
равни конструисани.х над једном равни према једној тачки.t 2 
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13. П Р и з rn.1 је просторна фигура састављена од равни, 

од којих су две, наспрамне, једнаке, сличне и паралелне, 

а остале су па·ралелограми. 1S 

14. Ако пречник полукруга остаје непокретан, а полу· 

круг се око њега обрhе и врати у положај из којег је почео 

кретање, обухваhена фигура је с Ф е р а (л о п т а).1' 

15. О с а с Ф е р е је непокретна права, око које се 

обрhе полукруг.15 

16. Ц е н т а р с Ф е р е је исто што и центар полу круга. 

17. П Р е q н и к (д и ј а м е т а р) с Ф е р е је свака дуж 

што пролази кроз y..tйтар а ограничена је са оба краја сфер

ном површнном.16 

18. Ако један крак правог угла (једна катета) право
углог троугла остаје непокретан, а троугао се OKQ те праве 

обрhе и врати у положај из којег је почео кретање, обу

хваћена фИГЈР8 је к о н у с (К у П а). Ако је непокретан крак 
правог угла једнак другом краку тог угла, који се обрће, 

конуе је правоугли, ако је мањи - тупоугли, а ако је веhи 

- оштроугли.Ј7 

19. О с '8 је к о н у с а непокретна права око које се 

троугао обрhе. 

20. О с н О в а је к о н у с а круг који описује покрет

на дуж. 

21. Ако један крак праlЮГ угла правоуглог паралело

грама остаје непокретан, а паралелограм се око тог крака 

06рће и врати у 'положај из којег је почео кретање, обух

ваћена фигура је ц и л и н Д а р (8 а љ з к}.18 

22. О с а је ц и л и н Д р а непокретна права, око које 

се обрhе паралелограм. 

23. О с и о в е су ц и л и н Д р а кругови, које описују 

оне две наспрамне стране паралелограма које се обрhу. 

24 .. С л и ч и и су он" к о н у с и и Ц и л и н Д р и, чије 
су осе и пречницн основа пропоРционални. 

25. К о ц к а (К у б) је просторн~ фигура обухваhеlJа 
са шест једнаких квадрата. 

26. О к Т,а ед а.р је просторн,,- фигура обухвзЬеиа са 

осам једнаких и рзвнострцннх ТРОУГIIова. 
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27. и к о с а е Д а р је просторна ф~гура обухваhена са 
двадесет једнаких и равностраних троуглова. 

28. До д е к а е,д а р је просторна фигура обухваhена 

са дванаест једнаких, једнакостраних и једнакоуглих пето· 

углова.а 

1. 

Један део праве линије не може се налазити у некој, 

основној, равни, а други део бити издигнут изнад те равни. 

Заиста, ако је то могуће, нека се део АВ праве линије 

АВГ налази у основној равни, док је други део ВГ издигнут. 

Нека постојн у основној равни нека 

QpaBa као праволиниско продужење праве 

АВ. Нека то буде В.1. На овај начин АВ 

је заједнички део дџе праве АВГ и АВА. 

А то је немогуће, јер, ако око центра В са 

полупречником АВ нацртамо круг, његови 

преqници отсецаће од круга неједнаке кру

жне лукове. 

На овај начин, не може се један део 
праве линије налазити 'у некој, основној, ра

вни, а други бити издигнут изнад те равни. 

А то је требало Доказати.ZО 

2. 

г 

Ако две праве секу једна другу, оне су у истој ра~nи; 

и сваки троугао је у истој равни. 

А d 

Х 
r @ к в 

Нека две праве АВ и Г А секу једна 

другу у тачки Е. Тврдим да су АВ и Г.1 

У истој равни. и сваки троугао је у истој 
равни. 

Заиста узмимо на правима ЕГ и ЕВ 
неке тачке Z и Н и повуци мо ГВ, ZH и 
Z0, Н}\. Прво тврдим, .да је троугао ЕГВ 

у истој равни. Заиста, ако се један део 
троугла ЕГВ, zer или НВК, налази у основној равни, а други 
је издигнут ван те равни, онда се и један део правих ЕГ и ЕВ 

налази у основној равни, а други део ван t'e равни. А ако 
се део zrBH троугла ЕГВ налази у основној равни, а остали 
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део ван, онда се и код правих ЕГ и ЕВ један део налази 

у основној равни, а други ван равни. А 'ј о је, према дока

заном, бесмислено. Према томе је троугао ЕГВ у истој равни. 

И свака од правих ЕГ и ЕВ биhе у истој равни са троуглом 

ЕГВ, а 6иhе у равни ЕГ и ЕВ и праве АВ и ril. На овај 

начин праве АВ и Г~ су у истој равни, и сваки троугао је 

у ис~ој равни. А то је требало Доказати.21 

3. 

Ако две равни C~KY једна другу, њихов преtек је права. 

Заиста, нека две равни АВ и ВГ секу једна другу и 

њихов пресек је линија tiB. Тврдим да' је :~B права линија, 

Заиста, ако није, спојимо тачке ~ и В правом ~EB у 

равни АВ и правом ~ZB у равни ВГ. Тада rюстоје две праве 

LlEB и ~ZB са· заједничким крајевимlt, и, 

очевидно, обухватају неку површину, а то је 

бесмислено. Према томе ~EB и ~ZB нису 

праве линије. Слично се доказује,' да никаква 

друга праВЈ не постоји што спаrа"~ и В, сем 

tlB, к'оја је заједнички' пресек равни АВ и ВГ. 

r 

На овај начин, ако две равни секу једна 

другу, њихов пресек је права. А то је тре

требало доказати.22 

4. 

Права повучена кроз пресечну тачку две праве под 

правим угловима према свакоЈ од њих биhе под правим углом 

и према равни тих правих. 

Заиста, нека је права EZ, 
тачку Е правих АВ и Г~, под 

правима. Тврдим, дaj~ EZ под 
правим углом и према' равни 
правих АВ и Г /l, . '. 

Заиста, одмеримо међУ со

бом једнаке' дужи' АЕ,ЕВ:ГЕ, 
E~ и кроз Е пову'ЦИМ9 - прои'з
вољ н)' праву нЕе,. нацртајмо 
A~ и ГВ и затим кроз тачку Z 

која пролази кроз пресечну 

правим угловима према тим 

z 
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повуцимо дужи ZA, ZH, ZA, Zr, ze, ZB. Пошто су две 

дужи АЕ и Ед једнаке двема дужима ГЕ и Ев и оне чине 

једнаке 'углове, онда је основа f:..4 једнака основи ГВ и 
троугао АЕд једнак троуглу ГЕВ. Услед тога· је и угао 
дАЕ једнак углу ЕВГ. Али и угао АЕН је једнак 'углу 
ВЕ0. Према томе имамо два троугла АНЕ и ВЕ0, код 

којих су два угла једног једнака. са два односна угла, другог, 
сваки - сваком, и једна страна АЕ између углова једног је 

једнака одговарајуnој страни ЕВ другог .. {)нИтада имају и 
остаЈЈе стране једнаке осталим странама. На овај начин је НЕ 

једнако Е0 и АН једнако ве. и ПОl1JТО је АЕ једнако ЕВ, а 
ZE заједничка страна при~равим угловима, онда је основа Z~ 
једнаl{а основи ZB. Из истих разлога је zr једнако ZA: и пошто 
је Ад једнако ГВ и· ZA једнако ZB, значи две стране ZA и Ад 
једнаке двема странама ZB и ВГ, свака свакој, а доказано је да 
је и основица ZA једнака основици Zr, биhе једнаки и углови 

,ZAA и ZBr: и пошто је још. доказано да је АН једнако В0, а 1I 

ZA да је једнако ZB, онда су две стране ZA и АН једнаке 
двема странама ZB иве; а такође је доказано да је угао ZAH 
једнак углу ZB0. Отуд закључујемо да је и основица ZH 
једнака основици Z0. и пошто је још, према доказаном, НЕ 
једнако Е0, а EZ је заједничка страна, значи две стране НЕ, 
EZ једнаке су' двема странама' еЕ, EZ, а и основица ZH јед
нака је основици Z0, па према томе и угао HEZ једнак је углу 
eEZ. На та( начин је сваки од углова HEZ и 0EZ прав. Према 
томе jeZE управна на произвољној правој кроз тачку Е. На 
сличан начин се доказује да ZE чини прав угао ·са сваком 
правом која је сече и налази се у 'основној равни. Но права 
је управна на равни, ако чини прав угао са сваком правом која 

је сене и налази се у тој· равни. Према томе је права ZE 
управна на основној равни. Али основна раван је раван пра
вих АВ и Г д. Према томе је ZE под правим углом према 
равни правих АВ и Г д. 

На овај начин, права повуче на кроз пресечну тачку две 

праве под правим угловима према свакој од њих биhе под 

праВАМ' углом.И према равни тих правих. Ато је требало 

доказэти.Z9 
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5. 

Три праве са заједничком тачком су у истој равни, ако 

постоји права која пролази кроз ту заједничку тачку и управна 

је на свакој од тих правих. 

Заиста, нека права АВ која пролази кроз заједничку тачку 
В правих ВГ, BLl, ВЕ стоји под правим углом према свакој 
од њих. Тврдим, да су ВГ, BLl, ВЕ У истој равни. 

Заиста, ако то није тако, онда је могуће, да BLl и ВЕ 

буду У основној равни, а ВГ ван те равни. Конструиwимо 

онда кроз АВ и ВГ раван. У пресеку са основном равни она 
чини праву. Нека то буде права BZ. Значи да су три 'праве 

А АВ,ВГ, BZ У истој равни која про-
г лази· кроз АВ и ВГ. А како је АВ 

управна према свакој од BLl и ВЕ, 

она је управна и на равни правих 

BLl и ВЕ. Но раван правих ВА и ВЕ 
је основна раван. Према томе је АВ 

управна на основној равни. А тада 

је АВ управна на свакој правој у 

тој равни која сече праву АВ. Но њу сече и права BZ, која 
се таКОђе налази у основној равни. Према томе је угао ABZ 
прав угао. Али је претпостављено да је и усао АВГ прав. 

Према томе је угао ABZ једнак углу АВГ. И они се налазе 

у истој равни. А то је немогуће. Дакле права ВГ неће бити 

у некој равни изнад основне. Према томе се три праве ВГ, 

BLl, ВЕ налазе у истој равни. 
На овај Н;iЧИН, три праве са заједничком тачком, су у 

истој равни, ако постоји права која пролази кроз ту заједничку 
тачку и управна је на свакој од тих правих.' А то је требало 
доказати.l• 

б. . 
Ако су две праве управне на истој равни, оне су пара-

лелне. 

Занета, века праве АВ н ГА стоје под правим угловима 

према основној равни. Тврднм да Је права АВ паралелна са 
правом rLl. 

Занста, нека' оне секу основну раван у тачкама В и 
Ll, па повуцимо праву BLl и нека је LlE права у основн.ој равни 
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управна на B~; даље одмеримо ~E једнако АВ и повуцимо 

ВЕ, АЕ, A~. Пошто је дуж АВ нормална на основној равни, 
она ће образовати прав угао са сваком правом која је сече и 

налази се у основној равни. Но АВ 

сече сваку од правих Bz\ и ВЕ, ко
је се налазе у основној равни. 

Према томе је tваки од углова 

AB~ и АВЕ прав. Из истих раз

лога је и сваки од углова Г ~B и 
Г ~E прав. И пошто је АВ једнако 

~E, а B~ је заједничка, две стране 

АВ, B~ јед»аке су двема странама 

E~, ~B. И оне образују праве 

углове. Тада је основица A~ јед

r 

Е 

нака основици ВЕ. И пошто је АВ једнако ~E, а и A~ једнако 
ВЕ, значи две стране АВ, ВЕ једнаке су двема странама E~, 
~A. а и основица АЕ им је заједничка. Према томе је угао 
АВЕ једнак углу E~A. А како је угао АВЕ прав, биће прав и 

и угао E~A. Значи E~ је управна на ~A. дакле, она је управна 
н према свакој од B~ и ~Г. Према томе је E~ управвз-на-три 

праве B~, ~A и ~Г, који имају са њом з~iедниqку тачку. Због 

тога се трн праве B~. ~A и ~Г налазе у истој равни. И у 

оној равни у којој се налазе ~B н ~A, налази се и АВ, јер 

се цео троугао налази у истој разни. Према томе су праве 
АВ, B~ и ~Г У истој равни. И сваки је од углова AB~ и B~Г 

прав, те је АВ параЈЈеnна са Г~. ' 
На овај начии, ако су две праве управне на истој равни, 

оне су паралелне. А то је требало доказати. 

7. 

Ако постоје две паралелне праве и на свакој од њих је 

узета по једна произвољна тачка, бнће права што их спаја у 

истој равни са паралелним. 

Нека су АВ и Г d две паралелме праве и на свакој од 

њих узета произвољна тачkа: Е односно Z. Тврдим, да се права 
lilto спаја' тачке Е и Z нзлази у истој равни Cjt паралелним. 

Занста, ако то није 'Гако, онда је Morybe, да се она налази 
у меЈСој другој равни као права EHZ и повуцимо кроз EHZ 
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раван. Та раван сече основну раван дуж неке праве, нека то 
буде права EZ. На овај начин, праве EHZ и EZ оБУХЕЈатају 

А r: 

-~"'" 

неку површину. А то је немогуЬе. 
___ ' _1) Значи права што спаја, тачке Е и Z 

"'. се налази у равни паралелних правих 

\Н АВ !I Г6.. 
\\\ На овај начин, ако постоје две 
~ паралелне праве и на CBa~oj од њих 

/-:- ~ 7. -~--д је узета 'по једна произвољна тачка, 

биhе права што I1Х спаја ЈУ истој 
равни са паралелним. А то је требало доказати. 

8. 

Ако су две праве паралелне и једна од њих управна 

на некој равни, 6иhе' и друга управна на тој равни.' 

Нека су АВ и Г 6. две паралелне праа.е, и' нека је једна 

од њих, АВ, управна на основној равни. Тврдим" да је и 

друга Г 6. управна на истој равни. 
Заиста нека су тачке В и 6. продорне тачке правих АВ 

и Г6. У основној равни, и [lOвуцимо В6.. Тада су АВ, Г6. 

и В6. У истој равни. Нацртајмо у основној равнн6.Е управну 

на В6., одмеримо' дуж 6.Е jeд~aKY АВ и спојимо са п-равим 

ВЕ, АЕ, А6.. Пошто је АВ ynt;>aBHo на основној равни, а 

свака права, која се налази у основној А 

равни и сече управну праву, управна је 

на правој АВ, биhе сваки од углова АВ6. 
и АВЕ прав. И пошто су' паралелне АВ 

и Г 6. пресечене правом В6.,' биhе збир 

углова АВ6. и Г6.В једнак двоструком 

правом, углу. НО угао АВ6. је прав, па 

значи и угао Г 6.В прав. Према томе је 

права Г 6. управна на правој В6.. И пошто в 
је АВ једнако 6.Е, а В6. је заједничка, 

онда су две стране АВ и В6. једнаке 

двема странама Е6. и АВ. А и угцо АВ6. 

г 

Е 

једнак је углу Е6.В, јер је сваки од њих.прав. Према томе 

је· и основица А6. једнака основици ВЕ. И пошто је АВ 
једн.ако 6.Е, а ВЕ једнако А6., онда· су две стране ЛВ, ВЕ 
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. једнаке двема странама Е6, 6А, свака свакој, а и АЕ је 
заједничка основица. Према томе је угао АВЕ једнак углу 
Е6А. Но АВЕ је прав, те значи .11.8 је и Е6А прав угао. Дакле, 
Е6 је управно на А6, но Е6 је управно и на 6В. Према 
томе је права Е6 управна на равни правих B~ и 6А. Значи 

EL\ чини прав угао и са сваком правом која је се че и ваJlази 
се у равни ВАА. Али ће у равни која пролази кроз BL\A 
бити и L\r, јер су у равни што пролази кроз B~A и АВ 

и ВА, а у оној у којој' се налазе АВ и В6, .налази се и ~Г. 
Према томе је Е6 под правим углом према АГ. Значи и Г~ 

је под правИ!I углом према АЕ. Но r А је под правим УГЛОМ 
и према БА. На овај начи'} ГА, проnазеhи кроз пресечну 

та'lКУ А правих АЕ и АВ,· стоји под правим углом према 
тим правима. Према томе је Г~ uормала на равни правих 6Е 

и АБ. -Но раван правих АЕ и АБ је основна раван, па је 
према томе права r А нормална на основној равни. 

На овај начин, ако су две праве паралелне и једна од 

њих управна на некој равни, биhе и друга п~ава управна на 

тој .равни. А то j~ требало доказати. 

9. 

Праве паралелне "стој правој, које се са овом не налазе 
у истој равни, паралелне су међу собом. 

Заиста, нека је свака од правих АВ и r А паралелна са 
EZ, но [нека се не налазе у истој равни. Тврдим, да су АВ 

и r 6 паралелне. 
Заиста, узмимо на EZ произвољну тачку Н и из те 

тачке повуцимо у равни правих EZ и АБ ПОД правим УГЛОМ 
према EZ праву нв, а у равни R н А 

правих ZE и Г6 праву НК под ·H~ 
правим углом према EZ. По- / 
што је EZ управна на свакој/, ____ ....;'\:--______ --=Е 
ОД правих не и нк, она је 

управна и на равни што про- йХ l' 

лази кроз праве не и Нк. -------"----
И права EZ је паралелна са правом АБ. Према 1'оме је и 

права АВ управна на равни енк.· Из истих разлога је и 

права r А управиа на равни 0Нк. На овај начин је свака од 

Еу ...... о ..... е .. ентн " .... 11 2 
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АВ 'н Г tJ.. управна на равни енк. Но ако су две праве 
управне на истој равни, оне су паралелне. На овај наqин 

права АВ је паралелна са ГА. А то је требало доказати. 

10 .. , 

Ако су две праве, које се секу, п.аралелне са двема 
правима, које се секу, но не налазе се са овима у истој 

равни, оне образују једнаке углове. 

Заиста, нека су АВ и ВГ две праве, које једна другу 
секу, паралелне са правима АЕ и EZ, које секу једна другу, 

но не налазе се у истој 

равни са првим правима. 

Тврдим, да је угао АВГ 

једнак углу AEZ. 
Заиста, одмеримо ду

жи ВА, ВГ, ЕА, EZ јед

наке међУ собом и спојимо 
АА, fZ, ВЕ, АГ, AZ. по

што је ВА једнако и па

ралелно ЕА, биhе и АА 

једнако и паралелно ВЕ. 

Из истих разлога је и rz 
једнако и па;>алелно ВЕ. Према томе је свака од АА и rz 
једиака и паралелна са ВЕ. Но праве које су паралелне истој 

правој а не налазе се са њом у истој равни паралелне су. 

Према томе је ААпаралелна rz и једнака. А спајају их АГ 
и AZ, па је зиаqи и АГ једнака AZ и паралелна. И пошто 
су две стране АВ и ВГ једнаке двема странама АЕ и EZ и 
основица АГ' једнака основици AZ, биhе угао АВГ једнак 
углу AEZ. 

На овај наqин, ако су две праве, које се секу, пара

лелне са двема правима, које се секу, но не налазе се са 

њима у истој равни, оне образују једнаке углове. А то је 

требало доказаТII.25 

11. 

Из дате тачк~ ван' равни повуhи праву управну на 
ту раван. 
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Нека је А дата тачка над датом ОСНОВНОМ равни. Треба 
из )Ј.ате тачке А повуhи праву линију управну на дату 
основну раван. 

Повуцимо у основној равни произвољну праву ВГ и 
конструишимо из тачке А нормалу At:J. управну на ВГ. Ако 
је At:J. нормала на основној равни, 
тражено је постигнуто. Ако није, 

повуцимо у основној равни И3 тачке 

t:J. нормалу t:J.E на праву ВГ и спу

СТИМО И3 тачке А нормалу AZ на 

праву t:J.E, па КР03 тачку Z пову
цимо праву не паралелну правој ВГ. 

П0fuто је ВГ управна на сва- в 
'-------~. 

кој од t:J.A и t:J.E, биhе ВГ управна 

и на равни Et:J.A.. НО њој је паралелна и права не. А ако су 

две праве паралелне и једна од њих управна на некој равни, 

онда је и друга управна на тој равни. Према томе је не 

управна на равни правих Et:J. и t:J.A која се че праву не. 
но њу -сече права AZ, која се налази у равни правих Et:J. 
и t:J.A. Према томе је не управна на ZA. А значи и ZA је 
управна на ен. но AZ је управна и. на t:J.E. AZ је на тај 

начин управна на свакој од не и t:J.E. Али ако је Кр03 тачку 
пресека две праве повучена права нормална на тим правима 

биЬе повуче на права нормална и на равни тих правих. Према 

томе је ZA, управна на равни правих Et:J. и не. Но раван 
. правих Ед и не је основна раван. Према томе је ZA права 
управна на основној равни, 

На овај начин је И3 дате тачке А ван равни пову

чена права AZ управна на датој равни. А то је требало 

извести.2е 

12. 

На датој равни КрО3 тачку на њој подиhи нормалу на 

раван. 

Нека је ЈЈ,ата раван - основна раван, и тачка А на њој. 

Треба у тачки А ПОЈЈ,иЬи нормалу на основној равни. 

2* 
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Узмимо неку тачку В ван основне равни и повуцимо 
кроз њу праву ВГ управну на основној раl:iНИ, а кроз тачку 

IJ 

А 

А повуцимо праву А6. паралелну ВГ. 
Сад, пошто су А6. и ГВ две пара-

лелне праве и једна од њи~ БГ је 

управна на основној равни, биhе и 

друга А6. управна на тој равни. 

На овај начин је на дату раван 

кроз дату тачку А на њој повучена 

права А6. управна на датој равни. А 

то је требало извести.!7 

13. 

Не могу се подиhи кроз исту тачку две нормале на истој 

равни. 

Заиста, ако је могуЬе, нека су кроз исту тачку А у 

основној равни подигнуте две праве АБ и АГ нормалне иа 

равни и са исте стране. Конструишимо раван кроз АБ и АГ. 

Она као пресек са основном равни, в 

образује праву која пролази кроз А. r 
Нека је то права 6.АЕ. Према томе 

су праве АБ, АГ, 6.АЕ У истој равни. 

И пошто је Г А управна на основној 

равни, бнhе она управна на свакој 

правој у основној равни која је сече. 

Али она ce~ праву 6.АЕ у основној 

равни. Према томе је угао Г АЕ прав. . 
Из истих је разлога и угао БАЕ прав. Значи да је угао Г АЕ 

једнак углу БАЕ. И они су у нс тој равни. А то је немогуЬе. 

На овај начин, не могу се подиhи кроз исту тачку две 

нормале на истој равни. А то је требало Доказати.18 

14. 
Равни управне на истој правој паралелне су. 

Заиста, нека је права АБ управна на свакој од равни Г 6. 
и EZ. Тврдим да су те равни паралелне. 

Заиста, ако то није тако, оне се продужене сусреЬу. 

Нека се сусреЬу; тада постоји заједнички пресек - права 
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линија. Нека то БУЈЈ.е права не. Узмимо ва не произвољну 

тачку К и спојимо АК и БК. Пошто је АБ нормала на равни 

EZ, биЬе АБ HopMan.нa и на БК, пошто се ВК налази у равни 
EZ управној на АБ. Прем\ томе је угао АБК прав. Из нстих 

r 

е 

разnога је и угао ВАК прав. На овај начин троугао АБК има' 
два права угла - АБК и БАК. А то је немогуЬе. Према томе 

равН1. Г ~ и EZ и продужене не сусреЬу се. Значи равни Г ~ 

и Ez су паралелне. 
На овај начин, равни управне на истој правој паралелне 

су. А то је требало доказати." 

15. 
Ако су две праве, које се секу, паралелне двема другим 

правима, које се секу, а не налазе се у истој равни, њихове 

равни су паралелне. 

Заиста, нека су две праве АВ и БГ, које се секу, пара
лелне правима ~E и EZ, али раван првих правих је различита од 

равни других. Тврдим да равни 

које пролазе кроз АВ, ВГ и 

кроз ~E, EZ и продужене не 

сусреЬу једна другу. 

Заиста, повуцимо кроз та

чку В ~ормалу БН на раван 

правих ~E и EZ и нека она 

продире ту раван у тачки Н, 

паповуцимо и кроз Н праву 

Не паралелно ЕА и праву НК 

паралелно EZ. Пошто је права 
ВН управна на' равни правих ~E 

и EZ, биhе она управна и на 
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свакој правој у тој равни која је сече. Према томе је она 

управна и на правима не и нк, које се налазе у равни правих 

6.Е и EZ. Значи сваки од углова Bl;Je и 9НК је прав. И пошто 
је ВА паралелна не, биhе збир углова НВА и вне једнак са 

два права угла. Но угао вне је прав, па према томе мора бити 

и угао НВА прав. Дакле, НВ је под правим углом према ВА. 

Из истих разлога је нв под правим углом и према ВГ. И 

пошто сад права НВ стоји управно на двема правима, које се 

секу, ВА и ВГ, биhе НВ нормала на равни правих ВА и ВГ. 

Из истих разлога ВН је нормала и на равни правих не и нк. 

А раван тих правих је иста што и раван правих 6.Е и EZ. 
Према томе је ВН нормала и на равни правих llE и EZ. А 
ВН је норма ла и на равни правих АВ и ВГ. Но равни, управне 

на истој правој, паралелне су. Према томе је раван правих 

АВ и ВГ паралелна са равни правих llE и EZ. ' 
На овај начин, ако су две праве, које се секу, шt$алелне 

двема другим правима, које се секу, а не налазе се у истој 

равни, њихове равни су паралелне. А то је требало доказати. 

16, 

Ако се две паралелне равни пресеку неком равни, њихов'I 

заједнички .пресеци паралелни су. 

fI 
,--------------, 

/'-+ ___ --1 

А 

f' 

Заиста, нека су 

две паралелне равни 

АВ и Г II пресечене 

са равни EZHe и EZ 
и не њихови зајед

нички пресеци. Твр

дим, да је права EZ 
паралелна са правом 

не. 

Заиста, ако то 

није тако, онда се EZ 
и не сусрећу, било са стране ze, било са стране ЕН. Проду
жимо их са стране Z и е и нека се сусрећу прво у тачки К. 
Пошто се EZK налази у равни АВ, налазе се све тачке EZK 
у равни АВ. А како. тачка К припада правој EZK, и она се 

налази у равни АВ. Из истих разлога закључујемо да се тачка 
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к налази у равни Г Д. На овај начии се равни АВ и Г~, про

дужене, сусреЬу. Али оне се не сусреЬу, јер су, по преtно~ 

ставц" паралелне. Према томе праве EZ и не, продужене са 
cTpaHeZ и е, не сусрећу се. На сличан начин се доказује да 
се праве EZ и не не сусрећу продужене ни са стране Е и 

Н. А оне које' се не с)'срећу ни са једне стране, паралелне 

су. Према томе EZ је паралелна са не. 

На овај начин, ако се две паралелне равни пресеку неком 

равни, њихови заједнички пресеци паралелни су. А 'то је тр'е
бал о доказати. 

17. 

Ај«Ј се две праве пресеку паралелним равнима, њихови 
отсечци су у истој размери. 

8 

Заиста,нека су две праве АВ и Г~ пресечене паралелним 
равнима не, КЛ, MN У тачкама А, Е, В, Г, Z, !!.. Тврдим да 
је дуж АЕ према дужи ЕВ као rz према Z!!.. 

Заиста, спојимо АГ, В!!., А!!. и нека А!!. продире раван КА 

у' тачки Е, па спојимо Е:Е и :EZ. Пошто су две' паралелне 
равни, КЛ и MN, пресечене са равни EB~E, биhе њихови зајед
нички пресеци ЕЕ и В!!. паралелни. Из истих разлога, поЬЈто 

су две паралелне равни, не и КЛ, пресечене са равни AEzr, 
биhе и њихови пресеци. АГ и :EZ, паралелни. И ПОШ1:0 је у 
троуг л.у АВ!!. повучена права Е:Е паралелно страни B~, биhе 



АЕ према ЕВ као Е8 према ELl. Даље, пошто је у троуглу 

ALlf права EZ повучена паралелно страни АГ, биhе АЕ према 
3.1. као ['Z према Z.1.. А доказано је да је АЗ према ЗLl као 

и АЕ према ЕВ. Према томе Је АЕ према ЕВ као TZ према Z.1.. 
На овај начин, ако се две праве пресеку паралелним 

равнима, њихови отсечци су у истој ра~мери. А то је требало 

доказати. I 

18. 

Ако је права управна на некој равни, свака раван што 

пролази кроз ту праву, управна је на тој равни. 

Заиста, нека је не/ка права АВ управна на основној равни. 

Тврдим да је свака раван што пролази кроз АВ управна на 
основној равни. 

Заиста, повуцимо кроз АВ раван .1.Е и нека је ГЕ пресек 

равни LlE са основном равни. Узмимо на ГЕ произвољну тачку 

н А 

/ 

г f-----Z-'----'B'-----I 

Z и повуцимо кроз Z, у равни LlE, 
ZH управно на ГЕ. Пошто је АВ 
управна на основној равни, биhе АВ 

управна на свакој правој у основној 

равни која је сече. Стога ће она бити 

управна и на ГЕ. И угао ABZ је прав. 
А прав је и угао HZB. Према томе 
је АВ паралелна са ZH. Но права 

АВ је управна на основној равни, те значи да је и права ZH 
управна на основној равни. А раван је управна на равни, ако 

праве у једној од њих, управне на пресечној правој, стоје 

управно на другој равни. Али доказали смо да је права, ZH, 
повучена у равни LlE управно на правој пресека ГЕ, управна 
на основној р'авни. Па према томе је раван LlE управна на основ· 
ној равни; На сличан начин се доказује да је и свака раван, 

повучена кроз АВ, управна на осно'вној равни. 

На овај начин, ако је права управна на некој равни, свака 

раван што пролази кроз ту праву управна је на тој равнЙ. А 
то је требало доказати. . 

19. 

Ако су две равни, које се секу,' нормалне на некој равни, 
биhе и њихов 'пресек' нормалан на истој равни. 
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Hel<a су две равни, АВ и ВГ, нормалне на основној равни, 
а ЊИХО8 пресек нека буде права B~. Тврдим, да је Вд нор
мална на основној равни. 

Заиста, нека није тако. Из таЧl<е Д у равни АВ повуцимо 
праву дЕ управну на Ад, а у равни ВГ праву LlZ управну на 
Г.1. Пошто је АВ раван управна 

на основној равни и у равни 

АВ' је повучена права дЕ у

правна на заједничком пресеку 

равниАВи основне рарни, биhе 

права дЕ упр~вна ва основној 

равни. Слично се доказује да 

је и права ~Z управна на основ

)Јој равни. Према томе из исте 

тачке ~ основне равни са исте 

стране те равни повучене су 
А r 

две нормале на ту раван: А то је немогуће. Значи из тачке 
~ основне равни не може бити друге нормале сем Вд, пресека 

равни АВ и ВГ. , _ 
На овај начин, ако су две равни, које се cel<Y, нормалне 

на некој равни, биhе и њихов пресек нормалан на тој равни. 

А то је требало доказати. 

20. 
Ако је рогаљ обухваhейса три равна угла, збир ма која 

два од њих је веhи од треЬег. 

п r 

Заиста, нека је- рогаљ 

код l"ачке А 06ухваЬен са 

три равна угла: ВАГ, ГA~, 

~AB. Тврдим да је \бир 

ма која два од углова ВАГ. 

Г АЬ., ~AB веhи од треЬег. 
Ако су углоци ВА Г, 

Г Ад, .1АВ једнаки један 

другом, јасно да је збир било "оја два од њих веhи од треЬег. Ако 
ННСУ једнаки, нека је највећн угао, ВАГ. Конструишимо у равн,И 

ВАГ, на правој АВ код тачке А, угао ВАЕ једнак углу ~AB, 
одмеримо дуж АЕ једнаку Аь. и нека права ВЕГ кроз тачку 
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Е пресеца праве АВ и АГ У TaqKaMa В и Г, па спојимо B~ и 

~Г. и пошто је дуж ~A једнака дужи АЕ, а АВ је заједниqка, 
6иhе две једнаке двема. А и угао ~AB једнак је углу ВАЕ. 

Према томе је и основица ~B једнака основици ВЕ. И пошто 
је збир B~ и ~Г веhи од ВГ, од којих је B~, како је доказано, 

једнако ВЕ, биhе и остатак АГ веhи од остатка ЕГ. И пошто 

је ~A једнако АЕ, а АГ је заједниqка, и основица ~Г је веЬа од 

основице ЕГ, биhе угао ~AГ веhи од угла ЕАГ. Доказано је 

међутим да је угао ~AB једнак углу ВАЕ. Према томе је збир 

углова ~AB и ААГ веhи од угла ВАГ. слиqно се доказује да 

су и други, узети по два, веhи од трећег. 

На овај начин, ако је рогаљ обухваhен са три равна угла, 

збир ма која два од њих је веhи од треЬег. А то је требало 

Доказати.SО 

21. 

Сваки рогаљ је обухваhен равним угловима, чији је збир 

мањи од четири права угла. 

Нека је рогаљ код тачке А обухваhен равним угловима 

ВАГ, Г A~, ~AB. Тврдим да је збир· углова ВАГ, Г АА, ~AB 

мањи од четири права угла. 

Заиста, узмимо на свакој од правих АВ, АГ, АД произ-

вољне TaqKe В, Г, ~ и спојимо ВГ, Г~, АВ. Пошто је просторни 

угао код тачке В обухваhен равним 

угловима ГВА, AB~, ГB~, биhе збир 

два ма која од њих веhи од треЬег. 

Према томе је збир ГВА и АВА веhи 
од ГB~. Из истих разлога је и збир 
ВГА и AГ~ веhи од BГ~, а и збир 

.1 Г ~A и A~B веhи од Г ~B. Значи и 
збир од шест углова: ГВА, AB~, ВГА, AГ~, Г~A, A~B је веhи 

од збира три угла: ГВА, BГ~, ГАВ. Но збир три угла ГB~, 

B~Г, ВГ ~ једнак је са два права угла. Према томе је збир од 

шест углова ГВА, AB~, ВГА, AГ~, ГАА, A~B веhи од два 

права угла. И пошто је у сваком од троуглова АВГ, АГА, ААВ 

збир ОД три угла једнак са два права угла, биhе код три троугла 

збир од девет углова ГВА, АГВ, ВАГ, АГА, ГАА, ГАА, ААВ, 

АВА, BA~ једнак са' шест правих углова; у том збиру збир 

в 
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шест углова АВГ, ВГА, Ar.i.\, f.i.\A, A.i.\B .i.\BA је већи од два 

права угла, па према томе је збир остала три угла ВАГ, ГАА, 

.i.\AB, који обухватају рогаљ, мањи од четири права угла. 
На овај начин, сваки рогаљ је обухваћен равним угло

вима, чији збир мањи од четири права угла. 

22. 

Ако постоје три равна угла, од којих је збир два про

извољно узета, веЬи од преосталог, а образују их једнаке 
дужи онда је могуће конструисати троугао од дужи које спа

јају крајеве једнаких дужи. 

Нека постоје три равна угла АВГ, .i.\EZ, нек, од којих 
је збир два веhи од преосталог, наиме: збир АВГ и .i.\EZ веЬи је 

" -6 
r 

од нек, а збир .i.\EZ и нек од АВГ и 'збир нек и АВГ од 
AEZ. И нека су дужи АВ, ВГ, .i.\E, EZ, Н0, ек једнаке. Па 
спојимо АГ, .i.\Z, нк. Тврдим, да је могуЬе од дужи, које су 
једнаке: АГ, .i.\Z, нк саставити троугао, тј. да је збир од две, 
произвољно узете, дужи од АГ, .i.\Z, NK већи од преостале. 

Ако су углови АВГ, .i.\EZ, нек једнаки међу 'собом, јасно 
је, да су тада· и дужи АГ, AZ, нк једнаке међу собом,. а од 
једнаких дужи АГ, .i.\Z, нк могуће 
је саставити троугао. Ако то није 

тако, некауглови иису једнаки. Кон

струишимо н:! дужи 0К,' код тачке 
8,' угао 'К0А једнак углу АВГ, од
меримо дуж 0А једнаку једној од 

н 
дужи АВ, ВГ, .i.\E, EZ, не, 0К и 

€J 

к 

спојимо КА, НА. Пошто су две дужи АВ и ВГ једнаке двема 

дужима К0, еА и угао код тачке В једнак углу кеА, биhе 
и основица АГ једнака основици КА. И пошто је з'бир углова 
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АВГ и нек веhи од угла ~EZ, а угао АВГ једнак је углу К0А, 

биhе угао нел веhи од угла ДЕZ. А пошто су две дужи не и 0Л 
једнаке JЦleMa дужима ~E, EZ и угао Н0Л веhи од угла ~EZ, биhе 
и основица НА већа О,IJ. ОСl:Jовице ~Z. Али збир од нк и КЛ је 

веЬи од нл, па према томе и збир НК и КЛ је веhи од Ы. Но 

КА је једнако дужи АГ. На овај начин је збир од АГ и нк 

веhи од преостал~ ~Z. Слично се доказује, да је и збир од 

АГ и ДZ веhи од нк, па и збир од ~Z и нк веhи од АГ. 

На овај начин је могуЬе од три дужи, једнаке са АГ, ~Z, HK~ 

конструисати троугао. А то је требало доказати. 

23. 
Од три равна угла, од којих је збир два, произвољ~о 

узета, веhи од преосталог, конструисати рогаљ. При томе треба 

да збир та три равна yrJla буде мањи од четири права угла. 
Нека су АВГ, ~EZ, нек три дата равна угла од којих 

је збир два, произвољно узета, веhи од преосталог, а збир 

в 
Е 

А .:1 Z Н к 

тих YfJloBa маљи од четири права угла. Треба од углова АВГ, 
~EZ, нек КОQструисати рогаљ. 

Одмеримо једнаке дужи АВ, ВГ, ~E, E,Z, не, ек и спо
јимо АГ, t:.Z, нк. Тада се може од дужи једнаких A~, tй и 
нк конструисати троугао. Конструишимо троугао ЛМN тако 

да АГ буде једнако ЛМ, t:.Z-МNи НК-NЛ и ОПИЦЈимо око· 
. троугла ЛМN круг ЛМN; нека њеГов центар бу де Э: и спојЈ(МО 
Л~, МЭ:, NЭ:. Тврдим, да је АБ већи .0дЛЭ:. Заиста, ако то није 
тако, биhе АВ или једнако ЛS или мање од Л:Е. Нека је, прво, 

једнако. Тада Ье, ПОШ10 је АВ једнако Л:Е, АВ једнако 13r, а 
~Л једнако Э:М,бити две дужи АВ и ВГ једнаке двема дужима 

Л:Е и Э:М, свака свакој. И основица АГ је, по претпоставци, 

једнака основици ЛМ. Према томе 1е угао АВГ једнак углу 

Л~М. Из истих разлqга је и угао t:.EZ .једнак углу M:EN, а и 
угао нек једнак углу NЕЛ. На овај начин су три угла АВГ, 
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tiEZ и нек једиака са три угла ЛЕМ, MEN и NЕЛ. Али 

збир три угла Л8М, M:EN и N:::Л је једиак са четири права 

угла, значи и збир три угла АВГ, ~EZ, нек једнак је са 

четири права угла. С друге стране претпостављено j~ да је 

тај збир мањи од четири права угла. А то је бесмислено. 

Дакле АВ није једнако Л:::. Твр

дим дЗ АВ неЬе бити ии мање 

. од Л:::. Ако је то могуЬе, нека 

буде. Одмеримо:::О једнако АВ, 

:::П једнако ВГ и повуцимо ОП. 

Пошто је АВ једнако ВГ, биhе и 

р' 

ЕО једнако ЕП. И остатак ЛО л F-------...::::3!f 

једнак је ПМ. Према томе је ЛМ 

паралелна са ОП и троугао лм::: 
је истик углова са троуглом ОП8. 

Зliачи 8л се односи према лм 

као:ЕО према ОП, а после пер-

мутовања ЛЕ је према· ЕО као ЛМ према ОП. НО ЛЕ је веће 
од ЕО, па према томе је и лм веће' од ОП. Али ЛМ је 

одмерено једнако АГ, па је због ит! и АГ веЬе од оп. 
Пошто су сад две дужи АВ и ВГ једнаке двема дужима 

еЕ. и :::П, а основица АГ је већа од осиовице ОП, биhе угао 

АВГ веhи од угла О:::П. Слично се доказује да је и угао 

~EZ веhи од угла MEN, као и угао нек од угла NЕЛ. 

На тај начин је збир од три угла АВГ, дЕZ и нек веhи од 

збира три' угла ЛЕМ, M8N, NЕЛ. Међутим је, по претпо, 
ставци, збир углова АВГ, ~EZ, нек, мањи од ~етири права 
угла. Стога је збир углова ЛЕМ, M8N, N:а':Л, утолико пре, маљи 
од четири права угла. Но он је и једнак. А то је бесмислено. Према 

томе АВ није мање од ЛЕ. А доказано је да није ни једнако'. На 
тај начин је АВ веће од Л8. Поставимо у тачки Е: нормалу 

ЕП на раван круга ЛМN и нека квадрат на ЕР буде једнак 
разлици квадрата на АВ и на ЛЕ. Па спојимо РЛ, РМ, PN. 
Пошто је РЕ нормала на равни круга AмN, биh~ свака од 
ЛЕ, МЕ, N8 управна на Р8. И пошто је Л8 једнако ЕМ, а 

Е:Р заједничка страна спрам правог угла, биhе основица Р Л 

једцака основици РМ. Из истих разлога јеи PN једнако сва· 
кој од РЛ и РМ. Према томе су три дужиРЛ, РМ, PN 
једнаке међУ собом. И пошто је, по претпоставци, квадрат 
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на РЕ једнак разлици квадрата на АБ и ЛЕ, 6иhе квадрат 

на АБ збир квадрата на ЛЕ и ЕР. Али зби:-, квадрата на ЛЕ 

и ЕР је једнак квадрату на ЛР, пошто је угао АЕР прав. 

Значи квадрат на АБ једнак. је квадрату на Р Л, а према 

томе је АБ једнако Р Л. Но дуж АБ једнака је свакој од 

дужи БГ, ~E, EZ, Н0, 0К, а РЛ једнака свакој од РМ и PN. 
Према томе је свака од дужи АБ, БГ, 6.Е, EZ, Н0 и 0К 
једнака свакој од РЛ, РМ, PN. И пошто су 'две дужи ЛР 
и РМ једнаке двема дужима АБ и БГ, а основица ЛМ· 

једнака основици АГ по претпоставци, биhе угао ЛРМ једнак 

углу АБГ. Из истих разлога је и угао MPN једнак углу 

i.\EZ, а угао ЛРN углу Н0к. 

На овај начин, од ТрИ' paBH~ угла ЛРМ, MPN, ЛРN, 
који су једнаки датим угловима АБГ, 6.EZ, нек, конструисан 
је код тачке Р рогаљ, чији су равни углови ЛРМ, MPN, ЛРN. 
А то је требало извести. 

Лема 

Како узети квадрат на ЕР да он буде једнак површини 

за коју је квадрат на АВ веhи од квадрата на ЛЕ, показа

Ьемо овако. Одмеримо дужи АБ и ЛЕ и нека 1е АБ веЬа од 

.A~, па конструишимо на њој полукруг АВГ и у полу кругу 
АВГ дуж АГ, једнаку ЛS, која није веЬа од преч ника АВ. 

Пошто је сад у полукругу АГБ .угао· 

~ 
АГБ спрам пречника, биhе угао АГБ прав. 

( Према томе је квадрат на АВ једнак 
збиру квадрата на АГ и на ГВ. А то 

А -6 значи квадрат на АБ је веhи од квадрата 

на АГ за квадрат на ГВ. Но .АГ је једна

ко LE. На овај начин је квадрат на АБ веhи од квадрата 

на ЛЕ за квадрат на ГВ. Ако сад одмеримо ЕР једнако БГ, 
6иће ква.д.рат на АБ веhи од квадрата на ЛЕ за квадрат на 

ЕР. А то је требало извести.S1 

24. 

Ако је тело обухваhено паралелним равнима, наспрамне 

равни су једнаки паралелограми. 
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Заиста, нека је тело г~eH Обухваhено паралелним рав
нима АГ, HZ, ~Z, BZ, АЕ. Тврдим да су наспрамне равни 
једнаки паралелограми. 

Заиста, пошто су .. две паралелне равни ВН и ГЕ пре

сеченеса равни АГ, њихови заједнички пресеци паралелни су. 

Према томе је АВ паралелно са ~Г. Даље, пошто су две 

паралелне рзвни BZ и АЕ пресечене са равни АГ, њихови 

заједнички пресеци су паралелни. Према томе је ВГ, пара
лелно .са A~. А доказано је да је и АВ паралелно са ~Г. Према 

томе је АГ паралелограм. На 
сличан начин се доказује да је 

и сваки од ~Z, ZH, НВ, BZ, 
АЕ паралелограм. 

Спојимо А0, ~Z. Пошто 

је АВ паралелно са ~Г, а В0 

са rz, имамо две дужи' АВ, 

ве,које .се секу, паралелне са 
двема дужима ~Г и rZ, I}оје 

8 

са секу, но не у истој равни. Оне чине једнаке углове. Према 

томе је угао Аве једнак углу ~rZ. и пошто су две дужи, 
АВ и ве једнаке двема дужима ~Г и rZ, и угао Аве једнак 
углу ~rZ, бнhе и основица А0 једнака основици ~Z, и тро

угао Аве једнак троуглу ~rz. и удвостручени троугао Аве 

је паралелограм ВН, а удвостручени троугао ~rz је пара

лелограм ГЕ. Према томе је паралелограм ВН једнак парале

лограму ГЕ. На сличан начин се доказује да је и парале

лограм АГ једнак паралелограму HZ, а и АЕ паралело

граму BZ. 
На овај начин, ако је тело обухваhено паралелним рав

нима, наспрамне равни су једнаки паралелuграми. А то је 

требало Доказати.82 

25. 

Ако је паралелепипед пресечен са равни паралелном 

његовим супрот"им паралелним равнима, одиосиhе се основа 

према основи као тело према телу. 

Заиста, нека је паралелепипед ABГ~ пресечен са равни 

ZH, паралелном супротним равнима РА и ~e. Тврдим да је 
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основа АЕZФ према основи EerZ као тело ABZY према 

телу ЕНГ6.. 

Заиста, проДужимо Ае на обе стране и одмеримо, ко
лико желимо, дужи АК, КА једнаке АЕ, дужи ем, MN 
једнаке Ее и допунимо паралелограме ЛО, КФ, ех, ML и 
тела ЛП, КР, 6.М и МТ. Пошто су дужи ЛК, КА, АЕ једнаке 

међу собом, биhе једнаки међу собом и паралелограми КЗ, 
КВ, АН, а исто тако 14 паралелогра,.и А W, КП, АР једнаки међу 
собом, јер су на,спрамни. Из' истих разлога су и паралело

грами ЕГ, ех, ML једнаки међу собом, и паралелограми' ен, 

01 и IN једнаки међу собом, а такође и 6.е, МО, NT; значи 
три равни ЛП, КР и А У тела једнаке су трима раВQима. 

Али ове три једнаке су трима.. ~аспрамним. Према rоие су и 

три тела ЛП, КР и А У једнака међу собом. Из истих разлога 

су и три тела Е6., 6.М и МТ једнака међу собом. Према томе 

колики је основа ЛZ мултиплум основе AZ, толики је и тело ,,-
АУ мултипл ум тела АУ. Из истих разлога колики је OCH~Ba 

NZ мултиплум основе ze, толики је му.llТИПJIУМ и теnо NY 
тела еУ. Те ако j~ основа AZ једнака основи. NZ, биhе и 
тело Л У једнако тenу NY; ако је основа AZBeba од основе 
HZ, биhе и тело Л У веЬе од тела NY, а ако је мања, биЬе 

мање. Дакле, од четири уочене величине, две основе AZ и 

ze, и два тела АУ, и У0, узети tY једнаки мултиплуми 

основе AZ и 1;еnа А У, ... ТО основ.а лz и теnо Л V, а од основе 
ez и од тепа 0У основа NZ. и. tело NY, и доказано је да Ье, 
аК9 је основа AZ веЬа од осн.ове ZN, бити и ТfЛО А У веЬе 
од тела. NY; ако је једнака, биhе . ~jeДHaKO, а ако јеl4ања, 
биhе мање. На овај tlачин је основа AZ према осиови Z0 
као тело А У према телу уа . .А то је требало Доказати·З • 
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26. 

На датој правој и у. датој тачки на њој конструисати 

рогаљ једнак датом рогљу. 

Нека је дата права АВ и на њој дата тачка, тачка А; 

и дат је рогаљ код тачке д обухваhен равним уг ЛОВИМ8 ЕдГ, 

E.1Z и Zdr. Треба на правој АВ и У датој тачки А на њој 
конструисати рогаљ једнак рогљу код тачке д. 

Заиста, узмимо на 4Z произвољну тачку Z и повуцимо 
кроз Z нормалу ZH на раван правих Ед и дГ; нека ОН8 

просеца ту раван у тачки Н, па повуцимо дН; и на правој 

АВ у њеној тачци А конструишимо угао ВАЛ јеДНaI< углу 

ЕдГ, угао ВАК једнак углу Е4Н; одмеримо АК једнако дН, 

поставимо кроз тачку К нормалу ЮЭ на равни ВАЛ, одме· 

z 

Е 

римо К0 једнако HZ, и спојимо еА. Тврдим да је равним 

угловима ВАЛ, ВАе и eA~ обухваhен рогаљ код тачке А 

једнак угловима ЕдГ, E4Z и Zdr Обухваhеном рогљу код 

тачке д. 

Заиста, одмеримо једнаке дужи АВ и дЕ. и спојимо 

ев, КВ, 'ZE и НЕ. Пошто је ZH нормала на основној равни, 
она чини прав угао С8 сваком правом која је сече и налази 

се у основној равни. Значи да је прав и сваки од углова 

ZHl!! и ZHE. ИЗ истих разлога је прав и сваки од' углова 

вКА и екв. и' пошто су две дужи КА и АВ једнаке двема 
"УЖИМ8 Нд _и дЕ, свака свакој, и обухватају једнаке углове, 
бuhе оси.овица КВ једнака основици НЕ. Исто тако је и К8 

ЕУ'Л.АО •• е .. ементи .~. 11 Ј 
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једнако KZ, и обухэатају праве углове. Према томе је и 0В 
једнако ZE. даље, пошто су две дужи А1{ и Ке једнаке 

двема дужима ~H и HZ, и обухватају праве, углове, биhе 

основица Ае једнака основици Z~. А и АВ је једнако ЛЕ. 

Па су две дужи 0А и АВ једнаке двема дужима 6.Z и 6.Е. 

И основица 0В једнака је основиии ZE. Према томе је угао 
ВАе једнак уг лу E~Z. ИЗ истих разлога је и угао вАЛ 

једнак углу Z~r [ако одмеримо једнаке АЛ и ~Г па пову

чемо КЛ, ел, НГ, zr, пошто је цео угао ВАЛ једнак целом 
углу E~Г, а и део ВАК једнак је делу E~H, биhе и остатак, 

угао КАЛ, једнак остатку, углу H~Г. И пошто су две дужи 

КА и АЛ једнаке двема дужима H~ и ~Г _ и обухватају 

једнаке углове, биhе основица КЛ једнака основици НГ. 

А и К0једнако је HZ. дакле две дужи ЛК и К0 једнаке 
су Двеf:fа дужима ГН и HZ. И обухватају праве углове. Значи 
щ:новица 0Л једнака је основици Zr. А како су две дужи еА 
I:i АЛ једнаке двема дужима Z~ и ~Г, и ОСНОВlща ел једнака 
основици zr, биhе угао еАЛ једнак углу z~r]. Исто тако 

је и угао ВАЛ једнак углу E~Г. 

На овај начин, на датој правој и у датој тачки на њој 

конструисан је рогаљ једнак датом рогљу. А то је требало 

извести.З4 

27. 

На датој правој конструисати паралелепипед сли~ан и у 

сличном положају према датом паралелепипеду. 

Нека је АВ да

та права и Г ~ дати 

паралелепипед. Тре- z r-t----~ 
ба на датој правој 

АВ конструисати па

Р8лелепипед сличан 

и у сличном положају 

према датом парале· 

лепипеду Г~. 

н 

.. 

А в 

Заиста, конструишимо на правој АВ, у датој тачки А 

на њој, рогаљ једнак рогљу код тачке Г са равним угловима 

БАе, 0АК, КАВ и то -тако да угао ВАе буде jeAilaK углу 
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ErZ, угао ВАК - углу ЕГН и угао КАе - углу HrZ; и 
подесимо да ЕГ буде према ГН као ВА према АК, и НГ 
буде према rz као и КА према Ае. Исто тако да ЕГ буде 

према. rZ као и ВА према Ае. и ДОПУНИ,мо парале,1l0грам ев 
и тело АА. 

• Како је ЕГ према ГН као ВА према АК и према томе 
су краци једнаких углова ЕГН и ВАК пропорционални, биhе 

паралелограм НЕ сличан параралелограму КВ. Из истих 

разлога је и паралелограм ке сличан паралелограму HZ, и 
ZE паралелрграму ев. Према томе су три паралелограма 

тела Г II слична са три паралелограма Te/la АА. Али овим трима 

паралелограмима· одговарају једнаки и слични наспрамни 

паралелограми; значи и ова три наспрамна паралелограма 

једног паралелепипеда једнаки су и слични са три наспрамна 

паралелограма другог паралелепипеда. Према томе је и цело 

тело Г II слично са целим телом АА. 
На овај начин је на датој правој АВ конструисан пара

лелепипед АА сличан и у слично м положају са датим пара

лелепипедом rll. 'А то је требало извести. 

28. 

Ако раван, која пресеца паралелепипед, пролази кроз дија

гонале йаспрамних страна, тело је преполовљено том равни. 
Заиста, нека је паралелепипед АВ пресечен са равни 

Г ~EZ, која пролази кроз дијагонале rZ и llE наспрамних страна. 
Тврдим да је тело АВ пре'пОJlовљено са равни rdEZ. 

Заиста, пошто је троугао rHZ једнак троуглу rZB, A~E 
троуглу dEe, паралелограи Г А једнак паралелограму ЕВ, јер 
су наспрамни, и паралелограм НЕ паралелограму ге, биhе и 
призма обухваhена са 'два троугла 

rHZ и AllE и са три паралелограма 
НЕ, АГ, ГЕ једнака призми обу

~BabeHoj са два троугла rZB и 

llEe и три паралелограма ге, ВЕ ry 
и ГЕ. Према томе су оне обухвэ

Певе равнима истим и по броЈу и 

по велилини. На овај начин је цело 

тело АЈ3 преполовљено са равни 
Г AEZ. А то је требало дОказати. 85 

в z 

.4 
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29. 

Паралелепипеди са истом основом, истом висином и боq

ним ивицама чији су крајеви на истим правима - ј~днаки су 

међу собом. 

Нека су паралелепипеди ГМ и rN на истој основи, АВ, 

са истом висином, и боqним ивицама АН, AZ, ЛМ, ЛN, Г&, 
ГЕ, ве, вк са крајевима на истим щ:iэвима ZN и &к. Тврдим 
да је тело ГМ једнако телу rN. 

Заиста, пошто је CBaKv. од qетвороуглова ге и ГК пара

лелограм, дуж ГВ је једнака свакој од дужи &е и ЕК. Прека 

томе је дуж Ае једнака дужи 

Ек.Како је .Ее њихов зајед-, 

нички део, биве остатак &Е јед

z '\\-tт-------.Ј~---1е4,V нак остатку ек. Према томе је 
и троугао АГЕ једнак троуглу 

евк, а паралелограм АН - па

ралелограму 0N. Из истих раз
A'-------~;\ лога је и троугао AZH једнак 

троуглу МЛN. А и паралело

грам rz једнак паралелограму вм, и паралелограм ГН -
паралелограму BN, јер су наспрамни. И на тај наqин је призма, 
обухваhена са два троугла AZH и АГЕ и са три п,ралело

грама АА, АН и ГН, једнака призми обухваћеној са два тро

угла MAN и ввк и три паралелограма вм, 0N и BN. Додајмо 
заједну.qко тело, qија је основа пзлалелограм АВ и наспрамиа 

страна НЕвм, па ве тада цео парэлелепипед ГМ бити једнак 

целом паралелепипеду rN. 
На овај наqин, паралелепипеди са истом основом, истом 

висином и са бочним ивицама, qији су крајеви на истим пра

вима - једнаки су међу собом. А то је требало доказати." 

30.-
Паралелепипеди са истом основом, истом висином и бочним 

ивицама qији крајеви нису на истим правима - једнаки су 

међу собом. 

Нека су ларалелепипеди ГМ }{ fN на истој основи АВ, 
са истом висином и· боqним ивиЦама AZ, АН, ЛМ, Лђl, Га, ГЕ, 
ве и вк са крајевима који нису на истим правима. Тврдим, 

да је тело ГМ једнако телу fN. 
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Заиста, продужимо NK и д0 и нека се оне сусреЬу у 

тачки Р. Продужимо још ZM и НЕ до О и П, и повуцимо А'Е., 
ЛО, ГП, ВР. Сад је тело ГМ са основом паралелограмом АГВА 

и наспрамном страном Zll0M 
једако телу ГО са основом па

ралелограмом АГВА и наспрам

нам страном ЕПРО, јер су она 

на ИС11Ој основи АГВА, са йстом 
висином и бочним иви\ама AZ, 
A'i., ЛМ, АО, Гд, ГП, В0, ВР, 

чији су крајеви на истим пра

вама ZO и дР. Но тело ГО са 
основом паралелограмом АГВА 
и наспрамном страном ЕПРО 

једнако је телу rN са основом 

N о 

г 

паралелограмом АГВА и наспрамном страном HEKN, пошто су 
она на истој основи АГВЛ, са истом висином и бочним иви

цама АН, А'Е., ГЕ, ГП, AN, АО, ВК, ВР чији су крајеви на 
истим правама НП и NP. Па према томе је тело ГМ једнако 
телу rN. . 

На овај' начин, паралелепипеди са истом основом, истом 

висином ,. бочним ивицама чији крајеви нису на истим правима 
- једнаки су међу собом. 

. 31. 

Паралелелипеди са једнаким основама и истом висином 

једнаки су међу собом. 

H~Ka су АЕ и rz паралеЛепипе.ll.И са једнаким основама 
АВ и Гд и истом висином. Тврдим, да је тело АЕ једиако 

телу rZ. 
• 

Нека су, прво, бочнt. ивице 0К, ВЕ, АН, АМ, ОП, !!J.Z, 
ГЕ, P~ управне на основама АВ и Г д .. Одмеримо дуж . РТ У 
продужењу праве ГР и конструишимо на правој РТ код тачке 

р угао ТРУ једнак углу АЛВ, одмеримо РТ једнако АЛ и РУ 

једнако ЛВ и Допунимо осиову РХ И тело IVУ. Пошто су две 

стране ТР н РУ једнаке двема странама АЛ и АВ •. и обухва
ћеии углови ј е,днаки, бнhе једнак и сличан парвлtлограм РХ са 

паралелограмом 0А. И пошто је, даље, АА једиако РТ,АМједнако 
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Р}:, а обухваhени углови прави, биhе и паралелограм PW једнак 
и сличан паралелограму ЛМ. Из истих раЗЛОt'а је и паралело

грам ЛЕ једнак и сличан паралелограму ~Y. Према томе су 

fl 

() 

-
/ 

/' 

Z 

Р 

три паралелограма тела 

ЛЕ једнака и сл~чна са 

три парanелограма тела 

\VY. А како су прва три 
паралелограма једнака и 

слична трима супрот

ним, а и друга три јед

нака и слична трима 

супротним, биhе и цео 

паралелепипед АЕ јед

нак целом паралелепи

педу WY. Продужимо 

LlP и ХУ и нека се су

среЬу у тачки О. По

вуцимо кроз Т праву 

lаТВ паралелно LlO и 

продужимо OLl до lа, 
А ·1 И Допунимо тела' ОЧГ и 

PI. Тада Ье тело. \lf0 Kot.te је основа парanелограм PW и 

супротна страна паралелограм О J~ бити једнако телу WY коме је 
О(:нова паралелограм PW и супротна страна парзлелограм УФ, 
јер'СУ она на истој основи PW, са истом висином и бочним иви
цама РО, РУ, ТВ, ТХ, ~б, ~e, W I р, WФ чији су крајеви на истим 
правама ОХ и lР Ф. Но тело WY једнако је телу АЕ, па је према 
томе и тело WO једнако телу АЕ. И 'пошто је паралеЛОГРdМ РУХТ 
једнак паралелограму ОТ, јер су на ~Toj основи и између па

ралелних РТ и ОХ, а паралелограм РУХТ једнак паралеЛQграму 

ГLl, пошто је једнак и са АВ, Qиhе стога и паралелограм 

ОТ једна.к паралелограму fLl. Но LlT је други паралелограм-, 

И према томе ће ОТ бити према LlT као основа [~ према LlT. 
А пошто је паралелепипед П пресечен са равни" PZ паралелно 
са супротним странама. биhе основа ГLlпрема основи ~T као 

тело rz према телу PI. Из истих разлоrа ће, пошто је пара
лелепипед 01 пре'сечен са равни Р1II"' паралелне са супротним 
странама, б"ти основа"ОТ према основи TLl као тело 0111" према 
телу РI. Но основа Г ~ је према Ll Т као АТ према .1 Т. Дакле, 



39 

и тело rZ је према телу РI као тело очг према телу РI. Према 
томе је свако од тела rZ и очr У истом односу према т~лу 

РЈ. Стога је тело rZ једнако телу очr. Но тело Очr је, како 
је доказано, једнако телу АЕ. На овај начин тело АЕ једнако 

је телу rz. 
Нека сад бочне ивице- АН, 0К, ВЕ, ЛМ, Г2, ОП, ДZ, Pl: 

нису управне, на основама АВ и Г д. Опет тврдим да је тело 

АЕ једнако телу ГZ. Заиста, спустимо из тачака К, Е, Н, М, 

н If п z 

Af Н-+-----{ 

л в 

р 

П, Z, 2, L нормале KN, ЕГ, НУ, МФ, ПХ, Z'V, 20, 2}I на 

основну раван'И нека су подножја тих нормала тачке N, Г, 

У, Ф, Х, ч,., О, Ј и спојимо Nr, NY, УФ. ГФ, хчr, ХО, ОЈ, Јчr. 
Тело КФ је тада једнако телу ПI, јер су она са једнаким 

основама КМ И ПL, ИСТОМ висином И бочним ивицама управ

ним на основама. Али и тело КФ једнако је телу АЕ, а тело 

ПЈ тел~ Г2, пошто су она са истом основом, истом висином 

и бочним ивицама чији' се крајеви не налазе на истим пра

вима. Према томе и тело АЕ једнако је телу rz. 
На овај начин, паралелепипеди са једнаким основама 

и истим висинама једнаки су међу собом. А то је требало 
доказати .. 

32. 

Паралелепипеди са истом висином се односе један према 

другом као основе. 

Нека су' паралелепипеди АВ и Г Д исте висине. Тврди~ 

да се паралелепипtди АВ _И Гд односе' један према другом 
као основе, тј. да је основа АЕ према основи Г2 као тело 

АВ према телу Гд. 

Заиста, КОJ:lСТРУИШИМО са ZH паралелограм Z0 једнак 
паралелограму АЕ и на основи 20 са висином истом као 
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и код тела Г1\ Долунимо паралелепипед НК Биhе тада тело 

АВ једнако, телу НК, јер су са једнаким ОСН06ама АЕ и 20 
и истом висином. И пош;о је паралелелипед ГК пресечен Са 

1:1 L1 К 

~A'O ,ОО 
А r н FJ 

равни 1\Н паралелном супротни.м странама, биhе основа Г2 

према основи 20 као тело Г 1\ npef!{a телу 1\0. Но основа 
20 једнака је о<;нови АЕ и тело НК телу АВ. Према томе 

је основа АЕ према основи Г2 као тело АВ према телу Г 1\. 
На овај начин, паралелепипеди исте висине се односе 

један према другом као основе. А то је требало доказати. 

33. 

Размера сличних паралелепипеда је трипут виша од 

размере хомологних ивица. 

Нека су АВ и Г 6. слични паралелепипеди и ивица АЕ 

хомологна са ивицом Г2. Тврдим да је размера тела АВ 

према телу Г 6. трипут виша од размере АЕ према rz. 
Заиста, продужимо АЕ, НЕ и 0Е за ЕК, ЕЛ и ЕМ и 

одмеримо ЕК једнако Г2, .ЕЛједнако ZN, ЕМ једнако 2Р 
и допунимо паралелограм КЛ и тело ко. 

Међутим, како су две дужи КЕ и ЕЛ једнаке двема 

дужима rZ и ZN, а и угао КЕЛ једнак углу rZN, и угао 
АЕН једнак углу rZN због сличности тела АВ и Г6., биhе 

једнак [и сличан] паралелограм КЛ параnелограму rN. Из 
истих разлога је и паралелограм КМ једнак и 

сличан [паралелограму] ГР, и ЕО - 6.Z. Према 
томе су три паралелограма тела КО једна"а 

и слична са три паралелограма тела Г6.. А прва 
три су једнака и слична трима С,упротним, па 

и три друга су једнака и слична трима су

протним. Због тога је и цело тело КО јед-

нако и слично целом телу Г6.. донувнмо па-
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ралелограм НК и на основама· НК и КЛ, са висином једиа· 
ком висини тела АБ, Допунимо тела EZ и лп. Пошто је, 

због сличности тела АБ и Г6, АЕ према rZ као ЕН према 
ZN, и Е0 према ZP и rZ је једнако ЕК, ZN једнако ЕА и 
ZP - ЕМ, биhе АЕ према ЕК као НЕ према ЕА и 0Е према 

ЕМ. Но АЕ је према ЕК као (паралелограм) АН према пара· 
лелограму НК, НЕ је према ЕА као НК, према КА, а 0Е је 

према ЕМ као ПЕ према КМ. Према томе је паралелограм 
АН према НК као НК према КА и ПЕ према КМ. Но АН је 

према НК као тело 

АБ према телу ЕЕ, В:--
~ а НК је према КА 

као тело ЕЕ према 

телу ПА и ПЕ је 

према КМ као тело 

ПА према телу КО. 

Према томе је тело 

АБ према телу ЕЕ 

као ЕЕ према ПА и 

ПА према КО. Али, 

ако су четири веJtи

чине у непрекидној 

пропорцији, биhе ра-

~ 
4 

н 

r\д 
1\ 

~ 
е I~I\ 

"'\ 
о 

I\n 
1\ 

1\ Ј( 
~ 

'\ 

змера прве према четвртој трипут виша од рззмере прве 

премCI другој. Према томе размера тела АБ према телу КО 

је трипут виша. од размере АБ према ЕЕ. Но АБ је према 

ЕЕ као >лsралелоtрам АН према НК и дуж АЕ према ЕК . 
. Значи тело АБ је према телу КО у размери трипут вишој 

од размере АЕ према ЕКо Но тело КО једнако је телу Г~, 
а дуж ЕК дужи rz и према томе је ·рззмера тела АБ према 

телу ГА :rpицу:г виша ол размере ивице АЕ према ХОМOJIог

ној ИВIЈЦИ rz. 
На овај рачин,разъsера сличних паралелепипеда је тркпут 

виша од размере хомологних ивица. Ато је требало доказати. 

3аЈ<ључак 

. Qл.авде· је 'јасно да ће, ако СУ четири дужи пропор· 
ционuне,. бити првз према четартој као паралелепипtл НII 
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првој· према слиqном и слично конструисанnм параnелепипеду 
на другој, пошто је прва према четвртој у трипут вишој 

размери од размере прве према другој. 

34. 

Код паралелепипеда једнаке запремине основе су обр· 

нуто пропорционалне висинама. И ако су код паралелепипеда 

основе обрнуто пропорционалне висинама, они су једнаке 
запремине. 

Нека су запремине паралелепипеда АВ и Г~ једнаке. 

Тврдим да су основе паралелепипеда АВ и Г~ обрнуто про· 

порционалне висинама, и да је основа Е0 према основи NП 

као висина тела Г ~ према висини тела АВ. . 
Заиста, нека су, прво, бочне ивице АН, EZ, АВ, 0К, 

ГМ, N?:, ОЬ, ПР. нормалне на својим основама. Тврдим, да је 

основа Е0 према основи NП као ГМ према АН. 

Ако је сад основа Ее једнака основи NП и тело АВ 

једнако телу Г~, биhе једнака и дуж гм дужи АН. Заиста, 

паралелепипеди исте висине се односе међу собом као основе 

(јер, ако при једнаким основама Е0 и NП висине АН и ГМ 

нису исте, неЬе бити ни тело АВ једнако телу Г~. А по 

претпоставци једнако је. Према томе висина ГМ неће б.ити 

неједнака висини АН. Значи једнака је]. и основа Е0 је 

Ir в 

н t--+----{ 

А Е 

р .d према основи NП као ГМ 

r 

према АН, те је очигледно 

да су основе паралеn~пи· 

педа АВ и Г ~ обрнуто 

пропорционаnне висинама. 

Нека сад основа Е0 

није једнака основи NП, 

већ је Е0 .већа. Но тело 

АВ је једнако телу Г~, 

N па је стога. и висина ГМ 
већа од виснне АН. '[ јер

ако није, неће тада ни тела АВ и Г~ бити једнака, а прет, 

постављено је, да су једнака]. Па одмеримо ГТ једнако АН 
и Допунимо на основи NП са висином ГТ параnе{lепипед Ф(. 
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Пошто је тело АВ једнако телу Гд, а постоји и тело ГФ, 

а Једнаке (величине) су у истој размери према истој (вели
чини), биhе тело АВ према телу ГФ као и тело fLl према 

плу ГФ. Но тело АВ је према tелу ГФ као основа Е0 према 

основи NП, јер 1СУ тела АВ и ГФ са истим висинама. Тело 

Г Ll је према телу ГФ као основа МП према основи ТП и 

висина ГМ према висини ГТ. Према томе је основа Е0 према 

основи NП као висина МГ према висини ГТ. Но ГТ је јед

нако АН, и на овај начин је основа Е0 према основи NП 

као МГ према АН. Дакле, основе паралелепипеда АВ и Гд 
обрнуто су пропорционалне висинама. 

Даље, нека основе паралелепипеда АВ и Гд буду обр· 

нуто проiюрционалне висинама и нека је основа Е0 према 

основи NП као висина тела Г д према висини тела АВ. Тврдим 
да је тело АВ једнако телу Гд. 

, [ Заиста, ] нека су поново конструисане бочне ивице 

управне на основама. И ако је основа Е0 једнака основи NП, 

и основа Е0 је према основи NП као висина тела Гд према 

висини тела АВ, биhе висина тела Гд једнака висин,И тела АВ. 

~ешто--еу-паралелепипеди са једнаким основама и са истим 

висинама једнаки међу собом, биhе тело АВ једнако телу Гд. 
Нека основа Е0 није једнака [основи] NП, него је већа 

Е0. Према томе је и висина тела Г д већа од висине тела АВ, 

тј. ГМ од АН. ОДtrfеримо поново ГТ једнако АН и на сличан начин 

Допунимо тело ГФ. Пошто је основа Е0 према основи NП као 

МГ према АН, а АН је једнако ГТ, биhе основа Е0 према 

основи NП као МГ према ГТ, Али [основа] Е0 је према 

основи NП као тело АВ према телу ГФ, јер су тела АВ и ГФ 

са једнаким висинама. Но ГМ је према ГТ као основа МП 

према основи ПТ и тело Гд према телу ГФ. Према томе је 

. тело АВ према те.IJУ ГФ као тело Г д преtrfа теnу ГФ. Дакле 
свако 0/1. тела АВ и [д је у истом односу према ГФ. На овај 
начин, тело АВ је једнако телу Гд. [А то је требаnо доказати]. 

Нека сад конструисане бочне ивице ZE, ВА, НА, 0К, ZN, 
да, МГ, РП нису управне' на својим основама. Повуцимо KPO~ 

тачке Z, Н, В, К, Е, М, Ll, Р нормале на равни Е0 .и NП и 

века њихова подножја у тим равнима буду тачке L, Т, У, Ф, 

Х, qr, О, d' па допуни мо те,ла ZФ и ZO. Тврдим, да су ,И у 

том случају, под УСnОВИМ8 да су тела АВ и Гд једнака, 



44 

основе обрнуто пропорционалне висинама, наиме: основа Е0 

је према основи NП као висина тела rLl према висини 

тела АВ. 

Пошто је тело АВ једнако телу Г~, а тело АВ једнако 

телу ВТ, ј.ер су са истом основом ZK и са истом висином 

в 

r 

[а крајеви БОЧ8ИХ ивица 

нису на истим правима]. 

И тело Г Ll једнако је те

лу Ll 'У, јер су опет са 

истом основом РЗ: и c~ 

истом висином [а крајеви 

бочних ивица нису на 

истим правима]. Према 

томе и тело ВТ једнако 

је телу LlW. [Код једнаких 
паралелепипеД8, под усло-

вом да су висине управне на 

р основе, основе су обрнуто 

пропорционалне висинама]. 

AI r Према томе је oc.,o~a ZK 
према основи Р:Р као ви

сина тела Ll'V према висини тела ВТ. Но основа ZK је једнака 
основ н Е0, а основа З:Р једнака основи NП. Према томе је 

основа Е0 према основи NП као висриа тела А 'У. према висини 

тела ВТ. Али су висине код тела АЧГ и ВТ исте као н код 

тела АТ и ВА. Према томе је основа Е0 према основи NП 

као висина тела АГ према висини тела АВ. На овај начин, 

код паралелепипеда АВ и rLl основе су обрнуто пропорци
оналне' висинама. 

Нека су сад код параnелепипеда АВ и Г А основе обр

нуто пропорционалне висинама, наиме: основа Е0 је према 

основи NП као висина тела ГА према висини тела АВ. Твр

дим да су тела АВ и Г А једнака. 

Заиста, са истим конструкцијама,· пошто је основаЕ0 

.рема основи NП као висина тела ГА према висини тела АВ" 
а основа Е0 једнака је основи ZK.~ основа NП основи :SP 
биhе основа ZK прем~ основи ЕР као висина тела ГА према 

висини тела АВ. Аnи су тела АВ и Г А са истим висинама 

--
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као и тела ВТ и S\II'. Према томе је oCHoBaZK према основи 
2Р као висина тела S\II' према висини тела ВТ. Основе пара
лелепипеда ВТ и ~ЧГ су обрнуто пропорционалне висинама' 

[тела оних паралелепипеда код кqјих су висине управне на 

основама, а основе обрнуто пропорционалне висинама, једнака 

су]. Према томе је тело ВТ једнако телу Д'V. Но ВТ је 

једнако ВА, пошто су са истом основом, ZK, и са истом 

висином [а крајеви њихових бочних ивица нису на истим 

правима). и тело ~ W једнако је телу ~Г [п~што су и она 
са истом основом Э:Р и са истом висином, а крајеви бочних 
ивица \ нису на истим правима]. На овај начин, тело АВ је 

једнако телу Г~. А то је требало доказати. 

35. 

Ако су дата два једнака равна угла и кроз њихова 

,темена повучене, изнад равни тих углова, праве,. које обра

зују' једнаке углове са крацима углова, свака са сваким па 

се на повученим правима узму ПРОИЗВОЈЪре тачке и из њих 

спусте нормале на равни полазних углова, и подножја тих 

нормала споје са теменима полазних углова, биЬе углови 

између тих спојница и ван равни повучених правих једнаки 
међу собом. . 

Нека су ВАГ и E~Z два праволиниска угла и АН и ~M 

из тачака А и f1 повучене ван равни тих углова праве, које 
образују једнаке углове са крацима полазних углова, свака 

са сваким, угао M~E једнак је углу НАВ и угао M~Z -
• 

углу НАГ; нека су на правима АН и ~M узете. произвољне 

тачке Н и М, из тачака, Н и М, спуштене нормале на равни 

кроз ВАГ и кроз E~Z. нека су тачке N и А подножја нор
.. ала MN и НА, на тим равнима и повучене спојннце АА и 

N~. Тврдим да је угао НАА једнак УГЛУ M~N. 

Узмимо Ае једнако ~M и повуци мо кроз тачку е праву 

@К паралелну НА. Пошто је НА нормална на равни кроз 

ВАГ, биЬе и 0К нормална на равни кроз ВАГ. Повуцнмо из 

тачака К и N нормале КГ,. NZ, КВ, NE на праве АГ, ~Z, 
АВ, ~E и узмимо спојнице ег, ГВ,. MZ,ZE. Пошто јеква
Jl.рат . на еА једнак збнру квадрата на 0К· и КА, а квадрат 

на КА једнак збнру квадрата на КГ и на Г А, биЬе квадрат 
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на еА једнак збиру квадрата на ек, на кг и на ГА. А пошто 

је збир квадрата на вк и на КГ једнак квџрату на ег, биhе 

квадрат на еА једнак збиру квадрата на ег и на ГА. Према 

томе је угао еГА прав. Из истих разлога и угао 6.2М је прав. 

дакле, угао еАГ једнак је углу М6.2. Постоје два троугла 

н 

М6.2 и еАГ, који имају по два једнака угла, сваки сваком, 

и по једну једнаку страну, еА једнаку М6., спрам једнаких 

углова. Према томе су и остале стране једнаке осталим стра

нама. Значи и АГ једнака је 6.2. СЛQЧНО се доказује да је ~ 
АВ једнака LiE [и то овако: спојимо ев и МЕ. Пошто је 

квадрат на А0 једнак збиру квадрата на АК и на К0, а ква

драт на АК једнак збиру квадрата на АВ и на ВК, биhе збир 

квадрата на АВ, на ВК и на ке једнак квадрату на Ае. Али 
збир квадрата на вк и ке једнак је квадрату на ве, јер је 

угао екв прав, као, угао нормале на основној равни. Према 

томе је квадрат на Ае једнак збиру квадрата на АВ и Be
l 

Значи ~yгao Аве -је прав. Из истих разлога и угао 6.ЕМ је 

прав. А и угао _ ВАе једнак је углу Е6.М по претпоставци, 

и Ае је једнако 6.М, значи и АВ је једнако 6.Е]. Пошто је 

сад АГ једнако 6.2 и АВ једнако 6.Е, две дужи Г А и АВ 

једнаке су двема дужима 26. и 6.Е, а и угао Г АВ једнак је 

углу 26.Е, биhе основица ВГ једнака основици Е2, троугао -
троуглу и остали углови осталим угловима, те према томе 

је и угао АГВ једнак- углу 6.2Е. А таКОђе је и прав угао 
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ЛГК једнак правом углу 62N. Дакле и преостали угао ВГК 
једнак је преосталом углу E2N. Из истих разлога и угао 
ГВК једнак је углу 2EN. Постоје два троугла ВГК и E2N, 
који имају по два једнака угла, сваки сваком и по једну 

једнаку страну ВГ и Е2 спрам једнаких углова, према томе 
су и остале стране једнаке осталим странама. Значи да је ГК' 

једнако ZN. А и ЛГ једнако је 62. Щве дужи ЛГ и ГК јед
наке су двема дужима 62 и 2N и чине праве углове. Преме 
томе и основица ЛК једнака је основици 6N. И пошто је АЭ 
једнако 6М, 6иhе једнак и квадрат на ле квадрату на 6М. 

Али квадрат на ле једнак је збиру квадрата на ЛК и ца ке, 

јер је угао Аке прав. И крадрат на 6М једнак је збиру ква

драта на 6N и на NM, јер је и угао 6NM прав. На тај начин 
збир квадрата на АК и Н8 ке једнак је збиру квадрата на 

6N и NM, од којих је квадрат на АК једнак квадрату на 

6N, па је стога и преостали квадрат на ке једнак K~aдpaTY 
на NM. Према томе је ек једнако MN. И пошто су две дужи 
еА и АК једнаке двема дужима М6 и 6N, свака свакој, 

и OCHOB~цa ек једнака основици MN, биhе и угао еАК једнак 
углу M6N. 

На овај начин, ако су дата два једнака равна угла и 

тако даље како је у тексту теореме. [А то је требало до

казати Ј.З1 

Последица 

Из овог је· јасно, да ако постоје два једнака равна угла 

и ако су кроз њихова темена повучене изнад равни тих 

углова једнаке дужи, које образују једнаке углове са кра
цима полазних углова, свака са сваким, биhе нормале, пову

чене из крајева тих дужи на равни полазних углова, једнаке 

међу собом. А то је требало доказати. 

26. 

Ако су три дужи (непрекидно) пропорционалне, биЬе 

запремина паралелепиледа састављеног од њих (као ивица) 
jeд~aKa запремини једнакоив~чног паралел~пипеда, саставље

ног од средње дужи са угловима једнаким угловима лолаэног 

( паралелепиледа). 
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Нека су А, В, Г три (непрекидно) пропорционалне дужи, 
тј. нека је А према В као В према Г. ТВРДИМ, да је запре

мина паралелепипедаt:а ивицама А, В, Г једнака запремини 

једнакоивичног паралелепипеда са ивицом В и са угловима 

једнаким угловима пр'вог паралелепипеда. 

Конструишимо код тачке Е рогаљ обухваhен са liEH, 
HEZ и ZEli, , одмеримо liE, НЕ, EZ сваку једнаку дужи В 

и Допунимо паралелепипед ЕК. Одмеримо затим ЛМ једнако 

А, конструиwимо на дужи ЛМ, код тачке л, рогаљ једнак 

рогљу код тачке Е, обухваhен угловима NЛ3, 3ЛМ и МЛN 

и Одtyfеримо ЛЕ je.1l:HaKO В и ЛN једнако Г. Пошто је А према 

А------.-:...-

f{ -----

{' 

в као В према Г, а А је једнако ЛМ, В сваком од Л:Е и 

Eli, и Г jeд~aKO ЛN, биhе ЛМ прем~ EZ као liE према ЛN. 
А код једнаких углова NЛМ и liEZ краци су обрнуто про

порционални, према томе је паралелограм MN једнак ,пара

.1еЛограму liZ. И пошто су два равна праволиниска угла liEZ 
и NЛМ једнака и над њима су конструисане једна другој 

једнаке дужи Л3 и ЕН, које са полазним правима образују 

једнаке углове, сваки сваком, биhе једнаке међу собом и нор

мале спуштене из тачака Н ,и :Е на равни кроз NЛМ и кроз 

liEZ. Према томе су тела ле и ЕК, свако, исте висине. 

А паралелепипеди са једнаким основама и истим висинама 

јцнаки су међу собом. Због тога је тело ел једнако телу 

ЕК. А тело ле је састављено од : А, в, Г, а тело ЕК од В. 

На овај начин, запремина паралелепипеда састављеног 0.1{ А, 

В, Г једнака је запремини једиак,*вичвог паралелепипеда 

(астављеног од В, са угловима једи~ким угловима првог пара

лелепипеда. А то је ,требало до~азати. а8 
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Ако су четири дужи пропорционзлие, пропорционални 

су и слични паралелепипеди, слично конструисан и на тим 

дужима. И ако су слични паралелепипеди, а слично конструи

сани на дужима, пропорционални, онда су пропорционалне 

и саме ове. дужи . 
. Нека су АВ, Г д, EZ, не четири пропорционалне дужи, 

наиме: АВ је према Гд као EZ према не. Конструишимо на 
АВ, Гд, EZ и не сличне и слично конструисане паралеле

пипеде КА, лг, МЕ и NH. Тврдим да је КА према ЛГ као 

МЕ према NH. 
Заиста, пошто је паралелепипед КА сличан ЛГ, биhе 

размера КА према ЛГ трипут виша од размере АВ према Гд. 
Из истих разлога је размера .МЕ према NH трипут виша од 
размере EZ према не. А како је АВ према Гд као EZ према 
не, биhе .и АК према ЛГ као тело МЕ према NH. 

Но нека је тело АК према телу ЛГ као тело МЕ према' 

NH. Тврдим, да је дуж АВ према Гд као EZ према не. 
Заиста, пошто је, опет, размера КА према ЛГ трипут 

виша од размере АВ према Г д, а и МЕ је према NH у. раз
мери трипут вишој од размере EZ према не, а КА је према 
АГ као МЕ према NH, биhе и. АВ према Гд као EZ према не. 

На овај начин, ако су четнри дужи пропорционалне, 

Оllда су и тако' даље, као у тексту теореме. А то је. тре

бало Доказати.l' 

EYKJlK.to •• е .. ементм ањ. 11 .. 
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38. 
\ 

Ако су [ивице наспрамних страна коцке (куба) пре по· 

ловљене и кроз деоне тачке "овучене равни, заједнички пре

сек тих равни и дијагонала коцке се полове. 

Заиста, нека су ивице наспрамних страна ГZ и Ае коцке 

AZ преполовљене тачкама К, Л, М, N, Е, П, О, Р, кроз пре

секе конструисане равни KN и ЕР, чији је заједнички пресек 
y~, и ~H дијагонала коцке. Тврдим да су једнаке дужи: 
УТ са TL и ~ Т са ТН. 

Заиста, спојимо ~ У, УЕ, BL и LH. Пошто је ~E пара
лелно са ОЕ, биhе унакрсни углови ~'8.Y и УОЕ једнаки 

II 
међу собом. И ПОW1;'о је 

~З: једнако ОЕ и ЗУ јед

нако УО и обухватају 

једнаке углове, биhе о
сновица ~ У једнака УЕ, 

троугао ~EY једнак тро

углу ОУЕ, а остали угло

ви једнаки осталим уг ло

вима. Према томе је угао 

ЗУ ~ једнак углу ОУЕ. 
в Због ТОГ,а је ~ УЕ права 

линија. Из истих разлога 

је и BLH права линија и 

ю: једнако LH. И пошто 
А ЈУ је Г А једнако и паралелно 

са ~B, а Г А је једнако и 

паралелно и са ЕН, биhе ~B једнако и паралелно са ЕН. 

А спајају их дужи ~E и ВН. Према томе су паралелне и 

дужи ~E и· ВН. Због тога је угао E~T једнак углу ВНТ, 
јер су унакрсни, а и угао ~TY једнак је углу HTL. Постоје 
два троугла ~TY, HT~, који имају два угла je~~~Ka са два 

угла и једну страну једнаку једној страни, спрам једнаких 

углова, тј,. ~ У и HL, јер су половине дужи ~E и ВН. Стога 
су и ОСТ8ђестране.јеДнаке осталим странама. ПремаТQме је 
~ т једнако' ТН и УТ једнако П:. . 
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На овај начин, а'}(о су ивице наспрамних страна коцке 

(куба) преполовљен е и кроз деоне тачке ~овучене равни, 

заједнички пресек тих равни и дијагонала коцке се полове. 

А то је требало доказати.4О 

39. 

Ако је код једне од две призме са истом висином 

основа паралелограм, а код друге троугао и паралелограм 

двапут веhи од троугла, призме су. једнаке. 

Нака су АВГ ~EZ и HeKAMN две призме са истим виси
нама и нека је -код једне основа паралелограм AZ, код друге 
троугао _ нек и паралело-

о грам AZ двапут веhи од в .1 N 

троугла нек Тврдим, да ~' ~ 
је призма АВГ LlEZ једнака \ l' Е \ Л' 
призми HeKA~N. А -- fЭ 

Заиста, Допунимо те- l: Z 

ла АЕ и но. Пошто је 

паралелограм AZ двапут 

н Ј( 

веhи од троугла нек, а паралелограм ек исто тако двапут 

веhи од троугла нек, биhе паралелогра~ AZ једнак парале
лограму ек. Како су паралелепипеди са једнаким основама 
и истим висинама једнаки међУ себом, биhе тело АЕ једнако 

телу НО. Но призма ABr~EZ је половина тела АЕ, а· призма 

HeKAMN је половина тела НО. Према томе је и призма 

ABr~EZ једнака призми HeKAMN. 
На овај начин, ако је код једне од две призме са истом 

висином основа паралелограм, 8 код друге троугао и пара

лелограм двапут веhи од троугла, призме су једнаке. А то 

је требало Доказати.41 



КОМЕНТАР 



1 О логичкој структури ових двадесет осам дефиииција 

Еуклидове стереометрије могло би се поновити све оно што 

смо казали уопште о дефиницијама Еуклидове планиметрије 

у првој књизи. И овде више дефиниција имају описни Kapa~
тер и могу се сматрати као, више или мање, јасни закључци 

из претходних геометриских знања добивених у. ранијем 

индуктивиом периоду геометрије . • 
2 У овој дефиницији "тела· Еуклид наводи три димен-

зије овог просторног објекта - дужину, ширину и, према 

једном тумачењу, дубину ('to Џ&o~), како то стоји, наПI1. код 
Heath'a (depth) и Мордухай-Болтовског (глубина). Али 

'to Џ&o~, како се то налази у неким речницима, значи и висина. 
Види, напр., код О. Е. Вепsеlеr'а и К.Sсhепkl'а у 13-0М издању: 
'to Џ&ОIj; - 1) Tiefe, Нбhе, је nach dem Standpunkt или код 

А. д. Вейсмана у 3-Ьем издању: Џ~ОIj;, ЕОС;, 'to глубина; иногда . 
значит: высота. Савремена школска nитература је усвојила 

као главну треЬу димензију тела - висину. Али на овом 

месту код Еуклида 'to ~ci&OIj; ипак значи дубина, јер у овој 

истој књизи, кад је реч о висини у савременом смислу, Еуклид 

редовио употребљује другу реч, наиме 'to uфОIj;, напр.: Та 

7tapIXAA'ljM1tt1tBOIX 07to' 'tO IXOto I}фОIj; -паралелепипеди са истом 
висином. 

у вези са овом првом Еуклидовом дефйницијом у овој 
књизit учинимо још једну важну примедбу. КодЕуклида реч 
• O't6pBOY " има двојако значење,. као што, напр., у српском 

језику реч "поершина" има двојако значење - геометриског 

облика и веЛ~чине. Тако и " СЈtЦЕОV " значи и геометриск}( 

облик и величину тог' геометриског облика, тј. запремину. 

Те, према томе, тело једног паралелепипеда може бити или 

исто «(XOt-ОУ)са телом' другог парвлелепипеда, или једнако. 
(rCJOV); у п'рвом случају паралелепипеди се могу поклопитн, 

у другомсу им једнаке запремине. У нашем преводу задр-
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жавамо, као и други преводиоци, Еуклидову реч "тело· за 

оба случаја. 

з Према предлогу проф. М. Радојчиhа ту би требало 

ставити реч "површ· у смислу латинске речи superficies или 
руске - поверхность, а реч "ПОВрШИН1Ј" задржати у смислу 

агеа, руска реч - площадь. 

4 у овој дефиницији јасно се види индуt<тивна природа 

њена. Ст'рого логичка структура дефиниције не Допушта да 
се унапред говори о равни која пролази кроз више од две 

праве које се секу. У савременом логичком излагању геоме

трије могућност Еуклидове форме ове 'дефиниције следује 

тек посл~ доказа познате теореме о положају сваке треће 

праве која стоји управно на датој правој. 

Ii И ова дефиниција има недостатак претходне дефини

ције. Ова форма дефиниције оставља отворена цитања: да ли 

можемо произвољно бирати нормале у једној. равни .. ~ да ли 
услов дефиниције зависи од тога коју раван. узимамо као 

прву раван? 
8 Као што је познато, Еуклид не разликује појам праве, 

Koj~ fdоже бити продужена било у оба правца било само 
у једном (полуправа), од појма дужи. Текст ове дефин"ције 

. се може изложити јасније ако се употреби ПQјам дужи, јер, 

према Еуклидовом тексту, она има горњи и доњи крај. 

7 И ова дефиниција претпоставља, као очевидно, да т.ај 
"оwтар"' угао (зашто баш' оштар?) не зависи од положаја 
тачке на пресечној правој тих равни. 

8 Еуклидова реченица гласи: ,,,ПараЛЛУЈЛG:61i:tтr;tМ ЁdtL ta 
dсЈUј!ittЮ'tcl:. у ступајуhи савременој. форми дефиниције. параnел

ности, употребио сам у првој књизи у дефиницији паралел
ности правих израз: "које' се не секу једна са ДРУГОМ·ј 

међутим, држеhи се ближе ЕУКЛИДО80Г текста, треба упо

требити и овде и тамо појам. стицања. Боље је Н&i'1исати· у 

првој књизи: које се не стичу. У томе смислу грчка реч. 

cicJuj.l.1tt{J)t'O~ је ушла и у caBp~MeHY математичкутерминологију. 

~ у овој дефиницији се поста~ља појам "сличних про

сторних фигура (Oj.l.OLG: СТСЕРЕI% ax~J1G:ta), при чему се појам 
фигуре очевидно сматра као добро' познат. У грчком језику 

реч .tO CJXf)llG:" има много значења: спољашњи .изглед; облик, 
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форма; држање тела, став, понекад и леп изглед, лепота; В,ИД 

(под видом), предлог (учииити предлог); положај у животу, 

стање, улога; одело и, најзад, као стручни израз -:-:- геоме-

триска фигура.' . 
Савремени читалац ће врло тешко разу~ети та<Јан сми

сао ове дефиниције. Пре свега 'под равнима треба разумети ' 
равне слике и то у Датом случају Многоуглове. Даље, ништа 
није наведено о распореду тих сличних и у истом броју 

многоуглова. Међутим тај распоред игра врло в,жну улогу 

У конструкцији полиједаРа. Довољно је навести пример два 

неправилна тетраедра симетрична у односу на раван основе: 

њихо.е стране су чак н ~eДHaKe, па ипак та два тела нису 

слична. 

10 Примедба на претходну дефиницију се односи и на 

ову дефиницију. Еуклидови услови нису довољни за једна

кост полиједара. 

11 Пре свега треба навести разилажење код преводи

лаца у тумачењу те дефиниције. У тексту стоји .060 rpaf1J1WV" 
и на другом MeciГY .'tЩ-I: ypa:J1p.~., 

а "ypaJ1J1~" значи линија уопште, 

а не специјално' права (e~era). 
Прем~ томе овој дефиницији, од

говара геометриски облик (сл. 1, а) 
са криволиниским ивицама. И у 

планиметријl{ Еуклид је' увео сли
чан појам (деф. 8, књ., 1)., Ово 
тумачење се још појачава rиме, 

што. се у том делу," деФllщщије 

говори о граничним површинама, 

а не Ь равнима. Са друге стране, 

у другрј варијанти'ове Д~фини
ције ЕУКЛI4Д говори (, paoHilMa, 
које се сусреЬ у у ~CToj тачки,' 
а тада су ивице праврлиниске, 

(сл. 1, Ь)." Разуме се, да две варијанте могу "м~ти И разли
чити садржај. 

Грчки термин '.:tiepea rюv€«" преводим са, УСВ9јеuим 
ШКОЛСКИм називом '. рргаЈЬ·; Али сматрам да нааНвн .• ,те~есни 
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угао" или .запремински угао" више би одговарали и грчком 

тексту и примље-ној терминологији у другим језицwма, иаиме: 

латински - solidus angulus франц. - angle solide, енгл. -
so1id angle, немачки - kбrреrliсhе Ecke, руски - телесный угол. 

Приметимо да llеЕуклидов појам рогља односио, како 

то следује из садржаја теореме.21. ове књиге, само Н8 кон

вексне- рогљеве, тј. такве, чија област се налази само са једне 

стране од равни сваког равног рогљевог угла. 

12 • LX'ijf.11X OtEPEOV преводим са • просторна фигура". Реч 

.слика ~ _ је OCTaBљe~a за облике у равни, а фигура може 

бити и ~ равни Q у простору. 

lSИз ове дефиниције јасно проистиче да се под рав

ннма овде разумеју многоуглови. У планиметрији су, код 

Еуклида права и дуж обухваhене истим термином - EMet'lX, 

исто тако у Стереометрији истим термином €'It~1tEOOV су обу

хваћене раван и многоугао. 

н у овој дефиницији Еуклид уноси у Геометрију елео 

мент KpeTa~a, тачније, померања, промене места, без учешhа 
времена. Тај индуктивни елемент Еуклид сматра као јаснији 

и природнији од појма геометри.ског места. Ипак у Планиме

трији при дефиницији круга (деф. 15, књ. 1) Еуклид наводи 
само _осо~ину једнакоу даљеНQСТИ. 

1. у српском језику две речи .оса" и .осовина" имају 

исти садржај, али постоји тенденција' да се за .осу· повеже 

чисто геометриски облик праве линије; чак и у широким- кру

-говима, а за .осовину" - материјално тело, око којег се 

обрhе друго материјално тело. 

'18 Текст ове дефиниције оправдава тврђење, да Еукли
дова реч .cr<plXt'pCX" значи тело, лопту, јер стоји: .U'ltO 't7j~ 

€'It~TlXv.eCcx<;; 't''ij<;; G<pftlptX<;;" , тј .• сферном површином·. У српском 
језнку постоји тенденција Д8 сеЗ8 тело употребљава реч 

';лопта" , а за површину лопте - -.сфера", напр., небеска 

сфера, сферни троугао. 

17 Савремени појам конуса 'и конусне tlOВl'шине је.шири 

од наведеног Еуклидовог појма. Еуклидов појам је еК8ива
леlfrан у савременој српској шкоnској литератури. појму 

.праве купе".-
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18. Савремени појам и цилиндра и цилиндарске површине 

је шири од Еуклидовог појма. Код Еуклида је реч о правом 

кружном цилиндру или ваљку. 

19 Еуклид је, наводеhи у дефиниЦијама 25- 28 правилне 
полиједре, изоставио правилни тетраедар. Можда је то слу

чајан пропуст у оним грчким рукописима, којима је распо
лагао 1. L. HeiЬerg. Немачки преводилац Ј. К. F. Hauff (1797) 
уноси под бројем 26 још једну, двадесет девету дефиницију, 
дефиницију тетраедра. Она би овако гласила: Тетраедар је 

просторна фиг'ура обухваhена са четири једнака, једнако

страна троугла. Али' се може поставити и друга хипотеза. 

Можда је већ у Еуклидово' време реч тетраедар (t8tFUЕгр6v) 
эначила сваки тетраедар уопште, а не само правилан и зато 

није ушла у дефин:ицьје правилних полиједара, а· полиједри ' 
уопште нису били дефинисани. 

10 Ова прва теорема замењена је у савременом изла

гању Стереометрије аксиомом: Ако права С8 равни има две 
заједничке тачке, свака њена тачка је у тој равни (аксиома 
праве и равни). 

у формулисању И доказу како ове теореме тако и неких 
других ЕуклиД употребљава израз "tO ЬЛО,\ЕlJ.L€VОV lpt1t600V који 
се може превести '.раван доле, .доња"' или .основна раван· 

и други израз - J1Et€roPOtEpq>" који означава .горе" или 

~издигнут". Можда је то одговарало, оној хоризонталнај 
равни у односу ва коју је Еук.iJид изводио конструкције за 

време својих предавања. 

11 у овој теореми Еуклид наводи само јед/ш начин за 
одређивање положаја равни 'у . простору, . наиме помоћу две 
праве које 'се секу. Остали начинИ.пом6hу: 1. три· TaQKe, које 
не припадају истој' правој; 2. праве 'н тачке ван те праве, и 

. 3. две паралелне праве могу се свесtи на одређивање помоћу 
две праве које се секу. 

22 Ова Еуклидова теорема сад се замењује теоремом: 

Ајс'о ДlJе равни имајУ заједничку тачку,' оне имају бар "једну 
заједничку праву. 

28 Еуклидова теорија' нормале на равни има тај недо
статак 'шrо ")зимабез . доказа постојање у простору праве 

нормалне на двема правима које се секу. У саьременој 
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школској литератури, која се прkдржава строжијег ма и 

компромисног дедуктивног излагања, прво се показује да је 

могуле конструисати у простору прав у нормалну на двема 

правима које се секу., То се постиже иа тај начин што се 
кроз тачку на пресеку двеју равни повуку 'нормале на тај пре
секу свакој равни. 

У школској литератури Еуклидов доказ ове теореме је 

замењен Кошијевим доказом, који се разликује од Еуклидо
вог не суштином логичког раСУђивања, вел прег ле.цношhу 
конструкције. Код Еуклида се оба дела конструкције 'налазе 

- са исте стране равни, а код Кошија са разн.их c,тl?aHa равни 
и то у положају симетричном према равни. Ова врло попу

ларна теорема била је предмет доказа и других писаца 

(Лежандр, Безу, Адамар и др.). При индуктивном излагању, 
теорија ИQрмале на равни се заснива на елементарним, кон

кретним геометриским претставама, наПр. на отвореној књнзи 

(Е. Борел). " 
'24 У вези са садржајем како ове, тако и других теорема 

наведимо ову примедбу. У својим излагањима Еуклид џе 
разликује три појма, које обухвата истом речју - "Еб&Е!а;" -
права. То су, како смо већ наво.дили, права, полуправа и,Дуж. 

Услед тога при тачном формулисању неких CTaBOB~ и доказа 
настају, нарочито у Стереометрији, понекад формалне ком: 
пликације и нејасности и то при одређивању положај~ једног 

од тих облика у односу на други. И употреба О.lr.rоварајуhИХ 
глагола мо.же бити незгодна. Тако је, напр., Незго.Дно казати 
да се две по.луправе секу, Кад су њихови крајеви у истој 
таqКИ,а незгодно је упо.требит~ и' глаг()лдо.дирују,јер појам 
додира у савремено.ј математици има Сасвим други геометри
ски садржај. Једино због то.га што. су одговарајућа расуђи

вања врло једноставна Еуклидова употреб'а сам6Једне речи 
и примена, можда, и н~одговараiУпих г.iIа~Ола не' ИЗ'Јзива 
неспоразуме о суштини предмета . 

. 25 У овој .теореми <> углов'има са паралелни~ крацима. 
Еуклид изоставља случај кад је збир таквих 'у'I;'лС?ва јџнак 
двама правим угловима. Овај пропуст је врл() }~арактери
стичан за Еуклидову геометрију, г'еометрију"не променљивих 
геометриских облика у разним могуhим ПОЛО)i{аtима,' Qеђ 
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тога је тој геометрији апсолутно стран '"!ојам смера рецимо, 

датог правца. 

Овај Еуклидов пропуст показује, карактеристичну за 
Еуклида, нарочиту особину излагања. Еуклид се строго при

држава у доказу само ОЈIИХ података који непосредно сле

дују из конкретних слика и фигура. 

У вези са садржајем o~e теореме ПРliметимо да се са

времени појам угла, изгледа од XVIII столеhа, односи не 
само на угао две праве које се секу, веЬ и на две мимо

илазне праве. За угао такве две праве c~ узима угао правих 

које су паралелне датим мимоилазним правима и пролазе 

кроз исту произвољну тачку. Узимаље одр.еђених смеровз 
на правим једног и другог пара .прецизира одређивање, наро
чито величине тих углова. Ово проширење појма уrла стоји 

у природној В6Ви са улогом угла као геометриским еле

ментом, који служи за оцењивање промене положаја једног 

геометрискor објекта у односу на' други, нарщЈИТО са обра
зовањем нове форме. Угао треба сматрати као геометриски 
параметар форме (B-.~ ЧЈЈа.Иак: "О геометриским параме

трима·. Зборник радова Математичког ИНСТИЧТ8 Српске 
Академеје наука. Књ. 5. 1957). • . 

26 У овом ставу Еуклид решаВ8 први КОНСТРУ4<ТИВНИ 
просторни задатак. Пре. тога Еуклид не наводи оне основне 
просторне конструкције· на које треба да. се сведе сваки кон
структивни задатак у простору. 

При прорачунавању наведене Еуклидове ~онструкције 
прирорно се појаВЉУЈе, у' вези са произвољним увођењем 
праве БГ у датој равни, питање о јединствености добивене 
нормале. доказ те јединствености није тежак. 

У вези са овом конструкцијом приметимо да код Еукли

да не постоји ·теорема три нормале-, коју је увео Луј 
Бертран и која је стекла нарочиту популарност пошто ју је 
Лежандр (1752 - 1834) унео у своје "Елемент-е- (Elements 
de Geometrie расА.,М" Legendre~ Ouvrage adopte рас l'Uni
veriIte .. У нашим PYK~Ma је 38.. издање без ознаке - године 
издања, 'према . o~!I~ajy француске школске литературе). 
у нашој редакцији (в'., вапр., Билимовиh - АнђелиЬ. Геоме-



62 

трија за VI разред средњих школа. Стереометрија, Б. 1943 г.) 
ова теорема r ласи: Нека је NA нормала са подножјем А на 

равни а и р права у тој р'авни. Ако је Р подножје нормале 
из А на р, онда је и права NP нормала на правој р (теорема 
три нормале). ' 

27 Нека је у датој равни а дата тачка А. Треба из А кон

струис'!ти нормалу на равни а. Узмимо кроз тачку А у равни 
а праву р и поставимо кроз ту праву две равни ~1 и ~2' а У 

тим равнима две нормале П1 и П2 на правој р. Раван тих 

нормала означимо са у. Нека та раван сече раван а дуж 

праве q. l:iормалап у равни у на правој q у тачки А је 
нормала из тачке А на равни а. 

28 Интересантно је да је Еуклид нашао за потребно да 

доказује јединственост нормале само за нормалу кроз тачку 
, . 

на равни, а изоставио је случај тачке ван равни. 

29 Теореме од 14. до 19. завршавају низ Еуклидових 
теорема које се односе на проучавање релативног положаја 

у простору тачака, правих и равни. У савременим уџб'ени
цима геометрије тај низ се попуњава са још неколико група 

теорема. У те групе ,спадају теореме о просторним УГЛ,?ВИft(а, 

о симетрији, о мимоилаз~им правима, о кореспонденцији 
између елемената у равни и елемената у простору и др. 

, 80 Теореме 20. - 23. третирају особине рог,љеве. Текст 

теореме 21. се однцси само на конвексне, испуnчене рогљеве. 
Претстава о другим рогљевима Еуклид, изгледа, није иr,tао, 

па према 'томе није могао да наведе ни тачније фОРl'tfулисаtЬе 
теореме 21. 

31 Навођење ове леме, чији је садржај непосредна, по

следlща Питагорине теореме, доказује да у ЕУКЛИДQfЮ време 

ова теорема, основа метрике, није заузимала оно Mec~o које 

заслужује. , 
" • 32 У тексту ове, теореме задржа вамо Еуклидове речи 

.наспрамне paBHI:I 8 (~(%ci7t$V«XV't[9V ••• E1[l7tE!'>«X) да још једанпут 

ПОДIJ учемо двозначнqст'" Е уклидовог пој ма. раван· (E.ltt7tESOV). 

38 У овом стаJlУ j~' први, пут џеведен појам "atE(JEOV 

'1t«Х(Ј<ХЛЛ1јАЕ1tt1tЕоr;v К без 'пречодче дефиit~цtиЈе. Mo~ece преве
сти .паралеЛепипедно ,теЛ<!:·'!Й!fџј~!1.нО~Та~ti~ '''!I~РаЛеле!1иriед~ 
што више oArOBapacaB~~M~W>J, :,еР"ИНОс~,Ог,~" ' ' 
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s4 Овај ~онструктивни задатак је одвојен од теореме 

о рогљевима очевидно из разлога што служи као помоh8И 

став за наредни задатак ~онструкције парsлелепипеда. 

З~ у вези са овом једноставном теоремом учинимо две 

примедбе: 1. И У овој и У другим теоремама Еуклид ни~~д 

не искоришhава ме'тоду поклапања једног тела са другим. 

Његова геометриска апстракција није још дошла до тог сте

пена да се може једно тело поклопити са другим. Матери

јалност физичкогтела још је кочила просторну апстракцију. 

2. Као услове за једнакост тела Еуклид узима да једнак.а 

тела буду обухваhена равнима истим и по броју и по вели

чини. Јасно је да су такви услови недовољни за утврђивање 

једнакости два геометриска тела. Узмимо две коцке. На горњу 

основу једне ставимо правилну квадратну пирамиду са осно

вом стране коцке и са висином половином висине јкоцке. 

Од друге коцке исте величине одузмимо правилну квадратну 

пирамиду са основом горње основе коцке и врхом у центру 

коцке. Прво тело - коцка са пирамидннм додатком и друго 

тело - коцка са пирамидвим удубљењем обухваhени су 

равнима истим и по броју и по величини, али оба тела нису 

једнака. 

зе у теоремама 29. -31. развијена.је позната Еуклидова 

теорија упоређивања запремина два паралелепипеда са једна

ким основама и висинама, али различите форме. У теореми 

32. то упоређивање се проширује на паралелепипеде који 

имају једнаке само висине, а у теореми 33. на сличне пара
лелепипеде. У теореми 34. су наведени два обрнута става. 

87 у вези са овом теоремом о углу праве и њене про

јекције на раван од интереса је приметити да Еуклид за 

конструкцију те пројекције не примењује непосредну, савре
мену методу, веЬ употребљава две помоћне праве које много 

отежава ју расуђивање. 

98 Тој геометриској теореми одговара ово алгебарско 

извођење. Ако су а:Ь=Ь:с, биhе ас=Ь2 и према томе аЬс=Ь'. 
89 Овом ставу одговара: првом делу 

цз а : Ь=С : d следује аВ : Ь9 =с8 : d' 
и другом 

следује а : Ь=С : d. 
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40 У овој теореми могу се напи трагови претстава о гео

метриској симетрији. 

41 Савременом qитаоцу ~KCT ове теореме изгледа по

грешан, јер смо навикли да су основе nризме nаралне равни. 

Међутим код једне од наведених nризама за основу. изгледа 

хоризонталну. узета је боqна страна nризме .. 



СРПСКА АКАД-ЕМИЈА НАУКА 

КЛАСИЧНИ НАУЧНИ СПИСИ 
КЊИГА ХII 

МАТЕМАТИЧКИ ИНСТИТУТ 
КЊИГА 12 

ЕУКЛИДОВИ ЕЛЕМЕНТИ 

LTOIXEIA 

ДВАНАЕСТА КЊИГА 

ПРЕВЕО И КОМЕНТАР ДОДАО 

АНТОН БИЈ1ИМОВИЋ 

БЕОГРАД 

1957 



Предговор 

Текст· .. 
Коментар· 

САДРЖАЈ 

:> 
7 

45 



ЛРЕДГОВОР 

Ова, дванаеста, књига Еуклидових елемената је важна 

како по садржају ставова који су у њој. изнесени, тако и по 

новој методи коју је Еуклид употребио у доказима теорема 

ове књиге. 

Садржај је посвеЬен упоређивању величина оних гео· 

метриских објекатг који се не могу упоређивати поделом 

на конгруентне делове или путем допуне до конгруентних 

објеката. Ти геометриски објекти су: кругови, пирамиде, 
купе, В8ЉЦИ и лопте. 

Метода која је употребљена, то је метода ексхаустије 

(лат: exhaustio) или исцрпљивања. 
И садржај ове књиге и метода ексхаустије служили су, 

а служе и сада, као материјал за проучавања са разних гле· 

дишта. Осо.бито богата методска литература посвеhена је 

оним Iпитањима елементарне геометрије, која у настави још 

нису добила дефинитивна решења. Наш скроман коментар 

нема за циљ да се упушта у разматрањ~ свих оних питања 

која су у вези са овом дванаестом књигом. 

Лри израдИ' и ове књиге су ми помогле колеге В. В. Ми· 

ШКОВИћ и Т. П. Анђелиh, на чему им овде изјављујем З3-

хвалност. 

А. Б. 



ТЕКСТ 



1. 

Слични многоуглови, уписани у кругове, односе се један' 

према другом као квадрати на пречницима. 

Нека су АВГ, ZH0 кругови, и ABrLlE, ZH0KA уписани 
слични многоуглови, и нека су ВМ, HN пречници кругова. 
Тврдим да је квадрат на ВМ према квадрату на: HN као 

многоугао ABrLlE према многоуглу ZH0KA. 
Заиста, повуцимо ВЕ, АМ, НА, ZN. Пошто је много

угао ABrLlE сличан многоуглу ZH0KA, угао ВАЕ је једнак. 

А z 

углу HZA и дуж ВА је према дужи АЕ као Н2 према ZA .. 
Сад имамо два троугла, ВАЕ и HZA, и угао ВАЕ једног 

једнак је углу HZA другог, а краци тих 'углова су пропор

ционални. Тада троуглови АВЕ и ZHA имају једнаке углове. 
Према томе је угао АЕВ једнак углу ZAH.· Али угао АЕВ

је једнак углу АМВ, пошто су над истим луком. И угао· 

ZAH је једнак углу ZNH; па и угао АМВ' је' једнак углу 
ZNH. А и прав угао ВАМ је једнак правом углу HZN. Стога 
је н преостали угао једнак преосталом углу. Према томе

троуглови АВМ и ZHN имају једнаке углове.· Дакле, размера 
ВМ према HN једнака је размери ВА према HZ. Али размера
двапут виша од размере ВМ према HN је једнака размеРИЈ 
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квадрата на ВМ према квадрату нн HN. А размера двапут 

виша од размере ВА према HZ је једнака размери много

угла ABГ~E према многоуглу ZH0KA. Према томе је ква

Арат на вм према квадрат у на HZ као М1Јогоугао АВГ 6Е 

према многоуглу ZH0KA. 
На овај начин, сл.ични многоуглови, уписани у кругове, 

·одн.осе се један према другом као квадрати на пречницима. 

А то је требало Доказати. 1 

2. 

Кругови се односе један према другом као квадрати 

на пречницима. 

Нека су АВГ ~ и EZH0 кругови, а B~ и Z0 њихови 

пречници. Тврдим да се круг АВГ ~ односи према кругу EZH0 
.као квадрат на Вд према квадрат у на Z0. , 

Заиста, ако се круг АВГ ~ не односи према кругу EZH0 
као квадрат на B~ према квадрат у на Z0, биhе размера ква
драта на Вд према квадрату на Z0 једнака размери круга 

АВГ ~ према површини или мањој или већој од површине 

А 

;f'-------4(j т 

Bt---------j 

н 

г 

круга EZH0. Нека буде, прво, према мањој L. Упишимо у 

круг EZHe квадрат EZH0. Тај уписани квадрат је веhи од 

половине круга EZH0. Јер, ако кроз тачке Е, Z, Н, 0 ~OBY· 
чемо тангенте на круг, половина описаног кв.адрата једнака 

је квадрату EZH0; а како је описани квадрат веhи од круга, 
биhе уписани квадрат EZH0 веhи од половине круга EZH0. 
Преполовимо лукове EZ, ZH, Н0, 0Е тачкама К, А, М, N и 
повуцимо дужи ЕК,. KZ, ZЛ, АН, НМ, Me,0N и NE; тада је 
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<ваки о.д тро.угло.ва EKZ, ZAH, нме, eNE веhи о.д по.ло.вине 
о.дго.варајуЬег кружно.г cefMeHTa. Јер, ако. кро.з тачке К, Л, м, N 
по.вучемо. тангенте на круг и на правима EZ, ZH, не, еЕ 
'Ко.нструишемо. паралело.граме, сваки о.д тро.угло.ва EKZ, ZAH, 
НМ0, eNE једнак је по.ло.вини о.дго.варајуЬег паралело.грама; 

.а сваки кружни сегмент је мањи о.д паралело.грама. Према 

то.ме је сваки о.д тро.угло.ва EKZ, ZAH, нме, eNE веhи о.д 

по.ло.вине o.дro.Bapajyьeг кружно.г сегмента. Ако. сад препо.ло.

вимо. кружне луко.ве, ко.ји настају по.сле претхо.дне по.деле, 

,спо.јимо. но.ве део.не тачке дужима и тај по.ступак про.дужимо. 

непрекидно., до.биhемо. кружне ,сегменте чији је збир мањи о.д 

разлике круга и мање површине L. Заиста, према прво.ј тео.

реми десете књиге, ако. имамо. две неједнаке величине, исте 

приро.де, па о.д веЬе о.дузмемо. величину веЬу о.д љене по.ло.
вине, о.д остатка о.дузмемо. по.ново. величину веЬ) од половине 

тог о.статка и тај поступак про.дужимо непрекидно., о.стаЬе 
нека 'величина ко.ја је мања о.д мање од по.лазних веЛltчина. 

Нека тако. буде ч нека збир ко.нструисаних кружних сегме

ната ЕК, KZ, ZA,' АН, нм. ме, eN, NE Kpy~a EZH0 буде 

мањи о.д разлике круга EZH0 и по.вршине L. Тада је остатак, 
мно.гоугао-ЕКLAНМ0N. веђи о.д по.вршине L. Упишимо. 

и у круг ABrLl мно.гоугао. A8BOrnLlP, сличан мно.го.углу 

EKZAHM0N. Тада је квадрат на BLl према квадрату на Z0 
као. много.угао. АЕВОГПLlР према многоуглу EK2AHM0N. 
Али квадрат на ВА према квадрату . на 20 одно.си се као. 
круг ABrLl према по.вршини ~. Према то.ме је круг ABrLl 
према по.вршини L као. мно.го.уг'!о. АЕВОГПLlР према мно.то.

углу !EKZAHM0N. Према то.ме, после промене реда, круг се 
о.дно.си према у њ уписаном мно.гоуглу као. површина L према 

мно.гоуглу EKZAHM0N. Али круг је веhи о.д много.угла УhИ
,саног у њ, па према томе је Ие"овршина ~ већа о.д мно.го

угла ЕКZЛНМ0N. Но о.на је и мања. А то. је немо.гуће. Према 
томе није квадрат на BLl према квадрату на Z0 као круг 

ABrLl према површиии мањој од круга EZH0. Слично. се 

до.казује да и квадрат иа' ze према квадрату на BLl није 

као. круг EZHe према по.вршиии мањој од круга АВГ Ll. 
Тврдрм, 'такође, да ии квадраr на BLl према квадрату на 

Z0 неЬе бити ,,\ао. круг ABrLl према површини ко.ја је већа 

·од круга EZH0. 
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Заиста, ако је 1'0 могуће, нека буде према већој површинИ' 

Т. Значи, посл~ промене реда, квадрат на ZC:> је према ква

драту на ~B као· fювршина Т према кругу ABrLl. Али повр

шина Т се односи према кругу АВГLl као круг EZH0 према 
површини мањој од круга ABГ~. На овај начин квадрат на 

ze је према квадрату на BLl као круг EZH0 према површини 
мањој од круга ABГ~. А доказано је да је то немогуЬе .. 
Према томе квадрат на BLl према квадрату на Z0 не односи 
се као круг ABrTh према површини већој од круга EZH0, А 
доказали смо да није ни као тај круг прама мањој површини. 

Према томе је квадрат на BLl према квадрату на Z0 као круг 
АВГ Ll према кругу' EZH0. 

На ов.ај начин, кругови се односе јеД8К према другом 

као квадрати на пречницама. А то је требало Доказати. 2 

Ле ма 

Тврдим, да ако је површина ~ веЬа Qд . круга EZH0,. 
ОНД8 је површина L према кругу ABГ~ као круг EZHe 
према површини мањој од круга ABrLl. 

Заиста, начинимо тако да површина t буде према кругу 
АВГ ~ као круг EZH0 према површини Т. Тврдим да је по

вршина Т мања од круга ABfLl. 
Заиста, пошто је површина :Е према кругу АВГ Ll као 

круг EZHC:> према површини Т, то Ье, после промене реда;' 

површина L бити према кругу EZH0 као круг ABfLl према 

површини Т. Но површина L је веЬа од круга EZH0, па 

према томе је и круг ABГ~ веhи од површине Т. на тај 

начин је површина L према површини ABГ~ као круг EzH0 
према површини мањој од круга АВГ 6.. А то је требала. 

докаЗ8ТИ. S 

11" 
~ 3. 

Свака пирамида са троуглом основом може се поделити 

на две једнаке пирамиде са троуглим основама, сличне једна. 

другој и целој пирамиди, и на две једнаке призме; збир те 

"две призме је веnи од lЮловине целе пирамиде. 

Нека буде дата пирамида са троуглом основом дВГ и 
врхом У тачки 6.. Тврдим да се ПИР8мида ABГ~ може поде-
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лити на две једнаке пирамиде са троуглим основама, сличне 

једна другој и целој пирамиди, и на две једнаке призме, и 

да је збир те 'две призме веhи од половине целе пирамиде. 

Заиста, преполовимо АВ, ВГ, ГА, А!::., !::.В,!::.Г тачкама 

Е, Z, Н, е, к, л и спојимо еЕ, ЕН, не, ек, КЛ, ле, KZ, ZH. 

А 

Пошто је АЕ једнако ЕВ и Ае 

једнако !::.е, права Е0 је пара

лелна првој !::.В. Из истих ра

злога биhе и права еК пара

Jlелна правој АВ. Према томе 

је еЕВК паралелограм. Стога је 
Е>К једнако ЕВ. Но ЕВ је јед

нако ЕА, па је стога и АЕ 

једнако ек. И Ае је једнако 

е!::.. Две дужи АЕ и Ае једна

ке су двема дужима ке и е.!::., 

в свака свакој; и угао ЕАе јед-

нак је углу ке!::., па је, значи, и 

основица Ее' једнака основици КЛ. Према томе је троугао 

АЕе једнак и сличан троуглу ек!::.. Из истих разлога и тро

угао Аен једнак је и сличан троуглу ел!::.. и пощто су две 

праве Ее и ен, које се секу, паралелне са двема пра,вима 
К!::. и !::.л, које се секу, а прве праве нису у истој равни са 

другим, оне образују једнаке углове. Према томе је ј'гао 

Еен једнак углу К!::.Л. И пошто су две дужи Ее и ен јед

наке двема дужима К.!::. и !::.Л, свака свакој, и угао ЕеН 
једнак углу К!::.Л, биhе и основица ЕН једнака основици 

кл. На овај начин троугао ЕеН једнака је и сличlJа троуглу 
К.!::.Л. Из истих разлога је и троугао АЕНједнак и сличан 
троуглу екл. На овај начин је пирамида којој је основа тро

угао АЕН и врх у тачки е једнака и слична пирамиди којој 

је основа троугао екл и врх у тачки !::.. И пошто је у ТРО
углу А.!::.В повучена права ек парзлелно једној од страна, 
страни АВ, троугао А!::.В имаhе једнаке уг лове као и троугао 

!::.ек, а стране су им пропорционалне. Према томе је троугао 
А.!::.В сличан троуглу !::.ек Из истих разлога и троугао .!::.ВГ 

бице сличан троуглу !::.КЛ, а троугао Л!::.Г троуглу !::.ле. И 

пош'W су две праве ВА и ЛГ, које се секу, паралелне са 
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двема правима К0 и вА, које се такође секу, али са првима 

нису у истој равни, оне образују једнаке углове. Дакле 

угао ВАГ једнак је углу К0Л. И пошто је ВА према АГ као 
К0 према ел, биhе троугао АВГ сличан троуглу 0КЛ. И на 

тај начин је пирамида којој је основа троугао АВГ и врх у 

тачки ~ сличиа пирамиди којој је основа троугао екл и врх 

у тачки~. Доказано је међутим да је пирамида којој је 

осн()ва троугао 0КЛ ,и врх У тачки 6. слична пирамиди којој 

је основа троугао АЕН и врх У тачки е ["јер је и пирамида 
којој је основа троугао АВГ и врх У тачки !1 слична пира

миди којој је основа Tpoyrao АЕН и врх У тачки е]. Према' 
томе је свака од пирамида АЕнв и 0КЛ6. слична целој пира
миди ABГ~. 

и пошто је BZ једнако zr, паралелограм EBZH је два
пут веhи од троуtла HZf. А како су две призме, ако имају 

једнаке висине и једна за основу паралелограм, а друга 

троугао, уз то паралелограм двапут веhи од троугла, једнаке. 

биhе и призма обухваhена двама троуглима, BKZ и Е0Н, и 
трима паралелограмима, EBZH, Евке, eKZH" једнака призми 
обухваhеној двама троуглима Hzr и 0КЛ и трима паралело
грамима KZf л, лгне и 0KZH. И јасно је да ће свака призма, 
наим.е, прва, којој је основа паралелограм ЕБZН и наспрамна 

ивица вк, и друга којој је основа троугао HZf й наспрамни 
троугао 0КЛ - бити већа од сваке пирамиде са основама 

АЕН и 0КЛ и врховима у тачкама е и ~, ПОШТО, ако пову

чемо праве EZ и ЕК, биhе призма чија је основа паралело

грам EBZH и наспрамна ивица вк већа од пирамиде којој 
је основа троугао EBZ и врх тачка К. Међутим је пирамида 
којој је основа троугао ЕБZ и врх тачка К једнака пирамиди 

којој је основа троугао АЕН и врх тачка е, пошто су оне 
обухваhене једнаким и сличним равнима (многоуг ловима). 
На тај начин је и призма којој је основа паралелограм EBZH 
и наспрамна ивица ек већа од пирамиде којој основа тро

угао АЕН и ~px У тачки 0. Но призма којој је основа пара

лелогра\f EBZH и иаспрамна ивица вк једнака је призми 

којој је основа троугао HZf и наспрамни троугао 0КЛ. 

А 'I1ирамида којој је основа троугао АЕН и врх У тачки 0 
једнака је пирамиди. којој је основа троугао екл и врх 
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у Т8ЧКи !i. Значи две наведене призме веЬе су од две HaBe~ 

дене пирамиде, чије су основе троугловн АЕН и 6)Ј(Л и ВР· 

хови У тачкама е и !i. 
На <овај начин цела пирамида којој је троугао АВГ у 

основи и врх у тачки А може се поделити на две међу собом 

једнаке (сличне целој) пираМlfде' и на две једнаке лриэме. 

чији је збир веhи од половине целе пиремиде. А то је тре ... 
бало доказати.· 

4. 

Ако постоје две пирамиде са истом висином, чије су 

основе троуглови, и сваку поделимо на две једнаке пирамиде~ 

сличне међу собом и са целом пирамидом, и на две једнаке 

призме, основа једне пирамиде односиће се према основи друге 

пирамиде као све призме прве пирамиде према свима, у исто'м 

броју, призмама друге пирамиде. 

Нека постоје две пирамиде са истом ВИСИ/:lОМ, чије су 

основе троуглови АВГ и !iEZ и врхови У тачкliма Н и в, 

и нека је свака подељене на две једнаке пирамиде, сличне-

н 

А 

Е 

међу собом и целој пирамиди, и на две једнаке призме. TBP~' 

дим да је основа АВГ према основи !iEZ као и све ПРИ3ме 
пирамиде АВГН према призмама у истом броју пирамиде' 

!iEZe. 
Заиста, пошто је ВЕ једнако ЕГ, а АЛ јеАнако ЛГ, 6иће: 

права ЛЕ паралелна АВ и троугао АВГ сличан троуглу л:аг. 
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Из истих разлога је и троугао ~EZ сличан троуглу РФZ. 

и пошто је ВГ двапут веће од Г:::, а EZ од ZФ, биhе ВГ 
према ГЕ као EZ према ZФ. На тај начин су на ВГ и на ГЕ 

конструисане, сличне и у сличном положају праоолиниске 

слике АВГ и ЛЕГ, а на EZ и на ZФ .сличне и у сличном 

положају праволиниске слике L\EZ и РФZ. Према томе је 

троугао АВГ према троуглу ЛЕГ као троугао ~EZ према 

троуглу РФZ. Или, после промене реда, троугао АВГ је 

према троуглу ~EZ I<.ao троугао ЛЕГ према троуглу' РФZ. 

Међутим је троугао ЛЕГ према троуглу РФZ као призма 

којој је основа троугао' АЕГ и наспрамни троугао OMN према 
призми којој је основа троугао РФZ и наспрамни троугао 

~TY. Те је према томе троугао АВГ према' троуглу L\EZ као 
призма, којој је основа троугао ЛЕГ и наспрамни троугао 

OMN, према nризми, којој је основа троугао РФZ и наспрамни 
троугао ~Tr-. Но наведене призме се једна према друrој 
односе као призма којој је основа паралелограм КВЕЛ а на

спрамна ивица ОМ према призми којој је основа паралело
'грам ПЕФР а наспрамна. ивица ~T. А.у истој размери је и 

збир две призме: једне, којој је основа паралелограм КВЕЛ 
и наспрамне ивица ОМ, и друге, којој је основа ЛЕГ и на

епрамни троугао OMN, према збиру призама, једне којој је 

основа ПЕФР и наспрамна ивица ~T и друге којој је основа 

троугао РФZ а наспрамни, троугао ~TY. На овај начин се 

збир две наведене призме односи према збиру две друге 

наведене призме као основа АВГ према основи ~EZ. 

На сличан начин, ако се пирамиде OMNH н ~TTe по
деле на две призме и на две пирамиде, биће основа OMN 
према основи ~Tr као две призме у пирамиди OMNH према 
'двема призмама у пирамиди ~Tre. Али основа OMN је пре

ма основи ~Tr као основа АВГ према основи ~EZ, јер је 

сваки од троуглова OMN и ~Tr једнак сваком од троуглова 

АЕГ и РФZ. и на тај начин је основа АВГ према основи ~EZ 

као четири призм-е према четири призме. Исто тако ће, ако 
ее преостале пирамиде поделе на две пирамиде и на две 

призме, основа АВГ бити према основи ~EZ као све ПРИ:ilме 

у пирамиди АВГН према свима призмама у истом броју У 
пирамиди ~EZe. А то је требало доказати.' 
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Лема 

А да је троугао ЛЗГ према троуглу РФZ као призма 

којој је основа троугао 'лзг, а наспрамни троугао OMN, према 
призми којој је основа троугао РФZ, и наспрамни троугао 

LTr, то треба доказати. 
Заиста, замислимо на истој слици две нормале спуштене 

из тачака Н и 0 на равни АВГ и LlEZ; оне су, очигледно, 

једнаке, јер се претпоставља да су пирамиде са истим виси

нама. Пошто су две праве НГ и нормала из Н, пресечене 

двема паралелним равнима АВГ и OMN, оне су пресечене у 
истој размери. А како је дуж НГ преполовљена пресеком 

са равни OMN у тачки N, биhе преполовљена пресеком са 

равни OMN и нормала спуштена из тачке Н на раван АВГ. 

Из истих разлога биhе преполовљена пресеком са равни 

LTr и нормала спуштена из тачке 0 на раван ДЕZ. Но нор

мале спуштене из тачака Н и 0 на равни АВГ и дЕZ једнаке 

су, па према томе су једнаке и нормале спуштене из тачака 

троуглова OMN и LTr на равни троуглова АВГ и LlEZ. 
Према томе призме којима су основе троуглови лзг и РФZ, 

а наспрамни троуглови OMN и 2:Tr, имају исте висине. Значи 
и паралелепипеди, конструисани од тих, призама, имају исте 

висине и у размери су један према другом као основе. Према 

томе су и њихове половине, наведене призме, једна према 

другој у односу основе АЗГ према основи РФZ. А то је 

требало Доказати.6 

5. 

Пирамиде једнаких висина и са троуглим основама у 

размери су 'једна према другој као основе. 

Нека су дате пирамиде са основама АВГ и LlEZ са истом 
висином и са врховима у тачкама Н и 0. Тврдим, да се 

основа АВГ према основи LlEZ односи као пирамида АВГН 

према пирамиди LlEZ0. \ 

Заиста, ако основа АВГ не би била према основи LlEZ 
као пирамида АВГН према пирамиди LlEZ0, онда Ье основа 
АВГ бити према осввои дЕZ, као пирамида АВГН према вели

чини мањој или веЬој од пирамиде LlEZ0. Нека буде, прво, 
2 Еуклџови елементи " •• 12 



Н:I 

Јtремз мањој вели~ини Х; и поделимо пирамиду дЕZ0 на две 

једнаке пирамиде, сличне међУ собом и целој пирамиди, и на 

две једнаке призме, при чему је збир две призме веhи од 

половине целе пирамиде. Затим пирамиде доба вене после 

г z 
А 

в Е 

поделе поделимо понове на сличан начин и тако ћемо посту

пати све док од пирамиде дЕZ0 не остану такве пирам"де 

које су мање од разлике пирамиде дЕZ0 и тела Х. Нека 

остану и нека то буду, напр., пирамиде ДПРL и ~П·0. Тада 

су све остале призме у пирамиди дЕZ0 веће од тела Х. 

Поделимо и пирамиду АВГН, на сличан начин и на исти број 

делова, као што је подељена пирамида ДЕZ0. Тада се основа 

АВГ према основи дЕZ односи као призме у пирамиди АВГН 

према призмама у пирамиди ДЕZ0. Али основа АВГ је према 

основи дЕZ као пирамида АВГН према телу Х. Према томе 

је пирамида АВГН према телу Х I<ао призме у пирамиди 

АВГ д према ПрАзмама у пирамиди ДЕZ0. На тај начин, после 

промене реда, пирамида АВГН је према призмама у њој као 

тело Х према призмама у пирамиди ДЕZ0. Но пирамида АВГН 

је већа од призама у њој, па према томе и тело Х је веће 

од призама у пирамиди ДЕZ8. Али оно је и маље. А то је 

немогуће. Према томе основа АВГ према основи дЕZ није 

у размери пирамиде АВГН према, телу мањем од пирамиде 

ДЕZ0. На сличан начин се доказује да основа дЕZ према 
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основи АВГ није у размери пирамиде ~EZ0 према телу мањем 
од пирамиде АВГН. ' 

Али тврдим да основа АВГ према основи ~EZ није у 

размери пирамиде АВГН ни према телу веЬем од пирамиде 
~EZ0. 

Заиста, ако је могуЬе, нека буде према веЬем телу Х. 

Значи, обрнуто, основа ~EZ је преме основи АВГ као тмо 
Х према пирамиди АВГН. Али тело Х 

према пирамиди АВГН је као пирамида 

~EZ0 према телу мањем од пирамиде 

АВГН, како је било доказано. Дакле, 

основа ~EZ је према основи АВГ као 

х 

пирамида ~EZ0 према телу мањем од пирамиде АВГН, а до

казано је да је то бесмислено. Према томе основа АВГ према 

основи ~EZ није у размери пирамиде АВГН према телу већем 

од пирамиде ~EZ0. А доказано је да није ни према мањем. 

На овај начин основа АВГ је према Основи ~EZ као пира

мида .дВГН према пирамиди ~EZ0. А то је требало даказати.т 

б. 

Пирамиде једнаких висина и са многоугловима у осно

вама у размери су једна према другој као основе. 

Нека су дате пирамиде једнаких висина, којима су 

основе многоуглови АВГдЕ и ZH0KA, а врхови у тачкама 

М и N. Тврдим .да је основа АВГдЕ према основи ZH0KA 
као пирамида АВГ ~EM према пнрамиди ZH0KAN. 

Заиста, повуци мо АГ, Ад, 20, 2К. Сад, пошто две пи

рамиде АВГМ и АГдМ имају у основама троуглове, а висине 

су им једнаке, оне стоје у размери основа. Према томе је 

основа АВГ према основи АГд као пирамида АВГМ према 

пирамиди АГ4М. И после састављања биhе основа АВГд 

према основи АГд као пирамида АВГдМ према пирамиди 
AГ~M. Али је и основа АГд према основи АдЕ као пира

мида АГ дМ према пирамиди АдЕМ. Значи, према једнако

у даље ности је основа АВГ д према основи А4Е као пира

мида АВГдМ према пирамиди АдЕМ. И опет, после саста-
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в.ъања, биlје основа АВГ6.Е према основи А6.Е као пирамида 

ABrl\EM према пирамиди A!\EJv\. СЛИЧНО се доказује, да је 

И основа ZН0КЛ према основи ZHt:) као пирамида ZH0KAN 
према пирамиди ZH0H. Пошто две пирамиде А6.ЕМ и ZH0N 
једнаких висина имају за основе троуглове, биhе основа A~E 

према основи ZH0 као пирамида A~EM према пирамиди 

N 
и 

н 

Е z 

ZH0N. Али је основа Al\E према основи АВГ 6.Е као пира
мида A~EM према пирамиди АВГ ~EM. Значи због једнако

удаљености односиhе се основа ABГ~E према основи ZH<:) 
као пирамида ABГ~EM према пирамиди ZH0N. Но и основа 
ZH0 је према основи ZH0KA као пир.амида ZH0N према 
пирамиди ZH0KAN. На овај начин; због једнакоудаљености, 

основа ABГ~E је према основи ZH0KA као пирамида ABГ~EM 
према пирамиди ZH0KAN. А то је требало Докаэати. 8 

7. 

Свака призма са троуглом у основи може се поделити 

на три међу собом једнаке. пирамиде са троугловима у 

основама. 

Нека је дата призма којој је троугао АВГ у основи и 
наспрамни троугао llEZ. Тврдим да се призма ABr6.EZ може 
поделити на три међУ собом једнаке пирамиде са троугловима 

у основама. 



Заиста, повуцимо B~, ЕГ и z 
Г~. Пошто је ABE~ паралелограм, 

а B~ је његова дијагонала, биhе ER--~_-\-_~ 
троугао AB~ једнак троуглу EB~. 

Према томе је пирамида којој је 

троугао AB~ у основи и врх у 

тачки Г једнака пирамиди којој 

је троугао ~EB у основи и врх 

у тачки Г. Али пирамида којој је 

основа троугао ~EB и врх У тач-
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I<И Г иста је као и пирамида ко- А 

јој је основа троугао ЕВГ и врх 

У тачки ~, јер су оне обухваhене истим равнима. И према 

томе је пирамида којој је основа троугао AB~ и врх У тачки 

Г једнака пирамиди којој је основа троугао ЕВГ и врх у 

тачки ~. даље, пошто је zrBE паралелограм, а ГЕ његова 

дијагонала, троугао rEZ једнак је троуглу ГВЕ. И на тај 

начин је пирамида којој је основа троугао ВГЕ и врх у тачкн 

~ једнака пирамиди којој је основа троугао Erz и врх у 

тачки ~. А доказали смо да је пирамида којој је основа тро

угао ВГЕ и врх У тачки ~ једнака пирамиди којој је осн()ва 

троугао AB~ и врх У тачки Г. Према томе је пирамида којој 

је основа троугао rEZ и врх У тачки ~ једнака пирамиди 

којој је основа троугао AB~ и врх У тачки Г. На овај је 

начин пр.изма АВГ ~EZ подељена на три међу собом једнаке 

пирамиде са троугловима у основама. 

И пошто је пирамида којој је основа троугао AB~ и врх 

У тачки Г иста са пирамидом којој је основа троугао Г АВ и 

врх У тачки ~, јер су оне обухваhене истим равнима, а, како 

смо доказали, пирамида којој је основа троугао AB~ и врх 

У тачки Г је једна треhина призме којој је основа троугао 

АВГ и наспрамни троугао ~EZ, бнhе, према томе, пирамида 

којој је основа троугао АВГ и врх у тачки ~ једна треhина 

призме којој је основа исти троугао АВГ и наспрамни тро

угао ~Ez.g 

Последица 

Одавде је јасно да је свака пирамида треhи део оне призме 

која има исту основу и исту висину [јер ако би призма 



имала I<ЗО основу неку другу, с,ем троугла, праволиниску 

слику, I(ао и наспрамну слику, та призма се може подеЛИТ;i 

на призме којима су основе троуглови и са наспрамним тро

угловима, и цела основа према свакој ... ]. А то је требало 

Доказати. IО 

8. 

Размера СЛИЧНИХ пирамида кqјима су основе троуглови 

трипут је виша од размере хомологних ивица. 

Нека су дате сличне и у сличном положају пирамиде 

којима су основе троуглови АВГ и ~EZ и врхови У тачкама 
Н и е. Тврдим да је размера пирам~ще АВГН према пира

миди ~Eze трипут виша од размере BI::. према EZ. 

А 

A ___ .+--~ 

в Е 

о 

Заиста, Допуни

мо паралелепипеде 

ВНМА и Е8ПО. По

што је пирамида 

АВГН слична пира

миди ~E Z в, биhе 
угао АВГ једнак углу 

р 

k--~-t---j ~EZ, угао НВГ углу 

eEZ и угао АВН 

углу ~Ee, и АВ пре-

ма ~E као ВГ према 

EZ и као ВН према Е0. А како је АВ према ~E као ВГ 

према EZ, а то су пропорционални краци једнаких углова, 

биhе паралелограм ВН сличан паралелограму . ЕП. Из истих 
разлога је и паралелограм BN сличан ~аралелограму ЕР, и 
ВК-Е3. На тај начин су три паралелограма ВМ, ВК, BN 
слична трима паралелограмима ЕП, Е3, ЕР. НО три парале

лограма ВМ, ВК, BN су једнака и слична трима наспрамним 

паралелограмима, а исто тако су и три паралелограМ9 ЕП, Е3, 
ЕР једнака и слична својим наспрамним. На тај начин су тела 

ВНМА и Еепо обухваhена сличним равним површинама у 

истом броју. Према томе је тело ВНМА слично телу Е0ПО. 
Но размера сличних паралелепипеда је трипут виша од размере 

хомологних ивица. На овај начин је тело ВНМА према телу 

Еепо у трипут вишоi размери од размере хомологне ивице 
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ВГ према хомологној ивици EZ. Али теЈlO ВНМА је према 

телу Еепо као пирамида АВГН према пирамиди дЕzе, јер 

је пирамида шести део паралелепипеда, чија је половина, као 

призма, једнака утрострученој пирамиди. И на тај начин је 

размера пирамиде АВГН према пирамиди дЕzе трипут виша 

од размере ивице ВГ према ивици EZ. А то је требало 

доказати. 

Последица 

Из овог је јасно, да је и размера сличних пирамида којима 

су многоуглови у основама трипут више од размере хомО

ЛОГНИХ ивица. Заиста, ако их поделимо на њихове пирамиде 

које имају троуглове у основама и то поделом сличних основа 

на сличне троуглове у истом броју и У сличном положају 

према целим пирамидама, биhе једна пирамида којој је тро

угао у основи у једној целој пирамиди према једној пирамиди 

којој је троугао у основи у другој целој пирамиди као збир 

пирамида којима су троуглови у основи једне целе пирамиде 

према збиру пирамида којима су троуг лови У основи друге 

целе ПИРilмиде, тј. као једна пирамида са многоуг лом у 

основи према другој пирамиди са многоуг лом у основи. А 

како је размера пирамида којима су троуглови у основама 

трипут виша од размере хомологних ивица, биhе и размера 

пирамида којима су слични многоуглови У основама трипут 

виша од размере хомологни:: ивица. Ј 1 

9. 

Код једнаких пирамида које имају троуглове у основама 

основе су обрнуто пропорционалне висинама; и ако су код 

пирамида које имају троуглове у основама основе обрнуто 

пропорционалне висинама, пирамиде су једнаке. 

Нека су дате једнаке пирамиде са троугловима АВГ и 

дЕZ У основама и са врховима у тачкама Н и е. Тврдим да 

су код пирамида АВГН и дЕZ0 основе обрнуто пропорци

оналне висинама, тј. да је основа АВГ према основи дЕZ као 

висина пирамиде дЕZ0 према висини пирамиде АВГН. 

Заиста, допунимо паралелепипеде ВНМА и Еепо. Пошто 

је пирамида АВГН једнака пирамиди дЕzе а тело ВНМА је 
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шест пута веЬе од пирамиде АВГН и тело Е0ПО шест пута 

веће O~ пирамиде 6EZH, биhе тело ВН1ЧА једнако телу 
Е0ПО. Али су код једнаких паралелепипеда основе обрнуто 

ПРОПОРЦИQналне висинама. Но основа ВМ је према ЕП као 

В
А 

H~ ............ ј,1 \~ 

1/-1 '-~ ___ J/ 
в 

п 

троугао АВГ према тро

углу 6.EZ. Значи троугао 
АВГ се односи према тро

углу 6.EZ као висина тела 
Е0ПО према висини тела 

ВНМА. Али висина тела 

Е0ПО је једнака висини 

пирамиде 6.EZ0 и висина 

тела ВНМА је једнака ви

сини пирамиде АВГН. На 

тај начин се основа АВГ 

односи према основи 6.EZ 
као висина пирамиде LlEZ0 према висини пирамиде АВГН. 

Према томе су код пирамида АВГН и 6.EZ0 основе обрнуто 
пропорционалне висинама. 

Нека су сад код пирамиде АВГН и 6.EZ0 основе обрнуто 
пропорционалне висинама, тј. основа АВГ је према основи 

6.EZ као висина пирамиде 6.EZ0 према висини пирамиде 

АВГН. Тврдим да је пирамида АВГН једнака пирамиди LlEZ0. 
Заиста, после исте конструкције, пошто је основа АВГ 

према основи 6.EZ као и висина пирамиде 6.EZ0 према висини 
пирамиде АВГН, а основа АВГ је према основи LlEZ као 
паралелограм ВМ према паралелограму ЕП, биhа паралелограм 

ВМ према Ilаралелограму ЕП као висина пирамиде LlEZ0 
према висини пирамиде АВГН. Но висина пирамиде 6.EZ0 је 

једнака висини паралелепипеда Е0ПО, а висина пирамиде 

АВГН је једнака висини паралелепипеда ВНМА. Према томе 

је основа ВМ према основи ЕП као висина паралелепипеда 

Е0ПО према висини паралелепипеда .вНМА. Али ако су код 

неких паралелопипеда основе обрнуто пропорционалне виси

нама, такви су паралелепипеди једнаки. Значи, паралелепипед 

ВНМА једнак је паралелопипеду Е8ПО. А како је пирамнда 

АВГН шести део од ВНМА, а пирамида 6.EZ0 шести део од 

паралелепипеда Е0ПО, биhе и пирамида АВГН једнака пира

миди LlEZ0. 
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На тај начин, код једнаких пирамида које имају тро

угnове у основама основе су обрнуто пропорционаnне виси

нама; и ако су код пирэмида које имају троугnове у осно

вама основе обрнуто пропорционалне висинама, пирамиде су 
једнаке. А то је требало доказати.12 

Ја. 

Свака купа (КОНУС) је треnина ваљка (циnиндра), ако 
имају исту ОСНО!;!У И једнаке висине. 

Нека купа и ваљак имају исти круг АВГ Д за основу и 

једнаке висине. Тврдим да је купа треnина ваљка, тј. да је 

ваљак трипут веnи од купе. 

Заиста, ако ваљак није 

трипут веnи од купе, он п е 

бити веn8 или више но три

пута или мање но трипута. 

Нека прво буде вепи више 

но трипута. У пишимо У круг 

АВГд квадрат АВГд. Тај ква

драт je-BenlLOД ПОдОВИне кру

га АВГД. Конструишимо над 

квадратомАВГдпризму са ви

сином једнаком висини ваљка. 

Конструисана призма је веnа 

од половине ваљка; јер, ако 

око круга АВГд опишемо 

.Ј 

г 

квадрат, уписани квадрат је половина описаног, а тела кон

струисана над љима су призме једнаких висина. А како су 

призме једнаких висина у размери љихових основа, биnе 

призма конструисана над квадратом АВГд једнака половини 
призме над квадратом описаним око круга АВГ д. А како је 

ваљак маљи од призме конструисане над квадратом описа

ним око круга АВГ .1, биnе призма конструисана над квадра
том АВГд са висином једнаком висини ваљка већа од поло

вине ваљка. Препоnовимо кружне лук ове АВ, ВГ, Гд, дА 

тачкама Е, Z, Н, е и повуцимо АЕ, ЕВ, BZ, Zr, ГН, Нд, .18, 
еА. Тада је сваки од троуглова АЕБ, BZr, ГНД, деА веnи 
од половине отсечка круга АВГ .1, како смо раније доказали, 
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КОНСТРУИUlимо иад сваким од троуглова АЕВ, вzг, ГH~, ~eA 
ПРизму која има висину једнаку висини ваљка. Тада је и 

Свака од КО8струисаних призама веЬа од половине отсечка 

ваљка, јер, ако кроз тачке Е, Z, Н, е повучемо праве пара
лелне са АВ, ВГ, Г~, ~A допунимо !1аралелограме на АВ, ВГ 
Г~, ~A и иад љима конструишемо паралелепипеде са виси

нама једнаким висиии заљка, половина сваког је призма кон

струисана над троугловима АЕВ, BZr, ГH~, ~eA. и отсечци 
ваљка су маљи од конструисаних паралелепипеда. На тај 

начин су призме конструисане иад троугловима АЕВ, Bzr, 
ГH~, 6(~A веЬе од половине отсечака. Ако преполовимо 
преостал'е кружне лукове, повучемо праве и конструишемо 

над сваким троуглом призму са висином ваљка, онда, посту

пајуhи тако непрекидно, добиhемо на крају такве отсечке 

ваљка чији Ье збир бити маљи од разлике ваљка и утро

стручене ку п е-. Нека је то постигнуто са отсечцима АЕ, ЕВ, 

BZ, zr, ГН, H~, ~0, еА. Тада је преостала призма, са осно

вом многоуглом AEBZrH~0 и висином ваљка, веЬа од утро

стручене купе. Но призма којој је многоугао AEBzrH~e у 

основи и висина једнака висини ваљка једнака је трострукој 

пирамиди којој је многоугао AEBZrH~e основа и врх у врху 

купе. Према томе је пирамида ~ojoj је многоугао AEBzrH~0 

Основа и врх у врху купе веЬа од купе са кругом АВГ ~ у 

основи, али је она и маља, јер је она обухваhена купом. 

А то је немогуЬе. Према томе ваљак неЬе бити веhи од 

утростручене купе. 

Тврдим да ваљак неЬе бити ни маљи од утростру

чене купе. 

Заиста, ако је могуЬе, нека ваљак буде маљи од утро

стручене купе; значи, обрнуто, купа је . веЬа од треhине 

ваљка. Упишимо у круг ABГ~ квадрат ABГ~. Тада је ква

драт ABГ~ веhи од половине круга ABГ~. Конструишимо 

над квадратом AГB~ пирамиду са врхом у врху купе. Кон

струисана пирамида је веЬа од половине купе, јер, како смо 

веЬ доказали, ако опишемо око Kpyra квадрат, квадрат АВГА 
биhе једнак половини квадрата описаног око круга. И ако 

.на квадратнма конструишемо паралелепипеде, који се зову 

и призме, са висинама једнаким висини купе, биhе призма 

1.·111 

li 

1

1.'.: :, 
: 

, 
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конструисана над квадратом АВГ t; ЛО,10вина лризме конструи

сана над квадратом описаним око круга, јер су оне у раз

мери једна према другој као основе. А у истој су размери 

и њихове треhине. Према томе је пирамида којој је квадрат 
АВГ t; у основи половина пирамиде конструисане над квадра

том описаним око круга. А пирамида конструисана над ква

дратом описаним око круга је веЬа од купе, јер она купу 
обухвата. Према томе је пирамида којој је квадрат ABГ~ у 

основи и врх у врху купе веђа од половине купе. Пре по

ловимо кружне лукове АВ, ВГ, Г~, ~A тачкама Е, Z, Н, 0 
и новуцимо АЕ, ЕВ, BZ, Zf, ГН, H~, ~e, 0А; тада је сваки од 

троуглова АЕВ, BZf, ГH~, ~eA веhи од половине одговарајућег 
отсечка круга. Сад конструишимо над сваким од троуглова 

АЕВ, BZf, ГH~, ~0A пирамиду са истим врхом као и купа. 
Свака од конструисаних пирамида биhе, на основу изведе

них расуђивања, већа од половине одговарајућег отсечка 

купе. Ако преполовимо преостале кружне лукове, повучемо 

праве и конструишемо над сваким од троуг лова пирамиду 

са врхом у врху купе, онда ћемо, тако поступајуhи непре

стано, добити на крају такве отсечке купе, чији ме збир 

бити мањи од разлике купе и треЬег дела ваљка. Нека је то 

постигнуто са отсечцима АЕ, ЕВ, BZ, zr, ГН, H~, ~e, 0А. 
Тада је преостала пирамида, којој је многоугао АЕВZГН~0 

у основи и врх у врху купе, већа од треhине ваљка. Али је 

пирамида којој је многоугао AEBzrH~e основа и врх у врху 

купе треhина призме којој је многоугао AEBzrH~0 у основи 

и висина једнака висини ваљка. Према томе је призма којој 

је многоугао AEBzrH~0 у основи и висина једнака висини 

ваљка веЬа од ваљка са кругом AHГ~ у основи. Али је она 

и мања, јер је ваљак обухвата. А то је немогуЬе. На овај начин 

ваљак неЬе бити мањи од утростручене купе. А доказано је 

да неће бити ни веhи од утростручене купе. Према томе је 

вељак утростручена купа, дакле купа је треhина ваљка. 

На овај начин је свака купа треhина ваљка, ако имају 

исту основу и једнаке висине. А то је требало доказати. 11 

11. 

Купе и ваљци са истом висином односе се једно према 

другом, посебице, као основе. 
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Нека су дате купе И ваљци исте висине, њихове основе 

су кругови АВГ.:.\ н Еzr'ю, осе -- КА, MN, Г.iJечници основа 

АГ и I::H. Тврдим, да се круг АВГ.:.\ односи према кругу 

EZI-I& као купа АА према КУПИ EN. 

Заиста, ако није, нека је круг АВГ.:.\ према кругу EZH0 
кэо купа АЛ. према КУПИ или мањој од купе EN или Behoj. 
Нека, прво, буде према мањој :=: и нека је тело IV једнако 
разлици између купе EN и тела 2. Према томе је купа EN 

једнака збиру тела :=: и 'V. Упишимо у круг EZH0 квадрат 

EZH0. Према томе је тај квадрат веhи од половине круга. 

Конструишимо над квадратом' EZH0 пирамиду са висином 
купе. На овај начин конструисана пирамида је већа од поло
вине купе, јер, ако око круга опишемо квадрат и над њим 

конструишемо пирамиду са висином купе, биhе уписана пира

мида половина описане, пошто су оне у размери основа. А 

купа је мања од описане пирамиде. Преполовимо кружне 

лукове EZ, ZH, Н0; 0Е тачкама О, П, Р, L и повуцимо 

праве 00, ОЕ, ЕП, ПZ, ZP, РН, HL, L0. Према томе је сваки 
од троуглова еОЕ, ЕПZ, ZPH, HL0 веhи од половине одго· 
варајувег кружног отсечка. Конструишимо над сваким од 

троуглова 00Е, ЕПZ, ZPH, HL0 пирамиду са висином једна
ком висини купе. И тада је свака од конструисаних пирамида 
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већа ОД [Ю.1Јовине оДговарајулег отсечка купе. Ако преполо

вимо преостале кружне лукове, повучемо праве и констру

ишемо над сваким троуглом пирамиду са висином једнаком 

висини купе, добиhемо, тако поступајуhи непрекидно, отсечке 
купе, чији је збир маљи од тела ЧЈ. Нека је то постигнуто 

са !:)ОЕ, ЕПZ, ZPH, Н2:0. Према томе је преоста.~а пирамида, 

којој је многоугао 00ЕПZРН:2: основа, висина једнака ВИСИНИ 
купе, вела од тела :::. Упишимо и у круг ABГ~ многоугао 

~ТАrвФгх, сличан и у сличном положају са МНОГОУГЛQМ 

00ЕПZРН1:, и конструишимо над љим пирамиду са висином 

купе АА. Пошто је сад ЮНlДрат на АГ према квадрату на ЕН 

као многоугао ~ Т АrвФгх према многоуглу 00ЕПZРН2:,' а 

квадрат на АГ је' према квадрату на ЕН као круг АВГ ~ 

према кругу EZH0, биhе круг ABГ~ према кругу EZH0 као 
многоугао ~ ТАrвФгх према многоуглу еОЕПZРН2:. Али 

круг АВГ ~ је према кругу EZH0 юro купа АА према телу 
:::, а многоугао дТАrвФгх према многоуглу 00ЕПZРН2: као 

пирамида којој је многоугао ti Т АХВФГХ основа и врх у тачки 
Л према пирамиди којој је многоугао 00ЕПZРН2: основа и 

и врх у тачки N. И на тај начин је купа АЛ према телу ::: 
као пирамида којој је многоугао дТАfВФГХ основа и врх у' 

тачки Л према пирамиди којој је многоугао 00ЕПZРН2: 

основа и врх у тачки N. На тај начин, после промене реда, 

купа АЛ се односи према пирамиди у љој као тело 2 према 
пирамиди у купи EN. Но купа АЛ је веЬа од пирамиде у 

љој. Па према томе је и тело ::: веЬе од пирамиде у купи 

EN. А оно је маље. А то је бесмислено. И тако се круг 

АВГ ~ не односи према кругу EZH0 као купа АЛ према телу 
маљем од купе EN. Слично се доказује да се ни круг EZH0 
не односи према кругу АВГд као купа EN према телу маљем 
ОД купе АЛ. 

Тврдим да се ни круг АВГ ~ непе односити према кругу 

EZH0 као купа АА према телу веЬем од купе EN. 
Заиста, ако је могуЬе, нека буде према веЬем телу :::. 

Значи, обрнуто: круг EZH0 је према кругу ABГ~ као тело 

:а:: према купи АЛ. Но тело ::: је према купи АА као купа 

EN према телу маљем од купе АА. И према томе је круг 
EZH0 према кругу АВГ д као купа EN према телу маљем од 
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купе АА. А ово је, како смо доказали, немогуће. На тај 
начин не ОДНОСИ се круг ABГ~ према кругу EZH0 као купа 
АЛ према телу већем ОД купе EN. А доказано је да се не 

односи ни према маљем. Према томе је круг АВГ ~ према 

кругу EZH8 као купа АЛ према купи EN. 
Но купа је према купи као ваљак према ваљку, јер је· 

свако трипут веhи од сваког. И према томе се круг АВГА 

односи према кругу EZH0 као и ваљци конструисани ИЗll 

љима, са једнаким висина\'Ја (са купа-ма). 

На овај начин, купе и ваљци са истом висином односе 

се једно према другом, посебице, као основе. А то је тре

бало доказати. а 

12. 

Сличне купе међу собом и слични ваљци међу собом су 

у размер" трипут вишој од размере пречника љихових основа. 

Нека су дате сличне купе и слични ваљци чије су 

основе кругови ABГ~ и EZH0, пречници B~ и Z0, а осе 

купа и ваљака КА и MN. Тврдим да је купа којој је основа 

круг АВГА и врх У тачки А према купи којој је основа круг 

EZHe и врх у тачки N у размери трипут вишој од размере 
ВА према ze. 

Заиста, ако купа АВГАА није према купи EZH0N у раз· 
мери трипут вишој од размере ВА према Z0, биhе онда купа 
АВГ ~Л у размери трипут вишој ИЈШ према телу маљем од 

купе E2H0N или према већем телу. Нека, прво, буде према 
мањем телу 3. Упишимо у круг Е2Н0 квадрат EZH0. Тада 
Је квадрат Е2Н0 веhи од половине круга Е2Н0. И констру' 

ишимо над квадратом Е2Н0 пирамиду са врхом у врху купе. 

Конструисана пирамида је већа од половине купе. Преполо· 

ловимо кружне лукове EZ, 2Н, Н0, вЕ тачкама О, П, Р, 2: 
и повуцимо праве ЕО, 02, 2П, пн, НР, ре, 0~, 2:Е .. Сваки 
од троуг лова Е02, ZПН, НР0, 02:Е је мањи од половине 

одговарајућег отсечка круга. Сад конструишимо над сваким 

од троуглава Е02, zпн, НР0, 02:Е пирамиду са врхом у врху 

купе. И свака од конструисан их пирамида је већа од поло

вине одговарајућег отсечка купе. Ако преполовимо преостале 
кружне лукове, повучемо праве и конструишемо над сваким. 
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троуглом пирамиду са врхом у врху купе, онда Ьемо, посту

пајуhи тако непрестано, добити на крају отсечке купе чији ће 

збир бити мањи од разлике купе EZH0N и тела Е. Нека је 
то постигнуто са ЕО, OZ, ZП, ПН, НР, Р0, 0L. LE. Тада је 
преостала пирамида којој је многоугао ЕОZПНРЕ>L у основи и 

врх у тачки N већа од тела Е. Упишимо И У круг АВГд 

мнсгоугэо АТВ1ТФдХ сличан и у сличном положају са 

многоуглом ЕОZПНР0~, и конструишимо над многоуглом 

А TB1T АдХ пирамиду са врхом у ,врху купе, и нека је ЛВТ 

један од троуглова бочне површине пирамиде којој је много

угао АТВlТФдХ у основи и врх у тачки Л, а NZO један од 
троуг лова бочне површине пирамиде којој је многоугао 

ЕОZПНР0L у основи и врх у тачки N, и повуцимо КТ И МО. 
Пошто је купа АВГдл слична купи EZH0N, биhе Вд према 

према ze као оса КЛ према оси MN. И Вд је према Z0 као 
ВК према ZM. И према томе је ВК према ZM као КЛ према 

MN. Но краци једнаких углова су пропорционални, према 

томе је троугао ВКА сличан троуглу ZMN. Затим, пошто је 
ВК према КТ као ZM према МО и то су краци једнаких 

углова ВКТ, ZMO, јер је угао ВКТ исти део од четири права 
угла код центра К, који је и угао ZMO од четири права 

угла код центра М. Пошто су сад код једнаких углова краци 
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пропорционални, биhе троугао НКТ сличан троуглу ZMO. 
Затим, пошто је доказано да је ВК према УА као ZM према 
MN, ВК једнако КТ, а ZM-OM, онда је ТК према КА као 

ОМ према MN. И то је код једнаких углова ТКА и OMN, 
јер су они прави. Како су стране пропорционалне, троугао 

ЛКТ је сличан троуглу NMO. И пошто је, због сличности 

троуглова ВКТ и ZMO, КВ према ВТ као MZ према ZO. 
Затим, пошто је, због сличности троуглова ЛТК, NOM, ЛТ 
према ТК као NO према ОМ и, због сличности троуглова 

ТКВ и OMZ, КТ је према ТВ као МО према OZ, биhе, због 
једнакоудаљености, ЛТ према ТВ као NO према OZ. А дока
зали смо да је и ТВ ррема ВЛ као OZ према ZN. На тај 

начин, због једнакоудаљености, Т Л је према ЛВ као ON према 
NZ. Према томе су стране троуглова АТВ и NOZ пропор

ционалне. Значи троуглови АТВ и NOZ имају једнаке углове, 
те су према томе слични. На тај начин је пирамида којој је 

троугао ВКТ у основи и врх тачки А слична пирамиди којој 

је троугао ZMO у основи и врх у тачки N, јер су оне обу
хваћене сличним равнима у истом броју. Ал .. је размера слич
них пирамида које имају троуглове у основама трипут виша 

ад размере хомологних ивица. Према доме је размера пирамиде 

ВКТЛ према пирамиди ZMON трипут виша ид размере ВК 

према ZM. На сличан начин, ако повучемо праве из А, Х, .::\., 
Ф, Г, r ка К из Е, L, в, Р, Н, П ка М и конструишемо над 

свим троугловима пирамиде са врховима у врху купа, може се 

доказати да је размера сваке од пирамида према свакој пира

миди у сличном положају виша од размере ивице ВК према 

хомологној ивици ZM, тј. размере В.::\. према ZE>. И пошто је 
један претходни према једном наредном као збир свих прет

ходних према збиру свих наредних, биhе пирамида ВКТА 

према пирамиди ZMON као цела пирамида којој је многоугао 

АтвrгФдх у основи и врх у тачки Л према лелој пирамиди 

којој је многоугао ЕОZПНРЕ>L у основи и врх у тачки N. 
Према томе је размера пирамиде којој је многоугао А твrгФ.::\.х 
у основи и врх у тачки Л према пирамиди којој је многоугао 

ЕОZПНРЕ>L у основи и врх у тачки N трипут виша од раз
мере Вд према ze. А претпоставља. се да је и размера купе 

којој је круг АВГ.::\. У основи и врх у тачки Л према телу Е 
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трипут виш~ од размере B...l према Z(:1. На овај начин је купа 
којој је !<руг ABf.1 у основи и врх у тачки ;\ према телу 
З као пирамида којој је много}'гао АтвrгФ.1Х основи и 

ВрХ у тачки А према пирамиди којој је многоугао ЕОZПНР8:L 
у основи и врх у N. Или, после промене реда, купа којој је 
!<руг АВГ.1 у основи и ВрХ у Л се односи према својој пира

миди којој је многоугао Атвrгф.1Х у основи и ВрХ у тачки 

Л КЗ0 тело::: према пирамиди којој је много угао ЕОZПНР8:L 

у основи и ВрХ у N. Али поменута купа је веЬа од пирамиде, 
јер је обухвата. Према томе и тело З је веЬе од пирамиде 

којој је многоугао ЕОZПНР8:L у основи и ВрХ у N. Но оно 
је и мање. А то је немогуЬе. На овај начин купа којој је круг 
ABr.1 У основи и врх у А неЬе бити у размери према неком 
телу мањем од купе којој је круг EZHe у основи и врх у N У 
трипут вишој размери од размере B.1 према Z8. Слично се 

доказује да и купа EZH6N неЬе бити према телу мањем од 
купе АВГ .1Л у размери трипут вишој од размере zв према B.1. 

Тврдим да купа ABr.1A неЬе бити ни према телу веЬем 
од купе EZH6N у. размери трипут вишој од размере B.1 
према Z8. 

Заиста, ако је то могуве, нека буде према веЬем телу 

з. Према томе, обрнуто, тело З је према купи АВГ.1Л у 
размери трипут вишој од размере Z6 према B.1. Тело 2 је 

је према КУПИ ABr.1A као купа EZHeN према телу мањем 

од купе АВГ .1A. Дакле, купа EZHeN је према телу мањем од 
купе АВГ .1Л у размери трипут вишој од размере Z6 према 

B.1. А доказано је да је то немогуЬе. Према томе купа АВГ .1A 
према телу веЬем од купе EZH8N није у размери трипут 

вишој од размере B.1 према Z6. А доказано је да није ни 
према мањем телу. На овај начин купа ABr.1A је према купи 
EZH6N у размери трипут вишој од размере B.1 према Z8. 

Али купа према купи је као ваљак према ваљку, јер је 

ваљак трипут веnи од купе са истом основом и висином. 

Према томе је и ваљак према ваљку у размери трипут вишој 

од размере B~ према Z8. 
На овај начин, сличне купе међу собом и слични ваљци 

међу собом су у размери трипут вишој од размере пречника 

њихових основа. А то је требало доказати.15 

Еуклидови елементи 3 
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13. 

Ако је В8љак пресечен неком равни паралелном са 

наспрамним равнима, односиhе се оса према оси као ваљак према 

ваљку. 

Нека је ваљак А!1 пресечен са равни не, која је пара

лелна са наспрамним равнима АВ и Г!1, и нека раван не 

сече осу у тачки К. Тврдим да је ваљак ВН према ваљку 

нА као оса ЕК према оси KZ. 
Заиста, продужимо осу EZ на обе стране до тачака Л 

и М, одмеримо неколико дужи EN, NA једнаких ЕК, и неко
лико дужи ZE, АМ једнаких ZK, и замислимо на оси ЛМ 

ваљак ОХ коме су кругови ОП и ФХ основе. Па кроз тачке 

о р А сl Г Т Ф-

ОЈ (Э СЈ е)(Э(Эf) 
п в т х 

N и Е конструишимо равни паралелне са АВ и ГА и са осно
вама ваљка ОХ и добиhемо кругове Р:Е и Tr са центрима 

N и Е. Пошто су осе AN, NE, ЕК једнаке међу собом, одно· 
сиhе се В8ЉЦИ ПР, РВ, ВН међу собом као основе. Али и 

основе су једнаке. Према томе су и ваљци ПР, РВ, ВН 

јеДН8КИ међУ собом. Пошто су сад осе AN, NE, ЕК једнаке 

међУ собом, а и ваљци ПР, РВ, ВН међу собом, и број ј~дних 

једнак је броју других, биhе оса КА исти мултиплум осе ЕК 

који је и В8љак ПН мултиплум ваљка НВ. Из истих разлога је 

и о·са МК исти мултиплум осе KZ који је, и ваљак ХН ваљка 
НА. И ако је оса КА једнака оси КМ, биhе и ваљак ПН 

једнак ваљку НХ, ако је оса веЬа од осе, биЬе и ваљак веhи 

од ваљка, и ако је мања, биhе мањи. Од четири величине, 

наиме две осе ЕК и KZ, и два ваљка ВН и Н!1, начињени су 

исти мултиплуми, од осе ЕК· и од ваљка ВН, ОС8 АК и ваљак 
ПН, а од осе KZ и од ваљка Н!1-0са КМ и ваљак НХ, и 

доказано је да Ье, а1<О је оса КА веЬа од осе КМ, бити и 

ваљак ПН веhи од ваљка НХ, ако је једнака, једнаки, а ако 
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је маља, маљи. На овај начин се оса ЕК односи према оси 

KZ као ваљак ВН према ваљку Нд. А то је трабало дока

зати. 1 ' 

14. 

Купе и ваљци са једнаким основама су у размери 

висина. 

Нека ваљци ЕВ и ZД имају једнаке кружне основе АВ 

и Г д. Тврдим да је ваљак ЕВ према ваљку ZД као и оса 

не према оси КЛ. 

Заиста, продужимо осу КА према тачки N, одмеримо 
дуж AN једнаку оси не и замислимо око осе ЛN ваљак ГМ. 
Пошто су сад ваљци ЕВ и ГМ исте висине, они су у размери 

основа, а ако су основе једнаке, и ваљци ЕВ и ГМ су 

једнаки. И како је ваљак ZM пресечен равни Г .1, која је 

А 

паралелна са наспрамним рав

нима, биhе В8љак ГМ према 

ваљку ZД као оса AN према 
оси КА. Но ваљак ГМ једнак 

је ваљку ЕВ, а оса AN оси 

не. Према томе је ваљак 

ЕВ према ваљку ZД као оса 

не према оси КА. Али је 

ваљак ЕВ према ваљку ZД 

као купа АВН према купи 

Г ДК. На овај начин је оса 

не према оси КА као купа 

АВН према купи Г ДК и као 

ваљак ЕВ према ваљку zд. А то је требало доказати}? 

15. 

Код једнаких купа и ваљака основе су обрнуто пропор
I 

ционзлне висинама. Купе и ваљци, код којих су основе 

обрнуто пропорционалне висинама, једнаки су. 

Нека су дате једнаке купе и једнаки ваљци, који имају 

кругове АВГд и EZHe у основама, и пречнике АГ и ЕН, 8 
осе КА и MN, које су и висине купа и ваљака, па допунимо 
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взљке А'?. н ЕО. Тврднм да су код ваљкз А2 н ЕО основе 

обрнуто ПРОПОРЦИQналне висинама, тј. 'основа АВГ.). је према 
основи EZHB КЗ0 виенна MN премз висини кл. 

о s н 

.41---'---1 ~z 
в р у Е 

Заиста, висина ЛК је или једнака висини MN или није. 
Нека је, прво, једнака. Но и взљак АЕ једнак је ваљку ЕО. 

Али I,упе и ваљци са истом висином су у размери међу собом 

као основе. Према томе је и основа АВГ!1 једнака основи 

EZH8. И обрнуто, основа АВГ!1 према основи EZHB је као 

висина MN према висини КЛ. 
Нека међутим висина ЛК не буде једнака висини MN, 

Beh ова, MN, Beha. Одузмимо од MN висину ПN, једнаку 

КЛ, и пресецимо ваљак ЕО са равни T~J кроз тачку П, 

равни која је паралелна са равнима - EZH8 и круга РО - и 
над кругом EZHB као основом замислимо ваљак E~ са 

висином NП. Пошто је ваљак А2 једнак ваљку ЕО, биhе 
ваљак А2 према ваљку E~ као ваљак ЕО према ваљку_ E~. 

Но ваљак А2 је према ваљку E~ као основа АВГ!1 према 

основи EZH8. јер ваљци А2 и E~ имају исту висину. Но 

ваљак ЕО је према ваљку E~ као висина MN према висини 
ПN, јер је ваљак ЕО пресечен са равни која је паралелна са 

наспрамним равнима. Према томе је основа АВГ!1 према основи 

EZN8 као висина MN према висини ПN. Али је висина ПN 

једнака висини кл. Дакле, основа АВГ!1 је према основи EZN8 
као висина MN према висини КЛ. На овај начин су код ваљака 

А2 и ЕО основе обрнуто пропорц~оналне висинама. 

Нека су сад код ваљака А2 и ЕО основе обрнуто про· 

порционалне висинама, тј. основа АВГ!1 је према основи EZN0 
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као висина EN према висини КЛ. Тврдим да је ваљак А'Е. 

једнак ваљку ЕО. 

Заиста, после истих конструкција закључујемо, да пе се, 

пошто је основа АВГ.1 према основи EZH8 као висина MN 
према висини КА, а висина КА једнака висини ПN, основа 

АВГ.1 односити према основи EZH8 као висина MN према 

висини ПN. Али основа АВГ.1 је према основи EZHt1 као 

ваљак А'Е. према ваљку EL, јер су они са истом висином. И 
висина MN је према висини ПN као ваљак ЕО према ваљку 

EL. Према томе је ваљак АЕ према ваљку EL као ваљак ЕО 
према ваљку EL. На овај начин је ваљак АЕ једнак ваљку 

ЕО. Исто и са купама. А то је требало Доказати. 18 

1 б. 

Ако су дата два кругз са истим центрима, уписати у 

вепи _круг једнакострани многоугао, са парним бројем страна, 

који не додирује маљи круг. 

Не){а су дата два круга АВГ.1 и EZHE> са истим центром 
К. Треба у вепи круг A8rL'1 уписати једнакострани многоугао 
са парним бројем страна који не додирује круг EZH8. 

Повуцимо кроз центар К праву BKL'1, а кра:, тачку Н 

праве 8L'1 повуцимо, под правим углом,. праву НА и проду

жимо је дО Г. Права АГ је, 

према томе, тангента круга 

EZH8. Преполовимо лук BAL'1 
и љегову половину поново 

преполовимо; поступајупи та

ко стално, добипемо лук маљи 

од AL'1. Нека је то постигнуто 
и не){а то бу де AL'1; и из тачке 
А спустимо на 8.1 нормалу 

ЛМи продужимо дО N, и 

повуцимо Л.1 и дN; тада је 

ЛД једнако .1N. Пошто је AN 
паралелна са АГ, а АГ тангента круга EZH8 права ЛN неће 
додиривати круг EZH8. Утолико пре дужи Л.1, дN неЬе 

додиривати круг EZH8. Према томе, ако у кругу ABrd 
почнемо цртати праве једнаке Ад, биhе у круг АВГ d уписан 
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једнзкостран многоугзо. са пзрним бројем страна, који не 

додирује мањи круг EZHe. А то је требало извести. 19 

17. 

Ако су дате две сфере са истим центром, уписати у 

већУ сферу полиједарско тело које не додирује површину 

мање сфере. 

Нека су дате две сфере са истим центром А. Треба у 

већу сферу уписати полиједарско тело које не додирује повр

шину мање сфере. 

Пресецимо ове сфере неком равни кроз центар. Тада су 

пресеци кругови, јер се сфера добива обртањем полукруга 

око непомичног пречника, те тако ма у ком положају ми 

Е 

'А Г 

замислимо тај полукруг, раван кроз исти даје круг на повр

шини сфере. И јасно је да је тај круг н~јвеhимогуhи, јер је 

пречник сфере, који је у исто времепречник и полусфере, а 
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природно, и круга, највеЬа дуж која може да стане у круг 

или у сферу. Нека сад ВГдЕ буде круг веЬе сфере, а ZH8 
круг мање сфере; повуцимо два пречника Вд и ГЕ, управна један 

на други. То су два круга са истим центром, BГ~E и ZH8 па 
упишимо у веhи круг ВГдЕ једнакострани многоугао са пар

ним бројем страна, који не додирује мањи круг ZH8. Нека су 
ВК, КА, АМ, МЕ његове стране у квадранту ВЕ; па пову

цимо праву КА, продужимо дО N, затим из тачке А повуцимо 
нормалу А2 на раван круга ВГ дЕ и нека ова сече површину 

сфере у тачки Е, па кроз АЕ и сваку од Вд и KN констру
ишимо равни. Оне Ье на површини сфере образовати велике 

кругове. Узмимо да образују оне кругове којима припадају 

полукругови ВЕд и KEN на преч ницима Вд и KN'
J 
Пошто 

је ЕА управна на равни круга ВГ дЕ и свака 'раван кроз 

ЕА је управна на равни круга ВГдЕ, биhе и полу кругови 

ВЕд и КЭ:N управни на равни круга ВГдЕ. А К8КО су ВЕд, 

ВЕд и KEN једнаки полукругови, јер су на једнаким преч

ницима Вд и KN, биhе једнаки међу собом и квадранти ВЕ, 

ВЕ и КЕ. И према томе колико је страна многоугла у ква· 

дранту ВЕ, толико Ье бити дужи једнаких ВК, КА, ЛМ, МЕ 

У једнаким квадрантима ВЕ и КЕ. Упишимо и нацртајмо ВО, 

ОП, ПР, РЕ, KL, LT, ТУ, УЕ, затим спојимо 1:0, ТП, УР, па 
из тачака О и L спустимо нормале на раван круга ВГ дЕ. Оне 
Ье пасти на Вд и на KN, што су пресеци равни, јер су равни ВЕд 
и KEN управне на равни круга ВГдЕ. Нека то буду нормале ОФ 
и LX, па повуцимо ХФ. И пошто су на једнаким полукруговима, 
ВЕд и KEN, одмерени једнаки лукови, ВО и KL, и повучене 

нормале ОФ и LX, биhе ОФ једнако 1:Х и ВФ једнако КХ. 

А пошто је цело ВА једнако целом КА, биhе и остатак ФА 

једнак остатку ХА. Према томе је ВФ према ФА као КХ према 

ХА и ХФ је паралелно са КВ. А пошто је свако од ОФ и :2:Х 

управно на равни круга ВГ дЕ, биhе ОФ паралелно :2:Х. А 

доказано је и да је једно другом једнако. Према томе су ХФ 

и LO међу собом једнаки и паралелни. И пошто је ХФ пара
лелно LO, а ХФ је паралелно КВ, онда је и :2:0 паралелно КВ. 
Сад повуцимо ВО и KL. Тада је KBOL раван четвороугао, 

јер, ако постоје две паралелне· праве и на свакој од њих су 



узете две произвољне тачке, две праве, које спајају те тачке, биhе 

у равни паралелних правих. Из истих разлога је и сваки од 

четвороуглова LОПТ и тпру у равни. А и троугао урз је 

у равни. Ако замислимо праве што спајају тачку А са 

тачкама О, ~, П, т, р, У, онда се образује нека полиједар

ска фигура која се налази између лукова в::; и К3 и која 

је образована од пирамида које имају у основама четвороу

глове KBOL, LОПТ, ТПРУ и троугао ур::;, а врх у тачки А. 

Ако на свакој од страна КЛ, ЛМ, МЕ извршимо исте конструк

ције као и на ВК, а исто тако и у осталим трима квадрантима, 

добива се фигура полиједра уписаног у сферу и састављеног 

од пирамида са четвороугловима и троуглом ур::; У основама, 

а таКОђе и од основа у сличном положају са њима, и са 

врхом у тачки А. 

Тврдим да наведени полиједар неве додиривати површину 

мање сфере на чијој је површини круг ZHE>. 
Из тачке А спустимо нормалу А Ч/ на раван четвороугла 

KBOL и нека она продире ту раван у тачки 'У, па повуцимо 

\VB и \VK Пошто је А \V нормала на равни четвороугла 

KBOL, она ве бити управна и на свакој правој у тој равни 

која је сече. Према томе је Аф' управна и на свакој од 

правих Вф' и WK и пошто је АВ једнако АК, биhе и квадрат 
на АВ једнак квадрату на Ак. Но квадрат на АВ једнак је 

збиру квадрата на А \V и на 1li-В, јер је угао код W прав. И 
квадрат на АК једнак је збиру квадрата А \V и на 'Ук. Значи 

збир квадрата на А'У и WB једнак је збиру квадрата на А 'V 
и на WK Одузимамо 'заједнички квадрат на AW. Тада је и 

преостали квадрат на B\V једнак преосталом квадрату па WK. 
Значи и BIJГ једнако је WK. На сличан начин се доказује да 

су и праве повуче не из W у О и у L једнаке свакој од пра
вих Вф' и Ч'к. Према tOMe круг коме је центар у 'V и дужи 

'УВ и \VK као полупречници прови ве и кроз тачке О и L, а 
четвороуг~:ю КВО! биве у кругу. 

И пошто је КВ веЬе од ХФ, а ХФ је једнако LO, Behe 
је и КВод LO. Но КВ је једнако и KL и ВО. Према томе 

је и свако од KL и ВО веЬе од LO. И пошто је чет~ороугао 
KBOL у кругу, дужи КВ, ВО, KL су једнаке, а OL је мање 
и BIJГ је полупречник, .биhе квадрат на КВ веhи од удвостру-
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ченог квадрата на ВЧ/. Повуцимо ИЗ 1\ нормалу КО на ВФ. 

Сад пошто је BL\ мање ОД двоструког ~O, и B~ је према 

L\O као правоугаоник од L\B и ВО према правоугаонику од 

L\O и ОВ, онда ће, кад се на ВО I<онструише квадрат и 

допуни паралелограм на O~, правоугаОНИI< од L\B и ва бити 

мањи од двоструког правоугаоника од М2 и ОВ. И зко се 

повуче KL\, биhе правоугаоник од L\B и ВО једнак квадрату 

на ВК и правоугаоник од Ы2 и ~2B једнак квадрату на КО. 

И прем~ томе је квадрат на КВ мањи од удвострученог 

квадрата на ВО. Али квадрат на КВ је веhи од удвострученог 

квадрата на B\V, па је према томе и квадрат на КО веnи од 

квадрата на B'V. Но како је ВА једнако КА, биhе и квадрат 
на ВА једнак квадрату на АК. И збир квадрата на ВЧЈ и на 

\V А једнак је квадрату на ВА, а збир квадрата на КП и на 

ОА квадрату на КА, па је према томе збир квадрата на BllT 

и' на qr А једнак з6иру квадрата на КО и на ОА, али квадрат 

на ~O је' веhи од квадрата на B'V. Значи, преостали квадрат 
на ОА мањи .је од квадраТЈ на W А. Због тога је А W веће од 
АО. Тим пре је AW веЬе од АН. И А 'V је нормала спуштена 
на једну од основа полијецара, а АН је нормала повучена 

према површини мање сфере. Према томе полиједар не доди· 

рује површину мање сфере. 

На овај начин, за две сфере са истим центром у веЬу 

сферу је уписано полиједарско тело које не додиру је повр
шину мање сфере. А то је требало извести. 2О 

Последица 

Ако се и у другу сферу упише полиједарско тело слиqно 

полиједарском телу уписаном у сферу BfL\E, биhе размера 
полиједарског тела уписаног у сферу ВГ L\E премз полиједар
ском телу уписаном у другу сферу трипут виша од размере 

пречникз сфере ВГ L\E према пречнику друге сфере. Заиста, 

зко поделимо оба тела на исти број пирамида са СЛИЧНИМ 

распоредом, биhе пирамиде сличне. Но размера СЛИЧНИХ пира

мида је трипут виша од резмере хомологних ивица. Према 

томе је размера пирамиде којој је основа KBOL и ВрХ У 

тачки А према пирамиди која има сличан положај у другој 

сфери трипут виша од размере хомологне ивице према ХОМО-
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логној ИВИЦИ, тј. полупречника АБ сфере којОЈ Је центар У 

А према ПОЈlупречнику друге сфере. Слично -:-оме је и размера 

сваке пирамиде у сфери којој је Ц~HTap у А према пирамиди 

која има сличан положају другој сфери је трипут виша од 

размере АВ према полупречнику друге сфере. Али како је 

један од претходних према одговарајуЬем наредном, тако је 

и збир свих претходних према збиру свих наредних. Због 

тога је размера целог полиједарског тела уписаног у сферу 

којој је центар у А према целом полиједарском телу упи

саном у другу сферу трипут виша од размере АБ према 

полупречнику друге сфере, тј. пр~чника Б~ према пречнику 

друге сфере. А то је требало извести. 21 

18. 

Размер,,: једне лопте према другој је трипут виша од 

размере њихових пречника. 

Замислимо лопте АВГ и ~EZ; нека су им пречници БГ 

и EZ. Тврдим да је размера лопте АБГ према лопти LlEZ 
трипут виша од размере' БГ према EZ. 

А 

EI-+~-----=';:"HZ 

Заиста, ако ра

змера лопте АВГ пре

ма лопти LlEZ није 

трипут виша од ра

змере БГ према EZ, 
биhе размера лопте 

АБГ трипут виша Од, 

размере БГ према EZ 
или према лопти ма

њој од лопте LlEZ 
или према веЬој. Не

ка бу де, прво, према 

. мањој, наиме према 

нек. Замислимо лоп

те LlEZ и нек око истог центра. Упишимо у веЬу лопту LlEZ 
полиједарско тело тело које не додирује површину мање 

лопте нек. Упишимо и у лопту АВГ полиједарско тело 

слично полиједарском телу уписаном у лопту LlEZ. Тада је 

размера полиједарског тела уписаног у лопту АБГ према 
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полијадарском телу уписаном у лопту .1EZ трипут виша од 

размере ГВ према EZ. Али и размера лопте АВГ према лопти 
нек је трипут виша од размере ВГ према EZ. Према" томе 
се лопта АВГ односи преМd лопти нек као полиједарско 

тело уписано у лопту АВГ према полиједарском телу упи

<:аном у лопту .1EZ. После промене реда, лопта АВГ се 

односи према њеном полиједру као лопта нек према пали

једарском телу уписаном у лопту .1EZ. И лопта АВГ је већа 
-од њеног полијепра. ВеЬа је према томе и лопта нек од 

полиједра у лопти .1EZ. Али је и мања, јер је она њиме 

обухваhена. Значи, лопта АВГ није према мањој лопти .1EZ 
у размери трипут вишој од размере пречника ВГ према EZ. 
Слично се доказује да ја лопта .1EZ према лопти мањој од 
лопте АВГ у размеру трипут вишој од размере EZ према ВГ. 

Тврдим да лопта АВГ није ни према лопти веЬој од 

лопте .1EZ у трипут вишој размери од размере ВГ према EZ. 
Заиста,· ако је могуЬе, нека буде према веnој AMN. 

Значи, обрнуто: лопта AMN је према лопти АВГ у трипут 
вишој размери од размере пречника EZ према пречнику ВГ. 
Али се лопта AМN односи према ЈIOПТИ АВГ као лопта .1EZ 
према некој мањој лопти од лопте АВГ, пошто је лопта AMN, 
како је раније доказано, већа од лопте L\EZ. На овај начин 
лопта .1EZ се односи према лопти мањој од лопте АВГ у 

трипут вишој размери од размере EZ према ВГ. А доказано 

је да је то немогуће. Према томе лопта АВГ није према 

лопти веЬој од лопте .1EZ у размери трипут вишој од раз

мере ВГ према EZ. А доказано је да није ни према мањој. 

На овај начин лопта АВГ је према лопти .1EZ у размери 
трипут вишој од размере ВГ према EZ. А то је требало 

доказати.22 





КОМЕНТАР· 





1 Ова сrереометриска књига почиње са две планиметри

ске теореме. У првој, коју треба сматрати као лему за другу, 

доказује се једнакост размере површина сличних многоуглова, 

уписаних у кругове, са размером квадрата пречника тих 

кругова; у другој се са том истом размером квадрата преч

ника иэједначује размера површина самих кругова. 

Било би природније да је та прва теорема била став
љена у шесту планиметриску књигу, заједно са другим (4, 5, 
6, 7, 18, 19, 20, 21, 22, 25, 31) теоремама о сличним много

угловима, јер је она непосредни закључак 20. теореме те 

књиге. Али Еуклид је дао веЬу важност другој страни ове 

теореме. Она чини део оног комплекса теорема, које су ве

зане за методу ексхаустије (исцрпљивања), а та метода је 

ЈЮfичка-~рж дванаесте књиге. Тако је и ова прва, у суштини 

планиметриска теорема, дошла у ову стереометриску књигу. 

2 АнализираЈмо доказ ове теореме: 

Нека К I И К 2 бу де површине кругова пречника d1 и d2 • 

Треба доказати да је 

К 1 : K2 =df: d~. 

Претпоставимо да то није тако и да је 

(*) 
2 2 

d j : d2=K1 : К, 

где је К нека површина, прво, мања од К2 • Тада можемо 

конструисати, почев од квадрата, такав правилан MHoгoyгao~ 

уписан у К2 , површине Р2' да разлика К2 -Р2 буде мања од 
разлике К2 -К, тј. 

(**) 

Та конструкција има за циљ да учини разлику К2-РЈ 
што мањом, да исцрпи разлику К2-К која може бити про

извољна. ()во је расуђивање праизвор савремене еПСИЈ10нтике. 
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И3 С"*) следује неједнакост 

p~>K . 

Ако сад конструишемо правилан многоугао Рl' уписан 

у круг К1 , сличан многоуглу Р2' имамо за површине Р! и Р2, 

према претходној теореми, пропорцију 

2 :1 
dl : d2=Pl :Р2' 

Сад из ове једнакости следује, после повеЬања првог 

члана десне размере на К1 и смањења другог члана на К, 

ова неједнакост 
2 
~<Kl 
d~ К 

а она је у противуречности са претпостављеном једнако

шhу (*). Према томе површина К не може бити мања од К2 • 

Свођењем на овај случај, а на основу наредне леме, 

доказује се да К не може имати неку вредност L веЬу од 
К2 и тиме се утврђује садржај теореме. 

у овој једноставној теореми се види суштина методе 

ексхаустије, кад се разлика између непознате величине, у да

том случају површине круга, и познате, у датом случају 

правилног уписаног многоугла, може после примене одређе

ног поступка начинити колико год желимо малом, исцрпљеном. 

Еуклидов формалан поступак је правилан, али разлика 

између његовог и савременог расуђивања је у трме што 
Еуклид сматра површину круга као величину јасну са.мУ по 

себи, а у савременом излагању та величина, као и друге 

величине, подлеже претходној дефиницији. Као и на другим 

местима Еуклид искоришhава такозвани очигледан елемент, 

који у строго логичком излагању треба да буде искључен. 

Како овде тако и у претходним књигама Еуклид ништа 

не говори о израчунавању ни површине круга ни дужине 

његове периферије. Еуклид је, разуме се, знао нека практична 

правила за израчунавања тих геометриских величина, но он 

није имао логичку методу за права' израчунавања тих вели

чина и због тога је одлучио да то питање преhути. 

$Цд 
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Тек је Архимед (287 -212 пре наше ере), у СВОЈОЈ ра
справи - Кuхлоu f1Еt"Р7ЈСЩ; - . мерење круга - дао методу за 
израчунавање перифер.ије и површине круга. Следеhи при

меру многих коментатора, навешhемо и ми укратко, са савре
меним ознакама, Архимедов поступак при израчунавању 

Архимедовог размака за број 11". 

Архимед рачуна обим 

Р96 правилног многоугла, од 

96 страна, описаног око круга 
полупречника г ~ 1, при чему 
искоришhује једноставну 

слику само са једном страном 

(сл. 1). Пре свега узима 
страну правилног шестоугла 

06 са вредношhу 

АВ=06= 2г/У3 

и рачуна однос полупречни

ка према половини стране 

г .. 
ОС : ВС = г : -.:;;; = у 3 : Ј. 

УЈ 

В 

!) 

Е 

С 

А 

/ 

/ 

О 

r 

\. 
\ 

Сл. 1. 

За УЗ узима мању приближ~у вредност једнаку броју 
265/153. Како је Архимед израчуна вао вредности квадратног 

корена, то у наведеној његовој расправи није објашњено. 

Неки коментатори дају о томе своја' објашњења, али у то 

неЬемо улазити. Са добивеном вредношhу корена имамо за 

1 
ВС = - а6 ову неједнакост 

2 
ОС:ВС>265: 153. 

Даље, .искоришhавајуhи особину бисектрисе уг ЛЭ, премэ 

којој она дели супротну страну на делове пропорционалне 

странама троугла које чине тај угао, Архимед долази до 

1 
резултата да је за DC = - 012 

2 

OC:DC>571: 153. 
4 ЕУkЛИ.lОВН елементи К .... 12 
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Продужујуhи слична израчунавања Архиме.з. за ен ~ 

1 
=- а 96 долази до резултата 

2 
ОС: не> 4673+: 153. 

Одавде следује да је за d=2r 

~> 46731 
Р96 153·96 

и 

Р < 14б8~ d < 3 ~67 t d """ 3 ~ d 
96 4673+ 4672+ 7 ' 

при чему је, при извођењу дељења после издвајаља целог 

броја, Архимед тројку у имениоuу заменио двојком и тако

добио једноставан заокругљен резултат. Пошто је перифе

рије круга, коју Ьемо означити са Р, мања од периметра. 

описаног иногоугла, имамо KOHaQHO 

Р< 3~d 
7 

и, према томе, Архимедова горња граница за 11: постаје 

22 
1[ < - =3,(142857). 

7 

За изра..Qунавање друге границе Архимед је употребио

другу елементарну геометриску методу и помоhу уписаног 

правилног 9б.-угла нашао вредност 

ИЗ граница 

10 
1Т> 3 - =3,(140845 ... ). 

71 

10 1 
3-<1[<3-

71 7 

следује Да је Архимед први дао вредност броја 1t са три 

в редносне цифре. 

Историја броја 11: заједно са питањима ректификације 
периферије круга и његове квадратуре саQињава велику и 

и знаqајну главу у историји математике уопште, која ни. 

данас није довршена. Овде није место да улазимо у садржаi 
те велике главе. 
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s Ова лема је искоришhена у претходној теореми. Са 

'ознакама употребљеним у коментзру претходне теореме ова 

.лема би гласила. 

Ако је L веЬе од К 2, онда је 

где је К<КЈ • 

Тачност овог резултата непосредно следује, напр., из 

једнакости 
LK=K1 К2 • 

Према овој леми други случај претходне теореме c~ 

овако доказује. Треба свести на први случај једначину 

2 d. К Ј 
d~ = -L-

тдејеL>КЈ • 

. После промене реда у С") имамо 

d~ L 
dI = К1 

Десну размеру на основу (О) мож~мо сменити са К2 : К и 

.. ада добивамо пропорцију 
2 dz К2 

d~ = К ' 

тде је К < К1 • А та пропорција своди други случај на први, 

како је то наглашено у теореми. 

4 Ову теорему треба сматрати као припремну за изра

чунавање запремине пиримиде путем примене методе ексхау

стије. Тек после седме теореме Еуклид долази до резултата 

.да је запремина пирамиде једнака једној треhини запремине 

одговарајуЬе призме. Међутим на основу веЬ познатих особина 

тела и само једног алгебарског става, наиме вредности збира 

бескрајно опадајуhе геометриске прогресије, који је био познат 

Архимеду, из ове теореме следује вредност запремине пира

миде. Заиста, ако нашу пирамиду са запремином V допунимо 
до призме. запремине П, са основом АВГ и бочном ивицо)! 
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Г~, призма НZГАК8 биhе осмина призме П, јер, 110 теореми 

33, ХI запремине ових сличних те.'1а стоје у размер и кубова 

одговара јуhих ивица, а ивица ГЛ је дваl1УТ мања од ивице Г,i. 

Како наша пирамида садржи две оДговарајУће призме, тај 

1 
део запремине V износи - п. Од две преостале пирамwде 

4 
тела V поново можемо издвојити по две призме, чија зајед-

ничка запремина износи 2· Ј..- . ~ = (Ј..-)2 део запремине I1ризме 
8 4 4 

п. 'На тај начин, одузимајуhи увек по две призме од двеју 

преосталих пирамида, добиhемо овај ред за запремину пирамиде 

V = - + - + -) +... п. [
1- (1)% (18 ] 
4 ,4 ,4 

К . . б· 1 ('1 1) 1 ако Је таЈ з ир Једнак - : - - = -, долазимо ко-
4, 4 3 

1 
начно до резултата V = -- п. 

3 

Приметимо да са строгошhу античке матеМi;lтике вредност 

збира наведене прогресије (оп ~ О и Sn - SN _I~ О) непосредно 

следује из једна чине 

- + - + ... =S= -(I+S). 1 ( 1 )Z I 
4 4 4 

Али је за Еуклида циљ ове теореме само у томе да 

искористи запремину пирамиде као величину, од које се у 

току даљег расуђивања одузима величина већа од половине 

те величине. 

5 у овој теореми се показује да су код пирамида јед

наких висина и са троугловима у основама запремине призама, 

и то не само првих које су конструисане према претходној 

теореми, већ свих које се конструишу 110 том истом правилу 

редом у све мање пирамиде, - запремине свих тих одгова

рајуhих I1ризама пропорционалне основама полазних пирамида. 

То је друга припремна теорема. 

6 у току доказа претходне тещ)еме требало је искори

стити елементарну особину две одговарајуЬе призме наведену 
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у леми. У овој Jlеми та особина је потврђена у детаљима. 

1. L. Heiberg МИС!!И да ова лема не припада Еуклиду. Неки 

преводиоци (нпр. С. Thaer) изостављају ову лему, 

7 Структура доказа ове теореме је иста као и структура, 

рецимо, теореме 2. ове књиге, где се примењује метода 

ексхаустије. Тамо су за упоређивање кругова били узети 

правилни МНОГОУГJlОВИ, а овде су за упоређивање пирамида 

узете двоструке вредности запремине призаиа смештених у 

пирамиде. 

8 Алгебарски садржај теореме овако се изражава. Нека 

су Vp V2 , ••• , V п запремине пирамида које су настале после 

поделе целе пирамиде запремине V = V1 + V~+ ... + Vn на пира

миде са троугловима SI' S2"'" Sn У основама. Из низа 
једнаких размера 

Vt = V2 = Vn 

SI S2 Sn 
непосредно следује 

V V, 
-~=~, 

S SI 

где је S=SI +S2+ ... + S~. За другу пирамиду бисмо Иf.lали 

где су ознаке очигледне. Пошто на основу теореме за тро

стране пирамиде имамо 

долазимо до пропорције 
V :S= V' :S', 

која изражава тражену теорему, 

9 Ова теорема се заснива на растављању тростране 

призме на три пирамиде истих ззпремина. Важно је да се 

обрати пажња на то да ове три пирамиде нису конгруентне 

и да се њихова једнакост може доказати тек после доказа 

раније наведених теорема. Према томе у основи ДОI<аза ове 

теореме .'Ieжи оно што се обично не уводи у строгој форми 
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у школску геометрију. Једна!<ост пирамида једнаких висина 

са једнаким троугловима у основи може се доказати или 

методом ексхаустије или методом прелаза на граничну вред

ност. Такозвана Кавалијеријева метода или метода интегралног 

рачуна је модификована претходна метода. Методи ка изла

гања овог питања у елементарној, нарочито школској, геоме

трији није ни досад добила неку јасну стандардну форму_ 

Многи геометри су покушавали да примене методу поделе на 

конгруентне делове или методу допуњавања познатим телима 

до конгруентних делова, односно до целине, али су сви ти 

покушаји остали безуспешни у општем случају произвољне 

тростране пирамиде. Сад су ови покушаји напуштени, јер је 

1902 године математичар М. ден (Оећп) доказао да је таква 

подели у општем случају немогуЬа. Оно што је могуЬе за 

призму, односно за паралелепипед, немогуће је за пирамиду, 

Сл. 2. 

односно за тетраедар. Приметимо 

да денова теорема не искључује 

могућност поделе односно допуне 

пирамиде специјалног облика. Та-

ко, напр., коцку можемо поделити 

на шест конгруеНТRИХ пирамида 

са квадратном основом (сл. 2), 
односно на дванаест конгруентних 

пирамида са троуглом у основи. 

10 Текст доказа ове после

дице је скраЬен; тако стоји и у 

Хајберговом грчком тексту. 

у вези са дефинитивним резултатом о запремини пира

миде наведимо један историски податак. 

Постоји такозвани Московски папирус, са збирком мате
матиqких задатака. у l4-0M задатку се одређује запремина 

зарубљене купе, при чему поступак на конкретном примеру 

одговара обрасцу 

v~ ~h (a2 +ab+bt ) , 
3 

где је h висина куп~, а а и Ь стране KBa~paTa једне и друге 

основе. Егип'l'ОЛОЗИ сматрају да се тај папирус односи на 
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почетак другог милениума пре наше ере. Према томе ОД тог 

времена до наших дана прошло је готово четири хиљаде 

година. 

Интересантно је да ни у Московском папирусу, ни у 

вавилонском тексту папируса Британског музеја нема при

мера за израЧУН8вање запремине пуне пирамиде, веЬ само 

примере на зарубљену пирамиду у облику јаме. Вавилонски 

математичар је рачуна помоЬу обрасца 

који 

члан 

V=h [(а;Ь)2 + ~ (a~b)2], 

претставља модификацију претходног обрасца. Први 

h (а; Ь)" има вредност запремине призме са средњим 
пресеком, а други одговара запремини осам пирамида у теме

нима са висином h/2 и квадратном основом којој је страна 

1 
- (а-Ь). 
4 

11 Теорема 8. са последицом односи се на сличне пира

миде које имају троуглове, односно многоуглове у основама. 

Из алгебарских израза за запремине 

1 1 
V1--h1 S 1 , Vз =-h2 S2, 

3 3 

и из услова за сличност 

h1 : hз =а1 : а2, S1: St=ai: a~, 

где су а\ и а2 хомологне ивице, следује непосредно садржај 

теореме и последице: 

У1 h1 S1 а 1 ai a~ 
-=--=-'2=5' 
VЗ h2 S2 02 02 02 

12 И теорема 9. се овако може доказати алгебарским 

путем. 

Ако је У1 = У2, онда је 

а одавде можемо написати 

(..Ј..Ј) 



н ова пропорција одговара првом делу геореме. Други део, 

обрнута теорема, непосредно се изводи ИЗ С-'-'), које доводи 

до (-'), а из тога следује једнакост V1 = ~!!' 

1.3 За доказ. ове теореме Еуклид исто тако примењује 

методу ексхаустије, при чему за упоређивање ваљка и купе 

служе правилне уписане призме и .пирамиде. Излагање 

се врши готово ПО истом калупу као и у претходним 

случајевима. Алгебарски теорема се изражава једначином 

Vk ~·· } I! h h S 8 k Ь = -- v под условом k= о, .t= о, где индекси и 3 tJ 

означавају купу и ваљак. 

н И ова 11. теорема се доказује код Еуклида методом 

ексхаустије. Алгебарски теорема се изражава једначином 

Vt : V2 =St :82' под условом да је ht=h., а SI и S2 - основе. 
16 И при доказу 12. теореме се примењује метода екс-

хаустије. Алге6арски садржај теореме гласи: V1 : Vz=dr : d~, 
ако је ht : h2 =d1 : d2 • 

16 Доказ ове теореме, која се алге6арски изражаВ;:I једна

чиним 

Vt : V2 =ht : ћЈ (81 =82) 

Еуклид заснива на непосредној примени дефиниције пропорци· 

оналних величина. 

11 Алгебарски садржај теореме 14. се, изражава овако 

Vo : Vb'=h : ћ', 

Vk : V,/=h : ћ', 
под условима 

8ь~8o', Sk=8/. 

is Садржај ове 1И. теореме гласи: 
Први дeo~ ако је Vk = Vk', онда је 8 k : S.t'=hk' : ћ" и ако 

је Vo = V'o, онда је 80 : So' = ћь' : ћь . 

Други део: ако је Sk: 8 k'=hk' : hk , онда је Vk = Vk' и ако 

се претходна пропорција односи на ваљк, онда је Vb = Vo'. 

Како ова тако и претходне теореме које се односе на 

размере и попорције још једанпут и на овом месту показују 

какво огромно упрашhавање уводи алгебра у доказе геоме

триских теорема са алгебарском суштином. 

" ~ I • 
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ј9 Овај планиметарски задатак игра улогу претходне 

конструкције за нар':."дни конструктивни задатак, }{оји је 

потр~бан за доказ flОс::\>.дње 18. теореме ове нњиге о запре

минама две лопте. 

КОНСТРУКЦ;iја се своди на Ј{ОНСТРУЮI~ју ТЈнгенте на мањи 

круг у датој тачки (Т;Јчка Н) в на де.ъење полукруга BAL1 
на 2, 4, 8, ... итд. делова, док лук L1,\ не постане маљи од 

лука t::.A. Дуж t::.A је страна уоченог, у веhи круг АВГ ~ упи

саног, многоугла који не додирује мањи круг. 

:0 у другом КОНСТРУКТИВНОМ задатку треба уписати у 

сферу Behe лопте по.ll!ј~дарско тело и то такво да његова 

површина нигде не додирује сферу маље лопте истог центра 

нао и веЬа лопта. Код Еу!{.~ида је излагање и саме конструк

ције и њеног доказа прилично дуго. Излагаље се може знатно 

скратити, ако употребимо појмове екватора и меридијана. 

Конструкција траженог полиједарског тела се постиже 

овако. Замислимо у истој равни два екватора, један за веllУ 

и други за мању лопту. То су два концентрична !{руга. Према 

претходном задатку упиши:\ю у Веlш екватор правилан мно

гоугао са парннм бројем страна, и то тако дз овзј не додирује 

мањи еквзтор. Кроз тсмена тзквог МНОГОУГЛ3 I<ОНСТРУИШИМо 

меридијане и, почев од СКВЈтора, подслимо их на исти начин 

као и еквзтор. Спојимо тачке на меридијанима и тачке на 

истим паралелима. добиhсмо низ четвороуглова и троуглове 
око полова. Ти чет.вороуглови и ТрUУГ.10ВИ претстављају 

стране траженог ПО.1иједарског тела. Еуклид подробно ДОЈ{а
зу је да су то заиста рзвни четвоrоуглови и да су дужине 

нормала спуштсних аз центра из Те равни увек веће ОД полу
пречника мале ло!пе. 

у Хајберговом IНдaњy Слика з Ј ову теорему је доста 

незгодна. Пажљивом читаоцу је ЗГQдније нщртзти нову СЛИКУ 

са обични:м положајем еЈ{ватора и меридијана у просгору и 

према тој слици пропрзтитнти доказ конструкције. 

21 Алгебарски се ова последицз овако изра·жана. Озна

чимо са V1, Vz"'" V п ззпремИ!-,е пирамидз на које се може 

поделити наше lJолвј('дарско тело уписано у Behy сферу, а 
са V I1 V2"'" V n одговарајуЬе сличне пирамиде на које се може 



ПодеJIНТИ маље тело. Ако се R и r 03Н:1ЧИМО полупречнике 
веће и маље лопте, имамо низ пропорција 

Из тога низа, према познатом ставу, имамо 

v 
V1 +V2+ ... +~tn - -; = -;з = d3 ' 

где су V и v запремине одговарајуhих полиједарских тела, а 

D И d пречници веће и маље лопте. 
22 доказ ове теореме се изводи такође методом ексха

устије, при чему се за упоређивање . запремина усютребљава 
оно полиједарско тело чију конструкцију чини садржај прет

ходног задатка. Сама метода ексхаустије је примељена у овој 

теореми у мало друкчијој форми него ШТО је била приме

љена у ранијим теоремама. 
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ПРЕДГОВОР 

у овој књизи дајемр текст и коментар тринаесте, 

последње књиге Еуклидових елемената и два додатка који 

се ~често ЗОВУ четрнаеста и петнаеста књига Еуклидових 

елемената. 

Последња, тринаеста књига ЕУКЈЈИДОВИХ елемената посве

Ьена је углавном проучавању правилних полиједара - тетра

едру и икосаедру којима су стране троуглови, коцки којој 

су стране квадрати и додекаедру коме су стране петоуглови. 

Њихове основне особине се проучавају у првим теоремама 

ове књиге. При излагању тих претходних теорема врло важну 

улогу игра непрекидно дељење дужи (златни пресек). На тој 

теорији се заснива и теорија икосаедра:и додекаедра. 

Такозвана четрнеста књига припада .грчком математичару 

Хипсиклу. у њој се даље развија теорија правилних тела. 

Најзад, такозвана петнаеста књига садржи исто тако 

продужење теорије правилних тела и углавном је посвеhена 

такозваном Исндоровом проБЈЈему одређивања просторних 

углова код правилних тела. 

3авршавајуhи ову, последњу књигу Еулидових елеме

ната дозволио сам себи да напишем и закључак, у облику 

поговора. 

При изради и ове књиге су ми помогле колеге В. В. 
Мишковиh и Т. П. Анђелиh, на чему им овде изјављујем 

захвалност. 

А. Б. 





ТЕКСТ' 





1. 

Ако је АУЖ подељена непрекидно, биhе квадрат на збиру 

већег дела и половине целе дужи једнак петоструком ква

драту на тој половини. 

, Нека је ДУЖ АВ тачком Г подељена непрекидно и нека 
је АГ веhи део; продужимо ДУЖ ГА преко А за ДУЖ А!::. и 
нека је А!::. једнако половини АВ. Тврдим да је квадрат на 

Г!::. једнак петоструком квадрату на t::.A. 

.. N 

Заиста, кuнструишимо на АВ 

и на t::.r квадрате АЕ и t::.z и у <lZ на-

цртајмо уобичаЈену слику и пролу

жимо Zr до Н. Пошто је АВ тачком 
Г подељено непрекидно, биhе пра

воугаоник Обухваhен од АВ и ВГ 

,I<--_+---~/'---'B једнак квадрату' на АГ. Но право-
Ј А угаоник од АВ и ВГ једнак је ора

воугаонику ГЕ, а квадрат на АГ 

једнак је квадрату ze. Према томе 

је ГЕ, 'једнако ze. и пошто је ВА 

)( 11 
двоструко At::., и ВА једнако КА, а 

А!::. једнако Ае, биhе и КА двостру-

ко Ае. Али КА је према Ае као ГК 

према ге, па је, значи, ГК двоструко ге. Но, и збир ле и 

еГ је двоструко ге. А, доказано 'је да је и ГЕ једнако 0Z. 
Према томе је цео квадрат АЕ једнак гномону MNE. И пошто 
је ВА удвостручено At::., биhе квадрат на ВА четвороструки 

квадрат на At::., тј. АЕ четвороструко Д0. Али АЕ је једнако 

гномону MNE, па према томе је гномон MNE четвороструко 

АО. А цео t::.z је петоструко АО. Но t::.z је квадрат на t::.r, а 
АО на t::.A, па је стога квадрат на Г д петоструки квадрат 

на t::.A. 
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На овај начин, ако је дуж подељена непрекидно, биhе 
квадрат на збиру већег дела и половине целе дужи једнак 

петоструком квадрату на тој половини. А то је требало 

доказати. 1 

2. 

Ако је квадрат на некој дужи пет пу~а веhи од ква

драта на једном њеном делу и удвостручени тај део подељен 

непрекидно, биhе преостали део полазне ду.и веhи део. 

Нека је квадрат на дужи АБ пет пута веhи од квадрата 
на АГ и нека је удвостручено АГ дуж Г~. Тврдим да је ГВ 
вепи део дужи Г ~ подељене непрекидно. 

Аг-____ -r ______ ~z 

, , 

.У .. ,." -- ..... 

Заиста, конструишимо на 

свакој од дужи АВ и Г ~ ква

драте AZ и ГН,у AZ нацртајмо 
уобичајену СЈ[Ику и продужимо 

ВЕ. Пошто је квадрат на ВА 
пет пута веhи од квадра.та на 

АГ, биhе AZ петоструко Ае. 

Према томе је гномон MN::: 
~ __ ~ ___ ~Bc..-.~,d четвороструко Ае. и пошто је 
А г ~Г двоструко Г А, биhе I.<вадрат 

иа ~Г четвороструки квадрат 

на Г А, тј. ГН од А0. А дока

зано је да је и rHQMOM MN::: 
четвороструко Ае. Према томе 

је гномон MNE једнак гн. И 

к Е 
пошто је ~Г двщ:труко Г А, ~Г 

н је једнако ГК, а АГ једнако ге 
[па, према томе, и КГ је удво

стручено ге], биhе И КВ двоструко ве. Такође је и збир 
Л0 и ев једнак двоструком 0В. Према теме је КВ једнако 

збиру Л0 и ев. А доказано је да је и цео гномон MNE 
једнак целом ГН, те је и остатак ez једнак ВН. Но право

угаони к ВН је обухваhен дужима Г ~ И ~B. јер је Г ~ једнако 
~H, а ez је квадрат на ГВ. Према' томе је правоугаоник 
обухваhен од Г ~ и .~B једнак квадрату на ГВ. На тај начин 
је ~Г према ГВ као ГВ према ВД. МеђУТИМ ~Г је веће од 

I 
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ГВ, а према томе и ГВ је веле од В6. Дакле ГВ је вели део 
дужи Г 6 подељен~ непрекидно. 

На овај начин, ако је квадрат на некој дуж и пет пута 

већи од квадрата на једном, њеном делу и удвостручени тај 

део је подељен непрекидно, биле пр~остали део полазне дужи 

веhи део. А то је требало доказати. 2 

Лема 

А да је двоструко АГ В'еће од ВГ, овако се доказује. 

Заиста, ако то није тако, онда нека буде, ако је ово 

могуће, ВГ двоструко ГА. Тада је квадрат на ВГ четири пута 

веhи од квадрата на ГА. А збир квадрата на ВГ и на Г А је 
пет пута веhи од квадрата на ГА. Али се претпоставља да је 

квадрат на ВА пет пута веhи од квадрата на ГА. Па према 

томе је квадрат на ВА једнак збиру квадрата на ВГ и на ГА. 

Но то је немогуЬе. Значи ГВ није двоструко АГ. Слично се 
доказује да и дуж мања од ГВ није двострука од дужи Г А, 

јер је то још више бесмислено. 

На овај начин, удвостручено АГ је веЬе од ГВ.·д то је 
требало доказати. s 

3. 

Ако је нека дуж подељена непрекидщ>, биhе квадрат 

збира мањег дела и половине већег дела пет пута веhи од 

квадрата на половини већег дела. 

Нека је дуж АБ подељена А r в 
тачком Г непрекидно, и нека је г----г---,..-----:'I 

веhи део АГ, и АГ преполовљено .,:~- . ,~ 
тачком .1. Тврдим да је квадрат Pt----H-t----:t=---+-_-1M 
на BL\ пет пута веhи 011 квадрата 

на L\r. 
Заиста, конструишимо на АБ €Jг--~>f"=::--+::---N 

квадрат АЕ и нацртајмо двоструку 

слику. Пошто је АГ двоструко 

6Г, биhе квадрат на АГ четири 

пута веhи од квадрата на 6Г, тј. 
А Е 

Р1: од ZH. И пошто је правоугаоник обухваhен од АБ и ВГ 
једнак нв"адрату на АГ, а исти правоугаоник, обухваhен од 
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АВ и ВГ, једнак и ГЕ, биhе ГЕ једнако P~. Но Р2: је четво. 

РОСТРУКО ZH. Дакле, и ГЕ је четвороструко ZH. Даље, 

ПОШто је А6. једйако 6.Г, бипе и ек једнако KZ. Те према 
томе је и квадрат HZ једнак КВi2драту ел. А како је НК 

једнако КА, а и MN - NE, биhе и MZ једнако ZE. Али MZ 
је једнако ГН, па према томе је и ГН једнако ZE. Додајмо 
им исто fN; тада Ье гномон :::ОП бити једнак ГЕ. Али веЬ 

је доказано да је ГЕ четвороструко HZ. И према томе је и 
гномон :::ОП Qетвороструки квадрат ZH. Значи, збир гномона 
:ЕОП и квадрата ZH' је петоструки квадрат ZH. Но збир 
гномона :::ОП и KBaдpaT~ ZH је 6.N. А 6.N је квадрат на 6.В, 

а HZ квадрат на 6.Г. На овај начин квадрат на 6.В је пето
струки квадрат на 6.Г .. А то је требало доказати.· 

4. 

Ако је дуж подељена непрекидно, бипе збир квадрата 
на целој дужи и на мањем делу једнак троструком квадрату 
на вепем делу. , 

Нека је дуж АВ подељена тачком Г непрекидно и нека 
ја АГ веhи део. Тврдим да је збир квадрата на АВ и на БГ 
трипут вепи од квадрата на ГА. 

А Г В Заиста, конструишимо на АВ 
г--------,----.,. квадрат А6.ЕВ и нацртајмо слику. 

,/ " '.f1 Пошто је сад АВ тачком Г подеље-
i К но непрекидно и вепи део је АГ, 

А z./ биhе правоугаоник обухваhен од АВ 
N _/ и ВГ једнак квадрату на АГ.· И 

пошто је АК· правоугаоник обухва

пен од АВ и ВГ, а квадрат на АГ 

н Б 
је 0Н, биhе АК једнако 0Н. И пошто 
је AZ једнако ZE, додајмо им исто 

ГК. Тада је цело АК једнако целом 

ГЕ, па је према томе збир АК и ГЕ двоструко Ак. Али збир 
АК и ГЕ је збир гномона ЛМN и квадрата ГК. Пр~ма томе 

је збир гномона ЛМN и квадрата ГК двоструко Ак. Али веЬ 

је доказано да је АК једнако и 011. Према томе, гномон 

ЛМN и [квадрат ГК су. двапут вепи од квадрата 0Н и значи 

гномон ЛМN и] квадрати ГК и 0Н трипут су вепи од ква-
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драта 0Н. НО' гнО'мО'н AMN и квадрати ГК и 0Н чине цео 

квадрат АЕ и квадрат ГК, а тО' су квадрати на АВ и Н8 ВГ, 

дО'к је Н0 квадрат на АГ. На овај начин је збир квадрата на 

АВ и на ВГ једнак трО'струкО'м квадрату на АГ. А тО' је тре

балО' ДО'казати. 5 

., 5. 

АкО' ја нека дуж пО'дељена непрекиднО', па ЈОЈ се дода 

веhи деО' пО'дељене дужи, биhе и цела ДО'бивена дуж пО'де

љена непрекидно и њен веhи деО' је пО'лазна дуж. 

Нека је дуж АВ подељена тачкО'м Г непрекиднО' и нека '" 
је веhи деО' АГ. ОдмеримО' А!Ј. једнакО' АГ. Тврдим да се 

дуж !Ј.В дели тачком А непре}(иднО' и да је веhи деО' пО'лазна 

дуж АВ., 

Заиста, конструишимО' на 
d 

АВ квадрат АЕ и нацртајмО' 

слику. ПОШТО' је АВ пО'дељенО' 

тачкО'м t непрекиднО', биhе 
правО'угаО'ник О'бухваhен О'Д АВ 

и ВГ једнак квадрату на АГ. А 

Али правоугаО'ник О'бухваhен 

О'Д АВ и ВГ је ГЕ, а квадрат 

на АГ је [0. Према тО'ме је 

А г в 

ГЕ једнакО' 0Г. Но ГЕ је једнако 0Е, а 0Г - !Ј.0. На тај 

начин !Ј.0 је једнако 0Е [а додајемО' ИСТО' 0В 1. Према тО'ме је 
целО' !Ј.К једнакО' целО'м АЕ. НО' !Ј.К је правО'угаО'ник О'бухваhен 

О'Д В!Ј. и !Ј.А једнак квадрату на АВ. А О'туда следује да је 
!Ј.В према ВА каО' ВА према А!Ј.. КакО' је !Ј.В веће од ВА, 
биhе и ВА веће О'Д А!Ј.. 

На тај начин тачка А дели !Ј.В непрекиднО' и веhи деО' 
је АВ. А ТО' је требалО' ДО'казати. 6 --

6. 

АкО' је рациО'нална дуж пО'дељена непрекиднО', биhе сваки 

од делО'ва ирациО'налан, такО'звана апО'тО'ма. 

Нека је АВ рационална ,цуж пО'дељена тачкО'м Г непре

КИДНО' ~ нека је АГ веhи део. Тврдим да је свака О'Д АГ и ГВ 

ирацио-налн;!, такО'звана апО'тО'ма. 
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Заиста, продужимо ВА и одмеримо Ад као половину 

ВА. Пошто је дуж АВ подељена тачком Г непрекидно и 
вепем отсечку АГ додата дуж Ад једнака половини АВ, биhе 

А г 
I 

в 
квадрат на Г Д пет пута ве-hи 

од квадрата на дА. Према томе 

КВf\Драт на Г Д се односи према 

квадрату на дА као број према 
броју. Значи квадрат на Гд је самерљив С8 квадратом на 

дА. Но квадрат на дА је рационалан, јер је рационално дА 

као половина рационалне дужи АВ. Те према· томе је раци

оналан и квадрат на Гд; значи рационално је и Гд. и пошто 

квадрат на Г д према квадрату на дА није у размери ква

дратног броја према квадратном броју, ?иhе Гд несамерљиво 

по дужини са дА. Према томе су Гд и дА рационални али 

самерљиви само у степену. На овај начин АГ је апотома. 

Даље, пошто је АВ подељено непрекидно иАГ ја веhи део, 

биhе правоугаоник обухваhен од АВ и ВГ једнак квадрату 

на АГ. На тај начин квадрат на апотоми АГ претворен у 

правоугаоник са рационалном дужином АВ И ширином ВГ. 

Но квадрат на апотоми претворен у правоугаоник са раци. 

оналном дужином има за ширину прву апотому. Према томе 

је ГВ прва апотомз. А доказано је да је и ГА апотома. 

На тај нач·ин, ако је рационална дуж подељена непре
кидно, биhе сваки од делова ирационалан, такозвана апотома. 

А то је требало доказати. т 

7. 

Ако су код једнакостраног петоугла три угла, била 

узастопна или не, једнака међу собом, петоугао је једнакоугли. 

Нека су, прво, три узастопна угла, А, В, Г једнакостраног 

петоугла АВГдЕ једнака међу собом. Тврдим да су сви 

углови петоугла АВГдЕ једнаки међу собом. 

Заиста, нацртајмо спој нице АГ, ВЕ, Zд. Пошто су две 

стране ГВ и ВА једнаке двема странама ВА и АЕ, свака 

свакој, и угао ГВА једнак углу ВАЕ, биhе и основица АГ 

једнака основици ВЕ, троугао АВГ једнак троуглу АВЕ, и 

преостали углови једнаки преосталим УГЛОВflма, који су спрам 

једнаких страна, наиме угао ВГ А углу ВЕА, и угао АВЕ углу 
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r АВ, па Ье стога и страна AZ бити једнака страни BZ. А 

доказано је да је и цело АГ једнако целом ВЕ. Дакле, и остатак 

Zf једнак је остатку ZE. А и Г ~ је једнако ~E. Две стране 
Zf и Г ~ једнаке су двема стра
нама ZE и E~, а основица Z~ 

је заједничка. Према томе је 

угао zr~ једнак углу ZE~. А 

доказано је да је и угао ВГ А 

једнак углу АЕВ. Према томе 

је и цео угао ВГ ~ једнак целом 

углу AE~. Али по претпоставци 

угао BГ~ једнак је угловима 

код А и В, па је према томе и 

угао AE~ једнак угловима код 

А и В. Сnично се доказује да 

је и угао Г ~E једнак уг nо-

А 

B~----~----------~E 

г 

вима код А, В, Г. На овај начин петоугао ABГ~ једнакоугли. 

Нека су сад једнаки не три узастопна угла, веЬ углови 

код' тачака А, Г, !!.. Тврдим да је и тада петоугао ABГ~E 

једнакоугли. 

Заиста, нацртајмо В!!.. Пошто су две стране ВА и АЕ 
једнаке двема странама ВГ и Г~ и обухватају једнаке углове, 

биЬе основица ВЕ једнака основици B~, троугао АВЕ једнак 

троуглу В Г!!., и остали, углови једнаки осталим угловима, који 

су спрам једнаких страна. Према томе је угао АЕВ једнак 

углу Г~B. А и угао BE~ једнак је углу В!!.Е, пошто је страна 

ВЕ једнака страни B~. На тај начин је и цео угао АЕЛ 

једнак целом углу Г~E. Али угао Г~E, по претпоставци, 

једнак је угловима код А и код Г, па је према томе и угао 

АЕд једнак угловима код А и Г. Из истих разлога и угао АВГ 

једнак је угловима код А, Г и ~. На овај наrшн петоугао 

АВГ ~E је једнакоуг ли. А то је требало доказати. 8 

8. 
Ако код једнакостраног и једнакоуглог петоугла две 

- дужи спајају углове преко једног, оне деле једна другу 

непрекидно и њихови веnи делови једнаки су страни петоугла. 

Нека у једнакостраном и једнакоуглом петоуглу ABГ~E 

дужи АГ и ВЕ, које спајају И3 темена А и В углове преко 
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једног, секу једна другу у тачки 0. Тврдим, да је свака од 

њих подељена тачком 0 непрекидно и да су њихови веhи 

делови једнаки страни петоуг ла. 

А Заиста, опишимо око петоугла 

АВГ ~E круг АВГ ~E. Пошто су две 
дужи ЕА и АВ једнаке двема ду

F-----\'''---~,B жима АВ и ВГ и оне обухватају 
једнаке углове, биhе и основица ВЕ 

једнака основици АГ, троугао АВЕ 

једнак троуглу АВГ, и преостали 

углови једнаки преосталим угловима, 

сваки сваком, који су обухвапени 

једнаким странама. Према томе је 

угао ВАГ једнак углу АВЕ. Значи, угао А0Е је удвостру

чени угао ВА@. И угао ЕАГ је двапут вепи од угла ВАГ, 

јер је лук E~Г Д'Аапут веhи од лука ГВ. Према томе је угао 
0АЕ једнак углу А0Е. Значи. и дуж 0Е једнака је АЕ, тј. 

једнака је и АВ. И пошто је дуж ВА једнака дужи АЕ, бипе 

и угао АВЕ једнак углу АЕВ. Но доказано је да је угао 

АВЕ једнак углу ВА0. Према томе је и угао ВЕА једнак 

углу ВА0. И код два троуГ.IIа АВЕ и АВ0 угао АВЕ је 

заједнички. Дакле, преостали угао ВАЕ једнак је преосталом 

углу Аев. Према томе троуглови АВЕ и АВ0 имају једнаке 

углове. И на тај начин имамо пропорцију: ЕВ је према ВА 
као АВ према В0. Но ВА ја једнако Е0, значи, ВЕ је према 
Е0 као Е0 према 0В. Но ВЕ је веие од Е0, па пе и Е0 бити 

веће од 0В. На овај начин ВЕ је подељено тачком 0 непре
кидно и веhи део вЕ је страна петоугла. Слично се доказује 

да је и АГ тачком е подељено непрекидно и да је Г0 

једнако страни петоугла. А то је требало доказати. 9 

9. 

Збир стране шестоуг ла и десетоуг ла, уписаних у исти 

круг, подељен је непрекидно и веhи део је страна шестоугла. 

Нека је АВГ круг и од слика уписаних у круг АВГ 
нека је ВГ страна десетоугла, а Г~ - шестоугла и нека су 

надовезане на истој. правој. Тврдим да се цела Bt. дели 
непрекидно и да је веhи део Г~. 



]7 

Заиста, узмимо за центар тачку Е, повуцимо ЕВ, ЕГ, E~, 

и продужимо ВЕ дО А. Пошто је ВГ страна једнакостраног 

десетоугла, лук АГВ је пет пута веhи од лука ВГ. Према 
томе је лук АГ четири пута веhи 

од лука ГВ. И лук АГ је према 

луI<'y ГВ као угао АЕГ према 

углу ГЕВ. Значи, и угао АЕГ је 

четири пута веnи од угла ГЕВ. в l-----.,;::-----;A 

И пошто је угао ЕВГ једнак углу 

ЕГВ, биnе угао АЕГ двапут веnи 

од угла ЕГВ. И пошто је дуж 

ЕГ једнака дужи Г~, јер је свака 

од њих једнака страни шестоугла 

уписаног у круг, биhе и угао 

ГE~ једнак углу Г ~E, а угао 

ГЕВ двапут веhи од угла E~Г. А 

доказано је да је и угао АЕГ двапут веnи од угла ЕГВ, па 
према томе је угао АЕГ четири пута веhи од угла E~Г. 

Дакле, угао E~Г је једнак углу ВЕГ. Код два троугла ВЕГ 

и BE~ угао EB~ је заједнички. И преостали угао BE~ једнак 

је углу ЕГВ. Према томе троугловн EB~ }f ЕВГ имају једнаке 

углове. Значи, постоји пропорција: ~B је према ВЕ као ЕВ 
према ВГ. А ЕВ је једнако Г~. Према томе BL\ је према ~Г 

као L\f према ГВ. И веЬа је дуж B~ од ~Г, па је и ~Г веЬе 
од ГВ. На тај начин дуж B~ је подељена (тачком Г) н'епре
кидно и веhи њен део је ~Г. А то је требало доказати. 1О 

10. 

Ако је у круг уписан једнакостра'н петоугао, биhе ква
драт стране петоугла једнак збиру квадрата стране шестоугла 

и стране десетоугла уписаних у исти круг, 

Нека је ABfL\E круг и ABГ~E једнакостран петоугао 

уписан у круг ABГ~E. Тврдим да је квадрат стране петоугла 

ABГ~E једнак збиру квадрата стране шестоугла и стране 

десетоугла уписаних у круг АВГ L\E. 

Заиста, узмимо за центар круга тачку Z, и продужимо 
AZ до тачке Н, нацртајмо ZB, и из тачке Z повуцимо нор-

2 Еукли.ЈОВИ елементи ' •• 13 
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малу Z0 на праву АБ, продужимо је до тачке К, нацртајмо 
АК И КВ, па из тачке Z повуцимо ZA, нормалу на АК, про

м 
А 

ДУЖИМО је до М и нацртајмо 

KN. Пошто је лук АВГН јед
нак луку AE~H И једнаки су 

њихови делови АВГ и AE~, 

биhе и остатак ГН једнак о

статку H~. Но Г~ је лук пе-

'тоугла, па је према томе ГН 
лук десетоугла. И пошто је ZA 
једнако ZB, а Z0 је нормала, 
биhе угао AZK једнак углу KZB 
те према томе и лук АК једнак 

луку КВ. И лук АВ је двапут 

веhи од лука ВК, значи, дуж 

АК је страна десетоугла. ИЗ ИСТИХ разлога и лук АК је двапут 

веhи од лука КМ. И пошто је лук АВ двапут вепи од лука ВК, 

а лук Г~ једнак луку АВ, биhе и лук Г~ двапут вепи од лука 

ВК. Но лук Г ~ је двачт вепи од лука ГН, па је, значи, и лук 

ГН једнак луку ВК. Али лук ВК је двапут веhи од лука КМ, 

као и лук КА. Па и лук ГН је двапут веhи од КМ. Но и лук 

ГВ је двапут веhи од лука ВК, јер је лук ГВ једнак ВА. 

Значи, цео лук НВ је двапут вепи од ВМ. Те је према томе и 

угао HZB двапут вепи од угла ZAB. И на тај начин је угао 

ZAB једнак углу ABZ. И угао BZN једнак је углу ZAB. Код 
два троугла ABZ и BZN угао ABZ је заједнички, па и прео

стали угао AZB јеn.нак је преосталом углу BNZ. Дакле тро

углови ABZ и BZN имају једнаке углове. Значи постоји про
порција: дуж АВ је према дужи BZ као дуж ZB према дужи 
BN. И према томе је правоугаоник обухваhен од АВ и BN јед
нак квадрату на BZ. Затим, пошто је АА једнако АК, а нор

мала AN је заједничка, биhе основица KN једнака основици 
AN и угао AKN једнак углу AAN. Но угао AAN једнак је 

углу KBN, значи и угао AKN једнак је углу KBN. И код два 
троугла АКВ и AKN угао код А је заједнички. Па и прео

стали угао АКВ једнак је преоста~ом углу KNA. Према томе 
троуглови КВА и KNA имају једнаке углове. Значи, постој~ 

пропорција: дуж ВА је према дужи АК као КА према AN. И 



]9 

правоугаоник обухваЬен од ВА и AN једнак је квадрату на 

на АК. А доказано је да је и правоугаоник обухваЬен од АВ 

и BN једнак квадрату на BZ. Но збир правоуг~оника обухва
Ьеног од ВА и AN и правоугаоника обухваЬеног од АВ и BN 
чини квадрат на ВА, који је према томе једнак збиру квадрата 

на BZ и Щ:\ АК. И ВА је страна петоугла, BZ - шестоугла и 

АК - десетоугла. . 
На овај начин, квадрат стране fiетоугла једнак је збиру 

квадрата стране шестоугла и стране десетоугла, уписаних у 

исти круг. А то је требало доказати. н 

11. 

Ако је у круг са рационалним пречником уписан једнако

стран петоугао, његова страна је ирационална, такозвана 

.мања" . 
Нека је круг АВГ дЕ са рационалним пречником уписан 

једнакостран петоугао АВГДЕ. Тврдим да је страна петоугла 
[АВГдЕ) ирационала, такозвана .мања". 

Заиста, узмимо за центар круга тачку, Z нацртајмо AZ 
и ZB и продужимоих до тачана--Н и 0; нацртајмо АГ И, 

одмеримо ZK, четвртину од AZ. AZ је рационално, па према 

томе је рационално и ZK. Рационално је' и BZ, а значи рацио
нално и цело ВК. И пошто је .'1ук АГН једнак луку АдН, а 

једнаки су и њихови делови, ЛУК АВГ и лук АЕд, биЬе и 

остатак ГН једнак остатку А 

Нд. И ако нацртамо Ад, 

онда су углови код тачке 

Л прави и гдједвапут веЬе 

од ГЛ. Из истих разлога 

су и код тачке М УГJlОВИ 

прави и АГ је двапут веЬе 

од ГМ. Пошто је сад угао N 
ААГ једнак углу AMZ, 
угао ААГ заједнички за 

троуглове АГ А и AMZ, 
биhе и преостали угао АГ л 

једнак преосталом MZA. Према томе троуглови ДГЛ и AMZ 
имају једнаке углове. И на тај начин постоји пропорција: АГ 

је према Г А као MZ према ZA. И од удвостручених прет-
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ходних имамо: у двостручено АГ је према ГА као удвостручено 

MZ према ZA. Но удвостручено MZ је према ZA као MZ 
према половини ZA, па, значи удвостручена АГ је према Г А 
као MZ према половини ZA. И од наредних половина имамо: 
у двостручено АГ је према половини Г А као _MZ према четвр
тини ZA. Но удвостручено АГ је ~Г, а половина од ГА је ГМ, 
а четвртина од ZA је ZK Према томе ~Г је према ГМ као 

MZ према ZK И после сабираља: збир ~Г и ГМ је према 

ГМ као МК према' KZ. дакле, квадрат на збиру ~Г и ГМ је 
према квадрату на ГМ као квадрат на МК према квадрату 

на KZ. И пошто је код дужи која спаја две стране петоугла 
(дијагонале), напр. код дужи АГ, подељенr. непрекидно, веhи 

део страна петоугла, тј. ~Г, а квадрат на збиру веЬег дела и 

половине целе дужи је пет пута веhи од квадрата на ПОЛОВини 

целе дужи, и половина целе АГ је ГМ, биhе квадрат на збиру 

~Г и ГМ пет пута веnи од квадрата на ГМ. Али, како је 

доказано, квадрат на збиру ~Г и ГМ се односи према ква

драту на ГМ као квадрат на МК према квадрату на KZ. Према 
томе је квадрат на МК пет пута веhи од квадрата на KZ. НО 
KZ је рационално, јер је рационалан пречник, па према томе 

је рационалан и квадрат на МК, дакле, рационално и МК [али 

само у степену]. И пошто је BZ четири пута веЬе од ZK, 
онда је ВК пет пута веЬе од KZ, значи, квадрат на ВК два
десетпет пута веhи од квадрата на BZ. НО квадрат на МК 

је пет пута веnо од квадрата на KZ, дакле, квадрат на ВК 

је пет пута веnи од квадрата на КМ. И према томе квадрат 

на ВК према квадрату на КМ није у .односу квадратног броја 

према квадратном броју. На тај начин ВК није самерљиво по 

дужини са КМ. А свако од љих је рационално. Према томе 

су ВК и КМ рационалне дужи, самерљиве само у степену. 

Међутим ако се од раЦ,ионале дужи одузме рационална дуж 

самерљива са .целом само у степену, биhе остатак ирациона

лан, ап<?тома. Значи МВ је апотома, а МК је љена допуна. Твр

дим, да је то четврта апотома. Нека је оно, за колико је ква

драт на ВК веhи од квадрата на КМ, једнако квадрату на дужи 

N. Значи, квадрат на ВК је веhи Од квадрата на КМ заква

драт на N. Пошто је. KZ самерљиво са ZB, биhе и састављено 
КВ самерљиво са ZB. Али BZ је самерљиво са ВО, па значи 



21' 

и ВК самерљиво са ве. и пошто је квадрат на вк пет пута 

веhи од квадрата на КМ, 6иhе квадрат на вк према квадрату 

на КМ у размерli 5 према 1. Према томе, после замене једног 
дела другим, квадрат на вк према квадрату на N је у размери 
5 према 4, не као квадратни број према квадратном броју. 

Значи вк није самерљиво са N и квадрат на вк је веhи од 

квадрата на КМ за квадрат на дужи која је несамерљива са 

вк. Сад, пошто је квадрат на целој дужи вк веhи од КВ8-

драта на њеној допуни КМ за квадрат на дужи која је неса

мерљива са вк, и цело вк је самерљиво са повученом рацио

надном дужи ве, биhе МК четврта апотома. И правоугаоник 

обухваhен рационалном дужи и четвртом апотомом је ирацио
налан, и страна квадрата једнаког љеговој површини је ира

ционална,и зове се "мања". Дуж АВ је страна квадрата јед

наког правоугаонику обухваhеном од ев и ВМ, јер је повла

чењем дужи Ае добива троугао Аве који има са троугло_м 

АВМ једнаке углове, па Ье бити ев према ВА као АВ према ВМ. 

На овај начин је АВ, страна петоугла, ирационална' 

такозвана "мања". А то је требало доказати. 12 

12. 

Ако је у круг уписан једнакостран троугао, квадрат на 

страни тог троугла је трипут веhи ОД квадрата на полу

пречнику. 

Нека је АВГ круг и АВГ У њ уписан једнакостран тро

угао. Тврдим да је квадрат на страни троугла АВГ једнак 

трострукој вредности квадрата на lIолупречнику. 

Заиста, узмимо центар д круга АВГ и праву што спаја 

А и д, продужимо до Е и нацртајмо ВЕ. Пошто је троугао 

A~Г једнакостран, биhе ЛУК ВЕГ А 

треhина кружног лука АВГ. И пре

ма томе је лук ВЕ шестина кру

жног лука АВГ. Значи ВЕ је страна 

шестоугла и она је, на тај начин, 

једнака полупречнику. А како је АЕ 

двапут веЬе од дЕ, биhе квадрат 

АЕ четири_ пута веhи од квадрата 

на Ед, тј. од квадрата на ВЕ. Но 
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квадрат на АЕ једнак је збиру квадрата на ЛВ и на ВЕ. Значи, збир 

квадрата на ЛВ и на ВЕ једнак је четвороструком квадрату 

на ВЕ. Стога, после одузимаља, тврдимо да је квадрат на 
АВ трипут веhи од квадрата на ВЕ. А ВЕ је једнако ~E и 

према томе квадрат на АВ трипут веhи од квадрата на ~E. 

На овај начин је квадрат на страни троугла трипут веhи 
од квадрата на полупречникуУ 

13. 
Конструисати пирамиду, обухватити је датом сфером, 

и доказати да је квадрат на пречнику сфере један и по пута 

веhи од квадрата на ивици пирамиде. 

Одмеримо дуж АВ, једнаку пречнику дате сфере, и 

пресецимо је тако тачком Г да АГ буде двапут веЬе qA ГВ. 
Нацртајмо на АВ полукруг A~B, конструишимо кроз тачку Г 

дуж Г~ управну на АВ и спојимо А и ~ правом A~. Нацртајмо 

круг EZH полупречника Llr, 
. L1 
~~ упишимо У круг EZH једна-

/ / \.'" костран троугао EZH, узми-1.. ! "'\ мо за центар круга ЕтаеЧКУе0z·, 

L 
// \ \ и <4ЈОВУЦИМО дужи • , • , 

/ \ \ еН1). И из тачке е констру-
~/ !1' ишимо праву ек нормалну 

в на раван круга EZH. И од-А 

меримо на еК дуж еК јед
наку АГ. Повуцимо КЕ, 

KZ, КН. И пошто је права 

ке нормала на равни l<pyra 
EZH, она образује праве 

углове са свим правима које 
је секу и налазе се у равни 

круга EZH. Но сече је свака 
од правих еЕ, ez, ен, па 
према томе је 0К управна 
на свакој од 0Е, ez, ен. 
И пошто је АГ једнако ек, 

а Г ~ једнако еЕ и образују 

прав угао, биhе и ОС,новица ~A једнака основици КЕ. И.з истих 

разлога и свако од KZ и КН једнако је ~A. Према томе су 

1) У коментару Је наведена Још једна слика за ову теорему. 
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три дужи КЕ, KZ, КН једнаке међУ собом. И пошто је АГ • • двапут веће од ГВ, биhе АВ трипут веће од ВГ. Но, како 

ћемо то доцније доказати, АВ је према ВГ као квадрат на 

Ад према квадрату на ДГ. Према томе је квадрат на Ад 

трипут веhи од квадрата на ДГ. И квадрат на ZE трипут 
веhи од квадрата на ЕО, а дГ је једнако Е0. Дакле, и дА 

једнако је EZ. Али, како је доказано, и свако од КЕ, KZ, 
КН једнако је дА, па је значи, свако од EZ, ZH, НЕ једнако 
сваком од КЕ, KZ, КН. Према томе су четири троугла EZH, 
KEZ, KZH и КЕН једнакострани. На овај начин ја образована 

пирамида од четири једнакострана троугла, чија је основа 

троугао EZH, а врх тачка К. 

Али се тражи да буде обухваhена датом сфером и да 

се докаже да је један и по квадрат на пречнику сфере једнак 

квадрату на ивици пирамиде. 

Заиста, продужимо у правцу праве К0 праву 0А и 

одмеримо 0А једнако ГВ. И пошто је АГ према Гд као Гд 

према ГВ, а АГ је једнако К0, и Гд једнако вЕ и ГВ једнако 

0А, биhе К0 према 0Е као Е0 према 0А. И према томе j~ 

правоугаоник обухваhен од К0 и 0А једнак квадрату на Е0. 

И сваки од углова К0Е и Е0А прав. Значи полукруг, кон
струисан на КА, пролази кроз Е [пошто ће, ако констру

ишемо ЕЛ, угао ЛЕК бити прав, јер је троугао ЕЛК са истим 

угловима као и сваки од троуглова ЕА0 и Е0К]. Ако се 

при непокретном КА, полукруг при оБРТ8ЊУ поново врати 

у почетни положај од којег је почео обртање, он ће проhи 

и кроз тачке Z и Н, јер, ако се повуче ZA и ЛН, углови 

код Z И Н ће на сличан начин бити прави и пирамида бити 

обухваhена датом сфером. Заиста, КЛ, преч ник ове сфере, 

једнак је пречнику АВ дате сфере, јер је К0 одмерено 

једнlIКо АГ и 0А једнако ГВ. 

Тврдим таКОђе да је квадрат на пречнику сфере један 

и по пута веhи од квадрата на ивици прирамиде. 

Пошто је АГ двапут веће од ГВ, биhе АВ трипут веће од 

ВГ, а после замене једног дела другим, биhе ВА један и по пута 

веће од АГ. Но ВА је према дГ као квадрат на ВА према квадра

ту на Ад [пошто ће, ако се повуче дВ, ВА бити према Ад као дА 

према АГ, и то на основу сличности .троуг лова дАВ и дАГ и стога 
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што је прво према TpelleM као квадрат на првом према квадрату 
на друr·ом]. Према томе је квадрат на Вј' два и по пута 

веhи од квадрата на At:.. А ВА је пречник дате сфере и А!::. 

ивица пирамиде. 

На овај начин је квадрат на пречнику сфере један и по 

пута веhи од квадрата на ивици пирамиде. А то је требало 

доказати. н 

Лема 

Доказати да је АВ према ВГ као квадрат на А!::. према 

квздрату на ~Г. 

Заиста, уочимо слику полукруга, повуцимо t:.B, ·па нацр
тајмо квадрат ЕГ на АГ и допунимо паралелограм ZB. Пошто 
је сад, због једнакости углова у троугловима t:.AB и t:.Af, 

/ 
A~ 

I 

I 

::------___ ..1-_____ ј 

F z 

дуж ВА према дужи 

At1 као t1A према ДГ, 

биhе правоугаоник обу

xBaheH од ВА и дг јед
нак квадрату на At1. 
И пошто је АВ према 

ВГ као ЕВ према BZ и 
ЕВ је правоугаони~ 0-

бухваhен од ВА и АГ, 

јер је ЕА једнако АГ, 

а BZ је правоугаоник 

обухваhен од АГ и ГВ, 

биhе АВ према ВГ "као 

правоугаоник обу хва

heH од ВА и АГ према 
правоугаонику обухва

Ьеном од АГ и ГВ. И 

правоугаоник обухваhен од ВА и АГ једнак је квадрату на 

At1, а обухваhен од АГ и ГВ - квадрату на t1f, јер је нор
мака t1f средња пропорционала отсечака АГ и ГВ основице 

зато што је угао At1B прав. И према томе -је АВ према ВГ 

као квадрат на At1 према квадрату на t1f. А то је требало 

доказати. 1Ь 

, 111' 
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14. 

Конструисати октаедар; обухватити га сфером, као у 

претходном случају, и доказати да је квадрат на пречнику 

сфере двапут веhи од квадрата на ивици октаедра. 

Одмеримо преч ник дате сфере АВ, препо.'IОВИМО га тачком 

Г и нацртајмо на АВ полукруг АдВ. Затим из тачке r пову

цимо праву нормалну на АВ; повуцимо L'1B и узмимо квадрат 

EZH0 чије су све стране 

једнаке ДВ. Даље, повуци

мо 0Z, ЕН, па из тачке К 

повуцимо, под правим угдо

вима према равни квадрата 

EZH0, праву КЛ, продужимо 
је са друге стране равни 

I<ао КМ. На свакој од КЛ и 

КМ одмеримо праRе КА, КМ 
једнаке једној од ЕК, ZK, 
НК, 0К и нацртајмо ЛЕ, ЛZ, 

АН, Л0, МЕ, MZ, МН, М0. 
Пошто је КЕ једнако К0 и 

угао ЕК0 прав, биhе ква

драт на 0Е двапут веhи од 

I<Ba;ipaTa на ЕК. Затим, по
што, је ЛК једнако КЕ и 

угао ЛКЕ прав, биhе ква

драт на ЕЛ двапут веhи од 

квадрата на Ек. А доказано 

је да је и квадрат на 0Е два

пут веhи од квадрата на ЕК. 

.:Ј 

~~ 

(/ 1<\ 
, i ""''''' \ L ____ -L _________ ~ 

А Ј' В 

A'r---I~----='"'"'I (у 

Према томе је квадрат на ЛЕ једнак квадратуна Е0; дакле 

и ЛЕ једнако Е0. Из истих разлога је и Л0 једнако ВЕ. 

Дакле је троугао ЛЕ0 једнакостран. С.'Iично се доказује да 

је једнакостран и сваки од преосталих троуглова чије су 

основице стране квадрата EZH0 и врхови У тачкама Л, М. 

На овај начин је конструисан октаедар омеЬен са осам једна-

костраних троуглова. 
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Треба га обухватити датом сфером и доказати да је 

квадрат на пречнику сфере двапут веhи од квадрата на 

ивици октаедра. 

Пошто су три дужи ЛК, КМ, КЕ једнаке међу собом, 

то ће полукруг нацртан на ЛМ проhи и кроз тачку Е. Из 

истих разлога, ако се, при непокретном ЛМ, полукруг обрне 
и поново врати у почетни положај, он ве проhи И кроз тачке 

Z, Н, 0 и октаедар ће бити обухваhен сфером. Тврдим да је 

то дата сфера. Заиста, пошто је ЛК једнако км, а КЕ је 

заједниqко и обухватају праве углове, биhе И основица ЛЕ 

једнака основици ЕМ. И пош:го је угао ЛЕМ прав, јер је у 

полукругу, биhе квадрат н'а ЛМ двапут веhи од квадрата 

на ЛЕ. Затим, пошто је АГ једнако ГВ, биhе АВ двапут веhи 

од ВГ. НО АВ је према ВГ као квадрат на АВ према квз

драту на BIl. Према томе је И квадрат на АВ двапут веhи 

од квадрата на BIl. А доказано је да је и квадрат на ЛМ 

двапут веhи од квадрата на ЛЕ. И квадрат на IlB једнак је 
квадрату на ЛЕ, јер је узето Е0 једнако IlB. Према томе је 
квадрат на АВ једнак квадрату на ЛМ, дакле, и АВ једнако 

ЛМ. А како је АВ преqник дате сфере, биhе и ЛМ преqник 

дате сфере. 

На овај начин је октаедар обухваhен датом сфером и у 

исто време је доказано да је квадрат на преqнику сфере 

двапут веhи од квадрата на ивици октаедра. А то је тре

бало Доказати. 16 

15. 

Конструисати коцку, обухватити је сфером, као и пира

миду, И доказати да је квадрат на преqнику сфере трипут 

веhи од квадрата на ивици коцке. 

Одмеримо АВ као пречник дате сфере и подеЛИМQ га 

тачком Г тако да АГ буде двапут веће од ГВ. Даље, нацр

тајмо на АВ полукруг AIlB, из г' подигнимо нормалу Г 11 на 
АВ, повуцимо IlB, КОНСТРУИШИМО квадрат EZH0 коме је 

страна једнака IlB. Па кроз тачке Е, Z, Н, 0 У равни ква

драта EZH0 повуцимо нормале ЕК, ZЛ, НМ, 0N, одмеримо 
на свакој од ЕК, ZЛ, НМ, 0N дужи ЕК, ZЛ, НМ, 0N од 
којих је свака једнака једној од дужи EZ, ZH, не, 0Е и 
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спојимо К са Л, Л са М, М са N и N са К. Тако је начи

њена коцка ZN обухваhена са шест једнаких квадртз. 

Е 

___ -_дА 

I 
А в 

Треба је обухватити датом сфером и доказати да је 

квадрат на пречнику сфере трипут вепи од квадрата на 

ивици коцке. 

Заиста, нацртајмо КН и ЕН. И пошто је угао КЕН 

прав, јер је КЕнормала на равни ЕН, дакле, и на правој ЕН, 

то ће полукруг конструисан на КН пропи и кроз тачку Е. 

Затим пошто је HZ нормално према сваком од ZЛ и ZE, 
биhе HZ нормално и према равни ZK; према томе, ако кон

струишемо ZK, биhе HZ нормално и према ZK. И из истих 
разлога, поново, полукруг конструисан на НК проhи ће и 

кроз тачку Z. А проhи ће, слично, и кроз преостале тачке 

коцке. Ако се, прн непокретном КН, полукруг обрне и поново 

врзти У почетни положај, биhе коцка обухвапена сфером. 

Тврдим да је то дата сфера. Заиста, пошто је HZ једнако 

ZE и угао код тачке Z је прав, биllе квадрат на ЕН двапут 

веhи од квадрата на EZ. Но EZ је једнако ЕК. Значи, ква

дват на ЕН је двапут веhи од квадрата на ЕК, а збир ква

драта на ЕН и на ЕК, тј. квадрат на НК, је трипут вепи од 

квадрата на ЕК. И пошто је АВ трипут веће од ГВ и АВ је 
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је према ВГ I<ао квадрат на АВ према квщрату на B~, 'биhе 

квадрат нз АВ трипут веlш од квадрата на B~. А доказано 

је да Ii I<вадрат lIа НК трипут веhи од квадрата на КЕ. И КЕ 

је узето једнако llB. Па према томе је и КН једнако АВ. 

А I<ако је АВ једнако пречнику дате сфере, биhе и КН 

једнако пречнику дате сфере. . 
На овај начин, коцка је обухваhена датом сфером. И, 

у исто време доказано је да је квадрат на пречнику сфере 

трипут веhи од квадрата на ивици коцке. А то је требало 
доказати. 17 

16. 
Конструисати икосаедар, обухватити га сфером, као и 

раније наведена тела, и доказати да је ивица икосаедра ира

ционална и то такозвана »мања", 

Одмеримо АВ као џречник дате сфере и поделимо га 

тачком Г тако да АГ буде четири пута веће од ГВ. Даље, 
нацртајмо на ~B полукруг A~B, повуцимо из Г нормалу Г~ 

А 

г t-------LJ 

в 

на АВ, нацртајмо ~B, и конструишимо 
круг EZH0K полупречника ~B. Па упи-
шимо у круг EZHeK једнакострани и 
једнакоугли петоугао EZHeK, преполо
вимо лукове EZ, ZH, не, ек, КЕ тач
кама л, М, N, :::, О и нацртајмо ЛМ, MN, 
NЗ, :::0, ол, ЕО. Биhе тада ЛМN:::О 

једнакостран и једнакоуг ли петоугао и 

ЕО страна десетоугла. И кроз тачке Е, 

Z, н, е, К у равни круга повуцимо н?р
мале ЕП, ZP, HL, ет, КТ једнаке полу
'пречнику круга EZHeK, и споји~о ПР, 
PL, LT, ту, rп, ПЛ, ЛР,РМ,МL, LN, 
NT, т:::, :::r, {"О, ОП. И пошто је свака 

од ЕП и Kr нормална на истој равни, 
биhе ЕП паралелно са Kr. А оне су и једнаке. Али праве које 
спајају са исте стране крајеве једнаких и паралелних ду.~и јед
наке су и паралелне. Према ~OMe су праве пr и ЕК једнаке,и пара

лелне. Но ЕК је страна једнакостраног петоугла. Па значи да 
је и пr страна једнакостраног петоугла уписаног у Kpyr 
EZHeK Из истих разлога и свака од дужи ПР, PL, LT, тт 
је страна једнакостраног петоугла уписаног у круг EZH0K 
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Дакле петоугао ПРLТI је једнакостран. Пошто је ПЕ страна 

шестоугла, а ЕО - десетоугла И угао ПЕО је прав, биhе 

ПО страна петоугла, јер је квадрат стране петоугла једнак 

збиру квадрата стране шестоугла И стране десетоугла УПИ

саних у исти круг. Из истих разлога И ОУ је страна петоугла. 

Такође И пr је страна пегоугла. Према томе је троугао 

поr ·једнакостран. ИЗ ИСТИХ разлога и сваl<И од троуглова 
ПАР, PM~, 2:NT, ТЕТ је једнакостран. И пошто је доказано 

да је свака од дужи ЕА И ПО страна петоугла, а такође И 

т 

АО страна петоуглз, биhе и троугао ПАО једнакострзи. Из 

истих разлога И сваки од троуглова АРМ, MLN, NTE, ЕУО 
је једнзкостран. Узмимо за центар круга EZH0K тачку Ф. 

Из тачке Ф спустимо нормалу ФО на раван I<руга И . проду
жимо "ао ФW на другу страну. Па одмеримо страну шесто

угла ФХ и сваку ФW, ХО као стране десетоугла И спојимо 

ПО, ПХ, уо, ЕФ, АФ, А 'У, WM. И пошто је свака од ФХ и 

ПЕ. нормала на равни круга, онда су ФХ И ПЕ паралелне, а 

оне су И једнаке. Значи, и ЕФ и ПХ су једнаке и паралелне. 

Но ЕФ је страна шестоугла, те према томе и ПХ је страна 
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шестоугла. И пошто је пх страна шестоугла, хо страна 

десетоугла и угао ПХО прав, биhе ПО cTpada петоугла. Из 

истих разлога и Уа је страна пето угла, јер, ако повучемо 

ФК и xr, они су једнаки и супротног положаја; а како је 

ФК, као полупречник, страна шестоугла, биhе и xr страна 

шестоугла. Но XW је страна десетоугла и угао УХО прав, 

значи и Уа је страна петоугла; а If Пf је страна пеiоугла. 

Према томе је и троугао пrо једнакостран. Из истих разлога 

и сваки од преосталих троуглова са основицама ПР, PL, 1:Т, 

Tr и са врхом у тачку О је једнакостран. Затим, пошто је 

ФА страна шестоугла, а Ф'V десетоугла и угао АФ'V прав, биhе 

А 'V страна петоугла. Из истих разлога, ако узмемо дуж МФ, која 
је страна шестоугла, биhе и M'V страна петоугла. Но и ЛМ је 
страна петоугла. Према томе је троугао ЛМW једнакостран. На 
сличан начин се доказује да је и сваки од преосталих троуглова 

са основицама MN, N~, ~a, ал и врхом у тачки 'V~једнако
стран. На овај начин је конструисан икосаедар обухваhен 

са двадесет једнакостраних троуглова. 

Треба га обухватити датом сферОМ и доказати да је 

ивица икосаедра ирационална и то такозвана "мања". 

Заиста, пошто је ФХ страна шестоугла, а ХО - десе

тоугла, ФО је подељено тачком Х непрекидно и веhи део је 

ФХ; значи ОФ је према ФХ као ФХ према ХО. Али ФХ је 

једнако ФЕ, а ХО једнако Ф'V. Према 'томе је ОФ према ФЕ 
као ФЕ према ФW. И углови ОФЕ и ЕФ\У су прави. Значи, 

ако узмемо дуж ЕО, биhе и угао WEO прав због сличности 
ТРОУГЛОВ8 WEO и ФЕО. Из истих разлога, пошто је. ОФ 
према ФХ као ФХ према ХО, а ОФ једнако 'Vx и ФХ једнако 

. хп, биhе \VX према ХП као ПХ према хо. Затим, из истих 

разлога, ако узмемо nW, биhе угао код П прав. Према томе 
полукруг конструисан на 'VO пропи ће и кроз rачку П. И 
ако се, при непокретном 'VO, полукруг обрне и поново врати 
у почетни положај од којег је почео обртање, он Ье пропи 

кроз тачку П и кроз преостале тачке икосаедра и биhе икосаед&р 

обухваhен сфером. Тврдим да је то дата сфера. Заиста преполо

вима ФХ тачком А'. И пошто је дуж ФQ подељена тачком Х 

непрекидно и њен мањи део је ох, биhе квадрат на збиру ОХ н 

половине већег дела' ХА' пет пута веhи од квадрата на поло
вини веЬег дела. Према томе је lCВадрат---нэ--i}А'-пет пута 
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веhи од квадрата на А'Х. НО Оч! је двапут веће од ОА', а 

ФХ двапут веће од А'Х. Значи квадрат на Оч! је пет пута 

веhи од квадрата на ХФ. И пошто је АГ четири пута веће 

од ГВ, биhе АН пет пута веЬе ВГ. Но АБ је према ВГ као 

квадрат на АВ према квадрату на B~, па према томе је 

квадрат на АВ пет лута веhи од квадрата на B~. А доказано 

је да је и квадрат на QW пет пута веhи од квадрата на ФХ. И 
~B је једнако ФХ, јер је свако од њих полупречник круга 

EZH0K Према томе је и АВ једнако WO. Али АБ је пречник 
дате сфере. Дакле, и WO је пречник дате сфера. На овај 

начин је икосаедар обухваhен датом сфером. 

Тврдим да је ивица икосаедра ирационална, такозвана 
.мања К • Заиста, пошто је пречник сфере рационалан и квадрат 

на њему пет пута веhи од квадрата на полупречнику круга 

EZHeK, 6иhе и полупречник круга EZHeK рационалан, дакле 
рационалан је и његов пречник. Но ако се у круг са раци

оналним пречником уписује једнакостран петоугао, онда је 

страна петоугла ирационална, такозвана "мања". Но страна 

петоугла EZHeK је ивица икосаедра. На овај начин је ивица 

икосаедра ирационална, такозвана "мања а. 

Последица 

Из овог је јасно да је квадрат на пречнику сфере пет 

пута веhи од квадрата на ПОJlупречнику круга помоћу ког се 

описује икосаедар, и да је пречник сфере једнак збиру стране 

шестоугла и две стране десетоугла уписаних у тај круг. А 

то је требало доказати. 18 . 

17. 

Конструисати додекаедар, обухватити га сфером, као и 

раније наведена теле (фигуре), и доказати да је ивица доде

ка-едра ирационална, такозвана апотома. 

Узмимо две, једна на другој управне, равни АБГд И 

fBEZ, раније поменуте коцке. Сваку од ивица АБ, БГ, Г~, ~A, 
EZ, ЕВ, Zf преполовимо тачкама Н, 0, К, л, м, N, Е спојимо 

НК, ел, ме, NE, и поделимо сваку од NO, ОЕ, еп непре

кидно тачкама Р, L, Т. И нека су РО, OL:, ТП веnи делови. 

Па из тачака Р, L, Т подигнимо нормале на равнима коцке са 
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спољашње стране, одмеримо дужи Pi', Z:Ф, ТХ једнаке 

дужима РО, 02:, ТП и спојимо 1"В, ВХ, ХГ, ГФ, ФС Тврдим 
да је iЂХГФ једнакост ран раван петоугао и да има једнаке 

р Аl Z углове. Заиста, узми-
Ф мо РВ, 2:В и ФВ. 

r----r--f--~ 

х 

Hг---------~~------~K 
П 

А А 

Пошто је дуж NO 
подељена тачком Р 

непрекидно и веhи 

део је РО, биhе збир 

квадрата на ON, и 

NP трипут веhи од 

квадрата на РО. Но 

ON је једнако NB и 

ОР једнако РУ. Пре

ма томе је збир ква

драта на BN и на 

NP трипут веhи од 

квадрата на РУ. Но 

збир квадрата на BN 
и на NP једнак је 

квадрату на ВР. Зна-

чи, квадрат на ВР је 

трипут веhи од ква-

драта на РУ. Тако, 

да је збир квадрата ва ВР и на РХ" четири пута веhи од квадрата 

на РУ. НО збир квадрата на ВР и на ру једнак је квадрату на ВУ. 

Према томе је квадрат на ВУ четири пута веhи од квадрата на УР, 

дакле, ВУ'је двапут веЬе од РУ. НО и ФГ је двапут веЬе од 

IP, пошто је 2:Р двапут веће од ОР, тј. од PI. На овај начин 
ВУ је једнако {Ф. Слично се доказује, да је и свако од ВХ, 

ХГ, ГФ, једнако сваком од ВХ" и rФ. Дакле, петоугао вrФгх 
је једнакостран. Тврдим да је и раван. Заиста, повуцимо 

кроз тачку О са спољашње стране коцке праву 00/ пара

лелну свакој од правих ру и 'LФ и повуцимо \V0 И ех. Тврдим 
да је W0X права. Заиста, пошто је дуж 011 подељена тачком 
Т непрекидно и веhи њен део је ПТ, биhе 0П према ПТ као 

ПТ према Т0. Но 0П. је једнако ео, а ПТ свакој од ТХ и ow, 
дакле, 00 је према OW као ХТ према Т0. И дуж 00 је паралелна 
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са ТХ, пошто је свака од њих нормална на равни Вд. И дуж 

те је паралелна са OW, јер је, заиста, свака нормална на 
равни BZ. Но ако су два троугла, woe и етх, са по две 

пропорционалне стране, у таквом положају да су два крак! 

угла ј едног троугла па ралелна са хомологним крацима угла 

другог троугла, онда су љихове преостале стране У истој 

правој. Према томе су we и ех на истој правој. Но свака 
права је у истој равни, па је према томе петоугао rвхгФ у 

једној равни. 

Тврдим да он има једнаке углове. 

Заиста, пошто је дуж NO подељена тачком Р непре

кидно и веhи део је ОР [биhе и збир NO и ОР према ON 
као ON према ОР], а ОР је једнако 02: f значи, 2:N је према 
NO као NO према O~], према томе, N2: је подељено тачком 

О непрекидно и вепи део је NO. Значи, збир квадрата на 

N2: и на 2:0 је трипут веhи од квадрата на NO. Но NO је 
једнако NB и 02: једнако 2:Ф. Према томе је збир квадрата 

на N2: и на 1;ф трипут вепи од квадрата на NB. Тако да је 

збир квадрата на Ф2:, 2:N и NB четири пута већН од квадрата 
на NB. Но збир квадрата на 2:N и на NB једнак је квадрату 
иа 2:В. На тај начин збир квадрата на В2: и на 2:Ф, а то је 

квадрат на ВФ 1 јер је угао Ф2:В прав 1, четири пута је веhи 
од квадрата на NB. Знач'и ВФ је двапут веЬе од NB. Али и 

ВГ је двапут веће од BN. Према томе је ВФ једнако ВГ. И 

пошто су две стране Br и rф једнаке двема странама ВХ и 
ХГ и основица ВФ једнака је основици ВГ, биhе и угао 

вrф једнак углу ВХГ. Слично се доказује да је и угао IФГ 

једнак углу ВХГ. Према томе су три угла ВХГ, ВIФ и IФГ 

једнака међу собом. Али ако су код једнакостраног петоугла 

три угла једнака међу собом, петоугао има једнаке уг лове. 

Једнаке углове има и петоугао вrФгх. А доказано је да је 

он и једнакостран. На тај начин петоугао вrФгх је једна

костраи и једнакоугли и налази се на ивици ВГ коцке. Према 

томе, ако на свакој од дванаест ивица коцке извршимо исто 

то, добиhемо nросторну фигуру обухваhену од дванаест 

једнакостраних и једнакоуглих петоуглова, која се зове доде

каедар. 

Треба такође и њега обухватити датом сфером и дока

зати, да је ивица додекаедра ирационална, такозвана апотома. 

f.УКЛМАОВИ @лемеити 3 
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Заиста, продужимо WO за чУQ. Према томе се \VO пресеца 
са дијагоналом коцке и полови је, како је то доказано у 

претпоследњој теореми једанаесте књиге. Нека се оне секу 

у тачки О. Према томе је Q центар сфере кија обухвата 

коцку и ОО је половина ивице коцке. Узмимо ТО. И пошто 

је дуж N~ подељена тачком О непрекидно и веhи део је 

NO, биhе збир квадрата на N~ и на LO трипут веhи од 

квадрата на NO. Но N~ једнако је 'VO, пошто је и NO 
једнако ОО, а \VO једнако O~. Али је и O~ једнако 1џr, 

пошто је једнако РО. Према томе је збир квадрата на О'У и 

на wr трипут веhи од квадрата на NO, Но збир квадрата на 
OW и на wr једнак је квадрату на ТО, значи и квадрат на 

то је трипут веhи од K~aдpaTa на NO, Али и квадрат на полу
пречнику сфере која обухвата коцку трипут је веhи од 

квадрата на половини ивице коцке, јер је раније показано 

како се конструише коцка и обухвата сфером и како се 

доказује да је квадрат на пречнику сфере трипут веhи од 
квадрата на ивици коцке. Но цело је према целом као и пол~

вина (првог) према половини (другог). Али NO је половина 

коцкине ивице, а [О је једнако полупречнику сфере која 

обухвата коцку. И Q је центар сфере која обухвата коцку. 

Према томе је 1" тачка на сферној површини. Слично се 

доказује да се и свако од осталих темена додекаедра налази 

на сферној површини. Додекаедар је према TOM~ обухваhен 

датом сфером. 

Тврдим да је ивица додекаедра ирационална, такозвана 

апотома. 

Заиста, пошто је дуж NO подељена непрекидно и веhи 
део је РО, а при непрекидној подели дужи ОЕ: веhи део је 

O~, биhе, при непрекидној подели целе дужи NZ, веhи део 

Р1:. Пошто је NO према ОР, као ОР према PN, а у истој су 
размери и удвоструqени, јер су делови у истој размери као 

и мултиплуми исте вишеструкости. Према томе је N?: према 
P~ као Р1: према збиру NP и LE:. НО веЬе је NE: од PL. 
Због тога је и Р2: веће од збира NP и LE:. На тај начин је 
дуж NE: подељена непрекидно и ,веhи део је Р1:. Но PL је 

једнако rФ, према т,оме дуж NZ подељена је непрекидно и има 
веhи део fф. А пошто је пречник сфере рационал;ш и квадрат 

'il 
ill ,,1 
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на њему трипут веhи од квадрата на коцкиној ивици, биле 

рационална и дуж NE, ивица коцке. Но ако се рационална 

дуж дели непрекидно, сваки део је ирационалан и то апотома. 
На овај начин је дуж rФ, ивица додекаедра, ирационална 

и то апотома. 

Последица 

Из овог је јасно, да је при непрекидној подели ивице 

коцке веhи део ивица додекаедра. А то је требало доказати. а 

18. 

Одредити ивице пет проучених тела и упоредити их 

међу собом. 
Узмимо АВ као пречник дате сфере и тачком Г га тако 

поделимо да АГ буде једнако ГВ и тачком Ll тако да ALl 
буде двапут веЬе од LlB, па 

fJ на АВ конструишимо полу

I\PYf АЕВ, кроз Г и Ll пову
цимо нормале ГЕ и LlZ на 

АВ-и-спојимо AZ, ZB, ЕВ. 
Пошто је ALl двапут веће 

[\ 
Е 

од LlB, биhе АВ трипут веће 
од BLl. Или, после замене 

једног дела другим, ВА је 

један и по пута веће од ALl. 
Но ВА је према ALl као 

квадрат на ВА према ква- А 

драту на AZ, јер троугао 

(1'( 

~\I 
/(, r дА в 

AZB има исте углове као и троугао AZLl. Према томе је 

квадрат на ВА један и по пута веhи од квадрата на AZ. Но 
и квадрат на пречнику сфере је један и по пута веhи од. 

квадрата на ивици пирамиде. Како је АВ преч ник сфере, биле 

AZ једнако ивици пирамиде. 

Затим, пошто је ALl двапут веће од LlB, биhе АВ трипут 
веће од BLl. На АВ је према BLl као квадрат на АБ према 

квадрату на BZ. И квадрат на АВ је трипут веhи од квадрата 
на BZ. Но и квадрат на пречнику сфере је трипут вели од 

квадрата на ивици коцке. А како је АВ пречник сфере, биhе 

BZ ивица коцке. 
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и пошто је АГ једнако ГВ, биnе АВ двапут веће од вг. 

Но АВ је према ВГ као квадрат на АВ према квадрату на 

ВЕ. Према томе је квадрат на АВ двапут веhи од квадрата 

на ВЕ. Но и квадрат на пречнику сфере је двапут веhи од 

ивице октаедра. А како је АВ пречник дате сфере, биhе ВЕ 

ивица октаедра. 

Повуцимо из тачке А праву АН управну на АВ, одме

римо АН једнако АВ и спојимо Н са Г. Па из тачке 0 ПО ву
цимо нормалу вк на праву АВ. И пошто је НА двапут веЬе 

од АГ, јер је НА једнако АВ, а НА је према АГ као вк 

према АВ, биnе и вк двапут веће од КГ. А квадрат на 

вк је четири пута веhи од квадрата на КГ. И према томе 

збир квадрата на 0К и на кг, а то значи на 0Г, биhе пет 

пута веhи од квадрата на НГ. Но 0Г је једнако ГВ, те према 

томе је квадрат на ВГ пет пута веnи од квадрата на гк. 

И пошто је АВ двапут веЬе од ГВ, а А6. двапут веЬе од 

6.В, биhе и остатак В6. двапут веnи од остатка 6.Г. Према 

томе је ВГ трипут веЬе од Г 6., а квадрат на ВГ девет пута 

веhи од квадрата на Г 6.. Но квадрат на ВГ је и пет пута 

веhи од квадрата на гк. Према томе је квадрат на ГК вепи 

од квадрата на Г 6., дакле, и ГК је Behe од Г 6.. Одмеримо 
ГЛ једнако ГК, кроз Л повуцимо ЛМ управно на АВ и спо

јимо МВ. Пошто је квадрат на ВГ пет пута веhи од квадрата 

на ГК и АВ је двапут веће од ВГ, а КЛ је двапут.,веhе од 

ГК, биhе и квадрат на АВ пет пута веnи од квадрата на КА 

Но и квадрат на пречнику сфере је пет пута веhи од ква

драта на полупреЧЈlИКУ круга помоhу којег се конструише 

икосаедар. Како је АВ пречник сфере, биhе КЛ полупречник 

круга помоhу којег се конструище икосаедар. Према томе је 

КЛ страна шестоугла поменутог круга. И пошто је пречник 

сфере једнак збиру стране шестоугла и две стране десето

угла уписаних у :поменути круг, и АВ је пречник сфере, 

КЛ - страна шестоугла и АК једнако АВ, то је свака од 

АКи АВ страна десетоугла уписаног у круг, помоhу ког се 

конструише икосаедар. И пошто је АВ страна десетоугла, 

а МЛ - шестоугла, јер је МА једнако дужи кл, као и дужи 

вк, и то због тога што су подједнако удаљене од центра 
и што је свака од 0К' и КА двапут веЬа од КГ. Према томе 

! , 
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је МВ страна петоугла. Али страна петоугла је и ивица ико

саедра. На тај начии МВ је ивица икосаедра. 

И пошто је ZB ивица коцке, поделимо је тачком N не
прекидно и нека вепи део буде NB. Према томе NB је ивица 
додекаедра. И пошто је квадрат на лречнику сфере један 

и по пута вепи од квадрата на AZ, ивици пирамиде, двапут 
веЬи од квадрата на ВЕ, ивици октаедра, трипут веnи од 

квадрата на ZB, ИВИЦИ коцке, онда, од шест делова (једи

ница) квадрата на пречнику сфере квадрат на ивици пирамиде 

садржи четири, квадрат на ивици октаедра - три и на ивици 

коцке два дела. Према томе је квадрат на ивици пирамиде 

један и треhину пута веhи од квадрата на ивици октаедра, 

двапут веhи од квадрата на ивици коцке, а квадрат на ивици 

октаедра је један и по пута веhи од квадрата на ивици коцке. 

Према TOM~, тврдим, да се ивице три поменута тела, - пира
миде, октаедра и коцке,- налазе међу собом у рационалним 

размерама. А ивице остала два, - икосаедра и додекаедра, -
тврдим, не налазе се, ни међу собом ни према раније наве· 

деним, у рационалним размерама, јер су оне ирациоиалне -
"мања" и алотома. 

докажимо сад да је ивица М8 икосаедра већа од ивице 

додекаедра. 

Заиста, пошто Tpoyrao Z6.B има исте углове као и тро

yrao ZAB, постоји пропорција: 6.8 је према 8Z као BZ према 
ВА. А кад су три дужи пропорционалне, бwhе прва према 
трећој као квадрат на првој према квадрату на другој. Према 

томе је 6.В према ВА као квадрат иа 6.8 према квадрату на 8Z. 
И обратно:· АВ је према В6. као квадрат на ZB према ква
драту на ва. Али АВ је трипут веће од 86., па је и квадрат 
на ZB трипут веnи од квадрата на 86.. Но квадрат иа А6. 
је четири пута вепи од квадрата на 6.8, јер је А6. Дmtlут 

веЬе од 6.В. Према томе је квадрат иа А6. веhи од квадрата 

на ZB. Дакле, и А6. је веЬе ОД ZB. Утолико пре је и АЛ 

веЬе од ZB. И при подели АЛ у непрекидној размери веhи 

део је КЛ, пошто је ЛК страна шестоугла, а КА - десето

угла. А при непрекидној подели ZB веhи део је NB. Према 
томе је КЛ веЬе од NB. Но КЛ је једнако ЛМ, значи и ЛМ 
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је веће од NB [а МВ је веће од ЛМ Ј. Према томе утолико 
пре је МВ,ивица икосаедра, већа од NB, ивице додекаедра. 
Д то је требало Доказати. 2О 

Тврдим, да се сем пет· поменутих тела не може кон. 

струисати ниједно друго тело, које би било обухваhено јед. 

накостраним и једнакоуг лим многоуг ловима. 

Заиста, од два троугла или ма које равне слике рогаљ 

се не може саставити. Од три троугла (се образује) рогаљ 

пирамиде, од четири - октаедра, од пет - икосаедра. Од 

шест једнакостраних и једнакоуглих троуглова састављених 

код једне тачке рогаљ се не може образовати; заиста, пошто 

угао једнакостраног троугла износи две треhине правог угла, 

то је шест таkвих углова једнако четири права угла, а то је 

немогуће, јер је сваки рогаљ обухваhен угловима, чији је 

збир мањи од четири права угла. Из истих разлога се не 

може образовати рогаљ ни са више од шест таквих углова 

у равни. Са три квадрата је обухваhен рогаљ коцке. Са четири 

је немогуће, јер се добивају поново четири права угла. Од 

једнакостраних и једнакоуглих петоуглова се са три образује 

додекаедар. А од qетири је немогуће, јер угао једнако-

I страног пето угла износи прав угао и једну петину, па према 

томе су qетири угла заједно веhи од qетири права угла, 8 то 
је немогуће .. Из истих разлога се не може образовати рогаљ 
ни помоћу других многоуглова. 

На овај наqин сем пет поменутих тела не може се 

конструисати ниједно друго тело које би било обухваhено 

једнакостраним и једнакоуглим многоугловима. А то је тре· 
бало Доказати.21 

Ле ма 

да угао једнакостраног и једнакоуглог пеТОУГЛ8 износи 

прав угао и петину правог, доказује се овако. 

Нека је ABfD.E једнакострани' и једнакоугли петоугао; 

опишимо око њега круг ABfD.E; узмимо му за центар Z и 
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спојимо 2А, 2В, 2Г, 2.1, 2Е. Ове праве полове углове КОД 
А, В, Г, .1, Е. Пошто је пет углова КОД 2 једнако четири 

А 

права угла и они су једнаки, један од њих, напр. А2В, 

износи прав угао без једне петине правог. А збир остала 

два, 2АВ и АВ2, износи прав угао и једну петину. Како 

је угао 2АВ једнак 2ВГ, биhе и цео угао АВГ једнак правом 

углу и једној петини. А то је требало доказати. 
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Ј Аналитичко извођење ове теореме је врло кратко. 

Нека су а и а1 цела дуж и веnи део дужи а поде

љене непрекидно. Тада је 

а: а1 = а1 : (а-а1 ). 

Према томе је 

или 

2 2 
аl+аа1 =а. 

Одатле, на основу елементарне методе "допуњавања до 

потпуног квадрата", изводимо 

a~+2al' ~ a+(+a)2=a2+(~ а)2, 
или 

а то и,одговара тексту ове Еуклидове теореме. 

Интересантно је пропратити, исто тако у аналитичкој 

форми, узастопна расуђивања Еуклидовог доказа ове теореме 

као веж6у. 

2 Аналитички ову теорему можемо формулисати овако. 

Ако је 

(*) a=a~ +а2 
и 

(**) а2 =5 a~ 

биhе а2 веЬн део кад се 2 а1 подели непрекидно. 

Заиста, ако у (**) ставимо (*), до6иhемо 

(tl1 + a2)!~ 5 a~ , 
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или 

одакле је 

2 а1 : а2 =а2 : (2 а 1 -а:2)' 

а то и потврђује нзведену теорему. 

з 1. L. Heiberg сматра да је ова лема била укључена 

доцније и да по стилу излагања не одговара Еуклиду. 

, Аналитички ову теорему можемо изразити и овако. 

Ако је 

мора бити: 

Потврда тачности се врши на овај начин. Из пропор· 

ције следује 

одакле закључујемо: 

а то и доводи до једначине 

(а2 + ~al)2=5(~al)2, 
која потврђује садржај теореме. 

5 Аналитички ова теорема тврди да из услова 

(а 1 + а2) : а1 = а1 : а1. 
следује јеДRачина 

(а. +a2)2+a~ = 3 a~. 

Заиста, из услова 

и замене 



проистиче 

2 
(а1 + а2)2-2 а2 (а1 + а2) +а2=(а1 +а2) а2 ; 

одатле закључујемо да је 

(а 1 +a2)2+a~=3 (а Ј +а2) а2 =3 a~, 
а то и потврђује теорему. 

• Аналитички ову теорему можемо изразити овако. 

Ако је 

онда је и 

(а1 +а2 +а1): (а 1 +a~)=(al +а2): а1 • 

Из последње пропорције треба да следује: 

(а 1 +а2)2=аЈ (а 1 +й2 +а1), 

што после извршеног множења даје 

a~=(al+a!)a2' 
а то се потврђује на основу прве пропорције. 
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1 Теореме 1-6 припадају теорији »златног пресека-. 

Један део ове теорије, изложен на други начин, био је пред

мет проучавања и у другој књизи »Елемената". Врло је инте

ресантно, и са логичког и са историског гледишта, упоредно 

проучавање како поделе' материјала у другој и у овој књизи, 
тако и математичког стњпз излагања. Тим упоредltим' проуча

вањем се бави више коментатора. 

8 Ову једноставну теорему Еуклид искоришhује при 

извођењу особина додекаедра. 

9 Савременим математичким језиком текст ове теореме 

згодније је кратко изразити на овај начин: Дијагонале пра

вилног петоугла се деле златним пресек ом и веhи део је страна 

правнлног петоугла. 

10 Из ове теореме, коју алгебарски можемо формули-

сати овако 

(Г+ЙI0): f=r: йЈО' 

где је: г= ав полупречник 4Сруга и страна уписаног правилног 
шестоугла, аl0 - страна уписаног правилног десетоуг ла, непо-



46 

средно следује ова вредност стране уписаног правилног десе-

тоугла 

1 ,--
а10 = - г CV5 -1). 

2 

11 Ова теорема омогуЬава да се помоЬу стране правил

ног уписаног десетоугла, која је одређена у коментару прет

ходне теореме, и полупреqника круга израчуна страна пра

вилног уписаног петоугла. 

Заиста, према овој теореми имамо 

2 2' 2 
а[)= а6+ alO, 

1 -
а како је ав=г и й 1О = -г (v5-1), добива се 

2 

Помоhу вредности а5 лако је поставити једначину 

a~+ d~=5 г2, 

где је ds дијагонала пра

вилног петоугла уписано г 

у круг полупречника г. 

Изнесимо још Пто

лемајову конструкциј у 

стране петоугла и десе

A\-----+------,,-j----'-:c-----I с тоугла,коју је Пто~емај 

D 

Сп. 1 

навео у Алмагесту. 

Нека су АС и ВО 
(сл. 1) два управна преч

ника, М средина полу

пречника ОС и MN = МВ. 
Тврдим да је BN страна 

петоугла и ON страна 

десетоугла уписних у иацр-

таии круг. 

Заиста, непосредно из слике имамо 

NMI=BM2=OB~+OM2, 

I 
1· 



или 

( 
1)2 2 1! 

а,о + 2' г =г + 4 г, 

одакле добивамо потребну вредност 

За ai слика даје 

1 -
а10 = - г СУ5 -1). 

2 

а то је управо она једначина што одређује аБ' 
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12 Пре свега треба обратити пажњу на једну новину у 

Еуклидовим ознакама, коју је он употребио први пут при 

излагаљу доказа ове теореме. Збир две дужи, напр . .1Г и ГМ, 
Еуклид означује са .1ГМ и онда кад те две дужи не припа

дају истој правој.' У пзш те:{ст ~.Ш не уносимо ту Еукли

дову ознаку. 

Аналитички садржај теореме састоји се у изражаваљу 

стране петоугла а5 као апотоме, тј. разлике две ирационалне 

величине а1 и 02' тј. 

и то четврте апотоме (теорема 76, Х књиге) или "маље", за 

коју а1 и аЈ задовољавају ове услове; 

2 2 
ОЈ + 02 = рационално, 

а1 02 = медијално. 

Пошто је из претходног коментара 

1 --~---= 
05= -г "У10-2У5 

2 

. 1 - 1 ,-
треба одредити 01"="2 г "УА , a~ = 2 г 'i В , тј. ставити 

1 ,1 1 - -
05="2' VlO-2VS=2'(VА -УВ), 

или 
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Пошто је после Jf.изања на ,{вадрат 

lO-2'15=А +8-2'/ АВ 

имамо две једначине за А и В: 

А +8= 10, А8 =5, 

чије решење 

А=5+2'/5, 8=5-2{5 

одговара нашем задатку и долазимо до резултата 

а5= ~ 'УБ + 2'/5- ~ 'у-s- 2'15, 

а то је чеТВРТ8 апотома, јер збир квадрата износи 

а то је рационално,' а производ 

~ 'v 5 + 2'/5' ~ ,у;----; y~ = ~ ,! {5 , 

а то је медијално. Према томе је аналитички доказана ова 

Еуклидова особина стране петоугла. Интересантно је пропра

тити аналитички и Еуклидов доказ, како то ради, например, 

Т. L. НеаЉ. 
19 То је, можда, најједноставнија теорема, чији се резул

тат непосредно чита са слике. На основу Питагорине теореме 

из троугла А8Е читамо: a~=(2 ,)2 - ,2=3 ,2, а то и одговара овој 
теореми. 

14 Ова теорема је посвеfiена конструкцији и метричким 

особинама правилног тетраедра уписаног у сферу. 

Интересантно је приметити да се тај просторни објект' 

који се сада зове правилни тетраедар, зове једноставно у 

тексту теореме пирамида, без обзира на то што је појам 

у Еуклидовим дефиницијама много шири. Таква нелогичност 

у примени терминологије се појављује код Еуклида и у дру

гим појмовима. Од овог Еуклидовог недостатка није пошт~

ђена ни данашња школска литература елементарне геометрије. 
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Пошто је у Heiberg'oBoM издању доста' незгодна слика, 
а ми у тексту репродукујемо оригиналне слике тог издања, 

наводимо овде другу слику, природнију са данашњег гледишта 

на распоред просторних елемената, нарочито при првом проу

чавању тих елемената. 

А 

Сл. 2 

у вези са решавање.м конструктивног задатка ове Teo~ 

реме треба нагласити да то решење има вештачки карактер, 

ако се претходно задатак не анализира. Није јасно, зашто 

Еуклид баш непосредно у почетку, без анализе просторних 

односа, узима дуж, будуhи пречник сфере, и дели је у 

односу 2: 1. 

Карактеристично је за излагање и то да Еуклид чак и 

елементарну метричку особину правоуглог троугла издваја у 

засебан став као лему. 

Докажимо аналитички у теореми наведену метричку 

особину правилног тетраедра и описане сфере. 

Ако за елементе просторне слике и троугла АВГ уведемо 

кратке ознаке 

4 Еу"ли,lОВИ еле .. енти "., 13 
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KE=ZE=Ali=ap (ивица пирамиде), 

AB=KA=d (пречниксфере), md=Ar (висина пирамиде), 
nd=rB, (m+п=l), eE=Г~=,г (полупречник круга Опи

саног око основе пирамиде), 

можемо на основу геометриских особина написати ове три 

једна чине: 

a~=3 г2 (према теореми 12. за једнакостран троугао), 

(md)2= a~ - г2 (према Питагориној теореми), 
mnd2 =r2 (према последици Питагорине теореме). 

Одавде, после елиминисања ар, r и d долазимо до резултата 

2 1 
т: п = 2: 1, т = з' п = з' 

који Еуклид претпоставља у почетку теореме. После тога 

остаје само две једначине 

a~ = 3г2 , (~ d) 2 = 2г2 , 

које дају метричку везу 

Доказану у теореми. 

3 2 
~=-a 2 р' 

Видимо да при том извођењу садржај наредне леме није 

ни потребан . 
. 15 Ако задржимо ознаке коментара претходне 13. теореме 

н означимо дуж ГВ С8 С, садржај леме се може овако изра

зити: 

d: с =а;:г2• 

Видимо да та пропорција садржи две величине , и с, 

које не учествују у формулисању дефинитивног резултата; 

како смо помоћу само једне помоЬне величине " под 

условом т : п = 2 : 1, извели тражену везу, и то ·врло једно
ставно, јасно је да је друга величина с сувишна. Она је 

сувишна и због тога што се изражава, и то много једно-

ставније, помоЬу основне величине проблема, јер је с- ~ d, 
• 3 

а са таквом вредношЬу садржај леме се своди на једначину 

a~=3 г2, 



која је наведена као теорема 12. и коју је ЕуклиД 8еЬ иско

ристио у доказу теореме 13. 
16 Расуђивања ове теореме су изведена по истој схеми 

као и расуђивања претходне теореме, само су једноставнија 

према простијој природи садржаја теореме. 

Између ивице октаедра Оо)(т. и полупречника R описане 
сфере лако се поставља ова веза 

Оокт. =R '12. 
17 И У извођењ у овог става о коцки расуђивања су извр

шена по схеми претходних теорема о тетраедру и октаедру. 

Веза између ивице коцке акоц• и полупречника описане 

сфере изгледа овако 

2 -
Окоц. = :3 R V 3 . 

А 
А 

в 

Сл. З 

18 Изведимо кратко конструкцију икосаедра по Еукли

довом рлану. Пошто слика у Heiberg'oBoM издању није згодна, 
дајемо другу слику (сл. 3). 
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Основа Еуклидове конструкције икосаедра, уписаног у 
дату сферу, је пречник сфере, зваhемо га основни, са два 
мала паралелна једнака круга управна на основном пречнику. 

Ако са R означимо полупречник сфере, са ( полупречник 

наведених малих кругова, за утврђивање везе измеђУ ( и R 
Еуклид наводи пре свега слику у равни (сл. З, а), где је 

AB=2R, ВГ:ГА=I:4, В6.=(. 

Са те слике се 

(1) 

одређује вредност 

2 
(= -=R. "5 

Пречник AB=2R се дели на делове AO=BO'=h, ОО'=Н, 
г.!!-е су О и О' центри малих кругова полупречника (; тада 

имамо 

2 
Н= -=R=(, 

'15 

пошто је (2= (R+ ~ Н) (R- ~ Н) , па је, значи, -±- RZ = 
5 

= R2 -,~ Н2, а одавде и одређујемо написану вредност Н. 
4 

После тога добивамо за h : 

h= ~ ("5-1) = ~ ("5-1)=а10 , 
"5 2 

јер је 

1 R - (-
h= - (2R-H)= -= ("5- 1) = - (" 5-1) 

2 '15 2 ' 

а то је вредност стране десетоугла уписаног у круг полу

пречника (. 
После наведене поделе основног пречника можемо извр

шити ПРОСТОРНУ конструкцију икосаедра (сл. г, Ь). Кроз тачку 

О повуцимо раван управну на пречник АВ и у круг те равни 

упишимо петоугао. Његова страна износи 
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После тога из троугла А OL одређујемо хипотенузу А [: 

1 - 1 "\1-
А[2=,%+ћ2 =,2+ - ,2 ('15-1)2= ~(lO- 2,5). 

4 4 

Ова једначина тврди да је AL =а5 • Према томе је пира

мида _са врхом А једнакоивична са ивицом а6 • Исто вреди и 

за пирамиду са врхом у тачки В. -

Појас између два паралелна круга се испуњава ТРОУГЛО

вима и то тако да се, кад је основица троугла страна уписаног 

петоугла у једном малом кругу, његов врх налази на другом 

малом кругу. Покажимо да је бочна страна сваког таквог 

троугла једнака наведеној дужини а5 • Заиста, из троугла [КМ, 

где су Н=" МК =010 иыамо 

1 - 1 - 2 
[М2=Н%+КМ2=,2+ - ,2 СУ5 _1)2 = - ,2 (10-2 '15) = а5. 

4 . 4 

На тај начин је конструисан икосаедар уписан у сферу 

пречника 2 R. 

Није тешко покttзати да се израз за његову ивицу, 

1 ,г-о -
а5 = 2' v 10-2 1/5, 

може претворити у ову разлику 

05= ~ ,[ V5+2V5 - "y~-21/5 Ј' 
а то је такозвана .мања" ирационаJIНОСТ. 

При томе једначина -(1) потврђује први део последице, 
јер је 

а извршена подела пречника потврђује други део последице, 

јер је 

Сем Еуклидове конструкције икосаедра постоје и друге 
конструкције, у чију анализу нећемо улазити. 

18 . Еуклидова конструкција додекаедра полази од коцке, 

на чијој се свакој страни конструишу делови четири пра-
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вилна петоугла у косом положају према рав~\има коцке. КОН

струкција једног петоугла је показана на слици у тексту. 

Овде додајемо допунску слику конструисаног целокупног 

додекаедра (сл. 4). 
у 

Сл. 4 

Кратко Еуклидову конструкцију у мало измењеној 

форми можемо приказати овим редом. 

1. Конструише се коцка. 
2. Спајају се средине N и Е наспрамних ивица коцке и 

одређује се средина дужи NE, TaqKa О. 
3. TaqKaMa Р и ~ се деле непрекидно дужи NO и ОЕ 

и то тако да ОР и O~ буду веhи делови; дужину P~ озна
qимо са а; то Ье бити ивица додекаедра. 

4. Из TaqaKa Р и ~ подижу се нормале на раван коцке 
1 . 

са једнаком дужином ру = ~Ф= - а. TaqKe В, r, Ф, г су 
2 

темена оног дела правилног петоугла у облику трапеза, који 

'је над изабраном равни коцке. 

5. Последље теме Х се добива као теме једнакокраког 

троугла, у равни конструисаног трапеэа, коме је основица ВГ, 
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ивица коцке и дијагонала правилног петоуг ла, а бочна страна 

једнака о. 

Доказ изведене конструкције у детаљима се налази у 

Еуклидовом тексту. Изведимо неке аналитичке особине уве

дених геометриских елемената. 

уф = П~ = О, то је ивица додекаедра. 

1 
Ако са с означимо ивицу коцке, ОР = - о се добива 

2 
1 

као веhи део ON = - с подељене непрекидно, тј. 
2 

одакле је 

(1) 

Пошто је 

ВУ2=РУ2+ВР2= (;)2 + (~)2 + (~ _ ~)2 =а2, 

и то на основу једначине (1), закључујемо да и ву =а ивица 
додекаедра. Слично се потврђује да је и ГФ једнако а. Даље, 

код Еуклида се показује да преостало теме Х задовољава 

оне услове, који су наведени код нас у петој тачки. 

За извођење везе између преч ника 2 R описане сфере 

и ивице додекаедра узмимо троугао YWO, из којег имамо 

R2 = Y\V2+ 'VQ2 = (~)2 + (~ + ·~)2, 
\ 2 2 2 

одакле, на основу (1), изводимо: 

(2 R)2=3 с2 • 

Како из исте једна чине (Ј) имамо 

. а -
с= -(\15+1) 

2 

претходна једначина даје тражени резултат 

а= -~(Y5-1) = ~(yI5-yз). 
'13 3 
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Пошто је R рационално, ивица додекаедра је разлика 

две ирационалне велицине и, према томе, претставља апотому. 

20 у нашем коментару навели смо алгебарске вредности 

ивица правилних полиједара у функцији полупречника опи

сане сфере и то за: 

тетраедар уа 

октаедар у18 

коцку уН 

икосаедар у18 

додекаедар уа 

2 -
ашр• = 3" R '16 

аокт . = R '12, 

акоц• = ~. R '13, 

1 ,1 -
а.кос . = 5 R V 10(5- '15), 

1 - -
а1.0 .... -= зRV15-V3). 

у овој последњој теореми Еуклид даје конструкцију у 

равни за одреi1ивање свих тих ивица као функција пречника 

2 R описане сфере. . 

Пошто овај, врло интересантан, резултат није довољно 

познат, понављам ra у краћој форми и дајем кратак анали
тицки доказ. Придржавамо c~ слике у тексту. Из те слике 
непосредно имамо: 

2 4 2 -
Ar=rB=R, А!1= -·2R= -R !1B~ -R rH=R "5, 

3 3' з' 

1 '1 -
КГ=ГА=-= R = - R'I5. 

1/5 5 

На основу тих података лако добивамо 

AZ2=AB· А!1=2 R· i. R = ~ R:t 
з·з ' 

одакле је 

(1) 

а то је ивица тетраедра. 

2 -
AZ= - R'I6, 

3 



Даље, рачуна мо 

(2) 

а то је ивица октаедра. 

За BZ имамо 

BZ2=AB!I-AZ2=(2 R)2- ~ R'= i. RJ , 

3 3 
одакле је 

2 -
BZ~ -R\'3, 

3 
а то је ивица коцке. 

али 

За икосаедар израчунавамо ВМ, и то овако 

ВМ2=АВ ·ЛВ, 

R 1 -
ЛВ=ВГ -ГЛ=R- -= = -= R (V5-1) 

\'5 -У5 ' 
па према томе имамо 

одакле је 

ВМ2= -у25 R' (У5 -1) = ~ R' (5- \'5), 

1 1/-----=
ВМ= 5 R V 10(5- У5). 

57 

Најзад, за додекаедар треба узети вепи део BN дужи 
BZ, подељене непрекидно. Пошто дуж BZ има вредност 

BZ= ~RV3, 
3 

а веhи део неке дужи т подељене непрекидно износи 

1 -2 m (V5-1), 

закључујемо да је 

1 - 2 -1 --
BN = 2 ("5 -1)· 3 R -У3 = 3 R ()' 15- "3), 

а то је ивица додекаедра. 
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lUTO се тиче пропорције 

2 2 2 (2 R)2 : атстр. : аок1' . : а коц . = б: 4: 3: 2, 

она непосреДIIО следује из написаних вредности ивица наве. 

дених тела. 

Р 2 2· 
азмера анкос.: а"'О)1. Је ирационална, и анкос. > а ... О .... , јер је 

~ R V 10(5- V5) > ~ R (V15- "3). 

а то се потврђује непосредним дизањем леве и десне стране 

на квадрат. 

21 Други део ове теореме садржи расуljивање о томе 

да правилннх тела може бити само пет наведених. о.во кратко 

расуljивање је постало основно и улази у све уџбенике еле

ментарне геометрије готово у истој форми. 

Теорија правилних полиједара игра врло 'важну улогу 

не само у теориск()ј математици - анализи (теорија група) и гео

метрији, већ и у примењеној математици, механици и физици. 

Теорија пол'иједара разноврсних облика данас претставља 

посебну област која је, нароqито у вези са кристалографијом, 

постала и засебна грана науке о природи, наука о природним 

формама. Као специјални део она улази и у ТQпологију". 

После правилних тела, која имају једнаке правилне рогљеве 

и једнаке правилне стране и која се зову Платонови полиједри, 

први типови полиједара са најмањимотступањем од правил

ности то су такозвани Архимедови полиједри: једнакорогља

сти полуправилни пол~једри и једнакострани полуправилни 

полиједри. Прву .категорију Архимедових полиједара искори

стио сам у једном свом раду1) као пример проблема п тела, 

који се може решити помоhу елиптичких функција. Прва и 
друга категорија Архимедових полиједара садржи по 15 тела. 
Наведеном раду приложени су фотографски снимци 15 модела 
једнакорогљастих полиједара. Сами модели су изгорели за 

време рата заједно са библиотеком Математиqког семинара 

Београдског универзитета. 

1) Улога Једнакорогљастих Архимедових полиЈедара у проблему више 
тела. Глас. CLXXXV САН. 19Н. 
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Таl\озвана четрнаеста И петнаеста књига 

Еуклидових елемената 

у свом издању грчко-латинског текста .EucJides Elementa M 

1. L. Heiberg даје још две књиге: четрнаесту, која припада 

грчком математичару Хипсиклу, живео је око 200 г. наше ере, 
и петнаесту, чији је аутор непознат. Из текста петнаесте књиге 

се може закључити да је она била написана много доцније, 

можда чак у VJ веку н. е. Како се ове две књиге и по садр

жају и по начину излагања знатно разликују од правих Еукли

дових, књига, оне су добиле назив п такозваних књига м Еукли

дових елемената. 

Како ове две књиге имају више историски значај и њихов 

геометриски садржај је врло скроман, дајемо, као и други 

ЕуклиДови преводиоци, превод само важнијих места из тих 

књига и то са коментаром. 

Четрнаеста књига 

Тексту књиге претходи овај предговор. 

а Протарху, кад је Василије (Баэилејдес) из Тира дошао 

у Александрију и састао се са мојим оцем, он је веЬи део 

свог боравка провео са мојим оцем, јер их је спајао заједнички 

интерес према математици. И тако, једног дана, док су проу

чавали Аполонијеву књигу о упоређивању ,цодекаедра и ико

саедра уписаних у исту сферу, наиме у каквом су они односу 

један према другом, ДОIЏли су Василије и мој отац до закључка 

да оно што је написано код Аполонија није тачно, те су, како 

сам чуо од оца, написали сами исправљени текст. Доцније је 

и мени дошла у руке друга књига, коју је издао Аполоније, 
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са неким доказом који се односи на поменуто питање, па са .. 
са великим одушевљењем почео да се бавим тим питањем. 

Сад, изгледа, сваки може да се упозна са' књигом коју је 
издао Аполоније, пошто се она налази у промету и то у новој 

обради, која је, мислим, пажљивије написана. И ја, кад сам 

написао у облику коментара све што ми је изгледало потребно, I 

решио сам да се са овим рукописом обратим .теби, с једне 

стране стога што СИ ти, због твог успеха у свим гранама 

математике, нарочито у геометрији, у стању да, са пуним 

познавањем ствари, судиш о ,свему што ћудаље написати, -
са друге стране због тога, што hеш ти, добро познат са мојим 

оцем и расположен према мени, добронамерно обратити своје 
уво мојој расправи. На овом, изгледа, треба завршити мој 
предговор и приступити самом излагању. 

1. 

Нормала спуштена из центра круга на страну у raj круг 
уписаног пето угла једнака је половини збира стране шестоугла 

и стране десетоугла уписаних у исти круг. 

Покажимо кратак доказ ове теореме. 

Нека је у кругу АВГ полупречника [12-г дуж ВГ страна 

уписаног петоугла, ~EZ нормала на ВГ, ГН - симетрала угла 

~fZ. Из елементарног посматрања углова троугла ~rz са 

симетралом ГН следују једнакости 

и 

~H=Hf=rZ=alC' 

EZ=EH. 

Према томе за висину ~E можемо написати два израза: 

~E = ~H + ЕН = а10 + ЕН, 
~Е=~Z-ЕZ=г-ЕН, 

одакле, после сабирања, добивамо једначину 

2 ~E=r+a10=a6+a10' 

која ПОТВрђује теорему. 
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2. 

Ако је у круг уписан једнакострани и једнакоуглit пето

угао, збир квадрата на његовој дијагонали и на његовој страни 

једнак је нетоструком квадрату на полупречнику "руга. 

А 

г 

Сл. 1 

в 

g 

Сл. 2 

r 

н ека је у кругу АВГ полупреЧНИl<а ~E =, дуж АГ = а5 
страна уписаног петоугла, а AB=d5 његова дијагонала. Треба 

доказати да је 

~+ a~=5,2. 

Из правоуглог троугла АВЕ имамо 

d~+ 0~0=4 ,2, 
но између а5 и а10 постоји (10, "њ. ХШ) веза 

2 2 2 
а5= аlО+' ; 

сабирањем чланова написане две једначине после елиминисања 

810 долазимо до једначине 

d~+ 0;=5 ,2, 
"оја потврђује теорему. 

3. 

Јадаи исти круг обухвата и петоугао додеl<аедра и тро

угао икосаедра, који су уписани у исту сферу. 

ХИПСИI<Л на овај начин доказује ову теорему. 
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Нека је АВ пречник сфере; нека су у њу уписани даде. 

каедар и икосаедар и нека је rilEZH један од пеТОУГлова 
додекаедра, а КА0 један од троуглова икосаедра. Тврдим да 

су полупречници око њих описаних кругова једнаки, тј. да 

исти круг обухвата и петоугао Г ilEZH и троугао КА0. 

r А в 
I • 

к 

f-------4H 

/.fL-------------~ 

м $ N 
! I 4 

lл. 3 

Повуцимо ilH. ilH ће бити ивица коцке. Узмимо сад 

праву MN тако да квадрат на АВ буде пет пута већи од 

квадрата на MN. Но и квадрат на пречнику (2 R) сфере је пет 
пута веhи од квадрата на полупречнику (г) оног круга помоћу 

кога се конструише иi<осаедар. Према томе MN је ПОllупреч· 

ник оног круга помоћу кога се конструише икосаедар. Поде

лима тачком ?: дуж MN непрекидно и нека је М?: већи део. 

М?: ће бити страна десетоуг ла. И пошто је квадрат на АВ пет 
пута већи од квадрата на MN, а квадрат на АВ је трипута 

веhи од квадрата на ilH, биhе три квадрата на ilH једнака 
са пет квадрата на MN. Према томе три квадрата на ilH се 
односе према три квадрата на ГН као пет квадрата на MN 
према пет квадрата на МЗ. Али збир пет квадрата на М?: и 

пет квадрата на MN једнак је петоструком квадрату на КА. 

Према томе је пџ квадрата на КА једнако збиру три ква· 

драта на ГН и три квадрата на ilH .. Но пет квадрата на КА 

једнако је 15 квадрата на полупречнику круга описаном око 
'троугла 0КА, а збир три квадрата на АН и три квадрата на 
ГН једнак је 15 квадрата на полупречнику круга описаном око 
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г ~EZH, јер је раније било показано да је збир квадрата на 

~H и на ГН пет пута веhи од квадрата на полупречнику круга 

описаног око петоугла Г~EZH. Према томе 15 квадрата на 
једном полупречнику једнако је 15 квадрата на другом полу
пречнику. Значи један полупречник једнак је другом полу

пречнику, 

На овај начин, један исти круг обухвата и пе!тоугао 
додекаедра и троугао икосаедра обухваhених истом сфером. 

Такав је Хипсиклов доказ ове теореме. 

ПОЛ8зеhи од оних аналитичких резултата које смо добили 

у . коментару у вези са одреljивањем ивице додекаедра и 

икосаедра резултат наведене теореме можемо потврдити и 

на овај начин. 

За ивицу 012 додекаедра и ивицу 020 икосаедра имали 

смо ове вредности 

1 - - 1 '-------=-
012= зR(V15- "Ј3). а28 = SRV 10 (5-V5) , 

где је R ПОllупречник сфере. Са друге стране за страну 0i 

петоуг ла и страну аз троугла можемо написати 

а5 = ~ '1 -YI0-2~5, ОЗ='2'1з, 

где су '1 И '2 полупречници кругова описаних око тих 

полигона. 

Треба доказати да је '1 ='2' 
Како је 012=0, и а20 =05' имамо два услова: 

ИЗ којих одређујемо однос 

2.5 V3 
3 

V15- V3 

чија вредност потврђује истинитост теореме. 

f,УКЛИДОВИ елементи 

= 1, 

5 t 
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4. 

Ако постоји једнакостран и једнакоугли петоугао и око 

њега описани круг и из центра круга спуштена нормала на 

једну његову страну, биhе тридесет правоугаоника обухва

hених страном петоугла и наведеном нормалом једнако повр

шини додекаедра. 

Овај резултат непосреДIlО следује после израчунавања 

површина 12 х 5 = 60 троуглова, на које можемо поде

лити цеЛОКУПIlУ површину додекаедра. Према слици' имамо: 

1 
60·--· Г~·ZН=ЗО·Г~· ZH. 

2 
5. 

Ако је АВГ једнакостран троугао у кругу, ~ је њеГ08 
центар и ~E нормала спуштена из ~ на ВГ, бlthе тридесет 

правоугаоника обухваhених од ВГ и ~E једнако површини 

икосаедра. 

А А 

Сл. 3 Сл. 4 

и овај резултат непосредно проистиче после поделе 

сваког троугла површине икосаедра на три троугла, јер З8 

ту површину имамо 

L - . ВГ . ~E . З· 20 = ЗО· ВГ . ~E. 
2 

Последица 

Површина додек.аедра је према површини икосаедра као 

правоугаоник обухваhени ивицом првог и нормалом спуштеном 
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на њу из центра круга петоугла АВГдЕ према правоугаонику 

обухваhеном ивицом икосаедра и нормалом спуттеном на њу 

из центра круга троугла, а под условом да су додекаедар и 

икосаедар обухваhени истом сфером. 

8. 

Повртина додекаедра је према lIовртини икосаедра 

као ивица коцке према ивици икосаедра. 

Узмимо круг АВГ који 

обухвата петоугао додекаедра 

и троугао икосаедра уписаних 

у исту сферу. Нека је АГ = 05 

страна петоугла иГД=аз страна 
троугла уписаних у круг АВГ. 

Из центра Е спустимо нормале 

ЕН=пџ и ЕZ=пз на АГ и на 

Гд. Продужимо ЕН до тачке 

В на кругу, ВГ=а10 6нЬе стра
на у круг уписаног десетоугла. 

Означимо полупречник круга 

са" ЕВ =г и дијагоналу петоугла 

са d5• 

Сл. б 

Према претходној последици имамо 

(повртина додекаедра) = ~5' П6_ 

(1) 

(повртина икосаедра) а. 'Ils 

докажимо да је 

05' П5 -d 
- 5' 

П в 

где је d~ у исто време и ивица коцке која је послужила за 

конструкцију додекаедра. 

(2) 

Кратко Н8значимо низ закључака. 

(г+о10):г=г :а 10 , 

1 
ПБ = - (г+ а10), 

2 
1 

пз = -г. 
2 

(ХIII,9) 

(XIV,l) 
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(3) 

(4) 

Из (2) 
п s :ПЗ~~П3 : (пi-пз )· 

Са друге стране, 

d5 : а5 =а5 : (d5 -аS )' 

Из упоређивања (3) и (4) изводимо 

(ХI1I,17, последица). 

одакле следује (1). 
И према томе коначно имамо 

(површина додекаедра) Ја (ивица коцке), 
= --= --~----------~--

(површина икосаедра) а, (ивица икосаедра) 

а то и потврђује иаведену теорему. 

Хипсикл даје и други доказ ове теореме, много једно

ставнији и непосреднији. Ако при томе искористимо још и 

операције са разломцима, доказ постаје сасвим једноставан, а 

в 

\ 

А 

Е! 

Д 

'7 

""' 

z;; 

Сп. 7 

~, 
\ 

f"J 

А 

z 
Сл. 8 

неки елементи са Хипсиклових слика сувишни. 

За површину петоугла из троугла AB~ имамо 

1 5 
површина петоуг ла = 5· --. A~· ВН = -- rdr. , 

2 4 

а за целокупну површину додекаедра имамо 

(5) површина додекаедра = 15 г . d5 , 

где је, као и раније, дијагонала петоугла и ивица коцке. 



С8 друге слике, за површину троугла А.1М имамо 

1 3 3 
површина троугла = 2' 2 Г· аа= 4 Г· а" 

а за целу површину икосаедра 

3 
површиоа икесаедра = 20· - r . ав = 15 Г· аз. 

4 
(6) 

После упоређивања (5) и (6) долазимо до закључка 

(површина додекаедра) = d5 , 

'(површина икосаедра) 

а то и потврђује теорему. 

(ивица коцке) 

(ивица икосаедр~)' 
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Тачке е и z на првој слици и тачка 0 на другој уве

дене су ради замене операција са разломцима поделом дужи 

НГ тачком е на два дела у размери' 2 : 1 и поделом полу
пречника .1Е, тачком Z, у размери 1 : 1. 

7. 

Ако је нека дуж подрљена непрекидно, онда је збир 

квадрата на целој дужи и на веnем делу према збиру ква-

драта на целој дужи и на мањем А 

саедра. 

Нека је А0В круг који 

делу као квадрат на ивици коцке (~-,.~. 
према квадрату на ивици ико-

обухвата петоугао додекаедра д , 

\ г-о -----"---<!В и троугао икосаедра уписаних 

у исту сферу, тачка Г ЊИХQВ 

центар, гд веnи део дужи ГВ 

подељене тачком .1 непрекидно. 
Гд је страна десетоугла упи

саног у исти круг. Узмимо 

ивицу икосаедра Е, додекаедра 

\~ // 
', ____ е ~// 

E~-------------~ Z и коцке Н. Тада је Е страна 1 

једнакостраног троугла, Z стра- Z>-I ----------~ 

; 

на пе}оугла Уl1исаног у исти 8'>-1 ______________ ~ 
круг И Z је веnи део дужи Н 
подељене непрекидно. Пошто Сл. 9 
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је Е страна једнакостраног троугла, а квадрат на страни 

једнакостраног троугла једнак је тространом квадрат у на БГ 

[тј. квадрат на Е је утростручен квадрат На БГ], а таКОђе и 

збир квадрата на ГБ и на Б~ је трипут веhи од квадрата на 

Г~, онда је квадрат на Е према квадрату на ГБ као збир 

квадрата на ГВ и на B~ према квадрату на Г~. После перму
тације: квадрат на Е је према збиру' квадрата на ГВ и на 
B~ као квадрат на ГВ према квадрату на Г~. Но квадрат на 

ВГ је према квадрэ.ту· на Г~ као квадрат на Н према ква
драту на Z, јер је Z веhи део од Н. Према томе је квадрат 

на Е према збиру квадрата на ГВ и на B~ као квадрат на 

Н према квадрату на Z. иш,., после промене реда и то на 

обрнути: квадрат на Н је према квадрату на Е као квадрат 

на Z према збиру квадрата на ГВ· и на B~. Но збир квадрата 
на ВГ и на Г ~ једнак је квадрату на Z, јер је квадрат на 

страни петоугла једнак збиру квадрата на страни шестоугла 

и десетоугла уписаних у исти круг. Према томе се квадрат 

на Н односи према квадрату на Е као збир квадрата на ВГ 

и на Г ~ према збиру квадрата на ГБ и на Б~. И на тај начин 

квадрат на Н је према квадрату на Е, при непрекищюј 

подели дужи, као збир квадрата на целој дужи и на већем 
делу према збиру квадрата на целој дужи и на Malf1eM делу. 

И Н је ивица коцке, а Е - икосаедра. 

И затим, слично Еуклиду, Хипсикл понавља текст теореме. 

Аналитички ову теорему можемо доказати овако. 

Ако је нека дуж а подељена непрекидно, њен веhи део 

х има вредност 

1 -
х = - а (У 5 - 1 ). 

2 

После тога можемо израчунати однос 

1 -
(а 2 +х2): [а%+ (а-х)2]= - (5 + У5). 

б 

Са друге стране, за ивицу коцке и ивицу икосаедра 

смо имали изразе: 

2 -
акоц.= 3" R У'Ј, 
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] ,---------------------

Оикоr.= SRV 10(5- У5); 

и прећ1а томе за однос њихових квадрата 

4 5 1 , 
"3'2 (Б-=-У5) = (3 (5 + v 5), 

а тиме је доказана наведена теорема, јер је тај израз једнак 

претходном изразу. 

8. 

Ивица коцке је према ивици икосаедра као запремина 

додекаедра према запремини икосаедра. 

Доказ- ове теореме је врло кратак, јер за додекаедар и 

икосаедар, уписане у исту сферу, полупречници кругова опи

саних око петоугла додекаедра и троугла икосаедра имају 

исту вредност, коју смо означавали са г. У таквом случају 

имају исту висину h пирамиде којима су основе петоугао и 

троугао 'и врхови у центру сфере, јер је 
h2 =R2_ r 2, 

где је I( полупречник сфере. 
Како запремина додекаедра износ~ 

1 ] 
. Vдод =12·_·h,(површ.петоугл.)= -h,(површ.дод~каедра), . 3 3 

а запремина икосаедра 

1 1 
V НКОС. =20."3. h ,(површ. троугл.)= -3 h . (површ. икосаедра), 

за размеру тих запремина добиhемо 

V Ј,од. : V ИкОС. = (површ. додек.) : (површ. икосаедра). 

Но размера ових површина, према б. теореми, једнака 

је размери ивице коцке према ивици икосаедра, па према 

томе долазимо до резултата: 

Vдо •• : VИКОС.= (ивица коцке): (ивици икосаедра), 

а то је садржај ове теореме. 

9. 

Ако су две дужи подељене непрекидно, њихови делови 

су у истој размери. 
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Нека тацка Г дели дуж АВ, а тачка Z дуж ~E непре

кидно. Веhи део прве је АГ, а друге ~Z. Тврдим, да је цела 

дуж АВ према АГ 1<80 цела дуж ~E према већем делу ~Z. 

А 
• 

сд. 10 

г 
I 

z 
I 

в 

F 

Ако уведемо очеВИD.не крат

ке ознаке, имамо две пропорције 

а:х=х:(а-х), 

Ь: у=у: (Ь-у), 

из којих треба да изведемо пропорцију 

а:х.=Ь:у. 

Хипсикл поступа овако: из пропорција следује 

х2 =а (а-х), у2=Ь (Ь-у), 

и према томе узастопце закључујемо 

а(а -х) = Ь(Ь-у), 

х2 у2 

4а(а -х) 4Ь(Ь-у) 

4а{а-х)+х2 4Ь(Ь-у)+у2 
-~-_. ---- ------- --- = 

(2 а -хј2 (2 Ь- у)2 

х2 у2 

2а-х 2 Ь-у ._.---- = ~--~~-
х у 

а:х=Ь:у, 

а то је и требало доказати. 

На крају књиге стоји овај закључак. 

Ако је АВ=а нека дужина подељена тачком Г непре
кидно и АГ = т веhи део, а ГВ = п мањи, и ак()имамо коцку, 
додекаедар и икосаедар, уписани у исту сферу, онда је 
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1. (ивица" коцке) : (ивици икосаедра) = ~а2+-mZ-: Уаг:tfl2 , 
2. (површина додекаедра): (површини икосаедра) = 

=(ивица коцке): (ивици Иl<осаедра), 

3. (запремина додекаедра) : (запремини икосаедра) = 
= (површина додекаедра): (површини икосаедра), 

4. (запремина додекаедра): (запремини икосаедра) = 

= ~ a~ + n12: Уаl + n%. 

Петнаеста књига 

Садржај "такозВ<!не" петнаесте књиге много је слабији 

од садржаја Хипсиклове књиге. НеКИ истраживачи су ми

шљења, Дif књига има карактер ђачке бележнице и да можда 

и није припадала истом писцу. Не може се тачно установити 

ни време кад је она написана. Шта више као на време 

постанка ове књиге мисли се на интервал од првог столеhа 

ире до-ше-(;тог сголеhа иОСле наше ере. 1. L. Heiberg посве
Ьује овој књизи 14 страна грчког текста. Т. 1. НеаЉ доде
љује јој само две непуне стране, F. Eniiques - две стране, 

Д. д. Мордухай-Болтовской посвеЬује девет страна текста 
и пола стране коментара. Што је могуЬе краЬе изложиhемо 

ипак целокупан геометриски садржај ове I<њиге. 

1. 

У дату коцку уписати пирамиду (тетраедар). 

Нека је дата коцка АВГ L1EZHe, Е н 
уписати у њу пирамиду. Спојимо АГ, 

АЕ, ГЕ, Ае, Ее, ег. Јасно је да су Zf---++--'"<-----"'!< 

троуглови АЕГ, АеЕ, Аег, еГЕ једна- I 
кострани, јер су њихове стране дија

гонале квадрата. На овај начин, АЕге 

је пирамида, и она је уписана у дату 

коцку. 

2. 
у дату пирамиду (тетраедар) упи- .d 

сати октаедар. 

.в 

Сл. 11 
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H~Ka је АВГ6. дата пирамида са врхом у тацки 6., упи. 

сати у њу октаедар. Гlреполовимо тачкама Е, Z, Н, 0, К, Л, 

r дужи АВ, АГ, А6., В6., ВГ и 

спојимо 0К, 0А, EZ, ZH, а и 

преостале. И пошто је АВ 

двапут веће од сваке од дужи 

0К и HZ, биhе 0К једнако и 

паралелно са ZH. Према томе 

је (четвороугао) 0KZH једнако
стран. Тврдим да је он и пра· 

воугаони. Заиста, ако из Кл 

спустимо нормале на равни 

А z 
Сл. 12 

В EZBH, ZrEH, EZ0K, КЛАН 

чин доказује да су 

кострани. * 

(штампарска грешка у ГРЧКОм 

тексту), онда ~e н.а сличан на

троуглови и над квадратом 0KZH једна-

З. 

у дату коцку уписати октаедар. 

Нека је АВГ 6.EZH0 ко

цка. Узмимо центре К, А, М, N 
вертикалних квадрата и спојимо 

их са КА, АМ, MN, Nк.,тврдим 
да је KAMN квадрат (доказ изо
стављам. А. Б.). Узмимо центре 

Р и L квадрата В6. '.{ ЕН и 

спојимо РА, РМ, РК, PN, LK, 
LЛ, LM, ~N. Јасно је да су тро- 4"c---r----"~-f-~___\.; 
углови добијеног октаедра јед

накострани, што се показује 

на сличан начин. 

4. 

У дати октаедар уписати коцку. 

Сл. 13 

в 

Узмимо центре Н, 0, К, А кругова описаних око тро

углова АВГ, АГ6., АВЕ, А6.Е и спојимо их са не, НК, 0А, АК. 

* Ово место Heiberg'oBor текста Је дефектно. 
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Тврдим да је некл квадрат, (доказ изостављам. А. Б.). Ако 

узмемо и преостале центре троуглова и спојимо их на сли~ан 

А начин, Доказаhемо да су и пре

z 
Сп. 14 

Qстали квадрати; и на тај начин 

добиhемо коцку уписану у дати 

октаедар. 

5. 

у дати икосаедар уписати 

додекаедар. 

Узмимо петоугао АБГдЕ и 

центре Н, е, К, Л, М кругова 

А 

Сл. 18 

описаних око троуглова AZE, AZB, BZr, ZГд, дZЕ и СПQјимо 
их са не, ек, КЛ, ЛМ, МН. Затим продужимо ZH, 2е, ZK 
ка тачкама :::, N, О: Ове тачке полове дужи ЕА, АВ, БГ. И 

NE је према NO као не према ек. Значи, и ен је једнако 

ек. На сличан начин се доказује да су и преостале стране 

петоугла неклм једнаке. Тврдим да и он има једнаке углове. 

Затим се доказује да је наведени петоугао раван. На 

томе се зауставља излагаље конструкције и љеног доказа. 

Излагаље је, према томе, недовршено. 

Даље следују врло елементарна расуђиваља о броју 

страна и броју темена код проучених полиједара. 

Кl:Ьига се завршава проучаваљем проблема који је 

поставио Исидор, "велики наш учитељ· ('IaU3wpo~ 6 ~џ.€tЕРО~ 



76 

&'prIY~O':X'tG f1Eya,;; O~Ma)(.aA(j:;), како га велича аутор КЊиге. 

Неки коментатори мисле, да је то Исидор из Милета, архи

текта који је руководио зидањем цркве СВ. Софије у Цари

граду завршене 537' године, али је то мало вероватно. Иси
доров проблем састоји се у одређивању углова измеђУ равни 

страна пет правилних полиједара. Решење тог проблема 

састоји се у овом. 

Јасно је да су ти угловикод коцке прави. 

За пирамиду (тетраедар) узмимо један троугао њене 

површине и из крајева једне стране тог троугла нацртајмо 

лукове полупречником једнаким висини троугла. Нека се ти 

лукови секу у тачки; тада праве што спајају ту тачку пре

сека са центрима лукова одређују нагиб равни пирамиде. 

За октаедар на страни троугла конструишимо квадрат 

и из крајева његове дијагонале, као центара, нацртајмо лукове 

полупречника опет једнаког висини троугла; тачку пресека 

тих лукова спојимо са центрима, добијени угао допуњава 

угао измеђУ две равни површине октаедра до два права угла 

(јер се добива унутрашњи угао OKTaeдpa~. 

За икосаедар на страни троугла конструишимо петоугао 

и из крајева његове дијагонале, као центара, нацртајмо 

лукове полупречника поново једнаког висини троугла; тачку 

пресека тих лукова спqјимо са центрима, добијени угао 

допуњава угао измеђУ две равни површине икосаедра до 

два права угла. -
То је решење поменутог "славног човека", наводи аутор 

књиге. Како докази тих конструкција нису били за аутора 

књиге довољно јасни, он даје своја објашњења за све кон

струкције и, пре свега, за пирамиду (тетраедар). 

Наводимо ({ратко пишчев доказ. 

Узмимо тетраедар ABГ~ са основом АВГ и врхом У ~. 

ИЗ крајева В и Г стране троугла основе спустимо нормале 

ГЕ .,и ВЕ на ивицу А6., то су висине троуглова A~Г и А6.В 

са заједничком тачком Е. Угао између тих правих је. y~ao 
нагиба две равни тетраедра, јер оне .леже у тим равнима и I 

управне су на њихов .пресек. После мале анализе о пресеку 

лукова са центрима у В и Г и П01упречницима једнац:им 
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висини троугла писац долази до закључка да је ИСИДОРОВ8 

конструкција за тетраедар тачна. 

За октаедар замислимо пирамиду са квадратом АВГ d 
као основом, врхом у Е, и бочним странама једнакостраним 

троугловима. Таква пирамида је половина октаедра. Из кра

јева дијагонале Bd квадрата спустимо нормале 6.Z и BZ на 

" 
4 

А 

в r г 

Сл.lб Сл. 17 

ивицу АЕ; то су висине троуглова АЕ6. и АЕВ са заједничком 

тачком Z. Угао између тих правих је туп угао између две 
равни октаедра, јер оне леже 

у тим равнима и управне су 

на њиховом пресеку. А како 

се за угао нагиба две равни, 

према Еуклидовој дефини

цији, сматра увек ошта р угао 

између тих равни, биhе на

ведени угао BZ6. троугла 

B6.Z допуна угла нагиба до 

два права угла. При томе се 

и овде врши анализа кон

струкције у равни троугла 

BZ6. и то У облику доказа -да 
је свака од дужи BZ и 6.Z 
већа од половине Вд. 

в 

А 

Е 

Сл. 18 

Слично се изводи и доказ наведене конструкци}е за 

икосаедар. Узмимо једнакостран и једнакоугли петоугао АВГ6.Е 
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за OCHOBV пирамиде са врхом у Z; бочне стране су једнако

страни троуг лови. Пирамида ABfLlEZ је део икосаедра. Из кра
јева В и Ll дијагонале петоугла основе спустимо у равнима тро
углова Brz и Llrz нормале ВН и LlH на ивицу rz, то су 
висине троуглова rBZ и r~z са заједничком. тачком Н. Угао 
између тих нормала је туп и служи као допуна нагиба између 

две равни икосаедра. Тиме се доказује наведена Исидорова 

конструкција икосаеДра. Као допуна служи анализа о могу
hности ИЗВОђења те конструкције. Интересантно је забележити 

да се овде први пут говори о nинструментној конструкцији· 

(E1tt 1:~~ O()YIX'm(.~; XIX1:lXcrxeu1j;), тј. конструкцији помоhу неког 

инструмента, вероватно шестара. Аутор сматра такву природу 

конструкције као неки доказ конструкције. Али сем тог 

доказа писац наводи и овај JlОГИЧКИ доказ са засебном СJlИКОМ. 

е ЗаМИСJlИМО засебно 'једна-

/1\ кколстран троугао 0КЛ, на 
конструишимо петоугао 

КМN:SЛ, спојимо мл и по-

/' вуцимо висину 00 ТРОУГJlа 
f( / I О А 0КЛ. Тврдим да је 00 веће од 

п 

N 

Сл. 19 

ПОJlовине МЛ. Повуцимо ИЗ К 

нормаJlУ КП на МЛ. Пошто је 

угао КЛП веhи .од једне тре

hине правог угла, тј. од угла 

К00, конструишимо угао ПЛР 

.. једнак углу К00. Према томе 

ПЛ је висина једнакокраког 

троугла са страном Р л и значи 

квадрат на РЛ према квадрату 

на АП као 4: 3. Но КЛ је веће 
од АР и, . према томе, размера 
квадрата на КЛ према квадрату 

на ЛП Beha од размере 4 према 3. Но размера квадрата на 

кл према квадрату на 00 једнака је размери 4 према 3. 
Према томе кл има већу размеру према ЛП него према 00. 
На овај начин 00 је Behe од ЛП. 

Са додекаедром ствар стоји овако. Нека један од ква_ 
драта коцке на којима се конструише додекаедар буде ква-
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драт АВГд и две равни AEBZH и Нд0ГZ додекаедра. Тврдим 
да је и у овом случају дат нагиб две равни додеК8едра. 

Преполовимо ZH тачком К и из тачке К ивице ZH у .свакој 

од равни ловуцимо нормале КЛ и км на ивицу ZH и спојимо 
мл. Аутор прво тврди да је угао МКЛ туп. Заиста, у три

наестој књизи Елемената, где се говори о конструкцији доде

каедра, доказано је да је нормала из К на квздрату АВГ А 

једнака половини стране петоугла, према томе је она мања од 

половине мл, а услед тога је угао МКЛ туп. Уједно се у 

в /' 

Сл. 20 

тој теореми доказује и да је квадрат на кл једнак збиру 

квадрата на половини ивице коцке и на половини стране 

петоугла. На овај начин дужи КЛ и км, које су једнаке, 

веће су од половине дужи мл. Према томе, ако је угао 

МКЛ дат, биhе одређена и величина нагиба уочених равни, 

која је допуна тог угла до два права угла. Даље, пошто је 

страна квадрата АВГ д дијагонала петоуг ла са датим странама, 

јер је петоугао дат, дато је и мл. А дата је и свака од дужи 

МК и кл, јер су то нормале из средине дијагонале на пара

лелну страну HZ петоугла. Значн, дат је и угао ЛКМ, који 

је, како је било. речено, допуна траженог нагиба до два 

права угла. Дакле. добро је рекао Исидор о инструментној 

конструкцији, да је потребно у датом петоуглу повуhи дија-. 

гоналу, која је једнака ивици коцке, затим из крајева те 

дијагонале, као центара, нацртати два лука полупречником 

једнаким отстојању дијагонале петоугла од паралелне стране, 
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на слици' су то кл и км, па из Ta<lKe пресека тих лукова 

повуhи дужи ка центрима, које образују угао чија је допуна 

ДО два права угла нагиб две равни додекаеllра. А да је КЛ 

веЬе ОД половине МЛ, то је, како је речено, веЬ доказано у 
Елементима. 

Читалац, који је прегледао како садржај ове књиге, 
Ta\So и облик излагања, могао је лако доhи до закључка да 

се ова • такозвана" ХУ књига знатно разликује како од 

тринаест оригиналних ЕУКЛIfДОВИХ књига, тако и од Хип

сиклове • такозване четрнаесте књиге Еуклидових елемената. 



ПОГОВОР 

у сUо.мени .мог сина 

у последње време интерес према Еуклидовим елемен

тима јако је порастао. У Америци је изашло ново издање 

капиталног дела Т. L. НеаЉ'а - Тће thirteen books 01 Euc!id's 
Elernents; у Италији под редакцијом F. Enriques'a I1зашао је 

нов превод са коментаром; у Совјетском савезу такође је 

изашао нов превод Д. Д. Мордухай-Болтовског са врло 

опширним коментаром, који је делимично написао И. Н. Весе

ловский; у Немачкој је штампан у Otswald'oBoj збирци нов 

превод Clernens'a Thaer'a. 

Не наводимо ове податке и земље као да у њима култ 

античке култу~е није· био довољно развијен па се сад тек 

појавио, веЬ, обратно, као примере за земље у којима су или 

сами Еуклидови елементи И,1IИ "геометрија по Еуклиду" били, 

У веЬој или мањој мери, основа математичког образовања 

широких слојева, и баш у овим земљама поново је оживео 

интерес према Еуклиду, Еуклиду у оригиналу. 

Сама та чињеница да су ЕУКЈЈИДОВИ елементи зборник 

истин?, које су задржале своју тачност у току више од две 

хиљаде година, да су широки слојеви културних народа у 

у току више столеhа врло пажљиво проучавали те I1CTI1He, да 
је опадање ИЛI1 повеЬање интереса према тим истинама ишло 

заједно са замирањем или процватом културе уопште - сама 

та чињеница је довољан разлог за појачање интереса према 

Еуклидовим елементима баш у данашње време, кад се не само 

поједини стручњаци, веЬ и широке масе интересују за све што 

је везано за развитак људског знања. 

Али има и специјалних разлога за повеhање интереса 

према. Еуклидовим елементима у данашње време. 

RУКЛНАОВИ елементи б 
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Без обзира на нагло развијање математике у свим прав

цима, с једне стране, у вези са захтевима које математици 

постављају блиске науке - механика у разним својим формама, 

физика, хемија, па чак и такве научне дисциплине које су до 

последњег времена биле врло далеке од математике, са друге 

стране, у вези са огромним поьеhавањем кадрова који се спе

цијално баве наставом савремене математике, преглед основа 

математике, нарочито са логичког гледиш,а, баш сада је постао 

врло актуалан. 

Пошто су Еуклидови елементи по времену први и по 

форми и садржају изванредни узорак логичког, нарочито 

дедуктивног, излагања матемаТИЧКЮf исти»а, а пошто се 

озбиљна расуђивања о логичкој структури математике уопште 

не могу заснивати на изворима компилативног, уџбеничког 
карактера, веЬ се мора обратити на основне изворе, а такав 

извор су пре свега Еуклидови елементи, јасно j~ да свако ко 

хоЬе да озбиљније раЗМIIСЛИ о основама математике, а наро

чито и са ИСТОРИСКОЈ гледишта, мора пре свега узети у руке 

ово математичко јеванђеље. 

други разлог за јачање интереса према ~у~лидовим еле

ментима везан је за питање елементарне геометрије у савре

меној школи. Јасно је да књига Еуклидових елемената, која 

је била написана за врло узак круг грчких мислилаца, евен
туално за студенте александриске академије, не . може бити 

дата непосредно у руке савременом омладинцу у_оном узра

сту кад он почиње учити геометрију. 

Ипак дуги низ година ортодоксна настава геометрије је 

зздржавала, ако не самог Еуклида (Енглеска), онда Еуклидов 

систем, у више или мање компромисном облику, али увек у 

деДУК1'ивној форми.' Заступници тог система су сваком нова

тору пре свега постављали питаље: "Јесте ли читали Еуклида 
у оригиналу или бар у преводу?- Па ако би одговор био нега

тиван, дискусија се завршавала речима: "Прочитајте га'" 

Сам аутор ових редова придржава се концентричног 

система наставе геометрије са индуктивним почетком, који је 

и у историском раЗ8иhу претходио дедуктивном систему, а 

са садржајем приступачним чак и осиовцу; тај систем у даљим 

концентрима може постиhи, због веЬ развијених просторних 
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претстава, боље резултате како у односу на утврђивање јаче 
логике, тако и у развијању веЬе моhи апрастракције; но при 

извођењу тог система у индуктивним концентрима треба се 
придржавати индуктивне логике, која исто тако постоји као 
и дедуктивна и не мешати их са дедуктивним концентрима. 

При мешању настаје логички хаос, који се не може правдати 

споредним разлозима постепеног прилагођавања, које баш оду

зима смисао понављања исте геометриске истине на два начина 

- индуктивно и дедуктивно. Према томе читалац овог пре

вода би стекао погрещну претставу о преводиочевој намери, 

ако би помислио, да он позива на јаче УТВРђивање Еуклидо
вих принципа у настави геометрије и само њих. Не, обратно, 

овај превод треба да иде у корист баш новаторима, да постану 

свесни реформатори наставе геометрије у новој школи и да 

на питање: .Јесте ли читали Еуклида?" одговоре: "Јесте, 
читали смо и зато баш свесно уносимо у наставу геометрије 
индуктивни концентар"., Претставници других земаља са одавно 

добро развијеном математичком културом не могу више да 

потцењују наше тежње у реформама наставе геометрије 
замерком да је то земља која још и ПQсле две хиљаде година 

нема Еуклидових елемената за употређУ широких-кругова на 

сврм језику. 

Нисам имао у плану свог научног рада превод Еукли

дових елемената. То је сувише Rелики и сувише тежак посао 

за који нисам хтео да потрошим онолико времена колико он 

захтева. Прву књигу сам превео Са намером да југословен

ском читаоцу, који недовољно влада страним језицима на којима 

су објављени други преводи, покажем огромну вредност тог 

изванредног извора математичке културе. Тиме сам желео да 

попуним, бар у минималној форми, ону празнину, која постоји 
код наших народа у поређењу са другим културним народима. 

Почетак тог рада је био још за ,време живота мог покојног 

сина, доктора медицине Арсена Билимовиhа. Видевши мој рад, 

син ми је саветовао да продужим тај рад и после његове 

смрти, јер тај рад "над памятником кла~сического спокојствия", 
рекао је, може ублажити мој бол. Ја сам поступио према 

његовој жељи. Полако сам рэ-дио и тај посао уколико НИСам 

био одвајан од њега својим другим, научним и педагошки м 

радовима. 
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Разуме се, трудио сам се да превод буде што бољи, али 

на путу оствареља имао сам много тешкоhа :! у погледу тер

МИНОЛQшке доследности и у погледу основних израза којима 

се нарочито каректерише грчки текст и који су супротни 

стилу српскога језика. Као главни циљ ставио сам себи да што 

тачније пренесем математички садржај ЕУКЛИДQВОГ текста и 

да дам што јаснију српску форму без обзира на то што при 

томе отступам од филолошког превода. При изради српског 

текста много су ми помогли колеге академик В. В. Мишковиh 

и професор универзитета Т. П. АНђелиh, за које је то био 

таКОђе велики труд, јер је било потребно решавати колебљива 

питаља српске терминологије. На. томе им и овде изјављујем· 

дубоку зах·валност. 

Што се тиче Коментара, ограницава о сам се само на оно, 

што ми је изгледало да треба навести без икакве тенденције 
ка дубоком научном ПРQучаВ8ЉУ, како самог текста тако. и 

садржаја, нарочито са историског гледишrа с обзиром на време 

како до Еуклида тако и после ЕуклиДз.До наших дана. Чита

лац кога то дубље итересује може се обратити на стручна 
дела, пре свега на поменуто дело Т. L. НеаЉ'а, који је' посве· 
тио знатан део свог живота проуцаваљу грчке математике. 

. Моја неодлучност да после друге кљиге преведем и треЬу, 
а затим и остале, била је разлог што је свака кљига излазила 

засебно, са засебном пагинацијом, :ГО одузима овом преводу 

извесну целину, али спољашљег формалног карактера. За оне 

који би желели да повежу у једну све кљиге шта'мпарија је 
приложила листиh са заједничким насловом. . 

Слике у Heiberg'oBoM издаљу понекад не одговарају 

тачно тексту, оне често имају само схематски карактер, но те 

H~ДOCTaTKe ни-сам хтео исправљати, јер би те исправке оду

зеле оригиналу љегов карактер. Знатан део слика је пр~цр
тавао беспрекоран цртач Математицког института САН М. 
Чавчиh коме изјављујем моју захвалност. 

Штампаље српског текста са грчким словима за ознаке 

геометриских објеката изведено је из разлога да би читалац, који 

би желео да упореди текст превода са грчким текстом ори

гинала, могао без тешкоhе наhи одгеварајуЬе речи и реценице 

у оригиналу. Ово је чинило извесну тешкоhу слагачима штам-

'11 
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парије .. Академије, чијем колективу, на челу са директором 
предузеhа М. Гавриловиhем, изјављујем нарочиту захвалност 
за савесно савлађивање овог тешког посла. 

Издавач кој установи САН »Научно дело·, са њеним 
управником С. Рајковиhем, исто тако изјављујем срдачну 

захвалност за предусретљивост при остварењу овог дела. 

Најзад сматрам за своју дужност да иэразим највеЬу 

захвалност Управи Математичког института Српске академије 
наука и његовом управнику академику Р. Кашанину који су 

омогуhили штампање овог издања. 

1 мај 1957 г.од. А. Б. 


