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Granicni problemi za parcijalne diferencijalne jednaéine predstavijaju matema-
titke modele najraznovrsnijih pojava, kao na primer provodenja toplote, talasnih
kretanja, pojava difuzije, elasti¢nosti, dinamike fluida, procesa atomske fizike itd.
Samo u retkim sluéajevima ovi zadaci se mogu taéno rediti klasicnim metodama
matematitke analize, dok se u svim ostalim mora pribegavati pribliznim metodama.

Medu pribliznim metodama resavanja grani¢nih problema za parcijalne dife-
- rencijalne jednacine naroéito se isti¢e metoda mreza, zasnovana na diskretizaciji
zadatka i zameni parcijalnih izvoda koji se javljaju u jednaéini koliénicima diferen-
cija. Ovoj metodi posvedena je veoma obimna, pretezno ¢asopisna, literatura.

Posle pionirskog rada Couranta, Friedrichsa i Lewyja [1928] metoda mreia
doZivljava intenzivan razvoj u 40-tim godinama. Ovaj razvoj je s jedne strane
podstaknut potrebama razvitka nuklearne tehnike i tehnologije, dok je s druge
strane omoguéen pojavom savremene elektronske ra¢unske tehnike. U ovom periodu
kontruisu se, ispituju i koriste u prakti¢ne svrhe razlicite diferencijske sheme za
stacionarne i nestacionarne jednaéine (npr. shema Crank-Nicolsona [1947] i dr.).
Pojavljuju se i prvi radovi o varijaciono-diferencijskim shemama (Courant [1943]).

U prvoj polovine 50-tih godina velika painja se posveéuje konstrukeiji eko-
nomi¢nih diferencijskih shema. Predlaiu se metode gornje ralaksacije (Young
[1954a]) i promenljivih pravaca (Peacemann, Rachford [1955], Douglas [1955]).

U sledeéoj deceniji pomenute metode se dalje razvijaju i uopstavaju. Dobi-
jeno je tatno reSenje zadatka izbora optimalnih iteracionih parametara u metodi
promenljivih pravaca (Wachspress [1963]). Velika painja se poklanja mnogodimen-
zonim problemima. Razraduju se faktorizovane i aditivne sheme (Samarski [1966}),
metode dekompozicije itd. Pojavljuju se prve monografije iz ove oblasti: Forsythe,
Wasow [1960], Godunov, Rjabenjki [1962], Wachspress [1966], Babuska, Prager,
Vitasek [1966], Richtmyer, Morton [1967), Samarski {1971}, [1977], Maréuk [1973]
itd.

Poslednjih 10~15 godina intenzivno se razvijaju varijaciono-diferencijske me-
tode (metoda konaénih elemenata). One s jedne strane predstavljaju specijalne
slu¢ajeve opstih varijacionih metoda (Ritza, Galerkina i dr.) dok se s druge mogu



interpretirati kao dalji razvoj metode mreza (videti npr. monografije Aubina [1972],
Oganesjana, Rivkinda i Ruhovca [1973], Kornjejeva [1977] itd.)

U univerzitetskim programima u svetu metoda mreZa nalazi svoje mesto pre
svega u okviru brojnih specijalnih kurseva, a takode u kursevima numeri¢ke ma-
tematike. U nasoj zemlji se medutim jo§ uvek mali broj matemati¢ara bavi ovom
problematikom a j literatura na nasem jeziku je dosta oskudna.

Ova knjiga predstavlja preradenu i prosirenu verziju ciklusa predavanja koji
Je autor odriao 1975/76 godine u okviru Seminara iz primenjene matematike
Matematickog instituta u Beogradu. U njoj je autor pokusao da da sintezu
glavnih rezultata ove veoma razvijene oblasti savremene numeriéke matematike,
da ukaie na osnovne probleme koji se tu postavljaju, i prikaie glavne metode nji-
hovog resavanja. Osnovna painje je posveéena ispitivanju stabilnosti i korektnosti
diferencijskih shema i njihovoj konvergenciji, s jedne, i konstrukeiji ekonomiénih
diferencijskih shema, s druge strane. Takode su prikazani neki originalni rezultati
autora.

Knjiga je namenjena pre svega studentima matematike, poslediplomcima i
diplomiranim matemati€arima koji se bave numeri¢kom matematikom, a takode
inzenjerima koji se u svom radu susreéu s potrebom praktiénog resavanja graniénih
problema za parcijalne diferencijalne jednaéine. Za njeno &itanje potrebna su os-
novna znanja iz teorije diferencijalnih jednadina i funkcionalne analize, u obimu
uobiéajenih univerzitetskih kurseva.

Knjiga je podeljena na Zetiri glave. Prva glava je uvodna. U njoj se de-
finisu osnovni funkcionalni prostori koji ée kasnije biti koriséeni, neki pojmovi iz
funkcionalne analize i osnovni graniéni, odnosno mesoviti, problemi za linearne par-
cijalne diferencijalne jednaéine elipti¢kog, paraboli¢kog i hiperbolitkog tipa. Ovi
graniéni problemi se interpretiraju kao linearne jednaéine, odnosno kao Cauchyjevi
problemi za linearne diferencijalne jednaéine prvog i drugog reda u Hilbertovom
prostoru. Zatim se izvode osnovne nejednakosti iz kojih sledi stabilnost posma-
tranih graninih problema. Nejednakosti za parabolicki i hiperboli¢ki sluéaj izve-
dene su u apstraktnom obliku, iz kojeg se specifikaciom Hilbertovog prostora i
linearnog operatora A dobijaju ocene za konkretni sluéaj. Takode je uveden pojam
diferencijske sheme i prikazani osnovni problemi koji se s njim u vezi javljaju.

Druga glava je posveéena eliptickim jednaginama. U njenom prvom delu se
konstruisu diferencijske sheme za redavanje razlicitih graniénih problema i ispituje
njihova stabilnost, korektnost i konvergencija. Radi pojednostavljenja izvodenja
koriste se uglavnom najjednostavnije aproksimacije. Drugi deo glave posveéen je
re3avanju sistema diferencijskih jednaéina, specijalno iterativnim metodama. Ovde
se najvefa painja posvecuje ekonomiénosti metoda, i s tim u vezi optimalnom
izboru iteracionim parametara koji obezbeduje makismalnu brzinu konvergencije.

U treéoj glavi se konstruisu i ispituju diferencijske sheme za resavanje parabo-
ligkih jedna&ina. Ispituje se stabilnost i konvergencija eksplicitne, implicitne, sheme




s teZinom i shema promenljivih pravaca. Pokazano je da su sheme promenljivih
pravaca apsolutno stabilne i ekonomiéne.

U getvrtoj glavi se kontruisu i ispituju diferencijske sheme za resavanje hiper-
bolickih jednaéina. Ispituje se stabilnost i konvergenicja eksplicitne sheme, sheme s
teZinama, sheme promenljivih pravaca i aditivne sheme za jednu jednaginu éetvrtog
reda. Kao i u prethodnim glavama, i ovde se velika painja poklanja ekonomiénosti
sheme.

Spisak literature ne pretenduje na kompletnost, §to je s obzirom na brojnost
publikagija 1z ove oblasti gotovo i nemogude postiéi, i odreden je pre svega izborom
materijala prikazanog u knjizi i krugom interesovanja autora.

Paragrafi, teoreme, leme i formule numerisani su u svakoj glavi posebno. Pri
pozivanju na paragraf, teoremu ili formulu iz iste glave navodi se samo njihov redni
broj. Pri pozivanju na paragraf, teoremu ili formulu iz druge glave ispred njihovog
rednog broja dodaje se broj glave, npr.: teorema 1.3, formula (2.15) i sl. Literatura
je citirana imenom autora i godinom publikovanja.

Beograd, januara 1979. Bosko S. Jovanovid

Sticajem razli¢itih nepovolinih okolnosti, pre svega finansijskih, od zavréetka
ovog rukopisa do njegovog publikovanja proteklo je skoro deset godina. U
meduvremenu se, 3to je i prirodno, razmatrana problematika dalje razvijala i pro-
dubljivala.

Doélo je do daljeg razvoja metode kona&nih elemenata i njoj srodnih metoda (v.
Ciarlet {1978]). Razvijaju se metode resavanja varijacionih nejednakosti i grani¢nih
problema sa slobodnom granicom (v. Glowinski, Lions, Trémoliéres [1976], Fried-
man [1982], Brezzi [1986]). Sve veéa painja se posveuje nelinearnim zadacima
(v. npr. Temam [1979]).

Razradena je nova metoda numeritkog reSavanja graniénih problema -—
tzv. metoda graniénih elemenata (v. Brebbia, Walker [1980]). Kod nje se
koriséenjem fundamentalnih reSenja odgovarajuéih diferencijalnih operatora prob-
lem ,prebacuje“ na granicu oblasti, blagodaredi ¢emu se broj dimenzija smanjuje
za jedan (Pomenimo takode pionirski rad u ovoj oblasti N. Hajdina [1958]).

Brzo se razvijaju ,multi-grid“ metode zasnovane na kori§cenju viSe mreia s
razlicitim koracima (videti Hackbusch {1985]; uporediti takode odeljak 2.5.¢). Bliska
po idejt je 1 Richardsonova ekstrapolacija (v. Maréuk, Sajdurov [1979}, Jovanovié
[1980]).



Doslo je do napretka u aproksimaciji generalisanih reSenja pomoéu metode
konaénih razlika (videti Dodatak). Tom problematikom se i autor bavio u protek-
lom periodu. Pomocu nove tehnike ispitivanja konvergencije, zasnovane na lemi
Bramble-Hilberta, pokazano je da diferencijske sheme s usrednjenom desnom stra-
nom konvergiraju i u slucajevima kada je resenje polaznog graniénog problema
dovoljno slabo (neregularno). Ocene koje se pri tome dobijaju su vrlo bliske oni-
ma za metodu konaénih elemenata, 5to predstavlja jos jedan dokaz srodstva dveju
metoda.

Beograd, decembra 1988. B.S. Jovanovié




' I Uvod

1. Prostori C*, L, i W:

Pri teorijskim istrajivanjima reSenja graniénih problema za parcijalne dife-
rencijalne jednadine obitno se predstavljaju kao elementi pojedinih funkcionalnih
prostora. Zato ¢emo na pocetku definisati neke od ovih prostora koji se najcesée
koriste (videti Soboljev [1962], LadyZenskaja, Uraljceva [1964], Schwartz [1950~51]).
Sa-Q? éemo dalje oznadavati ograniCenu, konveksnu, jednostruko povezanu oblast iz
R", a sa I’ njenu granicu.

Prostor C*(Q) sastoji se od funkcija definisanih na Q, koje imaju neprekidne
parcijalne izvode zakljuéno s redom k. U C¥(£2) se uvodi norma na sledeéi naéin:

d'u
o= 28 ™ sen |5:7050  0a | M
Specijalno, sa C(2) oznaavamo prostor neprekidnih funkcija, a sa C*°(£2) prostor
beskonaéno diferencijabilnih funkcija.

Skup tataka u kojima je funkcija razli¢ita od nule nazivamo njenim nosaéem. -
Sa C*°(Q) oznatavamo skup beskonaéno diferencijabilnih funkcija s kompaktnim
nosafem u Q, tj. takvih koje su jednake nuli u nekom prigrani¢nom pojasu.

Prostor L,(S2), p 2 1, sastoji se iz funkcija definisanih na 2, ¢iji je p-ti stepen
apsolutno integrabilna funkcija u smislu Lebesguea. U L,(f2) se uvodi norma na

sledeél naéin:
1/p
lull, = ( / jupdn) (2)

Specijalno, prostor L,(2) je Hilbertov, sa skalarnim proizvodom
(u,v) = / u - vdfd.
n

Za funkcije u € C®(R) i v € C®(N) vaii sledeéa formula parcijalne integracije:

k k
/[ v + (=1)kH1y O u }dﬂ:ﬂ,
Y]

¢ Oz 0z . dzkn dzhrdzhr . ozkr
ky+ kot -+ kn=k.
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To je jedna od osnovnih relacija u teoriji graniénih problema za parcijalne diferen-

cijalne jednaéine i zato je zadriavamo i za tzv. generalisane izvode. Neka su u i

W, k,...k, funkcije sumabilne u svakoj strogo unutrainjoj podoblasti oblasti 2. Reéi
k

¢emo da je w1, &, generalisan izvod oblika funkcije u ako za

' 8z 9z ... Bz
svaku funkciju v € C®(Q) vaii jednakost

oty L
~1)t+ dQ = 0.
/“[ua”f‘az:’ ... Oz +(-1) ”""‘lh--.k.]

Za ovako uveden generalisani izvod zadriavamo obiénu oznaku, wgi,. i,
oFu

9z 025’ ... dzn®
stavljaju uopstenje obi¢nih i zadrzavaju mnoga njihova svojstva.

+—, 5to ne treba da dovodi u zabunu. Generalisani izvodi pred-
za"

U skup C¥(2) uvodimo normu:

oty = ([ 2D

=064 4i, =8

8'u
8z *dzy .. Dz

4 1/p
dn) L P2l @)

Zatvorenje skupa C*(Q) u normi (3) nazivamo prostorom W: (). Moie se pokazati
da je W: (Q) kompletan,.separabilan Banachov prostor. Specijalno, prostor W.f )
je Hilbertov, sa skalarnim proizvodom:

& . ) .
8'u d'v
(w,0) = ,/nz z 8z} 0z ... dzi . Bz dzy .. . dzir 40 )

$=0 14 tin =g

Prostor Soboljeva Wy (Q) sastoji se iz svih elemenata iz L,(f) koji- imaju
generalisane izvode do reda k zakljuino, takode iz Ly(Q). Norma u Wk () uvedi
se sa (3). Prostor W:(ﬂ) je takode kompletan, separabilan Banachov prostor. U
opétem sluéaju je firi od W: (2), ali se za oblasti ,s dovoljno pravilnom“ granicom
(npr. zvezdaste oblasti) poklapa s W: (R). Prostor WF(Q) je Hilbertov sa skalarnim
proizvodom (4).

L
Uvedimo na kraju potprostor W:(Q) prostora W:(Q) koji igra vaznu ulogu u
teoriji graniénih problema za parcijalne definicijalne jednacine. Ovaj potprostor se
dobija zatvorenjem skupa C*(2) u normi (3).

2. Neki pojmovi iz funkcionalne analize

Teorije graniénih problema za linearne parcijalne diferencijalne jednaéine i
diferencijskih metoda njihovog resavanja bitno se oslanjaju na funkcionalnu anali-
zu, specijalno na teoriju linearnih operatora u Hilbertovom prostoru. Definisace-
mo neke njene osnovne pojmove i navesti (bez dokaza) rezultate koji ée nam biti
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potrebni u daljem radu. Detaljno izlaganje ovog materijala éitalac moze naci u
monografijama Riesz, Nagy [1952], Ahiezer, Glazman [1966], Kantorovi¢, Akilov
[1977) i dr.

Neka je H realan Hilbertov prostor, D njegov potprostor i A operator koji
preslikava D u H. Skup D(A) = D nazivamo oblas¢u definisanosti, a skup R(4) =
{y = Az | z € D} — oblaséu vrednosti operatora A. Operator A je linearan ako
je Ala1zy + azz2) = a1Az; + asAz; za svaka dva vektora zy,z3 € D i svaka dva
skalara ay,a; € R. Ako postoji konstanta M > 0 takva da je

) [lAz|| < M]|z||, zasvako z € D, (5)

kazemo 'da je operator A agraniten. Najmanju konstantu za koju vazi uslov (5)
nazivamo normom operatora A i obelezavamo sa ||A|], tj.

lAll = sup || 4z]|/liz]l = sup ||Az|).
2#0 l=li=1

U skup operatora koji preslikavaju H u H moZemo uvesti operacije sabiranja,
mnozenja skalarom i mnoZenja stavljajuci

" (A4 B)z=Az+ Bz, (AA)z = A(Az), (AB)z = A(Brz).
Ako je AB = BA kaiemo da su operatori A i B komutativni.

Ako iz z) # z, sledi Az) # Azs, tada moZemo definisati inverzni operator
A7l : R(A) — D(A) stavljajuéi A~y = z ako i samo ako je y = Az. Lako se
pokazuje da iz linearnosti operatora A sledi linearnost operatora A~!.

Jediniénim operatorom I : H — H nazivamo operator Iz = z, za svako

r € H. Ako je A : H — H proizvoljan operator tada vaii Al = JA = A i
AATl = A"1A =T

Neka je A : H — H proizvoljan linearan operator. Veli¢inu (Az, z) nazivamo
njegovom energijom. Operator A ¢emo nazivati nenegativnim ako je

(Az,z) >0, )
pozitivnim ako je
(Az,2)>0 zaz#0 (7)
i pozitivno definisanim ako je
(Az,z) > 8||z||*>, 6 = const > 0. (8)

Umesto (6), (7) i (8) pisaemo A > 0, A > 0, odnosno A > 6. Akoje A~B >0
pisacemo A > B. »
Ovako uvedena relacija porefka ima sledeée osobine:
izA>Bi1B>Csledi A>C;
1ZA>BiC>Dsledi A+C2> B+ D;
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iz A>0ia>0sledi ad>0;
ako je A> 01 A™! postoji, onda jei A~! > 0.

Ako su A i A® linearni operatori koji preslikavaju H u H takvi da je (Az,y) =
(z, A*y) za svako z,y € H, kafemo da je operator A* konjugovan k operatoru A.
Vaze sledeée Jednakost.l

(A=A, (A+B) =A"+B*, (AB)‘:B‘A‘ i (A7) =)

Iz ogranicenosti operatora A sledi ogranicenost operatora A® i pri tome vaii ||A*|| =
l]A]ll- Ako je A* = A kaZemo da je operator A samokonjugovan. Lako se pokazuje
da su za proizvoljan linearan operator A operatori A*A i AA® samokonjugovani i
nenegativni. Proizvod dva komutativna nenegativna samokonjugovana operatora je
takode nenegativan samokonjugovan operator. Ako je operator A samokonjugovan

tada je:
Az, 7).

!
Al = sup “——7=
s#0 |zl

Indukcijom se pokazuje da je ||A™|| = ||All".

Operator B nazivamo kvadratnim korenom iz operatora A ako je B? = A
i to obelezavamo B = A2, Moie se pokazati da ako je operator A nenegati-
van i samokonjugovan tada postoji jedinstven kvadratni koren A!/? koji je takode
nenegativan, samokonjugovan i komutativan sa svakim operatorom komutativnim
sa A.

Ako je A : H — H pozitivan samokonjugovan operator lako se proverava
da veliéina (z,y)a = (Az,y) zadovoljava aksiome skalarnog proizvoda, a velicina
lzlla = (Az,z)!/? aksiome norme. Specijalno, vazi Cauchy-Schwartzova nejed-
nakost .

Izl < ll=ll - lpll, odnosno |(Az, y)| < l=ll, -Hlvlia-

Ovu nejednakost éemo u daljem radu éesto kombinovati s tzv. e-nejednakoséu:
|ab] < ea? + b?/(4e), a,beR, €>0. (9)

Akoje A = A* > 0i A™! postoji, tada je A™! = (A™!)* > 0 pa mozemo
definisati tzv. ,negativou“ normu:

il o = (4702, 2)M2
Mot#e se pokazati da je:

Iz, 9l

z = sup
e T

Navodimo tri stava koji garantuju postojanje inverznog operatora.

TeoREMA 1. Da bi linearan operator A imao inverzni operator A~! : R(A) —

D(A) potrebno je 1« dovoljno da je Az =0 semo za z = 0.
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TEOREMA 2. Neka je A : D(A) — R(A) linearan operator. Da bi inverzni
operator A~! postojao i bio ogranien potrebno je i dovoljno da postoji konstanta
6 > 0 takva da je za svako z € D(A): ||Az|| > 6llz]|. Pri tome je ||JA~|| < 1/6.

TEOREMA 3. Neka je A linearan operator i D(A) = H. Da bi operator A imao
inverzni A™! s oblascu definisanosti D(A~') = H potrebno je i dovoljno da postoji
konstanta § > 0 takva da 2a svako z € H vaii [|Az|| > 6l|z)| i ||A*z]| > S)JA]]. Pri
tome je ||[A~Y)] < 1/6.

PosLEDICA. Ako je A pozilivno definisan linearan ogranicen operator, s oblascu
definisanosti D(A) = H, tada postoji inverzni operator A~!, s oblaséu definisanosti
DA~ Y)=H. '

Ako postoje skalar A i vektor z # 0 takvi da je Az = Az, tada kazemo da je A
sopstvena vrednost, a  sopstveni vektor operatora A. Ako je A = A* > 0 tada su
sve sopstvene vrednosti nenegativne, a sopstveni vektori koji odgovaraju razli¢itim
sopstvenim vrednostima — uzajamno ortogonalni.

U konaénodimenzionom sluéaju, H = R", linearnom operatoru odgovara
kvadratna matrica reda n i obrnuto. Matrica samokonjugovanog operatora u svakoj
ortonormiranoj bazi je simetri¢na. Vaze sledede osobine:

1. Samokonjugovani operator ima n uzajamno normalnih sopstvenih vektora
z;. Moiemo smatrati da su ovi vektori ortonormirani, tj.

0, i#j
(1",1?;'):5.“:{ .
' T, i=j
a da su odgovarajuée sopstvene vrednosti uredene po velicini modula — JA,] <

Aof < --- < JAn]. Vaii i obrnuto.

2. Proizvoljan vektor € R"™ moZe se razloziti po sistemu sopstvenih vektora
Ti:

n n 1/2
z= Zc;z:,- gde je ¢; = (z,z;) i vazi ||z]] = (Z c,z) .

i=1 i=1

Akoje A = A* > 0 tada je ||A]| = A, i vaie nejednakosti:

M(z,2) < (Az,z) < An(2,7), (10)
Mll=ll < lAz)l < Aali=ll- (11)

4. Ako su samokonjugovani operatori A i B medusobno komutativni tada
imaju zajednicki sistem sopstvenih vektora, i vaie jednakosti:

Xi(AB) = Xi(A) - Mi(B), Xi(A+B)=X(A)+ X(B), i=1,2,...,n,

gde su A;(A), Ai(B), Ai(AB) i A;(A + B) sopstvene vrednosti operatora 4, B, AB
odnosno 4 + B.
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3. Osnovni graniéni problemi
za linearne parcijalne diferencijalne jednaéine
elipti¢kog, paraboli¢kog i hiperboliékog tipa

a. Elipticke jednaéine. Neka je 2 C R" ogranitena, konveksna, jednostruko
povezana oblast i [ njena granica. Neka funkcija u = u(z,, z3,...,z,) unutar Q
zadovoljava jednalinu

Za.,a az,+zb' +cu—f, (12)

a na I' jedan od slededih graniénih uslova:
lujp = ulp = (13)

= . (14)

lujp = (gl% +au) . (Z a.,;’ cos(v, ;) + au) .
|J‘—

(Sa v je obelezena spoljna normala na T'). Zadatak (12)-(13) nazivamo prvim ili

Dirichletovim, a zadatak (12)-(14) tre¢im graniénim problemom. Specijalno, ako je

u (14) o = 0 dobijamo drugi ili Neumannov graniéni problem. Koeficijenti a;;, b;,

¢, f, ¢ io sufunkcije od z = (z,,23,...,2,). Jednaéinu (12) nazivamo eliptickom

ako je ispunjen uslov elipti¢nosti:

n

3 aiibil; 2 c0 3 €7 co = const. > 0. (15)

iJj=1 i=1

MozZemo smatrati da je a;; = aj;. U suprotnom slu¢aju sumu

mozZemo svesti na simetri¢an oblik jednostavnom transformacijom:

2 1 « 8%u

= u 1L 8%
Z %i 0zz; =2 ‘,;1 %i 0z;0z; + 5',;__41 %t dz;0z;

t,i=1
- Z aij +azi O _ Z G Oy
- e 2 3::;3.’:,' R Y 32:,'31:]' !
=1

gde Jje fi,’j = (a;,- + a,-.-)/2 = &j,’.
Uvodeéi smenu v = U + v, gde je U nova nepoznata funkcija a v proizvoljna

funkcija koja zadovoljava graniéni uslov (13), odnosno (14), dobijamo analogan
zadata.k s homogenim grani¢nim uslovom:

LU=F, F=f-~Lv, Wl=0
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(IU definisano sa (13) ili (14)). U daljem radu éemo razmatrati samo homogene
graniéne uslove. Napomenimo da je ova transformacija netrivijalna: u opstem
sluéaju nalaZenje funkcije v moze biti dovoljno sloZen zadatak.

Ako su funkcije a;; diferencijabilne tada se Lu mozZe predstaviti u obliku

n
d Ou ° day;
Lu = | gy — d; — = b — qy
u= 3 (o az,.) $Y ol b sdeje di=b S5 a9
ij=1 i=1 =1
Ako su svi koeficijenti d; jednaki nuli kazemo da je operator L samokonjugovan. U
daljem tadu éemo najéesce, smatrati da je i ovaj uslov ispunjen, tj. posmatraéemo

graniéne probleme

Lu: Z az'( ij-aq%)+cu=f, (17)
ij=1
lulp = ulp =0, (18)

odnosno

_ [ Ou
lulp = (‘67\/_ + ou)

J=1

. (Z a._,a cos(v, z;) + au) = 0. (19)
r

U klasiénoj formulaciji problema se trazi resenje u € C%(f2) zadatka (12)~(13)
odnosno (12)-(14) pod pretpostavkom da ulazni podaci pripadaju prostoru C(2).
Egzistencija i jedinost klasi¢nih resenja za razli¢ite graniéne probleme slede iz rezul-
tata Schaudera [1934] i Mirande [1955]. Ovakva formulacija ne moze medutim da
zadovolji sve zahteve prakse; na primer u mnogim fizi¢kim i tehnickim zadacima
ovog oblika ulazni podaci nisu neprekidne funkcije. Uslove mozemo oslabiti za-
menjujuci izvode koji se javljaju generalisanim izvodima, i pretpostavljajuéi da su
koeficijenti i slobodni élanovi jednaéine sumabilne funkcije. U tom sluéaju moiemo
traziti reSenje grani¢nog problema koje pripada prostoru W2(12).

Dalje uopstenje moZemo dobm na sledeéi naéin. Pomnozimo jednacinu ( 17)

pro:zvoljnom funkcijom —v € W 3(9) i izvrsimo parcijalnu integraciju. Tako dobi-

jamo:
< Ou v
L(E aijé_z-; 6::, - cuv) dQ = / fvdQ. (20)

§,5=1
Dobijena jednakost ima smisla pod slabijim pretpostavkama nego (17), tj. dovoljno
o
je da u € W3(Q). Na taj naéin moZemo uvesti generalisano resenje zadatka (17)-
(18) kao funkciju u € V%’{,(Q) koja zadovoljava jednakost (20) za proizvoljno v €

o .
W3(2). Na sliCan naéin mozemo definisati generalisano resenje treceg graniénog
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problema. Pretpostavljajuci da funkcija v pripada prostoru W3(f2) i ponavlja-
juéi prethodni postupak zakljutujemo da generalisano resenje zadatka (17)-(19)
moZemo definisati kao funkeiju u € W} (Q) takvu da je:

/(Z -,ﬁfﬁi-wv)dn-fauudr=-/fudn
0z; 0 r a

za svako v € W}(Q).

Poslednja dva zadatka se mogu ptedstav1t1 u ekvivalentnoj varijacionoj formi
na slededi naéin: odredili funkciju u € W () za koju se dostife minimum funkei-

onala
Ji(u) = j (Z -,-%‘-91 cu’+2uf)da,

za prvi, odnosno: odrediti funkciju u € W}(Q) za koju se dostiZe minimum funkci-

onala .
- - Ou Ou 2 2
Ja(u) = A(Z % 5 B Y +2uf) aQ /Fau dr,

$,j=1 7
za tredi graniéni problem.

Sli¢no se defini3u graniéni problemi za elipticke jednaéine viseg reda.

b. Parabolicke jednacine. Za jednacine parabolickog tipa posmatracemo u
oblasti Q x [0,T] zadatak sa potetnim i grani¢nim uslovima (mesoviti problem):

Qufdt =Lu+f u Qx(0,T]

lulp oy =0, ul—g = to(2),

(21)

gde je Lu definisano sa (12), (16) ili (17), lu sa (18) ili (19), a v, aij, di, ¢, fi o
su funkcije od z = (zy,23,...,2,) € Q it € [0,T]. Takode smatramo da operator
L zadovoljava uslov (15). Kao i u sluéaju elipti¢kih jednaéina, re3enje zadatka
(21) moze pripadati razli¢itim funkcionalnim prostorima u zavisnosti od glatkosti
ulaznih podataka.

Pod odredenim uslovima resenje parabolitkog zadatka (21) kad t — oo kon-
vergira ka reenju odgovarajuceg eliptickog zadatka.

c. Hiperbolitke jednacine. Za jednacine hiperbolitkog tipa posmatracemo
takode mesoviti problem u oblasti  x [0, 7}:

ufot? =Lu+f u Qx(0,T],

22
Moy =00 Ylemo = ua(z),  Bu/Btl,_ = ui(2). (22)

Operatori L il se definifu na isti nadin kao kod paraboli¢kog problema (21).
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U razli¢itim primenama (npr. u matematickoj fizici) promenljive x4, z5,...,z,
se interpretiraju kao koordinate prostora, a promenljiva ¢ — kao vreme. Zbog toga
se Cesto jednacine elipti¢kog tipa nazivaju stacionarnim, a jednacine parabolickog
i hiperboli¢kog tipa — nestacionarnim jednaéinama.

4. Osnovne apriorne ocene za jednaéine eliptickog tipa

Neka je dat graniéni problem
' Lu=f, z€9, sl =0, (23)
gde jé Lu definisano sa (16). Pretpostavimo, za poletak, dajed; =0ic <0.

Izvedimo prvo dve pomocne nejednakosti. Neka je y(z) funkcija definisana na
intervalu [0,/] 1 y(0) = y(I) = 0. Tada je

'/0" V(z)dz = ./o'[-/o: y'(t) dt] 2d:r: < [[_/; dt /:[y'(t)]2 dt] dzr
= [« [woraes [« [woras=4 [vore
t}.
J [ @<t i W@)de. (24)

Sli¢no dobijamo:

Wy (z) = (I - 2)(2) + 2 (2) = (I - 2) ( [ v dt)2 + x( / 0 dt)2
<t-2) [a [orase ' / Wrd

i i {
=2(1-2) [ WOPd <max=0-2) [ Wora=5 [wora,
odakle sledi:
1 1/2
mex el < 3 [ Weeras) (25)

z€(0,1]

a. Prva osnovna nejednakost (energetska). PomnoZimo ~Lu sa u i inte-
grirajmo po oblasti Q. Posle parcijalne integracije, koriste¢i granicni uslov ujp = 0

dobijamo:
- - gg__al‘.. - eyl
(=Lu,u) = /‘;( E a;j 3z; 9z, cu ) dQ.

ij=1
Odatle zbog ¢ < 0 i uslova (15) sledi:

(~Lu,u) > co A i(%)zda.

i=1
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S druge strane, iz nejednakosti (24) sledi:

d? [ &/ 0u\?
240 < --/ =
/nlul <5 n; e dQ,

gde je d dijametar oblasti Q. Iz poslednje dve nejednakosti dobijamo
(~Lu,u) > c0§": / (91‘-)2.19>c1 / [u[dQ, ¢ = 2ncod=2.  (26)
= Ja\0z: ~a
Iz nejednakosti (26) dobijamo:
iz, < e (~Lu,u) = 7 (=, w) < o7 fifllg, llulle,

ili, posle skracivanja sa ||u||

""”L, < Cl—l"f“[.,- (27)
Iz (26) i (27) dalje sledi:

> l8ufozil, < c5t(—Lu,u) = g (=f,u) < e5 I fll, - Nully, 8)
i=1

< e "Nflig, - e Hfllz, = eall A2,

Najzad, iz (27) i (28) dobijamo tzv. prvu osnovnu nejednakost:

-1 _n1/2
”““W; <ellfllg, cs={c tert +¢7?) , (29)

b. Druga osnovna nejednakost. Ako su funkcije a;, ¢ i f i granica T
dovoljno glatke moZe se pokazati da generalisano reSenje zadatka (23) pripada
prostoru W2(f2). Polazeéi od integrala [,(Lu)?dQ posle dve parcijalne integracije
i transformacije integrala po granici T' koji se pri tome dobijaju, koridéenjem
graniénog uslova, dobija se slededa nejednakost (videti LadyZenskaja, Uraljceva
[1964], LadyZenskaja [1973))

- 3211 2 2 2
2|5z |, < clbeliz, = cdll Az, (30)
i=1 2
Iz (29)i (30) dalje dobijamo
Hullwz < eslifll,- (31)

Nejednakosti (27), (29) i (31) iiraiavaju stabilnost resenja zadatka (23) (u
razli¢itim normama) u zavisnosti od f. Iz njih sledi jedinstvenost resenja. Naime,
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pretpostavljajuci da zadatak (23) ima dva resenja u; i uz zakljuéujemo da njihova
razlika z = u; — u; zadovoljava uslove

Lz =0, zjp=0.

To je zadatak istog tipa kao (23), pa primenjujuéi na njega ocene (27), (29) i (31)
dobijamo |jz]|, ., ||z”w; , odnosno llzllw,, = 0. Odatle sledi z = 0, tj. u; = u,.

Analogne nejednakosti vaze i za treéi graniéni problem. Pretpostavke d; = 0
i ¢ < 0 mogu se oslabiti (npr. stavljajuéi |d;] < ¢ i ¢ < ¢ gde je ¢ dovoljno mali
pozitivan braj) ili sasvim izostaviti u pojedinim sluéajevima (videti Ladyzenskaja,
Uraljceva [1964], LadyZenskaja [1973]). .

Iz nejednakosti (26) sledi da je operator —L pozitivno definisan. U sluéaju
kada su ay; i ¢ ograniZeni norma |juf| _, je ekvivalentna s normom ||u||w; anorma
lull-£y> = l| = Lull s normom [Jullyy 5.

Iz napred izlozenog sledi da grani¢nom problemu (23) odgovara apstraktni

analog
Au=f (32)

gde je A samokonjugovan, pozitivno definisan linearan operator koji preslikava
potprostor D Hilbertovog prostora H u H. Sliéno, paraboli¢kom i hiperboli¢kom
zadatku (21) i (22) odgovaraju sledeéi apstraktni analozi:

du/dt + A(t)u = f, u(0) = ug (33)
odnosno
d>u/dt’ + A)u=f, u(0)=1uy, du(0)/dt=u,. (34)

Ovde je t € [0,T) realna promenljiva, u = u(t) € D, f = f(t) € H fiksirani elementi
iz H 1 A(t) linearan, samokonjugovan, pozitivno definisan operator koji preslikava
DuH.

5. Osnovne apriorne ocene za jednaéine
paraboliékog i hiperboliékog tipa

Ocene stabilnosti resenja parabolickih i hiperboli¢kih problema izveséemo za
jednaéine (33) i (34). Dobijene ocene se mogu konkretizovati odgovarajuéim
izborom Hilbertovog prostora H i operatora A(t).

Mnozeéi jednacinu (33) skalarno sa u dobijamo
(du/dt, u) = (A(t)u,u) = (f,v)
odnosno

1d

2 1 2
o [(u,0)] + "“”:(z) = (f,u) < Wull 4yl llary-+ < Nullagey + Z“f”A(l)-'
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t3. 4 ,
Z(I(OP) < S O3

Integrirajuci poslednju nejednakost od 0 do ¢ dobijamo

@I < luoll® + 5 / MMy ds < ool + 5 s, IFMyor- (35)

Dobuena nejednakost izraava stabilnost resenja paraboli¢kog zadatka (33) u za-
visnosti od poletnog uslova i desne strane jednatine. Iz (35) sledi jedinstvenost
resenja zadatka (33), sli¢no kao u eliptiékom sluéaju.

Ako operator dA(t)/dt zadovoljava uslov

(dﬁgt)u,u) < c(A(t)u,u), ¢=const >0 (36)
moZe se izvesti analogna ocena i u normi || - ||,(,). U slu¢aju zadatka (21) uslov

(36) je ispunjen ako su fa;; /0t ograniéene funkcije. Ako je operator A(t) = A
konstantan tada je dA/dt = 0 pa je (36) ispunjeno sa ¢ = 0.

Pomnozimo jednaéinu (33) skalarno sa du/dt:

(54)+ (n8) - (:5)

Odatle dobijamo:

dul® 1[d dA du du
2l 3 [Eeounn - (G| = (n5) <ir + S
1 uzimajuci u obzir (36):
d 2 2 1 2
-(E(”u”.d(t)) < cffulla + §||f|| .
Integrirajudi poslednju nejednakost konaéno dobijamo:
ct 2 3 ‘ —cs 2
"“(t)",t(:) < e 4 Nluollaqoy + 2/ € f(s)l"ds
eT
lluolfyey + 5o max, £ (1)

{nuoum, +3 max 17N}

Nejednakost (37) takode izrazava stabilnost resenja parabolickog zadatka (33), ali
u normi || - | 4)- Kao &to smo ve¢ napomenuli, normama |} - || i ] - LAty u slucaju
realnog parabolickog zadatka (21) odgovaraju norme [ - Iy, il - llw;-
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Preciznija ocena se moZe dobiti ako je poznata ocena sopstvenih vrednosti

operatora A(t). Neka je

(AW, u) > m(u u), m = const > 0.
Pretpostavimo jos da je u jednaéini (33) f = 0. Tada je

(du/dt,u) + (A(t)u,u) =0,

adakle sledi

S (u (OI) = ~(At)u, v) < —miu(®)|]”.
Integracijom poslednje nejednakostl dobijamo

(Il < €™ juoll. (38)

Iz (38) sledi da kad ¢ — oo u(2) teZi nuli (tj. reSenju odgovarajudeg stacionarnog
zadatka [lim_ A(t)]u = 0).

Ocenu resenja hiperbolitkog zadatka (34) izvedéemo takode pod pretpostavkom
(36). Pomnozimo jednaéinu (34) skalarno sa du/dt:

d*u du du du
(-;,—2—,5) * (A“)“’:E) = (f,;,;).

Sledi
1d [||dul? ) 17dA i
5:17[ dt +”u”A(t)] = 5(—3?“’“) + (f,_c_i?)
¢ du 1 )
< 2”“”4(:)4— 33 5‘;"]” ,
tj.
d du du 1 2
?1?[ @ +llull4(:)] < c[ +uu||w)] + I

Integrirajuéi poslednju nejednakost dobijamo:
du 2 2 ct 2 2 1 —cs 2
G+ IO < el + uollao + 5 [ A o

< T (luall® + uallyoy) + (T = 1) max, IHO!s )

T 2 2 -1
< e {ml? + ool + 7™ max W

Nejednakost (39) izrazava stabilnost resenja hiperbolickog zadatka (34) u zavisnosti
od poéetnih uslova i desne strane jednaline. Iz nje sledi i jedinstvenost resenja.
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Ocena (39) je nepogodna ako je ¢ jednako nuli ili blisko nuli. Medutim, ako je
uslov (36) ispunjen s konstantom c sledi da je on ispunjen i s proizvoljnom drugom
konstantom € > c. Prema tome, u oceni (39) moZemo pisati proizvoljnu konstantu
€ 2 ¢ umesto c:

ldu/dt]l* + llu(®liay < T (uill® + luolliy) + (7 - 1)6".2!;3’;1 Ol

T 2 2 -1 2
< Tl + uollioy+ T~ max IFI7):
(40)
Izvedene nejednakosti éesto se nazivaju energetskim. Ovakav naéin izvodenja
ocena stabilnosti reSenja graniénih problema za parcijalne diferencijaine jednacine
se Cesto koristi jer je dovoljno opéti i efektivan.

Za graniéni problem kaZzemo da je korektno postavljen ako ima jedinstveno
redenje pri proizvoljnom sistemu ulaznih podataka (poéetni i graniéni uslovi i desna
strana jednagine) i ako ono neprekidno zavisi od ulaznih podataka (tj. stabilno je).
Iz ocena izvedenih u ovom i prethodnom paragrafu sledi da zadaci (32), (33) i
(34), odnosno (17)—(18), (21) i (22), ne mogu imati vise od jednog resenja, i da su
stabilni. Dokaze egzistencije reSenja ovih problema &italac moZe nadi npr. u knjizi
LadyZenske {1973].

6. Pojam diferencijske sheme

U ovom paragrafu éemo uvesti pojam diferencijske sheme i definisati osnovne
probleme u vezi s njim.

Neka se u oblasti Q promenljivih z1,z,...,2Zn traZi redenje u linearne parci-
jalne diferencijalne jednaéine:
Lu(z) = f(x), z=(z),29,...,25) €Q (41)

koje na granici T oblasti Q zadovoljava izvesne dodatne (graniéne, pocetne) uslove:
lu(z) ='g(z), =z€T (42)
(1 i g mogu biti vektori).
__ Da bismo ga lakse redili, zadatak (42)—(42) diskretizujemo. Pre svega, oblast
Q = QUT zamenjujemo skupom diskretnih tacaka (évorova) {5, koji nazivamo
mreZom. Mrezu 2, razbijamo na skup unutrasnjih vorova Q4 i skup granicnih
évorova Iy, = Qu \ Q. Gustinu rasporeda &vorova karakteridemo parametrom h,
koji mote biti i vektor: h = (hy,ha,...,hp). Ukoliko je k| (norma vektora h)
manja utoliko je mreia gusta. Zamenjujuéi izvode koji se javijaju u (41)—(42)
koli€nicima razlika funkcije u évorovima dobijamo diskretni zadatak:

Laun(z) = fu(z), z € Q, (43)
l,.v;.(z) =gk(2), zE I‘h, (44)
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koji aproksimira (41)-(42). Obiéno se trudimo da operatori Ly i I, zadrie karak-
teristine osobine £ i | — linearnost, samokonjugovanost itd. Zadatak (43)-(44)
predstavlja sistem algebarskih diferencijskih jednaina. Njegovo resenje v, zavisi
od parametra h, odnosno od izbora mreza Q4. Familiju zadataka (43)-(44), koji
zavise od h, nazivamo diferencijskom shemom zadatka (41)-(42). '

Pri ovakvom postupku diskretizacije pojavljuju se razli¢iti problemi koje
uglavnom mozemo svrstati u dve grupe:

1. Da li (i u kom smislu) diferencijska shema aproksimira polazni zadatak,
i da li njeno resenje konvergira ka njegovom pri beskonaénom usitnjavanju mreze
(odnosno pri |h| — 0)?

2. Efektivno redavanje diferencijskog zadatka.

Razmotrimo prvo probleme povezane s aproksimacijom. U skupove funkcija
definisanih na 24, Q4 i I's uvedimo redom norme || - |l 4, Il - lla4 i | - ll35- Sa
up oznaéimo projekciju resenja u = u(z) zadatka (41)—(42) na prostor funkcija
definisanih na 2}, (npr. ako je u(z) neprekidna mozemo uzeti up(z) = u(z), z € ;).
Oznaéimo sa zj, = v, — up, greSku sheme. Ako su operatori £y 1, linearni tada z,
zadovoljava uslove:

Laza(z) = palz), = €M, (45)
ha(z) = ¥a(z), z€Ty, (46)

gde su @y, i ¥y greske aproksimacije (na funkciji u(z)) diferencijalne jednaéine (41) i
dodatnog uslova (42). Lako se vidi da je (45)—-(46) zadatak istog tipa kao (43)—(44).

Za diferencijsku shemu (43)—(44) kaZemo da aproksimira zadatak (41)-(42)

ako Ilwllz,;. —0i ll'/n.lla,;. — 0 kad || — 0. Ako je "Pb”zm ”'/'h”:a,h = O(Jh[*)
kaZemo da shema ima k-ti red aproksimacije. Sli¢no, kazemo da diferencijska shema
konvergira, odnosno konvergira brzinom O(|h[*), ako ||vs - upll, 4 — 0 kad |h| —
0, odnosno ako je jua — ual}, , = O(lh}*).

Za diferencijske sheme se takode uvode pojmovi stabilnosti i korektnosti. Za
shemu (43)-(44) kazemo da je stabilna ako za dovoljno malo |h] < hg njeno
redenje v, neprekidno zavisi od ulaznih podataka f, i g4, pri éemu je ta zavis-
nost ravnomerna po h. Ako su operatori £ i I, linearni tada stabilnost znaéi da
postoje konstante M; i My, koje ne zavise od h, f i gx, takve da je za |h| < ho:

lfoally a < Mallfallz n + Ma2llgnlls a- (47)

Ako je shema stabilna i aproksimira polazni zadatak tada ona konvergira.
Zaista, primenjujuéi ocenu (47) na zadatak (45)—(46) dobijamo:

llon = unllyn = llzallyp < Millenlly,n + Mallénlls, — 0, 1h] —0.

Nejednakosti tipa (47) nazivaju se apriornim ocenama za shemu (43)—(44). Dobi-
janje ovakvih ocena je jedan od vainih zadataka teorije diferencijskih shema.



20 1 uvoD

Ako je diferencijska shema (43)~(44) stabilna i za |h} < kg jednoznaéno resiva
pri proizvoljnim ulaznim podacima f, i gx kafemo da je ona korektna. Korektne
sheme imaju najvainiju ulogu i u teoriji i u praksi.

Prilikom resavanja diferencijskog zadatka (43)-(44) takode se javljaju odredeni
problemi. Diferencijska shema se obi¢no svodi na sistem linearnih jednatina s ve-
likim brojem nepoznatih i nije svejedno koliko ée se vremena, odnosno aritmetickih
operacija, utroiiti na njegovo resavanje. Qvde se prirodno nameéu optimizacioni
zadaci sledeéeg oblika:

— odrediti algoritam pomocu kojeg se redenje zadatka (43)~(44) (s datom
taénoséu) dobija koriiéenjem minimalnog broja aritmeti¢kih operacija

— konstruisati diferencijsku shemu koja aproksimira zadatak (41)-(42) s da-
tom taénoscu, a &ije se resenje dobija minimalnim brojem aritmetiékih operacija.

Diferencijsku shemu nazivamo ekonomicnom ako zadovoljava neki od ovib, ili
sliénih, uslova optimalnosti, Konstruisanje ekonomiénih diferencijskih shema pred-
stavlja jedan od vaZnih zadataka teorije diferencijskih shema.

7. Osnovne diferencijske formule

a. MreZa i osnovni diferencijski operatori. U daljem radu éemo
se uglavnom sluiiti tzv. ravnomernim mrezama. Neka je b = (hy,h,, ..., h,)
ih; >0, i = 12..n SaR} oznaiimo skup taéaka (Evorova) R} =
{(irh1 izha, ... inka) | i1,d2,.. . in = 0,%1,22,... }, koji éemo nazivati mreiom.
Kod elipti¢kih problema najcesée éemo koristiti mreZe s istim korakom u svim
pravcima: hy = hy = --- = h, = h. Kod paraboli¢kih i hiperboli¢kih problema
obiéno se u pravcu ,prostornih promenljivih z;,2,,..., 2,1 koristi jedan korak
hy = hg = --- = ha—; = h, a u praveu ,vremenske promenljive“ z, = ¢t drugi
h, = r. Neka je @ C R" ogranitena, konveksna, jednostruko povezana oblast
i [ njena granica. Sa Q) oznafimo skup tacaka z € R} koje pripadaju Q, za-
_jedno sa svojom okolinom O(z) = {(z1 +i1hy,...,Zn +iahs) | f1,...,in = 0, %1},
sa T4 skup tataka iz R} koje pripadaju Q, ali ne pripadaju Q i sa Qj skup
Qn UT,. Qn nazivamo skupom unutrasnjih tagaka (évorova), a I'y — granicom
mreZne oblasti ili skupom graniénih évorova. U sluaju diferencijalnih jednacina
reda videg od dva za definisanje unutradnjih i graniénih &vorova koriste se sire oko-
line (iy,32,...,in = 0,%1,...,%k). Mreiu Q, nazivamo povezanom ako proizvoljna
dva njena &vora mozemo spojiti izlomljenom linijom &iji su odsecci paralelni koordi-
natnim osama, a vrhovi pripadaju Q5. U daljem radu slufiéemo se samo povezanim
mrefama. Pri nasiin pretpostavkama o oblasti 2 mreza Qp ¢e biti povezana ako su
koraci hy, ha,...,h, dovoljno mali.

Neka je v funkcija definisana na mreZi Ry (ili na Q). Oznadimo Viyig..in =
v(iyhy, 2ha, ... ,iqnh,). Operatore koli¢nika razlika definiemo na slededi nacin:
("ﬂ)i......-‘.....,i. = (Viyin lyoin = Vin,oinin )/ B = (v’*)il.....ia.+l

vy, = (v +v8,)/2 )
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vy, nagzivamo razlikom unapred, vz, razlikom unazad, a v, centralnom razlikom.

b. Neke diferencijske formule. Posmatrajmo jednodimenzioni sluéaj. Sa
@p oznafimo mrefu na odsetku [0,{): @y = {z; =ih | i =0,1,...,N; Nh = 1.
Uvedimo takode sledeée oznake:

N-1 N N-1
(u,v) = h Z u;v;, (u,v] = hzu;v.-, [w,v)=h Z u;v;,

., =1 s=1 =0

e = (w,u)'/?, lull = (u, %, Jfull= fu,u)*/2

(49)

Formuli diferenciranja proizvoda (uv) = u'v + uv/ odgovaraju sledeée formule s
koli¢nicima razlika:

(U)zi = Uz iVi + Uip1Vs,i = Us iVig1 + UiVs i
(uv)z,i = usz iV + Ui V2 = Uz ivi_g + vV ;.

Formuli parcijalne integracije

! 1
/ uv’ dz = uvl] -/ u'vdz
0 0

kao u prethodnom sluéaju, odgovaraju dve formule
(u,vz) = unvy — ugvs — (uz,v], (u,vz] = uyvy_1 — uovg - [uz, v). (50)

Analog prve Greenove formule

/: u(kv'Y dz = — /ol ku'v' dz + kuv'}
dobijamo iz prve jednakosti u (50), piSuéi kvy umesto v:
(u, (kve)z) = —(kve,uz] + knunve v — k1 tovz 0.
Specijalno, ako je u = v i ug = uy = 0 dobijamo:
(u, (kuz)z) = —(kus, uzg) = —(k,(ug)?]. (51)

Sliéno dobijamo analog druge Greenove formule

! !
/ u(kv') dz - / v(ku'Y dz = k (uv’ — vad)];
0 0
(u, (kve):) ~ (v, (kuz);) = kn(uve — upv)n — k1(uvey — uv)0.
Ako su u i v jednaki nuli za £ =0 i z = ! odavde dobijamo

(u,(kvz)e) = (v, (kuz):)
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8to znaéi da je operator (ku;). samokonjugovan. Ako je k¥ < 0 iz (51) sledi da je
on i pozitivan.

¢. Diferencijski analozi teorema potapanja. Dokazaéemo nekoliko ne-
jednakosti koje odgovaraju nejednakostima (24) i (25), odnosno najjednostavnijim
teoremama potapanja S.L. Soboljeva (videti Soboljev [1962]).

LEMA 1. Za svaku funkciju v definisany na mre3i Wy i jednaku nuli zaz =0 i
z = | va#i nejednakost

livlle,r = jmax, ful < \/- llloe]l/2. (52)

0<Li<

Doka:z je analogan dokazu nejednakosti (25). Polazeéi od identiteta
N 2
= (I - ih)v? + iho? (I-—zh)(hzv;_,) +ch(h Z u,',')
j=i+l
i koristeéi nejednakost Cauchy-Schwartza dobijamo:

Iv? <(l—-zh)h21’ hzv,d+zh h Z 12.h Z v3;

j=i+t =it
= ih(l - ih) th,J < /Ayl

odakle sledi (52).

Ako je v jednako nuli samo na jednom kraju intervala umesto (52) vaZi slabija
nejednakost |jvflc , < Vl|jv]|. Za proizvolinu funkciju v definisanu na @y vazi:

olle s < 2(tllvel® +¢3),  loliza < 2(llve]l® + v)- (53)

LEMA 2. Za proizvoljnu funkciju v definisans na mre#i &)y, § jednaku nuli za
r =0 iz =1 vaie nejednakosti '

hilve]l < 2|loll < llell- (54)

Dokaz. Leva nejednakost sledi iz

Ui — Vi1 4 -t 2 _
uv,n—hz( )<h>:,1,<v+v._o— ARS = A,

=1 i=1 i=1
a desna iz
N-1
oli* =h 3 v? <h(N - 1) Jnax o} < livliz A
=1

i nejednakosti (52).
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Kasnije ¢emo pokazati u 2.2.c, koristeéi izraze za sopstvene vrednosti operatora
vzz, da se desna nejednakost u (54) moze pojacati pisuéi I/+/2 umesto 1.

d. Princip maksimuma. Razmotrimo u oblasti {3, sledeéi zadatak:

C[‘U] = a(:c)v(:r) - Z b(:)f)v(f) = f(z)) z= (211 L2,... ,In) € Qh;
€€0'(z) (55)
v(z)=g(z), z €T,

]

gde je O'(z) = O(z) \ {z}, a koeficijenti a(z) i b(z,£) zadovoljavaju uslove
a(z) > 0, Y b(x,€) > 0 pri éemu je b(z,£) > 0

akoje&i ==z, i# 5, =z;+h;, (j=1,2,...,n) ‘ (58)
dz)=a(z)- Y bz,€2>0
§€0'(z)

za svako z € Q. Diferencijski analozi eliptickih grani¢nih problema obi¢no zado-
voljavaju ove uslove. Za mreiu §Qj, pretpostavimo da je povezana.

TEOREMA 4 (princip maksimuma). Neka je funkcija v = v(z) definisana na
mrezi Qp, i razli¢ita od konstante. Ako je L[v] < 0 (L[v] > 0) tada v(z) ne moze
dostizali najvedu poziitvnu (najmanju negativnu) vrednost u unutrasnjoj tacki mreze
Q.

Dokaz. Oznacimo L[v] = f(z) i neka je f(z) < 0 za svako z € Q. Pret-
postavimo da v(<) uzima najveéu pozitivnu vrednost u nekom unutrasnjem &voru.
Posto je v(z) 3 0 i mreZa povezana postojace dva susedna évora z°, z! € Q,, takva
da je v(z%) = maxz, u(z) = M > 0i v(z!') < M. Jednaéinu (55) u évoru z°
napi§imo u obliku

‘ [a(r”) - Y b(z°,£)] W)+ Y b= O") - v(E)] = £(=°).
£€0'(°) €€0'(z°)
Posto je
Yo b O)u(=") - v(€)] 2 b(=%,2")[v(=°) — v(z")] > 0
€€0’(z°)
odatle dobijamo
1> [ae- T 6 0]ue = dela 20
€€0'(=°)
tj. £(z°) > 0 5to je suprotno pretpostavci da je f(z) < 0.
Drugo tvrdenje se dokazuje analogno.

TEOREMA 5. Neka je funkcija v(z) definisana na Q) i nenegativna na Ty
neka je ispunjen uslov L[v) > 0 na Q). Tada je v(z) nenegativna za svako z € Q).
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Vazi i obrnuto: ako je v(z) < 0 na T i L[v] <0 na Qp, teda je v(z) < 0 za svako
z € Q.

Dokaz. Neka je L[v] > 0 na Q4 i v(z) > 0 na I';. Pretpostavimo da je bar
u jednoj tatki z° € Q4, v(z°% < €: Tzda v(z) mora uzimati najmanju negativou
vrednost unutar 2, 8to je nemogude prema teoremi 4.

Drugo tvrdenje se analogno dokazpje. v
POSLEDICA. Zadatak (55) ima jedinsiveno resenje.

Dovoljno je dokazati da homogeni zadatak (55) sa f(z) = 0 ima samo trivijalno
resenje. Neposredno se proverava da v(z) = 0 jeste reSenje ovog zadatka. Iz teoreme
5 sledi da proizvoljno njegovo reserje istovremeno zadovoljava uslove v(z) > 01
v(z) < 0 tj. v(z) = 0 je jedinstveno resenje homogenog zadatka. Odatle sledi
postojanje i jedinstvenost reSenja zadatka (55).

TEOREMA 6 (teorema poredenja). Neka je v(z) resenje zedatka (55), a ¥(z)
resenje zadatka koji se dabija iz (55) zamenom f(z) sa f(z) i g(z) sa §(z). Ako je
f(2)] < f(=) ilg(z)] < 3(=) tada je |v(z)} < #(z), = € Q.

Dokaz. Iz teoreme 5 sledi da je #(z) > Ona Q. Funkcijeu=v+viw=9v—v
zadovoljavaju uslove oblika {55) s desnim stranama fy = f+ f i gu = §+g¢ odnosno
fo=f-figu=9—g. Postoje f. >0,9,>0i fu >0, gu > 0 bide prema
teoremi 5 u > 0tj. v > —viw > 0tj. v <v. Odatle sledi -9 < v < 7 odnosno
[v| <Tna Q.= ’

PosLEDICA. Za reSenje zedaika
Llv] =0, =€, v(z) =g(z), z€Tlx
vaZi ocena maxg, |v(z)| < maxp, |v(z)| = maxp, lg(=)|-

Dokaz sledi iz teoreme 6 stavljajuéi f= f=0ig=|g]
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t

1. Aproksimacija najjednostavnijih diferencijalnih izraza

Neka funkeija u(z) ima na intervalu [z,z + h] neprekidan i ograniéen drugi
izvod. Polazeéi od Taylorovog razvoja '

u(z + h) = u(z) + hu'(z) + h?u"(€)/2, €€ (z,z+h)
dobijamo:
uz = (u(z + h) - u(z))/h = W'(@) + (B/Du"(€), ti. W' = u, + O(h).

Analogno dobijamo «' = ugy + O(h). Pod pretpostavkom da u(z) ima na intervalu
[z = h,z + h] neprekidan i ograniten treéi izvod mozemo u’(z) aproksimirati s
taénoséu O(h?). Tada je

u(z + h) = u(z) = hu'(z) + (h*/2)u"(z) £ (B®/6)u" (€*)
odakle sledi:

u(z+h)—u(z—h) _
2 2h =
Sliéno, pod pretpostavkom da u{zx) ima ograni¢ene izvode jos videg reda, mozemo
izvesti formule

u

il

2
W) EN )], G u = ugtO(?).

v'(z) = (1/(12h)) [-u(z + 2h) + 8u(z + h) - Bu(z — h) + u(z - 2h)] + O(h*),
u'(z) = (1/(60k)) [u(z + 3h) — u(z + 2h) + 45u(z + h) — 45u(z — h)
+9u(z — 2h) — u(z — 3h)] + O(h®)

itd.
U sluéaju drugog izvoda u”’(z) vaze formule

uze = (u(z + h) — 2u(z) + u(z - h))/h? = u"(z) + O(h?),
Usy — h2u5,,,/12 = u" + O(h‘), itd.
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Navedimo jo§ primer aproksimacije mesovitog drugog izvoda za funkciju dve
promenljive u(zy, z2)

8%u/0r:18z2 = us o« + O(hY).

a e
ST

Isti red aproksimacije s2 dobija i na sledeéi nagin
a o N Ty N 2
S ufb21024 = (Uzys. + U2, ) 2+ O(RY),
1+2 i-2

ili takode
6311/(93:1323 = (u- 2, T ual :)/2 o !z )

2. Primeri difer eucuﬂlah shema.
Aproksimacija i konvergencija.

a. Jednodimenzioni sluéaj. Na intervalu [0, I] posmatrajmo prvi graniéni
problem za lircarnu cbitnu diferencijalrn jednacinu drugog reda:

Lu = {(a(z)’ ) —d(z)u = f(z), =&, u(0)=u{l)=0. (1)
Neka je
a(z) 2 c0 >0, d(z)> 0 i a{z)eC',{, d(z)eCo,f, f(z)eCl0,l].

Zadatak (1) tada ima jedinsiveno reSenje u € C?[G,{]. Operator L je samokon-
jugovan 1 negeiivno definisan, u smislu skalarnog proizvoda iz Lz(O {], na skupu
funkecija iz CQ{\J {] koje zadovoljavaju granicne uslove u(0) = u(l) =

Uvedimo mreiu T = {.u. =ih|i=0,1,... ,Nih= [/N}. Zadatak (1)
aproksimirajmo na sledadi nadin:

Lpv = [(a..g)- +iav)z)/2-dv=f, z=1z; €Cwp =T \ 1,

v=0, =€ = {01} )

- ¢ - - . v 2, - .. » .
Oznatimo v; = v(z;), fi = f(=;) itd. Sa £, oznaéimo skup funkcija definisanih na
[ . - . . .
&y, ijednakih nuliza =0 iz =1 U £, uvedimo skalarni proizvod i normu:

N-1
(vywy="h Z v, flull = (v, 0)"2

i=1

Operator

{ Lyu, T €Wy
Apv =
01 €M
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preslikava Ly u Ly. Zadatak (2) moZemo tako predstaviti u obliku Apv = f,
v, f € Ly. Dalje je:

N oo ta: N-1
(Anv, w) = (Lyv,w) = —h Z —'—-—2—'—-—lvg,.~w,,.- —-h Z d;v; w;,
=1 i=l1

§to znaéi da je operator A) samokonjugovan. Koristeéi (1.54) dobijamo:

€

N © N-1 N
(Anv,v)=-h )" 511'5‘1':—‘03.,. ~h Y div} < —coh ) vE; < —4edd 20|, (3)

i=1 i=1 i=]

§to znaci da je A; negativno definisan. Prema tome, zadatak (2) ima jedinstveno
redenje. 1z (3) dalje sledi:

dcol~2|olf? < collusll® < (—=Env,v) = (=f,v) < IIF1l- IIvl]

ili, posle skraéivanja sa ||v||:

lloll < (P/(eolifll i Tleell < (1/(2co))lIS)- (4)
Iz poslednje dve nejednakosti sledi:
lolly = (ol + loell)* < (/(4c))VE 2111, 5)
a iz (1.52):
ollcs = gmax, Iul < (WIS (6)

Ocene (4), (5) i (6) oznatavaju stabilnost resenja zadatka (2) u normama
-l - ”w,‘,h ill - llc,s- Prema tome, diferencijski zadatak (2) je korektan.
Napomenimo da ocene (4) i (5) predstavljaju diferencijske analoge ocena (1.27)
i (1.29) u jednodimenzionom sluéaju.

Zadrzimo se na aproksimaciji diferencijske sheme (2). Neka je u = u(z) resenje
zadatka (1) i u; = u(z;). Ako u € C%[0,1}i a € C3{0,1], tada razvijanjem u;4, i
a;+1 u Taylorov red oko tatke z; dobijamo: (Lau); = (Lu); + 1, gde je ¢; = O(h?).
Oznaéimo z = u —~ v, gde je u redenje zadatka (1) a v reSenje zadatka (2). Funkcija
z definisana je na mreZi Uy 1 zadovoljava uslove:

Lpz=1v9, z€uwy, zg =2y =0.

Ovo je zadatak istog tipa kao (2), pa se na njega mogu primeniti ocene (4), (5) i
(6). Posto je [[¢]] = O(h?) odatle sledi:

lzll, Hellwg a0 ellcn = OCR2).
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Drugim re¢ima, diferencijska shema (2) konvergira brzinom O(h?) u normama -1
e Hwsnill - dica-

Predimo sada na treéi graniéni problem:

»

Lu = (a(2)u) - d(z)u= f(z), =€(0,])

7
—a(0)u’(0) + 1 u(0) =0, oy > 0; a(y' () +o2u(l) =0, o02>0 @)

Za funkcije a(z), d(z) i f(z) pretpostavijamo da zadovoljavaju iste uslove kao
ranije. Zadatak (7) takode ima jedinstveno resenje u € C?[0,!]. Operator L je
samokonjugovan i pozitivno definisan.

U unutrasnjim tackama mrefe @, Lu aproksimiramo kao u formuli (2). Iz
razvoja:

ai + Gi41
2

sledi®da graniéni uslov u tatki £ = 0 mozemo s tacnoséu O(h?) aproksimirati na
slededi nacin:

Ues = agul + g(au'); +O(h?)

a0 +a;
2

Sliéno, graniéni uslov u taéki z = ! aproksimiramo sa

h h
Uz,0 + (0’1 + 540) vo = —Efo-

Gn +GN-;

h h
5 ve N + (dz + Ed.w)v)v = -'2-f1v-

Uzimajuéi sve ovo u obzir, diferencijsku shemu za zadatak (7) mozemo predstaviti
u obliku:

Apw=f, z€Em 8)
gde je:
h='((co + a1)ve,0 — 2¢1vg) — dov, i=0
([\;.v)'. = { (Lav)i = ((6ve)s; + (8vz)2;) /2 — div;, i=12. .. ,N=-1

h—l(—(aN +an-1)veN —2020101) —dyvny, i=N.

Sa L oznaéimo skup funkcija definisanih na mreZi @,. U L uvedimo skalarni
proizvod i normu:

[v,w] = (v,w) + h{vowo + vnwn)/2, ()l =[v, o).

Operator A preslikava L u Ly. Dalje je:

N
[K;.v, w] = —h Z g""':‘*:é(h:}"!lg'iwf'i — O1VpWo — GRUNWN
i=1
N-1 h _
~h Z div;w; — ‘—Z-(dgvowo +dyvywy) = [v, Ahw],

$=1
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sto znaéi da je A, samokonjugovan. Koristeéi nejednakosti (1.53) dalje dobijamo:

N
[K;,v,v] < -h Z 5‘—*13'-:-’-:;3,,- - o103 — oavd
i=1 2 (9)

< ~c(lvz)l? + v§ + i) < ~cllvligy <~ ),
gde je ¢ = min {co/(21),¢71,03} > 0. Prema tome, operator A, je negativno

definisan i zadatak (8) ima jedinstveno redenje. Iz (9), sli¢no kao u sluéaju pr-
vog grani¢nog problema, dobijamo ocene:

i)l < el - (10)
[ty p = {107 + 1ol + 93 + 03}/ < eallsll, (11)
lvfic s <ecsllfll,  er,c2,e3 = const > 0. (12)

Prema tome, diferencijska shemna (8) je stabilna i korektna.

Neka je u = u(z) resenje zadatka (7), v resenje zadatka (8) i z = u—v. Funkcija
z definisana je na mrezi &y i kad u € C*[0,1)}, a € C3[0,1] zadovoljava uslov:
O(h?), ze€w,
O(h)) ZEN.
Zato iz ocena (10), (11) i(12) sledi da diferencijska shema (8) konvergira u normama
-1 - Jwgn i1l - g, brzinom O(A3/2).

Taéniju ocenu mozemo dobiti ocenjujuéi skalarni proizvod [—-[\h v, v} na slededi
naéin:

Arz=g= { (13)

[~Rav,0] = [f, 1) = ~ 5 fova ~ 3 wow + (~£,0)
2 2 1 h2 2 h2 2
<efvg+vi+(v,v)}+ % ‘;{fo + TfN“f‘(f,f)}-
Dalje je:

(v,v) < |[]? < de7 [~Anv, 1]
v(z) + v12V < cl_l(a'lvg + az"lz\f) < cl—l[—l&hv’ v])

gde je ¢; = min {0}, 02}. Tako dobijamo ocenu:
- 1 1 - 1 [h? h?
[-Anv, 9] < 6(; + ;) (-Anv, 0]+ = (‘4—13 + I+ llfllz)

odnosno, za 0 < e(lfc+ 1/c;) < 1:

1
2e[1 - e(ifc + 1/ey)]

- : h? h?
(v, o] < (5 + 5 +u7).
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Birajuéi ¢ iz uslova minimuma veli¢ine {4¢[1 — (I/c + l/cl)]}”1 dobijamo ¢ =
1(1/e+1/c1)™!, i zamenjujuéi u (9):

™M < clivliZ 5 < c(2llve]? + 0@ +vk) < [~Kav, 0]
1 h* o R, 2
<(3+2) (Br+iarur)

[ Ci

Primenjujuéi dobijene nejednakosti na zadatak (13) dobijamo sledeée ocene brzine
konvergencije sheme (8):

ol ellws ur llellcn = O(A).

Primedba: Anpalogni rezultati mogu se dobiti i pod slabijim pretpostavkama,
kad ulazni podaci nisu neprekidne funkcije. U tom sluéaju se za koeficijente dife-
rencijske sheme moraju uzeti neke usrednjene vrednosti, npr.

. zi+h[2
=g [ He)de

i~h/2
i sl. (videti Samarski [1971]).

b. Poissonova jednatina. Neka je u oblasti @ C R" zadat Dirichletov prob-
lem za Poissonovu jednaéinu:

2. %y
AuE{_l 5;‘5=f, ulp = 0. : (14)

Neka je {2 ograni¢ena, konveksna, jednostruko povezana oblast s glatkom granicom
Tif=f(z1,22,...,2,) € C(Q). Zadatak (14) ima jedinstveno redenje. Operator
A je samokonjugovan i negativno definisan na skupu funkcija iz C%(Q2) koje su
jednake nuli na I, u smislu skalarnog proizvoda iz L2(). _

Uzmimo korak h > 0 i uvedimo mreiu R}, gde je Ra = {ih | i =
0,+1,£2,... } Neka je dalje &) = ;:n'ﬁ, Qp skup svih tacakaz = (z1,z2,...,25)
iz Q) koje pripadaju Q, zajedno sa svojom okolinom O(z) = {(zl,...,x,- +
h,...,za) | i =1,2,...,n} (dvodimenzioni sluéaj n = 2, prikazan je na slici 1). Q,
nazivamo skupom unutrasnjih, a Ty skupom graniénih tacaka mreze Q.

Zadatak (14) aproksimiramo na slede¢i nacin:

n
AhvEsz‘.,i =f, z€Q,; v=0, zeTl4. (15)
i=1

Sa L5 oznaéimo skup funkcija definisanih na Q4 i jednakih nuli na Ty. U Lh
uvedimo skalarni proizvod i normu:

(vow) =b" Y v(=)u(z), vll = (v, 0)'/"

€l
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L L 1.3
L L L]

c.ﬂ.h

Sl 1

Ako je Ly, diferencijski operator definisan na skupu M,; (i = 1,2) tada
oznacavamo:

(L}.,lv,Lh,zw) = A" Z L;.,lv(z)L;.,gw(z).
€My 1 NM) 3

Operator
A { Apv, T€EQ,
v=
A 0, z€T,

preslikava Lhu ZZ;,. Zadatak (15) tako moZemo predstaviti u obliku Apv = f. Dalje

je:
n

(Ahv!w) = (Ahv: w) =- Z(vf.')wi‘.')y

i=1

§to znadi da je operator A, samokonjugovan. Koristeéi (1.54) dobijamo:

(An0,9) = = 3 llos,I? < —4nd™2|lo], (16)

[£-3]

gde je d dijametar oblasti . Znaéi, operator A, je negativno definisan, pa zadatak
(15) ima jedinstveno resenje. Iz (16) sledi:

and |’ < Y lloa I = (~Anv,v) = (=£,0) < |IfIl- ljoll,

i=1
odakle dobijamo:

2 n 2
ol < Sl Yl < AP an

i=1
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Iz poslednje dve nejednakosti sledi:

n 1/2 . d
lolgn = (1018 + Lloedl?) < V@ amisl (18)

i=1
Nejednakosti (17) i (18) oznatavaju stabilnost zadatka (15) u normama || - || i
- s p-

Ispitajmo konvergenciju diferencijske sheme (15). Neka je u € C*(Q2) resenje
zadatka (14). Tada je Apu'= Au+ ¢ kad z € Q, gde je ¥ = O(h?), i u(z) =
x = O(h) kad z € T'p. Sa z oznaéimo razliku u — v, gde je v resenje zadatka (15).
Funkcija z definisana je na mreii Q, i zadovoljava uslove:

Apz=19, €, zln =X.

Funkcija z ne pripada prostoru 2,.. Zato oznacimo z = ( +1) gde je

C_{z, z €y . _{-0, z €
- 0, zeTly z=X, .‘BEF;,‘

Funkcija ¢ pripada prostoru Z;. i zadovoljava uslove:
A’IC = “'/) h AII") TE th Cl[‘,‘ =0. (19)

Ovo je zadatak istog tipa kao (15), medutim primena ocena (17) i (18) ne daje

zadovoljavajuéi rezultat jer je u prigraniénim &vorovima desna strana suvise velika:

¥ — Apn = O(1/h). Zato éemo postupiti na drugi naéin. Mnozeci (19) skalarno s

{ dobijamo: )
(Ar¢, €)= (¥,€) ~ (Ann, Q).

Odavde je dalje:

Y olcadl® = (.0 = > (n41C2)

i=1 i=1

> ( 1
< el + I + 3 (ealled + -l

i=1

d? o . 1 1 ¢«
< (G +e) el + g1 + g5y e

=1

Birajuéi € i £ tako da bude ed?/(4n)+¢; < 1 (npr. € = n/d? i &; = 1/4) dobijamo:

Y oMzl < cll#ll? +c2 ) Nmailh 1,62 = comst > 0 (20)
i=l

i=1
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Prvi sabirak na desnoj strani se lako ocenjuje: J|]]* = O(h*). Sto se tice drugog,
primetimo da je 7z, = O(1) u nekim grani¢nim, odnosno prigraniénim, &vorovima
mreze €25, dok je u ostalim 7z, = 0. Ukupan broj évorova u 2 je velitina reda
O(h~"), dok je broj &vorova u I'y velitina reda O(h~"*1). Odatle sledi da je
N7z, lI? = A” O(h="*1) = O(h) &to zajedno s ocenom ||y}| daje:

Y ligell? = ofh).

' i=1
Uzimajuéi u'obzir (16), odavde dobijamo sledeée ocene brzine konvergencije dife-

rencijske sheme (15): N
et el 0 = OCVR) 21)

Na brzinu kovergencije oéigledno najvise utiée drugi sabirak s desne strane
nejednakosti (20), odnosno aproksimacija grani¢nog uslova. Ako je oblast n-
dimeniona kocka, = [0,]", tada se korak h moze tako izabrati (b = I/N) da
bude I’y C T'. U tom sluéaju je § = 0 pa umesto (21) dobijame:

lzl, Hellwy p = O(A?).

Slican rezultat se moze dobiti i u opstem sluéaju, koriste¢i umesto 2, mreiu
neravnomernu u okolini granice I' (videti Samarski, Frjazinov [1971]). Skup unu-
trasnjih &vorova u ovom sluéaju se definide sa Q) = QN R}, a granica I’} kao skup
prodora pravih z; = ¢jh, ¢; € D, j#14,(i=1,2,...,n) kroz T (sl. 2).

/
A

/
/ o h

SL 2

Laplace-ov operator u ¢vorovima udaljenim od granice aproksimiramo kao i
ranije. U prigraniénim évorovima tipa a i b (videti sl. 3) parcijalni izvod 8%u/dz?
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aproksimiramo sa

2 (v(C)-v(B) u(B)-v(A)

hEhe ( h - T ) odnosno sa
2 (v(C) —~v(B) v(B)- v(A))

B+ hy Y )

Napomenimo da u slu¢aju ovakve aproksimacije dolazi do teskoca druge vrste: gubi
se samokonjugovanost operatora itd.

| r |

™
o

Druga ocena moze se dobiti koriséenjem principa maksimuma. Oznadimeo z =
zy + z3 gde z; 1 2, zadovoljavaju uslove:

Apzy =1, z €Qy, zll(** = 0. (22)
~odnosno: '
Aprze =0, z€Qy, ' Zglr‘“ = X.
Iz teoreme 1.6 sledi da je:

lizalic,, = max [z2(2)] < max | - x(z)| = O(h). (23)

Da bismo ocenili ||z, || , -takode koristimo teoremu 1.6. Pretpostavimo da se ko-
ordinatni poéetak nalazi unutar oblasti Q (u suprotnom sluéaju mozemo izvrsiti
translaciju koordinatnog sistema) i konstruidimo majorantnu funkciju:

wey = Mos gz o sm
i=1
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Sa R je oznacen poluprecnik n-dimenzione lopte, s centrom u koordinatnom
poéetku, koja sadrii oblast . O¢tigledno je R < d. Lako se proverava da je
Axr? = 2n, odakle sledi da je:

—Any(z) = I¥llcp = €. (24)

Na granici I'; je y(z) > 0 jer je R? > r?. Uporedujuéi (22) i (24) vidimo da je

|-l < ”'/’”cr. 10= zllr,‘ < y[r , pa je prema teoremi 1.6: "zl"c). < "y"c,‘
Pasto je

g ko< Wes o 1y

odatle konaéno dobijamo:’

lsllon < vl = 008). (25)

Iz (23) i (25) sledi |[z|l , = O(h).
Na osnovu dobijene ocene mozemo zakljuiiti da je ranije izvedena ocena |(}} =

O(Vh) (v. (21)) suvise gruba.

U sluéaju treeg graniénog problema za Poissonovu jednaéinu:

Au=f =z€f
Ou

-é-;+au=0, zel; c=0(z)200>0

dobijaju se analogni rezultati. Ovde je pogodno uzeti mredu ), firu od oblasti £
(videti Oganesjan, Rivkind, Ruhovec [1973]): Q, = QN R}, Q) = Usen, O(2),
Ty = Q4 \ Q4. U unutraénjim &vorovima jednaéina se aproksimira kao l-ranije sa
Apv = f, z € Q). Problemi nastaju kod aproksimacije grani¢nog uslova. Za to se
obiéno koristi interpolacija (videti Forsythe, Wasow [1960]). Na primer, u situaciji

kao na slici 4
r
B /
L
///¢
E
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prvo vriimo prenos granicnog uslova ii tacke A u tatku B. Zatim Jv/0v|g za-
menjujemo sa (v(C) — v(B))/(h/cos ). Najzad, vrednost ¥(C) zamenjujemo sa
v(D)(1-tg o)+ v(F) tg a, tako da konaéno aproksimacija grani¢nog uslova u tacki
B glasi:

[v(D)(cos & - sin @) + v(E)sin & — v(B) cos a] /h + a(A)v(B) = 0.
Napomenimo da se dobri rezultati dobijaju primenom diferencijsko-varijacionih
metoda (vedeti Aubin {1972]; Oganesjan, Rivkind, Ruhovec [1973]).

U sluéaju kada je oblast Q n-dimenziona kocka Q@ = [0,]* motze se izabrati
korak (h = I/N) tako da bude T4 C I'. Sliéno kao u jednodimenzionom slucaju
tada moZemo taénije aproksimirati graniéni uslov stavljajuéi:

A(z) = f(z), z€Q
Ap=Ap1 + Kh'z +--+ I\h,n
2h-Y(v,, —ov), ;=0
Ah,iv = Vg.z:» Ti # Oyl
2h~Y(~vg, —ov), z; =1
¢. Problem sopstvenih vrednosti za najjednostavnije diferencijske

operatore. Na intervalu [0,{] posmatrajmo najjednostavniji zadatak Sturm-
Liouvillea . ‘
u"(z) = Mu(z), =z €(0,l); u(0) = u(l) = 0. (26)
Njegovo resenje je dobro poznato: sopstvene vrednosti su A = XA, = (kn/l)?, a
odgovarajuce sopstvene funkcije — u(z) = ug(z) = sin(kxz/l), k =1,2,....
Uvedimo mreiu &y = {z,- =ith|i=0,1,...,N;h= I/N} i aproksimirajmo
(26) na sledeci naéin: ‘ A ‘
vee = Mv,- T €wy;  v(0) =v(l) =0. (27)

Pisuéi (27) u razvijenom obliku za z = h,2h,...,(N — 1}h vidimo da se zadatak
svodi na odredivanje sopstvenih vrednosti i sopstvenih vektora matrice reda N —1:

-2 1 0 0 0 0

1 1 -2 1 0 0o 0
A:,—ﬁ 0.1 -2 1 0 0
o 0 o0 0 1 -2

Ovaj zadatak ima taéno N — 1 refenje. Neposredno se proverava da su sopstvene
funkcije iste kao u slucaju zadatka (26), preciznije vy = sin(krz/l), k = 1,2,...,
N — 1. Odatle, uzimajuéi u obzir da je:

. krz _ L[ kx(z+h) . kxz . kx(z - h)
(sm ——l-—) .. =2 [sm 7 — 2sin ] + sin —T

2 ( kxh ) . )
co§ — — 1] sin —— = ———=smn° ——sin —,

) ]
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i zamenjujuéi u (27), dobijamo:

,\,.=A,.,k=-4h-’sin2521lﬁ, k=1,2,...,N~1. (28)

Iz (28) dobijamo:

2 Th

5 (29)

—4h~2sin? 12-'11 = Ah,l > '\h,2 > > Ah,N—l = —4h~? cos
Dalje je cos’(xh/(20)) < 1,aza h < /2 (tj. N > 2)
_mh_ 1 2 . . ,mh _ 2K
snn212\/§~lh iosin® o3 2 .
Odatle i iz (29) dobijame:
~8/(1)> Ah1 > M2 > > Ay N1 > —4/(h?).

—~Sopstvene funkcije v; (¢ = 1,2,...,N — 1) su ortogonalne u smislu skalarnog
proizvoda (v, w) = h Yj " v(z:)w(z;):

' _ {0 k#£m
vk, vm) = { 1/2, k=m’

One ¢ine bazu prostora ZI;, funkcija definisanih na mrezi &y, i jednakih nuliza z = 0
iz =1 1z (1.10) sledi:

87 loll” < = (vee,v) = el < 4h~ol?, (30)
ito predstavlja poboljsanje ocene (1.54).
Uporedujuéi Ay x i Ay dobijamo:

Mg _ (sin(kxh/(20)\? 1 (=kh\?
- ‘( kxh/(2]) ) ‘1‘5("27') +o'H)

za kh — 0 t). K € N. Za vrednosti k bliske N — 1 konvergencija ne vazi, npr.

A N=1/AN-1 = 472(1 + 2hi-! +0(h2)) =04, h-—0.

Predimo sada na visedimenzioni slu¢aj. U oblasti 2, = [0,]]* posmatrajmo
problem sopstvenih vrednosti:

n az
AuEZﬁ:;\u, zeQ, ulp = 0. (31)
i=1 s
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Smer'xom u(zy, T7, . o Zn) = u(z1) - ua(z2) - un(zn), A= A1+ Ag+ -+ A, 0n se
svodi na n zadataka oblika (26). Odatle sledi da su sopstvene vrednosti (31):

- — e Y-2f:2 4 .
A== =7 + i3+ 4 d2)
a sopstvene funkcije:
l.l‘)l'.’tl . ‘ig‘l'Iz . i,,1rz,,
i

1 81 1 ... 81n I
(i1,d2,.-13n = 1,2,3,...).

U= Ui, 4, = Sin

Diferencijsku aproksimaciju (31) na mrezi Q0 = (@))" moZemo predstaviti u
obliku:

Apv = Z”fen = Asv, T € Qy; vlph . (32)

i=1

Iz prethodnog sledi da su sopstvene vrednosti zadatka (32):

4 iwrh tah iw7wh
M = Mirie g, = —— | sin? 22— 4 sin? 2— 2ln
b = Mhdgig..ia % (sm 21 + sin %1 +---4sin 51 ) (33)

a sopstvene funkcije:
WALy . 12%Xg . inwh

l sin ' ...81n ’
(ir,d2,...,in = 1,2,...,N = 1).

V= Ui,.i, = Sln

Sopstvene funkcije su ortogonalne:

Z 27" g =k
Vi, O Vs, e - h" Vi g n'.-(z Vi, 5 .“..(z) = { ! ] .
( 1183...8p0 1 VS172...0 ) e $183...8 ) 152 0, inace

L)
1 &ine bazu prostora L}. VaZe nejednakosti:

Tl < (~n,0) = - funal < 7.

=1 )
Sli¢ne ocene kao za Laplaceov operator vaie i u opstem sluéaju.

d. Opsta elipti¢ka jednaéina. Graniéni problemi za opstu elipticku

jednaéinu
n

Lu= Za,,a 203, Z:b,a +ecu=f, z€N

i,j=1
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diskretizuju se slicno kao u sluéaju Poissonove jednacine. Ako su koeficijenti
neprekidni moZzemo, na primer, staviti:

Lyv= - Z aij(vz;z; +v,'¢,)+2b v tov=f, z€ Qn.

l,]“ i=1

U sluéaju da koeficijenti nisu neprekidni umesto a;;, b; ¢ i f morali bismo uzeti
neke usrednjene vrednosti. Red aproksimacije i brzina konvergencije u ovom sluéaju
zavise i od stepena glatkosti koeficijenata jednatine. Pored toga, trudimo se da di-
ferencijski operator zadr#i karakteristiéne osobine diferencijalnog, npr. samokonju-
govanest, pozitivnu definisanost i sl. Tako na primer, diferencijski analog graniénog
problema (1.17)—(1.18) moZemo definisati na sledeéi natin:

Lyv= ¢ Z [(a,,v,,) + (a.,v:,) ]+cv f, z€Mh; vln =0, (34)

ij=1
gde je mreza ), definisana kao skup svih taéaka z = (21,23, ...,z,) iz R} koje pri-
padaju Q zajedno sa svojom okolinom O(z) = {(1:1 +i1h, ... 2ntinh) | i1, .0, =

0,+1}, a njena granica I'y = Q\ % = RBRENDQ)\ Q. Lako se proverava da je

(L}.’U, w) -3 Z [(O;Jtlg,, w:l‘ ) + (a,,v,l,w,,. )] + (C'U, w)r
a,J—l

to znaéi da je samokonjugovanost ouvana.

e. Shema poviSene taénosti za Poissonovu jednaéinu u kvadratu.
Neka je u oblasti = [0,1]? zadat prvi graniéni problem za Poissonovu jednatinu:

Fu 6’

Aus= 3::7 822 = f(z1,22), ulp=0. (35)

‘Uzmimo korak h = I/N i konstruidimo mreiu Q» = {(ih,jh) | i,j =
0,1,...,N}. Oznadimo §Q = Qnﬁh 10 = Fﬂﬁh -‘:ﬁ). \ Q.

Pretpostavimo da redenje zadatka (35) u i desna strana jednaéine f imaju
neprekidne parcijalne izvode koji se pojavijuju u daljem radu. Koristeéi se Tay-
lorovim razvojem lako se pokazuje da je:

&u  h? 9%y At QS 6
RO = TR T 66+0(h)'

Analogna formula vaii i za uz,,,. Odatle sledi:

Apu = up o, + tsz,z,

_&u  B*u K2 [(3u & Bu  8u 6
=Tt (az; + azg) * 360 (6:6 58 ) +O(K)

K( &u h* (8% Q%u 6
A"‘-’-1—2-(A 6382)+§(5_().(62:6+6zg)+0(h )-
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Posto u zadovoljava (35), dalje imamo:

h? h? gy ht (0% 8%
A = — - e e e | s hadiiied 6
e T Ay =T =Rk (azg + azg) +O(h%).  (36)

Izraz 9*u/8%230%z3 aproksimiramo na slededi naéin:

du h? 3%
52397] = i T g gm0 O
AP 7
= Uesevtors = 35757 +ORY).

Najzad, 8°u/0z} + 8%u/8z§ moiemo predstaviti kao:
8% 6 54 4 4 4 4 4
u 0% ( 0 0 ) o'f o*f o'f (38)

028 ¥ 523 = \9s% 522021 Y 851 ) 20T 821 ~ 5uZonE T 0ed
Iz (36), (37) i (38) sledi:

h? h? f i f 6
Buut g uneime = [+ A0+ 55 (a 4527023 t 8z 4) +O(R)-

Izraz Apu + (h?/6)uz, z,z,2, sadrii vrednosti funkcije u u devet tagaka:

h? 1
Ahu+ —g“;ltlzazam[u(zl - h,.'l:-_) - h) + u(xl - h1 12 + h)

+u(zy + h,z2 — h) + u(z1 + h,z2 + h) + du(z1, 22 — b) + 4du(z1, 22 + h)
+ 4u(zy — h, z2) + 4u(zy + h, z9) — 20u(zy, 22)].

Lako se vidi da ako (z, ) € Q) onda preostalih osam tacaka pripadaju Q.

Uvedimo diferencijsku shemu (Samarski, Andrejev {1963}, [1976])

W0 = Apv+ (R2/6)vz,5,2,2, = ¢, T € M; vlp, = 0. (39)
Operator —Aj}, zadovoljava uslove za primenu principa maksimuma. Da bismo
ocenili v = v(z;,z3) konstruisemo majorantnu funkciju y = y(z1,z,) = k(2 -
z? — z3). Lako se proverava da je:

lollc,n = max l¥(z1,22)| = 27K,
{3
-ALy=4K, (z1, 7)) €M vl 20

Birajudi k = (1/4)li¢llc 5 i koristeéi se teoremom 1.6 dobijamo:

livllc.n < @/2Mellc
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Prema tome zadatak (39) je stabilan u normi || - || , i korektno postavljen.

Analogne ocene mogu se dobiti i u normamal|| - ||i}] - |l 5. Mnozedi skalarno
29
—A}v sa v i koristedi formule (1.51) i (30) dobijamo:

h2
(_A’hv’ v) = "le”2 + ””tz"z - ?"”zﬂ:”z

h? 2
, 2 o1 + ozl = % - 75 (loes I + lves )

2 32
= 5 ozl + lloeal®) > S5 11002

Posto je Ajv = ¢ odavde dobijamo:

53132“""2 < ?:(“vf-ll’ +lveall) < (=¢,0) < Hlell - 1ol

odakle sledi:

3 9/?
Il < 5llell,  Iloa, I+ lloes I < S llel?

Mollwzp = (Il + llozall” + ”01‘3“2)1, < (B3I T Tl

Stavljajuéi u (39):

¢ =f+(h*/12)Af - (40)
dobijamo diferencijsku shemu koja aproksimira zadatak (35) na resenju s taénoséu
O(h*). Ponekad je tesko izraéunati parcijalne izvode funkcije f, medutim uzimajuéi
u obzir da je Af = A f + O(h?) njih mozemo zameniti koli¢nicima diferencija, pa
stavljajudi:

o= f+(h/12)Anf (41)
takode dobijamo diferencijsku shemu koja aproksimira (35) s taénoséu O(h?).
Sli¢no, stavljajuéi:

h? ht (84F atf 6‘f)
p=1r+ EAf * 360 (62‘{ + 46:f6x§ + dz3 (42)

dobijamo diferencijsku shemu s redom aproksimacije O(h®). Zamenjujuéi u (42)
izraze:

h? 4 f 2
Af = Ahf - “"(f:i-;z,i,zl +fi':.tg:':g:g) + O(h )’ i ffxtxfxz'l + O(h )1
12 Oz}
o0'f 0% 2
- o o —Jz Tox h H = JEazaZaza h?).
61’%8-’5% fzxz'lzg 2 + O( ) az% f + O( )
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i zadrzavajuéi samo &lanove reda O(h*) dobijamo diferencijsku shemu s desnom
stranom:
h? ht h4
Y= f + EAhf - 2_4'6(fi:l::151z‘ + ff;z;fgzg) + %Bffltlfgzg (43)

koja ne sadrii parcijalne izvode funkcije f, a red aproksimacije joj je takode O(h®).
Iz napred izloZenog sledi da diferencijska shema (39) konvergira u normamal| - || ,,
h-Hill- ||w;'h brzinom O(h*) — u sluéaju da je ¢ definisano sa (40) ili (41),
odnosno O(h®) — u sluéaju da je ¢ definisano sa (42) ili (43).

f. Poissonova jednatina u pblarnom koordinatnom sistemu. U sluéaju
kada je oblast Q krug z? + 23 < R? pogodnije je koristiti polarne koordinate od
Descartesovih. Prvi graniéni problem za Poissonovu jednacinu se tada predstavlja
na slededi nacin:

10

Lu=(Lr+L,)u= —-——(

u 1 6%u
r.Or

T'é;‘ 7'—2‘%5 = f’ 0<r< R’ ulr.—:R =0. (44)

Za r = 0 koeficijenti jednacine imaju singularitet, i da bi resenje bilo ograniceno
potrebno je da zadovoljava uslov:

. u
A =
Po promenljivoj y uvedimo ravnomernu mreiu w, = {¢; = jhy, | j =

0,1,...,M —1; h, = 2xr/M}. Po promenljivoj r uvedimo mrezu pomerenu za pola
koraka, da bismo izbegli aproksimaciju jednaéine za r = 0: @, = {r.' = (i+1/2)h, |
i=0,1,...,N; by = R/(N + 1/2)}. Oznaiimo @ = &, x w,, ['n = Q4 NT,
Qn = QuNQ, h = (e, hy) i |h] = (h? +h2)!/2. Operator L, aproksimiramo na
oéigledan nadin sa:

Loav =r"vp0, () € Q.
Operator L, aproksimiramo sa:

r7 (Foe)ei, 0<i<N,
1

(Lr,hv)i = { - .
1'0 vf'l, 1= 0,

gde je 7 = ri_1j2 = th,. Tako dobijamo diferencijsku shemu (videti Frjazinov
[1971], a takode Makarov [1970], Bakirova, Frjazinov [1973]):

Lyww=(Lep+Lop)v=f, (r,¢) €, vlp, =0 (45)
Sa £, oznaéimo skup funkcija definisanih na Q4 i jednakih nuli na I'p. U £,
uvedimo skalarni proizvod:

N-1M-1

(v, w) = h,-h.p Z Z r.-v.',-wij.

i=0 j=0
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Pre nego sto izvedemo apriorne ocene za shemu (45) odredimo sopstvene vred-
nosti operatora L, . Iz

(Lrnv)i = (i +1/2)7 72 (6 + Dvigq = (28 + Dvi + ivmq] = Aoy

sledi
i+ Dvigr —(2i+ Dzv; +vi1=0; i=1,2,...,N-1,

gde je z = 1 + h2)/2. Dobijena je rekurentna relacija za Legendreove polinome
(videti Batemnan, Erdélyi {1953]) pa je znaéi v; = Pi(z). Iz vy = Py(z) = Osledi da
jed =2 =2h7% 2 — 1) (k=1,2,...,N) gde su z; nule Legendreovog polinoma
Py(z) . Neka su zp numerisani po velitini: 1 > z3 > z2 > -+ > zy > —1.
Poznata je ocena (Bateman, Erdélyi [1953]): z3 = cos@im, (2k - 1)/(2N +1) <
0 < 2k/(2N + 1), iz koje sledi:

2 1 2 2 .1
—_— — < = — — — ——
hz(cos2N+l+l)_)\;, h':’(zk l)shi(cos2N+l 1).
Dalje je
2 cos +1]> i
RZ\“® N +1 hz !

%(cos#—l):—isinzﬁ< 9 zah,<?£

tj. N > 1. Tako konaéno dobijamo ocenu:

4 9
—_—— <A S -

hz ="k = Typ2 (46)
Sopstvene funkcije operatora L, » su vgk) = v®)(ih,) = Pi(zx)-

Vratimo se sada na zadatak (45). Mnoze¢i skalarno Ly v sa w € L, dobijamo :

N M-1 N-1 M 1
(Lav,w) = ~hehy 3 3 Fivrgjwesy —hehp 3 D TV W i (47)
i=1 j=0 i=0 j=1 '}

odakle se vidi da je operator L, samokonjugovan. Iz (47) i (46) sledi:

N M-1
- 9
(=Lav,v) > hehy D Y Fivdyy = (=Lrpv,v) 2 mllvllz, (48)
=1 j=0

§to znaci da je operator — Ly pozitivno definisan. Prema tome, diferencijska shema
(45) je korektna.
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Predimo sada na ocenjivanje skalarnog proizvoda

N-1M-1

(=f,v) = ~hehy Z Z riv.‘jfij-

i=0 j=0

. N-1 . -
Zbir — Y. rivij fi; predstavimo na sledeéi nain:

N-1 N
- E rivij fi; = Zﬁ'vr,.j Fij,
t=0 =1

gde F;j treba odrediti. Koristeci formulu (1.50) i graniéni uslov dobijamo:

N-1 Nl aR)
r.ié
=Y rwiifii=-y riv.'j’—;j"'l —voj Fj
i=0 i=l '

N-1 . .
Fy; VWFipy i — iFs;
=~rovo,-—1’-—-zr.-v.-,~(‘+ JFiy1,j = iFy

re
i=1 ¢

Sledi: Flj/f'o = foj, [(1 + I)F,'.,.l’j - iF,'j]/T,' = f.'j (1 = 1,2,...,N - 1), odakle
dobijamo: F;; = i1 Z;;t, ri frj. Prema tome je:

N-1M-1
(—Lav,v) = (=f,v) = =hehy 3 D rivi fi
i=0 j=0 :
N M-1 =
= h.h, Z E TiVs,ij (: Zrkfkj)
i=l j=0 k=0
N M-1 1 N M-t = 2
7.y .0 = .
< ehehy, Z Z Fovg i + gohehe 2 }: r.(i Zrkfk,)
i=1 j=0 i=1 §j=0 k=0
1 N M-1 1 izt 2
< E(—-th,v) + "—h,-h¢ E Z F,'('.’ Zrkfkj> .
4e i=l j=0 ! k=0
Stavljajuéi ¢ = 1/2 konagno dobijamo:
M-t -l 2\ 1/2
"v“(—L,.) = (—th.u)1/2 < “f“(—l) = (hrhw Z T (: Zrkfkj> ) . (49)
i=1 j=0 k=0
Iz (48) sledi :
floll < R/ A1) (50)

Nejednakosti (49) i (50) oznaiavaju stabilnost diferencijske sheme (45) u normama

- le=zny T 11
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Pozabavimo se sada konvergencijom nase sheme. Neka je u = u(r, ) resenje
zadatka (44). Koristeéi Taylorovu formulu lako nalazimo:

1 10u A2 5%
Lw.u = -’3U¢,,, = r—za + E—;a—(-’;
gde je ~
0y Fu(r,p) .
\ ’a';';=-—5%;—, PE[p—hy,p+hy};
‘ 1, 18 ( 6u
Lepu= r(ru;)r - ar( 3r)
(63 L THO5h T 105k Oy
tor \om 4 ort 4 ort )’
r=r;, 1>0
gde je
B ou(fp) 7w Mufyp) -
574—‘_"—__6-;,;—-7 rE[r9r+hr]; _a-;{:——ja(-rz—).) TE[T—hr,r]

Pl = Uor) Terom Taarae TS

10 ( 3u)+5‘.’_63u R 9ty
Odatle sledi da je greska aproksimacije jednaka :

8% r+0,5h, Ou r—0,5h 0%
Iy f= oy AU, Ou T—U,00 O
v=Lw-f 6r<6r3+ a2 T 4 aw)

h% 9%
S el — . ;
1212 5" za r=r;, 1>0, (51)
odnosno:
B2 3Bu  h} 9w hl 8tu
V=l =5 55 Yo o T g BT=T0 (52

Pretpostavimo da u(r,y) ima ogranitene etvrte parcijalne izvode po Descartes-
ovim koordinatama z, i 2. Uzimajuéi u obzir da je z; = rcos¢, 2 = rsingp,
0z1/0r = cosp, 8zy/dr = sinyp, 0z1/0p = —rsing = —z3 i 0z2/0p = rcosp =
z; nalazimo:

Ou _ Bu cos ¢ + Ou sin
or ~ 0z, z ¢ Oz, e
62 _ 0%u 0%u 8%u

a2 (9 2cos ga+a 9z zsm2go+a 2’sm e,
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itd. Tzvodi 83u/8r i §%u/0r* se ofigledno izrazavaju kao linearne kombinacije par-
cijalnih izvoda treceg odnosno &etvrtog reda po z i z; s ogranienim koeficijentima.
Odatle sledi:

[8®u/0rd|, [0%u/0r*| < C, C = const > 0. (53)
Sliéno nalazimo:
gg = -2 _8_1 + _a_ti.
8o ~ 26::1 o1 Oz,’
Qi‘.‘_—-zz_a:l_‘._?z F _.6—21_‘.__.4}-:2?.2—1‘_: _Qti-—z .@.—
802 ~ 2822 V82,02, | 10z '8z Oz’
itd. Sledi :
|0%u/8¢3|, 10*u/dp*| < Cr, C = const > 0. (54)

Stavljajuci ocene (53) i (54) u (51) 1 (52) dobijamo:
¥ = ¥(rp) = O((h7 + Kp)/r) = O(1hl*/r).

__ Razlika resenja zadataka (44) i (45), z = u — v, je funkcija definisana na mrezi
Q4 i zadovoljava uslove:

Lhz = 'l’, (T, ‘P) € Qh: Z'[‘h =0.
Posto je ||¢[l(~1) = O(1h|)? iz (49) i (50) dobijamo sledeée ocene brzine konvergen-

cije:

lzll = O(AIP), i llell-,) = O(IAP).

g- Biharmonijska jednacina. Na kraju éemo razmotriti jedan elipticki
problem etvrtog reda. Neka se u oblasti 2, = [0,[]? traZi resenje jednacine

' 8%u 8u &*u
A2, = = — —— ke 2
Ay = A(Au) = 573 +2 523923 + 523 f(z1,22) (55)

koje na granici I' zadovoljava sledeée graniéne uslove:
ulp=0 1 Oufdvjr=0 (56)

(sa v je kao i ranije oznaéena spoljasnja normala na T').

Uzmimo korak h = I/N_i konstruisimo mreze R2 = {(ih,jh) | i,j =
0,:!:1,:%:2,...} i = Rﬁﬂﬁ. Oznagimo Ty = QG NT i Qy = Q \Ty. Za
datak (55)-(56) diskretizujmo na sledeci nacin:

Afzgv = A’I(A’lv) = vh:;f.n + 2"’1213353 + vlgtgt:tg = f) z € Qh) (57)

vlp, =0, v-1j =V, UN41j TUN-1j, Vi-1= Vi1, ViNs1Vin-1. (58)
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Sa Cp oznatimo skup funkcija definisanih na ﬁ;., Jednakih nuli na 'y i produzenih
van £, parno u odnosu na granicu (tj. takvih za koje vazi (58)). Skalarni proizvod
u L, definisimo kao ranije sa :

. N-1
(v, w) = h? Z v(zy, 2o)w(zy,z5) = h? Z Vi Wij. (59)
(£1,23)EM $j=1

Neposredno se proverava da je operator A2 samokonjugovan i pozitivno definisan:

(Alv,v) = (Aav, Apv) + ,,2-; Nf(vf,- + o1y +vh + vi N 2 lAn)l?
Jj=1 .
Iz (33) dalje dobijamo:
(Afv,v) 2 J|Anvll® > 16072 (fjue, I + [lvs, II7) > 1624)j0])7. (60)
S druge strane je:
(A2v,v) = (£,v) < IfIl - llvll < (P/16))|£ 1) (AFv,v) "7,

odakle sledi:
(Afv,v) < (F*/256) )\ £ (61)

Koristeéi (1.51) dobijamo:
Aol = flosse, I + 2lvz,zall” + [lvz,e, I (62)
Najzad, iz (60), (61) i (62) sledi :
: _ 1/2
Hollwzn = (lol® + loz 7 + llozll® + loesea i + lvesz, I + l1722201%)
< P14+ (16/0) + (256/8) )11

Prema tome, diferencijska shema (57)-(58) je stabilna u normi || - ||, 2 , 1 korektna.

(63)

Predimo sada na ispitivanje konvergencije sheme. Neposredno se proverava da
A? aproksimira A? s taénoséu O(h?) tj. ako u € C¥(Q) ,tada je:

Afu=A%u+y, ¢=O0(h?).

Neka je u resenje zadatka (55)~(56), v resenje zadatka (57)~(58) i z = u—v.Funkcija
z ne pripada prostoru Ly jer ne zadovoljava sve uslove (58). Zato oznatimo z = {+1n
gleje(=zu M, (€Lp,n=0ufyi
¥
N-1j = 2-{.1' — 215 = #—1.,‘ —u ;= 0("3),
IN+1§ = ZNJ1j ~ ZN=15 = UN41j ~ UN-15 = O(h?),
el = Zic1— zi1 = i1 — i1 = O(h%),

— 3
NiN+1 = Zi.N+l = ZN-1 = UiN+l —UiN-1= O(h )
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Funkcija { zadovoljava uslove (58) i
Azcz ¢—A}2,77, (zlrzZ) th‘

ZapaZamo da je A2 = 0 u svim tatkama mreze 25 osim u onim koje su udaljene
od granice ['y za h gde je Aln = O(1/h). Zato se ocena (63) ne moze direktno
primeniti. Oznaéimo ¢ = ¢(1) + ¢(2) gde ¢V, ¢ € £}, i vaii

ANV =y, AN =-an,
kad (z1,22) € Q. Funkciju (V) ocenjujemo pomoéu (63):
KD liws 5 = OR?). (64)
Funkeiju ¢(®) ocenjujemo na sledeéi naéin:

(ARC®,¢®) = ~(a5¢™, )

N-1
:—hZZ('FIJClJ +77N+IJCN 1.5 + ;. -1(,1 + n;. N+1(](N 1) R4
j=1
1 N-1 1/2
{752’7—1:+’7N+1:+’b-1+’b~+1)} x

ji=1

1N_1 €D 4 (€@, + €D+ (€3 s
{7 DI+ @2+ 6D+ ()1}

j=1

.

< O(h%?) - (AZ¢™) ()2

QOdatle sledi:
||C(2)”w;,h = 0(;,3/2)‘ (65)

Najzad, iz (64) i (65) dobijamo: ||(lly » = O(h3/?).
Ocenu brzine konvergencije reda O(h?) mozemo dobiti koristeéi umesto n funk-

ciju veée glatkosti (videti D’jakonov [1972]). Oznaéimo z = ( + 7 gde je 7§ =
7 +7

th(l —ih o
) = 1(12(+2h2)){ i[(—ih)? - B%] - B; (k) = K]}, j=1,2,...,N -1,

B =N =0, A2, =7, W =ANon
i = (211 - Z_I_J)/(2h), ﬂ] - (ZN+1.J - zN—l.J)/(2h);
-{2) _ ]h(l ]h) _ 2 2 ~&8:1(3 2_h2 i=1.2 N -1
M = i1 +2h2){ [(I h)? - h? ;[(]h) ]}, i=12,..., ,

2 2 2 2
ﬁf);) = —(2) =0, ﬁ(—); _ﬁ(lj)’ ?’-(NBH g = FI(N)-l.jr

Yi = (zl]. - z,._l)/(Qh), b = (z;.N+1 - Z:.N—l)/(zh)~
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Neposredno se proverava da je u oblasti Qs: i = O(K?), 7,, = O(h?), ., =
O(h?) (k = 1,2) i da { zadovoljava graniéne uslove (58). Oznatimo kao u prethod-

nom sluéaju C Z( )+E(2) de Z(l),z(z)
1 2
AtV =y, A ’- —A,’. = -Alp,
kad (z,,z;) € Qs. Za funkciju ( vaz'i ocena (64), dok Z"(z) ocenjujemo na isti

naéin kao ¢(2):
axg? *”’) ~(A275,87) = —(aws, A

-1 .
2
Z ( Z( ,) h'IN,(N-l it Ah'l,o(,l + A;.n,ufﬁ z)v- )

i=1

, 2N—1 2 . 5 o 1/2
s{llArﬁﬂl + 1 Y [(Anfiog)” + (Aning)” + (BaTize)” + (AaT ) ]}
i=1

. (A’z'z(z),-(z))llz = O(hz) . (Azz(z)’z(2))l’2'

Odatle sledi "2(2) llwzn = O(h?), &to zajedno s ocenom (64) za Z(l) daje HZ"W;',‘

= O(h?).
3. ReZavanje diferencijskog zadatka
u jednodimenzionom sluéaju

U prethodnom paragrafu smo pokazali da se diferencijski analozi prvog i treéeg
graniénog problema za obi¢nu linearnu diferencijalnu jednaéinu drugog reda (u
sluéaju aproksimacije reda O(h?)) svode na sistem linearnih jednaéina oblika:

vo + pv1 = go,
aivi—y +bivi +civig1 =95, i=1,2,...,N -1, (66)
qUN-1 +UN = ¢N.
Matrica ovog sistema je trodijagonalna, tj. svi njeni elementi, osim onih koji leze
na glavnoj dijagonali i dvema njoj susednim, su jednaki nuli.

Pokazademo da se sistem (66) moze resiti pomoéu O(N') aritmetickih operacija.
Primenimo na (66) Gaussov algoritam. Prvu jednaéinu pomnozimos —a; i dodaj-
mo drugoj. Time se druga jednaéina svodi na oblik:

bivi+civa =g1; by =b1—pay;  ¢) =g —aigo.
Na isti nacin, mnozeci ovako transformisanu drugu jedna&inu s —a,/b} i dodajuéi
tre¢oj ponisti¢emo u ovoj ¢lan s v; , itd. Posle N ovakvih transformacija sistem
(66) se svodi na oblik:
vg + pv1 = go,
bivi+ civig1=9;, i=12,...,N~-1, (67)
bleN = glN. .
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Mnozedi poslednju jednainu sistema (67) s cy—1/byy i dodajuéi pretposlednjoj
svodimo ovu na oblik:

BN-1UN-1=gN_1; IN-1 = IN_1 — cN-19n/bN.
Posle N ovakvih transformacija sistem se svodi na dijagonalni oblik:
bivi=g/, i=0,1,...,N,

odakle neposredno nalazimo v; = ¢ /b (i = 0 1,...,N). Ukupan broj izvrienih
aritmetickih operacija je:

Q=4+5(N‘—1)+3N+1=8N=0(N).

Algoritam reSavanja sistema (66) moZemo predstavm i na slededi naéin
(Samarski [1971]). Oznacimo:

v = aip1Vigr + G, 1=0,1,..., N -1, (68)

gde su a;4+1 i ;s koeficijenti koje treba odrediti. Zamenjujudi v i v;—1 = a;v; + G
= ai@i41Vi41 + @i fit1 + Bi u (66) dobijamo:

(aioiaipr + biciyy + €i)vig1 + giifigy + aifi + bifiy1 = 943
(i=1,2... N=1).

Poslednja jednakost e biti sigurno ispunjena ako je
a;aioipy +hiaipi i =0 i aiaifigr +aifi + bifiy1 = g

Odatle dobijamo:

g gi—aifi .
g ——— P4l = ——————, =12,...,N—-1. 6
i+l a;a; + b’ b1 a;a; + by ! ( 9)

Iz prve jednatine sistema (66) nalazimo:
oy =-p, P =go, (70)
a iz poslednje:
qun -1+ vN = g{anvy + BN) + vN = gN,

odnosno:
vy = (gn — ¢On)/(gan +1). (1)

Prema tome, polazeéi od a; i §; datih jednakostima (70) izraunavamo po formu-
lama (69) ai+1 1 fi41 zai=1,2,...,N — 1. Zatim, polazeci od vrednosti vy date
sa (71), odredujemo v; zai= N —1,...,1,0 po formuli (68).
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Formule (68)-(71) su stabilne ako je |a;] < 1. U tom slu¢aju greska zaokruglji-
vanja koja se javlja pri izraunavanju v; po rekurentnoj formuli (68) ne raste.
Uslow:

a; >0, ¢>0, a;+b+¢<0, -1<p<0, -1<¢<0 (72)
obezbeduju stabilnost. Zaista, iz a; = —psledi0 < a; < 1,21z 0 < e; < 1 sledi

5= 5 <1
giai+b  (1-ai)ai+ci—(ai+bi+c)

.O<0'i+1=—

Neposredno se proverava da su u slu¢aju zadataka (2} i (8) uslovi (72) zadovoljeni.

Napred receno vaii i za sisteme linearnih jedna€ina s petodijagonalnom i uopste
(2m + 1)-dijagonalnom matricom (m =const). Za njihovo re3avanje je takode do- -
voljno O(N) aritmetickih operacija, gde je N red matrice.

4. Specificnost diferencijskih sistema

Sistemi jednacina dobijeni diferencijskom sproksimacijom graniénih problema
za linearne parcijalne diferencijalne jednacine eliptickog tipa izdvajaju se iz opstih
sistema linearnih jednaéina sledeéim osobinama: a) velikim brojem nepoznatih;
b) retkoséu matrica; c) specificnos¢u mesta na kojima se nalaze nenulti elementi u
matrici; d) velikom razbacanoicu spektra matrice.

Zbog prvog iz nabrojanih svojstava pri izuéavanju razli¢itih metoda resavanja
diferencijskih sistema naroéita paZnja se mora posvetiti njihovim asimptotskim
osobinama kad N — oo, gde je N red matrice. Specijalno, veliku vaznost dobija
efikasnost metode, tj. broj aritmetickih operacija potrebnih za resavanje diferencij-
skog sistema.

Pre nego sto predemo na izucavanje osobina b) i ¢) navedimo jedan primer.
Neka je u kvadratu [0,{}? dat diferencijski analog Dirichletovog problema za Pois-
sonovu jednacinu:

ARV = g2, + Veoa, = f; A=1/N; 0|, =0. (73)

Ako ¢vorove numeri$emo po horizontalnim redovima s leva na desno i odozgo nadole
(na slici 5) tada ¢e matrica sistema linearnih jednaéina koji odgovara zadatku (73)
imati oblik:

Ay - A A3 eee AN
11 An Az Azs coo Aznar
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3l 5 e

SL 5

gde su A;; kvadratne matrice reda N — 1, A;j za |i — j| > 2 su nula matrice, A; ;4.
1 A; -1 su jediniéne matrice, a A su trodijagonalne matrice oblika:

-4 1 0 0
1 -4 1 0
..6....6....6 ..... :_4

Za izuéavanje osobina b) i ¢) uvedimo nekoliko definicija (videti D’jakonov
[1971]). Neka je A = (a;;) kvadratna matrica N-tog reda u &ijoj se svakoj -vrsti i
svakoj koloni nalaze nenulti elementi. Sa w(A) oznalimo skup indeksa (%, j) koji
odgovaraju nenultim elementima matrice A, a sa |w(A)| njihov ukupan broj. Tada
ée nam p(A) = |w(A)|/N davati informaciju o retkosti nase matrice .

Prelaz od jednog indeksa (i, j) € w(A) do drugog (i1, j1) € w(A) kod kojeg je
ili 4y =i ili j; = j nazivaéemo skokom. Matricu A éemo zvati nesvodljivom ako za
svaki par (i, j), (i1, J1) € w(A) postoji niz skokova koji ih spaja. Lako se vidi da se
nesvodljiva matrica ne moze permutacijom vrsta i kolona svesti na oblik

(A 0
A= (% 2)

Za karakteristiku sloZenosti strukture nesvodljive matrice A uzeéemo veli¢inu:

p(A) = p(3, 3541, J1)

max
(i.3).Gri1)ew(A)

gde je p(i, j; i1, 1) minimalan broj skokova koji spaja indekse (i, j) i (i1,51). Lako
se vidi da p(i,j;i1,51) i p(A) ne zavise od permutacije vrsta i kolona matrice
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A. Takode se moze koristiti veli¢ina r(A) = In N/(In p(A)) kao mera ,relativne“
slozenosti strukture matrice A.

Lako se proverava da je u sluéaju matrice koja odgovara operatoru Lj iz za-
datka (34) i oblasti @ = [0,]]*: ¥(4) ~ n2+n+ 1, p(4) ~ N7, r(4) ~ n,
gde a ~ b znaéi limy o (a/b) = 1. Vidimo da se karakteristike matrice kvare
pri poveéanju broja dimenzija n. Na osnovu ovih asimptotskih jednakosti moze se
dokazati sledeca lema.

LEMA 1. Za n > 2 matrica A se ne moZe permulacijom vrsia i kolona svests
na (2m + 1)-dijagonalnu matricu, gde je m = const.

Dokaz: Neka je B (2m + 1)-dijagonalna matrica, tj. w(B) C w; = {6, |
li — j| < m}. Neka je C matrica takva da je w(C) = wy. Tada je p(B) > p(C) .
Veli¢ina p(C) se lako ocenjuje: p(C) ~ N/m, N — oco. Znaéi p(B) > kN, k > 0.
Medutim p(A) ~ NY/" i p(A) ne zavisi od permutacije vrsta i kolona, pa se znaéi
A ne moie tramnsformisati u (2m + 1)-dijagonalnu matricu.

U sluéaju n = 1 matrica A je trodijagonalna.  Kao §to smo videli u prethod-
nom paragrafu, primenom Gaussove metode sistem s ovakvom matricom se moze
resiti pomoéu O(N) aritmetickih operacija. I12-dokazane leme sledi da se za n > 2
Gaussova metoda ne moze primeniti s istom efikasnoiéu. Zato moramo obratiti
posebnu paznju metodama resavanja visedimenzionih diferencijskih zadataka.

Poslednja iz nabrojanih osobina oznaéava da sopstvene vrednosti diferencijskog
operatora neograniceno rastu kad A — 0 . Za operator (34) je (max|A])/(min [A]) =
O(h~?), dok je za diferencijske operatore reda viSeg od dva ova zavisnost (max{A|)-
(min |A])~! od h jos jaga. Posledica velike razbacanosti spektra matrice A je spora
konvergencija klasiénih iterativnih metoda.

5. Iterativne metode za refavanje
eliptickih diferencijskih zadataka

U prethodnom paragrafu smo videli da primena direktih metoda linearne al-
gebre za resavanje eliptickih diferencijskih zadataka nije celishodna zbog velikog
broja potrebnih aritmetic¢kih operacija. Zato se za njihovo resavanje obicno koriste
iterativne metode. Pri tome se, zbog ukazanog uticaja razbacanosti spektra na
brzinu konvergencije, biraju takve metode kod kojih je konvergencija $to je mogude
bria. Iterativne metode éemo uporedivati na osnovu njihove ekonomiénosti, tj.
broja aritmetickih operacija potrebnih da se norma greske (ili ostatka) smanji 1/e
puta.

Zadrzimo se prvo na opstim karakteristikama pojma iterativne metode. Neka
Jje potrebno resiti diferencijski zadatak:

Av=f. (714)

Razmatrademo A kao linearni operator u Hilbertovom prostoru H , a vi f kao
elemente iz H.
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Kod iterativne metode polazeéi od neke priblizne vrednosti v° € H resenja
jednacine (74) redom odredujemo sledece priblizne vrednosti vl v2,... v7 v/ +!,
... Pri tome se v/ *! izrajava preko prethodnih: vit! = F;(v/,...,v},4%) . Ako
se za odredivanje v/*! koristi samo v/: v/+! = Fj(v/), kazemo da je iterativna
metoda prvog reda. Dalje éemo razmatrati samo iterativne metode prvog reda kod
kojih je F; linearna funkcija, tj.

ij‘H'l :::ijj +1'j+1f, (75)

gde su B; i C; linearni operatori na H, a 7;4, skalarni parametri . Prirodno je
zahtevati da redenje v jednacine (74) zadovoljava (75) tj. Bjv = Gjv + 7j41 f. Ova
jednakost je ispunjena ako je B; —C; = 7j41A. Izrazavajuéi odatle C; (75) se svodi
na:

ijj+l = BJUJ - ‘I'j.,.dﬂ!li - f) (76)

Kao 5to smo rekli, operatore B; i parametre 7j4; biramo iz uslova da broj
aritmetickih operacija potrebnih sa odredivanje v* takvog da vaii:

I = oll Sello®—ofl (il [lAo* - fll ScllA® - fl)) zak2k(e)  (T7)

bude sto manji. Ukupan broj operacija je Q(¢) = 2:*(;1) g; gde je g; broj operacija
potrebnih za odredivanje j-te iteracije. Ako g; zadovoljava uslov ekonomiénosti
g; = O(N) gde je N ukupan broj nepoznatih (odnosno évorova mreie ;) tada se
zadatak o minimumu Q(¢) svedi na zadatak o minimumu broja iteracija k(¢). Iz
(76) je jasno da q;4, zavisi samo od B;. Uslov ekonomiZnosti je zadovoljen npr.
ako operatoru B; odgovara dijagonalna, (2m+ 1)-dijagonalna ili trougaona matrica
ili proizvod od konacno mnogo ovakvih matrica.

Napomenimo na kraju da u (77) nema smisla zahtevati tacnost vecu od tacnosti
aproksimacije. Obicno se uzima da su greska aproksimacije, greska zaokrugljivanja i
€ veliCine istog reda, tj. h? ~ €1 /h? ~ ¢ (u sluéaju diferencijacijskog zadatka drugog
reda i obiéne aProksimacije reda O(h?)). Iz prve relacije se dobija optimalna velitina

) 74 . . . )
koraka: h ~ €,"" gde je €, odredeno brojem decimalnih mesta za v.

a. Prosta iteracija. Metodu proste iteracije dobijamo iz (76) stavljajuéi
Bj = I =jedinicni operator i 7j4) = 7 =const. Za operator A pretpostavimo da je
samokonjugovan i pozitivno definisan i da njegove sopstvene vrednosti zadovolja-
vaju uslov 0 < § < A(A) < A. (Ove uslove ispunjava npr. operator (34): za njega
je &-=cy i A =coh~?% Tada se (76) svodi na

JH = o - r(AY - f).
Odatle dobijamo:

Vv = v — AR —v) = (I - TA)Y —v). (78)
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Sledi:
v —v= (=T =) i |l = olf < (7= 7A)]- o° = o]l
Operetor I — 74 je samokonjugovan pa je zato ||(I — rA)*|| = ||I — rA]|* i

I- = —7A - .
H - rA|l max i T’\"ere’fﬁ] 11— 7Al

t

Na taj naéin dobijamo:

k
k — — 0 -
[Iv* vl < (Ag}gg‘g] 2 TAI) flv” — olf. (79)

Sli¢no, mnozedi (78) sa A, dobijamo:

k
k
4ok = 7l < (max 13- 7AT) Jl40° = 51 (80)

Parametar 7 odredujemo iz uslova minimalnosti norme operatora I — r4
odnosno iz uslova:

min max_|1 - r}|.
T X€f$,4]

LEMA 2. Akoje 0 < § < A tada je

. A-$
g ™= A5

i dostize se za T = 0 = 2/(A+6).

Dokaz: Funkeija f(A) = |1—7A| dostiZe na intervalu [§, A] maksimum oéevidno
iiza A = §ilizad = A pa je znadi maxyeps,a] = max{|l - 76,1 — 7A|}.
Posmatrajmo sada funkcije @1 (7) = |1 - 76| i p2(7) = {1 -7A|. Prva od njih opada
za T < 1/6iraste za 7 > 1/6 a druga opada za 7 < 1/A iraste za T > 1/A. Posto
je 0 < & < A krive n = p1(7) i n = p2(r) se seku u tatki 7 = o € (1/A,1/6)
pri ¢emu je 1 — 706 = p1(70) = p2(70) = 70A — 1 (na slici 6). Odatle dobijamo
10 = 2/(A+6) i p1(10) = p2(70) = (A—8)/(A+6). U tagki rp dostize se minimum
funkcije ¢(r) = max{|1 — 6|,|1 ~ TA|} a samim tim i min, maxx¢fs,a] |1 — 7A| =

Pri ovakvom optimalnom izboru r ocene (79) i (80) glase:
k
lIv* — vl < ((A - 8)/(Aa - 8)"[I° - »]l,

odnosno:

A - fll < ((A = 6)/(A - 6))*||4s° - fll.
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Da bi bila ispunjena nejednakost (77) dovoljno je da bude ((A — §)/(A + 6))" <e

odakle dobijamo: :
In(1/¢)

= k().

2 W@+ O/ (A=8)

U sluéaju kada je § = ¢; i A = ca/h?, koji je tipiéan za diferencijske operatore
drugog reda, dobijamo k(e) = O(h~2Ine~!). Ukupan broj aritmetickih operacija
jednak je Q(¢) = O(h~*Ine~!) — u sluéaju dvodimenzione oblasti, odnosno Q(¢) =
O(h™"~%Ine~!) — u sluéaju n-dimenzione oblasti.

b. Richardsonova metoda. Richardsonovu metodu (Richardson [1910})
dobijamo iz (76) stavljajuéi B; = I. Kao u prethodnom slucaju, pretpostavimo da
je operator A samokonjugovan i pozitivno definisan i da njegove sopstvene vrednosti
zadovoljavaju uslov 0 < § < AM(A) < A. Jednakost (76) se svodi na

U = — AV - ),

odakle dobijamo: . _
v — v = (I - 14, A) (Y —v). (81)
Sledi:

lv* = o} <

k
szIl(I—JfA)IHw . (82)

Sliéno, mnoZeéi (81) sa A, dobijamo:

[|Av* — f|| <

k
I~ r,-A)“ Jas® = £l (83)
j=1
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Operator ﬂ;___l(I ~ 1;A) je samokonjugovan pa je zato njegova norma jednaka
maksimumu modula njegovih sopstvenih vrednosti. Sledi:

l k
j=1

Parametre 7; odredujemo iz uslova minimalnosti ove norme. Tako dolazimo do
slededeg zadatka minimax-a: odrediti niz parametara 7y, 7,,. .., 7 za koji se dostize

k
[ -nn|
i=1

1 - 75 )’ < max
A€ls,4)

o]

k
H(l - 150)][.
i=1

min max
{r;} Aels,a)

Iz teorije Cebisevljevih polinoma sledi da je P(A) = H (1 = 731) Cebisevljev
polinom normiran uslovom P(0) = 1, i da se 7; izracunavaju po formuli:

. -1
13-:T]p:2(A+5+(A—6)COS(212;1)7") y J=L2,...,k

Sledi:

—154)

l < min max

< min max II(l 7;)

(R (BT ()

pa se ocene (82) i (83) svode na:

VA - VB!
I ol <2 (Y2 =0 ) 10 =il
VA +6
odnosno: VA - Vi\E
A -6
Avt — <2(—————) A — £l
llAv" - fl < N/ I Al
Da bi bila ispunjena nejednakost (77) dovoljno je da bude 2{(VA — V8 (VA +
\/3))" < ¢, odakle dobijamo:

In(2/¢)
k2 2 (VA + V8)/(VA - VB)) = He).

U sluéaju kada je § = ¢;, A = c2h~2 odavde se dobija k(c) = O(h~'Ine~!). Uku-
pan broj aritmetickih operacija potrebnih da se norma greske (odnosno ostatka)
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smanji 1/¢ puta iznosi O(h~3In¢~!) u sluéaju dvodimenzione oblasti, odnosno
O(h="~'Ine~!) u sluéaju n-dimenzione oblasti.

Pri ovakvom redosledu parametara 7; Richardsonova metoda je nestabilna u
odnosu na greske zaokrugljivanja (videti Young [1954]). Do toga dolazi zato Sto
Jje norma operatora prelaza S; = I — 7; A za dovoljno veliko j veéa od 1:

(A = 8)(1 + cos((2j — 1)x/(2k)))
A+ 6+ (A~ b)cos((25 — L)x)/(2k)

Sill = M - Al = max N—rXl=

Iz uslova ||Sj| % 1 dobijamo

i
2
Za j < k/2 je ispunjen prvi uslov, tj. ||S;]l < 1. Za j > k/2 ||S;]| raste. Za j =k je

1( 2%k -1 2k—1) n
3| Jeos x| — cos 7] = cos —

2k 2k 2k’
a ovo je, u sluéaju 6 = c1, A = c2h~2, veée od §/(A — §) praktiéno za svako k > 2.
Znadéi, postoji indeks jo > k/2 takav da je za svako j izmedu jg i k ispunjena
nejednakost ||Sj|| > 1. Prema tome, u iteracijama posle jo-te greska nastala
usled zaokrugljivanja se povecava.

w1l | %=1\ 8
S ok T 0S 2% T} = —.

Kao rezultat gresaka zaokrugljivanja mi umesto zadatka:
V= Sav v f, Sj=1-1a4,
u stvari reSavamo zadatak:
P = S0+ fl + 0.
Da bismo ocenili gresku z/ = #/ — v/ treba da ocenimo reSenje zadatka:
AN =S i + ¢

pomocu 20 = 3% — %, ¢ = fi - fi (. Sledi:

k k-1 E b-1 &
2* = HS.'ZO + (er H Sivy '+ Tk'/}k-l) + (Z H Si¢it +Ck'l),
i=1 j=1  i=j+1 j=1di=j+1
E k-1 k
< TS -1+ (o | TT 5]+ it
i=1 j=1 izj4l

+(k21 k s+ 1)t

i=1 Yi=j+1
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gde je ”gb”k: ma.x,i]rp’” iJiKh =kmaxj,!|(‘||. Znaéi pored "Hle S,-u moraju se
oceniti i 2_;':1 ] "ni=j+l S"" i Ej:l'lni=j+l S""'

Parametri 7; mogu se urediti na drugi naéin tako da metoda bude stabilna
u odnosu na greske zaokrugljivanja (Nikolajev, Samarski [1972], a takode Lebe-
dev, Finogenov [1971]). Pokazademo kako se taj raspored dobija za k = 2°.
Za p = 1 parametri se uzimaju u redosledu (71,72). Ako je poznat redosled za
k=2°: (r,,7,,..., i, ), tada se redosled za k = 2°*! dobija iz prethodnog za-
menom svakog ¢lana 7;; parom (7i;) To1n +1-i;)- Tako naprimer za k = 4 dobijamo
(T1,1'4, 72 73)1 zak=8: (TI)TS) T4, 75,72,77, 73, TG)) itd.

c. Metoda gornje relaksacije. Metodu gornje relaksacije predlozio je Young -
[1954a). Ona spada u tzv. metode dekompozicije i da bi se mogla primeniti potrebno
je da se sistem (74) moze predstaviti u obliku:

(5 £)6)-(2)
An E; vy )’
gde su E; i E» lako obrative matrice, na primer dijagonalné. U sluéaju zadatka

(73) ovakva reprezentacija se postize tako 5to se prvi indeksi dodele onim évorovima
kod kojih je ¢ + j neparno (na slici 7)

1y mt 21 151 3
"X —x
/6& 4 17* 5 f8ak
6 IQ# 7 20" 8 =6

21y 9] 22y 10| 23
..____# x *——J-

1"y 24| 121 25| 13
¥ 3

Iteracioni proces ima oblik:

vt = (1= w)v] + wET (f1 = Arav),
At = (1 — w)vd + wEs(fz = AavitY),
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koji se svodi na (74) stavljajuéi

Odatle sli¢no kao u prethodnim slu¢ajevima, dobijamo:
Avf - f = (I -wAB~ )4 - §).

Sopstvene vrednosti matrice C = I — wAB~! su resenja jednaéine:

-

det(I ~wAB™' = AI)=0
Posto je det B = det E, - det E5 # 0 odatle dobijamo:
det[(1 ~ X\)B - wA] =0

odnosno:

(1 -A- U)E‘ —wAlz -
det ( WAy (1-A-w)E ) =Y

Posle jos jedne jednostavne transformacije konaéno dobijamo:

(VA - (1- W) VAE A )
det ( An 1 w (VX - (113 w)/‘/X)Ez) =0

Ako sa p oznaéimo korene jednaéine:

E, A
d t I" 1 12 _-
¢ (Au #E'z) 0

dobic¢emo vezu:

w Y (VA= (1 =w)/VA) = p. (84)

Vidimo da X zavisi od w. Posto brzina konvergencije iterativnog procesa zavisi
od veli¢ine sopstvenih vrednosti matrice C prirodno dolazimo do minimax zadatka
oblika min, maxj |[Mw)|. U radu Younga [1954] dato je reSenje ovog zadatka za
sluéaj problema (73). Tada je E; = —4h~% i E; = —4h~2I. Sopstvene vrednosti
matrice A su —4h=?(sin*(ixh/(2l)) + sin’(jxh/(2!))) odakle dobijamo p = ;; =
% (cos(imh/l) + cos(jmh/l)). Neposredno se proverava nejednakost — cos(wh/l) <
#ij < cos(mh/fl). Iz (84) sledi:

VA = [wh 2 Vw?p? + 4(1 - w)] /2. (85)

MozZemo se ograniéiti samo na znak ,+“ zbog pn_iN—j = —pij. Iz (85) sledi da
se maxy |A(w)| dostiZe za p = g = cos(wh/l). Da bismo odredili min, max, |Mw)|
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Si. 8

ispitajmo funkciju A = [(wi + Vw?i? +4(1 - w))/2]2. Veli¢ina A je realna kada
je wi? +4(1 — w) > 0 odnosno

w<w =2(1+V1=52)"" = 2(1 +sin(zh/1))™" i
w>wy=2(1—1=42)"" = 2(1 = sin(xh/1)) .
Lako se proverava da je A=12zaw=0,da ) opada kad w raste od 0 dow, i da je
levi izvod d)/dw u tacki wy beskonaéan. Za w) < w < wy velicina A je {(ompleksna,
i ]A] = w ~ 1. 1z reéenog sledi da je JA] < 1 za 0 < w < 2 i da se min, [A] dostize za

w = wy iiznosi wy — 1 = (1 - sin(xh/1)}/(1 + sin(7wh/l)) (videti sliku 8).
Zamenjujuéi u (85) w = w; dobijamo:

-1
V= (1+sinrl—h) (/A+i\’€0821;'—-p2).

Prema tome, pri optimalnom izboru w = w; sopstvene vrednosti matrice C =
I — wAB™! su kompleksne i leZe na krugu:
cos?(wh/l) 1 —sin(wh/l)
(1 +sin(xhy))? 1+ sin(wh/l)’

1Al =

Dalje je:
l4v* = £l < (7 = wAB™HH| - 140" - £]]
~ const - (Pf 1) (max Iz\l)k"p'H AP - fll, k= oo,
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gde je p dimenzija najveieg bloka u Jordanovoj normalnoj formi matrice C =
I — wAB~! (videti Varga [1962]). Odatle sledi da su k(e) i broj potrebnih ar-
itmetickih operacija istog reda veli¢ine kao kod Richardsonove metode. Metoda
gornje relaksacije je stabilna u odnosu na greske zaokrugljivanja, ali je njena oblast
primenjivost uZa nego za Richardsonovu metodu.

d. Metoda promenljivih pravaca. Metodu promenljivih pravaca predlozili
su Peacemann, Rachford [1955] i Douglas {1955]. Zbog svojih dobrih osobina —
ekonomiénosti, numericke stabilnosti i relativno siroke primenljivosti — metoda je
vrlo brzo stekla siroku primenu.

Metoda promenljivih pravaca, kao i metoda gornje relaksacije, spada u metode
dekompozicije. Neka je A = Ay + A, gde su A; 1 A; samokonjugovani, pozitivno
definisani i medusobno komutativni operatori &ije sopstvene vrednosti zadovoljavaju
uslove 0 < §; < A(A;) € A110 < 8, < AMAz2) € Az. Ove uslove zadovoljavaju na
primer diferencijski operatori:

Av = —(avzg,)r,, Azv = —(bvg,)s,, (86)

u slué¢aju kada je oblast Q pravougaonik, funkcija a zavisi samo od z,, b zavisi samo
odzyia>ag>0,b>by>0.

Za resavanje jednacine (74) primenimo sledecu iterativnu metodu:

V2 yd o (AP 4 A - f) =0,

vt Y2 o (42 4 At - ) =0 (®7)
Ako su A; i A, definisani sa (86) tada se u prvoj jednacini u (87) ¢lan s najvedim
indeksom, vi*+1/2  pojavljuje u trima taékama koje se nalaze na jednoj pravoj
paralelnoj ost Ozy. Sliéno, u drugoj jednaéini u (87) ¢lan s najveéim indeksom,
v/ *1 pojavijuje se u trima tatkama koje se nalaze na jednoj pravo) paralelnoj osi
Oz,. Otuda potiée i naziv metode.

Eliminisanjem v/ +1/2 metoda se svodi na oblik (76) sa B; = B = (1+7 4;)(1+
TzAz) i Tit1 =7T=7+ 73

(I + 1A + 12 A = (T + AL+ nA)Y — (11 + m)(AY — f). (88)

Operator B je samokonjugovan i pozitivno definisan. Metoda (87)-(88)4e implicit-
na, tj. za dobijanje v/*! treba resavati linearnu jednaéinu (odnosno sistem). Ako
su operatori A; i Ay definisani sa (86) tada je operator B ekonomitan. Zaista,
operatorima I + A i I + 15A, odgovaraju matrice koje se permutacijom vrsta 1
kolona mogu svesti na trodijagonalni oblik. U tom slu€aju, kao 5to je pokazano u
paragrafu 3, za odredivanje v/*! iz (88) potrebno je O(N) aritmetickih operacija,
gde je N ukupan broj ¢vorova mreze §2j.
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Iz (88) dobijamo:

v =o — (n+ )BT (AY - f),
AV — f = [I = (ry + ) B 4] (40 ~ f) = S(avi - f),

gde je
S=1- (Tl + Tz)B—lA = (1 + tauIAI)'l(l - TzAl)(l + TzA'_))_l(l - TlAg).
Odavde dalje dobijamo:

Avt — f =S - §),
flav* - fll < IISIFA° - £ (89)

Iz osobina operatora A; i A; sledi da je operator S samokonjugovan, pa je zato:

1—1'2/\1 1—1’1/\2

1+ 7nA - 14 1A} (90)

ISI = max A(s)) =, max

Parametre 7y i T2 biramo iz uslova minimalnosti ove norme. Tako dobijamo slededi
minimax zadatak:
1~ TQA 1 1- 71/\2

14+ 71 ' 1+ 71, ’ (91)

min _ max
71,72 A;€[6:,4]
Pre nego §to pristupimo redavanju ovog zadatka transformisimo funkciju

1—1’21\1 I—le\g
14+nM 1+T2/\2'

F = F(TIA)T2”\l1A2) -

Umesto A; i A2 uvedimo nove promenljive a i § koje se menjaju na istom intervalu
[n,1], gde je 0 < p < 1. Stavimo Ay = (a —p)/(g—ra) iy = (B+p)/(¢g+7PF). Iz
uslovaa=fF=nzal; =68, =8 ia=F=12za ) =A,;, da = A, dobijjamo
Zetiri jednacine za odredivanje p, ¢, rig:

Si(g—nr)=n—p, bg+nr)=n+p, Ag—-r)=1-p, Ayg+r)=1+p.
Odatle dobijamo:

- -

—f r AIIC—A2€ A1K+A2€
Y& PTRAe TTaAx+e) 1T Bids(sr ey

x

7):

[

gde je

€= (A1 —61)(Az—83) ; xz(A;—&;)A;
TV (A1+8)(A2+6) (Az+6)Ar
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rs
v

0 f/w

&)

SLs

Lakosevididaje 0<np <1, x> ¢ip>0. Nataj naéin se F transformise u:
_ 1- Wax 1 —-wlﬁ'
- 14w 1+w2ﬂ'

gde je w; = (11 — r)/(¢ — 11p) i w2 = (72 + r)/(q + T2p). Podto wy i wy ulaze u (92)
simetriéno, a a i § se menjaju na istom intervalu mozemo staviti w; = we = w i
a = 3. Tako umesto (91) dobijamo slede¢i minimax zadatak:

n<e,f<1, (92)

2

. l ~wa
min max .
w  a€ln,1] (1+wa>

.. 1 - wa
Funkcija y(a) = (1+wa

a > 0, pri éemu je opadajuéa za 0 < a < 1/w irastuéa za a > 1/w (videti sliku 9).

> , za fiksirano w, je definisana i neprekidna za

Prema tome max,¢[y 1] y(@) se dostize iliza a =qgilizaa = 1:
(572 e (1520 (552
acfg) \1+wa/) 1+wp) '\1+w ‘

2 2
Dalje su f(w) = (i;::) ig(w) = (-i—_—{—_—:—) dve funkcije od w, sliénog

ponasanja kao y(a) (videti sliku 10). Krive y = f(w) i y = g(w) seku se u tacki
wo € (1,1/n). Za 0 < w < wg je f(w) > g(w) azaw > wp je f(w) < g(w). Prema
tome je

fw), 0<w<w
g(w), w>uwg

max { f(w), g(w)} = {

nbin max { f(w), 9(w)} = f(wo) = 9(wo)-
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<L
Sk 10
Odatle dobijamo
(1—woq)2 (1-u0)2 a 1
= W = ——=.
1+ won 14wy 0 ‘/77
Prema tome
. (1 - wa)2
min max
w agn1) \1+wa
dostize se za w = wy = n~ /2 i jednak je:
- 2 1- 2
min max (1 wa) = ( ﬁ) . . {(93)
w  a€fn1] 1 +wa l+\/ﬁ

Iz (93), (90) i (89) dobijamo:

1 2k
- A< (F55) v =11

Da bi bila ispunjena nejednakost (77) dovoljno je da bude ((1 %\/ﬁ)/(l + \/ﬁ))zk <e
odakle dobijamo:

1 In(1/¢) _
NN

U sluéaju kada su operatori A; i A, definisani sa (86) je n = O(h?) pa dobi-
jamo k(¢) = O(h~'Ine~?). Ukupan broj aritmeti¢kih operacija, u sluéaju dvodi-
menzione oblasti, jednak je Q(¢) = O(h™3Ine~'). Specijalno za 6; = 8 = & i
Ay =Ay=Ajen=4§/A.

k>
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Dalje ubrzanje konvergencije moze se postiéi variranjem parametara 7y i 75,
na sli¢an nacin kao 5to se Richardsonova metoda dobija iz metode proste iteracije.
Pod istim pretpostavkama o operatorima A; i A, posmatrajmo iterativnhu metodu:

Vo b (A2 4 A — f) =0,

., ) . : 94
pitl —v’+1/2+1’2,,-+1(Alv’+1/2+sz’+l—f)v=0. ( )
Eliminisanjem v/ +1/2 (94) se svodi na oblik (76) sa
Bj = (I + 7 ju1A)I +m2jp1ds) i 141 = mj + 72541
Postupajuéi kao u prethodnom slu¢aju umesto (89) dobijamo:
N .
ot - 1< [ IT 5] - 1w - 1
j=1 |
gde je: ,
Sj = (1 + Tl,,'Al)-l(l - Tz_,'Al)(l + Tg_jAz)_l(l - TI.J'Ag).
Dalje je: 3
E k '
—n — 11 s\
H5j|"—' max ! Tz"'h-l 1422
i=1 Ai€[6i, 4] i=1 1+ Tl.j/\l 1+ 1'”)\2
pa tako umesto (91) dobijamo sledeéi minimax zadatak:
k
min max Hl—rz'j'\l -1-Tl'j)‘2 .
{71} {ra.;} A€léi,ai) i1 l+njd 1415
Ovaj zadatak se, isto kao u prethodnom sluéaju, svodi na:
E /1 —wa)? \
i o bl B 5
Wi Jé‘f’#ﬁ;n(l +w,-a) (%9)

ji=1

Zadatak (95) priblizno je resen u radu Peacemanna i Rachforda [1955], dok je taéno
resenje dato u radu Wachspressa {1963). Za k = 2° ono je znatno jednostavnije nego
u opstem sluéaju. Uslov k = 2P ne predstavlja bitno ogranicenje, pa demo se zato

ograniéiti na ovaj slucaj.
Lema 3. Izbor {w,-} za koji se realizuje minimaz (95) je jedinstven.

LEMA 4. Neke je wy < wp < --- < wi optimalni izbor. Tada je 1/(mw,),
1/(nw2), ..., 1/(nwi) takode optimalni izbor (i to taj isti ali u obratnom redosledu).

Dokaz sledi iz identiteta:

Lo\
1 —wa 2_ fo{.a— _ l—u.a’oz’)2
l+wa/ “ | 1L 2 ) " \1+uwe
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(gde je ' = 1/(nw), @' = n/a; o' € [,1] ako a € [, 1]) i iz jedinstvenosti izbora
wJ' .

_ , 1-wia\?, . .
Transformisimo proizvod H;‘);l (ﬁ) koristeci ¢injenicu da je waryy—j =
i
1/(mw;):
» -1 P p=-1

ﬁ _ 2h (1 — Wary1-50 . 1 —wla)z _ 2II (1 —a/(r)wj) 1- wja 2

o - i 14 warpija l4wja/ ~ i 1+af(nwj) 14wja/
Dalje je:

1—af(pe;) 1-wja _wjo'~1

I+ af(nwj) 1+wja ™ wia/+1’

gde je i = (1 + nw;(1 +mwf)"'ie = (1+9)"!(a+ n/a). Lako se vidi da
o« € [,1] gde je 7/ = 2,/7/(1+ ). Odatle sledi:

2’ 2 27— 71N 2
1—w; 1-dia

me T(222) = e T (24
a€ln,1] =1 14+ wja a’€(n’,1) =1 1+w]-a'

Na taj naéin su dokazane sledece dve leme:

LEMA 5. Ako je {wl,wz,...,wp} optimalni izbor reda 2P na intervalu [n,1],
tada je j = (1 +nw;j(1+mw})! (7 =1,2,...,2P~") optimalni izbor reda 2°~! na
tntervalu {1/, 1] gde je ¥ =2,/7/(1+1).

Lema 6. Ako je {w],w),...,wh, .} optimalni izbor reda 2P~! na intervalu
[, 1], tada je
1+ 57— +/(1+n9)? - 4nw’? 1+n+(1+19)? ~ 4
i = y Worglej = I

(j=1,2,...,2°71) optimalni izbor reda 2° na intervalu [n,1] gde je

_ Q=TT _ 1=V
T O Y

Prema tome, zadatak (95) za k = 2° svodi se na isti zadatak za k = 2°P~1,
zatim za k = 272 itd. do k = 2° = 1. Resenje poslednjeg zadatka je dato sa (93).
Na ta) nacin je pokazano:

2 1 -wja 2 Ca 1—wial)’®
min max (——-L-) =min max (—-——]——) = -
w;i a€ny,l) =1 1 +wia w;  a€fnp—1,1] =1 1+ wja

1 2 1— 2
--= min max ( wa) :( \/776) .
w  a€fno,1}] \1+wa 1+ /M
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. . — . - 1-m\°
gdejen, =nin =2y/nj11/(1+n541) (= 1,2,...,p—1). Veliéina (1 n \/Z_O)
o
ocenjena je u radu Wachspressa [1963] sa:
1- /me\? 2
(————UE> < 4exp Tk ; P.
1+ /o In(n/4)

Prema tome, pri optimalnom izboru parametara w; (odnosno r j i 72.;) vai ocena:

w2k
In(n/4)

Da bi bila ispunjena nejednakost (77) potrebno je da bude 4exp(w%k/(In(n/4)))
odakle dobijamo:

llAvE — f|| < 4exp [|Av® - £].

1 4 4
k> ;Eln;’-ln-e- = k(e).
Ako su operatori A; i A; definisani sa (86) odavde dalje dobijamo:
k(e) = O(lnh™'ne™t).

Ukupan broj aritmetickih operacija, u sluéaju dvodimenzione oblasti, jednak je

Q(e) = O(h=?lnh~Ine~Y).

Druga varijanta metode promenljivih pravaca predlozene je u radu Douglasa
i Rachforda [1956]. Njena konvergencija je nesto sporija nego u prethodnom
sluéaju (takode je k(¢) = O(ln h~!Ine~1)) ali je koeficijent proporcionalnosti veéi).
Prednost joj je medutim u tome Sto se lako uopitava na vise dimenzioni sludaj.
IzloZicemo je za n = 3. Neka je A = A; + Ay + A3 gde su Ay, A2 1 A3 samokon-
jugovani, pozitivno definisani i medusobno komutativni operatori, cije sopstvene
vrednosti zadovoljavaju nejednakosti 0 < § < AM4A;) < A (i = 1,2,3). Ovwi
uslovi su ispunjeni na primer ako je Q = [0,1,] x [0,{2] x [0,13], Aiv = —(aivz,)s,,
a; = a(z;) > ag =const> 0,i=1,2,3.

Iterativna metoda imfa sledeci oblik:
VB (AR A 4 AV - ) =0,

VA B (A0 R - Ag) = 0,
P B rj+1(A3vi+l - Asvj) =0.

Posle eliminisanja vi+1/3 i vi+2/3 metoda se svodi na oblik (76) sa B; = (I +
Ti41A1)(I + 741 42)(I + 7531 A3). Odatle dobijamo:

k
IIs;
j=1

llAv* - £l <

| 1A — il (%6)
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gde je S; = I — 75(I + 1341)" (I + 1jA2)7 (I + 7j43)"'A. Operator nleSj
Jje samokonjugovan pa je njegova norma jednaka maksimumu modula sopstvenih
vrednosti. Ocena (96) ée biti najbolja ako je ova norma minimalna, $to posle
izvesnih transformacija dovodi do slede¢eg minimax zadatka:

31' A
(T,} AE[& A] (1 + 1A

Resenje ovog zadatka moZe se oceniti sa:

k

. 375 0,8k
—L 1< —_—
w s - | <o »(-ngarm):

odakle za 6§ = ¢; i A = ¢ah™? dobijamo k(¢) = O(ln h~'Ilne~?).

e. Pojam o relaksacionoj metodi Fedorenko-Bahvalova. U radovima Fe-
dorenka [1961], [1964] i Bahvalova [1966] zasnovana je iterativna metoda za koju je
broj aritmetickih operacija potrebnih za odredivanje priblizne vrednosti v* resenja
jednaéine (74) takve da vazi (77) jednak O(A~" Ine~!) — u slu¢aju n-dimenzione
oblasti (videti takode radove Astrahanceva [1977}, Kornjejeva [1977] i autora [1975),
[1976] i [1977]). Metoda se sastoji u naizmeniénom primenjivanju proste iteracije i
resavanja analogne jednaline na krupnijoj mrezi. Preciznije:

Neka se prostoru Hj traZi resenje jednaline A,v, = f, gde je A linearan
samokonjugovan, pozitivno definisan diferencijski operator &ije sopstvene vrednosti
zadovoljavaju uslove 0 < ¢; < A(An) < c2h™%. Neka su takode dati operatori

w : Hp — Hop 1 Oy : Hay — Hjy. Korak iterativnog procesa sastoji se iz dve
etape:

1. Polazeéi od nekog v} € Hj odredujemo m prostih iteracija po formuli:
Vhit1 = Vi — T(Anvni— fa), vho=v), T=h%/c,
2. U Hy resavamo s tacnoscéu g, jednadinu:
Aspwap = Py(Anvam — fa).

Posle toga popravljamo vh m stavljajuéi vl = vim — Mawas.

Na prvoj etapi se zahvaljujuéi pogodnom izboru parametra 7, bitno smanjuje
yoscilujuéi® deo ostatka Apv] — fa (tj. onaj koji se sastoji iz sopstvenih funkcija
operatora A, koje odgovaraju veéim sopstvenim vrednostima). Na drugoj etapi
se zahvaljujuéi bliskosti sopstvenih funkcija operatora A, i A, koje odgovaraju
manjim sopstvenim vrednostima, bitno smanjuje preostali (,,glatki“) deo ostatka.



IIT Parabolicke jednacine

1. Uvod

U ovoj glavi razmatracemo diferencijske sheme za resavanje mesovitog prob-
lema za parabolicke jednacine (1.21). Kod parabolickih jednacina promenljiva ¢

(»vreme“) ima drukéiju ulogu od ostalih promenljivih zy, z,,...,z, (,prostorne
promepljive“). Ovo se odrazava i kod diskretizacije zadatka (1.21). Kao &to smo
vec napomenuli u paragrafu 1.7.a, obiéno se u pravcu osa Oz, Oz,,...,0Oz, uzima

jedan korak h, dok se u pravcu ose Ot uzima drugi korak 7. Oblast { zamenjuje
se skupom diskretnih tacaka Qj, kao u sluéaju eliptickih problema, dok se interval
[0,T] zamenjuje skupom @, = {t; = jr | j =0,1,...,M; 7 = T/M}. Tako dobi-
jamo diskretnu oblz}st (mrezu) 'S‘_l;.,, = Qn x @,. Funkcije definisane na mrei ﬁh,f
oznaéavatemo sa v}li:._.‘-_ = v(ijh,ish,...,ish;j7). Ako to ne dovodi do dvosmis-
lenosti, indekse ¢emo Cesto izostavljati. Skup évorova mreie za koje je 7; = const
nazivacemo (,,vremenski“) sloj.

Elipticki ¢lan, Lu, jednaéine (1.21) diskretizuje se kao u sluéaju eliptickih
jednadina (videti glavu II). Da bi se aproksimirao izvod po vremenu Ju/dt potrebne
su vrednosti funkcije u bar sa dva vremenska sloja, npr.

Quf0t|,=y, = (u(ty + ) — u(tj)) /7 +O(r) = (e +0(7).

Odatle sledi da diferencijski analog parabolicke jednaéine takode sadrii vrednosti
traZene funkcije bar sa dva vremenska sloja. Ovakve diferencijske sheme nazivamo
dvoslojnim. Sli¢no se definisu troslojne, éetvoroslojne i uopste k-slojne sheme.

Od diferencijskih shema za resavanje parabolickih problema takode zahtevamo
da budu korektne i da konvergiraju. Kod dokazivanja korektnosti osnovnu ulogu
ima dokaz stabilnosti sheme, dok je njena jednoznaéna resivost obicno ocigledna
ili se lako dokazuje. Stabilnost sheme se obiéno dokazuje izvodenjem diferencijskih
analoga nejednakosti (1.35) i (1.37). Stabilnost moze biti apsolutna i uslovna u
zavisnosti od toga da li su koraci h i 7 medusobno nezavisni ili su zavisni. Usled
postojanja dva koraka, h i 7, brzina konvergencije moze biti razli¢ita po svakom od
njih. '
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Pojam ekonomiénosti diferencijske sheme je neito drukéiji nego u eliptickom
sluéaju. Naime, sama priroda problema (1.21) nameée sledeéi put resavanja di-
ferencijskog zadatka: polazeéi od poznatih vrednosti uj = wua|,_, izraéunavamo
vrednosti uj na vremenskom sloju ¢ = 1, zatim uﬁ itd. Smatracemo da je di-
ferencijska shema ekonomicna ako je za prelazak sa sloja t; na sloj ;41 (tj. za
izraéunavanje svih vrednosti u‘}.“(zl,zg,...,zn), (z1,22,...,2,) € 5;,) potrebno
O(N) aritmetickih operacija, gde je N ukupan broj évorova mreze $2.

Kao sto smo napomenuli u paragrafu 1.3.b, resenje parabolickog zadatka
(1.21) pod odredenim uslovima konvergira, kad ¢ — oo, ka resenju odgovarajudeg
eliptickog zadatka. Usled toga se izvesne iterativne metode resavanja eliptickih
diferencijskih zadataka mégu interpretirati kao diferencijske sheme za parabolicke
probleme 1 obrnuto.

2. Primeri diferencijskih shema

a. Eksplicitna shema. Razmotrimo prvo zadatak s jednom prostornom
promenljivom. Neka se u oblasti [0,{] x [0,7] traZi reienje problema:

M=lutf z€(0), te(T]
8 [ Ou (1)
Luz g (o52) —du voso = uloas =0, tlimg = we2),

gde je a diferencijabilna, a d i f neprekidne funkcije u oblasti [0,{] x [0,7], a =
a(z,t) > co>0id=d(z,t) 2 0.

Uvedimo mreiu wy,r =@ X Wy gde je
wp={zi=ih|i=0,1,...,N; h=1/N} i
c={ti=jrli=0,1,....M; 7=T/M}.

€|

Zadatak (1) aproksimirajmo na sledeéi nacin:
Lyvt f {z:z,-, t=12,...,N-1,
MEMETL V=, j=01,..,M-1, )
vh=vl, =0, o =uo(z;),

gde je Lyv = [(avf), + (av,);]/? — dv. Operator Ly zavisi od t. Zato ¢emo,

gde je to potrebno, sa L} oznaiavati Ly Jednaéinu (2) moZemo napisati u

razvijenom obliku na sledeéi naéin:

(V! —vi)/r = (Lav) + F, (3)

lt:t,’ .

odakle je _ ) o .
VY=o (LY + ). (4)
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Prema tome, ako su poznate vrednosti v = v/ na sloju t = ¢; tada se vrednosti
v = v/*! na sloju t = tj4; neposredno izratunavaju (otuda i naziv ,eksplicitna
shema®), pa je naja shema ekonomiéna.

Ispitajmo stabilnost diferencijske sheme (2). Kao u paragrafu 2.2.a sa Lh
oznaéimo prostor funkcija definisanih na mreZi @y, i jednakihnulizaz =0iz =1,
u kome su skalarni proizvod i norma definisani na sledeéi nacin:

N-1

(vow) = h ) viwi, [lolf = (v,9)"/.

=1

Na isti nadin kao u §2.2.a pokazuje se da je operator L, samokonjugovan, i da vaze

nejednakosti:
—cth™|lo]|* < (Lav,v) < —deal o], (5)

gde je ¢; = 4max.; a(z,t)+ (%> max, ; d(z,t). (Ovde podrazumevamo da je opera-

tor L; dodefinisan u graniénim tackama na prirodan naéin: Lyv| _ = Lpvi _, =
p =0 z=l

0, tako da preslikava ZZ;. u Z:h. Sliéno éemo postupati i u daljem radu.)

Jednakost (3) moZemo transformisati na sledeéi naéin:

v 4 (YL - ) = (/DL - V) = 1 f,

”
. (I+ (/L) =)~ (1)L (P + o) = rfl.

Pretpostavimo da je operator I+(7/ 2)Lf; pozitivno definisan i skalarno pomnozimo
poslednju jednakost sa 2r~}(—Lj)~!(v/*+! — v7). Tako dobijamo: -

1. ;2 12 L2
2r |+ =Yl L)L) i Can I Ll
R . . . - . . 2
=2(-Ly) 7' F o =) <o — Pl gy i)
e .2
+ (T/2)“(—Lix) lfJ“(_L")(IJ,.(f/Q)L{)-l (6)

OdllOSﬂO, posle sredivanja:
o+ < Wl + (/DN -
= (~LiI+(r/2)L))*"

Sumiranjem poslednje nejednakosti po j dobijamo:

k-1
E 2 0112 T 2
o lI” < 1517 + 5Z%||f1"[-L{(I+(r/2)L{)1-1 ™
=

2, T i
<O + 5 max P Ly rang
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§to predstavlja diskretni analog nejednakosti (1.35). Nejednakost (7) je izvedena
pod pretpostavkom pozitivne definisanosti operatora I + (7/2)Lj. Iz nejednakosti

(5) dobijamo:
((r+ 388 )00) 2 (1-5 - 2 )i,

odakle sledi da je operator I + (1'/2)L{; pozitivno definisan za:

Prema tome, diferencijska shema (2) je uslovno stabilna ako r zadovoljava uslov
(8). Primetimo da uslov (8) predstavlja jako ogranicenje: usled njega mreza mora
biti znatno gusca po t nego po z.

Izvedimo analog ocene (1.38). Stavljajuéi u (4) f = 0 dobijamo:
vV = 7L = (1 + L)W
odakle, uzimajuéi u obzir nejednakost (5), sledi:
o211 = (7 + TL3)o | < alle ], ©)

gde je ¢ = max {1 — 4col~%r,c1h~2r — 1}. Ako r zadovoljava uslov (8) tada je
0 < ¢ < 1. Velitina ¢ jednaka je 1 — 4col™*7 ako je ¢;7h™2 — 1 < 1 — 4dcol %1, tj.

T< 27
=~ ¢y +4col-2h%’
U tom sluéaju iz nejednakosti (9) sledi:

o1 < (1 = eol 2 7)* |20 < exp(—deol~?kT)|[v°]), (10)

Sto predstavlja analog nejednakosti (1.38).

Ispitajmo konvergenciju nase diferencijske sheme. Neka je u reSenje zadatka
(1), v reSenje zadatka (2) i 2 = u — v. Funkcija z definisana je na mreii Wy , i
zadovoljava uslove:

nn=Lpz+ 9, z‘é:z{vzﬂ, Z?:O, (11)

gde je ¥ = (uy —0u/0t)+(Lu— Lyu), (z,t) € wa ;. Daljeje uy —u/0t = O(r), dok
se drugi sabirak ocenjuje kao u paragrafu 2.2.a sa O(h?) (sve pod pretpostavkom
ogranicenosti parcijalnih izvoda 8%u/8t?, 8%u/dz* i 8%a/0z%). Prema tome je
¥ = O(h? 4 7). Zadatak (11) je istog tipa kao zadatak (2), pa primenjujuéi ocenu
(7) dobijamo:

2 T .2
li*)1” < 7 max 1l ri e = O(h? + 7)%.
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Dobijena ocena pokazuje da kada je ispunjen uslov (8) resenje zadatka (2) konver-

gira k resenju zadatka (1) u diferencijskoj normi || - || brzinom O(h? + 7).

Predimo sada na opéti slu¢aj kad imamo n prostornih promenljivih. Neka je
2 ograniéena, konveksna, Jednostruko povezana oblast promenljivih z,,z,,...,2,
s granicom I', i neka se u oblasti 2 x [0, T] traZi reSenje zadatka:

Oufot = Lu+ f, (xy,22,...,%4,t) €2 x (0,7, “,I‘x[o,'z'] =0, “’::o =uy. (12)

Operator L definisan je sa:

. Ju
Lu= Z 5;' <a,-j 5;;) - du, (13)
=1
gde su a;; diferencijabilne i d neprekidna funkeija od z1, z2,...,z, i t koje zadovo-

ljavaju uslove a;; = aj;, d > 01i

n

n
D a2 coy &, co=const >0,

ij=1 i=1

Uvedimo mreiu Oy ; = Q4 x &, gde je O = Q, UT), definisana kao u paragrafu
2.2.d, a @, je ista kao u prethodnom sluéaju. Zadatak (12) aproksimiramo sa:

v, = Lpv + f, (21,23,...,In,t)€Qh'h vj|[,‘ =0, vozuo, (14)

gde je:
1< :
Lyv= :Z‘UZ_X [(aijvf,-)r.- + (aijvz,')i‘a] - dv. (15)

Ocigledno, jednakosti (3) i (4) opet vaie, pa je shema (14) takode ekonomiéna.

Sa Z,, oznaéimo skup funkcija definisanih na mreZi Qi jednakih nuli na '),

L]
Skalarni proizvod i normu u £ definiS$imo na obi¢an nafin:

ww)=h T v(@u(), bl = (o, )"

€l

Kao u paragrafu 2.2.d pokazuje se da je operator Ly = Lj(t) samokonjugovan.
Vazi nejednakost analogna nejednakosti (5):

—erh?[lol]® < (Lav, v) < —4ncor o], (16)

gde je r = diam(Q) i ¢; = 4n’ max; j,; ¢ a;j + r’ max, ¢ d.

Dalja izvodenja su ista kao u sluéaju n = 1. Specijalno, vaZi ocena (7), i
shema je uslovno stabilna ako r zadovoljava nejednakost (8). Primetimo da ¢

v
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raste s brojem dimenzija n, pa se prema tome i ogranicenje koraka 7 poostrava sa
povedanjem n.

Kod ispitivanja konvergencije diferencijske sheme (14) najveéi problemi (od-
nosno usporenje konvergencije) nastaju usled aproksimacije graniénog uslova. Neka

Je u redenje zadatka (12), v resenje zadatka (14) i z = u — v. Posto 2/ ¢ f:;,, ozna-
¢imo z = { + n gde je

C__{zy Qn x @, ; _{0; Q) x o,
0, Tax@, = "= \z=0(h), Thxa,
Funkcijﬁ ¢ zadovoljava uslove:

=L+, |, =0, ¢"=0,

gde je ¥ = 91 + 2 + Y3 + 94, Y1 = Uy — Oufdt = O(1), 2 = Lu = Lpu = O(hz),
%3 = Lanits = —n;. Funkcija ¢} jednaka jenuliu Q,,anaTpje ) = - = —ud,
t.

M = (Wt —wi)/r = _au/atL =0(h) (0<8<1).

=(+6)r
Dalje je
”%”[—L{(I+(r/2)[,i)]“ = O(7), ”%”[-L{(].q.(r/z)[f{)]:’l = O(}’z‘ Bl
W¥alli-Lirecrr2pLiy-r = OCh)-
Clan sa %3 ocenjujemo na sledeéi naéin (oznaéeno je (=D)L — ¢y = ¢d):
12(44,67)] = 2L} &)
= *‘ (el &) + (alinl, . 6,)] — (&7 &)
5,i=1

<N l-z5) - OVR)

— jer su podeljene razlike 7, , koje figurisu u skalarnim proizvodima, jednake O(1)
samo u O(h~"*!) prigrani¢nih tacaka oblasti 2, a inaée su jednake nuli. Pri
zadovoljenom uslovu (8) je dalje:

7 N~ zgy < constllC?*! = W _rg)-1(racrapni)-
Zamenjujuéi dobijene ocene u (6) odnosno (7) dobijamo:

IC*l = O(Vh + 7). (17)

U sluéaju paralelepipedne oblasti §2 grani¢ni uslov se moze tagno aproksimirati
i tada se brzina konvergencije moze oceniti sa O(h? + 7). U sluéaju proizvoljne
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oblasti konvergencija se moZe ubrzati, kao kod eliptickih jednadina, koriséenjem
mreze )} neravnomerne u blizini granice I'. Analogni rezultati se dobijaju u slué¢aju
zadatka s tre¢im graniénim uslovom.

b. Implicitna shema. Qpet éemo posebno posmatrati slucajeve kad zadatak
zavisi od jedne ili viSe prostornih promenljivih. -

Zadatak (1) aproksimiramo sledeéom diferencijskom shemom:

vi= Lyv+ f, v") = v}’v =0, v? = ug(z;). (18)

Mreza @&, ,, prostor 2:;. 1 operator L definiSu se.na isti naéin kao kod eksplicitne
sheme. Pisuci jednacinu (18) u razvijenom obliku dobijamo:

(W = Y=L+ f (19)

Vot = (20

Vidimo da je za odredivanje v/ potrebno resiti sistem linearnih jednaéina (20)
(otuda i naziv ,implicitna shema“). Matrica sistema odgovara operatoru I — 7L}

i moie se svesti na trodijagonalni oblik. Premia tome, diferencijska shema (18) je
ekonomicna.

Ispitajmo stabilnost sheme (18). Jednakost (19) mozemo napisati u obliku:
(I = (/L) = vy = (/DL + o) =7f.
Odatle, posle skalarnog mnozenja sa 2r=(—L})~1(+/ — v/~1) dobijamo:

-1 . ._l 2 ] : ) . 2_ .-1 2
217 = T by ey I =T
P ei . _ . 102
=2((-L3) W - <or Ho? -/ 1“(-—L{)“(l-(r/2)L{)
P .2
+(T/2)”('—L‘}n) lf’"(..[,{)([_(,-/g)L{)—x

odnosno, posle sredivanja:
W1 =1~ < /P Wnga-emnin S INFNC g
Sumiranjem dobijene nejednakosti po j dobijamo:
:
17 <00l + 2 SNl gy-»
i=1

2 T .2
< + 3 max 7o
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Sto predstavlja diskretni analog nejednakosti (1.35). Vidimo da je, za razliku od
eksplicitne, implicitna shema apsolutno stabilna. Naime, umesto operatora I 4
(7/2)L}, ovde figurise operator I — (7/2)L} koji je pozitivno definisan za svako 7.

Izvedimo analog ocene (1.38). Stavljajuéi u (19) f = 0 dobijamo:
v =(1-rLi)"Wi-1,

odakle je:,
/1 < (1 4+ deot™2r)~ [l ).

Sledi:
okl < (1 + eol=27)*||v°] < exp(—4col~2kr(1 = 20l 2r)) |00,

§to i predstavlja tragenu ocenu.
Implicitna shema konvergira istom brzinom kao i eksplicitna.

Implicitna shema za opsti slucaj (12)-(13) pise se u obliku:
vi=Laiv+f, Y, =0, " =u, (21)

gde je operator Ly = L{, definisan sa (15). Ona je takode apsolutno stabilna i
konvergira brzinom O(\/F + 7). Medutim, za razliku od sluéaja n = 1, shema
(21) nije ekonomicna. Ona se takode moie predstaviti u obliku (20), ali se matrica
koja odgovara operatorn I — 7L} ne moZe svesti na (2m -+ 1)-dijagonalni oblik s
m = const (videti §2.4).

c. Shema s teiinom. Ubrzanje konvergencije moZe se postiéi ako se za
aproksimaciju desne strane jednaéine (12) koriste vrednosti s dva susedna vremen-

ska sloja. Radi pojednostavljenja izvodenja pretpostavimb da operator L ne zavisi
od t. Uzmimo neku vrednost o izmedu 0 1 1 i konstruidimo diferencijsku shemus:

(‘Ut)j — O'(th+f)j+l + (1 _0-)(th+ f)J, ‘p_)jlrA =0, vO = ¥p. (22)

Za ¢ = 0 odavde dobijamo eksplicitnu, a za ¢ = 1 implicitnu shemu. Pisudi
jednaéinu (22) u obliku: ‘

(W = v)fr = oLyt * 4 (1= 0)Lav? +0f1+ 4 (1= 0)f!

vidimo da je ona za o # 0 ekonomitna samo u sluéaju kada je n = 1. Jednaéinu
(22) dalje mozemo transformisati na slede¢i nacin:

[I-1(c—1/2)La] (0" = o) ~ (r/2)La(V ! + V) = 7o fI* 4+ 7(1 - o) f7.
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Pretpostavimo da je operator I — v(c — 1/2)L; pozitivno definisan i pomnoZimo
skalarno poslednju jednaéinu sa 2r=1(—L})~!(+/*! — v/). Tako dobijamo:

1. P12 _— -
2o =Vl o yyaie - IV = 1))
=20((—=La)  fIH, I =) + 21 = o) ((=La) "' £, 0/ = o).

Ocenjujuéi skalarne proizvode na desnoj strani na sledeéi nacin:

_ . . s .2
2((~La) M, =) 2T — Ly arer(o—12) L]
12
+(r/2)I|(—L») l.f||(—L..)[l--r(a-1/2)[.,.]--!

dobijamo:

. 2 . 2 . 2
e 17 = 1090 < (/D] 4y s omty2yzates
-
(1= NP Lay-spr=rio-1/2yiat }-

Sumirajuéi ovu nejednakost po j od 0 do £ — 1 dobijamo diskretni analog nejed-
nakosti (1.35):

2 2 2
oA < 10 + (/{11 )= reo-1/mal
E-1 '

il ) 2
+ Y N Loy sp=re=1yzeag-r + (1= NN ra)-1pr- r(a-x/z)L.l-l}

i=1

2 T . 2
<O + 7 max WP N = ay-rpr=r (o= 1/23L51-1 -

Ova ocena izvedena je pod pretpostavkom pozitivne definisanosti operatora I —
(00— 1/2)Ls. Za o > 1/2 ovaj operator je pozitivno definisan nezavisno od veligine
r, §to znaéi da je shema (22) apsolutno stabilna. Ako je 0 < ¢ < 1/2 koristedi
nejednakost (16) zakljuéujemo da je operator I — 7(c — 1/2)L, pozitivno definisan
kada je

h2

1 - -2 j. —————,
+(c - 1/2)re1h™* >0, tj T<c;(1/2-—-a)

Tada je shema uslovno stabilna.

Shema (22) aproksimira jednaéinu (12) s taénoiéu O(r + h?) za ¢ # 1/2,
odnosno O(r% + h?) za o = 1/2. Odatle sledi da ona konvergira brzinom O(r + h?)
za 0 # 1/2, odnosno O(7? + h?) za o = 1/2 (tzv. shema Crank-Nicolsona [1947]) u
sluéaju n = 1 (i paralelepipedne oblasti za n > 1). U slu¢aju proizvoljne oblasti pri
n > 1 shema (22) konvergira brzinom O(r + v/h) za ¢ # 1/2, odnosno O(r? + V/h)
za o = 1/2. (Sve pod pretpostavkom dovoljne glatkosti resenja u i koeficijenata
polazne jednaéine).
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d. Sheme promenljivih pravaca. Prirodno se nameée problem konstrukcije
diferencijske sheme koja bi spajala u sebi dobre osobine prethodnih shema, tj.
bila ekonomocna i apsolutno stabilna. Kada diferencijalna jednaéina ne sadrii
druge mesovite izvode po prostornim promenljivim redenje postavljenog zadatka
daju razli¢ite varijante shema promenljivih pravaca (Peacemann, Rachford [1955),
Douglas, Rachford {1956], Douglas, Gunn [1964]; uporediti takode 2.5.d).

Neka se na primer u oblasti Q x (8,71, gde je @ = [0,{] x {0,/] trazi resenje
slededeg zadatka:

ou : ] du

“Irx{o,n =0, "L:o = uo-
Neka je dalje f = f(z1,22,t) neprekidna, a a; = a;(z;,t) diferencijabilne funkcije
takve da je a; > ¢p > 0.

Kao u prethodnim slu¢ajevima uvedimo mreie Q) = @, x &y, = Q, UL}, @,
i ﬁh,, = Q) X @,, i prostor L, funkcija definisanih na @ i jednakih nuli na I'j.
Operatore L; aproksimiramo sa:

Liwv = (1/2)[(aive,)=, + (aive,)e,];  Lh = Lip + L.

Operatort L; ; su medusobno komutativni, samokonjugovani i negativno definisani.
Vaze nejednakosti:

—ch 2 l? < (Linv,v) < —deol2|olf?,

gde je ¢; = max; max.,; a;. Sa tj41/2 = {; + 7/2 oznaéimo pomocne vremenske
slojeve. Prva shema promenljivih pravaca za resavanje zadatka (23) glasi:

Qi+l pit1/2
/2

wit1/2 _ i . . A

“—7/—2—— = (Lipvy + (L2,hv)’+l/2 + fiH2 (24)

vj'f‘;. = vj+l/2ln =0, v =u,.

= (Liavy '+ (Laavy P2 4 41,

Obe ove jednatine (24) su na gornjem sloju (j+1, odnosno j+1/2) jednodimenzione,
pa je zato shema ekonomicéna. Radi pojednostavljenja izvodenja u daljem radu éemo
smatrati da operatori L;, (odnosno funkcije a;) ne zavise od t. Eliminisanjem
v/ +1/2 dobijamo:

(V1 — oi)/ 1+ (/4 LinLan (v = o) — (1/2)La (v H! + )

- (1/2)(f1+1 +fj+1/2) _ (T/4)L2h(fj+l - fj+l/2). (25)
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Dobijenu jednakost pomnozimo skalarno sa —2L3 !(v/+! —vJ):
2r (= La) " (L + (P /) LinLan)(@' T = o), (V¥ - V)
+ ﬁv;‘ﬂn? _ !'lelz - (-L,Tl(fjﬂ + fi+l/2), IR 2 N v’)
+ (/D= L5 (= Laa)(fH¥! = fi4I2), i1 — o).
Operator I + (7%/4)L1p Las je pozitivno definisan, pa zato desau stranu jednakosti
moZemo oceniti sa:
e ARl VPR
+{r/9l - LN (F T + fj+1/2)nf-n.)(1+(r2/4)LuLn)-'
+ T =V Ly 30t L)
+ (r3/16)li — L' (- Lan)(f7*! - fjfl/?)u(z-la)(I+(r’/4)LuLu)"
<ottt - ”j||f.L.)-l(1+(r=/4)LuL“)
+ (/DI + FRY L+ RO - R
Tako dobijamo nejednakost:
7 = 91 < (/I + PR o+ (NG = P

iz koje, sumiranjem po 7, sledi:

k-1 E-1
2 2 T . . 2 T3 . . 2
lo* i < 1o°l° + 1 Z P+ + f""‘/’ll(_h)-. + 16 Ellf’+1 - f]+l/2"(—L,.)
j=0 7=0 .
2 T . . 2 T - ~ 2
SO + g mac 7+ P4 T ma 4

Prema tome, diferencijska shema (24) je apsolutno stabilna.

U slu¢aju kada je f = 0 iz (25) dobijamo:
(I = (7/2)Ln + (7*/4)LinLan)v’ = (I + (7/2)La + (v2/4)Lyn Loa)v?
odnosno:
vt = (I = (r/2)Lin) " (I + (7/2) Lia)I = (#/2)Lan) ™ (I + (/2) Lan)o? |

QOdatle sledi: .
I+ < glloll, (26)

gde je
¢ = max {(1—4col'2-r/2)2 (1-clh-2-r/2 2
L4+4col=2-7/2) "\1+eih=2-1f2) |~
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Ako je ispunjen uslov:

1—-4col~2-7/2 S cth=2.7/2-1
1+4Cgl—2 T/2 - Clh_2 'T/2—- 1’

odnosno 7 < lh/,/cocy, tada iz (26) sledi:

¥ 1—2¢5l 27 2k 0 -2 0
o)l < 1T 20077 [1v°)l < exp(—8eol~2k7)||v°]],

sto predstavlja analog nejednakosti {1.38).

Ispitajmo konvergenciju sheme (24). Oznagimo kao u ranijim slu(':a.;ievima z=
u—v, gde je u resenje zadatka (23), a v resenje zadatka (24). Funkcija z definisana
Je na mrezi Qj, , i zadovoljava uslove:

23+l _ Si+1/2 . , .
e Llhzl+l +L2hz1+l/2 +¢J+1’

/2
i+1/2 _ L R ; ;
- /2 . = Lip2  Lopzd¥12 4 ¢i+1/2, -— @
il - d+1/2 0 -
ZJIPA —_ZJ ! 'PA’ =0,
gde je
P41 j+1/2 i+1
Wi+ = Eifii—!— - %J + Liw*! — Lyt

+ Lyt — Loy o/ +Y2 = O(h% + 1),
_ i+1/2 _ i gudtl/? _ _
412 _WTT—Ww Ou i+1/2 _
'Q,L‘J T/2 3t + Llu Lu,tr’
+ Lyw 2 — Lo ud 12 = O(h? + 1)

(ako su resenje u i funkcije a; dovoljno glatki). Primenjujuéi na resenje zadatka
(27) ocenu (25) dobijamo: ||z*|| = O(h? + ) Prema tome, diferencijska shema (24)
je ekonomicna, apsolutno stabilna i konvergira brzinom O(h? + 7).

Zadrzimo se na jo$ jednoj varijanti sheme promenljivih pravaca, koja se za
razliku od prethodne moze neposredno generalisati na sluéaj proizvoljnog broja
prostornih promenljivih (Samarski {1962]). Zadatak (23) aproksimiramo na sledeci

nacin:
pitl _ pit1/2
/2
pitU2
T/2
vjln = v"“/z‘n =0, °=up,

=205 W 4 A,

= L2 4 g2, (28)
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gde su fi i f2 neprekidne funkcije koje zadovoljavaju uslov f; + f = f. Za razliku
od sheme (24), kod sheme (28) ni jedna od jednacina ne aproksimira diferencijalnu
jednadinu iz zadatka (23), ali je njihov zbir aproksimira. Ovakva aproksimacija se
naziva sumarrom, dok se sheme sli¢nog tipa nazivaju aditivnim shemama (videti
Samarski {1966]). Shema (28) je takode ckonomiéna, jer su obe jednaéine jednodi-
menzione na gorniem sloju.

Eliminisanjem v/ *1/2 iz (28) dobijamo:
1+ (r/2)(=LAfY — L4V o o[ L] (41 i)y
+(UD(-LF" - L + r LA LY+ + o)
= (DA A - (/)L A
ili, oznacavajuéi Li}! + Lit1/2 — r I L3413 = [I41,

(I = (/LY@ * = V)t — ()P (v + o)
= (DU + B - () LAY (29)

Operator f,{,“ je sarckonjugovan i negativno definisan. Mnozedi skalarno posled-
nju jednakost sa 2(— Lit!)~(v/*! — vi) dobijamo:

27— I ppym g + IO = I
= (LA + A4, d 4 - o)
+ r((—[—,‘}',“)“(—L’g',fllz)fl""”"’, it _ vj)
< i - "j"(2-Z{+')—1(1-(r/2)£{+1)
+ (BT + BN epyaiermigny -
+r o vj”?.L{ﬂ 1(I-(r/2)E{+)
+ (P ONL LI Loy ety -
Posle sredivanja dobijamo:
o0 = 10 < /O + B0 ponymsamgo g
+ (7'3/4)”f{+l": L{+)y=1 (= LE U —(rf) L+ 1)1
S (PO + FHV ggoays + G gy

a posle sumiranje po j:

ok < o) + = Zuf, + 5" "’u(-q,_.+-—§:ufln( -E)

T — 2 T ;
0 -1/2 2
< n + g max |l + AP gy + 7 max fIfill -z (30)
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Prema tome shema (28) je apsolutno stabilna.

U slucaju kada je f; = fo = 0 iz (29) dobijamo:
(- vl it~ i =g,
odakle je:
ll/* 1) =ln(f — (L + Lo = L L)1) < (14 deod =) o).
Sledi:
o8]} < (1 +deod27) 2 ||0°)] < exp(—8eol~2k7(1 ~ 2col~27)){|0°]

§to predstavlja analog ocene (1.38).

Ispitajmo na kraju konvergenciju sheme (28). Zamenjujudi z = u — v u (28)
dobijamo:

2+l _ yi+1/2
/2
12 _ i
/2
J — i+1/2 —_ 0 _
zlm_.z’v ‘P._O, 22 =0,

=20}t 4yt

= 2LFM 22 o 12 (31)

gde je:
. witl _ i t1/2 gy it o .
R e a  EL Gy
j+1
+ (% —2L1u—f1) = O(r +h* +1);
j ~ +1/2
%H/z - (y_’f’_;_Q;yi _ %tﬁj ) _ 2[1’,{,‘;1/%"‘"1/2 - (L2u)j+1/2]
T

du j+1/2
+<5.t._2[,2u—f2) =O0(r+h*+1)

i it 4 22 = O(r + h?). Primenjujuéi na resenje zadatka (31) ocenu (30)
dobijamo ||F]] = O(h? + 7). Prema tome, diferencijska shema (28) je takode
ekonomicna, apsolutno stabilna i konvergira brzinom O(h? + 7).
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3. Elementi opste teorije stabilnosti
dvoslojnih diferencijskih shema

Sli¢no kao sto smo u paragrafu 1.4 definisali apstraktan paraboli¢ki zadatak
u Hilbertovom prostoru, moZemo definisati i apstraktnu dvoslojnu diferencijsku
shemu (videti Samarski, Gulin [1973]). Neka je # Hilbertov prostor (u primenama
obi¢no konaéno dimenzioni) i ¢ € [0,7] realna promenljiva. Neka su v = v(2),
f=f(t),... elementiizH i A = A(t), B = B(t), ... linearni operatori koji
preslikavaju X u H. Na intervalu [0,T] definisimo mreiu &, = {t; = jr | j =
0,1,...,.M; 7= T/M}. Sli¢no kao ranije, umesto v(t;), f(t;), ..., A(t;), B(t;), ...
pisademo v/, fi,..., A B, .... Indekse éemo izostavljati kada to ne moze izazvati
zabunu. Uvedimo diferencijski operator:

v = v u(t + 1) — v(t)),
Dvoslojnu diferencijsku shemu u prostoru H definisemo na sledeéi naéin:
vt Dy = fi,

Pri tome za pocetnu vrednost v° smatramo da je data. Oznafavajuéi B = 7C,
A = D + C nasa shema se svodi na kanonski oblik:

By, + Av = f. (32)

U daljem radu smatracemo da su B i A samokonjugovani i pozitivno definisani ope-
ratori. U slu¢ajevima kada je (32) aproksimacija apstraktnog parabolickog zadatka
(1.33) operator A aproksimira operator A, dok je operator B blizak jedini¢nom.
Na primer, eksplicitna shema (14) svodi se na (32) stavljajuéi A = -Ls, B = [
kod implicitne sheme (21) je AJ = —Li*', BI = I 4+ 1 Ai = I - 7Li*"; kod sheme
promenljivih pravaca (24)-(25) je

A=Ay + A3 = =Ly — Lap = =Ly,
B=1+ (T/?)A + (‘I’2/4)A1A2 =1I- (T/2)Lh + (T2/4)L1hL2h

itd.

Pre nego 5to predemo na ispitivanje stabilnosti diferencijske sheme (32) trans-
formisimo je na sledeéi nacin:

B (vt — ) /r + (12 A (V1! + V) - (1/2)A (V! =) = F,

odnosno:

2r-Y (B — (r/Q A ) (P — )+ A (v + ) =260 (33)

Dokazademo dve teoreme o stabilnosti sheme (32) odnosno (33).
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TeOREMA 1. Ako su operatori A7i B' komutativni, a operaior B7 — (r/2).A47
pozitivno definisan (j = 0,1,...,N) tada je diferencijska shema (32) stabdilna u
normi Hilbertovog prostora M i va# ocena:

k-1
2 2 T ;2
M < 11 + 5 S s s
j=0 (34)

2 T in2
<N+ 3 max N s (5 ~(r 12) 3312

koja prédstt;vlja analog ocene (1.35).
Dokaz. Mnozeéi skalarno jednakost (33) sa (A7)~1(v/+! — o¥) dobijamo:

- . . 2 > 2 . 2
2r 1””]+1 - UJII(,Aj)‘l(Bi—(r/2)Aj) + ”v’H" - ””’ ”
Py . . . - . . 2
= 2((A7) 71 = o) ST W — iy ma w20 a9)
i\ . 2
+(7/2)|l(4') lfJ”Ai(BJ’_(f/z)Aj)~n )

odakle posle sredivanja i sumiranja po j sledi (34).m
Akoje B — (1/2) A7 > €I, (¢ > 0), tada iz (34) sledi:

A < P + 3 max s

Primedba. U slu¢aju diferencijskih shema za realne parabolicke zadatke uslov
komutativnosti A7 i B/ esto se svodi na komutativnost operatora L% i Li*h.
Poslednji uslov je u stu¢aju operatora (13) ispunjen na primer ako su prostorne 1 vre-

menska promenljiva razdvojeni, tj. a;;(Zy,%2,...,Zn,t) = oij (21,22, ..., 2n)Bi; ().

TEOREMA 2. Ako je operator B — (r/2)A pozitivno definisen za t = tp,t;,. ..,
ty, a operator A zadovoljava Lipschitzov uslov:

[([A(t + 1) = A@®)]v,v)| < er(A(t)v,v), c=const >0, (35)
tada je diferencijska shema (32) stabilna u normi [Iv]l 4 = (Av,v)/? i vazi ocena:

cT_l

(4
41 < eTlloWoao + =52

i 12
max 1 W ss ~(r y2 591 (36)

Dokaz. 1z (35) sledi:

(1~ cr)(A(t)v,v) < (At + 7)v,v) < (14 cr)(A(t)v,v),
(1= en)livlls < Mol < (14 en)llolls
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Mnoiedi skalarno jednakost (33) sa v/+! — v/ dobijamo:
- i i 2 : 2 : .02 PO N
207V = Vllgi s + P s — 111 = 207,074 = V)
- i i2 in2
S = g payas + TTNF s —(r 2y 4591

Posle sredivanja i koriséenja nejednakosti izvedene iz (35) dobijamo:
—yeit1y? Fpln2 P12 P2
(L4 er) M e <V s < V11 + (TIN5 =(r p2y00)-1
odnosno:
P < (1 oy dh
{ as+r < L+ en){iVai + (r/2DLf ||(:3:'—(r/z).u)—l :
Primenjujuci k puta izvedenu nejednakost dobijamo ocenu:

k-—

”"k",u <(1+er) ””o”AO Y E(l +er) | "(B: —(r/2)A¥)-1
j=0 :

iz koje sledi (36).
Ako je BY — (r/2) A7 > ¢l tada iz (36) sledi:

2 2 in2
" flax < €Tl a0 + (5T = 1)/(2ce) max || f7][".

Nejednakost (36) predstavlja analog nejednakosti (1.37), dok Lipschitzov uslov
(35) predstavlja analog uslova (1.36) — ogranienosti operatora dA/dt.

4. Ocene u normi || - ||c 4 ,

Na neke dvoslojne diferencijske sheme moze se primeniti princip maksimuma.
Na taj naéin se za njih dobijaju ravnomerne ocene stabilnosti i konvergenclje (u
normi ”"“c h,r T MAXGE, v]).

Kao primer rezmotricemo shemu s teZinom (22) za reSavanje zadatka (12), u
sluéaju kad operator L ne sadrii meSovite parcijalne izvode:

bu= Z dz; ( 81:.) G0

a a; su neprekidne funkcije takve da je a; = a;(z1, z2,...,2Za,t) 2 co > 0.
Mreza ?2-;,,, se uvodi isto kao i ranije (npr. u §2), dok se Lu aproksimira sa:

n

Lo = 3 Y [(@ive)e, + (arve)e]- 09

i=1
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Iz (22) dobijamo: . o
v~ gr [ty = pit (39)

gde je:
Fit! = v’+'r(1—U)L’v’+r[af’+1+(l—a)f’] (40)

Jednakost (29) moZemo napisati u razvijenom obliku na sledeéi nacin:

£J+1[07+l {1 + Z 2h2 [(a. +1 + 20{"'1 + (a‘){:tl }v]+l

i=1
JH1 i) i MG AL P
- Z 2h2? [(aiYl} +df ]"J 2 2h2 (@)1 + o] i
=FJ+1’ z.—_(xl,zz,...,xn)EQh,
gde je oznaceno v = v(z1,Z3, ..., Zn,t), vix = v(21,...,2ith,...,z,,1) i analogno

(a;)i+. Koeficijenti operatora £7*![.] zadovoljavaju uslove (1.56). Konstruisimo
funkciju V = V(z1,z2,...,2,) takvu da je:

LV = ¥, (21,2,...,20) €, V], =0. (41)
Prema teoremi 1.5 je V' > 0, a prema teoremi 1.6:
W+ <V, (z1,22,...,%0) € Q. (42)
Neka je £ = (%,,Z2,...,%,) tatka iz Q) u kojoj se dostizZe maxg, V. Jednaéinu
(41) u tacki £ = Z moZemo napisati u obliku:

V+ Z%((a. H PV - Viy)

+ 30T [ + @V - Vi) = 1Y)

i=1

Posto su razlike V — V;; 1 V ~ V;. nenegativne, odatle dobijamo:

max V = V(Z1,2s,...,%s) < |[F7*1(Z1, 22, ..., £,)| < max |F7¥]).
A 0,

Uzimajuéi u obzir nejednakost (42) dobijamo ocenu:
v/ *Ylc,, = max [+ < max [F7¥!). (43)
’ (178 2
Da bi iz nejednakosti (43) sledila stabilsnost sheme (22) potrebno je oceniti |F7+1].
Iz (40) sledi:
[P < o 4+ 7(1 = o) L0 |+ 7ol 1 + (1 = 0)I 7). (49)
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Pisuci L‘,’;vj u razvijenom obliku, dobijamo:

4= gt = {1- 3 oD, + 20+ (o] o
L=t
+ 3 T G, + el + 3 D el + ol
i=1 i=1
Ako je ispunjen uslov: '
T <202 /((1 - o)), ¢ =4n max max a;, (45)

tada je

1= 3 2= G, + 20 4 ail] 20,

=1
pa dobijamo:
W+ 71— ool < {1 ;*“w"’ (oot + 20+ @)L) P
+30 CmD a rallivlen+ Y Som el el e = 11
2h2 : C.h — 2h2 i 1)i—- C.h Ch*

i=1

Iz izvedene nejednakosti i (44) sledi:

max [F/*1| < |||, + ro max | f7¥!] + (1 — o) max |f7]
N ! (TN 278

ili, posle zamene u (43):
""iH“C,h < ||"i||c,h + 1'0'11‘31&:.)( |fj+l| +7(l-0) n‘x)a,\:x |fj|- .

Sumirajuéi poslednju nejednakost po j od 0 d;) k — 1 dobijamo:

k-1
1l < 100l + 7 3 max 1]
i=1

+7(1 - o) max |f°| + ro max || (46)

< |lw® .
< vl +Tnf:‘3g' |1

Iz (46), uzimajuéi maksimum po &, dobijamo:

lollgr < W0l +T - max If1. (47)
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Prema tome, ako korak po vremenu r zadovoljava uslov (45), shema s teiinom je
stabilna u normi || - ||  , i'vaZi nejednakost (47). Za o = 1 uslov (45) se svodi na
7 < +00 i ispunjen je za svako 7. Drugim reéima, implicitna shema je apsolutno
stabilna u normi || - |ic .- v

Ispitajmo konvergenciju sheme (22)—(38). Oznaé&imo z = u~v gde je u resenje
zadatka (12)~(37), a v reSenje zadatka (22)-(38). Funkcija z definisana je na mrezi
5;,,, i zadovoljava uslove:

' (zY :trL{,“zj"’l +(1-—¢7)L{,z" + 94,
Z’ln = o ll”:. =0(h), 2°=0,

gde je
1, o#1/2
2, o=1/2,
ako su u i a; dovoljno glatke funkcije. Funkciju z rastavimo na dva sabirka, z =
21 + 22, koji zadovoljavaju uslove:

(2)} = oL} A + (1 - )i + ¢,

z‘”n =0, 20 =0,

¢=qﬁ+#wm'm@={

(48)

odnosno: . el ie1 ..
(22)} = oL}V Y + (1 - 0)L3 4, (49)
Z"“n = z’lr, =0(h), 2 =0.

Zadatak (48) je istog tipa kao (22), pa na njegovo resenje moZzemo primeniti ocenu
47):
0 beilenr < Nl + T max 9] = O(h? + 7). (50)
Jednacinu (48) mozemo napisati u obliku:

l:j“[z:;"'l] = z‘%“ - a’1’[f,';'“z§'+1 =it = z::, + (1~ a)Liz{;.

Prema teoremi 1.6 je lzé“l < Z gde je Z resenje zadatka:

£tz =674, 2| =14,
Sli¢no kao ranije zakljuéujemo da je pri ispunjenom uslovu (45):

max Z < max |7 < |dlic,
m 2N '

u sluaju da se maxg, Z dostiZe u unutrasnjem évoru mreze {5 odnosno:

max Z = O(h),
(218
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ukoliko se on dostiZze na I';. Sledi:
17 le.n < max {il3 i », O(h)},
odakle dobijamo "25"0,;. = O(h}, i dalje:

lzallcn,- = OCh)- (51)

Najzad, iz ocena (50) i (51) dobijamo:

lzlic,p,r = OCh + ™).

Prema tome, nasa shema pri ispunjenom uslovu (45), konvergira u normi
Il - lic, brzinom O(h +72) 72 ¢ = 1/2, odnosno O(h + 1) —za 0 # 1/2. Na g
osnovu dobijenog rezultata ujedno mozemo zakljuéiti da se neke ranije izvedene
ocene, u kojima umesto h figurise /A, mogu poboljsati.



IV Hiperbolicke jednaéine
1. Uvod

U ovoj glavi razmatracemo diferencijske sheme za reSavanje mesovitog prob-
lema za hiperbolicke jednaéine (1.22). Kao i u sluéaju paraboli¢kih jednaéina, i ovde
promenljiva t ima drukéiju ulogu od ostalih promenljivih z,, 5, . .., z,. Mreiu Qj ,
definiSemo na isti nacin kao u parabolickom sluéaju (videti §3.1). Elipticki élan,
Lu, jednacine (1.22) diskretizuje se kao u slu¢aju elipti¢kih jednacina (videti glavu
IT). Da bi se aproksimirao drugi izvod po t, 82u/8t2, potrebne su vrednosti funkcije
u bar sa tri vremenska sloja, npr.

Ou/o|,_, = (' -2 + W1)/(r2) + O(r) = ul, +O(r?).

U daljem radu éemo koristiti ovu najjednostavniju aproksimaciju 8%u/dt?, tj. sve
razmatrane diferencijske sheme biée troslojne.

Stabilnost diferencijskih shema za refavanje hiperboli¢kih zadataka dokaziva-
¢emo izvodenjem diferencijskih analoga nejednakosti (1.39). Kao i u sluéaju di-
ferencijskih shema za parabolicke zadatke i ovde stabilnost moze biti apsolutna 1
uslovna. Princip maksimuma, dokazan u paragrafu 1.7.d, ovde se ne moze prime-
niti.

Kao i u parabolickom sluéaju, smatracemo da je shema ekonomiéna ako je za
prelazak sa sloja t; na sloj t;4; potrebno O(N) aritmetickih operacija, gde je N
ukupan broj &vorova mreze (.

2. Primeri diferencijskih shema

a. Eksplicitna shema. Razmotri¢emo prvo zadatak s jednom prostornom
promenljivom. Neka se u oblasti [0,/] x [0, T] trazi reSenje meSovitog problema:

Bzu/@tv2 =Lu+ f; z€(0,0), te(0,T],
8 [ Ou
Lu:a(da) —du, (1)

ulz:O = ulz:l = 0’ “l::o = Uo, a“/m‘mo =
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Radi pojednostavljenja izvodenja smatraemo da a i d ne zavise od t, i da su
d i f neprekidne, a a diferencijabilna funkcija. Neka su takode ispunjeni uslovi
a=a(z)2¢c>0id=d(z) >0

Uvedimo mreiu &y , = @y X T, gde je Ty = {z,- =th|i=0,1,... N;h=
I/N} 10, = {tj =jrlj=01,....M; = T/M} Nasu jednaéinu aproksimiramo

sa:
=z, i=12,...,N-1,

W= 2
v = Lnv+f, t=t;, j=12..,M-1, 2)
gde je:
Lav = (1/2) [(av,), + (avz)z] - dv. 3)
Graniéne uslove moZemo tacno zadovoljiti stavljajuéi:
d=vk=0, (4)
a takode i prvi poéetni uslov: '
v = ug(z;). (5)

Drugi poéetni uslov moZemo aproksimirati s taénoséu O(7) stavljajudi:
(vt =)/ = uy.

Taénost aproksimacije se moZe poboljiati koriséenjem date diferencijalne jednaéine,
na sledeéi nain.  Pod pretpostavkom- dovoljne glatkosti funkcije u iz Taylorove
formule dobijamo:

ult:r = u!t:ﬂ + T(au/at)l',:o + ("'2[2)(32“/&2)‘::0 +0(r%)
= ug + 1wy + (r2/2)(Lu + f)],_, + O(*?)
= uo + Tuy + (r2/2)(Lau + f)],_g + O(r + 72h?).

Prema tome, moZemo staviti:

o' = uo + ruy + (r7/2)(Luo + £°), (6)
ili, ako postoje tedkoée kod izradunavanja Lug:

vt = up + Tuy + (r2/2)(Lano + £°). (N

Na taj nacin dobijamo diferencijsku shemu (2-6) odnosno (2-5)—(7). Jednacmu (2)
moZemo napisati u razvijenom cobliku na sledeéi natin:

(V¥ =20 + oY1 = Ly + £,

odakle vidimo da se vrednosti v/ ¥! mogu neposredno izraéunati ako su poznate
vrednosti v/ i ¥/~! (otuda potie i naziv ,eksplicitna shema“).
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Ispitajmo sada stabilnost nase diferencijske sheme. Kao u paragrafu 2.2.a sa

L]
Ly, oznacimo prostor funkcija definisanih na mreZi @y i jednakih nuli za z = 0 i
z = |, u kome su skalarni proizvod i norma uvedeni na raniji naéin:

N-1
(v,w)=h ) vwi, [l = (v, )12

i=1
Operator Ly je éamokonjiugovan, negativno definisan i zadovoljava (3.5).
Jednaéipu (2) mozemo transformisati na sledeci nacin:
(o7 = 297 4 I~ 1Y 2 = L (o 4 209 4 oI 1) A = La(v )~ 200 + N a4 S
odnosno:
(I + (T Ly) (I =20 + ) P2 = Ly 20 oY) 44
Mnozeéi skalarno poslednju jednakost sa v/1! — v9=1 i uzimajuéi u obzir da je

v+l =1 = (oI od) — (o oI 1) = (v =0 ) (v 07 Y), 20 il =
(v —v)) = (¥ — i 1) i i 4 208 4 of 1 = (WWH 407 ) 4 (17 + v~ 1) dobijamo:

(I + (P4 La)(+! = v3)/r, (v*! = oi)/7)
— (1 + (/A La) — v )r, (v = ) /7)
= @ + )2y + I+ 02+ (P - S,

Pretpostavimo da je operator I + (7%/4)L, pozitivno definisan. U tom sludaju se
poslednja jednakost moZe napisati na slede¢i naéin:

N(W) = N3 (wi™1) + (ff, /41 = oi1), (8)
gde je:
N2(oT) = (@ = )/ T aosayzny + 107 +0)/20 -

Veli¢ina A2(v7) je nenegativna, i predstavlja kvadrat norme u prostoru uredenih
parova (v/, v/ *1). Skalarni proizvod (f7, v/ +! —v/~1) koji se javlja u jednakosti (8)
mozemo oceniti na sledeéi nafin:
(F vt = Yy = o(f,(F =) )+ (P )/
. » 2
< el = )/l 1 gragayLay
. 2 .2
+ 7ell(v — P/ oraragayzay + CO/EN N crasapnay -
. P - . 2
< TENz(U’) + TENz(U’ l) + T(2€) l”f’”(]_'_(.,z/,;)la)—l_ ’



94 IV HIPERBOLICKE JEDNACINE

gde ¢ biramo tako da bude 7¢ < 1. Iz dobijene nejednakosti i (8) sledi:

1+7e io1 T " ]
1- rem(v’ )+ 55_(_1—_—1-_5-)"”’"(“("/4)1‘:.)-“

M) <

Sumiranjem po j od 1 do k dobijamo:

T k=i
NI < (1+ 6) N 0)'*'25(1 re)Z(H-TE) ”f’llfu(,,“)h)_,

1+7¢ 1471 202
= ( ) N+ g [(1‘:‘:;) _1] max [ orgeasapear-+ o)

1—-71e
1 ' )
T/(1- 0 2¢T/(1-
<e* I ")N"(v Y+ ZE;(e eT/(1-1¢) _ 1) m}gix ”f1"(1+(17/4)1,,.)—l~

Nejednakost (9) predstavlja analog nejednakosti (1.40) i izraZava stabilnost rese-
nja nase diferencijske sheme (2-6). Ona je izvedena pod pretpostavkom pozitivne
definisanosti operatora I +(72/4)Ly. Iz nejednakosti (3.5) dobijamo:

@+t 2 (1- 5 2 )l

odakle sledi da je operator I + (r?/4)Ly pozitivno definisan za:

r < 2h/\/55. (10)

Prema tome, eksplicitna shema je uslovno stabilna ako r zadovoljava uslov (10).

Ispitajmo konvergenciju nase diferencijske sheme (2-6). Neka je u redenje
zadatka (1), v resenje zadatka (2-6) i z = u — v. Funkcija z definisana je na mreZi
Wh,r i zadovoljava uslove:

z;,:L;.z-i—vb, z{, zj=0,

=0 :z _-uL_ - v = O(r%),

(11)
gde je

¥ = (ug — 8%u/0t?) + (Lu — Lyu) = O(h? + 7%),
ako u € C* i a € C3. Zadatak (11) je istog tnpa. kao zadatak (2-6), pa se na njega
moiZe primeniti ocena (9):

2 2
2zl (ragayeny + G + 2520y
—re 2 2
< IO ~ )7l pairapayay + M + 22 L))
+1/(4e?) (>0 ) max “'Pi||(zt+(r=/4)t..)—l =O0(r* +hY).
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Prema tome, kada je ispunjen uslov (10), redenje zadatka (2-6) konvergira k resenju
zadatka (1) brzinom O(h? + 7%) u normi

£

M) = {12 s rnpapen + 1+ 2372000}

Isti rezultat se dobija i ako se umesto pocetnog uslova (6) uzme poéetni uslov (7).

Predimo sada na opsti sluéaj kad zadatak zavisi od n prostornih promenljivih.

Neka je Q ogranicena, konveksna, jednostruko povezana oblast promenljivih z;, z,

-,Zn. Neka je T' granica oblasti Q2 i neka se u oblasti Q x [0,T] traii reSenje
mesSovitog problema:

u Ou
92 =Lu+tf, “Irx[on 0, “L:o:"o' N

= Uuj. (12)

Operator L definisan je sa:

gde su a;; i d funkcije od zy,23,...,2n, f funkcija od z1,22,...,24 i 8, ai; = aji,
d>01

n

. n
Z a;j&& > ¢ Zf?, co = const > 0.

i,i=1 §=1

Uvedimo mrezu ﬁh,, = Q) x @y, gde je Q5 = Q4 UT), definisana kao u §2.2.d,aw,
je ista kao ranije (za n = 1). Zadatak (12) aproksimiramo sa.:

vir = Lpv+ f, vlr.xa, =0,

13
v? = Ug, vl = ug + Tu1 + (1'2/2)([/110 - fo), ( )

(ili v! = up + Tuy + (r2/2)(Laug — £°)), gde je:

Z [(a’J vz, )e; + (aij U:,-)fi] ~ dv.

er—t

Lyv=

Shema (13) je takode ekonomiéna, jer se vrednosti v 1 iz nje neposredno izraéu-
navaju kada su poznate v’ i v/ 1.

Sa [,;, oznaéimo skup funkcija definisanih na mrezi 5 i jednakih nuli na Tj.
o
Skalarni proizvod 1 normu u £; uvodimo na obian naéin:

(v,0) = b 3 o(@ule), llvll = (v,0)/2.

el
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Operator Ly je samokonjugovan, negativno definisan i zadovoljava (3.16). Dalja
izvodenja su ista kao u slu¢aju n = 1. Specijalno, pri zadovoljenom uslovu (10),
shema (13) je uslovno stabilna i vaZi ocena (9). Posdto ¢, raste s brojem dimenzija

n, sledi da se ograniéenje koraka 7 poostrava s povecanjem n.

Pre nego 3to predemo na ispitivanje kon#qrgencije diferencijske sheme (13)

dokaZimo sledecu lemu: :
LEMA 1. Nekajeg; 201 f; 20 (j=0,1,...). Tada iz nejednakosti:
n-1 -
gn<erd gi+fa 90 fo, c=const>0,
j=0

sledi ocena:
n-1

gn £ fa+ore™ Y fj.

j=0

Dokaz. Uvedimo niz 4, na sledeéi naéin:

n-1

Yo=90, Tm=cTY Y+fa
j=0

Indukcijom se lako pokazuje da je gn < Yn. Dalje je:

n-1 n-2 .
= Th-1= c'rz:'fj + fa - CTZ'YJ’ = facr=ctar+ fa = faoy,
j=o j=0

odakle je 7n = (1 4+ ¢m) -t + (fa — fa-1). Sledi:

Tn = (l + CT)'Yn—l + (fn - fn-—l)
= (1 + 67)270—2 + (1 + cr)(fn-l - fn-fl) + (fn - fn-—l) =

o= (Lker) v+ Y (1 +er) " (f - f1)
=1

n-1
=(l+cer)go+fo-(1+cr) o+ Z(l +er)* il ter - 1)f;
ji=t
n-1
SA+er)fo—-(L+er)" ' fy +er Z(l +er)* Vg 4+ S
j=1
n~1 ’ n-{
=fater(l+cr) Z(l +er) VIS < fo + o™ Zfi’
=0 j=0

odakle, zbog g, < v,, dobijamo (14). s

(14)
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Predimo -sada na ispitivanje konvergencije sheme (13). Kao i ranije sa :
oznaéimo gresku z = u — v. Posto granica ', u opStem sludaju ne le# na T,
funkecija 7 nije jednaka nuli na njoj, tj. 2 ¢ L. Uvedimo zato popravku z = ¢ + 7
gde je

.__{z) tha‘r . _{01 thw‘r
¢= 0, Thxwy - z=0(h), Ty xw,.

Funkcija ¢ zadovoljava uslove:

=L +¥, ¢l =0,

<0=0, <l=ul_”l,

gde je ¢ = Y1 + 9o, ¥1 = (ug — 0%u/0t?) + (Lu— Lyu) i 3 = Lyn— ng. Oznaéimo
dalje ¢ = (1 + (2, gde je (; resenje zadatka:
(¢1)i = LGy + 91,

Gle, =0, ¢=0, ¢t=¢, (15)

a (5 resenje zadatka:
(€2)7 = LaCa + ¥2,

Clz"'r'. = 01 Cg = 01 C; = 0.
Akou € C*1ia;; € C? tada je:
Gi=¢'=0() i yv'=0(h"+77),

(16)

pa primenom ocene (9) na zadatak (15) dobijamo:
N(GE) = O(h? +72). 17)
Funkeiju (2 ocenimo na drugi nagin. Iz (8) sledi: |
| N = N + Wt -

i posle sumiranja po 7 od 1 do &:

y ]
NGB =N+ Y (.Y -d™)

j=1
k k
=N+ Y (W8 +¢) =Y (.G +d™
i=1 =1

k-1
= N2(S) + 25, (¢BH +¢5)/2) = 20 Y (3 - wh)/m (5 +¢1)/2)
j=1

k-1 ] ' . .
= 2ALant, (G5 +G3)/2) - 20 3 (La(P ¥ =)/ (GG + ¢5)/2)-

j=l
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U poslednjem izrazu se pojavljuju skalarni proizvodi oblika (Lyn*, w) i (L;.rrf , W),
Prvi od njih ocenjujemo na sledeéi naéin:

n

[(Lan*,w)| = ';' .-z=:x [((a.-,-n,',‘,.),,.,w) + ((a,-,-:.7';,.),‘.,w)”
= % - 2": [(a.'qu,_,w,i) +(a-'m§,-,wz.-)]

ij=1

n 1/2 - n
[ 2 1 2 2
< const - H“’“(—L.){E k.l } < g llwll- g,y + € const - Y link. i

i=1 i=1

0, Q.. . . . .
o(h), I‘: bice n%, jednako nuli svuda, osim u O(h="+!) pri-

grani¢nih évorova, gde je nt, = O(1). Sledi ||r1,*,,_||2 = O(h™ - h="+1 . 12) = O(h).
0, 373
O(h), Th '

Poéto je n* = {

Skalarni proizvodi drugog tipa ocenjuju se na isti naéin, jer je i 11',’ = {

Na taj naéin dobijamo ocenu (stavljajuci € = 1):

k-1
NAEE) < /DI + /2Ky + (172 TG + )2
: j=1
+ O(h) + krO(h)
k-1
< (/2N?(GE) + (1/2)7 Y_NHEG) + O(h),
i=1
odnosno: .
NA(G) < 7Y NHE) + Oh).
j=t

Odavde, primenom leme 1, dobijamo: ,
N2(CE) < O(h) + ckre*™ O(h) = O(h). (18)
Najzad, iz (17) i (18) dobijamo:

N(CH) SN(CE + N(¢E) = O(* + Vh).

Prema tome, diferencijska shema (13) konvergira u normi A(¢) brzinom O(r%+
\/I;), ako su resenje u i koeficijenti polazne jednacine dovoljno glatki. U sluéaju kada
je oblast Q n-dimenzionalna kocka, korak A mozZe se tako izabrati da bude Ty, C T.
Tada je n = 0 pa je brzina konvergencije jednaka O(72 + h?). Do istog rezultata
se moze doéi i u opitem slucaju, koriféenjem specijalne mreze 1}, neravnomerne u
blizini granice.




2. PRIMERI DIFERENCIISKIH SHEMA 99

Analogni rezultati se dobijaju i u sluc¢aju kada je na granici zadat treéi graniéni
uslov.

b. Shema s teZinama. Za razliku od eksplicitne sheme, kod sheme s
teZinama na desnoj strani jednacine se pojavljuju vrednosti s tri susedna vremenska
sloja: _ ) ) ‘ ‘

(vie) = o Lyt + (1 -0y —0a)Lp’ + oLy’ "1 4 r. (19)
Granicni i pocetni uslovi se zadaju na isti naéin kao kod eksplicitne sheme. Iz (19)
dobijamo:
(I - L)t = FF =20 — oI~ 4 731 ~ 0y — 03)Lpv! + 200 Ly’ ™! + 72 fF,
odakle vidimo da je za odrédivanje v/+! potrebno resiti sistem linearnili jednaéina
s matricom koja odgovara operatoru I — 7201L;. Kao sto je pokazano u paragrafu

2.4 ovakva matrica se moZe svesti na (2m + 1)-dijagonalni oblik samo ako je n = 1.
Prema tome, shema s teZinama je ekonomicna samo u sluéaju n = 1.

Predimo sada na ispitivanje stabilnosti sheme (19). Jednaéinu (19) moZemo
transformisati na sledeéi naéin:

(W1 = 207 4+ I = (00 JA) LA [(vV ! + 207 +07Y)
+( =20 + oY) 2 )
+ (c2/4)La (v + 207 + 07 4 (1 = 207 oI ) = 2007 — 7Y
+((1 = o1 = a2)/ALaf(¥ T + 207 + 077 — (VH — 20 4S|4+ £,
odnosno:
(I - (7%/2)(o1 + 02 = 1/2)Lp) (v ! — 207 + 4/~ 1) /72
— La(v/t! 4207 + VN4 — (01 — 03) /2) La(v ! — o7 1) = 7.

Pretpostavimo da je operator I ~ (72/2)(01.+ 02 — 1/2)L; pozitivno definisan i
skalarno pomnozimo dobijenu jednakost sa v/*! — v7=1. Tako dobijamo:

N2() = N2 (07=1) + (o1 = o)/ Do = o7 p,y = (FF 094 = i),
gde je
. ;2 . . 2
N2(v]) - ”v‘:"(l—(lez)(dl+03—]/2)L;) + ”(U’+1 + vJ)/2”(—Lh)'
Ako je o1 > o, dalje dobijamo:

N2 () = N3Y) < (FF, 074 =771
= 7(ff, (W = )/r) + 7(f, (Y -V 7)/7)

<erfl(vt - "i)/7”(21_(72/2)(0,+o,_1/2)1,.)
+erfl(v’ - vj_l)/T”(zl—(r’/Z’)(ol+o,-l/2)L;.)
+ /AN = (37201 402-1/200)>
< N (o) +erNH v/ 1) + (T/(zf))”fj”fl..(r:/z)(a,wz—1/2)Ln)“_‘



100 IV HIPERBOLICKE JEDNACINE

Parametar € biramo tako da bude r¢ < 1. Sredivanjem dobijamo:
; 14e¢r . T )
N() < r_—e';/\ﬂ vV Y+ m"i’ li-r212) 01 40~ 1/2)L0) -

i posle sumiranja po j:

k-j
14 €7 1+er
2/, k 0
Wi s () e+ g B
.02 _
X "f’“(I-(r’l2)(n+a:-1/2)L..)-‘- < HTI( ")/V’(v°)
- - ;2
+ (4€?) " (e2TI0-en) 1) max UE Wer=crapa)(or +0a-1/2)L0)-2 - (20)

Dobijena nejednakost izvedena je pod pretpostavkom pozitivne definisanosti ope-

ratora I — (12/2)(0y + 02 — 1/2)Ls. U sluéaju kada je 0y + 02 — 1/2 > 0 ovaj

operator je pozitivno definisan bez obzira kakvo je 7. U ovom slucaju je:
"fj"([-(r’,’l)(a;+a,—ll2)L.)-l < “fJ"’

pa iz (20) dalje dobijamo:

N()  FTICDN(0) 4+ (/D) (IO — )m;xx e @

U sluéaju kada je oy + 02 — 1/2 < 0 iz (3.16) dobijamo:
((I = (r*/2)(01 + o2 = 1/2)La)v, v} 2 [L + (r*/2)(01 + 02 = 1/2)esh~*]lloll’,
odakle sledi da je operator I — (r2/2)(cy + o3 — 1/2) L pozitivno definisan za:
T < [2c71(1/2 - 0y — )" ] 2h. - (22)

Rezimirajuéi izloZeno moZemo zakljuéiti da je za oy > 03 i 0y + 03 > 1/2

shema (19) apsolutno stabilna i vaZi ocena (21), dok jeza oy > 02 i 0y + 02 < 1/2
shema (19) uslovno stabilna pri ispunjenom uslovu (22) i vaZi ocena (20).

Brzina konvergencije sheme (19) je za oy = o3 ista kao kod eksplicitne sheme,
dok je za oy # o, sporija (u formulama se javlja 7 umesto 72).

c. Shema promenljivih pravaca. Sli¢no kao u paraboli¢ckom sluéaju i za
neke hiperbolicke probleme se mogu konstruisati diferencijske sheme promenljivih
pravaca koje su ekonomiéne i apsolutno stabilne (videti Samarski [1964], Douglas,
Gunn {1964]).

Neka se na primer u oblasti  x [0,7], gde je @ = [0,]] x [0,1], trazi resenje
sledeéeg mesovitog problema:

0%u 8 Ou
Ty =lutf L=Li+ls Li-g-( ax')

“Irx[o,n =0, “Itzo =uo, Ou/dt],_,=wu.

(23)
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Neka je dalje f = f(z1,22,1), a; = ai(2;) > co > 0. Smatraéemo da je funkcija f
neprekidna, a da su a; diferencijabilne.

Kao i obi¢no, uvedimo mreie Q) = @y X s, Ty i ﬁ;.', =0y x@, 1 prostor Z:;,
funkcija definisanih na Qj i jednakih nuli na T'y. Sa tj412 = t; + (7/2) oznacimo
pomocne vremenske slojeve. Aditivna shema promenljivih pravaca za zadatak (23)
glasi:

2 _ 9y 4 =112
(r/2)?
T
(r/2)?

gde su operatori L; j definisani sa:

= L@+ 0 4 £,
(29)

= Lan(v'*! 4+ o)+ fH177,

L.',]. = (1/2)[(01'”1‘.-):; + (aiv:;)t;], i= 1,2,

a fi1 i fa su proizvoline neprekidne funkcije takve da je f; + fo = 2f. Granicne i
pofetne uslove aproksimiramo kao u prethodnim sluéajevima sa: :
v ln = v"""/"r‘ =0, v%=u,

v2 = ug + (1/2)u1 + (r7/8)(Luo + f°) *

(i v¥/2 = ug + (7/2)uy + (v2/8)(Lauo + £°)). Operatori L; » su medusobno komu-
tativni, samokonjugovani, negativno definisani i zadovoljvaju nejednakosti:

el < (Lano,v) < —dcol ol
Obe jednaline u (24) su jednodimenzione na gornjem sloju pa je znaéi shema
ekonomiéna. '

Ispitajmo stabilnost sheme (24). Prvu jednacinu u (24) pomnozimo skalarno
sa vit1/2 _ i=1/2 4 drugu sa /1! — v/, dobijene rezultate sumirajmo po j i sve
saberimo. Tako dobijamo:

1 /|l pk+t — r+1/2 2 pEH1/2 _ k2 5
20, kY = k4172
N = 5( /2 u T/2 )+“v l-im
2
1 k41 2 I3 2 _ v‘ﬁ - Uo
+ 5 (U + 1M e-2) = |75

k
2 2 : . -
+ 102 gy + 10Ny + (2742 = 03=1/2)
j=1
k-1 ' ) 14
+ Y (AP ) 4 (g oM ),
j=0
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Neposredno se proverava da velicina A(v*) = [A2(v*)]'/? predstavija normu u
prostoru uredenih trojki (v¥,v*+/2 y*¥+1). Posle sredivanja, poslednju jednakost
moZemo napisati u obliku

w3 _ o2 N 2
N3 = T + 102y + 10— L)
k-1 ' ] g1 12 . 2 _ i
T j+1 , pitf2 VT~V gz Y TV
+2. [<f1 ] T A+ fz ’ /2
j=0
Tl L epys YR F L+112 r = - vb“ﬂ)
*3 [(f‘ T TR T
T /2 o0
- E(ff T2 )
Ocenjujuéi skalarne proizvode pomoéu e-hejednakosti (1.9) dalje dobijamo:
k-
N(o*) < (/D7 ZN’(v’)-l- 1/(2)(7/2) Z(nf'+l + g
j=0

I + B + (/2N ) + 1/<2e1)<r/2>(uf, + (/2 eyt
/DL + €2/ = )/ + 1/ Q@ea)(r /2NN
+ 1 = o)/ (/2 + Wy + OOl Loy

Stavljajuéi 3 = 1/7, €2 = 4/ i sredujuéi, dobijamo:

N(*)<er ZN’”(vJ) +— Z(ﬂf’“ + i

].._0

+IA + B + @)+ a8+ a8
+ (TN + 4l = )/ (/2 + 200 £y + 20U )
serki:lNz(foF,
=
gde je:
= (T/(2e)) (max 1A + A7 + max|\ff + 42)
+ (r’/4)(max 1A + QAP +max /2871) + (/8RN

+ 40 = O/ (r /I + 20 g + AP0
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Primenom leme 1 iz poslednje nejednakosti dobijamo:
N} () S Ftekre™™ F < (14 eTeT)F. (26)

Nejednakost (26) oznacava stabilnost diferencijske sheme (24) u normi N (v*).
Ispitajmo konvergenciju nase sheme. Oznafavajuéi sa z = u—v razliku resenja

zadataka (23) i (24)-(25) dobijamo:

! zj+1/2 — 22’ + zj_llz
(r/2)

¥ 90412 4 4 , .
g = L+ ) (27)

EA T 25 ¥ TH o_ Y2 _ 142 _  1/2 _ .3
D =z |n-..0, =0, z2M2=uM?- 12 =09,

= L(H1 4 47 4 yf

gde je:

¥ = ¥l o+ ¥, = (0%u/8 — 2Lyu ~ fi)
+ [ = 2 + o) (r)2)? - (8Pu/0r?)
420100 — Lyp(ui+? 4 ui-1/2)]
= 0(1) + O(r* + h?),

1@«1.1/2 - %5”2 + %‘Tll/z = (a2u/a:? —2Lou ~ f2):'+1/2
+ [ = 22 ) (r/2)7 - (OO0
4 2Lyu Y2 - Lop(od ! + o)
= 0(1) + O(r? + h?) = {32 4 O(r% + 1?),
ako su resenje u i koeficijenti a; dovoljno glatke funkcije. Zadatak (27) je istog

tipa kao (24)-(25). Lako izraunavamo da je u ovom sluéaju F = O(7% + h?), pa
primenjujuéi ocenu (26) dobijamo:

N(zt) = O(r + B?),

5to predstavlja trafenu ocenu brzine konvergencije.

Primedba: Ako iz druge jednaéine u (24) izrazimo +/*1/2 i zamenimo u prvoj,
dobi¢emo shemu u tzv. faktorizovanom obliku:

(I — (r2/4)Lan)(I = (v*/4) Lan)vl, = (L + (12/4)L1,,L2f.)vf
+ /@A + P+ G~ (PN L(AT + 47
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kod koje je operator uz v, jednak proizvodu dva jednodimenziona operatora. Slizne
je strukture i shema:

(I = orLup){I — o2 Lan))y = Lv? + f. (28)

Lako se pokazuje da je shema (28) apsclutno etabilna za ¢ > 1/4. Ona je tzkcde i
ekoromiéna. Za izradunavanjc v/*! iz (28) treba rediti sistem lincarnih jednaéina:

(I —or?Lyn)(I — er?Lap)i ¥t = Fi =
= (I - or*Lu)(I = o’ Lan)(20/ — v/ Y) + 7} (Lav’ + 7).

Ovaj zadatak moZemo rasiaviti na dva na sledeéi naéin:

(I -or’Linyw’ = FF,
(I-er2Lap)¥*? =o',

Odavde je ekonomiénost oéigledna, jer operatorima I — ¢12L;y i I — 07> Lay, odgo-
varaju matrice koje se mogu dovesti na trodijagonalni oblik.

d. Aditivna shema za jednaéinu &eivrtog reda. Neka se u oblasti §)
[0, 7], gde je & = [0,1] x [0,1], traZi resenje zadatka:

32 \ 34 34' 84
SF A= Al=As=g 321 T 25a7621 T 3= (29)

“|rx[o.1'] = 6“/3"lrx£c,7'] =0, u|,_q=uo, Sufdt]_;=u.

Sa v je obeleiena spoljna normala na I' x [0,T]. Za funkciju f = f(z;,22,t)
smatralemo da je nepzekidra, kao i ug = ug(z1, z3) i Uy = w1 (z1, z2). '

U radu autora [1977a] konstruisana je aditivna shema promenljivih pravaca za
resavanje ovog zadatka. Uvedimo mreiu ﬁh’, = Qp x Wy, gde je S, definisana kao
u §2.2.g, a T, je obiéna ravnomerna mreia na intervalu {0, T] s korakom 7 = T /M.
Sa L, oznaéimo skup funkcija v defimisanih na (3 i parno produzenih preko granice
T's za koje je:

v=0, (z,z2)ely i

Vol = Vimy UN4lm = UN-imy W1 = Wi, YNyl =Y N-1

(30)

Skalarni proizvod i normu uvedimo u £, na uobiéajen naéin sa (2.59). Operator
A?Z definisan sa: _
2,
Ahv = Vg2, 81y + 2"'51511‘:3': + UL PP 2Y PN

je samokonjugovan i pozitivno definisan na £;. Lake se proverava da je:

N=1
(A v, U) “"Ahv“ +2h_2 Z(”h"’vl\l 1:+u|1 +v:N l)

=1
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odakle sledi:
16217 4jvlf* < (Afv, v) < 68K ull*.

Usled toga e eksplicitna shema s operatorom A biti stabilna u slu¢aju kada je
1—(73/4)68h=% > 0 tj. za:
T < h*/V17.

Ovc je veoma jako ograniéenje na korak po vremenu 7. Zato se postavija problem
konstruisanja diferencijske sheme za resavanje zadatka (29) koja bi bila apsclutne
stabilna 1 ekonomiéna.

Reéenje" postavljenog zadatka daje diferencijska shema:

B H2 _ 9yl 4 - 1/2

(1-/‘))2 ( i+1/2 4 vj-llz)flz'xflzl + 20%.1.‘52:2 - f{’
Wt 9y ¥1/2 4 o i+l i j+1/2 i+if2 (31)
(T/2)2 + ('U' + UJ )53125212 + 2‘”‘;!3—'!-‘531‘2 —_ i‘l' ,

gde su f; i fo prcizvoline neprekidne funkcije takve da je fi + f> = 2F. Grani€ni
uslovi se zadz2ju sa (30), a pocetni sa:

v =g, 07 = o+ (/2w ~ (r/8)(Auo — f°).

Obe jednaéine u (31) su jednodimenzione na gornjem sloju 1 odgovaraju im ma-
trice koje se mogu dovesti nz petodijagonalni oblik. Prema tome, nasa shema je
ckonomiéna.

Dz bismo ispitali stabilnost sheme (31) pomnozimo skalarno prvu jednacinu
sa pitU/2 _ yi=1/2) drugu sa ' *! — v/ sumirajmo po D i saberimo rezultate. Tako
dobijamo:

NEF) = (1/2) (I = Y2/ /2 + (A - k)/(r/2)u )R
F2(E N2 o /2) + (12 (ke + EELIE)
= (1012 = )/ (r/2I + o220 + 2022 1 0°) + 1102, I

k k-1
+ 3 (R ) L ST o ) 1 (1/2) (P R - o),
j=t i=0 (32)

gde je {|ufl; = w2l + (h2/2) T er, w?(2). Dalje je

2 2 2 .
”0313‘1”0 - 2(05111521-':'“’) + “wfz-lelo = "vfxl‘x + wf:’-‘n”@ 1

A2 (0%) = (/) (I = A2 + I - o) /)

k+1/2 k+1/2 2
+” 12’1/ + ::;‘13"0 + ” [tx/ + v:;:g”o)‘



106 IV HIPERBOLICKE JEDNACINE

Odatle sledi da je N'(v*) = \/N2(v*) norma u prostoru uredenih trojki (v*,v¥+1/2,
vE+1). Jednakost (32) mozemo transformisati na sledeéi nagin:

— o2

vil?
/2
k-1 , . 41 i+1/2 F+1/2 _ i
T j+1, pibiyz VIR0 i iz WY
+2E{<fl +f2 ] T/2 ‘ + -fl +f2 ,—'—-'———T/2

j=0

k+if2 _ k 1 k41 _ k412
k41 Y v E+1/2 ¥ v
e3{ (e )« (A=)
T p/2 0
-3 (=)

Odatle, na isti nacin kao u slu¢aju sheme (24), dobijamo ocene:

1
+ “vf{;x + vfg:g"()

Nz(v") =

£-1
Nv*) <er Y NY (V) +F,

j=0

gde je
F = (1/(26)) (max 1514 + 47737 + ma 1] + 7
+(*/2)(max |if] +(1/2)f o ma [|(1/2) /7))

2
+ (PN + 42 = Y (/DN + 2Alok2, + 08,11

N () < F +ekre* F < (14 €TeT)F. - (33)
Prema tome, diferencijska shema (31) je apsolutno stabilna u normi N (v¥).

Predimo sada na ispitivanje konvergencije nase sheme. Greska z/ = u/ — v/ ne
pripada prostoru £ jer ne zadovoljava grani¢ne uslove (30): 2/ |n =0, ali je

"{l.i - z{_,», ZJI;T+1.1' - ZJ;\!—l.iv ZJ -1 z{.l' zoj.N+1 - z{.N—l = 0("3)-

Zato uvedimo popravku, kao u paragrafu 2.2.g:

z=C+n gdeje n=q +n,
h(l —ih .
(r’l)"m = ;(12( T 21112)) {am[(l "h)z - hz] - ﬂm[(‘h)2 - hz]}v m= 1121' .. )N - 1:

Qm = (zlm - z—l.m)/(2h), Bm = ('ZN:+1.m - zN—-l.m)/(2h);
'7”1‘. =0, ,(m)i-1=(mdi1, (M)inyr =(m)in-1,
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(redim = 1;'(—",,%—%‘)1{7. (-
% = (zi1 — z.=1)/(2h), & = (zing1 — zi.N-1)/(2h),

"§|r. =0, (m)-1m =(M)rm, (MIN+1.m = (M2)N-1.m-

mh)2 - hzl - 6.'[(171’1)2 - })2]}, t=12,...,N-1,

Funkeija ¢7 pripada prostoru Ly, a n zadovoljava uslove: 1, sz, Mizizi) T =
O(h?) (pod pretpostavkom dovoljne glatkosti u) . Dalje je:

G2 _9¢i 4 ¢i-12 ; . . .
’(7/2)2 + (CJ+1,2 + <J 1/2)913'11‘181 + 2(:%,:1!;:3 = %1
(34)

GH M2 . Lo
(r/2)? + (O + P )ayeazaz, + 2(}_:1*:11/;”_2 = %ﬂ/z,

gde je:

. . . . 6%u 8% 8y i
#=¢'{,0+¢i,1+¢{,2=(3t2+26 4+2azza fl)

J+1/2 _ 9y Voo '
[“ 20 + W™ rw . (W2 4 Y2, e,

(/2 T
Ty otul
“25T 2u},s, 802, 2@;@]
,77+1/2 2 +pi—1/2 ; . .
+ [— (1,/”2’)2 "’ - (7’1+1/2 + ”, 1/2)214'1911‘1 - 2'7’1‘1211‘323] ’

/2
i+1/2 _ L i+1/2 | i1z, gitiyz _ [ 97 8‘u *u +t
WP = i = (Gl 2o - )

witl —uitl2 4 i g%t . .
' [ + ("H.1 + uj)fzz‘zi:rz

(7/2)? 'z
- 2.23:2”1/2 g itU2  _ 23411“1/2
oz} #15122%2 9z39x3
i+l _ 9pi+1/2 4 pi . . )
+ [— r" (772)2 'f - ('7”.1 + ’7’)5:3:5212 - 2’75?:;’523:,] .

Vidimo da je ¥1,0 = O(1), ¥20 = O(1) i ¥1,0 + ¥20 = O (tj. shema (31) ima
sumarnu aproksimaciju), dok je %11, %2,1 = O(72 + h?). Pogetni uslovi su:

CO - 0’ CI/Z = ul/2 - vl/2 = 0(7.3).

Oznaéimo ¢ = {3 +(2, gde je {1 resenje zadatka (34) sa ¢; = ¥; o+¥;1 i (11/2 =2
(2 redenje zadatka (34) sa ¥y = ¢hi2 i (;/2 = 0. Primenjujuéi ocenu (33) na ¢; do-
bijamo:

N(GE) = O(r +1?). (35)
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Funkeiju {2 ocenjujemo na slededi naéin:

N’(Q)-—Z(ﬁz,c’“” =y Z(»'“”’,a*‘ =)+ ER G k)

=
_ T ’f{_i[(n;w/z = ,f-rx — 2L (.J! _ C{H”)
2 14:0 (r/2)? oTf2
(,’j+1 —pitl2 i 4 ,'f-t/z)J
(r/2)?
IR A AR AT Al
4 (r/2)? ’ /2
_T(m -t oyttt P c:)
4 (+/2)? ' /2

f+3/2 L i+1/2 i+l __ i
Z e g 32— g it
+ ’ [( %‘;lil ;’,;:r" ( T ) + ( ' T ) )
' ! #7y ! £2z27 0

jL1/2 j-1/2 i+l _ g
2 . 4 -1y i 7
((g";‘il +Gzreas ( :“_) t ("—?’"
E13y Faz3/ 0
CEEUT ekl EFL[2 R
21111 25217’71211‘1 + 2 )1‘ 0
2T2
k41 k
E+1/2 e-1/2, (207 137
(Cz‘;‘il +Cgk,f;,z,v7h“z‘/ T (m_-—T——) )0
Fazg

< . k—l( C{;H _C£+1/2 2 C£+1/2 _ C-{ 2
Sazd /2y |

Z\|"TR)
+ea(lI(CE* = )/ + IGET2 = /I

2 j 2
+ €37 Z(nca*;tif L UGS + sialll)

+

E4+1/2 E+1/2 |, Ak 2
+s4(nc“,£| R3S W e g4 ke PN

+ ((kr/er + 12 fea + kT [e3 + 1[€)) - O(RY).

Birajuéi €2 =4 = 1/4 i €, = 2¢3 = ¢/2 dobijamo:

k-1

N(CE) < (/N (CE) + (e/2) Y_ N+ O(hY) i

j=0

k-1
N(¢E) Ser Y N((E) + O(hY).

i=0
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Primenom leme 1 odavde dalje dobijamo:
N(() = O(K?). (36)

Najzad, iz nejednakosti (35) i (36) dobijamo sledeéu ocenu brzine konvergencije

diferencijske sheme (31):
N(¢H) = O(h? + 7). (37)

U slu¢aju proizvoljne konveksne oblasti Q u ravni Oz;z; kada se koristi rav-
nomerna mreZa i graniéni uslov ,prenosi“ u évorove mreie ,, najbliZe boénom
omotaéu I' x [0, 77, umesto (37) dobija se ocena:

N(CH) =Oo(Vh + 7).

3. Elementi opste teorije stabilnosti
troslojnih diferencijskih shema

Sliéno kao dvoslojne, i troslojne diferencijske sheme se mogu uvesti apstraktno
(videti Samarski, Gulin [1973]). Neka je H Hilbertov prostor i t € [0,7] realna
promenljiva. Neka su v = v(t), f = f(t), ... elementiiz ® i A = A(t), B = B(t),

linearni operatori koji preslikavaju H u H. Na intervalu [0,7] definisimo
mreiu &, = {t; = jr | j=0,1,...,. M; 7 = T/M} Sliéno kao ranije, umesto
v(t;), £(t;),- .., A(t;), B(t;), ... pisatemo v/, ff,..., 47 B/ .. .. Troslojnu diferen-
cijsku shemu u prostoru H definisemo sa:

Dol 4 €0 + Foitl = i, (38)
Jednakost (38) moZemo svesti na kanonski oblik:
’ Boi+Clf + A =, (39)

stavljajuci A7 = DI + & 4+ FI, B = #(FI ~DI) i = (¢2/2)(D¥ + FI). Sa
vé i v}, obelezeni su koli¢nici razlika na uobi¢ajen natin: 1/(27)(v/*! —v/"1) i
vl, = 772(v7+1 — 20/ 4 v/=1). U slucaju kada je (39) aproksimacija odgovarajuéeg
hiperbolickog zadatka (1.34) operator .4 aproksimira operator A, operator C je
blizak jedini¢nom, a operator B — nultom operatoru. Na primer, eksplicitna shema
(13) svodi se na (39) stavljajuéi A = —Ly, C = I, B = 0. Shema s teZinama (19)
svodi se na (39) stavljajuéi A = —Ly, C = I-(1?/2)(01+02)Ln, B = —1(01—02) Ls
itd.

Pre nego sto predemo na ispitivanje stabilnosti diferencijske sheme (39) trans-
formisimo je na sledeéi naéin:

Biv;' +(C = (P/)A W+ A (v 4209 1o )= p (40)
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Pretpostavimo da je B pozitivan operator za t = #g,t),...,tpr dasu A iC
konstatni, samokonjugovani operatori i da su A i C — (r?/4).A pozitivno definisani
operatori. Mnozeéi skalarno jednakost (40) sa v/+! — vi=! dobijamo:

.. N ;9 .
2080}, v}) + v lle— ooy — 19l _com
+ U+ ) 2 = I + A = (P - YY) (@)

Oznacavajuéi: ‘ ;
. ) . . 2
NA() = fInillerapga + I+ + o)/ 2L,
dobijenu jednakost mozemo napisati na sledeéi naéin:
20(B v, o)) + N2(of) = N o (07— oY), (42)

Pri daljim izvodenjima osnovnu ulogu igra ocena skalarnog proizvoda (f7 vi+! —
v/~1). Pretpostavimo da su operatori B samokonjugovani i pozitivno definisani.
Tada je:

. . .. . 2 .

(FF o = o) = 2, o) S 2]+ @/ iy
Zamenjujuéi u (42) dobijamo: _
. . .2
N2 (') S N2V + (/21 sy

i, posle sumiranja po j:
k ‘
x T 2 . i
N(vF) SN?(0%) + 5 Y W ligssy- S NP0 +(T/2) max [|fllsi)-1-
i J=1

Ako postoji konstanta ¢ > 0 takva da je za svako j operator B/ — ¢I nenega-
tivan, moZemo izvesti drugu ocenu. Tada je

(F o =) = 2r(f o)
< 2refd|f” + (/NP < 2B v, ) + (/DI
Zamenjujuéi u (42) dobijamo
N (wh) S NN + (rf2e)I )

i posle sumiranja po j:

k .
M) S N + 2 S IAI < N20) + o max o)
ji=1 i
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-Ako za B/ pretpostavimo samo da su nenegativni, ocena se izvodi na drugi
naéin:
(o4 =) = (o) 7(F o)
< erflodlle_rajapa + 51’""{-1":_(7:/4)4 +(2r/(4eDlf j"zc-(r’M)A)-'
< TN W)+ erN? (V) + (/2P e —qrapapay-1:

gde je ¢ = tonst > 0. Iz dobijene nejednakosti i iz (42) dobijamo, uzimajuci u obzir
da je (B’tr;,v;) >0:

N(v) < (1 +er)(1 = er) N2 (1) + 7/(26(1 = er))IF e - rayipay-s
i posle sumiranja po j:

N2(e*) < TIO-IN) + (1)) (0~ = 1) macx [ ayay-r-

_ Izveicemo joé jednu ocenu pod istom pretpostavkom. Skalarni proizvod
(ff,¥*+! — v/ ~1) moiemo transformisati na sledeéi naéin:
(F o4~ ) = 2, (P + 0)/2) - 24771, (v + ¥ 1))
| =2r((ff - F7Y/r, (P +v7)/2).
Zamenjujuéi dobijeni izraz u (42) i sumirajuéi po j dobijamo:

N3(oF) S N2 (00) + 2(f*, (H+ + 0%)/2) = 2(F°, (v + 0°)/2)
k-1

-2r) (f, (v +vi)/2)

j=0 )
< N(°) + eall(F+ + o*)/20 % + (/e FEN -
+ eall(v? + )/ 2015 + (/e
k-1 ) k-1 )
+est 1IN+ 020 + (r/fes) LI

Jj=0 J
< ENHH) + (14 e))N*(0%) + (1e1 + 1/ez) max [1f7]
" k-1 .
+ (T/ea) max | a-s +es7 3 N*(+).
j=0
Birajuéi na primer ¢; = €3 = €3 = 1/2 odatle sledi:

k-1
N2() < N(0°) + 8max (|7 ecs +4T max 1f s + 7 Y N09).

j=0
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Primenjujuéi lemu 1 dobijamo ocenu:
] s
N (") € MUV () + M, max HFNa-r + M3 max N la-,

gde je My = 3(1+ TeT), My = 8(1 + TeT) i M3 = 4T(1 + TeT).

U slu¢aju kada operatort A i C zavise od t ocene se usloZnjavaju. Pretpostavimo
da operator A zadovoljava Lipschitzov uslov:

[([A(t + 1) — A(t)]v, v)| € er(A(t)v,v), c = const > 0, (43)
5to je analog uslova (1.36) ogranicenosti operatora dA(t)/dt. 1z (43) sledi:
(1= en)llolls < foltlies < Q1+ enlioll.
Umesto (41) dobijamo:
JE. . a2 . 9 .
27(810‘-:” V‘:v) + "v{"Ci—(r’/ﬂAi - ll';i"cj-(sz)Aj
H I + )2 — I 0 Y2 = (0 - i)
ili:
2(B0d, ) + () = I o gay s
+I + o 20 + (v - v, (49)
gde je oznaceno:
. .9 . . )
N2 = Wudlles agapas + 107+ 9) /205

Tako se pored ocene skalarnog prouzvoda (f/,v/+! — v/~!) nameée zadatak ocene
. P2 . . 2
izraza [[ville; - rapqpas + 10V + 0771/ 20 05

Ako pretpostavimo da i operator C — (r2/4)A zadovoljava Lipschitzov uslov
(43) tada je

Hotles — o papas + 1627 + 077 1) /20
< (U er) (1o ™ Wesms—rapayasms I + 01N/ )
=1+ )WY, (45)

Zamenjujuci u (44) dobijamo:

2r(B'v), v)) + N (V) < A+ )W) + (f, i+ = 7Y,

3
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QOdavde, sliéno kao u prethodnom sluéaju, dobijamo ocene:
F(04) < TN (0) + (¢ = 1)/(26) max 1]y (46)
— ako su operatori B’ samokonjugovani i pozitivno definisani;
) < e T + (7 - 1)/(2ec)ma ] ()

— ako postc;ji konstanta ¢ > 0 takva da je za svako j operator B/ — ¢I pozitivan;

Wz(vk) < e(2/(-en)t)T V(vo)
+ [ O=HIT 1] /(2626 + ) max [ lles _raapan-s (48)

Wz("k) < le’(”") + M, l’n}a.x "fj"(zm')-l +Ms m)p.x "f{”(z,u)-l (49)

— ako se pretpostavi samo nenegativnost operatora B7.

Ako pretpostavimo da operatori A i C zadovoljavaju Lipschitzov uslov (43)
tada umesto (45) dobijamo:

. 2 . .
W3l —raapas + 107 +097)/20%s
< (L4 er)lvi ™o = (/)1 = e)lld ™ osms + (A + eIV + 1) /20
= (14 )N ) + (72 2)erl|oi = sms-

Da bismo dobijeni izraz moglh dg ocenimo pomocu Wz(vi —1) pretpostavimo jos da
je operator Cf — (12/4)(1 +€)A?, € > 0, nenegativan za j = 0,1,..., M. Tada je:

12 i 1,2 2, .
(e /2l " as-r < @er/lwd Mles-1-(rapapaims < er/ON (¥ 7Y),
to zajedno s prethodnim daje:
;2 . . 2 2 .
"";'"cj_(,z“),u‘ + ”(v’ +v l)/2"4:‘ S [1 + (l + 2/E)CT]F (vJ l)‘

Polazeéi od dobijene ocene moZemo izvesti analoge ocena (46-49) u kojima
umesto konstante ¢ figurise konstanta (1 + 2/¢)c.



Dodatak:
Aproksimacija generalisanih resenja

Rezultati 1zlozeni u ovoj knjizi, specijalno ocene brzine konvergencije diferencij-
skih shema, dobijeni su pod pretpostavkom da resenja razmatranih graniénih pro-
blema imaju neprekidne parcijalne izvode dovoljno visokog reda. Metoda konaénih
razlika se medutim koristi i za numericko reSavanje zadataka sa slabim (generalisa-
nim) redenjima. - Pri tome se pojavljuju dve grupe problema. Jedni su povezani s
konstrukcijom diferencijske sheme u sluéaju prekidnih koeficijenata i resavaju se nji-
hovim usrednjavanjem. Drugi se pojavljuju pri analizi konvergencije takvih shema:
generalisano redenje nema, u opstem sluéaju, neprekidne parcijalne izvode pa se ne
moZe koristiti standardna tehnika zasnovana na Taylorovom razvoju. U poslednje
vreme je u radovima Weinelta, Lazarova, Makarova, Jovanovica, Ivanoviéa, Silija i
drugih razvijena alternativna tehnika za ispitivanje brzine konvergencije, zasnovana
na lemi Bramble-Hilberta i njenim generahzacuama U ovom odeljku ¢emo ukratko
prikazati tu tehniku na primeru prvog graniénog problema 2a elipticku jednacinu
drugog reda s promenljivim koeficijentima.

Definisimo prvo prostore Soboljeva s razlomljenim indeksom (v. Triebel [1978]).
Neka je s pozitivan realan broj, [s] najveci ceo broj < s i [s]~ najveci ceo broj < s.
Neka je dalje 1 < p < oo i Q oblast u R™. Prostor W;(f2) &ine sve funkcije
fe W,{,'](Q) za koje je konaéna norma: '

g = A+ ST

gde je

ZM_ D117, s ceo

iy = 1015 - Dol
P y)l ; :
|a| [,’1/ / PRI dzdy, s razlomljen.

Ovde je a = (ay, as, ..., ay) uredena n-torka nenegativnih celih brojeva, |a| = a; +
az+ -+ on, D*f = (8/021)*1(8/022)72 - - (0/0zn)*" f i |z — 4| = [(z1 — y1)* +
(z2=v2)*+ - -+ (Zn—yn)?)M/2 Za s = Ostavljamo W = L,. Za s < 0 W} se definise
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kao dualni prostor od W;*, gde je 1/p+1/¢ = 1. Njegovi elementi su generalisane
funkcije (distribucije). Teorija elipti¢kih graniénih problema u prostorima Sobolje-
va je dobro razvijena (v. Lions, Magenes [1972]).

U daljem radu fundamentalnu ulogu igraju sledeée dve leme.

LEMA 1. Neka je Q oblast u R™ s Lipschitz-neprekidnom granicom i n(u)
ogranicen linearan funkcional na W) (), s > 0, koji se anulira ako je u polinom
stepena < [s]~. Tada postoji konstanta C = C(R,s, p) takva da za svako u € W3 (Q)
vait nejednakost:

A In(w)] < Cluls.

Lemu su dokazali Bramble i Hilbert [1971] za sluéaj celih s. Opsti slucaj
je dokazan u radu Duponta i Scotta {1980]. Tu je dat i postupak za efektivno
odredivanje konstante C'. Generalizaciju za slucaj anizotropnih prostora Soboljeva
dao je Drazié [1986).

LeMa 2 (v. Ciarlet [1978], Jovanovi¢ [1987]). Neka je ((u,v) ogranicen bilinea-
ran funkcional na W, (Q)x W{(R), s,r > 0, koji se anulira ako je u polinom stepena
< [s]™, e takode ako je v polinom stepena < [r]~. Tada postoji konstanta C =
C(R,s,p,r,q) takva da za svako u € W;(R) i svako v € W] (Q) vazi najednakost:

l((ur ‘U)l S C'“lw; IvIqu .

Definigimo jo§ Steklovljeve operatore usrednjenja. Neka je f(z), £ € R",
realna funkcija, h — pozitivna konstanta i r; — jediniéni vektor koordinatne ose
Oz;. Oznaéimo

1
Tt f(z) = /0 flz+htr))dt =T f(z+ hri) =T; f(z + 0.5hry), i=1,2,...,n.

Ovi operatori preslikavaju parcijalne izvode u koliénike razlika:
TF(0f/0zi) = fr;, T7(0f/0zi) = fs,-

Primetimo takode da je
1
THT f(z) = T2 f(z) = / (1 = [t f(=z + htrs) di.
-1

Razmotrimo najzad Dirichletov graniéni problem u jediniénom kvadratu Q =
(0,1)? za elipticku jednaéinu s promenljivim koeficijentima:

2. % du
Zb—;(aij-a_;?)zfr ZEQ; u=0, z el =09. (1)
ij=o0 '
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Pretpostavljacemo da generalisano resenje zadatka (1) pripada prostoru Soboljeva
W3(Q),1 < s <3, ada desna'strana f(z) pripada WJ~%(2). U tom sluéaju, koefi-
cijenti a;; moraju pripadati prostoru tzv. multiplikatora M(W}~1(Q)) (v. Maz’ya,
Shaposhnikova [1985]). Dovoljni uslovi su:

aij G.'W;"(Q) gdejep=2zas>2ip>2/(s—1)zal<s<2

Ovi uslovi izraZavaju minimalnu dopustivu glatkost koeficijenata u terminima pri-
padnosti soboljevskim klasama. Primetimo da su prema teoremi potapanja (Triebel
[1978]) u i a;; neprekidne funkcije, dok je f prekidna, a pri s < 2 — Eak generalisana
funkcija. Neka su, osim toga, zadovoljeni uobiéajeni uslovi simetrije i elipti¢nosti:

2 2
a;j = aji, E Qi ¥y > Co Zy'?, ¢g = const > 0.

ij=1 i=t

_ Neka je Q) ravnomerna mreza u oblasti I s kordkom h, Q= QG NQiT, =
Qn NT. Na uobitajeni nacin definidimo diferencijske operatore v, 1 vg; i diskretne
norme Ly s i W3, '

Graniéni problem (1) aproksimirajmo diferencijskom shemom s usrednjenom
desnom stranom:

2
1
3 Y [(@ijve,)s; + (aijue;)e;] = TiT3f, z€Q; v=0, z€lh (2)

i,j=1
Greska z = u — v zadovoljava uslove:
13 2 ‘
5 o [@i2))s + (@ijzs) )] = D myz, z€Qw; 2=0, z€T,
ig=1 ij=1
gde je nij = 0.5((1,'1-11,,-1. - a?‘jl'u}';) - T‘.‘*"I'g_‘-(a,'j(au/azj )) iutt = u(z + hr,-).

Energetskom metodom se lako dobija apriorna ocena:

.
lellwy, <C 3 lms 3

i,j=1

Da bismo dobili ocenu brzine konvergencije diferencijske sheme (2) dovoljno je
oceniti |{n;;}{. Predstavimo prethodno 7;; u obliku

Nij = Mij,1 + Nij 2 + 15,3 + Nij,a
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gde je

i1 = (T T5_s0i; (T T5_0u/0z;) — T Ti_(ai;0u/0z;),

mij2 = [0.5(as; + off') ~ TH T30, ] (T T3 ,0u/0z;),

M3 = 0.5(aij + af’)[0.5(uz; + uf) - THT3_;0u/0z;],

77‘]"4 = 0.25(0,‘1‘ - a,'-‘;-'.)(u,j - U;;)
Linearnom transformacijom y = z + th preslikajmo oblast ¢; = ei(z) = {y =
(v1,v2) | z¢ < yi < zi +h, za_i — h < y3_i < z3-; + h} na pravougaonik E; =

{t = (t1,12) | 0 < t; <1, -1 < t3_; < 1}. Oznacimo u*(t) = u(y). Tada n;;1(z)
mozemo predstaviti u obliku:

Nij1 = h—l{//la;(l ~ |ta=i])@u"/8¢; dtdt, //E.~(1 ~ lta_il)a};(t) dt,dt,
_ / /E (1= lta-daiy(00u/ 01 dt,dt,}.

Odatle zakljuéujemo da je

-1 - »
Imij () < b laillwagpllllwg, e

zad >0,p > 11ig>2 Osim toga, 7ij,1 = 0 ako je a]; konstanta ili ako je u”
polinom prvog stepena. Primenom leme 2 dobijamo:

I”ff.l(x), < Ch_l,ai‘i,W;‘(E,-),u.,wé‘q/(g_z)(Ei)' 0 S A < 1, 1 Sg< 2.

Vraéanjem na stare promenljive dobijamo:

B A+p=-2y,, ..
,7"],1(:), S Ch ,a'J'Wé\(ci),ulwé‘q/(q_g)(ei)'

Sumiranjem po &vorovima mreze uz primenu Holderove nejednakosti dobijamo:

(4)

lInsia (@ < CH**Hasilyaaylulwg o

gdeje 0<A<1,1<u<2

Izaberimo A = s — 1, u =11 ¢ = p. Tada je W;"l = W;‘, i prema teoremi
potapanja (Triebel [1978])

W3 C Wapp-2) = Wieyq-2) 281<5<2
Sledi:

fmijall < Ch'-l”aij"w;—l(n)""”w,_-;(n)’ 1<s<2, p>2/(s~1). (5)
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Neka je sada ¢ > 2 konstanta. Vaie sledeéa potapanja:

Wotstcw) za p>2-2/q i
W;'H‘ C W'z:/(q-—Z) za. A> 2/q.

Stavljajuéi A +pu = s iz (4) dobijamo:

“7751'.1“ < Ch’_l“aij"w;—l(n)”“"wi(n)s 2<s<3, p=2. (6)

Na sli¢an natin se ocenjuju i ostali sabirei n;;: (k = 2,3,4). Za njih takode
vaZe ocene oblika (5) i (6).

Iz (3), (8) i (6) dobijamo trafenu ocenu brzine konvergencije diferencijske
sheme (2):

—— s—1 ..
ffu— v““’-},h = ”z”W%.h <Ch “}f}x““-;||w;-1(n)||“||w2'(n)v 1<s<3

Dobijena ocena je saglasna s glatkoséu podataka. Sliéne ocene mogu se dobiti i u
drugim diskretnim normama.

Ocene ovakvog tipa u slu¢aju jednacina s konstantnim keoficijentima dobili su
Weinelt [1978] i Lazarov {1981] — za celobrojne s, i Lazarov, Makarov, Weinelt
[1984] i Jovanovi¢ [1984] — za realne s. Ocene u diskretnim Wy -normama za
p # 2 dobili su Sili, Jovanovi¢, Ivanovi¢ [1985]. Jednadine viseg reda razma-
trali su Ivanovi¢, Jovanovi¢, Siili [1986]. Jednaéine s promenljivim koeficijentima
elipti¢kog tipa razmatrali su Jovanovié¢ [1987a, 1988a] i Jovanovié, Ivanovié, Sili
[1987a]. Sli¢ne ocene za parabolicke zadatke dobili su Jovanovié {1982, 1988, 1988a
b}, Ivanovié, Jovanovié, Sili [1984] 1 Weinelt, Lazarov, Streit [1984]. Hiperbolicke
zadatke razmatrali su Jovanovié, Ivanovi¢, Siili [1986, 1987).




Numerical methods for solving
partial differential equations

(Boundary value problems and mixed problems
for linear elliptic, parabolic and hyperbolic equations)

Summary

Boundary value problems for partial differential equations are mathematical
models for various phenomena as: heat conduction; diffusion processes, wave mo-
tion, fluid dynamics, elasticity, nuclear physics processes, etc. Only in some rare
occasions these problems can be solved with classical mathematical methods and
in all other cases approximate methods are necessary.

Finite difference method has a very important position among approximate
methods for solving partial differential equations. The book is devoted to this
method.

The book is made of the revised and extended material from the series of
lectures held by the author in 1975/76 within the Seminar for Applied Mathematics
in the Belgrade Mathematical Institute. In the book the author tried to synthesize
some important results from the theory of difference schemes, to point to the basic
problems in the theory and to expose the leading methods for solving such problems.
Primary attention is put on investigation of stability and correctness of difference
schemes and their convergence, as well as on construction of economic difference
schemes. Some original results by the author are presented as well.

The book is intended primarily for the students of mathematics, postgradu-
ate students and for mathematicians who work with numerical methods, as well
as for engineers who need practical numerical methods for solving boundary value
problems in their work. In reading the book, basic knowledge of theory of differn-
tial equations and functional analysis is required, in the scope of usual university
courses.

The book contains four chapters and an appendix. The first chapter is intro-
ductory. In it basic function spaces are defined for further use, some notions from
functional analysis are presented as well as basic boundary value problems of ellip-
tic, parabolic and hyperbolic type. These boundary value problems can be treated
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as linear equations of Cauchy problems for linear differential equations in Hilbert
space. Afterwards, basic a priori estimates are derived, from which the stability
of discussed boundary value problems follows. The estimates for the parabolic
and hyperbolic case are derived in an abstract form, from which, specifying the
Hilbert space and the linear operator, the estimates are obtained for the particular
boundary value problem. Also, the concept of difference scheme is introduced.

The second chapter is devoted to elliptic equations. In its first part difference
schemes are constructed for solving various boundary value problems and their
stability, correctness and convergence are investigated. For the sake of simplicity
of derivation, the most simple difference approximations are mainly used. The
second part of the chapter is devoted to solving the system of difference equations,
especially using iterativa methods. The main attention is paid to the economy of
the method and, in connection with it, to the optimal choice of iterative parameters.

In the third chapter difference schems are constructed for solving parabolic
equations. Stability and convergence are investigated for the explicit, implicit,
weighted scheme and the alternative direction scheme. It is proved that the alter-
native direction schemes are absolutely stable and economic.

In the fourth chapter difference schemes are constructed for solving parabolic
equations. Stability and convergence are investigated for the explicit scheme,
weighted scheme, alternative direction scheme and for the the additive scheme
for one fourth order equation. As in the previous chapters, great attention is also
paid to the economy of the schemes. '

The appendix is devoted to the approximation of generalized solutions of
boundary value problems. Since generalized solutions, in general, do not have
continuous partial derivatives, standard technique based on Taylor expansion can
not be applied for convergence analysis of corresponding difference schemes. In
the recent time, an alternative technique based on the Bramble-Hilbert Lemma is
developed in the work of many mathematicians, inicluding the author. This tech-
nique is presented here in the case of the first boundary value problem for elliptic
equation with variable coefficients.




Literatura

Ahiezer N.I., Glazman I.M. (Axnesep H.W,, 'nasman UM.),
[1966], Teopua auneinvix onepamopos ¢ I'uabbepmosom npocmparncmee, Hayka,
Mocksa.

Astrahancev G.P. (Actpaxanues I'.IL),
[1971], O6 ooHoM umepauuoHHOM MemOde peweHUA CEMOURBIX IAAUNMUNECKUX
sadau, X. BuaHucI. MaTeM. M MateM. ¢us., 11, No. 2, 439-448.

Aubin J.P,,
[1972], Approzimation of elliptic boundary-value problems, Wiley-Interscience,
New York -~ London — Sydney — Toronto.

Babuska 1., Prager M., Vitasek E.,
[1966], Numerical processes in differential equations, SNTL, Interscience Publ.,
Prague — London.

Bahvalov N.S. (Baxsanos H.C)),
[1966], O cxodusmocmu 0OHO20 DeAGKCAUUOHHO20 Memodd NpU eCmeCcmeeHHbX
OZPAHUNEHUAX HG daaunmuveckuil onepamop, X. BHYMCIL MaTeM. M
MateM. ¢u3., 6, No. 5, 861-883.

Bakirova M .1., Frjazinov 1.V. (Bakuposa M.U., $pasunos U.B),
[1973], O6 umepauuorHom Memode neEpemMeHHBX HANPABAeH ULl O1A PATHOCMHOZO
YypasHeHun IIyaccona 6 KpueoAUHEUHHIX OpPMOZOHAAbHHX KOOpOUHAMax,

X. Buiucn. MaTeM. ¥ MateM. $uz., 13, No. 4, 907-922.

Bateman H., Erdélyi A.,
[1953], Higher transcendental functions, v.2, Mc Graw-Hill, New York - Toronto
- London.

Courant R.,
[1943], Variational methods for the solutions of problems of equilibrium and vi-
brations, Bull. Amer. Math. Soc., 49, 1-23.

Courant R., Friedrichs K., Lewy H.,
[1928], Uber die partiellen Differenzengleichungen der mathematischen Physik,
Math. Ann., 100, 32-74.



122 LITERATURA

Crank J., Nicolson P.,
[1947], A practical method for numerical evaluation of solutions of partial dif-
ferential equations of the heat-conduction type, Proc. Cambridge Philos.
Soc., 43, 50-67.

D’jakonov E.G. (ObaxoHos ET),
[1971], Pasnocmusie memodn pewenun xpaessix 3adav, & I, wag. MI'Y, Mocksa.

(1972], Pasnocmusie memodst peutenun xpaeswix 3adav, & 2, mag. MIY, Mocksa.

Douglas J.,
[1955], On the numerical integration of uge + vy, = ug by implicit methods,
J. Soc. Industr. Appl. Math., 3, No 1, 42-65.

Douglas J., Gunn J.,
[1964], A general formulatwn of altcmatmg direction methods, Part I, Numer.
Math., 6, 428-453.

Douglas J., Rachford H.,
{1956}, On the numencal solution of heat conduction problcm in two and three
space variables, Trans. Amer. Math. Soc., 82:2, 421-439.

Fedorenko R.P. ($emoperko P.IL),
[1961), PeaaxcayuoHnHbitl MemMod peuleHUA PAIHOCMHHX IAAUNMUNECKUX Ypas-
Henull, X. Burauci. MateM. 1 MateM. §us., 1, No. 5, 922-927.
[1964], O cxopocmu cxodumocmu 00K020 UMEPGUUOHHOZO npouecca, X BHYMCIL
MateM. # MateM. (., 4, No. 3, 559-564.
[1973], HmepauuonHrbie MemoObl pewenun pAIHOCMHBX SAAUNMUYECKUX Ypas-
nenutd, YMH, 28, No. 2, 121-182.

Forsythe G.E., Wasow W.R.,
{1960], Finite-difference mcthods for partial dzﬂerentml equations, Wlley, New
York - London.

Frjazinov L.V. (®pasusxos U.B.), :
{1971], O pasnocmnuix cxemax 0an )paeuenwz Iyaccona 6 noaapmol, yuaun-
dpuuecxoll u cgepuveckotl cucmemax xoopournam, XK. BHIUCHK MaTeM. H
marem. $u3., 11, No. 5, 1219-1228.

Godunov S.K., Rjabenjkij V.S. (Tonyxos C.K., PaGervkunt B.C)),
[1977), Pasnocmueie cxemst, Hayxa, Mocksa, (I u3n. 1962).

Jovanovi¢ B. (Mosanosus B.),

[1975], O6 odrom umepayuoHHOM memode peweuwz PDAIHOCMHBIX 3aaUNmMuuec-
xux ypasHernud, Mat. vesnik, 12 (27), 347-356.

{1976], O memode Pedopenro-Baxeanoea AR peuteHUA PAIHOCMHOZO YPAGHEHUR
IMyaccona e yutundpuuecxol cucmeme xoopduram, Publ. de 'Inst. Math.,
20 (34), 145-160.

[1977], OO odHOM 3KOHOMUUHOM MeMOOE OAAR PEUEHUR DAAUNMUUECKUX PATHOCM-
Hoix 3a0au, Math. balkanica, 7, 157-160.




123

[1977a], AdOumusnan pa3HOCMHAR CXEMA AR HeCMOUUOHAPHOZO YPAGHEHUR Yem-
6epmogo nopAdKa & npoussoabHoll ofaacmu, XK. BHIHCIL. MATEM. U MaTeM.
dms., 17, No. 2, 377-383.

Kantorovi¢ L.V., Akilov G.P. (Kanroposny JI.B., Axnios I'.IL),
{1977], Pynxyuonasbnud anasus, Hayka, Mocksa.

Kornjejev V.G. (Kophees BT),
[1977], Cxembi memoda KOHeUHbIX I1EMEHMOS GHCOKUX NOPADKOE MOUHOCMU, V3L
JI'Y, JleHuHrpan.

Ladyienskaja O.A. (Hmmcxaa O.A),
[1973]), Kpaesvie 3adauu mamemamuuecxott gusuxu, Hayxa, Mockpa.

LadyZenskaja O.A., Uraljceva N.N. (Jlaguxenckas O.A, Ypanbuesa H.H.),
[1964}, Jlunetinsie u xeazuaunelnuie ypasHeHuA Iaaunmuueckozo muna , Hayxa,
Mockaa.

Lebedev V.I., Finogenov S.A. (JIeSeaes B.U., dunorenos C.A)),
[1971], O nopadke sviBopa uMEPALUOHHHX NADAMEMPOB 8 YEOUULEBCKOM YUKAU-
veckoM umepauyuoHHom memode, XK. BHIMCI. MaTeM. H MaTeM. $us., 11,
No. 2, 425-438.

Makarov V.L. (Maxkapos BJL),
[1970], Hpo gopmyau cymaprux 300panceHd ocecumempuumnozo nomenyiany OR
ooniel cxemu nidsuwerozo nopaoxy mounocmi, Qon. AH YPCP, cepus
A, No. 5, 403-408.

Maréuk G.1. (Mapayx '),
{1973], Memodu eviuucaumensrou mamemaemusu, Hayka, HoBocHOupck.

Miranda C.,
[1955], Sul problema misto per le equazioni lineari ellittiche, Ann. di mat. pura
ed appl., XXXIX, 279-303.

Nikolajev E.S., Samarski A.A. (Huxonaes E.C., Camapckunt A A),
[1972]), Beibop umepayuonnbx napamempos ¢ memode Puuapocona , K. BHIHUCIL.
MaTeM. U MareM. $u3., 12, No. 4, 960-973.

Oganesjan L.A., Rivkind V.Ja., Ruhovec L.A. (Oranecsn JI.A., Puskuun BJSL,
Pyxosew J1.A),
[1973], BapuauuoHHO-pA3HOCMHbIE MEMOON DEWEHUA 3AAUNMUNECKUX YPAGHE-
Hud, m. I, Jufifepenyuaibrbie YpasHeHUA U ux npumeHenue. TpyaH
ceMMHapa, B. 5, BuibHioc.

Peacemann D.W., Rachford H.H.,
[1955], The numerical solution of parabolic and elliptic differential equations,
J. Soc. Industr. Appl. Mat., 3, No. 1, 28-42.



124 LITERATURA

Richardson L.F.,

{1910], The approzimate arithmetical solution by finite differences of physi-
cal problems involving differential equations, with an application to the
stresses in a masonry dam, Philos. Trans. Roy. Soc. London, Ser. A, vol.
210, 307-357, and Proc. Roy. Soc., London, Ser.A, vol. 83, 335-336.

Richtmyer R.D., Morton K.W.,
[1967], Difference methods for initial-value problems, Wiley-Interscience, New
York - London - Sydney.

Riesz F., Sz.-Nagy B.,
[1952], Legons d’analyse fonctionelle, Akademiai kiado, Budapest.
Samarski A.A. (Camapckust AA),
[1962], OC 00noM 3KOHOMUYHOM PAHOCTMHOM MEMOOE PEUEHUR MHOZOMEPHOZO
napadosuvecKozo ypasHeHUA 8 NPOUILoAbHOR obaacmu, K. BHIHCI. MATEM.
u mareM. $us., 2, No. 5, 787-811.
[1964], Jloxatbro-00HoMepHbIE pa3HOCMHBIE CXEMBL OMA MHOZOMEPHBIX YPABHEHUU
euneploauueckozo mung 6 npoussoabHodl obaacmu, X BHTHUCIL MaTeM. H
MateM. ¢um., 4, No. 4, 638-648.
[1966], Adoumusnusie cxemst, Mexa. cbe3x MaTeM. B Mockse, Te3HCH HOKII., CeKUUA
14, Buaucn.mar., 46-47.
[1971), Beedenue ¢ meopuiwo pasnocmusix cxem, Hayka, Mocksa.
{1977], Teopus paznocmnmx cxem, Hayka, Mocksa.

Samarski A.A., Andrejev V.B. (Camaperunt A.A., Axnpees B.B.),

[1963], OO 0dHou pasrHocmHOl CXeMe NOBKIWEHO20 NOPAOKA MOUHOCMU OAA ypas-
HEHUA IAAUNMUYECKO20 MUNA C HECKOALKUMU NPOCMPAHCMEEHHBMU
nepemennonu, K. prauci MateM. 1 MateM. ¢um., 3, No. 6, 1006-1013.

[1976], Paznocmuoie smemodst 0a8 3aaunmuveckux ypasnenuit, Hayxa, Mocksa.

Samarski A.A., Frjazinov LV. (CaMapcknnt A A., $pasuros 1L.B),
[1971], O paznocmubix cxemax peuenun 3adauu Jupuxae 8 npouasonbHou o0aac-
mu Onf 3AAUNMUYECKOZ0 YPABHEHUR C NEPEMEHHKBIMU KOSPULUeHMAMU,
X BHaMca. MaTeM. ¥ MateM. ¢us., 11, No. 2, 385-410.

Samarski A.A., Gulin A.V. (Camapcxnnt AA, T'ynun AB),
[1973], Yemouuueocms pasnocmueix cxem, Hayka, Mocksa.

Schauder J.,
[1923], Uber lineare elliptische Differentialgleichungen zweiter Ordnung, Math.Z.,
38, 257-282.

Schwartz L.,
{1950/51], Théorie des distributions I, II; Paris.

Soboljev S.L. (CoGones CJL),
[1962), Hexomopuie npumernenun GyHKIUOHAAbHO20 GHAAU3A 8 MAMEMAMUYECKOU
gPusuke, Nan. CO AH CCCP, HosocuGupck.




125

Varga R.S.,
[1962], Matriz iterative analysis, Prentice-Hall, Englewood Cliffs.

Wachspress E.L.,
{1963], Eztended application of alternating-direction-implicil iteration model
problem theory, J. Soc. Industr. Appl. Math., 11, No. 4, 994-1016.

(1966], Iterative solution of elliptic systems, Prentice-Hall, Englewood Cliffs.

Young D.,
[1954], On Richardson’s methods for solving linear systems with positive definite
matrices, J. Math. and Phys., 32, No. 4, 243-255.
[1954a], Iterative methods for solving partial difference equations of elliptic type,
Trans. Amer. Math. Soc., 76, 92-111.

Dopuna spiska literature

Bramble J.H., Hilbert S.R.,
[1971), Bounds for a class of linear functions with applications to Hermile inter-
polation, Numer. Math. 16, 362-369.

Brebbia C.A., Walker S.,
[1980}, Boundary element techniques in engineering, Newnes-Butterworths, Lon-
don etc.

Brezzi F.,
[1986], Recent results in the approzimation of free boundaries, In: Equadiff 6
Proceedings (J. Vosmansky, M. Zlamal eds.), Purkyne University, Brno,
285-289."

Ciarlet P.,
[1978), The finite element method for elliptic problems, North-Holland, Amster-
dam etc.

Drazi¢ M.,
[1986], Convergence rates of difference approzimations 1o weak solutions of the
heat transfer equation, Oxford University Computing Laboratory, Numer-
ical Analysis Group, Report No. 86/22.

Dupont T., Scott R.,
(1980}, Polynomial approzimations of functions in Sobolev spaces, Math. Com-
put. 34, 441-463.

Friedman A.,
[1982], Variational principles and free boundary problems, Wiley, New York.

Glowinski R., Lions J.L., Trémolieres R.,
[1976], Analyse numérique des inéquations variationnelles, Dunod, Paris.



126 LITERATURA

Hackbusch W.,
[1985), Multi-grid methods and applications, Springer-Verlag, Berlin etc.

Hajdin N,
[1958], A method for numerical solutions of boundary value problems and its ap-
" plications to certain problems in the thcor‘y of elasticity, Belgrade Univer-
sity Publ.

Ivanovi¢ L.D., Jovanovi¢ B.S., Sili E.E.,
{1984], On the rate of convergence of difference schemes for the heat transfer
equation on the solutions from W #12 Mat. vesnik 36, 206-212.
[1986], O cxodumocmu pasHOCMHHIX cXeM O0AA GULAPMOHUMECKOZO YPAGHEHUA,
K. BHYUCI. MaTeM. i MaTeM. Jus. 26, 776-780.

Jovanovi¢ B.S.,
{1980}, Pﬂmena Richardsonove ekstrapolacije pri numerickom reiavanju jedna-
éine Uy = ugz + f, Mat. vesnik 4 (17)(32), 465—474.
[1982], O cxodusmocmu npoexyUOHHO-PAIHOCMHBIX CXeM OAA YPASHEHUA menao-
npogoonocmu, Mat. vesnik 6 (19)(34), 279-292.

[1984], O cxodoumocmu SuckpemHux peuteruil K 0GOOUSEHHBM PEULEHUAM Kpde-
ébix 2a0ay, B: BapualMOHHO-pa3HOCTHHE METOOH B MaTeMaTHYeckod §u-
suxe (H.C. baxsanos, 0.A Kysnenos msn), OBM AH CCCP, Mocksa,
120-129.

(1987], Jedno uopstenje leme Bramble-Hilberta, Zbornik radova PMF u Kragu-
jevcu 8, 81-87.

[1987a], Annpoxcumauus 0COCULEHHBIX peuteHUll ¢ NOMOULBIO KOHEUHBIX PA3ZHO-
cmed, Arch. Math. (Brno) 23, 9-14. ’

[1988), O cxodumocmu OuckpemHux Memodo8 OAR HECMAUUOHAPHBLIX 330a4,
Brrauci. npoteccH. U cHCT. 6, 145-151.

[1988a], Annporcusmauua 00o0uWeHHbX peuteRull Kpagguix 3a0GY ¢ NOMOUHIO
xoneunbx pasnocmetl, Banach Center Publ. 24.

[1988b], On the convergence of finite-difference schemes for parabolic equations
with variable coefficients, Numer. Math. 54.

Jovanovi¢ B.S., Ivanovi¢ L.D,, Siili E.E.,
(1986], Sur la convergence des schémas aur différences finies pour I’équation des
ondes, Z. angew. Math. Mech. 66, 308-309.
[1987], Convergence of a finite-difference scheme for second-order hyperbolic
equations with-variable coefficients, IMA J. Numer. Anal. 7, 39-45.
[1987a], Convergence of finite-difference schemes for elliptic equations with vari-
able coefficients, IMA J. Numer. Anal. 7, 301-305.

Lazarov R.D. (Jlasapos P.11)
[1981], K eonpocy o cxodumocmu paauocmuux cxem 0n 0OOCWEHRBX peulenul
ypasrenua [Tyaccona , OuddepeHumanbipe ypaBHeHua 17, 1285-1294.




127

Lazarov R.D., Makarov V.L., Weinelt W,
[1984], On the convergence of difference schemes for the approzimation of so-
lutions u € WJ* (m > 0.8) of elliptic equations with mized derivatives,
Numer. Math. 44, 223-232.

Lions J.L., Magenes E.,
[1972], Non homogeneous boundary value problems and applications, Springer-
Verlag, Berlin etc.

Maréuk G,I., Sajdurov V.V. (Mapayx I'"'W,, lannypos B.B.)
[1979], Hoswiwenue mounocmu pewenud pasnocmusix cxex, Hayka, Mocksa.

Maz’ya V.G., Shaposhuikova T.O.,
[1985], Thcory of multipliers in spaces of differenticble functions, Monographs
and Studies in Mathematics 23, Pitman, Boston.

Temam R.,
[1979], Navier-Stokes equations, North-Holland, Amsterdam etc.

Triebel H.,
[1978], Interpolation theory, function spaces, differential operators, Deutscher
Verlag der Wissenschaften, Berlin (DDR).

Weinelt W,
[1978], Untersuchungen zur Konvergenzgeschwindigkeil bei Differenzenverfahren,
Wiss. Z. Techn. Hochsch. Karl-Marx-Stadt 20(6), 763-769.

Weinelt W., Lazarov R.D., Streit U. (Basnenst B, Jlasapos P.I., llrpanT Y.)
[1984], O nopadke cxodumocmu pasHOCMKBIX CXEM O1A CAGOLIX peuteHutl ypas-
HEHUA MenAonpoeoOHOCMU 6 aHU3OMPONHoU HeooxopodHou cpede, Oud-
{epenumanbHue ypabnenus 20, 1144-1151.



19486.
1969.

1971.
1972/73.

1976.

O autoru

Roden u Beogradu.

Diplomirao matematiku na Prirodno-matematickom fakultetu (PMF) u
Beogradu.

Magistrirao na PMF u Beogradu.

Bio na specijalizaciji na fakultetu za numericku matematiku i kiber-
netiku Moskovskog driavnog univerziteta.

Doktorirao na PMF u Beogradu.
Trenutno je vanredni profesor na PMF u Beogradu.

Bavi se numeri¢kom analizom, posebno numerickim metodama resavanja
parcijainih diferencijalnih jednaéina.




Sadrzaj

I UVODD o e e e
1. Prostori C*, L,i W: ................................................

2. Neki pojmovi iz funkcionalne analize .................................

3. Osnovni grani¢ni problemi za linearne parcijalne diferencijalne jednaéine
eliptickog, parabolickog i hiperboli¢kog tipa ..........................

a. Elipticke jednadine .........0.cooiiiiiiiiiii it
b. Paraboli¢ke jednadine ......... ... ..
c. Hiperboli¢ke jednadine .............cooeviiiiiiiieniinnennnnnnns

4. Osnovne apriorne ocene za jednaéine eliptickog tipa .................. ‘

a. Prva osnovna nejednakost (energetska) ..........................
b. Druga osnovna nejednakost ............. ...,

5. Osnovne apriorne ocene za jednacine parabolickog i hiperboligkog tipa
6. Pojam diferencijske sheme ................c..ooiiiiiiiiiiiniinaean.
7. Osnovne diferencijske formule ............ ... .. ... ... e

a. Mreza i osnovni diferencijski operatori ..........................
b. Neke diferencijske formule ....................... ...l
¢. Diferencijski analozi teorema potapanja .........................
d. Princip maksimuma ............coiiiiiiit e

H ELIPTICKE JEDNACINE ......oouiiiiiiiiiiiiiiiii i
1. Aproksimacija najjednostavnijih diferencijalnih izraza ................
2. Primeri diferencijskih shema. Aproksimacija i konvergencija ..........

a. Jednodimenzioni sluéaj ....... ..ot
b. Poissonova jednagina ..............coiiiiiiiiiiiiiiiiiie e
¢. Problem sopstvenih vrednosti za najjednostavnije diferencijske

OPEIALOTE .. .ot iiitiit ittt st iseneaaienaneesnnnececnannnns

(= T L B

10

10
12
12

13

13
14

18
20
20
20
21
22
25
25
26

26
30

36



130 SADRZAJ

d. Op5sta elipti¢ka jednaéina ..............cccoiiiiiiiiiinnnenann... 38
e. Shema povisene tacnosti za Poissonovu jednaéinu u kvadratu .... 39
f. Poissonova jednacina u polarnom koordinatnom sistemu . ........ 42
g. Biharmonijska jednaéina .................... ... ...l 46
3. Resavanje diferencijskog zadatka u jednodimenzionom sluéaju ........ 49
4. Specifiénost diferencijskih sistema ................... ...l 51
5. Iterativne metode za redavanje eliptickih diferencijskih zadataka ...... 53
a. Prostaiteracija ............oooii i 54
b. Richardsonova metoda .............. e 56
c. Metoda gornje relaksacije .............ooiiiiiiiiiiiiiL, 59
d. Metoda promenljivik pravaca ...... ... ... oot 62
e. Pojam o relaksacionoj metodi Fedorenko-Bahvalova ............. 69
III PARABOLICKE JEDNACINE ... ..ottt 70
L. Uvod oo e e 70 |
2. Primeri diferencijskih shema ............. .. ... oo 71 |
|
a. Eksplicitnashema ............c..o. it 71 |
b. Implicitna shema ........... ..o it 76
c. Shema s teZINOMm .. ....ovni ittt 77
d. Shema promenljivih pravaca .......... ..ot 79
3. Elementi opite teorije stabilnosti dvoslojnih diferencijskih shema ..... 84
4. Ocene u normi §| « flcar «oovvvvvoneinninnniinn. [ 86
IV HIPERBOLICKE JEDNAGINE .......c..ooiiiiiiiiiiininainn. 91
5 R oY 91
2. Primeri diferencijskih shema ........... ...l 91
a. Eksplicitnashema ......... ... ... it 91
b. Shema s tefinama ................. et 99
¢. Shema promenljivih pravaca ..............ooiiiiiiiiiii. .. 100
d. Aditivna shema za jednaéinu etvrtog reda ...................... 104
3. Elementi opste teorije stabilnosti troslojpih diferencijskih shema ...... 109
DODATAK: APROKSIMACIJA GENERALISANIH RESENJA ........... 114
SUMM A RY ..o e 119
LITE R AT U R A it it e r e eeaeaas 121
O AUTORU .o e e et 128
SADRZAT .o i e 129



Recenzenti: |[dr Milorad Bertolino] profesor PMF u Beogradu
dr Borivoje Rasdajski, profesor PMF u Beogradu

Tehniéks urednik: Dragan Blagojevié
Tekst obradjo w TgX-u: Mirko Janc

Stampa: ,Studio plus“, Bulevar AVNOJ-a 179, 11070 Novi Beograd

Stampanje zavrieno ferbuara 1989.

Klasifikacija americkog matematickog drustva
(AMS Mathematics Subject Classification 1985): 65-02, 65 Nxx, 65 Fxx, 65 Jxx

Univerzalna decimalna klasifikacija: 517.95, 519.63

CIP — KaTtanorusauuja y mySnuxaiimju
Haponna 6utnvorexa Cpouje, Beorpan

519.63

JOBAHOBUR, Bomrxo C.

Numeritke metode reSavanja parcijalnih diferencijalnih
jednatina: grani®ni i medoviti problemi za linearne jednadine
eliptitkog, parabolitkog i hiperbolitkog tipa / Bo3ko S. Jo-

vanovi€. — Beograd: Matemati®ki institut, 1989. — 130
str.; 25 cm. — (Savremena ratunska tehnika i njena primena;
knj. 8)

BuOnuorpaguja: crp. 121-127.
ISBN 86-80593-01-X
517.956 519.988.8

NK:a. IudpepeHumjanse jexHavhHe, MapliHjalite
— Hymepuuxu meronu 6. HyMepnuxa aHanmsa

Prema misljenju Republickog sekretarijata za kulturu SR Srbije ova publikacija je
oslobodena poreza na promet.



=




SAVREMENA RACUNSKA TEHNIKA I NJENA PRIMENA

U ovoj seriji Matematickog instituta do sada su publikovane sledeée knjige:

. Nedeljko Parezanovié
Algoritimi i programski jezik FORTRAN IV
1972., str. 272

. Pavle Pejovié i Nedeljko Parezanovié

Analogni elektronski ra¢unari i njihova primena
1972, str. 321

. Dragisa Stojanovic
Ekonomsko-matematicki modeli linearnog programiranja
1973,. str. 84

. Juriy Stepanenko

Dinamika prostornih mehanizama
1974., str. 282

. Koriolan Gilezan i Bosko Latinovié

Bulova algebra i primene
1977, str. 213

. Radovan Kriolica

Analiza matemati¢kih modela stohastickih sistema sa raspodeljenim
parametrima

1979., str. 107

. Vera Vujéié, Miroslav A$ié¢ i Nada Milici¢
Matematicko programiranje

1980., str. 162



LN BN




