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Predgovor 

Granicni problerni za ратсјјаЈпе diferencijalne jednacine predstavljaju matema­
ticke modele najraznovrsnijiЬ pojava, kao па primer provodenja toplote, talasnih 
kretanja, ројауа difuzije, elasticnosti, dinamike fiuida, procesa atomske fizike itd. 
Samo u retkim slucajevima ovi zadaci зе mogu taёno reвiti klasilnim metodarna 
matematicke analize, dok ве u svim ostalim mora pribegavati pribliZnim metodarna. 

Меди pribJiznim metodama resavanja granicnih problema za рмсјјalnе dife­
rencijalne jednaCine narocito зе istice metoda mreza, zasnovana па diвkretizaciji 
zadatka i zameni parcijalnih izvoda koji ве јаУlјаји u јеdnасјпј kolicnicima diferen­
сјја. Ovoj metodi posveeena је veoma obimna, pretezno ёasoрiзпа, literatura. 

Рoslе pionirskog rada Couranta, Friedrichsa i Lewyja [1928] metoda mreza 
dozivljava intenzivan razvoj u 40-tim godinama. Ovaj razvoj је s jedne strane 
podstaknut potrebama razvitka nuklearne tehnike i tehnologije, dok је s druge 
strane omogucen ројауоm savremene elektronske raёunske tehnike. U ovom periodu 
kontruшu se, ispituju i koriste u prakticne svrhe razliёite diferencijske зћеmе za 
stacionarne i nestacionarne jednatine (npr. зЬета Crank-Nicolsona [1947] i dr.). 
Pojavljuju зе i prvi radovi о varijaciono-diferencijskim зћетата (Courant [1943]). 

U prvoj polovine 50-tih godina уеlш pa.znja ве posvecuje konstrukciji eko­
nomicnih diferencijskih shema. Predla.zu ве metode gornje ralaksacije (Young 
[1954а]) i promenljivih pravaca (Peacemann, Rachford [1955], Douglas [1955Ј). 

U sledecoj deceniji pomenute metode ве dalje razvija.ju i uopstavaju. Dobi­
jeno је taёno reвenje za.datka. izbora optimalnih iteracionih parametara u metodi 
promenljivih pravaca (Wachspress [1963]). Velika painja ве poklanja. mnogodimen­
zonim problemima. Razraduju зе faktorizovane i aditivne зЬете (Samarski [1966]), 
metode dekompozicije itd. Pojavljuju ве prve monografije iz оуе oblasti: Forsythe, 
Wasow [1960], Godunov, Rjabenjki [1962], Wachspress [1966], Babuska., Prager, 
Vitasek [1966Ј, Richtmyer, Morton [1961], Samarski [1971], [1977], Marcuk [1973] 
itd. 

Poslednjih 10-15 gddina intenzivno se razvijaju varijaciono-diferencijske те­
tode (metoda konaёnih elemenata). One s jedne strane predstavljaju вресјјаЈпе 
зlисајеуе opstih varijacionih metoda (Ritza, Galerkina i dr.) dok se s drugemogu 
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interpretirati kao dalji [зzуој metode mreza (videti npr. monografije Aubina [1972Ј, 
Oganesjana, Rivkinda i Ruhovca [1973], Kornjejeva [1977] itd.) 

U univerzitetskim programima u svetu metoda mreza nalazi вуоје mesto pre 
svega u okviru brojnih specijalnih kurseva, а takode u kursevima numericke та­
tematike. U naSoj zemlji se medutim јов uvek таН broj matematicara bavi оуот 
problematikom а i literatura па naSem jeziku је dosta oskudna. 

Оуа knjiga predstavlja preradenu i proвirenu verziju сјЫuза predavanja koji 
је autor odrzao 1975/76 godine u okviru Seminara iz primenjene matematike 
Matematickog instituta u Beogradu. U njој је autor pokusao da da sintezu 
glavnih rezultata оуе уеота razvijene oblasti savremene numericke matematike, 
da uka.ie па osnovne probIeme koji se tu postavljaju, i prikaie glavne metode nji­
hovog reSavanja. Osnovna painje је posvecena ispitivanju stabilnosti i korektnosti 
diferencijskih зћета i njihovoj konvergenciji, s jedne, i konstrukciji ekonomicnih 
diferencijskih зћета, s druge strane. Takode su prikazani neki originalni rezultati 
autora. 

Knjiga је namenjena pre svega studentima matematike, poslediplomcima i 
diplomiranim matematicarima koji se ЬаУе numerickom matematikom, а takode 
inzenjerima koji se u зуот radu 8usrecu 8 potrebom prakticnog re8avanja granicnih 
problema za parcijalne diferencijalne jednaCine. Za njeno citanje potrebna su os­

novna znanja iz teorije diferencijalnih jedna.ёina i funkcionalne anшше, u оЫПlU 
иоЫёајепЉ univerzitetskih kurseva. 

Knjiga је podeljena па cetiri glave. Prva glava је uvodna. U njoj se de­
finisu овпоупј funkcionalni prostori koji се kasnije biti kori..Sceni, neki ројтоуј iz 
funkcionalne analize i osnovni granicni, odnosno meSoviti, probIemi za linearne par­
cijalne diferencijalne jednacine eliptickog, parabolickog i hiperbolickog tipa. Оуј 

granicni problemi se interpretiraju kao linearne jednaGine, odn08no kao Cauchyjevi 
problemi za linearne diferencijalne jednacine prvog i drugog reda u Нilbertovom 
prostoru. Zatim se izvode osnovne nejednakosti iz kojih sledi stabilnost posma­
tranih granicnih problema. Nejednakosti za parabolicki i hiperbolicki slucaj izve­
dene su u apstraktnom obliku, iz kojeg se specifikaciom Нilbertovog prostora i 
linearnog operatora А dobijaju ocene za konkretni slucaj. Takode је uveden ројат 
diferencijske зћете i prikazani osnovni problemi koji se s njim u vezi javljaju. 

Druga glava је рosуесеnа eliptitkim jednaCinama. U njenom ргуот delu se 
konstruisu diferencijske зћете za resavanje razlititih granicnih problema i ispituje 
njihova stabilnost, korektnost i konvergencija. Radi pojednostavljenja izvodenja 
koriste se uglavnom najjednostavnije aprokвimacije. Drugi deo glave posvecen је 
resavanju sistema diferencijskih jednacina, specijalno iterativnim metodama. Ovde 
ве najveea. рзZnја. posvecuje ekonomicnosti metoda, i s tim u vezi optima1nom 
izboru iteracionim parametara koji obezbeduje makismalnu brzinu konvergencije. 

U trecoj glavi se konstruiSu i ispituju diferencijske зЬете za reSavanje рма.Ьо­
liёkih jednaёina. Ispituje se stabilnost i konvergencija eksplicitne, implicitne, вћете 
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s teiinom i shema promenljivih pravaca. Рошапо је da su вЬеmе ргоmепlјјуЉ 
pravaca apsolutno stabilne i ekonomiCne. 

U cetvrtoj glavi ве kontruiSu i ispituju diferencijske вћете za гезаУапје Ырег­
bolickih једпаёјпа. Ispituje ве stabilnost i konvergenicja ekspJicitne вЬете, вЬете 8 
tezinaтa, sЬете promenljiv:ih ргаУаса i aditiyne вЬете zajednu jednaeinu letyrtog 
reda. Као i u prethodnim glayama, i оуде ве yelika райпја poklanja ekonomicnosti 
sЬеmе. 

Spisak literature пе pretenduje па kompletnost, sto је s obzirom па brojno8t 
pubIikacija iz оуе obIasti gotovo i nemoguce postiCi, i odreden је рге svega izborom 
materij~la prikazanog u knjizi i krugom interesoyanja autora. 

Paragrafi, teoreme, lете i foгmиlе питегјвanј 8и u 8vakoj glavi ровеЬпо. Ргј 
рохјуanји па paragraf, teoremu iIi formulu јх iste glave nayodi ве 8ато njihov гедпј 
broj. Pri pozivanju па paragr~, teoremu ili formulu iz druge glave ispred njihoyog 
rednog broja dodaje ве broj glave, npr.: teorema 1.3, formula (2.15) i 81. Literatura 
је citirana јтепот autora i godinom publikovanja. 

Beograd, januara 1979. Bosko S. Јоуапоујс 

* 
* * 

Sticajem razlicitih пероуоlјпјЬ okolnosti, pre 8vega finansijskih, od zavrвetka 
ovog rukopisa do njegovog publikovanja proteklo је skoro deset godina. U 
meduvremenu ве, sto је i prirodno, razmatrana problematika dalje razvijala i pro­
dubljivala. 

Doвlo је do daljeg razvoja metode kопаёпih elemenata i пјој srodnih metoda (v. 
Ciarlet (1978]). Razvijaju ве metode resavanja va.rijacionih nejednakosti i granicnih 
ргоЫета ва 81obodnom granicom (у. Glowin8ki, Lion8, Ћеmоlieгes [1976], Fried­
тап [1982], Brezzi [1986Ј). Sve уееа painja ве posvecuje nelinearnim zadacima 
(У. прг. Теmаm [1979]). 

Razradena је поvз. metoda numerickog resavanja granicnih problema -
tzv. metoda granicnih elemenata (У. ВгеЬЫа, Walker [1980]). Kod пје ве 
koriscenjem fundamentalnih resenja odgovarajucih diferencijalnih operatora ргоЬ­
lеm "prebacuje" па granicu oblasti, blagodareCi сети ве Ьгој dimenzija втапјије 
zajedan (Pomenimo takode pionirski rad u оуој oblasti N. Hajdina [1958]). 

Brzo se razvijaju "multi-grid" metode zasnoyane па koriscenju уiЗe mreza s 
razliCitim koracima (videti Hackbusch [1985]; uporediti takode odeljak 2.5.е). Вliska 
ро ideji је i Richardsonoya ekstrapolacija (v. Marcuk, Sajdurov [1979], JovanoYic 
[1980]). 



4 

О0510 је do napretka u aproksimaciji generalisanih resenja роmоси metode 
konaёnih razlika (videti Dodatak). Тоm problematikom se i autor Ьаујо u protek-
10т periodu. Роmoси поуе tehnike ispitivanja konvergencije, zasnovane па lemi 
Bramble-Hilberta, pokazano је da diferencijske sheme 5 usrednjenom desnom stra­
nom konvergiraju i u slucajevima kada је reSenje polaznog granicnog problema 
dovoljno slabo (neregularno). Ocene koje se pri tome dobijaju su vrlo bliske oni­
та za metodu konacnih elemenata, sto predstavlja ј05 jedan dokaz srodstva dveju 
metoda. 

Beograd, decembra 1988. В.8. Jovanovic 



1 Uvod 

1. Prostori Ck
, Lp i W; 

Pri teorijskim istrazivanjima reSenja granitnih problema za parcijalne dife­
rencijalne jednatine оЫёпо se predstavljaju kao elementi pojedinih funkcionalnih 
prostora. Zato сето па pocetku definisati neke od ovih prostora koji ве пајсезсе 
koriste (videti Soboljev [1962Ј, Ladyzenskaja, Uraljceva [1964Ј, Schwartz [1950-51]). 
Sa Q сemo dalje oznacavati ogranicenu, konveksnu, jednostruko povezanu oblast iz 
R п, а ва Г пјепи granicu. 

Pr05tor Ck(O) вавtoјј se od funkcija definisanih па О, koje јmаји ne!>rekidne 
parcijalne izvode zakljutno s redom k. U Ck(O) se uvodi norma па slecleCi паёјп: 

I Biu I IlullcJo = тах sup .. '. O<i<k '1 о, о .. . _..., . (:а:l.:а:' •...• :а:.)еп дх} дх"} ... д:сn 
'1+"'+' .. =' 

(1) 

Specijalno, sa С(О) oznaёavamo pr05tor neprekidnih funkcija, а sa СОО(П) prostor 
beskonaёno diferencij abilnih . funkcij а. 

Skup taёa.ka и kojima је funkcija raz1icita od nule nazivamo пјеniт пosаСет .. 
Sa 600(0) oznacavamo skup beskonaёno diferencijabilnih funkcija s kompaktnim 
повасет u О, tj. takvih koje su jedna.ke nuli u nekom prigranicnom ројази. 

Prostor Lp(O), р ~ 1, sastoji se iz funkcija definisanih па П, ёijj је p-ti stepen 
apsolutno integrabilna funkcija u smislu Lebesguea. U Lp(O) se uvodi norma па 
sledeCi паёјп: 

Specijalno, prostor L2(0) је Hilbertov, 8а 8kalarnim proizvodom 

(u,v) = L u· vdO. 

(2) 

Za fu~kcije и Е СОО(О) i v Е 600(0) vaii sledeca formula parcijalne integracije: 
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То је jedna od osnovnih [еlасјја u teoriji granicnih problema za parcijalne diferen­
cijalne jednaCine i zato је zadrzavamo i za tzv. generalisane izvode. Neka зu u i 
WI:,I:., ...•• funkcije sumabilne u зvаkој strogo unutra!njoj podoblasti oblasti О. Reci 

, d' аЈ' . d ыlik 81: f k" k сето а Је W.,1:2 .•• 1:. gener Ј&an lZVO о а "" 1: un Clje u а о za. 
. 8:1:1'8:1:22 ••• 8хn" 

svaku funkciju v Е СОО(Щ vaii jednakost 

Za. ovako uveden generalisa.ni izvod za.drza.va.mo obicnu ozna.ku, W1:,1:з ... l:. = 
81: и 

1: 1: i: ' iito ne treba da. dovodi u zabunu. Gеnеrаliза.ni izvodi pred-
8%1'8%2 3 

••• 8хn• 
sta.vlja.ju uopiitenje obicnih i zadrzavaju mnoga njibova svojstva. 

U skup Ci:(n) uvodimo normu: 

p~ 1. (3) 

Zatvorenje skupa С"(Щ u normi (3) nazivamo prostorom W;(O). Moze se pokazati 

daje W;(O) kompletan,.separabila.n Ba.nachov prostor. Specijalno, prostor W;(O) 
је HiJbertov, sa skalarnim proizvodom: 

(4) 

Prostor Soboljeva Wpl:(O) sastoji se iz svih elemenata ј! Lp(O) koji· imaju 
generalisane izvode do reda. k zakljutno. ta.kode iz L,,(O). Norma. u W;(Q) uvOOi 
se ва (3). Prostor W;(Щ је takode kompletan, separabilan Banachov prostor. U 

opitem sluёaju је siri оо W; (0), аЈј se za oblasti ,,8 dovoljno pravilnom" gra.nicom 

(npr. zvezdaste oblasti) pokla.pa з W;(O). Prostor W;(O) је ПiЉеrtоv sa skalarnim 
proizvodom (4). 

о 

Uvedimo па kraju potprostor w;(щ prostora W;(O) koji igra va.inu ulogu u 
teoriji granicnih problema za parcijalne definicijalne jednaCine. Ovaj potprostor se 
dobija zatvorenjem skupa 600(0) u normi (3). 

2. Neki pojmovi iz funkcionalne analize 

Teorije gra.niCnih problema za linearne parcijalne diferencijalne jednaCine i 
diferencijskih metoda njihovog resavanja bitno se oslanjaju па funkciona.lnu anali­
zu, specijalno па teoriju linearnih operatora u Hilbertovom prostoru. Definisace­
то neke njene osnovne pojmove i navesti (bez dokaza) rezultate koji се пат biti 

'f" f f; : 
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potrebni u daljem radu. Detaljno izlaganje ovog materijala ёitаlас тoiе паеј u 
monografijama Riesz, Nagy [1952Ј, Ahiezer, Glazman [1966], Кantоrоviё, Akilov 
(1977) i dr. 

Neka је Н realan Hilbertov pt08tor, D njegov potpr08tor i А operator koji 
preslik.ava D u Н. Skup 'Р(А) = D nazivaтo oblaвcu definisan08ti, а skup 1l(A) = 
{у = Аж I ж Е D} - obIaicu vredn08ti operatora А. Operator А је linearan ako 
је А((ђЖl + Q2Ж2) = QIАЖl + Q2АЖ2 za svaka dva vektora Жl, Ж2 Е D i зvaka dva 
skalara аl, а2 Е R. Ako postoji konstanta М > О takva da је 

IIАжll $ Мllжll, za svako ж Е D, (5) 

шеmо 'da је operator А qgraniёеп. Najmanju konstantu za koju vaZi uslov (5) 
nazivarno normom operatora А i obelezavarno за "А", tj. 

"А" = зuр IIАжll/llжll = зuр IIАжll. 
~~O U~If=1 

u skup operatora koji preslikavaju Н u Н mozemo uvesti operacije sabiranja, 
InDoienja skalarom i mnozenja stavljajuCi 

- [А-+ В)ж = Аж + Вж, (лА)ж = л(Аж), (АВ)ж = А(Вж). 

Ako је АВ = ВА шеmо da зu operatori А i В komutativni. 

Ako iz жl :F Ж2 sledi АЖl :F АЖ2, tada тoiето definisati inverzni operator 
А-l : 1l(A) ..... 'Р(А) stavljajuci А- 1 у = ж ako i вато ako је у = Аж. Lako se 
pokazuje da iz linearnosti operatora А sledi linearnost operatora А- 1 • 

Јеdiпiёпim operatorom 1 : Н - Н nazivaтo operator Iж = ж, za зvаkо 
ж Е Н. Ako је А : Н ..... Н proizvoljan operator tada умј АI = 1 А = А i 
АА-l = А-IА = 1. 

Nekaje А: Н - Н proizvoljan Нпемап operator. Уеlјёјпи (Аж,х) nazivamo 
njegoVom energijom. Operator А сето nazivati nenegativnim ио је 

(Аж,ж);:::О, (6) 

pozitivnim мо је 
(Аж,ж) > о za ж '1 о (7) 

i pozitivno definisanim ио је 

(Аж,ж) ;::: 611жll 2 , 6 = сопзt > О. (8) 

Umesto (6), (7) i (8) рiзаеето А ;::: О, А > О, odnosno А;::: 61. Ako је А - В ~ О 
pisaeemo А ~ В. 

Ovako uvedena relacija poretka јта sledece osobine: 

iz А ;::: В i В ;::: С sledi А ~ С; 

iz А ;::: В ј С ;::: D sledi А + С ;::: В + D; 



8 1 UVOD 

iz А ~ О i а ~ О sledi аА ~ О; 

ako је А > О i А-1 postoji, onda је i А-1 > О. 

Ako su А i А- linearni operatori koji preslikavaju Н u Н takvi da је {Ах, у) = 
(х, А-у) za svako х, у е Н, kaZemo da је operator А- konjugovan k opera.toru А. 
Уш sledece jednakosti: 

Iz ogra.nicenosti opera.tora. А sledi ogranieenost operatora А- i pri tome va.Zi IIA -11 = 
IIAII. Ako је А- = А kaZemo da. је opera.tor А samokonjugovan. Lako se pokazuje 
da. 8u za proizvoljan Нпеыап operator А opera.tori А· А i АА- samokonjugovani i 
nenegativni. Proizvod dva komutativna nenegativna samokonjugovana operatora је 
takode nenegativan samokonjugovan operator. Лkо је operator А samokonjugovan 
tada је: . 

IIAII = sup '(Ах, :)1 
~~O Ilxll 

Indukcijom ве pokazuje da је HA"II = jjAlj". 
Operator В nazivamo kvadratnim korenom iz operatora А ako је В2 = А 

i оо obelezavamo В = А 1/2. Moie se pokazati da ako је operator А nenegati­
van i samokonjugovan tada postoji jedinstven kvadratni koren А 1/2 koji је ta.kode 
nenegativan, samokonjugovan i komutativan ва svakim operatorom komutativnim 
ва А. 

Мо је А : Н - Н pozitivan samokonjugovan operator lako ве proverava 
da уеНсјпа (х, У)Л = (Ах, у) zadovoljava aksiome skalarnog proizvoda, а velicina 
IIхllл = (Ах, х)1/ 2 аЬјоте norme. Specijalno, va.ii Cauchy-Schwartzova nejed­
nakost 

'(х, у)1 ::; IIxll'lIylI, odnosno '(Ах, у)1 ::; IIxllA '\lУl!л' 

Qvu nejednakost сето u daljem ra.du cesto kombinovati s tzv. t:-nejedna.koscu: 

а, Ь е R, t: > О. (9) 

Ako је А = А- > О i А- 1 postoji, tadaje А- 1 = (А- 1 )- > О ра moiemo 
definisati tzv. nnegativnu" normu: 

MoZe ве pokazati da је: 
l(х,у)1 

IlхlIЛ-1 = sup -11-11-' 
,~O у А 

Navodimo tri sta.va koji garantuju postojanje inverznog operatora. 

ТЕОаЕМА 1. Da bi linearan operator А imao inverzni operator А-1 : n'(А) -
1Ј(А) potrebno је i dovoljno Ја је Ах = О SlImO Zll х = О. 



2_ NEКI РОЈМОУЈ IZ FUNKCJONALNE ANALIZE 9 

TEOREМA 2. Neka је А : l>(A) -+'R.(A) linearan operator. Da ы inverzni 
operator А-l p06to;ao i Ыо оутаnјсеп potrebno је i dovoljno da p06to;i kOn6tanta 
6> О takva da;e za svako z Е l>(A): "Аж" ~ 611zll. Рп tome је "А- 1 1/ :5 l/б. 

ТЕОММА 3. Neka је А linearan operator i l>(A) = Н. Da bl operator А јтао 
inverzni А- 1 s оblаасu defini6an06ti l>(A-l) = н potrebno је i dovoljno da postoji 
kOn6tanta б > О takva da za 6vako z Е Н vaii "Аж" ~ бl/zl/ i "А*жll ~ БИАII. Рп 
tome је I/A-ll/ :5 1/6. 

POSlEDICA. Ako је А pozitivno definisan linearan оутапјёеп operator, 6 oыacuu 
defini~ano5ti l>(A) = Н, tada postoji inverzni operator А -1, 6 оblаасu defini6anosti 
V(A--l)=Н. 

Ako postoje skaJar А i vektor z i: о takvi da је А:!: = A:t, tada kaiemo da је А 
sopstvena vrednost, а:!: sopstveni vektor operatora А. Ako је А = А* ~ О tada ви 
sve sopstvene vrednosti nenegativne, а sopstveni vektori koji odgovaraju razlicitim 
sopstvenim vrednostima - uzajamno ortogonalni. 

U konacnodimenzionom зlисаји, Н = R n
, Нпеыпоm operatoru odgovara 

kvadratna matrica reda п i obrnuto. Matrica samokonjugovanog operatora u вуаЈсој 
ortonormiranoj bazi је simetriCna. Vaie sledece osobine: 

1. Samokonjugovani operator јта п uzajamno normalnih sopstvenih vektora 
:tj. Mozemo smatrati da su оуј vektori ortonormirani, tj. 

а da ви odgovarajuce sopstvene vrednosti uredene ро уеНёЈПЈ modula - IА 11 s 
IЛ21 s -. -:5 fЛnl· Vaii i obrnuto. 

:t;: 
2. Proizvoljan vektor :t Е R n moze se razloziti ро sistemu sopstvenih vektora 

п (п ) 1/2 :t = L C;:t; gde је С; = (:t, Ж;) i vaii I/:tl/ = L с; 
;=1 ;=1 

Ako је А = А* ~ О tada је IIAII = лn i vaie nejednakosti: 

Лl(z,z):5 (A:t,:t):5 лn(z,:t), 

All1:t1l :5 IIA:t1l :5 Лnll:tll· 
(10) 

(11) 

4. Ako su samokonjugovani operatori А i В medusobno komutativni tada 
јтаји zajednicki sistem sopstvenih vektora, i vaze jednakosti: 

л;(АВ) = л;(А) . Л;(В), л;(А + В) = Л;(А) + Л;(В), i = 1,2, ... , П, 

gde su л;(А), Л;(В), л;(АВ) i л;(А + В) sopstvene vrednosti operatora А, В, АВ 
odnosno А + В. 
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3. Osnovni granicni problemi 
za linearne parcija1ne diferencija1ne јеdnаёinе 
eliptickog, parabolickog i hiperbolickog tipa 

а. Elipticke jednaёine. Nekaje П С R n ogranicena, konveksna, jednostruko 
povezana oblast i Г njena granica. Neka funkcija u = U(X1, Х2, ..• , хn ) unutar П 
zadovoljava jednacinu 

(12) 

а па r jedan od sledeCih granilnih uslova: 

lulг == ulr = 1() (13) 

ili 

lulr == (:; + ии) I == (.t а'ј ::. cos(v, х.) + ии) I = <р. (14) 
г lоЈ=1' Г 

(Sa v је obelezena spoljna normala па Г). Zadatak (12)-(13) nazivamo prvim ili 
Dirichletovim, а zadatak (12)-(14) treCim granicnim problemom. Specijalno, akoje 
u (14) и = О dobijamo drugi ili Neumannov granilni problem. Koeficijenti ајј, Ьј, 
С, 1, <р i и su funkcije od х = (Х1, Х2, ••• ,Хn). Jednaёinu (12) nazivamo eliptilkom 
ako је ispunjen uslov eliptilnosti: 

п п 

Е а'ј{ј{ј ~ со Е{{, со = const. > о. (15) 
јј=1 ,=1 

Mozemo smatrati da је аај = аја. U suprotnom slulaju sumu 

п 02и 
L Щ Ох·ОХ· 
,ј=1 • 1 

mozemo svesti па simetrilan oblik jednostavnom transformacijom: 

п 02и 1 п 02и 1 п 02и L ац ох'ОХ' = 2" L ајј Ох.Ох' + 2" L ајј Ох.Ох. 
"ј= 1 " ',ј=1 • 1 "ј=1 1 1 

П 02 п 02 _ ~ ач + аја . ~ _ ~ а.. u 
-L..J 2 Ox·Ox·-L.J "Ох·Ох·' 

јј= 1 1 1 ај=1 1 Ј 

gde је аај = (ац + аја)/2 = ајј . 

Uvodeci smenu u = U + v, gde је U nova nepoznata funkcija а v proizvoljna 
funkcija koja zadovoljava granicni uslov (13), odnosno (14), dobijamo analogan 
zadatak s homogenim granicnim uslovom: . 

LU = F, F == f - Lv, lUlг = о 

ј' ; 

'" 
'Рl 
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(IU definisano ва (13) ili (14». U daljem radu Сето razmatrati зато homogene 
granicne uзlоуе. N аротепiшо da је ОУа transformacija netrivijalna: u opStem 
slucaju nalaienje funkcije v moie biti dovoljno sloien zadatak. 

Ako su funkcije ајј diferencijabilne tada se Lu moie predstaviti и obliku 

~дa.· 
gdeje d; = Ь; - L...J д;~' 

j=l , 

(16) 

Ako su svi koeficijenti dj jednaki nuli kaiemo da је operator L samokonjugovan. U 
daljem tadu сето najcesce,smatrati daje i ОУај ивlоу јврипјеп, tj. posmatraeeffio 
granicne probleme 

п д ( 8и) Lu == L а: аца: +си = ј, 
ij=l Х. х, 

(17) 

/ulr == ul r = О, (18) 

odnosno 

U klasicnoj formulaciji problema se traii re5enje и Е С2(0) zadatka (12)-(13) 
odnosno (12)-(14) pod pretpostavkom da ulazni podaci pripadaju prostoru С(О). 
Egzistencija i jedinost klasicnih reSenja za razlitite granicne probleme slede iz rezul­
tata Schaudera [1934Ј i Mirande [1955Ј. Ovakva formulacija пе moie medutim da 
zadovolji sve zahteve prakse; па primer и mnogim fizickim i tehnickim zadacima 
ovog oblika ulazni podaci пiзи neprekidne fиnkсјје. Uslove moiemo oslabiti za­
mепјијиСј izvode koji se јаУЈјаји generalisanim izvodima, i pretpostavljajuCi da su 
koeficijenti i slobodni ёlanоуј jednacine sumabilne fиnkcije. U tom slucaju moiemo 
traiiti reвenje granicnog problema koje pripada prostoru Wi(O). 

Dalje uopstenje moiemo dobiti па зlооесј naёin. Pomnoiimo jednaCinu (17) 
о 

proizvoljnom funkcijom -v Е W~(Q) i izvrsimo parcijalnu integraciju. Тako dobi-
Јато: 

[ (t aij 8и. . 8v. - cuv) dQ = - [ fv dQ. 
Јп ij=l 8х. 8х, Јп 

(20) 

Dobijenajednakoвt јта smisla pod slabijim pretp08tavkama nego (17), tj. dovoljno 
о 

је da и Е W~(O). Na taj паејп moiemo uvesti generalisano reSenje zadatka (17)-
о 

(18) kao funkciju и Е WHO) koja zadovoljava jednakost (20) za proizvoljno v Е 
о . 

WHQ). Na slican паСјп moiemo definisati generalisano resenje treceg granicnog 
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problema. Pretp08tav~ajuCi da funkcija v pripada pr08toru W/(П) i ponavlja­
juci prethodni poвtupak zakljucujemo da generaJ.isano [еЗепје zadatka (17)-(19) 
ШoZеmо definisati kao funkciju u Е W/(n) takvu da је: 

2: аЦд и. д v. - cuv Јn - 1 (1'uvdГ = - f /v Јn 1( " д д ) . 

п 'Ј=l %, %Ј Јг Јп 

za svako v Е WНЩ. 

Poslednja dva zadatka ве mogu predstaviti u ekvivaJentnoj varijacionoj formi 
о 

па sledeci паёјп: odrediti /unl:ciju U Е W~(fl) za koju ае dosiiie тјпјтuт funl:ci-
onala 

Ј1( и) = {(Ё ац :и. :и. - си2 + 2и/) Јn, 
Јп 'Ј=l %. %Ј 

za prvi, odnosno: odrediti funkciju U Е WHfl) zal:oju ае dostiie тјпјтuт funl:ci­
onala 

( 1 ( ~ ди ди 2 ) fг 2 Јз и) = L..J аiјrг - cu + 2и/ Јn - (1'и ЈГ, 
п '~1 ~ ~ r 

za treci granicni problem. 

Slicno se definisu granicni problemi za elipticke јоопаёјпе viSeg reda. 

Ь. Parabolicke jednaCine. Za jednaёine parabolickog tipa posmatraeemo u 
oblasti П х [0,11 zadatak sa poeetnim i granicnim uslovima (meSoviti problem): 

lи\гх(о,Т) = О, 
(21) 

ди/дt = Lu + / u П х (0,11 

gde је Lu definisano sa (12), (16) i1i (17), lu sa (18) ili (19), а и, ај;, Јј , с, f i (1' 
зu funkcije od % = (%1,%2"",%,,) Е п i t Е [0,11. Тakode smatramo da operator 
L zadovoljava uslov (15). Као i u slucaju eliptickih jednaёina, [еЗепје zadatka 
(21) moze pripadati razliёitim funkcionalnim prostorima u zavisn08ti od glatkosti 
ulaznih podataka. 

Pod odredenim uslovima [езепје parabolickog zadatka (21) kad t - оо kon­
vergira ka reSenju odgovarajuceg eliptickog zadatka. 

с. НiреrЬоliёkе јеdпаёiпе. Za jednaёine hiperbolickog tipa posmatracemo 
takode meSoviti problem u oblasti П х [0,11: 

д2иjдt2 = Lu + f u п х (0,11, 

lulrx(o,T) = О, и\,=о = ио(%), ди/дtlс=о = и1(%)' 

Operatori L i 1 ве definiSu па isti nacin kao kod parabolickog problema (21). 

(22) 
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u razIiёitim primenama (npr. u mаtеmаtiёkој fizici) promenJjive Ж1, Ж2,,'" жn 
ве interpretiraju оо koordinate prostora, а promenljiva t - kao vreme. Zbog toga 
ве ёestо jednaCine еliрtiёkоg tipa nazivaju stacionarnim, а јеdпаёiпе раrаЬоliёkоg 
i hiреrЬоIiёkоg tipa - nestacionarnim jednaёinama. 

4. Osnovne apriorne ocene za jednacine eliptickog tipa 

Neka је dat graniёпi problem 

Lu = 1, ж Е О, ulr = О, (23) 

gde је tu definisano за (16.). Pretpostavimo, za роёеtаk, da је di = О i .С $ О. 

Izvedimo рсуо dve роmоепе nejednakosti. Nekaje у(ж) funkcija definisana па 
intervalu [О, ~ i у(О) = y(l) = О. Тма је 

l' 1I(ж)dж = I[1
Z 

y'(t) dt] 2dж $ I[[ dt 1
Z

(yl(t)12dt] dж 
= l' ж 1Z[у'(t)]2dtdЖ $1' ж 1'[уl(t)]2 dtdЖ = ~ 1'[y'(t)]2 dt 

tj. 

(24) 

SIiёпо dobijamo: 

lу2(ж) = (1- ж)у2(ж) + ж1l(ж) = (1- ж) (1
Z 

y'(t) dt) 2 + ж (1' y'(t) dt) 2 

$ (1- ж) lZ 

dt lZ 
(y'(t)J2 dt + ж l' dt l' (y'(t)] 2 dt 

1, l' р l' = ж(l- ж) (y'(t)]2 dt $ тах ж(l- ж) [y'(t)]2 dt = -4 [y'(t)J2 dt, 
О [0,1] О О 

odakle sledi: ../i{l' }1/2 тах 'у(х)' $ -2 [y'(x)]2dx . 
zE[O,1J О 

(25) 

а. Prva osnovna nejednakost (energetska). Роmпоојmо -Lu за и i inte­
grirajmo ро oblasti О. Рoslе parcijaIne integracije, koristeCi grапiёпi uslov ulr = о 
dobijamo: 

(-Lu, и) = { (t aij дди. дди. - си2) dO. 
Јп .. 1 х. ж) 

·ОЈ= 

Odatle zbog с $ О i uslova (15) sledi: 

(-Lu, и) ~ Со { t(aau.)2dO. 
Јп i=l ж. 
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S druge strane, iz nejednakosti (24) sledi: 

gde је d dijametar oblasti О. Iz poslednje dve riejednakosti dobijamo 

Iz nejednakosti (26) dоЫјапю: 

lluil~2 ~ c11
( -Lu, и) = cl1( - ј, и) ~ cl1llfllL211ullL2 

ili, pOBle skraCivanja ва lIullL2: 

Iz (26) i (27) dalje sledi: 

п 

I:lIaU/aXilli2 $ co1(-Lu,u) = co1(-f,u) $ co1llfllL2 ·llullL2 
i=l 

Na.jzad, iz (27) i (28) dоЫјапю tzv. prvu osnovnu nejedna.kost: 

lIull~v: $ сзllfllL 2 ' сз = (co1cl 1 +c12
)1/2. 

(27) 

(28) 

(29) 

Ь. Druga osnovna nejednakost. Ako su funkcije aij, с i Ј i granica r 
dovoljno gla.tke moze se pokazati da generalisano reSenje zadatka. (23) pripada 
prostoru W2

2(0). PolazeCi od integrala fn(Lu)2dO posle dve parcijalne integracije 
i tra.nsformacije integrala ро granici r koji se pri tome dobijaju, koriScenjem 
gra.nicnog uslova, dobija se sledeca nejednakost (videti Ladyienskaja, Uraljceva 
[1964], La.dyzenskaja [1973]) 

t Ila:.~ux.112 ~ c41/Lulli2 = c4I1J"~2' 
.=1 • 1 L 2 

(30) 

Iz (29Ji (3б)dаlје dobijamo 

(31) 

Nejednakosti (27), (29) i (31) izraiavaju stabilnost reSenja za.datka (23) (u 
razlicitim normama) u zavisnosti od Ј. Iz пјјЬ sledi jedinstvenost resenja. Naime, 

,.1 
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pretpostavtiajuci da zadatak (23) јmа dva. reSenja Ul i и2 zakljucujemo da пјЉоуа 
razlika z = Ul - и2 zadovoljava uзlоуе 

Lz=O, zlr = О. 

То је zadatak istog tipa kao (23), ра primenjujuCi па njega осепе (27), (29) i (31) 
dobijamo IIzIIL~' IIzllw~, odП08ПО IIzllw: = О. Odatle sledi z = О, tj. Ul = и2. 

Analogne nejednak08ti vaie i za treci granicni probIem. Pretpostavke di = О 
i с $ О mogu se oslabiti (npr. stavljajuCi Idil $ ! i с $ ! gde је ! dovoljno mаlј 
pozitivan Ьщј) ili sasvim iZ08taviti u ројоојпјm slucajevima (videti Ladyzenskaja, 
Uraljceva (1964), Ladyzensk~ja [1973]). 

Iz nejednakosti (26) sledi da је operator -L pozitivno definisan. U slucaju 
kada su aij i с ograniceni norma IlulI( -L) је ekvivalentna s normom lIullwJ а norma 

lIull(-L)2 = 11- LulI s normom lIullw::' 

Iz napred .izloienog sledi da granicnom probIemu (23) odgovara apstraktni 
analog 

Аи=! (32) 

gde је А samokonjugovan, pozitivno definisan linearan operator koji preslikava 
potprostor D Hilbertovog prostora Н u Н. Slicno, parabolickom i hiperbolickom 
zadatku (21) i (22) odgovaraju sledeCi apstraktni analozi: 

du/dt + A(t)u = Ј, и(О) = ио (33) 

odnosno 
и(О) = ио, du(O)/dt = ul. (34) 

Ovde је t Е [О, ТЈ realna promenljiva, u = u(t) Е D, f = I(t) Е Н fiksirani elementi 
iz Н i A(t) lјпемan, samokonjugovan, pozitivno definisan operator koji preslikava 
DuH; 

5. Osnovne apriorne осепе za јеdnaёinе 
рarаЬоliёkоg i hiреrЬоliёkоg tipa 

Осепе stabiln08ti reSenja рмаЬоliаЊ i hiperbolickih problema izveScemo za 
jednaCine (33) i (34). Dobijene осепе se mogu konkretizovati odgovarajuCim 
izborom Hilbertovog prO&tora Н i operatora A(t). 

Mnoieci jeanaCinu (33) skalarno за u dobijamo 

(du/dt, и) = (A(t)u, и) = (1, и) 

odnosno 
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tj. 
d ( 2) 1 2 
di HU(t)\! s 211/(t)IIA(t)-1. 

Integrirajuci poslednju nejednakost od О do t dobijamo 

ОоЫјепа nejednakost izra.iava stabilnost reSenja parabolickog zadatka (33) u za­
visnosti od pocetnog uslova i desne strane jednaeine. Iz (35) sledi jedinstvenost 
resenja zadatka (33), slicno kao u eliptickom slucaju. 

Ako operator dA.(t)jdt zadovoljava uslov 

(
dA(t) ) dГи,и s c(A(t)u,u), с = const 2: о (36) 

moze se izvesti analogna осепа i u normi 11 . IIA(t). U slucaju zadatka (21) uslov 
(36) је ispunjen ako BU aaijjдt ogranicene funkcije. Ako је operator A(t) = А 
konstantan tada је dAjdt = О ра је (36) ispunjeno sa с = о. 

Pomnozimo jednaCinu (33) skalarno sa dujdt: 

Odatle dobijamo: 

i uzimajuci u obzir (36): 

d( 2) 2 1 2 
dt IluIlA(t) S clluIlA(t) + 2"111\1 . 

lntegrirajuci poslednju nejednakost konaeno dоЫјanю: 

lIu(t)II~(t) S еСС {lIuoll~(o) + ~1' e-'''IIf(S)1I2dS} 

сТ 2 еСТ - 1 2 
S е lIuoIlA(o) + 2с ,~:.Ђ II/(в)1I 

:5 ecr{lIuoll~(o) + ~2 mах IIf(s)/l2} . 
• Е[О,ТЈ 

(37) 

Nejednakost (37) takode izra.iava stabilnost reSenja parabolickog zadatka (33), ali 
u пormј 11 . IIA(')· Као sto вmо уес napomenuli, normama 11 . 11 i 11 . IIA(t) u slucaju 
realnog parabolickog zadatka (21) odgovaraju norme 11 . IIL

2 
i 11 . IIw~· 

, : I " • ., 'Я 1 
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Preciznija ocena se тойе dobiti ako је poznata осепа 50pstvenih vrednosti 
operatora A(t). Nekaje 

(A(t)u, 1.1.) ~ т(и, и), m = const > О. 

Prеtрostаviпю јов da је u јеdпаёiпi (33) / = О. Тada је 

(dи/dt, и) + (A(t)u, 1.1.) = О, 

odakle sleui 
1 d 
2" dt 0I~(t)1I2) = -(A(t)u,u) S -mllu(t)11

2
• 

Integracijom posJednje nejednakosti dobijamo 

(38) 

Jz (38) sledi da kad t -+ оо и(t) teii пиН (tj. reSenju odgovarajuceg stacionarnog 
zada.tka [1imt_ooA(t)]u = О). 

Осепи rescnja hipcrbolickog zadatka (34) izveScemo takode род pretpostavkom 
(36). Pomnozimo једпабпи (34) skalarno за dи/dt: 

(Ј
2и dU) ( Ји) (Ји) 

dt 2 'Ј! + A(t)и, dt = /, dt . 

Sledi 

1 d [11 Ји 112 2] 1 (ЈА ) ( du) 2 dt Ј! + lIиIlA(t) = 2 Тtи , u + /, dt 

с 2 С Ји 1 2 

11 11

2 

$ 2"lIu!lA(t) + 2 dt + 2c lllll , 

tj. 

Integrirajuci poslednju nejednakost dobijamo: 

11 ~; 112 + lIu(t)II~(t) $ ect{ 111.1.1112 + lIиoll~(o) + ; l' e-С'II/(s)1I2 ЈЗ} 
$ еСТ (111.1.1112 + lIuoll~(o») + (еСТ - l)с-2 та.х 111(8)112 

.е(о,Т) (39) 

$ еСТ {lIи 1112 + Iluoll~(o) + тс- 1 та.х 11/(s)112
} . 

• е(о,ТЈ 

Nejednakost (39) izraiava stabilnost rciienja hiperbo1iёkog zadatka (34) и zavisnosti 
од pocetnih uslova i desne strane jednaCine. Iz пје sledi i jedinstvenost resenja: 
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Ocena (39) је nepogodna. a.ko је с jedna.ko nuli ili blisko nuli. Medutim, a.ko је 
uslov (36) ispunjen 8 konstantom с sledi da је оп ispunjen i s proizvoJjnom drugom 
konstantom ~ ~ с. Prema toте, u осеni (39) тoiemo pisa.ti proizvoUnu konstantu 
t ~ С umesto с: 

(40) 
Izvedene nejedna.k08ti Ceзtо ве na.Zivaju energetskim. Ovakav na.cin izvodenja. 

осепа sta.biln08ti resenja. granicnih problema. za parcija.lne diferencija.lne јоопа.ејпе 
ве еевto koristi jer је dovoljno opsti i efektivan. 

Za gra.nicni problem katemo da је korektno posta.vljen a.ko јmа. jedinstveno 
reSenje pri proizvoljnom sistemu ula.znih podataka. (pocetni i gra.nicni uslovi i desna 
strana jedna.ёine) i ako опо neprekidno zavisi od ulaznih poda.taka. (tj. stabilno је). 
1z осепа. izvedenih u ovom i prethodnom para.gra.fu sledi da zadaci (32), (33) i 
(34), odn08no (17)-(18), (21) i (22), ne mogu imati viSe od jednog reaenja, i da. su 
sta.bilni. Dokaze egzistencije reSenja оујћ problema cita.la.c тoie naei npr. u knjizi 
Ladyienske [1973]. 

6. Ројат diferencijske аћете 

u ovom paragrafu сето uvesti ројат diferencijske вћеmе i definisati 08nOVne 
probleme u vezi s пјјт. 

Neka ве u oblasti П promenljivih Ж1, Ж2" •• ,жn traii reSenje u linearne рысј­
јаlnе diferencija.lne jednaeine:· 

.сu(ж) = I(ж), (41) 

koje па gra.nici r oblasti (} zadovolja.va izvesne doda.tne (gra.nicne, pocetne) uslove: 

lu(ж) ='g(ж), жЕГ (42) 

(1 i 9 mogu biti vektori). 

Da bismo ga lak8e reSili, zadata.k (42)-(42) diskretizujemo. Pre svega, oblast 
О = п u Г za.menjujemo skupom diskretnih taCaka. (cvorova.) О", koji nazivamo 
mreiom. Mreiu П" razbijamo па вшр unutra.snjih cvorova П" i skup granicnih 
cvorova Г" = О" \ П". Gustinu rasporeda cvorova ka.ra.kteriSemo parametrom h, 
koji шoZe biti i vektor: h = (h1, h2 , ••• , h,). Ukoliko је Ihl (norma vektora h) 
тanја utoliko је mreia guSca. Zamenjujuci izvode koji ве javljaju u (41}-(42) 
kolicnicima razlika. funkcije u cvorovima dobijamo diskretni zada.tak: 

.с"v,,(ж) = ј,.(ж), ж Е П'" 

l"v,,(ж) =.9,,(ж), ж Е Г'" 

(43) 

(44) 
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koji aprokвimira (41)-(42). ОЫспо ве trudimo da operatori L.,. i 1,. zadrie ши­
teristicne osoЫпе L. i 1 - linearn08t, samokonjugovan08t itd. Zadatak (43)-(44) 
predstavlja sistem algebarskih diferencijskih jednaeina. Njegovo reвenje v,. zaviвi 
od parametra h, odn08no od izbora mreia о,.. Familiju zadataka (43)-(44), koji 
zaviвe od h, nazivamo diferencijskom вЬетот zadatka (41)-(42). 

Pri ovalcvom p08tupku diskretizacije pojavljuju ве razliciti problemi koje 
uglavnom moiemo svrstati u dve grupe: 

1. Da lј (ј u korn smislu) diferencijska вЬета aproksimira polazni zadatak, 
i da li цјепо' reвenje konvergira ka njegovom pri beskonaёnom usitnjavanju mreze 
(odnoSno pri Ihl - 0)1 

2. Efektivno resavanje diferencijskog zadatka. 

Razmotrimo prvo probleme povezane s aproksimacijom. U skupove funkcija 
definisanih па О,., О,. i Г,. uvedimo redom norme /1 . 111,,., /1 . 112,11 i 11 . "3,Ia. Sa 
и,. oznaёimo projekciju reSenja u = u(.ж) zadatka (41)-(42) па pr08tor Сunkсјја 
definisanih па О,. (npr. иоје u(.ж) neprekidna moiemo uzeti u,.(.ж) = u(.ж),.ж Е о,.). 
Oznacimo ва z,. = v,. - и,. greSku зћете. Ako su operatori L.,. i 1,. linearni tada z,. 
zadovoljava uslove: 

L.,.z,.(.ж) = tp,.(.ж), .ж Е О,., 

l,.z,.(.ж) = Ф,.(.ж), .ж Е Г,., 

(45) 

(46) 

gde su tp,. i Ф,. greSke aproksimacije (па funkciji u(.ж» diferencijalnejednaCine (41) i 
dodatnog uslova (42). Lako ве vidi daje (45)-(46) zadatak istog tipa kao (43)-(44). 

Za diferencijsku shemu (43)-(44) kзiето da aproksimira zadatak (41)-(42) 
ио IItp,.IIџ - О i IIФ,.IIџ - О kad /h/ - о. Ako је IIV',.IIџ , 111/>,.11з,,. = O(lhlk

) 

kзZето da вЬета јта k-ti red aproksimacije. Slicno, kaiemo da diferencijska зћеmа 
konvergira, odnosno konvergira brzinom О( /hl k

), ио IIv,. - u,.II1,. - О kad Ihl -
о, odn08no ио је Ilv,. - и,.l'ц = O(lhl k

). ' 

Za diferencijske вћеmе ве takode uvode pojmovi stabilnosti i korektnosti. Za 
shemu (43)-(44) kзZеmо da је stabilna ио za dovotino тalо Ihl :5 ho njепо 
reвenje v,. neprekidno zavisi od ulaznih podataka /,. i g,., pri cemu је ta zavis­
nost ravnomerna ро h. Ako su operatori L.,. i 1,. liпемпј tada stabilnost znaci da 
postoje konstante М1 i М2 , koje пе zavise od h, /1а i g,., takve daje za Ihl :$ ho: 

(47) 

Ako је зћета stabilna i aproksimira polazni zadatak tada опа konvergira. 
Zaista, primenjujuCi осепп (47) па zadatak (45)-(46) dobijamo: 

/lv,. - u,.l'ц = /lzлllц :$ М1 I1tp,.I/џ + М21/Ф,.lIз,,. - о, I hl- о. 

Nejednakosti tipa (47) na#vaju ве apriomim осепата za shemu (43)-(44). Dobi­
јanје ovalcvih осепа је jedan od vainih zadataka t~rije diferencijskih зћета. 
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Ako је diferencijska аћета (43)-(44) stabiln& i z& Ihl 5 ho jednozn&cno [еају& 
р" proizvoljnim ulaznim Рodасјта 11. i g,. Ыето da је опа korektna. Korektne 
вћеше im&ju najvainiju ulogu i u teoriji i u pra.ksi. 

Prilikom reSа\ща diferencijskog zadatka (43)-(44) takode ве j&vljaju odredeni 
рroЫешi. Diferencijska. аћета ве оЫспо svOOi ·па sistem linearnih jednaeina s уе­
likim brojem nepoznatih i nije svejedno koliko ее ве vremena, ООП08ПО aritmetickih 
operасјја, utrositi па njegovo re8avanje. Ovde ве prirodno nameeu optimizacioni 
zadaci sledeeeg oblika: 

- odrcditi algoritam pomocu kojeg ве [еЗеnjе zadatka (43)-(44) (а datom 
tacn08cu) dobija. koriscenjem minimalnog broja aritmetickih operacija 

- konstruisati diferencijsku shemu koja aproksimira zadatak (41)-(42) s da­
tom taёn08cu, а. ёјје зе re5enje dobija minimalnim brojem aritmetickih operacija. 

Diferencijsku зhеmu nazivamo ekonomicnom a.ko zadovoQava пею оо ovih, ili 
slicnih, uslova орtimalпозti, Konstruisanje еkопomiёпih diferencijskih вћета pred­
stavlja jedan od vaZnih zadataka teorije diferencijskih вћеmа. 

1. Osnovne diferencjjske formule 

а. Mreza i osnovni diferenc\iski operatori. U daljem radu сето 
se uglavnom зluziti tzv. ravnomernim mrezama. Neka је h = (h1, h2 , ••• , hn ) 

i h, > О, i = 1'2' ... ' n. Sa а;: oznaёimo skup tacaka (cvorova) а;: = 
{(il h1' i2h2, ... , inh,.) I ј 1 , ј2 ,· .. ,ј,. = О, ±1, ±2, ... }, koji ееmo nazivati mrezom. 
Кod eliptickih problema па.јёеЗСе сето koristiti mrеје s istim korakom u вуiш 
pravcima: h1 = h2 = ... = hn = h. Кod parabolickih i hiperbolickih problema 
оЫёпо ве u pravcu "prostornih promenljivih" %1, %2,"" %n-1 koristi jedan korak 
h1 = h2 = '" = hn - 1 = h, а u pravcu "vremenske promenljive" %,. = t drugi 
hn = т. Neka. је П С аn ograniёena, konveksna, jedn08truko povezana oblast 
i r njena granica.. Sa П" oznacimo skup taёaka % Е а;: koje pripadaju П" za­
jedno аа зvојоm oko!inom 0(%) = {(%1 + i1h1, ••• , %,. + inhn) I i 1, ... , i n = О, ±1}, 
за Г" skup ta.ёaka iz а;: koje pripadaju П" ali пе pripadaju О" i за П" skup 
0" U Г". П" nazivamo skupom unt1traSnjih taCaka (cvorova), а Г" - granicom 
mretne oblasti ili skupom granicnih Cvorova. U sluёaju diferencijalnih jednacina 
reda vi5eg od dva za definisanje unutraSnjih i granicnih cvorova koriste ве sire oko­
Нпе (ј1 , ј2 , ••• ,ј" = О. ±1, ... , ±k). Mrezu О" nazivamo povezanom ako proizvoljna 
dva пјепа ёуorа mozemo spojiti izlomljenom linijom ciji su odseёci paralelni koordi­
natnim овата, а vrhovi pripadaju О". U daljem radu sluzieemo ве вато povezanim 
mreiama. Pri пaSiш pretpostavkama о oblasti П mreZa О" се biti povezana ako su 
koraci h1 • h2 • .••• hn dovoljno mali. 

Neka је v funkcija definisana па mreii а;: (Пi па о,,). Oznacimo ViLi2 ... i. = 
V(ilhl. i2h 2 • ...• inhn). Operatore kolicnika razlika definiiemo па sledeci паёјп: 

(Vz.)'L ..... i ...... i. = (ViL ..... i.+1 ..... i. - щl ..... i ...... i .)lh" = (v~.)il ..... i.+1 •.... i. 
(48) 
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vs-.. nazivamo razlikom unapred, v~. razlikom unazad, а v. centralnom razlikom . •• 
Ь. Neke diferencjjske formule. Posmatrajmo jednodimenzioni slucaj. Sa 

(;jh oznaeimo IDIeiU па odsecku [O,q: (;jh = {ж; = ih I i = O,l, ... ,N; Nh = l}. 
Uvеdiпю takode sledeee oznake: 

Н-1 N Н-l 

(u,v) = h Е щv;, 
• 1=1 

(u,v] = h L ЩVi, 
,=1 

[u,v) = h L щщ, 
1=0 (49) 

"и" = (џ, и )1/2, IluJl = (и, и]1/2, 

Formuli diferenciranja proizvoda (uv)' = u'v + uv odgovaraju sledece formule s 
kolicnicima razlika: 

(UV)s-,i = Us-,iVi + Ui+1Vs-,i = Us-,iVi+l + UiVs-,i 

(UV)~,i = и~,јЩ + Щ-1V~,i = U~,iV;-l + ЩV~,i. 

Formuli parcijalne integracije 

l' uv' dz = uvl~ - l' u'v dz 

kao u prethodnom slucaju, odgovaraju dve formule 

(и, Vz ) = UNVN - UOV1 - (uz , v], (и, v~J = UNVN-1 - UoVo - [Uz , v). (50) 

Analog prve Greenove formule 

l и( kv')' dz = - l' Јси' v' dz + kuv'l~ 
dоЫја:пю iz prve jednakosti u (50), piSuCi kv~ umesto v: 

Specijalno, ako је U = v i ио = ин = О dobijamo: 

Slicno dobijamo analog druge Greenove formule 

l' u(kv')' dz -1' v(ku')' dz = k (uv' - vu')I~ 
(и, (kv~)z) - (v, (ku~)z) = kN(UV~ - U~V)N - Јс1 ( UVz - uzv)o· 

Ako su и i v jednaki nuli za z = О i z = I odavde dobijamo 

(51) 
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sto znaei da је operator (ku~)Z' samokonjugovao. Ako је k < О iz (51) sledi da је 
оп i pozitiva.n. 

с. Diferencijski analozi teorema pota'paцja. Dokazaeemo oekoliko ое­
jednakalti koje odgovaraju nejedllak05tima (24) i (25), odn05oo najjednostavnijim 
teoremama potapanja S.L. Soboljeva (videti Soboljev [1962]). 

LEMA 1. Za sval:u funkciju V definisal&u па ттеЈј (ЈА i jednal:u nuli za ж = О i 
ж = 1 vaii nejednakost 

(52) 

Dokaz је a.nalogao dokazu nejednakosti (25). PolazeCi od identiteta 

i koristeci nejednakost Cauchy-Schwartza dobijamo: 

" N N 
lV;5(1-ih)hLI2 .hL viЈ +ih.h L 12 ·h L V~j 

ј=1 ј= 1 ;=Н1 ;='+1 
N 

= ih(l- Љ) . h LV;j 5 (/2/4)lI ve]l2 , 
ј=1 

odakle sledi (52). 

Ako је v jednako nuli samo па jednom kraju intervala umesto (52) va.Zi slabija 
nejednakost Ilvllc." ~ v'illv!']I. Za proizvo\inu funkciju v definisanu па (Ј" vati: 

IIvll~.h 5 2(/llv!'JI2 + v~), Ilvll~." ~ 2(lllv!'JI2 + v~). (53) 

LEMA 2. Za proizvoljnu /unkciju v definisanu па mre.fi (Ј" i jtdnaku nuli za 
ж = О i ж = 1 vaie nejednakosti 

(54) 

Dokaz. Leva nejednakost sledi iz 

N 2 N Н-l 

]1 ",(щ -щ-l) '" 2 (2 2) 4 h '" 2 411 112 Ilv~ = h (;: h ~ h ~ ~2 vi + vi-l = h2 f;;: V, = h2 V , 

а desna iz 
Н-l 

IIvl12 
= h Е v? ~ h(N - 1) 1<~~-1 vl < lllvll~." 

'=1 - -. 

i nejednakosti (52). 
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Kasnije сето pokazati u 2.2.с, koristeci izraze za sopstvene vrednosti operatora 
Vr :, da ве desna nejednakost u (54) moie pojacati pisuCi 1/../2 umesto 1. 

d. Princip maksimuma. Razmotrimo u oblasti Oh sledeci zadatak: 

.с[v]::а(ж)v(z)- L Ь(ж,{)v({)=/(ж), Ж=(Жl,Ж2, ... ,zn)е!1h, 
{EO'(z) (55) 

v(ж) = g(ж), ж е rh, 
gde je,D'(x) = О(ж) \ {ж}, а koeficijenti а(ж) i Ь(ж,{) zadovoljavaju uslove 

a(z) > О, b(z,{) ~ О pri cemuje b(z,{) > О 
akoje {ј = Zi, i:f: ј, {ј = Жј ± hj, (ј = 1,2, .. . ,п) (56) 

d(ж) = а(ж) - L Ь(ж,{) ~ О 
{EO'(r) 

za svako z Е Oh. Diferencijski analozi eliptickih granicnih problema оЫспо zado­
voljavaju оуе uslove. Za mreiu Oh pretpostavimo da је povezana. 

ТEOREMA 4 (princip maksimuma). Neka је funkcija V = v(ж) definisana па 
mreii Oh i raz/icita оЈ konstante. Ako је .c[v] ~ О (.c[v] ~ О) 'аЈа v(ж) пе тоЈе 
dostizati najvecu pozitivnu (пајтапјu negativnu) vrednost и unutrasnjoj tacki mreie 
Пh. 

Dokaz. Oznacimo .c[v] = /(ж) i neka је /(ж) $ О za svako ж Е Oh. Pret­
postavimo da v(:::) uzima najveCu pozitivnu vrednost u nekom unutraSnjem cvoru. 
P05to је v( х) :;; О i mreia povezana postoja.ee dva suвedna cvora хО, х1 е Пh takva 
da је v(xO) = тa.xn,. v(x) = М > О i v(x1) < М. Jednacinu (55) u cvoru хО 
парiЗјто u obliku 

[а(хО)- L ь(жо,{)]v(хО)+ L b(xo,{)[v(xO)-v({)]=/(хо). 
{EO'(rO) {EO'(rO) 

P05to је 

L Ь(хО, {)[v(xO) - v({)] ~ b(xO,x1)[v(xO) - v(x1)] > О 
{EO'(rO) 

odatle. dobijamo 

/(хО) > [а(жО) - Е b(XO,{)]V(XO) = d(xO)v(xO) ~ О 
{EO'(rO) 

tj. /(хО) > О sto је suprotno pretpostavci da је Ј(х) ~ О. 

Drugo tvrdenje se dokazuje analogno. 

TEOREMA 5. Neka је /uпксјја v(x) definisana па Oh i nenegativna па fh i 
neka је ispunjen fJs/ov .c[v] ~ о па !1h. ТаЈа је v(x) nenegativna za svako х е Oh. 
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Vazi i obrnuto: а1:о је v(ж) ~ О па Г" i .c[v]~O па О'" tada је v(x) ~ О za svako 
ж е{}". 

Dokaz. Neka је .c[v] ~ о па П" i v(ж) ~ О па Г". Pretpostavimo da је Ьы 
u jednoj ta.ёki жО Е {}", v(ж О) < О: Tг.da. v(::) mora uzimati najma.nju negativnu 
vrednost unutar О", sto је nemoguce prema tеоrещi 4. 

Drugo tvrdenje se anaiogno dokaz~je. 

POSLEDICA. Zadatak (55) jrт.a jedinEtveno геSеnје. 

Dovoljno је dokazati da. homogeni zadata.k (55) за Ј(::) = о imasamo trivijalno 
reSenje. Neposredno se proverava. da v(::) == О jeste reSenje ovog zadatka.. Iz teoreme 
5 sledi da proizvoljno njegovo [е5епје istovremeno zadovoljava uslove v( ж) ? о i 
v(x) :s о tj. v(x) == О је jedinstveno reSenje homogenog zadatka. Odatle sledi 
postojanje i jedinstvenost feSenja zadatka. (55). 

TEOREMA 6 (teorema poredeI!ja). Neka је v(ж) гејеnје zadatka (55), а v(ж) 
гејеnје zadatka koji se ЈоЬјја ј: (55) zamenom /(х) аа l(х) i g(ж) sa g(ж). А1:о је 
1/(x)1 ~ I(х) i Ig(ж)1 :s 9(Ж) tada је Iv(ж)! ~ ii(ж), :: Е О". 

Dokaz. Iz teoreme 5 sledi da је й( х) ? о па. О". F\tnkcije u = ii + v i w = ii - v 
zadovolja.vaju uslove oblika (55) s desnim stranama /u = 1+/ i gu = 9 +и odnosno 
/w = 1 - / i gw = 9 - g. РйSto је /t; ? о, gu ? о i fw ~ о, gw ~ О bice prema 
teoremi 5 u ~ О tj. v ~ -v i w ~ О tj. v ~ ii. Odatle sledi -v ~ v :s v odnosno 
Ivl:S v па {}" .• 

POSLEDICA. Za Ј'ејеnје zad6tka 

.c[v] = О, z Е П/,; v(x) = g(ж), ж Е Г" 

vaii осеnа maxn,. \v(x)1 ~ та>:г" 11)(::)! = mахг. Ig(x)\. 

Dokaz sledi iz teoreme 6 stavyajuci f = 1 = о i 9 = Igl· 
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1. Aproksimacija na,ijednostavnijih diferencijalnih izraza 

Neka funkcija u(х) ima па intervalu [х,х + h] neprekidan i ogranicen drugi 
izvod. Polazeci od Taylorovog razvoja 

u(х + h) = u(х} + hu'(x) + h2u"(~}/2, ~ Е (х,х + h) 

dоЬiјanю: 

1.1.: = (u(х + h) - u(x)}/h = u'(х) + (h/2)U"(~), tj. 1.1' = 1.1.: + O(h). 

Analogno dobijamo 1.1' = 1.1, + O(h). Рod pretpostavkom da u(х) јmа па intervalu 
[х - h, х + h] neprekidan i ogranicen treCi izvod mozemo u'(х) aproksimirati s 
tacnoscu O(h2 ). Tadaje 

u(х ± h) = u(х) ± hu'(x) + (h 2/2)u"(x) ± (h3/6)UIll(~±) 

odakle sledi: 

u~ == ,u(х + h) ~ u(х - h) == u'(х) + ~~ [u"'(~+)+u"'(c)], tj. 1.1' = 1.1; +O(h2 ). 

Slicno, pod pretpostavkom da u(х) јmа ogranicene izvode јов viSeg reda, moiеmо 
izvesti formule 

u'(х) = (1/(12h»)[-u(x + 2h) + 8u(х + h) - 8u(х - h) + u(х - 2h)} + O(h4
), 

u'(х) = (lj(60h»[u(x + 3h) - 9u(х + 2h) + 45u(х + h) - 45u(х - h) 

+9u(x - 2h) - u(x - 3h)] + O(h6
) 

itd. 

u вlиёаји drugog izvoda. 1.1"(%) vaie formule 

Ufz == (u(х + h) - 2u(х) + u(х - h»)jh2 = u"(х) + O(h2
), 

Ufz - h2ufzfz/12 = 1.1" + O(h4
), itd. 
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Na.vedimo јoS primer aprok9im~cije n1eSovitog .:irugog izvoda. za. funkciju dve 
promenljive и(Хl' =2) 

Isti red aproksimacije S~ аоЫја ј па эlеdсс: naclll 

ili takode 

2. Р1'iшеri difcrencijskih shem~. 
Aproksullacija i kOnYC1·gencija. 

а. Јсd110dimеш!.iО!1i slutnj. Na intervalu [O,~ posmatrajmo prvi grапiёпi 
problem za lincarnu с,Ыёпu сifеrепсiјгlrш jednacinu drugog reda: 

Lu == (а(х)и')' - Ј(х)u = ј(х), :;; Е (0,/), u(О)::: u(/)::: О. (1) 

Neka је 

a(z) ~ СО > О, а(х) ~ О i а(х) Е C1[O,I], Ј(х) Е С[О,Гј, ј(х) Е C[O,I], 

Za.datak (1) tada ima jedinstve:1o te.Senje и Е C2[O,~, Operatcr L је samokon­
jugova.n ј negгoti\"IlO definisan, u sшislu skala!.'nog proizvoda iz [2[0,~) па .skupu 
funkcija iz C2((;,~ kojc z:J.dovo!javaju g.апiёпеllslоvе 1t(0) ::: u(l) ::: О. 

Uvedimo mreiu;;;J,..::.: {:;;i::: ih I i::: O,l, ... ,N;h::: l/N}. Zadatak (1) 
э.рrоksimirајmо па sledeci lш.:;in: 

LhV == [(а1.'%)::: + (at,:::)%]/2 - dv = ј, 'Ј; ::: Хј Е I.&J/; == i:Ih \ -Љ, 

v::.:O, =Е1'n={о,I}, 
(2) 

Ozna.ёimo V; = V(X;), ii ::: ј(Хј} itd. Sэ. [,h охпаёјто skup funkcija. definisanih па 
(;Ј,. i jednakih пиН Z3 х = О i Х = 1. U lh u'.-edimo skalarni proizvod i normu: 

N-l 

(v, w) ::: h Е ЩЩ. 
;=1 

Operator 
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• о 

preslikava I:,h u I:,h' Zadatak (2) тoZето t.ako predstaviti u obliku ЛhV = Ј, 

V,/ Е !Ь. Dalje је: "" 

N N-l 
~aj+a'-1 ~ 

(Лh V, w) = (Lh V , w) = -h L..., 2 v~.;W~.i - h L....J d,ViЩ, 
;=1 ,=1 

5tO zпаёi daje operator Лh samokonjugovan. Koristeci (1.54) dobijamo: 

t N Н-l N 

(Лh,.V, V)' = -h L а; +2
ai

-
1 V~.i - h L div15 -coh L v~.; ~ -4col-2I1vI12, (3) 

;=1' .=1 ;=1 . 

8to znaCi da је Лh negativno definisan. Prema tome, zadatak (2) ima jedinstveno 
reSenje. lz (3) dalje sledi: 

Ш, рoslе skraCivanja за IIvll: 

IIv~}1 $ (l/(2eo))llfll· (4) 

Iz poslednje dve nejednakosti sledi: 

(5) 

а iz (1.52): 

IIvllc h == так 1v;1 < (I.Ji/(4co))llflf. 
. °SiSN -

(6) 

Осепе (4), (5) i (6) оzпаёаvaјu stabilnost resenja zadatka (2) u normama 
11 '11, 11 . IIwl h i 11 . IIc ь' Prema tome, diferencijski zadatak (2) је korektan. 

2' • 

Napomenimo da осепе (4) i (5) predstavljaju diferencijske analoge ocena (1.27) 
i (1.29) u jednodimenzionom зlиСаји. 

Zadrzimo зе па aproksimaciji diferencijske зЬете (2). Nekaje и = и(ж) reSenje 
zadatka (1) i ui = и(ж;). Ako u Е С4[О,l} i а Е СЗ[О,l], tada razvijanjem иНI i 
ај±1 u Taylorov red oko tаёkе:.r:, dobijamo: (LhU); = (LU);+Фi. gdeje Фi = O(h2). 
OznaCimo z = U - v, gde је U reSenje zadatka (1) а v reSenje zadatka (2). Funkcija 
z definisana је па mrezi (;јь i zadovoljava uзlо\'е: 

Zo = ZN = О. 
Ovo је zadatak istog tipa kaO (2), ра ве па njega mogu primeniti ocene (4), (5) i 
(6). Poвto је 111/>11 = O(h2

) odatle sledi: 

Ilzll, I/zIIW:.h' /lzlIC.h = O(h2
). 
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Drugim reCima., diferencijska sllema (2) konvergira brzinom O(h2 ) u normama.1I . 11, 
11 . IIWI" i 11 . Нс ". 2' , 

Predimo sa.da. па treci graniёni problem: 

Lu == (а(х)и')' - d(x)u = I(х), ;: Е (0,1) 

-а(О)и'(О) + <ђ иСО) = О, 0"1 > О; a(l)u'(l) + d2U{l) = О, (1'2 > О 
(1) 

Za. funkcije а(х), d(:r:) i /(х) pretpostavijamo da zг.dоvоlјаvајu iste uslove ka.o 
ra.nije. Zada.ta.k (7) takode ima. jedinstveno fеЗепје U Е C2[0,l]. Operator L је 
sa.mokonjugova.., i pozitivno definisan. 

U unutfaSnjim tackama mreie~" Lu a.proksimiramo ka.o u formuli (2). Iz 
ra.zvoJa: 

ai + ai+l . _ . ' +!!.( ')' + O(h2 ) 2 Uж ,' - а,иј 2 аи i 

sledi-da gra.nicni uslov u tacki :r: = О moiemo s tacnoscu O(h2 ) aproksimirati па 
sledeci naein: 

Slicno, granicni uslov u tacki х = ! арrоksimirа.nю sa 

UzimajuCi sve ovo u obzir, diferencijsku shemu za. zadata.k (1) moiemo predstaviti 
u obliku: 

gde је: 

{ 

h-1«с:.О + а1)Vж,о - 2utvo) - doVo, 

(Л"V)i = (L"V)i = «аVо:)ж,i + (аVж)~.i)/2 - diVi, 

h- 1 (-(аN + aN-1)v~.N - 2d2VN) - dNVN, 

ј=О 

i = 1,2, ... ,Н - 1 

ј= Н. 

(8) 

Sa. {'" oznacimo skup funkcija definisanih па mreii i:J". U {'" uvedimo skalarni 
proizvod i normu: 

[v, w] = (v, w) + h(vowo + VNWN)/2, IIvJI = [v, vj1/ 2
• 

Operator Л" preslika.va. {,,, u ('". Da.lje је: 

N 

[ - Ј '"' ај + ај-1 A"v, w = -h ц 2 Vf.iWf.i - d1VOWO - V2VNWN 
ј=l 

N-1 h _ 
- h L diViWi - 2(doVOWQ + dNVNWN) = [v, л"w] , 

i=l 
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8to znaci daje Ал samokonjugovan. KoristeCi n~jednakosti (1.53) dalje dobijamo: 

н 

[
- ] "Ој + Ој-l 22 2 AhV,V:S;-hL.J 2 v~.i-0"IVQ-0"2VH 

;=1 (9) 

:S; -c(2/llv~]12 + vб + v:"):s; -сllvll~.h:S; _c/-1I[v]12, 

gde је с = mјп {со!(2ђ, 0"1, 0"2} > о. ћеmа tome, operator Ал је negativno 
definisan,i zadatak (8) јmа jedinstveno re5enje. Iz (9), sJicno kao u slucaju pr­
vog granic~og problema, dobijamo осепе: 

\[vJl :s; Сl\[Ј} \, 
l[v]lwl h == {1(vJl7 + IIv~JI2 + v~ + v:V} 1/2 :s; C21(J}1, 

~ . 
IIvrlc,h:S; сз\{Ј]I, Сl,С2,СЗ = const > О. 

Prema tome, diferencijska вЬета (8) је stabilna i korelctna. 

(10) 

(11) 

(12) 

Nekaje u = u(z) reSenje zadatka (7), v reSenje zadatka (8) i z = u-v. Funkcija 
z definisana је па mreii-iJh i lcad-u €~O, 1], О Е СЗ[О, 1] zadovoljava uslov: 

- {O(h 2
), Z Е 1.tJ" 

A"z ='Ф = 
O(h), z Е 1". 

(13) 

Zato ј! осепа (10), (11) Ц12) sledi da diferencijska shema (8) konvergira u normama 
I[·JI, /[,Jlw~.h i 11 ·lIc,h ЬrziпоmО(hЗ/2). 

Tacniju ocenu moiemo doblti ocenjujuCi skalarni proizvod [-А" v, v] па sledeCi 
пабп: 

Dalje је: 

(v,v):s; l[v]12 :s; Ic-1[-A"v,v] 
v~ + v:V :s; cil(O"lV~ + 0"2Vh) :s; cil[-АhV, v], 

gde је сl = mјп { 0"1'0"2}' Tako dobijamo ocenu: 

(-Ahv, v] :s; ,(; + с1Ј [-A"v, vJ + 4~ (~2 Л + ~2 ff., + 11/112) 

odnosno, za 0< e(l/c+ 1/Cl) < 1: 

-] 1 (h2 2 h2 2 2) 
[-A"v, v :s; 4,[1- е(//с+ 1/Cl)] 7/0 + тIн + 11/11 . 
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ВirajuCi с: iz uslova minimuma veliCine {4с:[1 - c:(I/c + I/С1)]} -1 dobijamo с; = 
!(l/C + I/С1)-1, i zamenjujuci u (9): 

cl-1 \[v]\2 ~ c\\VII~,h ~ c(21\\v~]\2 + Vб + V~) ~ [-АhV, v] 

( 1 1) (h2 2 h2
2 2) ~ ~+ С1 . "4Јо + "4 JN + llfI\ 

Primenjujuci dobijene nejednakosti па zadatak (13) dobijamo sledeee осепе brzine 
konvergencije зћете (8): 

Priтedba: Analogni rezultati mogu se doMti i pod slabijim pretpostavkama, 
kad ulazni podaci nisu neprekidne funkcije. U toт slucaju se za koeficijente dife­
rencijske 8ћете moraju uzeti neke usrednjene vrednosti, npr. 

11:&·+А/2 
h = - J(x)dx 

h 1:.-A/2 . 

i 81. (videti Samar8ki (1971). 

Ь. Poissonova jednaCina. Neka је u oblasti 9 с R п zadat Diriroletov prob­
lem za Poissonovu jednaCinu: 

(14) 

Neka је О ogranicena, konveksna, jednostruko povezana oblast s glatkom granicom 
Г i Ј = Ј(Х1' :1:2,· •• , :l:n ) Е С(О). Zadatak (14) ima jedinstveno reSenje. Operator 
~ је samokonjugovan i negativno definisan па skupu funkcija iz С2(0) koje su 
jednake nuli па Г, u smislu skalarnog proizvoda iz L2(0). 

U zmimo korak h > О i u уеШто mreztl щ:, gde је аь. = { ih I i = 
О, ±1, ±2,. " }. Nekaje dalje ПА = R;:nn, Оь. skup svih tacaka х = (Х1, :1:2, • .• , Хn ) 
iz Оь. koje pripadaju Пь. zajedno за svojom okolinom О(х) = {(Х1,"" xi ± 
h, ... , хn) \ i = 1,2, ... , п} (dvodimenzioni slucaj п = 2, prikazan је па slici 1). Оь. 
nazivamo skupom unutra.snjih, а Гь. skupom granicnih tacaka mreze Пh_ 

Zadatak (14) aproksimiramo па sledeci naёin: 

п 

AhV == LVfil:i = Ј, Х Е ПА; 
i=1 

(15) 

Sa l.h oznacimo skup funkcija definisanih па Оь. i jednakih nuli па ГА- U l.h 
uvеdinю skalarni proizvod i normu: 

(V,w) = h" L v(x)w(x), Ilvl\ = (v,v)1 /2. 
:&Еn .. 
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~ ~ 

I 
~ 

I \ 

о ..л.. .. 

, /' 

"" у 
~ ~ 

SI.1 

Ako је Lh,i diferencijski operator definisan па зkири МЈа,; (ј = 1,2) tada 
оzпаёаvamо: 

{Lh,1V, Lh,2w) = h" L/a,l v(:r: )Lh,2w(:r:). 

Operator 

о о 

preslikava.ch u .сЈа. Zadatak (15) tako тoZето predstaviti u obliku Л/аV = /. Dalje 
је: 

" (Л/аV,w) = (AhV,W) = - L(vt';,wt';), 
i=l 

sto znaCi da је operator Лh samokonjugovan. Koristeci (1.54) dobijamo: 

" (Лhv,v) = - Lllvt';I/2 ~ -4nd-21Iv I/ 2
, (16) 

i=1 

gde је d dijametar oblasti о. Zпаёi, operator Лh је negativno definisan, ра zadatak 
(15) imajedinstveno resenje. Iz (16) sledi: 

" 
4nd-21/vI/2 ~ L IIvt';1I2 = (-лhv , v) = (-/, v) ~ "/II·I~vll, 

i=1 

odakle dobijamo: 

Itvll ~ :: 11111, (17) 
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Iz poslednje dve nejednakosti sledi: 

(18) 

Nejednakosti (17) i (18) oznaeavaju stabilnost zadatka (15) u normama " . 11 i 
11 . IIWl ,.. 

~ . 
Ispitajmo konvergenciju diferencijske вћете (15). Neka је u Е CC(f1) reSenje 

zadatka (14). Tada је ~,.и= ~и + '" kad z Е 0,-, gde је '" = O(h2
), i и(х) = 

Х = O(h) kad х Е г,.. Sa z oznaeimo razliku u - v, gde је v се5епје zadatka (15). 
Funkcija z definisana је па mrezi О,. i zadovoljava uslove: 

zlrr. = х· 

Funkcija z ne pripada prostoru 1:,.. Zato oznaCimo z = ( + 11 gde је 

. { о, 
1 11 = 

z =х, 

Funkcija ( pripada prostoru 1:,. i zadovoljava uslove: 

(Irr. = о. (19) 

ОУО је zadatak istog tipa kao (15), medutim primena осепа (17) i (18) пе daje 
zadovoljavajuCi rezultat jer је u prigranicnim cvorovima desna strana suvise velika: 
'" - А"l1 = O(1/h). Zato сето postupiti па drugi паСјп. Mnoieci (19) skalarno s 
( dоЫјаnю: 

Odavde је dalje: 

п п 

Ell<z;1I2 = -(ф,() - L(l1z;, (z;) 
i=l i=l 

Birajuci е i el tako da bude ed2/(4n)+el < 1 (прс. е = n/d2 i el = 1/4) dobijamo: 

п п 

L lI(z; 112 $ Сlllфll2 + С2 L Il11z;l~i Cl, С2 = const > О (20) 
i=l i=l 
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ћуј заЬirak па desnoj strani se ]мо ocenjuje: IIфll2 = O(h4 ). Sto se tice drugog, 
primetimo da је ~; = 0(1) u nekim granicnim, odnosno prigranicnim, cvorovima 
mreie Oh, dok је u ostalim ~; = О. Ukupan broj cvorova u Oh је уеlјсјпа reda 
O(h-n), dok је broj cvorova u fh уе]јёјпа reda O(h-n+l). Odat]e зlеdi да је 
1171~;/12 = hn O(h-n+l) = O(h) sto Јаједпо з осепот IIФII daje: 

п 

LII(*;1I2 
= O(h). 

;=1 

Uzimajuei u' obzir (16), odауде dobijamo з]еdесе осепе brzine konvergencije дјСе­
rencijske зћеmе (15): 

(21) 

N а brzinu kovergencije oёigledno пајУiБe utite drugi заЬirak s desne зtranе 
nejednakosti (20), odnosno aproksimacija graniёnog uslova. Ako је oblast п­
dimeniona kocka, о" = (О, If', tada ве korak h тOZe tako izabrati (h = 1/ N) da 
bude rh С Г. U tom s]ueaju је '1 == Ора umesto (21) dobijamo: 

S]ican rezu]tat ве moze dobiti i u opStem slulaju, koristeCi umesto o"h mrezu 
neravnomernu u okoJini granice Г (videti Samarski, Frjazinov [1971]). Skup unu­
traSnjih cvorova u оуоm s]ucaju ве definiвe за ОА = о п R~, а granica ГА kao skup 
prodora pravih Хј = Сјћ, Сј Е D, ј "1 ј, (ј = 1,2,. " ,п) kroz Г (з]. 2) . 

51.2 

• · д,. 

Lap]ace-ov operator u cvorovima udaljenim od granice aproksimiramo kao i 
ranije. U prigranicnim cvorovima tipa а i Ь (videti зЈ. З) parcijalni izvod д2u/дх; 
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aproksimiramo за 

_2 _ (V(C) - v(B) _ v(B) - V(A») odnosno за 
h + h* h h* 

2 (v(C) - v(B) _ v(B);... V(A») 
hi + h; h; hi' 

Napomenimo da и зluсајu ovakve aproksimacije dolazi do teSkoea. druge vrste: gubi 
se sa.mokonjugovanost operatora itd. 

с 

Х' 

51.3 

Druga ocena moie se dobiti koriS6enjem principa maksimuma. Oznaeimo z = 
zl + z2 gde zl i z2 zadovoljavaju uзlovе; -

Zllг. = о. (22) 

~пosпо: 

~"Z2 = О, Х Е 11", 

Iz teoreme 1.6 sledi da је: 

IIZ2I1c" :; Щ.ах IZ2(x)1 ~ тах \- х(х)' = O(h). 
• П,,· Г" 

(23) 

Da bismo ocenili I\ztllc "takode koristimo teoremu 1.6. Рrеtрозtаvimо da se k<r 
ordinatni pocetak nalaZi unutar oblasti 11 (и suprotnom slucaju mozemo izvrsiti 
translaciju koordinatnog sistema) i kопstrиisinЮ majorantnu funkciju: 

п 

r2 = LЖ;, 
i=l 
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Sa R је oznaёen polupreenik n-dimenzione lopte, s сепиот u koordinatnom 
pocetku, koja sadIii oblast О. OCigledno је R ~ d. Lako ве proverava da је 
~"r2 = 2п, odakle sledi da је: 

(24) 

Na granici Г" је у(ж) ~ о jer је R2 ~ r2. Uporedujuci (22) i (24) vidimo da је 
r - ФL $ IIфllс,,, i 0= zllr. $ ytr.' раје prema teoremi 1.6: IIZ111c,h $I\уllс,ь· 
Po.sto је 

_.1 ж) < 1I"llc.,. R2 < d
2

11_"'1 
S\ - 2п - 2п ", е,л, 

odatle konacDo dobijamo:' 

IIzl ис.ь $ ~ IIФnс.,. = 0(h2
). 

lz (23) i (25) sledi Ilzllc." = O(h). 

(25) 

Na osnovu dobijene осепе тoiето zakljuCiti daje ranije izvedena осепа '1(11 = 
о(vIh) (у. (21» SUVШе gruba. 

U slucaju treceg granicnog pr.oblema za Роissoпоуо jednaёinu: 

~и = ј, z Е fl 
ди 
дџ + О'и = О, z Е Г; о' = О'(Ж) ~ 0'0> О 

dobijaju se analogni rezultati. Ovde је pogodno uzeti mrezu О" siru od oblasti О 
(videt~ Oganesjan, Rivkind, Ruhovec [1973]): О" = О п R;:, О,. = Uzеп.О(z), 
Г" = О" \ о,.. U uDutraSnjim cvorovima jednaёina se aproksimira kao i.raвije ва 
~"V= 1, z Е О". ProЫemi nastaju kod aproksimacije grапiёпog uslova. Za to se 
оЫспо koristi interpolacija (videti Forsythe, Wasow [1960Ј). Na primer, u situaciji 
kao па slici 4 . 

r 

51 ... 
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prvo vrsimo prenos granicnog uslova iz tacke А u taeku В. Zatim av/alllB za­
menjujemo sa (v(C) - v(B»/(h/coso:). Najzad, vrednost v(C) zarnenjujemo sa 
v(D)(I- tg 0:) + v(E) tg 0:, tako da konacno aproksirnacija granicnog uslova u tacki 
В glasi: 

[v(D)(coso: - sino:) + v(E)sino: - v(B)coso:]/h +o-(А)v(В) = О. 
Napornenimo da se dobri rezultati dobijaju primenom diferencijsko-varijacionih 
metoda (vedeti Aubin (1972Ј; Oganesjan, Rivkind, Ruhovec (1973). 

U slucaju kada је oblast Ii n-dimenziona kocka П = [O,/Jn тoiе se izabrati 
korak (h = 1/ N) tako da bude fla с Г. Slicno Itao u jednodimenzionom slucaju 
tada rnozemo tacnije aproksirnirati granicni uslov stavljajuci: 

Ahv(x) = '(Х), Х Е fila 

Ah = Лla 1 + Лla 2 + ... + Лla п " , 

{ 

2h-l(v~i - o-V), Хј = О 
Лh,iV = vri=i' Хј =F 0,1 

2h-l(-V~i - o-v), Хј = 1. 

с. Problem sopstvenih vrednosti za naijednostavnije diferencijske 
operatore. Na intervalu [О, ~ posmatraj~o najjednostavniji zadatak Sturrn­
Liouvillea 

и"( Х) = >.и'( Х), Х Е (0,/); и(О) = u(/) = О. (26) 

Njegovo rcienje је dobro poznato: sopstvene vrednosti su >. = >'t = (1:11'/1)2, а 
odgovarajuce sopstvene funkcije - и(х) = ut(x) = sin(k7l'x/I), 1: = 1'2, .... 

Uvеdiпю rnreiu i:Jh = {Хј = ih I i = 0,1, ... ,N; h = '/ N} i aproksirnirajmo 
(26) па sledeci паёјп: 

V(O) = v(/) =0. (27) 

Pisuci (27) u ra.zvijenom obliku za Х = h, 2h, .. . , (N - l)h vidirno da se zadatak 
svodi па odredivanje sopstvenih vrednosti i sopstvenih vektora rnatrice reda N -1: 

1 
А= h'1 

- 2 1 О 

1 -2 1 
О 1-2 

О О О 

О О 

О ... О 

1 ... О 

О 

О 

О 

О ... 1 -2 

Оуај zadatak irna taёno N - 1 [еЭ~ыје. Neposredno se proverava da su sopstvene 
funkcije iste ka.o u slucaju zadatka. (26), preciznije Vt= sin(1:7I'x/l), 1: = 1,2, ... , 
N - 1. Odatle, uzimajuCi u obzir da је:' 

(
. 1:71' Х ) 1 [. 1:71'( Х + h) 2' 1:1(' Х • 1:1('( Х - h)] 

8lП -- = "1: slO 1 - slO -1- +slП , 
1 х.: h 

2 ( l:1('h ). 1:1I'X 4. 2 k1l'h . k1l'x 
= h'1 cos -,- - 1 slП -1- = - h'1 810 21 8lП -,-, 
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i zamenjujuCi u (27), доЫјаmo: 

-2 . 2 Јиrh 
ЛЛ=ЛЛ,k=-4h вlD 21' k=I,2, ... ,N-l. 

Iz (28) доЫјamo: 

-2 • 2 1rh \ \ h-2 2 1rh -4h sш - = Лл 1 > "Л 2 > ... > "Л N -1 = -4 сos -. 
21 '" 21 

DaJjej,e cos2(1rh/(2/» < 1, а za h $1/2 (tj. N ~ 2) 

. 1rh 1 2 
sш-> -·-h 

21 -.../2 1 

Odatle i iz (29) dobijamo: 

. 2 1rh 2h2 
зш 2l~ Р' 

(28) 

(29) 

Sopstvelle funkcije Vk ~ = 1,2, ... , N - 1) su ortogonaJne u smislu skaJarnog 
proizvoda (v, ш) = h Li=~l v(%;)W(%i): 

{ О, k:j: m 
(Vk,Vm ) = 1/2, k = т' 

Опе бпе bazu prostora r.h funkcija definisanih па mrezi "Giл i jednakih nuli za % = О 
i % = 1. Iz (1.10) sledi: 

(30) 

sto predstavlja роЬоlјвanје осепе (1.54). 

UporedujuCi Лџ i Лk доЫјато: 

za kh -+ О tj. k < N. Za vrednosti k bliske N - 1 konvergencija пе vaii, npr. 

Predimo sada па viSedimenzioni sЈuёај. U obJasti !1,. = [O,~n posmatrajmo 
problem sopstvenib vrednosti: 

ulr =0. (31) 
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Smenom и(Х1, Х2,· ~. ,Хn ) = Ul(Xi)' и2(Х:Ј)' иn(хn ), ~ = ~1 + ~2 + ... + ~n. оп se 
svodi па п zadataka oblika (26). Odatle sledi da su sopstvene vrednosti (31): 

а sopstvene funkcije: 

. il7rXl • i'J7rx'J . in7rxn 
u = иjlj~ ... j. = В1П -/- • sш -/- .. , sш -/-

(i1"i'J, ... ,in = 1,2,3, ... ). 

Diferencijsku aproksimaciju (31) па mreii Qh = (iJh)n moiеmо predstaviti и 
obliku: 

п 

~hV == L Vii;z; = ~hV, х Е Oh; 

i::l 

vlr ... 

Iz prethodnog sledi da su 50pstvene vrednosti zadatka (32): 

а sopstvene funkcije: 

. i l 7rXl . i27rX2 . јn 7rh 
V = Vi 1 i 2 •• .i. = sш -/-sш -,- ... sш -,-

(i1,i:J, ... ,in = 1,2, ... ,N -1). 

Sopstvene funk~ije su ortogoname: 

i Cine bazu prostora l;:. Vaie nejednakosti: 

Sliёпе осепе kao za Laplaceov operator vaie i u opstem sluёајu. 

ја: = ја: 
јпаёе 

(32) 

(33) 

d. Opsta elipticka јеdnaёinа. Graniёпi рroЫеmј za opstu еliрtiёku 

јedпаёiпu 

, I 'f 1 
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diskretizuju se slicno kao u slutaju Poissonove jednatine. АЈсо ви koeficijenti 
neprekidni mozemo, па primer, staviti: 

1 п п 

LhV == 2 Е aij(V~;Zj + VZ;~j) + EbiV!; + cv = Ј, % е П". 
јЈ=1 '=1 

U вlиёаји da koeficijenti nisu neprekidni umesto ајј, Ьј С i Ј morali bismo uzeti 
neke usrednjene vrednosti. Red aproksimacije i brzina konvergencije и оуот slucaju 
zavise i od stepena glatkosti koeflcijenata jednaCine. Pored toga, trudimo se da di­
ferencijski operator zadrzi karakteristicne osobine diferencijalnog, npr. samokonju­
govanf>St, pozitivnu deflnisanost i 81. ТаЈсо па primer, diferencijski analog granicnog 
problema (1.17)-(1.18) niојето definisati па зlооеб naёin: 

1 п 

L"v == 2 Е [(aijV~;)z; + (aijVZj)~J + cv = Ј, % е S}-,,; 
ј,ј=1 

vlr. = О, (34) 

gde је mreza П" definisana kao skup зуљ tataka % = (ЖI, Ж2, ••• ,жп) iz R~ koje pri­
padajuOzajednosasvojomokolinomO(z) = {(ZI+ il h , ... ,zn+inh) I i 1 ,··.,in = 
О, ±1}, а пјепа granica г" = О" \ П" == (Rh п о) \ П". Lako se proverava da је 

1 п 

(Lh V, w) == -2 Е [(aijV~j' w!'J + (ајј VЖј ' wжЈЈ + (cv, w), 
јЈ=1 

sto znaci da је samokonjugovanost оёиуanа. 

е. Shema poviSene tacnosti za Poissonovu jednacinu u kvadratu. 
Neka је u oblasti О = [O,~2 zadat prvi granicni problem za Ројssoпоуи jednacinu: 

д2 ", д2и 
~и == д 2 + д :1 == /(ЖI,Ж2), ulr = О. (35) 

%1 Ж2 

Uzmimo korak h = l/N i konstruiSimo mrezu ОЈа = {(ih,jh) I i,j = 
0,1, ... ,N}. Oznacimo nЈа = nпО" i ГЈа == гпо" = ОЈа \nЈа . 

Pretpostavimo da reSenje zadatka (35) u i desna strana jednaCine Ј јmаји 
neprekidne parcijalne izvode koji ве ројаУlјији u daljem radu. Koristeci se Тау­
lorovim razvojem lаЈсо ве pokazuje da је: 

д2и h2 (f4u h4 д6и 
и~Жl == дж2 + 12 . дж1 + 360 . дж~ + O(h

6
). 

Analogna formula vaii i za tЧ2z2 • Odatle sledi: 
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Poвto и zadovoljava (35), dalje irnamo: 

h2 h2 д4и h4 (86и дбu) 
6.h u = 1 + 126.1 -"6 8x~8x~ + 360 8xr + axg + O(h

6
). (36) 

Izraz д4ulд2х~82х~ aproksimirarno па sledeCi nаёin: 

д4и h2 д4и 
д 28 2 = и~I~I~~~~ - 12 д 28 2 6.и + O(h

4
) x 1 Х2 x 1 Х2 

h2 д41 = и~I~I~~~~ - 12 дx~8x~ + O(h
4

). 

(37) 

Najzad, 86и/дx~ + 8бu/8х~ moiemo predstaviti kao: 

(38) 

Iz (36), (37) i (38) sledi: 

h
2 

h
2 

h
4 (д41 д41 84/) б 

6.hu + "6U~t2;I~~%~ = 1 + 126.1 + 360 axt + 4 8xr8x~ + 8xi + O(h ). 

h2 1 
6.hu + 6U~IZI~2%2 6h2 [и(Х1 - h,X2 - h) + u{Xl - h, Х2 + h) 

+ U(Xl + h, Х2 - h) + U(Х1 + h,:1:2 + h) + 4и(Х1' Х2 - h) + 4и(Х1, Х2 + h) 

+ 4U(Xl - h, Х2) + 4и(Х1 + h, Х2) - 20U(Xl, Х2)]' 

Lako зе vidi da ako (Х1, Х2) Е О" onda preostalib osam tаёаkа pripadaju Пh . 

Uvedirno diferencijsku shernu (Samarski, Andrejev [1963], [1916]) 

vlг" = о. (39) 

Operator -6.~ zadovoljava uslove za primenu principa rnaksimi.lrna. Da Ызто 
ocenili v = V(Xl,X2) konstruisemo majorantnu funkciju у = Y(Xl,X2) = k(21 2 -

xr - x~). Lako se proverava da је: 

Birajuci k = (1/4)lIlf'llc h i koristeci se teoremom 1.6 dobijamo: . 

,; ;, f; 11'; ј: 



2. PRIMERI DIFERENCIJSКIH SHEMA. APROKSIMACIJA 1 KONVERGENCIJA 41 

Prema tome zadatak (39) је stabilan u normi 11 . //с h i korektno postavljen. , 

Analogne осепе mogu se dobiti i u normama" . "ј " . IIw1 л. Mno:ieCi skalarno 
2 ' 

-Llhv за v i koristeCi formule (1.51) i (30) dobijamo: 

Poiito је д;. v = ср odavde dobijamo: 

odakle sledi: 

StavUajuCi u (39): 
ср = f + (h 2/12)Llf (40) 

dobijamo diferencijsku shemu koja aproksimira zadatak (35) па resenju s tаёпоsсu 
O(h4 ). Ponekad је tesko izrаёuпаti parcijalne izvode funkcije ј, medutim uzimajuci 
u obzir da је дl = длl + O(h 2

) пјјћ mo:iemo zameniti kоliёпiсimа diferencija, ра 
stavljajuci: 

ср = 1 + (h 2/12)Llhl (41) 

takode dobijamo diferencijsku shemu koja aproksimira (35) s tаёпоsсu O(h4 ). 

Sliёпо, stavljajuCi: 

(42) 

dobijamo diferencijsku shemu s redom aproksimacije O(h6 ). ZamenjujuCi u (42) 
izraze: 
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i zadriavajuci заmо clanove reda O(h4 ) dobijamo diferencijsku shemu з desnom 
зtгanоm: 

h2 h4 h4 

rp = 1 + 12 6.ЈаI - 240 (1.11,>:,.11,>:, + 1.11~>:~.11~Z:2) + 360/.11,>:,.112>:2 (43) 

koja. ne sadrzi parcijalne izvode funkcije 1, а red aproksimacije јој је takode O(h6 ). 

Iz na.pred izlozenog зlеdi da diferencijska shema (39) konvergira u погтата 11 . Ile Ја' 

11 . 11 i 11 . IIw1 Ја brzinom O(h4
) - u slucaju da је <р definisano sa (40) јlј (4i), 

2 ' 

odnosno O(h6
) - u slucaju daje <р definisano ва (42) ili (43). 

f. Poissonova jednacina u polarnom koordinatnom sistemu. U slucaju 
kada је oblast П krug xI + X~ ~ R2 pogodnije је koristiti polarne koordinate od 
Descartesovih. Prvi grallicni problem za Poissonovu jednaCinu se tada predstavlja 
па sledeCi nacin: 

1 д (ди) 1 д2и 
Lu==(Lr+L",)u==--а r-a +-2-д,,=/, 

r Т. r r <p~ 
0< r < R, ulr=R = О. (44) 

Za r = О koeficijenti jednaCine imaju singularitet, i da Ы resenje ЬНо ograniceno 
potrebno је da. zadovoljava uslov: 

1· ди О lmr-a = . 
r-O r . 

Ро promenljivoj <р uvedimo ravnomernu mrezu ЏЈ", = {<Рј = jh", 1 ј = 
0,1, ... ,М - 1; h", = 2,,"/ М}. Ро promenljivoj r uvedimo mreiu pomerenu za pola 
koraka, da bismo izbegli aDroksimaciju jednacine za r = О: (;jr = {Тi = (i + 1/2)hr 1 

i = 0,1, ... , N; hr = Rj(N + lј2)}. OznaCimo Пla = (;jr Х ЏЈ"" ГЈа = ПЈа п Г, 
П" = О" п О, h = (hr,h",) i Ihl = (h~ +h~)1!2. Орегаtoг L", aproksirniramo па 
oCigledan паСјп sa: 

L -2 
."Ја V = r V~"', (r,<p) Е Пh . 

Operator Lr aproksimiramo sa: 

(L )
. _ {r;l(rVF)r,., 0< i < N, 

r,hV I - -1 
rO Щ',I, i = О, 

gde је Т; = ri-l!2 = ihr • Tako dobijamo diferencijsku shemu (videti Frjazinov 
[1971], а takode Makarov [1970], Bakirova, Frjazinov [1973]): 

LhV == (Lr,,, + L.",,)v = 1, (r,<p) Е ПЈа, vlr,. = О (45) 

Sa L,,, oznacimo skup funkcija definisanih па ПЈа i jednakih nuli па Г". U L,h 
uvedinю skalarni proizvod: 

N-l М-l 

(~, ш) = hrh", L: L: riVijwij. 

а=О ј=О 
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Pre nego sto izvedemo apriorne осепе za shemu (45) odredimo sopstvene vred­
nosti operatora L r•h • Iz 

8ledi 
(i + l)vi+l - (2i + l)хщ + Vi-l = Ој i = 1,2, ... ,N - 1, 

gde је Х с: 1 + h~>'/2. Dobijena је rekurentna relacija za Legendreove роliпоте 
(videti Bateman, ErdeJyi [1953]) раје znaёi щ = ћ(Х). Iz VN = PN(X) = О 81edi da 
је л = Л,t = 2h;2(x,t - 1).(k = 1,2, ... , N) gde su %Ј: nule Legendreovog роlјпота 
РN(Ж) . Neka 8U ж,t numerisani ро vеliёiпi: 1 > Хl > %2 > ... >XN > -1. 
Poznata је осепа (Bateman, Erdelyi [1953]): ХА: = сos(Ј,t1Г, (2k - 1)/(2N + 1) ::; 
(ЈА: ::; 2k/(2N + 1), iz koje sledi: 

Dalje је 

2 ( 11" 1) 4. 
- h; сов 2N + 1 + > - h; 1 

2 ( 1г ) 4. 2 1Гhr 9 
h~ сos 2N + 1 - 1 = - h~ вш 4Я::; - 4Ю 

tj. N ~ 1. Tako konacno dobijamo ocenu: 

4 9 
-- <Л,t <--о h; - - 4Я2 

2R 
za hr ::; 3""' 

Sopstvene funkcije operatora Lr.h su v~,t) = v(,t)(ihr ) = ћ(х,t). 

(46) 

Vratimo se sada па zadatak (45). MnoieCi skalarno LhV sa W Е Lh dobijamo : 

N М-l N-l М 1 
(Lh V, w) = -hrh", L L rjVF.ijWF,ij - hrh", L L ;:v.p.;jw.p.;j, (47) 

ј=1 ј=О ;=0 ј=l I 

odakle se vidi da је operator Lh samokonjugovan. Iz (47) i (46) sledi: 

N М-l 9 
(-Lh V, v) ~ hrh", L L r;v~.ij = (-Lr.hV,V) ~ 4ю"vII2 , (48) 

;=1 ј=О 

sto znaCi daje operator -L h pozitivno definisan. Prema tome, diferencijska shema 
(45) је korektna. 
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Predimo sada па ocenjivanje skalarnog proizvoda 

N-1 М-1 

(-J,v) = -hrh", L L riVijJij. 

'=О ;=0 

Zb' "N-1 f, d t' 1 d о' -' Ir - l.Ji=O riVij ој pre s аУ1то па s е ес! пасш: 

N-I N 

- L riVij Јој = L ToV;r,ij ћј, 
;=0 ,=1 

gde ћј treba odrediti. Koristeci formulu (1.50) i granicni uslov dobijamo: 

N-l N-1. (-Р) .. 
" f, " r r'l - L..- riЩј јј = - L..- riVij , - VOj ћј 
ј=О о=1 ri 

_ Р1ј ~ (ј + 1)"ћн,ј - јРој 
- -rОVОј - - L..- r;Щј . 

ro ;=1 ri 

Sledi: F1j /ro = ЈОј, (ј+ 1)ћн,ј -iFsј]/ri = Јој (ј = 1,2, ... ,N -1), odakle 
dobijamo: ћј = ј- 1 E~-:'~ r/cJ,.:j. Prema tome је: 

( 

N М-1 (1 ј-1 )2)1/2 
Ilvll(_L~) = (-Lhv,v)1/2 ~ 11111(-1) == hrh", ~ r; Т; i (;ђ:!/сј (49) 

Iz (48) sledi : 
Ilvll ~ (2R/3)111I1(_1)' (50) 

Nejednakosti (49) i (50) oznacavaju stabilnost diferencijske sheme (45) u normama 
11 . II(-L~) i 11 . 11· 

:р, 
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Pozabavimo ве sada konvergencijom паЗе вћеmе. Neka је и = и( r, ер) feSenje 
zadatka (44). KoristeCi Тaylorovu formulu lako nalazimo: 

_ 1 _ 1 ди h~ ~ 
L<p,h tl = r2 иср<р - r2 дер + 12r2 дер4 

gde је 

д4и _ д4и(т, ф) 
Dip4 - 8ip4 

LrhtI == !(fUi')r = !дд (т дди ) 'т r т r 

h?(дзи r+O,5hr д4u r-О,5hr д4U) 
+ 6т дrЗ + 4 . дт4 + 4 8т4 ' 

r = Ti, i > О 

gde је 

т = То. 

Odatle sledi da је greska aproksimacije jednaka : 

.I'-L _f_h;(дЗU т+о,5hr .д4u T-O,5h r .8
4
u) 

'1' - h и - 6т дrЗ + 4 дт4 + 4 дт4 

h2 д4u 
+ 12;2 дер4' za Т = rj, i > О, (51) 

odnosno: 

Pretpostavimo da и( Т, ер) јта ogranitene tetvrte parcijalne izvode ро Descartes­
оујm koordinatama Xl i Х2. UzimajuCi u obzir da је Xl = r соз ер, Х2 = Т зјп IP, 
OX1/Or = coslP, дХ2/дт = sinlP, DX1/Oep = -тзјпер = -Х2 i DX2/DIP = rcosip = 
Xl nalazimo: 
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itd. Izvodi a3uJar3 i a4uJar4 se ocigledno izraia.va.ju ka.o linearne kombinacije par­
cijalnih izvoda treceg odnosno cetvrtog reda ро Xl i Х2 S ogranicenim koeficijentima. 
Odatle sledi: 

(53) 

Slicno nalazimo: 

itd. Sledi : 
la3u/atp3 l, 18411./8tp41 $ Cr, С = const > О. (54) 

Stavljajuci ocene (53) i (54) u (51) i (52) dobijamo: 

Ф = ф(r,tp) = O(h~ + h~)Jr) = O(lh\2/r ). 

Razlika resenja zadataka (44) i (45), z = 11. - V, је funkcija definisana. па mreii 
О,. i zadovoljava uslove: 

zlr~ = О. 

Poвto је IIФII( -1) = O(lhl)2 iz (49) i (50) dobijamo sledece ocene brzine konvergen­
сјје: 

g. Biharmonijska јеdnaёinа. Na kraju сето razmotriti jedan elipticki 
problem cetvrtog reda. Neka se u oblasti Пh = [О, ~2 traii reSenje jednaCine 

(55) 

koje па granici Г zadovoljava sledece granitne uslove: 

11.lr = О i 811./8vlr = О (56) 

(sa v је ka.o i ranije oznaeena spolja.snja normala па Г). 

Uzmimo korak h = lfN_i_konstrniSimo mreie R~ = {(ih,jh) I ј,ј = 
} 

- 2 - - -О, ±1, ±2,... i О,. = R" пО. Oznatimo Г" = О,. П Г i О,. = О,. \ r h . Za-
datak (55)-(56) diskretizujmo па sledeCi naёin: 

vlr .. = О, V-l.j = vl.j, VN+l.j = VN-1.j, Щ.-1 = Vi.1, Vi.N+lVi.N-l· (58) 
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Sa t:.h оzпаёimо skup funkcija definisanih па f1h, jednakih nuli па r h i produzenih 
уап f1h рмпо u odnosu па granicu (tj. takvih za koje va.ii (58». Skalarni proizvod 
u t:.h definisimo kao ranije за : 

Н-l 

(v,w) = h2 L V(Жl,Ж2)W(Жl'Ж2) = h2 L ЩЈЩЈ· (59) 
(%1.%2)еПr. јЈ= 1 

Neposredno se proverava da је operator ~~ samokonjugovan i pozitivno definisan: . 
Н-l 

(~~v, v) = (~hV, ~hV) + :2 L (V~J + V~-I.J + VJ.l + V].N_l) ~ lI~hvII2. 
Ј=l . 

Iz (33) dalje dobijamo: 

(~~ v, v) ~ II~hVI12 ~ 161-2 (IIV~11l2 + IIV~2112) ~ 162/- 4 1Iv!l2. (60) 

S druge strane је: 

odakle sledi: 
(61) 

Koristeci (1.51) dobijamo: 

lI~hVlI2 = IIV~lZlIl2 + 2I1v~1~2112 + IIV~2Z2112. (62) 

Najzad, iz (60), (61) i (62) sledi : 

IJvllw2 h == (IIvll2 + IIV~11l2 + Ilv~2112 + Ilv~lzlll2 + IIv~1~2112 + IIx2x2112) 1/2 
2 • 

$ Ј4(1 + (16/1) + (256//2»)1/211/11. 
(63) 

ћета tome, diferencijska shema (57)-(58) је stabilna u normi" . IIw2 h i korektna. 
2 • 

Predimo sada па ispitivanje konvergencije зћете. Neposredno se proverava da 
~~ aproksimira ~2 s tаёпоsсu O(h2 ) tj. ako и Е Сб(Q) ,tadaje: 

~~и = ~2и + ф, Ф = O(h2
). 

Nekaje и resenje zadatka (55)-(56), v resenje zadatka (57)-(58) i z = u-v.Fuпkсiја 
z пе pripada prostoru t:.h jer пе zadovoljava sve us]ove (58). Zato оzпаёimо z = (+1] 
gde је ( = z u Qh, ( Е t:. h ,; ТЈ = О u nћ i 

( 

ТЈ-1.ј = Z_l.j - Zl.J = и-l.Ј - иl.ј = О(hЗ ), 
ТЈН+l.ј = ZN~1.j - ZN-l.j = иН+1.ј - иН-l.ј = О(hЗ ), 

ТЈ;.-1 = Z;.~l - Zi.} = Щ.-l - иц = О(hЗ ), 
ТЈј.Н+l = Zi.N+l - Zi.N-l = Щ.Н+1 - Щ.Н-l = О(hЗ ). 
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Funkcija ( zadovoljava uslove (58) i 

6.~( = 'ф - 6.~11, (Х1' Х2) Е Oh' 

Zapazamo daje 6.~11 = О u svim tackama mreze Oh osim u onim koje su udaljene 
od granice rh za h, gde је 6.~11 = O(1/h). Zato se ocena (63) ne moze direktno 
primeniti. Оznаёimо ( = «(1) + «2) gde «(1), «2) Е lh i vazi 

6.~«1) = 'Ф, 6.~«2) = -6.~11, 

kad (Хl, Х2) Е Oh. Funkciju «1) ocenjujemo pomocu (63): 

Funkciju «2) ocenjujemo па sledeCi naCin: 

(Ll~ «2), «2» = _( Ll~ «2),11) 
N-1 

= _h2 L (11-l.j(~~] + '1N+l.j(~~l.j + '1Ј.-1(?1 + '1j.N+l(?h_l)h- 4 

;=1 

~ {~2 ~ ('1:'1.ј + 111+1.ј + '11.-1 + '1].N+1) } 1/2 Х 
)=1 

Х {~ ~[((2))2 + ((2) .)2 + (~2»)2 + (~2) )2] }1/2 h2 L..J 1.] N-l.) ].1 ).N-l 
;=1 

(64) 

~ O(h3/2). (6.~«(2),«2»)1/2. 

Odatle sledi: 
(65) 

Najzad, iz (64) i (65) dobijamo: 1\(llw;,h = О(hЗ/2). 

Ocenu brzine konvergencije reda O(h2 ) mozemo dobiti koristeCi umesto '1 funk­
ciju уесе glatkosti (videti D'jakonov [1972]). OznaCimo Z = "( + тј gde је тј = 
r;(1) +r;(2) i 

_(1) ih(l-ih) {[ . 2 2] [(')2 2]} ._ '1ц =/(I2+2h2) €Xј(/-Јh) -h -{3ј th -h , J-l,2, ... ,N-l, 

~~) = ~~ = О, ~121 = ~~{, ~~h+1 = ~~h-l' 
€Xj = (Z1; - Z_1.j)/(2h), {3ј = (ZN+1.; - ZN_1.;)/(2h)j 

~~) = jh(l- jh) {'У' [(/_ J'h)2 _ h2] _ 6. [(J'h)2 _ h2 ] } • 1 2 N 1 '1'] 1(12 + 2h2) , , , Ј = , , ... , -, 
::(2) _ ::(2) _ О ::(2) _ ~2) ::(2) _ ::(2) 
'10ј - '1N; - , '1-1.; -111ј' '1N+l.i - '1N-1.j' 

'yi = (Zil - Zi._1)/(2h), бi = (Zi:N+l - Zi.N_1)/(2h). 

; ; " ,џ 
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Neposredno ве proverava da је u oblasti О": 1i = O(h2
), 1iz lo = O(h2

), 1i~ .. z .. = 
O(h2 ) (k = 1,2) i da ( zadovoljava graniёпе uзlоуе (58). Oznatimo kao u prethOd­
пот slucaju ( = (1) + (2) gde (1), (2) Е L,,, i 

д:(I) = ф, д:(2) = _д: = -Д~7], 

kad (Хl, Х2) Е О". Za funkciju (1) vaZi осепа (64), dok (2) ocenjujemo па isti 
паёјп kao (2): 

(д~(2?, (2» = -(Д~1i, (2» = -(д,,1i, д,,(2» 
,Н-l . 

" ( _ -;(2) _ -;(2) _ -;(2) _ -;(2) ) 
- L.J д""Ој(Ц + Д"ТЈНј{Н-l.ј + Д"'1јО(јl + Д,,'1јН{ј.Н-l 

ј=1 

:5 {IILI..;;tI' + h' '%: (LI..ђo,)' + (LI..qNj)' + (LI..q;.)' + (LI..q; N )'Ј } '" 

. (д~2),(211/2 = O(h2). (д~(2),(2»)1/2. 

Odatle sledi 11(2)/lwf." = O(h2
), sto zajedno s осепоm (64) za (1) daje /I(lIw::." 

= O(h 2 ). 

З. ReSavanje diferencijskog zadatka 
u jednodimenzionom sluёaju 

U prethodnom paragrafu вто pokazali da ве diferencijski analozi prvog i treceg 
granicnog problema za obicnu linearnu diferencijalnu jednaCinu drugog reda (u 
slucaju aproksimacije reda O(h2» svode па sistem linearnih jednacina оЫш: 

Vo + PVl = ио, 
aiVi-l + ЬiЩ + CiVi+1 = 9ј, i = 1,2, ... , N -1, 

QVH-l + VH = gH· 

(66) 

Matrica ovog sistema је trodijagonalna, tj. зуј пјепј elementi, osјт опјЬ koji leie 
па glavnoj dijagona1i i dvema пјој suвednim, ви jednaki nuli. 

Рошасето da ве sistem (66) тoiе resiti pomoeu O(N) aritmetickih operacija. 
Primenimo па (66) Gaussov algoritam. Prvu jednaёinu ротПoiјmо s -al i dodaj­
то drugoj. Тјте ве druga jednacina svodi па oblik: 

Na isti паёјп, mnozeci ovako transformisanu drugu jednacinu s -a2/b~ i dodajuCi 
trecoj poniStitemo u оуој сlап s Vl ,itd. Palle N ovakvih transformacija sistem 
(66) ве svodi naoblik: 

Vo + PVl = 90, 

b~Vi + CiVi+l = 9~, i = 1,2, ... ,N - 1, (67) 

bNVH = 'н · 
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Mnoieci poslednju jednaCinu sistema (б7) 8 CN -l/Ь'N i dodajuci pretposlednjoj 
svodimo ovu па oblik: 

6, 11 11' , /Ь' 
N-1VN-l = gN-l; gN-l = 9N-l - CN-lgN N' 

Posle N ovakvih transformacija sistem se svodi па dijagonalni oblik: 

b~Vj=g~', i=0,1, ... ,N, 

odakle neposredno nalazimo Vi = !I'i' /Ь~ (ј = 0,1, ... , N). Ukupan broj izvr8enih 
агitmеtiёkih operacija је: 

Q = 4 + 5(N-1) + ЗN + 1 = 8N = O(N). 

Algoritam геваvanја sistema (бб) moiemo predstaviti i па sledeCi naёin 

(Samarski [1971Ј). Оzпаёimо: 

vi = (\'i+1Vi+l + /3ј+1, i = 0,1, ... , N - 1, (б8) 

gde su ајН i /3ё+1 koeficijenti koje treba odrediti. ZamenjujuCi vi i Vi-l = ајЩ + /3; 
= (Жј(\'i+1 Vi+l + ai{Ji+l + {Јј u (бб) dobijamo: 

(aj(\'jai+l + Ьј ај+1 + Cj)Vj+l + ајај{ЈёН + ај/3; + bj{Ji+l = gj; 

(ј = 1,2, ... ,N"-I). 

Poslednja jednakost се biti sigurno ispunjena ako је 

Odatle dobijamo: 

i = 1,2, ... , N - 1. 

Iz prve јеdпаёiпе sistema (66) паlaziпю: 

а iz poslednje: 

odnosno: 

(69) 

(70) 

(71) 

Ргеmа tome, polazeei od а1 i {Ј1 datih jednakostima (70) izгаёuпаvаmо ро formu­
lama (б9) аН1 i {ЈН1 za i = 1,2, ... ,N - 1. Zatim, polazeCi od vrednosti VN date 
sa (71), odredujemo Vi za i = N -1, ... ,1,0 ро formuli (б8). 
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Formule (б8 )-(71) во 8tabilne аЈсо је la;' < 1. U tom 81оёајо gre.ska zaokruglji­
уапја koja se јаУlја pri izra.ёunavanju v; ро rekurentnoj formuli (68) пе raste. 
Uslovi: 

а; > О, С; > О, а; + bi + с; ~ О, -1 < р $ О, -1 < q ~ О (72) 

obezbeduju stabilnosi. Zaista, iz а1 = -р 81еОј О ~ (ђ < 1, а iz О ~ а; < 1 sledi 

, с; с; 

0<0' - = . <1 
, Нl - - йја; + bi (1 - ai)ai + с; - (ai + Ь; + Сј) • 

Neposredno ве proverava da 8\1 u sluёајu zadataka (2) i (8) овlоуј (72) zadovoljeni. 

N apred receno vaii i za sisteme linearnihjednaёina 8 petodijagonalnom i uopjte 
(2т + l)-dijagonalnom matricom (т =const). Za njihovo resavanje је takode do­
уolјпо O(N) aritmetitkih operacija, gde је N red matrice. 

4. Sресifiёnost diferencijskih sistema 

Sistemi jednaCina dobijeni diferencijskom 8proksimacijom granicnih problema 
za linearne parcijalne diferencijalne jednacine eliptickog tipa izdvajaju ве iz opstih 
sistema JiпеыпјЬ jednatina sledecim osoЫпата: а) уеliЮт brojem nepoznatih; 
Ь) retkoScu matrica; с) вресјпёоoSCо mesta па kojima se паЈзzе nenulti elementi u 
matrici; d) velikom razbacanoScu spektra matrice. 

Zbog prvog iz nabrojanih svojstava pri izutavanju razlicitih metoda resavanja 
diferencijskih sistema narocita рцпја ве mora posvetiti njihovim asimptotskim 
osoЫпата kad N - оо, gde је N red matrice. Specijalno, veliku vainost dobija 
efikasnost metode, tj. broj aritmetiёkih operacija potrebnih za re.savanje diferencij­
skog slstema. 

Pre nego 8to predemo па izucavanje osoЬinа Ь) i с) navedimo jedan primer. 
Neka је u kvadratu [0,1]2 dat diferencijski analog Dirichletovog probIema za Роiз­
sonovu jednacinu: 

(73) 

Ako cvorove numerisemo ро horizontalnim redovima s lеУа па desno i odozgo nadole 
(па зJiсј 5) tada се matrica sistema НпеыпјЬ jednacina koji odgovara zadatku (73) 
imati oblik: 

h12 (~.;: •••••• ~;: •••••• ~~: •••••••• : : •• ~.:::.~: •••• ) 

АН-1.1 AN-l.2 AN-l.3 .•. AN-l.N -1 
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( 2 З 4-

5 6 7 8 
Н=5 

9 10 (1 (2 

{3 14 (5 fб 

51.5 

gde su Aij kva.dratne matrice reda N - 1, Aij za /ј - ј/ ~ 2 su nula matrice, Ai.i+l 
i Atoi-1 su jedinicne matrite, а "Ан su trodijagonalne matrice oblika: 

Ан::: (J.~~.}.::: .. J] 
о о 0...-4 

Za izucavanje osobina Ь) i с) uvedimo nekoliko definicija (videti D'jakonov 
[1971]). Neka је А ::: (а;;) kvadratna matrica N-tog reda u Сјјој ве svakoj ovrsti i 
sva.koj koloni nala.ze nenulti elementio Sa УЈ(А) oznaCimo skup indeksa (i,Л koji 
odgovaraju nenultim elementima matrice А, а sa IUJ(A)I njihov ukupan broj. Tada 
се nam р(А) = IUJ(A)I/N davati informaciju о retkosti nMe matrice . 

Prela.z od jednog indeksa (ј,ј) Е УЈ(А) do drugog (ј 1 ,ј1) Е УЈ(А) kod kojeg је 
ili ј 1 ::: i ili ;1 == ј na.ziva.eemo skokom. Matricu А сето zvati nesvodJjivom ako za 
sva.ki par (ј,ј),(ј1 ,ј1) Е c.I{A) postoji niz skokova koji ih spaja. Lakose vidi da se 
nesvodljiva matrica ne moze permutacijom vrsta i kolona svesti па oblik 

Za. karakteristiku slozenosti strukture nesvodljive matrice А uzetemo velicinu: 

р(А) - тах р(ј ) .. i )·1) 
-(ОО)(О.)Е(А) ,,1, 1,' ,11.)1 W 

gde је p(i,jji1,jl) minimalan broj skokova koji spaja indekse (ј,ј) i (i1,j1). Lako 
se vidi da р(ј,ј;ј1 ,ј1) i р(А) ne zavise od permutacije vrsta i kolona matrice 
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А. Тakode se moze koristiti уеlјёјпа т(А) = lп Nj(ln р(А» kao mera "relativne" 
slozenosti strukture matrice А. 

Lako se proverava da је u sluёајu matrice koja odgovara operatoru LII iz za­
datka (34) i oblasti О = [O,~n: ф(А) ,..,. п2 + п + 1, р(А) ,..,. Nl / n, т(А) ,..,. п, 
gde а '" Ь zпаёi limN ..... oo(ajb) = 1. Vidimo da se karakteristike matrice kvare 
pri povecanju broja dimenzija п. Na osпоуи оујЬ asimptotskih jednakaiti moze se 
dokazati sledeca lета. 

LEM~ 1. Za п 2: 2 matrica А ае пе тоје perтutacijom vTsta i коlопа svesti 
па (2т + l)-dijagonalnu matricu, gde је m = conвt. 

D~kaz: Neka је В (2т + l)-dijagonalna matrica, tj. IAJ(В) ~ 1011.= {(ј,ј) 1 
'ј - Л 5 т}. N eka је С matrica takva da је IAJ( с) = 1011· Тада је р( В) 2: р( С) . 
Уеliёјпа р(С) se lako ocenjuje: р(С)"'" Njm, N .... оо. Zпаёi р(В) 2: kN, k > О. 
Medutim р(А) '" N 1

/
n i р(А) пе zavisi od permutacije vrsta i kolona, ра se zпаёi 

А пе moze tramnsformisati u (2т + l)-dijagonalnu matricu. 

U slucaju п = 1 matrica А је trodijagonalna.· Као 8to зто videli u prethod­
пот paragrafu, primenom Gaussove metOOe sistem s ovakvom matricom se тoiе 
resiti pomocu O(N) aritmetickih opel'acija. J.z-dokazane-leme sledi da se za п 2: 2 
Gaussova metoda пе тoiе primeniti s istom efikasn08cu. Zato moramo obratiti 
posebnu painju metOOama reSavanja viSedimenzionih diferencijskih zadataka. 

Poslednja iz nabrojanih osoЫпа oznaёava da sopstvene vrednosti diferencijskog 
operatora пеоgrапiёепо rastu kad h .... О . Za operator (34) је (тах 1..\I)j(min 1..\1) = 
O(h- 2), dok је za diferencijske operatore reda viSeg оо dva оуа zavisnost (тах 1..\1)· 
(тјп 1..\1)-1 od h јoS јаёа. Posledica уеlте razbacanosti spektra matrice А је spora 
konvergencija klasicnih iterativnih metOOa. 

5. Iterativne metode za гезауanје 
eliptickih diferencyskih zadataka 

U prethodnom paragrafu smo videli da primena direktih metoda linearne а1-
gebre za resavanje eliptickih diferencijskih zadataka nije celishodna zbog velikog 
broja potrebnih aritmetickih operacija. Zato зе za njЉоуо reSavanje оЫёпо koriste 
iterativne metode. Pri tome зе, zbog ukazanog uticaja razbacanosti spektra па 
brzinu konvergencije, biraju takve metOOe kod kojih је konvergencija 8to је moguce 
bria. Iterativne metode сето uporedivati па osnovu пјЉоуе ekonomicnosti, tj. 
broja аritmеtiёkih operacija potrebnih da se norma greske (јlј ostatka) зтапјј lj~ 
puta. 

Zadriimo se prvo па opstim karakteristikama ројта iterativne metode. Neka 
је potrebno resiti diferencijski zadatak: 

Av=f· (74) 

Razmatraeemo А kao linearni operator u Hilbertovom prostoru Н , а v i f kao 
elemente iz Н. 
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КОО iterativne metode polazeCi оо neke pribliZne vrednosti vO Е Н геВепја 
jednaCine (74) геdощ odredujemo sledece priblizne vredllosti v 1,v2 , ••• ,vj ,vi+l, 
... , Pri tome зе Ј +1 izraiava preko prethodnih: vj +! = Fj (vi, ...• v1 • vO) . Ako 
se za odredi vanje vi+ 1 koristi samo Ј: vi +1 = Fj (Ј). шето da је iterativna 
metoda prvog reda. Dalje сето razmatrati зато iterativne metode prvog reda kod 
kojih је Fj linearna funkcija, tj. 

(75) 

gde su Вј i Сј linearni operatori па Н, а Тј+1 8~larni parametri . Prirodno је 
zahtevati da ге5епје 1) jednacine (7~) z~ovoljava (75) tj. Bjv = GjV + Т;+1/. Оуа 
jedna.kost је ispunjena ako је Вј - Сј = ТјнА. IzrazavajuCi odatle Сј (75) se svodi 
па: 

(76) 

Као 5tO smo rekli, operatore Вј i parametre Тј+! Ьјгато iz uslova da Ьсој 
aritmetickih operacija potrebnih &а OOredivanje 111: taltvog da vaii: 

bude 5to manji. Ukupan Ьгој орегасјја је Q(,) = L:~~l Чј gde је Чј Ьгој орегасјја 
potrebnih za odredivanje j-te iteracije. Ako Чј z~ovoljava uslov ekonomicnosti 
Чј = О(Н) gde је N ukupa.n Ьгој nepozJlatih (ООП08ПО cvorova mreie '4) ta.da se 
zadatak о minimumu Q(€) svodi па za.d~tak о minimumu Ьсоја iteracija k(e). Iz 
(76) је јазпо da qjH zavisi samo od Љ. Us!ov ekonomicnosti је za.dovoljen прг. 
ako operatoru Вј odgovara dijagonalna, (2т+ l)-dijagonalna јlј trougaona matrica 
ili proizvod od konaeno mnogo ovakvih matrica. 

Napomenimo па kraju da u (77) пета smislazahtevati tacnost veCu od tacnosti 
арсоkзјтасјје. ОЫспо se uzima da su greSka ~proksimacije, gre8ka zaokrugljivanja i 
€ velicine istog reda, tj. h2 ,.." €1/ h2 ...., € (u slucaju diferencijacijskog zadatka drugog 
reda i оЫCnе afJroksimacije reda O(h2». Iz prve relacije se dobijaoptimalna veliCina 
koraka: h"" €/4 gde је €1 odredeno Ьгојеm decimalnih mesta za v. 

а. Prosta iteracija. Metodu proste iteracije dobijamo iz (76) stavljajuCi 
Вј = 1 =jedinicni operator i Тј+! = т =const. Za operator А pretpostavimo da је 
samokonjugovan i pozitivno definisan i da njegove sopstvene vrednosti zadovoQa­
va.ju uslov О < Б :s ЧА) :S~. (Оуе uslove ispunjava npr. operator (34): za njega 
је б= Cl i А =C2h-2. Tada зе (76) svodi па 

Ј+1 = vi - T(Av1 - 1). 

Odatle dobijamo: 

Ј+1 - v = vj - v - тА(Ј - v) = (1- тА){Ј - v). (78) 
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Sledi: 

Operetor 1 - т А је samokonjugovan ра је zato 11(1 - TA)kll = 111 - т Allk ј: 

N а taj naCi~ dobijamo: 

Slicno, mnozeCi (78) sa А, dobijamo: 

IIAvk - 111 < (тах 11 - тлl)kllАVО - 111. - ~E[6 . .c.] 
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(79) 

(80) 

Parametar т odredujemo iz uslova minimalnosti norme operatora 1 - тА 
odnosno iz ивlоуа: 

тјп тах 11 - тЛI. 
т ~E[6 . .c.] 

LEMA 2. Ako је О < б < Ll iada је 

Ll- 6 
тјп тах 11- тлl = --

т ~E[6 . .c.] Ll + 6 

i dQstiie se za т = то = 2/(Ll + 6). 

Dokaz: Funkcija Ј(л) = 11-т.л1 dostiie па intervaJu [6, Ll] maksimum ocevidJlO 
јlј za .л = 6 јlј za .л = Ll ра је znaci тaX~E[6 . .c.) = max{11 - Tel, 11 - TLlI}· 
Posmatrajmo sada funkcije <Pl ( т) = 11 - т61 i <р2 ( Т) = 11- т LlI. Prva od пјјЬ opada 
za т < 1/6 i raste za т > 1/6 а druga opada za т < l/Ll i raste za т> l/Ll. Poвto 
је О < 6 < Ll krive ТЈ = <Рl(Т) i ТЈ = <Р2(Т) se seku u tacki т = то Е (1/Ll,1/б) 
pri cemu је 1 - тоб = <Рl(ТО) = <Р2(ТО) = ToLl - 1 (па slici б). Odatle dobijamo 
То = 2/(Ll+6) i <Pl(TO) = <Р2(ТО) = (Ll-б)/(Ll+б). U tacki То dostiie se m.inimum 
funkcije <р(т) = max{11 - тбl, 11- TLlI} а samim tim i minT тax~E[6 . .c.) 11- тЛI .. 

Pri ovakvom optimalnom izboru т осепе (79) i (80) glase: 

odnosno: 
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Sl.6 

Da Ьј ЬНа ispunjena nejednakost (77) dovoljno је da bude «~ -Б)/(~ + Б») k $ € 
odakle dobijamo: 

ln(1/€) 
k ~ ln«~ + 6)/(~ -6» = k(€). 

U slucaju kada је Б = Cl i ~ = С2! h2 , koji је tipican za diferencijske operatore 
drugog reda, dobijamo k(€) = O(h-2 1n€-1). Ukupan broj aritmetickih operacija 
jednakje Q(g) = O(h-4 1n€-1) - u slucaju dvodimenzione oblasti, odnosno Q(€) = 
O(h-n - 2 1ng-1) - u slucaju n-dimenzione ob1asti. 

Ь. Richardsonova metoda. Richardsonovu metodu (Richardson [1910]) 
dobijamo iz (76) stavljajuCi Вј = Е. Као u prethodnom slucaju, pretpostavUno da 
је operator А samokonjugovan i pozitivno definisan i da njegove sopstvene vrednosti 
zadovoljavaju uslov О < Б $ 'х(А) .$~. Jednakost (76) se svodi па 

v-i+! = Ј - Тј+!(АЈ - f), 

odakle dobijamo: 
Ј+! - v = (I - Тј+!А)(Ј - v). (81) 

Sledi: 

(82) 

Slicno, mnoieci (81) sa А, dobijamo: 

11Av' - 111 :; ~ Ј1 (I - тј А) II·IIAO' - 111· (83) 
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Operator п7=I(I - ТјА) је samokonjugovan ра је zato njegova norma jednaka 
тakзјmиmи modula njegovih sopstvenih vrednosti. Sledi: 

I/ П(I -ТјА)// = тах /П(1- ТјЛi)l:$ mах IП{l- Тјл)l· 
. 1 ~. . 1 ~E(6.4) . 1 
1= 1= Ј= 

Parametre Тј odredujemo iz изlоуа minimaJnosti оуе погте. Тako dolazimo do 
sledeceg zadatka mјпјтах-а: odrediti niz parametara тt, Т2, ••• , ТЈо za koji se dostiZe 

Iz teorije Cebisevljevih роlјпоmа sledi da је Р(л) = П:=I(l - ТјЛ) СеЫвеуIјеу 
роlјпоm normiran uslovom Р(О) = 1, i da se Тј izraёunavaju ро formuli: 

О ( (2ј - 1) ) -1 • 
Тј=Тј =2 Ll+c5+(A-с5)сos 2k 11" ,J=l,2, ... ,k. 

Sledi: 

11 
f.r(I - ТјА) 11 :$ min mах IП{l- ТјЛ) I 
ј=1 {Тј} ~E(6.4) ј=1 

= 2[(Љ+ -16)10 + (д - -16)10]-1 < 2(Љ -.л) 1: 
д-..л Љ+-16 љ+..л 

ра se осепе (82) i (83) svode па: 

odnosno: 

/lAvl: - 1/1 :$ 2( ~ ~ ~) 10 "Av
o 

- 11/. 

Da Ы Ыlа ispunjena nejednakost (77) dovoljno је da bude 2«Љ - ."fi)/(Љ + 
-16»)1: ~ t, odakle dobijarno: 

k In(2/t:) "( ) 
~ lп«д + v'i)/(yъ" -."fi» = t:. 

U зlиёаји kada је с5 = Сl, Ll = C2h-2 odavde зе dobija k(t:) = O(h- 1 Int:- 1). Uku­
рап Ьгој aritmetickih operacija potrebnih da зе погmа greSke (odnosno ostatka) 
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smanji 1/€ puta iznosi О(h-Зlnс 1 ) u sluёајu dvodimenzione oblasti, odnosno 
O(h-n-1ln c 1) u sluёајu n-dimenzione oblasti. 

Pri ovakvom redosledu parametara Тј Richardsonova metoda је nestabilna u 
odnosu па greske zaokrugljivanja (videti Young [1954]). Оо toga dolazi zato sto 
је norma operatora prelaza 5ј = 1 - т;А za dovoljno veliko ј veca оо 1: 

(~- б)(1 + соэ«2ј - 1)1I'/(2k))) 
115;11 = 111 - ТјАI' = "l~ 11- ТјЛil = ~ + cs + (~- б)сos«2ј _ 1)1I')/(2k)· 

Iz uslova 1/5ј 11 ~ 1 dobijamo 
>. 

1 (1 2ј - 1 I 2ј - 1 ) < cs 2 cos 2k1Г - cos 2k1Г ~ ~ _ б' 

Za ј $ k/2 је ispunjen prvi uslov, tj.1I5j ll < 1. Za ј> k/2115jll raste. Za ј = k је 

1 (1 2А: - 1 I 2А: - 1 ) 11' 2 сos ~1Г - сos 2k1l' = сos 2k' 

а ovo је, u sluёајu cs = Сl, 6. = C2h-2 , vece od Ц(6. - б) рrаktiёnО za svako k ~ 2. 
Znаёi, postoji indeks јо > k/2 takav da је za svako ј izmedu ја i k ispunjena 
nejednakost 11$;11 > 1. Prema tome, u iteracijama posle jo-te greSka nastala 
usled zaokrugljivanja se povecava. 

Као rezultat gresaka zaokrugljivanja mi umesto zadatka: 

'+1 . VJ = 5ј+1 VJ + Тј+1/, 5ј = 1 - Тј +1 А, 

u stvari [езауато zadatak: 

i;i+l = 5ј+l iJ + Тј+1Р + (ј. 

Da bismo ocenili greSku zi = iP - vi treba da ocenimo reSenje zadatka: 

zi+1 = 5j+1 zj + Тј+lфј + (ј 

pomocu zO = iio - v O, фi = ji - I i (ј. Sledi: 

\\z'\\ ~ Ilц s; 11-lIzОII + (~Tj Н!, s; 11 + ,.. ) IIФII 

+ (~ ~,Ы, s·11 + 1)11<11. 
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gde је /lф/l = mахј /ltPill i 11'/1 = mахј 11';/1· Zпаёi pored IIП:=15;1I moraju зе 
oceniti i L::=l ТјIIП:=Н1 5ј " i L:Ј=1I1П:=Нl 5;11· 

Parametri Тј mogu ве urediti па drugi паёјп tako da metoda bude stabilna 
и odnosu па greSke zaokrugljivanja (Nikolajev, Samarski [1972], а takode Lebe­
dev, Finogenov [1971]). Роkзzаееmо kako se taj raspored dobija za k = 2Р • 
Za р = 1 parametri se uzimaju u redosledu (ТЈ, Т2). Ako је poznat redosled za 
k = 2": (ТјрТј2, ... ,Тј,.), tada se redosJed Ја k = 2,,+1 dobija iz prethodnog za­
mепоm svakog ёЈапа Т;ј parom (Ti;, Т2.+Чl-;). Тako naprimer za k = 4 dobijamo 
(ђ,Т4, Т2, Та), za k = 8: (ђ,тг, Т4, Т5,Т2,1'7, Тз, тв), itd. 

с. Metoda gornje relaksacije. Metodu gornje relaksacije predloiio је Young 
[1954аЈ. Опа spada и tzv. metode dekompozicije i da Ы ве mogJa primeniti potrebno 
је da ве sistem (74) moze рrеdзtаviti и obJiku: 

gde зи Е1 i Е2 ЈаЈсо obrative matrice, па primer diјаgопaJnе-:- -U sЈиёајu zadatka 
(73) ovakva reprezentacija se postize tako sto ве prvi indeksi dodeJe опјm ёvоrоvimа 
kod kojih је i + ј neparno (па зJiсi 7) 

I 14 2 15 З 

{6 4 f7 5" 18 

6 f9 7 20 8 Н=6 

2' 9 22 fO 23 

If 24 12 2.5 fЗ 

SI.7 

Iteracioni proces јmа obJik: 
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koji se svodi па (74) stavljajuci 

Odatle sliёпо kao u prethodnim sluёајеvimа, dobijamo: 

Sopstvene vrednosti matrice С = 1 - t..JAB-l su resenja jednaёine: 

det(I - t..JAb- 1 
- ..\1) = О 

Poвto је det В = det Е1 • det Е2 i= О odatle dobijamo: 

det(l - ..\)В - t..JA] = О 

odnosno: 
dt(l-"\-t..J)Е1 -t..JА12 )-0 
е -..\t..JА21 (1- ..\-t..J)Е2 -. 

Posle јoS jedne jednostavne transformacije kona.ёno dobijamo: 

Ako sa /Ј oznaёimo korene јеdпаёiпе: 

dobicemo vezu: 
(84) 

Vidimo da ..\ zavisi od t..J. PoSto brzina konvergencije iterativnog procesa zavisi 
od vеliёiпе sopstvenih vrednosti matrice С prirodno dolazimo do minirnax zadatka 
oblika niiп", тax~ 1..\(t..J)I. U radu Younga [1954] dato је reSenje ovog zadatka za 
sluёај problema (73). Tada је Е1 = -4h- 21 i Е2 = -4h-2[. Sopstvene vrednosti 
matrice А su -4h- 2 (sin2(irh/(21» + sin2(jrh/(21») odakle dobijamo /Ј = /Ја; = 
Hcos(irh/l) + cos(jrh/l»). Neposredno se proverava nejednakost - cos(rh/l) ~ 
/Јај ~ cos(rhjl). Iz (84) sledi: 

(85) 

Moiemo se оgrапiёiti saтo па znak ,,+" zbog PN-i,N-ј = -/ЈОј. Iz (85) sledi da 
se max~ 1..\«(.,)1 dostiie za /Ј = јЈ = cos(rh/l). Da bismo odredili mirц., max~ 1..\(t..J)1 



5. ITERATIVNE METODE ZA RES. ELIPT. DIF. ZADATAKA 61 

f 

о 2 

SI.8 

ispitajтo funkciju.\ = [("-1Џ + )"-12џ2 +4(1-"-1»ј2( VeliCina.\ је realna kada 
је "-1џ2 + 4(1 - "-1) ~ о odnosno 

"-1 ~ "-11 = 2(1 + )1- џ2)-1 = 2(1 + sin(-trhjl»-l 

"-1 ~ "-12 = 2(1- )1_ џ2)-1 = 2(1-sin(rhjl»-1. 

Lako se proverava da је ~ = 1 za"-1 = О, da .\ opada kad "-1 raste od О do "-11 i da је 
lеуј izvod d.\j d"-1 U tacki "-11 beskona.ean. Za "-11 < "-1 < "-12 уеlјёјпа .\ је kompleksna, 

i 1.\1 = "-1-1. Iz recenog sledi daje 1.\1 < 1 za О < "-1 < 2 i da ве шin,., 1).1 dostize za 
"-1 = "-11 i iznoBi "-11 -1 = (1- sin(rhjl))j(l + вiП(1Гh/l» (videti sliku 8). 
ZaтenjujuCi u (85) "-1 = "-11 dobijamo: 

Ргеmа toтe, pri optiтalnoт izboru "-1 = "-11 sopstvene vrednosti тatrice С = 
1 - "-1Ав- 1 su kompleksne i leze па krugu: 

соs2 (1Гhјl) 1 - вiП(1Гhјl) 

'~' = (1 + siП(1Гhјl» 2 = 1 + siП(1Гhјl)' 

Dalje је: 

IIAvk 
- 111 sl!(I - "-1Ав- 1 )1:II'IIAvo - 111 

....., const . ~: Ј (тах lЛI)k-Р+1 'IIAvo - 111, k - оо, 
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gde је р dimenzija najveceg bloka u Jordanovoj normalnoj formi matrice С == 
1 - "",АВ-1 (videti Varga [1962]). Odatle sledi da ви k(€) i broj potrebnih ar­
itmetickih operacija istog reda veliCine kao kod Richardsonove metode. Metoda 
gornje relaksacije је stabilna и odnosu па grcike zaokrugljivanja, ali је njena oblast 
primenjivost uza nego za Richardsonovu metodu. 

d. Metoda promenljivih pravaca. Metodu promenljivih pravaca predloZili 
ви Peacemann, Rachford [1955] i Douglas [1955]. Zbog svojih dobrih osobina -
ekonomicnosti, numericke stabilnosti i relativno sirnke primenljivosti - metoda је 
vrlo brzo stekla siroku primenu. 

Metoda promenljivih pravaca, kao i metoda gornje relaksacije, spada u metode 
dekompozicije. Neka је А = А1 + А2 , gde ви А1 i А2 samokonjugovani, pozitivno 
definisani i medusobno komutativni operatori ёјје sopstvene vrednosti zadovoljavaju 
uslove О < 61 ~ ЧА1 ) ~ 6.1 i О < 62 ~ л(А2) ~ 6.2' Оуе uslove zadovoljavaju па 
primer diferencijski operatori: 

(86) 

и slucaju kadaje oblast О pravougaonik, funkcija а zavisi samo od :1:1, Ь zavisi вато 
od %2 i а 2: ао > О, Ь 2: ЬО > О. 

Za resavanje jednaCine (74) primenimo sledecu iterativnu metodu: 

';+1/2 _ ,; + ђ (A1 Ј +1/2 + A2 vi - Ј) = о, 

Ј+1 - Ј+Ф + Т2(А 1 Ј+1/2 + А2Ј+1 - f) = О. 
(87) 

Ako ви А 1 i А2 definisani ва (86) tada ве u prvoj jednacini u (87) clan s пајуеСјт 
indeksom, vi+ 1/ 2 , pojavljuje и trima tackama koje se nalaze па jednoj pravoj 
paralelnoj osi OXt. Slicno, u drugoj jednaёini u (87) clan S IiajveCim indeksom, 
vi+l, pojavljuje se u trima taёkama koje se nalaze па jednoj pravoj paralelnoj osi 
0%2' Otuda potice i naziv metode. 

Eliminisanjem vi+1/2 metoda se svodi па oblik (76) ва Вј = В = (1+ђА1)(1+ 
Т2А2) i Ti+1 == Т = ђ + Т2: 

Operator В је samokonjugovan i pozitivno definisan. Metoda (87)-f88Ј-је implicit­
па, tj. za dobijanje vi+ 1 treba resavati linearnu jednaCinu (odnosno sistem). Ako 
su operatori А 1 i А2 definisani sa (86) tada је operator В ekonomican. Zaista, 
operatorima 1 + T1A 1 i 1 + Т2А2 odgovaraju matrice koje se permutacijom vrsta i 
kolona mogu s, .. esti па trodijagonalni oblik. U tom slucaju, kao sto је pokazano u 
paragrafu 3, za odredivanje vi+l iz (88) potrebno је O(N) aritmetickih operacija, 
gde је N ukupan broj cvorova mrezc Oh. 
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Iz (88) dobijamo: 

vi+1 = vi - (ТЈ + T2)B:- 1(Avi - 1), 

Av-1+1 -1 = [1- (ђ + T2)b- 1А](Аv-1 - f) = S(Av-1 - 1), 

gdeje 

S = 1- (ТЈ + Т2)в- 1 А = (1 + taUtAl)-l(1- Т2Аl)(1 + Т2А2)-I(1- ТЈА2). . . 

Odavqe daije dobijamo: 

Avk -1 = Sk(AvO - Л, 

\lAvk -/1/ :5 \lSl/k/lAvO - 111· (89) 

Iz osobina operatora А1 i А2 sledi da је operator S sa.mokonjugovan, ра је zato: 

(90) 

Parametre ТЈ i Т2 biramo iz uslova minimalnosti оуе norme. Tako dobijamo sledeci 
minimax zadatil.k: 

. 11-Т2Л1 1- ТЈЛ2 1 . 
mш mах . . 
:1.Т2 ~aE[6a,Aa) 1 + ТЈЛl 1 + Т2Л2 

(91) 

Pre nego sto pristupimo resavanju ovog zadatka transformiSimo funkciju 

Um~to Лl i Л2 uvedimo поуе promenljive а i fJ koje зе menjaju па istom intervaIu 
[11,1], gde је О < 11 < 1. Stavimo Лl = (а - p)/(q - ra) i Л2 = (Д + p)/(q + rfJ)· Iz 
uslova а = fJ = 7] za Лl = 61, Л2 = 62 i а = fJ = 1 za Лl = dl, Л2 = d2, dobijamo 
ёеtiri jednaёine za odredivanje р, q, r i 7]: 

Odatle dobijamo: 

gdeje 

1 - { к - { dlK - dX dlK + d2{ 
7] = 1 + е р = к + е r = dld2(K + {)' q = dld2(K + {)' 

(dl - 61)(d2 - 62) 
(dl + 62)(d2 + 61) 
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у 

-
а (/ЏЈ 

SI.9 

Lako se vidi da је О < ТЈ < 1, к. ~ ~ i Р ~ О. Na ta.j na.ёin se F transformise и: 

F = 1 - c..I2a . 1 - c..I 1{3., 
1+c..Ila 1+c..I2{3 

'1 S. а,{3 S. 1, (92) 

gde је c..Il = (ђ - r)/(q - тtp) ј c..I2 = (Т2 + r)/(q + Т2Р), Poвto c..Il i c..I2 ula.ze u (92) 
simetricno, а. а i {3 se menja.ju па istom intervalu mozemo staviti c..Il = c..I2 = C..I ј 

а = /3. Tako umesto (91) dobijamo sledeci minimax zadata.k: 

(
1- c..Ia)2 

min та.х ---
ЏЈ orЕ['1,l] 1 + c..IQ 

F\шkсiј а. у( а) = (11 - c..Ia ) 2, za. fiksirano c..I, је definisana i neprekidna. za 
+c..Ia . 

а ~ О, pri cemu је opa.dajuCa. za О < а < l/c..I i rastuca. za. а> l/c..I (videti sliku 9). 

Prema. tome та.хor Е ['1 , 1) у(а) se dostiie ili za а == '1 Ш za а = 1: 

( 1-c..Iа)2 {(1-c..I'1)2 (1_c..I)2} 
or~:J) 1 +c..Ia = тах: 1 +C..I,., ' 1 +C..I . 

Dalje su f(c..I) == (11-c..I'1)2 i g(c..I) = (1_c..I)2 dve funkcije od c..I, slicnog 
+c..I7J 1 +C..I 

pona.sanja kao у(а) (videti sliku 10). Krive у = f(c..I) i у = g(c..I) seku se u ta.ёki 
c..Io Е (1,1/'1). Za 0< C..I < c..Io је f(c..I) > g(c..I) а za C..I > c..Io је Лr.и) < g(c..I). Prema 
toте је 
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у 

Odatle dоЫјапю 

Prema tome 

81.10 

1 - (..&}о" 1 - (..&}о • 1 ( )2 ( )2 
1 + t..&Jo" = 1 + (..&}о 1 

(..&}о=-· 

~ 

min тах (1 - (..&}() ) 2 

'" OE['1.1] 1 + (..&}() 

dostize se za (..&) = (..&}о = ,,-1/2 i jednak је: 

. (1 - (..&)(}) 2 (1 - .fi) 2 
тшmах -- = --. 

'" аЕ['1. 1 ) 1 + (..&}() 1 + .fi 
Iz (93), (90) i (89) dobijamo: 

65 

(93) 

Da Ы bila ispunjena nejednakost (77) dovoljno је da bude ((1-~/(1 + Jтi») 21: s е 
odakle dobijamo: 

1 In(l/e) 
k ~ 2Iп((1 + ..;ri)/(1 _ ~» = k(e). 

U slucaju kacla su operatori А 1 i А2 definisani sa (86) је ТЈ = O(h 2 ) ра dobi­
јато k(e) = O(h- 1 Inc 1). Ukupan broj aritmetickih operacija, u slucaju dvodi­
menzione oblasti, jednak је Q(€) = О(h-З Ine- 1). Specijalno za 61 = 62 = 6 i 
дl = д2 = Д је ТЈ = 6/ д. 
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Dalje ubrzanje konvergencije moze se postici variranjem parametara 1"1 i ђ, 
па slican naёin kao sto se Richardsonova metoda dobija iz metode proste iteracije. 
Pod istim pretpostavkama о operatorima А1 i А2 posmatrajmo iterativnu metodu: 

'+1/2' '+1/2' tY - v' + 1"1.j+1(A1tY + A2 tY - f) = О, 
vi+ 1 - vi+l/2 + 1"2H1(A1vH1 / 2 + А2Ј+l - ћ= О. 

Eliminisanjem Ј +1/2 (94) se svodi па oblik (76) ва 

Вј = (1 + 1"Ц+1Аl)(I + 1"2.ј+!А2 ) i Тј+! = 1"l.j+1 + 1"2.;+1' 

PostupajuCi kao u prethodnom slucaju umest., (89) dobijamo: 

!lА.' - 111 ~ ~i~ S;II·IIA.O 
- 111; 

gde је: 

Dalje је: 

1I П/: S 11 I п/: 1- Т2.;Л1 1- 1"1.јЛ21 
ј=1 ј = '\im~Ai] ;=1 1 + 1"l.jЛ1 . 1 + 1"2.ј Л2 

ра tako umesto (91) dobijamo sledeCi minimax zadatak: 

k . Iп 1- Т2.;Лl 1- 1"l.j Л2 1 
mш тах '. 

{ђ.j}.{T~.j} '\iE[6i.Ai) ;=1 1 + ђ.ј Л1 1 + Т2.ј Л2 

Оуај zadatak se, isto kao u prethodnom slucaju, svodi па: 

min тах П(1-r..Jја)2 
{""} aE[IJ.1)j=1 1 +r..Jja 

(94) 

(95) 

Zadatak (95) pribliino је reSen u radu Peacemanna i Rachforda (1955], dok је taёno 
reSenje dato u radu Wachspressa [1963]. Za k == 2Р ono је znatno jednostavnije nego 
u opstem slutaju. Uslov k = 2Р ne predstavlja bitno ogranicenje, ра сето se zato 
ograniciti па ОУај sluCaj. 

LEMA 3. !zbor {r..Jj} za koji se realizuje тјпјтах (95) је jedinstven. 

LEMA 4. Neka је r..J1 < r..J2 < ... < r..J/:. optimalni izbor. Tada је 1/(~1), 
1/(~2),"" l/(rr-иk) takode optimalni izbor (ј to taj isti а/ј и obratnom redosledu). 

Dokaz sledi iz identiteta: 
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(gde је у/ = 1/(Т]'-'Ј) , 0:' = ТЈ/О:; 0:' Е [ТЈ, 1] ako о: Е [7],1]) i ј! jedinstvenosti izbora 
{"'ј}. 

Ћапsfоrтisiто proizvod пЈ:l (~ ~ ~j:) 2 koristeCi ёinjenicu daje "'2-+1-ј = 

1!(q.uj): 

Dalje је: 
1 - o:!(rџj) . 1-"'јО: = "'јо:'-1 
1 + 0:/( Т]'-'Јј) 1 + "'ј о: - "'ја' + 1 ' 

gde је "'ј = (1 + 7])"'ј(1 + '7"'])-1 i а' = (1 + '])-1(0: + 7]/0:). Lako зе vidi da 
0:' Е [1]', 1Ј gde је 77' = 2..fij1(1 + 7]). Odatle зlоој: 

Na taj пасјп su dokazane sledece dve Јете: 

LEMA 5. Ako је {"'1 ,"'2,." ,"'2'} optimalni izbor reda 2Р па intervalu [7],1], 
tada је "'ј = (1 + ТЈ)"'ј (1 + "1"'])-1 (ј = 1,2, ... ,2р- 1 ) optimalni izbor reda 2р- 1 па 
intervalu [77',1] gde је 77' = 2..fij/(1 + 7]). 

LEMA 6. Ako је {"'~' ",~, ... ,,,,;,-1} optimalni izlюr reda 2р- 1 па intervalu 
[77',1], tada је 

(ј = 1,2, ... ,2р- 1 ) Qptimalni izbor reda 2Р -па interval .. [7],1] gde је 

(1 - .;г=чr)2 1 - ..;г-:::-тр 
1] = 77'2 = 1 + .;г::::r{1' 

Prema tome, zadatak (95) za k = 2Р svodi зе па isti zadatak za k = 2р- 1 , 
zatim za k = 2р- 2 itd. do k = 20 = 1. ReБeпје poslednjeg zadatka је dato sa (93). 
Na taj паёјп је pokazano: 

. п2'(I-"'1·а)2. 2п"-
I

(I-",ја)2= ... 
П1Ш тах = mш тах -
"'ј аЕ['1"I]. 1+"')'0: "'ј аЕ['1ЈО_I,I]. 1+"'1'0: 

)=1 1=1 

. (1 -",а) 2 (1 - .;;Јо) 2 

... = ~n a~:;':I] 1 + ",а = 1 + .;;Јо 
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gde је IJp = ,., ј IJj = 2VlJj+1 1(1 + 1]j+1) (ј = 1,2, ... , р _ 1). Vеliёiпа (1 - JтiO) 2 
1 + JТiO 

ocenjena је u radu Wachspressa [1963] sa: 

Prema tome, pri optimalnom izboru parametara UJj (odnosno ђ.ј i Т2.ј) vazi ocena: 

Dа Ы bila ispunjena nejednakost (77) potrebno је da bude 4еХР(1ГЧ/(lП(IJ/4») 
odakle dobijamo: 

1 4 4 
k ~ -ln -ln - = k(g). 

11"2 IJ g 

Ako su operatori А1 i А2 definisani sa (86) odavde dalje dobijamo: 

Ukupan broj аritmеtiёkih operacija, u зluёајu dvodimenzione oblasti, jednak је 
Q(E) = O(h- 2 Inh- 1 lng- 1). 

Druga varijanta metode promenljivih pravaca predlozene је u radu Douglasa 
i Rachforda [1956]. Njena konvergencija је neSto sporija nego u prethodnom 
sluёaju (takode је k( е) = O(ln h -lln С 1» ali је koeficijent proporcionalnosti veCi). 
Prednost јој је medutim u tome sto se lako uopstava па viSe dimenzioni sluёај. 
Izlozicemo је za п = 3. Neka је А = А1 + А2 + Аз gde su А1 , А2 i Аз samokon­
jugovani, pozitivno definisani i medusobno komutativni operatori, ёјје sopstvene 
vrednosti za.dovoljavaju nejednakosti О < 6 $ A(Ai ) $ А (ј = 1,2,3). Ovi 
uslovi зu ispunjeni па primer ako је П = [0,/1] х [0,/2] х [О, Iз], AiV = -( a'VX.)Xi' 
а. = a(xi) ~ ао =const> О, i = 1,2,3. 

Iterativna metoda јта sledeCi oblik: 

Ј+l/З - Ј + Tj+1(A 1 Ј+1/
З + А2Ј + АзЈ - Ј) = О, 

Ј+2/З _ Ј+1fЗ + Тј+l(А2Ј+2/З - A 2vi ) = О, 
Ј+l - Ј+2/З + Тјн(АзЈ+1 - Азvј ) =-0. 

Poвle eliminisanja vi+l!З i Ј +2/З metoda se svodi па oblik (76) sa Вј = (I + 
Тј+1Аl)(I + Tj+1A2)(I + тјнАз). Odatle dobijamo: 

/с 

IIAv lc 
- 111 $IIE~ Sj II·IIAVO 

- 111, (96) 
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gde је Sj = 1 - Tj(I + TjA 1)-I(I + TjA 2)-1(I + тјАз)-l А. Op<orator п7=1 Sj 
је samokonjugovan ра је njegova norma jednaka maksimumu mod:Jla sopstvenih 
vrednosti. Осепа (96) се biti пајЬоlја ako је оуа norma miпiшаlпа. 8to розlе 
izvesnih transformacija dovodi do sledeceg тјniшах zadatka: 

Resenje ovog zadatka moze зе oceniti за: 

. пА: I 3ТјЛ I (O'8k) mш тах 1 - < ехр -~~-:-::-
{Тј} АЕ(Ь,А] ј=1 (1 + ТјЛ)З - IП(А/б) , 

е. Ројаш о relaksacionoj metodi Fedorenko-Bahvalova. U radovima Fe­
dorenka [1961], {1964] i ВаћУаlоуа [1966Ј zasnovanaje iterativna metoda za koju је 
Ьгој aritmetickih operacija potrebnih za odredivanje priblizne vrednosti vA: геБепја 
jednaCine (74) takve da vзiј (77) jednak О( h -п ln с 1) - U slucaju n-dimenzione 
oblasti (videti takode radove Astrahanceva [1977Ј, Kornjejeva [1977Ј i autora [1975], 
[1976] i [1977]). Metoda se sastoji u паizmепiёпоm ргјтепјјуапји proste iteracije i 
reSavanja analogne jednaCine па krupnijoj mrezi. Preciznije: 

Neka зе prostoru Н" traii геэепје jednaCine А" v" = !h gde је Ал linearan 
samokonjugovan, pozitivno definisan diferencijski operator Сјје sopstvene vrednosti 
zadovoljavaju uslove О < Сl ~ ЧА,,) ~ C2h-2. Neka su takode dati operatori 
РЛ : Нл -+ Н2А i Пh : Н2А -+ Нл. Korak iterativnog procesa sastoji se iz dve 
etape: 

1-. PolazeCi od nekog v~ Е Нл odredujemo m prostih iteracija ро [огтиlј: 

2. U Н2А resavamo s taenoscu Ео. jednaёinu: 

Розlе toga popravljamo Vh,m stavljajuCi V~ = Vh,m - ПЛW2h. 

Na prvoj etapi se zahvaljujuci pogodnom izboru parametra Т, bitno smanjuje 
"oscilujuci" deo ostatka Алvg -љ (tj. опај koji se sastoji iz sopstvenih funkcija 
operatora Ал koje odgovaraju vecim sopstvenim vrednostima). Na drugoj etapi 
se zahvaljujuci bliskosti sopstvenih funkcija operatora Ал i А2А koje odgovaraju 
тапјјт sopstvenim vrednostima, bitno smanjuje preostaIi ("gIatki ") deo ostatka. 
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1. Uvod 

U ovoj glavi razmatracemo diferencijske sheme za rciavanje mciovitog prob­
lema za parabolicke jednaёine (1.21). Kod parabolickih jednaёina promenljiva t 
("vreme") ima drukёiju ulogu od ostalih promenljivih Хl, Х2, ... , хп ("prostorne 
promenljive"). Ovo se odraiava i kod diskretizacije zadatka (1.21). Као sto smo 
veC na'pomenuli u paragrafu 1.7.а, оЫспо se u pravcu osа ОХl, ОХ2, ... ,0Хп uzima 
jedan korak h, dok se u pravcu ose ot uzima drugi korak Т. Oblast П zamenjuje 
se skupom diskretnih tacaka ПП, kao u slucaju eliptickih рсоЫета, dok se interval 
[О/Г] zamenjuje skupomwr = {tj = јт I ј = 0,1, ... ,М; Т = Т/М}. Tako dobi­
јато diskretnu oblast (mrezu) nn,T = nh х (Ј'Т. Funkcije definisane па mrezi Ов, .. 
oznaCava.Cemo sa v[li~ .. .i .. = v( i1h, i2h, ... , inh;jT). Ako to пе dovodi do dvosrnis­
lenosti, indekse сето cesto izostavljati. Skup cvorova mreie za koje је Тј = const 
nazivaeemo ("vremenski") sloj. 

Elipticki clan, Lu, jednacine (1.21) disk"retizuje se kao u slucaju eliptickih 
jednacina (videti glavu 11). Da bi ве aproksimirao izvod ро vremenu ди/дt potrebne 
su vrednosti funkcije u bar sa dva vremenska sloja, npr. 

Odatle sledi da diferencijski analog parabolicke jednaёine takode sadrzi vrednosti 
traiene funkcije Ьас sa dva vremenska sloja. Ovakve diferencijske sheme nazivamo 
dvoslojnim. Slicno se definisu troslojne, cetvoroslojne i uopste k-slojne sheme. 

Od diferencijskih shema za rciavanje parabolickih рсоЫеmа takode zahtevamo 
da budu korektne i da konvergiraju. Kod dokazivanja korektnosti osnovnu ulogu 
ima d6ш stаЂilпоsti sheme, dok је пјепа jednoznacna resivcвt оЫёпо ocigledna 
ili ве lako dokazuje. Stabilnost зЬеmе se оЫёпо dokazuje izvodenjem diferencijskih 
analoga nejednakosti (1.35) i (1.37). Stabilnost moze biti apsolutna i uslovna u 
zаvшпosti od toga da li su koraci h i Т medusobno nezavisni ili su zavisni. Usled 
p08tojanja dva koraka, h i Т, brzina konvergencije moie biti razliёita ро svakom od 
пјЊ. 
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Ројат ekonomicnosti diferencijske sheme је neSto drukciji пеgо и eliptickom 
slucaju. Naime, вата priroda probIema (1.21) паmесе sledeci put resavanja di­
ferencijskog zadatka: polazeCi od poznatih vrednosti и~ = tJhlt=o izracunavamo 
vrednosti ul па vremenskom вlоји t = tl, zatim и~ itd. Smatraeemo da је di­
ferencijska вЬета ekonomicna ako је za prelazak ва sloja tj па зlој tj+l (tj. za 
izracunavanje svih vrednosti и1,+l(:ђ, Х2, ... ,хn), (хl, Х2"" ,хn ) Е Qh) potrebno 
O(N) aritmetiCkih operacija, gde је N ukupan broj cvorova mreze Qh. 

Као sto smo паротепиlј u paragrafu 1.3.Ь, севепје parabolickog zadatka 
(1.21) pod odredenim uslovima konvergira, kad t -. ОО, ka resenju odgovarajuceg 
eliptjckog iadatka. Usled toga ве izvesne iterativne metode reSavanja eliptickih 
diferencijskih zadataka mbgu interpretirati kao diferencijske вЬеmе za parabolicke 
probleme i obrnuto. 

2. Primeri diferencijskiЬ shema 

а. Eksplicitna вћеша. Razmоtriпю prvo zadatak s jednom prostornom 
рсоmепlјјуот. Neka ве u oblasti [O,~ х [0,1'] trazi сеЗепје рсоЫеmа: 

ди 
дt =Lu+f; XE(O,/), tE(O,ТJ 

Lu == :х (а :~) -du, ul.,=o = ul.,::! = О, ult=o = УЈО( х), 
(1) 

gde је а diferencijabilna, а d i f neprekidne funkcije u oblasti [О, ~ х [О, ТЈ, а = 
a(x,t) ~ со > О i d = d(x,t) ~ О. 

Uvedimo mrezu Wh,T = Wh Х (Јт gde је 

Wh = {Х; = ih I i = 0,1, ... ,N; h = l/N} 

(Јт = {tj = јт /ј = 0,1, ... , М; т = Т/М}. 
Zadatak (1) aproksimirajmo па sledeCi паёјп: 

{ Х_=Х.;, i.=_1,2, ... ,N-1, 
vt = Lh V + Ј, 

t-t], )-О,l, ... ,М-l, 

vt = JN = О, V? = иО(Хј), 
(2) 

gde је LhV == [(ащ)., + (av.,)~]/2 - dv. Operator Lh zavisi od t. Zato сето, 
gde је to potrebno, ва L{ oznacavati Lh 1'::1.. Jednaёinu (2) moiemo napisati u 
razvijenom obliku па sledeci пасјп: Ј 

(3) 

odakle је 
(4) 
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Prema toте, ako su poznate vrednosti v = vi па sloju t = tj tada зе vrednosti 
v = viH па sloju t = ti+l neposredno izracunavaju (otuda i naziv "eksplicitna 
shema и), ра је паЗа зћета ekonomiCna. 

Ispitajmo stabilnost diferencijske зћете(2). Као u paragrafu 2.2.а за L:.h 
oznacimo prostor funkcija definisanih па mreii i:Jh i jednakih пиН za х = О i х :; 1, 
u kome su skalarni proizvod i norma definisani па sledeCi паёјп: 

Н-l 

(v,w) = h 2: ViWi, IIvll = (V,v)1/2. 
i=l 

Na isti паёјп kao u §2.2.а рошије зе da је operator L h samokonjugovan, i da vaie 
nejednakosti: 

(5) 

gdeje Сl = 4тax~.1 a(x,t)+12 тax~.1 d(x,t). (Ovde podrazumevamo daje opera­
tor Lh dodefinisan u granicnim tackama па prirodan паёјп: LhVI~=o = LhVI~=1 = 

о о 

О, tako da preslikava {,h u (,h. Slicno сето postupati i u daljem radu.) 

Jednakost (3) mozemo transformisati па sledeci naCin: 

vi+ 1 
- vi + (T/2)L{(vi H - Ј) - (T/2)L{(vi+ 1 

- Ј) = т/ј, 

ili 
(I + (T/2)L{)(viH - Ј) - (T{2)L{(vi+1 + vi) = т/ј. 

Pretpostavimo daje operator 1 +(i{2)L{ pozitivno definisan i skalarno pomnoiimo 
poslednju jednakost за 2T-1(_L{)-1(vi+1 - vi ). Tako dobijamo: 

odnosno, posle sredivanja: 

'Н 2 . 2 . 2 
1111 11 $1Iv111 + (T/2)1IJ111[-L{(I+(T/2)LOJ-l' 

Sumiranjem poslednje nejednakosti ро ј dobijamo: 

k-l 

IIvk ll
2 

$lIvoll
2 
+ ~ 2: 1I/111;-L{{I+(T/2)LOJ-1 

ј=О (7) 
о 2 Т ј 2 $llv 11 + 2" mF 11/ 11[-L{(I+(T/2)L{)]-1' 
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sto predstavlja diskretni ana]og nejednakosti (1.35). Nejednakost (7) је izvedena 
pod pretpostavkom pozitivne definisanosti operatora 1 + (Т j2)L{. Iz nejednakosti 
(5) dobijamo: 

( (1 + ~ L{) v, v) ~ (1 - ~ . ~~) Ilvll2, 

odakle sledi da је operator 1 + (Т j2)L{ pozitivno definisan za: 

T<h2j Cl' (8) 

Prema tome, diferencijska shema (2) је ивlоуnо stabilna ako Т zadovoljava ивlоу 
(8). Primetimo da изlоу (8) predstavlja jako оgrаniёеnје: usled njega mreia mora 
biti znatno gusca ро t nego ро х. 

Izvedimo analog осеnе (1.38). Stavljajuci u (4) f = о dobijamo: 

vi+l = Ј + TL{vi = (I + TL{)J 

odakle, uzimajuCi u obzir nejednakost (5), sledi: 

(9) 

gde је q = m~{I-.4col-2T,.clh-2T - Ч. Ak~ Т zadovoljava uslov (8) tada.je 
0< q < 1. УеlIсша q JednakaJe 1-4col- Т МОЈе CIth-2 -1 ~ 1- 4col- 2T, tJ. 

2h2 

Т < 2 2' 
- Сl + 4соl- h 

U tom зlиёаји iz nejednakosti (9) sledi: 

(10) 

sto predstavlja analog nejednakosti (1.38). 

Ispitajmo konvergenciju naiie diferencijske зћеmе. Neka је и reiienje zadatka 
(1), v reiienje zadatka (2) i z = и - v. Funkcija z definisana је па mreii i:Jh,T i 
zadovoljava uslove: 

Zt = LhZ + ф, ~ = ziN = о, Z? = о, (11) 

gdeje Ф = (u, -аu/дt)+(Lu-LhU), (x,t) Е (Nh,T' Daljeje и, -ди/дt = О(Т), dok 
se drugi sabirak осеnјије kao u paragrafu 2.2.а за O(h 2

) (sve pod pretpostavkom 
оgrаniёеnоsti parcijalnih izvoda a2u/at2 , д4ијдх4 i аэајдхЗ). Prema tome је 
Ф = O(h2 + Т). Zadatak (11) је istog tipa kao zadatak (2), ра primenjujuci осеnи 
(7) dobijamo: 

,\:2 Т'2 2 2 
IIz 11 ~ 2' mјах IItPllr-L!(I+(т/2)LОЈ-l = O(h + Т) . 
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Dobijena осе па pokazuje da kada је ispunjen uslov (8) [еЗепје zadatka (2) konver­
gira k [еsепји zadatka (1) u diferencijskoj normi 11 . 11 brzinom O(h2 + т). 

Predimo sada па opsti slucaj kad јтаmо п prostornih promenljivih. Neka је 
П ogranicena, konveksna, jednostruko povezana oblast promenljivih Xl, Х2, ••• , Хn 
S granicom Г, i neka ве u oblasti О х [0,71 traii reSenje zadatka: 

диjдt = Lu + Ј, (Xl' Х2,··., Хn , t) Е (! х (0,71, и/гх[о,т] = О, u/t=o = иа. (12) 

Operator L definisan је sa: 

п а ( а) Lu= L - ajj~ -du, 
.. 1 аХ; аХј 
',}= 

(13) 

gde su а;ј diferencijabilne i d neprekidna funkcija od хl, Х2, ... ,хn i t koje zadovo­
ljavaju uslove ајј = ајј, d ~ О i 

п п 

L а;ј{ј{ј ~ Со .Ее, Са = const > О. 
iJ=l ј=l 

Uvedimo mreiu Oh,T = Qh Х (Јт gde је Qh = (!h U rh definisana kao u paragrafu 
2.2.d, а (Јт је ista kao u prethodnom slucaju. Zadatak (12) aproksimiramo sa: 

vt=LhV+f, (Xl,X:!, ... ,Xn,t) Е (!h,T, vilr .. =O, VO=UO, (14) 

gde је: 
1 п 

Lhv = 2' L [(a;jvz;)r. + (a;jVZj)z.] - dv. (15) 
ј,ј: 1 

OCigledno, jednakosti (3) i (4) opet vaie, ра је shema (14) takode ekonomicna. 

Sa L:.h oznaCimo skup funkcija definisanih па mrezi Oh i jednakih nuli па Г h. 
Skalarni proizvod i normu u L:.h definisimo па оЫсап паејп: 

(V,w) = hn .Е v(x)w(x), IIvll = (v,v)1/2. 
zen,. 

Као u paragrafu 2.2.d pokazuje se da је operator Lh = Lh(t) samokonjugovan. 
Уыј nejednakost analogna nejednakosti (5): 

(16) 

'gde је r = diam«(!) i Cl = 4n2 max:i,j;z,t ајј + r2 maxz,t d. 

Dalja izvodenja su ista kao u slucaju п = 1. Specijalno, vaii ocena (7), i 
shema је uslovno stabilna ako т zadovoljava nejednakost (8). Primetimo da Сl 
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raste s brojem dimenzija п, ра se prema tome i ogranicenje koraka Т poootrava ва 
роуeeanјеm n. 

Kod ispitivanja konvergencije diferencijske зЬете (14) пајуеСј probIemi (od­
nosno usporenje konvergencije) nastaju usled aproksimacije granicnog ивlоуа. Neka 

је u геЗепје zadatka (12), v reSenje zadatka (14) i z = u - v. Poвto zi rt f:.h, ozna­
ёјто z = ( + ТЈ gde је 

. { О, Oh Х (Јт 
1 ТЈ = . 

z = O(h), r h х (Јт 

Funkcija ( zadovoljava uslove: 

gde је 'ф = 'Фl + 'Ф2 + 'Фз + 'Ф4, 'Ф~ = tlt - 8uj8t = О(Т), 'Ф2 = Lu -:- LhU =:= O(h2), 
Фз = LhТJ i Ф4 = -ТЈt· Funkcija ~ jednakaje nuli u Пh, а па rh је џ.{ = -ч, = -и~, 
tj. 

ф{ = _(иН1 - иЈ)јт = -8uј8t l t=U+ 8)т = O(h) (О < В < 1). 

Dalje је 

1IФ{lI r-Ч(I+(Т/2)Lt)Ј-1 = О(Т), 1If/{lIr-Ч(I+(Т/2)~{)L-2 = ОЈЈ,2) , 

IIФ~II[-Ч(1+(Т/2)LОЈ-l = O(h). 

Clan ва Фз осепјијето па sledeci паСјп (oznaceno је (_L{)-1«H1 - (ј) == ~J): 

12(t/{,e)1 = 12(L{,f ,{Ј)I 

= ј- .t [(a1'~l ,{~J + (a{,rf.:, ,{~JJ - (diТJ' ,{Ј)' 
','=1 

$!I{ill(_Li) ·O(..fh) 

- јег ви podeljene razlike ТJZI' koje figuriSu и skalarnim proizvodima, jednake О( 1) 
зато и O(h- n +1) prigranicnih tacaka oblasti Пh , а inace ви jednake пиli. Pri 
zadovoljenom ивlоуи (8) је dalje: 

l!{ill(_L{) $ constl/(j+1 - (ill(-LО-l(1+(Т/2)LО' 

ZamenjujuCi dobijene осепе u (6) odnosno (7) dobijamo: 

(17) 

u вlиёаји paralelepipedne oblasti П granicni uslov se moze taёno aproksimirati 
i tada ве brzina konvergencije moze oceniti ва O(h2 + Т). U slucaju proizvotine 
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oblasti konvergencija se moze ubrzati, kao kod eliptickih jednacina, koriScenjem 
mreie Пh neravnomerne u blizini granice г. Analogni rezultati ве dobijaju u slucaju 
za.datka s trecim granicnim uslovom. 

Ь. Implicitna эћеша. Opet сето poвebno posmatrati slucajeve kad zadatak 
za.visi od jedne ili уiЗe prostornih promenljivih. 

Zadatak (1) aproksimiramo sledecom diferencijskom вћетот: 

(18) 

о 

Mreia (Jh,T, prostor {,h i operator Lh definisu вe.na isti naCin kao kod eksplicitne 
вћеmе. PisuCi jednacinu (18) u razvijenom obliku dobijamo: 

(Ј - Ј-l)/т = L{J + Јј 
vi - rL{J = Ј-l + тЈј. 

(19) 

(20) 

Vidimo da је za odredivanje vi potrebno resiti sistem 1inearnih jednaCina (20) 
(otuda i naziv "implicitna вћеmа"). Matrica sistema odgovara operatoru 1 - rL~ 
i moie ве svesti па trodijagonalni oblik. Prепiа tome, diferencijska вћета (18) је 
ekonomicna. 

Ispitajmo stabilnost вћете (18). Jednakost (19) mozemo napisati u obliku: 

Odatle, posle skalarnog mnozenja ва 2r-1(-L{)-l(vi - ",- 1 ) dobija.mo: 

odnosno, posle sredivanja: 

Sumiranjem dobijene nejednakosti ро ј dоЫјапю: 
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зto predstavlja diskretni analog nejednak08ti (1.35). Vidimo da је, za razliku od 
еksрliсЏпе, implicitna зЬеmа apsolutno в~аьапа. Naime, umesto operatora 1 + 
(Т j2)Li ovde figurise operator 1 - (Т j2)Li koji је pozitivno definisan za svako Т. 

Izvedimo analog осепе (1.38). Stavljajuci u (19) f = о dobijamo: 

odakle је:, 

Sledi: 

вto i predstavlja tr3ЙеПU ocenu. 

Implicitna shema konvetgira istom brzinom kao i eksplicitna. 

Implicitna вЬеmа za opSti sluc:aj (12)-(13) рјВе ве u obliku: 

(21) 

gde је operator Lh = L{ definisan ва (15). Опа је takode apsolutno stabilna i 
konvergira brzinom O(,fh + Т). Medutim, za razliku od sluc:aja п = 1, вћеmа 
(21) пјје ekonomiCna. Опа ве takode mo:ie predstaviti u obIiku (20), а)ј ве matrica 
koja odgovara operatoru 1 - TLi пе rno:ie svesti па (2т + l)-dijagonalni oblik s 
m = const (videti §2.4). 

с. Shema s tezinom. Ubrzanje konvergencije mo:ie se postiCi ako ве za 
aproksimaciju desne strane jednaCine (12) koriste vrednosti s dva susedna vrernen­
ska вlоја. Radi pojednostavljenja izvodenja pretpostavimb da operator L пе zavisi 
od t. Uzmimo neku vrednost и izmedu О i 1 i konstruisimo diferencijsku shemu: 

Za и = О odavde dobijamo eksplicitnu, а za и = 1 implicitnu вћеmи. PisuCi 
jednacinu (22) u obliku: 

vidimo da је опа za и ::f о ekonomicna ваmo u slucaju Ыа је п = 1. Jednacinu 
(22) dalj~ moiemo transformisati па sledeci naCin: 
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Pretpostavimo da је operator 1 - Т(О' - 1/2)Lh. pozitivno definisan i pomnoiimo 
skalarno poslednju jednalinu за 2r-1(_L~)-1(vi+l - vi). Tako dobijamo: 

OcenjujuCi skalarne proizvode па desnoj strani па sledeci naёin: 

dobijamo: 

Sumirajuci ovu nejednakost ро ј od О do k - 1 dobijamo diskretni analog nejed­
nakoвti (1.35): 

111)1112 $lIvOll2 + (т/2){ 0'IIf111~_L,,)-1[I_Т(С1_1/2)L,,]-1 
1-1 

+ L: IIfјll~-L,,)-I[I-Т(С1-1/2)L,,]-1 + (1- (7')lIfОIl~_L,,)-1[I_Т(С1_1/2)L,,]-I} 
ј=1 

Оуа ocena izvedena је pod pretpostavkom pozitivne definisanosti operatora 1 -
T(0'-1/2)Lh.. Za О' ~ 1/20уај operator је pozitivno definisan nezavisno od veliCine 
т, sto znali da је зЬеmа (22) apsolutno stabilna. Ako је О $ О' < 1/2 koristeCi 
nejednakost (16) zakljutujemo da је operator 1 - Т(О' - 1/2)Lh. pozitivno definisan 
kadaje 

Tada је shema uslovno stabilna. 

Shema (22) aproksimira јеdпаёiпu (12) s tаёпоsсu О( т + h2 ) za О' 1 1/2, 
odnosno О(т2 + h2

) za О' = 1/2. Odatle sledida ona konvergira brzinom О(т + h2) 

za о' 11/2, odnosno О(т2 + h2) za О' = 1/2 (tzv. зћеmа Crank-Nicolsona [1947]) u 
slueaju п = 1 (i paralelepipedne oblasti za п > 1). U slucaju proizvoljne oblasti pri 
п > 1 зЬеmа (22) konvergira brzinom О( т + д) za О' 11/2, odnosno О( т2 + д) 
za о' = 1/2. (Sve pod pretpostavkom dovoljne glatkosti resenja u i koeficijenata 
polazne jednaёine). 
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d. Sheme promenJjivih pravaca. Prirodno se патеее problem konstrukcije 
diferencijske sheme koja Ы spaja1a и веЫ dobre osobine prethodnih shema, tj. 
Ыlа ekonomocna i apsolutno stabilna. Kada diferencijalna jednaCina пе sadrzi 
druge mesovite izvode ро prostornim promenljivim reSenje postavljenog zadatka 
daju razliCite varijante вћеmа promenljivih pravaca (Реасетапп, Rachford [1955Ј, 
Douglas, Rachford [1956], Douglas, аипп [1964]; uporediti takode 2.5.d). 

Neka se па primer u oblasti П х [0,1'], gde је П = [О, ~ х {О, ~ trazi reSenje 
sledeceg ~adatka: 

ди 
дt = Lu + /, L = L1 + L2, Liu = ~ (а; ди), 

дж; дж; (23) 
ulr)({o,ТJ = О, u/t=o = ио. 

Neka је dalje / = Ј(ЖI, Ж2, t) neprekidna, а а; = ај(Х;, t) diferencijabilne funkcije 
takve da је а; 2: со > О. 

Као и prethodnim slucajevima иУедiIПо mreze Пh = (;јл х (;jh = f}h U rh , i;)T 

i Пh , т = Пh Х (;јт, i prostor l:h funkcija definisanih па ПЛ i jednakih пиlј па Г л. 
Operatore Li aproksimiramo sa: 

Operatori Li,h ви medusobno komutativni, samokonjugovani i negativno definisani. 
Vaie nejednakosti: 

gde је Сl = mroч тах.,;" а;. Sa tj+1/2 = tj + т/2 oznacimo роmоспе vremenske 
slojeve. Prva вћета promenljivih pravaca za resavanje zadatka (23) glasi: 

·+1 ·+1/2 
ТУ ;/~ = (L 1 .л vУ+1 + (L2.h v)Hl/2 + /Н 1 , 

'+1/2 . 
ТУ тј2- v' = (L 1 .л vУ + (L2 .л vУ+1/2 + /Нl/2, (24) 

vi 'ГА = vi+ 1/21ГА = О, vO = ио· 

ОЬе ovejednacine (24) su па gornjem в)оји U+l, odnosno j+1j2)jednodimenzione, 
раје zato вћета ekonomiCna. Radi pojednostavljenja izvodenja u daljem radu сето 
smatrati da operatori Li,h (odnosno funkcije ај) пе zavise od t. Е)јтјпiзапјет 

vi+ 1/ 2 dobijamo: 

(vH1 - тЈ)јт + (rј4)L1hL2л(тЈ+1 - ТЈ) - (lј2)Lл (Ј+l + vi) 
= (lj2)(Ji+ 1 + /Н 1 /2) - (rј4)L2л(Јi+1 _ /ј+ 1 / 2 ). 

(25) 
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Dobijenu jednakost pomnozimo skalarno sa -2L;;I(vi+l - vi): 

2r-1«-Lh)-1(I + (r2/4)L1hL21&)(tl+1 - tl), (Ј+1 - vi». 
+ jjv;+l1l2 -11v''1I2 = (_L;;1(1;+1 + IН1/2), "ј +1 - Ј) 

+ (r/2)(-L;:1(-L2.h)(fi+1 - 11+1/2), tl+1 - vi). 

Operator 1 + (т::! 14)L11&L21& је pozitivno definisan, ра zato desnu stranu jednakosti 
тoiето oceniti sa.: 

Tako dobijamo ncjednakost: 

iz koje, sumiranjem ро ј, sledi: 

1:-1 r 1:-1 

Ilv1:11 2
:::; IIvOll 2 + ~ Lllf1+1 + lj+l/211~_L.)_1 + 16 EII/;+1- Ij+l/211~_L.) 

ј=О ;=0' 

< IIvol12 + !.. тах II/H1 + 1;+1/2112 _ + т
2

Т тах Il/i +! _ 11+1/2112 . - 4 ј (-L.) I 16 i (-L,,) 

Prema tome, diferencijska shema (24) је apsolutno stabilna. 

U slutaju kada је 1 = о iz (25) dobijamo: 

(I - (r/2)Lh + (r2/4)L 1I&L21&)tl+! = (I + (r/2)Lh + (r2/4)LlhL2h)tl, 

odnosno: 

Odatle sledi: 

(26) 

gdeje 

{ (1- 4col-2 . Т/2)2 (1- Clh- 2 . Т/2)2} 
q=max 1+4col-2.r/2 'I+Clh- 2 • r / 2 . 

I ; ,r +;; ! 
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Ako је ispunjen uslov: 

1- 4cOZ- 2 ,т/2 C1h-2 ,т/2 - 1 
----~~~~> --~~~---
1+4col- 2 ·r/2 - c1h-2·r/2-1' 

odnosno r S Љ/ ,јСОС1, tada iz (26) sledi: 

sto pr~dstavlja analog nejednakosti {1.38). 

Ispitajmo konvergenciju зћете (24). OznaCimo kao u ranijim slucajevima z = 
и - v, gde је и resenje zadatka (23), а v reSenje zadatka (24), Funkcija z definisana 
је па mreii Oh,T i zadovoljava uslove: 

gdeje 

ZH1 zH1/2 
- . = L zH1 + L ziH/2 + .Ј,Н1 
т/2 lh 2h 'У, 

, иН1 - иН1 / 2 диН1 '+1 'Н 
1/;1+1 = - -- + L 1ul - L1h u1 

TI2 д! 

+ L2ui+ 1 
- L2h ui H /

2 = O(h2 + Т), 
Нl/2 ј д 1+1/2 

фi+1/2 = и - и _ ~ + L1uH1/2 _ L 1h ui 
т/2 Ot 

+ L 2uH1 / 2 - L2huH1/2 = O(h2 + Т) 

- - (27) 

(ako su resenje и i funkcije ai dovoljno glatki). PrimenjujuCi па reвenje zadatka 
(27) осепи (25) dobijamo: Ilzkll = O(h2 + Т) Prema tome, diferencijska зЬеmа (24) 
је еkопоmiёпа, apsolutno stabilna i konvergira brzinom O(h2 + Т). 

Zadriimo зе па јоз jednoj varijanti зЬеmе promenljivih pravaca, koja зе za 
razliku od prethodne moie neposredno generalisati па зlиёај proizvoljnog broja 
prostornih promenljivih (Samarski [1962}). Zadatak (23) aproksimira.mo па sledeci 
паёјп: 

'+1 '+1/2 
v

J 
- v1 _ 2L1HJ+l + /1+1 
т/2 - 1h 1 , 

vH1 / 2 - Ј ______ - 2LH1/2vH1/2 + /Ј+ 1 / 2 
т/2 - 2h 2' 

(28) 

vil = vi+1 /21 = о vO = ио, 
Г~ Г~' 
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gde su Л i /2 neprekidne funkcije koje za.dovoljavaju uslov 11 + /2 = /. Za razliku 
od зћете (24), kod зћете (28) ni јеапа od jednaёina пе aproksimira diferencijalnu 
jednacinu iz zadatka (23), ali је пјЉоу zbir aproksimira. Ovakva aproksimacija ве 
пыјуа sumarnom, dok se зћете slicnog tipa nazivaju aditivnim shemama (videti 
Samarski [1966]). Shema (28) је takoёe ckonornicna, jer su оЬе jednaCine jednodi­
menzione па go.njem sloju. 

Eliminisanjem ';+112 iz (28) dоЫјапю: 

[1 + (rI2)( -L{t1 
- L~t1/2 + .-L{t1 L~t1/2)Ј(-vi+1 - vi)r- 1 

+ (1/2)( -L{rI 
- L{t1/2 + r,L{t 1 L{tI/2 )(vi H + vi) 

= (1/2)(Ј{Н j~+1/2) - (r/2)L~r1/2 Ј{Н 

Ш, oznacavajuci L{t1 + L~t1/2 - rL{t 1 L{t1/2 = ЦН: 

(I - (r/2)Lt+1)(vf H - Ј)т- 1 - (1/2)i{H(vf+ 1 + tI) 

= (1/2)(Ј{+1 + Ј4+1/2) - (Т j2)L{t1/2 ј{+1. (29) 

Operator L{+l је samokonjugovan i negativno definisan. Mnozeci skalarno posled­
nju jednakost sa 2(_L{+1)-1(vi+ 1 - vi ) dobijamo: 

-1 ··ч . 2 'Н 2 . 2 
2т Bv1· - v111(-l{+1)-1(I_(T/2)i{+1) + 1Iv1 11 -1Iv111 

= (_Ц+1Г 1(Ј{+1 + Йt1/2), тЈН - vi) 

+ Т( _LiH)-1(_L{r1/2 )f{Н/2, Ј+1 - vi ) 

-1"+1 . 2 
~ r Пv1 - v111(-LL+l)-l(1_(Т/2)L{+l) 
"Н1 -1 Н1 iH/2 2 + (r/4)1I(-Lh ) (/1 + 12 )1I(_L{+1)(I-(Т/2)lL+1)-1 

-1 "+1 "2 + Т IlvJ 
- v111(-l{+1)-1(I-(T/2)L{+1) 

+ (,.з/4)11( LiH)-1( LiH/2)fiH I1 2 

- h - 2h 1 (-L{+1)(I-(T/2)L{+1)-1 

Posle sredivanja dobijamo: 

Ј+l 2 . 2 'Н "+1/2 2 IIv 11 -1Iv'1I ~ (r/4)IIЛ + П 11<_i(+1)-1(I-(T/2)l{+1)-1 

+ (Т3 /4)"f{HII~ -liН )-1( -L~tI12)2(l_(тI2)L{+1)-1 
~ (r/4)1IJ{+l + f4+l /211;_LtH )_1 + (r3/4)lIf{+1I1;_Lt+1), 

а posle sumiranje ро ј: 

i ; :р; 
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Prema tome вћета (28) је apsolutno stabilna. 

U вlисаји kada је !t = ћ = о iz (29) ЈоЫјато: 

odakle је: 

SIedi: 

sto predstavlja analogocene (1.38). 

Ispitajmo па kraju konvergenciju вћете (28). ZamenjujuCi z = u - v u (28) 
dobijamo: 

(31) 

gde је: 

.,ј+1 = - и _ _ _ 2[LHluHl _ (Lu)HIJ ( иН1 ј+1/2 диН1) 
'ђ т/2 at lh 

(д )Нl + ;: - 2L 1u - ft = О(т + h2 + 1); 

.,Ј+1/2 = и - и _ ~ _ 2[Li+ 1/ 2uHl/2 _ (L и)Нl/2] 
( 

Нl/2 ј д ј +112) 
'112 т/2 д! 2h 2 

( д )Нl/2 
+ д;- 2L2 и -ћ =O(T+h

2
+1) 

i Фi+l + VJZ +1/2 = О( т + h2 ). PrimenjujuCi па resenje zadatka (31) осепи (З О) 
dobijamo IIzk 11 = O(h2 + т). Prema tome, diferencijska вћеmа (28) је takode 
ekonomicna, apsolutno stabilna i konvergira brzinom O(h2 + т). 



84 111 РАRАВОLIёКЕ ЈЕDNАёlNE 

3. Elementi opste teorije stabilnosti 
dvoslojnih diferencijskih shema 

Slicno kao sto зто u paragrafu 1.4 definisali apstraktan parabolicki zadatak 
u Hilbertovom prostoru, moiето definisati i apstraktnu dVa!lojnu diferencijsku 
shemu (videti Samarski, Gulin [1973]). N eka је 1l Hilbertov prostor (u primenama 
оЫёnо konacno dimenzioni) i t Е [0,11 realna promenljiva. Neka su v = v(t), 
Ј = J(t), '" elementi iz 'н i А = A(t), В = B(t), ... linearni operatori koji 
preslikavaju 1l u 'Н. Na intervalu [0,11 definisimo mrezu (Јт = {tj = јт I ј = 
0'1' ... ' Мј т = Т/М}. Slicno kao ranije, umesto v(tj),J(tj), ... ,.A(tj),B(tj), ... 
рiзаеето vi , Јј, ... ,.А; , IP , . . .. Indekse сето izostavljati kada to пе moze izazvati 
zabunu. Uvedimo diferencijski operator: 

'ис = T- 1[V(t + т) - v(t)] , 

Dvoslojnu diferencijsku shemu u prostoru 1l definiSemo па sledeCi nacin: 

Рп tome za poeetnu vrednost 'и0 smatramo da је data. Oznacavajuci В = тС, 
.А = 1) + с паЗа зЬета ве svodi па kanonski oblik: 

BVt +Av = Ј. (32) 

U daljem radu smatracemo da su В i А samokonjugovani i pozitivno definisani оре­
ratori. U slucajevima Ыа је (32) aproksimacija apstraktnog parabolickog zadatka 
(1.33) operator А aproksimira operator А, dok је operator В blizak jediniCnom. 
Na primer, eksplicitna зЬета (14) svo~i ве па (32) stavUajuci А ::= -Lh, в = 1; 
kod implicitne sheme (21) је А; = _Ц+1, вi = 1 + тА; = 1 - тЦНј kod зЬеmе 
promenljivih pravaca (24)-(25) је 

А = А1 + А2 = -L1h - L2h = -Lh, 
В = 1 + (тј2)А + (т2 ј4)А 1А2 = 1 - (.,j2)Lh + (T2j4)L1hL2h 

itd. 

Pre nego sto predemo па ispitivanje stabilnosti diferencijske sheme (32) trans­
formiSimo је па sledeci nacin: 

odnosпо: 

2.,-1(в; - (тј2)А;)( vi+1 - Ј) + Ai (vi+ 1 + v1) = ц; . (33) 

Dokazacemo dve teoreme о stabilnosti зЬете (32) odnosno (33). 
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TEOREMA 1. Ako аи operatori АЈ i J3i komutativni, а operato1' вј - (Т ј2)Ај 
pozitivno definisan (ј = 0,1, ... , N) tada је diJerencijska shema (32) stabilna и 
norтj Hilbertovog prostora 1{ i vaii осеnа: 

A:-l 

II vA:1I
2 

S IIvoll
2 
+ ~ LIIЈјll~.Ај(Вј-(ТI2).Ај)]-1 

Ј=О 

S Ilvo/1
2 
+ ј m;х IIЈјll~.Ај(8ј-(ТI2).Ај)]-1 

koja prblstavlja ana/og осеnе (1.35). 

Dokaz. Mnoieci skalarnojednakost (33) sa (Aj)-l(vi+l_v j ) dobijamo: 

odakle posle sredivanja i sumiranja ро ј sledi (34) .• 

Akoje Вј - (т/2)АЈ ~ [1, ([ > О), tada iz (34) sledi: 

(34) 

Primedba. U sluёајu diferencijskih shema za realne рarаЬоliёkе zadatke изlоу 
komutativnosti Ај i J3i cesto se svodi па komutativnost operatora L{ ј L{+l. 
Poslednji изlоу је u зlиёаји operatora (13) ispunjen па primer ako зи prostorne ј vre­
menska promenljiva razdvojeni, tj. a;j(xl' Х2,.·" Хп , t} = 0";ј(Х1' Х2, ... ,Хп }f3;ј (t). 

TEOREMA 2. Ako је operator В - (Т ј2)А pozitivno definisan za t = to, t1 , ... , 
tM, а operator А zadovoljava Lipschitzov us/ov: 

1([A(t + Т) - A(t)]v, v)1 ::; cr(A(t)v, v), с = CQnst > О, (35) 

tada је diJerencijska shema (32) stabilna и noмnj IIvll.A = (Av, v)1/2 i vaii осеnа: 

сТ 1 

1 A:12 сТI 0112 е - 11 jl/2 
/v /.Ak::; е /v .АО + 2 m!IX f (Bi-(тI2).Аi)-1' 

С 1 

Dokaz. Iz (35) sledi: 

(1 - cr)(A(t)v, v) S (A(t + r)v, v) S (1 + cr)(A(t)v, v), 

(1 - ст )I/vll~j ::; IIvll~j+1 ::; (1 + ст )lIvll~j· 

(36) 
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MnozeCi skalarno jednakost (33) ва viH - vi dobijamo: 

111'+1 '112 '+1 2 . 2 .. 1 . 2т- v' - vl Вј-(Т/2)А' + Ilvl IIAi -11v' IIAi = 2(Ј1, v'+ - v') 

-1'Н . 2 ј 2 
S 2т Ilvl - v'I!Bi_(T/2)Ai + (т/2)1I1 II(B1-(r/2)Ai)-1' 

Posle sredivanja i koriscenja nejednakosti izvedene iz (35) dоЫјапю: 

-1 '+1 2 . Н 2 . 2 ј 2 
(1 + СТ) 11v1 11.A1+1 s 1Iv' IIA' S 11v' IIAj + (T/2}111 II(Bi-(Т/2)А1)-1 

odnosno: 

'+1 2 ( . 2 . 2 ) 11v' IIA1+1 s (1 + СТ) 1Iv' IIA1 + (т/2)1I1' II(B1 -(т/2)А1)-1 . 

Primenjujuci k puta izvedenu nejednakost dоЫјапю ocenu: 

t-1 

IIvtll~. s (1 + cT)tllvOIl~o + ~ ~)1 + ct)t-јll/јll~Вi_(Т/2)Аi)-1 
ј=О . 

iz koje sledi (36). 

Ako је Вј - (т /2)АЈ ~ €I tada iz (36) sledi: 

Ilvt "~. S ecTllvoll~o + (еСТ -1)/(2СЕ) m!U Ilfi 112. 
Ј 

Nejednakost (36) predstavlja analog nejednakosti (1.37), dok Lipschitzov uslov 
(35) predstavlja analog uslova (1.36) - оgrапiёепosti operatora dA/dt. 

4. Ocene u normill . IIC,h,r 

Na neke dvoslojne diferencijske sheme moze se primeniti princip maksimuma. 
Na taj naCin ве za njih dobijaju ravnomerne ocene stabilnosti i konvergencije (и 
normi IIvllc,h,T = mаХП •. r Ivl). 

Као primer rezmotricemo shemu s tezinom (22) za resavanje zadatka (12), и 
slutaju kad operator L ne sadrii meSovite parcijalne izvode: 

п д ( д ) Lu=I:- aj~ , 
. дх; дх; 1=1 

(37) 

а ао ви neprekidne funkcije takve da је ai = ai(xl' Х2, ..• , Хn , t) ~ СО > О. 
Mreza Пh,т ве uvodi isto kao i ranije (npr. u §2), dok эе Lu aproksimira sa: 

1 п 

Lhv = 2' L[(a;v~Jz. + (aivz.k)· 
;=1 

(38) 
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Iz (22) dobijamo: 

(39) 

gde је: 
рН 1 = tl + т(1 - O')L{tl + т [О'/Нl + (1- О')/ј]. (40) 

Jednakost (29) mozemo napisati u razvijenom obliku па sledeCi пасјп: 

п п 

'" О'Т [ )Нl ј+1Ј .Нl '" О'Т [ Ј+l '+1] '+1 - L..J 2h2 (аё;+ + а; u;+ - L..J 2h2 (ај)ј_ + а: vi-
;=1 ;=1 

= рЈ+1 , Z=(ZI,Z2, ... ,Zn)Erlh , 

gde је oznaceno v = v(Z1, Z2, ... , Zn, t), Vi± = V(Zl' ..• , Zi ±h, ... ,Zn, t) i analogno 
(а;)а. Koeficijenti operatora .eHl [. ] zadovoljavaju uslove (1.56). Konstruisimo 
funkciju V = V(ZI, Z2, ... ,zn) takvu da је: 

.ei +1 [V] = IрН1 1, ( ) Е А ZI, Z2, ... ,zn Hh, (41) 

Prema teoremi 1.5 је V ~ О, а prema teoremi 1.6: 

(42) 

Neka је х = (Хl' Х2, ... , хn) tacka iz rlh u kojoj ае dostize mахп" V. Jednacinu 
(41) и tacki Z = х mozemo napisati и obIiku: 

Poвto su razlike V - Vi+ i V - Vi- nenegativne, odatle dobijamo: 

щ.ах V = V(Xl,X2, ... ,хn ) S IрЈ+l(Хl' Х2, .. · ,хn)l S щ.ах IрН 1 1· 
п" п" 

Uzimajuci u obzir nejednakost (42) dobijamo осепи: 

(43) 

Da Ы iz nejednakosti (43) sledila stabilsnost sheme (22) potrebnoje oceniti IрН 1 1· 
Iz (40) sledi: 

IрН1 1 S IJ + т(1 - O')L{ Ј 1+ TO'I/H1 1 + т(l - O')I/i 1. (44) 
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PisuCi L{ vi u razvijenom obliku, dobijamo: 

Ako је ispunjen uslov: 

tadaje 

ра dobijamo: 

С1 = 4п mах mа.х 11f, 
i z,c 

Iz izvedene nejednakosti i (44) sledi: 

Пi, posle zamene u (43): 

SumirajuCi poslednju nejednakost ро ј od О do k - 1 dobijamo: 

"-1 
I/v1: IIC.h $ I/vollc.h + Т L "Л~ Ilj 1 

ј=l 

+ T(l- 0') maxl~1 + тО'mа.х 1/"1 
n. п" 

$ IIvollc h + Т mа.! IfI. 
• n"XWr 

Iz (46), uzimajuci maksimum ро k, dobijamo: 

Ilv\lc h т $\lvO\lc h + Т· mа.! 111· 
r 1, } n.XCAJ r 

(45) 

(46) 

(47) 
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Prema tome, ako korak ро vremenu т zadovoljava ивlоу (45), shema s teiinom је 
stabilna u normi 11 ·/lC.h,T јушј nejednakost (47). Za (7 = 1 uslov (45) se svodi па 
т $ +00 i ispunjen је za svako т. Drugim гебта, implicitna shema је apsolutno 
stabilna и norтi 11 . IIc,h,T' 

Ispitajmo konvergenciju вЬете (22)-(38). OznaCimo Z = U - V gde је u геВепје 
zadatka (12)-(37), а v reSenje zadatka (22)-(38). Funkcija z definisana је па mreii 
Oh,r i zadovoljava ивlоуе: 

gde је 

(ZtY = (7L{+1 zi+l + (1 - (7)L{zi + фi, 
z11rA = иј Ir" = O(h), zO = О, 

2 ( ) т(-) __ {1, (7:f: 1/2 v> = О(ћ + тт t7 ),' v 
2, (7 = 1/2, 

ako su u i ај dovoljno glatke funkсјје, Funkciju Z rastaviтo па dva sabirka, Z = 
ZI + Z2, koji zadovoljavaju ивlоуе: 

, '+1 'Н ", 
(ZlX = (7L1 z1 + (1 - (7)L1z1 + т/l , 

z{lr" = о, zr = о, 
(48) 

odnosno: 

(49) 

Zadatak (48) је istog tipa kao (22), ра па njegovo reSenje тoiето primeniti осепи 
(47): 

(50) 

Jednaёinu (48) moiето napisati u obIiku: 

.ci+l[z~+IJ == ~H _ (7TL{+1 ~+1 = гН1 == ~ + т(1- (7)L{~, 

Prema teoremi 1.6 је ,~+11 $ Z gde је Z resenje zadatka: 

, . I '+1 I .с1+1 [Z] = IСЈ+1I, Z г" = '~ I Г,,' 

Slicno kao ranije zakljucujemo da је pri ispunjenom uslovu (45): 

щ,ах Z $ mлах IсЈ+ll $ 1I~llc h 
Л,," ' 

u slucaju da ве maxn" Z dostiie и unutraSnjem cvoru mreie Oh odnosno: 

I1J..ax Z = O(h), 
л" 
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ukol.iko ве оп dostize па r h. Sledi: 

'+1 . 
II~ Ile.h ~ max{II~lIe.h,O(h)}, 

odakle dobijamo Ilz~lle h = O(h), i dalje: . 
IIZ211e h т = O(h). .. (51) 

Najzad, iz осепа (50) i (51) dobijamo: 

IIzll = O(h + тт(<7». e.h,T 

Prema tome, паАа вћеmа pri iвpunjenom uвlovu (45), konvergira u normi 
11 . Ile h т brzinom O(h + т2 ) za q = 1/2, odпosпо O(h + Т) - za q :f:. 1/2. Na 
osnov~ dobijenog rezultata ujedno тoiеmо zakljuёiti da ве neke ranije izvedene 
ocene, u kojima umesto h figuriSe Ih, mogu poboljiati. 



IV НiрегЬоliёkе јеdnаёinе 

1. Uvod 

u оуој glavi razmatracemo diferencijske sheme za [еЗаУапје meSovitog prob­
lema za hiperbolickejednacine (1.22). Као i u slucaju parabolickihjednaёina, i ovde 
promenljiva t ima drukciju ulogu od ostalih promenljivih %1, %2, ... , %n' Mrezu !1h.T 
definisemo па isti паСјп kao u parabolickom зluёајu (videti §3.1). Elipticki clan, 
Lu, jednacine (1.22) diskretizuje se kao u slucaju eliptickih jednacina (videti glavu 
11). Da Ы зе aproksimirao drugi izvod ро " д2и/дt2 , potrebne зu vrednosti funkcije 
и bar за tri vremenska зlоја, npr. 

U daljem radu сето koristiti оУи na.jjednostavniju aproksimaciju д2и/ дt2 , tj. вуе 
razmatrane diferencijske sheme Ысе troslojne. 

Stabilnost diferencijskih shema za resavanje hiperbolickih zadataka dokaziva­
сето izvodenjem diferencijskih analoga nejednakosti (1.39). Као i u slucaju di­
ferencijskih зЬета za parabolicke zadatke i ovde stabilnost moie biti apsolutna i 
uslovna. Princip maksimuma, dokazan u paragrafu 1.7.d, ovde зе пе moze prime­
niti. 

Као i u parabolickom slucaju, smatracemo da је shema ekonomicna ako је za 
prelazak sa sloja tj па sloj 'ј+l potrebno O(N) aritmetickih operacija, gde је N 
ukupan broj cvorova mreie f2 h • 

2. PrUneri diferencijskih зЬета 

а. Eksplicitna shema. Razmotricemo prvo zadatak s jednom prostornom 
promenljivom. Neka se u oblasti [О, ~ х [О, ТЈ traii reSenje meSovitog problema: 

д2u/дt2 = Lu + /; % Е (0,/), t Е (О, ТЈ, 

Lu:= :%(a~:) -Ји, (1) 

ulz=o = ulz=l = О, ult=o = ио, дu/дtlt=о = и1· 
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Radi pojednostavljenja izvodenja smatracemo da а i d пе zavise od t, i da su 
d i f neprekidne, а а diferencijabilna funkcija. Neka su takode ispunjeni uslovi 
а = а(х) ~ СО > О i d = d(x) ~ О. 

Uvedimo mrezu i:Jh, т = i:Jh Х i:JT gde је i:Jh = {Хј = ih I i = 0,1, ... , N; h = 
1/ N} i i:JT = {t j = јт I ј = 0,1, ... , М; т = Т/М}. NaSujednalinu aproksimiramo 
ва: 

Х = Хј, i = 1,2, ... , N - 1, 

t = tj I ј = 1,2, ... ,М - 1, 
(2) 

gde је: 
LhV = (1/2)[(av~)~ +(av~)~] - dv. (3) 

Granicne uslove moiemo tacDO zadovoljiti stavljajuCi: 

(4) 

а takode i prvi pocetni uslov: 
V? = иО(Хј), (5) 

Drugi pocetni uslov moiemo aproksimirati в tacnoscu 0(1') stavljajuci: 

Тacnost aproksimacije se moie poboljsati koriScenjem date diferencijalne jednaline, 
па sledeCi naein. Pod pretpostavkom- dovoljne glatkosti funkcije u iz Taylorove 
formule dobijamo: 

Ult=T = ult=o + 1"(au/дt>lt=o + (1"2/2)(д2 и/дt2)\c=o + 0(1'3) 

= ио + 1"и1 + (1"2/2}(Lu + /)1'=0 + 0(1"3) 

= ио + ти1 + (T2/2}(Lhu + Лlt=о + 0(1"3 + 'J'2h2). 

Prema toте, mozemo staviti: 

Ш, ako postoje teвkoee kod izralunavanja Luo: 

(6) 

(7) 

Na taj паёјп dobijamo diferencijsku shemu (2-6) odnosno (2-5)-(7). Jednacinu (2) 
тoZето napisati u razvijenom obliku па sledeci паСјп: 

odakle vidi~o ~a se vrednosti Ј +1 mogu neposredno izratunati ako su poznate 
vrednosti VJ i v1- 1 (otuda potice i naziv "eksplicitna вћета и). 
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Ispitajmo sada stabilnost na.se diferencijske sheme. Као и paragrafu 2.2.а ва 

lh oznacimo prostor funkcija definisanih па mrezi "[Jh i jednakih nuli za х = О i 
х = /, и kome ви skalarni proizvod i norma uvedeni па raniji naёin: 

N-l 

(v, w) = h L VjWi, IIvll = (v, v)I/2. 
i=1 

Operator Lh је samokonjiugovan, negativno definisan i zadovoljava (3.5) . . 
Jednaci~tl (2) moiemo transformisati па sledeCi naёin: 

odnosno: 

Mnoz€;ci skalarno poslednju jednakost за vi+1 - vf-1, i uzimajuCi и obzir da је 
vH1 _vi-1 = (vH1+vi)-(vi+vi-1) = (vf+1-vi)+(vi-vi - 1), vi+1-2vi+vi-1 = 
(vH1 - ТЈ) - (ТЈ - tJ- 1 ) i vi+ 1 + 2тЈ + tJ- 1 = (ТЈ+! + ТЈ) + (v j + v;-l) dobijamo: 

((I + (r2/4)Lh)(vi+! - vi)/r, (vi+ 1 
- vi)/r) 

- (1 + (r 2/4)Lh)(vi - tJ- 1 )7т,(тЈ - vi-1)јт) 

= -1I(тЈН + vi)/211~_L.) + lI(vi + tJ- 1 )/211~_L.) + иј, тЈ+ 1 
- Ј-l). 

Pretpostavimo da је operator 1 + (т2 /4)Lh pozitivno definisan. U tom slucaju ве 
poslednja jednakost moZe napisati па sledeCi n.aёin: 

(8) 

gde је: 

2' '+1' 2 ·+1 . 2 
N (vJ

) = 1I(v1 - v1)/TII(I+(T'I4)L.) + 1I(v1 + v1)/211(_L,,)· 

VeliCina N2(vi ) је nenegativna, i predstavlja kvadrat norme и prostoru uredenih 
parova (vi , ТЈ+!). Skalarni proizvod иј, vi+1 _vi-1) koji se javlja u jednakosti (8) 
moZеmо oceniti па sledeCi naёin: 

иј, vi+1 - tJ-1) = Ти; ,(тЈ+ 1 - тЈ)/Т) + тиј , (ТЈ - vi- 1 )/Т) 
'+1 . 2 

~ r€II(v1 - v1)/T"(I+(T~/4)L.) 

+ TEII( vi - vi- 1 )/TII~1+(T~/4)L.) + (2т)/( 4Е:)IIЈј 1I~1+(T~/4)L,,)-1 
2' 2' 1 1'2 :::; ТЕ:Лf (v1) + ТЕ:Лf (tI- ) + T(2€)- IIРIl(I+(т~/4)L.)-1' 
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gde g biramo tako da bude Tg < 1. Iz dobijene nejednakosti i (8) sledi: 

2 ј 1 + rg.if1 . -1 r i 2 
N (v) ~ 1-Tg (v1 )+ 2g(l-тg)lI/ 11(I+(T3J4)L~)-1' 

Sumiranjem ро ј od 1 do k dobijamo: 

Nejednakost (9) predstavlja analog nejednakosti (1.40) i izra.iava stabilnost reSe­
njа паЗе diferencijske вћете (2-6). Опа је izvedena pod pretpostavkom pozitivne 
definisanosti operatora 1 + (T2{4)L/1' Iz nejednakosti (3.5) dobijamo: 

odakle sledi da је operator 1 + (r2/4)L/1 pozitivno definisan za: 

т < 2b/..[ёi. (10) 

Prema tome, eksplicitna зћеmа је uslovno stabilna ako т zadovoljava uslov (10). 

Ispitajmo konvergenciju паЗе diferencijske вћеmе (2-6). Neka је u [еЗепје 

zadatka (1), v reSenje zadatka (2-6) i z = u - v. Funkcija z definisana је па mrezi 
(;Jh.T i zadovoljava uslove: 

ч. = L/1z + ф, ~ = :iN = О, 
z~ = О, z1 = ur'=T - v

1 = О( т3), 
(11) 

gde је 
t/J = (Ща - a2u/at2

) + (Lu - L/1u) = 0(ь2 + т2 ), 

ako u Е С4 i а Е С3 . Zadatak (11) је istog tipa kao zadatak (2-6), ра зе па njega 
moie primeniti ocena (9): 

Ilz:II~1+(T2/4)L,) + lI(zl:+1 + zt)/211;_L,) 

~ e2IT/(1-ТI}(II(z1 -:- zO)/rll;/+(T2!4)L,) + lI(z1 + z~/211~_L'» 
+ 1/(4t:2)(e2lT/(1-ТI) - 1) m~ I\tIJill;1+(T2/4)L,)-1 = 0(т4 + Ь4). 

Ј 



2. PRIМERI DIFERENCIJSКIH SHEMA 95 

Ргета tome, kadaje јврипјеп uзlоу (10), ге5епје zadatka (2-6) konvergira k reSenju 
zadatka (1) brzinom O(h2 + т2) U normi 

.N Ј: {I J:11 2 Ј:+1 Ј: 2 }1/2 (z ) = I z, I+(-r2/4)L. + I/(z + z )/211(_L.) . 

lsti rezultat se доЬјја i ako se umesto pocetnog uslova (6) ште pocetni ивlоу (7). 

Predimo вада па opsti вlиёај kad zadatak zavisi od п prostornili promenljivih. 
N eka је П. ogranicena, konveksna, jednostruko povezana oblast promenljivih Х 1, Х2, 

..• ,Хп . Neka је Г granica oblasti П i neka se u oblaвti П х [О, ТЈ traii reSenje 
meSovitog problema: 

(12) 

Operator L definisan је ва: 

п а ( а) Lu= L - a;j~ -du, 
.. 1 ах; аХј 
1,'= 

gde ви а;ј i d funkcije od Хl, Х2, ••• , Хп , / funkcija od Хl, Х2,.", Хп i t, ајј = йјј, 
d ~ О i 

п п 

L ajj~;~; ~ Со L е , СО = const > О. 
;,ј=1 ;=1 

Uvedimo mreiu Oh,T = Oh Х (;Јт, gde је Oh = nh U fh definisana kao и §2.2.d, а i:JT 
је ista kao ranije (za п = 1). Zadatak (12) aproksimiramo ва: 

Vit=Lh V +/, vlr - =0, "Xw.,. 

vO = ио. v1 = ио + тиl + (r2/2)(Luo _/0), 
(13) 

1 п 

Lh V = 2 L [(aijVzj ).,; + (aijV.,Jz;] - dv. 
;,ј=1 

Shema (13) је takode ekonomicna, је, ве vrednosti Ј+1 iz пје neposredno izracu­
navaju kada su poznate Ј i Ј-l. 

Sa L:.h oznacimo skup funkcija definisanih па mreii Oh i jednakih nuli па rh· 
Skalarni proizvod i normu и L:.h uvodimo па оЫёan пабп: 

(V, w) = hn L v(x)w(x), I/vlI = (v, v)1 /2 . 
.,еn" 



96 JV НIPERВOLJCKE ЈЕDNЛСINЕ 

Operator L" је samokonjugovan, negativno definisan i zadovoljava (3.16). Dalja 
izvodenja su ista kao u sluёајu п = 1. Specija.lno, pri zadovoljenom uslovu (10), 
зћеmа (13) је uslovno stabilna i va.Zi ocena (9). Poвto Н ra.ste s brojem dimenzija 
п, sledi da se оgrаniёеnје koraka т pooStrava s роуееanјеm п. 

ће nego sto predemo па ispitivanje konv~rgencije diferencijske Бћеmе (13) 
dokaZimo sledecu lemu: 

LEМA 1. Neka је gj ~ о i /ј ~ о (ј = О, 1, ... ). Tada ј: nejednakosti: 

sledi осепа: 

,.-1 
gn ~ ст 2: gj + In. go ~ /0. С = const > О, 

;=0 

"-1 

gn ~ /" +cтeCnf' 1:/;. 
;=0 

Dokaz. Uvеdinю niz 1" па sledeci naёin: 

"-1 

'УI} = go. 'Уп = ст L 'Уј + /n. 
;=0 

Indukcijom se lako pokazuje da је 9" ~ 'Уп. Dalje је: 

"-1 п-2 

'Уп - 'Yn-1 = ст 2: 'Уј + /" - ст L 'Уј - /П-1 = Сr'Уп-1 + /" -/n-1. 
;=0 ;=0 

odakle је 'Уп = (1 + СТ)'Уп-! + (Јп -/n-1). Sledi: 

'Уп = (1 + СТ)'Уп-l + (Јп -/n-l) 

= (1 + CT)2'Yn_2 + (1 + ct)(J"-1 -/n-:2) + (Јп -/n-1) = ... 
п 

... = (1 + CT)n'YO + 2:(1 + cт)n-;(f; -/;-1) 
;=1 

п-1 

= (1 + CT)ngo + /,. - (1 + ст)П-1/0 + ~)1 + ст),,-I-Ј (1 + ст - 1)/; 
ј=1 

"-1 

~ (1 + ст)" /0 - (1 + ст)"-1/0 + ст Е(1 + ст)П-l-Ј /ј + /" 
ј=1 

,,-1 ,,-t 

= /" + ст(l + ст)" 2:(1 + ст)-l-ј Iј ~ I,. + степе,. Е /;. 
ј=О ј=О 

odakle. zbog gn ~ 'Уп. dobijarno (14) .• 

(14) 
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Predimo ·sИа па ispitivanje konvergencije вЬете (13). Као i ranije sa z 
oznaёimo greSku z = и - v. P06to granica ГЛ u op8tem slucaju пе lејј па Г, 

funkcija zj nije jednaka nuli па пјој, tj. zj ~ 1=л. Uvedimo zato popravku z = (+ ТЈ 
gdeje 

. {z, Ол х i:JT 
~::: 

О, Г" х i:J., 

. { о, Ол х ~T 
1 '1 = _ 

z = O(h), Г" х ЏЈ.,. 

Funkcija ( zadovoljava us]ove: 

(,. = Lh ( + ф, (jlrr. = O~ 
(О ::: О, (1 = и1 _ ,,1, 

gdeje Ф = фЈ + ф,., Фl = (u;, - д2 u/дt 2) + (Lu - Lлu) i Ф2 = L"ТJ- %. Оzпаёunо 
dalje ( = (1 + (2, gde је (1 fe.Senje zadatka: 

а (2 reSenje zadatka: 

«Ј)" = LЛ(Ј + Фl, 

«2)" = L"(2 + Ф2, 
(~Ir. = о, (~= о, (4= о. 

Ako и Е С4 i aij Е СЗ tada је: 

(: = (1 = О(тЗ) i фl = O(h2 + т2), 

ра primenom осепе (9) па zadatak (15) dоЬiјanю: 

лr{(~) = O(h2 +т2 ). 

Funkciju (2 ocenimo па drugi паёјп. Iz (8) sledi: 

лr2«~) = Af2«~-J) + (tJ{,(~+l _ (~-1) 

i posle sumiranja ро З od 1 do k: 

! 

Af2«;) ::: лr2«~) + 2::(ф{,(~+1 _ (~-1) 
;=1 

k k 

::: лr2«~) + ~)tJ1,(~+l +(~) _ ~)Ф{,(~ +(~-J) 
ј=Ј ј=1 

k-l 

(15) 

(16) 

(17) 

= лr2«~) + 2(Ф~, «~+l + (~)/2) - 2т 2: (tJ{+1 - ~)/T. «~+1 + (~)/2) 
ј=1 

k-l 

= 2(L"rf ,(G+1 + (;)/2) - 2т 2)Lл(if+l - гi)/T, «4+1 + (~)/2). 
јеl 
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U poslednjem izrazu ве pojavljuju skalarni proizvodi oblika (Lhrf, ш) i (Lh7'I" ш). 
Prvi od пјЉ ocenjujemo па sledeCi nacin: 

I(Lh71l:,w)l = ~I.t [«aij71;jk,w) + (ајј71~ј)~ilШ)]1 
1,,=1 

P08to је ,,1: = { о,() (}h Ысе rt. jednako ~uli svuda, osim u О( h -n+1) pri-
О h, fh • 

granјёпЉ lvorova, gde је '1:; = 0(1). Sledi lI~i112 = O(hn . h-n +1 .12) = O(h). 

Skalarni proizvodi drugog tipa ocenjuju ве па isti naein, jer је i rJ = {~(h), ~: 
Na taj паејп доЬјјаmо осепи (stavljajuci ~ = 1): 

t-l 

.N"l«;) ~ (1/2)1\«;+1 + (;)/211~_Lr.) + (1/2)т L: 11«~+l + (~)/211;_L .. ) 
;=1 

+ O(h) + krO{h) 
t-I 

~ (1/2)Лf2«~) + (1/2)r ЕЛf2«~) + O(h), 
ј=1 

odnosno: 
1: 

Лf2«;) ~ т ЕЛf2«~) + O(h). 
ј=1 

Odavde, primenom leme 1, dоЬiјапю: 

(18) 

Najzad, iz (17) i (18) dоЫјапю: 

N«t) ~ N«f) + Лf«;) = 0{т2 + Vh). 

Prema tome, diferencijska shema (13) konvergira u normi И«) brzinom О( т2+ 
-Ih), ako su [е5епје u i koeficijenti polazne jednaёine dovoljno glatki. U sluёaju kada 
је oblast {} n-dimenzionalna kocь, korak h moie ве tako izabrati da bude Г h С Г. 
Tada је " == о ра је brzina konvergencije једпшО( т2 + h2}. оо istog rezultata 
ве тoiе doti i u opstem slueaju, koriScenjem specijalne mreie {};;, neravnomerne u 
bIizini granice. 
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Analogni rezultati se dobijaju i u sluёајu kada је па granici zadat treCi grапiёпi 
us)ov. 

Ь. Shema s teiinama. Za razliku od ekspJicitne sheme, kod sheme s 
tezinama па desnoj strani јеdпаёiпе se ројаУlјији vrednosti s tri susedn а vremenska 
slоја: 

(Vit)i = (FtLhv-i+1 + (1- <'"1 - (J2)Lhv-i + (J2Lhv-i-1 + Јј. (19) 

Grапiёпi i роёеtпi изlоуј ве zadaju па isti паёјп kao kod eksplicitne зћете. Iz (19) 
dobijamo:, 

(I - t2lJlL",)v-i+I = Fi == 2Ј - v-i- 1 + т2(1- иl - (2)LhJ + t2lJ2Lhvi-l + т2 Ј' , 
odakle vidimo da је za odrMivanje Ј+1 potrebno re§iti sistem linearnih јеdпаёiпа 
s matricom koja odgovara operatoru 1 - T2lJlLh. Као sto је pokazano u paragrafu 
2.4 ovakva matrica зе moze svesti па (2т+ 1)-dijagonalni oblik зато akoje п = 1. 
Prema tome, зћета s teiinamaje еkопоmiёпа зато u зlиёаји п = 1. 

Predimo sada па ispitivanje stabilnosti зћеmе (19). Јеdпаёiпu (19) mozemo 
transformisati па sledeCi паёјп: 

(t.J+I -2v-i +v-i-1 )/-r2 = (Ul/4)Lh[(v-i+1 +2Ј +v-i- l
) 

+(v-i+ l - 2Ј + v-i- 1 ) + 2(Ј+l _ J-l)] 
+ (u2/4)Lh [(vH1 + 2vi + v-i-1) + (v-i+ l - 2v-i + Ј-l) - 2(v-i+ 1 _ v-i- 1)] 

+ «1 - иl - (J2)/4)Lh [(v-i+1 + 2v-i + v-i- 1
) - (Ј+l - 2Ј + v-i- 1

)] + Јј, 
odnosno: 

(I - (т2 /2)(иl + и2 - 1/2)Lл )(v-i+I - 2vi + v-i- 1 )/т2 

- Lh(v-i+ 1 + 2Ј + Ј-l)/4 - «иl - (J2)/2)Lh(vH1 - vi- 1
) = Јј. 

Pretpostavimo da је operator 1 - (т2 /2)( иl + и2 - 1/2)Lл pozitivno definisan i 
skalarno pomnozimo dobijenu jednakost ва ЈН - vi- l

. Tako dobijamo: 

."р( v-i) - N2( v-i- 1) + « иl - lJ2)/2)l/v-i+ l 
- vi -lll~_L.) = иј ,vi+ 1 - v-i- 1), 

gde је 
2· . 2 ·н . 2 

.N (v-') = ,,~I/(J-(T2/2)(C71+C72-1/2)L.) + I/(v1 + v-')/2Ik_L/»· 

Ako је (Jl ~ и2 dalje dobijamo: 

.N2( v j ) - N 2( vi - 1) S (Јј, vH1 _ vi - 1) 

= тиј , (v-i+ 1 - v-i)/T) + т(Јј, (Ј - Ј-l)/т) 
·+1 . 2 

S gTI/(v1 - v1 )/TII(J-(T2/2)(171+C72-1/2)L,,) 
. . 1 2 

+ eTI/(v1 - v-'- )/TII(I-(T2/2)(C7 1+C72-l/2)L/» 
. 2 

+ (2т /(4е »I/PII(J-(T2/2)(C71 +C72-l/2)L.)-1 

S eT.N2(vi ) +et.N2(vi - 1) + (т/(2е»I/fil/~/_(т2/2)(С71+С72_1/2)LА)-I. 
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Pa.rametar ! blramo tako da bude Т! < 1. Sredivanjem dоЫјапю: 

}/2· 1 + !T}f2 . -1 r 11 1112 
(v1) $ 1 _ !Т (11 ) + 2Е(1 _ !Т) 1 (1-(T~/2)(171+17~-1/2)Lr.)-1 

i posle sumiranja ро ј: 

Dobijena nejednakost izvedena је pod pretpostavkom pozitivne dennis&nosti оре­
ratora 1 - (т2 /2)( (ђ + 0'2 - 1/2)L,.. U slulaju kada је 0'1 + 0'2 - 1/2 ~ О ovaj 
operator је pozitivno definisan bez obzira kakvoje т. U оуот slucaju је: 

rtPIl(I-(т~/2)(I7I+I7~-1/2)Lr.)-1 $11/;11, 
ра iz (20) dalje dobijamo: 

}f2(V") $ e2cT/(I-СТ)}f2(vО) + (lJ(4E2»(e2cT/(l-СТ) - 1) т~ 1\/;11. (21) 
1 

u sluёaju kada је 0'1 + 0'2 - 1/2 < О iz (3.16) dobijamo~ 

«(1 - (т2 /2)(0'1 + D'2 - 1/2)L,.)v, v) ~ [1 + (т2/2)(0'1 + 0'2 - 1/2)Сlh- 2ШvlI 2 , 

odakle sledi da је operator 1 - (т2 /2)(0'1 + 0'2- 1/2)Lh pozitivno. definisan za: 

т < [2c11(1/2 - 0'1 - Cт2)-Ij1/2h. (22) 

Rezimirajuci izloieno moiemo zakljuciti da је za 0'1 ~ 0'2 i 0'1 + 0'2 ~ 1/2 
эћета (19) apsolutno stabilna i уыј ocena (21), dok је za 0'1 ~ 0'2 i 0'1 + 0'2 < 1/2 
shema (19) uslovno stabilna pri ispunjenom uslovu (22) i уыј ocena (20). 

Brzina konvergencije sheme (19) је za 0'1 = 0'2 ista kao kod eksplicitne sheme, 
dok је za 0'1 =f.: 0'2 sporija (u (ormulama se javlja т umesto т2 ). 

с. Shema promenljivih pravaca. Slitno kao u parabolickom slucaju i za 
neke hiperbolicke probleme se mogu konstruisati diferencijske sheme promenljivih 
pravaca koje su ekonomicne i apsolutno stabilne (videti Samarski [1964], Douglas, 
Gunn [1964Ј). 

Neka эе па primer u oblasti П х [О/ГЈ, gde је П = [О, ~ х [O.ll. traii [е5епје 
sledeeeg meSovitog problema: 

д2и 
дt2 = Lu + 1, L = L1 + L2, 

(23) 

ulгх[о,тt = 0-, ul.=o = ио, 
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Nekaje dalje / = /(%I,%2,t), а; = ај(%ј) 2: Со > о. Smatraeemo daje funkcija / 
neprekidna, а da зu а; diferencijabilne. 

Као i оЫёпо, uvedimo mreie ОЈа = i:3Ja х i:3Ja, i:3T i ОЈа.,. = ОЈа Х i:3T i prostor i:. Ja 
funkcija dеfiпiзапih па ОЈа i jednakih nuIi па ГЈа. Sa tjH/2 = tj + (т/2) oznacimo 
роmоспе vremenske зlојеvе. Aditivna shema promenljivih pravaca za zadatak (23) 
glasi: 

·Н/2 . ·-1/2 
v1 - 2v1 + v1 = L (уј+1/2 + Ј-l/2) + Ј} 

(т/2)2 lЈа l' 

·н ·+1/2 . 
v1 - 2v1 + v1 _ L (уј+ 1 + уј) + ЈНl/2 

(т/2)2 - 2" 2' 

(24) 

gde su operatori L i ." definisani sa: 

аћ i ћ su proizvoUne neprekidne funkcije takve da је !t + ћ = 2/. Granicne i 
pocetne uslove арrоksimirапю kao u prethodnim зluёајеvimа за: 

vi 'г. = vi Н/2lг. = о, v-() = 110, 

v 1
/

2 = ио + (т/2)иl + (r2/8)( Luo + /0) 
(25) 

(јЈј v1/ 2 = ио + (1"/2)иl + (r2/8)(L,.uo + /0». Operatori Li.Ja зu medusobno komu­
tativni, samokonjugovani, negativno definisani i zadovoljvaju nejednakosti: 

ОЬе jednacine u (24) зu jednodimenzione па gomjem sloju ра је znaёi shema 
ekonomitna. 

Ispitajmo stabilnost sheme (24). Prvu jednaёinu u (24) pomnoiimo skalarno 
sa vi+ 1/ 2 - ';-1/2, а drugu sa vi+l - ';, dobijene rezultate sumirajmo ро ј i sve 
saberimo. Тцо dobijamo: 

2 1: _ 1 (// v
H1 

- v
H1

/
2

11
2 11 v1:+if

2 
- v1: 112) 1:+1/2 2 

.N' (v ) = 2" т/2 U + т/2 + /lv "<-LЏо) 

+~("v1:+1"~_Lџ)+"v1:"~_Lџ») = IIvl/:/~vOIl2 
1: 

+ Ilv1/ 2 11
2 + IIvOl1

2 + ~(/j ујН/2 _ уј- 1/2 ) (-L 1.) (-L2.) LJ l' 
;=1 

1:-1 

+ E{/~H/2, vi+ 1 _ уј) + ~(/;H/2, vl:+1 _ v1:). 
;=0 
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Neposredno se proverava. da. velitina Х(и") = [Лf2(vl:)]1/ 2 predstavlja normu u 
prostoru uredenih trojki (и", vI:+ 1/ 2 , иI:+ 1 ). Posle sredivanja, poslednju jednakost 
тoieто napisati u obliku 

Ocenjujuci skalarne proizvode pomocu E-nejednakosti (1.9} dalje dobijamo: 

1:-1 1:-1 

.N'2(vl:) $ (Е/2)т L Лf2(Ј) + 1/(2е)(т/2) 2.:011[+1 + 14+1/2112 
ј=О ј=О 

+ IIЙ + ,~+1/2112) + (Е1/2)тХ2(и") + l/(2Е1)(т/2)(IIЙ + (1/2)/;+1/21\2 

+ 11(1/2)1:+1/2112) + (E2/2)(TI2)II(v1/2 - vO)/(T/2)1I
2 + 1!(2E2)(T/2)II/PI12 

+ II(v 1
/
2 - vO)/(..-/2)1\2 + IIvl/211~_LlI') + ilvoll~-L2.). 

SLavUajuCi Е1 = 1/т, [2 = 4/т i sredujuCi, dobijamo: 

1:-1 "-1 

ЛГ(и") $ ЕТ LЛf2(vi) +..:.. EOIJ{+1 + 14+1/2112 
Ј=О 2[ ј=О 

+ IIJ{ + ,~+1/2112) + (т2/2)(11Й + (1/2}/;+1/2,,2 + 11(1/2)/:+1/2112) 

+ (T2/8)11fPII
2 

+ 411(и1 / 2 - vO)/(T/2)1\2 + 2Ifv1/211~_Ll.) + 2I1vOIl~_L2") 
1:-1 

$ ЕТ 2:ЛГ2(иј ) + F, 
ј=О 

gde је: 

F = (Т/(2Е»(т;х 1IJ{+l + ,~+1/2,,2 + п~ахllЙ + j~+1/2112) 

+ (T2/4)(т~ II/{ + (1/2)/~+1/2112 + т~ 11(1/2)/4+1/2112) + (т2 /8)1I1P11 2 

Ј Ј 

+ 411(v1/2 - vO)/(T/2)1I
2 + 2I\v1/211~_Ll.) + 2I1voll~_L2.)· 

': ; 
" I 
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Рсјтепот Јете 1 iz poslednje nejednakoвti dоЫјanю: 

(26) 

Nejednakost (26) oznacava stabilnost diferencijske sheme (24) u normi N(vlc ). 

Ispitajmo konvergenciju паВе sheme. OznacavajuCi sa z = u-v razliku сезеnjа 
zadataka (23) i (24)-(25) dobijamo: 

gde је: 

Zi+
1
/
2 

- 2z1 + zi-
1
/
2 

_ L (zi+1/2 + zi-l/2) + ./ј 
(rI2)2 - 11& ђ, 

.,';+1 2 ј+l/2 + i - - z Z _ L (zi+l ј) ./ј+1/2 
( r /2)2 - 2А + z + 0/2 , 

zi 'ГА = zi+ 112Ir. = о, %0 = О, %1/2 = и1/2 _ v1/ 2 = 0(т3), 

• . . 2 2 . 1/1 = 1/1,0 + 1/1,1 = (о u/ot - 2L1u - Л)1 

+ [(ui+l/ 2 _ 2ui + ui-1/ 2)/(r/2)2 _ (02 u/l)t2)i 

+ 2L1ui - L1h(ui+ 1
/
2 + ui - 1/ 2)J 

= 0(1) + 0(т2 + h2
), 

v{+1/2 = 1j{~1/2 + ~~1/2 = (02 u/l)t2 _ 2L2u _ ћ)Н1 / 2 

+ [(иН1 _ 2ui+l/2 + ui)/(r/2)2 _ (02 u/ ot2)i+l/2 

+ 2L2ui+1
/
2 - L2h(ui+1 + ui)] 

= O{l) + 0(т2 + h2) = _ф{~1/2 + О(т2 + h2), 

(21) 

ako su reSenje u i koeficijenti а; dovoljno glatke funkcije. Zadatak (21) је istog 
tipa kao (24)-(25). Lako izraeunavamo daje u оуот вlисаји F = 0(т2 + h4 ), ра 
primenjujuCi осепи (26) dobijamo: 

sto predstavlja trazenu осепи brzine konvergencije. 

РптеЈЬа: Ako iz druge једпаСјпе u (24) izrazimo Ј+l/2 i zamenimo u prvoj, 
dobicemo shemu u tzv. faktorizovanom obliku: 

(I - (T2/4)LlIa)(I - (r2/4)L21&)t{t = (Lh + (r2/4)L1hL2h)Vi 

+ (1/4)(2Jf + 1~+1/2 + 14-1/2) - (r2 /16)'L1л u4+1/2 + 14-1/2) 
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kod koje је operator uz vf: jednak pruizvodu dva jednodimenziona operator3.. Slitne 
је strukture i вћета: 

(28) 

Lako ве pokazuje dз. j~ sћста (28) •• pSc.l1ltno eta.bilna zз. (7 ~ 1/4. Опа. је takode i 
ekoncmilna. Za izгаСl.inэ.\'апјс t.j +1 iz (28) treba. reSiti sistem lincarnih jednaCina: 

(I - (Т1'?' L1h)(1 - 171"2 L'1I:)1)1 +1 = рЈ ~ 
== (I - (71"2 L 1h)(1 - (Т 1"2 L2h)(2vi - ";-1) + 1'

2(L",,; + ЈЈ). 

Оуај zadatak mйZeтo ras~aviti па Gva па sledeti naCin: 

(I - (7T'JL 1h)td == Fi, 
(Ј - vт? L2h).,i+1 == wf . 

Odavde је ekonomicnost oёisledna, јег operatorinla 1 - 0'1"2 L .. h i 1 - (Тј'! L2h odgo­
varaju nmtrice koje зе mogu dovesti п ... trodijagonalni obIik. 

d. Aditivna вћета za јеdnaёinu cctvrtog reda. Neka ве u oblasti п' х 
[0,1'], gde је О == [О, ~ х [O,~, traii res.enje zadatka.: 

(}?и., ., 8'" (}4 (}4 

дt2 + А-и == [, 11- == 116. = -;-;r + 2 () 2() 2 + 0 ... 4' 
ах! Х1 Х2 -:) (29) 

иlгх(о.ТЈ = (}tl/дvlгх(u.ТЈ ::: О, ul:=Q == ио, oи/дt!I=O::: и1' 

Sa. v је obeleiena spoljna normala па r х [0,11. Za funkciju f :: f(Xl,x2,t) 
smatracemo daje перrеkidпа,!що i ио == ио(Х1,Х2) i ut = Ul(Xl,X2). . 

U radu autora [19Па] kons1.ruisana је aditivna shema promenljivih pravaca za 
reSavanje ovog zadatka. Uvedimo m.ezu ОА.Т :: nА х С;;Т' gde је О" definisana kao 
u §2.2.g, а СЈТ је оЫёпа ra.vnomerna mreza па intervalu [О, ТЈ s korakom 1" = Т/М. 
Sa L,h ozna.ёimo skup funkcija. v definisanih па nА i рмпо produzenih preko granice 
Г h za koje је: 

(30) 

Ska.la.rni proizvod i normu uvodiшо " L,h па uobitajen naёin ва (2.59). Opera.tor 
~~ definisan sa: 

је samokonjugovan i pozitivno definisa.n па L,h. Lako эе proverava da је: 

N-l 
(~~v, v) == lI~hVll2 + 2h-2 L:(V~i + v'k-l.i + v11 + vlN_l), 

i=l 

; : 'Р; 
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odaklc sledi: 
162r-4!1v1!2 ::; (Ll~v, v) ::; 68h-4I1vll:!. 

Uslcd toga се eksplicitna вЬета s operatorom д~ biti stabilna u slисаји kada је 
1 - (,:1 /4)68h- 4 > О tj. za: 

Оуо је уеота jako ogranicenje па korak ро vremenu т. Zato se postavlja problem 
kопstruisз.пја diferencijske sheme za сезаvanје zadatka (29) koja Ы Ыlа. ap8o!utno 
8tаЫlпа i ekonomicna. . 

Rcienje' postavljeuog zadatka daje diferencijska sЬета: 

t)+1/2 - 2vi + ",,j-l/2 , ( ;+1/2 , Ј-1/2) , 2 i - /} 
(Т /2)2 т v' .. V %,2:1%12:1 Т vZ1Z ,%.Z2 - l' 

'+1 '+1/? . 
t,J - 2t.:1 - + t,1 '+1' .• 1/2 .. "/ђ . (' 'v') + 2--'''' - ЈЈ ... , .. (Т /2)2 т V' т Z'Z~Z2r. "lГf,:r,%.z. - 2 , 

(31) 

gde 8и Ј .. i /2 prcizvo!jne neprekidne funkcije takve da је !t + /2 = 2Ј. Granicni 
uslovi ве zа.dэ.јl1 за (30), а potetni за: 

ОЬе jednaёine u (31) ви jednodimenzione па gornjem sloju i odgovarajll јm та­
trice kcje ве mogu dovesti па petodijagonalni оыт. Рсета tome, naS8. shtПlа је 
ekonomiCna. 

Da. Ыsmо ispitali stabilnost sheme (31) pomnozimo 8kalarno prvu jednai:inu 
sa vj+1/2 - vi -!/2, drugu за тЈ+1 - vi sumirajmo ро :) i saberimo rezultate. Tako 
dobijamo: 

лrZ(t1k ) == (1/2){I!(vH1 _ vk+1/2)/(T/2)112 +11(v.l:+ 1
/
2 _ vk)/(T/2)1I2)+llv~::!21!~ 

+ 2( v;;zl!i2::" (v.l: + vl:+1 )/2) + (1/2)("v;2z~"~ + Ilv~~;211~) 
= "( v1

/
2 

- vG
)/( Т /2)112 + IIv~~;,II~ + 2( v;~;,f2:;2' vO) + IIv~.z211~ 

k .1:-1 

+ 'LU:, t,Hl/2 - Ј -1/2) + L,u4+1
/
2, vi+ 1 - vi) + (1/2)и;+1/2, v.l:+1 - vl:), 

ј=l ј=О (32) 

gde је IIwll~ = /lw2 11 + (h 2 /2) LZEr,. w2 (x). Dalje j~ 
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Odatle sledi daje N{vl:) = JN2(vlr.) norma u prostoru uredenih trojki (vl:, vH1 / 2 , 

vl:+l). Jednakost (32) mozemo tra.nsformisati па sledeci паёiп: 

Odatle, па isti naёin kao \l slucaju sheme (24), dobijamo осепе: 

1:-1 

N 2(vl:) $ €T 2:N2(J) + F, 
ј=О 

gdeje 

F = (T/(2€» (mјах 1I1{+1 + 14+1
/

21!2 + mtx IIЙ + 14+1/2\\2) 

+ (т2/2) (mјах \и! + (1/2)/4+1/21\2 + m;u 1\(1/2)/4+1/21\2) 

+ (т2 /2)\\1P1I 2 + 4\1( v1
/

2 
- vO)/(T!2)\\2 + 2I\V;~;1 + V~2~211~ 

1: 

(33) 

Ргеmа tome, diferencijska shema (31) је apsolutno stabilna u normi N(vl:). 

Predimo sada па ispitivanje konvergencije паЗе зћеmе. GreSka zj = иј - ~ пе 
pripada prostoru {'", јег пе zadovoljava granicne uslove (30): zi I г,. = О, ali је 

. " . . .. . 3 

z'-l.i - zl.i' z'N+1.i - z'N-l.i' zf.-l - zf.l' zf.N+1 - zf.N-1 = O(h ). 

Zato uvedimo popravku, k:ю u paragrafu 2.2.g: 

z = ( + '1 gde је '1-= '11 + '12, 

ih( 1 - Љ) { . 2 2 • 2 21} 
('11)im=l(p+2h2 ) am[(l-Jh) -h]-Pm[(ah) -h. Ј , m=1,2, ... ,N-1, 

ат = (Zlm - z_1.m)/(2h), Рт = (ZN+1.m - ZN-l.m)/(2h), 

rт{lг,. = о, ,(fJlk-l = ('11)i.l, (fJ1kN+1 = (fJlkN-1, 

; : 'г; 
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) _ тh(l - тh) { 2 2 2 2 } 
(712 'т - 1(12 + 2h2) 1.[(/- тh) - h Ј - 6.[(тh) - h Ј, i = 1,2, .. . ,N - 1, 

1. = (Zi1 - z •. _I)!(2h), 6. = (Zi.N+1 - Z •• N-l)!(2h), 

~Ir. = О, (712)-I.т = (712km, (712)NH.m = (7Ј2)Н-l.т' 

Funkcija (ј pripada prostoru LIJ, а " zadovoJjava uslove: 1], '1~iZi' ТJt~izi' 'Г/f, = 
0(h2 ) (pod pretpostavkom dovoljne glatkosti и) . Dalje је: 

'+1/2 . i 1/2 (1 - 2(1 +( - '+1/2' 1/2 . . 
,'(т!2)2 + «(Ј + (Ј- )~IZI*IZI + 2(ilZl~2Z2 = 1/1, 
'Н '+1/2 . (Ј - 2(Ј + (1 '+1' Нl/2 '+1/2 " 

(т!2)2 + «(Ј +(J)*2Z2~2"2+2(~IZI~2Z2 =1/1 , 
(34) 

gde је: 

(02 <>4 <>4 )Н 1/ 2 
~+1/2 = тpi,+1/2 + ф{Н/2 + ~+1/2 = 2 + 2~ + и'и - ћ 

2 2,0 2,1 2,2 дt2 ох4 ох20х2 
2 1 2 

[иН
1 - 2иј+1/2 + иј 02иН1 /2 '+1 . 

+ (т /2)2 - дt2 + (и! + иЈ )~2Z2Z2Z2 

<>4 иј+1/2 <>4 иЈ+1/2] 2 и ' 2.1.+1/2 2 и ' 
- о 4 + ZI Z I*2Z 2 - -0--=2-:-0 -:2=-

Х2 Х 1 Х2 

тf -2'" +'1' "Н' '+1/2 
[ 

'Н . '+1/2 " ] 
+ - (т/2)2 -('1' +'1')~2Z2~2Z2-2rt,IZI~2Z2' 

Vidimo da је фl,О = 0(1), ф2,О = 0(1) i Фl,О + ф2,О = о (tj. вЬета (31) јта 
sumarnu aproksimaciju), dok је фџ, ф2,1 = 0(т2 + h2

). Poeetni uslovi su: 

(О = О, (1/2 = и1 /2 _ v1/ 2 = о(тЗ). 

Оznаёimо( = (1 +(2, gdeje (1 reSenje zadatka (34) ва Ф. = ф.,о+tPџ i (:/2 = (1/2, 
(2 reSenje zadatka (34) ва фј = фi,2 i (~/2 = О. PrimenjujuCi ocenu (33) па (1 do­
Ыјато: 

(35) 
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1:-1 

ЛГ2«;) ~ (1/2).N2«;) + (t:/2)r 2::.N2«4) + O(h4
) 

ј=О 

1:-1 

ЛГ2«;) ~ 'Т 2::.N2«~) + O(h4
). 

ј=О 

1: , 1: '?; ; i 
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ћјтепот leme 1 odavde dalje dobijamo: 

(36) 

Najza.d, iz nejednakosti (35) i (36) dobijamo sJedecu осепо Ьпјпе konvergencije 
diferencijske вЬете (31): 

Н«(") = 0(h2 + т). (37) 

u slucaju proizvoljne konveksne oblasti О u ravni 0%1 %2 Ыа se koristi rav­
nomerna ПlfeZа i graniёni uslov "prenosi" u ёvоrоvе m.reie Oh,. najbliZe bocnom 
omotaёu r х (О, Тј, umesto (37) dobija se осепа: 

Н«(") = O(Vh + т). 

з. Elementi opste teorije stabilnosti 
troslojnih diferencjjsJdh аЬеша 

Sliёпо kao dvoslojne, i troslojne diferencijske вЬете ве mogu uvesti apstraktno 
(videti Samarski, Gu1in [1973]). Neka је Н Нilbertov prostor i t Е [О, тј realna 
promenlji\"a. Neka во v = v(t), Ј = J(t), .. , elementi iz Н i А = A(t), В = B(t), 

liпезrпј operatori koji preslikavaju Н u Н. Na intervalu [О, ТЈ definiSimo 
mrezu ~,. = {tj = јт I ј = 0,1, ... ,М; т = Т/М}. Slicno kao ranije, umesto 
v(tj), J(tj ), . .. ,A(tj), B(tj), ... рiБаеето .; ,Јј, ... ,Ај, вi , .... Ћовlојпо diferen­
cijsku вЬето u prostoru Н definiSemo ва: 

(38) 

Jednakost (38) тoiето svesti па kanonski obIik: 

LP v!. + сЈ Ј" + Ај vi = Ј} , , (39) 

st.avljajuCi Ај = vi + [ј + Тј, Вј = т(Тј - 1У) i сЈ = (r2 /2)('/)i + тј). Sa 
V. i vi, оЬеlејепј во kolicnici razlika па uobicajen паёin: 1/(2т)(';+1 - vi- 1) i 

'. и:-, = t- 2(vi+I - 2'; + ';-1). U sЈuёајu kadaje (39) aproksimacija odgovarajuceg 
biperboJickog zadatka (1.34) operator А aproksimira operator А, operator С је 
bIizak jedinicnom, а operator В - nultom operatoru. Na primer, eksplicitna вЬеmа 
(13) svodi ве па (39) stavJjajuCi А = -Lh, С = 1, В = О. Shema s teiinama (19) 
ВУodј ве па (39) stаvуајuёi А = -Lh, С = 1 _(т2 /2)«(11 +(12)Lh, в = -r«(11-(12)Lh 
itd. 

Pre nego sto predemo па ispitivanje stabiJnosti diferencijske зЬеmе (39) trans­
formiSimo је па sJedeci паёјп: 
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Pretpostavimo da је 8 pozitivan operator za t = tO,tl, ... ,tM da ви.4 i С 
kOO8tatni, samokonjugovani operatori i da ви .4 i С - (т2 /4).4 pozitivno definisani 
operatori. MnozeCi skalarno jednakost (40) за vi+ 1 - vi- 1 dobijamo: 

о" • 2 . 2 

2т(8Ј ~, v;) + IItI, Ilc-(r 2 /4)A -11v}lIс -(r2 /4);.( 

+ II(ЈН + J)/211~ -II(J + J-l)/21/~ = (lЈ, Ј+l - Ј-l). (41) 

Oznacavajuci: 
2' . 2 'Н' 2 

N (v1) = IltI,IIC-(r2/4)А + 11('" + v1)/2I1A' 
dobijenu jednakost mozemo napisati па sledeCi natin: 

Pri daljim izvodenjima osnovnu ulogu igra ocena skalarnog proizvoda (/Ј, v-i+l -
v-i- 1 ). Pretpostavimo da su operatori вi S3ffiokonjugovani i pozitivno definisani. 
Tadaje: 

(ЈЈ, Ј+l - Ј-l) = 2r(l1, V!) $ 2rllv! 112. + (2r/4)1I/; 1/(2tJj)_ •. 
, , ВЈ 

Zamenjujuci u (42) dobijamo: 

i, posle sumiranja ро ј: 

Ako postoji kOllstanta е > О takva da је za svako ј operator вi - еI nenega­
tivan, mozemo izvesti drugu ocenu. :Тма је 

(ЈЈ, ЈН - Ј-l) = 2т(/ј, V!) 
с 

$ 2rellv!1\2 + (Т/(2е»IIIЈI\2 :5 2r(8i v!. Ј..) + (r/(2e»ll/i I1 2 

, с , 

Zamenjujuci u (42) dobijamo 

i p061e sumiranja ро ј: 
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Ako Ја вi pretpoвtavUno вато da 8U nenegativni, осепа ве izvodi па drugi 
паёјп: 

(lј, vi+1 - ";-1) = T(lj, v!) + T(lj, t{) 

~ t:TIIv!IIC_(T3/4)A + t:tl!v!- l lk_(Т2/4)А + (2т/(4t:»II/;II~С_(Т2/4).А)-1 
~ ет JI2( уј) + ет JI2( vi-1) + (Т /2t:)II/јll~С_(Т3/4)А)-I' 

gdeje t: = oonst > О. Iz dobijene nejednak08ti i јЈ (42) dobijamo, uzimajuci u obzir 
daje (ВiJ.,tI.) ~ О: . , , 

J.fl(";) ~ (1 + ет)(1 - t:t)-IJ.fl(";-I) + т/(2е(1 - eT»II/j"~C_(T2/~)A)-1 

i Р081е 8umiranja ро ј: 

IzveScemo јов jednu ocenu pod istom pretpoвtavkom. Skalarni proizvod 
(lј, vi +1 - vi -1) mozemo transformisati па sJedeCi пабп: 

(/ј,";+l _ ";-1) = 2(/ј, (";+1 + ";)/2) - 2(/ј-l, (уј + уј- 1 )/2) 

- 2T((I; - /j-l)/т,(тЈ + ";-1)/2). 

Zз.mепјujuСi dobijeni izraz u (42) i sumirajuCi ро ј dobijamo: 

N 2(v.t) ~ J.fl(VO) + 2(1.t, (V.t+l + v.t)/2) - 2(1°, (v1 + vO)/2) 
.t-l 

- 2т L(lt ,(";+1 + vi)/2) 
ј=О 

~ JI2(vO) + t:l11(v.t+l + ~)/211~ + (1/t:l)II/.t"~_1 
+ t:211(v1 + vO)/211~ + (1/t:2)IIfO"~_1 
.t-l .t-l 

+t:зт I: II(vi+1 + vi)/211~ + (т/t:з) ~)lf!II~-1 
;=0 . ј=О 

~ 1:1N 2(v.t) + (1 + 1:2)J.fl(VO) + (1/1:1 + 1/1:2) т~ lI/jll~_1 
Ј 

.t-l 

+ (Т/t:з)m~ 1I/!1I~-1 + t:зТ 2:.N2(vi). 
Ј ;=0 

BirajuCi па primer еl = 1:2 = t:з = 1/2 odatle sledi: 

.t-l 

JI2(v.t) ~ зJ.fl(vО) + 8т!1Х II/jll~_1 + 4Tт~ 1I/!11~-1 + Т L:N2(vi). 
Ј Ј јео 
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Primenjujuci lemu 1 dobijamo ocenu: 

gde је М1 = 3(1 + ТеТ), М2 = 8(1 + ТеТ) i Мз = 4Т(1 + ТеТ). 
U slucaju kada operatori .А i С zavise od t осеnе se usloznjavaju. Pretpostavimo 

da operator .А zadovoljava Lipschitzov uslov: 

I ([A(t + Т) - A(t)]v, v) I .s cT(A(t)v, v), с = const > О, (43) 

sto је analog uslova (1.36) ogranicenosti operatora dA(t)jdt. Iz (43) sledi: 

(1- cT)IIvll~; .s Ilv"~HI .s (1 + CT)IIv"~i. 

Umesto (41) dobijamo: 

2T(Bj~,~) + 11Ј,II~i-(Т~/4).М -IIЈ,II~i_(Т214).М 
+ II(J+1 + J)j211~j -II(J + J-l)j211~; = (Јј, Ј+1 - Ј-l) 

Ш: 

2T(Bj~,~) + Jl\J) = 1I~II~i_(T2/4).Ai 
+ II(J + J-l)/211~; + (Јј, Ј+l - Ј-l), (44) 

gde је оznаёеnо: 

Tako se pored осеnе skalarnog prouzvoda (Јј ,vi+1 - Ј-l) nаmеее zadatak ocene 

izraza 11t{11~;-(T2/4)A; + II(~ + ~-1}/211~;· 
Ako pretpostavimo da i operator С - (т2 /4).А zadovoljava Lipschitzov uslov 

(43) tada је 

11~"~;_(1"2/4).M + II(J + J-l)/211~; 
.s (1 + cr)(IIJ,-111~;-I_(Т2/4)А;-1 + II(J + J-l)ј211~;_I) 

= (1 + cr)]l2(J-l). (45) 

ZamenjujuCi u (44) dobija.mo: 
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Odavde, sliёпо kao u prethodnom slueaju, dobijamo ос:епе: 

- аЈсо 8U operatori вi samokonjugovani i pozitivno definisani; 

- ako pos~jj konstanta е> О takva daje za 8VakO ј operator вi - еI pozitivan; 
! 

Jl2( vk) =:; e(2c/(I-ст)+с:)Т Jt( VO) 

+ [e(2C/(I-СТ)+С:)Т -1]/(2е(2е+ c»т~ IIlill~сј_(т2/4).М)-1 (48) 
Ј 

и2ј, -и2" - '2 - ј2 
ЈУ (v-) =:; М lЈУ (v) + м 2 m!I-X IIPII(,M)-I + М з m!I-X "ft Ii(.M)-l 

Ј Ј 
(49) 

- ako ве pretpostavi вато nenegativnost operatora вi . 
Ako pretpostavimo da operatori .А i С zadovoljavaju Lip8chitzov шlоу (43) 

tada umesto (45) dobijamo: 

. 2 . '-1 2 
IIvfllCj -(Т2/4).Ај + II( v' + v' )/211.м 

'12 2 '12 . '1 2 =:; (1 + cr)I/tI,- "ен - (Т /4)(1 - cr)llvГ ",М-l + (1 + cr)I/(v' + v'- )/211,М-l 

= (1 + cr)-:;:tJ( vi -1) + (т2 /2)crllv{-II1~j_l' 

Da Ьiзmo dobijeni izraz mogli da осеniто pomoeu N'2(vi-1) pretpostavimojoв da 
је operator сј - (т2 /4)(1 + е).Ај , е > О, nenegativan za ј = О, 1,., ., М. Тма је: 

sto zajedno 8 prethodnim daje: 

Polazeci оо dobijene осепе тoiето izvesti analoge ocena (46-49) u kojima 
umesto konstante с figuriSe konstanta (1 + 2/!)с. 



Dodatak: 
Aproksimacija generaIisanih resenja 

Rezultati izlozeni u оуој knjizi, specijalno осепе brzine konvergencije diferencij­
skih shema, dobijeni su pod pretpostavkom Ја ге§епја razmatranih granicnih pro­
Ыеmа imaju neprekidne parcijalne izvode dovotino visokog reda. Metoda konacnih 
ra.zlika. ве medutim koristi i za numericko reSavanje zadataka sa slabim (generalisa­
nim) reSenjima. Pri tpme ве pojavljuju dve grupe ргоЫеща. Jedni su povezani s 
konstrukcijom diferencijske вћете u sIucaju prekidnih kcieficijenata i re§avaju ве пјј­
hovim usrednjavanjem. Drugi s~pojavUuju pri ап(ј.ЏZ\ kpnvergencije takvih shema: 
generalisano resenje nema"u opstem slu~aju, neprekidneparcijalne izvode ра se пе 
moiе koristiti standardna. tebniI.~ zasnovana па TayloroVom razvoju. U poslednje 
vreme је u radovima Weinelta, Lazarova, Maka.rova, Jovanovica, Ivanovica, Siilija i 
drugih razvijena alternativna tehnika za ispitivanje brzine konvergencije, zasnovana 
па 'етј Bramble-Hilberta i njenim generalizacljama. U оуот odeljku сето ukratko 
prikazati tu tehniku па primeru prvog granicnog problema za elipticku jednaCinu 
drugog reda s promenljivitn ,koefkijentima.. 

Definisimo prvo prostore Soboljeva s razlomljenim indeksom (v. ЋјеЬеl [1978]). 
Neka је $ pozitivan realan broj, [$] najveci сео broj ~ 8 i [8]- najveCi сео broj < 8. 
Neka је dalje 1 ~ р < оо i О oblast u Rn

,. Ргostoг W;(Q) cine sve funkcije 

f Е wS'](O) za koje је konaenanorma: 

gde је 

$ сео 

8 ra.zlomljen. 

Ovde је а = (аl, а2, ... ,аn) uredena n-torka. nenegativnih celih brojeva, lal = аl + 
а2 + ... + an , }ух f = (a/az1)al (д/дж2)а2 ... (д/дхn)аn f i Iz - уl = [(Х1 - Уl)2 + 
(Ж2-У2)2+ .. +(хn -yn)2]l/2. Za $ = О stavljamo W~ = Lp • Za $ < О W; se definise 
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kao dualni prostor od w,-', gde је 1/ р + 1/ q = 1. Njegovi eJementi ви generaIisane 
funkctie (distribucije). Teorija eliptickih granicnih problema u prostorima Sobolje­
уаје dobro razYijena (У. Lions, Magenes [1972]). 

U daljem radu fundamentalnu ulogu igraju sledece dye lете. 

LEMA 1. N eka је {) obIast и R п s Lipschitz-neprekidnoт granicoт i 7]( и) 
ogranicen linearan Junkcional па w;({), s > О, koji se anulira ako је и polinoт 
stepena ~ [aJ-. Tada postoji konstanta С = С({),в,р) takva da za svako и Е W;(П) 
vaii nejednakost: 

17](u)l:5 Clulw;. 

Lemu Би dokazali Bramble i Hilbert [1971Ј za slucaj сеlјЬ в. Opsti зlисај 
је dokazan u radu Duponta i Scotta [1980Ј. тu је dat i postupak za efektiyno 
odredivanje konstante С. Generalizaciju za зlисај anizotropnih prostora Soboljeva 
dao је Draiic [1986]. 

LEMA 2 (у. Ciarlet [1978Ј, ЈОУапоујс (19871). Nekaje(u,v) ogranicen hilinea­
ran JunkciQr.al па VI;({) х W;(П), в, r > О, koji se anulira ako је и polinoт stepena 
~ [sJ-, а takot1.e ako је v polinoт stepena ~ [rJ-. Tada postoji konstanta С = 
C({),s,p,r,q) takva da za svako и Е W;(O) i svako v Е W;(П) vaii najednakost: 

I(и, v)1 ~ Clulw; Ivlwq · 

Пеfiпisimо јоз Steklovljeve operatore usrednjenja. Neka j~ Ј( х), х Е R п, 
геаlпа funkcija, h - pozitiyna konstanta i ri - јеdiпiёпi vektor koordinatne озе 
ОХј. Oznaёimo 

тt Ј(х) = 11 Ј(х + htri) dt = 1';-Ј(х + hr;) = Т;Ј(х + 0.5hr;), i = 1,2, ... , n. 

Оуј operatori ргезlјЬУаји parcijalne izvode u kolicnike razlika: 

Primetimo takode da је 

1';+1';-Ј(х) = 1';2 Ј(х) = /1 (1 -ltl)Ј(х + htr;) dt. 
-1 

Razmotrimo najzad Dirichletov gгапiёпi problem u jedinicnom kvadratu П = 
(0,1)2 za elipticku jednaeinu s promenJjivim koeficijentima: 

2 а ( а) ~ - ајј.-.!:. = Ј, 
~ ах· ах· 
јЈ=О I 1 

и = О, х Е r = аn. (1) 
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PretpostaYljacemo da generalisano resenje zadatka (1) pripada prostoru Soboljeya 
W;(O), 1 < s ~ 3, а da desnastrana /(х) pripada W2-2(0). U tom slucaju, koefi­
cijenti аој тосаји pripadati prostoru tZY. multiplikatora M(W~-l(n) (У. Maz'ya, 
Shaposhnikova [1985]). Doyoljni uslovi su: 

аој E'W;-1(0) gdeje р = 2 za. 8 > 2 ip > 2/(8 -1) za 1 < 8 ~ 2. 

Ovi uslovi izraiayaju minimalnu dopustivu glatkost koeficijenata. и terminima pri­
padnosti soboljevskim klasama.. Primetimo da. su prema teoremi potapanja. (Тriebel 
[1978]) u i аој neprekidne funkcije, dokje / prekidna., а pri 8 < 2 - ёak generalisana 
funkcija. Neka ви, osim toga, za.dovoljeni иоЫсајепј uslovi simetrije i еliрtiёпosti: 

2 2 

аој = ајј, Е аојУоУј ?: СО Еу;. Со = const >0. 
ј,ј=1 ј=l 

Neka. је Пh ravnomerna. mreza. u oblasti {} s korakom h, {}h = Пh П {} i rh = 
Пh П г. Na. uоЫёа.јепi na.Cin definisimo diferencijske opera.tore vч i V:I!i i diskretne 
norme L2,h i Wi,h. 

Granicni problem (1) a.proksimira.jmo diferencijskom shemom s usrednjenom 
desnom stra.nom: 

2 

~ Е [(aijV:l:j)Zi + (aijV:I!j ):l:i] = TfTi /. :r: Е {}h; V = О, :r: Е fh. (2) 
'Ј=1 

GreSka. z = u - V zadovolja.va. uslove: 

1 2 2 

2 Е [(aijZ:l:j):ri + (aijZf):I:.) = L ''Iii,:I!i' :r: Е {}h; Z = О, х Е fh, 
ј,ј=1 'Ј=1 

gde је '1ii = 0.5(aijU:l:j - а~iUIЛ -1i+Тi_i(аiј(аu/аХј)) i и+' = и(ж + hrs). 

Energetskom metodom se lako dobija. a.priorna ocena.: 

2 

II zllw 1 ~ С Е 11%11· 
2,h ј,;=1 

(3) 

Da. Ывто dobili ocenu brzine konvergencije diferencijske sheme (2) doyotino је 
oceniti 11%11· Predstavimo prethodno Т/јј и obliku 

% = Т/ој,1 + Т/о;,2 + Т/ој,3 + Т/о;,4 



gdeje 

ТЈ;ј,1 = (T/Tl_;a;j)(T/Ti_;ou/oXj) - Г;тј_;(а;јои/дХј) , 

ТЈај,2 = [0.5(ајј + ati ) - Т/Т;_ааај ](1i+Т;_јОU/ОЗ:ј), 

тщ,3 = О.5(ајј + ati )[O.5(uzj + иј;) - 1'/Т;_;оијОХј] , 

ТЈ;ј,4 = О.25(ајј - ati)(u:t:j - ut;). 
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Linearnom transformacijom у = Х + th preslikajmo obIast е; = еј(Х) = {у = 
(У1, У2) / Х, < Уј < Хј + h, Х3-ј - h < Уз-ј < Хз-; + h} па pravougaonik Еј = 
{t = (tl,t 2) / 0< ti < 1, ~1 < tз_; < 1}. Oznaiimo u·(t) = и(у). Тма 'мАх) 
mozemo predstaviti u obIiku: 

ТЈ;ј,1 = h-
1 {Jl. (1-/t 3-i/)OU· /дtj dt1dt2 Jl.o -/tЗ-i/)аiј(t) dt 1dt2 

I I 

-Jly -/tЗ_i/)аiј(t)Оu·јОtј dt 1dt 2 }' 

I 

Odatle zakljucujemo da је 

za л ~ О, !Ј. ~ 1 i q > 2. Osim toga,ТJij,1 = О ako је а/ј konstanta јlј ako је и· 
роliпот prvog stepena. Primenom lете 2 dobijamo: 

Vracanjem па stare promenljive dobijamo: 

Sumiranjem ро cvorovima mreze uz primenu Holderove nejednakosti dobijamo: 

(4) 

gde је О S: л S: 1, 1 S: !Ј. S: 2. 

Izaberimo л = s - 1, !Ј. = 1 ј q = р. Tada је W;-l = W;, i prema teoremi 
potapanja (ЋјеЬеl [19781) 

w; с W;P/(P_2) = W:q/(f- 2) za 1 < s S: 2. 

Sledi: 
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Neka је sada q > 2 konstanta. Уаје sledeca potapanja: 

W;+Џ-l с W"Л za џ > 2-2/q i 

W2>-+I' С Wf"!('l-2) za ,\ > 2/q. 

Sta.vUajuCi ,\ + џ = s iz (4) dоЫјаnю: 

Na slican пасјп se ocenjuju i ostali sabirci '1јј,1: (k = 2,3,4). Za njih takoae 
vaie осепе oblika (5) i (6). 

Iz (3), (5) i (6) dobijamo traienu осепп brzine konvergencije diferencijske 
sheme (2): 

Ни - vHw1 = \\z\\w1 S Chs
-

1 щ~lIаi;I\W'-l({})lIиllw'(n), 1 < s S 3. 
2,h 2,h ',1 Р 2 

DoЫјепа оеепа је saglasna s glatkoseu podataka. Slicne осепе mogu se dobiti i u 
drugim diskretnim normama. 

Осепе ovakvog tipa u slucaju jednaёina s konstantnim keoficijentima dobili su 
Weinelt [1978] i Lazarov[1981] - za celobrojne s, i Lazarov, Машоу, Weinelt 
[1984] i Jovanovic [1984] - za real.ne s. Осепе u diskretnim W;-normama za 
р =1 2 dobili su Si.ili, Јоппоује, Ivanovic [1985]. Jednacine viseg reda razma­
trali su Ivanovic, Ј ovanovic , Siili [1986]. Jednatine s promenljivim koeficijentima 
eliptickog tipa razmatrali su Jovanovie [1987а, 1988а] i Јоуапоује, Ivanovic, Siili 
[1987а}. Slicne осепе za parabolicke zadatke dobili su Јоуапоује [1982, 1988, 1988а 
Ь], Ivanovie, Јоуапоујс, Siili (1984] i Weinelt, Lazarov, Streit [1984]. Нiperbolicke 

zadatke razmatrali su Јоуапоује, Ivanovie, Siili [1986, 1987]. 



Numerical methods for solving 
partial differential equations 

(Boundary value problems and mixed problems 
for linезr elliptic, parabolic and hyperbolic equations) 

Summary 

Вoundary уаЈие ргоblешs Сог partiaI differentiaI equations ые mathematicaI 
models Сог various phenomena аз: heat conduction, diffusion ргосеsseз, wave то­
tion, fluid dynamics, elasticity, nuclear physics ргосesзes, etc. Only јп soте гые 
оссазјоns these ргоЫешs сan ье solved with classical mathematical methods and 
јп аН other сaseз approximate methods аге necessary. 

Finite difference method Ьаз а уегу important position among approxiroate 
methods Cor solving partial differential equations. ТЬе book is devoted to this 
method. 

ТЬе book is made оС the revised and extended materiaI Crom the series оС 
lectures ЬеЫ Ьу the author in 1975/76 within the Seminar foг Applied Mathematics 
in the Belgrade MathematicaI Institute. In the book the author tried to synthesize 
soте important results Crom the theory оС difference schemes, to point to the Ьазјс 
ргоЫешs in the theory and to ехрose the leading methods Сог solving зисЬ problems. 
Primary attention is put оп investigation оС stability and correctness оС difference 
schemes and their convergence, as well as оп construction оС economic difference 
schemes. Some original results Ьу the author ые presented as well. 

ТЬе book is intended primarily Cor the students оС mathematics, postgradu­
ate students and Cor mathematicia.ns who work with numerical methods, as well 
as foг engineers who need practical numerical methods Cor solving boundary уаlие 
problems in their work. In reading the book, basic knowledge оС theory оС differn­
tial equations and functional analysis is required, in the зсоре оС usual university 
courses. 

Тће book contains Cour chapters and ап appendix. Тће first chapter is intro­
ductory. Јп it basic function spaces аге defined Cor further uзе, soте notions Crom 
functional analysis аге presented as well as Ьазјс boundary value problems оС еlliр­
tic, parabolic and hyperbolic type. ТЬезе boundary уаЈие ргоЫешs can Ье treated 
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as linear equations of СаисЬу problems for linear differential equations јп Hilbert 
зрасе. Afterwards, Ьазјс а priori estimates are derived, from which the stability 
of discussed boundary value problems follows. Тће estimates Cor the parabolic 
and hyperbolic сазе ме derived in ап abstract form, from which, specifying the 
Нilbert зрасе and the linear operator, the estimates are obtained for the particular 
boundary value problem. Also, the concept of difference зсЬете is introduced. 

ТЬе second chapteris devoted to elliptic equations. Јп its first part difference 
schemes are construded for solving various boundary value problems and their 
stability, correctness. and convergence ме investigated. For the sake of simplicity 
of derivation, the most simple difference approximations ме mainly used. ТЬе 
second part of the chapter јз devoted to solving the system о! difference equations, 
especially using iterativa methods. ТЬе тain attention is paid to the есопоту о! 
the method and, јп connection with it, to the optimal choice о! iterative parameters. 

Јп the third chapter difference зсћетв are constructed for solving parabolic 
equations. Stability and convergence are investigated for the explicit, implicit, 
weighted зсћете and the alternative direction всћете. Jt is proved that the alter­
native direction schemes are absolutely stable and есопошiс. 

1п the fourth chapter difference schemes ме constructed for solving parabolic 
equations. Stability and convergence are investigated for the explicit всћете, 
weighted scheme, alternative direction зсЬете and for the the additive зсЬете 
for опе fourth order equation. As in the previous chapters, great attention is also 
paid to the есопоту оС the всЬетез. 

Тће appendix is devoted to the approximation of generalized solutions о! 
boundary value problems. Since generalizedsolutions, јп general, do not have 
continuous partial derivatives, standard technique based оп Taylor expansion сan 
not Ье applied for convergence analysis о! corresponding difference schemes. In 
the recent time, an aIternative technique based оп the Bramble-Нilbert Lemma is 
developed in the work оС тапу mathematicians, inicluding the author. ТЫз tech­
nique is presented here in the сазе of the first boundary value problem for elliptic 
equation with variabIe coefficients. 
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