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1 Chapitre 

SUR LA THÉORIE NOUVELLE DES CARACTÉRISTIQUES 
DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE 

Il s'agit dans ce chapitre de considérer la théorie nouvelle de R. Courant 
des caractéristiques des équations aux dérivées partielles du premier ordre, [1) 
et de faire la généralisation correspondante sur les systèmes en involution des 
équations aux dérivées partielles du premier ordre [2]. Nous allons nous servir 
du système correspondant de Char pit, établi dans les recherches de N. Saltykov. 
[3], pour faire la généralisation mentionnée. 

1. Sur la théorie des caractéristiques 

Considérons l'équation aux dérivées partielles du premier ordre dépendante 
explicitement de la fonction inconnue z des variables indépendantes Xl' •.. , Xn 

(1) F(xl' ... , X n, Z, Pl' ... , Pn)=O. 

II est bien connue le théorème d'existence et d'unicité de la solution de 
Cauchy, [4]: 

Théorème. Soit f(xl' ... , X n ' Z, Pl> ... , p,J de la classe C2 sur un 
certain ouvert Eln+t de l'espace à 2 n + 1 dimensions, dont les coordonnées du point 
sont les variables: x(xl , ••• , xn), Z, P(Pt, ... ,Pn). Soit (XO, zO, pO)EEln+1• Soit 

(2) X = a (t), t = (t1> •.. , tn- 1) 

une pièce de la hypersurface de la classe C2 définie pour t voisin de 

tO (t?, ... , t~_l) et a (t0) = xo• 

Soit b (t) une fonction de la variable t de la classe C2 voisine de t O et b (tO) = zoo 
Aussi, les conditions suivantes 

(3) F(xD, zO, pO) = 0, 

° oa(tO
) ob (tO

) 
p . = ,(i=I, ... ,n-I), 

o tl 0 ti 
(4) 
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(5) det[ O:~;O) , Fp{xO, zO, PO)]:to 

soient satisfaites. Cela étant, dans le voisinage En de x = XO il existe une solution 
unique: z = z (x) de la classe C2 du problème de Cauchy (1-2) et z [a (t)] = b (t). 

C'est la méthode de Cauchy des caractéristiques que réduit ce problème 
à la théorie des équations différentielles ordinaires, [1], [4]. 

R. Courant, [1], a utilisé la théorie des systèmes de Char pit pour établir 
une méthode nouvelle des caractéristiques pour l'équation (1). 

Pour cela il a associé à l'équation (1) le système suivant de Charpit 

~ oF OPi + oF Pi+ oF =0, L., (i= 1, ...• n) 
&=10P& oXa OZ OXi 

(6) 
Il iJF oz Il iJF I---I --Ps=O 

s=1 Ôps OXs s=liJps 

et de même aussi, grâce au système (6), le système équivalent des caractéristiques 

(7) 
dXi oF 
--=-, 
d't" OPi 

(i = l, ... , n) 

et il a fait la conclusion suivante: 
Un problème initial convenablement choisi pour le système de Char pit 

(6) est équivalent au problème correspondant de Cauchy de l'équation (1). Cette 
conclusion offre une base nouvelle pour résoudre le problème de Cauchy relatif 
à l'équation (1) à l'aide des équations des caractéristiques (7). 

Posons alors pour le système (6) le problème suivant: 
Déterminer les fonctions z, Pt pour que les conditions suivantes 

Il 

(8) F=O, dz= 2: Psdxs 
&=1 

soient toujours satisfaites sur une multiplicité non caractéristique M n- 1 donnée, ou: 
Déterminer la surface 

(9) z=z (x) 

que contient la multiplicité M"-1 donnée et vérifié sur M n- 1 les conditions (8). 
Notre but est de démontrer que la surface (9) est aussi de même une 

intégrale correspondante de Cauchy de l'équation (1). 
Il ne s'agit donc à présent que de vérifier sur la surface (9) les identités 

suivantes 

(10) 

(Il) 

F(x1 , ••• , Xn, Z, Pl' ... , Pn)=f(xp ••• , Xn)=O 

( ) iJ Z (Xl' ... , XII) ) 0 P Xl' •.• , XII - Pi (Xl' ... , Xn =, (i = 1, ... , n). 
iJ Xi 
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On a immédiatement, grâce à la dernière des équations (6) les relations 
suivantes 

(6') 

et 
n oFoPs n 

(6") 2: - -+ 2: AsiP.=O, 
s=1 0ps OXi s=1 

où nous avons désigné par As; les dérivées suivantes: Ast=02 Flops OXi. 
II est aisé de mettre la dérivée de la fonction f 

of = ~ dF ops + oF + oF oz, 
OXi s=IOP. OXi OXi Oz OXj 

en vertu des équations (6) et des relations suivantes 

OPi OPs OP; oP. ----=----, 
OXs OXi OX. OXf 

sous la forme suivante 

(12) of i oF (OP. OPi) oF P 
OXi =S=IOPs OXi-OXs - oz i· 

Multipliant les deux membres des égalités écrites respectivement par les 
dérivées 0 Flo Pi, sommons les résultats obtenus; il en résulte 

(13) 

et en y substituant les valeurs des dérivées 0 Flo Pi tirées des équations des 
caractéristiques (7), on a dfldT= o. Grâce à la proposition que la première 
condition de (8) est satisfaite sur la multiplicité donnée Mn-l' on peut conclure 
qu'il y a lieu la condition (10), c'est-à-dire f=.O. 

Quant à la vérification des conditions (11), on peut d'abord partir des 
relations (12) écrites sous la forme nouvelles 

(12') ~ oF (0 Pi _OPS) + oF Pi=O, 
s_IOps oxs oX; oz 

ou, en vertu des équations (6") et (7), sous la forme évidente 

dPI ~ • --+ 4.. AsiPs=O, 
dT 3=1 

(14) (i = l, 2, ... , n), 

A;i désignant les coefficients connus. Grâce au système linéaire et homogène (14) 
et à la deuxième des conditions (8) sur Mn_Ion a définitivement Pi=O. 
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2. Sur une variante dans la théorie des caractéristiques du système des 
équations aux dérivées partielles du premier ordre en involution 

Considérons un système des m équations aux dérivées partielles du premier 
ordre d'une fonction z inconnue, contenant explicitement cette dernière: 

(15) Fk(xp •. :, Xn, Z,PI' ... ,Pn)=O, (k=l, 2, ... , m<n) 

en involution 

(16) [Fk, Fj]= L: (ÔFk dFj _ ô Fl dFk ) = 0, 
1 ÔPi dXi ÔPi dXi 

(j, k= l, ... , m) 

et le déterminant fonctionnel 

(17) Ô=9J (FI' ... , Fm )*0 
Pl' ... , Pm 

ne s'annulant pas. 
Il y a plusieurs des méthodes différentes de démontrer l'existence et l'unicité 

de la solution de Cauchy du système (15). 
E. Goursat, [5], avait donné sa démonstration en utilisant les transfor­

mations connues de Mayer. Sur la méthode employée, dans un cas spécial, 
était fait un exemple contraire par L. Bieberbach, [6]. Une autre démonstration 
de Goursat, [5], est fondée à la conclusion de (~-1) à m équations. Suivant 
une opinion de E. Kamke, [7], la démonstratioI\_ dernière est plus compliquée 
et aussi n'est pas convenable à estimer le domain d'existence de la solution. 

C. Carathéodory, [8], avait donné la démonstration de son théorème en 
employant pour le système normal en involution 

(15') Pk=fk(XI, ... , Xn, Z, Pm+l' ... , Pn), (k=I, ... ,m) 

les idées et les définitions antérieures de la théorie des caractéristiques de 
Cauchy et le système correspondant d'équatiûns aux différentielles totales des 
caractéristiques. 

Dans l'article mentionné E. Kamke: 1) avait donné - dans une forme 
explicite - le dornain d'existence de la solution, 2) avait proposé que les 
fonctions données fk possédaient les dérivées des ordres supérieurs, 3) avait 
établi la dépendance de la solution considérée aux paramètres donnés, et 4) il 
avait donné sa démonstration en utilisant la méthode de la réduction à une 
(single) équation correspondante. 

P. Hartman, [4], en exposant la méthode de Cauchy des caractéristiques 
(dans le cas m = 1 d'après la méthode citée le problème de Cauchy pour 
l'équation (1) est réduit à la théorie des équations différentielles ordinaires) 
avait noté qu'il n'y a analogie aucune de cette méthode pour le cas du 
système (15). 

N. Saltykow avait étudié plus antérieurement la théorie des caractéristiques 
en utilisant les systèmes correspondants de Charpit, [3], [9]. Il avait démontré 
que par le système linéaire 

(k = 1, 2, ... , m) 
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étaient définies les équations aux dérivées partielles des caractéristiques sous la 
forme d'un système suivant de Charpit 

(CH) 

~ iJ Fk iJ xm+J _ iJ Fk 
,= 1 d p, --;;;: - d Pm+J ' 

~ iJFk iJ Ps dFk 
L..-- --=---, 

,=1 iJ P, iJ x, dxs 

i iJFk iJz = }: Pi iJFk , 
,=1 iJ p, iJ X, i~1 iJ Pi 

(j= 1, ... , n-m) 

(s=I, ... ,n) 

(k= 1, "', m). 

Notre but dans ce paragraphe est d'utiliser une méthode que réduit le 
problème de Cauchy du système (15) au problème initial correspondant du 
système de Char pit (CH), [2]. 

Considérons le système (15) en involution des équations aux dérivées 
partielles du premier ordre d'une fonction réelle z = z (x) des n variables réelles 
indépendantes x= (xl' ... , xn), Fk (x, Z, p), p"'" (PI ==d z/iJ xI> ... , Pn-==d z/iJ xn) 
désignant m fonctions réelles des n + 1 +n variables de la classe C2, FkEC2(E2n+l ) 

sur un ensemble ouvert E2n+l • Soit (:xfJ,zo,pO)EE2n+1 et :xfJ=(x?, ... ,x~), 
pO = (p~, ... , p~). Une solution de (15) est une fonction z =z (x) de la classe CI 
sur un x-ensemble En tel que [x, z (x), zxCx)]EE2n+l pour xEEn et (15) devient 
les jd~ntités par rapport à x, c'est-à-dire: Fk [x, z (x), z'" (x)]-==O, xEEn. 

Une solution de Cauchy est une fonction z (x) que devient une foncti~n 
donnée 

z=~(xm+l> ... , xn) pour Xt=x~, (i=l, ... , m) 

~ étant de la classe C2 sur un ensemble ouvert En-m dans un voisinage des 
X~t+l, •.• , x~, ou dans la forme paramétrique correspondante 

(18) {Xi_=x?, (i~l, ... , m), xm+J=tj, (j=I, ... , n-m), 

z - ~ (t), t - (tl' ... , tn-m) 

où ~ (t) est de la classe C2 dans un voisinage de t =tO, iO = (t~, ... , t~-m) et 
~ (t O) = zoo 

La solution du problème (15)-(18) ne peut exister qu'il y a une fonction 
P (t) dans un voisinage de t = tO et pO = P (tO). 

Notons que la relation suivante 

z (1;0, t) = ~ (t), 

où l'on a posé 1;=(x1 , ••• , xm), 1;°=(x~, . .. , x~), définit les composantes 
suivantes 

iJ ~ (t) 
Pm+s(t)=-J.-' 

u ts 
(s= 1, ... , n-m) 

que sont de la classe Cl dans un voisinage de tO. 
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Si la condition (17) est remplie dans un voisinage de (xli, ZO, pO)EE2n+1> 

les relations 

Fk ~,t, ~ (t), Pl' ... , Pm, -, ... , -- = 0 ( ° O~ O~ ) 
o t1 0 tn-m 

(k=l, ... ,m) 

déterminent les autres composantes Pi (t), (i = 1, ... , m) comme les fonctions 
uniformes dans un voisinage de t= tO. 

De cette manière nous avons les fonctions initiales 

(19) ~=~o, Xm+j= th (j= 1, ... , n-m), z=~ (t), p=p(t) 

où ~ (t) est de la classe C2 et P (t) est de la classe Cl dans un voisinage 
de t= tO. 

(20) 

Supposons que l'intégrale de Cauchy du système de Charpit (CH) 

Xm+j = cPj (~, t), 

z = ljJ (~, t) 

Pi = 1t1 (~, t), 

(j= 1, ... , n-m) 

(i= 1, ... , n) 

vérifie les conditions initiales (19), c'est-à-dire 

(21) z=IjJ(~O, t)=~(t) 

PI=1ti(~o, t)=Pi(t), 

(j= 1, ... , n-m) 

(i = 1, ... , n). 

Grâce à la proposition faite que Fk soient de la classe C2 dans un voisinage 
de (xO, zO, pO), l'intégrale de Cauchy (20) est unique et les fonctions cp], 1jJ, 1ti 

sont de la classe Cl et les dérivées du seconde ordre existent avec les propriétés 

o (OCP}) 0 (OCP}) 0 (01jJ) 0 (01jJ) 
OXk Otl = Oti OXk 'OXk Oti = ot( OXk 

dans un voisinage de (~O, tO). 
Grâce aux propriétés d'intégrale générale du système (CH), [2], on a les 

relations suivantes 

(1') 

remplies pour (~, t) voisin à (~O, tO), avec <P=(<P1' ... , <Pn-m), 1t=(1t1' ... , 1tn). 
Les équations différentielles des caractéristiques (CH) sont identiquement 

satisfaites par les valeurs (20), et les identités provenant des équations de deux 
premières lignes (20) nous donnent les identités suivantes 

(22) m oFk (01jJ n-m OCPJ) 2: - --1t,- 2: 1tm+j - = o. 
,=1 Op, OXr j=l OXr 
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Le déterminant (17) étant distinct de zéro, les égalités (22) nous donnent 

d ~ (ç, t) n-m d(Çlj (ç, t) 
1t, (ç, t) + 2: 1tm+j (ç, t) , 

j=J dXr 

(23) 
dXr 

(r= 1, ... , m). 

En vertu des équations de la première ligne de (21) on a 

d(rpl' .•. , (Çln-m) 1 *0 
d (tl> ... ,tn-m) 1;=1;0 

et grâce à la continuité il s'ensuit 

(24) d (rpl' ... ,rpn-m) *0 
d(tJ , ••• , tn-m) 

9 

pour (x, t) voisine à (Xl, ta). De cette manière on a une transformation unique 

ts='t'S(XI' ... , xn), (s= 1, ... , n-m) 
ou 

(25) t="qx), 't'=("rJ, ... , 't'n-m). 

't'ex) étant de la classe Cl dans un voisinage de xOEEn. Donc, dan(ce voisinage 
on a aussi 

ts='t's (çO, t), (s = 1, ... , n-m). 

Supposons que l'élimination des variables ts de (20) donne les relations nouvelles 

(27) 

(28) 

z=a(x) 

p=b (x), (bl , ... , bn) =b 

pour x voisine à xO, où l'on a posé 

(29) 

(30) 

a (x) = ~ [ç, 't' (x)], 

b (x) = 1t [ç, 't' (x)]. 

Les fonctions a (x) et b (x) sont de la classe Cl dans un voisinage de Xl' 
Il est facile de vérifier 

A=a (ç, rp) = ~ (ç, t), 

B1=b j (ç, rp)=1tj (ç, t). 

Il faut maintenant démontrer dans des voisinages de XO et tO J'existence 
des relations suivantes 

(31) 

(32) 

(33) 

a) Fk [x, a (x), b (x)] = 0, 

b) a (çO, t) = ~ (t), 

c) dafdxj=bj(x), (i=I, ... ,n). 
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Dé mon s t rat ion. ad a) Les formules (1 ') ont lieu pour chaque (~, t) 
voisine à (~O, ta), on a donc pour t = -r (x), c'est-à-dire 

Fk [~, q> (~, -r), ~ (~, -r), 1t (~, -r)] = 0 

et les dernières relations, grâce aux (251), (29) et (30), nous donnent (31) dans 
un voisinage de xo. 

ad b) Considérons (29) pour ~ = ÇO et xm+i = Ij, les relations (29), (26), 
(21) nous donnent les relations requises (32) 

a(~O, I)=~[~O, -r(~O, t)]=H~o, t)=qt) 

qui sont satisfaites dans un voisinage de 1°. 

ad c) Il est facile de voiie que l'existence des relations (33) peut être 
réduite à l'existence des relations suivantes 

d ~ n-m dq>j 
Us(~, 1) =-- L: 1tm+j-=O, (s= 1, ... , n-m) 

d ts j=l d ts 
(34) 

dans un voisinage de (~O, ta). 
CI) Montrons que si l'on a 

da 
(331) bm+j = --- (j = 1, ., ., n-m) 

dXm+J 
pour x voisin à xo, alors 

b = da ( ) , ::. ' r, ... , m. 
uX, 

Calculons, en effet, les dérivées partielles des relations (291) par rapport à x, 

d~ = ô A + ny ~ d q>j . 
dX, dX, j=l ôXm+j dX, 

et grâce aux (23) on a 

ô A n -m ( dA) d q>j 
1t,--+ L: 1tm+j--- - = ° 

ÔX, j=l dXm+r dx, 

ou, pour 1 = -r (x) 

(35) b,--+ 2: - bm+j ---- = 0, d a n- m [ d q>j ] ( da) 
dx, j=\ dX, dXrn+j 

(r=l, ... ,m). 

Donc, si l'on a (33\), les de-nières identités nous donnent (33 2), Il ne s'agit 
donc que d'être satisfaites les rebtions (331), 

cz) Montrons à présent si les relations suivantes 

d ~ n-rn dq>J 
(36) -- 2: 1tm+j-=O 

d ts j=l dIs 

sont satisfaites, alors (331) ont lieu. 
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Grâce aux dérivées partielles des relations (29t) par rapport à t. 

Ô ~ n-m Ô A Ô cp) 
--L;--=O 
ôt. j=1 ôXm+J Ôts 

et aux (36), on a 

L; -~ 1tm+j--- =0, (s=I, . .. , n-m) n-m Ô cp ( ô A )' , 

}=1 Ô t. Ô xm+j 

ou, pour t='!(X} 

ny[ÔCPjJ(bm+j-~)=O. 
j=1 ôt. ÔXm+) 

Donc, en utilisant, (24) on a (33 1), II suffit, donc, à présent de satisfaire: 
U. (~, 1) = 0 pour (C;, t) dans un voisinage de (~O, tD). 

c3) II nous reste de démontrer à p: ésent qu'il, est toujours possible de 
satisfaire aux conditions (36). 

Calculons les dérivées partielles des fonctions U. par rapport à x, 

ôU. =_~_ny(Ô1tm+} ôcpj + 1tm+j ô
2

1'jlj ) 
ôx, ôt.ôx, j=1 ôx, Ôt. ôt.ôx, 

et les dérivées des relations (23) par rapport à t. 

on a 

ô2 ~ Ô 1tr n~ (Ô 1tm+j Ô cpj ô2 cpj ) --"--=-+ L. -- -+ 1tm+j , 
ôxrôt. ôt. j=1 ôta ÔXr ôxrôt. 

ôU. =Ô1tr +ny(Ô1tm+} ÔI'jl}_Ô1tm+j Ôl'jlj). 
ÔXr Ôt. j=1 Ôt. ÔXr ÔXr ôt. 

Grâce au système (CH) on a aussi les relations évidentes 

i ÔFk ôcpj = ÔFk , 

r=IÔPr ôXr ôPm+j 

~ ôFk Ô 1ti dFk 
L.,--=--' 
r=tÔprôxr dx; 

(j= 1, ... , n-m) 

(i=l, ... ,n) 

et on peut former la somme suivante 

i ôFk Ô U. = i OFk 01ti + ny dFk ôcpj. 

r=10Pr oXr i=1 ÔPi ôt. }=1 dXm+i ot. 

En utilisant la somme dernière et aussi les dérivées partielles par rapport aux 
t. des relations (1') on obtient 

(37) 
(k=I, ... ,m) 

(s= 1, ... , n-m). 
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C'est un système linéaire et homogène des fonctions Us' Les valeures 
initiales des ces dernières fonctions sont 

ôt n-m ôt) ô~ 
U.(~O, t)=-- ~Pm+)(t)-=--Pm+.(t)=O 

Ô t. j=l Ô t. dt. 

pour t voisin à tO. Donc, les relations (36) ont lieu dans un voisinage de (~O, tO). 
Par conséquent, l'idée de la démonstration, en utilisant le système 

(CH), était 

1:0 1: b ôa da (j=I, . .. , n-m) 
Us ('" , t)=O => Us("', t)=O => m+J=-- => b j =-

ôxm+) ÔXI i= 1, ... , n). 

Théorème d'existence et d'unicité. Soient Fdx, z, p) de la classe C 2 sur 
un domaine ouvert E2n+1• Soit (xO, zO,pO)EE2n+1 et Fk(xO, zO,pO)=O. Soit 
~ (t), t = (t1 = Xm+1, ••• , tn-m =xn) de la classe C2 pour t voisin à t O et ZO = ~ (tO). 
Enfin, si les conditions (16) et (17) sont vérifiées, il existe dans un voisinage 
En de xO une solution unique a (x) de la classe C2 et vérifiant les conditions 
initiales 

XI =x?, (i= 1, ... , m), 

et le système (15). 

z=~(Xm+l' ... , Xn), 



II Chapitre 

SUR LE SYSTÈME EN INVOLUTION DES ÉQUATIONS AUX 
DÉRIVÉES PARTIELLES DU SECOND ORDRE 

Les systèmes des équations aux dérivées partielles du second ordre en in­
volution de Darboux-Lie ou en involution de l'intégrabilité complète admettent d'étab­
lir plusieurs propriétés qui sont analogues aux propriétés de la théorie des équa­
tions aux dérivées partielles du premier ordre. 

1. Sur l'involution de Darboux-Lie 

Considérons l'équation aux dérivées partielles du second ordre 

(1) A (x, y, z, p, q, r, s, t) =0 

d'une fonction réelle z des deux variables indépendantes en utilisant les désig­
nations habituelles 

i)z 
p=-, 

i)x 

~z 
S=--. 

i)xi)y 

i)2z 
t=-. 

i)y2 

Introduisons une équation auxiliaire en l'écrivant sous la forme 

(2) B(x, y, z, p, q, r, s, t)=O 

de sorte que l'on ai t 

(3) 't.l (A,B)#O. 
r, t 

Considérons les variables 

(4) z, p, q, r, s, t 

comme les fonctions des deux variables indépendantes x et y, liées par les 
relations 

(4') 

dz=pdx+qdy, 

dp=rdx+s dy, 

dq=sdx+t dy. 



]4 Borivoj N. Rach:tjsky 

Formons les équations dérivées du premier ordre du système (1), (2) res­
pectivement par rapport aux variables indépendantes x et y 

(5) 

oc, ~, y, 8 désignant les 

03 Z 
oc= ~i3 ,. 

et en posant 

Aroc+A, ~+Aty+DxA = 0, 

Ar~+A3y+Ata+ D'II A= 0, 

Br oc + B, ~ + Bt Y + Dx B = 0, 

Be ~+BBy+Bt 8+DyB= 0, 

dérivées partielles du tiOisième ordre de la 

~z ~z ~z 
~=. ., y= ,8=-
. ox2 oy ox oy2 oy3 

.. ) ; 

000 0 
Dz=-+p-+r-+s-, 
.ox Oz op oq. 

o 0 0 0 
Dy=- + q - + s - + t -. oy Oz op oq 

fonction z 

Éliminant de la prC1mière et de la troisième équation (5) respectivement 
d'abord y et ensuite oc, on obtient les deux équations suivantes 

(6) 

On obtient les autres deux équations analogues, en éliminant de la seconde 
et de la quatrième équation (5) d'abord 8 et ensuit ~ , 

(7) 

JI' ... , J7 désignant les déterminants fonctionels suivants 

J I =='1> (A,B) , 
r, t 

J2=='1>(A,B) , 
. s, t 

J3 =='1> (A,B), 
s, r 

J5 =='1> (, B), 
x,r 

J6 =='1>(A'B) , 
y,t 

J7 ='1> (A,B), 
y,r 

cù les dérivées par rapport aux variables x et y sont plÎses totalement. 
En vertu de la définition bien connue de l'involution de Darboux-Lie, les 

équations (6) et (7) ne doivent point être résolubles par rapport aux dérivées 
du troisième ordre. Il s'ensuit que la seconde équation de (6) et la première 
équation de (7). se confondent. 

0<1 en tire les conditions d'involution de Darboux-Lie sous la forme suivante 

(8) 
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Les systèmes des quatre équations (6) et (7), par conséquent revient au 
système des trois équations suivantes 

(9) 

Or Or 
J I -+J2 -+J4 =0, 

Ox oy 

os os 
J I -+J2 -+J6 =0, 

ox oy 

ot ot 
J I -+J2 -+J6 J7 :JS= O. 

ox oy 

Complétons ces dernières équations par les égalités suivantes 

Oz Oz 
J I -+J2 --JI P-J2 q=0, 

ox oy 

(10) 
op op 

J I -+J2 --JI r-J2 s= 0, 
ox oy 

oq oq 
J I -+J2 --JI s-J2 t=0. 

ox oy 

L'ensemble obtenu d'équations (9) et (10) représente un système du type de 
Char pit. 

A ce système de Charpit on peut associer le système suivant d'équations 
différentielles ordinaires des ca.racté istiqucs 

(CH) 
dx dy dz dp dq 
-=--=---=-~- -~-=--=--=-----

dr ds dt 

2. L'application des conditions d'involution de Darboux-Lie 

On peut appliquer les conditions (8) d'involution de Darboux-Lie pour 
chercher une fonction B(x, y, z, p, r, s, t) que soit en involution de Darboux-Lie 
avec la fonction donnée A (x, y, z, p, q, r, s, t), [10]. 

(11) 

(12) 

Les conditions (8) peuvent être écrites de la manière suivante 
2 JI +J2 J 3 =0, 

JI J6 +J2 J S = O. 

Grâce aux valeurs citées antéreurement pour J f on peut la condition (11) 
mettre sous la forme 

(Il') 

En vertu de l'hypothèse Ar=;i:O et des notations suivantes 

As:Ar=m, 
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·on obtient 

.ou 

.où l'on a posé 

Borivoj N. Rachajsky 

(Bt-Brn)2+ (mBt-nB,) (mBr-Ba) = 0 

2 Bt = m Ba + (2 n-m2) Br + R 

R= ± (m2-4n)1/2(Ba- m Br). 

En introduisant la désignation k12 pour la racine de l'équation algébrique du 
second ordre 

Ark2-Aak+At= 0 

.on peut la condition (11) étudiée mettre sous la forme 

{Il") 

Quant à la condition (12), en nous servant des désignations pour les va­
leurs m et n et posant 

·on mettra la condition mentionnée sous la forme cherchée (en vertu de B" 
tirée de (11")) 

2vBt=N+nvBr±(N-nvBr), N=k12 DxB+nDyB-(J.k12Br. 

On prendre de deux formules celle qui correspond au signe supérieur. Il 
en résulte la seconde condition cherchée 

{12') 

De cette manière on vient d'obtenir deux équations (Il") (12') qui sont 
linéaires par rapport aux dérivées partielles du premier ordre de la fonction B. 
Les formules obtenues, [10], seront utiles pour chercher une fonction B qui soit 
en involution de Darboux-Lie avec la fonction donnée: A. 

3. Sur l'involution de l'intégrabilité complète et la 
méthode de N. Saltykow 

Considérons à présent les équations aux dérivées partielles du second ordre 
.::J.ue l'on écrira sous la forme 

(13) r+a(x, y, Z, p, q, s, t)=O 

Introduisant une équation auxiliaire en l'écrivant sous la forme 

(14) t+b (x, y, Z, p, q, s) = o. 
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Différentiant les équations (13) et (14) respectivement 
bles x et y on obtient les équations suivant,s 

par rapport aux varIa-

f ar as at 

,
-+as-+at-+Dxa=o, 
ax ax ax 

ar as at 
1 -+as-+at -+Dya=O, 

ay ay ay . 
" at as 

-+bs-+Dxb=O, 

1 

ax àx 

al as 
t

-+bs-+Dyb=O. 
ay ay 

(15) 

En utilisant que les valeurs des quantités 

(16) z (x, y), p (x, y), q (x, y), r (x, y), s (x, y), t (x, y) 

vérifient les conditions 

(17) 
ar as as at 
-=-
ay ox' ay ax 

on peut les relations (15) transformer et mettre sous la forme nouvelle 

1 
Or +(aa-atba)or-atDxb+Dxa=O, 
ax oy 

as os - + (aa-at ba) --at Dy b + Dy a = 0, 
ax oy 

os os 
-+b -+D b=O, 
oy a ax x 

(18) 

at at 

t
-+ba-+Dyb=O. 
ay ox 

La seconde et la troisième équation (18) donnent les dérivées de la fonction s 

(19) 

où l'on vient de poser 

(20) 

as ~l 
-o-x =-~' 

os = _ ~2 
oy ~ 

~=lb8 11 
1 a8 -at b8 

~l et ~2 représentent ce qui devient k détermij- a-'.t ~ e:!1 y remplaçant respec­
tivement les élements des colonnes pa~ les term8S d0s cqu?tions considéj'ées 
indépendantes des dérivées de la foncti0n s. 

2 
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La condition d'involution d'intégrabitité complète du système (13) et (14) 
est exprimée par la condition nécessaire de la compatibilité des équations (19) sous 
la forme suivante 

(21) . 

La condition (21) est, par rapport à la fonction inconnue b, linéaire aux 
dérivées partielles du second ordre par rapport aux variables x, y, Z, p, q, s. 

Dans le cas du système des équations (13) et (14) les conditions de l'in­
volution de Darboux-Lie sont exprimées par les relations suivantes (voir les 
conditions générales (8)): 

(22) 

(23) 

atb;-asb8+ 1 =0, ou Ll=O, 

Dxb +bs (at Dyb-D~a)= O. 

Pour le système de deux équations de la forme suivante 

r+H(x, y, z, p, q, s) = 0, 

t+ <I> (x, y, Z, p, q, s)= ° 
les conditions d'involution de Darboux-Lie sont de la forme 

(24) 
Dx <I> = <I>8 Dy H 

et la condition de l'intégrabilité complète est de la forme 

(25) ~ (D>H-HsD.,,<I»=~ (Dx<I>-<I>8DyH). 
dy Ha <I>8-1 dx Ha <I>8-1 

Au cas du système (23) les relations (18) ont les formes suivantes 

(26) 

f Or dr 

,
-+H8 -+DxH=O, 
dx dy 

ds ds 1 -+Hs -+DvH=O, 
{dX dy . 

ds ds 
- +<I>. -+ Dx <I>= 0, 
dy dx 

dt dt 

l
-+<I>s -+ Dy <I>= O. 
dy dx 

En utilisant les raisonnements les plus élémentaires, analogues à la théorie 
de Lagrange-Charpit pour les équations partielles du première ordre, N. Saltykow, 
[11], démontrait les deux théorèmes suivants. 
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Thé 0 r ème 1. Si les valeurs (16) de r, s, t vérifient les conditions (17), 
alors les fonctions (16) satisfont aux équations (26). 

Thé 0 r ème 2. Si les fonctions (16) vérifient les équations (23), (26), 
les conditions (17) en découlent comme conséquence immédiate. 

Cela étant, l'intégration du système (23) dépend de l'existence de la soluti­
on du système des équations (23) et (26). 

En effet, si la solution des équations (23) et (26) existe, elle donne, en 
vérifiant les conditions (17), le système des trois équations aux différentielles 
totales 

(27) dz=pdx+qdy, dp=rdx+sdy, dq=sdx+tdy 

dont l'intégration définit la fonction cherchée. 
Donc, la résolution du problème posé dépend de l'intégrabilité des équa­

tions (26). 
Les valeurs de r et t sont déterminées par le système donné (23). Il ne 

reste qu'à trouver la fonction s qui doivent être compatible avec les deux fonc­
tions connues r et t. Pour déterminer la fonction s on a les deux équations 

(26') 

os os 
-+Hs-+DyH=O, 
ox oy 

os os 
-+<Ps-+Dx <P= O. 
oy ox 

Il est nécessaire de distinguer trois cas suivants, [11]: 

1) Il existe la condition (25) de l'intégrabilité complète du système (23). 
L'intégration du système (23) s'achève en intégrant le système des quatre 

équations aux différentielles totales, formé par (27) et l'équation équivalent au 
système jacobien (26') (en supposant que les valeurs de r et t soient données 
par (23». 

2) Ils existent les conditions (24) d'involution de Darboux-Lie et les équations 
(26') se confondent. 

3) La condition (25) n'est pas vérifiée identiquement en vertu des relations 
(23) et (26'). Il en résulte une nouvelle relation entre les variables (16), ainsi 
que x et y. On a dans ce cas dernier de s'assurer si cette nouvelle relation est 
compatible ou non avec le système donné (23). 

Citons quelques exemples des systèmes intégrables par la méthode N. 
Saltykow: 
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où les C désignent dans les intég:-alcs complètes correspondantes quatre constantes 
arbitraires. 

4. Sur la notion et les propriétés de l'intégrale complète 

Il s'agit à présent de poser le problème suivant: établir les conditions qui 
doivent être satisfaites par l'intégrale complète du système (23) aux cas de 
l'involution de Darboux-Lie et de l'involution de l'intégrabilité complète. 

E. Goursat, [12], en païtant de l'équation 

r+2sm+tm2+2~ (x,y,z,p,q,m)=O 

m étant un paramètre, et l'étudiant d'un point géométrique, établit les conditions 
dites dans un cas spécial, [13]. 

Le résultat récemment acquis sur le problème posé, [13], s'obtient d'une 
méthode purement analytique dans le cas génél'al du système (23). 

Considérons le syst-ème donné suivant 

r + H (x, y, z, p, q, s) = 0, 
(23) 

t+<P (x,y,z,p,q,s)=O, 

qui est en involution de Darboux-Lie 

H.<p.=l, 

Dy H = H. Dx <1> • 

. Nous partons de l'équation 

(28) 

où Cl sont les constantes arbitraires distinctes et indépendantes des variables x 
et y. Supposons que V E C3 (D), D désignant un domaine de x, y, Cl' C2 , C3 , C4 • 

Formons les équations dérivées 

(29) 

(30) 

sous la condition suivante 

(31) 

p= Vx (x, y, Cl' C2 , C3 , C4), 

q=Vy (x,y,Cl ,C2 ,C3 ,C4), 

s = VXy (x, y, Cl' C2 , C3 , C4). 

r = Vxx (x, y, Cp C2 , C3 , C4), 

t = Vyy (x, y, Cp C2 , C3 , C4) 

dans le domaine D 
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Si le résultat de l'élimination des paramètres Ci parmi les équations (28), (29) 
et (30) ne donne que les équations (23), nous dir0r:s dans ce cas que l'intégrale 
complète du système (23) est définit pa: l'équat!o·-\ c0ns:délée (28). 

Dans le cas quand le systè:ne (23) est e:l ir.·~Aut;oa de Darboux-Lie, son 
intégrale complète (28) doit satisfaire al.X cc,adij(J:'f; cJtrplémentaires. 

En effet, les équations (28) et (29), g âc~ à (3 n, s0nt équivalentes dans 
D aux équations 

(32) Fk(X,y,Z,p,q,S~=Ck, '/(=1,2,3,4). 

En vertu des équations précé:'entes e~ (23) on a les égalités suivantes: 

(33) -H(x,y,z,p, q,s) = Vxx(x, y, FI' F2 , F3, F4)==VXX , 

(34) -<1> (x,y, Z,p, q, s) = Vyy (x, y, FI' F2 , F3' F4)=:Vyy • 

En différentiant les relations éviden'es 

(35) 'h = Fk (x,y, V, v.-e, Vy , VXy) = Ck , (k = 1,2,3,4) 

par rapport aux Ci on obtient 

() ~ () V () F-; {)2 V () F-; ô~ V () F;, {)3 V () Ck --+- +--_ ... _+------
() z () Ci () P () x () Ci () q () y () Ci () s () x Ô y () Ci () Ci ' 

(i,k=I,2.,3,4) 

Grâce à (31), il en résulte 

(36) 

() Pk = _1_ '1> (Ck' Vx , Vy , VXy ), 

() z il >-y Cp C2 , C3 , C4 

{)F~ =_1_ '1> ( V, Vx , Ck , V,y) () Fk. = .. 1_. ':j, ( V, V,-, Vy, Ck ) 

() q il xy Cl' C2 , C 3, Ci ' () S ~ -") \ Cl' C2 • C3 , C4 

(k=I,239, 

En différentiant l'égalité (33) pa; : ~:rP'h L ft S vIl c-btient 

ou 

où la parenthèse signifit le résuL at l" ':-, 5··' ~ ; :. \,!1 de z, p, q, s respectivement 
par leurs valeurs V, V .. , Vy , VxY ' G fi \; cl .'<;.' .\; '-1) ::iè:-e de (36) on a 

(37) -if!s 
~.y 
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désignant par !::..~-' le déterminant fonctionnel 

(31') !::..xx:=9J( V, V~, Vy, Vx~ ). 
Cl' C2 , C3 , C4 

D'une manière analogue en utilisant les relations (34), (35) et (36) on peut 
aussi obtenir 

(38) 

où l'on a posé 

(31 ") 

et Vxxy =iJ3JiJxiJxy, etc. 

La condition (241) nous donne 

(H.). (<1>.) = 1, 

où les pa-:-enthèses ont les significations antérieurement établies. Grâce aux 
égalités (37), (38), (24/) on a 

(H.)· (<1>.)== (!::..xxl !::..xy) (!::..yyJ !::..xy) = 1 
ou 

(39) !::..xx: !::..yy-!::..2XY = O. 

La relation (242) ou la relation suivante 

(Dy If) = (H.)· (Dx <1» 

est vérifiée identiquerr_ent en vertu de la condition (39), à savoir 

) ) - V !::..xx V !::..X:~ (V !::..yy V )-(Dy H)-(H. (Dx <1> = - ny +-- xyy + -- - yy_' + -- x;.y - O. 
!::..Xy !::..Xy !::..Xy 

Donc, la relation (242) n'impose pas des conditions nouvelles à la fonction V. 
On peut démontrer que les conditions (31) et (39) sont aussi suffisantes. 
Donc, l'équation (28) définit une intégrale complète du système (23) en 

involution de Darboux-Lie si la fonction V admet les conditions nécessaires et 
suffisantes 

!::..Xy=FO, !::..xx !::..;y-!::..2XY= ° 
!::..xx, !::..yY' !::..Xy désignant les déterminants fonctionnels (31), (31'), (31"). 

-~ 
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Étudions à présent le cas du système (23) en involution de l'intégrabilité 
complète: 

(25') ;[;]= ;[~l 
où l'on a les désignations abrégées suivantes 

(41) D=.HiPs-l, DJ=HsDxCP-DyH, D2=CPsDy H-D" cp, 

Grâce aux relations (38) ct suivantes 

(D)=llxx llyy/1l2xy-l, (DJ)/(D) = -V"'.\'Y' (D2)/(D) = -V.1)" 

les parenthèses désignant le résultat de la substitution de z,p, q, oS respectivement 
par les fonctions V, Vx' Vy' V':y' la condition 

(25") ~[(DJ)]=~[(D2)], Llx ... llyy/1l2"y-l#0 
dy (D) dx (D) 

devient 
ô ô 

- (V.u) = - (VXyy )' 
ôy ôx 

En partant de la condition 

Il,,~ llyy/1l2.,,;-1 #0 

et en substituant les Ci dans (25") par les fonctions (32) on a (25'), 

Donc, en vertu des considérations précédentes on peut distinguer les 
intégrales complètes des systèmes d'équations en involution de Darboux-Lie et 
aussi, d'autre part, d'équations qui se trouvent en involution d'intégrab'lité 
complète: 

La formule z= V (x, y, Cl' C2 , C3 , C4) sous l'hypothèse Il;y#O est une in­
tégrale complète du système (23) en involution de Darboux-Lie si l'txpression 

llxx llyy_1l2;y 

est identiquement nulle, ou l'on a intrcd'..lit ks notations suivantes 

Si par la formule z = V est défini l'intégrale complète du système en invo­
lution d'intégrabilité complète, l'expression 

est distincte du zéro, 
Il ....... llyy-1l2XY 

Considérons le système suivant 

(42) {
S=F(X,y, Z,p, q, r), 

t = cp (x, y, z, p, q, r), 
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et les expressions suivantes 
a==<l>r-F ; , 

al =Dy F + FrDx F-Dx q" 

82=Fr Dy F + q,r D~ F-Fr D; q,. 

Le système (42) est en involution de Darboux-Lie si on a lieu identiquement les 
conditions suivantes 

a=o, a) =0 
et le système (42) est en involution d'intégrabilité complète au cas 

D'une manière analogue comme au cas du s}stème (23) on peut établir: 
Par la formule 

Z=V(x,y, Cl' C2 , C3 , C4) 

sous l'hypothèse Âxx ~ 0 est défini une intégrale complète du système (42) en 
involution de Darboux-Lie ou en involution d'intégrabilité complète selon que 
1'expression 

Â>.). Âyy_Â2~y 

est égale identiquement ou distincte du zéro. 
Ces propriétés caractéristiques de l'intégrale complète du sys~èffie (23) ou 

(42) sont importantes pour l'étude des systèmes considérés que l'on étudiera 
en suite. 

5. Le problème de Cauchy - au moyen de la méthode de la variation 
des constantes 

La formation de 1'intégrale de Cauchy des systèmes en involution de 
Darboux-Lie à l'aide de l'intégrale complète va traiter dans ce paragraphe. 

Il est bien connu qu'on peut pour le système en involution de Darboux-Lie 

(43) 

établir le théorème suivant: 

{
s: F(x, y, z, p, q, r), 
t - q, (x, y, z, p, q, ,) 

Soient xO' YO' zO' Po' qo"o un système des valeurs des variables x, y, Z, p, 
q, r dans les voisinages desquelles les fonctions F et q, sont holomorphes; 
soit, de plus, n (x) une fonction holomorphe dans le voisinage du point Xo 

telle que l'on ait n (xo) = zO' n' (xo) = PO' n" (xJ = r O' Il existe une intégrale 
des équations (43), régulière dans le voisinage des valeurs xi)' YO' se réduisant à 
n (x) pour y= YO' et pour laquelle la dérivée ozloy prend la valeur qo' pour x= 
=xo' y=Yo' 
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Ce théorème se démontre d'une manière comme dans le cas général de 
Cauchy, [14]. 

D'autre part, on peut déterminer l'intégrale de Cauchy à l'aide des 
multiplicités caractéristiques et la représenter comme une surface passant par 
une courbe arbitraire dont le plan tangent est donné arbitrairement en un point 
de la courbe mentionnée, [14]. Cette méthode des caractéristiques était complétée 
par la théorie des fonctions caractéristiques, [10]. 

Notre but est de former l'intégrale de Cauchy par la méthode de la 
variation des constantes dans l'intégrale complète. Pour résoudre ce problème 
nous allons utiliser les propriétés connues de l'intégrale complète, [I3], [15]. 

Considérons, pour fixer les idées, le système en involution de Darboux-Lie 
(43), vérifiant les conditions d'existence de l'intégrale complète, [14], admettant 
l'intégrale dite sous la forme suivante 

(44) 

Supposons que VEC4 (D'), D' désignant un domain de x, y, Cp C2 , C3 , C4, et 
que soit 

(45) 

dans le domain D'. 
Rappelons d'abord le résultat connu, [15]: 
Il existe la relation 

(46) 

où l'on a 

(47) V;=: OV, (i,j,k)=:9)(V, vx ' VY ), /X=~i,k,T)), ~= (i,j,,). 
o Ci Ci, Ci> Ck (i, j, k) (i, j, k) 

En variant les constantes Ci' dans la formule (44), posons 

(48) i à V 0 C; = 0, ± 02 
V à C; = 0, ± 02 

V à Ci = ° 
;=1 0 C; à~j ;=1 oxoCi à~j ;=1 oyoCi à ~j 

avec ~l =x, ~2=Y' L'intégrale générale, à une fonction arbitraire, du système 
(43) est défini par la formule (44) et les suivantes 

(49) 

(50) 

3 1 

VI + 2: Vi+l 'Pi =0, 
;=1 

3 1 

Vy1 + 2: Vy ,i+l 'P; = 0, 
;=1 
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Sous l'hypothèse (2, 3, 4)FO écrivons les équations (50) à la forme suivante 

, (1, 3, 4) 
cp 1 = - (2, 3, 4) , 

, (2, 1, 4) 
CP2=- (2,3,4)' 

(1, 2, 3) 

(2, 3, 4) 

Grâce à la condition (46), on en tire 

(51) 

Donc, il n'y a, entre les fonctions cp;, qu'une fonction arbitraire. 

On va chercher la solution particulière z =..jJ (x, y) du système (43) parmi 
les solutions que l'on obtient de l'intégrale complète par la variation des con­
stantes (les fonctions C; (x, y) vérifient les conditions (48)). 

Donc, on va appliquer les résultats précédents pour établir l'intégrale 
du système (43) satisfaisant aux conditions 

(44') 
ôz 

z=TI(x) pour y=Yo; -=a pour x=xo' Y=Yo; 
ôy 

xo' Yo' a étant les valeurs constantes. 
Posons 

(52) 

et cherchons les fonctions Ci qui doivent satisfaire aux conditions (48). On 
a d'abord 

4 Ô Ci 4 Ô Ci 4 Ô Ci 
(53) L: Vi (x, Yo' Cl' Cz ' C3 , C4) - = 0, L: V,,;(. .) - = 0, LVyi ( .. ) - = o. 

;=1 ÔX i=1 ôx i=1 ôx 

En différentiant la relation (52) par rapport à x, on obtient 

4 Ô C· 
V, ( .. ) + L: Vi ( .. ) -' = n' (x) 

;=1 ÔX 

ou, en vertu de la première condition (53), aussi 

(54) 

Appliquant le même procédé à la relation (54) et en utilisant la seconde condi­
tion (53), on a 

(55) V"x(x, Yo, Cl' Cz' C3 , C4)=n"(x). 

Supposant que les équations (52), (54), (55) soient résolubles, grâce à la condi­
tion (45), par rapport à trois des constantes Ci, on a 

(56) (i = 1, 2, 3) 
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Pour déterminer Cl on a, en vertu de la dernière condition (53) (et de 
la première de (56», l'équation différentielle ordinaire 

(57) 
dCI 3 0 ai 

V Yl [x,yo' Cl' al' az' a J]-+ L: VY'/+l[··]-=O, 
dx i_l OX 

parce que, grâce aux conditions (45) et (56), le coefficient de dCl/dx est distincte 
du zéro. Soit l'inégrale générale de l'équation (57) 

(58) 

h étant une constante arbitraire. Enfin, pour déterminer b on a la condition 

Vy {xo' Yo' a4 (xo' Yo' b), al [xo' Yo' a4 (xo' Yo' h)], a2 [ •• ], a3 [ •• n = a. 

Dans le cas général on peut mettre les équations (56) et (58) sous les 
formes suivantes 

(59) 

Pour déterminer les fonctions Ci (x, y), on a, d'après (50), ks cor.ditions 
3 

VI (x, y, Cl' ~l' ~2' ~3) + L: V/+l ( .. ) ~/ (Cl) = 0, 
i=1 

3 

V~l (x, y, Cl' ~p h, ~3) + 2: VX';+1 ( .. ) ~;(Cl) =0. 
i=1 

De ces trois équations il ne reste qu'une équation p0ur définir Cl en fonction 
de x et y 

(60) Cl =Cl (x,y), 

parce que les deux aut·es, d'après (51), sont équvalentes aux relations 

~;=Fi (Cl' ~1' ~2' ~/), (i= 1,2) 

qui, étant toujours identiquement vérifiées - grâœ à la méthode même de 
la formation des fonctions ~i - ne produisent pas des conditions nouvelles 
pour Cl. 

De cette manière les formules (44), (59) et (60) nous donnent l'intégrale 
de Cauchy vérifiant les conditions (44'). Cette intégrale est contenue dans l'inté­
grale générale du systè:r..e (43). 

Dans le cas où les équations (56) et (58) nous ne donnent que les valew·s 
constantes pour les qua:1tités Cio on a avec la formule (44) une intégrale de 
Cauchy vérifiant les conditions (44') et qui est contenue dans l'intégrale complète 
du système (43). 
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Exemples 

1) Déterminer 1'intégrale de Cauchy pour le système de Goursat 

(61) r +s3/3 =0, t-l/s= 0 

avec les conditions: 

a) z=4/3 (y __ l)3/2 pour x=l, et zx=1 pour x=y=l; 

b) z=3/2y3/2 pour x=l, et z~=49/48 pour x=l, y=I/16. 

Une intégrale complète de ce système est 

(61') z=4/3(y-C1)3/2 XI/2+C2X+C3(y-CI)+C4. 

ad a) Les équations (52), (54), (55) (en y changeant x par y) sont 

4/3 (y_CI)3/2+ C2+ C3 (y-CI) + C4 =4/3 (y_l)3/2, 

2 (y-C1)lf
2 + C3 = 2 (y_l)I/2, 

(y-C
1
)-1/2 = (y-l )-1/2. 

On en tire CI = 1, C2 + C4 = 0, C3 = o. L'intégrale correspondante (58) est 
C2=b et en vertu de la condition zx(l, 1)=1, on a b=l. Donc, C2=1 et 
C4 = - 1. L'intégrale cherchée de Cauchy devient 

(62) z = 4/3 XI /2 (y_l)3/2 + x-l. 

ad b) Dans ce cas les équations (52), (54) et (55) nous donnent: CI = -3 y, 
C3 = - 3 y1/2, C2 + C4 = 2 y3/2. L'équation différentielle ordinaire pour déterminer 
C2 est 

6 yl/2+ C'2'(y) = 0, 

et g,"âce à la condition z~(1,1/16)=49/48 on a C2 =-4y3/2+1. Les équations 
(59) et (60) deviennent 

C2 = -4 (-C1/3)3/2 + 1, C3 = - 3 (-C1/3)1/2, 

C4 = 6 (-CI/3)3/2-1, CI = 3 y: (3-4 x). 

L'intégrale cherchée de Cauchy devient 

(63) z=2/3(4x-3)1/2 y3/2+x-l 

et elle est c0ntenue dans l'intégrale générale. 

6. Le problème de Cauchy - au moyen du système correspondant 
de Charpit 

Dans le Chapitre 1 nous avons considéré la théorie nouvelle des clracté­
ristiques des équations aux dérivées partielles du premier ordre. Dans ce paragraphe 
nous allons traiter, [34], un problèm~ a!lalog'l~ concernant le systèm~ des 
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équations aux dérivées 
-Lie: 

pal tielles du stcond ordre en involution de Darboux-

(23) 

sous les conditions 

(24) 

{ 
r+H(x, y, z, p, q, s) :0, 
t+<I> (x, y, z,p, q. s)-O 

Hs <1>.= 1, DyH = HsD,,, <1>. 

On pwt associer au système (23) un système de Char pit de la forme suivante 

(64) 

iJz iJz 

iJp iJp 
-+Hs -=r+Hss 
iJx iJy 

iJq iJq 
-+H. -=s+H.t 
iJx iJy 

iJr iJr 
-+H -=-D H 
iJx S iJ y x' 

iJ s + H iJ s = _ D H, 
iJx • iJ y y 

iJt iJt 
-+H. -= -H.Dy<l> l iJx iJy 

des fonctions inconnues z, p, q, r, s, ( de deux variables indépendantes x, y ou 
un système équivalent des caractéristiques 

(65) dx= dy = dz 
H. p+H.q 

dp 

r+H.s 

en posant 
iJ iJ iJ iJ 

Dx=-+p-+ r-+ S-, 
iJx Oz op oq 

o 0 0 iJ 
Dy=-+q-+s-+ (-, 

oy 0 z op iJq 

dr ds 

iJH 
H.=--, 

iJs 

0<1> 
<1>.=-. 

os 

dt 

Les valeurs initiales des variables z, p, q, r, s, t sont définies le long de 
la courbe donnée non caractéristique 

(C) 



30 Borivoj N. Rachajsky 

de telle manière qu'on a le long de la courbe (C) les conditions suivantes 

(66) {r+H=o, t+cl>=O 
dz=pdx+qdy, dp=rdx+sdy, dq=sdx+tdy, 

(67) p=a, x=xo, y=Yo. 

Pour le système (64) nous posons: 

Problème J. Déterminer telles intégrales des caractéristiques (65) contenant 
la courbe (C), avec les valeurs correspondantes initiales pour les variables z, p, 
q, r, s, t. Ces intégrales forment une surface 

(68) z=z (x, y), 

contenant la courbe (C) et définissent les fonctions: z (x,y), p (x, y), q (x, y) 
r (x, y), s (x, y), t (x, y) qui représentent la solution du problème initial du sys­
tème de Char pit (64). 

Nous n'insistons pas ici sur la formulation d~s propriétés précis des 
fonctions H, cl>, z (-r) admettant le procédé suivant employé pour résoudre le 
problème posé. 

Nous supposons d'abord que les fonctions H, cl> soient telles qu'il existe 
les sept intégrales premières distinctes du système des caractéristiques (65) 

fi (x, y, z,p, q, s), (i= 1, .. ,5), 

f6=r +H (x, y, z, p, q, s), 

h=t + cl> (x, y, z, p, q, s) 

et grâce à ces intégrales on peut écrire l'intégrale générale du système de 
Charpit (64) sous la forme 

(69) f;+1 = III (ft), (i = 1, .. , 6) 

TI i étant des fonctions arbitraires. 
Ensuite, nous supposons encore que les fonctions: p (-r), q (-r), r (1:), s (1:), 

t (1:) soient bien déterminées, grâce aux conditions (66) et (67), par les équations 
suivantes 

r(1:)+H[xo' 1:, z(1:),p(1:),q(1:), s(1:)] =0, t(1:)+cl>[ .. ]=0, 

z' (1:) =q (1:),p' (1:) =8'(1:), q' (1:) =t (1:) 

et par la condition p=a pour x=xo' y=Yo=1:. 
Introduisions, à présent, les notations suivantes 

Ài (1:)~fi [xo' 1:, z (1:),p (1:), q (1:), r (1:), s (1:), t (1:)] 

et les paramètres auxiliaires Ut par les relations 

(70) (i = 1, .. , 7) 
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En éliminant le paramètre 't'entre des équations (70) on obtient les six 
relations entre des paramètres Ui 

(71) (i = l, 2, ... , 6) 

Donc, les fonctions arbitraires IIi doivent avoir les formes Pi dans le cas 
des propositions du problème l, et la solution cherchée du problème l, c'est-à­
-dire les fonctions 

(72) z (x, y), P (x, y), q (x, y), r (x, y), s (x, y) t (x, y) 

sont définies par les formules 

(72') li+1 = Pi (Ir), (i= l, ... , 6). 

Posons, maintenant, pour le système (23): 

Problème II. La solution (72) du système de Char pit (64) représente l'inté­
grale de Cauchy du système (23) sous les conditions: (C) el (67). 

(73) 

(74) 

(75) 

Il suffit de démontrer que les conditions suivantes 

{ 
r (x, y) + H [x, y, z (x, y), P (x, y), q (x, y), s (x, y)]:v (x, y) ~o, 

1 (x, y) + <1> [x, y, z (x, y), P (x, y), q (x, y), s (x, y)] = w (x, y)= 0, 

{ <lz(x. y) p(x, y)- ox P (x, y)=:O, 

oz (x, y) 
q (x, y) -=:Q (x, y) =:0, 

oy l ,(x. y) 
op (x, y) 

R(x, y) =:0, 
ox 

s(x, y) 
op (x, y) 

s(x, y) 
oq (x, y) 

S(x, y)=O, 
oy ox 

1 (x, y) 
oq (x, y) 

T(x, y) =:0 
oy 

sont remplies sur la surface (68). 
Démontrons, par exemple, qu'il existe (73) et (75). 
Grâce à l'introduction des dernières fonctions P, Q, R, S, T les trois pre­

mières équations (64) vont s'exprimer de la manière suivante: 

{

R+HSQ=O, 

(76) R+HsS=O, 

.S+Hs T=O, 

parce que les fonctions (72) sont les intégrales du système (64). 
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Formons les équations dérivées respectivement par rapport à x et y des 
équations (76): 

àP àQ 
-+H. -+H'l Q=O, 
àx àx 

àR àS 
-+H. -+H'l S=O, 
àx àx 

(77) 

àS àT 
-+H. -+H'l T=O, 
àx àx 

et 
àP àQ 
-+H. -+H$2 Q=O, 
ày ày 

àR àS 
à y +H. à Y +H'2 S=O, (78) 

àS àT 
-+H. -+H'2 T=O, 
ày ày 

en introduisant les désignations 

on obtient, en vertu des relations définissant les variables v et w, les rela­
tions évidentes 

r 
àv àr(x,y)+àH +àH àz(x,y)+àH àp(x, y) + 
àx àx àx àz àx àp àx 

1 

+ àH àq(x, y) + àH às(x, y) , 
àq àx às àx 

1 

àV=àr(x,y)+àH +àH àz(x,y)+OH Op(x,y)+ 

oy oy oy Oz oy àp oy 
oH àq (x, y) àH Os (x, y) 

+- +- , 
oq Oy às ày 

(79) ow = ot(x, y) + oct> + à ct> Oz (x, y) + 0<1> op(x, y) + 

ox ox ox oz ox àp àx 

1 + 0<1> oq (x, y) + 0<1> Os (x, y) , 
àq àx os ox 

1 oW=Ot(x,y) +0<1> +0<1> Oz (x, y) +0<1> op (x, y) + 

1 

oy oy oy oz Oy àp ày 

+ 0 <1> oq (x, y) + 0 <1> às (x, y) 

l oq oy os ày 
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et écrivons, en vertu des équations (64), les identités suivantes 

Or (x, y) Hor(x,y) oH oH ( ) oH ( ) oH ( ) 0 -'---'---'-+ a +-+-p x,y +-r x,y +-S x,y = , 
ox oy ox oz op oq 

--'---'---'-+ a + a -+-p x,y +-r x,y +-S x,y = , Os (x, y) HOS(x,y) H [o<P o<P ( ) o<P ( ) o<P ( )] 0 
ox oy ox oz op oq 

----'--+ a + a + q x,y + s x, y + t x,y - , (80) ot(x,y) Hot(x,y) H[o<P o<P ( ) o<P ( ) o<P ( )]-0 
ox oy oy oz op oq 

Os (x, y) +Ha ds + oH + oH q (x, y) + o l!.. S(x, y) + oH t(x,y=O 
ox oy Oy oz op oq 

E'l.. ] d'·' 0 H 0 H 0 <P d <P. ] , . lmmant es envees -, -, -, - respectIVement entre es equatl-
ox oy dX oy 

ons (79) et (80) et utilisant les relations évidentes 

OS (x, y) Or (x, y) oS oR ot(x,y) os(x,y) =_oT __ o_S 

on obtient 

(81) 

(82) 

dX dy = OX -dy , ox dy Ox oy 

ov =Hs (0 S _ 0 R)-HzP-HpR-Hq S, 
dx OX dy 

ov oR oS 
-=----H Q-H S-H T' oy oy ox z p q, 

[ 

dW = oT _oS -<llzP-<llpR-<llqS, 
dx ox dy 

ow oS 0 T 
Hs -=----Hs(<llzQ+ <llpS+ <llqT). 

dy oy ox 

Or, en vertu de l'équation Ha = dyJdx, (65), les équations (81) et (82) 
nous donnent 

(81 ') 

(82') 

dv 
-= -Hz(P + HaQ)-Hp (R+ HsS)-Hq (S+HsT), 
dx 

dw 
-= -<Pz(P+HsQ)-<llp (R + HsS)-<llq(S+ HaT), 
dx 

ou, gl âce aux relations (76), on aura 

dv -0 - , dw =0. 
dy dx 

3 
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Dans le point initial de la courbe (C) on a 

v=o, w=O, 
donc 

v (x, y)=O, w(x, y)=O 

et les conditions (73) sont remplies. 

Quant aux conditions (75), nous supposons que les conditions (73) et (74) 
(nous n'insistons pas ici SUI la démonstration de l'existence des conditions (74) 
soient remplies. Dans ce cas les relations (81) et (82) nous donnent 

(83) 

(84) 

(85) 

oS OR) H (--- -H R-H S=O s ox oy p q , 

oR oS 
----H S-H T=O oy OX p q , 

{ 

oT oS 
----<I>pR-<I>qS=O, 
OX oy 

oS oT ---= Hs (<I>p T + <I>q S). 
oy ox 

En utilisant les équations dérivées (77) et (78), les équations (83), (84) 
et (85) nous donnent 

(86) 

Par conséquent, les fonctions R, S, T sont définies par un système linéaire 
et homogène des équations différentielles ordinaires. Le long de la courbe 
(C) on a 

R=O, S=O, T=O 
donc 

R(x, y)==O, S(x, y)=O, T(x, y)=O 

et les conditions (75) sont remplies. 

E xe m pIe. Résoudre le problème de Cauchy pour le système de Goursat: 

(61) r+s3/3=O, t-l/s=O 
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avec les conditions 

(C) 
et 

(67) 

x=l,y=1', z=4(1'-1)312:3 

. p=l pour x=l, y=l. 

Dans ce cas les 'valeurs initiales des variables p, q, r, s, t sont 

p (1')=2/3 (1'-1)312 + l, q(1') = 2 (1'_1)112, 

r (1')= -1/3 (1'_1)312, s (1')=(1'-1)1/2, t (1')=(1'-1)-1/2 

et les intégrales des caractéristiques s'obtiennent sous la forme suivante 

ft=S,J;=y- s2x, J;=p-2/3s3X, h=q-2sx, 

Is=z-4/3 S3 X2_[S2 (q-2 sx) + p-2/3 S3 x] x, 

16=r+S3/3,/7=t-l/s. 
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L'intégrale de Cauchy pour le système de Char pit (64) est définie d'après 
(72'), par les formules 

y-s2X= l, z-4/3s3X2_X= -l, p=2/3s3 x+ l, 

q=2sx, r=-1/3s3, t=l/s 

et l'on en tire les fonctions (72): 

z (x, y) =4/3 [x (x-y)3]I/2+ x -l, 

[
(y-l)3] 1/2 

p(x, y)=2/3 x + 1, q(x, y}=2[x(y-I)] J12 

(
Y_l)3 /2 (Y-l) 1/2 ( X )112 r(x,y)=-1/3 --;- ,s(x,y)= --;- , t(x,y)= y-l . 

Donc, la surface intégrale cherchée (68) est la suivante 

z = 4/3 [x (y_l)3]1/2 + x-l. 

7. Théorème de Jacobi pour le système d'équations en involution de Darboux-Lie 

Dans ce paragraphe nous allons traiter le problème suivant: lormer l'inté­
grale générale des caractéristiques à l'aide de l'intégrale complète pour un système 
d'équations aux dérivées partielles du second ordre en involution de Darboux-Lie. 

Jacobi, [16], a étudié ce problème concernant une équation aux dérivées 
partielles du premier ordre. Les résultats de ces recherches sont généralisés par 
N. Sa/tykow, [17], [18], Th. De-Donder, etc. 
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Pour le cas d'un système d'équations aux dérivées partielles du second ordre 
en involution de Darboux-Lie ce problème avait été traité par E. Goursat, [14], 
Cependant son procédé peut être simplifié et mis sous la forme analogue à celle 
de la théorie des équations aux dérivées partielles du premier ordre. On y 
réussit, [15], grâce à la condition qui doit satisfaire l'intégrale complète du 
système considéré que nous venons d'exposer dans le paragraphe 4 de ce chapitre. 

Considérons le système en involution de Darboux-Lie 

r+H(x, y, z, p, q, s)=O, 

t+ <II (x, y, Z, p, q, s)=O 
(23) 

et le système correspondant des caractéristiques 

(65) 

(87) 

dy dz dp dq ds 
dx=-= =----=---

Hs p+Hsq -H+sHs s-<IIHs -DyH 

E. Goursat, [14], partant de l'intégrale complète 

F(x, y, Z, Cl' C2 , C3 , C4)=0 

en tire, grâce aux considérations géométriques, une courbe caractéristique moye­
nant l'équation (87) et l'équation suivante 

(88) àF + àF dC2 + àF dC3 + àF dC4 =0. 
àCl àC2 dCl àC3 dCl àC4 dCl 

L'équation (88) définit la fonction y de la variable x. Parce que les multipli­
cités correspondantes des caractéristiques des éléments du second ordre satisfont 
aux équations différentielles des caractéristiques, E. Goursat obtient deux relations 

(89) <Il; Cl' C2 , Cl' C4 ,--, -, - =0, (1=1, 2 ( 
dC2 dC3 dC4 ) • ) 

dCl dCl dCl 

entre le sept paramètres Cl' C2 , C;, C4 , dC2/dCl' dC3/dCl , dC4/dCl figurant dans 
l'équations (89). Éliminant, grâce aux relations (89), deux paramètres, la courbe 
caractéristique ne dépend que de cinq paramètres. :gn pratique la détermination 
des relations (89) et les éliminations correspondantes présentent souvent de très 
grandes difficultés. 

(28) 

Mettons l'intégrale complète du système (23) sous la forme 

z = V (x, y, Cl' C2 , C3 , C4) 

en supposant 

(31) 

Il est aisé de démontrer que les formules 

(29) 
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définissent les quatre premières intégrales du système (65). En effet, on a 

dz . dy dp dy 
-=Vx+Vy-' -=V;..x+VXy-, 
dx dx dx dx 

dq dy 
-= V;..y+ Vyy-' 
dx dx 

ds dy 
- = Vxxy + VXYY -
dx dx 

et en vertu des formules connues 

(37) 

(38) 

et aussi 

(Hs)=_'Â;..;.. , 
Â;..y 

(DyH)=-V;..xy+ Âxx VXyy 
Â;..y 

dy = (Hs) 

dx 

le symbole ( ) désignant le résultat de la substitution de z, p, q, s respective­
ment par V, Vx' V" VXy et Âxx' Âyy les déterminants fonctionels (31') et (31 "), 
on obtient, en élIminant les constantes Ct définie., par les formules (29), les 
équations suivantes 

dz 
-=p+qH" 
dx 

dq 
-=s-<1>Hs , 
dx 

dp 
-=-H+sHs 
dx 

ds 
-=-DyH. 
dx 

En différentiant les identités évidentes 

-+H x,y, V, -, -, - , 
()2 V ( () V () V ()2 V ) _ 0 
i)x2 i)x i)y i)xi)y 

()2 V m ( i) V i) V i)2 V ) _ 0 
i)y2 +'*' X, y, V, i)x' ()y' i)xi)y - , 

par rapport à Ck on obtient 

(91) 

+ - 0, (k = 1, 2, 3, 4). 
(

() <1» i)3 V 

i)s ()xi)yi)Ck 



38 Borivoj N. Rachajsky 

Grâce à l'involution du système (23) et aux équations des caractéristiques (5) 
on a les relations 

(92) 
dy 1 
-=(H.)=-. 
dx (cft.) 

Il est connu que l'intégrale (28) vérifie identiquement la condition suivante 

(39) 

En vertu de (31), on conclut de (39) 

(93) Ô .. " #0, Ôyy#O. 

En éliminant (0 H/o z), (0 H/à p), (à H/à q), (à cft/à z), (0 <P/à p), (à <P/à q) des 
équations (90) et (91) on obtient, en vertu des (31), (93), (92) deux relations 
pour définir la fonction y 

(94) 

(95) 

Ô <x dx + ~ xy dy = 0, 

Ôxydx+Ôyydy= O. 

Or, elle se confondent, grâce à la condition (39). 
Introduisons les symboles suivants 

(i,j, k)=9J (V, VA' Vy), (i,j)=9J(V;' Vy ), 
Ct. Cl, Ck Ci, Cj 

_.. (V, Vy ) 
(/,J)=9J C. C. 

" J 

et considérons les trois hypothèses suivantes: 

a) Supposons, d'abord, que le système (23) n'admet pas d'intégrales 
intérmédiaires avec une constante arbitraire, c'est-à-dire que (i, j, k) #0, (i, j, k = 
= l, 2, 3, 4). Utilisons les identités évidentes 

(i, 1) (i, j, k)x - (i, k) (i, j, ft + (i, j) (i, k, I}, = Vi Ô.TX 

(i, 1) (i, j, k)y-(i, k) (i, j, I)y + (i, j) (i, k, I)y = VI Ô;y 

(i, 1) (i, j, k)x -(f:k) (i, j, I)x + (i, j) (i, k, l)x = Vi Ôxy 

(i, 1) (i, j, k)y-(i, k) (i, k, I)y + (i, j) (i, k, I)y = Vi Ôyy 

où ( ), et ( )y désignant les dérivées partielles correspondantes par rapport 
aux x et y. On a de plus identités 

(i, 1) (i, k)- (i, k) (i, /) = - Vj (i, k, 1), 

(i, j) (i, k)-(i, k) (i, j) = - Vi (i, j, k). 

....., 
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Formons, ensuite, les identités suivantes 

(i, k) /lXy-(i, k) /lu = (i, k, 1) (i, j, k)" -Ci, j, k) (i, k, 1)x' 

(i, k) /lyy-(i, k) /lXY = (i, k, 1) (i,j, k)y-(i, j, k) (i, k, 1)y 

qui donnent, grâce à la condition (39) 

(39') 

Ô [Ci, k, 1)] ô [Ci, k, 1)] 
ôx (i,j, k) ôy (i,j, k) 

/lX)< = /lXY 

L'équation (94), introduisant la désignation 

ct 
(i, k, 1) 

(i, j, k) 

admet l'intégrale sous la forme suivante 

oc = const, oc,,:;i: 0, ocy:;i: O. 
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En effet, grâce aux conditions (31), (39), (93), (39') on peut toujours choisir 
les index i, j, k, 1 de telle manière que la fonction ct soit dépendue des variables 
x et y. 

On a de même, d'une manière analogue, les intégrales de l'équation 
mentionnée (94): 

(J. __ (i, j, 1) t 
t" cons., 

(i, j, k) 
(J., k, 1) 

Y =const. 
(i, j, k) 

Or, oc, ~, y ne sont pas distinctes par rapport aux variables x et y. Démontrons, 
par exemple, cela pour les fonctions oc, ~. Considérons le déterminant 

A='i>(~). 
x,y 

Substituant y les expressions pour ct et ~, on obtient 

(i, j, k) (i,j, kt (i,j, k)y 

(97) A 
1 

(i, j, 1) (i, j, l)x (i, j, l)y 
(i,j, k)3 

. 
(i, k, 1) (i, k, I)~ (i, k, 1)y 

D'autre part, grâce aux identités (96), on obtient la relation suivante 

(i, j, kl (i, j, k)x (i, j, k)y 

VI (/lxx /lyy-/l;y) "" (i, j, 1) (i, j, l)x (i, j, I)y 

(i, k, 1) (i, k, /)x 0, k, /)y 
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et l'on a en vertu de (97) et (32) 

A-VI (tlt ~YY;ytl;y) o. 
i, , 

De cette manière on peut prendre 

(98) 

pour une intégrale cherchée des caractéristiques. 

b) Passons, à présent, à la seconde hypothèse. Si la fonction inconnue ne 
figure pas dans le système (23) et Ck représente la constante arbitraire additive 
dans l'intégrale complète, alors, en vertu de (98), l'intégrale des caractéristiques 
admet la forme suivante 

(i, 1) = const. 
(i, j) 

c) Supposons, enfin, conservant l'hypothèse sous b), que le système (23) 
ait une intégrale intermédiaire ayant la constante Ci, c'est-à-dire que l'on ait 
(j, k, 1) = O. Dans ce cas l'intégrale cherchée des caractéristiques, admet la forme 

VX1 -=const. 
V"'j 

Vyl =const. 
Vyj 

Con c 1 u s ion. L'intégrale générale des caractéristiques est définie, en 
vertu de l'intégrale complète, par les formules suivantes 

(99) 

V V V V =(V, Y,,,, Vy).=(V, VI(, Vy ) C 0 z= ,p= x' q= Y' s= xy' IX=: lJ ----- • li = 5 1X);lXy=F • 
Ci, Cio Ck CI, Cl, Ck 

8. L'intégrale générale mixte 

Dans ses Leçons sur la théorie des équations aux dérivées partielles du 
second ordre, [19], était introduite par N. Saltykow la notion de l'intégrale 
générale mixte pour une équation ou pour un système d'équations aux dérivées 
partielles du second ordre. 

On démontre dans ce paragraphe que les systèmes 

r+Hx, y, Z,p, q, s)=O, 

t + ct> (x, y, Z, p, q, s) = 0 
(23) 

admettant une intégrale générale mixte sont: 
a) en involution de Darboux-Lie, 
b) linéaires par rapport aux r, s, t, 
c) possédent une intégrale intermédiaire. 

-
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Considérons une équation de la forme 

(100) 

où f étant une fonction arbitraire de w (x, y, Cl' C~, et w une fonction donnée 
des variables indépendantes x et y et des constantes arbitraires Cl' C2 • 

On dit que par l'équation (100) est définie une intégrale générale mixte 
de l'équation donnée aux variables du second ordre 

(101) F(x, y, Z, p, q, r, s, t) =0 

si le résultat de l'élimination des quantités Cl' C2 ,J,/"f" parmi l'équation 
(100) et les équations correspondantes dérivées par rapport aux x et y - du 
premier et second ordre - ne donne que l'équation (101). 

D'une manière analogue on peut définir l'intégrale générale mixte pour 
le système (23). 

Pour que l'équation 

(102) Z=V[x, y,C,J(w)] 

à une fonction f arbitraire de la fonction donnés w (x, y, C) et une constante C 
arbitraire, soit l'intégrale générale mixte du système (23), ce dernier doit 
s'obtenir par l'éliminations des quantités arbitraires: C, f, /" f" entre l'équation 
(102) et les équations dérivées suivantes 

p=~+~~F~~~q=~+~~F~~~ 

103 r= V~x+2 V.\fw~f' + V//W;j'2+ V/w;F' + V/w~~F, 
( ) S = V",y + (Vxfwy + V/y w~)f' + VIf w~ wyF 2 + V/wx wyf" + V/w:AyF, 

t= VJy +2 Vy/w"F + Vflw;f'2+ Vyw;f" + V/wyyF. 

Par l'élimination menntionée on obtient évidemment un système (23) qui 
est linéaire par rapport aux r, s, t. 

Grâce à l'élimination de f' entre les équations p = d:A V et q = dy V on a 

(104) 
p-Vx q-Vy 

Ensuite, par l'élimination de f entre (104) et (102) on obtiendra une relation 
linéaire par rapport aux p et q: 

(105) A (x, y, Z, p, q, C)~a(x, y, z, C)p+b (x, y, Z, C) q+c (x, y, Z, C) =0. 

La relation obtenue (105) est une intégrale intermédiaire première à une constante 
arbitraire C du système (23). 

Supposons maintenant que l'on ait dans un domain D (x, y, z, C) bien 
déterminé la condition suivante: à A/à C=I=O et l'équation équivalente à (l05) 

C=m (x, y, z, p, q). 
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En vertu de l'identité évidente A (x, y, z, p, q, m)=O on peut obtenir les rela­
-tions suivantes 

(106) 

Axm+Ammmx=O, Aym+Ammmy=O, 

Azn+Ammmz=O, Apm+Amm'mp=O, 

Aqm+Ammmq=O. 

On peut obtenir le système (23) aussi et à l'aide de l'intégrale inter­
médiaire (105): 

<1>= (A,) + P (Az) + r (Ap) + s (Aq) = 0, 

W=(Ay) +q (Az)+s (Ap) +t (Aq)=O, 

les parenthèses désignant le résultat de la substitution de la valeur C avec la 
fonction m (x, y, z, p, q). 

Grâce aux identités (106) il est aisé de voir que les équations précédentes 
'vérifient les conditions bien coru:.ues de l'involution de Darboux-Lie (8) 

X Z R 
-=--=--
Y X T 

-en utilisant les désignations suivantes 

X=9J (<l>, W), 
r, t 

Y=9J (<l>, W), 
s, t 

Z=9J(~W), 
s, r 

R=I Dx<1> DxWI, T==IDy<1> DyWI· 
<1>, W, <1>t Wt 

Donc, le système admettant l'intégrale générale mixte (102) est linéaire 
par rapport aux r, s, t et en involution de Darboux-Lie. 

Exemples. 

a) Le système 

st + x (rt-s2)2 = 0, 

.admettant l'intégrale générale mixte 

2 x (rt-s2) = pt-qs 

z = 4/3 CX3/ 2 + f (y_C2 x) 

,est équivalente au système linéaire suivant en involution de Darboux-Lie 

xp2s-xp±R 
r= , 

x(pq-2x±2R) 

pq-2x±2R 
t= s 

p2 

.avec l'intégrale intermédiaire 
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b) Le systèm~ linéaire en involution de Darboux-Lie 

a l'intégrale mixte 

p-xr 
s=-­ , 

y (
X)2 2 [t= Y r-y2 (z-yq) 

z = Cy-x2 f(yfx) 

et l'intégrale première intermédiaire 

xp+yq=2z-Cy. 
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On peut former l'intégrale générale mixte et aussi par la méthode de la 
variations des constantes dans l'intégrale complète 

(44) 

du système (23) en involution de Darboux-Lie, [20]. 
En variant les contantes dans la fOlmule (44) on peut obtenir les condi­

tions suivantes 

(48) i 02V OCi =0, 
i=loXdCi oy 

4 02V oC· 
L---t=o, 
;=10YOCi OX 

! ~2V_ oCi =0. 
;=10YOCi oy 

pour les fonctions inconnues Ci (x, y). 
Utilisons les désignations 

(i,j, k)=9J (V, VA' V'y) 
Ci, Cl> Cl 

pour les déterminants fonctionels correspondants. 
En mpposant qu'on ait: (2, 3, 4) =0, et que les autres déterminants de 

la forme (i, j, k) soient distincts du zéro, on peut les conditions (48) mettre 
sous une de la forme suivante 

(481) oC1 =0 OC2= (1,4,3) dC4 oC3 = (1,2,4) OC4 

oç, ' oç, (1, 2, 3) oç,' o~} (1, 2, 3) Oçj' 

(48~ OCi =0 oC2= (1, 3, 4) oC} oC4 = (1, 2, 3) 0 C3 

oç, ' oç] (1,2,4) oç]' oçJ (1, 2, 4) Oçj' 

(483) oCI =0 oC3 = (1,2,4) OC2 oC4 (1,3,2) oC2 -, -= 
(1, 3, 4) oç]' oç] , dÇ] (1, 3, 4) oç} oçJ 

avec ~l=X, Ç2=Y· 
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En vertu des équations citées et de la condition (46) on peut obtenir le 
système correspondant de Charpit 

(107) ~ [(1, 2, 4)] ()C'+l=~ [_(1, 2, ~] àCi+1 

() y (l, 2, 3) () x () x (1, 2, 3) à y 
(i = 1,2, 3) 

pour déterminer les fonctions C'+l (x, y) inconnues. L'intégrale générale de ce 
système est 

Co =Ji [ (1, 2, 4)] 
1+1 1 (1, 2, 3) , 

(i = 1, 2, 3), 

Ji étant trois fonctions arbitraires. Grâce aux système (48), par exemple au 
système (481) on a 

et une des fonctions Ji reste arbitraire. 

Donc, par les équations 

et (108) est défini l'intégrale générale mixte avec une constante et une fonction 
arbitraire. 

a) Reprenons l'équation d'Ampère 

9t+ x (rt-s2) = 0 
que avec l'équation 

2x(rt-s2) =pt-qs 

représente un système en involution de Darboux-Lie. On voit immédiatement 
que ce système admet l'intégrale complète 

z = 4/3 Cl X 3/2+ C2 (y-C12 X)2+ C3 (y-C12 x) + C4 

vérifiant la condition (2, 3, 4) = O. Le système correspondant de Charpit 

àCi+1 C 2 ()Ci+1 0 (' 1 2 3) C --;;;- + 1 Ty =, 1 = , , , 1 = const. 

a l'intégrale générale 

C'+l =fi (u), (i = 1,2, 3), u=:y-Cr x. 

Les fonctions Ji, dans ce cas, vérifient les conditions suivantes 

, 1, 
11=--/2, 

2u 

, 1 , 
/3=-- uh· 

'). 

.... 
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En prennant f; = U a."' (a. désignant une fonction arbitraire de u) et en substituant 
les constantes C'+I dans l'intégrale complète par les fonctions correspondantes /;, 
on obtient l'intégrale générale mixte cherchée dans la forme 

2 2 . z = 4/3 CI x3! -a. (y-Cl x) 
antérieurement citée. 

b) Le second système suivant en involution de Darboux-Lie 

p-xr 
S=--, 

y (
X)2 2 

t= Y r-r (z-yq) 

a l'intégrale complète 

z=Cl (Cz+c3)y+dxy+C3r+C2C4r 

admettant les conditions (i, j, k) # o. En suivant un procédé de C. Orloff, [21] on 
définit les constantes nouvelles al par les relations suivantes 

al = Cl (Cz + C3), Cz C4 =a2 , C3 =a3• C!=a4 

et on peut mettre l'intégrale complète considérée sous la forme 

z =al y+ a4xy+a3x2+a2y2 

vérifiant les conditions suivantes 

(1,2,3)= _2xy2, (1,2,4)= _y3, (1,3, 4)=x2 y, (2,3,4)=0. 

Le système correspondant de Charpit 

~ (L) àai+l_~ (L) da'+l =0, 
ày x àx àx x dy 

admet l'intégrale générale 

a;LI=Ji(U), u=y/x, (;=1,2,3,4). 

Les conditions suivantes 

donnent 
1; = -a."/2, J;= -u2 a."/2+ua.'-a., h=ua."-a.'; 

a. (u) étant une fonction arbitraire, et l'intégrale générale mixte devient 

z = al y_x2 a. (y/x) 

avec la constante arbitraire: al et la fonction arbitraire: a.. 

(23) 

9. L'intégrale générale de Lagrange 

Considérons le système en involution de Darboux-Lie 

{ 
r+ H (x, y, Z, p, q, s).:=o, 
t + <I> (x, y, Z, p, q, s) - 0 
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et ajoutons au (23) le système correspo:J.dant de Charpit 

r 

(}z oz 
-+H" -=p+H.q, ox oy 

1 

op op 
-+Ha -=r+Hss, 
OX oy 

(64) 
1 

oq oq 
-+H8 -=s+H$t, 

~:; ;, 
-+H$ -+D;xH=O, 
OX oy 
os os 
-+H,,-+DyH=O, 
OX oy 

[ 
iJt ot 
-+H$ -+HsDy.<l>=O 
OX oy 

que joue le rôle du système des caractéristiques. 

Posons à présent le problème de la formation de l'intégrale générale, con­
tenant des fonc~i(;ns arbitraires, du système donné (23) à l'aide de l'intégrale 
générale du système de Charpit. Ce problème peut être résolu de la manière 
analogue à celle de Lagrange concernant les équations aux dérivées partielles 
du premier ordre, [22], [23]. 

Le système de Char pit (64), outre les premiers membres des équations (23), 
admet encore cinq intégrales distinctes que l'on va désigner: f, h, 12 , 13 , 14 et 
que l'on va supposer indépendantes des variables r et t, en vertu des équati­
ons (23). 

Par conséquant, l'intégrale générale du sys:è:ne de Char pit, vérifiant de 
plus les conditions (23), sera représentée par l'ensemble de ces dernières deux 
équations et des quatre équations suivantes 

(108) h = TIi (/), (i = 1, 2, 3, 4). 

0:1 va chercher les solutions du sys~ème (23) vérifiant les conditions 

(109) dz=pdx+qdy, dp=rdx+sdy, dq=sdx+tdy 

sous l'hypothèse que les valeurs de r et de t sont déterminées par le système (23). 

Comme les Jonctions TIi sont arbitraires, il cst impossible de résoudre 
les équations (108) par rapport aux variables qui y figurent. Pour éviter les 
difficultés mentionnées nous posons 

I=u, h=Ui, (i= 1,2,3,4). 
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Grâce aux propriétés du système (64) les équations précédentes sont réso­
luble par rapport aux variables y, z, p, q de sort que l'on obtient 

Z =K2 (x, U, ul' U2' uJ ' u4), 

p =KJ (x, U, u1 ' u2 , uJ' uJ, 

q =K.(x, U, ul' u2 , uJ ' uJ, 

s=Ks (x, U, ul' u2 , uJ ' uJ, 

Les variables r et t s'expriment de même comme fonctions de x, u, Ul' u2 ' u3 ' u4-
grâce aux équations (23). 

Cela posé, les équations' (109) deviennent en nouvelles variables 

4 

(109') . 2,A1k du/=0, (k=I,2,3) 
1-0 

en posant Uo = u, le coefficient de dx s'annule identiquement grâce aux équa­
tions (64). 

Or, les formules (108) imposent les relations nouvelles 

u/= rL(u), (i= 1,2,3,4). 

Par conséquent, les équations (109') devient 

( AOk + .i Aik .. rr;') du = 0 (k = 1, 2, 3). 
1=1 

Comme la différentielle du ne peut pas s'annuler, on en tire tro:s relations. 
liant le:; fonctions arbitraires rI:, à savoir 

(110) 
4 

Aok+ 2, Alk TI/ =0, (k= 1, 2, 3). 
1=1 

Donc, la solution cherchée du système (23) est définie par l'ensemble des 
équations (108) contenant quatre fonctions arbitraires qui sont liées par trois 
relations (110) de sorte qu'il ne reste qu'une seule fonction arbitraire. Par 
conséquent le problème cité ci-dessus est résolu d'une manière analogue comme 
le problème posé par Lagrange, [22], dans la théorie des équations aux 
dérivées partielles du premier ordre. 

10. Sur les systèmes d'équations aux dérivés partielles du second ordre à trois 
variables indépendantes réductibles à ceux de Charpit 

On étudie un tel système d'équations aux dérivées partielles du second 
ordre à une fonction inconnue de trois variables indépendantes qui soit réduc­
tible à un système de Char pit dont l'intégration se ramène à celle d'un 
système des équations différentielles ordinaires. La détermination des conditions 
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lesquelles doivent vérifier le système en question. Les conditions nécessaires et 
suffisantes pour l'intégrale complète. La généralisation de la notion des fonctions 
des caractéristiques de N. Saltykow, [18] pour le système considéré et leur 
application à la formation de l'intégrale complète. L'intégrale générale du sys­
tème correspondant de Char pit et la formation des solutions du système 
étudié en généralisant la méthode de Lagrange, [24]. 

A. Considérons le système de trois équations aux dérivées partielles du 
second ordre à trois variables indépendantes XI 

(111) Pii + fi (xl> X2, x3' Z, Pl> P2' P3' P12' Pl3' P2)) = 0, (i = 1, 2, 3) 

avec les notations usuelles 

OZ 
PI=-, o Xi 

et avec les conditions d'indépendance de l'ordre de la différentiation de la 
fonction z par rapport aux Xi' 

Formons les équations dérivées 

(112) 0 Pii + 0 fi 0 Pl2 + 0 fi 0 Pl3 + 0 fi 0 P23 + Dkfi = 0 (i, k = 1, 2, 3) 
o Xk 0 Pl2 à xk 0 Pl3 0 xk 0 P23 0 xk 

le symbol Dk désignant l'opérateur suivant 

o 0 0 
Dk=--+Pk-+ L: Psk--' o Xk 0 Z s 0 Ps 

Si l'on introduit les conditions suivantes: 

(113) Oh = of2 = of3 =0 
o P23 0 Pl3 0 hl 

ofl oh 
1 0 Pl2 op;; D2h --=--=--=--, 

of2 1 of2 Dl f2 
'(114) 

o Pl2 0 P23 

o ft oh 
1 0 Pl3 0 Pl2 D3h --=--=--=--, 

of3 1 of3 Dd3 
(115) 

oP13 0 P23 

oh oh 
1 0 P23 0 Pi2 D3 f2 --=--=--=--

of3 1 of3 Dlf3 
(116) 

o Pl3 0 Pl3 



Sur les systèmes en imolution des équations aux ... 

des neuf équations ili ne reste que six équations distinctes suivantes 

ÔPlI + ôfl ÔPll + ôft ÔPlI +Ddl=O, 
Ô Xl Ô PI2 Ô x2 Ô PI3 Ô x 3 

(117) 

ÔP22 + Ôfl .ÔP22 + ôft ÔP22 +_I-Dd2=0, 
Ô XI Ô Pl2 Ô x2 Ô P13 Ô x3 Ô f2 

ÔPI2 

ÔP33 + ôfl ÔP33+ ôfL ÔP33+_1_Dd3=0, 
Ô XI Ô PI2 Ô x2 Ô PB Ô x3 Ô f3 

ÔP13 

ÔPl2 + Ôfl ÔPI2 + ôfl ÔPI2 +D
2
ft =0, 

ÔXl ÔPl2 ôX2 ÔP13 ôX3 

Ô Pl3 + ô ft Ô Pli + Ô fi Ô Pl3 + D3fl = 0, 
ôXl ÔPI2 ôX2 ÔP13 ôX3 

ÔP23 + ôft ÔP23 + ôfl ~P23+_1-Dd2=0. 
Ô Xl Ô Pl2 Ô x2 Ô P13 Ô x3 Ô f2 . 

ôP12 

Si l'on ajoute aux équations (117) les équations suivantes 

~+ ôfl ~+ ôft ~-Pl- ôft P2- ôft P3=0 
Ô Xl Ô Pl2 Ô X2 Ô Pl3 Ô x 3 Ô Pl2 Ô Pl3 

(118) ÔPi + ôft dpi + dfl ÔP1 -P/l- ôft Pi2- Ôfl P/3=0, 
ÔXI ÔPl2 dX2 ÔP13 Ô x;, ÔPI2 ÔPl3 

(i= 1, 2,3) 
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le système (117) et (118) est alors un système de Charpit des fonctions z 
Pi. Pu, Pij. Le système correspondant aux équations différentielles ordi­
naires devient: 

(119) 

4 
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Ces dernières équations jouent, par rapport au système (111) avec les condi­
tions (113)-(116), le même rôle que les équations des cuactéristiques dans 
la théorie des équations aux dérivées partielles du premier ordre. 

B. Dans la théorie du système (111) nous utiliserons la notion de l'inté­
grale complète: 

(120) z= V (Xl' X 2 , X 3' Cp ... , C7) 

où l'on a la condition 

(121) D.=D (y, VI' V2, V3, V12 , VIl' V23)=F0 
CI' C2 , ••••••••••••• , C7) 

introduisant les notations suivantes 

dV 
VI =--, 

dXI 

Ci désignant les constantes arbitraires distinctes; de plus le résultat de l'élimi­
nation des équations: z = V, P = Vi, Pli = V, Pi} = VI} de toutes les constantes 
arbitraires Ci ne donne que les équations (111). 

Dans le cas où le système (111) est réductible à un système de Char pit 
(117)-(118), son intégrale complète (120) doit satisfaire à des conditions 
complémentaires qu'on va établir. En effet, les équations suivantes 

z=V(XI,X2,X3,CI,· .. , C7) 

Pi = Vi ( ................ ), (i = 1, 2, 3) 

Pij=Vi}( .... ............ ), U=1,2,3,i=FJ) 

sont équivalentes, grâce à (121), aux équations 

(122) Fk (xl' X2'X3' Z,PpP2; P3,PI2,P13,P23) =Ck, (k=1,2, 3, ... ,7). 

On a de plus les relations Pli = Vii' (i = 1, 2, 3) que l'on peut remplacer aisé­
ment, en vertu des équations précédentes, par les égalités suivantes 

(123) -!t(XpX2,X3,Z,Pl,P2,P3,PI2,P13,P23)=VIi(XpX2,X3,FI' ... , F7)=Vi/, 

(i= 1, 2,3). 

Introduisons, enfin, les désignations 

(122') Fk = Fk (xl' x2' xl' V, VI' V2, V3' V12 ' V13 ' V23) =Ck, (k = 1, 2, ... , 7). 

En différentiant ces dernières relations par rapport aux Ci on obtient 

(124) dF,. dV + i dFk d
2
V + dFk d3V + dÏ{ d3V + 

oz oCj s=lOps oxoCI . OP120Xl()x20Ci OP130XI0X30CI 

dFk d3 V dCk +- =-, 
dP23 dX2dX3dCI dCI 

(i, k = 1, 2, ... , 7). 

.... 
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Il en résulte, grâce à (121): 

oF,. =~D(Ck. Vl' V2, V3, V12 , VB' V23). OFk =!D(V, Vl' V2, V3, Ck, Vi3, V23) 
oz D. Cl' C2' .... " ....... , C7 OPI2 6. Cl' C2 ,··.·· •••• • , C7 

(125) 

OFk=~D(V,Ck' V2, V3, Vi2 , VB' V23 ), OFk +~D (V, Vi' V2, V3, Vi2 , Ch V23 ) 
0Pi 6. Cl' C2 .......... , .. , C7 OPB 6. Cl' Cz, .. · ........ , C7 

OFk =2D(V, Vi' Ck, V3, Vu, VB' V23 ), O~ =~D (V, VI' V2, V3, V12, Vi3 , Ck) 
0P2 6. Cl' C2, ............. , C7 OPi3 6. Cl' C2 , ••••••••••• , C7 

OFk=~D( V, Vi' V2, Ck, V12, VB' V23 ). 
0P3 D. Cl' C2,.········ ..... , C7 

D'autre part, différentiant les identités (123), on trouve: 

Oh S - OFk --= L: ViiCk-, (i= 1, 2, 3) 
0(.1. k=l 0(.1. 

(126) 

(127) _ Oh = ° Vi/+ ~ V"'Ck oFk , 2 3 k.. • (i, s= 1, , ), 
oXa ox. k=l ox. 

où 1'on remplace (.1. respectivement par Pi). P •• z. En désignant, par les paranthèses 
( ), le résultat de la substitution z, PI, Pi} respectivement par leur valeurs V, 
VI, Vi) et par D.f~, les valeurs des déterminants fonctionnels 

(1) (V, VI' V2, V3, Vii, V13 , V23) 
D.12=D , 

Ci' C2 ,· •••••••••••• C7 

(i= 1,2,3) 

on met les équations (126) sous la forme suivante, par exemple, pour (.1. = P12 

ou bien 

(128) _(Oft)= 6.\~, 
0Pi2 6. 

(i = l, 2, 3) 

et de la même manière aussi 

_(oft)=6.\~, 
OPB 6. 

_(011)= 6.~, (i=l, 2, 3) 
0P23 D. 

_( Ofi) = 6.~I) 
oZ 6.' 

- -' =_S , (i=l, 2, 3) (0/.') 6. (i) 
op. D. 
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où l'on vient de poser 

~~I~=D(V, Vi' V2• V3• V12 • Vu. V23) , ~~l=D( V, VI' V2, V3, V\2> V 13, Vii ), 
Cl' C2 • • • • • • • • • • •• C7 CI' C2 , •••••••••••• , C7 

D'autre part en différentiant les identités (122') par rapport aux Xs on obtient 

if A OFk 3 oFk OFk o-A oFk 
--=-vs+ L: -Vis + -VI2S+-V13S+-V23S=0 

OXs Oz ;=1 OPi OPI2 OPI3 OP23 

et grâce aux formules (125) et (127) on a 

(
' o/; ) V 1 ( A (il ~ A (i) A (/) A (i) A (i) ) - '- = lis-- Vsl.l. z + L. Vjsl.l.} +VI2SI.l.12+V13SI.l.13+V23SI.l.23 . 
OXs ~ }=I 

En vertu des formules établies on aura 

~ (i) ~ (i) ~ Ci) 
Ds/; = -Viis + VI2S~ + V13S _I_3 + V23s -E.. 

~ ~ ~ 
(130) 

(i, s= 1,2, 3). 

Écrivons les conditions (114)-(116) sous la forme suivante 

(114 ') 

(115') 

(l16') 

Olt of2 = l, 
o Pl2 0 PI2 

olt of3 = l, 
OP13 OP13 

o fi 0 f 2 0 fi 

OPI 2 0P23 = OPI3 ' 

o fi 0 f3 01; ----=-, 
o PI3 0 P23 0 PI2 

où les deux dernières de la deuxième colonne sont les conséquences des précé­
dentes. Les conditions (I13) et (II4')-(116') sont satisfaites identiquement 
aussi dans le cas de la substitution de z, Pi. Ptk respectivement par V, Vi' Vtk 
de sorte que l'on obtient les conditions cherchées: 

(113 1) 

(1141) 

(l151) 

(1161) 

~w = ~~~ = ~~~ = 0 

A (1) A (2) A 2 0 A {I} A (2) + A A (1) 0 
1.l.12 1.l.12 -I.l. =, 1.l.12 1.l.23 1.l.1.l.13 = • 

A (l) A (3) A 2 0 A (1) A (2) + A A Cl) 0 
1.l.13 ,I.l.13 -I.l. =, 1.l.13 1.l.23 1.l.1.l.12 = , 

A (2) A (3) A 2 0 A (2) A (1) + A A (2) 0 
1.l.23 Ll23 -Ll =, 1.l.23 Lll3 1.l.1.l.12 = . 

Il 
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Les deux dernières conditions de la seconde colonne sont les conséquences de 
toutes les précédentes. Les relations de la troisième colonne (114')-(116') 
n'imposent pas des conditions nouvelles à la fonction V. En effet, en prennant, 
par exemple, la relation 

il est aisé de démontrer que cette relation e:t vérifiée identiquement, grâce aux 
conditions précédentes, à savoir 

U12 U12 Ut3 u12 u23 u23 ul3 
( 

A(l) A (2) (A(1) A(1)A(2») A(1) A (2) 

- V112 1- --z;;--) + V123 T + t12 + V223 T + V1I3 -;;:= O. 

On trouve de même que les conditions (1131)-(1161), sauf celles qui viennent 
d'être mentionnées, sont non seulement nécessaires mais aussi suffisantes pour 
que z = V soit une intégrale du système (111) réductible à celui de Charpit 
(117)-(118). 

Il est intéressant de poser la question: est ce qu'il est possible d'étendre 
sur le système (119) le théorème de Jacobi concernant les équations aux 
dérivées partielles du premier ordre et généralisé sur le système d'équations aux 
dérivées du second ordre, en involution de Darboux-Lie, [13], [15], [20]? 

C. Posons maintenant le problème de la formation de l'intégrale complète 
du système (111) sous les conditions (113)-(116), à l'aide de l'intégrale géné­
rale du système des équations différentielles ordinaires (119). L'intégrale géné­
rale de ce système de 12 équations est composée de trois équations données 
(111) et de neuf nouvelles intégrales distinctes. L!I. variable XI étant principale, 
cherchons l'intégrale générale sous la forme suivante: 

{

X2 = m (Xl' Cl' ... , Cg) 

(131) x3 = n (XI' Cl' ... , Cg) 

z = Z (Xl' Cl' ... , Cg) 

Supposons que l'on ait 

(132) 

Pi=P/ (Xl' CI' ... ' Cg) 

PI/=PI/(Xl ' Cl'···' Cg) 

Pik = Pik (Xl' Cl' ... , Cg), P/k=Pki 

(i, k= 1,2, 3) 

alors les deux premières équations (131) se mettent sous la forme résoluble 
par rapport à Cs et Cg: 

(133) Cs=a(xp x2 ' x3 ' Cp ... , C7) 

Cg=b(xp x2 ' x3 ' Cp ... , C7). 



54 Borivoj N. Rachajsky 

En éliminant Cs et C9 des autres équations (131), à J'aide de (133), on obtient 

(134) l 
z =.2 (xp x 2 ' Xj' Cl' ... , C7) 

Pi=Pi(Xl' X2' Xj, Cl' ... ' C7) 

Pjj=Pjj(Xp X2, Xj' Cp ... , C7), (i= 1,2,3) 

l Pik=Plk (xl' x2' x3' Cp ... , C7), (i= 1, 2, 3: i#k). 
Puisque les équations (131) sont les intégrales du système (119), les identités 
suivantes ont lieu 

I

dm_dlt dn_dlt 
dXI -dPI2' dXI - dP13' 

{ dZ =PI + dm P2+ dn P3' 
1 dXI dXI dXI 

(135) 

ldPi =PiI+dm Pi2 + dn Pi3 ' (i=1,2,3). 
dXI dXI dXI 

Considérons les identités évidentes résultant des formules (131) et (134), 

1 
Z (xl' Cp ... , C9) =Z (x, m, n, Cl' ... , C7), 

(136) 

Pl (Xl' Cl'··.' C9) =Pi(XI, m, n, Cl' .•. ' C7), (i= 1, 2, 3) 

et leurs formules dérivées 

dPi (d~) (OP;) dm (dPI) dn 
dX

I 
= oX

I 
+ oX

2 
dX

I 
+ oX

3 
dX

I
' (i= 1,2,3) 

(137) 

dZ (dZ) (Oi)dm (OZ) on 
oXI = oXI + oX2 oXI + oX3 oxl ' 

les parenthèses désignant le résultat de la substitution de X 2 et X 3 respectivement 
par les fonctions m et n. En soustrayant (137) de (135) on a 

( dZ)_p +[(OZ)_P2] om +[(dZ)-P3J~=O 
dXI 1 OX2' oX j oX3 ox j • 

(O~)-Pjl + [(0~)-PI2JO m + [(dP;)-Pi3J~=o, ° Xl d X2 ° Xl d X3 ° Xl 

(i=I, 2,3). 

et l'on a tiré les relations nouvelles 

(138) 

dPi P- (0 Pi p-) (om) (OP; p-) (dn)_o -- jl+ -- i2 - + -- i3 - - • 
oXI oX2 oXj OX3 OXI 

(i = 1, 2, 3) 
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En vertu de la première des équations (138) et des relations 

(139) 

on conclut 
- oZ 

(140) Pl =--. OXI 

Supposons que l'on tire de (139) et (140) les relations 

di; oP2 oP! OP3 oP2 = oP) 
dX

2 
= OX

I
' dX) = OX

i
• OX) oX

2 

Grâce aux conditions olt *,0 et -.V"..L*,O. aux équations (138) et les con-
i) PI2 ° Pl) 

ditions 
oP -

(141) _1=PI2 • 

oX2 

on obtient les conditions 

(142) oP! _ p- OP2 P- oP) _P-
- 11' -= 22' -- 3)' OX! OX2 oX3 

Donc. les conditions (139) et (141) produisent les conditions (140) et (142). 
Les dérivées des identités (136) donnent les nouvelles identités 

(143) oZ (OZ) om (OZ) on (OZ) 
oC", = oX

2 
oC", + oX

3 
oC", + oC", ' (fI- = 1, 2, ... , 7), 

(144) :~ =(:!):~ + (:!) 0°; · (v=8.9), 
(145) oPi =(oP;)om +(OPi ) on +(OP;), (fI-=I. 2 •... , 7), 

oC", oX2 oCIJ. oX3 oC", oCIJ. 

(146) OPi (d~) om (OP;) on ° Cv = ()x2 -;) Cv + ° x3 ° Cv • 
(v = 8, 9) 

les parenthèses ayant la désignation antérieurement établie. En admettant que 
l'on ait 

oZ *,0 
oC ' 1/. 

(fI- = 1, 2, ... , 7) 

on obtient, grâce aux (139), (143)-(144) les conditions suivantes 

(147) UCIJ.*' 0, (fL= 1,2, ... ; 7), UCv=O, (v=8,9) 
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où nous introduisons des nouvelles notions U c des fonctions que nous dirons 
"caractéristiques" du système (Ill) 

U =àZ _p iJm _p iJn 
c- iJ C 2 iJ C 3 iJ C . 

D'autre part, sous l'hypothèse 

iJPi=t=O (i=1,2,3; (1.=1,2, ... ,7) 
iJCv. 

et en vertu de (141) et (145)-(146), on conclut 

(148) W~=t=O, ((1.=1,2, ... ,7;;=1,2,3), W~=O, «(1.=8,9) 
v. v. 

en appelant W~ les autres nouvelles fonctions caractéristiques qui signifient 

i _ iJPi_p. iJm _p. iJn • 
W c= iJ C 12 iJ C 13 iJ C 

Si les formules (134) définissent l'intégrale complète du système (111) sous 
l'hypothèse (113)-(116), alors les conditions (147) et (148) ont lieu. Donc les 
conditions citées sont nécessaires. Démontrons que ces conditions sont aussi 
suffisantes pour la formation de l'intégrale complète. Donc, en adrr:ettant que 
les conditions (147) et (148) existent, il est aisé de former les différences 
suivantes des formules (147) et «(143)-(144) 

(149) 

(150) 

et celles des formules (148) et (145)-(146) 

(151) - -Pi2 -' -+ - -Pi3 -=0, (v= 8,9; 1= 1,2,3) [(
iJ P;) ] 'iJ m [(iJ Pi) ] iJ n . 
iJ~ ~~ iJ~ iJ~ 

(152) 
[ ( iJ P;)-Pi2 ] iJ m + [(iJPi)_Pi3 J~+ (iJPi ) =1= 0, 

iJx2 iJCv. iJx3 iJCv. iJCIJ. 

(i=1,2,3; (1.=1,.,7) 

D'après (132) les équations (149) donnent les conditions (139) et par consé­
quent la condition (140). En vertu de l'équation (150) on obtient 

iJZ 
-=F.O, «(1.= 1,2,.,7). 
iJ Cv. 

=-
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Il suffit de prendre les deux premières équations (151). Ces équations, d'après 
(132), donnent les conditions (141), et alors les conditions (142) ont lieu. Les 
équations (152) ne donnent que les relations 

ô~ +0, i= 1,2,3; (.1.= 1, ... 7) 
Ô CI' 

qui ne sont cependant nécessaires. 
Il résulte des considérations exposées que pour former l'intégrale complète 

du système (111) à l'aide de l'intégrale générale (131) du système (119) les 
conditions nécessaires et suffisantes, exprimées par les fonctions caractéristiques 
suivantes, doivent avoir lieu 

(147') I
U~I'+O, «(.1.=1, ..... 7) UCv=O, (v=8, 9), 

W~ =0, (v=8, 9: 1=1,2). 
v 

De cette manière il ~est démontré le rôle important que jouent les fonctions 
caractéristiques introduites dans la théorie du système étudié (111), sous l'hypo­
thèse (113)-(116) 

D. Citons quelques propriétés des fonctions caractéristiques. Les for­
mules (131) s'obtient de neuf intégrales distinctes du système (119), c'est-à­
-dire ces équations sont résolubles par rapport aux neuf constantes arbitraires 
CI" Cz' •.. , C9 è-e sorte que l'on a la condition suivante. 

D ( Z, Pl' P2 , Pp P 12 , PB' P 23 ) ° 
CI' C2 , •••••••••••••••••• , C7 + . 

On pwt en former les déterminants dans lesquels les colonnes 3e, 4e, 5e, 6e 

sont remplacées respectivement par les U c' W~ (i = 1, 2, 3). Ces déterminants 
sont distincts du zéro. 11 en résulte qu'au moins l'une des fonctions caracté­
ristiques dans chaque groupe:U Ci' Wb., W~., W~., est distincte du zéro. Démon-

1 1 1 

trons que les fonctions caractéristiques sont homogènes et linéaires de leurs 
valeurs initiales: U~, (W~)o. En partant des identités (135) et des expressions 
qui définissent des fonctions caractéristiques on obtient l'équation 

ô U c = Wl ô m W2 ô n W3 
c+ c+ c' 

ôXI ôXI ôXI 

Pour obtenir les expressions des dérivées par rapport à Xl des autres fonc­
tions caractéristiques nous procédérons de la manière suivante. Substituons 
dans les formules 

ôWb=~(ÔP1_PI2 ôm _p ôn)+ ÔPI2 ôm + 
Ô Xl a C ô Xl a Xl 13 Ô Xl Ô C ô X 

'ÔP13 ôn ôPi2 am ÔP13 ôn +--------------
ôC ÔX ô~ ôC ô~ ôC 



58 Borivoj N. Rachajsky 

les formules 

à PI2 = -(D l') 
:.. 2JI , 
uXI 

à Pli (D l') àm (D l') on 011 U olr VI 011 V2 --+ J,-+ J,-+- +- +- + oC 2 1 àC 3 1 àC 0 c 0 C 0 C Z PI P2 

+ ol! V3 + Olr OP!2 + d/l d PI3 + d/l à P23 -0 
C -

o P3 0 PI2 0 C 0 PI3 0 C à P23 0 C 

.ainsi que les relations (I13), (116) et (135). On obtient de cette manière le 
résultat 

(154) ô W~ = _[(ôlr) u c + (olr) V ~+ (Ô/ I) V~+ (011 )v~J' 
ox ÔZ ôPI àp2 ÔP3 

D'une manière analogue on obtient encore les deux équations nouvelles 

(155) 

(156) à W~ = _~ [(013) Uc + (013) V~+(ÔI3)V~+(013)V~J. 
oXI oXI oz ÔPI ÔP2 ÔP3 

Les équations (153)-(156) représentent les équations différentielles linéaires et 
homogènes des fonctions U c et W~. Les solutions de telles équations s'expri­
ment linéairement et homogènement par les valeurs initiales des fonctions con­
-sidérées. 

On peut utiliser les propriétés démontrées des fonctions caractéristiques 
pour vérifier les conditions (147'), pour former l'intégrale complète du sys­
tème (111), sous l'hypothèse (113)-(116) à l'aide de l'intégrale générale du 
.système (119). 

E. Posons le problème de la formation de intégrale contenant des foncti­
ons arbitraires du système donné (111) à l'aide de l'intégrale générale du sys­
tème de Charpit. Outre de trois intégrales particulières définies par les équations 
-données (Ill), le système (119) a encore neuf intégrales ~l' ~2' FI' ... , Fr 
L'intégrale générale du système de Charpit (117)-(118) qui vérifie les équations 
(111), sous l'hypothèse (113)-(116), est définie par les équations citées et les 
-équations suivantes 

(157) 

-<Pi désignant les fonctions arbitraires. On pose pour déterminer les va!eus de 
variables paramétriques xi+l' Pi'Pik 

(158) Fj=~j' (j= 1,2, ... , 7). 

""" T '1"1'" Il'' 1'*'"'t""W.·'''''''t11ll11 

-
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Alors les variables mentionnées sont définies par les équations 

x j+1 =CPj(xp !Xi' !X2 , ~p ••• , ~7)' (i= 1,2) 

Z = CP3 (xi' !Xi' !X2 , ~p ••• , ~7)' 

Pj = CPj+3 (xl' !Xi' !X2 , (3i' ••• , ~7)' 

P\2 = CP7 (xi' !XI' !X2' ~p •.• , ~7)' 

Pu = CPs (xl' !XI' !X2' (31' ••• , ~7)' 

P23 = CP9 (XI' !X j , !X2' (3j' ••• , ~7)' 

U=1,2,3) 

59 

XI désignant la variable indépendante principale. On va chercher les solutions 
du système (111) en vérifiant de plus les conditions: 

3 3 

dz= 2: Pkdxk' dps = 2: Pskdxk' (s= 1,2,3) 
k=I k~1 

Pu étant déterminées par les équations (111). Grâce aux .conditions introduites 
on a les conditions nouvelles 

2 7 

2: Akjd!Xj+ L. Bk}d(3j+Kkdx1 =0, (k=l,., 4) 
1=1 j=I 

avec 

(i = l, 2) 

K =àCP3_cP àCPI_cP OCP2_cP 
j- 5 Ci 4' 

àXj dX1 oXl 

K = àCP _cp àCPI_(/) OCP2_ -
2 - ~ 1 ~ 8 ~ Pu' 

uXj uXI uXl 

àCPs - àCP2 0(/)2 
K3=--P22--(/)9 --CP7 

àXj àX1 oXl 

K
4
= àCP6_CP9 àCPI_P33 Of1J2_f1J

8 
àX1 àX1 oX1 

Pu=-fj(xl' CPp., (/)7)' (i=I,2,3). 

Grâce aux équations (1 19) ils existent les identités suivantes 

Kk=O (k = 1, 2, 3,4). 



60 Borivoj N. Rachajsky 

El vertu de (157) et (158) on a 

~j = <Pl (CXI' cx2), U=1, ... ,7) 

et les conditions (159) deviennent 

(~ Aki+ j~ Bk) ~::) d cx, = 0 (k = 1,2, 3,4). 

Les différentiels d cxI étant distincts du zéro, on établit les relations 

Aki+ i Bk] o<Pj =0, (k= 1, ... ,4; (i= 1,2) 
j=1 ocxi 

lesquelles doivent satisfaire les fonctions <Pj pour que (151) détermine la solution 
du système (111). Par conséquent le problème cité ci-dessus est résolu d'une 
manière analogue comme le problème posé par Lagrange [22] dans la théorie 
des équations aux derivées partielles du premier ordre. 

Les résultats obtenus dans cet article se généralisent aisément sur les sys­
tèmes des n (n> 3) équations aux dérivées partielles du second ordre à n varia­
bles indépendantes. 

11. Sur une classe des équations aux dérivées partielles du second 
ordre d'une fonction inconnue avec trois variables indépendantes 

En suivant les idées de N. Saltykow, [llJ, [24-27J on donne dans ce 
paragraphe une classe des équations aux dérivées partielles du second ordre 
d'une fonction inconnue avec trois variables indépendantes pour laquelle on 
peut faire la correspondance aVeC un système de Charpit, [28J. 

Considérons l'équation 

(160) f(x p X2 , x3' Z,Pl'P2,P3' Pll,PI2,P13' P22' P23' P33) =0 

avec les notations usuelles 
oz ()z 

Pi=~' Pi) = 
(1 Xi OXj()Xj 

et avec les conditions d'indépendance de l'ordre de la différentiation de la fonc­
tion z par rapport aux xj ' 

On peut les équations dérivées 

of OPll of OP12 of OPI3 of OP22 of OP23 - -+--+--+- -+--+ 
oPu _oxi OP12 oXi OP!3 oXj OP22 oXi OP23 oXi 

+ of oP33+D;!=0, (i= 1,2,3), 
OP33 oXi 

les symboles Dj désignant l'opérateur suivant 

00 3 0 
(161) Dj=-+Pi-+ 2. PSi-' 

oXj oz s=1 oPs 
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mettre sous la forme suivante 

f ôf ÔPll + ôf ÔPll + ôf ÔPll + D f+ 

1 ÔPll ÔXI ÔPl2 ÔX2 ÔPl3 ÔX3 1 

1 
+ (Ôf ÔP22+ ()f ÔP23+ ôf ÔP33) = 0, 

ÔP22 ÔXI ÔP23 ÔXI ()P33 ÔXI 

1 ôf ÔP22+ ôf ÔP22+ ôf ÔP22+Dd+ 

J ()P12 ÔXI ÔP22 ÔX2 ÔP23 ôX3 (162) ) 

1 
+( ()f ÔPll+ ôf ÔP13+ of OP33)=0, 

ÔPll ôX2 OPl3 ôX2 ÔP33 oX2 

1 of ()P33+ ôf ÔP33+ of ÔP33+Dd+ 

1 

ÔPl3 ôXI ÔP23 ôX2 ()P33 ôX3 

+ (Ôf ÔPll + ()f OPl2 + of OP22) = o. 
l ÔPll ôX3 ÔPl2 ()x3 ()P22 ôX3 

Ajoutons aux équations (162) les trois nouvelles 

ÔPI2_m 0 Pl2 -n _ô Pl2 = 0, 
ôXI oX2 oX3 

(163) ÔP13_m ôPI3_ n ÔP13 =0, 
ôX1 ôX2 ôX3 

Les fonctions m (Xl' X2, X3' Z, Pl , P2' P3' Pu, P12' PU' P22' P23' P33) , n (. .. ), seront 
déterminées d'une manière convenable. 

Faisons les éliminations suivantes: 

É 0 P2' 0 P23_ 0 P33 a) liminons de la première équation (162) les dérivées --- , 
oXl ()x1 ()x1 

en utilisant les relations évidentes 

o P22 1 Ô P12 0 P23 n2 0 P23 --=----n------, 
o~ m ô~ o~ m o~ 

ô P23 Ô P23 Ô P23 --=m--+n--, 
ôX1 ôX2 ôX3 

Ô P33 1 0 Pl3 m2 0 P23 0 P23 --=- ---- ---m--, 
ôXI n ôX1 n ôX2 oX3 
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b) Éliminons de 'la seconde équation (163) les dérivées à Pu, à PB à P33 

en utilisant les relations évidentes 
àX2 àx2 ' àX

2 

(164) 

à Pu à Pl2 n2 à P13 n à P13 --=m------+---, 
à~ à~ m à~ m à~ 

à P13 1 à Pl3 n à Pl3 --=- ---- --, 
àX2 m àXI m àX3 

àp33 =_1_ àP13_~ àp13_ m àp23 
ôX2 mn àXI m oX3 n àX2 

c) Éliminons de la troisième équation (163) les dérivées suivantes: à Pu • 
àX3 

o P22 en utilisant les relations suivantes 
oX3 

à Pu m à Pu m2 à Pl2 0 Pl3 
--=- ---- --+n--, 
oXl n àXI n oX2 àX3 

à Pl2 1 à Pl2 m à Pl2 --=-------, 
o x3 n à Xl n 0 X 2 

o P22 = _1_ à Pl2 _~ à P23 _~ _0 P12 
àX3 mn àXI m àX3 n oX2 

Après les éliminations indiquées le système (162) obtient la forme nouvelle 

r 
àl OPll (àl 1 OI)OPll (01 1 OI)OPll 

OPll oXI + OPl2 + m àP22 oX2 + OPl3 +-; àp33 lJx3 + 

1 
+DJ+KI (m àp23 + n OP23) =0, 

àX2 àX3 

1 (
à 1 01 ) à P22 à 1 0 P22 (à 1 m à 1 ) à P22 

àPl2 +m àpu àX
I 

+ àP22 àX2 + iJ p23 --;; OP33 àX3 + 
( 

1 
+Dzf+~K2(~ àp13_ OP23) =0, 

m n àXI àX3 

1 ( 01 à 1 ) à Pl3 (01 n 01) à P33 01 0 P33 

1 

0 Pl3 + n 0 Pu à Xl + à P23 - m à P22 0 x2 + à P33 à x3 + 

+D3/+2.K3(~ àp22_ àP12 ) =0 l n m oXl oX2 

; i 
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en utilisant les désignations suivantes 

K 
__ of n of m of 
1=---- ---- --, 

OP23 m OP22 n OP33 

(165) 
of of of 

K2=n2--+n--+--, 
o Pu 0 Pl3 0 P33 

of of of 
K3=m2--+m--+--. 

o Pu 0 P12 0 P22 

Il est aisé de s'en persuader que les équations (164) forment un système: 
de Charpit si les conditions suivantes sont remplies 

(( of 1 Of). of of. ( of Of) 
1 0 P12 + m 0 P22 '0 P12 = 0 P22' ~ PI2 + m 0 p~- = 

(166) 1 
( of n Of). ( of Of) 

= OP23 - m OP22 . oPl3 + n OPIl = -m, 

1 (
of 1 Of). of (Of m Of). ( of of ) 

oPl3 +-; OP33 • oPu = OP23 --; OP33 . 0l!12 +m oPu = 

1 =~'(~+n~)=-n 
l 0 P33' 0 Pl3 0 Pu ' 

ou 

(166) 
of of of 

m2--+m--+--=0, 
o Pu 0 PI2 0 P22 

of of of 
n2--+ n--+--=O, 

o Pu 0 P13 0 P33 

of m of of of 
---- --+n--+mn--=O, 
o P23 n 0 P33 0 P12 0 Pu 

of n of of of 
---- --+m--+mn--=O. 
OP23 m OP22 oPl3 oPu 

Grâce aux équations (1661) les équations (1662) ne donnent qu'une con­
dition qu'on peut mettre sous la forme suivante 

of _~~_m of =0 
o P23 m 0 P22 n 0 P 33 

C'est ainsi que l'on parvient à mettre les conditions (166) sous la forme plus. 
symétrique 

(167) Kj=O, (i= 1, 2,3). 



64 Borivoj N. Rachajsky 

Donc, en vertu des conditions (167) le système (164) devient 

(168) 

Ajoutons aux équations (163) et (168) les identités évidentes 

(169) 

Les équations (163), (168) et (169) forment un système du type de Charpit 
On peut associer au système dit un système équivalent des caractéristiques 

(170) 

Grâce aux conditions: K2 = 0, K3 = 0 on peut déterminer les fonctions 
inconnues: m et n et alors en vertu de la condition KI = 0 on obtient la 
condition cherchée pour la for,ction f 

(171) 
{

of [( of ·2 of of JI/2}. of 
OP23 ± OP2J -4 OP22 OP33 .2 OP33 = 

{
of [( of )2 of of J1/2} {Of [( of )2 of of J1/2} 

= OPI2 T OPI2 -4 OPIl OP22 . OP13 T oPI3 -4 OPlI OP33 

-
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Autrement dit si la fonction / admet la condition (171) alors on peut à 
l'équation donnée (160) associer le système de Charpit (163), (168), (169) ou 
le système des équations différentielles ordinaires des caractéristiques (170). 

Pour former la solution correspondante de l'équation (160) (admettant la 
condition (171» au moyen de l'intégrale générale du système de Char pit (163), 
(168), (169) on peut construire la théorie que serait analogue à la théorie 
concernant· le système t23) en involution ce Darboux-Lie. 

Considérons une équation aux dérivées partielles du second ordre d'une 
fonction z inconnue: 

(172) 

F étant une fonction arbitraire et les quantités u et v sont définies par les 
relations données 

(173) 

-F[xi', X2 , x3' Z, ~ (xp x2' X3, Z, PI' P2' P3)] =0. 

La fonction considérée / admet la condition (171) et on peut appliquer la 
théorie exposée à l'équation considérée: /=0. 

12. Sur les résultats de D. H. Parsons 

Soit l'équation 

(174) 

dans laquelle z est la fonction des n variables indépendantes XI' .•. , xn 

àz à2 z 
P j = -;---, P ij = --;--;:-

uXj uXjUXj 

et telle que / soit analytique pour toutes variables. 
D. H. Parsons, [29], [30], [31], définissait le rang de l'équation donnée 

(174) comme le rang de la matrice suiv.::nte 

[ 

à/:àp~1 1~2 à.flà:12 : .. . 1/2. à/:à PI• n J. 
1/2 à/IPnl ............... à/làPnn 

II démontrait aussi les propositions suivantes: 

s 
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Si l'équation (174) est de rang 1, elle a une famille des caractéristiques 
du premier ordre; 

Si l'équation (174) est du rang 2, elle a deux familles diverses et si 
l'équation donnée est du rang 3, elle n'a pas des caractéristiques de cette espèce; 

Le rang de l'équation donnée est invariant sous la transformation de contact. 
Dans son oeuvre, [29], D. H .. Parsons appliquait la théorie classique des 

caractéristiques, la théorie des équations en involution et la mèthode de Darboux, 
[32], [14], à l'équation (174), n = 3, quand elle est du rang 2 ou 1. 

On ne peut pas généraliser la méthode de Darboux sans la condition 
suffisante et nécessaire: l'équation (174) est du rang 1 ou 2. 

D. H. Parsons illustrait sa théorie avec l'exemple suivant 

Pu + P12 P13 + ( P12 )2 = 0 
I-P23 I-P23 

ajoutant les conditions 

pour Xl =0: z= 1/2 xi, Pl =X~+X2X3; ou 

pour xl=O: z=O, Pl=X2 X3" 

La méthode exposés de Parsom peut être généralisé au cas n::2:. 3 et aussi 
aux équations correspondantes aux dérivées partielles des ordres supérieurs. 

--



III Chapitre 

SUR LE SYSTÈME DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES 
PARTIELLES EN INVOLUTION DE DARBOUX DU TROISIÈME ORDRE 

Les équations aux dérivées partielles d'une fonction à deux variables in­
dépendantes en involulion de Darboux du, troisième ~rdre admettent d'établir 
plusieurs propriétés qui sont analogues aux propriétés de la théorie des équations 
"ux dérivées partielles du premier ordre et des systèmes des équations aux dé­
rivées partielles du second ordre en involution de Darboux-Lie. 

On peut établir pour les équations en involution de Darboux du troisième 
ordre, par exemple, les propriétés suivantes: . 

1) on peut former le système des équations différentielles jouant le rôle 
d'un système des caractéristiques, 

2) on peut étendre la notion de l'intégrale complète et préciser les con-
ditions nécessaires et suffisantes concernant cette intégrale, . 

3) on peut résoudre deux problèmes de Jacobi et d'une manière bien déter­
minée faire la liaison intime entre l'intégrale générale du système des caracté­
ristiques et l'intégrale complète du système des équations aux dérivées partielles, 

4) on peut traiter la théorie de Lagrange des intégrales des systèmes con­
sidérés, et 

5) on peut aussi poser le problème da la formation d'une intégrale de 
Cauchy à l'aide d'une intégrale complète donnée. ([10], [13], [15], [33]). 

1. L'involution de Darboux du troisième ordre 

Considérons une équation aux dérivées partielles du second ordre, utilisant 
les désignations habituelles, sous la forme suivante 

(1) r+ f(x, y, Z, p, q, s, t) = O. 

On supposera pour la fonction f que fE C2 (G), où G est un domaine déterminé 
des variables x, y, Z, p, q, s, t. A l'équation (1) faisons correspondre une autre 
équation aux dérivées partie,lles du troisième ordre suivant une loi qui sera 
déterminée plus tard, et écrivons 

(2) Zxyy + <l> (x, y, Z, p, q, s, t, Zyyy) = O. 
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On supposera que <1>ECl (Gl), où Gl est un domaine des variables x, y, Z, p, 
q, s, t, Zyyy et Ge G1 • 

Formons les équations dérivées du second ordre de l'équation (1) et du 
premier ordre de l'équation (2) respectivement par rapport aux variables indé­
pendantes x et y: 

(3) 

Zxxxx + la ZXXXy + It Zxxyy + Dxxl = 0, 

ZXXXy+ /aZxxyy+ ft ZXyyy+ Dyxf= 0, 

ZXXyy + la ZXyyy+ ItZyyyy+ Dyyf= 0, 

ZXXyy + <1>/; ZxYyy + Dx <1> = 0, 

Zxyyy + <1>8 Zyyyy + Dy <1> = 0, 

~, <1>8, Is, ft, Zxxxx, ... désignant respectivement les dérivées partielles 

ô3 Z/ôy3, ô<1>/ô'ô, ôl/ôs, ôf/ôt, ô4z/ôx4, ... ; quant à Dx, Dy, Dxx, Dxy , Dm 

elles désignent les dérivées correspondantes prises par rapport à x et y. En 
vertu de la définition de l'involution de Darboux du troisième ordre, les équa­
tions (3) ne doivent point être résolubles par rapport aux dérivées du qua­
trième ordre. Il en résulte les deux conditions de l'involution sous les formes 
suivantes 

(4) 

(5) 

(3') 

<1>~-fa <1>8 + ft = 0, 

Dx <1> + ft Dy <1>-Dyyf = O. 
<1>8 

2. Système des équations différentielles ordinaires des caractéristiques 

Grâce aux équations (3) on peut former les équations suivantes 

ô~ + <1>11 ô~ -m + Dyxl = 0, 
ôx ôy 

Oy + cl>8 Oy + Dx <1> = 0, 
ôx ôy 

ô'ô ô'ô - + <1>8 - + Dy <1> = 0, 
ôx ôy 

-

;; rr'; , 
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où l'on a posé: ~=Zxxx' ~=ZXXy, y =ZXyy , m=(f,/4>8) Dx4>-Dyx! Complé­
tons ces dernières équations par les égalités évidentes 

OZ oz - + 4>/1 --P-4>8 q = 0, 
ox Oy 

op op -+ 4>/I--r-4>/ls=O, 
OX oy (6) 

oq oq - + 4>/1 --S-4>8 t = 0, 
ox oy 

or Ôr 
- + 4>/1 --~-4>8 ~ = 0, 
ox oy 

os os -+ 4>/I--~-4>/lY=O, 
ôx oy 

(6') 

ôt ôt - + <l>8 --y-4>8 a = o. 
Ôx oy 

L'ensemble d'équations (3'), (6), (6') représente un système de la forme 
de Charpit, [1], à dix fonctions inconnues: z, p, q, r, s, t, ~, ~, y, a des 
variables indépendantes x et y. Par conséquent, l'intégration du système (3'), 
(6), (6') revient à l'intégration du système d'équations différentielles ordinaires 
des caractéristiques 

dx = dy = dz dp dq dr ds dt 
---=---=---

4>/1 P + 4>8q r+ 4>8S S + 4>8 t ~ + 4>8 ~ ~ + 4>8 Y Y + 4>8 a 

d~ d~ --- -=-~=-~ (7) 

Pour nos équations (1) et (2) on peut utiliser aussi le système des 
caractéristiques de la forme 

(8) dx = dy = _ dz = dp = dq = ds = dt = _~, 
4>8 P + 4>/1 q r + 4>8 s S + 4>8 t ~ + 4>8 Y Y + 4>8 a Dy 4> 

où r, y, ~ doivent être exprimés par les autres variables figurant aux équa­
tions (1) et (2). 

3. L'intégrale complète 

Nous partons de l'équation 

(9) z=V(x, y, Cp ... , C6), 
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où CI solit les paramètres distincts et indépendantes des variables x et y. 
Supposons que VEC4(D'), D' désignant un domaine de x, y, Cl ... , C

6
• 

Formons les équations dérivées 

(10) p = v." (x, y, Cl' ... , C6), q= Vy (x, y, Cl' ... , C6), 

(11) r= Vxx(x, y, Cl' ... , C6), 

(12) s = VXy (x, y, Cl' ... , CJ, t = Vyy (x, y, Cl' ... , C6), 

(13) y= VXyy (x, y, Cl' ... , C6), 

(14) 0= Vyyy (x, y, Cl' ... , Co), 

sous la condition suivante dans le domaine D' 

(15) 

Si le résultat de l'élimination des paramètres Ci des équations (11), (13) et (9) 
(10), (12), (14) ne donne que les équations (1) et (2), nous dirons dans ce cas 
qu'! l'intégrale complète du système (1)-(2) est définie par l'équation (9). 

On va maintenant démontrer que grâce aux conditions (4)-(5) la fonc­
tion V doit satisfaire aux conditions complémentaires. 

En effet, on peut démontrer aisément qu'il y a lieu les égalités suivantes 

(16) ) 
~l ~2) ~3 

(f. = -~' (f,)= -~' (<1>a = -~' 

où les parenthèses signifient le résultat de la substitution de z, p, q, s, t, 0 
respectivement par leurs valeurs V, Vx , Vy , VXy , Vyy , Vyyy et ~l' ~2' ~3 les 
déterminants fonctionnels suivants 

(17) 

La condition (4) nous donne 

(4') (<1>a}2-{fs) (<1>a) + (f,) = 0 

où les parenthèses ont les significations antérieurement établies. Grâce aux 
égalités (16) la condition (4') devient 

(~3)2 _ ~l ~3 _ ~2 = 0 
~ ~ ~ ~ , 

-
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ou 

(18) 

On peut mettre la condition (18) sous une forme plus symétrique. En 
effet, en vertu des identités évidentes 

Vxx+ f(x, y, V, Vx , V;, VXY ' Vyyy) = 0, 

VXXy + (Dy!) = 0 

et (16) on peul établir une rélation nouvelle 

(18') 

ou 
tl' tli tl2 -=-+-, 
tl3 tl tl3 

(18") 

désignant par tl' le déterminant fonctionnel 

(19) 

Grâce à la relation obtenue (18"), on peut mettre la condition (18) sous 
la forme convenable, plus symétrique 

tl3 tl' 
~=~' 

3 

(20) 

La relation (5) ou la relation suivante 

(5') 

est vérifiée indentiquement, grâce à la condition (18), à savoir 

(
tl3 _ tl2 _ tlI ) V ' = 0 
tl tl tl XYYY • 

3 

Donc, la relation (5) n'impose pas des conditions nouvelles à la fonction V. 
Il est aisé à démontrer qu'il doit avoir lieu la condition nouvelle 

(21) ~I =0, 

~l désignant le déterminant fonctionnel 

(22) ~l =D( V, Vx, V;, Vxx ' Vxy , Vy; ). 
Cl' C2 • C.,. C4 • Cs' C6 

car l'équation (1) ne dépend pas de la dérivée a = zyyy. 
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On peut démontrer que les conditions (18) ou (20) et (21) sont aussi 
suffisantes. 

Donc, l'équation (9) definit une intégrale complète du système (1)-(2) 
en involution de Darboux du troisième ordre si la fonction V admet les condi­
tions nécessaires et suffisantes 

(23) 

Â, Â3' Â' et 81 désignant les déterminants fonctionnels (15), (17), (19) et (22). 

4. L'intégrale générale des caractéristiques. 
Le théorème généralisé de Jacobi 

Il est aisé à démontrer que les formules 

(24) z=V, p=V", q=Vy' s=VXy , t=V;y' 8=Vyyy 

définissent les six premières intégrales distinctes du système 

(8') dx= dz 
p + ct>aq 

dp dq ds 

En effet, on a les équations dérivées 

dp dy 
-=V",,+VXy -, 
dx dx 

(25) 
ds . dy 
-=VX"y+V"yy-, 
dx dx 

dt dy 
-= VXyy + Vyyy -, 
dx dx 

et en vertu des relations 

dt d8 ---=---

d8 dy 
- = Vxyyy + Vyyyy -
dx dx 

Vx" + f(x, y, V, Vx' Vy' V"y' Vyy) = 0, 

VXyy + ct> (x, y, V, Vx' Vy' V xy' Vyy , Vyyy) = 0, 

et de l'équation première du système (8) 

(26) dy = (ct>a), 
dx 

où les parenthèses ont les significations antérieurement établie, le résultat de 
l'élimination des constantes CI, définies par les équations (24), entre les équa­
tions (25) ne donne que les équations (8'). 

ln; 
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Cherchons, encore, l'intégrale de l'équation (26) ou d'une des équations 
équivalentes 

(27) 

(28) 

LlJ dx + Ll dy = 0, 

Ll' dx+ LlJ dy = O. 

Introduisons le symbole suivant 

(29) 

i, j, k, /, m désignant les nombres entiers de 1 à 6. On peut former les iden­
tités suivantes 

~[(i, k, /, m, n)] =a
l 
ti' + a

2
ti

J
, ~[(j,j, /, m, n)]=b

l 
ti' + b

2 
Ll

3
, 

ox (i,j,k,/,m) iJx (i,j,k,/,n) 

o [(i'k,/,m,n)J_ A A ~[(i,j,/,m,n)]_b A b A - ---- -a U 3 +a2 u, . . - lU3+ 2U' 

~ ~t~~~ 1 ~ ~h~~~ 

ai et bi désignant les fonctions des variables x, y, Cl' ... , C6 bien déterminées. 
Grâce à la condition (20) il en résulte 

(30) 

et aussi 

(31) 

iJ [(i, k, /, m, n)] 0 [(j, k, /, m, n)] 
iJx (i,j,k,l,m) _iJy (i,j,k,l,m) 

Ll3 - ti 

~[(i,j, l, m, n)] 
iJx (j,j, k, /, n) 

Ll' 

~ [(j,j, /, m, n)] 
iJy (j,j,k,/,n) 

Ll3 

Donc, les équations (27) ou (28) ont les intégrales suivantes 

l - (i, k, l, m, n) t 
1= cons ., 

(i,j, k, /, m) 

(i,j, /, m, n) ...:...:...::..:........:---'--"- = const. 
(i,j, k, /, n) 

Ces intégrales ne sont pas indépendantes par rapport aux variables x et y. 
En effet, en vertu des relations (30) et (31), on a 

D (II' 12) = O. 
x,y 

On peut formuler le théorème suivant - théorème de Jacobi: 
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L'intégrale générale du système des équations différentielles des caractéris­
tique (8) est définie, en vertu de l'intégrale complète (9) et (23), par les formules 
suivantes 

z = V, P = Vx' q = Vy ' s = V.'QI' t = Vyy , 8 = Vyyy , 

I1=D(V, V"' Vy ' VXy , VYY):D(V, Vx ' Vy' Vl,y, VYY )=C
7

, 

~,~,~,~,~ ~,q,~,~,~ 

5. Sur une méthode de N. Saltykow dans la théorie 
des équations aux dérivées partielles du second ordre 

N. Saltykow avait communiqué à une des séances de l'Institut mathéma­
tique en 1959 une méthode très intéressante pour l'intégration des équations aux 
dérivées partielles du second ordre. Notre but est maintenant de démontrer que 
la méthode exposée a des liaisons avec certaines notions et certains résultats de 
la théorie des équations aux dérivées partielles qui sont en involution de Darboux 
du troisième ordre, [33}. 

Considérons une équation aux dérivées partielles du second ordre d'une 
fonction inconnue z de deux variables indépendantes x et y 

(32) f(x, y, z, p, q, r, s, t) = 0, 

où l'on a posé p=oz/ox, q=oz/oy, r=02 z/ox2, S=02Z/oxoy, t=02 r/oy2, 
fr=of/or, J.=ofjos. On supposera que fEC2(G), où G est un domaine 
déterminé des variables x, y, z, p, q, r, s, t. 

Formons les équations dérivées de l'équation (32) respectivement par 
rapport à x et y, à savoir 

(33) 

en posant 

{
froc+ fs~+ ftY+ Dxf =0, 

fr~ +fsY+ ft 8 + Dyf= 0, 

OC=03 Z /0X 3, ~=03zjox20y, y=03z joxoy2, 8=03Z/oy3, fs = of/os, 

o 000 
Dx=-+p-+r-+s-

ox oz op oq 

o 0 0 0 
D =-+q-+s-+t-

y oy oz op oq 

et ajoutons y une équation auxiliaire 

(34) ~-m(x, y, z, p, q, r, s, t) c=o. 

La fonction m doit satisfaire aux conditions qui seront précisées plus tard. 
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Grâce à l'équation (34), on peut mettre les équations dérivées (33) sous 
la forme suivante 

(33') 
Ct + (mfs + ft)/(mf,) ~ + D;fI 1,= 0, 

r+ f,/(mfr+ Is) 8 + Dyf/(mf,+!.)=O. 

Supposons que les coefficients de b et d des équations ci-dessus satisfont aux 
conditions 

(mfs+ f,)/mfr= -m, ft/(mf,+f.) = -m; 

on aura alors une seule condition pour la fonction m: 

(35) fr m2 +fs m+ft=0. 

Par conséquent les équations (33') et (34) peuvent être écrites sous la forme 

(36) 

or or 1 
--m-+-D 1=0 
ox oy fr.c , 

os _mos =0 
ox oy , 

ot ot m 
--m--- Dyf=O. 
ox oy ft 

Les équations obtenues (36) et les identités évidentes de la forme suivante 

oz oz 
--m-=p-mq, 
OX oy 

op op 
--m-=r-ms, 
OX oy 

(37) 

iJq iJq 
--m-=s-mt, 
OX oy 

représentent un système de la forme de Charpit à six fonctions inconnues: 
z, p, q, r, s, t de deux variables indépendantes x et y, (18J. (Dans le livre de 
Hilbert et Courant [1J, pour le système de cette espèce on emploie la déno­
mination "système des équations qui ont la même partie principale"). 

Le système correspondant d'équations différentielles ordinaires "caracté-
ristiques" devient . 

(38) dx= dy = dz 
-m p-mq 

dp dq. 
=--=--= 

r-ms s-mt 

dT 

D,JIf, 
dt 

mD;f/ft 
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Il ne reste qu'à poser la question de l'intégration de l'équation donnée (32) à 
l'aide de l'intégration du système (38). 

Posons maintenant le problème suivant: associons à l'équation (32) une 
autre équation de la forme (34) de telle manière que ces deux équations soient 
en involution de Darboux du troisième ordre. 

Pour établir les conditions de la dite involution nous utiliserons, par 
exemple, un procédé antérieurement cité, [33]. 

(39) 

Pour cela formons les équations dérivées des équations (32) et (34) 

!rZx:JCXx+!sZX;XY + ft ZXXyy + Dxxl = 0, 

Irz~y+ !,z:>.Xyy + ftzXYyy + Dxyl = 0, 

Ir Z;CXyy +!s Z xyyy + ft Zyy;y + Dyyl = 0, 

zxxo-mzxyyy-yDy m=O. 

D;, Dy, Dxx' D~y, Dyy désignant rt"spectivement les dérivées cerrespondantes 
des fonctions m et 1 prises une ou deux fois par rapport à x et y; quant à 
z,.,.,.;, ZXX;y, etc., elles désignent les dérivées partielles du quatrième ordre de la 
fonction z: o4zjOx", o4zjox3 0Y, etc. 

D'après les conditions de l'involution de Darboux du troisième ordre, les 
équations (39) sont insolubles par rapport aux dérivées du quatrième ordre: 
z-'xxx' Zxxxy' ... , Zyyyr Il en résulte que tous les déterminants du cinquième 
ordre de la matrice des coefficients du système (39) sont égaux à zéro. On peut 
mettre le déterminant À du cinquième ordre formé des coefficients des dérivées 
du quatrième ordre de la fonction Z - le déterminant du système (39) - sous 
la forme suivante 

En égalant ce déterminant à zéro et grâce à la condition !r!t=FO, on a 

(35) 

Ce n'est que la condition (35) qui a été obtenue par la méthode de N. Saltykow. 
En utilisant la condition (35) et Irlt=FO, tous les !lutres déterminants du 
cinquième ordre seront égaux à zéro sous la condition suivante 

(40) yft Dym-m (y/r Dxm+ Dxy/) =0. 

Donc, si les conditions (35) et (40) sont satisfaites, les équations (32) et (34) 
seront en involution de Darboux du troisième ordre. 

Comme il est bien connu, [33], on peut associer aux équations (32) et (34), 
qui sont en involution de Darboux du troisième ordre, un système d'équations 
différentielles ordinaires, appelé système des caractéristiques. 
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Or, en ce qui concerne la formation du système mentionné d'équations 
différentielles ordinaires, on peut tirer d'abord du système (39), grâce aux 
conditions (34) et (40), les équations suivantes 

ooc ooc yI,D:xm-mD=1 --m-- 0, 
ox oy ml, 

o~ o~ 
--m --yD"m=O, 
ox oy 

(41) 

Enfin y ajoutons les équations évidentes 

Oz oz 
--m-=p-mq, 
ox oy 
op op 
--m-=r-ms, 
ox oy 

(42) 

oq oq 
--m-=s-mt, 
ox oy 

Or or D;xf 
--m-=oc-m~=--, 
ox oy f, 

os os 
--m-=~-my=O, 
ox oy 
01 ot m . 
--m-=y-m8=- Dyf· 
ox oy ft 

Les systèmes (41) et (42) font un système de Charpit par rapport aux fonctions 
inconnues: z, p, q, r, s, f, oc, ~, y, a de deux variables indépendantes x et y. 
Ce système de Char pit est équivalent au système cherché des caractétistiques 

(43) 

dx= dy_=_-.!!~=~=-.3!L= tir 
-m p-mq r-ms s-mt D:xlll, 

ds dt 
-=----
o mDyf/ft 

doc d~ dy da 
-~-=--=---------

m(Y/r Dy m + Dyyf)ft 
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On peut utiliser les intégrales du système des caractéristiques pour former 
les solutions cherchées de l'équation donnée (32) (avec (34), (35) et (40», [24]. 

3. D'après la théorie exposée ci-haut, on doit - si l'on associe à l'équa­
tion (32), avec la condition frf,=l=O, une autre équation (34) avec la condition 
m:;tO-compléter la condition (35), obtenue pal la méthode de N. Saltykow et 
aussi en égalant le déterminant Il. du système (39) à zéro, avec la condition 
(40), en s'assurant que tous les déterminants du cinquième ordre de la matrice du 
système (39) sont égaux à zéro, c'est-à-dire affirment que les équations (32) et 
(34) sont en involution de Darboux du troisième ordre. Dans ce cas, on doit 
compléter le système des équations différentielles (38) avec les équations nou­
velles et utiliser le système des caractéristiques (43). 

En ce qui concerne les équations (32) et (34), on peut résoudre deux 
problèmes de Jacobi et faire la liaison entre l'intégrale du système des carac­
téristiques et l'intégrale complète des équations aux dérivées partielles. On peut 
aussi poser le problème de la formation d'une intégrale de Cauchy à l'aide 
d'une intégrale complète donnée, [33]. 

6. Sur le problème de Cauchy des systèmes en involution 
de Darboux du troisième ordre 

Dans la Note, [34], en suivant l'idée de Courant, [1], nous avons fait une 
application d'un système correspondant de Char pit pour obtenir l'intégrale de 
Cc:uchy des systèmes des équations aux dérivées partielles du second ordre en 
involution de Darboux-Lie. Maintenant, nous allons traiter d'une manière ana­
logue le problème de Cauchy concernant un système en involution de Darboux 
du troisième ordre. 

Le problème initial pour le 'système de Charpit. Considérons un système 
des équations aux dérivées partielles en involution de Darboux du troisième 
ordre d'une fonction inconnue Z de deux variables indépendantes x et y 

, 

(44) r+ f(x, y, Z, p, q, s, t)= 0, ZXyy + cl> (x, y, Z, p, q, s, t, zYn') = 0, 

sous les conditions 
:z ' cl>a-J. cl>a + ft = 0, 

Dz4>+(ft/4>a) Dy cI>-Dyyf=O, 

avec; p=dZ/dX, q=dZ/()y, r=ô2z/dX2,S=d2z/dXdy, t=d2z/dy2, z,.yy=d3z/dxdy2, 
'8=Zm=d3Z/dy3, fs=df/()s, !,=i)f!i)t" cl>a=dcl>/d'8, quant à Dx' Dy, Dyy, elles 
désignent les dérivées correspondantes prises par rapport à x et y. 



Sur les systèmes en involution des équations aux dérivées 79' 

On peut associer, [33], au système (44) un système de Char pit de la forme 
suivante 

Oz Oz -+ <l>a-=P+ <l>aq, 
ox oy 

Os Os 
-+ <l>a-=~+ <l>aY, 
ox Oy 

(45) 

oi/ op 
- + <l>a- = r + <l>a s, 
ox oy 

Of ot 
-+ <l>a-=Y+ <l>a~, 
Ox oy 

oq oq . 
-+<l>a- =s+ <l>a t, 
ox oy 

Oy + <l>a oy + D. <l> = 0, 
Ox oy ~ 

Or Or 
-+ <l>a- =ct + <l>a~, 

. ox oy . 
O~ O~ 
-+ <l>a-+Dy <l> =0, 
ox oy 

où l'on a ct=zxxx' ~=zXXY' y=z",yy' avec les fonctions inconnues z, p, q, r, s. 
t, y, ~ de deux variables indépendantes 'x et y. . 

Nous supposons d'abord que les fonctions f et <l> soient telles qu'ils. 
existent les intégrales premières distinctes suivantes 

(46) 

fi (x, y, z, p, q, s, t, Zyyy), (i = 1, 2, ... , 7) 

fs=r+f(x, y, z,p, q, s, t) 

f 9 =Y+ <l> (x, y, z, p, q, s, t,~) 

sous la condition 

(46') 

0:1 peut obtenir ces intégrales par l'intégrafon du système d'équations. 
différentielles ordinaires suivantes 

dx= dy = dz dp 
<l>a p + <l>aP r+ <l>a S 

ds _d_t_= _~=_~ 

où ct et ~ doivent être exprimés par les autres variables figurant dans les 
équations (44). 

Grâce aux intégrales (46) l'intégrale générale du système de Char pit (45} 
est déterminée par les relations suivantes 

(47) Ci = 1, 2, ... , 8) 

ni étant des fonctions arbitraires. 
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Pour le système (45) on peut résoudre: 

Problème A. Déterminer les solutions 

(48) z (x, y), p (x, y), q (x, y), r (x, y), s (x, y), t (x, y), y (x, y), ~ (x, y) 

du système Char pit (45) contenant la courbe donnée non caractéristique 

(C) 

de telle manière que l'on ait le long de la courbe (C) les conditions suivantes 

(49) 

et 

(50) 

r+I=O, y+<1>=O, 

[
dZ=Pdx+qdY, dp=rdx+sdy, dq=sdx+tdy, 

dr=(J.dx+~dy, ds=~dx+ydy, dt=ydx+~dy, 

p=a, s=b pour x=xo' y=Yo 

où a et b sont des constantes données, mais (xo' yo)EC. 

Grâce aux conditions (C), (49), (50), on peut d'abord déterminer les va­
leurs initiales des variables p, q, r, s, t, y,~, c'est-à-dire les fonctions suivantes 

(51) 

En vertu des conditions (49) on a pour x=xo 

et aussi 

(51') 

(51") 

z' ('t') = q ('t), p' ('t') = S ('t'), q' ('t') = t ('c), 

r' (t') = ~ ('t'), s' ('t') = Y ('t'), t' ('t') = ~ ('t'), 

q (t) = z' (t), t ('t') ~ z" ('t'), ~ ('t') = z'" ('t'), 

S ('t') = p' ('t'), Y ('t') = p" ('t'). 

Donc, la fonction p ('t') se détermine comme une solution de Cauchy de l'équa­
tion différentielle ordinaire du second ordre 

satisfaisant aux conditions 

(52') 

OÙ l'on suppose l'unicité de la solution du problème de Cauchy (52)-(52'). 
Grâce à la solution obtenue p ('t') du problème (52)~(52') on ~GUt déter­

miner les fonctions s (t) et y ('t), (51 '). Quant à la fonction r Ct), on a la rda­
tion suivante 
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En utilisant les fonctions déterminées (51), on peut définir les fonctions 
nouvelles Àj Ct") et les paramètres auxiliaires Ut par les rdations suivantes 

Àj (t) ~Ji [xo' T, Z (T), P (T), q (T), r(T), S ('t), t (T), Y (T)], 

(53) Àj(T)=Uj, (i=1,2, ... ,9). 

En éliminant le paramètre T entre les relations (53), on obtient les rela­
tions bien déterminées des paramètres Uj 

(i=1, 2, ... , 8). 

Les fonctions arbitaires fL dans l'jn~égrale générale (47) doivent avoir les 
formes 7!j. Donc, sous les conditions (C), (49) et (50) les solutions (48) du pro­
blème initial pour le système de Charpit (2) sont déterminées par les formules 

(49') (i= 1,2, ... ,8). 

Alors, le procédé indiqué rés0ud le problème A. 

Le problème initial pour le système en involution. Pour le système (44) en 
involution de Darboux du troisième ordre on peut résoudre 

Problème B. Les solutions (48) du système de Char pit (45) déterminent 
l'intéKrale de Cauchy du système en involution de Darboux (44) sous les condi­
tions (C) et (50). 

Pour cela, il suffit de démontrer que les fonctions (48) remplissent iden­
tiquement sur la surface z = z (x, y) les conditions suivantes 

r (x, y) + f[x, y, z (x, y), p (x, y), q (x, y), s (x, y), t (x, y)] =:=0, 

y (x, y) + <1> [x, y, z (x, y), p (x, y), q (x, y), s (x, y), t (x, y), ~ (x, y)]=:= 0, 

( ) ôz (x, y) p x,y--
ôx 

0, q(x,y)-
ôz (x, y) 

ôv 
0, 

r (x, y) 
ôp (x, y) 

0, s(x, y)_qP(X, y) =s(x, y)_ôq(x, y) 0, 
ôx ôy ôx 

tex, y) 
ôq (x, y) 

0, 
ôs(x,y) rôt (x, y) 

0, 
ôY 

y(x, y)----=y(x, y)-
ôx ôy 

~(x,y) 
ôt (x, y) 

O. 
ôy 

La démonstration du problème B se peut achever d'une manière analogue 
comme dans le cas du système en involution de Darboux-Lie, [34], mais cette 
fois à l'aide du système de Charpit (45). 

6 
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Exemple. Considérons le système 

4 
r-t--p=O, 

x 

en involution du troisième ordre (pour obtenir la seconde équation du trosième 
ordre en sachant la première équation du second ordre, voir le procédé [35]) 
et cherchons l'intégrale de Cauchy sous les conditions 

(C) 

(44') 

x= 1, y='t', 
1 

Z=-'t'3 
3 ' 

p=O, 
7 

S=--, 
12 

pour xo= 1, Yo=O 

Dans ce cas les intégrales (48) sont 

J,"'" x-y, 

3 1 
J3""'p+q-xr-2xs-xt+- x5+-x"y, 

20 4 

1 1 1 
!.=z-x (p+q) +î X2 (r+2s+ t)-15 x6

-
10 

x5 y, 

1 3 1 
J""'-t+-p--xy 

5 x2 x3 4 ' 

1 3 1 1 
!" ""'-y--p-- t-- y, 

4 x4 x3 x2 

1[1 1 1 ] J7 "", x2 12 x5 +4" x" y-p -îx(r+ 2s+ t) , 

4 J8"",r-t-- p 
x 

3 1 3 1 
J9"'" y+ 8 + -s+- t+ - p-- x2 (x+ y) 

X x x2 4 

et les fonctions (51) sont déterminées par les formules 

717 
p(")- -12'" q(,,)=-r2, r(")=-3'" 8(")=-12' 1(")=2-. 

y(,,)=O, 8(,,)=2. 



ou 
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Les solutions du problème A s'obtiennent sous la forme 

3 1 19 
p+q-x (r+2s+ t)+- xS+_x'y=(x_y)z+_, 

20 4 20 

1 1 1 1 19 
z-x(p+q)+-xZ(r+ 2s+t)-- x 6 __ x Sy= -- (X_y)l __ (x-v). 

2 15 10 3 60' . 

1 3 1 1 
-y--y--t-- y=O, 
4 x4 Xl X 2 

1[1 1 1 ] 2 - - x'+-x4y-p-- x(r+2s+t) --
x 2 12 4 2 3 ' 

4 
r-t--p=O, 

x 

3 1 3 1 
y+8+-s+-t+- p __ x 2(x+y) =0. 

x x x 2 4 

1 1 1 19 
z(x y)=_x'y __ x 2y+_yl+_y 

, 60 3 3 60' 

1 2 
p (x, y) = 12 x4 y-3" xy, 

1 1 19 
q(x, y) =_ x' __ x 2+ y2+ _, 

60 3 60 

1 2 
r(x, y) =T Xl y-3"Y' 

1 2 
s(x y'\ =- x4--x 

, J 12 3' 

t(x, y) =2y, y (x, y) =0, 8 (x, y) = 2 

et la surface z= z(x, y) est la solution du système (54), (C), (54'). 
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7. Sur les intégrales des systèmes en involution de Darboux du troisième ordre 

Il s'agit, dans ce paragraphe, d'établir la théorie de Lagrange des intégra­
les dans le cas des systèmes en involution de Darboux du troisième ordre, [36]. 

En étudiant les propriétés nouvelles pour les systèmes en involution de 
Darboux du troisième ordre nous allons utiliser la méthode de Lagrange de la 
variation des constantes dans l'intégrale complète. 

Considérons un système en involution de Darboux 

(55) r + f(x, y, Z, p, q, s, t) = 0, z:.yy + <f> (x, y, Z, p, q, s, t, Zyyy) = 0, 

6· 
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pour lequel on a à la fois identiquement 

4>82-/&4>8+/1=0, Dx4>+!' Dy4>-Dyy/=O, 
4>8 

en désignant respectivement par p, q, r, s, t, z).yy' zYYj' /s' 1" 4>8 les dérivées par­
tielles: oz/ox, oz/oy, 02Z/0X2, 02Z/oxoy, 02Z/oy2, 0 Z/oxoy2, a=o3 z/oy3, of/os, 
o//ot, o4>/oa. Quant à Dx' Dy, Dyy elles désignent respectivement les dérivées 
couespondantes prises par rapport à x et y. On supposera que /E C2 (G) et 
4> E Cl (GI), où le G et Gp Ge GI , sont les domaines respectifs des variables 
x, y, z, p, q, s, t et des variables x, y, Z, p, q, s, Zyyy. 

Si l'on considère dans l'intégrale complète 

(9) z=V(x,y, Cl"'" C6) 

avec les conditions (20), les Ci' selon la méthode de la VarIatlOn des cons­
tantes, comme des fonctions Ci (x, y) des variables x et y, l'équation (9) définit 
une intégrale du système (55) seulement sous les conditions suivantes 

V V· Cl;J=O, V Vx' Cl;j=O, V Vy.C;j=O 

(56) VVxy.Cl;j=O, VVyy.Cl;j=O, (j=1,2), 
où l'on a 

Vv={OV, ... , ÔV}, 
ôCI oC6 

(57) 

où i, j, k, 1, m désignent les nombres entiers de 1 à 6. Grâce à la condition 

a:;60, a=o 
on peut mettre les conditions (56) sous la forme plus commode 

( ôC I oC2 (1,3,4,5,6) -+(2,3,4,5,6) -=0, 
1 ô~ o~ 

1 

(1,2,4, 5,6) oCI _(2, 3,4,5,6) OC3 =0, 
O~j O~j 

(56') {(l, 2, 3, 5,6) oCI +(2,3,4,5,6) OC4 =0, 

1 

o~ o~ 

3 4 OCI ôCs (1,2, , ,6) --(2,3,4, 5,6) -=0, 

1 

ô~ o~ 

) 0 CI 4 5 6) 0 Cs 1: 1: 1 2) 

l 
(1,2,3,4,5 -+(2,3, " -, ("'1 =-0 x, "'2=Y' j=, . 

O~I O~I 
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Si les conditions 

(C!' Ck +l ) =<:0 (Cl' Ck
+

l 
) = 0, OÙ"::" Ck +l = !Pk (Cl) 

x,y 
(58) (k = l, 2, ... , 5) 

sont satisfaites, !Pk étant les fonctions arbitraires, les équations (56') admettent 
un système des solutions non triviales par rapport à (i, j, k, /, m). Mais dans 
ce cas grâce à àCI/if€'j=FO les relations (56) nous donnent 

(59) {VV.~'~~' VVx·!p'=O, VVy·!p'=O 
V V ... y !P - 0, V Vyy.!p' = 0, !P' {l, !Pl' ... , !Ps} 

ou 

!p/ = 
(1,3,4, 5, 6) , (1, 2, 4, 5, 6) 

(2, 3, 4, 5, 6) 
!P2 = , 

(2, 3, 4, 5, 6) 

(59') !p/ = 
(l, 2, 3, 5, 6) 

!P4' = 
(1, 2, 3, 4, 6) , 

(2, 3, 4, 5, 6) (2, 3, 4, 5, 6) 

!PS' = 
(1, 2, 3, 4, 5) 

(2, 3, 4, 5, 6) 

En vertu de la condition 

Â Â' 
(20) -..!=- (i=1, 2, 3, 4), 

Â ÂI 

les quotients dans les relations (59') ne sont pas indépendants par rapport aux 
variables x et y, et il ne reste que quatre relations bien déterminées pour défi­
nir les fonctions !Pi 

(60) !p/ (Cl) = Fj(C!, !Pl' !P2' <fil' !P4' !Ps' !PS'), (i = l, 2, 3, 4). 

A cause de ces quatre relations, il restera une fonction arbitraire. L'intégrale du 
système (55) avec une fonction arbitraire est déterminée par l'équation 

z = V [x, y, Cl' !Pl (Cl)' .•. , !Ps (CI)J 

et par les équations (60) et V V.!p' = o. Par analogie avec la terminologie de la 
théorie de Lagrange des intégrales dans le cas des équations aux dérivées par­
tielles du premier ordre et des équations en involution de Darboux-Lie, [20J, on 
l'appellera l'intégrale générale du système (55). 

Si l'un des déterminants (Cl' Ck+l ) est différent du zéro le système (59') 
n'a que les solutions triviales 

(61) 
(1,2,3,4,5)=0, (2,3,4,5,6)=0, (1,3,4,5,6)=0, 

(1,2,4,5,6)=0, (1,2,3,5,6)=0, (1,2,3,4,6)=0. 

Si l'on peut à l'aide des équations (61) déterminer les fonctions C,(x, y), 
alors les équations (9) et (61) nous donnent une intégrale du système (55). On 
l'appellera l'intégrale singulière de (55). 
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De cette manière, est établie la théorie de Lagrange des intégrales dans le 
cas des systèmes (55). 

On peut donner la généralisation du théolème de Jacobi pour la théor:e 
dite de Lagrange dans le cas des systèmes (55): 

Chaque solution du système (55) dans un domaine bien déterminé peut 
être déduite de l'intégrale complète, ou de l'intégrale générale, ou bien elle est 
l'intégrale singulière. 

On peut résoudre pour le système (55) le problème suivant de Lagrange, 
(14], [22]: 

Former l'intégrale générale du système (55) à l'aide de l'intégrale générale 
du système correspondant des caractéristiques. 

Il est bien connu qu'à chaque système en involution de Darboux-Lie cor­
respond un système d'équations de Monge à quatre variables, [14]. Nous avons 
vu maintenant qu'à chaque système (55) correspond un système de la forme 
(60) d'équations de Monge à six variables. Cette remarque nous conduit à étu­
dier comment on peut utiliser dans la théotie de l'intégration d'un système (55) 
les résultats jusqu'ici connus pour les équations de Monge 

Fj(xp x2 ' x3 ' x4 ' xs' x6 ' dx2/dxl' dx3/dx1 , dx4 /dxl' dXsldxp dx6/dx1) = 0, 

(i = 1, 2, ... , 4). 
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