BORIVOJ N. RACHAJSKY

SUR LES SYSTEMES EN INVOLUTION
DES EQUATIONS AUX DERIVEES
PARTIELLES DU PREMIER ORDRE

ET D’ORDRE SUPERIEUR.

L’APPLICATION
DES SYSTEMES DE CHARPIT

BEOGRAD
1971.




BORIVOJ N. RACHAJSKY

SUR LES SYSTEMES EN INVOLUTION
DES EQUATIONS AUX DERIVEES
PARTIELLES DU PREMIER ORDRE

ET D’'ORDRE SUPERIEUR.
L’APPLICATION
DES SYSTEMES DE CHARPIT

BEOGRAD
1971,



POSEBNA IZDANJE MATEMATICKOG INSTITUTA

KNJIGA 10

BORIVOJ N. RACHAJSKY

_SUR LES SYSTEMES EN INVOLUTION DES
EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES DU
PREMIER ORDRE ET D’ORDRE SUPERIEUR. '
L’APPLICATION
DES SYSTEMES DE CHARPIT




I Chapitre

SUR LA THEORIE NOUVELLE DES CARACTERISTIQUES
DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE

Il s’agit dans ce chapitre de considérer la théorie nouvelle de R. Courant
des caractéristiques des équations aux dérivées partielles du premier ordre, [1]
et de faire la généralisation correspondante sur les systémes en involution deés
équations aux dérivées partielles du premier ordre [2]. Nous allons nous servir
du systéme correspondant de Charpit, établi dans les recherches de N. Saltykov,
[3], pour faire la généralisation mentionnée.

1. Sur la théorie des caractéristiques

Considérons I’équation aux dérivées particlles du premier ordre dépendante
explicitement de la fonction inconnue z des variables indépendantes x,, ..., X,
€)) F(Xis oous Xn, Z, P05 - oo » Py=0.

Il est bien connue Ie théoréme d’existence et d’unicité de la solution de
Cauchy, [4):

Théoréme. Soit f(x;, ..., X,5 Z, Pys ..., P,) de la classe C? sur un
certain ouvert E, ,,, de I'espace @ 2n+ 1 dimensions, dont les coordonnées du point
sont les variables: x(x;, ..., Xp), Z, p(Pys ..., Pn). Soit (x°, 2% pOYCE,n,,. Soit

2) x=a(t), t=(t, ..., )
une piéce de la hypersurface de la classe C? définie pour t voisin de
1° (t?, cees tg-x) et a(t% =x°

Soit b(t) une fonction de la variable t de la classe C? voisine de t° et b (t°) =2°.
Aussi, les conditions suivantes

(3) F(xo, zos Po)=0,
o, 0a(t’) _056(%)

4 , (i=1,...,n—1),
“ P 30 o ( )
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©) det[ ‘)‘;ﬁto) , Fy (10, 2°, p°)]¢0
{

soient satisfaites. Cela étant, dans le voisinage E, de x=x° il existe une solution
unique: z=1z(x) de la classe C* du probléme de Cauchy (1—2) et z[a(t)]=5(?).

Cest la méthode de Cauchy des caractéristiques que réduit ce probléme
4 la théorie des équations différentielles ordinaires, [1], [4].

R. Courant, [1), a utilisé la théorie des systémes de Charpit pour établir
une méthode nouvelle des caractéristiques pour I’équation (1).

Pour cela il a associé & I’équation (1) le systéme suivant de Charpit

n 0
oF ___1_7i_+_‘)_F_pi+i)_F_'=0’ (i=1,...,m
Ziops 0x;, 0z 9x;

n oF 0z M OF
— > —ps=0

s=1 ‘)ps oxs s=1 ()Ps

(6)

et de méme aussi, grace au systéme (6), le systéme équivalent des caractéristiques

dx; oF dp, oF oF dz oF
e A e 3 )
dt odp;, d-r 0x; dz dr <\ dp;

et il a fait la conclusion suivante:

Un probléme initial convenablement choisi pour le systtme de Charpit
(6) est équivalent au probléme correspondant de Cauchy de I'équation (1). Cette
conclusion offre une base nouvelle pour résoudre le probléme de Cauchy relatif
a I'équation (1) & Plaide des équations des caractéristiques (7).

Posons alors pour le systéme (6) le probléme suivant:

Déterminer les fonctions z, p; pour que les conditions suivantes

® F=0, dz=S p.dx,
s=1

soient toujours satisfaites sur une multiplicité non caractéristique M,_, donnée, ou:
Déterminer la surface

©) 7=z ()

que contient la multiplicité M, , donnée et vérifié sur M,_, les conditions (8).

Notre but est de démontrer que la surface (9) est aussi de méme une
intégrale correspondante de Cauchy de 1’équation (1).

Il ne s’agit donc & présent que de vérifier sur la surface (9) les identités
suivantes
(10) F(xi,oovs Xy 2, D1y - vy P=f(x15 0.0, X0)=0
0z (%), ..., Xn)

an  px, ..., x0)—
()X,'

=Pi(x, ..., x)=0, (@{=1,...,n).
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On a immédiatement, grice A la derni¢re des équations (6) les relations
suivantes

(6) OF p _o.
s=1 aps
et
" " OF 0P,
(6 ) 2 si

s=10ps 0X; 1

ol nous avons désigné par A les dérivées suivantes: A,=0?F/dp,dx;.
Il est aisé de mettre la dérivée de la fonction f

L)f__" aFip_,+0F bF oz
0X; —10ps 0x; Ox; dz ax,

en vertu des équations (6) et des relations suivantes
opi _Op; OP; 0P
0xs 0Xx; OXs OX; ’

sous la forme suivante

12 — = P;.
(12) 5. 7

of 0F(0Ps dPi) oF
0X; s=10p;s

0x1 dxs

Multipliant les deux membres des égalités écrites respectivement par les
dérivées 0 F/o p;, sommons les résultats obtenus; il en résulte

(13) > 2o

et en y substituant les valeurs des dérivées 0 F/0p; tirées des équations des
caractéristiques (7), on a df/dv=0. Grice a4 la proposition que la premiére
condition de (8) est satisfaite sur la multiplicit¢ donnée M,_,, on peut conclure
qu’il y a lieu la condition (10), c’est-d-dire f=0.

Quant & la vérification des conditions (11), on peut d’abord partir des
relations (12) écrites sous la forme nouvelles

6F(()P,~ ()P) oF

— +-—P;=0,
o0x; OXx; 0z

(129
’ s=1 oP:

ou, en vertu des équations (6’') et (7), sous la forme évidente

(19 dP'+ZA:,P =0, (=1,2,...,n),

dr o

Ay désignant les coefficients connus. Gréce au systéme linéaire et homogene (14)
et & la deuxiéme des conditions (8) sur M,_, on a définitivement P;=0.
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2. Sur une variante dans la théorie des caractéristiques du systéme des
équations aux dérivées partielles du premier ordre en involution

Considérons un systtme des m équations aux dérivées partielles du premier
ordre d’une fonction z inconnue, contenant explicitement cette derniére:

(15) Fo@, ..oy X, 2,015 o, P)=0, (k=1,2,..., m<n)
en involution ’

(16) (Fe, F,]Ez(

{

OF d_0F dFy
op; dx; Op; dx;

et le déterminant fonctionnel

)=o, Uk=1,...,m) ,

an A;.%(.I:‘_’;;:_I;.'L"_);go
pl, e pm

ne s’annulant pas.

1l y a plusieurs des méthodes différentes de démontrer I’existence et I'unicité
de la solution de Cauchy du systéme (15).

E. Goursat, [5], avait donné sa démonstration en utilisant les transfor-
mations connues de Mayer. Sur la méthode employée, dans un cas spécial,
était fait un exemple contraire par L. Bieberbach, [6]. Une autre démonstration
de Goursat, [5], est fondée 4 la conclusion de (m—1) & m équations. Suivant
une opinion de E. Kamke, [7], la démonstration_derniére est plus compliquée
et aussi n’est pas convenable & estimer le domain d’existence de la solution.

C. Carathéodory, [8], avait donné la démonstration de son théoréme en
employant pour le systdéme normal en involution

(15,) Pk=fk(x1,---, Xns z’pm+11--"pn)7 (k=19"'am)

les idées et les définitions antérieures de la théorie des caractéristiques de
Cauchy et le systéme correspondant d’équations aux différentielles totales des
caractéristiques.

Dans Yarticle mentionné E. Kamke: 1) avait donné — dans une forme
explicite — le domain d’existence de la solution, 2) avait proposé que les
fonctions données f; possédaient les dérivées des ordres supérieurs, 3) avait
établi la dépendance de la solution considérée aux paramétres donnés, et 4) il
avait donné sa démonstration en utilisant la méthode de la réduction & une
(single) équation correspondante.

P. Hartman, [4], en exposant la méthode de Cauchy des caractéristiques
(dans le cas m=1 d’aprés la méthode citée le probléeme de Cauchy pour
Iéquation (1) est réduit & la théorie des équations différentielles ordinaires)
avait noté qu’il n’y a analogie aucune de cette méthode pour le cas du
systéme (15).

N. Saltykow avait étudié plus antérieurement la théorie des caractéristiques
en utilisant les systémes correspondants de Charpit, [3], [9]. Il avait démontré
que par le systéme linéaire

[Fe, f1=0, k=1,2,...,m)

i
i
|
|
}
|
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étaient définies les équations aux dérivées partielles des caractéristiques sous la
forme d’un systéme suivant de Charpit

m (E‘i dx,,,+j - ()Fk
r=1 dpr 0xr a‘”m-l-j
m oF, 0p; d
(CH) L I
r=lapr 0 X, dx;
m oF, oz i o F,

, =S p 2k k=1,...,m).
rglopr ()x, tz-zlp aP: ( m)

, (J=1,...,n—m)

(s=1,...,nm

Notre but dans ce paragraphe est d’utiliser une méthode que réduit le
probléme de Cauchy du systéme (15) au probléme initial correspondant du
systéme de Charpit (CH), [2].

Considérons le systéme (15) en involution des équations aux dérivées
partielless du premier ordre d’une fonction réelle z=z (x) des n variables réelles
indépendantes x=(x,, ..., Xa), Fe(x, 2, p), p=(p,=0z[0x,, ..., p,=0z[0 x,)
désignant m fonctions réelles des n+ 1 +n variables de la classe C%, Fy&C?*(E,,4,)
sur un ensemble ouvert E,n,. Soit (x°, 2% pOEE,,., et x°=(x?, cee xg),
°=(p}, ..., pY). Une solution de (15) est une fonction z =z (x) de la classe C!
sur un x-ensemble £, tel que [x, z (), z, (X)]EE, ., pour Xx&E, et (15) devient
les identités par rapport 4 x, c’est-a-dire: Fi[x, z(x), z, (x)]=0, xCE,.

Une solution de Cauchy est une fonction z(x) que devient une fonction
donnée

Z2=8(Xms1» ---» Xn) poUr x5=x?, (i=1,...,m)

{ étant de la classe C? sur un ensemble ouvert E, ,, dans un voisinage des
xﬁ,+1, ..., x2, ou dans la forme paramétrique correspondante
0 . .
{xi=x,-, i=1,....,m), Xpy=t;, (J=1,..., n—m),
Z=C(t)’ t=(t1’---:tn—m)

ou () est de la classe C? dans un voisinage de f=1°, i°=(t(1’, e, tg_,,,) et
(=2

La solution du probléme (15)—(18) ne peut exister qu’il y a une fonction
p () dans un voisinage de t=1° et p%=p (9.

Notons que la relation suivante

z (&, N=L(),

ol 'on a posé E=(x, ..., X)), E°=(x?, R x?,,), définit les composantes

suivantes
1403
ot

que sont de la classe C! dans un voisinage de ¢°.

(18)

pm+s(t)= . (S=1,...,n—m)
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Si la condition (17) est remplie dans un voisinage de (x°, z°% p*)EE, s,
les relations
14 0¢
ot, " Otn

déterminent les autres composantes p;(t), (i=1, ..., m) comme les fonctions
uniformes dans un voisinage de z=1°.

De cette maniére nous avons les fonctions initiales

Fk(éﬁ, £, C(1), ys - e s Do )=o k=1, ..., m

(19 E=t0 Xpii=t;, (j=1,..., n—m), z=C(t), p=p(t)
31‘1 C(?) est de la classe C? et p(t) est de la classe C! dans un voisinage
€ =19

Supposons que Vintégrale de Cauchy du systtme de Charpit (CH)
Xmj=9; (1), (J=1,...,n—m)
(20) 2= 1)
pi=m; (1), (i=1,...,n)

vérifie les conditions initiales (19), c’est-a-dire

Xmey = €% 1)=1;, (j=1,...,n—m)
1) z=4 (&, =)
pi=m €, )=pi(t), (i=1,...,n).

Grace 4 la proposition faite que F, soient de la classe C2 dans un voisinage
de (x° z° p°), Dintégrale de Cauchy (20) est unique et les fonctions g, §, =
sont de la classe C! et les dérivées du seconde ordre existent avec les propriétés

9 @_%_)__‘l_(iﬂ) _‘?.(‘)“P):L(ﬂ)
Oxk(t)ti 0t; \oxi) ox\ot;) ot \oxx
dans un voisinage de (£°, 19).

Grace aux propriétés d’intégrale générale du systéme (CH), [2], on a les
relations suivantes

) FelG 9@ ), 4G 1), mE 1]=0

remplies pour (&, ¢) voisin & (8% %), avec @=(P;, .- .» Pnm) T=(T(, ..., Tn).

Les équations différentielles des caractéristiques (CH) sont identiquement
satisfaites par les valeurs (20), et les identités provenant des équations de deux
premieres lignes (20) nous donnent les identités suivantes

mOF, [0 nom Jg
22) _ﬁ( e S Tomeg ’)=o.
, g, op, \0x, ,-=Z, ™ 0%,
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Le déterminant (17) étant distinct de zéro, les égalités (22) nous donnent

23) MEE,(E, N+ "—Zm i (&5 1) 09,6, 1) , (r=1, ..., m).
ox, j=1 ox,
En vertu des équations de la premiére ligne de (21) on a
0 (P15 - -5 Prm)
O(tys +vs tm) |e=p°
et grice 4 la continuité il s’ensuit

+£0

(24) a(‘Pl’ et <P"—M) __)&0
O(ty, -+ s tnm)

pour (x, t) voisine & (x% t°). De cette maniére on a une transformation unique

te=Ts(Xy, ..o Xn), (s=1,...,n—m)
ou

(25) t=1(%), T=(T15 -+ Tnem)-

7(x) étant de la classe C! dans un voisinage de x°& E,. Donc, dans ce voisinage
on a aussi

(251) Xm+j =@j (E, T), (]= 1, ey n——m)
et
(26) t=7,%1), (s=1,...,n—m).

Supposons que I’élimination des variables #; de (20) donne les relations nouvelles
2D z=a(x)

(28) p=b(x), (b,...,b)=b
pour x voisine a x% ol l'on a posé

(29 a(x)=yI[E, v (x)],
(30) b(x)=n[E, 7 (x).

Les fonctions a(x) et b(x) sont de la classe C! dans un voisinage de x%
Il est facile de vérifier

(291) A=a (En (P)=’-IJ(£, t):
(301) B‘Eb,‘ (E, (P)ETC,' (E, t).

Il faut maintenant démontrer dans des voisinages de x° et #° lexistence
des relations suivantes

(31) a) Fk [xa a (X), b (x)] = 0,
(32 b) a(, )=%(),
(33) 0 0afoxi=bi(x), (=1,...,n).
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Démonstration. ad a) Les formules (1') ont lieu pour chaque (£, t)
voisine & (&%, £%), on a donc pour t=7(x), c’est-a-dire

F [5, ¢ (E: T)’ q’ (Es T)! kg (Ea T)] =0

et les derniéres relations, grice aux (25,), (29) et (30), nous donnent (31) dans
un voisinage de x°.

ad b) Considérons (29) pour §=§" et X, =1t;, les relations (29), (26),
(21) nous donnent les relations requises (32)

a(g, =y[&, v (€, D=4 &, H=C()

qui sont satisfaites dans un voisinage de t°.

ad c) I est facile de voie que lexistence des relations (33) peut €tre
réduite & D’existence des relations suivantes

(34 U, t)Ea¢—n_z’nﬂm+j0¢j=0, (s=1,...,n—m)
0 j=1 ot

s 5

dans un voisinage de (&°, ¢9).
¢;) Montrons que si 'on a

da ;
(33) bprj=—— (j=1,...,n—m)
axm+j
pour x voisin a4 x°, alors
0
(33,) b=22 (..., m).
0x,

Calculons, en effet, les dérivées partielles des relations (29,) par rapport 2 x,
op 24 +"—”‘ 04 0y

0x, 00X, jS10Xpy 0X,

et grice aux (23) on a

0A "1 0A ()(p]
T + Tm+j— —=0
Ox, j=21 ( N 0xm+r)axr
ou, pour =1 (x)
da "0y da
35 b—22 1 5 2% (b,,.+,-—- )=0, r=1,...,m).
33) 0x, ,;,[ax,:l i 0 Xpmaij ( )

Donc, si l'on a (33,), les de-nitres identités nous donnent (33,). Il ne s’agit
donc que d’8tre satisfaites les relations (33,).
¢,) Montrons & présent si les relations suivantes

o & 0y
36 —_— > Tomaj =0
(9) ot, ,-Z Yot,

sont satisfaites, alors (33,) ont lLieu.
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Gréace aux dérivées partielles des relations (29;) par rapport a ¢,
o " 04 dg

0
. Oty j=10Xpy ot, v
et aux (36), on a
j=1 ()t, axm+j

ou, pour =1 (x)

_Z 09 <bm+j'— da )___0.
Jj=1 o’s a-xm+]
Donc, en utilisant (24) on a (33,). Il suffit, donc, & présent de satisfaire:

Us(, t)=0 pour (£, t) dans un voisinage de (&° £9).

¢;) Il nous reste de démontrer 4 p:ésent qu’il- est toujours possible de
satisfaire aux conditions (36).

Calculons les dérivées partielles des fonctions U, par rapport i x,
oU, 0%y "‘m(()’fmj &7 e )
== - -—_ ———+Tfm+j
ox, O0tdox, ;j=i\0x, 0t 01,0 x,
et les dérivées des relations (23) par rapport a ¢

0? 0 " O, O 0% o

¢ _om Z( Tts Oy O >,
0x,0t; Ot ot;, Ox, 0Xx,0t,

Jj=1
on a

ox, Ot

i=1

oU; 0m, " (0Tpmiy 0P; OTpyy 0@
- 2(0ts 0—; ox, o—ts>
Grice au systtme (CH) on a aussi les relations évidentes
8 0F 09, OF:
100, 0%, 0Py
g 0F om __dR

=10p, 0X, dx;

, (=1,...,n—m)

et on peut former la somme suivante

idFk oU, = i]ldni_*_"""' dF; ﬁ
r=lapr axr i=1 01’1 ot.\' j=1 dxm+j at.v .

En utilisant la somme derniére et aussi les dérivées partielles par rapport aux
ts des relations (1”) on obtient

37 ﬁaFk 0 y0F o (k=1....m)

r=10p, 0X, ‘oz s=1,..., n—m).
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C’est un systtme linéaire et homogéne des fonctions U,. Les valeures
initiales des ces derniéres fonctions sont

o nzm o, 0%
U, )= e m+j (¢ = —Dmss (1)=0
(2 ) ot j;l}’ +j()0ts o1, DPmss (1)

pour ¢ voisin 2 #°. Donc, les relations (36) ont lieu dans un voisinage de (£, ¢9).

Par conséquent, l'idée de la démonstration, en utilisant le systéme
(CH), était

Us(E, 1)=0 > U, £)=0 = b= da - b,-=ia~ (=L ...,n—m)

Xty ox; i=1,...,n).

Théoréme d’existence et d’unicité. Soient Fp(x, z, p) de la classe C? sur
un domaine ouvert E,ni. Soit (X% 2% pOEE,,.; et Fi(x°, 2% p®)=0. Soit
C(), t=(ty=%ms1> -« - » ln-m=%Xn) de la classe C2 pour ¢ voisin i t° et z°= (t°).
Enfin, si les conditions (16) et (17) sont vérifiées, il existe dans un voisinage
E, de x° une solution unique a(x) de la classe C? et vérifiant les conditions
initiales '

xi=x{, (i=1,..., m), Z=L(Xmigs « -+ » Xn),

et le systéme (15).




IT Chapitre

SUR LE SYSTEME EN INVOLUTION DES EQUATIONS AUX
DERIVEES PARTIELLES DU SECOND ORDRE

Les systémes des équations aux dérivées partielles du second ordre en in-
volution de Darboux-Lie ou en involution de I'intégrabitité compléte admettent d’étab-
lir plusieurs propriétés qui sont analogues aux propriétés de la théorie des équa-
tions aux dérivées partielles du premier ordre.

1. Sur Pinvolution de Darboux-Lie
Considérons I’équation aux dérivées partielles du second ordre

(1) A(x’y’ Z, P qa r,s’t)=o

d’une fonction réelle z des deux variables indépendantes en utilisant les désig-
nations habituelles

oz dz 0%z 2z 2z
=, g=—, r=—-, §= > l=—-,

ox oy ox? o0xdy 0)?
Introduisons une équation auxiliaire en I’écrivant sous la forme
) B(x,y,2,p,q9, 1,5 t)=0
de sorte que I'on ait

A, B
©) 2 (_7 );éo.
r,

Considérons les variables
(C) Z,p, 4,15, ¢t

comme les fonctions des deux variables indépendantes x et y, liées par les
relations

dz=pdx+qdy,
@) dp=rdx+sdy,
dg=sdx+tdy.
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Formons les équations dérivées du premier ordre du systéme (1), (2) res-
pectivement par rapport aux variables indépendantes x et y

Ao+ A B+ Ay +D, A=0,

(5) AB+A4,Y+A4;3+D,A=0,
B,a+B,8+B; v+ D,B=0,
B;f+Byy+B;3+D,B=0,

o, B, v, 8 désignant les dérivées partielles du troisitme ordre de la fonction z

Pz Pz Pz s

a'——_— -

bx3 f.— ox2dy’ T o0x0y? =;y?

et en posant

Eliminant de la premiére et de la troisitme équation (5) respectivement
d’abord v et ensuite «, on obtient les deux équations suivantes

(6)  Jya+d,B+d,=0,  J,B—J,y+J,=0.

On obtient les autres deux équations analogues, en éliminant de la seconde
et de la quatriéme équation (5) d’abord 3 et ensuit p

@) J B+, +Js=0 Jyy—J,8+J,=0,
Ji, ..., J; désignant les déterminants fonctionels suivants

JIECD(M)’ ngg(ﬂ), Jsgcz)(fﬁ), J4ECD(£’£),
r,t \s,t s, r x,t

A, B A, A, B
e I
x,r y,t y!r

ol les dérivées par rapport aux variables x et y sont piises totalement.

En vertu de la définition bien connue de Vinvolution de Darboux-Lie, les
équations (6) et (7) ne doivent point €tre résolubles par rapport aux dérivées
du troisiéme ordre. Il s’ensuit que la seconde équation de (6) et la premiére
équation de (7) se confondent.

On en tire les conditions d’involution de Darboux-Lie sous la forme suivante

(8) bt Wlis W< )
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Les systémes des quatre équations (6) et (7), par conséquent revient au
systéme des trois équations suivantes

Jl §1+12§l+.’4=0,
x y
/] 0
©) Jlgiuza—;ufo,
ot ot
J, £+J2 5;+JGJ.,315=0.
Complétons ces derniéres équations par les égalités suivantes
oz oz
A ;‘*‘Jz a‘;—J]P—qu:O’
(10) A or +J, a—g——Jl r—J,5=0,
ox ay
J1%+Jza—q-—Jls—J2t=0.
ox oy

L’cnsemble obtenu d’équations (9) et (10) représente un systéme du type de
Charpit.

A ce systéme de Charpit on pcut associer le systéme suivant d’équations
différentielles ordinaires des caracté istiqucs '

(CH) dx_dy  dz __dp  dqg  dr ds dt
Jo Jy Jip+dag Tyrvdys Jys+dt, —J, —Jg —JJJg

2. L’applicat.ion' des conditions d’involution de Darboux-Lie

On peut appliquer les conditions (8) d’involution de Darboux-Lie pour
chercher une fonction B(x, y, z, p, 1, 5, t) que soit en involution de Darboux-Lie
avec la fonction donnée A(x, y, z, p, q, 1, S, ), [10].

Les conditions (8) peuvent étre écrites de la maniére suivante
(1) Ji+J,7,=0,
(12) S Js+ T, Jg=0.

Grice aux valeurs citées antéreurement pour J; on peut la condition (11)
mettre sous la forme

(11) (4, B;—A; By)* + (As B;— A4, By) (4s B,— A4, Bg)=0.
En vertu de I’hypothése 4,70 et des notations suivantes
A,:A,=m, At:A,»:n
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on obtient

(B;—B,n)*+(mBy—nB;)(m B,—B,)=0
ou
2B;=mB;+(2n—m?)B,+ R

ol l'on a posé
R= +(m?—4n)'2(B;—m B,).

En introduisant la désignation k,, pour la racine de I’équation algébrique du
second ordre

A kP — Ak +4;,=0
on peut la condition (11) étudiée mettre sous la forme
(11" B,—k,, By +ki2 B,= 0.

Quant a la condition (12), en nous servant des désignations pour les va-
leurs m et n et posant

on mettra la condition mentionnée sous la forme cherchée (en vertu de B,,
tirée de (11"))

2vB,=N+nvB,£(N—nvB), N=k, D,B+nD,B—uk,,B,.

On prendre de deux formules celle qui correspond au signe supérieur. 1l
en résulte la seconde condition cherchée

(12) ki, D,B+nD,B—uk,, B,—v B;=0.

De cette maniére on vient d’obtenir deux équations (11') (12') qui sont
linéaires par rapport aux dérivées partielles du premier ordre de la fonction B.
Les formules obtenues, [10], seront utiles pour chercher une fonction B qui soit
en involution de Darboux-Lie avec la fonction donnée: A.

3. Sur l'involution de I'intégrabilité compléte et la
méthode de N. Saltykow

Considérons a présent les équations aux dérivées partielles du second ordre
Jue T’on écrira sous la forme

(13) r+a(x,y,2p,4q,5,t)=0

Introduisant une équation auxiliaire en I’écrivant sous la forme

(14) t+b(x,y, 2, p, g, )=0.
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Différentiant les équations (13) et (14) respectivement par rapport aux varia-
bles x et y on obtient les équations suivantes

a—r+asi€+a,ﬂ+Dxa=0,
0x ox ox
ot

a—r+aso-{+at—+Dya=0,
oy dy Oy

s "c)t os
'_'+bs'_"+Dxb=0’
ox dx
ot

——+bs?—S+D,,b=0.
oy oy

En utilisant que les valeurs des quantités

(16) z2(x,)), p(x,3), (¥, r(xy, s, tx)y)
vérifient les conditions
a7 or_os o5 _or

oy Ox dy Ox

on peut les relations (15) transformer et mettre sous la forme nouvelle

(
—0—’: + (a,—at bs) 91——0; Dxb +D,a=0,
ox oy

_0_S+ (as‘—atbs) E)_s_at Dyb + Dﬂa =0’

0x oy
(18) N 5

% 5,22+ Db =0,

oy ox

Qﬁ+b8 it—+Dyb=0.

oy ox
La seconde et la troisiéme équation (18) donnent les dérivées de la fonction s
(19) 9 __ A 9s_ 4

ox A oy A
oll 'on vient de poser
(20) A= b, . .
1 a;—a;b,

A, et A, représentent ce qui devient lc détermira~t A en y remplagant respcc-
tivement les élements des colonnes par les termes des equations considéiées
indépendantes des dérivées de la fonction s.

2
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La condition d’involution d’intégrabitité compléte du systtme (13) et (14)
est exprimée par la condition nécessaire de la compatibilité des équations (19) sous
la forme suivante

. 4(8)_d(8)
dy\A/] dx\A
La condition (21) est, par rapport & la fonction inconnue b, linéaire aux
dérivées partielles du second ordre par rapport aux variables x, y, z, P, 4, S.
Dans le cas du systtme des équations (13) et (14) les conditions de l'in-

volution de Darboux-Lie sont exprimées par les relations suivantes (voir les
conditions générales (8)):

a;bi—azbs+1=0, ou A=0,
(22) .
Dy b+b,(a; D,b—D,a)=0.

Pour le systéme de deux équations de la forme suivante
r+H(x,y,zp,4q,5=0,
(23)
t+®(x, ¥, 2,p,4,5)=0
les conditions d’involution de Darboux-Lie sont de la forme
H,®,=1,
(24)
D, ®=®,D, H

et la condition de lintégrabilité compléte est de la forme

25) d (D, H—H,,Dxd))__d_ <Dx<D—<1>8DyH)
dy\ H,®,—1 dx\ H,®—1 |
Au cas du systéme (23) les relations (18) ont les formes suivantes
ﬂ+H, i)1+D,¢H=0,
0x oy
Sa—s"*'Hs g_{‘*‘ ‘D_VH=0’
(26) ax ay
~—S+<I>,—£+D,,<D=0,
0y ox
i)—t+<I)s?—t—+Dyd>=0.
oy ox

En utilisant les raisonnements les plus élémentaires, analogues 2 la théorie
de Lagrange-Charpit pour les équations partielles du premiére ordre, N. Saltykow,
[11], démontrait les deux théorémes suivants.
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Théoréme 1. Si les valeurs (16) de r, 5, ¢ vérifient les conditions (17),
alors les fonctions (16) satisfont aux équations (26).

Théoréme 2. Si les fonctions (16) vérifient les équations (23), (26),
les conditions (17) en découlent comme conséquence immédiate.

Cela étant, 'intégration du systéme (23) dépend de I’existence de la soluti-
on du systéme des équations (23) et (26).

En effet, si la solution des équations (23) et (26) existe, elle donne, en
vérifiant les conditions (17). le systtme des trois équations aux différentielles
totales

27 dz=pdx+qdy, dp=rdx+sdy, dg=sdx+tdy

dont l'intégration définit la fonction cherchée.

Donc, la résolution du probléme posé dépend de l’intégrabilité des équa-
tions (26).

Les valeurs de r et ¢ sont déterminées par le systéme donné (23). Il ne
reste qu’a trouver la fonction s qui doivent étre compatible avec les deux fonc-
tions connues » et f. Pour déterminer la fonction s on a les deux équations

a—S+H,é—S-+DyH=0,
ox oy

(26")
os os

—+Oy—+ D, ®=0.
oy ox

Il est nécessaire de distinguer trois cas suivants, [11]:
1) 11 existe la condition (25) de l'intégrabilité compléte du systéme (23).
L’intégration du systéme (23) s’achéve en intégrant le systéme des quatre

équations aux différentielles totales, formé par (27) et Péquation équivalent au
systétme jacobien (26') (en supposant que les valeurs de r et ¢ soient données
par (23)).

2) Ils existent les conditions (24) d’involution de Darboux-Lie et les équations
(26”) se confondent.

3) La condition (25) n’est pas vérifiée identiquement en vertu des relations
(23) et (26°). 1l en résulte une nouvelle relation entre les variables (16), ainsi
que x et y. On a dans ce cas dernier de s’assurer si cette nouvelle relation est
compatible ou non avec le syst¢tme donné (23).

Citons quelques exemples des systémes intégrables par la méthode N.
Saltykow:

r+xs=0,

) 0 ] z=1/2ay*+ C,x (y—x5/6)+C,x+C3y+C,;
—_d = )

r+xs=0,

} z=C, (xy—x3/6—3/6) + C,x+ C3 y + C,,
t+ys=0,

i
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ol les C désignent dans les intégrales complétes correspondantes quatre constantes
arbitraires.

4. Sur la notion et les propriétés de lintégrale complite

1l s’agit 4 présent de poser le probléme suivant: établir les conditions qui
doivent &tre satisfaites par lintégrale complete du systéme (23) aux cas de
Pinvolution de Darboux-Lie et de l'involution de I'intégrabilité compléte.

E. Goursat, [12], en partant de I’équation
r+2sm+tm*+24¢ (x,y,2,p,4,m)=0

m étant un paramétre, et I’étudiant d’un point géométrique, établit les conditions
dites dans un cas spécial, [13].

Le résultat récemment acquis sur le probléme posé, [13), s’obtient d’une
méthode purement analytique dans le cas général du systéme (23).

Considérons le syst®me donné suivant
r+H(x,y,2p,4,5)=0,
) t+ @ Ex,::, z,fw, ZI], s)) =0,
qui est en involution de Darboux-Lie
(24) H, ®,=1,
(24, D,H=H,D,®.
-Nous partons de I’équation

(28) z=V (x,9,C,,C,, Cs,C,)

ol C, sont les constantes arbitraires distinctes et indépendantes des variables x
et y. Supposons que VEC3 (D), D désignant un domaine de x,y,C,,C,,C;, C,.
Formons les équations dérivées

p=Vx (x,3,C,,C,;, C3, C),
q=V, (x,3,C, G, C;, C),
s=V,(x,y,C.,C,, Cs, C).
r=V.xy0C,C,,C;,C),
1=V (x,5,C, G, G5, C)

29

(30

sous la condition suivante dans le domaine D

V.V Vi Vi

31 A Ecz;(
Gh i C,, G, Gy, C,

)¢0.
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Si le résultat de I’élimination des paramétres C; parmi les équations (28), (29)
et (30) ne donne que les équations (23), nous dirors dans ce cas que lintégrale
compléte du systéme (23) est définit pa: I’équatio considérée (28).

Dans le cas quand le systéme (23) est ea involution de Darboux-Lie, son
intégrale compléte (28) doit satisfaire arx conditiors comrplémentaires.

En effet, les équations (28) et (29), g &c> a (31}, sont équivalentes dans
D aux équations

(32) Fo(x,y,2,0,9,5.=Cx, :k=1,2,3,4).
En vertu des équations précé-entes e: (23) on a les égalités suivantes:
(33) —H (%,5,2,0,4,5) =Vix (X, y, |, F2, F3, F)=V 5,
(34) —®(x,y,2,0.4,5) =V, (x, », F,, F,, F5, F)=V,,.
En différentiant les relations éviden'es
395 Fe=F 0,V Ve, Vy, Vi) =Cu, k=1,2,3,4)

par rapport aux C; on obtient

OF 0V O0F &V ,0F oV d0F &V _9G
0z 0C;  dp 0x0C; i dg 0y0C; 0ds 0x0ydC; 0C;

(,k=1,2,3,4)

Gréce a (31), il en résulte

0F _ 1 CD(C"’ Vi, Vs ny) OF _ _0( C, Vy, VM,>
36) oz A, C,,C,,C5,C, op A ,C;,C5,C,
OF, _ 1 LZ)(V,V,,,Ck, V,xy) aFk _ bl / V‘,Vy,Ck)
aq Axy C,,C,,C;,C, A, \ C,.Cy,C,
(k=1,2 3 4).
En différentiant I'égalité (33) par .eppeit 4 s on cbtient
9o Fy
.gl k ()s
ou
0[
—(H)= SV, C—=
Z c)s
ol la parenthése signifit le résuliat o0 ‘s s.v i1 'un de z,p, q, § respectivement
par leurs valeurs V,V,_,V,,V,,. G&v a ;. . «cnidre de (36) on a
A
(37 —iH =T

L

Y
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désignant par A, le déterminant fonctionnel

V,V.,Vy, V..
(319 AXXE%(__a_’__J_.> .
Cl’Cz»Ch C4

D’une maniére analogue en utilisant les relations (34), (35) et (36) on peut
aussi obtenir
A

—(d)="2,
A,
v Alx
(38) Dy H)=—V,,, + A Viry
y
A
(D.a q))E _VJ’Y" + A_y{ Vx:\y’

Xy
ou Pon a posé
V, Ve, V,, V.
(31/1) Any(B( ¥y J’.V>
C, G, Gy, G
et V,,, =0%/0x0xy, etc.
La condition (24,) nous donne
(24') (H)- (@)= 1,

ou les parenthéses ont les significations antérieurement établies. Grice aux
égalités (37). (38), (24,) on a

(Hy) (D)= (Dex/Dsy) (Dyy/Diy)=1

ou
39 A A)y—AZ  =0.
La relation (24,) ou la relation suivante
(D, H)=(H)- (Dx D)
est vérifiée identiquement en vertu ce la condition (39), & savoir
(D, H)—(Hy) (D< ®)=—V,,, +%*—" Vi + 5‘-ﬁ< V. + ‘:” Vi ) -o.

Ay xy Xy

Donc, la relation (24,) n’impose pas des conditions nouvelles 4 la fonction ¥,
On peut démontrer que les conditions (31) et (39) sont aussi suffisantes.
Donc, I'équation (28) définit une intégrale compléte du systéme (23) en

involution de Darboux-Lie si la fonction V' admet les conditions nécessaires et

suffisantes
A, #0, AL A,—A%,=0

A, A, A désignant les déterminants fonctionnels (31), (31%), (31").

'y
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Etudions & présent le cas du systéme (23) en involution de I'intégrabilité
compléte:

d[D d{[D
259 —{ 2 {==]|=2],
dy| D) dx| D
ol l'on a les désignations abrégées suivantes
(41) D=H®~1, D;=H;D«®—-D,H, D,=®,D, H—-D, ®.

Grice aux relations (38) et suivantes
(D)=lsx A, /A%, —1, (D)D)= —V,» (D)D)= —V,,.

les parenthéses désignant le résultat de la substitution de z, p, ¢, & respectivement
par les fonctions V,V,,V,, ¥V, , la condition

2 4[(D)]_4[w) A A JA2 1
257 dy[(D)] dx{(D)]’ e
devient

0 0
()_. (Vxxy) = g'x_ (VA'yy)‘

En partant de la condition
AL A A —15£0

et en substituant les C; dans (25”) par les fonctions (32) on a (25').

Donc, en vertu des considérations précédentes on peut distinguer les
intégrales complétes des systémes d’équations en involution de Darboux-Lie et
aussi, d’autre part, d’équations qui se trouvent en involution d’intégrab’lité
compléte:

La formule z=V(x, y, C,, C;, C;, C,) sous I'hypothése A 70 est unc in-
tégrale compléte du systéme (23) en involution de Darboux-Lie si Pexpression

A Ayy“'Az:;y
est identiquement nulle, cu I’on a intrcduit les notations suivantes
A;XECD(V’ Vs Vs Vm), A E%(V, V..V, Vy'y)’ A E%(V’ Ve, V,, V_U).
CI’CZ9C3,C4 7 Cl’Cz’ C;, C4 i Cl’ Cz,C3,C4

Si par la formule z=V est défini lintégrale compléte du systémc en invo-
lution d’intégrabilité compléte, I’expression

2
.- . Au Ayy_A xy
est distincte du zéro.
Considérons le systéme suivant

(42) {S=F(X, V2, P59, D,
t=CD(X,y, Z;Pa qs r)’
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et les expressions suivantes
8 = @r —F 3 ’
%,=D,F+F,D,F—D, o,
3,=F,D,F+® D ,F—F,D, ®.
Le systéme (42) est en involution de Darboux-Lie si on a lieu identiquement les
conditions suivantes
3=0, 9§=0

et le systéme (42) est en involution d’intégrabilité compléte au cas

LAY _i(ﬁ)
dy ( 3) dx\ 8/
D’une maniére analogue comme au cas du systtme (23) on peut établir:
Par la formule
z=V(x, 5 C, C,, Cs, C,)

sous I’hypothése A, #0 est défini une intégrale compléte du systéme (42) en
involution de Darboux-Lie cu en involution d’intégrabilité compléte selon que

Pexpression
-
A,, Ayy—A xy

est égale identiquement ou distincte du zéro.

Ces propriétés caractéristiques de l'intégrale compléte du systéme (23) ou
(42) sont importantes pour létude des systémes considérés que 'on étudiera
en suite.

5. Le probléme de Cauchy — au moyen de la méthode de la variation
des constantes

La formation de Pintégrale de Cauchy des systdmes en involution de
Darboux-Lie & laide de V'intégrale compléte va traiter dans ce paragraphe.

Il est bien connu qu’on peut pouc le systéme en involution de Darboux-Lie

{S=F(x,y; zZ, P, 49, r)’

(43)
t=¢(x’ Y, %, D0, 4, r)

établir le théoréme suivant:

Soient X,, ¥y, Zo» Py» 4o» Ty Un Systéme des valeurs des variables x, y, z, p,
g, r dans les voisinages desquelles les fonctions F et @ sont holomorphes;
soit, de plus, Tl (x) une fonction holomorphe dans le voisinage du point x,
telle que lon ait T (x))=z,, II'(x))=py, I (x))=r,. Il existe une intégrale
des équations (43), réguliére dans le voisinage des valeurs x,, y,, se réduisant a
I (x) pour y=y,, et pour laquelle la dérivée 0z[dy prend la valeur q,, pour x=

=x0’ y=y0.
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Ce théoréme se démontre d’une maniére comme dans le cas général de
Cauchy, [14].

D’autre part, on peut déterminer Uintégrale de Cauchy 3 Ilaide des
multiplicités caractéristiques et la représenter comme une surface passant par
une courbe arbitraire dont le plan tangent est donné arbitrairement en un point
de la courbe mentionnée, [14]. Cette méthode des caractéristiques était complétée
par la théorie des fonctions caractéristiques, [10].

Notre but est de former lintégrale de Cauchy par la méthode de la
variation des constantes dans lintégrale compléte. Pour résoudre ce probléme
nous allons utiliser les propriétés connues de Pintégrale compléte, [13], [15].

Considérons, pour fixer les idées, le systéme en involution de Darboux-Lie
(43), vérifiant les conditions d’existence de [I’intégrale compléte, [14], admettant
Pintégrale dite sous la forme suivante

44) z=V(x,y, C;, C,. Cy, C)).

Supposons que V& C4(D),D’ désignant un domain de x, y, C,, C,, C;, C,, et
que soit
V.V V,, V.

45) A~x=cb( ’") £0
Cl’ CZ’ C3’ C4
dans le domain D',
Rappelons d’abord le résultat connu, [15):
Il existe la relation

(46) D () =vi . 8,~ 22,10, ). kp =0
ou 'on a i
@7 V"Eagg’ ¢r 0= %(Ic/VcZk) gfkl))) BE(z(ljjkl))
En variant les constantes C;, dans la formule (44), posons
LOV G _ & PV 3G _ & PV 9C_

48 0, -0, 9C;
( ) =z ()C ()E, i=.zl ()xbci bE, ,-=zl c)yc)Ci 0&,

A

avec & =x, &,=y. L’intégrale générale, & une fonction arbitraire, du systime
(43) est défini par la formule (44) et les suivantes

(49) Ciny=9:(C), (i=1,2,3)

3 ’ . ’

Vl+th+1Q1=0, V"I+Z Vx,ﬂ'lcP":O’
i=1 i=1

(50) , ’

Vyl+ z V1 9 =0,

i=]

avec V,;=0°V[0x0C;, V,;=0*V[dy 0C;.
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Sous l’hypothése (2, 3, 4)#0 écrivons les équations (50) & la forme suivante

L3y o LYy (1,2,3)

234 O @ney @3

Gréce 4 la condition (46), on en tire

(51) <Pli=Fi(C1’cpl’(Pz’<P’3acps)’ (i=l’2)~

Dong, il n’y a, entre les fonctions ¢;, qu'une fonction arbitraire.

On va chercher la solution particuliére z=1{¢ (x,y) du systéme (43) parmi
les solutions que ’on obtient de V'intégrale compléte par la variation des con-
stantes (les fonctions C,(x,y) vérifient les conditions (48)).

Donc, on va appliquer les résultats précédents pour établir l'intégrale
du systéme (43) satisfaisant aux conditions

(44" z=11(x) pour y=y;; §—2=a pour X=Xy, y=¥,;
y
Xy, ¥y, a étant les valeurs constantes.
Posons
(52) V(x: yo: Cls C2’ C?n C4)=H(x)

et cherchons les fonctions C; qui doivent satisfaire aux conditions (48). On
a d’abord

s e 4 9C; 4 0C;
53) S Vi(x, 34, €y, Cyy G5, C) =220, SV,,(.)===0, SV,i(.)—=0.
( )Zl 30, G G G, G) —— i; 2= ; AR

En différentiant la relation (52) par rapport & x, on obtient
& 0C o,
Vil )+ S Vi) —=II'(x)
i=1 ox
ou, en vertu de la premiérs condition (53), aussi

(54) Vx (X, yoy Cl, Cg: C3’ C4) = H’ (x)'

Appliquant le méme procédé A la relation (54) et en utilisant la seconde condi-
tion (53), on a

(55) V;‘x (x» Yas Cp Cz: CS’ C4)= " (.x)

Supposant que les équations (52), (54), (55) soient résolubles, grice 4 la condi-
tion (45), par rapport 4 trois des constantes C;, on a

V.,V .,V
(56) CZ)(—l—L—ﬂ) #0, Cyy=a; (x, 5, C)). i=1,2,3
C.. C,, C, i+ (%, ¥5» C1) ( )
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Pour déterminer C, on a, en vertu de la derniére condition (53) (et de
la premiére de (56)), I’équation différenticlle ordinaire

dc, & da;
(57) Vy1 [x yo, Cl’ al, av, 3]_‘_l z ,,+1[ ]“_“—O

i=1
parce que, grice aux conditions (45) et (56), le coefficient de dC,/dx est distincte
du zéro. Soit l'inégrale générale de I'équation (57)
(58) C,i=a,(%,4,b)
b étant une constante arbitraire. Enfin, pour déterminer & on a la condition

Vy {xo, Yos Q4 (xo’ Yo b), a, [xoa Vo> Q4 (xo’ Yo> b)]’ a, [ J as [ ']}=a'

Dans le cas général on peut mettre les équations (56) et (58) sous les
formes suivantes

(59) Cro=Ui(C), (i=1,2,3).

Pour déterminer les fonctions C;(x,y), on a, d’aprés (50), les corditions

V(6 9 Coo s s 40+ 3 Vi () 0 (€) =0,
i=1

3 ?
V,\Il (x, », Gy, 4’1: q’z’ 4’3) + 2 Vxniﬂ ) "["i(cl)=0'

i=1

3 ’
Vyl (x’ }’, C] ’ (1’)1’ 4’2’ ¢3) + z Vy,i+1 ( ) q"l(cl) =0

i=1

De ces trois équations il ne reste qu’une équation pour définir C, en fonction
de x et y

(60) ¢, =C (%),
parce que les deux autves, d’aprés (51), sont équvalentes aux relations
=Fi (Cl’ '\[’1’ ‘pz’ 4‘3')5 (i’—‘ I, 2)

qui, étant toujours identiquement vérifies — grice 4 la méthode méme de
la formation des fonctions ¢; — ne produisent pas des conditions nouvelles
pour C,.

De cette maniére lcs formules (44), (59) et (60) nous donnent lintégrale
de Cauchy vérifiant les conditions (44"). Cette intégrale est contenue dans Iinté-
grale générale du systéme (43).

Dans le cas ol lcs équations (56) et (58) nous ne donnent que les valeurs
constantes pour lcs quantitdés C;, on a avec la formule (44) une intégrale de
Cauchy vérifiant les conditions (44') et qui est contenue dans lintégrale compléte
du systéme (43).
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Exemples
1) Déterminer P'intégrale de Cauchy pour le systéme de Goursat
6 r+s33=9, t—1/s=0
avcc les conditions:
a) z=4/3 (y-—1)2 pour x=1, et z,=1 pour x=y=1;
b) z=3/2y32 pour x=1, et z, =49/48 pour x=1, y=1/16.
Une intégrale compléte de ce systéme est
61" z=4/3 (y—C)? x12+ C,x+C; (y—C))+C,.
ad a) Les équations (52), (54), (55) (en y changeant x par y) sont
413 ()—C )2+ Cyt Gy (y—C) + C, = 4/3 (p— 1)o7,
20—+ Cy=2(— 17,

(= C)2=(y— 112

On en tire C, =1, C,+C,=0, C,=0. L’intégrale correspondante (58) est
C,=b et en vertu de la condition z,(1,1)=1, on a b=1. Donc, C,=1 et
C,=—1. L’intégrale cherchée de Cauchy devient
(62) z=4/3 xt? (y—1)¥2+ x—1.

ad b) Dans ce cas les équations (52), (54) et (55) nous donnent: C,=—3y,
C,=—3)y12, C,+C,=2y32 Léquation différentielle ordinaire pour déterminer
C, est

6y12+C',,(»)=0,

et gice 4 la condition z,(1,1/16)=49/48 on a C,=—4y¥2+1. Les équations
(59) et (60) deviennent

,=—4(—C,/3P+1, Cy= —3(—=C,/3)17,
C,=6(—C,/3p32—1, C,=3y.(3—4x).
L’intégrale cherchée de Cauchy devient
63) z2=2/3(4x—-3)V? 324 x—1

et elle est contenue dans l'intégrale générale.

6. Le probléme de Cauchy — au moyen du systéme correspondant
de Charpit

Dans le Chapitre I nous avons considéré la théorie nouvelle des caracté-
ristiques des équations aux dérivées partielles du premier ordre. Daus ce paragraphe
nous allons traiter, [34], un probléme analogue concernant le systéme des
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équations aux dérivées paitielles du second ordre en involution de Darboux-
=Lie:

23) {r+H(x, ¥ 2, P, 4,85)=0,

t+®(x,y, 2,p,q9.85=0
sous les conditions

(24) H,®,~1, D,H=H,D, ®.

On peut associer au systéme (23) un systéme de Charpit de la forme suivante

]
?;Z+Hs_z=p+H:qa
ox oy
‘—)E+Hsa—p=r+115s
ox oy
‘22_,_1{: d—q=s+H,t
ox oy

(64) N >
o H,Y~_bD.H,
ox oy
05.u1,%__pm,
ox dy
2—t+HsQ=—H,DJ,<I>
ox ay

des fonctions inconnues z, p, g, r, 5, t de deux variables indépendantes x, y ou
un systéme équivalent des caractéristiques

65 de=Po_ 92 _ dp _ dg __dr _ ds _  d
H, p+Hyq r+H;s s+Ht D‘\H __.DyH "‘Hsqu)
en posant
0 oH
Dx=—o—+p—a—+r—a~+s—, H,=2Z,
ox "9z O0p 0g ds
Dy=—a~+qi+si+ti, ®s=_@.
oy 9z op 9q os

Les valeurs initiales des variables z, p, ¢, 7, 5, ¢ sont définies le long de
la courbe donnée non caractéristique

©) x=x,, y=71, z=z(7),
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de telle maniére qu’on a le long de la courbe (C) les conditions suivantes

(66) [r+H=0, t+®=0
dz=pdx+qdy, dp=rdx+sdy, dg=sdx+tdy,
67 p=a, x=Xx,, y=J%,.

Pour le systtme (64) nous posons:

Probléme 1. Déterminer telles intégrales des caractéristiques (65) contenant
la courbe (C), avec les valeurs correspondantes initiales pour les variables z, p,
q, 1,8, t. Ces intégrales forment une surface

(68) z2=2(x, ),

contenant la courbe (C) et définissent les fonctions: z (x,y), p(x,¥), 4 (x,y)
r(x,y}), s(x,y), t(x,y) qui représentent la solution du probléme initial du sys-
téme de Charpit (64).

Nous n’insistons pas ici sur la formulation des propriétés précis des
fonctions H, @, z (r) admettant le procédé suivant employé pour résoudre le
probléme posé.

Nous supposons d’abord que les fonctions H, ® soient telles qu’il existe
les sept intégrales premiéres distinctes du systéme des caractéristiques (65)

f;'(x’ Y.z, D 9, S), (i=1,. . 5),
fGEr+H(x: Y, 2, P4, S):

fi=t+® (X, ¥, 2,p, ¢, 5)

et grice a ces intégrales on peut écrire Pintégrale générale du systéme de
Charpit (64) sous la forme

(69) fin=IL(f), (=1,..,6)

II, étant des fonctions arbitraires.

Ensuite, nous supposons encore que les fonctions: p (1), ¢ (x), r (%), s(7),
t (1) soient bien déterminées, grace aux conditions (66) et (67), par les équations
suivantes

r(@+HI[x, % 2,29 (), s(M]=0, t()+@[.]=0,
Z(®=4@,P' @)=5()q (F)=1(7)

et par la condition p=a pour x=x,, y=y,=T.
Introduisions, & présent, les notations suivantes

)‘i (T) Eft [xo» Tz (T),p (T)’ q (T)’ r (T)’ s (T)’ ! (T)]
et les parameétres auxiliaires u; par les relations

(70) N@=w  @(=1,..,7)
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En éliminant le paramétre t entre des équations (70) on obtient les six
relations entre des paramétres u;

(1) Ui =pi(u), (i=1,2,...,6)

Donc, les fonctions arbitraires II; doivent avoir les formes p; dans le cas
des propositions du probléme I, et la solution cherchée du probléme I, c¢’est-a-
-dire les fonctions

(72) z2(x,3), p(x», a(x¥), r(xy, s(xp t(x))
sont définies par les formules
(72) fi=pi(f), (i=1,...,6).

Posons, maintenant, pour le systéme (23):

Probléme II. La solution (72) du systéme de Charpit (64) représente Iinté-
grale de Cauchy du systéme (23) sous les conditions: (C) et (67).

Il suffit de démontrer que les conditions suivantes

(73) {r (x> y)+H[x: Y,z (x’ y)’ r(x, y): q (x: y), s (x’ y)]Ev (x: y)EO,
t(x, )+ @[x, y, 2(x, ), P (%, ¥), g (%, ), 5 (x, Y]=w(x, y)=0,

p(x, y)——a—z—()—c’—ylEP (x, »)=0,
ox

(74
706 D=8 20 (x, y)=0,
oy
r(x, y)—QB();’—y)ER(x, »=0,
(75) s(x y)——‘?ﬁ%’—y—)ES(x, y)~?—gg—x);l)ES (x, »)=0,
t(x, y)—g%’—y)—ET(x, »)=0

sont remplies sur la surface (68).
Démontrons, par exemple, qu’il existe (73) et (75).

Grce a l’introduction des derniéres fonctions P, Q, R, S, T les trois pre-
miéres équations (64) vont s’exprimer de la maniére suivante:

-R+H:Q=O,
(76) R+H,S=0,
S+ H,T=0,

parce que les fonctions (72) sont les intégrales du systéme (64).
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Formons les équations dérivées respectivement par rapport & x et y des

équations (76): A
.a_P + Hs _(_).g
ox

0x
QB+HSC—)§+H,Tl S=0,
ox 0x

05,
ox

+H;, Q0=0,

)

i)I+Hsl T=0,
ox

et

F
O_€+Hs

oy
0

254—Hs ~§+Hs2 S=0,

oy 0y

08 0T g, 7m0,

oy oy

en introduisant les désignations

0H, 0H,

ox oy’

on obtient, en vertu des relations définissant les variables v et w, les rela-

tions évidentes

)
Q+17L2 0=0,
oy

(78)

H, =

52

2
9v _Orxy) (OH OH 0z(x,y) OH 0p(x.))
0x ox ox Oz ox op ox
LOH 99, y) OH 0s(x,3)
dq ox os ox
Ov_0orxy) OH OH 0z(x)) OH 0p(xy),
oy oy oy o0z oy op oy
LOH 99(xy) OH 05(x )
aq oy os 0y
(79)
Q:M.*_Q_‘_@ _()z_(x, y) +92 i)!(x’ y)+
ox ox ox 0z ox op 0x
L9P 09 y) 0P 0s(x,)
2q ox os ox
ow_0t(x,y) 0P 00 0z(x,y) 0@ 0p(x.y)
oy oy oy 0z 9y op 0Oy
+@ Q_M.I_E_as(x’y)
oq oy os dy
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et écrivons, en vertu des équations (64), les identités suivantes

o), g 2red) OB OB i 2 )+ 2 s (-0,
ox oy ox 0z op oq

0

s(x,y)+Hsc)s(x,y)+Hs £+Qp(x,y)+29—r(x,y)+£S(x,y) =0,
ox oy ox 0z op 0q

0P 090 od 0
ox oy oy 0z op 2q

25 (x,y) 9s OH OoH

oH oH
+H—+—+—g @) +—sx»+—t(x y=0
ox dy 0dy 0z op oq
Eliminant les dérivées oH , OH 00 o0 respectivement entre les équati-

ox 0y dx 9y

ons (79) et (80) et utilisant les relations évidentes

()s(x,y)_ar(x,y)_dS 0_]1 Ot(x,y)_ds(x,y) =0_]_‘_2_._S_

ox dy ox 0y  dx dy ox 0y

on obtient

e SV A A A
D ox ox 0dy

Qﬂ=i§_?.s_HZQ_HpS—HqT;

dy 0y Ox

9w 9T 95 _ 4 p_®,R—0,s,

o0x O0x 0y
(82) dw oS OT

2222 H(®,0+9,5+@,T).

oy 0y Ox

Or, en vertu de I’équation H,=dy/dx, (65), les équations (81) et (82)
nous donnent

81) %71= —H,(P+H,Q)—H,(R+H:S)—H,(S+H,T),
X
(82" ‘dﬁ’-=—<I>,(P+HSQ)—-<I>,,(R+H3S)—<Dq(S+H,T),
. I
ou, gidce aux relations (76), on aura
d_o e
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Dans le point initial de la courbe (C) on a

=0, w=0,
donc

et les conditions (73) sont remplies.

Quant aux conditions (75), nous supposons que les conditions (73) et (74)
(nous n’insistons pas ici sur la démonstration de l'existence des conditions (74))
sojent remplies. Dans ce cas les relations (81) et (82) nous donnent

(83) H, (0—“5—15)—11,, R—H,S=0,
ox 0y

(84) 95—25—11,, S—H,T=0,
dy 0x
a—z——a—§—d>pR—(DqS= 0,
ox 0y ’

(®3) 08 oT
———=H,(®,T+D,S).
oy O0x

En utilisant les équations dérivées (77) et (78), les équations (83), (84)
et (85) nous donnent

R
%;JrH,, R+ (H,+ H;)S=0,

ds
(86) d—x+(H,,+H,2)S+HqT=O,
%—d),,{R—CIDqS+ H,T=0.

Par conséquent, les fonctions R, S, T sont définies par un systéme linéaire
et homogeéne des équations différentielles ordinaires. Le long de la courbe
(C) on a

R=0, S=0, T=0

donc
R(x, »)=0, S(x, =0, T(x, y)=0

et les conditions (75) sont remplies.

Exemple. Résoudre le probléme de Cauchy pour le systéme de Goursat:

(61) r+s3=0, t—1/s=0
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avec les conditions

©) » x=1,y=1, z=4(r_.1)3/2;3
et »
67 - p=1 pour x=1, y=1.

Dans ce cas les ‘valeurs initiales des variables p, g, r, s, ¢ sont
PE=23G—12+1, ¢()=2(=— 1),
r(=—1/3(—13, s(=r—1)" ((t)=(r—1)"12
et les intégrales des caractéristiques s’obtiennent sous la forme suivante -
fi=s, f=y—5%, f,=p—2/3 $3x, fy=q—25x,
fs=z—4/3 $x2—[s?(g—2 5x) + p—2/3 53x] x,
Se=r+s3/3, fr=t—1/s.

L’intégrale de Cauchy pour le systéme de Charpit (64) est définie d’aprés
(72%), par les formules

y—stx=1, z—4/33x2—x=—1, p=2/3s3x+1,
g=2sx, r=—1/383, t=1/s
et ’on en tire les fonctions (72):
z(x, y)=4/3[x (x—py] 2+ x—1,
(y—1

X

e =—13 (1) D s n=("=1)" 1 n=(-2)

pee =23 [ U7 et g p=2pxo—np

y—1
Donc, la surface intégrale cherchée (68) est la suivante

z=4/3[x (y—1)J2+ x—1.

7. Théoréme de Jacobi pour le systéme d’équations en involution de Darboux-Lie

Dans ce paragraphe nous allons traiter le probléme suivant: former linté-
grale générale des caractéristiques a I'aide de intégrale compléte pour un systéme
d’équations aux dérivées partielles du second ordre en involution de Darboux-Lie.

Jacobi, [16], a étudié ce probléme concernant une équation aux dérivées
partielles du premier ordre. Les résultats de ces recherches sont généralisés par
N. Saltykow, [17], [18], Th. De-Donder, etc.

3
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Pour le cas d'un systéme d’équations aux dérivées partielles du second ordre
en involution de Darboux-Lie ce probléme avait été traité par E. Goursat, [14],
Cependant son procédé peut étre simplifié et mis sous la forme analogue a celle
de la théorie des équations aux dérivées partielles du premier ordre. On y
réussit, [15], grice 4 la condition qui doit satisfaire Pintégrale compléte du
systéme considéré que nous venons d’exposer dans le paragraphe 4 de ce chapitre.

Considérons le systéme en involution de Darboux-Lie
r+H(x,y,2, D 4, §)=0,
t+®(x,y,2,p,4,5)=0

et le systéme correspondant des caractéristiques

(65) d=£¥-= dz____ dp __dg _ ds
H, p+H,q —H+sH;, s—®H; —DH

E. Goursat, [14], partant de lintégrale compléte
@ F(x,y,2C,,C,,C,, C)=0

en tire, grice aux considérations géométriques, une courbe caractéristique moye-
nant 1’équation (87) et I’équation suivante

OF 0FdG OFdC, OFdC,
0C, 0C, dC, 0C,dC, dC, dC,

L’équation (88) définit la fonction y de la variable x. Parce que les multipli-
cités correspondantes des caractéristiques des éléments du second ordre satisfont
aux équations différentielles des caractéristiques, E. Goursat obtient deux relations
(89) d>,-(C1, c, c, c, 9% 4 59—4)=0, (=1, 2)
dc, dcC, dC,

entre le sept paramétres C,, C,, C;, C,, dC,[dC,, dC,[dC,, dC,[dC, figurant dans
I’équations (89). Eliminant, grace aux relations (89), deux paramétres, la courbe
caractéristique ne dépend que de cinq paramétres. En pratique la détermination
des relations (89) et les éliminations correspondantes présentent souvent de trés
grandes difficultés.

Mettons P'intégrale compléte du systdéme (23) sous la forme

(23)

(88)

(28) Z=V(x9 Vs Cp Cza C3: C4)

en supposant

31) Aﬂs%(————V’ Voo ¥y, V*y) £0,
Cl’ CZ’ CS’ C4

1l est aisé de démontrer que les formules

29) 2=V, p=V,, q=V,, s=V,,
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définissent les quatre premiéres intégrales du systéme (65). En effet, on a

“ _yvoav,2, Loy v,

dx dx dx dx
dq dy ds dy
dx VM' + VW ;1_; ’ ;?xs - V""‘” + nyy 5

et en vertu des formules connues
‘A

37 Hs =22 ’
(37 Hs) A,
LA,
(38) (DyH)=—V,+-2V,,
et aussi i
dy
H;
e =(H,)

le symbole ( ) désignant le résultat de la substitution de z, p, g, s respective-
ment par V,V,, V,, V,, et A, A, les déterminants fonctionels (31") et (31"),
on obtient, en ehmmant les constantes C; définies par les formules (29), les
équations suivantes

=p+4gH,, ‘—i’i= —H-+sH;
dx

dx
Y4 _s_on, —d—s-—DH
dx dx

En différentiant les identités évidentes
2 2
a—K+H(x,y,V, oV OV dV)
9 x? ox 0y y’ 0xdy
W 2¥ #7)
ox 0y 0xdy

2
"—K+®<, v,
0y?

par rapport & C; on obtient
3V OH\ oV [(0H\ oV oH\ o0*V oH ;v
e e e ) e
0x20C; 0z/0C, \0p/ox0C 0qg /) 0yoCy 08 /0x0yoCy
PV 0D oD\ oV o0 ()ZV
I e
0y%20C; 0z/0C, \dpJoxoCy oq c)y()Ck
(29) -2~
05/ 0x0y0C;

b4

=0, (k=1,2,3,4).
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Grace 4 linvolution du systéme (23) et aux équations des caractéristiques (5)
on a les relations

@ _

92 ) =

2 o Hy) ((Ds)

Il est connu que I'intégrale (28) vérifie identiquement la condition suivante
(39) A, A, —A%=0.

En vertu de (31), on conclut de (39)
(93) A,.#0, A, #0.

En éliminant (0 H/dz), (0 H[Op), (0H[og), (0D/oz), 0D/op), 0®/og) des
équations (90) et (91) on obtient, en vertu des (31), (93), (92) deux relations
pour définir la fonction y

%4 A dx+A,, dy=0,
(95) A, dx+A, dy=0.

Or, elle se confondent, griace a la condition (39).
Introduisons les symboles suivants

(i,j,k)=9)(g:%) (. ))= %(c,,cj) ¢ /)= %(C,,V,))

%( V,V, )
G.0)= G, C;
et considérons les trois hypothéses suivantes:
a) Supposons, d’abord, que le systtme (23) n’admet pas d’intégrales

intérmédiaires avec une constante arbitraire, c’est-a-dire que (i, j, K)#0, (@, j, k=
=1, 2, 3, 4). Utilisons les identités évidentes
G 1) Gy )= G, K) G Jo D+ G 0) G K, D,=ViA
G D G =G K) G D+ () Gk, D, =V, A
Eﬂ@ﬁm—ﬁﬂaﬁnﬁﬁﬁakn:VA
GD Gjk,—Gk GkD,+G) Gk D,=ViA,

ou ( ), et( ), désignant les dérivées partielles correspondantes par rapport
aux x et y. On a de plus identités

M (T,‘-I_C-)-—(_l,_k) (’_j)= -V (l’ ka I),

G0 G R—G.k GN=—Vi GJ k).
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Formons, ensuite, les identités suivantes .
(k) Ay—G k) A, =0k, D) G, J, k),—(, ), k) (K, D),

M) Ayy'"'m) A“y=(l‘, k, l) (i’ Js k)y—(i, Js k) (i: k, I)y
qui donnent, grice a4 la condition (39)

i[("z _’."_!)] i[(_'_"_’)]

) ox | (i, j, k) 0y 1 J, k)
39 , = =,
A.xx Axy
L’équation (94), introduisant la désignation
as(f’ k )
G, J, k)

admet lintégrale sous la forme suivante
a=const, a,7%0, o, 0.

En effet, grice aux conditions (31), (39), (93), (39") on peut toujours choisir
les index i, j, k, I de telle maniére que la fonction « soit dépendue des variables
Xx et y.

On a de méme, d’une maniére analogue, les intégrales de I’équation

mentionnée (94): . '

BE————(_I’ {’ D =const., YE————(.J’ .k’ D

(. Js k) (), k)

Or, «, 8, vy ne sont pas distinctes par rapport aux variables x et y. Démontrons,
par exemple, cela pour les fonctions «, 8. Considérons le déterminant

=)

=const.

Substituant y les expressions pour « et B, on obtient

Gk G5k, G k),

Gih GiDe GiD,|.

| GhbD GhD, kD,

D’autre part, grice aux identités (96), on obtient la relation suivante
GiLK GLKR, Gk,

Vi(A A,—A%) =\ i ) G D, G D,

(kD) Gk D, kD,

97 =
0 4 G, J, k)’
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et 'on a en vertu de (97) et (32)

PR AW
Gk 1y '

De cette maniére on peut prendre
98 a=const., a,a,7#0

pour une intégrale cherchée des caractéristiques.

b) Passons, 4 présent, & la seconde hypothése. Si la fonction inconnue ne
figure pas dans le systéme (23) et Ci représente la constante arbitraire additive
dans Pintégrale compléte, alors, en vertu de (98), I'intégrale des caractéristiques
admet la forme suivante

()
@)

c} Supposons, enfin, conservant I’hypothése sous b), que le systéme (23)
ait une intégrale intermédiaire ayant la constante C;, c’est-3-dire que 'on ait
(J, k, ) =0. Dans ce cas Pintégrale cherchée des caractéristiques, admet la forme

=const.

Vxl

V
—const. —2' =const.
Vi i

Conclusion. L’intégrale générale des caractéristiques est définie, en
vertu de I'intégrale compléte, par les formules suivantes
99)
z=V, p=V,, q=V,, s=V,, az%(

v, V., Vy>.%(V, Vo V,

: =C; a,o,7#0.
Ci, Cj’ Ck Cl', Cl’ Ck) ’ i’

8. L’intégrale générale mixte

Dans ses Legons sur la théorie des équations aux dérivées partielles du
second ordre, [19]), était introduite par N. Saltykow la notion de V'intégrale
générale mixte pour une équation ou pour un systéme d’équations aux dérivées
partielles du second ordre.

On démontre dans ce paragraphe que les systémes

r+Hx, y,zp,q, S)=0’

(23)
t+Q(x,,20p,4,5)=0

admettant une intégrale générale mixte sont:
a) en involution de Darboux-Lie,
b) linéaires par rapport aux r, s, ¢,
c) possédent une intégrale intermédiaire.
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Considérons une équation de la forme
(100) z=V{x, y, C;, C,, f(®)]

ol f étant une fonction arbitraire de o (x, y, C,, C,), et © une fonction donnée
des variables indépendantes x et y et des constantes arbitraires C,, C,.

On dit que par I’équation (100) est définie’ une intégrale générale mixte
de I’équation donnée aux variables du second ordre

(101) F(x,y,2,p,9, 1,5 1) =0

si le résultat de Délimination des quantités C,, C,, f, f’, f'' parmi Péquation
(100) et les équations correspondantes dérivées par rapport aux x et y — du
premier et second ordre — ne donne que 1’équation (101).

D’une maniére analogue on peut définir l’intégrale générale mixte pour
le systéme (23).

Pour que I’équation
(102) z=V[x, y,C,f ()]

a -une fonction f arbitraire de la fonction donnés w (x, y, C) et une constante C
arbitraire, soit l'intégrale générale mixte du systéme (23), ce dernier doit
s’obtenir par I’éliminations des quantités arbitraires: C, f, f', f"' entre 1’équation
(102) et les équations dérivées suivantes

p=V,+Vro f'=d.V, =V, +Vso f'=d,V,
103" Vst 2V 0, [+ V6l f24 Vi [+ Vi, f,
s=V,+Vyo,+Vs0)f +Vpo, o f?+Vio o, f"+Viw, [,
1=V, 42V, 0, f +V 0l f24+V, 0l f" +Vio, [

Par I’élimination menntionée on obtient évidemment un systéme (23) qui
est linéaire par rapport aux r, s, f.

Gréice a I'élimination de f’ entre les équations p=d,V et g=d,V on a

(104) | L

o, ,
Ensuite, par Iélimination de f entre (104) et (102) on obtiendra une relation
linéaire par rapport aux p et g:
(105) A(x,y,z,p,9, CO)=a(x, y,2, C)p+b(x,y,z, C)g+c(x, y, z, C)=0.
La relation obtenue (105) est une intégrale intermédiaire premiére 4 une constante
arbitraire C du systéme (23).

Supposons maintenant que 'on ait dans un domain D (x, y, z, C) bien
déterminé la condition suivante: 0A4/0 C#0 et I’équation équivalente a (105)

C=m(x, ¥,z p, 9.
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En vertu de I'identité évidente 4 (x, y, z, p, ¢, m)=0 on peut obtenir les rela-
tions suivantes

A+ Apmm, =0, 4, + Appm,=0,
{106) A+ Ay, =0, App+ Apymy=0,
Agn+ Apm Mg =0,
On peut obtenir le systéme (23) aussi et & Paide de l'intégrale inter-
médiaire (105):
D=(4,)+p(4) +r(4y) +5(45) =0,
W=(4,) +q(4:)+5(4,) +1(4g) =0,

les parenthéses désignant le résultat de la substitution de la valeur C avec la
fonction m (x, y, z, p, q).

Grice aux identités (106) il est aisé de voir que les équations précédentes
vérifient les conditions bien conrues de I'involution de Darboux-Lie (8)

rt s, t s, r
R=|Dx® DW| L |D,® DW
o, W, o, W,

Donc, le systéme admettant lintégrale générale ‘mixte (102) est linéaire
par rapport aux r, s, t et en involution de Darboux-Lie.

Exemples.
a) Le systéme
st+x (rt—s%)?=0, 2 x (rt—s?)=pt—gqs
admettant l'intégrale générale mixte
z=4{3 Cx3¥+f(y—C%x)

.est équivalente au systéme linéaire suivant en involution de Darboux-Lie

e xp*s—xp+ R t_pq——2xi2Rs
x(pq—2x+2R)’ p?
R=x%2—xpq

avec lintégrale intermédiaire
PP C2g=2Cx'2,
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b) Le systéme linéaire en involution de Darboux-Lie

=X rt—(x)zr 2 (z
= s = e —yq)
y S\l P
a lintégrale mixte

=Cy—x*f(y/x)
et Pintégrale premidre intermédiaire

xp+yq=2z—Cy.

On peut former lintégrale générale mixte et aussi par la méthode de la
variations des constantes dans I'intégrale compléte

@4) z=V(x,y, C, Cy, Cy, C)

du systéme (23) en involution de Darboux-Lie, [20].
En variant les contantes dans la formule (44) on peut obtenir les condi-

tions suivantes .
L0V oG LRV G & PV 0C

-_ =

&0C ox A&oxoc ox Z, 0y0C; o0x

(48)
PV G _ . L PV G

4
&0C oy 29%0G, oy &dyoc: oy

pour les fonctions inconnues C;(x, ).
Utilisons les désignations

V,V.,V
Ci, G, G

pour les déterminants fonctionels correspondants.

En cupposant qu’on ait: (2, 3, 4)=0, et que les autres déterminants de
la forme (i, j, k) soient distincts du zéro, on peut les conditions (48) mettre
sous une de la forme suivante

asy Si_g G __(L430C oG (1,24 9C,
08, 05, (1,2,3) 0§ 0§  (1,2,3) 9%
asy OC_o G _ (L3920 G (1,23)9C,
o8, 9E,  (1,2,4 08, 08,  (1,2,4) 9
@y i 9G__(.240C oC,_ (1,32 9G
0%, 08; (1,3, 4) 0%, 9§  (1,3,4) 0

avec §,=x, §,=y.
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En vertu des équations citées et de la condition (46) on peut obtenir le
systéme correspondant de Charpit

qoy  2[W29]Cm_0 [W29]Cm i,y
oy{(1,2,3)] ox odx}(1,2,3)] oy

pour déterminer les fonctions Cy,, (x, y) inconnues. L’intégrale générale de ce
systéme est
1,2, 4 ,
Ci = —_—1, 1= l, 2, 3 y
ek [ (1,2,3) ( )

Ji étant trois fonctions arbitraires. Grice aux systéme (48), par exemple au
systéme (48,) on a

(108) f1@)=alCy, u, f} f3 ()= —ufs, u=(1, 2, 4)/(1, 2, 3)
et une des fonctions f; reste arbitraire.
Donc, par les équations

z=VI[x, y, C,, f, ), f, W), f, @)}

et (108) est défini I'intégrale générale mixte avec une constante et une fonction
arbitraire.

a) Reprenons 1’équation d’Ampére

st+x(rt—s)=0
que avec ’équation
2x(rt—s?) =pt—qs

représente un systéme en involution de Darboux-Lie. On voit immédiatement
que ce systéme admet l'intégrale compléte

z=4/3C, X+ C, (y—C2x)*+ C,(y—C*x) + C,
vérifiant la condition (2, 3, 4)=0. Le systéme correspondant de Charpit

aCi+1 +C 20Cj+1
— 22—

=0, (i=1,2,3), C, =const.
x 5y ( ), G

a lintégrale générale
C""l =-f‘ (u)9 (l = 1, 2, 3), u;:y_Clzx_

Les fonctions f;, dans ce cas, vérifient les conditions suivantes

’ 1 ] ’ 1 ’
f1=—--2—ufz, f3=—7 ufa.
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En prennant fo=uo'" (« désignant une fonction arbitraire de ) et en substituant
les constantes Cj,, dans l'intégrale compléte par les fonctions correspondantes f;,
on obtient I'intégrale générale mixte cherchée dans la forme

z2=4/3C,x*—a(y—Cix)
antérieurement citée.
b) Le second systéme suivant en involution de Darboux-Lie

g

p—xr
y

a lintégrale compléte
z=C, (C2+C3)y+Cixy+C,x2+C2C4y2

admettant les conditions (i, j, k)7%0. En suivant un procédé de C. Orloff, [21] on
définit les constantes nouvelles a; par les relations suivantes

a,=C, (C,+C), C,C,=a,, C,=a, Ci=a4
et on peut mettre I'intégrale compléte considérée sous la forme
Z=a,y+a,xy+a;x*+a,y?
vérifiant les conditions suivantes
(1,2,3)=—2x7% (,2,4)=—y3 (1,3, 49=x%y, (2,3,4)=0.

Le systéme correspondant de Charpit

9 (1) 9% _ 0 (_y_) 94 o,

oy \x/ 0x 0dx\x) 9y
admet intégrale générale

a=fi(w), u=y/x, (i=1,2,3,4).

Les conditions suivantes

fi=—f32u, fr=—uf3)2

fi=—d")2, fo=—wa"[24ua'—a, fi=ua’'—o;
o (u) étant une fonction arbitraire, et U'intégrale générale mixte devient
z=a, y—x2a(y/x)
avec la constante arbitraire: @, et la fonction arbitraire: «.

donnent

9. L’intégrale générale de Lagrange

Considérons le systtéme en involution de Darboux-Lie
[r+H(x3 Y,2,P5 94, S)=0,

23)
t+¢(x’ Y, 2, D, 4, S)=0



46 Borivoj N. Rachajsky

et ajoutons au (23) le systdme correspondant de Charpit

[ 2z oz

—+H; —=p+H;q,
ox Ty PTH

)
P . yg%_,im,s,

ox oy

92+H,?——q=s+H,t,
64) ox oy

(64
a—'~+H,a—r+DxH=o,
ox dy

os os
—+H;—+D H=0,
ox P ’

y
2t-+H,é£+HsD},.(I>=0 .
ox oy

\

que joue le rdle du systéme des caractéristiques.

Posons & présent le probléme de la formation de l'intégrale générale, con-
tenant des fonciions arbitraires, du systéme donné (23) a4 l'aide de lintégrale
générale du systéme de Charpit. Ce probléme peut €tre résolu de la maniére
analogue 4 celle de Lagrange concernant les équations aux dérivées partielles
du premier ordre, [22], [23]}.

Le systéme de Charpit (64), outre les premiers membres des équations (23),
admet encorc cinq intégrales distinctes que 1'on va désigner: f, f, f,, f;, f, et
que l'on va supposer indépendantes des variables r et ¢, en vertu des équati-
ons (23).

Par conséquant, l'intégrale générale du sysiéme de Charpit, vérifiant de
plus les conditions (23), sera représentée par I’ensemble de ces derniéres deux
équations et des quatre équations suivantes

(108) =1L, =123, 49).
O2a va chercher les solutions du sys:éme (23) vérifiant les conditions
(109) dz=pdx+qdy, dp=rdx+sdy, dg=sdx+tdy -

sous I’hypothése que les valeurs de r et de ¢ sont déterminées par le systéme (23).

Comme les ‘fonctions H; sont arbitraires, il cst impossible de résoudre
les équations (108) par rapport aux variables qui y figurent. Pour éviter les
difficultés mentionnées nous posons

f=u, fi=w, (=1,2,3,4).
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Gréce aux propriétés du systéme (64) les équations précédentes sont réso-
luble par rdapport aux variables y, z, p, g de sort que I'on obtient

y=K, (x,u, u, u,, uy, u),
z2=K, (x, u, u;, u,, u,, 4,),
=K, (x, u, uy, uy, s, u,),
g =K, (x, u, u, u,, u3, u),
s=K (x, u, uy, u, uy, u,),
Les variables r et ¢ s’expriment de méme comme fonctions de x, u, u;, u,, u,, u,

grice aux équations (23).
Cela posé, les équations (109) deviennent en nouvelles variables

4
(109") . ZAikdu1=0’ k=1,2,3)
i=Q
en posant u,=u, le coefficient de dx s’annule identiquement grﬁée aux équa-
tions (64).
Or, les formules (108) imposent les relations nouvelles

w=1Liw, @=1,2,3,4).

Par cons¢quent, les équations (109} devient

5

a
(A0k+ S Aik_-ﬂ;) du=0 (k=1,2,3).

i=1
Comme la différentiellc du ne peut pas s’annuler, on en tire tro’s relations.
liant les fonctions arbitraires | [;, & savoir

4
(110) A+ > Ax 1/ =0, (k=1,2,3).
i=1

Donc, la solution cherchée du systéme (23) est définie par ’ensemble des
équations (108) contenant quatre fonctions arbitraires qui sont liées par trois
relations (110) de sorte qu’il ne reste qu’une seule fonction arbitraire. Par
conséquent le probléme cité ci-dessus est résolu d’une maniére analogue comme
le probléme posé par Lagrange, [22], dans la théorie des équations aux
dérivées partielles du premier ordre.

10. Sur les systémes d’équations aux dérivés partielles du second ordre i trois
variables indépendantes réductibles a ceux de Charpit

On étudie un tel systtme d’équations aux dérivées partielles du second
ordre 4 une fonction inconnue de trois variables indépendantes qui soit réduc-
tible 4 un systtme de Charpit dont lintégration se raméne 2 celle d’un
systéme des équations différentielles ordinaires. La détermination des conditions
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lesquelles doivent vérifier le systéme en question. Les conditions nécessaires et
suffisantes pour l'intégrale compléte. La généralisation de la notion des fonctions
des caractéristiques de N. Saltykow, [18] pour le systtme considéré et leur
application 2 la formation de l'intégrale compléte. L’intégrale générale du sys-
téme correspondant de Charpit et la formation des solutions du systéme
étudié en généralisant la méthode de Lagrange, [24].

A. Considérons le systtme de trois équations aux dérivées partielles du
second ordre & trois variables indépendantes x;

(111) pii+ﬁ(x1’ X35 X35 Z, P15 P2s P35 P25 Prs» p23)=0’ (i=11 21 3)
avec les notations usuelles
0z 0%z

et avec les conditions d’indépendance de Yordre de la différentiation de la
fonction z par rapport aux x;.

Formons les équations dérivées

0X, O0py 0X, 0py 0X, 0Py 0%,

le symbol D, désignant Vopérateur suivant

0 9
D= +Pk—+> s .
g 0 Xy pkbz ;pk op;s
Si l'on introduit les conditions suivantes:
0
(113) ofi _ 0 _ 0% _
0py; 0Py Ofya
o 94
(114) L _9pn_9py _D.f, ’
of, 1 ofy D.f,
0Py, 0D,
2f, af .
(115) 1__0p; _0Pu_Dsf
ofy 1 of; Dify
‘)Pn 0p23
o, Of
(116) 1 _9py_0p,_Dif;

of, 1 of, D,f,
‘)st ops;
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des neuf équations ili ne reste que six équations distinctes suivantes

(117)

(118)

apn + a-fl apll + ‘)fl apll +D1f1=0,
0x, O0p, 0X, O0p; 0Xx,
0Pzz+ 2fi 0p22+ 2, ()p22+ 1 D,f,=0,
0x, 0pyp 0x, Op; 0x; Of)
0py,
‘)1’33+ 2f ()p33+ of, 0p33+ 1 D,f,=0,
0x, Op, 0Xx, 0p; 0x3 Of
0p,
‘)P12+ ofy 0p, O ‘)P12+D2f1=0’
0x, O0p;, 0X, 0p, 0X
a.013_1_ 0f, 0pi; n of; op”+D3fl=0,
0x, Op, 0x, O0p, 0X,
0P23+ 2f; ap23+ 9/, 0p23+ 1 D,f,=
O0x, Op, 0x, 0p; O0x; O0fy
op;,
Si 'on ajoute aux équations (117) les équations suivantes
0 0 0 0 0 0 0/
z+ / z+ / Z—Pl— flpz_ flp3=0
O0x; 0p, 0x, Op; 0X, op, 0py;
op; 0 op; 0O 0 0 2
p + f; P 2 i —Ppi,— 1, Dir— /y pi;=0,
ox, O0p, 0x, Op; OX, op;, 0p;;
(i=1,2,3)

49

le systtme (117) et (118) est alors un systéme de Charpit des fonctions z

Dis Piis Dij-

Le

naires devient:

(119)

X =

systéme correspondant aux équations différentielles ordi-
dx, dx, dz _ dp; -
of, 94 9/; ofy ofy 2/,
L +5-bp, b it 5ot P+ 5o P
0p, 0Py P 0P, i 0Py, P Pu 0p, Prz 0Py b
_ dpy, _ dpy, _ dp; - dp;, _
—lel /‘)fz / ofs _D"fl
—D, —D ‘
/> dp,» 3f3/ 0p;;
dp; dps
of, —D,f
—D 2 371
3f2/ op12
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Ces derniéres équations jouent, par rapport au systéme (111) avec les condi-
tions (113)—(116), le méme rdle que les équations des ceractéristiques dans
la théorie des équations aux dérivées partielles du premier ordre.

B. Dans la théorie du systéme (111) nous utiliserons la notion de linté-
grale compléte:

(120) z=V(x, x;,%,Cy, ..., C))
ou I’on a la condition
(121) AED(V’ Vl’ VZ’ VJ’ VIZ’ Vla’ VZS);&O
ChiChy i , C)
introduisant les notations suivantes
2
Vi='_a‘£ ’ = a 4 s
0Xi ()xibx,

C; désignant les constantes arbitraires distinctes; de plus le résultat de I'élimi-
nation des équations: z=V, p=V;, pu=V, py=Vy de toutes les constantes
arbitraires C; ne donne que les équations (111).

Dans le cas ol le systéme (111) est réductible & un systtme de Charpit
(117)—(118), son intégrale compléte (120) doit satisfaire & des conditions
complémentaires qu’on va établir. En effet, les équations suivantes

2=V (x,%,, %3, Cy, ..., C))
pi=Vi (oot ), (i=1, 2,3)
Pii=Vyu(ooviiiiiiii ), J=1,2,3,i#))

sont équivalentes, grace a (121), aux équations

(122) F, (x), Xy, Xy, 2,Py, Ps: P35> Pr2> P13- P23} =C» (k=1,2,3, ..., 7).

On a de plus les relations py=V,, (i=1,2,3) que 'on peut remplacer aisé-
ment, en vertu des équations précédentes, par les égalités suivantes

(123) —Ji (%15 X35 X35 2, P15 P25 P3s Przs> Przs P23) =Vii (X5 %3, %3, By, o . F7)El7ii’

(i=1,2,3).
Introduisons, enfin, les désignations
(122) Fo=F (%, %3y X3, Vi Vi, Vo Vs Vigs Viss Vo) =Gy (k=1,2, ..., 7).

En différentiant ces derniéres relations par rapport aux C; on obtient
o_F;a_V 3 0F, oV +Q_f'_k BV +0_f‘k 234 4
0z 0C; =1 0ps 0x0C; . 0p;, 0x,0x,0C; Op,; 0x,0x,0C;
0F, &V 0Cx
0Py 0%,0%,0C; 0C;
G, k=1,2,...,D.

(124)
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11 en résulte, grice & (121):

r_a_l;jl; lD(Cka Vp st Vgs V12’ V13’ Vza)’ _az‘f=_l_D(Va V19V2sV3, Ck, V13,V23>

oz A \NC,Cpyuvvnninn... ,y Cil op, A \C,,Cpy......... ., G

aj_k;D(V,ck,Vz,V,,VIZ,VI,,VH) g@+g_D(V,Vl,Vz,Va,Vu,ck,Vn)
125 op, A \C,,Cpvvviniininn. , G ()plj A \C,C,........... , C;

?—ﬂ——lD<V’ Vi Co Vi Vins Vi, Vzi) OF, —1-D (V’ ViV Vi Viay Vi Ck)

op, A \C,,Cpyervvvnininnt. s, G 0py A \CLCpyuiniiilll. » G

‘)_Flc__l_D ( ViVis V2 Ces Vg Vs, st) .

op;, A \C,,Cypuvrvinrnnnnn. , Cy
D’autre part, différentiant les identités (123), on trouve:

ofi &
(126) —-L— Z V,.ck » (i=1,2,3)
k=
df aV,; o F;

5
127 Viic,— » i s=1, 2, 3),
( ) g Ckax, ( )

()x,

ol ’on remplace p respectivement par pj;, p, z. En désignant, par les paranthéses
( ), le résultat de la substitution z, p;, p; respectivement par leur valeurs V,
Vi, Vi et par Au, les valeurs des déterminants fonctionnels

A(i) (V, Vl’ Vz, V3, Vii’ V13a Vz;) ,
iz=D CioCoyveernnnnn, C,

(i=1,2,3)

on met les équations (126) sous la forme suivante, par exemple, pour p=p,,

of; 3 0F, 18
o Viig, —<=— > Vi, D (
aplz k=1 aI’lz A2y

V Vl’ Vo, V3, Ck, V13’ V23)

ou bien

(128) —(ﬂ)a%ﬁ, (i=1,2,3)

et de la méme maniére aussi

_(af.) AD _(ﬁfL)=éA‘£, (=1,2,3)

op,] A’ 0P
) . ®
_(_‘)_f_i)=_‘£, _<if'-)= A, (i=1,2,9)
0z A aps A

4%
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ol l'on vient de poser

AQ=D (V,VI, Vo Vs Vi Vit Vu)’ A(z,gED(V Vi Vas Vs Vins Vi Vi )
CisCoreveevannn , G’

0 Coeeeeean s . G,

A(;')ED(V“,V V V V12, V13,V )’ Ag,')ED(V, Vi’ VZ,V VlZ’ Vn,V) o
7

C,Cphvvvvvnnnn. , C. ChCovennnenn. , G,
D’autre part en différentiant les identités (122) par rapport aux x; on obtient
OF, OF 3 0F, oF, oF OF,
k kV: kVi:‘f‘—',‘cV]zs'{""—_l‘(Vns kV23-\‘ 0
dxs 9z =1 op; op,, P13 P

et grice aux formules (125) et (127) on a

0 1 i I i i
—(. f) V iis— —( V,AY + 2 V,SA”+VmA"’+V133A‘1§+V23SA").
0x, A j=1

En vertu des formules établies on aura

A(i) A(i) A(I)
130 D fi=—Vis+V, 2R 4V, 2B+ V, 28
(130) /i 25— s 255

(,5=1, 2, 3).

Ecrivons les conditions (114)—(116) sous la forme suivante

Gy PROL Ly OKOL_Of o 0fp
0p1,0py; 0p1;,0P;; 0Py op;;
0
(115) Ohofs_y O4hOof O p o 9N g
0p,; 0py; 0py; 0Py 0P 0py3
(116) a_fz_‘)f3=1, 5L 9% _9h pr 9fp g
0p530P:; 0Py P13 0Py, 0D,

ol les deux derniéres de la deuxiéme colonne sont les conséquences des précé-
dentes. Les conditions (113) et (114")—(116") sont satisfaites identiquement
aussi dans le cas de la substitution de z, p;, pu respectivement par V, Vi, Vi
de sorte que I'on obtient les conditions cherchées:

(113, A% - A% - A -0
(114) AR AR—A2=0, ARAR +AAR =0,
(115,) A‘llg)Aﬁ)—AZ -0, APRAR+AAR -0

(116) ARAD _A2—0, ARAD+ A A%)_
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Les deux derniéres conditions de la seconde colonne sont les conséquences de
toutes les précédentes. Les relations de la troisitme colonne (114')—(116")
n’imposent pas des conditions nouvelles & la fonction V. En effet, en prennant,
par exemple, la relation

(D, ) = (a"—f—) D,

12

il est aisé de démontrer que cette relation e:t vérifiée identiquement, grace aux
conditions précédentes, & savoir

A(l) A(2) A(l) A(l) A(?-) A(l) 2)

—-Vm(l— iz 12_)+ Viss i3 12 223 Vs 23 Vs ABEO.
A, A A A A

On trouve de méme que les conditions (113,)—(116,), sauf celles qui viennent

d’étre mentionnées, sont non sculement nécessaires mais aussi suffisantes pour

que z=V soit une intégrale du systdme (111) réductible & celui de Charpit
(117)—(118).

1l est intéressant de poser la question: est ce qu’il est possible d’étendre
sur le systéme (119) le théoréme de Jacobi concernant les équations aux
dérivées partielles du premier ordre et généralisé sur le systéme d’équations aux
dérivées du second ordre, en involution de Darboux-Lie, [13], [15], [20]?

C. Posons maintenant le probléme de la formation de l'intégrale compléte
du systéme (111) sous les conditions (113)—(116), & l'aide de l'intégrale géné-
rale du systtme des équations différentielles ordinaires (119). L’intégrale géné-
rale de ce systtme de 12 équations est composée de trois équations données
(111) et de neuf nouvelles intégrales distinctes. La variable x, étant principale,
cherchons Vintégrale générale sous la forme suivante:

X,=m(x,, C, ..., Cy) pi=P,(x,C,..., Cy
(I31)  {x,=n(x, Cp,..., Cy) Pu=P,(x;, Cpy..., Cy)
z=Z(x;, Cpy..., G) Pi=Pu (x,,C, ..., Cy), Py=P,;

G k=1,2, 3)

Supposons que 'on ait

(132) D(m’");éo,

» Co

alors les deux premiéres équations (131) se mettent sous la forme résoluble
par rapport a3 C; et Cj:

(133) Co=a(x,, x,, x5, C;,..., Cy)
Co=b(x,, %, x5, C,..., C)).
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En €liminant C; et C, des autres équations (131), & l'aide de (133), on obtient
3 C7)
o Cy)
Di=P,(x, x5, x5, C, ..., Cy), (=1, 2, 3)
{ Pu=Pup (3%, %5, Cps +.., C), (F=1,2, 3: is£k).

Puisque les équations (131) sont les intégrales du systdme (119), les identités
suivantes ont lieu

z2=Z(x,%5,%;,Cy, ...

.=F.x,x,x,C,..
(134) P; (%05 X5, X3, €

om_ofi on_of,
0x, 0py, ’ 0x, 0py; ’
0Z om on
L op+p,+ 2P,

(133 ox, ' ox, : ox, }
Oyt 2Pt 2P, (i=1,2,3).
0x, ox ox,

Considérons les identités évidentes résultant des formules (131) et (134),

Z(x,Cp,..., Cy=Z(x,m,n,C,..., C),
(136) (x,, G o) _( 1 )
-Pl (xp Cp--- ’ Cy)=P,'(x1: m, n, Cp- () C7)’ (i=1’ 2, 3)
et leurs formules dérivées
02_(0_7)+(£)?ﬁ+(2_7_>_€1
0x, \0x ox,/0x ox,)0x,
(137) TR ORAR RO
‘)_}i=<é_ﬂ)+<‘)i)i)_’ﬁ+(9ﬁ)_a_’l, (i=1,23)
ox;, \0x 0x,/0x; \0x;/0x

les parenthéses désignant le résultat de la substitution de x, et x; respectivement
par les fonctions m et n. En soustrayant (137) de (135) on a

(E—Z—)—Pl-i— (E)_Pz _a_rﬁ.,_ (a_z)___p3 i@.r__o'
0 x; 90X, 20x, 0 X dx,

(L&)_PM ("ﬁ)_p” om ("_ﬂ)_p” o1 o, (i=1,2,3).
0x, 0 X, 0 x, 0x, 0x;
et 'on a tiré les relations nouvelles
0_Z_§1+(9_Z__§2) (_"_’i'_)+("_z_ﬁ3) (_1‘)=0,
0 X, 0x, 0x, 0 X3 0 x,
(138) _ . —
EJ_‘EI"'(&_}_’,Z) (a_’i>+ (O_PL_._}_)}S) (___’1.).—_0 (i:—-.], 2, 3)
0x, ox, dx, 20X, 0x;
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En vertu de la premiere des équations (138) et des relations

= 0Z = 0Z

(139) p,=2%2 5.2°%2

Jax, 0 x,
on conclut _
(140) 5=2%
0x,

Supposons que I'on tire de (139) et (140) les relations
oF, oF, 0P, oF, oF, oF,

0x, 0x, 0x3 0x, 0x; 0Xx,

Grice aux conditions ifl—#o et ié—:i:O, aux équations (138) et les con-

. 0P, 0P

ditions _ _ _
oP, = 0P, = orP, —

(141) —1~=P12: —‘l=P13s —2 =Py
0x, 0 X, ox,

on obtient les conditions

(142) QL:Fxxa in'_-ﬁzz’ d_}:a‘=§33-
2 x, 0x, 00X,

Donc, les conditions (139) et (141) produisent les conditions (140) et (142).
Les dérivées des identités (136) donnent les nouvelles identités

43 2% —(Q—Z_;) om +(a2) on +(‘)z), @=12 ..., 7,

20C, \Vx/oC, \Wx/oc, \oc,
(144) az=(_o£)am+(gg) on - (v=8,9).
0C, \ox,/aC, \ox,/ocC,
(145) iﬂ=(ﬂ)iﬁ+(ﬁ)ﬁ.’i+(0_ﬂ>, v=12,...,7),
aC, \ox,/oC, \ox,/oC, \oC,
(146) 2’;{:(6_&)21’.4.(01)7) on , v=8,9
oC, \ox,/0C, \ox,/oC,

les parenthéses ayant la désignation antérieurement établie. En admettant que
I'on ait _

0Z

—Z 1o, =1,2,...,7

3C, (e )
on obtient, grace aux (139), (143)—(144) les conditions suivantes

(147) U, #0, (=1,2,...;7), Ug=0, (v=8,9)
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ou nous introduisons des nouvelles notions U, des fonctions que nous dirons
»caractéristiques* du systéme (111)
0z om 0
— P on

v.=2%_p " _ )
““oc toc ‘oac

D’autre part, sous I’hypothése

0P,
Sip0 (1=1,2,3 u=1,2,...,7
’C, ( 2 )

et en vertu de (141) et (145)—(146), on conclut
(148) Wi +0, (w=1,2,....,7%i=1,23), W =0, @=8,9

en appelant W les autres nouvelles fonctions caractéristiques qui signifient

0P, om on
i i p . p,
We="3cFrocFegc

Si les formules (134) définissent Pintégrale compléte du systéme (111) sous

I’hypothése (113)—(116), alors les conditions (147) et (148) ont lieu. Donc les

conditions citées sont nécessaires. Démontrons que ces conditions sont aussi

suffisantes pour la formation de l'intégrale compléte. Donc, en admettant que

les conditions (147) et (148) existent, il est aisé de former les différences
suivantes des formules (147) et ((143)—(144)

__— ,
(149) (D—Z)—Pz om | (—‘Z)—P3 " _0, (v=8, 9)
Jx, oc, |\ox, 2C,
_ > _
(150) (Z)-r.] 52+ (L)—Ps i’Lr("—z);ﬁo, @=1,.,7
ox, oc, [\ox, oC, \ocC,
et celles des formules (148) et (145)—(146)
D ]
(151) (‘)—5)—10,.2 om . (9—}3)—11.3 O 0, (v=8,9; i=1,2,3)
ox, e, \ox, oG,
P oP P,
(152) (95)—13.2 om (—l>-P,3 —‘)—”—+(—‘)—&)¢0,
0Xx, o0C, |\ox, oC, \oC,

(i=1,2,3 p=1,.,7)

D’aprés (132) les équations (149) donnent les conditions (139) et par consé-
quent la condition (140). En vertu de I’équation (150) on obtient

0Z

—=+0, u=1,2,.,7).

5c, (e )
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11 suffit de prendre les deux premiéres équations (151). Ces équations, d’aprés
(132), donnent les conditions (141), et alors les conditions (142) ont lieu. Les
équations (152) ne donnent que les relations

ﬁ#o, i=1,2,3 n=1...7

oC,

qui ne sont cependant nécessaires.

Il résulte des considérations exposées que pour former I'intégrale compléte
du systtme (111) a4 Plaide de lintégrale générale (131) du systéme (119) les
conditions nécessaires et suffisantes, exprimées par les fonctions caractéristiques
suivantes, doivent avoir lieu

Ug,#0, =1,...,7) Ug=0, (v=8,9),
(147)
Wf:v=0, (v=8,9:i=1,2).

De cette maniére il “est démontré le rdle important que jouent les fonctions
caractéristiques introduites dans la théorie du systéme étudié (111), sous Phypo-
thése (113)—(116)

D. Citons quelques propriétés des fonctions caractéristiques. Les for-
mules (131) s’obtient de neuf intégrales distinctes du systéme (119), c’est-a-
-dire ccs équations sont résolubles par rapport aux neuf constantes arbitraires

C/, C,, ..., Cy de sorte que I'on a la condition suivante.
D( Z, P, P,, Py, Py, Py, Py, )4:0_
Ciy Cos v , G

On pout en former les déterminants dans lesquels les colonnes 3¢, 4e, Se, 6¢
sont remplacées rcspectivement par les Ugs, WL (i=1, 2, 3). Ces déterminants
sont distincts du zéro. Il en résulte qu’au moins 'une des fonctions caracté-
ristiques dans chaque groupe:Ug,, W}:‘_, ng, ng, est distincte du zéro. Démon-

trons que les fonctions caractéristiques sont homogenes et linéaires de leurs
valeurs initiales: UZ, (W(). En partant des identités (135) et des expressions

qui définissent des fonctions caractéristiques on obtient I’équation

a_UC_=W(1:+a_’£Wé+a_nWé
2x, 2 x, 0Xx,

Pour obtenir les expressions des dérivées par rapport a x, des autres fonc-

tions caractéristiques nous procédérons de la maniére suivante. Substituons
dans les formules

oWl o (01’1 om ony\ O0P,0m
— =Py —— "“‘)+—'_+
ox, 0C\dx, ox, " Box/ 0oC ox
0Py 0n_ 0P, 0m 0Py on
0C o0x 0x, 0C 0x 0C
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les formules

oP oP
—2= —‘(szﬂs B = _(D3f1)
0 x, ox, .

aP“+(Df1) +(Df,)i"—+afl +a—f‘—Vé+b—f‘Vg+
oC 0z op, op,

21, of, oP of, oP of, oP
__IVé+__1 12 4 S 13 fi 23 _
op, op,, 0C 0dp, 0C 0p,, 0C

ainsi que les relations (113), (116) et (135). On obtient de cette maniére le
résultat

(154) ‘)?:C [(Zj;‘) c+<zﬁ)V<17 (ZQ)VC (ZZ)V]

D’une maniére analogue on obtient encore les deux équations nouvelles

o e (B (e ()

0x1

OW? on [(of. of: of. of.
O e e

0x1 ox, |\oz op, op, op,
Les équations (153)—(156) repréée:_ntent les équations différentielles linéaires et
homogenes des fonctions U, et We. Les solutions de telles équations s’expri-
ment linéairement et homogénement par les valeurs initiales des fonctions con-
sidérées.

On peut utiliser les propriétés démontrées des fonctions caractéristiques
pour vérifier les conditions (147"), pour former [I’intégrale compléte du sys-
téeme (111), sous '’hypothése (113)—(116) & P'aide de Iintégrale générale du
systéme (119).

E. Posons le probléme de la formation de intégrale contenant des foncti-
-ons arbitraires du systéme donné (111) a4 T'aide de l'intégrale générale du sys-
téme de Charpit. Outre de trois intégrales particuli¢res définies par les équations
-données (111), le systéme (119) a encore neuf intégrales ¢, ¢,, F,..., F,.
L’intégrale générale du systtme de Charpit (117)—(118) qui vérifie les équations
(111), sous I'hypothése (113)—(116), est définie par les équations citées et les
<€quations suivantes

(157) F‘=<Pj(4)1’ 4‘2)’ U=L...,7

@, désignant les fonctions arbitraires. On pose pour déterminer les va'eurs de
variables paramétriques X,.;, p;, Py

(158) fi=a, (=1,2; F=B, (j=1,2,...,7.

+

§ o |
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Alors les variables mentionnées sont définies par les équations

Xy =D, (x, ay, %y By oo ey B, (i=1,2)
Z=D;(x;, oy, @, Bys oo -5 B

Pi=Puy (x5 aps oy, Byy ool By (G=12,3)
Pia=P; (X, o5 ap, By oo o5 B

Pis=Py (X, 25 %3, By, - .-, B

Doy =Py (), 0, 2, By, -5 By
x, désignant la variable indépendante principale. On va chercher les solutions
du systéme (111) en vérifiant de plus les conditions:

3 3
dz=73 pidx,, dp,=73 Pydx,
k=1 k=1

D ¢étant déterminées par les équations (111). Gréce aux conditions introduites
on a les conditions nouvelles

(s=1,2,3)

ZAk,doc + ZB dp;+K,dx; =0, (k=1,.,4)
P
avec
40P 00 00 g 0B 00 00,
ou, da 0w oB; 0B, 0B;
420 005 00 g 0B, 00, 00,
do; da; ow; a6 Jc 0B,
090, 09, 09, 909, — 09, 0P,
AJi__ 227, [ » 3= 227, ¥ T
du, 0w ou; ()Bj 0B, 0B,
0D oD oD oD oD, — 00
Ay=———@, ——py; —2, =Py ———py—2,
ou, ou; ou, 0B, ap; 96;
(i=1,2) =12,...,7
K 20Pi g 00 0,
ox, ox, bxl
0D 0D, 00, —
Ky=——0, —1—&,——p,,
0x, ox, ox,
_ 09D, 09, od,
3T T P T W T ¥y
ox, ox, ox,
oD 0D, — 0D
K=—0—9 1 2
Tox, Cox, ®ox O °
puE_fi(xl’ ¢1’ L) ¢1)’ (i=l’2! 3)

Gréce anx équations (119) ils existent les identités suivantes
K,=0 (k=1,2,3,4).
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Ea vertu de (157) et (158) on a

B=9 (@, ), (=1,...,7
et les conditions (159) deviennent

2 7 ‘)(p
(z A+ ZBk,_f)da,=0 (k=1,2, 3, 4).
i=1 i=1 oo,
Les différentiels da«, étant distincts du zéro, on établit les relations

7 0
A+ S By-2=0, (k=1,...,4 (=12
i=1 aag

lesquelles doivent satisfaire les fonctions ¢; pour que (157) détermine la solution
du systéme (111). Par conséquent le pro{ﬂéme cité ci-dessus est résolu d’une
maniére analogue comme le probléme posé par Lagrange [22] dans la théorie
des équations aux derivées partielles du premier ordre.

Les résultats obtenus dans cet article se généralisent aisément sur les sys-
témes des n(n>3) équations aux dérivées partielles du second ordre & n varia-
bles indépendantes.

11. Sur une classe des équations aux dérivées partielles du second
ordre d’une fonction inconnue avec trois variables indépendantes

En suivant les idées de N. Saltykow, [11], [24—27] on donne dans ce
paragiaphe une classe des équations aux dérivées partielles du second ordre
d’une fonction inconnue avec trois variables indépendantes pour laquelle on
peut faire la correspondance avec un systéme de Charpit, [28].

Considérons ’équation

(160) S (%15 X3, X3, 2, Pys Pys P3s> Piys Pras Piss Pazs Pays P3y) =0
avec les notations usuelles
0z oz
pi_‘—);; > Py= 2%,0%,

et avec les conditions d’indépendance de I'ordre de la différentiation de la fonc-
tion z par rapport aux x;.

On peut les équations dérivées
Of Opy, Of 9py  Of Opyy, Of 0Py Of Opy

+
0py; 0%; Opy, 0x; Opy; 0X; O0py, 0X; 0p,; 0X;

L Of oy D,f=0, (i=1,2,3),
op;; 0x;

les symboles D; désignant I'opérateur suivant

0 90 3 0
161) =t p,—+ i —s
( Yox, plbz _zlp op

1 = 5
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mettre sous la forme suivante

(
_a;f._ ?_p_“_..*.__a;f_. ip_ll_.Fi ?L“_+le+
Opyy 0% 0py; 0X, Opy; 0Xy

(2L 00, 2 0pa, 0f om0,
0Py 0X; O0py; OX; Opy; 0X,
Of 0Py Of 0Py OF 0Py
(162) 0py; 0x; 0py, 0x, Op,; 0X,
(L 0 O om0 0m) g
0py 0%, 0p;; 0X, 0Opy; Ox,

+D,f+

BI_ (lp_xé_'__af_ 9&3_,__0!_‘ _a_p_3§+D3f+
0p,; 0X, 0p,3 0X, Opy; 0X,
+(_0£ Opy  Of 0py,  Of "Lzz)=o,
0p,; 0x; 0p;, 0x3 Opy, 0x,

|

Ajoutons aux équations (162) les trois nouvelles

‘)Plz_m 01712_” ()p12=0

2

ax, ox, ox,
(163) 0Py OPis_, OPis
0x, dx, 0x,

‘)st_m apzs_n 9,3 =0.
ox, 0x, 0X,

Les fonctions m(x,, X;, Xy, 2, Pys P25 P3s Pits Pras Pygs Pras Pos» Pr)s 1),  seront
déterminées d’une maniére convenable.

Faisons les éliminations suivantes:

a) Eliminons de la premiére équation (162) les dérivées 0Pz 0Py 9Py

b H
x 0x, Ox
en utilisant les relations évidentes

0P, _1 0py n‘)st n2 0Py

o0x, m 0x, o0x, m 0x, ’
(163, 0Dy -m 0Dz +n 0Pz ,
0x, 0x, o X,

0py; _ 1 0p;  m? 0py mapzs
ox, n 90x, n 0x, dx3’
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b) Eliminons de la seconde équation (163) les dérivées 9Py , Ops3 s 0Py
. X, 0x, 0Xx,
en utilisant les relations évidentes
0py -m 0p, m 0p; +_n_ 0p;;3 ,
0x, 0x, m 0x, m 0x
(163) 0pys =_l_ op;; n 0p;
0x, m dx, m 0x,
0ps; =_1_ opy; _1_ apls_ﬂ 0P
dx, mn 0x, m 0X, n 0X,
¢) Eliminons de la troisiéme équation (163) les dérivées suivantes: %,
X3
9 - . .
L2ty 9Px en utilisant les relations suivantes
0x;  0x,
opy, _m aPlz__ﬂ2 0P, n 0p;3
0x; nmn 0x;, n 0x, 0x,
(163,) 0p, _1 0p, m 0py, ,
0x; n 0x, n 0x,
bl’zz=_1_ op,, n ang__l_ 0P,
0x; mn 0x, m O0x; n 00X,

Aprés les éliminations indiquées le systéme (162) obtient la forme nouvelle

(2L 20 (O L O \opu (O 1 )00,
op,; 0x, op,, m 0py,/ 0x, 0p;; 1 0py;/ Ox,
+D,f+K1(mi)ﬂ3—+ni)—&3—)=0,
X, 0X,
(af . of)apu+ of apn+(af m af)ap22+
0Py, op,/ 0x, 0py 0x, 0p;; n 0py/ 0x,
(164) 1 1 o 0
+D,f+—K, (—‘ P! pz_s) =0,
m n 0x, O0x,
(‘)f +n af)opgs (af _r af)apsa of a1733_‘_
0py3 0p,/ 0x O0py;; m 0py,/ 0x, 0py; Ox,

+D3f+_!_K3(_l_ %_Qﬁ)=0
n m o0x, 0x,
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en utilisant les désignations suivantes

K = of n of m of
' 0p,; m 0p,, n apss,
of +n of + 0f ’
opy 0p;; 0py,

2 o O
opy, ‘)Plz 0P,

(165) K,=n

K,=m

Il est aisé de s’en persuader que les équations (164) forment un systéme:
de Charpit si les conditions suivantes sont remplies

(0f+i 0f). af=0f.(¢)f+m 0f)=
0py, m 0py, "01’12 ‘)Pzz. 0p,, 0py
L 2L
(166) 0p;; m 0py 0py3 opy,
(af L1 af>, of =<0f m af>,(af m af)=
Op;; n 0py/ Opy 0py; 1 0py/ \0py, opy,
= of 2( of +n af)=—n,
\ 0p;; \0py opy,
ou
(166,) m?2 of +m of + of =0, n? 9f +n of + of =0,
opy 0p, 0Py opy, o0p;; 0py
of _m of +n of +mn of =0,
O0py;; n 0py op;, opy,
(162,
of n of +m of +mn of =0.
0p;; m 0py, opy; opy

_ Grace aux équations (166,) les équations (166,) ne donnent qu’une con-
dition qu’on peut mettre sous la forme suivante

of _n of _m of
0p,; m 0p,, n 0py

C’est ainsi que I'on parvient & mettre les conditions (166) sous la forme plus.
symétrique

(167) K,=0, (i=1,2,3).

0
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Donc, en vertu des conditions (167) le systéme (164) devient

apu__m 01’11_” a.011_|_D f of

1 =0,
ox, ox, 0Xx, op,
(168) a1722__’?1 ‘)Pzz__n ap22 2f/( )_:0’
0Xx, ox, 0x, Oplz ()p11

apss___m 01733___” 0p3; +D f/(

=0.
ox, ox, 0 X, ()p13 0pn )

Ajoutons aux équations (163) et (168) les identités évidentes

op. op. 0p.
Pi —m L —n 2i =Py —Mp;;—NpP;;,
0Xx, 0x, 0x,
(169)
0z —m 0z . 0z — pi—mp,—np
ox 0x, 0X, ' Lo

Les équations (163), (168) et (169) forment un systéme du type de Charpit
On peut associer au systéme dit un systéme équivalent des caractéristiques

A — dx, dx, _ dz _ dap; _
" —m  —n py—mp,—npy Py ~—MPi;—NP;;
_ dpyy dpzz _
of of
170 —D,f / —D,f / ( ———)
(170) ’ ‘)Plz opy
dpss _ 9y
0
25/ o)
aplB 0pu

Grace aux conditions: K,=0, K;=0 on peut déterminer les fonctions
inconnues: m et n et alors en vertu de la condition K,=0 on obtient la
condition cherchée pour la forction f

{af i[( of ')2_4 of of ]"2};2_"1"_:
0P 0Py 0Py, 0Ps; 0p3;
Q7

el i) ) ol 4 )




Sur les systemes en involution des équations aux... 65

Autrement dit si la fonction f admet la condition (171) alors on peut a
P’équation donnée (160) associer le syst¢tme de Charpit (163), (168), (169) ou
le systtme des équations différentielles ordinaires des caractéristiques (170).

Pour former la solution correspondante de I’équation (160) (admettant la
condition (171)) au moyen de l'intégrale générale du systéme de Charpit (163),
(168), (169) on peut construire la théorie que serait analogue i la théorie
concernant le systéme (23) en involution ce Darboux-Lie.

Considérons une équation aux dérivées partielles du second ordre d’une
fonction z inconnue:

(172) u=F(x,, x,, X3, z, )

F étant une fonction arbitraire et les quantités u et v sont définies par les
relations données
(xx .z Jdv Ou 01;)
Uu=9 ’ ’ g Ly Uy T T T >
D ox; 0x, 0Xx
(173)
0z 0z 0z
v=4(x, X3, X3, 2, —, —, —].
0x, 0x, O0x,

Grice aux (173) on peut mettre I’équation (172) sous la forme suivante

0 i) 0
fE(P[xl’XZ’ x3’z’¢(x1’x2’ X3, Zspppz:p:;)’l’ l’ —?_]'—
0x, 0x, 0x

—F[x/, %5, X3, 2, Y (X,, X3, X3, 2, Pys P2, P3)]=0.
La fonction considérée f admet la condition (171) et on peut appliquer la
théorie exposée & 1'équation considérée: f=0.
12. Sur les résultats de D. H. Parsons

Soit 1’équation

(174) Sy oeis X032y P11y oo s D) =0
dans laquelle z est la fonction des n variables indépendantes x,, ..., x,
oz 2z
Pi=——"

5w P xon
et telle que f soit analytique pour toutes variables.

D. H. Parsons, [29], [30], [31], définissait le rang de I’équation donnée
(174) comme le rang de la matrice suivcnte

of[opy 1/2 0f[opy, --. 1/2 0f[op,,

1/20f/[Pag cveveevenennnns oflop,,
Il démontrait aussi les propositions suivantes:

5
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Si Péquation (174) est de rang 1, elle a une famille des caractéristiques
du premier ordre;

Si I'équation (174) est du rang 2, elle a deux familles diverses et si
I'équation donnée est du rang 3, elle n’a pas des caractéristiques de cette espéce;

Le rang de I’équation donnée est invariant sous la transformation de contact.

Dans son oeuvre, [29], D. H. Parsons appliquait la théorie classique des
caractéristiques, la théorie des équations en involution et la méthode de Darboux,
[32], [14], & Téquation (174), n=3, quand elle est du rang 2 ou 1. :

On ne peut pas généraliser la méthode de Darboux sans la condmon
suffisante et nécessaire: 1’équation (174) est du rang 1 ou 2.

D. H. Parsons illustrait sa théorie avec U'exemple suivant-

Pyt P12 Pry +( P12 )2 -0
1—p,;, 1—py;

ajoutant les conditions
pour x,=0: z=1/2x2, p1=x§+x2353; ou
pour x;=0: z=0, p,=x,x,.

La méthode exposés de Parsons peut &tre généralisé au cas n>3 et aussi
aux équations correspondantes aux dérivées partielles des ordres supérieurs.



III Chapitre

SUR LE SYSTEME DES EQUATIONS AUX DERIVEES
PARTIELLES EN INVOLUTION DE DARBOUX DU TROISIEME ORDRE

Les équations aux dérivées partielles d’une fonction a deux variables in-
dépendantes en involulion de Darboux du troisiéme ordre admettent d’établir
plusieurs propriétés qui sont analogues aux propriétés de la théorie des équations
2ux dérivées partielles du premier ordre et des systémes des équations aux dé-
rivées partielles du second ordre en involution de Darboux-Lie.

On peut établir pour les équations en involution de Darboux du troisi¢me
ordre, par exemple, les propriétés suivantes:

1) on peut former le systtme des équations différentielles jouant le rdle
d’un systéme des caractéristiques,

2) on peut étendre la notion de [Pintégrale compléte et préciser les con-
ditions nécessaires et suffisantes concernant cette intégrale,

3) on peut résoudre deux problémes de Jacobi et d’une maniére bien déter-
minée faire la liaison intime entre Pintégrale générale du systéme des caracté-
ristiques et l’intégrale compléte du systéme des équations aux dérivées partielles,

4) on peut traiter la théorie de Lagrange des intégrales des systémes con-
sidérés, et

5) on peut aussi poser le probléme da la formation d’une intégrale de
Cauchy & Paide d’une intégrale compléte donnée. ([10], [13], [15], [33]).

1. L’involution de Darboux du troisiéme ordre

Considérons une équation aux dérivées partielles du second ordre, utilisant
les désignations habituelles, sous la forme suivante

)] r+f(xy,z,p, q,5 t)=0.

On supposera pour la fonction f que f& C?(G), ol G est un domaine déterminé
des variables x, y, z, p, q, 5, t. A l’equatlon (1) faisons correspondre une autre
équation aux dérivées partlelles du troisiéeme ordre suivant une loi qui sera
déterminée plus tard, et écrivons

) Zay+ @ (X, ¥, 2, D, G, S, 1, 2yy)=0.
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On supposera que ®&C'(G)), ou G, est un domaine des variables x, y, z, p,
g, S, 1, Zyy et GCG,.

Formons les équations dérivées du second ordre de I’équation (1) et du
premier ordre de I’équation (2) respectivement par rapport aux variables indé-
pendantes x et y:

Zxex + s Zxnxy + 1 Zgy + Dax f= 0,
Zaxxy + fs Zaxyy + [t Zxyyy + Dyx f=0,
3 Zxyy T fs Zxyyy + St Zyyyy + Dyy f=0,
Zaxyy + Ot Zayyy + D, @ =0,
Zayyy + s 2yyyy + Dy ®=0,
3, @z, fss fts Zaxxxs - - . désignant respectivement les dérivées partielles
*z[oy?, oD/[03, dffos, offot, o*zfox4, ...; quant & D, D,, Dy, Dy, D),

elles désignent les dérivées correspondantes prises par rapport 3 x et y. En
vertu de la définition de Pinvolution de Darboux du troisiéme ordre, les équa-
tions (3) ne doivent point étre résolubles par rapport aux dérivées du qua-
triétme ordre. Il en résulte les deux conditions de Iinvolution sous les formes

suivantes

4 D} —f, @5+ £ =0,

) D,cb+£— D, ®—D,,f=0.
3

2. Systéme des équations différentielles ordinaires des caractéristiques

Grace aux équations (3) on peut former les équations suivantes

—aﬁ+ séi-i--f—t- + Dy f=0,
ox ()y 5
—O—B-+ o —E—m+Dyxf=0,
ox )y
(3 v a—1+<I>sa—l+D,¢(D=--0,
» ox oy
‘18—4- d)s(ﬁ-i—Dy(D:O,
x oy
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oll Pon a posé: a=Zyw, B=Zuy Y=Zxy, M=(f/®s) Dx®—D,,f. Complé-
tons ces derniéres équations par les égalités évidentes

0z 0z
—+ O ——p—D39=0,
o say p s 4
(—)£+ D ?—E—-r—d%s—o,

6) ox oy
% | 9,29 5 @y,
0x oy
or D; Q‘-—-“-—q)sﬁ—(),
ox )y

, 0.

®) 5 0 Ep—w,y=0,
ox oy
ot

L N W)
ox oy

L’ensemble d’équations (3'), (6), (6") représente un systéme de la forme
de Charpit, [1], &4 dix fonctions inconnues: z, p, q, r, 5, t, o, B, v, 8 des
variables indépendantes x et y. Par conséquent, l'intégration du systéme (3'),
(6), (6') revient a lintégration du systéme d’équations différentielles ordinaires
des caractéristiques

dy dz  dp  dqg  dr  ds  dt

T pr®ig r+®ss s+ @t at®f B+@py y+Dd
Q) _ da . dp _ dy 4
" D.f+mfi®  Dnf—m D, ® D@

Pour nos équations (1) et (2) on peut utiliser aussi le systéme des
caractéristiques de la forme

®) o @y __d _ dp _ dg _ ds _ dt s
q)8 P+<Dsq r+®sS S+¢3t B+CI)BY Y+q)88 qu)’

ol r, v, B doivent &tre exprimés par les autres variables figurant aux équa-
tions (1) et (2).

3. L’intégrale compléte

Nous partons de I’équation

(9) Z=V(x’ »» Cy ooy Cs):
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ol C; sont les paramétres distincts et indépendantes des variables x et y.
Supposons que V& C*(D’), D’ désignant un domaine de x, y, C, ..., C,.
Formons les équations dérivées

(10) p=Vix, 3, C,, ..., Cp), q=V,(x, 9, C,, ..., Cy),

(11) r=V,x y, C,, ..., Cg),

(12) §=Vy(x, 3, Cp, ..., C), t=Vy(x,», C, ..., Cy,
(13) Y=V (x, ¥, Cis ..., Ceh '
a9 3=V (5 3, Cis -, €,

sous la condition suivante dans le domaine D’

V’ an VJ” VXJ” VJ’Y’ I_/M)#O
C,, C,, Cy, C,, C, Cg

(15) AED(

Si le résuitat de ’élimination des parameétres C; des équations (11), (13) et (9)
(10), (12), (14) ne donne que les équations (1) et (2), nous dirons dans ce cas
qus Pintégrale compléte du systéme (1)—(2) est définie par ’équation (9).

On va maintenant démontrer que grice aux conditions (4)—(5) la fonc-
tion V doit satisfaire aux conditions complémentaires.

En effet, on peut démontrer aisément qu’il y a lieu les égalités suivantes

A A A

.t . =
(16) (f)=—7» N (®s) A

ol les parenthéses signifient le résultat de la substitution de z, p, ¢, s, ¢, &
respectivement par leurs valeurs V, V., V,, Vi, Vyy, Vi, et A, A, Ay les
déterminants fonctionnels suivants

V’ Vx9 Vy» VXX’ VJ’J” Vy}’y ) A ED(V’ Vx’ VJ” VXJ;’ Vxx’ VYYJ’)

C, () Gy, Cy, Cs’ C, ’ ? C,, Gy, C,, C,, Cs’ Cs

(7) A _ED<V, Vs Vs Vays Vs Vasy )
? C,,C,, C;, C,, C,, C,

AIED(

La condition (4) nous donne
“) (@s)*—(fs) (@) +(f)=0

ol les parenthéses ont les significations antérieurement établies. Grice aux
égalités (16) la condition (4") devient

(ég)z_ﬁés__éz=o
Al TAAT A

b
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ou

A, A A
18 2=l 20 AL£0.
(18) A-ata &

On peut mettre la condition (18) sous une forme plus symétrique. En
effet, en vertu des identités évidentes

Vxx+f(x’ Y, V, Vx’ V;, ny’ Vyyy)':o’
Vxxy'l'(Dyf):O

et (16) on peul établir une rélation nouvelle

(8) N =—(£)A—(f)A,

ou

as Y
A, A A,

désignant par A’ le déterminant fonctionnel
A’:—‘: ( V, an Vy’ ny? Vyy’ Vxxy>.
c,GC,C,C,C, C

Grace A la relation obtenue (18”), on peut mettre la condition (18) sous
la forme convenable, plus symétrique :

(19

A, N
20 —==—\ A0
@0 A A, ?
La relation (5) ou la relation suivante

&) (D5 @) + (D, ) (f/Ps)—(D,, /) =0

est vérifiée indentiquement, grice a la condition (18), & savoir
A, A, A .
————— V.., =0.
(Z-5%) o

Donc, la relation (5) n’impose pas des conditions nouvelles & la fonction V.
Il est aisé 3 démontrer qu’il doit avoir lieu la condition nouvelle

@1 3,=0,

d, désignant le déterminant fonctionnel

@2) SIED( Vo Vo Voo Vs Ve Vo )

¢.G,C,C,, C, C

car I’équation (1) ne dépend pas de la dérivée 3=z, ,.
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On peut démontrer que les conditions (18) ou (20) et (21) sont aussi
suffisantes. ,

Donc, I’équation (9) definit une intégrale compléte du systéme (1)—(2)
en involution de Darboux du troisiéme ordre si la fonction ¥V admet les condi-
tions nécessaires et suffisantes

(23) A#0, §,=0, A,/A=A'/A,,
A, A,, A" et 8, désignant les déterminants fonctionnels (15), (17), (19) et (22).

4. L’intégrale générale des caractéristiques.
Le théoréme généralisé de Jacobi

by

11 est aisé & démontrer que les formules

3=V

(24) z=V, p=V,, q=V,, s=V,, t=V, o

yy?
définissent les six premiéres intégrales distinctes du systéme

@) dr e dz  dp dq ds a 43
Pp+Psq r+Pss s+ Dyt B-l—d)sy Y+<I>88 D}',<D.

En effet, on a les équations dérivées

“_y Vydy @_y AV & 5"-"=V,,y+V,y‘—b—’,
dx dx dx dx dx dx
@3)
ds V4V dy ar -7, dy ds v oav dy

xxy Ay Vi T =V wyy
dx’ dx’  dx dx

dx

et en vertu des relations

A A,
(¢8)= —7{3’ (D cI)) xy.vy"*‘z3 Vyyyy’
Vatf3 V. ViV, Vs, V)=
nyy+q) (x’ Y v, Vx’ Vy’ V yy’ yyy)

et de I’équation premiére du systéme (8)

y_
(26) = (®y),

ol les parenthéses ont les significations antérieurement établie, le résultat de
I’élimination des constantes C;, définies par les équations (24), entre les équa-
tions (25) ne donne que les équations (8').
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Cherchons, encore, Pintégrale de I’équation (26) ou d’une des équations
équivalentes :

27 A,dx+Ady=0,
(28) A'dx+ A, dy=0.

Introduisons le symbole suivant

(29) G, j, k, 1, m)ED( VoVis Vs Vigs ¥y )

Ci, Cti, Cks Cl, Cm

i, j, k, 1, m désignant les nombres entiers de 1 a 6. On peut former les iden-
tités suivantes

LN [ULCL) B PN [T LLCLON P
ox | (G j, k, Lm)] Y ooxl Gk L)

_a— (i,k’ 1, myn) =al A3+a2A, _a_ (l’.], 19 mifl =bl A3+b2A,
oyl G,j, k, 1, m) oyl (i, ), k, 1, n)

a; et b; désignant les fonctions des variables x, y, C;, ..., C, bien déterminées.
Grice 4 la condition (20) il en résulte

9 [(i, k. ,mn)1 0 [(ik, I,mn)]

(30) ox\ (ij k., Lm)] oy\(G.j. k.1, m) ]
A, - A
et aussi
oG lmnT ofGjl,mn)]
(€29) Ox[(i,j,k,l,n)‘ oyl G j ke, 1, m) |

A’ - A,
Donc, les équations (27) ou (28) ont les intégrales suivantes

@G, k,I,m,n) — const., L= @, j,1,mn)
(i’j9 k’ I’ m) (i’j’k’ I’ n)

(IU),\;&O’ (Io y?éoa (c=1, 2)

I,= =const.

Ces intégrales ne sont pas indépendantes par rapport aux variables x et y.
En effet, en vertu des relations (30) et (31), on a

D (ﬁ’_{z)=o,
x, ¥y

On peut formuler le théoréme suivant — théoréme de Jacobi:
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L’intégrale générale du systéme des équations différentielles des caractéris-
tigue (8) est définie, en vertu de lintégrale compléte (9) et (23), par les formules
Suivantes

z=V, p=V,, q=Vy, s=V

Xy
V. Vs Vo Vi Vyy) ,D(V, Vi Vo Vi V,y)
C‘l',a Cka Cl’ Cm’ Cn ) Cl'a C,js Ck’ CI’ Cm

(h):#0, (1), #0.

t=V,,, 3=V,

yyy?

T2

Il_=_D<

5. Sur une méthode de N. Saltykow dans la théorie
des équations aux dérivées partielles du second ordre
N. Saltykow avait communiqué 3 une des séances de I'Institut mathéma-
tique en 1959 une méthode trés intéressante pour l'intégration des équations aux
dérivées partielles du second ordre. Notre but est maintenant de démontrer que
la méthode exposée a des liaisons avec certaines notions et certains résultats de
la théorie des équations aux dérivées partielles qui sont en involution de Darboux
du troisiéme ordre, [33].
Considérons une équation aux dérivées partielles du second ordre d’une
fonction inconnue z de deux variables indépendantes x et y

32) fxy2p4r51)=0, 1 fi#0,

olt 'on a posé p=0z/0x, q=0z/0y, r=0*z/0x? s=0*z[0x0y, t=0%r[0y?
fr=0fjor, fi=0f/0s. On supposera que f=C?(G), oi G est un domaine
déterminé des variables x, y, z, p, ¢, 1, S, L.

Formons les équations dérivées de I’équation (32) respectivement par
rapport & x et y, & savoir

fr@‘}'st'{"fts'{'Dyf:Oa
en posant
a=0%z[0x3, B=0%2[0x20y, y=0%2[0x0y?>, 8=02/0y}, f,=0f]0s,
Dx=i+p-—+r2—+s-o—
ox 0z op 9dq
Dy=i+q._+s..a_+t£_
dy 0z op Oq

et ajoutons y une équation auxiliaire

(34) B—m(x,y,2,p, 415 t)c=0.

La fonction m doit satisfaire aux conditions qui seront précisées plus tard.
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Grice & I’équation (34), on peut mettre les équations dérivées (33) sous
la forme suivante

a+(mfs +f)/(mf) B + Do f] fr=0,
Y +£/(mf, +£) 8+ D, fl(imfo+£)=0.

Supposons que les coefficients de b et d des équations ci-dessus satisfont aux
conditions

33)

(mMfs+)Imfy=—m, ff(mfe+f)=—m;
on aura alors une seule condition pour la fonction m:
(35) f’m2+f.sm+_/‘t=0.

Par conséquent les équations (33") et (34) peuvent &tre écrites sous la forme

a—r—mgr—+—l— D, f=0,
ox oy f

(36) a—S—m 0_s_=0’
ox dy

Les équations obtenues (36) et les identités évidentes de la forme suivante

% m% —p—mg

0x oy ’
37 a—p—-mge=r——ms,

ox oy

?_q_m a—q=s-——mt,

ox oy

représentent un systéme de la forme de Charpit & six fonctions inconnues:
2, p, g, r, 5, t de deux variables indépendantes x et y, [18). (Dans le livre de
Hilbert et Courant [1], pour le systtme de cette espéce on emploie la déno-
mination ,,Systéme des équations qui ont la méme partie principale*).

Le systéme correspondant d’équations différentielles ordinaires ,,caracté-
ristiqgues* devient ‘

G8) ax=P % _ P A _  dr & dt
—m p—mq r—ms S—mt D.flf, © mD,f/f,
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Il ne reste qua poser la question de lintégration de I’équation donnée (32) a
Paide de l'intégration du systéme (38).

Posons maintenant Je probléme suivant: associons a4 I'équation (32) une
autre équation de la forme (34) de telle maniére que ces deux équations soient
en involution de Darboux du troisiéme ordre.

Pour établir les conditions de la dite involution nous utiliserons, par
exemple, un procédé antérieurement cité, [33].

Pour cela formons les équations dérivées des équations (32) et (34)
fr Zexxx +f-' z.x:;xy +ff Zxvy + Dxxf= 0,
f" Z;..);y +f-‘ zaxyy +f‘ zxyyy + D".V f= 0’

(39) fe Zxxpy +fs Zyyy +fi Zyyspt Dyyf: 0,
zx.\xy_mzxxyy_YDx m=0,
Z gy M2y, —YD, m=0.

x> Dyy» D,, désignant respectivement les dérivées cerrespondantes
des fonctions m et f prlses une ou deux fois par rapport & x et y; quant &
Z,an> Zxxnys CtC., elles désignent les dérivées partielles du quatrieme ordre de la

fonction z: 04z/ax4 0%z/0x3 dy, etc.

D’aprés les conditions de Pinvolution de Darboux du troisiéme ordre, les
équations (39) sont insolubles par rapport aux dérivées du quatriéme ordre:
Z, x> Zxxayr v Il en résulte que tous les déterminants du cinquiéme
ordre de 1a matrlce Y des coefficients du systéme (39) sont égaux a zéro. On peut
mettre le déterminant A du cinqui¢me ordre formé des coefficients des dérivées
du quatriéme ordre de la fonction z — le déterminant du systéme (39) — sous
la forme suivante

D,, D, D, D

A=f,fi (fim®+fim+f).
En égalant ce déterminant & zéro et grice i la condition f,f,#0, on a
(3% frm*+fim+ f,=

Ce n’est que la condition (35) qui a été obtenue par la méthode de N. Saltykow.
En utilisant la condition (35) et f,f;#0, tous les autres déterminants du
cinquiéme ordre seront égaux i zéro sous la condition suivante

(40) YfeD,m—m(yf,D,m+D,, f)=0.
Dong, si les conditions (35) et (40) sont satisfaites, les équations (32) et (34)
seront en involution de Darboux du troisiéme ordre.

Comme il est bien connu, [33], on peut associer aux équations (32) et (34),
qui sont en involution de Darboux du troisiéme ordre, un systéme d’équations
différentielles ordinaires, appelé systéme des caractéristiques.
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Or, en ce qui concerne la formation du systéme mentionné d’équations
différentielles ordinaires, on peut tirer d’abord du systéme (39), grice aux
conditions (34) et (40), les équations suivantes

ox oy mf,
gr—s—ma—ﬁ——nym=0,
ox oy
@1 éY—-—m-a--{—-yDym%O,
ox oy
03 08 m
——m———(f, D, m+ D =0.
w07 (/+ D, )

Enfin y ajoutons les équations évidentes

-
ox oy ’
P 00,
ox oy
a—q——m—ai=s—mt,

(42) ox oy
OO DS
ox oy I
os os
—_— — e [ — =0,
ox oy ™
ﬂ-—m—()i=~{—m8===—Dyf
ox y t

Les systémes (41) et (42) font un systtme de Charpit par rapport aux fonctions
inconnues: z, p, q, r, 5, t, «, B, v, 8 de deux variables indépendantes x et y.
Ce systéme de Charpit est équivalent au systéme cherché des caractéiistiques

- W __ 4 _ & _ dq 4 s At
(43) —m p—mq r—ms s—mt D.flf, O mD, f|f:
da dp dy dd

 ({f: Dym—mD,,f)mf, yD,m YD,m m(yf,D,m+D,f)f;
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On peut utiliser les intégrales du systéme des caractéristiques pour former
les solutions cherchées de I’équation donnée (32) (avec (34), (35) et (40)), [24].

3. D’aprés la théorie exposée ci-haut, on doit — si 1’'on associe & I'équa-
tion (32), avec la condition f, f,70, une autre équation (34) avec la condition
mz0—compléter la condition (35), obtenue par la méthode de N. Saltykow et
aussi en égalant le déterminant A du systéme (39) & zéro, avec la condition
(40), en s’assurant que tous les déterminants du cinquiéme ordre de la matrice du
systéme (39) sont égaux A zéro, Clest-a-dire affirment que les équations (32) et
(34) sont en involution de Darboux du troisiéme ordre. Dans ce cas, on doit
compléter le systtme des équations différentielles (38) avec les équations nou-
velles et utiliser le systéme des caractéristiques (43).

En ce qui concerne les équations (32) et (34), on peut résoudre deux
problémes de Jacobi et faire la liaison entre Iintégrale du systéme des carac-
téristiques et P’intégrale compléte des équations aux dérivées partielles. On peut
aussi poser le probléeme de la formation d’une intégrale de Cauchy i Paide
d’une intégrale compléte donnée, [33].

6. Sur le probléme de Cauchy des systémes en involution
de Darboux du troisi¢éme ordre

Dans la Note, [34], en suivant 'idée de Courant, [1], nous avons fait une
application d’un systéme correspondant de Charpit pour obtenir l'intégrale de
Ccuchy des systémes des équations aux dérivées particlles du second ordre en
invclution de Darboux-Lie. Maintenant, nous allons traiter d’une maniére ana-
logue le probléme de Cauchy concernant un systéme en involution de Darboux
du troisiéme ordre.

Le probl¢me initial pour le systéme de Charpit. Considérons un systéme
des équations aux dérivées partielles en involution de Darboux du troisiéme
ordre d’'une fonction inconnue z de deux variables indépendantes x et y

(44) r+f(x, 5 2,p, 4,8, t)= b, Zyy + QX 3, 2,0, 9,5 1,2,,)=0,
sous les conditions

O£, ®s+£i=0,

‘D, ®+(f:/®s) D, &—D,, f=0,

avec: p=0z/0x, q=20z[dy, r= 3z/0x?, s =0%2[0x dy, t=0%2/0)?, z,,,=0%2/0x 0y?,
8=2z,,=0%/0y, fi=0f|0s, fi=0f|0t,. ®5=0®/03, quant & D,, D,, D, elles

désignent les dérivées correspondantes prises par rapport a x et y.
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On peut associer, [33], au systtme (44) un systéme de Charpzt de la forme
suivante

0z oz ()s
—+®5—=p+Psq, —+ % _ + @5,
ox Say p s q on 8ay p s Y
ap‘l‘q)sa-——'r'i"d)sS, a—t+®sa—t=Y+®88
45) ox oy ox oy
aq‘l'q)saq S+(bst, . ()—.Y+(D50Y+D*®=‘0,
ox oy ox oy
O 0, @B, 9§+¢8‘)—8+D @ -0,
_ox oy : ox ay

ol I'on a a=z,,,, B=z,,,, Y=z, avec les fonctions inconnues z, p, g, 7, &,
t, v, & de deux variables mdependantes 'x et y.

Nous supposons d’abord que les fonctions f et @ soient telles qu’ils
existent les intégrales premiéres distinctes suivantes

fix, 3, 2,0,¢,812,), (=1,2...,7)
(46) fisr+f( p, 2,0, 0,8 1)
AEY+¢(x’y’ z’p’ qa S, t: 8)

sous la condition

(46') (fi’f;’-f;’f;’f;’fG’f7 >?{__0
¥, Z, p, 4, 8, t, O

Oa peut obtenir ces intégrales par lintégraton du systéme d’equatlons
différentielles ordlnalres suivantes

dx—-i}—'— dz  dp  dg  dr
' Ds p+Dsp r+Oss  s+Dst a+Df
ds dt dvy ds

B+Dsy y+Dsd D @ D@’

o « et B doivent étre exprimés par les autres variables figurant dans les
équations (44).

Grice aux intégrales (46) 'intégrale generale du systéme de Charptt 45)
est déterminée par les relations suivantes

(47) f}+1=Hi(.f.1), (i=1,2,..., 8)

Hi étant des fonctions arbitraires.
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Pour le systéme (45) on peut résoudre:
Probléme A. Déterminer les solutions
48z, p% ), 49 16 1), 5(x ), 10x, ), Y (X, 1), 8(x, ¥)
du systéme Charpit (45) contenant la courbe donnée non caractéristique
©) Xx=x,, y=1, z=2z(1)
de telle maniére que Pon ait le long de la courbe (C) les conditions suivantes

r+f=0, y+®=0,

“49) [dz=pdx+qdy, dp=rdx+sdy, dg=sdx+tdy,
dr=adx+Bdy, ds=Bdx+ydy, dt=vydx+3dy,

et

(50) p=a, s=b pour x=x,, y=Y,

ot a et b sont des constantes données, mais (x,, y,)EC.

Grace aux conditions (C), (49), (50), on peut d’abord déterminer les va-
leurs initiales des variables p, g, r, s, ¢, v, 8, c'est-d-dire les fonctions suivantes

(1) PO, 4@, 1@, sG), 1(3) Y(3), 3.
En vertu des conditions (49) on a pour x=x,
Z@=9@, PE=5() ¢ =10,
F@=BG), f@O=v@, r@O=30)

et aussi
(519 g(9)=2z'(x), t()=z2"(x), 3(»=z"()
(517) s@=p' @), Y@®=p"C).

Donc, la fonction p(t) se détermine comme une solution de Cauchy de P’équa-
tion différentielle ordinaire du second ordre

(52) P@@+®[x, 7, 2z (‘r), p(), 2 (@), P(), 2" (x), 2" (x)]=0
satisfaisant aux conditions
(52" T=Y, P(Vo)=a, s(¥y)=Db,

ol T'on suppose I'unicité de la solution du probleme de Cauchy (52)—(52").

Gréce a4 la solution obtenue p(7r) du probléme (52)—(52") on rcut déter-
miner les fonctions s(7) et y(7), (51°). Quant & la fonction (%), on a la rcle-
tion suivante

r@®+flx, m z2(), p(), (), P (), 4'(M]=0.
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En utilisant les fonctions déterminées (51), on peut définir les fonctions
nouvelles A;(7) et les paramétres auxiliaires u; par les relations suivantes

A (D)=filxy, 7 2 (3, p(2), ¢ (), 1 (1), 5(7), £(7), Y(O)L
(53) 7\;(1')=u,-, (I=l, 2, Ceey 9)

En éliminant le paramétre t entre les relations (53), on obtient les rela-
tions bien déterminées des parameétres u;

Uy =7 {U), (i=1,2,...,8).

Les fonctions arbitaires [ [; dans [Iintégrale générale (47) doivent avoir les
formes n;. Donc, sous les conditions (C), (49) et (50) les solutions (48) du pro-
bléme initial pour le syst¢éme de Charpit (2) sont déterminées par les formules

49" fr=mi(f),  (=1,2,...,8).

Alors, le procédé indiqué réscud le probleme A.

Le probléme initial pour le systéme en involution. Pour le systéme (44) en
involution de Darboux du troisieme ordre on peut résoudre

Probléme B. Les solutions (48) du systéme de C’harpit (45) déterminent
Pintégrale de Cauchy du systéme en involution de Darboux (44) sous les condi-
tions (C) et (50).

Pour cela, il suffit de démontrer que les fonctions (48) remplissent iden-
tiquement sur la surface z=z(x, y) les conditions suivantes

r(x, ») +10x y, 2(x, ), p(x ), 9(x, ), s(x, ), t(x y)]=0,
Y(x, M+ Plx, », z2(x, ¥), p(x, 1) (%, ), 5(x, ), 1(x,¥), 3(x, »)]=0,

0
p(x,y>—-‘if.§§i>.5, SPNL1CF)

ov
r(x,y) —MEO, s(x, y)_?P&L)Es(x, J’)—MEO,
ox oy ox
a L4 () ’ ’0t y
t(x, Y)_'-——-—q (x, ) =0, v(x, y)~j-—(x Y) =v(x, y)—~————~(x 7) =0,
oy oy ox
3(x, y)—~——————at (x, ») =0.
oy

La démonstration du probléme B sc peut achever d’une maniére analogue
comme dans le cas du systéme en involution de Darboux-Lie, [34], mais cette
fois a laide du systéme de Charpit (45).

6
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Exemple. Considérons le systéme

r-—t—ip= 0,
x

(44
3

3 1 1
Y+d+—s+—t+—=p——x2(x+y)=0
x? 4

X X

en involution du troisiéme ordre (pour obtenir la seconde équation du trosiéme
ordre en sachant la premiére équation du second ordre, voir le procédé [35])

et cherchons Pintégrale de Cauchy sous les conditions

©) x=1, y=r, z=—t1,

(44" p=0, s=——17§, pour x,=1, y,=0

Dans ce cas les intégrales (48) sont

flEx_'y’

1 1
=r+2s5s+t——xt——x3y,
fe=r+2s c 357
fi= 2 t+3 x’+1x‘
= —_—Xr— — X J— — y
3=p+g—Xr—2xs 2 2 b7

1 1 1
=z— — X2 (r+25+t)—— xf——x%y,
fi=z x(p+q)+2 (r+2s+1) TR

13 1
fi=gte Py o,

1 3 1 1
= Y P tm— Y,
fe=g =g i o Y

1 1 S+ ! x* 1 x(r+2s+t)]
=—|—x5+— —p—— ,
Ll R

4
fy=r—t——p

X

3 1 3 1
=y+3+—s+—t+—p——x¥(x+
fo=x STt ¥ )

et les fonctions (51) sont déterminées par les formules

) 7 ®=7% r( ! T, (T L
= —— TY= T)=m——n, =——
p(® TR )=1% ) 3 T

Y(*)=0, 8()=2.

t(r)=27
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Les solutions du probléeme A s’obtiennent sous la forme

dsttmtpi Lty
r+ —_— XXy = —— (x—Y),
P ¥ Ty Frym T Y

3 1 19
+g—x(r+25+ D+ —= X+ —x'y=(x—p)*+—,
P+q—x(r ) 2 raaltd (x—y) %

1 1 1 1 19
— 4+ +—x(r+25+)~— X—— X5y = —— (x—y)—— (x—1),
z—x(p+q) ZX(r S+1) TR TRt 3 x—») 60( »),

! 3 t 0
T}’ ;y ;; FY_’

1171

1 1 2
—l =X+ —xy—p——x(r+2s5+8) |=—,
x2[12 g Xy X )] 3

4
r—t—— p=0,
x

3 1 3 1
Y+8+—s+—t+—p——x*(x+))=0,
x x X 4
ou
19

1 1 1
2N = X y— Xy E Yy,

1 2
X, = — —_Xy,
r(x,¥) 12Jc‘y 3 Xy

JSIE S GV
X, ¥) = o XS—— —,
TN 377 %

1 2 1 2
r(x, y)=?x’y——3—y, s(x,y)=ﬁx4—?x,

t(x:y)=2y: Y(x’y)='0’ S(x)y)=2

et la surface z=z(x, y) est la solution du systéme (54), (C), (54).

7. Sur les intégrales des systémes en involution de Darboux du troisi¢me ordre
Il s’agit, dans ce paragraphe, d’établir la théorie de Lagrange des intégra-
les dans le cas des systémes en involution de Darboux du troisiéme ordre, [36].

En étudiant les propriétés nouvelles pour les systémes en involution de
Darboux du troisitme ordre nous allons utiliser la méthode de Lagrange de la
variation des constantes dans l’intégrale compléte.

Considérons un systéme en involution de Darboux
(55) r+f(xy,2p ¢ 51)=0, z,+®x2p4s5112,)=0,

6*
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pour lequel on a & la fois identiquement

O—f, ®s+f,=0, D, (D"'f‘ —Dyyf=0’
D

en désignant respectivement par p, g, r, s, t, Z,, s for fi» @5 les dérivées par-
tielles: 0z/ox, 0z[0y, 02z[0x?, 0%z[ox Dy, ()zz/ayz, dg z[ox 0y?, 8=0%2[0y3, Of |os,
offot, 0®[08. Quant & D,, D,, D,, elles désignent respectivement les dérivées
couespondantes prises par rapport a4 x et y. On supposera que f&C2(G) et
®ECI(G,), on le G et G, GCG,, sont les domaines respectifs des variables
X,¥,2,p, g, 5, t et des variables x, y, z, p, g, $, Z,,,.

Si P’on considére dans l'intégrale compléte
&) z=V(x, 9 C, ..., Cg

avec les conditions (20), les C;, selon la méthode de la variation des cons-
tantes, comme des fonctions C,(x, y) des variables x et y, Péquation (9) définit
une intégrale du systéme (55) seulement sous les conditions suivantes

VV.Cy=0, VV, Cy=0, VV,-C;=0

(56 Vny'Cf.j=0’ VVyy'CEj=0’ (=112,
ou l'on a
2 2
V= ["V . i’_’i] vvx={ *V_ .., "V]
oC, oC; 0x0C, 0x0C;
oC oC oC oC
Ce,=C_, =C), C=———1~,...,——§,'C=———l,...,——6}.
a=Co =C) G {Ox 0x} y {()y oy

Introduisons le symbole

v, V,,V V
57 G d, ks [, m=D ( Vs Vo Vo )
Cis j? Ck: Cl,
ol i, j, k, I, m désignent les nombres entiers de 1 3 6. Gréce a la condition
A#0, 38=0

on peut mettre les conditions (56) sous la forme plus commode

( oC, 9C, _
(1,3, 4,5,6)° g+(23456)a€ 0,

)
(1,245 6250213 4 56250,
5%, 3,
. oC oC
(56 1,2,3,5 6)—2+(2,3, 4,5, 6) —£=0,
) 1« )Oij ( %
C,
(1,2,3,4,629-02,3,4,5 625,
. ()E] ‘)Ej
0,234 925 02,3,456°2%,  (Eex oy, j=1,2).
g, ok,
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Si les conditions
Ci; Cent - v
(58) (Cy, Cor)=D ——;7— =0, ot Ciyy=9,(C) (*k=12,...,5)

sont satisfaites, ¢, étant les fonctions arbitraires, les équations (56°) admettent
un systéme des solutions non triviales par rapport & (i, j, k, I, m). Mais dans
ce cas grice & 0C,/0;#0 les relations (56) nous donnent

(59 {VV"P'=0, VV,9'=0, VV,-¢'=0
VV,, 9=0, VV,-¢'=0, ¢'{l,9,...,¢s}
ou
’ (113’ 4, 5’6) ’ (la 23 4, 5, 6)
¢ = s Py =,
2,3,4,5,6) 2,3,4,5,6)
’ ’ 1’ 2’ 3, 5, ’ 1, 2, 3, 4,6

©,3,4,5¢6)° @2,3,4,56)
. (1,2,3,4,5)
2, 3,4,56)

Ps

En vertu de la condition

A A
20 e i=1,2,3,4),
20 ATa ( )

les quotients dans les relations (59) ne sont pas indépendants par rapport aux
variables x et y, et il ne reste que quatre relations bien déterminées pour défi-
nir les fonctions g,

(60) @/ (C) =Fi(Cys @15 P2s P35 P> P55 ®5),  (i=1,2, 3, 4).

A cause de ces quatre relations, il restera une fonction arbitraire. L’intégrale du
systéme (55) avec une fonction arbitraire est déterminée par 1’équation

z=V[x, 5, C, ¢ (Cs -+ -5 ¢5(CY]

et par les équations (60) et VV.¢'=0. Par analogie avec la terminologie de la
théorie de Lagrange des intégrales dans le cas des équations aux dérivées par-
tielles du premier ordre et des équations en involution de Darboux-Lie, [20], on
Pappellera Pintégrale générale du systéme (55).

Si 'un des déterminants (C,, C4;) est différent du zéro le systéme (59"
n’a que les solutions triviales

(19 2: 3’ 4, 5)=0’ (2’ 3: 4, 5; 6)=0, (l’ 3’ 43 5: 6)=0s
(1,2,4,5 6)=0, (1,2,3,56)=0, (1,2,3,4,6)=0.

Si P'on peut 4 laide des équations (61) déterminer les fonctions C,(x, »),
alors les équations (9) et (61) nous donnent une intégrale du systéme (55). On
Pappellera l'intégrale singuli¢re de (55).

(61)
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De cette maniére, est établie la théotie de Lagrange des intégrales dans le
cas des systémes (55).

On peut donner la généralisation du théoiéme de Jacobi pour la théor’e
dite de Lagrange dans le cas des systémes (55):

Chaque solution du systtme (55) dans un domaine bien déterminé peut
&tre déduite de l'intégrale compléte, ou de l'intégrale générale, ou bien elle est
Pintégrale singuliére.

On peut résoudre pour le systéme (55) le probléme suivant de Lagrange,
[14], [22}: :

Former Pintégrale générale du systéme (55) a l'aide de l'intégrale générale
du systéme correspondant des caractéristiques.

Il est bien connu qu’a chaque systéme en involution de Darboux-Lie cor-

respond un systéme d’équations de Monge & quatre variables, [14]. Nous avons
vu maintenant qu’a chaque systéme (55) correspond un systéme de la forme
(60) d’équations de Monge & six variables. Cette remarque nous conduit & étu-
dier comment on peut utiliser dans la théoiie de lintégration d’un systéme (55)

les résultats jusqu’ici connus pour les équations de Monge
Fi(X,, Xy, Xy, X4y Xg, Xg, AX,[dx,, dx,[dx,, dx,[dx,, dx [dx,, dxg/dx,)=0,
(i=1,2,...,4).
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