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р R Е D G О V о R 

Re~enja mnogih рхоЫеmа u raznim naucnim discip1inama, ро

sebno u matematici, tehnici, ekonomiji, sociologiji i med1cini 

mочи se prevesti па "da 11i nе", odnosno па "·1 i1i О". Ova ci

njenica је, pored 'osta1og, pospe~i1a razvoj e1ektronike i digi

talne tehnike, а tim i Bu10ve a1gebre, posebno Bu10ve а1чеЬхе па 

skupu {О, 1 } . 

Danas se u svetu па raznim jezicima о Bu1ovoj а1чеЬх! i 

njenim primenama mnogo pi~e. 1 па nазеm jeziku takodje se pi~e о 

Bulovoj algebr~ i njenim primenama, ali su retke knjige koje па 

jednom mestu, sistematizovano, tretiraju ovaj problem. Autori se 

nadaju da се ova knjiga, donek1e popun1ti ovu prazninu. 

Knjiga је nаmеnјеnа studentima, ekonom1stima, in!enjerima, 

matematicarima а i sirem krugu citalaca кој! se interesuju za 

Bulovu a1gebru i koris.te је и praksi. 

Knjiga sadrzi deset g1ava. U prvoj glavi govori se о Ви1о

voj algebri као о jednoj algebarskoj strukturi па proizvo1jnom 

nepraznom skupu. Od.druge do seste glave govori эе posebno о Ви

lovoj algebr1 па skupu {0,1} (dvoc1ana Bulova algebra), gde эе 

obradjuju Bulove funkcije 1 Bu10ve jednacine. od sedme do desete 

g1ave govori se o·nek1m primenaIJ\a dvoclane Bulove algebre. 

u svakoj ~lavi posebno su numer1sane def1n1c1je, teoreme, 

slike, formule, pr1meri 1 zadaci. 

Na kraju knjige navodi se spisak koriscene literature. Na

glasavamo da smo и pisanju ove knjige kao osnovnu lite.raturu и

ze1i radove akademikaGr.C. Mo1sila i prof. S. Rudeanua. 

Rukopis ove knjige рхосНаН su akadem1k Dr М. 5to.j.akovic, 

Dr 5.В. Presic, Dr N. Parez~novic, Ох S. Milic i Mr R. Tosic. Na 

nj1hovim sugestijama 1 pr1medbama autori se zahvaljuju. Takodje 

se zahvaljujemo asistentima Мх В. Ses1ij1 i Mr В. Vojvodicu Koji 

su procitali neke g1ave knjige. 

Primedbe па strucnu i11 metodsku stranu 1z1aganja autor1 се 

pr1m1t1 sa zahva1noscu. 

Autori 
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G L А V А I 

BULOVA ALGEBRA 

U g1avi I razrnatra зе specija1na a1gebarska struktura, tzv. 

BuZova aZgebra па nepraznorn skupu за dve binarne i jednorn unar

nоrn operac1jorn. (George воо1е, eng1eski rnaternaticar 1815.-1864). 

Bu10va a1gebra rnoze зе def1nisati па v1se nacina (videti [23], 

[55Ј i [57]). Ovde је uvedena Bu10va a1gebra preko dve ekviva1e

ntne def1nicije. Pri dokaz1vanju teorerna kоrisбеnа је зато defi

niaija 1. U ovoj g1av1 зи, pored rnode1a 1 nekih vaznij1h teore

rnа Bu10ve a1gebre, razrnatrane i neke binarne re1acije Bu10ve а1-

gebre. 

1. DEFINICIJA BULOVE ALGEBRE 

Dat је skup В за nајrnаnје dva e1ernenta, u oznac1 О 1 I, па 

korne З11 def1n1sane dve binarne operaaije, u oznac1 .1...1" 1 оо" ,i 

jedna unarna operaaija, u oznaci .-". 

Definiaija 1. Nao 8kupu В је definisana BuZova aZgebra ako 

га 8ие а. Ь. а Е в Vaze 8 Zedede aksiome (zakoni. 8иој stva) : 

в ! Виојвеиа komutativno8~i 

(i) avb = bv f1 (Н) а·Ь = Ь'а 

В2 Svoj8tva asoaijativnosti 

(1) (avb)va = av(bya) (Н) (а·Ь)·а=а·(Ь·а) 

вэ Виојвеиа distributivnosti 

(1) av(b'a) = (a\...Jb)·(ava) (~1) а· (bva) = а'Ы...Iа'а 



к .Gi IClan - N.. 1 .• ,. ilнч'i4..: 

В. Svojstva eLemenata О ј 1 

(1) avO = а (1.1) а· 1 = а 
B s Svojstva negaciJe 

(1) ava = 1 (11) а·а=О. 

Bulovu algebru па skupu В аа operac1jama.' .v· ". .-., kra-

6е oznacavamo као cetvorku (В, v , . , - ). Elemenat О obicno 

zovemo prvi eLement, а element 1 posLednji eLement 1 ). 

Postoje 1 druge def1n1cije Bulove algebre које su ekviva-

lentne def1n1c1j1 1. Navodimo slede6u: 

Definicija 1'. Ako га Bve а,Ь,с Е в vaie aksiome (aakoni, 

sIJojstva): 

в{ (1) avb = tva (11) а·Ь = Ь'а 

Ва (1) (avb)v с = а v(bv с) (11) (а·ЬЈ·с = а.(Ь·с) 

в; (1) aV (Ь· c)=(avbJ· (а vc) (11) а' (Ьчс)=(а·Ыv (а·с) 

в; (1) (а. bJv а а (11) (avbJ·a а 

в; (1) (a·a)vb = Ь (11) (aVa)·b = Ь 

tada kaiemo da је i!etvorka (в, v , . , - ) BuLova aLgebra. 

Za dokaz ekv1valentnost1 def1n1cbje 1. 1 def1n1cije 1: vi

deti [54Ј. 
U daljem tekstu т1 6ето se uglavnom poz1vat1 па def in1ci-

ju 1. 

2. MODELI BULOVE ALGEBRE 

ModeL 1. Dat је skup Lz = {О,l} . Uvedimo па skupu Lz bi

narne operacije v i • (zovemo ih redom disjunkcija 1 konjunk

ciJa) 1 unarnu operac1ju (zovemo је negacija) па slede61 na

c1n: 

1) Za termine prvi eLement. posLednji eLement videti teoremu 10. 

Т. Olle glave . 

• 



В,,\оуа а 11\(.'\>1":1 З 

О v О О О v 1 1 1 vO 1 1 Vl 1 

0·0 О 0·1 О 1·0 О 1·1 1 

О 1 1 О 

111 pomo6u tabela 

v О 1 О 1 

~ О О 1 О О О а 1 О 

1 1· 1 1 О 1 

Ovako def1n1sane operac1je па skupu L 2 zadovoljavaju aks1-

ome Bulove algebre 1z def1n1c1je 1., sto n1je tesko prover1t1. 

Dakle, data algebarska struktura па skupu L2 predstavlja model 

Bulove algebre. Bulovu algebru па skupu L2 zovemo d v о ~ t а -

п а Butova a.tgtJbl'a 1 ozna~avamo (L2, v , • , - ), (v1det1 [25], 

[42), [46] ). 

ModtJt 2. Dat је neprazan skup U • Neka ви па part1t1vnom 

skupu P(U), P(U) = {xlx с U} uo~ene binarne operac1je .v· 1 

.r"I" (un1ja 1 presek) 1 unarna operac1ja • ~." (kompl·ement). Оре

rac1je v , r"I 1 zadovoljavaju aks10me Bulove algebre 12: 

def1n1c1je 1. Na1me, ako su А,В 1 С element1 skupa P(U), 1z te

or1je skupova (v1det1 [зо]) poznato је da уа!!: 

(В1) AvB = BvA 

(В2) (AvB)v С = Av(BVC) 

(ВЈ) Av (BvC)c(AVB) v (AVC) 

(B~) Ao..vJ = А 

(В 5 ) AvA-"'U 

А r"lB = Br"lA 

(А 1"'\ В) r"lC = А r"I(E r"lC) 

А r"I (Br"I С) = (Ar"I В) r"I (А r"lC) 

AI"'\U = А 

Ar"lA -.. 11 

OVde је prv1 element prazan skup 11. , а poslednj1 element 

skup U, ра data algebarska struktura па skupu P(U) predstavlja 

model Bulove algebre u oznac1 (Р (U) V , r"I, -). 

Mod.t з. Matr1cu А = [а/Ј] , / - 1, ••• ,m ЈЈ '" 1,. •• ,n, gde 

је а/јЕ {О,l} zovemoBulovamatr1caformata m,xn, (v1det1[25], 



4 к .Gilezan - В. Latil\ovlc 

[55Ј· 

Neka је М skup svih Bulovih matrlca formata m х n. Uve-

dimo па skupu М dve binarne operacije, u oznacl .+. i .х· i је

dnu unarnu operaclju u oznaci "п па slede6i nаеln: 

А + а., [ ) 
В = а lЈ 1.) Ь јј i 1, ••• ,т ј 1, ••• ,п 

А х а-Ј [ В = а lЈ 'Ь Ij ] i 1, .•• ,т ј 1, .•. ,п 

.а., [- 1 А = аl) i 1, ••• ,т ј 1, ••. ,п. 

Ovde зu .~., о," 1 _-. operac1je skupa {0,1} lz modela 1. 

Na pr1mer, za Bulove matr1ce 

А [: о:]. ._[:: :] 
1тато: 

1\..10]=[111] 

1\..11 О 1 1 

0\..11 

А + в 
[

11.) О 

01.) О 1\..1 О 

1'0]=[0 О О] 
1'1 О О 1 [

1' О 

0'0 

О· 1 

А х В 

1'0 

А"[; : :].[: о :]. 

Uvedene operae1je .+n, .х·, п'· па skupu М zadovoljava)u 

aks10me Bulove algebre 1z d е f 1 п 1 е 1 ј е 1. Za1sta: 

(В ј) (1) А + В [а/ј ~ Ь IЈ] = (Ь 1ј \..1 а lЈ ] В + А 

(11) А х В = [ао 'ы�]=[ьI )) 'а 1Ј1 = В х А 

(В 2) (1) (А + В) + С = [(а 1I \..1 Ь Н )~ е 111 

[аl} \..1 (Ь1ј 1.) ен ) ] 

А + (В + С) 
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(Н) (А х Б) х С [(ан ЬН cij] 

(аlj . (Ьјј с јј )Ј 

А х (Б х С) 

(Бз) (i) А + (Б х С) [ а јј V (Ь Н с јЈ ) Ј 

== [,(alj'V Ь јј) (а/Ј V с јј )] 

(А +Б) х (А + С) 

(Н) А х (Б + С) (а Н (b/jv с ј) } Ј 

[(а /) • Ь јј) V (а јЈ Сјј )] 

(А х Б) + (А х С) 

(Б~) (i) Prvi element skupa М је Бulоvа matrica ciji 

зи 'зу! elementi nule. Oznacimo је за О = [о Ј • Prema оуomе 

А + О = [а jJV оЈ [а/Ј] =А 

(ii) Poslednji element skupa М j~ Бulоvа matrica 

ciji зи зу! eiemen~i jedinice. Oznacimo је за I = [1) .Prema 0-

уоте 

А х I = [aij 1] [ а јЈЈ =А 

(Бs) (i) А + А' [ан V а јј ] [ 11 I 

(Н) А х А' [а/} ан] = [. о Ј о 

Dakle, uvedene operacije " + " " х " '" па skupu , , 
п 

М zadovoljavaju ak~iome ·Bulove algebre iz d е f i п i с i ј е 1. 

i algebarska struktura па skupu М predstavlja model Bulove al-

gebre u oznaci (М, +, Х, ') . 
м о d е. Z 4. Neka ј.е М· neprazan skup. Funkciju f, koja је 

definisana па. skupu М i ima vrednosti u skupu {0,1} , tj. 

f : М ... {0,1} 

zovemo Ь i v а Z е п t п а tdvQvrednQsna). funkcija: 

Obelezimo за L2M skup svih ovakvih bivalentnih funkcija па 

~kupu М. Uvedimo па skupu L2M binarne operacije .V·, .А"! ~nar-



... 

6 к .Gllczan - В. Lallllovlc 

nu operac1ju О-О па slеdеб1 na~1n: 

(f V '1) (х) d« f·(x) V '1 (х) 

(f 1\ '1) (х) ~ f (х) '1 (х) , 
_ d«_. 

f (х) =.f (х) , 

za 8vako х Е М, '1de 8U operac1je oV', ••• 1 • _. respek

t1vrio d1sjunkc1ja, konjunkc1ja 1 ne'1ac1ja па skupu {О,l} 1z m 0-

d е 1 а 1. 

Uvedene operac1je па 8kupu LzM zadovoljavaju ak810me Bulo

ve al'1ebre 1z d е f 1 п 1 с 1 ј е 1. Za1sta: 

(В, ) 

(1) 

(11) 

(1) 

(f V '1) (х) .. f (х) v '1 (х) 

= '1(Х) v f (х) 

.. ('1 V f) (х) 

(f л '1) (х) .. f (х) '1 (х) 

• '1(Х) f(x) 

.. ('1 Л f) (х) • 

«f v '1) V h) (х) .. (f (х) v '1 (х» v h (х) 

- f (х) v ('1 (Х) v Ь(х» 

./t V ('1 V Ь» (Х) 

(11) «fl\ '1) Лh)(Х)" (f(x)''1(x»'h(x) 

(1) 

.. f(x)'('1(x)·h(x» 

(f Л ('1 Л Ь» (Х) • 

(f V ('1 Лh»(х) .. f(x) И('1(х).Ь(х» 

.. (f (Х) v '1 (х) ) • (f (х) v h (Х) ) 

- 1(f V '1) Л (f V Ь» (Х) 

(11) (f л (9 V Ь» (Х) .. t (Х) • ('1 (Х) v h (Х» 

.. (f (Х) '9 (Х» v (f (Х) ·Ь (Х» 

.. «f Л '1) V (f Л Ь» (Х) 
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(B~) (1) Prv1 element skupa L 2
M је bivalentna funkc1ja 

~, gde је za svak1 х 1z М, ~(x) = О. Prema ovome је: 

(f 'V ~) (х) = f (х) v ~ (х) = f (х) v О = f (х) • 

(11) PO'slednj1 element skupa L2
M је bivalentna funk-

с1ја 1, gde је za svako х 1z м, I(x) = 1. Prema ovome је: 

(f 1\ 1) (х) f(x) 'I(x) = f(X)'l = f(x). 

(В5) (1) 

(11) 

(f V f> (х) f (х) v f (х) 1 = I(x) 

(f 1\ f> (х) = f (х) ·ffi) = о ~(x) • 

data algebarska 

struktura па skupu L ~ predstavlja model Bulove algebre. Bulo

vu algebru па skupu L2
M zovemo: Bulova algebra bivaZentnih 

funkaija 1oznacavamo (L2
M, V ,1\ , - ), (v1det1 [55] ). 

ModeZ 5. Neka је Р skup 1skazan1h formula 1) . Pr1dru:Hmo 

svakoj 1skazanoj formu11 р, р Е Р, skup 1skazan1h ~ormula ч,ч Е Р; 

gde је р <-=> q (р је ekv1valentno sa ч). OVaj skup zovemo 

k Z а в а в k v i v а Z е п а i ј е 1skazane formule р 1 0-

bele~avamo ча sa [р), tj. 

lp)a'f {ч I р <=> Ч, q Е Р} . 

Neka је Р/<=> skup sv1h klasa ekv1valenc1je (skup kol1c-

111k). Uved1mo па skupu Р/<=> dve binarne operac1je "V· , 0'- (d1s

junkc1ju 1 konjunkc1ju) 1 unarnu operac1ju .-0 па slede61 nа-

с1n: 

[.Р), џ[ ч] а., [р V q 1, gde је р V q d1sjunkc1ja 1skaza р,ч, 

[Р] . (ч] ац [р 1\ ч], gde је р 1\ q konjunkc1ja 1skaza р,ч, 

-щ [ [р]=, -,р], gde је -,р negac1ja1skaza р. 

Prepuita se c1taocu da prov~r1 aks10me Bulove algebre 1z 

d е f 1 п 1 с 1 ј е 1. za ovako uvedene operac1je па skupu Р/<-> 

tj. da ј е (Р / <==> , V' • , - ) model Bulove algebre (v1det1 [46 Ј) . 
I)Vidi: S.P~elid. EZementi mаtвmаtiёkе Zogik~. Beog~ad. ЈаВ8.' 
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З. NEКE VA~NIJE TEOREМE BULOVE ALGEBRE 

Navodimo sp1sak vazn1j1h teorema Bulove algebre (В, v , . , 

- ). Neke od nj1h zovemo i d е п t i t е t i, (v1det1 [2З} [55]). 

1 d е п t i t е t i: 

Ј 1 (i) avb = bVa (11) а'Ь = Ь'а 
Ј 2 (1) (avb)v с = аl..J (bv с) (11) (а' Ь). с = а' (Ь· с) 

Ј, (1) av(b·c)=(aVb)·(avc) (11) a·(b,Jc)=(a·b)v(a·c) 

Ј. (i) avO = а (ii) а· 1 а 

Ј, (i) ava 1 (11) а' а О 

Ј 6 (1) av а = а (Н) а· а а 

Ј7 (1) avI 1 (Н) а О О 

Ј. (1) av(a·b) = а (11) а· (avb) = а 

Ј • ( 1 ) а V (;,. ы av Ь (11) а· (av ь) а· Ь 

JIO (1) (avb)v(;'·b)= 1 (11) (а·Ы· (avb) = О 

JII (1) (avbJ·(;'·b)= О (11) (а·Ы V(avb)= 1 

а = а 
(11) 1 О 

(Н) а:ъ ;'vb 

т е о r е т е: 

Теогета 1. Ako је av% = 1 i а·% = О onda је % = а. 

Теогеmа 2. avb = О ako i вато ako а = Ь = О. 

Твогета З. а'Ь 1 ako i ваmо ako а = Ь = 1. 

Теогета 4. а'Ь О ako i вато ako а = О ili Ь = О. 

Теогета 5. и BuLovoj aLgebri postoji вато jedan prvi е Lement. 

Теогета 6. и BuLovoj aLgebri postoji вато jeda .. pos.Lednji в Le-

ment. 
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Teorema 7. U Bulouoj algebri га 8uaki element а p08toji 8ато 

јеааn element а. 

Doka~1mo neke' od naveden1h ident1teta. Pr1 dokazu kor1st1-

сето prinaip dual.no8ti u Bulovoj algebr1. Na1me,' аuа! svakog .1-

dentiteta (teoreme) Ј u Bulovoj algebr1 (В, u, . , - ) је ide7 

ntitet (teorema) Ј* koj1 је 1zveden medjusobnom zamenom operac1-

је u l' kao 1 medjusobnom zamenom elemenata О 1 1 u 1dent1-

tetu Ј. Tako па primer, dual identiteta 

(Ј) 

је 1dentitet (Ј*) 

(1 U а) (Ь u О) 

(О • а) U (ь • 1) 

ь 

Ь. 

1dentitetima Jk(i) ва spiska (1{"k<14 i k 'f 12) dualni 

ви identiteti J
k 

(11) i obrnuto, to jest Ј; (1) _ J k (11) i Ј: (11) 

- Ј k (1) • 

Veoma је vazno zapaziti da је dual svake aksiome jedne Ви

love algebre takodje aksioma, kao 1 da је dual svake teoreme је

dne Bulove algebre takodje teorema. Drug1m recima, ako је nek1 

Bulove alge-

bre onda је 1 dual Ј* posledica dualnih aks10ma В\, В\, .,. 

В· jer dualn1 1dent1tet Ј* moze bit1 dokazan upotrebom duala u 
'k 

svakom koraku dokaza. 

1dentiteti J k (1), J k (Н) (l < k {,,5) ва naseg sp1ska ви aks1-

omе Bulove algebre (d е f 1 п i с 1 ј а 1.), te treba 

ostale 1dent1tete. 

Ј6 (1) au а = а 
Dokaz. 

(1) а а u О (zakon В4 (1) 

(2) а u (а'а) (zakon Bs (Н) 

(3) (а u а)' (av а) (zakon В! (i) 

(4) = (а u а)'1 (zakon .Bs (1) 

(5) au а (zakon В 4 (Н) 

dokazat1 

) 

) 

) . 
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(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

к .Gllcz;1I1- п. Lali"щ·;С 

Ј, (11) а а = а 

а = а 1 (zakon В, (11) 

= а (а v а) (zakon В 5 (1» 

.. (а а) v (а а) (zakon В, (11» 

.. (а а) v O (zakon В 5 (11» 

= а . а. (zakon В,(1». 

* ldent1tet1 Ј,(11) 1 Ј,(1) 8U dualn1, to je8t,J,(11) :; Ј,(1) 

i J:(i)= J,(1i). Iz dokaza 1dent1teta Ј.(1) v1dimo da је оп ро

sled1ca ak810ma В, (1), В5 (11), в, (1), В5 (1) 1 в, (11). Iz dokaza 

1dent1teta Ј,(11) v1dimo da је оп po81ed1ca aks10ma В,(11),В5(1), 

В,(11), В5(11) 1 В,(1). Dakle, 1dent1tet Ј,(11) је po81ed1ca ak-

* * * * * * а10та В, (1), в, (11), в, (1), В, (1) 1 В, (11) jer је в, (1):; в, (11) , 

* .. * * в, (11) "В, (1), ВЈ (1) :: В, (11), В, (1) :: В, (11) 1 В, (11) :: В, (1). 

u daljem tek8tu dokaza6emo neke 1dent1tete 801. sp18ka а ~1-

taocu o8tavljamo da obrazlo!1 dokaze nj1hov1h dualn1h 1dent1teta 

kor116enjem pr1nc1pa dualno8t1. 

Doka •• 

(1) а О 

(2) 

(3) 

(4) 

Ј, (11) 

= а (а 

(а а) 

-= а . а 
О 

а . О .. О 

а) 

а 

(zakOn 8, (11» 

(zakon 8. (11) ) 

(1dent1tet Ј,(11» 

(zakon В5(11». 

Ident1tet Ј7(1) је posled1ca 8,(1),8.(1), Ј,(1) 1 В,(1) (kor1-

8timo dualnost1). 

Ј.(1) а V (а • ь) = а 
Doka8. 

(1 ) а V (а • ь) а • 1 V (а • Ь) (zakon В, (11» 



(2) 

(3) 

(4) 

= а (1 V Ы 
= а . 1 

= а 

(zakon ВЈ (11) ) 

(1dent1tet Ј7(1» 

(zakon B~ (11» • 

1dentitet' Је (11) је posled1ca B~ (1), Вэ (1), Ј7 (11) 1 B~ (1). 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

Do1caz. 

Ј,(11) 

(а • а) v (а • Ы 

о v (а • Ь) 

(а • Ы v О 

= а • Ь 

(zakon ВЭ (11» 

(zakon В5 (11» 

(zakon Вl (1» 

(zakon В_ (1) ) • 

1dent1tet Ј,(1) је posled1ca Вэ(1), В5(1), Вl(11) 1 В_(11). 

Јl О (1) (а v Ь) v (а . Е) • 1 

Do1caz. 

(1) (avb) v(a.E):=«avЬJy а) «avb)vE) (zakon В, (1» 

(2) = (av (av.b» (а v (bvE» (zakon1 В2(1)'Вl (1» 

(3) =«aVa)vb) (avI) (zakon1 В2 (1),В5(1» 

(4) = (1v Ь) (av 1) (zakon В5 (1» 

(5) =(bV1) (avI) (zakon Вl (1» 

(6) = 1 • 1 (1dent1tet Ј7(1» 

(7) = 1 (1dent1tet Ј,(11». 

11 

Ident1tet Јl О (11) је posled1ca Вэ (11), В2 '(11) 1 Вl (Н), В2 (11) 

1 В5 (11), В5 (11), Вl (11) Ј7 (11), Ј, (1). 

(2 ) 

(3) 

Do1call. 

Јll(11) (а . ь) v (а v Е) 1 

(zakon Вl(1» 

= «а vE) .,ја) «avE) vb) (zakon В, (1» 

-(av(av;» «avb)vb) (zakon Вl Щ) 
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(4) = «aV a)v Ь) (av (bV Ь» (zakon В2 (1) ) 

(5 ) =(IVb) (а...,l) (zakon В, :1) ) 

(6) =(bVI) (avI) (zakon ВI (1» 

(7) 1 1 (1dent1tet .1 7 (1) ) 

(8) 1 (1dent1tet .1,(11». 

Ident1tet .111 (1) је posled1ca Вl (11), ВЗ (11), Вl (11), 

В, (11), 81 (11), .17 (11) 1 Ј, (1). 

Dokaz. 

(1 ) = (zakon в,(11» а а 1 

(2) а (ava) (zakon В, (1) ) 

(3) (а а) v (а а) (zakon 8,(11» 

(4) (а a)v О (zakon В, (11» 

(5) OV (а а) (zakon Вl (1» 

(6) (а а) v (а а) (zakon1 85 (11) ,81 (11» 

(7 ) = а (ava) (zakon 8з(11» 

(8) = а 1 (zakon 85 (1» 

(9) = а (zakon 8. (11». 

.11 3 (1) О 1 

Dokaz. 

(1) О OVO (zakon 8. (1» 

(2) OvO (zakon 81 (1) ) 

(3) 1 (zakon 85 (1». 

1dent1tet .111 (11) је posled1ca 8. (11), 81 (11) 1 85 (11). 

Оа Ывто dokaza11 1dent1tet .11.(1) prvo бето dokazat1 t.o-

reтu 1. 

-
Ako је aVx 1 1 а· Х О onda је Х = а. 
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Dоkаз. 

(1) х = х 1 (zakon В. (Н» 

(2) = х (ava) (zakon Bs (1» 

(3) (х а) v(x а) (zakon Вз (Н» 

(4) (а х) v(a х) (zakon В1 (Н» 

(5) О v(a • х) (pretpostavka а'Х=О) 

(6) (а x)VO (zakon В1 (1» 

(7) (а х) v(a • а) (zakon Bs (Н» 

(8) = а (xva) (zakon ВЗ (Н» 

(9) = а 1 (pretpostavka avx=I) 

-(10) а (zakon В. (Н» • 

Ј1. (1) аС:7Б = - ь а 

Dоkаз. 

(1) (a.vb) v (а Ь) .. 1 (1dentitet Ј1 0(1» 

(2) (a.vb) • (а Ь) ~ О (1dentitet Ј 1 1 (1» 

(3) \'avb = А (pretpostavka) 

-(4) а Ь = х (pretpostavka) 

(5) AvX = 1 (zamena (3) 1 (4) u (1) 

(6) А. х = О. (za'mena (3) 1 (4) u (2) ) 

(7) х = А (1z (5) 1 (6) ро teorem1 1) 

(8) avБ = а Ь (zamena (3) 1 (4) u (7) • 

Za detalje dokaza osta11h teorema koj1 ovde n1аи naveden1 videti 

[ 48), [55), [11]. 

4. BINARNE RELACIJE < , ;. U BULOVOJ ALGEBRI 

Uved1mo u Bulovu algebru (B,·v, • , - ) binarnu relac1ju < 
(mаnје iZi jednako) па slеdеб1 nас1n: 
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Defini~ija 2. Za eLemente х.у ia В kaiemo da Је 

ako i вато ako xvy = у. 
Tвo~втa 8. х < у ako i вато ako х·у = х. 

х < " 

Dokaz. Dokaza6emo prvo da 1z х< у pro1z1az1 ху х. Za-

1sta: 

(1) х < у (pretpostavka) 

(2) xVy у (def1n1c1ja 2.) 

(3) ху = ху (1dent1tet а=а) 

(4) x{xvy) ху (zamena (2) u (3) ) 

(5) х = ху (1dent1tet Ј. (11». 

Doka!lmo sada da 1z ху = х prolz1azl х;;;; у. Zalsta ,. 

(1 ) х = ху (pretpostavka) 

(2) xvy XVy (ldentltet а=а) 

(3) xvy '" xYv у (zamena (1) u (2» 

(4) xvy у vxy (komutaclja Ј I (1» 

(5) Xv у у (ldentltet Ј,(1» 

(б) х .;;; у (def1nlclja ~.). 

Тlте вто dokazall teoremu. 

Tвo~втa 9. ReLa~ija < је ~ela~ija po~etka u Bulovoj aLgeb~i (В. 

V.· - Ј. Сј. га 8vaki х.",г ia В aadovoljava u8Love: 

(1) х < х. 
(11) ako Је х < !I i !I .;;; х onda Је у = %~ 

(111) ako је х < у. i у.;;; а onda је х < а. 
Dokall. 

(1) (1 ) xvx '" х (1dentltet Ј,{l» 

(2) х < х (deflnlc1ja 2.) 

(11) (1 ) х .;;; у i У < х (pretpostaVka) 

(2) xvy = у 1 xvy '" х (def1n1c1ja 2.) 
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(3) xvy У 1 yvx=x (1dentitet Јl (1» 

(4) у = х (tranz1t1vnost) 

(111) (1) х < У 1 У < z (pretpostavka) 

(2) xvy = У 1 yvz = z (def1n1c1ja 2.) 

(3) (х v у) v z = z (zamena 1z (2» 

(4) х v (у v z) = z (asoc1jac1ja Jz(1» 

(5) xvz = z (pretpostavka) 

(6) х .:;;. z (def1n1c1ja 2.). 

S11cno kao u def1n1c1j1 2. uvodimo binarnu relac1ju ~ (ve

се Ui jednako). 

Definiaija 3. Za е Zemente ж.у ia в kalemo аа је :r: . .;;. V ako 

i вато ako ж·у = у. 

Def1n1c1ja.2. 1 def1n1c1ja 3. su dualne. 

Uopite, neka је Т teorema (def1n1c1ja, 1dent1tet) Bulove al

gebre (В, v, • , - ) u kojoj se pojavljuju 1 s1mbo11 ~ , ~ . Du

alna teorema (def1n1c1j~, 1dent1tet) т* 1zvod1 se tako ito se ро-

red medjusobne zamene s1mbola v 1 , О 1 1 vri1 medjusobna 

zamena 1 simbola < 1 > . 
Neposredno pro1z11az1 da је (т*)* _ т. 

Teorema 10. и BuZovoj aZgebri (В v, . , - ) аа Bvaki 

В vale BZedeca BvojBtva: 

(Tl) (1) :r:<:r:vy 1 y(;:r:vy (11) :r:>::y 1 V;;':r:Y 

(Т 2 ) . (1) ::<8 1 у<з ako i вато ako ;z:vy(;a 

(11) ::>а 1 у>а ako i вато ako :r:у>з 

(тз) (1) ako је :r:(;V оnаа је :r:va<yv8 

(11) ako је :r:>V оnаа је :r:з;;;"уа 

(T~) (1) О <: (11) 1>:r: 

(Т5) (1) ж(;у ako i вато ako :r:y = О 

(11) :r:;;,V ako i вато ako :r:vy = 1 

ж.у.в iз 
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(Т б ) (i) х = у ako i вато ako (xvy)' (х џу) 1 

(ii) х = У ako i вато ako ху џху = О. 

Dua1na svojstva svojstvirna (T
k

) (i) (1";; k ";;6) su svojstva 

(T~) (Н) i obrnuto, to jest, (Tt ) * (i) =' (Т.) (Н) i (Tk ) * (Н) =' (Т.) 

(i). Ostav1ja se ~itaocu da doka~e navedena svojstva. 

Primsr 1. U dvo~lanoj Bu1ovoj a1gebri ({О,l}, џ, , -) iz 

m Jde1a 1.' postoj i binarna re1acija ~ (rnanje i1i jednako). Zai

sta О" О, О "1, 1 " 1 jer је О V О = О, О V 1 = 1, 1 v 1 = 

(zadovo1jena definicija 2.). Medjutim, nije о> 1 niti 1 " О. 

Primer 2. U skupovnoj Bu1ovoj a1gebri (Р (U) , v, Г'I, ') iz 

пtоdе1а 2. postoje re1acije С , ~ (relacija inkluzije). Za1sta 

neka А,В ~p (U). Tada 

А С в ako i samo ako А v В В, 

А ~ в ako i вато ako А Г'I В В. 

Primer 3. U Bu1ovoj a1gebri (М, + , х , , ) iz modela 3., 

gde је М skup Bu10vih rnatrica i 

А ( ајј ] t = 1, ... , т , 1, •.. , п 

в [ ЬјЈЈ ј = 1,_ •• , т; 1, •.. , п 

postoj i re1acija ~ data ва 

А "В ako i saтo ako za svaki ј , Ј 

Tako па primer, ako је 

А [: : :] • - [: о :], 

tada 

А ,,;; в jer је А + в В. 



5. IDEALI. FILTRI. РОDАLGЕБRE 

Definiaija 4. и BuZovoj aZ(JВbl'i ·(Б, џ, • , - ) 

Bkup Ј zovemo ideaZ (v1deti [57]) ako ви zadovo.ljena 

BvojBtva: 

(1) Ј С Б, 

17 

neprazan 

BZededa 

(Н) Za Bvaki :1:.11 ako :1:.11 Е Ј onda i :1:ЏIl Е Ј, 

(Н1) Za Bvaki :1:.11 ako :1: Е Ј i 11 ~.1: onda i 

Ocigledrio da је О ЕЈ, jer za svaki х, O~x. 

Pl'imel' 4. Neka је U = {а,Ь,с} 1 РЩ) ь>аrt1t1vn1 

1 unarna operac1ja х-= и,х 1z modela 2. 

џ, 1', - ) ideali su slede61 skupov1: 

Ј 1 {9}, 

Ј2 {9 {а} } , 

Јз = {9 , {ь} } , 

Ј. {9 {а} {Ь} {а,Ь} 

Js {а {а} {с} {а,с} 

Ima 1h јОЗI ostavlja ве c1taocu da 1h рарiЗе. 

Skupov1 

Ј! = {{а} , {Ь}, {с}}, 

Ј; {{а} {с}, {а,Ь}}, 

n1su idea11 jer nе zadovoljavaju uslove defin1c1je 4. 

Definiaija 5. U BuZovoj aZgebl'i (Б, џ, . , -

Bkup F zovemo fiZter (v1deti [571) ako ви zadovoZjena 

BvojBtva: 

(i) F С Б, 

11 Е Ј. 

skup, tj. 

neprazan 

BZededa 
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(ii) Za 8vaki х,у ако Х,УЕР onda i Х'уЕР, 

(iii). Za Bvaki х,у ако у(Р i у<:;;х or.da i ХЕР. 

Ocigledno da је 1(Ј, је!' за Bvaki у, у<:;;1. 

Koristeci princip dualnosti mo:!ie se dokazat1 da su defini'

cije 4. i 5. dualne. 

Pl'imer 5, U Bulovoj algebri (р (U), v , п, ') iz 

4. filtri su sledeci skupovi: 

Р 1 {{а}, {а,Ь}, {а,с}, {а,Ь,с}}, 

F z {{Ь}, {а,Ь}, {Ь,с}, {а,Ь,с}}. 

1та ih jos; ostavlja se citaocu da ih napise. 

Skupovi 

рј' {~ 

{~ 

{Ь} 

{а} 

{а,Ь} 

{а,Ь} 

{а,Ь,с}} 

{а,Ь,с}} 

Р; {{а}, {Ь,с} , {а,Ь,с}}, 

primera 

niBti filtri jer ne zadovoljavaju uslov (iii) defin1c1je 5. 

Definicija 6. И BuZovoj aZgebri (В, v, . , -
podskup Во вкира в зоvеmо BuZova podaZgebl'a ако ви 

х,УЕВ о заdоvоЦеnа sZedeca svojBtva: 

(1) Ако х,у Е ВО onda i х vy Е Во, 

(Н) Ако х,у( ВО onda i Х'у(Во, 

(11i) Ако х Е ВО onda i х ЕВо. 

nеРl'азаn 

за виако 

Pl'imel' 6. Neka је (P(U), v , п, - ) Bulova algebra iz pr1-

mera 4. Tada ви 

gde је: 

В! 

(В 1 , v 

{с} 

{а} 

, п, , 

{а,Ь} 

{Ь,с} 

{а,Ь,с}}. 

) , 1 Е {1,2,З} Bulove podalgebre, 

{а,Ь,с}}, 

{а,Ь,с}}, 

OBtavlja ве citaocu da napise i druge Bulove podalgebre Ви

love algebre (р(и), v , п, , ). 
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Primer 7. Neka је (М, + , х " ') Bulova algebra 1z modela 

З. , gde је М skup Bulov1h matr1ca formata п х n. Tada su (М;, 

ј = 1,2 Bulove podalgebre, gde ј е + , х , , ) 

М1 {0,1}, М2 = {O,A1,Az,1} 

i gde је 

О [О О. "О] 
~.~:::~ 1 

О 0 ... 0 

l' 1 .•• 1 

1 1 ••• 1 

1 1 ... 1 
[ 

О ... 0 О 1. "1] 
А1= ~.~:::~ А2= ~.~:::~ • 

11 .•• 1 00 ... 0 

Teorema 11. Svaka BuLova podaLgebra (во, v 
gebre (В, v, . , - ) jeste BuLova aLgebra. 

- Ј BuLove aL-

Dokaz. Kako је ро def1n1c1j1 б. ВоСВ to binarne operaci

је v i' skupa Во 2adovoljavaju aks10me В 1 , В 2' 1 В э 1z def1-

n1cije 1. Na osnovu (11i) 12 def1nicije б. pro1zilazi da za 

svako хЕВо i Х(Во, anaosnovu (1) 1 (Н) 1zdef1n1cije б. 

sledida XVXEBoiX'xEBo,tojest 1(B o iO(Bo (jer је 

Х\ЈХ = 1, х·Х = О). OVim је teorema 11. dokazana. 

Definicija 7. Neka ви (В, v , . , - ) i (В 1, + , * , ') Вu-

ZOVe aZgebre. PrssZikavanje [: B~B1 aovsmo homomorfizam ako 

aaqovoZjava usZOVe: 

(i) f(:z;V у) = f(:z:) + [(У). 

(Н) f(жЈ = (f(:z;))' • 

Primer 8. Dat1 зu skupov1 А ~ {а,Ь} 1 В = {1,2,З,б}. и-

уед1mо па part1t1vnom skupu Р (А) binarne operac1je v , п 1 

rезрrеkt1vnо uniju, presek 1 komplement, а па skupu В binarne 

operac1je + 1 * па slede61 nас1n: 

х + у 

х * у 

NZS (х,у) 

NZD (х,у) 

unarnu operac1ju 

-
х 6 : х, 

(nајтаnј1 zajedn1ck1 sadr~alac za х,уЕ8) 

(nајуе6! zajedn1cki delilac za Х,у ЕВ) i 

za х Е в. 

~etvorke (Р (А) , v , п, , ) 1 (В, + , * , - 1 зи Виl0уе algebre. 
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Preslikavanje f Б ~ Р(А) dato sa 

2 3 

{а,Ь} 

jeste homomorfizam jer zadovoljava svojstva (i), (ii) iz defini

cije 7. 

Teorema 12. Ako је [: Б + Вl homomor[izam tada је: 

(а) [(х·у) = [(Х) • I(у} 

(ь) [(ОВ) ОВl 1(IБ } 1 В1 

gde ви ОБ i 1
B 

odnosno ОБl i 1 Б1 prvi i posLednji eLement 

а Lgebre (В, - ) odnosno (Вl, + • 
, 

) . V, , , , 

(с) Ako је Х ~ У tada је I(х} ~ [(у). 

Dokaz. 

(а) (1) f(x·y) f(XVf) (zakoni de Morgana) 

(2) (f (xvy» , (uslov (11) iz definicije 

(3 ) (f (х) +f (у) ) , (definicija 7. (1» 

(4 ) (f Й)'. (f (у» , (zakon de Morgana) 

(5) f (x).f (у) (us1ov (11) iz definic1je 

(6) f (х) .f (у) (dvostruka negac1ja а=а). 

(ь) (1) f(OB) f (Х'х) (zakon Бs, (11) ) 

(2) f (х) .f (х) (teorema 12., (а» 

(3) f (х). (f (х» , (us1ov (11) iz defin1cije 

(4 ) ОВl (zakon Bs, (11) ). 

(1 ) f(1
B

) f <ёЏ (identitet Ј 1)' (1 » 
(2 ) (f (ОВ) ) , (us1ov (11) iz defin1cije 

(3) (О )' 
Б. 

(teorema 12., (ь) ) 

(4) 1 Б1 (ident1tet Ј,) (1) ) . 

(с) Ako је х;;;,у tada је ро definlclj1 2. х v У = у. 

1тато f(y) = f(xvY) = f(x) + f(y) tj. f(x) ~ f(y). 

7 ) 

7) 

7 ) 

7) 



Btllova algcbra 21 

Deliniaija 8. Neka ви (В, v, . ,-) i (Вl' +, *, -) 
Butove atgebre. Prestikavanje 1 : В + Вl zovemo izomorlizaт ako 

zadovotjava ustove: 

(1) 1 је obostrano јеаnозnасnо prestikavanje. 

(Н) f(:r;vy) = I(:r;) + '(у). 

(111) 1(;) = (I(:r;))'. 

Primer 9. Neka su (Р (А) , v , п, - ) 1 (В, + , * , -) Bu

love algebre 1z pr1mera 8. PreS11kavanje· f : В + Р (А), dato за 

f· с 
2 3 

{а:ь) {а} {Ь} 

jeste 1zomorf1zam jer zadovoljava (1) , (Н) 1 (Н1) 1z defin1c1-

је 8. 

Teorema 13. Ako ви (В, v, . , -), (Вl'·+ , * , -) 1 (В2' 

V , 1\ , -, ) BuZove aZgebzoe i 1 : В + BI' g : .В 1 + В2 izomorliz-

mi tada је i kompozitum gol : В + В2 iзоmоrlizаm. gde јв 

(gol)(:r;) = g(I(:r;)) 

Dоkаз. 

(1) Kako зи f 1 g obostrano jednoznacna pres11kavanja to 

1z х ~ У sled1' f(x) ~ f(y) i 1z 1st1h razloga 1z 

f (х) ~ f (у) sled1. g (f (х» ~ g (f (у) ). Dakle 1 presli

kavanje gOf је obostrano jednoznacno. 

(Н) (gOf) (xvy) = g (f (xvy» 

g(f(x) + f(y» 

g(f(xt) V g(f(y» 

(gof) (х) V (gof) (у) • 

(1Н) (gof) (х) g (f (х» 

g «f (х» -) 

= -, (g (f (х) ) ) 

= -, (gof) (х) • 
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Teorema 14. PresLikavanje [: В ~ В, је izomor[iaam ako i 

вато ako је [-1: В, ~ В iaomor[iaam. 

Dokaz. Neka је f izomorf1zam 1 z,w (f(B). Tada је z=f(x) 

1 

(1) w = f (у) za х,у С В. 

Dakle х = f-1(z) 1 у = f-
1

(w). 

Ako је z F w tada је 1 х F у. Na1me, ako Ы bilo х=у 

tada Ы 1ma11 z = f(>:)=f(y)=w. Odavde 1таmo da је 

pres11kavanje Е-' obostrano jednozna~no. 

(11) АЈсо је f (xvy) = f (х) + f (у) = z + w onda је 

-, -,-, 
f (z+w)=xvy=f (z)vf (w). 

(111) АЈсо је f(x) (f (х) ) '= z' onda је 

---,--
(f (z) ) • 

S11~no se dOkazuje da ako је f-' izomorf1zam onda је 1 f 1-

zomorf1zam. 

ZADACI 

Zadatak 1. Kor1stet:!1 1dent1tete J t (1) i J t (11), 

dokazat1 da u Bulovoj algebr1 (В, V , • , - ) va~e sledet:!1 1den

t1tet1: 

1. (1) XYVKY = х 1 ) (11) (х vy) (хуу) =х 

2. (1) - - (11) (XVY) (xVY) (xvz) (х JZ)=X ху vxyv xz vxz=x 

З. (1) - - (11) (х Vy) (z Vy) (xvy) (yvz)=xz xyvzyvxyvyz=xvz 

4. (1) - - (11) (х vy) (х Vy) (XVY) =ху xyvxYvxy=xvy 

5. (1) ху vxy vxy vxy=I (11) (xvY) (XVY) (xvy) (XVy) =0 

6. (1) xz (yv z) =xzy (11) xv z Vyz=x vyv z 

1) Umesto z.v. ukoLiko nета ааЬunе. pisa&emo zv. 
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7. (i) xy(zvy)=xy (Н) х vyvzy"'xvy 

8. (i) х џуџ z vxyz=I (Н) xyz (XVyvz)=O 

9. (i) (xvyvz) (XVyvz)=O (Н) xyzvxyz=I 

10. (i) (хџуџ yz) =xyz (Н) xy(yvz)=XVYV z 

11. (i) «хџу)ух)=х (Н) хуџ(уџх)=х 
-- -- -12. (i) хџуџхџу=у (Н) ху·ху=у 

13. (i) (хџу) (хџу)=у (Н) -
хуџху=у 

14. (i) xyz·v xyz vxz=z (Н) (XVyvz) (XVyvz) (xvz)=z 

15. (i) xyvxzVxy=xz <ЈУ (Н) (хџу) (xvz) (XVy)=(xvz,)y 

16. (i) xyvxYVyz vxyvyz=x џуџ z 

(Н) (ХУУ) (хџу) (YVz) (XVy) (YVz)=xyz 

17. (i) xyzv хуџ xz=x . (Н) (XVyvz) (хџу) (xvz)=x 

18. (i) (xvz) (yvz)=xzVyz (Н) xzVyz=(xvz) (yVz) 

19. (i) xVyz (хџу)џ xyz=XVyz 

(Н) x(yvz)vxy (xvYVz) =х (YVz) 

- -20. (i) xyzvxyzvxyz vxyz=x 

(Н) (хџуџ z) (XVyvz) (xvyvz) (XVYVz)=x 

21. (i) xyz v xyz v xyz yxyz=y 

(Н) (xvyvz) (xvYVz) (XVYVz) (XVYVz)=y 

22. (i) (XVyvz) (XVyvz)=yvz (Н) xyzVxyz=yz 

23. (i) (xvyvz) (XVyvz) (XVyvz) (XVyvz)=xz 

- - -(Н) xyz V xyz V xyz v xyz=x Vz 

24. (i) xvyzvyz Vyz=xvyvz (Н) х (YVz) (yvz) (уџ z) =xyz 

25. (i) xyzvxyzV xyzvxyz=YVxz 

(Н) (XVY:vz) (XVYVz) (хџуџ z) (XVYVZ)=y(xv z ). 

Zadatak 2. 

(i) Dato је у = xyzvxyzvxyzvxyzVxyzvxyzvaxyz, а E{O,I}; . . 
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odrediti а tako da је У = xvyv z. 

(ii)Data је У = (xvyvz) (xvYVZ) (XVyvz) (xvyvz) (xvyVZ) 

(xvyvz) (av xvyv z), а E(O,I}; 

odrediti а tako da је у = xyz. 

Zadatak 3. Dokazati slеdебе Bulove identitete: 
• 

1. (i) 
'-, -i- 1) 

Х;) = I I Х, (11) 
;=1 

" . • п 
2. (i) (U x,)v (-i -1 х/Ј=! (11) (,-, х,) (V х)=О 

,=, '=1 '=·1 '=1 

3. (i) 
-,-! 

i ;=1 

п 

;tj) (VX;)=O 
'=1 

(11) 
п • 

(Ux,)V( 1-1 х,)=I ,=, ',..1 

п 

4. (i) Хl (X1VX2) (X1VX2 vx,) .•• (X\ VX 2V" .vx n _ 1 v x n )= 'I=Ј Х ј 

5. 

б. 

1) 

п 

(ii) X1V Х\Х2 VX1X2X, V ..• VX1X2" .Х •.• Х" =u Х, 
1=' 

" п п 

(11) XV(-'-\ УI)= '--ј (xvy,) 
i=t 1=1 

, i) 

п t " 
(i) Vx, =Vxjn v (UX jn ) 

,=, h =, h=k+l 

п " 
(Н) ,-,Х, -'1 Х јП -'1 Х ЈА) , 

'=1 h = 1 h=k+l 
gde SU ј 1 , ј 2 , ...... , ј 11 permutacije od 1, 

, 
...... п 

п 
п 

V X ; X1VX,V •.• VX. -\ -Ix Х\ Х2' •.. ' Х. . , 
'=1 i=t 



7. 

1. 

2. 

З. 

4. 

(1) 

(11) 

n. 
V(XiVYi) 
1=1 

JJtllova algcl>ra 

п 11 

(vxi)v(LJY,) 
;=1 '''''1 

11 11 

(rlx)'(/-' ју.). 
i=1 I ;=1' 

Zadatak 4. U Bulovoj algebr1 (В. џ, , - ) dokazat1: 

(1) а,Ь ~ с ako 1 saтo ako а ~ Ь џс 

(11) а џЬ >с ako 1 sarno ako а >ь.с 

(1) a·b~cvd ako 1 saтo ako а·с ~bџ d 

(11) аџЬ ~C d ako 1 sarno ako а џС ~Б . d 

(i) а = а Ьџа с ako 1 sarno ako с ~ а ~b 

(11) а (а v Ь)· (аџс) ako 1 saтo ako с>а;;;,Ь 

(i) а ~b ako. 1 sarno ako Ь ~ а. 
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Zadatak 5. Neka је U neprazan skup 1 Р(и) njegov part1-

tat1vn1 skup. а .џ. 1 .n" (иn1ја 1 presek) binarne operac1je i 

11 • " (kornplernent. Х' = и\ Х. Х( Р(и) ) unarna operac1ja.Po то

delu 2. cetvorka (Р(и). v , п, ') је Bulova algebra. 

Matr1cu А = [ао] i = 1, •••• п Ј= 1, •••• 1/1. gde su а 

elernent1 skupa Р(и), zoverno Bulova rnatr1ca forrnata rnхn. 

Neka је skup М skup sv1h Bulov1h rnatr1ca forrnata rnхn, а 

11 + 11 1 11 Х binarne operac1je uvedene па sledec1 nас1n: 

А + в 
tle.f 

[ а/ј Ьџ Ј 1, ••• , V ј= т; ј = 

А х В 
tlef 

[а јј п Ьи Ј I = ·1, ••• , 111 ; Ј = 1, ••• , п 

gde su v 1 п operac1je иn1ја 1 presek skupa Р(и). 

Uved1rno unarnu operac1ju па sledeci nасјn; 

ј = 1, ••• , т ј :: 1, ••• , п, 

gde је , 11 unarna operac1ja kornplernent = U'\ а/ј 

Dokazat1 da је cetvorka (М •. + • х • - ) Bulova algebra tj. 

da su zadovoljene aksiorne Bulove algebre 1z defin1cije 1. Napo

minjemo da su prvi 1 poslednji elernent: 
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Zadatak 6. Date эи Bulove algebre 

(В1,Vl,Г'.lt -1), (B 2 ,Vz,nZ' -2)' ... '(В n 'V''' Г'\", -,,). 

Dokazati da је (В, v , п , - Bulova algebra, gde је 

В = В, х В, Х ••• х В п 

х = (Xl,X2, .•• ,X,I)' to jest х СВ ako i эато ako 

'С{1,2, ..• ), а operacije v 

cin: 

,п ,- definisane па slede6i 

",.,. 
(х, v,y" У" ) xv У Х2 V2Y2"" , Х N Vf'I 

хп 
11t'1 

(х, Г\ЈУ', Х,а ntt У Х2 nZY2t ... , У,,) 

Ilt( -1 
_ 2 

-п 

Х (х, , Х2,··· , х п ) • 

i 

na-

Zadatak 7. Dokazati da је (В, + , • , - )Bulova algebra,gde 

је: 

В и, 2, 5, 7, 10, 14, 35, 70) 

х + У NZS (х,У) (najmanji zajednicki sadrzalac) 

х • У NZD (х.у) (najve6i zajednicki delilac) 

х = 70 : х. 

Zadatak 8. U Bulovoj algebri (В. + , • , - ) iz zadatka 7.' 

odrediti ideale, filtre i podalgebre. 

Zadatak 9. Data је Bulova algebra (В. v, п, - ) 

svih Bulovih matrica М formata mxn, gde је 

М = {А r а iЈ ] \ i= 1, ••• , Ј = 1, ••• , /11 ајј 

DOkazati da је (М, + , х , ') Bulova algebra gde је: 

А + В 
(Ief 

[а јј 'Ј Ь.I ] 

А В 
cle' 

[а Iј Ь јј ] х 

i skup 

Е В} • 
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l = l, ••• ,~ Ј.= 1, ••• , т 

а џ,,,''', .-0 operaci'je skupa В. 
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G-LAVA II 

в u L О V А А L G Е В R А L 2 

u чlаУl 1 razmatrana је Bu10va a1gebra па prolzvoljnom ne

praznom skupu В аа najmanje dva elementa. U glavl 11 razmatra 

ае Ви1оуа a1gebra па skupu L2 = {0,1} • Razlog za posebno tretl

ranje Bulove a1gebre па skupu L 2 obrazla!emo slede61m: ona ае 

najvl§e korlstl, а aparat kojl ае odnosl па dvovrednosne promen-

1јlуе је јо§ uvek najsavr§enljl. 

Napomlnjemo da sve teoreme navedene u Bu1ovoj algebrl (В, 

V , . , - ) va!e 1 za Bulovu algebru (L 2 , v, . , - ). U оуој 

glavl pro§lruje ае splsak teorema navedenln u glavl 1. Neke vre

de 1 u Ви1оуој a1gebrl (В, v, . , - ) (vldetl [24), [55}, (571). 
U чlаУl 1 (model 1.) defln1sall аmo па skupu L2 = {0,1} ы-

narne operac1je .v· (d1sjunkc1ju) 1 • (konjunkc1ju) па аlе-

deC!1 nal:ln: 

(1 ) 

(2) 

о v О 

о • О 

О, 

о, 

О v 1 1, 

О • 1 = О, 

1 V О 1, 1 V 1 1 

1 • О О, 1 . 1 1. 

Takodj~ ато def1nlsa11 unarnu operac1ju - (negac1ju)па slede-

61 nalHn: 

(3) о = 1, i = о. 
Bu10vu a1gebru па skupu L2 = {О,1} , gde su uvedene binar-

ne operac1je .v· 1 pomoC!u (1) 1 (2) 1 unarna operac1ja 

lоуа 

pomoC!u (3), zovemo Bu10va a1gebra dvol:Lanog skupa (111 Ви

a1gebra L2). 

S11l:no, ako па skupu S = {а,Ь} uvedemo binarne operac1je е 

1 unarnu operac1ju па slede61 nal:1n 
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Ф а Ь GJ а Ь 

f а а Ь а а а а Ь 

Ь Ь Ь Ь а Ь Ь а 

onda је cetvorka (5, Ф, е, - ) dvoclana Bulova algebra. Prepus

tamo citaocu da dokaze da su Виl0уе algebre (Lz, V, . , - ) i 

(5, Ф, (1), -) izomorfne. 

Iz definicije Bulove algebre (definicija 1., Gl. 1) i nave

denih osnovnih teorema neposredno sled1 da u Bulovoj algebri (L2' 

V, . , - ) za зуе a,b,c~L2 vaze .sledeca. svojstva (identite-

ti) : 

51 (i) avb = bVa (i1) аЬ = Ьа 

52 (i) (aVb)Vc aV(bVc) (Н) (аЬ)с = а(Ьс) 

8 з (i) aV а = а: (ii) аа = а 

5~ (1) avab = а (11) a(aVb) =а 

55 (i) aVbc. (avb) (avc) (11) a(bVc) = abvac 

86 (i) aVl 1 (11) аО О 

57 (i) avO = а (11) а1 = а 
8в (1) aVa 1 (11) -аа = О 

59 (i) aVb аБ (Н) аЬ = аvБ 
= а = а 

511 (i) avab avb (11) a(avb) аЬ 

Za detalje videti [42], [27] , [39] i [55]. 

1. BULOV IZRAZ 

Uvedimo па skupu L2 relac1ju 

=г 
ako је х 'f а 

(4) хCl 

1, ako је х = а, a,xEL z • 

Prema (4) је 
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00 1, 01 = о, 10 = о, 1 1 1. 

Na osnovu (3 ) 1 (4 ) 1таmо: 

(4 ') = О 
х 1 

Х Х Х = 

(4 ' ') ха а 
х . 

Takodje уаН 1 slede6a relac1ja: 

ха а а 
х х а Е L2 

а x~ О а, ВЕ L, f В х а 

(4 "Ј 
а а а 

х u х х а Е L2 

а х В 
а,В Е f В. х u L2,a 

Na ОВПОУи relac1je (4')1 1dent1teta 51(1), 5,(11), 5~(1) 

(11) relac1ja (4", neposredno se ver1f1kuje. Za1sta: 

1 58 

х О х О = 

х l х 1 

ХА х 1 = 
О О 

Х U х 

xlU х 1 

О 
х U х l 

Dogovorno uz1mamo da 

love konstante, а slova 

х Х = Х О 
Х , 

Х Х = Х х 1 , 

Х Х = О, 

х u х = х О 
х , 

XUX = Х х l , 

xUx 1. 

se s1mbo1i О 1 1 1z 

x,y,z, ... koja uz1maju 

skupa L2 zovu Ви

vrednost1 О 1 1 

1z skupa' L2 Bulove promenlj1ve. 

Definioija 1. 

1. BuLoue konstante 0,1 i BuLoue p~omenLjiue х.у.3 •... вu 

BuLoui iа~азi. 

2. Ako ви А i В BuLoui iз~ааi tada ви (А U В), (А'В)' А, в 

Ви Loui iа~азi. 

З. BuLoui iз~ааi ви вато oni simboLi koji ве dobijaju kona

спот p~imsnom 1.i 2. 

Na pr1mer, Bulov1 1zraz1 ви: 
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О, 1, х, у, ZO (jer је ZO = z), ZI, (xv у), (ху), (хХ), 

«XvO)x), «x1)VY). 

Da bismo 1zbegl1 glomaznost, ob1cno uvod1mo konvenc1ju о 

br1sanju spoljn1h zagrada. Tako, па pr1mer, Bulov 1zraz 

«xv о)х) 

jednostavno р1sето 

(х v о)х. 

2. PORМE BULOVIH IZRAZA 

Defini'oija 2. 

(1) Bu7..ovi izrazi 1<.oji nе 

т е п t а r п е k о п ј u п k 

(11) BuZovi izrazi koji nе 

т е п t а r п е d i в ј u п k 

Na pr1mer, Bu1ov1 1zraz1 

sadrze disjunkoiju zovu ве е 7.. е-

о i ј е. 

Badrze konjunkoiju zovu ве е 7.. е-

о i ј е. 

О, 1, х, у, хх, ХХ, xyz, xyz, xyz su elementarne konju

nkC1je,1 а Bulov1 1zraz1 

О, 1, х, у, xvx, xvx, xVy, xv yv z, xvyv z 

su elementarne d1sjunkc1je. 

Definioija З. 

(1) E7..ementarna konjunkoija с u оаnови па promen7..jive 

zove ве k а п о п в k а е 7.. е т е п t а r п а k о п ј u п k -

о i ј а ако Bvaka promen7..jiva Ж k (i7..i nјеnа negaoija xk.k=l • 

•••• n) uzeta јеаnот (i вато оnа) ucestvuje u izgradnji konjunk

оЦе С. 

(11) EZementarna disjunkoija D u оаnови па promenZjive 

zove ве k а п о п в k а е Z е т е п t а r п а. d i в ј u п k -
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с i ј а ако Bvaka promenLjiva x k (iLi nјеnа negacija ~k,k=l, 

•••• n) uzeta вата jednom (i зато оnа) uсезtvuје и izgradnji dis

junkcije о. 

Na primer, elementarne konjunkcije 

xyz, xyz, xyz 

su kanonske elementarne konjunkcije u odnosu па promenljive х,у 

i z, а elementarna konjunkcija ху nije kanonska elemantarna 

konjunkcija u odnosu па х,у i z jer ne sadrzl пl z ni z. 

Elementarne kanonske konjunkcije 

xyz, xyz, xyz 

u odnosu па promenljive х,у i z mogli bismo, prema 

(4 ') pisati 

о о о 
Х у Z • 

relaciji 

uopste, kanonska ele~entarna konjunkclja С u odnosu па pro

menljlve ХI, Х2, ••• 'Хп је oblika 

gde CL ј <: Lz, ј = 1,2, ...... , п .. 

Elementarne disjunkclje 

xvyvz, хџуџ z, xvyvz 

su kanonske elementarne disjunkcije u odnosu па promenljive х,у 

i z, а elementarna disjunkcija хџ у nije kanonska elementarna 

disjunkcija u odnosu па х,у 1 z jer ne sadrzl nl z nl z~ 

Elementarne kanonske dlsjunkclje 

xvyvz, xvyvz, xvyvz 

u odnosu па promenljlve х,у 1 z mogll bismo, prema relaciji 

(4 ') plsati 

Uopste, kanonska elementarna disjunkcija D u odnosu па pro

menljlve Xl' Х2' ••• 'Х п је oblika 

аЈ "'2 CL n 
ХI v X2V· •• V X

N 
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Definiai;ja 4: 
(1) Bulov izpaz ob~ika 

CIVC2V···· VC " 
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gde ви СI 'С2' ••• ,Crelementapne kOn;jUnka,iJe, zove ве d i в ;ј и n

k t i v п а f о р т а (kpace DF). 

(11) Bulov izpaz oblika 

DID2 •• • Dn 

gde ви DI,D2, ••• ,D r elementapne dis;junkai;je. zove ве k о п ;ј и -

п k t i v п а f о р т а (kpace KF). 

Na pr1mer, Bulov1 1zraz1 
- - - - - -х Vxyv xyz, xv xyz vxyz, xyV xyzv xyz...; х 

su d1sjunkt1vne forme, а Bulov1 1zraz1 

. x(XVy) (xvyvz), x(XVyvz) (xvyvz), x(YVx) 

su konjunkt1vne forme. 

Definiai;ja 5. 

(1) Dis;junktivna 'орта 
m 

zove ве kanonska disjunktivna nopmalna 'орта (kpace KDNF) и od

пови па ppomenl;jive :l:1,:l:2, •••• .:I: n ' ako ви CI,C2, ... ,C ... ,kanonske 

elementarne kon;junkaije и odnosu па promenl;jive :1:1':1:2' •••• :l:п. 

(11) Konjunktivna forma 
m 

-1 IDI 
1=1 

zove ве kanonska kon;junktivna nopmalna 'орта (kpace KKNF) и od

пови па promenljive :l:1,:l:2, ••. ,:l: n, ako ви DI,D2, ... ,D m kanonske 

elementapne disjunkaije и odnosu па ppomenljive :l:1,:l:2, ••• ,:l:n. 

Na pr1mer, Bulov1 izraz1 
- - -xyzv xyzv xyz ...;xyz, xyzv xyz, xyz vxyz vxyz 

su kanonske,d1sjunkt1vne normalne forme u odnosu па promenlj1ve 

х,у i z, dok Bulov 1zraz 
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xyzvxyzv ху 

nije kanonska disjunktivna norma1na forma u odnosu па promen1ji

уе х,у i z jer konjunkcija ху nije kanonska e1ementarna kon

junkcija u odnosu па promen1jive х,у i z po§to ne sadrzi ni z 

ni z. 

Bu10vi izrazi 

(xvyvz) (XVYvz), 

jesu kanonske konjunktivne norma1ne forme u odnosu па promen1ji

уе х,у i z, dok Bu10v izraz 

(XVyvz) (xvyvz) (XVY) 

nije kanonska konjunktivna norma1na forma' u odnosu па promen1ji

ve х,у i z jer disjunkcija xVy nije kanonska ~lementarna di

sjunkcija u odnosu па promen1jive х,у i z po§to пе sadrzi ni z 

ni z. 

3. NEКE TEOREМE О NORМALNIM PORМAМA 

п 

Oznacimo sa L2 direktni proizvod п skupova L 2 , tj. 

п puta 
п 

Direktni proizvod L 2 је skup uredjenih n-torki 

п 

odnosno L 2 

(аl ,а2, ... ,а ), 

ј = 1, ••• , n., 

1 = 1, ••• п }. 

,. п ri 
postoji 2 raz1icitih uredjenih n-torki u L2 , tj. skup L2 

sadrzi 2" e1emenata. OVо se neposredno utvrdjuje jer svaka kom

ponenta а ј ,I=I,2, ••• ,", moze imati jednu od vrednosti О i1i 

1, te imamo varijacije sa ponav1janjem od dva e1ementa n-te kla· 

se. 

Na primer, skup 
п 

L 2 = L 2 xL 2 = {( о , О), (О, 1), ( 1 , О), О, 1) } 

ima 22 4 e1ementa (uredjene dvojke) . 



ntllova algcb.·a 35 

Skup 
3 

L2 = L2XL2XL2 = 
{(О,О,О) ,(0,0,1), (0,1,0), (0,1,1), (1,0,0), (1,0,1), (1,1,0) (1,1,1)} 

1ma 23 = 8 elemenata (uredjen1h trojk1). 

postoji 2 n pa&Zi~itih kanonskih konjunkaiJa obZika 

аl а2 а n п 

(5) Zl Z2 "'Zn' (al,a2,"" аn>Е L2 , 

оаnовnо 2 n ра& U~itih kanonskih disjunkaija obUka 

(6) 
аl а2 ·а n " 

Zl U Z2 V ••• ж,ј~. (alta2, ••• #an)EL2 , 

gde ви i&pa&i dati и (4) (1Н (4~». 

Doka&. Kako svaka konjunkc1ja obl1ka (5), odnosno d~sjurik

с1ја obl1ka (6), sadrzi вуе 1zraze 

а ј 

Х ј , аl Е{О,l}, 1= Ј, ••• ,n 

to prema relac1j1 (4~) 1тато varijac1je за ponavljanjem od dva 

elementa n-te klase, tj. 2" konjunkc1ja, odnosno d1sjunkc1ja. 

Ppimep 1. Za promenlj1ve х,у postoj1 22 = 4 kanonsk1h ko

njunkc1ja obl1ka (5), tj. 

1Н 
-

х у , х у, х у, х у, 

odnosno 22 = 4 kanonsk1h d1sjunkc1ja obl1ka (6), tj. 

111 
xuy, xvy, xvy, xuj. 

Творета 2. 

(1) Disjunkaija evih kanonekih konjunkaija obZika (5) јва

naka је l~ tj. 
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<l \ СХ, U Х\ Х2 (7) 

(1 Е L~ 

(11) Kanjunkcija svih kanonskih disjunkcija ob~ika (6) jed-

nakaje О, tj. 

'-1 
(1\ (12 (1 

(Х\ VX2 V ••• vx п) = О, (8) 

<l EL~ 
п 

gde је (1= ((1\ •••• • аnЈ. 

Dokaa. 

п 

(1) Neka је (В\,В 2 , •• 'Вn ) Е L 2 1 

E\(B\,Bz, •.• ,B
n

) ='--.)81(1\ 

ђ 

Postoj1 2 kon}unkc1ja obl1ka (5) (teorema 1). Konjunkcije 

(а) 

imaju, па osnovu re1acije.(4), vrednosti О (11 1, tj. 

= 
{

1, ako 
(11 (12 <Хn 

8\ В2 •• 'Вn 
О, ako 

је (В\, ••• ,Вn)=(О\""'Оn) 

Prema tome, postoj1 samo jedna konjunkc1ja obl1ka (а) koja је 

jednaka 1 ; па osnovu '1dentiteta av1 = 1 sled1 da је (7) 1spu

njeno. 

• 
(11) Neka је (81,82, ••• ,B n )EL 2 1 

1---1 (Х\ (Х2 <ХN 
(8\ V82 v ... vBn ). 

(1n Е L~ 

Postoji 2 disjunkcija oblika (6) (teorema 1). Disjunkcijf 

(Ь) 
(х I (12 (xn 

в \ V в 2 V ••• V Bn ' 

imaju, па osnovu relacije 
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Prerna tome, postoj1 saтo jedna d1sjUnkc1ja obl1ka (Ь) koja је 

jednaka О ; па osnovu 1dentiteta а.О = О sled1 da. је (8) 1ари

njeno. 

P:rime:r 2. 

Na osnovu Teoreme 2. pro1z11az1: 

(1) Za promenlj1ve Х,У је d1sjunkc1ja sv1h kanonsk1h konju

nkc1ja jednaka 1, tj. 

- - --
XYvXYVxyvxY. = 1. 

Za1sta 
- -xYVxYv.xyvxy 

(11) Za promenlj1ve х,У је konjunkc1ja sv1h kanonsk1h d1s

junkc1ja jednaka О, tj. . - - --(xvy) (XVy) (xvy) (xvy) о. 

Za1sta 

(XvY) (xvy) (xvy) (XVY)=(XVyxvxyVYY) (XVyxvxYvYY) 

(xvx(YVY» (xvx(YVY»= (xvx) (xvx) = хх = О. 

Teo:rema 3. 

(1) Konjunkcija та koje dve :rав~iёitе kanonake konjunkcije 

ob~ika (5) jednaka је О, tj. 

аl а2 а n 131 132 I3 n 
(11:1 11:2 ... l1:n )(11:1 11:2 ••• l1: n ) = О , 

gde је 
п 

, (131,132'"'' I3n)E L2 , 

(аll а 2,· .. ,а n ) 'i' (1311132 , ... , I3 n ) • 

(11) biajunkcija та koje dve :rаz~iёitе kanonake diajunkcije 

obZika (б) jednaka је 1, tj. 

{Јав је 

а 1 а 2 аn 131 13 2 13 п 
(11:1 V 11:2 V ••. Vl1: n • )V(I1:J Vl1:2 V ••• Vl1: n )= 1. 

п 

(I3Ј,I321""l3 n ) EL2 
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Dokaa. 

(i) Neka је 

Tada postoji bar jedno ј 0< ј< п) tako da је <х Ј .;. В Ј • Na 0-

snovu relacije (4"') је 

О. 

Koriste6i identitet а'О = О imamo da је zadovoljeno (*). 

(11) Neka је 

(<Хlt<Х2,""<Х n ) -f (В1,В2,''''В'')' 

Tada postoji bar jedno ј (1< ј < п) tako da је <х ј #< В}. Na 0-

snovu relacije (4"') је 

<Хј Вј 
ХЈ VXJ =1. 

Koriste6i identitet aV1 = 1 imamo da је zadovoljeno (**). 

OVim је teoreтa dokazana. 

Primer З. Za promenljive x,y,z postoji 8 razli~itih kon

junkcija oblika (5), odnosno 8 razli~itih disjunkcija oblika (б). 

Ро teoremi З. konjunkcija та koje dve razli~ite konjunkcije оЬ

lika (5) jednaka је О, а disjunkcija та koje dve razli~ite dis

junkcije је 1. 

Na primer, 

(xyz) (xyz) О 

jer је 

ХХ = О , 

а 

(xvyvz)V (xvyvz) 

jer је 
-

Х vx = 1. 

Теогета 4. Svaki Bu~oџ iaraa koji sadrzi neke od promen~ji

vih Х1 ••••• Х п тоге ве transformisati и KDNF (odnosno KKNF) u 0-

dn08U па promen~jive Х1 •• • •• Х п • 
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Dokaz. Neka је Е Bulov 1zraz. Коr1stеб1 svojstva Bulove 

algebre, dat1 1zraz Е mо::!еmо transform1sat1 u D~(odnoвno КF) '0 

·Ako је . Е Ьаз KDNF (odnosno KKNF) dokaz је zavrsen. Aka.1zraz Е 

n1је KDNF (odnosno KKNF) onda postoj1 bar jedna elementarna kon

junkc1ja С (odnosno elementarna d1зјunkс1ја D ) kojan1je ka

nonska elementarna konjunkc1ja (odnosno kanonska elementarna d1-

sjunkc1ja) . 

Ako konjunkc1je с' (odnosno d1sjunkc1ju D' )ne sadr::!e pro-
-menlj1vu х 111 х mo::!emo.p1sat1 

с ~ = с' (х v х ) = с' х v с' х 

111 

D~ = D' v(x х) = (D'vx )(D'vx). 

Prema tome, svaka konjunkc1ja (odnosno d1sjunkc1ja) то::!е ве 

transform1sat1 u KDNF (odnosno KКNF) о 

Pl'imel' 4. Transform1s1mo Bulov 1zraz 

xVy 

za promenlj1ve х,у u KDNF. 

(1) xvy xlvy1 (1dent1tet S6 (11) ) 

(2) х (YvY) vy (xvx) (1dent1tet S8 (1) ) 

-(3) xyvxy l.JYXVYX {1dentitet 'S5 (11) ) 

(4 ) xyvxyvxy (identitet1 S1 (1) i Sэ (1) ) • 

Pl'imel' 5. Transformis1mo Bulov 1zraz 

х(уџz)v xz 

za promenlj1ve x,y,z u KDNF. 

(1) х (yvz) ч,хz=хуvхzvхz (1dent1tet S5 (11.) ) 

(2) ху (zvz)v xz (УVУ)Ч xz (YVY) (1dent1tet1 S7(11) 1 'S8 (1) ) 

- -(3) xyzvxyz vxzyvxzyvxzyvxzy (1dent1tet ~5(11» 

- -(4) = xyz Vxyz vxyz vxyz (1dentitet1 S1 (1) 1 S, (11) • 

Pl'imel' 6. Transform1s1mo Bulov 1zraz 
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u KКNF. 

(а) (1) 

(2) 

(3) 

(Ь) (1) 

(2) 

(3) 

(4 ) 

к .Gi Iczan - В. Latillovic 

xvxy 

xvxy 

а) za promenlj1ve х,у 

Ы za promenlj1ve x,y,z 

(xvx) (xv у) 

1 (xvy) 

xvy 

xvxy .. xvy 

(1dentitet 

(1dent1tet 

{1dent1tet 

(1dent1tet 

55. (1» 

58 (1) ) 

57 (11) • 

(а) ) 

(xvy)v zz (1dent1tet1 57 (11) 1 

({xvy)vz) (xvy)vz) (1dent1tet 55. (1» 

(xvyvz) (xvyvz). 

S8 (11) ) 

Primer 7. Transform1§1mo u ККNF u odnosu па promenljlve х, 

у, z Bulov izraz (xv у) (xv у) z. 

(xvy) (XVy)z=(xvyvzz) 6cvyvzz) (zvxxVyy) 

=(xvyvz) (xvyVz) (XVyvz) 6cvyvz) 

({zv х) (zv х) \..оо уу) 

=(XVyvz) (xvyvz) (XVyvz) (xvyvz) (zvxvy) 

(z vx vy) (z vxvy) (z vxvy) 

=(xvyvz) (XVyvz) (XVyvz) (XVYvz) (XVyvz) 

(XVyvz ) • 

Teorema 5. BuLov iaraa Е је KDNF u odno8u па promenLjive 

Жl.ХZ •• "'Хn ako i 8ато ako је iaraa Е KKNF u odn08U па promen

Ljive жl.хz •• •• 'Жn ' 

Dokaa. Ako је lzraz Е КDNF onda је svaka konjunkclja, koja 

u~eBtvuje u 1zgradnji izraza Е, elementarna kanonska konjunkc1-

ја, to jeBt 

E=V аl az a n 
Хl xz " .xn ' 

аЕн 



gde је MCL~ 

Tada је 

BuIova aIgcbra 

а] а2 _ an 
Х] Х2 •• 'Xn 

Коr1stеб1 zakone de Morgana 1 relac1ju (4 ) 1mamo: 

I~-I (11 а2 а2 
Ё (Х1 VX2 V ••. V?,2 ). 

(a.l, ... ,a2)ЕМ 
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Obrnuto, neka је 1zraz Е KКNF. _Onda је svaka d1sjunkc1ja, 

koja u~estvuje u 1zgradnj1 1zraza Е, elementarna kanonska d1s

junkc1ja, tj. 

Е=-I I а1 а2 an -
(Х] VX2 v ••• VXn ), 

gde је 

MCL~ 

Tada је 

а 1 а2 a n 
(Х1 V X2 V •.• VXn ) 

(а 1" •• ,an ) Е. м 

Kor1ste61 zakone de Morgana 1 relac1ju (4 ) 1mamo: 

_ а] а2 an Е = V (Х]- Х2 •. ,-xn ). 

(а 1, ••• , an ) Е м 

Ov1m је teorema dokazana. 

P~ime~ 8. Neka је 

Е .. xyzvxyz vxyz 

Izraz Е је nap1san u КDNF za promenlj1ve x,y,z. Tada је 

Е '" (XVyvz) (xvyvz) c;ёVyvz) 
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tj. Е је napisan u KKNF u odnosu па promenljive x,y,z. 

Iz ranijih primera mogli smo zaklju~iti da је za neki Bulov 

izraz jednostavnije napisati KDNF nego KКNF. Teorema 5. olakAava 

nam konstrukciju za Bulove izraze. Оа Ывmo Bulov izraz Е tran

sformisali u KКNF radimo slede6e: 

(1) Izraz Е transformi§emo u izraz Ё. 

(2) Izraz Е napi§emo u KDNF. 

(З) Konstrui§emo negaciju za KDNF izraza Ё. На osnovu te

oreme 5. dobijamo KКNF za izraz Е. 

Primer 9. Transformi§imo u KКNF u odnosu па promenljive х, 

y,z Bulov izraz Е = (xvy) (Xvz). 

О) Е 

(2) Е 

(З) Е 

Koriste6i teoremu 5. imamo: 

(xvY) (xvz) = xyvxz 

xy{zvz) vx{yvy)z = xyzvxyzvxyzvxyz 

(XVyvz) (X"vyvz) (XVyvz) (xvyvz) = Е. 

ZADACI: 

Zadatak 1. TransformiAimo u КDNF u odnosu па promenljlve х, 

у i z Bulove izraze: 1) x{yvz), 2) xvyz, З) x(yvi) ,4) (x,\-Iy) 

(XVy) 'У z). 

Re§enje: 

1) x{yvz) xyvxz 

xy(zvz)vxz{YV1) 

-xyz v xyz v xyz v xyz 

xyz vxyzvxyz, 

2) xvyz x{yvy) (zvz)vyz{xvx) 

- - -xyz vxyzvxyz vxyzvxyz vxyz 

- -xyzv xyzv xyzvxyz vxyz, 

х V{y"cz) 

xvyz 



x(yvY) (zvz)Vyz{xvx) 

xyz v xyz v xyz v xyz v xYz v xyz 

- -xyzvxyzvxyzvxyzvxyz, 

4) (xvz) (XVY) (yvz)=xyvxyzVyzVxyzvxz 

=xy(z vz) VxyzVyz (xvx)V xyz vxz (YVy) 

=xyz v xyz vxyz vxyz Vxyz ;xyz vxyz vxyz 

- -=xyzvxyzvxyzvxyz • 
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Zadatak 2. Transformisimo u KKNF u odnosu па promenljive х, 

у i z Bulove izraze: 1) ХС;У, 2) x(yvz), 3) yvzvxyz. 

Resenje: 

1) XVY ху 

2) x(yvz) 

(XVYY) (YVXX) 

(XVY) (х VY) (yvx) (yvx) 

(xvy) (xvy) (xvy). 

(XVyyvzz) (yvzvxx) 

(xvYYvz) (xv yyvz) (yvz vx) (yvz х) 

(XVyvz) (XVyvz) (XVyvz) (XVyvz) (XVyv z ) 

(yvzvx), 

3) yvz vxyz 

(xvYVz) (XVYvz) (XVyvz) (XVyvz) (xvyv z ). 

(yvzvx) (yvzVyz) 

(XVYVz) «yvz)v(yvz» 

xVyvz. 

Zadatak 3. Transformisati u KDNF i KKNF sledece Bulove iz-

raze: 

1) xvyx za promenljive х,у 

2) ху za promenljive x,y,z 

3) (XVy)z za promenljive x,y,z 

4) xVyz za promenljive x,y,z 
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za promenljive x,y,z. 

2adatak 4. Transformisati u KKNF u odnosu па promenljive х, 

У sledece Bulove izraze: 

У, 

Es ху, 

Е з = x(xvY), 

Ео = xvy. 

xvy, 

2adatak 5. Dokazati iledece identitete: 

1) (1) xyvxzvxyzvxyz=xyvxz , (11) (xvy) (xvz) (xVYvz) 

2) (i) xyvxzvYZ-Z(хvУ} , 

3} (i) xYvyzvxyvxyz=xvz, 

4) (i) xyvxzvyzvxyz=xvyvz, 

5} (i) xyvxyvxy=xvy, 

б} (i) xyv xyv xy=xvy, 

7} (i) xvx(yzvvzvv}vyv=l, 

В} (i) (xvyvz}vvyvvx'vxyzv 

coxvyv',:, 

Zadatak б. Dokazati da је 

.(XVyvz)=(xvy) (xvz), 

(Н) (XVy) (xvz) (YVZ}=ZL'XY 

(Н) (xv у) (yv z) (zv У) 

.(xvyvz}=xz, 

(Н) (XVy) (xvz) (yvz) 

.(xvYvz)=xyz, 

(Н) (XVY) (xvy) (XVy)=xy, 

- - --
(Н) (xv У) (xvy) (xv У) =ху, 

(Н) (x(xv(yvzvv)zv) (yvv)=O, 

(Н) (xYZVV)(yvv)x 

.(XVyv ZVV) =xyv. 
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G L А V А П! 

в U L О V Е F U N К С! Ј Е 

U glavi III razmatr~ju ае funkcije ~ijisu i dr~ginal1 i 

slike element.t skupa {О.,1} • Zovu ве Bulove funkcije. О Bulov1m 

funkcijama u та kojoj Bulovoj algebri ~italac mойе v!4eti [1Ј, 

(55] • 
Pored opsteg razmatranja Bulovih funkcija u algebri (L2,V, 

• , - ) u ovoj glavi ае govori i о specijalnim Bulovim funkci

јата: simetri~nim i alternativnim. 

Ovde ае posebno razmatra moguбпо~t pisanja Bulove funkcije 

рomобu Bulovih izraza u raznim formama. 

1. DEFINICIJA BULOVE FUNKC~JE 

Definicija 1. РZOflВ Zi1<avanje f е1<ира L~ (dizofl1<tni pzoo.iavod 

L2X L2X."X L2) u в1<ир Lz. u oanaci' 

f : L~+, L2 

aovemo Bulova fun1<cija (videti. (52], [54Ј, [55]). 

Вulove funkcije пај~еsбе zadajemo tablicama·il~ Bulovim iz

razima. 

Pzoimezo 1. Bulove funkcije f,q,h·date su slede6im tabli~; 

% I Н") х l' g{x,y) х у z h(x,y,z) 

О 1 О О Q О О О 1 
1 О О 1 1 О О 1 1 

1 О 1 О 1 О 1 
1 1 1 О 1 1 1 

1 О i О 
.} (1..1 ·1 
1 1 О Ј. 
1 1 1 ·1 



?M~r~r 2. Bulove funkcije [" [ 2 , f, date su slcde6im Bulo

vim izrazima: 

f 1 (х) х, хС L2; [ 2 (х,у) = xvy, 

(х,у) (L~; f J (X,y,Z) = xvyvxz, (X,y,Z) CL:, 

gde su binarne operacije .v· (disjunkcija), .. ' (konj,;'Ckcija) i U

narna operacija (negacija) definisane па skupu L. (glava I, 

model 1.) 

P~imer 3. Date su slede6e Bulove tunkcije 

f Ј (х, у) = ху, 

• (х,у)( L.; 

Ј 

(x,y,z)CL •. 

Odgovaraju6e tablice datih funkcija su: 

WF 
х у xvY [. (х ,у Ј Х·У f Ј (х,у) 

О О О О О 1 О 
1 1 О 1 О О 1 

О О О 1 
О О 

х у z Х·У z f,(x,y,z) 

О О О О 1 1 
О О 1 О О О 

О 1 О О 1 1 
О 1 1 О О О 

О О О 1 1 
О 1 О О О 

О 

О 

Iz ovog primera vidimo da za svaku Bulovu funkciju,datu Ви-

lovim izrazom, mozemo formirati odgovaraju6u tablicu, koristeci 

tablice za disjunkciju, konjunkciju i negaciju, kao i svojstva 

Bu)"'. е algebre (L2' V, • , - ). 

Vazi i obrnuto. Svaku Bulovu funkciju, datu tablicom, moze

то predstaviti Bulovim izrazom (videti teoremu 2., teoremu 3. i 

teoremu 4. оуе glave) . 
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2. NEКE TEOREME О BULOVIM FUNKCIJAМA 

Теореmа 1. Врој razZicitih BuZovih funkcija оа п promenZji

vih је 2
2n 

Dokaz. Kako u skupu L~ postoj12n raz11c1t1h n-tork1,1 sva

koj n-torki rnozerno pr1druz1t1 заrnо jednu od vrednost1 О 111 1,to 

irnаrnо var1jac1je за ponavljanjern od dva elernenta klase 2n • Nj1-
п 

hov broj је, kao sto znarno 22 • 

Primer 4. Postoje cetir1 raz11c1te Bulove funkc1je за jed-

nоrn prornenlj1vorn. Dajerno 1h u sledecoj tablic1: 

х f1 (х) f2 (х) f з (х) f4 (х) 

О О О 1 1 
1 О 1 О 1 

Funkcije f1 (х)=о i f4 (х)=1 zovu зе konstantne Bulove funk-

с1је. Funkcija f 2 (x)=x zove зе ident1cna funkcija ( direktna ) ,а 

funkcija fэ(х)=х kornplernentarna (indirektna). 

postoji sesnaest razlicitih Bulovih funkcija od dve prornen-

ljive. Dajerno '1h u sledecoj tabl1c1: 

х у f 1 f 2 f з f 4 f 5 f 6 f 7 f e f 9 f 1 О f 11 f 12 f 1 э f 14 f 15 f 16 

О О О О О О • О О О О 1 1 1 1 1 1 1 1 
О 1 О О О О 1 1 1 1 О О О О 1 1 1 1 
1 О О О 1 1 О О 1 1 О О 1 1 О О 1 1 
1 1 О 1 О 1 О 1 О 1 О 1 О 1 О 1 О 1 

Najcesce koristirno sledece: f2, f1, { е , fJ,f 10, f H 1 f l5 • 

Dajerno u sledecern spisku nj1hova irnena i иоЫсајеnо oznacavanje: 

f 2 (x,y)=xy funkc1ja i:. fkonjunktivna funkcijaJ 

f 1 (x,y)=x 61 у funkcija ekskluzivno ili ( aZternativna funkcijaJ 

f 8 (х,у) =хџу funkcija ili (disjunktivna funkcijaJ 

f
9 
(х,у)=хту funkcija niZi { Lukasijevic!eva funkcijaJ 

f 1 О (х,у) = х<=>у funkcija ekvivaZencije 

f 1~ (х,у)=х=>у funkcija imp Zikacije 

f i 5 (х,у) =x.L у funkcija ni {$eferova funkcijaJ. 
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Teorema 2. Za та koju Bи~oии funkciju 

f L~" L 2 

иаи jednakost 

аl a n 
f(xI""'xn ) =~) f(al, ... ,an)x "'Xn ' 

aEL~ 

(1) 

(tj. funkc1ja mo~e bit1 predstav1jena u KDNF). 

Dokaa. Ozna~imo desnu stranu jednakost1 (1) ва F(XI""'Xn ) 

tj. 

" \ Ј С11 (Јп 
(2) F,(K1, .. ·,Xn ) ="-.-/ f(alt •.. ,an)xl "'Xn ' 

а Е L~ 
Zamenom n-torke (al, ..• ,a ) Е L~ u re1ac1ju (2) 1mamo 

п 

Konjunkc1je 

(3) 

imaju, па osnovu relac1je (4) (glava II), vrednost О 111 1, tj. 

{1, ако је (al' .•• ,an ) 

О, ако је (al, ••• ,an~ ~ (al, ••• ,(lo)· 

Zna~i, postoji saтo jedna konjunkc1ja (3) која је jednaka 1. 

Na osnovu svojstva 

1'f(a) = f(a), O·f(a)=O, Ovf(a) 

gde је а = (al, ••. ,a
n
), 1таmо 

(4) F(al, •.. ,an ) = f(all ... ,an }· 

f (а), 

Како је re1ac1ja (4) zadovo1jena za вуаки n-tcrku 1z L
n 

pro-
2 

izilazi da је 

F(Xlt .•. ,Xn ). = f(xI""'xn ), 

ра је 1spunj"na re1acija (1). Ovim је dokazana teorema 2. 

Teorema 3. Za та koju Bи~oии funkciju 
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vali jednakost 

(1 ') f (х l' ••• 'Хп ) 
,-, ii7 ап 

= (f(a1t ••• ,an)VX1V ... VXn) 

aEL~ 

(tj. funkc1ja mo~e bit1 predstav1jena u KКNF). 

Dokaz. Ozna~1mo desnu stranu jednakost1 (1') ва Р(х ""'Хп ) 

tj. 

п 
Zaтenom n-torke (аl"" ,ап ) Е L2 

u re1ac1ju (2') ~mamo 
.;. 

-- а а 

F(aJl ... ,an )=' I (f(al, ... ,an)Val~ ... vanR.)· 

'а EL~ 

D1sjunkc1je 

(3' ') 
аl ап п 
аl V ... џ ап ' (а1, ... ,ап)Е L 2 , 

1mаји, па osnovu re1ac1je (4) (чlауа 11), vrednost О 111 1, tj. 

а {1, ako 
п . 

. .• џап = 

О, ako 

Znac1, postoj1 вато jedna d1sjunkc1ja (3') koja је jednaka 

О. 

Na овП9уи svojstava 

f(a)VO = f(a), f(a)V1 = Ј", f(a)'1 = f(a), 

gde је а = (аl,а2, ... ,ап), !тато 

(4') F(a1,a2, ... ,an) = f(a1t a 2, ... ,an )· 

Kako је re1ac1ja (4') zadovoljena za svaku n-torku 1z L~ 
pro1z11az1 da је F(x) а f(x) ра је 1spunjena relac1ja (l').Ov1Ш 

је dokazana' teor~a 3. 
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Primer 5. Bulove funkcije f 1 , f 2 , f э , f., fs i f. date su 

slede6im tablicama: 

х f 1 (х) Х У f 2 (х,у) f э (х,у) f. (х,у) 

О 1 о О О 1 
О О 1 1 О 1 

1 О 1 1 1 
1 1 1 1 О 

х У z fs (x,y,z) f6 (x,y,z) 

о о о о 1 
О О 1 О 1 
О 1 О О 1 
О 1 1 О 1 
1 О О 1 
1 О 1 1 

О О 
О 

NapiAimo KDNF (odnosno KKNF) datih runkcija. 

Na osnovu teoreme 2 i tablica, KDNF datih funkcija su: 

f 1 (x) = Uf 1 (o.)·x(}. 

О. Е L2 

f 2 (х,у)= U f2 (0.,B)x(}.yB=f 2 (о,о)хОуО, Ј f 2 (о, l)хО у l V f 2 (1,о)х 1 у О 
(0., В) С L~ 

Vf2(1,1)Xlyl=0.XOyO V 1·XOylV1.XlyO V 1·х 1 у l 

=xyvxyvxy. 

Sli~no, za funkcije f" f., f s , f., imamo: 

f э (x,y)=l.xOyOv O.XOy 1V 1·X 1 yOv 1·X 1 y l= Х yvx yvx у, 

f.(x,y)=l.XOyOv 1.XOylV1.XlyOVO.Xlyl=X yvx yv Х у, 

f 5 (х, у, z) =0. хОу О z О v О. х Оу О Z 1 V О. хОу 1 Z °v О. хОу 1 Z lv 1. х 1 уО Z О 

v 1· х 1 У О z 1 V 1. х 1 У 1 Z О V 1. х 1 У 1 Z I =х У z v х у z V х у z 

v х у z, 

f. (х, у, z) =, xyz vxyzv xyzV xyzv xyzv xYz. 

Na osnovu teoreme 3. i tablica, KKNF datih funkcija su: 



./ЈlIlоуа algcb,"a 

f,(x) =п (fJ(a)l...Ix
a

) 

а t L2 

(Ivxo ) (Dvx J ) (11...1 х) (01...1 х) = (11...1 х) (01...1 х) 

1 (01...1 х) = OV"~ Х, 

f 2 (х,у) =П(f(а,(3)Јхаvу~) 
(а,(3) Е L~ 

=(f(O,O)v xol...lYo) (Ј; (О,Ј)I...I X°I...lYl) (f (1,0)I...IХ 1 ,.Ј уО) -

(f(I,I)vX1vy l) 

=(ovxvy) (lvxvy) (IVxVy) ( 11...1 х 1...1 у) 

=(OVxvy) О, I xVy) (11...1 xvy) (11...1 х 1...1 у) 

=(xvy)·I·I·1 = xvy. 

Slicno, za funkcije f э , f., f s imamo: 

f э (х,у) (ll...lxOvYO) (OI...lXrvYl) (IVX1 V yo) (1I...1X1 vY1) 

(11...1 xvy) (Ol...lxVY) (IVXVy) (IVxvy) 

(IvxVY) (ovxvy) (11...1 Х 1...1 у) (11...1 Х 1...1 у) 

1· (х 1...1 у) ·1·1 = Xl...ly, 

(lvxo~)yO) (IVXO vy1) (IVX1vyO) (OV;IV y1) 

(lI...lXVY) (11...1 х 1...1 у) (11...1 Х 1...1 у) (Ol...lxl...ly) 

(11...1 хИу) (11...1 XI...i у) (11...1 xvy) (01...1 х 1...1 у) 

1·1·1 (XVy) = XVy, 

f s (х,у ,z) = (О I...IХо 1...1 yOv;-О) (01...1;°1...1 y0l...l ;1) (01...1 ;01...1 у1 1...1;0) 

(01...1;01...1 y1v~) (11...1 ;I VY
OV ;-0) (11...1 ;IVyOV;I) 

(11...1 X1vy1v ;-O) (IVx1V у1 V~l) 

=(OVxVyvz) (OVXVYl...lz) (OVxVyvz) (OI...lXI...lYI...IZ)· 

1·1·1·1 

=(xvyvz) (xl...lyl...lz) (Xl...l у 1...1 z) (Xl...lyvz). 

п 

51 

Teorema 4. Ма koja BuZova funkcija f : L2 ~ L2ea- promen-

Zjivim Xl, ••• ,X
n 

тозв biti predetavZjena ротоl!и dil1junkcije i nв

gacije. оаnовnо konjunkcije i negacije. tj. 

-~ 

I 
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(i) f (К 1 , ••• ,Кп) 

Dokaa. 

I~-I аl а 
I (rТci) . к 1 ••••• х п). 

п п 
а Е L 1 

\ Ј а 1 а 
"--,,,f(а)Кl • ••• ·Х n 

п п 
а ELI 

\_Јпс;:)vк~lv ... vx:n 

аЕ L~ 

1

-- аl аn 
(f (a)V КI V •.• VKn ) 

aEL~ 

(teorema о KDNF) 

(svojstvo а=а) 

п 

(svoj stvo ~ =! K i 

(teorema о KKNF) 

\--, аl аn I I (f(a)Vxl V ••• VK
n

) (svojstvo а=а) 

а EL~ 

Teorema 5. Skup 8utovih funkciJa 

F = {f\f : L~ ~ L } 

п 

(svojstvo V К1. 
ј=1 

(svojstvo ~=a). 

па kome ви UРеЈеnв binarne operaciJe .v· i •. i unarna operacija .-" 
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па ~Zededi na!in: 

(D1J (f 1V f 2) х '!еГ U (f 1 (а) V f 2 (а) )х
а 

аЕ L~ 

gde је 

(Х1"" 'Xn) =х, 

jeste BuZova aZgebpa. 

а 

=х, 
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Pot~ebno је pokazat1 da ви zadovoljen1 aks1om1 1z def1n1c1-

је Bulove algebre (def1n1cija 1. gl. I). 

Dokaz. 

(В1)(1) (flVf 2)(x)=U (f1(a)vf 2 (a»xa 

а CL~ 
(def1n1c1ja (D 1» 

= U (f2(a)vf 1 (a»xa 

aEL~ 
(zakon В1 (1» 

'" (f 2 v f 1) (х) (def1n1c1ja (D1», 

(В2) (1) «flv f 2)Vfз)(х)= U «f 1 (а)vf2(а»Vfз(а»ха 

аЕ L~ (def1n1c1ja (Dl» 

U (f1 (a)v (f 2 (а)vf з (а» )ха 

аЕ L~ (zakon В2 (1) ) 

.. (f 1 V (f2 Vf з·» (х) (def1n1c1ja (D ». 

Na s11can nac1n proveravamo vazenje aks10ma Вl(11), В2(11) 

iz detin1c1je 1. (gl: I), а takodje 1 aks10me Вз (1) 1 ВЗ (11) • 

Prv1 element О 1 poslednj1.element I suokonstantne Bulove 

funkc1je, gde za svako х Е L~ , 

О(х) = О 1 I(x) = 1. 

(В4) (1) (fvO) (х)= U (f(a)vO{a»xa (def1n1c1ja (Dl» 

аЕ L~ 
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(zakon в,(1» 

f (х) (def1n1c1ja (Dl». 

S11~no зе proverava vazenje aks10na в,(11). 

(В 5 ) (1) (fVf) (х) = V (f(Cl)vf(Cl»XCl 

cl Е L~ 
(defin1c1ja (Dl» 

VxCl 

П 
cl Е La. 

(zakon В5 (1» 

I(x) (teorema 2(1), gl. 

ПЈ· 

S11~no ве proverava vazenje aks10ma В5(11). 

Zna~1, skup F = {flf : L~ + L 2} jeste Bulova algebra. 

З. SIМETRI~NE BULOVE FUNKCIJE 

DefiniciJa 2. Butovu funkciju z = f(x), 

зоvето в i т е t r i с п о т Butovom funkciJom ako i вато ako 

је 

f(Xl'X2""'X) = ft x 1 'Х1 ""'Х1 ), 
п 1 2 П 

за svaku permutaciJu (Х 1 "",x i ) promentJivih Xl,'" ,xn 1 п 

Primer 6. Bulove funkc1je 

BU s1metr1~ne fUnkclje. 

э 
Хl V Х2VХЭ, (Хl,Х2,Хэ)Е L2, 

XIX2 VX2Xl VXIXl' (Х! 'Х2 ,Х3) Е L~, 

Х"lХ2,VХ2ХIUХзХl:1 (Xl'XZ'X,) (L:, 

Tako, па pr:Lmer; za permutac1 ju 

( 

Хl Х2 Х'), 
tj. (Хl +Х2 ,Х2+Хl ,Хз+Х 3) 

Х2 Хl Х3 
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f)(Х2'Х)'ХЗ), 

X)X2V Х2ХЗV хзх) 

Dokazimo da је f э (Х) 'Х2 ,хэ) = f э (Х2 ,х) ,хэ) • 

Zaista 

f э (х) ,х 2 ,х Э ) ~ (х ) V х 2) (х 2 V Х з) (х э V х) ) =х ) х 2 Х Э V х) х 2 Х Э , 

f э (Х2 ,х) ,хэ) =(Х2 V х) (х) V хэ) (хэv Х2) =Х)Х2ХЭV Х)Х2ХЭ· 

Dakle fэ(Х),Х2'ХЭ) = fЭ(Х2tХ),Хз)· 

Slicno se dokazuje i za ostale permutacije. 
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Теореmа 6. Ako 8и f i g 8imetriane BuZove funkaije оnЈа 8и 

i fvg, f·g,f 8imetriane funkaije, gde је 

(fv g) (х) (/-! f (х) v g (х) , 

(f·q) (х) .I!!:! f(x) ·g(x), 

f (х) d<! [(х) 

za svako х 

Dokaz. Neka su f i g simetricne funkcije, tj. 

f(x) f (х. , ..• ,х. ), 
1.) 1.

n 

g(x) = g(x. , •.• ,x
i 

) 
1.) П 

za svaku permutaciju (х. , .•• ,х. ) promenljivih Х)' ••• Хn • 
1.) 1.n 

Tada 

imamo 

(fvg) (х) f(x)vg(x) 

f (х. , ... ,х. ) v g (х. , ... ,x i ) 
1.) 1.n 1.) п 

(fvg)(x. , ••• ,х. ), 
1.) 1. n 
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(f • g) (Х) f (~) . 9 (Х) 

f(x i "",xi )'g(x i "",xi ) 
1 п 1 П 

(f.g)(x
i 

, ... ,Х. ), 
1 l.n 

f(x) = f(Xl, ..• ,Xn ) = f(X
i1

"",X
i 

) 
п 

OVim је dokazana teorema 6. 

4. ALTERNATIVNE FUNKCIJE 

f(X i ""'X i ). 
1 п 

Na strani 47.naveli smo tablicu §esnaest Bulovih funkcija 

od dve promenljive. Medju njima i alternativnu funkciju 

f (х,у) = Х Е8 У, 

koja se ~esto koristi u praksi. Ona је data izrazom Х Е8 У u ko

те figuri§e jedna specijalna binarna operacija Е8 па skupu L2 (ta

kozvano sabiranje ро modelu 21 kra6e mod. 2). Navodimo јо§ jed

пот tablicu alternativne funkcije (videti [36Ј, [44] ). 

Х У х Е8 У 

О О О 
011 
1 О 1 
110 

Na osnovu teoreme о KDNF i KKNF izmedju operacije Е8 i оре-

racija v postoje slede6e veze: 

V
E8 

(i) Х Е8 У x'Yv Х·У 

(Н) х Е8 У (xvyHxvy) 

(iii) xvy х,у Е8 х Е8 у. 

Definicija 3. 10 Konstante 0,1 i promenljive х.у.а." .skupa 

{О,1) ви alternativni izгазi. 

20 Ako ви Л i в alternativni izrazi tada ви 

л Е8 В, Л'В, Л, В alternativni iзгаzi. 

з0 А lternativni. izгазi ви вато oni simboU ko' 

ji ве dobijaju konacnom primenom 1 0 i 2~ 
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Pr~mBr 7. A~tBrnativni iaraai ви: 

О,. 1, х, х, х • у, х • у, (х. у)х 1td. 

Na 08nOVU veza V.(1) 1 V.(111) svak1 alternat1vn1 1zraz је 

1 Bulov 1zraz,1 obrnuto. Prema ovom т1 uvek mozemo govor1t1 о Bu

lovom 1Zrazu. 

х $ У 

х • у 

B1narna relac1ja • 1та slede6a svojstva: 

S.1. х • у = у • х 

Si2 • х • (у • z) (х • у) • z 

Ве'" {1~ . х • О .= х (11) х • 1 = х 

S.4. (1) х е х = 1 

В.5. х(у • z) = ху 

S.6. х • у = х • у 

-S.7. (1) х • у = х 

S.8. Хl.Х2 ••••• xn 

В';. ХI.Х2$ ... $Хn 

Dokaz1: 

у • х 

х УЏК У 

у хџу х 

у • х 

(11) х • х О 

• xz 

• у (11) х • у = х • У 

хl.х 2 •.••• хn 
Хl.Х2." '.Хn 
............ 
Хl.Х2.' • ··;сn 

хl.х 2$ .•.• хn ' za n=2k. 

(veza V. (1) ) 

(komutativnost za V 1 • ) 

(veza V$(i». 

х • (y$z) ,= (х.у) $ z 

х. (y$z)=x. (yz Vyz) 

=x(yzVyz) vx(yzVyz) 

=x(yzVyz)vx«yvz) (yvz» 

(vezaV.(i» 

(veza V$ (i» 

(zakon1 de Morgana) 



58 

=xyz vxyzvx (yzVyz) 

=xyz vxyz vxyz vxyz 

=(xyvxy) z v(xyvxy) z 
, 

=(XYvxy)ZV«XVY) (xvy»z 

= (ку v ху) z v (ху v ху) z 

= (xyvxy)$ z 

=(х 81 у) $ z 

(zakon d1st~1butivnosti) 

(zakon distributivnosti) 

(zakoni asoc. 1 dlst~.) 

(zakoni distrubucije) 

(zakon1 de Morgana) 

(veza V8/(i» 

(veza V$(i». 

х8/0=х 

х 81 О 

х $ У 

х $ У 

х ЕВ У 

x·Ovx·(j (veza У$ (Ц) 

х' 1 (svojstva а·О = О i (ј 1 ) 

= х (zakon а'! = а). 

Sli~no se dokazuju svojstva 5813' (11), 5$4. (i), 5$4. (11) i 

х 81 У 

- -
х yv x У 

х yvx У 

х Yvx У 

х 81 У 

х $ У 

х yvx У 

(XVY) (XVy) 

х yvx У 

х yvx у 

= х $ У 

(veza V 81 (1) ) 

(identitet а = а) 

(zakon komutativnosti) 

(veza V$(i» 

(zakoni de Morgana i а=а) 

(zakon1 distr. i В, (i)) 

(1dentitet А = а) 

51i~no se dokazuje svojstvo 5$7. (11). 

1=1, ... ,п 
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Neka је 

Kako operac1ja $ zadovoljava zakone asocijat1vnost1 1 komu

tat1vnost1 1тато 

Dakle, 

l:$x1 
}=I 

Х 1 $ g l' 1=1,2, ... ,n. 

Х1 ЕВ g 1 (svojstvo 8$7. (1». 

OV1m је svojstvo 8$8. dokazano. 

Teorema 7. Za та koju BuZovu funkaiju f 

jednakost 

f(XI, ••• ,X) = ~$f(a)iICa 
п п 

аЕ L 2 

vali 

(tj. funkcija moze bit1 .predstavljena pomo6u sabiranja ро modulu 

2, konjunkc1je 1 negac1je). 

Dokaz. 

f(x) = V f(a)xa 

aEL~ 

Ov1m је teorema dokazana. 

Primer 8. Za Bulovu funkc1ju 
3 

f : L 2-+- :r;.2 

datu tabelom 

(teorema о KD 

NF) 

а f3 (svojstvax ·х 

=0, a"f3 1 х$О 

=х). 
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ро 

A
1 

А2 
Аз 
А4 

К .Cilczan - П. LЗlillОV;С 

х у z f (х,у ,z) 

О О О 1 
О О 1 О 

О 1 О О 
О 1 1 1 
1 О О 1 
1 О 1 О 
1 1 О 1 
1 1 

teoremi 7. је 

f(x,y,z) xyz 18 xyz 18 xyz 18 xyz 18 xyz, 

5kup Lz ва binarnim operacijama .18· (sabiranje ро mod.2) i 

• (konjunkcija) jeste polje u oznaci (L z , 18, . ). 

Za svako x,y,z( L va~e aksiome polja: 

х 18 У = У • х (svojstvo 5181) 

х • (y.z) (xlily ) 61 z (svojstvo 5612) 

х 61 О = х (svojstvo 518з (i)) 

Za svaki хЕ L је x6lx=O (svojstvo 5614 (Н))· 

5kup Lz'{O} jeste, u odnosu па binarnu operaciju •• 0 (kon -

junkcija) komutativna grupa. 

А5 ху = ух (komutativnost konjunkcije) 

Аб х (yz) (ху) z (asocijativnost konjunkcije) 

А7 Х·! = х (svojstvo jedinice) 

Ав Za svaki xELz'{O} је х·х=! 

Zadovoljen је distributivni zakon konjunkcije prema sabira

nju ро mod. 2. 

А9 х (y6lz) ху 111 xz (svojstvo 5615) 

(yl8z) х ух IВ zx. 

5kup L~ nad poljem (Ll' 18, ) jeste 11nearni prostor u od-

nosu па binarne operacije sabiranje i тno~enje skalarom, gde је 

х + у 

ах 
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Za svaki x,y,z Е L~ i а,е EL vai!:e aksiome linearnog pro-

stora 

Р· х + У = У + х 1 

Р2 
Р з 
Р4 
Ps 

Рб 

Р7 

х + (y+z) 

х + О х, 

х + х О 

l·x = х 

(а·В) ·Х 

а· (Х+У) 

(Х+У) + z 

gde је 0=(0, ••• ,0) 

а (В-х) 

а·х + а·у 

РВ (а$В)х = а·х+В·х. 
Dokaz. 

Р 1 х + У ~ (X1$yl, ••• ,Xn$Yn) 

(Yl$Xl, ••• ,Yn$xn ) 

Р2 Slicno ве dokazuje koriste6i asocijativnost рс mod. 2.) 

(хЈ $ О, ••• , xn $0) 

(x1' ••• 'xn ) 

= х 

х + х = (ХЈФХЈ, ••. ,х $х ) 
. п п 

(О, ••• ,0) 

о. 

Slicno ве pokazuju svojstva Ps ' Рб' Р7 i Рв· 

61 

Primer 9. Neka su Vj = (0,1,1,0) i V2 = (1,1,0,0) vektori 

prostora L~. Tada је 

(О $ 1~ 1 $ 1, 1 Ф О, О $ О) - (1,0,1,0) 

(0·1, 0·1, 0·1, 0·0) (0,0, О, О) 

(1·0, 1·1, 1·1, 1·0) (0,1,1,0) 
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Definicija 4. Vektori V1 ,V 2 , ••• ,v
m 

га m>l ви linearno га

visni ako ров toji С1. •• СХ. Е L2, tako da iz 
) ) 

+СХ V = О 
т т 

proizilazi СХ ј ~ О. 

Definicija 5. Vektori V1 ,V 2 , ••• ,v
m 

га m>l ви linearno nе-

zavisni ako га Bvako СХ ј , СХ ј ( L2, iz 

CXIV1+ CX2V2+ •.• +CXnvm = О proizlazi СХl=СХ2="'=СХm=0 

Primer 10. Vektori 

(1,1,0,0), У2 = (1,0,1,1), VJ = (1,0,1,0), v. (1,1, 0,1) 

iz prostora L~ su linearno zavisni. Zaista lz 

СХ. (1,1,0,1) 

(0,0,0,0) 

i jednakosti vektora proizi1azi da је 

Jedno od re§enja ovog sistema jeste сх,=l, СХ2=1, ех,=l ех.=l, §to 

је 1ako proveriti. Dakle, ро definiciji З., vektori У" V2, у, 

i v. su linearno zavisni. 

Primer 11. Vektori 

(0,0,0,1), V2 = (0,0,1,0), v, = (0,1,0,0), v • (1,0,0,0) , 

• iz prosto'ra L 2 , su 1 f Тlearno nezavisni. Zaista iz 
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+a~ (1,0,0,0) 

=(0,0,0,a1)+(0,0,a20)+(0,a,0,0)+(a~,0,0,0) 

= (О, О, О, О) 

1 jednakost1 vektora pro1z11az1 da је a~=O, а,=О, а2=0, ~1=0, ра 

su vektor1 Vl, V2, vз 1 v~ 11nearno nezav1sn1; 

Definicija б. Вкuр tinea~no neaavisnih vekto~a Vl, ••• ,Vk ia 

L~ aovemobaaa p~oeto~a L~ ако ги аа evaki х EL~ vektol'i X,Vl, 

•.• ,vk ~inea~no aavisni. 

Jedna baza prostora L~ su vektor1 

е! (1,0,0, ••• ,0) 

е2 (0,1,0, ••• ,0) 

.................. 
еn - (0,0,0, ••• ,1), 

jer se .svak1 vektorx=(x1 , ••• ,X
n

) 1z L~ mo~e pr1ka~at~ kao 11-

nearna komb1nac1ja 

х = xlel+x2e2+ ••• +Xnen. 

Za1sta, 

х = x 1 (1,O, ••• O)+Xz(O,1, ••• ,O)+ ••. +x
n

(O,O, ..• ,1) 

= (хЈ ,О,· ••• ,0)+(0,х 2 , ••• ,0)+ ••• +(О,О, ••• ,хn ) 

(·хј$ О 81 ••• 81 О, О 81 х2$ ••• $ О, ••• 081 О 81 ..... x
n

) . 

(Хl·'Х2' ••• 'Хn ) . 

Prime~ 12. Ska1arn1 pro1zvod vektorax=(1,1,O,O,1) 1 у 

(1, 0,1,1,1) vektorskog prostora L~ је 
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<х,у> = 1·1 • 1·0. 0'1 • 0·1 • 1"1 ~ 1 • о. О • Q • 1 О. 

SkaZarni. proi.lIvod < х,у > J.ma slede~a svojstva: 

1 о <х,у>;;;'О 

20 <х,у> ~ <Уо,х> 

]0 <x,y+z> = <х, у> + <x,z> 

<x+y,z> • <x,z> + <y,z> 

40 а<х,у> = <ах,у> = <х,ау> 

.Altо је <х/у> - Q ka!emo da аи vektorl Х 1 У ortogona1nl. 

Pod skupov 1 

svakl Х Ем 1 

ZADACI: 

м 1 N 

svakl 

skupa 

УЕ N 

п 
L2 zovu ~e ortogonalnl ako је 

<х,у> .. О. 

za 

Zadatak 1. Postojl 2' razll~1tlh Bulovlh funkc1ja f : L~+L2 
(tabllca па stranl (7). Nap1satl kanonske dlsjunktlvne norтalne 

forme, odnosno kanonske konjunkt1vne normalne forme za funkclje: 

nOkazatl da ае dobijenl lzraz1 za funkclje f7, f" fl0, f 10 1 

f ls mogu trвnsform1sat1 u 81ede~e veze: 

Х • у 

хТУ 

-x'yv Х'у, 

xvy, 

Х<=>У = x'yvx'y, 

Х=>У xvY, 

Х1..У х·у. 

Zadatak 2. Data је Bulova funkclja f:L:+L281ede~om tabllcom: 

Х У z 

о о Q 
Q О 1 
Q 1 Q 

011 
1 О Q 
1 Q 1 
110 
111 

f (х, у., z) 

о 
1 
1 
1 
О 
1 
1 
1 
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Kor1ste61 KDNF dokazat1 da је fLк,y,z) 

Resenje: Kanonska d1sjunkt1vna nor.malna 

f (х,у ,z) =xYZvxyZvxYZVXYzvxyz vxyz 

Kor1ste61 zakone Bu'love algebre, mozemo p1sat1 

f(x,y,z)=xz (YVy)vyz (хџх) vxz (YVY)VYZ{xvx) 

xzvyzvxzvyz 

z(xvx)vyzVyz 

zvY(Zvz) 

zvy. 

Zadatak з. Date su Bulove fUnkc1je fз, f2, f з , 

bl1com 

х у z f з f 2 fз f~ f 5 

О О О О О О О О 
О О 1 1 О 1 О О 
О 1 О 1 О 1 О 1 
О 1 1 1 О 1 О 1 
1 О О О О 1 О 1 
1 О 1 1 1 1 О 1 
1 1 О 1 О 1 О 1 
1 1 1 1 1 1 1 1 • 

а) Nap1sat1 KDNF 1 KKNF -za date funkc1je. 

Ь) ОоЬ1јеnе KDNF 1 KКNF transform1sat1 u obl1ke 

f 1 (x,y,z) yvz f 2 (х,у, z) x·z 

f з (х,у,z) xvyvz f~ (x,y,z) xyz 

f5 (x,y,z) = xvyvZ. 
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је 

v 
f~, f 5 ,С 'ta-

Zadatak 4. Ako su х 1 У Bulove promenlj1ve 1 opera-c1je 

11 => П, .1 <~> 11 date vezama 

х=>у хџу 

х<=>у хуџху(6ёџ у) (хџу) = х<=>у) 

dokazat1 da је 

а) 1. х =>х .. 1 

2. «х=> у) => х) => Х 1 
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З. 

4. (х=>у)=> ({y=>z) => (x=>z)) 1 

6. х => (у =~ х) 

7. {х=> (у =>z)) => ({х=>у) => (х=> z)) 1 

В. х => (у =>(х=>у)) = 1 

Ь) 1. х<=> Х = 1 

с) 

d) 

е) 

2 (х<=> у).<=> (у <=>х) 

З. (х <=> у) <=> (К<=> у) 

1. (х=>у) (y=>z) => (x=>z) = 1 

2. (х<=>у) (у <=>z) =>(x<=>z) = 1 

З. (х <=>У) <=> (х =>у)'{у=> х) = 1 

1 • (х=>у) (y=>z) <=>(x=>z) = xyvxz.vxzvyz 

2. (х<=> у) (у <=>z) <=> (х=> z) = xyvxzvyz 

1. х<=>у х<=>у 

2. х <=>у х <=>У х<=>у 

З. (x<=>y)<=>z = х <=>{y<=>z). 

Zadatak 5. Dokazatl veze: xVy=x=>y, х·у=х=>у, х,у С L2. 

Zadatak 6. Dokazati identitete: 

(х =>у) => Z 

(x=>y)=>z 

х => (y=>z), 

x=>{y=>z), x,y,Z(L2' 

Zadatak 7. Dokazatl veze: 

v Х 1 = ;(1=> (~2=> (XI=> .,. =>(Xn_1=>Xn ) •.. )), 
1=1 

п 

-llx
1 

1=1 

XI=> (Х2=>{Х'=>'" ~>(x =>Х ) ••. )), n-1 n. 

-n--
-1 1 Х 1 
1=1 



Вlllо,'" algcbra 

Zadatak 80 Dokazat1 da ве та koja Bulova funkc1ja f 

аа promenlj1v1m х ,ooo,x
n 

moze nap1sat1 u obl1ku 

(1) f(x)= u аl а2 an - 1 . an 
f (а) => (х] => (Х2 => о о о => (xn - 1 => ~n ) о о о) ) 
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(11) f (х) = 
_ аl а2 а1'l_1 an I (f (а) => (ХI => (Х2 => о о о => (xn - 1 => x n ) о о о» ) 

а EL~ 

Zadatak 90 Dokazat1 da зе та koja Bulova funkc1ja moze pr1-

kazat1 ротоси negac1je 1 impl1kac1jeo 

Zadatak 100 Dokazati 1dent1tete: 

10 f(x) = Xof(l)vX of(O) = (xvf(O) (xvf(I» 

2 о f (х) v g (х) 

30 f(x)og(x). 

(х f(l)vx'f(0»v(g(1)xvg(0) х) 

«f(1) vg(I»x v(f(O) vg(O»x) 

(f(1)xvf(0)x) (g(l)XVg(O)x) 

(f(1) og(l)x) v(f(O) og(O)x) о 

Zadatak 110 Dokazat1 identltete: 

10 x
1
f(x) xif(Xl,000,x1_1,I,x1+1'000,xn) 

20 x
1

f(x) X1f(Xl,000,xi_l,0,x1+1'000,xn) 

30 x
i 

vf(x) = Х1 vf(xl,000,x1_1,0,xi+l'000,xn) 

4 о x
i 
vf (х) = X1vf(Xl,000,x1_1,I,x1+1'000,xn), 1=1, о о о ,п о 

Zadatak 120 Dokazat1 1dent1tete: 

10 f(x) = xif(xl,000,x1_1,1,x1+1'000,xn) 

Vx1f (х], о о О ,Хј,_1 ,О 'х1+1 ' о о о ,xn ) , 1=1, о о о ,по 

20 f(x) = (x1~f,x],000,.x1_1,0,x1+1'000,xn» 

30 f (х) 

о (Х1 vf ех ј , о о о 'Х1_1 ,1,х1+1 , о о о 'Xn»' 1=1, о о. ,по 

X1X1+1f(X],000,X1_1,1,1,X1+2'000,xn) 

vX1X1+1f(X],000,X1_1,liO,x1+2"00,Xn) 
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V;{i x i+1 f (х,' ... ,x1_ 1 ,0,1,xi +2 ,··· 'Хn) 

VXiX1+1f(Xl, ... ,xl_1,0,0'X1+2, ... ,Kn), i=1, ... ,n. 

4. f (х) (х 1 х i+ 1 V f (К 1 , ••• ,х i -1' О , О 'К 1 + 2 ' ..• 'Х n ) ) 

• (К i ;{i+1 V f (х 1 , ••• ,K i - 1 ,0,1, Xi + 2 ' ... ,Кп) ) 

• (Х i К 1 + 1 V f. (х 1 , ••• ,х 1- 1 ' 1 , О , К i + 2 ' ••. К п) ) 

· (X i ;{1+1 vf(XI, ... ,K1_1,1,1'X1+2, .•. Kn», i=1,2, ... ,n 

Zadatak 13. Ako је К $ У = z, onda је 

1. х $ z У 

2. У $ z = К 

3. х $ У $ z = О , dOkazati. 

Zadatak 14. Neka је 

Рn = (Е(к)!Е(к) Ua хсх} 
сх 

ех (L~ 

to jest, Рn је skup Bulov1h funkclja u KDNF. Dokazatl da је skup 

Рn па pOlju (L 2 , $, . ) 11nearni prostor u odnosu па binarne 0-

peracije sabiranja i mnozenja skalarom, gde је 

f (К) +g (К) 

kf(K) 
II~I [Ј (). 

'-../ kacx'x , 

CX(L~ 

а ,,$" i "." sabiranje 1 mnozenje ро mod. 2. 

2adatak 15. Data је Bulova funkc1ja 

f(K,y)=f(O,O)xY$f(O,l)KY$f(l,O)KY$f(O,l)XY; 

transformisati је u baze: 

в I = {l, к, у, ху} 

В Ј = {1, к, у, ку} 

В 2 = {l, к, у, ху} 

В.= и, х, у, ;{у} 

Resenje za bazu В. је f(x,y)=f(O,O)$(f(l,O)$f(O,O»x 

$ (f (О , 1) $ f (О , О ) ) у$ (f ( 1 , 1) $ f (О , 1) $ f ( 1 , О ) $ f (О , О) ) КУ. 
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G L А V А IV 

в U L О V Е Ј Е D N"A е I N Е 

1. О BULOVIM JEDNAeINAМA 

Sada бето op1sat1 Bulove jednac1ne (1 nejednac1ne) u Bulo-

voj algebr1 (L2 , V', ',' - ). Def1n1c1je 1 neke teoreme 

'jednac1nama, koje ovd~,1z1a~eтo, mogu se pros1r1t1 па 

Bulovu algebru. Za detalje v1d1 (39), .[55Ј .. 

о Bulov1m 

bilo koju 

U ovoj glav1 se daju neke metode za resavanje Бulоvе jedna

C1~e. Detaljn1je је obradjena metoda sukces1vn1h elim1nac1ja ko

ја se cesto kor1st1 u praks1. Obradjene su alternat1vne jednac1-

ne kao spec1jaln1 slucaj Бulоv1h jednac1na. 

Definicija 1. Ako ви .А(Хl,'" ,xn ) 1 Б(х! ,' ••• ,хn ) Bu~ovi is

l'asi, gde Ьаl' jedan od njih sadl'si pl'omen~jive Хl"" ,x
n 

skupa" L2, 

tada ве jednakost 

(1 ) 

80Ve BuZova jednaaina. 

Pl'imel' 1. Ako su х,у 1 z .1z skupa L2,tada BU jednako'st1 

х V1 = 1, (XVy)·z = О, (xvz)xy = (xVy)·z 

Бulоvе jednac1ne. Medjut1m, jednakost1 

1VO=1, (lvO).l=l, (lV1)'0 О 

n1su Бulоvе jednac1ne. 

Vektor а =(аз, ••• ,ап) skupa L~ zove зе part1kularno resenje" 

Бulоvе jednac1ne (1) ako је 

А(а) Б (а). 
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Skup svih partikularnih re§enja Bulove jednacine (1) zovemo 

skup re§enja jednacine. АКо sa R oznacimo skup re§enja Bulove 

jednacine (1),unda је 

R = {ех I А (ех) 

to jest 

Prime!' 2. Skup re§enja Bulove. jednacine хџу = 1 је 

R = {(О, 1), (1,0), (1,1)}, gde (х,у)( R. 

АКо је R prazan skup onda Ka~eтo да је Bulova jednacina 

nemogu6a. Тако, па primer, jednacine х·О = 1, (хџу)·О = 1 su 

nemogu6e. 

Definicija 2. Ako ги А(ХЈ' ••• 'Хn ) i В(ХЈ, ••• ,Хn ) 8u~ovi 

iz!'aai,gde Ьа!' јеааn od njih sadrii p!'omenljive ХЈ' ••• 'Хn skupa 

L2,tada ге !'elacija 

(2) A(XJ, ... ,Xn)<B(Xl, ••. ,X
n

) (111 А(ХЈ, ••• ,Хn ) 

;;;;. В (Х Ј , ••• , Хn ) 
гоџе 8и~oџa nejedna~ina. 

Skup R је skup re§enja Bulove nejednac1ne (2) ако је 

R = {ех I А(ех) = В(ех),·ех Е L~}. 

Prime!' 3. Skup re!ienja Bulove nejednac1ne x·y~ 1 је 

R {(О,О), (0,1), (1,0), (1,1)}, gde (х,у)Е R, 

jer је 0<1, 1~1 (glava I, deflniclja 3.). 

Definicija 3. Оџе 8и~oџe jedna~ine (nejedna~ine) Јl i Ј2 ги 

ekvivalentne ako i гато ako ге jedna~ina (nejedna~ina) ЈЈ то!е 

t!'ansformisati па jedna~inu (nejedna~inu) J2kona~nom 

Bu~ovih aksioma (teo!'ema) i ob!'atno. 

Prime!' 4. Jednaclne 

у·х 

jesu ekviva1entne. 

y·tyvz ) 

О 

p!'imenom 

Za1sta, 1z jednaclrie (ЈЈ) тo~emo lzvest1 jednac1nu (Ј 2 ): 
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(J1 ) (х.у) .х у. (YVZ) {jedna~1na (Јl » 

(Кј) (XVy) 'х у. (y.z) (zakon1 de Morgana) 

(Kz ) - (у.у) ,z x·xvy·x (zakon1 d1str1buc1je 1 

asoc1jac1je) 

(К] ) OVY'x O·z (zakon1 а·а = О) 

(Ј2 ) у·х = О (zakon1 avO =а,а·О=О). 

Jedna1!1ne (Јј), СК1), (К2), (К]) 1 (Ј2) su ekv1valentne. 

Teol'ema 1. Bu~ova jednacina А = В је ekviva~entna 
jednacinama 

A'BVA'B = О (11) (AvB). (AVB) = 1. 

Dokaz. 

(1) (l) А=В ako 1 samo ako А "'В 1 В< А 

(glava I, teorema 9.) 

(11) 

-
(2) A~B 1 B~A ako 1 saтo ako А·В=О 1 В·А=О 

(glava I, teorema 10., (Ts) (1» 

(3) А'В=О 1 В·А=О ako 1 saтo ako A.BVA·B=O 

(glava I, teorema 2.) 

(1) А=В ako 1 samo. ako А '" В 1 В<А 

(glava I, teorema 9.) 

(2) A~B 1 В ~A ako 1 saтo ako AVB=1 1 BVA=1 

(glava I, teorema 10., (ТsЏ11» 

(3) AvB=1 1 AvB=1 ako 1 samo ako (AvB). (AvB)=1 

(glava I, . teorema 3.). 

BuZovim 

Pl'imel' 5. Ро Teoreml 1. Bulova jedna1!1na ху vz=x је ekv1-

valentna Bulovoj jedna1!1n1 (XVy)zx v(xyvz)x=o,odnosno, Bulovoj 

jedna~1n1 «XVy)zvx) «xyvz)vx) .. 1. 

Teol'ema 2. BuZova nejednacinq А ~B је ekvivaZentna BuZovim 

jednacinama 

(1) А·В" О (11) AVB = 1 

Dokaz. 
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(1) (1) А",В ахо 1 вато ахо В'А=-А (glava 1, te.oreтa 8.) 

(2) А·В В (А'В) (zaтena А ва А.В u (1) ) 

(3) А·В А(В·В) (zaxoni asoclj acije 1 хо-

mutaclje) 

(4) А'В = А·О (zakon -
х·х = О) 

(5) А'В = О (zakon х·О - О). 

(11) (1) А-<В ахо i вато ахо AvB=B (glava 1, deflnlclja 2. ) 

(2 ) AVB AV(AvB) (zamena в ва AvB u (1) ) 

(3) AvB = (AvA)v в (zak.on asocijacije) 

(4) AvB 1vB (zakon xvx = 1) 

(5) AvB 1 (zakon xv1 1) • 

Primer 6. Ро teorem1 2. Bulova nejedna~1na xvy";;;x jeate е

kv1valentna Bulovoj jedna~1n1 ()cvy)x =- О, Оdnозnо Bulovoj jed

nalHn1 x·Yvx = 1. 

Teorema 3. (1) Sietem Bu~ovih jedncii5ina А1 = 0,1 Е.О, ... ,п} 
·n 

је ekvivalentan га Bulovom јеdnабinоm '-1 А1 = О. 
1=1 

(11) Sietem Bu~ovih jednaiHna А1 = 1, 1Е{1, ... ,n} је ekvi-
п 

!Jalentan га Bulo!Jom jednai!inom /-/А! = 1. 
1=1 

Dok.az teoreme 3. pr01z11az1 1z genera11zac1je 1skaza: 

х = О 1 У = О ak.o 1 sщnо ako х vy=O 

odnosno, 

(glava 1, teorema 2.), 

х - 1 1 У = 1 ako 1 зато ako Х·У = 1 (glava 1, teorema 3.). 

Primer 7. S1stem Bulov1h jedna~1na 

xyvz О 

(x'vz)у О 

xvy О 

ро teorem1 3. (1) је ekv1valentan Bulovoj jedna~1n1 

(xyvz) v (xvz\v v(~Vy) = О. 
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S1stem Bulov1h jedna~1na 

xyvz 1 

(xl;)z)y 1 

-xVy 1 

ро teorem1 з. (11) је ekv1valentna Bulovoj jedna~1n1 

(XYVz) (XVz)y· 6сџу) - 1. 

Pr1rodno ае name6u slede6e posled1ce ОУ1ћ teorema: 

PoeZedioa 1. Sietem BuZovih j.dna~ina 

А1 = В1 , 1 8 1, ••• ,n, 

је ekvivaZentan BuZovim j.dna~inama 
п _ _ 

(1) V (А1В1ЏА1111 )=О (11) 
1=1 

(posled1ca teoreme 1.1 teoreme з.). 

п 

П (А1 џВ1 ) (A
1

UB1 )=1 
1=1 

PoeZedioa 2. Sietem BuZovih n.jedna~ina 

А1 < В1 , 1 = 1, ••• ,n 

ј .. ek-vivаZеntаn ва В" Zovim jedna~inama 

(11) 

~posled1ca teoreme 2. 1 teoreme з.). 

7З 

Prema оуот, s1stem Bu~ov1h jedn~~1na 1 nejedna~1na uvek ае 

тo~e svest1 па jednu Bulovu jedna~1nu. 

p:rime-zo 8. S1stem Bulov1h jedna~1na 1 nejednalS1na 

xyuz = х 
xuyz = у 
xvzy yvxz 

yuxz < х 
па оаnоУи teoreme 1.(1) 1teoreme 2. (1) је ekv1valentan s1stemu 

(XUy)zx v(xyuz)x - о 

x(yuz)yv(xvyz)y =< о 

_x(ZUY) (yvxz) u(xuzy)ycXvz) .. о 

Cvvxz)x .. О 
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odno8no 818temu 

xyzvxz .. о 

XyzvxY - о 

xyzvxyz .. о 

ух .. о. 

Dobijen1 s18tem jedna~1na је, па osnovu teoreme з. ekv1va

lentan Bulovoj jednaiHn1 

(xYzvxzl V(~zvxYl v<XyzvxYzlvyx .• о 
odnOBnO Bulovpj jedna~1n1 

- - -xyzVxyzvxYvXYvxz - о. 

n4kle, B1stem Bulov1h jedna~1na 1 nejedna~1na ро xl' .•• 'xn 
је ekv1valentan Bulovoj jednae1n1 

(3) A(x" ••. ,xnl - О, 
п 

qde.je (Х" ••• 'Хnl 1z 8kupa Lz. Kako ве, па osnovu teoreme о 

ItDNF, svak1 Bulov lzraz A(xl' ••• 'x 1 mo!e.transform1sat1 u KDNF 
п . 

A'(XI, ••• ,xnl to 81ed1 da је jednaelna (3) ekv1valentna jedna~1-

n1 

{ 41 

qde је {а1 , ••• ,аl ,Ем, 
I I 

М = {(а 1 , .•. а1 IIa1 1 
I I 1·· • п 

Teorema 4. Skup re'enja Butovih jedna~ina (~) је L~\M, gde 
је skup м i~ (.41. 

Ooka~. Neka је (el, ••. ,en ) part1kularno reienje jedna~1ne 

(31 1 neka fe,f ••• ,enIE М. Кako BU jednae1ne (з) 1 (4)ekv1balen

tne to је A'(eJ, •.. ,en~ .. О, odnosno 

Kako (eJ, ••• ,enIE м to postoj1 jedna jed1na konjunkc1ja u (51,ta

ko da је 
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= ~. 

Ostale konjun~c1je u (5) su jednake nu11. Dakle A'(e~, ••• ,en)-l, 

ito је u suprotnost1 за ~1пјеп1соn da su jedna~1ne (3) 1 (4) е

kv1valentne. Prema ovome, part1kularno reienje (e~, ••• ,en) ~ М, 
odakle sl,ed1 (е.1, •..• ,еп ) Е L~' М ito је.1 trebalo dokazat1. 

Primer9. Nadjlno skup reienja Bulove jedna~1ne 

(xuy)zux(yuz)vx = о. 

Datu jedna~1nu то!ето, па osnovu teoreme о КDNF, transform1sat1 

u ekv1valentnu jednalHnu 

xyzv xyzv xyzv Xyz V xYz = О, 

odnosno '. 

qde је 

м = {(1 ,.~ ,·1), (1,0,1)·, (1,1,0) , (0,1,1) , (1,0,0)}. 

Dakle, skup reienja date jedna~1ne је 

R = L;\M - {(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0)}. 

Lema 1. Svaka BuZova jedna~ina 

(6) A(Xl'.~.Xn) = О 

је ekvivaZentna BuZovim јеdnаёinаmа 

1 = 1,2, ••• ,n. 

Dokaz leme 1. је neposredan. 

Teorema 5. Jedna~ina (6) је mogudaako i вато ако 

А (ХЈ, ••• ,х1_1 ,1 ,Х1+1 , •.•• 'Хп ) ·А (ХЈ, ••• ,Х1_1 ,0 ,Х1+1 , • ~ • 'Хп ) =0, 

1=1,·2, ••• ,п. 

Dokaa. Neka је (q.1 ..... ,~) reiienje jedna~1ne (6). Na osnovu 

leme 1. «(1.1' ••• '(12) је reienje 1 s1stema (7), to jest 
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1.cl,2, •.. ,n. 

Ро teorem1 з. s1stem (8) је ekv1valentan ва s1stemom 

(9) 

A(al, ••• ,a1_1,0,a1+1, ••• ,an)a1=0, 1=1,2, ... ,n, 

а ро teorem1 2. (1) s1stem (9) је ekv1valentan ва s1stemom~edna

~ina 

to jest s1stem (9) је ekv1valentan ва sistemom nejedna~1na 

(10) A(al' .... ,a1_1'1,a1+1; •.• ,an)<A(al, •.• ,a1_1'0' 

Na 08nOVU teoreme 2. slstem nejedna~lna (10) је ekvivalentan за 

slstemom jedna~ina 

А (al , ••. , а 1- 1 , 1, а1+ 1 , ••• , аn ) • А (al , ... , а 1 - 1 ' О, а 1 + l' ••• , a n ) =0 

1=1, •.• ,n. OV1m је teorema 5. dokazana. 

Pl'imBl' 10. Buloli: jednac1na 

ьёхv(Ьvс)х = О, 
gde BU Ь 1 с konstante 1z Bkupa Lz је mogu6a,jer је, ро teo

rem1 5., ьё(ьvс) = О dok Bulova jedna~1na 

асхv(ьvё)х = О 

n1jeuvek mogu6a jer је ас (bv ё) аЬс. 
Na osnovu leme 1. jedna~1na 

(11) А(х) = О 

је ekv1valentna jednac::1n1 Atl) .xvA(O).X О, to jest 

( 12 ) ах\..} Ьх = О, 

gde је А(1) = а 1 А{О) = Ь. 
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Teol'eтa 6. Нека је jednaiHna (12) тO(Jut!a. to j •• t, nека је 

а·ь'· О.Тааа је х l'.'enje j.dna~in. (12) ако i вато ако 

(IЗ) 1)< х< а 

(IЗ "') х .. ахџьХ. 

Doka,..DokaI1Jao prvo relac1ju (1З). 

1,. ax\.ibx - О 

2. ах - О 1 Ьх '" О 

з. х<а .1 Ь<хах 

Iz koraka з. ~1~amo: 

lentna s1stemu jedna~1na 2. 

na~1na з.). 

b~x<a. 
koj1 је 

(jedna~1na (12) ) 

(1z 1. ро teorem1 

(1z 2. ро tE!orem1 

(Тј. jedna~1na 1. је 

ekv1valentan s1stemu 

з. (1» 

2.(1». 

ekv1va· 

nejed-

Dokal1mo sada., relac1ju (IЗ '). Кako је х< а ekv1valentno.a 

ха ... х, а ь< х ekv1valentno sa Ьх - О, to 1z х = хаџ о sled1 

х - хАџЬХ. 
OV1т је teorema б. dokazana. 

P:piт.l' 11. posmatrajmo Bulovu jedna~1nu 

(12') Ьёхџ(Ьџс)х '" О, 

gde su Ь 1 с J:z skupa L2 Ро relac1j1 (1З) (teorema 6.) х је 

reienje jedna~1ne (12') ako 1'samo ako 

bVc<x<b с. 

T .• "l'.тa 7. Htlka ј. jedna6ina 

(14) axV Ьх .. О 

тО(јиба. Нјеnо oplte 1'.I.nj. је 

(15) (1) х- apVbp Hi 

.(ја.ј. р pa~am.tal' .Кира L2. 

(Н) х = bvap, 

Dokaa. Neka је х - арџЬр opite reienje jedna~1ne (14). Za

menjuju~1 reienje х- арџЬр u . (,а). imAmo:' 

ахџ ьх - а (apvbp)v ь (apv ЬР') 

- аарџ abpV Ьар' 
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- аЬ 

- О, 

jer је аЬ· О (uslov da је jedna~1na (14) mogu~a). 

Neka је Х relenje jedna~1ne (14). Zamenom Х = Р u (13'), 

1z teoreme 6. pro1z11az1 da је р = аР\ЈЬР. 

Оа su relac1je (1) 1 (11) 1z (15) ekv1valentne 1z1az1 1z: 

Ь\Ј ар = Ь (р\Ј р)\Ј ар 

.. (Ь\Ја)р\ЈЬр 

.. аР\ЈЬР. 

(bva - а pro1z11az1 1z uslova da је jedna~1na (14) mogu~a, to 

jest аЬ = О, iito је ро teorem1 2. ekv1valentno аа b~a,odnosno 

ekv1valentno еа Ь\Ј;а '" а). 

Prim.r 12. Reiienje jedna~1ne 

ЬёХ\Ј (Ь\Ј с) х = о 
ро teorem1 7.(1) је 

Х = (bvc)pV (bVc)p, tj. Х - bvc. 

Reiienje jedna~1ne 

abxV (а\ЈЬ)х - о 

ро teorem1 7. (1) је 

Х = (aVb)pV (aVb)p, tj. Х - avb. 

2. НЕТООА SUKCESIVNIH ELIМINACIJA 

Keka је data Bulova jedna~1na 

(16) A(Xl,.",Xn ) "': B(Xl, ••• ,Xn ). 

Na osnovu teoreme 1. (1) jedna~1nu (16) molemo transform1sat1 u e~. 

kv1valentnu jedna~1nu 

(17) i·BVA·B" о, u oznac1 !l~J" •• 'Xn) - о. 

Na osnovu leme 1. jedna~1nu (17) molemo trans!or.mlsatl u ekv1va

lentnu jedna~1nu 
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(18.1) [l(1'Х2' ••• 'Х )хзvfЈ(0,Х2, ••• ,х )Х1 = о. 
П . П 

Na osnovu teoreme 5. jeana~1na (18.1) је mogu~a ako је 

(18.1~) f.](1,Х2, ••• ,хn)·fЗ·(0,Х2"",Хn ) = о, u oznac1 

f 2 (х2 , ••• 'Хn) = О, 
gde је e11m1n1sano Х.]. 

U slede~em koraku,·na osnovu leme 1., је 

(18.2) 

odakle sled1 

(18.2~) f2 (1,x~, ••• 'Хn) ·f2 (О,Хэ, ••• ,Х 

f э (Х э , ••• 'Хn ) = о; 

ovde је el1m1n1s~no Х2. 

Postupak e11m1nac1je produ!avamo ао 

(18.n) f (1)Х Vf (О)Х .. О, 
п п п п 

gde ви f n (1) 1 f n (О) konstante skupa L2. 

О 

О, u oznac1 
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Ро teorem1 5. Bulova jedna~1na (18.n) је mogu~a ako 1 зато 

ako 

(18.n") f
n

(1);f
n

(0) .. о. 

Ро teorem1 7. (1) rейеnје Bu10ve jedna~1ne (18.n) је 

(19.1) Хn = f n (1)PnVfn(0)Pn , tj. хn = gn(pn), 

gde је рn promenlj1v1 parametar.skupa L2• 

Zamenom (19.1) u (18.n-1) dobijamo Bulovu jedna~1nu 

f n- 1 (1,gn(Pn»Xn_1Vfn_1(0,gn(Pn»Xn_1= О 

~1je је rейеnје, па osnovu teoreme 6.(1) 

(19.2) Xn-1~fn-1 (1,gn(pn»Pn-1Vfn-1 (0,gn(Pn»Pn - 1 , 

tj. xn- 1=gn-1(Pn-1'Pn) gde ви Рn-1' рn parametr1 skupa L2. 

Produ!avanjem postupka, dolaz1mo do 

(19.n) Х1=fз (1 ,g2 (Pz, ••• 'Рn)'··· ,gn (Рn) )РЈ 

vf:] (0,g2 (Р2, ••• 'Рn)'··· ,gn Срп) ) Р.] , 
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tj. Х1 = gl(PJ,PZ,""Pn), 

gde su РЈ""Рn parametr1 skupa Lz. 

Na osnovu (19.1) , ••• ,(19.n) re§enje jedna~1ne (17) је 

Х1 = gl (P1,""Pn), gde su PI""Pn parametr1 skupa Lz 

Za deta1jan dokaz v1d1 [55]. 

P~iтer 13. Data је Bu10va jedna~1na 

(20) (bVc)x\vcxzVbx,vcx\xZv (Бvс)хzх,vьх\х, = О, 

gde su а,Ь. 1 С parametr1 1z skupa Lz. ~11m1n1§1mo 1z jedna~1-

nе (20) nepoznatu Х,. Na osnovu (18.1') dob1jamo jedna~1nu 

t(bv С) Х\оЈ cxzv CX\XZ V (Бv ё) Х2оЈ Ьх\) • «bve) x\v exzVbvcx\xz)=O 

koja је ekv1va1entna аа jedna~1nom 

(21) (Ьvс)х\vех2vёх\хzvьёхz = О. 
Е11m1n1§1то 1z jedna~1ne (21) nepoznatu Xz. На osnovu (18. 

2') dobijamo jedna~1nu 

({bvc)xJvcxJVbC)' ((bvc)XJVc))= О 

koja је ekv1va1entna jedna~1n1 

(22) (bVC)Xl = О. 

Jedna~1na (22) је mоguба jer је O·(bVc) = О. 
Na овnоуи teoreme 7. 1z (22), (21) 1 (20) dоЫј4П\О: 

(21.1) 

(21.2) Xz 

(21.3) Х, 

pv(bVe)p 

(exIV bCXl)·q V (е VbXl) .q 
(bXlvbCXl)' (bCX2vcx Z)'r 

v«bve)x\xZv ёХЈХ2) .ј? 

Zamenom (21.1) u (21.2) el1m1n1§emo хl, а zat~ zamer~m(21. 

2) u (21.3) e11m1n1§emo 1 Х2' На kraju dobijamo op§te re§enje 



Хl .. bvcvp 

Х2 .. сvБ~ 

х ... bV~r, 

gde 8U p,q 1 r рroшenlј1v1 parametr1 8kupa L2. 

T"ol'ema 8 •. (L. Lowenhe1m). 

Zal'no l'elenJe BuZove Jedna6ine 

(23) f(Xl.' ••• ,Xn ) -о, 

onda је nјеnо oplte "l'elenJe 

(24) x1-t1f(Р)VР1!(Р), 1E{1, ••• ,n}, 

gde.Je P-(Рl, ••• ,Рn ) Pl'Oi8voZJan vektol' ekupa L~. 

81 

Doka8. На 08nOVU teoreme о КDNF jedna~1na (23) је ekviva

lentna 8а 

(25) V'C ха .. о, 
. а 

а EL.n 

gde је Са" f(al, ••• ,an). ~z (24) pro1z11az1 da је 

(26) ~,-t1f(~)VР1f(Р), 1E{l,·.·,n}, 

jer akO j~ f(p) .. о onda је Х1 - t 1 , tj. Х1 .. t 1 , а ako је f(p) 

l,onda је х1 .. Р1 , tj.· Х1 = Р1. На 08nOVU (24) 1 (26) 1mamo: 

., а1 а1 ." а1-
е24) x1 -t1 f(p)VP1 f(p}," 1E{l, ••• ,n}, "1EL2. 

нeka је 8ada opite reienje 

Х1 .": t1f(p)VP1f(P), 1E{1, ••• ,ri}, 

1 f(p· - O~t .. (tl, ... ,tn}!tada zamenom (24') U (25) 1mamo: 
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fЦ)f(р)vf(р)f(р) :о О, jer је f(;) = О 1 f·f О. 

Neka је (x~, ... ,x·) = х· resenje jedna~lne (23), to jest 
п 

f(x*) :о О, f(x*) = 1 1 Р = х·, onda је 

Х ! = ;lf(x.)~x~f(X.) i:ol,2, ..• ,n. 

OVim је teorema dokazana. 

Primer 14. Jedno partikularno resenje Bulove jedna~lne 

11 11 _ 

~ ај 1=1' (XjVXh ) = О 
је (~I""';n) :о (0, •. ,0). Njeno opste resenje, па osnovu teo

reme 8. (24), је 

iE{l, .•. ,n}, 

to jest 

11 
11 

Х 1 =Р! Ij=l(ajv(~ PjPh»J, iE{l, ... ,n}, 

gde su PI,."'Pn parametri iz L2 • 

. Postoje i druge teoreme о Bulovim jedna~inama (nejedna~ina

та). Za detalje videti [в], [421, [551. 

3' ALTERNATIVNE JEDNAt1NE 

Ranije вто definisali alternativni izraz (qlava 111, ode-

ljak 4.). Sada беmо definisati alternativnu jedna~lnu i navesti 

nekoliko teorema koje se odnose па nju. 

vni iaraai, gde Ьар jedan od njih ваdr.Зi рротеn ljive 

skupa L2,tada ве jednakost (nejednakostJ 



ВоЈ о\'а aJgcbra 

А(Хl,'" ,Xn)=B(Xl ~ ••• 'Хn)" (А{ХЈ, ••• ,X
n

)";; В{хЈ, ••• 'Хn » 

aOVe aZtepnativna jednaaina (nejednaaina). 

ppimep 15. Jednakosti 

Х • у .. о, (Х. y)z = Х • У 

su alternativne jednaaine, а nejednakosti . 

х.у";;у, (x.y)z";;O 

su alternativne nejednaaine. 

Твореmа 9. AZtepnativna jednaaina 

(ЈЈ) А(ХЈ, ••• ,хn). В(Хl, ••• ,хn)=С(ХЈ, ••• ,хn ) 

је ekvivaZentna aZtepnativnoj jednaaini 

(Ј2) А (хз , ••• 'Хn) =В (ХЈ , ••• 'Хn). С (ХЈ ' .... 'Хn ) • 

Dokaa. 

(jedna~ina (ЈЈ» 
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(l) А$В=С 

(2) ABVAВ .. С 

(3) (AвVAB)С V(АВVАв)ё = о 

(4) АВсvАВСvАвёvАВё.= о 

(veza V.(i), glava III) 

(teorema 1., glava III) 

(zakoni de Morgana i distri

but1vnost1) 

(5) А(Всvвё).VА(вvё) (BVC) .. О 

(б) А (ВС ~вё)v А(всvвё) .. О 

(7) А-всvвё 

(d1str1but1vnost 1 zakon1 de 

Мorgana) 

(zakon1 de Morgana) 

(teorema 1., glava IV) 

(8) А = С $ В (veza V.(1), glava III). 

OV1m је dokazana ekv1valentnost jednaalna (Јl) 1 (Ј2). 

PpimBP 1б. Prema teorem1 9. jedna~1na Х • а = Ь је ekviva

lentna jedna~1ni Х = а • Ь. TakO, resenje s1stema alternat1vnih 

jedna~1na 

Х $ а .. О 
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х $ У $ z = с 
х $ У $ t ... d 

је х = а, у = а 81 Ь, z .. Ь $ с, t = Ь • d. 

Teorema 10. А l.ternativna jednaiHna 

(27 ) ах • Ь=О 

је ekvival.entna Bul.ovoj jedna~ini 

(28) ЬХ v(a • Ь)Х О. 

ОоКаа. Jedna~1na ах. Ь = О је ekv1valentna jedna~ln1 ах 

81 Ь(х • х) о па osnovu svojstva 

butivnost1 1 asoc1jat1vnost1 sled1 

х •. Х = 1, а pr1menom d1str1-

(а • Ь)Х • Ьх = О. 

Teorema 11. Al.ternativna jedna3ina (27) је moguda ако i аа

то ако је ;·Ь = о. 

Dokaa. Jedna~1na (27) је ekv1va1entna jedna~1ni (28), а па 

osnovu teoreme 5. jedna~1na (28) је тоguба ако i samo ако 

(а $ ь)·ь = о Ato је ekv1valentno sa а.ь = О jer је (а. ь)·ь 

= аЬ $ Ь =. (а $ l)·Ь = ;·ь. 

Teorema 12. Нека је jedna~ina (27) rnoguda. Op5te re5enje јв

dnacine (27) је 

(29) х = ь $ р·а, 

gde је р promentjivi parametar акира L 2 • 

_ОоКаа. Na osnovu teoreme 10, jedna~1ne (27) 1 (28) su ekv1-

valentne. ReAenje jedna~1ne (28) па osnovu teoreme 7.(1) је 

х = (а • b)pvbp 

(а • b)pvbp (relacija а • Ь = а • Ь) 
= (а • Ь)Р'Ьр .ta • Ь)р • Ьр (relacija avb = аЬ • а $ Ь) 

ар • Ьр. Ьр (relaclje а'а О, а • О а) 

= ар • Ь (relac1je р • р = 1, а'! = а). 

Primer 17. Op§te re§enje ро х alternatlvne jednalHne 

(avb)x • сЬ = О, gde su а,Ь i с konstante 1а L
2
,je, .ж=Ь (сера) ; 

ovde је р promenljiv parametar 1а L2' 



Bulova algebra 

ZADACI 

Zadatak 1. Date BU Bulove jednac1ne 

Ј 1 (1) 

Ј2 (1) 

Ј э (1) 

J~ (1) 

yvxz 

zvxy 

хџух 

хуџху 

xvyz 

yvzx 

= хџу 

= z 

(11) xyzvxyz 

(11) xyz 

(11) х = О 
о 

(11) х = yzvyz. 
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о 

Dokazati da BU Ј (i) 1 Ј (11), k=1,2,3,4 ekv1valentne jednac1ne. 

Zadatak 2., Dat је s1stem jednac1na 1 nejednac1na: 

yvxz = Ьџс 

zvxy = сџЬ 
1 < xvyz 

х < 1 

У < Ь.џ с , 

gde su Ь 1 с parametr1 1z skupa L2. 

Dokazat1 da је dat1 sistem jednacina 1 nejednac1na ekviva

lentan за jednacinom 

ьёуvёьz ~ (bVc)yzVcxz џьхУ = о. 

Zadatak 3. Data је Bulova. jednac1na 

(Ьџс) х џаьёх v [ё (аџЬ) Хl..lаьё Ј (сџа) ,. О, 
gde su а,Ь 1 с parametri iz skupa L2. 

Dokazati da је data jednac1na mоguба. 

Re§enje. Data jednacina зе transformi~e па ekvivalentnu је

dnacinu 

аьёх џ(ЬџС)Х= О, 

gde је аьё(Ьџс) = о za svako а,Ь i с EL. 

Zadatak 4. Odrediti skup re~enja Bulovih jednac1na: 

(i) xyvxz" О 
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.(Н) 

(111) 

(iv) 

xvyz = О 

x(yvz) .= 1 

ху vxz vxy.ZV xyz 

(у) Yvz vxyz = 1. 

Re§enje: 

(1) L:' {(0,0,1),. (О, О, О), 

(Н) L; ,((0,1,1), О, 1,1) , 

(111) L) 
z ,{(0,1,1), (0,1,0), 

(1v) L' 2 

(v) L~' {(О,о,о)}. 

xYvxz 

(1,1, О) , (1,0,0) } 

(1,0,1), (1,'1, О) , 

(О, 0,1) , (0,0,0) , 

(1, О, О) } 

(1,0,1) } 

Zadatak 5. Metodom sukceslvnlh ellmlnaclja odredltl 

re§enje Bulov1h jedna~1na: 

(1) О 

(11) cxvcYvcxYVyzvxz = О, 

gde su 'Ь 1 с parametrl lz skupa Lz. 

Re§enje. 

(1) х = bvcvp 

У cvbpq 

z = Ьvёрqr 

(11) х = cvp 

у cvpq 

z = cpqr, р,.<!,' EL 

Zadatak б. Data је Bulova јеdпабlпа 

" " VUahxhxj=o. 
h=1 1 =1 ј 

op§te 

Dokazatl па osnovu Lowenhemove teoreme da је njeno op§te re§enjE 
п п 

Х1=Р1 -1 -1 П tah v PhVPJ.) 
"=11=1 1 

gde BU Pl""'Pn parametrl lz skupa Lz. 



Zadatak 7. Qdred1t1 opste resenje Bulovih jedna~1na 

Resenje: 

п п 

(1) Х1 =р! (V /-1 ·ah1
pih) , 1=1, ... ,п 

k=1 1=1 

gde su PI""Pn parametr1 1z skupa Lz ' 

п R _ . _ _ 

(11) Х1=Р1 -/ -/ V(ah1V PhVPj ) ... о 1=1, ••• n·, 
k=1 Ј=I 

gde su PIJ."'Pn parametr1 1z skupa L2. 

Zadatak 8 •. Odred1t1 skup resenja s1stema alternat1vn1h 

nac1na 

х $ а.= Ь 

х.$ У = а 
х $ У $ z = Ь 
х $ У $ t = а, 

gde su а, Ь parametr1 1z skupa L2. 

Recezenti; dr Slavisa Presic, dr NedelJko Parezanovic, 
dr Svetozar ~ilic 

Primljeno za stampu па sednici Redakcionog 6dbora od 
ЗО.ааЈа 1915. gOdine . 

. Samoupravna interesna zajednica za naucni r~d Vojvodine 
ucestvovala је u·tro~kovima izdavanja оуе publika·cije. 
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GLAVA V 

м 1 N I М 1 Z А С 1 3 А В U L О V Е 

!' U N К С I Ј Е 

~lta1ac 6е u qlavl VIII upoznat1 neke рrtшeпе Bu10ve a1qe

bre па re1ejno-kontaktne lете. Vlde6e da ае zahtevl Ја konstruk

c1ju jedne kontaktne lете u ~etku obi~no 1ЈП08е u verba1nom 0-

bl1ku, а zat~ 8е prevo4e u a1q8bar8k1 obl1k. Bu10va funkc1ja, 

pr1drulena lет1,8е zat1m па nek1 na~1n uproldava tako da kontak

tnaleтa bude Ito је m09'\lc!e ekonoml~n1ja. l'o4'ekonoml!!n1jom lе

IIIOМ podrazUDeva 8е опа па· ~ljц lzqradnju treba u10lltl manje are 

datava. Мedjut1m, пета unlverzalnoq krlterljuma Ita zna!!1 mini
matna fwnkaiJa Ј.аn. '.т •• · OЫ~no 8е kao krlter1juml uz1maju:m1-

n1Jll41nl broj 81ova, IIIln1ma1nl broj konjunkc1ja 1 1111n1ma1n1 • ЬzЮј 

d1lj.unkc1jau 1zrazu koj1m le daje funkc1ja (vldet1 [15], [17], 

[28Ј 1 (25). 
RAn1je IШс ve6 da11 neke pr1mere a1qebar8koq uprol6avanja 

8ulove funkc1je. Сllј nam је Ыо da jednu 8ulovu funkc1ju, da.tu 

8ulov1m 1zrazom 31 , pred8tav1lllo ekv1va1entn1111 Bulov1lll. lzrazolll 

Ј2 koj1 1JII4 lIIanj1 broj 810va od datog 1zraz& ~1' Кada n181110 ek8-

p11c1tno na91&8111, to ве naj1akle poBt1le. ako le Bu10va funkc1-

ја f пар1'е u КDNF (odnOBno ККNF), а zat1lll uporedjuje Bvaka 

konjunkc1ja (o4n08no d18junkc1ja) ва 08ta11lll konjunkc1jaIIIA (d18-

ј unkc1j ama) 1 pr1lllenjuju, gde је to Il109'\168, 1dent1tetl 

XYvxY - Х, 
odn08nO! 

{Xv10 {XvY> - х. 

P~im.~ 1. Za fuЛkсlјu f datu ва' 
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- ---f (ХЈ ,Ха ,Хэ ,Х_) .. ХlХаХэХ~ VХlХZХЭХ~ VХlХZХЭХ_ VXlX2XSX_ 

molemo,primen1t1 1dentttet XYvxY = Х па konjunkc1je redam:pr

vu 1 drugu, tre6u 1 ~etvrtu, petu 1 !estu. Imamo: 

f (Х! 'Х2 ,Хэ ,X~) .. ХzХэХ_ (XlV Xl) VХIХ2ХЭ СХ_ V Х_) V ХIХаХэ cX_v Х_) 

.. Х2ХЭХ~VХlХZХЗVХ1хахэ..хZХSХ_VХlХZ (Хз vxs) 

= ХаХэХ_ VX1XZ. 

С11ј ovog de1a jeste da ае daju s1stemat1~n1je metode za u

pro!6avanje Bu10ve funkc1je f. Iz10116emo dve: metodu Vajt-Kar

naufa (V~ltch-Karnaugh) 1 metodu Kvajn-мak K1askog ( Qu1ne -.Мс 
C!uskey). Pre nego predjemo па opis pomenutih metoda ~ајешо 9ео: 
metr1jsku reprezentac1ju Bu10ve funkc1je (v1det1 (28]). 

1. GEOМETRIJSКA REPREZENТACIJA BULOVE FUNКClJE 

. 
:ta promen1j1ve XJt ••• ,xn (g1ava II,' teorema 1.) postoj1 2п 

konjunkc1ja obl1ka 
а! аа аn 

(1) Х! ·Х2 •••• ·Хn 
1 2n d1sjunkc1ja obl1ka 

(2) 
а! а2 аn 

Х! VX v •.• vxn 

а1 -
SVak1 1.zraz Х1 u konjunkc1j1 obl1ka (1) mo!emo zamen1t1 аа 

О 111 1, u zav1snost1 da 11 је Х1 '" а1 111 Х1 .. а1 (g1ava II,re-

1ас1ја (4». Svakoj konjunkc1j1 obl1ka (1) mo!еmo pr1drul1t1 

broj k.u s1stemu аа osnovom 2 1 obrnuto, to jest 

(1 ') 
аЈ аа аn 

Хl Х2 ••• Хn .. Ck ' 

gde је 

111 druk~1je 

k 
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Indeks k је dekadni broj koji је jednak broju a 1 a 2 ••• a
n 

u ы-

narnom sistemu. 

Odavde proizilazi da sve konjunkcije oblika (1) тo~eтo pi

sati u .normalnom poretkU 

С., Cl.' ••. ' Ck , ••• , С 
2 П-1 

Primer 2. Za promenlj1ve х,у i z postoji 2 ]=8 

t1h konjunkcija obl1ka (1) • Njih mo~eтo poredjati u 

poretku па slеdеб1 na!!1n: 

х у z С. jer је 000 = О 

х у z Сl jer је 001 

х у z С2 jer је 010 2 

х У z С] jer је 011 З 

х У z С, jer је 100 4 

х у z СS jer је 1Оl 5 

х У z С, jer је 110 б 

х у z С7 jer је 111 7. 

Као i konjunkcija oblika (1 ) i disjunkc1je oblika 

то redjati u normalnom poretku 

Do, Dl'··· , Dk ,··· , D п ' 
2 -1 

razli!!i-

normalnom 

(2) тo~e-

gde ве indeks k odredjuje kao u slu!!aju konjunkc1ja oblika (1). 

М1 бето ае u оуој glav1 uglavnom slu~iti ва KDNF Bulove funkc1je 

f, odnosno ва konjunkcijama С., Cl' ••• ' с 
2 П-1 

Na osnovu teoreme о KDNF Bulove funkc1je (glava 111, teore-

та 2) i relacije Ck 

se napisat1 u obliku 

Primer 3. Funkclju 
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- -f(x,y,z) = xyzv.xyzvxyzvxyz 

koja је napisana u I<DNF druklHje рiЗето: 

f(x,y,z) = C~VC5VC,VC7 111 f(x,y,z) =v(C~, С5, с,, С7)' 

'. п-1 . Kako svakoj kOnJunkc1j1 C
k 

(k=0,1, ••• ,2 ), тo~eтo pr1dru-

~1t1 broj k u dekadnom s1stemu, а svakom broju k tacku 

(ај,а2, ••. ,ап) u prostoru ва п d1menz1ja, to konjunkc1je Ck 

mozemo predstav1t1 kao vrhove "kuba" u prostoru ва п dimenz1ja. 

P~ime~ 4. Za promen1j1ve х,у konjunkc1je ви: 

Со =.ху, Сј = ху, С2 = ху, Сэ = ху, 

tj.tacke Со (0,0), Сј (0,1), С2 (1,0), Сэ (1,1)·. 

Nj1h predstav1jamo kao vrhove "kuba" u prostoru ва dve dimenz1-

је (sl1ka 1.). 

у 

~C_.~(_O~,~_)~ ____ --.C.(j,j) 

СО(О,О) с. (1,0) 

х 

51. 1 •. 

z 

х 

С. (0,0,1) 

Со (0,0,0) 

51. 2. 

С. (0,1,0) 

у 

P~ime~ 5. Za promen1j1ve х,у i z postoji 23=8 konjunkcija 

oblika (1). 5уе njih тo~eтo prikazati kao vrhove "kuba" u pro

storu ва tri dimenz1je (s1ika 2.). 

P~ime~ 6. Za promenljive Хl'ХZ'Х з 1 Х4 postoji 24=16 kon

junkcija obl1ka (1). 5уе njih mozemo pr~kazati kao vrhove 

Со (0,0,0,0), Сј (0,0,0,1), Cz (0,0,1,0), С з (0,0,1,1), 

C~ (0,1јО,0), С5 (0,.1,0,1), С6 (0,1,1,0), С 7 (0,.1,1,.1), 
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С. (1 , О , О , О), С. (1 , О , О , 1), С Ја (1 , О , 1 , О), С 1 1 (l , О , 1 , 1) , 

СН 0,1,0,0), Сј э (1,1,0,1), Ср (1,1,1,0), Св (1,1,1,1) 

"kuba" u prostoru ва ~etlrl d1menzlje (sllka 3.) 

~------____ ~~~ __ ~~ll 

51. 3. 
PrimBr 7. postojl 25:32 konjunkclja obllka (1) za promen

ljlve XJ,XZ,X',X' 1 Х5' 5ve njlh то!ето prlkazatl kao vrhove 

Со (0,0,0,0,0), СI (0,0,0,0,1), ••• , ен (1,1,1,1) 

"kuba" u pro5toru sa pet d1menzlja. Pr1kazujemo 1h па 511с1 4. 

е .. 
51. 4. 
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Hog11 Ь1ато па B11~an na~1n pr1kazat1 вуе konjunkc1je оЫ1-

ka. (1) za promenljive х1 'Х2 ,Х.I ,X~ ,Х5 1 х,. Nj1h. 1ma ,~'=64 ~ Samo 

crtanje "kuba п u 6,....q1mеnz1оnош·рrовtоx-u Ы10 Ы·· zametno 1 odma-

1е kor1st1; vеб -kub· па в11с1 4. u S-d1menz1onom proBtoru је 

nepregledan. Н1 бemo ве zadovo1j1t1 graf1~k1m pr1kazom 'funkc1ja 

ва dve, tr1 1 ~et1r1 promen1j1ve. Za tOBU пат dovo1jn1 "kubov1" 

ва Bl1ka: Bl1ke 1., в 11ke· 2. 1 Bl1ke З • Napom1njeillo da ве· .oikub n 

ва B11ke 1. oЬ1~no Jovekvadrat, ·kub" ва B11ke 2. kocka,a ·~ub" 

ва sl1ke З. ob1~no ве naz1va h1perkub. 

Н1 беmo "kub" u n-d1menz1onom proBtoru koj1 1ma 2n temena 

ozna~avat1 ва 

Кп - {С~,СЈ""'С2n-l}' 

Kako та koju Bu10vU funkc1ju molemo nap1Bat1 u KD~ (ч1а-

уа III, teoreтa 2.), to jeBt pomodu konjunkc1ja, а Bvaku konjun

kc1ju 1nterpret1rat1 kao teme ·kuba· u proBtoru ва п ·d1menz1-

ја •. to svaku Bu10vu funkc1ju molemo pr1kazat1 u n-d1menz1onom 

proBtoru. 

Prjmer 8. Sve Bu10ve funkc1je ва dve promen1j1ve (iшa 1ћ 

16, ч1ауа III) molemo pr1kazat1 па "kubu· u proBtoru ва dve d1~ 

menz1je. На в11с1 S. pr1kazujemo в1еdебе: 

[1 (х,у)-о, f2 (x,y)-:х'у=С" f 7 (x,y)-ХуVхУ=V(Сl,:,С2) 

f 8 (х,у) =xvy· u (Сl 'С2 ,С,) , f, (х,у) -Х'У-Со 

f 1 О (x,y):xyvxy= V(Co ,С,) , f н (x,y}-x'vy- V (С, 'Сl ,С,) 

f 15 (х,у) -xvy. v (Со,С 1 ,С2) , f 11 (х,у) -181V (со 'Сl ,Са ,С,) • 

ОООО 
fl'<x,y)·o fa (х,у)-ху fi (x,y)-хvУ f.(x,y)-xy 

0000 
'ае (.,y)-rvlCY '1О (x,y)-х\.Ј7 '1l (.,y).vY' fll (.,yJ.l 

81. S. 
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Primer 9. Sve Bulove funkcije ВА trl promenlj1ve (ша 1h 
э 

22 - 256) то!ето pr1kAzatl па "kubu" u proBtoru ва tr1 dimenzl-

је. Na вl1с! 6. pr1kazujemo funkciju 

f(x,y,z) = xyzvxyzvxyzvxyzvxyzvxyz 

to jeBt, 

~ ______________ c. 

с, f----+---....('jc, 

51. 6 51. 7. 

Primsr 10. 5ve Bulove funkcl~e ва eetlrl promenlj1ve (1ma 
~ 

lЬ 22 - 65536) то!emo prlkazatl· па ·kubu· u proBtoru ВА eetirl 

dimenzlje. Na вl1с! 7. prlkaz~jemo funkclju 

- - - - - - - -f (Xl ,Х2 ,Хэ ,Х.) = ХlХ2.Хэ:ll!.V ХlХ2ХЭХ'V ХlХ2ХЭХ.VХlХ2ХЭХ. 
- __ о - __ 

v Х lJt2~ эх.v Х 1 Х2ХЭХ'V Х lХ2ХЭХ' V XlX2X эХ. 

to jeBt 

Ds!inicija 1. Indske konjvnkciJB Ck , v 08naci 1[Ck]js broj 

Jsdinica kojs вв JavtJaJv v binarnom 8apieu a 1 a 2 ••• a n broJa k. 

- -- --Primsr 11. Роашаtrајмо konjunkclje СоС ХIХZХЭХ.ХS, С22 

s ХIХ2ХЭХ.ХS 1 Сэа & Х~Х2ХЭХ'ХS па Bllcl·4. Imamo: 
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Definiaija 2. Konjunkaije С., C
k 

(Vl'1!ovi. temena "kuba") ви 
. Ј 

susedne ako је: 

(а) li(C j ] - ЧСk] 1= 1, k '1 ј 

(ь) Ij-kl =2r , r({0,1, .•• ,n}, k'lj 

Pl'imel' 12 .. Posmatrajmo konjunkcije С.l' С 2 i СБ па slici 3. 

Imamo: 

li[ С 1 ] 

li[Cl]-
1 i[ С2] -

i[C 2 ] 1 

i[C6JI 
i [С6] 1 

11-11 О, 

11-21 1, 

11-21 1, 

Р-2 1 =1 
~ 

2 

11-61 =5 t- 2 
r· 

12-61 =4 22 

Konjunkcije Cl i С2 nisu susedne jer n.ije zad·ovoljen uslov 

(а). Konjunkcije С Ј i С 6 nisu susedne jer nije zadovoljen uslov 

(Ь). Konjunkcije С 2 i СБ su susedne konjunkcije. 

Neka је 
m 
Кп kub koji sadr!i konjunkcije kuba Кп' 

m 
Definiaija 3. КиЬ Кп dimenzije m ВОЈЈе ве podkub kuba Кп 

m 
ako аа svako teme С. ва kuba Кп ров toji m temena СјЈ Сј J s , •• , m 

па kubu ~ koji ви ти susedni. tj. ako ви zadovo~jeni us~ovi 

2r , r({O, .•• ,n}. 

Pl'imer 13. Posmatrajmo kub Кз ={ СЈ 'С2 ,с з , С., Cs , С6 , С7 } па 

slici 2. КиЬ K~ = {Ci ,Сз, Cs , С7 } jeste podkub kuba КЗ jer svako 

od temena Cl ,Сз ,CS,C7 ima dv~ susedna. Medjutim, temena С1 , С З ' 

СБ i С7 nе formiraju podkub K~ kuba Кз, jer u ovom slucaju teme

па С1 i СБ imaju samo ро j.edno susedno teme, nego formiraju pod-
1 

kub кз • 

Ako је m";n tada postoji <n~m) '2n- m podkubova dimenzije m 

koji зе mogu form1rat1 оа temena kuba Кп' 
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2.МATRICE VAJТ-КARNAUFA 

Vlde11 вто kako ве Bu10va funkclja .! ва п promen1jlvlh 

mote predBtavltl pomo~u .. kuba- u prostoru ва п d1menzlja. 5ada 

navodlmo geometrljsku reprezentaclju Bu10ve funkclje f pomo~и 

matrlce (tabllce, karte). Nju је dao Vajt (Veltch),revldlrao Ка

rnauf (Karnaugh), а pogodna је za mln1mlzaclju date Bu10ve funk

сlје f. I1uBtrova~emo ОУи reprezentac1ju za funkc1je ва dve,tr1, 

беtlrl 1 pet promen1j1vlh. 
- - -u Vajt-Karnaufovoj matr1cl Bvaka konjunkc1ja ХIХ2 , ХIХ2, 

ХIХ2, ХIХ2 Bu10ve funkclje ва dve promen1j1ve predstav1ja ве ро

mo~и jednog kvadrata (ро1ја) па в11с1 8. 

х,&" 

rr------~A~------~ 
ОО 01 11 10 

51. 8. 

.>", 
r-______ ~A~ ________ ~ 

I ОО 01 11 10 \ 

.. {:/ I I 1] 
51. 9. 

u sluбајu Ви1оуе funkc1je в& tr1 promen1j1ve sve konjunkc1-

је ве predstavljaju pomo~и оват ро1ја (B11ka 9.), а u sluбајu Bu 

love funkc1je ва беtlrl promen1j1ve вуе konjunkc1je ве predstav-

1jaju pomo~u matrlce ва §esnaest ро1ја (s11ka 10.). 

ОО 01 11 10 

ОО 

• • 
} .. 

11 
.. { 01 

10 '~--------~~r-------~~ 
11". 

51. 10. 51. 11. 

Ро1је ва оznakош * па s11c1 10. od90VAra konjunkc1j1 ~1~2 
.ХЈХ', odnosno 0111. Par clfara ва leve .trane по.! naziv "V~sta 

-koord1nata-, а par c1fara 1znad nов1 naz1v "kolona-koordinata-. 
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Vrsta koordinata odredjuje prye dve cifre, а ko1ona - koordinata 

pos1eduje·dve cifre potpune konjunkcije pridruzene ро1ји. 

Qbe1ezavanje kOordinata ро1ја је pogodnije kako је ucinjeno 

па s1ici 11. 

U vrstarna i1i ko1onarna obuhvacenirn sirnbo1orn "x
i

{", (i=1,2, 

3,4), prornen1jiva Х! irna vrednost 1, а u vrstarna i1i ko1onarna ko 

је nisu obuhvacene sirnbo1orn "X
i

{" prornen1jiva X
i 

irna vrednost 

О. Tako,za ро1је obe1ezeno sa * ha s1ici 11. koordinate su: 

Хl = 1, Х2 = 1, Хэ = 1, Х4 = О, to jest konjunkcija koja od

govara ovorn ро1ји је ХIХ2ХЭХ4' 

Kako svakorn vektoru (a1, ••. ,a
n
)( L~ odgovara jedna jedina 

аl а 

konjunkcija Хl • ••• ·Х п to se ро1ја karte mogu staviti и оЬо-
п 

strano jednoznacnu korespondenciju sa konjunkcijarna. Оуа kores

pondencija ornogucava konstrukciju karte date Bu10ve funkcije f: 

obe1ezi se sa 1 РО1је koje odgovara konjunkciji koja ima vred

nost 1, to jest,koja se pojav1juje u KDNF funkcije f. 

РО1ја u karti oznacena sa 1 zoverno k-po1ja funkcije f (~X" 

zbog konjunkcije). 

ppimep 14. Za Bu10ve funkcije 

fl (ХIХ2) = XIX2VXIX2, 

Vajt-Karnaufove karte date su па s1ici 12. 

Х2 

1 

1 .. <! I m .,{ 
I 

х. 

51. 12. 

1 
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3. PaIМENA МАтаIСЕ VAJТ-КARNAUFA 

Лkо 8U vrhovl С1 , С ј 8u8ednl, onda 8е njlhov blnarnl prlkaz 

raz11kuje 8aD1O па jednom me8tu; Zbog svojstva х v·x = 1 lуlса ko

ја араја 8u8edna temena па ,.kubu· 1&k1ju~uje jednu promen1jlvu. 

Tako, 1Уlса koja араја vrhove Са 1 С, па а11сl 7.18k1ju~uje pro

men1jlvu xz~jer је 

CzVC, • XIXZX,X,V·XIXZX,X, 

- XIX,X,(xzv Xz) 

IV1ca {Са,С,} је podkub K~ kuba К,. 511~no, vrhovl Са,С" 
С, 1 С7 па &11с1 7. formlraju podkub К: kuba К •• Podkub к: ={С а , 
С" С" С7} 1&k1ju~uje dve promen1jlve jer је 

- - --
ХIХаХ,Х, V ХIХаХ,Х, VXIXZX,X, VXIXZX,X, 

Da Ы8ШО ПI0CJ11 kor18t1tl matrlcu Vajt-Karnaufa шоramo znatl 

da је ,,~1tamo·, odnosno moramo znat1 ra8poznavatl njene konflgu

raclje. Те konf1guraclje &е zovu "podkubovl·. Obja&n16emo to па 

pr1meru funkc1je sa ~etlrl promen1jlve, tj. па matr1cl sa §esna

e&t ро1ја (sl1ka 13.). Pr1 tome 6emo se pozvat1 1 па "hlperkub· 

(&l1ka 3.). 
х,х .. 

rr--------JA--------~, 
ОО 01 11 10 

• 1 • I 

· . • .. .. 1$ .. 
1 

• • 11 .. 
О 

51. 13. 
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На osnovu s11ke 3. 1 sl1ke 13. pro1z11az1: 

Dva k-po1ja, па h6r1zonta11 111 vert1kal1 su "susedna n jer 

predstav1jaju jednodimez1on1 podkub (sl1ka 14.). 

о 1 , 2 8 1 S 2 8 1 , 2 1 • о • 
1 1 

о • 7 I О • 7 • о • 7 • о I 7 I 
1 

Н l' 1 • Н 1 1 1 1 12 10 l' Н .1 10 •• .0 
1 ...l. 

8 , 11 11 8 I 11 11 8 , 11 18 8 , 1. .8 

1 -.l .-l 

51. -14. 

На s11c1 14. predstav1jen1 su redom podkubov1 d1menz1je је-

dan: 

{С"С7}' {С"Сll}' {со,с.} 1 {C12'Cl~} (v1det1 sl1ku 3.). 

На osnovu s11ke 3. 1 s11ke 13. pro1z11az1: 

~et1r1 k-po1ja (s11ka 15.), svako susedno sa dva, predsta

v1jaju dvod1menz1on1 podkub • 

• 1 I 

1 1 
2 

i 1 
8 1 О I 4 1 О 2 

о I 7 • • • 7 ' . О • 7 I 
1 1 1 1 1 1 1 1 

11 •• 1 .0 12 10 l' Н 
. . . • • • • 

r--- , 11 18 . . .8 

1 1 

• , •• 18 

1 1 

51. 15. 

На з11с1 15. p~edstav1jen1 su redom podkubov1 dimenz1je dva: 

{Cl,C~,CS,C7}, {СО'С2'С.'СI0}' -{С.,СS,С,,С7} 1 {С"С"С12'Сl'} 
(v1det1 s11ku 3.). 

Озаш k-po1ja, svako susedno за tr1, predstav1jaju trod1men
z1on1 podkub (sl!ka 16.). 

На s1ic1 16. predstavljen1 su redom podkubov1 dimenz1je tr1: 

{Co,c~, C2'CI,c.~C"C~~'C~1}' {Сl'СЗ'С5(~7,с"С~~,С~З,СЗ5}' 

{С"С"С~О'С11'С12'СlЗ'Сl~'СlS} 1 {CO'C2,c.,C"C"Cl~'C12'C~'} 



(videti sliku 3. i sliku 13.). 

• • 1 1 1 1 • • • 1 1 
• \ 

; 1 1 

" • 7 • 
1 1 

" 
, 7 • • • 1 1 . ." .. 12 \. \ \ 

1 1 1 1 1 1 1 1 

• , \\ 10 • , \1 \о • ·0 11 10 • о \ \ 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

51. 16. 

Na slikarna 14., 15. i 16. prikazane зи зarno neke tipicne 

konfiguracije rnatrice Vajt-Karnaufa za dve, tri i cetiri prornen-

1jive. posrnatranjern "hiperkuba" па slicl 3. i Vajt - Karnaufovih 

matrica па slikama 14., 15. i 16. prirnecujerno da, pored uobica

jenog susedstva k-po1ja, uzimaju зе za susedna i k-po1ja u 1evirn 

i desnirn, odnosno,gornjirn i donjim ug10virna rnatrice. Pri uocava

nju podkubova па matrici уеоrnа је vazno da оп! budu за rnaksirna1-

поrn dirnenzijorn jer isk1jucuju veci broj prornen1jivih. 

Primer 15. Posmatrajmo funkciju 

f(XI,X2,X],X~) = V(CO,CI,C2,C],C~,C6,C7,C9,CJI,C\5) 

Iz prirnera 10. (slika 7.) rnatrica Vajt-Karnaufa za datu fun 

kciju је (slika 17.). 

11 • 

\ 
/""'""\ I{l 1, 1 

1) 1 !'-.Ј 

.{ \. \ \ \ 

1 

Ir 1 '-!...) 

51. 17. 

5а slike 17. citaтo da postoji pet 2-dimenzionih podkubova: 

{с о ,Сl'с 2 ,С]} , {CO'C2'C~'C'} , {C.l,C],C"CjJ}, {С2,С],С"С7} i 

{C]'C 7 'C JJ 'CJS}' Тетепа С., С, 1 ClS pripadaju зато ро jednom pod

kubu (па slici 7. vidimo da опа 1maju зато ро dva susedna· teme

па; па neki nacin опа зи izo1ovanija). Pri odabiranju podkubova 
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moramo робi od onih кој! sadrze оуа tri temena: {CO'C~'C2'C6}' 

{C~ ,Сз ,C9'C~~} i {Сэ ,CиC~~ ,Сн} • Sa slike 17. citamo: 

-
Сl VСЗVС9 VCll X2X~ 

КаКО је ovim obuhvaceno svih deset temena (syih deset к-ро

lja па slici 17.) navedena tri podkuba вц maksimalni jer u веЫ 

sadrze dva preostala podkuba. 

ра је data funkcija napisana ротосц izraza u којет ве pojavljuje 

sest slova i pet simbola za operacije (tri za konjunkciju i dva 

za disjunkciju). Faktorizacijom mozemo dobijeni izraz dalje ц

prostiti: 

f(Хl'Х2'ХЗ'Х~) '" Х~Х4VХ.(Х2VХЗ), 

to jest,datu funkciju napisati роmобu izraza u kojem ucestvuje 

pet slova i cetiri simbola za operacije (dva za konjunkciju i 

dva za disjunkciju). 

Primer 16. Posmatrajmo funkciju 

па s1ici 18. 
о э 2 

r 1 1 1 
4 

5 l 7 1Ј 6 1 
111 *·Iј 15 14 

l.l 1Ј 
}. 

8 9 1 1 1 О 

51. 18. 

Тете С~З је najizo1ovanije (Videti sliku З.). Оnо jedino ва 

temenom C~2 cini l-dimen~ionih podkub {С~2'С~З}' Тетеnа С2,СЗ, 

С6! С7 .formiraju 2-dlmenzlonih podkub {С2·,сэ,Сi;,С7}' Ostaje te-
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те С •• lmamo dve mogu~nost1: 111 da uzmemo podkub {C.,CJz} ,111 

podkub {C.,CIZ}.AkO u~eroo podkub {С"СЈ2} 1mamo: 

Лkо uzmemo podkub {С. ,С,} 1тamo: 

iito daje - - --f (Хl ,Xz ,Х, ,Х.) = X1XZX,VX1X, VX1XZX'. 

Ovde ne doЫjamo, kao u prethodnom pr1meru,jed1nstvenu пај

povo1jnlju mogu6no.t. {тамо 1h dve. Faktor1zacljom doЫjamo: 

odno8no 

u prvom s1u~aju'doЫjamo 1zraz еа jedanaest е1mbo1а (iiest 

za 81оуа 1 pet za operac1je), а u drugom 81u~aju doЫjamo 1zraz 

za tr1nae.t 81mbo1a (8edam za 81оуа 1 iie.t za operaclje). Dak1e, 

је mlnlma1nl 1zraz koj1m 8е mo!е nap18at1 data funkc1ja. 

Na 811сl 18. zvezd1com вто оЬе1е!111 blokove koje odmah 

moramo uzet1 u obzlr: blok u desnom gornjem ug1u,jer daje maks1-

ma1nl podkub, а blok u tre~em redu,jer sadr!l 1zo1ovano k-po1je 

(teme С1Ј). Konjunkclje koje pred8tav1jaju оуе blokove 8U: ХЈХ' 

1 X1XZX,. Ove konjunkc1je zovu ве: e8enc1jalne konjunkc1je. 

Priтer 17. P08matrajmo funkc1ju 

па f1qurl 19. 

Тетепа Сl, CZ 1 Сll 8U naj1zo1ovanlja. Prvo njlh uz1mamo u 

razmatranje. Оna 8е jedlno 8pajaju redom 8а: С5, С, 1 С15. Doы-
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х, 

~ 

. { 
} .. 

'----У---.Ј 
х. 

51. 19. 

јато tr1 1-d1menz1ona podkuba: {СНС 5 } , Tc z ,C 6}, {С 1НС 15 } , od-

nosno, esenc1ja1ne konjunkc1je redom ХIХЗХ~' ХIХЗХ~' ХIХЗХ~' Оз
ta1a k-polja зе qrup1iu u dva dvod1menz1ona podkuba. postoje tr1 

moquбnоst1~ b1raтo podkubove kao па s11c1 19. 

111 

111 

{C\,C6,CIZ,Cl~} Ј {С 1 2,С 1 З,Сl"С 15 }, 

to jest, iшато slеdебе esenc1jalne konjunkc1je respekt1vno: 

Dak1e, zajedno аа esenc1ja1n1m konjunkc1jama ХlХЗХ"ХIХЗХ~. 
ХIХЗХ. 1mamo: 

111 

111 

- - -
ХzХзУ XIXZV ХIХЗХ\V ХIХЗХ.V ХIХЗ Х • 

- - - -
ХzХзV xzx,v ХIХЗХ. VХIХЗХ. VХIХЗХ~ 

Na kraju, posle faktor1zac1je 

f (Хl ,ХнХ ЗtХ.) ... Х2 (.xlV хз) V Х.1 <ЯЗХ~ V х ЗХ~) V ХIХЗХ. 

f(Хl,ХzrХЗtХ.) = Х2<iзvХ~)vХ.1<ХЗХ.VХsi.)vх.1ХзХ. 

Naveden1 pr1mer1 suqeriiu slеdеба prav11a za dobijanje m1~ 
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nirnalnog izraza koji predstavlja funkciju: 

1) Treba odrediti esencija1ne konjunkcije, tj.odrediti naj

kra6e konjunkcije koje odgovaraju §to је rnogu6e ve6irn podkubovi

rnа (blokovirna) ,uklju~uju6i svako k-polje bar jedanput. 

2) !zvr§iti faktorizaciju dobijenog izraza. Medjutirn, ovo i 

da1je ostaje ve§tina, stvar uvezbanosti: ne postoji algoritarn za 

dobijanje najpovo1jnije faktorizacije. 

Primer 18. Data је funkcija 

па slici 20. 

S1. 20. 

На slici 20.raspoznajerno jedan trodirnenzioni podkub {C S ,C
" 

С!Ј,СЈs,С21,С,Э,С,.,С ЈЈ } i dva dvodirnenziona {С"С"С Ј ", CJs }' 

{С,О,С2Ј,С2В,С 29 }. Lmamo dakle: 

- -
х ЭХ S V ХIХ ЭХ. V ХI Х Э Х ' 
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Pr~mer 19. Data је funkc1ja па s11c1 21. 

f (Х.! ,Х2 ,хз ,X~ ,хs ,Х,) 

~ V(Ca 'С.l ,C~ ,Сs 'С.l' ,СЈ' 'С2 а 'С21 ,Сн ,Сэ э ,Сн ,Сэ, ,С52 ,Сs э) 
х. 

Sl. 21. 

105 . 
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Pa!lj1vim роamatr~јещ sllke 21. raspoznajemo tr1 trodimen

z lona podkuba: 

{C.,Cl,C.,CS,Cl~,C17,C1~,Cl1} , {C.,C1 ,C.,C S,C'1'C",C",C,,}, 

{C.,CS,C20,C21,CS"CS7,CS2'CSS}' 

То su podkubov1 maks1malne dimenz1je 1 u ovom 81u~aju 18-

kljueuju tr1 promenljlve. lmAmo, dakle, 

4. PROSТE IМPLlКAClJE 

D.finiaija 4. Bwtovafwnkaija 9 imptiaira Bwtovw funkciju 

f(u notaaiji 9 ~f) ako i .аmо ako fwnkaija f u.ima vr.dno.t 1 ва 

.vaki v.ktor (~l, ••• ,~n)E L~ .а koji i funkcija 9 ima vr.dno.t 1. 

Dakle; Bulova funkclja 9 1mpl1c1ra Bulovu funkc1ju f ako 

1 вiUllO ako је za svakl vektor {al""'~n} EL~·,·9~f, tj. 9vf-f. 

(Glava 1, def1nlc1ja 2.) 

Prim.r 20. Date su Bulove funkc1je 91, 92 1 f tabelom 1. 

Xl Х2 Хэ 91 92 f 

о о- о о 1 О 

О О 1 1 1 1 
О 1 О О О 1 
О 1 1 О О О 
1 О О О О О 

1 О 1 1 О 1 
1 1 О 1 О 1 
1 1 1 О О О 

Tabela 1. 

Funkclja 91 1mpllclra fUnkclju f, а funkc1ja 92 ne lmpl1-

clra funkclju f. 

FUnkclja 9 koja 1mpllc1ra funkclju f zove ее 1mpl1kan-

ta. 

Neka је S - {91, •.• ,9
m

} skup (slstem) 1mpl1kanata za funk-
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c1ju. f, to jest, 9'1Vf ='f, 1Е{1, ••• ,IП}.· 

Def~n~c~ja 5. S~stem 5 је potpun ako аа .u~kt vekto~ 

(аl, ... , Qn) Е L~ аа koj!. funkc~~ а f uaima v~.dno"t "1 postoji 

ba~ jedna impZikanta ststema'5 коЈа ua~''''a v~.dnost 1. 
t 1It. Ј • 

Dakle, s1stem 5 =' {<] 1'''''~ је potpun akko је f= ~ <]Ј,' 

P~ime~ 21. Date su Bulove funkc1je <]1, <]2, <]э 1 f tabe-

lom 2. 

Хl Х2 ХЭ <]1 <]2 <]а f 

О О О 1 О 1 1 
О О 1 О О О О 
О 1 О О 1 1 1 
О 1 1 1 О О 1 
1 О О О О О О 

'1 О 1 О О О О 
1 1 О О 1 1 1 
1 1 1 О О О О 

Tabela 2. 

Funkc1je <]1' <]2 1 <]э 8U 1mpl1kante funkc1je f. 5kup ш-,. . 

pl1kanata {<]1,<]2,<].} је potpun, to je8t f =\.:)<]1' .=1 
)P~tm.I' 22. Date 8U funkc1je <]1, <]2, <]а, 9'- 1 f u tabel1 З. 

Хl Х2 ХЭ <]1 <ј2 <]а <]- f 

О О О О О О О О 
О О 1 1 1 О 1 1 
О 1 О О О О О 1 
О 1 1 О О О О О 
1 О О О· О О О О 
1 О 1 1 1 1 О 1 
1 1 О О О О О О 

1 1 1 О 1 1 1. 1 

Tabela З. 

Funkc1je.9'~,9'2,9'1 1 9'_ 1щрl1с1rајu fUnkc1ju f. Мedjut1m1 

8kup lIOpl1kanata' Ј9'н9219'Э,9'_} nj.je potpun. jer {(0,1,0).-~, ~ 

9'1 (О,1,О) - 9.2 (0,~,0) -9','(.0,1,0) о: 9'_ (.0,1,0) - O,to je8t.,f ~ 9'1 

V 9'2v<]av9'-" 
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Definicij а б. Konjunkcij а С је pros ta imp tikanta funkciJe 

f ako i вато ako с impticira f i ni jedna konjunkcija uktju~ena 

и с nе impticira f. 

Primer 23. U prlmeru22. konjunkclja C=XIX2XI nlје prosta 

lmpllkanta funkclje f јес sadr~l konjUnkclju 

koja lmpllclra funkclju f. 

Мо!ето kazatl 1 ovako: konjunkclja С jeste prosta lmpll

kanta funkclje f ako impllclra funkclju f, а svaka druga ko

njunkclja, dobijena lz С ellmlnacljom slova, nе 1mpllclra fun

kclju f. 

Teorema 1. Sistem 

ste potpun. 

svih prostih impZikanti funkcije је-

Dokaa.Neka је' za vektor.(JI, .•• ,(Jn), f«(JI, .•• ,(Jn)=l. Tada је 

(11 (Јп 
konjunkclja С =ХI · ••. ·Хn o~lg1eno lmpllkanta funkclje f. Лkо 

(ЈI ,(Јп 
konjunkclja С = ХI · .•• ·Х nе Ы bila prosta impllkanta funkcl-

је f, tada је nјеn deo с' prosta lmpl1kanta funkclje f. Лkо с' 

nlје prosta lmpllkanta funkclje f, tada је nјеn deo с· prosta 

lmpllkanta funkclje f. Nastavljaju61 ovako dolazlmo do konjunk

сlје ср koja је prosta lmpllkanta funkclje f. Konjunkclja ср 

1ma vrednost 1 za vektor «(JI, •.• ,(Jn). Dakle, za svakl vektor 

«1I, ..• ,(Jn),gde је 'f«(JI, ... ,(1n)=1,postojl bar jedna prosta 

pl1kanta ср koja lта vrednost 1. 

Ро deflnlcljl S. slstem S prostlh lmpllkantl jeste 

pun. 

lт-

pot-

Neka је Ф dlsjunktivna nоrшаlnа forma (DNF) funkclja f 1 Sф 

Ьсој slova u Ф , а С ф Ьсој konjunkclja u ф. 

Definicija 7. КDNF фЈ funkcije f је prostija od DNF ф2 

funkcije f ako i jedino ako је 
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P~ime~ 24. Posmat~ajmo DNF ф4 i фz funkcije f 

. ф] = Х]ХZХЭХ~VХ4ХZХЭХ~VХ.lХZХЭХ~' 

- -' фz = Х.lхzхэvх.lХZХЭХ". 

Imamo: 

sф] = 12, СФ1 = 3, Sфz = 7, Сфz 2. 

Dakle, DNF фz је prostija оа DNF фl' 

109 

Definicija 8. DNF 'ф је minimatna DNF funkcije f аке i аате 

ако је Ф ekvivatentna ва f i ni јеаnа DNF p~ostija оа f nije 

ekvivaZentna,sa f. 

Teo~ema 2. Bito која minimaZna DNF Ф funkcije f је diajun

kcija prostih implikanata funkcije f. 

Dokaa. Neka је Ф minimalna DNF i 

(1) Ф = СџН, 

чае је С neka konjunkcija iz ф, а Н disjunkcija svih osta-

11h clanova iz ф. Ocigledno је аа је konjunkc1jac imp11kanta za 

Ф 1 za f .Ukol1ko С ne Ь1 ыla prosta impl1kanta funkcij.e f on

аа postoj1 konjunkc1ja Сј се! је аео od е) ЈСоја је implikanta 

za ф, 1 f. Iz (1) imamo 

(2) с!vф = C!VCI..IH. 

каЈСо је С!< Ф 

(3) Ф = с!џН. 
Dakle, Ф = СИН n1је m1n1malna DNF funkc1je f, ito је 'ЈСоn

tradikc1ja; izlaz1 аа konjunkc1ja е mora b1t1 prosta imp11kan

ta funkcije f. S obz1~om па pro1~voljan_1zbor konjunkc1je е 1z

~az1 аа је m1n1malna DNF. funkcije ,f disjunkcija nekog skupa S 

njenih prost1h implikanti. 

Ova teo~ema је озnоуа algor1tma za ~nimizaciju Bulove fun

kcije f. Аlgоritащ зе sastoji iz dve faze: 

Prva, nalaz1mo proste 1mp11kante funkcije f, 

Druga, nalaz1mo m1nimalnu DNF funkc1je f. 
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Nарomеп1щО da teor ... ne dokAzuje da је m1nimAlna DNr (un

kc1je f un1ја sv1h рrО8t1h1Фр11kAпаta tunkc1je fJ o8taje da 

ве odred1 koje pro8te 1Фрl1k.ntе ohrazuju ~n1malnu DNr funkc1je 

!. Оа Ь1 ве to odredllo, treba funkclju f nap1eatl u КDNF, od

red1t1 вуе konjunkclje koje 1IIIpl1clraju f, а zat1JD 1zdvoj1t1 

proBte 1JDp11kante ko'e obrazuju m1п1шАlпu DNF (unkс1је f. ОУај 

zadatak relava metoda жvајпа 1 Нak ~la8koq. 

5. МЕТООА КVAJН-AAJ( nЛS~I 

куајпоуа metoda za tra!enje proBt1h 1Фрllkant1 (unkс1је f ве 

BaBtoj1 u uporedj1vanju вУ1ћ konjunkc1ja DNF funkc1je f. -C11j 

је da ве Bmanj1 Ьсој Bloya DNF funkc1je f kor11denjem 1dent1 -

teta 

(Ј) XYv ХУ - Х. 

Upozna~emo ве pomenutom metodom poBtupno. 

Prim.r 25. RAzmotr1mo funkc1ju 

Оват kanonBk1h elementarn1h konjunkc1ja funkc1je f dato је 

u levoj kolon1 Blede6e tabl1ce. 

Х 1 Х2 Х, x_~ Х1 Х 2 Х_' i 1 Х_ 

Х 1 Х2 х, х_' Х1 х, х_/ 

Хl Х2 Х, x_~ Х2 х, Х_ 

- х_1 x_~ Х1 Х2 Х, хl ., 
- х_/ x_~ Х1 Х2 х, Х1 Х 2 

Х1 Х2 Х, x_~ Х1 Х2 Х, 

-- х"'; Х1 Х2 Х, Х1 х, Х_ . 
Х1 Х2 Х, х.Ј Х1 Х 2 Х_ 
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~oBmatrajmo p~ konj~kclju X~X2X3;' u prvoj kolonl ta~ 
~ . 

bllce i upore<1il!1o је X'edQJII ва BYiIp konjuJ1kc1jlUlla iBPod nje. На 

konjunkciju ХЗХ2ХЗХ, 1 konjцnkcije .хЗХ2Х;Х' ,.хз.х2ХЗХ~' Х.1.хzХ.эЖ, 
molemo pr1Joenit1 1dent1tet (3),.lto daje prvu, druguo i trебu ko-. 

njunkc1ju u drugoj kolon1. Konjunkcije XJX2xaX"X1X2X'X~'X1X2X'X~ 
1 X1XZX1X, па koje primenjujemo 1dent1tet (Ј) mark1ramo znakош 1. 

~oBmatrajmo Bada drugu konjunkC1ju X1XZX,X,.u prvoj kolon1 

tab11ce 1 upored1mo је redom ва вуiш konjunkc1jama 1~pod·nje.o На 

konjunkc1je ХЗХ2Хlх,1 X.1X2XIX,molemo pr1men1t1 1dent1tet (Ј) ,.Ito 

daje ~etvrtu konjunk.c1ju u drugoj kolon1. 

Nавtаvlјајuб1 pr~~eB uporedj1vanja konjunkc!ja u prvoj ko

lon1 dobijlUllo drugu ko10nu. Sada'konjunkc1je druqe ko10ne upore

djujemo па 1Bt1 na~1n 1 dobijamo trебu ko10nu tabl1c;e •.. 

Pr1met1mo da BU neke konjunkc1je u drugoj }tolon1 QI!t.ale ne-. 

mark1rane jer n1Bu kоr11беnе za dobijanje krаб1h konjUnkc1ja.Pr1 

met1mo, takodje, da ве neke od krаб1h konjunkcija 110911. dobit1 u 

У11е navrata (konjunkc1ja X~X •. u trебој. ko1On~dobija ве upore~ 

dj1vanjem konjunkc1ja ХЗХ2Х' 1 ХЗХ2Х' а11 1 uрОr.щјi.!-nјt!D ko
njunkc1ja ХзХ,Х~ 1 ХзХзХ, 1z druge ko10ne), а uZ1maju ве ваша 
jedanput. 

POBmatrajmo Bada nemark1rane konjunkc1je u tabl1c1. Ро nа

б1nu kako BU dobijene, 1z1az1 da nj1hova un1ј~ Badr!1 ву1Ь ~B~ 

JtanonBk1h.e1ementarn1h konjunkc1ja, dak1e, un1ја nemark1ran1hko 

njunkc1ja је ekv1valentna ва funkc1jom f. ~ta У11е, nema~kirane 

konjunkc1je BU pro8te 1mpl1kante funkc1je f polto 8vaka ЩН~ 

c1ra f 1 nе Badrl1 krабu konjunkc1ju koja 1mp11c1ra f. иedјu~. 

t1m, ро teorem1 2. min1ma1na DNF funkc1je. f nе mora bit1 un1ја 
ву1Ь proBt1h 1mpl1kanat~ vеб treba odred1t1 koje pro8te 1mp~i~ 

kante form1raju m1n1malnu DNP funk.c1je f. poq1edajmo в1е4е6ц t,a 

ы1.Ј1: о. 

СО . С2 С. С. С. С, Сз, СН 

Х2Х.Х' .. .. 
x~X2X!) • • 
Х~ХIХ;' * .* 
X~X2X' * о. 

ХзХ• • • • • 
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u ko1one ви une$ene kanonske e1ementa~ne konjunkcije, а u 

redove proste irop1ikante. U preseku kanonske e1ementarne konjun

КСlје i proste irop11kante која је sadri2i uneien је znak *.U, sva-

кој ко1оn! mora da ве na1azi bar jedan znak • jer odgоvаrајuбu 

каnОnЗКи e1ementarnu konjunkciju pokriva bar jedna prosta impli

kanta. Лkо ае u nекој koloni na1azi вато jedan znak ., odgova

rајuба impHkanta ве zove esencijalna pr'osta impHkanta u nota

с1ј! е. u drugoj, trебој, ~etvrtoj i оатој koloni na1azl ве вато 

ро jedan znak .,ра ви odgovaraju6e proBte imp11kante Х1Х2Х' 1 

Х1Х. esenc1jalne. One svakako moraju biti u m1n1malnoj DNF funk

с1је f, ра пат ostaje da odred1mo које ,od preosta1e tr1 proste 

lmp11kante u1aze u m1n1ma1nu DNF funkc1je f. Како esenc1jalne 

proste imp11kante Х1Х2Х. 1 Х1Х. pokr1vaju prvu, drugu,trебu, ~e

tvrtu, sedmu 1 оети kanonsku elementarnu konjunkclju, o~igledno 

је da u mln1ma1nu DNF funkclje f mora bitl иK1jи~ena prosta iro 

pHkanta Х1Х2Хз,јеr оnа pokr1va petu 1 !lestu kanonsku 
, , о 

e1emen-

tarnu konjunkclju funkcije f. Dak1e, 

111, роа1е faktor1zac1je 

Mod1flkac1ja metode Kvajna ,који је dao Мак Klask1,o takodje 

ае sastoj1 u uporedj1vanju sv1h' konjunkc1ja DNF funkcije f, s 

сllјет da ае kor1st1 1dent1 tet XYV ХУ = Х аН је broj uporedj 1-

vanja таnј1 jer ае konjunkclje daju u binarnom zap1su. Ident1tet 

XYVXY = Х mo!е ве primenlt1 вата па susedne kOljunkc1je. 

Teorema 3. На konJunkciJe С ј i СК то!в вв primeniti 

titet XYVXY = Х ako i вато ako јв 

Dokaa. PretpostavimO, prvo, da ее па konjunkcije С ј 
то!е primenltl 1dentltet XYvXY с x,to jest da је 

iden-
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а.Ј 

Ck = Х.1 ••• 

gde је s"'r=n. T.ada 1mamo: 

odakle sled1'da је 

1 1 [сј Ј - 1 [Ck ] / = 1 

Pretpostav1mo onda da је 

/1[C~] - 1[Ck J/= 1 1 /j-kl ... 2r ,r'E{O,1, ••• ,n}. 

Ovо.је mogu6e вато ako је 

ј = al ••• aS_l1Ss+1··.Sr 1 k = al ••• aS_lOSl ••• Sr' 

to jest,ako ве ј 1 k u binarnom zap1su raz11kuju па s-tom 

mestu. 6davd~ s:ed1 da ве па konjunkc1je Сј 1 Ck mo~e pr1men1t1 

1dent1tet ХУ\јХУ = Х. 

Postupak dobijanjaprost1h 1mp11kant1 funkc1je f sastoj1 

ве 1z slede61h koraka: 

о. Funkc1ja f nap1ie ве u КDNF. 

1. Konjunkc1je KDNF funkc1je f nap1iu ве u binarnom оЬ-

l1ku. 

2. Konjunkc1je KDNF funkc1je f svrstavaju ве u 

konjunkc1je ва 1st1m 1ndeksom form1raju jednu grupu. 

grupe, 

з. Konjunkc1je ве р1Аи u kolon1, ро rastu61m 1ndeksima. 

4. Sve konjunkc1je ва 1ndeksom m uporedjuju ве ва sv1m 

konjunkc1jama ва 1ndeksom т~l. 

5. Konjunkc1je,na koje ве pr1menjuje 1dent1tet (J),mark1 -

raju ае znakomJ. 

б. Лkо ве spajanjem dve konjunkc1je e~1m1n1!e pramenlj1va 

Хв' tada ве u binarnom zap1su doDijene, kra6e konjunkc1je, па 
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s-tom mestu stav1 crta, to jest, ala2 ••. aS_1-аS+1 ... ап. 

7. DOb1jene krабе konjunkc1je ponovo ае svrstavaju u grupe 

1 p1Au u kolonu ро rаstuбim lndeksimal па nj1h ве primenjuje 1а

ta procedura. Prl tom ае 1dent1tet (3) mo!е pr1menitl аато па 

konjunkclje које u binarnom zap1su па lstoj pozlc1jl lmaju crtu. 

8. Naveden1 proceB ponavlja ве Sve dok 1mа konjunkc1ja па 

које ве mo!е pr1menltl 1dentltet (3). 

9. Nemarkirane konjunkclje BU proBte lmplikante funkclje f. 

Primer 26. Posmatrajmo funkclju 

lz pr1mera 10 1 pr1mera 15 (аНка 7. 1 вНка 17.) 1 primenimo 0-

plsanl metod za tra!enje pr~Btlh impllkantl 1 mlnimalne DNF. 1-

mашо: 

С. 0000 .; С. ,СI' 000- .; C"CI,CI ,С, 00--

СI 0001 .; Са ,CI 00-0 .; 
С, ,CI ,С_ ,С, 0--0 

Со ,С, о-оо .; 
С2 0010 .; СI,С"С, ,СII -0-1 

СI ,С, 00-1 .; 
С, 0100 .; 

СI ,С, -001 .; С2 ,С, ,С, ,С7 0-1-

С, 0011 .; С2 ,С, 001- .; 
С"С7,СII,С 1 S --11 

С, 0110 .; С2 ,С, 0-10 .; 

С • ,С, 01-0 .; 
С, 1001 .; 

С, ,С-7 0-11 .; 
С7 0111 .; 

С, ,СII -011 .; 

CII 1011 .; С, ,С7 011- .; 

СIS 1111 .; С, ,СII 10-1 .; 

С7 ,С I! -111 .; 

CII'CI! 1-11 ,1 

Proces ае zavr§ava po§to ае па konjunkc1je prve i druge,od-

nosno druge i trебе grupe u trебој koloni пе mo~e dalje primenl-

tl identitet (3) jer пlви zadoyoljenl ualovi teore.tOe з. J.>roste 

impl1kante 51&: 

Х1Х2, Х1 Х .. , Х2Х., Х:Ј.Х, , х,х ... 
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Sada 6ешо odred1t1 koje od dob1jen1h prost1h 1щр11kаnаtа 

form1raj'u m1n1malnu DNF funkc1jef. 

" 

<::0 С 1", 'С2 С, С_. С. "С7. С, С11 СН 

" 

СО .Са 'С2' ,,;,? 3 * * * * 
оо 

СО 'С2 ,C~, ,Св * * • • 
еСсэ ,С, ,Сll * * • * 

С2'СЭ'С' ,С7 * * * * 

Сэ ,С7 'Сll 'С15 * * * • 
Iz tao11ce ~1tamo da su esenc1jalne proste 1mp11kante:XIX_, 

-X2X~ 1 хэх_. Kako nj1hova Un1ja pokr1va вуе kOlone, dakle вуе е-

lementarne kanonske konjUnkc1je nj1hova un1ja је 1 m1n1malna DNF 

funkc1je f. Dakle, 

-f(Х'i'Х2'ХЭ'Х~) = ХIХ~VХ2Х_VХэХ_ 
1i1, posle faktor1zac1je 

f(Хl,Х2,Хэ,х_) = ХIХ~V(Х2V'Хэ)Х~. 

ZADACI' 

Zadatak 1. 

M1n1m1z1rat1 Bulove funkc1je 

- --f(x,y,z) xyz v xyz v xyz v,xyz V xyz V xyz v xyz, 

- -q(x,y,z) = xyvxyzvxyzvxyzvxyz, 

h(x,y,z) ... xvxyzvxyz. 

Reienje: f(x~y,z) 

Zadatak 2. 

xvyvz, q(x,y,z)'" xVy, h(x,y,z) - xVy. 

M1n1m1z1rat1 Bulove funkc1je 

--- -- - -- -" -- - -f(x,y,z,v) = xyzvvxyzvvxyzvvxyzvvxyzvvxyzv 

- -- -v xyzvvxyzvv xyzvv xyzvv xyzvv xyzv 
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V xyzvv xyzvv xyzv, 

g(x,y,z,v) = xyzvvxyzvVxyzvvxyzvvxyzvvxyzv 

- - - -v xyzvv xyzv v xyzvv xyzv v xyzvv xyzv , 

h(x,y,z,v) = xyzvvxyzvvxyzvvxyzvvxyzvvxyzv 

- --vxyzvVxyzvv xyzv vxyzvvxyzvvxyzv. 

Resenje: f(x,y,z,v)=xvyvzvv, g(x,y,z,v)=XVY, 

h(x,y,z,v)=yv z. 
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G L 1\ V 1\ VI 

FUNKCIJE LUК1'a.~IJEVI~ I ~EFERA 

Ra.n1je зто (glava III) nауеl1 da зе svaka Bu10va .f~~kc:1ja 
moze nap1sat1 pomo6u Bulovog 1-zraza u kojem uCSestvuju. promEln1j1-

уе 1 operac:1je .v·, .,' , 1 .-0 , to jest u kanonskojd1sjunkt1v

пој norma1noj form1, odnosno,u kanonskoj konjunkt1vnoj normalnoj 

form1. 

U оуој glav1 .razmatraju зе spec1jalria presl1kavanja skupa 

L~ u skupu Lz,koja зе zovu funkc:1je LUkas1jev16a 1 ~efera (v1de

t1 [Зб], [52]) 1 dokazuje' зе da зе svaka Bulova f\щkс:1ја moze 

predstav1t1 pomo6u оу1Ь funkc1ja. U g1av1 Х data је jedna pr1me

па funkc1ja LukaSijev16a i ~efera. 

1. DEFINICIJ1\ FUNKCIJ1\ LUК1'a.~IJEVI~1\ I ~EFERA 

Definicija 1. BuZovu funkciju 

{

1' ako је Х.1=' "=Хn = О 

(1) f(x.1""'Xn ) = 
О, и ostaZim sZuoajevima 

8ovemo funkcija Lukalijevida (funkcija NILIJ. 
п 

Umesto f (Х.1 , ••• 'Хn ) CSesto р1аето Xl Т Xz Т •.. т хn 111 -/- Х1 • 
1=1 

De!inicija 2. BuZovu funkciju 

{
О, ako је Х.1= •• '=Хn = 1 

(2) f(X.1""'Xn)" 
1, и ostaZim sZuoajevima 

8ovemo funkcija Sefel'a Cfunkcija NIJ. 
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п 

Umesto f (Хј , ••. ,Кп) I:esto p1!iemo Xj.L XZ.L ••• .L Кп 111 1- К 1 • 
i=1 

Primsr 1. ТаЫ1се funkc1ja Luka!i1jev1~a 1 ~efera za dve pro

menlj1ve Хј, xz sU: 

Хl Xz ХIТ XZ Xl.L Х2 

О О 1 1 
О 1 О 1 
1 О О 1 
1 1 О О 

Primsr 2. ТаЫ1се funkc1ja Lukа!i1јеv1ба 1 ~efera za tr1 pro

men1j1ve Хl, Xz, Хэ su: 

Хј 

О 
О 
О 
О 
1 
1 
1 
1 

Ako su х,у 

Х2 Хэ ХIТ ХZТ Х Э Хј .L X2.L Хl 

О О 1 1 
О 1 О 1 
1 О О 1 
1 1 О 1 
О О О 1 
О 1 О 1 
1 О О 1 
1 1 О О 

e1ement1 skupa {О,1}, a"V", ..... . , .- operac1je 

d1sjunkc1ja, konjunkc1ja 1 negac1ja u Bu1ovoj a1gebr1 (L2'~' ., 

- ), neposredno ее dokazuj'U s1ede~e veze 1zmedju operac1ja • Т·, 

.. 1 operaclja .. V~ , .,., ,,-- : 

Vl (1) хТу = K~Y (11) x.Ly х·у 

V z (1) ХТК = Х (11) x.Lx = Х 

V, (1) (ХТУ) Т (xTY)=XVY (11) (x.LY).L (x.Ly)=x·y 

V. (1) (ХТ К) Т (УТ у)=к·у (11) (x.Lx).L (у .Ly)=x~y 

t K1=V к 1=П Х1 
п п п 

V s (1) (11) ...L Х1= -1 -1 x-1=V Х 1 • 
ј=1 ј=1 ;=1 ј=1 ј=1 ј=1 

Pre nego predjemo па dokaz naveden1h veza uol:1mo s1ede~e:1z 

def1n1c1je 1. 1 def1n1c1je 2. v1d1mo da su funkc1je Luka!i1jev1~a 

1 ~efera dua1ne, jer па osnovu pr1nc1pa dua1nost1 u Bu1ovoj а1-

gebr1 (Lz, v , - ) 1 1 О ае medjusobno zamenjuju. Prema ovom 

veze Vk (1) 1 Vk (11), gde је k=1,2,3,4,5,su dua1ne. 
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Definicija 3. (pFosiFena definicija duaZnostiJ. Ako ве u 

nekoj teoFemi (Т) pojavljuju E1imboli v •.• <: • ;;;. • т • Ј.... 1. 

О duaZna teoFema (Т*) izvodi ве tako sto medjusobno mеnјаји mе

sta: v i .• <: i ;;;;. • Т i Ј.... 1 i о. 

Dokaz veze Vl 

(1) ХТУ = Х'У (teorema о KDNF, tab. 1.) 

= xvy (zakon de Morgana). 

Veza Vl (11) dobija se medjusobnom zamenom s1тbo1a Т , 1 1- odno

sno • 1 V • 

Dokaz veze V2 

(Н) х1-х = Х'Х 

-
х (svojs~vo а·а=а). 

Veza V2 (1) dobija se medjusobnom zamenom stmbo.ta 1-·1 Т C>dnosno 
V 1 

Dokaz veze, V з 

(1) (хт у) Т (хТу) = (XVy) Т (xvy) 

xvy 

= xvy 

(veza V 1 (1) ) 

(vez.a У2 (1» 

(svojstvo а а) • 

Veza V э (11) dobija se medjusobnom zamenom siтbo1a Т i 1- odno
sno v i • 

Dokaz veze У 4 
(11) (хЈ.х) Ј... (уЈ.у) ХЈ.У (veza У 2 (11» 

Х'у (veza У 1 (11» 

xvy (zakon de Morgana) 

'" xvy (svojstvo а= а). 

Veza V 4 (1) dobija ве medjusobnom zaJl\enom sЏnbola 1. 1 Т od

nовnо v 1 

Dokaz veze V s 

(1) ро def1n1c1j1 d1sjunkc1je 1maJl\o 
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{
О, 

1, 

odakle'sledi 

= {1, 
О, 

Kako је ро def1n1c1j1 1. 

sled1 da је 

п 

-1 х 
1=1 1 

= {1, 
О, 

п 

V 
1=1 

511~no зе dokazuje VS(1~). 

ako је Хl="'=Х = О 
п 

u osta_im slu~ajevima, 

ako је Xl="'=Xn = О 

u osta11m slu~ajev1ma. 

u osta11m slu~ajev1ma, 

2. NEКA 5VOJ5ТVA FUNKCIJA LUКASIJEVICA I SEFERA 

5\ (1) хТу уТх (Н) Х1-У у1-Х 

52 (1) хТО = х (Н) х 1-1 = х 

5 ! (1) хТ1 О (Н) х 1-0 1 

5. (1) хТ (хТу) хТу (Н) х 1- (х 1-У) = х 1-у 

55 (1) (хТу) Т (xTz)=xT(yTz) (Н) (х -.L у) 1- (х 1- z) =х 1- (у 1- z) 

5, (1) XTYTz = у Т (хт z) (Н) x1-Y1- z = y1-(x1-Z) 

57 (1) ХТ х = О (Н) х1-х = 1 
-п- п -п-

п 

(1) -г Х1 ~ (Н) 1 х. -1 -
58 Х 1 Х 1 

f=1 1=1 1=1 ~ 1=1 

п п 
-n- - п 

5g (1) -1 Х 1 ~ Х1 (Н) ~X1 1- x i • 
1=1 1=1 ј=! i=l 

5vojstva 5 ј , 52, 5з 1 57 neposredno зе verif1kuju. Dokaza-

сето svojstva 5., 55' 5" 58 1 5 g • 

Dokaz svojstva 5. (1) 
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х Т(х Ту} = xT(xvy} (veza Vl (1)) 

= х v(xvY} 

= Х. {XVy} 

= х·у 

'" xvy 

= ХТУ 

(veza Vl (1)) 

(zakon de Morgana) 

(zakon d1str1but1vnost1) 

(svojstvo а·а = О) 

(zakon de Morgana) 

(veza V1 (1}). 

Pr1menom pr1nc1pa dualnost1 dokazuje se svojstvo S~(11). 

Dokaz svojstva S 5 (Н) 

(Х1.у) 1. (x1.z) = (х·у)· (x·z) 

= x·YV x • z 

= x(yvz} 

= х J.,(yvz} 

= х1. (Y·'Z) 

=х 1. СУ 1.'Z} 

(veza V 1 (1)} 

(zakon de Morgana) 

(zakon d1str1but1vnost1) 

(veza V Ј (Н) ) 

(zakon de Morgana) 

(veza V1(H)}. 

Pr1menom pr1nc1pa dualnost1 lako ае dokazuje svojstvo Ss(1}. 

Dokaz svojstva S6(1} 

x'TYTz (XVY) т z (veza V l' (1) ) 

(Yvx) Tz (zakon k6mutat1vnost1 ) 

=(YVx) V Z (veza V J (1)} 

= 'У v/"Xl...!z} (zakon asoc1jat1vnost1) 

= У T(xvz } (veza V1H)} 

= У T(XТz} (veza V Ј (1)} 

Pr1menom pr1ncipa dualnost1 lako ае dokazuje svojstvo S6(11). 

Dokaz svojstva S,(11} 

п 

( -L х1 ) = ( V Х1 ) 
1=1 1=1 

(veza V 5 (Н) ) 
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п 

(veza Vs(1». -г Х1 1=1 

5vojstvo 58(1) dokazuje ве pr1menom pr1nc1pa dualnosti . 

. 511~no se dokazuje svojstvo 5,. 

Теогета 1. Za та koju 8ulovu funkaiju f : L~ + L z vale jed

nakosti 
- аl 

1 (f (а 1 , ••• , а ) т х 1 Т 
П 

odnosno , 

(11) 

;. 

f (х 1 , ••• , хn ). 

Q H~ 

DokalJ. 

(1) f (х) 
_ п <Х1 

1 1 f(a) v V Х1 
1=1 

= 1-1 (f (а) vV х: 1 ) 
aEL~ 1=1 

(11) f (х) = U f (а)ха 

а EL~ 

(teorema о KKNF) 

(svojstvo а а) 

" 
(veza 1-lx

1 1=1 

" (veza \..I Х 1 
/=1 

" 
(veza 1-lx

1 /=1 

(teorema о КDNF) 

(svojstva а а) 

" .-1 х 1 ) 
'=1 

" 1-lx
1

) 
/=1 

п 

-1 ··х) 
/=1 1 
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=-/ 
п п 

f (а)х а (veza V x == -L х1 ) 
а EL~ 

1=1 1 1=1 

п 

0.1 
п-

п 

= _1_ (На) ч V Х1 ) (veza -/ /Х1 Vx1 ) 
п '=Ј I=Ј I=Ј 

а Е L2 

п 0.1 п 
п 

=-1 (f (а) Ј.. _/ Х1 ) (veza V X1 = _/ х1 ) 

а EL~ 1=1 1=1 1=1 

Teo~eтa 2. Za та koju BuZovu funkciju f L~ + L2 vale јеа
nakosti 

odnosno, 

(11) 

Dokaa. 

(1) f(x) = '-Ј f(o.)xa 

о.Е L~ 
п 

I ,- т -/ 0.1 
= ~ (f(a) х) 

1=1 1 

п 0.1 
(11) f(x) = -/ -/ (f(o.) vV Х1 ) 

aEL~ 1=:1 

П п 0.1 
= / (f(a) Ј.. _lx1 ) 

а EL~ 1=1 

(teorema. о КDNF) 

п 

(veza -/ /Х1 1=1 

(teorema. о KKNF) 

п _ 

(veza . VX1 
'=Ј 

Teo~eтa 3. Za та koju BuZovu funkciju f : L~ + L2 vale јеа
nakosti - -

а.Ј- an _1_ (f (аЈ , ••• , a
n

) v ХЈ v ••• v Xn ), 

а EL~ 
оаnовnо, 
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(11) 

Dokaa. 

(,1) f(x) = U На)ха 

а Е L~ 
(teoremA о KDNF) 

"' _1_ f(a)xa 

а Е L~ 

(11) f (а) .. /-/ (f (а) ,.лЈ x: i ) 

а EL~ ;=1 

(svojstvo а 

п 

(veza /-/ Х1 
'=1 

(teorema о KKNF) 

(svojstvo а 

(veza 

п 

(veza V
N Х1. = -1 -1 х ). 

;=1 1. 
1=1 

OV1.m је teorema З. dokazana. 

Posle teoreme 1., teoreme 2. 1. teoreme З. mo!ето zaklju~1.ti 

slede6e.: 81Jaka 'uZo1Ja funkoija mole ве pred8ta1Jiti iaraaom и ko

те u~e8t1Juju operaoije: 
, 

а). " T"~ " (f"ukalij evideva i negaoijaJ 
п 

ь) i." " (Seferova t negaoija) " . " 
с) " \..Ј " ~ т " " (di8junkoija. LukaUje1Jideva i negaoija) 

" # " 
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d) " . ", " Ј.., ", " 

е) " .1", "v", " 

f) " Т", " . " , " 

" 
" 
" 

Ckonjunkaija, Sefepova i negaaija) 

{Sefepova, disjunkaija i negaaijaX 

(LukalijeVideva, konjunkaija i n.egaaija) 

Ppimep З. Data је Bulova funkc1ja taЬelom 

Х У f(x,y) 

О О 1 
О 1 1 
1 О О 
1.1 О 

Na osnovu teoreme 1., teoreme 2. 1 teoreme З. mQlemo p1sat1: 

а) f (х,у)=(l Т хТу) Т (lТ хТу) Т (ОТ хТУ) Т (ОТ ХТУ) 

Ы f(x,y)=(1.lX.lY).l (l.lX.lY).l (O.lX.lY).l (O.lx.ly) 

с) f (х,у)=(ОТ хТУ) v (ОТхТу) v (l т хТу) v (1Т хТУ) 

d) f(x,y)={O.lx.lY)· (O.lx.ly)· (l..Lx..LY)· (l..Lx.,Ly) 

е) f(x,y)=(Ovxvy)..L (OvxvY) 1. (lVXvy)..L (lVXVy) 

f) f(x,y)=(O' Х' у)Т(о, х· у)То· Х· у)Т(l' Х· у). 

Z.ADACI 

Zadatak 1. Dokazat1 veze· 

(XTY)TZ" (xvy) 'Z, xT(yTz) = x'{YVz). 

Pr1medЬa. Kako је (XVyPz 1 x(yvz} v1d1mo da пе vaZi ааос1ја

t1vn1 zak.on za funkc1ju LukaS1jev16a. 

Zadatak 2. Dokazat1 da п1је zadovoljen asoc1jat1vn1 zakon 

za funkc~ju ~efera. 

Zadatak З. DOkazat1veze 

а) (1) х Т (уЈ.., z)= Xyz 

Ы (1) (xTY).,L(xTz}=xvyVz; 

(11) X,.L{YTzj = xvyv z 

(Н) (x..L;y) T(x..Lz) '!"xyz. 

Pr1medba. Kako је xyz ;'xvyvz :1 xVyv z ." xyz v:1d1mo da п1-
jezadovoljen d1str:1Ьut1vn! zakon funkc:1je Lukas1jev16a prema 
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funkc1j1 ~efera 1 obrnuto. 

Zadatak 4. Dokazat1 svojstva: 

а) (1) х Т CY.L z) : Х .L{YT z) (Н) 

Ь) (1) (x.L у) ј (x.L у) :(;{.LY).L (ХТУ) 

(Н) (хТу) .L{xTy) (хту) Т (;(.LY) 

с) (1) хт (хт х) о (11) 

d) (1) х Т (x.l. у) = о (11) 

е) (1) (хТ х) .1. (хТ х) = х (11) 

Zadatak 5. OOkazat1 svojstva: 

а) (1) хт УТ z х Т (Y.L z) (11) 

ь) (1) хТуТ z (x.L у) Т z (11) 

с) (1) xTYTzTu= х Т (у .L z .L и ) (11) 

d) (1) xTyTzTu= (x.LY.Lz)Tu (11) 

п R 

е) (1) т Х1=Х1 Т ( -.L х1 ) (11) 
1=1 1=2 

R n-J. 
f) (1) Т х =( 

1=1 1 
~х1)ТХ 1=1 П 

(11) 

п • п 

g) (1) Т Х1 1=1 
~ ;(1) Т t.l- ;(1) 
.=1 1=k+1 

Re§enje: 

а(1) xTYTz" XT(Y.Lz) 

(1) xTYTZ: xvyvz 

(2) : XV(yvz) 

(3) .. xT{yvz) 

(4) 

(5) 

- х ТCY·z) 

.. х т (Y.L z) 

х НуТ z) xT{y.Lz) 

х .L (x.L х) 

xl.(xTx) = 1 

(x.L х) Т (x.L х) х. 

x.LY.Lz х .1. (уТ z) 

x.Ly.Lz (xTY).Lz 

x.Ly .Lz.Lu=x.L (УТ z ти) 

x.L у .L z .L u= (х Т У Т z) .L u. 

R П 

Ј-. Х 1 =Хl 
1=1 

.L ( Т х1 ) 
1=2 

R I n-L. 

Ј-.х1=( Т X1 )'.L Xn 
1=1 1=1 

(veza Vs (1» 

(zakon asoc1jat1vnost1) 

(veza V.1 (1) ) 

(svojstvo а.}; avbI 

(veza V.1 (11» • 

--
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Ь(1) xTyTz = cX..li)T z 

(1) xTyTz - xvyvz (veza Vs (Ц) 

(2) ... Схџу)џ z (zakon asoc1jat1vnost1) 

(3) .. (хџу) Т z (veza V.1 (1» 

(4 ) = сХ·у) Т z (svojstvo а·Б '" аџЬ) 

(5) (x..ly) Т z (veza V.1 (11) • 

Na B11~an na~1n ве dokazuju svojstva Ь., с. 1 d. 

п п 

е(1) -Ј-Х1 '" ХЈ т ( _Ј_ х1 ) 
1=1 1-2 

(1) (veza Vs(1» 

(2) (zakon aBoc1jat1vnoBt1) 

п 

(3) = ХЈ Т ( '-Јх1 ) 
1 .. 2 

(veza V Ј (1) ) 

п 

.. ХЈ Т( П Х1 ) 
1 .. 2 

(4) (zakon de Мor9ana) 

п 

'" ХЈ Т ( _Ј Х1 ) 
1=2 

(5) (veza Vs(ii». 

Na B11~an na~1n ве dOkazuje BVOjstvo е.(11). 
п • п 

9(1) r Х1 - ( I Х1 ) Т( _I_;џ 
1-. I=Т i?'!k+.1' 

(1) 
п -,,-

-Ј- Х1= V Х1 
1=1 1=1 

(veza Vs (1) ) 

(2) 
Il п 

... ( '\:Ј Х1 ) v ( V Х4 ) 

1=1 1=k+l 
(zakon asoc1jat1vnoBt1) 

Il ." '" ( V х1) Т ( V Х1.) 
1=1 1"k+l 

(3) (veza V.1 Ш) 

» -,,--
а ( П Х1 ) Т( П ;Џ 

1=1 1-k+l 
(4) Czakon de МOr!"ana) 
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п 

(5 ) ( ~ х ) 
1=k+L 1 

(veza Vs (11» о 

Na вl1~an na~1n ве dokazuje svojstvo 9 (11) о 

~1taocu ostaje da doka!e svojstva 1z zadatka 50 

Zadatak б о Bulove funkc1je f, 9 1 h,. date tabelom 

х у z !(x,y,z) 9 (х,у ,z) h(x,y,z) 

О о о 1 1 1 
О О 1 О 1 1 
О 1 О 1 О 1 
О 1 1 О О О 
1 О О 1 1 О 
1 О 1 О О О 

1 1 О О О 1 
1 1 1 1 О О 

predstav1t1 1zraz1ma u koj1ma u~estvuju operac1je: 

а) Т • , 

Ь) 1.. " 

с) v , 

d) 

е) 1.. ", 

f) Т", 

. 

. Т • 

"v , .. 

(LukaA1jev16eva 1 nечас1ја) 

(~eferova 1 n,ечас1ја) 

(d1sjunkc1ja, LukaA1jev16eva 1 nечас1ја) 

(konjunkc1ja, ~eferova 1 nечас1ја) 

(~eferova, d1sjunkc1ja 1 nечас1ја) 

(LukaA1jev16eva, konjunkc1ja 1 nечас1ја)о 

Zadatak 70 DOkazat1 slede6e 1dent1tete: 

а) (1) а 1. (а vb) l Ь-а v (аvыv Ь) =av ь=а о Ь=а1. Ь 

(11) аТаЬТЬ = а.ь = avb аТЬ 

Ь) (1) а 1.Ь = aVb 

с) (1) (avb) 1..а о ь 

аоЬ 

о 

d) (1) а о Ь1.Ь1..д. 1.а о Ь = О 

е) (1) (a1.bv(a1.b».La:ob=al..b 

f) (1) а 1.(Ьс) = al. bl..c 

. ч) (1) ii (ьvё) 1. aodl. с=аоьоё 

(11) а ть avb 

(11) аоЬ Т (avb) = 1 

(11) (avb)TbTaT(avb) = 1 

(11) атЬо(аТЬ)Т(аvЫ=аТЬ 

(11) а Т (bvc) = а ТЬТс 

(11) avboi; ТCavd) Т c=av bv;; 

h) (1) (аv(Ьос1.а»1..!fl..ёl..(dVа» = аоЬос 

(11) (а '(bv с) Т а» Т (Ь Т ё Т da) = а v bv с о 
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Zadatak 8. Dokazati da ве svaka Bulova funkcija то!е pred~ 

staviti pomo6u ~eferove funkcije, odnosno Lukasijevi6eve funkc1-

је. 
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G L А V А VП 

в U L О V Е М А Т R 1 С Е 

Bulove matrice imaju veliku primenu u matematici i tehnici. 

U glavi IX data је njihova primena kod multipola, а ovde эе, ро

red nekih teorema о Bulovim matricama, razmatra njihova primena 

pri re~avanju sistema alternativnih jedna~ina (specijalne Bulove 

jedna~ine) kao i jedna primena u teoriji grafova. 

1. DEFINICIJA BULOVE МATRICE 

u glavi 1, model 3., definisali это Bulovu matricu, dve bi

narne operacije u oznaci .+" i .х" kao i unarnu operaciju u oz

naci .'п. U ovoj glavi рrо~iriбеmo ројат Bulove matrice, dat u 

modelu 3. (videti t 4], [25] i (351). 

Definicija 1. Matricu 

А = [aij ], i=l, •.. ,m ј=l, ..• ,п, 

gde ви a ij Bulovi iaraai аоиеmо Bulova matrica. 

Definicija 2. Dve BuLove matrice А i В istog formata ви jed-

nake, и oznaci А в ako i вато ako ви 

i=1,2, ..• ,m; j=1,2, ..• ,n 

BuLovi identiteti га 8vaki i,j, to језt 

Definicija 3. Zbir dve BuLove matrice А i В iзtоg 

ta, и oznaci А + В, је Bulova matrica 

forma-
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А + в јаЈ., •..• ,n, 

иае Је ope~aciJa \/ bina~na ope~aciJa dieJunkcija па Bu~ovim ia

~aaima (па L2)' 

DefiniciJa 4. Logi~ki p~oiavod dve Butove mat~ice А i В is

tog fo~mata~ и oanaci А'В ~ је Bu~ova mat~ica 

А'В - (aij 'b1j]' i-1, ... ,m, j-~, ... ·,n, 

иае Је ope~aciJa .•.• bina:rna ope~aciJa konJunkci.Ja па Bu~ovim ia

~aaima (па L2)' 

Definicija S. Negacija Butove mat~ice А Је Bu~ova mat~ica 

А'" [aij Ј, i=1, ... ,m, ј"1, ••• ,n, 

-иае еи atj negacije BuZovih ia~aaa aij • 

Skup М Bulovih matrica istog formata аа operacijama .+., 
".-, .-" ~este model Bulove algebre. Prvi element 8kupa М је Bu

lova matrica ~iji su 8vi elementi nule. Ako је ozna~imo 8а о .. [оЈ, 
tada је 

А + О .. [aijvo] =[ aij ]. 

Poslednji element skupa . М је Bulova matrica,~ij1 su svi ele

ment1 jedinice. Лkо је ozna~imo аа I '" [11 ' tada је 

A'I" [aij '1 ]= [aij ] 

ostavlja ае ~1taocu da proveri aksiome Bulove algebre. 

Definicija 6. Mat~i~ni p~oiavod dve Butove'mat~ice А i В, 

иае је BuZova mat~ica'A fo~mata шхр, а BuZova mat~ica В fo~mata 

рхn, је BuZova mat~ica 
р . 

А Е) В .. [ U(aik'bkj )] , 
k=J 

иае ги Ыna~ne ope~acije .v· i •. " diejunkcij-a i коnјиl k('ija па 

BuZovim ia~aaima (па Lz). 

Teo~ema ~. Ако ги А, В 1 С BuZove mat~ice Jednakog fo~mata 
tada vali: 

(1) А" (В Е) С) - (А " В) е С 
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(11) А (i) (В -t- С) (л 0 В)-t-(Л (i) С) 

(111) А 0 О = О е А = О. 

Dokaz teoreme 1. ostavlja ве ~1taocu. 

Definioija 7. Alternativni 8bir аџе Bulove matrice А i в i

etog formata, и o8naci А 1& В, је Bulova matrica 

А 1& В = [а 1ј 1& Ь1ј ], 1=1, .•. т I ј=1, ... ,n, 

иае је operaoija _ •• binarna operaoiJa eabiranje ро mod2. 
ekupa {O,l}. 

Primer 1. 

01&1 
О 1& О 
О • 1 

1 1& ОЈ [OllJ 1 • 1 О О О 
11&1 О 1 О 

Neka је А = [а 1ј ] а 1ј ( {О,!} formata nхn (kvadratna).De-

term1nantna matr1ce А, u oznac1 IAI, је element skupa {0,1} 1 
п 

IAI .. ~e а1ј О1ј , j=l, ... ,n 
1=1 

gde su О1ј subdetermlnante elemenata а 1ј • 

Primer 2. 

1: :1 = 1·1 • 1'1 
1 • 1 = О. 

I~r g\ = 1'1~ ~1·1·1~ ~I. О, I~ ~I" 1·081'180'1" 1. 

Definicija 8. Alternativni proi8vod аџе Bulove matrioe А i 

в, и o8naoi А О В, qde Је Bulova matrica А formata тхр, а Bulo

!Ја matrioa в formata рхn, Је Bulova matrica 

р 

А О В =[Е (alk'bkj ) Ј ' 
.=11 

иае ви binarne operaoiJe "." i "." sabiranJe i мnоlеnЈе ро тоа. 

2. ekupa {0,1}. 
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Pzoi.mezo З .. 

BuJova algebra 

[~:: : ~:~ : ~:: : ~::J О'Х • l'У • l·а • О·Ь = 

l·x • 1.у • О'а • l·Ь 
[

. .х ј х • у • а 

у • а. 

х • у .Ь 

Твоzoета 2. А1со 8и А,В,с Ви tove mat.zoi се lozomata тМр, 

tadavaU: 

(1) А О (В О С) (А О В) О С 

(НЈ А О (В • С) (А О ВЈ • (А О С) 
(111) А О О = Q ,. О А = О. 

Dokaz teoreme 2. ostavljemo ~itaocu. 

Neka је Е = [е1ј Ј kvadratna mаtriса,чdе је 

{

l, 

eij '" 
О, 

za i=j 

za 17'ј. 

lЗЗ 

pxk, 

Твоzo.та З. А1со ви А i Е kvadzoatne Butove matl'i.ce i.etog 10-

zomata оnаа Је 

. А О Е = Е ОА '" А. 

Dokaa. 

А О Е =[ t.(aik·ekj )] 

"=1 

(definic1ja 8.) 

= [а1ј ) 

'" А. 

Sl1~no ве dokazuje da је Е О А = А. 

Delinicija 9. T~an8ponovana matzoi.ca Butov. matzoice 

А '" [а1ј Ј ,. 1-1, •• ,ш Ј jai, ••• ,П 

јв Butova matzoi.ca 

АТ" [а'ј1]' 1-1, ••• ,n Ј ј"l, ••• ,ш.. 
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Teorema 4. Za BuLove matrice А i В. formata mxk. kxn. vali: 

(1) 
т т т 

(А Q В) = В е А • 
т Т Т 

(А О В) = В О А 

(111) ЕТ = Е. ОТ = О. 

Dokaz teoreme 4. ostavlja эе ~1taocu. 

Definicija 10. Za Bulove matrice А i В jednakog formata је 

А<В akoisamoakoje а 1ј <Ь1ј aasvaki 1,ј, tojest, 
def 

А<В<=>(У1ј) (а 1ј <Ь1ј)' 

Teorema 5. Ако ви Bulove matrice А, В i С formata тхр tada 

vaii: 

(1) А<А 

(11) ако је А<В i В<А onda јв А = В 

(111) ako је А<В i В<С onda је А<С 

(1v) ako је А<В onda је га svako Х f О, formata pxn, 

А Q X~B е Х 

(v) ако је А<В onda је га svakoX f О, formata n)(m, 

Х Q А<Х е В. 

Definicija 11. Inverana matrica kvadratne materice А је mа-

Teorema 6. Ako је А 

tada је ј,1 E{1 •••.• n}. gde ви Dj1 minori е leme-

nata 

ОоКаг. Neka је 

А = [а1ј ], Х =[Х1ј ]· Е [е 1ј Ј, 1,jE{l,·.·.n}, 

gde је 

= { 1, 
za 1 ј 

е 1ј О, za 1 f ј. 
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Tada iz jednacine А О Х = Е sledi 

i,j Е{1, ••• ,n}. 

Kako је 

imamo 

(2) 

1/ П 

~EII Dih ( ~~ aik~kj) 
п п 

~ (~aikDih)Xkj· 
k=IEII 1=1 

Za ј # k, па osnovu ае а = О, imamo: 

(3) 

135 

Na osnovu relacija (1), (2) i (3) sledi /А/.Хјћ = Djh • Iz pret

postavke /А/ # о sledi /А/ = 1. Dakle 

Хћј = Djh , ћ,ј=1, ••• ,n, 

to jest,A-1 =[Dji ), j,i=1, ••• ,n. 

Priтer 4. Neka је 

А = [~ 
о 
1 
1 ~] 

Kako је /А/ = 1 postoji А-1 • Imamo: 

D11 О, DJ3 1 

D2J 1, D22 О, D2 З = 1 

DH 1, D32 = 1, Dзз 1, 

ра је 

[::: ::: :::]= [: 
DJ3 D2З Dзз 1 

о 

1 

1 

Teoreтa 7: Ako ви А i в BuZove тatrice jednakog forтata оn

аа је: 
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(1) А. В ~ Л'В + А'В 

(11) А. В - (А + в).(ј + В) 

(111) А + В - А·В. А • в. 

Dokas. "ец је 

А ,. [ А1ј ], В" [ ь 11 1 1-1, •• :,IВ, ј-1, ••• ,П. 

Tada. је 

(1) А • в * [ а. 1 · • Ь1ј ] 
Ј . 

(def1n1c1jA·1.J 

-.( A1jb1jVi!1jb1j] (увва х • y-xyvxy) 

= (а1ј Ь 1ј + А1јЬ1ј ] (def ln1с1ја 3.) 

.. [ а1ј )[Ь 1ј ) + [ а 1ј ][Ь 1ј ] (def1n1c1ja4. ) 

,. А'В + А'В (def1nic1ja 5.) 

(11) Sli~no 8е dokazuje kor1ii~enjem veze х • у •. (хџу) (х...,у). 

(111) А + В =[ A1j Vb1j ] (def1n1c1ja 3.) 

=[ а 1ј Ь1ј • а 1ј • Ь1ј ] (veza xvy-xy • х • у) 

=[ а1ј Ь1ј ]. [а1ј Ј. [Ь1ј ] (def1n1c1ja 7.) 

.. А·В • А • В (def1n1c1ja 4.) • 

2. SISTEМ ALТERNATIVNIH JEDNA~INA 

P08matrajmo п jedna~1nA ва п nepoznat1h 

(4) , " 

.·а1nхn .. Ь 1 

• ainxn .. Ь 2 

............................... 

b1ranje 1 mnotenje ро mod. 2. Bkupa {О,l}. .• 



!Јulоvз algebra 

1,ј E{1, ••• ,n} 1 

х = В" '. 

, . ..)C~ Ьја 
slsteт с.) ses~1i1a matr1~nu jedna~1nu 

(5) А О Х -В, 

qs:!e је 

(6) 
-1 

Х .. А О В • 

. Хl .Х2 • Х, - 1, Хl. Х2 ~ О, Х2·. Хэ 1. 

OVd. је 

А'" (~ 
1 
1 
1 х а [~H В ... [n 
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ра. 8е dat1 81atem 8vod1 па matr1~nujedna~1nu А О Х ... В, ~1je је 

nA.n:; •. Х" А-1 О В. 

Dakle, ХI .. О, Х2" О, Ха" 1. 

3 ~ P.iUМENA BULOVIHМATRICA U ТЕОИIЈ! GRAFOVA 

p()8matrajJDQ skup Х - {ХЈ, ••• 'Xn } 1. podskup р skupaXXX,. 
gde је'ХхХ kartez1jaJilik1pro1zvodskupaX. 

f)ef~n~a;'ja 12. UzoBdjBni pal' (Х, р) ао!)вmо gzoaf~eda.n. 

Рr1dru!шо 8УЦOm e1ementu Х1 skupa Х jednu ta~ku. Nazov1-

DIO tu ta~ku v.rh 9'ra~a. 
Ako ј.<Х1'Хј) Е р, 1 ~ ј tada бemo vrhove grafax1 1 ,хј уе-

zat1 stre11com (в1. 1.). 
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Х ! 
/Хј 

О 111 О 
Х1=Хј Xi=X j 

Sl. 1. Sl. 2. 

Лkо је {xi,xj)E р, 1 = ј tada imAmo takozvanu pet1ju (81.2.). 

Primer 6. Dat је graf (Х, р), gde је 

(Х, ,Х,), (Х, 'ХЈ») 

Graf (Х, р) pret8tav1jen је па 81. 3. 

Х2 

S1. 3. 51. 4. 

De!inicija 13. Graf (Х ј , РЈ) Јв podgrQf grafa (Х,р). alco 

JeX 1 CX1 pl Cp· 

Primer 7. Graf 8а в1. 4. је podqraf qrafa ва в1. 3. 

DefiniciJa 14. Graf (Х, Р) Јв 8imetri~an. alco Јв 

(Vx1 ) ('v'x j ) ( ( (Х1 ' Хј ) Е р ) =>( (Кј , К1 ) Е: р » 
DefiniciJa 15. Graf (Ј(, Р ) Јв antieimetri~a". ako Јв 

(v'x1 ) ('v'X j ) «<Х1 ,кј ) Е р) 1 <xj,Ki)Е р )=<'Х1-Хј ) 

Primer 8. Grafovl (51. 3.) 1 (51. 4.) n1.u nl .1мetrlanl n1 

ant181metrlanl. Graf .а .1. 5. је .1metrlaan, а .а .1. 6.ant181-

metrlaan. 
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Definioija 16. Graf (Х, р) јв potpun· ako јв 

Мс1 ) ('v'Xj ) ({Х1 ,Хј )Е р 1 (хј,Х1)Е р =>х1=хј ), 1~j. 

posmatrajmo graf (Х,р), gde је Х = {xJ"",xn }' 

Definioija 17. Butovu matriou 

Мр =[ш1ј Ј ~ 1,j=l, ••• ,n, 
gde јв 

{

1' 

Ш1ј = 
О, 

аЈсо 

аЈсо 

Bovemo matrioom grafa (Х, р). 
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Primer 9. Bu10va matr1ca (B11~~ 7.) је matr1ca qrafa .ва в1. 

3. 

п ~ Н] 
ВН1са 7. 

Z'a Bulovu matr1c\1 Мр Јса~ешо da је B1metr1~na аЈсо је 

(~) (V1) (Ш1ј ок шј1 ), 

odnoBno аЈсо 1 вашо аЈсо је graf (Х, р) B1metr1~an. 

Za Bulovu matr1cu Мр Јса~еmo da је ant1B1metr1~na АЈсо је 

(\,,1) (\>'ј) (m1j+mj1~1), 1,.tj, 

odnoBno аЈсо 1 вашо аЈсо је graf (Х, р) ant1B1metr1~an. 

Za Bulovu matr1cu Мр Јса~emo da је potpun~ цо је 

fYI.).('Vj) (1 <.Ш1ј +Шј1 ,2) , 1"ј, 

odnoBno аЈсо 1 вашо аЈсо је graf (Х, р) potpun. 

Primer 10. Natr1ce 

МЈ = [~ ~ ~ ~] М 2 - [~ ~ ~ ~] Jf. - [1 ! 1 1] 
о 1 О О О О 1 О О 1 О О 

BU redom: B1metr1~na, ant1B1metr1~na 1 potpuna. 
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Т.ОЈОВlllа 8. Ako ви И1. 1 Иz matriC8 grafova (Х,Р1) 1 (Х,Р2), 

tada Јв Иl + Иz 1114trica grafa (Х,Р1 vpz) ~ gd8 Ј. РЈ VP2 uniJa 

skupova РЈ i Р2. а И18 ИZ matricti 'f'af4 (Х, P1·P2),gd.· Јв Р1·Р2 

proi8vod r.ta~iJa Рl i Р2. 

Doka8. Neka је 

Г 
ze. (хl'Хј ) Е Р1 

И 1 .. [mijJ ' т;ј 
s .0, za (хl'Хј ) 1[ Р2 

-{" 
za (хl'Хј ) Е Р2 

ИZ .. [т1ј ] , М1ј 
О, za (Х 1 ,Хј ) 4 Р2 

onda је 

М1 + Mz оо [ mij VШ1ј ] , 

s {1, za 

О, za 

И 1 (,) Mz .. [(>mik·~j] , 
k=1 

{

l, ze. (x1 ,xk ) ~ Р1 1 (Xk,X j ) (pz 

mlk·~j .. 
О, za o8tale 81u~e.jeve 

T1me је dokaze.na teoreaa 8. 

ZADACI 

Zadatak 1. Date 8U Bulove matrice 

А-[а1ј ], В-[Ь1ј ], 1=1, ••• ,m,j-l, ... ,n, 

gde su а 1ј 1 Ь1ј element1 skupa {O,l}. 

Neka је 

(1) А. В tЩ С gde је C1j-&1jb1jva1jb1j 

(11) А. О В tИ' С gde је c1j-&1јы1j Va1jbij' 

Dokazat1: 

(1) А. В .. О ako 1 ВАШО ako А s В 



__________ ~~--~--~----n-u-i-o-va--a-l~ge-b-r-a------------------~ __ -1-4~ 
(Н) А О.В = О ako.1, зато ako А а В (111 А = В). 

Zadatak 2. Date зи Bulove matrice 

А =[aijJ, B=[bij ), С = [Cij ] i=l, ••• ,n; j=l, ••. ~n, 

gde зи a ij , b ij i c ij elementi зkира {0,1}. 

Neka је 

(i) А+ 
аеј 

В =С, gde је Cij=aijvbij 

+ ае( 
gde је А + В=С, 

tI _ iI_ 

cij=U(aik Vbkj)=Ualk .bkj ) 
11=1 11=1 

(Н) 

п 

=Паik·Ьkј • 
11=1 

Dokazati: 

1. (Л+В)+А =А 

2. .(А+В)+В = (В.7А)+А ., 
з. А+(В+С) = В+(А+С) 

4. А+(А+В)·= А+В 

5. А+А .:i (А+В)": (А+В) 

6. А+А = I, gde је I = [1 Ј 
7. A~A = I 

8. I+A = А 

9. А+! = I 

10. А+(В+А) = I 

Zadatak 3. ReSiti sistem jednacina 

Хз 
• Х2 • ХЗ • X~ • XS • Х6 • Х7 .·Ха = 1, 

Хl • Х2. • ХЗ • XS =0·, Хl • )(2 • X~ • Х, 

ХЈ, • Х2 О, Хl • ХЗ • X~ • Х7 1, Хl • 
Хl 

• X~ 1, Xl= 1. 

Zadatak 4. Лkо Bulova matricna jednacina А Э Х 

resenje onda јеХ = А Q B.bokazat.1,. 

.. 1, 

ХЗ О, 

В ima jedno 
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G L А V А VIII 

§ЕМЕ SA DlREKTNOM KOМANDOM 

u оуој g1avi razmatra6emo jednu primenu Ви1оуе a1gebre dvo

~lanog skupa. Re~ је о najprostijem tipu kona~nog automata, ta

kozvanim semama ва direktnom komandom (ва direktnim, neposred

nim upravljanjem). Najprostiji e1ementi seme ви kontakti koji i

таји dva stanja, dve pozicije, tj. mogu biti otvoreni i1i zatvo

renl. Ovim вто ograni~i1i nase razmatranje па takozvano idea1no 

funkclonisanje seme, jer uzimamo krajnje pozicije kontakta (ot

voren, zatvoren). Re~ "idea1no" ovde ima smisao "nerea1nosti "jer 

postoje i medjupozicije kontakata (izmedju otvorene i zatvorene). 

Danas jos nema jedinstvenog matemati~kog aparata prigodnog za 0-

pis funkcionisanja seme ва kontaktima kada ве oni na1aze.u п ро

zicija,gde је n=З,4,5, .... Aparat koji ве odnosi па dvozna~ne 

promen1jive jos uvek је najpoznatiji. То је raz10g da ве ograni

~imo па kontakt koji uzima dve pozicije, tj. па dv'ozna~ne pro

men1jive. S druge strane, namena оуе knjige је da se po~etnici 

па najjednostavniji na~in uvedu u izu~avanje Teorije automata,pa 

ikibernetikeuop§te (videti [9Ј, [14Ј, [;15Ј, [ЗБЈ i [41]). 

1. ELEMENTI RELEJNO-KONTAKTNE §ЕМЕ 

Kontakt. Kontakt је najjednostavniji e1ement komande auto

matskog e1ektri~nog uredjaja. Prva osobina koju zapa~amo kod kon 

takta jeste da оп тo~e biti и: neaktiviranoj i aktiviranoj pozi

ciji. 

Obi~ne kontakte de1imo па: norma1no otvorene kontakte i па 

norma1no zatvorene kontakte. 



14З 

а) Kontakt kojl је u neaktlvlranoj pozlcljl otvoren а u ak

tlvlranoj pozlcljl zatvoren zovemo norma1no otvoreni kontakt(s1. 

1) • 

----~ ~----
neaktlvirana pozlclja aktlvlrana pozlclja 

S1.1. 

Ako Ывmо оуај tip kontakta stavl1i u strujno ko10, struja 

nе Ы pro1azi1a ako је оп neaktlvlran, а pro1azl1a Ы ako је оп 

aktiviran. Zato ве оуај kontakt јов zove 1 radnl kontakt. 

skupa 

da је 

Pridruzlmo norma1no otvorenom kontaktu А promen1jlvu а lz 

L2= {0,1}. Ako је kontakt А neaktlvlran, tj. otvoren,ta 

а = О, а 'ako је kontakt А aktlvlran, tj. zatvoren, ta-

da је а = 1. 

Ь) Kontakt koji је u neaktiviranoj pozlcljl zatvoren, а u 

aktlviranoj pozlcljl otvoren zovemo norma1no zatvorenl kontakt 

(в1.2) • 

neaktivlrana pozlclja aktlvlrana pozlclja 

S1. 2. 

Ako Ь1вmо оуај tlp kontakta stavi11 u,strujno ko10, struja 

Ы pro1azl1a ako је оп neaktlviran, а nе Ы pro1azl1a ako је оп 

aktiviran. Zato ве оуај kontakt јов zove i mlrni kontakt. 

Prldruzlmo norma1no zatvorenom kontaktu А promen1jlvu а iz 

L2 • Kada је kontakt А neaktlvlran, tj. zatvoren, tada је а 1 а 

kada је kontakt А aktlviran, tj. otvoren, tada је а = О. 

с) Kontakt kojl је sta1no otvoren zoveno sta1no otvorenl ko 

ntakt (в1. З.) а kontakt koji је sta1no zatvoren zovemo sta1no 

zatvorenl kontakt (в1. 4) • 

• • • 

Sl. З. S1. 4. 
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Kontakt koji је sta1no otvoren i1i sta1no zatvoren, zovemo 

konstantni kontakt, а pridru!ujemo mu vrednost О, odnosdO 1. 

Relej аа kontaktima. Re1ej se sastoji 1z e1eKtromagneta 1 

jedne kotve sa jednim 111 v1§e kontakata. Pr!dru!1mo releju Х 

prome~jivu х 1z skupa L2 • Kada struja nе pro1az1 kroz navoj 

e1ektromagneta pr1dru!1mo ·promen1j1voj х vrednoBt О, tj.x = О, 
а kada Btruja pro1az1 kroz ka1em e1ektromagneta pr1dru!1mo pro

men1j1voj х vrednost 1, tj. х = 1. 

а) Re1ej ва nоrшa1nо otvoren1m kontaktom. Лkо kroz navoj nе 

pro1az1 8truja, tada је kontakt otvoren, tj. х - Or а ako kroz 

nауој pro1az1 8truja, tada је kontakt zatvoren, tj. х = 1, (81. 

5) • 

--4r ......... -._- ---..--а.... 8'--__ 

S1. S. 

ь) Re1ej 8а norma1no zatvoren1m kontaktom. Лkо kroz n.voj 

ne pro1az1 8truja, tj. ako је х = О, tada је kontakt zatvoren,tj 

х - 1. Лkо kroz navoj pro1az1 Btruja, tj. ako је х = 1, tada је 

kontakt otvoren, tj. х = О, (81.6). 

~--~ ... -- ---«---.----

S1. 6. 
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2. STRUKTURNA FORМULA. +'FUNКCIJA RADA DIPOLA KLASE П 

V.I. §езtakоv, К. §enon 1 G. Мо1з11 розtаv111 зu озпоvе а1-

gebre d1po1a k1азе п. Ovde dajemo rekurentnu def1n1c1ju d1po1a 

k1азе п, koga 6ето kratko naz1vat1 d1po1 п. 

Definici;ja 1. 

1. Kontakti ви dipoZi п. 

2. Ako ви ~1 i ~2 dipoZi П tada ;је dipoZ. dobi;jen njihovim 

sepi;jskim iZi papaZeZnim veaivanjem. dipoZ п. 

3. Svaki dipoZ kZase П fopmipa ве konaanim Ьројеm ppimena 

1. i 2. 

Jedan d1po1 ~ m1 6ето crtat1 kao па з1. 7. 

--1 4 t----7 

51. 7. 

D1po1 dob1jen зеr1јзk1m vez1vanjem d1po1a ~1 1 ~2 crta6emo 

kao па з1. 8. 

r---------------, 
~--------------, I , 

~' ,~1 ~2 
I I L.. _________ ~ 

I I 
I I 
I 

I I I ~2 . I 
~ ______________ J 

51. 8. 51. 9. 

D1po1 dob1jen para1e1n1m vez1vanjem d1po1a ~1 1 ~2 crta6emo 

kao па з1. 9. 

Definiai;ja 2. 

1. Stpuktupna formuZa staZno aatvorenog kontakta;je Е = 1, 

а BtPuktupna formuZa staZno otvopenog kontakta ;је Е = о. 

2. Stpuktupne formuZe nopmaZno otvorenih ko.ntakata А, ••• ,С 

ви ЕА = а, ... ,Ес= с, а normaZno заtvоi'вnih kontakata ви ЕА = а, . 

•• ,Ес = с. 
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3. Ako ви Е1 i Е2 strukturns formuts dipota 61 i 6 z tada ви 

strukturns formuls dipola dobijsnih njihovim 8srijskim i 

lelnim vsaivanjsm 

para-

4. Kor8Bpodsntnost i8msdju dipola П i njihovih 8trukturnih 

formula opi8ana ј8 pod 1., 2. 1 3. 

Strukturna formu1a d1po1a П је dak1e Bu10v 1zraz kojl ор1-

8uje 8trukturu d1po1a П. 

Serlj8ko vez1vanje. Strukturna formu1a dlpo1a П kojl na8ta

је serlj8kim vezlvanjem kontakta А 1 В (81.10) је Е - а,Ь. 

---,-а--Ь_ -c:=r-
Sl. 10. Sl. 11. 

Para1e1no vez1vanje. Strukturna formu1a d1po1a П kojl nа

staje parile1n1m vezlvanjem kontakata А 1 В (81. 11) је Е- avb. 

Ser1jsko 1 para1e1no vezlvanje. Strukturna formu1a dipo1a П 

koj1 na8taje serlj8kim vezlvanjem kontakataA 1 В, а zat1m ра

ra1e1n1m vez1vanjeJD kontakta С (81. 12) је Е • abvc. 

Sl. 12. 

Iz deflnlclje 8trukturne formu1e vld1mo da· 8Vakom Bu.1ovom 

lzrazu molemo prldrul1tl dlpo1 П ~lja је 8trukturna formu1a data 

Bulavlm lzrazom. OVо пат 0III0qU6ava da аа dat1 ВU10v 1ztaz molemo 

konstru18atl lemu odqovaraju6eq dlpo1a П. 

Na pr1mer, аа Bu10ve 1zraze, tj •. 8trukturne formu1e 

EI - (avb) G, Ez - (avb) tbVC), Е, - (avbvc) (avc) 

odqovaraju6e lете 8U (81. 13). 

Neka је 6 dlpo1 k1a8e П 8а kontakt1m& А 1 , ••• ,Аn kOj1ma'8U 

prldrulene promen1jlve al, ••. ,an 1а 8kupa Lz. 

.-
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Pridru~irno dipo1u А prornen1jivu z 

1а А (provod1jivost dipo1a А). Ako је 

ako је z = О dipo1 А nе radi. 

koja opisuje rad dipo-

z = 1 dipo1 А radi, а 

Definiaija 3. Funkaija рааа dipoZa А га kontaktima Аl' ••• ' 

Аn koji ima strukturnu formuZu Е је јеаnа BuZova funkaija 

f E : L~ ... L 2 , 

koja је data BuZovim izrazom Е. 

Na prirner, па 51. 13. date su зеrnе tri dipo1a cije su stru

kturne forrnu1e 

Е 1 = (avb)c, Е2 = (avb) (bvc), Еэ = (avbvc) (avc). 

Funkcije rada ovih dipo1a su Ви10уе funkcij~ f
E1

, f
E2

i fЕэ 
u tabe1i 1., dobijene iz Bu10vih izraza Еl, Е2 i Еэ. 

а Ь С f
E1 

f
E2 

fЕэ 
О О О О О О 
О О 1 О 1 1 
О 1 О О О О 
ђ 1 1 1 О 1 
1 О О О О 1 
1 О 1 1 1 1 
1 .. 1 О О 1 
1 1 1 1 1 1 

ТаЬе1а 1. 
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3. INVERZNA ~EМA 

ugradimo jedan dipo1 /'; u e1ektri~nu 1iemu 5а izvorom i ро-

tro1ia~em. Jednostavnosti radi, neka lzvor bude neka baterija В,а 

potrosa~ 1атра W. 

5erij5ko vezivanje dipo1a /'; i 1атре W. Neka је f/'; funkcija 

rada dlpo1a /,;, а w funkcija rada 1атре W (51 14). 

в 

51. 14. 51. 15. 

(tj. ako dipo1 /'; radi) struja pro1azi kroz di 

pol /';, onda lampa gori, te је w = 1. Лkо је f/'; = О (tj. ako 

dipo1 /'; ne radi) struja ne pro1azi kroz dipo1 /'; ,onda 1атра ne 

gori, te је w = О. 
Funkcija rada 1аmре w је data tabe10m 2. 

т т о о о 1 
1 1 1 О 

ТаЬе1а 2. ТаЬе1а 3. 

Prema ovome је w = f". 

Para1e1no vezivanje dipo1a /'; i 1атре W. Neka је f/'; funkcija 

rada dipo1a /,;, а w funkcija rada 1атре W (в1. 15). 

Kada је f /'; = 1 (tj. kada dipo1 " rad1.) Btruja pro1azi kroz 

dipo1 /,;, а Blja1ica w oBtaje bez Btruje (jer 1ma kona~an е1е

ktri~nl otpor) , ра је w = О. Kada је f = О (tj. kada dlpo1 ne 

radi) Btruja pro1azi kroz Blja11cu, te је w = 1. 

Funkcija rada 1атре w data је tabe10m 3. 

Prema ovome је w = f/';. 
Dak1e, sema ва 51. 15. је lnverzna Аета Аете ва 61. 14. i 

obrnuto. 

.--
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Primer 1. Data је !ета jednog dipo1a 

vezan para1e1no (в1. 16) • 

koji је ва 1атрот W 

.. ---------, 
I a~J 

: b---.Il 1.-----------1 
Н . ..... ---1 

51. 16. 

Funkcija rada 1атре је W (avb) с. 

4. FUNKCIONALNA EКVIVALENTN05T DIPOLA 

Definiaija 4. Dva dipoZa 61 i 62 ви funkcionaZno ekviva-

Zentni. и oanaai 61 ~ 62 • ako ви njihove funkeije rada f
E1 

i 
f

E2 
jednake. tj. 

61 ~ 62 ako i вато ako f
E1 

= f
E2

• 

Primer 2. Dati ви dipo1i 6 r i 62 (в1. 17). 

51. 17. 

5trukturne formu1e ovih dipo1a 61 i 62 ви: 

Вl = abv abv аБ, Е 2 - av ь, 

а njihove funkcije rada f
E1 

i f
E2 

f
E1 

(0,0) 

f
E1 

(0,1) 

O·OVQ.OVQ.Q 1 

1 

l·ovI·ovI·o 

f
E1 

(1,1) 

О 

1 
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odnosno 

f
E2 

(О ,0) ovo 1 f
E2 

(1,0) lVO О 

f
E2 

(0,1) 0-...1 1 f
E2

(1,1) lvl 1 . 

V1d1mo da SU funkc1je f
E1 

1 f
E2 

jednake. Dakle d1poli 61 

1 62 su ekv1valentn1 (61 ~ 62). 

Teol'ema 1.FwnkcionaLna ek1Ji1JaLsntnoet dipoLa п је l'eLacija 

I'Bfleksi1Jna, simetl'i3na i tl'anaiti1Jna (I'elacija ek1Ji1JalencijeJ, 

tj. 

а) 6 ~ 6 (I'B!Leksi1JnoBtJ 

b)Ako је 61~62 tada јв 6t~61 (гimеtl'iёnогtЈ 

(tl'an.iti1JnostJ· 

Dokaz. 

Ak.o је 61 ~ 62 tada је f
E1 

f
E2

, odakle f
E2 fE1,pa је 

62 ~ 61 

Ak.o је 61 ~ 62 1 62 ~ 6, tada је f
E1 

,. f 
Е! 

1 f
E2 f E , ' 

odakle f
E1 f E , ра је 61 ~ 6, 

Teol'ema 2. Skup dipola П га kontaktima је model Bulo1Je al

gebl'lI, gde ги binarne opel'acije oV' i о·" pal'alslno i sel'ijsko 

1Jeai1Janje dipola, а unarna opel'acija • pl'ela8 га dipola 6 па 

in1J8l'Zni dipoL 6. 

Dokaa. Za1sta, ро def1n1c1j1 о funkc1onalnoj ekv1valentno

st1 d1pola П 1тато: 

(BI) Svojstvo komutat1vnost1 

avb bva 
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(11) о-- 4 ___ ~c>-- Ь - __ 4_ 

а'Ь = Ь'а 

(В 2 ) Svojstvo asoc1jat1vnost1 

(1) 

av (bVC) =(avb)vc. 

(11) 
~-----, г-----, 
I I I I 

~4+__b---c~~4---b-+-c~ 
I I I I ... ____ __ .Ј L _____ ..-Ј 

а' (Ь·с) (а'Ь) ·С 

(ВЭ) Svojstvo d1str1but1vnost1 

(1) 

avb·c = (аvы· (avc) 

(11) 

а' (bvC) = a'bva'c 

(B~) Svojstvo elemenata О 1 1 

(1) 

avO = а 
(11) :;.--4 ----().оо-..()--- "-1 ------4 ______ о 

1 

а'! = а 

151 
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(Bs) 5vojstvo nечас1је 

(1) 

(11) 

ava 

<>--0. ---а ------"АЈ'ОО---_8 o_--~O 
О 

а·а = о 

V1dimo da ви zakon1 (aks1ome) В,, В2, В., В. 1 В. 1z glave 

1 za Bulovu algebru zadovoljeni, ра skup d1pola za ovako def1ni

ваnе operac1je .v·,· 1 ._" predstav1ja mode1 Ви1оуе a1gebre. 

ОУ1т вто рото6и d1po1a 1nterpret1ra11 svojstva 5" 52, 5s, 

5,(11), 57(1) 1 5" dvo~1ane Ви1оуе a1gebre (glava 11). Na в11-

~an na~1n точ11 Ывто 1nterpret1rat1 i ostala svojstva: 

~:Yгv_" а-о 
ava = а 

(11) 
D--a ____ а -----<Y'VC>---& ____ -<)0 

а·а = а 

5. (1) о 

avab = а 

(11 

а· (avb) = а 

" 
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о 
1 

aV1 = 1 

87 (11) 0--8 ---1 ----<> гvoo---_8 -----оо 

а·1 = а 

8,(i) 

(11) 

= 
а = а 

ava:'b = aVb 
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(11) 
а 

о-- .. -с ь ~rvo---а --- ь---о 

5. MINIMIZACIJA §ЕМЕ 

OBnovni zadatak a1qebre kontaktnih §ета је tra!enje §ета, 

funkciona1no ekvivalentn1h datoj §еm1, da Ь1 ве 1z nj1h 1zdvoj1-

1а najproBtija. Univerza1noq kriter1juma §ta је to najproBtija 

§ета, medjutim, пета. Као jedan od kriter1juma mo!е ве uzeti ~le 

de61: §еmа је najproBtija medju Bvim §етата koje BU јој funkc10-

na1no ekviva1entne, ako пјој odgovaraju6i Bu10v lzraz Badr!i naj 

manji broj B1ova. Na taj na~ln zadatak uproii6avanja §ета . 'svodi 

ае па zadatak uproii6avanja nj1ma odqovaraju61h Bu10vlh izraza. 

Preтa tome, transformaclje datlh §ета vr§e ае pomo6u osno

vnih zakona binarne Bu10ve a1qebre. 

Prim.r 3. Data је §ета (аl. 18) 

а---Ь--с 

а---ь--ё 

<>-__ 1--- а --- Ь ___ с --+--0 

а--ь---ё 

а--ь ___ с 

Sl. 18. 

Uprost1mo datu §emu korlste61 svojstva Bu10ve a1qebre, tj. 

odred1mo funkclona1no ekvlvalentnu §emu ва najтanje kontakta. 

Strukturna formu1a datog dlpo1a је 

f (а,Ь,с) - аЬСЏАьёџаЬсџаьёЏАЬС 
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аЬ(сvё)v аыёvс)v aC(bVb) 

abvabvac 

b(ava)vac 

bvac. 

Znaci, sema koja је еkvivа1еџtnа datoj semi, а за

dr~i najmanje kontakta ima strukturnu formu1u f = acvb (s1.19). 

51. 19. 

6. ~EМE 5А KONTAXTlМA I RELEJlМA 

Do sada smo se u ovoj q1avi sreta1i, uq1avnom, sa semama dj 

ро1а k1ase П • Prosirimo nase razmatranje па seme koje, роrеё 

kontakta sadr~e i re1eje sa kontaktima. 

Posmatrajmo semu (s1. 20) 

в. Q9l---w ----,] о. 
"---;:::===.-___ ~-~-

[.t---t::. _~, 
ВЈ 

51. 20. 

u kojoj su 1атра W i norma1no otvoreni kontakt х re1eja Х ve

zani serijski. Funkcija rada kontakta х zavisi od funkcije ra

da dipo1a 6 sa kontaktima а,Ь, ... с. Лkо је Е(а,Ь, .•• ,с) struk' • 
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turna formula dipola 6 • funkcija rada seme sa slike 20.data је 

tabelom 4. 

~
W 

о о 

1 1 

Tabela 4. 

Prema tome. strukturna formula seme sa s1ike 20. је 

w = Е(а.Ь •...• с). 

Posmatrajmo semu (s1. 21) 

I 
11 0 в, 

w 

С, 
~ 

ь. 

~, 
в, 

S1 21. 

u kojoj su 1ampa W i norma1no zatvoreni kontakt х re1eja х 

vezani serijski. 1 u ovom s1ucaju funkcija rada kontakta х za

visi od funkcije rada dipo1a 6 sa kontaktima а.Ь •...• с. Funkcija 

rada seme (s1. 21) data је tabe10m 5. 

f
W 

о 1 
1 О 

ТаЬе1а 5. 

Dak1e. strukturna formu1a seme (s1.21) је 

w = Е(а.Ь •... с). 

u opstem s1ucaju. semu.koja sadrzi re1ej Х sa dipo1om 6 i 

kontaktom х (koji је u sk10pu nekog drugog dipo1a 61 sa 1аmроm 
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W).c~taffio па slede6i na~in: 

~_+_-'X 

51. 22. 

Ako је strukturna formu1a dipo1a 6 

х = Е(а.Ь ••.•• с). 

а strukturna formu1a dipo1a 61 

tada је strukturna formu1a seme (з1. 22) 

ppimep 4.'Data је sema (з1. 23) 

fIl I I 
• ь а ii jt 

џ I I I 
с 

а 

~ Ix ~. 
51. 23. 

* 11i samo strukturna formu1a зеmе је 

w El(al,b1, ••• ,Cl,X) 

Х Е(а,Ь, ••• ,С). 
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5trukturna formu1a re1eja Х је 

х = (av Ь)с • 

а strukturna formu1a §ете (еl. 23) је 

w = (avbvx)a 

tj. 

w = (av bv (av ь)с)а. 

Primer 5. Na §еm! (51. 24) dlpo1 1аmре 1 dlpo1 re1eja 5U ve 

zanl para1e1no. 

~ ; ~ I I 1 , 
r 

ь • 
ь • џ 
џ х 

х 

х 

Х .. 

51. 24. 

5trukturna formu1a re1eja х је 

х = bvc • 

а strukturna formu1a §ете је 

tj. 

w = (avx) (bVa)xvaxv(bva)x, 

w = (avbVc) (Ьvа)ёЬЈа (cvb) v (bva) (cvb). 

Primer 6. Na §ет! (еl. 25) dlpo1 re1eja Х је lnverzan. 

5trukturna formu1a re1eja х је 

х = av bv с = аьё. 

а strukturna formu1a §еmе је 

w=xv(aVb), 
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tj. 

w аьёv (aVb). 

51. 25. 

u prtmerima 4, 5. 1 6. za zadatu зетu ·за kontakt1mA ~ ~le

jima р1за11 зто strukturnu formu1u. Obrnut zadatak: za zadatu 

strukturnu formu1.u konstru1sat1 зеmu ne predstav1ja n1kakvu tes
ko6u. 

Pl'imel' i. Ronstru1sat1 зеmu С!1ја,. је strukturna formu1a 

w = xva (bVx), 

а strukturna formu1a re1eja Х је 

Х = аБ. 

Odgovaraju6a зета data је па з11с1 26. 

51 26. 
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7. KONSTRUKCIJA ~EME РО ZADATIM USLOVlМA 

U prethodnom odeljku razmatrali smo zadatak: za datu semu 

napisati strukturnu formulu i obrnuto - za datu strukturnu for

mulu konstruisati semu. Sada сето zadatak formulisati ovako:kon

strusati semu ро zadatim uslovima rada. Drugim recima, ako је 

data funkcija rada jedne seme, kako је konstruisatl. Svaka funk

cija rada (Bulova funkcija) moze se, па osnovu teoreme о KDNF i 

KKNF, predstavi ti Bulovim izrazom, koj i је-- strukturna formula 

trazene seme. Dakle, сео postupak u resavanju ovog zadatka moze

то prikazati sledecom skicom: 

1. Koristeci teoreme о KDNF i KKNF napisimo Bulov izraz za 

datu funkciju rada. 

2. Nekom od poznatih metoda minimiziramo dobijeni Bulov iz-

raz. 

3. Konstruisemo semu za dobijeni minimalni Bulov izraz. 

Primer В. Konstruisati semu sa dva prekidaca А i В i jed

nom lampom W koja zadovoljava sledece uslove: 

lampa 

lampa 

1 ) Лkо su prekidaci А 

2) Ako је prekidac А 

W gori. 

3 ) Ako su prekidaci А 

4) Лkо је prekidac А 

W gori. 

Funkciju rada trazene 

а 

о 

1 
1 
О 

i В neaktivirani, lampa W ne gori. 

aktiviran, а prekidac В neaktiviran, 

i В aktivirani, lampa W gori. 

neaktiviran, а prekidac В aktiviran, 

seme prikazujemo tabelom б. 

ь 

о 

о 
1 
1 

w 

о 
1 
1 
1 

Tabela б. 

Strukturna formula seme је, па osnovu teoreme о KDNF, 

w = аЬџаЬџаЬ 
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i1i, РО51е minimizacije 

w = avb. 

Dak1e, sema која odgovara datim U510vima rada је (51. 27). 

51. 27. 

Primer 9. Konstru1sati semu за tr1 prek1daca А, В 1 С 1 

jednom lampom W која zadovo1java slede6e uslove: 

1) Лkо 5и prekidac1 А, В 1 С neakt1v1ran1, lampa gor1. 

2) Лkо зи prek1dac1 А 1 В neaktivira~1, а prekidac С ак

tiv1ran, 1атра W nе gori. 

3) Лkо зи prek1daci А 1 С neakt1v1ran1, а prek1dac В ак

t1v1ran, 1аmра W gor1 .. 

4) Лkо је prek1dac А neakt1v1ran, а prek1dac1 В 1 С ак

t1v1ran1, 1атра W gor1. 

5) Лkо 5и prek1daci в 1 С neakt1v1ran1, а prekidac А ак

t1v1ran, lampa W gor1. 

6) Лkо је prekidac В neaktiv1xan, а prekidac1 А i С ак

tiviran1, 1атра W gor1. 

7) Лkо је prek1dac С neakt1v1ran, а prek1daci А i в ак

t1v1ran1, lampa W gori. 

gori. 

8) Лkо 5и 5уа tr1 prek1daca А, В 1 С akt1v1ran1, 1атра W 

Funkciju rada trazene seme pr1kazujemo tabe10m 7. 

5trukturna formu1a seme је, па озnоуи teoreme о KDNF, 

w оо = аьё v аьёv аЬс vаьё vabc чаьё ~aЬc 
111, роз1е min1m1zac1je, 
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w аvЬvё. 

а Ь с w 

О О О 1 
О О 1 О 
О 1 О 1 
О 1 1 1 

О О 1 
1 О 1 1 
1 О 1 
1 1 1 

Tabela 7. 

Dakle. §ета koja odgovara dat1m us1ov1ma rada је (в1. 28) 

• ь ё 

51. 28. 

Primer 10. Konstruisati §emu ва tr1 prekida~a А, В 1 C,re-

1ејет Х 1 1атрот W. gde funkcija rada re1eja Х zav1s1 od 

prek1da~a А, ·В.1 С, tj. 

х = f (а, Ь, с) • 

а funkc1ja rada 1атре W zavisi od prek1da~a А 1 В 1 

Х. tj. 

w = F(a.b.x). 

koja zadovo1java us10ve date tabelom 8. 

re1eja 

5trukturna formu1a §ете је, па osnovu teoreme о KDNF 1 ta

Ье1е 8. 

х = аЬсvаЬсvаьсvаьёvаЬс 

w аЬх 



il1, ров1е 

Dak1e, 

ZADACI 

Hlllnva aJgcbr:1 

minimizacije 

х = abvc 

w аЬх. 

а Ь с х а ·Ь х 

О О О О О О О 
О О 1 1 О О 1 
О 1 О О О 1 О 
О 1 1 1 О 1 1 
1 О О О 1 О О 
1 О 1 1 1 О 1 
1 1 О 1 1 1 О 
1 1 1 1 1 1 1 

ТаЬе1а 8. 

зеma koja.odgovara datim us10vima 

Ј 
а 

I с 

ь 

Sl. 29. 

, 

1 
ь , 
х 

If 
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w 

О 
О 

О 

О 
О 
О 
О 
1 

rada је (81. 29) • 

Zadatak 1. Dipoli i 1ашре vezani 8и serij8ki.Napisati stru

kturne formu1e njihovih зеma: 
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Re!\enja. 

Е 1 = abvba 

Е 2 = (avb)a 

Е э = (aVb) (avb) 

Е. = (аа) V (ЬЬ) 

Es = abvabc 

Е. = (abvc) (аЬvёь) 

Е 7 = bvabvc 

Е. = (асvьё)аv{ьёvЬс)а 

Е 9 = аЬс V{avbvc) (cvavb) 

E1o= (avbcVab) (acvbva). 



а 

I 
ь 
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Zadatak 2. D1po11 1 lampe v.eQ;an1 su paralelno.Nap1sat1 stru

kturne formule nj1hov1h !iema. 

жi 
! i f r 

6. 

h-f If _ 

" 

w 

If i-НI 

w 

а Ь а 
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а ь с 

Уп 
Б 

I 
~џ 
r r l 

с 

I " I 
If 

1 

џ~ 
w 

с ь с 

I I I 

Re§enja 

El abva 

Е". «avb) cvc (avb» «avb)cva (bv ё» (ёvаvЬ). 

Zadatak З. Date su strukturne formule §ela dlpola 1 lampl. 

Konstrulsati odgovarajuce §еmе. 

а) Dipol i lampa vezanl serijskl 
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Е avb 

Е аЬ 

Е (avb)e 

Е (а vb) (е va) 

Е а v(b'vaJe 

Е (avbve)a 

Е (avbve) (avb) 

Е (avbJ (avbve)a 

Е = а«Ьvе)аv(еvЬ)аv(ьvё) «av(bve)a) 

Е а( (bvevd) vb(cvbJ vaЬJ (bvc(avb)T 

Е (avb) (d(avb) vd(avc) v (avb)cd 

Ь) Dipol i lатра vezani paralelno 

F
i 

= Ё! ' gd~ је i = 1,2, ••• ,8,9,10 i E1,Ez, ••• ,EIO 

iz dela zadatka pod а). 

gde 

Zadatak 4. Dokazati funkcionalne ekvivalentnosti 

l!l '" l!2 l!э '" l!4 

је 

П I ~ f .. ii 

Ц 
~ а 

Ь а ь I 

Ј 
t---t 

ь а 

џ 1 у 
6, 6. 6, 6. 

Treba dokazati da је: 

(а vb) (bva) = Ь 
(avb) (Ьуа) (bva) = аЬ 

a(bvb)Vb(ava) = aVb 

l! 5 '" l! 6, 

~ П .. ь 

~~ 

џ ~ 
6. 6. 

167 
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Zadatak 5. Dokazati funkcionalne ekvivalentnosti slede6ih 

sema: 

а) 

dl 
.. -- ь 

.--6 

i 6 rv 
w 

w 

tj. da је (avb) (avb) =(аЬ) v (аЬ) 

Ь) .. 
.--+--6 

tj. da је (avb)vab = о 

с) .. --6 

Ь 

"--Ь 

w 

-
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tj. da је aЬvbvavab = о. 

Zadatak 6. Konstru1sat1 m1n1mа1nи semu sa tr1 prek1daca А, 

В 1 С 1 jednom 1amроm W с1ја funkc1ja rada zadovo1java us10ve 

date tabe10m 9. 

KDNF 

а Ь с w 

о о о о 
о о 1 О 
О 1 О О 

О i 1 1 
1 О О 1 
1 011 
110 1 
111 1 

ТаЬе1а 9. 

Resenje: Strukturna formu1a seme је,·nа osnovu teoreme о 

w = аЬсvаьёvаЬСVрьёvаЬс 

111, pos1e m1n1m1zac1je 

w = avbc. 

Dak1e, sema koja odgovara dat1m us1ov1ma rada је 

Zadatak 7. Konstru1sat1 m1n1mа1nи semu sa tr1 prek1daca А, 

В 1 С 1 jednom 1аmроm W с1ја funkc1ja rada zadovo1java s1ede-

6е us1ove: 

1) Ako su prekidac1 А,в 1 С neakt1v1ran1, 1amра Wne gor1. 

2) Ako је prek1dac А akt1v1ran, а prek1dac1 в 1 с neakt1v1-

ran1, 1amра W nе gor1. 



170 к .Gllezan - В. Lallnovlc 

) Лkо BU prek1da~1 Л 1 В akt1v1ran1, а prek1da~ С neaktl

vlran, 1ampa W nе qor1. 

4) Лkо BU prek1da~1 Л 1 Bneaktlvlranl, а prek1da~ С aktl

v1ran, lampa W nе qor1. 

5) U oBtallm Blu~ajev1ma lampa W qor1. 

Zadatak 8. KOn8tru18at1 m1nimalnu lemu 8а tr1 prek1da~a Л, 

В 1 С 1 jednom lampom W ~lja funkclja rada zadovoljava .iede6e 

u81ove: 

1) Лkо 8U prek1da~1 Л, В 1 С neakt1vlranl, lampa W nе qorl. 

2) Лkо 8U preklda~l Л 1 В nealtt1vlranl, а preltlda~ С aktl

vlran, lampa W nе qorl. 

) Лkо је prek1da~ Л neakt1v1ran, а prek1da~1 В 1 С akt1vl

ran1, 1ampa W qor.1~ 

4) Лkо је preltlda~ Л akt1v1ran, а preltlda~l В 1 С nealttlvl

ran1, 1ampa W nе qorl. 

5) Лkо BU prelt1da~1 Л 1 В aktlv1ran1, а prek1da~ С neakt1-

v1ran, 1ampa W чосl. 

б) Лkо BU 8va trl preklda~a Л, В 1 С akt1vlrana, 1ampa W 

чосl. 

7) u o8tal1m B1u~ajevima 1ampa W mole аа qor1 111 ne qor1. 

Zadatak 9. KOnBtrulBat1 lemu ва ~etlr1 prek1da~a Л, В, С 1 

D 1 jednom 1ampom W ~lja funkclja сааа zadovo1java B1ede6e u

B1ove: 

1) Лkо BU preklda~l Л, В, С 1 D neakt1v1ran1, 1ampa W nе qori. 

2) Лkо BU preklda~1 Л 1 В neaktlv1ran1, а prelt1da~1 С 1 D аЈс

tlvlran1, 1ampa W nе qor!. 

) Лkо su preklda~1 Л 1 D neakt1v1ran1, а prek1da~1 В 1 С аЈс

t1v1ran1, 1ampa W nе чос1. 

4) Лkо је prek1da~ Л neakt1v1ran, а prek1da~1 В, С 1 D akt1vi

ran1, 1ampa W чос1. 

~ Лkо је preklda~ Л akt1v1ran, а prek1da~1 В, С 1 D neakt1v1-

саn1, 1ampa W nе qor1. 

б) Лkо BU prek1da~1 Л, С 1 D akt1v1ranl, а prek1da~ В neakti

v1ran, 1ampa W nе qor1 •. 
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7) Лkо su prekidaci А i В aktivirani, а prekidaci с i D neak

tivirani, lampa W nе gori. 

8) Лkо su prekidaci А, В i С aktivirani, а prekidac D neaktivi' 

ran, lampa W gori. 

9) Лkо su sva cetiri prekidaca А, В, С i D aktivirani, lampa W 

gori. 

10) U ostal~m slucajevima, 1атра W moze da gori i1i nе gori. 

Zadatak 10. Napisati strukturne formu1e §ета: 

а) 

I 1 
r 

ь 11 Ь 

I I 

I I 
х 

~ ф. Ix 

Ь) I I I I I I 
11 ID 

У У т 
! 

а ь 
I 

I I 
ь Б ЈЕ 

ф. ~ Ix ~ 1. 
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с) 

I l' 
, ! 
ь • 

• ь I I 
" ь 

У I 
" • 

Rellenje: 

а) w '"' ((аиЬ)И (хиЬ»х х = ((аиЬ) v (хИЬ»а 

ь) w,. ((аиЬ)уи(аиу)аи(хиЬ)Ь)Ь 

х ,. ((аиЬ)уи (аиу)аи (хиЬ)Ь)Ь 

у ((аи Ь)уИ (аиу)аи (хИЬ)Ь)х 

с) w,. ((avb)xv(bxvab)a)x 

х = ((аиЬ)х'и(ЬхиаЬ)а) (аис). 

Zadatak 11. Konstruisati lIеrnе cije su strukturne f,orrnule: 

а) w = (аиЬ)х х = (аИЬ)а 
Ь) w = (а(хиЬ)иах)а х = (а(хИЬ)иах)Ь 

с) w = ((аиЬ)уи (хиа)Ьи (уИЬ)х)х 

х = «аИЬ)уИ(хиа)ЬИ(уиЬ)х)Ь 
у (aVb)yv(xva)bv(yvb)x)a. 
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Resenje: 

а) I I 
а ь 

Н 
х а 

ф.1 ~ Ix 

Ь) 

I , 
• 

п 
• 

х Ь 

I I 

1 I 
• 

? 1-ф. I 
с) 

I 
I 

I 
I 

I I I 
I 

I 
а ь 

у У у 

f 

ь х 

I I 
х а Ь 

ф. I ? 1, I 21, 
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Zadatak 12. Konstruisati semu еа dva prekidaca А, В, rele

јет Х i lampom W, gde ви funkcije rada date tabelom 

а Ь х а Ь х w 

О О 1 О О О О 
О 1 О О О 1 О 

О 1 О 1 О О 

О 1 1 1 
О О О 

О 1 1 
1 О О 

1 1 

Re§enje: 

Strukturne formule su, па оепоУи tabela i teoreme о KDNF, 

х = аЬџаЬџаЬ = аџЬ 

w аЬх v аЬх v аЬх џаЬх (а ,-,Ь)х. 

Dakle, odgovaraju6a §ета је: 

I I l 
У 

х 

" 

Zadatak 13. Konstruisati semu sa dva prekidaca А, B,dva re

Leja Х, у. i lampom W gde su funkcije rada date tabelama: 

х 

51. 8. 

W = Х1-У 

51. 9. 

w 

у 
+ 
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а Ь у х а Ь х У а Ь х w 

О О О О О О О О О О О О 
О О 1 1 О О 1 О О О 1 О 
О 1 О 1 О 1 О 1 О 1 О О 
О 1 1 1 О 1 1 О I О 1 1 1 
1 О О 1 1 О О 1 1 О О О 
1 О 1 1 1 О 1 О 1 О 1 О 
1 1 О 1 1 1 О 1 1 1 О 1 
1 1 1 1 1 1 1 О 1 1 1 1 

ReBenje: 

Strukturne formule па osnovu tabela 1 teoreme о копr su: 

х = аЬуџаЬуџаЬуџаЬуџаЬуџаЬуџаЬу 

аџЬџу 

у аЬхџаЬхџаЬх (аџЬ)х 

w аЬхџаЬхџаЬх (аџх)Ь. 

Dakle, odgovaraju6a вета је 

I I I 

У 
а ь а Ь 

у 
Ь 

W у Х 

Zadatak 14. Konstrulsatl вете koje reallzuju funkcije: 

fl (а,Ь) а=>Ь, f2 (а,Ь) = а<->Ь, fз (а,Ь) - а Ф Ь 

f.(a,b) атЬ, fs(a,b) = аЈ..Ь, f 6 (a,b,c) = а =>(Ь ф с), 

f 7 (a,b,c) = а <=>(ЬТс), fe(a,b,c)" a=>b,fg(a,b,c)=al(bJ..c). 
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G L А V А IX 

м u L Т 1 Р О L 1 

U glavi VIII razmatrane su mreze sa dva pola, tzv.dipoll. U 

ovoj glavi razmatra6e se specija1ne mreze sa vise cvorova, izme

dju kojih se nalaze dipoli. Ovakve mrele nazivamo multipo1i (vi

detl [Ј 2], [341 i [36]). Svakom multipo1u pr idruzuje se Bu10va 

matrica (strukturna matrica mu1tipo1a) koja opisuje njegovu stru 

kturu. Rad mu1tipo1a opisuje se funkcijom provod1jivosti koja је 

takodje predstav1jena Bu1ovom matricom. Оа1је se rarmatraju raz

пе transrormacije mu1tipo1a teliminacija cvorova). 

1. DEFINICIJA MULTIPOLA 

Mesto u mrell,gde ве sa.taju bar trl grane,8ove ве cvor ~o 

svaka grana sadrll bar jedan d1po1 (akt1van 111 pas1van). On1 

cvorov1.u koje dolaz1 jedna grana sa akt1vn1m d1ро1~.жova 8е о-

1azn1. odnosno,1z1azn1 cvorov1. 

PrimBr 1. Na еl1с1 1. Кј. Ка 1 КЗ 8U i!voroY1 jer •• u 8Va., 

L--------&-f r------~ 

51. 1. 
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.kom sastaju пајтапје tri grane,gde svaka ima bar jedan dipo1 (а

ktivan Е i1i pasivan 61, 62, 6з, 64). Cvorovi N1 i Nз su и1а

zni, odnosno,iz1azni,jer sadrze granu sa aktivnim dipo1om Е, а 

cvor N2 је pro1aznicvor,jer sve njegove grane sadrze same ра

sivne dipo1e. 

Definicija 1. Мгеза 8а nајmаnје tri ovora zove 8е muZti-

poZ. 

Primer 2. Mreza па slici 2. nije mu1tipo1 jer пета cvoro-

Уе. 

Е 

51. 2. 51. З. 

Primer З. Mreza па slici З. nije mu1tipo1 jer ima samo dVё 

cvora. 

Primer 4. Mreza па slici 1. jeste mu1tipo1. 

u da1jem tekstu kod prikazivanja mu1tipo1a песето crtati а

ktivne dipo1e. 

Primer 5. Mreza па slici 4. jeste mu1tipo1 sa cetiri суо

ra N l' N 2, N 3 i N 4 • 

51. 4. 
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Neka је Есхв strukturna formula d1pola 6ав ltoj1 је mont1-

ran 1zmedju ~vorova N
a 

1 Nf3 Tada је: 

(1) Ева jer је 6а в ~ 6Ва 

(11) а =6 ако 1 вато ако је Еа в = l, 

(111) Еа в = O(a~B) ако 1 вато ако ве d1pol 6а 6 1zmedju 

~vorova Na 1 Мв svod1 па jedan kontakt кој1 је konstantno otvo

ren (u mrez1 njega ne crtamo). 

2. STRUKTURNA МATRICA MULTIPOLд 

Definicija 2. Bulovu matricu 

gde ви Еав strukturne formule dipola 6ав , a,B=i, ••• ,n, 

strukturna matrica muZtipola ва п 3vorova. 

Primer 6. Strukturna matr1ca шu1t1ро1а ва в1. 5. је 

51. 5. 

zovemo 



11,,111';0 al~\'I"'a 

-' х-у 

х Yvz 

х-у yvz 

z О y(xvz) 

Ppimer 7_ Strukturnoj matrici 

Х·У 

1 

odgovara mu1tipo1 па s1. б. 

1\ /-
Н2!-с .. ··.··.· .. · 

. .. -. . . z 

51. б. 

z 1 О 

у'х; ;'ј 

з. Fu!~KCIJA ~ROVODLJIVOSTI МЩТIРОLA 

179 

Neka је' РаВ (а7'В. i РаВ ({O,l}) funkc~ja proyodljivost1 i:-

zliledju cvorova N i Ns,gde је: 
а 

1. р 
аВ 

1 ako iz!Пеdјu cvorova N i N
S 

tece struja, 
а 

џ. Р 
аВ 

О ako izmedju cvorova Na i N
S 

пе tece struja. 

od interesa је videti kada је ispunjen uslov 1. t~ • kada је 
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F aS = 1. Razmotr imo to postupno, korak ро korak. 

1,. Dа bi struja tek1a izmedju cvorova N
a 

i N
8 

(sl. 7) 

51. 7. 

neophodno је da ide direktno kroz dipo1 6 ав , tj. da је 

(1) Е а8 : 1. 

1,. Neka su N. medjucvorovi (sl. 8) gde је 
1, 

51. 8. 

Dа bi struja tekla izmedju cvorova N
a 

i N
s 

neophodno је da: 

а) tece kroz dipo1 6а8 , tj. da је Еа8 : 1, 

i1i 

Ь) tece kroz serijsku vezu dipo1a 6
ai

, i 6
i

,8' tj. da је 

Eai ,' Ei,B = 1. 

Dak1e, da bi postoja1i medjucvorovi N
i

, i da bi struja te-

kla kroz N
a

, N
i

, i Ns neophodno је da ЬаЈ:" jedna od 

grana provodi struju, tj. da је 

(2 ) v 
1, 

Е , 
а1, 

Ovde se пе iskljucuje mogucnost da је N
a 

pa,ra1e1nih 
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I,. Neka SU N
i1 

i N
i2 

medjucvorovi (sl. 9),gde је 

1,i 2= l, ... ,n. 

51. 9. 

Da Ы struja tek1a izmedju cvorova Na i Nв neophodno је da: 

а) tece kroz dipo1 6 
ав' 

tj. da је Е 
а8 

1, 

i11 

Ь) tece kroz serijsku vezu dipo1a 6
ai1

, 6
i1i2 

i 6 i2в tj.da 

је Eail ' Ei1i2 ' Ei2в = 1. 

Dak1e, da Ь! postoja1i medjucvorovi N
il 

i N
i2 

i da Ы stru

ја tek1a kroz Na , N
il

, N
i2 

i Nв neophodno је da bar jedna od 

para1e1nih· grana provodi struju, tj. da је 

(3) 

Ovde se ne isk1jucuje mogu6nostda је N =N. , N. =N. i . а ~I ~I ~2 

Ni2 =N в , 

I
n

-
1

. Slicnim rezonovanjem do1azimo do zak1jucka da ako.su 

N
il

, N. , .... ,Ni medjucvorovi tada је 
~2 n-2 

(n-1 ) 1. 

Na osnovu relacija (1), (2) , .•. , Љ-1) strukturna formu1a fun 

kcije p;['ovod1jivosti је 
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Strukturne formule funkc1je provodljivosti mult1pola 1maju 

slede~a svojstva: 

(1) р аВ РВа 
(11) ako је а в onda је РаВ = 1 

(111) РаВ = о za а ~ В ako i вато ako su ~vorovi Ма 1 Н в 
1zo1ovan1. 

Definicija з. 8uLovu matricu 

aopвm~ atrukturna matrica provodLJivosti muLtipoLa. gds ви РаВ ' 

а,в-1 ,2, ... ,п, atrukt\(rn8 fоrmџl" funkcijв prol l odLjil1osti. 

Primвr 8. Neka је dat mult1pol ва ~et1rl ~vora: М\, М а , М р 

Н •• Strukturne formule funkclje provodljlvostl, па osnovu (.), 

su: 

p\\S Е\\= 1 

Р \ Z '" Е I Z ОЈ (Е \ ЈЕз z ОЈ Е Ј .Е. а) ОЈ (Е \ ЈЕ Ј .Е, 2 ОЈ Е"Е, ЈЕЈ2) 

РЈ Ј= Е Ј 3 ОЈ (Е Ј Z Ва Ј ОЈ Е I .Е, 3) ОЈ (Е\ 2Еа. В, Ј ОЈ ЕЈ,Е,аЕаЈ) 

РЈ'- ЕЈ'оЈ (EI2Ez.oJEIJEH)oJ (EI2E2!E,. ОЈ ЕЈ ЈЕнЕа.) 

Ра t~ Pla 

Раа= Е а ! .. 1 

Р1Ј'"Р\Ј, 



Dulova algcIJra 

Р33= Езз = 1 

Primer 9. Dat је rnu1tipo1 (s1. 10) 

S1. 10. 

Funkcije provod1jivosti su: 

Рl1= 

Р12= 

Рl э= 

Р21= 

Р22= 

Р2Э= 

Рэ 1= 

Р32= 

Р33= 

1 

E12V Е1зЕЭ2 

Е 1 э'v Е I2 Е 23 

Р12 

Е 2 2 = 1 

Е 2 эV Е21 Е IЗ 

Рl Э 

Р23 

Е з 3 1, 

y.xvx(xvz) 
XVY'x(xv z) 

183 
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ра је strukturna matrica funkcije provod1jivo5ti mu1tipo1a (51. б) : 

r" 
Рl' Р11 rY;V;I~V" 

YXv Х (xvZ) X~Y:(X~Z)l 
1 р, Ј 1 (xvz)v ХУХ 

Ј 
- - - Ј РЈ 1 РЈ' 1 LXVYX(xvZ) (xvz)v ХУХ 

r XYv xz 

1-

l
XYV xz 

xvY Х\....-' Z 

Definicija 4. Pod dipoZom Н B~ kоntаkсiпа podrazumeva ве је

dan multipol gde је precizirano koji зи 3vorovi muZtipol~ njegcvi 

polovi. 

Ako је ~ln dipo1 Н 5а kontaktima,ciji su po1ovi cvorovi 

i п, tada је 5trukturna formula dipo1a Н oblika: 

Е = E1nv(vE1ilEiln)v(\"",/ E1i,Ei,i,Ei2r)v ... 
1.} 1.[1.2 

v( \.....Ј E li ,E i1i ,···E. ). 
i 1i, ••. i

n
_

2 
ln_2 n 

4. ELIMINACIJA NEKIH CVOROVA U MULTIPOLU 

P05matrajmo mu1tipo1 5а cetiri cvora (51. 11) 

51. 11. 
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Problem је da ве transformise dati mu1tipo1 tako da e1imi

nisemo neki od cvorova. E1iminisimo, па primer, cvor N, (в1. 12). 

и. 

51. 12 • . 
5trukturna matrica transformisanog mu1tipo1a је 

l 
'1 

E21VE2,E41 

Ез IV Ез ~E4J 

1 

ЕlЗVЕl'Е'З] 
Е2зvЕ2,Е,з 

1 

Ako и mu1tipo1u ва strukturnom matricom 

e1iminisemo jedan cvor N
k 

' dobijamo mu1tipo1 cija је struktu

rna matrica 

i,j( {1, •. ·.,n}'{k}. 

Primer 10. Dat је mu1tipo1 sa cetiri .cvora NI, N2,Nз, 

N4 (s1. 13). 
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~' 

;( 
/' . "У,. 

51. 13. 

Njegova strukturna matrica је 

о 

1 

о 

у 

о 

о 

z 

Eliminacijom cvora N. dobijamo multipol (s1. 14) 

~y у • 8,\ 
М. 

51. 14. 
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Strukturna matrica. пiultiроla. (81.14) је 

1 

z (xvy)] 
yz 

1 

Y(XVy) 

yz 

ZADACI 

Zadatak 1. Napi~ati strukturne matrice i strukturne matrice 

provod1jivosti mu1tipo1a (в1. 15) 

В1. 15. 

Zadatak 2. Konstruisati mult:ipo.1ove~ije BU' strukturne та-

tHce 

1 X

Vy

] 
X(y~Z) 

о х (yvz).] 
x,y,z . 

1 . 

Х'У 

1 

x(yvz) 

Zadatak 3. Eliminisati l!vor N~ u mu1tipo1oviina(s1. 16). 
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N I _ 

Х 

I 
у 

h. 
11, 

51. 16. 

Zadatak 4. U mu1tipo1u (51. 17) e1imini5ati cvor N s 

w 

---~K,--- Х ___ (:' 

у 

1. 
51. 17. 

; , · '''' 
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Resenje: 51. 18. 

51. 18. 

Zadatak 5. U mu1tipo1u (51. 19) e1imini5ati cvor N. 

у 

.. ~- z Н. 

-
У а 

н. 

S1. 19. 
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Resenje: S1. 20. 

.1\ 
/ ' 

L; . ,~ 
М, Ко 

S1. 20. 

Zadatak б. Konstrulsatl mu1tlpo1 аа Itrukturnom matricom 

provod1jlvosti м = [Pij] 1,ј = 1,2,3,4, gde је 

Р 1 Э bv ае v acd , 

Р l' acvbdv aedv Ьес 

Рzэ evabvcd. 

аезеnје: 51. 21. 

51. 21. 

Zadatak 7. Konstruisati multipol аа strukturnom aatr1com 

provodljivost1 М - [Pij ] , i,j - 1,2,3 , gde је 

Р12 - abcvqfvcefvcedavgdavaЬegvbcdf 

Pl' - gvcevcdbvcbaf • 
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Resenje: 51. 22. 

I~ 
.. ~ 

NI~~ ___________ d ___ f .~. 
Sl. 22. 

Zadatak 8. Konstruisati rnu1tipo1 sa strukturnorn 

provod1jivosti М = [Pij] , i,j = 1,2,3 , -gde је 

РЈ 2 acv bdv aedvbec 

р.1 3 bv aev acd. 

Resenje: _51. 23. 

f\ 
ь ~ .. 

.. ~.~. 
51. 23. 

191 

rnatricorn 
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Zadatak 9. Dat је mu1tipo1 (вl. 24). 

N. 

51. 24. 

а) Napisati strukturnu matricu 5 

Ь) Napisati strukturnu matricu provod1jivosti Р 

с) Odrediti broj п, gde је 

5 Q 5 Q ••• е 5 = Р 
Ј 

d) E1iminisati ~vor N,' 
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GLAVA Х 

т R А N Z 1 S Т о R 1 

u G1avi VIII nave1i smo neke rea1izacije Bu10vih funkcija 

рото6и dipo1a k1ase П. 'Тато smo nave1i da је najednostavniji е-

1ement jedne e1ektricne mreze,kontakt. Sada 6ето se upoznati sa 

jo~ jednim e1ementom e1ektricne mreze - tranzistorom. Оп 6е nат 

pos1uziti za neke rea1izacije Seferovih i Luka~ijevi6evih funk

cija (videti [32], [38Ј i [44]). 
Ana10gija jednog tranzistora је s1ede6a: uocimo jedan re

zervoar za vodu koji па dnu ima ispusnu cev sa venti10m (s1. 1). 

- ------
S1. 1. 

Venti10m mozemo regulisati od1iv vode iz rezervoara.Ako је 

venti1 zatvoren voda nе otice, а ako је otvoren, voda otice. А

na10gan ovome је e1ektronski tranzistor kod koga ko1ektor odgo

vara vodi u rezervoaru, baza odgovara venti1u, а emitor od1iv

пој cevi. 

Prema materija1u od kojeg su prav1jeni tranzistori se de1e 

u dve grupe: nрn i рnр. М! ovde nе6ето u1aziti u vr10 raz1i

cite tehnicke konstrukcije ovih tranzistora. Nama је ci1j da 

preko tranzistora rea1izujemo Seferove funkcije. Zato dajemo 

naj.jednostavniju ~eти tranzistora kao e1ementa e1ektricne mre

ze. 
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Ako sa С oznacimo ko1ektor, sa В bazu, а sa Е 

tada su tranzistori прп i рпр prikazani па sl. 2. 

в в 

прп 
рпр 

51. 2. 

1. PROMENLJIVE PRIDRU~ENE TRANZI5TORU Х 

emitor, 

5vakom tranzistoru Х mozemo pridruziti dve promenljive: 

t i х koje uzimaju vrednost iz skupa L 2 па sledeci nacin: 

t О ako је tranzistor х zatvoren 

t 1 ako је tranzistor х otvoren 

х = о ako је potencijal орао 

х = ako је potencija1 narastao. 

U tehnici postoje razne konvencije. М! сето prihvatiti sle-

decu: 

t = f (х) • 

Posmatrajmo cetiri tranzistora (slike З, 4, 5 i 6) 

+ 

t = х t х 

provc. 

51. З. i 4. 
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,- + 

t = Х t <= Х 

х х 

51. 5. 1 б .. 

Funkc1ja rada tranzistora 1z s11ka З, 4, 5. 1 б.dаtе su s1e 

decom tabe10m 

5lika х "f t 5trukturne formu1e 

1 О -З t = х 
О 1 

1 1 
4 t = х 

О О 

1 1 
5 t = Х' 

О О 

1 О -б t = х 
О 1 ; 

ТаЬе1а 1. 

2. 5ERIJBKO VEZIVANJE TRANZI5TORA 

Dva tranz1stora Х 1 У mogu bit1 vezan1 ser1jsk1 (s11ke 7, 

8, 9.1 10). 
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х 

х 

+ 

к 

к .Gi Iczal\ - П. Lal il1(1\"ic 

w = хџу 
51. 8. 

w = Х.1.у 

51. 9. 

w х·у 

у 

у 

у 

_--_---W 

,-__ ....,. ___ W 

W 

+ 

._--_._--_w 

'''' 
,., 
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Funkc1je rada tranz1stora Х, у koj1 su vezan1 ser1Jsk1, 

kao 1 nj1hove strukturne formu1e,date su u s1edecoj tabe11 

. 
5lika Х у t x t t 

у 
w 5trukturna formu1a 

-
О О 1 1 1 1 t = х , t y = У 

х 

7 О 1 1 О О О --
хТу w = t = t ·t = ху = 

1 О О 1 О О 
х у 

1 1 О О О О 

- -
О О 1 1 1 О t = х , t y = У 

х 

8 О 1 1 О О 1 --t --1 О О 1 О 1 W = =t ·t = ху = xVY 
х у 

1 1 О О О 1 

О О О О О 1 t x = Х , t =у 
У 

9 О 1 О 1 О 1 

1 О 1 О О 1 W = t =t"7t =Ху 
Х У 

= x..LY 
1 1 1 1 1 О 

О О О О О О -tx = х , t = У 
У 

О 1 О 1 О О 
10 

1 О 1 О О О W = t = t 
х 
·t = Х·У 
У 

1 1 1 1 1 1 

ТаЬе1а 2. 

Dva 111 v1se tranz1stora Х,Х , ••• ,Xn ' n;;'2, mogu bit1 ve

zan1 ser1jsk1 (s11ke 11,12,13.1 14). 

,....--.,..--~ .. 

п 

W ТХ1 
1=1 

51. 11. 
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ж, 

+ 
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п 

W =VX i 
1=1 

Sl. 12. 

ж. 

п 

W· I Х - i 
1=1 

Sl. 13. 

п 

W = 1-1 х 
1=1 i 

Sl. 14. 

~----~----~ . 

_р, 

ји' ; 
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Funkcije rada tranzistora 

Хl 'Х2' ••• 'Хn 
<oji'su vezani serijski, kao i njihove strukturne formule 

~ u sledecoj tabeli 

199 

date 

Slika X1X2 ••• Х t W Strukturna formula 
п 

п 

ako је =0 
-" 

-Xl=X2= ••• =X
n 1 1 W = t = x i = 

ј=1 

11 
п 

u ostalim slucajevima О О = -, xi 
ј·=1 

---
п 

ako је Xl=X2= ••• =Хn =0 1 О W .. t = -, 'xi = 
ј=1 

12 
п 

u ostalim slucajevima О 1 = VX i 
ј=1 

-n-

ako је Xl=X2= ••• =Хn =1 1 О W = t = -'1 
ј=1 

x i = 

13 
п 

u ostalim slucajevima О 1 = _1_ Xi 
1=1 

п 

ako је Хl=Х2= ••• =Хn =1 1 1 W = t = П X i 
1=1 

14 
u ostalim slucajevima О О 

Tabela 3. 
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З. PARALELNO VEZIVANJE TRANZI5TORA 

Dva tranzistora Х i У mogu biti vezani para1e1no (s1ike 

15, 16, 17, 18, 19. i 20). 

,,-+--~ 

" 

~--------------------------,------w 

w = ХЈ.. У 
51. 15. 

w = Х·У 

51. 16. 

w = xvY 

51. 17. 

у 

у 

w 

w 
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Bulova algcbra 

w = хту 

81. 18. 

+ 

у 

w 

~-------.----------~--~. 

Х 

w = xvY 

81. 19. 

+ 

w = Х'У 
81. 20. 

у 

201 
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-----------------------
Funkcije rada tranz1stora Х,У koji su vezani para1e1no, 

kao 1 njihove strukturne formu1e date su sledecom tabe1om: 

Slika х у t t t W Strukturna formu1a ! х у 

О О 
- - i 1 1 1 1 t = х , t = У 

х У 
О 1 1 О 1 1 t = txvty 15 
1 О О 1 1 ,1 -

W = t = xvY = xLY 1 1 О О О О 

- -
о о 1 1 1 О t = х , t = У 

х У 
О 1 1 О 1 О 

t = txvty 16 
1 О О 1 1 О 

w = t : х.у 
1 1 О О О 1 

О О О О О О t 
х 

= х , t = У 
У 

О 1 О 1 1 1 t = txvty 17 
1 О 1 О 1 1 

w = t = xVY ! 
1 1 1 1 1 1 i 

I 
о о о о о 1 t = х , t = У 

х у 
, 

I 
о 1 О 1 1 О t = t vt I 

18 
О О 

х у i 1 О 1 1 

t -- I 
1 1 1 1 1 О w = = xvY = х -1 У ! 

о о о о о о t = х , t y = У 
х 

О 1 О 1 1 1 t = txvty 19 
1 О 1 О 1 1 

w = t = xvY 
1 1 1 1 1 1 

О О 1 1 1 О w = t = х·у 

О 1 1 О 1 О -20 t =х , ty=y , t = txv t y 1 О О 1 1 О х 

I 1 1 О О О 1 I 
Tabela 4. 

Dva i11 vise tranzistora 

х 1 , Х 2 , •• ,Кп ' п 2, 

mogu biti vezan1 paralelno (slike 21, 22, 23, 24, 25. i 26). 
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ХI 

51. 21. 

1--------------,---'".. -------, 

х. 

п 

W = -1 -1 Х! 
1=1 

51. 22. 
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______ .., ___ v 

"п 

51. 23. 

+ 

_____ -т ____ ~.v 

Х, 

51. 24. 

,РЦ 



r------+ 

+ 

Воlоуа algcbra 

п 

W =Vx 
1=1 i 

51. 25. 

.. 
W =пхi 

1=1 

51. 26. 

205 

w 

___ .....,_~" 



206 к .С! I еz:ш - 11. Lalltl()v ј.' 

Funkcije rada tranzistora XI.X 2 •.••• Xn .koji su vezanl ра

ralelno као i njlhove strukturne formule.date su slede60m tabe

lom: 

Slika ХI Х2··. Х t w Strukturna formula 
п 

п 

ако је xI"'xz"' ••• "'xn "'1 О О w '" t ",\.јј{ '" 
1=1 1 

21 
п 

u ostallm slul:ajevlma 1 1 '" 1- Х 1 ;=1 

" 
ако је xI"'xz"' ••• "'xn"'1 О 1 w - t ",\.,.Ј Х 1 '" 

22 
;=1 

п 

и ostallm slucajevima 1 О '" -1 IX
i 

i=1 

ако је XI"'X2"' •.• "'Xn 
",о О О п 

23 w '" t "'\jx i 
и ostallm slucajevima 1 1 ј=l 

---
п 

ако је XI"'X2= ••• =Xn 
=0 О 1 w = t = \ . .1 Xi = 

24 п 
;=1 

u ostal1m slucajevima 1 О '" Т Х 1 
ј=1 

ако је XI=X2= ••• =Xn 
=0 О О " w = t = \..1 х.1 2S ;=1 

u ostallm slicajevima 1 1 

---
п 

ако је XI=X2="'=Xn =1 О 1 w '" t "'\...-Ix1 -
1=1 

26 п 

u ostallm slul:ajeviJ11a 1 О = -1 -lx
1 

;=1 

Tabela S. 
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