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Hamao cam y reomeTpuju u3Becse HeCaBpPUIEHOCTH, Koje
IPKAM 33 Pa3OT IUTO OBA HAYKA, YKOJUKO HUje aHAAW33, X0
cajJ4 Huje MOrJaa YUHHHTH H4 KOPAaKa Hanpeld M3 OHOT CTawa y
KoM Ham jy je EBxang ocTaBuo. Y Ta HeCaBpUIEHCTBA padyyHam
HejaCHOCT NMPBHX HOjMOBA O IE€OMETPHCKHM KOJHMYHHAMA, HAYHH
Ha-KOju Ce 3AMHIUI/ba MEpEeHe HIHXOBO, H HAMOCNETKY BAXKHY
NPA3HUHY y TEODHjH NapanenHux, KOjy HuCYy GMAM y CTamYy A0
cala ma MCnyHe Hanopu martemaTtuuapa. [lokymaju Jlexanaposu
HUCY HHUEra NOJAJH OBOj TEOPHjH, MOWTO je OH GHO NPHMOPAH,
Ja OCTABH jeJUHH CTPOrH MNYT, N3 CKPEHE jelHUM CHOPEAHHM
nyreM M aanpuGerse noMohHHM CTaBOBUMA, 4njy HYXKHY aKCHO-
MaTWYHOCT Ge3pasnoxkHo xohe na yrBpau.?)

[psu MoOj nokywaj o OCHOBHMAa reomerpuje 006jaBHO cam
v ,Kasanékxom Becnuky“ 3a 1829 roa. ¥ nagu 1a caM OAr0BO-
pHO CBMMA 3aXTEBHMA, 33HHMAO CaM Ce Aa/be U3PAAOM TE€ HAyKe
y u4eauHs, M 00jaBHO CaM MOj pal y NOjelMHHM J€JIOBHMA Yy
LYHenum saiucyumMa xasaxcxoz YHusepsuidema“ 3a roa. 1836,
1837, 1838 nox uacaoBom: ,HoBit oCHOBU zeomeiniplje ca Hoilz-
dyHom wmeopujom dapanennux“.?) Moxiaa o6GMM 0BOT NOCAEdHET
paga cmMeTa MOjuM 3eM/baluma 12 Ce 6aBe jeJHHM TAKBHM npel-

1) Jlo6anesckH je HempasenaH mnpeMa JlexaHipy Kan TBPAH, A2 HEIosa
WCNUTHBAA HUCY HHYEra AQAana TEOPHjH nmapaieanux auduja. Mako jg Jlexannp
610 NpM Kpajy CBOjHX HCHHTHBAamba yBepeH, 1a je HOCTHIA0 UMb KOju je cebu
NpH TOYETKY IHUXOBOM MOCTABMO, HAMME 1a NoKaxe MeTH nocryaar Esxaunos
(yBepemwe unjy je uaysopHocT npsu JloGaueBcku yBHAEO) HIAK OH je CBOjHM
WCOHTHBAIEM [NOWA0 A0 CTaBoBa, Ge3 ypje 6u moMohM Temko Jlo6auescki
‘yBHAEO MAY30PHOCT Tora ysepewa., O THM cTaBoBuMA JlexannapoBim suaH npu-
™MenGy 15 u 17. .

"2) [Ipsa paamwa Jlo6ageBckor HOCH Y OPHUFHHANY HACIOB: ,O Hauanaxb
xeoverpin®, apyra: ,HoBbisi Hayama reomeTpin Cb NOAHOH Teopiel NAPAANENHBIXD .
O6¢ cy npesegene Ha HeMadxn nol Hactosom: Nikolaj Iwanowitsch Lobatschefkij
-Zwei geometrische .Abhandlungen. Aus dem russischen iibersetzt, mit
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MeTOM, KOju je u3rybuo cBOj HHTepec mnocae Jlewxauwxpa. Ans
APXHM, 12 TEODHja HAPaleliHWX HHUje CMeNa u3LyOHTH N&XibY
reoMeTapa, u CTOra ¢aM HamepasH Ja OBXE€ H3JOXHM- OHO WITO
je 6uTtHO y MoOjuM ucTpaxupawuma,®) npumehyjyhu ymsanpen,
A3 BAacynpoT mMuuibemy JlexkaHipoBoM cBe oCTaje Hecasplie-

Anmerkungen und mit einer Biographie des Verfassers von Friedrich Engel™
Leipzig 1898. Omuupun KoMeHnTap, xoju je Eurer nojao csomé npesoly, jaxo
esakmasa cryasjy Jlofauesckose reomerpuje. OO6e pacupase uadie Ccy H Ha
PYCKOM y LeROKymHoM HM3nawy Jlobauescxosux nena: ,[floawoe cobpamie coun-
Hediit no reomerpin H. 1. Jlo6ayesckaro, Vsaanie Mmnepatopckaro Kasancxare
Yuusepanrera“, 2 csecke 1883 u 1886, u 10 y npmoj cBecuu. A usamie ¢y
y HOBOM u3zamy uexoKynHux Resa JloGaueBckora, Kora usuaje copjercka Axa-
nemuja uayka y Mocksu (y npsom yomy usamiiom 1944).

%) Jeaune JIo6aueBcKOBO, KOje 0BAR AQHOCHMO ¥ CPNCKOM MPEBOLY, H3AWIAO
je npmis ny¥ rese 1840 y Depaumy na nesmswsoM jemaxy BoX Haczosox ,Geo-
metriscke Unm::chaagm zur Theorie der Paralleliinien. Von Nicolous
Lotofsehewsky, kaiserl, russ. wirkl. Staatsrathe und ord. Prof. der Mathematik
et der Universitit Kasan* (apyro daxcumun usgame Berlin, Mayer & Miiller,
1887). Omo je npewTaMnamo y OpHfHHAZY Y APYroj CBECUH KA33HCKOT H3Adiba
HeNOKYIMMHX reoMerpuckux nena Jlobauesckora. .

Y ososme cnucy xteo je JloGauesckn Ha €/1EMENTAPAH HAYMH 1A HINOKH
npse OCHOBE CBOjé MOBE reOMETPHjE H 1a CKpene NaKIbY CTPARMX MATEMATHUADH
Ma CBOja HOBAa MCTPAXHBAIA. Y OBOM MOCHCAHEM HANKATOCT HHje YUIEO, Herosa
Cy MCOMTHBAA OCTAAA HENO3HATA CTPAUOM MATEMATHYKOM CBETY CBE A0 CelaM-
aecetdx romuma (JloSauescku je pohen 1793 a ympo 1856: 6uo je npotecop
W Lyroroanuitby pexrop yuusepsutera y Kasamy). Ciamo je ,princeps matema-
ticorum* [ayc 3nao sa Hcrpamusaiba Jlo6auesckora (u om cam 6uo je AOWAO
MHOIG paHmje Of 0BOTAa A0 CHYMMX MOTAENA, a7H CBOja HCMHMTHBAMA HUje NyO/au-
KOBA0 HUTH HMX je CHCTEMATCKH PA3BHO; CaMO KpPAaTKE HaloMmene Hazxase ce y
ErOBHM TIMCMHMA), a7H HHMKAaja O HHMa Huje jaBHo nporosopuo. Cneunjamio
o oBoMe cnucy JloGauesckoBome [ayc ce H3pasuo Bpao TIOXBATHO y jepHome
nucmy ynyhenoM csome mpujateny Lllymaxepy: .Ich habe kirzl'ch Veran-
lassung gehabt, das Werckhen von Lobatschefsky (,Geometrische Untersu-
chungen efc...*) wieder durchzusehen. Es enthdlt die Grundziige derjenigen
Geomeirie, die Statt finden miiss’e und strenge cbnsequent Statt finden konnte,
wenn die Euclidische nicht die wahre ist.... Sie wissen, dass ich schon seit
54 Jahren (seit 1792) dieselbe Uberzeugung habe — -— — . Materiell fiir mich
Neues habe ich alsd im Lobatschefsky-schen Werke nicht gefunden. aber die
Entwicklung ist auf anderen Wege gemacht 'als ich selbst eingeschlogen habe,
und zwar von Lobaischefsky auf eine meisterhafte Art in dchi geometrischent
Geiste. Ich glaube Sie euf das Buch aufmerksecm machen za miissen, welches
Ihnen gewiss ganz exquisiten Genuss ;gewdhgen wird.®- .

I'oToBO y HcTo A06a ca JloGaueBCKHM MPOHAWIA0 je HEEBKAMAOBY reoMe-
Tpujy mahapckn matemarwyap Josan Bomaj (1802—1860); (6uo je opuunp

3.

HOCTH, Ha np. RedHHHUH]a npaBe fAWHHjE, OBLE HEMAjy MecTa,
@ 6e3 HKAaKBOr Cy YTHIAjAa HE TEOPHjy. napainesHBX.

Y 8YCIPHjCKOj BOJCUH H CHH Mmaremariuapa Boa¢ranra Bos aja, wKojacKor
apyra aycosor). bBomaj je cBoj mpomnanasak o6jaBHO Kao Rojaatak yybeHHKy
Martemaruke, Koju je- Hamucao meroB oran rog. 1832, Taj meros kpatku (u
jemmuu) cnuc HocH HackoB: ,Appendix scientiam spatii absolute veram exhibens:
a veritate aut falsitate Axiomatis X1 Euclidei a priori haud unquam decidenda-
independentem: adiecta ad casum falsitatis quadratura circuli geometrica“. Kax
je werop orai nociao osaj cmuc [ayey, Iayc je ¢Boj oaroBop oTnoyeo peyuma,
A4 CAHC WEroBOr CHHA Me MOXe XBaJHTH, anu 3ato, wmrto Kaj Ou ra xBammo-
cam 6u cebe XBasdo, MOWTO Yy HEMYy HAaMa3M pesynrare, A0 KOjHX je W caMm
aowao. Aau uu o DomajeBoM cnucy Huje I'ayc y jaBHOCTH HUWITA NPOrOBOPHO-

I'aycoBo nosuasame nena JloBauescxoBHX u Bosbajesor, MehyTnM, unak je
oTprio oBe u3 sabopasa. Kan je naume roa. 1860--63 mnyGaukosana y ueso-
Kynuam Aeanma aycorsm xopecnonjernunja iwerosa ca llymaxepol, MaremMaTaukH
je cBeT MPBHM MyT CA3MA0 33 HEEBKJAHIOBY TEOMETPHjy U HeHa nBa 180opua. [ena
Jlo6auesckora u Bomaja y6p30 nocae TOra nocrasa cy no3uaTa, M JAHTeparypa
0. MeeBKAH0BO] reoMeTpHjH uarao je pacia. loa. 1868 ny6aukosana je xabua-
Tauuona pacnpasa R iemannmn-oa ,Ueber die Hypothesen, die der Geometrie
zu Grunde liegen“, y kojoj je PumaH n3neo jeany HOBy HEeBKIHACKY reoMe-
Tpujy; rox. 1866 npeseo je d¢pamuyckn Martemaruuap J. Hoiie! osaj cnuc
Jlobaueackor ma ¢pauiycks, a roi. 1867 npeseo je H Bomajes cnuc nmoa Hacao-
BoM ,La science absolue de l'espace* (woBo u3aawe ‘A. Hermann. Paris, 1912);
a roa. 1868 nsauwa je y ,Giornale di Matematica* caapHa pacnpasa Taasjackor
Marematuuyapa E. Bettrami-a ,Saggio di interpretazione della geometria non
euclidea*. JlaMac je wspemmoct TBOpeBuse JloGauesckor M Bomaja moTnyHo
npuaMaTa, ‘

On HOBHMjHX Hef2 O HEEBKJAHIOBOj reoMerpHjn Tpeb6a nomeHyTH caexeha:

1. H. Liebmann, Nichteuklidische Geometrie, Sammiung Schubert,
Bd, XLIX, 1905 (nupso Hanamwe); 2-te Aufl,, 1912; 3-te Aufl. 1923;

2. W. Killing, Einfithrung in die Grundlagen der Geometrie, 2 Bde
1893-e i 98-¢;

3. F. Klein, Vorlesungen iiber nichteuklidische Geometrie, yoso nejpu-
HUTUBHO HM3famwe, 1928 (Knaju je yseo T3B. npojeKTHBHH MPaBau y HeeBKIHIOBY
reOMETPHjy; OH je TBOpail M TEOMETPHj€ eNUNTHYKE DABHH);

4, F. Schilling, Projektive und nichteuklidische Geometrie, 2 Bde, 1933;

5. M. Simon, Nichteuklidische Geometrie in elementarer Behand-
lung, 1995;

6. 1. Frischauf, Absolute Geometrie nach I. Bolayx, 1872, {y osoM
EeaueTy usnowes je Bomajes Anenaukc y npepanH);

7. P. Barbarin, La géometrie mon-euclidienne. 2-éme ed. 1907; 3-e
ed. (y xoaexkuuju ,Scientia*, Ne 15);

8. D. M. Y. Sommerville, The Elemenis of noneuclidean Geometry,
London. 1914.
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Ja nebux 3amMapao 4dTaONEe MHOXHMHOM TAKBMX CTABOBA,
4nju NOKa3H He NpuuYHibaBajy HHKAakse remkohe, ja hy osze
yHAnpes M3J0KATH CAMO OHe, YHje je 3Hame NOTPEGHO 34 OHO
wro cAexyje.

Hctopujcku mpersed MOCTAHKA M PA3BHTKA HeeBKIULOBC reoMerpuje aaje
TANNJAaHCKH MaTeMatnyap )

B. Bonola, Die nichteuklidische Geometrie, historisch-kritische Dar-
stellung ihrer Entwickelung, 1908 (semauxu npesog ox N. Liebinann-a),

Ha cpucko-xpsatckom mucazst cy o HeeBKIMIOBOj FeoMeTpHjH:

1. V. Varicak, Prvi osnivaci neeuklidske Geometrije, y ,Radu jugo-
stavenske Akademije, knj. 109, 1907; u

2, K. Crojanosuh, lpunusnn nose reomerpuje, y ,Hacrasruxy*
(pabeno yraassoM no Ppumaydy). '

M Ha pyckOM HMa HEKOAHKO [e/a '© HeeBKAHAOBO] rcoMetpHju. Og Haj-
HOBMjuX 1a moMeHem ciencha ama: .

1. B. ®. Karamn, Jlo6auencknit, Mockra—Jledunrpan, 1944 (usgame
coBjeTcKe AKajeMHje, AeA0.y KoMe MHCall M3JaXe He CAMO HEEBKIHIOBY reoMe-
TPH]Y Hero W XUBOT U UEJOKYNIHY AyXOBHY aenarHocT JhoGaueBcxora) u

2. Karanos npesoi ua pyckd 0BOr JI06aueBCKOBOT fesa moA HACHOBOM:

H. W. Jlo6auencxH [eoMerpuueckne HcreeloBaNns IO TEOPHH IAPAT-
JeAbHBIX AMBUH, NEPEBOA, KOMEHTAPHH, BCTYNHUTEAbHbIE CTaTbH M NPHMEYAHHS
npogecopa B. ¢, Karaua, 1945 (noceGHo n3jname H3 NpBe CBECKe paHHje
HaBe/EHOr H3Aake HEeJOKYNHHUX aeaa JloGauesckor oJ crpaHe coBjercke -Axa-
semuje Hayxka).

orn’ HapouyuTOr je 3Hayaja y KaraHosoM npeBsOoiy Herce ONWHUPHU H
HCUPNHY KOMEHTAp, KOjH €€ CcACTOjH H3 TpH BpcTe npumenaba {,CHOCKe*, Koje
TIpaTe caM TeKCT, ,NMPHMBYARUA“, Kojux uMa 38, u ,nmpuaokerin, kojux uma VIi).

Y caepeheM KoMenTapy npeBOAHJAl je CByAa MaBeo M3BOPe KOjH CY My
TOCHYXHAY 32 HEroso objaummerbe JI06aueBCKkoBor TeKCTa (0H Kaan wito My Kara-
HOB KOMEHTap pyckor npesoja HUje npu ToMe OHO paHuje npd pyun). ¥V THM
Ce M3BOPHMA 4YECTO HAXa3e CAMO wHAHUMje 3a Ta objawmema. [lpesoanaan je
TEWHUO 73 CBOja o6jauibera yAecH TaKO Ja M UATAAal, KOJH HMA CaMO eleMeH-
Tapua 3Hamba A3 MaTeMaTtHKe, Mowe pasymerd tekct JloGaweBckora (camo npH
kpajy Haaase ce npHMeale KOje WPETIIOCTAaBbAjy M3BeCHA BHUIa 3HABA), Ocum
Tora Tpe6a WAalOMeHYTH, 13 Ce TPHIOHOMETPHcKe ¢yukuuje y JIo6aueBCKOBOj
TeOMETPHjH He MOTy ZeQUHHACATH K40 ONHOCH CTPaHa y (PaBOYyTAOM TPOYIray
{(HAM Ka0 OAHMOCH KOOPAMHATA Kpyra), mowito y Jlo6ayeBCKOBOj paBH# HeMma

CaH4YHMX $HTypa, Beh na cy mHX0Be reoMeTPHCKC OCOGHHE W3BEACHC U3 HHXQBHX

aHaanTHukux aehbuunnuja (ynop. npum. 94).

Fon. 1928 npepoamaau je npeseo Ha cpnckn u DBomajer AneHanke H
J0Aa0 My KOMeHTap (xoju MehyTHM MHMje Tako JeTabaH Kao IUTO je 0Baj KOMEH-
1ap JloGawesckosor fena), O6a KoMeHTapa unHe 6a3y ierose oncexHe yfo-
pemse cryamje N. Lobatschewsky et I. Bolayi, Etude comparative
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1. Ilpasa nunuja foxnaia ce cama ca co6om y cBuMa HOJ0-
scajuma. Tlox oBuM pasymem, Aa npasa AuHHja npu o6pTamy
NOBpUIMHE HE MEIbA CBOjé MECTO, aKO NPOoAa3H KPO3 ABE Heno-
KpeTHe TadxKe y MOBPIUIHHMN®)

2. Jlge npase sHHuje ne Mory ce cehw y npema Tauxama.>}

3. Kan ce npasa nnnunja nosdmuo_nponymu y o6a npasua,
OHa mopa npehw cBaxy rpaHuny, H jesd, npema TOMe, jeIaHy
OrpaBHYEHy paBau Ha asa peaa. o

4. Ise npase aHHUje, KOoje Cy ynpaBHe Ha HCTOj Tpehoj,
HEe CeKy ce, Na MaKO/HKO CE€ NponyKHae.f)

5. JexHa npasa aHUHja yBeK ceye APyry, a0 € jenaHe
CTpaHe H-EHE fnpesasH HA ADPYry.

d'un cas spécial d’inventeurs simultanés, ny6auxosade (TOBOAOM CTOrOoaMIIbIiIE
npee nydmikaunje Jlobauesckora) y ,Revue philosophique“, Sept.--Oct. 1926
(oBa je cryauja Guna, y ckpalieHOM 06auKYy, npBH Nyt ny6aMKoBaHa Ha CpnckoMm
1914-e y ,Radu jugosiovenske Akademije*).

Y oBoM ApYroM i3fathy [NpesOAMsau je CKpaTHO HekoJHxe npuMeibe
paHujer u3jama, am je cajpkuHy ckpahieHora CHCTEMATCKM H370XHG Y noceGHUM
nojariuuMa (Hoaarak 1—V) va xpajy ximbHre.

4} OBa jedunuilHja npase JUBHje NOKJana Ce €a NMOJMOM TreOfeTcke Ji-
HHje xao auuuje Hajkpaher pacTojamha H3Mehy 1Be Tauxe HA NOBPIBHHAMA KOH-
crantie kpHpnHe. Joucra, raksa jegHa AHEKWA He Mema €BOj MOJXOMaE] Y OATO-
Rapajykoj MOBpPUIMHH TO3WTHBHE, HETaTHRHE WAH HyATe KPUBHHE, AKO Ce HpH
TOME NOBpIIKHA odphie a ocTajy HENOKpeTHe JBe Tayxke, KPO3 Koje TakBa JAnHu]a
npoxasd. ¥ ,Neue Anfangsgriinde* § 25. c1p, 99 nedunnwe JlobayeBckn npasy
AHHH}Y Kao MHHBjY ,KO0ja ce uaMehy ABe TAYKe MOKJANA Y CBHMA CBOjHM NOJO-
wajama“.

Hedunnunja paBan, xojy naje JloGauesckn y ,Neue Aufangsgriinde“ § 18,
ctp. 95, no kojoj je paBaH NOBpWHMHA, ¥ KOjoj ce CEKY ABE KyraWHE NOBpUIHHE
OfUCaHe MCTHM MOAYNPEYHMKOM OKO ABe CrasHe Tauke, npertciaBma circulus vi-
tiosus, NOWTO €r3jIcTEHMja TDOAHMEUIHOHANHOT NPOCTOPa, Y KoMe Cy Kyrae, Beh
NpeTNocTaB/ba Er3HCTEHUU]y PAsHH,

Mu eMo y Jlonatky | ¥ oBOj mpEMeaSH PABHOM NOBPIIMHOM Ha3BATH KaKo
EBxAngoBY THIHMYHY §IOBPLIMMY HYJATE KPHBHHE, TaKO U THNHYHe mospiuuie Jlo-
GaueBckoBe M Pumanose reoMerpuje. [lpema roMe, H3pas ,pasaH“ HMa y OMmuToj
reOMETPH]H WHpe 3HAueme Hero y o6HuHOj EBKANIOBO], ri€ OH vU3HAUABA CamMo
aicoAyTHO XOMOTeHy NOBPIMHHY HyATE KPHBHHE.

5} Omaj cras uc Bawu. y PuManoBoj reoMeTpujH, jep ce Ha Ryran 1sa
HajBelia kpyra cexy y nsema Taukama. Tlpema ToMe, Taj je cTaB jejaH mocTy’art,
Koju Bawu y Eskannosoj u JloGaueBckoBoj reomerpujn. Taj ce mocryaar mspa-
MaBa JPyK4YHje W CTABOM, Aa je npasa aaunja GeckonauHa.

%) Osmaj ctan npercTasiba jemad creuujanas caydaj crasa 28-or y l-of
ku3H EBkMMIOBHX eseMmeHata.



6. YHakpcsy yrJIOBH, KOA KOjuX Cy CTpase jepHora npo-
Aynema CTpaHa Apyrora, jeasaku Cy. OBO BaXH Kax0 33 paBHe
NpaBONMHUCKE YIA0BE, T2KO H 3a paBHe MOBpLIMHCKe yrAOBE.

7. Jlse npase nunuje He mory ce cehu, axo ux tpeha npe-
cela nOL MCTHM yriosuMa.’)

8. Y npaBOAMHHCKOM TPOYray Jexe HacnpaMm jenHaKux
yraoBa jesHaKe cTpaHe, ¥ (6parHo. :

9. Y npaBONMHMCKOM TpOYray jexu npema Behoj cTpauu
u Behu yr2o. Y npasoyrioM Tpoyriay XunoTeHysa je Beha on
cBaKe KaTeTe M yrA0BH, KOjH Ji€XKE Ha 1b0j, OWTPH Cy.

10. [1paBONMHHCKH . TPOYIAM Cy KOHFDYEHTHH, aKO umajy
jennake jeaHy CTpaHy W 1Ba yrnia, HiW JBE CTpaue H 3axBahenu
yrao, uid 1B€ CTpaHe n yrao npema Hajsetioj cTpaHu uauM axo
Cy cB2® TFW CTpaHe jennake.

11. AKO je jenua npaBa JMHMja yOpAaBHA HA NpyruM j1Bema
KOje HECY € 1bOM y HCTOj PaBHM, OHJA je OHA yNpaBH3 HA CBHMA
npaBMM JNHHHjaMa, KOje ce Mory nmoByhu Kpo3 3ajeAuUUKY TAYKY
npecexa y pasHu Apyrux asejy.%)

12. [Ipecex xyrne u paBHH je KpYT.

13. [IpaBa nuHWja, KOja je ynpaBHa Ha npecexy asejy
yOpaBHMX paBHM a JIEXKH y jeAHO] OX IbUX, yinpaBHa je Ha
Apyroj paBHu.’) * .

© 14. ¥ chepuoM TpOyray Jexe Hacnpau jelHAKMX CTPaua
jenHakd yraosu u o6puyTo.'°)

15. Chepun Tpoyrau cy KOHFPYEHTHH, aKO MMajy jeiHaxe
ABe CTpaHe M 3axsabenu yrao, uaM jeRy CTpany u yriaose ua b 0j.

Opnesie CCTalH CTaBOBM CleAyjy C€a HHUXOBMM OGjauiibe-
tbuMa ¥ 10Ka3uma.

7y Osaj ctas je WieHTHYaH ca nmpBuM aesoM crapa I 28 y EBkauiy, OX
KOTa je cTas MOMENYT y TPETXOAHOj MpuMentu jeian cricuMjasan cryuaj.

8) OsoM craBy Tpe6a Aa MPeTXOiH CTaB:

JAKO je jeana npasa AuMuja yapasHa Ha jeAHO] PaBHI, OHAQ je u csaka
pasaH, y Kojoj cé ma mpasa HANA3Y, YOPABHQ HA AQmOj pasHu®.

Mu hemo ra y caegeheM (8. mpuM. 53} udTHpaTH Kao C1aB 11a, Aok he
crag 11 Gutn uurupad kao cras 1lb.

9) Osaj craB_raacu y opurumany norpewso: ,Eine gerade Linie dic per-
pendiculdr auf dem Durchschaitt zweier Ebenen ist, und in ciner der beiden
schneidenden Ebenen liegt, ist senkrecht auf der anderen Ebene“.

Mecro ,Durchschnitt zweier Ebenen® tpe6a aa croju ,Durchschaitt zweier
perpendiculdrer Ebenen®.

10) Opaj cras Ba¥n caMo 2a chepHe TpOyrie uymjc cy cTpane < % .
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16. Cse npase JMHWj€, KOj€ nOnase y jeAHO] PaBHH u3
jeaue TayKe, MOTy C€ Yy OINHOCY Ha jeQHy NaTy OPaBy JHHHjY
Y HCTOj PaBHH NOJENHTH y JABE K/Aace, B TO y JHHH]E KOje Cce
cexy u JuHuje Koje ce He ceky. 'panuuna nunuja n3mely jenne n
Jpyre K1ace TMX JIHBHja Ha3uBa Ce IapaJle/IHOM AAMOf JIUHUjU.

Heka je us tauke A (¢dur. 1) na auuwjy BC canywrena
vopaBsa AD, Ha kojy je oner nosyueHa ynpaeia AE. Y npaBom
yray EAD unu he ce cBe npaBe JXHHje, KOje nOJa3e M3 Tauke
A, cehiw ca aunujom DC, xao, ua np., AF, uau ce seKe 0J ibHX
cauuyHo ynpasHoj AE, nehe cehn ca JauHu- e
jom DC. Y HEH3BECHOCTH, 13 JH je ynpasua A
AF jenmna aunuja, xoja ce He ceue ca DC,
mM fieMO npeTHOCTaBHTH, na je moryhHp
jJa uMa jowl APyrux Juuuja, Ha np. AQ,
Koje ce He cexy ca DC, ma Koauks Guae
npoayxene. [Ipu npenazy ox auuuja AF,
Koje ce ceKy, Ka auHujamu AU, koje ce
HE CeKy, Mopamo Hauhu .Ha jeaHy JauHujy f
AH, koja je napaneana ca DC, Ha jemuy e s
rpaHHYHY NMHH]y, HA YH]Oj Ca jelHOj CTPaHH Pur. 1.
uujenHa on auuuja AQ He cede ca DC,

NOK C€ Ha ApPYroj CTpaHu cBaKa npapa auHuja AF Ceue ca JuHH-
jom DC. Yrao HAD wu3uehy napanense HA u ynpasue AD
Ha3uBa ce Zapanennum yznom (yrao napanenusma) ¥ mwera hemo
osxe o6esexutH ca [1{p) 3a AD=p. Axo je [I(p) opas yrao,
oHxa he nponyxeme AE' ynpasie AE Gutu Takohe napaienso
npoayxewy DB aunuje DC. Y3 10 hemo jow opumetutd, na
y OJHOCY Ha YeTHPH Npapa yrjia, Koja y Taukd A uuHe ynpasxe
AE n AD u wuxosa npoayxewa AE’' und AD’, cBaka npasa
JMHHja, KOja moJa3u H3 Tauke A, uiau cama, Wi 6ap y csome
OpoayXemwy, Mexd y jegHomMe ON JB3 Mnpasa yraa, WTO g€
Hanase Hacnpam BC, tako aa ocum napanease EE’ cee ocTtase,
ako ce ¢ 06e cTpaHe QOBOLHO npoayxe, mMopajy cehu aunujy BC.

Ako je I(p) << % = OHAAa he Ba Apyroj cTpanu ynpasHe

AD a nop ucrum yraom DAK =TI(p) nexaru jow jeaHa nuuuja
AK napanensa ca npoayxewem DB auuanje DC, Tako 13 KOI
OBe MpPETNOCTaBKE MOpPaMO pPa3/lMKOBaTH jol ci@lpany uapane-
1usua. Cse ocTaze JHMHHje UM HHXOBA NPOAYKEHA, Y OKBHDY



Asa npaea yriaa Wto Jexe Hacapam BC, cnagajy y sunmje xoje
ce ceky, ako y oxksupy yrna HAK = 2 [](p) nexe usmehy napa-
JICNHHX; HAOPOTHB OHE cnajnajy y aunuje AG Koje ce He Ceky
4KO Ce Hana3e Ha Apyroj cTpauu napaneasux AH u AKy oTBOpy

yraoBa EAH = —; n—I1(p), E'AK == —;— © — I1(p) u3mehy napa-

JeARHX u ynpaBue Ef' va -AD. Ha apyroj crpasu ynpasue EE’
Ouhie Ha cauuad HauMd npoayxewa AH' u AK' takohe napa-
nenna ca BC; ocrane auHuje cnanajy y yray K'AH y nuunje

Koje ce cexy, a y yraosuma K'AE, H'AE y nuunje xoje ce
He ceky.l)

1) Cras, na ce ase Jipase auHuje ynpasse Ha Tpehoj we CeKy, He3aBucag
je oa Eskanposor V-or nocryaara, Kan ce nohe on Tor craBa m Herausje -oBor
HocTyaaTa, OHAA € JOTHYKOM HyxHowhy caenyje ropma npernocraska JloGa-
YEBCKOI O JWHHjaMa KOje Ce CeKy W He CeKy. Y craBy 24-oM (BULH y Texcry
Eame Huke) nokasyje JloGauescku, na ce mapasesHe MMHYje cse BHIle npudii-
KYjY jenHa npyroj Ha CTpaHH HHXOBOI NaPajeAnsMa UITO Ce Byuuie Ha TOj CTpauu
npoAyxXyjy, a u3 cTasa 33 saxmbyuyje, Aa ce OHe CEKy Yy GeCKOHAYHOCTH, OIH.
Aa.Cy acUMTOTHYHE,

Crasy o xOHBepreHUnjW mapaiesHuX AHHHWja OLroBapa CTAB O AMBEpPreH-
UMju JMHUjA KOje Ce HE CEKy, KOj# raacH:

Ase upuse nunuje, Koje ce He cexky U xoje Hucy uapanenre, UMcjy
lemny sajegnuuxy ynpasmy on koje nowes cre ce suule YAQBY[Y jeara o3
ADyze wmo ce Buile upopyiyjy.

Ogaj cras Hanasu ce noxasan xon JloGauesckor y ,Neue Anfangsgriinde*
§ 108, a nokasao ra je MHOro pamuje nperxoundx Jlo6auesckor CaxepH y cBove
peay ,Euclides ab omni naevo vindicatus“ 1733 (npesox osor aeaa u3awao ije
y Fr. Engel u P. Stickel, ,Die Theorie der Parallellinien vom Euklid bis auf
Gauss. Eine Urkundensammlung zur Vorgeschichte der nichteuklidischen Geo-
metrie*. Leipzig 1895). Ocum osor Hanazu ce kox Caxepna 10Ka3aH u-caeiehis
Ba¥aH ctaB (H. H, M. c1p. 104, Lehrsatz XXX):

flpasa nunuja, xoja wonasu us jegwe mauxe vau jesue npase u cmoju
yupaswo Ha ynpasHoj ose npuse, YHympaulwa je zpaxuya Ha jegHoj cmpanu
napanerusMa ceux npaBux JuRlja, Koje ce He cexy u HUCY napanenxe a Koje
Ca pamoMm npasoMm umdjy jegHy 3ajeinutxy ynpasHy Ha ucmoj cmpanu napa-
JCAUsMa. .

Taxo y dur. | npasa aumuja EE, xoja je | ua AD, YHyTpauiha je rpadula
Hd 1eCHOj CTpaHH mapazeausma 3a cpe mpase AG koje HA TOj CTpaH He Cexy
AB v mucy ¢ moM napaneaHe a umajy 3ajelHU4KY YpasHY ca BOM Ha T0j
iecROj cTpaHu napaseamsma. Tako ucTO Ta je ympasHa YHYTpamlma rpasiile
CANYHUX MPABHX JHHH]A HA AEBOj CTPAHY mapajesusMa.

Ak0 HaBeJeHA 1Ba CTABA O IMHH]aMa Koje ce He Cexy W HHCY napajelse
HOBEACMO y Be3y <a ropwHM CTaBOM J106aueBCKOr M MOMEHYTHM JOTYHCKIM

r.
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1: . .
[IpeMa ToMe ODpHM npeTNOCTABIHA H(p)=—27: JHHHjE MOTY
6uTH €aMO HAW JIMHHje KOje C€ CeKy WJH napajiejHe; ako ce
. 1 , .
nak npernocrasu na je [(p) << ~ ™ odna ce MOpajy 000y CTUTH

18e napeneiHe, jeHa Ha jeXHOj Apyra Ha APYroj CTPaHH; OCuUM
TOora MOpajy ce ocraae JWHH]€ PA3JMKOBATH y JAHMje KoOje ce
He CeKy M y'JHHHje Koje ce cexy. ¥ ofGema NpErAoCTaBKaMa
O3HaKa napanenuswa je y ToMe, WITO JHMHAja NPH HAjMAtbEM
OTCTynalky Ha OHOj CTPaH¥, HA KOjOj Ce Hajlasu napajelua,
nocTaje JMHM]OM KOja Ce cede, TAKO 13, aKO je AH napaneano
ca DC csaa nunuja AF cede DC ma Kak0 Mana 6uo yrao
HAF %) .

craBoM 24-uM, OHJAa MOXEMO CBE [pase AMHUje, Koje y ¢ur. 1 noaaze 3 Tauke
A Ban npase BE€, nogeautn y caenchux wect rpyna:

1. Jlunuje xojy npasy BC ceky y kpajuer orctojamy of tauke D (noa-
HOXHe Tauke ympasHe AD, xao wro cy suHdje AF; .

2. Jlunuje xoje ce He ceky ca mpasoM BC anu kowsepaupajy ca wom
(to ¢y uapanenne HA' u KK'); ‘

3. Jlamuje Koje ce He cexy ca npasom BC aau jusepeupajy ca mom (u,nx/
uMa 6eckpajuo MHoro, TakBa je AG y dur. 1, one jexe usMmehy ynpasae EE
u napaaseane HH');

4, Jluguja xoja ce He ceue ca npasom BC, Koja fusepeupa ca ®OM Ha,
06¢ cTpade napaxexusMa: 1o je yupaena EE'; .

5. Jluudje Koje ce He cexy ca npasoM BC u Koje Ha Haroj crpauu ma-
paneausMa caMo 4UBep2upajy ca wmOM, aid Ha JpYroj CTpaHH NapaneansMa Hajupe
Konpepeuapajy Ta 3aTUM JuBepeupajy wMajyhu 3ajelHHuKy yipaBHY Ha OBOj
ApYroj CTpaHu: TO je mpasa KK’ ; u

6. Jlunuje Koje gumepeupajy ca upasom BC Ha naroj CTpaHH napane-
Au3Ma, a CeKy CC €a IHOM Ha JIpyroj CTpamH. .

Y Eskauj0Bej pasHi mocToje caMo ABe rpyme oiroBapajyhux JanHuja,
iowTo y woj rpyne 2, 3, 4 u S mapajy yjeiHo, ydiHe Tpyny AuHHje Koja ce He
ceye ca npasom BC.

12) Ha ocuosy OBuX H3Boheiba J1ajy ce pasiuxosaTtd ABe AedHHAUMje ma-
panenunx kof Jlo6ayesckor:

1. Mlpasa nuwja koja je epanuya nunlja, Koje ce ca Aamom LPABOM
cexy u He cexy, mipanenHa Jje ca mom upason. .

2. Jeana npasa nuMuja nopanesHa je cit Jamom OpasoM, axko csaka
Apyea upasa, kofa NORASU u3 ucme mauke, RPU HAJMArer y2aQ0HOM omcaiy-
nary Ha cWpary jame n0ipage ceve 0By upawy.

Iipsa aeduHnuHja je OUeBHAHO yua, jep OHA BaXH caMO 33 mapaiense
y Jlo6aueBckoBoj pasHu, nowro je y EBkanaoBoj pasHu napagenHa jefuna upaed.
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-17. IIpasa nunuja saanxkasa osHaxy Gapurenusma y csuma
«CBOjUM @a4KQMA.

Heka je AB napanenna ca CD, ua kojoj je AC yapaeua.

-Mu hemO nocMarpaTM XBe Tauke, KOje Cy Yy3€Te NPOH3BOJbHO

‘Ha nHHUju AB B theHOM NPOAyXKewby Ha APYroj CTPaHu ynpasHe.

E_ 1 g Hex.a rayka £ Jexu Ha

OHOj CTPAHH ymnpaBHe, Ha

8 K0joj ce cmarpa xa je AB
napaneado ca CD. Heka ce
u3 Tayke E cnycTu ynpas-

Y ¥ & — Ha EK ua CD, 3ateM Hexa
dur. 2 ce onosyue EF Tako na

naxa y oxsup yraa BEK.
‘Heka ce rauke A u F cnoje jensHoM npaBoM NTHHHjOM, 4YHje MPoO-
ayxemwe mopa cehis CD nerne y G (16, craB). Tume ce nobuja
tpoyrao ACG y koju yaasu nunuja EF; nowrto 6Ba nocaentba
ne moxe cehu AC HAa OCHOBY KOHCTPYKIHje, 8 TaKO HCTO HH
AC u EK no apyru nyt (cras. 2.), To he ona moparu cehn CD
Herae y H (cras 3.).

Heka je cama £’ tauka #a npoayxemwy aunuje AB u E'K’
ynpasHa Ha npoayxewmy saunuje CD, Heka ce 00Byde JHHH|a
E'F’ nopx tako manum yriaom AFE'F' na ceue AC uerae y F/,
33THM, Heka ce 0oa uCTeMm -yraom ca AB nosyue u3 A4 jowm
nunuja AF, snje he oponyxeme cehu CD y G (16. cras). Ha
‘73] HauuH no6uja ce tpoyrao ACG, y kOju yna3u mnpoxyxetbe
Aunuje E'F'; nowto oBa nuuuja fie cede no apyru nyr AE, anu
He Moxe cehu Hu AU jep je yrao BAG = BE'G' (7. cras), 10
he ona mopatu cehu CD uerne y G.

Koja jgaty npasy e cede, Ipyra uepunuinja MehyTium ounwtHia je, oua obyxBara
u EBxanion cayuaj. OcuM TOra caMo Cce ma OCHOBY OBe Apyre jpepuHuusje aa
.YBHeTH ONpAaBAaHOCT HA3MBA MapaneiuuX 3a oarosapajyhe jBe npase y Jlo6a-
YEBCKOBOj paBHM, WHaye OH NpBA jegUHULAja cama 3a cebe Ouaa 623 UKAKBOT
AyGiber onpaBjama M MOpPaAH GHCMO TBDAMTH, 14 H3 jenHe Tauke BaH jeae
paBe ¥Ma GECKOHAYHO MHO20 NApanensuX y JIoGayeBCkoBOj paBHH, KA0 UTO Ce
TO AOHCTA ¥ YHHH Oj CTPAHE MHOTMX MATEMaTHYapa, KOjH Majno BOJ€ payyHa o
ropwiM JloGadeBCKOBNM A€dHHHLAJAMA NApATeAHUX.

MaTtepecantno je cnomenytH, ia je u [ayc aomao 10 apyre Aeduanudje
MIApAJeIHUX ¥ YBUACO IbeH OMuTH 3uavaj, Buau B. Bonola, u. m. M. cTp. 71.
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Ma on xojuxk Tawaka, Aakje, fno.aasuie aunnje EF u E'F
¥ Ma Kak0 Maj0 OoTrcTynajne ox JHuuje AB, one he mmak cehn
CD, ca kojov je AB napaneana.'?)

10. [Ase cy nunuje ysex ysaojamno gapaneiHe.

Hexa je AG ynpasua na CD (gur. 3), ca kojom je AB
napanenHa, neka ce u3 C nosyue auudja CE non Ma KakBum
owrpuMm yraoM ECD ca CD, u ueka ce u3 A cnycrd ynpaBa
AF wa CE, na he ce 1xo-
6uTd 0OpaBoOyrauw TPOyrao 2
ACF, y xome je xenmofe-
nysa AC Beha on karere E
AF (9-tu crap). Hauuuumo
AF = AG u nonoxumo AF
#a AG, na he savnuje AB

A

# FE nohlu y noioxaj au- g ’\ 74
Huja AK n (GH, rako na ) - raly
je yrao BAK == FAC, npe- dur. 3

Ma ToMe Mopa AK cehwu
Audujy DC neraey K (16-tu craB), wume nocraje T1poyrao AKC,
y xome ce ynpasHa (JH ceue ca nunujom AK y L (3-hu cras)
u tuMe onpehyje namuny AL Tauke npecexa auunja AB u CE
Ha aunnju AB on tauxe A.

Onasne cneayje, na he CE yBek cehu AB, Ma KaKO MaaH
6uo yrao ECD, npema Ttome je CD napaneanc ca AB (16-Twu
cTae) %),

3) Ha ocnony Jlo6aucackone Apyre ACGUHMIMC NApaleaHiX OYEBHIHO je,
Aa Tuptb# CTAB BAXKH U 32 napaseausam y Escauposoj pasuu. [loite cy nax
napalesHe JUHWjE y OBOj NOCACAIbO] PABHH ANCOAYTHO UAeHTHYHE ca AHHHjama
Koje ce ne ceky (ymop. npumejly 11), HOmMTO ce jawie fapaienHe AdHuje Y
0B CAy4ajy mMOTY AEGUHUCATHA KAO JMHHJC KOje ce He CeKy (Tako .MX je c ipa-
BO: EBKIMA 1eduuycao, B. NpeBOj MpBUX HiecT kibura Eskaunosux ,Eaemcnara®
o1 M. Simona, ,Euklid und die sechs planimetrischen Bucher, 1901, ctp. 24),
TO HHje NOTpeGHO HUXOB napasennsaM JA0KA3WBATH 3a CBaKy Tauky mocebuue.

%) Hu oBaj craB Muje, ®3 ucTOT pasnora xao HU npehauwml, norpebuo
‘Hapounto joxasuBatd y EBkmuposoM cayuajy, jep ako je npaBa AB napanenna
ca CD c Tora mITO Ce € KOM HE cede, OHAA je OYEBMAHO 44 je U OBA ApYyra
‘¢ npBom mapanenda. [lowTo nak mapanesn3aM @ 0COGHHA Hecederma He HAfajy
yjerdo y reomerpuju Jlobauesckora, To je ropmu j10xa3 JloGayeBCKOT 04EBUAHO
HETOTAYH YTOAMKO ykoauko Hajnpe tpeba yTspaut, aa ce CD me ceue ca AB
ma TeK OHJNA J10KA3UBATH, Na je OHa npBa mapaJdenHa ca oBoM jpyrom. Jla ce

nak CD ne ceue ca AB CiAellyje HenoCpeiHo H3 TOra MTo je AB napaneino
ca CD.
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19. VY apasonunuckom wipoyzny cyma re20BQ Wpl y2aa He
Mosxe Guitill Befia o Asa iipasa.
lpernocraBumo Aa je y tpoyray ABC (dur. 4) cyma mwe-
rosa Tpy yraa n - a, ¥3a6epumMo y CAy4ajy HejeAHaKOCTU CTpaHa
najuawy BC, npenoacsumo je y D, noyuumo u3 A kpo3 D
AuHrjy AD, u HauuHHMO HPOAYXeibe
eHo DE jexnakum ca AD, 3arum
cnojumMo TauKy E npaBOM JIMHHjOM
EC ca rtaukom C. Y KOHIDyEHTHUM
je tpoyrauma ADB u CDE yrao
ABD=DCE w BAD=DEC (6-tu n
bur. 4 10-tu cTaB); oaaBne caexyje, xa u
y 1poyray ACE cyma merosa TpH
yrna mopa 6uTd jeHaKa ©— a, OCAM TOra HajMamu yrao BAC
(9-ta craB) tpoyrna ABC npewao je y uoBu Tpoyrao ACE,
npu uemy je pasnomibed y xsa nena EAC w AEC. [lponywy-
jyhn va omaj HauuH, THMe wmTO hemMO yBeK nNpenoJos/baBATH
CTPaHy KOja JeXH Hacnpam HajMawer yraa, Ha MNOCAETKYy MO-

pamo aohu 2O jeAHOr Tpoyraa, y KOMe je 30Mp 1erosa TpH.

yraa = - «o, aJld y KOMe Ce Hana3€ JBa yrja, OJ KOjHX je cBakd

.. 1
M0 CBOjOj ancCONyTHO] BENHUHHH MAH O o @3 mowTO  nak

Tpehn yrao ne moxe 6utu Behu OX =, TO o MOpa GuUTH uIK
HyJ1a MAM HEraTHBHO.!?)

45) Jla ce mosoB/bemeM ‘HajMame CIPAHE Y TPOYIAY MOXe Ha NoKa3aui
HayuH Aohy RO jeaHor Tpoyraa y koMme he yriaosu, Koju 0Arosapajy yraoBinda

1
A n E y tpoyray AEC, 6utu <C PR creiyje H3 TAKO3BAHOT APXHMEIGBOT
NOCTyxaTa KOju IM&CH:

»AKO €y a u b mBe jeasopopune xoxuuuHe u @ < b, yBek ce MoOxe Hahp
jenan ueo 6poj m tako na je a - &> b*.

HOa jenan yrao y tpoyray se Moxe 6utw Behd o4 T cCaeAyje HEnocpeIHo
N3 peduHAndje TPOYraa W AeduHAuHje yraa © (2R).

OsBaj je nokas gopmyaucao npeu Jlewanap y 12-oM H3gamy cBora uy-
Beror aena ,Eléments de Géometrie“ Paris 1823, onakae ra je yseo Jlo6ayescku
(8. werose ,Neue Anfangsgriinde* § 90, c. 161). ¥V 1pehiem uspamy cBojux Eae-
Menara usawaom 1800 roa. Jlewauap je xao jesaH apyrst Xokas HCTOT CTasd.

KOju ce Hazasu penpoayunpad xox JloGauesckor y ,Neue Anfangsgriinde* § 90-

c. 162. (Ynop._# B. Bonola, H. #. M. .ctp. 59).
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20. Axo je May kome UPABONUHUCKOM [POY2Y CYMA He20BQ
Hpu yena jeAHAKQ 4BQ @pasa, OKAQ je wio Cny4aj U Y CBAKOM
Apy20M poyany.

Heka je y npaBoaunuckom tpoyray ABC (¢ur. 5) cyma
Hherosa Tpu yraa=m, Tana mopajy 6ap xBa iberoea yraa A u
C 6uru owtpu. CnycruMmo Jau u3 rtemena rpeher yraa B ua
CynpoTHY CTpaHy ynpasHy p, Ta he ynpasua Y
pacrasutu Tpoyrao ABC y nsa npasoyraa, y
KOojuma he cyma TpH yrJa MOpaTH TaKohe u3HO- i % ‘:
CHTH =, Aa He6W y jenHoMe OX wHX Ouaa Beha 4 “
OX = a y CAOXKEHOM Mawa oj m.'®) Ha raj na- &ur. 5
uyuH Xo6GHuja ce jexan npapoyrau Tpoyrao, umje
Cy KaTeTe p 4 ¢, a OAaTAe jeAdH 4HerBopoyrao, uuje cy -Cy-
npoTHEe CTpaHe jefHaKe a cTpame p H ¢, KOje Cy jeaHa nopena
npyre, ynpasse (¢ur. 6). ITonasbamem

ﬁ LA 1971 ) 0BOra YETBOPOYI/A MOMKE Ce CACTAaBUTH
- C/AMYaH 4YeTBOPOYrao €a CTpaHama np u
, ‘ .'q, u nanocaerky uerBopoyrao ABCD
N I } _ ca cTpanama, KOjeé Cy ynpaBHe jeJHa Ha
o i | Apyroj, Tako na je AB=np, AD = my,
¥ DC=np, BC=mq, rae cy m u n npo-
A i u380JbHK 1€au 6pojesn. Takas, ueTnopo-
A ¢ yrz0 noxemeH je nRujaronanom BD y
Dur. 6 IZBa KOHIDYeHTHa MPaBOyrya Tpoyraa
BAD u BCD, y kojuma je cyma tbuxoBa

TpH yraa = =, bpojesn 7 u m Mory ce o

y3€TH TaKO BEJHKH, X3 NPaBOYIiH TPO-
yrao ABC (¢ur. 7), uuje cy xarere _
AB=np, BC=mq, cagpxu y ce6un je-- £
xad npyrH Aartu tpoyrao BDE, unm ce
npaeu yraosu nokJjone. AKo ce noByue
auunja DC, poGuhe ce y3 TO npaBOyr/H
TPOyriHM, OA KOjUX C€B€ NO ABAa MITO
cleayjy jexad 3a Apyrum mmajy jeasy 45 4
sajequnaky crpaiy. Tpoyrac ABC no- dur. 7

craje cnajamwem Tpoyraosa ACD u DCB,

y KOjuMa CyMa Tpu yrna ue Moxce GuTu Beha oX m; OHA npema

.1%) [IpocTuju je foka3s oBaj: axo 6W NPETHNOCTABHAW, Ja cyMe yraosa y
ACTHMHYHAM TPOYIAMMA HHCY T, OHAA OM CyMa Y jeqHOM OR IbHX MOpana GuTH
Mawa a y apyrome Behia on 7, n1a 6w y ueaome Tpoyray Omaa m. [lo nper
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TOME@ MOp2 GHTH jelHaKa =, Ra Ok OBS CyM&F MOFA2 Y CIOKEHOM
Tpoyray usnocutd m. Ha mctu nauwn cacroju ce Tpoyrao BDC
ya tpoyraosa DEC u DBE, npema Tome mopa y DBE cyma
IeroBa TPH YI/a M3HOCKTH =, W TO MOPa YONMWTE GUTH CAyua]
y CBaKOM TpOyrJay, [OUITO C€ CBAKH A4 pacraanu y ABa npaso-
yraa Tpoyraa.

Ounaszne caeayje, na cy AONyIITEHE CaMO ABE MPETNOCTABKE:

WM je Cywa TPH yraa y CBAMAa NPaBOJUHUCKEM TPOYIJIHMA .

jenmaa =, WM je OBa cyMa y cBuMa mama ox =.'7)

21. Hs jeawe nailie mauxe Mosce ce yBek HoBYAU jeana
fipaga AuHLja [aKo, 1 OHQ €Q JQ@OM HpABOM 3AKJIALA HEOA-
pebero manu yzao.

Heka ce u3 nare Ttauke A (pur, 8) cnyctu ynpasna AB
Ha nary npasy BC, Hexa ce ysme Ha BC npousso/bHO TauKa

D, nosyue muuuja AD,

l\ Hauuun DE = AD w no-

Byue AE. Ako je y npa-

soyriom tpoyray ABD

yrao ADB = «a, oH#xa

'MOpa Yy DPaBHOKDPAKOM

tpoyray ADE yrao AED
¥ > e, g poyray y

6uTH WM jeIHAK UJH
dur. 8 ) 1

MaibH 04— -« (ctap 8,
20.). Tpomyxyjyhu wa Taj nauun pohuhe ce HanociaeTKy 1o
jemnor taxBor yraa AEB, xoju je Maibu Hero Ma koju AaTH,'")

XORHOM CTaBy IlaK CyMa YrJoBa y Tpoyray He Moxe Beha on m; npeva ToMe,
OHA Mopa GHTH H Y CBAKOM OR AEAMMHUHHX TPOYTAORA jeaHaka T (oa 36upa thH~
XOBHX yraoBa Tpe6a ony3eTd ABa NpaBa KO WOAHOXKHE Tauke ynpasHe, ia Ou
ce A06do 36Mp yraosa uejor Tpoyria).

. ¥) IlpBu neo ropmer craBa (cTaB 20) Haja3¥ Ce [1OKAa3aH NpBH NyT y
JlexaugpoBoj pacupasu ,Réflexions sur différentes maniéres de démontrer la
theorie des paralléles ou le théoréme sur la somme des trois angles du triangle®

y Memoapuma napucke Akaiemuje sayka* o XII, m. 371. JloGasescku TBpIH

(8. ,Neue Anfangsgriinde®, Einleitung, crp. 69), 1a je fomwao caMocranso o Ao~
Ka3a HCTOra craBa y CBojoj npBOj HEIITAMDAHO] PACTPABH O NPUHUANIHMA HOBE
reomerpuje W3 roa. 1826. Y oBoMe - nokasy JlexaHIp CROMHiE M AP¥LH 1e0
roper cTaBa (ako je CyMa yriosa y jeaHoM Tpoyriy Marka on ABa UPapa, OHAA
TO BAXH 3a CBE TPOYrJAOBE), aad oH xohe 1a gokaxe 1a je nmpernocraska, Mo
KOjoj y Tpoyray cyma yriaoa Moxe Gutd Mawa o 2 R, morpeuma. Ha ty no-
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22. Axo cy. n8e ydpase Ha uCTOj ApaBoj AURUjU Mehy
cobom {0plienne, OHAQ je cymMa WIpUjy y2n08a y upagouHUCKUM
mpoyanuMa jeaHaka r.

Heka cy nunuje AB u CD (¢ur, 9) napanense mehy co6om
u ynpasue Ha AC. [losyuumo u3 A nunnje AE u AF npema
taukama E u F, xoje cy ysere wa qusuju CD y npousBObHAM
ocrojawuma FC > FC oxn
tauke C. AkO NpeTnocTasumo,
Aa je y npaBoyrJoMe Tpoyray
ACE cyma mwerosa Tpu yria -
jeanaxa n—a, y Tpoyray AEF
jensaka =—J3, onxa he oHa y 5 3 4
tpoyrny ACF mopaTn 6GuTa dur. 9
jenHaka n—a—3, rae au g
ue Mory 6uTu seratusuu. Ako je nakne yrao BAF =a, AFC=b,
ouna je a4 8 =a — b.%); ako yuunumo 1a ce auuuja AF yna-
JbaBa cBe Buine on ynpasHe AC,- MOXe Ce yrao a usmehy AF
¥ napanense AB yuuHUTH MNPOM3BOLHO MaJNUM, TaKO HCTO A&
Ce M yrao b cMawuTH, npeMa ToMe, YIVIOBM a W3 HE MOry uMaTu
aApyry Beauunny 10 a=0 u 3=0.*)

y Z

rPelIHOCT OH 3aKkbyuyyje M3 TOra, wWTo 64 y cayuajy Baxema Te NPETNOCTaBKe:
AyXMHEA AREM{a 6uaa ancoayTHa, wro je no Jlexanapy HeMoryhiHo. Ymnop. B.

. Bonola, #. H. M., cTp. 60.

18) Jlokas M oBor crasa Haaasu ce kox Jlexaunapa. Ilpy nokasuBamy the-
FOBOM, Ka0 4 y AoKa3uBawy ctasa 19 (B. npuMenSy 15), urpa ApxumenoB no-
<
CTyAaT TAaBHY yJory.

19) [TowTo je 36up yraoBa y tpoyray AFC jensak m— (a+3), TO je
BAF — AFC = a-+3. VI3 ¢ur. 9 Buau ce Haume aa je:

CAF+BAF=-;— ®,

CAF+AFC-=% - (< + B).

Kan ce apyra jeasaidHa oyaMe ol NpBe H3Aa3H
BAF —AFC=ua + 3

20) Jloxas o6pHyTOr CTaBa: ako je cyma yenbsa y mpoyeny jeanaxka v .

mo ¢y Ase mpase, Koje cmoje Ha Wpehoj yupasHo, Mehyco6om nopanesne, xa-

nasH ce koi JlexaHxpa (RokasoM Tora ctaBa xTeo je Jlexauap AokasaTd HeTH
mocryaat Esxaunos). Taj je mokas penponyuupan koa JloGadesckor y .Neue
Anfangsgriinde“ § 101, ctp. 173, rie ce Hanasu HelUTO APYKUHjH JOKA3 U ropier
CTaBa, H IJacH OBAaKoO.
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[Ipema Tome, HAH je Yy CBHMA NPABOJHHUCKMM TPOYIIHMa
€yMa HHXOBA TPH Yraa @ u y HWCTO JQG® mapanenHn yrao

(p) = -;— T 33 CBAKY JHMHH|Y p, ¥AM je OBA CyMa 3a CBE TPO-

yrae < n na npema tome u [1(p) < —;« .

Heka cy AB u CD (tur. 1) ynpasse na npasoj AC. Ako Kpajly Tauky
©oBe nocaelme A cnojumo ca jeanom taukom E ma CD, Guhe 36up 06a omrTpa

A .

o T e

o E D
dur. ¥

1 .
yraa y tpoyray ACL jemwax —-w, ocdm tTora je B < CAE + EAB =%fr;,

npema toMe, BAE = 4EC. Tlowto ce nak Ha ocHosy ctasa 21 Moxe yrao AEC
VHHHUTH MathiM Ol CBAKOT gaTor yraa, 1o he npasa AE cehu npasy CP ysex
na M@ Kako Ma’lo 6uAo meHo yraoHo orcryname. [lpema Tome AB je (mo apyroj
Jlo6auesckosoj neduHuuuju napareaHux) napanemuo ca CD.

Ja 6u ce noTNyHO pa3yMeo CMHCA0 OBOr JOKa3a, HasemheMo OBAe neTH

nocryaar EskaunoB oHako kako ra je Eskiran gopmyancao (8. M. Simon ,Euklid

and die sechs planimetrischen Biicher¢, crp. 30):

AKo jeana upasa cewe Zpyzce jBe UpLBe maKo Ja je 36up YRy®mpauinux
Y2noBa, - Koje OHa € wuMa CKIARA HA BCMOj CHIPANU, Makl- 0F ABA upasd,
oHja ke ce me xse apase, UpoAyene y GECKOHQuHOCH, Cefill Ha OHOj cmpanu
Ha Kojoj cy yeaoBu, wuju je 36up mawu 04 ABa apaga.

Ako ce neTu NocTyaat npel‘nocmau Kao HCTHHHT, OHHa Ce u3 Hmera aga
‘U3BECTH caeaehu cras:

Hs jegne mauxe Ban jexne npase Ad ce uoeyﬁu caro jegHa uapaneaxu
¥ OnHOCY HQ 0BY mpaky. :

Osaj cTaB, Koju ce Hazasu WMNAHUATe u3paXeH y nponosuusju I, 31
Esxannosux EneMenara, ¥ xoju ce o6u4HO Ha3WUBA QKCHOM HADANENHMX, WAU
‘e 13 n0ka3aTH Ha OCHOBY npono3upuje I, 29, y xojoj ce netu moctyaar nper-

MOCTABIbA K30 MCTHHHT, HAW hé ce MPeTnocTaBuTH K20 AOKASAH CTAB, AA je 3GHP

yraosa y tpoyray jeadak 2R, na he ce oxarae nanecru HCTUHUTOCT MeTQr mo-
cryiata EBkanjioBor, U3 Kora 3aTuM, HA OCHOBY apyre JioGauesckope Aeuuu-
lije napaneanux, caefyje HenocpeiHo ,aKCHOM® NapadeiHHX.
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[pea mpeTrnocTaBka CAYXKH 33 NOAJOLY OGUHHe 2eoMeiliplje
U paBre mpuzoHoMempuje. Jlpyra ce npeTnocTaska MOXe Taxohe
ZONyCTHTH & jAa ce ue jJohe y pe3yntaTuMa HH 10 KAKBHX
IpOTHBPEYHOCTH, ¥ YHHH OCHOB jeJHe HOBE TIeOMEeTPHCKe JOK-
TpHHE, KOjy CaM Ha3Bao ,UMO2UHAPHOM 200MeHpljoM*, H KOjy
HaMepaBaM OBIe [a H3N0XKMM N0 H3Bohema jenuaumua, Koje
nocroje uaMely crpasa W yrioea KOL NPaBONKWHHCKHX u c(ep-
HuX TPOyraosa, '

23. Ba cBaku ja@u y2a0 o MoxKe Ce HAkU jeAHA SAURUjaA D,
aako aa je I(p)=a.

Heka cy AB u AC (¢ur. 10) nse npase JauHuje, Koje y
Tauku npeceka A ckaanajy owrap yrao «; ysumamo Ha AB
fIpOM3BO/LHO TauKy B, 3 ome cnyctumo ynpasey B'A’ na AC,

Ir l» ‘p " A4
$bur, 10

uaguuuMo A’A” = AA’, noguruumo y A” ynpasny A”B” u npoay-
HUMO Tako NOK He nohemo xo jense ynpasue CD, koja ce suiue
ne ceue ca AB. OBo MOpa HYKHHM HaUHHOM jenHOM GHUTH, jep
axo je y Tpoyray AA’B’ cyma csa TPH yraa jexHaka ©— d, OHIA
he ona y Tpoyray AB'A” 6utu jegnaxka n —2a, y Tpoyray AA"B"
uama o = —2a (20.cras), U TaKO Aabe, AOK HEMOCAETKY HE
nocrade HeraTHBHOM W TMME He nokaxe Hemoryhsocr o6paso-
same Tpoyraa.t) ¥Ynpaeda CD moxe GuTH HIEHTHYMA Ca yNpas-

2) Kako je A AAB 'S0 A’A"B‘ *(é%im 10-t4), To he, ako je 36up yraosa
¥ rpoyrny AA’B’ jenuak w — ¢, Taj 36up. y tpoyray AB'A” 6urn ®—2a,y
.Tpoyrny AA”B” mamu o ® — 20, y jeAHOM Kamem Tpoyray ABa nyTa BeheM

Teopuja napanesunx AMxuja 9
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HOM, OX KOje noues cBe junuje Gauxe Tauku A cexy AB; y
CBAaKOM CAy4djy MOpa ersuCcTHDATH j€XHA TAKBA YNPABHA NpH
npenasy OX JAuHHja KOje Ce€Ky JauHMjamMa Koje He cexy. [loBy-
ouMO cana u3 tauke F aunsjy FH, xoja ca FG 3aknana omrtpe
yrao HF(, v TO Ha OHOj CTpaHM Ha KOjOj Ce HANA3W Tauka A,
Hs ma koje rauke H aunuje FH cnycrumo wa AC ynpasuy HK,
yyje he npoayxeme, npema tome, mopatu cehu AB uerze y B,
M Ha Taj Hauun nocrahe Tpoyrao AKB, y koju ynésﬁ npoay-
xewe auduje FH, koje ctora mopa cehu xunorenysy AB nerze
y M. TTowto je yrao GFH npou3Bo/baH ¥ MOXE ‘Ce YYAHUTH
no Bcjbu manuMm, T0 je FG napanenso ca AB u AF=p (16-tm
1 18-t cras).

Jlako ce ysuha, 1a €3 CMSHYBAIEM JHHU]E p pacTe yrao

o u xa ce 328 p=0 npubauxyje speanocru —;—'Fi; ca pamhemem

AuHHjE p cMamyje ce yrao o u npubamxyje ce cse suiue 0 3a
p=oc. [lowro je cacsuM cBejenHo, Koju he ce yrao noapasy-
mesaTu nox 3uakom [1(p), ako ce auHMja p U3pa3u HeraTHBHHM
6pojem, To hemo y3eTu xa je
M(p)+1M(—p)=mn
jennauuna, koja tpe6a Na BaXu 33 CBe BPEJHOCTH Of p, KAaKO
NO3WTHBHE TAKO ¥ HEraTuUBHE M 3a p==0.
24, Illmio ce i@ anesne NUHUJe Buule fipoayKyjy HA CUPAHL
wuxoBoz uapasenusma, mum ce Buule Apudaiexyjy jeana apyecy.
Hexa cy na auunju AB (¢ur. 11) nogureyre nse ynpasHe
AC=BD u wuxose Kpa]fbe rauke C u D cnojene jexHom npa-
Al £ . BOM AHHHjoM; TaJa he ueTBopo-
\\a yrao CABD y A u B umaru
nsa npasa, y Cu D nax npa
owrpa yraa (22. craB), KOju Cy
| Mehycoduo jeanaku, O 4emy ce
7 E £  naKo MOXEMO YBEDHTH aKO de-
Par. 11 TBOPQYTa0 NOJOXHMO TaKO Ha

camor ce6e, na amnuja BD namse na AC a awmuja AC wa BD.

lpenonoBuMo AB u nopuriumo y Tauku nonoBmema E ynpasmy

ox AA”B” (xao wrro je Tpoyrao AA”B’ nBa nyra sehd on AAA'B’). T1aj 6u 36up
61o Mam¥ oa T —4a, Tako A2 GUCMO HANOCAETKY MopaaH Aohu Ko jenHor Tpoyraa
Y KoMe GH 36Hp yraoBa 6Ho MamH of T - 2", rae je n'NO3UWTHBaH 10 6poj, LITO
3Hayu HemoryhgocT TaKBOr TpOyraa, OJHOCHO HemoryhHocT Aa ce oarosapajyha
ynpasua AC ceue ca npasom AB, ¥Ynop. ,Neue Anfangsgriinde* § 102, crp. 174.
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EF ua AB, xoja mopa y ucto 2063 Gutu ynpaBsHa u na CD,

nomto ce gersopoyrau CAEF u FEBD nokaanajy xax ce Tako
nosoXe jejaH Ha Apyrd, Xa auHsja EF ocrase y uCTOM NOJO-
xajy. [Ipema Tome, nusuja CD He moxe OuTH napanenna ca
AB, Beh he napanensa ca OBOMm mocaeXmom 3a Tauky C, Haume
aunnja CG, ckpenyTH Ha OHy CTpaHy Ha Kojoj je AB (16. craB)
u orcehu on ynpasse BD peo BG<CCA®). [lowro je Tauxa
C npoussosbua y aumuju CG, TO W3 TOra caeayje, Aa Ce AuHHja
C@, wTo ce BulIe NPOAYXyje, TuM Buwe npubauxyje anauju AB.

25. Jlse fpase nunije, koje cy dapanenne ¢ mpehoM, Hapa-
sesne cy u mehy cobom.

Hajnpe hemo yserw, na te tpu ausuje AB, CD, EF (d)m'
12) nexe y jensoj pasau. AKO Cy XABE OX BHX, N0 DeRy AB
u €D, napaneane ca kpajwom EF,
osna cy u AB u GD napanenne mehy
co6om. Jla 6u OBO ZAOKa3alu, CAYCTH-
MO M3 Ma Koje Tauke A kpajwe au-
uuje AB Ha ApYry Kpajwy aumnujy EF
ynpasay AE, xoja he cpenwy JAHHUjY -
CD cehn serge y Tauku C (3-hu craB)

nox yraom DCE < %—n Ha CTPaHu

aunuje EF napanense ca aunujom CD
(22-tu cras). ¥npasHa AG cnymTesna
H3 ucre tauke A va CD mopa ce ua-
nasutu y orsopy omrpor yrna ACG :
(9-Tu cTaB), a cBaka Apyra JuHHja Par. 12

AH nosyuesa u3 Ay OKBHPY yraa

BAC mopa cehn npuujy. EF napareany ca AB Herxe y H, Ma
KaKo Mans 6uo yrao BAH®), npema tome he CD y Tpoyray.
AEH cehu aunujy AH nerne y K, nowmro je memoryhuo nxa ce
ceue ca EF?). Axo 6u AH nonasuno 43 rtauke A y OKBUDPY

) Kaxo je CD 1 EF, 1o ce CD nuru Moxe (no craBy 4-om) cehu ca
AB uutu Moxe (no crasy 16-om) 6utH napanesna ca AB. M tora caeiyje, 1a
Tauka npecexa napaneane CG u3 tauke C ca DB Mopa aexaTH u3Mehy Tauaka
D u B, nowrto (no crasy 16-oM) napaneasa Mopa aexarH usueby ynpasue CD
u nuuBja xoje nonasehn W3 tauke C cexy AB.

) OBo caenyje u3 npyre Jlc6aueBckope] neduuHumje napanensux.

%) Ca kojoM je napanenHa.
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yraa CAG, oua 6u Mopana cehu nponyxese auuje CD uamehy
rauaka C u G y tpoyrny CAQ. Ouasne cnenyje, xa cy AB u
CD napanenue®) (16. u 18. cras),

Ako ce y3me, na cy oGe kpajwme nunuje AB u EF napa-
aenue cpenwdj CD, ouna he ceaka nuuuja AK nosydena us
radke A y okBupy yraa BAE cehu aumujy CD Berze y rtadku
K, makako Manu 6uo yrao BAK. Y3amumo Ha NpPOAyXewY O
AK wmaxojy Ttauxky L # cnojumo je nunujom CL ca taukom C,
koja Mopa cehu EF uwerne y M, uuame nocraje tpoyrao MCE.
Mponyxemwe aunuje AL y okeupy tpoyraa MCE mne moxe cehu
gau AC au CM no mpyru nyT, npema Tome, oo Mopa cehu EF
werfle y H, npema tome cy AB u EF ysajamuo napanenne.2t)

Hexa cana napanense AB u CD (dur. 13) nexe y zase
paBHu, udju je npecek Aunuja EF. CnycTuMo U3 Makoje Tayke
E na oBoj nocneawoj ynpasay EA na jendy om napanesHux,

‘ #Ha np. Ha AB, 3atem cny-
4 H B cramo u3 A, noxHoXHe

Tauke yapasae EA, jenny
F Hosy ynpastay AC Ha Apyry
E ' napaaensy CD u cnojumo
kpajiwe Tadke E u C Tux
yupasuux auanjoM EC, Yrao
BAC wmopa G6uTu owrTap

Pur. 13 (22-ru craB), npema TOMe

nawhe ynpassa CG, cny-

wreda u3 C Ha AB, y rtauxky G ua ody crpamy on CA, na
K0joj ce cmaTtpa na cy avauje AB u CD napanenue. Cpaka au-
#eja EH, mMa Kako Mano orcTynana ox EF, npunana ca JuHHjoM
EC jennoj pasau, xoja pasad napaneanux AB u CD mopa cehu
Ryx -gexe auduje CH.-Oa nocnenma nuuuja ceue merne AB
B 'TO y uCTOj TAuxku F/, 3ajeIHHIKOj CBMM TPUMA PaBHHMA, KPO3
KOjy HYXHUM HAa9MHOM nponas« u auuuja EH : npema Tome je

__-———‘_’D

¥) Osaj je ROKA3 YTOMHKO HEMOTHYH, YKOAMKO TpeGa Hajope YTBPAHTH
13 ce AB u CD ne mory mehy coGom cehw, 1a 64 Ce MOFAG AOKA3WBATH, Aa CY
one papanenue. [lace AB 1 CD ne cexy caeayje HenocpeRMo H3 Tora, WITO CY
AQHE 1o DPeTnocTaBuHd obe napareane ca EF: xan 6u ce cexae, ouna 6u H3 Jexne
Tauke BaH jefue Tpase DOCTojade gBe napaieane Ha HCWIOf CTPAHHM NAPATEAH3MA,
a To je (no craBy 16-oM) HeMoryhso. Ynop. Bolyai J., ,Appendix* §7,2 yBesn
ca§3 gt - ) ’

%) W osne tpe6a majnpe noxasard, xa ce AB u EF ne cery. Jokas je
HCTH K20 # Yy OnpeTXOAHOM Cayuajy.
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"EF napaneauo ca AB. Ha cauuas nauud N3 ce 10Ka3aTd ¥ na

paaeausam nunuja EF u CD.*)

Mpema Tome, npeTnocTaska, Aa je jenna auduja EF napa-
nenna ca jenuom on npyre ase AB u CD, koje cy mehy cob6om
napasenne, He 3HAYd HUILTA JPYyro 1o TO, A2 Ce EF uma cma-
TPaTH KAO NPeCceK OHWX paBHU, Y KOjuMa Jexe IBe napaineide
AB, CD. lpema Tome, ABe Cy JAuHHje napanenue mely cobom
kan Cy napanende ca Tpehiom ¥ OBAZ Kaj JAeXe Yy pasauiduM
paBsuma.?®) [locaefwu CTAB MOXKe Ce M OBAKO W3pasuTH: upl
ce pasHu cexy y JUHUjaMa, KOje CY CBe Mey CoOoM idapaneine,
yum ce fApemdoCHIaBU UAPAREUIAM ABEjY OX OBUX.

26. Tpoyznu, Koju Ha TOBPULUHY KY2Jie NIEe jenaH Hacipam
Apy202, jeanaku cy o doBpulURU.

[Non cynpoTHuM TPOyrnuMa OBJE NOApa3yMeBaMO TPOYyrie,
KOje Ckaanajy npeceld KyriuHe NOBPIIMHE CA TpH PABHH HA
06e cTpase CpejuiuTa; CTOra y TAKBHM TPOYriuMa CTpaHue u
yriosd ¥Majy CynpoTad npasai.

¥ cynporaum cy tpoyrauma ABC u AB'C’ (pur. 14), (rze
ce jenmad OX tuX ¥Ma Ja CMATPA Ja je NPETCTABJbEH Y 06pHYTOM
nojnoxajy), Crpane
AB=A'B', BC=8'C,
CA = (C'A’", Tak0 ucTo
jeduaku cy 4 Oxrosa-
pajyhu yraoeu y Tau-
xama A, B, C yrao-
BMMA Yy Apyrome Tpo-
yray y Taukama A,

Pur. 14 B, C'. 3amucaumo je-

IHy paBaH NOJOXeHy

kpo3 Ttauke A, B, C v ynpasdy CnymTeHYy Ha by H3 CPEINHIUTA
Kyrae, uuja he npoayxewa Ha 06e cTpade cehum cynpoTHe Tpo-

2

-

27y Ospe {¢ur. 13) nmokasyje JlobaueBcku crtaB, aa ¢y ase napanenre
apase aapaneaHe ca mpekoM, Koja npemcmasra npecex ABejy pasri 00RO~
Jenux kposz me ase npase (B. ,Neue Anfangsgriinde* § 97. crp. 169). Hoxas je
"enoToyH, jep Tpe6a Hajope moxasarH, Aa ce EF u AB onuocnHo EF # CD ne cexy.

28) ¥ ropibeM npuMepy #MaMo c jende crpave EF||AB, CD||AB; EF
HMa ce JaKJe CMaTpaTH kao npecek paBid ABEF u CDEF, c apyre ctpaune
EF||CD u AB|| CD, raze je EF oner npecek pasad CDEF 1 ABEF . Y npsom
cnysajy uMa aa ce goxaxe fa je EF|| CD, y apyrom sa je EF|| AB, wto je
AOKa3aHO CTaBOM DpeTXofHe npumenbe. JloKa3 oBOr HOCHENEr CTaBa Y HCTO je
Ro6a, nakne, noka3 u crasa 23-or, y cnydajy, xagnpase AB, CD # EF ne acke
y jeanoj paanwu. )
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yrae y raukama D u D' xyrauue nospuune. Orcrojama Tauke
D on Ttauaka A, B, C mepena ua chepr aynuma wajsehux kpy-
rosa, Mopajy Gutu jemnaka (12, cras) xaxo mehy co6oMm Tako u
ca orcrojawuma D'A’, D'B', [y C! y apyrom tpoyray (6. cras),
NpEMa TOME Cy PaBHOKPAKH TPOYraM okO tauaka D u [ y o6a
cdepua«tpoyraa ABC u A'B'C’ KOHI'DYEHTHH,

Ila 6ucmMo yonmre wmornu CyauTH O jeNHaKOCTH IBEjy
nosplunna, caenehu crap yaumam 3a OCHOBY TOra cyhemwa: zge
Cy uospuiune jepunare, ako docmajy cuajarwem unu oxsajarem
Jeanakux genosa.??)

27. Tpocmpanu pozan Jeanak je
QonoBunu cyme GoBpuILHCKILX yanosa
Maroe jeanom @Ipasom.®°)

¥ cpepuom Tpoyray ABC (¢ur. 15),
Y KOMe je CBaKa CTPana <C @, 03HAYHMO
yraose ca A, B, C, fPONYKUMO CTpany
AB Tako na nocrame jexas meo Kpyr
ABA'B'A, xoju he xyray nozeaurs na
nBa jexnaxa aena. Ilpomyxumo y oHOj
NOJOBHHH, Yy KOjOj Ce HanasW Tpoyrao
dur. 15 ABC, u npyre nse crpaue merose kpos
' ' bUXOBY 3ajeHHYKY Tauky npeceka C

%) Jlo6ayeBckH npaBu Pa3mKy u3Mehy jexHakocTH (koHrpyeHuuje) u ex-
BUBAJCHIHje MOBpUIMHA, W 3a KPHTEPUjyM OBE NoCleliibe y3uMa CyMy # audpe-
peHUNjy koHrpyeHTHHX nenoBa. HoBuja McnuTHBama nokasaia Cy, Jha ce Mopa
NPaBUTH pa3nMKa W H3Mehy jeAHaKOCTH BeJMynHe (Inhaltsgleichrheit) H eKBHBa-
JeHUuje QUrypa, MOWTO ce ABE N0 BEJHYHHH jennaxke npaBosuHHCKe purype
Aajy pacTaBMTH y jemaH ucTH 6poj KOHIPYCHTHUX JHesloBa CaMo ako Ce Ipu TOMe
IPETNIOCTABY Baxeme ApDXHMENOBOr moCTY.jara (ymop. npum. 15). 3a nommenpe
Ta C¢ pasIuka MOpa yYMHUTH H KajJ Ce NPETNOCTABH BAXKEIbe OBOL nocaepmer,
TIOWTO Ce He MOXe MOCTABUTH KA0 OlillTe MpaBujio, Ja Ce [ABA mo/Weldpa ucTe
SalipeMuHe Hajy pacTaBMTH y jefaH HCTH 0poj koHrpyeHTHux genoBa. O oBuM
BPJO BaXHWUM NUTabUMa ynop. yaasak U. Amaldi-a ,Uber die Lehre von der
Aequivalenz (Gleichheit)* y JFragen der Elementargeometrie* hgb. v. F.
Enriques, I-er Bd. 1911, crp. 151—202 u D. Hilbert, ,Grundlagen der Geometrie*
d-te Aufl, 1913, cTp. 53-63.

0) Benuuynna tesecuor yria umw poriba mpomopUHOHANHA je MOBPUIMHM
OAroBapajyher muoroyria na mopuruuw Kyrie, udje ce CpeuiTe HanasH y re-
MeHy pormba. Ako ce mospuuna Kyrae, yHju je moJynpeydux jexuHUuLa, O3HAYH
Ca 2w (a He ca 4m), Kao WITO To YHHH JloGayescku (ymop. ,Neue Anfangsgriinde*
§ 4, ¢Tp; 117), oupa ropwu cras 3HauH, fa je Mepuu 6poj TejecHor porsa jendax
Pa3Iuun usMehy monoBuHe CyMe MepHHX 6pojesa moBpwHHCKUX yriosa (yraosa
H3Mehy paBu) W MmepHor 6poja npasor yraa.
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-TONHKO, A3 Ce OHE Ceky ca kpyroM y A’ u B. Ha raj nauun
Guhtie Ta nosoBHHA KyrAe nojebesa y uetupw Tpoyria ABC,
ACB', B'CA’", A'BC, uuje Benuuuse uexka cy P, X, Y, Z. Jacuo

je na cy osped!) P4 X—B,

P+Z=A.

Benauuna cdepuor Tpoyraa Y jexnaka je BeNudHHH Cy-
aporsor tpoyraa ABC’, xoju uMa 3ajeHHUKY crpany. AB ca
tpoyraoM P u umju tpehw yrao C' nexu ua Kpajmboj TauKH
OoHOr npeusuka Kyrae koju nonaasu ox C W nponasy Kpo3 cpeC-
auiure mweuo D (26-tu cras). OnaBae caeayje, na'je P}V =
u, nomto je P-4 X 4 Y+ Z=m=, umamo taxohe.?2);

pP— % (A+ B+ C—m).

Jlo McTOr 3ak/byuKa MOXe ce Xohu H ApyraM HYTiM’ ocna-
#hajyhu ce caMo Ha rOpibM CTaB O jeIHAKOCTH NoBpluKHa (26. c-rasz

Y cpepuom rpoyray ABC (¢ur. 16) npenonosuMo Crpane A
# BC, nonoxumo kpo3 cpeauwme rauke D u E jexan najsetiv kpyr

l -
dur. 16 dur. 17

W CuycTHMO Ha osaj u3 tauaka A, B, C ynpasue AF, BH w CG.
Axo yanpasda u3 BuH naga usmely Du £, opa he tpoyrao BDH

‘3’) Y jennavunaya P-+X=2B u P4 Z-= A, B u A o3nayaBajy 1soyriae
BCB'AB omnocuo ABA'CA y dur. 15.
32) Kako je s6up P-4~ X - Y - Z jennax monoBUHH KyrauHe MOBpUIHKE,
) ] j j 36up jenHax . Kanx ce ox 30upa
yuja je Beanuuna 2w (B. nmpum. 30), TO je Taj p e

jeaHaydHa

P+ X = Bo
P+ Z=A,
P+v=cC, o
. °Tj. on jemHauuue 3P-+-X + Y 4 Z= A4 B4 C onyame jenHainHa P+ X+
A+4+B+4C =
+ Y4 Z == usnasu P=———2—— 7
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6utu jensak AFD v BHE jenwak EGC (6. u 15, craB), u3 uera
caepyje, aa je nospuuua ABC jennaka noBpIMHE YETBOPOYriaa
P AFGC (26. cras).?®) Axo ce Tauka H

NOK/A&Na €3 CPelHIIHOM TaykoM £
crpaue BC (dur. 17), ouna he nmocro-
jaTs camo 1Ba jexnaka npasoyriaa
tpoyraa AFD u BDE, uujoM ce p3-
MEHOM Mecra JOKasyje jeIHaKocT
nospwuna tpoyraa ABC u uersopo-
yraa AFEC. Ao HanocjaeTKy Tauka
H nana Ban tpoyraa ABC (¢wr, 18)
n ynpasia CG uze xpo3 rtpoyrao,
oujna hemo npehn ox rtpoyraa ABC
yersopoyray AFGC ako 10xamo Tpo-
yiao FAD = DBH, na 3atuv onysme-
Mo rpoyrao CGE = EBH. Axo y
dur. 18 uyersopoyray AFGC 3amucCaaMo Kpos

Tauxe A u G, ka0 u kpo3 tauke Fu C

nonoxeue najselie kpyrose, ayms wuxosu mu3mehy AG n FC
Gulie jexnaxku (15. cras), npema Tome, Guhe KOHIPYEHTHH TPO-
yrau FAC u ACG (15. craB) u yrao FAC jennak yray ACG.24)

Onasne crenvije, 1a je y CBUMA DPETXONHMM CAyHYajeBuMa
Cyma cBa Tpu yral y cpepiaom Tpoyray jeanaka cymu oba
jeanaxka yraa y dersopoyray koju uucy npaBu. [lpema TtoMme,
MOX€ Ce CBaxOM C(epHOM TpPOyray, y KOMe je CyMa Herosa
Tpu yraa S, wahu 4eTBOPOYrso € uCTOM MOBPUIHHOM, y KOME Ce
HAJa3€¢ JBa npasa yria H JBE jeaHake yNpaBHe CTpaHe H Y

KOME jeé cBaKu OJX Apyra nsa yraa jezxuax% S.

#) Jla je uerBopoyrao AFGC = 1poyray ABC caenyje u3 umedtutera:
ADCE + AFD + CEG = AFGC
ADCE + DBH + HBE = ABC.

34) Jemuaxocr aykoBa AG u FC crenyje u3 wourpyesuuje chepdux Tpo-
yrao6a AGF u FCG, xoju cy no cTaBy 15-0M KOHIDYEHTHH CTOra WITO HMajy
jennake nse ctpaHe u 3axBahedu yrao (FG = FG, AF = GC n yrao AFG =
= CGF = R). Tpoyran FAC u ACG, H3 uuje xoHrpyeduuje creayje jeasaxoct
yraosa FAC u ACG, kourpyeutu cy (no ctaBy 15-oM) Takohe cTora mwrta uMajy
jennaxe nse crpane n 3axsahenu yrao (FC== AG, AF = GC u & AFC =<1 AGC).

‘'I0ZIOBUMO H CMOjHMO
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Heka je cana ABCD (bur. 19) cohepuu uersopoyrao, y
kome cy crpase AB= DC ynpasue Ha BC?) u yraoBu y A u D*

CBaKH —;S. [Tpoayxs-

Mo crpade AD n BC
TAKO @ c€ OHe CeKy
y E u nponyxumo ux
u aabe ox E, HauH-
uumo DE=EF u cny-
CTUMO HA NPOAYKEHE
auduje BC ynpasuny
FG. Ueo ayk BG npe-

cpenuuby Tauky H
nynuma sajseher kpy-
ra ca Au F. Tpoyrna EFG u DCE xourpyeutsn cy (15. cras),.
npema tome je FG= DC = AB. Tpoyran ABH u HGF Ttaxohe
Cy KOHIDYEHTHW, jep Cy NpaBOyIJHW W HMajy jelHaKe KareTe,
npema Tome, AH w HF?®) npunanajy jearwom xpyry, ayx AHF

jennak je n, ADEF raxohe je ==, yrao HAD=HFE==~;- S —
—BAH=-;S—HFG=——;—S—HFE—EFG=—;S — HAD —

—n 4 -;— S. INpema tome je: yrao HFE=—;— (S — =), Ham,

WTO je uCTo: jexnHak BeJHYHHH uceuka AHFDA®)). Beauunna
oBOT jexnaka je oner uyersopoyray ABCLD, wiTo ce JaKO BHAW
aKo ce on jeasor npehe ua apyrn nonajyhu majnpe Tpoyrao-
EFG u BAH a 3artum oayaumajyhu tpoyrae DCE n HFG, xojw

cy HM jenuaku, [Ipema rome je -;—(S——n) BeJMYHHA YeTBOpOyria

ABCD u y ucro go6a BeauuHHa u chepuor Tpoyria, y Kome je
cyma cBa TPH yriaa jegsaxka S. s

28. Axo ce mpu pasHu cexy y IapanesHuM NUHUAMA, CYMQ
RUXOBA Tpu TOBPUILHCKA Y2na USHOCU ABA TPasd.

Heka cy. AA’, BB', CC' (¢ur. 20) tpu napanenue JAuHuje
KOje noc'ra)y npecenameM TpPHjy pasuu (25. ctaB). ¥Y3mumo Ha

35) Y opHrudany ctoji AB, 1TO je OyeBMAHO LUTAMNApPCKAa MOrpellka.

) Y opuradany croju nmorpeuno AF.

¥) Jlyuu AH u HF npunaiajy jemtoMm xpyry crora mro cy yriosu AHB:
i GH 7 jensaxw, mTo cieavje M3 KOHrpyeHudje npagoyrang Tpovrioss ABH
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smuma TPH DpoussobHe Tauke A, B, C ¥ 3aMMCIMMO KPO3 IHHX
*ONOXEHY jeAHy paBau,
Koja he mpema Tome cehin
paBHH NapanelHux y npa-
suM Jaunujama AB, AC,
Vi B £  BC. llame nOA0XKHMO
kpos aunnjy AC u ma
Kojy Tauky D na aunuju
< ¢ BB jow jensy pasaH,

Pur. 20 uuju he npecenu ca pas-

HuMa napaneasux AA,

BB' u CC', BB' 6urn auuuje AD u DC, wu uuju hemo uarud
npema Tpehoj paBuu napanemnux AA’ u CC’ osmauutu ca w (y
dur, 2’ ca w, B w,). Yraose usMely paBuu, y Kojuma ce uarase
napanense auuuje, osuauphemo ca X, Y, Z ua nunnjama AA',
BB' u CC’ (pur. 2'); nanocaeTKy HEKa Cy JMHEADHH YIJOBH
BDC=a, ADC=0b, ADB==c. 3aMucaumMo 0k0 A Kao cpeauumura
ONUCany jefHy Kyriusy NOBPIUWHY, HA KOjOj ppeceun mweuu ca
npasama AC, AD u AA’ onpehyjy chepun Tpoyrao, umje cTpane
HeKa Cy p, ¢, I 4 NOBPIUMHA «, @ Y4jH Cy YraOBH: W HAcOpam
cTpase ¢, X Hacnpam CTpase r u npeMa ToMe w - 2a-—w — X 35)
sacnpam crpase p (27. cras). Ha ucrn nasus cexy CA, CD, CC'
Kyraudy nospuisdy oxko cpeaumra C u onpehyjy Tpoyrao Be-

g A

T T
GFH. lyx AHF jeanak je = crora wro je AH = > u HF = 9 " Yrao HFE je-
L]
1 1 1 )
miaxje—2 (S — m) crora mro je HFE = 5 S—HFE—m + 5 S, a jenHaynna

1 1 .
—;» S —HFE —EFG= gs—HAD — T+ 5 S caenyje oryza wro je HFE =

1
=HADwEFG=CDE=w— o S. Kaxko je yrao HFE yrao asoyraa AHFDA,

TO je mepuH 6poj merose BeaHUHHE jelHaK MEPHOM Opojy MoppluuHe OBOT no-
caeamer.

38) ¥ cepHoMe Tpoyray, udje Cy cipaHe p, ¢ H r, Aexu HacnpaMm CTpane
g chepuu yrao, ydja je BesvuuHa jenHdka BeAHYWHU HAaruGHOTr yria usmehy paBHH
ACA'C' m ACD, Tj. jennaxa sensudsu yraa wy. Ha HCTH HauyHH 0AroBapa CTpaHH
r HarubHu yrao usmehy pasau AA'CC’ 1 AA'B’'B, 1j. yrao X, u CTpasu p Ha-
ru6Hu yrao wsmehy pasen ADA’B’ u ADC, umja je seanuuma no crasy 27-oM
jenHaka ®w + 2 —w—X.
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snngpde § ca CcTpanama p’, ¢, r' B yrioBuMa: w Bacnpam ¢', Z
HacnpaM 7’ u npema tome w28 — w — Z39%) nacopam p’. Ha-
NOCAETKY npecend Kyriuge nospmuue oko D ca nuuujama DA,
DB, DC oxpehyjy cdepuun tpoyrao, uuje cy crpase [, m, n a
cynportan yraosu w72 — 28, w4+ X —2a ¥ Y, uuja je no-
BpIUMHA, NpeMa ToMme, & = ; X4+Y+Z—x)—a—B-+w),
Kan w onaza onagmajy m moBpmuHe TPOYr/ioBa o ¥ 3 TaKo, na
a-+ B — w MoXe MmoCTaTé Mame On CBAKOr xaTor 6poja. ¥ Tpo-
yray & wsory ce crpane [ u m CMambHTH Takohe Ao y Gecko-
HAagHOCT (21.cTaB), npemMa TOMe MOXe €€ Tpoyrao & jexnom ox
CBOjHX CTpaHa /[ WAW /N MOJOKWTH HAa uajBehH Kpyr kyrae Ko-
JMKO Ce XOohe myTa a na THMe noJOBHHA Kyrae He Gyjpe Hcmy-

‘HheHa, npema Tome § wWIuYe3sBa y HCTO A006a ca w; H3 yera

caenyje na je nyxuuM naudioM X + V+ Z==.4)

) ¥ cdepuome Tpoyray, uuje cy crpade p’, ¢’ H r’, aexu Hacnpam
CTpaHe g cdepHH yrao, xoju ’ 9 4

je jemHak =ar#GHOM yray us- A

mehy pasuu ACA'C’ u ACD., L i é!
Tj. yray w, HacmpaM cTpaHe r'.

y

chepHu yrao, Koju je jemaax ‘ /{
HaruGHOM yray HaMehy pasui p . /rl . ¢n ZAY B
AA'C'C wBB'CC, 1j.yray Z, N o NN
npeMa Tome, HacmpaM CTpaHe Ny - -
p’ cdhepHH yrao, xoju je je- ) dur. ¥

AHak HarubHoM yrtay usMmehy
pasiu CDB'C’ u CDA, uuja je Beanunna no crapy 27-oM jeadaka © + 2 —w — Z.

40) YV cepHoM TpOyray, uuje cy cTpase [, m u a1, JeX®W HACNpaM CTpade
! chepHu yrao, xojH je jegnak HarubHom yray usmehy pasiu BDC u ADC, uujn
je 36up ca HaruGHuM yraom usmehy pasus CDB'C’ u CDA jensak © (nomro
pasid EDC w CDB'C’ nexe obe .y pasau EFB'CC’}. Kako je oBaj nocaensmt
Haru6Hu yrao (BWAU npeTxoany npamendy) jeasak w + 2B —w — Z, To je npsH
jenHak w + Z — 23. Ha vcTH HayuH je ¥rao, Koju OAroBapa CTpaHu /m, jenHak
W + X —2a. AKO ce ca § o3Haum MoBpUIMHA Tora cdepHor Tpoyraa, Ouhe 1o

cramy 27-oM 8= (W+ Z—=2p + W+ X—2a+ ¥ —) - (X+V+2Z—
—n)—a—B+w.

41y lIro ron 6ynemo Tauky ) BUmle ynabaBaad of Tauke B y npasuy
napasesu3Ma, HarHOHH yrao w, Jayud ¢ H ¢/, Xao u ayud [ H m (0gHOCHO
oxrosapajyhu cbhepHu Tpoyrim) nocrajahe cBe Mamu, npeMa ToMe, NnpH lpeaasy
Ka rpasiue xoauwduue w, §, @ m B nocrahe jeaHake Hyau, na heMo uMaru

1
—2-(X+ Y+ Z—m)=0, onaxzae caeayje X+ Y + Z=m. -
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29. Y #@pasonunuckoM mpoyzay unu ce yipasHe do0-
AuzHyiie y CpeJUHAMQ CUIpAHQ He Cexy UAU ce CBe WpU ceky
y jeaHoj maxku.

IMpernocrasuMo na ce y tpoyray ABC (dur. 21) nse
ynpasue ED u DF, nonuruyte hHa crpanama AB u BC y wu-

X0BuM CpelulmmuM Taukama £ u F, ceky y

2 Tauku D, ¥ NOBynuMMO y OKBUPY Yyrjosa
Tpoyracsux auauje DA, DB, DC.
Fy ¥ ourpyeuTnum je tpoyrauma ADE u

BDE (10. cras) AD = BD, rtako ucto caenyje
¢, 213 je u BD==CD; tpoyrao ADC je, npema

TOMe, P2BHOKDEK ¥ YNpaBHa COYIUTEHA U3 Te-

$ur. 21 vena D wua ocuwosuny AC namwhe y mweny

cperumy Tauky G.

Jloka3 ocraje ucTu u kaj rauka npecexa ynpassux ED u
FD nexw y nupuuju AC uau xan nana sas Tpoyria. .

Y caynajy, nakae, kam ce npernocTtasu, 128 Ce€ 1Be OX
OHMX YNpPAaBHUX HE CeKy, He MOXe ce Hu Tpeha ca muma cehn.i?)

[4

%) ¥V EBKARIOBOj paBHM yBek ce YNpABHE y cpelsHama cTpasa (cuMe-
Tpaje CTpaHa) TpPOyri1oBHX ceky y jemHoj taukn. Y Jlo6aueBckoBoj paBHit TO He
Mopa fa 6yne caydaj, u Ty BaXH CTaB:

Cumempane curpana mpoyenoBux unl c¢e cexy y jeaHoj mauwkuy unu ju-
Bepeupajy UAU €y naponeswe.

(Ynop. ,Neue Anfangsgriinde* § 111, ctp. 182 n 1.).

Baxno je samomenyTs, Ha, y cAyuajy xaia cuMeTpaje cTpa#a TPOyrao-~
BHX NMBEPrupajy, cBe TPH CHMETpaie HMajy jeaHy HCTy 3ajelHHuyKy ylpaBuy
(yunop. npuMex6y 11-y), u 1a cy y ToMe cayyajy TeMeHa TpPOYraoBa noljeanaxo
yHRameHa of Te 3ajefHUuKe YyNpaBHe, APYTHM PeYHMa [a OHa Jexe Ma TAKO3BaHoj
AUKUjU jearaKo2 omIcmOjard, Koja je TeOMETPHCKO MeCTo CBHX Tauaka, Koje cy
nolijefiHako ynameHe on jenHe nare npase (ymop. H. Liebmann, ,Nichteukli-
dische Geometrie* 2-te Aufl. 1912, ctp. 44). ¥ cBojuM cmucHMa cnoMume Jlo-
6aueBckn caMo Ma jeaHoMe Mecty Ty au#mjy (ymop. ,Uber die Aufgangsgriinde
der Geometrie § 24, ctp. 34 u npumenby Euresosy #a crp. 265), nok ce Bomaj
BHOME CAYKY 3a MHora cBoja usBohewa (ymop. ,Appendix“ § 27, § 32, § 39
H 1p.). Kao mro je Ha xyram auuuja jeanakor oTCTojama Maaum Kpyr, nAaxae
KpHBA JHHKja, TaKo je HMCTO M AHHHja jenmakor orcrojama y JloGaueBckoBoj
paBHH kpHBa anunja. JInumjaMa jenmakor oTcrojama oarosapajy y npocropy
aospwure jepnako: omcmojara, 3a Koje BaxH reoMerpuja Jlobayesckora (ynop.
H. Liebmann, n. 0. M. crp. 59), 1j. y Tpoyray, unje cy crpaue auHRje jexHakor
OTCTOjama, 36up yriaosa Mamu je ox 2R. Hanporus, kao mro je noxasao Bomaj
(8. ,Appendix“ § 39), 36up yraoBa y tpoyray y Bomaj-Jlo6aueBckoBoj paBu,
4¥ja je jemHa cTPaRa AMHBjA jeMHAKOr OTCTOjaibd, H3HOCH 2R, onakzne ce meno-

29

30. Yiupasne aojuznyie y cpejurnama CHpana GpaBonuxu-
cKo2 poyana Mopajy cBe wpu Ouiiu fdapaienHe, Ako ce apeil-
HocmiaBy dapaienus3am JABejy oX FolUX.

Heka cy y tpoyray ABC (¢ur. 22) aunnje DE, FG, HK
ynpaBHe HA CTP2ZHAMA V HUXOBUM CpenummbuM taukama D, F,

H. Mu hemo najupe nper-

noCTaBUTY, A8 Cy ynpasHe

DE w FG napanenue, na
£ oue auuujy AB cexy y L

M, v na ce ynpasna HK

Hanazu u3Mehy mux. Y

oxkBupy yraa BLE noay-

IMMO NpPOU3BOJLHO NpaBY

aunujy LG, xoja he Moparts
FG cehu nerne y G Ma xaxo vanu 6uo yrao orcrynawa GLE
(16. cras). [Nowto ce y rpoyray LGM ynpasua HK ue moxe
cehiu ca MG (29. cras)*s), ona mopa cehu LG nerpe y P, onakae
caenyje, na HK wmopa 6utu napaneana c2 DE (16. cras) u MG
{18, u 25, cras).%)

Axo ce crasu cTpaia BC=2a, AC=2b, AB=2c uyriosn
CynpoTHH OBMM CTpPaHama o3Hade ca A, B, C, onna umamo y
TOpHEM Caydajy

Pur. 22

A=TI1(b) — I(c),
B =Tl(a) — (o),
C=TY(a) + 1),

0 deMy ce€ naKo ysepaBaMo nomohy nunmja AA’, BB, CC, xoje
cy W3 tasaka A, B, C nosydene napanendo ympasaoj HK u
Koje cy, npesa TOMe€, NapaAe]He H Ca Apyre nse ynpasse DE
u FG (23. u 25. cras).
cpelHo A4 3aKbYYHTH, Aa 36GHp THX yrioBa y TPoyriy Te paBHH, uuje cy TpH
cTpaue npaBe JuHH]e, Mopa 6HTH MamH ox 2R (ynop. u V. Vari¢ak, ,Prvi osni-
vadi-neeuklidske geometrije®, 1907, .cTp.157 # a.).. . - ... .. .-

) [lowro je MG neo npase FG, a FG n DE kac napaneine e ceky
ce, 1o ce an HK me moxe no craBy 29-om cehd ca muMma, npema Tome, MG 8
HK ue cexy ce.

44) HK wmopa 6urn naparessio ca DE Ha ocHoBy npyre JloGauesckoBe
AepHUHLB]E napajsenHnx auuuja (8. npuM. 12), a kako cy mo mpernoctasun MG
a DE napanease mehy coboM, To je no crasy 25-oM HK napaneaso n ¢a MG
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Hexa cy cana ynpasse HK u FG mely cobom napaaeane,
rpeha ynpasHa DE rtana ux mehe cehu (29. cras), npemMa roMe,
OHA je MAH napanejsa Ca HUMA WIK Ceue

AA'. Tlocnexwa npeTnocTaBka HE 3HAYH

4 p APyro nmo na je yrao C>T1(a) +T1(b).
CMamu nu ce oBaj yrao Taxko, 13 N0OCTaHe

é jemnax I1(a) -+ I1(b), wro he Guth ako ce
dur. 23 nusuju AC 14 vos nonoxaj CQ (¢ur. 23),

B 1yXuaa Tpehe crpase BQ o3nauu ca 2¢’,
oana mopa yrao CBQ y rtauku B, xoju je nocrao sehu, npema
OHOMe WITO je rope fokasado, 6utu jenuak [1(a) — [1(c’) > [1(a) —
—II(c) oxmakae caenyjy c' >c (23.
craB). Aau y tpoyray ACQ yraoBu
y A u Q cy jennaku, npema TOMe
Mopa y tpoyray ABQ yrao xox Q
6utu Behu ox yraa y rauku A, npema _ c
rome je AB > BQ (9. cras); wro
3Hayd na je ¢>c¢.9)

31. Tpanuunom aunujom (opu-
YUKNOM) HA3UBAMO OHY KpUBY JUHIJY
y DaBHU, KOA Koje €y cBe yipaBHe =
dopuenyiie 'y CcpeaumlruM imaukama dur. 24
memuBa mehy cobom mapanenne.

Y caraacHocrd ca oBoM aedHHANMjOM MOXEMO NPOHU3BO-
hewe rpaHHYHE NHHH{C 3aMUCAMTH HA Taj HAYMH, wWTO heMmo Ha
natoj npasoj AB u3 jenHe o HWEHHX Tauaka A NOBAAYATH MOX

V-4

45) Kan 6u ynpassa DE cexkaa A4 || CC’' ouna 64 noxHoxHa Tauka meHa
D mexana 6auke tauxd A Hero tauxd C (jep 6# yrao DAA’ y toMm cayuajy
6Ho MawH ox yraa napaieawsMa), npema toMe, yrao DCC' 6uo 64 yrao napa-
nendsMa 3a auHHjy Behy on b, omaxae caeayje aa je yrao C>TI(b)+11(a).
OBa npernocraBka, MehyTuM, JOBOIH HO pe3yiatara, Mo koMe je ¢ > ¢, KojH
CTOJH y NPOTHBPEYHOCTH Ca pe3yATaToM mo koMe je ¢’ << ¢. [1peMa ToMe He MOXe
DE cehn A4/, mopa naxae 6ard naparento ca HK.

OBsaj nokas Jlo6ayeBckoB HENMOTNYH je MehyTHM YTOMHKO YKOJHKO Ce Moxke:
3akmyudTd na je ¢’ << ¢ (wro caeayje u3 2¢’ << 2¢) caMo . ako Ce TPETNOCTaBH,
Aa je AC>BC, xao wro je yuHmeHo y ¢Hr. 22 (oBy je 3aMepky JloGaues-
CKOBOM poKka3y yud##o jowr [ayc — Bum# npumen6y Engel-oBy y .Zwei geo-
metrische Abhandlungen etc.“ #a ctp. 453). Akoje AC << BC, ouna yrao ACQ"
tpeba yuunntH jendaxuM [1(2)+-TI(b) ¥ CQ = CB 4 name NOKa3MBATH KAO ¥
Texcty. Axo je nak AC= BC, tpeba oner ACQ uanpasuti jenHaxuM [I(a)+
+0(b), CQ == AC = BC # n0Ka3MBaTH Nake Ka0 y TEKCTY.
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pasuuM yraosuma CAB=TI(a) reruse AC = 2a%%); kpaj C jense
TAKBE TeTUBE nexalie HA rPAHHYHOj NHHUjH, YH]e TAYKE MOIKEMO
NOCTeNneHo OXPEAMTH HA Taj HauuH. Ynpassa DE Ha rterusu AC
y meHoj cpenunn D 6uhie napanensa ca nunujoM AB, xojy hemo
HA3BaTH oCOM 2paHu4He aunuje. Ficro rako 6uhe u ceaka apyra
ynpaBda NOAUruyTa y Cpelniuboj TAYKH Ma Koje teruBe AH na-
paneanuna ca AB, npema Tome, oa oco6uHa Mopa npunajaTté u
csakoj Apyroj ynpassoj KL yonwte, Koja je noauMruyra y cpe-
anwmoj tayku K ma xoje reruse CH, xoja je-noByuena usMehy
makojux tayaka C v /H ua rpanuusoj aunuju (30. cras).4’) Takse
yapasse Mopajy ce naknae takohe 6e3 pasauxe xao u AB Ha3pathH
ocama 2paHu4ne JUHIje.

32. Kpye, uuju nonyipeunux pacime, upenasu y 2parudny
aunujy.

Heka je AB (¢ur. 25) TeruBa rpaHHYHE JHHHjE, NOBYLHUMO
H3 HeHHX Kpajwux Tawaka: A B B nse oce AC u BD, koje he,
npeMa ToMe, CK/JIanaTH Ca TETHBOM B3 jeiHAKa yraa BAC=ABD=a
(31. cras). Ha jexnoj on oBux oca AC y3MHMO Ma rae Tauxy
E 3a cpenumre jepHor kpyra ¥ nosByuumo aAyk AF ox nouerse
tayke A oce AC 1o merose Tayke npecexa F ca Apyrom ocom
BD, Moaynpeunnx FE xpyra, koju oarosapa rauku F, cknanahe

48) Koncrpykuuja TetuBe 2a, xoja ckjana gaté yrao ca npaBom AB, He
3HaYH HHINTA APYro IO KOHCTPYKIUHjy yNpaBHe 4, Koja OAroBapa AaatoMe yray
kao yray napaneausMma [yray [1(@)]. Kako ce oBa koHCTpyxuuja Moxe H3BeCTH
(xkao # oOpHyTa KOHCTpyklUuja yria mnapasesusma [1(@) 3a maty nyxuny a,
ONHOCHO napajejHe ca jeaiHOM pnaToM npaBoM), © ToMe ynopeau Engel —
Lobatschewsky, #. 0. M. c1p. 242 u 256, B. Bonola, 1. . M. ctp. 109 1 V. Variéak,.
H. H. M. cTp. 137—138. '

Kan cMo xoncrpyucasu tetuBy AC = 2a, oHaa caMa KOHCTPyKuHja noka-
3yje, na he mpasa nosyuyexna #3 C napaieatHo ynpaBHoj DE O6HTH napaneaHa #
ca npasoM AB H na he 6ut# < BAC jennak oxrosapajyheM yray won C.

Fopwe nBe xoHcTpykuuje y Jlo6aueBCkoBOj paBHH He Mory Ce MPAaKTHUHO
H3BECTH, MNOIUTO je HCKYCTBEHH NPOCTOP eBxa#ncke npHpone. tbuxos 3uauaj je
YHCTO TEOPUCKH, oOHe MoKa3yjy ersucTeHUdjy napaiessux y Jlo6aueBckoBoj paBHH.
W EBkasn y cBojuM ,ExeMedtHMa* ynoTpe6/baBa KOHCTPYKuUHjE CaMO y Teo-
PHCKOM CMHCHY, Ka0 TeopeMe KojHMa ce Joka3yje eraucredilHja ¢urypa.

47) ¥V tpoyray AHC, uaume, umamo FG | AH, KL | HC u DE | AC,

_npema toMe je no craBy 30-oM FG| KL || DE. Kaxo je nax DE || AB, 710 CYy

u FG||AB u KL|| AB.
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A3 jenHoj crpaun ca tetusoM AF yrao AFE=3 a na apyroj
crpauu ¢a ocoM BD yrao
EFD =¥, WU3na3u na je
yrao u3Mehy o6e Teruse
BAF=a—8<<B+y—a
(22. cras), oxakae cae-

. 1
nyje: e — <o Y- )

P [Mowto ce mak yrao y
x4 £ cMambyje X0 ByJe KaKo
dur, 25 Kperamem cpeaumra E
y npasuy AC, npu uemy
F ocraje wenpomemweno (21. craB), Tako u nNpubiaukaBambeM
rayke F Taukm B, npu uemy tpeanmire £ ocTaje y cBoMe no-
noxajy. (22. cras), TocleAyje, A3 TAKBUM CMALUBIMEM yriaa Y
‘4IYe3aBa ¥ yrao a — 3, OxHOCHO y3ajamMvm Haru® TeruBa AB
u AF, na npemMa TOMe H OTCTOjate TAuKe B Ha rPaHHUHO]
MuHujH ox Tauke F Ha kpyry.*?) [Ipema Tome MOXe ce rpa-
HUUHA JIHHUjA HASBATH H KPy20M ca OECKOHQYHO BENUKUM iLONy-
ZPEHHUKO M.

33. Hexa cy AA'= BB'=x (dur. 26), ase auHuje napa-

.nenne Mehy co6om Ha crpanu uayhs ox A

B ’
ka A’, oce rpaHMuYHuX JyKOBa (JyKoBa Ha s és
IBEMa rpaHnuuduM Nuaujama) AB—=s, A'B'=¢', x )

. A
Tana je

s ==§ %, bur, 26

‘Tie jé e He3aBHCHO O] AyKOBa s, §' W NpaBe X, KOja NPeTCTABbA
-OTCTOjabe yka § OX §'.

#) V pasHokpakoM tpoyray AFE yraoss kox A u F cy jeanakd, Kako
je nak <x BAC= <(ABD =«a, 10 je {BAF=a— 3. Y npaBoAHHHCKOM TpO-
yray ABF 36up yraosa je no crasy 22-oM Mmamu o 2R, Ti. o+ (@—B) +
+ AFB<{2R; xaxo je nak AFB + 8+ y=2R, 10 je 2u— B < + v, Aakiae

¥
Q — (3 < —2— .
“©y y nfmom cayuajy, Hawme, kai Tauka F acraje HenpoMemeHa a noay-

npeudgx FE Gusa cse pehn, Tauka A nomepa ce y Npabuy napareausMma, aan
YBEK 33 CBe Mame KOHYAHO OTCTOjate OX NMPROGHTHOr Tonokaja. [lpema ToMe
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Jla 6ucMo 0BO 10Ka3a/u NPETNOCTABHMO, 13 je ONHOC JyKa
s npema ayky §' jexdax ozuocy 182 mesna 6poja n u m. Hamehy
oca AA', BB’ nosynumo tpehy ocy CC’, koja he H8 Taj Haumu
orceuars on aAyka AB neo AC=1f u ox ayka A'B’ ua HCTOj
crpasu neo A'C’=1{. Heka je onsoc usmeljy f u s jemssx on-
Hocy naBa nena 6poja p ¥ ¢, Tako 13 je

s= —¢, =L£
m q

IMonenumo cana s ocama y ng jexuakux nenoBa T4KO, Aa
he rakBux menosa 6Gutu mqQ HAa s W np ua f. Kako oBu jennaku
JIeN0oBs HAa S ¥ { OAroBapajy TAKO UCTO jeJHAKUM NEJOBHMA HA
s 84 ' umMamo®®);

sr
S

Ma rze pakae yseam ayke f n ' usmehy oca AA' u BB,
yBeK he HHXOB OXHOC OCTATH HCTH, NOKJAE I'OJ OTCTOjAlbE IbH-
X0BO x ocTaje ucTo. AKo ce cTora 3a x =1 crasu s=es' onaa
he 2a csako x Mopartu GutH

§'=ge—*,

nioMepa ce W rpaHHuHa JuHHja (nipn yeMy oce BD u AC oc;rajy ucre), ‘kojoj ce
Ha 0BAj HAayMH cBe BHiNe npubAHNKYje KPYr, HTO My NOAYNpPEYHHK nocTaje Behn,
Tako Ra he Kpyr, Kajl My NOJYNpEYHHK MOCTAHE OECKOHAYHO BeNHKH, NAaCTH
yjeaso ca rpaHuyHOM AHHHjOM, KOja Mpoaasu kpos tauky F. [paHuyna auHnja
MoOXe ce JakJae CMarpaTtH 33 KPyr ca GeCKOHAUHO BEJAHKHM MOAYTPEUHHKOM,
unj cy NoAyNpeyHHIH HAEHTHYHH Ca oCaMa rpaHHuHe JHHHje, Koje cy CBe Mehy
co6oM napaseade. Y EBkanaoBoj paBHH, y Kojoj napajseiHe cByna NOAjelHAKO
OTCTOje jeHa ON npyre, Kpyr ca 6eCKOHAYHO BEJMKHM NOJYNPEYHHKOM nana
yjeaso ca npasoM annujoM; y JIo6aueBckoBOj paBuH, rae napaixeiHe (1o CTaBy
24-0M) KoHBeprupajy Ha CTpaHM Napajelid3Ma ¥ MOry ce npemMa tome CMarpaTH
Xao AuHHje Koje ce CeKy y 6ecKoHauyHOCTH, KpPyr ca OECKOHAYHHM MoJAynpeu-
HHKOM HHje HIEHTHYAH Ca NMpPaBOM AHHHjOM, Beh NpeTCTaB/hba jelHY CHenHjaiHy
KPHBY JAHHHjy (TDaHHUHY JAHHH]Y), Kojoj y EBKanioBoj paBHH He oarosapa Hu-
KaKkBa cneuujajgHa auHMja, Gall Kao WITO je M JAWHHja jemHaKor OTCTOjamba
(8. npuMenby 42) jenHa cnepmjasda KpHBa aHHHja JloGaueBCcKoBe paBHH, KOjOj
He o1roBapa HHKAKBa Cri€lHjaiHa JAMHMja Yy EBKJAHNNOBOj paBHH.

Jla rpanduHa AMHMja NPETCTaBbA FpaHHuy, Kojoj ce npHGaxKyje Kpyr
noBehasameM WEroBor noaynpeun#ka, JloGauesckn ussomu y ,Neue Anfangs-

Teopaja napaneasus Aupuja 3
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IMowro je e Heno3HaT 6pPOj & NONNEXKH C€aMO YCAOBY €>1 n
OOIITO CE Ra/b€ jeHHUNA NY)XKHHE 33 X MOXe Y3eTH NpPOu3BOJHHO,
TO je MOXEMO pajiu PauyHCKOr ynpowhasamha Ttako u3abparu,
I8 ce nOX e pasyme ocuona Heneposux norapurama.’t)

griinde § 114, ctp. 187 Ha jemau HaYWi, MPH KOME HeMa NOMepawma IpaHuHyEe
JuAKje, Kao 1TO je To caydaj y dur. 25, Ako, Haume, (¢ur.3 ) npu nosehasamy

A x y.o e
Pyr. 3’

noaynpednnka FE tauxa F Mena cBoj nonowxaj, oda he 6utyu cBe Ganxka tauxm
B, yrao y Guhe cse Matby, npemMa Tome U yrac « — B, u kax FE nocraHe 6ecko-
Hayuo Beauko, xpyr AF npehu he y rpanuuny auaujy A3.

M3 came nedpuHHnmuje rpaHdyne AnHUje H3uA3M, 1A je TAHreHTAa IbeHa Y
naroj Tauk¥ ynpaBHa Ha OCH BEAO] ¥ HCTOj TaUuKH ¥ X3 IPaHMYHA JAWHE)jA CTOjW
ynpasHO Ha CBHAMA CBOjHM OcaMa.

%) ¥ ,Neue Anfangsgriinde* § 117, crp. 189 —190 npocruju je noxas
CTaBa, Ja je OJHOC NYKOBA JBEjY :pARUMMUX JUHUTA KOHCEIQHIAR 34 UCMO
omcmojarme mrux Auxdja. Ako AyK S NMOXETUMOY ng jeRHAKHMX AER0B3, OX KOjHX

he no nexart# Had NeAMMHUYHOM AYKY f (ROWTO je no mpeTnoeTasuw S:f=g:p)
na ¥3 onrosapajyhHx Tauaka moByYeMO OCE W TPORYXKHMMO HX 10 &, oupa he .

oHe mojeautH u ayke §$° M f ra ng 4 np jenHakHx AenoBa (CaMo ILTO Y
OBOM CJyuajy OBH XelAoBH dehe OWT# jexmaxu ca oarosapajyhuM nesoBMMa Ha

,t s
AYKY S}, ORaKJe HENOCPeRHO CAeAyje Aa je " = .
s
51) Jennauuna &’ = se”* (uan s = s’e™ ), Bd ce oBako u3BecTH (ymop.
,Neue Anfangsgriinde* u. H. M.). Axo ce otcrojame AA' rpandusdx JuHUja
AB n A’'B’ nojend Ha X jeHAKHX AeAOBA, MOBYKY AYUK TPAHHYHHX AHHMjE U3
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Jow ce oBxe moxe npumeTuTH, XA j€é 33 x=o00, §'=0,
npemMa TOMe, He CaMO WITO Ce CMamyje OTCTOjame Huamehy nse
napanense (24. cras), Hero
OHO HANOCAETKY CacBHM
HIUYe33aBa npH NPOAYXemy
napajie/JHUX Ha CTPaHH Na-
paneausma. [lapanenue nu-
H4je HMajy H3kJe Kapak-
Tep acMMNTOTA.

34. I'panuyna tospuin-
Ha (opucepa) Hasusa ce’
OHQ NOBPILIKHE KOja nocTaje
o6pTameM rpaHHuUHE JHHH-
je OKo jexHe on HEHHX Oca
Koja he 3ajenHo ca cBuMa
0oCTanuMa 0CaMa rpaHUYHE
JuHHje 6u1m oca H rIpa-
HHYHE NOBPLIHHE.

Temusa ckraia je-
AHAKe ya2n0Be ¢a ocama mo-
BYHeHUM KpPO3 HeHe KpajHe
miauke, da ma 27e Ja ce
Y3MY HQ 2PDAHUMH O] TOBPULL-
Hu oBe aBe KkpajHe Mmauke.

Hexa cy A, B, C (¢wur. Pur, 27
27) TpH Tauke HA FPAHUYHO] .
nospmunu, A4’ oca o6prama, BB u CC' nBe npyre oce, npema
Tome AB u AC TeTuBe KOje ca ocaMa CK/1anajy jeAHaKe yriaose
A'AB=B'BA, A’/AC=C'CA (31, craB); oce BB, €C’' nosyuene
Kpo3 kpajue Tauke Tpehe reruse BC rtakohe cy napanenHe u

‘TofenuuX Tauaka usMmehy oca A4’ u BB, u TH Jynu 03maue peloM CAEB3 Ha-

RecHO' €38 8y, S, S3, ., Sy_y, Ouhe:
Sisp==0, §:5 =€, $:8=€ ...., 5 ;:¥=e,
MmuoxemeM oBUX jeruaudHa Ro6ujamo:

s 5 8
Sy S &

. Sx—1 x
s’ — e 3

3%
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Jexe y jenHoj pasHu (25. cras). Ynpawsa DD’ nopurnyra y
cpenunu D teruse AB u y pasHu napanennux AA’, BB' mopa
Guru napanenHa ca ocama AA’, BB, CC’' (23. u 25. ctas); ucra
TakBa ynpasHa EE' ua retusu AC y pasdau napanennux AA’,
CC' Guhe napazenna ca ocama AA', BB, CC' u ynpassom DD’
¥rao usmehy pasum, y xojoj cy napanense AA' u BB, u paam;
tpoyrna ABC osnaumhemo ca [1{(g), rxe a moxe GuTH no3u-
THBHO, HETAaTHBHO HJH Hy/a. AKO je @ NO3YTHBHO, NOBYLHMMO
FD=a, y tpoyray ABC u pasHu 1erosoj, ynpaBso Ha TETHBY
AB u3 meHe cpeaumme tauke D; ako je @ weratdsas 6poj, FD
ce MOpa noByhu BaH TpOyrJa Ha APYrOj CTPaHH TeTHBE AB;
ako je a=0, rauka F noxaana ce ca taukom D. Y cBuMa OBuM
CllyyajeBHMa M0CTajy 1Ba KOHTDyeHTHa NpaBoyraa tpoyria AFD
u DFB, npema tome je FA=FB. [logureumo cana y F nu-
Hujy FF’ ynpasso Ha pasan tpoyraa ABC.

[Mowro je yrao D'DF =Tl(a), DF =a, 10 je FF' napa-
nendo ca DD' u auuujom EE’, ca xO0joM JIeXH y jenHOj HCTOj
paBHH, Koja je ynpasna wa paseu Tpoyraa ABC.5?) 3amucaumo
capa na je y passm mnapaneadux EE’, FF’ nopurdyra ua EF
ynpaeua EK, ra ke ynpasna crajatu ynpasuo u Ha pasHu Tpoyria
ABC (13. craB) u BHa anunju AE xoja nexu y T0j pasau (11.

naKnae:
s=¢e

I3 je e > 1 caenyje nenocpeano u3 npernocTaBke, aa jee= 3 y & §>8;.
s

) 1
Jenundua nyxHue 3a oTCTOjame X 1BA AYKa (OXMOCHO OTCTOjarbe AYKOBA § Sy,

S 1S HTL.) MOXe Ce, fOUITO je MPOH3BObHA, Y3ETH TAKO 14 € Gyxe jenHako
6pojy 2,7182818 ..., Tj. 6asn npupoauux norapurams. Ako ce y3Mme y 063dp
napavetap JloGayesckoBe paBHu H TA] napamerap osuaud ca k (Buxu Jlopa-
1aK 1), onma ce nd nokasatu pa je, Kan ce ' jexnumna AYyXAye CTaBH = Kk
s X

0 _ 7 .

IHOC 5 jemuak e, u, npema Tome, s =8 ek, To caenyje nocpemno u3 Boma-
R Yy

jeBor nokasa, na je, kan je y dopmyan Y =Ji, (rze Y oamauasa omwoc xBa
rpavuyua Jyka 3a orcTojame ¥y > i, a J taj oauoc 3a orcrojame 1) i = L, [rae

fgz

I 03ua4aBa noAyNPeYHHK TPAUMYHOT Kpyra, uyMja je TeTBa 2y, 8 2 yrao

T
5 —I(y)], J=e (Ynop. ,Appendix* § 30 y Besu 3a § 27 u 24).

%) Ilo crasy 1la, nomto je FF' ynpasuo ua papuk Tpoyraa ABC.
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crap), npema Tome mopa AE, Koja je ymnpaBHa Ha EK w EE,
6utn y ucro no6a ynpasna u Ha FE (11 craB). Tpoyrau AEF
u FEC cy KOHrpyeHTHH, MOWTO Cy NPaBOYr/id W HMajy jenHaKe
karere, npema tome je AF=FC—=FB. YnpasHa cnyliTeHa u3
Temena F passokpaxor tpoyraa BFC ua ocnosuny BC nponasu
Kpo3 eHy cpeanmHy Tauky (G; pasaH NOJOXeHa KpO3 OBy
ynpasay FG u nuuajy FF' mopa Guta ynpasHa Ha paBHM TpO-
yraa ABZ u cehu pasan napaneanux BB, CC’' y nuHuju aa,
koja je Takohe napaneisa ca BB’ u CC' (25. cras); nowTo je
nak CG ynpasio Ha FG, na npema ToMe Y HCTO 1062 H H3
GG', To je u yrao C'CG = B'BG (23. cras).

Onasne caenyje, na ce CBaka 0C3 MOXe CMAaTpaTd 33
0GpTHy OCy rpaHHuyHe MOBDIUHHE.

TnasroM pasHu Hassahemo cBaky paBaH Koja je nonOxeHa
Kpo3 jenHy ocy rpasuvHe nospmune. [Ipema ToMe, cBaKa
2710BHQ paBaK ceue FPAHWGHY MOBPWAHY y IPAHHYHO] JIMHHU]B,
IOK je 33 cBaKu ApPyru nojoxaj npecenajyhe passu OBaj npe-
cex kpyr®?), Tpu raasHe paBru®), Koje ce y3ajaMHO CeKy, CKJa-

53) Jla cBaxa TrA3BHa PaBaM ceue rpavdudy MOBPUIAHY Y rpavHyHoj au-
Hdju caenyje w3 neduHUOAje rpaHuyMe MoBpUIAUE, (ynop. J. Bolyai ,Appendix*
§ 11). Tako ucro caexyje u3 nepuuunuje rpanuuHe noBpILIKUE, 1A CB3K3 pasay,
KOja je YNpaBHa K3 jeQHOj O OCA IeHHX, Ceue IpaHuudy MOBPLIAHY Y KPYTY.
Ia je Taj mpecek Kpyr u y cayuajy, kam paBad ceue KOCO OCYy rpauduue mo-
Bpuiume, crenyje uenocpenHo u3 ropmer JloGaueBcKoBor n0Ka3a 3a CT3B, 1a ce
CBAaKa on 0OC4 rpaHMude MOBPUIAHE MOXE CMATPATH 3a OGPTHY OCY Hedy. Jep
aKo yaMeMo jenHy 4eTBpTy Tauky L Wa auuHju npecexa pasun ABC u rpaHudue
noBpuuHe, ouna he oca oBe mochene H3 Tauke L GuTu napaneaua ca ynpas-
Hom FF’ u npema toMe orcrojame LF Guhe jenuako orcrojamuma AF, BF u CF
(o Tor 3akmyuka nako hemo nohm ako HanpaBuMO TPOYrao ALB). ¥Ynop.
»Neue Anfangsgriinde* § 119, crp. 191 4 n.

W3 ropmer caenyje, 1a ce KPYr H3 TPAHHYMO] NOBPLIHHA CBOJHM 0GHMOM
notnyuo noayaapa ca kpyroM y JloGauesckoBoj pasuu (1ako he y ¢ur. 27 xpyr
Ma rpaduuHOj NoBpmnHuM, uuje he cpenuumTe GUTH TAYKA KPO3 Kojy npoaasu
oca FF’, cBojuM o6uMOM NMaxaTu YyjeAHo ca KpyromM y paBdd Tpoyraa ABC,
yuje je cpenuwirte F), Ouako MCTO KA0 IITC KPYr Ha NOBPUIAHA Kyrae nana
CBOjHM o6uMoM yjenuo ca kpyroM y EBkaunmosoj pasHi (€3 KpyroM pabuf Koja
ceye moBpmwumy kyrae), Kao wro je jexna H ucTa KpyXHa AHHH]a, Kax ce mo-
cMaTpa Kao nepudepuja Kkpyra y Kyraduoj MoBpUIMHH, N0 CBOjOj BeAUUHHH ==

! .
= 2nR sin rk (rne ! o3uayaBa mNOAYNpPEYHHK KPYra Ha KYravHo} MNOBPUINHH,

onuocHo Ayk oxrosapajyher uajseher kpyra, a R meaynpeudHk Kyrae), a jen-
waka 2mr (Cxe r 03H3auaBa moaynpeduuk kpyra y EBkaunosoj paBuu) Kan ce
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najy mehy co6om yriose uuja je cyma m (28. cras). Ose hemo

yrJioBe cMaTpaTtu 33 yrnose rPaHUYHOr TPOYTIJa, 4Hje Cy cTpaHe

. Jylla, rpaHHYHUX JHHH]j3, KOje cy npe-

- p CeH rpaHHYHE [MOBPWMHE C3 OHUM

Tpuma rJaBHuM passuma. Kox rpa-

HUYHHX TPOYrJOBa NOCTOjH HAKJAE

HUCT3 33aBHCHOCT H3meljy yriaosa u

CTPaHa, KaKBa ce ROK33yje y OGHUHO]

reoMerpujd 33 NPABOJIMHHUCKE TPO-
yrae.5s)

35. ¥ cnenehem o3nauaBahkemo

P 7 BEJIUUUHY JIHHHje jeIHHM [HCMEHOM

€3 NOJATHM 3KIECHTOM, H3 np. X/, na

6ucMo H3pa3uiu, N3 beHa BeJHYUHE

CTOjH ¥y jelHOM OJHOCY €3 BEJIHYKHOM

®ur. 28 Ipyre JuHHje, KoOja je ob6enexeHa

HCTHM 3HAKOM x 6e3 akmeHTa, KOju

R”

je u3paxes jerHAYHHOM

M(x) + N(x’) = % x

’

nocmarpa xao nepudepuja kpyra y EskiaumoBoj paBaM, Tako HCTO jenma ¥ HcTa
KPyXHA JHHHja, Kaj ce nocMarpa Kao nepudepuja xpyra y ﬂoéaqescxoso;

paBuH, jejHaKa je MO CBOjoj BeaHuuwHHM (3a moaynpeusuxk r) mk (e k —e k)
a jepmaxa 2wl (rae I 03mayaBa MOAYNPEUHHK KPYra HA TDAHHYHO] MOBPUIMHH),
Kap ce nocMarpa Kao nepedepuja Kpyra y rpasHyHOj NOBPLIHHH.

Tpe6a jowr nanomenyTn, n§a cCy HpPABA AUHUjA, 2pUHUMHA AUHUjQ (OPH-
LUKN), JUWHUJA jeaHaKoe OWICHOjar@ (CKBHIHCTAHTA MAM XHMEPUHKA) H Kpye
yerspy yunudopmue nunuje y Jlo6auesckoBoj paBuu, KOk Cy mpasa auxuja u
kpyz nBe jenune yuupopmue nuudje y EBkauzosoj pasuu.

%) V opuruuany croju ,Hauptflichen*,

%) MMowrto raasue paBuM fiposase KPoO3 OCe FPaUHYHE NOBPIIHHE, a CBE
Cy oce oBe mocaemme Mehy co6oM napaienue, TO he ce TPY raaBse paBHM YBex
cehur y nummjaMa xoje cy mehy co6oM napasense, npema ToMe, 36up maru6uux
yraosa Tux pasuu 6uhe no craBy 28-om jepmax . Kako je nax seauumua yraosa
uaMehy JyKOBa IPAHHYMMX AHHHM]a HA IPAHMYHO] MOBPUIMHH KAO KPHBOj MOBp-
WHHY jeXHAKAa BeAMuMHW HArHGHUX YriaoBa OAroBapajyhux paBuM (CAMYHO Besu-
4uHE CHEPHHX YrAO0BA HA MOBPLIMHK Kyrae — ynop. npumenby 38-y), to he u
36up yraoBa y Tpoyray rpandude noBpLIMHe, yMje Cy CTpame JAyOH rpaHUYHUX
AHHY]a, M3HOCUTH Takohe ™. A Kaxko W3 CraBa, ja je 36up yraoBa y npaBoJu-
HUCKOM Tpoyray jemmak 2R, caenyje EBkaunoB V-te nocrynar, To oueBHIHO
HA rpandunoj noBpuwivad Baxu EBxauposa reomerpuia.
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Heka je cana ABC (dur. 28) jexaH npaBONHUHHCKH NPABO-
yrau Tpoyrao, y xKoMe je xunortenysa AB=c, xatere AC=0,
BC=a, a cyaporau yraosu BAC=Il(a), ABC=T11(B). Ilo-
AurHuMO y Tauku A yupasHy AA’, na pasad Tpoyraa ABC u u3
tauaka B u C nosynumo BB’ u C(C’' napanenno ca AA'. Pasuu,
y KOjuMa jieXKe OBe Tpu napaJenHe, ckaanajy mehy co6om. yriose:
[1(c) Ha uBuuu AA’, npas yrao ua ussum CC' (11. u 13, cras),
npema tome [l(a'), Ha uBuus BR' (28. cras).’®)

[Mpeceun aunmnja BA, BC, BB' ca noBpumiBHOM Kyriae, Koja
je onncana oxo rauke B xao cpennwra, oapehyjy cpepuu Tpo-
yrao, y Kome je crpanua mn—rl(c) kn=TI(B3), mk——ﬂ(a) a

cyaporus yraosu I1(8), ('), —n57)

%) a je maruGuu yrao usmehy pasun AA'BB’ u AA'CC’ jemmak [l(a)
caenyje u3 tora wro, nowro je AA’ ynpasdo ma pasas tpoyraa ABC, AA’ croju
ynpasro ¥ ua ABwu AC, a yrao je BAC = I1(a) . Haru6uu yrao uamehy pasuw
CC'AA u CC'BB’ jemnak je !/, crora, wro je npso @ | CC’'AA’ (b je npecek
pasuu CC'AA’ n pasuu ABCT u xoje cy, no crasy lla, ynpasue jexuma ma Jpyry),
a aje | b, npema Tome je md crasy 13-oMm @ | CC'AA’), u apyro crora mro
je a 1 CC/, (nowto CC’ nexwu y pasun CC’AA’). Haru6un yrao wuamehy pasuu
BB'CC’ u BB'AA’ mopa GurH no crasy 28-oM jensak 1/, — I1(c) #, cXonuo jen-
maupHy  [1(x) + TI(x') = ¥/,w, jemnak T1(c’).

%) Axo ce TeMme Chepuor Tpoyraa, koje aexu Ha npasoj BB/, osmaud
ca m, teMe Ha npaBoj BA ca r, a teme wa npasoj BC ca k (8. ¢ur. 4) onna
“ctpaun mn oprosapa y pasan B'BA, xo;a nposa3u Kpo3 Kyrauuo cpeauinte B
yrao B'BA =TIl(c), crpanu nk y paBdu
ABC yrao ABC =TI1(B), crpaan mk y
pasuy B’BC yrao B'BC=II(a), oBo no-
caemse crora wro je @ { CC/ (8. nper-
xoxny npumendy). [lpema Tome je mn=
= [I(c), kn=T1(B), mk=T1(a).

Y camoMe cteproM Tpoyray mnk
HACTPaM CTpaHe MR ACKHU chepuH yrao
mkn, Koju je no BeAMYHHH jeAHAK Ha-
ru6uoM yray usmely pasau BCB'C' u
BAC, a oBaj je yrao jenuax yray C'CA
y pasag C'CAA’ (u To crora wro je
C'C { aub | a), xoju je oner==I1(d).
Hacnpam 4rpase nk aexu chepuu yrao
kmn, xofn je jenHaxk naru6uHoM yray u3-
Mehy pasun B'BAA’ n B'BCC’, a oBaj je
yrao, Kao WTO CMO BHIEAH ¥ NPETXOXHO] our. 4
npumen6y, jenunax I1(o’). Crpauu mk on-
rosapa cdepuu yraoc mnk, Koju je jenmax maruGuom yray usMmehby pasue BAA'B’
# BAC, a oBaj je yrao jesmax !/, # To cTOra wTo je mo mpermocraid AA’
1 BAC.




40

[IpeMa ToMe eraucTexIMja jeJHOT NPABONMHKHCKOT TPOYrna
ca cTpausama a, b,-¢, u cynporaum yraosuma [I(a), [1B), Y/,=
nosaayu 3a coboM er3u-
cTedilujy jeaHor cgepuor
Tpoyraa (¢ur. 29) ca crpa-
nama [1(a), 11(B), [1(a) u cy-
nporunm yraosama [1(b),

Pur. 29 . IKa&'),'/yw. Ann u o6puyTo,

ersucrennuja aaror cdep-

HOF TPOyr/ia yCJa0B/baBa ErsuCTEHIH|y jeXHOr HOBOF MPaBOJIH-

HUCKOT TpOyI/a, 9uje Cy cTpaHe «, o/, B 8 CYApPOTHH YIJOB
", (e), */, =.5%).

%8) Mla jeauom HcTOM cdepHoM TpOYrAy OAroBapajy ABQ TNPABOAMHHCKAE,
ussonu Jlo6auescku y ,Pangeometrie® crtp. 14 oBako. ‘

TpaBoannuckom Tpoyray ABC (dur. 28) ca crpanama:
a b c

H CynpOTHHUM YIrAOBHMA: .
T(@, THE) ™
oarosapa chepHU_TpOyrao (dur. 29) ca crpanama:

T(), 1(B), M(a),

M CYNpOTHUM YTAOBHME:
1), («), —

. Haupmma jaaam xpyru qpasonuuuc.m tpoyrao A,B,C, (bur. 5') unje he

cTpane Outd
a g

7 g g L LTIl ]

1K i
-g c’ ) a’ AI

dur, 5

4 CYNpOTHH YT/)BH:
T
n()\)r n(u)l ‘g
AKO H3 WCTH HauuH Ka0 Yy ¢ur. 28 sa tpoyrac ABC Gyaem> moTpakumr
cpepud TpOyrac, Koju OArcBApa OBOME Np3IBOAMHHCKOM Tpoyray, Hahuhemo

{dbur. &) A1 my onrosapa cdepur Tpoyrao ca crpauama:

(g}, T(p), Kaj,
W YrAOBHMA:

k21
(), NE), h

Axo oBaj chepuu Tpoyrao ynopeauMmo ca OHUM npehammum (43 GHTYpE
29 n 4'), Bunumo, 1a 06a Hmajy jenuaxky xunorenysy [1(e} u jeaam yrao, IT(a'),
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[lpema TOoMe MOXe ce ox a, b, ¢, a, B npehu Ha b, q, ¢,
B, a, ka0 U Ha a, a', B, &' ¢.59)
3amucaumMo 1Aa je kpo3 tauky A (¢pur. 28) nonoxena rpa-
Hu4YHAa noBpwuHA ca ocom AA!, nospuwiuHa Koja Apyre nse oce
B', CC’ ceue y B” u C’, u unju upeceuu ca paBHuMa napanen-
HUX CKJanajy rpasd4Hd Tpoyrao, uuje B
cy crpaie B'C"=p, C"A=q, B'A=r

1
a cynporuu yraoss [N(«), I1('), 5 H

rae je npema tome (34. craB): ¢ g
p=rsinll(a), ¢g=r cosII(a).*%)
Axo cana cnoj naTte Tpu PaBHH Pa- ¢
cknonumo Ayx Jauunje BB (pur. 30)
¥ Té paBHH pPasBujeMO T4KO, 1A OHE Ca
CcBMMa CBojuM JHHHjaMa pohy y jenny
pasaH, Taja he ce OUEBHIHO JYyUH P,
g, r CnOjUTH Y jeNaH jeluHH AyK jexne
rpauauHe JuHHje, koja he nponasuTu
kpo3 Ttauky A u umare AA' 3a ocy.
Ocum Tora Hanasuhe ce Ha jeauoj CTPanu
AA': ayud g m p, cipana b rpoyraa, F
xoja je y A ynpasua na ' AA’, oca CC,
K0ja NoAa3u H3 KpajHe Tauke JHHHje b

$ur, 30

HA 10j, a HOWTO Cy TO NMPaBOYIAH TPOYTAH OHH cy xOMrpyeHTHH. [Ipema ToMme,.
g=07p, pn==¢, N'=0, u3 yera OUEBHUAHO crenyje, NA NPABOJUHHCKOM TpPOYray:
a b c

T
n(a)’ n(ﬁ)' '2‘

oxroBapa (dur. §') npaBOAMHHCKM TpOYrac:

a, o, B
ne), n(ca,%

Kaxo ce ao ucror -pesyarata mMoxe npohu 6e3 nomoh# TPOXHMEH3HOHANIHOT
npocTopa, caMo yiorpeGom gurypa y JloGauesckoBoj pasuy, nokasao je H. Lieb-
mann {ynop. ,Nichteuklidische Geometrie* crp. 37—51).

59) ¥V npaBOAMHUCKOM NPABOYTAOM TPOYIAY:

a b c
(@), NE) 5 .
MOXEMO, HaHMe, HIH npe'raopmﬂ aybd bya aypufBy o HaH, 3aIpXa-
Bajyhu a4, npetopHTH b Yy o, c Y B, a y b nB3 yec

) [Tomre no cTaBy 34-0M Ha TPAHHYHO] NOBPIUMHH BAXH EBKnHIlOB&"

TeoMeTpHja, TO Ce ¥ 1bO0j MOry XedHHHCATH TPHrOHOMETpUCKe dYHKUHje HA HCTH
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f1apaneiino ca AA' u ule xpo3 poAupHy Ttauky C' JuHHja p u
g, crpana g ynpasdo Ha CC’' y rauku.C, W U3 KpajHe Tauyke
meHe oca BB' napaaensa ca AA’, Koja npoaasum Kpo3 KpajHy
rauky B” nyka p. Ha apyroj crpaun oxn AA’ nanasuhe ce: crpauna
¢ ynpasHa Ha AA' y Tauku A, u oca BB’ napanenua ca AA/,
Koja nonasu u3 Rpajibe TauKe JHMHMjE ¢ U MAE KPO3 KpajHy
rauky B” nyka r. Beauuuna nmunuje CC” 3asucu on b, u 1y hemo
3aBucHocT o3HauaTH ca@8 CC” = f(b). Ha wuctu nauuu Guhe
BB’ =f(c). Ako ce ca CC’ ka0 ocom onuuie jexHa HOBa rpa-
HHYHA JuHHja 43 tauke C na no npecexa mweuor D ca ocom BB’
u ayx CD o3nasu ca %) 6uhe BD={f(a); BB"= BD-}+ DB" =
==BD 4 CC", npema tome:

f(c)="f(a)+f(b).
Ocum Tora supumo aa je (33 cras);$?)
t=pe/® =rsin[l{a).e/®,
Jla je mecTo y Tauku A noxursyra ynpasHa y Tauku B
Ha pasaH Tpoyraa ABC nuuuje ¢ u r ocraie 6u ucre, anu JAyLH
4q ut npersopuim_6u ce y fu g, npase a uby b u amn
yrao [1(a) y I1(B), npema tome umanu Gucmo

g =rsin[1(B). e/(2,3)

HayHH ka0 ¥ y EBkannosoj pasmu. Ilpema Tome je y mpaBoyraom TpPaHHYHOM
“Tpoyray AB”’C" ca npasum yraom kox C”:
p=rsin[l(a); gq=r cos Il(a).
Ha ocroBy TpuroHomerpHje HA rpaHHuHO] MOBPIHIMHM W3BOAM JIoGaueBCKH
Rabe TPUTOHOMETPHUjY PABHU U CHEpHY TPUTOHOMETPHjY Yy HEEBKJMAOBOM MpO-
«CTOpY HEraTHBHE KpHUBHHE.

1) Kao wito je To yuumeno y ¢ur. 6

& ’
¢ %) Tlo dopmysd s=s"ex (8. npum. 51),

nanme, umahemo: .
t=pef(¥,

) Ako, Haume, HAa paBmM tpoyraa ABC
A nopursemo ynpaBay 'y taukn B (dur. 7') M no-

< BydemMO Ha MCTH HaudH Kao y ¢ur. 28 rpanuynu

” tpoyrao A”BC”, Guhe crpana BA” jeanaka c1pasu

% B'A=r y ¢ur. 28, nomrto je ¢ OCTan0 HCTo

(jep je BB’ || AA’ y ob6a cayyaja a npaB yrao

c Kon B oproeapa npaBom yray komx A y ¢wur. 28).
dur. 6 Ocum rora yrao A”BC” 6uhe cama=1I1(3), nox

je onmrosapajyhu yrac y our. 28 6uo = [l{«).
Axo caxa packaonumo pasmH ¢ur. 7/ kao y pamjem caydajy, no6uhemo
pur. 8, U3 Koje je OUEBHIHO, 1A Cy ¢ M F OCTa’AM UCTH Kao y ¢ur. 28, na je ce
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onakje caefyje, Kax cé MeCTO § CTABH IbEroBa BPEAHOCT,
cos I(c) = sin T1(B) . e/ (,%4)
a xajx ce Mecto oo U 3 crase &' u ¢
sin I1(b) = sin I1(c) . e/ %5)
U Ka/be MHOXKEHmEM ca e/®)
sin I[1(d) . e/® =sin [1(c).ef© ,

a nperBopusio y b a b y a (mowro cy paBau AA'CC' 1 BB'CC’ unpomenuie
mecTa y onmocy Ha npaBy CC’) H na je ce ¢ nperBoprao y f at y q (43
HCTOr pasJora).

g \C
’I
B £ A
g 9
(A
Pur, 7

o dopmyan s=s'ex Guhe u oBre:
CD=4"C".ef(?
a kako je y rpamuunom tpoyray y dur. 7/ A”C” =rsin I1(B), To hemo umatu:
g=rsin T1(g) . ef(¥.
64) Kap ce BpennoCTd 32 q:
q =rcos [1(a)
g=rsin 11() . e/ (%
ynopene, H3.1asH:
cos M(q) = sin M1() . e/(@.

65) Oppe Jlo6aueBCKM YHHM ynoTpeGy O NPABOIMHHUCKHX TPOYTI/IOBA,
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Onasne cnenyje na je u:
sinI1(a) . e/@® = sin I1(d) . e/® , 66)
[lowTo ¢y nak npase a u b Hesasucwe jefHa on Apyre

b

# ocuM Tora f(b)==0, H(b)z% 3a b=0, Tto je 3a cBaky

KOj# OATOBApajy jeXHOM U WUCTOM cepHOM Tpoyray (B. npuM. 58-y u 59-y),
na nowrTo je '

) + N@) =,
10 je cos [I(H") == sin ﬂ(b), npeMa TOMe, jeRHayHHa
cos {x) = sin [1(@) . e/,
npenasd, npersapatheM ¢ y b’ ¥ By ¢, ¥ jenHauuny:
sin [1(b) = sin I(c) . e f(?/
%6) Kan ce jenwaunna:
sin I1(b) = sin I1(c) - ef@
nommoxu ca e/® nocraje, nomto je f(e) = f(a) + F(b), jennauuna:
sin [1(b) . &/® = sin N (c) - o,
Kao wro 3a npaBosuneucke Tpoyrao AEC y ¢ur. 28 paxu jeasauuua:
cos [ (a) = sin T1(g) - ef(@ ,
TdKo MCTO 3a npasoaduucku Tpoyrao ABC y ¢ur. 5 Bawu jenuauuna:
cos I1(B) = sin M(a) - e/,
(oBa nocnenma crenyje us jennaunna: f=r cosTI(B) u (ur.30)f=rsinTl(a) . e®).
Kaxo nax npaBoaHuHMCKOM TpPOyTay:
a b, ¢

@, ) 5

ozxroaapa npaso:mnucxn Tpoyrao:
a o, B,

@) ne, 5

10 he (ynop. npuM. 59-y) npaBOAHHHCKOM TpOYTy:
b, a ¢

3 T
g, n(a),—2— ,

OArOBApATH NPABOIMHMHMCKY TPOYrao:
b p,u

™
M), N (c).—2* v

MpersapameM By a v aycy jennaqm;u
cos M{g) = sin I (a) - e/ ,
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Ipasy JMUHH]Y &
e—f@ =sin [1(a), *")
npema Tome:
sin [1(c) = sin I1(a) sin [1(b),

sin IT(B) == cos [1(a) sin I1(a). %)

Ozxasfe ce jom XOGHja M3MEHOM NHCMEHA:
sin I'1{a) = cos I1{B) sin H(b);
cos [1(8) = cos [1(c) cos [1(a),
cosIl(a) = cos [1(c) cosIT1(B). %)

Ro6uhemo (yuop. npuM. 59-y) jepsaunny:

sin (&) =sinTl(c) - ¢/®,
a MuOXemem 06e ctpame ca e/(? jepmauuny:
sin [1(a) « e7(® = sin I1(c) - e/ .
Kan ce manocaerky oBa mocnenmsa jeXHAYMHA YNOpeRH €4 jenHAUHAOM:
sin [1() - e/® = sin [T (c) « e©
H3/]a30 jepHayuHa:
sin IT(a) - e/(® = sin T1(b) - &f®) .
(Ynop. u V. Varitak, #. u. M. c1p. 148 ¢ n.).
) U3 jeanauvne:
sin T1{a) - ¢/(® = sin [1(d) - e7®
caeryje, 3a b =0, zajnpe jeanaunsa:
ef(@ sin (@) =1,
a ojJaBAe jepMauuua:
1@ — sin M {a).
%) M3 jensaunde:
sin [1(b) = sin [1(c) - ¢/®
caepyje, Ha oCHOBY jenHaunue e ™ = sin [{a) jeauauuna:
1
sin [1(p) = sin M1 (¢) ——>
®) © sifi I (a)
a onartie: :
sin I1(c) = sin [1{@) sin [1(b).

Axo ce y 0BOj MOCAERIbOj jenuaunan nperBopd by « a ¢y B (ynop
npuM. 59-y) mobrheMo jexnauudy:
sin [1(B) = cos I {e) sin [1(a).

69) Ako ce y jeasHaunHH:
sin[1(a). e @ = sin [1(3) + e/®
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Axo ce y cpepHom npasoyriaom Tpoyray (¢ur.29) cTpane
[1(c), TI(B), I1(a) o3ssaue nucmenuma @, b, ¢ a CynpoTHH
yraosu [1(6), I1(«') nucmenuma A, B, ouna he uahese jennauune
Ro6uTH (opMY OHHX jenHaduHa, Koje ce, Kao WITO je MO3HATO,
u3solle Y c(epPHOj TPHUrOHOMETPHMjM 38 npasoyrie TPOYyrJe,
Haume:

sin ¢ = sin ¢ sin 4,

sinb = sin ¢ sin B,
cos A =cosa sin'B,
cosB=cosb sin 4,
€0S ¢ == cOS @ cos b,

€a KOjuX ce jexHauuHa moxe npehu Ha jenHauuHe 3a cBe chepHe
TpoyrJae yoniwre.’?)

crae @ = 0 (B. npuM. 66-y) nobuhemo jexHayuny:
pf) o L.
sin T1(b)
Kan ce y jennauunu (B. npum. 65):
cos M(B) = sin [1{x) - e/®
samenn oBa BpenHoct o e/(®) yo6uhe ce jeanayuna:
sin I () = cos I1(B) sin I1(d) .
Kan ce y oBoj nocaenmoj jenHayunu (8. npuMm. 59-y) npecisopu « y b,
by d apy c nobuheMo jennHayumy:
cos IT (b) = cos I1(c) cos IT(x).
AKo ce mak y OBOj jemHayMu¥ MecTo b CTaBM @, a MECTO «& CTaBH J
(8. mpuM. 59-y) Jo6uheMo jenHauumy:
cos [1(a@) = cos I1(c) cos I1(B).
(3a oBy u nperxopny npumenby ynop. ,Neue Anfangsgriinde* § 137,
crp. 213 u Variéak, H. H. M. ctp. 149).
70) Jla 6u ce pasymeaa Be3a kojy Ha oBaj HAYMH nocTaBba JloBaueBCcKH
- Mamehy TpUroHoMeTpuje paBHH M TpHUIOHOMeTpHje cdepe, Koja MOCTOjU y TpoO-
AHMEH3MOMAIHOM MPOCTOPY HETraTHBHE KPHMBHHE, Ka0 U MAEHTHUTET CHEPHUX TPH-
roHomMerpuja y EBkauzoBOM M HeeBKAMZOBOM TPOXUMEH3HOHAJIHOM NPOCTOPY,

_MH HeMO OBne HW3BECTH YPHUrOHOMeTpHCKe ¢opMy.ae 3a npasoyrae cdepHe Tpo- S
-
yrae y EpkannoBom npocropy.

Hexa cy ctpane a, b, ¢ u yraoBu A, B y npaBoyr.oM ChepHOM TpOYray

1:
ABC (dur. &) mamyu op > Axo u3 B cnycrumo ynpasuy BD na OC u
BE | OE, v cnojumo E u D, 6uhe (no 13-om crasy) BD ynpasuo Wa pasaH
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[lpema ToMme, CepHA TpuroHOMeTpHja He 3aBUCH OX TOra,

tpoyraa AOC (nowrto je pasan OBC 1 AOC), crora BD | DE,DE ] OA wn
& BED=<J A. CraBu au ce noaynpeunuk xyrae == 1, umahemo y npasoyriom
tpoyray BDE:

(nowto je y npasoyraom tpoyray OBD, BD =
= sin BOD = sina, a y npasoyraom rtpoyray OBE,
BE = sin BOE = sinc¢) nakue:
sina == sinc sin4.
Ha uecrd HayWH crenyje, ako Cce€ HanpasH
AD' | OC u AE’ | OB, us mnpasoyriaor Tpoyria Pur. &
AE'D:

sinb = sine¢ sinB.
[Mowrv je y tpoyray OED:
OF_ cosb
op~
y tpoyray OBE, OE = cosc, a y rpoyray OBD, OB = cosa, 10 je
cosc = cosd cosb.
Hame je y Tpoyray . ED:
ED OE tgb tg b

A=- =
cos EB OE tge tge

’ tgb
AKO y jenmHauyHHH CcOSA = {z— sameHumo tgb M tgc ca HBUXOBUM Bpe-
c

sinb sin¢

JHOCTHMA ¥ sin b 3aMeHMMO meroBoM BpeaHowhy sin¢ sin B,

H
cosd cosc
a cosc merosom BpexHouthy cosa cosb noGuhemo

cosA = cosa sinB.

Ha uctv HayuH caenyje u3
5. ED _ma
o OSEE TEA T g
jenHayuna:
cos B = cos b sind .
T

Vi3 oBuX ner $opMyaa 33 npaBoyrae TpOYrie, yuje cy CTpaHe <—2— .
zajy ce M3BeCTH CBe OCTaje TPHTOHOMETPHCKE (opMyle 3a OBe W 33 npaBoyrae
chepHe Tpoyriae yomirte. A Kako Ce CBaKM OWTPOYraH COHEpHH Tpoyrao né
PACTABMTH Ha jBA NPABOYria, TO CE M3 HBUX N3jy M3BECTH W CBE TPHTOHOME-
TpHuCke (GopMyJae 3a OWTpOyrie cepHe TPOyrie.

[penas op oprosapajyhux ner ¢popmysa 3a npaBOAMMUCKE npaBoyrie
TpOyrie y paBMM HeraTuBMe XpUBHHE Ha (OpMyJe 3a npasoyrie cgepHe Tpo-
‘yrae y TPOXMMEH3MOMANHOM MPOCTOPY HEraTHBHE KPHUBHHE, KOje Cy HACHTHYHE
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Ja a4 je 36up yryaosa y NPAaBOJHHUCKOME TPOYLAy jenHak
JBamMa npasuma uam ge.’')

36. Cana hemo nodoBa nocmMaTpaTH NPaBOyrAM DPABONHU-
Huckw Tpoyrao ABC (¢ur. 31), y xome cy crpase a, b, ¢ a

cynporsu yraoss [1{a), H(B),%
npeko Tauke B u nasunumo BD =(3; y Tauku D nNOAMrHEMO
ynpasay DD’ sa BD, xoja he npema Tome GuTu napasesna ca
BB, Tj. c npoxnysemem cTpaHe a Ha Ipyry cTpany ox tauke B,
Vs raake A nosynumo jomwr nmapaseany AA’ ca DD’, koja je y
ucro no6a napaaensa u ca CB' (25. craB), ca uera je yréo
AAD =TI(c+ B), AAAC=TI(b) naxae:
[1(6) = I(a) - I(c + ).

n. [lpoayxumo xunorenysy ¢

ca dopmyaama 3a npasoyrae chepre tpoyracy obuusom EBKAEIOBOM BpocTopy,
u3Bond Jlo6ayeBCkH Ha OCHOBY KOpecHOHNEHUHje, Koja mocroj# u3mehy upaso-
JHRACKOT HpaBoyTaor Tpoyraa (¢ur. 29 y sesu ca dur. 28):

a, b, c
ki1
{w), ﬂ(ﬁ).—i‘

# cepHOr npaBOYrJor TPOyTraa:
(e), IR), I{a)

'
by, My, o

03Hauyjyhu cTpaHe oBor mocaexmer pexom ca a, b, ¢, a yraose ca 4 ¥ B.

dopmyae 3a npasoyram chepun Tpoyraoc mory ce y Jlo6aueBckoBoM mpo-
CTOPY H3BeCTH H 1aupekTHo M3 ¢ur. 9 ako ce HPeTHOCTaBH, XA je ONHCaHA
Kyria Kyraa y upocTopy HEraTHBHE KpHBHHE, Ja Cy, MaKJe, Hp3BOYTAHW Npaso-
Aunucku Tpoyrad DEB, AE'D’ wrn. npasoasmuckd tpoyrad y Jlo6auesckoBoj
pasan. To ce, vehyTum, He moxe u3BecTH Ge3 nmowohd TAKO3BAHHX XMHEP6OJ-
HuX dynkuuja, ¢ KojEMa ce crora Hajnpe mopamo ynosuatd. (B. Jomarax II).

1) ¥ nperxonuoj npumen6u (ymopens # Joparke 1l u 1V) sumenn cmo,
a Baxe UCTe TPHIOHOMETpHCKe ¢Gopmyae 3a chepHe TpPOyriae xkako HA HOBp-
wHHe xyrae y EBxannoBoM Tako u Ha noBpmams xyrae y Jlo6aueBckoBom Hpo-
€Topy. ¥ PumanoBom cepHuHOM NPOCTOPY, KOjH HHjC HUITA XPYro A0 rpa-
HHUA KyTJe y yeTrHpaHMeH3HoH31HOM EBkaunosom mpocTtopy (xao wro je HOBp-
IWIMHA Kyrae Tpasdua Kyrae y tpoRrumenssioHannoM Esxauzosom npocropy), no-
BPIIMHA Kyrae HAeHTHYHA je K40 mraksa ca noBpmiunHom Kyrae y Esxaunosom
npocropy. Ilpema tome, cidepHa TPHrOHOMETpPHja He 34BHCH HH YKOMHKO Of
neTor EBkannoBor nocryaara, oiHOCHO O eT3UCTEHLM]e W HEersHCTeHHHje Hapa-
ACAMUX W Cyme yrioBa y Tpoyray. Omna Bpen#, Kao WTO ce H3paxaBa Bombaj
QICONYMHKO, T|. BPelH NONjENHAKO Y CBA TPH CHCTEMA reoMerpwije.
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AKO mnpesecemO AyxkuHy 3 Ha Xunoresysy ¢ 43 Tauke B,
3aTHM Y Kpajiboj Tauke wenoj D (Pur, 32) nogursemo ynpassy
DD' sa AB y okBupy Tpoyraa, ¥ u3 raike A noBydemo napa-

$ur. 31

neagy AA’ ca DD, oﬁ,u,a he BC 6uTtu ca cBOjUM NPORYKEmEM
CC' Tpeha napanenna: rtama je: yrao - CAA'=T1(b), DAA' =
= [l(c—B), npema ToMme,

IT(c—B) = Mct) + FI().

B
£
)
4 1773 4 44
cl
l'
$ur. 33 &ur, 34

. Oea nocienma jexHauuua BaXKH H OMAA Kaja'je ¢ = [ Hiu
¢ < f. Axo je ¢ = (¢ur. 33), ouna je ynpasia AA’ nmoxuruyTa
4

'V“Teopniu napaie/iaHx NRHAA
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y Taika A #a AB napaneasa crpanu BC = q ¢a meHMM npoxy-
wemem CC’, npema Tome je H(a)—}—f](b):é«n, HOK je Takohe

1
H(c~B)=—2-s= (23. craB)™). Axo je ¢ <@, xpaj ox B najxa ma

Apyry crpany Tauke A y D (dbur. 34) ua npoayxeme xumore-
Hyse AB. Ha AD nopuruyta ynpassa DD’ u3 A 6uhe u osge
napaneada crpagu BC=a ca meHuM npoayxemem CC’. Osne
je yrao DAA'=T1(B—c), npema Tome, () 4T (6)=1m —
— 1B — ¢) =TII(c — B) (23. cras).

Cnajamem oGe nahene jexnaunne no6uja ce

2I1(b) = I(c — B) + IN(c + ),
2 (@) =Tl(c — B) — I(c + B),

OAaKJIE cienyje

1 1 .
costi) < |5 Tie—8)+ 5 Tite+-p)]

cos () cog |5 e—F) — 5 T+ P .’

3ameunan ce obAe BpeasocT (35. cTaB)
cos I1(d)
cos(e) % (@,

ouzxa ce pobuja,

1% T1(e) = tg -T1(c — B)-tg - TI(c+ B).7)

) Nakae oner je () + () = I(¢c — p).
®) Ha:
€08 () om - 2 s
i
cos[—2— I (¢ — g)— —;— Ti(c+p) J

1
ces[— N — ) + —;-nm—s) ]

1
1—tge 5 (¢}
cos n(c) == +
1
1—ig® 03 M(c)
. 1—tgta
(osa nocaenws dopmyna caenyje w3 dopMmyne cos 2« == w———3—— 3 B3 OJET
14 tg?a

H3 Qagmysa: sin®d + cos*a =1 ¥ cos 2a==cos*a — sin¥a) H
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[TomTto je oBxe B npoussosban 6poj, jep ce yrao II(B),
KOjH Ce Ha/Na3¥ HA jeNHOj CTPaHM OX ¢ MOXE y3eTH NPOU3BOJLHO

ucmehy rpasuna 0 u —12:-— , npema Tome B uamely rpanuua 0u oo™},
To hemo 3akJbyuuTH, 8KO cTasumo pexoM B =¢,2c, 3¢ ura,
g je 33 CBakH NO3uTHBaH 6pOj 1

tangn —;— I1{c) = tang —;- [I(ne) ).

1 1 !
cos[{;n(cmﬁn—jn(c+3)]_l—fg;”(c—ﬁ)*g‘§”<c+f3)

1 1 1
cosl—%- Ne—8)—7 ﬂ(c+B)J 1+ 1tg 5 M(c—p)tg 5 T +P)
‘ . cos (a+p). 1—tgatep
(oBa mocaenra opmyaa cCienyje M3 GOPMyAe = T T =T g

cos (x+f) cosa cosP — sina sinp
j caenyje 43 dopMmyae = - -,
koja onet 2yl bopmy cos (x—B) cosxcosp + sina sinp

Kan ce

CBY 4J3HOBH Ha EECHOj CTpaHH WeHoj HoAedae ¢a COs x CoS B) cue.uyje:

1 1 1
l—tg";ﬂ (C)m l-—tgg M{c—p) g M{c+8§)

»

1 o 1 1

I+tg“—2‘ﬂ(¢) l+tg; N{c—p) tg—é' e+ B)

8 omaBhe:
. 1 1 i
tgza*ﬂ {«) =tg2 ne—p) g 2 1l {c + p)-
L]
) o 23-em craBy, Haume, nMamo [1(0) = > I (o0) = 0.
75) CtaBH JW ce P==¢, UMaheMo:

1 1 3 1 L k]
tg’-é—fl(c)=tg~2~ﬂ(2c}, HoumTo je tg—{n(()), opHocHO tg —;:: 1.
3a B==2¢ umahemo:

1 1 1
2 — = tg — [1(~ — [1(3¢),
g M) tg2ﬁ( ) g, (3¢)

a gowro je

1 1 1
tg — I{—¢) = tg -:-Zv [r—T(c)] = cotgjz- N(c) =
? tg 7 1)

Gnhe:- y 1
— = - H3 'y
tg* 2 n(c)_ tg - M(3¢)

&%
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Axo ce n cMaTpa 33 OKHOC NBEjy JHHHja X M € H aKO C€
APETHOCTaBH Ja je

cotg % [(c) =e°,

OHZA C€ Manasu 33 CBAKY JWHHjy X yonmwTe, na Guao 4a je oua
MO3UTHBHA WM HEraTUBHA

tg _é_ [I(x) =e>7)

rae e moxe GuTH cBakH moryhuum 6poj mehm ox jeman, nowTo
je 3a
X == o0, [1(x)==0.

[Towro je nmpoH3BO/HLHE JMHM]ja KOjoM CE€ Mepe Juumje, TO
ce.noj e moxe mnoxpasymesaTd u ocuoBa Heneposnx nora-
pHTaMa.

37. Ox rope Hahenux jexHadmna (o5 '€TaB) HKOBOJBHO je
nosnanaru ciaepehe nse ' :

sin [1(¢) = sin I'I(a) sin [1(5),
sin T1(a) == sin T1(b) cos I1(B),

aKO Ce NMpH TOME OBA MOCAENMA MPUMEHM HA 0Ge KaTere a M b,
na na ce HUXOBHM ChmajameéM H3Beldy ocrtane aBe (35. ctas) Ges
ABOCMHCIEHOCTH anre6apckuX 3HAKOBA, MOWTO Cy OBXE CBH
yraosu owrpu. Ha cauuas Hauum nonasu ce go caezehux nsejy
jexnaduna ’7)

(1) ' tang I1(c)= sin [{a) tg I1(x),
2) cos [l{a) = cos I1(c) cos I1(B).
npeMa ToMe 6uhe yomumTe:
. 1
tgn —2— ) = tg—é— (re).
{(Ynop. V. Variéak, n. 0. M. crp. 152).

76 X 1 1
) Axo ce cTaBu 1t = 1 cotg 5 IY(¢) ==e¢, onmocuo tg -i—ﬂ(c)se—'c,
. 1 1. ) L
jennauuna tgn 5 e) = tg? [(nc) npenasu y jennauuny:

1
g 0y =

7} W3 jennayune: : , L
sin T1 =sin [1
caenyje: in T(c) = sin [I(a) sin [1{b)

in2
cos? Ti(b) = 1 — sin2 [1(b) = 1 — sin? Tl(e)
~ sin®[l(a)
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Can hemMo MOCMATPATH jeflan NPaBONHHHCKH TPOYrao duje
cy crpaue a, b, ¢, (Qur. 35) a cynpOTHH yIr/IoBu A, B, C. Ako
cy A u B owTps yraosy, ynpasha p cny-
wTena u3 temena yraa C y Tpoyray nana
ua cTpaiy ¢ u Aead j€ y JABa Aena, H TO
y neo x Ha crpauu yraa A m c—X Ha 7
crpanu yraa B. Ha Taj uauus nocrajy asa
npasoyfna TpPoyraa, 3a Koje ce MpHMEHOM dur. 35
jennauune (1) nobuja: .

tangl1(a) = sin B tangl1(p),
tangl1(b) = sin A tangl1(p),

jenﬁaquﬂe KO}e OCTajy HENpOMEebEeHE H Kan ]e 3enaa ol }’FJIOHH,
Cv

A 4
4 F
dur. 36 $ur, 37

ua np. B npas (dur. 36) uautyn (¢ur. 37). [Ipema rome uMamo
yonuwre 3a CBaKH TPOYrao
3 sin A4 tang I1(a) = sin B tang I'I(b) 78)

W3 jegndunne:
cos T1(b) = cos () cos T(c)
crenyje
cos? [1(b) == cos? IN(«a) cos? I1(c).
[Ipema ToMme je
sin? [1(@)—sin® TI(c)  cos? [1(c) —cos® [1(q)

sin2 T1(@) cos? Ii{c)  sin? IT(a) cos? T1(c) ’

cos? I{ct) ==
onakae caexpyje

cos? T1{«) sin® [1(¢
sin2 T1{a) = 1 — cos? I1(a) = cos® Il{) sin” <)

= cotgl(a) tg*[l(c),
sin? I1(a) cos? [1(c) otg’M(a) tg*11(c)

nan

sin [1(a) = tg [(c) ,

tg H(a)
HJH HANOCAETKY
tg N{c) = sinTl{«) tgl{a).
(Ynop. ,Neue Anfangsgriinde § 141, crp. 221).
78) Hs

N{a
o) =35
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3a Tpoyrao ca owTpum yraosuma A, B, (¢ur. 35) umamo
jow u (2-ra jenuauuna):
cos [1(x) = cos A cosI1(b),
cos [1(c— x) = cos B cosIl(a),

jeanaugnse Koje ce oXHOCEe M Ha Tpoyrae Yy Kojuma je jemau ox
yrnosa A unu B npas unu tyn. Ha npumep, Mopa ce 3a B=i n
2

(¢dur. 36) yseru na je x =c¢, Taga npBa jeAHAYHHA npesnasu y
rope uateny (2-ry jeawauumy), a npyra je cama cofom para.

1
3a B >—2— © (pur. 37) npsa jeamasuna ocraje menpomemena,
4 MeCTO ;pyre Mopamo nucaTu oaroBapajyhy:

cos IT(x —c) = cos (r— B) cos I1(a),
any je cosI1(x—c) = — cos I(c—x) (23. craB) a u cos(rn—B) =
= —cos B.

Axo je A npasuau Tyn yrao, ouga ce MOPa MECTO X H C— X
CTABATH C— X ¥ X, Xa OH Ce 0Baj CAydaj CBeO Ha npehamimbu.

- Ila 6ucMo enumumncanu x u3 o6e jexHaqune, npuMmernhemo
na je ) (36. cras)

3

tg I1(b)

tg Np) = sin A

caenyje
sin A tgll(a) = sin B tgll(s).

%) Ha OCHOBY jefHauuHe (B. npuMm. 73-y):

1
l—tgzg a
COS o = ———1— ,
14 tg? 3
caenyje :
1
1—tg2? (c—x)
cos [{c—x) = —_—

14-tg® % [(c—x)

)

1 — tang? —;— [T(c—x)

cos [1(c—x) = ]
14 tang® & [1{c—x)

1 — eg2x—2¢

l _'_ e2x—2Cv

1 1
1 — tang® o H(f:) cot® - T1(x)

1 1
1 4 tang? 7 I(c) cot® ol [1(x)

_ cosIl(c)—cosTI(x) = *)
" 1—cosT1(c) cosIi(x)

80) Ha‘ocrxosy {ynnamMentaise popmyre crasa 36-or:
1
tg — I{x) = e—%, -
g5 x),
caenyje

1
1—tg? rY I(c—x) x —2¢

1—e
1 1 x—2¢’
1+tg2—5 MN(c—~x) +

ofaKNe TMOHOBO HA OCHOBY Te HCTe QopMy’e caeayje

1 1
A~ 1—=tg“‘3 M{c) cotg? rY I(x)

=

2x—2¢

1 1
1+e 1+tgz—2- I(c) cotg? 5 I(x)

Kan ce Ha meCHOj CTpaHH OBe jelHAYWHE CTaBHU:
sin Il(¢)
1+4-cos I{c)
sin @
14 cosa
t— cos? I(x), mecto sin? [l{c), 1—cos? [1(¢), noGuhe ce AanocieTxy:

1+4cos I(x)

1
cotg P Mg = sin I(x)

1
— Il{¢) =
tg2 (c)

o . ,
Ha OCHOBY gopmyne tg —2‘== ), u Mecro sin2 [1(x) merosa BpeaHOCT

1 1
1—tg? 5 11(¢) cotg® 10 1 o6 () — cos M(x)] [2+2 cos (o) +

o [1—cos T(c) cos I(x)] [ 242 cos [1(c) +

1 1
1+tg? = T(c) cotg? - Tl(x)

+ 2 cos [(x) — 2 cos I1{c) cos I1(x)] _ Gos I{¢) — cos I(x) '
+ 2 cos T{x) — 2 cos I(c) cos [(x)]  1—cosTl(c) cos I(x)
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Ako ce oBxe 3aMeHH u3pa3s 3a COs [(x), cosl(c—x) no6uja
ce:

cos I1(c) — 528 (@) cos B 4 cos I1(b) cos A
1 4 cosT1(a) cos () cos A cos B

opakne ciaenyje

cos M(a) cos T1(b) — cos [1(c) — cos A cos I1(b) , 81)
1 — cos A cos I1(b) cos I(c)

H Ha NOCNeTKY:
sin[I(c) =[1—cosB cos I(c) cos[1(a)] . [1—cosA cosI1(b) cosIT(c)].8%)

Ha caugan nagun mopa 6utu u:

(4) sin*I1(@) = [1 — cos C cos I(a) cos 1(8)] - [1 —
— cos B cos[I(c) cos [1(a)].

sin*[1(b) =[1— cosA cos I1(6) cos [1(c)] . [1— cosC cosI1(a) cosI1()].

81) Kan ce y jeanauunn:
cos Il{c) — cos T{x)
1—cos Il{¢) cos I(x)

samenu I1(x) ca cos A cos I1(b), a cos Tl(e—x) ca cos B cos I(a) creayje oamax
jenuauuna: :

cos I{e—x) =

cos I(c) — cos A cos T1(b)
1—cosA cos I1() cosI{c)

flpema Texcry, mehyruwm, TpeGano 6H M3 OBE jeAHAUHHE Hajnpe H3BECTH
OHY KOja joj y TeKCTy NpeTXoaM, ma W3 ose NOC/A€AmE MOHOBO OHy npBY.

cos Il(a) cos B =

82) M3 nocaeamwe jeanaunne Y NperxoxHoj npumeatu ciaeayje
cos [1(¢) — cos A cos I1(b) = cos I(a) cos B —
. ~ cos [1(a) cos B cos A cos T(b) cos I(c).
Kan ce o6e crpane ose jeanauHHe mommome ca cos I(c) 6uhe:
cos? I(c) + cos I(a) cos T(B) cos? [(c) cos A cos B — cos [1¢a) cos I(c) cos B —

— cos [1(d) cos I(c) cos A =0,
HIH

1 — sin2T1(c) = cos I1(a) cos I1(c) cos B + cos I1(b) cos I1(c) cos 4 —
— cos Il(a) cos I1(b) cos? I{c) cos A cos B,
OllaKAne crepyje Aame:
sin® [}(c) =1 + cos I1(a) cos I1(5) cos? Il(¢) cos Acos B —
— cos Il(a) cos I1(c) cos B — cos I1(b) cos [1(c) cosA —
= [1 — cos I1(a) cos I(c) cos B] — cos T1(b) cos I{c) cos A [1 —
— cos [1(a) cos I1(c) cos B],
RaKe, HaNoC/AeTKy:
sin?I1(¢) =[1 — cos I(a) cos I(c) cos B] [1— cos I1(B) cos I1(c) cos A].
(¥Ynop. N. Lobatschefskij ,Pangeometrie® npesox ox H. Liebmann-a y
Ostwald’s Klassiker der exakten Wissenschaften, crp. 28).
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M3 oBe TpH jexHauuHe HANa3¥ Ce joul: _
sin® [1(6) sin* [1(6) _ [1 — cos A cosTI(b) cos [1(c)]. )
sin? [1'a) )

Onasae caeayje Ge3 ABOCMHUCAEHOCTH 3HAKOBA:
sin[1(b) sinI1(c) __ 1. &)

sin [1(a)

Axo ce osne 3ameHu Bpeanocr og sin [1(¢) y caraacHocTH
ca jeauauusoM (3), " ‘

sin[1{c) = Sil C tang [1(a) cos [1(c) %)

(5)  cos A cos [1(b) cosIl(c) +

o6uja ce .
0% cos [1(a) sinC

sin 4 sin [1(4) 4 cos A sinC cos[l(a) cosI1(d)

uaH, aKo ce oBaj u3pa3 3a cos[l(c) 3amenu y jeAHATHHH 4),
cos [1(b) %)

cos [1(a)

cos [1(c) =

(6) cotg A sin C sin [1(b) 4 cos C =

8) Kag ce jeAHayHuHe: ‘ :
sizﬁ MN(c) = [1 — cos B cos (c) cos I(a)] [1— cos A cos T1(b) cosg(g)},
sin® [1(b) = [1 — cos A cos I(d) cos M{c)] [1 — cos C cos [1(a) cos T1(d)],
jeAHAYHHOM:
Hoxe Mehy co6oM, na ce HHXOB NPOAYKT MNOAETH ]
oo sin? rl?:) = [1 — cos C cos [i(a)cos [1(6)] [t — cos B cos [1(¢) cos [(a)],
Ro6uhe ce jeaHayuHa:
sin?® 1(d) sin2 I1(c)
sin® [1(a)
(Ynop. Neue Anfangsgriinde® crp. 224). 3
) [lpoctuje H3Boheme OBe JeAHAUMHE Hama3n Ce y ,Pangeometrie,
crp. 26—27.

85) JepHayunH (3):
) Jenna 6] sin 4 tg N(a) = sin B tg [1(2)

== [1 — cos A cos ﬂ(b) cos TI(¢)J%.

oarosapa jexHaunHa: sin A tg [(a) = sin C tg II{c)

hau in C sin I(¢)
sin 4 1g [1(@) =i €2 ey’
OfaKae caemyje:

sin 4
sin [1(c) = m— tg I(a) cos I1{c).

8) Kag ce y jenHaydHH:
sin)2 I1(b) = [ 1—cos A cos [1(b) cos [1(¢)] [1—cos C cos I1(a) cos ﬂélg]b i
M3BDIIK MHOXeHme Ha gecHoj crpanu M sin?[l(b) 3amenn ca 1— cos2 [1(d)
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Enuuuuanujom sin[1(b) nomohy jexnauune (3) u3nazu:
cos [1(a) cos Cm 15084 . |
cosTI(0 ) =1—57 sin C sin [1(a), %)

Jenﬂatmﬂg (6)'zxaje, MehyTuM, npoMeHOM nMcMeHa
cos [l(a) . -
o5 H‘b) = colg B sin C sin [1(a) 4 cos C. %)

H3 nocrenwe ase jexuauune crenyje:

(7 cos A 4 cos B cos C = SinBsinC *)
sin [1(a)

Cee uerupu jennaduse 3a 3aBHUCHOCT CTpaua a, b, ¢ y npa
" ’ -

BOTMHUCKOM TpOyTaAy Guhie npema Tome [unenTuane ca (3), (5),

©), (M

TaKo Ao6ujeHn u3pas nogemu ca cos [1(
! b), nobuhe ce (ynop. n -y):
cos I1(b) + cos I(a) cos [1(b) cos I1(c) cos A cos C —ios?’l(af?«ieé6z- B
Kax ce — cosTl(¢) cos A = 0.
oBre 3aMeHH cos [] j
. cos 1) (C). H3. rOpibt‘j jennaguHe y Texcty mo6uhe ce:
. wos rl__—(a) = cotg A sin Csin [1(#) + cos C.
(Ynop. ,Pangeometrie*, crp. 30).

87) Kan ce'y je
JAHAYHHH NpPETXO i
spextomh p AHe npuMenGe 3amend sin [1(6) mwerosom

tg'[l(a) cos I1(b) sin A

sin T(6) =
‘ sin B
H3 jenHaunma (3), nobuhe ce jenHayuHa:
cos T1(d) _ cos C
cos I(a) [ cos A '

- sinCsin [l{a
a oaatJe: sin B (@)
cosIl(a) "~ cos A
cosTip) <% € =1— 5 g sin € sin Nea).

%) Ako ce y jennauuuu (6)
@ 3amenu ca b, b caa, a A
ropma jgnﬂaquﬂa y Texcry (8. ,Neue -Anfangsgriinde“ crp. 225)ca  so6uhe ce

8) Ako ce jy i
ha ce 061 —— u:xnomeﬂyjmx ABeJy JeAHaYuHa y TeKCTy eqMMHHHpa cos [1(5)
R Crpaue T c.)notSu.]eﬂor u3pasa, nowro ce cos? C sameHu ca 1—sin? C,
2 (@) sin Csin (@) n nomuoxe ca sin B, po6uhe ce jeuﬂaqnﬂa:
sin B sin C ’
sin [l(a
(¥Ynop. ,Neue Anfangsgriinde®, ctp. 225) @

cos A + cos B cos C =
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sin'A tang [1(a) = sin B tang [1(6),
sin [1(b) sin [1(c) 1
sin [1{a)

®) ) cosa sinC sinll(b) + cos C _ cos M1(b)

cos A cosT1(b) cosTI(c) +

i i 90
cosA 4cosBcosC = S‘fllBsmC %)
t sin [1(a)

Ako cy crpaie @, b, ¢ Tpoyraa BpAO Mane€, MOXEMO Ce
3a70BO/bHTH NPUGIHKHUM BPEIHOCTHMA (36. craB)
cotgI(a) == a,
sin M@ =1 — — @,
(a) 5

cos [1(a) = a, *)

) Ako ce ropwe 4eTupH jeauauuHe 3a NPABOMMHHCKM TPOYrao H3pase
nomohy xunepGOJHHX ¢yuxuuja (8. Jonarax I11) umahemo:
sin A sinh  =sin Bsinha,
cos A sinh b sinh ¢ + cosh @ ==cosh & coshe,
cotg A sin C + cos C cosh b = sinh 4 cotgh a,
cos A + cos Bcos C=sinBsin C cosha.

psa jeaHayuua NPeTcTasiba cayyaj, xana cy y Tpoyray aare gse cmpane
(a, b) u cynpomnu yznosu (4, B). Jlpyra npercrasiba caydaj kaj cy nare dpu
cmpare (a, b, ¢) 4 jeaan yzao (A). Tpeha npercrasba cayuaj kaa cy jare Jgse
caipane (a, b) jeaaw aaxsakenu (C) w jexan cyupomHu yeao (A), a uerBpTa
cryuaj kajg cy AaTa ¢sa mpu yeml (A, B, C) u jeana cmpara (a)-

Y EBkauaoBOj paBH# 4eTBPTH caydaj He noctojH, jep je OH OBJE HCKMbY-
yeH eraucTEHIMjOM CAUNHUX QHrypa, kojux y Jlo6aueBckOBOj PaBHH HEMA. Mpaum
TpUMa CIy4ajeBHMA oxrosapajy y EBkaunosoj TPUrOUOMETPH]jH jeqHAYHHE:

bsin A=asin B,
a2 = b + ¢z —2bccos A,
—Z—z cos C + sin CcotgA.

Mo ce6u ce pasyMe, Aa y CBAKOME O1 HaBeaeuux caydajeBa nocroje no
HeKOJUKO jeanaynHa 3a osxrosapajyhe komaje Tpoyria. TaksHX jenuaquﬁa uma
aa npaso/uHHCKE Tpoyrae y Jlo6ayeBCKOBOj paBHu HemHaecm, Y EBk1110B0j
paBHH JBanaecm (yoop. ,Neue Anfangsgriinde“, § 138—9, ctp. 218 u a)

%) Ako ce M3pas¥ (B. Honarax IlI):

sin [1(x) = ;"—Ie""

& —e %

cos I(x) = —Ex—: P
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M HA Cr49aH HAYMH W 3a Apyre cTpaue b u c. Jemuauuue 8
npenase 3a Takee Tpoyrre y caeaehe:
bsinA=asinB,
a*=b*-} c*— 2bccos A,
asin (A-+c)=bsin 4,
cos A 4 cos (B-¢) =0.
. IIpse nee ox OBHX jeNHauMHA NPETNOCTaB/ba 06MTHA T eoMe-
TPHja; u3 npyre npe caenyje, ysumajyhu y nomokh npse 1ase,

3aK/byuaK:
A + B + C= 1:.92)

passujy y Geckpajue penose, npu ueMy je

2 3

1!+2!+3!+ .
- X X2  x3
e = X
1!+2! 3!

na ce 3aHeMape Y, JaHOBH BHIIEr cTeneHa, 6uhe

sin fl(x) = 1 _—;_z

cos [1(x) ==x( 1 —;) , HIH =X,
opakae caeayje aa je
. a2
sinfl(@) =1 — —
(@) 5"
cosfl(a) = a,
2
[ @

2
tg M) = —, S
a .

cotg I(a) = e
a*’
l —_——
2
%2) Kan ce ropme Bpexmoctd op si ‘s
. n sin [1(a), 'sin [1(b) uts. w3 osux jexna-
4nHa 3aMeHe y jeAHaunHaMa (8) W NpH TOMe 3aHEMApE UNAHOBH BWmIer cr:_neﬂa'
npehy he jennaunue (8) y jeanaumne:
bsinA=asinB,
a*=b* + ¢ — 2bc cos 4,
asin (A 4 C)=bsin 4,
cos A + cos (B + C)=0.

NpBe nBe mehy osum jenHauHHaMa MpeHTHuHe Cy ca npBUM aBeMa jeRHa-

HIH = Q.
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Tlpema TOMe, uMaruHapsa TeOMeTpHja Npenasu y o6uuany
Kal cé npernocraes, na Cy CTPpaHe NPaBOJAKBHUCKOT Tpoyria

BpJO MaJe, %8)

yMgamMa 32 nNpaBOJIMHHCKE Tpoyrae y EBkannosoj reomerpujn  (Buan 90-ty
npumenby).
Jla u3 gpyrux aBejy y Besu ca npBoM ciepyje npermocraska A+B+ C=m,
14 ce noxasaTH HA caelchd HAYHH.
Ha ocHoBy ¢dopmyre:
: sin (a4 B) = sin a cos B+cos asin g,
‘6utie O4EBHIHO:
asin (A+B+C)=asin (A+C) cos B+acos(A+C)sin B =
= (no tpehoj jennaunnn) = bsin A cos B-+asin B cos (A+C) =
= (10 npBoj jennauunu) == Hsin A [cos B4 cos (A4 C)] =
= [no jenuaunnnm cos B cos(A+C)} =0, xoja oxrosapa:
4yeTBPTOj jeaHaunHn) = 0. .
Ilpema ToMme je
sin (A+B+C) =0,
A+B+C=m.
(Ynop. Frischauf, ,Absolute Geometrie*, crp. 55).

Aagae,

83) Crporo y3eB OBO je CAy4aj caMo Kajy Cy CTpaHe NPaBOAHHHCKOT TPO-
yria 6eckOHayHO Mane. AKO y ropie jenHauWHe 3a NPaBOAHHHMCKH TPOYrao,
NOWITO HX H3pa3uMo y XunepGoanuM ¢yHkuujama (ynop. npumeny 83) yse-
Aemo koHcTauty k. te he jepHauume ROGHTH OGAHK:

T a
in A sinh — =si inh —,
s i P sin B si P
b ¢ a b c
s A sinh — - osh — = cosh — cosh —
cos A si cosh P + ¢ P 0S P X
b ' a b
i h— = cotgh — sin —, .
cos A sin C+ cos P ‘co§C cotgh—- sin —

i a
cos A+ cos B cos C = sin Bsin C cosh ?-.

M3 mux caenyjy jemHaumme nperxojHe npumen6e 3a Tpoyrae -y Eskiu-

a b ¢ )
J0BOj reoMerpHjs, Kaja OXHOCH —k— —k— 7; nocrany GecKOHayHO MajH, ‘IiTo he

6uTH, WAH, Kal caMe CTpaHe 4, b, ¢ nocraHy 6eckOHauHO Mane, WJH, Kal KOH-
cranTa k 3a Kpajme BPENHOCTH 01 @, b, ¢ nocrane 6eckorauno seanka. Kako je
OBa KOHCTAHTA WIGHTHYHA ca napamerpoM JloGauesckoBe PABHH (B. NPHM. 51-y),
TO APYra npernocTaBKa BOAM pe3yrrary, fa ce EBKAWIOBA reOMETPHja MMa CXBa-

THTH K40 jenaH cneuWjasan (OLKOCHO Kao Fpanuysu cayuaj) JloGauescoee
reomerpuje. K3 npse npernocraske nak ciaeayje, Aa EBxaunosa reomerpdja BamH
3a Geckomayno Mane peruome JloBadesckose paBuu (Y nop. Frischauf, H. . M.

crp. 55).
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O mepewmy KPHBHX JHHUja, paBHMX (urypa, NOBPWMHA H
sanpeMMHa TeJd, Ka0 X O NPUMEHH MMarduapHe reoMeTpuje Ha
aHanH3y, 00jaBHO CaM HEKOJHMKO MCMHTHBAMbA Y ,YUEHHM 3aMuc-
1IAMa YHHUBEP3UTETa KAa3aHCKOr“, %4)

Jexuauuue (8) npyxajy seh came co6om n0BOBHY nognory,
Ia Ce MPETNOCTaBKA UMAarMHAPHE IeOMETPHje MOXe CMATPaTH 3a
moryhny. [Ipema Tome, acTPoHOMCKAa nOCMaTpama Cy jeXHHO
CPeNCTBO, A2 6 Ce MOTJIO0 CYyAHTH O TAYHOCTH NPOPAuYHA OGH-
yHe reomerpHje. OBa C€ TaYHOCT MPOCTHPE BPJO HANEKO, KAO
IITO CaM TO [IOKA320 jeHOM OJX CBOjHX pacrnpasa, Tako Xa, Ha np.
y TPOYT/uM3, udje Cy CTpaHE jOII [PUCTYMadHe HAEIIAM Mepe-
BEMa, 36U HLUXOBA TPH YI/a HHMje PasaduaH O ABAa NpaBa HH
3a CTOTH €0 jenHe ceKyHze. %) '

Jow je spenno ucrahu, na one uetups jenuauune (8) pasue
reomeTpuje npeaase y jexuausne 3a cgepsne Tpoyriae, axko ce
mecTo cTpaHa a, b, ¢ crasu: ajf—1, of/—1, ¢f/—1, amm ca
OBOM MPOMEHOM MOpa C€ OYE€BHAHO CTABWTH M A3 je:

sin [(a) = ! ,
cos a
cos M) =} —1 tanga,
lang (@) = ————==,
g Il(a) sin @) —1

Mutepecautuo je cnomenytH, aa je I'ayc o6pHyTo nowao oa oBe Ho-
clefitbe NPETNOCTABKE NMPH H3BOhewy POpMyna HeeBKAUAOGBCKe reoMeTpHje. Ynop.
B. Bonola, u. u. . npum. Ha ctp. 93 u H. Liebmann, u. u. m. crp. 83.

) On peayarara osux Jlo6a4eBCKOBHX HCNHTHBAWA chomeuyheMo kao
HajBaKHMje €r3UCTEHUHY TPOYraa MQKCUMAJZINE NOBPIHHe Yy HEroBoj PABHU
(4nje cy cTpaHe napaaesde AHHBjE - ACHMNTOTE — & 36Up yraoea == 0), uuja
je noBpmHHa p = % WA OCHOBY oniure .pOPMyAe 32 NOBPIWIKHY TPOYria:

P = n—(A+B+C),
y xojoj A, B u C osuauaBajy yraose, a pasauka m — (A+B+C) 138. jedhexm
Tpoyraa (kxoju onrosapa excyecy A-+B-+C— w chepuor Tpoyraa), kao u 1a je
NOBPHIMHA TPOYraa yoNluTe NPONOPUHOHIAHA OBOME AedexTy.

Hospmuna xpyra jeznaxa je:
r

L =L
W(ez"“ 2 )v
r r
HAH v 47 cotgtll (-;2—) = 47 sin h? o5 e

(Ynop. ,Uber die Anfangsgriinde* crp. 33 u a.).
%) Buau LHoaarak V.
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M B3 CAMYAH HAYMH ¥ 33 CTPade b u ¢. Ha Ttaj HausH npenasu
ce on jexnauura (8) ma caepehe: )

%) Jla 6uCMO pasyMenH ropwhe npenase morpe6Ho je NO3HABATH aHAMM-
THuke JedHHUUMje TpUrOHOMETPHCKUX , byHxuuja. Te peburuumje (3a npse
yeTupH dyHKUMje) raace:

ex!__e_—xi e!i + e——xi
inx=——m——m——mmmm COS X = s §
s X 2i 7 2

1 Texi e ) et e
Bx =" i L 0 co¥=ITa T

raeje i=V—1.
Ha ocHoBy dopmyna (suau [onarax 1iI):

in N 2 Ny = £
= —om—= o COS = —
sin [1(x) prppe— g
tg 1l 2 tgx= S
e c T e———
gl =S—"—= otg 5
H TOpHmHX AeDUHHUHjd J12aKO je yBHRETH Ra je:
1 &g Xl
NG = e = ey ¢ e = - e
' 2 2 1 -
tg I1(xi) = i = gl e 1= ez’ cotg Ti(xi) = isinx.

Ha ocHoBy oBux mnociaeaHx $opmy/a NaK 1aKO ce H3BOAH AA jeAHaYHHA:
sin A tg Ti{a) = sin B tg 1I(d),
Kajp ce y WOj MeCTo @ CTaBH ai M MecTo & cTaBu bi, npenasy y jeausyuny:
sin A sin b = sin B sing.

Ha cnyuad HayuH npejasu jeAnauHHA:

sin TI(b) sin [{¢)
n I1 —_— Y ——t =
€os A cos -.(b) cos [(¢) + sin 1(a)
y jenHauHHy:
cosa=cosbcosc +sinbsinccos 4 ;

jenuaymHa:
cos Ti(H

cotg Asin Csin I1(d) + cos C = “cos i(a)

¥ jennauumy: .
cotg AsinC + cosCcosb=sinbcotga,
H jerHayHHa:
cos A + cos Bcos C =M
sin I(a)
Yy jeasauumy:
cos A = cos a sip B sin.C — cos Bcos .
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sin A sin b = sin Bsina,
€Os @ ==c0s b cos ¢ + sin b sin c cos 4,

JexHayuHe 3a OWITPOYraM Tpoyrao y Jio6aueBckoBOj PaBHH Npenase AaKie
Ha OBaj HaY#H y jelHAuuHe 3a cepHH OWTPOYraM TPOYrao.

Anu u o6pHYTO, MOXeMO nohu oj OBUX jeiHaudHa 3a cepHu OWITPO-
yras Tpoyrao W, 3amewyjyhu y buMa crpaHe q, b, ¢ cTpaHama ai, bi, ci, no6utH
jennauune sa owTpoyrau Tpoyrao y Jlo6ayesexosoj paseH. Taj o6pryTa npenas
A& ce H3BECTH OBAKO.

W3 aHaniuTHYKUX nedUHUIMjd TPUTOHOMETPUCKHX QYHKIMja caenyje na je:

— ——X R
sin(xi) = et : cos (xi) — e ;
2 2
tg (xi} = M ; cotg (xi} = M .

&1 e e e

Kan ce y jennaunnu:
sin Asin b=sinBsina
3aMeni @ ca af ® b ca bi 6uhe: )
—b —a
simA ___2_e_ =sin B —e:‘——-;——-,
ORdKJ€, HAa OCHOBY aHAMMTHUKEe JeQHHMLMje XHNepOOJHOT CHHYCA (Buam [dona-
tak ‘Hfl) caenyje ma je: )
sin A sinh b = sin B sinh a.
Kan ce y jenHaunuu:
cos @ == cos bcos ¢ + sinbsinecos 4

3aMeHu @ ca ai, b ca bi.u c-ca ci Guhe:

o e e €t ;—cosA . e — et i
2 2 2 2 2 '

HAu:
cosh @ = cosh b - cosh ¢ — cos Asinh b - sinh ¢.

Kan ce y jenmauuna:
cotg A sin C + cos Ccos b = sin bcotga
aamenu b ca bi u a ca a@f u, 3apan NaKwer pauyHawa, cTaBu:

. e"“+e—x
cotg (xi) = e

6nhe:

b b b__ —b —a

e 4 ¢ e’ —e¢ e+ e

t i - - E = L ’
cotg Asin C COAS" c 2 2 prp—

Hian:

cotg A sin C + cos C cosh b == sinh b cotgh a.
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cotgA sinC + cosC cosb = sinb cotga,
cosA = cosa sinB sinC — cosB cosC. ")

Kaa ce Hanocnetxy y jenHauunu:
cos A == cos @ sin B sin C — cos Bcos C
3aMeHn @ ca ai, 6nhe:

et e % .
oS A == —— -~ sin B sin C — cos B cos C,
WIH: 2
cos A == cosh a sin B sin C — cos B cos C.

%) Yerupn AOGUBEHE jelHAauMHe WIEHTHYHE Cy Ca jeHAYWHAMA 33 OWTPO-
yrau tpoyrao Jlo6auesckose pasHH y npumen6r 90. [la ce u3 wux ao6ujy jea-
HauHHe (8), y KOjuMa Ha MecTo XxunNepGOJHHX (QYHKIHja CTpaua CToje TPHUroHO-
MeTpHjcke QyHxuuje yraosa maparemusMa (ymop. [Honarak II), tpe6ano 6m
AOKAa3aTH fa je

1
tg M(x)’

1
e-x = {g Yy I1(x).

siph x =
ONHOCHO aa je

Mu Taj noxas ospe Hehemo usBoautw (Buau o Tome H. Liebmann-a, H,
H. M. crp. 80 y Be3n ca ctp. 75—78), HanmomeHyhemo camo, 12 je JloGaueBckH
y cBojoj pacnpasu ,BooGpamaemas reomerpis“ 1835, mnpesenenoj 1904 r. Ha
Hemuaxn ox H. Liebmann-a, yxasao Ha waudH kojum GH ce, unxyhu oBHM 06p-
HYTHM NyTeM, MOIJIH H3BeCTH CTABOBH Iherose reomerpuje (ymop. ,lmaginire
Geometrie* crp. 9—12). Ca zorsukor H ¢uro3odckor raeaumiTa, MmehyTum, OBaj
OGPHYTH NYT BAXAH je YTOMHKO, IITO Ce HhUME Ha eBUAGHTAH HaYuH yTBphYyje
HEMPOTUBPEYHOCT H YHYTpAalltha JOrHuka MOryhHOCT HeeBKIWACKE reomerpuje.
AKo Ce HeeBKJAUJCKA TPUTOHOMETpHja 1A WUSBECTH H3 cdepHe TPHTOHOMETpHje U
AKO Ce U3 HeeBKIWACKEe TPUIOHOMETpHje Aajy W3BECTH CBH OCTaJW CTABOBH He-
eBKJAHACKE Treomerpuje, OHJA H3 TOra crefyje — H Ty KOH3eKBEHUMjy Haria-
myje Jlo6aueBckM Ha BHINE MeCTAa Yy CBOjUM CINHCHMA — 1d je HEeeBKAMACKA
reoMeTpuja HCTO TAKO HenpoTuBpeuHa Kao u chepHa TPUrOHOMETpHja, jep ce
ussond H3 EBkAHNOBe reomerpsje, y uujy ce HelpOTHBPEUHOCT HE CYMibd.

Ocum TOra oBaj OGpHYTH NYT UMa joIU jelaH JOFHYKH W ONuITe-reome-
TPUCKH 3Hauaj. Axo y ¢opmynava 3a chepHH OMTPOYIAH TPOYrao CTABHMO
a b c
k' kK’
k, OAHOCHO MOJAYNpPeYHUK KPUBUHE KYIJHHE NOBPIIMHE (IITO MOXEMO YYUHHTH,
MOWITO je AyXuHA Ayka Hajsehier kpyra, KOju IpoJaasu Kpo3 ABe CTajHe Tauke
y HNPOLTOPY, O6pUYTO CpasMepHa NOMYNpPEUHHKY Kyrae), oHia Te ¢opmyse npe-
nase y oprosapajyhe dopumyne Jlo6aueBckope reomeTpuje (ynop. npumendy 93-y)

a b c N
HI4 HA Taj HaymW, wTo he ce y 7{-, 7, ;— mecro a, b, ¢ crasutu @i, bi, ci

mecro crpaHa &, b, ¢ onsoce Tj. 3KO Y BUX YBEIEMO KOHCTAHTY

wia wTo he ce y wuma mecro k crasuta jk. Crora JloGauesckoBa pasaH Inper-
cTaBba jeAuy ,UMAardHapHy Kyray®, Tj. jeAHy KpuBYy NOBPINUHY, UHja KPHBHHA
34BHCU OJ MOJYNpeuHHKa k HCTO TaKO Kao W Kyrauua nospuuuxa, [Ipema rome,
K40 MITO ceé paBaH NO3HTUBHE KPUBHHE jaBha Yy GECKOHAUHO MHOTO erseMniapa,
Taxo je To HCTo cayuaj H ca JloGauesckoBoM pasHu (ynop. [onarak l).

Teopwjs napanennx AuxMja 5
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JOLATAK I

HMHTEPITPETAUMJA HEEBKJIMIOBHX TEOMETPHIA
¥ EBKJIMJOBOM [1POCTOPY

Mospiuuna, Ha xojoj Baxu Jlo6auesckopa reomerpuja 6es-
M3y3eTHO H y UeNuHH, OeCKOHAyHA j€ H ANMCONYTHO XOMOreHa
xkao u Esxanposa pasad (Tj. A3 ce, Ka0 ¥ 0BA, MNPOAYKHUTH ¥
6eCKOHATHOCT H CBYJA j€ ucTa).

On nospmuea y EBKAMZOBOM TPOAHMEH3HOHOM HPOCTOPY
NOBPIUMHA KYyIJe jeIWHa je nOBpmMHEA KOja 0€3U3Y3€THO M y
nenuHu peanusnpa PumaHOBY reoMeTpujy, HOK NOCTOj€ HEKO-
JAuKe NOBPIIMHE KOjé HeNOTNYHO W JAeaWMuue peanusupajy Jio-
fauesckoBy reomerpujy, la 6u ce TO ypumeno Tpeda H3N0KUTH
pa3auKy KOja moCTOju u3Mehy noBplIUHA To3umUBHe W HezQiTUBHE
KpusuHE KA0 NOBPLIUHA KOWCHIQHIINE W BApUjaCllHe KPHBHHE.

Kpusuua jenne xpuse JuHuje Esknaungose pasHu y jenuoj
AATOj TAYKH jeHAKA je KPUBHHH KPYTa KOju Ce y TOj Tauyky Haj-
pelima n0zupyje ca KpHBOM JUHUJOM: peLUNPOYHA BPERHOCT
nonynpeusdka TOra Kpyra (kpyza Kpusude) Mepa je KpupuHe
zate xpuse ausuje. Kpusuua jexue xpuse nospwude Eskaunosor
npocTopa y jeAHO] AATOj TAYKM 3aBHCH OJl KPUBHHE IEOJETCKHX
JAuH#ja KOje KPO3 Ty Tauyky nponase (reoAeTcKe JHHHje Cy Ju-
Huje majxpakez OTCTOjakba u3Mehy nBe Tauke), W Mepa Te KpH-
Buge no laycy je peumunpoysa BpeiBOCT OPOAYKTA noaynpedy-
HAKA KDUBHHE OHUX JABEjy TreoNeTCKuX JuHuja YHje KpuBHHE
NpeTcTar/bajy MAKCHMAJAHY W MUHHMAJHY BPERHOCT (T€ cy ABe
JAWHMje ynpaBHe jeJHA EA APYTy y AAaTOj TA4Kd; aKO CE IHUXOBH
noJAynpeyrdlld KpuBdHe O3Haue ca p; ¥ p, ¥ KPHBMHA NOBpILUHE

ca K, 6uhe K=

). Ao noaynpeyHuuld KDUBHHE P, # Py
P1 P2
uMajy uCTu npasay (OXHOCHO J€XKe Ha uCTOoj CTPaHu NOBpIUUHE),
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IMXOB NPOAYKT Guhe NO3MTHBIH W OArosapajyha noBpuuHa je
NoBpLIMKHA TO3UZIUBHEe KPHBHHE; AKO MM j€ makK npa.ail Pa3/HuaH,
AXOB MPOAYKT Guhe HeraTwBaH u oxroBapajyha nospuwaxa je
noBplIMHA He2qiuuBHe KpuBuHe, Ako je K 3a CBaky Tauky no-
BpIUMHE HCTO, OAroBapajyha noBplIKHKa je MOBPUIKHA KOHCIIAHIIKE
KPDUBHHE; aKO je pa3/idgHa, MOBPIIHHA je BAPujallU/He KPUBHHE,

Osaj Taycos nojam kpuBuHe npomwupHo je Pumau Ha n-1é-
MEH3HOHAJHM NPOCTOP W Ma Taj HAYMH JOIIA0 O NOjMOBa N-Au-
MEH3HOHAJNHHUX NPOCTOPA MO3UTHMBHE, HErAaTHBHE U HYJTE KPHBHHE
(oBu mochemibd cy EBkanmoBcke npupone).

HajBaxsuje pasauxe Mehy nOMeHyTAM TPUMA reoMeTpujama
ABOJIMMEH3HOHANHOI npocTopa Cy ose. ok ce y NOBpUIKHH
Hyiare xpuBude (EBKIHAOBOj paBHM) MOXE U3 jelHE TauKe BaH
jense npase noByhu camo jexHa napaneana, xorae ce y Jlo6a-
4eBCKOj PaBHH MOry KPO3 TaKBy Tauky noByhu aBe napajenue
¥ 6eCKOHa4YHO MHOrO MPaBHX KOje Cé €a JaTOM NPaBOM He CEKY
(ynop. npum. 9 u 10), a y PamaHoBOj NOBPUIHHA MO3ATUBHE KPH-
BuHe Huje moryhHo noByhu Hujegny napanenuy. Jlasbe, HOK je
a6up yraosa y Tpoyray y EskaunoBoj pasun jeauwax 180°, motae
je Taj 36up y Jlo6aueBckoBoj paBuu marl, a y PumanoBoj sehu
on 180°. [lpaBuM ndHuMjaMa HA KPUBMM MOBPLIMHAMA HA3UBAjY
ce IMXOBE reoJeTCKE JHHU]E, KOje Cy npaBe CaMo y pe/aiillBROM
CMHCAY, Tj. TO Cy npaBe €amMO y MOBPIIHHA y KOjOj ce Hajase.

M3 laycoBor nojMa kpuBHHE MOBPUIMHE CJAEAYjy H3BecHe
nocaenune o (PyHAaMEHTAanTHE BaXHOCTH 3a ORHOC reoMeTpHja
Ha KPMBMM NMOBPLIXHAMA MpeMa OBHM TPUMa IE€OMETPHjaMa, npH
gyemy heMO ce oBe OrpaHHYMTH CAMO HA MOBPIUKHHE KOHCT3HTHE
KpuBMHE (NOIITO MMAa MHOTHX MaTeMaTHyapa, KOjd CaMO TaKBe
NOBpILKHHE CMATPajy 3a XBOJMMEH3MOHANHE npPOCTOPE; ynop.
uanp. B, Russel, ,An essay on the foundations of geometry®,

1897, crp. 149 u n.). Axo ce y u3pa3sy 3a KpuBudy K=
P1 P2

6un0 jenad 6ua0 06a moiynpeuyuKa KPHBHHE cTaBe = o, K he
outu = 0. [Ipema Tome He camo mro he EBkaunoBa pasad, y
KOjoj Ccy cBe npaBe, KOje nosa3e K3 jejde Tauke, 0Opase y
HCTOM CMHCJAy, OHTH MOBpIUUHA HY/ATE KPHBUHE, HETO H OHE
MOBpIIMHE KOJ KOjuX TEONETCKE JHHHje, KOje nosase H3 jenHe
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TauKe, HUCY CBE MPABE y UCTOM CMHCIY, NpPeTCTaBbahe TaxBe
nospmuHe (TaKO HAnp., HAa MOBPIMHK LHIMHADA KPO3 jeAuy
TauKy nposasu camo jenHa npasa y EBkamnnoBom cmucay, ROK
Cy OCTaje reojeTcKe J/HHHjE CaMO 3& MOBPUWIHHY WHAKHApPA
npase, C NOrJaej0M HAa OKOJHH MPOCTOP NAK KPHBE; MOBpLIKHA
HUAMHAPA j€ NakJe NOBpIUMHA HyATe KpHBHHE). AKo je K mo-
SHTHBHO W/1¥ HEraTHBHO, IHEroBa KOHCTAHTHOCT MOXE NpOoH3xAa-
3UTH WM M3 TOra, TO Cy 06a NONyNpeyHuKa KpUBHHE 3a CBaKy
Ta4Ky ¥ 3a CBE Tauke jenHaku (p; = p,), WIH TH MOJYNPEIHHIH
MOry 3a pa3He Tauke GMUTH Pa3Nu4HH, AW IUXOB NPOAYKT yBEK
uctu (p, p, =const.). ¥ npBoM cayuajy noGujamo noBpuIKHE
KOje Cy MCTO TAKO CByAa QUCONYIHO XOMO2eHe Kao WTO je TOo
EBkaunoBa paead; y apyrom cayudajy no6ujajy ce noBpiuine
RO3UTHBHE M HEraTuBHE KPUBHHE, KOje HHCY AancoJyTHO XOMO-
rese. Ha ocuoBy [aycoBor nojma KpuBuHe A3 C€ MOCTABUTH
ONLITH CTAB, JZa Ce CBe UOBPWIUHe, Koje UMQjy UCHy CWAIHy
KpUBUHY, AQjy passuiiu jeaHa Ha Apy2y. 3a ABe noBpUIHHE Kaxe
Ce 1a ce MOTy Pa3BUTH jejHA HA APYTY, &KO Ce jeqHa On HBX Ad
capujareM unu ogsujarbem Oe3 Uciie3arba U packijara TaKo 10-
ROXCHTH HA APYyry, Aa ce ofe NoBpLIMHE MOTAYHO MOkJoNe (npu
HeMy AYKHHE T€OMETCKHX JMHAjA H YIVIOBH mehy muMa ocTajy’
ucrty). Tako, Hanp., HWIMEZAp C€ AA OJBHjalbEM MOJOXKHTH Ha
EBk/4Z0BY paBad Tako Ja Ce HEroBa MNOBPLIMHA MOTMNYHO MO-
KJana ca OBOM; ¥ OGPHYTO, PaBaH C€ JA CABHjaHEM MOJIOXHTH
®KO [MJHHAPA TaKO, AA CE MOKJAONH Ca HEroBOM MOBPIIKHOM
(npu gemy ce oHa GeckoHauHo nyTa o6asuja oxo mwera). Ha ucrtu
MayMH 14 Ce CBaKa MOBPIIMHA MO3WTUBHE KPHBHHE DA3BUTH HA
noBPIIKMHY KYIVIE ¥ OGPHYTO, M CBaKa MOBPIUHHA HEraTHBHE Kpu-
sude ma JloGaueBckoBy pasad. Kako npu pasBujamy ocrajy
AyXKAHE TEONETCKMX JHHHja HENpPOMElbeHe U yrioBu Mehy mwuMa
MCTH, TO OYEBHAHO CBE MOBPLIMHE jefHE HCTE CTaNHe KPUBHHE
¥Majy HCTy TreoMeTpHjy.

Anu 0Baj HAEHTHUTET FEOMETPHjAa HA PA3HUM MOBpUIMHAMA
uCTe CTAJHE KPHBHHE HHMj€ ancoONyTaH: NOK ce, Hanp., y EBxau-
ZOBOj paBHA M3 CBaKe Ta4yke MOr'y MoByhu reojercke Juuuje,
KOje Cy CBe KBa/IATATHBHO jeJHaKe M CBaka Ceé Ja MPOJYXHTH
y 6ECKOHaYHOCT, NOT/E T'EONETCKE JuHHje, KOje C€ HA MOBPIIHHA

- UANMHApPA M3 jefHe Ta4Ke Aajy moByhd, HUCY CBE KBAJHTATHBHO

jennake (uma ux Tpu Bpcre: EBkauposa npasa, EBkndnona
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KPY)XHA JMHWja ¥ CHMDAIHE JUHHUjE), HHTH Ce CBE Aajy npoxny-
KUTH y Geckowaunocr. CTora, KaX Ce HUIMHIPHYHA noBpIIKHA
pasBHje y paBsaH, OH2Z nOKPWBA CaMO jexaH OTPaHHUEH [0 H-EeH;
¥ OGPHYTO, CAMO C€ jeAHUM OTDAHHYECHHM L EeJOM CBOjUM N4 paBan
PasBHTH HA HUIMHIPHIHY NOBpWMHY. [luauHipuuHa noBpuKHaE
peanu3upa pakiie CaMo geaumMudno (AeNEMHYEO H Y KBAHTUTATHB-
HOM H y KBaJUTATUBHOM CMHC.y) reomeTpujy EBxaunoBe paBun,
4 TO ¥CTO BaXH M 32 CBE OCTa/N€ MOBPIIMHE HYATE KPUBHHE,
Ha uctu nasms nano G6u ce noxkasatu u ma umjexna ogx nosp-
II¥HA NO3UTHBHE KPUBHHE OCHM KYyT/IE M HMjelHA OX MOBPIUMHA
HEraTHBHE KPUHHHE HEe peanu3upajy mornyro Pumanosy u Jlo6a-
qeBckoBy reomerpujy. Crora EBxaunoBa paBad, nospiuna Kyriae
u JloGaueBCKOBAa paBaH MPETCTaBbajy MUAUYHE NOBPIIHHE ¥
OXHOCY HA OAroBapajyhe reomerpuje, CBe OcCTane NOBPIIUHE
MMajy Ce CMATPAaTW CaMO KA0 PasH¥ 061Uyl THX NMOBDIUMHA.

Ox noBpmMHA HeraTHBHE KpuBHHE, Koje y EBxsupoBom
npocropy peanusnpajy Jlo6auesckoBy reomerpujy, HajBaxcHuja
je T3B. @cesgocpepa. To je poramuona nospuinua, KOja nocraje
KPETAEeM KPHUBE JIMHH|e 3BAHE WIPAKIPUKC OKO CBOjeé pOTapHOHE
oce (¢ur. 10'); TpaxTpuxc je kpuBa JUHHja, KOX KOje je meo
TAHTEHTE ON TauKe NOAKPA A0 DOTALHOHE OCE — ACUMNTOTE —
CTa/iHa KOJAHYHHA). AsH nceBno-
cdepa (B. dur. 11) uuje umen-
THYHA ca TunuuHoM Jlo6aues-
CKOBOM paBHH, jep: 1) reomercke
JuHMje nceBrocdepe, Koje noaaze
U3 jelHe TauKe, HE CEKy Ce camo
y ®woj, Beh u y GecxkoHauso
MHOTO IpPYTHUX Tauaka, 2) Kpo3
ABe Tauke ncesxocdepe npo-
A23e 6eCKOHAYHO MHOTO TeomeT-
CKUX JIMHHja, IOK y paBuu Jlo-
6aueBCKOT nPOJA3H CaMo jenua,
3) reomercke auHuje ncesxo-
cdepe npexunajy ce y cupry.  @ar. 10/ Qur. 1V
J3apDHUM TadkKama BbEeHUM, JOK
TAaKBUX npexkuna y JloGaueBckoBoj paBHu Hema, 4) noaynpeurAnu
KpuBHHE nceBaocdepe Bapupajy op jease Tauke X0 APyre, mwTO
Buje cayuaj xox JloGaueckoBe paBmu (ynop. G. Lechalas,
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JIntroduction a la géométrie générale“, 1904. ctp. 53). .IIo§a
yeBCKOBA THMUYHA paBaH MMa 1A C€ 3aMHUCJAM Ka0 paBaH, KOja
je y cBum npaBuuma GeCKOHAUHA W KOja HUjE HM y KOME npaBLly
3aTBOpeHa, JOK Cy CBE MOBpPIUMHE HEraTHBHE KpuBuHe y EBkin-
JOBOM TPOXMMEH3MOHANHOM MPOCTOPY 3aTBOPEHO-OTBOpEHE NO-
BpLIMHE, W MOTy, NpemMa ToMe, peanu3upaTd Camo jeldH Ieo
Jlo6aueBCKOBe paBHH. A/ HE camO JNa Hu4jeaHA OJ NOBPIIMHA
HeraTuBHE KpuBuHe y EBkJAuzoBoM mnpocropy Huje HAEHTHYHA
ca TUNHyHOM noBplHHOM Jl06aueBCKOBOM, Hero, Kao wTo e
noxaszao Xuna6ept (ynop. D. Hilbert, ,Grundlagen der G'eome-
trie«, 4-te Aufl. 1913, ctp. 232) u HujenHa ox u.,_nx_‘uu]e 6e3
CHHTYJIADHTETA, Tj. HUjEIHA OJ HHUX HE MOXe Ce uowuyl-lo pas-
BuTH Ha Tunuudy Jlo6azeBckoBy pasad. OBa nocaenma je Aakjie
Ka0 TAaKBa NOTNYyHO He3aBuCHa 01 EsxaunoBor npocTopa, AOK
ce TWNMYHA NOBPIIMHA PumanoBe reomerpuje (MOBPUIMHA KYTJE)
14 KOHCTPpyucaTu y EBxaua0oBoM npocTtopy.

[Topen nospwuue Kyri€ NOCTOju, MehyTHM, jow jenHa fo-
BPLIKHA NO3HTHBHE KPHBHHE, T3B. €JMNTHYHA paBaH, 3a KOjy
Baxku PumanoBa reomerpuja. Ta ce noBpuiuHa, MehyTuM, p?s.rm-
Kyje OX CBMX IO €aJa NOMEHYTUX MOBPIUMHA y TOME WTO | TO
NOBPIIKHA KOja HMA CaMO jejHy CTPary, IOK Cy OHE MpBe 113?.-
ciaipane. JIOK cé HA MOBPIIMHK Ky[/ie [Be TEONETCKEe JHMHuje
(nBa majBeha kpyra) cexy yBeK y IBeMa TasKaMa, Af)rne Ise
reojeTcke JAMHUjE eJHNTHUKE MOBPIIMEE uMajy CaMO jeAHy 3a-
jeAHHUKY TauKy; ¥ AOK MpaBsa JMEWja HA MOBPIUMHH Kyrie (u Ha
CBMMA DaHUje MOMEHYTHM MOBpIUMHAMA) JENH Ty MoBpUIMHY HA
JBa OABOjeHa Xena, AOT/E EJNUNTHYHA MOBPLIMHA HH}E€ NpPABOM
JMHU]OM MOJE/bEHA HA JBA OXBOjeHa Xeja (Tj. OHA MPETCTaB/bA
T3B. j€AHOCTPAHY MOBPIUIHHY). :



HLONATAK I

XHWUIMNEPBOJIHE $®YHKILIUJIE

XunepGoase pynkuuje osuagasajy ce ca sinh, cosh, tangh,
cotgh, sech, cosech, a wuxose aHanuTHaKe peduHMUMje raace:

—— e—-u
r VN v ’
V. / et 4 e—u
2. cosh u = )
3 r - 2
” —
3. tangh u = ef—e” ,
A\ ek et 4 e
» Q r —
/J.r | 4, cotgh u= ete ,
7] el J— e—u
‘ 9. sech u= ,
y - e’ e
Y 6. cosech u=—-3—~ .

el — e
bur. 12

Kao wro cy tpuroHomerpucke pyHkumje, dyuxkuuje .pr-
XKHOT nyxa (0ZHOCHO ojroBapajylier yria u oarosapajyher aso-
CTPYKOI' KPYXHOr CEKTOpa), Tako Cy Xxunepboiase QyHkuuje,
byukuuje xsocTpyKOr CEKTOPa KOju OAroBapa AyKy PaBHOCTpaHe
xunep6oae x* —y*=17%), Kao wmro (dpur. 12) kpyxHom nayky

1) OBo creayje u3 aHaiuTHUKWX JedUHAUMja XANEPGOAHUX ¢yHKUH]a,
20 U . ,—U —2u 2 u . ,— —2,
Houcra, sinh®y — coshty — & _—2¢ "€ “+e " e+ e “te
4 4
—4

=72 = —1, oxakne cnenyje cosh? u — sinh2g=1, uiu (ako ce cTaBH

coshu=1x, sinhu=y) x¥*—y2=1 (8. dur. 12).
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SU =v, oauwocHo yray SOU =13 (0ZHOCHO ABOCTPYKOj MOBp-
wHeH KpPyxHor cextopa OSU) oxarosapajy TPHrOHOMETPHCKE
dyukuuje: . ~

sind =S8R, cosdy=OR,"’

tg ¥ = MU, cotg 3= NL,

secy=0OM, cosecd=OL,

TaKo nsocrpyxol nospwuHM xunep6oawor cekropa OPU (xojy
03HagaBaMo ca &) oxrosapajy (mowro je OU = 1) xunepGonue

byuknuje:
sinh u=PQ =1y, coshu=0Q=x,
tghu=UT?, cotgh u = NK?),
sech u = OR'*), cosech u = OV'3).

2) U3 (¢pur. 12
) ( ) AOUT ~ A GQP

TU:0UU=PQ:0Q=y:x
a oxasae (mowro je QU =1):

creayje

) U3 A ONK ~ A OPQ (nowto je <Y NKO = < POQ) creayje:
NK:ON=0Q :PQ=1x"y,
a omasae (3a ON = 1):

x coshu
NK == — =—— = cotgh «.
¥ sinhu

4) Taurenra xunepbone y Tauxu P oxpeheHa je u3pasoM

dy dVe®—1 x
tga=—"= ==

x
—= (axo ce & POQ o3nauu ca P) =
dx dx Vee—1 y (ako ce 5 POQ ®

=cmg@=ﬂg(“——@)

0|

olaxJjie cnepyje

¢
A= — — Y.
2
N3
ARQP ~ AOPQ
crenyje
R'Q:PQ=PQ:0Q
a opasne

PQ_y

RQ= 00 " x
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Hs xoucrpyxunje ¢durype caenyje mame na je:
sinh #=tg ¥ (nowro je mo mpernocrasuu MP || OQ),

cosh z=secd (mowro je x=}1Fy* = |1 F-tg%9 :-—I—f—; = secd),
COS

sinh &

tgh z=sin 9 (mowro je tghu = ——=1tg?9 cosd =sin 3),

coshu -

onakne caexnyje xa je ST || OQ),

~
sech #=cos ¥ (mowro je sech u= 1 = = cosecd),

cosh « secd '

cotgh #=cosecd (mowro je cotghu= 1 = ———=cosecd),

tgha sind
cosech #z=cotg 9 (nmowrto je — L cotg 3).

sinhz  tgd

Hanocanerky, u3 ¢urype ce Buau u xa je (momro je yrao
xunepboanor cexropa POQ o3HaueHd ca ¢):

tgp=UT=tghu

Kako je
z 2__ 2 1 1
(yR;:()Qr__ngzzx__an=_£_.z_==__=
x x x cosh u
TO je
OR’ = sechu.
5) s AORV=0A0PQ
caenyje
OVOR’“-;OQPQ=xy7
a oxaeae
OF’ - 1 1
ov=9Fx L 1|
y y sinh u
AaKie,

OV = cosech u.

HOLATAK I

[MTPUMEHA XWIIEPBOJIHUX $YHKLIHWJA
Y TPUT'OHOMETPHUCKHM &®OPMYJIAMA
3A TIPABOJIMHHWCKH IIPABOYTJIN
TPOYT'AO JIOBAYEBCKOBE PABHH

Jla 6ucmo TpuroHomerpucke ¢Gopmyse 338 NPABONHHUCKH
npasoyrau Tpoyrao y Jlo6aueBckoj paBHu:
sin I'1(c) = sin I['1(a) sin I1(b),
sin I1(B) == cos I(a) sin [1(a),
sin [1(a) = cos I1(B) sin [1(d),
cos [1(b) = cos I1(c) cos I1(a),
cos [1(a) = cos I1(c) cos T1(B),
y KOjuMa Cy u3paxeud caMo oJHocu Mehy yraosumu [yraosuma

Tpoyraosum [1(a), I1(d), -;E ¥ yraosuMa napanenusma [1(a), [1(0),

[1(c) xoju oxaromapajy TpOyriaoBHM CTpaHama @, b, c] mperso-
puau y dopmysne y kojuma he MecTo TPUrOHOMETPHCKUX (yHK-
uuja yrnosa napanenusma Johu XxunepbosHe (QyHKuMje CaMux
TPOYI/OBHX CTPaHA, MOTPEGHO je NPETXOXHO H3PA3UTH TPUIO~
HoMeTprjcKe QYHKIH]€ yII0Ba Napanenu3Ma Xunep6oaHuM yHK-
uujama (npu uemy hemo ce OrpaHuy¥Td Ha NpBE YETHPH OJX THX
¢yHkuuja). Ha ocuoBy dyunamentante popmyine y crasy 36-om

1
tg — I(x) = e
g5 (%)

6uhe (Ha OCHOBY TPHIOHOMETDHUCKHX jeaHAUHHA

2 tg — ] —tg? =
sina:—Q_, cosot=_____£):

. a
1+tgo 1+ 1tg?



78

. 2 ex — g%
sin [1(x) = ————,  cos [1(x) = ———
e e ex+ e~
na npesMa TOMeE H
2 e — e—*

tg ﬂ(x) === ?:—;:;“ , coig H(X) == 5

Kax ce mecHe cTpaHe mnoCAeRmE YETHPH jeJHAYMHE YrO-
pexe ca aHandTHukuM JAedUHHIMjama XunepboaHux ¢YHKUH]ja
H3nasm za je

sin [1(x) = 1 ; cos [1(x) = tghx,
cosh x

tg TI(x) = — 1 , cotg Il(x) == sinh x.
sinh x

Ha ocsoBy npse ox OBHX jegHauuna nperBopuhe ce [axo
npu Tome jow crasumo [l(a)==A, T1(3)==B] npse Tpu ox
ropmux (opMy/sa 3a NPAaBONMHHCKM NpPaBOYrAM TPOyrao y
dopmyne:

cosh ¢ == cosha - cosh b,
cos A == cosh a - sin B,
cos B == cosh & - sin 4,

a Ha OCHOBY Ipyre OX THX jelHauuHa mperTBopuhe ce u apyre
Ase on ropwux ¢opmynaa y dopmyine:

tgh b ==tghc - cos A4,

tgh @ == tgh ¢ - cos B.

Ocum rtora, u3 npse Tpu Gopmyne u Ipyre jenHagune,

dajy ce u3BeCTH M oBe JABe (dopmyae:

sinh § =sinh ¢ - sin B,

sinh ¢ == sinh ¢ - sin A.

HOLATAK IV

HJOKA3 NMOMOMhY XHIIEPBOJIHUX ®YHKLIUIA,
A JE COEPHA TPUTOHOMETPHJA JIOBAYEBCKOBOT
[MTPOCTOPA MIEHTHYHA CA COEPHOM TPHIOHO-
METPHJOM EBKJIMJIOBOT NMPOCTOPA

Ha ocHoBy u3sBepesux ¢opmyna y nperxoxsom Jomatky
Jajy ce u3 ¢ur. 9 XUPEKTHO H3BeCTH OjJromapajyhe ¢opmyxe
3a cepHu NpaBoyrad Tpoyrao y JIo6a4eBCKOBOM TPOAMMEH3HO-
HAaJHOM NPOCTOPY, H TO HAa caegehH Hauuu:?l)

Ha ocsoBy ¢(opmyse 3a npaBONMHHUCKH NPAaBOYI/IH TPOYrao

SinA == anh a
sinh ¢
nMahemo y npasoyriom rpoyray OBD:
sin BOD =sina= anh BD R
sinh OB
y npasoyraom tpoyray BED: ]
sin BED =sin A = 31‘nh BD ;
sinh BE
¥ y npasoyraom tpoyray OBE: )
sin BOE ==sin ¢ = sinh BE ,
sinh OB

oxaksae ciaexyje na je

sing@==sin A *sin ¢,
Iaknae, HCTAa jeHAYMHA KOja MoCToju 33 @, A ¥ ¢ y EBKAMIOBO]j
chepHoj TpuroHomeTpuju. Ha cauuad HauuH gane Gu ce H3BECTH
H ocrane (dopMyae, xoje cy Takohe uIEHTHYHE Ca OArOBapajy-
hum Qopmynama y o6uuHOj cepHOj TPHUroOHOMETpHjH.

1) Bugu o ToMe neTamEHje Kox R. Bonola, Uber die Parallelentheorie
und tber die nichteuklidischen Geometrien, y ,Fragen der {Elementargeometrie®
hgb. von F. Enriques, I-er Th. 1911, § 41, crp. 338.



BOTATAK V

[MUTABLE O TEOMETPHCKOJ INMPUPOIH
CTBAPHOT MPOCTOPA

¥ ,Uber die Anfangsgriinde®, § 15, ctp. 22 u 1. JIo6auescku
HA JBa HAauWHA Najeé OATOBOD HA OBO NMHUTAME, MEPEHEM jenu-
RUIle IyXHHE noMohy napanakce HEKPETHHIA U MEPEHEM YI/IOBa
y Tpoyray. Mm heMo oBAe rOHOPHTH ONLUMPHHjE CaMO O MPBOM
HAYHHY,

Foarwma napanakca jefRHe HEKPETHHUE, TO je yrao nojg
KojuM 6 Ceé BHIEO NpeuHHK 3eMJbHHE NyTame I/endH ca Te
3Be3ne. AKO npernoCTaBUMO X3 NpPAaBa JAWHHjd, KOja NpeTcTaBsiba
orcrojame 3se3me S on 3embe y Ttauku E; (dpur. 13), croju
yNpaBHO ¥a MPEYHHKY a 3eMJbHHE nyTarbe, a Aa NpaBa JMHH]A,
Koja cnaja S ca taukom E,, cknana
owmrap yrao 8 ca TuM NPEYHHKOM, H

k17
aKo yrao -2——B 03HauUMO c¢a 2p,

onna he y EskauzosoM npocropy
6utu mapanakca E,SE, =2p, nok he
y HEEeBKJHJOBOM NPOCTOPY HETATHBHE
KpuBUHE Ta mapunakca Ourw < 2p
(ako nedexT TPOyraa O3HATUMO Ca
2w, Taj hie yrao 6uru 2p — 2w), Kaxo
ce IMPEKTHO MOXE MEpHTH CaMO yrao
2p (omuocHo yrao P), TO je, y cay-
gajy nZa je CTBapHH nNPOCTOp Hees-
KJAWJCKH, CTBapaa Mapanaxca yBeK Pur. 13

Mama Ox u3MepeHe. Y Tome cayuajy

Z4 ce u3 npasoyraor rtpoyrka y ¢ur. 13' jeamssna nyxuue
(ORHOCHO AOWA TrpaHAIA HbEHE BEJHUMHE) H3PAUYHATH HA CJe-
nehtu Haumm,

s ¢ur. 13’ crenyje venocpepno za je
M(a) > «-g— — 2p,

nowro je B= —g— — 2p. Ilpema Tome je
1 : T
tg — I(a tg | — — .
g Tla) > 1tg ( 3 p)
Kaxo je max Ha OCHOBY nosnare gopmyne:

tg (a— p) = BE 18P

1—tgp

1+4-tgaig B
OuEeBHIHO:
«(3-r)-i7

4 1

B KaKo je ,

1 a
tg— (@) =¢e¢ *,
gz()e

TO je

a

g V.0

1—tgp

M3 ose nocnemwe HejenHauusne clenyje:

_f;__<m<1+tgp)’

k 1—tgp
a oxaeje, Ha OcHOBYy ¢opmyne:

l—x
clefyje HejemHAuuHA:

)=z T e

a tgep | i’
-—<2(tgp+——~gp+~g—:£+~“
k 3 5

Kako je name, Ha ocHoBy ¢opmy.e:
2iga
l——tg%c’
2t .
tg2p=—--—ljg‘;p———z(tgpwg*pwgap—k-'-),

tgla=
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T0 he (mowTo je napanaxca 2p BpPJO Majad KOJMYHHA, TAKO Ad

Teopuja napaleTdsX Inenja
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tg*p tg°p
naHoBH ,
ce u PR

BUMa MOTY 3aHEMADHTH) HANOCIAETKY OuUTH:

a
— < tg 2p.
P g <p

Axo ce 2p crasu Ha Cupujyc = 1,"24, xao wmrto uunu Jloba-
4eBCKH, OHIA je:

HTA. y OArosapajytiiM GeckpajHum peno-

% < 0,000 006 012,

Tj. OpUPOAHA jeAMHHOA ayxune 6uaa Ou Beha ox 167 060 npeu-
HUKE 3em/bHHE NMyTame (OJHOCHO 0Bdj MPEYHUK MarbM O IIECT
MUTMOHMTHX I€n0Ba Te jeaunune). Axko ce 2p crasu = 0,"l,
nobuja ce, na je k Behe o MWIMOHA THX NPEYHHKA,

Kanx 6u crBapuu mpoctop 6uo €BKIMACKH, k& 6u Oun0 Gec-
KPajHO BEJIHKO W HEKpeTHuue Ou MOrJe HMAaTH NOPOU3BOJHHO
Maay napanakcy. AKO je nak mpocTOp HEeBKIMIACKH, Tj. aKO K
uMa oxpeheny Kpajiby BpEXHOCT, MNOCTOjM jeAHA MHHUMATHA
BPEIHOCT mapajnakce, KOjy NapasakCe HEKPETHHLA He MOry mpe-
kopauuTd, HapaBuo oBHM 3ak/byumu Bpefe CaMo nojx MNPeTno-
CTABKOM, A2 jé CTBapHM NPOCTOP GeCKOHAUaH.

llIto ce Tuue 36upa yraosa y TPOyIIy, Ha KOju Ce [O-
suBa JloGauescku y rexcry, o y ,Uber die Anfangsgriinde®,
crp. 23 (ynop. u npumenly Eurenoy ma crp. 249—50) noxa-
3yje, za je, xax ce nedexkr Tpoyraa o3nauu, Kao y dur. ¥,
ca 2w, y PABHOKPAKOM NpPaBOYr/JOM TPOYray acTPOHOMCKHX IH-
meH3uja: tg w <<tg*p.

Kax 6u ce y3eo NpaBoyriau TPOyrao, uuje Cy CTpaHe jelHaKe
npeunuky 3em/buHé nyTame, ¥ p craBuno == 0,"62 (monoBuHa
Cupujycose napanaxce no Jlo6aueBckom), OHRA Gu HA OCHOBY
oBe ¢opmyne u3awno, Ka 6u AedeKT TAKBOr Tpoyraa Guo MamH
ox 0,7000 003 727. [Mowro je nak neddxt Tpoyraa cBe MamH
WTO je Mama IHErosa NOBpUWIMHA, TO he 3a Tpoyrae 3eMabCKuX
IZumensuja Taj pedexrt GuTy TaKO Manu, Aa ce nehe xar¥ KOH-
CTATOBATH; WM, IPyKUHje PEYeHO, Y 0GIACTH OGUYHOr HCKYCTBA
Baxuhe EBxauzoBa reomerpuja.

Anu, nopaje Jlo6aueBcku (H. H. M. CTP. 24), aKo ce mper-
NoCTaBY A3 je BacMona GeckoHauHa, Huje Hemoryhuo Aa EBkiu-
J0Ba npeTnocTaBKka He BPeAM BHIUE BaH OGJaCTH Hauler 3sse-
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3M2HOT CHCTEMA (CHCTEMA MJIEUHE NyTame), HAKO je ONeT C Apyre
CTpaHe TEWKO NPEeTNOCTABUTH jeAHy TaKBY Be3y CTBapu y NpH-
poAu, Koja 6u TAKO pa3aMuHe KOJMYMHE, K40 WITO Cy YIrJIOBU H
CTpaHe, YUHHHM/A 3aBUCHMM jelHe OX APyrux. CToOra je — u To je
Kpajmy 3akbyuak JIo6aueBCKOT — BPJIO BEPOBATHO, Aa j€ CTBAPHH
NpOCTOp y arCONyTHOM CMHMCJIY €BKJMICKHM, HAKO CE TO [0 HheMy
Hukana uehe mohu moxasaru.
(¥nop. v B. Bonola, n. u. M. crp. 98—100).

[Tutame 0 KpuBHHM CTBAPHOr MNPOCTOPa pacnpasbanu Cy,
HAa OCHOBY HOBHjuX MNOJATAKa O napajakcaMa HEKPeTHWua, y
nocaeame Bpeme acrpouomu K., Schwarzschild (y pac-
npasu ,Uber das zuldssige Kriimmungsmass des Raumes* y
. Vierteljahrsschrift der astronomischen Gesellschaft« 1910) u
P. Harzer (y racnpasu ,Die Sterne und der Raum* y ,Jahres-

bericht der deutschen Mathematikervereinigung“ 1908),



