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1. UVOD

Mehanika kontinuuma je bazirana na pretpostavci o neprekidnosti materije.
Kada se, na primer, sa stanoviSta mehanike kontinuuma definife telo konalne
zapremine v, tada se podrazumcva da je zapremina v tela u potpunosti ispu-
njena materijom. Drugim redima, pretpostavlja se da u svakoj tacki zapremine v
postoji materija. Jasne su pogodnosti ovakve pretpostavke. U prvom redu se
na taj nadin fizicke predstave o materiji uskladuju sa geometrijskim predsta-
vama o prostoru. Osim toga, na ovaj se nadin omogucéuje primena kompletne
teorije polja, §to nije od malog znaCaja za teorijska izudavanja i §to je domi-
nantno za ovakvu pretpostavku. Fizicka &injenica je, medutim, da materija nije
neprekidna, veé¢ poseduje diskretnu strukturu. Tada se samo po sebi namece
pitanje: ima li onda smisla i u kojim slufajevima pretpostaviti da je materija
neprekidna? v

Ako se materija posmatra kao diskretna struktura, tada se bilo kakav
poremecaj, izazvan nekim spoljnim efektima, kroz tu strukturu prenosi u vidu
talasnog kretanja. Pri tome se mogu javiti talasi razligitih talasnih duZina. U
onim slufajevima kada su talasne duZine veoma velike u odnosu na rastojanje
izmedu dve susedne materijalne tadke strukture, tj. u onim sluajevima kada
jedna talasna duZina obuhvata veliki broj materijalnih tadaka, moZe se rasto-
janje izmedu materijalnih tafaka zanemariti, tj. pretpostaviti da je materija
neprekidna. Jasno je sada da mehanika kontinuuma obuhvata ogranifen broj
procesa, pa da i u tim sludajevima predstavlja izvesnu aproksimaciju. Za detalje
u vezi sa ovim pitanjem ¢italac se upucuje na knjigu L. Brillouin-a [1].

Mehanika kontinuuma proufava makroskopsko ponafanje realnih materi-
jala pod dejstvom spoljnih efekata i stoga predstavlja tzv. fenomenolosku teo-
riju. Mikrostruktura realnih matetijala ima, medutim, uticaja na njihovo makro-
skopsko ponaSanje. Korektno opisivanje pona3anja realnih materijala ne moze
se, prema tome, izvrSiti bez uzimanja u obzir njihove mikrostrukture. Iz tog
razloga u mehanici kontinuuma su formirani i takvi modeli u kojima se obu-
hvata uticaj mikrostrukture na makroskopsko ponasanje.

Klasi¢ni model kontinuuma pretpostavlja da se materija sastoji iz nepre-
kidno rasporedenih materijalnih taaka &jja pomeranja u potpunosti odreduju
kretanje, odnosno deformaciju kontinuuma. Takav mode], prema tome, karak-
terisan je sa tri lokalna stepena slobode. Pri tome se naponsko stanje, koje je
asocirano polju pomeranja, opisuje simetricnim tenzorom napona.

Postoje razli¢iti modeli kontinuuma koji predstavljaju generalizaciju kla-
sicnog modela, ali za sve njih je zajedni¢ko da se naponsko stanje, pored
drugih veli¢ina, opisuje nesimetriénim tenzorom nhapona. Sve takve modele
kontinuuma zvademo zajedniim imenom: polarni kontinuumi.
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6 Milan Plaviié

U Kklasi¢noj mehanici kontinuuma, sa simetri¢nim tenzorom napona, pri
opisivanju deformacije uzimaju se u obzir samo prvi gradijenti deformacije. To
i ima za posledicu da je za opisivanje naponskog stanja dovoljan simetri¥ni
tenzor napona. Generalizaciju ovog modela dali su A. E. Green i R. S. Riv-
lin [2), [3], [4), formulacijom modela multipolarnog kontinuuma. Njihov model
je baziran na istoj pretpostavci kao i klasiéni model: da je deformacija u pot-
punosti odredena pomeranjima neprekidno rasporedenih materijalnih tadaka
kontinuuma, pa, prema tome, takode ima tri lokalna stepena slobode. Za raz-
liku od klasiénog modela, medutim, za opisivanje deformacije oni uzimaju u
obzir i viSe gradijente deformacije, $to ima za posledicu da se, za opisivanje
naponskog stanja, pored drugih veli¢ina pojavljuje i nesimetri¢ni tenzor napona.
Kao specijalni sluéaj ovog modela, kada se u obzir uzimaju uticaji samo prvih
i drugih gradijenata deformacije, dobija se model dipolarnog kontinuuma.

Model kontinnuma reda dva, koji su proucavali mnogi autori, takode uzi-
ma u obzir uticaj samo prvih i drugih gradijenata deformacije. Za razliku od
dipolarnog kontinuuma u ovom slufaju se, medutim, za opisivanje naponskog
stanja pored nesimetri¢nog tenzora napona uvodi i temzor naponskih spregova.

Svi pomenuti modeli kontinuuma imaju tri lokalna stepena slobode i ne
uzimaju u obzir uticaj mikrostrukture na makroskopsko ponasanje. Uzimanje u
obzir mikrostrukture na pona$anje materijala dovodi do povefanja broja lokal-
nih stepeni slobode. Sa stanoviita kontinualne teorije, takvi materijali se mogu
interpretirati kao tzv. orijentisani materijali, kod kojih se svakoj materijalnoj
tatki pridodaje izvestan broj vektora orijentacije &ija je deformacija nezavisna
od pomeranja materijalnih taaka. Ako u svakoj tatki kontinuuma ima n tak-
vih vektora orijentacije, tada je broj lokalnih stepeni slobode 3+3n U speci-
jalnom sludaju, kada u svakoj talki imamo tri deformabilna vektora orijentacije,
dobija se model prostor kontinuuma sa mikrostrukturom koji su formulisali
A. C. Eringen i E. S. Suhubi [5] i koji ima dvanaest lokalnih stepeni
slobode. Kao specijalni sludaj prostog kontinuuma sa mikrostrukturom oni su
dobili model mikropolarnog kontinuuma, koji se moZe interpretirati kao orijen-
tisani kontinuum sa tri nedeformabilna vektora orijentacije, &ija je rotacija
nezavisna od pomeranja talaka kontinuuma. S obzirom da se vektori orijenta-
cije ne deformiSu, veé samo kruto rotiraju nezavisno od pomeranja tataka kon-
tinuuma, ovaj model kontinuuma ima ¥est lokalnih stepeni slobode.

Model dipolarnog kontinuuma i kontinuuma reda dva mogu se, takode,
interpretirati kao specijalni sluajevi orijentisanog kontinuuma. Ali, u tom slu-
aju, deformacija, odnosno rotacija vektora orijentacije nije nezavisna od pome-
ranja taaka kontinuuma, veé je njima potpuno odredena. S obzirom, medutim,
da ovi modeli ne obuhvataju uticaj mikrostrukture, naziv ,,specijalni sluaj
materijala sa mikrostrukturom* nije za njih korektan.

Model kontinuuma sa mikrostrukturom formiran je iz razloga S§to se
pokazalo da za opisivanje ponaSanja nekih materijala klasi¢ni model nije dovo-
lijan. To se prvenstveno odnosi na tzv. granularne materijale, zatim: fluidne
suspenzije, polikristale itd. Model kontinuuma sa mikrostrukturom uveli su
Eringen i Subhubi [5] proudavajuéi elastiéne materijale. A. C. Eringen
je, zatim, dao i opdtu teoriju kontinuuma sa mikrostrukturom ili, kako ga je
nazvao, mikromorfnog kontinuuma [6]. Cinjenica da se ovaj model moZs inter-
pretirati kao model orijentisanog kontinuuma, ne treba da poistovecuje ta dva
modela.

Ideja za formiranje modela orijentisanog kontinuuma pot:ée jo§ iz 1843.
godine, kada je St. Venant [7] primetio da se deformacija §tapa ne moZe
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opisati deformacijom jedne linije, ve¢ da se u tatkama te linije moraju uvesti
pravci koji se mogu rotirati nezavisno od pomeranja tafaka linije. Generaliza-
ciju ove ideje na trodimenzioni kontinuum, pri ¢emu bi svakoj tacki kontinu-
uma bio pridodat izvestan broj vektora orijentacije koji se mogu rotirati neza-
visno od pomeranja tadaka kontinuuma, sugerisali su W. Voigt [8], koji je
proutavao elatiéne materijale sa kristalnom strukturom, i P. Duhem [9].
Medutim, potpuniju teoriju orijentisanih kontinuuma razvili su, u periodu od
1907. do 1909. godine, braéa E. i F. Coserat [10], {11], [12]. Iz tog razloga
se ovakav model kontinuuma danas naziva Kosera kontinuum. Radovi brale
Kosera, odnosno savremenija interpretacija njihovih radova koju je dao J. Sud-
ria [13), posluZili su kao osnova za sve kasnije radove iz oblasti mehanike
orijentisanih kontinuuma, kako u teorijama $tapova i ljuski, tako i u teorijama
trodimenzionog kontinuuma. VaZno je, medutim, naglasiti da model Kosera
kontinuuma dopudta samo rotaciju vektora orijentacije, nezavisnu od pomeranja
taCaka kontinuuma, a ne i njihovu deformaciju. Generalizaciju ovog modela
predstavija tzv. model orijentisanog kontinuuma sa deformabilnim vektorima
orijentacije ili model generalisanog Kosera kontinuuma.

U ovom radu paZnja je posveena samo modelima prostih polarnih kon-
tinuuma. Pri tome se, kao od najopstijeg, poSlo od modela prostog kontinu-
uma sa mikrostrukturom, koji je interpretiran kao prosti generalisani Kosera
kontinuum. Ostali modeli prostih polarnih kontinuuma: mikropolarni, dipolarni
i kontinuum reda dva, dobiveni su kao specijalni sluajevi prostog generalisanog
Kosera kontinuuma. Ovakva interpretacija ne samo da se &ini pogodnija za
izvodenje odredenih zakljuaka i jednadina, ve¢ omogucéava da se izmedu uve-
denih veli¢ina i izvedenih jednadina, iako se odnose na razli¢ite modele, pod
odredenim uslovima uspostave veze. Na taj nalin se daje jasan uvid u posto-
jeée veze, odnosno razlike, izmedu pojedinih modela prostih polarnih kontinu-
uma. U radu su za pojedine modele date kompletne teorije termoelastiénih,
elastiénih i viskoznih materijala u najopStijem nelinearnom obliku, koje su za
sludaj izotropnih materijala linearizovane. Kao osnova pri pisanju ovog rada,
pored navedenih radova stranih autora, posluZili su i moji radovi [27] — [38)]),
pri éemu bih narodito ukazao na tad [35] u kome se, u odredenom domenu,
daje sliéna interpretacija, kao i radovi drugih domadih autora, od kojih su
samo neki navedeni ([22] — [26], [39] — [47)).



2. KONTINUUM SA MIKROSTRUKTUROM

2.1. Model. Veé je pomenuto da su model kontinuuma sa mikrostruktu-
rom formulisali A. C. Eringen i E. S. Suhubi [5], prouavajudi elasti¢ne
materijale. Da bi obuhvatili uticaj mikrostrukture na makroskopsko pona3anje
materijala, posmatrali su mali element tela &ija zapremina ima graniénu vred-
nost ispod koje se, iz fizi¢kih razloga, ne moZe i¢i a da se materija u njemu
moZe smatrati neprekidnom. Takav element tela
oni su nazvali makroelement. Telo, konadéne
zapremine ¥, ograniCene zatvorenom povr§i S,
sastoji se, prema tome, iz velikog broja ma-
kroelemenata zapremine dV, a svaki makroele-
ment sastoji se, dalje, iz velikog broja mikro-
elemenata zapremine dV’ (sl. 1.).

Ako gustinu mase u jednom mikroelementu
oznadimo sa p’, tada je njegova masa

dm' =o' dV". (2.1.1)

Masa makroelementa zapremine dV je tada
dm=[dm'= [¢'dV' =pdV, (2.1.2)

av av
gde je
dm :

- 2.1.3
="y (2.1.3)

srednja gustina makroelementa.

2.2 Kretanje i deformacija. Neka se telo 93, zapremine V ograniene
zatvorenom povr§i S, u trenutku #, vremena nalazi u nedeformisanoj kon-
figuraciji K, koju éemo smatrati za poetnu. U deformisanoj konfiguraciji K,
koja odgovara trenutku #>¢, vremena, telo ¢e imati zapreminu v ogranienu
zatvorenom povri s. Makroelement dV tela 9B deformacijom prede u ma-
kroelement dv, a mikroelement 4V’ u mikroelement dv’. Pretpostavljamo da u
mikroelementima nema izvora mase, pa njihova masa ostaje ofuvana tokom
kretanja:

dm' =p,' dV’' =o' dv' =const., 2.2.1)

gde su p,” i p' gustine mikroelemenata u nedeformisanoj i deformisanoj konfi-
guraciji. Tada i masa makroelemenata ostaje oCuvana, tj.

dm=p,dV =p dv=const., 2.2.2)

9



10 Milan Plavié

gde su p, i p srednje gustine makroelemenata u nedeformisanoj i deformisanoj
konfiguraciji.

Ako, u odnosu na sistem krivolinijskih materijalnih koordinata XX, u
makroelementu d¥ uofimo tatku C(XX), koja je centar mase makroelementa,
tada poloZaj proizvoljne tatke A (X'X) makroelementa, koja reprezentuje jedan
mikroelement, moZe biti odreden, u odnosu na C(X¥), vektorom DX, tako da je

X'K— XK1 DK, (2.2.3)

u odnosu na isti sistem materijalnih krivolinijskih koordinata, jer pretpostavljamo
da je rastojanje izmedu tadaka C(X*X) i 4 (X’X) infinitezimalno (sl. 2.).

]\;,,[,, Ky I>1

Makroelement dV prede deformacijom u dv, tatka CXE) u tacku C (x*)
i vektor DX u vektor d* (sl. 2.), tako da je

x'k=xk+ d"., (2.2.4)

u odnosu na sistem prostornih krivolinijskih koordinata x*, pri ¢emu je
dk=d* (XX, DK, 1). (2.2.5)
Poslednjom relacijom jednoznadno je odredeno preslikavanje vektora DX u dk.

Za funkciju preslikavanja pretpostavljamo da je analiticka, tako da (2.2.5) mo-
Zemo predstaviti stepenim redom

dklefKDK+_2_1_'X’fKL DXDL 4+ ..., (2.2.6)
gde su
K __( od* ) ,
X‘K bDK DL=0’
2 2.2.7)
e (2
0DX9oDY pM_g

Ako se u redu (2.2.6) zadrZimo na prvoj aproksimaciji, tada e za pro-
Ste materijale biti

d* = y*x DX, : (2.2.8)
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pa (2.2.4) moZemo napisati u obliku
x'k = xk 4 y*k DX. (2.2.9)

Relacija (2.2.8) pretpostavlja homogenu deformaciju makroelementa. Pokaza-
¢emo sada da pri ovakvoj (homogenoj) deformaciji centar mase makroelementa
prelazi ponovo u centar mase. S obzirom da smo tatku C(X¥X) izabrali kao
centar mase makroelementa u nedeformisanoj konfiguraciji, tada je

[ 6y’ DXV’ =0. (2.2.10)
av
Imajuéi ovo u vidu i koriste¢i (2.2.8), lako nalazimo

o' diadv = [ yixDXav' = [ o) x*x DX AV’ = x5k [ o, DXAV' =0, (2.2.11)
dv dv av dv

gde smo iskoristili jednadinu konzervacije mase makroelementa (2.2.1) i &injeni-
cu da su velitine x*x definisane u centru mase makroelementa.

Veli¢ine x'.‘K karakteriSu homogenu deformaciju makroelementa i nezavisne
su od kretanja njegovog centra mase, tj. od kretanja talke XX, Prema tome,
kretanje je odredeno nezavisnim sistemima jednadina

xk=x5(XK, 1),  ¥x=xk (XL o). (2.2.12)
Prvim sistemom je odredeno kretanje centra mase makroelementa, a drugim —
homogena deformacija makroelementa.

Uodimo u tadki C(X%) tri nekomplanarna vektora Dﬁa), a=1, 2, 3,
IDI.((a)l?ﬁO, koji su ,,6vrsto*“ vezani za makroelement. S obzirom na (2.2.8), bice

d* =2 kD . (2.2.13)
Odavde je

X =d*w D%, (2.2.14)
gde su D%, i D} medusobno reciprodni trijedri, tj.
DXy D% =385, D¥,D%=2E. (2.2.15)

Tenzor y*x je, dakle, u potpunosti odreden deformacijom tri nekompla-

narna vektora D{‘@V. Koristeéi (2.2.14), jednadinu (2.2.8) moZemo napisati u
obliku

d* = d* ) D DX, (2.2.16)
a (2.2.9) u obliku
x'* = x*% + d¥ ) D DX, (2.2.17)

Vektore D%,,, odnosno d*, moZemo interpretirati kao trijedar vektora
orijentacije, tako da je deformacija odredena jednaCinama

k k K
xk=xk (XK, t), digy=d" (X~ Dy, t). (2.2.18)
Na ovaj nalin uvedeni, jasno je da su vektori orijentacije u odnosu na
makroelement — materijaini vektori. UobiCajeno je da se nazivaju usmerivaci ili

direktori (od engleske re€i: directors).
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Neka su d*q, i d% medusobno reciprodni trijedri, tj.
dwd =31, d'wd%=3t, (2.2.19)

tada iz (2.2.16) dobijamo
DK =D, dQ d¥, (2.2.20)

§to moZemo mnapisati i u obliku
| DX =y d¥, (%= Dl d®), (2.2.21)
gde su XIfK i ¥ medusobno reciproéni tenzori, t;.
x5 =38 Yxxk=3% (2.2.22)

Tenzori x’.‘x i X{(k su gradijenti mikrodeformacije: x'.‘x su materijalni gradijenti
mikrodeformacije, a % su prostorni gradijenti mikrodeformacije.
Diferenciranjem po vremenu, iz (2.2.17) dobijamo

v’k = vk + d* oy D DX, (2.2.23)
i'i, koristeéi (2.2.20), .

vk =k 4" dF d, (2.2.24)
gde je v'* brzina proizvoljne talke A(x'*) makroelementa, a «* brzina centra
mase C(x*) makroelementa. Uvodeéi oznaku

. d¥wd D=1 e 5= 5 (2.2.25)
bice
vk =2k v, dl, (2.2.26)

§to predstavlja izraz za brzinu proizvoljne tatke makroelementa, pri femu je
v definisano u centru mase makroelementa. Tenzor v,, odreduje trenutnu brzi-
nu direktora i zvademo ga giracioni tenzor (engleski: giration tensor).

2.3. Kineti¢ka energija. Kinetitka energija tela 43, konalne zapremine v, je

2T=[ [ o' v* o dv'. (2.3.1)

v dv

Koristeéi (2.2.23) i (2.2.10), za kineti¢ku encrgiju dobijamo

2T= [ [ ¢ (v* +d* o D% DX) (v, + di gy D DE) dv =
v dv

(2.3.2)
= f e v"'vk d‘v-l-f d.l.c(a) a"k(g) D(a])( D(Bl),f p' DX DL dv’,
v v dv
odnosno
2T= [ p (o5 v+ I¥Ld¥ oy di ) Dk DY) di, (2.3.3)
v

gde smo stavili

oIXdv— [ o' DKDLdv' = [ o DXDLAV". (2.3.4)
dv av
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Tenzor IXL =LK odreduje koeficijente inercije makroelementa d¥ u odnosu na
njegov centar mase i zvaemo ga fenzor mikroinercije. Ako uvedemo direktorski
tenzor mikroinercije I*®,

1% = Jbo — [KL D@ p®) (2.3.5)

kineti¢ku energiju moZemo izraziti u obliku

2T=[ o(vho, + I0d" o di ) do. (2.3.6)

v

Izvod po vremenu kineticke energije je
T= [ o (kv + I8 d* oy di(y) 0, (2.3.7)
gde smo iskoristili jednadinu konzervacije mase makroelementa u obliku
57'15=3—9t+(p %), . = 0. (2.3.8)

Koristeé¢i (2.2.25), brzinu promene kinetitke energije moZemo izraziti
u obliku

T=[ o (v, +T"v,) do, (2.3.9)

gde je
TH =8 o dlg=TLy k'L, (2.3.10)

tenzor koji ucestvuje u doprinosu kineti€koj energiji usled homogene deforma-
cije makroelementa i koji ¢emo zvati inercijski spin.

2.4. Prelaz na kontinuum. U cilju formiranja fenomenolo§ke teorije kon-
tinuuma, pretpostaviéemo da se telo sastoji iz neprekidno rasporedenih mate-
rijalnih tadaka kojima pripisujemo svojstva makroelemenata dV, odnosno do.
Drugim redima, svaki ranije posmatrani makroelement identifikovademo sada
sa jednom materijalnom tatkom tela (centrom mase makroelementa), pri éemu
toj talki pripisujemo svojstva ranije posmatranog makroelementa. Prema tome,
fizicki je svaka materijalna tacka tela fenomenoloiki ekvivalentna deformabilnom
telu. Materijalnu tatku, dakle, posmatramo kao deformabilno telo malih dimen-
zija. Sada su gradijenti mikrodeformacije x’fK definisani u svakoj tacki tela,
tako da predstavljaju neprekidno dvostruko vektorsko polje, pa je kretanje
(deformacija) tela odredeno jednadinama (2.2.12) koje su medusobno nezavisne.

Umesto gradijenata mikrodeformacije x’fx, moZemo u svakoj tadki tela
d=finisati trijedar direktora D%y, koji deformacijom prelazi u d'f(.,), tako da
je deformacija odredena jednaSinama (2.2.18), pri éemu je deformacija direktora
nezavisna od pomeranja tadaka tela (sl 3.). Direktore D%, biramo u nedefor-
misanoj konfiguraciji proizvoljno i njihova deformacija karakterie homogenu
deformaciju ranije posmatranih makroelemenata. Svodeci, dakle, makroelement
na materijalnu tacku tela, deformaciju makroelementa svodimo na deformaciju
direktora. S obzirom da je deformacija direktora nezavisna od pomeranja ma-
terijalnih tadaka tela, jasno je da posle deformacije direktori a".‘(a) neée biti mate-
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rijalni vektori.. Uvodenjem deformabilnih direktora u tatkama tela i opisivanjem
deformacije jednalinama (2.2.18), prosti kontinuum sa mikrostrukturom inter-

K, t> 1

pretiramo kao orijentisani kontinuum sa tri deformabilna direktora, tj. kao
prosti generalisani Korera kontinuum (simple generalized Cosserat continuum).

S obzirom da su sve veliCine, koje su ranile bile definisane u centru mase
makroelementa, sada neprekidne funkcije poloZaja, izraz za XinetiCku energiju
(2.3.6), kao i brzinu promene kinetiCke energije (2.3.9), ostaje nepromenjen,
samo $to sada dv interpretiramo kao element tela. Svakako da element tela dV,
odnosno dv, menja svoj smisao u odnosu na ranije posmatrani makroelement.
Element tela, naime, sadrZi sada materijalne tatke tela i ima isti smisao kao
1 u Kklasi¢noj teoriji kontinuuma.

2.5. Jednalina balansa energije i jednaline kretanja. Pretpostavi¢emo da na
telo B deluju povrSinske sile T¢ i HY i zapreminske sile f* i /¥, tako da je
efekat rada povriinskih i zapreminskih sila

A= (Tioy+ Hivyyds+ [ o (fio,+19v,) do. (2.5.1)
s v

Koristeéi (2.2.25), ovaj izraz moZemo pisati u obliku

A= (Tio+ HOd, o) ds + [ o (fio,+ 1@ d, ) do, (2.5.2)
gde je
H@®=Hid®9 [@=d9 (2.5.3)
Postuliraéemo jednainu bilansa ukupne energije u obliku

T+U=A+0, (2.5.4)

gde je T brzina promene kinetitke energije data jednaginom (2.3.9), U brzina
promene unutraluje energije,

U=[pudv, U=[oudy, (2.5.5)

gde je u specifitna unutra$nja energija; A je efekat rada povrsinskih i zapremin-
skih sila odreden jednainom (2.5.2) i Q priraitaj toplotne energije,

Q=§ gds+ [phdo (2.5.6)
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gde je g intenzitet normalne komponente vektora toplotnog fluksa i 4 jadina
(izdaSnost) toplotnog izvora raCunata po jedinici mase. Jednadinu (2.5.4), prema
tome, moZemo napisati u cbliku

[ e @0 +T0do)do+ [ pudo=§ (T v, + H'® diep)ds +

_ (2.5.7)
+[e(flo+1@dg)do+ § qds+ [ oo,
gde smo, koristeéi (2.2.25), uveli veli€inu
i@ =T4g%, (2.5.8)

Identi¢kom transformacijom, jednadinu (2.5.7) moZemo napisati u obliku

[e@ v+ '@ di) dov + [ pudo = § (Tids—tds) v+
v v s

+ § (HI@ds— K@ ds) dio+ § (ads ~q*ds) +

. . (2.5.9)
+[e(flo+l@d)do+ [ t5v,do+ [ t*o,  dv+

+fhi(a),fd7i(a)dv+fhi(a)k4(a),kd"’+fq’f"dv+fphdv’
v v v )

pri cemu smo dodate povrSinske integrale transformisali u zapreminske.

Uoimo sada u nekoj tacki tela elementarni tetraedar ogranien ravni
sa proizvoljnom spoljadnjom normalom n, i trima ravnima paralelnim koordi-
natnim ravnima u toj tackj. (Pod koordinatnim ravnima podrazumevamo ravni
tangentne na koordinatne povrSi u uofenoj tacki). Ako je ds povriina stranice
tetracdra normalne na n, i ds; orijentisani element povrdi, tada je

dsk=dsnk. (2.5.10)

Ako primenimo jednalinu (2.5.9) na uodeni tetraedar i pustimo da zapremina
tetraedra teZi nuli, zadrZavajuéi orijentacije njegovih stranica, s obzirom da
zapremina tetracdra brZe teZi nuli od njegove povriine, dobijamo

(T'ds — t* ds) v, + (H'® ds — ' * ds,) dyy + (qds — ¥ ds) =0.  (2.5.11)

S obzirom da ova jednaCina mora da vaZi za proizvoljne brzine v, i d,-(,,), sle-
di da mora biti

Ti —_ tik ng,
HO=p@kn,  H=piky, (2.5.12)
q= qk nk s
gde je
itk = i@k gt ‘ (2.5.13)

§to su graniéni uslovi na povrsi s tela, sa spoljainjom normalom n, .
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Vektor T¢ je povrsinska sila ili napon, f? je zapreminska sila, dok je ¢V
nesimetriéni tenzor napona. Koristeéi terminologiju iz teorije Kosera kontinu-
uma, vektore H!® zvademo direktorski naponi, I'® direktorske zapreminske sile,
a hi@k tenzori direktorskih napona. Koristeéi terminologiju Eringena i Su-
hubija, tenzor HY zvaéemo prvi naponski moment, IV prvi zapreminski moment,
a h* tenzor prvih naponskih momenata. Veli¢ina g* je vektor toplotnog fluksa.

Koristeéi (2.5.11), jednadina (2.5.9) postaje

[o@o+T@dg)do+ [pudo=[o(fio,+1®dg)dv+

v v v

+f t';kkvi dv+f t""'v,-,kdv+fh"('f)fdi(a) dv -+ (2.5.14)
+fh1(a)k d,-(a),kdv+qu‘kdv +fphd‘v,

i vaZi za sve moguée brzine v;, diq, 9,1 1 di@ k., tj. vaZi za sva moguca
kretanja. Da bismo dobili diferencijalne jednacine kretanja, iskoristi¢emo Cinje-
nicu da ova jednadina mora biti invarijantna u odnosu na superpronirana
kruta kretanja. Zahtev ove invarijantnosti je fizicki ofigledan, jer u studaju
krutih kretanja unutrainja energija ostaje konstantna, pa je efekat rada inecij
skih sila jednak efektu rads povrinskih i zapremiskih sila. Zahtev invarijant-
nosti jednadine (2.5.14) u odnosu na superponirana kruta kretanja postaviéemo
posebno za slugaj superponiranih translacija i slu€aj superponiranih krutih rota-
cija, §to je ekvivalentno primeni Pioline teoreme (videti, na primer, [14]).

Ako stvarnim brzinama, u trenrtku ¢ vremena, superponiramo proizvoljnu
brzinu tianslacije, sve velid¢ine u jednaini (2.5.14) ostaju nepromenjene, izuzev
brzine v;, koju treba zameniti sa v,+4a;, gde je a;=const. i odreduje super-
poniranu brzinu translacije. Da bi jednadina (2.5.14) ostala invarijantnog oblika
u odnosu na ovakvu superpoziciju, lako je pokazati da mora biti

JGevi—pfi—t%)a,dv=0, (2.5.15)

odakle sledi, s obzirom da je g; proizvoljni konstantni vektor,
pvi=t+ofl, (2.5.16)

§to je prvi Koijev zakon kretanja, tj. potreban i dovoljan uslov za balans koli-
éine kretanja, koji predstavlja tri klasi¢ne diferencijalne jednaine kretanja.

Pretpostavljajuéi da prvi KoSijev zakon kretanja vaZi, jednadina (2.5.14)
se svodi na

[eTi@diqdv+ [pudo=[ 11 dgydo+
+f tik v,.,kdv +fhi(‘:)l/:d,‘(a) dv+fh"(“)" (li,'(a),kd'v-}' (2517)
v v v

+[dvdw+[ohdv.

Zahtevademo, dalje, invarijantnost ove jednadine u odnosu na superponiranu
brzinu krute rotacije.
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Ako u trenutku ¢ vremena stvarnim brzinama u jednadini (2.5.17) super-
poniramo konstantnu ugaonu brzinu (ugaonu brzinu krute rotacije), sve veli¢ine

u toj jednalini ostaju nepromenjene izuzev v, ;, d,(a) i d,(,,) x, koje treba za-

meniti sa v; ,+Qp, diwy+Qud @ 1 d,(a)k+Q,,d @, k> 8de je ; proizvoljni
konstantni antisimetriéni tenzor koji odreduje superponiranu ugaonu brzinu
krute rotacije. Da bi jedna&ina (2.5.17) bila invarijantnog oblika u odnosu na
ovakvu superpoziciju, mora biti

J(eT@ d o 1@ dlgy + 11~ KV {dly— ' OF dlgy, )Q dv =0,
v

odnosno
f (89 + K% + p 17 — o) Q,dv=0,
v
odakle sledi
(19 + K+ 10 —oT9) Q= 0. (2.5.18)
S obzirom da je €); proizvoljni konstantni antisimetri¢ni tenzor, iz prethodne
jednagine sledi
9 B o 1M — T 0, (2.5.19)
§to je drugi Kosijev zakom kretanja, tj. potreban i dovoljan uslov za balans
momenta koli¢ine kretanja, koji predstavlja tri diferencijalne jednagine kretanja.
Ako pifemo
10 4+ %% o 19 — oI = <1, (2.5.20)

drugi Kosijev zakon kretanja se svodi na
Hil=0, (2.5.21)

tj. na uslov da tenzor 7¥ mora biti simetrian.

Pretpostavljajuéi da je drugi Kosijev zakon kretanja zadovoljen, tj. da je
tenzor 1Y simetridan, jednaéina (2.5.20) predstavija sistem od devet diferenci-
jalnih jednadina kretanja u kojima su sadrZane tri diferencijalne jednadine kre-
tanja (2.5.19) kao antisimetriéni deo od (2.5.20). U sistemu od devet difzren-
cijalnih jednadina (2.5.20) smatramo da su prvi zapreminski momenti /¥ poznati
(zadatl), dok #Y, +¥ i hY* moraju biti odredeni konstitutivnim Jednacmama pri
demu drugi KoSijev zakon kretanja (2.5.21) mora biti zadovoljen u konstitu-
tivnoj jednadini po <%

Jednadinu (2.5.20) moZemo napisati u obliku

= O P+ b O A gy o+ (PO ~Ti@) @ (2.5.22)
odakle sledi
HO%4ol'® <20 d 413D + hiik gDy 4 oIV, (2.5.23)
Kori§¢enjem ove jednadine u (2.5.17), dobijamo
Joudo=[[r*v,  +(x1d9—171dD + 1% d%) ) day +HDO* dy 0y e+ g"%+ p k] d,
v v

2 Mehanika prostih polarnih kontinuuma
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odakle sledi lokalna jednadina
P u = tik Uik + (‘Fij d(‘?— t d(.t_l]) + hiik d(‘;,)k) di(a) + hi(a) k di(a), k+ q{ck + ph, (2524)

$to je jednalina balansa specifiéne unutradnje energije, koja je invarijantna u
odnosu na superponirana kruta kretanja. Ovu jednafinu ofigledno moZemo
napisati u obliku

pu=tho, 4+ (c—tyvy+ By, + g% +ph - (2.5.25)

§to je saglasno sa jednaCinom balansa specifi®ne unutra¥nje energije koju su
dobili Eringen i Suhubi [1], gde oni simetridni tenzor ¥ nazivaju srednji
mikro-napon.

Ranije je pomenuto da je kretanje kontinuuma sa mikrostrukturom od-
redeno nezavisnim sistemima jednadina (2.2.18). Na osnovu toga zakljudujemo
da kontinunm sa mikrostrukturom ima dvanaest lokalnih stepeni slobode. Za
odredivanje dvanaest nepoznatih funkcija — tri koordinate vektora pomeranja
i devet koordinata direktora — na raspolaganju su nam sistemi (2.5.16) i
(2.5.20) od dvanaest diferencijalnih jednadina kretanja. Napomenimo da sistem
(2.5.20) moZemo napisati i u obliku

oIfd lgdlg=t"— <"+ b 4o W, (2.5.26)

pri &emu je, kao ito je veé pomenuto, IV zadato, a t¥, 1/ i h¥* odredujemo preko
konstitutivnih jednadina.



3. MIKROPOLARNI KONTINUUM

3.1. Model. Posmatra¢emo specijalni slu¢aj kontinuuma sa mikrostruktu-
rom u kome se u procesu deformacije makroelementi ne deformiSu. Kretanje
svakog makroelementa tela sastoji se tada iz translatornog pomeranja, odreds-
nog pomeranjem centra mase makroelementa, i rotacije oko centra mase. Tri-
jedar direktora D’F(a) bi¢e sada kruto vezan za makroelement, pa procesom
deformacije prelazi u trijedar d'.‘(a) translacijom i krutom rotacijom.

Sa stanoviita kontinualne teorije, kada makroelement identifikujumo sa
materijalnom tackom tela, svaka materijalna talka femomenoloski je ekvivalentna
krutom tely. Identifikovanjem makroelementa sa materijalnom tatkom kontinu-
uma, kruto kretanje makroelementa svodimo na kruto kretanje trijedra direk-
tora koji su definisani u svakoj talki tela, tj. predstavljaju tri neprekinda
vektorska polja. S obzirom da je rotacija direktora nezavisna od pomeranja
materijalnih taaka kontinuuma, jasno je da direktori d’f@ nece biti materijaini
vektori. Na ovaj nadin, prema tome, mikropolarni kontinuum interpretiramo
kao prosti orijentisani kontinuum sa tri nedeformabilna direktora, tj. kao pro-
sti Kosera kontinuum (simple Cosserat cotinuumy).

3.2. Kretanje i deformacija. PoSto se pri deformaciji direktori kruto kreéu,
njihov intenzitet se ne menja, pa moZemo pisati

gud e d" @ = Ggy D e D"p = const. (3.2.1)
Koristeéi (2.2.13), odavde sledi
gkle-‘KX{L=GxL’ G* Yok Xar, = 8uts (3.2.2)
§to je uslov ortogonalnost matrice {x'fx}. Relacija
d'=x'x D%

predstavlja, prema tome, ortogonalnu transformaciju. Da bi ona, medutim,
odgovarala rotacijama, mora biti

G
| x%e|= + \/—. (3.2.3)

g
Deformacija mikropolarnog kontinuuma odredena je, dakle, jednadinama
xk=xk (XX, 1), Y'r=x*x (X% 1), (3.2.4)

2* 19
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gde prva jednalina odreduje pomeranje tatkama kontinuuma, pa, prema tome,
i translatorno pomeranje ditektora, dok druga odreduje nezavisnu rotaciju di-
rektora, jer je 'k ortogonalan tenzor koj- odgovara rotacijama, tj. zadovo-
ljava uslove (3.2.2) i (3.2.3).

S obzirom da je tenzor y*x ortogonalan, tj. da izmedu njegovih koord:-
nata postoji Sest veza (3.2.2) (uslov (3.2.3) je sadrZan u (3.2.2)), zakljuujemo
da ima tri medusobno nezavisne koordinate. Uslov ortogonalnosti tenzora x’.‘K
moZemo napisati i u obliku

Y =Xxks KT =%"1) (3.2.5)
Diferenciranjem po vremenu iz (3.2.2) dobijamo
G** ).(kK = — Gk Yz~ (3.2.6)

Koristeéi (3.2.5) i (2.2.25), odavde sledi

Vi = Wag X1 = — Xk K= — V. (327

Vidimo, dakle, da je u teoriji mikropolarnog kontinuuma giracioni tenzor vy,
antisimetri¢an, tj. da ima tri medusobno nezavisne koordinate.

3.3. Jednacina balansa energije i jednaline kretanja. Ako u jednadini ba-
lansa energije (2.5.9) stavimo

di @y =V d'- @, (3.3.1)
dobijamo .

fp(fd"vk +T9y;)dv +f pudv = f (T ds —t* dsp)v; +
+ § (HU ds—hkds)y v, + § (qds—gkds) + [ o (fiv,+1v,) do+ (3.3.2)

+ f (ti{‘k v+ tko  + hij{‘k vt hiik Vij, kT qlfk +e h) dv.
v

S obzirom da je v, antisimetri¢an tenzor, doprinos u ovoj jednalini Cine
samo antisimetriéni delovi tenzora I'¥, HY [V i hU% 1z tog razloga, bez gu-
blienja u opStosti, moZemo wuzeti da su ti tenzori antisimetrini, tj. da je
W= —T¥ Hi=_Hi Ji=_}| Wk= — hik=mik gde je m"* tenzor napon-
skih spregova koji ima devet medusobno nezavisnih koordinata, Tenzor HY tada
predstavlja povrsinski ili naponski spreg, a 1Y zapreminski spreg.

Primenjujuéi jednadinu (3.3.2) na elementarni tetraedar, na isti nadin kao
i u odeljku 5.2., dobijamo graniéne uslove

T'=tin, HYi=mbn,, q=g*n, (3.3.3)
pa se jednadina (3.3.2) svodi na
[o@ o +TVv)dv+ [eudo=[o(flv,+1Vv,)dv+
’ (3.3.4)
+f(tif‘k v, + 1k vi,k+mi’:kk v, + mik v,.j,k+q’fk +oh) dv.

v
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Zahtevacemo sada invarijantnost ove jednaCine u odnosu na superponirana
kruta kretanja.

Za superponiranu brzinu translacije, sve veliine u (3.3.4) ostaju nepro-
menjene, izuzev brzine v, koju treba zameniti sa v,+a;, gde je q,=const. su-
perponirana brzina translacije. Da bi jednadina (3.3.4) bila invarijantnog oblika
u odnosu na ovakvu superpoziciju, mora biti

R (3.3.5)

§to je prvi KoSijev zakon kretanja, tj. potreban i dovoljan uslov za balans
koliine kretanja, koji predstavlja sistem od tri diferencijalne jednagine kretanja.

Ako je prvi Kogijev zakon kretanja zadovoljen, jednadina (3.3.4) se svodi na
fpl""f'vijdv+fpudv——-fpl"fvijdv-{-
v v v
(3.3.6)
+ [ (Vo +m v, +mi vy, 4 g+ o h) do.

v

Zzhtevademo, dalje, invarijantnost ove jednaline u odnosu na superponi-
ranu brzinu krute ro‘acue Pri OvakVOj superpoziciji, sve veliéine u toj ]edna-
&ini ostaju nepromenjene, izuzev o iy, koje treba zameniti sa o, ;+Q;
v+ €y, gde je Q. proizvoljni konstantni  antisimetri¢ni tenzor koji odredule
trenutnu brzinu superponirane krute rotacije. Da bi jedna&ina (3.3.6) bila inva-
rijantnog oblika u odnosu na ovakvu superpoziciju, mora biti

1. m? 4 o (1Y —TW) =0, 3.3.7)

§to ie drugi Kosijev zakon kretanja, tj. potreban i dovoljan uslov za balans
momenta koli¢ne kretanja, koji predstavlja sistem od tri diferencijalne jedna-
gine kretanja.

Ako je i drugi KoSijev zakon kretanja zadovoljen, jednadina (3.3.6)
postaje
fp udo = f (tVo, ;— Wy + mby,  + g x+ph)do, (3.3.8)
v v

odakle sledi lokalna jednaéina balansa specifi¢ne unutraSnje energije,
pu=1tVy, —tWlv,+miv,  +q, ketoh, (3.3.9

koja je invarijantnog oblika u odnosu na superponirana kruta kretanja.

Uporedujuéi poslednju jednadinu sa jednalinom balansa specifi¢ne unu-
tra§nje energije (2.5.25) za kontinuum sa mikrostrukturom, vidimo da se (3.3.9)
moZe neposredno bobiti iz (2.5.25) stavljaju¢i da je v; antisimetriCan tenzor.
Vaino je, medutim, pomenuti da nije korektan zakljutak da se (3.3.9) dobija
iz (2.5.25) stavljanjem 1Y —<¥ =l | hU* =mi*  jer se u mikropolarnoj teoriji
tenzor t/ ne pojavljuje, pa primena ovakvog formalizma moZe dovesti do po-
gre$nih zakljudaka.

S obzirom da koordinate direktora d'.‘(q) nisu medusobno nezavisne, veé
zadovoljavaju Sest veza (3.2.1), tj. da su samo tri od njih devet medusobno
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nezavisne, zaklju¢ujemo da mikropolarni kontinuum ima Sest lokalnih stepem
slobode. Za odredivanje $est nepoznatih funkcija — tri koordinate vektora po-
meranja i tri nezavisne koordinate direktora — na raspolaganju su nam si-
stemi (3.3.5) i (3.3.7) od Sest diferencijalnih jednalina kretanja. Napomenimo
da sistem (3.3.7) moZemo napisati i u obliku

p 198 dii g dil gy = 11+ m% 40 19, (3.3.10)

pri Semu su zapreminski spregovi IV zadati, a W i mU* odredujemo preko
konstitutivnih jednadina.



4. DIPOLARNI KONTINUUM

4.1. Model. U teoriji kontinuuma sa mikrostrukturom kao i teoriji mik-
ropolarnog kontinuuma, s obzirom da je deformacija, odnosno retacija direktora
nezavisna od pomeranja tafaka kontinuuma, direktori misu materijalni vektori.
Ako, medutim, pretpostavimo da je kontinuum sastavljen iz neprekidno raspo-
redenih materijalni tafaka i svakoj tacki pridodamo trijedar nekomplanarnih
materijalnih vektora <&ije je kretanje, odnosno deformacija potpuno odredena
pomeranjima taaka kontinuuma, tada je deformacija odredena jednadinama

xk=xk (X% ). (4.1.1)

Deformacija direktora, s obzirom da su materijalni vektori, odredena je jed-
nalinama

d @ = xfx D)+ xF ke DXy Dy + - - -, (4.1.2)

i nije nezavisna od kretanja tadaka kontinuuma, koje je dato jednadinama (4.1.1).
Ovakav specijalni slufaj generalisanog Kosera kontinuuma odgovara mo-

delu multipolarnog kontinuuuma. Posebno, ako se u jednalini (4.1.2) zadrZimo
na prvoj aproksimaciji, za prcsti kontinuum dobijamo
d* = x! kD' (4.1.3)

§to odgovara modelu dipolarnog kontinuuma.
Diferenciranjem po vremenu iz (4.1.3) dobijamo

d’f(u)=foD{{(a)=7Jf‘1x;’KDﬁa) ='vf°1d'.(¢), “4.1.4)
pa je
Ok, 1= dy @ d?,. 4.1.5)
Koristeéi (4.1.4), iz (2.3.6) za kinetitku energiju dobijamo
27= [ (e v+ imof 1 vy, ,)do, (4.1.6)
v

gde smo stavili
jim — JoB dl.(a) d'.n(ﬁ)=IKL X§KX;nL- (417)

23
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Izvod po vremenu kinetike energije je
T=[ o (@ v+ TV, ) do, (4.1.8)

gde je

Ti=iigl,,  (3!,=@",) (4.1.9)
inercijski spin. S obzirom da su I*®, odnosno IXL, kao koeficijenti inercije ma-
terijalnih taaka, konstante, iz (4.1.9) i (4.1.7) vidimo da je inercijski spin u
potpunosti odreden kretanjem materijalnih tafaka kontinuuma.

Izraz za kineti¢ku energiju (4.1.6) brzinu promene kineticke energije (4.1.8)
i inercijski spin (4.1.9) moZemo neposredno dobiti iz odgovarajuéih izraza za
prosti kontinuum sa mikrostrukturom, ako umesto gradijenata mikrodeformaci-

. k .- . . . . . oy
je x*x pi%emo gradijente deformcije x¥ , i umesto giracionog tenzora v piSemo
gradijent brzine v;,;.

4.2, Jednadina balansa energije i jednacine kretanja, Koristeéi (4.1.4), jed-
natina balansa energije (2.5.14) postaje
fp(z')"vk+I"'f'v,.,j)dv+fpudv=fp(f"vi+l"fvi,l-)dv+
v v v
4.2.1)
+ f (" ev+ 1% v+ B ™ kvi.j+hiikvi.]k+ q",+ph)do.
v

Zahtevajuéi invarijantnost ove jednadine u odnosu na superponiranu brzinu
translacije, dobijamo

pvi=tY 4o fi, (4.2.2)

§to je prvi KoSijev zakon kretanja, koji predstavlja sistem od tri diferencijalne
jednadine kretanja. Ako je prvi KoSijev zakon kretanja zadovoljen, jednadina
(4.2.1) se svodi na

fpl""iv,-,jdv-{—fpadv=fpl"f'v,-'jdv+
v v v
(4.2.3)
+ [ (o, ;4 b7 o+ B 0, g+ g% o+ o) do.

Zahtevajuéi, dalje, invarijantnost ove jednadine u odnosu na superponiranu
brzinu krute rotacije, dobijamo

101 R 4o (10— TT) = 0, (4.2.4)

§to je drugi KoSijev zakon kretanja, koji ne predstavlja nezavisni sistem dife-
rencijalnih jednadina kretanja, jer je inercijski spin u potpunosti odreden poljiem
brzine materijalnih taéaka kontinuuma.

Pretpostavljajuéi da je drugi KoSijev zakon kretanja zadovoljen, jednali-
na (4.2.3) dobija oblik

f pudy= f (¥ v, +h* o g+ g+ ph)do, (4.2.5)
v v



Mehanika prostih polarnih kontinuuma 25

gde smo, s obzirom na (4.2.4), uveli oznaku
ol =t 4 B9 4 o (10 = Ty =</, (4.2.6)
1z (4.2.5) dobijamo lokalnu jednadinu
pt‘t=‘r"fvi,j+hi(i")vi,jk+qk,k+ph, (4.2.7)

§to je jednalina balansa specifidne unutra$nje energije, koja je invarijantnog
oblika u odnosu na superponirana kruta kretanja. U toj jednadini ne figurise
eksplicitno tenzor napona t¥. Iz nje vidimo da konstitutivnim jednaginama mo-
Zemo odrediti tenzor 17 i samo simetrini deo A% tenzora hYk. Tenzor na-
pona t¥ nije, dakle, nepospedno odreden konstitutivnim jedna&inama, veé ga
odredujemo iz sistema algebarskih jednadina (4.2.6). Medutim, s obzirom da
konstitutivnim jednadinama ne moZemo odrediti sve koordinate tenzora Ak,
ve¢ samo njegov deo AUk, iz (4.2.6) ne moZemo odrediti ni sve koordinate
tenzora napona tY. Neodredenost tenzora AU nema, medutim, uticaja u dife-
rencijalnim jednadinama kretanja (4.2.2), jer je Ak, , =0, premda se o tom
delu mora voditi raduna pri korektnoj formulaciji graniénih uslova, kao &to
su pokazali A. E. GREeEN i R. S. RivLiNy [15] i J L. BLEUSTEIN i A. E.
GREEN [16]. Napominjemo da su grani¢ni uslovi i u ovom sludaju oblika (2.5.12),

Uporedujuéi jednalinu balansa specifitne unutrainje energije (4.2.7) sa
odgovaraju¢om jednadinom (2.5.25) za prosti kontinuum sa mikrostrukturom,
vidimo da se (4.2.7) neposredno dobija iz (2.5.25) stavljanjem v;; umesto v;.
Ovo, medutim, ne zna&i da se dipolarni kontinuum moZe nazvati specijalni
slu¢aj kontinuuma sa mikrostrukturom, jer dipolarni kontinuum ne uzima u
obzir uticaj mikrosktrukture.

S obzirom da je deformacija direktora u potpunosti odredena pomeranji-
ma tacaka kontinuuma, dipolarni kontinuum ima tri lokalna stepena slobode.
Za odredivanje tri koordinate vektora pomeranja na raspolaganju nam je ss-
tem od tri diferencijalne jednaline (4.2.2), pri emu je tenzor napona t¥ odre-
den sistemom algebarskih jednalina (4.2.6), dok <Y i A% odredujemo iz kons-
titutivnih jednadina.






5. KONTINUUM REDA DVA

5.1. Model. Kontinuum reda dva posmatrademo kao specijalni sluaj
Kosera kontinuuma u kome su rotacije direktora ograniene u smislu da nisu
nezavisne od pomeranja materijalnih taaka. Kretanje ovakvog kontinuma u
potpunosti je odredeno, prema tome, pomeranjima taaka kontinuuma, tj. jed-
nadinama

x* = xk (XX, 1), (5.1.1)
pri éemu su rotacije direktora odredene relacijama
d.k(¢)=0)k,¢'11.(a)= Uik, 1] dl.(a). (5.1.2)

S obzirom da se direktori samo rotiraju a ne i deformiSu, jasno je da d'.‘(a, ni-
su materijalni vektori.

Iz (5.1.2) dobijamo
o= dr @ d?}. (5.1.3)

Rotacija direktora u svakoj tacki kontinuuma odredena je, prema tome, vred-
no$éu tenzora vrtloZnosti u odgovarajuéoj tadki.

Koristeéi (5.1.2), iz (2.3.6) za kineticku energiju dobijamo

2 T=f e(vF o+ i 0y 0,) do (5.1.4)

gde je
M= I8 g%y d' g (5.1.5) .

Izvod po vremenu kinetitke energije je
T=[p (v + TV ) do, (5.1.6)
gde je ’
rfi=iU(E,+wi,mf,) (5.1.7)

inercijski spin koji je u potpunosti odreden kretanjem tafaka kontinuuma.

Izraz za brzinu promene kineticke energije (5.1.6) moZemo neposredno
dobiti iz odgovarajueg izraza (2.3.9) za prosti kontinuum sa mikrostrukturom

27



28 Milan Plavsi¢

ako umesto v; pifemo w;. Jasno je, medutim da ni kontinuum reda dva ne
uzima u obzir uticaj mikrostrukture, pa ga nije korektno smatrati za specijalni
slu¢aj kontinuuma sa mikrostrukturom. Napomenimo jo§ da se u veéini teo-
rija kontinuuma reda dva uticaj inercijkog spina zanemaruje.

5.2. Jednalina balansa energije i jednadine kretanja. Ako u jednadini ba-
lansa energije (2.5.9) stavimo dk(a)=wk,d’.(a), dobijamo

fp(z)"vk+ I"'fm,.j)dv—kf pu dv=3§(T"ds—t"‘dsk)v,.+

+ 3§ (HY ds — hiik ds;) o, + f (qds — ¢* dsk)+fp(f"v,-+l"fw‘-j) dv+  (52.1)

+f(tik,k v+ tik "’i,k'*‘hiﬂfk oy + h* (’)ij.k+qlf ko h)do.

v

S obzirom da je tenzor vrtloZnosti antisimetrian, doprincs u ovoj jednalini
¢ine samo antisimetri¢ni delovi tenzora I'Y, HY, I i k%, Iz tog razloga, bez
gu}aljenja u opStosti, moZemo uzeti da su antisimetriéni, tj. da je T'V= —T%
Hi= —Hi V= _]i | pik= —pik=pmiik gde je HY povriinski ili naponski
spreg, 1Y zapreminski spreg i m¥* tenzor naponskih spregova.
Primenjujuéi jednadinu (5.2.1) na elementarni tetraedar, dcbijamo gra-
nine uslove
Ti=tin, Hi=m%n, q=g*n, (5.2.2)

pa se jednadina (5.2.1) svodi na
[o@ o +Tiw)do+ [pudo=[o(fiv,+11w,)dv+
(6.2.3)
+ [ (" o+ 10 o+ m™ oyt m a4 g* o h)do.

Da bi ova jednadina bila invarijantnog oblika u odnosu na superponi-
ranu brzinu translacije, mora biti

pvi=t" 4o fl, (5.2.4)

Sto je prvi Kosijev zakon kretanja, koji predstavlja sistem od tri diferencijalne
jednaline kretanja.

Pretpostavljajuéi da prvi KoSijev zakon kretanja vaZi, jednadina (5.2.3)
postaje

JeTiwdvs [pudv=[elic,dv+ -
(5.2.5)

+ [ (1o, +m™ o +mik e +q%  +oh) do.
v
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Da bi ova jednagina, dalje, bila invarijantnog oblika u odnosu na superponi-
ranu brzinu krute rotacije, mora biti

114 m™ o (11 =T¥)=0, (5.2.6)

$to je drugi KoSijev zakon kretanja, koji ne predstavlja nezavisni sistem dife-
rencijalnih jednadina kretanja, s obzirom da je inercijski spin u potpunosti
odreden kretanjem taaka kontinuuma.

Koristeéi (5.2.6), jednadina (5.2.5) postaje

fpudv=f(t("f) v;,;+mik m,.j,k+qk,k+ph) dv, (5.2.7)

v v

odakle dobijamo Jokalnu jednadinu
pu=tDd, +mhka, +q° +oh, (d;=04,). (5.2.8)

Ovo je jednalina balansa specifiéne unutra¥nje energije koja je invarijtntnog
oblika u odnosu na superponirana kruta kretanja.

Iz jedna&ine (5.2.8) vidimo da doprinos promeni specifine unutrainje
energije Cine simetriéni deo tenzora napona i tenzor naponskih spregova. Me-
dutim, s obzirom da gradijent tenzora vrtloZnosti ima samo osam medusobno
nezavisnih koordinata, jer izmedu njih devet postoji veza

e w; =0,

zakljuujemo da ni celokupni tenzor naponskih spregova ne &ini doprinos pro-
meni specifiéne unutra$nje energije. Po3to je tenzor naponskih spregova anti-
simetrifan po prva dva indeksa, moZemo pisati

ik ik
Mmooy =mI" Y g

jer tenzor naponskih spregova antisimetrizuje drugi gradijent brzine po prva
dva indeksa. Kako je, dalje, drugi gradijent brzine simetri¢an po druga dva
indeksa, moZemo pisati

ik ik T
m* w;  =m' v )’”i,jk—m'(’ ) 0,k
tako da jednainu balansa specifi¢ne unutradnje energije moZemo pisati u obliku

pu=tDd;+m00 mij.k'*"qk,k'i'Ph, (5.2.9)

pri Semu simetriéni deo m'U* tenzora naponskih spregova ima osam medusob-
no nezavisnih koordinata kao i gradijent tenzora vrtloZnosti. Na ovaj nadin
zakljudujemo da doprinos promeni specifiCne unutrainje energije &ine samo
simetriéni deo tenzora napona i simettiéni deo m'U%) tenzora naponskih spre-
gova, pa samo njih i moZemo odrediti preko konstitutivnih jednadina. Neod-
redenost tenzora naponskih spregova, pa, prema tome, i antisimetritnog dela
tenzora napona iz jednafine (5.2.6), nema, medutim, uticaja u diferencijalnim
jednadinama kretanja (5.2.4), jer je oiglednoc m/UK =0, ali o tom delu ten-
zora naponskih spregova, odnosno tenzora napona, mora se voditi racuna pri
korektnoj formulaciji grani¢nih uslova.






6. TERMODINAMIKA

6.1. Jednacina balansa entropije i disipativna funkcija. Jednalinu balansa
specifine unutra¥nje energije moZemo napisati u obliku

pu=‘r(a)'z}(")+qk,k+ph,' (6'11)
gde je 7, 9@ efekat mehaniCkog rada koji se jo¥ naziva i smaga napona. Za

posmatrane modele kontinuuma sa mikrostrukturom, mikropolarnog kontinuma,
dipolarnog kontinuuma i kontinuuma reda dva, snaga napona je, respektivno,

Ty 0@ =14 (0, ;= V) + vy + % vy (6.1.2)
Ty 0@ =t v, ;~tW v, +miky, . (6.1.3)
Ty 0@ = dy+ P o, ,, (6.1.4)
T 9@ — ¢ di, +miUR i e - (6.1.5)

Ako veliine koje odreduju naponsko stanje razloZimo na zbir reverzi-
bilnih i ireverzibilnih delova, tj. pifemo

.. @)= E%(@ T DT> (6.1.6)
dobijamo
Ta) 0@ = pT() 09 + pT(y 9. 6.1.7)
Ako, dalje, uvedemo oznaku
£ 9@ = g5, (6.1.8)

gde je o energija deformacije ili elastiéni potencijal, jednadina balansa specifiéne
unutraSnje energije postaje

pﬂ=pt;'+D‘l:‘(a)73(“)+qk_k+ph' (6.1.9)
Ovu jednadinu, dalje, moZemo napisati u obliku
p ti=pc + b, (6.1.10)
gde je O apsolutna temperatura i gde je
00 = 5T 09+ 4" c+ph (6.1.11)

Jjednadina balansa entropije.
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Jednaginu (6.1.11) moZemo napisati i u ekvivalentnom obliku

. Ph qk 1 (a qke, |
p'f)=—e—+(‘6—)k+?b1'(a)‘v()+ ezk- (6112)

Prva dva ¢&lana na desnoj strani ove jednaline predstavljaju reverzibilni deo
promene entropije,

- _ph (4"
9£n=——+(—) , (6.1.13)
b 0/«
dok je izrazom
-1 kg
o =FDv<a)v<“>+——q " (6.1.14)

odreden ireverzibilni deo promene entropije koji se jo¥ naziva i proizvodnja
entropije. Na osnovu drugog zakona termodinamike, proizvodnja entropje je
jednaka nuli za reverzibilne procese i veéa od nule za ireverzibilne procese,

o> 0. (6.1.15)

Uvodcéi disipativiu funkeiju @,

O— v g0 L0 (@_g 6.1.16
P DT(a)v'l'e’( M) (6.1.16)

drugi zakon termodinamike moZemo formulisati i u obliku

> 0. (6.1.17)
Ako uvedemo specifiénu slobodnu energiju ¢,
b=u—"6m, (6.1.18)
dobijamo
pb=pu—pbn—pnd, (6.1.19)
ili, ako iskoristimo (6.1.10),
o = o — p1f, (6.1.20)

§to je jednadina balansa specifiéne slobodne energije.

6.2. Mehani¢ki reverzibilni procesi. U sludaju kada veli¢ine koje karakte-
rifu naponsko stanje nemaju ireverzibilnih delova, tj. kada je

DT(a) = 0, (6.21)

za proces kafemo da je mehanicki reverzibilan. U tom sludaju iz (6.1.9) dobi-
jamo jednadinu balansa specifiCne unutra$nje energije u obliku

pu=pc+q* +oh, (6.2.2)
a iz (6.1.11) jednadinu balansa entropije u obliku

ebn=g" ; +oh. (6.2.3)
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Kod mehanitki reverzibilnih procesa nema disipacije mehanitke energije,
pa, s obzirom na (6.2.1), iz (6.1.16) za disipativnu funkciju dobijamo

k
p¢=i§i>a (6.2.4)

Disipacija enegrije je, prema tome, posledica postojanja ireverzibilnih procesa
izazvanih samo toplotnim provodenjem. Iz tog razloga se ovakvi materijali,
¢ije je ponafanje mehanitki reverzibilno, nazivaju termoelastiéni materijali.

6.3. Potpuno reverzibilni procesi. Ako u nekom procesu nema disipacije
energije kaZemo da je on potpuno reverzibilan. U tom sludaju je disipativna
funkcija jednaka nuli, pa iz (6.1.10), koristeéi (6.1.12) i (6.1.16), dobijamo
jednadinu balansa specifiéne unutra¥nje energije u obliku

. qk
pu=pc+ph+0(—é~) , (6.3.1)
7,k
a jednafinu balansa entropije u obliku
_ph qk)
=T 4= . 6.3.2
= (e’k (6.3.2)

Na osnovu (6.1.13) vidimo da je ovom jednadinom odredena promena samo
reverzibilnog dela entropije, jer je proizvodnja entropije jednaka nuli.

Iz izraza za disipativnu funkciju (6.2.4) vidimo da ¢&e ona biti jednaka
nuli u dva posebna sludaja: 1) kad je ¢*=0, u kom sluaju nema razmene
toplotne energije sa okolnom sredinom, i 2) kad je 6,,=0 ili 6=const. Prvi
slu€aj odgovara adijabatskim, a drugi izotermickim procesima. (Slugaj kada je

-
vektor g upravan na vektoru grad® moramo iz fizi¢kih razloga odbaciti).

Kod adijabatskih procesa, s obzirom da je ¢¥=0, jednadina balansa en-
tropije (6.3.2) se svodi na

- h
=—, 6.3.3
1= (6.3.3)
a ako uzmemo da je i #=0, dobijamo
1=0, (6.3.4)

pa jednafina balansa specifine unutrainje energije postaje
o 1= p0. (6.3.5)

Odavde zakljuujemo da se kod adijabatskih procesa specifiéna unutradnja ener-
gija moZe posmatrati kao specifiéna energija deformacije: u=o.

Kod izotermickih procesa, s obzirom da je 6=const., jednadina balansa
specifi¢ne unutra$nje energije ostaje oblika (6.2.2), a jednaina balansa entro-
pije oblika (6.2.3). Medutim, uvodeéi slobodnu energiju, iz (6.1.20) dobijamo

ey =po, (6.3.6)
pa vidimo da se specifitna slobodna energija moZe posmatrati kao specifi¢na
energija deformacije: ¢ =o.

Materijali &ije je ponaSanje potpuno reverzibilno nazivaju se elastidni ma-
terijali. Za izvodenje konstitutivnih jednadina za elastiéne materijale uvek mo-
Zemo koristiti specifiénu energiju deformacije: kod adijabatskih procesa to je
specifina unutra$nja energija, a kod izotermickih-specifiéna slobodna energija.
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7. PROSTI TERMOELASTICNI MATERIJALI SA MIKROSTRUKTUROM

7.1. Disipativna funkcija i termodinamicke sile. U termoelasti¢nosti se
pretpostavlja da veli¢ine koje karakteriu naponsko stanje nemaju ireverzibil-
nih delova. Disipativna funkcija je u tom slucaju oblika (6.2.4) i moZemo je
izraziti na sledeéi nadin:

o ®=0q?, (7.1.1)

gde su Q) ireverzibilne termodinamicke sile, a ¢@ odgovarajuée generalisane
brzine. U ovom sludaju kao ireverzibilnu termodinamic¢ku silu moZemo uzeti

0 . . .
—6"', a kao odgovarajuéu generalisanu brzinu g*.

Da bismo uspostavili relaciju izmedu ireverzibilnih termodinamigkih sila
i odgovarajuéih generalisanih brzina, moZemo iskoristiti Onzagerove konstitu-
tivne jednadine (videti, na pr. [17]), koje odreduju linearnu vezu izmedu gene-
ralisanih brzina i termodinamickih ireverzibilnih sila:

gD =LEQ, (7.1.2)

gde su L@ <[®ad QOnzagerovi simetritni fenomenolo¥ki koeficijenti. Opstiji
prilaz, za dobijanje nelinearnih kounstitutivnih jednadina, predloZio je H. Zieg-
ler [18], formulacijom principa najmanje ireverzibilne sile. Koristeéi taj prin-
cip, ireverzibilne termodinamifke sile, izraZene preko generalisanih brzina, su

oD - \"1_ 0@
= —q® —, 1.3
Q(a) P(aq(b)q ) o ()q(") (7 )
pri ¢emu je
<D=<I)((ii‘>, (7.1.4)
0
gde sada e—e—k interpretiramo kao generalisanu brzinu, a ¢* kao ireverzibilnu
termodinamicku silu. Koristeéi (7.1.3) i (7.1.4), dobijamo
=222 (1.1.5)

0

3 35



36 Milan Plavgié

gde je uvedena oznaka

7\=p®[ 0@ 9.,)" (1.1.6)

6
o
e

Jednadina (7.1.5) predstavlja nelinearnu konstitutivnu Jednacmu za odre-
divanje vektora toplotnog fluksa.

7.2. Slobodna energija i konstitutivne jednacine. Jednadina balansa specifiéne
slobodne energije, na osnovu (6.2.0), (6.1.1), (6.1.8) i (6.1.2), je

o b =10 (03, = v, + ¥ v+ vy — . (7.2.1)
Koristeéi (2.2.25), ovu jednadinu moZemo napisati u obliku

ob =19 X5k + [(20—19) d) + h* X d k] diwy+
(7.2.2)
+H% Xy d9 diy; k— 1P,

odakle zakljudujemo da je specifina slobodna energija funkcija oblika

=4 (xFx, d%), i x 0). (1.2.3)

leerencuanjem po vremenu 1zraza (.2 3) i izjednacavanjem koeficijenata

uz nezavisne brzine x x, dk @ d @ K 1 6 u tako dobijenoj jednadini i jedna-
¢ini (7.2.2), dobuamo nelinearne konstitutivne jednadine

oY

t1j= il J
Pg ()xK X'k
oY oy o
U— il x-j + dja+ d-]a' )a
PE (ax;K o d e O 0d gk
(1.2.4)
hk=p gl t?u]) d.by x5k,
d.@xx
oy
KT

Medutim, da bi drugi KoSijev zakon kretanja (2.5.21) bio zadovoljen, tj. da
bi tenzor ¥ bio simetrifan, desna strana jednafine (7.2.4),, mora zadovoljavati

uslov

) 0 0 :

[g ( v ,K :!) dj(a)-i- ——-—I—‘—p-—d‘.'(a)x)] =0. (7.2.5)
Oxix 0d. (@ 0d .y x )

Ovaj sistem od tri parcijalne diferencijalne jednafine, koji mora zadovoljavati
funkcija slobodne energije, predstavlja uslov objektivnosti (uslov invarijantnosti
u odnosu na superponirana kruta kretanja) za funkciju slobodne energije (7.2.3)
i konstitutivne jednadine (7.2.4).




Mehanika prostih polarnih kontinuuma 37

Koristeéi relacije

: . X . . L
dl.(a)=xl.1( D.(a) 5 d{(a);K=X’.L;KD -(@) s

konstitutivne jednadine (7.2.4) moZemo napisati i u obliku

X;K
0y oy J
Tl]=pgll( J XJK‘i‘ % L,K) ,
ox!g * ox'x ox' Lk
(7.2.6)
.0
hik = git ,Lp 1 xke,
ax.;_; K
L
00’
pri Gemu je specifiéna slobodna energija sada funkcija oblika
¢=q}('x;kK’ X{cKy X/-CL;Ks e): (727)
a uslov objektivnosti (7.2.5) je oblika
e ; 0 ; 0 ;
[g”( (11) Xk + :P Xk+ 141 X'-L;K)] =0. (7.2.8)
0x. g oY .k Ox Lk 11

S obzirom da je specifiéna slobodna energija funkcija od 46 nezavisno pro-
penljivih xf‘K, x'.‘K, x’fL; x 16, sistem od tri parcijalne diferencijalne jedna-
dine (7.2.8) ima stoga 46 —3 =43 osnovna (medusobno nezavisna) integrala.
Opéte redenje sistema (7.2.8) bife, prema tome, proizvoljna funkcija osnovnih
integrala.

7.3. Materijalne mere deformacije i nelinearne konstitutivne jednadine za
anizotropne materijale. Postoji viSe moguénosti za izbor osnovnih integrala sis-
tema (7.2.8). Mi éemo uzeti sledele:

VYer=28u X’fK XI-L s
D=k XL (1.3.1)

k
Dyrar=AxxX-Li M »

tako da sistem (7.2.8) ima opSte refenje

b=¢(¥ir> Zgr, Dgrms 9)- (7.3.2)
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Koristeéi (7.3.2) i (7.3.1), iz (7.2.4) dobijamo

tU=P aqj XK'x.]L’
KL
) b
V=2 kXL,
pO‘FKLXKXL
) 00 s
hik = XK XOLXM
aDKLM
/]
S
09

(7.3.3)

Ovo su nelinearne konstitutivne jednadine za proste anizotropne termoelastiéne
materijale sa mikrostrukturom i invarijantnog su oblika u odnosu na super-

pronirana kruta kretanja.

Da bismo objasnili izbor osnovnih integrala (7.3.1), postupi¢emo na sle-
deéi nadin. U jednalini balansa specifiCne slobodne energije (7.2.1) tenzori
Vi, j—Vij» Yy Vi.k 1 O su svi objektivni, tj. invarijantnog su oblika u odnosu

na superponirana kruta kretanja. Koriste¢i relacije

. @ - oK . X
vij=di@d ] =XixX"5> V= %k X},
dobijamo

K

1. ) 1. ) L
vij) = “2— Gug xs+ XK XI-(:‘) = Py Ot X’fLXIfiXI-(j + Xk XIfLX-jXI-(i) =

l . ) . 1 U,
oy Glege X+ tar XE) X = = Yax o i
tj.
1.
Vi = YIFKL XI-(j X’-’f >
gde je
k
Wer= g XL -
Na sli¢an nadin dobijamo
V= ZKL XI-(i X fia

Vi —

: L M
Vi, k= Dgrae X{(iXJ Xk
gde je

k
D= Tkk XL s

k
Dyip=YgndoLsm -

Zamenjujuéi sada (7.3.4), (7.3.5) i (7.3.6) u (7.2.1), dobijamo

py=1V XI-(iX;Lj T+ 5 o Y Sox g+ h* X I-“f X% Dy p— e,

(1.3.4)

(1.3.5)
(7.3.6)

(1.3.7)
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odakle zakljudujemo da je specifitna slobodna energija funkcija oblika

¢=¢(TKL’ Z1(Ls DKLM’ 6).

Specifiéna slobodna energija, kao funkcija materijalnih tenzora W,, X,
i Dg;a i temperature 0, je objektivna funkcija. Stoga te veliine predstavljaju
minimalnu integralnu bazu za specifiénu slobodnu energiju.

Difersnciranjem poslednjeg izraza po vremenu, dobijamo

.9 . P . 0 . o
¢ = L Wi+ : gL+ : DKLM"'-EBO- (7.3.8)
oYy, 02, 0Dy 06
Uporedivanjem ovog izraza sa (7.3.7), dobijamo konstitutivne jednadine (7.3.3),
koje su invarijantnog oblika u odnosu na superponirana kruta kretanja.
_Ako umesto tenzora W, i Iy, uvedemo sledece materijalne mere defor-
macije:

2Fy =Vy1—Gxrs Cgr=2Zgr—Gxr: (7.3.9
“konstitutivne jednadine (7.3.3) dobijaju oblik
. 0 y
t’]=P Lp XK x{L’
0C L
7 = xXL,
P()FKL X-kX-L
20 (7.3.10)
hijk=9———‘xiri Xj-L x’;M ,
‘)‘DKLIVI
__9%
00

Materijalne mere deformacije moZemo izraziti na pogodan nadin ako
uvedemo vektore direktorskog pomeranja cp'f(.,), tj. stavimo da je

d =gk D'+ w=D"w+9"w: (7.3.11)
MnoZenjem sa D(.“}(, odavde dobijamo

Xx=gk+9'x, (#x=9"wD%) (7.3.12)
Iz (7.3.11) sledi

Diy=gk d'w—9"w=d"w—0"w, (7.3.13)

a odavde, mnoZenjem sa dy,
=gk —o%, (o%i=gl9'wd). (7.3.14)

1z (7.3.12) i (7.3.14) vidimo da su grad jenti mikrodeformecije x’fK i %%
povezani sa gradijentima mikropomeranja q;’f k1 cpl.(k na isti nadin kao i gradijenti
- deformacije sa gradijentima vektora pomeranja, tj.

Mx=ghtule, Xii=gk-ulk. (7.3.15)
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S obzirom na relacije
did D=y k3 5i=81, DX,DY =%y L=0F,
lako je pokazati da izmedu materijalnih i prostornih gradijenata mikropome-
ranja, (p'.‘ x1 (p‘.tk , mogu da se uspostave veze:
o r=~o'rgk 9% grrelioli=0N gL rofuotigi=0%yL,  (73.16)
oi=groti=0"1gi 0t oh=0" gl —o o el =oF iy, (1.3.17)

. Materijalne tenzore deformacije Fy,, ;i Dy, koji figuridu u konsti-
tutivnim jednadinama (7.3.10), moZemo izraziti u obliku

2Fx =g+ Q1+ Pux <P]~‘i ,
Exr=tg, 1—Pxr— Urs, L — Pprr) Picrc 8™, (7.3.18)

Dyry= Pxr, pe— PsL, M Pyr &5

pri éemu smo iskoristili relacije (7.3.1), (7.3.9), (7.3.12), (7.3.14), (7.3.16)
i (7.3.17).

Za infinitezimalne deformacije, kada su gradijenti vektora pomeranja
i gradijenti mikropomeranja po apsolutnoj vrednosti male veliine, u linearnoj
teoriji gornji tenzori deformacije su oblika

1
Fgr= 2* (Prr+@rx) =Py

€ xr=Ug, L~ Pxr> (7.3.19)
Dyrp=%kr, 1+

Nelinearne konstitutivne jednaline za anizotropne termoelastiCne proste
materijale sa mikrostrukturom (7.3.10), sa materijalnim tenzorima deformacije
oblika (7.3.18), zadovoljavaju princip objektivnosti. Dalja njihova redukcija,
‘medutim, zavisi od materijalnih simetrija. Za posebne klase materijalnih simet-
rija petrebno je, naime, odredivati minimalne integralne baze funkcije speci-
fidne slobodne energije, ¢ime se dalje ogranifava funkcionalna zavisnost (7.3.2).
Odredivanjem minimalnih integralnih baza omogucava se, zatim, pisanje kon-
stitutivnih jednadina za posebne klase materijalnih simetrija. Na tome se, me-
dutim, ovde neéemo zadrZavati, ve¢ éemo odmah preéi na sludaj izotropnih
materijala.

7.4. Prostorne mere deformacije i nelinearne Xkonstitutivne jednaline za
izotropne materijale. Kod izotropnih materijala moZemo uvesti sledece prostorne
tenzore deformacije

b= Cge. XI-(k 7.17/ )
O = Yare X317 (1.4.1)
Qi = kK X{{I = —~Yux X KI ms
tako da je specifi¢na slobodna energija funkcija oblika

b=4 s Skgs digms ). (7.4.2)
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ZamenjuCi (7.4.2) u (7.2.4) i koristeéi (7.4.1), dobijamo

L PR )
aij 6dk,j
. () i () i 0 - j
W= -2p v ¢.k+9~i6{k—9-———£ck +p oY gy - (7.4.3)
0 ijk 0oy 9 O 0 dilm
0 .i 0 .
—-p L diem—p qukl,
adkjm 0 klj
ikmp 2L
0d;
oy
=T

Ovo su nelinearne konstitutivne jednadine za izotropne proste termoelastiéne
materijale sa mikrostrukturom. One, medutim, ne zadovoljavaju princip objek-
tivnosti. Da bi taj princip bio zadovoljen, tj. da bi drugi KoSijev zakon kre-
tanja (2.5.21) bio zadovoljen, desna strana jednaline (7.4.3), mora zadovolja-

vati uslov
0 ;i 0 i 0 i 0 ;
(2 4} ‘-Pk—‘ Ll) Gl-k+ Lp G — “b dl-lm+
o ¢jk 00y 0 Ok;j ody,
(7.4.4)
LA SR | d,;;") ~o.
0dyjm 0dy; o

Ovaj sistem od tri parcijalne diferencijalne jednadine namece ograniSenje funk-
ciji specifiéne slobodne energije (7.4.2), odnosno konstitutivnim jednaginama
(7.4.3). To ogranienje se sastoji u tome da funkcija slobodne specifi¢ne energije
moZe zavisiti od navedenih prostornih tenzora samo preko medusobno nezavis-
nih invarijanata koje se od njih mogu formirati.

Ako umesto tenzora ¢y, i o uvedemo sledee prostorne tenzore relativne
deformacije

2f =8k~ Yu=8u—Gxe X{(k Xék ’

X (7.4.5)
S =8kt~ Okt =8kt~ Xux X3 1 »
konstitutivne jednadine (7.4.3) postaju
tii=p(9_¢_,___0_qi. 5,'(‘.__ ‘)4’ dkll> ,
() Eij () skj 0 dklj
Tu=p(ﬂ_2ﬂ_f,§+_o_¢_e_fk _9Y &+
of, ij of ik Ogy Oy
PRLL BV BPT M’-d;;/"), (7.4.6)
0 dilm 0 dkjm 0 dklj
ik = p o9 ,
0
N=-— ’—(p" ’
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pri éemu, kao uslov objektivnosti, mora biti

0 0 .
(”" o‘pf"l" 4} . "“‘iek’{’ 4) dj~lm“
of; jk Ozy 0 Ekj Ody,, (7.4.7
4.7)
_ 09 g, 0% d,;,"') -0,
0 a’kjm dklj i}

Tenzore deformacijc fiy, & 1 di,,. koji figuriSu u konstitutivnim jedna-
Cinama (7.4.6), moZemo, koriste¢i (7.3.12), (7.3.14), (7.3.15), (7.3.17), (7.4.1)
i (7.4.5), izraziti u obliku

2fu=Purt P — Pk @15
Spy = U, ~ Pry T (um,l <Pml) Prk ng (74 8)
dkl/n =Pkt t Privm Pex & K,

Za sludaj infinitezimalnih deformacija, kada su gradijenti vektora pomeranja
i gradijenti mikropomeranja po apsolutnoj vrednosti male veli¢ine, u linearnoj
teoriji ovi tenzori su oblika

1
Ju= Py (Prs + Pu) = Peiny>

Ept = Uy — Puss (7.4.9)

dklm =Pty n

izmedu materijalnih tenzora deformacije (7.3.18) i prostornih (7.4.8) mogu
se uspostaviti sledeée veze:

FKL‘_‘ﬁch’fKXI-L: fkliFKLX{(le-‘lv
EK},-——Ekllkkx;lL, €k1=€KLXI'<KX;LI, (7.4.10)

ko m K _ L M
Dyry=gm Ak X-LX5M 5 Qs =Drrpadk L1 X m .

7.5. Linearne konstitutivne jednacine za izotropne materijale. U linearnoj
teoriji, izostavljanjem nelinearnih &lanova u jednadinama (7.4.6), konstitutivne
jednadine su obika

ti=p aq"

z)a
«.—"l'—pﬂ,

0f

(7.5.1)

llijk':p oq} H

ddy

0
0= ——¢,
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pri ézmu su tenzori deformacije oblika (7.4.9) i specifiéna slobodna energija
funkcija oblika

¢ =¢(€u’ Jijs dijes 9). (7.5.2)

U prethodnim jednadinama kao nezavisno promenljiva figurise i apsolutna
temperatura 8. Da bismo, medutim, omogu¢ili linearizaciju u slu¢aju infinitezi-
malnih deformacija, pretpostaviéemo da je promena temperature mala u odnosu
na referentnu temperaturu, tj staviéemo da je

8=6,+7, |T|<8, 6,>0, (7.5.3)

gde je 6, neka referentna temperatura, a T prira§taj temrperature u odnosu
na referentnu temperaturu. S obzirom da je 6,=const., moZemo uzeti da je
specifi¢na slobodna energija funkcija oblika

Y=4 (=5 fys die» 1) (7.5.4)
Pretpostavlijamo da je ovo neprekidna i diferencijabilna funkcija svojih agru-
menata, tako da je moZemo razviti u stepeni red. U sluaju kada nema inici-

jalnth napona, specifiénu slobodnu energiju predstavlijamo, u linearnoj teoriji,
kvadratnim polinomom oblika

1 . . 1 .
p'np=—2—MT2+A‘I€ijT‘f'BljﬁjT+ ’;C’JkleijEk]‘i‘

(7.5.5)
# Dy fut - BMFf - FN
gde su
Al =qgl,
BY = bgV,
cijkl =v, gijgkl+ v, gik gjl -+ v, gilgjk’
Dk ) ghi gkl 4y (gik gil + g gk,
Eijkl _ ;\gijgkl'f' H(gik gj/+ gilgjk), (756)

F('iklmn =y, (gu gklgmn + gjk gin glm) + Y, (gij gkm gnl + gkigjn glm) -
+ s gij gkn glm + Y4 gjk gilgnm - Ys (gjk gim gnl + gkigjl gmn) +
+ Ys gki gjm gnl + Y; gil gjm gkn -+ Ys (gjl gkm giu + gklgim gjn) +
+ Yo gil gjn gkm + Y10 gjl glm gim + Y gkl gin gjm,

izotropni materijalni tenzori, a «, @, b, v, v;, V3, A, U A s Yis Yo oo Yo
materijalne konstante.
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Koristeéi (7.5.5) i (7.5.6), iz (7.5.1) dobijamo linearne konstitutivoe jed-
nacine u obliku

= fi+v e, +aT) gl + 2, f +v,el vy eff (7.5.7)
=N+ N+ bT)gl+2ufl+ 2, W), (7.5.8)
Bk =y, (%18 + d g#) + v, (@%. g7 +d'} g4) +

+1,d 1 gl 4y d g 4y (d g+ dgh) +

| (7.5.9)
1 A1 g4 4 Y, AU 4 g (d 4 d4) +
o Ay, -y, A,

pen= —aT—ag,—bf), (7.5.10)

gde su tenzori deformacije oblika (7.4.9), a f; i ¢, prve osnovne invarijante ten-
zora deformacije fU i g;. Pri izvodenju jednadine (7.5.10) iskoristili smo i jed-
nadinu konzervacije mase u obliku

prspg (1 ~fr—¢). (7.5.11)

7.6. Jednalina provodenja toplote. Da bismo dobili jednalinu provodenja
toplote, iskoristi¢emo Onzagerovu linearnu konstitutivnu jednadinu (7.1.2). Na
osnovu te jednaline moZemo pisati

6

gk =LKL (7.6.1)
0
- YA
ili, ako uvedemo oznaku —e—=k’*",
gk =Kk . (7.6.2)
Za izotropne materijale je
k! = kegh!, (7.6.3)

pa za vektor toplotnog fluksa dobijamo
—k6,, (7.6.4)

§to je poznati Furijeov zakon provodenja toplote.

Na osnovu drugog zakona termodinamike (6.1.17) 1 jednaina (7.1.1)
i (7.6.4), dobijamo

k0. (1.6.5)

Veliéina k se naziva koeficijent toplotne provodljzvostz i on je, u opitem
sluaju, funkcija temperature. U linearnoj teoriji, medutim, za male tempera-
turske prira$taje, koeficijent toplotne provodljivosti moZemo aproksimirati kon-
stantom.

Jasno je da smo do jednadine provodenja toplote (7.6.4) mogli doéi
i linearizacijom jednadine (7.1.3).
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7.7. Jednatine polja. Parcijalne diferencijalne jednaline kretanja dobi¢emo
iz jednatina (2.5.16) i (2.5.26), koristeéi linearne konstitutivne jednagine (7.5.7),
(7.5.8) i (7.5.9). Postupajuéi na taj natin, dobijamo

(v, +v3)uf‘ki+v2A u+ab ;+(, —v) cp’.‘k,,-i-(y.1 —v,) q;,-','fc-i-

(1.7.1)
+ (@, —Vs)cP]-cl'-k'i'Pf;'-Po U;=0,

(22, —7\—\;1)cp'.‘kg,-j-l-(v1 -) u,kkg,-j+(a—b) Tgy+ (v~ u;, ;+

F =) U F Cuy—p—v) o+ 2y =) @+ +Y2)(P”:"mngij+

F Y+ YD P T 5+ Y3 ATy + (Yat Yo) @i+ (Ys + Ya) i mi + (7.7.2)

(Y5 + Y8) ot mi+ (Yo + Y1) @ mi+ Y1 APy + Y10 A +pl;—pe, I‘?’v: 0,

pri &emu smo u poslednjoj jednadini za inercijski spin u prvoj aproksimaciji
stavili

I8 d o d g IPg  d yd gy =19 9 =TgM ¢’ =T gV, (7.7.3)

Diferencijalnu jednaginu za odredivanje polja temperature dobijamo iz
jednadine balansa entropije (6.2.3), koristeéi linearnu konstitutivnu jednaéinu
(7.5.10), i ona je oblika

kAO+ph+0,06+0,au+6,(a—~b) o % =0, (7.7.4)

gde smo koeficijent toplotne provodljivosti aproksimirali konstantom.

Sistem od 13 diferencijalnih jednaina (7.7.1), (7.7.2) i (7.7.4), zajedno
za jednadinom konzervacije mase (7.5.11), predstavlja kompletan sistem diferen-
cijalnih jednacina za odredivanje nepoznatih funkcija u;, ¢, 6 i p.






8. PROSTI MIKROPOLARNI TERMOELASTICNI MATERIJALI

8.1. Slobodna energija i konstitutivne jednaline. Iz jednaline balansa spe-
cifiCne unutra¥nje energije za mikropolarni kontinuum (3.3.9), uvodeéi slobodnu
specifiénu energiju ¢ =u—6, dobijamo jednalinu balansa specifiéne slobodne
energije u obliku

o=ty — 10y, ik v, — orf. (8.1.1)
Koristeéi (2.2.25), ovu jedna&inu moZemo napisati u obliku

b =t X%k + (= 1014 + m* X5 D) dy ey +

(8.1.2)
+ miik X}S x4 (-a} d;(a) K — 9716’
odakle zakljudujemo da je specifiéna slobodna energija funkcija oblika
=9 (xf ks d@, d @k 0). (8.1.3)
Diferenciranjem po vremenu, odavde je
JF%X:«K+33,%a'fm+?;i;a'fm+§ge, (8.1.4)

pa, uporedivanjem ove sa jednadinom (8.1.2), dobijamo konstitutivne jednadine

K
0 i 0 ;
t[/}]= -0 ILP g” ﬂa ~p 14” glf dl] 0 K
@ 0d . (ay; x
(8.1.5)
ik —g 0¥ _glign | ik
(a); X
/]
TS
06

47
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Prve dve od ovih jednafina moraju biti kompatibilne, tj. mora biti za-
dovoljen uslov :

L, 0 i . 0 i 4 0
(g”—,—q"xgx-(—g*’—a:{—?—d{(a)—(—g” dltll dj-(cx);K) =0, (8.1.6)

X; & @ od @) )

§to je uslov objektivnosti konstitutivnih jednagina (8.1.5), tj. uslov njihove
invarijantnosti u odnozu na superponirana kruta kretanja, koji predstavija
sistem od tri diferencijalne jednadine koji mora zadovoljavati funkcija ¢.

Ako je uslov (8.1.6) zadovoljen, tada je druga od jednadina (8.1.5) su-
vi§na, jer je sadrZana u prvoj kao njen antisimetri¢ni deo, pa su konstitutivne
jednadine oblika

. g 0
tu=pgrl ;']" 'x’K’
X x
midk — ?‘P g%y ¥y, (8.1.7)
Pa. .ok
0]
L _2b,
00

Ako uzmemo da je specifitna slobodna energija funkcija oblika

4124)(fo, x’fK’ xlfL;Iﬁ 6): (818)

konstitutivne jednadine (8.1.7) postaju

) Y
tU:pg’l ;p x{K,
X x
g d ;
milk = o —;i—— gy xt s, (8.1.9)
X @xk
__9¥
00’

a uslov objektivnosti (8.1.6) postaje

<g” 28 gt 5%?—)(-’} +"
K

0 .
= k. x’-L;K) ~0.  (8.1.10)
X K

OX.LK (i1

pri &emu gradijenti mikrodeformacije, kao ortogonalni tenzori, imaju tri me-
dusobno nezavisne koordinate.

8.2. Materijalni tenzori deformacije i nelinearne konstitutivne jednacine za
anizotropne materijale. SpecifiCna slobodna energija (8.1.8) je funkcija od 22
nezavisno promenljivih argumenata x:‘K, XI'CK, X’f,-,; g 1 0. Sistem od tri parci-
jalne diferencijalne jednadine (8.1.10) dozvoljava stoga 22-~3=19 medusobno
nezavisnih integrala. Uzeéemo te integrale u obliku

Bhr= Y ¥ins Keps=Xgk XLt 6. (8.2.1)
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S obzirom da su gradijenti mikrodeformacije ortogonalni tenzori, tj. da
zadovoljavaju uslove (3.2.5), o€igledno je da materijalne tenzore deformacije %,
i Ky;a moZemo napisati i u obliku

T =Yg fo,
(8.2.2)

k k
Kxim =Xk XM= — Yoo X -x:M= — Ky ppr.
Sistem (8.1.10), prema tome, ima opste refenje oblika

b=0Egzs Keznr ) (8.2.3)
pa konstitutivne jednadine (8.1.9) postaju

do i
ti = kxi,
P()ZKL L-xkXp
" oy i)k
mik =p XA LX Mo (8.2.4)
bKKLM
0¢
KT

i invarijante su u odnosu na superponirana kruta kretanja.

Jednadine (8.2.4) su nelinearne konstitutivne jednadine za proste anizot-
ropne termoelastiéne mikropolarne materijale.

Ako umesto materijalnog tenzora deformacije X ; uvedemo materijalni
tenzor relativne deformacije &g,

Exr=Zxr— Ggr= XkafL" Gy (8 2.5)

konstitutivne jednadine dobijaju oblik

th=p xi.Kxf,_,
a KL
is ()4} i J k
milk — x5, 8.2.6
PbKKLMXKXL,M ’ ( )
__9¢
00

Uvodeéi vektore direktorskog pomeranja, odnosno gradijente mikropome-
ranja, tada na isti nadin kao i u odeljku 7.3, dobijamo

Lix=gk+9%k, xe=gk —o%. (8.2.7)

Medutim, s obzirom da je X’-‘K ortogonalan tenzor, tj. da zadovoljava relacije
(3.2.2), lako nalazimo da je

Pxr+ Prx+Pux® L=0. (8.2.8)

4 Mechanika prostih polarnibh kontinuuma
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Odavde vidimo da je u linearnoj teoriji

@xrtPrx=0, t. @xr= —Pr- (8.2.9)

Koristeéi (8.2.7) i (7.3.15), materijalne tenzore deformacije &y, i Kgzar,
na osnovu (8.2.2), i (8.2.5), moZemo izraziti u obliku

- . M M
Err=Ug, 1+ Pt Puxt, t=Yx.r~ Prr+ (Uarz— Prmr) P -K»

8.2.10)
- s s
Kirm=Prrmt Psx P Lm™= —Prem—PsL P kM-
U linearnoj teoriji ovi tenzori su oblika
Exr=Ug.L+Prk=Ug,~ PrLs
(8.2.11)

Kyrm=Px.m= —PrLe.m-

8.3. Prostorni tenzori deformacije i nelinearne konstitutivne jednadine za
izotropne materijale. Kod izotropnih materijala mogu se uvesti slede¢i prostor-
ni tenzori deformacije:

ckl=XkKX{(ls
v (8.3.1)
Xitm = Gkt Xkksm Y= — G Yukym Yag, = ~ Wiln »

tako da je specifiéna slobodna energija funkcija oblika
b ="U(ors Hpims 9). (8.3.2)

Koristeéi (8.3.1) i (8.3.2), iz (8.1.9) dobijamo nelinearne konstitutivne
jednadine za izotropne materijale

’Uz—'P 04} Gl;i—P ‘)q) Kl;'l‘l,
00y Kkt
mik = o A , (8.3.3)
()xﬁk
0y
KEPTS
a iz (8.1.10) uslov objektivnosti
y ; ; 0 .
(—_‘)iak 99 0 0V, 0y xu) 0.  (8.3.4)
0 6y; Ok O Rt Kl (i)

Ako umesto oy, uvedemo prostorni tenzor relativne deformacije e,

~ 7o 3k1=3k1—°'k1=8k1—kaX];{1, (8.3.5)
2V L
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za Konstitutivne jednadine dobijamo

0 0 y /) .
ti]:P_dl__p_qJ.ak —-p Hil »
0 sij 0 Skj e xku
0
mik=p v , (8.3.6)
0%
9y
KT
a za uslov objektivnosti
(ﬂe{k -—a—¢séi+ 2 oY % i — o x'k}') =0. (8.3.7)
dey Oy 0%t '] 10)]
Iz uslova ortogonalnosti (3.2.5), koristeéi (8.2.7), dobijamo
Pux = — Pxk- (8.3.8)
Prema tome je
Pra= “‘Plng'; "(PLKgILng- (8.3.9)
Koriste¢i ovu relaciju i (8.2.7), iz (3.2.2) lako nalazimo
Pus+ P~ Pk P 1= 0, (8.3.10)
i vidimo da je, u linearnoj teoriji,
ot Pu=0, 4. Pu=—ou. (8.3.11)

Tenzore deformacije &, i x4, koristei (8.3.1), (8.3.5), (8.2.7), (8.3.9) i
(8.3.10), moZemo izraziti u obliku

m m
S =)+ P — Prutc ¥, 1 =Upey— Phs— (U, = PruD) P - i

(8.3.12)
Kbt = Putom — Prk P m = = Ptesm + Pt P tm
U linearnoj teoriji ovi tenzori su oblika
gy = YUpp+ P = U, 1 — Piss
(8.3.13)

Kkim = Pt = — Pik.m -

8.4. Linearne konstitutivne jednaline za izoiropne materijale. U linearnoj
teoriji, izostavhjanjem nelinearnih &lanova u (8.3.6), konstitutivne jednadine su
oblika

NI SRR LR 1} 5.41)
0eu- axijk @6
gde su tenzori deformacije oblika (8.3.13). -

4*

L oMss I

3
W-ww [DRE.
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S obrirom da su %, i mkm™ antisimetriCni tenzori u odnosu na prva
dva indeksa, moZemo uvesti tenzore drugog reda

ki 1 Kl
xij=*2—€iux--}, m,~j=—2- i M. (8.4.2)

tako da konstitutivne jednadine (8.4.1) moZemo izraziti u obliku

TR R L. (8.4.3)
dey 0 xi; 00
gde je
E=U; —Qi;=U;;— Cijk <Pk,
(8.4.4)
K
*i =75ikl‘P e = Piygs
i
b= (e %> ©). (8.4.5)

Ako nema inicijalnih napona, specifiéna slobodna energija je u linearnoj
teoriji kvadratni polinom oblika

, y 1.
Py = % aT?+AVey; T+—:,12— BiM gy e+ 5 C gy, (8.4.6)

gde smo, u analogiji sa (7.5.4), uveli prirastaj temperature, 7T=0-8, za koji
pretpostavljamo da je dovoljno mali.

U (8.4.6) su
Aij= agij’

Bijkl — v]_ gij gkl + vz gik gil+ V3 g” gjk’
(8.4.7)
Cikl | gil ghl 1 ¢, gik gil 1, gil gk,

materijalni izotropni tenzori, «, @, v,, v, V3, T,, T, i T, materijalne konstante.

Koristeéi (8.4.6) i (8.4.7), iz (8.4.3) dobijamo linearne konstitutivne jed-
nacine u obliku

th=(v, ;4 aT) gl +v,e¥ 4+ v, el
mli =1 %, gV + 1, x + 1,0, (8.4.8)

pen=—«T—ag,
gde je

g =u;=divy, x,=<pf,-=divcp (8.4.9)
i gde smo iskoristili jednatinu konzervacije mase u obliku

prrp, (1 —g). (8.4.10)
Ako stavimo

Ey=1U;; —Qy=€; +ri— Qi =8, + &y (r" - Cpk), (841 1)
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gde je
1 1
€= ‘2‘ (i +us), ri= —2— (ui,5—u;,9), (8.4.12)

konstitutivne jednadine (8.4.8) moZemo pisati u ekvivalentnom obliku
t'=(\e,+aT) gV +2 eV + kel (r,—qp),
mij=71<Pfck 8Y 4+ 7,98 T 0, (8.4.13)
P = —aT—ae,

gde su A i p klasiéne Lameove konstante, a ¢, vektorska reprezentacija ugla
nezavisne rotacije materijalnih taaka kontinuuma.

Iz (8.4.13) vidimo da u linearnoj teoriji ukupan broj materijalnih kons-
tanata iznosi 8.

8.5. Jednaline polja. Prvi i drugi Kosijev zakon kretanja (jednadine (3.3.5)
i (3.3.10)) moZemo napisati u obliku

Po ﬁi=ti{j+9fi’
8.5.1)
fo I({;ij: t[17]+ mijf‘ et Plij’
gde smo, s obzirom da su deformacije infinitezimalne, u prvoj aproksimaciji
stavili

o0 =il oI d% dg—p,IoV. (8.5.2)

Na osnovu (8.5.1),, koriste¢i linearnu konstitutivnu jednadinu (8.4.8),,
prvi Kogijev zakon kretanja dobijamo u obliku
Va AU+ (V) U a0+ (=) g e gy +o fi—pyti=0.  (8.5.3)
Napisana u vektorskom obliku, ova jednadina je
v, AZ+ (v, +v;) grad (div—z;) +agrad 0+ (v;—v,) rot;—i- p?—- pou=0. (8.5.4)
Da bismo dobili drugi KoSijev zakon kretanja, konstitutivnu jednadinu
(8.4.8), napisaéemo u povoljnijem obliku. Koristeci, naime, relaciju
mik = it gk,
dobijamo

" y n 1 i mn
mik =gy, ek v, wiik 4 > Ty 85 Spmn %1

Diferenciranjem, odavde je

ijk - ik 1 il mn
m? =7, %, L+ 1, % ,k+—5~13g"’8,,,,.,,x..,,k,

§to moZemo izraziti u obliku

ij

m =1, VA + (1, + ) €l 9% . (8.5.5)
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Iz konstitutivne jednacine (8.4.8), lako nalazimo
1l = (v, — v,) il = (v, — v,) (r¥ — o),
§to moZemo izraziti u obliku
11 = (v, — v,) V% (1, — @), (8.5.6)
Zamenjujuéi sada (8.5.6) i (8.5.5) u (8.5.1),, dobijamo
009V =y €% AGi+ (vy = v5) 0% (1~ ) + (5, + 7)) €V 9 +p I,

Ako jo§ stavimo

@ = giik ‘51:, 1= itk [, |
dobijamo, konaéno, drugi KoSijev zakon kretanja u obliku
B0 191 = Ty A®k+ (%~ V) (=91 + (7 +5) 9, e+ 0 L (8.5.7)

Napisana vektorskim oznakama, ova jednalina je oblika
7, A9 + (7, + ;) grad (div @) + (v; — v,) (—; rotu-+ cp) +pl—p,lo=0. (8.5.8)

Da bismo dobili diferencijalnu jednalinu za odredivanje polja temperature,
iskoristicemo konstitutivnu jednadinu (8.4.8),, jednadinu balansa entropije (6.2.3)
i Furijeov zakon (7.6.4). Na taj nadin dobijamo

kAB+ph+08)ab+6,a4"=0. (8.5.9)

Sistem od sedam diferencijalnih jednadina (8.5.4), (8.5.8) i (8.5.9), za-
jedno sa jednadinom konzervacije mase

o =po (1 —diva), (8.5.10)
predstavlja kompletan sistem jednadina za odredivanje nepoznatih funkcija _t:,

;,91'9.



9. DIPOLARNI ELASTICNI MATERIJALI

9.1. Energija deformacije i konstitutivne jednadine. S obzirom da su ela-
stiéni procesi potpuno reverzibilni, pri njihovom proudavanju uvek moZemo
uvesti specifinu energiju deformacije. Kod adijabatskih procesa to je specifiéna
unutra$nja energija, a kod izotermitkih — specifiéna slobodna energija. U sa-
glasnosti sa (4.2.7), jednaina balansa specifiéne energije deformacije za dipo-
larne elastine materijale je oblika

p&:rfivi,j+h”!"‘)v,.,jk. 9.1.1)
Koristeéi relacije
vi.j = fC,'; KX{(j,

9.1.2)
v;,,-k=5¢i;KLX;KjX;Lk+Xi;KX;Kjk,
Jednadinu (9.1.1) moZemo napisati u obliku
06 = (o0 X5+ H OB X5} sy g+ W 0P X5 X (9.1.3)
odakle zakljulujemo da je specifitna energija deformacije funkcija oblika
o'=cr(x’fK, x;kKL). (9.1.4)
Diferenciranjem po vremenu odavde dobijamo
5=0% ke 9T b (9.1.5)
X;x OX; kL
Uporedujuéi jednaéine (9.1.5) i (9.1.3), dobijamo konstitutivne jednadine
u obliku
" [ do ¢
i — g gl xl et x! ),
°e (ax§K ’K OXixL K

(9.1.6)

- . 06 ;&
H (jk)=pgll ; x!Kx;L-
ox;KL

Da bi, medutim, tenzor napona t¥ bio simetrian, tj. da bi drugi Kogijev za-
kon kretanja (4.2.4) bio zadovoljen, desna strana jednaine (9.1.6), mora zado-
voljavati uslov

(g” dc[)' x g+ gt 016 x,;'KL) -0, 9.1.7)
0X; ¢ XKL L

§to je uslov objektivnosti za specifiénu energiju deformacije (9.1.4) i konstitu-
tivne jednadine (9.1.6).

55
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Jednadina (9.1.7) predstavlja sistem od tri parcijalne diferencijalne jedna-
¢ine koje mora zadovoljavati funkcija specifiéne energije deformacije. S obzirom
da je specifitna energija deformacije funkcija od 27 mnezavisno promenljivih

x;kKi x;kKL, sistem (9.1.7) ima 27 — 3 =24 medusobno nezavisnih integrala. Ima
vi§e moguénosti za izbor tih integrala. Mi éemo uzeti sledede:

CKL=gk1x:‘Kx§L’
(9.1.8)
Exim=Ggy ch x;kLM = Egprs
tako da (9.1.7) ima opite refenje
6=06(Ckrs Egrm)- -1.9)

Koristeéi sada (9.1.9) i (9.1.8), konstitutivne jednadine (9.1.6) moZemo
napisati u obliku

W=2p o0 xl;Kxj;L’
' KL
(9.1.10)
L 06 oK ._j _k
KUK = ———g"X;zx’;Lx;M-
p()l‘Tl.Kz.M

Ovo su nelinearne konstititivne jednadine za anizotropne dipolarne elastiéne ma-
terijale i invarijantne su u odnosu na superponirana kruta kretanja.

Ako umesto tenzora Cg; uvedemo tenzor relativne deformacije

konstitutivne jednadine dobijaju oblik

o= 9o xigxlp,
‘KL
(9.1.12)
. 06 L oK _j _k
RO o gl X5 x!; xiy.
paE{(LM

Materijalne tenzore deformacije Eg; i Egpp,, Koristeéi (9.1.11), (9.1.8) i
(7.3.15), moZemo izraziti u obliku

2EKL=uK,L+uL,K+uM,KuN,IL’
(9.1.13)

k
Egrp=tyg, ppr— Uk U ;LM

U linearnoj teoriji, u sludaju infinitezimalnih deformacija, ovi tenzori su oblika

1
Egr= '2— (g, L+, 8

(9.1.14)
Exia=tx, Lu-
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Za izotropne dipolarne elastiCne materijale uveS¢emo prostorne tenzore
deformacije

K L
Cu=GCy X;1k X1,

(9.1.15)
eklm=grkx;LMX;LIva'[H= “grkx;rKX;Klm=ekm1,
tako da konstitutivne jednaline (9.1.6) postaju
i j oo i
W= 20— cr+tp—€tm—2p -~ €m,
Cik €iim Chmj
(9.1.16)
B OB = o 9o ,
oe
a uslov objektivnosti (9.1.7) postaje
(-2_"2024,_"‘_’_9{,,,,_2 9a e,;;,") -0, (9.1.17)
Cik Citm Crmj fij)

Ako umesto prostornog tenzora deformacije c;; uvedemo prostorni tenzor
relativne deformacije e,
2e=8u—Cu (9.1.18)

konstitutivne jednaline ée biti oblika

ap(22-29% 64 27 0y 9o e,;,;:'),

de; de; €, 084,
' ! Y (9.1.19)
B = p 93 ,
Oeyy
a uslov objektivnosti oblika
(2E’_e§,- 0 & 222 e,}'i) =0. (9.1.20)
0 € de ilm Chmi (i)

Koristeéi (9.1.18), (9.1.15) i (7.3.15), prostorne tenzore deformalije e, i
ey, moZemo izraziti u obliku

m
2ep =t F Uy~ Uy i Y1,
(9.1.21)
K
Crim = Upe, jm T+ Ui KU 5 Im

U linearnoj teoriji, za slu¢aj infinitezimalnih deformacija, ovi tenzori su
1
ek1='2*(uk,1+ Uk Chtin™= Uk, 1> (9.1.22)

U linearnoj teoriji, izostavljanjem nelineranih ¢&lanova u jednadinama
(9.1.19), konstitutivne jednadine za izotropne materijale su oblika

Tii=p_0_£, B U0 = 9o

de,; 0e,.jk

(9.1.23)

i invarijantne su u odnosu na superponirana kruta kretanja.
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U jednadinama (9.1.23) Specificna energija deformacije je funkcija tenzora
e i ey, Pretpostavljamo da je ona neprekidna i diferencijabilna funckga Ako
jo§ pretpostavimo da nema inicijalnih napona, u linearnoj teoriji ona je kva-
dratni polinom oblika

. 1
00 = _;_ AW g+ = Bikim ¢ €1ns (5.1.24)

gde su
Aukl )\gu gk[ + N (glk gjl +gllgjk)
Bijklmn =Y, gjk gil gmn + Y2 (gjl gmk gm' + gllc gmj gm' + glj gnk gmi +

+glk gnj gnu‘) 4 s (gli gjm gkn+gil gjn gkm) +
(9.1.25)
+ Ys (gin glm gjk + gim gln g}k + glj gki gmn + gkl gu gmn) +

+ Ys (gu glm glm +gjn glm gki + gij gkm gln + gjm gl/z gki),

izotropni tenzori, a A, W, Y,, Y ..., Ys Materijalne konstante.

Zamenjujuéi sada (9.1.24) u (9.1.23) i koristeéi (9.1.25), dobijamo line-
arne konstitutivne jednadine za izotropne dipolarne elastiéne materijale u obliku

t=ne gl+2uel, (9.1.26)
KU =h gike' "y h, (e 4 ekity + h elik 1
(9.1.27)
+h,(2gke'{ +gkie” 1+ giie® ) +h(gie' ) +gke'f), '
gde smo uveli oznake
Yi=h, 2v,=h, 2vy,=hy, yv,=h 2v;=h,. (9.1.28)

U linearnoj teoriji dipolarnih elastiénih materijala, prema tome, ukupan
broj materijalnih konstanata iznosi 7.

9.2. Parcijalne diferencijalne jednadine kretanja. Diferencijalne jednagine
kretanja za dipolarni kontinuum, na osnovu (4.2.2), moZemo napisati u obliku

V4o fip, it =0, 9.2.1

gde smo u prvoj aproksimaciji stavili
0%y

pv "90”“'900“2

Iz konstitutivnih jednadina vidimo da tenzor napona fV nije njima odre-
den. Medutim, iz jednadine (4.2.6) nalazimo

Ly LR UETY o /A (9.2.2)
pa diferencijalne jednaline kretanja (9.2.1) moZemo pisati u obliku

o+ 4o fi—py il =0, (9.2.3)
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Ako okoline materijalnih tadaka u nedeformisanoj konfiguraciji posmatramo
kao infinitezimalne sfere, moZemo pisati

IXL = JGXL, (9.2.4)
pa, na osnovu (4.1.7), u prvoj aproksimaciji dobijamo
ikl = Jght, (9.2.5)
Koriste¢i ovaj izraz. iz (4.1.9) za inercijski spin nalazimo
I'i= gt (9.2.6)

gde smo u prvoj aproksimaciji stavili
2
1)"-’=ii"-f=—a @u'+).
012

Koristeéi linearne konstitutivne jednadine (9.1.26) i (9.1.27), kao i izraz
za inercijski spin (9.2.6), iz (9.2.3) nalazimo linearne parcijalne diferencijalne
jednagine kretanja u obliku

p.(l —MA)Auf+(x+u)(1- 2hyt4hy+2h A>u{-,‘_
- At

’ (9.2.7)
~plli—p, (1 -1A) i =0.

Ovaj sistem od tri linearne parcijalne diferencijalne jednadine, zajedno sa jedna-

¢inom konzervacije mase, p=g,(l —u%), predstalja kompletan sistem jednadina

za odredivanje nepoznatih funkcija #' i p.



10. ELASTICNI MATERIJALI REDA DVA

10.1. Konstitutivne jednadine, U saglasnosti sa (5.2.9), jednadina balansa
specifiéne energije deformacije za elastiéne materijale reda dva je oblika

pc}=t(ii’vi,,+mifkmg,k- (10.1.1)

S obzirom, medutim, da gradijent tenzora vrtloZnosti ima osam medusobno
nezavisnih koordinata, jer izmedu njih devet postoji jedna veza oblika

ik mij,k=0’ odn. wij,k+0)jk,,-+wk,-,j=0, (10.1.2)

jasno je da svih devet koordinata tenzora naponskih spregova ne udestvuju u
jednacini balansa (10.1.1).

Ako tenzor naponskih spregova razloZimo na sferni i devijatorski deo, tj.
milk =3l' SIK, i ¢ ik, (10.1.3)

tada je odigledno, zbog (10.1.2),
mi% oy g = p* e g (1 0.1.4)

pri Gemu devijatorski deo tenzora naponskih spregova takode ima osam me-
dusobno nezavisnih koordinata, jer 1zmedu njih devet postoji jedna veza oblika

g u* =0, odn. pik 4 ki ki —Q, (10.1.5)
S obzirom na (10.1.4), jednadinu (10.1.1) moZemo napisati u obliku
po =t oy -+ ik ey, (10.1.6)

i iz nje zakljutujemo da samo devijatorski deo tenzora naponskih spregova
moZe biti odreden konstitutivhim jednafinama.

Neodredenost tenzora naponskih spregova nema, medutim, uticaja u
diferencijalnim jednadinama kretanja, jer je ocigledno, iz (10.1.3),
m"” e =u" (10.1.7)

Koristeéi (9.1.2), jedna€inu balansa specifine energije deformacije (10.1.6)
moZemo napisatt u obliku

o6 = (1D XF 4+ w00 X5 ) tx + W UR XT | X7 4 % ke (10.1.8)
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odakle zakljuujemo da je specifina energija deformacije funkcija oblika
o=o(x g, x¥gp). (10.1.9)

Diferenciranjem po vremenu odavde je

06 & 00 &
o i+ 10.1.10
0x:"K K ofoL s KL ( )

g=

pa uporedivanjem ove sa jednafinom (10.1.8), dobijamo konstitutivne jedna&ine
u obliku

) f 0c do
16 = gu( ML) )
P dfo K ax;IKL KL
(10.1.11)

Desna strana prve od ovih jednadina mora biti simetri¢na po indeksima 7 i j.
Takode, s obzirom da je pV*= —pik, bide pfUN=0, pa otuda konstitutivne
jednadine (10.1.11) moraju zadovoljavati uslove

oo . 00
(g" 7 ng+g', 7 x{ KL) =0,
ox; g 0X; g1 )

(10.1.12)

do
(927 dts) -
X; kL Giik)

Specifiéna energija deformacije (10.1.9) je funkcija 27 nezavisno promen-
ljivih fo i xf‘KL, pa otuda sistem od 13 parcijalnih homogenih diferencijalnih
jednadina (10.1.12) ima 27 —13 =14 medusobno nezavisnih integrala. Te integ-
rale ¢emo uzeti u obliku

ko
CxrL=8uX; xX; s

(10.1.13)
1 ! k
DKLM=CM[K‘L1=?(gka{(ML Xk —8u’X; MKng)s
tako da sistem (10.1.12) ima opste relenje
6=6(Cxrs Dgiap)- (10.1.14)

Koristeéi (10.1.14) 1 (10.1.13), konstitutivne jednaCine (10.1.11) postaju

, do 006 G i
,(u)=2p( xiexd 4+ g x’;)LM),

()CLK DKLM
(10.1.15)

[J-i(jk) =0

oo b b

s ot o i |
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Ovo su nelinearne konstitutivne jednadine za anizotropne elastiéne materijale
reda dva i invarijantne su u odnosu na superponirana kruta kretanja.

Ako umesto tenzora Cg; uvedemo tenzor relativne deformacije
2EKL=CKL.—GKL’ (10.1.16)

konstitutivne jednadine dobijaju oblik

" 96 i 9o X
,(u)=p( X g Xl +2 xf‘xx'?,_M),
KL

KLM
(10.1.17)
w0 =p b X g x P xh
Na osnovu (10.1.16) i (10.1.13), koristeéi relaciju
X x=gk+ T
tenzore deformacije Ep; i Dg;, moZemo izraziti u obliku
2E g =up+up gty g uy,
(10.1.18)
Dgrm= % (g Lre— Yr.xm+ U WS & = Up g o -
U linearnoj teoriji ovi tenzori su oblika
Eg= ";‘ (ug.L+ ULk
(10.1.19)

. 1
Dyrp= ‘2— (Ug.Lo— ULxm)-

Za sludaj izotropnih materijala moZemo uvesti sledeée tenzore defor-
macije

K L
cu=Grr X « Xi'ps

(10.1.20)
1 .
dklmzcm[k-’]=_2—(GKLX;Kml X;Lk—GKL X,Kl X;Lkm),
tako da konstitutivne jednadine (10.1.11) postaju
1= o (2 95 ch+2 _‘)Ld{k,+_‘_)_"_ d,;,'i) ,
()cjk odjkl adklj
(10.1.21)

wiUw = _Lp c) (‘)_°+‘)_“) ,
2 dy  ddy,
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Ako, pak, uvedemo prostorni tenzor relativne deformacije

2e,=g;—Cis (10.1.22)
konstitutivne jednadine dobijaju oblik
1 = o 95 _ 20—Ge,'; _ 2_‘)_ci.d{k1_ do d,;,’i) ,
‘oeij bejk 0djkl ddklj
(10.1.23)
wm:p( 9o +_<25_)_9e; (0_°+0_6)
0dy,  Ody, ody,  0dy;
pri ¢emu, na osnovu (10.1.22) i (10.1.20), koristeéi relaciju
X:Kk =gi— uf" k>
za tenzore deformacije e;; i dj; dobijamo
2e;=u ;U ;= Upy ul
(10.1.24)
dklm = —2—' (ul,km ~ Uiy T Uyt u:‘k — U km url)'
U linearnoj teoriji ovi tenzori su oblika
1
e;= '2_ (w2 + 15,
(10.1.25)

1
dijk = ? (uj.ik - ui,jk)'

U linearnoj teoriji, izostavljanjem nelinearnih €lanova u jednaginama (10.1.23),
konstitutivne jednacine su
Jdo

) J
' Pc)e,-j ’
(10.1.26)
p."(/")=p( Jdc + dc ),
ody  Ody,
pri emu je
o=0(e;, dy), (10.1.27)

a tenzori deformacije su oblika (10.1.25).

S obzirom da tenzor d; ima osam medusobno nezavisnih koordinata,
funkcionalnu zavisnost specifine energije deformacije od tog tenzora ogranici-
¢emo na takav nadin da bude ([19])

sﬁk—03—=0’ odn. 2% ;29 99 (10.1.28)
T 0dyy Ody  0dyg  0dy,
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Konstitutivnim jednaginama (10.1.26) odreden je simetri¢ni deg yiUW
devijatorskog dela tenzora naponskih spregova. Ovaj tenzor, kao i ik Hima
osam medusobno nezavisnih koordinata. Da bismo, medutim, znajuéi ’gi(fk)
odredili p%, postupi¢emo na sledeéi nadin. ’

Uvodeéi oznaku

iR = ik — ik, (10.1.29)

lako je pokazati, s obzirom na (10.1.5), da vaZi

4
p.uk=-3-v””‘. (10.1.30)
Koriste¢i, dalje, (10.1.28), iz (10.1.26), dobijamo
vi[ik]=_3_p do ,
27 ody
tako da je, s obzirom na (10.1.30),
wik—209° (10.1.31)
0dy

S obzirom da su antisimetriéni po prva dva indeksa, tenzore p¥* i d
moZemo prikazati pomocu tenzora drugog reda, tj.

Wik = gty ik, dy =gy, (10.1.32)
odnosno

‘“'k=%siﬂpijk’ Kl.k=_;‘5iﬂdljk’ (10.1.33)

Koristeéi ove relacije, konstitutivnu jednadinu (10.1.31) moZemo izraziti u
obliku

“”:pagz’ (10.1.34)
ij
pri Cemu je
i i 0 OG V
wi=0, »%,=0, gij:)?=0. (10.1.35)

ij

Tenzor w” je devijatorski deo tenzora naponskih spregova
7
P | . g1 i
y,u=m'i_—3—m,g'j, (mi =?e,,,.m’1), (10.1.36)

a tenzor x,, koristedi (10.1.25), i (10.1.32),, moZemo izraziti u obliku

x’.k=-;—s”fuj,,k, (10.1.37)

odnosno

®le= =1y, (10.1.38)

5 Mehanika prostih polarnih kontinuuma
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gde je

1
r=—=eVu,,
2

odn. {r'}= ——;—rotz (10.1.39)

U konstitutivnim jednadinama (10.1.26), i (10.1.34) specifitna energija
deformacije je funkcija tenzora e;; i ;. U linearnoj teoriji ona se moZe preds-
taviti kvadratnim polinomom oblika

. | N
90'=—;'"A’]k1e,-jekl+?Buklxijxk,, (10.1.40)

gde su
AU ) git gkl 1y (gl ik 4 gik g,
(10.1.41)
B —x gl gl gik gil 4 ©_ gil gk, ,

materijalni izotropni tenzori, a A, yu, 7,, T, i ¥, materijalne konstante.

Koriste¢i sada (10.1.40) i (10.1.41), iz (10.1.26), i (10.1.34) dobijamo
linearne konstitutivne jednaine u obliku

1D =ne gl +2pel,
(10.1.42)
i =y, % + v, %,
gde smo uveli oznake
V =Ty V=Ty.

Konstitutivne jednadine (10.1.42) su identiéne konstitutivnim jednafinama
koje su dobili R. D. Mindlin i H. F. Tiersten [20] linearizujuéi konsti-
tutivne jednadine koje je izveo R. A. Toupin [19]

10.2. Parcijalne diferencijalne jednadine kretanja. Parcijalne diferencijalne
jednadine kretanja za kontinuum reda dva, na osnovu (5.2.4), moZemo, u line-
arnoj aproksimaciji, napisati u obliku
0%

W  in i _
e

(10.2.1)

Konstitutivnim jednadinama nije odreden antisimetri¢ni deo tenzora napona.
Medutim, iz (5.2.6) nalazimo

(W = _mijk,k_l_ o (TV — 1), (10.2.2)
odakle sledi
t[ij}j= "mijk,jk‘f'P(rij,i“lij,])’ (10.2.3)
pa (10.2.1) moZemo napisati u obliku
o ; ; , otul
t‘,”—(.L”‘,,-k+p(1“’,,-—1],;)+pf’=90?, (10.2.4)

pri ¢emu smo iskoristili i (10.1.7).
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Koristeéi (10.1.33), iz (10.1.42) nalazimo
" oo ] y
phe =y it ooy, et d,,, (10.2.5)

odakle sledi 3 -
puk, =Y, d”k, s (EVekmnd . =0). (10.2.6)

Posmatrajué¢i materijalne tatke kontinuuma kao infinitezimalne sfere, na
osnovu (5.1.7), za inercijski spin u prvoj aproksimaciji dobijamo

- 2 ,0,] 2 ,.4,0
S L (" wl _Ou ) (10.2.7)
2 or? or?
odakle je
r? Ly a—z(Aui—uj . (10.2.8)
77 o ' -

Koriste¢i sada (10.1.42),, (10.2.6), (10.2.8) i (10.1.25), iz (10.2.4) dobi-
jamo linearne parcijalne diferencijalne jednaline kretanja u obliku
()\+p.)uk,i,i+p,Aui ?VIAAu —?leu W—el’;+
(10.2.9)
P (1w — 1 —u) =0
pos;—z- v —Tu i —u)=0.
Ako zanemarimo uticaj inercijskog spina i zapreminskih spregova, ove jednali-
ne postaju
M +w e +udu +—1—v AAu’——v Auk - ﬂ—0 (10.2.10)
WU, ki 5 1 5 1 ) YD) > -~
ili u vektorskom obliku
=] ~ 1 - Pu
(A + ) grad (divu) + pAu +?v1 AA u—-i—v1 A grad (divu) — po—a—;;= 0. (10.2.11)
Za nesti§ljive materijale je
u’fk=div;= 0,

pa, bez uticaja inercijskog spina i zapreminskih spregova, linearne parcijalne
diferencijalne jednacine kretanja su

;1 ;0%
p.Au +—2—V1AAu =po'—é‘t7, (10.2.12)
ili u vektorskom obliku
Ru
p.Au+ 2 leAu Po— R (10.2.13)

VaZno je, na kraju, uo&iti da se u parcijalnim diferencijalnim jednadina-
ma kretanja ne pojavljuje materijalna konstanta v2 koja figurie u linearnim
konstantnim jednalinama.

Sistem od tri parcijalne diferencijalne jednadine kretanja (10.2.9), zajedno

sa jednadinom konverzacije mase, p=p, (1 —u’f %), predstavlja kompletan sistem
jednadina za odredivanje nepoznatih funkcija u' i p.

5*






11. PROSTI MIKROFLUIDI

11.1. Disipativna funkcija i konstitutivne jednaline. Za razliku od pona-
$anja elastitnih materijala, kod viskoznog tedenja postoji disipacija mehaniCke
energije. To zna&i da proces viskoznog teenja nije mehanitki reverzibilan, pa
za izvodenje konstitutivnih jednadine nije dovoljan samo prvi zakon termo-
dinamike (zakon konzervacije mehaniCke energije) ve¢ i drugi zakon, u
nekom od svojih ekvivalentnih oblika.

U saglasnosti sa jednadinama (6.1.16) i (6.1.17), disipativna funkcija je

o ® = T,y 0950, (11.1.1)

pri ¢emu nemehanike efekte nismo uzeli u obzir.

Jednadina (11.1.1) daje vezu izmedu disipativne funkcije i mehanigkih ire-
verzibilnih sila. Da bismo, medutim, ireverzibilne sile izrazili preko disipativne
funkcije, iskoristi¢emo princip najmanje ireverzibilne sile [18], tako da dobijamo

0P i\ ' 0P
FY0) ov@ ’
gde je @ funkcija generalisanih brzina 7@,

Viskozni fluid sa mikrostrukturom ¢emo definisati kao specijalnu klasu vis-
koelastiénih materijala kod koje su reverzibilni delovi tenzora napona dati sa

(11.1.2)

D= P @ (

gti=—pgl, pgii=—pgh, hih=0, (11.1.3)
tako da je ,
t= —pgliy tU, <= —pgiy 2l hik=  piik (11.1.9)
gde je p hidrostatiki pritisak.
Koriste¢i (11.1.1) i (6.1.2), disipativau funkciju moZemo izraziti u obliku

. K .1 . . . £\ 4
p@=pti g X ik + (Y d(-o;')—ut'j d9 + ph* d(oj) k Xi) dio) +

(11.1.5)
+ ol d S X5 diey; x»
pri ¢emu smo stavili
otigy X5 zaa=1,2,...,9
pY@ =% I d)— pt1dY + ik dD XK za a=10,11, ..., 18 (11.1.7)
phd® x5, za a=19,20, ..., 45
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Wi

X x za a=1,2,...,9
V@ =< di za a=10,11, ..., 18 (11.1.7)
Ao & za a=19,20, ..., 45.

Iz (11.1.5) zakljuujemo da je
CD‘_"(D(x.fKa d}f(a)y a”-c(a);K)a (11]8)
tako da koriste¢i (11.1.5), iz (11.1.2) dobijamo konstitutivne jednadine u obliku

Xk
) [ 0D 00 0o ;
o =x g | ——x! — &+ — dl ) 11.1.9
o =nE (axix K 0d O 0d ek F (11.1.9)
, . 0D Pk
Dhljk”)\gd—-j‘—‘dl(a)x,K,
ad.(a);K
gde smo uveli oznzku
oQ ] od 1 od i -1
A= <I>( LA | ST, d.a;) . (1.1.10)
o T oy O T 0 kK (

Desna strana jednadine (11.1.9), mora, medutim, zadovoljavati uslov

0D 2@ oD
[g'l(a.)é{K x’;K+ md’.(a)-i- md{(a);l()]“]=0’ (11.1.11)

u cilju da bi drugi Kogijev zakon kretanja bio zadovoljen. Poslednja jednadina,
koja predstavlja sistem od tri parcijalne diferencijalne jednadine, je uslov objek-
tivnosti za disipativnu funkciju i konstitutivne jednaéine, tj. uslov njihove inva-
rijantnosti u odnosu na superponirana kruta kretanja.

D151pat1vna funkcija (11.1.8) je funkcija od 45 nezavisno promenljivih

ka, d* @ 1 d* .y k- Sistem od tri parcijalne dlferencualne jednadine (11.1.11)
ima stoga 45-3=42 osnovna medusobno nezavisna integrala. Te integrale
éemo uzeti u obliku

1.. S
fu= 7(‘1: @dF +d; 0 dD =y,

ay=gy X5 x! x—diwy d9 =0, ;—vy (11.1.12)
A= iy Ak X+ G o X dS = vy 1
tako da sistem (11.1.11) ima opSte reenje
Q=D (f;, a;, dy). (11.1.13)

Lako je pokazati da su tenzori fj;, a;; i dy svi objektivni, tj. da ostaju invarijantni
pri superponiranom krutom kretanju,
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Zamenjujuéi sada (11.1.13) u (11.1.9) i koriste¢i (11.1.12), dobijamo
konstitutivne jednadine u obliku

Dtij;-)\_ag ,
oay

o222 (11.1.14)
ofy

Jkar 22
ddy

gde je

( -1
00, 92, 00 k,,,,) (11.1.15)

)\=pq>(——akl+—‘—f;¢1+_—d
day 0f 0dy,

Jednatine (11.1.14) su nelinearne konstitutivne jednadine za proste izotrop-
ne mikrofluide i invarijantne su u odnosu na superponirana kruta kretanja.

Disipativna funkcija (11.1.13) je izotropna funkcija svojih agrumenata
i pretpostavljamo da se moZe predstaviti u obliku stepenog reda. U linearnoj
teoriji, kada nema inicijalnih napona, ona je kvadratni polinom oblika

o = O 0, Gyt DG, fiy o EWUf, ot — PR iy (11.1.16)

gde su CUKl Dikl pikl j Fikimn jzotropni tenzori koji se mogu predstaviti u
obliku (7.5.6), 4 s, ¢. Koristei te izraze i (11.1.16), iz (11.1.14) dobijamo line-
arne konstitutivne jednaline u obliku

ti=(—p+bfi+ca)g’+2b,fi+c,a%+c,a",
ti=(—ptafi+ba)g!+2a,f'+2b,a®,

ik = d (d¥ g1l + d'[ gi*) + d, (d 1 g7 + d'7 g™) + )
. . (11.1.
+ d3 dl..1k g7+ d4 d'.l.lgjk + ds (d’.‘.,gf" =+ dj.’.l g"") =+

+dgd'.1 g+ dy A%+ dy (4 d) +
‘}‘ dg dikj + d]o djik + dll dkji’

gde smo, s obzirom na (11.1.4), dodali i reverzibilne delove tenzora napona
i gde su a, a,, b, b,, ¢, ¢,, ¢y, d;, d), ..., d,; materijalne konstante —
koeficijenti viksoznosti. U linearnoj teoriji, prema tome, ukupan broj koeficijenata
viskoznosti iznosi 18, §to je u saglasnosti sa brojem materijalnih konstanata u
linearnoj teoriji elasti¢nih materijala sa mikrostrukturom.

Napomenimo, na kraju, da je C. A. Eringen [21], izvodeci linearne
konstitutivne jednadine za proste mikrofluide, dobio veéi broj koeficijenata vis-
koznosti. On je, naime, u jednaini (11.1.17), dobio 15 materijalnih konstanata,
tako da u njegovim linearnim konstitutivnim jednafinama ukupan broj koefi-
cijenata viskoznosti iznosi 22.
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_ _11.2. Parcijalne diferencijalne jednacine kretanja. Uvode¢i momente mikro-
inercije

iij=1aadi.(¢)dj:(p) =IKLX.iKX":L, (1121)
dobijamo

=18 g &+ I d' oy & ) (11.2.2)
odnosno, stavljajuéi @’ uy=v';d'q i koristeéi (11.2.1),

A iy gl g/

BT—H’”J —ily =iy, =0, (11.2.3)

Sto je sistem od Sest parcijalnih diferencijalnih jednadina za odredivanje Zest
veliina i,
Stavljajuéi
lf'.(a) = (\;.il—i- V‘.,, V'.'1) dl.(a)
i koristeéi (11.2.1), iz (2.3.10) za inercijski spin dobijamo
o= (v + v v (11.2.4)
i vidimo da je u potpunosti odreden veli¢inama iV i v,;.
U linearnoj teoriji prostih mikrofluida ukupan broj nepoznatih funkcija p,

o', v; i ¥ iznosi 1+3+9+6=19. Za njihovo odredivanje na raspolaganju su
nam 19 parcijalnih diferencijalnih jedna¢ina

e

+{(pv%) =0,

Y (P2, «

9iv g g

——(—;—t+lfk7)k——lllv.1—lhvj.1=0, (1125)

Y +0 (fi-v) =0,
1 — il 4 B, 4o (10 = T¥)=0.

Koristeéi linearne konstitutivne jednacine (11.1.17), parcijalne diferenci-
jalne jednagine (11.2.5),, dobijamo u obliku

ov

o _a_t+pvfkv"+p,;g"’—(cl +6) o187 — ¢k gk +

+(c;+¢, ——al)v’.‘k,,-g"_f+(cz—bz) v‘if‘k—bzv’fikvpf'eo,

0VI.1

o7

Wil vk +p v v+ (8, —ec)v" gl +

(11.2.6)
4 (By— c) VT + (b, — ¢5) v 1+ (@, — 2B, + €) Vik g7 4+ (a,— 2B, + eV +
+(a,—2b,+c)vi—(d +d) vk,lkl gi—(d +4d) Vol — d, Vel gi—
—(dy+ dy) v e — (d+ d) V= (dy+ d) Ve —d Vg~

—d gV —d Vo 11 =0,




12. PROSTI MIKROPOLARNI FLUIDI

12.1. Konstitutivne jednacine. Naponsko stanje mikropolarnog kontinuuma
odredeno je nisimetriénim tenzorom napona tY i tenzorom naponskih sprego-
va mU%. Ako ove tenzore razloZimo na reverzibilne i ireverzibilne delove, tj.

th= —pg¥ 4 pti,  mik = pmik, (12.1.1)
tada, na osnovu (11.1.1) i (6.1.3), disipativau funkciju moZemo izraziti u obliku
o® = ptiv, ; — ptWly, + pmiky, (12.1.2)
Ako sada iskoristimo relacije
Uy, p =g KX, Vy= d, (@) d?,

b K () [ K ()
Vij,k=di(m)X;kd'c};K‘l'di(“);KX;kd'.l"

dobijamo
Pq)=Dtin;I(ixt':K+(”Dt[ij]d(-°;)"'Dmiij;de(-?zK)d.i(a)‘*‘
(12.1.3)
+ i X5 d dy uy;
§to moZemo napisati u obliku
pd) = p¥@) 7}(‘1) (12.1.4)
gde smo stavili
Dt"fXﬁ zaa=1,2,...,9
Tw=4 —ptWdD+ e x5 d%x  za a=10,11,..., 18 (12.1.5)
o X5 d® za a=19,20, ..., 45,
i
Lk
Xk za a=1,2,...,9
9@ ={ d*.  2aa=10,11,..., 18 12.1.6)
@)

d*ayx 73 a=19,20, ..., 45.

73
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Koristeéi izraze (12.1.3) — (12.1.6), iz (11.1.2) dobijamo konstitutivne
jednacine u obliku

pti=ngi ‘).ql) x{x,

XK
. f oD od ;
t[’/1=——7\g"( Lt —22 ) (12.1.7
D 2d' @ FE L. @) K )
" . j k
g =Agl ———d @ Xk
_ 0d" wy; x
gde je
odb N od 1 o ] 1
A= p® PLPL LA LA N ) 12.1.8)
° (axi,{ K odw @ 0d T (
Ako sada iskoristimo relacije
d.[.(a)= V[.md’."(a),
d,-(a);K = VI-m,k x;‘K d’-"(a) + Vl~m d,-"(a); K
konstitutivne jednadine moZemo napisati u obliku
ot =ngi! a? x{K,
X;K
ptin= 2 2% (12.1.9)
v,
L
. 0y k
gde je
. -1
x=p<p( ".? xf,(.#’ﬁvk,Jriq’_vk,,m) (12.1.10)
. 0% Ovi OVit, m
i
Q=D (x5, v, vE ). (12.1.11)

Prve dve od jednadina (12.1.9) moraju, medutim, biti saglasne, tj. mora biti

(g,.,—o-if’—x{,(+—‘)3) 0. (12.1.12)
0X;x 0V /i

ij

Ova jednagina, koja predstavlja sistem od tri parcijalne diferencijalne jednacine,
predstavlja uslov objektivnosti za disipativhu funkciju i konstitutivne jednacine,
tj. uslov njihove invarijantnosti u odnosu na superponirana kruta kretanja. Ako
je ovaj uslov zadovoljen, tada druga od jednadina (12.1.9) postaje suviina, jer
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je sadrana u prvoj kao njen antisimetri¢ni deo, pa konstitutivne jednaine mo-

Zemo, konaéno, pisati u obliku

D.tij=)\gil—é,-?i—x{1(1
XK
ik 22
aVlj,k

pri ¢emu mora biti zadovoljen uslov (12.1.12).
Disipativna funkcija (12.1.11) zavisi

(12.1.13)

od 21 nezavisno promenljivih

%¥k, Vi i v, .- Sistem od tri parcijalne diferencijalne jednadine (12.1.12) do-
zvoljava stoga 21 —3 =18 medusobno nezavisnih osnovnih integrala. Te inte-

grale éemo uzeti u obliku
a,-j=v,’j-—vi1=5c,-;KX£—v,.j,
dij =Vii, k>
tako da (12.1.12) ima opste resenje
*=9 (aij’ dijk),

Zamenjujuéi (12.1.15) u (12.1.13) i koristeci (12.1.14),
tutivne jednadine u obliku

ptd =2 o ,
oay
iik
gde je v ’
-1
A= p® ('3_‘1’ g+ 22 dmm) ,
aakl adklm

(12.1.14)

(12.1.15)

dobijamo konsti-

(12.1.i6)

(12.1.17)

Jednadine (12.1.16) su nelinearne konstitutivne jednaline za izotropne
proste mikropolarne fluide, koje su invarijantne u odnosu na superponirana

kruta kretanja.

S obzirom da su m¥ i d antisimetri¢ni tenzori po indeksima i i j, mo-
Zemo im koordinirati tenzore drugog reda, tako da konstitutivne jednadine

(12.1.16) moZemo pisati u alternativnom obliku -

R
day
. .0
i ) —— ,
T

gde je
. ro ok )
mik =elilm ", dijk=€iilb~k’

-1
bk,) .

0o

(011)

(12.1.18)

(12.1.19)

(12.1.20)
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Disipativna funkcija je u ovom slucaju funkcija oblika
D= (a;, b)) (12.1.21)

i pretpostavljamo da je neprekidna i diferencijabilna funkcija svojih argume-
nata, tako da je moZemo predstaviti u obliku stepenog reda. U linearnoj teo-
riji, pod pretpostavkom da nema inicijalnih napona, ona je kvadratni poli-
nom oblika

. L '
P(D — _{ Au/d aij ay + E_Bukl bij bkl’ (12_ 1.22)
gde su
AUkl gli ghl 4 gk gil 1y gil gk,
12.1.23
Bk = gil ghl i1, gik gil 4z, gil gik, ( )

izotropni tenzori, a A, w, v, T,, T, i T; materijalne konstante.

Koristeéi (12.1.22), (12.1.23) i (12.1.20), iz (12.1.18) dobijamo linearne
konstitutivne jednaCine u obliku

ti= —pgl+ha;g’+yual+va,

(12.1.24)
mi =z, b gl +7, 67+, b7, ‘
gde je
a,=v5 = divo,
(12.1.25)
\. L
b= b= - gk d,,

i gde smo, na osnovu (12.1.1), dodali reverzibiini deo tenzora napona.
Ako stavimo
ail = v - = i 4 oY — U = g + Pk (@, —vp),
(12.1.26)
b = yiri,

gde su

(12 1.27)
1 "
vk -—-7 gk VY,
vektor vrtloZnosti (vrtlog) i vektor ugaone brzine nezavisne rotacije materijalnih
tagaka fluida, konstitutivne jednafine moZemo izraziti u obliku
1= —pgl+-nd; g +2mdI+ 7 (o —vy),
(12.1.28)
mil =z v gl 4t vid 4t v,
pri ¢emu smo uveli oznake

2y=(+v), T=(n—v). (12.1.29)
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Napomenimo jo§ da se prva od konstitutivnih jednadina (12.1.28) moZe
napisati i u ekvivalentnom obliku

1= —pgl4 ('I]V ——3—7] ) d,g" + 20 d¥ + 7 ek (e, — vy), (12.1.30)

gde su 'q,,=7\+?“q i 7 koefilijenti zapreminske i smi¢udée viskoznosti, koji fi-

guriu i u konstitutivnim jednaCinama za model tzv. Njutnovog fluida.
Za sludaj nesti$ljivih fluida je

p = const., vf‘k=divv=0, (12.1.31)
pa se konstitutivne jednacdine svode na

t= —pgi+ 2 qdi+ e (o, —vy),
(12.1.32)

iJ = if i J I
mi=1v 8"+ + 1,V + 1y vl

Iz navedenih ekvivalentnih oblika linearnih konstitutivnih jednadina za
model prostih mikropolarnih fluida vidimo da ukupan broj koeficijenata viskoz-
nosti iznosi 6, odnosno 5 za sludaj nesti§ljivih fluida.

12.2. Parcijalne diferencijalne jednaine kretanja. Uvode¢i momente mikro-
inercije, kao i u odeljku 11.2, dobijamo sistem od $est parcijalnih diferencijal-
nih jednacina

ikl . .
a—+i'f’,,, wm Km0, (12.2.1)
{

za odredivanje momenata mikroinercije i*. Za razliku od jednagine (11.2.3), u
ovoj jednalini je giracioni tenzor v; antisimetri¢an.
Takode, za inercijski spin, dobijamo

[0 =il (v + viav™) (12.2.2)

i vidimo da je u potpunosti odreden veli¢inama i* i v;,. Napominjemo da samo
antisimetriéni deo inercijskog spina figurie u difenencijalnim jednadinama kre-
tanja (3.3.7).

Diferencijalne jednadine kretanja mikropolarnog kontinuuma su (3.3.5) i
(3.3.7). Da bismo, medutim, napisali parcijalne diferencijalne jednafine kretanja
prostog mikropolarnog fluida, iskoristi¢emo linearne konstitutivne jednacine
(12.1.30) i (12.1.28),.

Iz (12.1.30), diferenciranjem dobijamo

1= —p"'-i—(ny+in —E‘)”f‘ifJf (’1 +i) Avi—cely,, (122.3)
3 2 2
tako da (3.3.5) daje
. 1 T ki T . ijk 7 L :
—p"+(ny+?n-7)””‘ *(M?)“’“” v tofl—pvi=0, (12.2.4)

$to predstavlja sistem od tri parcijalne diferencijalne jednacine kretanja.
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Iz konstitutivne jednacine (12.1.28),, koris¢enjem relacije

1
g i ..
m'f——i—sp‘lmpq N

dobijamo .
mik = x| Vel o, el vp® o el v, (12.2.5)
odakle je

m'% = (T, + 7Ty ey 47, €0% Ay, (12.2.6)

Takode, iz (12.1.30) nalazimo

1 = ek (w0 — vp) =% (vh 1 —vhi) —xelky,, (12.2.7)

pa, kori§¢enjem ove jednaline, kao i jednadina (12.2.6) i (12.2.2), iz (3.3.7)
dobijamo

(t, +7y) V¥ vfm + 1, 7% Ay, + % (v —vhi)y—1elky, +
(12.2.8)

+oli- % (i etk — i] %) y, — % (Vv —ipviv) =0,

§to je drugi sistem od tri parcijalne diferencijalne jednadine kretanja.

Sistem od dvanaest parcijalnih diferencijalnih jednadina (12.2.1), (12.2.4)
i (12.2.8), zajedno sa jednadinom konzervacije mase

z—$+(pv"),k=0, (12.2.9)

predstavlja potpuni sistem diferencijalnih jedna€ina za odredivanje nepoznatih
funkcija p, v%, V¢ i ¥,

Ako materijalne tadke fluida posmatramo kao infinitezimalne sfere kon-
stantnog polupreénika, tada je

JRL = IGXL, (12.2.10)
pri &emu je [16]
- (122 11)
20 '

gde je D pre¢nik posmatranib infinitezimalnih sfera, bice
M=yt = IG¥ (gk +97x) (g +9'1), (122.12)
odnosno, s obzirom na (3.2.2),, '
M =Igk, (12.2.13)
Za inercijski spin tada dobijamo

T =71vW, (12.2.14)
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pa jedenaéina (12.2.8) postaje

(%, + %) €% V! e+ 1, €% Avy + Tl (o, — vy) +
(12.2.15)
+pelkl, —oIelky, =0,
odnosno .
(r,+7) vf,k-i-'rz Avp+7(wp~v)+ply—pTv,=0. (12.2.16)

Diferencijalne jednadine kretanja u ovom sluéaju su (12.2.4) i (12.2.16).
Napisane u vektorskom obliku ove jednafine su

p@= p]—;— gradp + (-,) _,__T_) AD+ (7,,,4-.1. 7 ——T—) grad (div;)-— 'rrot:;,
dt 2 3 2
(12.2.17)

—

- - — / — =
pri—v=pI+-rzAv+(‘rl+T3) grad(divv)~1k%rotv+v),
¢

i zajedno sa jednadinom konzervacije mase (12.2.9) predstavljaju kompletan
sistem parcijalnih diferencijalnih jednadina za odredivanje nepoznatih funkcija

—_— -

g, Vi v

Za nestisljive fluide, s obzivom da je p=const. i divo= 0, gornje jedna-
¢ine se upro$éuju i imaju oblik
p@=pj~")~ gradp + (1) +E—)A;—1 rot:,
dt 2
(12.2.18)

—

P I%\i = pT+ T, Av+ (v + 7, grad (div_\f) - r(—;— rot ;+—\:) .
t

U sluéaju kad su 7, 7, 7,, 75, /i Tsvi jednaki nuli, diferencijalne jedna-
¢ine (12.2.17), odnosno (12.2.18) se svode na Navie-Stoksove jednaine za
model Njutnovog fluida.






13. DIPOLARNI FLUIDI

13.1. Konstitutivne jednadine. Tenzore <Y i AY* razloZiéemo na reverzibilni
i ireverzibilni deo na sledeéi naéin

ol = —pgil 4 jxll, Rk = Rk, (13.1.1)
tako da, na osnovu (11.1.1) i (6.1.4), disipativnu funkciju moZemo pisati u
obliku
o® =yt v, + phiR o, 4, (13.1.2)
ili, s obzirom da je

vi,j=xi;KX'Kj’ V; jie = Xi KL X;I(jX;Lk"}'xi;KX;I(jk, (13.1.3)

H

u obliku

L

o® = (77 X+ ph'00 X)) dy + phUPXF X7y Sk (13.1.4)

Ako disipativnu funkciju izrazimo u obliku

p® = ;77 @, (13.1.5)
gde su :
(o X AR XSy zaa=1,2,...9 13,16
pTa) = . K oL (13.1.6)
phUR X, X7y za a=10, 11,...,27
ireverzibilne sile, i
g _ | VK za a=1,2,..., 9 (13.1.7)
X KL za a=10,11, ..., 27

generalisane brzine, iz (11.1.2) dobijamo konstitutivne jednadine u obliku

. . i od
DTU = )\gll( a? x{K + 7 x{KL) s
0x;K ()x;KL

(13.1.8)

thk)=;\gu 0? x’K fo,

x;K

gde je

0@ 20 -1
x=pq>( , x§K+—,——x§KL) , @ =05, ). (13.1.9
Xk ()X’;KL

6 Mehanika prostih polarnih koantinuuma
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Da bi, medutim, tenzor napona ,t¥ bio simetrian, tj. da bi drugi Ko-
Sijev zakon kretanja (4.2.4) bio zadovoljen, desna strana jednadine (13.1.8),
mora zadovoljavati uslov

0P 0P
[g” (d)'cl X{K + . x; KL)
3 K

] =0. (13.1.10)
i

Ovaj sistem od tri diferencijalne jednadine predstavlja uslov objektivnosti za
disipativou funkciju (13.1.9), i konstitutivne jednaline (13.1.8). S obzirom da

disipativna funkcija zavisi od 27 nezavisno promenljivih x"K ixf xL» sistem
(13.1.10) ima stoga 27 — 3 =24 osnovna mcdusobno nezavisna integrala. Za te
integrale éemo uzeti sledeée

| ,
dk1=7)(k,1)=—,)‘(xk;K X;K1+xl;K X;Kk)’

(13.1.11)
dklm=vk,lm=xk;KL X,KI X;L""i'-*k:]( X{( Im»
tako da (13.1.10) ima opSte reenje
O =@ (dy,, d,)- (13.1.12)

Koristeéi ovu relaciju i (13.1.11), iz (13.1.8) dobijamo konstitutivne jednadine
u obliku

od,)
(13.1.13)
JHIR =, 00
ijk
gde je
a —1
x=pq>(-‘;-;ldk,+5;idk,m) (13.1.14)
kil kim

Jednadine (13.1.13) su nelinearne konstitutivne jednadine za izotropne
dipolarne fluide, kojs su invarijantne u odnosu na superponirana kruta kretanja.

Disipativna funkcija (13.1.2) je izotropna funkcija svojih argumenata i
u linearnoj teoriji, pod pretpostavkom da nema inicijalnih napona, ona je
kvadratni polinom oblika
1 . | -
p®@ = 5 AN d dy+ ) Biikimn gl s (13.1.15)

gde su AUK i BUk'mn jzotropni tenzori koji se mogu izraziti u obliku (9.1.25).
Koristeéi te izraze i (13.1.15), iz (13.1.13) dobijamo linearne konstitutivne
jednagine u obliku

= —pgli+nd,gi+2pdl,
KU =z d P gkt (d 4 d9T) 4 3, dik 4 (13.1.16)

1, 2d grvd? gk d¥ gy (@5 gV +d' T g*),
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gde su A, @, 7, ,...... , 75, materijalne konstante — koeficijenti viskoznosti.
U ovim jednadinama smo, na osnovu (13.1.1), dodali reverzibilni deo tenzora
napona.

—
Za nestisljive fluide, s obzirom da je d,=vfc r=divo=0i d =0, kons-
titutivne jednadine su

= —pgl+nd gli+2p dv,
KU~z d") gz (AW 4 d9) v, ditk (13.1.17)
+1,(d 7 gx+d¥, gh).

U linearnim konstitutivnim jednadinama, prema tome, ukupan broj koe-
ficijenata viskoznosti iznosi 7, odnosno 5 za sluaj nestidljivih fluida. Napo-
menimo, na kraju, da se konstitutivne jednadine (13.1.17) razlikuju od jedna-
Cina koje su koristili Bleustein i Green [16], jer se u njihovim jedna-
Cinama, pored ostalog, pojavljuje jedan koeficijent viskoznosti manje.

13.2. Parcijalne diferencijalne jednaline kretamja. Koristeéi (13.1.11), lLi-
nearne konstitutivne jednacine (13.1.16) moZemo napisati u obliku

W= —pgl 0ol g+ p (@ +0h),
HUR <z AV g+, (0) K 4 PR fiy 4 ¢, ok 4 (13.2.1)
+1, (Ao gk + Aok g¥),

Iz druge od ovih jednadina je

hi(jk),k=(‘rl+‘r3)v.".j.’1+(‘rz+*r4)vi’.if,+
(13.2.2)
+71, v{‘;;i]+‘r4 v'f,}’.,g"f,
pa, na osnovu (4.2.6), za tenzor napona #¥ dobijamo
19— — pgll + Aty gl +p (0 +vh) — (7, +7) 0 Fl -
(13.2.3)
~ 1,00~ 1,00l g~ p (1~ T).
Odavde je, dalje,
Y= —p’i+)\vf‘;;i+ ® (vifj.j+v{’}i) -
(13.2.4)

— (1)t Nl —2 (t,+7y) o5l = (17,-TY),
tako da, na osnovu (4.2.2), dobijamo parcijalne diferencijalne jednaline kreta-
nja u obliku
poi= Pfi—P'i+7\vf‘1}i+ p.(v "I-H)’j') —
(13.2.5)
—(7+73) ‘vi_’l.‘/;{I— 2(z,+7y) ,vfc;c{ii_ 0 (Iij,j—

6!
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Inercijski spin I'V je odreden jednainom (4.1.9), gde su ¥/ dati sa (4.1.7).
Diferenciranjem po vremenu, iz (4.1.7) dobijamo

i .1 P
im= IRl i, xTp+ I’ x; g X7V,

odnosno
?;;=ikm7)fk+ikl‘v":k. (13'2‘6)
S druge strane je
e jim I
iim +i7 g O,
ot
tako da dobijamo
ilm
a—l—+i’m,kvk—i""'vfk—i"’vfnk=0: (13.2.7)

§to predstavlja sistem od Zest parcijalnih diferencijalnih jednadina za odrediva-
nje Sest veli¢ina ¥,

1z (4.1.9) sledi
V=i 0l v ¥ oly,, (90,=0),,). (13.2.8)

Koriste¢i ovu jednaginu, iz (13.2.5) dobijamo parcijalne diferencijalne jednafine
kretanja u obliku

—p A0+ (A 00 — (x4 ;) MDY —
(13.2.9)

—2(nrr)oil el o fiai” ol 4 iU 0l —p o =0

Za sludaj nesti§1jivih fluida, s obzirom da je vf‘k=0, prethodna jedna-
dina postaje
—P + pAY — (1, + 1) AAY —p 1”4 o it
(13.2:10)
+i; 7551+"Ij"5f1j—9731=0~
Sistem od devet parcijalnih diferencijalnih jednagina (13.2.7) 1 (13.2.9),
zajedno sa jednadinom konzervacije mase
i)
Lt v e=0,
ot

predstavlja kompletan sistem jednalina za odredivanje nepoznatih funkcija o,
ok i ik,

Ako materijalne tadke fluida posmatramo kao infinitezimalne sfere, tada je
IKL — JGKL,
pa iz (4.1.7) dobijamo

okl . TKL % 3!
M=IG""x gx




Mehanika prostih polarnih kontinuuma 85

odnosno
] okl IGEE (ghsuly) (gh+u'y). (13.2.11)
U linearnoj teoriji, u prvoj aproksimaciji, moZemo uzeti da je
i = JgH, (13.2.12)

Ova relacija podrazumeva pretpostavku da su materijalne talke fluida infini-
tezimalne sfere konstantnog pre€nika u svim trenucima vremena.

S obzirom na (13.2.12), za inercijski spin u ovom slu€aju dobijamo
=i, TY,=IA%, (13.2.13)
tako da parcijalne diferencijalne jednadine kretanja (13.2.5) postaju

p(1—TA) o =ofi—pl” ;—pit(A+w o +
(13.2.14)
+Hluw— (7 +75) Al Av =2 (5, +5) 0" )

Za slu&aj nesti§ljivih fluida, v’f #=0, parcijalne diferencijale jednacine
kretanja su oblika

o(1—IA)t=pfi—pl” ;= pit[u—(x,+7,) AlA v\ (13.2.15)






14. FLUIDI REDA DVA

14.1. Konstitutivne jednadime. Razlaganjem tenzora % i m'* na reverzibilne
i ireverzibilne delove,

1D = —pgil 4 1@, mik =  mik, (14.1.1)
na osnovu (11.1.1) i (6.1.5), za disipativnu funkciju u ovom slu€aju dobijamo
p® = pt Ny, i+ pul PRy, (14.1.2)

gde je pik = ju¥* devijatorski deo tenzora naponskih spregova. Koristeéi (13.1.3),
prethodnu jednadinu moZemo napisati i u obliku

p®@ = (ot X+ U0 X6} s - pia? P X5 X i (14.1.3)

Ako sada (14.1.3) napiSemo u obliku

o® =yt 2@,  (@=1,2,..,27), (14.1.4)
gde su
DT(a)=[Dt(’f)X;K,-+D;L"U")X;Kjk zaa=1,2,...,9 (14.1.5)
EED 6 ¢ za a=10, 11, ..., 27
ireverzibilne sile, i
7-)@)={5c,';,( zaa=1,2, ..., 9 (14.1.6)
Xi KL za a=10, 11, ..., 27

generalisane brzine, iz (11.1.2) dobijamo konstitutivne jednadine u obliku

ot <1 g (L xS ),
OX;K dx;KL
(14.1.7)
o L 0D gk
VIR I
XKL
gde je
oD 0 -1
l=p¢(~—~., Xkt :‘cfn) (14.1.8)
aX;K X KL
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&= (xfx, %5%). (14.1.9)

Desne strane jednacina (14.1.7) moraju, medutim, zadovoljavati uslove

S 0D oD
g"( —— X g+ x,{KL)]( =0,
[ 0%{k 0% kL il

0D
(g'I 7 ngx;L) =0,
X5 KL (ifk)

(14.1.10)

§to predstavlja sistem od trinaest parcijalnih diferencijalnih jednalina koje mora
zadovoljavati disipativna funkcija. S obzirom da je disipativna funkcija (14.1.9)
funkcija od 27 nezavisno promenljivih x"K i xk xL» sistem od 13 parcijalnih di-
ferencijalnih jednacina (14.1.10) ima 27-—-13=14 osnovnih medusobno neza-
visnih integrala. Te integrale demo uzeti u obliku

1, X, . e
dij=7)u,j)=—2‘(xi;K X;j+x,;KX;,) s

(14.1.11)
. 1 . . .
dijk=°>:,-,k=-2-(xf;n X5 X =g ke X5 X+ S0 Xl — %3, X ),
tako da (14.1.10) ima opSte refenje
D=d(d,;, dy). (14.1.12)

Gradijent tenzora vrtloznosti, s obzirom da zadovoljava relaciju a"f"w,.j,k=0,
ima osam medusobno nezavisna koordinata.

Koriste¢i (14.1.12) i (14.1.11), iz (14.1.7) dobijamo konstitutivne jedna-
¢ine u obliku

Dt(ii)z)\_a_(g’

0d;
, (14.1.13)

Dp‘i(jk)=__1.)\(a(p + (I)()- ) ,
gde je
-1
7\=p(I)( AL dk,m) (14.1.14)
0dy 0 dyyy,

Jednaine (14.1.13) su nelinearne konstitutivne jednacine za izotropne flu-

ide reda dva, i invarijantne su u odnosu na superponirana kruta kretanja.
S obzirom da tenzor d;; ima osam medusobno nezavisnih koordinata,
funkcionalnu zavistnost disipativne funkcije od tog tenzora ogranifiCemo na taj

nadin da bude

00 =0, odn. A + A + A =0.
2y 2dy 0dy 0dg

gk

(14.1.15)
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Uvodeéi oznaku
ou""""E—;" (pu* + puilly = pyiik = [yiki, (14.1.16)
s obzirom na relaciju (10.1.5), dobijamo

ik = 4 oVETE

3
odnosno, koriste¢i (14.1.13), i (14.1.15),
. od
Uk =\ . 14.1.17
pb* ddy ( )

Ako sada tenzorima ,u'* i d; koordiniramo tenzore drugog reda

ok =il % dijk=giﬂxl_k , (14.1.18)

nelinearne konstitutivne jednaine za izotropne fluide reda dva moZemo pisati
u alternativnom obliku

Dl(ij)=7\ d(D_ ,
od;;
(14.1.19)
so1,00
ot 2 ()x,.j ’
gde je
3 d -1
7\=pCD( 0L ot —"i‘lxk,) (14.1.20)
. 0dy gy
i
q)ZQ(dk[, Kkl)‘ (14.121)
Tenzor x; moZemo izraziti u obliku v
x,j=—;“ 8,—,,,,, m"”,lj='wi,j (14122)
gde je
co=—;—'v’” odn. o- —%rot; (14.1.23)

vektor vrtloZnosti.

Disipativna funkcija (14.1.21) je izotropna funkcije svojih agrumenata i u
linearnoj teoriji, pod pretpostavkom da nema inicijalnih napona, ona je kvad-
ratni polinom oblika

e @ =4"™d d,+ B %, %y, (14.1.24)
gde su
Akl =} gl gHl 4y (gik gil | gil gik),
) ) ' _ (14.1.25)
B — ¢ gii gl ¢ gk gil | ¢ gil gik.
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materijaini izotropni tenzori, a A, w, 1, 7, i 7, materilalne konstante — koefi-
¢'jenti viskoznosti.

Koriste¢i sada (14.1.24) i (14.1.25), iz (14.1.19) dobijamo linearne kon-
stitutivne jednadine u obliku

19 = — pgil + \d, gV +2ndY,
(14.1.25)

pi = %l 4+,
gde smo, s obsirom na (14.1.1), dodali reverzibilni deo tenzora napona.

Uved:¢i koeficijent zapreminske viskoznosti v, = )\-1-?7], prvu od prethod-

nih jednadina moZemo napisati u obliku

(0= — pgu+(.,ly__3_n) d,gi+21dv. (14.1.27)

Za nestisijive fluide, s obzirom da je d,=fuf‘k=d{v—z:=0, konstitutivne
jednacine su
1@ = — pgil 42 4 dV,
(14.1.28)

pl =1 % 4 1, 0

U linearnim konstitutivnim jednafinama, prema tome, ukupan broj koe-
ficijenata viskoznosti iznosi 4, cdnosno 3 za nestiljive fluide.

14.2. Parcijalne diferencijalne jednaline kretanja. Linearne konstitutivne
jednagine (14.1.27) i (14.1.26), moZemo pisati i u obliku

t00 = —pgl + (ny - —i—n) 0Lk gl +n (@ + i),
(14.2.1)
Wik =7, @ik 7 g 84T 8Pt
Parcijalne diferencijalne jednadine kretanja kontinuuma reda dva, na osnovu
(5.2.4), moZemo pisati u obliku
pvi=pfi+10)+11], (14.2.2)

gde je antisimetrini deo tenzora napona odreden jednaCinom (5.2.6). Diferen-
ciranjem, iz te jednadine nalazimo

t[fjJ]‘k = ”ﬁc —f (l ,Uj - FU/ > (14.2.3)

pri &emu smo iskoristili jednekost % =m™,. Zamenjujuéi (14.2.3) u (14.2.2)
dobijamo

pvi=pfi+t)—pl—pl", 4ol (14.2.4)

Inercijski spin je odreden antisimetrinim delom jednadine (5.1.7), tj.

ri= [l (:o_;l +ol, wtl)][ij] . (14.2.5)
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Diferenciranjem, iz (5.1.5) dobijamo
i k ! k I k VT
ikl = o8 ., d'.n(a) d_(ﬁ)+10:ﬂ d () O.m d’fl(a) s (d.(a) =w.d. (,x)),

odnosno, koriséenjem (5.1.5),

ol o ikl (14.2.6)
S druge strane je
= 0
l/\'I = + lk,lm .vm’
ot
pa dobijamo
oy TN
— et g V=W Ly — ", =0, (14.2.7)

ot

§to je sistem od Sest parcijalnih diferencijalnih jednadina za odredivanje Sest
veliéina . Ako, kao reSenje ovog sistema, uzmemo

i =T gk, (I=const.), (14.2.8)

jer ga ogigledno zadovoljava, za inercijski spin iz (14.2.4) dobijamo

ri= I(mU + Q)’.,- (x)’j)[ij] s

odnosno
" ] 0wl i
F‘J=Im’j=1(—a———+w,kv"). (14.2.9)
t
Koriste¢i relaciju

i = g — v v, (o7 = (@)Y,
inercijski spin (14.2.9) moZemo izraziti i u obliku

rii=-;—(z>iu' Y R ) I (14.2.10)

odakle dobijamo
Ffjj=—;—(Az)"—z)ﬁ'/f-l-vf‘k,'a"‘#v,lk vl —o g™~ ADR). (14.2.11)

U linearnoj teoriji, ako izostavimo nelinearne ¢lanove kao male veli¢ine
viSeg reda, biée

Ff’}-——é(M"—@f‘k" : (14.2.12)
Iz (14.2.1) diferenciranjem dobijamo
i . 1 . .
%)= —P"‘I‘(")V'*"g"f))vk,k"“’lAv'

(14.2.13)
;;.'{"}k=£2‘—(AA vi—AFY).
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Zamenjujuéi sada (14.2.12) i (14.2.13) u (14.2.4), dobijamo parcijalne
diferencijalne jednadine kretanja u obliku

L T L ki . ij . i N
pv’—Pg(A’U’—v",k)=9f'—91,’f—l’”+ (”’Jﬁ'_o,"l)”",m-

(14.2.14)
+nAv"—T—1AAv’+I-'—Avk,',f,
2 2
ili u vektorskom obliku

do I[. do o] = =
——p—|A=—grad{div—)|=pf+orotl—gradp+
palt p2[ altgr ( dt)] pITe srace

(14.2.15)

+ (ny+ %n)grad (dive)+nAv -321- AAD + % A grad (div 2).

Za nestiSljive fluide, s obzirom da je 2%.=0, biée diferencijalna jednatina
kretanja oblika

do I .do = -~ -
—p— A~ =pftorotl-grad p+nAv—-L AAwv. 14.2.16
0 TP A pf+e grad p+7 ) ( )

Jednatine (14.2.15), odnosno (14.2.16), zajedno sa jednacinom konzerva-
cije mase

20 | div(p) =0,
ot

odnosno, za nesti§ljive fluide,
p = const.,
predstavijaju kompletan sistem parcijalnih diferencijalnih jednalina za odrediva-

nje nepoznatih funkcija ¢ i .
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MECHANICS OF SIMPLE POLAR CONTINUA
M. Plavsi¢

Summary

The classical model of continuous media is based on the assumption that
a continuum has three local degrees of freedom and fthat the deformation is
completely determined by the first-order deformation gradients. The consequen-
ce of these assumptions is the fact that the response of a material to the
displacements of its points is characterized by a symmetric stress tensor.

There are different physical and mathematical models of continuous media
which represent a generalization of a classical model. It is known that such
generalizations lead to the theories in which the stress tensor is not symmetric.
These models are called polar continua.

Models of polar continua may be classified into two groups. The first
group consists in models which retain the assumption that a continuous medium
has three local degrees of freedom, but the deformation is determined by the
gradients of an arbitrary order. Such a model was formulated by A, E Green
and R. S. Rivlin (2], [3], [4], [15], and they have given it the name multi-
polar continuum. A special case of that model is the so-called dipolar continuum,
or the simple multipolar continuum. This one was applied by J. L. Bleustein
and A. E. Green [16], when they considered the model of dipolar fluids.
This group contains also the model of a continuum of grade two, or the con-
tinuum with couple-stresses, which was considered by R. A. Toupin [19]
and R. D. Mindlin and H. F. Tiersten [20]. In the theory of a conti-
nuum of grade two, as in the theory of a dipolar continuum, the deformation
is determined only by first and second-order deformation gradients, but, instead
of dipolar stress tensor which appears in the dipolar theory, the couple-stress
tensor appears in the theory of a continuum of grade two. A common
characteristic of all these models is the fact that the stress tensors are not
completely determined by constitutive equations,

The second group consists in models which admit more than three local
degrees of freedom. Those models may be considered as oriented continua, i. €.
as continua consisting of material points with assigned sets of vectors called
directors in each of them, whose deformations are independent of the deforma-
tion of position. A continuum of N directors at each point has 3+3 N local
degrees of freedom. Such a continuum, with deformable directors, represents a
generalized Cosserat continuum. In a special case, when a triad of deformable
directors is assigned to evers point, a medium is a simple generalized Cosserat
continuum. This model of continuous media has 12 local degrees of freedom.
The Cosserat continuum in the strict sense is a material medium to each point
of which are assigned three directors, which represent rigid triads of vectors,
and it has 6 local degrees of freedom. The directors in this continuum are
subjected only to rigid rotations, which are independent of the displacements
of material points. :

In contrast to the formal approach, where triads of deformable directors
are assigned to every point, A. C. Eringen and E. S. Suhubi [5] for-
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mulated the model of a simple continuum with microstructure, giving both its
physical meaning and a mathematical formulation. They showed that the in
crease of the number of local degrees of freedom is the consequence of the in-
fluence of the microstructure on the macroscopic behaviour of the continuum.
The deformation, in this case, is determined not only by the field of displace-
ments of material points, but also by the field of micro-displacements, i. e. by
deformation gradients and micro-deformation gradients, so that the continuum
has 12 local degrees of freedom and its motion is completely determined by
12 equations of motion. A special case of this model is the model of a so-cal-
led micropolar continuwm, which can be obtained from the assumption that
every material point of the continuum is phenomenologically equivalent to a
rigid body. Material points in this case rotate independently of the displacements.

Only the models of simple polar continua are considered in this paper:
the simple continuum with microstructure, the simple micropolar continuum,
the dipolar continuum and the continuum of grade two. The fact was used
that all these modeis can be treated either as a simple generalized Cosserat
continuum or as its special case. The simple continuum with microstructure
was treated as a simple generalized Cosserat continuum, and the simple micro-
polar continuum as a Cosserat continuum. The dipolar continuum and the con-
tinnum of grade two were treated respectively as special cases of a simple ge-
neralized Cosserat continuum and a Cosserat continuum, where the deforma-
tion and the rotation of orientation vectors are not independent of displacements
of material points. Such an approach to the study of mentioned models is
not only apparently more suitable for the drawing of corresponding conclusions
and equations, but furthemore it gives a clearer view of existing relations, i.e.
of differences between considered models. For that reason all introduced quan-
tities and obtained equations are written in such a form that relations can be
found, under some conditions, between them, independently of the fact that they
are related to different models.

In sections 2, 3, 4 and 5 the formulation of all models of simple polar
continua was given, the balance energy equations were postulated and, from
the requirement of their invariance with respect to superposed rigid motions,
the differential equations of motion and specific mterna] energy balance equa-
tions are found.

In section 6 are given in short the basis ideas and laws of thermody-
namics of reversible and irreversible processes,

In sections 7 and 8 the theory of termoelasticity is given for simple
materials with microstructure and for simple micropolar materials. Nonlinear
theory is given for anisotropic and isotropic materials, and linear theory for
isotropic materials. The deformation tensors are introduced in a way that gi-
ves the most simple form for consititutive equations. Finally, the field equations
for the linear theory of isotropic materials are written.

In sections 9 and 10 the theories of dipolar elastic materials and elastic
materials of grade two are given. As in previous two sections, given are non-
linear theories for anisotropic and isotropic materials, and particularly in the
case of isotropic materials, a linear theory.

The theories of simple polar fluids are given in sections 11, 12, 13
and 14. Nonlinear constitutive equations are obtained from the expression for
dissipative function and from the principle of the least irreversible force [18]. At
the end, the constitutive equations are linearized and’ correspondmg parual
differential equations of motion are written.
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