


MATEMATICKIINSTITUT 

POSEBNA IZDANJA 

КNЛGА 13 

MILAN PLAVSIC 

MEHANIKA PROSTIH 
POLARNIH KONTINUUМA 



Tehnicki urednik: Milan САУСIС 

Primljeno па 87. sednici Naucnog veca Matematickog instituta 30. јиnа 
1975. godine. 

Republicka zajednica nauk.e SR Srbije uCestvovala Је u troskovima izdavanja оуе 
publikacije. 

Prema misljenju Republickog sekretarijata za 'kulturu SR Srbije, оуа pub1ikacija је 
oslobodjena poreza па promet. 

----.. 
I 



SADRZAJ 

1. UVOD...................................................... 5 

2. KONТINUUM SA MIKROSTRUKTUROM .................... 9 
2.1. Model .............................................. 9 
2.2. Кretanje i deformacija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 9 
2.З. Кineticka energija ............ .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. 12 
2.4. PreIaz па kontinuum ...................... " . . . . . . . . . . 1З 
2.5. Jednacina baJansa energije i jednacine kretanja ............ 14 

З. MIKROPOLARNI KONTINUUM 19 
З.1. Model .... " ........ " ...... " .. " ., .... " " ., ., .. " 19 
З.2. Kretanje i deformacija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19 
З.З. Jednacina balansa energije i jednacine kretanja . . . . . . . . . . . . 20 

4. DIPOLARNI KONТINUUM .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . 2З 

4.1. ModeI .......................................... " " 2З 
4.2. Jednacina balansa energije i jednacine kretanja ............ 24 

5. KONТINUUM REDA DVA .................................. 27 
5.1. ModeI ...................... " ... , .... " ... , .. " .. .. 27 
5.2. Jednacina baIansa energije i jedna6ne kretanja . . . . . . . . . . . . 28 

6. TERMODINAMlКA ........................................ Зl 

6.1. Jednacina balansa entropije i disipativna funkcija . . . . . . . . . . Зl 
6.2. Mehanicki reverzibilni procesi . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . З2 
6.З. Potpuno reverzibilni procesi ............................ ЗЗ 

7. PROSТI TERMOELASTICNI MATERIJALI SA MIKROSTRUKTU-
ROM ................................. 0................ З5 

7.1. Disipativna funkcija i termodinamicke sile ............... . З5 
7.2. Slobodna energija i konstitutivne jednacine ................ З6 
7.З. Materijalne mere deformacije i neIinearne konstitutivne jedna-

cine za anizotropne materijaIe .......................... З7 
7.4. Prostorne mere deformacije i neIinearne konstitutivne jednacine 

za izotropne materijaJe ................... о • • • • • • • • • • • • 40 
7.5. Linearne konstitutivne jednacine za izotropne materijale . . .. . . 42 
7.6. Jednacina provodenja topIote .............. о • • • • • • • • • • • • • 44 
7.7. Jedna6ne роIја .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. 45 



8. PROSТI MIKROPOLARNI TERMOELASТICNI MATERIJALI " .. 47 
8.1. Slobodna energija i konstitutivne jednacine ................ 47 
8.2~ Materijalni tenzori deformacije i ne1inearne konstitutivne jedna-

cine za anizotropne materijale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48 
8.3. Prostorni tenzori deformacije i nelinearne konstitutivne jednacine 

za izotropne materijale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50 
8.4. Linearne konstitutivne jednacine za izotropne materijale 51 
8.5. Jednacine роlја . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53 

9. DIPOLARNI ELASТICNI MATERIJALI ...................... 55 
9'1. Energija deformacije i konstitutivne jednacine .............. 55 
9.2. Parcijalne diferencijalne jednacine kretanja . . . . . . . . . . . . . . . . 58 

10. ELASТICNI MATERIJALI REDA DVA ................ ".... 61 
1 0.1. Konstitutivne jednaCine ................................ 61 
10.2. Parcijalne diferencijalne jednacine kretanja ................ 66 

11. PROSТI MIKROFLUIDI .................................... 69 
11.1. Disipativna funkcija i konstitutivne jednacine .. . . . . . . . . . . . . 69 
11.2. Parcijalne diferencijalne jednacine kretanja ................ 72 

12. PROSТI MIKROPOLARNI FLUIDI .......................... 73 
12.1. Konstitutivne jednacine ................................ 73 
12.2. Parcijalne diferencijalne jednacine kretanja ................ 77 

13. DIPOLARNI FLUIDI ...................................... 81 
13.1. Konstitutivne jednacine ................................ 81 
13.2. Parcijalne diferencijalne jednacine kretanja ., ...... " . . . . . . 83 

14. FLUIDI REDA DVA ...................................... 87 
14.1. Konstitutivne jednacine ................................ 87 
14.2. Parcijalne diferencijalne jednaCine kretanja ................ 90 

Literatura . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93 
Rezime 95 



1. UVOD 

Mehanika kontinuuma је bazirana па pretpostavci о neprekidnosti materije~ 
Kada se, па primer, sa stanovjsta mehanike kontinuuma definise telo konacne 
zapremine v, tada se podrazumcva da је zapremina v tela u potpunosti ispu­
njепа materijom. Drugim тесјта, pretpostavlja se da u svakoj tacki zapremine v 
postoji materija. Jasne su pogodnosti ovakve pretpostavke. U ртуот redu se 
па taj паСјп fizicke predstave о materiji uskladuju sa geometrijskim predsta­
уата о prostoru. Osim toga, па оуај se паСЈП omogucuje ртјтепа kompletne 
teorije роlја, 5tO ПЈје od maJog znacaja za teorijska izucavanja i 5to је domi­
nantno za ovakvu pretpostavku. Fizicka сјпјеПЈса је-, medutim, da materija niје 
neprekidna, уес poseduje diskretnu strukturu. Tada se samo ро sebi патесе 
pitanje: јта 1Ј onda smisla i u kojim sIucajevima pretpostaviti da је materija 
neprekidna? 

Ako se materija posmatra kao diskretna struktura, tada se ЬНо kakav 
ротетесај, izazvan nekim spoljnim efektima, kroz tu strukturu prenosi u vidu 
talasnog kretanja. РТј tome se mogu javiti talasi razlicitih talasnih duzina. U 
опјт slucajevima kada su talasne duzine veoma velike u odnosu па rastojanje 
izmedu dve susedne materijalne tacke strukture, tj. u ОПЈт slucajevima kada 
jedna talasna duzina obuhvata ve1iki Ьтој materijalnih tacaka, moze se rasto­
јапје izmedu materijalnih tacaka 7..anemar iti, tj. pretpostaviti da је materija 
neprekidna. Jasno је sada da mehanika kontinuuma obuhvata ogranicen Ьтој 
procesa, ра da i u tim sIucajevima predstavlja izvesnu aproksimaciju. Za detalje 
u vezi sa оујт pitanjem citalac se ирисије па knjigu L. В r i 11 о u i п-а [1]. 

Mehanika kontinuuma proucava makroskopsko ропа5апје теаlпјЬ materi­
јаlа pod dejstvom spoljnih efekata i stoga predstavlja tzv. fenornenolo5ku teo­
riju.Mikrostruktura теаЈпЉ matetijala irna, rnedutirn, uticaja па njihovo щakго­
skopsko ропа5апје. Korektno opisivanje ропа5апја теаЈпјЬ materijala пе moze 
se, ртета tome, izvrsiti bez uzimanja u obzir njihove mikrostrukture. Iz tog 
razloga u mehanici kontinuuma su formirani i takvi rnodeli u kojima se оЬи­
hvata uticaj mikrostrukture па rnakroskopsko ponaSanje. 

Klasicni model kontinuuma pretpostavlja da se materija sastoji iz перте­
kidno rasporedenih materijaJnih tacaka сјја ротегапја u potpunosti odreduju 
kretanje, odnosno deformaciju kontinuurna. Takav modeJ, ртеrnа torne, karak­
terisan је sa tri lokalna stepena slobode. Рг} torne se naponsko stanje, koje је 
asocirano роlји porneranja, opisuje simetriCnim tenzorom nароnа. 

Postoje razliciti rnodeIi kontinuuma koji predstavljaju generalizaciju k1a­
sicnog modela, аН za sve пјјћ је zajednicko da se naponsko stanje, pored 
drugih velicina, opisuje nesimetricnim tenzorom паропа. Sve takve rnodele 
kontinuuma zvacerno zajednicim Јтепот: polarni kontinuumi. 

5 



6 Milan P!avsic 

U klasicnoj mehanici kontinuuma, sa simetricnim tenzorom napona, ртј 
opisivanju deformacije uzimaju se u obzir samo prvi gradijenti deformacije. То 
i јта za posledicu da је za op:sivanje naponskog stanja dovoljan simetricni 
tenzor napona. Generalizaciju ovog modela dali su А. Е. G r е е п i R. S. R i v-
1 i п [2], [3], [4], formulacijom modela multipolarnog kontinuuma. Njihov model 
је baziran па istoj pretpostavci kao i klas:cni model: da је deformacija u pot­
punosti odredena pomeranjima neprekidno rasporedenih materijalnih tacaka 
kontinuuma, ра, ртета tome, takode јта tri lokalna stepena slobode. za raz­
liku od klasicnog modela, medutim, za opisivanje deformacije oni uzimaju u 
obzir i vise gradijente deformacije, sto јmа za pos]edicu da se, za opisivanje 
naponskog stanja, pored drugih velicina ројаУlјије i nesimetricni tenzor napona. 
Као specijalni slucaj ovog modela, kada se u obzir uzimaju uticaji samo ртуљ 
i drugih gradijenata deformacije, dobija se model dipolarnog kontinuuma. 

Model kontinnuma reda dva, koji su proucavali mnogi autori, takode uzi­
та u obzir uticaj samo prvih i drugih gradijenata deformacije. Za razliku od 
dipolarnog kontinuuma u ovom slucaju se, medutim, za opisivanje naponskog 
stanja pored nesimetricnog tenzora napona uvodi i tenzor naponskih spregova. 

Svi pomenuti modeli kontinuuma јтаји tri lokalna stepena slobode i ne 
uzimaju u obzir uticaj mikrostrukture па makroskopsko ponasanje. Uzimanje u 
obzir mikrostrukture па ponasanje materijala dovodi do povecanja Ьтоја 10kal­
nih stepeni slobode. Sa stanovista kontinualne teorije, takvi materijali se mogu 
interpretirati kao tzv. orijentisani materijali, kod kojih se svakoj materijalnoj 
tacki pridodaje izvestan Ьтој vektora orijentacije сјја је deformacija nezavisna 
od pomeranja materijalnih tacaka. Ako u svakoj tacki kontinuuma јта п tak­
vih vektora orijentacije, tada је Ьтој lokalnih stepeni slobode 3 + 3 n. U speci­
jalnom slueaju, kada u svakoj tacki јтато tri deformabilna vektora orijentacije, 
dobija se model prostor kontinuuma sa mikrostrukturom koji su formulisali 
А. С. Е r i п g е п i Е. S. S u h u Ь i [5] i koji јmа dvanaest lokalnih stepeni 
slobode. Као specijalni slucaj prostog kontinuuma sa mikrostrukturom oni su 
dobili model mikropolarnog kontinuuma, koji se moze interpretirati kao orijen­
tisani kontinuum sa tri nedeformabilna vektora orijentacije, сјја је rotacija 
nezavisna od pomeranja tacaka kontinuuma. S obzirom da se vektori orijenta­
сјје ne deformisu, уес samo kruto rotiraju nezavisno od pomeranja tacaka kon­
tinuuma, оуај model kontinuuma јта sest lokalnih stepeni slobode. 

Model dipolarnog kontinuuma i kontinuuma reda dva mogu se, takode, 
interpretirati kзо specijalni sJucajevi orijentisanog kontinuuma. Ali, u tom slu­
саји, deformacijа, odnosno rotacija vektora orijentacije nije nezavisna od роте­
ranja taCaka kontinuuma, уес је njima potpuno odredena. S obzirom, medutim, 
da ovi modeli ne obuhvataju uticaj mikrostrukture, naziv "specijalni slucaj 
materijala sa mikrostrukturom" nije za njih korektan. 

Model kontinuuma sa mikrostrukturom formiran је iz razloga 5to se 
pokazalo da za opisivanje pona5anja nekih materijala klasicni model nije dovo­
ljan. То se prvenstveno odnosi па tzv. granularne materijale, zatim: fluidne 
suspenzije, polikristale itd. Model kontinuuma sa mikrostrukturom uveli su 
Е r i п g е п i S u h u Ы [5] ртоисауајиСј elasticne materijale. А. С. Е r i п g е п 
је, zatim, dao i opstu teoriju kontinuuma sa mikrostrukturom Ш, kako ga је 
nazvao, mikromorfnog kontinuuma [6]. Cinjenica da se ovaj model moZe inter­
pretirati kao model orijentisanog kontinuuma, ne treba da poistovecuje ta dva 
modela. 

Ideja za formiranje modela orijentisanog kontinuuma роае jos iz 1843. 
godine, kada је S t. V е п а п t [7] primetio da se deformacija stapa ne moze 

; 
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opisati deformacijom jedne Нпјје, уес da se и tackama te liпјје moraju uvesti 
ргаусј koji se mogu rotirati nezavisno od pomeranja tacaka 1inije. Genera1iza­
сјји оуе ideje па trodimenzioni kontinuum, pri Сети Ы svakoj tacki kontinu­
ита Ыо pridodat izvestan broj vektora orijentacije koji se mogu rotirati neza­
visno od pomeranja tacaka kontinuuma, sugerisali su W. V о i g t [8], koji је 
proucavao elacticne materijale sa kristalnom strukturom, i Р. D и h е m [9]. 
Medutim, potpuniju teoriju orijentisanih kontinuuma razvi1i su, и periodu od 
1907. do 1909. godine, braca Е. i Р. Coserat [10], [11], [12]. Iztograzloga 
se ovakav modeI kontinuuma danas naziva Kosera kontinuum. Radovi brace 
Kosera, odnosno savremenija interpretacija njihovih radova koju је dao Ј. S и d­
r i а [1 З], posluzili su kao osnova za sve kasnije radove iz obIasti mehanike 
orijentisanih kontinuuma, kako и teorijama ~tapova i ljuski, tako i и teorijama 
trodimenzionog kontinuuma. Vazno је, medutim, naglasiti da model Kosera 
kontinuuma dopusta samo rotaciju vektora orijentacije, nezavisnu od pomeranja 
tacaka kontinuuma, а пе i njihovu deformaciju. Generalizaciju ovog modela 
predstavJja tzv. model orijentisanog kontinuuma sa deformabilnim vektorima 
orijentacije iIi model generalisanog Kosera kontinuuma. 

U оуот radu рзZпја је posvecena samo modelima prostih polarnih kon­
tinuuma. Ргј tome se, kao od najopstijeg, poslo od modela prostog kontinu­
иmа sa mikrostrukturom, koji је interpretiran kao prosti genera1isani Kosera 
kontinuum. Ostali mode1i prostih polarnih kontinuuma: mikropolarni, dipolarni 
i kontinuum reda dva, dobiveni su kao specijalni slucajevi prostog genera1isanog 
Kosera kontinuuma. Ovakva interpretacija пе samo da se сјпј pogodnija za 
izvodenje odredenih zakljucaka i jednacina, vec omogucava da se izmedu uve­
denih velicina i izvedenih jednacina, iako se odnose па razlicite modele, pod 
odredenim uslovima uspostave veze. Na taj пасјп se daje jasan uvid и posto­
јесе veze, odnosno razlike, izmedu pojedinih modela prostih polarnih kontinu­
ита. U radu su za pojedine modele date kompletne teorije termoe1asticnih, 
elasticnih i viskoznih materijala u najopstijem nelinearnom obIiku, koje su za 
slucaj izotropnih materijala linearizovane. Као osnova ргј pisanju ovog rada, 
pored navedenih radova stranih autora, роslшi1i su i mојј radovi [27] - [З8]), 
pri сети bih narocito ukazao па lad [З5] и kome se, u odredenom domenu, 
daje slicna interpretacija, kao i radovi drugih domacih autora, od kojih su 
samo neki navedeni ([22] - [26], [З9] - [47]). 



2. KONTINUUM SA MIKROSTRUKTUROM 

2.1. Model. Уес је pomenuto da su model kontinuuma sa mikrostruktu­
rom formulisali А. С. Е r i п g е п i Е. S. S u h u Ь i [5], proucavajuci e]asticne 
materijale. Da Ы obuhvatili uticaj mikrostrukture па makroskopsko ponasanje 
materijala, posmatrali su таlј element tela сјја zapremina јта granicnu vred­
nost ispod koje se, iz fizickih razloga, пе moze јсј а da se materija u пјети 

SI. 1. 

moze smatrati neprekidnom. Takav element tela 
опј su nazvali makroeZement. Теlо, konacne 
zapremine V, ogranicene zatvorenom povrsi S, 
sastoji se, prema tome, iz velikog broja та­
kroe]emenata zapremine dV, а svaki makroele­
ment sastoji se, daJje, iz velikog broja mikro­
elemenata zapremine dV' (sl. 1.). 

Лkо gustinu mase u jednom mikroelementu 
oznacimo sa р', tada је njegova masa 

dm'=p'dV'. (2.1.1 ) 

Masa makroelementa zapremine dV је tada 

gde је 

dm = Ј dm' = Ј р' dV' = р dV, 
dV dV 

dm 
р=-

dV 
srednja gustina makroelementa. 

(2.1.2) 

(2.1.3) 

2.2 Кrеtапје i deformacija. Neka se telo аз, zapremine V ogranicene 
zatvorenom povrsi S, u trenutku to vremena nalazi u nedeformisanoj kon­
figuraciji Ко' koju сето smatrati za pocetnu. U deformisanoj konfiguraciji К, 
koja odgovara trenutku t> to vremena, telo се imati zapreminu v ogranicenu 
zatvorenom povrsi s. Makroelement dV tela ~ deformacijom prede u та­
kroelement dv, а mikroelement dV' u mikroelement dv'. PretpostavJjamo da u 
mikroelementima пета izvora mase, ра njЉоуа masa ostaje осиуапа tokom 
kretanja: 

dm' = Ро' dV' = р' dv' = const., (2.2.1) 

gde su Ро' i р' gustine mikroelemenata u nedeformisanoj i deformisanoj konfi­
guraciji. Tada i masa makroelemenata ostaje осиуапа, tj. 

dm = Ро dV = р dv = const., (2.2.2) 

9 



10 Mi1an Plavsic 

gde su Ро i Р srednje gustine makroelemenata u nedeformisanoj i deformisanoj 
konfiguraciji. 

Ako, и odnosu па sistem krivolinijskih materijalnih koordinata ХК, и 
makroelen:entu dV иосјто tacku С (ХК), koja је centar mase makroelementa, 
tada polozaj proizvoljne tacke А (Х' К) makroelementa, koja reprezentuje jedan 
mikroelement, moze biti odreden, и odnosu па С (ХК), vektorom DK, tako da је 

(2.2.3) 

и odnosu па isti sistem materijalnih krivolinijskih koordinata, jer pretpostavljamo 
da је rastojanje izrnedu taeaka С (ХК) i А (Х'К) infinitezimalno (51. 2.). 

Л., 1. 

Sl. 2. 

Makroelement dV prede deformacijom и dv, tacka С (ХК) u tacku С (х") 
vektor DK и vektor dk (sl. 2.), tako da је 

(2.2.4) 

u odnosu па sistem prostornih krivolinijskih koordinata xk , pri сети је 

(2.2.5) 

Poslednjom relacijom jednoznacno је odredeno preslikavanje vektora DK и dk • 

za funkciju preslikavanja pretpostavljamo da је analiticka, tako da (2.2.5) mо­
zemo predstaviti stepenim redom 

k 1 k К dk=X.kDK+-х.КLD DL+ ... , 
2! 

(2.2.6) 

gde su 

(2.2.7) 

Ako se u redu (2.2.6) zadrZimo na prvoj aproksimaciji, tada се za рго­
ste materijale biti 

(2.2.8) 
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ра (2.2.4) mozemo napisati и obliku 

x'k = х" + iK пК. (2.2.9) 

Relacija (2.2.8) pretpostavlja homogenu deformaciju makroelementa. Pokaza­
сеmо sada da pri ovakvoj (homogenoj) deformaciji centar mase makroelementa 
prelazi ponovo и centar mase. S obzirom da sтo tacku С (ХК) izabraIi kao 
centar mase makroelementa и nedeformisanoj konfiguraciji, tada је 

Ј Ро' DKdV' =0. 
dV 

Imајисј ovo и vidu i koristeci (2.2.8), lako nalazimo 

(2.2.10) 

Ј Р' dkdv' = Ј Р' X~KпK dv' = Ј Ро' X~KпK dV' = iK Ј Ро' пК dV' = о, (2.2.11) . . ~ ~ 

gde smo iskoristili jednacinu konzervacije тase тakroelementa (2.2.1) i cinjeni­
си da su velicine iK definisane и centru mase тakroelementa. 

Ve1icine X~K karakterisu homogenu deforтaciju makroelementa i nezavisne 
su od kretanja njegovog centra mase, tj. od kretanja tacke ХК. Ргета tome, 
kretanje је odredeno nezavisnim sisteтima jednaCina 

(2.2.12) 

Prvim sisteтom је odredeno kretanje centra тase makroelementa, а drugim -
homogena deformacija makroelementa. 

UoCimo и tacki С(ХК) tri nekomplanarna vektora п~cx), о(. = 1, 2, 3, 
I п~(cx) I =F о, koji su "cvrsto" vezani za тakroelement. S obzirom па (2.2.8), Ысе 

Odavde је 
k d k п(сх) 

Х .К= .(сх) ·К, 

gde su п\%) i D~""l medusobno reciprocni trijedri, tj . 

..Ј[ п(сх) ~K пК ([3) ~J3 
ЈЈ.(сх) ·L= OL, .(СХ)п. К = Оех· 

(2.2.l3) 

(2.2.14) 

(2.2.15) 

Tenzor i К је, dakle, и potpunosti odreden deformacijom tri nekompla­
пата vektora D~rr.). Koristeci (2.2.14), jednacinu (2.2.8) mozeтo napisati и 
obliku 

а (2.2.9) u obliku 
dk dk п(сх) пК = .(сх) ·К , 

'k k .k п(сх) пК 
Х =х +а.(сх) .КLГ. 

(2.2.16) 

(2.2.17) 

Vektore D~rr.), odnosno d\rr.) , mozemo interpretirati kao trijedar vektora 
orijentacije, tako da је de:forтacija odredena jednacinama 

X k = x k (ХК, t), d k d k (ХК D К t) ·(сх)= ·(сх) , ·(сх) , • (2.2.18) 

Na оуај пабп uvedeni, jasno је da su vektori orijentacije и odnosu па 
тakroeleтent - тaterijalni vektori. Uobicajeno је da se nazivaju usтerivaci iIi 
direktori (od engleske reci: directors). 
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Neka su d\J.} i ia.2 medusobno reciproeni trijedri, tj. 

tada iz (2.2.16) dobijamo 
DK DK d(a.)dk = .(а.) ·k , 

5to mozemo napisati i u obliku 

пк = ·t\ dk, (Y!k = D~(a.) i~), 

gde su '/К i X~k medusobno reciprocni tenzori, tj. 

" к <:-k k L <:-L 
Х·кХ·/=о/, X·KX·k=oK· 

Tenzori /К i X~k su gradijenti mikrodeformacije: X~K su materijalni 
mikrodeformacije, а X~k su prostorni gradijenH mikrodeformacije. 

Diferenciranjem ро vremenu, iz (2.2.17) dobijamo 

'k k d' k D(a.} DK v =V + .(а.) .К , 

т, koristeCi (2.2.20), 
'k k d'k d(a.) d/ v = V + .(а.) ./ , 

(2.2.19) 

(2.2.20) 

(2.2.21) 

(2.2.22) 

gra.dijenti 

(2.2.23) 

(2.2.24) 

gde је V'k brzina proizvoljne tacke А (X'k) makroelementa, а vk brzina centra 
mase С (xk ) makroelementa. UvodeCi oznaku 

Ысе 

'k (а.) . k К k 
d. (а.) d./ = Х . К Х ./ = V ./, (2.2.25) 

(2.2.26) 

15to predstavlja izraz za brzinu proizvoljne tacke makroelementa, pri сети је 
Vk/ definisano u centru mase makroelementa. Tenzor Vk/ odreduje trenutnu brzi­
пи direktora i zvacemo ga giracioni tenzor (engleski: giration tensor). 

2.3. Кineticka energija. Кineticka energija tela &3, konacne zapremine v, је 

2Т= Ј Ј p'V'kV'k dv'. 
" d" 

KoristeCi (2.2.23) i (2.2.1 О), za kineticku en('rgiju dobijamo 

2 Т= Ј Ј р' (vk +Ј\а.) D~'1 DK)(Vk+dk(?') D~~ DL) dv' = 
"tJV 

= Ј р vk vk dv + Ј Ј\а.) dk(,,) D~"l D~r>l Ј р' DK DL dv', 
"" d" odnosno 

2 Т= Ј р (VkVk+ IKLd~(a.}dk(r» D~a.lD~r>l) dv, 

" gde smo stavi1i 

р 1KL dv = Ј р' DK DLdv' = Ј Ро' DK DL dV'. 
tJV dV 

(2.3.1) 

(2.3.2) 

(2.3.3) 

(2.3.4) 
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Tenzor ]KL =]LК odreduje koeficijente inercije makroelementa dV и odnosu па 
njegov centar mase i zvacemo ga tenzor mikroinercije. Ako uvedemo direktorski 
tenzor mikroinercije ]a.~, 

IЩ> - Ir>a. _[KL D(a.) D(r» 
- - ·К ·L, (2.3.5) 

kineticku energiju mozemo izraziti и obliku 

2 Т= 1 р (vkvk + Ia.r>d\a.) dk IJ») dv. (2.3.6) 
'/Ј 

Izvod ро vremenu kineticke energije је 

1'=1 p(iivk+la.~d~(a.)dk(a.»)dv, (2.3.7) 
'/Ј 

gde smo iskoristili jednacinu konzervacije mase makroelementa и obliku 

(2}.8) 

KoristeCi (2.2.25), brzinu promene kineticke energije mozemo izraziti 
и obIiku 

Т= 1 р (i!Vi<+rklVkz)dv, (2.3.9) 
'/Ј 

gde је 

r kl_]afJd" k d1 _[KL "k 1 
- • (а) • ({Ј) - х . к Х . L , (2.3.10) 

tenzor koji ucestvuje и doprinosu kinetickoj energiji usled homogene deforma­
сјје makroelementa i koji сето zvati inercijski spin. 

2.4. Prelaz па kontinuum. U cilju formiranja fenomenoloske teorije kon­
tiпищпа, pretpostavicemo da se teJo sastoji iz neprekidno rasporedenih mate­
rijalnih tacaka kojima pripisujemo svojstva makroelemenata dV, odnosno dv. 
Drugim recima, svaki ranije posmatrani makroelement identifikovacemo sada 
sa jednom materijalnom tackom tela (centrom mase makroelementa), pri Сети 
toj tacki pripisujemo svojstva ranije posmatranog makroelementa. Prema tome, 
fizicki је svaka materijalna tacka tela jenomenoloski ekvivalentna deformabilnom 
telu. Materijalnu tacku, dakle, posmatramo kao deformabilno telo maIih dimen-
zija. Sada su gradijenti mikrodeformacije X~K definisani и svakoj tacki tela, 
tako da predstavljaju neprekidno dvostruko vektorsko polje, ра је kretanje 
(deformacija) tela odredeno jednacinama (2.2.12) koje su medusobno nezavisne. 

Umesto gradijenata mikrodeformacije iK, mozemo и svakoj tacki tela 
d-~finisati trijedar direktora D~a), koji deformacijom prelazi и d\a) , tako da 
је deformacija odredena jednacinama (2.2.18), pri сети је deformacija direktora 
nezavisna od pomeranja tacaka tela (sl. 3.). Direktore D~a) biramo и nedefor­
misanoj konfiguraciji proizvoljno i njihova deformacija karakterise homogenu 
deformaciju ranije posmatranih makroelemenata. SvodeCi, dakle, makroelement 
па materijalnu tacku tela, deformaciju makroelementa svodimo па deformaciju 
direktora. S obzirom da је defor:macija direktora nezavisna od pomeranja та­
terijalnih tacaka tela, jasno је da posle deformacije direktori d\a) nесе biti mate-
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rijalni 1'ektori .. Uvodenjem deformabilnih direktora u tackama t<;la i opisivanjem 
deformacije je:dnacinama (2.2.18), prosti kontinuum sa nUkrostrukturo:m inter-

К, t> t. 

SI. 3 

pretiramo Ьо orijentisani kontinuum sa tri deformabilna direktora, tj. kao 
prosti generalisani Когега kontinuum (simple generalized Cosserat continuum). 

S obzirom da su sve ve1icine, koje su rani1e bile definisane u centru mase 
makroelementa, sada neprekidne Јиnkсие po[ozaja, izraz za kineticku energiju 
(2.3.6), kao i brzinu promene kineticke energije (2.3.9), ostaje nepromenjen, 
samo sto sada dv interpretiramo kao element tela. Svakako da element tela dV, 
odnosno dv, :menja svoj smisao u odnosu па ranije posmatrani makroelement. 
Element tela, naime, sadrZi sada materijalne tacke tela i ima isti smisao Ьо 
i u klasicnoj teoriji kontinuuma. 

2.5. Jednacina balansa energije i јеdnасјпе kretanja. Pretpostavicemo da па 
telo ~ deluju povrsinske sile Тј i Нј} i zaprf'minske sile Јј i [О, tako da је 
efekat rada povrsinskih i zapreminskih sila 

-4= f (Ti vj + HijYij)ds+ Ј р (jivj+[ijYij)dv. (2.5.l) 
tI 

Koristeci (2.2.25), ovaj izraz mozemo pisati u obliku 

-4 = f (Тј v j + Нј(а) ([ј (а») ds + Ј р иј v j + [Ца) Ј; (а)) dv, (2.5.2) 
tI 

gde је 

Нј(а) = Hij i1, li(a} = /ij d~1. (2.5.3) 

Postuliracemo jednacinu bilansa ukupne energije u obliku 
. . . 
T+U=A+Q, (2.5.4) 

gde је t brzina promene kineticke energije data јеdпаCiпщп (2.3.9), и brzina 
promene unutrasuje energije, 

U = Ј р u dv, iJ = Ј р u dv, (2.5.5) 
tI v 

gde је u specificna unutrasnja energija; А је efekat rada povrsinskih i zapremin­
skih si1a odreden jednacinom (2.5.2) i Q prirastaj toplotne energije, 

Q= f qds+ Ј phdv (2.5.6) 
v 
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gde је q intenzitet normalne komponente vektora toplotnog fIuksa i h јасјпа 
(izdasnost) toplotnog izvora racunata ро jedinici mase. Jednacinu (2.5.4), prema 
tome, mozemo napisati и с bliku 

Ј р (d< Vk + р (а) a;(a»)dv + Ј р udv = f (Т' vj + Нј(а) dца»)ds + .. .. s 
(2.5.7) 

.. .. 
gde smo, koristeci (2.2.25), uveIi Уеlјсјпи 

ri(a) = r lJ d~1· (2.5.8) 

Identickom transformacijoro, jednaCinu (2.5.7) mozemo napisati u obliku 

.. .. s 

+ f (Нј(а) ds-h;(a)kdsk) Јца) + f (qds-qkdsk) + 
3 

(2.5.9) 

.. .. .. 
Jh;(a)k d' dv Jhi(a)k d' Ј Ј k Ј Ј hdv + ,k ; (а) + ;(a),kUV+ q,k UV + р , .. .. .. 

pri сети smo dodate povrsinske integra!e transformisaIi и zapreminske. 
Uocimo sada и nekoj tacki tela elementarni tetraedar ogranicen ravni 

sa proizvoljnom spoljasnjom normalom nk i trima ravnima ршаlеlпјщ koordi­
natnim ravnima и toj tackj. (Pod koordinatnim ravnima podrazumevamo ravni 
tangentne па koordinatne povrsi u иосепој tacki). Ako је ds povrsina straIlice 
tetraedra погщаlпе па nk i dSk orijentisani element povrsi, tada је 

(2.5.10) 

Ako primenimo jednacinu (2.5.9) па иосепј tetraedar i pustimo da zapremina 
tetraedra tezi пиlј, zadrzavajuCi orijentacije njegovih stranica, s obzirom da 
zapremina tetraedra brze tezi пиlј od njegove povrsine, dobijamo 

(2.5.11) 

s obzirom da оуа jednacina mora da vaii za proizvoUne brzine V; i "Ца), sle­
di da mora biti 

(2.5.12) 

gde је 

(2.5.13) 

sto su granicni uslovi па povrsi s tela, sa spoljasnjom normalom nk' 
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Vektor Тј је povrsinska si1a iIi naроn, Јј је zapreminska sila, dok је t jj 

nesimetricni tenzor паропа. KoristeCi terminologiju iz teorije Kosera kontinu­
ита, vektore НЦа) zvacemo direktorski nароnј, [/(а) direktorske zapreminske sile, 
а ћј (a)k tenzori direktorskih nароnа. KoristeCi terrninologiju Е r i п g е п а i S и­
h и bij а, tenzor Ни zvacemo prvi naponski moment, [јј prvi zapreminski moment, 
а hjjk tenzor prvih naponskih momenata. Velicina qk је 1'ektor toplotnog fluksa. 

Koristeci (2.5.11), jednacina (2.5.9) postaje 

Ј р (-if Vk + р(а) ЈНа») dv + Ј р и dv = Ј р (Јј Vj + [ј(а) Јца») dv + 
'/Ј '/Ј '/Ј 

Ј jk d J'k d Ј ћј (а) k d' d + t,kVj V+ (' Vj.k V+ . k ј (а) V+ (2.5.14) 
'/Ј '/Ј '/Ј 

+ Ј h/(a)k di(a).kdV+ Ј q\dv + Ј р hdv, 
'/Ј '/Ј '/Ј 

i vaZl za sve moguce brzine Vp ([Ца) , V j , k i Ji (а). k, tj. Vazl za sva moguca 
kretanja. Da bismo dobili diferencijalne jednacine kretanja, iskoristicemo cinje­
пјси da ova jednacina mora biti invarijantna u odnosu па superpronirana 
kruta kretanja. Zahtev ove invarijantnosti је fizicki ocigledan, jer u slucaju 
krutih kretanja unutrasnja energija ostaje konstantna, ра је efekat rada јпесјј­
skih sila jednak efektu rаdэ povrsinskih i zapremiskih sila. Zahtev invarijant­
nosti jednacine (2.5.14) и odnosu па superponirana kruta kretanja postavieemo 
posebno za slucaj superponiranih translacija i slucaj superponiranih krutih rota­
сјја, sto је ekvivalentno primeni Р i 01 i п е teoreme (videti, па primer, [14]). 

Ako stvarnim brzinama, и trenrtku t vremena, superponiramo proizvoljnu 
brzinu tIanslacije, sve veliCine и jednJ.Cini (2.5.14) ostaju nepromenjene, izuzev 
brzine V j ' koju treba zameniti sa v j + ај , gde је ај = const. i odreduje super­
poniranu brzinu translacije. Da Ы jednacina (2.5.14) ostala invarijantnog oblika 
II odnosu па ovakvu superpoziciju, lako је pokazati da mora biti 

Ј (р ~j - р Јј - (:1) ај dv = О, 
'/Ј 

odakle s]edi, s obzirom da је ај proizvoljni konstantni vektor, 

p~j = (:1+ рГ, 

(2.5.15) 

(2.5.16) 

5to је prvi KoSijev zakon kretanja, tj. potreban i dov01jan uslov za balans koli­
Сјпе kretanja, koji predstavlja tri klasicne diferencijalne jedMcine kretanja. 

Pretpostavljajuci da prvi Kosijev zakon kretanja vaZi, jednacina (2.5.14) 
se svodi па 

Ј р р(а) ([/(а) dv + I р и dv = Ј р li(a) Јца) dv + 
'/Ј '/Ј '/Ј 

(2.5.17) 
v '/Ј '/Ј 

+ Ј q\dv + Ј phdv. 
'/Ј '/Ј 

Zahtevacemo, dalje, invarijantnost ove jednaCine и odnosu па superponiranu 
brzinu krute rotacije. 
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Лkо u trenutku t vremena stvarnim brzinama u jednaCini (2.5.17) super­
poniramo konstantnu ugaonu brzinu (ugaonu brzinu krute rotacije), sve veJicine 
u toj jednacini ostaju nepromenjene, izuzev V/,k, dl(a) i dl(a), k, koje treba za­
meniti sa V/, k+ .olk' dl(a) +.oiI d~(a) i dl(a),k +.oiI d1.(a), k, gde је .oij proizvoJjni 
konstantni antisimetricni tenzor koji odreduje superponiranu ugaonu brzinu 
krute rotacije. Da Ы jednacina (2.5.17) bila invarijantnog oblika u odnosu па 
ovakvu superpoziciju, mora biti 

Ј{ r /(a)dl - /i(a)d 1 +til_h/(a)kdl _hl(a)k d / ).0 -1. =0 
р . (а) р . (а) ,k . (а) • (а), k 11 uV , 

odnosno 

Ј (tU + ћ~% + р [и - рГIJ) .01} dv = О, 
fJ 

odakle sledi 

{tlj + ћ~% + р //1 - Р ги).оџ = О. (2.5.18) 

s obzirom da је .0/1 proizvoljni konstantni antisimetricni tenzor, iz prethodne 
jednacine sledi 

(2.5.19) 

8to је drugi Kosijev zakon kretanja, tj. potreban i dovoljan us]ov za balans 
momenta kolicine kretanja, koji predstavlja tri diferencijalne jednacine kretanja. 

Ako piSemo 

(2.5.20) 

drugi K08ijev zakon kretanja se svodi па 

,,[;ј] = О, (2.5.21) 

tj. па uslov da tenzor "Iј mora biti simetrican. 
Pretpostavljajuci да је drugi Kosijev zakon kretanja zadovoIjen, tj. da је 

tenzor ,,11 simetrican, jednacina (2.5.20) predstavlja sistem od devet diferenci­
јаlпјЬ jednacina kretanja u kojima su sadrzane tri diferencijalne jednacine kre­
tanja (2.5.19) kao antisimetricni deo od (2.5.20). U sistemu od devet dif~ren­
cijalnih jednacina (2.5.20) smatramo da su prvi zapreminski momenti /Јј poznati 
(zadati), dok t;j, -.11 i hi}k moraju biti odredeni konstitutivnim jednaCinama, pri 
сети drugi K08ijev zakon kretanja (2.5.21) mora biti zadovoljen и konstitu­
tivnoj jednacini ро "и. 

Jednacinu (2.5.20) mozemo napisati и obliku 

"Јј = tU + ћ/ (а) k d j + ћ; (а) k d 1 + Р ([;(а) - ri(a» d J 
• k . (а) • (а), k . (а) , (2.5.22) 

odakle sledi 

h/(a!z + р /;(а) = -.11 i.j - t ii d~j) + h1jk d~j! k + pГi(a). (2.5.23) 

Kori8eenjem ove jednacine u (2.5.17), dobijamo 

Ј р и dv = Ј [t1kV/, k + ("и d~j - t ii d~) + h iik d~j,k) Јј(а) + hi(a)k СЈ;(а), k + q\ + рћ] dv, 
fJ fJ 

2 Mehanika prostih polarnih kontinuuma 
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odakle s]edi 10kalna jednacina 

р и =:= t 1k Vi, k + ("Ij a~1- tlj a~1 + hijk a~! k) Јј(а) + h i (а) k di(a), k + q~ k + рћ, (2.5.24) 

8to је jednacina balansa specificne unutraSnje energije, koja је invarijantna u 
odnosu па superponirana kruta kretanja. Ovu jednacinu oCigledno mozemo 
napisati u obliku 

• k 
Р и = tikV1 k + ("IJ_ t 1i) 'Јi)+ /tikVij,k +Q, k +р h (2.5.25) 

8to је saglasno s~ jednacinom balansa specificne unutra8nje energije koju su 
dobi1i Е r i п g е п i S u h u Ь i [l], gde oni simetricni tenzor "џ nazivaju srednji 
mikro-napon. 

Ranije је pomenuto da је kretanje kontinuuma sa mikrostrukturom od­
redeno nezavisnim sistemima jednacina (2.2.18). Na osnovu toga zakljucujemo 
da kontinuum sa mikrostTukturom ima dvanaest lokalnih stepeni slobode. Za 
odredivanje dvanaest nepoznatih funkcija - tri koordinate vektora pomeranja 
i devet koordinata direktora - па raspolaganju su nam sistemi (2.5.16) i 
(2.5.20) od dvanaest diferencijalnih jednacina kretanja. Napomenimo da sistem 
(2.5.20) mozemo napisati i u obliku 

(2.5.26) 

prl сети је, kao 8tO је vec pomenuto, lјЈ zadato, а t ij, "Ij i hijk odredujemo preko 
konstitutivnih jednacina. 



3. MIKROPOLARNI KONТINUUМ 

З.l. Model. Posmatracemo specija1ni sIucaj kontinuuma sa mikrostruktu­
rom и kome se и procesu deformacije makroeJementi ne deformi8u. Kretanje 
svakog makroelementa tela sastoji se tada iz translatornog pomeranja, odred~ 
nog pomeranjem centra mase makroelementa, i rotacije oko centra mase. Tri­
jedar direktora п~a.) Ысе sada kruto vezan za makroelement, ра procesom 
deformacije prelazi и trijedar d~(a.) translacijom i krutom rotacijom. 

Sa stanovi8ta kontinuaIne teorije, kada makroelement identifikujumo sa 
materijalnom tackom tela, svaka materija1na tacka jenomen%ski је ekvivalentna 
krutom telu. Identifikovanjem makroelementa sa materijalnom tackom kontinu­
ита, kruto kretanje makroelementa svodimo па kruto kretanje trijedra direk­
tora koji su definisani u svakoj tacki tela, tj. predstavljaju tri nc:'prekinda 
vektorska роЈја. S obzirom da је rotacija direktora nezavisna od pomeranja 
materijalnih taCaka kontinuuma, jasno је da direktori d~(a.) nесе biti materijalni 
vektori. Na ovaj nacin, prema tome, mikropolarni kontinuum interpretiramo 
kao prosti orijentisani kontinuum sa tri nedeformabilna direktora, tj. kao рго­
sti Kosera kontinuum (simple Cosserat cotinuum). 

З.2. Кretanje i deformacija. P08to se pri deformaciji direktori kruto krecu, 
njihov intenzitet se пе menja, ра mozemo pisati 

gk/ d~(a.) d~ (~) = G KL п~a.) D~(p) = const. (3.2.1) 

Koristeci (2.2.13), odavde sIedi 

GКL 'XkK ХЉ = gkl' (3.2.2) 

8to је uslov ortogonalnost matrice {X~K}' Relacija 

d k k К 
'(а.) =Х .кп.(а.) 

predstavlja, prema tome, ortogonalnu transformaciju. Da Ы ona, medutim, 
odgovarala rotacijama, mora biti 

I x~KI = + ~ ~ . (3.2.3) 

Deformacija mikropolarnog kontinuuma odredena је, dakle, jednaCinama 

(3.2.4) 

2· 19 
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gde prva jednacina odreduje pomeranje tackama kontinuuma, ра, prema tщnе, 
i transJatorno pomeranje direktora, dok druga odreduje nezavisnu rotaciju di-
rektora, jer је X~K ortogonalan tenzor koj' odgovara rotacijama, tj. zadovo­
ljava uslove (3.2.2) i (3.2.3). 

S obzirom da је tenzor X~K ortogonalan, tj. da izmedu njegovih koord:­
nata postoji sest veza (3.2.2) (uslov (3.2.3) је sadrzan u (3.2.2», zakJjucujemo 
da ima tri medusobno nezavisne koordinate. Uslov ortogonalnosti tenzora /к 
mozemo napisati i u obliku 

'X.kК=XKk' ({=:г 1). 

Diferenciranjem ро vremenu iz (3.2.2) dobijamo 

GKL ~K XIL = - GKL XkK iLL' 
Koristeci (3.2.5) (2.2.25), odavde sledi 

(3.2.5) 

(3.2.6) 

(3.2.7) 

Vidimo, dakJe, da је u teoriji mikropolarnog kontinuuma giracioni tenzor 'Jkl 
antisimetrican, tj. da ima tri medusobno nezavisne koordinate. 

3.3. Јеdnасша balansa energije ј јеdnaсјпе kretanja. Лkо u jednacini Ьа­
lansa energije (2.5.9) stavimo 

(3.3.1) 
dobijamo 

Ј р (VkVk +rijvj)dv + Ј pitdv = f (Tjds- t jk dsk)vj+ 
v v s 

+ f (Нlj ds - hijkdsk) 'Ји + f (qds - qkdsk) + Ј р (Г v j + lјј 'Јџ) dv + (3.3.2) 
v 

s obzirom da је 'Ји antisimetrican tenzor, doprinos u оуој jednacini cine 
samo antisimetricni delovi tenzora Гјј, ни, [ј} i hijk. Iz tog raz1oga, bez gu­
blјеnја u opstosti, mozemo uzeti da su ti tenzori antisimetricni, tj. da је 
рј = - r ji, Hi} = - Hji, lјј = - [1i i hijk = - hjik = mijk, gde је тi1k tenzor nароn­
skih spregova koji јта devet medusobno nezavisnih koordinata. Тt:nzor ни tada 
predstavlja povrsinski i1i naponski spreg, а lij zapreтinski spreg. 

Primenjujuci jednacinu (3.3.2) па elementarni tetraedar, па isti nacin kao 
i u odeljku 5.2., dobijamo granicne uslove 

Ti=tiin}, Нјј = mi}k nk , q=qk nk , (3.3.3) 

ра se jednacina (3.3.2) svodi па 

Ј р (vk Vk + ГLj 'Ји) dv + Ј р it dv = Ј р (Г vi + [ij 'Ји) dv + 
v v v 

(3.3.4) 

+ Ј (tj~ k vj + t jk Vi,k + тj~kk 'Јјј + mi}k 'Jij,k + q~k + Р h) dv. 
v 
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Zahtevacemo sada invarijantnost оуе jednacine u odnosu па superponirana 
kruta kretanja. 

Za superponiranu brzinu translacije, sve velicine u (3.3.4) ostaju nepro­
тепјепе, izuzev brzine v/ koju treba zameniti sa V; + ар gde је ај = const. su­
perponirana brzina transJacije. Da Ьј jednacina (3.3.4) Ыlа invarijantnog oblika 
u odnosu па ovakvu superpoziciju, тога biti 

ik . . 
t ,k + Р l' = р i;', (3.3.5) 

5to је prvi Kosijev zakon kretanja, tj. potreban i dovoljan llslov za balans 
koliCine kretanja, koji predstavlja sistem od tri diferencijalne jednacine kretanja. 

Ako је prvi Kosijev zakon kre:anja zadovoljen, jednacina (3.3.4) se svodi па 

f рГ/ј vijdv + f р itdv = f р fU vijdv + 
v v v 

(3.3.6) 

Zаhtеvзсето, d~.lje, invarijantnost оуе jednacine II odnosu па superponi­
ranu brz:nu krute rotacije. Ргј ovakvoj sllperpoziciji, sve уеЈјсјпе u toj jedna­
сјпј ostaju перготеnjепе, izuzev v/j i 'Ј/. Ј koje treba zameniti sa V/, ј + о./ј i 
vij + о.и' gde је 0.;; proizvoljni konstantni antisimetricni tenzor koji odreduje 
trenutnu brzinu superponirane krute rotacije. Da Ы jednacina (3.3.6) Ьјlа јпуа­
rijantnog oЫika u odnosll па ovakvu superpoziciju, mora biti 

(3.3.7) 

sto је drugi Kosijev zakon kretanja, tj. potreban idovoljan uslov za balans 
momenta kolic:ne kretanja, koji predstavJja sistem od tri diferencijaJne jedna­
сјпе kretanja. 

Ako је i drugi Kosijev zakon kretanja zadovoljen, jednacina (3.3.6) 
postaje 

Ј р udv = Ј (tUv/,j - t[iЛ 'Ј/ј + m Uk v/j,k + q~k + ph) dv, (3.3.8) 
v v 

odakle sledi lokalna jednacina balansa specificne unutl'asnje energije, 

Р й= tUv. ј- t[iЛv .. +mijk v .. k+ qk k + Р 11, 1, IJ 1], , (3.3.9) 

koja је invarijantnog oblika u odnosu па superponirana kruta kretanja. 

Uporedujuci poslednju jednacinu sa jednacinom balansa specificne ипи­
rrasnje energije (2.5.25) za kontinuum sa mikrostrukturom, vidimo da se (3.3.9) 
moze neposredno bobiti iz (2.5.25) stavljajuci da је 'Ји antisimetrican tenzor. 
УзZпо је, medutim, pomenuti da пјје korektan zakljucak da se (3.3.9) doblja 
iz (2.5.25) stavljanjem t ij --ij = t[iЛ i hijk = mUk, jer se u mikropolarnoj teoriji 
tenzor тЈј пе ројаУlјије, ра primena ovakvog formalizma moze dovesti do ро­
gresnih zakljucaka. 

S obzirom da koordinate direktora d~ (~) ni'iU medusobno nezavisne, уес 
zadovoljavaju sest veza (3.2.1), tj. da su samo tri od пјјћ devet medusobno 
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nezavisne, zakljucujemo da mikropolarni kontinuum ima sest JokaJnih stepenl 
slobode. Za odredivanje sest nepoznatih funkcija - tri koordinate vektora ро­
meranja i tri nezavisne koordinate direktora - na raspolaganju su nam si­
stemi (3.3.5) i (3.3.7) od sest diferencijalnih jednacina kretanja. Napomenimo 
da sistem (3.3.7) mozemo napisati i u obliku 

(3.3.10) 

pri cemu su zapremin<;ki spregovi Ј/ј zadati, а tlijJ i m/jk odredujemo preko 
konstitutivnih jednacina. 



4. DIPOLARNI KONТINUUM 

4.1. Model. U teoriji kontinuuma sa mikrostrukturom kao i teoriji mik­
ropolarnog kontinuuma, s obzirom da је deformacija, odnosno rotacija direktora 
nezavisna od pomeranja tacaka kontinuuma, direktori nisu materijalni vektori. 
Аюо, medutim, pretpostavimo da је kontinuum sastavljen iz neprekidno raspo­
redenih materijalni tacaka i svakoj tacki pridodamo trijedar nekomplanarnih 
materijalnih vektora сјје је kretanje, odnosno deformacija potpuno odredena 
pomeranjima tacaka kontinuuma, tada је deformacija odredena jednacinama 

xk =xk (x~ t). (4.1.1 ) 

Deformacija direktora, s obzirom da su materijalni vektori, odredena је jed­
пасјпата 

dk k К k К L 
• (<Х) = х; К D . (<Х) + х; KL D . (<Х) D . (ос) + . . " (4.1.2) 

i пјје nezavisna od kretanja tacaka kontinuuma, koje је dato jednacinama (4.1.1). 
Ovakav specijalni sIucaj generalisanog Kosera kontinuuma odgovara то­

delu multipolarnog kontinuuuma. Posebno, ako se u jednacini (4.1.2) zadrzimo 
па prvoj aproksimaciji, za prosti kontinuum dobijamo 

k k К 
d.(oc)=X; кп.(<Х) (4.1.3) 

8tO odgovara modelu dipolarnog kontinuuma. 
Diferenciranjem ро vremenu iz (4.1.3) dobijamo 

(4.1.4) 
ра је 

• «х) 

Vk. 1 = d k <<Х) d. 1. (4.1.5) 

KoristeCi (4.1.4), iz (2.3.6) za kineticku energiju dobijamo 

(4.1.6) 

gde smo stavi1i 
'/т [<Xf3 d/ d m [KL / т 1 = . (<Х) • (ю = Х; к Х; L' (4.1.7) 

23 
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Izvod ро vremenu kineticke energije је 

Т= Ј p(i!<vk+rUVt.j)dv, (4.1.8) 
'11 

gde је 

( . ј (.ј) 
V.I= V '1' (4.1.9) 

inercijski spin. S obzirom da su ]rJ.r'>, odnosno ]KL, kao koeficijenti inercije та­
terijalnih tacaka, konstante, iz (4.1.9) i (4.1.7) vidimo da је inercijski spin и 
potpunosti odreden kretanjem materijalnih tacaka kontinuuma. 

Izraz za kineticku energiju (4.1.6) brzinu promene kineticke energije (4.1.8) 
i inercijski spin (4.1.9) mozemo neposredno dobiti iz odgovarajucih izraza za 
prosti kontinuum sa mikrostrukturom, ako umesto gradijenata mikrodeformaci-
је X~K pisemo gradijente deformcije xt к i umesto giracionog tenzora 'Ји pisemo 
gradijent brzine V i •j • 

4.2. Јеdnасјпа balansa energije i јеdnасјпе kretanja. KoristeCi (4.1.4), jed­
nacina balansa energije (2.5.14) postaje 

Ј р ('zjk Vk + Гlj Vi) dv + Ј р й d V = Ј р (р vj + [О Vj.) dv + 
'11 '11 '11 

(4.2.1) 

ZahtevajuCi invarijantnost оуе jednacine и odnosu па superponiranu brzinu 
translacije, dobijamo 

(4.2.2) 

8to је prvi Kosijev zakon kretanja, koji predstavlja sistem od tri diferencijalne 
jednacine kretanja. Ako је prvi Kosijev zakon kretanja zadovoljen, jednacina 
(4.2.1) se svodi па 

'11 '11 '11 

(4.2.3) 

+ Ј (tU vi.j + hij~ k v j • j + hUk vj.jk + q~ k + Р h) dv. 
'11 

Zahtevajuci, da~e, invarijantnost оуе jednaCine и odnosu па superponiranu 
brzinu krute rotacije, dobijamo 

t[ijJ + h[ij]~ k + Р (l[iЛ - Г[iЛ) = О, (4.2.4) 

sto је drugi Kosijev zakon kretanja, koji пе predstavlja пеzаVlSШ sistem dife­
rencijalnih jednacina kretanja, jer је inercijski spin и potpunosti odreden роlјет 
brzine materijalnih tacaka kontinuuma. 

PretpostavljajuCi da је drugi Kosijev zakon kretanja zadovolj~n, jednaci­
па (4.2.3) dobija oblik 

Ј р udv = Ј (rij v,.j+ hijk Vi.jk+ q\ + Р h) dv, (4.2.5) 
'11 '11 
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gde smo, s obzirom па (4.2.4), uveJi oznaku 

"јј = (јј + hi;Z +? (liJ _ рј) = "Л. (4.2.6) 

Iz (4.2.5) dobijamo lokalnu jednacinu 

(4.2.7) 

sto је jednacina balansa specificne unutrasnje energije, koja је invarijantnog 
oblika и odnosu па superponirana kruta kretanja. U toj jednacini пе figurise 
eksplicitno tenzor паропа (јј. Iz пје vidimo da konstitutivnim jednacinama то­
zemo odrediti tenzor "и i samo simetricni deo hi(}k) tenzora h ijk. Tenzor па­
ропа (јј пјје, dakle, nepospedno odreden konstitutivnim jednacinama, vec ga 
odredujemo iz sistema algebarskih jednacina (4.2.6). Medutim, s obzirom da 
konstitutivnim jednacinama пе mozemo odrediti sve koordinate tenzora hijk, 

vec samo njegov deo ћј (jkJ , iz (4.2.6) пе mozemo odrediti пј sve koordinate 
tenzora паропа (јј • Neodredenost tenzora hiUkJ пета, medutim, uticaja и dife­
rencijaJnim jednacinama kretanja (4.2.2), jer је hi[jkJ, jk = О, premda se о tom 
delu mora voditi racuna pri korektnoj formulaciji granicnih uslova, kao 5to 
su pokazali А. Е. GREEN i R. S. RIVLIN [15] i Ј L. BLEUSTEIN i А. Е. 
GREEN [16]. Napominjemo da su granicni uslovi i и оуот slucaju oblika (2.5.12), 

Uporedujuci jednacinu balansa specificne unutra5nje energije (4.2.7) sa 
odgovarajucom jednacinom (2.5.25) za prosti kontinuum sa mikrostrukturom, 
vidimo da se (4.2.7) neposredno dobija iz (2.5.25) stavljanjem v i •j umesto 'Јџ. 
Оуо, medutim, пе znaci da se dipolarni kontinuum moze nazvati specijalni 
slucaj kontinuuma sa mikrostrukturorn, jer dipolarni kontinuum пе uzima и 
obzir uticaj mikrosktrukture. 

S obzirom da је deformacija direktora и potpunosti odredena pomeranji­
та tacaka kontinuuma, dipoJarni kontinuum јта tri lokalna stepena slobode. 
Za odredivanje tri koordinate vektora pomeranja па raspolaganju пат је s:s­
tem od tri diferencijalne jednacine (4.2.2), pri сети је tenzor паропа tij odre­
den sistemom algebarskih jednacina (4.2.6), dok "јј i hi(jk) odredujemo iz kons­
titutivnih jednacina. 



i 
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5. KONТINUUM REDA DVA 

5.1. Model. Kontinuum reda dva posmatracemo kao specijalni slucaj 
Kocrera kontinuuma и kome su rotacije direktora ogranieene и smislu da nisu 
nezavisne od pomeranja materijalnih tacaka. Kretanje ovakvog kontinuma и 
potpunosti је odredeno, prema tome, pomeranjima taeaka kontinuuma, tj. jed­
nacinama 

(5.1.1) 

pri сети su rotacije direktora odredene relacijama 

• • / '1 
dk(a.) = ()}k/ d '(а.) = V[k,1] d. (а.)' (5.1.2) 

s obzirom da se direktori samo rotiraju а nе i deformisu, jasno је da а\а.) nј­
su materijalni vektori. 

Iz (5.1.2) dobijamo 
(5.1.3) 

Rotacija direktora и svakoj tacki kontinuuma odredena је, prema tome, vred­
noscu tenzora vrtloznosti и odgovarajucoj tacki. 

Koristeci (5.1.2), iz (2.3.6) za kineticku energiju dobijamo 

2 Т= Ј р (vk Vk + ik / ()} ~k{J)rl) dv (5.1.4) 
f) 

gde је 

ik/ = Ia.~ d~ (а.) d/. (~). (5.1.5) .. 

Izvod ро vremenu kineticke energije је 

Т= Ј р (vk Vk + Гij ()}/ј) dv, (5.1.6) 

gde је 

(5.1.7) 

inercijski spin koji је и potpunosti odreden kretanjem taeaka kontinuuma. 
Izraz za brzinu promene kineticke energije (5.1.6) mozemo neposredno 

dobiti iz odgovarajuceg izraza (2.3.9) za prosti kontinuum sa mikrostrukturom 

27 
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ako umesto Vij рЉ:то (Јји' Jasno је, medutim da пј kontinuum reda dva пе 
uzima и obzir uticaj mikrostrukture, ра ga пјје korektno smatrati za specijalni 
slucaj kontinuuma sa mikrostrukturom. Napomenimo jos da se и уесјпј teo­
rija kontinuuma re:da dva uticaj inercijkog spina zanemaruje. 

5.2. Јеdnасјпа balansa energije i jednacine kretanja. Ako и jednacini Ьа­

lansa energije (2.5.9) stavimo Јца.) = UJkld~(a.), dobijamo 

v v 

+ § (Ни ds-hiјkdsk)UJij+ § (qds-q" dsk) + Ј p(jivi+[ijUJ;j)dv+ (5.2.1) 
v 

+ Ј (ti~k vj + tik vj,k+hij~k (ЈЈјј +hijk UJij,k+q~ k+ Р h) dv. 
v 

s obzirom da је tenzor vrtloznosti antisimetrican, doprinos u оуој je:dnacini 
сјпе samo antisimetricni delovi tenzora ГО, Hij, рl i hi1k. 1z tog razloga, bez 
gubljenja и opstosti, mozemo uzeti da su antisimetricni, tj. da је rij = - ГЛ, 
Hij = - Нјј, [јј = _[јј i hijk = - hiik = mijk gde је Нјј povrsinski ili naponski 
spreg, [и zapreminski spreg i mijk tenzor naponskih spregova. 

PrimenjujuCi jednacinu (5.2.1) па elementarni tetraedar, dobijamo gra­
пјспе uslove 

(5.2.2) 

ра se jednaCina (5.2.1) svodi па 

v v v 

(6.2.3) 

+ Ј (t
ik
, k vi + t ik Vj,k + ти~ k UJi) + mij!, UJij,k + q~ k + Р h)dv. 

v 

Da Ы оуа jednacina Ыlа invarijantnog oblika и odnosu па superponi­
ranu brzinu translacije, mora biti 

(5.2.4) 

sto је prvi Kosijev zakon kretanja, koji predstav~a sistem od tri diferencijalne 
jednacine kretanja. 

Pretpostavljajuci da prvi Kosijev zakon kretanja vazi, jednacina (5.2.3) 
postaje 

Ј р Гјј UJijdv+ Ј р udv = Ј р [јј UJijdv+ 
v v v 

(5.2.5) 

+ Ј (tij Vi,j + тjj~ k UJij + mijk UJij,k + q~ k + Р h) dv. 
v 

4 

l.i 
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Da bi оуа jcdnacina, dalje, ооlа invarijantnog oblika u odnosu па superponi­
ranu brzinu krute rotacije, mora biti 

t[iЛ + mjj~ k + Р (Јјј - Гјј) = О, (5.2.6) 

5to је drugi Kosijev zakon kretanja, koji пе predstavlja пеzаVlSШ sistem dife­
rencijalnih jednacina kretanja, s obzirom da је inercijski spin u potpunosti 
odreden kretanjem tacaka kontinuuma. 

KoristeCi (5.2.6), jednaCina (5.2.5) postaje 

Ј р udv = Ј (t(ij) v j • j + mi)k (,}јр + qk. k + ph) dv, (5.2.7) 
v v 

odakle dobijamo lokalnu jednacinu 

р u= t(ij)di)+ mjjk (,}ij.k+ q~ k + Р h, (dij = v(j.j»' (5.2.8) 

Оуо је jednacina balansa specificne unutrasnje energije koja је invarijtntnog 
oblika u odnosu па superponirana kruta kretanja. 

Iz jednacine (5.2.8) vidimo da doprinos promeni specificne unutrasnje 
energije сјпе simetricni deo tenzora паропа i tenzor naponskih spregova. Ме­
dutim, s obzirom da gradijent tenzora vrtloznosti јта samo osam medusobno 
nezavisnih koordinata, jer izmedu пјЉ devet postoji veza 

zakljucujemo da пј celokupni tenzor naponskih spregova пе сјпј doprinos pro­
тепј specificne unutrasnje energije. Posto је tenzor naponskih spregova anti­
simetrican ро prva dva indeksa, mozemo pisati 

jer tenzor naponskih spregova antisimetrizuje drugi gradijent brzine ро prva 
dva indeksa. Kako је, dalje, drugi gradijent brzine simetrican ро druga dva 
indeksa, mozemo pisati 

tako da jednacinu balansa specificne unutrasnje energije mozemo pisati u ob1iku 

(5.2.9) 

prl сети simetricni deo mi(jk~ tenzora naponskih spregova јта osam medusob­
по nezavisnih koordinata kao i gradijent tenzora vrtloznosti. Na оуај пасјп 
zakljucujemo da doprinos promeni specificne unutrasnje energije сјпе samo 
simetricni deo tenzora паропа i simetricni deo mi(jk) tenzora naponskih spre­
gova, ра samo njih i mozemo odrediti preko konstitutivnih jednacina. Neod­
redenost tenzora naponskih spregova, ра, prema tome, i antisimetricnog dela 
tenzora пароna iz jednacine (5.2.6), пета, medutim, uticaja u diferencijalnim 
jednaCinama kretanja (5.2.4), је! је ocigledno mј [jk].kj = О, аlј о tom delu ten­
zora naponskih spregova, odnosno tenzora паропа, mora se voditi racuna pri 
korektnoj formulaciji granicnih uslova. 





6. TERMQDINAMIKA 

6.1. Jedцacjna Ьаlansа entropije i disipativna funkcija. Jednacinu balansa 
specificne unutrasnje energije mozemo napisati u obliku 

р й = "(а) -й(а) + q~ k + Р h, (6.] .]) 

gde је "(а) -й(а) efekat mehanickog rada koji se jos naziva i snaga паропа. Za 
posmatrane modele kontinuuma sa mikrostrukturom, mikropolarnog kontinuma, 
dipolarnog kontinuuma i kontinuuma reda dva, snaga паропа је, respektivno, 

"(а) ozj(a) = tU (V1•j - V1j) + .. /ј V(jj) + hiJk Vij.k, 

.. ( ) ozj(a) = tU V. ј - t[l)] V·. + m Uk V1" k 
а ,. '} './. , 

"(а) ozj(a) = .. и аџ + h/(}k) V1.jk, 

.. ( ) ozj(a) = t(/j) а. +ml(Jk) V· jk 
а 'Ј 1, • 

(6.].2) 

(6.1.3) 

(6.] .4) 

(6.1.5) 

Ako уеlјсјпе koje odreduju naponsko stanje razlozimo па zbir reverzi­
bilnih i ireverzibilnih delova, tj. pisemo 

dobijamo 

Ako, dalje, uvedemo oznaku 

(6.1.6) 

(6.1.7) 

(6.1.8) 

gde је r.r energija аејогmасјје ili elasticni potencijal, jednacina balansa s~сifiсщ, 
unutrasnje enexgije postaje 

р й = P~ + D"(a) ozj(a) + q~ k + Р h' 

ОУи јеdnасјпи, dalje, mоиmо napisati и obliku 

р Й=Р~+ p(}~, 
gde је () apsolutna temperatura i gde је 

p(}~ = D"(a) ozj(a) + qk. k + Р h 

јеаnасјnа balansa entropije. 
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(6.1.9) 

(6.1.10) 

(6.1.] 1) 
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JednaCinu (6.1.11) muzemo парiзаti i и ekvivalentnom obIiku 

. р h (qk ) 1 . qk(j k PYj=-+ - +- D't"( )v(a)+ __ ,_. 
6 6 6 а 62 ,k 

(6.1.12) 

Prva dva clana па d,~snoj strani Qve j~dnacine рп:dstаvlјаји reverzibilni deo 
promene entropije, 

(6.1.13) 

dok је izrazom 

(6.1.14) 

odreden ireverzibilni deo promene entropije koji se JOs naziva i proizvodnja 
entropije. Na osnovu drugog zakona termodinamike, proizvodnja entrop:je је 
jednaka nuli za .reverzibilne proce"e i veca od nule za ireverzibilne procese, 

D"fj:>O. (6.1.15) 

UvodcCi disipativnu funkciju Ф, 

(6.1.16) 

drugi zakon termodinamike mozemo formu1isati i и obliku 

Ф:>О. (6.1.17) 

Ako uvedemo spccificnu slobodnu energiju ф, 

(6.1.18) 
dobijamo 

(6.1.19) 

Ш, ako iskoristimo (6.1.1 О), 

(6.1.20) 

8to је jednacina balansa specificneslobodne energije. 

6.2. Mehanicki reverzibilni procesi. U slucaju kdda velicine koje karakte­
ri8ti naponsko stanje петаји ireverzibilnih delova, tj. kada је 

(6.2.1) 

za proces kazemo da је mehanicki reverzibllan. U tom slucaju iz (6.1.9) dobi­
јато jednaCinu balansa sресЩспе unutra8nje energije и obIiku 

• k 
Р и = РО' + q , k + Р h, (6.2.2) 

а iz (6.1.11) jednacinu balansa entropije и obliku 

p6"fj=q~ k+ph. (6.2.3) 
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Kod mehanicki reverzibi1nih procesa пета disipacije mehanicke energije, 
ра, s obzirom па (6.2.1), iz (6.1.16) za disipativnu funkciju dobijamo 

qke 
рф=-~>О. (6.2.4) 

е 

Disipacija enegrije је, prema tome, posledica postojanja ireverzibilnih procesa 
izazvanih sзmо toplotnim provodenjem. Iz tog raz]oga se ovakvi materijaJi, 
сјје је ponasanje mehanicki reverzibi1no, nazivaju termoelasticni materijali. 

6.3. Potpuno reverzibilni procesi. Ako и nekom procesu пета disipacije 
energije kazemo da је оп potpuno reverzibilan. U tom slucaju је disipativna 
funkcija jednaka nu]i, ра iz (6.1.10), koristeCi (6.1.12) i (6.1.16), dobijamo 
jednacinu balansa specificne unutrasnje energije и obIikl1 

pu=p~+Plz+e(qk) , (6.3.1) 
е I,k 

а jednaCinu balansa entropije 11 obliku 

. Р h (qk) 
рl) = е- + 6 ,k' (6.3.2) 

Na osnovu (6.1.13) vidimo da је оуот jednacinom odredena promena samo 
reverzibi1nog de]a entropije, jer је proizvodnja entropije jednaka пиН. 

Iz izraza za disipativnu funkciju (6.2.4) vidimo da се ona biti jednaka 
nuIi и dva posebna slucaja: 1) kad је qk = О, и kom slucaju пета razmene 
toplotne energije sa okolnom sredinom, i 2) kad је e,k = о ј]ј е = const. Prvi 
slucaj odgovara adijabatskim, а dшgi izotermickim procesima. (Slucaj kada је 

-+ 
vektor q upravan па vektoru grad е тотато iz fizickih razloga odbaciti). 

Kod adijabatskih procesa, s obzirom da је qk = О, jednaCina ba]ansa еп­
tropije (6.3.2) se svodi па 

h 
"1)=6' 

а ako 11zmemo da је h = О, dobijamo 

~=O, 

ра jednacina balansa specificne unutrasnje energije postaje 

ри=ра. 

(6.3.3) 

(6.3.4) 

(6.3.5) 

Odavde zakljucujemo da se kod adijabatskih procesa specificna unutrasnja епет­
gija moze posmatrati kao specificna energija deformacije: u = а. 

Kod izotermickih procesa, s obzirom da је е = const., jednacina balansa 
sресШспе unutrasnje energije ostaje oblika (6.2.2), а jednacina balansa entro­
pije oblika (6.2.3). Medutim, uvodeCi slobodnu energij11, iz (6.1.20) dobijamo 

(6.3.6) 

ра vidimo da se specificna slobodna energija moze posmatrati kao specificna 
energija deformacije: Iji = а. 

Materijali СЈје је ponasanje potpuno reverzibi1no nazivaju se elasticni та­
terijali. Za izvodenje konstitutivnih jednaCina za elasticne materija1e uvek то­
zemo koristiti specificnu energiju deformacije: kod adijabatskih procesa to је 
specificna unutrasnja energija, а kod izotermickih-specificna slobodna energija. 
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7. PROSТI TERMOELASТICNI MATERIJALI SA MIKROSTRUKTUROM 

7.1. Disipativna funkcija ј termodinamicke sile. U termoelasticnosti se 
pretpostavlja da velicine koje karakterisu nQponsko stanje петаји ireverzibiI­
пЉ delova. Disipativna funkcija је 1I tom slucaju oblika (6.2.4) i mozemo је 
izraziti па sledeci пасјп: 

(7.1.1 ) 

gde su Q(a) ireverzibilne termodinamicke si1e, а q(a) odgovarajuce generaIisane 
brzine. U ovom slucaju kao ireverzibilnu termodinamicku silu mozeino uzeti 

e,k, а kao odgovarajucu generalisanu brzinu qk. 
е 

Da bismo uspostavili relaciju izmedu ireverzibilnih termodinamickih sila 
i odgovarajucih generaIisanih brzina, mozemo iskoristiti Onzagerove konstitu­
tivne jednacine (videti, па pr. [17]), koje odreduju liпеатпи vezu izmedu gene­
ralisanih brzina i termodinamickih ireverzibilnih sila: 

(7.1.2) 

gde su L(ab) =L(ba) Onzagerovi simetricni fenomenoloski koeficijenti. Opstiji 
prilaz, za dobijanje ne1inearnih konstitutivnih jednacina, predloZio је Н. Z i е g-
1 е r [18], formulacijom principa пајтапје ireverzibilne siIe. Koristeci taj prin­
сјр, ireverzibilne termodinamicke siIe, izra.zene preko generalisanih brzina, su 

_ (дФ .(ь»)-I ф дФ 
Q(a) - Р д q(b) q д q(a) , 

(7.1.3) 

pri сети је 

(7.1.4) 

е 
gde sada ~ interpretiramo kao generaIisanu brzinu, а qk kao ireverzibilnu 

е 
termodinamicku siIlI. Koristeci (7.1.3) i (7.1.4), dobijamo 

(7.1.5) 
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gde је uvedena oznaka 

(7.1.6) 

Jednacina (7.1.5) predstavlja nelinearnu konstitutivnu jednacinu za odre­
divanje vektora toplotnog fluksa. 

7.2. Slobodna energija i konstitutivne jednacine. JednaCilla balansa specificne 
slobodne energije, па osnovu (6.2.0), (6.1.1), (6.1.8) i (6.1.2), је 

Koristeci (2.2.25), оуи јеdnасiШl mozemo napisati и ob1iku 

рф = tij x~ ~i; К + [( "(/ - tij) d~a] + IJijk xfk d~j; к] d I(а) + 

hUk хК d(a) d· е· + ; k .ј i(a); К-Р"УЈ , 

odakle zakljucujemo da је specificna slobodna energija funkcija oblika 

Ф = Ф (X~ К, d~a), d~(a); К, е). 

(7.2.1) 

(7.2.2) 

(7.2.3) 

Diferenciranjem ро vremenu izraza (7.2.3) i izjednacavanjem koeficijenata 
uz nezavisne brzine x~ к, d .~a), Ј\а}; к i е и tako dobijenoj jednaCini i jedna­
cini (7.2.2), dobijamo nelinearne konstitutivne jednacine 

tij="gi/~x/ 
1"" д Ј ,К 

Х:К 

.. ./ ( д Ф Ј д Ф dJ д Ф dj ) "'J=pg' --Ј Х;к+--/ - .(а)+ Ј .(а); К , 
дх;к дd.(а} дd.(а};К 

(7.2.4) 
I.Jk ·Ј д Ф d ј k 
п' =pg' 1 .(а}Х;К, 

дd . (а); К 

дф 
"УЈ'=--. 

де 

Medutim, da Ы drugi Kosijev zakon kretanja (2.5.21) Ыо zadovoljen, tj. da 
Ы tenzor "и bio simetrican, desna strana jednacine (7.2.4)2' mora zadovoJjavati 
llS10v 

g -/-X;K+--/-d.(a}+ / d.(a) К =0. [ il( д Ф Ј д Ф ј д Ф ј )] 

дх;к дd.(а) дd . (а); К [ij] 

(7.2.5) 

Оуај sistem od tri parcijalne diferencijalne jednaCine, koji mora zadovoljavati 
funkcija slobodne energije, predstavJja uslov objektivnosti (uslov invarijantnosti 
u odnosu па superponirana kruta kretanja) za fиnkciju slobodne energije (7.2.3) 
i konstitutivne jednacine (7.2.4). 

,-
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Koristeci relacije 

ј ј к ; ; L 
d . (а) =х.к D.(a), d.(a);K =Х .L;KD .(а), 

konstjtutivne jednacine (7.2.4) mozemo napisati i и obliku 

~ij _ f'!gil __ 't'_x} + -_'t'-X} + 't' х} 
(
' д .1.. д .1.. д .1, . ) 

, - r- ,; К ,.к , ·L; К , 
дх;к дх.к дХ.L;К 

h"k ., д Ф ј k '} =pg' , х .LX;K, 

дХ·L;К 

дф 
"У)=-­

де' 

pri сети је specificna slobodna energija sada funkcija obJika 

а us!ov objektivnosti (7.2.5) је oblika 

[ и'( д Ф ј д Ф ј д Ф ј )] g --, -Х;К+---,-Х·к+ , X.L;K =0. 
дх;к дХ·К дХ·L;К [ij] 
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(7.2.6) 

(7.2.7) 

(7.2.8) 

s obzirom da је specificna slobodna energija funkcija od 46 nezavisno pro­
penljivih X~K' X~K' Х\;К i е, sistem od tri parcijalne diferencijalne jedna­
сјпе (7.2.8) јта stoga 46 - 3 = 43 osnovna (medusobno nezavisna) integrala. 
Opste recenje sistema (7.2.8) Ысе, prema tome, proizvoljna funkcija osnovnih 
integraJa. 

7.3. MaterijaIne тесе deformacije i nelinearne konstitutivne jednacine za 
anizotropne materijaIe. Postoji vise mogucnosti za izbor osnovnih integrala sis­
tema (7.2.8). Мј се-то uzeti sledece: 

(7.3.1 ) 

tako da sistem (7.2.8) јта opste resenje 

(7.3.2) 
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Koristeci (7.3.2) i (7.3.1), iz (7.2.4) dobijamo 

tij=p~xi!X(L, 
дI:КL 

.. д'-V i ј 
,,'} = 2 P--X.KX,.L, 

д'УКL 

hi 'k д ljJ .ј ј k 
} = р Х,к X,·LX;M, 

дDКLм 

дljJ 
1)=--. 

д6 

(7.3.3) 

Оуо su nelinearne kOllstitutivne jednacine za proste anizotropne termoelasticne 
materijale sa mikrostrukturom i invarijantnog su oblika и odnosu па super­
pronirana kruta kretanja. 

Оа bismo objasnili izbor osnovnih integrala (7.3.1), postupicemo па sle,­
deci nacin. U jednacini balansa specificne slobodne energije (7.2.1) tenzori 
V j , ј-'Јјј , 'ЈНј}' 'Ји, k i 6 su svi objektivni, tj. invarijantnog su oblika u odnosu 
па superponirana kruta kretanja. Koristeci relacije 

dobijamo 

tj. 

gde је 

1 (' k . k) К L 1 __ О k к L 
=- XkKx'·L+XkLX·K X·jX·j=-XkкХ·LХ·јХ·ј, 

2 2 

1· к L 
'Ј(iЛ =-'у KLX·jX·j, 

2 

Na slican naCin dobijamo 

gde је 

.. к L 
Vj,j - 'Ји = I:KLX,. ј Х; ј, 

. к L М 

'Jjj,k=DKLMX,·jX·jX; k, 

~KL = I.Kk x~ L , 

k 
DKLM = XKk X·L; М • 

ZamenjujuCi sada (7.3.4), (7.3.5) i (7.3.6) 11 (7.2.1), dobijamo 

.ј. .. к L ~. 1 'Ј к L йЈ' h"k К L М' 6' р 'i' = t'J Х·јХ;ј .... KL + 2 ,,' Х·јХ·ј т. KL + 'Ј Х·јХ·јХ; k DKLM - Р1) , 

(7.3.4) 

(7.3.5) 

(7.3.6) 

(7.3.7) 

i f 



Mehanika prostih polarnih kontinuuma 

odakle zakljucujemo da је specificna slobodna energija funkcija oblika 

ф=ф('УКL ' ~KL' DKLM , е). 

39 

Specificna slobodna energija, kao funkcija materijalnih tenzora 'У KL' ~KL 
i DKLM i temperature е, је objektivna funkcija. Stoga te уеlјсјпе predstavljaju 
minimalnu integralnu bazu za specificnu slobodnu energiju. 

Difer~nciranjem poslednjeg izraza ро vremenu, dobijamo 

ф =~ЧrКL+оо~tКL+~~-ЬКLМ+ дФе. 
д'УКL д~КL дDкLм де 

(7.3.8) 

Uporedivanjem ovog izraza sa (7.3.7), dobijamo konstitutivne jednacine (7.3.3), 
koje su invarijantnog oblika u odnosu па superponirana kruta kretaцia. 

Ako umesto tenzora 'У KL i ~KL uvedemo sledece materijalne mere defor­
тасјје: 

2FKL = 'YKL-GKL , EKL=~KL-GКL: 

о konstitutivne jednacine (7.3.3) dobijaju oblik 

'Ј дф .ј ј 
t' =P--XKX;L, 

дЕКL 

.0 дф i ј 
т'Ј = Р-- Х·К X·L, 

дFКL 

hijk = Р д Ф Х;! / L X~ М , 
дDкLм 

дф 
"1)=--. 

де 

(7.3.9) 

(7.3.10) 

Materija!ne mere deformacije mozemo izraziti па pogodan naCin зkо 

uvedemo vektore direktorskog роmегапја СР\а), tj. stavimo da је 
k k К k k k 

d . (а) =gKD . (а) + ср • (а) =D . (а) + ср • (и) .- (7.3.11) 

Mnozenjem sa D~1, odavde dobijamo 
k k k (k k (а» 

X.K=gK+CP.K, СР·К=СР .(a)D.K (7.3.12) 
Iz (7.3.11) sledi 

к Kdk К К К D.(a)=gk .(a)-СР·(а)=dо(u)-СР·(а) , (7.3.]3) 

а odavde, mnozenjem sa d~~, 

к к к (К к { (и» 
X.k=gk -СР·k, cpok=g{ cp.(a)d. k . (7.3.14) 

Iz (7.3.12) i (7.3.14) vidimo dз. su gradjenti mikrоdеformг.сiје iK i X~k 
povezani sa gradijentima mikropomeranja CP~K i CP~k па isti пасјп kao igradijenti 
deformacije sa gradijentima vektora pomeranja, tj. 

k k k К К К 
Х; К 0= g К + И; К, Х; k = g k - И; k . (7.3.15) 
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s obzirom па relacUe 

( k d(a) k К ~ k К (а) К k К 
'.(а) ./ =Х·КХ·/=О/, D.(Q)D, L =X'kX.L=8L , 

lako је pokazati da izmedu mdterijalnih i prostornih gradijenata 
k . К d ranja, ср.к 1 CP.k, mogu а se uspostave veze: 

к kK к/ к/ КI КМI к/ 
CP·L=CP·Lgk =ср./ gL+CP·/CP·L=cp./gL+CP·Mcp./gL=CP·IX·L, 

k k К k L k L k L k nr L k L 
ср./ = gK ср./ = ср ·Lg/ -ср ·L ср./ = CP·L g / -СР·nr CP·L g 1 = CP·L 'Х..I • 

mikropome-

(7.З.16) 

(7.З.17) 

Materijalne tenzore deformacije FKL , EK~ i DKLM , koji figurisu u konsti-
tutivnim jednaeinama (7 .З.l О), mozemo izraziti u oblikll 

2 FKL =CPKL + CPLK+CPMK cp~, 
EКL = UK.L-CPKL -(UM • L -CPML) CPKkgMk, (7.З.18) 

пКLM = CPКL. м- CPSL. м CPKkgSk. 

pri сетll smo iskoristili relacije (7.З.l), (7.З.9), (7.3.12), (7.3.14), (7.З.16) 
(7.З.17). 

Za infjnitezimalne deformacije, kada su gradijenti vektora pomeranja 
i gradijenti mikropomeranja ро apsolutnoj vrednosti таlе velieine, II linearnoj 
teoriji gornji tenzori deformacije su oblika 

EKL=UK• L -CPKL' 

DKLM = CPКL. м· 

(7.3.19) 

Nelinearne konstitutivne jednaeine za anizotropne termoelastiene proste 
materijale sa mikrostrukturom (7.3.10), sa materijalnim tenzorima deformacije 
oblika (7.3.18), zadovoljavaju princip objektivnosti. Dalja пјЉоуа redukcija, 
medlltim, zavisi od materijalnih simetrija. Za posebne klase materijalnih simet­
rija petrebno је, пајmе, odredivati тјпјmаlпе integralne baze funkcije speci­
fiene slobodne energije, ејте se dalje ogranieava funkcionalna zavisnost (7.3.2). 
Odredivanjem minimalnih integralnih baza omogucava se, zatim, pisanje kon­
stitutivnih .iednaeina za posebne klase materijalnih simetrija. Na tome se, mе­
dutim, ovde песеmо zadrzavati, vec сето odmah preci па slucaj izotropnih 
materijaJa. 

7.4. Prostorne mere deformacije i neJinearne konstitutivne јеdnасјпе za 
izotropne materijale. Kod izotropnih materijala mozemo uvesti sledece prostorne 
tenzore defOrmacije 

V;k[= GКLX~k x~{, 
к 

(jkl = XkK Х; / 
К К 

dk1т = XkK;mX·/ = - XkK Х ./; "" 

tako da је specificna slobodna energija funkcija oblika 

V; = ф (Фk/' (jk/,dk /nr , 6). 

(7.4.1) 

(7.4.2) 

... 



Mehanika prostih poIarnih kontinuuma 41 

ZamenjuCi (7.4.2) u (7.2.4) i koristeCi (7.4.1), dobijamo 

;' дф.; дф d"; 
t~= -P--(Jk -Р-- k/, 

д (JkJ д dk/j 

{' 2 д Ф .1,1 д Ф ј д Ф .; д Ф ј ,,1= - P--,/,.k+Р--(Ј.k-Р--(Јk +Р-. -d. ftn -
д Фјk д (Jjk д (Jkj д dUm 

(7.4.3) 

дф d· j дф d .. j 
-Р-- k·m-p-- k/, 

дdkЈm дdklj 

h
"k дtlJ ') -р-'-, 

дdijk 

дф 
1Ј=-д6' 

Оуо su пеlјпеатпе konstitutivne jednacine za izotropne proste termoelasticne 
materijale sa mikrostrukturom. Опе, medutim, пе zadovoljavaju ртјпсјр objek­
tivnosti. Da Ы taj princip Ыо zadovoljen, ђ. da Ы drugi Kosijev zakon пе­
tanja (2.5.21) Ыо zadovoljen, desna strana jednacine (7.4'3)2 mora zadovolja­
vati usIov 

2--,/,k--- a .k+--(Jk --- .1111+ ( 
д Ф .1,1 д Ф ј д Ф . i д Ф d j 

д фјk д (Jjk д (Jkj д dUm 
(7.4.4) 

+-- k·m+-- k/ =. дф d·i дф d" i ) О 
д dkjm д dklj [ij] 

Оуај sistem od tri parcijalne diferencijalne jednacine патесе ogranieenje funk­
сјјј specificne slobodne energije (7.4.2), odnosno konstitutivnim jednacinama 
(7.4.3). То ograniceпje se sastoji u tome da funkcijaslobodne specificne energije 
moze zavisiti od navedenih prostornih tenzora samo preko medusobno nezavis­
пјЬ invarijanata koje se od пјјЬ mogu formirati. 

Ako umesto tenzora Фk/ i (Jk/ uved,~mo sIedece prostorne tenzore reJativne 
deformacije 

к 
Ем =gkf - (Jk/=gk/- XkK Х; /, 

konstitutivne jednacine (7.4.3) postaju 

i' (д Ф дф .ј дф d"i) Р=р ---Zk --- k/ , 
д еи д Zkj д dk/j 

/' ( д Ф 2 д ф.i д Ф ј д Ф . i 
"~=P -- --Jk+--E·k ---Zk + 

дfiј дfјk дZik дZkј 

дф d j дф d·i дф d' .ј) +-- ·/tn--- k·m---- k/ , 
д dilm д dkjm д dklj 

h
"k дф 
'} =р--, 

дdijk 

дф 
1Ј=-дё' 

(7.4.5) 

(7.4.6) 
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pri сети, kao uslov objektivnosti, пюга biti 

(7.4.7) 

-~--dk~m-~dkij) =0. 
д dkjm д dklj [(,] 

Tenzore deformacijc fkl' E:kl i dk1m , koji figurisu u kопstitutivшm jedl1a­
сјпата (7.4.6), mozemo, koristeCi (7.3.12), (7.3.14), (7.3.15), (7.3.17), (7.4.1) 
i (7.4.5), izraziti и obliktl 

2 1' 111 
JkI=Cfikl+ Cfilk -CfimkCfi·I, 

r:.kl = Щ,/- СРм + (Um,l- СР",д CfikK gmK, 

dk1tll = Cfikl, т + Cfirl,m CfikK grK. 

(7.4.8) 

Za slucaj infinitezimalnih deformacija, kada su gradijenti vektora pomeranja 
i gradijenti mikropomeranja ро apsolutnoj vrednosti male velicine, u Iinearnoj 
teoriji оуј tenzori su obIika 

(7.4.9) 

lzmedu materijalnih tenzora deformacije (7.3.18) i ргоstошih (7.4.8) mogu 
se llspostaviti sIedece veze: 

- ·k I 
EKL=<-k!ХК Х; L, (7.4.10) 

D d ·k I fJ/ 

KLK = klm ХК Х· L Х ; М , 

7.5. Linearne konstitutivne jednacine za izotropne materijale. U linearl10j 
teoriji, izostavljan}~m пеНпеаrnјЬ сlапоуа u jednacjnama (7.4.6), konstitutivne 
једпасјпе su obika 

__ дtjJ 
-т;'l=р_, 

дји 

""k дф fltJ =р __ , 
дdјјk 

дtjJ 
1)= - де ' 

(7.5.1) 
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prI co~ти su tenzori deformacije oblika (7.4.9) i specificna sIobodna energija 
funkcija obIika 

(7.5.2) 

U prethodnim jednacinama kao nezavisno promenljiva fjgurise i apsolutna 
temperatura 6. Da bismo, medutim, omogubli Iinearizaciju u slucaju infinitezi­
malnih deformacija, pretpostavicemo da је promena temperature таlа u odnosu 
па referentnu temperaturu, tj stavicemo da је 

(7.5.3) 

gde је 60 neka referentna temperatura, а Т prirastaj terrperature u odnosu 
па referentnu temperaturu. S obzirom da је 60 = const., mozemo uzeti da је 
specificna sIobodna energija funkcija obIika 

(7.5.4) 

Pretpostavljamo da је оуо neprekidna i diferencUabilna funkcija svojih agru­
menata, tako da је mozemo razviti u stepeni red. U sIucaju kada пета јпјсј­
јаlпЉ паропа, specifiCnu slobodnu energijH predstavljanlO, u linearnoj teoriji, 
kvadratnim роНпотот obIika 

(7.5.5) 

D ijkl ј' 1 Eijkl r r 1 Fijklmn d d + €ij М+2 .fijJk/+"Z, ijk lтn' 

gde su 

Вјј = bgij, 

(7.5.6) 

+ У 3 gij gkn glm + У 4 gjk gil gllln -/- У 5 (gjk gim g"l + gki g}l gl/ln) + 

izotropni materijalni tenzori, а ot, а, Ь, '.11' '.12' '.13' Лр !Lp л, !L, У!' У2' ... , УII 
materijalne konstante. 
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Koristeci (7.5.5) i (7.5.6), iz (7.5.1) dobijamo Iinearne konstitutivne jed­
паСЈпе u obliku 

tij = (лЈ // + 'ЈЈ Е/ + аТ) gij + 2 !ЈоЈ/и + 'Ј2 о.и + 'Ј3 еЛ, 

"и = (л/[ + Л1 е:Ј + ЬТ) gi1 + 2 !Јо/и + 2 fLJ е(iЛ, 

hUk = У1 (d~~lgij + i/ gjk) + У2 (d'~.l gU + d~/ gki) + 

(7.5.7) 

(7.5.8) 

d /· k и+ d i1 jk (d H jk d j / ki) +У3 ./ g У4' ./g +У5 .. Ig + .. /g + 

+ У6 d':.[ gki + У7 dijk + У8 (d jki + dkiJ) + 

+ У9 dikj + УI0 djlk + YI1 dkji
, 

(7.5.9) 

(7.5.10) 

gde su tenzori deformacije oblika (7.4.9), а h i 0.1 prve osnovne invarijante ten­
zora deformacije Љ i о.и' Pri izvodenju jednacine (7.5.10) iskoristili smo i jed­
пасјпи konzervacije mase u obliku 

7.6. Јеdnасјпа provodenja toplote. Da biS1110 dobili jednaCinu provodenja 
toplote, iskoristicel11o Onzagerovu Jinearnu konstitutivnu jednacinu (7.1.2). Na 
osnovu te jednacine mozemo pisati 

qk=LkZ 6.z (7.6.1) 
() 

Lkl 
ili, ako uvedemo oznakll -- = kk/ 

6 ' 

Za izotropne materijale је 

kk/ =kgkl, 

ра za vektor toplotnog fluksa dobijamo 

qk=k 6. k , 

sto је poznati Furijeov zakon provodenja toplote. 

Na osnovu drugog zakona termodinamike (6.1.17) 
(7.6.4), dobijamo 

(7.6.2) 

(7.6.3) 

(7.6.4) 

jednacina (7.1.1) 

(7.6.5) 

Уеliсјпа k se naziva koeficijent toplotne provodljivosti i оп је, u opstem 
slucaju, funkcija temperature. U linearnoj teoriji, medutim, za male tempera­
turske prirastaje, koeficijent toplotne provodljivosti mozemo aproksimirati kon­
stantom. 

Jasno је da smo do jednacine provodenja toplote (7.6.4) mogli doci 
i 1inearizacijom jednacine (7.1.3). 

"'4 
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7.7. Јеdnасјпе роlја. Раесјјаlпе difeeencijalne jednacine keetanja dobicemo 
iz jednacina (2.5.16) i (2.5.26), koeisteCi lјпеаепе konstitutivne jednaCine (7.5.7) 
(7.5.8) i (7.5.9). Postupajuci па taj пасјп, dobijamo ' 

(v1 + VЗ) U~kj+ ,џ~ иј + а6, / + (Л 1 - V1) q>\ ј + «(1.1 - V2) q>i,t + 

+ (f.Ll - VЗ) q>~i,k + Р/; - Ро Йј = О, 
(7.7.]) 

(2 Лј - л - V,) q> \gij+ (v1 - Л1 ) u\gij + (а - Ь) Tgij+ (v2 -f.LI) иј,ј + 

+ (Vз - f.LI) Иј, 1 + (2 f.L1 - f.L - V2) q>ij + (2 f.LI - f.L - VЗ) q>j/ + (УI + У2) q> '~nmn gij + 

+ (УI + Y2)q>n:m, јј + Уз !J..q>'~mgij + (У4 + Y9)q>i',":"j + (У5 + У8) q>j,":.'i + (7.7.2) 

+ (У5 + Y8)q>~,mj+ (У6 + Y!1)q>~, тј+ У7 !J..q>ij + УIО !J..q>ji + Р lџ - Ро I~џ = О, 

реЈ сети smo u poslednjoj jednacini za inercijski spin и реуој apeoksimaciji 
stavi1i 

(7.7.3) 

Diferencijalnu jednacinu za odredivanje роlја tempeeature dobijamo iz 
jednacine balansa entropije (6.2.3), koristeCi lјпеаспи konstitutivnu jednacinu 
(7.5.10), i опа је obIika 

(7.7.4) 

gde smo koeficijent toplotne provodljivosti aproksimirali konstantom. 
Sistem od 13 diferencijalnjh jednacina (7.7.1), (7.7.2) i (7.7.4), zajedno 

za jednaCinom konzervacije mase (7.5.11), predstavlja kompletan sistem difeeen­
сјјаlпЉ jednacina za odl"edivanje nepoznatih ftJnkcija иј , q>ij' 6 i р. 





8. PROSTI MIKROPOLARNI TERMOELASТICNI MATERIJALI 

8.1. Slobodna energija ј konstitutivne јООпаСјпе. Iz jednacine balansa spe­
cificne unutrasnje energije za mikropolarni kontinuum (3.3.9), uvodeCi slobodnu 
sресiЛспu energiju Ф = u - &!ј, dobijamo jednacinu balansa sресiЛспе slobodne 
energije u obliku 

Р ·;· -= tU v· . - t[ijJ v·· + m jjk v'J k - Р'У:/(}· 't' "~Ј 'Ј 1 , 

KoristeCi (2.2.25), ОУи jednacinu mozemo napisati u obliku 

.;. ,·хК . (п d(l%) JJkXK d(l%) ) d' P'I'=11J ;јХј;К+ -1'} .ј+m ;k ·ј;К /(1%)+ 

i'k хК d (1%) d' Ii + m 1 ; k • ј i(I%);K - (7)V, 

odakle zakljucujemo da је sресiЛспа sIobodna energija funkcija oblika 

Ф=Ф(хtк, d\,,) , d~(ot);K, е). 

Diferenciranjem ро vremenu, odavde је 

. дХ. k д ф . .I< д ф'k д Ф . 
Ф=-k-Х;К +-k-a.(ot)+ k d.(ot);k+--е, 

дх;к дd.(ot) дd.(ot);К де 

(8.1.1) 

(8.1.2) 

(8.1.3) 

(8.1.4) 

ра, uporedivanjem оуе sa jednacinom (8.1.2), dobijamo konstltutivne jednacine 

п д Ф l[id1J д Ф I[ј dЛ /'J=_p_l_g ·(ot)-p 1 g -·(ot);К, 
дd .(ot) дd . (ot); К 

(8.1.5) 

/jk д Ф 1 [idJ] k 
т =р 1 g .(ot)X;K, 

дd . (ot); К 

дф 
7)= --. 

де 

47 
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Prve dve od оуЉ jednacina moraju biti kompatibilne, tj. mora biti za-
dovoljen uslov 

( 
'1 д Ф.Ј '1 д Ф dJ '1 д Ф dJ ) О gl -z- Л; к + gl --Ј - . (ot) + gl Ј . (0<); К =, 
дх; к дd . (<х) дd . (а);К [iЛ 

(8.1.6) 

8to је uslov оЬјеkбvпоsti konstitutivnih jednacina (8.1.5), tj. uslov пјЉоуе 
invarijantnosti u odnozu па superponirana kruta kretanja, koji predstavlja 
sistem od tri diferencijalne jednacine koji mora zadovoljavati funkcija ф. 

Ako је usJov (8.1.6) zadovoljen, tada је druga od jednaCina (8.1.5) su­
visna, jer је sadrzana u prvoj kao пјеп antisimetricni deo, ра su konstitutivne 
jednacine oblika 

., .z дф ; 
!1J=pg' --z -Х; к' 

дх;к 

д Ф [[! ј] .k 
тilk = Z g d . (0<) Х; К, 

Р d '(0<); К 

дф 
1)= --о 

де 

Ako uzmemo da је specificna sIobodna energija funkcija obIika 

Ф = Ф (X~ к, X~ К, /L;K, 6), 

konstitutivne jednacine (8.1.7) postajt1 

.. ./ дф ј 
tl}=pg' -Ј-Х; к' 

дх;к 

"k д Ф 1[1 јЈ k 
тl} = р 1 g Х . (а) Х; К, 

дх·(ot};К 

дф 
"fj=-­

д6' 

а uslov objektivnosti (8.1.6) postaje 

( gll дt х{ K+g il 4x!K+g11 д1ф X~L;K) =0. 
дх; к д Х.К д Х .L;K [јј] 

(8.1.7) 

(8.1.8) 

(8.1.9) 

(8.1.1 О) 

pri сети gractijenti mikrodeformacije, kao ortogonalni tenzori, јrnаји tri те­
dusobno nezavisne koordinate. 

8.2. Materijalni tenzori deformacije ј nelinearne konstitutivne jednacine za 
anizotropne materijale. Specificna slobodna energija (8.1.8) је Љnkсјја od 22 
nezavisno promenljivih argumenata x~ к, X~ К, X~L;K i 6. Sistem od tri parci­
jalne diferencijalne jednacine (8.1.10) dozvoljava stoga 22 - 3 = ] 9 medusobno 
nezavisnih integrala. Uzecemo te integrale u obliku 

k k Q 

~KL=XKkX;L' KKLM=XKkX.L;M, v. (8.2.1) 
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S obzirom da su gradijenti mikrodeformacije ortogonalni tenzori, tj. da 
zadovoljavaju uslove (3.2.5), ocigledno је da materijalne tenzore deformacije ~KL 
i KKLM mozemo napisati i u obliku 

k 
~KL = 'X.kK X ; L> 

Sistem (8.1.1 О), prema tome, јmа opste 1"esenje oblika 

1ji=1ji(~KL' KKLM' 6), 

ра konstitutivne jednacine (8.1.9) postaju 

tJj=I'I~X~KX~ 
Гд~ .L' 

KL 

дф 
"1)= -­

д6' 

i invarijante su и odnosu па superponirana kruta kretanja. 

(8.2.2) 

(8.2.3) 

(8.2.4) 

Jednacine (8.2.4) su nelinearne konstitutivne jednaCine za proste anizot­
ropne termoelasticne mikropolarne materijale. 

Ako umesto materijalnog tenzora deformacije ~KL uvedemo materijalni 
tenzor reJativne deformacije EКL , 

E KL =~K~ - GKL ='X.kKX~ L - GKL , 

konstitutivne jednacine dobijaju oblik 

оо д Iji i ј 
tlJ=P--Х·кХ;L, 

дЕКL 

д Ф ј } k 
mJJk=p X·KX·LX;M, 

дKКLM 

дlji 
"1)= --о 

д6 

(8 2.5) 

(8.2.6) 

Uvodeci vektore direktorskog pomeranja, odnosno gradijente mikropome­
ranja, tada па isti паСЈП kao i u odeljku 7.3, dobijamo 

(8.2.7) 

Medutim, s obzirom da је X~K ortogonalan tenzor, tj. da zadovoljava relacije 
(3.2.2), lako nalazimo da је 

(8.2.8) 

4 Mehanika prostih polarnih kontinuuma 
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Odavde vidimo da је и linearnoj teoriji 

rpKL + rpLK = О, tj. rpKL = - ћк· (8.2.9) 

Koristeci (8.2.7) i (7.3.15), materijalne tenzore deformacije EKL i KKLM' 

па osnovu (8.2.2)2 i (8.2.5), mozemo izraziti и obliku 

(8.2.10) 

U linearnoj teoriji оуј tenzori su oblika 

(8.2.11) 

8.3. Prostorni tenzori deformacije i nelinearne konstitutivne jednacine za 
izotropne materijale. Kod izotropnih materijala mogu se uvesti sledeci prostor­
пј tenzori deformacije: 

Xk/m = GKL "X.kK; т "X./L = - GKL "Х.IК;m "X.kL = - X/km' 

tako da је specificna slobodna energija funkcija oblika 

~=~(O"k/' Xk/т' 6). 

(8.3.1) 

(8.3.2) 

Koristeci (8.3.1) i (8.3.2), iz (8.1.9) dobijamo nelineame konstitutivne 
jednacine za izotropne materijale 

.. k д~ m lJ =р--, 

дХiЈk 
(8.3.3) 

а јх (8.1.1 О) uslov objektivnosti 

---O"k +--0".k+2--x./m ---Xkl =0. ( 
д ~ .ј д ~ ј д ~ ј д Ф .. ј) 
д O"kj д O"jk д 'К;/m д xk/j ил 

(8.3.4) 

Ako umesto О"kl uvedemo prostorni tenzor relativne deformacije tk/' 

(8.3.5) 

4 
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za konstitutivne jednacine доЫјато 

11 
дф дф.ј дф .. ј 

t =р--р - ek -Р--Хн, 
д еџ д Ekj Р Xkl} 

дф 
mIJk=p--, 

дХј}k 

дф 
'уј = -дО' 

а za uslov objektivnosti 

-E.k --Ek + 2--X.lm --- Xkl =0. ( д Ф ј дф.ј дф ј дф "1) 
д E1k д &kj д ХЈ1т д XkU [iЛ 

Iz uslova ortogonalnosti (3.2.5), koristeCi (8.2.7), доЫјато 

Prema tome је 

Koristeci оуи relaciju i (8.2.7), iz (3.2.2) lako nalazimo 

rpkl + rplk - rpmk rp "!I = О, 

i vidimo da је, u linearnoj teoriji, 

rpk/ + rplk = О, tj. rpkl = - rplk' 
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(8.3.6) 

(8.3.7) 

(8.3.8) 

(8.3.9) 

(8.3.10) 

(8.3.11) 

Tenzore deformacije ekl i Xk/m' koristeci (8.3.1), (8.3.5), (8.2.7), (8.3.9) i 
(8.3.10), тоито izraziti u obliku 

(8.3.12) 

U linearnoj teoriji оуј tenzori su oblika 

(8.3.13) 

8.4. Linearne konstitutivne jednacine za izotropne materijale. U Нпеахпој 
teoriji, izostavljanjem nelinearnih clanova u (8.3.6), konstitutivne jednacine su 
ОЫјЬ 

дф дф 
tIJ=p-, m iJk =р--, 

д Е1ј дХijk 

gde su tenzori deformacije ОЫјЬ (8.3.13). 

дф 
1)= -­

дО' 

" ~' 

(8.4.1) 
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s obrirom da su )(klm i тk1m antisi;metricni tenzori и odnosu па prva 
dva indeksa, ;mozemo uvesti tenzore drugog reda 

1 kl 
)(Iј = - e;k/)(' .ј, 

2 

tako da konstitutivne jednacine (8.4.1) mozemo izraziti и obliku 

gde је 

'Ј дljJ l' =р-, 
деј} 

'Ј дljJ 
т'=р-, 

д )(;ј 

1 k/ 

д~ 
1) = - дО' 

)(јЈ' = - ejkl ср •• ,ј = СР;,;, 2 . 

(8.4.2) 

(8.4.3) 

(8.4.4) 

(8.4.5) 

Лkо nета inicijalnih nароnа, specificna slobodna energija је u 1inearnoj 
teoriji kvadratni polinom oblika 

pljJ = ~ IX Т2 + Аlј еlј Т + ~ Bijkl еи ем + ~ C/jkl )(Iј )(м, 
2 2 2 

(8.4.6) 

gde smo, u analogiji sa (7.5.4), uveli prirastaj temperature, Т= е - 60' za koji 
pretpostavljamo da је dovoljno таН. 

U (8.4.6) su 

(8.4.7) 

materijalni izotropni tenzori, IX, а, vl' V2 , VЗ ' "t'l' "t'2 i "t'з materijalne konstante. 
KoristeCi (8.4.6) i (8.4.7), iz (8.4.3) dobijamo linearne konstitutivne jed­

nаСјnе u obIiku 

gde је 
. ~ . ~ 

eI=u:i=divu, )(I=СР:I= divcp 

gde smo iskoristili jednacinu konzervacije mase u obliku 

1'1'::11'0 (1 -е/). 
Ako stavimo 

(8.4.8) 

(8.4.9) 

(8.4.1 О) 

(8.4.11) 

..., 
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gde је 

konstitutivne jednacine (8.4.8) mozemo pisati u ekvivalentnom obliku 

tO = (л е] + аТ) gO + 2 !L еО + k ~P" (г" - t:pk)' 

Ро"У)= -г:Ј.Т-ае[> 
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(8.4.12) 

(8.4.13) 

gde su л i !L klasicne Lameove konstante, а t:pk vektorska reprezentacija ugla 
nezavisne rotacije materijalnih tacaka kontinuuma. 

Iz (8.4.13) vidimo da u linearnoj teoriji ukupan broj materija]nih kons­
tanata iznosi 8. 

8.5. Jednacine роЈја. Prvi i drugi Kosijev zakon kretanja (jednacine (3.3.5) 
(3.3.10» mozemo napisati u ob1iku 

"i_t ii + fi ро U - ,ј р , 

1'0 1 ~'u = t[iЛ + т /j~ k + pZu, 

(8.5.1) 

gde smo, s obzirom da su deformacije infinitezimalne, u prvoj aproksimaciji 
staviIi 

(8.5.2) 

Na osnovu (8.5.1)1' koristeCi Iinearnu konstitutivnu jednacinu (8.4.8)1' 
ртуј Kosijev zakon kretanja dobijamo u obliku 

k .. 
'.12 t:,. Иј + ('.11 + '.13) и, "ј + а е,ј + ('.1з - '.12) girc,fjkt:pk,j+ pfi - 1'0 Иј= о. (8.5.3) 

Napisana u vektorskom obliku, оуа jednacina је 
~ -+- -+~ ~ 

'.12 L\ и+ ('.11 +V3) grad (divu)+a grad6+ ('.1з -''.12) rott:p+ рј- РО и=О. (8.5.4) 

Da bismo dobili drugi Kosijev zakon kretanja, konstitutivnu jednacinu 
(8.4.8)2 napisacemo и povoljnijem obliku. Koristeci, n;~јте, relaciju 

тО" = с,џ/ mi ", 
dobijamo 

Diferenciranjem, odavde је 

Јј" ;ј" јј" 1 kr '> јјl nrn 
т ,k="1 Xj,kC, +"2 Х ,k+2"зg ormnx"/,k' 

5to mozemo izraziti u obliku 

(8.5.5) 



54 Мilan Plav§ic 

Iz konstitutivne jednacine (8.4.8)1 lako nalazimo 

5to mozemo izraziti u obliku 

t[ijJ = (V2 - Vз) EUk (rk - ~J. (8.5.6) 

ZamenjujuCi sada (8.5.6) i (8.5.5) u (8.5.1)2' dobijamo 

ро 19јЈ ="2 ёoiJk А~k+(V2-VЗ) ei)k (rk-~k)+ ("1 +"з)ё,Uk~~lk + Р /0. 

Ako јО5 stavimo 

dobijamo, konacno, drugi Kosijev zakon kretanja и obIiku 

(8.5.7) 

Napisana vektorskim oznakama, ova jednacina је oblika 

(8.5.8) 

Da bismo dobili diferencijalnu jednaCinu za odredivanje poUa temperature, 
iskoristicemo konstitutivnu jednacinu (8.4.8)з, jednacinu balansa entropije (6.2.3) 
i Furijeov zakon (7.6.4). Na taj пасјп dobijamo 

• k 
k А6 + р h + 60 IX 6 + 60 а й, k = О. 

Sistem od sedam diferencija!nih jednacina (8.5.4), (8.5.8) 
jedno sa jednacinom konzervacije mase 

-+ 

Р = РО (l - div и), 

(8.5.9) 

(8.5.9), za-

(8.5.10) 

predstavlja kompletan sistem jednacina za odredivanje nepoznatih fиnkcija ;, 
; 6 i р. 



9. DIPOLARNI ELASТICNI MATERIJALI 

9.1. Energija deformacije i konstitutivne јеdnаСјпе. S obzirom da su еlа­
sticni procesi potpuno reverzibilni, pri пјЉоуоm proucavanju uvek mozemo 
uvesti specificnu energiju deformacije. Kod adijabatskih procesa to је specificna 
unutra8nja energija, а kod izotermickih - specificna slobodna energija. U sa­
glasnosti sa (4.2.7), jednacina balansa specificne energije deformacije za dipo­
larne elasticne materijale је oblika 

(9.1.1) 
Koristeci relacije 

(9.1.2) 
. XKXL ' ХК V"jk=Xi;KL ;} ;k+Xi;K ;jk, 

Jednacinu (9.1.1) mozemo napisati и obliku 

, (" К '('k) К) ћ' ('k) К L ра = ,,:иХ;}+ћ' Ј X;jk Хј:К+ 'Ј X;jX;kXi;KL, (9.1.3) 

odakle zakljucujemo da је specificna energija deformacije fиnkсјја obIika 

( k k) 
а = а Х; К, Х; KL . (9.1.4) 

Diferenciranjem ро vremenu odavde dobijamo 

, да ,k да ,k 
(ј = -k- Х; К + -k-X ;KL· 

дх:к дХ:КL 
(9.1,5) 

Uporedujuci jednacine (9.1.5) (9.1.3), dobijamo konstitutivne jednacine 
и ob1iku 

.. "( д а ј д а ј ) ,,:lJ=pg' -,-X;K+--/-X;KL , 
дх;к дХ;КL 

(9.1.6) 

h'('k) '/ да.Ј k 
I Ј- =pg' -,-X;KX:L. 

дХ;КL 

Da Ы, medutim, tenzor паропа ,,:јј Ыо simetriean, tj. da Ы drugi Kosijev za­
kon kretanja (4.2.4) Ыо zadovoJjen, desna strana jednacine (9.1.6)1 mora zado­
voljavati uslov 

( 
" д (ј ј "д (ј ј) о 

g' -/-Х;к+g' --,-X;KL =, 
дх;к дХ:КL [јј) 

(9.1.7) 

8to је uslov objektivnosti za specificnu energiju deformacije (9.1.4) i konstitu­
tivne Jednacine (9.1.6). 
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lednaCina (9.1.7) predstavlja sistem od tri parcijalne diferencijalne jedna­
сјnе koje mora zadovoljavati funkcija sресiЛспе energije deformacije. S obzirom 
da је specificna energija deformacije funkcija od 27 nezavisno promen~ivih 

XtK i XtKL, sistem (9.1.7) јта 27 - 3 = 24 medusobno nezavisnih integrala. Ima 
vise mogucnosti za izbor tih integraJa. Мј сето uzeti sledece: 

(9.1.8) 

tako da (9.1.7) јта opste resenje 

(9.1.9) 

KoristeCi sada (9.1.9) i (9.1.8), konstitutivne jednacine (9.1.6) mozemo 
napisati u obliku 

(9.1.10) 

ћ - Uk) да -/ к ј k 
Ј =" gJ X-/X-LX-M. 

Г дЕК ••• 
-LM 

Оуо su nelinearne konstititivne jednacine za anizotropne dipolarne e]asticne та­
terijale i invarijantne su u odnosu па superponirana kruta kretanja. 

Ako umesto tenzora GXL uvedemo tenzor relativne deformacije 

(9.1.11) 

konstitutivne jednacine dobijaju oblik 

i- да ј Ј 
"J=P--X-KX-L, 

дЕхL ' • 

(9_1.12) 

h -(Jk) да -'хХ ј k 
Ј =Р g' ./X·LX-M. 

дЕ~LМ •• • 

Materijalne tenzore deformacije EКL i EXLM' koristeCi (9.1.11), (9.1.8) i 
(7.3.15), mozemo izraziti u obIiku 

(9.1.13) 

u 1inearnoj teoriji, u slucaju infinitezimalnih deformacija, оуј tenzori su obIika 

(9.1.14) 
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za izotropne dipoJarne elasticne materijale uvescemo prostorne tenzore 
deformacije 

(9.1.15) 

tako da konstitutivne jednacine (9.1.6) postaju 

.. 2 да; да ј 2 да .. ; 
т')=- P--Ck+p---e.lm- p---ekm, 

дСјk деi/m деkmј 
(9.1.16) 

hTk) да ') =1'--, 
де;јk 

а uslov objektivnosti (9.1.7) postaje 

- 2-- Ck+-- e.lm- -- ekm =. ( да; д а ј 2 да . . ;) о 

дСјk деilm деkтј Сјј] 
(9.1.17) 

Ako umesto prostornog tenzora deformacije ckl uvedemo prostorni tenzor 
relativne deformacije ekl' 

2 ekl = gM - См, 

konstitutivne jednaCine се biti oыkaa 

,,1)= р --- 2-- ek+-- e.lm- -- ekm , о. (да да; да ј 2 да .. ;) 

дејј дејk деi/m деkmј 

h ,(,k) да ') =р--, 
де;јk 

objektivnosti oblika а uslov 

2--ek---e.lm+2--ekm =0. ( да; да ј да .. ;) 

деjl.. деilm деkтј [;јЈ 

(9.1.18) 

(9.1.19) 

(9.1.20) 

Koristeci (9.1.18), (9.1.15) i (7.3.15), prostorne tenzore deformalije ekl i 
eklm mozemo izraziti u obliku 

к 
eklm = Uk.lm + Иk; ки ; lm 

U linearnoj teoriji, za sIucaj infinitezimalnih deformacija, оуј tenzori su 

1 
ем =2(щ.l+ Ut.k)' енn = Uk.lm' 

(9.1.21) 

(9.1.22) 

U Jinearnoj teoriji, izostavljanjem neIineranih clanova u jednacinama 
(9.1.19), konstitutivne jednacine za izotropne materijale su oblika 

.. да 
"')=1'-- , 

де;} 
h; ('k) _ да ) --р--

дејјk 

invarijantne su u odnosu па superponirana kruta kretanja. 

(9.1.23) 
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u jednacinama (9.1.23) sресiЛспа energija deformacije је funkcija tenzora 
ем i eklm' Pretpostavljamo da је опа neprekidna i diferencijabilna funckija. Ako 
jos pretpostavimo da пета јпјсјјаlпјЬ паропа, u linearnoj teoriji опа је kva­
dratni polinom oblika 

gde su 

_ 1 Aijkl + 1 BUklmll 
рО' - - elj ekl - eijk ellll,J' 

2 2 

BUklmn = У Ј gJk gll gmll + У 2 (g}l glllk g"i + glk gmJ g"i + gli g"k gmi + 

+ glk gnj gl1li) ,t Уз (gli gjlll gkn + gil gJn gk/ll) + 

+ У 4 (gin glm gJk + gllll gln gJk + g/j gki g'nn + gkl gU gn/JI) + 

+ У 5 (gU gkn glm + g}n glm gki + gij gkm gln + g}1II gllt gki) , 

izotropni tenzori, а л, (1., У1' Ђ, ... , Ys materijalne konstante. 

(9.1.24) 

(9.1.25) 

Zamenjujuci sada (9.1.24) u (9.1.23) i koristeci (9.1.25), dobijamo liпе­
arne konstitutivne jednacine za izotropne dipolarne elasticne materijale u obliku 

"и = ле[gij+ 2 (1. еЈј , 

11' (jk) = 111 gJk еЈ!.1 + ћ2 (eJki + ekji) + hз eijk + 

+ h4 (2 gJk elJ + gki e~/.1 + gЛ e~~д + hs (giJ е'./ + gik е/./), 

gde smo uveli oznake 

УЈ =ltр 2У2=1t2' 213=11з, У4=114 2Y5~ћ5' 

(9.1.26) 

(9.1.27) 

(9.1.28) 

U linearnoj teoriji dipolarnih elasticnЉ materijaJa, prema tome, ukupan 
Ьсој materijalnЉ konstanata iznosi 7. 

9.2. Parcijalne diferencijalne jednacine kretanja. Diferencijalne jednacine 
kretanja za dipolarni kontinuum, па osnovu (4.2.2), mozemo napisati u obJiku 

t~JJ+ рр- РО Ш = О, 

gde smo u рсуој aproksimaciji staviIi 

.' .. ' д2 и' Р v' = ро и' = Ро -. 
дt 2 

(9.2.1 ) 

1z konstitutivnih jednaCina vidimo da tenzor паропа tU пјје пјјmа odce­
den. Medutim, iz jednacine (4.2.6) nalazimo 

(9.2.2) 

ра diferencijalne jednacine kretanja (9.2.1) mozemo pisati u obliku 

(9.2.3) 
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Ako okoline materijalnih tacaka u nedeformisanoj konfiguraciji posmatramo 
kao infinitezimalne sfere, mozemo pisati 

/KL=IGKL, 

ра, па osnovu (4.1.7), u prvoj aproksimaciji dobijamo 

ikl = 19k1. 

KoristeCi оуај izraz. iz (4.1.9) za inercijski spin nalazimo 

Гi}=lйj,J 

gde smo u prvoj aproksimaciji stavili 

"ј "'ј д2 ('ј) v" =и" =- и" . 
дt2 

(9.2.4) 

(9.2.5) 

(9.2.6) 

KoristeCi linearne konstitutivne jednacine (9.1.26) i (9.1.27), kao i izraz 
za inercijski spin (9.2.6), iz (9.2.3) nalazimo linearne parcijalne diferencijalne 
jednacine kretanja u obliku 

(l. (1 -h1 :hз ~) ~иј+(л+ (l.) (1 _ 2h2+::~+2hs ~) и~/-
(9.2.7) 

- р 1:1j - Ро (1 - 1 ~) йј 
= О. 

Оуај sistem od tri linearne parcijalne diferencijalne jednacine, zajedno sa jedna­
сјпот konzervacije mase, Р = Ро (l - и\), predstalja kompletan sistem jednaCina 
za odredivanje nepoznatih funkcija иј i р. 



10. ELASТICNI MATERIJALI REDA DVA 

10.1. Konstitutivne jednacine. U saglasnosti sa (5.2.9), jednacina balansa 
specificne energije deformacije za elasticne materijale reda dva је oblJka 

(10.1.1) 

s obzirom, medutim, da gradijent tenzora vrtloZnosti јта osam medusobno 
nezavisnih koordinata, jer izmedu njih devet postoji jedna veza oblika 

(10.1.2) 

jasno је da svih devet koordinata tenzora naponskih spregova nе uCestvuju u 
jednacini Ьа lansa (10.1.1). 

Ako tenzor naponskih spregova razlozimo па sferni i devijatorski deo, tj. 

"k 1 ",ijk 1 "k mlJ = - о lmn т mn +!LIJ , 

3! 
(10.1.3) 

tada је ocigledno, zbog (10.1.2), 

(10.1.4) 

pri сети devijatorski deo tenzora naponskih spregova takode јта osam те­
dusobno nezavisnih koordinata, jer lzmedu nјЉ devet postoji jedna veza oblika 

(10.1.5) 

s obzirom па (10.1.4), jednacinu (10.1.1) mozemo napisati u obliku 

p~ = (јј) vi,j + !Lijk 6}ij.k (10.] .6) 

i iz nје zakljucujemo da samo devijatorski deo tenzora naponskih spregova 
moze biti odreden konstitutivnim jednacinama. 

Neodredenost tenzora naponskih spregova пета, medutim, uticaja u 
diferencijalnim jednacinama kretanja, jer је ocigledno, iz (10.1.3), 

ijk ijk 
т .jk =!L .jk (10.1.7) 

Koristeci (9.1.2), jednacinu balansa specificne energije deformacije (10.1.6) 
mozemo napisati и obliku 

(10.1.8) 

61 
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odakle zэklјuсuјеmо da је specifiCna energija deformacije funkcija oblika 

(10.1.9) 

Diferenciranjem ро vrеmеЩI odavde је 

. д(1.k д(1.k 
(1=-k- Х; K+-k- Х; KL' 

дх:к дХ;КL 
(10.1.10) 

ра uporedivanjem оуе sa jednacinom (10.] .8), dobijamo konstitutivne jednacine 
u obliku 

('}1 ., ( д (1 Ј д (1 Ј ) /' =pg' -,-X;K+-,-X;KL , 
дх;к дх; KL 

(10.1.]1) 

. (Jk) .,. д (1 ј k 
11.' -pg' Х Х г - -,-;к ;L' 

дх; KL 

Desna strana prve od ovih jednacina mora biti simetricna ро indeksima i i ј. 
Takode, s obzirom da је fJ.ijk = - (Jiik, Ысе fJ.{iUk» = О, ра otuda konstitutivne 
jednacine (l 0.l.l1) moraju zаdоvоlјэvаti usJove 

( 
11 д (1 ј ., д (1 Ј) О 

g -,-Х; K+g' -,-Х; KL =, 
дх; к дх; KL [;Ј] 

(10.1.12) 

( 
iI д(1 ј k) О g -,-Х;к Х ; L =. 
дх; KL (;jk) 

SpecifiCna energija dеformэсiје (10.1.9) је funkcija 27 nezavisno promen­
ljivih X~ к i X~ KL' ра otuda sistem od 13 parcijalnih homogenih diferencijalnih 
}~dnacina (10.1.12) јта 27 -13 = 14 medusobno nezavisnih intеgrаlэ. Те integ­
rale сето uzeti u obliku 

(10.].13) 

tako da sistem (10.].]2) јта opste resenje 

(1= (1 (CКL , DKLМ)· (10.1.14) 

Koristeci (10.1.14) i (10.1.13), konstitutivne jednacine (10.1.11) postaju 

/1) =2р --Х;КЛ;L+ Х;к А; LM , (") (д (1 i i д (1 (i.Л ) 

дСLк дDкLм 
(10.].15) 

. (Jk) д (1 i (ј k) 
fJ.' =р X;KX;LX;M. 

дDкLм 

9 
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Оуо su nelinearne konstitutivne jednacine. za anizotropne elasticne materijale 
reda dva i invarijantne su и odnosu па superponirana kruta kretanja. 

Лkо umesto tenzora CKL uvedemo tenzor relativne deformacije 

(10.1.16) 

konstitutivne jednacine dobijaju obIik 

( да " да (' ') ) 
t(ij)= ~ -- x~ x~ + 2 х.' x~ 

г дЕ . к . L дD . к . LM ' 
KL KLM 

(10,1.17) 

Tk) д а ј (ј k) 
fL' Ј = Р х. к Х; L Х; М· 

дDКLм • 

Na osnovu (10.1.16) i (10.1.13), koristeCi relaciju 

tenzore deformacije EКL i DKLM mozemo izraziti и obliku 

(10.1.18) 

u linearnoj teoriji оуј tenzori S11 obIika 

(10.1.19) 

Za slucaj izotropnih materijalf\ mozemo uvesti sledece tenzore defor-
тасјје 

(10.1.20) 

tako da konstitutivne јеdпэсiпе (10.1.11) postaju 

(") (2 да i 2 да d i да d" i ) t 'Ј = -р -- Ck+ -- 'kl+-- kl , 
дСјk дdјkl дdklj 

(10.1.21) 

fL,(J = --р С, --+-- . 'k) 1 ј(да да) 
2 д d'jk д d1kj 
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Ako, pak, uvedemo prostorni tenzor relativne deformacije 

(10.1.22) 

konstitutivne jednacine dobijaju oblik 

t ') = Р - - - е k - -- ·kl - -- kl , п ( д G 2 д G i 2 д G di д G d" ј) 
,дејј дејk дdјk1 дdk1ј 

(10.1.23) 

fL,(Jk)=p --+-- -рђ --+-- , . (дG дG) i(дG дG) 
дdijk дdikј дdljk дd/kj 

pri сети, па osnovu (10.1.22) i (10.1.20), koristeCi relaciju 

za tenzore deformacije ејј i dijk dobijamo 

(10.1.24) 

1 ( r r) 
dk1m =2 Ut.km- Uk.lm +Ur.ml и. k - Ur.km и.l . 

u linearnoj teoriji ovi tenzori su oblika 

(10.1.25) 
1 

d"k = - (и. 'k - и· "k)' '} 2 Ј·' ,.} 

u lineamoj teoriji, izostavljanjem nelinearnih clanova и jednacinama (10.1.23), 
konstitutivne j~dnaCine su . 

t(i}) = р д G , 

дејј 

(10.1.26) 

i(Jk) (д G д G ) fL =р --+-- , 
дdijk дdikј 

pri сети је 
(10.1.27) 

а tenzori deformacije su oblika (10.1.25). 
S obzirom da tenzor dijk јта osam medusobno nezavisnih koordinata, 

fиnkcionalnu zavisnost specificne energije deformacije od tog tenzora ograniCi­
сето па takav паСјп da bude ([19]) 

odn. ~+~+~=O. 
дdiјk дdјki дdkiј 

(10.1.28) 

9 
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Konstitutivnim jednaCinama (10.1.26) odreden је simetriCni deo fLi(jk) 

devijatorskog dela tenzora naponskih spregova. Ovaj tenzor,. kao i fLijk , јта 
osam medusobno nezavisnih koordinata. Оа bismo, medutlm, znajuci fLi(jk\ 

odrediIi fLi1k, postupicemo па sledeci паСјп. 

UvodeCi oznaku 
fLiUk ) = viJk = vikJ, (10.1.29) 

lako је pokazati, s obzirom па (10.1.5), da vaii 

"k 4 [ij]k fL'J =-'1 . 
3 

KoristeCi, dalje, (10.1.28), iz (10.1.26)2 dobijamo 

'[ 'k] 3 д (ј 
'1' Ј =-р --, 

2 дdiјk 
tako da је, s obzirom па (Ј0.1.30), 

fLijk=2p~. 
дdiјk 

(10.1.30) 

(10.1.31) 

S obzirom da S\l antisimetricni ро prva dva indeksa, tenzore fLijk i dijk 
mozemo prikazati роmосu tenzora drugog reda, tj. 

fLijk = еР/ fL i k, (10.1.32) 
odnosno 

'k 1 "k fL/ ' = 2' Eijl fLlJ , 
/ 1 "/d 

X'k =-Е'Ј Ijk' 
2 

(10.1.33) 

Koristeci ove теlасјје, konstitutivnu jednacinu (10.1.31) mozemo izraziti и 
obliku 

'ј д (ј 
fL' =р-, 

д xij 

(10.1,34) 

ртј сети је 

(10.1.35) 

Tenzor fLij је devijatorski deo tenzora naponskih spregova 

(10.1.36) 

а tenzor Хјј ' koristeCi (10.1.25)2 i (10.1.32)2' mozemo izraziti и obliku 

I 1 /Ј 
Х , k = 2' Е' "ј. ik' (10.1.37) 

odnosno 

(10.1.38) 

S Mebanika prostib polarnih kontinuuma 
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gde је 

1 r1=_./iJ u .. 2 "Ј' 

Milan Play~jc 

1 ...... 
odn. {r1} = - - rot и. 

2 
(10.1.39) 

U konstitutivnim jednacinama (10.1.26)1 i (10.1.34) specificna energija 
deformacije је funkcija tenzora еџ i 'Кјј' U linearnoj teoriji опа se moze preds­
taviti kvаdгэtпim po1inomom obIika 

(10.1.40) 

gde su 

(10.1.41) 
Bl]kl = "1 g/j gkl + "2 gik gjl + "3 gil gJk, 

materijalni izotropni tenzori, а л, !l-, "1' "2 i "3 materijalne konstante. 
Koristeci sada (10.1.40) i (10.1.4]), iz (10.1.26)( i (10.1.34) dobijamo 

linearne konstitutivne jednacine u obIiku 

(]0.1.42) 

gde smo uveli oznake 

Konstitutivne jednacine (10.1.42) su identicne konstitutivnim jednacinama 
koje su dobi1i R. D. М i п d] i п i Н. Р. Т i е r s t е п [20] linearizujuci konsti­
tutivne jednacine koje је izveo R. А. Т о u р i п [19]. 

10.2. Parcijalne diferencijalne jednacine kretanja. Parcija]ne diferencijalne 
jednacine kretanja za kontinuum reda dva, па osnovu (5.2.4), mozemo, u lјпе­
arnoj aproksimaciji, napisati u obIiku 

(10.2.1) 

Konstitutivnim jednacinama nije odreden antisimetricni deo tепzогэ napona. 
Medutim, iz (5.2.6) nalazimo 

(10.2.2) 

odakle sledi 
t[iЛ = _miJk . + (г јј ·_Ји ) .Ј .Jk Р .Ј .Ј , (10.2.3) 

ра (10.2.1) mozemo napisati 11 obIiku 

д2 i 
(Јј) ijk (ги Z Јј) ЈЈ и t .Ј-!! .ж+Р .ј-.Ј +р =Po W ' (10.2.4) 

pri сеm11 smo iskoristili i (10.1.7). 

4 
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KoristeCi (10.1.33), iz (10.1.42) nalazimo 

IJ.jjk - V d jjk + 2- v .Јј! .. kmп d 
г - 1 2 2 mn1' (10.2.5) 

odakle sledi 
ijk. _ dijk . ( iJl kmп d =0) !Ј. .Jk-Vl .Jk, е: .. mn1.Jk-· (10.2.6) 

Posmatrajuci materijalne tacke kontinuuma kao infinitezimalne sfere, па 
osnovu (5.1.7), za inercijski spin u prvoj aproksimaciji dobijamo 

odakle је 

РЈ=!(ј)'Ј=_! ----- , ~ 1 (д2 и
ј

•Ј д2 иМ ) 
2 дt2 дt2 

Г" 1! д2 (л ј Ј .ј) 
.Ј=2 дt 2 и.и -и ,Ј • 

(10.2.7) 

(10.2.8) 

Koristeci sada (10.1.42)1' (10.2.6), (10.2.8) i (10.1.25), iz (10.2.4) dobi­
јато Нпеатпе parcijalne diferencijalne jednacine kretanja u obliku 

) 
k· ј л' 1 л л I 1 л k· I Zi} 

(л+!Ј. и ,k +!J.иoUI +2 v1 иoиou -2 V1 иo u ,k -р ,ј+ 

д2 
( л . . k ./ .) О + Ро дt2 1 и. и' -Ји, k - и' = . 

(10.2.9) 

Ako zanemarimo uticaj inercijskog spina i zapreminskih spregova, ove jednaci­
пе postaju 

k . i л' 1 л л' 1 л k· i д2 и
ј 

О 
(л+!Ј.) и, k + !Ј.и.и' +2 V1 и.и. U'-

2
v1 и. и, k - ро дi2=' (10.2.10) 

ili u vektorskom obliku 
-+ 

-+ -+ 1 -+ 1 -+ д2 и 
(л+!Ј.) grad (divu)+ !Ј.!:Ј.и +-v1 !:Ј.!:Ј. u--V1 !:Ј. grad (divu) - ро-= О. (10.2.11) 

2 2 дt2 

Za nestisljive materijale је 
k .-+ 

и. k = dlV и = О, 

ра, bez uticaja inercijskog spina i zapreminskih spregova, linearne parcijalne 
diferencijalne jednacine kretanja su 

1 д2 иј 

!J.!:J.ui+-v !:Ј.!:Ј.иј=ро-; (10.2.12) 
2 дt 2 

ili u vektorskom obliku --+ 1 -+ д2 и 
!J.!:J.u+-v1 !:Ј.!:Ј.и=ро-· 

2 дt 2 
(10.2.13) 

Vazno је, па kraju, uociti da se u parcijalnim diferencijalnim jednacina­
та kretanja пе pojavljuje materijalna konstanta 'Ј2 koja figurise u linearnim 
konstantnim jednacinama. 

Sistem od tri parcijalne diferencijalne jednacine kretanja (10.2.9), zajedno 
sa jednacinom konverzacije mase, р = ро (1 - и~ k), predstavlja kompletan sistem 
jednacina za odredivanje nepoznatih funkcija и! i р. 

,. 



..., 



11. PROSТI MIKROFLUIDI 

11.1. Disipativna funkcija i konstitutivne jednacine. Za razliku od ропа­
sanja elasticnih materijala, kod viskoznog teeenja postoji disipacija mehanicke 
energije. То znaci da proces viskoznog tecenja пјје mehanicki reverzibi1an, ра 
za izvodenje konst.itutivnih јеdпасiпэ пјје dovoljan samo prvi zakon termo­
dшаmikе (zakon konzervacije mehanicke energije) vec i drugi zakon, u 
nekom od svojih ekvivalentnih oblika. 

U saglasnosti sa jednacinama (б.l.lб) i (б.l.17), disipativna fиnkcija је 

РФ=D"С'(а)~(а»о, (11.1.1) 

pri сети nemehanicke efekte nismo uzeli и obzir. 
Jednacina (11.1.1) daje vezu izmedu disipativne funkcije i mehanickih ire­

verzibilnih sila. Da bismo, medutim, ireverzibilne siJe izrazili preko disipativne 
ftlnkcije. iskoristicemo princip najmanje ireverzibilne sile [18], tako da dobijamo 

D"C'(a) = р ф ( д.Ф ~(b) )-1 д.~_, 
дv(Ь) дv(а) 

(11.1.2) 

gde је Ф funkcija gt:neralisanih brzina ozj(a). 

Viskozni f1uid sa mikrostrukturom сето definisati kao spt:cijalnu klasu vis­
koelasticnih materijala kod koje su reverzibi1ni delovi tenzora l1apona dati sa 

(Ј 1.1.3) 
tako da је 

(11.1.4) 

gde је р hidrostaticki pritisak. 
KOl'isteci (11.1.1) i (б.l.2), disipativnu fиnkciju mozemo izraziti u obliku 

р Ф = D tij gi/ x~ х{к + (D"C'i
j d~j - D tiJ d~(li + DhiJk i1: к xfk) Јц'1.) + 

[.,j·k d('1.) хк d' + у,Ј .ј ;k Ц'1.);к, 

( 11.1.5) 

pri сети smo stavili 

{
ОО хК 

DtUgj/ ;ј 

D"C'( ) = ~и d('1.) _ t ij d('1.) + }lijk d('1.) хк 
а D" ј D . Ј D . ј; К ; k 

hijk d(a-) хК 
D 'Ј; k 

za а = 1, 2, ... , 9 

za а = 1 О, 11, ... , 18 

za а= 19,20, ... , 45 

(11.1.7) 

б9 
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{":к za а= 1,2, о •• , 9 

-i;(a) = ~j(a) za а=10,11, о •• , 18 

di(a);K za а= 19,20, ... , 45. 

(11.1.7) 

Iz (11.1.5) zakljucujemo да је 

( 
'k 

ф=ф Х;к, 'k 'k) d . (а) , d . (а); К , (11.1.8) 

tako да koristeci (11.1 5), iz (11.1.2) доООјато konstitutivne jednacine и obliku 

.. ./ дф ј 
Dt'Ј=лg' -.-/-Х;к, 

дх;к 

јЈ- а( дф ј ~d] дф dj ) 
D'r -лg -.-/-Х;к+ ./ • (а) + ./ . (а); К , 

дх; К дd . (а) дd . (а); К 
(11.1.9) 

Z,'Jk ./ д Ф d) k 
D'" =лg' ./ .(а)Х;К, 

дd . (а); К 

gde smo uveli оznгku 

( дФ'/ дФ·/ дФ·, )-1 
л=рф -.-,-Х;к+ --./--d.(a) + 'Ј d.(a);K . 

дх;к дd.(а) дd.(а);к 
(11.1.10) 

Desna strana jednacine (11.1.9)2 mora, medutim, zadovoljavati uslov 

g -.-,-Х;к+ ./ . (а) + ., . (а); К -о, [ а( д Ф ј д Ф d j д Ф d] )]_ 

д Х; К д d . (а) д d . (а); К [ј1Ј 
(11.1.11) 

U сНјu да оо drugi Kosijev zakon kretanja 000 zadovoljen. Poslednja jednacina, 
koja predstavlja sistem од tri parcijalne diferencijalne jednacine, је uslov objek­
tivnosti za disipativnu fиnkciju i konstitutivne jednacine, tj. uslov njihove inva­
rijantnosti и odnosu па superponirana kruta kretanja. 

Disipativna fиnkcija (1 1.1.8) је fиnkcija од 45 nezavisno promenljivih 
х7к, Ј\а) i Ј\а);К. Sistem од tri parcijalne diferencijalne jednacine (11.1.11) 
јта stoga 45 - 3 = 42 osnovna medusobno nezavisna integrala. Те integrale 
сето иzeti и о bliku 

Хк ., d' d(a) 
Qij=gll ;јХ;К- i(a) .ј =Vj,]-vij (11.1.12) 

d d· d(a) хК d' ХК d(a) 
ijk= ј(а) ·ј;К ;k+ ј(",);К ;k .ј =vij,k, 

tako да sistem (11.1.11) јта opste reSenje 

Ф = Ф (Љ, 0ij' dijk)' (11.1.13) 

Lako је pokazati да su tenzori Ји' ај] i djjk svi objektivni, tj. да ostaju invarijantni 
pri superponiranom krutoro kretanju. 

4 
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Zamenjujuci sada (11.1.13) u (11.1.9) i koristeci (11.1.12), dobijamo 
konstitutivne jednacine u obliku 

.. дФ 
,,1J=л-

D д/." ' Ij 

(11.1.14) 

h"k ., дФ IJ -1\ __ 
D - , 

дd/јk 
gde је 

л=рФ -akl+-!kl+--dklm . ( дФ дФ дФ )-1 
даkl д!и даИт 

(11.1.15) 

JednaCine (11.1.14) su nelinearne konstitutivnejednacine za proste izotrop­
пе mikrof1uide i invarijantne su u odnosu па superponirana kruta kretanja. 

Disipativna funkcija (11.1.13) је izotropna funkcija svojih agrumenata 
i pretpostavljamo da se moze predstaviti u obliku stepenog reda. U linearnoj 
teoriji, kada пета inicijalnih паропа, опа је kvadratni роliпот oblika 

('\ Ф = ~ Cijkl а. а .L Diikl а. r + ~ Eijk/ r .. /. + ~ Fijklmn а. d (11 1 16) ... 2 IJ kl' i}Jkl 2 ЈЈЈ kl 2 ijk /тn> •• 

gde su сои, Dijkl, Eijkl i Fijk/тn izotropni tenzori koji se mogu predstaviti u 
obliku (7.5.6)з.4. S. б' KoristeCi te izraze i (11.1.16), iz (11.1.14) dobijamo Нпе­
arne konstitutivne јеdпэсiпе u obliku 

tij = ( -р + bl!J + СЈ аЈ) gi1 + 2 Ь2Гј + С2 аи + СЗ aJi, 

"и = (-р+ аЈЈ+ЬЈ aJ)giJ + 2 а2!и + 2 Ь2 аШ), 

hiik = d
l 
(d~/,/gjj + a~"/ gjk) + d

2 
(d~k./gij +i.! gik) + 

d d/·k " d d il 'k d (d li 'k do)/ ik) + 3 ./ glJ + 4 .. /gJ + s .. /gJ + .. /g + 

+ dб i!./ glk + d7 dUk + dg (djki + dkii) + 

+ а9 dikj + а\о djik + d1l dkJi , 

(11.1.17) 

gde smo, s obzirom па (11.1.4), dodali i reverzibilne delove tenzora паропа 
i gde su ар а2 , Ьр Ь2 , Ср С2 , Сз , dp d2 , ••• , dll materijalne konstante -
koeficijenti viksoznosti. U linearnoj teoriji, prema tome, ukupan broj koeficijenata 
viskoznosti iznosi 18, 8to је u saglasnosti sa brojem materijalnih konstanata u 
linearnoj teoriji elasticnih materijala sa mikrostrukturom. 

Napomenimo, па kraju, da је С. А. Е r i п g е п [21], izvodeci 1inearne 
kOl1stitutivne jednacine za proste mikrof1uide, dobio уесј broj koef1cijenata vis­
koznosti. Оп је, пајте, u jednacini (11.1.17)з dobio 15 materijalnih konstanata, 
tako da u njegovim linearnim konstitutivnim jednacinama ширап broj koefi­
cijenata viskoznosti iznosi 22. 
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11.2. Parcijalne diferencijalne јеdnасјпе kretanja. Uvodeci momente mikro­
inercije 

(11.2.1) 
dobijamo 

'ij Ј<х{) d' 1 dJ + Ј<х{) dl d' ј 1 = .(ех). ({» • (<Х) • ({» , (11.2.2) 

odnosno, stavljajuci i(<x) = V ~/ d~(<x) i koristeci (11.2.1), 

(11.2.3) 

5to је sistem od 5est parcijalnih diferencijalnih jednacina za odredivanje 5est 
velicina јјј. 

StavljajuCi 
"1 . 1 1 п) / 
d.(<x)=(v,/+v,nv,/ d.(<x) 

koristeci (11.2.1), iz (2.3.10) za inercijski spin dobijamo 

(11.2.4) 

i vidimo da је u potpunosti odreden velicinama ји i Vij' 

U Jinearnoj teoriji prostih mikrofluida ukupan broj nepoznatih funkcija р, 
v i, У1ј i ји iznosi 1 + 3 + 9 + 6 = 19. Za njihovo odredivanje па raspolaganju su 
пат 19 parcijalnih diferencijalnih jednac:na 

д jij.ij .' 1 .' ј 
--+1 kvk-l/JV./-l/'V./=O, 
дt ' (11.2.5) 

tl:j+ р (Г _~I) = О, 

tij - "C~j + Itlj~k + Р (/1j - Гij) = О. 

Koristeci 1inearne kоnstitutivпе jednacine (11.1.17), parcijalne diferenci­
јаlпе jednacine (11.2.5)3,4 dobijamo u obIiku 

р ~~I +РV~kVk+р,јgij-(С1 +Сз)V~kјgij-С2V:k1gk/+ 

koO Ь'\ Ik Ь kl Ј' О +(c1 +c2 -a1)v.k,jg'!+(c2 - VV,k- 2 V ,k-P '= , 

д V 1./ /. /. 1 _.k .г 1 k (Ь ) k оо 
pдtP+p j~ У.l,kи·+р 11V.kV./+ 1-СI V,kg'J+ 

+ (Ь2 - с2) vl,j + (Ь2 - сз) v j , 1 + (а1 - 2 Ь1 + с2) /k gij + (а2 - 2Ь2 + c2)vij + 

+ (а2 - 2Ь2 + сз) ујl - (d
1 
+ dZ) V~/klgij -(d1 + dz) /.,/ -dз v~i/Igij-

(d d) Ik,j (d d''\ kl,j (d d) jk,1 d Ij,k - 4+ 9 V .. ·k- 5+ 8/V ... k- 5+ 6 V .. ·k- 7 v .. ·k-

d јl, k d kj, 1 Zij - о 
- 10V .. ·k- ll V ... k -Р -. 

(11.2.6) 

.--



12. PROSТI MIKROPOLARNI FLUIDI 

12.1. Konstitutivne jednacine. Naponsko stanje mikropolarnog kontinuuma 
odredeno је nisimetricnim tenzorom паропа t ij i tenzorom naponskih sprego­
уа mijk. Ako оуе tenzore razlozimo па reverzibilne i ireverzibilne delove, tj. 

(12.] .1) 

tada, па osnovu (11.1.1) i (6.1.3), disipativnu funkciju mozemo izraziti u obliku 

РФ = Dtij v· . - Dt[iЛ у .. + _mijk У'ј k' 
"ј t) и·· , , (12.].2) 

Ako sada iskoristimo relacije 

dobijamo 
d' К (<Х) d' К (<Х) 

Yij,k= i (<Х) X;k d.j;K+ ц<х);к Х; k d .ј, 

Ф " К ( пd(<х) "kXK d(<X) ) d' р =Dt"JX;jXj;K+ -Dt "Ј ·j+DmlJ ;k ·};К ц<х)+ 
(12.1.3) 

"k К d(<X)d' + ~"J X;k .ј ј(<х);К, 

8to mozemo napisati u obliku 

(12.1.4) 
gde smo stavili 

za й = 1, 2, ... , 9 
•• (<Х) "k К (<Х) 

{ 

Dtij Xfk 

D"(<X) = - Dt[lJ] d. j + Dm "J Х; k d ·ј;К za й= 10,1], ... ,18 (12.1.5) 

m i}kXK d(<X> 
D ;k'J 

{ 

.k 
Х;К 

'k 
ozj(<X) = d . (<Х) 

'k 
d.(<X);K 

za й= 19,20, .. , , 45, 

za й= 1, 2, ... , 9 

'la й=10, 11, ... ,18 (12.1.6) 

za й= 19,20, ... , 45. 
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KoristeCi izraze (12.1.3) - (12.].6), IZ (11.1.2) dobijamo konstitutivne 
jednacine u obliku 

.. ./ дФ Ј 
t'1=лg' --Х'к 

D д ./ .' 
Х;К 

п '1 ( дФ dJ дФ d j ) Dt'1 = -лg' -.-/- .(ех)+ ./ ,(сх);к , 
дd.(ех) дd.(ех);к 

"k ./ дФ dJ k gn'1 =лg' ./ .(ех)Х;к, 
дd.(ех);к 

gde је 

( 
дФ./ дФ·/ дФ·/ )-1 

л=рФ -/-х;к+-.-/-d.(ех)+ ./ d.(ex);K . 
дх;к дd.(ех) дd . (ех); К 

Ako sada iskoristimo relacije 

d'/ / dl/l 
• (ех) = 'Ј'I/I . (ех) , 

konstitutivne jednacine mozemo napisati u obliku 

gde је 

.. ./ дФ ј 
DtlJ =лg' -.I-X;K, 

дх;к 

["] дФ Dt'1 = -л-, 
дУи 

i]k _ ~ дФ 
йm -11.--, 

дV1Ј.k 

( 
д Ф . / д Ф дФ )-1 

л=рФ -./-Х;к+-Vkl+--Vkl.III 
дх;к дVk/ дVk/.m 

Ф. ф(.k k k) 
= X;k, 'Ј./, У./. m • 

(12.1.7) 

(12.1.8) 

(12.1.9) 

(12.1.10) 

(12.1.11) 

Prve dve od jednaCina (12.1.9) moraju, medutim, biti saglasne, tj. mora biti 

gjj-/-X'K+- =0. ( 
дФ Ј дФ) 
дх;к' дУи [ij) 

(12.1.12) 

Оуа jednacina, koja predstavlja sistem od tri parcijalne diferencijalne jednacine, 
predstavlja uslov objektivnosti za disipativnu funkciju i konstitutivne jednacine, 
tj. uslov njihove invarijantnosti u odnosu па superponirana kruta kretanja. Ako 
је оуај uslov zadovoljen, tada druga od jednacina (12.1.9) postaje suvisna, jer 

---



Mehanika prostih polarnih kontinuuma 75 

је sadrzana и prvoj kao пјеп antisimetricni deo, ра konstitutivne jednacine то­
zemo, konacno, pisati и obliku 

(12.1.13) 
OOk дф 

Dm'J =Л--, 
дV/ј.k 

pri сети mora biti zadovoJjen uslov (12.1.12). 
Disipativna fиnkcija (12.1.11) zavisi od 21 nezavisno promenljivih 

xt к, Vkl i VkI. т' Sistem od tri parcijalne diferencijalne jednacine (12.1.12) do­
zvoJjava stoga 21 - 3 = 18 medusobno nezavisnih osnovnih integrala. Те inte­
grale сето uzeti и obliku 

(12.1.14) 

tako da (12.1.12) јта opste resenje 

Ф = Ф (а/ј' djjk) , (12.1.15) 

Zamenjujuci (12.1.15) u (12.1.13) i koristeci (12.1.14), dobijamo konsti­
tutivne jednacine и obliku 

gde је 

оО дФ 
DtlJ=л--, 

дајј 

i}k_'>. дФ 
Dm -1\--, 

дdјјk 

л=рф( дФ akl+ дФ dk1nI )-I. 
даkl дdk1m 

(12.1.16) 

(12.1.17) 

Jednacine (12.1.16) su nelinearne konstitutivne jednacine za izotropne 
proste mikropolame f1uide, koje su invarijantne и odnosu па superponirana 
kruta kretanja. 

S obzirom da su mjjk i djjk antisimetricni tenzori ро indeksima i i ј, то­
zemo јт koordinirati tenzore drugog reda, tako da konstitutivne jednacine 
(12.1.16) mozemo pisati u alternativnom obliku 

(12.1.18) 

gde је 

ОО '>. дФ 
пm'Ј=I\-, 

дЬј1 

(12.1.19) 

л= рФ --akl+--bkl . ( 
дФ дФ )-1 
даkl дЬk1 

(12.1.20) 
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Disipativna funkcija је u оуоm slucaju funkcija obIika 

Ф = Ф (aij' Ь,) (12.1.21) 

i pretpostavljamo da је neprekidna i diferencijabilna funkcija svojih algume­
nata, tako da је mozemo predstaviti u obIiku stepenog reda. U linearnoj teo­
riji, pod pretpostavkom da пета јпјсјјаlпјћ паропа, опа је kvadratni роli­
пот oblika 

(12.1.22) 

gde su 

(12.1.23) 

izotl'opni tenzori, а л, [L, 'Ј, "1' "2 i "3 materijalne kопstапtе. 
KoristeCi (12.1.22), (12.1.23) i (12.1.20), iz (12.1.18) dobijamo linearne 

konstitutivne jednacine tl obIiku 

(12.1.24) 

gde је 

(12.1.25) 

Ь Ь " l"k d Ј = . k = .- <.'} ijk, 
2 

gde smo, па osnovu (12.1.1), dodali reverzibilni deo tenzora паропа. 
Ako stavimo 

(12.1.26) 

gde su 

(12 1.27) 
k 1 ij 

V =2<'ijkV , 

vektor vrtloznosti (vrtlog) i vektor ugaone brzine nezavisne rotacije materijalnih 
tacaka fluida, konstitutivne јеdпаCiпе mozemo izraziti u obliku 

(12.1.28) 

pri сети smo иуеlј oznake 

2 'УЈ = ([L + 'Ј), ,,= ([L - 'Ј). (12.1.29) 

....., 



Mehanika prostih polarnih kontinuuma 77 

Napomenimo jos da se prva od konstitutivl1ih jednacina (12.1.28) moze 
l1apisati i u ekviva1entl1om oblikll 

(12.1.ЗО) 

2 
gde su "fJJ' = Л + -"fJ i .~ koefilijenti zapreminske i smicuce viskoznosti, koji [ј-

З 
gнrisu i u konstitutivnim jednaCinama za model tzv. Njtltnovog fluida. 

Za slucaj nestisljivih fluida је 

р = const., 
k -> 

V.k= di\'v=O, (12.1.З1) 

ра se konstitt1tivne jednacil1e svode па 

t i1 = - pgij + 2 .~ dij + T<.ijk (blk - vk), 
(12.1.З2) 

Iz navedenih ekvivalentnih oblika Jinearnih konstitutivnih jednacina za 
model prostih mikropoJarnih fluida vidimo da ukupan Ьсој koeficijenata viskoz­
nosti iznosi 6, odnosno 5 za slucaj nestisljivih fluida. 

12.2. Parcijalne diferencijalne jednacine kretanja. UvodeCi momente mikro­
јпетсјје, kao i u odeljku 11.2, dobijamo sistem od sest parcijalnih diferencijal­
nih jednacina 

дikl.kI . k . ", 
-+I.mV'''-lmlv,m-lmkv.I=О, 
д! 

(12.2.1) 

za odredivanje momenata mikroinercije ikl. Za razliku od jednaCine (11.2.З), u 
ovoj jednaCini је giracioni tenzor vij antisimetrican. 

Takode, za inercijski spin, dobijamo 

(12.2.2) 

i vidimo da је u potpunosti odreden veJicinama ikl i vkl' Napominjemo da samo 
antisimetricni deo inercijskog spina figurise u difenencijalnim jednacinama kre­
tanja (З.З.7). 

Diferencijalne jednaCine kretanja mikropolarnog kontinuuma su (З.З.5) i 
(З.З.7). Оа bismo, medutim, napisaIi parcijalne diferencijalne jednaCine kretanja 
prostog mikropolarnog flllida, iskoristicemo Нпеаспе konstitutivne jednaCine 
(l2.1.ЗО) i (12.1.28)2' 

Iz (12.1.ЗО), diferenciranjem dobijamo 

ij ,( 1 Т) k ,ј ( т ) А' "k 
t,j= _р" +- "fJv+з"fJ -2 V.k + "f) +2 uV'-т<.'Ј Vk.j' (12.2.З) 

tako da (З.З.5) daje 

. ( 1 Т) k· ј ( т ) А' ijk Јј . О (12 2 4) -р"+ "fJV+ з "fJ-2 V,k + "fJ+
2 

uV'-Т<. Vk,j+P -PV'=, .. 

sto predstavlja sistem od tri parcijalne diferencijalne jednacine kretanja. 
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Iz konstitutivne jednacine (12.1.28)2' koriscenjem relacije 

'ј 1 I .. ] 
т' =-е:рQmрq 

2 ' 
dobijamo 

odakle је 

Takode. iz (12.1.30) nalazimo 

(12.2.5) 

(12.2.6) 

(12.2.7) 

ра, kori5cenjem оуе jednacine, kao i jednacina (12.2.6) i (12.2.2), iz (3.3,7) 
dobijamo 

(12.2.8) 

5to је drugi sistem od tri parcijalne diferencijalne jednacine kretanja. 
Sistem od dvanaest parcijalnih diferencijalnih jednacina (12.2.1), (12.2.4) 

i (12.2.8), zajedno sa jednacinom konzervacije mase 

(12.2.9) 

predstavJja potpuni sistem diferencijalnih jednacina za odredivanje nepoznatih 
funkcija р, v'<, ,,i i ikJ• 

Ako materijalne tacke fluida posmatramo kao infinitezimalne sfere kon­
stantnog poluprecnika, tada је 

pri сети је [16] 
IKL=IGKL, 

D2 
1=-

20 

gde је D precnik posmatranih infinitezimalnih sfera, Ысе 

odnosno, s obzirom па (3.2.2)2' 

ikJ = IgkJ. 

Za inercijski spin tada dobijamo 

(12.2.10) 

(12.2 11) 

(12.2.12) 

(12.2.lЗ) 

(12.2.14) 

-
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ра jedenacina (12.2.8) postaje 

odnosno 
I . 

("1 +"3) Y,lk+"2 AYk+"(CUk- Yk) + р lk- Р lYk = О. 

Diferencijalne jednacine kretanja u ovom slucaju su (12.2.4) 
Napisane u vektorskom obIiku ove jednacine su 

79 

(12.2.15) 

(12.2.16) 

(12.2.16). 

d; - (") - ( 1 " ) -+ -p-=pj-gradp+ 1) +- Av + 1)v+-1) -- grad (divv)-'t"Гоtу, 
dt 2 З 2 

(12.2.17) 

i zajedno sa jednacinom konzervacije mase (12.2.9) predstavljaju kompletan 
sistem parcijalnih diferencijalnih jednacina za odredivanje nepoznatih funkcija 

- -> 
р, v i У. 

-> 

Za nestisljive fluide, s obzivom da је р = const. div v = О, gornje jedna-
сјпе se uproscuju i јmаји oblik 

---
р - = р ј - grad р + 1) + - А v - " rot У, dv - (") -> -> 

dt 2 
(12.2.18) 

-+ 

U slucaju kad su ", "1' "2' "3' 1 i 1 svi jednaki nuli, diferencijalne jedna­
сјпе (12.2.17), odnosno (12.2.18) se svode па Navie-Stoksove jednacine za 
model Njl1tnovog fluida. 





13. DIPOLARNI FLUIDI 

13.1. KODstitutivne jednaciвe. Tenzore "ij i hijk razlozicemo па reverzibilni 
ireverzibilni deo па sledeCi nасјn 

(13.1.1) 

tako da, па osnovu (11.1.1) i (6.1.4), disipativnu funkciju mozemo pisati u 
obIiku 

РФ = D'Т;iј v· . + Dhi(jk) v· 'k' 1,] 'ј} 
(13.1.2) 

ili, s obzirom da је 

. хк . XKXL . хк 
Vi.j=Xi;K ; ј> Vi.jk=Xi;KL ; ј ; k+Xi;K ; jk' (13.1.3) 

u obIiku 

Ф ( i'XK J,i(·k)xK ). l"i(jk)XK X L . Р = D'Т;1 ; j+D" Ј ; jk Xi;K+D" ; ј ; kXi;KL. (13.1.4) 

Ako disipativnu funkciju izrazimo u obIiku 

(13.1.5) 
gde su 

{ 

'Т;и x~.+ J.,i(jk) x~. 
.... _ D • Ј D" • Jk 

D" )-
,а hi(jk) хК X L 

D ; ј ; k 

za а= 1, 2, ... 9 

zaa=10, 11, ... ,27 
(13.1.6) 

ireverzibilne sile, 

{ Х'.к 
v(a) = ," 

Xi;KL 

za а= 1, 2, ... , 9 

za а = 1 О, 11, ... , 27 
(13.1.7) 

generalisane brzine, iz (11.1.2) dobijamo konstitutivne jednacine u obIiku 

.. '1( д Ф ј дФ ј ) D'Т;'Ј=лg' -.-1 -Х;к + -.I- X ;KL , 
дх;к дХ;КL 

(13.1.8) 

hiUk) _ ~ gil д Ф ·јк xk 
D -л д. 1 Л; -;L' 

Х;к 

gde је 

( дф.l дФ" )-1 
л=рФ -.,-X;K+-.,-X;KL , 

дх;к дХ;КL 
(13.1.9) 

6 Mehanika prostih polarnih kontinuuma 
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Da Ы, medutim, tenzor паропа D"ij Ыо simetrican, tj. da Ы drugi Ко­
sijev zakon kretanja (4.2.4) Ыо zadovoljen, desna strana jednaci11e (13.1.8)1 
mora zadovoljavati us10v 

[ 
t/ ( д Ф Ј д Ф ј )1 О g -.I-X;K+-.I-X;KL =. 

дх; к дх; KL _[ij] 

(1 З .1.1 О) 

Оуај sistem od tri diferencijalne jednaCine predstavlja uslov objektivnosti za 
disipativnu funkciju (13.1.9)2 i konstitutivne jednacine (13.1.8). S obzirom da 
disipativna fuпkсiја zavisi od 27 nezavisno рrотепlјivih X~K i xt KL' sistem 
(13.1.1 О) јта stoga 27 - 3 = 24 osnovna mc-dusobno nezavisna integrala. Za· te 
integrale сет о uzeti sledece 

(13.1.11) 

d . хК XL . хК klm =vk,lm = Xk;KL ;1 ; 711 + Xk; К ; lm' 

tako da (13 .1.1 О) јта opste resen је 

Ф = Ф (dk1 , dk1m)· (13.1.12) 

Koristeci оуu relaciju (13.1.11), iz (13.1.8) dobijamo konstitutivne jednacinc 
и obliku 

.. дФ 
D"I}=л-, 

дdij 

(13.1.13) 

h
i(jk) _ ~ д Ф 

D --/1, , 

дdijk 
gde је 

(13.1.14) 

lednaCine (13.1.13) su nelinearne konstitutivnc јеdпасiпе za izotropne 
dipolarne fluide, koj:;: su invarijantne и OdnOS1! па superponirana kruta kretanja. 

Disipativna funkcija (13.1.2) је izotropna funkcija svojih argumenata i 
и 1inearnoj teoriji, pod pretpostavkom da пета inicijalnih паропа, опа је 
kvadratni polinom oblika 

рФ _ 1 Aijkl d d + 1 Bijklmnd d 
- - ij kJ - ijk lmn' 

2 2 
(13.1.15) 

gde su AijkJ i Bi}k'mn izotropni tenzori koji se mogu izraziti и obliku (9.1.25). 
KoristeCi te izraze i (13.1.15), iz (13.1.13) dobijamo linearne konstitutivne 
jednacine и obliku 

"и = - pgij + Л d/gij + 2!L d iJ , 

hi(jk) = "1 d .iI. J gjk + "2 (djki + d kji ) + "3 dijk + (13.1.16) 

+ "4 (2 d~/ gjk + d !~l gik + d .k!l gil) + "5 (d
J
./ gij + iiJ 

gik), 
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gde su Л, (1., "1 , ...... , "5' materijalne konstante - koeficijenti viskoznosti. 
U ovim jednacinama smo, па osnovu (13.1.1), dodali reverzibilni deo tenzora 
napona. 

Za nestisljive fluide, s obzirom da је а/ = v~ k = div -; = о i a~ Jk = О, kons­
titutivne jednacine su 

"и = - pgij + л d/ glj + 2" (1. dij, 

hi(jk) = "1 d .j~/ gJk + "2 (djki + dkJi) + "3 d1jk + 

Cd jl 'k d kl .. ) 
+"4··lg'+ .. /g'J. 

(13.1.17) 

u linearnim konstitutivnim jednacinama, prema tome, ukupan broj koe­
ficijenata viskoznosti iznosi 7, odnosno 5 za slucaj nestisljivih fluida. Napo­
mепјmо, па ыајu, da se konstitutivne jednacine (13.1.17) razlikuju od jedna­
сјпа koje su koristili В 1 е и s t е i п i G r е е п [16], jer se и njihovim jedna­
cinama, pored ostalog, pojavljuje jedan koeficijent viskoznosti manje. 

13.2. Parcijalne diferencijalne jednacine kretanja. Koristeci (13.1.11), Н­
nearne kOllstitutivne jednacine (13.1.16) mozemo napisati и obliku 

"и = - pgij + Л v~ k gjj + (1. (vj,J + Vj,i), 

hi(jk\ = "ј I::1vi gjk + "2 (VJ,ki +v'<,Ji) + "3 vl,jk + 

+ "4 (1::1 v J gik + 1::1 v'< gij). 

Iz drпgе od ovih jednacina је 

h i(jk) ( ) ј,ј / ( ) ј, iI 
,k= 't'ј+"з v ... /+ "2+"4 v ... /+ 

ра, па osnovu (4.2.6), za tenzor napona t jj dobijamo 

Odavde је, dalje, 
и ј"\ k·i С ј,Ј ј"ј) t ,ј= -р' +лV,k +(1. v .. j+v.j -

(13.2.1) 

(13.2.2) 

(13.2.3) 

(13.2.4) 

tako da, па osnovu (4.2.2), dobijamo parcijalne diferencijalne jednacine kreta­
nja и obIiku 

.' . . k·j (ј ј ј.ј\ 
pv'=pf'-р,I+ЛV,k + (1. v.'.j+v,j)-

(13.2.5) 

6* 
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Inercijski spin рl је odreden jednacinom (4.1.9), gde Sll ikJ dati sa (4.1.7). 
Diferenciranjem ро vremenu, iz (4.1.7) dobijamo 

:Јт _ ]KL . 1 т + ]KL х1 . т 
l - X;KX;L ;KX;L, 

odnosno 

(13.2.6) 

S druge strane је 
. д'/т im Z ./т _.~ 
l =--+ l k 'и' 

дt .' 

tako da dobljamo 

(13.2.7) 

8to predstavlja sistem od sest parcijalnih diferencijalnih jednaCina za odrediva­
nje sest velicina ikl• 

Iz (4.1.9) sledi 

( . i ('ј») V ./ј = V .lj • (13.2.8) 

Koristeci оуи jednacinu, iz (13.2.5) dobijamo parcijalne diferencijalne jednacine 
kretanja и obliku 

(13.2.9) 

- 2 ('2 +'t"4)V~;/ / - р lj~j + РР + i1~j V: 1+ i/j V:1j - р vj = О. 

Za slucaj nestisljivih fluida, s obzirom da је V ~ k = О, prethodna jedna­
Cina postaje 

Sistem od devet ршсјјаlпјЬ diferencijalnih jednacina (13.2.7) 
zajedno sa jednacinom konzervacije mase 

др 
-+(pvk) k=O, 
дt • 

(13.2'10) 

(13.2.9), 

predstavlja kompletan sistem jednacina za odredivanje nepoznatih fиnkcija р, 
vk i ik1• 

Ako materijalne tacke fluida posmatramo kao infinitezimalne sfere, tada је 

]KL=]GKL, 

ра iz (4.1.7) do Ыјаmо 



Mehanika prostih polamih kontinuuma 

odnosno 

u lјпеатпој teoriji, и ртуој aproksimaciji, mozemo uzeti da је 

ikl =lgkl• 
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(13.2.11) 

(I3.2.l2) 

Оуа relacija podraztJmeva pretpostavku da su materijalne tacke f1uida infini­
tezimalne sfere konstantnog precnika и svim trenucima vremena. 

S obzirom па (13 .2.12), za inercijski spin и оуот slucaju dobijamo 

гиј= 1 D.. <{/ , , 

tako da parcijalne diferencijalne jednacine kretanja (13.2.5) postaju 

р (1-1 D..) <{/ = рР -р Zi~j_p,i + (л+ џ.) v~i/ + 

(13.2.13) 

(13.2.14) 

Za slucaj nestisljivih f1uida, v ~ k = О, parcijalne diferencijale jednaCine 
kretanja su oblika 

р (1 - 1 D..) <{/ = р р - р Zi~ ј - р'; + [џ. - (Т1 + Т з) D..) D.. v i • (13.2.15) 





14. FLUIDI REDA DVA 

14.1. Konstitutivne jednacine. Razlaganjem tenzora ј(јј) i mijk па reverzibilne 
i ireverzibilne delove, 

(14.1.1) 

па osnovu (11.1.1) (6.1.5), za disipativnu funkciju u оуот slucaju dobijamo 

(14.1.2) 

gde је fLUk = DfLijk devijatorski deo tenzora naponskih spregova. KoristeCi (13.1.3), 
prr;thodnu jednacinu mozemo napisati i u obliku 

(14.1.3) 

Ako sada (14.1.3) napisemo u obIiku 

(а = 1, 2, .. , 27), (14.1.4) 
gde su 

za а = 1, 2, ... , 9 
(14.1.5) 

za а = 1 О, 11, ... , 27 

ircverzibiIne sile, 

~(a) = {~i;K 
Xi;KL 

za а = 1, 2, ... , 9 

za a=IO, 11, ... ,27 
(14.1.6) 

generalisane brzine, iz (11.1.2) dobijamo konstitutivne jednacine u obliku 

/'Ј =лg' --Х'к+ -- X'KL ( __ ) _, ( д Ф ј д Ф ј ) 

D д.I,.I" 
Х;к дХ;КL 

(14.1.7) 
'(") ., дФ ј k 

,,' J~ = J..g' ---- X'KX'L 
Dr д .1 ' " 

x;KL 

gde је 

л=рФ -.-I-X;K+ -.l-X;KL ( 
д Ф. 1 д Ф .1 )-1 
дх;к дХ;КL 

(14.1.8) 

87 
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(14.1.9) 

Desne strane jednacina (14.1.7) moraju, medutim, zadovoljavati uslove 

[ 
./( д Ф ј д Ф ј)l о g' -.-/-Х:К+ -.I-X;KL =, 

дх: к дх; KL Iј] 
(14.1.10) 

( 
./ дФ ј k) О g' -. -/ - Х: к Х; L =, 
дх: KL (ijk) 

8to predstavlja sistem od trinaest parcijalnih diferencijalnih jednacina koje mora 
zadovoljavati disipativna funkcija. S obzirom da је disipativna funkcija (14.1.9) 
funkcija od 27 nezavisno promenljivih x~ к i xt KL, sistem od 13 parcijalnih di­
ferencijalnih jednaCina (14.1.10) јта 27-13=14 osnovnih medusobno neza­
visnih integrala. Те integrale сето uzeti u obliku 

(14.1.11) 

d 1 (. хК X L . хК X L . хК . хК ) . "k = С!) .. k = - Х," KL . ј . k - ХЈ" KL • i . k + Xi' К . J'k - ХЈ" к . ik , 
') 'Ј' 2 ' " , " " 'Ј 

tako da (14.1.10) јmа opste resenje 

Ф = Ф (d;j' diJk)' (14.1.12) 

Gradijent tenzora vrt1oznosti, s obzirom da zadovoljava relaciju eijk С!)и, k = О, 
јmа osam medusobno nezavisna koordinata. 

KoristeCi (14.1.12) i (14.1.11), iz (14.1.7) dobijamo konstitutivne jedna­
cine u obliku 

gde је 

( Оо) "дФ t'J -,,-
D - даlj' 

i("k) 1 "( д Ф Ф д ) D[L Ј =-" --+-- , 
2 д d;jk д dikj 

л=рФ( дФ dkl+~dk/nr)-l. 
дам даМm 

(14.1.13) 

(14.1.14) 

Jednacine (14.1.13) su nelinearne konstitutivne jednacine za izotropne flи­
ide reda dva, i invarijantne su u odnosu па superponirana kruta kretanja. 

S obzirom da tenzor dijk јта о'>ат medusobno nezavisnih koordinata, 
fUnkcionalnu zavistnost disipativne funkcije od tog tenzora ograniCicemo па taj 
nacin da bude 

(14.1.15) 
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Uvodeci oznaku 

Dfli(jk)=~ (Dflijk + Dflikj) = DVUk = Dvikj, 

2 

s obzirom па relaciju (10.1.5), dobijamo 

"k 4 ["]k fl/1' - V /1 D -зD , 
odnosno, koristeci (14.1.13)2 i (14.1.15), 

'lk ~ дФ 
Dfl' =11.--

дdijk 
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( 14.1.16) 

(14.1.17) 

Ako sada tenzorima Dflijk i dijk koordiniramo tenzore drugog reda 

(14.1.18) 

ne1inearne konstitutivne jednaCine za izotropne f1uide reda dva тоzепю pisati 
u alternativnom obliku 

.. 1 дФ 
DfllJ=-л-- , 

2 дХјј 

gde је 

л=р Ф --dk/+--xk/ ( 
дФ дФ )-'1 
дdk/ дХk/ 

Tenzor Хјј mozemo izraziti и obliku 

gde је 

vektor vrtloZnosti. 

1 ->-
odn. (,t)= --rotv 

2 

(14.1.19) 

(14.1.20) 

(14.1.21) 

(14.1.22) 

(14.1 .23) 

Disipativna funkcUa (14.1.21) је izotropna fuпkсiјэ svojih agrumenata i и 
1inearnoj teoriji, pod pretpostavkom da пета јпјсјјаlпЊ паропа, опа је kvad­
ratni роЈјпот oblika 

Ф - Aijk1d d ijkl Р - Iј kl + В Ха Xkl' (14.1.24) 
gde su 

(14.1.25) 
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materijalni izotropni tenzori, а л, УЈ, Т, Т\ i Т2 111зtеrilаlпе konstante - koefi­
cj~nti viskoznosti. 

Koristeci sada (14.1.24) i (14.1.25), iz (14.1.19) dobijamo linearne kon­
stitutivne jednacine и obliku 

t(ij) = - pgiJ + л dr gil + 2 УЈ d iJ, 

(14.1.25) 

gde sn1O, s obsirom па (14.1.1), dodali reverzibilni deo tenzora napona. 

Uvcd,~Ci koeficijent zapre111inske viskoznosti YJv = л-\-2 УЈ, prvu od prethod-
3 

nih jednaCina mozemo napisati u obliku 

t(i}) = -pgij + (-IJV - ~ УЈ) d[gij + 2 УЈ dij. (14.1.27) 

Za nestisljive fluide, s obzirom da је d[= V~k = div -; = О, konstitutivne 
jednaCine su 

t(ij) = - pgij + 2 УЈ llij, 
(14.1.28) 

U linearnim kOllStitutivl1im jednaCinama, ргета tome, ukupan broj koc­
ficijenata viskoznosti iznosi 4, cdnosno 3 za nestisJjive fluide. 

14.2. Parcijalne diferencijalne jednacine kretanja. Linearne konstitutivne 
jednacine (14.1.27) i (14.1.26)2 mozemo pisati i и obliku 

t(ij) = - pgiJ + ( YJv - : УЈ) v~ k gij + УЈ (vi,j -1- Vj,i), 

(14.2.1) 
"Uk = т (j}ij,k + Т g gkr ~i}n (j}pq,m 
г \ 2 mn pqr • 

Parcijal11e diferencijalne jednacine kretanja kопtinuшnа redd dva, па osnovu 
(5.2.4), mozemo pisati u obliku 

(14.2.2) 

gde је апtisimеtгiспi deo tenzora nаРО11а odreden jedne.cinom (5.2.6). Diferen­
ciranjem, iz te jednaCine nalazimo 

(14.2.3) 

ргј сети smo iskoristili јеdnг.kоst [J.i~~k = mi~~k' Zamenjujuci (14.2.3) и (14.2.2) 
dobijamo 

"ii = ,,/ј -'- t(ij! - "ijk. -" [и + "rij г г ' ,) г ,}k г ,Ј г ,Ј' (14.2.4) 

Inercijski spin је odreden antisimetricnim delom jednacine (5.1.7), tj. 

(14.2.5) 
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Diferenciranjem, iz (5.l.5) dobijamo 

:kI-11X[> k dm dl 1:х[> d k I dnl 

! - 6)·n! '(IX) .([» + '(IX) 6)·n! ·(ю, 

odnosno, koriscenjem (5.l.5), 

!'kl = l'ml ,., k + !''''k ,., I 
UI .n' VJ .n! . (14.2.6) 

S druge strane је 

. дikl 
"7ki +.kI m 1 =-- ! mV , 

д t . 

ра dobijamo 
д 'kl 

! .kl п! 'ml k 'mk I О 
--+! n!v -! 6).m-1 6).",= , 
д t . 

(14.2.7) 

8to је sistem od 8est parcijaInih diferencijaInih jednaCina za odredivanje 8est 
veIiCina ikl. Ako, kao resenje ovog sistema, uzmemo 

(I = const.), (14.2.8) 

jer ga ocigledno zadovoljava, za inercijski spin iz (14.2.4) dobijamo 

odnosno 

(14.2.9) 

Koristeci relaciju 

inercijski spin (14.2.9) mozemo izraziti i u obIiku 

Г .. 1 с" . ..' I _.Ј..' Ј _.Ј.. .) '} =- v'·J - vJ·' -V.kV'·,Ј +v. kV'" , , 

2 
(14.2.10) 

odakle dobijamo 

r i} 1 С л .' • k . ј k _.1' 1 k, ј i k. I ј л _.Ј..) 
.Ј= 2 uV' - v .k + V. kI'V" + v. k V оо .I-V. kl V -V.k и. 'и' . (14.2.11) 

U Jinearnoj teoriji, ako izostavimo nelinearne сIапоуе kao таlе уеlјсјпе 
viseg reda, Ысе 

Гјј 1 с л • ј .~.j) 
.=- uV -v k . 

• Ј 2 . (14.2.12) 

Iz (14.2.1) diferenciranjem dobijamo 

(I}) . ( 1) k . i л' t .ј= _p.l+ 1Јv+ з1Ј V,k+1JUoV' 

(14.2.13) 
ijk Тl (л л ј л k .ј) 

11 'k = - и.и. V - и. V k • 
r.J 2 ' 
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ZашеnјuјuCi sada (14.2.12) i (14.2.13) u (14.2.4), dobijamo p3.tcijalne 
diferencijalne jednacine kretanja u obliku 

. l (А' k.i) Ј' [и . ( 1) k·i pV'-Р2 uv'-v ,k =р '-р ,гр"+ "lJv+з"IJ V,k+ 

(14.2.14) 
А • "1 А А I "ј А k· i +Yluv'--uuv +_·-uv k ., 2 2' , 

ili u vеktorskош obliku 

d-; 1 [ d-; ( . d-;)] - -+ р--р- !l--grad dlV- =p.f+protl-gradp+ 
dt 2 dt dt 

(14.2.15) 

+ "IJv+-"IJ grad (divv) +"IJ!lv _-.!.. !l!lv +-.!.. !lgrad(divv). ( 1) - -" -" ...... 
. 3 2 2 

Za nestisljive fluide, s оЬzirош da је v\ = О, Ысе diferencijalna jednacina 
kretanja oblika 

...... 
dv 1 dv -+...... -+" ..... 

Р - -p-!l- = рЈ+ р rotl- grad р + "IJ!lv--.!.. !l!lv. 
dt 2 dt 2 

(14.2.16) 

Jednacine (14.2.15), odnosno (14.2.16), zajedno sa jednacinOln konzerva­
сјје mase 

др""" 
-дt + div (pv) = О, 

odnosno, za nestisljive fluide, 

p=const., 

predstavljaju kompletan sistem parcijalnih diferencijalnih jednacina za odrediva-
-+ 

nje nepoznatih funkcija р i v. 
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MECHANICS ОР SIMPLE POLAR CONТINU А 

М. Plavsic 

Summary 

ТЬе classical model of continuous media is based оп the assumption that 
а continuum ЬаБ three local degrees of freedom and that the deformation is 
completely determined Ьу the first-order deformation gradients. ТЬе consequen­
се of these assumptions ј5 the fact that the response of а materia] to the 
displacements of its points 1Б characterized Ьу а symmetric stress tensor. 

There ате different physical and mathematical models of continuous media 
which represent а generalization of ~ classical mode1. It јБ known that БисЬ 
gепегаlizэ.tiопs lead to the theories јп which the stress tensor is not symmetric. 
These modeIs аге called polar continua. 

Models of роlаг continua тау Ье clas'>ified into two groups. ТЬе first 
group consists јп models which retain the assumption that а continuous medium 
Ьзs three 10са! degrees of freedom, but the deformation is determined Ьу the 
gradients of ап arbitrary order. Such а model was foгпшЈаtеd Ьу А. Е G r е е п 
and R. S. R i v 1 i п ([2], [3], [4], [15], and thev have given it the пате multi­
polar continuum. А special саБе of that model is the so-cal1ed dipolar continuum, 
or the simple multipolar continuum. This опе was applied Ьу Ј. L. В 1 е u s t е i п 
and А. Е. G r е е п [16], when they considered the model of dipolar fluids. 
This group contains also the model of а continuum оЈ grade two, ог the соп­
tinuum with cOllple-stгеssеs, which was considered Ьу R. А. Т о u р i п [19] 
and R. D. М i п d 1 i п and Н. Р. Т i е r s t е п [20]. lп the theory of а conti­
nlшm of grade two, as јп the theory of а dipoJar continllllm, the deformation 
is determined опl} Ьу first and second-order deformation gradients, but, instead 
of dipolar stress tensor which appears јп the dipolar theory, the couple-stress 
tensor appears јп the theory of а continuum of grade two. А соттоп 
characteristic of аН these models is the fact that the stress tensors ате not 
completeJy determined Ьу constitutive equations. 

ТЬе second group consists јп models which admit more than three Јосаl 
degrees of freedom. Those models тау Ье considered аБ oriented continua, ј. е. 
as continua consisting of materiaI points with assigned sets of vectors called 
directors јп еасЬ of them, whose deformations are independent of the deforma­
tion of positiol1. А continuum of N directors at еасЬ point has 3 + 3 N Јоса! 
degrees of freedom. Such а continuum, with deformabIe directors, represents а 
generalized Cosserat continuum. lп а special case, when а triad of deformabJe 
directors is assigned to ever) point, а medium ј8 а simpZe generalized Cosserat 
continuum. This model of continuous media has 12 local degrees of freedom. 
ТЬе Cosserat continuum јп the strict sense is а materiaI medium to еасЬ point 
of which are assigned three directors, which represent rigid triads of vectors, 
and it ЬаБ 6 local degrees of freedom. ТЬе directors јп this continuum are 
subjected опlу to rigid rotations, which are independent of the displacements 
of material points. 

Јп contrast to the formal approach, where triads of deformabIe directors 
асе assigned to every point, А. С. Е r i п g е п and Е. S. S u h u Ь i [5] for-
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mulated the model of а simple continuum with microstructure, glVlng both it8 
physica! meaning and а mathematical formulation. They showed that the ЈП 
crease of the number of lоса! degree8 of freedom ј8 the consequence of the ЈП­
Пиепсе of the micr08tructure оп the macroscopic behaviour of the continuum. 
The deformation, јп thi8 сазе, јз determined not оп!у Ьу the field of dispJace­
ments of material points, but also Ьу the field of micro-displacements, ј. е. Ьу 
deforma60n gradients and micro-deformation gradients, so that the continuum 
has 12 Јоса! degree8 оЕ freedom and it8 motion is completely determined Ьу 
12 equations оЕ motion. А зресјаl case of this mode1 јз the mode1 of а so-cal-
1ed micropo!ar соntinuum, which сап Ье obtained from the assumption that 
every material point of the соп6пннm ЈЗ phenomenoJogically equiva]ent to а 
rigid body. Material points јп this case rotate independently of the displacements. 

Only the models of simple po!ar continua are considered јп this paper: 
the simple continlJlJffi with microstructure, the simple micropolar continuum, 
the dipolar continuum and the continuum of grade two. ТЬе fact was used 
that аН these modeis сап Ье treated either as а зјтрlе generalized Cosserat 
continuum or as its зреСЈаl case. The simple continuum with microstructure 
was treated as а simple generalized Cosserat continuum, and the simple micro­
polar continuum as а Cosserat continuum. The dipolar continuum and the соп­
tinuum of grade two were treated respectively as speciaJ cases of а simple ge­
neraHzed Cosserat continuum and а Cosserat continuum, where the deforma­
tion and the rotation of orientation vectors are not independent of displacements 
of material points. Such ап approach to the study of mentioned modeIs јз 
not опlу apparently more suitable for the drawing of corresponding сопсlиЗЈОПЗ 
and equations, but furthemore it gives а clearer view of existing relations, Ј. е. 
of differences between considered models. For that reason аН introduced quan­
tities and obtained equations are written јп such а form that relations сап Ье 
found, under some conditions, between them, independently of the fact that they 
are related to different models. 

Јп sections 2, 3, 4 and 5 the formulation of аН models of simple polar 
continua was given, the Ьаlапсе energy equations were postulated and, from 
the requirement оЕ their invariance with re~pect to superposed rigid motions, 
the differential equations of motion and specific interna] energy Ьа]апсе equa­
tions are found. 

In section 6 are given јп short the basis ideas and laws оЕ thermody­
namics of reversible and irreversible processe5. 

Јп sections 7 and 8 the theory of termoelasticity is given for simple 
materials with microstructure and for simple micropolar materials. Nonlinear 
theory is given foс anisotropic and isotropic materia]s, and Hnear theory for 
i<;otropic materials. The deformation tensors are introduced јп а way that gi­
ves the most simple form for consititu6ve equations. FinaIly, the field equations 
for the Hnear theory of isotropic materials are written. 

In sections 9 and 1 О the theories of dipolar elastic materials and elastic 
materials of grade two are given. As in previous two sections, given are поп­
linear theories for anisotropic and isotropic materials, and particularly in the 
case оЕ isotropic materials, а Iinear theory. 

The theories of simple polar fluids are given јп sections 11, 12, 13 
and 14. Nonlinear constitutive equations are obtained from the expression for 
dissipative function and from the principle of the least irreversible force [18]. At 
the end, the constitutive equations are Iineariied arid·· corresporidingpartiaf 
differential equations of motion are written. 
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