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PREDGOVOR 

StohastiC5ki modeli realnih sistema koriste se u йШkот krogu disciplina prirodnili., 
dro§tvenih i tehniC5kih nauka. ОУО је pre svega uslovђепо mogucnostirna пјЊоуе nu
meriC5ke realizac~e (simulacije) sre.dstviтa savremene raC5unske tehnike. U ovoj knji
zi S~ analiziraju stohastiC5ki mode1i prostomo raspodeUenih sistema (sluC5ajnih polja) 
sa stanoviita njihove simulacije sredstvima digitalne i hibridne raC5unske tehnike. 

Knjiga sadrii pet glava. U prvoj је dat pregled Monte-Karlo algoritama za simu
laciju raspodeljenih sistema. U drugoj i treeoj glavi је izloun opiti postupak kons
troisanja eksplicitnih stohastiC5kih modela lineamih paraboliC5nih sistema kao predus
lov za simulac~u na digitalnom i hibridnom raC5unaru. Postupci simulac~e su ilustro
vani рriшеriша. U C5etvrtoj glavi је prikazana mogucnost konstrokcije implicitnog sto
hastiC5kog modela ла osnovu generalisanih karakteristika paraboliC5nog sistema. U ре
toj glavi је роkazзпо kako se ovi modeli mogu koristiti u svrhe identifikac~e para
metara raspodeljenih sistema, §to је ilustrovano рсiшесоm identifikacije parametara 
jednog podzemnog rezervoara. 

Rukopis ove knjige proC5itali su akademik dr Mirko Stojakovic, dr Zoran lvkovic 
i dr NedeljkQ Parezanov;i. Na njihovim sugestђama i nrimedbama autor se zahvaljuje. 

Primedbe ла stroC5nu i1i metodsku stranu izlaganja autor се primiti sa zahvalno
§Си. 

Beograd, decembar 1977. Autor 
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UVOD 

Savremeni tehnoloSki razvoj паmеtnио је potrebu regulacije i kontrole sloze
nih teluloloSkih i prirodnih тећаnizата 5to se ispoljava i ыoz dinamican из
pon koji teorija sistema sa raspodeljeniin parametrima (SRP) dozivljava u рoslеdцjе 
vr~me [1]. Prema Siroko usvojenoj defmiciji [56], pod sistemom sa ra8podeljenim 
parametrima se podrazumeva sisteni Ыје је stanje opisano.skaIarnom ili vektorskom 
velicinom raspodeljenom и nekom odredjenom prostoru. 

Tjpicne primere SRP kod kojih se паmесu upravljacke intеrvепсђе predstavlja
ju razlicitl fJZicki (hidrodinamicki, elektromagnetski i ш.) i tehno~oSki (termicki, 
hеmђski i dr.) procesi, а takodje i problemi iz oblasti prostorne tсЉnikе (па pri
mer, pon!iSanje letiНca за tecnim gorivmi). Najveeim delom, ovi objekti kao i spo
ljas'nja dejstva kojima $U podvrgnuti nisu u potpunosti odredjeni. Кзkо је teorija 
verovatnoee uobicajeni matematicki aparat za opisivanje neodredj~nosti, motemo 
о najvecem broju prakticnih primera SRP govoriti kao о sistemima sa s1ucajno 
(stohasticki) raspodeljenim parametrima (SSRP). 

Da Ы и 8to preglednijem obliku ukaza1i па r~poloi.ive mogucnosti teorije SRP 
i па mesto koje u tom okviru zauzima metoda stohastickog modeliranja, па 81. 1 
зmо vizuelno predstavili klase realnih sjstema па koje зе odnose cetiri osnovna та
tematicka modela. U osnovne matematicke modele SRP ubrojali smo parcijalne di· 
ferencija1ne јеdпасinе (ЮЈ), integralne jednacine (lJ), stohasticke modele (SM) i 
varij~cione modele (УМ). 

Юasа realnm SRP koja se moze ekviva1entno opisati pomoeu sva cetiri osnovna 
тоооlа, odgovara linearnim e1ipticnim PDJ. Lineami parabolicni sistemi PDJ se 
mogu ekviva1entno opjsati pomoeu IJ i SM. Нiperbolicke PDJ se ne mogu ekViva· 
lentno opisati stohastickim modelom, а nelinearne PDJ se, u op~tem slucaju, ne 
mogu prevesti u IЈ. Svi ·()snovni modeli, oshn PDJ, obuhvataju i odredjene k1ase si· 
stema за koncentrisanim parame1rima. Najzad, na s1.1 је ukazano i па ~injenicu da 
svi SRP njsu u potpunosti matemancki struktuirani) odnosno da se matemati~ka 
struktura пеЊ rea1nih SRP nе moi.e u potpunosti identifikovati ni sa јеdnim od 
osnovrim modela. 
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Na 81. 2зu pIikazane osnovne numericke metode za doЬђапје brojnih podataka о 
SRP - direktno uslovljene jednim odcetiri osnovna matematicka тодеЈа. 

za опе klase SRP koje ·se mogu ekvivalentno opisati sa viSe matematickih modela, 
ovim direktnim numerickim postupcima se pridruzuju ј indirektni koji se <astoje u 
odredjivanju matematickog modela ekvivalentnog zadatom i primeniodgovarajueeg 
direktIlog numerickog modela. Тзkо se ustaђеriо stanje prbceSa difuzђе па nekoj ра. 
V1iini G mQze opisati jednim оо s1edeea ~etiri medjusobno ekviva1entna modela: 

(РОЈ) 02 и + 02и = О; (х,у) Е G; 

оХ- o~ 

џ(х,у) =f(x,y); (х,у) Е о G = {(х,у): х = Ю),у = 7'/(t) , tE [О,ТЈ}; 

.(11) и(х,у) = r ~(t)....Q .arctg "I(t) -Ydt, 
oG ot Ю) - х 

gde је р(о resenje· Fredhohn-ove integralne jednacine druge vrste': 

(SM) 

'lТ ~(s) + /X(s,t) ~(t) dt = f(s);K(s,t) = L arctg ф}_'!)(з) 
о ot Ю) -~(s) 

x(t) = хо + w 1(t), y(t) = у 0+ w2(t); 

и(хо,у о> = Mf (х( Т), у( Т» ; 

т = jnf {t : (x(t), y(t»eG} ; 

Wl (t), W2(t) - standardni, medjusobno nezavisni skalami procesi Wiener·a. 

(УМ) Funkcija и(х у) је одхещепа Ьо ekstremala funkсiойalа 

ф(u) = Ј Ј( @>2 + (ди )2) dx dy, 
G ох ду 

definisanog nad klason1 К 1 dopustivih. funkcija: 

К1 = {и(х,у);иЕ с(2), (х,у) Е а., и«х,у) Е о G) = f(x,y)}: 

Prema tome, numericka аш1izа шvеdепоg SRP se mQze sprovesti bilo kojim од 
metoda predstavljenih ш sl. 2. Рп tome su te m~tode uslovno klasifikovane u direk· 
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tne i indirektne u zavisnosti od toga sa kojitn је matematii:5kim mode1om SRP рсуо
Ыtnо identiftkovan. 

Sloienost matematii:5kih modela SRP sa stаnоvШа njihove numerii:5ke anaIize, od
nosno realizacije па rai:5unaru,se poveeava зkо se spolja!nja dejstva na sistem ne то
gu unapred potpuno odrediti, te se op~uju kao slui:5ajna, stohastii:5ka. U ovoj knjizi 
se izlaiu rezW\ati analize rnaternatii:5kih modela stohastii:5kih s~tema sa raspodelje
nim parametrima sa stanovi§ta njihove realizacije (simulacije) sredstvima raspoloiive 
rai:5unske tehnike. 

U glavi 1 rada dat је preg1ed algoritarna Monte-Кarlo koji se primenjuju u оЬ1а
sti SRP. Data је kratka istorijska rеtrosреkсђа razvoja metoda. Algoritmi su podelje
ni u tri osnovne grupe prema vrsti stohastii:5kih modela па osnovu kojih se izvode. 
za grupe a1goritama kojima se rad ne Ьауј direktno, izloieni su u kratkim crtarna 
рrinсјрј па kojima se zasnivaju. 

U glavi II razradjen је орШ postupak za konstruisanje stohastii:5kih modela рзrа
bolii:5nih PDJ sa slui:5ajnim koeficqentima na osnovu kojih se formiraju algoritmi za 
njihovo re!avanje. Eliptii:5ne PDJ se tretiraju kao poseban slui:5aj parabolii:5nih. Prika
zan је primer stohastii:5kog mode1iranja SSRP na digitalnom rai:5unaru. 

U glavi IП SU па osnovu stohastii:5kih modela iz predhodnih glava formitani hibri
dni algoritmi za re!avanje parabolii:5nih i e1iptii:5nih PDJ. Analizirane su gre!ke algori~ 
tmэ. Мзzan је primer simulacije jednog nestacionamog SRP na hibridnom rai:5u
naru. 

U glavi ЈУ је pokazano da - analogno sa sistemom karakter~tika za lineame 
PDJ prvoga reda - postoji sistem genemlisanih (stohastii:5kih) kamkteristika i za 
parabolii:5ne sisteme. Qva i:5injenica је iskori§tena za obrazovanje stohastii:5kog mode
lа SRP ekvivalentnog opisu pomoeu PDJ. Takav model opisuje implicitno stanja ra
sроdeђеnog s~tema pomocu stohastii:5kih diferencqalnih jednai:5ina dui difuzionih 
tmjektorija i naziva se karakteristii:5nim stohastic':5kim modelom. 

U glavi V se re!ava zadatak identifikacije nepoznatih parзтеtзrа kamkteristii:5nog 
stohastii:5kog modela u slui:5aju delovanja raspodeljenog §uma na sistem. Zadatak ј
dentifIkacije se svodi na iznalaienje minimuma neke regresione funkcije (funkciona
Ј.а), !to se eftkasno numerii:5ki re!ava algoritmima stohastii:5ke aproksirnacije. Postu
pak је ilustrovan рПтеПrna. Dati su rezultati pretraiivanja ocena u parametarskoj 
ravni pomocu digitalnog rai:5unam. 
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I PREGLED MONTE-KARLO ALGORIТ АМА 
U OBLASTI SRP 

1.1. oPSтE NAPOMENE 

Qsnovna ideja metoda Monte-Karlo zasniva se па maiinskoj reprodukciji (simula
ciji) velikog broja realizacija slucajnih уеНсina koje figurim u SM i ocenjivanju пјЊо
vih brojnih karakterjstika (matematicko осеюvanје, disperzija i ш.) па OSnOV\1 broj
nih karakteristika uzorka (aritmeticka sredina, srednji kvadrat i dr.). PoAto takav ро
stupak роtзеса na Ьасаnjе kocke u igrama па srecu, metod је dobio moko usvojeni 
nazју ,оМопtе-Каrlо metod". 

Iako su konstmkcije stohastickih modela ekvivalentnih diskretizovanim зheтата 
РОЈ уес dvadesetih godina ovoga veka izlozene u radovima Petrovskog [SЗ i Wiener-a 
[6 Ј. rad Metropo1is-a i Ulam-o [7], u kojem је рм put upotrebljeпa ova veza za for
mirзпје numerickog algoritma, ројаујо se tek 1949. godine u vezi sa pojavom prvih 
ptakticno upotrebUivih elektronskih racunara. Qvo se lako mои shvatiti зkо se iша 
u vidu da relativno spaa konvergencija brojnih kazakteristika uzorka ka brojnim kз
takteristikama statisticke popu1acije u celini (slucajne velicine) zahteva simulac~u ve
likog broja medjusobno nezavisnih realizacija slucajne уеНСinе. 

Prateci razvoj elektronskih racunara, metod Monte-Кarlo se da1je sпaZno razvi
јао шесј зvе yj~ oblast svoje primene. AJgoritmi Monte-Кarl0 za dob.ijanje brojnih 
podataka о SRP se ЈЖemа stohastickim mode1ima iz kojih su izvedeni, mogu РodеН
ti u tri grupe. 

Algoritmi prve i najstarije gmpe izvode se iz SM kojim se sistem linearnih a1ge
barskihjednacina ekvivalentno рrеdstаvђа u obliku Markovljevog lanca. Koriste se 
za re!avanje РОЈ i IJ u diskretizovanom vidu. \ 

U drugu grupu ulaze a1goritrni izvedeni iz SM kojima se ekviva1entno opisuje је
dna klasa integralnih јеdnaСina. 

Trecoj gruPl pripadaju algoritmi па bazi difuzionih рсосева (tipa procesa Ме
nет-а) ekvivalentnih nekim k1asama РОЈ. 
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Sredstva raeunske tehnike kod kojih se veli~ine predstavljaju kontinualno (ana1og
na tehnika) i diskretno - kontinua1no (hi.bridna tehnika) је prirodno koristiti za [е· 
a1izaciju a1goritama druge i пеее grupe. Ovo opravdava uslovnu terminologiju prema 
1сојој su a1goritmi iz prve, druge i treee grupe respektivno: diskretni, diskretno-kon

tinua1ni (blbridni) i kontinualni. 

1.2. ALGORIТMI MONТE-КARLO ZA REМVANJE 
DISКREТIZOV ANПI PDJ 1 IЈ 

Prvi a1goritam ovoga пра је f<жmuНsan u vec pomenutom radu Metropoli3-a i U1mn-a 
[7]. U osnovi to је algoritam za relavanje jedne k1ase sistema linearnih a1gebarskih јеdna
~ina, tзkо da se u PQZnijim ra<bvima upravo u tom obliku i raщjао [8-11]. 

U odnosu na postojece algoritme za жеЬvanје PDJ novi a1goritam је Пnaо slede6i 
preimutstva: 

1) Ovim algoritmom se mogu dobiti rdenja u proizvoljnoj tacki рrоst<Жа ili vremena, 
а СЈа pri tome nije neophodno da 1«: reAenje odredjuje u celoj prostomoj оЫазп u 
toku cele "predistorije" Ьо kod metoda konacnih razlika. 

2) Zahtevi u pogledu kapaciteta (operativne mеmопје) racunara i ukupno тте rela
vзnjа rзsш sa poveCanjem Ъroja dimenzija PDJ znatno sрorђе nego 1i kod k1asiCnih 
a1goritama. 

3) Daje moguatost jednovrem~nog ЈеАауanја PDJ sa vile razlicitih granicnih uslova uz 
minima1no рovеСаще ЬЈоја racunskih ореraсђа. 

4) A1goritam пђе osetljiv na mm ra~unskili komponenata (grelku-okrugljenja). 

5) Tacnost i veli~ina oblastiu kojoj se re§ava PDJ ne moraju Ып ograni~eni kapacite
tom ra~unara kao kod metode kona~nih razlika. Alternativno ogranicenje moze Ы· 
ti maksimalno dopuiteno петеzз odredjivanje ЈеАеnjа na racunaru. 

Nabrojane odlike u osnovi karaktemu celu metodu i glavni su motiv da1jeg rзzvоја 
Monte-Кarl0 algoritama. 

Osnovno ogranicenje a1agoritama prve grupe predstavlja zahtev da тапјса sistema 
ima "dominantnu" diagonalu. Na оуо ogrапiсеще nai1azi se i kod standardnih iterati
vnih postupaka za (е§аvanје linearnih aJgebarskih s~ema jednacina (napr., Gauss-Sei

del-ov postupak). 

Izlo!icemo u kratkim crtama konstrukciju algoritma. Neka је data matri~na jedna
~ina 

Ах=Ь (1) 
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gde 

- matrica Q tipa п х п sa e1errtentima ајј ima dominantnu dђаgоnalu. 
- Ь је zadati vektor sa e1ementima bi • (! = 1 , ... ,n) , 
- х је nepoznati vektor sa еlemепtпnа Хј, (i = 1 •... , п). 

Relacija (1) se moze nap~ati u obliku 

x=Hx+d (2) 

gde su matrica Н sa elementima ћу О. ј = 1. "', п) i vektor d sa elementima ~, О = 
1, ...• п) odabrani tako da sve sopstvene vrednosti matrice Н ро modulu budu тапје 
od jedinice. То је uvek moguce kada matrica А ima dominantnu dijagonalu. 

Ь. matrice А sa dominantnom dijagonalom se iZ (2) dоЬђа 

(3) 

ili u ska1amom obliku 

п п п 
х· = .-1. + t ћ·· d. + t h~ t hkj d, + ... (3') 

1 '1 ј=l IJ 1 k=(lIC j=l 1 

(ј = 1, .... п). 

Uvedimo nenegativne multiplikatore Pij' (ј, ј :: 1, ... , п) tзkо da vazi 

п 
t РIј; < 1. (! :: 1, ... , п) 

ј=1 ~ 

ј definisimo matricu V elemenata vђ' џ, ј = 1. ''', п) odredjenih relacijarna 

Neka је dзlје 

. А "'.. (" - 1 ) v ђ Рјј - -ij' 1. Ј - •• .. , п . 

А п . 
Pi,n+l = 1 - j~l рђ' (1 = 1 •...• п). 

А 
Pn+1J - О, (ј = 1, ... , п). 

(4) 

(5) 

Оdrеdiшо sada Markovyev lanac nad skupom diskretnih stanja {Sl' S2' ",,~, Sn+l } 
tako sto сето za mзtriсu prelaza usvojiti ташси Р sa elementima РјЈ О, ј = 1, ...• п+l) 
koji predstavljaju verovatnoee prelaza iz stanja 8i u stanje Sj' Кrзјпје stanje (к) realizaci
је Markovljevog lanca - (trajektorije) Т i = {Sio' 5ј1 , 5ј2 , ... , 5ј , К}ее biti stanje K=Sn+l' 
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jer su verovatnoce pre1aza iz зtаnја Sn+ 1 u bi10 koje dmgo stanje jednake nulio 

DefmiSimo slucajnu funkciju nad trajektorijom Ti 

15 

~ 
~(r ~ - ~ + vio i1 ~1 + vio i1 vi1 i2 di2 + "0 + vio i1 .. , vim_1 im dim (6) 

sa verovatnoeom realizacije 

Pokazaeemo sada da је (е§еnjе sistema (1) odredjeno matematickim оееюуаnjет 

М ~(ri) = Хј о 

Zaista vazi 

о dnо sno 

Uporedjenjem (7) i (3') zakljucuje se da za i = io vaii 

M~(ri) = xi' 

~to је treba10 dokazatio 

(8) 

Stohasticki model је dak1e slисајnа funkсђа f(ri) nad trajektorijama Маrkоvђеvog 

1аnса. Na osnovu ovog mode1a se formira sledeCi algoritam za odredjivanje Хј. 

1) Organizuje se N rea1izacija Tf(k = 1'0'" N) Markovljevog 1аnса {Sr' Р} (r = 1'''0' 
n+l), sa pocetnim stanjem Si' 

2) U toku svake rea1izacJ.je formira se velicina ~(r~ i registruje se njеna konacna vred

nost posle izbijanja trajektorije u пајnје stanje Sn+ 1 о 

З) za dоvођnо veliki broj N reaIizacija тozе se uzeti da је 

(9) 

Poslednji a1goritamski kоIЗk (3) se opravdava шоnот уеlжЊ brojeva prema ko

те vaii 
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Lзkо је videti da ас a1gebarski аiзtет! doЫјеni diskretizacijom hiperbon~nih PDJ 
nе mogu reSavati ovim a]goritmom, је! rnatrJce takvih sistema nemaju dominantnu с:Ј1-

jagonalu. 

Osnovno рсеiшuЫуо algoritama iz ovе grupe је nјјћova opltoat. Njirna ае direkt
по reSavaju diskretizovane PDJ i и ва linearnim grani~niт uslovima druge i trete vrs
te.[12-14], По kOO зJgопtaшa iz osta1ih grupa nijе s1u~aj. Pored toga, а1goritтi 0\'0-

ga ира dорuПајu, barem principijelno, relavanje diskret1zovanШ PDJ reda raz1i~tog 
оо 2. 

U nedostatke ovе grupe algoritama mote ае ubrajati njЉоvз ~isto diskretna pПrо
da koja ih predodredjuje is1dju~ivo za primenu I8 digitalnfm ra~unarima рп ~emu 
ве operativna mетопја rз~narа optere6uje jednako kao i u pimeni kJasifnih reJak
sacionih metoda za reSawnje sistema (1),[12]. U opltem slu~эјu ovi a1goritтi оЬић

vataju ve6i broj ra~unskih operac~a i росЈаtзkа od a1goritama iz osta1ih grupa,jer 
nе uzimaju u obzir apecifi~nosti a1gebarskih sistema dobijenih diskretizacijom роје
dinih k1asa РОЈ. Ovо vodi povetavanju odgovarajuteg malinskog vremena kao i zah-

teva u poglcdu kapaciteta mетоще maline. 

U rзди [12] ulteda u kapacitetu оperзиvnе mетoriје ostvarena је tзkо По је 
svim elementima rnatПсе V рпрisзna ista vrednost. То medjutim, zahteva rea1izacije 
Мarkоvђevоg lanca за unapred zadatim verovatnotama prelaza. Da realizacija a!gorit
та za generisanje takvog Маrkovђevоg lаncа nе Ы oduzima1a isuvile тnogo malins
kog петеna, predJ.a!e se posebna konstrukcija generatora Markovljevih trajekt~a 
(u ,,hardware"-u).Оvim se efektivno пете ra~unanja шэtuје, a1i ас znatno uveta

va period pripreme. 

1.3. ALGORIТМI MONТE-КARLO ZA RESAVANJE 
INТEGRALNПl JEDNACINA 

ОУО ideju је razvio i prakti~no рПmеnio za odredjivaqje sopstvenih vrednosti Fred
holm-ovih integraInih jedna~ina druge vrste Kalos [16]. A1goritam је nalao primenu u 
ошедјivзnји naјmanjе sopstvene vrednosti Hamilton-ovog operatota u SchrOdinger-о
voj jedna~ini зуедеnој na integralni oblik,[ 17]. 

Nemogu6nost da зе postojetim numeri~kim теtodaшa i raspolo1ivom ra~unskom 
tehnikom odredi potencija1 SchriXiinger-ove jedna~ine za sШете od tri i yi§e korpus
Ыа predstavljala је osnovni motiv za razvoj ovih metoda. Sa мојет korpuskula u 51-
stemu, dimenziona1nost BCMOdinket-ovе jednaane naglo raste, Мо vet za tri istovrsne 
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korpuskule onemogucava numeritko re~nje integralne јеdna~inе za potenc~al meto
dom konacnih razlika. Metod Monte-Karlo nam~ se kao jedini iZJaZ iz ove situaci

је.[18). 

Opisacemo stohasticki model za izvodjenje algoritma ovoga tipa. 

Nek& је OOta Fredholm-ova integralna јеdnaсina druge vrste 

+00 

«у) =.!. K(y-z) ф(z) dz + Р(У) = А ф (у) + Р(У ), (10) 

gde је 

+00 

f F(v) dv = L < со , О <; F(v) < СО. 
-со 

Uvedimo u (10) smene 

ФfJ) ~cp (v); Ft) ~ f(v); ~;) ~ k(v) (11) 

i uocimo da za и koja se tako doЫја 

+00 

f k(y-z) cp(z) dz + С(у) (12) 
-оо 

vazi razvoj u red 

ос 

СР(у) = С(у) + 1: мто Ат С(у). т=l 
(13) 

S druge strane poznato је da za dve medjusobno nezavisne veli~ine ~o i ~1 vati 

uz predpostavku СЈа је funkcija raspodele P{~l < z} diferencijabilna ро 2:. Neka је 

P{~o < v}=k(v), 

А- .P{~l < у}= .!.P{~2 < у}= ... = f(v). 
dv dv 

Uocimo оо za slueajnu funkсђи 

}
_ Ц<у 

хН < v - { o,~ ~ v 

(15) 
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vazi 

м х {~ < у} = р н < у} . 

Otuda sledi 

со m со m 
М ~ мто Х {~ ~II < у} = ~ мто р { ~ ~II < У } = 

т=l m=l 11=0 v=o 

со 

= ~ M~ Ат f(y) = 'Р(У) - f(y). 
m=l 

Algoritam Monte-Kado za odredjivanje vrednosti funkcije 'Р(У) и tacki у formira 
se па osnovu jednacine 

оо т 

'Р(У) = М ~ M~ Х {I ~" < у} + ((у) . (16) 
т=l "=0 
k 

1) Generira se realizacija ~o slucajne velicine sa raspodelom verovatnoCe k(v). 

-2) Nezavisno od ~o generiraju se rеаlizасђе ~f mещизоЬпо nezavisnih sluCajnih veli
cina ~i' (i = 1,2, ... , Ј) за gustinom raspodele с(у). 

3) Formiraju se zbirovi ~ ~~ i odredjuju vrednosti 
v=o 

т k 
х { }:; ~JI}' (т = 1,2, ... , Ј). 

v=o 

4) Funkcija 'Р(у) и tacki у se ошещије prema formuli 

1 N Ј m 
'P(y)~- ~ :Е M~x {I ~JI < у} +f(y). 

N k=1 т=1 v=o 
(17) 

Na osnovu konvergencije reda (13) i zзkоna velikm brojeva, moze se smatrati da za 
dovoljno veliko Ј i N formula (17) sa dobrom pribliZno§cu odredjuje vrednost funkСђе 
.р(у). 

Razvoj оуе grupe a1goritama prvenstveno је diktiran potrebama teorijske f1Zike, §to 
је и znatnoj теп odredllo пјЊоуа preimucstva i nedostatke. Osnovna preimucstva оут 
algoritama su ekonomi~nost и [е§аУапји vi§edimenzionih problema i prakticna prirnen
ђivost algoritma и otsustvu pocetnih арrоksirnaсђа re§enja. Osnovni nedostatak је пе· 
dovoljna tacnost [е§епја u slucajevima kзсЈа se jezgro U (potencqal) пе pona§a dovolj
по "pitom?,'. Do sada (зzујјеni algoritmi оуе grupe патепјепј su iskljucivo brzirn digi-
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ta1nim raC!unarima velikog kapaciteta operativne memorije. Pitanjima орtimizaсђе al

gcritama sa stanovi!ta raspoloiivog kapaciteta operativne memcrij~ i dopu!tenog vre
теna raC!unanja nedovoljno је рosуесепа рaZnjа. Moze se ocekivati da се istraiivanje 

и Оуom pravcu otvoriti puteve primeni оуе уире algoritama i па зirе k1ase SRP izvan 

domena tеоrђskе fizike. 

1.4. ALGORITMI MONTE-КARLO ZA RESAVANJE PDJ MODELI
RANJEM DIFUZIONIН PROCESA 

Prvi algoritam и kome su primenjene diskretizovane rea1izacije Wiener-ovog рсосе-
sa (diskretno lutanje) za numericko r~vanje PDJ dat је 1950. godine и radu Donsker 
i Kac-аЈ 191. Риа tesne sprege izmedju algoritama Monte-Karlo i razvoja raC!unske te

hnike pocela је sa radom Chuaпg,Kazda ј Wmdeknecht-a 1962. godine.[20),u kome su 
sredstva analogne саС!иnskе tehnike и kombinacqi sa nekim logiC!kim elementima иро

treЬJjena za realizaciju diskretno-kontinualnog aIgoritma na Ьш персеюdnт reaJizaci

ја Wiener-ovog procesa. ОУа sprega pored toga sto је predstavljaJajedan od motiva raz

уоја hibridne racunske tehnike, [21-23Ј, posredno је pribliZila metod Monte-Karlo 

problemima teorije upravljanja. U поујје усете a1goritmom Monte-Кarlo оуоgз 

tipa је се§еп једап рсimес optimaJnog upravljanja deterministickim SRP ,[13Ј. 

Osnovna karakteristika algoritama ovе уире је уеса ekonomicnost (rnanјј broj са

cunskih operacija) и odnosu па algoritme iz prve grupe. Ova odlika је posledica С!јnjе

пјсе da su difuzioni (strogo Markovljevi) procesi doslovlЮ ekvivalentni Нпемпim еН

pticnim ј parabolicnim PDJ, dok diskretni Markovljevi procesi и algoritmima iz prve 

grupe tek u granicnom prelazu рostаји ekvivalentni PDJ. 

Izlozicemo ukratko osпоvnе radove iz navedene oblasti. 

Розlе pionirskog rada Chuang, Kazda i Windeknecht-a [20Ј, u kome se rebva prost 

зlисај dvodimenzione elipticne јеdnасinе, metod su prihvatili i сЈаljе razvili ј-јрсег, Ка

balevskij i Da!evskij, [24, 251. Resena је parabolicna jednodimenziona PDJ sa UЗIo

ујта Саисћу-а i уапјспјт uslovima prve vrste. Isti prob!f'm је 1967. rebvao Нап

(ller па brzoj repetitivnoj analognoj тазјni ASTRAC 11 tai:o da је усете potreb

по za odredjivanje resenja znatno skraceno .[26Ј. Оуај uspeh jt ;nspirisao dalje rado

уе па konstrukciji specijalizovanih hibridnih racunara i daljoj razradi aJgoritama, [27-

-29Ј· 

u оујm radovima su razvijeni algoritmi za resavanje posebnih slucajeva elipticnih 

i stасiолаmih рзrаЬоliспЊ jednacina. AIgoritam za rebvanje nestacionarnih расаЬо

Јјспјћ jednacina, и oblastima sa pokretnom granicom razvijen је и [30, 31Ј. 

Iz pregleda postojeeih algoritama Monte-Karlo za numericku алаlizu SRP moze

то zakljuciti sledece. 
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1) Savremena racunska tehnika је savladala росеtnе teSkoce'us1ov1jene spoco§cu stati

sticke kоnvergеncђе a1goritama Monte-Кarl0. 

2) U skladu sa tim u рм plan s\i izbUi problemi туоја efektivnih algoritama iirokog 

spektra primene, posebno u oblasti upravljanja SRP. 

3) Postojeci a1goritrni Monte-Karl0 za numericku analizu SRP nisu u dovo1jnoj тел 

medjusobno povezani, ~to se ocituje u srazmerno uskom роlји primene ројеdinaс

nih algoritama. 

4) Primena identifikacionih i drugih standardnfu metoda teodje upravljanja znatno је 

otez.ana nepovezano~cu i ogranicenoscu stohastickih mode1a na osnovu kojih se od

redjuju a1goritrni, posebno odsustvom stohastickfu mode1a koji Ы uzima1i u obzir 

neodredjenost lli za~umljenost pзrатеша SRP. 

Potreba otklanjanja uocenih nedostataka predstavlja1a је motivaciju za оУај rad. 
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п SIМULACIJA EКSPLIClТNOG STOНASТItKOG MODELA 
PARABOuёNOG SJSTEМA NA DlGIТALNOM RAtUNARU 

2.1. DEТERМINISTla(I NESTACIONARNI PARABOLICNI SISТEM 

2.1.1. S tohasticki model 

21 

Neka је linearni nestacionarni parabolicni sшtеm opisan sledecim me~ovitim prob

lemom sa pocetnim i granicnim usIovima prve vrste 

L u(x,t) - c(x,t) u(x,t) + d(x,t) = О, (x,t) Е G х It , 

u(x,t) = ф(х,t), (x,t) Е БGх Tt , 

gde је ogranicena otvorena ob1ast G с Еn , Б G - granica oblasti G, 

-Ь. 
G=GUБG 

- Ь. 
~ = (О, tmax>, 0< trnax ~ оо, ~ = [О, tmax), 

с; d, u - skalari, 

diferencijalni operator L ~ (а, 'У) + (D'iJ, 'У) - д- , 
. 3t 

simbol (,) oznacava skalarni proizvod, 

vektor а, (п х 1), sa elementirna ~(x, t), 

таtПса В, (п х п), sa elementima Ьђ(Х,О, 

vektorski diferencUalni operator ,,nabla" 'v ~ {.д.... , ... , _3_ }, 
3Х1 3~ 

Ф(х,t) ~ {lPCx,t), (x.t),,:= БGх (О, tmax), 
{(х) , 'xEG;t =0. 

(1) 

Primetimo da је uvodjenjem sinteticke funkc~e ф(х,t) mesoviti problem Саисћу-
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-Dirichlet-a sveden formalno na problem Dirichlet-a sa degеnеrшоm e1iptii:5nom jed
nai:5inom (1)*. 

Машса В mora biti pozitivno-definitna za svako (X,t) Е GXlt da Ы se o(5uvao nor
malno-parabolii:5ni karakter operatora L. Uoi:5imo јо§ da је matrica В uvek simetrii:5na. 

К1asii:5no (Ш strogo) reSenje u(x,t) jednai:5ine (l) mora biti dva puta diferencljabil-

• no ро svim prostornim koordinatama (~) i jedanput ро vremenskoj kOCl.'dinati (t). U 
tu svrhu dovoljni su sledeci uslovi [321: 

(А) funkсђе c(x,t), d(x,t), ~(x, t), Ьђ(х,t) moraju biti neprekidne ро Lipscbltz·u za 
svako (x,t) Е Gx It . 

(в) funkсђа I/I(x,t) mora biti deo ро deo neprekidna za svako (x,t) Е cSGx I t . 

Ce1ishodno је, radi povezivanja sistema (1) sa odgovarajucim stohastii:5kim proce
som, uvesti sledece nove oznake: 

D. s = to - t, 

D. v(x,s) = u(x, to-s), 

L' ~ (а', 'i/) + (В'!Ј ,'\7) + о: ' 
D. 

~(x,s) = ~(x, to-5), 

bij(x,s) ~ bij (x,to-5), 

с'(х,8) ~ с(х, to-8), 

D. d'(X,8) = d(x, to-8), 

Ч"(х,s) ~ Ч' (х, to-8), 

1/1 '(x,s) ~ I/I(x, to-s), 

D. -А, 
18 = {з: sE (О, to)}' Is = L s; sE (O,to])' 

(2) 

Smenom s = to - t invertuje se smer vremenske ose, а росеtni uslov f(x),(t = О) pre
vodi u laajnji uslov (8 = tJ. Uvodjenjem ove smene i oznaka (2) u (1) i sumvanjem ро

luintervala vremena 1 na poluinterval 18' dobicemo 

L'v(x,s) - c'(x,s) v(x,s) + d'(x,s) = О, (х,з) Е Gx Is' 

v(x,s) = 1/1 '(x,s), (х,з) Е cSG х I s' (1 ') 

*u sag1asnosti sa oviт nazva~emo objedinjenu funkclju grапiёпib i pocetnih uslova kontuTnim us
lovom. Pod konturom se ovde razume granica prostorno-vremenske obtasti G х l t , 
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Koristeci se analogijom izmedju (1 ') i prve jednacine Kolmogorova, moiemo koefici

jentima a~x~) i bij(x,s) pripisati znacenje loka1nih statistickih parametara nekog stro
go MarkovUevog (difuzionog) рroсеsa,[ЗЗ]. Naime ai(xo ' so> i Ьјј(Хо ' 80) se mogu 
odrediti preko verovatnoca prelaza P(so' Хо' з, dx) difuzionog procesa, kao koefici
jent translaсђе i difиzije и tacki (хо , зЈ: 

(3) 

gdeje 
у Е D п, (Dn - skup n-dimenzionih vektora 8а komponentama iz nekog skupa D1 

apstraktnih elemenata), 

е - рrоizvођпо mali pozitivan broj. 

Relacije (3) даји koeficijentima ai i Ьђ fizicki ocigledan smisao srednje Ьrzinе tran-

81acije i srednje Ьrzinе difuzije и tacki хо i trenutku so' UроtrеЬђепе oznake UU8trova
ne 8и па s1. 3. 

Kada su kоеfiсђепti jedпacine (1 ') zadati, relacije (3) odredjuju verovatnoee prela

za jednog strogo Markovljevog (difuzionog) procesa, tj. definiSu stohasticki proces ko
ji sa jedinicnom verovatnocom jednoznacno odgovara datom operatoru L' jednacine 
(1'). Medjutim, reSavanje 8istema n-dimenzionih integralnih jednaciпa (3) је уеоrna 
810zen problem, tako da, и op§tem 81ucaju, moramo odustati od od.redjivanja difuzio
nog procesa preko verovatnoea prelaza. Neposredno odredjivanje realizacije difuzionog 
procesa znatno је prastije. Тrајеktоrђе (realizacije) difuzionog procesa sa odredjenim 
10ka1nim karakteristikama (srednjim brzinama шfиziје i translacije) mogu se odredi

ti, kako је to pokazao К. ItS [34-36], preko prira§taja standardnog рсосеза Wiener
-Uvy-a (SWL) i IttJ -ovog 8tohastickog integrala O:SI). Ako за w(s) oznacimo п-дј
menzioni SWL sa medjusobno nezavisnim komponentama, а sa В, matricu odredjenu 

relacijom јР в' т = В' (indeks Т oznacava transponovanje), difuzioni proces x(s) 8а 
difuzijom В' i translacijom а' се biti odredjen integralnom rеlaсђom 

s 8_ 
xCs) = х(о) + с! a'(X(~l)' s1) ds1 + I B'(x(S1)' 81) dw(sl)' (4) 

(x,s) Е G х Ig. 

U jednacini (4) рМ integra1 predstavlja uobicajeni 8tohasticki fntegral (SI) odredjen 
srednjekvadratnom konvergencijom integralnih suma, dok је drugi integra1 tipa ISI, §to 
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ро definiciji oznacava konvergenciju p~ verovatnoei odgovarajucih integralnih suma. 

Iz (4) se mои pokazati (СЗ7], str. 482) da za dоvођпо таlе vrednosti д s рпыi-
по vaZi 

x(s +д s) - x(s) = a'(x(s),s) Д s + В '(x(s),s) (w(s +6 s) - w(s», (5) 

sto opravdava zapisivanje integralne је dnacine и obliku stohasticke diferencijalne jed

naёјпе It6'-a (SDJI): 

dx(s) = a'(x(s), s)ds + В '(x(s), з) dw(s); х(о) = хо. (6) 

Resenje оуе jednacine egzistira ako su 

(е) koeficijenti ај(џ) i elementi Ьу (x,s) таијсе В '(x,s) ograniceni, odnosno ako 

зе пе mепјаји brze od linearnih funkcija koordinata. 

Uz uslove (А), resenje SDJI (6) се biti sa tacnoscu do stohasticke ekvivalentnosti 

jedinstveno i skoro sigurno neprekidno, jer se neprekidna ро Lipschitz-u matrica В' 

uvek moZe faktorizovati tako da matrica - faktor јј"' , za koju vazi В' ,В'Т = В' ta

kodje bude neprekidna ро Lipschitz-u ,[З8]. 

Na tgj пасin, svakom parabolicnom operatoru L' (odnosno L) sa glatkim i ogra

пјёепјm koeficijentima (uslovi (А) i (е), odgovara једап strogo Markovljev proces 

ёјје su skoro sve trajektorije neprekidne i predstavljaju reSenje SDJI (6). Kaze se da 

operator L' upravIja procesom i1i indukuje proces x(s). 

ОУа сјпјеniса navodi па misao da se sistem sa raspodeqenim parametrima opisan 

рассјјаlпоm diferencijalnom jednacinom i meSovitim uslovima (1)-(1') moze opisa

ti preko SDJI, ~. predstaviti kao sistem sa koncentrisanim раrзmеијmа i stohastic

kom pobudom. Ideja predstavlja generalizaciju dobro poznatog metoda karakteristi

ka za linearne PDJ prvog reda па slucaj elipticnih i parabolicnih jednacina. 

Da Ы se upotpunio opis parabolicnog sistema (1), jednacini (6) treba pridruziti 
jos jednu jednacinu koja се opisivati ponasanje same funkcije v(x,s) и zavisnosti od 

koeficijenata пеоЬиЬуасепјћ operatorom L' u jednacini (1'). Za dobijanje оуе сеlасј

је iskoristicemo formulu К. Н6-а о diferenciranju slozenih funkcija od difuzionih pro

сеЗа .[391. 

Neka је difuzioni proces x(s) odredjen SDЛ (6) i neka је funkcija F(x,s) dvaput 

neprekidno diferencijabilna ро koordinatama х ijedanput ро s u nekoj oblasti ехЈ. 

Тащ је stohasticki diferencijallt6 -а (SDI) slozene funkcije F(x(s),s) difuzionog pro

cesa x(s) odredjen relacijom 

-
dF(x(s),s) = L'F(x(s), s) ds + (17 F(x(s),s), В' dw(s». (7) 

'mајисј u vidu da za funkciju F(x,s) = v(x,s) mоrз da vazi jednacina (1 ') za svзkо 
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(x,s) Е G х I
S 

dobicemo 

dv(x(s), s) = [c'(X(S),S) v(X(s),s) - d'(x(s),s)] ds + 
-

+ ('V v(x(s),s), В '(x(s) ,s)dw (s», (X,s) Е G х I
S

• (8) 

Konturni uslovove jednacine odredjen је uslovom (1'): 

-
v(x(s), s) = I/;'(x(s), s), (x(s), s) Е о G х 1 s 

-
koji se moze iskazati preko momепtэ Т prvog iz1aska procesa x(s) па konturu БG хI s 

у(х(Т), Т) = Ц;'(х(Т), 1'). (9) 

Formalno se т definise relacyom T~ ТoG 1 gde је 
, s 

TU) ~ sШ{ {s: x(s) е U}, x(sJ Е u, So ~ inf 1. 

Sistem SDJI (6), (8) sa uslovom (9) dзје potpun opis parabolicnog sistema (1 '). Stoha

stiCki model sistema (1 ') и integralnom obliku glasi: 

Оа Ы se izbegle iteracije, jednacina (8) se mora integra1iti па сеlот intervalu 

s Е (О, Т) nezavisno od (6), jer је za пји odredjen uslov и tacki s = :r, dok se uslov 

za (6) odredjuje u tacki s = о. U skladu sa tim, promenimo smer integriranja u pos

lednjoj od jednacina (10) smenom t = to-s i predjimo па oznake iz (1). 

s Е (О, Т), х(о) Е G; 

to 
- d(x(to-tt),t1)] dt1 Ј - ['Vu(x(to-tl),tl)' 

l'о-Т 

B(x(to-tt)dt1 w(to-tt»)],to Е ~. 

(11) 
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Matrica В (x,t) је odredjena odnosom В БГ = В. 
Model (11) и kome stohasticki proces tipa SWL predstavlja pobudu, и potpunosti 

zamenjuje determinisani sistem (1). 

Poslednja iz jednacina (11) sa jedinicnom verovatnocom utvrdjuje jednakost deter· 

rniniзапе funkcije (resenja) u(хо , to> и та kojoj unapred zadatoj tacki (ХО ' to) EG х I 
i fиnkcionala nad difuzionim trajektorijama i nad fиnkсјјamа u(x,t) i 'l u(x,t). 

Stohasticki model (11) је srodan sa sistemom karakteristicnih diferencgalnih jed. 

naсina kqjim se opisuju lineame PDJ prvog reda, и tom smislu 8to se duz nekih kara· 

kteristicnih putanja (.,staza") odredjenih trajektorij ama difuzionog procesa x(s) , reSe

njе PDJ moze odrediti kao linijski integral od parametara PDJ, U оЬа slucaja se dзk· 

lе sistem sa raspodeqenim parametrima opisuje nekim karakteristicnim sistemom sa 

koncentrisanim рзrатеtrimз. 

2.1.2. Eksplicitno reSenje u taCki 

Uvedimo оznakи 

/::" -
ф('lv,х,dw(s» = ('lv(x(s), s), B'(x(s), s) dw(s» (12) 

i uocimo da је SDЛ 

. dv(x(s), s) = [c'(x(s),s)v(x(s),s) - d'(x(s),s)]ds + ф('lv,х,dw(s», (x,s) Е Gx 10' 

1inea~ ро v(s) = v(x(s), s). Koristeci se poznatom kvadraturnom formulom za linearne 

diferencijalne ј ednacine prvog reda, dobicemo 

Prema poznatoj osobini ISI [34], vazi 

gde је sa Мх oznacen operator matematickog ocekivanja definisan u prostoru verovat-
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nосе difuzionog procesa x(s). Ako па (1 З) primenimo Мх i vratimo se па oznake iz 

(1), dobicemo resenje problema (1) u tacki хо = х(о) Е G i to Е It : 

Jednacina (15) zajedno sa SDJI (6) u potpunosti odredjuje resenje determinisanog 

problema (1) u tacki (хо' tJ prostorno vremenske oblasti G.x ~. 

Jednaeine (6) i (15) predstavljaju osnovu za formiranje kontinualnih, diskretnih i 

diskretno--kontinualnih stohastiekih CMonte-Каrlо) algoritama za feSavanje parabolic

nog sistema (1) sa mesovitim kontumim uslovima. 

Napomenimo da se resenje (6), (15) odnosi i па opstiji slueaj nestaeionamog рзrа

bolienog sistema u jednostruko povezanoj oblasti Gt sa vremenski promenljivom gra

nieom 8G t. Dokaz ove cinjeniee dat је u [31] . 

Treba podvuci da resenje problema Dirichlet-a za elipticnu jednacinu koja se dobi

ја iz (1) uklanjanjem izvoda ро vremenu iz operatora L, predstavlja ustaljeno stanje 

parabo1icnog sistema (1): uD(xo) = lim u(xo,tJ. Na taj nасin se iz (15) lзkо do
Ыја formula za odredjivanje resenja to~u;(x) eliptienihjednacina. 

2.2. PARABOLICNI SISTEM SA SLUCAJNO RASPODELJENIМ 
PARAМETRIMA 

u realnim proeesima koji se opisuju ротоси PDJ postoji uvek izvesna doza neod

redjenosti u poznavanju vrednosti parametara sistema, bilo da se radi о greSkama те

renja, ЬП0 da j~ u pitanju slucajna priroda samih parametara. Medjutim, kompleks

nost maternatickih modela kojima se opisuju ovakvi sistemi retko dоРшtа uzimanje 

u obzir ove Сinјenјсе. 

Specifika karakteristienih stohasticldh modela sastoji se u njihovoj selektivnos-

ti. Naime integraljenje duf difuzionih staza omogucava odredjivanje resenja (odziva 

sistema) iskljucivo u tackama nekog unapred izabranog podskupa zadate prostorno

-vremenske oblasti. Kada је broj tacaka izabranog роdзkира iz ЬПо kojih razloga 

rnnogo manji od ukupnog broja tacaka zadate oblasti· (8to је u praksi eest зlисај, 

[40D karakteristicni stohasticki model se naтеее svojom ekonomicnoscu. Оуа eko-
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nomicnost сјпј numericki prihvatljivim modele koji vode racuna i о slucajnoj raspo
deli parametara. 

Primenimo izlozenu metodiku konstrukcije karakteristicnih stohastickih modela 
u 2.1. па sisteme sa slucajno raspode~enim parametrima i па sisteme sa slucajnim 
poremecajem konturnih uslova. 

2.2.1. Stoh:fiticki koeficUenti 

Najopstiji slucaj ,,zasumljenosti" sistema (1) se moze formulisati па sledeci пacin: 

Lw u (x,t,UJ) - c(x,t,UJ) и(х,Цџ) + d(x,t,UJ) = О, (x,t,UJ) Е G Х It х П 

u(x,t,UJ) = "'(x,t), (x,t,UJ) Е oGX\ х п (16) 

gde је 

L u(x,t,UJ) ~ [(a(x,t,UJ), 17) + (В(х,t, чl7 , 17) _.-а... ] u(x,t,UJ), 
UJ 3t 

п - skup elementarnih dogadj аја UJ iz \prostora verovatnoce slucajnih funkсђа 
а,В, с, d. 

Simetricna matrica В је pozitivno defrnitna za svako (x,t, ~ Е G Х It Х П_ 

Za razliku od (1), relacije (16) odredjuju citav skup prostotno i vremenski raspode
ljепЉ funkcija u(x,t, UJc) koje odgovaraju svakoj pojedinacnoj realizaciji elementarnog 
dogadjaja UJ = UJO: iz skupa elementarnih dogadjaja П . Da Ы glatkome operatoru LUJ 
mogli da damo иоЫсајепј smisao, moramo obezbediti dvostruku diferencijabilnost ро 
prostornim i jednostruku ро vremenskoj koordinati svih realizacija reSenja u(x,t,UJ). 

Uslov glatkosti resenja (в) iz 2.1 . ostaj е dakle neizmenjen, dok se uslov (А) iz 
2.1. prosiruje па sve realizacije: 

(А) funkcge x(c,t,UJ), d(x,t,UJ), Зј(х,t,UJ), bg(s,t,UJ) moraju biti neprekidne ро Lipsc

hitz-u, za svako (х, t, UJ)EG Х It Х П. 

Uslovi (А) i (в) iz 2.1. garantuju egzistenciju klasicnog resenja za svaku rea1izaciju 
UJ = UJO: Е П raspodeuenih parametara sistema: с, d, а, В. 

Koristeci oznake (2) za obeleZavanje parametara sistema sa invertovanim smerom 
vremenske ose (8 = to - t), dobicemo 
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LL (v(X,s, ~ - C'(X,s,w) V(x,s,w) + d'(x,s,w) = о, (x,s,W) Е GxIS Х П 

v(x~, "")= ф'(х~), (x~,w)E о GxIt X!2. (16') 

za svako w Е !2 operator L' w indukuje difuzioni proces х(з, "") koji рrеdstavђа re

Senje SDЛ 

-
dx(s,w) = a'(x(s,w), з, Щ ds + B'(x(s,W)~,~W(S), (x~,W) Е GX!s'x п, 

(17) 

Ovde је kao i ranije B'(x,s,w) - в'Т (х,s,щ = B(x,s,w) . 

I 
1 uslov egzistencije re~enja SDJI (С) iz 2.1. se mora pro~riti na sve realizacije ko-

eficgenata. 

(С) elementi aj(x,s,w), Ьiј(х,s,щ vektora а'(х,s,щ i таtПсе B'(x,s,w) su ogranice

ni konstantom ili зе ne menjaju Ьси od linearnih funkcija koordinata za svako 

(x,s,w) Е GXIs х П . 

Uslovi (А) i (С) garantuju egzistenciju i jedinstvenost skoro sigurno neprekidnog 

reSenja SDJI (21) sa tacnoscu do stohasticke ekvivalenc!e. 

Posto је изl0уот (А) i uslovom (в) iz 2.1. obezbedjena ootrebna glatkost svake re
зlшсђе Љnkсјје v(x,s,w), па пји зе moZe primeniti formula K.lr8-a za diferencira

nje slozene funkcije, 8to uz (16') daje 

dv(x(s,w), .$,w) = [c'(x(s,w),s,w)v(x(s,w),s,w) - d'(x(s,w),s,w)] ds 

-
+ (\/ v(х(s,w),s,Щ, В'(х(s,w),s,щ dw(s»; (x,s,w) Е Gxlsx'n . (18) 

Iz konturnog uslova (16') dobijamo 

(19) 

g<1e Је za tacku $ = 1(w) uvedena oznaka x(1'(w» = x(s,w). 

Trenutak т( "") prvog izlaska difuzione trajektorije na konturu 

- А 
r (Ј'I (w) = јnf {s: x(s,w) е U} 

, sEI 
(20) 
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zavisi od rea1izacije (ЏЈ) slucajnih kоеfiсђепаta ЮЈ. 

Sistem SDЛ (17) i (18) sa slucajnim рататеПјта i uslov (19.) u potpunosti odre

djuju ,,zasumljeni" рзrаЬоНспј sistem (16'). Vraeajuci se па oznake iz (16) i zapisu

јисј SDJI (17), (18) u integralnom ob1iku, dobicemo sledeci karakteristi<sni stohastic

ki model s~tema (16). 

s Е (О, T~», хо Е G; 

B(x(to-t} ,w),tl ,w)dt
1 
w(to-t 1», 

(tоЕЏ. (21) 

Мatrica B(x,t, ЏЈ) је odredjena relacqom В, нт = В. 

Dok је u poslednjoj SDJI iz (11) funkcija па levoj strani jedna<Sine predstavljala 

deterministicku velicinu stohasticki ekvivalentnu funkcionalu od difuzione trajekto

rije, dotle уеНсјпа па levoj strani poslednje SDJI iz (21) i sama predstavlja slucajnu 

funkciju. Funkcional sa kojim se utvrdjuje stohasticka ekvivalentnost, kao i difuzio

na trajektorija, zavisi od fluktuacija slucajnih рзrатеtзrа PDJ (16). 

Verovatnoce slucajnih fluktuacija koeficqenata sistema (16) i рпсаЗtaја SWL рео

ееза dw(s) su, kao 8to se vidi iz izvodjenja stohastickog modela (21), medjusobno пе

zavisne.Ova osobina verovatno{:a је posledica predpostavke da se odgovarajuCi flZicki 

sistem sa slueajno raspodeljenim parametrima uspesno moze opisati parabo1icnom jed

naсinоm (16) сПi su koeficijenti slucajne funkсђе. Samim tim, predpostavljeno је da 
su fluktuacije koeficijenata PDJ (,,makro-pojave") ројауе razlicitog reda velicine od 

procesa difuzђe ,,(mikro-pojave"), te da se mogu tretirati nezavisno..jedne od drugih. 

Intervencijom u stohastickom modelu (21) mogu se uzeti u obzir i razlicite vrste in

terferencije fluktuacije koeficijenata i difuzije, Sto ukazuje па сјпјenјси da је stohas

ticki mодеl (21) obuhvatniji od РОЈ sa slucajnim koeficijentima (16). 

Integrirajmo SDJI (18) kзо linearnu jednacinu ро funkciji v(s, ЏЈ) = v(x(s,w),s,w), 

primenimo па dobijeno reSenje operator matematickog ocekivanja Мх i vratimo se па 
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oznake iz (16). 

ј(с.Ј) 
-f C(X(SI,c.J),to-Sl' c.J)dSl 

U(Xo,to'c.J) = Мх w(x( 1(c.J)),to - Т(с.Ј)) е о 

(22) 

Slucajna funkcija u(Xo' to'w) odredjena jednacinom (22) i SDJI (17) predstavlja 

reSenje ртоыeаa (16) u tacki (хо ' to)' Eksp1icitan izraz (22) om~иeиje odredjiva

пје razlicitih statistickih parametara odziva ,,zasum1jenog" sistema (16). NаveШmо 

sзmо izraz za matematioko ocekivanje. 

Oznacimo за МС.Ј operator matematickog ocekivanja definisan u prostoru verovatno

се slueajnih koeficijenata sistema (16). РЛmепооо МС.Ј na (22) i uvedimo oznaku 
А 

M=MwMx' 

+ 

(23) 

Izraz па desnoj strani јеdnасinе (23) se zзјеdno sa SDJI (17) nюie iskoristiti za for

miranje Monte-!<:arl0 algoritma za шасunavзpје МС.Ј u(Xo,to ' с.Ј). 

Ocigledno је da relacije (17) i (22) obuhvataju i slueaj pokretne granice l>Gt. jednos

truko povezane oblasti Gt . 

Stobasticki model predstav~a uop~enje mode1а sistema sa slucajnom pobudom for

muliзапog u [411. 

К1а. slucajno raspodeljenih расаmеtзra obuhva~nih stohastickim modelom (21) 

moie se proSiriti i па parametre sa prekidnim rеа1izасђama ~o zahteva uopiteniju for

mulaciju problema (16). Prirodnu podlogu za tэkvа uop~enja prеdstаvђа stobasticki 

model (21), ~o се biti рokazanо u g1avi IV. 
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2.2.2. Stohasticki konturni uslovi 

Situac~u u kojoj precizno odredjivanje konturnih uslova рrеdstаvђа znatne teorij

ske i prakticne te§koee naјрrirоdпђе је opisati nekom raspodelom verovatnoce rea1i

zac4a tih uslova. Stohasticki model (21) prosto se proSiruje i па taj slueaj, ako se 

uзlоуј (в) iz 2.1. preformu1iSu па sledeci naein: 

(в) funkcija 1/I(x,t, "-') mora biti deo ро deo neprekidna za svako (x,t,,,-,) Е oGxIt.x П. 

Uslovi (А) i (в) za svaku realizac~u kontumih uslova 1/1 i rаsрodеђеnih parametara 

с, d, а, В garantuju jednostrиku difеrепсђаbilпоst ро vremenskoj i dvostruku diferen

cijabilnost ро prostornim koordinatama reSenja sledeceg problema: 

-
u(x,t,,,-,) = 1/1 (x,t,~, (x,t,,,-,) Е oGX ~xJ2 . (24) 

Ako se uslovi (А) i (в) dopune uзl0vom (е), sistem (24) se moze predstaviti sledecim 

stohastiekim modelom: 

-
в (x(to-t 1 ,,,-,),t1 '''-'>dt

1 
w(to-t1»; (toE џ. (25) 

OeigIedno је da se,analogno (22) i (23),iz poslednje SDJI(25) mogu dobiti:ekspli
citan izraz za resenje и vidu slueajne fиnkc:ije parametarskih flиktuacija kao i izraz za 

mateIЩ\tiсkо oeekivanje resenja 
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2.3. PRIМER STOHASnCКOG MODELIRANJA NA DIGIТALNOM 
RACUNARU 

2.3.1. Stobasticki тodеl 

Posmatrajmo sistem 

dx(s) = ь 11" dWl(s); х(О) = хо 
- _ }s = to-t, sE [O,to}' (Хо' уо)Е G; 

dy(s) = b22·dw2(s); у(О) - уо . 

d H(x(s), y(s) , to-s) = g(x(s), y(s»·ds - Ьо' dwe (to-s) + 

s Е [О, Т] ; Н(х(Т), уГт), t o- т)::: U; 

gde је 

r ~ шf {s: (x(s), y(s» eG, s Е [O,to ]}; T~ min(r, to); 

- - pff Аl boГs; 
ыl = Ь 22 = у s; g(x,y) = s d(x,y); Ьо = -s . 

. (27) 

(28) 

111 '! t • I ,11 
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ReSenje ovog sistema SDJI је odredjeno jednacinorn 

т 

М Е н(хо ' уо' to ' We) = U - МХ Му Ј g(x(s1)' y(s1» dS1 = 
о 

35 

т to 
= U - љ- MxМy(xI (Т) Ј XD (x(s1)' y(s1»ds1+ ХI (tO> Ј XD (Х(ЗI)' (29) 

4SL 2 to о о т о о 

y(sl»ds1 ) 

Polazeci od jednaCine (29) odredirno diskretni Monte-Karlo algoritarn za теЗаvanје 
sisterna SDJI (28)0 

2.3.2. Aproksimac~a SWL procesa procesom diskretnog lutanja 

Neka је 

Stohasticki rnоаеl tada glasi: 

ili 

x(t) = хо + Ь11 v2 Ј! dw1 (s) = хо + Ь 11 ...д w1(t); 

y(t) = уо + b22..fi / dw2(s) = уо + Ь22...д w2(t); 
о 

(30) 

(31) 

Defmi§irno diskretan proces Markova z(n) па sledeci nacin. Neka је z(o) bilo koji сео 

Ьтој z(o).= о, ±. 1, ±. 2, о •• i neka је 

gde је 

z(I)-= z(O) + J.ll' 

z(n) = z(n-l} + J.l.n 

р {J/i = 1 }= Р {J.Ij = -1 } = ~, (ј = 1, ... , п) 
2 

(32) 
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Proces z(n) defmisan jednaC\inom (32) nazvacemo diskretnim lutanjem (sluC\ajnim, "pi

janim" hodom). 

Prema Donsker-u, [52 ], za dovoljno veliko п vaze sledece aproksimacije: 

(33) 

gde [nt] oznaC\ava celobrojnu vrednost od nt, а realna promen1jiva t uzima vrednosti 

sa segmenta [0,1 Ј. OC\igledno vaZi.: 

[nt] - 1 < t <; Ilill. . (34) 
п n. 

Uvedimo oznaku k = [ntJ <; п i posmatrajmo rеlасђе (31) i (33) u taC\kama t = tk = 
=k 
п 

(k <; п) 
k - .~ у(-) = ь 22 v 2/n ·21(k) + уо • 
п 

(35) 

Relacije (35) predstavljaju diskretnu aproksimaciju relacija (28). Vremenski korak dis

kretizacije iznosi I::.t = ~ , а prostorni 16 хl = Il::.y I = V'fТn .!' 11. 

Obieno је pogodno odabrati veliC\inu prostornog koraka prema veliC\ini оЫазti G, 

а vremenski korak odrediti preko {еlасђе (6 х)2/(2 ЬЪ) = 6. t: 

2.3.3. Diskretni a1goritam za izracunavanje kriterijuma 

Uoeimo da integra1 

. I t '1 
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odredjuje vterne koje difuziona trajektorga provede u zoni crpljenja Do do prvog iz-

1аш na konturu (prostornu - БG -ш vrernensku - to - granicu). 

Diskretizacijorn difuzione trajektorije diskretizuju se i slucajne ve1icine т, т, tCТ): . 

gde је 

TD ~ дч inf{k: (x(k) , y(k» е %}] , 

TD ~ дt[ inf { k: (~(k), y(k» е GD,k ~ [ to/ дt]} ], 

д k 
f.D = ~ XD(x(k), y(k». t" t, 

k=l 

GD ~ {(Хј, Уј) : (Хј.Уј) Е G; xi = i дх, Уј = јДх}, 

D ~ {(xi' Уј) : (xi' Уј) е Do , xi = i Д Х, Уј = ј ду}, 
-д -

(i,j) = 1,2, ... );k = tojДt. 

Diskretni algoritarn za reSavanje problerna (28) је odredjen jednacinorn (35) i dis

. kretizovanirn obliko~ jednacine (20) u kojoj је operator rnaternatickog ocekivanja 

Мх МУ zarnenjen aritrnetickorn sredinorn od N rnedjusobno nezavisnih slucajnih fun

kcija argurnenata 1"1) (k~ ТЪ), tD, х" (k), у (k), (џ = 1, ... , N): 

Qдt 1 N ј(џ 
М € Н(хо , УО' to' w€) = u - __ о - • ~ { ~ XD( ,е (k), y(k» }.(36) 

48L 2 N џ=l k=l 

Relacije {35) i (36) u potpunosti odredjuju diskretni Monte-Karlo algoritarn za re

Savanje problerna (28). 

2.3.4. Analiza greSke diskretnog aIgoritrna 

Diskretni Monte-Karlo algoritarn reSavanja problerna (28) unosi u reSenje tri osnov

па tipa gre§ke: 

(1) gre§ku diskretizacije neprekidnog Wiener-ovog procesa (35), 

(2) gre§ku usrednjavanja ро konacnorn broju rea1izacija (36), 

(3) greflcu usled neidealnosti generatora slucajnih brojeva. 
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prva dva tipa gre!ke su znaeajnija od trepeg, jer se pogodnim izborom generatora, 

gre!ka treceg tipa moze uvek uciniti dovoljno таlоm. 

2.3.4.1. GreSka diskretizacije Wiener-ovog procesa 

Osnovna ideja za ovu ocenu gre!ke uzeta је iz [53]. 

Nekaje 

О ~ s ~ to ~ 1; 1/1 Е C(R 1) 

. 1 ~(x)' t = О О ~ х ~ а !Ј. .' , 
1/I(x,t) = IP(x,t); t > О, х = О, х = а 

. 1/1 (x,t); t > О, х Е (О,а) 

А . !Ј. !Ј. !Ј. 
n~l;k=[ns~l=[xVn1;m = (nto ]; r=m-k; 

O~ k~ m~n. 

Funk9ija un(x,t) = Mi {1/1( ln)" m:k)} рrеdstаvђа matematitko ocekivanje 

funkcije 1/1 оо diskretne trајеktоrђе lutanja z(k) sa pocetkom u tacki ј. 

Uocimo СЈа vaZi 

1 z(k) m+ l-k z(r+ 1) m-r 
u_(x,t+ -) = М. {1/1 (" --)}= М· {1/1(-- , -)}= 
-п п 1 ,Јп П 1 гn П 

_1 (1 1 ( 1 --·u х+- t)+-u_x-- t). 
2 п ГN' 2-П гn' 
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Oduzmimo un(x,t) od leve i desne strane jednacine (38) i podelimo sa l/п. 

1 
un(x,t + п) - un(x,t) 

= 
1 
п 

, ип(х, О) = f(x). 

39 

(39) 

Modifikujmo diskretno lutanje z(k) tako da za k ~ ko ' (ko ~ inf {k : z(k) е (О,а)}) 
verovatnoee prelaza novog diskretnog lutanja Z(k) budu jednake nuli (diskretno lutanje 

sa zaustavIjanjem). Ako funkciju ип(хо , to) ponovo definisemo preko i(k). (k ~ko ~ 
~ ztk) = z(k»: 

u(x,t\=M· {1/I(z.rПSl,(пtol-(ПS])} (37') 
п о о' [Хо 'Љ1 гл п 

sE [О, T~, 

relacijama (24), koje i dзlје vзzе, se mogu pridodati relасче: 

ип(а, t) = M[a.гn] { 1/1 (a,t - О)} = I/I(a,t - О) = \O(a,t), 

(40) 
tin(O,t) = Мо {1/I(0,t - О)} = 1/1 (O,t) = \O(O,t). 

Diskretni problem odredjen rеlасчаmа (39) i (40) јта svoj kontinualni analogon: 

О < х < a,t > О, 

и(х,о) = f(x), О ~ х ~ а, (41) 

u(O,t) = \O(O,t); u(a,t) =\0 (а,!) , t> о. 
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2.3.4.2. Greska tlsrednjavanja 1'0 konacnom broj\l realizaciia 

Odredicel1lO disperzijll ocene (36) rescl1ja (30) problcma (28). prema 155 I Ргета 

(36) јтаmо 

u(x,y,t):::: U(x,y ,t) ~ 11 ~ Ј1и , 
gde је 

N v=1 

t::. 
џи == хт)) < to ' . D 

'у ~ Мџи = Р . 1 + q . о = р ~ 1 ; 

52 ~ D Ј1и = р. 12 + q02 - 02 = pq < 1; 

.. U N 
Ми::: - L МЈ1 = Up; 

N и= 1 u 

"'1 U2 N N U2 
MU'" = • ~ ~ м Ј1. /Ј.: = ~. (N + (N-l) р) ; NZ ј=1 ј=1 1· Ј N 

Dи = u
2

p (l _ р) = U
2
j2g = U

2 .D/Ј и N N N 

2.3.4.3. Metodi umanjenja greSke usrednjavanja 

А) Koriscenje korel~anih tlzoraka sa negatiVnim korelacionim koeficijentom 

za осеnи velicine u ~ МFШ usvajal1lO vеliсiЩI u ~ 1 :~ F(~I')' gdc Stt ~j sltlcaj
N 1=1 

пе уеНсјпе sa istom raspodelom kao ј ~, koje medju sobom mogtt biti i koreliral1e. 

[9]. 
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Odredirno D u .preko: 

DF(Џ = DF(~) = ;. , 

MF( џ = MP(~) = и, 

м {[F(~i) - MP(~j)]·[P(~j) - мр(џ]}= rij VDF(~i) DF(Џ = 

= rij а2 ; (ј,ј = 1, ... , N). 

Uocimo pre svega da је 

Dађе је 

Du = МГи - и)2 = ~.(1 +~. :2: r .. ). 
N N ј<ј 1) 

Kada $и ~j medjusobno nekorelisane уеНСinе 

2 . 
Dil = L = Qf.(fL 

N N 

Kada su ~j medjusobno korelisane 

- а2 2 Du = -.(1 + -.:2: r .. ) 
N Ni<jlJ' 

41 

8to zrla~i da u tom slucaju disperzya осепе u moze biti уееа ili maпја оо disperzije 
осепе za шuсај nekore1isanog пји ~i - и zavisnosti оо toga da li је koeficijenat 

ь. 2 8 '= 1 + -. I: r·· 
N i <ј lЈ 

_ уеСј i1i manјј od jedinice. 

Da Ы иmanјШ disperziju, zahtevacemo dakle 

181 < 1, 

odnosno 
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- 1 < 1 + f.. L r·· < 1. 
N ј<ј IЈ 

- N· L r·· < О. 
i <ј lЈ 

КасЈа је r ti ::;: [ = const, i =1 ј, odavde sledi 

-=-.f<r< О. 
N-l 

Ako se usvoji [ ::;: - 1 , dobija se 
N 

(Ј =ir, 
odnosno 

Pretpostavimo da iz nekorelisanog niza izvodimo korelisani niz tako da korelacije pos

toje sзmо izшеdјu parnih i prethodnih neparnih Ыanоуа niza. (Usvojimo jos da је N 

раrпо). ТасЈа се se korelacioni koeficijenti korelisanih parova паlзzНј iskljucivo па ро-

1110спiш dtiagonalama korelacione шаtгicе i ukupan broj takvih koeficijenata се biti 

N-I. 

za r·· ::;: r = const јтасето 
IЈ 

f.. L r .. =N-l.r . 
N i <ј 1Ј N 

Prema tоше, uslov СЈа Ы postupak јтао smisla u оуот slucaju glasi 

odnosno 

_N<N-l.[<o. 
N 

N2 
--<[< О. 

N-l 
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Ргјтег Ј. 

za r = ~ 1 vazi 
2 

odl1osno 

2 
Dи=~' vDU=_a- . 

2N2' Nff 

Ргiшег 2. 
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Neka lе ~ slucajna уеЫјпа ravnomerno rasrodeljena па segтentu [0,1 Ј i neka је 

fШ ~ L.=.L . 
е-Ј 

Posl11atrajl11o niz sluсајлih уеliCјпа ~J' ~З' ... , ?N-I koje sve imaju istu raspodelu 

kao i ~. 

Odredimo korеlасiолi koeficijenat: 

к [Щ), f(I~)J = м rщ) .f(I-,/:) - MfU) . Mf(l-nЈ 
v'Df(n' Df(I-О 

Uосiп1О da vazi: 

Мт) = е-2 , 
с-Ј 

Mf(J-~) = с-2 , 
е-Ј 

З-е 
Df(~) = ---Ј 

2(е-Ј)-

Df(1-~)= З-е = Df{i:), 
2(е-] )2 

s тепот ovih vгеdrюst i II gornju relaciju. odredicemo vre(lnos t korelacionog koefi· 

cijt'nta 
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K[f(~) .f(1_ЮЈ=2. з-е-(е-2)2 =2.зе-е2-1;О::' -0.76. 
(е'-I)(3-е) (е-l)(3-е) 

Оаlје imamo 

~. ~ (Kf <Џ' f(1-ЏЈ ;о::' N-l.(_ 0.76) ;о::' 0.76, 
Ni~ N 

() = 1 +~. ~ к [f(Џ .f(l-~;)] "" 1 - 0.76 "" 0.24. N.<. Ј 
1 Ј . 

а 2 
Ои ;0::'0.24-

N 

Standardna devyacija је oko dva puta manја od standardne devijacije осепе sa neko

relisanim nizom - ako su u korelisanom nizu parni clanovi odredjeni izrаziша : 

~2 = 1 - ~'~4 = 1 - ~3' ... , ~2j = 1 - ~2i-l '''''~N = 1 - ~N-l' 

В) Metod raslojavanja uzorka 

Neka је 

U ~MF(O; u = ~ i~l F(Џ; Ои = ~ DFШ,gdе ~i пе zavisi od tj za i:f ј. 
а slucajne уеНсјпе ~j јтаји sve istu raspodeltl kao slucajna уеНсјпа ~. Disperzija осе

не u па uzorku (~l' "', ~N) matematickog ocekivanja tl = MF(n Шllапјtlје se pogod

пот modifikacijom (raslojavanjem) uzorka. Razdelimo uzorak, [9 ј. па k intervala 

~-l < ~9)'Ш<Хј sa ~ realizacija tI svakom: (ј = 1,2, ... , Пј)' (ј = 1, ... , k). 

k k 
.~ РЈ' = 1, .~ пЈ· = N. Оznасјто sa РЈ· verovatl1ocu: 
Ј=1 )=1 

р. ~ Р {х. 1 < ~9) < х:} = p(ij) < х:) - р(~Ю< х: 1)' 
Ј Ј- 1 Ј 1 Ј . Г 

Predpostavimo da su verovatnoce Рј poznate а priuri (па ргiшеr. tlsled siшеtгiСl10sti 

i ravnomernosti raspodele). Tada Jl1ozemo koristiti sledeci oblik осепе 
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11 ~ ~ р .. --L. i F(~9~. 
Ј'=1 Ј п. ј=l 1 

Ј . 

Uocimo da је 

M~ = ~ р .. МF(~(j) = М [М(FЩ I ~ = ~O~] = MP(~) = u 
ј=l Ј 

'" k 1 пј (ј) 2 
Du =М [~p .. -. r p(~. )-и] = 

ј=l Ј IJ ј=1 1 . 

k pf (ј). 
= ~ l.DF(~ ). 

ј=1 1] 

Neka је и.i ~ Mp(~(j». Uocimo da vaZi 

DF(~) = М {М ([Р(~Ф) - и· Ј2 I ~ = ~(j) }}= 
] . 

= ~ р .. J~ [Р(х) - u.J2. d [P{~ < х} Ј 
ј=1 Ј "ј-1 Ј Рј 

k 1 = ~ Ј [Р(х) - ц: Ј2 d Р Н < х}. 
ј=l "ј-1 Ј 

Рсета definictii је: 

1 =_1. Ј [Р(х) - ц:Р dPH<x} =. 
Рј 1-1 Ј 

45 
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Usvojimo da је DF(~G~ = Ь = const.(j = 1, ... , k) i iz uslova 

(ј = 1, ... , k), 

odredimo k-2 nepoznate Xl' ... , Xk-l' (slucaj konacnog interva1a), i уеliсјnе k, Ь. 

а) Za slucaj polukonacnog intervala nepoznate su 

ш 

Ь) Za slucaj beskonacnog intervala nepoznate su 

U slucajevima а) i Ь) disperzija Q moze blti zadata unapred. 

za ovako odredjene podele, moze se odrediti i teoretski ispravan оЫm uzorka u 

svakom podintervalu iz us1ova: 

п· 
l =р. 
N Ј' 

Odavde sledi 

k pf (;) k р7 ь 
Du:::: }: l .DF(~IJ ) = L -l =-

ј=l Пј ј=l NPj N 

lz definicije DF(~G)) sledi 

5to znaci da је 
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U slucajevima kada se vrednost Ь moze slobodno birati, moguce је usvojiti Ь = QEill , 
N 

ра се vaiiti 

Du = ~ = QEill 
N 2' N 

~=lDFЮ , 
N 

Naialost funkcija Р а < х} пјје pozmt а, ра se u opSte'!l slucaju mora ooustati od 

tacnog odredjivanja granica podintervala - опе se odredjuju pribIizno па osnoV\1 intll

јсјје. 



· I I 
, I 111' I >1·111 I 
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III SIМULACIJA EКSPLICIТNOG SТОНАSТI{;КОG MODELA 
NA НШRIDNОМ RACUNARU 

3.1. DEFINICIJA НIBRIDNOG SIMULACIONOG ALGORITMA 

49 

Simulac~oni algoritam za odredjivanje ошјуа sisterna (2.1) i (2.16) u taGjki (хо' to) 

па osnovu jedпacina (2.15), (223) i (2.27) se zasniva па еstimасђi matematickog о

cekivanja funkcioпala nolazeci od njegovih realizacija, 8to nredstavlja opstu ka:akteri

stiku algoritama Мonte-Karlo tipa. NеstасiоЩtrпоst difuzionih Pfocesa пе dOPUS1:! Qri

тепи ergodicne teoreme, tako da se matematicko ocekivanje тоrз ocenjivati па osno

vu diskretnog broja realizacija {иnkсјопзlа од difuzionfu trајеktоrђа. Оуа okolnost,ne

zavisno od пасјпа па koji se izracunavaju same trajektorije i funkcional, пе donusta 

da se eksplicitni izrazi (2.15), (2.23) i (2.27) shvate kao cisto kontinualni algoritrni. 

Zameпa operatora matematiCkog ocekivanja odgovarajticirn estimatororn i SV'dka dru

ga delimicna diskrеtizасђа SDЛ i funkcionala dovode до raznm varijanta hibridnog 

(diskretno-kontinualnog) simulacionog algoritma. Ako se oak izvrsi potnuna diskreti

zзсјја SDJI (2.6) ili (2.17) i odgovarajuceg funkcioпala, algoritam oostaje cisto diskre

tan. 

Оуа podala simulacionih algoritama па ЫЬсјдпе i diskretne odgovara podeli posto

јесе racunske tehnike па hibridne i digitalne сасиnskе sisterne. Medjutim, odredjiva~ 

пје kontinuali1og ili diskretnog оЫжа funkcioпala ј SDJI predstavlja samo prvi ko

сзk u razvoju algoritma za hibridnu odnosno digitalnu racunsku masinu. Algoritam 

se moze smatrati potpunim tek kada је resen niz pratecih problema изkо уеzзnih za 

~pecifiku primenjene racunske tehnike kao 510 sU: skaliranje, analize greske. metod 

programiranja itd .. Тзkо upotpUl'Jjene algoritme nrirodno је nazivati digitalnim i hi

bridnim simulacionim algoii.tmima. 

Као tioican primer hibridnog algoritma odabraeemo s1ucaj kada osim zamene о

peratora matematit kog осеюуапја diskretnim estimatorom nikakva druga diskretiza-
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сјја пјје vrsena. Algoritam је odredjen па bazi jednacina (2.17) i (227) koje reSava

ји najopstiji slucaj (2.24) щоblета sa mesovitim granicnim uslovima. 

Pridruiimo svakom elementarnom dogadjaju VJk Е П, jednu realizaciju SWL ото

cesa wk . Тада се svakom paru realizacija (Wk' W
k ) odgovarati једап сео pozitivan 

Ьтој k = 1,2,3, ... , N. Indeksom k oznaCimo u (2.17) sve уеНсјпе koje zavise od 

.k-tog para realizacija (wk' wk). 

dxk(s) = a'(xk(s),s,k)ds + B'(x~s),s,k)dwk 
(1) 

Postupimo па isti·nacin sa jednacinom (2.27) 

+ 

(2) 

Opera tor М на desnoj strani jednacine (2.2 7) zamenjen је aritmetickom sredinom 

od N геаlizасђа. 

Jednacine (1) i (2) 'predstav~aju hibridni simulacioni algoritam za odredjivanje 

matematickog ocekivanja odziva zasumljenog parabolicnog sistema (2.24). 

Za rea1izaciju simuJacionog algoritma (1), (2) potrebno је: 

1. Generisati п medjusobno nezavisnih gausovskih slucajnih procesa tipa beloga su
та i visekratno reSavati stohasticke diferencijalne jednacine Ito-a. 

2. Odrediti prostorno-vremenske koordinate tacaka prvog izlaska difuzione trщеk

torije па granicu oblasti Gx (t. 

3. Odreditj vrednosti slucajnog [иnkсјопаЈа koji figurise pod znakom operatora та

tematickog ocekivanja u izrazu (2), prcJ11a datim rea1izacijama difuzionog ртосе

sa. 

4. Izracunati aritmeticku sredinu kojom se aproksimira operator matematickog осе

kivanja u formuli (2). 
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Рсуе dve оресаСјје modeliranja difuzionog nrocesa sa zaustavIjanjeтn па ~anici su 

neprekidne, а poslednja је diskretna. Prirodno јепсеnЩШј analo~noт delu hibrid

nog sistema ostvarivanje neprekidnih оресасђа, а па digitalnom delu realizovati dis

kretne оресасјје. OperacUe оЬићуасепе pod З. mogu se prebaciti псета notrebi ЬјЈО 

па апаlоgnј ЬјЈО па hibridni deo racunara. 

za generisanje desnih strana stonastickih diferenctialnih јеdnасinа potreban је ge
nerator п medjusobno nezavisnih Gauss-Qvih procesa ~/t), G = 1, ... , п) Нра belog 

suma sa dovoljno sirokim spektrom gustine snage SjCf) = Soj = const, f Е (fmin,fmax) 

[42Ј. Sistem SDJI se dalje resava standardn.im analognim metodama. 

3.2. ANALlZA GRESAKA 

а) Neposredni izvori дreSaka pri realizaci.ii metoda па hibridnoj mа~јпј 

. Ukazimo рсе svega па greSke Iinearnog i nelinearno~ dela analognog modela, AD 

konvertora i digitalnog programa. 

Izvore gresaka linearnog dela analognog Jl10dela predstavljaju o~anjcenja па Љik

ventni i diпаmiсю dianazon maSine. Pored toga od Ыtnо!! uticaja moze blti i opse~ 

ravnomernosti spektra gustine snage generatora Ьеlо!!а suma i odRovarajllca vrednost 

samoga snektra. Izbor parametara generatora zavisi od frekventnih i dinamickih og

г.mјсепја analogпog modela. Opseg ravnomernosti snektra IЩstiпе snage generatora 

пе treba da prevazilazi frekventna оуапјсеnjа analogпog modela. 

Frekventna i dinamicka ogranicenja Нпеаrnо~ dela analognoR modela su uslov

lјепа fizickim karakteristikama komponena ta. 

Niskofrekventna ogranicenja odredjuju se donjom granicom nropusnog opsega 

ројаСауаСа. netacnoscu integriranja integratora i nekompenzovanim komponenta

та drifta ројасауаса kao i efektom ind11kctie snoljasnje mreze (50 Hz). 

Visokofrekventna ogranicenja su uslovljena gornjom granicoтn nronusnog opsega 

ројаСауаСа. 

Мiпiшаlпi паnоп koji se шоzе predstaviti па analognoj masini odredjuje se smet

пјаmа izazval1im elektronskim prekidacima nсј tlsrюst?vlјапјu pocetnih uslova (sum 

nocetnih IIslova), efektom indllkcije od spoljasnje mreze (50 Hz), nekompenzovil. 

пјm driftom ројасауаса i SUn10va ројасауаса zVl!cnih tlcestanosti. РоЬсојапј izvo

ri grcsaka Sll II osnovi karakteristicni za "aпalognll шаsin11 koja rddi 11 re7imll sa уе· 

IikllШ repetkijoJ11. Маksiшаlпi пароп koji se ЛlОzе predstaviti па anaIogli fJj mзsil1i 

је jednak rеFиgvrtОЈN)А 6 't t!°RVA· ~l 
МАТЕМАтичкоr ИНtти-rvТА С/',Н"; 

..,.. "1 ГА 
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Gспсrisaлјс griH\lCa obIasti polja i оdrеdјivапје vrеmепskil1 i рrostоrпih kооrdiпа

(~I 'а':<с prvoga izlaska difщiОl1е trajektorije l1а ~аl1јсtl пrеdstаvђајн пеНпеаспе апа

lоф1С orcrac~e. Ako se grапiспi uslovi realizuju па апаlоgП0111 deltl hibridпоg siste

l11а. Оl1ј takodje \l1oraju blti ostvareni рошоСu пеlinеаrnт еlеmепаtа. U osnovi, to 

l11og1J blti generatori Љnkсјја od jedl1e iJj nekoliko рrошепlјivih i kошраratоri. Ovde 

Stl izvori greske sledeci: greska generisanja zadate funkcije, weska okidackog praga 

kOll1raratora. konacnost vrешепа okidanja k0111lJaratora: Pored toga АО konvertori 

апalоgпо dobljel1ih rezultata шоgu takodje uneti znacajnu dopunsku gresku. Ako se 

grЗl1iспi uslovi rea1izuju u digitalnom delu Pfograma, ~eSka diskretne realizacije gra
пјёпт uslova тоса biti uzeta u obzir. Kvantitativna analiza оујЈ) gresaka sJ:>rovedena 

је u [31] 

Ь) Greske aproksimacije SDJI 

Trajektorije difuzionog рсосеза x(s) indukovanog operatorom L' mogu se modeli
~ati l1а апаlоgпот delu hibridnog racunara samo priblizno. Naime, iпfiпitеziшаlni рсј

rastaj SWL procesa (dw(s)), tehnitki opisan kao "ЬеН sum", se fizicki moze samo pri

bJiil10 realizovati u оЫжи "ogranicenog belog Suma". za razliku od idealnog "belog 

suma", ciji је spektar gustine snage rзупотесап (P9Stojan) duz cele frekventl1e ose, 

"ograniceni ЬеН sum" ~(s) јmа konacan (ogranicen) frekventni opseR ravnomernosti 
spektra. Matematicki se "ograniceni ЬеН sum" moze definisati kao familija strogo 

stacionarnih Gauss- оуљ stohastickih procesa Hs, ~) ёђа se autokorelaciona funkcija 

pribJiiava (Dirac-ovoj) delta-funkciji kada ~ -+ оо. 

Ako u S011 (1) zamenimo prirastaje SWL procesa dw(s) "ogranicenim ~lim su

тот" Hs, 13) ds :.::::: dw(s), dobicemo oblik stohastitke diferencyalne јеdnаёјпе (SOJ) 

koji se moze realizovati па апаl0gnоm delu hibridnog sisterna 

.L xk(s) = a'(xk(s),s,k) + B'(xk(s),s,k) ~k(sл, 
ds 

xk(O) = хо' (x,s) Е G X!s' k = 1, ... , N. 
(3) 

SDJ (3) је definisana preko оЫспЊ stohastickih integrala odredjenih sredцjekvadrat

nош konvergencijom iпtе/Џ'31nihsuша. 

')d nаёјnа па koji se autokorela~ione Љnkсђе .procesa tk(s,ЈЗ) pribliiavaju delta -
funkciji kada {3 -+ оо zavisi da li се SDJ (3), teZiti SDJI (1), (simetricna konvergenci

ја) Ш се, пе теnјајисј difuziju, uneti u matematicko ocekivanje resenja granicne 
SDJ nek~ odstupanje od шаtеmаtiсkоg otekivanja SDJI (1), (asimetricna konvergen
cija). U оуот poslednjem slucaju, potrebno је izmeniti SJH (3) tako da simetricno 

konvergira ka 5ОЛ (1). Za jedan odredjeni tip asimetricne konvergencije, odgovaraju
сј korigovani (simetrizirani) tio SDJ (3) је definisao StratonoviC (43]. 
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Realizacijom SDJ (3) dopusta se, usled ogranicenosti oJ?sega ravnomernosti spek

tra gustine snage beloga suma ~(ЦJ), odstupanje realizovane trajektorije х( s,/3) od 

idealne difuzione trajektorije x(s). Оуо moze usloviti odgovarajucu greSku funkcio

nala nad trajektorUama i dalje - greSku matematickog ocekivanja funkcioпala - od

nosno greSku u осепј resenja problema (2.16). Moze se dakle tvrditi da se realizaci

јот SDJ (3) namesto SDЛ (1) unosi greSka u PDJ (2.16) сјје se resenje trazi. 

Koristeei se radovima Stratonovica [44Ј, fzvescemo РОЈ koja odgovara ostvarljivoj 

SDJ (3). Razlika izmedju dobUene PDJ i zadate PDJ (1) dзсе пат uvid u kvalitativnll 

i kvantitativnu stranu ove greSke. Posto se sve PDJ drugog reda mogu svesti па kano

пјсап oblik u kome пе figurisu clanovi sa mesovitim izvodima, definisacemo, radi pros
tijeg izvodjenja, parabolicni operator Ls tзkо da пе sadrzi mesovitih izvoda. То znaci 

da се matrice В, В i В' biti dija~ona1ne i da се komponente difuzionog procesa x(s) 

iz SDJI (1), odnosno SDJ (3) biti medjusobno nezavisne. 

Definisimo karakteeisticnu Љnkсјји (О) r-toga reda skalarnog slucajnog procesa 

z(t,w) (WErl,sER1): 

gde је 

6. е 
O(v; L; е; z) = М { ехг Iј L z(tu' w) \)} 

1..'=1 

ј=д;е=I,2, .... 

(4) 

Korelacionu runkciju e-toga reda (к) peocesa z(t, w) сето definisati па sledeci па

сјп: 

.1 д 
K(t . е' z) = - [дV ln O(v; L; r; z»)'v=o 

-" је 'av! .... е 
(5) 

gde је е = 1,2, ... ,; 

6. 
K(L; О; z) =: О. (6) 

Polazeci od definicye (5) i (6), moze se pokazati da se koeelacione funkcije proce

sa ХГХОј koji peedstavlja i-tu skalarnu komponentu n-dimenzionog stohastickog pro

cesa x(s)-xo ' odredjuju preko korelacioniћ funkcija izvoda xi(s) реета sledecim for

тиlата 
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r = 2, ... , ; (7) 
t· 

K(t1; 1; xi - х .) = f 1 М х. (s) ds. 
01 О 1 

Iz defmicije korelacionih funk.cija sledi da karakteristicna funk.cUa prvoga reda рсо

cesa xi(t) - Хој moze biti izraiena preko korelacionih funkcija па sledeci nacin: 
оо 

б (v!;t1; l;~-Xoj)=exp {~1 јrК(!...;r;ХГХiО>vI. 

gde је 

(8) 

Na taj nacin, ako znamo sve korelacione funkcije procesa xi(s), mozemo kоnstшisа-

ti karakteristicnu funk.ciju prvoga reda prirastaja Хј( t) - Хој' Kada su komponente Ч t) 
medjusobno nezavisne, mozemo konstruisati i karakteristicnu funkсђu prirastaj.a vekto

са x(t) - ХО' 

п оо • r 
= ехр р; L ~ k(t1 ,c,O·и~] . 

1=1 с=1 r. 
(9) 

Posle mnozenja (9) sa skalarom t/t i diferenciranja ро t}, dobicemo: 

(10) 

Primcnom inver'l.nc f(лtriег-~е transformacije па karakteristicntl Љnkсјји (9) od-

111 '! I '1 1·11 I '11 ј ј I ,.ј.! 'lj~'Wi'*""H" 

I 
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redicemo gustinu verovatn06e р(х-хо ' t1), prirastaja х-хо za vreme t1: 

+~ 

p(x-xo,t1) =~. Ј 8(Vl;tl;l;ХГХоl)·ехnrј.Vl(ХГХоl)]dVl ". 
(217) --

(11 ) 
+-
Ј R(vl; t1; l;хп-хоп)·ехр [-ј·у 1 (хп-хоп)] dVl' 

Mnozenjem (11) sa skalarom if; i diferenciranjem ро tl' dobicemo: 

(12) 

Uvedimo oznaku: . 

А 
u(x,t) = if;p(x-xo,t); (13) 

(14) 

Uvodjenjem (10), а zatim (14) и jednacinu (12) dobicemo posle elementarnih trans

formac~a parcijalnu diferencijalnu jednacinu: 

а п оо 1 d ar 
- u(xt) = L L - - k(t,r,i) (-li - и(хо , t). 
at ' ј=1 r=1 r! dt ~xr. 

u 01 

Iz (8) se elementamo dokazuje da је 

d . _ t t . .' 
аг k(t,r,1) - r Ј· .. Ј K(t,~, r, Хј) dS1 '" dSr_ 1 

о о 

gde је ~ =(81' ... , sr-V; r = 2,3, ... 

(15) 

(16) 
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Kada је proces x(t) Gauss-ov, PDJ (15) se svodi na jednacinu drugoga reda. Zais· 

ta, korelacione funkcije Gauss-ovih procesa x(t) jednake su nuli za r > 2. za taj 

.s1ucaj, uvedimo oznake 

d t t::. -
-d k(t,2J) = 2 Ј K(t,s; '2; х) ds = 2 bii(xo ' t), 

t о 

l.. k(t,l,i) = А 1 K(s; 1; 'Џds == K(t; 1;~) == 
dt dt о 

== ~ (t) == Зi(Ха, t) 

Jednacina (15) се se tada svesti na oblik 

.l... и(х t) = 
а t о' 

(17) 

(18) 

Ako sada pustimo da autokorelaciona funkсђа procesa € (s,13) teZi delta-funkcij~ 
uslovicemo time da i autokorelaciona funkcija procesa ~s) takodje tezi dеltа-funkсђi. 
Granicne vrednosti koeficijenata се tada prema (17) glasiti:* 

- 2t 
2 bii(xo,t) == Ј So(xo,t) o(t,s) ds == So(xo,t) == bii(xo,t), 

о 

(19) 

U tom slucaju jednacina (18) prelazi u PDJ tipa (2.1), а proces x(t) odredjen SDJ 

(3) prelazi u difuzioni proces odredjen SDЛ (1). 

Razlika izmedju jednacine (18) i jednacine (2.1) se sastoji u tome 8to idelani ЬеН 

8ит propuSten kroz f1ltar (3) zadrz.ava precizno odredjena lokalna svojstva, dok Gauss

-оу proces konacne snage (ograniceni beli sum) daje na izlazu istoga filtraproces koji 

se ne moze opisati 10ka1nim karakteristikarna (funkсђаrna). Мои se slikovito kazati 
оо su 10kalne karakteristike procesa koji teZe ka difuzionim procesima ,,razmazane" 

duz odredjenog vremenskog segmenta Atkor ' Za vremenske intervale mnogo уесе od 

Atkor vaZi aproksimacij а 

*Predpostavlja se ,,,imetricna" konvergencija. 
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па osnovu koje se n10ze govoriti о "рсјblјznо lokalnim" karakteristikama procesa x(s). 

Naime, stvarne karakteristike procesa (integral па desnoj strani gomje relacqe, па рсј

тес) и tacki sli na segmentll [51 - .6.tkor /2, SI + .6.tko/2] se mo~и u рсУој prib

liZnosti zашеniti loka1nim konstantama (ovde - K(SI' SI; 2; x) • .6.tkor)' Medjutim,la 

vremenske interva1e reda velicine .6.tkor - t, stvarne karakteristike profi1triranog рсо

сеsз se matematicki opisuju kao funkcionali od statistickih karakteristika рсосеsз па 

ulazu filtra i nе mogu se svesti па оЫсnе funkcije усеmеnа, (nе mogu зе iskazati и ter· 

miniша 10kalnih karakteristika). 

Prema tome, па vremenskim odseccima reda уеНејnе .6.tkor se ротоси SDJ (3) nе 

moze generisati рсосез x,.(t) ёђе lokalne karakteristike taeno odgovaraju unapred da

tim koeficijentima PDJ. Ь. vremenske odsecke koji su mnogo уесј od .6.tkor ' koefi

cqenti ЮЈ se mogu sa dobrom pribliznoscu opisati, odgovarajucim izborom korelaci· 

оnЉ funkcija procesa xi(t). Odstupanje reSenja РОЈ (18) od reSenja graniene PDJ сј
јј зи koeficijenti odredjeni сеЈасјјата (19) predstav~a greSku izazvanu ogranicenoscu 

opsega ravnomemosti spektra gustine snage suma Џз, ~) (f3 < оо), odnosno greSku US

led konacnosti усетеnа korelacije Atkor ogranicenog belog suma Џs,{Ј). 

GreSke usled pribliZnog odredjivanja SDJI anаl0gлim racunskim sredstvima se mogu 

svesti iskljucivo na greske usled konaenosti усеmеna korelacije u slucaju da је potreb

по modelirati Нnеате S01l. b.ista, u tom slucaju је dovoIino da procesi Џs, (3) Ьи

du Саизз-оуј ра da i reSenja SDJ (3) budu Gauss-ova. 

Ь. nеНnеасnе SOJ је mnogo teze obezbediti Gauss-ovu prirodu resenja xi(s), (nјје 

dovoljno da "ulazni" proces ~(s, (3) bude Gauss--ov). U slucajevima kada РОЈ koja se 

rеSзvз indukuje nelinearne SОЛ,тоrаmо najcesce dopustiti da raspodele рсосеsз Xj(s) 

odstupaju od Gauss-ovih. Na tзј nаеin se, kao 810 se to vidi iz (15), zadata parcijal

па diferencqa1na јеdnaејnа perturbuje таНт parametrima. 

(20) 
п оо 1 d r ar 

+.~ I (- - k(t,rJ) (-1) - u(xo,t». 
1=1 с=3 с! dt axr.. 

01 

Koeficijenti Ј!. k(t, r, i), (r = 3, 4, '" ), predstavljaju male parametre, posto korela
dt 

сјоnе funkcqe viSega reda brie ораdзји sa усетеnоm nego li korelacione funkcije ni

iega reдa (zз dovoqno malo .6.tkor)' Na taj naС.in za PDJ koje indukuju nelinearne SDJl, 
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resenje koje se dobija па оsnот analogne realizacije SDJ (3) zadovoljava parcijalnu 

jednacinu (20) koja se od zadate PDJ razlikuje za izraz 

R ~ ~ ~ (1- JL k(t,r Ј) (-1/ ar
r u(xo,t». 

3 ј=1 r=3 r! dt ОХОј 
(21) 

Izraz (21) odredjuje gresku usled prisustva тшЉ Darametara. Iako је Rз u kraj
l1јој Нпђј greska шуапа konacnoscu vremena korelacije ogranicenog belog suтa, ј

рзk сето је nazvati greskom tlsled nelineamosti indukovane SDJI da Ы istakli пјепи 
specifiCnost. 

Analizom greske analogne realizacije SDJl izdvojene su dak1e dve vrste greSaka: 

greske tlsled konacnosti vremena korelacije .6tkor ogranicenog belog suma (greSka 
,,razmazivanja" lokalnih karakteristika difuzionog procesa) i greSke usled nelinearno
sti indukovanih SDЛ. 

Prva vrsta gresaka је obavezna и svim anаl0gnјm realizacijama SDJ sa ogranicenim 
Ьеliт sumom, dok зе druga vrsta greSa.ka јауђа sзmо u slucaju da зи indukovane SDJI 
пе linearnog t јра . 

с) Greska ocene matematickog оееюуапја diskretnim algoritmom 

Оуа greSka hibridnog simulacionog algoritтa detaljno је razmatrana и [27] za slu

сај Gauss-ove raspOOele rea1izacija i za орШ slucaj - primenom centralne granicne 
teoreme i zakona velikih brojeva. ОЫm uzorka (broj realizacija) N odredjuje se iz re

lacije 

N 
Р { I 1 ~ Uk - Ми I < € } = 1 - а: 

N k=l ' 

gde је 

Ми - matematicko ocekivanje slucajne уеНсјпе и, 
tlk - k-ta realizacija slucajne уеНсјne и, 

(22) 

а: - verovatnoca da apsolutno odstuDanje aritmeticke sredine N realizacija od та
tematickog ocekivanja bude пе тапје оо €, 

€ - proizvoljno таН pozitivan broj. 

Kada зе raspodela uzorka (realizacija) razlikuje оо Gauss-ove raspodele, potrebno је 
za odredj јуanје оЫта uzorka pre primene simulacionog algoritma poznavati standar
dnu devijaciju а slucajne velicine (и) сђе se matematicko ocekivanje осеnjије. Ме-
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djutim, уеНсјпа а пјје unapred poznata, 5to oteiava primenu metodike izlozene u 

[27]. Stoga сето dati jednu осепи standardne devijacije slucajne уеliсinе 

kojom se zaokrugljuje navedena metodika. 

Treba oceniti disperziju Du == Ми2 - м2и. 

Uvedimo skracene oznake: 

~ ~ тах IW(X,t)l; ([~ тах Id(x,t) I , 
K,t x,t 

~ u 
т/ = Ф + d(T-°О>' 

(23) 

(24) 

Zamenom (24) u (23) i elementarnim transformacijama dobijamo posle тајосјтпја 

Ми2 ~ [ф + d(Т - 80)]2, 

мТ/2..;; 1. 

Prema tome, standardna devijacya se осеnjије nejednakoscu: 

(25) 

(26) 

Zamenjujuci stvarnu vrednost standardne devijacije а vrednoscu njene majorante iz 

(26), mozemo da koristimo sve navedene metode za odredjivanje N pre re~avanja prob· 

lema па hibridnom sistemu. 
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3.3. ODREDJlVANJE SKALA - FAKTORA 

Izbor skala - faktora SDJ koje se resavaju па analognom delu hibridnog sistema 

olaksan је time 5to se oblast promene zavisnih promenljivih (х) stohastickih diferen

cijalnih jednacina poklapa sa oblascu G datog рсоЫета sa granicnim uslovirna Ipak, 

direktno uvodjenje skala faktora u SDJ dovodi do neproporc;,.nalne promene koefi

cijenata pri drugim izvodima u odgovarajucoj рассјја1пој difеrепсђаlпој jednacini, u 

odnosu na ostale koeficijente. Usled toga skala - faktorj se тосаји uvoditi рсуо u 

parcijalnu diferencijalnu jednacinu. Skalirana stohasticka diferencijalna jednacina se 

dоЬђа automaciki ротоеи forma1nog prelaza od date раrсђаlпе jednacine ka odgova

rajucoj stohastickoj diferencijalnoj jednacini. 

Maksimalni napon Uo ' koji odredjuje skalu analognog dela, i duiina Т Р maksimal

пе radne periode odredjuju nt 1 - dimenzionalni paralelepiped П (radna ob!ast analog

пе rnasine) u koji se mora smestit: zadata oblast GXIs sistema (2.16). U tu svrhu G 

treba upi'lati u odgovarajuci minimalni paralelepiped 

gde је 

Рсј tome koordinatni sistem sa koordinatama х treba izabrati tako da oblast G ispu

пјауа рсЉШпо jednako pozitivni i negativni deo paralelepipeda. Skala faktori nezavis

по promen1jivih уеliCјпа parcijalne diferencijalne jednacine (2.1) dobijaju se iz odno

sa 

Мхј ~ ~,o ::: 1, .... , п), M
t 
~ t max 

Uo Т р 
(27) 

Роmоси (27) odredimo masinske nezavisno рсоmеnlјјуе уеliCјпе jednacinama: 

(28) 

PolazeCi od principa maksimuma za рroblеш Callchy-a sa grапiспiш llslovima i ра

rabo1icnim јес...,аСјпаma (Ш za probIem Dirichlet-a sa elipticnim јеdпасiпаша), [451. 

1110zешо tvrdit za slllcaj kada u jednacini (2.1) odsustvllje slobodni сјап, da resenje 

ргоblешз и(хо , to ) uzi111a ekstremalnu vrednost ili 1I росеtпоm tгепutkll ili па gra

пјсј Б G. Ako II oblasti СХ It slоЬоdпi сјап пе l11епја znak. princip maksimHma se 



Analiza matematickih modela stohastickih ... 61 

moze iskoristiti i u opstem slucaju kada d(x, t) ~ о. za slobodni clan sa promenlji· 

ујm znakom u G Xlt , u svrhu осеnjјуаnја ekstremalne vrednosti resenja moze se ko· 

ristiti nejednakost 

т 

1 Мц ~ М' иј ~ 11/1 (х СТ) , to - 7=)1 + Ј Id(x(s), to -s) 1 ds. (29) 
о 

иуешmо oznake 

_д т 

и= тах 11/I(Х(Т), to- Т)I + Ј 1 d(x(s) , to·s)1 ds; 
xEG ,tE [O,toJ о 

~~ mах с(х,О; ai= mах lai(x,t)l; 
xEG,tE[O,toJ xEG,tE[O,toJ 

(30) 

= д mах 
b~ = XEG,tEP,toJlbij(x,t) 1. 

lz (29) i (30) sledi 

(31) 

Nejednacinu (31) mozemo iskoristiti za skaliranje zavisno promenljive уеНсјnе и. 

Na osnovu ogranicenja: 

о ~c(x,t) ~ С ; Id(x,t~ ~ d; 

(32) 

odredimo skala·faktore 

/:), а· = ai(x,t) 
М . == _1 , (i = 1, ... , п); 

аl ио aМi(x, t) 
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2 D. bij b
1
·
1
·(X,t) __ 

МЬ1' ј = -u ::: _..:.1__ (1' Ј' - 1 п)' " ' ,-, ... , , 
о bMij(XM,tM) 

Prepisimo jednacinu (2.1) uzimajuci u obzir jednakosti (28) i (33) 

MdMt 
- см (ХМо' tMd Мс Mt им (ХМо' tMd + dM(xMo' tMd -м:- . (34) 

Jednacine (33) i (28) omogucuju da se izvrsi prelaz od resenja skaliranih jednacina 

им(хм, tM) ka reSenju realnih jednacina lI(x,t). 

Odredimo SDJ irldukovanu operatorom L: 

gde је: 

Sjt, G ::: 1, ... , п) - disperzija j-te komponente Wiener~ovog procesa Wj(t). 

Odgovarajuca арrоksimасђа (35) sa ЬеНm sumom Ut),ogranicenog opsega (fmin,fmax) 

ravnomernosti spektra gustine snage Sj komponenata €j ,prerna Stratonovicu [43] glasi: 

(36) 

111 '! I ј I 
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Јсdласiле <1l1alognog modela SDJ шоg~ da se zapistl tI оЬЈЖll 

(З7) 

(i = 1, ... ,л), 

gde stl: 

а:у, а:ј' l1ij - koeficijenti ројасanја, 

RiCi, (i = 1, ... , л) - vremenske kолstалtе integratora. 

Рorеdјелјеm (З5) i (З7) dobija se 

3L = 
R·C. 

Ј Ј 

(З8) 

Hibridl1i siпшlасiопi algoritam (1) i (2) је sada tlPotpunjen осепаmа greSke meto

da (21), (22), (26), i [ormиlaтa za odredjivanje koeficijenata analogпog modela in

dtlkovane SDЛ (З8). 

Detalji implementiranja hibridпog simulacionog algoritma па hibridпu racunsku 

Ш<1sil1U podrobno su razmatrani (za deterministicke parabo1iCke sisteme) u [Зl] i [66], 

3.4. SIMULAClJA lIZDNOG NЕSТАСЮNАRNОG SRP 

Роsmаtrајшо dugacki stap od homogenog feromagnetnog materijala sa kvadratnim 

роргеспiш presekom oko kojega је omotan provodnik elektricne struje. Provodnik 

se pobtldjuje struјлiш gелегаtогот tako sto se iпtелzitеt struje iz gel1eratora linear-

110 роуесауа sve dok ве dоstigле пјуо zasicenja, nosle cega intenzitet ostaje konstan

tал. 
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Вјсе posl11atran samo linearni deo krive таgnесепја, radi jednostavnosti izlaga· 

l1ја. Uz оуе Nedpostavke, raspodela intenziteta magnetnog polja се, ako se vrtlozne 

struje uzmu u obzir а ројауа histerezisa zanemari, Ыti opisana resenjem sledeceg 

рrоЫеша sa granicnim uslovima 

02н+ а 2Н=.и'У. ан ;O<t<T; (x,y)EG, 
ох2 ау2 at 

(39) 
н =Н(х, у' t), 

gde је 

Н(х,у,О) = О, (х,у) Е G , 

= {. t!Тs , 0< t < Ts H(x,y,t) }; (х,у)Еб.G. 
1 , t> Ts 

Sa БG је oZl1acena granica kvadratne oblasti G. Vгеше potrebno da se ustali jedno· 

smeran strujni tok kroz provodnik oznaceno је sa Т s' Oblast G је odredjena izrazom 

G = {(х,у): 'ХЈ <~,IYI < ~ },(vidisl. 4). 

оС 

у 

з/2 
С 

х 

.зl2 з/2 х 

·а/2 

т 

~.) Ь) 

Slika 4. 
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Iz postavke zadatka se. vidi da za intenzitet magnetnog РОђа Н vaii 

о ~ Н(х, у, t) ~ 1. 

Ozпacimo sa Т vreme u toku kojega se zeli posmatrati promeпa magnetnog роlја. Fi
zicke ve1icine kojima је opisan sistem su date u sledecimjedinicama: Н[А/ст]; а, х, 
у[ст]; t, Т, Ts[sec]; J.L[Пseс/сm ]; 1(1/0 ст] ;J.L°nsec/cm2 ] . Pri simulaciji па ЫЬп
dnom racunskom sistemu usvojene su s1edece brojne vrednosti: J.L 1 = 0,628; а = 5; 
Ts =0, Ts = 1,42;Т = 10. 

Prema 3.1, орјsзni 8RP se moze ekvivalentno odrediti sledecim stohastickim то
delom 

dx(t) = ј 2 .dwl(t); х(о)=хо, 
81Р1 

dy(ty=J 2 . dw2(t); у(о) = УО' 
82 J.L'Y 

(40) 

gde је (хо , у Ј Е G, а 81 i 82 spektralne gustine generatora beloga surna, saglasno 
(35). 

Da Ы se ovaj model realizirao па ћЉпdnот racunaru potrebno је 

- simu1irati dva nezavisna 8WL procesa wl(t) i w2(t); 

- zadati prostornu i vremensku granicu liG i to i odrediti prostomo-vremenske 
koordiпate prvog шзskа Wiener-ove trajektorije (Х(О, y(t» па - prostornu gra

niси х( Т), У(Т), Т i1i па - vremensku granicu x(tJ, y(tJ, to; 

- izracunati srednju vrednost prema (40). 

U skladu sa 3.1, stohasticke diferencija1ne jedпacine iz (40) se reSavaju па analognom, 
а aritmeticka srednja vrednost па digitaInom delu hibridnog racuпara, pri сети је ро
trebno da aпalogni deo preko А /D konvertora dostavlja podatke digitalnom delu ra
cunara. 

Granicna oblast liG se simulira рomоеи сеНп komparatora koji uporedjuju svaku 

65 

od koordinata vektorskog procesa Wiener~ (Х(О, odnosno у(!)) sa velicinama !t i - !t. 
2 2 

Istovremeno se odredjuje i trenutak Т prvog izbijanja trajektorije па prostomu grani-
си: tekuce vreme t је predstavljeno пaponom па izlazu iz integratora kojina ulazu 
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ima konstantan ·пароп. Rad hibridnog racunara se moze proslediti па blok-semama 

prikazanim na 51. 5. 

Blok za sledjenje i ратсепје signala Т /S (track-artd-store block) sledi пароп па iz
lazH iz integratora dogod radi и rezimu sledjenja (track).1<.ada trajektorija izadje па 

prostornu granicu па izlazu jednog оо cetiri "prostoma" komparatora ројаУlјнје se 

impuls. S obzirom da su izlazi svih komoaratora vezani na logicko ,ДГ' kolo, {ај 

impuls predstavlja tzv. signal prekida (interrupt) na izlaztl iz "ILI" kola. Оуај signal 

prevodi blok Т /S za sledjenje i ратсепје signala iz rezima sledjenja u геiiш ратсе

пја (store) s jedne strane - i zaustavlja digitalni deo hibridnog racunara, s druge stra

пе. Zapamcena velicina iz integratora ide preko А ID konvertora и digita1ni deo саси

паха kao velicina Тј' Istоvгешепо se пароп па izlazu iz bloka za sledjenje i раl11сепје 

poredi sa prethodno zadatim naропот (koji odgovara velicini tJ па "vremenskom" 

komparatoru. Ukoliko Ы trajektorija izasla па vremensku granicu (pre nego па pros

tornu), па izlazu iz komparatora Ы se obrazovao signal1)rekida koji Ы u odnosu па 

digitalni deo racuпara iшао nizi prioritet od sigпala 1)rekida izazvanog izlaskош па

jektorije па prostornu granicu. IzractJnavanje granicnih uslova i usrednjavaJ1je оЬау

lјаји se па digitalnom delu racunara. 

Pri simulacUi SDJI (40) па analognom delH hibridnog гасtшarа, potrebno је odre

diti koeficijente razmere takO da se fJzicki model SRP uklopi и raspolozivi radni 01)

seg паропа [-1 ОУ, + 1 ОУ] analognog dela racunara. U tu svrhu potrebno је pre sve

ga izmeriti spektralne gustine SI i S2 generatora belog suma GS-l i GS-2, respek

tiyno. Merenjem [311 је dobijeno SI = S2 = 3,18 [y2sec1 za generatore koji su ko

risceni u simulaciji,[42]. Fizicke dimenzije oblasti koja se simulira su: !. i = :t 2,5 

ст, а fizicko уСеmе koje је od interesa za proces magnecenja iznosi Т = 10 sec. Ма

ksimalno vreme trajanja simulacije је uslovljeno (и repetitiynom reZimu rada analog

nog dela racunara koji је za OYtl vrstu simulacije podesan) periodom repeticije Т р = 
= 1 msec. Skaliranje oblasti varijacije vrednosti nezavisno promenljivih tI zadatktl 
se izvodi па sledeci nacin. Skala-faktor simulacionog modela G Ј1. oblasti G је odre

djen izrazom 

k = k = k = _а_ =.2.... {cm/V] = 0,25 {ст/У] 
х у 2.U 20 ' 

r 
(41) 

gde је Ur - шаksiта1пi radni пароп па analognom delu hibridnog racunara. 

Skala-faktor vremena simulacije se OOredjuje kоеfiсijепtош 

~ = L = 10 lsecl = 104. 
Тр l[msec] 

(42) 



r-
\о 

+10V 

Rellm St8nje ар" 

т .. сЈс 
T/S 

Store О 

! T .. ck О !KOmpouator 
Stсже 

в 

РР1 

А 

m 

"tl-1j ·к" dlal18l-
• пој memoqJl 

-10V Pol!etak А/О 
kon ... rzlJe 

SIJka 5_ 

Р -А-В .. 

N ~ [",. ,~", 
,------. -----, 

"Slsnal '>-N!..____ _1 __ .. , 
< _ .... , /~-. ''!!'Ч 

' р nI~.../ < preklda niie
g
" '-=--Т:ОА , N пјуоа.../ 

I ~-ГDЛ 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

LI~ __ ~::==~ ____ _ I I _______ J 



68 Radovan Krtolica 

5аdз је ротоеи skala-faktora k i ~ moguce odrediti koeficijente Seme analognog 

modela. Izrazimo promenljive fizickog тоооlа preko nromenljivih analognog mode· 

1а koristeci skala-faktore. 

Koristeci se rezultatima оdeђkа 2.1. dobicemo S:01l odgovarajuceg stohastickog mode· 

lа 

d xM(tM) = л. . .JL-.1 dw1 (tM) ; 
51 /ХУ k 

d YM(tM) = Д . јТ... 1. dW2(tM) ; 
S2 IJ:У k 

(44) 

gde је tM(3 = t. Iz sl.5 se vidi da је 

d 0:1 • 
- xM(tM) = - wl (tM). 
dtM . RC 

(45) 

gde wl (tM) i witM) predstavljaju dva nezavisna Ьеlа suma koja generisu blokovi GSI i 

GS2 respektivno, 0:1 i 0:2 vrednosti koeficijentnih notenciometara па U1aZtl u odgova· 

rajuce integratore, а RC vremenska konstanta integratora. 

Poredjenjem(44) i (45) dobija se 

1 
k 

1 
k 

(46) 

l' '" I 
., 
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Uzimajuci и obzir vrednosti RC=2,5 [nвx:J, SI = S2 = 3,18 [y2sec], k = 0,25~m/y ], 
(3 :: 104, Irt = 0,628 [sec/cm2], dobija se 

(47) 

Zadatak је reSavan па hibridnom racunskom sistemu koji se sastojao iz digitalnog 

racunara SD3 910/920, brzog reoetitivnog analognog racunara (tranzistorizovana vari· 

janta ЕМУ-lО) i A/D konvertora tipa АСРК 100-11/2, [31]. Rezu1tati su prikazani 

и tabeli 1, gde su uporedjeni sa tacnim rezultatima u tri karakteristicne tacke oblasti 

G, (vidi sl. 4а). 

Iz tabele 1. se vidi da је greSka reSenja maxlДЈ.{1 - 5 ~%. Interesantno је uporedi· 
, rnaхН 

ti dobjjenu greSku sa ana!itickom осепоm gre!ke о kojoj је Ыl0 reci u odeljku 32. Ро· 

znato је da је gre!ka racunskih elemenata analognog de1a racunara rnanjа od 1%, tako 

da је red ve!icine greSke reSenja SDЛ, s obzirom па neprekidnost pribliZno 1%. 

Sa verovatnocom 95% se za gre!ku осепе рођа usred ogranicenog оЫrna uzorka 

(N = 104) moze reci da пђе veea оо 0,045 = 4~% kada se uzme u obzir Сјпјепјса da 

standardno odstupanje Љnkсјје Н пе moze Ыц vece od 1. 

Nщzаd, primenom postupka iz 32 se za relativnu gre!ku usled ogranicenosti frekve

ntnog opsega generatoca belog mma - dobija red ve1icine оо 2%. 

Zbir ovih ocena gre!ke izracunavanja Н, (1% + 4,5% + 2% '" 7,5%),је za 2% veei od 
stvame gre!ke, Oto је posledica majorizacjje), iz cega se vidi da izlozena metodika о

cene greSke daje prihvat1jive rezultate. 

U tabeli 1. su radi uporedjenja navedeni neki rezultati simulacjje istog eksplic' . 

nog stohastiCkog modela na digitalnom racunaru dobijeni primenom pOstupka iz odеђ· 

ka 2.3. 
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Tabela 1. 

т s = Osec 

'. 
·t.~ I 

I)secl 0.142 0.71 

l\1=to /61 1 5 

lаёllО 0.022 0.352 rcscl1je 

l\ibridl1a si· 
\1шlасiја 0.010 0,381 

t1igilall1:l 
0,000 0.356 simuiacya 

tol sec] 0.142 0.71 

1\1=10/61 1 5 

101(;110 
0.101 0,568 re~njfl _. 

hibridl1a s ј1Ј 146 0.609 I\\tliacija L . 
- - .. - .. - - -- -- - --- _ ... -

lolsccl 0.142 0.71 

ll1=to /61 1 5 

IзёllО 
rescnje 0.101 0,568 

I1ibrid!p si1J 1 О ~ 
111Illa':I)a I . - 0.610 

digilаllШ I "7 
sil11l11a.:ija 0.06 0.657 

.. 

1.42 2,13 355 994 

10 15 25 70 6t=O,142 

0.711 0,876 0,977 0,999 
[sec] 

х=О 

0.693 0.877 0,965 0,999 у=О 

0,707 

1,42 Џ3 3,55 9,94 I 

\о 15 25 70 6t=O,142 I 

[sec] I 

0.821 0,924 0,986 0,999 х= -1,25 I 

у= -1,25 I 

0.873 0,933 0,996 0,999 
I 

___ Ј -------- -- ---

1.42 Ц3 3.55 9,94 
6t=0,142 

10 15 25 70 [sec] 
х = 1,25 

0.821 0,924 0,986 0,999 у = 1,25 

0.848 0,916 0981 0999 

0.857 

Ts =I,42sec 

to [sec] 0,142 0,71 1,42 2,13 3,55 9,94 

m=to/6t 1 5 10 15 25 70 &t=O,142 

ta~no 0,002 0,087 0,380 0,704 0,946 0,999 
[sec] 

r~nje х=О 

hibridna si- 0,005 0,103 0,391 0,718 0,955 0,998 у =0 mulacija 
L ______ 

to[sec] 0,142 0,71 1,42 2,13 3,55 9,94 1 

m=to /6t 1 5 10 15 25 70 6t=O,142 
[sec] 

ta~no 0.010 0,176 0,545 0,814 0,966 0,999 х=-1,25 resenje 
у= -1.25 

blbridna si- 0,067 0,202 0,574 0,825 0,974 1,000 mulacQa 

to{sec] 0,142 0,71 1,42 2,13 3,55 9,94 

m=to/bl 15 25 70 
61=0,142 

1 5 10 [sec] 

ta~no 0,010 0,176 0,545 0,814 0,966 0,999 
х = 1,25 

resenje у = 1,25 

blbridna 0,046 0,193 0,526 0,825 0,974 1,000 simulacija 
-- ----- ----- '--_----..Ј 
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ЈУ КARAKTERJSТICNJ (IMPLICIТNI) STOHASТICKJ MODEL 

4.1. OPSТE NAPOMENE 

Allalogija stohastickog rnodela iz glava II i III sa sistemom karakteristika za liпе

аrпе parcijall1e jednacine prvoga reda је nероtrнша zbog nrisustva prostornog gradi

jCllta stal1ja tl skalаrпој jednacini stohastickog 1l10dela. U оуој glavi stohasticki то

dcl se Ilюdifiktlје tako da nredstavlja sistel11 generalisanil1 karakteristika raspodelje-

110g sistema dtlz difиzionill trajektori]~. Takav model је nazvan karakteristicnim sto-

11asticklll1 1110delol11. Motiva za konstruisanje ovakvog 1110dela raspodeljenog sistel11a 

lll1a l1ekoliko. 

OSl10Vtl velikog broja prirodnih i tehnickih prostorl1o rasDode1jel1ih procesa па ko

је se l1ai1'azi tl hidro i terl110dinamici i procesnoj industriji predstavljaju Inasovni difu

zioni i filtracioni procesi koji se opisuju шаrkоvskml slucajnim fuпkсiјата. Pri tome 
је za stanje posl11atranog sistel11a celishodno usvojiti srednje vredl10sti nekih individu

aInih slucajnih kretanja - sto vodi ka opisu sistema nот0си parcijalnih diferencijal

nih jednacina. 

Postojeci numericki nlOdeli odgovarajucih raspodeljenih siste1l1a se realizuju pos

tupcil11a numerickog resavanja tih nаrсђаlnih jednacina. Modeli rasoodeljenih sistema 

ovoga Нра [56-58] nе vode тасиl1а о cinjenicida se izracunata stanja шоgн nrove

ravati sal110 u konacnom broju prostornih tacaka u kojima је vrseno merenje. 

Posto se i upravljal'!ie sistemom prakticno ostvaruje sa..-no u konacnoтn broju oro

stornih tacaka - evidentn~ је notreba za konstrukcijom egzaktnog matematickog то

dela raspodeljenog sistema 1I konacnom broju proizvoljno nrostorno raspodeljenm ta

caka, [40 1· 
Porcd toga, sil1шlасiја b1Jducih stanja sistema prednostavlja poznavanje i potpunu 

odredjenost polaznih podataka. Priroda razmatranm оојауа nе doptlsta u praksi da se 

оуај zahtcv u potr>unosti zadovolji. lz toga razloga se prognoze dobijene simulacijom 

тосаји kOrIstiti sa oprezom. Neootpuna odredjenost parametara, granicnih i pocet
пјћ uslova moze da se uzme u obzir tako sto се se оуе velicine 'predstaviti u ОЫЖll 

slucajnih Љnkсјја. 
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Nazalost, odgovarajtlci modeli tl nizu slucaieva ne odredjuju jednoznatJ1o stanje 

sistеша. U ovoj glavi se resava problem konstrukcije jednoznacnog modela stanja si

stсmз рошоСu stohastickih diferenc\ialnih jednacina Itд-а koje povezuju 'pojedinac

па kretanja sa prostomo raspodeljenim stanjem celog sistema. 

U sledeeoj glavi се biti demonstrirane шoguспosti koje modeli ovog Нра рruzзјu 

pri identifikaciji nepoznatih раrзшеtзrз sistema u prisustvu suma, [63]. U narednom 

odeljktl dokazuje se ekvivalentnost karakteristicnog stohastickog modela i раrсђalпе 

diferel1cijalne jedl1acine sa dеtеrшiпistiёkim dovoljno glatkim kоеfiсђепtimа. 

Dokaz se uopstava l1а jednacinu sa glatkim slucajnim kоеfiсђепtimа. Odeljak se 

zаvrsзvа kОЈ1strukсiјоП1 jednoznacnog karakteristicno~ stohastickog modela sistema 

sa raspodeljenill1 ЬеН1l1 SUШОI11 na ulazu ёјја su stanja odredjena odgovarajueom par

сјјаЈl101l1 'diferenJijalnot11 jednacinom. 

U treeem odeljku se pokazuje da se u slucaju s tacionarnosti operatora L karak

teristicni stohasticki l110del moze predstaviti u obliku pogodnom za ekonomicnije 

izracunavanje vremenske prOn1ene stanja sistema sredstvima racuriske tehnike. 

4,2. KARAKTl::R\SТltNI STOHASТlCКI МООП 

Neka је u(x,t) skalarno stanje sistema k~ie se opisuje jednacinom 

Lu(x,t) - c(x,t) u(x,t) + d(x,t) = О 
tI oblasti х Е G С R п, t Е [О,Т), gde је 

L~....a. + (a,..Q.) + (в -Q.., .L); 
at ах ах ах 

в - pozitivno definitna matrica na G. 

Neka su zadati sledeei granicni i krajnji uslovi: 

u(x,t) = ф(х,t); х Е Б G, t Е [О,Т); 

u(x,T) = f(x); х Е G 

(1) 

(2) 

!Ја Ы jednacina (1) iшаla jedinstveno dovoljno glatko resenje dovoljno је, prema 

[45] . da bude zadovoljen uslov 

(А) kоеfiсђепti operatora L, c(x,t) > О, d(x,t) su ravnomemo neprekidni ро Ыр

schitz-u. 

Poznato је, [38], da se matrica В, koja је neprekidna ро Lipschitz~u, moze faktorizo-
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vati В = &"Т В, tako da је matrica faktor takodje neprekidna ро Lipschitz-u. Posrnatraj

то jos sledeci dopunski uslov 

-
(8) elementi matrice В (x,t), vektora a(x,t) i funkcija c(x,t), d(x,t) пе rastu Ьце od 

lineamih funkcija prostornih kordinata. 

Роkзzасето da se stanje u(x,t) sistema (1) pri ispunjenju uslova (А) i (в) moze ek

vivalentno odrediti sistemom karakteristicnih stohastickih diferencijalnih jednacina. Pr
уо сето dokazati da stanje u(x,t) koje zadovoljava jednacinu (1) zadovoljava takodje 

i sistem karakteristicnih difеrenсђalnih jednacina. Posmatraimo stohasticki diferencijal 

lto.a n-dimenzionog difuzionog nrocesa 

dXt = a(~, t) dt + в (xt• t) ~t 

gde је MldW tl2 = 2dt. 

(3) 

Kada su zadovoljeni uslovi (А) i (8), sistem stohastickih diferencijalnih jednacina 

(3) irna skoro sigumo jedinstveno neprekidno resenje Xt, [33].Prema pravilu 1со-а о 
diferenciranju slozenih funkcija u(x,t) Е '1-2 (gde я! oznacava k1asu dvaput ne'prekid

по diferencijabilnih funkсђа ро prostornicl kordinatama i jednoJТ1 ро vremenskoj kor

dinati), јтасето 

(4) 

Iz jednacine (1) sledi da duz karakteristicnih trajektorija xt u oblasti G vazi sle

deca сеlасјја 

Lu(~, t) - c(xt , t).u(~. t) + d(~, t) =0 

Uporedjenjem (4) i (5) dobijamo stohasticku jednacinu 

du(xt,t)=[ c(xt , t) .u(xt,t) - d(xt,t)] dt + 

- а + в (xt , t).- u(Xt' t) .dWt ах 

(5) 

(6) 

Funkcija u(xt , t) koja zadovoljava jednacinu (6) тов da zadovoljava i jednacinu 

МХ [du(xt , t) - c(~, t). u(xt , t) dt + d(~, t) . dt + 
t 

(7) 

gde Мх - oznacava uslovno matematicko ocekivanje рп uslovu da karakteristicna 
t 

trajektorija polazi iz tacke~ u trenutku t. 
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Posto vazi: 

МХ [du(xt , t) - C(Xt , t) . u(xt . t)dt + d(xt , t)dt + 
t 

- о + B(xt, t). - u(x t , t) dWtl = МХ [du(xr t)1 -
ох t 

funkcija u(xt,t) mora da zadovolji jednacinu 

(8) 

Jednacina (8) vazi SЗто u oblasti G. Prerna tome, ima smisla traziti resenje samo 

na оnот delu trajektorije xt koja u potpunosti lezi и oblasti G. Uvedimo oznake 

т ~ inf {t: Xt е G, xt=o = ХО Е G} ; 

т (t) ~ min(t, т). 

Qznacimo sa H(t) == иt (Х( . )\Хр t) funkcionaI koji odredjuje resenje (и negativ

nОт smeru t-ose) jednacTne (8) па intervalu (t + T(T-t), t1, (Т> t), duz trajektori

ја xs' s Е (t + т(Т -t), t], koje se sve zavrsavaju u tacki Xt . Resenje jednacine (8) se 

moze Мlе predstaviti и obliku 

u(Xt, t) = НCt) == нt(x( . )\~, t) • (9) 

Pokazacemo da је (9) jedinstveno re5enje jednacine (8) i da se H(t) moze odredi

ti integrisanjem u negativnom smeru t - ose diferencija1ne je~acjne 

dНCt) = c(xt , t). НCt) dt + d(~, t) dt 

na intervalu t Е (t + тсг -t), t]. 

(10) 

Da jednacina (8) irna jedinstveno resenje dokazacemo tako 5to сето predpostaviti da 

postoje dve raz1icite funkcije u(x,t) i v(x,t) k~je zadovoljavaju jednacinu. Sledi 

МХ [dz(xt,t)] = c(xt,t) .z(Xt,t) dt, 
t 

gde је z(x,t) ~ u(x,t) - v(x,t). 

Оуа jednacina se moze zaoisati u integralnom obliku 
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Iшајuсi u vidu da funkcije u(x,t) i v(x,t) па granici Т vremenskog .odsecka [0,Т1 za

dovoJjavaju granii',i uslov (:?), gomja relacija dobija sledeci оЫж: 

Resenje оуе homogene linearne jednacine mora biti z(xs,s) == о, s Е [t, ТЈ. Тiтe је 

dokazana jedinstvenost resenja јеdласiпе (8). Oznacimo to resenje sa Н(t). Treba da 

pokazemo da sa verovatnocom 1 уап 

Н(!) = Ноо (t) ~ lim Hn(t), 
n~oo 

gde Hn(t) predstavlja resenje diferencijalne jednacine 

(ь) 

Stohasticki proces yf u jednacini (Ь) moze biti та koji neprekidni proces koji kon

vergira ka xt kada п ~ оо. Тзkо se, па primer, kao proces у? moze usvojiti resenje jed

naсiле 

gde је w-elementarni slucajni ishod, а n-dimenzione Љnkсјје F(i)(x,t,w), (i = 1,2), 

7..adovoljavaju uslove 

a(x,to) = liш 1. 
Т .. - Т 

~ дЕ(О) ( )Т f М[ (x,s,w)·F о (x,s,w)] dsdt + 
to-T дх 

1 +Т 

+ IiI11 1. / M[I:(l)(X.I,W)]dt, 
Т .. -Т t

u 

-т "- . . 1 10 +Т lu +Т ( )" ( )Т 
В (x,to). в (x,to) = 11111 - f f M[F о (x,s,w)F о (x,t, ЦЈ)] ds dt. 

Т .. - Т lu t u 

Рrеша [3], rеsепје jednacine (Ь*) се рсј Ел ~ О,(л ~ oo),konvergirati ka difLIzionol11 

procesu xt . 

Posto niz y~1 konvergira. sa vеrоvаtпосоm 1 ya~j пејеdлаkоst 1УtЛ+1 -- yrl < Е(Л). 

оdlЮSЛО vazi yr+1 = yr + !r'E(n), gdc је 8 Е-[-I.1 Ј. Usled ncprckidnosti с(х.!) i 
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d(x.t) ро х. vai.c sledece rclacijc 

c(y~+I.s) = c(y~,:;) + €1(n); d~+l,s) = d(ls,s) + €2(n)' 

gdc с(п) > О, ~(п), (i = 1, 2, 3), predstavljaju proizvoljno таlе ve1icine za dovoljno 

ve1ike vrednosti п. Otuda sledi 

Ova jednacina је homogena ро [Rn+l(t) - Hn(t)l s tacnoscu do €з(п). Prema 

tome. пјепо resenje је jednako nuli s tim istim redom tacnosti. Otuda sledi da nlz 

Hn(t), п --? ОО, konvergira sa verovatnoeom 1. 

Treba jos dokazati da vaii }{oo(t) = H(t). Рпmепоm uslovnog matematickog осе

kivanja Myf па jednacinu (Ь), dobijamo 

Myr [dH n(t)1 = c(Yr, t) .Hn(t)dt + d({, t) dt. 

Prcma teoremi Fatou-Lebesgue-a,iz 

Н111 dHn(t) = dHoo(t), sledi 
Ј1+-

Posto је Yt = X
t
' vaii 

Prema tome, resenje Hoo(t) predstavlja sa verovatnocom 1 resenje jednacine (8). 

Posto је resenje jednacine (8) jedinstveno, mora da vaZi Hoo(t) = НCt). Dokazali smo, 

dakle, da se integrisanjem jednacine (10) dobija resenje јеdnaСinе (8). 

Posto pri uslovima (А) i СВ) jednacina (10) јта jedinstveno neprekidno resenje, 

dokazali smo da stanje u(x,t) koje zadovoljava jednacinu (1) zadovoljava takodje i si

stem karakteristicnih stohastickih diferencijalnih jednacina (3), (1 О). Као pocetni us

lov za (10) koristi se (2) 
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H(t + 7'(1-t) = Иx.:r([-t)+t' t + r ([-t», Оl) 

gde је ..p(x,t) odredjel1o relacijama 

..р (x.t) = ф (х. t). za х Е 5G, t Е (ОЈ) , 

ф (x.t) = f(x). za t = Т, х Е G . . 
Treba jo~ dokazati. da stanje l1(x.t) odredjel1o jednacinama (3), (9), (10) pri l1s10vu 

(11) zadovoljava. kada vaze (А) i (В), jednacinu (1) пrj tlslovtl (2). 

Рriшеl10l1l matematickog ocekivanja Мх па lеУtl i desnu strantl relacije (9), dobija
t 

1110 

(12) 

Posledl1ji izraz u (12) piedstavlja generalisano resenje jednacine (1), koje se pri za

dovoljenjL1 uslova (А), (В) i (11) Doklapa sa klasicnim reSenjem jednacine (1) pri kon

st311tl10111 uslovu' (2), [481. 

Тзkо SI110 l1ajzad dokazali ekviva1el1tl1ost matematickih modela: (1) s jedne strane i 

(3). (10) s druge,yri zadovoljel~u uslova (А) i (В) u Dog1edll gladkosti koefictienata. 

FUl1kcye: a(x.t), 8(x,t), c(x,t), d(x,t) u modelu (3), (10), koje zadovoljavaju uslove (А) 

i (8) se 1110gu shvatiti kao rе'зЈizасiје slucajnih Љnkсјја: a(x,t,v), B(x,t,v), c(x,t,v) i 

d(x.t.v). tj. kao realizacije slucajnog operatora Lv i kоеfiсiјепаtз c(x,t,v), d(x,t,v), gde 

је v sltJсзјl1i par3I11et~r. U tom slucajll se sistem opisan jednacinom 

LvL1(x,t.v) - c(x,t,v) .u(x,t,v) + d(x,t,v) = О (13) 

[l ublasti х Е GCR 11 tI kujoj realizacije slucajnih koeficijenata zadovoljavaju uslove (А) 

i (В). П1О~е ekvivalel1tno opisati karakteristicnim sistemom stohastickih difеrецсђаlпih 

јеdl1зсinа 

(14) 

du(xt't,v) = c(xt't,v) .tI(Xt,t v)dt - d(xt,t v)dt , , (I5) 

Sistеш jedl1acina (14), (15) inla smisla i u sltlcajtl kada kоеficђеnat d(x,t,v) predstav

lја raspodeljeni Ьеli sum 

d(x,t,v)dt = g(Xt,t,v) .dVt , 

(gde је dVt - prirastaj standardnog skalarnog procesa Wiener-a sa disperzijom 



78 R:ЈdОViШ Krtoliua 

M[dVt] 2 == 1 ·dt), iako и tom slllcaju koeficijel1at d(x,t.v) naruSav:J. uslov (А) kojim 

је bila garantovana egzistencija i jedinstvenost resenj а jednacine (13). Naime, ako је 

g(x,t,v) ravnomerno neprekidna ро Lipschitz-tI па Gx[O,T] i ako 11е raste brze od пе

ke linearne [иnkсјје prostornih koordina ta, sa verovatnocom 1 postoji jedinstveno пе

prekidno resel1je stohasticke diferencijalne jednacine (15). U tom slucaju, stohastic

ki model (14), (15) jednoznacno opisuje stanje sistema (sa raspodeljenim ЬеНт sumo

ујrnа па ulaZll)koje nije jednoznacno odredjeno jednacinom (13). Tada jednacine (14) 

i (15) dobijaju sledeci oblik 

dXt = a(xt,t,v)dt + в (xt,t,v)dW t; 

du(,,-! ,t,v) = c(~,t,v) 'lI(xt ,t,v)dt - g("t,t,v) . dV t -

(16) 

(17) 

Оуе jednacine odredjuju stanje sistema па intervalu (t + 9(Т-~),tl, pri uslovu 

u (xt+'1' (Т-t), t+ 1'(T-t)) = l/!(xt+1'(T-t),t + 1'(T-t)). 

Slucajne vartiacije granicnih uslova koje su ovde predstavqene mogu da nastupe 

usled delovanja spoljaSnje sredine па sistem i1i us1ed nepouzdanosti eksperimentalnih 

podataka na osnovu kojih Sll ti uslovi odredjeni. 

4.3. KARAKTERISТlCNI STOНASТlCКl МОDБL U SLUtAJU 
SТАС'ЮNАRNОSТl OPERATORA L 

u opstem slucaju stanje sistema u(x,t) и svakoj tacki (x,t) Е GX[O,T) se, prema 

(2.12), izracunava ротосu posebne [атШје trajektarija х(.) па intervaltl (t,T] koje 

sve polaze iz tacke х. Ako је operator vremenski invarijantan, sva stanja sistema 

u(x,t), t Е (О,Т] se mogu predstaviti ротоёи jedinstvene [атШје trajektorija х(· ) 
na intel'valu (О,Т] koje polaze iz tacke х. ОУО svojstvo omogucuje ekonomicniju re

alizaciju odgovarajucih karakteristicnih stohastickih mode1a sredstvima racunske teh

nike, [591, [63]. Posmatrajmo stanje u(x,t) sistema koje Ы se formalno moglo opisa

ti jednacinom 

l u(x,t,v) = [(а,.....а.., .....а..) - с] u(x,t,v) + q(x,t,v) 
at а Х ах 

(а) 

(x,t) EGXI, v-s1ucajni parametar, 1 ~ (О,Т ), r ~ [О ,1), sa odgovarajucim konturilim 

lISlovima 

t:. {f(x) , (t = О, х Е G), 
u(x,t,v) = I/!(x,t,v) = Ф(х,t), (t Е 1, х Е о G), @) 
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• 

- -
Funkcije: c(x,t), Џi(x,t) zadate su па G х 1 , а fllnkcija Б(х), odna;no а(х) је zada-

ta па G i d(x,t,v) је raspodeljeni slllcajni proces (slucajno РОђе) , cije Stl statisticke ka· 

rakteristike lInapred zadate relacijom 

d(x,t,v)dt == g(x) . dY t + g(x,t) dt. 

Funkcije: g(x), q(x,t) su zadate па G х 1, а dVt predstavlja prirastaj ska1arnog Wi· 

ener-ovog procesa za kojejeM[dVtl =0; M[dYt12 = 1 ·dt. 

Neka је: О ~ Т -t; иl (х,8 ,у) ~ и(х,Т -8 ,у); с 1(Х' 8) ~ с(х, Т -8), 

6. 6. 
Џi1(x, 8) =Џi(x, Т-8), d1(x,8,v) = d(x,T- е, у). 

Diferenciranjem funkcije lI(Х,Т -8, у) :: u(x,t ,у) рс t, dobijamo 

Oи=д.!:!.~ ::_ аН1 
ot 08 О t а 8 

Zamenom uvedenih уеЫјпа II (а) i (13) dobicemo 

(х,8) Е Gx[O,t); 

-
[(х), (8 :: т, Х Е G), 

u (Х е у):: џi (Х 8) = { (2) 
1 ' , l' - Ф(х,Т-В),(В Е [О,Т), х Е 8G). 

Prema odeljku 2., sistem kаrэ.ktегistiСпih stohastickih diferencija1nih jednacina 

ekviva1entan jednacini (1) јmа oblik 

dxe :: a(x8)'de + B(xo)·dWo , О Е (Bo,t(T-О о ) + 80)' 8 Е (О, т), (3) 

(4) 

о Е (Т (г-ео) +80' оо], 

gde је Б(х) == ВТ (х)· В(х), M[dWO] =0, M[dW оЈ 2 :: 2dO. 

Yratimo se,u jednaCini (4),na prvobitne oznake 

du(xe ,Т -8 ,у) = с(хв ,Т-В). и(хв ' Т - 8 ,v)dB-d(хlJ ,т -8 ,v)d8, (5) 
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х 

Ј 

~r---~----~~----~-----------t-----~~----------------+---~ .. 
в т 

S1ika 6. 

Posto koeficijenti и jednacini (3) ne zavise eksplicitno od vremena, funkcija pre1a

za procesa xt. је homogena и vremenu [33], 5to znaci da resenje jednacine (3) ne zavi

si od izbora pocetka racunanja vremena. Ova cinjenica је ilustrovana па S1.6 па kojoj 

su usvojene s1edece oznake: to Е [O,Tl; s Е [О, to) С [О,Т), 

s == (Ј - (T-tЈ = to-t, (Ј Е [T-tо'Т); 'ј ~ inf{ s: Xs f1G, ХО Е G}; 

:r = min (to ' Т). 

Resenje jednacine (3) па intervalu (Ј Е [Т-tо, T-to + 7'), pri Х(Ј = Хо и tacki 

8 = Т -to' sa verovatnocom 1 se pok1apa sa reSenjem te iste jednacine na interva1u 

8 Е [О, 7') pri uslovu Х(Ј = Хо za (Ј = о. U skladu sa re1acijama (2.10-11), genera1i

sano reSenje jednacine (а) se odredjuje integriranjem jednacine (5) и negativnom sme

ru па skupu karakteristicnih trajektorija 
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Pustu јо ftJnkcua пrсlаZ:l proccsa xt 11OП1ugСJlа u vrcmcllll, l1а intervalLl О Е (Т -to' 

т 10 + 7) proces Х8 sa росеtl1iЛl uslоvоЛl хт _ to = хо se шоzс u jednacini 

(5) Z:lJ11Cl1iti proccsol11 x8_(t_t ) sa pocetl1il11 lIs10vom Х8-(Т -t ) = ХО LI tacki 
о о 

8 = Т -to' Ako se zatil11 8-(t-to} zaJ11el1i sa 8, dobice se jednacina 

л 

8 Е (О, т). (7) 

Il1lсgrirапјеm оуе jednacine u пеgаtiVПОI11 smeru 8 па intervalu ВЕ (Т, О) sa pocet

ојт uslоvоlП 

(8) 

odredjLlje sc stапје sistеша u tacki (хо _ to)' 

Моzешо c1akle zakljuciti da је stanje sistеша (0'), ({Ј) sa stacionarnim ореratоroш 

L оdrеdјепо iпtеgralоЛl od 8 = т (to) do (Ј = О jednacine (7), uz uslov (8), duz jed

пс jediJlstvene [аl11Шје trajektorija odredjene јеdnасiпоЛl (3) па сеl0Ш vrешеnskоm in

tervalu О Е [О ,Т) l1а kojel11 је stanje sistеша od interesa. Uocimo da se resenje jednaci

пс 

moze predstaviti u obIiku 

(10) 

u sаglasпosti sa dсfmiciјош funkcionala H(to) iz prethodnog odeljka. Resenjem odgova

rajuce diferencijalne jednacine (5) dоЬђато 

(11) 

lz (I О) i (11) dobijamo 

(12) 

Resenje (12) predstavlja posledicu homogenosti u vremenu funkcije prelaza Xt · 

Da ропоујто u zakђuсku osnovne rezultate ovog poglavlja. Konstruisan је karak

teristicni stohastitki model koji па proizvoljnom skupu prostorno izabranih tacaka 

egzaktno opisuje stanje 1inearnih sistema sa raspodeljenim parametrima e1ipticnog 

i parabo1icnog tina u toku vremena. 
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Каrakteristiёпim stohasti<!kim modelom se mо{n1 uzeti u otrlir .. nepotptlna odre· 
djenost parametara, graпiёпih i роёеtnih uslova, а da se пе ugrozi јеdпoznaёпа od· 
redjenost stanja modela. Qvo је posebno interesantno u slutaju raspodeljenog belog 
шmа na ulazu u sistem, jer reSenje odgovarajuce parc~ialne diferenc~alne јеdnaёiпе 
u tom sluёајu nije odredjeno јеdпoznaёпо. 

Priroda ~О1еПЩ. dokзzа i konstrukcija karаktеristiёnih stоhastiёkih modela uka· 
о оо zuje na mogucnost nJihovog uopstenja па neke klase kvazi1inearnih parcijalnih dife· 
renсijiЩЦh јеdnaёina. 
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5. IDENТIFIKACIJA РАаАМЕТАаА КАRAКТЕRISПёNОG STOHAS
пёКOG MODELA SISTEMA U PRISUSTVU SUМA 

5.1. QPSTE NAPOMENE 

83 

u оуој glavi se formuliSe probIem identifikacije nepozпatih parametara sistema u 

prisustVtl raspodeUenoga suma kao zadatak minimizacije integrclla srednje kvadratnog 

odStupanja осепе staJ!j:t sistema od mernih vrednosti u nrostorno izolovanim tacka

,ita. Pokazuje se dззе tI tomslucaju изуојепа funkcija .kriterijuma dobrote осепе 
moze odrediti kao funkciorial razlika ocenjenih i izmereniћ matematickih ocekiva

'!ја i disреrzђа stanja sistema u tackama x~, (r = 1,2, ... К). Na taj пасin se uklanja 

potreba za koriscenjent nepoznatih tekucih vrednosti suma koji deluje па sistem u 

vrешеl1skоm periodu па koji se identifikacija odnosi. Dа1јОЛt transformacijom funk

сјје kriterijurna dobrote осепе umanjuje se ukupni оЫш izracunavanja rotreban za 

odredjivanje optimalne осепе nepozпatih parametara. U odnosu па identifikacioni аl

goritam dobyen neposrednim kombinovanjem metoda Monte-Karlo i gradijentnog 

postupka. аlgоritаш dobijen l?omoeu navedene transformacije zahteva 500 puta та

l1јј broj racunskih operacija. 

Teoretski rezultati Stl ilustrovani. sa dva primera. f] 'pIv011\ primeru se dokazuje 

konvergencija identifikacionog a1goritma u sre<inje-kvadratnom smis' 1. U dru~om 

prill1eru se izracuпava осепа koeficijenata vodoprovodnosti Т i vodoodcednosti S 

па osnovll merenja piezometarskog pritiska vode u jednoj tacki па povrSini podzem

nog vodnog kolektora. 

51. F'URMULACIJA PRQBLEMA IDЕNПFIКАСIJЕ 

Neka је zadat karakteristicni stohasticki model prostorno raspodeljenog stanja si

stсша u(x.t,v) па koji deluje beli slIm 

dxe = а(Х8 )d8+ В (хв ). dW, 8:= (O,tO>, хв =о = хо' (1) 
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(2) 

gde је 8 ~ T-t, to Е (О,Т), ~T (х). в(х) ~ Б(х), хо - determinisana tacka и prostor

пој oblasti G. Terminalni uslov za jednacinu (2) glasi 

(3) 

оо !:Ј. f(x), (t=O, х Е GU 5 G), 
Funkc1Je: а(х), с(х), 1/Ј(х,О = {,// ) ( ~O 1 ~r.) 

'f'\X, t, t Е \ ,t , х Е о Ј , 

su poznate i definisane и oblasti (GU5G)x[0,T] . Funkcqa d(x,t,v) је raspodeljena slu

cajna funkcija (slucajno oolje), cije su statisticke karakteristike а priori zadate relaci

јот 

d(x,t;v) dt == g(x) dV t + q(x,t) dt, 

gde su g(x) i q(x,t) poznate determinisane fиnkcije zadate па GX(O,T], а dVt predsta

vlja prirastaj skalarnog Wiener-ovog procesa koji zadovoljava uslove 

Mv [dVt] = О; Mv [dVt]2 = 1 .dt, (МV - maternaticko ocekivanje ро sumu Vt). 

Treba oceniti nepoznatu rnatricu - parametar Б(х) ~ B~(x). Б(х) na osnovu mer

nih podataka о stanju sistema u(x~, t, v) = hr(t,v), (r = 1,2, ОО.,К; t Е [О,Т]),иК pro

storno izolovanih tacaka хъ, r = 1,2, "', К. 

Oznacirno sa щх,t,v) ocenu stanja sistema kојuлоdrеdjuје model (1), (2), (3) и ko

јет је nepoznata matrica Б(х) ocenjena matricom Б(х). TraZicemo onu optirnalnu о-
л 

cenu Бо(х) matrice Б(х) koja minimizira srednji integral kvadrata razlike ocene stanja 

щх~ , t, v) i izmerenog stanja и(x~, t, v) na vremenskom intervalu t Е [О,Т] 

л~ К Т лr r 2} 
1(Б) - Mv {~ Ј [u(xo,t,v) - U(Хо ' t,v)] dt 

r=1 о 
(4) 

Konstrukcijom algoritma za numericko resavanje ovako postavljenog zadatka то

raju se odstraniti sledeee teskoee. Prvo, ocene stanja sistema se ne mogu neposredno 

izracunati resavanjem sistema јеdnасinа (1), (2), (3), jer tekuce vrednosti suma d(x,t,v) 

nisи poznate. Drugo, odredjivanje optirnalne ocene pretrazivanjem ро vrednostima fиn

kcije kriterijuma (4) zahteva viSestruko iterativno izracunavanje maternatickog oceki-
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Уаnjа funkcionala od resenja sistema (1), (2), 5tO onemogtlcava realizaciju odgovarajll' 

ceg identifikacionog algoritma sredstvima raspolozive rасtшskе tehnike. 

Prvu od navedenih teSkoea сето odstraniti tako 5to сето dokazati da se fllnkcija 

kriterijuma (4) moze predstaviti и obliku 
л К т to r Г 

Ј(В) = ~ Ј {Ј (у ~ Dvu(x~,8 ,У)- у ~ Oyll(X~,6 ,v)12d8 ;cito + 
r=1 о о а 8 а8 

(5 ) 

л 

Naime u (5) је funkcija Ј(В) opisana ротоси matematickog ocekivanja My(и(x~,O ,у)] 

i disperzUe Dv[u(x~,O,v)] sta~ja sistema u tackama x~, (r = 1, ... , К). 

Da Ы dоkazаЏ relaciiu (5), posmatrajmo јеdnасјпн dG'('f:1' to -8,у )=С(Х8 ) . н(ке, 

to- 8,v). dO-Q(Хе ,to- 8) ·d8 -g(Хе ). dVt -8; 8 Е (O,to)' to Е (ОЈ), koja prel11a re
zultatima gl.lV, odred.juje funkcional Hf Рх(. )Ixt ,tO> сђе matematicko ocekivanje 

о о 

predstavlja Осепи stanja sistema и(хо , to , v) и tacki xt = ХО ' 
.0 

Integriranjem leve i desne strane jednacine Са) и negativnom smeru t-ose па inter

valu 8 Е (7'(to)' О) dobicemo 

Posto уап Мх [а(хо , to ' У)Ј = а, jednakost песе biti narusena primenom operato
ra matematickogOocekiyanja Мх na desnu stranu jednacine. Dakle Уап 

о 

о ~ 
= - Ј Мх [Хв< r . g'(xe) ]dVt -о = - Ј Мх [х л/. g'(~ _р)] .dVp ' 

to о о о о to -ЈЈ ..... r о 

t:.. . О 
gde је g'(xe) = g(xO) .ехр[ - Ј c(xJds]. 

о 

POZl1ato је, da za Jto-OY stohasticki integral, [33Ј, yazi 
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gde је XD indikator skupa D. 

Posmatrajmo ocene јЈl (хо ' to ' v) ј а2(хо , to ' v) ј odgovarajuce familije trajektori

јахЈ iX~. 
Iz poslednja dva niza jednacina dobijamo 

Dv[iJ1(xo ' to ' У)] = /0 {Мх [хв<т .g'(X~)] P'dO, 
о о 1 

1 }2 - Мх [ХО<Т .g(x)] dO 
о 1 О 

gde Dv{ .) oznacava Му[(·)2 ] - [M/·)f . 

Iz (13) је ocig1edno da vazi 

t r------
..... 1 л? _ о Ј...а.. 1 

Оу[и (xo,to'v) - u-{xo,to'v)] - f [ Dvu (хо'в'у)-
о а IJ 

- Ј...а.. Dvu2(xo '0 .у)]2 d8 ; 
ао 

МЈ(Јl (Xa,to'V) - iJ2(Xa,to ,v)J2 = Dv[(Jl (Xa,to'v) 

(({) 

('у) 

(1) ) 

U skladll sa fОrJшilасiјоm zadatka identifikacije iz оdеђka 5.2, iuuerena stanja si· 

stcma morajll takodjc da zad'ovoljavajLI relacije ('}') i (8) . Ako u dcfinicionu relaciju 
..... ' 

1д Ј(8) lIvcdcJll() odgovarajllce zamcne, dobicemo 
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Оzпасiшо sa Hf (х(. )Ixo.t~ resenje diferencijaIne jednacine 
о 

л л . 

87 

(е) 

du(xo, to-O,v) = с(хо )· u(xR ,to-O ,v)dfl-q(xo,to- 8)dO, (тl) 

8 Е (O,t~; to Е (0,.1'), u tacki 8 = О. 

о cigledno vazi 

Му [~ (x~, to'v)] = Мxr [Hf (х(· )Ixo' tJ], (r = 1, ... , К). 
о о 

(8) 

za i:aacunavanje disperzije i matematickog ocekivanja осепа u izrazu (е) mogu se 

iskoristiti relacije ((ј) i (8) . Disperzija i matemancko ocekivanje stanja ocenjuju se sta· 

tistickom obradom rezultata merenja. Kada mateшаtiсkо ocekivanje i disperzija stanja 

llisu unapred zadati, ocenjuju se izrazima: 

па osnovu пizз nezavisnih merenja uV<x~, to) ~ u(x~; to' v v> (r = 1 , 2, ... , К, to Е (О ,Т); 
v = 1, 2, ... , N), stanja sistepta u tackama x~. U slucaju da se izvod stanja ро vremenu 

neposredno meri и~(x~, t~ ~ -L u(x~, to ' vv)' moze koristiti осеna: 
д to 

2 ~,j r ) ~ '( r ) - - . ~ u хо' to . ~ tl" ХО ' to-" 
N-l /1=1 v=1 " 

(8) 

Ako је izvrseno sarno jedno merenje, prirodno је usvojiti осепе 
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иl(X~' to> = иl(X~' to>; 

a~(x~, to> =0; (r = 1,2, ... ,К). (9) 

л 

Funkcija kriterijuma dobrote осепе Ј(В) se u tom slucaju moze izraziti па sledeci 

nacin 

Funkcija u 1 (x~, to> u (10) је determinisana. lpak model осепе ~(x~,to'v) ostaje sto

hasticke prirode. ldentifikacioni postupak tezi da ponisti uticaj stohastickog poremecaja 

u пюdеlu, jer merenje пе sadrzi informaciju о statistickim karakteristikama tog poreme

Саја. 

Kada se merenja izvode u toku rюstuрka identif1kacije (identifikacija u realnom vre

l11enu), осепе uN(x~, to> i a2(x~, to> treba iterativno роЬођsаvati 
N 

- (r )_ N -(r ) 1 (r \ 
uN+l хоЈо - N+l . l~ ХО' to + 1'11+1 . uN+1 хо' tO', 

(r=I,2, ... ,K; N=I,2 .... ), 

za N=l осепе se dobijaju iz (9). 

Kada se (]з) i (8) zamene u (5) dobija se eksplicitni оЫж za Ј(В): 

t 

(11) 

(12) 

л К т о Ј 
.Ј(В) = :r Ј{ f lMxr X(J<rog(xa)- ...д..Dvu(х~,8,v)]2dfЈ}dtо+ 

r=1 о о о а 8 

(13) 

., '1 1" '1 М 
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5.3. ALGORIТAM ZA IПЕNТlFIКАСIЈlf DISРЕRZЮNЕ MATRICE 

л 

Zatlatak паl<1ZСllја ОССllе ВО koja l11inil11izira fllnkciol1al (13) resenja jednacil1e (1) 

ргсustа\'lја gCJ!crali/;;.acijll zadatka stol1astitke aproksimacije. Naime trazenje ekstre

тита Ј(80) = тјl1 1(В ) pl'edstavlja miпimizасqll l1ekog fttnkсiопalа regresione [ип-
л л 

kcije od В. В 

Тај zadatak se l!1oze lll1rustiti kOl'istecise r:iпјеl1icОIl1 da se kvadrat matematickog 

ocekivallja slllcajl1e ргоmепlјivе шоzе predstaviti kao l1lаtешаtii':kо ocekivanje proiz

\'0d.1 dvc llexavisJ1c sltlсајпе promenljive sa fипkсiјаша raspodele koje se poklapajtl sa 

t'lIl1kcijol1l rasrodele prvobitl1e slllcajne рготепlјјуе. 

Neka Stl x~.I ~ x1(s : О. x~): x~2 ~ x2(s:O. x~) dva medjllsobno nezavisna ге
sCllja jcdJlacil1e (1 ). koja se. ргеl1lа tlslovima zada tka, шогајll poklapati sa verovatno

сот 1. 07.11аСU1Ю odgovarajllca matematicka ocekivanja i momente prvog izlaska па 

gr:lIlkll БG sa М l' ~ i М2 , Т2' N eka је М ~ М l' М2 · Tada izraz (13) dobija oblik 

л л 

1(В) == М[ У(В)Ј , (14) 
л 

gdc јс У(В) odredjcllo izrazom: 

л Ь, 1( т . 'о r 1 -Ј. д r r 2) 
У(В)= r f Ј [Xв<T· g(X8·) -Dгll(Хо,8,v)Ј'lх8<Т .g(~ -

г=1 о о 1 д 8 ·2 

[H~ (хг 1) - Mvll(X~.8 .У) I dto' 
о 

(15) 

- . ь, . 
1I komc је usvojcl1a OZl1aka НО (X~I) == М r НО (xr.I), i = 12. to хо (о В 

Posto Sll H~ (x~j) i хг/ (i = 1.2), resellja jednacina (71) i (1) za svakll unapred 
л 

оdзы'l1иu ОССПlI В. lIloze se РОl1lОСtl i/.raza (15) izratllnati odgovarajuCa vrednost 
л л 

У(8) РтСl1lа [оте. zadatak odredjivanja optimallle осепе Во se шоzе resiti nekim od 

algoritama ,јра stohastitke аргоksiПlасiје U slucajll kada је matrica Б(х) == В kon

stalltJla. zauatak identifikacije В se resava пероsгеdпо n-dimenzionim algoritmom 

Кјеј'е/'- wпџrлvitz-а. Elelllcllti Ьјј konstantne matrice В se осепјнјн rekurentnim 

геlасiјап13 

"'k+1 ;'k ak ,k k 
Ь.. = Ь + - .[) .. - У ] 

IЈ јј ck 1Ј ' 
(16) 
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gde k = 0.12, '" predstavlja redni broj iteracije; oznake 

predstavljaju odgovarajuce realizacije УО; l1izovi brojeva ak i ck zadovoljavaju dob

ro poznate uslove: 

оо оо 

liш с =О; ~ а = оо; 
k .. - k k=1 k 

~ akck < оо' 
k=1 ' 

(u) 

Slucaj пе funkcije y~ i yk шоrајu biti шеdјusoЬпо nezavisne, Postupak (16) se 

шо:iе predstaviti i u шаtriспош obliku 

(17) 

gde В (k) oZl1acava k-tu rektlrent~tI осепи 'шаtricе В, polazeci od neke pocetrie осе-
пе в(О), Matrica y(k) је definisana izrazош ' 

yk " yk О 
11 lп 

y(k) Ь. _ yl\ • = 

k yk О У ,. 
пl пп 

Kada М у(в) zadovoljava uslove tеоrеше Bluma (64], осепа B(k) konvergira ka 

opti111alnoj осепј В о sa vеrоvаtnоеош '1 kada k -+ оо • 

Аlgоritaш (16) objedinjuje metod Monte-Karlo za izracunavanje stanja шоdеlа 

(1), (2), (3) i algoritam stohasticke aproksimacije za осепи parametara modela .<siste

та), za razliku od uobicajenog postuuka koristenja stohastickog тоооlа s~tema sa 

raspodeljenirn раrаmеtriша za neposredno асасипауanје reSenja metodom Monte

-Karlo, stohasticki model se ovde koristi za izvodjenje ekonornicnog a1goritma iden

tifikacye nepoznatih parametara, Neposredno kombinovanje algoritma Monte-Кarlo 
л л 

za izracunavanje kriterijuma dobrote осепе МУ(В) = Ј(В), (и slucaju da se,merenja 

vrSe samo и jed!,l0j prostornoj t~cki "о> i nekog algoritma nretraZivanja za odredjiva

пје шiпimиma Во - zahteva Renerisanje velikog broja nezavisnih reSenja jednacina 
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(Ј), (2), (на digitalпiш racul1skim шаsiШll11З оЫспо сееЈа velicine 103) sa jcdnol11 te 

istош vrеdлоsсu осепе l11atrice В. 

Оа Ы se odredio паrеdлi iter .. tivni korak algoritl1la (16) potrebl1e su SЗl110 vred-
л 

nosti У(В) koje se odredjuju РОЛ1оСu dva nezavisna resenja jednacina (1) i (2). 

Kada se тесепја vrSe sal1lO u jednoj prostornoj tacki хо Е GCRn. za jedan korak 

algoritma (I6) potrebno је izracunati 2(п 2+ 1) reSenja sistelНa jednacina (I), (2). za 
realizaciju jednog iterativnll!! koraka аlgщitmа pretrazivanja dobijenog пероsrеdпiш 

kombinovanjem metoda Monte-Karlo i gradijentnog algoritma (и slucajtl kada је 

g(x) == О), potrebno је generisati 1000· (n2+1) nezavisnih reSenja sistel11a jednacil1a 

(1), (2). 

Na tзј пасјп ukupan оЫт potrebnih izracunavanja se rovecava za 500 риtз LI 

odnosu па оЬјт исасипауаnjа koji zahteva algoritam (16). Каdз su еlешепti l11at

rke В prostorno raspodeljeni, treba ih aoroksimirati funkcijal11a deo ро deo konsta

ntnim u odgovarajucim podoblastima oblasti G. 

Neka oznake Y~, yk, b~. (јј = 1, ... , п; k = 1, 2, ... ) u relaciji (I6) predstavljaju 

vektore сф su elementi konstantne vrednosti odgovarajucih koeficijenata u podob

lastima oblasti G. Nepoznati vektori Ьјј осеnjији se viSestrukom L1ТlOtrebom reku

rentne formule (16). Рсјсоdnо је ocekivati уесн tacnost осепе onih elemenata vek

tora Ьјј koji se nalaze u blizini теспјћ tacaka x~. 

5.4. NUMERltКI PRIMERI 

Neka је sistem за raspodeljenim parametrima forшalпо орјsзп relacyal11a 

ди=в .L
2 

+d(x.t.v); хЕ(О.а); tE(O.T), at д х 
(18) 

u(O,t) = u(a,t) = и(х,о) = О; 

gde је 

d(x,t,v) dt == qsin(пх/а) dt + gsiп(пх/а)dVt ; (l9) 

(q,.g - const); 

dVt - prirastaj skalarnog рсосеsз Wiener-aza koji vazi M[dVt] = О; M[dVt ]2=1 ·dt. 
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Trcba осспiti пеDоznаti skalarni r>аrашеtar В па osnoyu шеrеnја stanja sistema ll(Х, 

t.Y) и tacki х = Хо Е (О,а) па yrel11enskol11 odsecktl tE [0,Т1. 

Neka шаtеl11аtiеkо oeekiyanje i izvod disoerlije stanja sistel11a и taeki хо 

Mvu(xo,t ,У) = ~ . ~ . (1-е-1?Вt/iI),sin(1fХо /а), 
2 

~ [D и(х t У)1 = gsin(1fx /а) .е-2п Bt/:!, 
а t v о" о 

(20) 

(21 ) 

predstavljaju rezultate l11erenja па vremenskom intervalu t Е [0,11. Sl11аtrаселlО opti-
л 

шalлоm оли ocenu Во koja minimizira [иnkсјји kriterijU1l1a dobrote оселе 

л t:. Т л 2 
Ј(В) = Му { f [и (xo,t,v) - u(xo,t,v) Ј dt}. (22) 

о 

Prema metodici razradjenoj u pretћodnoj glavi, karakteristicni stohastieki model 

sistema (18) и kome је taena vrednost parametra В = :t /в zamenjena осеnот В = 

= ± Л, ima sledeci oblik 

-
dxO = BdW ; ОЕ (О, f' (tO»; ХО = хо za О = О, (23) 

gde је 

O~T-t· t Е 'аТ) В=В2 . м [dW]2=2dO' M[dV 12 =1.dt· , о \, , , х О 'у t· Ј 

л 

du (хо, to-O,v) = - Qsin(1fXo/a)dO-gsin (1fXe/a)dVt = о· 
о ' 

(24) 

л 

а(х f' ' to - f, у) = ЧЈ(Хf' ' to - Т) == О. 

u skladu sa (13), funkcija dobrote ocene (22) iskazuje se па sledeci nacin 

т t пхо ј-...а.... 2 + f Ј о {мх [ХО <т' gsin( -:а- )] - DvU(xo'O ,у)} dO dto ' (25) 
о о о ао 

л л 

Prema (14) i (15), izraz (25) ima oblik Ј(В) = МУ(В), gde је 
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Т л 1 л 2 
л ТЈ 1ТХ(Ј Т2 1ТХ(Ј 

У(В) = f [Ј QSin(-а- )d8-Мyu(xo ,to 'v)]'[ f QSin(-а-)d(Ј-
о о о 

л 

U skladu sa (16), trazenje optima1ne осепе ВО obavlja se viSestrukom рсјmепоm re· 

kиrentne relacye 

(27) 

pri сети koefic~enti ak' ck' (k = 1,2, ... ) zadovoljavaju uslove (U). Dokazacemo sred· 

njekvadratnu kопvеrgепсђи a1goritma (27). Primetimo da осеna stanja sistema (18) mo~ 

ie eksDlicitno da se izrazi 

1?Bt 
л 2 1 --т 
u(x,t,v) = q; .~. (1 - е а) .sin(~ ) + 

(28) 

Odavde se odredjuju matematicko оееkivачiе i disperzija 

·2 2 Л 2 
М а(Х t у) = CfL . 1 .(I-е -тr Bt/a ). sin(тrx/a)' 

V " тг л . " 
В 

(29) 

(За) 

Iz (За) sledi 

(Зl) 

ћеmа (5), (20) i (21),za fиnkсђи dobrote осепе dobijamo 
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л 2 4 Т 1 2 л 2 1I'X 1 2 2 
Ј(В) =ч I [л - e-1I' ВЏа ) ·sin (~) - - (l-e:-1I' B~/a ). (32) 

11' о 8 13 

Ovaj rezultat se moze i nenosredno dobiti jz (25), (20) i (21),ako se podje od cinje

nјсе da је verovatnoea Р Хо { ~ Е dx, t < f(t~} da se proces Xt (sa pocetkom u tacki 

X~ u trenutku t nadje u okolini tacke Х Е (О,а), - fundamentalno re~nje jednacine 

~= В 02(12 ; О < х < а, sa granicnim uslovima p(t,O) = p(t,a) = О. U tom slucaju је 
М ах . 
РХ {Xt Е dx, t < f(to)} = p(t;xo' х) odredjeno izrazom, [61]: 

о 

2 ОО 2 ~ k1l'X k 
p(t; х ,х) = _. 1: e-(k /a)Dt • sin(--9).sin ( 1I'X) 

о а k=o а а 

л. 

Moze se lako proveriti da izraz (32) za Ј(8) zadоvођаva sledeee uslove 
л л л л 

(а) za В < В, Ј(В) opada, za В > В, Ј(В) raste, 

л л Л 

(Ь) Ко ·IB-БI ~ IЈ'(В)I ~Kl ·I8-BI. 

Posto vaii 
л 

(с) DY(B) < const < ОО , 

obezbedjena је konvergencija algoritma (27) u srednjekvadratnom smislu prema pozna 

toj teoremi Dupaca, [64]. Uslove (а) i (Ь) (*) nije te§ko proveriti, ako se uoci da se 
л 

izraz (32) za Ј(8) moze prevesti u oblik 

л 2 2 Т t ..2 Лв 2 ..2 (Ј 2 2 2 1I'X 
J(В)=~ • I- {J O [e- 1ГВ /а _е-1ГВ /а ldB} sin (~)dt + 

т1- о о а о 

(*)Uslov (Ь) j~ zOIdovoljcn samo па рrоizvоlјпоп;.kопаСпоm odsecku ~-BI <1., L < оо. Medju
tim, Z:Јmспа lаспс funkeije dobrote ·ol:o:ne НВ) izvan ncke okolinc В -5;1 proizvoljnom nepre
kidno difo:reneijabilnom l"unkо:јјот, cijj..izvod пе тепја znak па intervaliтa (-- ОО, -ц; {L,+OO) 

01 U tackOlma В = !. L ~o: poklapa sa Ј'(8) .,... пе utice па konvergenciju algoritm:J i па grd.nicpu 
vro:dnost. 

I'rстOl tome,·,. !ltanovi!ta konstruko:iie a!goritma za ol:cnu 8, uslov (ь) se то!е smatrati 
zadovoljenim_ 
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Л 

Diferenciranjem ро В dobijamo 

" 2 1rX 4 2? Т t "2 1I'X _.. вЛе! 2 -2 _1 п Q 2 . sin (--.-S!..) dt -~ • Ј Ј о sin (--.2.) • [е /.1Т а _ е 7г nv.a. 1· 
а о а2 . о о а ! 

• 8e-2тГВ8/з2 d8dt 
о. 

Iz ovog izraza neposredno sledi (а) i (Ь). 

Postupak identifikacqe iz odeljka 5.3 se moze primeniti u slu~ajevima kada је, pored 
koeficijenta difuzije, potrebno осепщ i n~ke druge parameue s.tema. Qva tvrdnja se то
ze potkrepiti sledetim primerom identifikaeije parametarajednog deterministickog hidro· 
geolo!kog sistema, [601, [63]. 

Stanje sistema (piezometarski pritisci vode jedn9g arteskog akV1fera) opisano је slede· 
Сот parcijalnom diferencqa1nom jednacinom 

s ои = т(02 u + 02 U)::. О(Х у) 
а! ах1 ау2"" " 

(х, у, t) Е (О,а)>«О,Ь)х(О,О == GxI; 

U(X,y,t) = U = const za (x,y,t) Е (ЂGXl) U (GxQ). 

Funkcija Q(x,y) је defmisana шэzот 

(33) 

" ТсеЬа oceniti nepoznate skalarne konstante Т i S па osnovu тесепја stanja sistema 
~(xo~9 = h(t) u tacki хо Е G na vremenskom odsecku t Е [O,t]. Optimalne осепе 
Т о' So ЬПаји se tako da funkcija dobrote осепе 

(34) 

иzще minimalnu vrednost. 
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Karakteristicni stohasticki model ekvivalentan sa (33) se dobija па isti naсјп Ьо 

i u prethodnom щimеm kada se uoci da је В == Т /S; q(x,y) 7.' -Q(x,y)/S; g(x,y) ==0 

Ako namesto rв uvedemo oznaku ("т /S, dobi~mo karakteristiCni stohastic

ki model u sledecem obliku 

dxe = .Ј т /S dW 1 (О); хв = хо za 8 = о; 8 Е [о, ;) , (35) 

dY8 =..JГ;S dW2(8); У8 = УО za 8 = о; 8 Е [о,;), (36) 

du(Xв ' Ув, to- 8) = ~ . Q(X8' Y8)d8, (37) 
S 

u(Xi1 Y-rto- "t) =1/1' (х.т, Y~, to- f) = U; 8 Е [0,1). 

za skвlarne, medjusobno nezavisne procese Wiener- а W 1( О) i W2( 8) vazi М [dW 1 (8)] 2= 

= М[ dW 2 (О)] 2= 2dO. Iz (13) sledi 

Prema (14) i (15), izraz (38) dobija oblik 

л л л л 

Ј(Т, S) = МУСГ, S), (39) 

gde је 

- л 

л л D. t 1 Тl 1 1 1 
У(Т, S) = ј [U-h(t~ - л . / Q(xO ,yo)dO]. [U-h(to) - л 

S S 

(40) 

л л 

Optima1na осепа parametara Т i S izracunava se visestrukom primenom rekurentnih 

relacija 

(41) 

(42) 
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za dovoljno velike vrednosti k, velicine rk i вк su pribliZno optimalne осе
пе parametara Т i 8. Na digitalnom racunaru izracunato је 150 iteracya algoritma (41). 
(42) za sledece brojne vrednosti parametara sistema: Q = 0,156; U = 214; L = 275; хо= 
= 1600; Уо = 400; а = 3500; Ь = 1000. 

U tabeli 2. navedene su pocetne осепе parametara i odgovarajuce осепе dobijene и 

poslednjoj iteracqi. Da Ы se proverila tacnost i numericka konvergencija postupka, сео 

postupak је ропоуlјеп сешј puta za cetiri Dara pocetnih осеna koje odgovaraju temeni

та kvadrata u parametarskoj ravni Т -8, (sl. 7а). Као ilustracija numerickog procesa ite

rativnog рпыizуanjаa осеna, па sl. 7Ь је prikazan Droces ustaljenja осепе $'k u zavisnos-· 

ti od broja iteracya k = О, 1,2, ... , 150. U toku rada р.а racunaru, иосепо је da se pro

Се! ustaђепја algoritma ubrzava kada se и svakoj iteracqi zameni У sa У , gde У pred

stavUa aritmeticku sredinu od зо nezavisnih realizacija У. 

Кlasicnim postupcima za odredjivanje vrednosti parametara arteskog akvifera, koji 

koriste merenja и vise prostornih tacaka sistema, dobijaju se sledeee осепе 

То =0,421 .10-2; 80 =0,636.10-2 

Najveca relativna odstupanja dobijenih осеna od оуљ vrednosti iznose 

1? - Т $'.0 - 8 
ПJ!lх(_l __ Q.) = 10,2%; ПJ!lХ (1 о) = 9,1%, 
Т? То 89 80 

1 1 

8to и in.zenjerskoj praksi predstavlja zadovoljavajuci rezultat pri reSavanju ovoga tipa proble

та, [65]. Izracunavanje jednoga para осеna Т 150, S 150 па digitalnoj racunskoj тШiпј 
ШМ 360/44 zahtevalo је prosecno 7 min zauzimanja racunskog sistema, (Јсomрјlaсјја, 

азетЫиаnjе, stampanje rezultata svakog dmgog iteracionog koraka). U оуо vreme и

racunato је i vreme kompilacije i Stampanje rezu1tata svake druge iteracije. 

Tabela 2. 

i 11?··1О2 
1 

$'!'.102 
1 

Т.15О.102 
1 

Щ5~. 102 

1 0,1 0,1 0,442 0,651 

2 0,1 1,0 0,378 0,657 

3 1,0 0,1 0,436 0,583 

4 1,0 lР 0,429 0,654 
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O~------------~k 

S 
Ь) 

1 .10·2 З r-----------7\4 

L-----------------~2 

O~--------,----------,----~ 

0,5.10·2 1.10·2 т 

а) 

Slika 7. 

5.5. ZAKLJUCAK 

u ovoj glavi problem idеntifikaсђе nepoznatih parametara s~tema па koji delu

је raspodeljeni ~ит se fоnnuШе kao zadatak minimizacije integrala srednje:..kvadra

tnog odstupanja осеnе stanja od tacnih vrednosti u mernim tackama. Рошanо је 

da se u tom sucaju funkсђа dobrCite moze izraziti Ьо funkcional odstupanja осе

nјеnЊ i izmerenih vrednosti matematickih ocd<.ivanja i disperzija u tackarna ~, 

(r = 1, 2, ... , К). Na taJ nacin је otklonjena t~koCa koju stvara neizvesnost teku-
• 

сЊ vrednosti юта koji deluje па sistem. 
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Dalje se pokazuje da se odgovarajuca izracunavanja mogu u znatnoj теп skratiti 

prostom transformacijom kriterijuma dobrote осепе tako da se oPtimalna осеna do

Ьђа kao тinimит neke regres јоое funkcije. Na taj naеin је kriteryum dobrote осе

пе doveden па оы1ik pogodan za neposrednu primenu algoritma stohasticke aproksi

тасјје. ОЫт izracunavanja koji zahtevaju оуј algoritmi тanјј је 500 puta od оЫ

та izracunavanja potrebnih рп neposrednom kombinovanju Monte-Karlo metoda 

i gradђentnog metoda. ОоЫјепј algoritam se moze primeniti i u slucaju kada рма
metri koji se осепјији zavise od prostornih kordinata. 

Teoretski rezultati su i1ustrovani sa dva primera. U prvom se analiticki ilustruje 

navedena metoda resavanja problema identifikacije. Pokazuje se da u tom konkret· 

пот slucaju izvedeni identifikacioni algoritam konvergira u srednje-kvadratnom 

smislu: U drugom primeru је izracunata осеna koefic~enata fПtraсijе Т i vodoodce

dnosti S na оsnоуи merenja piezometarskog pritiska vode u jednoj taeki па povrsi

ni podzemnog vodnog kolektora (akvifera). Pokazuje se da se pri srazmerno malom 

ukupnom obimu шасипауаnjа dob~a zadovoljavajuca осеna parametara Т i S. 

Uvedeni postupak identifikacije ima dobre izglede da bude uspeSno primenjen 

u zadacima 'odredjivanja nepoznatih granicnih uslova i sроlјaзnјih dejstava na sistem, 

jer se и tim slисајеујma sva odgovarajuca stanja sistema mogu odrediti ротоеи је

dne te iste fami1ije trajektorija Xt, sto vodi ka znatnom зkrасепји vremena izracuna

уаnjа осепе. 

Izgleda пат da rezultati оуе glave dovoljno ubedljivo ukazuju па pogodnost i da· 

lји perspektivu koriscenja karakteristicnih stohastickih modela sistema sa raspode

ljепim parametrima u problemima identifikacije i upravljanja takvim sistemima. 



1 r 1 " 
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