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PREDGOVOR

Kombinatorika je grana matematike &ije prve ideje potilu jo¥ iz vre-
mena nastanka matematike kao nauke, iz vremena Starih Grka, taZnije iz Pita-
gorine epohe. | pored ovako duge istorije kombinatoriku treba smatrati matema-
titkom disciplinom dvadesetog veka, jer je u ovom veku ona do%ivela tako sna-
%an razvoj da joj, u tom pogledu, te¥ko moZe konkurisati bilo koja druga mate-
mati&ka disciplina* . Ono $to narotito privliali ovoj grani matematike moZe se
ukratko safeti u dve tafke. Prvo, kao matematiZka disciplina ona je dovoljno
Izazovna za one duhove koji se, u matematici, ne mire ni sa &im 3to je trivi-
jalno, lako, nedovol jno duboko, veé traie slofeno, tedko, pa i neredivo.
Drugo, to je disciplina &ija su otkriéa najte¥nje povezana sa praktitnim po-
trebama savremenog #ivota.

Stepen primene kombinatorne teorije postaje danas merilom tehnolodke
razvijenosti druftva. Ona slu¥i u teoriji verovatnole, statistici, ekonomici,
fizici, hemiji, biologfjt, b&ihologiji, organizacionim i mnogim drugim nauka-
ma i raznim podrujima Eisgd_praktiéne delatnosti., .

*

Re& '‘elementarna'" u naslovu knjige ima i sledeci smisao: ova knjiga
sadr?i sve one osnovne ideje kombinatorike bez kojih je nemoguce razvijanje
i puno razumevanje posebnih kombinatornih teorija, koje bi, sa ove talke gle-
didta ulazile u '"vidu kombinatoriku'. Savladavii sadriaj ovog rada Citalac,
sa puno samopouzdanja, moZe pristupiti dubljem studiranju kombinatorike. Sle-

deca etapa u tome mogle bi biti knjige navedene-na kraju ove.

%) Prema klasifikaciji Ameridkog matematidkog druitva matematika se deli na
preko 60 disciplina.



Knjiga je namenjana veoma Zirokom krugu &italaca (3to je uslovilo
nastojanje da bude pisana jednostavno i pristupano). U savremenoj nauci,
privredi i obrazovanju,ipojedini njeni delovi (ili knjiga u celini) dobro ce
do¢i ekonomistima, statistifarima, agronomima, inZenjerima, studentima tehni-
Ckih i drugih fakulteta, profesorima i boljim uEenicima srédn}ih Zkola, i jo$
mnogima, pa i amaterima, koji refavanjem matematiZkih zadataka Zele da stave
na probu svoje matemati&ke sppsobnpsti.-» .

Nju mogu koristiti tri (da ih tako nazovemo) klase Zitalaca. U prvu
klasu ulazili bi uCenici koji savladjujﬁ Skolskim programom pred&idjeno gra-
divo iz kombinatorike. Njima e biti dovoljni drugi, treéi i delimi&no Zet-
vrti odeljak, uz letimi&nc Eitanje prvog. Drugoj klasi (uglavnom sve nabro-
jane profesije i studenti) namenjeni su odeljci 1-8, zakljuZno, gde se obra-
djuju, pribliZno, sva kombinatorna pitanja potrebna u praktiZnom raduiiqie-
njera, ekonomista, psihologa i pripadnika drugih struka koje primenjuju teo-
riju verovatnoce. Poslednja dva odel jka namenjena su onima'koji'iéle (i po-
trebno im je) da dublje udju u savremenu kombinatornu teoriju. U ovu klasu

verovatno moraju u¢i studenti matematike na fakultetima i pedagofkim akade-

¥y x=

mijama. Knjiga je od poletka bila zami3ljena tako da posluZi Eitaocima na
izloZeni nalin. Iz tih razloga y prvih osam odeljaka izbegavan je metod iz-
laganja koji bi se mogao smatrati iole neelementarnim;tako se teorijé redova

koristi tek u poslednjem odeljku.



1. PREDMET KOMBINATORIKE

Kombinatorika Je grana matematike koja zadire u mnoge druge
oblasti matematike, pa je, zbog toga, teXko dati njenu definiciju.
Osim voga, kombinatorika je oblast matematike u neprestanom i br-
zom ragvitku, 5to &ini da svaka njena definicija rizikuje da bude
zastarela veé u trenutku objavljivanja. Prema jednoj definiciji,
‘koja, s obzirom na svoju kratkofu, dosta ta¥no odredjuje’ predmet,
kombinatbr@ka»p?ouﬁdva raoporédjivauda elemenata u akupovtma.m

—U-kombinatorici se proulavaju diskretni skupovi, tj. skupovi
sastavljeni: od odvojenih, izolovanih elemenata. U najvedem broju
slutajeva £ &tpovi su kona¥ni, all se proutavaju i skupdVi sa bes~-
konaéno‘mﬁéf‘ elemenata (naroéito u- sluéajevima kada je dobro poz-
nata strﬁktura tih-skupova) .

Kao !to aritmetika prouéava cele brojeve sluieéi se operacija-
ma sa bro a, tzv. aritmetikim operacijama (sabiranje i mnoZe-
nje) takd }nﬁbinatorika proutava diskretne skupove primenjnjudi
kxombinatorne operacije. 0d kombinatornih operacija naroé;to u te-
ste slédeée dve: izdvajanje podskupova posmatranog skupa i uredji-
vanje elemenata u skupovima.

Na kraju ovog odeljka bife naveden jedan pregled predmeta
kombinatornih ispitivanja; ovde ¢emo dati jednu grubu klasifikaciju
njehih'zadataka.

U literaturi su najra3irenija slededa dva kombinatorna zada-
tka. Prvi zadatak je da se ispita da 1li postoji ili ne postoji za-
miSljeni raspored. (Problemi ove vrste zovu se problemi postojanja
- egzistencije). Drugt zadatak podrazumeva da je postojanje odre-
djenog rasporeda poznata ili oigledna &injenica i tra%i se broj
takvih rasporeda ili njihovo razvrstavanje prema nekoj osobini.
(Problemi ove vrste zovu se problemi prebrojavanja).
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Sledeéa, veé klasi&na, pitanja iskazuju probleme obe vrste.

Pitanje 1. Sa Zahovske table  (koja ima 64 polja) udaljena su
polja iz dva Shprotna ugla (iz svakog ugla po jedno). RaspolaZemo
sa 31 dominom, od kojih svaka mo%e da prekrije tano dva polja Sa-
hovske table. Da 1i se sa tih 31 dominom moZe pokriti ostatak Zahov-
ske table?

Iz samog pitanja je vidljivo da je ovo jedan primer problema
egzistencije, jer se ne zna da 1li postoji ijedno ovakvo pokrivanje.’

Gitalac mo¥e lako zakijuéiti da je refenje problema'odriéno;
naime, da se, pod navedenim uslovima, tabla ne moZe pokriti sa 31
dominom. Zaista, svaka domina moré pokriti jedno ‘belo ikjédno crno
polje Sahovske table. Medjutim, udaljavanjem (izrezivanjeh)“po»jgd-
nog polja table iz dva suprotna ugla ravnotefa polja se poremeéuje,
jer su oba udaljena polja iste boje (oba bela ili oba crna), pa je
zahtevano pokrivanje nemogude. (Zitalac je, svakako, svestan'éinje-
nice da nijedan deo domine ne sme pokrivati povrEinu van_éahévske
table, tj. da pod svakom dominom moraju biti ta&no dva polja table).

Pitanje 2. Zahovska tabla ima 64 polja. FaspolaZemo sa 32 do-
mine, od kojih svaka moZe prekriti ta&no dva polja §ahovske table.
Na koliko se razliEitih nadina mofe izvr¥iti prekrivanje §ahovske
table raspoloZivim dominama? .

Ovde je odmah bilo. Jjasno da je zahtevano pokrivanje izvod-
1jivo 3 postavljalo se pitanje broja  reSenja. Ovo Je,,dakle, prob-
lem druge vrste, problem prebro:avanja.

0d vedeg znadaja su oni problemi &ije re3avanje zahteva is-
'tanéanije i sloienije rasudjivanje, a to nekad mogu biti problemi
postojanja, a nekad problemi prebrojavanja.

Mo%Ze se iskazati i tredi zadatak kombinatorike. To je. iznala-
Zenje postupka (algoritma) za odredjivanje refenja. Ponekad nov po-
stupak za reSenje veé relenog problemé moZe posluZiti kao izvanred-
no sredstvo za refavanje problema koji Se tek biti posﬁavljeni.

Klod Ber# (Claude Berge) u svojoj knjizi Principles of Combi-
natorics posmatra konfiguracije kao osnovni predmet kombinatorike.
Pod konfiguracijom se pritom podrazumeva preslikavanje nekog skupa
objekata'd neki>apstréktni skup sa datom strukturom. (Na primer,
permutacija skﬁpa od n objekata je bijekgija tog skupa u uredjeni
skup {1,2,...,n}.‘Beri posmatra sledede aspekte kombinatornih pro- .
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u¢avanja: 1 - Proufavanje bitnih osobina poznatih konfiguracija
(ovde se podrazumeva da je konfiguracija data ili je nju moguéno
lako sa&initi); 2 - Ispitivanje nepoznatih konfiguracija. (ispiti-
vénje postojanja konfiguracije sa unapred propisanim osobinama);

3 - Prebrojavanje konfiguracija (ovde se podrazumeva da je jednhu
ili viZe posmatranih konfiguracija lako dobiti i tra?i se taZan
broj konfiguraéija te vrste koje se mogu napraviti); 4 - PribliZno
prebrojavanje konfiguracija (umesto ta&nog broja.konfiguracija, po-
nekad je istra¥ivalki interes zadovoljen i poznavanjem broja od ko-
jeg je ovaj manji ili veéi, a takodje asimptotskim procenama, kon-.
gruencijama mod p itd.); 5 - Numeracija i klasifikacija konfigura-
cija ijedno je naéi broj konfiguracija a drugo navesti sve njih
redom, tj. sa&initi njihovu listu; naravno, ovaj zadatak je u op-
Stem sluaju veoma teXak, ali u posebnim prilikama njegovo reSava-
nje je jedini put da se izvede dokaz u kombinatorici); 6 - Optima-
lizacija, tj. odredjivanje (u izvesnom smislu) najboljeg re3enja
izmedju nekoliko mbéuéih reSenja nekog problema. '



2. DVA OSNOVNA PRINCIPA

Pri izvodjenju dokaza w kombinatorici &esto se primenjuje
jedan ili drugi princip o kojima e sada biti re&i (a n{ﬁe :edakr
Sluéajvda se primenjuju oba istovfemeno). )

Prvi od tih brincipa sugerisan je-sledeéim p:imerom.»'b

Primer 1. Bacaju se dve kocke istovremeno. Na koliko na&ina
se moZe dobiti 9 ili 112 IR

Refenje. 9 dobijamo na jedan od sledeéih nadina: (6,3), (5,4),

(4,5), gde prvi broj u maloj zagradi ozna&ava koliko je tééakéqu—
bijeno na prvoj kocki, a drugi - koliko je talaka dobijeno na drugoj kocki.
S druge strane, 11 dobijamo na jedan od ova dva nafina: (6,5) i (5,6). Broj tra-
Zenih naéina dobijano'sabiranjen\broja nadina na koji se mo¥e dobiti 9 (njih ima
3) i1 broja nadina na koji se moZe dobiti 11 (ima ih 2). Zakljuduje-
mo da 9 ili 11 mo%emo dobiti na ukupno 5 naéina.

Princip zbira. Ako se objekat P mo¥e izabrati na m na&ina a
‘drugi objekat ‘¢ na n na¥ina, tada izbor bilo objekta P bilo objek-
ta @ moZemo izvrEiti na m+n nadina.

Drugi. princip sugerisan je sledeéim primerom.

Primer 2. Od mesta 4 do mesta B vode 4 fazliéita puta, a od
mesta B do mesta C - tri razliita.puta. Koliko razli&itih puteva
vodi od mesta A do mesta C?

Refenje. Da bismo prebrojali sve te puteve moZemo se posly-

" Ziti slededom slikom (sl. 1.). .

Ako hocemo da stignemo iz 4 u B moZemo izabrati jedan od 4
puta obeleZfena sa 1, 2, 3 ili 4. Ako smo izabrali,. na primer, put
1, i stigli u B, imamo tri mogufnosti za nastavak puta (u cilju
dolaska u C). Ako produZimo putem oznadenim sa 1, onda put od 4 do
¢ mo¥emo obeleZiti sa<1,1. Ako, pak, nastavimo putem obelefenim
sa 2, put 0od 4 do ¢ oznaéiéemo sa 1,2. Vidimé da -imamo. na raspola-
ganju slededih 12 pﬁteva, kojima moZemo stiéi od 4 do C§>1,}; 1,2;
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'S1. 1.

1,3; 2,1;‘2,2; 2,3; 3,1; 3,2; 3,3. Na3li smo, dakle, da ima ukupno
4.3 puteva od 4 do C.

Princip proizvoda. Ako se objekat P mo%e izabrati na m na&ina
i ako, posle svakog takvog 1z§ora,’ébjekat Q moZemo izabrati na n
na¥ina, tada izbor para (P,Q), u haznalenom poretku, moZfemo izvr-
giti na m-n nad&ina. :

‘U preénjem primeru "izbor cobjekta P" zna&i "izbor puta od 4
do B", a "izbor objekta Q" - "jzbor puta od B do cr.

Da bi ova dva principa postala ¢itaocu 3to bliZa iskazacdemo
ih i na drugi nadin. Pretpostavljajuéi da re& "dogadjaj" ima u sve-
sti &itaoca dovoljno odredjeno znalenje, ove principe moZemo ovako

. formulisati.

Princip zbira. Ako su P i @ dva dogadjaja koja se ne mogu
pojaviti istovremeno (na primer, pri bacanju dve kocke ne moZe se
istovremeno dobiti i zbir 9 i zbir 11}, i ako se dogadjaj P moZe
odigrati na m nac¢ina, a dogadjaj ¢ na n nacina, tada ima m+n naci-
na da se odigra bilo dogadjaj P bilo dogadjaj Q.

Princip proizvoda. Ako se dogad ;aj P moze odigrati na m na-
&ina i (po%to se dogadjaj P odigrao) dogadjaj ¢ na n nadina, tada

se oba dogadjaja, Pi ¢ (uzeta tim redom) mogu odigrati na m-.n nalina.
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Evo jo¥ jednog nafina (iskazademo ga samo za princip proiz-
voda) .

.Ako je izvesnu kolekciju objekata moguce podeliti na m delo-
va (da u svakom delu bude bar po jedan objekat, tj. da delovi ne
butu prazni), a svaki od tih delova je dalje mogude podeliti na n
(nepraznih) delova, onda jé tu kolékciju’objekata moguéno podeliti
na m-n nepraznih delova.

Za &itaoca koji dobro vlada osnovnim pojmovima teorije sku-
pova bide veoma bliska slededa formulacija Principa. proizvoda,

Ako iz skupa 5 podskup P mo¥emo izabrati na m na&ina, i po-
sle svakog takvog izbora ima » na&ina za izbor skupa @, tada izbor
skupova P i ¢ (u naznaSenom poretku) moZe biti izvrZen na m-n na-
&ina. '

Napohenimo da Princip zbira kazuje koliko ima elemenata u
uniji dva disjunktna_skupa, ako'se zna broj éieménafaJuféVakom od
tih skupova, a da Princip proizvoda kazuje koliko ima élemehata u
Dekartovom proizvodu dva skupa ako se zna broj elemenata u svakom
od skupova. Iz tih razloga ova dva principa se ne dokazuju, veé u
kombinatorici sluZe kac aksiome. '

Oba ova principa mogu se uopititi na viZe "sabiraka", odnos-
no "&inilaca". Princip proizvoda moZe 3e, na primer, ovako uopstiti
na vife "&inilaca". ' o

Ako se dogadjaj Ay moZe odigrati na my razli&itih naina
(a posto se 4, ved odigrao) dogadjaj A, na.m, na&ina, itd. i napo-
sletku (poS$to su se svi dogadjaji AI,AZ,...,Ak_1 vedé odigrali{, ako
se dogadjaj Ay moZe odigrati na my razliZitih na&ina, onda se doga-
djaji Ay ,45,.-. 4y (uzeti tim redom) mogu odigrati na my My ee. my
razli&itih na&ina.

U primeni najde3de se koriste ba$ uopStenja ovih principa.

Primer. U restoranu se moZe dobiti supa, glavno jelo i kolali. Ako
supa ima tri vrste, Eetiri vrste gotovog jela i pet vrsta kolafa, na koliko raz-
1igitih natina mo¥e biti u€injena narudZbina za ruiak? (Napomena: cbavezno je

poruiti i supu i glavno jelo i kolaZe).

ReSenje. Na osnovu Principa proiivoda ima 3.4.5 = 60 razli&itih narudZbina.



3. PERMUTACIJE I KOMBINACIJE

3.1. UVOD

Ove dve redi su poznate svakom ko je zavriio neku od na3ih
srednjih $kola i obi&no su jedino 3to iz kombinatorike zna jedan
na$ svréeni,sfednjoékolac; njihovo, pak, ta&no znalenje poznato
je malom broju ljudi. U ovoj knjifici zadrZademo se na ovim pojmé-
vima onoliko koliko oni u celom kontekstu zaslu¥uju, zanemarujuéi
znaﬁje koje se od &itaoca sa veé svrienom srednjom 3kolom moZe ole-
kivati. Radi uvodjenja pojmova, prou¥imo sledeca dva primera. Pre
svega, uvedimo pojam "re&", podrazumevajuéi pod tim svaki konatan
niz slova neke azbuke napisanih jedno uz drugo na nalin kako piZe-
mo re&i naSega (111 nekoé drugog) jezika. Tako, na primer, AKM je
"re&", iako nema svoje znalenje u srpskom jeziku. 04 istih slova
satinjena re& KAM ved¢ ima znalenje.

Primer 1. Koliko re¢i od 3 slova mofemo sa¥initi pomoéu Ee-
tiri slova A, K, M, T, uiimajuéi~da se nijednd slovo ne sme pojavi-
ti u re¢i viSe nego jedanput?

Primer 2. U ravni su date &etiri ta¥ke A, K, M i T takve da
nikoje tri od njih ne leZe na istoj pravoj. Koliko razli&itih tro-
uglova obrazuju ove Cetiri talke?

Na prvi pogled se moZe ufiniti da su ova dva pitanja identi-
¢na i da odgovori na njih moraju biti isti. To je, medjutim, varka
i uveridemo se da su ona u osnovi razli¢ita. Veé sam poletak pai-
ljivog ispitivanja uveride nas u to. U primeru 1., reci MAT i TAM
su razli¢ite (a od njih je razlicita, na primer rel AMT) dok su
trouglovi MAT i TAM istovetni.

Ako pretpostavimo da nismo dosad ni3ta nauili iz kombinato-
rike, tj. ako budemo rasudjivali kao najprosefniji poletnik, prvi

problem femo reSiti pravedi sve reCi od tri slova, koristeéi samo
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Yetiri navedena slova. U prvi>stubac stavidemo redi koje ne sadrie
T, u drugi re&i koje ne sadrZe M, u tre¢i re&i koje ne sadr¥e K i
u getvrti reti koje ne sadrfe A. Dobifemo sledefu tablicu:

AKM AKT AMT KMT
AMK ATK ATM KT™M
KAM KAT MAT MKT
KMA KTA MTA MTK
MAK TAK TAM TKM
MKA TKA'* TMA°  TMK

Ima, dakle, 24 traZfene reéi,»fj. odgovor na prvo -pitanje
glasi: 24. ‘

Da bismo odgovorili na drugo pitanje primetimo da-sve reéi
u prvom stubcu oznadavaju isti trougao. Isto je i sa ostalim étup-
cima, pa je odgovor na drugo pitanje: 4. : ’

Objekti &iji je broj izralunat u odgovoru na prvo pitanje
zovu se permutacije, a objekti €iji je broj odredjen u-odgovoru na
drugo pitanje zovu se kombinaeije.

TraZe€i odgovor na prvo pitanje mogli smo iskoristiti jedan
od principa iz prethodnog odeljka, ali ¢cemo taj postupak’ odloZiti
za izvodjenje opSte formule za broj permutacija. Pre togé treba uve-

sti neophodne definicije.

3.2. DEFINICIJA PERMUTACIJA I KOMBINACIJA

Definicija. k-permutacija od n objekata je svaki uredjen iz-
bor k objekata od njih n koliko ih je na raspolaganju.

za svaku od takvih permutacija kaZemo, kratko, da je k-permu-
taeija od n. n-permutaciju od n zvademo prosto permutacija od n ele-
menata. Evo svih 2-permutacija od 4 (ovde uzimamo da je osnovni skup
{a,b,c,d}): ab, ac, ad, bc, 'bd, cd, ba, ca, da, cb, db, dc.

U starijoj literaturi k-permutacije od n nazivaju se varija-
cijama bez ponavljanja k-te klase od n elemenata. Taj naziv_je odav-

no zastareo i nije viSe u upotrebi.
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nactja ed n (111 dula.}§q binacija _k ob-
Jekata usetihoispefdy BATh B).d8 tvaki nauredien, igbor, bile kodth. s
k ‘zﬂﬁﬁﬁﬁigﬂfdagiﬁhug Fg kopth {drnQAﬁagppcfageﬂﬁf ominsmog sy
s AkO;pbjekEl Eine gkup..ia, b,¢.dl onda su 2- kombinacije ap i f«rf'r’
1stovetne, jer poredak nije od va¥nosti. 'rako da od ova éetirli’.x ?E'm
jekta imamo ukupno 6 2-kombinacija: ab, ac, ad, bc, bd, cd.
Objekti koje 1:€gaaamo i ugegj% emo . (ili kraée- permutujemo)
mogu biti sliZni (istbyetni).=S iéni i na %f%?ﬁr' kad imamo dva
primerka jedne knjige (iz istog izdanja). Kad permutujemo objekte
ReAIu kajima, \mp $1)2n4h, 1gpads 93 Je broj , k-permutacija od n ma-
n31 negp Afs b, 59, bA1g, kad L oyt ohjeket BLIL rarlipiel.” buerino
59.>$[§91%;PJWJE‘ (opu v o 6 oneNilasyg 4 of tovig u ,odsd odal
soass HAGIE, sve g sff?smiés,,??éskm sfova: a, a, b1 c. Opet
m 4 qo%%udj AN ukupno 2-Qem2t%cgja tih o‘bjue):%t;a\; Jtaoc ;;: L
aa, ab, ba, ac, ca, bc, cb.
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~ab odave sz (2 EQu)\’ enish sinsvedilastg qu

squey svos sz sioN srudduite udlevsd depls etuzsydo msiasionm minsezinil
Pojam g}{ruﬁncg% Redan ?p od gajva!nigih u ‘matematici, pa
i%: {in{pSaAsCEn nsbsf ::"7“ :r= mef 09
8 t%%%, jo ;a )? i na n egov: Orlodz-e vanju’. dgx
[geoEch n 5 DELes ;J“"""'V
qxuk ije nicije' k-permutacije i -koﬁbihaci .
as -w-!-;? po( o;% fi(? 5(12.)3Um'1°q 3( ot :ni%sn J.bojbesl'a

"Permutlcija konaénog skupa S je preslikavanje tog skupg na
2 squiz

ebe rimer, simbol
10 g(.-.f,x_:q tn fﬂi‘g.m ol olid ef . Do stivsardm-Y [borig

LEIS saquie

. L. abc
—umteg cvomiog ufuibsibo stoe enjbaé weln efinit
e, becal
A gm e iene et gr e e it :

pr dstavl)a permutaciju skupa {a b c), u kOJOJ se a preslikava u

b b weicu a.
fe vy e B A e
Postoji §e§t pemﬁtad_ija skup_ fa,b c'} o

v- f’ogts’r}e‘:ﬁ prvoj vrsti(koja pfé.cl‘s’éavfl"-'j’a—‘ oblast definiSanosti
funkcije) utvrdjen red pisanja elemenata, sve ove permutacije mo¥éio
krade ovako zapisati: abc, acb, cba, bac, bca, cab, pa smo do3li do
na&ina zapisivanja permutacija upotrebljeno% u prvoj definiciji.

‘o
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Pojam permutacije prenosi se i na beskona&ne skﬂpéﬁé i, ana-
logno, zna&i bijekciju beskona&nog skupa S na samog sebe.

Napomenimo da se permutacije, buduéi da su‘preslikav&nja,
mogu slagati, ili, kako se druk&ije kaZe, mnoZiti ili komponovati.
Na primer,

abec a b cy abec
'(a c b) : (c b a) = (c ab

U prvoj permutaciji je a preslikano u a, a u drugoj a je pre-
slikano u ¢; sledi da je u njihovom protavodu a preélikano u e.
Isto tako, u prvoj je b preslikano u e, u drugoj je ¢ preslikano u
a; sledi da je u proizvodu b preslikano u ¢. Najzad, u prvom'ainiocu
je ¢ preslikanc u b, u drugom b u b, pa je u rezultujuéem preslika-
vanju ¢ preslikano u b. '

Napomenimo aa skup preslikavanja datog skupa S, sa ovako de-
finisanim mnoienjemldbrazuje algebarsku strukturu koja se zove grupc
Pojam grupe jedan je od najzna&ajnijih pojmova'algebrg. _

k-permutaciju od n moZemo, u ovom kontekstu; definisati na
sledeéi na&in: to je permutacija bilo kojeg k-to&lanog podskupa
skupa S od n elemenata. ' )

Najzad, k-kombinacija od n, je bilo koji k-toflani podskup
skupa S od n elemenata.

Navedene definicije nisu jedine koje odredjuju pojmove permu-
tacije, k-permutacije i k-kombinacije u terminima tecdrije skupova.
k~permutacija od »n sa neograni¥enim ponavljanjem se, na primer, mo-
%Ye i ovako definisati: to je preslikavanje skupa {1,2,...,k} u skup
S sa n elemenata (na primer skup S = {al,az}...,an}).

Ovakav kombinatorni objekat zove se jo3 i uredjena k-torka i
obele¥ava na mnogo na&ina od kojih su najfedéa sledeéa dva: (a11
aiz,..,,aik) i ailaiz"'aik'

O%igledno je da se k-permutacije od n bez ponavljanja dobi-
jaju kad se u prethodnoj definiciji postavi uslov da preslikavanje
bude injektivno.
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3.3. ODREDJIVANJE BROJA PERMUTACIJA

"0 ovom -odeljKu baviéemo se odredjivanjem broja permutacija u .
sledeca 3 sluaja: 1° kad su svi objekti razlifiti; 2° kad medju »
objekata ima éliénihv(jednakih) 1 3° kad ima n vrsta objekata ali
u svakoj vrsti broj objekata moZe biti proizvoljan.

Broj k permutacija od n razlicitih objekata

Broj k-permutacija od n razli&itih objekata ozna&iéemo sa
P(n,k). DokaZimo sledeu teoremu.

Teorema 1. P(n,k) = n(n-1)...(n-k+1).

Dokaz. Poito ima n razliitih objekata, prvi &lan k-permuta-
cije moZe se izabrati na n na&ina. Pokto je on izabran ostaje jo3
n-1 objekat za izbor na drugo mesto u permutaciji. Treéi se moZe
izabrati na n-2 natina itd. Poslednji, k-ti &lan, moZe biti izabran
na n-{k-1) = n-k+1 na¢in. Na osnovu Principa proizvoda zaklju&ujemc
da je ukupan broj nalina za obrazovanje jedne k-permutacije proiz-
vod n(n-1)...{n-k+1), &ime je teorema dokazana.

Posledica P(n,n) = 1.2...n

Primetimo da u proizvodu kojim je izraZen P(k,n) imamo ta&no
k €inilaca od kojih je najmanji n~k+l a najveéi n.‘i da su svi-&i-

nioci celi brojevi.
Faktorijali

Proizvodi uzastopnih prirodnih brojeva, kao %to su 1-2-3,
1-2.3-4.5, itd. javljaju se vrlo Zesto, pa je potrebno naéi skraden
na&in za njihovo zapisivamje. Ovakvi proizvodi zovu se faktorijalz.
Klasi¢ni nalin zapisivanja faktorijala je zapisivanje pomoéu najve-

¢eg broja u proizvodu i znaka uzvika. Tako je, na primer,

31 = 1:2-3 = 6,4! = 1.2.3.4 = 24
6! = 1.2.3.4.5.6 = 720, 7! = 1-2.3.4.5.6-7 = 5 040.

P

"“"
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U opstem sluCaju je.za prirodni broj n > 1:
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Broj k permutacija od n objekata medju kojima ima sTi&nih

videli smo (na primeru n = 4, k = 2) da broj k-permutacija
od n nije isti u éluéaju kad su svih-n objekata razliditi i u slu-
&aju kad medju n objekata ima sli&nih.

'I Sada femo izvesti obrazac za broj k-permutacija od n objeka-
ta medju kojima ima i sli¥nih, ali pre toga uo&imo na primeru raz-
loge koji se u dokazu koriste.

Primer. Koliko raziiitih re&i moZemo dobiti pregrupisavanjen
slova re&i '‘zapara''?

ReSenje. Podsetimo se da 're&" u znafenju u kojem se ovde
upotrebljava ne mora imati smisla u obiZnom jeziku; bitno je da na
neki na&in bude poredjeno 6 slova {(od kojih su triAjednaka - sli-
&ni objekti): z, a, p, a, r, a.

Oznalimo sa x traZfeni broj permutacija. Uo&imo jednu posebnu
permutaciju na primer aaazpr. Pretpostavimo da su slova a razlili-
ta, tj. da umesto a,a,a u ovoj permutaciji stoje ay. 3, 33 Tada
bi se od ove jedne posebne permutacije dobilo 3! = 6 novih permu-
tacija:

ajayaszpr a,aya,zpr aja,a,zpr
ajajazzpr ajaza zpr ajaa,zpr

Po¥to i svaka druga sli€na permutacija daje na sliéan nalin
3! novih permutacija sa razli€itim slovima ¢, a ukupan njihov broj
je x bice ukupén broj svih perwutacija slova a1,az,33.z,p,r ravan
x 31, tj.

x

w

)

o

x

1]
e

Pre nego pristupi &itanju daljeg teksta, &italac bi mogao
da samostaino,'slu!eéi se sliénim razlozima, re3i gornji zadatak
za sludaj re&i kukuruz, u kojoj se 3 puta pojavlijuje u i dva puta k.
Predjimo sada na op¥ti slufaj. Pretpostavimo da izmedju n
objekata postoji n, jedne vrste, n, druge vrste, itd., naposletku
ny objekata k-te vrste. Ukupno je, dakle, n+ng+...4n = n.
U re&i zapara je n, = 1 (jedno je z), n, = 3 (tri puta se
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javlja a), ny =1, ng = 1. Primetimo da je 1 + 3 + 1 + 1 = 6.

Teorema. Broj permutacija n objekata od kojih je n, Jjedne
vrete, n, druge vrste, itd., ny k-te vrete, gde je ng ot A, #
t el tmg =omy, Je

n!
n11n2!...nk1

Dokaz. Oznadimo sa z traZeni broj. Kad bi svi objekti prve
vrste bili razli¥iti imali bismo x(nl!) razli&itih permutacija,
jer bi od svake permutacije ubrojane u =z nastalo nl! novih permu-
tacija, koje odgovaraju broju moguénosti da se n, razliditih obje-
kata poredja u vrstu. Ako bi n, sli¢nih objekata druge vrste bili
svi razli&iti dobili bismo, sli&nim rasudjivanjem, (nl!x)nzl per-
mutacija. Ponavljajuéi ovaj postupak dok ne dodjemo do (pretpostav-
ljene) situacije da svih n objekata bude razli&ito, dobili bismo
slede€i broj permutacija: nllnzlx.;nk!x. S druge strane je broj
n-permutacija od #n razli¥itih objekata jednak n! pa dolazimo do
jednakosti: n1!n2!...nklx = n!, odakle je

X = Dt

n1!n2!...nk!
¢ime je dokaz zavrien.

Primer. Koliko razliitih re¥i mo%emo dobiti permutovanjem

slova u re&i "katamak"?
Re§enje. i—rj—-!’-llTl—! = 420.

Broj k permutacija sa ponavlijanjem

Ovde se podrazumevaju k-permutacije od n razli&itih vrsta
objekata, ali u svakoj vrsti ima neogranifen broj objekata (na pri-
mer, crvenih, belih, plavih, itd. loptica u neograni¢enom broju).

Umesto "k-permutacije sa ponavljanjem" moZemo, dakle, reci
"k-permutacije od n vrsta objekata, ali sa neogranienim brojem
objekata u svakoj vrsti”.

Na primer, ako iz svoje sredine biramo: predsednika (organi-
zacije u kojoj se nalazimo), delegata za neku skup3tinu viZeg ranga

i predlaZemo jedno lice za odlikovanje, onda je moguce da za sva
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ta mesta bude’ izabrano isto liceilIspada da smo”posle 1zbora Zal

predsédnika’izabfaho"11Ce°6rét111 "u> narod? it omoguEil’

dalje bude: birano. Ovo*Je, ‘dakle;” primer jedne® B-permutaczge sas i
ponavljanjem. oh uw s g s
Druga bi stvar bila kad bi trebalc izabrati 3 lica koja ¢e
istovremeno krenuti: na Mesec, severni'pol”l Himalaje. Sumnjivo je
da bi iko predloiio da to bude isto lice. 3\0 bi bio primer permu-
tacije.u kojoj.nisu dozvoljena.neogranifena;ponavijanja.sssiod
Aﬁzmimojdavraspolaiemq sar4,yrsteigﬁjggﬁga;;gggggggo?ihjngﬁggg

d etersvopio efod (a0
id odd Ludawy » o slbsoc EIsH

sedd.

_.-\._:';—A.

v,Ima, dakle,‘ukupno 16 2-permutac13a sarpenavlianiem 0d;4ops i

vrste.objekata. Na&in obrazov nj:

b =

ih pgrmutac13a je sledeéi:-naj:

pre se izabere prvi &lan (za to.imamo: 4 moguéqostl),.posle;gogawsgr
bira drugi &lan (opet 4 moguénosti). Na sli¥an nafin se redava

opsti sludaj. RS

Teorema. Broj svih k permataczaa'sa ponavlaangem od n razli-
31tih vreta objekata je nk.

vz ssdob of wmid
. Dokaz.‘za prvi, .6lan u:takvoj. permutacijl imajn: kandidata.
Kad Je on izabran, za drugi élan ima, takodje:

candidatas(jersveés
izabrani objekat ima prave da bude i drugi ¢lapipe;mutacije) Na-
stavljajuéi tako dolazimo do zakljudka da i za k-ti &lan ima n mo-

guénosti. Primenom Principa proizyeda, nalagimo,dgbjgbukupan bro:)mI

moguénosti nk.

Alasven s

fptat it L IR ]
Dosad posmatrane permutacxje zovu.se; quearne, jer-su.permux"
tovani objekti poredjani u jednom redu - liniji..Pored.potrebe:da:io

permutujemo ovako poredjane-objekte.festa,je.i potreba:da;senper-
mutuju objekti sloZeni u krugu.(kao ;osobe: u.kolu.ili perle u ogr=:sx
lici) . Takve permutacije. Zovu.se kryine (giklidke):
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VontNapowme meic obef Enbabfia Jkroiddhipermutachis modersecigkazad: =
tistd dEgebar sk io 0ot sviiamoot kewodu davto QEinddy sieun (Lds (BvD
~do mm&x‘yefm@ﬁacfgcﬁ:jaﬁljaau'cse.ea sledkdem primeru.c. i.:
-tbrprifer. *Nd kdbiRecrazliteeih>nadinasnoiemb:bmestiti 6rosobee:
6kd ‘dkruglog -stola:[upimafucsndasgavevelgtolice Jedwake’ i- mijednb:l
mesto nije posebno istaknuto)? cizeondbupom !{i-x} o=
ibsboResénies INk6 (e GEOBeToLRHEAmE” s40A50B, 5D E51°1Gd Ddmah
ucaavgﬂéjdauggipegﬁugacigénﬂjjo wwliod u ome sl omileimes odA .nidin
~sb odzeml .uleime moas({sdidou u cnzeb id3sas sb sdeur "onesh™ sbhiu
1IABEPRF{ iBCDEFASC CDEFAB]. DEFABE;O7 EFABCY; LPABIDE v DO ovne
~gIN 2del eno oz id siideb .{d (ifrer o.d id Jssiusex :spsia Do oovel
1st6vetneols1rU2. (F3pR k6904 BUIAVE hbitaheOPertith e TIMEVEL LY,
je£ séﬂpdeﬁam’msti aiajamnis&aiporea%s%a uﬂ‘mmkuwwfé. £

h[;uss“'qn1n“ sasma o

[a"

spisme picte
sns{bschﬁf
y go" saiicse

e olicejumteg

siiselumiag 22 Bb

siioesumisg dinjuid
Slur-2s

,Ove permutacije znate da svaka osoba  pomeri svoju stoIicQ

za jedno. mesto udesno.. Prema tome, brej svih permutacija tih 6 1li-
ca za okrunglim stolom dobija se deobom broja:svih linearnih per-
mutacija sa: 6, th#%§ =5, . . N

Isto rasudjivanje moZe se primeniti u op$tem.slulaju, pa se
dobija slededa

Teorema. Broj kruinih permutacija n razliditih objekata je
(n=1)1. . '

Dacdemo jo% .jedan dokaz ove teoreme. Kako kruZna permutacija
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ostaje nepromenjena kad se svaki objekat pomeri udesno za jedno,
dva, itd. mesta, moZe se utvrditi mesto jednog objekta i raspore-
diti ostale objekte u odnosu na njega. 2Za mesto do utvrdjenog ob-
jekta ima n~1 kandidat. 2a sledede mesto preostaje jo¥ n-2 kandi-
data, itd. Prema Principu preizvoda ima ukupno (n~1) (n=2)...3.2.1 =
= (n-1)! moguénosti.

Napomena. Pojam "desno" na krugu moZemo objasniti na slede€i
natin, Ako zamislimo da smo u kolu, okrenuti ka sredi&tu kruga,
onda "desno" treba da zna®i desno u uobidajenom smislu. Umesto de-
sno od utvrdjenog objekta mogli smo linearne permutacije redjati
levo od njega: rezultat bi.- bio isti, tj. dobile bi se one iste kru-
¥ne permutacije koje smo dobili na prethodni na&in. Umesto "levo"
i "desno" upotrebljavaju se jo$ i izrazi "u smeru suprotnom kreta-
nju satne kazaljke" i "u smeru satne kazaljke".

Pri re$avanju problema koji se na izgled odnose na kruZne
permutacije, ¢italac mora biti obazriv (kao uostalom pri reSavanju
problema bilo koje vrste). MoZe mu se udiniti da je neki kombina-
torni raspored kruZna permutacija i da onda Sablonski primeni go-
tov obrazac, a da, u stvari, to nije sluéaj.

Primer. Oko okruglog stola smeiteno je 6 osoba. Na koliko
naiina te osobe mogu biti rasporedjene ako su sve stolice razlitite?

ReSenje. Poito su sve stolice razlilite ¢injenica da je sto
okvugao je bez vaZnosti - permutacije su linearne, pa je odgovor
6!. Ovde se moglo ufiniti da su permutacije kruine i mogao se pri-
meniti obrazac za broj kruZnih permutacija, 3to bi dalo pogre3no
reSenje,

Primer. Na koliko naiina moZemo napraviti ogrlicu od 10 raz-
li¢itih obojenih-perli?

ReSénje. PovrZno gledano, traZeni razmeta3ji su kruZne per-
mutacije, pa je njihov broj 9!. To je, medjutim, netadno. Da se
najlek$e uverimo da je tako, uzmimo 3 perle: plavu (P), belu (B)

i crvenu (C). Pomoéu 3 objekta moZemo saliniti dve kru¥ne permuta-
cije (st. 3 ). U ogrlici su oba ova rasporeda identi&na. Naime,
C je izmedju P i B i nema nikakvih daljih moguénosti. Razlog je
taj %to ogrlicu moZemo okrénufi; $to nije stuaj sa zamiljenim
rasporedom ‘na krugu, koji je utvrdjen na jednoj strani papira.

Redjajuci perle u ogrlicu, recimo desno od perle P1 po nekom
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[ S1. 3. p

izabranom redu, i redjajuci te iste pérle, po istom redu levo od
Pl dobijamo jfdnu istu ogrlicu (st. 4.),Agde se, na primer, P‘0
u oba slutaja nglazi izmedju Pli P9). tstim postupkom dobili bismo dve
razlitite krufne permutacije. Prema tome, traleni broj ogrlica iz-

nosi polovinu broja kru¥nih permutacija, tj. (9!):2.

3.5. ODREDJIVANJE BROJA KOMBINACIJA

Primer 2 sa poletka ovog odeljka doveo nas je do pojma kom-
binacija i do problema odredjivanja njihovog broja. Na kombinacije
nailazimo u svim onim okolnostima kad je izmedju n objekata potre-
bno izabrati njih k¥ (k € n), a nije vaZan redosled kojim je izbor
obavljen. Na primer, ¢lanovi nekog odbora mogu biti izabrani sa
nejednakim brojem glasova, ali kad su veé izabrani oni ¢&ine doti-
&ni odbor, a red uspostavljen brojem glasova koje su dobili postaje

nevaZan.
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Napomenimo‘da.3g izraz "k-kombinacija od.n? ranije iskazivan

nedto dufe: “konbinacija'k te klase od n objekata .\“\
J; :

Broj k komp:inacija od n razi*(icitih objg"k%ta
i i 3 i
Teorema. Broa svih k-kombznaczaa Dd n razliditih obgekata,
koji demo oznuéztz ga C(n,k) Je " ;/

éimo sa’ C(n,k) bro: tih kombinaci a, iz oVoga §to Je réceno’ i7"
obrasca za broj svih k-permutaciﬁh'od W razli&itih‘bbgekata sieai®®”

k'C(n,k) = n(n-1) ... (n-k+l) =u

& r"‘;{“ T e b 4 L0 r
Odavde dobijamo navedeni obrazac. 2
Prlmer. Iz grupe od 10 u€enika treba izabrati odbor od 3
¢lana. W& koliko se naéina to moZe :lzvesti‘> ! 3

ResenJe. Ovde je red ° izboru tri od ukupno 10 ra;iiéitih
objekata, tj o 3-kombinacijama od 10, pa je traZeno re§en)e
c(10,3) =, $%p= 10:8:8.2 150, 2y

Obrazac za C(n,k), ne treba primen;ivati éablonski, treba
najpre videti radi 1i se o k- -kombinacijama ili o nedem sloéenijem{
Evo primera, koji &itaocu treba da ukaZe na potrebu opreznosti.

_Primer.'Izmedju 10 osoba treba izabrati.kbmisiju od ‘4 &lana.
Na koliko na&ina taj izbor moZe biﬁf"héiﬁﬁen'Eka”pdstojEQavexzaidhﬁ
d]ene osobe koje ne mogu zajedno biti u komisiji?

CTAKG isuzmems izavadjeéne josobe postojizjos -8.kandidata
za komisiju pad* i ZBGF ToZe Bt robavljen naiC(8;4) ¢=+70 nadita,: =ne i
radinajuél ‘Komisije &iji *je:¥¢lan jednd-od zavadjenil josoba s:Rored ;1
ovod broja mégudnétiecobrazovatikomisijér&ijii:&lanije jedan.od o
(dosad) :izuzé€ihi M4 osnovu Pr¥incipd<proizvoda 1i-obrascarza-broi .o
kombifacija; takvih:kemisija mo¥e bitii2.C{8;3)iz Ll2y-jerisvaku;.
od zavadjenih’osoba moZemozpridrufiti ved izabranom:troglanom:od= 3
boru i tako aobiti odbor od 4 &lana. Iz Principa zbi;a sledi ;da:jen

€1
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ukupan broj moguénih komisija 70 + 112 = 182, _
Postupak reSavanja problema uz primenu ne samo obraqa“::'aq;a ot
broj kombinac:lja, veé i Principa zbira i proizvoda, mp%e se nadi i
rjsa;gieagggmor j.m\'c ¢ dinsytioovovisd dizidilsss odifo¥
fﬂfvm&f: T2néd38°7 WhdKatata' 1V4 Zene ‘trleba 1zabfati grupuieac
6 osoba. Na koliko se na¥ina to mofe izvesti, ako je obdvé#nd da"us
1 idg'i{iﬁi‘ Bdad 'ﬂiﬁhanEEa?”iém ¢ omemi u3tis uviq s% .3fnszafl
Tia wITVIRESEn e Mogui Be T hzarati! 214351 4 vienevn Dves Eefie . Jo magwénoo
(o 4zabeaet ‘na A4, 2)c =56 onddinaL Posleotoda .tiveha izabrati -4 mudkart:
ca, za Bta postoji C(7,4) = 35 nalina. Prema prﬁvilu proizv_&i@s,a -
no dvecBeéne nl dSetixl| mu¥kanca JOEKNo, jeizahrats na, CA4,216(7,4) =
= 6:35 = 210 na¥ina. 2Za izbox, & Fepeqi ] il ron, ppIvinih natin
2z 388 C44.03)C ). 7, 140, Napoalerky, ; za, dzkor, 4, Fene 1.2 mulikarca
413« PRgPEnil mé’s‘? ima, C(4,4)C(7,2), «*}rgérf,%l_m Prfoemg griPcipu z\b;ir
= OSBRSS Afipa, 99, 88.,0RAYh SRISR, 4200 AR, s HLIAO Soeo

+ 21
9'153 F’) o*nsLbo ode smidst migusd .udinvcas3 &n 3>1Lfssc,1 E{f62
. g!e!in),o jo! ovaj ndatak (

S0P 0 = uismz o o 0G0 rab | H 0 ai VG Y s se
"Dato je n raxlzéttth of:ckata T hutzaa. Na ’co? ko r%détnda fc

bo n oe [} v
’ ;nblgud;g a;eatztt objcit u Euijcsrta’to da 'Jj”rtqoj“()&%tﬂ Bidé ’i{‘ S

uno 6" uPon’m U £d02n due; o {sloicqg i1sns oni si X
objekata (n +n gte . tn nj. t " 6v si dsv . si{slers

ot ord Eo2abls U ’b'r‘v{:“ftﬁifju ﬁ Byekat] 48 ¢ moyuénd:1Zves i maC
(n ) na&ina. Posle toga za drugu kutiju ostaje ("5'P‘19 mdgadnostty |
<7 ¥ Behda’ INadtavIS a3bE1 | tiio STwAN0" dbv 2esuFentshn kraten bro]

sme3taja je Ssis{iniri 2:i3ifser uismi sno svz e

»

fiod svoreq dinditstu uviowd si denbs{ eleiisini {014 .2fnazsd

¥l (e‘fnﬂo ﬁkueﬂe-k):fﬂlﬂq-;;;%%w\ 0s63d0 upom 5z

todudse E\l(‘-i.,‘()n;(%‘
PO Y ,.&xv - R .
Dobili smo, dakle, isti broj koji i/n: odgovozu na. pitanje.
. ma koliko 'na¥ina je moguéno:poredjati u.red n, obiekat j;dne vrste,
n, objekata druge vrste, ,,.,. pk_obgekata k-te vrste? e _:
. ;r .. Ta,identiZnost, reija je Qrimer n;q‘,eg éto se u matematici
,,.‘naziva principom . dualnogtz.‘,v )
) P Napomenimo na kraju ovog odel)ka da pored prouéenag tipa kom—
‘, binacija posto;e i drugi tipovi, ko31ma éemo se ﬁozabaviti u jednom

‘ ,od sledeéih odel]aka. ) ) ) I
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3.6. PRIMERI

1. Koliko razli&itih Zetvorocifrenih brojeva moZemo napisati
pomoéu cifara 0,1,2,3,4,5,6, uzimajuéi da se svaka od cifara moie
ponavljati?

ReSenje. Za prvu cifru imamo 6 moguénosti, jerlo ne moZe biti
prva cifra. Po¥to smo prvu izabrali, za drugi, trecu i Eetvrtu ci-
fru ima po 7 moguénosti. Na osnovu pravila proizbbda, tr;ieni-hroj
je 6-73. ’

2. Osam osoba igra u kolu. Na koliko razli&itih nafina se one
mogu uhvatiti jedni do drugih u kolo?

Re§enje. Osobe u_yoiu nisu vezane za utvrdjeno mesto, vec se
nalaze u odredjenom medjusobnom odnosu. To zna&i da se uredjenja tih
osoba smatraju jednakim ako su u istom poretku gledano u smeru kre-
tanja kazaljké né €asovniku, Drugim, re&ima, ako podjemo od jedne
osobe (zovimo je OI) i idemo po krugu u smeru satne kazalje, osobe
se nalaze u istom poretku. Prema tome, poloZaj jedne osobe nije od
znalaja, veé je vaino znati poloZaj ostalih 7 osoba u odnosu na onu
prvu 0|. Drieci 0l na mestu imamo 7! razliEitiH rasporeda, 3to je
i trazeno redenje.

¢, U jednoj Lstanovi zaposleno Je 1 000 osoba. Je 1i mogucno
da sve one imaju razlitite inicijale?

Resenje. Broj {nicijala jednak je broju uredjénih parova koji
se mogu obrazovati od elemenata skupa od 30 elemenata (slova azbuke).
Kako je taj broj 302 = 900 < 1 000, to nije moguino da sve osobe
imaju razlilite inicijale.

4. Na igranci ima 10 devojaka i 12 mladic¢a. Na koliko se na-
¢ina moZe obrazovati 5 igra&kih parova?

ReEenje. izmedju 10 devojaka moZemo izabrati grupu od 5 devo-
jaka na (‘;) nalina. Uz svaki od ovih izBora treba obrazovati ure- ‘
djenu petorku mladiéa i na taj nalin uvek ce se sastaviti po 5 ig-
ragkih parova. Poslednji izbor je moguéno obrazovatl na 12.11-10.9.8
razli€itih na€ina. Prema pravilu proizvoda ima ukupno (‘:)-\2~11-
-10.9-8 igraikih parova.

5. Koliko razliZitih celih getvorocifrenih brojeva deljivih
sa Eefiri moZemo obrazovati pomoéu cifara 1,2,3,4 i 5, tako da se

svaka cifra mo2e ponavljati?
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Refén}e tetvorocifreni brkoy< nepisani pomdép ovih 5 ci-
fare delJivi su sa 4 jedino ako-se 38?(*‘&3Ju jadnom;od .5 kombi -
nacijas 12, 2k, 32, 44, 52; dok pri tom prve cifre mogp biti' pro-
izvo)ljné. Kako prve dve cifre mofemo ';abfatl na 5 natina, tra-
feni broj je (prema pravilu proizvoda) 5- 5 = 125,

6. lz razreda u kojem ima 12 devojlica | 10 delake treba
izabratf razredni odbor od 5 &lanova. Na koliko se nalina to moie
u€initi ako u odboru ne moZe biti vi3e od 3 delaka?

ReSenje. U odbor mo¥e uci: 1° 5 devojiica, 2° 4 devojiice
i 1 detak, 3° 3 devojice i 2 chaka, i 4° 2 dévojEice i 3 detaka.
Moguénih izbbra ima redom: ( ), )10 12 ( )(!0)~ Uku-
pan broj moguénosti izbora Je ( ) + )‘0 + % )(10) + (];)(]£)=
= 23 562.

7. Koliko se trocifrenih brojeva moZe napisati pomoéu cifa-
ra 0,1,2,3,5, uzimaju€i da se nijedna cifra ne ponavlja? Koliko
je od njih parnih?

Resenje. TraZ:ni broj je 5:-4:3 - 4.4.3 = 4B, jer nula ne
moZe biti prva cifra. Parni brojevi se zavrZavaju nulom i dvojkom.
Njihov broj je sledeci. Brojeva koji imaju na kraju 0 ima 4.3 = 12,
Brojeva koji #a kraju imaju 2 ima koliko i Hvécifrenih brojeva
od 4 cifre medju kojima je i nula, tj. 4.3 - 3 = 9. Parnih brojeva
ima ukupno 12 + 9 = 21,

8. U knjiZari se nalazi 7 primeraka romana '"Na Drini cuprija”
lve Andrica, 4 primerka romana '"Travni&ka hronika" i 6 primeraka
romana ”Goébodjica”. Pored toga ima 5 tomova koji sadrie ''Na Drini
Cuprija' i "Gospodjicu" i 9 tomova koji sadrze "TravniZku hroniku"
i "Gospodjicu'". Na koliko se nalina moZe kupiti po jedan primerak
svakog od tih romana?

Resenje. Cilj se moie ostvariti kupovanjem svakdg od romana
Stampanim posebno ili kupovanjem jednog toma sa dva romana i tre-
¢eg romana posebno 3tampanog. Prema tome, traZeni broj je 7:4.6 +
+ 5.4 + 9.7 = 257, '

9. Kojih brojeva od 1 do 10 000 000 ima viie: onih u &ijem
zapisu ufestvuje cifra 1 ili onih y Cijem zapisu cifra 1 ne ule-
stvuje?

Regenje. m-cifrenih brojeva u Cijem zapisu ne ulestvuje |

ima 8-9™" 1. Dakle, izmedju 1 i 10 000 000 ima ukupno

ke
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13. Na koliko nalina mozemo izabrati 2 broja izmedju 1 ti3:20:4:
tako da nthoy zblr bl.fdtsssnerparan broi? iond dinstiiomn _ainezs8

Resen.)e. Zbl r _{e Jneparan 1\,%'?9 Ler Jedan wsabirak paran la‘rqt;,u‘g it
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neparan. Paran sabirak se moie izabrati na 10 natina, a sa svakim
od tako izabranih brojeva mole se sabirati bilo koji od heparnih
brojeva, kojih takodje ima 10. Odgovor je 10-10 = 100. ‘

14. Tajni sef na &ijem disku se nalazi 12 pokretnih slova
otvara se automatski kad se sastavi jedna odredjena ref od 5 slova
(stova se u re&i mogu ponavljati). Koliko poku3aja tr;ba da ulinli
€ovek koji ne zna tu tajnu re¥ da bi se sef sigurno otvorio?

ReEenje. Ofigledno rel je o-permutacijama sa ponavljanjem
5 slova fizabranih izmedju 12.. Njihov broj je 125.

15. Koliko razlifitih trocifrenih parnih brojeva mofemo napi-
sati tako. da se nijed-a cifra u broju ne ponavlja?

ReSenje. Broj je paran ako se zavriava sa 0,2,4,6 i 8. Po-
smatrajmo dva sluaja: kad se broj zavr¥ava sa 0 i kada se zavr-
3ava sa 2, 4, 6 i 8. U sld!aju kada je nula na kraju postoji jo¥
9 cifara za prvo mesto (prvu cifru u broju) i po3to je ta prva
izabrana ostaje jo3 8 cifara za drugo mesto. Ukupno je, dakle,
9.8 = 72 trocifrenih broje;a koji se zavrZavaju sa 0. U drugom
stuZaju postoji 4 mogﬁéhosti za trecu cifru (to su: 2, 4, 6 i 8).
Kada je treca cifra utvrdjena ostaje jo¥ 8 mogucnosti za pryu ci-
fru, jer nula ne moZe zauzeti to mesto, a kad je i cifra za prvo
mesto izabrana ostaje jo3 8 moguénosti za drugo mesto. Ima, da-
kle, ukupno 8.8-4 parnih trocifrenih brojeva koji se zavr3avaju
sa 2, b, 6 i 8, a Eije su sve cifre razliZite. Ukupno svih parnih
trocifrenih brojeva bez cifara koje se ponavljaju ima 9-8 + 8.8.4
= 328,

16. Na koliko nalina moZemo postaviti na Zahovsku tablu 8
topové tako da nijedan od njih ne tule nekog drugog?

Resenje. Razlikovacemo dva slufaja: a) svaki top je obele-
3en pa se svih 8 topova razlikuju medju sobom, b) svi topovi su
jednaki.

U sluZaju a) uzeéemo jedan od topova i postaviti na 3ahov-
sku tablu. Moguénost je b4 = 82. Sledeéi top ne sme lefati na ho-
rizontali i vertikali prethodnog topa pa mu ostaje 72 moguénosti.
Tredi tép ne sme lezati ni na horizontali ni-na vertikali prva
dva topa pa ima (8-2)2 mogucnosti, itd. Primenom pravila proiz-
voda nalazimo da ima ukupno (8!)2 moguénosti.

0 sluZaju b) dobijeni broj moguénosti pod a) treba podeliti
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brojem svih moguéih permutacija skupa od 8 topova, tj. sa 8!.
Prema tome, 8 jednakih topova moZemo rasporediti na Sahovskoj ta-
bli tako da ne biju jedan drugog na 8! nalina.

Zadatak se moZe uop3titi na 3ahovsku tablu sa n2 polja.

Rezultati su:

u sludaju a) (n!)2

u slu€aju b) nt.
3.5. ZADACI

1. Ako P(n,k) oznalava broj k-permutacija od n, dokazati:
a) P(7,3) = P(15,2); b) P(n,1) + P(m,1) = P(r+n,1); ¢c) P(n,n) =
= P(n,n-1) za svaki prirodni broj n.

2. Koliko simbola moZemo obrazovati od 3 razlicita slova
azbuke?

3. Koji je odgovor na prethodno pitanje ako se slova smeju
ponavljati?

4, Pet lica %eli da se fotografiSe. Na koliko nalina ona
mogu zauzeti poloZfaj: a) u jednom redu; b) u dva reda (3 lica u
prednjem, 2 u zadnjem redu)?

5. Na. koliko razli&itih naina moZemo poredjati ovih 13
stova: a, a, b, b, b; b, ¢, ¢, ¢, ¢, ¢, ¢, ¢?

6. Koliko razliZitih brojeva vecih od 300 000 moZemo napisa-
ti pomoéu cifara 1, 2, 3, 4, 4, 42

7. Koliko brojeva veéih od 5 000 moZemo napisati pomocu ci-
fara 2, 4, 5, 8, 9 i 0, pod uslovom da su sve cifre u broju raz-
ligite? v

8. Koliko razli€itih brojeva moZemo dobiti mnoZeci neke ili
sve cifre: 2, 3, 4, 4, 5, 5, 57

9. 6 mladida i 5 devojaka'treba da sednu na klupu.Na koliko

nafina oni to mogu uliniti ako je uslov da svaka devojka sedi
izmedju dva mladida?

10. U fudbalskom timu od 11. fudbalera njih Eetvorica mogu
igrati na mestima oba krilna halfa i obe polutke, druga Eetvorica
- oba beka i oba krila, dvojica golmana i centarhalfa i jedan cen-

tarfora i oba krila. Na koliko nalina je moguiéno sastaviti tim?
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11. Bez izrafunavanja zakljuliti sa koliko se nula zavr3ava
30¢!.

12. Koliko razlilitih permutacija moZemo obrazovati od slova
reli "matematika'?

13. Koliko ima petocifrenih brojeva (sa razli&itim ciframa),
napisanih pomoc¢u cifara 1, 2, 3, 4, 5 u kojima je cifra 1 uvek
pored cifre 27

14. Koliko ima brojeva iz prethodnog primera u kojima je 2
neposredno iza 17

15. Koliko Eefvorocifrenih brojeva deljivih sa 4 moZemo na-
pisati pomoc¢u cifara 1, 2, 3, 4 i 5 ako se svaka cifra moZe ponav-
ljati vi3e puta?

16. Koiiko ogrlica moZemo napraviti od:

a) 7 razliditih per;}; b) 6 perli jedne i 1 perle druge vrste;
c) 5 perli jedne i 2 perle druge vrste?

17. Pravougaonik je podeljen sa p pravih linija pararelnih
jednoj stranici i g pravih linija paralelniﬁ drugoj stranicli. Nadi
broj razliZitih pravougaonika u dobijenoj figuri.

(Primedba - Uoliti da se neki od pravougaonika moife nalaziti
u drugom).

18. Dato je n tafaka u ravni, od kojih se k nalazi na jed-
noj pravoj a ostale su u op3tem poloZaju. Naci broj pravih linija
koje se dobijaju spajanjem.svih parova tih pravih,

"19. Dato je n talaka u ravni, koje su spojene pravim lini-
jama na sve mogule néEine. Uzimajuci da medju tim pravim linijama
nema paralelnih i nikoje tri se ne seku u istoj tacki, odrediti
broj>prese€nih tataka tih pravih linija ne rafunajuci n datih ta-
Caka.

20. Dato je n tafaka na krugu i ucrtane sve tetive kruga
Ciji su krajevi tih n tataka. Uzimajuci da se nikoje tri tetive
ne seku u jednoj talki, odrediti broj preselnih taaka tetiva u
krugu:

(Ne uzimaju se u obzir preseine talke pravih na kojima
leze tetive, ako te talke leZe van kruga).

21. Neka je svaka od p talaka koje leZe na jednoj pravoj
spojena sa svakom od g taCaka na drugoj pravoj, paralelnoj prvoj.

Naci broj tacaka preseka tako dobijenih duzi uzimajucéi da se ni-
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koje tri duZi ne seku u istoj tal&ki.

22, Na jednom testu od 10 pitanja ispitanik moZe za svako
pitanje izabrati jedan od tri ponudjena odgovora. Na koliko na-
€ina moie kapdidat poku§ati aa.ﬁadje praQi odgovor? -

23, Uzimajuci da svaki tafan odgovor na pitanje iz prethod-
nog zadatka vufe 10 poena, naci broj naiina da ispitanik dobije:

a) 70 poena

b) 70 poena ili vi%e

24, U ravni je dato n talaka od kojiﬁ se p tataka nalazi na
jednoj pravoj a osim'njih nikoje tri taike ne lele na istoj pra-
voj.'Koliko ima trouglova &ija su temena te talke?

25. Na pravoj se nalazi p tafaka a na njoj paralelnoj pra-
voj q tafaka. Koliko trouglova odredjuju ove taike?

26. Neka je pri uslovu prethodnog zadatka zadata treca pé-
ralelna prava i r tafaka na njoj, i neka nikoje tri taZke ne leZe
na jednoj pravoj koja séée sve tri zadate paralélne prave. Koliko
se jo¥ trouglova dobija? _ »

27. U ravni je dato n taééka'bd kbjih nikoje tri ne leZe .
na jednoj pravoj i hikoje Cetiri na _jednom k}ugu. Kroz svake dve
od tih taaka povu€ena je prava a kroz svake tri - krug. Nadi naj-
vedi moguéi broj preseinih tafaka svih tih povufenih pravih i kry--
gova. .
28. U ravni su'date taftke 4 i B, Kroz A prolazi m, a kroz
B n pravih, Neka nikoje dve prave nisu paralelne i nijedna ne
protazi kroz 4 i B. Naci broj oBlésti na koje ove prave dele ravan.

29. Na koliko nalina n rézliéitih objekata moZemo smestiti
u k kutija, ako je k > n i u jednu kutiju'se sme staviti samo
jedan objekat?

30. U kutiji se nalazi. 100 kuglica jednake veliZine i te-
3ine ali razli&itih boja: 28 belih, 20 crvenih, 12 plavih, 20 Zu-
tih, 10 sivih i 10 zelenih, Koji najmanji broj kuglica treba iz-
vudi aa bi se u njemu neizbeino na%¥lo 15 kuglica iste>broje7

31. Kvadrat je podeljen na 16 jednakih kvadrata. Na koliko
nafina je moguce obojiti manje kvadrate sa 4 boje (recimo crvena,
crna, plava i zelena) tako da u svakom vodoravnom i uspravnom redu

budu sve Cetiri boje?
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4, BINOMNI 1 POLINOMNI OBRAZAC

-4.1. SKRACENO OBELEZAVANJE ZBIROVA

Cesto se kona¥ni zbirovi i proizvodi brojeva mogu skraceno
napisati pomofu gr&kih slova I (&itaj: sigma) i NI (¥itaj: pi).
Na primer, zbir a, + a, + ... + a skradend zapisujemo

ovako:

H e~

ai=al+a2+...+an

i=1

i Zitamo: "Zbir a; kad i uzima vrednosti od 1 do n". Broj i se
zove indeks sabiranja, a brojevi 1 i n su donja i gornja granica
indeksa sabiranja. Gornja granica je vefa od donje ili njoj jed-
naka. '

Primetimo da nije vaZno koje smo slovo uzeli za indeks sa-
biranja, jer pored 1 istoj svrsi bi poslu%ilo i bilo koje drugo
slovo sem, narano, slova uzetih u formuli; kao na pr. donja i
gornja granica indeksa sabiranja i dr. Tako, na primer, sledeéa
tri zapisa oznafavaju isti zbir:

Fag a1
' a a. a,.
k=1 X" 321 3" g1 B

Indeksi i, k, j, B itd. upotrebljeni na ovaj nafin, su
"nemi indeksi". U ovom sluXaju bilo koje slovo, sem slova n i
slova a, mo%fe biti upotrebljeno kao nemi indeks.

Primeri:

[N
-
o
=
]
o
+
o
~
+
o
w
+
o
[

N~ g~

(3
N
]

p—
(8]
+

[N]
~
+

.

.

B

+

=]
N

[
—
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Gornja i donja granica indeksa sabiranja mogu biti bilo
koja dva cela broja. Na primer,

g ay =a,ta; +ta +a; +a,+ay

i=-2 °

n 3_.3,.3 3

J (i+1)7 =17 + 2° + (.. + (n+1)

i=o

2k 5 6 7

J k25 = 5.2+ 6.2% + 7.27 4 8.28 4 9.2
k=5 . o
n

Pag=a +a ,+...+a

"k=m

Osobine simbola L. Iz osobina komutativnosti i asocija-
tivnosti zbira realnih brojeva i distributivnosti mnoZenja u od-.
nosu na sabiranje slede sledefe osobine simbola I (dokazi ovih

osobina izvode se indukcijom):

n n n
a) J (a,+b,) = Y a_ + ] b, (aditivnost)
k=1 K K pop ko gap K

n n )
'b) Y e a =c ) ay (homogenost)
k=1 k=1

n
) L {a -a_,) =a -a
k=1 k k-1 n (]
Skraceno beleZenje proizvoda
Proizvod oblika a;tay° ... Ay krade beleZimo ovako

n
]; ak = al'az' eee *Q

1 n

k

i &itamo "Pi a; kad i ide od 1 do n".
Lako se dokazuju sledefe osobine simbola za proizvod I:

n n n
a) MTa,b, = (0T a,)(1 b,)
=1 14 Tyt gt
n
b) nc¢c=¢"

1
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n n n
c) I Cai =C I ai
i=1 i=1
n ay a
a 12 =2 (a #0 za svako k)
k=1%%-1 %

Na sli®an nadin uvode se dvostruki, trostruki, itd. zbirovi
i proizvodi. Na primer:

4

3 4
151 jzlaij = iZl‘an METPIMEITY

all + 821 + a + 841 + ... + a + a + a33 + a43

3 4
L1 ag

j=1 i=1

31 13 23

Lako se dokazuje da je uvek

) 71
a) a,. = a. .
i=1 j=1 Y3 5=1 i=1 Y

m n n m
b) I MNa,.= T Ta,.
j=1 i=1 13 =) g=1 13

4.2, BINOMNI I POLINOMNI BROJEVI

Binomni brojevi (koeficijenti)

Operidu¢i sa konaénim skupovima i prebrojavajuéi njihove
podskupove &esto srefemo brojeve oblika ETT%éFTT‘ gde su k i n
celi brojevi takvi da je 0 <« k < n. Zbog svoje vaZnosti ti bro-
jevi su dobili posebno ime - binomni koeficijenti (razlozi zbog
kojih se tako zovu bide jasni kasnije) i posebne oznake. Jedna
od najceséih oznaka za broj ?TTgéYTT je (2) (Citati: "en nad
ka"), tj.
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(2) = XT(n-k)1! .

Kad su n i k celi pozitivni brojevi i k¥ < n znamo kombina-
torni smisao brojgva (;). To su brojevi C(n,k), koji kazuju koliko
u skupu sa n elemenata ‘ima k-podskupova, tj. podskupova sa k ele-
menata. Za k = 0 broj C(n,0) = 1, nema kombinatornog smisla, ali
je uveden radi toga da se u rafunima u kojima se pojavljuju bro-
jevi C(n,k) ne bi pravili izuzeci za k = 0.

Isto tako se uvode

0

C(0,k) = () =0, C(0,0) = () =1
Cln,k) = §) =0zak>n

a takodje i C(n,k) = 0 za k < 0.
U mnogim primenama matematike korisno je uvesti i brojeve
oblika C(-n,k) stavljajudi
_mny _ 2k ntk-1
Cl=n,k) = () = (=)7L
I za bilo koﬁi drugi realni broj o definiSe se (;) na sle-
deéi naéin:

) = of{a=-1) .ﬁ: (a-k+1)' (g) =1

o
(x 1
gde se, kao i inae uzima da je k prirodan broj ili nula (kaZe se
ceo nenegativan broj). Poslednja definicija simbola (;) obuhvata
sve ranije definicije. _ ’

Oznaka (;) smatra se, u novije vreme, pomalo nezgrapnom pa
se, pored C(n,k), zamenjuje i ovim oznakama: [n]k, Ct, an, itd.

Evo nekoliko primera vrednosti binomnih koeficijenata:

3 31 5

() = 12T = 3 ) = 3737 = 10

n n!
)

SITh-D1T "
n, _ n(n-1) n, _
;) = e () =1

Primetimo da je



Elementarna kombinatorika 4)

()

_n(n-1) ... (n-k+1)
- k1

pa otuda i dolazi prednja definicija broja (;) za a realno.
Binomni koeficijenti imaju &¢itav niz zanimljivih osobina,
od kojih éemo navesti nekolike.

Osobine binomnih koeficijenata
n
I ) = (n-k)

Ra%unski dokaz ove identi&nosti je neposredan, jer su obe
strane identilne sa iTT%éYTT' Kombinatorni dokaz je u tome &to
uzimanjem k-tofanog podskupa skupa sa-n elemenata ostaje podskup
od n-k elemenata i obrnuto, pa je broj jednih jednak broju drugih.
o= e QTh

Ova formula zove se Paskalova formula.

Rafunska provera identifnosti laka je i ostavlja se &itaocu.
Izve§éemo njen kombinatorni dokaz.

(ﬂ) je broj svih k-to&lanih podskupoya skupa od n razliéitih
objekata. Uofimo jedan odredjen objekat O. Tada svi k-to&lani pod-
ékupovi ulaze u jednu od sledede dve klase: (i) klasu koja sadféi
0, 1 (ii) klasu koja ne sadrZi 0. Klasa (i) ima (::i) elemenata, a
klasa (ii) (nil) elemenata. Time je formula dokazana.

Ilustrujuéi dokaz na primeru skupa {1,2,3,4,5) i njegovih
dvo¢lanih podskupova (1,2}, {1,3}, (1,4}, (1,5}, (2,3}, {2,4},
{2,5}, (3,4}, (3,5}, {4,5) vidimo da se 1 sadrZi u 4, tj. u (i)
podskupa a ne sadrZzi u 6, tj. u (g) podskupova, pa je

5. _ .4 4
() = () + (P

Cy )=
1

m+n, _ k m n
PG Gl
=0

Dokaz. Pretpostavimo da imamo m ispravnih i 2 neispravnih

predmeta neke proizvodnje koji su pome3ani i smedteni na jednoj

m+n

gomili. Broj svih moguéih k~podskupova ovog skupa je ( K ).
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S druge strane, svi ovi k-podskupovi mogu se klasifikovati na one
koji sadrZe redom 0,1,...,k neispravnih predmeta (k < n). Iz gomi-
le od m ispravnih i n neispravnih predmeta moZemo, prema pravilu
proizvbda, izabrati < ispravnih i k-7 neispravnih predmeta na

@ (D))

nadina, gde je 0 € i <€ k.

2a i = 0,1,...,k sve klase su disjunktne, moZemo, dakle,
primeniti princip zbira, pa dcobijamo desnu stranu gornje identi&-
nosti. Kako su time iscrpljeni svi k-podskupovi posmatranog skupa
objekata, leva strana je jednaka desnoj, &ime je identiZnost doka-
zana;

- %Zak=m=n, dobijamo iz III
. n.
M= 1 M2
i=o

v
-
.

Formula III je uop3tenje formule II jer je zam =1, n

CEh o= (2 o+ ORh

Citaocu ostavljamo da samostalno dokafe formule

iy n+2 n n n
1) i) = Caa) * 20) + G

Za 0 £ k € n-2

m+i
(

an ®hH ko = EEM

Polinomni koeficijenti

Neka su nyNy, ...,y nenegativni celi brojevi takvi da je

. ‘n!
n1+n2+.--+nk = n. Tada se broj Tl n T
R
l,nz,...,nk ! )

zove polinomni koe-

ficijent i obeleZava sa {n

n nl

Dy Myyeee,Dy - nllnzl...nk!
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nl,nz,...,nk

I za ove brojeve uvode se druge oznake kao, npr. Cn

Primeri

t
L1 § , _ 81 _
(4,3,00 = 773707 = 3% {9,0,1) = 7T0TIT ~ 8-

Neke osobine polinomnih koeficijenata. Sledeéih nekoliko oso-

bina polinomnih koeficijenata ostavljamo &itaocu da dokaZe

1° ako jea + b +c =n, tada je

n _ ,n, ,n-a
( ) = (P

a,b,c
o n+l = n n n
R B UM S WU H ST
o n _ ,n,,r
3 (n-r,r-k,k) = (PG

Kao i binomni, polinomni koeficijenti imaju kombinatorni
smisao: oni znafe broj svih permutacija n objekata od kojih ima
ny jedne vrste, n, druge vrste itd., n, k~te vrste.

4.3. BINOMNI OBRAZAC

Izraz x+y, gde simboli x i y oznadavaju objekte, koji se
mogu sabirati (npr. realni brojevi, ili kompleksni brojevi, ili
polinomi), zove se binom. Ako se ovaj binom moZe dizati na ste-
pene 2,3,..., ima smisla postavljati pitanje koliko je, za pri-

rodan broj n, u razvijenom obliku
(x + y)n

Na primer, neposrednim izra&unavanjem nalazimo

(x+y)l x +y

x2 + 2xy + y2

x3 + 3x2y + 3xy2 + y3

(x+y)2

1l

(x+y) >
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(x+y)4 = x4 + 4x3y + 6x-2y2 + 4xy3 + y4

Ako je n proizvoljan prirodni broj, onda se izraz na desno:
strani moZe napisati bez prethodnog izraéhnavanja vrednosti tgg
izraza za 2,3,..,n-1, i dat je sledeéom teoremom.

Binomna teorema. Ako je n prirodan broj a z i y bilo kakvi
realni brojevi, tada je

(1) (me)” = O+ (Y e (R e e ()Y
ili, saZetije

(z+y)” f ( )x
=0
Dokaz: Da bismo izradunali (x+y)n, biramo bilo slovo z bilo
slovo y iz svakog od n &inioca identiteta-

an (x+y) D = (x+y) (X+y) ... (x+y)

i, prema pravilu proizvoda, mnoZimo tih n izbora. Ako to uradimo
za sve moguée izbore x i y i rezultate saberemo, dobidemo (x+y)n.
Na primer, proizvod xh dobijamo kad iz svakog &inioca izaberemo
x, a proizvod xn_zy2 dobijemo kad iz samo dva &initelja izaberemo
y a iz svih preostalih n-2 izaberemo z, itd.

Za dati ceo broj k (0 € k € n) proizvod " kyk dobija se
kad se izabere n iz k &inioca a x iz preostalih n-k éznioca.
Ovaj izbor je jednozna&no odredjen kad se zna iz kojih k &inioca
od njih n biramo y. Prema tome, ima (k) izbora koji dovode do
proizvoda < kyk, pa se (k) xn-kyk pojavljuje u razvijenom obllku
desne_strane u (1) . Pos8to k mo%e uzeti sve celobrojne vrednosti
od 0 do n, traZfeni razvoj mora imati oblik (1). Teorema je doka-
zana.

Sada postaje jasno poreklo imena "binomni koeficijenti™
za brojeve (ﬁ) (0 € k < n).

Napomena. U formulaciji teoreme refeno je "neka su z i y
bilo kakvi realni brojevi”.Umesto "realni brojevi” moZe stajati:

"kompleksni brojevi", "polinomi" itd.
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Primetimo da u binomnom razvitku za (x+y)n ima ta¢no n+1

sabirak. Tako, na primer, u razvitku za (x+y)5 ima. 6 sabiraka.

Dve veze izmedju binomnih koeficijenata. Sledede dve veze
izmedju binomnih koeficijenata dobijaju se neposredno iz binomne

formule.
Ako u formuli (1) uzmemo x = y = 1, dobijamo
(I) C(n,0) +C(n,1) + ... + C(n,n) = 2"

Ako u istoj formuli stavimo x =1, y = ~1 i iskoristimo -
formulu I, dobijamo:

(II) C(n,0) * C(n,2) ... = C(n,1) + C(n,3) + ... = 2™}

Drugim re&ima, zbir svih parnih binomnih koeficijenata je-
dnak je zbiru svih neparnih binomnih koeficijenata.

Citaocu ostavljamo da na sli&an nadin doka¥e formulu

1 2 = 3"
=0
Primer. Koristeéi binomnu teoremu izra&unati pribliZno
(0,99)6. '

Re¥enje. Stavimo u binomni obrazac x = 1, y = 0,01; dobi-
jamo (0,99)® = (1-0,01)® - (g) + (f)(-o,m) + (2)(-0,0:’)2 + o+
+ (2)(-0,01)6 = 1-0,06+0,0015+0,00002+...+0,000000000001 =

-= 0,914 (uzimajucéi 3 decimalna mesta).

Paskalov trougao. Binomni koeficijenti binomnog razvitka
za (x+y)n poredjani po rastuéim vrednostima za n obrazuju inte-~
resantnu shemu koja je oblika trougla i naziva se Paskalovim tro-
uglom (Blaise Pascal, 1623-1662). Radi simetrilnosti sheme poceceno
sa (x+y)o =1, (x+y # 0)

1

3 1
6 4 1
10 10 5 1

15 2015 6 1
21 35 3521 7 1

T T T R = R W
N o e W -
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Broj u (n+l)-oj vrsti i (k+1)-0j koloni je binomni koefi-
cijenat C(n,k). Paskalova fofmula slu¥i za obrazovanje trougla.
Prvi i poslednji broj u svakoj vrsti su jedinice. Svaki broj iz;
medju ove'dye jedinice dobija se kao zbir broja neposredno iznad
i broja levo od ovog. Tako se, na primer, broj 35 u 8-oj vrsti i
4-0j koloni dobija kao zbir brojeva 20 i 15, ili C(7,3) = C(6,3) +
+ C(6,2). Neka &italac nastavi ispisivanje sheme za n = 8,9,10,...
Zan =8, pa'primer, dobijaju se brojevi 1,8,28,56,70,56,28,8,1.

4,4. POLINOMNA TEOREMA

Neka je n prirodan broj,xl,xz,t..,xk, bilo kakvih k realnih
brojeva. Tada je

n, n n
k

i Jx lx 2
1 2....1:k‘

(2) (2, + zyp + ..o + 2,07 = VU,
1 2 k E MysTgseeesny
gde se sabiranje izvodi preko svih celih nenegativnih brojeva

NysMpyensyhy takvih da Je nyg ot Myt L. b omy =,

Dokaz. I ovde, kao i kod binomne teoreme, imamo n &inilaca
samo je sada svaki od njih zbir od viSe nego 2 sabirka. Iz svakog
€inioca moZemo izabrati Xy ili xz;..., ili Rpr @ zatim izmnoZiti
tih n izbora.pa, naposletku, sabrati ove proizvode za sve mogucée
izbore. Na §f1mer,‘x? dobijamb birajuéi Xy iz svakog &inioca,
xT-Z Xy X3 dobijamo birajudéi Xy iz n-2 &inioca, Xy iz jednog od
‘preostalih i %3 iz poslednjeg preostalog &inioca, itd.

Za date neneggtixne bro%eve Ny Nypeee Dy (€iji je zbir n)
dobijamo proizvod xllxzz... xkkkadgod izaberemo tacéno iz ny ¢ini-
laca X0 iz n, ¢inilaca Xoreees iz ny ¢inilaca Xy (iz n &inilaca
na raspolaganju). Postoji toliko nadina da se ovaj izbor izvrsi
koliko ima moguénosti da se smesti n objekata u k kutija, tako’
da prva kutija sadrZi ni. druga Noreeey k-ta ny objekata. Kao 3to
nam je poznato (v. § 3.5 )nfogfojinjn n ?...,n ) takvih izbora
koji dovode do proizvoda X, xz‘.,xk“ Sabirajuéi sve te proiz-
vode dobijamo tvrdjenje teoreme.

Poreklo izraza "polinomni koeficijenti" sada je potpuno

jasno.
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Posledica 1. k" = i
osledica k X("I’”z*"""k

nz-fnzf..,#nk:n

"1'”2 AR, 20

Dokaz sledi iz polinomne teoreme za X) =Xy = L. =x o= 1,

Zanimljivo je kombinatorno tumalenje prednje identi&nosti.
Na levoj strani je broj svih moguéih nafina podele n objekata na
k delova (moguéno i praznih) a na desnoj zbir svih moguéih podela
tih n objekata na k delova (recimo k osoba) takoc da prva dobija
ny, druga Ny eees k-ta n,. Prirodno je da ta dva broja moraju
biti jednaka.

O¢igledno je da u binomnom razvitku za (x+y)n ima n+l sabi--
rak. U polinomnom razvitku ima onoliko sabiraka koliko ima nenega-
tivnih reSenja jednaline

n, + nyg + ... 4 n, =n
tj.

(“*ﬁ'l) (videti § 6)

Posledica 2. Clan u polinomnom razvitku za (a ta,z+...4a _sz_lﬂn
. no nj nn-1 0 n
koji sadrii Einilac a,” a;’ ... oa,_;° Je oblika

n! o My -1

TR T T % 21 - 8.1 X
n In Tonp 11T %0 M1 m~1

n°+2nl+.,.+(m-l)nm_l

gde je n,+np 4+ ... %n

1 n-1
Dokaz. sledi neposredno iz polinomne formule.
Primer 1, Nac¢i koeficijenat uz x2y3z2 v razvitku za (x+y+z)7.

ReSenje. Trateni koeficijent je (, 1 .) = 210,

633

= n.

Primer 2. Nacéi koeficijent uz x y’z° u razvitku za (x~2y+51)l‘.

ReSenje. Stavimo x = Xy, "2y = X, Sz = x3 i iskoristimo
. " L 6 %3 2 . 11
razvoj za {x, + x, + x,) . Koeficijenat uz x, x3 x3 je (6 3 2) =
’ ’

1 2
= KT%%%T- Kako je x6 x3 x% = x6(_2y)3(52)2 = -23~52x6y312 traZeni

koeficijenat je KT%T%T (-23.52) = -924000.
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4.5. ZADACI

1. Brojevi 2, 22, 84, 212, ... dobijeni su kao vrednosti

. . 2L . s
izraza b4iJ - 317 4+t za i = 1,2,3,4,... Naéi formulu za zbir pr-

vih n E€lanova ovoga niza.

2. Naéi zbir koeficijenata polinoma

(9x3 -13y? 4 522) 183008 4y T 4 (8 s

+ (3x2 4 13y3 -

3.

15)2(300

Dokazati identi&nosti

a) c{n,c) + 2C(n,1) + ... + (a+1)C{n,;n) = 2" . nZnT]
b) ('-;)z (M2 s n(:)2 = 7%22:}l§2

2 n=1)!

L. Dokazati binomnu formulu indukcijom, koristeéi pri tom

Paskalovu formulu,
"5, Refiti po n: C(n+i,4) = €(n,3).

6.

7.

8.

9.

u ravni

Koliki je zbir bBrojeva u prvih 8 vrsta Paskalovog tro-
ugla?

Dokazati da je zbir brojeva u n-toj vrsti Paskalavog

trougla za 1 veci od zbira brojeva u svim pretho&nim

vrstama.
Naéi k za koje.je €C{12,k) najveéi.
Tatka polinje da se krece iz poletka koordinatnog sistema

moZe se kretati samo u pravcu pozitivne x-ose ili pozi-

=tivne y-ose u "koracima' od 1 cm dufine. Pokazati da broj razli-
Zitih puteva od poletka do ta¥ke (n-k,k) iznosi C(n,k).

10.

Dokazati da neparan broj predmeta mofemo odabrati iz-

medju n predmeta na~2n-1 razli&itih nalina.

1.

Dokazati da je

(a + Ya2-137 4+ (a - Vaz-\)7 = 2a(6hab - 1122 + 5622 - 7)

12,

Primenom binomne formule izralunati

(x2 - 3x + i)b

P f . m .
13, Nac¢i koeficijent uz x u razvoju

(l+x)k + (1+x)

k41 L ()"

razlikujuéi slu€ajeve: n € kK, m > k.
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14. Napisati binomni razvitak za: a) (xoZa)“; b) (x2 - 2yz)5;
c) (x + %)5; d) (-x + 2y2)3.
15. Naéi koeficijenat uz x’yz u razvitku 2a (3x - 2y)5.
16. Naéi koeficijent uz x2 i x“ u razvitku za
o3 - Bk
x

3,5 ",

17. U razvitku za (x2 + 3x naéi koeficijent uz x9, 3

18, Naéi &lan nezavisan od x u binomnom razvitku za
(2x - 3x-2)9.

19. Naéi koeficijent uz x' U razvitku za (x + 3x°

1)8.
20. Dokazati da (a+b)" moZe da se izrazi kao zbir svih sa-
biraka oblika %I akbm, gde k i m prolaze skupom svih nenegativ-
nih celih brojeva Liji je zbir n.
21. Naéi koeficljenat uz x" u razvitku zs (x2 + —%)n.

22, Koji je najveci koeficijent u binomnom razvitku za:
a) (0 + %% 8 (s 0 (TN 3a™
23. Koliki je koeficijent uz 19y razvoju za (1 + x> 4 x9)2°7
2h. Koliki je zbir svih brojeva oblika ET%ng' gde su a,b,c,
celi nenegativni brojevi &iji je zbir 107
25, Koliki je koeficijenat uz x2y3z5tzu u razvitku ze
(x +y +2 4+t + u)‘37
26. Koliki je zbir svih koeficijenata razvitka za:
1° (x+y+z+t)8, 2° (a+b+c+d+e)1‘7
27. Naéil koeficijenat uz xsysz'o u razvitku za (2x -~ S5y - 72)2“

28. Naéi koeficijenat uz x° u razvitku za (a + bx + x?)9,

116 R. Dacié

21. odrediti [6,1,1,1,1,1,1][4,4,4].

22, Odrediti [3,1,1,...,1][6,6,6], gde je na levoj strani
15 jedinica.
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5, PRINCIP UKLJUCENJA T ISKLJUCENJA

5.1, UVODNI ZADACI I OBJASNJENJA

'Predmet ove glave je dokaz jednog op¥teg principa koji se
primenjuje pri refavanju mnogobrojnih problema i &iji znadaj se iz
dana u dan uvedava. Put ka otkrivanju principé moZe se naslutiti
iz sledecda tri zadatka.

Zadatak 1. Koliko celih brojeva izmedju 1 i 5 100 nije de-
l1jivo sa 5?

' Odgovor je veoma prost. Lako nalazimo koliko je brojeva iz-
medju 1 i 5 100 deljivo sa 5. Naime, tih brojeva ima 5 100 : 5 =
= 1 020. Oduzimanjem 5 100 - 1 020 dobijamo reSenje zadatka. Ono
je 4 080.

Da bismo na%li reSenje ukljulili smo sve brojeve izmedju 1.
i 5 100 i iskljuéili one koji su deljivi sa 5.

Zadatak 2. Koliko brojeva izmedjy.1 15 100 ﬁijg deljivo sa
5 i sa 3?

Koliko ih nije deljivo sa 5 na%li smo: 4 080, Na isti na&in
nalazimo koliko ih nije deljivo sa 3: 5 100 - (5 100:3) = 5 100 -
- 1 700 = 3 400. Izgledalo bi da ima ukupno 5 100 - 1 020 - 1 700
brojeva izmedju 1 i 5 100 koji nisu deljivi ni sa 3 ni sa 5 ali
to nije tacno. -Oduzimajuéi broj brojeva deljivih sa 3 mi .jo¥ po
jedanput oduzimamo neke brojeve koje smo veé isklju¥ili kao de-
ljive sa 5. Takvi su, na primer brojevi 15, 30, 45, ... . Posto
smo te brojeve dvaput isklju®ili, potrebno je da ih jo¥ jednom
uklju&imo. Drugim redima, traZeno reSenje ée se dobiti ako se
broju 5 100 - 1 020 - 1 700 doda broj onih brojeva izmedju 1 i
5 100 koji su deljivi i sa 3 i sa 5, tj. sa 15, Njih ima: 5 100:15 =
= 340, pa je tra%eno reSenje oblika

5.100 - 1 020 - 1 700 + 340 = 2 720
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Zadatak' 3. Koliko brojeva 12medju 1 4 5 100 nije deljivo sa
2, 315, '

Za reSenje zadatka postupiéemo na na&in kako je refen pretho-
dni zadatak. Izmedju brojeva 1, 2, ..., 5 100 isklju&iéemo broj
onih brqjeva koji su deljivi sa 2 (ima ih 2 550), onih koji su de-

1jivi sa 3 (;ma ih 1. 700) 1 onih koji su deljivi sa 5 (ima ih 1,020);
dobiéemo broj ’

5100 - 2 550 - 1 700 - 1 020,

Ovaj broi je samo prvi korak ka resenju ali ne i reZenje.
Brojevi deljivivsa 2 i 3 iskljuleni su dva puta. Isti je sluCaj i
sa brojevima deljivim sa 2 1 5 4 sa 3 1 5. Té brojeve koji su dva
puta iskljuéeni, i oba puta to brojano, moramo sada ponovo uklju-
¢iti. Gornjem broju treba dodati broj onih brojeva izmedju 1 i 5 100
koji su deljivi sa 2 1 3 (tj. sa 6), sa 2.4 5 (tj. sa 10) i sa 3 i 5
(tj. sa 15). Njih ima: '

5 100 : 6 = 850, 5100 : 10 = 510 i 5 100 : 15 = 340.
Sledeéi korak ka odgovoru je broj
(*) 5100 - 2 550 - 1 700 - 1 020 + 850 + 510 + 340

ali ni on ne predstavlja odgovor.

Ima celih brojeva koji su deljivi sa 2, 3 i 5 istovremeno,
kao 30, 60 itd. Ti brojevi su ukljuéenirizmedju 115 100 iskljude-
ni pri oduZimanjima brojeva 2 550, 170 1 1 020 i ponovo ukljudeni
dodavanjem broja 850, 510 i 340. Oni su, dakle, 4 puta ukljudeni
a 3 puta iskljuleni. Treba ih isklju&iti jo¥ jedanput. Prema tome,
od gornjeg broja {(*) treba oduzeti broj onih brojeva izmedju 1 i
5 100 koji su deljivi sa 2.3:5 = 30. Njih ima 5 100 : 30 = 170,
pa je, najzad, traZeno reSenje broj

5 100 - 2 550 - 1 700 - 1 020 + 850 + 510 + 340 - 170 = 1 160

Sva tri ova zadatka su posebni slufajevi Principa iz naslova-
ovog odeljka, a mi sada pristupamo njegovom iskazu.

Pretpostavimo da imamo skup od N objekata i da je C neko
svojstvo objekata. Uzimamo da nek; objekti imaju svojstvo C a ne-
ki ga nemaju (na primer, u navedenim zadacima svojstvo C moZe biti:
"broj je deljiv sa 3", "broj je deljiv sa 5" ili "broj je deljiv
sa 2"). Uzimamo za zakon na3e i 'enjaigaAﬁyak;-pbjegat 1 im

7,

L

o =
LAY
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svojstvo C ili nema svojstvo C i da trede moguénosti nema.

Broj objekata (izmedju N uolenih) koji imaju svojstvo C oz-
nadiéemo sa N(C). .

Videli smo iz primera 1 da, kad postoji samo jedno svojstvo
objekata, prebrojavanje objekata koji nemaju to svojstvo‘je vrlo
jednostavno. 2Zbog toga, pretpostavljamo da objekti u posmatranoj
kolekciji mogu imati viSe svojstava i zadrZademo.se malo na tzv.
operacijama sa svojstvima.

Neka su A i1 B svojstva posmatranih objekata. Tada je i svoj-
stvo istih objekata svojstvo C koje.leimo obelefavati sa AUB i &i-
tati "A 11i B". Pod "A ili B" podrazumevademo sledede: neki obje-
kat ima svojstvo A ili B ako i samo ako taj objekat ima svojstvo
A, ili ima svojstvo B, ili, naposletku, ima oba ta svojstva. Akeo
neki objekat ima oba svojstva: A i B, tada se piSe da taj>objekat
ima svojstvo AB, Sa A’ obele¥avaéemo odsustvo svojstva A, tj. svoj-
stvo "ne A". '

Primer. Neka posmatrani objekti budu zastave. Neka B znadi
da zastava sadrZi belu boju, P da sadrZi plavu, a C da sadrZi cr-
venu boju. Tada '

BP zna¢i da zastava sadrZi belu i plavu boju

B’ - zastava ne sadrZi belu boju

BUC ~ bela ili crvena (bar jedna od njih dve)

B’C’ - nema bele i nema crvene boje

B’UP - nema bele ili ima plave boje.

. Na primer, zastava Jugoslavije ima osobinu PBC. Poljska za-
stava ima osobinu P'BC (jer ne sadrZi plavu boju) a zastava Sovje-
tskog Saveza (crvena) ima osobinu P’B’C i naravno mnoge druge, kao:
cup, cUPB, (Cc'UpP)’ itd. (naravno da je potreban dokaz da ona ima
poslednju osobinu). '

Pretpostavimo da imamo N = 5 zastava - jugoslovensku, fran-
cusku (plava, bela, crvena), poljsku (bela, crvena), sovjetsku
(crvena) i italijansku (zelena, bela, crvena). .

Obelefidemo sa N(A) broj objekata sa svojstvom A. U ovom
sludaju imamo

N(B) = 4, N(C) =5, N(P) = 2
N(BC) = 4, N(P’') = 3, N(P’B’) =1
N(PUC) = 5, N(P' UB’) =1, N(PUC') = 2 itd.
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Uop§taVaju?i,gornje oznake, pisademo C1 UC2 U... UCn svoj~-
1’ 114 CZ' 111 ..., 121 Cn", a CIC2 cee Cn svojstvo "Cl i
C, i, veeg i Cn". Tako, izgornjeg primera, P UCUB ée zna&iti
"plavo ili crveno ili belo™ i o&igledno je N(PUCUB) = 5. Neki
objekat ima bar jedné od svojstava C1 (i =1,...,n) ako i samo ako
ima svojstvo Cl UC2 U... Ucn. s drube strane, neki objekat ima

stvo "C

svojstvo clca...cn ako i samo ako ima sva svojstva Ci (1 =1,2,...n).
0d bitne je va¥nosti definicija jednakosti svojstva.
Dva svojstva A i B su jednaka, 3to se piSe A = B, ako i sa-
mo ako svaki ohjekat koji ima svojstvo A ima 1 svojstvo B i obr-
nuto.
Evo nekih sluXajeva jednakosti svojstva, koji su opisani na
razlidite nadine.

1. (C')Y' =C

Zaista, ako neki objekat O ima svojstvo (C')’, onda on nema
svojstvo C’', a tada mora imati svojstvo C. Pretpostavimo, sad da
neki objekat ima svojstvo C. Tada on ne mofe imati svojstvo C’,

a to znal’i da mora imati svojstvo (C’)’. Time smo dokazali da
3vak1‘objekat koji ima svojstvo (C’)’ mora imati svojstvo C ,

pa na osnovu definicije jednakosti dva svojstva sledi da je (C')’s
= C,

' _ ’ 7 ’

2, (C1 UC2 U... UCn) =C Cy ... Cp

Ako neki objekat ima svojstvo (Cl UC2 u... UCn)' onda on ne
mo%e imati nijedno od svojstava CI'CZ"“'Cn‘ Prema tome, taj ob-
jekat ima svojstva Ci i Cé i, ..., i€l ot3. svojstvo Cicé...cé.

Obrnuto, pretpostavimo da neki objekat ima svojstvo
CiCé...C;. Tada on’ ima sva svojstva: Ci,Cé,...,C;, a to zna¥i da
ne mo%fe imati nijedno od svojstava Cl,Cz,...,Cn. To 2znadi da ima
svojstvo (C1 UC2 U... Ucn)'.

Sli¥nim rasudjivanjem mo%e se ustanoviti ta&nost sledeéih

relacija:

' P '
3. (CICZ...Cn) = C1 UC2 U... UCn .
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4. (C UC2 ) = CIC2
’ 14
5. (C1 UC2) = C1C2

’ r o
6. (cjcy)’ =¢, ucy
7. (1cyy' =c¢’.

5.2." PRINCIP UKLJUCENJA I ISKLJUCENJA

Pretpostavimo da imamo N objekata od kojih neki imaju svoj-
stva_Cl,Cz,...,Cn. To zna&i da proizvoljno izabrani objekat iz po-
smatranog skupa objekata moZe nemati nijedno od nabrojarih svoij~
stava ili imati jedno ili viSe njih. Ozna&imo sa- N(cicj... k) broj
objekata koji imaju svojstva C CJ,...,Ck, i, eventualno, jo¥ i
neka druga svo;stva. Rko hoéemo da naglasimo da se biraju samo
oni objekti koji nema]u neko odredgeno.svogstvo, recimo C , onda
to svojstvo piSemo sa crticom, C;. Na primer, N(Ci xCs ) oznaéavamo
broj objekata koji imaju svojstva Ci i ck ali nemaju svojstvo Cg-
8to se ti&e ostalih svojstava, da 1li-ih nabrojani elementi 1maju
ili ne iz ove oznake ne vidimo.

Broj objekata koji nemaju nijedno od navedenih svo;stava
oznaliéemo, prematome, sa N(C’“é...c ).

OpSte pravilo koje se zove

Princip ukljucenja i iskljucenja glasi:

(1) N(C c2...c ) =N - N(Cl) - N(Cz) - e - N(Cn)

+ N(CICZ) + N£C1C3) + ... F N(Clcn) + ...+ N(Cn-lcn).

- N(C1C2C3) ; ces = N(cn-ZCn)

+ .0+ (-1) u(clcz...cn)

Sabiranjg'sg izvodi preko svih kombinacija svojstava Cl'
,...,Cn bez uzimanja u obzir njihovog poretka.

Znak + uzima se kad je broj posmatranih svojstava (svojsta-
va ne objekata!) paran, a znak -, kad je taj broj népara.

Razlog za naziv formule je u tome, 3to ona najpre ukljuluje
sve objekte, zatim iskljuduje sve one objekte koji imaju bar jedno
svojstvo, zatim ukljuduje objekte koji imaju bar dva svojstva itd.

Dokaz principa izve3éemo 1ndukc1jom po broju svojstava. Kad
postoji samo jedno svo;stvo, recimo C, formula je oéigledna,

Cy

N(C') = N - N(C).
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Pretpostavimo da je formula dokazana za slufaj kada je broj.
svojstava n-1, tj. da je

’ ’ ’
(2) N(CICZ"’Cn-l) =N - N(Cl) = .. = N(Cn_l)
+ N(C,Ch) + ... + N(C _oCphy)
= N(C)C)Cq) + ... + N(C,_3C _oCo 1)

+ o d (1™ N, )

Ova formula je, po pretpostavci, ta&na za svaki skup objeka-.
ta pa 1 za onaj skup objekata(podskup posmatrane kolekcije objeka~
ta koji mogu imati jedno ili vi%e svojstava CysCyretesCp) kojd
imaju svojstvo Cn' Primenje?a formula na taj skup objekata glasi:

n-1Cn) = N(Cp) = N(C,C) = N(C)C) = ... = N(C_ C)
+ N(C1C2Cn) + N(CICZCn) + ... + N(Cn_zcn_lqn)

- N(CIC2C3Cn) - N(C1C2C4Cn) - ... + N(Cn—3cn-2c
+ ...+ (—1)“N(c1c2...c )

(3) N(CiC'...C'

n-1%n)

n-lcn
Poslednja formula je ta&na, jer se odnosi na n-1 svojstvé:
Cl’CZ""'Cn-l' i sa Cn'je oznalena kolekcija objekata u kojoj ta
svojstva vaZe ili ne vaZe.
Oduzmimo jednakost (3) od jednakosti (2). Odmah je jasno da
na desnoj strani dobijamo desnu stranu jednakosti (1), a na levoj
strani razliku

A
n-l’
Objasnimo ¥ta zna&i ovaj broj. N(C{Cé...C;_l
a mogu imati svojstvo

n-lcn)

N(CiCé...C - N(C C;...C
) je broj obje=
kata koji nemaju svojstva C ’C2""'Cn-1’
C,- S druge strane, N(Cicé"'cé-lcn) je broj objekata koji nemaju
svojstva Cl,Cz,...,Cn_l,'ali imaju svojstvo Cn' Prema tome, ova
razlika daje broj objekata koji nemaju nijedno od svojstava Cl,
CyrevesC, tj. ona je jednaka N(CiCé...CA). Time je, na osnovu
pretpostavke da je jednakost tafna za n-1, dokazana njena tadnost
i za n, ¢ime je dokaz zavr3en.

S obzirom na vaZnost Principa uklju&enja i isklju&enja, iz-
veséemo jo¥ jedan njegov dokaz. Elemenat koji nema nijedno od po-
smatranih svojstava brojan je jedanput u N a nije brojan ni u je-
dnom od ostalih sabiraka. Treba jo§Adokazati da nijedan od obje-

kata sa jednim ili viZe svojstava nije brojan nijedanput u desnoj
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strani formule (1). Zna¥i da ée sa (1) biti dat samo broj onih ob-
jekata koji.-nemaju nijedno od nabrojanih svojstava, jer su oni
ubrojani u N (N je broj svih objekata u posmatranom skupu).

.Posmatrajho,jedan odredjen objekat, recimo objekat O, i pret-
postavimo da on ‘ima ta¥no ¢ od ukupno n svojstava (1 € i € n). Taj
objekat Jje najpre ubrojan u N, i to jedanput, tj. C(Z,0) puta.
2atim je brojan u - N(C;) = ... = N(Cp), i to i puta, tj. C(Z,1)
‘puta) s U drugom redu on je brojan C(Z,2) puta, jer toliko ima
2—kombinaéija od 7. U tredem redu taj objekat je brojan C(zZ,3)
puta, itd. Uzimajuéi u obzir znakove + i -, nalazimo da je obje-
kat O brojan

c(i,0) - C{4,1) + C(4,2) - ...
puta. Videli smo, medjutim, da je vrednost ovog. izraza jednaka
vrednosti binoma (1+x)i zax = ~1, tj. da je ona jednaka nuli.
Time je teorema dokazana.

Simboli&ki zapis principa

Princip ukljuSenja i iskljudenja moZe se simbolilki zapisati
na sledeéi na&in

N(cjCh...Ch) = N[(1-C}) (1~Cy) ... (2=C )]

Smisao zapisa je u tome da najpre treba izvr3iti mnoZenje u srednjoj
zagradi, a zatim umesto N C; napisati N(C,) i N(1) = N. Na primer,
ako ima samo tri svojstva, a, b, ¢, onda je

(4) N(a'p’c”) = N[(1~a) (1-b) (1~c)]
= N[1-a-b-c+ab+be+abe]
= N(1)-N(a)-N(b)-N(c)+N (ab) +N(ac)+N (bc) =N (abc)

gde je N(1) = N. .

Svrha. ovog simbolikog zapisa je u tome da se olak¥a 3to
je moguée raznovrsnija upotreba Principa. Iz dokaza Principa me-
.todom matematiZke indukcije videli smo da se Princip moZe prime-
niti 1.na neki podskup skupa svih objekata (njih N na broju) u
kojima su uoben;’sﬁojstvg,cl,cz,...,cn kao na primer na onaj pod-
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skup koji ima samo svojstvo Cl‘
Tako, na primer, ako budemo tra?ili broj onih objekata koji

imaju svojstvo ab’c (uzima se da ima samo tri svojstva a, b i ¢)
onda éemo pisati

N(ab’c)

N{a(1-b)c] = N(ac) - N(abc)

jer je b + b’ =1, tj. b=1 - b’.
Isto tako mo¥emo pisati

’
N(C,C,y...C_1Cl) = N[C,C,...C_, (1-C )]

/= N{C)C,...Co 1) = N(C,C,...C ).

Roriste€i ova zapaXanja mofemo Principu iskljufenja i uklju-
éenja dati i ovaj oblik

)

L ’ - - r 1
(5)  N(c,Uc,U...UcC, N[1-c|C,...Cc/] =N N(CiC5...Cp)

N(C)) * NGy + ...+ N(C)

- N(C,Cp) = ... = N(C__,C)

+ N(C1C2C3) + ... + N(C C)

n-ch-l n
- oo+ (D™ hNe i,

Ovom formulom dobija se broj onih objekata koji imaju bar
jedno od svojstava C]'CZ""'Cn'

Princip uklju&enja i iskljulenja nosi viSe razli&itih nazi-
va. Jedan od njih je Simbolidki metod. Nagove¥taj razloga (ne ceo
razlog) %to se tako zove leZi u navedenom simboli&kom zapisu nje-
govom.

Primer 1. Na koliko nalina moZemo poredjati u red 3 Iltali-
jana, 3 3panca i 3 Francuza, tako da se tri sunarodnika ne mogu
nac¢i zajedno?

Resenje. Neka a (odnosno B,Y) znali da su sva tri ltalijana
{odnosno 3panca, Francuza) zajedno. Ukupan broj mogucih razmedtaja
je 91!

Na osnovu Principa ukljulenja i iskljulenja je
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N(a'B"y') =79t = (N(a)+N{B)+N(YD+N(aB) +N(ay) +N(BY)-N(aBY).

N{a) je broj svih permutacija u kojima su 3 Italijana jedan
do drugog. Oni mogu menjati mesta izmedju sebe na 3! nalina pa da
i dalje ostanu zajedno. Ako ih posmatramo kao jednu osobu imacemo
7! moguéih rasporeda, pa jé N(a) = 3171, D¥igledno je N(a) = N(B) =
= N(y).

N(aB) je broj razme§taja u kojima su i italijani i Spanci
skupa. Ako 3 ltalijana posmatramo kao jednu osobu, a 3 3panca kao
drugu, imacemo ukupno 5 osoba -zes razme¥tanje. Tako nalazimo da je
N{aB) = 313151 a ofigledno je N(aB) = N(ay) = N(BY).

Naposletku, sa sli&nim razlozima, nalazimo

N(aBy) = (31)"

pa je
N(e'8'y’) = 91 - 33171 + 3.(31)251 - (31)" = 283 824,

Svaka klasa objekta sadrZi ili pozitivan broj objekata ili
nulu, pa, zbog toga, Princip uklju€enja i iskljuenja sluZi kao
neka Qrsta kontrolora za saglasnost statisti&kih podataka. Sistem
podataka je nesaglasan, ako pomodu Principa ukljufenja i iskljude-
nja mo%e da 'se odredi klasa &iji je broj elemenata negativan.

Primer 2. U jednoj anketi, od 1000 zaposlenih njih 500 su
musSkarci, 800 se ne bavi sportom, a 20 boluje od malokrvnosti.
Pored toga, mufkaraca | sportista ima 450, muZkaraca i malokrvnibh
17, a sportista i malokrvnih 12. Najzad, zabeleinovje da ima 5
muZkaraca koji se bave sportom ali su malokrvni. Treba odrediti
broj Zena koje su malokrvne i ne bave se sportom.

Resenje. Neka M zna&i: mu3karac, B: boluje od malokrvnosti
a S: bavi se sportom. Treba da nadjemo N(M'S’B). Na osnovu Prin-

cipa (koristeéi njegov simboli&ni zapis) nalazimo:
N(u's’B) = N[(1-M)(1-5)B]
= N(B) - N(MB) - N(SB) + N(MSB)
= 20 - 17 = 12 + 5§ = =4
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Po¥to smo dobili da je broj %ena, koje se ne bave sportom
a malokrvne su, -4, zaklju¥ujemo da je sistem podataka nesaglasan,
dikle, nemogué | netalan.

Napomenimo da ovaj kriterijum daje samo dovoljan uslov za
nesaglasnost podataka, 3to znati da sistem podataka moZe biti ne-
saglasan iako se iz ovog kriterijuma to ne vidi.

5.3. RASTROJI PORETKA

Iskoristidemo Princip ukljuenja i iskljufenja da nadjemo
broj rastroja poretka, tj. broj permutacija skupa u kojem se ni-
jedan objekat ne presilikava u sebe.

.Uzimamo da u skupu ima n elemenata i oznafavamo ih (kao 4
inade) sa-1,2,...,n. Permutacija 1 2 ... n je jedna jedina u kojoj
svaki objekat stoji na svom prirodnom mestu: 1 na prvom, 2 na dru-
gom, ... , n na n-tom., Rastroji su permutacije kod kojih ni jedan
elemenat nije na svom "prirodnom"™ mestu. Na primer, 23154 je ra-
stroj, dok 23541 to nije. Permutacija slova A, B, C BCA jesté ra-
stroj, dok permutacija BAC to nije.-

Ozna&imo sa D(n) broj rastroja skupa od n objekata. Odredimo
D(n) za prvih nekoliko prirodnih brojévé. D(1) = 0, jer ne imoZe
biti rastroja po¥to postoji samo jedan elemenat, koji je na svom
prirodnom mestu. D(2) = 1 jer postoji jedan rastroj: 21. D{3) = 2
jer ima .dva rastroja: 231 1 312, D(4) = 9.VRastroj1 su:

2143 3142 4123
2341 3412 4312
2413 3421 4321

Posmatrajmo sada permutacije prvih n prirodnih brojeva. Njih
ima n! tako da je N = n! broj objekata u skupu &iji jedan deo treba
izdvojiti tako da u bilo kojoj permutaciji iz tog dela nijedan od
elemenata ne bude na svom prirodnom mestu. Reéi €emo da jedna per-
mutacija ima osobinu C1 ako je 1 na prvom mestu, da ima osobinu
C2 ako je 2 na drugom mestu, ... , da ima osobinu Cn ako je n na
n-tom mestu.
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Rastroj je ona permutacija koja nema nijednu od osobina Cl,
C2""'cn'

Izratunajmo N(C,), tj. broj permutacija brojeva 1,2,...,n
kod kojih 1 uvek ostaje na prvom mestu a drugi brojevi mogu zau-
zimati proizvoljna mesta (izuzev prvog). Jasno je da je N(C,) =
= (n-1)!. Sli&no tome, ako se 2 ntvrdi na drugom mestu a ostali
brojevi permutuju, dobiég se N(cz) = (n=1)! itd. Nije, dakle, bi-
tno koji od brojeva &uva svoje prirodno mesto - ostali se permu-
tuju proizvoljno a takvih permutacija ima (n-1)!. Prema tome je

N(Cl) = N(Cz) = e ;N(Cn) = (n-1)!

Izra¥unajmo sada N(C1C2)' Clc2 zna&i osobinu permutacije u
kojoj 1 1 2 moraju zauzetl svoja prirodna mesta a ostali brojevi
se slobodno permutuju. Takvih permutacija ima (n-2)! Na isti nadin,
ako se utvrde mesta bilo koja dva broja u njihovom prirodnom po-
retku a ostali brojevi permutuju slobodno dobiée se (n-2)! permu-
tacija, tako da je

n-1%n

Sli¢nim razmi¥ljanjem zakljudujemo da je

N(Clczc3) = N(Clczcd) =F oeee = N(Cn__zcn__

lcn) = (n=3)!
i na isti na&in za 4,5,...,n osobina.

Iz razloga simetrije formulu ukljudenja i iskljulenja moZe-
mo napisati u obliku

(6) D(n) = n! - C(n,1) (n-1)! + C(n,2) (n-2)! - .., + (-1)®c(n,n) 0!
n! n! .
= n! —Tnm (n—l)! +m (n=2)! = ... +
+ (1" B0l
!
=t -B B - s e R
111 .
D) =nt [1-Fp+gr - g5t e+ GOV
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ito predstavlja traZenu formulu za broj rastroja. Na primer, za

n =35 je

D(5) =St[1 - fr+ 97 - 37 * 97 - 5
- 44

Druga interpretacija broja D(n). Defini3uéi broj D(n) pedli
smo od one permutacije brojeva 1,2,...,n u kojoj su svi ti brojevi
poredjani na prirodan na&in a zatim smo traZili broj rastroja u
odnosu na tu permutaciju. Jasno je da smo mogli poéi i od bilo ko-
je druge permutacije, na primer permutacije n(n-1)...321 i pitati
se koliko ima permutacija kod kojih nijedan elemenat nije na onom
mestu na kojem je u uofenoj permutaciji. Neka je a11 a12 eos a1n
permutacija P,. KaZe se da je permutacijap1 = ajl aj2 ces @ n
nesaglasna sa permutacijom Po ako je I # 1,0 j2 # 1ar veey jn # i..
Odmah primedujemo da je rastroj nesaglasan sa prirodnim poretkom.
Pitanje je: koliko ima permutacija nesaglasnih sa datom permutaci-
jom Po? Kakg broj permutacija nesaglasnih sa nekim poretkom o&i-
gledno ne zavisi od toga da 1li je taj poredak prirodni ili nije,
zakljudujemo da je broj permutacija nesaglasnih sa datom permuta-
cijom P° jednak broju rastroja tj. D(n).

Ovaj, rezultat se moZfe i neposredno izvesti i to na na&in
kojim je izveden obrazac za.broj rastroja. U ovom slu&aju bi se
sa C1 oznadila osobina one permutacije koja ima na prvom mestu
isti elemenat kao 1 Po’ tj. permutacija aj aj vee ajn kod koje
je 11 = jl. Na ofigledan na&in odredile bi se osobine CZ""'Cn

i primenom Principa ukljufenja i iskljuenja dobio broj jednak
broju D(n).

'5.4. BROJ OBJEKATA SA m SVOJSTAVA

Iz Principa ukljuenja i isklju&enja izveli smo formulu za
broj objekata koji imaju bar jedno od svojstava Cl,Cz,...,Cn} to
je formula (5) ovog odeljka.

Sada €emo potraZiti formulu za broj objekata koji imaju
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tadno m svojstava (1 €« m € n) &iji €e poseban sludaj (kad je m=0)

biti Princip ukljudenja i iskljufenja. Prema tome, ovde €e taj

Princip biti uopXiten. IzveSéemo jo¥ i formulu za broj objekata

koji imaju m ili viZe svojstava. |
Uvedimo, najpre, ove oznake: .

T, =N, T, = [N(C), T, = ZN(ci'cj), cee g

T, = ZN(Cil cik), cee # T, = N(C,...C)

Teorema 1. Broj objekata sa tadno m od n datih svojstava
(1 <m < n) je

(¢) m-=1_ - (Mp

m+2 n-m,n
m m m 2 Tme1 b Cp M Tgipg = oee * (1) (n? T

Dokaz. Pretpostavimo da neki dati objekat ima k svojstava.
Ako je kX < m taj objekat nije brojan u (4), gde su brojani samo
objekti sa m ili viSe svojstava. Ako je k = m, taj objekat je brojan
samo jednom, i tou N(Cil‘... cim)' gde je cil""’cim m svojstva
koje ima taj objekat. Ako je k > m, taj objekat je brojan C(k,m)
puta u Tm' C(k,m+1l) puta u Tm+1""f itd. sve do Tk' a nije brojan
u Tk+1f.h.,Tn. Prema tome, taj objekat je'brojan ukupno

C(k,m) - C(m+l,m)C(k,m+l) + C(m+2,m)C(k,m+2)-..,
+ DX ek, m)c (k,k)

puta. Imajuéi u vidu identi¥nost
C(m+i,m)C (k,m+1) = C(k,m)C (k-m, 1)

- (dokazanu u §, 4), prethodni izraz moZ¥emo napisati ovako
ck,m)[1 - C(k-m,1) + C(k-m,2) - ... + (-1)k'mJ
Izraz u sxednjoj ;qgradi iznosi (l-i)k-m, tj. nula je, pa

objekat koji ima viZe od m osobina nije brojan. Time je teorema
dokazana.
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Teorema 2. Broj N(m) objekata koji imaju bar m svojstava

(tj. m 117 m+1,..., tli n svojstava) je

(5) N(m) = Tm - C(m,m-1)7m+1 + C(m+1,m-1)rm*a - eee

+ (=) c(n=1,m-1)7,
Dokaz. Tra%Xeni broj je, o&igledno

N(m) = Nm + Nm+1 + ... + Nn
Koristeéi obrazac (4) za m,m+l,...,n, vidimo da je koefi-

cijenat uz Tm+k

(-l)kc(m+k,m) + (-l)k_IC(m+k,m+l) + (—l)k-2C(m+k,m+2) + ...

k-k

+ (-1) C (m+k,m+k)

"

-1 X{{c(m+k-1,m-1) + C(m+k-1,m) - C(m+k-1,m)

+

Cim+k=-1,m+1)] + [C(m+k=1,m+1) + C(m+k-1,m+2)] + ...}

(-1)%¢ (m+k-1,m-1) ,

Sto je i trebalo dokazati.

5.5. ZADACI
1. Koliko brojeva izmedju 1 i 100 000 nisu ni kvadrati, ni
_kubovi, ni Eetvrti stepeni nekog prirodnog broja?
2. Neka su a, B, Yy osobine nekih od N objekata. Pokazati da
je
3N + N(aB) + N(ay) + N(By) > 2N(a) + 2N(B) + 2N(y)
3. Naéi broj permutacija 8 slova A, B, C, D, E, F, G, H,
takvih da B nije neposredno iza A, C nije neposredno iza B itd.
i H nije neposredno iza G.
4. Koliko brojeva izmedju 0 i 999 nisu deljivi ni sa 2, ni

sa 3, ni sa 5, ni sa 77
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5. Koliko ima prirodnih brojeva izmedju 1 i 1 260 (uk)juu-
juéi i 1 260), koji su relativno prosti sa 1 2607

6. Naé¢i broj permutacija slova A,A B,B C,C D,D takvih da dva
ista slova ne budu susedna,.

7. Naéi broj permutacija slova A, B, C, D, E, F takvih da
dva u azbuci susedna slova nisu susedna u permutaciji.

8. 0d n vrsta objekata pojavljuje se svaki u dve kopije.
Naci broj permutacija takvih 2n objekata kod kojih jednaki objekti
nisu susedni,

9. U fijoci se nalazi 10 pari rukavica. fetiri rukavice se
uzimaju nasumice. Naci broj moguénosti da na taj nafin bude izvu-
Zen bar jedan par.

10. Sekretarica ima 5 pisama i 5 taZno adresovanih koverata.
Na koliko nalina ona moZe svako pismo staviti u pogrednu kovertu?

1. Malo dete hoée da nabroji dane u nedelji njihovim redom
i uvek pogre¥i., Na koliko nalina ono to moZe uliniti?

12. lzraéunati D(n) za n = 6,7,8.

13, Naci broj permutacija skupa {1,2,3,%,5,6} u kojima se
11 6 ne preslikavaju u sebe.

14, Koliko permutacija skupa {1,2,...,10} ima tadno 5§ ele-
menata koji se preslikavaju u sebe?

15, Naéi broj rastroja skupa {1,2,...,10} u kojima se skup
{1,2,3,4,5} prestikava u sebe (ali nijedan elemenat se ne presli-
kava u sebe).

' 16. Naéi broj rastroja skupa {1,2,...,12} u kojem se skup
{1,2,3,4,5,6} presiikava u skup {7,8,9,10,11,12},

17. Naéi broj nalina na koje se 8 topova moZe smestiti na
Sahovskoj tabli tako da ni jedan od njil ne stoji na dijagoﬁali
belih polja i ni koji par topova ne bije jedan drugog (ne nalazi
se u istom vodoravnom i uspravnom redu). :

. 18. Deset pisama se nasumice stavlja u adresovane koverte.
Koliko ima moguénosti da: a) nijedno; b) bar jedno; c) bar tri

pisma nadju se u pravoj koverti?
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6. KOMBINACIJE SA PONAVLJANJEM

6.1. UVOD

Kad smo dosad govorili o k-kombinaciji skupa S od n objeka-
ta podrazumevali smo da su svi objekti u S razli¥iti. MoZe se de-
siti (i deSava se) da medju izabranim objektima ima jednakih. To
se deSava kad kupujemo viZe jednakih olovaka, vi¥e istih igralaka
za poklon deci, viZe primeraka iste knjige itd. Tada se moZe po-
staviti sledede pitanje: RaspolaZemo sa n vrsta razli&itih obje-
kata, u svakoj vrsti neogranien broj jedinaka (na primer, n na-
slova knjiga u knjiZari, svaki naslov u prakti¥no neograni&enom
broju primeraka); koliko ima razliZitih kombinacija od po k obje~
kata obrazovanih od tih n vrsta objekata? Naravno, medju k izabra-
nih objekata moZe biti njih nekoliko iste vrste. Takve kombina-
cije nazivamo kombinacijama sa neogranidenim ponavljanjima.

Na8 neposredni zadatak je da odredimo njihov broj.

Pre nego ¥te pristupimo izvodjenju formule, proufimo sledeéi
primer.

Primer 1. Poslastifar prodaje 5 vrsta kolafa. Na koliko na-
€ina gost moZe poruliti tri kolafa, koji ne moraju biti razliliti?

ReSenje. 0zna&imo tih pet razli&itih kolafa nekim redom bro-

jevima 1, 2, 3, 4 i 5. Tada narulilac mo%e traZiti tri kolaZa prve
vrste, ili 2 kola%a 4. vrste i 1 kola¥ druge vrste itd. Dve nave-
dene kombinacije obeleZic¢emo sa 111 i 24k. Kao ¥to se odmah uolava,

red pisanja brojeva nije bitan (inae bismo drugu narudibu obele-
2ili sa 442), veé je samo bitno koji brojevi ufestvuju u kombina-
ciji 1 koliko se puta ponavljaju. Prema tome, sledece kombinacije
su istovetne: 115, 511, 151. S obzirom na ovu istovetnost za pred-
stavnika ovih triju kombinacija uzedemo 115. Kako je 1 ¢ 1 € 5,

moZemo rec¢i da se traZi broj svih neopadajucih tro&lanih nizova
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a,a,2,, gde je a; < a3, ¢ as, €iji €lanovi mogu biti celi brojevi
od 1 do 5 Da bismo refili zadatak pridruZiéemo svakom troclanom
nizu a1a2a3 ili svakoj tro&lanoj kombunacu;u gornjih 5 cnfara je~=
dinstvenu tro&lanu kombinaciju b, 2 3 definisanu sa b, = a,,

b2 =a, +1, b3 =a; ¢+ 2. Na taj naéin, ?izovjma 112 1 235 pri-
druZuju se redom nizovi 124 i 247. Obrnuto, ako su dati nizovi
oblika b1b2b3,
oblika ajajzas, stavljajuéi ay=b,, a,=b,-1, a3=b3-2. Problem se

uvek na jedinstven nalin moZemo odrediti nizove

svodi na odredjivanje broja tro&lanih rastudih nizova b‘b2b3 sa-
stavljenih od brojeva 1,...,7. Prednost ove nove formulacije je
u tome 3to nove kombinaci je koJe obraquemo imaju sve elemente
razliite. Znamo da je njihov broj ( }, 3to predstavlja redenje nadeq probliema.
I u opstem sluéaju rasudjivanje je slifno gvom kojim smo se
sluZili u re3avanju prethodnog primera.
Teorema. Broj k-kombinacija od n razliditih vrsta objekata
(uzimajudi da u svakoj vrsti ima objekata u neogranidenom broju)

Je

Cln+k-1,k)

(Napomena. U iskazu teoreme govori se da u svakoj vrsti ima
objekata u neograniéenom broju. U stvari, nije potrebno toliko mno-
go objekata. Citalac e se lako uveriti da je neophodno da u sva-
koj vrsti bude po k objekata. Zaista, svaki objekat se moZe poja-
viti u nekej odredjenoj kombinaciji 0,1,2,...,k puta, pa je nuZno
da bude k objekata u vrsti. S druge strane, "viSak" preko k ostaje
neiskorisden). .

Dokaz. Ne gubeéi ni%ta u op3tosti moZemo uzeti da su tih n
razliditih objekata obeleZeni brojevima 1,2,...,n, ili, Bto je
isto, da su to brojevi 1,2,...,n. Neka je a,3y...3, jedna k-kombi-
nacija tih brojeva, gde su brojevi a)s8y, 00008, odredjeni tako da
&ine neopadajuéi niz, tj. a; € a, € ... € ay. PridruZimo svakoj’od
k-kombinacija ovog tipa na jedinstven nain odredjenu k-kombinaciju
b,b,...b,, gde su b),b,y,...,by brojevi definisani na sledeéi nadin

b1 = al,b2 = a2+1,...,b:L = ai+i-1,...,bk = ak+k—1.
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Primetimo da bez obzira kakvi su a-ovi, b-ovi su razli&iti izme-
dju sebe. Pored toga b-ovi na jedinstven nalin odredjuju a-ove i
a-ovi na jedinstven na¥in odredjuju b-ove. Svakoj kombinaciji
a-ova odgovara jediﬁstvena kombinacija b-ova i obrnuto. (Drugim
re&ima, izmedju skupa svih k-kombinacija a-ova i skupa svih k-kom-
binacija b-ova postoji bijekeija). Prema tome, izraZunati broj
jednih isto je 8to i izra&unati broj drugih. Broj k~kombinacija
b-ova je,'ubstvnri, izbor k brojeva izmedju brojeva 1,2,...,n+k-1,
i znamo da iznosi C(n+k-1,k) ili (n#t—l). Teorema je dokazana.

Drugi dokazi teoreme. Teorema kojom se odredjuje broj kom-
binacija sa ponavljanjem mo¥e se izvesti na jo¥ nekoliko na&ina.
Te nafine €emo izlo%iti reSavajuéi odredjene primere, sa ciljem
da pokaZemo raznovrsnost kombinatornih rasudjivanja.

Primer 1. U kutiji se nalaze bele, plave i crvene kuglice u
(prakti&no) neograniZenoj koliZini (jer ¥im je kuglica odredjene
boje izvuZena, automat ubacuje kuglicu iste boje). Na koliko raz-
1iZitih nalina moZemo fzvuéi 7 kuglica?

ReSenje. Zapi¥imo svako od obavijenih izbora pomoéu nula i
jedinica. Napidimo najbre onoliko jedinica koliko je izvufeno
belih kuglica, zatim stavimo nulu pa zapi¥imo onoliko jedinica
koliko je izvuleno plavih kuglica. Posle toga ponovo upi¥imo nulu
i zapi3imo onoliko jedinica kollko je fzvufeno crvenih kuglica.
Nulama smo na taj nalin odelili broj izvuienih plavih kuglica od
oagovara]uéeg broja belih kuglica, a takodje, broj izvulenih cr-
venih kuglica od odgovarajufeg broja plavih kuglica. Na primer,
kombinaciju: 3 bele, 2 plave, 2 crvene kuglice zapisﬁéemo sa
111011011, a kombinaciju 5 belih, 2 crvene sa 111110011, Pojava
dveju nula u zapisu ove kombinacije oznalava da nije uzet ni jedan
quekat iz druge vrste objekata, tj. od plavih kuglica. Kombinaci-
ja od 7 crvenih kuglica zapisuje se sa 001111111, Kombinacija !
plava | 6 crvenih zapisuje se sa 010111111, itd. (Ako bi bilo §
vrsta objekata a mi izaberemo 4 objekta prve I 3 objekta pete vr-
ste zapis obrazovane kombinacije bio bi 11110000111, jer iz druge,
treée i tetvrte vrste nije lzabran ni jedan objekat). Broj trate-
nih kombinacija, ofigledno, jednak Jje broju permutacija sa ponav-
ljanjem od 7 jedinica i 2 nule.

Kao 3to je poznato, taj broj je 7%%T - 36 = (3+;-I)’ fto
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bismo dobili i primenom teoreme 1.

Postupkom kojim je reSen ovaj zadatak moZe se izvesti i
formula (1). Ako ima »n vrsta predmeta i traZfe se kombinacije u
koje ulazi k predmeta sa moguéno3éu da se bilo koji od predmeta
mo¥e pojaviti u viSe primeraka, treba obrazovati sve moguée per-
mutacije sa ponavljanjem od »n jedinica i k-1 nula i time e pro-
blem odredjivanja posmatranog bioja kombinacija biti refen. Rezul-
tat je, o&igledno, dat obrascem (1).

Broj homogenih proizvoda

Neka su a,b,... (njih n na broju) neki objekti koji se mogu
mnoZiti izmedju sebe, npr. brojevi 1,...,n ili ... polinomi. Pod
homogenim proizvodima dimenkije k podrazumevamo proizvode oblika
a™"...cP takve da je min+...+p = k. Na primer, ako jen =41
k =3, 1 ako su a, b, ¢ i d brojevi tada su homogeni proizvodi
dimenzije 3 slededéi:

3,b3 c3 d3 a b ,azc azd b a,b c,...,abc abd, bcd

Svakom od ovakvih hompgenih proizvoda moZe se na obostrano
jednoznalan na&in pridru¥iti k-toflana- kombinacija (sa ponavlja-
njem) od n» elemenata, pa je broj homogenih proizvoda (n+k— ).

Primer. Na koliko se na¥ina 6 jednakih klikera moie podeliti
desetorici ulenika.

Jasno je da ée uvek neki od dedaka ostati bez klikera. Po-
delu je moguéno i tako izvesti da samo jedan de¥ak dobije svih
deset klikera. Ovaj zadatak se na sledeéi na&in svodi na izradu-
navanje broja homogenih proizvoda. Ozna&imo dedake sa 01'02""0
i ako de&ak D, (na primer) dobije tri klikera zapifimo tu &inje-
nicu sa Di. Ako klikere razdelimo tako da D2 dobije 1, D4 tri i

10 dva klikera to femo zapisati sa D; Di Dzo. Na taj na&in, pro-
blem je u odredjivanju broja homogenih proizvoda dimenzije 6 od
10 elemenata. Kao 5to je poznato, taj broj je (10+6 1) = ( 6).

10
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6.2. LINEARNE JEDNACINE SA KOEFICIJENTIMA
JEDNAKIM JEDINICI

Mnogi kombinatorni problemi &ine se te¥ki kad su iskazani
na jedan nalin a postaju laki kad im damo druk&iji iskaz il1i ih
svedemo na problem druge vrste koji je prvobitnom problemu ekvi-
valentan. Jedan od problema na koje se mnogi drugi svode sastoji
se u odredjivanju brojﬁ celobrojnih resenja linearne jedna&ine
oblika

(1) X+ X4 ..o 4 X =0

1
gde su k 1 n celi brojevi.

Odredjivanje broja kombinacija sa ponavljanjima je jedan od
kombinatornih problema koji se svodi na odredjivanje broja redenja
jedna&ine (1) u celim brojevima.

Re¥enje ogranilenja odozdo

Najpre éemo odrediti broj nenegativnih redenja jedna¥ine (1),
tj. broj uredjenih k~torki (xl,xz,...,xk) celih brojeva koje jed-
na&inu (1) svode na identi&nost i zadovoljavaju uslove Xy 2 0 za
1 =1,2,...,k.

Na primer, x, = 1, xy = 1, X3 = 1, Xy = 1, Xg = p, Xg = 0,
111 uredjena Zestorka (1,1,1,1,0,0) je jedno refenje jedna&ine:

(2) X, +

Drugo njeno re3enje je, na primer, X = %X, = 0, Xy =X, =
Xg = Xg = 1, tj. 3estorka (0,0,1,1,1,1). Ova dva refenja smatraju
se razli¢itim, mada se u svakom reSenju kao skupu (bez obradanja
paZnje na poredak) nalaze isti brojevi. Dva relenja se, dakle,
poklapaju samo kad se poklapaju kao uredjene Sestorke (u o¥tem
slutaju: kao uredjene k-torke). Jedno re3enje jedna&ine (2) je i
(4,0,0,0,0,0).

Problem odredjivanja broja re3enja jedna¥ine (1) u nenegativ-
nim celim brojevima istovetan je problemu podele n objekata iste



70 R. Dacié

vrste na k delova. Videli smo da se to mo!e uéiniti na (n+k-1

)
razli&itih naéina, pa imamo sledecu teoremu.

Teorema 1. Broj redenja jednaline

(1) z; +xyg+ .o t3p =1
n+k 1) - (n+kk-11)
Na primer, broj resenja jednaélne (2) u nenegatlvnlm celim

u nenegativnim celim brojevima je (

brojevima je (9) = 126.

Odredimo sada broj reSenja jednaéine(l)u pozitivnim celim
brojevima. Takvo jedno reZenje postoji samo ako je k < n. Jedna-
&ina (2), na primer, ne bi imala nijedno ré§enje te vrste.

Da bismo reSavanje ovog novog problema sveli na upravo reSe-
ni problem stavimo y, = x,-1, Yo = X571,.00,¥y = X, -1, posle gega
jedna&ina (1) dobija oblik

(3) Yy vyyto... +y=n- k

gde se tra¥e nenegativna reZenja jednadine (3). Na osnovu teoreme
n—k+k 1 n-1 n-1
Y, 3. () (

1, traZfeni broj je ( = 1)

Prema tome, sled1
Teorema 2. Broj redenja jednadine

(1) Tyt Tyt bz T

u pozitivnim celim brojevima, tj. broj razliditih uredjenih k-torki

.21 za7 = 1,2,...,k, Je

(zl,mg,...,xk), gde su x,

(-1’

Posmatrademo sada op¥ti sludaj u kojem je svaka od promen-
ljivih =, ogranilena odozdo celim brojem, bilo pozitivnim, bilo
negativnim. Najpre jedan primer.

Primer. Nadi broj razli&itih reZenja jednaline

(&) X, + x, + x, = 20

u celim brojevima koji zadovoljavaju uslove: Xy > -2, X, > 0,
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x3>7, . *
ReSenje. Stavimo Yy = oxy * 2, yp = Xy Y3 = %" 7, odakle
Je xy = yy =2, xp =y, X3 moyy ¢ 7, posle Zega jednalina (&)
postaje

(5) vy + vy, +tyy3= 15

Bro] re¥enja Jednalline (4) sa zadatim uslovima jednak Je
broju re¥enja jednatine (5) u celim pozitivnim brojovlna..tj.
("3) = 10s. ‘ |

Ovo Eto je pokazano na posebnom primeru posmatrajmo sada u
opStem slufaju.

PotraZimo broj razli¥itih re¥enja jednaline (1) u celim

brojevima sa ogranilenjima
(6)  x) > s X3 > Copu eaey Xy > C
gde su o, (4 = 1,...,k) dati celd brojevi. Stavimo

N Yy = X;=Cys ¥ ™ X3=Cay eeey Yy = X ~Cp
114
(8) X) =Y ¥X), Xg = Yo¥Cyy e.ey Xy = Yyt

Stavljajuéi vrednosti za XyreeesXy 1z (8) u (1) dobijamo
jedna&inu.

(9) Yy + ¥+t ceo vy =n-c - ¢, - - Sx

Broj razli&itih reSenja jedna¥ine (9) u pozitivnim celim
brojevima je

(M= € =€y~ cee =y = 1,
k -1
Sto predstavlja i1 broj razli&itih reZenja jednadine (1) u celim
brojevima za koje vaZfe ograni&enja (6).
Da su ta dva broja reSenja istovetna vidi se iz relacija
(7), odnosno (8), koje daju bijekciju izmedju ta dva skupa. Tako
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je dokazana
Teorema 3. Broj razliditih redenja jednadine

(1) Tyt &yt t Ty =

u celim brojevima takvim da Jje z; > e, za 1= 1,2,...,k Je
C(n - &, - Cg = eee " Op - 1, k - 1),
Refenja ograniena sa obe strane

Ako se trafe reSenja ogranifena sa obe strane, cy € %Xy & di
za ¢ = 1,2,...,k, za njihovo nalaZfenje koristi se Princip ukljule-
nja i iskljuenja.

Primer 1. Naél broj re¥enja jednaline
(10) . x+y+z=8
u celim pozitivnim brojevima koji- zadovol javaju uslove

x€< 3, y<hk z<5,

ReSenje. 0znaimo sa S skup refenja.jednaiine (10) u celim
pozitivnim brojevima, sa A4 skup re3enja Iste jednaline uz ograni-
tenje x > 3, sa B skup re¥enja uz ogranienje y > 4 i C skup re-
Senja za koja je z > 5. Tada je AB skup re3enja za koja je x > 3,
y > 0 itd., ABC oznaltava skup relenja za koja je x > 3, Y,> b4,

z > 5.
Primenom Principa ukljuZenja | iskljufenja nalazimo

N(A"B/C’) = N(S) - [N(A)+N(B)#N(C)] + N(AB) + N(AC) +
+ N(BC) - N(ABC).

Kako je N(5) = (;) = 21, N(R) = (g) =6, N(B) = (g) -3
N(c) = (2) = 1, N(AB) = N(AC) = N(BC) = N(ABC) = 0, nalazimo da
Je broj reSenja sa datim ograni&enjima

N(A’B’C’) = 21 - 10 = 11
Jedno takvo refenje je (1,2,5). Neka Zitalac odredi ostala.
Primer 2. Na¢i re¥enja jednaline

(1) X+y+z=16

u celim.pozitivnim brojevima takvim da je x < 4, y < 6, z < 7.
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ReSenje. OznaZavaju¢i sa S, A, B, C redom skup refenja Jed-
natine (11), Q celim pozitivnim brojevima bez ogranilenja, a zatim
sa ogranifenjima x > 4 (skup A), y > 6 (skup B), z > 7 (skup C).
Tada je

Ao = (15 =105, wea) = (U, ) = (D), e = (),

N(AB) = (), N(AC) = (3), N(BC) = (3), N(ABC) = 0
Na osnovu Principa ukljuZenja i iskljulenja traeni broj je

N(A’B’C’) = 105 - (55+36+28) + (10+6+1) - 0 = 3

Re¥enja su (3,6,7), (4,5,7), (4,6,6).

Posmatrajmo sada op3ti slulaj.

Teorema 4. FNeka A, oznadava skup. redenja u celim positivnim

brojevima jednadine
(1) Zyt Tyt oot Xy Ton

tako da je z, > 0, 3a 1 =1,2,...,k. Tada je broj R redenja jedna-

dine (1) u celim positivnim brojevima z, takvim da je z. < ¢

7 [ 24

i =1,2,...,k, dat formulom
- - _ _1,k
R = N(S) ZN(Ai) + Zﬁ(’iﬁj) cee + (=1) ”(AIAZ"'Ak)

gde .je S skup redenja jednadine (1) u celim pozitivnim brojevima
i1 sabiranje se iszvodi preko svih brojeva 1,2,...,k.
U drugom sabirku je, na primer, N(Al) + N(Az) + ...+ N(Ak), u
treéem N(A1A2) + N(A1A3 + ... + N(AIA):) + N(A2A3) + ... + N(AZAk) +
+ ... N(Ak—lAk)u getvrtom sabirku je N(A1A2A3) + N(A1A2A4) + ... F
+ N(AlAzAk) + ...+ N(A AL LAy) dtd.
Primetimo da je N(S) = C{n-1l,k~1).
Dokaz tereme 4 izvodi se primenom Principa uklju&enja i
isklju€enja na na¢in kako je to uradjeno u prethodna dva primera.
Poseban slufaj je kad su sva gornja ogranidenja jednaka
€] =€ = ... = ¢ =c. U tom slu€aju je
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N(A)) = N(A)) = ... = N(&) = Cin-c=1,k-1)
N{A Az) = N(Al 3) B ocee = N(Ak 1Ak) = C(n-2c-1 k=-1)
CN(AjAA;) = N(AJRA,) = .0 = N(dy oAy 2y) = Cln-3¢-1, k-l)
pa dobijamo poseban slufaj tereme 4:
Teorema 5. Broj redenja jednadine
(1) @y + @y + 000 + 2 =10
u celim brojevima koji madovoljavaju uslove 1'< =, € ¢ za

ke t
£t =1,2,..0.,k, Je

Cin-1, k -1) - C(k,1)C(n=c~1,k=1)+C(k,2)C(n-2¢-1,k-1) -
+ (~1) C(k,k)C(n-kc-I k-1)

Primer 3. Naéi broj refenja jednaline
X +y+z=21

u celim pozitivnim brojevima koji nisu veéi od 8. )

Refenje. BroJ svih reSenja u pozitivnim brojevima je €(20,2) =
= 190. Neka je A skup refenja za koja Je x > 8, B skup reenja za
koJa je y > 8 1 C skup re¥enja za Lo]a je z > 8,

Jasno je da je N(A)-N(B)-N(C)-C(lz 2) = 66, Dalje je N(AB) =
= N(AC) = N(BC) = C(h,2) = 6, N(ABC) = 0. Na osnovu teoreme &4 na-
lazimo da je traZeni broj re§enja date jednaline

190 - (3.66) + 3.6 - 0 = 10.

Primer 4. U vreéici se nalazl 10 noviiéa od 5 para, 6 noviica
od 10 para, 5 nov&iéa od 20 para | 4 nov&iéa od po 50 para. Uzi-
majuéi da su novEiéi Iste vrednostl istovetni, koliko razli&itih
kolekeija od po 6 novEica moZemo napraviti pomoéu nov&ica u datoj
vreéici?

ReSenje. Ovo je primer odrédjlvan]a broja kombinacija sa
ponavijanjima koji éemo re3iti metodom jednd&ina sa jedini&nim ko-
eficijentima. Oznalimo saxbroj novEiéa.od 5 para, sa-y od 10 para,
sa 3 od 20 para | sa u broj noviiéa od 50 para koji ulazi u jédnu
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od kombinacija. Zadatak se svodi na nalaZenje broja reienja jed-

naline

X+ y+2z+u=2¢6

u nenegativnim brojevima uz uslove x < 10, vy £ 6, z < 5, u < &,
B8roj svih nenegativnih refenja je C(6+4-1,4-1) = C(9,3) = 84,
ReSenje ové jednaline ima osobinu A4 ako je x 211, osobinu B

ako jey > 7, C ako je z > 6 I D ako je u > 5. Tada je

N(A) = N(B) = op N(c) =1, N(D) =4
N(AB) = N(AC) = N(AD) = N(BC) = N(BD) = 0, N(CD) = 0
N(ABC) = ... = N(BCD) = 0, N(ABCD) = 0

TraZeni broj kombinacija je
84 - (1 + &) = 79.

U dosadasnjim razmatranjima promenljive X0 1 =1,...,k,
bile su podvrgnute ogranidenjima 1 < X; € ¢y ili, 3to je isto,
0 < Xy < ¢y Opsti sludaj, tj. slutaj kad su ograni&enja oblika
i
ljivih: Yi =%

< Xy < €y 1t =1,2,...,k, svodi se na prethodni smenom promen-

i~ di’ Prema tome, va%i sledefa teorema.

Teorema 6. Broj redenja jednadine

314‘12*-.. *zk=n

takvith da je di NEZIECEN

Jjevi, jednak je broju redenjc jednadine

T = 1,...,k, gde su di i e, cell bro-

Yy * Ypg t oee typ 0= d] - d2 = ee. = dk
u celim pozitivnim brojevima yg ogranidenim s gornje strane sa
e, - di‘

6.3. PODELA n SLICNIH OBJEKATA IZMEDJU m OSOBA

Problem podele n sli&nih objekata na m osoba moZe se svesti
na problem odredjivanja broja nenegativnih reSenja linearne jed-

nadine. (MoZe se reéi: smesStaj n objekata u m kutija).
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Primer 1, Na koliko razliZitih naina moZemo smestiti 4 sli-
tne kuglice u dve razlicite kutije?

Primetimo da se ne zahteva da u svakoj od kutija mora biti
bar po jedna kuglica; tj. jedna od kutija moZe biti i prazna. Ci-
talac moZe, pre nastavljanja Citanja da red3i zadatak neposrednim
prebrojavanjem.

ReSenje. Ozna&imo sa xy broj kuglica sme3tenih u jednu od
te dve kutije, a sa Xy broj kuglica smeStenih u drugu kutiju.
Problem koji treba da re3imo svodi se, dakle, na odredjivanje

broja refenja jednaline

1Y%= b

X
u celim nenegativnim brojevima. Taj broj je, kao 3to znamo )
c(4+2-1, b4) = ¢c(5,4) = 5, ¥to je &italac, verovatno, i neposredno
odredio.

Na sliéan nadin se reSava i op3ti slufaj iskazan sledeéom
teoremom.

Teorema 1. Broj nadina na koji se moZe smestiti n slidnih
objekata u k razliditih kutija je C(n+k-1,n).

Xao i u primeru 1, problem se svodi na nalaZenje broja ne-
negativnih reSenja jednadine

x1+x2+...+xk=n

a taj broj je C(n+k-1,n).

Na problem odredjivanja broja celobrojnih reSenja linearnih
jednaina mogu se svesti i neki sloZeniji problemi podele. Poka-
zademo to na slededem primeru.

Primer 2. Na koliko razli€itih natina moZemo smestiti 8 jed=-
nakih kuglica u tri razligite kugije 4, B i C ako se zna da se u’
svakoj kutiji mora nalaziti bar po jedna kuglica i pri tom u ku-
tiji A ne sme biti viSe od 3 kuglice, u kutiji B ne sme biti vile
od 4 kuglice i u kutiji € ne sme biti viZe od 5 kuglica?

Redenje. Ovaj problem se svodi na odreﬂjivanje broja redenja
jednaiine

x +y+2z =28
uz uslov 1 € x € 3, 1€ y< 4, 1 £ 2«5 i reSen je u prethodnom

pododeljku (6.2)., Rezultat je 11%.
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6.4. ZADACI

1. Naci broj kombinacija od 8 vrsta objekata, vzimajuéi po
tri objekata u kombinaciji, ako u svakoj vrsti ima neogranieno
mnogo objekata.

2, Pretpostavljajuci da u prethodnom primeru postoje samo
pe dva objekta u svakoj vrsti, odrediti broj 3-kombinacija.

3. Dokazati da ako ima p objekata jedne vrste i po jedan
objekat od preostalih q vrsta (p + q = n), onda je broj k-kombina-
cija od tih objekata dat formulom:

M+ (I (3 v (3D

b. Koliko ima 6-kombinacija od 20 vrsta objekata ako svaki
od objekata moZe u¢i u kombinaciju najviie dvaput?

5. Na raspolaganju su nam n objekata jedne vrste, i jo¥ n
razlilitih objekata. Na koliko natina mofemo izabrati h objekata
izmedju raspolofivih 2n objekata?

6. Koliko ima trouglova &ije su du¥ine stranica neki od
brojeva 4,5,6,77

7. 0d 3n + 1 objekata n je jednakih a ostali su razliliti.
Dokazati da se iz ove kolekcije moie izvuci n objekata na 2Zn
naina.

8. Koliko re3enja ima jednalina
X +y + 2z +u+ v =040

a) u celim nenegativnim brojevima; b) u celim pozitivnim brojevima?

9. Dokazati da jednaline

X4 xy ¥ x3 Xy o= 10 i y' AR PR vy = 10

imaju isti broj reSenja u celim pozitivnim brojevima?

1

10. Koliki treba da bude ceo broj n da bi jednaline
X, + Xy + x3 = 12 i Y, + yZ + ... 4 YIO = n

imale jednak broj re3enja u celim pozitivnim brojevima?
11. Dokazati da jednaline x4 X, b oL 4 Xg = 11 i Yy ot yg *

oot Yy, = 5 imaju isti broj re3enja u celim nenegativnim brojevima.
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12, Dokazati da je broj re3enja jednaline Xy o+ Xy oLl #

+ X =nu celim pozitivnim brojevima jednak broju re3enja u celim
pozitivnim brojevima jednaline Yq + Y, L Yneket = M

13. Koliko ima &lanova u razvitku za: a) (x1+x2+...+x5)‘3;
B) (xq+xy*. . 4x, )" :

14, lzraziti bijekciju izmedju skupa reSenja jednaline
x+y+ 2 +u=236ucelim brojevima veéim od 4 i skupa re3enja
jednaline p + q +r+s =20 ucelim pozitivnim brojevima.

15. Koliko re3enja u celim brojevima veéim od 8 ima jednali-
na x +y+ 2z +u= 797

16. Naéi broj reenja jednaZine X+ Xy o+ Xy ¥ X = 30 u
celim pozitivnim brojevima uz uslov da je Xy > 3.

17. Naéi broj redenja jednaline X+ x, * X3 +oxy xg = 2
u celim brojevima.veéim od -5.

18, Naéi broj resenja jednaéinl Xg 4 Xg * Xy kX * X
+ xg = 30 u celim brojevima takvim da je Xy > -1, Xy > -3, X3 > 2,
x, >0, xg > 6, xg > 3.

19. Naéi broj reSenja jednaline Xy * %, *+ X3 X = 31 u ce-
lim brojevima koji ispunjavaju uslov Xy 2 -3, X, 2 2, X3 >3, Xy 2 -2,

20. Naci broj re3enja jednaline Xy + Xy 4 .. ¥ x7 = 39 u ce-
1im brojevima koji ispunjavaju uslove: Xy 2 -1, Xy > -3, x3 20,

Xp >0, x5 > 17, Xg 2 3, x7 > 2.

21. Koliko celih brojeva izmedju 1 i 1 000 000 (iskljuZujuéi
ova dva broja) imaju zbir cifara 77

22. Naéi broj parcijalnih izvoda reda k analitiZke funkcije
sa n promenljivih,

(Zadatak je samo za one kojima su poznati pojmovi u njegovoj
formulaciji).

23. Koliko jedna&ina i, * Xy ¥ e # o xg = 20 ima reSenja u
cglim brojevima koji zadovoljavaju 'uslove Xy > 2, X, > 3, X3 > b,

Xy > 3, Xg > 57 »

24, Koliko celih brojeva izmedju 1 i 1 000000 ima zbir ci-
fara: a) jednak 11; b) manji od 82

25. Koliko brojeva izmedju 100 i 1000000 ima zbir cifara
manji od 57 A

26, Naéi broj re§enj§‘je&nafine X+ y+2z+u=11u celim
brojevima izmddju 1 i 6 (ukljuZujuéi granice).
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27. Naéi relenja jednaline x + y ¥+ 0 + v = 17 u celim. broje-
vima takvim da je 1 € x < 5, 1 € y< 6, 3 £ u<i8, ugvsg 12,

28. Naéi broj refenja jednaline x + y + z + u = 2 u celim
brojevima izmedju -2 | +3 (ukljulujuéi granice).

29. Jednalina x; + Xg * oo 4ox = mk (m i k su celi pozi-
tivni brojevi) ima, kao ¥to se neposredno vidi, samo jedno refenje
koje zadovol java qslove 1 < x; € om, T = 1,2,...,k. lskofi;titi tu
Zinjenicu i jednakost (4.12) da bi se dobila jedna identifnost sa
brojevima C(n,i).

30. Koliko ima celih pozitivnih sedmocifrenih brojeva &iji
je zbir cifara jednak 177

31. 30 ljudi glasa za 5 predloga (svaki za po 1 predlog,

uzdr¥anih nema). Na koliko nafina glasovi mogu biti raspodeljeni?
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7. REKURENTNE RELACIJE

7.1. UVOD

Jedan od nadina reSavania kombinatornih zadataka je u tome
da se dati zadatak svede na zadatak sa manjim brojem objekata.
Primer za taj nadin je formula Paskalovog trougla

m @ = Oh + gD

koja iznalaZenje broja k-kombinacija od n-objekata svodi na izna-
laZenje k-kombinacija i (k-1)-kombinacija od n-1 objekata. Kori-
steéi ovu formulu moguéno je da se, pomocu dve pogodno izabrane po-
¢etne vrednosti, odrede binomni koeficijenti za sve nenegativne ce-
le brojeve.

Formule tipa (1) zovu se rekurentne formule (latinski recur-
rere - vradati se) ili rekurentne relacije, a pomenuti metod re3a-
vanja zadataka je metod svodjenja na rekurentne relacije.

Pomocu ovog metoda zadatak sa n objekata svodi se na zadatak
sa n-1 objektom, ovaj na zadatak sa n-2 objekata, itd. sve dok se
ne dodje do zadatka koji je lako reSiti.

U mnogim slufajevima moguéno je iz rekurentne relacije dobiti
eksplicitnu formulu za broj kombinatornih zadataka. Takva formula
je onda redenje date rekurentne relacije.

U ovom odeljku bavidemo se najpre nekim kombinatornim proble-
mima koji se svode na fekurentne relacije, a zatim femo se ukratko
osvrnuti na opétﬁ teoriju rekurentnih relacija i na jedan poseban
njihov tip.
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7.2. PRIMERI REKURENTNIH RELACIJA

Oblasti u ravni

Do novog primera rekurentne relacije doéi éemo resSavanjem
slededeg problema iz elementarne geometrije.

Na koliko oblasti deli ravan n pravik linija u opdtem po~
loXaju?

Napomenimo da se pod "opitim poloZajem" pravih podrazumeva
da nema paralelnih pravih, niti ima viSe od dve prave koje se seku
u jednoj ta&ki. Uzimamo, naravno; da svih n pravih leZu u ravni o
kojoj je reé&.

Oznad¢imo sa f(n) broj oblasti na koje n pravih u opitem po-
loZaju dele ravan., Neposredno je jasno da kad nema nijedne prave,
cela ravan &ini jedﬁu oblast, da jedna prava deli ravan na dve ob-
lasti. Prema tome, uzefemo da je £(0) = 1 a vidimo da je £f(1) = 2,
Isto tako jasno je da je (S1, 5 ) £{(2) = 4 1 £(3) = 7.

Primecujemo sa S1. 5. da dodavanjem druge prave prva prava
deli drugu na dve poluprave a svaka od ovih polupravih deli dve po-
stojefe oblasti na dva dela (dve nove coblasti), tako da je £(2) =
= £(1) + 2. vidimo dalje da kad se doda treda prava ona sele dve
postojece prave u razlifitim talkama (jer sve prave moraju biti u
opStem poloZaju) tako da je ta trefa prava podeljena ovim preset-
nim tatkama na tri dela i svaki od ovih delova deli postojeée ob~
lasti na dve nove oblasti. To zna®i da nova prava dodaje tri nove
oblasti (recimo 5, 6, 7), %to zna¥i da je f(3) = £(2) + 3. Kad do-
damo etvrtu pravu take da ne bude dve paralelne prave niti se tri
od njih seku u jednoj ta&ki, ona ¢ée sa prethodne tri prave biti
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podeljena na 4 dela i svaki od tih delova deli€e oblast u koju je
smedten na dva dela. Tako se dobijaju 4 nove oblasti. Drugim re&i-
ma, £(4) = £(3) + 4.

Doka%imo da je 'u op3tem sluaju

(2)  f(n) = £(n~1) + n.

Posmatrajmo (u cilju dokaza) n-1 pravu liniju u op¥tem polo-
Zaju 1 neka te prave dele ravan na f(n-1) oblasti. Dodavanjem’ jo¥
jedne, n-~te, prave tako da bilo koje dve prave ne budu paralelne
i bilo koje tri ne seku se u jednoj ta&ki, ta dodata prava ima n-1
‘presednu tadku sa postojeéim pravim i na taj nain je podeljena na
n delova. Kako svaki od tih delova deli postojeéu oblast u kojoj
se nalazi na dva dela, dobijamo n novih oblasti, tj. f£{(n) = £(n-1}+n,
§to je i trebalo dokazati.

Do8li smo, dakle, do jednog novog primera rekurentne relaci-
je. Svaka rekurentna relacija omoguéuje da se"dobije traZeni &lan
niza na taj na¥in 3to se izrafunavaju svi prethodni &lanovi. Ali
Zest je sludaj da se moZe dobiti formula za n-ti &lan niza a da se
ne moraju izrafunavati svi prethodni &lanovi. Takva formula zove
se redenje rekurentne relacije. (Op3tije: Redenje neke rekurentne
relacije je svaki onaj niz Eiji &lanovi stavljeni u relaeciju istu
svode na identidnost). Re¥imo rekurentnu relaciju (2). Primenidemo
sledééi postupak. Napisademo vrednosti relacije (2) zamenjujuéi n
sa n~l,n~2,...,3,2. Dobijamo

f(n) = £(n-1) +
f(n~1) = £(n-2)
E(n~2) = £(n=3) + n-2

+ o

n-1

* o s e s e s s e s

£(3) = £(2) + 3
£(2) £(1) + 2

Sabirajuéi sve ove jednakosti dobija se posle svodjenja (jer se
potire prvi sabirak na levoj (izuzev f(n)) sa prvim na desnoj u

prethodnoj. jednakosti)
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f(n) = f(1) + 2+ 3 + ... + (n~2) + (n-1) + n

; _ n(n+l)
Po3to je f(1) =2 11+ 2+3+ ...+ (n-1) + n = —5
dobi jamo

£n) = 2D L,
3to i jeste traZeno reSenje relacije (2).

Napomena. Re3enje relacije (2) na3li smo u obliku jednostav-
nog analiti&kog 1zrazh;'Tajbizraz je, svakako, pogodniji od same
relacije (2). Medjutim, ne treba misliti da se u sludajevima kad
je kombinatornivproblem‘sveden né'rekurentnu relaciju &ije redenje
ne znamo nije niZta dobilo. Naprotiv, i u tom sludaju moZemo sma-
trati da je problem reden, jer upotrebom savremenih rafunara moZemo
doéi do proizvoljnog &lana niza odredjenog relacijom, a to zna&i i
do onog koji predstavlja refenje posmatranog problema.

Broj rastroja

Vratimo se ponovo na problem rastroja (v. § 5) i ozna¥imo
sa Dn broj rastroja skupa od n elemenata.
Neka je

(1) aja,...a,
rastroj skupa od n elemenata, recimo brojeva 1,2,...,n gde je
n > 2, Mesto a,u (1) moZe zauzeti bilo koji od gornjih brojeva
izuzev broja 1, pa ima n-1 moguénosti za popunu prvog mesta. Neka
je a, = k (k # 1). Tada postoje dve vrste rastroja: oni kod kojih
je 1 na k-tom mestu i oni kod kojih 1 nije na k~-tom mestu. Ako ie
1 na k-tom mestu, onda ostaje n-2 elemenata od kojih treba napra-
viti rastroje a takvih ima D .o-
Ako, pak, 1 nije na mestu a, onda treba permutovati elemen-
te 1,2,...,k-1,k+1,...,n tako da 1 ne bude na k~tom mestu, i ni
jedan od ostalih elemenata na svom mestu. k-to mesto moZemo za
trenutak smatrati da je prirodno mesto elementa 1 pa je jasno da

je re¢ o broju rastroja od n-1 elemenata, a taj broj je D _y-
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Prema tome, do3li smo do rekurentne relacije za rastroje

2) D, = (n=1)(D _; + D _,)

Koristeéi ovu relaciju indukcijom lako nalazimo da je

~

(3) D =n! (1-gr+sr-.+ (1PEY

gto je od ranije poznati rezultat.
Kombinacije sa ponavijanjem

Ozna¢imo sa f£(n,k) broj k-kombinacija sa ponavljanjem od n
razli&itih vrsta ohjekatd. Eksplicitni izraz za f(n,k) odredili
smo ranije na drugi na&in, a ovde demo za ﬂ%egovo odredjivanje
upotrebiti rekurentne relacije. Pretpostavimo. da su objekti ozna-
&eni brojevima od.1 do n. Tada svaka kombinacija ili sadrZi ili-
ne sadr¥i 1. Ako kombinacija sadr%¥i 1 tada se preostalih k-1 ele-
menata kombinacijé mofe izabrati na f£(n,k-1) naéina. Ako kombina-
éija ne sadr%i 1, onda postoji ta&no f£f(n-1,k) nadina da se ona sa-
&ini, jer se k-kombinacija obrazuje od n-1 elemenata. Na osnovu
Principa 2zbira nalazimec da je

(L) f(n,k) = £(n,k~1) + £(n-1,k).

Ako je k = 1, nikakva ponavljanja elemenata nisu moguéna pa
je £(n,1) = n. Ako je n = 1, onda za bilo koje k postoji samo je-
dna k-kombinacija, pa je £(1,k) = 1.

Iz (1) nalazimo jo% £(n,0) = £(n,1) - £(n-1,1) = 1 Sto znali
da postoji sams jedan nadin da se ne vr$i nikakav izbor.

Dalje je

“f(n,2) = £{n,1) + £(n=1,2)
= f(n,1) + £(n-1,1) + £(n-2,2)

Ako nastavimo sa uzastopnom primenom relacije (1) dok ne
dodjemo do-broja £(1,2), za koji znamo da je 1, dobijamo
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£(n,2) =n + (n~1) + (n=2) + ... + 1 ="_‘!2‘.ﬂl = ("M

(4]

S1i¥no nalazimo

f(n,3) = £(n,2) + £(n-1,2) + ... + £(1,3)
n+l n _ (n+2
= { 2 ) + () + .o+ 1 = ( 3 )
Indukcijom nalazimo da je op3te reSenje rekurentne relacije (1)
(2) £,k = ("X

i lako proveravamo da (2) zadovoljava relaciju (1) i uslove
f(n,1) = ni £(1,k) = 1.

Broj interpretacija neasocijativnog proizvoda

OpSte je poznato da su operacije sabiranja i mno%¥enja broje-
va asocijativne, tj. da je

a + (b+tc) = (a+b) + ¢ i af(bc) = (ab)c

Ima, medjutim, mnogo operacija u matematici koje nisu aso-
cijativne, Na primer, ako definiSemo operaciju”o"na sledeéi nad&in

a‘ob =a",

onda je
3, _
20(lo03) =20 (1% =2
201)03=203=23=38
pa je

20 (1 03) # (201) o 3.

Ovakve operacije zvademo jednostavno proizvodima i izostav-
ljati kruZié o, tj. umesto a o b pisademo ab, i a(bc) umesto
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ao (booc).
Nag cilj je @a odredimo broj F(n) interpretacija neasocija-

tivnog proizvoda od n slova: Xy iXgreeerXgs kad se zagrade stave

na sve moguée nafine, jer svakim drugim stavljanjmem zagrada mogu-
6e je dobiti razli&itu vrednost celog proizvoda. Veé smo videli

da za n = 3 imamo dve razlifite moguénosti: xl(x2x3) i (xlxz)x3.
Za n = 4 moguéi su sledeéi razliditi proizvodi: -

X, (%, (X3% 1)y %) ((XpX3) %y (X3X5) (X3%4) s (X; (XpX3)) %y,

(= x5) x3) %y

Prema tome je F(3) = 2, F(4) = 5., Jasno je da je F(2) =1 i
stavidemo, dogovorno, da je F(1l) = 1.

Proizvod od n slova mora biti oblika (X;...X ) (X ,...%))
za k = 1,2,,.,..,n-1, gde je sa KpeeoXy oznaen jedan od proizvoda
prvih k slova, i sa Xy, ...x, jedan od proizvoda preostalih n-k.

Postoji F(k)F(n-k) proizvoda ove vrste, jer ima F(k) proiz-
voda oblika KyeosXy i F(n-k) proizvoda preostalih slova. Kako u
prvej zagradi moZe biti jedno, dva, ..., n-1 slovo, to je za n > 2

(a) F(n) = F(A)F(n-1) + F(2)F(n-2) + ... + F(n-1)F(1)

- Dobili smo, dakle, jedpp rekurentnu relaciju, koju, s obzi-
rom na uslove F(1) =1 i F(2) = 1 moZemo krafe napisati

n-1
F(n) = § F(k)F(n-k)
) k=1

Pomoéu nje se lako nalazi

F(3) = 2, F(4) = 5, F(5) = 14, itd.

ReSenje rekurentne relacije (o), a time i naZeg problema, je

Elementarni dokaz ove formule dosta je glomazan, a dokaz na
osnovu proizvodnih funkcija dacemo na kraju poslednjeg odeljka
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ove knjige.

7.3. NEKI OPSTI POJMOVI O REKURENTNIM RELACIJAMA

za rekurentnu relaciju kaZemo da je reda k ako se f(n+k)
moZe izraziti pomoéu f(n),f(n+l),...,f(n+k-1).

Na primer, rekurentna relacija f(n) = f(n-1) + n je prvog
reda, rekurentna relacija f(n-2) + f(n+l) - 6f(n) = 2" je drugog
reda, a rekurentna relacija f(n+3) = 3f(n)f(n+2) + f(n+l) je tre-
éeq reda.

Kad je data rekurentna relacija (recimo reda k), postoji
beskona®no mnogo nizova koji tu relaciju zadovoljavaju, jer od
vrednosti.prvih k élpnova niza zavisi vrednost (k+1)-og &lana,
itd., pa promena prvih izaziva promenu poslednjih, ¥to i daje
razne nizove reSenja posmatrane rekurentne relacije. Medjutim,
ako su za rekurentnu relaciju k-og reda zadate vrednosti prvih k
tlanova (recimo a,sa;,...,3,_,) tada je reZenje rekurentne rela-
cije jednozna&no odredjeno. Date vrednosti a,s871,.4+98,_; ZOVU se
podetne vrednosti rekurentne relacije. ReSenje rekurentne relaci-
je k-og reda koje zavisi od k proizvoljnih konstanata C1+Coree+sCy
¢ijim pogodnim izborom je moguéno dobiti svako drugo reZenje te
rekurentne relacije naziva se op3tim refenjen.

Na primer, rekurentna relacija drugog reda

(a) f(n+2) + 3f(n+l) - 10f(n) =0
ima op3¥te re3enje

(B)  £(n) =c;2" + ¢, (-5)"

Zaista, lako je proveriti da zamenom vrednosti za f(n) u (a)
relacija (a) se svodi na identifnost. Prema tome, treba jo¥ dokaza-
ti da je svako re3enje relacije (a) oblika (B). Setimo se da se
jedno odredjeno reZenje dobija kad su unapred zadate vrednosti
a; i a,. Prema tome, treba dokazati da za bilo koja dva broja a

1
i a, postoje vrednosti za <, i c, takve da je
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2c1 + (--5)c2 = a;

2 2
2 cy + {(-5) e, = a,

Lako se proverava da nezavisno od vrednosti a; i a, gornji
sistem ima resenja po ¢y i c,. Prema tome, (B) je zaista opSte

reSenje rekurentne relacije (a).

7.4. LINEARNE REKURENTNE RELACIJE
SA KONSTANTNIM KOEFICIJENTIMA

Pod linearnom rekurentnom relacijom sa konstantnim koefici-
jentima podrazumeva se rekurentna relacija oblika

f(n+k) = alf(n+k—1) + azf(n+k-2) + a0+ akf(n),

gde su L YRR N dati brojevi.
Ovo je linearna rekurentna relacija reda k.

ReSavanje linearnih rekurentnih relacija
sa konstantnim koeficijentima

Teinja da se nadje analitidki izraz redenja svake rekuren-
tne relacije je prirodna ali nije uvek ostvarljiva. Ostvarljiva je
(i tou pridhipu lako ostvarljiva) u sluaju linearnih rekurent-
nih relacija sa konstantnim koeficijentima. Uzmimo radi jednostav-
nosti linearnu rekurentnu relaciju drugog reda sa stalnim koefici-
jentima:

(L) f(n+2) = alf(n+1) + azf(n)

Refenje ove relacije zasniva se na slede¢im tvrdjenjima.

Tvrdjenje 1. Ako su £y(n) i fy(n) redenja relacije (L), tada
je za bilo koje brojeve a i b niz ®(n) = af,(n) + bfy(n) takodje
refenje relacije (L). ’

Zaista, po§to su fl(n) i fz(n) re$enja relacije (%), vaZi
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fl(n+2) alfl(n+1) + a2f2(n)

£,(n+2)

"

alfz(n+1) + azfz(n)

Mno%eéi prvu relaciju sa a, drugu sa b i sabirajuéi dobijamo

af) (n+2) + bf,(n¥2) = a[af, (n+l) + bf,(n+1)] +
+ a, [af) (n) + bf,(n)]

a to i znafi da je niz afl(n) + bf2(n) reSenje relacije (L).
Tvrdjenje 2. Ako je broj r redenje jednadine

(X) r® - a,r - a, = 0

tada je niz 1,r,r2,...,r"-1,... refenje rekurentne relacije ().
zaista, ako je f£(n) = r™ }, tada je f(ntl) = ™ i £(n+2) =
= rn+1, pa smena tih vrednosti u (L) daje
n+l n _ n-1
r ~ ar a,r
ti.

rn—l( 2

r° - ar - az)
§to je na osnovu (K} nula pa zaista niz {rn—l} zadovoljava rela-
ciju (L), €ime je tvrdjenje 2 dokazano.

Jednadina (K) zove se karakteristidna jednadina rekurentne
-linearne relacije {%).

Razlikujemo sledefa dva slufaja u pogledu prirode re3enja
karakteristi&ne jednaline.

I sludaj. Koreni karakteristiéne jednal&ine su realni i raz-
li%iti (oznalimo ih sa r, i r,). Tada vaZi sledeca

Teorema 1. U I slulaju opZte refenje jednadine (L) je oblika

~1 n~1
(0 P

) f(n) = e r? *oe,r

I 1

gde su c, 7 cy proizvoljne konstante.
Dokaz je neposredan. Iz tvrdjenja 2 sledi da su f£y(n) = r?-l
i fz(n) = rg-l relenja jednaline (). Iz tvrdjenja 1 sledi da je
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to 1 £(n) = clri‘"1 + czrg-l, tj. relacija (0;). Ostaje jo¥ da se

dokaZe da je pomodéu (OI) dato opste reSenje. Kako je bilo koje re-
Senje f£(n) jednadine (R) jednozna&no odredjeno kad se znaju vred-
nosti £(1) i £(2) dovoljno je da sistem

(s) S +'c2 = a
c,ry + Cyry = b

ima re¥enje po ¢, i c, za bilo koje a i b. Lako je videti da je to

reSenje:
. = b - ar, . = ar, - b
= —— = ———
1 ry T, 2 r, r,

pa buduéi da Jje ry # r, brojevi ¢; 1 ¢, su odredjeni.

II siludaj. Koreni karakteristiéne jednadine su realni i je-
dnaki (ozna&imo ih sa r). Tada vaZi
Teorema 2. U II -sluaju op§te refenje jednadine (L) je oblika

- n-1 n-1
(OII) fin) = eqr * egnr

gde su e, 7 e, proizvoljne konstante.

Dokaz. U slu€aju r), = r, = r sistem (S) ne daje (u opitem

n-1

sludaju) jedno odredjeno redenje za c, i Cor tj. niz £(n) = c,r +

+ czrn-1 ne predstavlja op3te refenje relacije (L), jer je nemogude
izabrati ¢; + c, (Sto moZemo krace obeleZiti sa c) tako da budu

istovremeno zadovoljeni uslovi

1

c=a i cr=»>O

za proizvoljno izabrane brojeve a = £(1) 1 b = £(2). Potrebno je
naéi drugo reSenje relacije (%) razliéiéo od r“-1 (i od crn"l,
gde je ¢ bilo koji stalan broj). Pokazuje se da je takvo reSenje
oblika fz(n) = nrn-l, gde je r dvostruki koren karakteristiéne

jednadine (K). Podsetimo se da ako je r dvostruki koren karakteri-

stifne jednaéine (K) tada je 2r - a; = 0 (to sledi iz Vietovog

pravila, jer je tada r, + r, = a,, tj. 2r = a, ili 2r ~ a = 0.

1 .
Uverimo se da je f,(n) nr?1

zaista reSenje relacije ().
Smenom u (2) odgovarajuéih vrednosti za fZ(n) nalazimo da je
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(n+2) ™ = a (1) " 4 aznr""

Poslednja jedna&ina se moZe napisati u obliku

2 nlr? - ar - a,] + 2r(2r - a;)} =0
i stvarno je istinita jer su izrazi u zagradama [}] 1 (0 jednaki
nuli.

Poito znamo dva redenja fl(n)
cije (), njeno'opﬁte reSenje je oblika f(n) = clfl(n) + czfz(n),
tj. oblika (OII).»ngaz da je reSenje zaista opite, tj. da je svako
drugo refenje f(n) jednoznaino odredjeno kad se znaju vrednosti
£(1) = a i £(2) = b sledi iz &injenice da sistem

n-1 1

r i fz(n) = ne"”

rela-

121 + c, =a
n-1
2 (c1 + 202) =b

ima jedinstveno reBenje po c; i c,e.

Time je teorema 2 dokazana.

Napomena. Linearne rekurentne rélacije sa konstantnim koefi-
cijentima reda vifeg od dva reZavaju se na isti nalin. Neka je jed-
na¢ina oblika

(M) f(n+k) = alf(n+k-1) + ... + akf(n)

RarakteristiZna jedna&ina ove jedna&ine je

Ako su svi koreni ove algebarske jednadine razli&iti, opite
njeno relenje bide oblika

- n- . n-1
f(k) = €Ty + Cy + ..+ Cp Ty

gde su SN PYRERYE IR koreni karakteristi&ne jednadine.

Rko je, pak, Iy =TIy, = ... =1, to ovome korenu odgovarade
redenja
n-1 n-1 - -
fl(n) =ry . f2(n) = nr; ,...,fs(n) =n° lr? :
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date rekurentne relacije. U opStem reZenju ovome viSestrukom ko-
renu odgovarade sabirak oblika

s-1]

n-1
ry fe; + e+ .o+

Sastavljajuéi ovakve izraze za sve korene i sabirajuéi ih
dobijamo opite reZenje date relacije (M).

PokaZimo to na jednom primeru.

Primer. Refiti rekurentnu relaciju

f(n+b) = F(n+3) + 7F(n+2) - 13f(n41) + 6f(n)

Regenje; KarakteristiZna jednafina ove relacije je

ru =3 7r2 - 13r + 6,

Cinitelji slobodnog &lana ove algebarske jednafine su 1,
-1, 2, -2, 3, -3, 6 i -6. Proverom nalazimo da su refenja 1, 2 i
-3. Deobom polinoma r -,r3 - 7r2 4+ 13r = 6 polinomom (r=1)(r-2)(r+3)
dolazimo do koli&nika r-1 i ostatka nula. Odatle sledi da je = 1
dvostruki koren karakteristine jednaline. Op3te reenje date rela-
cije je

+ nc, +

f(n) = < 2

c32n-1 " Ch('3)n-1

Primer 1. (Fibonadijev niz). Niz ¥iji opiti &lan £(n) zado-
voljava rekurentnu relaciju

(F) f(n+2) = £(n+l) + £(n),

uz uslove £(1) = £(2) = 1, zove.se Fibonadijev niz.

Nadjimo reSenje relacije (F). Njena karakteristi&na jedna-
&ina je

r2-r-1=o0,

€iji su koreni
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r, =30+ /5, x, =30 - V/5)
Prema teoremi 1, op¥te reenje relacije (F) je oblika
©  £m) =c (30 + B+ [0 - /I

Stavljajuéi u (0) n =1 i n = 2 dobijamo

e 30+ /5] + c,[30 - /B] =1

1 + /5 . _ 1 -5
1t vy _i- 0

Odavde je ¢, = c, =
2 2/5

1 2/5

ReSenje relacije (F) uz date uslove je
Fy £y =-Fu+/mHI" - Ba -3
R /5 2z 2

Primetimo (mada se na prvi pogled &ini da nije tako) da je
svaki od Fibonadijevih brojeva datih sa (FR) ceo broj. Prvih neko-
liko brojeva tog niza su: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21 itd.

Primer 2. ReXiti rekurentnu relaciju

£(n) = 2f(n-1) - £(n-2), £(=) = 0, £(1) = 1.

' . . . .
Resenje. Data rekurentna relacija je linearna pa moZemo na-
pisati njenu karakteristiénu jednaéinu

r2 = 2r - 1

Koreni poslednje algebarske jednacine su r, =1, ="1, pa je
ovo slucaj jednakih korena i iz teoreme 2 sledi da je opSte rede-
nje date rekurentne relacije

f(n) = ¢y *+ nc,

1z poletnih uslova nalazimo
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c1=0j_c1+c2=1

tj. ¢y =0, ¢y = 1

Re3enje rekurentne relacije je £(n) = n.

7.5. FIBONACIJEVI NIZOVI

Fibonadijev niz uveli smo kao niz koji zadovoljava rekuren-
tnu relaciju £(n+2) = £(n+l) + £(n) uz poletne uslove £(1) =
= £(2) = 1.

Birajuéi razlidite po&etne uslove, npr. £(1} = a, £(2) = b,
dobijamo razli¥ite nizove koji se takodje zovu Fibonadijevi nizovi
(svi ovi zadovoljavaju prednju rekurentnu relaciju).

Ao se, na primer, uzme £(1) =‘2, £(2) = -1 dobife se niz
2, -1, 1, 0,1, 1,2, ... , koji sadrZi sve &lanove rahije dobije-
nog niza za pofetne uslove £(1) = £(2) = 1. Uzimajuéi a = -1,

b = 3, dobijamo niz -1, 3, 2, 5, 7, ... koji ne sadrii niz dobijen
zaa=1, b=1.

Sledeéa teorema uspostavlja vezu izmedju razli&itih Fibona-

¢ijevih nizova.
Teorema 1. Neka su a;,Gp,+..,a,,... Ilanovi niza definisanog sa

f(n+2) = f(n+l) + f(n}, f(1) = f(2) =1

a bz,bz,...,bn,... &lanovi niza definisanog sa
f(n+2) = f(n+1) + f(n), f(1) = a, f(2) = b
Tada je

b,=aa, ,+b a4, ;5 2a n 3 3.
Dokaz ove teoreme izvodi se indukcijom po¥to se neposredno

proveri za n = 3.
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Teorema 2. Ako su b}’bZ""’bn”" &lanovi niza definisa-
nog sa

f(n+2) = fin+1) + f(n), f(1) = a, f(2) = b,

onda je
bn - afw-1) + b wn-] , all-w) - b on-1
£ v
gde je
_1+/5 - _1-/§
wE T, WS

I ova teorema se lako proverava primenom izloZene teorije,
pa se njen dokaz ostavlja &itaocu za veZbu.

Fibonac¢ijevi brojevi javljaju se pri reSavanju mnogih kombi-
natornih problema i imaju veoma zanimljiva algebarska svojstva.
Evo primera koji to potvrdjuju.

Primer 1. Posmatrajmo Paskalov trougao i saberimo dijago-
nalno njegove élanove, ispisujuéi zbirove levo od trougla.
Primecdujemo da su ovi zbirovi Fibona¢ijevi brojevi.

1 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

5 1 4 6 4 1

8 1 5 10 10 5 1

13 1 6 15 20 15 6 1
21 1 7 21 35 35 21 7 1
34 1 8 28 56 70 56 28 8 1

Razlog za¥to je to tako lako je videti. Posmatrajmo, na
primer, dijagonalu ¢iji je zbir 21. Primecujemo da je 6 = 1 + 5,
a 1 1 5 pripadaju prethodnim dvema dijagonalama. Isto je 10 =
=4+ 6, 4 =3+ 1. Naposlétku, 1 u ovoj dijagonali odgovara bro-

ju 1 u prethodnoj dijagonali. (Neka &italac izvede slilne zaklju-
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¢ke za dijagonalu &iji je zbir 34).
Zbir elemenata u n-toj dijagonali je

n-k-1

e B e B e O )

gde je k = [?%l] {tj. k je najveci ceo broj koji nije veéi od

n+l :

-
U (n=1)=-0j i (n-2)~0j dijagonali odgovarajuéi zbirovi su: !
n-2 n-3 ;
( o)+ Oy Yy + ... |

. n-3 n-4

i ™)+ O + ...

Sabiranjem poslednja dva zbira, uz primenu Paskalove formule,
dokijamo prvi od ova tri zbira, 35to pokazuje da su ovi zbirovi |
stvarno Fibona&ijevi brojevi. '

Primer 2. (Nizovi znakova plus i minus, PM nizovi). Pod PM
rizovima podrazumeva se niz znakova + i - u kojem se ne nalaze dva
znaka minus jedan do drugog.

Na primer,

1° postoji dva PM niza od jednog znaka, naime {+} i {-} ;

2° postoji tri PM niza od dva znaka, naime, {+,+}, {+,-} i

{-1+}3 .
3° postoji pet PM nizova od tri znéka, naime, {+,+,+},
{+,-,t}, {+,4,-3, {-04,4) 1 {~4,-].

Ozna&imo sa F{n) broj razliéit{h PM nizova od n plus.ili
minus znakova. Pokazademo da je niz F(n) Fibona&ijev niz sa F(l) = 2,
F(2) = 3. _

Zaista, svaki niz ove vrste mora podeti ili sa + ili sa -. 5

Ako niz polinje sa +, njegov nastavak mofe se obrazovati od f
bilo kojeg od F(n-l) nizova obrazovanih sa »n-1 znakova (bez dva g

uzastopna znaka -).

Ako niz podinje sa -, posle njega mora doéi +, a iza ovog
znaka moZe se pisati bilo koji od F(n-~2) nizova obrazovanih od
n~2 znaka + i -,

Sledi da je F(n) = F(n-1) + F(n-2).

Da je F(l).= 2-i F(2) = 3 videli smo neposredno.

Time je tvrdjenje dokazano.
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Primer 3. Fibonali je 1202. god. u svojoj knjizi "Liber
Abacci" postavio (izmedju ostalih) sledeéi problem:

Par kunida mnoZi se svakog meseca i radja par kunica (muz-
jaka i Zenku), pri Cemu novorodjeni par kroz dva meseca donosi
sli¢an priplod. Koliko kunica ¢e biti na kraju godine ako je u
pocetku godine bio jedan par zrelih (starijih od jednog meseca)
kunica?

‘Iz uslova zadatka sledi da ée na kraju prvog meseca biti
dva para kunic¢a, na kraju drugog - tri, jer ¢e samo zreli par do-
neti priplod a ne i mladunci iz prvog meseca. Na kraju trefeg me-
seca donece mladunce dva para - par sa poletka prvog meseca i par
rodjen u prvom mesecu, a ne i par rodjen u drugom mesecu. Bide,
dakle, ukupno pet pari kunic¢a na kraju tredeg meseca.

Oznadujuc€i sa F(n) broj parova kuniéa po isteku n meseci
vidimo da samo F(n-2) para daju priplod na kraju »n-tog meseca ta-
ko da €e se F(n) sastojati od broja parova. sa kraja (n-1)-og me-

seca viSe broj parova rodjenih u n-tom mesecu, tj.
F{(n) = F(n-1) + F(n-2)

Poletni uslovi su F(0) =1, F(1) = 2.

Dobili smé Fibénaéijev niz. Prirodno, ovaj primer je izvor
naziva za niz. Proverite da 1li ¢fe na kraju 12. meseca biti 377
parova.

7.6. ZADACI

1. Odrediti rekurentnu relaciju za svaku od funkcija defi-
nisanih niZe:

a) f(n) je broj oblasti na koje je ravan podeljena sa n kru
gova od kojih se svaka dva seku u dve talke i nikoja tri kruga
nemdju zajedni&ku tacku.

b} f(n) je broj oblasti na koje je povrs sfere podeljena sa
n velikih krugova sfere od kojih se nikoja tri ne seku u istoj
tacki.
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c) f{n) j;'broj prostornih oblasti na koje je podeljen tro-
dimenzlonl prostor sa n ravni u opStem poloZaju (tj. svake tri ra-
wni se seku u jednoj ta&ki ali se nikoje Zetiri ne-seku u jednoj
tatki).

2. Neka f(n,k) bude broj oblasti na koje je ravan pode)jena
sa n+k pravih takvih da: a) ta&no k pravih su medjusobno paratel-
ne; b) nikoje tri prave ne prolaze kroz istu tafku. Naéi rekuren-
tnu relaciju za f(n,k) a zZatim je rediti,

3. Na koliko je oblasti podeljena unutradnjost kruga pomocu
tetiva koje spajaju n taaka na krugu?

L, Na koliko oblasti dele ravan 5 pravih od kojih nijedan
par ne &ine paralelne prave, ali se tafno 3 prave seku u jednoj
talki.

5. Neka n pravih u ravni budu takve da medju njima nema ni-
jedan par paralelnih, ali postoji tafno 3 koje se seku u jednoj
ta&ki. Na koliko oblasti te prave dele ravan?

6. fzraZunavanjem prvih nekoliko &lanova stededih rekuren-
tnih relacija naslutiti oblik njihovog refenja a zatim primenom
indukcije dokazati nadjene formule. ’

a) flnet) = £(n) + (ne1)3,6(1) =1

b) fln+1) = f(a) + 2", £(1) =1

c) fln+1) = f(n) + (2n+1), F(1) =1

d) f(n+1) = £(n) + (n+1)(n+2)(n+3), F(1) = 6

7. Neka je f(n+1) =.1 + ﬁ flk), F(1) = 2.

Dokazati: k=1

a) fln+1) = £2(n) - f£(n) +1

b) f(n) i f(m) su relativno prosti za n #m

n

o Loy o weree

d) f(n) > n,

8. Re¥iti rekurentne relacije metodom sabiranja (tj. meto-
dom kojim je reZen problem oblasti u ravni):

a) f(n+1) = f(n) + n(n-1), £(1) =1

b) F(n+1) = f(n) + RT%ITT' £(1) =1

c) £(n+1) = f(n) + n2", F(1) = 1

9. Re¥iti rekurentnu relaciju iz zadatka 1c¢)
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10. Naci op3te relenje sledecih rekurentnih relacija:

a) f(n+2) + 3f(n+1)
b) f(n+2) + 4f(n) = 0
c) f(n+3) - 9f(n+2) + 26f(n+1) - 24f(n) = 0
d) f{n+h) + 9f(n) = 0

10f(n) =0

11: Rediti sledece rekurentne relacije sa datim poletnim
uslovima:
a) f(n+2) - 4f(n+1) + Lf(n), F(1) = 2, F(2) = 4
b) f(n+3) - 9f(n+2) + 26f(n+1) = 24f(n) = 0,
F(1) =1, f(2) = -3, f(3) = -29.

12. Naéi niz f(n) koji ispunjava uslove f(1) = cosa,f(2) =
= cos2a i f(n+2) - 2cosa f(n+1) + f(n) = 0.

13. Pokazati da je za svaki Fibonalijev niz
f(n+2) = 2f(n) + f(n-1).

14, Dokazati da je brbj PM nizova sa k plusova- i r minusova
Clk+1,r).

15. Na koliko nalina je mogucno poredjati u red 12 mu3karaca
i 7 Zena tako da svaka Zena bude izmedju dva mudkarca.

16. 10 osoba ulazi u 1ift u prizemlju zgrade sa 23 sprata.
Lift staje na prvom i svim ostalim spratovima redom zakljuéno sa
23. Ako vi3e od jedne osobe ne izlazi iz lifta pri svakom zaustav-
ljanju, na koliko nafina mogu sve osobe napustiti lift pod uslo-
vom da nije dozvoljeno da na dva uzastopna zaustavljanja iz lifta
izidju dve osobe?

17. Ako se pretpostavi da u Fibonalijevom problemu postoje
u pofetku 3 para zefeva i usvoje sve ostale pretpostavke, izraclu-
nati broj parova zefeva na kraju sedmog meseca.

18. Ns koliko nafina se &ovek moZe uspeti uz stepeni3te od
n stepenika ako mu je dopudSteno da moZe preskoliti najvise jedan
stepenik?

19. Isto pitanje kao u prethodnom zadatku pod uslovom da je
dozvol jeno preskoliti dva stepenika.

20. Dokazati da zbir bilo kojih 8 uzastopnih &lanova Fibo-

nalijevog niza ne pripada tom nizu,
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21, Neka je (an} FibonaZijev niz (koji ispunjava uslov

a; =1, a, = 1). Dokazati da je:

a) ay + ag + ...+ 2y g = Ay,

b) a, + Ay b .. kA, =2, " 1

2 2 2
c) ay *a; + ... +a = a3 L,

|
[
t
}
i
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8,  MEKI PROBLEMI SMESTAJA ILI PODELE

8.1. UVOD

Veliki broj kombinatornih problema moZe se svesti na ovaj:
na koliko je razliZitih na&ina moguéno n objekata smestiti u k
kutija? Tako iskazano pitanje nije dovoljno odredjeno, jer se ne
zna: da 1i su objekti razlifiti ili jednaki, da 1li su kutije raz-
li¢ite ili jednagke, da 1i su objekti u kutijama uredjeni. Uzimajuéi
u obzir razli¥itost ili s’li&nost (jednakost) objeJcaté, razli¢itost ili identiji-
tnost kutija i uredjenost kako dbjekata tako i kutija, moguéno je fornulisati 9
zadataka ove vrste. Cvde péée'biti~navedeni svi ti zadaci, veé ¢e se,
zanemarujuéi ure&jenost, ukazati na 4 osnovna tipa zadataka ove vrste:

I - objekti razli&iti, kutije razli&ite,
11 - objekti jednaki, kutije razlilite,
I1I - objekti razli&iti, kutije jednake,
IV - objekti -jednaki, kutije jednake.

U svakom od ovih tipova zadataka postoje razni podtipovi, a
neki od ovih zadataka pokazali su se kao veoma teZki. U ovom odelj-
ku pozabavifemo se re¥avanjem nekih zadataka tipa I-IIX¥, a zada;
cima tipa IV posveden je sledeéi odeljak. Pored nalina reSavania
ovih zadataka koje ovde dajemo, oni se mogu refavati i metodima
§ 10. Na kraju ovog odeljka osyrnuéemo se ukratko na one smeitaje
(razmeStaje 11i podele) u kojima su objekti uredjeni.

8.2. DEOBA NA DVA DELA
Posebno vaZan sluZaj deobe objekata jeste njihovo razvrsta-

vanje u dve klase ili deoba na dva dela. Primer takvoq razvrstava-
nja je svaki izbor. Kad se izmedju n objekata izabere njih k onda
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su svi ti opjekti podeljeni u dve klase: k izabranih i n-k preo-
stalih.

Primer. Na koliko naZina 2 defaka mogu podeliti 8 krufaka,
10 jabuka i 12 banana?

Re;enje. KruSke moZemo podeliti na 9 naina: prvi deiak mo-
e ne dobiti nijednu, ili dobiti jednu, ili dve, ..., ili svih 8
kruiaka. Isto tako jabuke se mogu podeliti na 11, a banane na 13
nafina. Kako je deoba svake vrste voéa nezavisna od deobe ostalih
vrsta, moZe se primeniti praviio proizvoda, pa je traZeni broj
nalina deobe 9-11.13 = 1 287.

Istim postupkom dokazuje se i teorema koja daje reSenje u
opstem sluaju.

Teorem; 1. Broj nadina na koje ny predmeta jedne vrste,...,
ny predmeta k-te vrste, moZgmo podeliti na dva dela (jedan od tih

delova moZe biti prazan) jednak je
(1) (n1 + 1) (n2 +1) ... (nk + 1)

U slufaju kada su svi predmeti razli&iti, tj. kad u svakoj
vrsti postoji samo po jedan predmet, dobijamo poseban slulaj:

Broj na&ina na koje moZemo podeliti k predmeta na 2 dela
je 2™,

Ova formula dobija se iz (1) stavljanjem

n = Ny = eue = nk 1.

I'ravednija deoba. Pri deobi pod uslovima prethodne teoreme
jedan od uéesnika moZe ne dobiti ni jedan predmet. Da bismo ispra-
vili tu nepravdu uzmimo da svaki od ufesnika u deobi mora dobiti
najmanije my predmeta prve vrste, m,y predmeta druge vrste, ... ,

m, predmeta k-te vrste. Na na&in kako je dokazana teorema 1 izvodi
se
' Teorema 2. Postojt

(2) (n1 - 2m1 + 1) (n2 - 2m2 + 1) 4. (nk - ka + 1)

nadina da n, predmeta jedne vrste, n, predmeta druge vrste,

cees My predmeta k-te vrste podele dve osobe izmedju sebe, tako

i
i
[
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da svaka od osoba ima najmanje m; (i =1,...,k) predmeta t~-te vr-
ste.

Ako, radi ilustracije, uzmemo u prethodnom primeru da svaki
od dedaka mora dobiti najmanje 3 kruske, 4 jabuke, i 4 banane,
onda broj moguéih raspodela iznosi 3:3.5 = 45,

Napomena. Umesto: deoba na dva dela, mogli smo reéi: smef-
tanje u dve kutije.

Podela heterogenih objekata na dva dela
odredjene veliline

Pretpostavimo da n, objekat jedne vrste, n, objekata druge
vrste, .., N objekata k-te vrste treba podeliti na dva dela tako
da u jednom delu bude p objekata, a u drugom n-p, gde je n = n, +
+ny+ ... 4. Kako da prebrojimo moguénosti ovakve podele.

Ozna&imo sa Xy (i =1,...,k) broj objekata i~te vrste koje
treba da dobije prvi sudeonik. Tada se problem svodi na nalaZenje
broja re§en?a jednadine

X} + Xy # oo+ Xy =P

u celim nenegativnim brojevima, koji zadovoljavaju uslov 0 < Xy € ny
za £ =1,2,...,k. Taj zadatak smo, u principu, re%ili u § 6, pa je
time i zadatak podele na dva dela, p i n-p, u nadelu reden. Zadr-
Zimo se jo3 samoc na nekoliko primera.

Primer. Naéi broj nalina na koje se 4 grupe po n jednakih
predmeté mogu podeliti na dva dela od po 2n predmeta.

ReSenje. Oznalimo sa x, (cdnosno Xy X3, xb) broj predmeta
prve (odnosno druge, trede, Zetvrte) vrste koje dobija prvi sudeo-

nik. Treba naci broj refenja jednaine
Xq o+ X, # xq +oxy o= 2n

u celim nenegativnim brojevima, koji nisu veéi od n, tj. 0< n,<n,

za 1 = 1,2,3,h, Na osnovu teoreme 6, § 6.2., taj broj je

C(2n+3,3) - 40(n+2,3) = (n+1)[2n2+kn+3]/3.
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(Jasno je da kad se zna deo prvog sudeonika, ostatak pripada

drugom).

8.3. SME3TAJ RAZLICITIH OBJEKATA U RAZLICITE KUTIJE

Ako n razli&itih objekata treba smestiti u k kutija, posto-
jade k" razliZitih na&ina da se.to sme3tanje obavi. Zaista, poéto-
ji k kutija u koje mo¥emo smestiti prvi predmet, k za drugi, itd.
i naposletku k kutija za n-ti predmet. Prema praV11u proizvoda
ukupan broj smeétaja je k.

Pri ovakvom sme$taju neke kutije mogu biti prazne. Postavimo
1i uslov da nijedna od kutija ne bude prazna, moraée u svakoj bi-
ti smeSten bar po jedan objekat a to znali da mora imati bar ono-
liko objekata koliko ima kutija, tj. n > k, inafe podela nije mo-
guéna. Ozna&imo sa d{n,k) broj podela n razlilitih objekata na k
oscbha (broj émeétaja n razli&itih objekata u k razli&itih kutija).
Po%to ne postoji nijedna zahtevana podela ako je n <k stavidemo
di{n,k}) = 0 za n < k.

Za dobijanje formule za d(n,k) koristimo Princip ukljudenja
i 4skljuéenja. Broj svih moguéih podela je kn, tj. N = xP. za je-
dnu podelw ovih n objekata reéi cemo da ima osobinu C, ako je pr-
va kutija prazna, osobinu C2 ako je druga kutija prazna, itd. Da
‘bi se izradunao broj smeitaja u kojima ni jedna kutija nije praz-
na, treba izrafunati broj sme3taja koji nemaju nijednu od osobina
C Cz,...,Ck. Iz razloga simetrije je N(C ) = N(C ) = L. = N(Ck) =
= (k=-1)",N(C,C,) = N(C\Cy) = ... = N(Ck-l'cg’ = (k~z)“,n(c1czc3) =
= N(C,C,Cy) = ... = N(Ck-Z'ck-l’ckz = (k-3)" itd. U opitem sluaju
je

N(cil Sy, oo Cis) = (k-s)®

Prema tome, Princip ukljuenja i iskljulenja daje traZenu
formulu

(1)  ain,k) = k" - cx, 1) (k-1)™ + C(k,2) x-2)® - C(k,3) k-3)" + ..
+ (-1 Kok, k-1)1"

P
i
{
|
t
!
§
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Za n < k je d(n,k) = 0 pa za n < k dobijamo sledefu identi&-

nost sa brojevima C(k,r)
x? - c(x,1) (k-1)® + C(k,2) k=27 - ...+ (-D"C(k,k-1)1" = 0

Primer. Na koliko se nalina mogu podeliti 6 razlilitih pred-
meta na 3 lica tako da svako od lica dobije bar po jedan predmet?
Resenje. Primenom formule (1) nalazimo da je traeni broj

6

38 - ¢(3,1)2% + ¢(3,2)1® = sho.

8.4. SME3TAJ JEDNAKIH OBJEKATA U RAZLICITE KUTIJE

Teorema 1. Broj na%ina na koje se n jednakih objekata moie
smestiti u -k razliditih kutija je

n+k-1. . n+k-1

( n }oti. o« k-1 )

Dokaz. Dodajmo gomili od n jednakih predmeta date vrste jo3
k-1 jednakih predmeta neke druge vrste. Broj svih moguéih permuta-
cija tih »n+k-1 objekata je

(n+k=1) 1 n+k~1
at-mT )

PokaZimo da svakoj od ovih permutacija odgovara izvesna po-
dela n jednakih objekata na k delova (i1li sme3taj jednakih obje-
kata u k kutija) i obrnuto, tj. pokaZimo da izmedju skupa ovih
podela i permutacija postoji (1~1)-korespondencija (ili bijekcija).
Zaista, stavimo u prvu kutiju sve one objekte date vrste koji se
nalaze od poletka reda (u kojem je predstavljena neka od tih per-
mutacija) do prvog objekta druge vrste. Posle toga, stavimo u
drugu kutiju sve one objekte date vrste koji se (u istoj permuta~
ciji) nalaze izmedju prvog i drugog cbjekta druge vrste, itd. Na-
posletku, stavimo u k-tu kutiju sve one objekte date vrste koji se
nalaze posle (k-1)-og objekta druge vrste.Jasno je da i svakoj po-
deli odgovara ovakav jedan raspored, tj. da je broj ovakvih permu-

tacija istovetan sa brojem prouéavanih podela. Time je teorema
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dokazana.

Primer. 18 jabuka moZemo podeliti trojici deaka na T%%%T =
= 190 nagina.

Ako bismo ovaj zadatak reZavali metodom dokaza prednje teo-
reme, dodali bismo jabukama jo¥ dve krudke, a zatim poredjali u
red sve te jabuke i krulke. S obzirom da sve jébuke smatramo za
jednake i to isto pretpostavljamo i za obe krulke, broj ovih ras-
poreda je ;E'I_ Svakom od ovih rasporeda. odgovara po Jedna po-:
dela jabuka na 3 dela: prvi deo sainjavaju sve jabuke od po&etka
reda do prve krufke, drugi deo ¥ine jabuke izmedju obeju kruSaka
a treéi deo &ine jabuke od druge krufke do kraja reda. Primetimo
da u slufaju kada red po&inje krufkom, prvi defak ne dobija ni
jednu jabuku. Ako su kruSke jedna do druge, drugi defak ne dobi-
ja ni jednu jabuku, a ako su uz to obe kruZke na kraju reda, onda
1 drugi i treéi dedak ostaju bez jabuka. Takodje je jasno da svakoj
podeli jabuka na tri dela odgovara po jedan raspored ove vrste.

MoZemo, radi lak3eg grafifkog predstavljanja, date jednake
objekte predstaviti na hartiji tadkama, a delove - uspravnim cr-
tama. Prvu kutiju (prvog sudeonika u deobi) predstavljaée deo
ravni levo od prve uspravne crte, drugu - deo ravni izmedju prve
i druge crte, itd. Poslédnjeg uéesnika u deobi (ili poslednju ku-
tiju) predstavljace deo ravni desno od poslednje crte.

Primer. Na koliko se nadina 6 jednakih klikera mogu podeli-~
ti izmedju 10 dedaka?

_ ReSenje. ObeleZavajuéi klikere tadkama, a delove koje poje~
dini od dedaka dobija uspravnim crtama (na nalin kako jé gore ob~-
jainjeno), imademo 6 ta¥aka i 9 uspravnih crta. Ako je dedak do-
bio odredjen broj klikera, toliki broj tafaka nalazife se u delu
ravni odredjenom za obeleZavanje dela tog deaka. Napisademo, pri-
mera radi, dve takve raspodele i objasniti ih.

|
|

f
|
|
|
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U raspodeli I prvi delak je dobio jedan kliker, drugi, tre-
éi i &etvrti nijedan, peti 2, Zesti nijedan, sedmi 1, osmi i deve-
ti nijedan i deseti 2 klikera.

U raspodeli II 3 klikera je dobio 4. defak, 1 peti, 2 3e~
sti a ostali nisu dobili nijedan kliker.

vidi se da svaka raspodela, o kojoj se govori, moZe biti preq:
stavljena sa 9 uspravnih crta i 6 tacaka poredjanih u jedan red-i
obrnuto. Prema tome, broj raspodela 6 klikera na deset defaka jed-
nak je broju nadina na koje se 6 tataka i 9 crta mogu poredjati
u red.

Pragvednija podela. Ako Zelimo da grupu jednakih objekata
podelimo tako da svaki od ulesnika u deobi uvek dobije bar jedan
odredjen broj predmeta, najprirodnije je garantovati neki "mini-
malni dohodak", recimo m predmeta svakom ufesniku. Deobu u ovom
sludaju podinjemo. time ¥to svakom uesniku dodelimo po m predmeta,
a preostalih n-mk predmeta delimo na proizvoljan na¢in. Prema veé

izvedenom, broj nafina na koje moZemo izvesti ovakve deobe iznosi

{n—-mk+k-1)1!
(n-mkJ T (k-1)1¢

vaZi, dakle, sledeca

Teorema 2. Broj nadina na koje se n jednakih objekata moZe
smestiti u k razliditih kutija tako da u svakoj kutiji bude bar
po m objekata je

n-mk +k -1

( k - 1 )

Ako u svakoj od kutija treba da bude bar po jedan predmet,
tj. da svaki udesnik u deobi dobije bar po jedan objekat, onda
dobijamo (za m = 1) sledecCu posledicu.

Posledica. Broj nadina na koje se n jednakih objekata moZe
smestiti u k razliditih kutija tako da nijedna kutija nije praz-
na je

n-1

QoD
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Primer. n jednakih ping-pong loptica mogu se smestiti u m
razlititih kutija (n > m), tako da nijedna kutija ne bude prazna,
na (;:{) na&ina. ’

b
i
|
i
i

8.5. SMESTAJ RAZLISITIH OBJEKATA U JEDNAKE KUTIJE
(PODELA NEKOG SKUPA)

Kad n razli&itih objekata treba smestiti u k jednakih (sli-
&nih) kutija zadatak se moZe shvatiti kao, zadatak podele (parti-
cije) nekog skupa sa n elemenata na k podskupova. U opZtem sludaju
unapred se ne utvrdjuje koliko treba da bude elemenata u pojedi-
nim od tih % bodskupova, sem 3to se u pojedinim problemima -zahte-
va da nijedan podskup ne bude prazan.

Ozna&imo sa G(n,k) broj podela n razligitih objekata na k
jednakih kutija. Re¢ "jednakih" znali da je kutije nemoguée raz-
likovati i da nisu uredjene. Ako se ni¥ta ne ka¥e, pretpostavlja
se da neke kuti]e mogu biti prazne.

Uzmimo najpre neke posebne slulajeve.

G(n,1) = 1, jer nema nikakve deobe. - svi predmeti idu u
jednu kutiju.

Izradunajmé G(3,2). Oznaéimo objekte sa A, B i C. Moguéni
su slededi sludajevi podele:

1 - Sva tri objekta u jednoj kutiji, druga prazna I}

2-Au jednoj, B i C u drugoj

3 -Bu jednoj, AiCu drugoj

4 - Cu jednoj, A i B u drugoj.

Drugih moguénosti podele.nema, pa je G(3,2) = 4.

Ozna&imo sa g(n,k) broj podela n objekata na k nepraznih
delova (broj smestaja n objekata u kijednakih kutija tako da ni-
jedna khtija ne Pude prazna). I dalje je o¥igledno g(n,1) =1
ali g(3,2) nije 4 ve€ 3, jer je prva od navedenih podela isklju-

%ena, po%to nijedna kutija ne sme biti prazna. Broj g(n,k)Aje
broj podela skupa od n elemenata na k nepraznih podskupova.

Izraziéemo G(n,k) pbsredstvom g(n,s) za razne vrednosti s.

Svih G(n,k) podela mo¥emo svrstati u sledefe klase: u prvu
klasu ulaze podele kod kojih nijedna'kutija nije prazna (njih
ima g(n,k)),u drugu - podele kod kojih je prazna tatno jedna ku-
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tija (njih ima g(n,k~-1)), u trecu idu one podele kod kojih su
prazne ta&no 2 kutije (njih ima g(n,k-2))} itd. Na taj na&in do-
bijamo

(2) G(n,k) = g(n,k) + g(n,k-1) + g(n,k-2) + ... + g(n,2) + g(n,1)

Sada*éemo naéi formulu za g{n,k). Ona se dobija zahvalju-
juéi &injenici ¥to postoji jednostavna veza izmedju g(n,k) i
d(n,k) iz prethodnog odeljka. Ta veza se izvodi na isti naéin
kako je izveden broj k-kombinacija iz broja k-permutacija od nob-
jekata.

Posmatrajmo bilo koju podelu urééunatu u broj g(n,k). Kako
ima k! na¢ina da se numeriSe k jednakih kutija da bi se na taj
na&in dobilo k razli&itih kutija, sv;ké podela na jednake kutije
daje k! podela na razlidite kutije. Sledi da je d(n,k) = g(n,k)k!
ili

(3)  g(n,k) = g d(n,k)

uzimajuéi u obzir vrednost za d{(n,k) datu jednako3éu (1) prethod-
nog paragrafa, dobijamo iz (3)

() gnk) = & [K" = ¢k, 1) (k=1 + Clk, k-2 = ...+ (-D¥7!

Clk,k-1)1"]

"Pomodu jednakosti (4) odredjuje se g(n,k) a pomodu (2)
G(n,k).

Kako formula (4) daje broj particija nekog skupa od n eleme-
nata na k nepraznih podskupova, broj svih particija istog skupa
moZe se dobiti sabiranjem vrednosti za g{(n,k) za k = 1,2,...,n.
Broj svih particija skupa sa n elemenata je, dakle

g{n,1) + g(n,2) + ... + g(n,n).
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‘8.6, DEOBA PREDMETA RAZLICITE VRSTE
(HETEROGENIH PREDMETA)
NA VISE OD DVA DELA

Ako se tra¥i broj nafina na koje se mogu smestiti vise
grupa jednakih predmeta u k kutija (k > 2), a nema zahteva da u ;
odredjenu kutiju‘treba smestiti odredjen broj predmeta, onda
treba, najpre, naéi broj nadina na koji se svaka od datih vrsta
predmeta mo¥e smestiti u k kutija (ili podeliti na k sudeonika),
pa dobijene brojeve (primenom Principa proizvoda) izmnoZiti.

Primer 1. Na koliko na%ina 4 lica mogu podeliti 10 naliv-
pera, 14 olovaka 1 9 flomastera?

Re!enje. Prema prethodnom, nalivpera se mogu podeliti na
(%?), olovke na (%;) i flomasteri na (%3) nadina. Ukupan broj na-
%ina da se izvrEi traZiena deoba je, prema Principu proizvoda

13, ,17,.,12
G dd

Ako u ovom zgdatku postavimo uslov da svaki uéeshik u deobi
dobije bar po jedan predmet od svake vrste, broj nafina deobe bide

13, 8
D

Primer 2. 5 jabuka, 1 kruZku, 1 lubenicu, 1 pomorandiu,
1 limun i 1 bananu moiemo podeliti izmedju 3 osobe na (2)3 =5 106 i
na&ina.
Mnogo tefi je sledeéi problem:’
Na koliko nadina se mogu smestiti k vrata predmeta (u sva-
koj vrsti svi predmeti se ematraju jednakim) u m kﬁtida tako da
u svakoj od kutija bude odredjen broj predméta?
Dato je; dakle, n, predmeta prve vrste, n, predmeta druge
vrste, ..., n, predmeta k-te vrste, pri &emu je ny+n, + ...+
+n =n, i m kutija. Tra%i se broj nadina na koji se svi ovi
predmeti mogu smestiti uw kutije tako da u prvoj kutiji bude Py
predmeta u drugoj Py predmeta, ..., u m=-toj Pn predmeta. Jasno
je da mora biti i Py * Pyt .ol ¥ Py = R.
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Za primer ovakvih objekata moZemo uzeti poitanske marke
1li knjige itd. (koje se mogu pojaviti u viSe primeraka) a "ku-
tije" su albumi ili police za knjige, itd.

Za broj ovakvih smeZtaja upotrebiéemo simbol

(s) ,[nl,nz,...,nk][pl,pz,...,pnﬂ

jer se pomoéu njega bitno skracuje izlaganje.

Na primer, pitanje: "Na koliko na&ina mofemo smestiti 5 be=-
1ih, 5 crvenih i 5 zelenih kuglica u dve kutije, tako da u prvoj
kutiji bude 7, a u drugoj 8 kuglica"? moZemo iskazatli veoma kra-
tko: "koliko je [5,5,5][7,8]"?

U pododeljku "Podela na dva dela" re¥eno je pitanje kako
se odredjuje [nl,nz,...,nk][p,n-p]. Za sludaj deobe na viZe od
dva dela teSkode su znatno vefe. Ovde ¢emo dati samo nekoliko pri-~
mera i dokazati jednu zanimljivu osobinu simbola [n,n,,...,n][p,,
le---le]~

Teorema. [n,,ng,....m][P;0Pgsevesp,] =

= [Prapgscesbpllngongs.ciong].

Za sludaj navedenog primera, ova teorema (koju éemo nazvati
teoremom o dualnosti) bi, iskazana re&ima, glasila: '.

Broj na&ina na koje se 5 belih, 5 crvenih i 5 plavih kug~
lica mogu émestiti u dve kutije -~ 7 u prvoj i 8 u drugoj kutiji,
jednak je broju nafina na koji moZemo smestiti 7 Zutih i 8 zele-
nih loptica u tri kutije tako da u svakoj kutiji.bude po 5 loptica.

DokaZimo teoremu. -

Oznalimo sa z; brojAobﬁekata prve vrste koji se sme3taju
u Z-tu kutiju, sa y; odgovarajuéi broj objekata druge vrste, itd.,
naposletku sa a; broj objekata k-te vrste koji se sme3taju u i-tu
kutiju. Tada se problem svodi na odredjivanje broja reSenja si-
stema jedna&ina

¥pFrxpt ot xp=n x +tyt .otz o =p)

Yyt ¥yt eeo vy, =ny Xy ¥y + eee + 25 =p,y

Zp vz otz =0 X byt ..tz
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u celim nenegativnim brojevima.
Ako izvrSimo smenu

U) =Xy, V) T XppeeeW) =X

\12 = yl' V2 = yz,...,wz = ym

Up = 23y Vi = Zgpees W = 2y
dolazimo dd sistema

+ ... F
+u2

+ v2 + ... t vk = p2 u2 + v2 + ... + w2 = n2

u u =p; U +V),+...+w =n

1
1

® & e e o s s e e o e = s + o s 8 s o o s s »

vy + W, + ... * Wy = Pp . + Vi + ... + Wi = 0y

koji predstavlja upravo broj Dpl,pz,...,pmJ[nl,nz,...,nkJ, &ime
je teorema dokazana, jer su oba ova sistema ekvivalentna, tj.
imaju ista reZenja.

Primer. Primenimo teoremu o dualnosti da odredimo
[30,10][10,10,10].

Posto je [30,10][10,10,10,10] = [10,10,10,10][30,10], tra-
Zeni broj je jednak broju reSenja jednaline

X, + Xy + X3 + Xy = 10

1

u celim nenegativnim brojevima i iznosi C(13,3) = 286.
Sa oznakom (s) broj n! moZe se napisti ovako
ey, 1301,1,...,1]

gde sa obe strane ima po n jedinica.

Ako na levoj strani ima n, a na desnoj % jedinica, onda je
ovo oznaka za P(n,k).

Kombinacije C(n,k) obelefavamo sa

[1,1,...,1][x,n-x].
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8.7. UREDJENI RAZMESTAJI

Predjimo sada na slufaj kad su objekti u svakoj kutiji ure-
djeni. Dva razmeStaja ove vrste smatraju se razli&itim ako su ob-
jekti razli&ito uredjeni u kutiji. Na primer, razmedtaji I i II
objekata A, B, C, D, E, F, G, H po kutijama 1, 2, 3, 4 i 5:

IAH} II

I 1 1 |HA|
2 2
3 |BC| 3 |BC|
4 |DFG| 4 |DFG|
5 |E| 5 |E|

su razli&iti jer je u prvoj kutiji druké&iji poredak objekata A i
H; u razmeStaju I on je AH a u razmeftaju II HA. éinjeniéa da je
u ostalim kutijama poredak objekata identi&an nema uticaja.

Problem odredjivanja broja ovakvih razme3taja tesno je po-
vezan sa problemom smeStaja jednakih objekata po kutijama. Vide-
cemo to iz ovih primera.

Teorema 1. Broj razmedtaja n razliditih objekata u k raszli-
dittih kutija, ako su objekti u kutijama uredjeni,a nema ograni-
denja na broj objekata u kutiji (tj. neke kutije mogu biti i praz-
ne) je

n!("+§ 1)

Ako nijedna od kutija ne seme biti prazna, taj broj je

nl(z:i)

Dokaz. Pretpostavimo, najpre, da su svi objketi jednaki.
Tada su (n+£-1) i (ﬁ:i) odgovarajuéi brojevi razme¥taja. Prétpo-
stavimo zatim da su svi objekti razli&iti i permutujmo ih na svih
n! moguéih na¢ina. Primenom Prihcipa proizvoda dolazimo do brojeva
u iskazu teoreme. ‘

Kad su objekti jednaki njihovo uredjivanje u kutijama gubi
smisao pa vazi slededa A
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Teorema 2. Broj razmedtaja n objekata, od kojih su ng Jjedne
vrste, n, druge vrste, ..., " k~te vrste, u k kutija, tako da su
objekti u kutijama uredjeni, jednak je

. n! n1!n2! cee Myt

putavbroj raamedtaja n jednakih objekata u k kutija bez uredjenja
objekata u kutijama.

8.8. ZaDACI

1. Dokazati da se 2n predmeta jedne, 2n predmeta druge i
2n predmeta trece vrste mogu podeliti na dva dela, tako da w sva-

kom delu bude 3n predmeta, na 3n2 + 3n + 1 naiina.

2, Dokazatl.da se Beparan broj predmeta moZe izabrati iz n

predmeta na Znil natina.

3. Koliko delilaca ima broj 29 4007

(Uputstvof Svaki prirodni broj N moZe se napisati u obliku
N =”p?‘ p;2 oo p:k gde ‘su PisPgsseesPy razliliti prosti brojevi.
Stavlijajuéi N = N, v, problem se svodi na podelu n, predmeta jed-
ne vrste, n, predmeta druge vrste, cees My predmeta k-te vrste na
2 dela. Ta deoba se moZfe izvesti na (n‘+1)(nz+1) ves (nk+l) naiina.

Rezultat je: 72).
4. Odrediti broj delilaca broja 23-3".57,

5; Dva prijatelja imaju 4 vrste maraka, v svakoj vrsti po
5 maraka. Na koliko na&ina oni mogu podeliti te marke tako da sva-
ki dobije po 10 maraka?

6. Na koliko razliZitih natina moZemo smestiti n razliditih
objekata v n razliéitih kutija tako da nijedna od kutija-ne bude
prézna?'Odgovoritf na ovo pitaﬁje neposredno a zatim primenom
formule (1) i na osnovu toga lzvesti odgovarajuéu identiZnost.

7. Da li je taina relacija
87 - (8,177 + c(8,2)67 - c(8,3)57 + c(8,m)47 -
- c(8,5)37 + ¢(8,6)27 - ¢(8,7)17 = 02

i obrazloZiti odgovor.
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8. lzradunati d(7,3).

9. Dokazati da se n razli&€itih predmeta mole razdeliti iz-

medju m+p osoba tako da m osoba dobije bar po ! predmet na

(m+p)" = m(n+p=-1)" + C(m,2) (m+p-2)" = ...+ (=1)"p"
nacina,

10. lzradunati g{(7,3).

11, Jasno je da postoji samo jedan nalin da se »n razliditih
objekata smesti u n jednakih kutija tako da nijedna kutija ne bude
prazna. Uveriti se u to i ralunski primenjujuéi formulu za g(n,k)
uzimajuéi n = k = §5,

12, Odrediti broj svih mogucih particija skupa sa 6 eleme-
nata. '

13. Uveriti se neposrednim rasudjivanjem, bez primene for-
mule, da je

g(n,n=1) = C(n,2) i g{n,n-2) = C(n,3) + 3C(n,4).

14, Na koliko nalina se moe razlofiti broj 2 310 na tri

cela pozitivna &inioca tako da: a) &inilac sme biti broj 1, b) ni-
jedan od &inilaca ne sme biti 17 (Red Cinilaca je bez vaznosti).

15. Koliko je mogucnosti da tri osobe razdele izmedju sebe
6 razlifitih predmeta i joi 6 predmeta iste vrste?

16. Na koliko naiina moZemo podeliti U predmeta jedne vrste,
L predmeta druge vrste i 4 predmeta trece vrste izmedju 6 osoba
(neka od osoba moZe ne dobiti ni jedan predmet).

17. Na koliko nalina moZemo razdeliti 3»n razlic¢itih pred=-
meta izmedju 3 Coveka tako da svaki dobije po n predmeta?

18. Na koliko naiina moZemo podeliti nj razlilitih predmeta
na n grupa u svakoj po j predmeta?

19. Na koliko naiina je méguée podeliti 4 predmeta jedne i
5 predmeta druge vrste na 9 osoba tako da svaka osoba dobije po

jedan predmet?

20. lzradunati [2,1,1,1,1][2,1,1,1,1].
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21. Odrediti [6,1,1,1,1,1,1][4,4,4].

22. Odrediti [3,1,1,...,1][6,6,6], gde je na levoj strani !
15 jedinica. !
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9, PODELA JEDNAKIH PREDMETA
(PARTICIJA CELOG BROJA)

9.1. UVOD

Ako se dele istovetni predmeti jedino 3to tom prilikom uzi-
mamo u razmatranje jeste broj tih predmeéa;-Zbog toga se podela
jednakih predmeta naziva jo¥ i podelom celog broja na sabirke )
(takodje cele brojeve) i tako se ovi problemi komﬁinatqrike pok-
lapaju sa nekim problemima klasi¥ne teorije br?jeva. Ovde se pojav-
ljuje éitav niz problema: kod nekih se uzima u obzir poredak sabi-
raka, kod drugih ne. Moguéno je dalje razlaganje na parne ili ne-
parne sabirke, na razli&ite 114 proizvoljne sabirke itd.

Pod podélom (partieijom) ili razlaganjem broja n podrazumeva
se niz brojeva Ry Nyjeee,ny takav da je

n =n, f n, + .. + e
i pri tome je
n) 0, > ... >0 > L
Brojevi NysNgy,eee,my ZOVU Se gastojer 1li delovi razlaganja.

Primeri

(1) 2=1+1, 2=2

Broj 2 je, dakle mogude razlo¥iti na sabirke samo na dva
naé&ina.

(i) 3=1+1+1, 3=2+1, 3 =3
Broj 3 se mo¥e razlo¥iti na 3 na&ina.
(iii) Za broj 4 nalazimo 5 nadina:

4=4, 4=3+1, 4=2+2, 4=2+1+1 i
4=1+1+1+1
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Broj naCina na koje se moZe razloZiti ceo broj n na sabirie
obeleZavademo sa p(n). Pri tom uzimamo da su dva razlaganja jedna-
ka ako se razlikuju samo poretkom sabiranja. Tako,.na primer, raz-
laganja broja 3: 2+ 1 i 1 + 2 smatraju se jednakim (broje
se samo jedanput).

Naravno, mogle bi se posmatrati uredjene podele celog broja,
tj. takve podele kod kojih bi se 2 + 1 i 1 + 2 smatrale razlid&i-
tim. Pokazuje se, medjutim, da takve podele nisu od posebnog inte~-
resa, jer njihov broj, na primer, odredjuje se vrlo lako; to je
broj resenja jednaéine-

x1+x2+...+xk=n

y celim pozitivnim brojevima i znamo da iznosi C(n-1,k-1). Odredji-
vanje broja neuredijenih podela predstavlija veoma te%ak zadatak.

Pri podeli celog broja moZfe se zahtevati da bude odredjen
broj sabiraka, recimo, najviZe m. Tada se za broj takvih podela
upotrebljava oznaka pm(n). 0O¢igledno je pl(n) =1,

Radi lakZeg operisanja sa brojevima Pns uzima se, po dogovo-
ru, da je Py = 1.

Takodje, ﬂk(n) oznadava broj razlaganja n na sastojke koji
su manji ili jednaki k.

9.2, GRAFICKO PREDSTAVLJANJE I DVE VAZYNE IDENTIENOSTI

Podela celog broja mo%e se predstaviti grafidki na na&in
kako je to u&injeno u ovim primerima

5 4 + 1 3 +2 3+1 +1 2+ 2+

o e s s . cs e e o o e o . .

2+ 1 +1+1 1 +1+1+1+1

. .

il
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Sve krajnje leve talke lefe na uspravnoj pravoj liniji i ra-
stojanja izmedju taaka su jednaka. )

Ako u grafidkoj predstavi jedne podele nekog celog broja n
progitamo koliko ima tafaka u uspravnim linijama (kolonama) i te
brojeve uzmemc za sastojke podele dobijamo novu podelu tog istog
broja (jer broj tadaka pri tom nije ni smanjen ni povedéan) koja se
zove spregnuta podela date podele broja n.

Tako, na primer, grafi&ki predstava podele 5 + 4 + 1l broja
10 je

Iz grafika podele 8 + 4 + 3 + 1 + 1 broja 17

.nalazimo njoj spregnutu podelu istog broja: 5 + 3 + 3% 2+ 1+
+1+ 1+ 1.
Grafici podele celog broja upotrebljavaju se za relavanje

nekih problema. Kako se tehnika grafika koristi videdemo iz dokaza
sledeée teoreme.

Teorema 1. Broj podela n u kojima se pojavlijuje m ili manje
sastavnih delova jednak je broju onih podela n 3iji sastojei nisu
vedi od m, tj.

Pn(n) =1 (n).
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Dokaz. Posmatrajmo bilo koju podelu broja n u kojoj se po-
jdvljuje najviZe m delova. Spregnuta podela ili spreg takve po-
dele nema'nijednog dela veéeg od m poSto ne moZe biti viZe od m
taZaka u bilo kojoj .koloni one prve podele.

" Ovo sparivanje svake podele n na najviZe m delova sa njoj
spregnutom podelom n &iji nijedan deo nije veéi od m uspostavlja
obostrano jednoznafan odnos izmedju ovih skupova podela, pa je
broj elemenata u oba skupa isti.

Primer. Neka je n = 5, m = 3, Podele 5 sa najvife tri sa-
stojka su: 5, & + 1, 3 +2, 3+ 1+ 1, 2+ 2+ 1, | podele 5 &iji
sastojci nisu veéi od 3 su: 3 + 2, 3 + 1 + 1, 2 + 2 + 1, 2+ 1 +

T+ +1, 1L+ 1 +1 414+, Odgovarajuéi spregovi su

5 T+ 14+ 1 +1 +1
b + 1 2+ 1 4+ 1 +1
3+ 2 2_+ 2 + 1
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Teorema 2. Broj podela celog broja n na neparne sastogjke
jednak je broju podela n u kojima su svi sastojei razliditt.

Dokaz. Treba uspostaviti bijekciju izmedju dva skupa delova.
Posmatrajmo najpre jednu od podela ¢iji su svi delovi neparni.
Neka uy oznafava koliko se puta 7 pojavljuje u podeli. Uo&enu pode-
lu moZemo napisati u obliku:
(a) n=1+1+..0+1+3+ 3+ ...+3+ ...+
u puta u, puta
+ (2m-1) + (2m-1) + ... + (2m-1)

U1 puta

ul-l + u2~3 L (2m-1)

+ Yom-1
Kako se svaki prirodan broj n moZe na jedinstven na&in pred-

staviti kao zbir razliditih stepena sa osnovom 2 (na primer,

13 = 23 + 22 + 2°), sledi da je

(8) n = (23+2P4...+2% 1 + (2%42%. . .+2T) 34, 4 (254254, . .42F) (2m-1)

tj.

(v) no=22+2% . +2%3 2943 2%+, .43 24+ (om-1)2T

+(2m-1)25+.. .+ (2m-1) 2%

Poslednji izraz za n je jedna podela n na razlilite delove.

Treba jo3 da proverimo da je ovim uspostavljena bijekcija
izmedju podela » na neparne delove i podela n na razli&ite delove. .
Pretpostavimo da smo posli od jedne podele n na razli&ite delove.
Svaki od tih delova moZemo onda napisati kao proizvod nekog nepar-
nog broja i stepena broja 2. Dobifemo onda jedan izraz oblika (y).
Posle toga skupiéemo sve delove sa jednakim najveéim neparnim &i-
niocem. Izvlaleéi razli¥ite neparne &inioce dobifemo izraz oblika
(B). Kad u (B) saberemo razliite stepene od 2 u zagradama, dobi-
¢emo podelu » na neparne delove oblika (a). Tako je uspostavljena

bijekcija izmedju ovih dveju vrsta podele, a time je teorema doka-
zana.
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9.3. JEDNA REKURENTNA RELACIJA ZA BROJ DELOVA

Oanadimo sa ﬂk(n) broj razlaganja broja n na sabirke manje
111 jednake k. VaZi rekurentna relacija

(R)  my(n) = wk_l(n) + 7y (n-k)

Dokaz. Da bismo dokazali ovu jednakost za cele brojeve k i
n, 1 < k < n, podelimo ﬂk(n) razlaganja, &iji su sastojci manji
ili jednaki k, u dve grupe:

1° u jednu grupu ulaze ona razlaganja €iji je jedan sasto-
jak k;

2
svojim sastojcima.

Odmah je jasno da razlaganja druge grupe ima taéno nk_l(n),
tj. da ih ima onoliko koliko je razlaganja sa sastojcima manjim ili
jednakim k-1.

U svakom od razlaganja prve grupe pojavljuje se k bar jedan-
put kao sastojak, pa se iz svakog takvog razlaganja moZe iskljuditi
k. Kad se to ufini, broj koji se razlaZe je n-k, a razlaganja su
na sastojke manja ili jednaka k, te ih ima ﬂk(n-k). Time je rela-
cija dokazana za 1 < k < n., Formalno, moZemo joj pridati smisao i
zak =11% =n,

Primer. Primeniéemo izvedenu rekurentnu relaciju da nadjemo

% drugu grupu ulaze ona razlaganja koja nemaju k medju

koliko ima razlaganja broja 7 na 3 sastojka.

T3 (7) = 1!2(6) + 113(4)
m(6) = my(5) + gy (4) =1 + 5,(4)
1 (4) = 1 (3) * q,(2) =1 +1
113(4) = 1\'2(3) + 1\‘3(1) = TT2(3)
1p(3) = 1y (2) + ay(1) =1

Sledi
ﬁ3(7) = 4

Posledica 1. Ako je k > n/2, onda je T (n) = nk_l(n—l)
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Dokaz. 2a k > n/2 je n-k < k pa je nk(n?k) = 0,
Posledica 2. ng(nn) = n, n2{2n-1) = n

Dokaz. Razlaganja parnog broja na 2 sastojka su
4
1.+ (2n-1), 2 + (2n-2),...,n + (2n-n)

Razlaganja neparnog broja 2n + 1 (vefeqg od 1) na dva dela
su: 1 + 2n, 2 + (2n-1),...,n + (n+l).

Imajuéi u vidu da je nn(n) =1, "n-l(n) =1, nl(n) =1, i
uzastopnom primenom relacije (R), dolazimo do formule

me(n) =1 + T,(n~k) + n3(n-k) + ... + W (n-k)

pomocu. koje se moZe sa&initi tablica broja razlaganja n na k de-

lova.
n
k
1 2 3 alsie 7 819 10 11 12

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 1 1 2 2 3 3 4 | 4 5 5 6

3 1 1 2 3 4 5 g 7 8 10 12

4 1 1 2 3 5:6 9 11 15

5 1 1 2 3°5 7 10 13

6 1 1 2 3 5 7 11

7 1 1 2 3 5 7

8 1 1 2 3 5

9 1 1 2 3

Prva vrsta tablice sastoji se od 11(n) =1. Iz ﬂn(n) =11i
nn_l(n) = 1 sledi da su dve dijagonalc tablice sastavljene od

jedinica. Druéu vrstu ispisujemo primenom posledice 2. Tu vrstu
moZemo napisati i primenom slededeg postupka: da bismo nasli n2(3)
sabrademo brojeve u koloni ispod 3-2 = 1. 2Za nalaZenje n2(4) sabi-
raju se brojevi u koloni ispod 4-2 = 2 itd. (Uzimaju se samo oni
brojevi koji do trenutka odredjivanja vec¢ postoje u tablici). Sli-
&no za ispisivanje trede vrste: za odredjivanje n3(4) sabiraju se
brojevi u koloni ispod 4 - 3 = 1; za odredjivanje n3(5) sabiraju
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se brojevi u koloni ispod 5 - 3 = 2, za ﬂ3(6) - brojevi ispod
6 - 3 =3, za m,(7) brojevi ispod 7 - 3 = 4 itd.

.t

9.4, SAVRSENA RAZLAGANJA

Savr$eno razlaganje broja n je takvo razlaganje u kojem se
sadr¥i u vidu zbira ... + (...) samo jedno razlaganje svakog bréja
manjeg od n. )

Tako, na primer, razlaganje_l + 1+ ... +1 je savi§eno raz-
laganje za svako n. )

SavrZena su i ova razlaganja: za 3 : 2 +1; za 4 : 2 + 1+ 1,
za 5: 3+ 1+ 1. Broj 7 ima samo ova savrZena razlaganja: .4 + 1 + 1 +
+1,4+2+1,2+2+2+141il+ ...+1.

Primetimo da u savrienom razlaganju bar jedan deo mora biti
jednak 1. Pretpostavimo da u savrBenom razlaganju ima 51-1 jedi-
nica. Tada svi brojevi manji od sy imaju ta&no jedno razlaganje,
pa je s gledeéi deo sav;ﬁenog razlaganja. Neka se, dalje, u raz-
laganju sadr#fi sz-l delova jednakih~sl. Tada se svi brojevi do
8)8, na jedinstven nadin razlaZu pomoéu 1 i 8y ProduZujuéi sa sli~
&nim rasudjivanjem dolazimo do savrienog razlaganja:

1+ ...4+41 + sy + ... +.8; + 818, + oo+ ?152 f ees +

(sl-l) puta (52-1) puta (s3-1) puta
+ 818 00e8By 3 F oeee + 51850005

(sk-l) puta

tj. ,
T on = sl-l + 51(52'1) + .e. t+ (3152"'sk-1)(5k"1) = slsz’f‘sk—l
Brojevi 8183.++5, U napisanomAporetku u potpunosti odredjuju
dato razlaganje. Pri tom je 8; > 1 za svako 7. Prema tome,.éaii
slededa '

Teorema. Broj savrdenih raslaganja celoga broja m jednak je
uredjenom rastavu broja n+l na Eintoce u kojima se ne pojavijuje 1.
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_ Na primer, uredjeni rastavi na &inioce broja 8 su: 8, 4-2,
2.4, 2.2.2 a njima odgovaraju sledefa razlaganja broja'7:
1+ .00+41,4+1+1+1,2+2+2+1,4+2+1,

‘Savr¥ena razlaganja imaju mnoge prakti&ne primene.

Brojevi p(n) rastu veoma brzo kad raste n. Na primer, broj
razlaganja bro;a 200 ima astronomsku vrednost: 3 972 999 029 388.
2a odredjivanje ovog broja ispitivanjem svih razlaganja broja 200
ne bi, verovatno, bio dovoljan jedan qeoAljndski Zivot. Postoji,
medjutim, formula, otkrivena 1917. (njeni pronalazali su G.H. Hardy
i 8. Ramanujan), pomoéu koje se gornji broj dovoljno ta&no dobija
za samo nekoliko minuta. Ta formula koristi tehniku infinitezimal-
nog rafuna i njen prvi &lan glasi: )

27 1
exp (—- n - )
A O
- 21Y2 ”n T

U knjigama koje podrobnije obradjuju ovo pitanje mogu se naéi
mnoge zanimljive identi&nosti izmedju razli&itih brojeva podele ce-
log broja, a takodje i mnoge asimptotske relacije izmedju ovih bro-
jeva. Za dublje prou¥avanje ove teme &italac se moZe obratiti knji-
zi M. Hall-a. '

Jedan od nafina proufavanja broja razlaganja celog broja i
dobijanja mnogih identinosti jeste primenom metoda proizvodnih
funkcija o %emu e biti re¥i u slededem odeljku.

9.5. ZADACI

1. lzrakunati p(5), p(6), p(7), p(8), p(S). p(10).
2. lzrakunati p,(7), ps(s), p3(10)- ‘

3. lzratunati mg,(93) - mg,(93)

4. Pokazati da jJe nn(n) = nn_I(n) + 1

5. Naél grafik svake od sledeéih podela | odgovarajucu spreg-
nutu podelu:

a) 6 + 4 +3+2+14+1 b) 7+ 5 + 1.

c) 10 +7 +6 +3 +3+3 d) 9.+ 8 + 3 + 1
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e) 8 +6 +2+24+1 £) b + 3 + 2 + 1

6. Zan =6, m= U4 napisati sve parove podela o kojima je
govoreno u dokazu Teoreme 1. '

7. lsto, zan=7, m= 3,

8. Za n = 9 napisati sve parove podela opisanih u dokazu
Teoreme 2,

9. Zan =6, k = b ispisati razlaganja obeju vrsta koja se
pominju u dokazu rekurentne relacije (R).

10. Pro¥iriti tablicu vrednosti wk(n) don =12, k = 12,

1. Ispisati savr¥ena razlaganja brojeva 8, 9, 10, 11 i 12
i odgovarajule rastave na &inioce brdjeva 9, 10, 11, 12§ 13, o
kojima se govori u dokazu teoreme o savr3enim razlaganjima.

* 12. Dokazati da je broj raziaganja broja n na k sabiraka jed-
nak broju razlaganja 2n na n sabiraka.

13, Cega ima vi¥e: razlaganja broja 1 000 na & parna pozi-
tivna sabirka ili razlaganja broja 1000 na 4 pozitivna neparna
sabirka?

1k, Tega ima vie: razlaganja broja 1 000 na parne sastojke
i1i razlaganja istog broja na neparne sastojke?

15. Dokazati da je broj razlaganja 2n na 3 sastojka takva da
je zbir bilo koja dva sastojka veéi od trefeg, jednak broju takvih
istih razlaganja od 2n - 3.

16. Dokazatl da ima viSe razlaganja broja 100 na 2 i 5 nego
njegovih razlaganja na 3 1 5.
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10.  PROIZVODNE FUNKCIJE

10.1. uvoD

U kombinatorici i u primenama kombinatorike mi &esto izradu-
navamo (ili upotrebljavamo) brojeve 9(n) koji zavise od celog nene-
gativnog broja, n » 0. Primeri takvih brojeva su: brdj k-kombina-
cija od n elemenata, broj k-permutacija od n elemenata, broj nadi-
na na koji se »n predmeta moZe smestiti u k kutija, itd. Dosad smo
za svaki od tih brojeva pronalazili poseban na&in izra&unavanja a
za svaku od teorema poseban nadin ‘dokazivanja:. Postoji, medjutim,
na&in da se vgéina od tih dokaza izvede istim postupkom. To je
metod proizvodnih fdnkcija {(engl.: generating functions).

Da bismo shvatili smisao pojma proizvodne funkcije posmatraj-
mo neke primere. )

Neka su 3 i X, dva objekta kbji se mogu sabirati, mnoZiti
realnim brojem i mnoZiti izmedju sebe (takvi objekti su, na primer,
dva realna broja, dva kompleksna broja, dva polinoma itd.). Pos~
matrajmo proizvod

_ 2
(1) (1 + xlt)(l + xzt) =1 + (x1 + xz)t + (xlxz)t

Koeficijenat uz ¢t je zbir svih moguéih l-kombinacija ta dva
objekta, a koeficijenat uz t2 je jedina postojeéa 2~kombinacija
ta dva objekta.

Sli&no tome, razvijanjem proizvoda

(2)  Q + x;E)(1 + x,t) (1 + x5t)

dobijamo sredjeni izraz po stepenima od t:
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2 3
(3 1+ (x1+x2+x3)t + (x1x2+x1x3+x2x3)t + (x1x2x3)t

I ovde yidimo da koeficijenat uz t éint zbir svih moguéih
1-kombinacija ovih objekata, koeficijenat uz tz zbir svih moguéih
2-kombinacija tih objekata, a koeficijenat uz t3 je jedinstvena
3~-kombinacija ta tri objekta.

Da bismo dobili broj 2-kombinacija ova tri objekta, treba
da nadjemo broj sabiraka u'koeficijentu uz t2 u (3). Ako nas za-
nima jedino broj kombinacija a ne i same kombinacije, moZemo. sta-
viti X)=Xo=X3'= 1 U (3) pa nam koeficijent uz t2 daje traZeni
broj 2-kombinacija. Kako se u tom sludaju (2) svodi na (1 + t)3
moZemo reéi da. je (1 + t)3 funkcija koja kad se razvije po stepe-
nima od t daje kako broj svih 2-kombinacija tri objekta, tako i
broj svih l~kombinacija (to je koeficijenat uz t) i broj svih
3-kombinacija ta tri objekta (to je koeficijenat uz t>). Drugim
redima, funkcija (1 + t)3 proiavodi svojim razvijanjem po stepe-.
nima od t tri broja 3, 3, 1 (koji su, redom, brojevi 1, 2 i 3-kom-
binacija skupa od tri objekta).

Postupak se mo%e uopEtiti na slu®aj od n razli&itih objekata:

n 2 n

(4) iEl(l +XE) =1 ¥ 8t kst + Ll +s )t

Koeficijenti

8) (XyXgyeou,xy) = %y + Xy + een + X

sz(xlixz,,..,xn) = xlx2 + XXy 4 L.t XX, + x2x3+.3.+xn_1;n

sn(xl,xz,...,xn) = X Xge.eX)

zovu se elementarne simetridne funkeife od n promenljivih i igraju
va¥nu ulogu u algebri. Ako nas ne zanimaju same funkcije (koje su
k~kombinacije od » objekata) veé jedino broj k kombinacija stavi-
éemo Xy = X3 = ... =Xx, =1, Tako dobijamo

s (Lilyeen,1) = (), k = 1,2,...,n.

|
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Stavljajuéi X} =Xy = e =X, = 1 u (4) dobijamo

Grof=14+ Ger Ded e Oe”

pa je funkcija (1 + e)? proizvodna funkcija brojeva (?),(g),...,
0.

Primetimo da dosad navedeni primeri nisu sami po sebi od
interesa: brojeve &ije smo proizvodne funkcije na$li moZemo lako
naéi i bez proizvodnih funkcija. Primeri sluZe samo za razjasnje-
nje ideje proizvodne funkcije u cilju primene pojma za odredji-
vanje onih brojeva u kombinatorici koji su nam jo¥ nepoznati.

Definicija proizvodne funkcije kona&pog niza. Neka je
agsdyseeesdy konatan niz brojeva.Funkcija F(t) definisana sa

F(t) =a, + ajt + ... at"
n

(ili krade F(t)= Z aktk) zove se proizvodna funkcija datog niza
brojeva. k=0

Za one &itaoce koji su upoznati sa pojmom beskona&nog reda
i kojima je jasan samisao izraza "konvergentan red u nekoj ckolini nule”
dajemo op3tiju definiciju proizvodne funkcije (ostali &itaoci
mogu ovu definic;ju i kasnije njene primene presko&iti).

Definicija proizvodne funkcije beskona&nog niza brojeva.
Neka je AgrdyreeesBpree. beskonatan niz brojeva. Pod proizvodnom
funkcijom ovog niza brojeva podrazumeva se zbir F(t) beskona&nog
reda

oo
Fe) = Jatf=a +aet+.eathe .,

k=0 °

U vezi sa ovim definicijama primetimo sledede. Elementi
niza ags8)re0es@yr0.. SU uredjeni ali ne moraju obavezno biti
razligiti. Tako, na primer, funkcija (1 + t)3 je proizvodna
funkcija kona&neg niza 1, 3, 3, 1 u kojem ima dva para jednakih
brojeva. I svi &lanovi niza mogu biti jednaki tako da se moZe po-
staviti pitanje koja je proizvodna funkcija niza 1,1,...,1,...
(Na ovo pitanje bide odgovoreno kasnije).



130 R. Dacié

Druga primedba koju ovde treba uliniti je u tome, 3to Ce-
sto mi ne tra¥imo sve &lanove jednog niza veé samo jedan od njih,
recimo_an. To ne smeta da obgazujemo proizvodnu funkciju celog
niza, ali pri njenom razvijanju necdemo izrafunavati sve koefici-~
jente polinoma (ili reda) ve¢ samo koeficijent uz t"., &ta tou

praksi zna¥i videdemo kasnije iz primera.

Primer 1. Konstantna funkcija 1 je proizvodna funkcija

niza 1, 0, 0, ...

Primer 2. identilna funkcija f(t) = t je proizvodna funkci~-
Ja niza 0, 1, 0, 0, ...

Veéini &italaca svakako da jé poznat geometrijski niz
T%T sl sttt e et '

Formalno gornje razlaganje moZe se dobiti deobom polinoma
1 polinomom 1-t.

Prema tome, imamo

Primer 3. Funkcija f(t) = 1/(1-t) je proizvodna funkcija
niza 1, 1, 1V, ... .
Isto tako, deljenjem polinoma 1 polinomom (1 - t)2 = 1 - 2t+4

+ t2 dolazimo do formlanog reda

L
(1-t)2

a1+ 2t +3t2 4 .+ nt™ s,

Onima koJi znaju neke osnovne primere beskonalnih redova
poznato je da je prednji red konvergentan za |t| < 1 i za njih taj
red nije formalni. Sledi

Primer 4. Funkcija f(t) = 1/(1-t)% je proizvodna funkcija
niza brojeva 1, 2, 3, ..., n, ...
S1iZno .

Primer 5. Funkcija f(t) = 1/(1-at) (gde je a # 0) je proiz-
vogna funkcija niza brojeva 1 = a°. a, az,...,an,...

Citaocu upoznatom sa osnovnim primerima stepenih redova
sledeéi primeri biée potpuno jasni (ostali &itaoci ove primere

mogu preskoditi).

Primer 6. Funkcije a) e*, b) sin x, c) cos x proizvodne su
funkcije nizova brojeva
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a) an'='ﬁ% i b) a =0 afﬁ je n paran broj, a a = ;%
ako je n oblika bk + 1 i 3, = o7 ako je n oblika bk + 3;
c) a = 0 ako je n neparan broj, a, = ;% zan = bk i a = %+

za n = bk + 2,

Primer 7. Lako se nalazi da nizovi: a) a, = (-I)"§
b) a, = (~1)"(n+1); <) a = (-1)"2"; 4) a = n{n+1) imaju proiz-~
vodne funkcije: a) f{t) = 1/(1+t); b) f(t) = 1/(1+t)2; e} 1/(1+2¢t);
Q) (20)/70158)3.

Izracunavanje nepoznatih brojeva

Osnovni problem u primeni proizvodnih funkcija nije toliko
u odredjivanju oblika proizvodne funkcije (mada je taj problem
na prvom mestu po vaZnosti i moZe biti veoma teZak) koliko u od-
redjivanju brojeva 814837000480 0000 zbog toga demo dati nekoliko
na¢ina pomocu kojih se lak¥e izradunavaju dati brojevi.

Podto su polinomi najde3de funkcije kojima se mogu relavati
kombinatorni problemi, pozabavifemo se najpre qdredjivanjém koe~
ficijenata proizvodnih polinoma.

Izraunavanje koeficijenata proizvodnih polinoma

‘Ranije je refeno da se proizvodne funkcije koriste za nala-
Zenje samo jednog broja - jednog koeficijenta proizvodnoq polinoma
(ogranifavamo se zasad na polinome) mada je proizvodna funkcija
sa kojom se operife proizvodna funkcija celog jednog konadnog ili
beskona&nog niza. ‘

Proizvodni polinomi se obi&no dobijaju kao proizvodi drugih
polinoma a traZi se samo koeficijenat jednog odredjenog stepena
u polinomu. Pri izradunavanju tog koeficijenta svi &lanovi proiz~
voda koiji prﬁlaze taj odredjeni stepen ne izradunavaju se. Da bi
se dobro shvatilo kako se to izvodi uradi€emo nekoliko primera.

i b A
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Primer 1. Naéi €lanove proizvoda

P o= (14x) (14x2) (14x3) (14x ™) (14x°) (14x®)

koji ne prelaze stepen _

ReSenje.

P = (1+£)(1+x2)(1+x3)(1+xh)(1+x5+x6+...)
L, 5 6 )

=(1+x)(l+x2)(l+x3)(1+x LT AL T Ok TUNR

= (1+x)(1+x2)(1+x3+x“+x5+x6+...)
= (l+x)(l+x2+x3+xh+2x5+2x6+...)

2,3, 04,2526 )

= (1ex+x“+2x7+2x +3x743x +...

Primer 2. fzralunati proizvod

P = (1+x+x2+x3+xh+x5+x6+x7)(1+x2*xh+x6)'

-(l+x3+x6)(I+xh)(l+x5)(l+x6)(l+x7) idudéi do x7.

Refenje.
P = (1+x2fx2+x3+xh+x5+x6+x7)(1+xz+xh+x6)~
3

.(l+x3+x6)(i+xh)(l+x5)(l+x6+x7+...) = (1+x+x2+x +xh+

+x5+x6+x7)(1+x2+xk+x6)(|+x3+x6)(1+xh)(l+x5+x6+x7+...) =

= (1+x+x2+x3+xb+x5+x6+x7)(1+x2+xh+x6)(l+x3+x6)(l+xa+x5+x6+

+x7+;..) = (1+x+x2+x3+xb+x5+x6+x7)(1+x2+xb+x6)(1+x3+x“+

5,9.6

+2x7+...) = (1+x+x2+x3+xk+x5+x6*x7)(1&x2+x3+2x&+
2 3 4

+X7+2x

6

+2x5+bx6+bx7+...) = 1 + x + 2x° + 3x? + 5x ' + 7x5 + 11x° +

+ 15x7 + ..

Primer 3. tzra&unati proizvod

(1ex) (14x2) (14x3) (19x%) (14x%) (19x8) (14x7 (14x8)

iduéi do &lana koji sadrZi xe.
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Regenje. Posmatrajuc¢i kao u prethodnim primerima nalazimo
da je taj proizvod jednak polinomu

1 + x + xz + 2x3 + th

+ 3x5 + &xs + 5x7 + 6x8 + ...‘

gde su izostavljeni svi oni sabirci polinoma koji sadrZe stepene

x vecée od x .

Nama ¢e u reSavanju kombinatornih problema biti potrebni
samo koeficijenti uz x na naznadenom stepenu; u l. primeru taj
koeficijenat je .3, u 2. on je 15 i u 3. primeru je 6, i to je
€e biti traZeni brojevi posmatranog kombinatornog problema.

Zbog toga treba usmeriti paZnju na izra&unavanje samo tog
jednog koeficijenta i razvijati ve¥tinu za to.

Na pitanje kako obrazovati proizvodnu funkciju za dati kom-
binatorni problem bife (delimi&no) odgovoreno u tekstu koji sledi.

Napomene o definiciji proizvodne funkcije. U definiciji
proizvodne funkcije nije potrebno pretpostaviti da je t realan
(ili kompleksan) broj veé to moZe biti apstraktan elemenat sa
kojim su definisane operacije potrebne u onim sludajevima u koji-
ma je ¢t broj;u tom sludaju nije potrebno voditi raduna o konver-
genciji beskona&nog reda, veé operacije sa beskona&nim redovima
ove vrste (kao sabiranje i mnoZenje) treba smatrati formalno de-
finisanim. Tada se lako proverava da su te operacije asocijativne,
komutativne i zadovoljavaju zakon distribucije.

Pored ranije definisane proizvodne funkcije uvodi se i
eksponencijalna proizvodna funkeija definisana (za slu&aj besko-
nadnog reda) na sledeéi nalin:

a t2 Cat

n
21t P d

n

+ ...

F(t) = a, + alt +

Proizvodna funkcija niza brojeva N AR definise se i
na drugi naéin, ne samo u odnosu na stepene od t kako je to ovde
najpre uradjeno, niti na stepene od 't podeljene sa faktorijelima
eksponenata ~ kako je to u&injeno u prethodnoj napomeni veé i u
odnosu na proizvoljan niz funkcija od t, fo(t), fl(t), fz(t), e

Funkciju tz, na primer, moZemo prikazati u obliku

2

tT = (-1)1 + 2-t+ 11t-1)2
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tj. u obliku aof () + a; 1(t) + azfz(f), gde je a, = -1, a, = 2,
2 =21, fo(t) =1, f (t) = t, fz(t) = (t-1)“. Prema tome, funkci-
ja t© je proizvodna funkcija tro&lanog niza brojeva -1, 2, 1 u
odnosu na tro&lani niz funkcija 1, t, (t-l)z.

Ovaj primer nagoveitava op3tu definiciju proizvodne funk~

a

cije:
Funkcija f je pro;zvodna funkcija niza_ brojeva N ARy
Apreee U odnosu na niz funkcija fo(t),fl(t),...,fn(t),... ako je

£(t) = aofo(t) + alfl(t) + 0. + anfn(t) + ...

Mi se u daljem tekstu neéemo koristiti ovom opitom defini-
cijom veé femo pojam proizvodne i eksponencijalne proizvodne
funkcije upotrebljavati u smislu u kojem su ti pojmovi.napred
odredjeni, tj. uzimaéemo proizvodnu funkciju (kdnaénog ili besko-
na&nog) niza brojeva u odnosu na niz funkcija 1,t, tz,...,t PR
ili na niz funkcija 1 t'f—’ cee ¢ _T’ oo o

10.2. PROIZVODNE FUNKCIJE KOMBINACIJA

Razmislimo jo% malo o primeru proizvodne funkcije binomnih
koeficijenata (2),5),;..,(2), tj. 6 funkciji (14+t)™. Mi smo po-
811 od proizvoda I (1+xkt) i dobili na desnoj strani polinom
n-og stepena od tk=lsa elementarnim simetri&nim funkcijama kao
koeficijentima. Zbog &ega se dobijaju elementarne simetriéne
funkcije? Da bi se dobio koeficijenat uz t potrebno je sabrati
sve &lanove koji sadrZe t. Kako se t dobija kad se izabere t
(sa svojim koeficijentom x, ili xz,...) iz samo jednog &inioca
proizvoda (1 + x,t) (1+x,t) ... (l+x t) a1l iz preostalih (n-1)
&injoca i rezultati tog izbora pomnoZe, a zatim saberu svi ti
proizvodi, dobijamo za koeficijenat uz t funkciju sl(xl,xz,...,
xn) =Xy b Xy + ... + X, (Ovde je najpre primenjen princip pro-
izvoda a zatim princip zbira). Sli&no tome, da se dobije koefi-
cijenat uz t2 treba sabrati sve &lanove koji sadriZe tz 2 se do-
bija kad se izabere t iz samo dva &inioca gornjeg proizvoda a 1
iz ostalih n-2 &inilaca. Ako je t izabrano iz i-tog i j-tog &ini-
oca dobija se sabirak xixjtz. Uzimanje svih mogucih sabiraka ovog
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oblika daje simetri&nu funkciju Sy- Sli¢no se tazmiélja i pii
traZenju koeficijenta uz tk (1 £ k €« n). Da se dobije sabirak u
tom koeficijentu potrebno je izabrati ¢ iz k &inilaca a 1 iz pre-
ostalih n-~k. Obavljajuéi sve mogude izbore te vrste i sabirajuéi
ih dolazi se do Sy ‘

. Ovaj nadin zakljudivanja veé je poznat iz dokaza binomne
teoreme. Da on ima opStiju primenu nego 3to je samo dokaz jedne
teoreme videfemo iz sledefeg primera, koji, ustvari, predstavlja
odredjivanje proizvodne funkcije za kombinacije sa ponavljanjem.

Uzmimo da je dato n razli&itih objekata XyrXgreeerXy (n slo-
va) i da svaki od tih objekata moZe da se pojavi k puta (da zauzme
k mesta), a da je zadatak u odredjivanju broja kombinacija te vr-
ste sa po k objekata u svakoj kombinaciji. Da bismo naZli proiz-
vodnu funkciju ovih kombinacija podsetimo se da svakoj ovakvoj
kombinaciji odgovara jedinstven homogeni proizvod slova SRy
ceerXp stepena k i, obrnuto, da svakom homogenom proizvodu stepe-
na k odgovara jedinstvena k-kombinacija ove vrste. To zna&i da je
broj k-kombinacija sa ponavljanjem od n objekata jednak broju
homogenih proizvoda stepena k od »n slova. Za primer homogenih pro-
izvoda stepena 2 od 4 slova X)rXp0Xg,%Xy moZemo uzeti xf,x2x3,x§,
XXy Zna¢aj interpretacije k-kombinacija sa ponavljanjem pomodéu
homogenih proizvoda stepena k¥ je u tome 3to ove proizvode moZemo
obrazovati algebarski, tj. koristeéi njih moZemo obrazovati pro-
izvodnu funkciju broja svih k-kombinacija sa ponavljanjem, na
isti na&in kako je obrazovana proizvodna funkcija k-kobminacija
(bez ponavljanja).

Posmatrajmo proizvod

m= (1 + xlt + X

2 2
t°+ ..+ xzt + x2t + eee) eos
t2

Jo=N

(1 + xnt + x + .ee)e
Po¥to izvriimo naznadeno mnoZenje i sredimo rezultate do-
bijamo:

2,2, 2
=1+ (x1+x2+...+xn)t + (x1+x2+...+xn+x1x2 + ae. +

2
+ ...
XX F XXy b el b XX+ Lol 4 X 1%¥p)t
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Koeficijenat uz t je zbir svih homogenih proizvoda stepena
1, koeficijenat uz t2 je zbir svih homogenih proizvoda stepena 2.
Da se dobije koeficijenat uz tk treba iz prvog ginioca izabrati
i i
t 1, iz drugog t 2, .«.y 1 naposletku iz n-og t M ali tako da bude
i1 + 12 L 1n = k, pri ¢emu su il'iZi""% , nenegativni bro-

i
jevi. Koeficijent tako izabranog tk je xll, XoT4 eeey xnn. Sabi-
rajuéi sve takve &lanove (pod uslovom da je L, +i,+ .0 +i =Kk)

dobijamo koeficijenat uz tk. vidimo da je taj koeficijenat zbir
svih homogenih proizvoda stepena k koji se mogu obrazovati od
slova XyrXgreserXp.
Da bismo na3li broj svih ovih homogenih proizvoda stepena k
1 5%y = ee0 =%, =1 i naéi koeficijenat uz tk u I.

Sa tako izabranim vrednostima za XyrXgreoarXy proizvod Il postaje

stavidemo x

I'= 1+t +t2+ ... +t0+ .. )0

Citalac ovde mo¥e zamisliti da je svaki od &inilaca u 1 bio
konaéan i i%ao do tm, na primer, ili da su neki (ili svi) &inioci
beskonaéni redovi.

Kako je I’ = (2)% = (1 - ¢)™®

k (-n) (-n-1) (-n~-2)... (-n-k+1) £k
1.2 ... k

"
o~
—
|
-
~

n{n-1) (n-2)...(n+k-1) £k
k=0 k!

Z (n+t-l)tk

L}

k=0

zakljufujemo da je (1-¢)° " proizvodna funkcija brojeva k-kombina-

cija sa ponavljanjem od n objekata, za k = 0,1,..., i taj br&j
n+k-1)
" .

Primer 1. Koliko 3-kombinacija moZemo obrazovati od slova

je (kao $to nam je od ranije poznato) (

a, b, ¢, d tako da se slovo a moZe pojaviti proizcljan broj puta
(to znal&i i1i 0 i1i 1 ili 2 ili 3 puta) a ostala slova najvile

jedanput?
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Re§enje. Zadatak je veoma lak, traZene kombinaci}e su aaa,
aab, aac, aad, abc, abd, acd, bcd, pa ih ima 8 i re3avanje zadatka
pomoc¢u proizvodnih funkcija ima za cilj uveZbavanje njihove upo-
trebe.

Sve gornje kombinacije proizvode se funkcijom
Fo= (1+at+a’tZ+adtd) (14bt) (14ct) (1+dt),

a njihov broj dobija se kao koeficijenat uz t3 kad se stavi

a=b=c=4d=1, tj. kao koeficijenat uz t3 izraza

flaers e )+ o)l

1 2

Kako je f = (1 + t + t° + t3)(l + 3t + 3t2 + t3)

3

a traZi se samo koeficijenat uz t° nelemo izvoditi celo naznaleno
mnoZenje vec cemo i¢i samo do t3. Imamo

£l - (1 + 3t + 3t2 + 3+t o+ 3t2 + 3t3 + t2 4 3t3 + 134 ved)

=1 + bt + 7t2 + 8t3 + ...

pa je traZeni broj kombinacija 8.
Primetimo da je ovde primenjen postupak nepotpunog mnoZenja
polinoma, o kojem je govoreno ranije.

Primer 2. Proizvodna funkcija k-kombinacija sa neogranienim
ponavljanjima od n objekata, uz uslov da se svaki objekat mora
pojaviti bar jednom je

2

f=(t+t+...)"

©
e, = " (eselel ) = ()" = " T (MR

Kad promenimo indeks sabiranja st%V?jajuél n+k = m poslednji
zbir postaje

v m=1, m ks m=1, m

f- mzn (m-")t ) mzn ("-i)t

Sledi da je'broj k-kombinacija traZene vrste 0 kad je
k <n, a (:::) kad je k > n.
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10.3. PROIZVODNE FUNKCIJE PERMUTACIJA

Iz prethodnih primera stie se utisak da su proizvodne
funkcije kao stvorene za iznalaZenje broja kombinacija, ali da se
ne mogu prjimeniti na permutacije, jer su X%,y i XXy istovetni
elementi u sludaju komutativnih algebarskih operacija kao 5to je
mno%enje brojeva. Ipak pokazalo se da je do proizvodnih funkcija

i
!
!
li
i

permutacija moguéno doéi bez naro¥itih teZkoéa.

Dok razmifljamo o tome kakvog oblika treba da budu proiz-
vodne funkcije permutacija primetimo da se sve permutacije dobi-
jaju tako ¥to se uzmu odgovarajuée kombinacije i zatim na sve mo-
gude naline ispremeXtaju elementi uzetih kombinacija. U sludaju
k-permutacija bez ponavljanja postoji sledeéa veza izmedju P(n,k)
i C(n,k)

P(n,k) = k1C(n,k)

Prema tome, preobraZajem koeficijenta u proizvodhoj funkeciji
za kombinacije

. n n k
(+t)® = kzoc(n,k)tk = kzoklc(n,k) &

n tk
LB gy

dolazimo do proizvodne funkcijekx-permutacija bez ponavljanja.
To su, dakle, koeficijenti uz ET za k= 0,1,...,7n,

Pokuéajmo da slidan postupak primenimo i u slufaju kad se
jedan objekat u k-permutaciji moZe javiti viZe puta (on se moZe
pojaviti ili 0, ili 1, 1i1i 2, ..., ili k‘puta). Uzmimo najpre je-
dan primer. Recimo da treba da za k = 1,2,...,5 nadjemo sve per-
mutacije.slova a, a, a, b, ¢. Slu¥eéi se analogijom sa prethodnim
sluajem obrazovacemo funkciju

(1 + at + a2e? + adt3) (1 + bt) (1 + ct) =

o2
= 1411 (atbro) {5 +21(a +ab+ac+bc)—— +31(a +a2b+a2c+abc)

3 . 4 5
+ 4!(a b+a c+a bc)TT + 5!(a bc)g—
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Stavljajuéi a = b = ¢ = 1 nalazimo da su koeficijenti uz
%T (k =1,...,5) redom: 3, 8, 24,'72 i 120, dok je broj odgovara-
juéih permutacija 3, 7, 13, 20 i 20.

Do$li smo, dakle, tim postupkom do neta®nog rezultata. Koji
je razlog toga? On je u tome ¥to sve k-kombinacije (u ovom slu&a-
ju) ne proizvode isti broj permutacija. Na primer, kombinacija a3
proizvodi samo jednu permutaciju, a kombinacijaigbc'njih 6. Lako
uodavamo da ako je jedno slovo u k-kombinaciji ponovljenom puta

!

onda tabkombinacija daje %T razli&itih k-permutacija.
zakljudujemo da e proizvodna funkcija biti ta&no odredjena
uvek kad se u nekoj kombinaciji slovo a (recimo) nadje m puta, tj.
pojavi se am, tu kombinaciju treba podeliti sa m! Xad smo to pri-
mefili,'proizvodnu funkciju za prethodni primer moZemo napisati

u obliku

~

2 3
t . 2t 3¢ £ t
(1 + ayy + a3y + a"57) (1 + byyp) (1 + o)

t a2 t
1 + 1!(a+b+c)TT + 2!(57 + ab + ac + bc)fT +

' a3 + a2b + azc t3

+ 3037 * 37Tt oy toabelgT ¢t

+ 41 a’be + a’b " alc )t4 + 51 a3bc t>
Yormor Y 3mr Y annar R ) st

Stavljajuéi a = b = ¢ ; 1, dobijamo traZene brojeve permu-
tacija kao koeficijente uz ET (k =1,...,5).

I u opstem slufaju koristi se isti postupak. Odgovarajuda
proizvodnamfunkcija za kombinacije menja se tako §to se t™ zame-
njuje sa %T u svakom &iniocu u kojem se pojavljuje.

Primer 1. Proizvodna funkcija k-permutacija od n razli&itih
objekata, sa neograni&enim ponavljanjem svakog od objekata je

2 k o k

(1+t+§—!+...+;—!+...)n=ent= nki-!—

k=0

Odmah vidimo da permutacija o kojima je re¢ ima nk.

Primer 2. Broj k-permutacija od n objekata, od kojih je n;
.jedne .vrste, n, druge vrste, ..., ny m-te vrste, gde je n; + n, +
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+ ..ot =0, odredjuje se pomoéu proizvodne funkcije

2 v ! 2 £'2
L+ E+ap+ e + 2= )(1+t+-2-!+...+—1-n2)
2 X
2 N
t t
(1+t+§-‘-+...+;,-m—!)

Citalac se moZfe uveriti da je koeficijenat uz tn/n!

nl

n1!n2!...nm!

, 5to je od ranije poznat rezultat.

10.4, PROIZVODNE FUNKCIJE I PROBLEMI RAZMESTAJA

Kao i mnogi drugi problemi prebrojavanja i problemi razme3-
taja (raspodele i sl,) mogu se uspesno reZavati pomoéu proizvodnih
funkcija. Pokazafemo to na nekoliko primera.

Objekti razliditi (i neuredjeni), kutije razlidite

Teorema. Broj nadina na kojt se n razliditith objekata mogu
smegtiti u k razliditih kutija, tako da tadno m kutija nije praano
(i n-m je prasno) je

m
W @ 3 GHendon?
j=o

Dokaz. Ako uzmemo da su neprazne kutije il,iz,...,im onda
je odgovarajuéa simboli¥na proizvodna funkcija

2.2 2 2
1!; + ...)(xizt-‘l-xizt + ...)(xi t+xit + ...)

(a) (x, t +x
il i n n

Broj na&ina razme3taja n objekata u k kutija tako da nazna-
&ene kutije ne budu prazne je koeficijenat uz t%/n! u prednjem
izrazu u kojem je stavljeno Xy =X = ... =X = 1. Tada se (a)

svodi na (e - 1)™, Rako m kutija, i%medju njih mk moie biti iza-

brano na ( ) razliéitih naéina, proizvodna funkcija naéeg problema
je ( ) (e - )m. Razvijajuéi (e - l)m, najpre po binomnom obras-
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cu, a zatim u stepeni red za et, dobijamo

m s
et - 1™ = (;).£°(§)<-1)je‘m'3)t

3 &
= ( ) Z X =070 @-" 5
n=o0{j=o0

vidimo da je koeficijenat uz t"/nt izraz (1).

Ako zahtevamo da. nijedna kutija ne bude prazna, tj. da bude
= k, onda se (1) svodi na

k .

1 HenIeent
j=o
a ovo je (veé nam poznati) broj na¥ina na koji se n razli&itih
objekata moZe smestiti u k kutija tako da nijedna kutija ne bude

prazna.
Objekt{ jednaki, kutije razlilite

Teorema. Broj nadina smeéedtaja n jednakih objekata u k razs-
1iditih kutija je

Cin+k=-1, n).

Dokaz. Posmatrajmo proizvod

2,2 n_n 2,2 2.2
(1+*1t+x1t to..tx)t )(l+x2t+x2t Foootx, Del) ... (14x t+xkt +

n_n
+...+xkt )

Kad se ovaj proizvod razvije njégovi koeficijenti uz S
(za s = 0,1,...,n) bife zbirovi svih homogenih proizvoda reda
s obrazovanih od slova Xy rXgreeasXy (v. Jfgnakgst (=) ovog odeljka?.
Koeficijenat uz t imade sabirke oblika X7 Xy ,...,xk i taj sa-
birak femo interepretirati na slededéi naéin. i, predmeta je sme-
Steno u kutiju br. 1, 12 u kutiju br. 2, itd. Na taj na&in, jedan
homogeni proizvod reda n na jedinstven nadin predstavlja sme3taj
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n objekata u k kutija i obrnute. Prema tome, ako stavimo x1‘= Xy =
= ... =X =1 dobidemo broj na¥ina na koji moZemo n predmeta sme-
stiti u k kutija. To zna&i da je traZeni broj jednak koeficijentu
uz t" u razvijenom obliku za (1 + ¢t + ... + tn)k. Taj koeficijenat
je, medjutim, jednak koeficijentu uz £ razvoju za (1 + t + ... 4
+ tP 4 ...)k = (Tég)k. Na osnovu obrasca za binomni red, ovaj koe-
ficijenat je C{n + kx - 1, n), &ime je teorema dokazana,

SmeStaj n jednakih predmeta u k kutija
tako da nijedna kutija ne bude prazna

Prethodni sme¥taj dopu¥tao je prazne kutije. Sada éemo tu
moguénost isklju¥iti. Kad to u&inimo nefe se viBe pojavlijivati Xy
pa Cemo, stoga, posmatrati proizvod (x,t + xft2 + ... 4 x?t“)(xzt +
a2l e D e Lt + R L A T

Kad se ovaj pro}zvod E?zvige njegov koeficijenat uz t" bide
zbir svih sabiraka oblika Xy x2 cee Xpa gde je il + 12 + ce0 +
+ ik =n, 1 i, #0 (za j =1,...,k). Svaki ovakav sabirak na jedin-
stven nadin predstavlja broj nafina na koje se mogu smestiti n je-
dnakih objekata (recimo kuglica) u k razli&itih kutija. Kao i u
prethodnom slu&aju, broj tih na&ina dobijamo stavljajuéi-x1 =x, =
= oeee =X = 1, 1 taj broj predstavlja koeficijent uz t® u razvi-

tku za

w+t? e+ P 0K
On je

c(n-1, n-k), tj. C(n-1, k-1)

Dokazana je, dakle,
Teorema. Broj nadina smedtaja n jednakih objekata u k kutija

tako da nijedna kutija ne bude prazna je

C(n-1, k=-1).
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10.5. PROIZVODNE FUNKCIJE I RAZLAGANJE CELOG BROJA

Teorema. Proiszvodna funkeija P(t) razlaganja celog broja n
bez ikakvih ogranidenja na njegove sastojke, (tj. broja p,) je
(1) Prt) = (1roete.. ) (1etleste, ) 1e88esbe. ) 1etRee®Re L)

oo = 1/01-8)(1-¢2) (1-8%) .. (1-£F) L L

(gde je, po-definiciji p, = 1).

Dokaz. Podjimo od izraza (koji va%¥i za [t]| < 1)

1/(1-a;t) (1ma,t?) ... (1-a, £5) ...

2,2,.3.3 2,.2. 4
(Erajtirat +...)(1+a2t +a2t Foee)oae

k,. 2,2k
oo (l4ayt +apt +eea)eae

(1+a

A A A

2 2 172
1 + alt + (a1+a2)t + ...+ (al a,"...ap

ke oot + ...

U koeficijentu uz té svaki sabirak odgovara (ili stroZije:

odredjuje) jednom razlaganju broja n na sabirke:

(1+1+...+1) + (242+...42) + ... + (k+k+...+k) = n
A A A

1 2 k

Prema tome, ima onoliko razlaganja broja n koliko ima sabi-
raka uz t%. Da dobijemo njihov Proj stavicemo a; =ay; = ... = 1,
a to i daje funkciju P(t). Time je teorema dokazana.

Primetimo da (1) daje i proizvodnu funkciju permutacija sa
ponavljanjem, kod kojih se na prvi elemenat ne nameéu nikakva
ogranidenja, od drugog se zahteva da se javlja u parnom broju, od
tredeg da se javlja u broju jednakom nekom umnodku broja 3 itd.

Iz dokaza ove teoreme lako se vidi kako treba da izgleda
proizvodna funkcija razlaganja na koje su nametnuta izvesna ogra-
niéenja. Evo nekoliko primefa.
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1. Proizvodna funkeija razlaganja 3iji sastojei nisu veds

od m je:

P, (t) = 1/(1-t)(1-t%). .. (1-¢"™)

2, Proizvodna funkeija razlaganja 3iji su svi sastojei i

razliditt je:
qlt) = (1+8)(1+£2) (14¢%). ..

3. Razlaganja 3iji su svi delovi neparni ima proizvodnu

funketju:
n(t) = 1/(1-¢) (1-t%) (1-¢%)...

U § 9 bilo je dokazano da je broj razlaganja broja n na ne-
jednake delove jednak broju njegovih razlaganja na neparne delove.
Ta &injenica sada postaje skoro ofigledna, jer je za |t| < 1:

a-t3) a-th a-t8 ... | a-t) (e -t?) aee?) a-t3) ased).
(1-t) (1-t2) (1-t>)

n{t) =
Yeuo (1-t) (1-t2) (1-t7) ...

(1+t)(1+t2)(1+t3)... = q(t)

4. Broj razlaganja broja n na tadno m delova ima proizvodnu i

funkeiju M
|
e, (t) = t"/(1-¢)(1-t%) .. (1-¢"). .. I
b
|
Primer 1. Broj razlaganja broja 9 na sabirke jednake 3 je
koeficijenat uz t9 u izrazu

1+ 63+ ¢8 4 ¢°

Taj koeficijenat je 1 i odgovara razlaganju 3+3+3.

Primer 2. Broj razlaganja brojeva 9 i 10 na sastojke 2 i 3
su koeficijenti uz t9 i t10 u izrazu
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(1+t2+, . +e10) (1et3+e54e?)

2,.3 5 8 9

= 1+t2+t3 4t de 502t 842¢ 942410

+2t +..;

Ima, dakle, po dva traéena razlaganja za svaki od ovih bro-
jeva. Ta razlaganja su: za brog 9: 3+3+43 1 3+2+2+2, a za broj. 10'
3434242 i 2+2+2+2+2

Primer 3. Broj razlaganja broja 25 na delove jednake 3, 5
i 7 je koeficijenat uz t25 u izrazu

3

(1+t +...+t24)(1+t5

+o0+62%) (et Teel 442

Primer 4. Naéi broj nadina pomodu kojih mo¥e biti nalepljen
iznos od 100 din. u sudskim markama od 1, 5, 10, 20 i 50 din. pret-
postavljajuéi da ovih maraka ima u praktidno neograni&enom broju.

ResSenje. Ovo je problem razlaganja bro;a 100 na delove 1, 5,
100

10, 20 i 50, pa se reSenje doblja ‘kao koeficijenat uz t* u ‘izrazu:
(et L at100) (raeBael 04 41100
(+e104, L +2100) (146204 | 4100y (1450,4100) 0

Posle poduZeg radunanja nalazimo da jévfraieni 5roj 345,

10.'6. PROIZVODNE FUNKCIJE I REKURENTNE RELACIJE

Za dobijanje analitifkog izraza niza brojeva zadatih nekom
rekurentnom relacijom koriste se i proizvodne funkcije. Koefici-
jenti razvitka proizvodne funkcije moraju u tom slu&aju zadovolja-
vati rekurentnu relaciju i njene po&etne uslove. Kako se proizvo-
dne funkcije primenjuju na odredjivanje niza zadatog rekurentnom
relacijom videdemo iz primera.

Primer 1. Koristeéi proizvodne funkcije odrediti analiti&ki
izraz za {a_} zadatog rekurentnom relacijom a

n ='a, + n uz
uslov a_ =1,
S}

n+l
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ReSenje. Stavimo

- 2 n
£{x) = agy + a;x + ayx t oo tanx + e

Na¥ cilj je da dobijemo izraze oblika (an+1'--an—n)xn+1 koji

su svi jednaki nuli buduéi da je a . = a,tn. Da bismo to posti-
gli postupidemo na sledeéi na&in

_ 2 ' n
£(x) = a_jta;x+ax"+...ta x ...
_ - 2_ - n_ n+l_
- xf(g) = =a x-a;X"-...-a _,x -a:x ves
- X = -x2-2x3—3x4-...—nxn+1-...
(1-x),

Sabiranjem ovih relacija dobijamo

2
(1-x)£(x) - —(-i-7 = a t(a,-ag)x+(ay-a,-1)x°
1-x)

-a.-n)xn+1+ =a =1

+...+(an¢1 A oo °

jer su svi ostali koeficijenti na desnoj strani nule.

Odavde je
2
1 X
f(x)=—:—+-——-——§-
19X (1-x)

Dalje je (razvijanjem u red)

£(X) = Léx+xZ+, .. 4x"+, .. ,
+x2(53l + éégx + iizxz + ..+ EiQZlen'z + o)

=1 +x+ 2x% 4+ (1 + 2%3)x3 T n(n—l))xn ...

Zakljudujemo da je

a =1+ Eig:ll

reSenje date rekurentne relacije.

Primer 2. Naéi analitidki izraz niza {an} koji zadovoljava
rekurentnu relaciju

i
|
.
|
z
|
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I
[~
~
[
-
N
~
]
~
.

f(n+2) = £(n+l) + £(n), £(1) =
. Q’l = ‘ G"'y A

ReSenje. Stavimo

- n
o(t) = ag +at+ ...+ ajth + ...

Dalje je
2 n+l
to (t) =a0t+alt + eee +ant + aee
2 - 2 3 . n+2
t%e(t) = aot + alt + oeee * ant * eus

Oduzimajuéi od prve jednakosti drugu i tredu dobijamo

sy [1-t-t?] = a_ + (agga)t + (a,ma -a)t? + ...
_ Ln+2
3 + (an+2 - a4 - a )t + ..
Stavimo a, = 1, pa, buduéi da su svi keeficijenti nule (jer
oni moraju zadovoljavati datu rekurentnu relaciju), dobijame

s(e) [1-t-t4 =1

113
1

A

Xoreni polinoma u imenitelju su

€ =-'1+f51t =1 -/
1T T 2T T

Sledi da je

o(t) = 1 - = A + B
1-t-t s S - N S

t

Odredjivanjem konstanata A i B nalazimo da je

A=-B=-—-L
/5

™
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pa je

_ 1

olt) = V5 + V5
e-ZL+v L _-1-/5
BT B

Razvijajuéi u red svaki od ovih sabiraka nalazimo da je

s = 1[G -BE5E"+ &+ B
n=o

1+ /S)n]tn.

Konaé&no je

- /5 /5
tm o= 3-DA5BE s G+ R+ B on =123,
Primer 3. Koristeéi proizvodne funkcije re3iti rekurentnu

R

relaciju

F(n) = E‘(1jF(n;-1)+E_(2)‘F_(n-2i)'+...+F(n;1)F(1), F(1)=F(2)=1.

_ 2! :n
f(t) = ajt + att * ... 4 ant +....

(uzimajuéi da je a; = F(i)). o
Tada je, s obzirom na gornju rekurentnu relaciju

(£(£))2 = -t + £(1).

ReSavajuéi ovu kvadratnu jedﬁaéinu po f£(t) nalazimo

£(t) = (1 - /TTD)

Uzet je znak'hinué‘jer red za f(t) nema kohétantnog &lana
(red za redenje sa znakom plus imao bi za konstantni .lan 1, pa
ne bi predstavljao trafeno reZenje). Razvijajuéi ovu funkeciju u

binomni red nalazimo da je koeficijent uz tn, tj. a, ili F(n):

(2n=-2)!

F(n) = AT o
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10.7. ZADACI

1. Odredjtivbrpizvodne funkcije nizova a, definigéqih sa:

n

‘a) a

)

D" ) e = (-1)"2" ) a

) (10" as)

n
n(n+1) f) a ‘= 1/n!

172"

&)‘a

2. Koji nizovi imaju kao proizvodne funkcije sledece funk-

cije:
a) In(1+x)  b) sin x d) cos x ?

3. Napisati proizvodnu funkciju za k-kombinacije slova a,
b, e, d, e pod uslovom da se a moZe pojaviti najvi%e 2 puta, b

najvi$e 3 puta.
4. Napisati proizvodnu funkciju k-kombinacija n slova
, gko sg:x].uvek_mora pojavljivati paran broj puta,

XpsXgpeonsX,

ali ne vi%e nego ¢ puta, a kz‘se'UVek mora‘pojaVIjivafi Heparan
broj puta ali ne viSe nego j puta. ' o -

.5. Koliko reSenja ima. jednalina
2{ +vjy + éi'+ 7u = 20
u celim nenegativnim brojevima?

6. Koliko re3enja ima jednalina
3x .+ 5y + 7z '+ 9u = 42

u celim pozitivnim brojevima?
7. Naéi broj permutacija n razlilitih objekata ako se
svaki quekat mora pojaviti u permutaciji bar jednom.
8. Napisati proizvodnu funkciju h-permufacija Hd‘n objekata

sa neogranienim ponavljanjem, ali takvih da se svaki objekat
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mora pojaviti neparan broj puta.

9. Naéi proizvodnu funkclju k-permutacija 2m objekata
(m vrsta objekata, u svako] vrsti po 2 objekta), ako se svaki
od m objekata moZe pojaviti u permutaciji 0, 1 i1i 2 puta.

10. Dokazati da broj takvih k-permutacija sa ponavljanjem
od n razli&itih objekata, koje ne sadrfe dva uzastopna Jednaka
k~1

objekta iznosi n{n~1 i uveriti se da je proizvodna funkcija

ovog niza

nx
T=x(n=17
11. Koristeéi proizvodne funkcije dokazati da se n razli-
Eitih kuglica mogu smestiti u k razli&litih kutija na k" naina.
Na koliko se nafina mogu 20 jednakih loptica smestiti u §
razli&itih kutija?

12, Koliko ima sme¥taja iz prethodnog zadatka takvih da
svaka kutija sadrii bar dve loptice?

13. Na dva nalina - primenom proizvodnih funkcija | prime~
nom jednalina sa celobrojnim redenjima ~ odgovoriti na stedele
pltanje: Na koliko nadlina petoro dece mogu podeliti 15 jabuka
tako da nljedno dete ne dobije manje od 2 niti vi3e od 4 jabuke?

1h. Ako k raziiZitih kutija ne smeju sadrZavati manje nego
m od n jednakih objekata, pokazati da je odgovarajuca proizvodna

funkcija

kM 1-e) 7K

15. 3ta predstavlja koeficijenat uz x20 u razvijenom pro-

izvodu

(1+x2+x"+. . .+x20) (t+x5'+x‘°+x‘5+x2°) (14x'04x20)7

16. Napisatl proizvod polinoma, koji se moZe Iiskoristiti

da bi se na%ao:
a) broj podela broja 32 na sastojke od 6, 9, 13 1 20;
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b) broj podela broja 16 na sastojke vece-od 3;
c) bro) podela broja 10 na razliite sastojke,

17. Na koliko na&ina moZemo isplatiti 63 din. nov&anicama
od 1, 2, 5, 10 i 50 din. '

) 18. Koristeci proizvodne funkcije .re¥iti sledede rekuren~
tne relacije:
19 £(n+1) = £(n) + 3(n+1) (n+2), £(0) = 0.
2° £(n+1) = f(n) + 2", £(0) = 0

3° f(n+1) = £(n) + (n+1)2, F(0) = 0.
13, Koristeél proizvodne funkcije refiti rekurentne relacije:

1° f(n+2) = f(n+1) + f(n), £(0) = 2, f(1) = 5.

29 F(n+2) - 2f(n+1) + F(n) = 27, £(0) = F(1) = 1.



152 R, Dacié

REZULTATI I UPUTSTVA' 3, f
2. 30, 29. 28. 3. 303, 4. a) 1205 b) 120, '
5. TTRT 6. 80. 1. 1380, ;
8. 47. 9. 652423222 10, 11520 ;
1. 7. 13. 60. | 14, 24, 5
15. 125, : 16. a)iBépi b) i; c) 3; A i
17. C(p+2,2) C(q+2,2). 18. C(n-k,2) + k{n=k) + 1 ‘ |
19. 3.C(n,h) ' 20. C(n,b) 21, p(p-l)q(q-i)/h |
22, 3'0, 23, a) 23¢(10,3) = 960;.b) 1161.

2. () - ) 2s. B2 (p+q-2) 26. % (pfq)(pfq+r-2)
27. c(n,2)[2C(n-2,3) + 2C(n-1,2) - C(n-2,1) + 2]
28, mn + 2m + in -1 29, k(k-l)...(k-n+i) )

30. 75, jer najveci broj kuglica medju kojima nema 15 iste boje
je 74: 10 sivih, 10 zelenih, 12 plavih i po 14 belih, crvenih
i Zutih,

31, 44,

1. n3(n+1).

2. Zbir koeficijenata jednak je vrednosti polinoma za x = y = z = 1

i iznosi 2.

3. Uputstvo. Napisati levu stranu u obliku C(n,0) + C(n,1) +
+ ...+ Cln,n) + nfC(n-1,0) + C(n=1,1) + ...], koristeéi iden-
tignost kC(n,k) = nC{n-1, k=1).

6. 2/

10. Stedi iz Cln,1) + C(n,3) + ... = 2"°",

13, C(n+1,m+1) = C(k,m+1) za m < k, C{n+1,m+1) za m > k.
[}

18, (9).2%.(-33.
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19,

21.

22.
23.
24,
25.
26.
27,
28.

252,

n

(% n) za takvo n za koje je ; n ceo broj.
50, , s1

a) (36): b) (25)

€(30,3).€(3,1) = 12 180,

310

131
19 48; 2° g1,
srorter 22 (-7 (-n ',

126 a"b> + 252 abbc? + 504 adbic.

5.

998 910. Staviti: ceo broj ima osobinu a ako je kvadrag, a oso-
binu B ako je treél stepen. Tada je traZeni broj N - N{(a) -

- N(B) + N(aB) = 100 000 - 1000 - 1000 + 10 = 998 910.

16 687. Yputstvo. Jedna 6d'8f”ﬁog;énfﬁ pefmuta;ija ima ‘osobinu
o, ako B nije neposredno iza A, osobinu 62 ako C nije neposredno
iza B, ..., osobinu a7 ako H nije neposredno iza G. Tada je
N(a,) = ... = N(u7) = 71. N(aja,) = 61 itd.

228,

B864. Uputstvo. N = 81/2121212) = 2520. Reci cemo da permutacija

ima osobinu a ako.su oba A susedna, itd. Tada je N(a) = ... =

= N(8) = 71/21212) = 630, N(aB) = ... = N(y8) = 180 itd.

7.
8.
9.
0.
11.

13.

90. : . i S
f (-T)JC(n,iZ(Zn-i)!v
i=o . gN=i
1485.
44, Ovo su rastroji, gde je n =-5.

1854,
61 - 2-51 + 41 = 504,
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14,
15,
16.
17.

1.
2,
3.

4
5.
6.
8.
10.
13.

21,
22.

23.
24,

25,

(') o(5) = 2772.
[p(5)]% = wk2,
(61)2.

81(1 -1 + !% - 3% + vee + E%) = 14 833,

6.

£(10,3) = 120,

€(8,3) + 8.7 = 112,

(2)-+ (ksl) .., + (kfp);

c(20,6) + €(20,1)-C(19,4) + €(20,2-.C(18,4) + €(20,3) = 146 koo,

.zn

20,
a) (M v 3.
12,
17 n+k=-1 . :
a) (y)s b) (70 ), jer je svaki &lan homogeni proizvod
oblika xTI xzz coe x: , gde je me 4+ my + ...+ m =n i m; 2 0.
12
(g )+
n+k=1
Chay )+

Nijedno.

a) Zamislimo da su svi ovi brojevi napisani pomocu 6 cifara,
npr., 359 = 000 359, Tada se traZi broj refenja jednaé!ne

Xy + oo+ xg = 1wz uslqve b€ x; < 9 za I.w 1,,..,6. Bro}j
nenegativnih refenja ove jednaine je C(16,11). 0d ovog broja
treba oduzeti ona re¥enja kod kojih je x, > 9, a takvih je
€{7,2)., Treba, takodje, oduzeti refenja za koja je Xy > 9

(x3 >.9'.'°"»x6 > 9), pa se, konafno, dobija C(16,11) -

- 6.C(7,2); b) €(12,6) + ¢c(11,5) + c(10,h4) + €(9,3) + €(8,2) +
Fe(r,0) 41

D+ DD s DD B
= 194,
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30, C(22,6) - 7 C(14,6).
31, 46.376.

2.
4.
5.
6.

9.
10.

11.
12.
15,
16.
17.
18.
19,

7.

a) f(n) = f(n-1) = 2n-2, £(1) = 2; b) f(n) - f(n-1) = 2n-2,
F(1) = 2; ¢) f(n) = f(n=1) = g n (n=1) + 1, £(1) = 2.
f(n,k) = n+1 + f(n,k=1); f(n,k) = % (n? + 2nk + n + 2k + 2).
15,

n(n+1)/2.

2) £(n) = [n(ne1)72]%; b) £(n) = 2" = 15 c) £(n) = nZ;

d) f(n) = n(n+1){(n+2)(n+3)/4

a) n(n-1)(n-2)/3 + 1; b) (2n-1)/n; ¢) (n-2)-2" + 3

f(n) = (n3 + 5n + 6)/6.

a) F(n) = c,2" + ¢, (-5)"; b) f(n) = ¢ (21)" + ¢, (-21)";

c) fln) = €2" + ¢,3" + c3ﬁ“.

a) f(n) = 2"; b) f(n) = 2" + 3" - 4",

f(n) = cos na

1716,

1001,

39.

3 - BEFD" + G+ PG

f(n) = f(n-1) + f(n-2) + £(n=3), n > 3, flo) =1, £(1) = 2,
£(3) = 4.

8.
n n

Svaki prirodnl broj N moZe se naplsati u obliku # = p;' p, ...

n

pkk, gde su PysPgreeesPy razli&iti prosti brojevi. Stavljajuéi
N = N‘-Nz problem se svodi na podelu n, predmeta jedne vrste,

n, predmeta druge vrste, ..., n_ predmeta k-te vrste na dva

2 k .
dela. Ta deoba se moZe izvesti na (n,+1)(n,+1)...(n_+1) na&ina.

1 2 k
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10,
14,

15.

16.
17.
18.

19.

20.
21.

22.

Rezultat: 72.

160.

nt= - cln, (=" + c(n,2) (n-2)" - Lol o+ (1) e(n,n-1).
Relacija je tatna; leva njena strana predstav)ja broj natina
ne koje se 7 razliZitih objekata moZe smestiti u 8 kutija tako
da nijedna kutija ne bude:prazna,.3to je nemogule, tj. taj
broj je nula,

1806,

301,

a) TraZeni bro jje G(5,3) i iznosi 41; b) TraZeni broj je
a{5,3), jer se 2310 moZe razlofiti na 5 pro;}ih éinildca,:
koje zatim, treba svrstati u tri grhpé; %td se moZe obaviti

na 25 naZina. = ’ ‘ : 3

36.C(8,3). 6 predmeta iste vrste mogu' se razdeliti na C(8,2) -

nagina, a svaki od preostalih 6 razliCitih predineta moZe pri- .

pasti bilo kojoj osobi. Poslednjih moguénosti' je 37, pa se re-

zultat dobija na osnovu Principa proizvoda.

[ces,91%.

ey

(nt) ) D
(nj)!/{(j!) n!}, jer se prva grupa moZe obrazovati na ;gnj,j).
natina, druga na C(n -j,j) na&ina, itd. Kako nije vaZan red
grupa, proizvod C(WJ)C(nj—j,j)...C(Bj,j)C(Zj,j) se deli na nt:
126. Na osnovu Principa dualnosti Je'[b;B][i,l,l,1,1,1,1,1,1]I
= [1,1,1,1,1,1,1,1,1 ][4,5] pa je problem sveden na deobu na
dva dela.

192.

690.

19068; .
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12,

13.

14,

16.

9.
1.

9 9
7+1+1 7+2
5+3+1. - P : 5+3+1
S+1+1+41+1 S+4
34343 N
343+1+141 L 64241
3414141 +14141 44342
T+14 1414141414141 T 8+1
|0 20

b+141 RS PEPCPRRe,
) 241414141
3+14+1+1
2+2+1+]
2+2+2
343
Uputstvo. Uz dijagram FazléganjafbkaS’ﬂ na‘k sabiraka dobi=

jamo stubac sa n talaka.

Ima viSe razlaganja na 4 pozitivna neparna sabirka. Dokaz.
Meka je a+b+c+d = 1000 raziaganje brpja 1000 na 4 pozitivna’
parna sabirka. Tada je (a+3) + (b-1) + (k;l) + (d-l)‘fazlaganje
broja 1000 na 4 neparna pozitivna sabirka. Ovo daje“bijekciju:
izmedju svih parnih razlaganja i podskupd svih neparnih razla-
ganja. Da navedena razlaganja ne obuhvataju sva razlaganja na:
neparne sabirke vidi se iz toga 3to je a+3 vedle od b-1 bar za
4 jedinice pa u ovaj tip razlaganja ne ulazi, na primer, raz-
laganje 399 + 399 + 101 + 101, ’ e :
Razlaganja broja 1000 na neparne sastoj?e. Dati dokaz razla-
Suci svaki sastojak 2¢ na 1 i 2i-1. o

Refenje. Broj razlaganjé na 2 i 5 je broj reSenja jednaline
2x+5y = 100 u celim nenegativnim brojevima.  .Ovde y mgie uze;i

sve celobrojne vrednosti od 0 do 20. Rgzlaganja na 3 i 5 ima
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koliko i celobrojnih nenegativnih reenja JednaEine Ix+5y = 100,
ovde y moZe uzeti samo ove vrednosti: 2,'5, 8, 11, 14, 17 1 20.°

10.

1w e b 1705 ) (R ) (DT 2x(1-x)73;

- gy X, ‘ ' :

2. a) (~1)"/n; b) a, = 0 za n parno, a .= (-\)n-1/nl za » neparno;
c) a, = 0, za n neparno; a, = (-1)"/nl za n parno.

3. (1+x+x2)(l+x+x +x3)(1 x) 3 it (1+x+x2)(1+x+x +x3)(l+x+...)3.
4, (1+t2+th+...+t ) (e+t 30, atd) (eeaeZe 0™ "2,
5. Treba lzraEunatl koeficijenat uz t20 u prolzvodu

2

(1+t +... 20)(1+t3+t6+... 18)(1+t5+... °)(1+t +t1“)

6. Stavljajuéli x = 1 + X, y=1+Y, z= 1 +2, u=1 + U, Jedna-
Zina postaje 3X + SY + 72 + 9V = 18 1 treba naél broj njenih
refenja u celim nenegativnim brojevima, Taj broj Jje koefici-
jenat uz t18 u prolzvodu

(1+t3+...+t‘8)(l+t5+t 15)(1+t +t‘“)(1+t +t18)

7. 1 cla, XD
i=t
3 2141 .
8. (t +-§-T + s +-%—2-W+ ..‘.)n.
2
9, (1+t+ %r)m.
11, 10 626.
12; 1001,
15. Bro) razlaganja broja 20 na komponente 2, 51 10,
16. a) (1+x6+... x30) (14x L 27)(\+x‘3+x26)(1+x %;

b) (1+x Fooat 16)(l+x +x‘° 15)(1+x +x12)(1+x +X l’)(H-xsi»x‘s)...
(l+x16), &) (14x) (14x 2y . (14x'0).

18, 1° f(n) = -sn(n-+1)(n+2); 29 f(n) = 2" - 1;
3% f(n) = gn(n+\)(2n+l)
19, 1° £(n) = /; W s D - - B - Byn,

20 £(n) = 2" - n
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