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PREDGOVOR 

U toku poslednjih godina se и Matematickom institutu u Beogradu odriava Seminar 

iz primenjenc matematike па kome је i potekla ideja d~ se napiSe оуа knjiga. Razlozi 

da se odabere oblast matematickog programiranja su viSestruki. U prvom redu тalо 
је knjiga па nasem jeziku koje se Ьауе оуоm oblascu, dok se и svetu опа уеота brzo 

razvija. S druge strane, primene matematickogprogramiranja su mnogobrojne, ~to ga 

сinј zanimljivim пе sзmо za matematicare nego i za inZenjere, ekonomiste, уојпе struc­

пјзke itd. Imajuci sve оуо и ујди, nastojali smo da tekst budc dostupari 5to sirеш krugu 

citalaca. ОЫт znanja koji se stice и okviru kurseva matematike 1 i 11 dovoljan је da Ы se 

knjiga и celini mogla pratiti. . 

Knjiga se ро sadriaju moze podeliti па dva dela: prvi koji сinе glave 1, П i Ш је 

iskJjucivo teorij$kog karaktera i сini zasebnu сеlinи; U пјеmи se razv~a neopllOdan mate­

maticki aparat. роmоёи koga se dokazuju svi rezultati u preostalim g1avama. ёНalас koji 

је zainteresovan уВе za metode а mапје za teoriju matematickog programiranja moze da 

cita sзmо drugi deo (glave IV, У, \1 i VП). Da Ыsшо оуаЬо citanje oIaksali, sve metode 

smo izlozili algoritamski. U uvodusu navedene neke primenematematickog progra­

miranja. 

Pri izradi knjige konstultovana је оЬimпа 1iteratura. U izboru materijala i пасinи 

dokazivanja trudili smo se da оlзkSаmо citanje knjige, а da istovremeno zainteresovanom 

citaocu omogucimo da bez vecih teskoca nastavi ·proucavanje оуе materije iz drugih 
izvora. Uvod i glave 1, П, Ш, IV, \11 zajednicki su pisali dr Miroslav Asic i dr Vera 

УијСјС. Glave V i УI pisala је dr Nada Milicic, а и konacnom иоblјсауапји teksta ovih 

дуеји glava ucestvovala su i ostala dva autora. Na Јааји napomenimo da su mnogi dokazi, 

dati и knjizi, originalni. 

пг Уега У. Vujcic 

пг Nada l. ЕЈuгаnoviс-ЈfiliCiс 

пг Miros/av D. А sic 





UVOD 

о Маtещаtiсkо programiranje, kao oblast, роёјnjе da se razvija posle drugog svetskog 

rata mada su neki pionirski radovi objavljeni mnogo ranije. Oblast matematickog pro­

gramiranja moze se grubo podeliti па lineamo, nelineamo, diskretno i stohasticko pro­

gramiranje i teoriju igara. Zajed~icka osobina ovih oblasti је da зе traii tacka u nekom 

vektorskom prostoru koja zadovoljava neka ogranicenja, а u kojoj data Љnkсјја (ЉnKcjj~ 

cilja) dostiZe ekstremnu vrednost~ Matematicko programiranje iskljucivo razmatra pro­

Ыете u konac nodirnenzioniin prostori!11.a dok su· ekstremalni о problemi u Ьезkопаспо 

dirnenzionirn prostorima predmet drugih matematickih disciplina (varijacioni racun, о 

optimalno upravljanje i dr .). Ekstremalni pr()bJemi se vrlo cesto javljaju u praksi, sto се 

se videti iz prirnera које сето navesti u daljem tekstu. О ОУiЛl i drugirn prirnerirna prirne­

пе matematickog programiranja viSe detalja сНзlас moze пасј npr. u Petric [Р.2], Dantzig 

[D.3]. 
Lineamo programiranje је najrazvijenija i najcesce prirnenjivana oblast matematic· 

kog programiranja. Atribut"linearno" poticeoiz сinјеniсе да su kod tih probJema i љnk­

cija cilja i ogranicenja linearne funkcije. Navescemo sada nekoliko probJema iz rгzrJh 

oblasti сјјј sematematicki modeli mogu svesti па problem linearnog prograrniranja. 

1. Transportni рсоЫет 

Proizvoaaci Р l' ... , Pk proizvode зrtжш А koji treba dopremiti korisnicirna К l' ... , 

Km·Nekaje 

рј' i = 1, ... , k ko!icinil proizvoda kојоПl raspolaie proizvodac Рј, i = 1, ... , k 

'lj, ј = 1, ... , m коliсјпа proizvoda koja је potrebna korisniku Кј . ј = 1, ... , m 

i =01, ... , k 
Cii' . 1 " Ј = , ... , m 

сепа prevoza jedinice artikla А od proizvodac а Р. do korisnika 1<; 
10 , 

i = 1, ... , k; ј = 1, '''' m 

Pretpostavicemo dз је ukupna potrainja jednaka uJ...Llpnoj ponudi, Тј. 

m k 
~ q.=~p .. 

j=IJ ј=1 1 
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Treba odrediti kolicinu Хђ ~ О artikla А koji пеЬа prevesti.od proizvodaca Рј do koris­

nika ~, i = 1, ... , k; ј = ·1, ... , т, tako да ukupna сеnа transportabude minimalna. Mate· 

maticki model opisanog problema se moze napisati kao: 

(U.l) 

k m 
min ~ ~ c .. ~. 

i=lj=l 1] g 
т 

ј;:1 ~j = Pi,i=l, ... , k 

k 
.~ ~i=Q"j= 1, ... ,т 
1=1 .~ 1 

Xjj~O' i=l, ... ,k 
. ј= 1, ... ,т . . 

Dobijen је problem u k·m diшеnziоnот prostoru Rk.m sa lineamo~ funkcijomcilja i 
linearnim ogranicenjima. Napominjemo. da је problem koji smo naveliunekoliko UproS·· 

Сеn. Naime, moze se desiti daje 

т k 
.~ qi ~.~ Р1' • 
Ј= 1 Ј 1=1. . 

U tom slucaju se иуощ fiktivni proizvodac (kada је potraZnja уеса оа ponude) ili fiktiv·· 

ni potroSac (kada је ponuda уеса od potraZfije), s tim Но se za odgovarajuce ceneprevoza 

uzima da su jednake nulL Osim navedenih ogranicenja, u rea1nim problemima јауlјаји se i 

druga ogranicenja (propusna тас saobraca.jnice о. d Рј . do ~j' moguenost prevoz. а raznirn 
prevoznim sredstvima ро raznim сеnата itd.). РтоЫет {U.1) јта specijalnu strukturu 

te za njegovo reSavanje 'osirn metoda koje сето izloziti u оуој knjizi postoje i efikasnqe 

metode (videti Репјс [p.2),Dantzig [D.3]). 

2. Problem dijete 
." о" 

Na raspolaganj~ је п razlicitih prehrambenih proizvoda, Р 1 , ... , Р n' Neka su К1 , ... , 
К sastojci tih proizvoda neophodni u i~ani. Poznati su sJedeci podасј 
т . . . ..... 

i=1, ... ,т 
ајЈ" . 1 

Ј= , .... ,n 

сј' ј=I; ... ,n 

Ьј , ј=l, ... ,т 

kolicina sastojka. Kiu jediniCiprOizv~da. Ру i = .• 1, ... ,т; . 
ј = 1, ... , п .. 

cena jedinice proizvoda Рј , ј = 1, .~._; п . 

minirna1na dnevna potreba sastojka ~ koju propisuje dijeta" 

ј= 1, ... ,т. 

ТсеЬа odrediti ko!\cinu xi proizvoda Рј u dnevnoj ishrani tak.о da ishrana bude sto jefti •. 

nija а dз pritom buduzadovoljene sve dnevne potrebe u sastojcirrui К1 , ... , ~ koje dijeta 

propisuje. Matematicki mQdel је: 
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п 
min ~ С.Х. 

ј=1 1 1 

п 

j~l ајјХј ~ Ьј, i = 1, "', m 

1~0, j=l, ... , п. 

Dobljenje ропоуо problem linearnog prograтiranja. 

3. ProbIem optima1nog rasporeda radne snage 

9 

Neka је dato п masma М 1 , ... , Мп па koje treba rasporediti nradnika R1, ... , Rn. 

Poznato је da radnik Ri па maSini Мј dnevno donese dobit od Cij noyca.'1ih jedinica. 

Radnike treba tako rasporediti da preduzece јn1а maksima1nu dnevnu zaradu.Neka је 

1 шо је radnik ~ rasporeaen па masinu М. 
х .. = {. Ј 

1] О U osta1im slucajevima .' 

Tada se рсоblет moze ларisаti u obliku 

п п 

тах ~ ~ СЈјјХ'l' 
i=1 ј=l . ~ Ј 

п 
,~ Х .. = 1, ). = 1, ... , л 
ј=1 1) 

п 

~ х;· = 1 i = 1, "', П· 
ј=l 1] , 

Хџ Е{ 0,1}, i = 1, ... , п;ј= 1, ... ,П 

Zbog poslednjeg uslova оуај problem spada u klasu problema diskretnog programiranja. 

Меdutiщ usloYiXij Е {0,1 ј , i = 1, ... ,. п; ј = 1, ... , п mogu se zameniti uslovima Хјј ~O, 

i, ј = 1, , .. , п. Na taj ласiп se dobija лоvi рсоblет - рсоblет lineamog programirarija. 

Pokazuje se da se sva optimalna resenja starog problema sadIie теаи орtimalпiш rese~ 

пјјmа novog problema, а рrimела simpleks metode* па поуј problem daje bas resenje 

koje zadovoJjava uslovexij Е {0,1} , јЈ :: 1, ... , п. . . 
Nарошепimо uzgred da se problem prakticno ле moze rеsаvаtiisрitiVЗЈ1јеш svih 

шоguспоsti (iша ih п!) jer је Ьсој tih люguспоsti ogroman cak i za relativllo malо п 

(npr. 1 О! :: 3628800), dok је za п;;а. 30 taj broj tako veliki da ispitivanje svih П10guспоsti 

prevazilazi mogucnosti danasnjih elektronskih [аСипзrа. 

4. Izborborbenfu sredstava 

Neka se za ипШепје neke grupe ciljeva koristi rri tipova sredstava naol1lzanja 

SI' ... , Sm.Nekaje dalje 

* SiтpJcks mctodaje пајроzлаtiја metoda za rcsavanje ртоЫета lincarnog programiranja. Оуа те-
toda је izlozena u glavi IV. • 



10 

сј' ј = 1, ... , m 

уј' ј=l, ... ,т 
Ьј , ј = 1, ... , т 

d 

v. VUJCIC, м. ASIC, N. мшёlё 

srednja vrednost Ьтоја unistenih сПјеуа jednim borberJm 

sred:>tvom Sj,j = 1, ... , т 

vredno$t jednog borbenog sredstva tipa Sj' ј = 1, ... , т 
maksirnalna dozvoljena vrednost· borbenog sredstva tipa 

Sj koja se moie upotrebiti 

тзksimalna ukupna vrednost borbenih sredstava koja se 
moie upotrebiti. 

Ako sa ".i oznacimo broj uроtrеblјепih borbenih sredstava tipa Sj' ј = 1, ... , т matematic~ 
ki model problema maksimizacije srednjeg broja unistenih сјЈјеуа је 

т 

тах ~ С·Х,: 
ј=1 Ј Ј 

m 
1: УЈ·Х. ~ d 

ј=1 Ј . 

УјХј ~bj' ј =~, ... , m 

. Хј ;;а.о, ј = 1; ... , m 

Dve пајУainiје metode za resavanje pfoblema lineamog programiranja navedene su u 

glavi IV. Druge metode zainteresovani citalac moze пасј npr. u Dantzig [D.3], Simonnard 

[S.I]. S оЬшоm da su modeli realnih problema оЫспо :velikih razmera (уВе stotina pro­

menIjivill i/Ш ogranicenja) posebno skrecemo paznju па metode specijalno konstruisane 

za оузkvе probleme (videti npr. Lasdon [L.l] ). 
Problem nelinearnog programiranja, kod koga su fиnkcija сјЈја ј/Пi funkcije ograni­

сепја nelinearne, zanimIjiv је пе samo sa teoretskog nego i sa prakticnog stanoviSta. 

NaLrne, u mnogim ројауата је zavisnost теаи promenIji\'im nelinearna te se odgovarajuci 

matematicki modeli mogu adekvatno izraziti jedino kao ргоЫетј nelinearnog programi­

ranja. Sledeci primeri ilustruju ovakve situacije. 

1. Problem pakovanja proizvoda. 

Svakog meseca treba upako\'ati i poslati 100 т3 neke hешikaliје. НетikзНја se 

transportuje u 1 оо jednakih kontejnera obIika pravouglog parelepipeda dtlZine Х, sirine у 

i visine z. Воспе stranice i dno kontejnera рrз\'е se od materijala.cija se сепа moze zane­

mатШ, ali koga па raspolaganju ima samo 400 т2 . Materijal za prednju i zadnju stranu 

kosta 100 dinara рс m2, а materijal za vrh 150 dinara ро т2 . Ovih materijala ima и пео­
granicenim kolicinama. Treba odrediti optimalne dimenzije kontejnera. МаtеЛ1аtiсki 

model glasi: 

min 150 ху + 200 xz 

xyz = 1 
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ху+ 2yz~4 

x~O,y~O,z~O. 

11 

Dobijeni problem nelinearnog programiranja spada u k1asu рсоblета tzv. geometrijskog 

programiranja. Zaovu k1asu postoje posebne metode re,savanja (videtinpr. Duffш, Peter· 

son, Zener{D.8]). Naravno, za resavanje:ovog problema mogu se upotrebiti i opsteme· 
: ~ .' . . 

tode nelinearnog programiranja opisane u ovој knjizi. 

2.Diskretni рсоЫет optimaInog upravljanja', 

Neka u nekoj hemijskoj reakciji koja se odvija u toku jednog casa ucestvuje п sup­

stanci· SI' ... , S~.· SvakTh. 5 minutase па reakciju moze uticati iztшiпот temperarure i 

pritiska u reaktoru. OznacimoSa xi(tj) koncentra~iju supstance Si u тomепш tj = to + 5ј, 
gde је i =1, ... , п;ј = О, ... , 12. Pretpostavimo da se kопсепtrасђаsuрstanсе Si ponasa 

· preina diferei1cijskoj jednacini .. . . . 

gde su sa8j i Pjoz~aceni t~nIperaturaipritisaku vrешепskот intervaluod tj do tj+ 1. Pri· 
tom тоса biti· . ... .. 

а ~в· ~bjc ~p.~d. . Ј .. ... Ј . 

. Neka је Сј ~enajedinicesupstance Sj" Ро zavrsetku procesa dobit ~osi 

··п .... . .. 
. ј!1 ci(xi(t12) -ХРЈ)· . 

Matematicki modeloptimal~og upravljanja ovim hemiJskhn procesom је 
п . ' 

тах ј!1 ci(x~tI2) - x/to)) 

... xi(tj+1) ~ Gi(x1(t/,.B,xn(tj), вј' рј)' i = 1, ... , ri 
ј = О, ... , 11 

a~в.~b j=O, ... ,il·· 
. Ј·· ,. 

c~ рј ~ d ј = О, ... ,11. 

· Pretpostavlja se dasu xp~,i =1, ... , п date velicine. Dobij~nje problem nelinearnog pro-

· gramiranja sa 24 + 12п promenljivih i isto toliko ogranicenja. 

Napcimenimo da se u stv~osti procesi оЫспо opisujudirerencijalnim jednacina· 

та. No ukoliko se koncentracije пе тепјаји suviSe Ьао, proces se moze па zadovoljava· 

juci пасin opisati i diferencijskirn jednacinama. 
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3. Problem рlaniranја proizvodnje 

Neka su Хl' ... , хп ko1i~ine proizvoda P1, ... , Р n,respektivno,koje се fabrika F pro­

izvesti. Porastom koli~ineproizvoda na ЫИш njegova -cena opada. lednostavnosti radi· . 

шесеmо da na tu koli~inu иH~e isklju~ivo fabrika F i da је pomenuta zaviSnost linезrna, 

tj. da је cena Сј јеdiniсе proizvoda Рј data sa ~-bjXj' ј = 1, ... , n. Pr.etpostavimo takode da 
se za proizvodnju koristi m sirоvша S l' ... , Sm i da је· ... .. 

dij' i = 1, ... , m kolicina sirovine Si koja је potrebna za proizvodnju jedini- ... 

ј = 1, ... , п се proizvoda Рј 
еј' i = 1, ... , m ukupna raspoloiiva koliCina sirovine Si . 

РсоЬ1ет nalatenja optimalnog planaproizvodnje moie se izraziti matematickim тodеlот 

kvadratna а ogranicenja su Нпеarnа). Za· ovзkvе рсоЫете postoje posebne metode (прс.. 

Kiinzi-Кrelle [К.9], Boot [В.7] ), а mogu se primeniti i opste metode nelinearnog progra- ... 

mиапја. 

Metode za reSavanje рсоЫеmа nelinearnog programiranja орјsзпе su u g1:ivаша у, 
Уl i VП. Druge metode D10gu se naci пре. u Polak [Р.4]. Zoutendijk[Z.5]. 

Kako bismo upGtpunili sliku о problemima mаtещаtiсkоg programiranja navescemo 

ро jedan prirner iz oblasti diskretnog programiranja, stoIlastickog programiranja i teorije 

јgзrа, јзkо u оуој knjizi nisu оЬсаоепе osobine i nacin rеsзvanја ovih рсоЫета. 

1. РсоЫет izbora projekata 

Predlo:ieno јеп projekata P1, ... , Рп ' Usvajanjeprojekta Рј donelo Ы dobit Су Za . 

realizaciju projekata potrebno је т рrоШа stru~njaka. Neka је . 

х·= 
Ј 

i = 1, ... , т 

ј= 1, ... , m 

ј = 1, ... , п 

{ 1 
О 

иЈ...'11Рan Ьroј raspolo:iivih strucnjakai-tog рrоШа 

broj strucnjaka i-tog рrоШа potrebnih za realizaciju рсо­

jekta Рј . 
зkо је Рј usvojen 

u suprotnom 

Matemati~ki model izbora projekta koji treba usvojiti је 

п 

та.х L с·х., 
ј=l Ј Ј 
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п 

ј;1 ~jXj .s;;;bi,i = 1, ... , m 

х.Е{О,I}, j=l, ... ,n 
Ј 
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Navedeni ргоЫет spada u klasu рсоЫета. celobrojnog programiranja. Ovi problemi 

kara.kteriSu se tlme 5to neke (а moZda i sve) promenIjive uzimaju vrednosti iz nekog dis­

kretnog skupa. Za resavanje ovih problema raz!заепе su mnoge metode koje se ро 

kопсерсђi уеота razlikujli оо metoda izlQienih u оуој knjizi. Videti прс. Ни [Н.б], 

Geoffrion [G.2], Korbut-FinkеЈјstајп [КА]. 

N ayedimo sada jedan jednostavanprobIem iz stohastickog programiranja. 

2. Problem orocavanja поуса u Ьanсј 

Neka·osoba rаsроlзzе sa 10000 dinara i oeekuje саёип сјјј iznos песе biti уес! od 

8000 dinaraJ1j тапјЈ od 5000 dinara. Osoba zeli ~a осоеј u banci izvesnu sumu поуса 

koja јој donosi 10% kamate, по аЈсо и trenutku рlасanја racuna пе bude iшаЈа dovoljno 

по""са mora ga pozajmiti uz kamatu od 20%.КоlШо поуса osoba treba da oroci ako је 
poznato da su sviiznosi racuna izшеаи 5000 i 8000 jednako verovatni? Neka је х osta­

tak no~ca, Ь iznos racuna, у = (Ix-bl + х-Ь)/2 а z = (Ib-х' + Ь-х)/2. Jasno је da у, 
odnosno z oznacavaju "рсеЬасај", odnosno "podbacaj" u proceni iznosa racuna. Mate­

maticki modeI је 

. 1 1 З 1 
nun-y+-z= -Ix-bl + -(ь-х). 

10 5 20 20 

pod us1ovom 

O.s;;;x.s;;; 10000 

Ьiша unifonnnu raspodelu па [5000, 80001 

s ozbirom da Ь пјје роzпаtо sve dok racun пе stigne, а da х treba odrediti pre toga,jasno 

је da је оуо ртоblет поуе vrste i da zahteva drukciji pristup od problema neIinearnog 

programiranja. Vise primera оуе vrste. kao i metode za resavanje ёНаЈас moze паёЈ 

u Judin [1.1]. 

Теопја igara је zasebna grзn·а optirnizacije. Naime, u svim ranijim primeriIna је u 

okviru datih ogranicer.ja trebaJo пасј "пајЬоlје" resenje. U teoriji igara igrac treba da 

odredj opet ;,пајЬоlје" resenje аЈј pritom treba da yodi racuna пе saшо о ogranicenjЏna 

nego i о тоgпёiш postupcima ostaJih igraca сјјЈ su interesi cesto u suprotnosti sa njego­

"·iш. Sa оуе .tacke glediSta, rзпђЈ optimizacioni problemi Ы mogli da se shvate kao igre sa 

jednim igracem. Razumese, za teoriju igara, stricto sensu, su od zDacaja s1ucajevi kada 

postoje Ьас dva igraca. SIedeci .primer, iako jednostava!1, ilustruje receno, а istovremeno 

ukazuje i па mogucnosti primene teorijeigara. 
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3. Problem iz vojne strategije 

Dve zaracene strane, Crveni i Plavi, raspolazu redom sa 6, odnosno 5 vojnih jedinica. 

Borbe se vode oko dva vojna objekta А i В. Zaposedanje оЬјеЊ А donosi 30 jedinica 

korisnosti onom ko ga osvoji, а -30 protivniku, dok zaposedanje cibjekta В "vredi" 25 

jedinica. ОЬјеЬ osvaja опај protivnik koji па njega uputi veci broj vojnih jedinica (и slu­

саји istog broja smatra se da objekt ostaje neosvojen). Kako Crveni treba da raspodeli 

svoje vojne jedinice na objekte А i В da Ы dobio stoje viSe moguee jedinica korisnosti? 

Razume se, slieno pitanje se moze postaviti i za PJavog. Pretpostavlja se da do pocetka 

borbe Crveni i Plavi ne znaju niSta о odluci protivnika. 

Da bismo formulisali matematieki model ovog problema primetimo najpre da 

Crveni јта sedam tzv. "eistih strзtеgiја": 1: da па А uputi svih б vojnihjedinica, 11: da па 

А uputi 5, na В jednu vojnu jedinicu; ... , Vn: da па В uputi svih 6 vojnihjedinica. Slieno 

оуomе, Plavi јта 6 "eistih" strategija l' , П', .. ,; VI'. Sada se dobit Crvenog тo:iе prikazati 

tablieno na sledeci naein 

PLAVI 

l' П' llI' N' v' УГ 

1 30 5 5 5 5 5 
Ћ 25 30 5 5 5 5 
п1 -5 25 30 5 5 ·5 

·CRv;ENI IV -5 -5 25 30. 5 5 
у -5 -5 ~5 25 .. 30 5 

УI -5 --5 -5 -5 25 30 

УП -5 -5 -5 -5 -:5 25 

Уес na prvi pogled vidi se da Crveni moze da obezbedi dobit od Ьзr 5 jediniCa korisnosti, 

та kako postupio Plavi: dovoljno је da odabere cistu strategijuI ili п. Medutim, па taj 

пзеin оп пе Ы mogao da postigne dobitvecu od5 Ое! Рlауј, pretposta\'ljajuci ovо rezonO­

уапје, moze da odabere npr. eistu strategiju ПI'). Na s1iean паејп se vidi da пikзk.-vо logie­

ko zakljuCivanje· ne moze Crvenom sugerisati neku eistu strategiju, је! Ы Plavi, stз\:lјајuсi 

se u polozaj Crvenog,mogao .da ponovi to zakljueivanjei takosazna koju cistu strategiju 

. ovaj namerava da upotrebi i da ти tako onemoguci dobitak veci od5. Da Ы оуо .izЬеgзо, 

Crveni moze da ciste strategije 1, П, ... , УП bira naslueajari- nacin, ~ verovatnocama 

x1 , ... , Х7 respektivno .. 

Naravno, slicno rasudivanje se moze izvesti i za Plзvоg ра се i оп svoje cistestrate­

gije Г, ... , УГ birati slueajno; sa vеrOvзtnоеamа у l' .. _, у 6respektivno. Мзtетаtiеki 

. mode1 се Ый (za Crvenog) 

·тах min F(x,y) 
хЕХуЕУ 
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gdejex =(Х1' ""Х7)' y=(Yl' ... , y~, 

Х ={ (Х1' ... , Х7) ER 7 I Х1 ;> О, ... , х7 ;> О, Х1 + '" + Х7 = 1} 

(skup tщ. mesovitih strategija Crvenog) 

У ={(У1' ... , y~ER61 У1 ;>0, ···'У6 ;>0'У1 + '" + У6 = 1} 

(skup me80vitih strategija Plavog) . 

7 6 
F(x,y) =.1: .1: al~1Xl'YJ' (matematicko ocekivanje dobiti Crvenog) 

1=1 Ј=1 ~ 
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а ајј su odgovarajuci elementi tablice. (Ovakva tзЬНса se obicno zove matrica igre, te se 

s1icne jgre cesto zovu таијспе Щrе.) Slucaj kada se bira jedna jedina cista strategija је 

ovde takode ukljucen: dovoljno је uzeti da је odgovarajuea komponenta mesovite stra· 

tegije jednaka 1. а ostale nuIL Matematicki model (za Рlауog) gIasi, kзо 8to је lзkо videti 

min тах F(x,y) 
уЕУ хЕХ 

Vзzпо је napomenuti da је 

тin тах F(x,y) = тах тin F(x,y) 
уЕУ хЕХ хЕХ уЕУ 

,(ро teoremi Ј. уоп Nеuтiuш·а; videti npr. Owen [0.1]. Raghavan·Parthasarathy [Р.l]). 

VeJ...iori х i У za kojese оуа jednakost postiZe zovu se optimalne mesovite strategije za 
Crvenog, odnosno Plavog. 

Zanim1jivo је da se problern rtalзzепја optimalnih strategija u s1ucaju matricnih 

igara moze svesti па resa"'anje рсоЫета linearnog programiranja (videti McKinsey [М.2] ) 
te se mogu upotreblti metode opisane u gIavi IV оуе knjige. 

Теопјј igara је posvecen veliki broj сlanakз i monografija; spomenucemo ovde sarnо 

neke: McKinsey [М.2], уоп Neumann, Morgenstern [У.2], Morgenstern [МА], Owen 

[0.1]. Raghavan, Parthasarathy [РЈ], Burger [В.8], Karlin [К.2] i drugi. Teorija igara 

(i пјепе metode) јтаји primene i u matematickoj statistici, videti Blackwell. Girschick 

[В.6], \Vald [W.1], McКinsey [М.2]. U ovim knjigarna се citalac пас! i mnoge druge рп. 

тепе teorije igara. 

Na ыаЈи rec·dve о oznakama koje su koriscene u knjizi. Lista svih kопsсеnih ozna· 

ka Ы zacelo bila dugacka; Stoga сето izostaviti оЬјзSпјепја za oznake сјје је znacenje 

jasno ili koje su opste prihvacene. 

- <Х,у) 

euklidski prostor dimenzije п 

skalarni рrоФ-оd vektora х i у. U оуој knjizi koristimo sarno skalarni 

proizvod dеПnisan sa <Х,у} = х lУ 1 + .. , + xny п' gde је х = (х l' ... , хп)' 

y=(y1'····yn) 
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- Itx 11 пonnа vektora х defmiSana sa IIхll = у'<х;х.) 
.. 

- IIA!I попnа mаПiсе А. Iz konteksta се uvek biti jasno koja se od mаПiсnih 

normi koristi 

- U mаtriсnПn formulama vektor shvatamo kзо mаПiси sa jednom kolonom . 

- АТ МаtПса dobijena transponovanjem mаtПсе А . 

зkо је х = (х l' ... , Хп)' у = (у l' ... , у Ј navedena оznш znaci Хl ;;;;, У l' 

""Хп;;;;'Уп 
о 

-с unutramjost skupa С 

-с adherencija (zatvorenJe) skupa С 

-.: ас granica skupa С 

. -'ilf 

-flХ 

. af af 
gradijent funkcije f, tj 'il f = (-; ... , -) . 

. . аХ1 ОХп 
rеstrikсђа funkcije f na skup Х 

.- (хп) niz cijije n-ti cian хп , п = 1,2, ,.: 02f 

- Hesijan funkcije f: Rn ~ R u tacki х је kvadratna matrica reda п: [ ---
3Хј о') 



GLAVA 1 

ELEМENТI KONVEКSNE ANALIZE 

Cilj ovе glave је da uvede neke neophodne pojmove о konveksnim skupovima i 

Љnkсјјата.ВјСе reci sзmо о pojmovima i teoremama koji се se koristiti и daIjem izla­

ganju. Stogace biti izostavljene mnoge сinјеniсе koje su od znacaja и konveksnoj anaIizi. 

CjtaIac moze паСј opsirn~e izlaganje elemenata konveksne anaIize u VaIentine[V.1], 

RockafelIar [R.4 Ј • 

1.1. Konveksni skupovi 

DEFINICI1A 1.1.1. Sk.-up С ~ Rn пцјуа se konveksnim ako i sзmо ako za svaki х,у Е С 
i Х Е [О,IЈ vaZi Хх+ {l-X)y Е С. 

Drugim recima; konveksan skup sa svake dve svoje tacke sadrZj i dиz koja ih spaja. 

Iz defmiciJe se neposredno moze zakJjuciti da је prazan skup konveksan. TrivijaIni primeri 

kоП\'еksnih skupova su takode jednoclan skup {х} ј citav prostor Rn . Lako је dokazati 

da је п pr. sk.-u р resenja sistema Iinearnih jednacina ј nejednac ina 

Ax~b,Cx =d 

konveksan. Оуај primer се biti od znacaja и daIjem izlaganju. 

TEOREMA1.1 .1. Presek proizvoljne famil~e konveksnih sk"11pova је konveksan skup . 

. DOКAZ: Neka su С1" јЕ I konveksni skupovi i neka Х,у Е П С .. Tada za svaki Х Е [0,1 Ј 
.. . јЕЈ] 

i svaki ј Е 1 vaZi Ах + (I-Х)УЕСј (zbogkonveksnosti Сј). No tзdаје Ах +(l-Х)У~~IСi'. 

TEOREMA 1.1.2. Neka su С i D konveksnj skupovi а Х i р reaIni brojevi~ Tada је skup 

ХС + PD = {Ах + џу I х Е С, У Е D} konveksan. 

Dokaz sledi neposredno iz defmicqe konveksnog skupa. 

DEFINICI1A 1.1 .2. KaZemo daje tзсkа Ь Е Rn konveksna kombinacija tacaka Х l' ... , 

Хт Е R п ~o i sarпо ako postoje rеaIлi brojevi Х l' ... , Ат tak."Vi da је 
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m 
Ь = ~ }·х.· 

ј=1 "1 l' 
~ ;;;, О, i = 1, ..• , m ; 

m 
~ }. = 1. 

i=l·) 

ТЕОRБМА 1.1.3. Skup С ~ Rn је konveksan зkо i samo зkо sadrZi svekonveksne kombi­

nacije svojih исзka. 

DOКAZ: Мо· skup saddi sve konveksne kombinacije svojih tacaka, onda specijalno 

sadrZi i sve kombinacije oblika 

раје na osnovu defmicije 1.1.1. konveksan. 

Neka је С konveksan skup. Indukcijom сето pokazati da С tada sadrzi sve konvek­

sne kombinac* svojih taCaka.Za т= 2 iz konveksnosti С sledi da konveksna kombinacija 

Pretpostavimo da sve konveksne kombinacije пе уВе od т-l tacaka skupa С pripadaju с. 

Nekaje 

т 

Ь=.1: Л.Хi 1=1 ") 

konveksna kотЬhtaсђа исзkа Хј Е С, ј.= 1, ... , т. Ako je\n = О, iz induktivne ptetpo­

stavke sledi ЬЕ С. Лkо је лш = 1,0nda Ь = Хт Е C.Pretpostavimo da је 0< лш < 1. 
Tada узZј . 

Kakoje 

л. т-l 
__ ').L.. - ;;;, о i 1: 
(l-~) . ј=1 

.~ 
-_....:-_= 1, 
(1:- ~) 

т-l 
to па osnovu induktivne pretpostavke sledi da . ~ 

vе~паkотЬinасђа dve tacke iz с.. 1=1 

~ ·Х. ЕСра Ь ЕС kao kon-
(1-л ) "1' ... 

т 

DEFINICIJA 1.1.3. Neka је А 5;Rn . Presek svih konveksnih skupova iz Rn koji sadde А 
пзzјуато konveksni omotac skupa А i oznacavamo sa сопу А. 

TEOREMA 1.1.4. Konveksni omotac skupa А jednak је skupu svih konveksnih kombina­

сјја tacaka iz А. 

DOКAZ: Oznacimo skup svihkonveksnih kombinacija tacaka iz А sa С. Jasno је da 

је сопу А konveksan i da А 5; сопу А. Na osnovu teoreme 1.1.3. sledi da сопу А saddi 

sve konveksne kombinacije svojih tacaka а tim pre sve konveksne kombinacije tacaka iz 

А. Dakle С ~ сопу А. DokaZimo i obratnu ink1uzђu. DokaZimo najpre da Је С konvek­

san sk .. up. Z2ista, пеkз х l' Х2 Е С. Tada: 



m 
Хl = ~a. а·; 

i=11 1 

р 

Х2 = ~ /3. Ь.; 
ј=l 1 1 
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~ ~ О, ај Е А, . i = 1, ... , т; 

/31' ~ О, Ь. Е А, i = 1, ... , р; 1 . 

Za proizvoljan л Е [0,1] tacka 

. m р 
Ахl + (1 ~л)х" = . ~ Ла.а. + ~ (1 ~л)/3. Ь. 

.. - 1=1 1 -. ј=1 . 1 1 

m 
~ а· = 1 

ј=I 1 

р 

~/3·=1. 
i=I 1 

19 

pripada С kao konveksna kombinaeija tacaka аl' ... , ~, Ь 1 , ... , Ьр Е А. Dakle, С је 
konveksanskup i sadni А. Prema tome Узiј еопу А ~ С .• 

ТEOREМA 1.1.5~ Unutrasnjost i аdhеrепеђа konveksnog skupa su konveksni skupovi. 
о с 

DOКAZ:Neka је С konveksanskup i С njegova unutraSnjost. Ako јеС = (Э маеnjе је 
trivijalno.NekajeCi (:Ј i y,:l: Е С. Tada postoji E>Qtako das~ kugle 

·ВЕ(У) = {XERn Illx"'-yll" Е}; Biz) = {х ERn IIIX~:l:11 О;;;; Е} 

.. podskupovi Skupa С. Neka л Е [O~IJ.DokaiUno da је ВЕ(лу + (I-:-л)z) ~ e~ Ako је 
. Х Е ВЕ (~+ (l~л)z)опdа је х = лу + (l~л)z + 11е, gde је 1/ Е [О ,Е) а lIell = 1. S obzi­

roin da у + 17е Е 8Е(у) ~ С i :l: + 1/е Е BE(Z)~ С i da је С konveksan skup sledi da 

х =л(у + 1/е) + (l~лХz + 1/е) Е С 
• о" • • • о 

Dak1e, Ве<лу + (I~л)z) ~~, tj. лу + (1~л)z Ее .. 
Neka је С konveksan skup i С njegova аdhеrепсђа. Neka su у, z Е С. Tada postoje 

nizovi(yn)i (~) tacaka skupa С kojikonvergiraju tackama у i z, respektivno. Nekaje 

л Е [O,1].Tada Пiz(ЛУп +(1 ~Л)zп) konvergira ka лу + (l:-л)z pa~ + (l~л)z Е С .• 

ТEOREMA1.l.6.Nekaje С zatvoren konve~skup i C;ll,). TadajeC = е. 

DOКAZ:· Sobzirom da је ё·~ С, svakako је C~ ё = С, Neka х Е С i пеkз у Е ё. SJicno 

.kao u dokazu prethodneteoreme rnoze se pokazati da tacke oblika лу+ (l-:л)х pripada­

ju С za л Е (9,1). No, tаdз..!аёkе niza(~y +(1- ~)x) pripadaju ё а niz konvergiraka х. 
Sledi dax ЕС ра VaZi i С ~C.. . . 

1.2. Teoremeoraidvajanju 

.. U· daJjem izlaganju. koristicemo neke ројmоуе iz n-dirnenzione geometrije koji 

predstav1jaju prirodna uopstenja pojmovadobro poznatih iz anaНticke geometrije. 

Skup Н = { х Е Rn I (е,."'<) = d,e Е Rn, с ;l О} пзzјуато Ырепа\'an а sk:upo\"e . 

{х Е RП I {ех} О;;;; d}i {х Е Rn I (ех) ~ d}nazivamo poluprostorima odredenim 

hiperravni Н. lntuitivno је jasno da se .izmet1u d\'a disjunktna konveksna .sk:upa П10zе 

post;Jviti Ьзr jedl1ahiperravan (sl. 2;1.). 
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SI.2.1. 

U ovorn odeljku сето to. i dokazati. Sledeca teorema пат је potrebna za dokaz 

teoreme о razdvajanju tacke i skupa (teorema 1.2.2), koja irna va1nu ulogu и dokazu 

ostalih tecirema о razdvajanju. 

ТЕОRБМА 1.2.1. Neka је С :f ~ zatvoren konveksan skup ј х f/. С. Tada postoji jedna i 

samo jedna tacka и Е С takva da је 

(2.1) 11 х-и 11 = inf IIx-уН 
уЕС 

DOКAZ: Neka v Е С. Skup У = {z 1 11 z-x 11 ~ Ilv-xll , z Е С} је ogranicen i zatvoren, 

prema tome kompaktan. Neprekidna fиnkсiјз <,o(z) = IIz-хll dostiZe stoga svoj infini­

тит па skupu У, recimou tacki и. Neka је у proizvoljna tacka skupaC. Ako у Е \: 

onda је Hu-xll ~ lIy-хll. Ukoliko у f/. У. onda је lIy~xll > Ilv-x!! ~ Ни-хll. Dakle, ро­

kazali smo datacka koja zadovoljava (2.1) postoji. PokaZirno da ne mogu postojati dve 

raz!icite tacke koje zadovoljavaju (2.1). Pretpostavimo suprotno: neka su и' i и" elementi 

51-..'11 ра С i neka је 

(2.2) 

lmamo: 

Ilx-u'lI = IIx-u"l! = inf IIx-УII. 
уЕС 

21Ix-u'11 2 = Ilx-u'112 + Ilx-u"11 2 = 

и'+и" и"-и' и'+и" и"-и' 
=(х---.-+---.х---+---) + 

2 2· 2 2 

и'+и" и'-и" и'+и" и'-и" 
+(х---+--- х----+---) = 

2 2' 2 2 
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u'+u" и'+и"· U'-u" U'-u" = 2{х---.,Х---. } + 2{--.,--.) = 
2 2 2 2 

Znati, vafi 

. и'+и" 
(2.3). "Х'- --о 11 <llх-и'll . 2 .' 

No kako zbog konveksnosti skupa С t'acka и'~ " pripada С, nejednakost (2.3)protiv­

сеСЈ relaciji (2.2) .• 

ТЕОRБМА 1.22. (О razdvajanju tatke i skupa.) Nekaje С zatvoren konveksan skup i 
х f/. С. Tada postoji с Е R п tako da је 

{c,x}<{c,y}zasvakiyEC. 

DOКAZ: Nekaje и Е С tacka za koji1 vafi 

IIx-ull= inf "х....:уll. 
уЕС 

Dokafimo najpre da је za proizvoljan у ЕС 

(2.4) {и~x,y};> {и-х,и> . 
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Neka је z = АУ + (I-А)и, gde је А Е (0,1]. Buduci da је С konveksan skup, z Е С. Dalje је 

I/x-'-zf/2. = A2 I1U_YI/2+ 2Л<u-х. у-и) + I/x-ul/ 2 . 

Kako је IIx-z/l2 ;> /lx-u/l 2, sledi daje '., ' . 

. А lIu-у/l- + 2 (и-х, у-и);> О za svaki А Е (0,1]. 

UkoIiko Ы ЬПо (и-х, у':"'и> < О, onda Ы za л S (0,1] dovoljno blisko пиН ЬПо лllu-у/l2+ 
+ 2 (u-x,y-u) < О, ~to је kontradikcija: Dalde, (и-х, у-и);> О ра је (2.4) dokazano. '. 

Dalje је zbog (2.4) ј zbog и f x;za svaki у ЕС 

. (и-х,у);> (и-Х,и»{и-х,Х), 

te jedovoljno uzeti с = и-х .• 

Geometrijski, prethodna teorema moze se tumaciti па sIedeci nacin: Kroz svaku 
tacku х izvan zatvorenog konveksnog sk.'upa С moze se postaviti hiрепаvап 

Н = {хЕ Rll 1 (с,х) = d} koja пета zajednickih tacaka sa С. Pritom se с moze izabrati 

kao и dokazu pretћodne teoreme, а moze se npr. uzeti d = {с,х> . 

TEOREMA 1.2.3. Nekaje х granicna tacka konveksnog skupa С. Tada postoji t: ERn, 

C:f О, tako daje 

{с,х)",; (с,у) za svaki У Е С. 



22 v. VUJtIt, м. ASIC, N. М1LICIC 

DOКAZ: S оЬш~ d;t је х gianiCria tackil siшра С to postGji niz tacakil ("ј)' Хј "+' Хо, 

ј '+ "", i ~ Е R п \ с za sve ј Е N. ћета prethodnoj teotemi za svaki ј Е N postoji tacka 

Сј ERn tako daje 

(2.5) , (Сј'Х/«Сј'У) iasvakiyEC, 

Bez umanjenja opstosti mozemo uzeti da је \\c.1I == 1, ј == 1,2, ...• No tada postoji kofi-
( Ј. 

vergentan pod:riz cv' ј Е Ј ~ N. Neka с. '+ С, i -+ 0:>, ј е Ј; Jasno је da је с f О. Ako u 
(2.5) UZIПето ј 4' сО, ј Е, Ј dobijamo ,Ј 

(С; х) о;;;; (с, У) 

а tirit pre t6 уэzј za svaki у Е С .• 

Geometrijski, оуа teorema Ые да u svak6j giafiicMj tacki kOfiVek~fiOg skupa pos­

toji Ьэr jedna hipeiтavan koja sadfti tu tatkU, а citav skup с se пэЈаzi u jednom оа дуа 

zatvorena pOluprostora odreaenatom hiperravru. TakVa hipettavan se obicno naziva 
hiperravan oslonca; njena jednacina (uz oznake 12 preth6driog ооkзzа) se fuoze парisэti 
u оЬшcu <с; х) == (с, х). 

ТEOREМA 1 ;2.4. (О iazdvajai1ju dva sk-upa.) NekJi tu С i D fiCptciini diSjuhkfrii konvek· 
sni skupovi. та da pos\oji с Е R П, с if о tako da је 

(С, х) ~ <с; у> 218 svaki х Е С ,у е:ь. 

DOКAZ: Uoblmo Skup Е= { z Ј i = у-'-х, х Е С, У Е D}. Тај sЮJр је k6nveksari ('Jideti 

teoremu 1.1.2). Кako је С () D '" ~ zаkIјuсuјепlO оа О ~ Е. UkOliko је О spoljasnja tacka 

za-skup Е, tj. О Е Rn \ Е, tada prema teorefui 1.2.2' 1'05toji сЕ Rn tako da- је (с.о> < 
< <c,z) za svaki z Е Е ј, znaci 

(С,х)«с,у) za svаю х Е С ,у ЁЬ . 

Лkо је pak О grai1iena ·taCka SlФра Е, tadana 6sпоуи teoteme 1 ;2.3. sledi да postoJi 

с Е Rn, c:f о tэkо da је za svakl z Е Е ispunjeno (С,О) " (С, z). dakle kao i тМЬрте sledi 
daje 

(с. х)" <су) za svakix Е С, У ~D .• 

Geometrijski, ovo znaci da za svakil dva disjunktna konveksna s1.-uрз С iD postoji 
hiperravan (sa jednacinom (с,х.) ::. d) takva да su skиpovi С i D sadtiani u razliciti1n роlи­

prostorima koje ona odreauje. Za d se nlOze uzeti npr. d = SU~ (С.х) . 
. хЕС 

о о 

TEOREMA 1.2.5. Nekil su С i D neprazni konveksni sk.Llpovi i neka је C:f О i С () D == 0. 
Tada posioji с Е R п, с :f о tako da је 

(c,x)~(c.y) za svaki х Е С, У Е D . 

DOКAZ: Na osno\'u teoreme 1.1.5. skup С је konyeksan, ра па ОSnОПl preti1odi1e teore· 

те postoji С Е Rn, C:f о tэkо da је 
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(с,х) ~ (с,у) . za svaki х ЕС, У ЕО. 

No tada се ova nejednakost vзziti i za svaki х Е С, У Е D zbog neprekidnosti ska1amog 

proizvoda .• 

Теотете о razdvajanju koristice se cesto u daljem izlaganju. Napomenimo jos da 

se mogu dokazati i znatno opstije teoreme о razdvajanju konveksnih skupova (прт. u 

tороlоsЮm vektorskim рrоstоriща) koje su od velikog znaсаја u razпiщ oblastima mate­

matike. Videti Dunford-Schwarz [0.9], Girsanov [G3]. 

13. Farkas-ova ]ета 

ТЕОRБМА 1.З.1. (Farkas-ova lema). Neka svako reSenje sistema 

al1x1 + ... + а1пхп ~ О 

(3.1) 

zadovo1java i nejednacinu 

(З.2) 

Tada postoje nenegativni brojevi у l' ... , у m takvi da је 

al1YJ + ... +а:тIУт = Ь 1 

а1пУl + ... +атпУт = Ьп ' 

DOКAZ: Ookaz сето izvrsiti indukcijom ро broju nepoznatih. Bez иmanјепја opstosti 

pretpostavicemo da sistem (З.l) пе sadrZi nejednacinu 

ОХ 1 + .. , + Охп ~ О . 

Slucaj п = "1 је trh'ijalan. Pretpostavicemo da tvraenje vaZi za sistem sa najviSe п....:1 

nepoznatih. Neka је U potprostor prostora Rm+ 1 koji razapinju kolone matrice 

а11 a1n 

А= 

ат 1 aтn 
-Ь 1 . .. , -Ь 

i neka је V С Rm+1 defmisano sa V = (_ОО, оfЗ х (-ОО, О). Skupovi U i V su neprazni i 

konveksni. Тзkоае је iU () V :: 0.jer Ы inace postoja1o resenJe sistema (З.1) koje пе· 

zadovoljava (З.2). Prema teoremi 1.2.4 postoji hipetravan koja razdvaja U i У; neka је 

пјепа је dласina 
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(с,х) = d. 

gdeje с =(Сl' .. ', Ст+l)' i nekajenpr. 

clz1 + ... +cmzm + Cт+l~+1 ~d za svaki (zl' •.. , zm+1) EU , 

clzl + ... + cmzm + cm+lzm+l ;> d za svaki (zl' ',., ~+1) ЕУ . 

Uzimajuci spесђalnо z' = (О, .•. , О) Е U i z" = (О, ... , О, -Е') Е У, gde je€> О, i ~aYђa- . 

juci € -+ О. zakljucujemo da је d = о. Stavljajuci z = (-1, О •.•.. ' О, -€) Е У, gde је € > О 
udrugunejednacinu'i uzimajuci da € -+ О, zak1jucujemo Сl ~, ј, na шсan nacin, 

~ ~ О, ..• , Ст+ 1 ~ о. . 
DokaZiino sada da hiрепзvan (с,х) = О sadrZi skup U. Zaista, kзkо za svaki z Е U 

sledi . -z Е U, zamenjuju6i z, а zatim -z u nejednacinu . 

(C,z)~ О 

zak1jucujemo 

c1z1 + ... + cmzm + Cm+1Zm+] = О 

U da1jem cemokoristiti cinjenicu da kolone mзtriсе А zзdоvоlјаvзјu јеdnзсinu hiper­

rзvni kојз razdvзјз skupove U i У. 

Razlikovaeemo dvЭ: sluсзја: 

1 о Ст+ 1 . < о. Zamenjujuci kolone matrice А u јеdnзсinu hiреrrзvni dоЬђamо 

С 1 З1ј + ... + СmЗmј - Ст+ 1Ьј = О,ј = 1, .. ;,n. 

Dovoljno је uzeti 

i tvraenje teoreme sledi. 

20 Ст+l = о. Взr јеdan od cl' ... 'Ст mоrз biti razlicit od nule. Nekaje npr. 
С 1 < о. Sistem (3.1) i пејеdnзсinu (3.2) пзрiSimоkrаtkосе radi u vektorskom obliku 

. (3.1') (Зi,х)~О, i= 1, ... ,т 

(3.2') (b,x)~O 

gde је Зi = (зн , ... , Зin)' i = 1, ... , m зЬ = (Ь 1 '.·.' ~p.>, .. 
Кзkо јест+ 1 = O,zamenjujuci kolone rnaшсе А u јеdпзс!nu hiреrrзvпi dobijamo 

m 
~ с·з. = О ili 

i=l 1 1 ' 

. т.с· 
-зl == ~ ~ З .• 

i=2 С 1 1 

Роsmаtrзјmо sistem 
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(3.3) i= 1, .•. , т 

Kako је vektor ":"а1 nenegativna linеатпа kombinacija vektora а1 , ... , ат sistemi (3.1 ') 

i (З.3) su ekvivalentni .. Ватјеdnа komponenta vektora alrazlicita је od О; neka је to 

npr. n-ta komponenta. Mnozecibilo nejednacinu (а1 , х)..;; О, bilo nejednacinu (-аl,х)";;О 
pogodnim nenegativnim brojem moze se nepoznata хп eliminisati iz preostalih пејеdnаСј. 

па sistema (З.3). Dobicemo ekvivalentan sistem oblika 

. (3.4) 

(ар х)";; О 

(-аl ,Х)..;; О 

(~,x) ";;0 ј=2, ... ,т 

gde је ii = ( Зil' ... , ai,n-l' О). S1icno se iz nejednacine <Ь,х} ..;; О moze сШminisati хп; 

iшасето 

(3.5) <Ь,х)";;О, 

8. de је Ь ='(ь1 , ... , Ь l' О). Liikoje videti da se za svak6 re~enje (Х 1 ' ... ,Х 1) sistem.a . п-· . п--

<3ј,х}";;О, . -., I-""" ••. ,Ш 

moze odrediti Хп tako daceo sistem (З.4) budezadovoljen,.a stogai sistem (З.3), ра i 

sistem (З.1'). No tada (Хl' ... , Хп-l' хп) zadovoljava (3.2') а stoga (Х 1 ' ""Хп_1 ) zado­
уоЈјауа (3.5). Prema induktivnoj pretpostavci vektor Ь se moze napisati u оЫШu 

_ т 

Ь = 1: ).:а:. 
ј=2 ''1 1 

No kako је Svaki od vektora. iii rienegativna kombinacija vektora а1 •... , ат i kako se 

veJ...'1or Ь moze dobiti iz vektora Ь i jednog od vektora аl' -а 1 nenegativnim linеarnim 
kombinovanjem, to se dak1evektorb inoze dobiti kзо nenegativna Нпеатпа kombinacija 

vektora аl' ... , ат' tj. 

8to је i trebalo dokazati .• 

т 
Ь = 1:а.у., 

ј=1 1 1 
i = 1; .~., т, 

F arkas-ova lеmа potic е iz 190з. gOQine i od kl јис nog је . znac аја u teoriji sistema 

linearnih nejedпacjna, linearnom i nelinearnom programiranju. Njen geometrijski smisao 

se sastojiu sledetem: Ako' svaki vektor koji zak1apatup ugao sa vektorima аl' ...• ~ 
zaklapa tup ugao i sa vektorom Ь, tada se vektor Ь moze prikazati kзо nenegativna linear~ 

па kombinacija vektora аl' ... , ат' (sl. 3.1). 
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SI.3.1. 

Sledeca teorema se lako izvodi iz Farkas-ove leme. 

ТEOREМA 1.3.2. Pretpostavimo da sistem 

аl1Х I + ... + alnxn ;> Ь 1 
(3.6) 

ат1Х 1 + ... + amnxn ;> Ьт 
iIПа resenja i da svako njegovo resenje zadovoljava i nejednaEinu 

(3.7) 

Tada postoje nenegativni brajevi УЈ, ... , Ут tako daje 

a1lY1 + ... + ат1Ут = сl 

а1nY1 + ... +аmnУт = сп· 
b1Yl+···+ bmYm>d 

DOКAZ: UoEimo s1edeci ротосni sistem nejednaEina: 

(3.8) 

allx1 + ... + а 1пхп - b1z ~ О 

аmlХ 1 + ... + amпxn - bmZ;> О 

-с 1 х 1 - .. ~ ~ cnxn + dz ;> О . 

, 
/Ь 

Pokazimo da svako rese!1je sistema (3.8) zadovoljava nejednaEinu -z ~ о. U suprotnom Ы 

postoja1o reSenje sistema (3.8)(Х 1 , ... , хп,у) saz>O. No опdз Ы ј (x1!z, ... , xn!z, 1) 
ЬПо resenje za (3.8) ра Ы (Х l!Z' ... , Х n!z) ЬПо resenje za (3.6) koje ne zadovoljava (3.7). 
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Primenjujuci Farkas-ovu Iemu na sistem (3.8) i nejеdnасinи -z ;;;. О zakljucujemo 

da postoje nenegativnibrojevi Лl' ... , Лш, Лш+l tako daje 

(3.9) 

а11 лl + ... + атl ~ - сl Лш+1 = О 

аlпЛl+"'+~~-Сп~+1 = о 
-Ь1 Лl-" .-bт~ + d ~+1 = -1 

PokaZimo da је ~+ 1 > О. Zaista, шоlжо Ы bilo ~+ 1 = О, onda Ы se mnozenjem пе-

jednacina зistета (3.6) redom sa л 1 , ... , '\п i sabiranjem dobila пејеdnaсina 

Ох 1 + ... + Охп ;;;. 1 

5to protivreci pretpostavci da sistem (3.6) iша resenja. 

Deljenjem nejednakosti (3.9) sa Лш+ 1 i srei1ivanjem dobijamo 

аНУl + ... + ат1Ут = С 1 

gde је Уј = ~/Лш+ 1; i = 1, ... , т, а to је i trеl:щlо dokazati .• 

Teoreme 13.1 ј 13.2 spadajumet1u takozvane teoreme alternative za sisteme 

linearnih пејеdnаСina. Razne druge teoreme alternative mogu se naсј npr. u Mangasarian 

[М.l], Кuhn [К.8]. Napomenimo јо!! i аа se· ove (ј neke druge) tеоrепiе alternative mogu 

dokazati i u ыисаји proizvoljnog ureaenog роlја а пе saшо polja reaInih brojeva. 

1.4. Konveksne funkcije 

DEFINICIJA 1.4;1. Nekaje С ~ Rn konveksan skup. Funkcija [: С -+ R se naziva konvek­

snom па С ako i samo ako za svaki х,уЕ С i svaki лЕ [0,1] узzј 

[(Ах + (l-л)у)"'; Лf(х) + (Ј-л) [(у) . 

Funkeija g: С -+ R se naziva konkaynom па С ako i sзmо ako jefunkcija -g konveksna. 

Lako је proveriti da su прс funkeije [1 (х) = (е,х) (е -konstantan vektor) i [2(х) = 

= "хll konveksne па Rn. 

DEFINICIJA 1.4.2. Neka је С. ~ Rn konveksan skup. Funkeija [: С -+ R se naziva strogo 

konveksnom па С ako isamo ako za svakix,y Е С,х :f у i svaki л Е(О,l) vaii 

f (Ах + (l-л)у) < л [(х) + (Ј-л) [(у) . 
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Funkcija g: С ~ R se naZјуа strogo konkavnom na С ako i sarnо ako је funkcija -g 

strogo konveksпa. 

lednostavno је proveriti da је svaka strogo konveksna funkcija i konveksna; теаи­

tim, funkcije f1 i f2 su konveksпe аН nisU strogo .konveksne. Funkcija f(x) = (х,Ах),· 
gde је А simetritna pozitivno defmitna ташса,је strogo konveksna. Zaista, . 

f(M + (I-л)у) = л2(х,Ах} + 2Л(1-л)(х,АУН (l-л)2 (у,Ау > = 

= Н(х) + (l-л)f(у) + 2л(I-л)<Х,Ау) -л(I-л)(х,Ах}-Л(I-л)<у,Ау) = 

= Лf(х)+ (1-л)f(у) - Л(1-л)(х-у,А(х-у»< Лf(х) + (l-л)f(у) 

ukoliko је л Е (0,1) i х :f у. Ukou.ko bise za ташси А pretpostavilo SamO da је simetric­

па i pozitivno sernidefmitna, funkcija f ы Ьilз konveksna,ali ne i strogo konveksna. 

TEOREMA 1.4.1. (Jensen-ova teorema). Nekaje funkcija f: С -+ R konveksna na konvek­

snom skupu С i neka su Лl' ... , ~, т ;;;> 2 nenegativrii brojevi takvi da је лl· + ; .. + ~ = 1. 

~ ada za proizvoljne х 1 ' ... , хт Е С vзzi 

f(ЛIХ l + ... +лтхт) ~Лlf(Хl) + ... +Лтf(хт)· 

. ПОКAZ: Za: т = 2 tvrёlenje se svodi na defmiciju konveksne funkсђе. Pretpostavimo da 

ono va2i za тО tзсзka. Tada za т+ 1 tacku iшато 

f(Л1 Х l + ... + ЛшXm + ~+1~+1) == 

. л 

= f«(1-~+lX . 1. 
. . 1-~+1 

= лl f(x 1) + .;. + ~ЦXт) + лт+ 1 f(xm+ 1) . 

U prethodnomizvodel1ju koriSCene su redom konveksnost funkcije f i induk.-tivna pret­

postavka. Gomji dokaz Уа2ј sзmо ukolikoje ~+1" 1. Akoje ·~H = l,tadaje лl= 

= ... = \п = Ора је tvrdenje tfiviјЭlпо ispunjeno .+ . . 

TEOREMA 1.4.2. Neka su r"1' ... , fm konveksne funkcije па konveksпom skupuC ~ Rn, 

iпеka su brojevi с l' ...• ст nenegativrii. Tada је funkcija f = с 1 f 1 +~ .. + cmfm konveksi:1a 
паС. . 

DOКAZ: Na osnovu d~fmicije 1.4.1 za svaki Х,у ЕС ј svakiл Е [0,1 ]iшато 

Џм + (l~л)у) ~ лЏх) + (1-л)Џу), i = 1, ... , т . 
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Мnozerijem ovih nejednakosti.redom sa Сј i sabiranjem dobijamo 

f(Ax + (1-,~) ~ Лf(х) + (1-л) ((у) , 

ра ~Љnk.сјја f ро defmicijikonveksпa .• 
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ТЕОRБМА 1;43. Neka је С konveksan skup. Neka је [: С х S -+ R konveksna па С za 
svaki у Е S i ileka za .sv'ak:i х Е С postoji ko~acan 

~f(X,y). 

Tadaje funkcija 

~(x)= ~ [(х,у) 

konveksna па С. . 

DOКAZ: Neka su:X;Z ЕС i л Е [0,1]. Tadaje 

, ~().x + (1 ~Л)Z) = ~ (Ах + (1-л)z,у) ~ ~ {Лf(х,у) + (1 ~л)f(z,у) ] ~ 

~Л~ f(x,y) + (1-Л)~if(Z,у)= л«р(х) +(1~Л)~(Z);~ 

. POSLEDICA: Akosu g(x) i h(x)konveksne funkсђе па konveksnom skupu С, tada је 
funkсђа !р(х) = тах{ g(x), Ь(хЈ} konveksna па С. 

DOКAZ: Dovo1jno је uzeti S = {1,2}idefmiSati 

[(х;1) = g(x), [(х,2) = Ь(х) •• ' 

ТЕОRБМА 1.4.4. Neka је f: R -+ R rieopadajuca konveksna funkсђа i neka је g: С -+ R 

konveksna па konveksnom skupu С S. Rn. Tadil је funkсјја !р(х) = f(g(x» konveksna 
паС. 

DOКAZ: Nekax,yEC iлЕ [0,1]; lmamo 

.' !р(Лх +(~л)у)= f(g(л.х+(l-Х)у» ~ f(Лg{х) + (l-л)g(у» ~ 

" .~ л f(g(x)} + (l-л)f(g(у») = Л!р(Х) + (l~Л)!р(у) .• 

POSLED1CA: Neka је g konveksna nenegativna funkcija па konveksnom skupu С. Tada је 
i funkcija ~(x) = [g(x)]2 konveksna па С. . 

'. DOКAZ: Neka jef: R -+ R defmisana sa 

f(t) = { 
2 t ,t;>O 

О ,t<O 

Lako jedoJCazati da jef konveksna i neopadajuca па R раје funkcijaf(g(x)}konveksna. 
No, kl!ko је g(x);> О za svako x,tojef(g(x» = [g(x)p.. . . 

Dokazove posledice lзkо је izvesti i neposredno iz defmicije konveksne funkcije. 
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ТEOREMA 1.4.5. Neka је funkcija f: С ~ R konveksna na konveksnom skupu С. Tada је 

skup Ка = {х Е С I f(x)";; а}; kопvеksaл za svaki а Е R. 

DOКAZ: Лkо је Ка = ~. маепје је taCno. Pretpostavimo Ка 1-.0. Nekaje y.z Е Ка i 
neka л Е [0.1]. Imamo 

fCЛy + (1-л)z)";; лf(y) + (l-л) f(z)";; ла + (l-л)а =а 

ра i лу + (1-;\:) Е Ка' Znaci, ка је kопvеksaл .• 

Izove teoreme i teoreme 1.1.1 sledi daje skup Х = {х ERn I ~(x) ";;0. i=I,. .. ,m} 
konveksan ukoliko su funkcije 8i. i = 1 •...• m konveksnena Rn. . 

ТEOREМA 1.4.6. Neka је f konveksna funkcija па konveksnomskupu С <; Rn. Tada је 

f neprekidna u svakoj unutraSnjoj tacki skupa С. , 

DОЩ: Neka је z = (~1' ...• ~п) unutraSnja tacka skupa С. Ne~a је х =(~ l' ... , ~n); poka­
i.imo da. је funkcija f(x) = f(~1' , .. , ~n) neprekidna poprvoj promen1jivoj ~1 u tacki z; 

Posto је z unutraSnja tacka skupa C,to postoji interval 1 = [~1 - 11, ~1 + 11] takav da 

. { ~ l' ~ i, ... , ~n) I ~1 Е I} <; ~. Pretpostavimo da Щ l' ~2' ... , ~n) Пјј~ neprekidna u z. 
Tada.postoji monoton njz (~1J) koji konvergira ka ~i' ј ~CO i ~1)E 1 takav da је 
I f(~I)' ~2' ... , tn)-f~l' ... , tn) I ~ с>О. Nekaje npr. f(~ 1Ј, t2, ... ; tn)~ f(t1, ... , t n) + с. 
za ј Е Ј, gde је Ј beskonacan skup prirodnih Ьсојеуа. (UkOliko је Ј konacari, onda је 

f(~1j, t2' ... , tn) < f(t 1, t2' ... , t n) - с ~aj Е N\J. ~ taj slucaj se analognorazmatr:a). 

Pretpostavimo, odreaenosti radi, da је n1z (~lJ) monotono opadajuci; slucaj kada је 

niz monotono rastuci se tretira na analogan nacin. Buduci da је f konveksna funkcija i 

imacerno 

odnosno, s obzirorn da је ~a ј Е Ј ispunjeno 

f(~lj, t2' ... , tn) ~ f(t l' ... , tn) + с, 
dalje је 

= 1, 
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Odavde 

1? 
f(r 1'+ 1'/~ r2' ... , t n) ~-Чtl' ... , ~d+ -~-I"-J _-'--~ 1- с ~ + СО 

pri ј ~ со,ј Е Ј. ОУО је kontradikcija, jer (rl + 1'/, r2' ... , ~n) Е С, а fje dеfшisana па С. 
Slicno se d()kazuje da је funkcija f neprekidna ро ostalim promen1jivim u tacki z. 

, ,Neka је е proizvoljan pozitivan broj. S оЬzirош da је f neprekidna ро svakoj pro­

menljivoj u z; postojace Ј1. > О takvo daje .. 

_ f{tl + Т, t2"'" ~n)~f(~I' ... , ~n)+ е, 

f(~I' t2 + Т, ••• , tn) ";f(t1, ... , tn) + е, "', 

- -, f(~l' t2' .. ~, ~п + Т)"; f(t l' ... , ~n) + е 

-- za svako 7E[--џ~џ]. Oznacimo ta~ke (rl + џ, r2' ... , ~n)' ... , (~1' ~2' ... , ~п +Ј1.); 
(r 1 - Ј1., S2' .. .', sn)' ... , (t1, ~ 2' ... , rn -Ј1.) redom sa Рl' ... , рп; q l' ... , qn· Primetimo da 

se svЗkа tacka iz skupa К = {(~1' ... , ~n) I l~гtll + I~Г~21 + ... + I~n-~nl ~J1.} moze 
prikazati kao konveksna kombinacijatacaka Рl' ... , рп; Ql' qn. Zaista, tacku 

- (~1' ... , ~n) mozemo prikazati u obliku 

-' п-п. 

(~1""'" ~n) = . kЛ'Рl' +. k >'·Ql· +KZ, 
.. ' 1=11 1=1·1 " ' 

gdeje 

о 

~ = { -(~гЏ/џ, 
п _ '. п л 

za ~j ~ ti 
za ~j < t j 

dokjeK = 1- .~ Лј ""7'.~ Лј.КakојеZ=ђ/2+ql/2dоЫјаmоtraZепiрrikaz. 

- 'Koristeci ЈепЈп-Ьуи nejedn!kost (teorema 1.4.1 ) nalazimo. 

п _ п А 

f(~I' ... , ~n) = f{):; ЛiР · + . ~ Л.О. + KZ) ..; 
'1=1 .. 1 1=1 1 ~ , 

П_. пл .п_ п;.. 

(4 .. 1) ";.kЛ.f(р·)+.k \f(q.)+Kf(Z)";C. k Л. +.k Л.+к)(f(z)+е) = 
1= 1, 1 1 1=,1 1 1= 1 1 1= 1 1 -

~ f{z) + е 

za svako (~l;'·" ~n) ЕК. 
. -S druge strane је, zbog konveksnosti funkcjje f 

- - - 1 . '. 1 
J(S l' ... ; Sn) ~-f(~I' ... , ~П) + - f(2S 1-~1' , .. , Цn-~n) 

2 .' . 2 
раје, sobzirom da(lti"':"~I"'" 2.t~':"~n)EK, . 

f(~I' ... , ~n) ~ 2ЛЈ1' ... , tn) -f(2tГ~I' ... , Цn-~n) ~ 
(4.2) 

~ 2f(z) - f(z) .:.. е = f(z) - е, 
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za svaki (~1' .... ~n) Е К. PoSto К sadrZi kuglusa centrom u z poluprecnika Il/n' iz ne-
jednakosti (4.1) i (4.2) sledi tvrdenje.. . 

Pritnetimo da funkсђа ne тоса biti neprekidna u granicnitn taёkama skupa С. 

Uzmitno npr. funkciju f: [ОД] -:+ R defmisanu sa 

1 zat=O 
f(t) = { 

Oza tE(O.l] 

Lэkо se proverava da је f konveksna па [0.1] а prekidna u nuli. 

U -s1edecitn teoremama daeemo neke osobine diferencijabilnfu konveksnih funkсђа. 

ТЕОRБМА 1.4.7. Neka је f konveksna na konveksnom skupu С i diferencijabilna па ne­

kom otvorenom skupu kOji sadrti С. Tadaje f(x2) - f(x 1) ~ < Vf(x1). ХГХ1} zama koji 

par tacaka Хl,х2 Е С. 

DOКAZ: Neka је х 1 ,х2 proizvoljan par tacaka skupa С. Zbog konveksnosti funkcije f 

itnamo 

f(}u(2 + (1-Л)хl) ~ М'(Х2) + (1-л) f(x l) 

za svaki л Е (0,1]. ova nejednakost se moze napisati u s1edecem оЬШru 

. f(xl + Л(Х2-Х 1 » - f(Xl) ~ Л(f(Х2~f(Хl» . 

Deljenjem sa л i prelaskom па granicnu vrednost kad л -:+ О dobijarno 

(Vf(XI)' XГXl>~ f(x2) - f(x 1) , 

sto је i treba10 dokazati .• 

Dokazana nejednakost је karakteristicno svojstvo diferencijabilnih konveksnih 

funkcija, sto se vidi iz s1edeCe teoreme. 

ТЕОRБМА 1.4.8. Neka је f diferencijabilna funkcija па otvorenom skupu U i neka је 

С S U konveksan slшр'-Мо za svaki рзr tacaka х l' Х2 Е С vaZi nejednakost 

(Vf(x1), X2~Xl} ~ f(x2) - f(x
l
) 

tadaje f konveksna па С. 

DOКAZ: Neka је хl' Х2 Е С i л Е [0,1]. Oznacitno sa i ~cku }U(l + (l-:-Л)х2' Кзkо 
х Е C,itnarno 

ili 

(vf(x), хl - x)~f(xl) - [(х) 

< Vf(x), Х2 - х> ~ ((Х2) - f(x) , 

(1-л) (Vf(x), Х ГХ2) ~ [(х l) -f(x) . 

л (Vf(~), XГX1}~ [(х:!) - [(х) . 



МА ТЕМА ПСКО PROGRAМIRANJE 

Mnozenjem prve nejednacine sa л, druge sa (l-л) i sabiranjern доЫјаmо 

tj. 

f(Ax l + (1-Л)х2) ОЕО;; Лf(Х1 ) + (l-л) f(x2) , 

te је f konveksna па С .• 

33 

Napornenimo da se па slican пасin rnoze pokazati da је funkcija strogo konveksna 

ako zaX1,x2 ЕС'Х1 ::f Х2 vaii ('Vf(x1), ХГХ1>< f(x 2) - f(x l ) . 

TEOREMA 1.4.9. Neka је f dvaput diferencijabilna ЉnkСјја па otvorenorn konveksnorn 

sk.-upu С; tada је f konveksna па С ako i samo ako је 

. а2 fi( ) 
н(х) = [ Х] 

ах. ах. 
1 Ј 

pozitivno semidеfшitпа rnatrica za svako х Е С .. 

DOKAZ: Neka је f konveksna па С i пеЬ х, у Е С. Na osnovu Taylor-ove teorerne pri 

.. у:-+ Х iшато 

f(y) = f(x) + (yf(x), у-х) + .!.. ( у-х, Н(х) (у-х» + 0(1IY-ХIl2). 
.·2 . 

Na osnovu teorerne 1.4.7 iz prethodne jednakosti sledi 

( у-х ,Н(х) (у-х)} + O(IIY"':'xll2);:;J!: О, 

tj. 

(z, Н(х) z) +0(1);:;Ј!: О, 

gdeje z = (y-х)/IIу-хll. S obzirom daje IIzll = l,zay::fx priy:-+x dobijamo daje 

(z, н(х) z) ;:;Ј!: о . 
S obzirorn da је У Е С proizvoljno а С је otvoren ,skup, Qva nejedl,lakost vaii za svaki 

jedinicni vektor z te је matrica Н(х) pozitivno sеmidеfшitпа. 

Neka је sada Н(х)роzitivпоsemidеfшitпа za svako х Е С. Neka su У, z Е С proiz­

уоlјпј. Na .osnovu Taylor-ovog razvoja sa ostatkorn u Lagrange-ovorn obliku је 
1 . 

f(y) = f(z) + (vf(z), y-z) +,2' {y-z, нш (у-ф, 

. gde је ~ rieka tackil izrnеёlи У i z. Dalje је 

f(y) - f(z) - (vf(z), y-z);:;Ј!: О 

. zbog роzitivпеsеrnidеfшitпоsti matrice Н(~). Na osnovu teoreme 1.4.8 iz poslednje 

nejednakosti sJedi da је f konveksna па С. PriInetimo da u оуоm delu dokaza пјје koriscen 

uslov daje С otvoren skup .• 
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Napomenimo da, ukoliko с· niје otvoren skup" funkcija f moze biti konveksna 

iako Н(х) niје pozitivno semidеfшitna. Npr. nekaje [: R2~R,f(xl' Х2) = xi~4 

i с = {(Хl'О) I Хl Е R}. Tadaje fkonveksna па С а Н(Хl' Х2) = [б-~] niје pozitiv-
по senridefmitna. ' . 

ТEOREМA 1.4.10. Neka је f dvaput diferencijabilna funkcija паоtvоrеп~ш skupu U ' 

i пеЬ је C.~ U proizvoljan konveksan skup. Лkо је matrica 

02 ffx) 
н(х) = [ \] 

ОХ. ох. 
1 Ј . 

pozitivno defmitna za svako х Е С, tada је f strogo konveksna funkcija па С. ; 
, .. 

DOl(AZ: Као u dokazu prethodne teoreme dokazuje se' da је Ј koпvеksпа.rоkЗZimо 

. da је f sttogo konveksna. U suprotnom postoji ра! tacaka х 1 'Х2 Е C,XI 1 Х2 i л Е (0,1) , . 
tako da је . . . 

f(ЛЈ'.I + (1-Л)Х2) = Лf(Хl? + (l-л) f(x 2) . 

Tada је za svaki џ Е [0,1] 

f(џxl+ (1-Џ)х2) = џf(x 1) + (l-џ) [(х2) . 

Zaista, neka је npr. О < ~ < /Ј. (slucaj Ii < л se analognorazmatta) ineka је. х =Мl +' 

+ (1-Л)х2' х = Р"1. + (1-Џ)Х2' Tada је . 

- л- ( ~. . 
х = - х + 1- -)Х2 ' 

џ џ 

ра је zbog konveksnosti fun](cije f 

'л • л С(Х) ..: џ f(X) + (1 - џ) [(х2) , 

ili 
·л л' . Лf(х 1) + (1 - л) [(х2) '" џ [(х) + (1 - џ) f(X2) , 

Resavanjem ро f(x)dobijamo 

f(x) ~ JJf(x1) + (l":'џ) f(x2). 

Obrnuta nejednakost sledi iz konveksnosti funkcije [. , 

Uvedimo funkсђu \О: [0,1] ~ R, 

r.p(t) = (1-t)f(x1) +tf(x2). 

1z prethodnog vidimo da је \O(t) = [(Х 1 + t(x2-xl»' s obzirom da је \О 1ine~ma fи~a­
ја, r.p"(t) = О. S druge sttane је 

\O''(t) = <х2-х1, н(х l + t(x2-x t» (х2-х1 » .. '. 
()\·о protivr~ci pozitivnoj defmitnosti matrice Н(х) .• 

, ; 
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Dokaz (У/е teoreme se mogao izvesti sl.iCno Ьо drugi deo dokaza teoreme 1.4.9, uz 
koriScenje napomene uz teoremu 1.4.8. 

Napomerumo да iz stroge konveksnosti funkсђе f пе sledi pozitivna dеПnitпоst та­
trice Н(х). Zaista, d~voljno jeuzeti Ј: R -+ К, f(x) = х4. Funkcija је strogo konveksna аН 
matrica Н nije pozitivno dеfшitпа u nu1i. 

Na kraju napomenimo da је za svaku teoremu ovog paragrafa moguee formulisati 
analognu teoremU koja se odnosi па konkavne funkcђе. 

ZADACI: 

п 
1. Dokazati da је jedinicna Iopta В = {х Е R /IJxIl <; 1 }konveksan зkuр. 

2. Neka је С konveksan зkuр u Rn i neka su }.'! i Л2 realni nenegativni brojevi. Dokazati 

daje tada (}'1+Л2)С = Л1С + ~C . 

З. Neka је А: Rm -+ Rn linearno preslikavanje, С konveksan зkuр u Rm i D konveksan 
зkuр u Rn. Tada su skupovi 

АС = {Ах / х Е С } 

A-ID= {xERm/AxED} 

konveksni. 

4. Nekaje С ~ Rn konveksan зkuр,р ERn, q ER i nekaje skup 

СП {xERn/<p,x.)=q} 

neprazan i ograniCen. Tada је za svako r Е R skup 

С п {х Е Rn / <р,х.) = r} 

ogranicen, Dokazati! 

5. Neka је Х = {х Е Rn / х ;;;. О} i У = {х Е Rn / х ~ (}}. Opisati sve hiрепаvnikоје 
razdvajaju Х i У. 

6. Neka је А antisimetricna rea1na matrica. Dokazati da sistem Ах;;;' О, х;;;' О iша netrivi­
ја1по reSenje. (u ри tstvo: koristiti F arkas-ovu lemu). 
7. N eka је А realna mаtЛса dimenzije m х п. Dokazati da samo jedan od sistema 

Ах>О 

. АТУ = О,у ;;;'O,y~ О 
ima resenje. 

8. Neka је I{J: Rn -+ R istovremeno konveksna i konkavna Љnkсјја. Dokazati da је I{J 

linearna funkcija. 
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9. Koristeei Jensen-ovu nejed.na.kost d9kaZati da је za svakih m pozitivnш brojeva 

х1····'хm 

(ХIХ2 .. , хm)l/т Е;;;(Хl + Х2 + ... + хm)/m .. 

10. Dokazati da је funkс~а f: Rn-l- R konveksna зkо isamo зkо је skпр {(х,у) I х Е Rn, 
уЕ R. У ~ f(x)} konveksan. . 

11, Neka је f: Rn ~ R konveksna Љnkcђа. Th>kazati da postoji f~ilija lineamih Љnkсђа 
{~. i EI}tako dзје za svakox ER~f(x)= ~ t;(x). 

12. Neka је f: Rn -+ R. Do~ati da su s1edeca tvrdenjaekviva1entna: 

(ј) Ako је [(Х1) Е;;;f(x2),ondaје za svako лЕ [0,1] 

f(ЛХ1 + (1-Л)х2) Е;;; f(x2) . 

(ii) Za svako а Е R је skпр 

Ка = {xERn If(x)E;;;,a} 

konveksan. 
Navesti primer funkcije koja zadovoljava ove us10ve а пђе konveksna. 

13. Ispitati da li su s1edece funkcije konveksne па oznacenim skupovima: 

С: Х -+ R. Щl' ... , ~n) = -(~1 '" ~n)l/n, Х = [O,-rOot; 
. 2 ? 

g:Y'-I-R,f(~.1'Й=1/ /~,Y= {{~.1/)ER-I~>O}. 

h: Z -+ R, h(~,1/) = exp(-(~1/)1/2), Z = {(~, 1/)ER2 \ ~ ~ О, 1/ ~O} 

14. Neka је. С S; Rn konveksai1 i zаtvоrепslшр. Dokazati da postoji konveksna funkcija 

f: Rn 
-+ R tako da је 

С= {xERnjf(x)E;;;O}. 



GLAVA II 

ТEORlJA NELINEARNOG PROGRAМIRANJA 

. U ovj glavi сето razmatrati problem minimizacije funkcije I{J: Rn -+ R па skиpи 

Х ={ х Е Rn I f.(x) ~ О, i = 1, ... , т}. Uvodeci funkciju f: Rn ~ Rffi defmisanu sa 
1 . 

f(x) = (f1 (х), ... , fm(x». taj probIem сето kratko zapisivati u oblik:u 

(0.1) шiп ",,(х), Х = {х Е Rn I f(x) ~ О}. 
хЕХ 

Skup Х naziva se skиp dopustivih tacaka ili dopustivi skиp, funkcije Џх), i = 1, ... , т 

zovu se funkcije ogranicenja, dok se funkcija "" naziva funkcija сilја. Ogranicenje [ј(х) ~ О 

је aktivno u tacki х ako ј samo ako је Џх) = О. Tacka х * Е Х је optima1na za problem 

(0.1) ako i saшо ako је ср(х*) ~ ",,(х) zasvako хЕ Х. Optima1na tacka se cesto naziva i 

globalni optimum. Tacka х Е Х је 10kalni optimum problema (0.1) ako i samo akoje 

\O(X)~ \О (х ) za svaku dopustivu tacku х iz neke okoline tacke х. Cilj оуе glave је for· 

тиЈасјја neophodnih i dovoJjnih иыovа za optimaJnost date tacke. Ogranicicemo se uglav· 

пот па sJucaj kada su funkcija сilја i funkcije ogranicenja konveksne funkcije. Napomeni· 

то јо!; da se probJem maksimizacije funkcije ср : R п ~R па skиpи Х svodi па problem 

minimizacije posmatranjem Љnkсђе "'(х) = -ср(х) па istom skиpи, ра је dovoJjno razma· 

trati probIem minimizacije. 

2.1. Problem konveksnog programiranja 

Pod problemom konveksnog programiranja podrazumeva se probIem neJinearnog 

programiranja kod koga su funkcija ciJja i funkcije ogranicenja konveksne. Drugim reCi· 

та, problem konveksnog programiranja se moze zapisati u obliku 

min\О(Х), Х= {хЕRПIЏх)";;О,i=I, ... ,т}, 
хЕХ . 

(1.1) 

gde su Љnkсјје fi , i = 1; ... , т i funkcija "" konveksne. ћоЬ1ет konveksnog programiranja 

јта mnogo osobina koje, uopste uzev, nisu ispunjene u nekonveksnom sJucaju; u оуот 

odeJjku сето navesti neke od njih. 
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TEOREМA 2.1.1. Neka је I{J: Х ~ R ko~veksna na konv~lcinomskupu Х i пеЬје х ЕХ 
lokalni optimum problerna 

minl{J(X) 
хЕХ 

Tada је х globalni optimum ovog problema. 

DOКAZ: Neka је, suprotno tvraenju,cp(x) < I{J(X) za neko х ЕХ. Tada za svako л е: (0,1) 
tacka лх + (1-л) х pripada Х i 

I{J(ЛХ + (1-л)х) ЕО; ЛI{J(Х) + (1-л)ср(х) <ср(Х). 

Uzimajuei Л ~ 1 dobija se protivrecnost sa def1Ilicijom loka1D.og optimuma .• 

TEOREМA 2.1 .. 2. Neka је ср: Х ~ R strogo konveksna na konveksnom s!wpu Х i пеЬ је 
х Е Х lokalni optimum problema . 

miП ср(х) 
хЕХ 

Tada је х jedinstveni globalni ОРНl11ит ovog problerna. 

DOКAZ: Iz prethodne teoreme sledida је х globalni optimum. Pretpostavimo· da niје 
jedinstven, tj. da postoji х Е Х, х ",. х za koje је ср(Х) = ср(х). No tada (х +х)/2 Е Х i 
zbog stroge konveksnosti funkcije I{J vзzi, . 

х +х· ср(Х)+ср(х) 
ср ( -- ) < ,,; ср(Х) , 

2 . 2 

5to је protivrecnost .• 

N а р о т е п а: U slucaju kada је funkcija ср konveksna,ali пе strogo konveksna,opti­

mum пе mora ЫН jedinstven. Мейиtiш, lakoje videti da је skup svili optimalnili tacaka 

konveksan. 

DEFINICIJA 2.1.1. Neka је Х = {Х Е Rn I [.(Х) ЕО; О, i = 1, .. ~, т}. Recicemo da funkcije . 1 
ogranicenja [ј , i = 1, ... , m,zadovoljavaju Slater-ov uslov эkо i saшо эkо postoji tacka х* . 
tak:va daje Џх*)<О, i = 1, ... , т. 

Slater-ov uslov се u daljim r~atranjima igrati znacajnu ulogu~ Sledeca teorema 

olakSava proveru Slater-ovog uslova u konveksnom slucaju. : 

. TEOREMA 2.1.3. Neka је Х = {х Е Rn I Џх) ЕО; О, i = 1, ••. , т} i пеЬ su fi , i = 1; ... , m 

konveksne funkcije. Neka za svako i = 1, ... , т po~~ojj tacka "i Е Х takva da је џ~) < О. 
Tada Љnkсјје ogranicenja fi , i = 1, ... , m,zadovoljavaju Slater-ov uslov. 

!:'OКAZ: Dovoljno је uzeti 

1 m 
х*=- ~ х .. 

m i=l 1 
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Zbog Jensen-ove nejednakosti (teorema 1.4.1 ) za svako ј = 1, ... , т vaZi 

1 т 1 m 
~(x*) = ~ ( -;- j~1 х) ~ -;- i~l )(хј) < о. • 

ТЕОRБМА 2.1.4. Neka је Х = {х Е Rn 1 f.(x) ~ О, i = 1, ..• , т} i neka su ful1kcije ogra-
1 

пјсепја fi, i = 1, ... , mkonvey.sne па Rn i zadovoljavaju Slater-ov uslov. Tada је 

х= {xERn 1 ЏХ)<О,ј= 1, ... ,т} 
п .. 

ах= {xER 1 fi(x) = O,zabarjedaniE {l, ... ,т}} 

DOКAZ: Neka х* zadovoljava Цх*) < О, i = 1, ... , т. Kako su funkcije fi , i = 1, ... , т 
konveksne па Rn i stoga neprekidne (teorema 1.4.6) postojece okoline V tacke х* takva 

da zasvaki х Е V i svaki i Е {1, ... , т} vaZi 

о 

рајех*ЕХ 

Neka sadax ЕХ. Posto funkcije ogranicenja fi, i = 1, ... , т zadovoljavaju Slater-ov 

uslov postoji tacka х tako da је 

. Џх)<О, i = 1, ... ,т. 
о . 

Kako је х Е Х postoji € > О tako da tacka 

х ~ х + (1+е)(х-х) Е Х 

Stoga је Џх) ~ О, i = 1, ... , т. S obzirom da је 

1 h е _ 
Х=_·-х+--х 

Не l+е 

Ысе 

1 ~ е _ 
џX)~-- fj\.x)+--fј(х)<О, ј=l, ... ,т. 

1+е. l+е 

Postoje Х zatVoren slrup (jer su fi, i = 1, ... , т neprekidne) iшато 

о 

ах=Х\Х, 

оdзklе sledi drugi deo tvraenja .• 

Iz sledeceg рriщеrа vidi se da је Slater-ov uslov bitan za vaZenje prethodnog 

tvraenja: 

Neka је Ј: R -+ R dato.sa 

t2 - 1 
f(t) = {О ' , 

Itl ;;;'1 

Щ< 1 
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о . 
Tadaje Х = {t , f(t) ~ О} = [-1,1] ,х= (-l,1),dokje skup {t 'f(t)< О} рrзzan.' 

2.2. Lagrange-ova funkcija 

Posmatrajmo problem nelineap10g programiranja zapisan u obliku . 

(2.1) тin tp(x), Х = {х Е Rn , f(x) ~ О} 
хЕХ ' 

gde r.p: Rn -+ R, f: Rn -+ Rm . Oznacimo sa Rfskиp {х ERm , х ~ О}. 

DEFINICIJA 2.2.1. Funkcija L: RnXR~ -+ R defmisana sa 

L(x,y) = tp(X) + (y,f(x)} , х Е Rn, у Е R~ 

naziva se Lagrange-ova funkcija pridruZena problemu (2.1). ' 

DEFINICUA 2.2.2. Tacka (х*, у*) Е RnXR~ se naziva ~dlasta tacka Lagrange.ove . 

funkcije L(x,y) зkо i sзто ako za svaki х Е R п, У Е Rf vзzi 

L(x*, у) ~L(x*,y*) ~ L(x,y*) 

TEOREМA 2.2.1. Nekaje (х*,у*) Е RnXRm sedlasta tacka Lagrangeove funkcije pridru­

zene problemu (2.1). Tadaje х* globalni optimum probiema (2.1) .. 

DOКAZ: DokaZimo najpre da је х* dopustiva tзсkа problema (2.1). Iz nejednakosti 

L(x*, y)~L(x*,y*)dobijamo . 

(2.2) (y-у*,f(х*»~О zasvakiYERf~. 

N k' * - (у* *)' k' -. (у*+l * *).' d ak t (2 ?) . еаЈеу - 1""'Ут lпеаЈеу-. 1 'y2'···.ym,neJen os .- postaJe 
f1(x*) ~ О. Slicno se dokazuje daje f2(x*) ~ о, ... , fm(x*) ~ О, раје х* dopustiva tacka. 

Stavljajuci у = О iz (2.2) nalazimo 

<у*, f(x*)};" О.' 

No, kako је у* ;.. о i f(x *) ~. О, takoёle је (у*, f(x *» ~ О, ра је (у*, f(x *» = о te stoga 

nejednakost L(x *, у*) ~ L(x,y*) postaje 

tp(X*)~tp(X) + (у*, f(x)}. 

S obzirom da је. (у*, f(x» ~ о za svaki х ЕХ. јтато 

tp(X*) ~ tp(x) za svзki х Е Х, 

tj. х* је globalni optimum problema (2.1) .• 

ovu teoremu ilustrujemo sledecim primerom: 

PRIMER 2.2.1. Neka је dat problem 

min (-cos х), Х= {xER ,x4-12x2~o}. 
хЕХ 
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Lagrange-ova Љnkсђа је u оуот s1ucaju 

L(x,y) = -cos х+ y(x4-12~), у;;' о. 

S obzirorn da је (0,1/24) sedlasta tacka Љnkсјје L(x,y), јес је L(O,y) = -1,1.(0,1/24) = 
= -1, L(x,1/24) = -cosx + х4/24 - х2/2, zakljucujerno da ЉnkСјја -cos х рсј us10vu 

х Е Х postiZe rninirnurn u nuli. 

iз. Uslovi орtiпialnоsti - konveksan slucaj 

Naredne teorerne igraju centralnu ulogu u rnaternatickorn programiranju, а odnose 

se па potrebne i dovoljne. us10ve optirnalnosti. U razrnatranjirna сето se ograniciti па 

s1ucaj konveksnog prograrniranja. 

TEOREМA 2.3.1. (Кићп, Tucker). Neka је dat s1edeci problern nelinearnog prograrni~ 

сапја: 

(3.1) тin ср (х) , Х = {х I х ERn, Џx)~O, i= 1, ... , т} 
хЕХ 

pri сети su ср (х), Џх), ~ = 1, ... , rn,konveksne funkcije, а uz to funkcije Џх), i = 1, ... , т 
zadovoJjavaju Slater-ov uslov. Potreban i dovoljan uslov da х* budeoptirnalno resenje 

problema (3.1) је da postoji у*;;' О takvo daje (х*, у*) sedlasta tacka Lagrange-ove funk­

сђе pridruzene problemu (3.1). 

OOКAZ: Iz teo~eme 2.2.1 s1edi da је uslov dovoljan. Pokazirno da је i potreban. Neka је 
х* optirnalno resenje problema (3.1). Uocirno skupove Р, Q ~ Rm+ 1, gde је 

Р= {(zo,z}IZoER,ZERm,zo~cp(x*),z~O}; 

Q = U Q(x), Q(x) = {(zo'z) I Zo Е R, z Е Rm, Zo ~ ср (х) , z;;. f(x)} . 
xERn . 

р је ocigledno konveksan skup. Konveksnost skupa Qse mozedokazati па s1edeci nacin: 

Neka su (z~,z') i (z~,z") та koje tacke iz Q. Ро defmiciji skupa Q postoje tacke х' i х" 

tako da је (z~,z') Е Q(x') i (z~,z") Е Q(x"). Neka је О ~ л ~ 1 i . 

(zo,z) = л(z~,z') + (l-лХz~,z") . 

Pokaiimo da је (zo' z) Е Q(лх' + (l-Л)х"). S obzirom da su Љnkсјје ср(х) i Џх) konvek­

sne Ысе 

ср(Лх' + (l-л)х") ~ л ср (х') + (l-л)ср(х") ~ лzо + (l-л)z~ = Zo 

f(лх' + (l-л)х") ~ лf(х') + (1-л)f(х") ~ лz' + (l-л)z" = z, 

ра (zo,z) Е Q(лх' + (l-л)х") ~ Q . 
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о 

SkupoYi Р = {(zo' z) I Zo < \о(х*) .. z< О} i Q su disju~tni. Zaista, za svako 
х Е Х је !р(х) ~ !р(х*) te (zo' z) Е Q(x) пе moze pripadati Р. Za х fF. х postoji 

о 

ј Е { 1,2, ... , щ} takvo ~a је Цх);;;r: О te (zo' z) Е Q(x) пе moze pripadati Р. 

Posto su skupovi Р i Q konveksni i disjunktni postojace prema teoremi 1.2.5 hiper­
rayan koja ih razdvaja, tj. postoji (ио, и) Е Rm+1, (ио, и):! о tako daje 

(3.2) Uozo + (и, z)~Uovo + (и, v) 
о 

za sve (zo' z) Е Q i (У О' У) Е Р. S obzirom da komponente yektora koji pripadaju Р nisu 
odozdoogranicene, iz (3.2) zakljucujemo da је (и о, и) ~ О. Nejednakost (3.2) узiј ј za 

tacke skupa Р zbog neprekidnosti skalarnog proizvoda. Neka је х proizvoljna {асkз iz 

Rn i пеkз је Zo = !р(х), z = f(x), v 0= !р(х *), У = О. Zamenom и (3.2) dobijamo 

(3.3) ио'Р(Х) + (и, f(x)} ;;;r:uolP(x*), za sve х Е Rn . 

Pokaiirno da је ио > О. Zaista, ukoliko Ы Ыlо ио = О iшаЈј bismo 

(3.4) (U,f(x»;;;r:OzasvexERn . 

Posto је и ;;;r: О ј (ио, и) :f о postoji i Е { 1, ... , m} tako da је иј> О. 5 obzirom da је 

f(x) .;;;; О za х Е Х, iz (3.4) s1edi da је Цх) = О za svako х Е Х. 5tO protivreci Slater-ovom 
us1ovu. 

Neka је у* = 1/ио, и ~ О. Tada (3.3) postaje 

!р(Х*) .;;;; !р(Х) + (у*, Цх» za sve х Е Rn . 

Prj х = х* irnато (у*, [(х*» ~ О. Kako је у* ;;;r: О а f(x*) .;;;; О, sledi (у*, f(x*» = О. Uz 

to za svaki у ~ о irnаmо (у, f(x*»';;;; О. Iz O\'ihl1ejednakosti dobijamo 

!р (х *) + (у, f(x *» .;;;; \о(х*) + (у*, f(x*)} <: !р(х) + (у*, f(x)} za у ;;;r: О, х Е Rn 

tj. 
L(x*, у)';;;; L(x*, у*)';;;; L(x,y*) .• 

Sledeci prirner pokazuje 'da iskaz teoreme пе mora yaiiti и slucaju kada Slater-oy 

щ10У nije ispunjen. 

PRlМER 2.3.1. Neka su funkcije.p: R-+ R i' f: R -+ R defmisane sa 

-") 
__ Х-, x;;;r: О 

,"(х) = е-Х, t-() - { у х - О, х<О 

Dор:њtivi sk,-,p је Х = {х Е R I х ~ О}. K~ko је za sve х Е Х ispunjeno f(x) = 0,51а­

ter-j,v uslv'i Ј.јје i~piJnjen. Lаgпщgе-оуа funkcija је 

L(x,y) = е-Х + yf(x) . 

Nije te5ko videti da !р(х) svoj :i1iгimиm па sJ...'"Upu Х dostiZe u tacki х * = О. Meёlutirn, 

nejednakost L(O,y*) .;;;; L(x,y*) пјје ispunjena ni za jedan у* ;;;r: о jer је ЦО, у*) = 1, 

L(x, у*) < 1 , х> О i dovoljno mа10 «ОЦдХ)!(о,у*) = -1). 



МA1EМAТlCKO PROGRAМIRANJE 43 

tJ slucaju kad su sva ogranicenja lineama Slater-ov uslovse тoZе izostaviti, Ьо 
Sto pokazuje s1edeca teorema. Napominjemo da se linearna ograniecnja (~, х) - Ьј .;;;; О, 

ј = 1, ... , т mogu pisati u таtПспom obliku Ах ..;;; Ь. 

ТЕОRБМА 2.3.2. Nekajedat s1edeei problem nelineamog programiranja 

. (3.5) min ;Р(х), 
хЕХ 

pri сети је c,o(x)konveksna funkcija. Potreban i dovoljan usIov da х* Ьиоо optimalno 

resenje problema (3.5) је da postoji у* ~ О tШо da је (х*, у*) sedlasta tacka Lagrange­
-оуе funkcije рridrЩепе problemu (3.5) .. 

. DOКAZ: Iz teoreme 2.2.1 sledi da је uslov dovoljan. DokaZimo da је i potreban. Neka је 
х* optUnalno resenje problema (3.5). Uocimo skupove 

U = {(y,s) I yER, sERn, y:>c,o(x*+s)- с,о(х*)} 

v = {(y,s) lyER, SERn,A(x*+s)';;;;b,y..;;;o}. 

Lako је proveriti da su skupovi U i V konveksni. Skupovi 

v 0= {(y,s) I yER,sERn,A(x*+s) ";;;Ь, у<О} 

i U su disjunktni. Zaista, za svaki x*+s ЕХ је c,o(x*+s) -с,о(х*) ~ Ора ako (y,s) Е U mora 

blti у ~ O,te(y,s) f!.Vo' Ukoliko x"+s f!.X onda (y,s) f!.Vo' Prema teoremi 1.2.5 postojl 

(Со'С) Е Rn+1 tako daje za (yt,sl) Е U, (Y2,s2) ЕУ о ispunjeno 

(3.6) 

S obzirom da је V adherencija od УО' nejednakost{3.6) узZјсе i za (ђ'S2) Е У. Pokaiimo 

da је со < О. Pretpostavimo da је со ~ О. Jasnoje da za svaki s Е Rn postoji у> О tako da 
(у, s) Е U. Ako је со = О ondaje с i О раје funkcija (с, s) neogranicena odozgo. Stogaje 
i funkcija соУ + (с, s) neogranicena, 8to se protivj nejednakosti (3.6). Ako је pak со > О 
opet је funkcija соУ + (c,s) n~ogranicena, 8to se protivi (3.6). Dakle, со < О. Ako (3.6) 

podefuno sa со i stavimo d = c/c~ dobicemo 

(3.7) у 1 + (d~l) ~ У2 + (d,s2) za svaki (у l,sl) Е U, (Y2,s2) Е V 

Specijalno, za sI= s, УЈ = c,o(x*+s) - с,о(х*), ~ = О, У2 = О iшато 
c,o(x*+s) -с,о(х*) + (d,s}~O, 

odnosno 

(3.8) (d,x*+S> + c,o(x*+s) ~ (d,x*) + c,o(x*)za svaki s Е Rn. 
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Ako u (3;7) stavimo у 1.= О, sl ::: О, У2 = О, sz = S, gце s zadovoljava A(X*+S)';;;;b dobi­

сето 

(3.9) (d,s}';;;;O . 

. Oznacimo ј-ш vrstu matrice А sa ~. Ne иmanјијисј opstostmozemo pretpostaviti 

daje 

i = 1, ... , k 

(3.10) 

i=k+1, ... ,m. 

Pokaiimo da је za svako s za koje је <~,з}';;;; О, i = 1, •.. , k,ispunjeno Hd,s}';;;; O.Pretposta­

vimo suprotno, tj. da postoji s za koje је (ai , s) ~ О,ј = 1, .. " k,i(d,S} > О: Tada zbog 

(3.10) postoji л> О tako da је А(х·+Л s) ~ Ь. Notada је zbog (3.9) (d,л s) ~ O,tj. 

zbog л> О, <d, s} ~ О, ~to је suprotno pretpostavci. 

Prema Farkas-ovoj lerni postoji у* = (Yi, .. _, Yk' О, ... , О) ~ О takvo daje А\* = d, 

ра је (d,x) = (у*,Ах) za svaki х Е Rn. Na osnovu (3.8) vati . 

(3.11) .р(х*) + (y*,Ax*~b) ~ .p(~)+ (у* ,АХ-Ь), х = х·+з Е Rn . 

Posto је (у. ,Ах*-Ь) = О, Ах*-Ь';;;; О vaii i 

(3.12) .р(х*) + (у ,Ах·-Ь> ~ .р(х*) + (у. ,Ax·~b) za у ~ О. 

Iz (3.11) i (3.12) sledi da је (х*,у*) sedlasta tзёkа Lagrange-ove funkcije pridruzene 

problemu (3.5) .• 

Teoremu 2.3.2. ilustrujemo sledecim primerom: 

PRIМER 2.3.2. Neka је funkcija cilja .р: R 4 R uproblemu (3.5) data sa ':С(Х) = е-Х i 
neka је dato jedno linearno ogranicenje х.;;;; O.Lagrange-оvа funkcija је L(x,y) = е-Х+ху. 
Nije tesko proveriti daje tackax· =0 optiJnalna i daje tacka (0,1) sedlasta tackaLagran­

geove funkcije. 

Zanim1jivo је zapaziti da su funkcije ciJja u primerima 2.3.1 i 2.3.2 jednake i da зе 
тiniшizији nad istim dopustivim skupom х= {х Е R I Х ~ О}, dok зе odgovori о 

egzistenciji sedlaste tacke razlikuju. Ovo pokazuje da pitanje egzistencije sedlaste tacke 

bitno zavisi od пасinа орiзјуanја dopusti\."og sk."Upa, а пе 9d samog sk.-upa. То је prirodno, 

jer dеfшkijз Lagrange-ove funkcije zavisi od пасјпа opisivanja dopustivog skupa. 

2.4. Uslovi optimalnosti - difеrепсiјаЬil:ш slucaj 

u prethodnim paragrafnna пђе pretpostavljena difеrепсiјзЬilпоst funkcije cilja i 

funkcija ograniCenja. Sada сето pokazati kako se mogu izraziti uslovi орtiщalпоsti 

i uslovi za sedlastu tacku u slucaju kada зи te funkcije diferencijabilne. 
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ТЕОRБМА 2.4:1_ .. Neka је data Lagrange-ova funkcija 

L(x,y) = !р(Х) + <УДх» , 

Лkо su funkcije !Р(х) i f~x), i = 1, ~ .. , ni konveksne i diferencijabllne onda је (х* ,у*) sed-

lasta taeka funkcije L Эokо јsзmо Эokо su ispunjeni uslovi . 

(4.1) 
oL* ." " " 

i = 1, ... ,П -о 
o~- , 

(4.2) 
oL* 

ј = 1, ... ,m -"<;0, 
оу· " Ј 

(4.3) 
oL* 

О, Ј= 1, ... ,m y~ "- = 
Ј . дУј 

. (4.4) Уј* ;;;., О, ј= l, ... ,m"" 

g еЈе -= -" -d ..0L* oL I 
ах!. ." ах!. х=х * 

" у=у* 

,!=l, ... ,n; -.= "_. x~*· ,.i~l, ... ,m." . ·OL*" :oL I 
" " . ду ј ОУј у=у* 

DOКAZ: Pretpostavicemo da postoji (х* ,у*);у*;;;" О tako da је 

Цх*,у) <; Цх* ,у*) <; Цх,у*), х Е Rn, у ERm , у;;;"О. 

Tada ЉnkСјја ЦХ,У*) dostiZe пiinimum uta:ckix*pa је uslov{4.1) potreban. S obzifom 

daje 
oL* ."" 

--=f;(x*), 
ОУј Ј 

ј = 1, ... ,:m 

potrebnost uslova(42),(4.3) i (4.4) sledi па slic"an naein kao u teoremi 2.2.1. 

Pokaiimo da suuslovi (4.1), (4.2), (4.3) i (4.4) idovo1jni.Posto su funkcije !р(Х) i 
Џх), i = 1, ... , m konveksne, ау* ~ О, па osnovu teoreme 1.4.2 Ысе i L(x,y*) konveksna 

!,?Х, раје premateoremi 1.4.7 . 

. п oL* " 
L(x,y*);;;"LCx*,y*}+.~ (XJ'~~*)- za svex ERn. 

. Ј-l" a~ " 
Zbog tislova (4.1) Ысе 

Цх,у*);;;" Цх * ,у*), х Е Rn . 

" s obzirom па us10ve (4.2}i (4.3) је. 

fix*) <; O,yj*fj(x*) = О, ј = 1 р ... , m , 

te za Уј ~ О,ј = 1, ..• , m,sledi 

mm 
.!р(х*) + ~"~ YJ·f.{x*) <; !р(Х*)+. ~ y~CJ;(X*) 

". . Ј=1 Ј ". Ј=1 Ј 

i (х* ,у*) је zaistasedlasta tacka ЉnkСјје Цх,у) .• 
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Iz teorema 2.4.1 i 2.3.1 neposredno sledi sledeCa 

ТEOREМA 2.4.2. CКuhn·Tucker). Neka su u problemu komeksnog programiranja 

min lP(х), Х ={х ERn I fix);';;: О,ј= 1, ... , т} 
хЕХ - _ - -

funkcije lP(х) i Џх), i = 1, ... , ffi,diferencijabiIne i neka funkсђе fi zadovoljavaju Slater-ov 

uslov. Da Ых* bila optimalna tacka ponebno јеЈ dovoljno da postoje realni brojevi 

Лl' ... , ~ tako daje 

(4.1 ') 

(4.2) 

(4.3') 

(4.4') 

т 

'ЈIP(Х*) = .k Л.VfЈ·(Х*) 
Ј=I Ј 

f/X*)E;;O, 

~).(X*)=O, 

)јЕ;; О, 

ј= 1, .•. , т 

ј = 1, _., т 

ј= 1, ... ,т 

OOКAZ: Dovoljno је -uzeti -~ = ~Yj*' ј = 1, ... , т i рrimепЩ teoreme 2.4.1 i 2.3.1 .• 

Iz teorema 2.3.2 i 2.4.1 neposredno sledi sledeea 

-ТEOREМA 2.4.3. (Кuhn·Тuckеr). Neka је u problemu 

min IP(Х), х= {х I Ах"'Ь} 
ХЕХ - -

funkcija IP(Х) konveksna i diferencijabllna. Da Ы х* Ыl0 optirna1natacka potrebno је 

i dovoljno da postoje rea1:iri brojevi Лl ' ... , ~ tako da је 

(4.1 ") 

(4.2") 

(4.3") 

(4.4") 

т­

~1P(х*) = .k л,а. 
_ )=1 -] Ј 

~,x*} - Ьј "' О, ј = 1,_" т 

~(<aj,x*) - Ьј)= О, - ј = 1, .•. , т 

- ~ Е;; О, ј = 1, •.. , m 

gde sual' ... , ат vrste ташсе А. _ 

-OOКAZ: Као iu prethodnoj teoremidovoljno је uzeti ~ = -Уј*' ј =1, ... , m,i l'rimeniti , 

te6reme 2.4.1 i2.3.2 .• 

PR1МER2.4.1. Nekaje dat problem 
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Funkcije. сПја i ograniCenja su konveksne iS1ater-оv us10v је ispunjen. Uslovi (4.1 '), 

(4.2'), (43') i(4.4')'teoreme 2.4.2 рошји 

. х*+х! 
el·~-=2AXj: 

х*+х* 
е 1 2 -= 2 Ах* 

2 

·.ч2 +х22 -1·~ О 
. 'А (хј2 + х22 -1)= О 

A~O. 
• х*+х*: .' . . .. ..,' , 

Kako јее 1 2 f о sledi da јел f О, tj. л< О, ра је ч2 +~2 = liЧ =Х2' odakleje 

. ,. 1 1 ,', е-42 
xr=-vz; х2 =...., ~' А=-ут . 

'. i '. ,. 1 .'. . 
Na osnovu teoreme 2.4.2 tacka (- .1_ ,-' .' "'. ) Је орtШ1alna. 
", -у 2 , -у 2 

, U slucaju kada furikcija cilja ј/Шщnkсјје ogranicenja nisu konveksne teorenie •. ' 

2.4.2 i 2.43 se пе mogu primeniti za ispitivanje optimalnosti, i to iz viSe razloga: 

, - uslovi iz ovih teorema пе mogu ЫН dovoljni jer funkcija cilja тoZе па dорщti­
уот skupu imativiSe (cak i beskonacno mnogo)lokalnih optimi.Ima; 

- za dokaz оЬе t~oreme koristi se teorema, 2.4.1 и kojoj se koristi konveksnost 

funkcije сПја ifunkcija оgraniсепја; 

, - dokaz teoreme 2.4.2 se zasnivaina teoremi 2.3.1 и kojoj se bitnokoristikonvek" 
snost funkcija. ogranicenja i Slater-ov uslov~ 

Medutim, moguce је pokazatl da su uslovi (4.1'), (4.2'), (4.3') i (4.4') ропеЬni za 

optimalnost i u nekonveksnom slucaju, pri сети se uniestoSlater-ovog us10va koristi 

пею odtakozvanili uslova regularnosti, npr. da su gradijenti funkсiјЗ оgrапiсеnjз aktivnih 

utacki x*linearnonezavisni. УаД пiuniе; sledecateorema: 

ТEOREМA 2.4.4. Neka је dat problem nelinearnog prograrniranja 

тјп .,о(х),Х= {х ERn I Џх) ~O,j = 1, ... , т} , 
хЕХ ., 

i neka је х* lokalni optimum ovog p~oЫeтa. Neka su, da1je, funkcije .,о i fi , i = 1, ... ,т 
diferencijabi1ne ti ,tacki х * i nеkз su gradijenti Љnkсјја ogranii::enja aktivnih u х * linearno 

ne~avisni. Tada postoje realni brojevi Аl' ""~ ta:ko dasu zadovoljeni uslovi (4.1'), 
(4.2'),(4.3') ј(4.4'). . , , 

DOК.AZ: Bez итапјепја opUQsti mozemo uzeti daje 

, f1(x*) = о, ... , fk(x*)= 0,fk+1(x*)<0, ... ,fm(x*)<: О. 
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',.. о'. • . ", 

·~osu I7f1(x*), .• "l7fk(x*)lineamonezavisnj, siStem 

<s,VЏХ*)=-l, i=l, •.• ,k 

,', 

ima resenja; neka је s јеdDo od njih. Ne1ca је sada s proizyoljan vektor za koji vш ' 

<s;I7ЏХ*» < О, i =1, •. ~. k; 

tada SI.i za тј > О dovoljno maloj' tacke x*+as, O~ a~ Тj,dopumVe,jer funkclje f1,' ••• , fk 
lokalno.opadaju u pravcu s, а funkсјје fk+ l' ... , fm, zbogneprekidnosti, ostaju negativne 
u dovoljno та1ој okol.fui tacke х*. No za tзkvо s тога vзziti i " 

<S,I7!p(x"i;;;.o 
• • ОО • • _ 

јег Ы u .suprotnom postojao vektor S" i pozitivan Ьгој р tзkо da је Х *+а s Е Х i 
!p(x*+aS}<!p(x*) zaO<a<p, 

sto se protivi pretpostavci 4а j~ х* lokalni optimum. 
Neka је, sada d proizvoljan vektor- za kOji је .' 

(d,l7џх*»<;о,i~ 1, ... , k; , 

dokaZimo daje{d,I7!P(x*)'~ O.ZaiSta,zaO<~ ~ lvektor~ =~S+(1~~)d zadovolja. 
vauslov . 

, ' 

<-],I7ЏХ*»<О, i';' 1\ ... , k, 

а stogai 

, . <Syl7!P(X*»> О . 

Uzimajuti ~ -+ О,ј -+ oo;imarno ~ -+ d,te је zbog neprekidnostiska1amogproizvoda 

. <d,I7;P(x*)}~ о.' 

N~, to'zna~i dasvakod koje zadovoljav~ sistem 

zadovoljava i i1ejednakost 

<d,-V!р(х*»<;О . 

ћета F arkas-ovoj lemi postoje nenegativni Ьгојеуј џ}, ... , Jlk tзkо da је ,,' 

k 
- V!p(x*) = r-71 Џј I7ЏХ-) . 

Uzimajuci >\1 = '-Џl' ; .. , Лk =~Џk'Лk+I";;:.=~=о,dоЫјamо uslove (4.1'), (4.3') i (4.4'), 
dokje uslov (4.2')trivijalno ispunjen.. . -.,-' "",' 
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u ыисаји lineamih ogranicenja dokaz gornjeg tvrc1enja se moze izvesti i bez pretpo­
stavke о linearnoj nezavisnosti gradijenta аЬјуnih ogranicenja. Dobar pregled drugih 
uslova regularnosti i odgovarajucih teorema moze se naci u Mangasarian [М. 1 ]; videti 

takoc1e Zangwill [z.з] i Karmanov [К.3] • 

S obzirom па vaZnostkoju imаји uslovi (4.1 '), (4.2'), (4.3') i (4.4'), odnosno 
(4.1 "),.(4.2"), (4.3") i (4.4") uvodimo sledecu dеfшiсiјu: 

DEFINICIJA 2.4.1. Tacka х* se naziva stacionama za problem 

min Ij?(x), Х= {хЕRП,Чх)";;О,i=I, ... ,т} 
хЕХ , . 

ЖО i samo зkо zаdоvођаvа takozvane Kuhn-Tucker-Qve uslove: 

т 

V'1j?(x*) = . .Е. kV'fJ.(X*) 
. Ј=I' Ј 

fix*) ";;0,' 

~~(x*) = О, 

- ~";;O,. 

ј = 1, ... ,т 

ј = 1, ... ,т· 

ј = 1, ... , т. 

Primetimo da se u slucaju problema bez ogranicenja 

тin Ij?(x) 
хЕХ . 

кUьп-Тuсkеr-оvi uslovi svode па uslov V'1j?(x*) = О. 

2.5. Dualnost 

(5.1) 

N eka је dat ptoblem nelinearnog programiranja 

min Ij?(X) , Х = {Х Е Rn , Цх) ..;; О, i = 1, ._., т } 
хЕХ . 

gde SU Ij? i f}; ... , fm diferencijabilne funkcije. Neka је I/I(x,u) = ор(х) + <u,f(x)}, gde је 

и = (и 1 , ... , ит) Е Rffi ј f(x) = (f1(x), ... , fm(x». 

DEFINI CIJ А 2.5 .1. Problem nelinearnog programiranja 

(5.2) . тах I/I(x,u), 
(Х,и)ЕУ . 

- . - . 
. т 

у = ((х,и) Е RnXRffi 
, V''P(x) \~l1Jj V'f~x) =:' О, и ~ О} . 

пзzivarnо dualnim problemom problema (5.1) . 

. Zapazimo da је funkcija cilja problema (5.2) upravo Lagrange-ova funkcija pridru­

zena problemu (5.1). 
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ТЕОRБМА 2.5.1. (slaba teorema dualnosti).Neka је Х doptistivo resenje problema (5.1), 
neka је (хд) dopustivo resenje problema (5.2) i neka su funkсђе «Ј i f1 , ... , fm konveksne. 
Tada је «Ј(Х) ~ 1/I(x ;6) . 

ООКЛZ: Prema teoremi 1.4.7 је 

«Ј(Х) ~ «Ј(Х) + <V~(x), х-х) , 
ЏХ) ~ Џх) + (vЏх), Х-х) , 

Zbog dopustivosti tаёkе (х ,u)va1i 

т 

V«J(x) = - .~uiVfl~X) i U ~O, 
Fl 

а zbog dopustiVosti tаёkе Х је f(X) <; О, te је 

i= 1, ... ,т. 

т 

«Ј(Х) ~«J(x) + (V«J(x), Х-Х) = «Ј(Х) -.~ Ui(VЏХ)'Х-Х)~ 
, . . Fl 

~ «Ј(Х) + .~ u1·(f1.(x) - f.(X» ~ ~(X) + ,~ul·fl~x) ;.ф(Х,U) , 
1=1 ..1 1=1 

sto је i treba10 dokazati .• 

ТEOREMA 2.5.2. (teorema dua1nosti). Neka је Х орtiша1по resenje problema (5.1), 
пеЬ su «Ј i fi , i = 1, ... , m,konveksne funkcije i пеЬ је ispunjen Slater-ov uslov za problem 
(5.1). Tada postoji и Е Rffi tako da par (х,и) predstavlja optima1no resenje problema 
(5.2) i «Ј(Х) = 1/I(x,ii). 

DOКAZ: Ро teoremi 2.4.2 post6ji и ERffi tako da par (х,и) z~dovoljava uslove 

m 
~ U.f.(X) = о 

i=1 1 1 , 

f(X) <;0 

и~ о. 

ћеrna tome је (х,Џ) dopustivo resenje za problem (5,2). Nekaje (х,и) proizvoljna dopu­
stiva tаёka problema (5.2). ћеmа prethodnoj teoremi је «Ј(Х)" ~ 1/I(x,u) za svako 
(x,u) ЕУ, teje 

. m 
1/I(x,U) = «Ј(Х) + ;1 ијЏХ) = tp(X) ~ 1/I(x,u) 

za sVako (х,и) ЕУ. Odavde sledida је (х,и) optimalnoreSenje problema(5.2) 1 uz to 
vafi «Ј(Х) = 1/I(X,ii) .• 
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U slucaju kada su sva ogranicenja linешnа Slater·ov uslov se moze izostaviti, tj. 

vafi sledeca 

TEOREMA 2.5.3. Neka је х re~enje problema (5.1), [= Ах-Ь ј.,о је konveksna funkcija. 

Tada postoji u Е Rm tako da par (X,U) predstavlja optimalno resenje dualnog problema . 

i \-?(Х):: I/J(X,U). 

DOКAZ: Dokaz se izvodi kao i dokaz teoreme 2.5.2 s tim 8to se koristi teorema 2.4.3. 
Dobar pregled dualnosti u konveksnom programiranju citalac moze naci u Rocka· 

[еПат [R.4]. 

ZADACI: 

1. Pokazati da је skup optimalnih resenja problema konveksnog programiranja konveksan. 

2. NaCi sedlastu tacku Lagrange-ove funkcije pridruzene рrоblеmџ ne1inearnog progra· 

miranja 

min х4 +у4, X={(x,y)lx;;;"1,x~2,y;;;"1,y~2}. 
(х,у)ЕХ 

3. Neka је .р: R2 ~ Rstrogo konveksna funkcija i neka funkcija ср(О,у) dostiZe minimum 

za у = О, а funkcija .р(х,О) zax = О. Оа 1i \-?(х,у) u (0,0) ima minimum? 

4. Prov~riti da li је tacka (0,1) re8enje problema 

mјп 4х2+у2+2ху-х-2у+4, х= {(х,у) 12х+у ~ 5, х+у ~ 3, х;;;" О, у;;;" О} 
(х,у)ЕХ 

5. Neka је .р: Rn +R konkavna funkcija i neka је С ~ Rnkompaktan konveksan skup. 

Neka је х resenje problema mјn \-?(х). Pokazati dax пјје unutraSnja tacka skupa С ukoli· 
хЕС 

ko funkcija ор nije konstanta. Pokazati takode da је х ekstremna tacka sk:upa С ukoliko 

је ор strogo konkavna funkcija. 

6. Koristeci prethodni zadatak pokazati daje konveksan kompaktan sk:up u Rn konveksni 

omotac svojih ekstremnih tacaka. 

7. Pokazatida se svaki problem nelinearnog programiranja moze svesti па drugi problem 

nelinearnog progi-amiranja kod koga је funkcija сЩа lineama. . 

8. Neka је ор: Rn ~ R konveksna Љnkсјја i neka је х jedinstveno resenje probIema 

min ср(х). Mora li I{J biti strogo konveksna? . 
xERn .'. 

9. a)U Rn је dato k tacaka хl' ""xk' Dоkaz~tiАЭ:Ј~у~€:luшst.Qji,ta~~~Ii"1Ј·јра· 

"''''' Х Е R
n 

)11'" -X;II;' ј! IIX -xjll \'!/~[~:1;'ii~; (~j ,О , " ,. " 

:" " " -:11 ::f-
L=~'::~---=;:--:-;;;:;,_-::,:::-::;--:;:=~ ~.~'"=.~ 
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Ь) Ukoliko tacke х l' ... , xk nisu kolinearne tШа tacka је jedinstvena. Dokazati! 

10. Skup С zadat је sa С = {{х,у) I х4+у4.е;; 1, {X-2)2+(y-2)2.e;;~}. ' Odrediti 
vrednosti parametra r za koje је 

а)С :f.~ 

Ь) ogranicenja koja defmiSu skup С zadovoljavaju Slater-ov uslov. 



GLAVАШ 

TEORIJA LINEARNOG PROGRAМIRANJA 

u оуој gJavi сето dati пајУэiniје teoreme. i definicije koje se odnose па slucaj kada 

о su sve funkсјје ogranicenja i funkсјја cilja problema matematickog programiranja linear­

пе. Pritom сето u znatnoj meri koristiti rezultate prethodne glave, mada се biti i teorema 

koje nisu analogoni niti posebni slucajevi teorema koje se odnose о па nelinearan slucaj. 

3.1. Postavka proыmaa 

ОрШ oblik problema linearnog programiranja је s1edeci (podseeamo da se problem 

maksimizacije svodi па problem minimizacije mnozenjem Љnkсјје cilja sa ~1): . 

(1.1) 

о П I п min { 1: с·х,: 1: a,,x.-:-b.~ О 
о j=l Ј Ј ј=l IJЈ 1 . ' 

i = 1, .•. , k; 

п 

r a . .x.-\~ О, i = k+1, ... , s; 
ј=1 lЈ Ј 
по 

~ а .. х.-Ь. = О i = s + 1, ... , т; 
ј=1 1ЈЈ• 1 ' 

Х1 ~O, ""Xr~O}' 

Primetimo odmal1' da se moze pretpostaviti da је za sve promen1jive nametnut 

uslov nenegativnosti (tj. da је r=n); zaista, ~зku promen1ji\'U ~, r < ј ~ п, mozemo 

zameniti u svim ogranicenjima i funkcijicilja sa ХГ~+п-r' pri сети јеХј ~ О i 

Xj+n-r ~ О. Na taj nacin se od problema (1.1) sa п promerujivihdobija problem sa 
r+2(n-r) nenegativnih promen1jivih. . 

Osim toga,svako'ogranicenje oblika 

п 

1: З;;ХЈ·-Ь1· ~ О, .' i = 1, ... , k 
ј=l Ј" .0 о 

se moze pomnoziti sa -1, 5to daje еЬјуalепtПо ogranicenje 

п о 

~(-a .. )x.+b.~O . 
ј=l lJJ 1 

. Najzad, svako ogranicenje tipa • 
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п 
I: а .. х.-Ь. =0, .' i = s+l, ... , m .' . 

ј=1 1) Ј 1 

moze se ekViva1entno zameniti sa dve nejednacine 

(1.2) 

п 
. I: а .. х.-Ь. ~ О, 
ј=1 lЈ Ј 1 

п 
. I:(-а .. )х.+Ь.~О. 
ј=1 1) Ј 1 

Ako se izvrse sve navedene zamene, problem (1;1) postaje 

min { ~'c.:~ I ~'a~.x~':"b~ ~ О, i = 1., ••. , ~'; x:~ ~,.j =1, ... , п'} 
ј=1 Ј Ј ј=1 1) Ј 1 .' Ј··. .' . 

Ovaj oblik problema linearnog programiranja zvacemo simetrican oblik .. 

Sdruge strane, svaku nejednacinu 

п 

I: а . .х.-Ь. ";;0, ј= 1, ... , k 
ј=1 lЈ Ј 1 

mozemo zameniti jednacinom 

п 

I: а .. х. + Х +. - Ь. = О , 
ј=1 lЈ Ј .. п 1 1 . 

uz uslov xn+i > О. Novouvedena promenljiva xn+i nazivaseizravnavajuca prornenljiva. 
Sem toga svakunejednacinu 

п 

I: а .. х.-Ь. ~ О, i = к+l, "', s 
ј=1 lЈ Ј 1 '" 

mozeтo zameniti jednacinom 

п 

I: а . .х. - Х +' - Ь. = О , 
ј=1 lЈ Ј п 1 1 . 

uz uslov xn+i ~ О. 

Ако izvrsimo navedene zamene i па ranije opiSaninacin па sve promenljive namet· 

nemo uslov nenegativnosti, problern (1.1) dobija .takozvani stan~ardni.oblik. 

(1.3) тin {~~' C~'x.l .. ~' a"1J"XJ.-b~'=O,j=. 1,· ... ,m,.;xJ;;;i:O,j~l. , ... ,п"}~ 
. Ј=1 Ј. Ј Ј=I. 1.. . " :: .... '.' 

gde su koeficijenti uz izravnavajuce promenljive u funkciji cilja jednaki nuli ..... 

Gornja razmatranja роkзzији da se ne gubi na opstosti зkо se umesto probJerna 
(1.1) posmatra problem (1.2) i1i (1.3). Mi сето u da1jem probJein linearnog programiranja 

uzimati u simetricnom i1istandardnom obliku rukovodeci se iskljucivo njihovorn pogod· . 

noScu za razmatranja Која imamo u vidu. Oblik (1.2) роkзzије da је problern linearnog 
programiranja specija1ans1ucaj РЈоЫеrna nelineamog РЈоgrзmiranја koji smo razrnatra1i 
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U prethodпoj glavi. Problemi (1.2) i (1.3)se mogu krace zapisati koriScenjem mаtПспе 

notacije па sledeei nacin: 

(1.2') min {(c',x}IA'x;>b',x;>O} 

odnosno 

(1.3') min {(с",х) I А"х = Ь", х;> О}. 

3.2. Dl1a!nost u lineamom programiranju 

Ne umanjujuci opstost razmatracemo· problem lineamog programiranja u obliku 

(2.1) min {(с,х) I Ах;> Ь, х;> О} 

Oznachno vrste matrice А sa ai, i = 1, ... , т, а vrste jedinicne matrice i1-tog reda sa ai' 
i = т+ 1, ... , m+n. Neka је Ьј = О, i = т+1, ... , m+n. Problem (2.1) postaje 

min {{с,х) I -<ај,х) + Ьј ,.;; О, i = 1, ... , m+п} 

Ро defmiciji 2.5.1 dualni problemje 

т+п I m+n . 
max {(c,x}+.~ и.(-<а1·,х)+Ь.) c-.~ и.а.=О,и.;>О,ј=I, ... ,т+п} 

. . 1=1 1 i' 1 = 1 1 1 1 

s obzirom da је 

т+п 
(с,х) +.~ и.(-(а1·,х}) = О 

1=1 1 

i da ogranicenja sadrie samo promenljive 111' ... , um+n,problem postaje 

m+n I т+п 
тах { .~ Ь.и. с -.~ и.а· = О, иј;> О, ј = 1, ... , т+п}. 

1= 1 1 1 1= 1 1 1 . 

VodeCi racuna о defmiciji vektora Rj, i = т+1, ... , т+п i skalara Ьј , i = тН, ... ,m+n, 

vidhno da је gornji problem ekviva1entan sa problemom 
Т . 

(2.2)тах {(ь;у) 'А у";;с, У;>О}, 

gde је v = (и}, ... , ит) Е R ffi
• Napominjemo da је ska1arnj proizvod u Rn i Rm o.znacen 

па isti nacin: iz konteksta је uvek jasno о kom је prostoru reC. Lako se moze dokazati 

daje problem dualan problemu (2.2) ekviva1entan sa (2.1). 

ТEOREМA 3.2.1. Neka је dat par uzajamno dua1nih problema (2.1) ј (2.2). Ako је 

Х = {х Е Rn I Ах;> Ь, х;> ОНУ = {у Е Rffi I АТУ ~ с, у;> О} onda vзzi: 

(i)Ako је х Е Х i v EVondaje (с,х);> (Ь,у) • 
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, 
(ii) х Е Х је optirnalno resenje problema (2.1) ako i samo ako postoji у Е V tзkо 

da је (с,Ю = (Ь,У) . 

(Ш) х Е Х је optimalno resenje problema (2.1) ako i saшо ako postoji у Е V tako 

da је <Х, А ТУ-"С> = О i ГУ ,АХ-Ь) = о. 

OOКAZ: (i) Sledi iz teoreme 2.5.1. 

(п) Neka postoji у Е V tako da је (с,Х) = (b,V). Prema (i) је za proizvoljno х Е Х 

ispunjeno 

(с,х) ~ (Ь,У) = {с,Х} , 

рајё х optima1no reSenje problema (2.1). 

Neka је х орtiшalnО reSenje problema (2.1). ћета teoremi 2.5.З i s obzirom 

da је problem (2.2) d1;lalan problemu (2.1), postojace у Е V tзkо da: је (с,ю = (ЬУ). 
(Ш) Neka је х Е Х, у Е V i 

ГУ ,АХ -Ь> = о i <Х ,АТ у -с) = О; 
tadaje 

(У,АХ> - Гv,b> = <Х,А Ту) - <х,с> .. 

S obzirom da је (У,АХ> = <Х, А TV) sledi da је (с,Х) = (Ь,У) ра iz (ii) sledi optimalilOst~. 
Neka је х optimalno resenje problema (2.1). Prema (ii) postoji у Е V tako da је 

(с,Х) = (b,V). Oduzin1ajuci ovu jednakost od jednakosti <Х,АТу> = (V,АЮdоЫјamо 
(2.З) <Х,А Ту--с> = ГУ ,АХ-Ь). 

S obzirom da је х Е Х, у Е V sledi da·je х ~ О, у ~ о, АТУ"':'С";; О, .АХ-Ь ~ О, ра је 

<x,ATy-с)";;О, (Y,AX~b)~O· 

i iz (2.3) sledi 

<Х,А Ту_с) = (Y,Ax-Ь) = о .•. 

N а р о m е п а: Iz cinjenice da se problem dualan problemu (2.2) moie napisati u obliku 

(2.1) sledi da је v koje zadovoljava uslove u tacki (ii) odnosno (Ш) optimalno resenje 

. problema (2.2); 

PRIМER З.2.1. Posmatrajmo рас dualnih problema 

mах 12v2-2Vз - У4 
4Уl +7V2-4vз-2V4";; З 

(2.4) -8v
1 
+2у2- vз +Зv4 ";;9 

-Зv 1 + 5У2 +2vз + У4 <; 7 

У 1 ~ О, У2 ~O, VЗ~О, Y4~ О 
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min 3Х 1 + 9х2 +7хз 
4хг 8х2- 3хз ;;;;. О 
7Хl + 2х2 + 5хз ;;;;'12 

-4х1- х2 + 2хз ;;;;'-2 

-2Х1 + 3х2 + хз;;;;'-1 

хl ;;;;'0'Х2;;;;'0'Х2;;;;'0 

S7 

Tacka х = (1,0,1) је optimalno resenje problema (2.5) jer postoji dopustivo resenje pro­

Ыеrnа (2.4) v = (0,1,0,2) tako da su funkcije cilja jednake; uz to је v optimalno resenje 

problerna (2.4). Tacka (0,1,1 ,0) је takoae optimalno resenje problerna (2.4) jer su za 

х = (1,0,1) ispunjeni us10vi iz (Ш) prethodne teorerne. Iz ovog primera vidirno da opti-

rnalno resenje пе rnora biti jedinstveno. 

TEOREМA 3.2.2. Ako је Х :f ~ јУ :f ~ onda problerni (2.1) i (2.2) irnaju optirnalna 

resenja. 

DOКAZ: Nekajev Е У; tada ро teoremi 3.2.1 О) za svako х Е Х ущј (с,х};;;' <b,v) tj. 

funkcija (с,х) је ograniCena odozdo па Х. Кзkо је Х :f ~ postoji 

л = inf <с,х} . 
хЕХ 

Prerna torne, svako resenje sisterna 

Ах;;;;'Ь,х;;;;'О 

zadovoljava inejednacinu 

(с,х};;;;'Л. 

Pretpostavimo da problern (2.1) пеrnа optirnalno resenje. Tada је {с,х} > л za. svako 

Х Е Х. Prerna teorerni 1.3.2 postoji и;;;;' О tako da је 

[АТ, I]и= с i {[Ьрј, iD> л. 

UvodeCi vektorv = (и1 , ... , иrn) dobijamo 

ATvos;;;c,v;;;;'O 

ра је v Е V i pritorn је Љ,У> > л. Кзkо, prerna teorerni 3.2.1 (ј), za svako х Е Хущј 

{С,х);;;;' <Ь,у} > л 
dobqa se protivrecnost sa defmicijorn Л; Prerna tome problem (2.1) irnа optirnalno 

reSenje. Slicno se dokazuje da probIem (2.2) irnа optimalno reSenje •• 

TEOREМA 3.2.3. Neka је Х :f ~; tada је V = ~ зkо i sarno зkо је inf (с,х) = -оо 
. x€x 



58 V. VUJCIC, М. ЛSIС, N. MILICIC 

DOКAZ: Neka је Х :f: 0 i inf <с,х) = -оо. Ako Ы postojalo v Е V,prema teoremi 3.2.1 (ј) 
·хЕХ 

Ы bilo (с,х);;;' <b,v) za svako х Е X,sto је nemoguce zbog inf (с,х) = -со. 
хЕХ . 

Neka је sada Х :f: 0 i V =·0. Pretpostavimo da је inf (с,х) = л> -со • Pretpostavka 
. хЕХ 

da је za svako х Е Х ispunjeno (с,х) > л vodi protivrecnosti: kao u dokazu prethodne 
teoreme moguce је tada naci v Е У; meautim V = 0. Uko1iko postoji х Е. Х takvo da је 
(с,Х> = л onda problem (2.1) Пnа optimalno resenje, ра па osnovu teoreme 3.2.1 (ii) 

sledi da postojiv ЕУ; meautim V = 0 .• 

ТEOREМA 3.2.4. Nekaje V:f: 0; tadaje Х = 0 ako i samo ako је ~ (b,v) = +со • 

DOКAZ: Dokaz је analogan dokazu prethodne teoreme .• 

Primetimo da је s1ucaj Х = V = 0 mogucan, 5to роkзzије s1edeci primer: 

PRIМER 3.2.2. Posmatrajmo sledeci ра! dua1nih problema: 
" 

min -4х 1 + 2х2 + 6хз 
-2Х 1 + 2х2- хз ~ 3 

(2.7) 3ХГ3Х2-SХз~8 

Х 1 + 4х2+ 7хз ~9 

Х1 ~О'Х2~О,хз~О 

mах 3v1 + 8v2+ 9vз 
-2V 1 + ЗV2+ Vз~-4 

(2.8) 2v1-ЗV2+4vз~2 

- v1-Sv2+7v~~6 

Vl~О'V2~'VЗ~О 

Skup Х dopustivih resenja problema (2.7) је prazan. Zaista, ako prvu nejednacinu u (2.7) 

pomnozimo sa 3 а drugu sa 2 i saberemo dobicemo nejednacinu 

-lЗхз~2S, 

5to protivreci us10vu Х3 ~ о: 
Skup V dopustivih reSenja problema (2.8) takoae је prazan. Zaista, ako saberemo prve 

dve nejednacine u (2.8) dobicemo nejednacinu 

5vз ~-2, 

8to protivreci us10vu vз ;> О. 
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3. Еkstrеnше tacke i optimalnost 

Ovaj paragraf posvecen је iшсауanји nekih geometrijskili osobina skиpa dopusti­

vih i skupa optimalnih tacaka za probIem lineamog programiranja. Svojstva koja сето 

navesti bitno zavise od linearnosti funkcija ogranicenja i Љnkсјје сilја razmatranog 

probIema. 

Posmatracemo problem linearnog prograтiraпja u standardnom obIiku 

(П) min {(c,x)lxEX} ,Х= {xERnIAx=b,x~O} 

Bez итапјепја opstosti mozemo smatrati da је rang matriCe А jednak broju jednacina 

. (т); odatle оdmаЬ. sIedi daje т.о;; п. 

DEFINICIJA з.з.l. Neka је С ~ Rn. Tacku х ЕС nazivaтo ekstremnom ako isarno ako 

пе postoji par tacakax' Е С, х" ЕС, x':f х", takvih daje х = (l/2)(х'+х"). 

Pre iskaza sIedece teoreme koja daje algebarsku karakterizaciju ekstremne tacke skupa 

Х primetiтo da se skup Х moze predstaviti u obliku 

Х = {XERn I ~ Х.а. = Ь,Х ~O} 
ј=I Ј Ј 

gde su ~, ј = 1, ... , п kolone matrice А. Коlопи ај zvacemo pratecom kolonom tacke 

х = (х l' ... , хп) ЕХ зkо ј_sarnо зkо је Хј > О. 
ТЕОRБМА 3.3.1. Tacka Х = (х l' ... , хп) Е Х је ekstremna tacka ako i saтo ako su pra­

tece kolone tackex linearno nezavisne .. 

DOКAZ: Neka је Х Е Х ekstremna tacka. Bez итanјепја opstosti moiemo uzeti 

х 1>0, ..• , xk>O,xk+1 = О, ... , Хп = О. Ako је k= О ondaje skup pratecih kolona prazan 

ра је usIov. trivijalno ispunjen. ZakIjucak о linearnoj nezavisnosti је trivijalan i u sIucaju 

k = 1. Pretpostavicemo stoga da је k ~ 2. Ako ptetpostavimo suprotno, tj. da su kolone 

аl' ... , ak linearno zavisne, onda se jedna od tih kolona moie predstaviti kao Нпсзrпа 

kombinacija ostalih; neka је to npr. kolona аl: 

k 
аl = ~ А.а .. 

ј=2· Ј Ј 

Za dovoIjno тalо е> О, tacke 

х' = (XI+e'.X2-еЛ2""'Хk-еЛk'Хk+l""'Хп> 

х" = (хге, Х2 + еЛ2 , ""xk +еЛk'Хk+1 ' ""Хп) 

, pripadaju Х i oeigledno је Х = (х'+х")/2, х'" х", sto је u suprotnosti sa pretpostavkom 

da је Х ekstremna tacka. 
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Pretpostavimo sada da su prateee kolone tacke х: lineamonezavisne. Bez итanје­

пја op!tosti moiemo uzeti da su pratece kolone аl' ... , ~. Skup {аl' ... , ak } тoiето 

kolonamamamce А dopuпiti do baze prostora Rffi
, jer је rang А = т. Neka је dobijena 

baza npr. {а1 , •.. , ak' ak+l' ... , ат}' Prema tome, sistem Ах = Ъ mozemo napisati u 

obliku 

(3.2) 

Pretpostavimo suprotno, tj. da је х = (х'+х")/2, х' :f х", х' Е Х, х" ЕХ. Poslednjih 

n-k komponenata vektorax' i х" moraju Ъiti jednake nulijer је 

ТiПl pre је 

0= Х. = .!.x~ + .!.x~, X1~;;;;' 0'X1~';;;;' о, i= k+l, •.. , n. 
1 2 1 2 l' 

xi=x[=O, i=m+l, ... ,n. 

No, poSto х' i х" zadovoljavaju (3.2),ЪiCe i 

хј = хј, i = 1, ... , т, 

sto је u suprotnostisa х' :f х" .• 

Prethodna teorema daje kriterijum za ispitivanje da li је dopustiva tacka skupa Х 
ekstremna .. Ekstremne tacke skupa Х nazivacemo i bazicnim dopustivim resenjima pro­

Ыета (3.1). 

ТЕОRБМА 3.3.2. Лkо је Х :f: 0 tada Х ima ekstremnu taCku. 

-OOКAZ: Posmatrajmo sledeci niz problema lineamog programiranja: Naci 

Лl = minx l 
хЕ:Х 

Л2 =min Х2 
хЕ:Х 

Хl=Лl 

~=~xn 

х1=лl' ... , xn-l = Лn-l 
Primetimo da problemi (Р 1)' ... , (Р п) imaju optimalna resenja јес је Х :f 0 i optima1no 

resenje рсоblета (Рј) је dopustivo resenje problema (Рј+ 1)' а funkсђе ci1ja koje se тiпi­

тiШаји su ogranicene odozdo (videti dokaz teoreme 3.2.2). DokaZimo da је 

х = (Лl' : .. , ~) 7kstremna tacka skupa Х Jasno је da је х Е Х. Pretpostavimo da је 
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х = tx'+tx", х''!х'', х'ЕХ, х"ЕХ. 

Neka је k naјтanјј indeks za koji је хЈс '! xk; tada је хј = хј = Х1 , ••• , xJc-l = ~k-l = 

= Xk- 1, ХЈс'! Xk:f xk i s obzirom daje 

" 1, 1" 
I\k= 2"xk + 2"xk' 

mora biti bar jedan od xk' xk manji od Xk; neka је to xk' Tada је х' dopustivo resenje 

problema (Pk) а funkсђа сПја problema (Pk) iша и х' тanjи vrednost nego и x,sto је 

и suprotnosti sa defmicijom Xk. • 

POSLEDICA: Ako problem (3.1) iша optima1no resenje onda оп ima i optimalno resenje 

koje је ekstremna tacka skupa Х. 

DOКAZ: Neka је Х optima1na vrednost funkcije (с,х.) рп х Е Х. Posmatrajmo skup 

У = {х I Ах = Ь, (с,х.) = Х, х ~ О } 

Prema pretpostavci У ::ј: 0 i па osnovu teoreme 3.3.2 . sledi da postoji х koje је ekstremna 

tacka skupa У. Dokazimo da је х istovremeno ekstremna tacka skupa Х. Pretpostavimo 

suprotno, !ј .. da је 

х=!х'+!х" х'-Ј. х", х'ЕХ, х"ЕХ. 2. . 2 ' т 

Imaтb 

(с,х) = !(с,х.') + !(с,х.") 
2 2 

а шо је (с,х') ~ Х, (c,x.'~) ~ Л, (с,Х) = Л,slеdi daje (с,х.') = (с,х") = л, tj. х' ЕУ, х'' ЕУ, 
5to је и kontradikciji sa cinjenicom daje х ekstremna tacka skupa У .• 

Na osnovu teoreme 3.3.1 sledi da skup Х nema уВе od (~) ekstremnih tacaka, а 
па osnovu posledice teoreme З.3~2 sledi da је Ьзr јеdnа od tih tacaka optima1na, pod 

pretpostavkom da problem (З.l) iша optima1no resenje. Ovo пат и principu omogucuje 

da svaki problem linearnog programiranja resimo и konacnom broju koraka. 

ZADACI: 

1. Svesti na standardni oblik sledece probleme linearnog programiranja 

а) min ЗХI-2Х2 

2х 1 - X2~ 1 

- Х 1 + X2~O 
X2~O 

Ь) тах хl- Х2 
Хl+2Х2 <;6 

-2х1 + Х2 ~-l 
хl- Х2~З 

Х 1 ~O 
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2. Svesti па simetriCan oblik s1edece probleme linearnog programiranja 

а) min -Хl- Х2+ хз Ь) mах Х2- Хз 

Хl+ Х2+ Хз+ Х4 = 4 xl+ Х2+ Хз+ Х4 = 2 

ХI-ЗХ2+ хз- Х4.ео;; -2 Хl .ео;; 5 

Х2;;;'0,хз;;;'0 ХI-ЗХ2+ ХЗ-Х4 = 5 

З. Pokazati da su dati problemi uzajamno dualni 

а) min (с,х) 

Ах=Ь 

Х;;;.О 

Ь) max (ь,у) 

ATy~c 

у;;;' О 

4. Naci dualne probleme problema iz zadataka 1. i 2. 

5. Neka problem 
min (с,х) 

Ах;;;'Ь 

х;;;. О 

Xl;;;' О, Х2;;;' О, хз ;;;'0, Х4;;;' о 

min(c,x) 

Ах;;;'Ь 

х;;;'о 

lП13: optima1no resenje. Dokazati da funkcija сЩа problema 

min(с,х) 

Ах;;;'Ь' 

х;;;'о 

ne moze biti neogranicena ni za koji vektor Ь'. 

6. Neka је vektor. Ь ;;;. О i neka matrica А ima Ьш jednu vrstu u kojoj su svielementi 
pozitivni. Dokazati da рсоЫеm linearnog prograrniranja 

ima optima1no reSenje. 

mах (с,х) 

Ax~b 

Х;;;. О 

7. Resiti s1edeci problem lineamog prograrniranja 

min Х 1 + 2Х2 + ... + nx.n 
х 1 + Х2 + '" + Хј ;;;. ј, i = 1, ... , п 

Хј ;;;. О, ј = 1, ... , п 
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8. Izvesti Farkas-ovu lemu koristeei teoriju ООalnот u linearnom programiranju. 

9. Navesti primere ршоуа dualnih problema sa s1edecim svojstvima: 

а) оЬа iшaји jedinstveno resenje; 

Ь) jedan ima jedinstveno resenje а drugi besk:onacno mnogo optimalnih resenja; 

с) оЬа iшаји beskonacno mnogo optimalnih reiienja. 

10. Ispitati optimalnost datog resenja s1edecih problema: 

а) тахХl + ЗХ2+ ХЗ Ь) 

4Х1 + llХ'2 + ЗХЗ = 7 

Х1 + Х2- хз= О 

Хј;> О, ј:;: 1,2, З 

Х:;: (1 ,0,1) 

11. Neka је Цх,у) Lagrange-ova funkcija problema 

min {с,х} 
Ах;>Ь 

Х;>О 

тах хl + 2Х2+ зхз 

Х1- Х2- Хз ~ 1 

хl+ Х2- хз~1 

Х1 ;> о, i = 1,2, З 

х = (1,1,1) 
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i пеЬ је L (у ,x)Lagrange~~ funkcija dualnog problema. Dokazati da је za sve х ;> О 
i у;> О ispunjeno Цх,у) + [(у,х):;:: О. 

12. Naci sveekstremne tacke skupa 

Х :;: {(Х 1 , ... ,xn)ERn I.~ х. = 1,Хј;>0, ј= 1, ... , п} 
'. 1=1 1 

13. Dokazatida su tacke (1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1), (-1,0,0,0), (0,-1,0,0), 
(0,0,-1,0), (ОР,О,-1) jedine ekstremne tacke skupa 

, {(х,у ,z,t) е R4 1 1x1+!Y1 + Izl+ Itl ~ 1 } . 

14. Naci sve ekstremne tacke skupa 

В= {xERn IIIxll ~ 1}. 

15. Kvadratne matrice reda п semogu shvatiti kao tacke u п2 dimenzionom prostoru. 

Matrica А :;: [ајјЈПхппзzјуа se dvostruko stohasticko~ зkој sarno зkоје 

. ' п п 

3ј;;> о, ј,ј = 1, ... , п; .1:~; = 1,ј 1:: 1, ... , п; .~ 3ј;:;: 1, i =1, ... , п. 
• . F1· , ~1 • 

Neka је К Sk-up svih dvostruko stohastickih matrica reda п; dokazati da је К konveksan 

skup i da susveekstremne tacke skupaK permutacione matrice (matrice koje u svakoj 

vrsti i svakoj koloni iшaји ро jednujedinicu, а ostalih п2-п еlеmfщаta su nule). 



GLAVAN 

МETODE LINEARNOG PROGRAМIRANJA 

u оуој glavi prelazimo па izlaganje metoda za rезаvanје РЕоЫета linearnog progra­

miranja. Pritom se podrazumeva da је РЕоЫет resen ako је pronadeno bar јеdnо optimal­

по reSenje ili је ustanovljeno da је funkcija сПја neogranicena па dopustivom skupu. U 

prethodnoj glavi smo vide1i da se рп trazenju optimalnog resenja problema linearnog 

programiranja mozemo ograniciti па ispitivanje ekstremnih tacaka dopustivog skupa. Na 

toj ideji bazira se takozvana simpleks metoda. Metodu је pred1ozio 1947. G. В. Dantzig 

[D.2]. Zbog svoje eflkasnosti metoda је od velikog prakticnog znacaja. Do danas је razra­

c1eno уВе metodazasnovanih па istoj ideji i prilagoc1enih razШШim prakticnim potrebama. 

Osim simpleks metode izlozicemo takozvanu dua1nu simpleks metodu koja se zasniva 

па slicnim principirna kao i simpleks metoda. Metodu је predlozio Lemke [L.2]. Dobri 

pregledi ovih i raznih drugih metoda (revidirana simpleks metoda, metode za resavanje 

transportпog problema, metode za probleme velikih dimenzija, metode za probleme 

optimalnog rasporeda itd.) mogu se naci npr. u Dantzig [D.з], Gass [G.1], Ни [Н.б], 
Lasdon [L.l], Hadley [Н.3], Simonnard [S.1 Ј. 

4.1. Teorijske osnove simpleks metode 

Posmatrajmo problem linearnog programiranja 

(1.1 ) 

п 

minz = ~ с.х. 
. ј=l Ј Ј 

п 

l: а .. х: = Ь., 
ј=l lЈ Ј 1 

~;;..o, 

i= 1, ... ,т 

ј = 1, ... , п 

Bez umanjenja opstosti mozemo uzeti da је rang matrice А = [aij] jednak т. U narednim 

deflnicijama сето okarakterisati neka od resenja sistema jednacina 

п 

(1.2) ~ а .. х. =Ь., 
ј=l 1] Ј 1 

Ј= 1,_ .• ,т. 



МАТЕМАПСКО PROGRAМIRANJE 65 

Svakom skupu od m lineamo nezavisnih kolona matrice А pridruZujemo jedno rese· 

nje sistema (1.2),takozvano bazicno re8enje. 

DEFINICIJA 4Ј.1. BaziCnim resenjem koje odgovara datom skupu od m lineamo neza­

visnfu kolona mашсе А nazivamo resenje koje se dobija kada sepromenIjive koje odgo­

уахајu ostaIim kolonarna izjednace sa nulom а sistem se resj ро preostalih m promenIjivih. 

Tih m promenIjivih nazivamo bazicnim proтenIjivim. 

DEFINICIJA 4.1.2. Bazicno resenje kod koga su sve komponente nenegativnenazivamo 

bazicnim dopustivim reSenjem.. 

DEFINICIJA 4.1.З. Bazicno dopustivo resenje koje ima tacno т pozitivnih komponenata 

zovemo nedegenerisanim. 

ТEOREМA 4ЈЈ. Svako bazicrio dopustivo resenje sistema (1.2) је ekstremna tacka 

skupa Х dopustivih resenja problema (1.1). 

DOКAZ: Neka bazicno dopustivo resenje Х odgovara lineamo nezavisnim kolonama 

јI' ... , јт matrice А. S obzirom da је ро dеfmiсђi Хј = о za ј Е { 1 •... , n}\ {ј l' ...• јm} 

-pratece kolone tас'Же Х su neke od kolona ј l' _ .• јт ( i to upravo оnе za koje su odgova­

rajuce komponente tacke Х уесе od nule). Кзkо su te kolone lineamo nezavisne, па 

osnovu teoreme з.з.l sledi da је Х ekstreтna tacka skupa Х .• 

U narednim teoremanla сето radi jednostavnijeg izrafavanja pretpostaviti da su 

prvih m kolona matrice А linearno nezavisne. 8tO nе итаnјије opstost zakljucivanja jer је, 

s obzirom da је rang А = m.prenumeracijom· promenIjivih to uv ek moguce postiCi.· Tada 

se elementamim transforтacijama sistem (4.2) moze dovesti па оЬЈж 

п 

(1.З) Хј+. I; зi;Х, =Ьј. ј= 1 ••..• т. 
Ј=т+l • Ј 

Primetimo da se iz (1.3) dblktno mogu dobitj komponente bazicnog resenja koje odgo. 

vara kolonama 1, ...• т. Ako to rеs~шје obelezimo sa Х. ро defmiciji је Хј = О. i = т+ 1 • 
. ; .• n. ра iz (I.З) slcidi da је Хј = Ьј, i = 1 •... , m. 

Koristeci (1.3) mozemo daeliminiSemo promenIjive Хl' ...• Хт iz linearne forтe 

п 

z = I; СЈ·Х •• 
ј=1 Ј 

Formule za eliminaciju su 

п 

Х, = b~ - I; a~·x. 
-. 1 ј=т+l 1J Ј • 

а novioblik forme је 
п 

z = z~ + I; c~x· 
ј=т+l Ј Ј· 

ј= 1 • ... ,т 
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Prema tome, problem (1.1) se moze napisa.ti u ekviva1entnom ob1iku· 

(1.4) 

п 

minz= z~ + ~ с!х. . 
. j=m+l П 

п 

xi + . ~ а1Х. = Ьј, i = 1, ... , т 
.Fm+l 1Ј ј 

ј = 1, ;'., п 

ТEOREМA 4.1.2.Pretpostavimo da је u (1.4) bi;;' О, i = 1, •. ~, mi Сј;;' О,ј = т+l, ; .. , n. 
Tada је baziёno reSenje koje odgOV3.ra kolonama 1, ... , т optimalno reSenje problema 

(1.1). 

DOКAZ: ОЬеюZiПlо sa х bazjcno resenje koje odgovara kolonama 1, ... , т. Tada је 

x=(bi, ... , b~, О, ... , О) i Пkо jebi;;' О, i = 1, р., т, х је bazicno dopustivo resenje, 
tj.xEX. . 

Neka је х Е Х i х:; х" Tada је х 1.;;, О, р., ~ ;;. о i bar jedan od Хт+l' .. ~, iu је 
pozitivan (jer Ы iйaсе Ыl0 Х 7' Х). No, tada је ' 

п п 

zo + ~ c~x" ;;. zo + ~ с:Х. = Zo ' 
j=m+l ј Ј j=m+l ј Ј . 

ра је х optimalno resenje problema (1.4). Kako su problemi (1.4) i (1.1) ekvivalentni, 

sledi daje х орtiшalnо reSenje problema (1.1) .• 

ТEOREМA 4.1.3. Nekajc u(I.4) Ьј ;;. О, i = 1, ... , т i neka је za neko k Е {m+l, ... , п'} 
ispunjeno 

cic < о i aik '" о, , ј= 1, ... ,m. 

Таdэје funk~ia cilja probletm. (1.1)neogranicena odozdo na Х. 

DOКAZ: Neka је za dato t ;;. О taCka х( t) defmisana sa 

i = 1, ... , т; xk(t) = t 

ј= т+l, ... , k-l,k+l,p., п. 

Lзkо је proveriti da је x(t) Е Х za t;;' О. Vrednost {иnkсјје сјђа и·исю x(t)jednaka је 

z~ + cict.-+ -со, pri t -+ +со. Kako se vrednosti funkcija сща problema (1.1) i (1.4) pokla. 

раји na skupu Х zakljucujemo da је fцnkСјја сПја problema (1.1) neogranicena odozdo 

naХ.+ 

* Ekvivalentnost problema (1.1) i (1.4) sastoji se u tome 510 је skup dopustivih feSenja isti u оЬа 

problema а .vrednosti funkcija ci1ja se na tom skupu poklapaju (uporediti sa dolw:om teoreme 

412.3 ). 
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ТEOREМA 4.1.4. Neka је u (1.4) bi > о, i = 1, ... , т i nekaje za nekok Е {т+ 1, .... п} 

ispunjeno 

Ck < о i za neko s Е { 1, ... , т} a~ > О . 
Tada postoji bazicno dopustivo resenje рсоЫета (1.1) х tako da је 

п п 

~ СЈ·х. < ~ с.Х. , 
ј=1 Ј ј=1 Ј Ј 

gde је х Ьијспо resenje рсоЫета (1.1) koje odgovara kolonama 1, ... ; т. 

DOКAZ: Primetimo najpre da је х = (Ь1 , .. _, b~, О, ... , О) ра је, s obzirom da ро pret­

postavci Ь! > О, i = 1, .•. , т, х nedegenerisano ЬЗZЈСПО dopustivo rёSеnjе. Neka је 

(1.5) _с = min { _1 а' > О} . Ь' Ь! I 
~k a'ik ik 

Na sistem jednacina (1.4) сето рrimепЩ sledece elementarne transformacije: i-toj jed· 

nacini dacemo r-tu jednacinu pomnozenu sa -aik/a~k za ј Е { 1, ... , т} \ {r}; zatim 

сето r-tu jednacinu роmnоШј sa l/a;k- Dobija se ekvivalentan sistem oblika 

aik п а' • 
х1·--х + ~ (аl~;--ж"а1)")ХЈ'=Ь'I'- аш b'r' i=I, ... ,r-l. 

a'rk r j=m+l • a~k a~k 

1 п а:, Ь' 
0.6) -х + ~ .-..!Lx. = _r_ 

a;k r j=m+ 1 a~k Ј a~k 

aik п aik aik 
х· - --х + L (a~. - --а'.)х. = b~ - --Ь', i = r+1, .... m. 

a~k r j=m+l lЈ a~k 1) Ј 1 a~k r 

Primetimo da su koeficijenti uz х u S\'im jednacinama osim r-te jednaki лиН; kоеfiсi.i~лt 

uz xk u r-toj jednacini jednak је je~an. Ako sistem u problemu (1.4) zamenimo ekvi\ Qkl1-

tnim sistemom (1.6) i iz [иnkСјје ci1ja problema (1.4) elill1inisemo promenlji\1.: xk 

ротоси r-te jednacine sistema (1.6) dobicemo рсоЫет 

(1.7) 

k-l 
min z = z" + с"х + ~ с:'х. + 

о r r ј=т+l Ј Ј 

k-l п 

п 
L c~'x. 

j=k+l Ј Ј 

~ a~!x. + О + !: а;;х. = Ь" 
ј=т+l Ј1 Ј j=k+l 1) 1 ј' 

k-l п 
a;;Xr + ~ a'~x. + xk + ~ а".х. = Ь" 

ј=т+l 1) Ј ј=Нl 1) Ј r 

k:-l п 
хј + a:'x

r 
+ ~ а;;х. + О + ~ a~:x. = b~', 

lf j=m+ 1 1) Ј j=k+ 1 lЈ Ј 1 

'~~O, ј = 1 ..... п, 

i = 1, .... {-- ј 

= r+l ..... п 
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gde se al~: ј b~' mogu procitati iz (1.6) а 
Ј I ' 

Ь' 
z" = z' + с' _r_ 
о о k a;.k ' 

"_' tk, 
с· - с· --- а· 
Ј Ј a'rk Ч' 

c"=-~a' 
r a;.k П' 

ј = т+l, ... , k-l, k+l, ... , п, 

S obzirorn da su probJemi О.7) i (1.4) ekvivalentni, а problem (1.4) је ekvivalentan sa 
probJernorn ОЈ) sledi da su problemi (1.7) i (1.1) ekvivalentni. Lako је videti da su 

kоlоле 1, .... r-l, k. r+ 1, ... , m matriCe koja odgovara рrоЫешu О. 7) linеarnо nezavisne, 

ра su ј kolone 1, ... , {-l, k,r+l, ... , m matrice А linеато nezavisne. Neka је х Ьзzјспо 

resenje koje odgovara оуirn kolonama. Ро detmiciji bazicnog resenja је Хј = О, 

i = т+l .... , k-l, r, k+l, ... , п dok se ostale komponente jednoznacno dobijaju iz (1.7). 

PokaZirno da х zadovoljava us10ve teoreme. Zaista, 

Ь' 
xk = br" = ---!- > о 

~k 
, i za sve ј za koje је ап. ~ о је 

. аж~ 
ј{. = b~' = b~ - --Ь' ~ О 

1 1 1 a;k r ' 

jer su a;k ј b~ nenegativni. Za S\'e i za koje је a;k > О iz (1.5) sledi da је 

х. = b~' = b~ - aik Ь' ~ О . 
1 I 1 a~k r 

Prerna {оrnе. х је Ьзzјспо dopustivo rese~je. Dalje, iz ekvivalentnosti probJema (1.1), 

(1.4) i (1.7) ј iz cinjenice da је хј = О,ј = т+ 1, ... , п, Хј = О,ј = т+ 1, ... , k-l, т, k+l, ... , п 
~~ . 

п k-l 
r с.Х· = z" + с"х + r с:'х. + 

ј=1 Ј Ј о r r ј=т+l Ј Ј 

Ь' л п 
= z'o' = z' + с' _r_ < z' = z' + r с:Х. = ~ с.Х ..• 

о k a;.k о D j=m+ 1 Ј Ј ј= 1 Ј Ј 

N а р о т е п а: Ako se pretpostavka Ьј >'0, ј = 1, ... , т zameni sa bj~ о, ј = 1, ... , т 

onda se zakljucak teoreme mora osIabiti па 

п _ п 

r СЈ'ХЈ· ~ ~ с.Х]., 
ј=l ј=I Ј 

Medutlrn. ukoliko $с zad.rZi pretpostavka b~ > О. zakljucak teoreme ostaje jsti, kao 510 se 

\idi iz dokaza. 
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4.2. Simp1eks metoda 

Neka је dat problem lineamog programiranja 

(2.1) 

п 

min z = Zo + ~ С·Х. 
ј=1 Ј Ј 

п 

. ~ ai;x. = bi• i = 1 •...• т 
]=1 " Ј 

"ј ~ о. ј = 1 •. ,.! п .. 

Ovaj problem је .pogodno zapisivati u оЬШro s1edeee таtПсе 

(2.2) 

69 

Ova таПiса se doblja tako 5to se u prvih т vIsta i п kolona sme5ta matrica А = [~j]' 
u poslednju vrstu se upisuju koeficijenti iz funkcije cilja а u pos1ednju kolonu slobodni 

clanovi iz jednacina; Prvih т vrsta zvacemo osnovnim vrstama а prvih п kolona osnovnim 

kolonama.Na taj nacin svakoj od osnovnihvrsta odgovara jedna jednacina dok poslednjo.i 

vrsti odgovara funkcija cilja. Mesto u donjem desnom uglurnatrice је rezervisano za slo· 

bodni clan u funkciji cilja ali sa promenjenim znakom. 

Jasno је da se iz svake matrice oblika (2.2) moze ponovo napisatiproblern linearnog 

prograrnjranja kome ona odgovara. Prerna torne. rnatricni zapis (2.2) рrоblеша (2.1) Sf 

rnoze shva.tti i kao njegov saZetiji zapis. U daIjem сето, ako se drukcije ne naglasi, srnз 

trati da rnatrica problema linearnog programiranja iша т+ 1 vrstu i n+ 1 kolonu i zvacemo 

је kratko LP-tablica, а njene elemente Сето oznacavati kao u (2.2). 

DEFINICIJA 4.2.1. Osnovnu kolonu LP-tablice nazivamo bazicnom ako i sarnо ako ona 

saddi т nula i jednu jedinicu. pri сети ta jedinica nije u posiednjoj vrsti. 

DEFINICUA 4.2.2. LP~tablicu nazivanio siшрlеЬ tablicom ako ј. sarnо ako ona saddi т 

raz1icitih bazicnih kolona i vзzi Ь 1 ~ О •...• Ьт ~ о. Za probIem korne odg<ivara simpleks 

tablica katemo dЗ је u kanonskom оЬЩro. 

Napomenimo da se iz simpleks tablice (odnosno iz problerna u kanonskom ob1iku) 

lako moze odrediti jedno bazicno dopustivo resenje; dovoljno је promenIjivirn koje odg~ 

varaju nebazicnim kolonama dati vrednost nula i zзtiш "proёitati" vrednost preostalih 
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- bazicnih promenljivih. Za to bazicno dopustivo resenje re~i ~eтo da odgovara datoj 
simpleks tablici Vrednost funkсђе cilja u tom resenju jednaka је zo' 8to је lako videti 

U daljem сето pretpostaviti da је problem koji posmatramo u kanonskom оьшcu. 
ova pretpostavka ne umanjuje opstost, jer ~eтo kasnђe dokazati da se svaki problem . 
linearnog programiranja kod. koga је. skup dopustivih tзеаkз neprazan moie svesti na 
problem u kanonskom оьшcu. . . 

ТEOREМA 4.2.1. Neka је data simpleks tablica u kojoj sucl ~ О, ... , % ~ О. Tada је 
bazicnodopustivo reSenje koje odgovara toj tablicioptimalno ... 

DOКAZ: Ova teorema је sзmо preformulisana teorema 4.1.2 koju sпlО dokazali u pret­
hodnom odeljku .• 

ТЕОRБМА 4.2.2. Neka jedata simpleks tablica u kojoj postoji Ьш jedna ·osnovna kolona 
takva da је poslednji «m+l)-vi) e1ement te kolone negativan а svi ostali elementi te 
kolone nepozitivni. Tada је funkсјја cilja odgovarajuceg probleтa linearnog programiranja 
neogranicena odozdo. : ..... . '. 1 ••.. ' 

"О • ". , ,_. •••• 

DOKAZ; Оуа teoreina је sзmо preformu1isana teoreтa 4~1.3 koju smo dokazali u pret- .. 
hOOnom odeljku. • . , 

/ za izlaganje simpleks metode potrebno је uve~~ ~1III1 ele~eni~~ transformacija 
lP.tablice, sto se cini s1edecom dеfшiсiјоm~ ,о. ''-'': . . ",1. 

DErINICIJA 4.2.3. POO elementamim transforrnacijama LP-tablice podrazumevamo . . . . 
а) mnozenje та koje oSnovne vrste brojem razlicitimod nule; ........ ;: .. . 

Ь) dodavanje i-toj vrsii (i < m+ 1 )j-te vrsteQ < m+ 1) pomnozene nekim brojem, рп c~mи • 
је i f ј; 
с) dodavanje poslednjoj «m+l}Уој) vrsti та koje osnovne vrste pomn01ene nekim 
brojeri1. 

• • ' ", о". 

Као 8tO se vidi, ројат elementarne tranSf'оrmасђе LP-tablice је potpuno analogan 
ројmи elementarne transformacije poznatom iz matricne a1gebre i teorije sistema liriear­
nih a1gebarskih јеdnаСina. Јеdina ogranicenja su &to se ovde ne dozvoljava da se poslednja 
vrsta (koja odgovara funkcђi cilja) mnoii brojem ili dodaje nekoj osnovnoj vrsti, ni da se . . ~ . 

vrste permutuju. 

TEQREМA4.i.3. Neka је оо LP-tablice еlе~еп~nim·ti~щ"niасiјama d~bjj~~; ~еkз· 
druga LP-tablica. Tada su problerni linearnog prograrniranja kojimate tablice odgovaraju •. 
ekvivalentni. 

DOКAZ: ОУО је oeigledno za transfоrmасђе tipa а) ili Ь) jer se pritom funkcija сИја ne 
- menja, а sistemi јеdnаёina su ekvivalentni, kзо 5to је poznato iz lineame ЩgеЬrе. 

(Razume se,uslovi nenegativnosti su u оЬа slucaja nametnuti па sve promenljive). Nekaje 
u tablici izvrsena transformacija tipa с), Ч. neka је npr. poslednjoj vrsti dodata ј-tз vrsta 
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pomnozena sa л. ујш se odmah da је sistem jednacina ostao nepromenjen - promenila 

se јеdinо funkcija сilја. Ako је pre transformacije poslednja vrsta bila 

С1 С2 '" сп -zo 

to znaCi da је funkcija сilја ЬПа 

п 

~ с·х..: + zo' 
ј=l Ј Ј 

jer se slobodni clan и funkciji сЩа и tablicu upisuje sa promenjenim znakom. Funkcija 

cilja posle transformacije је 

п п п 

.~ (сЈ· + лаi;)Х' + (zо-ль1·) = ~ с.х. + z + л(~ а .. х. - Ь.). 
Ј=1 • Ј ј=1 Ј Ј о Ј=1 lЈ Ј 1 

Kako је u svakoj tacki skupa dopustivih tacaka ispunjeno 

п I 

~ а .. х. = Ь. 
ј=l 1Ј Ј 1 

to se ујш da se funkcije cilja u оЬа problema poklapaju па skupu dopustivih tacaka, ра su 

problemi ekvivalentni. 

Elementame transformacije namomogucuju da роlazесј od date simplek.s tablice 

konstruisemo konacan niz simpleks tablica, tako da hazicno dopustivo resenje koje 

odgovara poslednjoj tablici bude optimalno resenje posmatranog problema. Detalji pos­

tupka se sadIie u sledecem algoritmu. 

Neka је dat problem linearnog prograrniranja u kanonskom obliku i neka је sim­

pleks tablica koja ти odgovara 

ао аО ЬО 
11 ln 1 

ALGORIТ АМ 4.2.1. Stavimo k = О; k-ti ciklus simpleks metode se sastoji od koraka: 

Коrзk 1: Ispitati da lije c~ ~ О za sve ј = 1, ... , п. Ako jeste preci na korak 6. 
Korak 2: Za svako ј za k&je је ~J' < О ispitati da li је a~ Е;;; О za sve i = 1, ... , т. Ako tak"Vo 

lЈ 
c~ postoji preci па korak 7. 

iorak З: Naci r Е { 1 •...• п} za koje је С:-< О. Naci sE { 1 •...• т} takvo daje 
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b
k b~ I . _s =min {_1~ ~ О}. 

ak а!' sr -.r _ 

Korak 4: Dobiti (k+1)-vu simpleks tablicu sledecim elementamim transformacijama 

k-te simpleks tablice: 

podeliti s-tu vrstu sa a~ (time dobyamo a~+l = 1); 

ostalirit vrstama, ukljucujuci i poslednju, dodati s-tu vrstu pomnoienu .odgovarajueim 

koeficijentima tako da se dobije 

a~+1=o za i#s i ~+1=0. 

Korak 5: Zameniti k sa k+l i preci na korak 1. 

Korak 6: Bazicno гезепје koje odgovara k-toj tablici је optimalno; vrednost funkсђе 

cilja је z~. STOP. 

Кога};: 7: Funkcya cilja је neogranicena odozdo na skupu dopustivih tacaka. STOP. 

N а р о т е п а: U literaturi se cesto sugeriSe da se r u koraku З bira tako da vai.i 

k_ . {k k} cr - nun сl' ... , сп . 

Meautim, ovakav izbor пе mora uvek da ubrza dobijanje optimalnog resenja. 

Као 5tO vidimo, korak 1 a1goritma ispituje optimalnost bazicnog resenja koje odgo­

vara k-toi tablici. Koristeci teoremu 42.2 korak 2· ispitUje da li se па osnovu k-te sim­

pleks tablice moze zakljuCiti. da је funkcija сЩа neogranicena odozdo. Koraci З i 4 

omogucuju da se od jedne simpleks tab1ice dobije druga, kзо 5tO рошије sledeca 

ТEOREМA 4.2.4. Priшепот elementarnih transformacija opisanih u koracima 3 i 4 se 

od simpleks tablice opet dobija simpleks tab1ica; pritom је z~+ 1" z~ . 

OOКAZ: Primenom ovih transformacija sve bazicne ko]one k-te tab1ice koje su u ној 

vrsti ima1e nulu ostaju nepromenjene: dakle bazicne, i u (k+ 1 )-vojtablici; r-ta ko]ona 

postaje bazicna u поуој tablici umesto опе Ьaziёпе kolone stare tab1ice koja је sadгza1a 

jedinicu u r·toj vrsti. Znaci da nova tablica iша m razlicitih bazicnih kolona. Nenegativ-

Ь · bk+ 1· 1 .. dnak t k+] ~ k kш' ka t . 4 1 4 • nost rOJeva i ,1 = , ... , rn 1 пеЈе 'os Zo "'" Zo ро иЈи se ' о u eoreml .. . 

Primenu algoritrna 4.2.1. ilustrovacerno па sledecem primeru: 

PR.IMER 4.2.1. Naci rnaх z = хl- Х2 + хз-Зх4+ xs- Х6-ЗХ7 

pri ogranicenjima зхз+ 2х4+ Х5-+ Х6 = 6 

Х2+ 2хз- Х4 = 10 

Х) Х6 = О 

Хз + Х6+ Х7 = 6 

Хј;;' О, ј= 1, .... 7 
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Тшimо minimит funkc~e w =' -z = -Хl + Х2 - Х3 + 3Х4 - Xs + Х6 + ЗХ7 pri datim 
ogranicenjima. Problemu odgovara sledeea LP - tablica 

О О 3 2 1 1 О 6 

О 1 2 -1 О О О 10 

1 О О О О -1 О О 

О О 1 О О 1 6 

-1 1 -1 3 -1 З О 

Iz оуе LP-tablice transformacijama tipa с) "(defmicija 4.2.3) dobyamo prvu simpleks 

tablicu: 

О О 3 2 1 1 О 6 

О 1 2 -1 О О О 10 

1 О О О О -1 О О 

О О О О 1 1 

1-2: О О -3 6 О -2 О 

Bazicno resenje koje odgovara оУој tablicije (0,10,0,0,6,0,6). Ovо resenje nije optimalno; 

рriшепоm koraka 4 algoritma 4.2Ј za s = 1, r = З dobijamo drugu simpleks tзЬНси: 

о о 1 
2 1 1 

О 2 - -
з 3 З 

О О 
-7 -2 -2 

О 6 - -
3 З 3 

1 О О О О -1 О О 

О О О 
-2 -1 2 

1 4 - -
3 З 3 

О О О 8 -1 О -16 

Bazicno resenje koje odgovara оУој tablici је (0,6,2,0,0,0,4). Resenje nije optimalno; pri-

mепот koraka 4 za s = 4, r = 6 dobijamo иесu simpleks tablicu: 

О О 
1 ·0 -1 

О - -
2 2 

О 1 О -3 . -1 О 1 10 

1 О О -1 
-1 

О 
3 

6 
2 ·2 

О О О -1 
-1 

1 
3 

6 -
2 2 

О О О 7 1 
О 

3 
-10 _. -

2 2 
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Вazјспо reSeцje koje odgovara ovој tablici је (6,10,0,0,0,6,0). Ovo resenje је optiтalno; 

optiтalna vrednost funkcije w је 10. Prema tome, maksimalna vrednost funkcije zje -10. 

Primetiтo da problem u ovom primeru nije.bio u kanоnskom obli.lai, ali se do tog oblika 

lako doSlo jer је matrica problema sadrZa1a 4 razlicite jedinicne kolone. Ova primedba 

vaii, razume se, i uopstem slucaju. 

ТEOREМA 42.5. (teorema о konacnosti $impleks metode). Neka је dat probIem linear­

nog programiranja u kanonsk.om obliku. Pretpostavljajuci da nijedno baziCno dopustivo 

resenje tog problema nijе degenerisano, simpleks metodom se u konacnom broju ciklusa 

dolazi do optimalnog reSenja ili se zakljucuje da је funkcija ci1ja neogranicena odozdo~ 

DOКAZ: Simpleks metodom se dobija niz (xk) bazicnih dopustivih resenja kome odgo­

vara niz vrednosti funkСђе ci1ja (~. S obzirom па pretpostavku о nedegenerisanosti, 

iz teoreme 4.1.4 s!edi dзје 

k+l k 
Zo < z-o' k = О, 1,2, .,. 

ћета troremi 4.1.1 svako bazicno dopustivo resenje xk је ekstremna tacka skupa Х 
dopustivih tзёзka. Кзkо skup Х јта konacno mnogo еюпеmnih tacaka, а nijedna se и· 

nizu (xk) пе moze pojaviti dva ili viSe puta (zbog stroge monotonosti niza (z~ ) to se 
simpleks postupak mora zзvrSiti u konacnom broju koraka .• 

Ako se odbaci pretpostavka о nedegenerisanosti nijе moguce dokazati konacnost 

simpleks postupka. Odgovarajuci kontraprimeri se lako mogu konstruisati (videti npr. 

Dantzig [D 3Ј). Simpleks postupak se moze modifJkovati tako da se zavrsava u konacnom 

broj:u koraka bez obzira na pretpostavku о nedegenerisanosti. Sustina jedne od takvih 

modiflkacija sastoji se u s!edeeem: u (n+ 1 )-dimenzioni prostor se uvodi relacija totalnog 

poretka (takozvani leksikografski poredak) i izbor r i s se vrsi tзkо da se prilikom trans­

formacija орisanih u koraku 4 algoritma 4.2.1 pos!ednja vrsta simpleks tablice strogo 

smanji (и smislu leksikografsk.og poretka - dokazuje se daje to uvek mogucno). Stoga se 

nijedna simpleks tablica ne moze ponovo pojaviti i simpleks metoda zavrsava rad u konac­

пот broju koraka. Podroban opis оуе i nekih drugih modifJkacija moze se naci npr. u 

Dantzig [D.3J i Gass [G.l]. меаиtiщ рrзktјСna vrednost ovakvih modifJkacija је mala 

је! se moze pokazati, bez obzira па pretpostavku о nedegenerisanosti, da је verovatncёa 

. beskonacnogkruzenjasimpleksmetode jednaka nuli (razumese, uz pretpostavku da se 

r u koraku 3 bira па s!ucajan naein). 

4,Ј. Dvofazna тodifikaсјја simpleks metode 

Neka је dat problem nelineamog programiranja 

п 

minz = Zo + I с.х. 
ј=1 Ј Ј 
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п 

(3.1) ~ а.:х.=Ь. 
ј=1 1,1 Ј 1 

ј= 1, ... , т 

ј = 1,_., п 

Bez umanjenja opstosti mozemo smatrati daje Ьј ~ О, i = 1, ... , т (u protivnomje dovolj­

по odgovarajuce јеdnасinе pomnoZiti sa -1). Ukoliko је probleт (3.1) veC u kanonskom 

obl.iku ili se па пјеgз moze lako svesti, mogucno је primeniti simpleks metodu opisanu u 

prethodnom odeljku i tako dobiti орtiшalnо resenje. СјЈј ovog odeljka је da da opis pos­

tupka kojim se moze resiti i problem koji nijе u kanоnskom obl.iku. 

РОSПlаиајто рomасni problem linearnog programiranja 

т 

min w = ~1 Xn-tj 

п 

(3.2) ~ а.·х. + xn+' = Ь., i = 1, _., т 
ј=l lЈ Ј 1 1 

Хј ;>О,ј = 1, ... , n+m. 

Рсоmеn1jјуе Хп+l' ... , xn+m zovemo vestaCkim promenljivim. Problemu (3.2) odgovara 

sledeea LP-taЬ1iса 

~ О 

аmn О 

О О О 1 

О 

1 

О 

о 

о 

1 

1 о 

Ovа LP-tab1ica nije simpleks tablica, аН se sledeeim elementarnim transformacijama iz 

пје moze dobiti simpleks tзЬНса: poslednjoj vrsti dodajemo redom sve osnovne vrste 

pomnozene sa -1. Poslednjih m osnovnih kolona се sada biti ЬзzјСпе. 

TEOREМA 4.3.1. Skup dopustivih tacaka Х problema (3:1) је neprazan ako i samo ako 

је optimalna vrednost funkсђе сйја problema (3.2) јеdnakа nuli 

DOКAZ: Pretpostavimo daje X:f ~ i nekajex= (Х1 , ""Хп) ЕХ. Tadaje у = (Х 1 ' .... Хп. 

О, ..• , О) dopustiva tacka za problem (3.2), рп ceтu је vrednost funkcije w jednaka nu1i. 

Kako је, s obzirom па nenegativnost promenljivih Xn+l' ... , Х п+m' w ~ О sledi da је у 

орtiinalnо reSenje problerna (3.2). 
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Neka је sзdз.У = <Уl' -., уп' УП+l' ... , Yn+rn) optimalno reSenje problema (3.2) 

i neka је odgovarajuCa vrednost funkcije w = Yn+l + ... +Yn+m = О. No tзdз је 
х = <у l' ... , уп) dopustivo reSenje problema (3.1), ра је Х ::f ~ •• 

Gornja teorema је od osnovnog znacaja za takozvanu dvofaznu modi.fikaciju 

simpleks metode: 

1 faza: Za problem (3.1) se obrazuje pomoeni problem oblika (3.2) koji se zatim na opi- . 

sani nacin dovodi па kanonski оЫШ. Potom se primenjuje simpleks metoda орјsana u 

prethodnom ode1jku. Razlikovacemo dva s1ucaja: 

1 о Optimalna vrednost w ::f О. Na osnovu teoreme 4.3.1 рсоblет (3.1) пета dopustivih 

reSenja (х =~). 

20 Optimalna vrednost w = О. Prelazimo па drugu Ши. 

11 faza: 

Korak 1. lz pos1ednje simpleks tablice dobijene u 1 fazi uk1anjaju se зvе nebazicne kolone 

koje odgovaraju veStackim promen1jivim, а poslednja vrsta se zamenjuje vrstom 

С1 • .. сп О '" о -zo 

Ova vrsta ima n+k+ 1 element, pri сети jek broj preo5ta1ih vestackih promen1jivih. 

КосаЈс 2. Sve elemente u poslednjoj vrsti koji odgovaraju baziCnim promen1jivim пеЬа 

uciniti jednakim nuli (koriScenjem elementarnih transformacija). Na tзј naсin se ponovo 

dobija simpJeks tablica. Na osnovu teoreme 4.3.1 зvе komponente bazicnog dopustivog 

resenja koje odgovaraju vestackim promenljivim jednake su nuH. 

Korak З. СПј ovog koraka је da se iz simpleks tablice elim.iniSu S\'e kolone koje odgovaraju 

preostalim vestackim promen1jivim. Ukoliko tal-vih kolona пета prelazi se па korak 4. 

Ukoliko ih imз, uocimo јеdnu od njih. koja odgovara npr. ve5tackoj promen1jivoj xs' 

Radi jednostavnosti рisanјз шесето da ta kolona imз јеdiniси u рСУој vrsti (osta1i еlе· 

menti su пи1е). Kako је X s vestacka promen1jiva рсуј element poslednje kolone jednak је 

nuli. Razlikovacemo dvз s1uсзја: 

1 о Svi preosta1i elementi рсуе vrste jednaki su nuli. Tada se prva vrsta i 5-ta kolona 

izostav1jaju iz simpleks tablice; time se dobija поуа ,.saieta" simpleks tablica, а probiem 

linearnog programiranja koji јој odgovara ne sadIii vestacku promen1jivu xs' 

20 Меаи preosta1im e1ementima prve vrste imarazlicitih od пиlе; neka је прт. taka" 

element u r-toj koloni. Jasno је da т-tз kolona ne moze odgovarati vestackoj bazicnoj 

promen1jivoj. Ucinimo sada .с-ти kolonu bazicnom tako da јеdiniса bude u рсуој vrsti. 

Ovom transfоrmасђоm se пе тепја ni jedan element pos1ednje kolone, а time ni vrednost 

funkcije сПја. Dobijena tablica је opet simpleks tзЬНса ukojoj је s-ta kolona nebazicna 

ра se moze izostavitijer odgovara veStackoj promen1jivoj. 

Korak 3 se ponavlja зvе dok se ne eliminiSu зvе kolone koje odgovaraju "estackim pro­

men1jivim. 

. Korak 4. Dobijena simpleks tablica sadrZi sarnо kolone koje odgovaraju promen1jivim iz 

problema (3.1)pa па nju treba primeniti simpleksmetodu opisanu u prethodnom odeljku. 
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Primenu dvofazne modiflkacije simpleks metode ilustrovacemo sledecim primerom: 

PRIМER 4.3.1. Naci 

pri ograniCenjima х..2- ХЗ+ Х4 = 3 

2х 1 + 2хз + 4Х4 = 12 

Хl+ Х2+ 2хз+ Х4 = 3 

xi ~ О, i = 1,2,3,4. 

Kako problemnije u kanonskom oblilai primenjujemo 1 [зzu, Ч. resavamo problem 

minw= xs+ Х6+ Х7 

- Х2- ХЗ+ Х4+ Xs = 3 

2Хl + 2Хз+4Х4 + Х6 = 12 

Х1 + Х2+ 2хз+ Х4 + Х7 = 3 

xi ~ О, . i = 1, ... , 7 

Problemu odgovara sledeca LP-tablica: 

О -1 -1 1 1 О О 3 

2 ·0 2 4 О О 12 

1 1 .2 1 О О 1 3 

О О О О 1 1 1 О 

Iz оуе tablice se odmah dobija simpleks tablica: 

О -1 -'1 1 . О О 3 

2 О 2 4 О 1 О· 12 

1 1 2 1 О О 1 3 

-3 О -3 -6 О О О -18 

Primenom algoritma 4.2.1 dobijamo novu simpleks tablicu: 

-1 -2 -3 О 1 О -1 О 

-2 -4 -6 О О 1 -4 О 

1 2 1 О О 1 3 

.. " 3 6 9 О' 'о О 6 О 
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Iz tablice se vidi da је doЬђеnоrеSenје (O,O;O,3,O,o,O)optimalno: орtiПla1nа vrednost 

funkcije w је nu1a, ра prelazimo па drugu fazu. S obzirom da је poslednja ko10na prethod­

ne tablice nebaziCna а odgovara vestackoj promenljivoj uklanjamo је (videti korak 1) .. 

Dobija se tablica 

-1 -2 -3 О 1 О О 

-2 -4' -6 О· О 1 О 

1 1 ~ 1 . О О З 

2 О З 1 О О О 

РriПlеtiПlо da је poslednja vrsta izmеnјеnЗ: tзkо da.odgovara {иnkсјјј cilja polaznog pro-

blета. Iz ove l.p-tаыiе dobijamo simp1ekstablicu: 

-1 -2 -з О 1 О О 

-2 -4 -6 О О 1 О 

1 1 2 1 О О 3 

-1 1 О .0 О -з 

S obzirom da је promenljiva Х5 vestacka i da u prvoj vrsti ima e1emenata razlicitih od 

nule mozemo npr. prvu kolonu uciniti bazicnom umesto pete (videti korak з, slucaj 20). 

Dobija se simрlеkз tablica 

1 2 З О -1 О О 

О О '0 О -2 1 О 

О -1 -1 1 1 О З 

О .-з -2 О 1 О -з 

Sada је promenljiva Х5 nebazicna veStacka promenljiva, ра ko10nu koja јој odgovara 

uklanjamo. Nova simp1ekstablicaje: . 

1 2 З О О ·0 

О О' о о 1 О 

О -1 -1 1 О 3 

О -з -2 О О -3 

s obzirom'da је promenljiva Х6 vestacka bazicna promenljiva i da su svi preostall 

elementi. druge vrste jednaki nuli izostavgamo drugu vrstu i kolonu koja odgovara 
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promenIjivoj Х6 ' u ovот s1ucaju petu kolonu (videti korak 3, s1ucaj 1~. Dobqeпa sim­

pleks tablica је: 

1 2 3 

о -1 -1 

о -3 -2 

о 

о 

о 

3 

-3 

s obzirom da su sada eliminisane sve vestacke promenIjive mozemo preci па korak 4, 

tj. па рriшепи algoritma 4.2.1. Dobija se s1edeca simpleks tablica 

1 3 
О О 

2 2 

1 
О 

1 . 
1 3 -

2 2 

.3 
О 

5 
О -3 

2 2 

Bazicno resenje koje odgovara ovoj tablici је (0,0,0,3) i опо је optirnalno. Optimalna 

vrednost funkcije z је 3. Primetimci da pretpos1ednjoj i pos1ednjojsimpleks tablici odgo­

узrа isto bazicno resenje i samim tim ista vrednost Љnkсјје сПја. Razlog ovome је dege­

nerisanost, tj. prisustvo nula u pos1ednjoj koloni. 

4.4. DuaIna simpleks metoda 

Neka је dat problem linearnog programiranja kome odgovara LP-tablica 

а11 а12 a1n Ъ1 

~1 ~2 а2п Ь2 

. (4.1) 

. атl am2 Эmn Ъm 

сl С2 сп -zo 

DEFINICIJA 4.4.1. LP-tablicu (4.1) nazlvamo dualnom simpleks tablicom ako i sзmо 

ako опа sadrii т razlicitih bazicnih kolona i va1i Сl ;;;. О, ... , сп;;;' о. 
Ukoliko su i b 1 ;;;. О, ... , Ьm ;;;' О ondaje dualna simpleks tablica i simpleks tablica, 

te па osnovu teoreme 4.1.2 s1edi da је bazicno dopustivo resenje koje јој odgovara 

optimalno. 



80 V. VUJCIC, М. ЛSIС, N. МILICIC . 

ТEOREМA 4.4.1. Neka је u ооaInој simpleks tablici (4.1) za Ьзr jedno k Е { 1, ... , т} 
bk < О i akl ~ о, ... , ~ ~ о. Tada је шр dopustivih reSenja odgovarajuCeg рroЫета 
lineamog programiranja рrзzan. " 

DOКAZ: U tablici (4.1) k-ta vrsta odgovarajednacini 

koja,s obzirom na uslove teoreme,ne moze imati nenegativnih resenja .• 

Detalji dualne simp1eks metode sзdЛе se u s1edeeem algоriШlи: 
Neka datom problemu odgovara s1edeea dualna simpleks иЬЬ 

~1 

ALGORITAМ 4.4.1. Stavimo k= о; k-ti ciklus ооaInе simpleks metode se sastoji od 
koraka: 
Korak 1. Ispitati da li је bf ~ о, i = 1, ... , m. Моо jeste preci па korak 6. . 
Korak 2. Za svako ј za koje је bf < О ispitati da li је alj ~ О za sve ј = 1, _., п. Akotakvo . 
bf pos~oji preci na korak 7. .. . . 

Korak 3. Odrediti s Е { 1, ... , m } za koje је b~ < о. Naci r Е {1, ._, п } takvo da је 
~ Је··· 

_r_ = тах { _Ј_ I a~ < О} . 
k k ~ . asr asj 

Korak 4. Dobiti (k+ 1 )-vu dualnu simpleks tablicu s1edecirn elementamim transformaci· 
јата k-te dualne sirnpleks tablice: . 

podeliti s·tu vrstu sa a~ ; 
ostalirn vrstarna, ukljuCujuci· i poslednju. dodati S-tu pomnozenu .odgovarajucirn 

kоеfiсђепtimа tako da se dobije a~+1 = О za ј:;' s i ~+1= о. 
Korak 5. Zameniti k sa k+l i preci па korak 1." 
Коrзk 6. Dobijena dualna simpleks tablica је i simpleks tablica; Ьзziёпо resenje koje јој 
odgovara је optimalno, vrednost funkсђе cnja је z~. STOP. 
Korak 7. Skup dopustivih reSenja posmatranog problema је prazan. STOP. 

ТEOREМA 4.4.2. Primenom elementarnili transformacija орisanih u kоraсiщa 3 i 4 se 
od dualne simpleks tablice opet dobija dualna simpleks tablica; pritom је ~+ 1 ~ z~. 
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DOКAZ: Као u teoremi 42.4 dokazuje se da nova tablica irna т razlicitih kolona. 

Dalje imamo 

c~+l = ~ - a~ ~ = a~ ( f - ~ ) ~ о , 
Ј Ј SJ ak SJ a~ a~ 

sr SJ-sr 

ukoliko је a~ < О; 

Ј+ 1 = с!с - a~ ~ ~ c~ ~ О 
Ј Ј SJ ak Ј ' 

sr 
ukoliko је a~ ~ о. 

ћеmа tome, nova tablicaje dualna simpleks tablica. S obzirom daje 

sledi daje 

с!' 
bk _I_;>O 

s k 
ап 

k+l_ 1< k . ~ k -z - -r: - Ь -:s;;; -z 
о о s k о' 

Ч. z~+l ~ z~. • 
asr 

Dualnu siтplekS metodu Пustruјеmо sledecim primerom: 

PR1МER 4.4.1. Naci min 9х 1 + Х2+ ХЗ 

uz uslove ЗХ1"'- Х2+ 2Хз ~ -1 

4х 1 + 2Х2 - ХЗ ~ 5 

Xj~O,j= 1,2,З. 

Uvodenjem izravnavajucih promenljivih i dovodenjem па kanonski oblik dobijamo 

problem:. 

minz = 9Х 1 + Х2+ ХЗ 
- 3x l+ Х2-2хз+ Х4 = 

-4x l -2x2+ хз + Х5 = -5 

. Xj~O, ј= 1,2,3,4,5. 

ћоblеmи odgovara sledeca dualna sirnpleks tablica: 

-3 1 -2· 1 

-4 -2 1 О 

9 1 1 о 

О 

1 

о 

1 

-5 

о 

ћiтenom algoritma 4.4.1 dоЬђamо novu dualnu sirnpleks tablicu: 
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-s О 
-з 

1 
1 -з - - -

2 2 2 

2 i -1 
О 

-1 S 
2 2 2 

7 О 
З 

О 
1 -s 

2 2 2 

Ova dualna simpleks tablica niје simpleks tablica; dalja primena a1goritma dзје: 

10 
О 1 

-2 -1 
1 

З З З 

11 
О 

-1 -2 
З - - -

з з з 

2 О О 1 О -4 

Ova dua1na tablica је i simpleks tab1ica; bazicno dopustivo reSenje koje јој odgovara је 

(0,3,1,0,0); optimalna vrednost funkcђе zje 4. 
lz izlozenog se иосауа velika s!icnost simpleks i dua1ne simpleks metode. Osnovna 

raz1ika је u юте sto svak:oj simpleks tablici odgovara bazicno dopustivo reSenje, dok ni 

jednojdua1noj simpleks tablici (osim pos1ednje, koja је ujedno i simpleks tablica) ne 

odgovara bazicno dopustivo resenje. Za.nllnJjivo је napomenuti da је rad dua1ne simpleks 

metode na polaznom problemu usko vezan sa radom simpleks metode na dua1nom 

problemu. 

Za ovak:o formulisanu ооalnu simpleks metodu se konacnost ne moze dokazati 

(odgovarajuci kontraprimer se moze naeј u Веа1е [В. З ]). No, kзо i u s1ucaju simpleks 

metode mogucno је tako modifikovati dua1nu simpleks metodu da ona uvek daje resenje 

u konacnom broju koraka. Ovakve modiflkacije dua1ne simpleks metode su od ma10g 

prak:ticnog znacaja,jer se moze dokazati tvrilenje ana1ogno tvraenju о verovatnoei besko· 

nacnog ,,kruzenja" simpleks metode. 

lzlozena dualna simpleks metoda pretpostavlja da је poznata neka dua1na simpleks 

tablica (kзо npr. u gornjem primeru). Ukoliko to nije slucaj moze se primeniti jedna od 

metoda орisanih u Simonnard [S.1] zаdоЬђanје poeetnedua1ne simpleks tablice. 

Na шји spomenimo da postoje i kombjnovane ,,primalno-dua1ne" metode za 

resavanje problema linearnog programiranja. titalac ib, moze naci· npr. u Simonnard 

[S.I], Dantzig [D 3]. 
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ZЛDАCl: 

1. Nati sVэ ЬэzјСna dopustiva reSenja sistemi: 

э) Хl+ Х., + ... Хз+ Х4+ Xs = 5 Ь) Х1 +x2 +-·+xn_ 1 +xn=n 

Х1 :.... Х2+ Хз - Х4+ xs = 1 x2+···+ xn_l +xn =n-l 

Хј;;;' О, i = 1, ... ,.5 

Хј;> О, i = 1, ... , п 

2. Resiti simpleks metodom sledece probleme lineamog programiranja 

а) тах ХI-2х2+ Хз Ь) тin -Х1 + ЗХ2+ 5хз+ Х4 

Xl+ 4x2+ Хз= 5 Хl + 4Х2+ 4хз+ Х4 = 5 

хг2х2-ХЗ = -:1 Хl + 7Х2+ 8хз+ 2х4 = 9 

Xi;> О, i = 1,2,3 xj;>O,i= 1,2,З,4 

znajuci da su (1,1 ,О) ј (1,0,1,0) Ьэzјсna dopustiva resenja tih problema. 
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3. Resiti dvofaznom mоdШkaсijоm simpleks metode sledece prоЫemе lineamog progra· 

miranja 

а) min 2Х1-3Х2 

2x1- Х2-ХЗ;> 3 

Хl-Х2+ хз;;;'2 

Хј;>О,ј= 1,2;3 

ЗХ1- Х2- Хз 

xt - Х2+ Хз+ Х4 

2х 1 + Xi+ 2хз + 

хј ;> О, i = 1, ; .• , 5 

Ь) тin -Х1 +2х2 
Sхг2х2 .s;;; З 

Х 1 + Х2 ;> 1 

-3Х1+ Х2 .s;;; 3 

-3ХГ3Х2 .s;;; 2 

Х1 ;> 0'Х2;> О 

= 4 

= 

. 4. Formulisati dua1ne probleme problema iz prethodnog zadatka i reSiti ih simpleks 

metodom. 
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5. ReSit.idualnom siIПрlеЬ metodoт s1edeCe probleme linearnog programira.nja: 

а) nrin 

5 
-хз = 1 
З 

4 
Х2 --хз =-1 

3 

~;>O, ј= 1,2,3 

с) min Х 1 + Х2+ Хз 
хг Х2-4Хз ..;;; -1 

-Х 1 + Х2+ 2хз .о; З 

ХI-ЭХ2+ ХЗ";;; О 

Хј;>О,ј= 1,2,3 

Х4 

~ ;> О. i = 1, .•• , 8 

=1 

=-1 

= -1 

-Хв=-l 



GLAVA V 

МЕТОDЕВЕZПSLOVNE OPТIМIZACIЉ 

5.1. Uvod 

u оуот poglavlju razmatracemo probleт bezus10vne m.inimizacije neprekidno 

diferепсђаЬilnе funkcije .р: Rn ~ R, odnosno, kratko zapisano 

min {СР(Х) I Х Е Rn } . 

Algoritmi koje сето izlagati su iterativnog tipa. Ротоси njih se konstruiSe niz tзсзkа 

(xk) koriSCenjem sledece relacije: 

(1.1) 

gde је . ~ Е Rn vektor koji odreduje pravac ,,kretanja" iz tacke xk а '\ > о broj koji 

odreduje dufinu ,,koraka" u pravcu sk' 

Iteracioni proces (1.1) је defmisan зkо је defmisan natin konstruisanja vektora sk 

i naсin шасиnaуanја velicineak u sVakoj iteraciji. S obzirom da se radi о problemu тinј· 

шizасјје, prirodno је da se iz taEke xk krene u рrзуси opadanjafunkcije, Ч. da se sk 

Ьиа tзkо da Узiј 

(V'CP(Xk)' ~} < о 
Kada је odreden рrзуас пеtanја sk ostaje .dз se ошеф dufina пеtanја u tom pravcu, 

odnosno, broj ak' Мј сето se ograniciti na slucaj kada se '\ odreduje {е~уanјет pro­

ЬЈета 

(12) 

5to predstavlja problem miIШnizасijе u R 1. О natinirna re~vanja problema (1.2) Ысе 
posebno {есј u odeljku 5.8. Drugi пасini jzbora ak орisani su npr. kod РоlаЈс [РА], 
РSeШnij [Р.12]. . 

Јasnо је da konvergencija (xk) ka reSenju, Ьпina konvergencije i druge osobine 

zavise od izbora уеЬоrз sk i broja ak' 

Впina konvergencije, koju сето sзdз dеfшisati, predstavlja jednu od najvafnijih 

kзrзktеristikз metoda bezuslovne орtimizзсђе. 

DEFINlCUA 5.1.1. Nekaje pEN i пеkз niz (xk) konvergira kax·kad k~"'. 
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(1) Ukoliko za dovођno veliko k уац 

Ilxk-tp-x*11 <;qllxk-x*ll, O<;q < 1, 

konvergencija se nazivа р-linеатот. Za р = 1 konvergencija se nazјуа linеarnom. 

(2) Ukoliko vw 

11xk+p -Х *11 <; Qk"Xk-х*II,' gde ~ -+ О рп k -+00, 

konvergencija se nazjvа p-superlineamom. Za р=l koilvergencija se nazivа superlinearnom. 

(3) Uk.oliko уш 

1lХktгх*II"; Cllxk-x*112 , 

konvergencija se nazivа kvadratnom. 

N а р о m е п а: Ројат kvadratne konvergencije se fakode mo~e uopstiti, aIijeza dalje 
шаganје dovoljna gornja dеfшicijа. 

Napomenimo da је superlinearna konvergencija specijalan slucaj linеате, а kvadra­

tna specija.lan sIисај superlinearne. 
Eksperimentalna provera је jos јеdan vгzan kriterijum za осепјјуanjе kvaliteta 

metoda. Naime, postoje metode koje se u primeni sasvim dobro ponasaju (Ьпо konvergi­

raju, питепсю su stabilne) ada пјшоуа konvergencija uopste nijedokaz:uia. 

Najpoznatije metodetipa (1.1) su sledeee (navedenim redom сето ih i iz1agati): 
- Cauchy-eva metoda ili metoda najbdeg spustanja, kojaje zзsпоуana na linеатој 

aproksimaciji funkcije IР(СаисЬу [С.3], Сипу [С.7], Goldstein [G.4}).1z ovе metodeje 

ponikla сјtзvа klasa gradijentnih metoda (Ро1јзk[Р.6), Kantorovic i Akilov [К.}]). 
- Newton-ova i mоdШkovаna. Newton-ova metoda, koje su zasnovane na kvadrat­

пој артоksimзсјјј funkсђе .IP (РоЈјзk {РАЈ, Goldstein, [G.5], Ritter [R.1], Ritter i 

McCormick [R2}).' 
- Metode konjugovanih gradijenata {Restenes i Stiefel [Н.5], Fletcher i Reeves 

[F .9], Polak i ЮЫеуе {Р .5], Роlјзk {Р.7}, Wo1fe [w _2Ј); 
- Metode promen1jive metrike (Davidon [D.4], Fletcher i Powell [F.8], Munagh i 

Sargent [М.4],Вamеs [В.2). 
Sve navedene metode tra!e izraCunavanje izvoda, ~to u praksi тo~e biti teSko izvod· 

lјјуо. Zbog toga је korisno znati i metode koje ne zahtevaju izvode. Tal-ve metode su 

naprimer: 

- Metoda lokalnih variјасђа (Вanituk, Petrov i Cernousko [ВЈ]); 
- Powell-Zangwill-ova metoda (powell [р .9], ZangwШ [Z.2]). 

S.2.ZajedniCke osoblne metoda 

Razmatramo problem 
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(2.1) 

gde је .,с: Rn ~ R neprekidno diferencijabilna funkcija. 
. PretpostaviCemo da postoji tзkvа tзCkз хо Е Rn da је skup 

Х(хо> = {х Е Rn I .,с(х) '" .,с(хо>} 

оgtaniёеп. (Кзkо neprekidnost funkcije .,с(х) рov1аёј zatvorenost skupa Х(хО>, odat1e 
sledi kompaktnost skupa Х(хО>.) 

Gotovo sve metode koje smo pomenuli u 5.1 konstruiSu niz taёakз (xIJ sa sledeeim 
osobinama:-

(22) 

gde је ~ - vektor pravca koji zadovo1java uslov 

(2.3) (~.,с(хk),~"'-Р"V.,с(хk)" "~,,, р>О, 

а Q:k > О '- уеЈјёinа koraka u pravcu odredenom vektorom ~, koja se odreduje kзо 
najтanје reSenje problema 

(2.4) 

Metode ovog tipa mogu se opisati sIedecim iterativnim aJgoritmom: 

ALGORIТAМ 5.2.1. 

Korak 1. Naci tacku Хо Е Rntako da је skup х(хо> = {х Е Rn I .,с(х) '" .,с(хо>} ograni­
ёеп. Staviti k = О. 
Korak 2. Izracunati V.,c(xk)' Лkо је V.,c(xk) = O,STOP; inаёе јсј па korak 3. 
Korak 3. lzracunati vektor pravca ~ koji zadovoljava uslov (2.3). 

Korak 4. Izracunati Q:k - пајтапје resenje problema (2.4). 

Korak 5. Staviti Хн 1 = xk + Q:k\; zameniti k sa k+ 1 i јсј па korak 2. 

Napomenimo da proЬJem (2.4) imaresenje zbog pretpostavke о kompaktnosti 

skupa Х(хО>. 
SIedecom teoremom daju se osnovne osobine gomjeg a1goritma. 

TEOREMA 52.1. Neka је .,с: Rn 
-+ R neprekidno diferencijabilna funkcija i пеkзје (xk) 

niz generisan a1goritmom 52.1. Tada је . 

(ј) niz (.,c(xk» monotono opadajuci; 
(јј) ili је V.,c(xm) = Oza neko т, ili svaka tatka nagomilavanja х* nizа (xIJ zadovo­

Јјауа uslov V.,c(x*) = О; 
(Ш) ako је .,с(х) konvek.sna, svaka tacka пagomi1avanja Х*. niza (xk) је tзёkз тini­

тшnа; 

(ју) зkо је r,p(x) strogo konveksna, niz (xk) konvergiraka jedinstvenoj tзёю mini­

титах*. 
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DOКAZ: (О Na osnovu Lagrange-ove teoreтe imacemo: 

<P(Xk +а;с) = <p(xk) + (Y<'V'<P(~), ~ , 

gde је ~k = xk + 8~, 8 Е(О,l], 0:> О . 
Na osnovu (2.3) је, zbog neprekidnosti 'У<р(Х) i skalarnog proizvoda, za dovoljno 

шalоех 

<P(Xk +~) <!о; <P(xk} - а:р 11 'V'<P(xk)IIII~11/2, pri О < о: <!о; ех . 
Ako xk niје stacionarna tacka, tj. зkо је V<p<xk):f о, sledi da: је 

<P(xk +ask) < <p(X~, О < о: <!о; Q • 

ћета tome, tiшрте је 

<p(Xk +O:k~) < <P(xk)' 

gde је (Yk resenje ртоЫеma (2.4). Dakle, 

(2.5) k=O,l, .... 

(п) Kako se algoritarn 5.2.1 (па koraku 2) zaustavlja kada izraёuпа tacku Хт takvu 

da је. 'V'I'(~) = О, prvi deo tvraenja је trivijalan. 
Niz tacaka (xk) dobijenih algoritmom 5.2.1 se пе тепја зkо normiramo vektore 

pravca sk' k = О, 1, ... , ра сето se zato ograniciti па razmatranje jedinicnih vektora pra­

vacaSk' IISic 11 = 1, k= 0'1' .... 
Кзkо niz tacaka (xk)' zbog (2.5), pripada kompaktnom skupu Х(хО>, postoji kon­

verge1itan роdniz. Neka је 

xk-+X", k-+ co , kEKCN 

proizvoljan konvergentan podniz. Iz neprekidnosti 'У<Р(Х) sledi 

'V'<p(xk) -+ 'V'<p(x"), k -+ "", k Е К . 

Pretpostavicemo, suprotno tvraenju, da јеТЈ<р(х*) :f о . Odgovarajuci podniz vek­
tora pravaca (Sk) , k Е К, zbog pretpostavke о normiranosti, sadrZi konvergentan 
podnii, Ч. 

(2.6) 

Iz neprekidnosti skalamog proizvoda sledt 

(V<P(xk)' S}( -+ (v<p(x"),5), k -+ оо, k Е К1 . 

Stav}jajuci u (2.3) k -+ оо, k Е К 1 dobijamo 

(V<p(x*).5)<; -рll'V'Р(х*)11 < О . 

Iz neprekidnosti gradijenta 'V'<P(x) i iz (2.6) sledida postoji f > О tзkvо. da za svako 
х za koje је IIx -Х *11 < f i svako k Е К 1 dovoljno velik.o Узii 
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(VIP{X), s~';;;; - Е.// VIP(X*)1/ < о . 
2 

Specijalno, zaxkza koje је kEK1 i "xk-x*" < .Е/2, imamo: 

lP(xk+~:Sk) -1P(xk) = ~(VIP(xk+O~Sk)' s~';;;; - Е. IIVIP(x*)lI~ , 
2 2 2 2 2 

gdejeO<O<I. Timpreje 

!P{Xk+l)-IP(ХtJ<;-~IIVIP(х*)1/ ~ • 
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No to znaci da lP(xk) -+ -оо, k-+ оо, ~o је kontradikcija jer је neprekidna funkcija IP па 
kompaktnom skupu Х(хо> ograniCena. Prema tome, VIP{x*) = о . 

(Ш) Кзkо је svaka tacka nagomi1avanja stacionarna tacka iz konveksnosti funkcije 
мещ da је оnа istovremeno tacka minimuma. 

(iv) Tvrc1enje sledi iz мс1еnја (ili)uz primenu teorerne 2.1.1 •• 

5.3. Caиcby~a metoda 

Ova metoda је najstarija i najpoznatija (1847). Vektor pravca ~ је defmisan па 
sledeei nасin: ~ = -VIP(хk). Uslov (2.3) је oeigledno ispunjenjer је 

(VIP(xk), ~ = -(V!p(xk), VIP(xk)} = -IIVIP(хk)I/2 < О za VIP(xk):f о, 

ра se rnoze uzeti da је р = 1. 
Pravac antigradijenta -V.p(xk)' koji kod Cauchy-eve rnetode uzimarno za pravac 

kretanja,moze da se interpretira kao posledica linearne aproksimacije funkcije 'Р(Х). Кзkо 
se, kao 5to је poznato*, najstrmije opadanje funkcije ostvaruje u pravcu antigradijenta, 
Cauchy·eva metoda se zove i metoda nајЬпеg spustanja. 

Pretpostavieemo da је IP:Rn -+ R neprekidno diferencijabilna funkcija. Algoritarnski 
koraci се onda biti sledeceg oblika: 

ALGORIT АМ 53.1. (Cauchy-ev algoritarn) 

Korak 1. Naci tacku хо Е R
n takvu da је skup х(хо> = {Х Е Rn l.р(х) <; IР(Хо)} ograni-

Сеn. Staviti k = о. . 
Korak 2. Izracunati V'.p(xk). Ako је 'VIP{xk) = о, STOP; inaсе iei па korak 3. 
Korak 3. Staviti sk = "",VI/i(xk)' 

* Ako је VIP(xk):f о, tada је reSenje sledeeeg optimizacionog problerna 

min (s,VIP(xk)} 

II:"=<s,s) 1 / 2<;~ 

vektor 5' = (-VIP(Xk»/(//VIP(xk)1I) . 
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Korak 4. Izraeunati ~ - naјтапје reSenje problema (2.4). 
Коrзk 5. Staviti xk+1 = xk + ,\~, zameniti k sa k+ 1 i iCi na korak 2 .. 

Sobzirom da su ispunjeni svi us10vi teoreme 5.2.1, niz (хЈЈ iПlа sve osobine nave­
dene u tojteoremi. Ocenu bIZine konvergencije ove metode daje s1edeca teorema. 

ТEOREМA 5.3.1. Neka је niz (xtJ generisan Cauchy-evom metodom, neka xk ~ х*, 
k -+ со, neka је funkcija 'Р dvaput neprekidno diferencijabiIna u nekoj okolini V tacke Х * 
i neka је hesijan Н(х)funkciје 'Р роzПјуno defm1tan u Х*. Tadapostoji рrПodan broj 
р tзkav da niz (xk) p-linearno konvergira. 

DОКЛZ: S obzirom da је Н(х*) pozitivno definitna, zbog neprekidnosti drugih izvoda u 
V s1edi da postoji konveksna okolina U ~и Х *, u ~ У, tзkvа da za Х Е U vзzi-

т11y112..-;; <Н(х)у, у) < Mllyl12 

za neke pozitivne brojeve m i М i za svako у Е Rn. 
Neka је ko е. N takзу da xk Е U za k;> ko' S obzirom da se <ic bira minimizacijom 

duz pravca ~=-'V''Р(хk)' imЗmо dзје {'V''P(xk+l),v=O,odnosno ('V''P(xk+l)' 'V''P(xk)=O. 
Na osnovu Taylor-ove formule za'V''P ЫСе. 

раје 

odnosno 

II'V' 'PCxk)I~2 
O!k·= -----------'--'-,--,.---,--1 . . . 

([ l H(xk + t(~+1-~»)dt ] 'V''P(xk), 'V''P(xk» 
ра је za k;> ko ispunjeno O!k;> 1/ m . 

'[зkоае је, па osnovu Taylor-ovog пzVоја za 'Р 
. .. 1 . 

'P(xId - 'Р(Х*) = (xk -x~ ,,'V''P(x*»t 2~-X*' HC"k)(xk-х*) = 

za neko Jlk Шnеаu xk i х*,је! је 'V''P(x*) = О. Stoga·je 

т1 М 2 
2 IIxk-х*II"".s;;; 'P(~):"" 'Р (x*).s;;; "2llxk-x*11 . 

. Da1je је, opet na osnovu Taylor-ove formu1e za 'Р .. 
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gde је ~ izme4u xk i xk+ l' 
Na osnovu Taylor-ovog пzvоја za 'Vf{J је tako<!e 

1 '.' 
'Vf{J(xk) = ( f Н(х* + t(Xk-х*»)dt)(Хk:-Х*)' 

о .' .. " . . 

Stogaje 
.... ; 

Ovde је koriSC~ l.injenica da је m ujedno i donja уaniса svojstvenihvrednosti таtПсе 
. . 

1 . 
f В(х* + t(ч-х*»)dt 
о '. ". 

ida. su sv.ojstvene vrednosti kvadrata таtПсе kvadrati svojstvenih vrednostipolazne 
таtПсе. ћета tome 

f{J(xk) - f{J(Xk-i-l);> ...!.II 'Vf{J(xIJIJ2 ;> ~IIXk ~х*1I2 ;> ~ (f{J(xk)-СР(х*» . 
. . 2m. 2 '. М.' 

Znaёi da је za k ;> ko 
.' . т· .' 

f{J(xk+ 1) - <{Ј(Х*) <; (l - м) (f{J(xk) ~ <{Ј(Х*». 

Stogaimamo 

~(xk+J - <{Ј(Х*) <;(1- ~)s(f{J(xk) - <{Ј(Х*», sEN_ . . м ... 
. Nekaje р Е N takav da је (1 "'- ~.., ~ < 1. Za tako izabrano р је . .' м m . . '. 

mllxk+p _x*1I2 <; f{J(xk+P> - <{Ј(Х*) <;(1 - ~)P (f{J(~IJ- f{J(x*» <; 

<;(1 - ~.., M1Ixk.;.x*lI, . 

odnоsnо 

. . 

Stavljajuci q = (1 - ~M)P ~ ујdiшо па osnovu definicije 5.1.1 da је konvergencija Р-linе-
m . 

ama.t 
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lz иртауо iz101enog Щ0Пtrna najЪaeg spustaпja razvi1a se ~itava klasa gradijentnih 

a1goritama koji se ~esto рominји i kao a1goritmi minimizacije prvog reda. Ovde se za 
vektor pravca ~ uzima modifIkovani vektor antigradijenta 

stc = - D V.,o(x!J ' 

gde је D - konstantna pozitivnodefmitna kvadratna ташса reda п. 
Dokaz konvergencije se izvodi ana1ogno prethodnim dokazima. Вrzinа konvergen­

сјје, uz odgovarajuce pretpostavke, је takoi1e p-lineama, odnosno, uz pog6dan izbor 

koraka atc сзk i lineama. Ina~e, osobine ovih a1goritama su sasvim bliske osobinama· 
Cauchy-evog a1goritma (videti Роljзk [Р.4], Goldstein [G.4]). 

Iz gore izlozenog ујdiшо da је za brzu konvergenciju Cauchy-eve i osta1ih gradijen­

tnih metoda neophodno da је ko!icnik q mali. КоН~nik q kod metode najbneg spustaпja 
Ысе dovoljno mali samo onda kada se brojevi т i М та10 razlikuju. Ako su nivoske povrsi 
funkcije cilja (tj. POVrSi !р(Х) = С) izduzene,pravac -V!p(x) u veeini taeaka odstupa od 
pravca prema minimшnи. Moze se pokazati da tada odnos т/М mora biti тзli, 5to uspo­
ТаУа konvergenciju, kзо 5to se vidi iz s1edeeeg primera: 

PRIМER 5.3.1. Naci 4 • 

min (х2 + 99y~, uzПnaјUCiХо = (99,1) .. 

Primenom СаисЬУ-еУе metode dobija se niz tacaka 

. 98 k k 98 k 
Xk=(99(100) ,(-1) (100»' k=1,2, •.. , 

koji oeigledno sporo konvergira ka reSenju (0,0). Ve!icina odпоsЗ т/М је ovde u najbo­

ljem slucaju 1/99 jer је hesijaџ konstantan, tj .. 

Н= . [ 2 О]· 
о 198 ' 

ра је m .;;;; 2, а М ;;. 198. 
Spora konvergencija gradijentnih metodaotetava reSavanje slozenih zadataka mini­

пrizасјје. Zato su danas razrai1ene i rairai1uju se metode minirnizacije. sa уееom brzinom 

konvergencije. Gradijentne metode se cesto koriste u k.ombinaciji sa drugim, еШсаsniјim 

metodama, i to па poeetnom stadijumu resavanja zadatka, kada se tacka xk na1azi daleko 
od tacke mininiита i koraci dUZ antigradijenta dozvoljavaju da se postigne Ыtnо opada­

nje funkcije. lpak, nesumnjiva prednost ovih metoda leti u njihovoj jednostavnosti i 
mogucnosti koriscenja za min.inrizaciju siroke k1ase funkcija. 

5.4. Newton-ova metoda. Modifikovana Newton-ova metoda 

Dok је osnova Cauchy-evemetode - najgrublja, linеarna aproksimacija funkcije 
cilja, kod Newton-ove metode polazimo od kvadratne артоksiшaсјје. 
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Pretpostavicemo da је .р(х) d\'a puta neprekidno diferencijabilna. Kvadratnu apro­

ksimaciju q(x) funkcije .р(х) mozemo dobiti ротоси Taylor-ovog razvoja funkcije "Р u 

. okolini tacke xk: 

1 
q(x) = .p(xk) + (V'''P(xk)' X-X~ + 2 <X-xk' H(Xk)(X-Хk)}' 

Diferenciranjem q(x) i izjednacavanjem njenog gradijenta sa [шlоm, pod pretpostavkom 

da је Н(Хk) pozitivno dеfшitnа matrica, dobicemo tacku Xk+l koja minirnizira funkciju 

q(x): 

0= 'ilq(x) = 'il"P(Xk) -1: H(x!J(x-хk) . 

Odavde је Xk+l = Xk - Н(Хkг1 'il"P(xk),tj: 

Sk = Xk+l - Xk = _Н(Х!Ј-l 'il"P(x!J • 

Iterativnim procesom 

(4.1) 

dеfшisanа је Newton-ova metoda". 

Specijalno, u slucaju kada је .р(х) oblika 

1 
(4.2) .р(х) = а + <Ь,х) + ::; <x,Qx) , .. 
gde је Q - pozitivno dеfшitnа matrica, iшасето Н(х) = Q, Ч. hesijan је konstantna 

matrica. Ako је хо proizvoljna tacka iz Rn i х" tacka minirnuma od .р(х), sJedi 

v,;(xo) = ь + Qxo' kao i О =Ь + Qx". Odavde је 

х" = Хо - Q-l 'iltp(xo) , 

tj. r\e\\'ton·ova шеtоdа daje resenje и saшо jednom koraku 5to nјје sJucaj sa Cauchy-evom 

metodom (videti primer 5.3.1). 

Medutim, и opstem slucaju, vektor _Н(хkг1 v\o(xk) se nе poklapa sa prav~em 
prema tacki minimuma х", а moze se desiti i da је I{J (хн 1) > .p(xk), ра se zato umesto 

iterativnog postupka (4.1) uzirna njegova mоdШkасiја: 

(4.3) Xk+l=Xk-а:~(ХkгlVl{J(Хk)' k=O,l, ...• 

.. Interesantno је da se Ne\\1on-ov vektor рrзуса mogao dobiti i re5avanjern zadatka аnа­

lognog оnоте kod metode najbdeg spustanja koristeci neeuklidsku normu: 

rnin (s, 'iltp(xk» , 
5 

Ilsllk =<s,н(Хk)~l 

Dobijeni vektor је kolinearansa Newton-ovim vektorom pravca _Н(Х!Ј-l 'ilI{J(xk). 
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gde је "k reSenje problema: 

(4.4) min {1P(xk - аН(ХkГ 1 'l7rp(xk» I сх;> о}. 
МоdШkovana Newton-ova metoda defmisana је sledeCim a1goritmom. 

ALGORIТAМ 5.4.1. (МodifJkovan Newton-ov 3!goritam) 

Neka је rp dvaput neprekidno diferencijabilna funk:Сјја sa pozitivno defшitnim hesijanom. 

Кош 1. Naci tacku Хо Е Rn tako da је skup Х(ХО> = {Х Е R п \ 'Р(Х) <: IP(ХО> } og:rani­
cen. Staviti k = о. 
Кош 2. Izracunati 'l71P(xk). Ako је 'I7!p{x!J = о, SТOP; inaсе јСј na korak з. 

Korak 3. Izracunati H(xk). Staviti st = ""Н(ХkГ 1 'l71P(xk)' . 
Кош 4.lzracunati cxk - najmanje reSenje problema (4.4). 

Кош 5. Stavitixk+l = xk + QkSk; zamenitik sa k+l i јсј na korak 2. 

U da1jim razmatranjima koristiCemo sledeeu lemu. 

LБМА 5.4.1. Neka је funk:cija 1,0: Rn -+ R dvaput neprekidno diferencijabilna i neka је 
hesijan Н(х) funk:сјје 1,0 роыtivnо dеfшitan za Х Е К, gde је К ~ Rn kompaktan skup. 
Tada postoje pozitivni brojevi m, М, т, М, takvi da za пш Х Е К i svaki У Е Rn vati 

m1IYI\2 <: (у, Н(х)у) <: M\IYI~ 

m1IY\12 <: (у, Н(хГ lу) <: MIIY\\2 . 

DOКAZ: Posto је Н(х) pozitivno defшitnа rnatrica, таПiса Н(хг1 postoji i tak~e је 
pozitivno dеfшitna. Postojanje tratenih pozitivnih brojeva sledi iz kompaktnosti 

skupaK.+ 

Kako је Н(х) neprekidna funkсђа а skup Х(хО> kompaktan, vaZice 

mllsll2 :s;;; ($, Н(хг1 s) <:M\lsIl2 za svaki Х ЕХ(хо> i svaki s Е Rn. 

Odavde sledi da је 

(4.5) ('I7.p(xk)' ~ = ~'I7IP(хk)' Н(~Гl 'i7\D(xk» <: -ml\ V.p(xk)\\2< о, 
za \1.p(xk) :f о. gde је О < р = т . ћеrna tome, a1goritam 5.4.1 је. specija1an slueaj 
a1goritma 5.2.1. Medutim, vw jaci stav о konvergenciji jer furJkcija 1,0 zadovoljava dodat­
nе uslove. 

Konvergenciju modifJkovanog Newton-ovog a1goritma razmзtrз sledeca teorerna: 

ТEOREМA 5.4.1. Neka је Хо Е Rn tзkvа tзсkз da је skup Х(ХО> ogranicen. Neka 
је rp: Rn -+ R dvaput neprekidno diferencijabi1na funkсђа i nеkз је hesijan Н(х) pozitivno 

dеfшitan za Х Е х(хо>. Neka је niz tзсзka (Xk) generisan a1goritmom 5.4.1. Ukoliko је 
taj niz konacan, poslednja tacka је resenje polaznog problema. Ako је niz (xk) beskona­
can tada konvergira ka jedinstvenom reSenju polaznog problema. 
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DOКAZ: Iz datih pretpostavki sledi da је funkаја strogo konveksna na X(xo)(teorema 

1.4.10) ра tvraenje sledi iz teoreme 5.2.1 .• 

Ocenu Ьпinе konvergencije daje s1edeca teorerna: 

ТEOREМA 5.4.2. Neka је niz (xk) generisan mоdШkоvanоm Newton-ovom metodom, 

neka х k ~ Х", k ~ оо, neka је funkcija сПја .р dvaput neprekidno diferencijabilna i neka је 

hesijan Н(х) funkcije.p pozitivno defmitan u tacki х". Tada: 

(ј) niz (xk) superlinearno konvergira; 
(ii) зkо postoji rea1an broj L takav da је 

IIН(х) - H(y)1I <; L IIx-уll 

za svaki х i у iz neke okoline tacke х", tada niz (xk) kvadratno konvergira. 

DOКAZ: (ј) Iz pretpostavki teoreme s1edi da postoji konveksna okolina V taeke х" tзkvа 
da za svaki х Е V i svaki у Е Rn Узiј 

~ ? 
ml!y!!"" <; <Н(х)у, у} <; Мllуll- . 

Tada za matricu Н(х)-=l i za svaki У Е Rn узiе ocene 

m 11y1l2 <; <Н(хГ 1у , у) <; МllУll2 . 

Pokaiimo najpre da O:k ~ 1, k ~ ОО. Zaista, s obzirom da se O:k bira minimizacijom duz 

pravca ~ = -Н(Хkг1 V'.p(xk) iшато daje 

(V'.p(xk+l)' ~ = о. 

Na osnovu Taylor-ove formule је 

gde је 

odnosno 

Da1je је 

1 
Hk = ~ Н(Xk + t(xk+ 1-Xk»dt, te је 

0= (V'IP(xk), \) + ilikO:k~' s~ , 

- (V'.,o(x!d, у 

ilik\'~ . 

<Н(Хkг1 'V1P(Xk)' 'V.p(xk» 
= ----~~----~----------

(Н(ХkГ 1 н~(хkг 1 'V.p(xk)' 'V.p(xk» 

. ! (Н(Хkгl(I-НkН(Хkгl)'VIP(Хk)' 'V1P(xk)} ! 
Io:k-l! = ----~---=::...---:---....::. __ =-:--

<Н(хkГ 1 НkН(ХkГ 1 'V.p(x.k)' 'V1P(xk» 

S оЬшот da Н(ХkгlНkН(Хkгl ~ н(х"г 1 , k ~ оо, za dovoljno veliko k се biti 
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раје 

(4.6) 

s obzirom da Н(Хk) -+ Н(х*), Hk -+ Н(х*) kad k -+00, sledi da cxk -+ 1, k -+00. 

Sadairnamo 

Хk+ГХ* = xk - х* - ,\н(хkг1VIP(Хk), 
te је па osnovu Taylor-ove forшше, zbog· Vr.p(x*) = о , 

xk+l-x* = xk - х* - азсн(ХkгlНk(Хk-Х*)' 
gdeje 

Dalje је 

раје 

Ilxk+гх*1I <; IIН(Хkг1(Н(~)--<kkНk)1I Ilxk-x*11 ~ 

~ I/Н(хkГ 111 (11(1-,\)Н(хk)1I + cxk"H(xk)-Нkll)lIхk -Х*" 
S оЬzПоm da cxk -+ 1, Н(хk) -+ Н(х*), Н(Хkг1 -+ н(х*г 1 , Hk -+ Н(х*), imamo 

qk = l/Н(хkг1 ,1 (ll-cxkl I!H(xk)1I + ~ lIH(xk)-Нk") -+ о, k -+ оо, te је konvergencija 
superlineama. 

(јј) Као u dokazu pod (ј) Ысе, s obzirom па (4.6), 

'lk = !lН(хkг1 " (ll-аk'llН(хk)11 + Q:k IIH(xk)-Нkll) = 

= IIн(хkг11/ IIH(xk)lIl l -схk, + '\ I/H(Xk?-Нk"IlН(Хkг111 ~ 

~.~ IIН(Хkгl'IЗIlН(~)IIIIН(Хk)-Нkll + CXk'IH(Xk)-НkllllН(Хkгl,1 <; 

~ ~1IН(Хkг1I1ЗIIН(Хk)IILllxk+ГХkll + cxk IIН(ХkгlIlLПХk-jtll , 
је! је 

1 
IIH(Xk)-Нk" = "6 (H(Xk)-Н(Хk +t(Xk+ l-xk»)dtll ~ 

1 
<; Ј IIH(Xk)-Н(хk +t(Хk+ГХk»lIdt <; Lllxk+l-Xk" 

о . 
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. 1 

IIH(Xk)-Нkl! = 11 6 (H(Xk)-Н(х"+t(Хk-Х")))dtll";;; 
1 , 

..;;; Ј IIH(Xk)-Н(х"+t(Хk-х"))1I dt";;;L!lxk-х"lI . 
о 

97 

Zbog superlineame konyergencije је IIХk+гх"lI ..;;; IIxk-х"lI za dovoljno veliko k i 

stogaje IХk+ГХk"";;; 2I1xk-х"!I. Znaci daje za k dovoljno veliko 

Qk";;;( 4L IIH(xIJ- 1 113 I1ЩХk)1! + LakllH(xIJ-1ю I!xk-x"" . 
m 

lzraz u zagradi је ogranicen zbog konvergentnosti nizоуа (Н(Хkг1) CН(xk)) i 

(~), ра је, ро dеfшiciјi 5.1.1, konvergencija kvadratna .• 

PRIМER 5.4.1. Naci minimит funkcije 

Newton-ovorn rnetodom. 

Ovdeje 

= r 3 -11, 'V Х = r 3~1 - ~2 - sl 
Q [1 5 Ј Ф() l-~1 + S~2 Ј Q-l • 1~ ~ ~J 

~J[-~J' [~1· 
Nekaje Хо = [ ~ Ј . Optirnalna tacka х" се biti 

-1 [о] 1 lS f Х = Х - Q 'VФ(Х) = - -
о о' О 14 1 

14 Ј 

5.5. Metode kопјugоуanШ grзшјеnatз 

Metode koje nalaze optirnurn kvadratne funkcije u konacnorn broju koraka cesto 

irnaju dobru konvergenciju i kada se prirnene па funkcije opsteg oblika. Оуо је posledica 

сinјепјсе da strogo konveksna funkcija u okolinj tacke тinirnита irna osobine bliske 

osobinarna pozitivno dеfшitnе kvadratne forrne. Newton-ova rnetoda је ocigledno jedna 

takva rnetoda, jer nalazi minimит l.'yadratne funkcije u sarnо jednorn koraku. Metode 

konjugovanih pravaca takoёle spadaju u tu k1asu rnetoda. Pre nego 5to preёlerno па izla­

ganje osnovnih osobina ovih rnetoda, dеfшiSirnо konjugovane vektore. 

DEFINICIJA 5.5.1. Za datu pozitivno dеfшitпu таијси Q reda п, vektori so' SI' ... , 

srn-l (т";;; п) nazivaju se konjugovanirn (Ш Q-konjugovanirn) зkо узzј 

(si' Qy = о za i f ј . 
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Primetimo da је ortogona1nost vektora specijalan slucaj konjugovanosti (Q = 1). 

LEМA 5.5.1. Nenulti vektori so' ... , sm_l' konjugovani u odnosu na pozitivno dеfшitпu 
тatricu Q su linеато nezavisni. . 

DOКAZ: Neka su \' ј = 0.1, ... , т-l konstante takve da vaii: 

>"050 + ... + ~-ISm-l = О •. 
Лkо pomnozimo ovu jednakost skalamo sa Qsi' ј = О, ... , т-l, dobicemo: 

\ ~.Qs(= О,ј= 0,1 •...• т-l 

jer је (si,Qs/ = О za ј '1- ј. Odavde. zbog (si'Qsi) > О, i = О, ... , т-l, sledi \ = О, 
ј = О, .•. , т-l.. . 

Iz ove leme sledi da broj nenultih konjugovanih vektora u Rn ne moie biti уесј 
od dimenzije prostora п i da та koji skup od п nenultih konjugovanih vektora obrazuje 

Ьаш prostora. 

Кошсеnjет linеате nezavisnosti konjugovanih vektora pokazacemo da se funk· 

сјја oblika 

(5.1) 
1 

"'(Х) = а+ (b~ + "2<x'Qx) , 

gde је Q - pozitivno detinitna татса, minimizira u najviSe п koraka dui konjugovanih 

pravaca. 

ТЕОRБМА 5.5.1. Neka su so' ... , sn-l konjugovani pravci u odnosu na pozitivno defi· 

nitnu ташси Q. Neka su tacke Хl' ...• xn dеfшisaпе sa 

xk+l =хk+~·k=О, ... ,П-l, 

gde је Хо - proizvoljna ucka iz R п, а ak - reSenje problema: 

min {1P(xk+a~) I aER}. 

Tada se minimum funkcije ср(х) zadate re1acijom (5.1) dostiie u tacki Х . . п 

DOКAZ: lz uslova minima1nosti dui pravca ~, k = О, ... , п-l, sledi 

(5.2) (~, ,",.p(Xk+l)} = О, k=О, ... ,п-l. 

Na osnovu definicije .р(х) imaшо 

(5.3) ,",.p(~) = ,",.p(xk) + Q(xn-xk)' k = 1, ... , n-l. 

Kako је, ~т toga, 

(5.4) k= 1, ... , n-l. 

zamenom (5.4) u (5.3) dobijamo 
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Ska1arnim mnozenjem sa ~-1' k = 1, ... , п-1, odavde se dobija 

п-l 
(5.5) (~-1' V'<P(Xn)} = (sk_l' V'\O(x!J)+ j~ '1(sk_l,QSj}=O, k= 1, ... ,п-l. 

Sem togaje, zbog (5.2), 

(5.6) (sn-l' V'Ч'(Хп)} = О. 

lz (5.5) i (5.6) sledi da је V'\O(xi1) = О Ger је V'Ч'(Хп) ortogonalan па п linearno neza­
visnih vektora u Rn). Kako је \О(Х) konveksna funkcija, sledi daje Х tacka minimUJ11a. + . п 

N а р о т е п а: Moze se desiti da је V'<P(xm) = О za neko m < п. Tada је хт = 

= хт+l = ... = Хп ' 

Ovde сето se ograniciti па izlaganje jedne od najpoznatijih metoda konjugovanih 
pravaca, metode konjugovanih gradijenata (polak i Ribiere [Р.5], Poljak [Р.7]). 

Pretpostavicemo da је .р: Rn ~ R l1eprekidno diferencijabi1na. 

ALGORIТAM 5.5.1. (Polak-Ribiere-Poljak-ov a1goritarn). 
Korak 1. Izabrati хо Е Rn tako da је skup Х(хЈ = {х Е Rn I .р(х)';;; Ч'(хЈ} ogranicen. 
Izracunati V'1,?(xJ. Ako је V'\O(xo) = О, STOP; inасе iei па korak 2. 

Korak 2. Staviti k = О, s о = - V'.p(xo) . 
Korak 3. Naci Qk;;;' О, gde је Qk resenje problema 

min {.p(xk +QSk) I а;;;' О} . 

Korak 4. Staviti xk+l = Xk:+- QkSk . 
Korak 5. lzracunati V'op(xk+l)' Ako је V'op(xk+l) = О, STOP. Ako k+l Е {п, 2п, 3п, ... } 

izracunati 5k+l = -V'<'с(Хk+l); inасе, izracunati 

(5.7) sk+l = -V'<'с(Хk+l) + I\sk' gde је 

(V'<'c(Xk+1) - V'.p(xk)' V'\O(xk+ 1» 

(V'.p(xk)' V'.p(Xk) 

Zameniti k sa k+l i јеЈ па korak 3. 

(5.8) I3k = 

TEOREMA 5.5.2. Ako је <,С(Х) = а + (Ь,х) + (1/2) (x,Qx) i Q pozitivno dеfшitпа matri­

са, tad" se a1goritmom 5.5.1 nalazi minimum funkcije <,с(х) za т';;; п koraka i pri tom su 

pravci 50' •.• , 5т-l konjugovani u odnosuna matricu Q. 

DOКAZ: DokaZimo daje 

(V'.p(~), 5ј> = О , 

(V'\O(~), V";{Xj)= О, O';;;i<j';;;k<m, 

<Sj' Qsi) = О , 
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pri ёеmu је m prv{ indeks za koji је t:71P(~)= О. Zbog k:raCeg zapisa uvedimo oznaku 
8ј = t:71P(Xj)' U dokazu сето koristiti dзје, - - - - -

~,Sj_l) = О, ~+1 - ~ = GjQSj' 

(gde prva jednakost s1edi iz izbora koraka а druga iz dеfmiсђе (иnkсђе 'Р), -
Zak= 1 imamo 

<81' sJ= О, 
<81' ~)= - <8'1' 50)= О, 

~,Sr= О; 

(е, 2.)= О 
')'''1 ' . 

~,Qsi)=O . 

Za i < ј ~ k+l razIikovacemo nekoliko s1uёајеvа. Ako је ј ~ k, us10vi su iзpипјеni 

prema induktivnoj pretpostavci. Neka је ј = k+ 1 i neka је i = k. Imamo 

(gk+ 1 ' s~ = О , 

(gk+l' gtc> = (gk+1' -~+~-1 \.-1) = 1\-1 (gk+l' ~-l) = 

= ~-1 (gk+гgk' \-1)= ~_lak <~-1' Qy= О; 

(gk+l '-gk' gk+l) 
~+ l' Qy = <-:-gk+ 1 +11c1c' Q\) = - (gk+ l' Q~> + _ (g . ~ (sk,Qstc> = 

k' gl(-

= -(gk+ l' Q~ + (gk+ гgk' gk+ 1 > <\.' Qstc> = -_ -
(gk+гgk' ~ - _ - -

(g Q > 
(gk+l,Q~ Q -) о 

= - k+ 1 ' ~ + <~, ic= 
<Sk,Q~ - _ 

Neka је sada ј < k. Koristeci induktivnu ·рrеtроstаv].ш ј prethodne formule imamo: 

<gk+l' si> = (gk +akQ\., si) =(gk' 5ј) + ak <Si' Qs~ = О, 

(gk+l' g/ = (gk+akQ~, g/ = ak~' Qs~ = ak<-Si+~i-lSi_l' QsIJ = 

= -(Xk <Si' Q~ + a~j_l <Si_l' QSk) = О, 
. 1 

<sk+l' QSj) "" <-gk+l+~\.,Qsi)= ~k+l,QSј> + 1\~,Qsf= - - (gk+l~+l-~)=O. 
о} 
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lz lете 5.5.1. sledi da konjugovanih pravaca moze biti najviSe п, ра је т ..;; п. 

S obzirom da је 'У"о(хт) = О, а funkcija <р strogo konveksпa, sledi da је Хт tacka тinј­

тита .• 

Pod pretpostavkama navedenim и sledecoj teoremi algoritam 5.5Ј је specijalan 

slucaj algoritma 5.2.1. 

ТEOREМA 5.5.3. Neka је <р: Rn -+ R цvа puta neprekidno diferencijabilna funkсђа, 
neka је хо Е Rn takva tacka da је skиp Х(хо) = {Х Е Rn 1 "о(х)..;; "о(Хо)} konveksan i 

ogranicen i neka је hesijan Н(х) pozitivno defmitan za Х Е Х(хО>. Neka su (Xk) i (~) 
nizovi konstruisani algoritmom 5.5 .1. Tada postoji takav broj р > о da vaii 

-
OOКAZ: Zbog periodicnog "obnavljanja" algoritma па koraku 5, posle svakih п koraka 

vektor pravca sk+l је oblika ~+1 = -V'"o(xk+l)' Prema tome, 

(Sk+l' V'.p(Xk+1» = -lIllr,o(хk+1)1i2 < О, za k+ 1 Е {п, 2п, ... } 
2 

ра (5.9) vaZi sa р = 1 ~ О. Razume se, vazi i (so' 'У"о(хо» = -11 Vr,o(xo)!I . 
PokaZimo da relacija (5Э) vazi i za ostale vrednosti k. Koriscenjem Taylor-ove 

fomшlе dobijamo 

V'r,o(Xk+l) = V'r,o(xk+QksJ = V'"o(xk) + Q~kSk ' 

1 
gde је Hk = ~ Н(Хk +t(xk+ 1-'1<» dt. 

Ako uvedemo oznaku gk = V'"o(Xk), dobicemo 

(5.10) gk+l = gk + QkHk~ . 

! Kako је, zbog koraka 3, <sk' gk+ 1> = О, iz (5.10) пalзziшо 

- (~, g1J 
~ Qk=----------

(~,Hk~) 

а kako iz (5.7) sledi sk = -gk + t1--1 sk_I (za k $. {п, 2п, ... } ) Ысе 

(5.11) (sk' gk) =(-gk+t1--1~-I' gk) = -(gk' gk)' 

Оуа formu]a ocigledno vaZi i za k Е {п, 2п . ... }. Prema tome, 

(5.12) 

Dalje, iz (5.7), (5.10) i (5.12) iшaто: 
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_1 (gk+1' Hk~ (gk' gIJ 1_1 (gk+ 1 ' Hk~) I 
~I- . - . 

(gk' gk) <stc.l\~) ~, HkY 

s obzirom na izbor koraka ~ s1edi da za k Е N,Xk Е Х(хЈ, ра zbog leme 5.4.1. ро­

stojebrojevi О < т < М takvi d.a za svaki у Е Rn i k Е N vafi 

т lIyIl2..;(y,Hky)";M IIYll2, 

sem toga zbog kompaktпosti skupa Х(хЈ ineprekidnosti funkcije IIН(х)1I postoji М > О 
tako da је IIHkll"; М. Dalje је 

Ilgk+ 111 IIHk"I~1I 
(5.13)· 1t\:1"; ..; 

mllskl12 . 

ћета nejednakosti trougla iz (5.7) s1edi 

IIsk+ 111"; Ilgk+ 111 + 1l1c11l~1I , 

odnosno, imajuci u vidu (5.13), 

М 
(5.1 4) IIsk+ 111 ..; Ilgk+}1I (1 + - ). 

т 

Ilgk+111 М 

"~II т 

Prema tome, koriSCenjem {еlaсјја (5.11) i (5.14) dobijamo: 

(sk+ l' gk+ 1) (gk+1' gk+ 1) 
- -., 

Ilgk+ 1112 IIgk+ 111 1 
- ------ = - -- ..;---

IIsk+llll1gk+lll IIsk+11lIlgk+1" II sk+1" 1+ !!. 
т 

cime је teorema dokazana .• 

lz teoreme 52.1 i prethodne teoreme neposredno sledi sledeca teorema: 

TEOREМA 5.5.4. Neka funkcija IP zadovolJava pretpostavke teoreme 5.5.3. Tada algo. 

ritarn 5.5.1 konstruiSe ili konacan niz tacaka сјјј је poslednji element Хт tacka тinј­

muma ili beskonacan niz (xk) koji konvergira ka Gedinstvenoj) tacki minimuma. 

Moze se pokazati, uz strozije pretpostavke, da za brzinu konvergencije metode 

konjugovanih gradijenata vaii s1edeca ocena (Cohen [СА]): 

Postoji takva konstanta q> о da vзzi 
'! 

IIХk+п-х*II·"; q IIxk -х *11- , k Е {О, п, 2n, ... } . 

Odavde se moze pokazati da је brzina konvergencije 2n-superlinearna. 

Slabiji rezu1tat za Polak-Ribiere-Poljak-ov algoritam, ali za siru klasu funkctja daje 

s1edeca teorema. 

TEOREMA 5.5.5. Nekaje ..р neprekidno diferencijabilna funkcija па ot\'orenom kош·еk­

snom skupu С ~ Rn. Neka Хо Е С i pretpostavimo da је skup Х(Хol = { х Е С I 

II;?(x) ..; ..p(x~ } kompaktan. Tada Polak-Ribiere-Poljakov- algoritam ima sledece osobine: 
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1. (lP(xk» је monotono opadajuci niz; 

2. Шје Y\~(Xт) = О za neko m, Шје lim V'1P(xk) = О; 
. k-+oo 

3. svaka tacka nagomilavanja niza (xk) је stacionarna tacka. 

Dokaz se moze naci u Аупеl [А.7]. 

Ostali algoritmi konjugovanih gradijenata su analogni izlozenom algoritmu. Ustvari, 

svi algoritamski koraci su isti kao i kod algoritma 5.5.1 i razlika је samo u formuH za koe­

ficijent ~. 
Тзkо kod Fletcher-Reeves-ove metode [F .9] iшато 

<V'IP(xk+I)' V'1P(xk+1» 11V'IP(xk+I)1I
2 

(5.15) ~ = = ----=--
<VIP(Xk), V'IP(~)} IIV'IP(xk) 112 

kod Sorenson-Wolfe-ove metode [8.2], [W.2] је 

(5.16) 
< V''PCXk+l)-V'IP(Х~, '!7<,O(xk+ 1» 

~ = 
<V'<,O(Xk+l)- 'N(Xk), ~+l) 

kod Оаniеl-оуе metode [О.1] је 

(5.17} f\. = 
<Sk' Н(Хk)V''РСХk+ 1» 
<Sk'Н(Х~~ 

Formule (5.8), (5.15), (5.16) i (5.17) su e1.-vivalentne u s1ucaju kada је 'Р(х) kon-
veksna kvadra tna funkcija. 

Treba primetiti da u'metodama konjugovanih pravaca (sem Оaniеl-оуе) nе treba 
racunati druge izvode а da је pod odreaenUn pretpostavkama konvergencija ipak super­
linearna, 5to predstavIja prednost u odnosu па СаисЬу-еУи i Newton-ovu metodu. 

PRIMER 5.5.1. Naci rniniшит funkcije 

3" 5" . 
<,о(х):: -~! + -~-2 - ~l~? - 5~1 + 3 , 

2 2 -

Polak-Ribiеrе·Роlјak-оvоm metodom. 

Nap~~~o ~(~J) u Obliku[_~J5.1)' Ovde је t~l -~2 -Ј 
Q = . ь = ,а = 3, V'1P(x) = 

1 5'0 . -~l +S~2 

Nekaje хо = [~]. hnасето: 



104 v. VUJCIC, М. ASIC, N. МILICIC 

ћета tome, 

81 = [! 1 
З-' 

Minimizacjjom duz pravca 51 naa1zimo СХ 1 =~. Znaei da је 

Х2 • [:~ , 4 

sto је taeka globalnog minimuma ср(х). Dakle, 

5.6. Metode promenljive шеtПkе 

Ideja algoritama koje сето ovde izlozitisastoji se и aproksimaciji inverznog Ье5јја­

па potrebnog za шасиnavапје Newton-ovog pravca. Iterativni a1goritam је takav· da u 
taeki xk nalazi pravac ~: 

(6.1) ~ = -НklJср(хk), 

gde је Hk - nxп matrica koja se тепја od iteracije do iteracije. 

Prvi a1goritam promenljive metrikedao је Davidon [D.4], 1959. Posle njega bile su 

predlozene rnnoge metode koje su se raz1ikova1e uglavnom u naеinи dobijanja matrice 

Hk i и nacinu odredivanja duiine koraka. 

Davidon-ov a1goritam su ројеdnО5tзуШ Fletcher i Powell [F.8]; и daljem сето tu 

тоdШkаciju zvati Davidon-Fletcher-Powell-ov a1goritam. 

Neka је ср: Rn 
-'10 R neprekidno diferencijabilna funkcija. 

--- - -~~- --~- ._-_._-~---~------
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ALGORlТAМ 5.6.1. (Davidоп-Flеtсhеr-Ро\vеI1:-<>v algoritam) 

Korak 1. Izabrati Хо Е Rn, шасunati v.p(xJ. Ako је V<P(xd = О, STOP; iпасе јсј 
nakorak 2. 

" Korak 2. Staviti'k = О, staviti Но = 1 (1 - jedinicna matrica reda п). 

Кош 3. Staviti sk = -Hk v.pCxIJ. 

Коrзk 4. Izracunati Ct:k kao resenje problema min {.p(xk +~) I а;;;;' о}. 
Кош 5. Izracunati v<{)(xk+Ct:k~. 

Korak 6. Ako је v.p(xk +Ct:kstJ = О, STOP; inасе staviti: 

i јсј па korak 7. 

xk+l = xk + Ct:k\:, 
, . 

t.xk = xk+l - Xk' 

'Yk = v.p(xk+l) - v.p(xk) , 

t.xk (t.xk)T 
н - н + --=-----'=----

k+ 1 - k <t.x
k

, 'Yk) 

Korak 7. Zameniti k sa k+ 1 i јсј па korak 2. 

Hk 'Yk ('Yk) т Hk 
<'Yk,Hk'Yk) 

U isto vreme kada је izlozena metoda promenljive mеtЛkе dоkazапо је da опа 

пэlazi minimum strogo konveksnekvadratne Љnkсјје za пе vise od п iteracija, i da su u 

tom slucaju vektori pravaca Q-konjugovani. 

PO\\'ell је dokazao konvergenciju i dao осепи brzine konvergencije metode promen­

ljive metrike za jednu klasu strogo konveksnih Љnkсјја. Тај dokaz se bazira па sledecoj 

teoremi, koju navodimo bez dokaza: 

TEOREMA 5.6.1. (powell [p.l1D.Neka је <Р: Rn ~ R strogo konveksna, dva putanepre­

kidno diferencijabilna Љnkсјја i neka postoji konstanta L ;;;;. О da za sve Х Е {Х Е Rnl 

I <р(Х) " <{)(Хо) } vaii 

lIH(x}-Н(х")\I "Lllx-x"ll , 

gde х" minimizira <{). Tada postoje tзkvј brojevi О < m " 11 < оо da је za k = о, 1, 2, ... 

mllYI1
2 
'" <у, Hky) '" M\ly\l2 'za svaki У Е Rn 

.• 

lz gornjeg sledi da algoritam 5.6.1, pod uslovom da I{! zadovoljava pretpostavke 

teoreme 5.6.1, generise niz pravaca (stJsa оsoЬinоm (2.3): 

(Vl{!(xk)' sk) = -(Vl{!(xk)' Hk v.p(xk)" -т \1 V<{)(Хk)п2 < о , 
za v.p(xk) f' о, gde је р =т > о. Prema tome, a1goritam Davidon-Fletcher-Powell-a 

је pri navedenim uslovima takode specija1anslucaja1goritrna 5.2.1: Sащim tim, konver· 

.. Izbor Но = 1 niје оЬаvеzап. za Но mozemo uzeti bilo koju simetricnu pozitivno 

defmitnu таtПси. 
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geilcija nizашсаЈа (xk) generisanog ovim algoritmom, pod pretpostavkama teoreme· 

5.6.1, kajedinstvenoj шсkЗ mШimumа х*, sIedi iz teoreme 5.2.1. 

Ocenu brzine konvergencije daje sIedeca teorema, koju takoae navodimo bez 
dokaza: 

ТЕОRБМА 5.6.2. (PoweU [Р.11]) Neka уие pretpo8tavke teoreme 5.6.1. i neka је Х * 
tacka minimuma Љnkсјје r.p na Rn. Ako је (xk) - beskonacan niz generisan algoritmom 

promen1jive metrike 5.6.1, tada (xk) konvergira ka Х * superlinearno .• · 

PRIМER 5.6.1. Naci minimиm funkcije 

Davidon-Fletcher-Powell-ovom metodom. 

Nekaje 

н ;: 1 = Гl 01 
о ~ lЈ 

Ovdeje 

раје 'о' [~] 
Minimizacijom funkcije r.p duz pravca 80 dobijamo ао = 1/3, 

Dalje, рreшa (6.2) Пnасето 

(х сХЈ(хгхо>Т 
Н1 = ·Но + _'__.,..=..,--='__.1:.--__ 

{ХСХо" \lr.p(x 1 )-\lr.p(хО» 

= -1~ и :Ј .рај' 
... 1 [IЈ sl = .... Н 1\lr.p(xl) =- . 

2 3 

Minimizacijom duz pravca sl nalazimo аl =2 .. . 21 
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Prema tome, 

Х2 = [:~] • 'о је "рrзvо !ack. g1obalnog minimuт .. (х). 
Vidimo da su pravci vektora pravaca 80' 81· dobijeni Davidon-Fletcher-Powell-ovom 

metodom identicni sa pravcima vektora dobijenim Polak-Ribiere-Poljak-ovom metodom 

i da stoga оЬе metode generiSu lsti niztaCaka. 

5.7. Bezuslovna optimizacija bez izracunavanja izvoda 

Sve dosad navedene metode zahtevaju izracunavanje prvih, odn08no drugih izvoda, 

5to svakako usloznjava racunanje. U praksi se ce8to 8usrecemo sa funkc~ama ёјјј su izvodi 

veoma slozenog oblika ili пат сзk пђе poznato ni.da li 8и опе diferencijabilne. U svim 

takvim situacijama koriste se metode koje zahtevaju samo izracunavanje vrednosti funk­

сђе. Ovde сето izloziti dve takve metode - tzv. metodu lokalnih умјјасјја (Вaniсuk, 

Petrov i Cernousko [В.l] ) i Powell-Zangwill-ovu metodu [р.9] , [Z.2]. 

Uvescemo sIedece oznake: neka је еј' i ::;: 1, ... , п i-ti jedinicni koordinatni vektor 

u Rn i nekaje sl::;: е 1 , 82 == -е 1 , 8з::;: е2 , 84 ::;: -е2 ... , ~n-l ::;: еп, ~n::;: -еп, 

ALGOR1TAМ 5.7.1. (Вапiсuk-Сеrnоuskо -у a1goritaт) 

Korak 1. Nati tacku Хо Е Rn takvu daje skup 

X(X~::;: {Х Е Rn I .р(х) ЕО; .p(x~} 

ograniCen. lzabrati ро > О. Staviti k ::;: О. 

Korak 2. Staviti Р ::;: Pk' х ::;: xk 
Korak З. Staviti ј ::;: 1, У ::;: х. 

Korak 4. Izracunati IPCX+P8j ). 

Korak 5.Akoje ОР(Х+Р1) < .р(Х), zaтenitix 8ax+pSj i јсј па korak4; inace јсј nakorak6. 

Korak 6. Ako је ј < 2п, zameniti ј sa ј+1 i јсј па korak 4; inace јсј па korak 7. 

Korak 7. Ako је Х ::f у јсј па korak З; inace јСј па korak 8. 

Korak 8. Staviti xk+ 1 ::;: у, Pk+ 1 ::;: Pk/2, zaтeniti k sa k+ 1 i јсј па korak 2. 

TEOREМA 5.7.1. Neka је .р: Rn ~ R neprekidno diferencijabilna funkcija. Ako је (xk) 

niz generisan a1goritmom.5.7.1, tada svaka njegova tacka nagomiIavanja х* zadovoljava 

us10v 'i7op(x*)::;: О. ' 

DOКAZ: Iz kompaktnosti skпра х(хо) sledi da a1goritam 5.7.1. poeevsiracunanje od 

Х ::;: xk i Р = Pk, moze generisati saшо konacan Ьroј medutacaka u ciklusu izmedu koraka 

3 i 7 pre nego 5to prede na izvrsenje koraka 8. Zato се algoritam 5.7.1. konstruisati . 

beskonacan niz tacaka (xk) i odgovarajuci opadajuci niz brojeva (Pk)' {)8im toga, posto. 
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/' 
је skup Х(хЈ kornpaktan. niz (xk) rnora irnаН tacke nagornilavanja. Pretpostavirno da 

xk ~ Х *, k -+00, k Е К ~ N. Ро konstmkciji irnarnо za k = 1, 2, ... 

cp(xk +Pk-l Sj) ;;;. CP(xk) , za sve . ј Е { 1, 2, .... 2п} . 

Odavde. na osnovu Lagrange-ove teorerne, za 8~ Е [0.1] dоЬђarnо: 

(7.1) cp(xk +Pk-l Sj) - cp(xk) = Pk-l (V'CP(xk +JkPk- 1 sp, Si;;;' о 
za svaki ј Е { 1,2, ... , 2п} i svaki k. 

Posto xk ~ х* za k Е К i Pk оо+- О za k оо+- оо, zbog neprekidnosti у\о(х) iz (7.1) 
s1edi 

(V'cp(x*). Sj};;;' о za ј = 1,2, ... , 2n. 

Iz dеfшiсiје Sj zakljucujerno da је V'cp(x*) = О. + 

Pre nego 8to prec1erno па izlaganje Powel1-Zangwill-ove rnetode, иуеdirnо s1edece 

oznake: koordinatne pravce u Rn oznacirno sa sy, .... s~ *. PretpostaviCerno da su pravci 

norrnalizovani na jedinicnu dШinu. tj. IIsfll = 1, i = 1 .... , п .. 

ALGORlTAМ 5.7.2. (powell-Zangwill-ov a1goritarn) 

Izabrati е Е (0,1). 
Korak 1. Naci tacku x~ Е Rn takvu da је skup X(x~ ogranicen. Staviti БО = 1. Staviti 

k= О. 

Korak 2. Za i = 1, "". п izracunati cxf Е R tako da rninirnizira funkciju cp(xf-1 +asf) i sta­
'Н k k + ~~1c Уl Хј = Хј-1 ~" . 

, Korak 3. Staviti л = Ilx~-x~lf. Ako је лk = О. STOP; inace staviti s~+1 = (х~-х~)/лk. 
'. '" t' k tak da' .... funk" (k+ k )' t' 't' ki' 1 k + :k k lZra"unalO:n+l о rnmumzпа 'C1JuCPXnasn+l1savllXo =Хп ~+ISn+l' 

Ako је Ilх~+I-х~1I = о STOP; inасе ЈСЈ nakorak 4. 

Korak 4. Odrediti rn tako da је ~ = rnах {cxf I i = 1, . оо. п }. 
а) Ako је 

~Бk 
лk 

;;;'е 

staviti sf+l = sf za Ј:! rn, ~1 = s~+1 i Бk+ 1 = (~Бk)/лk . 
b)Akoje 

.с4Бk 
лk 

<е 

't' 1с+l_ k '-1 ~k+l_~k stavl 1 Зј' - Si' 1 - , ... , П, u - u • 

Zarneniti k sa k+ 1 i јсј na korak 2. 

* Skup pravaca sf, i = 1, ... , п rnoze biti rnа koji skup lineamo пеzзvisnih pravaca. 
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Оsnоупа ideja ove metode је da se skup pravaca "kretanja" (koji је kod metode 

lokalnih varijacija Ыо konstantan) mепја u nastojanju da se postigne Ьnе opadanje funk­

сјје. Korak 4 algoritma 5.7.2 obezbeduje da novi pravci budu opet linearno nezavisni. 

Za Powell-Zangwill-ovu metodu vaii sledeca teorema: 

ТЕОRБМА 5.7.2. Neka је funkcija .р: Rn ~ R strogo konveksna neprekidno diferen­

cijabiln·a funkcija. tada nizovi (x~, (xf), ... , (x~) generisani algoritmom 5.7.2. konver­

giraju ka tacki globalnog miniшиmа fupkcije .р. 

Dokaz оуе teoreme moze se naci u Zangwill [Z.2]. 

Роmеnimо jos neke od poznatijih metoda ove vrste. То su ciklicna koordinatna 

metoda (D'Esopo [D.5], Iуanоу [1.1]) i Gauss-Southwell-ova metoda (Forsythe i Wasow 

[F.10] ). 

Eksperimentalna iskustva pokazuju da је brzina konvergencije svih koordinatnih 

metoda pribliZno п puta (gde је п - dimenzija problema) sроrђа od brzine konvergencije 

Cauchy-eve metode. 

PRIМER 5.7.1. Powell-Zangwill-ovom metodom naci miniInum funkcije 

Nekaje 

x~ ~[~], sy = [~] , ~ = [~], 60= 1, €= 0,99. 

Prvo traiimo minimиm funkcije .р duz pravca s?: 

min.p(xg+as~} = min .р(~-5а+з). 
а а 2 

5 
Optimalna vrednost је аУ = '3 '. Dakle, 

. . ху=r~з]. 
Мinimizасђоm dui pravca s~ dobijamo a~ = ~ , ра је 

хо =[5/З] . 
2 1/З 

Daljeje).O = 11x~-х~1I = ~/з, раје 

S~.= ~~~J ' 
i ао З = "';26 teje. х1 Ј25/14 . 

42 ' о L 5/14 . 
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Na osnovu kriterijuma u koraku 4 algопtшa 5.7.2, u sledecoj iteraciji шiшато neizme-

njen skup pravaca: sl = sY i ~ = ~. . 
Мinimizасђот <р prvo duz jednog, ра onda duz d.rugog pravca, dobijamo 

x~ = Х 1 = Xi = 12. 5/ 1 ~ . 
L5/l~ 

koja је, dakle, optimalna tзСkз. 

Na krзји ovog paragrafa treba napomenuti da postoji citav niz metoda zasnovanih 

па aproksimaciji gradijenta Љnkсјје сјЈја -i njenog hesijana POn1oeu konacnih razlika (vide- . 

ti Mifflin [М.з]). 

5.8. Орtiшizзсјја funkcija jedne promenljive 

U vecini metoda izlozenih u оуој glavi kao i u glavama УI i VIIse рп odreaivanju 

duzine korak~ zahteva паlзzепје'miпimumаfunkсiје <р: R n -+R duz datog pravca. Ovakav 

izbor duzine koraka је ucinjen iskljucivo radi uproscenja dokaza teorema konvergencije. 

Меаutiщ ро cenu izvesnog usloznjenja dokaza, u уесini slucajeva se dokazi moguizvesti 

i pri "libera1nijem" izboru koraka. Npr. korak G:k se moze birati па sledeei nacin: 

Neka је data tacka xk i pravac ~ tako da је (v<P(xk)' ~} < О. Odrediti najmanji 

prirodan broj ј tako da је ispunjen uslov 

<p(xk +г\) - <p(xk) 
. ~ r 

(гЈ 'V1j?(Xk), sk} 
(8.1) 

gde је r Е (0,1 /2) konstanta, i staviti G:k = гј . 
о algoritmima sa оузkviш. izborom koraka citalac moze naсј уВе u Polak [Р.4], 

Goldstein[G.5], Коуасеујс [К.5]. Meautim, s obzirom da se izbor duzine koraka u I11eto­

dama koje izlazemo vrsi uglavnom тinimizaсјјот dui datog pravca, navescemo nekoliko 

metoda za pribliZno resavanje ovog problema. . 

Mogu se izdvojiti tri vrste metoda za pribliZno nalazenje minimuma funkcije јеdnе 

promen1jive. Prvu grupu cine Newton-ova i njoj srodne metode (videti Goldstein [G.5J) .. 

. Druga vrsta metoda aproksimira funkciju сјЈја РОlinотот (obicno reda ne veceg od 

tri), videti Rosenbrock [R.8]. Treeu vrstu metoda сini klasa tzv: "direktnih" metoda: 

. Fibonacci-eva metoda i srodne metode (Avr.iel i Wilde [А.5], [А.б]). Primetimo da se 

algoritam 5.7.1 takod~ moze primeniti za rеSзvanје ovog problema. Ovde сето izloziti . 

ideju polinomia1ne aproksimacije kao i jednu od direktnih metoda. 

NajviSe koriScene metode polinomialne aproksimacije su kvadratna i kubna. Detalj­

nije сето opisati ideju metode k:vadratne aproksimacije za tшепје minimuma t"funkcije 

.р: R п -+ R dui zraka koji polazi iz tacke х u pravcu s. 
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Pretpostavimo da је шр {t;;> О I .p(x+ts) ~ <p~x)} kompaktan i da postoji € > О 
tako da је .p(x+ts) < .р(х) za t Е (О ,€] (ukoliko ove pretpostavke nisu ispunjene moze se 
desiti da minimum пе postoji, Ч. problem niје dobro dеtшisan). Ideja metode kvadratne 

aproksimacije sastoji se u sledecem: Odreduju se realni brojevi takvi daje 

(8.2) 

Ovi brojevi se nlOgu odrediti npr. па sledeci пасin: 

1 
t2 = --, tз =m, 

m 

gde је m odabrano tako da је <р(х+(l/m)з) < .р(х), .p(x+ms) > .p(x+{l/m)s); s obzirom 

па ucinjene pretpostavke о funkciji <р tзkvо m postoji i moze se пасј pretrazivanjem u 
konacnom broju koraka. Zatim se minimum funkcije .p(x+ts) aproksimira minimumom 

kvadratnog ttinoma Ф(t) = а + (3t + ')12 koji prolazi kroz tacke 

(t1, <р (х +t 1 s», (t2, <p(x+t2s», (tз , <р(х+tзs». 

Lako је videtida su koeficijenti trinoma Ф(t) resenje sistema 

«,O(x+tis) = ct + (3ti + ')1t ' i = 1, 2, 3, 

Ч. da је tacka minimuma t*trinoma ф(t), koja zbog uslova (8.2) postoji, data izrazom 

1 (t;-ф «,O(x+t1s) + (t~-ф «,О(хн2з) + (t!-t~) «,О(х+tзs) 
t*=- ---~-----------------------------------

2 (t2-tз) .p(x+t1s) + (tз-џ l,O(x+t2s) +(tC t2) «,о(х+tзs) 

Ukoliko је .p(x+t*s) < «,O(x+t2s),t2 зе zainenjuje sa .t*. Ukoliko је рзk «,O(x+t*s) ;;> 

~ <p(x+t2s) i t* < t2, t 1 se zamenjuje sa t* , а ako је «,O(x+t*s).~ «,O(x+t2s) i t* > t2, tз 
зе zamenjuje sa t*. Najzad, зkо se desi da је t* = t2 onda se t 2 zamenjuje sa t 2+h, gde је 

h broj takav da је 

t 1 < t2+h < tз i «,O(x+(t2+h)s) < «,O(x+t2s); 

broj h sa traienim.osobinama postoji i moze se пасј pretraiivanjem u konacnom broju 

koraka ukoliko Љnkсјја «,O(x+ts) пе dostiZe minimum u t2. Postupak se ponavlja sa 
novodobijenim tackama t1, t2 i tз , Racunski proces se оЫспо prekida kada је dobijen 

zadovoljavajuci pad vrednosti Љnkсјје «,О. 

Polinomialna aproksimacija је pogodna za pribliZno пalзZеnjе minimuma funkcija 

koje se mogu dovoljno dobro aproksimirati kvadratnim ili kubnim роlinоmоm. ЕШ(аs­

nost ovih metoda zavisi pre svega od konkretne funkcije. УВе о ovim metodama moze 

зе пасј u Luenberger D. G. [L.6]. 
Medutim, kod ш. direktnih metoda, koje nalaze mзli interval па realnoj osi koji 

sadrzi tacku jedinstvenog minimuma posmatrane funkcije, efikasnost је ista, bez obzira 

па funkciju. Jedna od takvih metoda је metoda zlatnog preseka, koju cemo.sada izloziti. 
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Prvih §est algoritamskih koraka roetode zlatnog preseka nalаи inteIVal L = [ао,Ь о] 
koji sadnitacku roinimuroa t*. Sledeeih sest koraka uroanjuju njegovu dшinu do una­

pred zadate velicine Е i pri toroe se koriste Fibonacci-jevi brojevi: F 1 = (3 - .ј5)/2~0;З8 
i F2 = (..;5- 1)/2 I'I::S 0,62. Pretpostavljaroo da је funkcija \C(x+ts) konveksna za t ~ О 

i da problero roin \C(x+ts) iroa resenje. 
t~. 

ALGORlTAМ 5.8,1. (Algoritaro zlatnog preseka) 

Velicme h > о, Е> О su zadate. 

Korak 1. Izracunati \С(х), \C(x+hs). 

Korak 2. Лkо је \C(x+hs) ~ \С(х), staviti ао =0, ЬО = h i јсј na korak 7; inaceiCi па 

korak з. 

Korak 3. Staviti k = О, to = О. 

Korak 4. Staviti tk+ 1 = tk +h. 

Korak 5. Izrзсunati \c(x+tk+ 1 s). 

·Korak о. Ako је \C(x+tk+1 s) ~ \C(x+tks), stзviti ао = tk~ l' Ь о = tk+ 1 i ici па korak 7; 

inace zaroeniti k sa k+ 1 i јсј па korak 4. '. 

Korak 7. Staviti ј = О 

Korak 8. Staviti ~ = ьгај.. . 
Korak 9. Ako је ~ ~E, iCi na korak 12; inaсе icina kor3k 10. 
Korak 10. Staviti Vj =~ + F lL;, wj = ај + F2Lj . . .. . .. 

Korak 11. Лkо је l,O(x+vjs) < ~(x+WjS) staviti ~+1 = ај i Ьј+1 = wj ' zaroenitij sзј+l i јСј 
па korak8; inaсе stаvitiЗј+i = Vj' Ьј+ 1 = ьј , zaroenitij sзј+l i icinakorak 8, 

Korak 12. Staviti . 

. ~ + Ь. 
t*= Ј, SТOP. 

2 

Da gornji algoritaro zaista nalazi inteIVal duzine ne vece od Е u kome se dostiZe 

minimum funkcije (pod navedenim pretpostavkaroa) lako se dokazuje: interval [ао,Ьо )· 

sadni tacku minimuma, ј, ukoliko tu tacku sadni [зј,Ьј ], sadrZaCe је i [ај+l'Ьј+ 1 ]' s 

obziroro da \Ьгај l -+ О, ј -+ оо, vidirno da se posle konacno mnogo koraka takav interval 

zaista dobija. 

иОАCI: 

1. Cauchy-evom roetodom i modiflkovanom Newton-ovorometodom. пасј ininirnum 

funkcije е ~4 
\с(х) =...! + :.-f 

2 20 

Uzeti хо = [1/10 1/10]Т. 
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. . 2 
2. Rosenbrock-ova funkcija <,о(х) = 100 [~2 - ~I]2 + (I - ~1) . predstavlja k1asicnu 

te8t-funkciju za svaki algoritarn bezuSIovne орtimizасђе. Оna postiie jedinstveni тini­

тит u х * = [1 1] Т . Za na1azenje щinimuта <,о(х) primeniti: 

а) Саисћу-еу' a1goritam; Ь) modifJkovani Newton-ov algoritarn_ 

3. Кзkо glasi Newton-ov obrazac za funkciju <,о(х) =( -6 - ~1 - ~2)2 + (2 - 3~1 ~.~1~2)2 
зkо је хо = [-4 6]Т? Izracunati s1edeee dve tacke dobijene Newton-ovom metodom_ 

4 .. Naci Ьах jedan gjstem medusobno konjugovanihpravaca u odnosu па sledece matrice: 

~ ~] t о] а) Q = 
. 2 -2 

1 Ь) Q2 = ,-2 ·3 -1 
..... О -1 6 

.5_ Pretpostavimo da: su sl' ~ i 81'8з konjugovani pravci u odnosu па 3х3 pozitivno 

. defmitnu simetricnu matricu Q. Носе li ~ i 8з takode ЫН konjugovani u odnosu na Q? 

. 6_ N аеј тinшштfunkсijе <,о(х) = (ь ,х) + l <X,QX>, gde је ...... . 
. . ' . 2 . 

Ь- [-~J. .. . ...... Ч~i =:] . 
. primenom Polak-Ribiere-Po1jak-ove metode. 

7. Naciminimum' Rose~brock-ove Јиnkсјје (pogleda~i zad~tak 2) рrJmепощ' Fletcher, 

-Reeves-ove metode. Uzeti хо = [2 2}Т.· . 

8. Data је poёetna matrica Но = 1. Kako се glasiti matrica Н1 ро Davidon-Fletcher-

-Powell-ovom a1goritmu зkо је <,О(Х) = ~I + 2~~ , а хо = [1' I]Т? ..' " 

9. Pokazati da su pravci sl =[0,453 с...О,892]Т ј' s2 = [0,608 ,-0,794]Т koriSceni kod 

minimizacije Rosenbrock-o,'e Љnkсјје u tacki х = [-:0,702. 0,462 Ј Т konjugovani. 

10. NaCi minimum Љnkсјје<,О(х) = 4(~г2)2 + (~2-6)2 primenom: 

а) Powell-Zangwill-ove metode~ Ь) Banicuk-Cemousko-v1jeve metode. 

Uzetixo = [8 9]Т. 

11. Naci minimum Љnkсђе f(t) = t2 -'- t,pocev od tacke t=3;pomocu metode zlatnog 

preseka.. 

12. NaCi minimum Љnkсјје <,О(Х) u pravcu riajbrzeg spustanja polazeci od tacke 

хо = [2 2]Т za <,о(х) = ~I + 25~~ . ' 

"13. Neka је [: [О,]] -+ R neprekidna funkcija i neka svoj minimиm dostiZe u jedinstvenoj 

tacki ~ Е [0,1]. Dokazatidaje funkcija f nerastuca па [O,~] i neopadajuca па [Џ]. 

'14. Dokazati teoremu ana10gnu teoremi 5.2.1 pod pretpostavkom da se u a1goritnu 5.2.1 

,korak ak bira ро formuli (8.1). 



аLЛУА УЈ 

МETODE ZA RESAV ANJE PROBLEМA NELINEARNOG 
PROGRA..\fmANJA POMO(:U BEZUSLOVNE 
OPТIМIZACIJE 

6.1.Uvod 

Razmatramo probtem nelinearnogprogramiranja .... 

(1.1) min{ .р(х) I х ЕХ}, х = {х Е Rn I [ј(х) <; О, . i = 1, _.,т} .. 

Osnovna ideja metodi koje сето ovde izloziti jeste zamenjivanje . proble~ sa ogranic е­
njima (1.1) nizom problema 'minimizacije bez ogranicenja. Pod odreaenim uslovima се 
tacke nagomi1avanja niza resenja dobijeпih problema biti resenja probIema (1.1). 

Metode о kojima сето govoriti mogu se podeliti па: metode Lagrange-ovih mnozi~ 
laca, metode spoljaSnjih kazneпih funkcija, metode unutraSnjih kazneпih funkcija i те- . 
tode mesovitih kazneпih funkcija. 

Metoda Lagrange-ovih mnozilaca jeprete6a svih metodak~je su izlozeneu ovom . 
poglavlju. О ovoj metodi cita1ac moze naei viSe u Fa1k [F.l], Roode [R.5],Powell [Р. 10], 
Hestenes [Н.4], F1etcher [F .6], Haarhoff i Buys [Н.1]... • . ..' .'. '.' .'. 

Metode spoljaSnjih kazneпih _ funkcija (Courani [С.6], Ablow i Rrigham [А.!], 

Сатр [С.1], But1ef i Мзrtin [В.9], Pietrzykowski [Р.3], Fiacco i MeCo~ick [F.4], Bel­
trami [В.4], Zangwill [Z.1]) se karakterisu time da generiSu niz tacaka kojesu izvan do­
pustivog skupa, ali njegove tacke nagomilavanja pripadaju dopustivom skupu. 

Metode unutraSnjih kaznепih funkcija (Frisch [F.12], Сапоl [С.2}, Fiacco i MeCor­
mick [F.4], Ротепtзlе [Р.В], Kowalik [К.7], Lootsma [L.4], Fletcher i МсСаnn [F.7]) 
u toku racunskog procesa generiSu samodopustive tacke. 

Kod metOOa meSovitih kaznепih funkcija (Fiacco'J MeCormick [F .2], Lootsma 
[L.4]) u toku minimizacije пеkз оо ogranicenja su zadovoljena а drџga nisu; tacke nago­
milavanja dobijenog nizа tзсakз predstavljaju dop.u.~tiva resenja .• 

6.2. Metoda Lagran~vih mnоЊса 

Nekaje dat probleт nelineamog programiranja 

(2.1) min {.р(х) Ix Е Х} 
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gde је .р: Rn 
-+ R neprekidno diferencijabilna funkcija. Neka је х* tacka lokalnog тini-

с 

muma funkcije .р. Ukoliko је х* Е Х onda, kao 8to је poznato. Уa.Zј vr.p(x*) = о. Stoga se 

sve tacke lokalnog minimuma funkcije .р koje pripadaju unutraSnjosti зkuра Х nalaze 

metiu се8епјirnа sistema nelinearnih jednacina 

vr.p(x) = о. 

Dakle, {е8аУanjе рсоЫета 

min {.р(х) I х Е Х} 

moze se zameniti се8ауапјет sistema nelinearnih jednacina (s tim 8to se па kraju тоса 

ispitati koja od dobijenih resenja zaista predstavljajti tacke lokalnog minimuma). Bilo Ы 

od interesa da se resavanje рсоblета (2.1) zзmеni па slican naсin resavanjem sistema 

nelinearnih jednacina. U s1ucaju kada је зkuр Х dеfmiзап за 

Х = {х Е Rnl f 1(x) = О, ... , fm(x) = О}, т < п . 
takvo svotienje је mogucno pod uslovima preciziranirn u s1edecoj teoremi poznatoj iz 

matematicke analize: 

. ТEOREMA 6.2.1. (Теосета о Lagrange~ovim mnoziocima). Neka su funkcije.p: Rn -+ R 
i fi: Rn 

-+ R, i = 1, ... , т, т < n,neprekidno diferencijabilne i neka је za svaki х Е Х 
rang ЈасоЫ-еуе matrice(af/x)/Oxj ) jednak т. Ako је tacka х* Е Х lokalno resenje 

рсоЫета (2.1) tada postoje brojevi Ч ..... ~ tako da је 

т 

V.p(x*) + .Е "!Vf.(x*) = о. 
1=1 1 1 

Dokaz ovе teoreme se mote naci прс. u Aljancic [А.2], Fihtengoljc [F.5]. Вroјеуј 

"i, .... ~ nazivaju se Lagrange-ovim mnoziocima. 

Metoda Lagrange-ovih mnotilaca se moze kratko opisati nas1edeci пасin: za 

рсоЫет 

(2.2) min {.,с(х) I х Е Х}, х = {х Е Rn I Џх) = О, i = 1, ... , т} 

se formira цу. Lagrange-ov·a funkсiјз (uporediti за П g1avom): 

т 

F(x, "1' ... , ~) = .р(х) + .~ лНх) . 
.. 1-1 

Zatim se parcijalni izvodi funkcije F ро svim promenljivim izjednace за nuJom. Dobija se 

sistem od п+т nelinearnihjednacina sa п+т nepoznatih: 

(2.3) 
т 

V.p(x) + . Е "-i VЏХ) = О 
F1 

fj(x) = О, ј=l, ...• т 
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Prema teoremi 6.2.1. sva lokalna resenja problema (2,2) se (pod navedenim uslovima) 

na1aze теаи resenjima dobijenog sistema. Razume se, пеЬа proveriti koja resenja ovog 

sistema predstavljaju loka1na resenja problema (2.2). 

PRIМER 6.2.1. Naci 

min {зх2 + 2у2, х+4у = 5 } .. 

Funkcije :р(х,у) = зх2 + 2у2 i f{x,y) =х+4у-5 iюаји ~eprekidne prve РМСјј3Јпе 
izvode za svaki (x,y)ER2.Jacobi-еvа тапјса је [1 4] i пјеп rang је 1, dakle jednak је. 
broju ogranicenja. Prema tome, mozemo primeniti mеtоduLagrапgе-ovih mnоШаса. 

Lagrange-ova funkctia је 

Uslovi (2.3) su 

F(х,у,л) = 3x~ + 2у2 + Л(х+4у-5). 

оF(х,у,л) 
--- = 6х+л=0 

ох' 

OF(x,y)..) . 
--- = 4у+4л=0 

оу 

OF(x,y)..) ". 
-_.- = х+4у-5=0 

ол. 

Odavde је х = - л/6, у = -л. Zamenom х i у u poslednjoj jednacini dobijamo л = -6/5. 

Prema tome, tacka (x~y) = (0.2, 1.2) је jedina tacka koja zadovoljava щ:орhodпе uslove 

optirnaJnosti. Lako је videti da је опа zaista resenje postavljenog problema. 

Da bismo primenili Lagrange-ovu metodu mnozilaca i na problem nelinearnog 

prograrniranja 

(2.4) тјп {1P(x) I Х Е Х} 

Х= {х ERn I f~x)= О, ј= 1, ... , т1; чх)~о,i= тЈ +1., .::' т} 
• о"" 

ogranicenj<! u obliku nejednakosti пеЬа transfi:>rmisatiuogranicei1ja ~ jednakosti ~vode- . 

пјет odgovarajucih dopunskih promenljivih. Zadatak neJinearnog programiranja tada do­

Ыја siedeCi oblik: 

(2.5) min { :р(х) I хЕХ} 

Х = {xERn 'Џх) = О,ј = 1, .. _, ffil; цх)+vl =0, ј= ffil+l, ... ,т} . 

. Primetirno da su problemi (2.4) i (2.5) ekvh'a1entni. Na problem (2.5) se, pod ranijim 

pretpostavkama, moze primeniti Lagrange-ova metoda mnozilaca. Lagrange-ova Љnkсјја 

је sada 
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тl т,: , '" .".' 
F(x,w,y) = !р{х) + .~ w·fIx) +. ~ wlfIx) + у,,:,) , 

, ' 1=1 1 Fffi
1
+l 1 

gde SU w ј' i = 1, ... , т Lagrange..ovi mnozioci. 

PRIМER 6.2.2. Naci 

min {x+y+z Ix~y ~ O,x2+y2+z2 ~ 4 } 

Transformisani problem glasi 

, min {x+y+z I'x+y = О, X2+y2+z2+v2 = 4}. 

Lagrange-oya funkcija је ' , 

F(x,y ;z.,W 1 ,w 2'У) = x+y+z+w 1 (x+Y)+\\72(x2+y2+:z:2+v2 -4) . 

Daljeje 
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oF 
дх =1 +w1 +2xw2 =0 

oF ' 
;-=I+wl+ 2YW2=0 
(ЈУ, ' ' 

oF' 
=", 1',+ 2zw2 = О az 

oF ' " ' 
-= 2vw2=0 
ОУ' 

oF 
-=х+у=О 
owl 

oF = x2+y2+z2+y2-4= О . 
OW

2 
' 

, ' ' 

Iz2vw2= О s1edi у= О iliw2 =0: Za-\\'2 = О sistemje nesaglasan. Za У = О i w2::J 01ako 
sedobija daje х = У = О. OdaYde је ' 

w 1 = -1, х = О, У ::: О, z = ±2, w 2 =±l /4, У = О. 

Minimum se dostiZe u,tacki (0,0,-2), Ч., CPm:in = cp(O,0,-2) = -2. (Usloy о rangu ЈасоЫ- , 
. ~е matriceje ispunjenjer је rang mаtЛсе 

па skupu dopustivih tacakajednak 2). 
Ideja izlozene metode је jednostayпa. Meautim, u praksi је оуа metoda gotovo 

neupotreb1jiva. Nairne, , prirnenoIt1 Lagrange-ove metode seproblem optimizacije svodi па 
problem resavanja sistema nelinearnih jednacina, 5tO је рсоЫет gotovo iste tezine. Pri-
tom se Ьсој promenljivih иуеСауа. 

Uорstеnjепi Lagrange-oye metode suse inace ЬауШ mnogi matematicari, kao npr. 
Dom [D.7], Everett [ЕЈ], Falk [F.1], Takahashi (ТЈ], Zwart [Z.6].y novije yreme 
postoji уВе uopstenja па probleme sa ogranicenjirna иоЫЖu nejednakosti, sa dodatnim 
иШ0уоm da х: pripadakonV,eksnom kompaktI1om skupu (videti Benders [В.5], F alk [F ~ 1 ]­
i Roode ·[R.5]) i па pr()blemesa оgraniсепјiща u obliku jednakosti (Yideti Powell [Р. i О], 
LооtSПlа [L.4],НеstепеS[Н.4ј, FJetche~ [F.6], HaarhoffiBuys[H.1D. УВе о oVirn meto­
dama moze se naei u Lootsma [L_5]. 
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6.3. Metode spoljaSnjih kazпеmЪ funkcija 

Razmatrarno sledeci zadatak nelinearnog prograrniranja: 

(3.1) rnin {cp(x)Ix.EX}, Х= {xERnlfi(x)E;;;O,i= 1, ... ,rn} 

gde su ср(х) i f1(x) , ... , frn(x) konveksne funkcije па Rn. (primetimo da, па osnovu 

teoremal.4.5 i 1.4.6 iz konveksnosti, а odatle ineprekidnosti, funkcija f 1 (х), .:., frn(x) 

sledi zatvorenost i konveksnost dopustivog skиpa). 

Osnovna ideja rnetoda spoljasnjih kaznenih funkcija sastoji se u izrneni funkcije 

cilja ср(х) па takзу пacin da опа za svaki шаШ iz dopustive oblasti Х pretrpi beskoпacno 

veliku ,,kaznu". Znaci, ,,kazneni dodatak" Ы treba10 da bude sledeceg оыikз: 

О, 
q(x) = { 

+СО, 

Prosirena funkcija cilja Ы glasila(sl. 3Ј): 

хЕХ 

x~X. 

F(x) = Ч'(Х) + q(x) 

ср(х) 

Х 

х 

Sl.3J 

Х 

х 

Jasno је da се х* ЫН орtiшаlпо za zadatak (3.1) tada i sarnot·ada kadaje х* resenje 

zadatka bez ogranicenja 

Metode spoljasnjih kaznenih funkcija se sastoje upravo u aproksirnaciji funkcije q(x) 

nizоrn kaznenih funkcija koje su jednake nuli па sЈшрu Х, а "pribl~avaju" se funkciji 

q(x). Dеfшisirnо sada niz funkcija koji се ispunjavati gornje zahteve: 
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. DEFINICIJA· 6.3.1. Niz funkcija Pk: R п 4 R, k = 1,2, ... пзzјуато niz spoljasnjih шпе- . 
пт funkcija za-skuј;Х ·ako i samo ako SIl za svako k ~ 1,2, ... ispunjeni uslovi 

I.Pk(x) = О, Х ЕХ 

2. Pk(x»O, Х ~X 

З.Рk+ 1(Х»Рk(Х), X~X 

4. Pk(x) 4;-00, k 4 со, Х Ф. х 

Zadatku (З-Ј) сето pridruziti niz zadataka bezus10vne optimizacije: :. 

(З.2) 

Gеотеtrђskа interpretacija niza fиnkcija (Pk(x», odnosno niza zаdаtаkа(З.2) data 
је па sl. З.2. 

х 

81.З.2 

Ocigledno је da postoji mnogo naеinа па koje mozemo konstruisati niz spoljnSnjih 

kaznenih funkcija sa gornjim S\1ojstvima. Lako је proveriti da је niz 

niz spoljnSnjih kaznenih fиnkcija ukoliko је 

0<t1 <t2 < .. ·<tk <tk+l<"· 

i tk 4 ;-оо kad k 4 оо. Za (3 =2 dobija se jedan od najeesce koriScenih оЬНkз niza spoljas-

пјЉ kaznenih f1:lnkcija. Ukoliko su funkcije ЏХ), i = 1, ... , m konveksne i (3;;;': l~konvek-
sne се biti i funkcije Pk(x). Osim toga, ako su ЦХ), i = 1, ... , т diferencijabilne funkcije i 

Ј3 > 1 tada се i funkcije Pk(x) biti diferencijabilne. 

Metoda spo1jnSnjih kaznenih fиnkcija data је sledecim a1goritmom: 

ALGORIТAМ 6.3.1. lzabrati niz spoljasnjih kaznenih fиnkcija Pk: Rn 
4 R, k = 1,2, ... 
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Korak: 1. Izabratl ta~ku Хо Е Rn. Staviti k = О. 
Korak: 2. Zameniti k sa k+ 1. 

КоrakЗ.NаСi tak:vu ta~ku xk ERn daje 

. Fk(xlJ=min {Fk(x) = 'Р(Х) +Pk(x) IxERn }. 

R.o,~k 4; lspitati da li Xk Е Х. Ako jeste STOP; reSenje је xk; ina~eici па korak: 2. '. 

Uz odredene pretpostavke (koje сето dalje precizirati) tacke~~g6mnavanja niza 
(. . 

bezuslovnih minimuma (xk) рrеdstavђајu resenje problema(3.1). U dokazima сешоkоris-

titi sledecu lemu: . 

~МA 6.3.1. Neka је ф: Rn -+ R konveksna funkcija, Е kon~eksan ~a~oren skup i neka 

postoji хо Е Е що da је skup . К = {х Е Е I ф(Х) ое;;; ф(хс)} ogranicen.Tada је za svak:i" '.' 

с Е R skup Кс = {х Е Е I ф(Х)ое;;; с} ogranicen. . 

DOКAZ: DovoIjno је razmotriti ш~ај ф{хЈ < с. Pretpostavimo da је za пею takav broj 

с skup Кс neogranicen. Neka је skup К sadrZan u kugli S poluprecnlka r sa centrom 11 Хо' 
Buduci da је Кс neogranicen skup postoji niz ta~aka (Xk)'Xk ЕКс, k Е N, tak:av da 

Ilxkll-+ +оо kad k -+ оо. Neka је па (Yk) defInisan sa . 

xk-x . 
Yk=xo +2r о., k=I,2, ... 

Ilxk-Xoll 

Niz (У k) је ogranicen; neka је у t~ka nagomilavanja tog nizа i neka Yk -+ у, ·k Е L ~ N, 
k -+ ОО; Kako је ' 

(1 
2r. 2r 

Yk = - ) Х + xk 
Ilxk-"oll.· Ilxk-Xoll . 

i za dovoljno veliko k је 2r/llxk-xoll < 1, iz konveksnosti skupa Е i funkc~e Ф s1edi 

YkEE i 

2r. 2r 
Ф(уk)'~ (1- 1lxk-xoll ) ф(Хс) +. I!xk-xoll ф{ЈЏ ое;;; 

2r 2r. 
ое;;;{1 - Ilxk-xoll ) ф(хЈ + Ilxk-xo" с '. 

Stavljajuci k -+ ОО, k Е L Ысе, s obzirom na neprekidnost funktђе Ф . 

ф(У) ое;;; 1/Ј{хс) . 

Kak:o је skup Е zatvoren, у Е Е i, dakle, у ЕК. Me4utim, . 

раје i 
IIYk-хоll =2r .' 



МА ТЕМА nCKO PROGRAМIRANJE 121 

5tO se protivi pretpostavci da је skup К sadrZan и kugli S .• 

Sledeca teorema precizirauslove pod kOjimaje a1goritani 6.3.1. dobro defmisan. 

ТEOREМA 6~3.1. Neka su !р(Х) i f1(x) •... ,Јт(х) и ptoblemu (3.l) konveksne funkcije, 

neka је Х :f " i neka је Pk: Rn 
-+ R, k = 1,2, ... niz konveksnih spoljasnjih kaznenih 

funkcija. Nekaje tacka хо kOjom pocinje а1g()ritamб.3.1 takva da је skup 

{ Х Е Rn l!p(x) ~!p(xJ } 

ogranicen. Tada 

(i) рrоblепi и kora.kU 3 a1goritma 6.3.1 ima resenje za svako k Е N 

(й) ukoliko xk' resenje pro~lema u korfu 3 a1goritma 6.3.1, pripadaskupu Х onda је 
xk optimalno resenjeproblema (3.1) . 

(Ш) nii (x~je ogranicen. 

OOКAZ:. (i) Dovoljno је dokazati da је za svak6k struP 

{xERn I Fk(x)~Fk(xd} ... 

ogranicen. Neka z Е Х; s оЬшот da је skup {Х ERn Icp(x)<; tp(xJ} ogranicen, prema 

lemi б.3.1 је i skup {Х Е Rn l!p(x)~ tp(~)} ograniceil.~ Funkcija Fk(x) == tp(x) +Pk(x}je 

konveksna Ьо zbir kODveksnih funkcija i vazi 

Stogaje 

{хЕ Rn I Fk(x) ~ Fk(z)} S;. {х Е Rn l!p(x)~ !p(i)} 

te је skup {х Е RD I Fk(x) < Fk(z)} ogranicen. Prema lemi б.3.l ogranicen је i skup 

{х Е Rn I Fk(x) ~ Fk(Xd}, stojei treba10 pokazati.. . 

.. (п) Neka xk Е Х. Tada је za svaki х Е Rn ispunjeno 

Fk(x) ~ Ft(xk) = tp(xk) . 

Specijalno, za Х Е Х iшaто 

!р(х) == Fk(x) ~ OP(xk) 

ра је xk <>рЏтalnо resenje probIema (3.1). 

(Ш) Neka је z proizvoljnatacka iz Х. Као и . (i)zak1jucujemo da је· svaki skup 

Yk = {XERnIFk(x)~Fk(z)} 
sadrZaiI. и skupu {хЕ Rn I tp(x) ~ .,o(z)} ,а ovaj skup је ograIucen. Кakoxk ЕУ k' niz 

(xk) је ogranicen. • . 

Sledeca teorema daje ~slove za konvergenciju metoda spoljasnjih kaznenih funk-

сјја. 
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.. . 

1EOREМA 6.3.2. Ne1ai su СР(Х) i fl(~)"'" fm(x) u рrоblетu(з.l) konveksne funkcije, 
пеЮi је Х :f ~ ј neЮi је РЈё Rn ~ R, k= 1,2, .,. niz k9nvekSnih spoljasnjih funkсђа. 
Ne1ai је (xk) niz tatalai generisan a1gOritmom 6.З.l ,рп cemu је хо tatka takva da је 
skпр {х Е Rn I ср(х)';;; ;Р(хо>Ј ograniёen. .. . . ... . . 

Tada је niz (xiJilikonatan i poslednja tackaje optimalno reSenje'problema (З.l), 
ili beskonacan а svш tacka nagomi1avanja је optimalno reSenjeproblema (З.l). 

. , . 

IХЖАZ: Prema prethodnoj' teoremi niz (xk) mofe, biti konacansamo ako poslednja 

tac1ai tog nizapredstavljaoptimalno reSenje problema (З.1).Prеtp6stavimо, dakle, daJe 
niz (хЈЈ beskonaCan. Ne1ai је х* tac1ai nagomilavanja nizа (хЈЈ. DokaZimo najpreda х" 
рпраШ Х. l(ako је Х zatvorenskup, а. х* '$ х ы sledilo da postojizatvorena kugla U s 

centrom х* tзkvа daje U п х =~. Ne1aije 

Џk = min Pk(x). 
Хеи 

s оЬшот па kompaktnost skпра U i defmjcijufunkc~Pk(x) је Џk >0, а s obzirom па 
svojstvo З u dеfшiсђi 6.3.1. imamo da ' 

Џk ~ +оо, k~ оо • 

Ne1ai је z Е Х i neka је ko prirodan broj tшv da је ' 

ср(Х) + Џk>СР(Z)zaх EU i k> ko ' 

UzimajuCi k> ko i tako da је xk Е U dobijamo 

cp(xk)'+ Pk(xk} ~ CP(xk) +' Џk > cp(z) = cp(z) + Pk(z) 

Sto protivreci riacinubiranja Xk,opisanom u koraku З a1goritma 6.3.1. Dakle, х* ЕХ. 

Pretpostavimo· da х* nije optimalna tacka, tj.· da postoji tac1ai х Е Х takva da је 

ср(х) < <р(х"). Ne1aije V okolina :tЗёkе х" tэkvа da za svaki Х Е V vaii 

ср(х) > <р(х) . 
Neka је k takav prirodan broj da xk Е У. Tada је 

Fk(xk) = cp(xk) + Pk(xk) ~ <p(xk»CP(X) = <р(х) +Pk(x);'; Fk(x) 

8to se protivi na~inu biranja tatke xk (korak З a1goritma 6.З.1.) .• 

N а р о т е п а: U dokazuteoreme 6.3.2. koriScenaje samo neprekidnost funkcija <р(Х) 

i Pk(x)., Pretpostavka о konveksnosti ср(Х) i Pk(x) kao i pretpostav1ai о ogranicenosti 
skupa {Х Е Rn I <р (Х) .;;;; <р(хЈ} obezbeauju da niz (Xk) bude dоЬrоdеfшisan. Prema 
tome, tvraenjateoreme 6.З.2.оstајu паsnзzј ako se pretpostavi зamо neprekidnost 

funkcija <р(х) i Pk(x) i postojanje (globalnih) minimuma problema . 

min FtCx) , 
хeRП 
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za svaki prirodan broj k. 

Na kraju rezimirajrno osnovne osobine rnetoda spоlјaSлјih kaznenih Љnkсјја, Pred­

nosti su sledeee: 

- pocetna tacka ualgoritrnu 6.3.1 пе rnora Ьпј dopustiva; 

- rnetode se rnoguprirneniti па problerne sa ograniёenjirna u obliku jednakosti i 
nejednakosti. 

Osnovrunedostatak је 5to se na svakorn koraku re~ava problern rninirnizacije bez ogranice­

пја, koji se, uopste uzev, rnoze sarno рпЬШпо resiti. 

PRIМER 6.3.1. Naci rnin {х2 - 6х I х ~ 2} 

Lako se vidi da је resenje х* = 2.Pokafirno шо se do njega rnoze doCi prirnenorn 

rnetode spoljasnjih kaznenih funkcija.Neka је 
2 

Pk(x) = tk [rnax(O,x-2)] , 
2 .. 2 

Fk(x) = х - 6х + tk [тах(О, х-2)] 

gde је (tk) monotono rastuci niz pozitivnih brojeva koji tezi +оо. Риnkсђа Fk(x) је kOll" 

veksna i neprekidno diferencijabi1na za svako k, ра serninirnurn moze пасј diferenci­

ranjem Irnarno 

dF
k 

.. 
-. = 2х - 6 + 2tk [тах(О, х-2)] . . dx . 

Re$avanjern jednac inе 

доЫја se 
Х _ 4tk + 6 

k- 2t +2 
k 

Кada k ~'OO'Xk'" 2, раје х" = 2, .,ornin = 11'(2) =-8. 

6.4. Metode unutl'aSnjih kaznеnih funkc~a 

Razmatrarno problem nelinearnog prograrniranja 

(4.1)шiп {1P(х) 'Х ЕХ}, Х = {х ERn I Цх) ~O, i = 1, ... ,т} 

Ideja metodaunutrasnjih kaznenih Љnkсјја Ш metodabarijera za resavanje ovog proble­

та slicna је osnoynoj ideji metoda spoljaSnjih шпепщ Љnkсјја: i ovde se kaznena Љnk­

сјја q(x) aproksirnira nizот funkcija koje se priblliavaju ka q(x), aliizunutraSnjosti 

dopustivog skupa Х. Drugirn recirna, kazneni dodatak ovde predstavljabarijeru protiv 

izlaska iz dopustive oblasti. 
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DEFINICIJA 6.4.1. Niz funkcija Bk: Х ~ R. ic = 1,2, ... nazivamo niz unuuaSnjih kaznе· 
nih funkcija i1i niz Ьшјеrпih funkcijaza skup Х ako i saInO ako za svako k = 1, 2, ... vзzi 

1. O<~+l(x)<Bk(x) 
о 

zaxEX 
о 

zaxEX . 2. B~x)~O, k~oo 

3. ~(~) ~oo, ј ~ оо za та koji niz (~takav daje Хј Е Х,ј ~ 1,2, ... 1 
~ ~x*E аХ,ј ~oo .. 

о . 
gde је Х unuttaSniost skupa Х а ах njegova granica*. 

Ротоеи nizа barijemih funkсђа problem (4.1) сета zameniti nizom. problema 
о 

minimizacije na otvorenom skupu х: 

(4.2) mШ {Фk(Х)=!Р(Х)+~(Х) IхЕХ}, k= 1,2, ... 

Geometrijska interpretacija nizа Ьшјеrnih funkсђа 03k(x», odnosno nizа рroЫета (4;2) 
data је па sl. 4,1 i sl. 4.2,respektivno: • . 

х х 

Sl.4.1 Sl.4.2 

Ociglednoje da i O'ide postoji mnogo паСinаи izbor nizа barijemih funkcijasa 

navedenim osobinama. Zbog uloge koju te funkcijeimaju vзzпо је da опе budu nepreldd· 

пе, odnosno diferencijabilne. da Ы se mogla primeniti neka od metoda. za bezuSIovnu 
optimizaciju. U slucaju kadЗ sufunkcije f1, ...• fm konveksne i zadovoljavaju Slater-ov 

uslov vзzi (teorema 2.1.4) 

Х = {XERnlfi(x)<O,i= l, ... ,ffi} 

ах = {х ERnl Чх) = О za Ьш jedno i Е ·{1, ... , т}}· 

* U literaturi se cesto uslov 1. izostavlja, 5to povlaci iZvesna usloznjavanja u dokazima 
koji slede. . 
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i ~ '" Х, ра је lako proveriti 4а Је niz 

. B.{x)~.,..J...~ ~ k 
k'- . t

k
· i:zl:lf-(x)' "" 1,2, ... 

. 1 

. niz unutrasnjih kaznenih fиnkсјја, ukoliko је 

. 0<t1 <t2 < ... <tk <~+1 < ... 

ј tk -'* 010, kad k -+ со. Prirnetimo da su Љnkсјје Bk(x) konveksne (videti teoremu 1.4.4). 

Ako је ј",,(х) konveksna fиnkсјја onda је niz problema minimizacije (4.2) niz problema 

konveksnog programiranja. 

Metod.a unutrasnjih kaznenih fиnkcija dataje s1ed~im algoritmom: 
. е 

ALGORlTAМ 6.4.1. Izabrati niz barijernih funkcija Bk: Х ~ R, k;: 1,2, ." 
е . 

Korak 1. NaCi tackи хо Е Х. Staviti k:c О. 

Korak 2. Zameniti k sa k + 1. 
е 

Korak 3. Naci tak,ru tackи xk Е Х da је 

. е 

Фk(Хk) ;: Шlп {Фk( Х) ;: ""(Х) + BIJ Х) I Х Е Х} 

Korak 4. Iсј па korak 2. 

Za resavanje problema u koraku 3 algoritma 6.4.1 mogu se primeniti metode bez­

us10vne optimizacije је! funkcije Bk(x) onemogucuju "izlazak" iz skupa Х. Primetimo da 

se u praksi и оуај algoritam оЫспо ugraduje korak u kome se proverava da Нје V",,(xk)=O 

i ukoliko jeste postupak se zaustavUa. 

Sledeca teorema даје us10ve pod kojimaje a1goritam 6.4.1. dobro dеfшisan. 

ТEOREMA 6.4.1. Neka је u problemu (4.1) хо Е ~ tacka takva da је skup {х Е Х/ 
/ .,с(Х) ,;;;; ""(Хо)} ogranicen, neka su funkcije "", [ 1, ... , [т konveksne па Rn i n~ka је 

о 

Bk: Х -+ R, k :с 1,2, .. , niz konveksnih barijernih funkcija. Tada 

(ј) Problem u koraku З algoritma 6.4.1. iша resenje za svak6 k EN. 

(п) Niz (xk) је ogranicen. 

DOKAZ: (ј) FuпkсiјаФk(Х) = ;р(х) +Bk(x) је konveksna kao zbir konveksnih !unkcija. 

S obzirom da је skup {х Е Х / ;р(х) ,;;;; ""(Хо)} ogranicen, а Bk(x) > О za Х Е Х s1edi da 
о . 

је Љnkсјја ifJk(x) ogranicena odozdo па Х Stoga postoji 

л = infо• Фk(Х) 
·хЕХ 

Pokaiimo da se оуај inf~иm i postiZe. Ner..a је ()} niz tacaka iz Х takav da Фk(Уј) -+ л, 
ј -+ со. Prema lemi 6.3.1. skup 

{Х ЕХ /sp(x) <л+l} 
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је ograniCen. S obziiom da је Bk(x) > О za svako Х Е Х, ogranicen је i slшр 

{Х ЕХ I Vlkf..x) Е;; Л+l}. 

Stoga је niz (уј) ogrЗniСеп.Nеka је у tacka nagomilavanja ovogniza i neka 

Уј"+У' ј ~co,j EL. 
. . о '", "о 

DokaZimo da У pripada Х Zaista, ako Ы bilo У Е ах onda Ы bilo 
. . 

l\(yj)~+CO, ј ~oO, ј EL.· 

. 5tO је nemogucno. Кako jeVlk(X) neprekidna u taCki У (videtiteoremul.4.6) irnamo 

Vlk(Y)= л, 

5tO је i trebalo dokazati 

(ii) Skup А = {Х Е Х I Ч'(Х) Е;; Ч'(Хо>+ 1 } је neprazan i prema lemi 6.3.1, ogranicen. 

Za k dоvођпо veIiko је ". 

раје 

Ч'(х:tJ < Vlk(Xk) Е;; Vlk(XO> < Ч'(ХО> + 1 

odakle s1edi da xk Е А .• 

Sledeca teorema dajeus10ve za konvergenciju metode unutraSnjih kazпепш 

funkcija. 

TEOREМA 6.4.2. Neka је ХО ЕХ tacka takva daje skup {Х ЕХ I ср(х) Е;;Ч'(хо>} ograni-
. '. о 

сеп, nek .. su funkcije ч' i f1, ... , fmu problemu (4.1) konveksne i пеЬје Bk: Х -: R, 

k = 1, 2, ... niz konveksnih ЬаПјепrih funkcija~· Neka је (xk) niz tacaka generisan algorit­

mom 6.4.1. Tada 

О) Niz (xk) ima tacaka nagomi1avanja. 

(п) Svaka tacka nagoJnilavanja nizа (x
k

) jeste optimalno resenje problema(4.1). 

OOКAZ: О) ћета prethodnoj teoremi, niz (xk) је ograцicen,pa postoji Ьа! jedna tacka 

nagomilavanja. 

(ii) Neka је х* tacka nagomi1avanja nizа (xk)i пеЬ 

. xk~x*, k~co, kEL.. . ... . 
о . _ .. . 

S obzirom da za svako k vati xk Е Х ~ Х, Ысе х* Е Х, jer је Х zatvoren .skup. Pretposta-

vimo dax" niје optimalno resenje problema (4.1), Ч. da postoji tacka х Е Х takva da је 

Ч'(Х)<ф(Х*) .. 

Posto је ч' neprekidna ux i posto је * = Xpostojace tackax Е Х takva da је 'Р(х) < Ч'(Х*). 
Nekaje 
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i neka је k Е L toliko ve1iko da је 

Icp(Xk) - ср(х*) 1 <Т//2 i Bk(x) < Т//2 • 
Tadaje 

cp(Xk) > СР(Х*) - Т//2 = ср(х) + Т//2 , 
teje 

ј,О(х) + Bk(x) < ср(х) + Т//2 < ip(Xk) < ip(Xk) + Bk(Xk) 

8to је u kontradikciji sa паСinот biranja Xk opisanom u korak.'1l 3 aIgoiitma 6.4.1 .• 

Za razliku od metode spoljasnjih kazneIiih ЉnkСЈја, шеtоdа unutraSnjih kazneIiih 

. fuпkсiја generi8e rJz d6pustivih tacaka. Meautim, опа zahteva da је unutraSnjost dopus­

tivog slшра Х пертaznа i da pocetna tacka Хо ptipada unutrasnjosti skиpa Х. Slozenost 

odreaivanja pocetne tacke otezava ptimenu оуе metode. 

PRIMER 6.4.1. Naci 

niin {Зх/5 - 212 - Х ..;; о}. 

OptimaIna tacka је ocigledno х* = 2. PokaZimo kako do пје шоzеmо doei ртirnе­

пот metode Ьзrјјетnih fиnkcija. 

Neka је niz Ьзrјјеrnih funkсђа Bk(x) dat sa 

1 1 
Bk(x)=--- ,k=1,2, ... ;x>2 

tk 2-х 

gde је (t~ neogranicen monotono rastu6i niz pozitivnih Ьтојеуа. Tada је 

3х 1 1 t/lix)=- -2- -.--; 
5 tk 2-х 

ovdeje 
о . 
X={xlx>2}. 

Кзkо је funkcija t/lk(x) diferencijabilna, орtimalrю resenje mozemo паСЈ diferenciranjem: 

dt/lk_ 3 1 1 
dx - 5' - ~ -(2~--x)-=2-

ра iz 
dФk =0 
dx 

dobijamo xk = 2 + ..ј5/(зtk). StavIjajuci k -+ оо, nalazimo xk -+ х* = 2.* 

" u prii'11erima 6.3.1 i 6.4.1 izbor pocetne tacke Хо пе igra nikakvи ulogu u daljim Тзl­
matranjima јет se minimizacija u kcrak'1l З aIgoritama 6.3.1 i 6.4.1 vr!;} ana!iticki (а 
пе pribIiZnim metodama, 8to је inасе u primenama r~dovan slucaj). 
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6.5. Metode meSovitih kaznеnih funkcija 

U prethodna dva odeljka iz10Zili· smo prednosti i nedostatke metoda sроljшпјih i 

metoda unutraSnjih kaznenih funkсђа. Videli smo da su za neke probleme metode unu· 
. о 

trasnjih kaznenih funkc~a neprimen1jive (kada је Х = Ю, а da је osnovni nedostatak 

metoda spoljaSnjih kaznenih funkc~a da generiSu niz tacaka koje пе pripadaju dopustivom 

skupu. Kada је iz prakticnih razloga potrebno da su neka ogranicenja zadovoljena sve 

vreme korisno је primeniti algoritam kombinovan od algoritama unutraSnjihi spoljasnjih 

kaznenihfunkcija. Тај се algoritam obezbediti da su neka ogranicenja zadovo1jena u toku 
celog racunskog procesa, dok се osta1a biti zadovo1jena tek u granici. Kaoi ranije, posma· 

tramo problem 

(5.1) min {<р(Х) I Х ЕХ}, Х = {Х ERn I fi(x)~O, ј=l, .",т} 

DeflniSimo sada niz mesovitih kaznenih funkcija. Smatracemo da је skup indeksa оgrani· 

сепја 1 = {1, "., m}podeJjen u dva disjunktna neprazna podskupa 11 i 12' Niz mesovitih 
kaznenih funkcija је tada sIedeceg oblika: 

Mk(x) =Pk(x) + Bk(x), k = 1,2,,,. 

Funkcije Pk(x) i Bk(x) imaju osobineanalogne osobinama datim u dеfшiсiјamа 6.3.1 i 

6.4.1, respektivno. Razlikaje samo u tome 5tO је funkcija Pk(x) defmisana u odnosu па 

skupX1, 

Х1 = {XERnlfi(x)~O,iEll} 

а funkcija Bk(x) је dеfшisanа u odnosu na skup Х2 , gde је 

Х2 = {Х Е Rn I Џх) ~ О, i Е 12 } . 
о 

Oblast dеfшisanоsti mesovite kaznene funkcije је dakle skup Х2 . Pretpostavimo da је 
о 

izbor skupova 11 i 12 takav da је Х2 10. 
A1goritam metoda mesovitih kaznenih funkcija је analogan pretllodnim algoritmima 

kaznenih funkcija. 

ALGORlTAМ 6.5.1. Izз.Ьrаti niz spoljasnjih kaznenih funkcija Pk: Rn 
-+ R i niz unutras-

о 

njih kзzпеnih funkcija Bk: ~ -+ R, k = 1,2, ". 
о 

Korak 1. Naci tacku хо Е Х2. Staviti k = О. 

Korak 2. Zameniti k sa k+ 1. 

Korak 3. Naci takvu tacku xk Е ~2 da је 

Gk(xk) = min {Gk(x) = <р(х) + Mk(x) I Х Е ~2 } . 

Ici па korak 2. 

Teoremu о konvergenciji ove metode dali su Fiacco i McCormick 1968. godine. 

Опа glasi: 

, '" I 
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ТEOREМA 6.5.1. Ako su funkcije !р(Х) i ЦХ), ... , fm(x) konveksne, skup Х1 () Х2 
neprazan а dopustivi skup Х је kompaktan, tada 

(i)Za svako kEN postoji tackaxk ЕХ2 kojaminimiziraGk(x) na~. 
(јј) Svaka tacka nagomi1avanja rnzа (xk) је optimalno {~enje problema (5.1) . 

. Dokazse izvodi ana1ogno dokazima prethodnih dvaju teorema о konvergenciji 

i moze-se пасј и [F.4]. 

Kod metoda mesovitih kзzпеnih funkcija (kao i kod metoda unutraSnjih kaznenih 
·0 

funkcij~ је za zapoeinjanje racunskog procesa роиеЬпо imati tacku Хо Е Х2 (odnosno 

хо Е -Х). Opisacemo postupak za na1azenje -takve tacke koji su pred10zili Нассо i 

-McConnick. 

Pretpostavimo da su funkсђе ЏХ), i Е ~ konveksne i di ispunjavaju Slater-ov 

us1ov. Tadaje (videti teoremu 2.1.4) 

~= {ХЕRПIЏх)<О,iЕI2}· 

Neka је data tacka хо koja пе zadovoljava sve navedene nejednak:osti. Razmotrimo 

skupove 

S={SEI2 1 ЏХЈ";;;;О} 

Neka q Е S. Resavanjem problerna 

minfq(x)zaxE {xERn l_ft<x)~O, tET} 

metodom unutraSnjih kaznепш funkcija (pri сети је хо poeetna tacka) u konacnom 

broju koraka се se dobiti tacka у о za koju је fq(y Ј < о i ЏУ Ј < О, t ЕТ. Opisani 

postupak ponavljamo, sшanјијисј svaki ри! broj ograniceIija koja-nisu zadovoljena Ьзr za 

jedan. (Primetimo da se u poeetku postupka mozedesiti da јеТ = ~; za prviproblem se .. 
_ u tom s1ucaju moze npr. uzeti min f1 (х) za х Е Rn). 

Na юаји, konstatujmo da efJkasnost svih metoda kзzпеnih funkcija zavisi pre svega 

od izbora rnzа kзzпеnih funkcija i od efikasnosti primenjene metode za bezus10vnu opti­

mizaciju "prosirene" funkcije cilja. Najefl.kasnije metode bezus10vne optimizacije su 

metode konjugovanih gradijenata i promeIiljive mеише, za koje је vr10 bitna dobra иыоу­

ljenost hesijana. Medutim, zbog osobina koje пеЬа da zadovolji niz kaznenih funkcija.za 

veliko k jehesijan оЫёпо lose uslovljen. Ova nepogodnost [зzmапana је poslednjih godi­

na, ра је predlozeno viSe modif:lkacija kaznenih funkcija (Luenberger D.G. [L.6], Avriel 

М. [А.7]). 

Napomenimo jos da za metode kaznenih funkcija пе postoje осепе brzine konver­

gencije i da se zakljuccj о еШсаsпоsti uglavnom baziraju na eksperimentalnom iskustvu. 

ZADACI: 

1. Neka је (xk) rnz tacaka generisan algoritmom 6.3.1. Pokazati da је па (Ч'(Хk» monoto­

по пеrзstuCј. 
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2. Neka је niZ (хЈЈ generisan algoritmom 6.4.1. Pokazati da је niz (<P(xk)) monotono 
opadajuci . 

. 3. Naci vrednosti Х1 i ~ koje шi~аји funkciju <Р(Х) = хТ + 4x~:"" 4х .' i zadovoljava-
ји uslov 2х2 -Х1 = 12... . " 1 " 

4 .. Pokazati da se skup stacionarnih taёaka funkcije <р(х) = хт + X~ uz ogranicenje 
Х1 + x~ - 5 = О silstoji iz dvaju tacaka minimuma ijedne tacke maksimuma. . 

5. NacinajkraCe rastojanje odtacke хо == (1, Ь) do kriVe 4Хl - x~ = О: а) direktnom . 
eliminacijom јеdnе od' promenljivih. i Ь) Lagrange-ovommetodom. Da li se dob~a isti 

odgovor u оЬа slucaja? 

6. Naci minimum funk.cije <р(х) = ХIХ2'Х = (хl'Х2) Е R2, pri ogranicenju xT+x~-25";;;;;0. 

7. Naei оо { 4Х1 + 5x~ I 2х 1 + ЗХ2 .,... 6 = О} . 
8. Naei dimenzije. zatvorenog cilindricnog rezervoara date zapremineV koji ima тinПnal­

nu povrsinu Р. 

9. Naci min {x~ - 2х1 - хт I ХТ + x~ - 1 .,;;;;; О }. 

]0. Naci min {Х1 + Х2 + Х3 I х1 + x~ + Х§ ~ 1 } . 

11. Resiti sledece probleme sa ogranicenjima koriScenjem metoda kazneriih funkcija: 

а) min (x3.,-6x2+l1x+z) uz uslove 

х2 + у2 _z2.,;;;;; О , 

x2 +y2+ z2;>4, 

z ";;;;;5 , 

x;>O,y;>O,z;>O; 

Ь) min [(х_у)2 + (y-'z)4] uz ogranicenje х + ху2 + z4 = 3 . 

12. Za problem nelinearnog programiranja О~likз min { <р(х) I fi(x) = о, i = 1 , ... ,т} defi­

nise se spoljasna шпеna funkcija па s1edeci naСin:. 

т . fЗ, 
F(x,tk) = <р(х) + tk .1: If.(x)1 fЗ;> 1:... konstanta .. 

. 1=1 Ј. 

а) Primeniti metodu sроlјшпјih kazneriih funkcija па problem: 

1 '. п 

min { - <ХДХ> + а(Ь,х) I 1: Ь.х1· = О, х Е Rn } , 
2 ј=1 Ј 

gde је Q nesingu1arna simetricna matrica takva da је <X,QX) > О za sve х 1- о za koje је 
п . . . 
1: Ь.х. = о. Vektor Ь:;' о i broj а> О su dati. 
ј=l 1 1 
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Ь) Nekaje tk = (k+1)j2 il3 = 2. Pokazati daje niz minimuma (Хk)dеfшisan sa 

~Q-l Ь 
х =~------

k 1 + (k+l) <b,Q-1ь) 
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13. Naci min { 4x.l + 5у2 I 2х + Зу = 6} konscenjem spo1jasnje шпепе funkcije jz 

zadatka 12. 



GLAVA VП 

МETODE ZA DIREIcrNO RESA V ЛNЈЕ PROBLEМA 
NELlNEARNOG PROGRAМmANJA 

Uovoj glavi сето razmatrati problem оЬШса 

min {1P(x) I х Е Х} 

Х = {х ERn I (ај,х)=ео;; Ь ј , i = 1, ... , т; џ~)=eo;;O,j = 1, ... ,р} 
. . 

gde sи IP, fi , i = 1, ... , р, neprekidno diferenc~abilne funkсђе. Ogranicenja smo iz praktic· 

nih raz10ga podelili па linearna (prvih т) i nelinearna. Ukoliko.nema nelinearnih ograni­

cenja, Ч. р = О, govorimo о problemu sa linearnim ogranicenjima. Navescemo dve metode 

za probleme sa linearnim ogranicenjima ijednu za opsti slucaj. Metode su ob1ika 

xk+l = xk + ak~' k = О, 1,2, ... , 

gde је ~ Е Rn pravac а ak ~ О korak takav daje lP(xk+aksk) < lP(xk) iXk+l Е.Х. Metode 

ovog оЬШса nazivaju se metode mogucih pravaca (methods of fезsiblе directions) ukcliko 

је za svako k pravac ~ moguc, у. takav da xk +a~ Е Х za svako О =ео;; а<Р i {3 dovoljno 

та10 i зkо је uz to ispunjen uslov (VIP(xk), ~> < О; Diugim recima, ,.kretanjem·· dш 

pravca ~ пе napustamo odmah skup Х i duz tog pravca funkcija cilja IP lokaIno opada. 

Jasno је da је pri odreaivanju skupa mogucih ·pravaca и tacki xk dovoljno uzeti u obzir . 

samo ogranicenja aktivna u xk' 

Radi јеdnоstаvnђеg izlaganja u da1jem С!то рrеtроstзviti da је ak resenje problema 

min { IP (xk+ask) I а ~ O'Xk + task Е Х, О =ео;; t =ео;; 1 } . 

Ukoliko је ак izabrano па оуај nacin sledi da su sve tacke izmedu xk i xk+ 1 dopustiye. 

Metode mogucih pravaca su predmet mnogihclanaka i monografija (Zoutendijk 

[Z.4], Zangwill [Z.3], Polak [Р.4]). Proucavanje ovih metoda је slozenije od proucavanja 

теtоdЗ za bezиslovnu optimizaciju zbog prisustva ograi1icenja. Naime, niје dovoIjno 

obezbediti da bude za svako k 

• Uporediti sa glavom У. 
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јех se moZe desiti da zasvako k оУај us10v bude zadovo1jen а аа niz (xk) generisan meto­
dom 'тоgпсш pravaea konvergira ka tacki koja гЈје stacionarna,sto se yidi iz sledeceg 
primera: Nekaje dat problem 

min {3~1 +2~2 -~зl (~1'~2,~з)ЕХ} 

х= {(~1'~2,~з)ЕR21~1 ;;;'0'~2 ;;;.о,~з ;;;'0'~3 Е;; l00}. 

Nekajexo = C1,o,O)i пеЬје. 

. stc:: (-1,+1.0) 

.. ~=(+1,-2,o) 

• 'о • 

'. . ",:' . . 
z~kparno ." 

.' za k nepai'no 

(~ сеmo, kao 5to је хanijе хесeno, Ьпаи minimizac~om).Generisani,~ tacaka је 

. ,xk = (l/2k; О; О) . za k рато, 
:..:.. . k 

. xk -( О, 1/2, О) za k,neparno . 
~. -•... 

Lзkо је proveriti da је za пзkо k' . . '.' . 
'.' .',' ", 1" ". 2 

,' .• ':,(V~Xk),stc)=~1 =,-14llvс,о(хk)II,. 

Medutiin, xk 4 (0,0,0), k 7' ""~ а tacka (O,O,O)nije stacionama.· " . . . 
'.' ': Ovэ.ројаva'sе nзziya'"cik-cak kretanjem" (zigzagging),a pro~zrokov~a је tirne 8t9' 

. o~eцja"pris.iIjavajl.l" korak ~ datezi nuli. Prikonstruisanju metQdamora se voditi 
racuna da se ovapojava izbegne. Кod nekih metoda to se post~euzimanjem u obzir 
svih оgraПiёепја pri odrеСјуanји pravca'stc (а nesamoaktivnih);kod drugih se pak to pos­
tiZe uzirnaцjem u obzir Шctivnih i ,,5k:oro aktivnih" ograniCenja. Рriшеr za ptvi nаёш 
izbegavanja сж~сзk krеtanјајеFrш1k-Wоlfе-оvа mеЩla, opis~na u ode1jku 7_1; prirner za 
dmgi naСinје Zoutendijk-ova metoda koja је орјsзпа uode1jku 7.4. Druge nacine izbe­
gavanja "cik-cak kretaцja"cita1ac moze пасј u Ritter [R.2], Go1dfarb [G.6], Kbvacevic 
[К-б], Vujcic {v 3]_. 

7.1. Frank-Wolfe-ovametoda 
. . ' . 

. Metodu su z~tedni'cki рrеd10ZШ Frank i \Volt'e [F.l1];prirnenjujese za resavanje 
, рroblета sa linearnim ograniCenjima, Ч. рroЫета .' 

(1.1). . 'min {~x) Ix ЕХ}, " Х = ~X ERn I (зi,х)Е;;Ь i, i = 1, ... , m} , 

.• gde је ср: R п -+R neprekidno diferencijabnna funkcija а skup Х је ogranicen i neprazan. 

, ALGORПА\1 7_1.1. ' 

" Korak 1: Izabratixo Е)С Staviti k = О. . '. . '. .,,' . 
Коrзk 2:' Naei еksПеmnи tacku' sk.-upa Х koja је optirnaIno reseцje problema 

min {{IJ~(xk)' у) Нагу)Е;; l:I i ,1 = 1, .;., m} . 

,Neka је Yk dobijerio rеsеще: туШ ~. = Yk .....: xk- . 

. Кor~ 3: Ukoliko je(s~ V~xk) = О. SТOP; u suprotnom resiti problem 
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nrin {.p(xk + c;tSjJ 10 <;а<; 1}. 

Neka је <1tc reSenje tog prob1eтa. 

Kora.k: 4: Staviti xk+ 1 = ~ + ~,zameniti k sa k+ 1 i јСј na korak 2. 

Р r i m е d Ь а: S obzirom da је Х ogranicen i персзzaп skup,problem Jinemюg progra­
miranја jz koraka 2 uvek ima орtiпIaInо leSeпје koje је ekstremna исЬ skupa Х, te је 

algoritam dobro definisan. Тзkvа taCka se прс. dobija primenOm simpleks metode. 
Jasno је da зJgоПtат 7.1.1. defuriSe jednu теtod.u mOgUCjh pravaca. S1edeCa. 

teorema utVrQuje neke osobinе ovе metode. 

ТEOREМA 7.1.1. Nekaje (xk) пiz generisanaJgoritmom 7.1.1. Тadзvш 

(ј) Za svako k. xk е Х 

(јј) za svako k, .р(ХНl) <CP(xk) 

(iП) Ako је (~. Vcp(xtc» = O.tada је шсЬ xk stacionarna. 

DOКAZ: (i) Кako је ~ = Yk-xk ЬјСе 

xk+l =xk +~~=akYk +(l~)xkex 

јес xk е Х. Yk е Х, О <; ~ <; 1, а Х је konveksan skup. 

(п) S obzirom da је исЬ xk dop~iva, а исЬ Yk optimalna za proЫет linearnoв 
programiranja jz koraka 2, ујdiшо сЈаје 

~,Vср(Х.Ј>={Уk-Хk' VCP(xk»<;O • 

Ukoliko је (~, VCP(Xk» = о algoritam staje, Ч. xk+l niје dеfiЩsanо-, U suprotnomа 

(~, VCP(Xk» < О na osnovu Taylor-ove formule i naeina Ысanjа G:k s1edi tvrdenje. 

(Ш) S оЬшom da је Yk орtimзlnO resenje problemaiz koraka 2, sledi da је za.я>akо 

У takvo daje 

ispunjeno 

(VCP(Xk), у) ~ (vCP(xk)' Yk) = (VIP(xk)' xt> 

То znaci da је i xk optimalno resenje рroЫета linearnog programiranjaiz korзka 2. Na 
osnovu teoreme dualnosti (teorema 3.2.1 (iii)}postoje ~ <; О, i = 1, •.• , ~,takvi da је 

pricemuje 

m 
"СР(х._) = . I: ')..а. 

--х 1=1') 1 

Ч. u.tacki Xk su ispunjeni Kuhn-Tucker-ovi us1ovi. 

TEOREМA 7Ј.2. Neka је (Xk) niz generisan algoiitmom 7~1.1. Ukoliko је (Xk) kо.uf:ш 

niz, poslednja tacka је stacionarna. U suprotnom svaka Шka. nagоmUavanjэ. niza (xt) је 
S1аciопamэ. ШСЬ. 
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OOКAZ: Prvi deo tvrt1enja sledi iz teoreme 7 Ј.1. Neka је niz (xk) beskonacan i neka је 

Z proizvoljna ta~ka nagornilavanja nizа (xk). Pretpostavimo da Z niје staeionarna tacka. 

Ne~ su zl' ... , zr еkstrеnше tacke skupa Х koje su optimalna resenja problema lineamog 

programiranja 

(1.2)', " " Inin {(I{cp(z), у) I у Е Х} . 

s obziroIl1 da z Ilije stacionama tacka,na osnovu prethodne teoreme postoji 11< О 
tako daje 

(zcz, v'IP(z»"'11,i= 1, ... ,.r. 

Neka је (xk)' kEK ~ N podniz koji konvergira ka z. S obzirom da su Zl' .•. , zroptimalna 

resenjaproblema (1.2) ida је funkсђа (v'OP(x), у) neprekidna, postoji оkФlinа У tacke z 

" tako daje u svakoj tacki Х ЕУ bar jedna od tacaka zl' ... , zr optimalno resenje problema 

(1.3)' min {(v'IP(x), у} I уЕ Х} , 

i da uz to rujed.na ekstremn~ tacka skupa Х razlicita od ZI' ... , zr nђе op~imalno resenje 

problema(13}. Neka је ko Е N·takvo daxkEV zak~ko i kЕк. Postoxk-+ z, k-+Qo, 

k EX,postojace k1 > ko,k1 EN,tako da zak~kl' kЕК,vзzi " 

(zcxk' 17op(xk» '" 11/2, i = 1, ... , {. 

s obzirom па korak 2 a1goritma 7.1.1. Ьјсе , 

, , 

Buduti da za svako k Е N, Ilskll ne premasa dijametar kOnlpaktnpg, ~pa Х, iz 

niza (Sk)' kE К sernoze izdvojiti konvergentan podniz (sk)' k Е К 1 ~K. Neka ~ -+ s, 

·k-+ со,kЕК 1 . Tadaje ' 

(S, v'op(z» '" 11/2 

te postoji Т, О < Т "'ltako da је 

ср(z+тs) = cp(z) - r. r>o. 
, Kak~ xk + ~ -+ Z + TS, k -+ со, k Е К!' za k Е К 1 dovoljno veliko Ысе 

" " 2' , , 1 
, op(xk +Т\) < op(z) - З r t,O(xk) > op(z) - З t . 

DaIje је 

раје 

, '1 
(1.4) CP(Xk)-IP(Хk+l)~зr, kEK1, kdovoljnoveliko. 

Kako је niz,(op(xk»' k Е N,opadajuci,iz (1.4) sledi da op(Xk)-+ -СО kada k -+ со, sto је 

nemoguce,jer је skup Х kompaktan а ср neprekidna funkcija .• 
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N а р о т е п а 1: U koraku 2 a1goritrna 7.1.1. rnoze se za Yk uzeti та koje optimalno 

reSenje problerna 

rnin {(VI,C(xk)' у} ! у Е Х} ; 

dokaz teorerne7 .1.2. se sзто neznatnous1oznja\'a. Мј smo se ogranieili па slucaj kada је 

to optirnalno resenje istovrerneno i ekstrernna tacka јес уееinа rnetoaa za сеSзуanје 

рroЫета linearnog prograrniranja (videti gl.avu IV) daje Ьш takva resenja. 

N а р О т е п а 2: Ukoliko Х nijе kornpaktan skup rnoze se desiti da рсоblет linearnog . 

prograrniranja iz koraka2 algoritrna 7.1.1. пета konacno resenje. Tada se zask оЫепо 

uzirna та koji рсауас takav da xk +t~ Е Х zasvako t ~ О i (VI,C(xk)' xk +tsk> -+ - оо, 
t .:+ too.Meautim, ukoliko se pri generisanju nizа (хЈЈ beskonacno puta primeni ОУО pra· 

vilo, rnoze se desiti da niz (xk) konvergir'a ka nestacionarnoj taCki. Za ilustraciju navodi· 

то s1edeCi 

PRIМER 7.1.1. Neka је dat рсоЫет 

тin {x2+4y2+(z,-I)2 ! (x,y,z) Е Х} 

Х = {(X,y,z) ER3 ! х+у ~ 100, у-х ~-100, z ~O} . 

i neka је poeetna t.aCka (4,1,0). PomocJli problern liшiarпоg prograrniranja ovde је 

rnin {8u+8v-2w ! (u,v,w) Е Х} . 

. Ako za рсауас So uzтещо (-1,-1,0) vidirnoda је taeka (4..,.-t,1-t,0) dopustiva za svako 

t ~ О i da funkcija 8(4-t) + 8(I-t) - 2 . О -+ -оо, t -+ +00 ; Minirnizacijom duz pravca 

So za novu tacku dobijamo (12/5, -3/5, О). Novi ротоеni problem linearnog progra· 

miranja је ovde 

. 24 24 . . 
nun {Su-Sv-2w!(u,v,W)ЕХ}. 

Za pravac s1 uzirnamo (-1,1,0). Opet se тozе proveriti ~ је tacka ( 1: - t, - ~+t, О) 
. dopustiva za svako t ~ О i da је fuflkciJa :> 5· 

ч р 24 ... 
~(-= - t) --(- -=+t)- 2· О 

5 5 5 5 

neogranicena odozdo. Minirnizacijom dш pravca sl dobijamo taCl. .. u (36/25, 9/25, О). 
Birajuci dalje sk = (-1, (_l)k+l, О) irnamo ·uvek s1icnu situaciju u pog1edu neogranice­

nosti funkcije сјЈја odgovarajuceg probleтa 1inearnog programiranja. Generisaniniz 

tacakaje 

3 k k 3 k 
(4(5) ,(-1) (5) ,O),k=O,I,2, ... 



МА ТЕМА nCKO PROGRAМIRANJE 137 

Ovaj niz ocigledno konvergira ka tacki (0,0,0) koja niје stacionama. 

Sledeci prirner pokazuje rad a1goritma 7.1.1. u slucaju kada su ispunjeni svi uslovi 
zn njegovu рrirnепи. 

PRIМER 7.1.2. Neka је dat problem 

min {2~t + 2~~ - 20~1 - 20~2+ 100 I (~1' ~2) Е Х} 

Х = {(~I~i)ER2 1 ~Г~2~2, ~Г~2~ -2, ~1+~2 ~4, ~1 ~O, ~2 ~o}. 

Resiti dati problem Frank-Wo1fe-ovom metodompolazeci od tacke (2,0). 

k = О: Рroblеш linearnog programiranja iz koraka 2 је 

min { -12111 - 20172 1(111,172) Е Х} 

i resenje је УО = (1,3). Odavde је So = УО - хо = ( -1,3). Kako је <so' ".р(х,» = -48 < О, 
tacka хо niје staСiопarпа. Кош 0:0 dobija se resavanjem problema 

min {2(2-о:)2 + 2(30:)2 - 20(2-0:) -:- 20(30:) + 100 I О ~ о: ~ 1 } ; 

resenje је 0:0 = 1. Nova tackaje хl = (1,3). 

k == 1: Problem linearnog programiranja је sada 

min {-16111 - 20172 I (171,112) Е Х} 

а resenje је yt = (3,1). Da1je је sl = У1 - Х1 = (2,-2). Kako је (~, ~.p(xl» = -16 < О, 
tacka х 1 nijе stacionarna. Resavanjem problema 

min {2(1 +20:)2 + 2(3..:..20:)2 - 20(1 +20:) - 20(3-20:) + 1001 О ~ o:.~ 1 } 

dobija se 0:1 = 1/2. Nova tacka је Х2 = (2,2) 

k = 2: Problem linearnog progmrJranja 

min {-1217} -121121 (111'112)ЕХ} 

ima beskonacno mnogo resenja. Tacka ђ = (1,3) је resenje а i ekstremna tacka skupa Х. 

Vektor pravca jesadas2 = ђ-Х2 = (-1,1). Kako је (S:2' ".р(х2)} = О,па osnovuteoreme 
7.1.1. zзklјисијето daje tackax2 stacionarna. 

7.2. Zangwill-ova lema 

Nekaje dat problem 

(2.1) min{.p(x)lxEX}, Х={ХЕRПlџх)~о,i;"I, ... ,q} 

gde su .р, fi, i = 1, ... ,q,neprekidno diferencijabilne funkcije. (Ovde пе postoji potreba 

za razlikovanjem linеarnih· i nelinearnihogranicenja; neke od funkcija fj , i = 1, •.. , q mogu 
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biti linearne). Sledeea lema utvrauje jednu zajedпicku osobinu svih metoda mogucih 

pravaca i moze se koristiti рп dokazivanjиkonvergencije za {зznе metode (videti AsiC 
i КоуаёеујС[А.4]). 

ТЕОRБМА 7.2.1. (Zangwill [Z.3]) Neka је (xk) niz tзсзkа generisan nekom metodom 

mogucih pravaca рrimепјепom па resavanje problema (2.1). Neka ·је z та koja tacka 

пagQmilavanja nizа (xk) i пеkз zabilo koji podniz (Xk) , k Е К koji konvergira kaz postoji 

beskonacan skиp К' ~ К takav da· 

Sk -+ s, k -+ оо, k Е К', 

рпёетије 

('VI{J(z), S) < О . 

T~?a niz (xk), k Е N konvergira ka z. 

DQКAZ: S obzirom па uslove teoreme postoji okolina tacke z,B
17 

= {и 1.lIu-zll < 17 } .. 
.i c < O,tako da је za svaki Х Е В17 i xk Е В17 . 

(~7I{J(x), ~} ~ с < О • 
Ako tone Ы Ыо slucaj, onda Ы za svaki п Е. N postojala tacka уп Е В 1/ пј clan nizа· 

xk EB l/n,k>n,takodavaZi ' 

('VI{J(Y п), ~) > - l/n . 

Na taj nacin dobijamo podniz (xk), k Е K,koji konvergira ka z. Ро uslovu teoreme posto-
јасе К' ~ К tako da .. 

sk -+ s, k -+ оо, k ЕК' i(VIP(z), S}< О, 

sto protivureci nejednakosti 

za dovoljno veliko п. 

Mozemo bez итапјепја opstosti pretpostaviti da postoji М > О tako da za svaki k 
za koji је xk Е В17 узZј 

Ilskll<M. 

u suprotnom Ы ~e mogao пасј skиp L S; N takav da 

xk -+ z, k -+ оо, k Е L i ·llskll-+ оо, k-+ оо, kE L 

sto opet protivureci uslovi:пa teoreme. 

Pretpostavimo sada da zakljucak teoreme пеузZј, tj. da па (xk)' k Е N пе konvergi­

ra ka z. Tada postoji е > О tako да za beskonacno mnogo k узZј xk IF В е. Bez итanјепја 

opstosti mozemo uzeti да је е < ~. Neka је xk Е В е/2 i neka је r пајтanјј prirodan broj 
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takav da xk+r f!. B~ neka је najzad x'+r tacka na оШесш koji spaja xk+r-l i xk+r 

takva da је IIz-х'+l" = Е. Tada је, s obzirom da se ХНl dobija iz xk minimizacijom duz 

pravcast, 

с r-2 . * с Е 
~ М (;о IIХk+ј+ГХk+јll + IIxk+r-хk+r-l")~ М .2" . 

U gornjirn formulama prirnenjena је teorema osrednjoj vrednosti i ~k+j pripada segmentu 

koji spaja xk+j i xk+j+ l' а ~k+r-l pripada segmentu koji spaja xk+r-l i xk+r. 

Neka је sada k1, k 1+r1, k2, k2+r2' ... , kn, kn+r
n

, ... rastuciniz prirodnih brojeva 
takvih da . 

X~ ЕВЕ/2 ,xk/l' ... 'Хki+rГl ЕВЕ' X~+ri f!.BE • 

Postb је niz (rp(xk», k Е N opadajuci irnamо 

'P(X~tr) ~ 'Р(Х 1 ) + ј(с·е)/2М , 
Ј . 

te stoga 'P(Xk) -+ -<>о, k -+ со, 5to је nemoguce zbog neprekidnosti funkcije 'Ри tacki z.+ 

7.3. Rosen-ova metoda 

Као i Frank-Wolfe-ovametoda, Rosen-ova metoda [R.6] se prirnenjuje za resavanje 

problema sa saшо lineamirn ogranicenjirna: 

(3.1) min{rp(x)IxEX}, X={xERnl(ai,x)~bi,i=l, ... ,m}. 

Napomenirno da postoji i modifL1(aCija оуе metode koja se moze prirneniti i па problem 

sa пеlinеаrnirn ogranicenjirna (videti Rosen [R.7]). 

Ideja Rosen-ove metode sastoji se'u tome da se, kad'god је to moguce, za pravac 

sk uzirna ortogonalna projekcija -Vrp(х!Ј па potprostor paralelan preseku Ырепауni u 

kome se пзlazј tacka xk. Samirn tirnse obezbeduje da pravac sk bude moguc. Sledeca 

teorema opisuje kako se nalazi ortogonalna projekcija vektora na potprostor. Pre iskaza 

teorenie podsetirno sesledeceg rezultata iz linеarnе aIgebre: 

Ako је S ~ Rn dati potprostor,tada sesvaki vektord Е Rn moze jedinstveno razloziti 

па zbir dve komponente 

d=d1 +d2, d1 Es,d2 Es1. 
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" . . '. 

УеЬоп d 1 i ~suorotogona1ne рrојеkсђе vektora d ШiSi sl;respektivnO. NарQmеnПnо 
jo~ da је uslu~aju kada jepotpfosior S zadat sa 

. .,. п . 
s= {xER ,(ci,x)=O,i= 1, ".~' 2} 

... gde su С}' .•. , С2 dati vektori, potprostor 51 dat Sa· . 

.. ·2 . . 
sl== {xERn , х == .,~~ci' ~ER, i= 1, .. ~, 2}. 

. Fl.· . 

U slucaju kada su Сl' ".'С2linеато nеzavisni,sVakivеktоrХЕ·s1inщјеdmstvеiш repre~ 
zentaciju preko vektora С1 ' "', СЈ1 • . 

ТEOREМA 7.3.1. Neka SU Сј, i = 1, ... , 2,dati linеато nezaviSili.vektori iZ: Rnjnekaje 

S =. { х Е R п I(~, х) = О, i = 1, ... , Ј1}. Nekaje d =d1 + d2; d} Е S, d2 Е s1,рrОjzvОljэn 
vektor iz Rn. ОЬеlеZiШо saC matricu kojoj su сТ, ... , cl vrste asa IJedini~nu nxn та· 
tricu. Tada је . 

. d1 = (1- сТ(ссТг1С)d 

. Ј1 

d2=сТ(ссТгlCd= '~l\Ci' 
F 

рп ~emuje ~ i-takomponepta ve1ctora (ссТгlСd, ј= 1, ... , Ј1. 
DOКAZ: Primetimoda је matrica ссТ nesingularna zbog·linearne nezavisnosti vektora 

Ci , i = 1, "', 2. Stoga postoji (СС Т Г 1. Pokaiimonajpre da jeza sVako х Е S ispunjeno 

(1 ~ сТ{ссТгlс) х = х 
а zasvako у Е S1 је 

(1 - сТ(ссТг1 с) У == О .. 

Z3ista; zbog definicije podprostora 8 i matrice С је Сх.:: О zasvako хЕ 8; te vaii prva 
od prethodne dve jednakosti. S druge strane,Svako уЕ 81 $е m~ze prikazati u obliku 

Q 
у.= .~~Cj=cTA , 

Fl . 

za neko Л Е R J1• Stoga је .. 

(1 - ст(сстгiс) у = у - сТ(ссТг1ссТл = у"": СТЛ = О. 
Odavde Sledi daje (1 - сТ(ссТг1с) matrica ртојеЬоуanја па S а сТ(ссТг1с matПса 
projektovanja па S1. 8togaje 

d1 = (I - сТ(ссТгlс) d 

d2 = сТ(ссТгlСd .. 
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S obzirom da se d2 moze jednozпacno predstaviti u obliku 

~ 
d2 = ~ 'Х.с. , 

i=l ''11 

s1edi da је \ јеdnаЈсо i·toj komponenti уеЬота (ссТ Г l Cd .• 
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Ukoliko w. vektori с l' ... , C~ lШеamо zaviSni, projekc~e па potprostore S i Sl 

mozemo na(:i izdvajanjem iz {с l' ... , C~} maksirnalnog podskupa linеато nеzзvisnih 
vektora i primenom gomjih formu1a па tajpodskup. Meautim, оуа moditIkacija 

gornjeg postupka nanI nece biti potrebпa jer сеmои ostatku ovog ратзgrзfа pretpostaviti 
da su и svakojtacki dopustivog зkuра vektori aktivnih ogranicenja linеатnо nezavisni. 

Та pretpostavkil se susrece i uoriginalnom Rosen·ovom .radu u kome је prvi put predlo. 

zena metoda koju razmatramo. Bez оуе pretposta.vke metoda se mora modifIkovati te se 
i opis algoritrna i dokazi znatno us1oznjavaju. 

U Opisu· a1goritma Rosen·ove metode kщistiсеmо s1edece oznake: Za dato 

k EN U {О} nеkзје . 

Ik={i/(ai,xk}=bi}, Sk= {ХЕRn/<зi,Х>=О,iЕIk }, 
. .' . 

neka је Pk mаtriсз projel.."tovanja па Sk i neka su.\k koeficijenti u (zbogucinjene pretpo-
sta\'ke jedinstvenom) razlaganju . 

1{\O(Xk) = Pk 1{\O(xk) +'EI~ ~aj . 
. . 1 k 

ALGORIT АМ 7.3.1. 
Korak 1: OdreditixoEX takodaje зkuр Х п {Х /\О(Х) ~\O(xo)}ogranicen.Staviti k=O .. 
Коrзk2: Odrediti Ik, Pk I{IP(xk) j~. i Elk . 

Korak 3: Ako је I/Pk 9.р(xk)11 :f O,staviti st =-Pk 1{\O(xk) i јсј па korak 6. U suprotnom 
itina korak 4.· 

Korak 4: Odrediti Xk = mах {Лж·/ i Е Ik } i neka је k indeks za koji se taj maksirnum 

dostiZe. Мо је X~ ~ О, STOP;~inace iбј na kbrak 5. ~ 
Korak 5: Staviti Ik == Ik \ {i k} i izracunati matricu projektovanja Pk па potprostor 
~ п ~. ~. 

Sk = {х Е R I <зi,Х> =О,ј EIk }· Staviti sk = -РkV'\О(хk)' 
Korak 6;Izracunati Qk kao resenje problema 

min {1,O(xk +ask) / о ~ a~ ak} , 
gdeje 
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N а р о m е п а: Lзkо је videti da је <Y.k, maksimalna vrednost koraka duz pravca ~ рп 
kojoj se ostaje u skupu х. . 

ТEOREMA 7.3.2. Nekaje niz (ХЈЈ generisan aIgoritmom 7.3.1. Tadavafi 

О) za svako k pravac stc је moguc; 
(јј) za svako k'Xk ЕХ; 

(Ш)и svako k, 'P(xk+ 1) <!(х!Ј; 
(ју) ako је Pk 'V''P(xk) = О i Лk";;; О tзсЬ xk је stacionarna. -

Dokaz: (ј) Ukoliko је stc = -Рk'V''Р(хk),tadа-је za i Е Ik ispunjeno <~, ~} = О ра је 

~'Xk +~} = Ьј za svako t а оsiш togaje 

(~, V'P(Xk)} = -llPk 'V''P(Xk)1I2 < 0_, ~ 
te је pravac mogue. (Neaktivna оgraniCеnjа пеееЬШ narusena za t> О dovoljno таЈо). 

Ukoliko је 8tc = -Pk 'V''P(Xk) biCe za i Е Ik ispunjeno <ај , ~) = Odok је za i ,;. tk 

<ај, ~> = -(аi,Рk(РkVr,o(Х. )+ . ~ Л·kа.» = -(а., Pk 'V''P(xk)+~ka.> = 
к JEl

k 
-] - Ј _ 1 _ _ 1 

.. 2 
= -Лnc IlPkai" < О , 

jer је Лnc = ~ > О i Pkai :f: О је! su ај, јЕ Ik,linearno nezavisni (~ > О је! Ы se u suprot­
пoin a1goritam zaustavio). Stogaje ovde 

(aj,xk +~)..;;; Ьј za i Е Ik it;> О. 

Оsiш togaje 
_ .. 2 - "2" -

(~; 'V''P(xk) > = -llPk 'V''P(xk)1I = -ЛЈс 1IPkаЏI < О , 

ра је sk i u ovom slucaju moguc pravac. 

(јј) Iz dokaza tacke (i) vidimoda је (ај' xk +<Y.k~) ";;;Ьј za i Е Ik. Za опе i ~ Ik za 

koje је (ai'8tc>";;; О vaiiisto. Za i ~ Ik za koje је (ај , ~» О im~О--

(ai,xk+Q;k8tc>";;; (ај, Xk) + <Y.k(~, ~>..;;; Ьј .-

Dakle,xk+l ЕХ. 

(Ш) S obi:irom da је \: moguc pravac а <Y.kse bira-minimizасijОЩiz Taylor-ove 
teoreme sledi zakljucak. 

(ју) Sledi neposredno iz defmicije 2.4.1. ." 

ТEOREМA 7.3.3. Neka је (xk) niz generisan a1goritmom 7.3.1. Ukoliko је (xk) konacan 
niz,poslednja tacka је stacionama. U suprotnom, skup tacaka nagonillavanja nizа (xk) 
је neprazan i svaka tacka nagomilavanja z zadovoljava 

P'V''P(z) = О, 
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gde је Р matrica projektovanja па .potprostor 

S::i {х ЕRП i<ai,x}=O, iEI}, 

а 

1 = {iE {1, ... , т} I <ai,z}=bi } 

DOКAZ: Ako је (xk) konacan niz zakljucak teoreme sledi iz teoreme 7.3.2. Pretpo8tavi­

то daje (xIJ beskonacan niz. S obzirom daje za svako k, xk ЕХ п {ХЕRПI<р(х)<;;<Р(хЈ} 

i da jeskup Х П {Х Е Rn I <p(Jf) <;; <Р(хЈ} kompaktan; niz (Xk) mora imati taeaka 

nagomilavanja. Neka је z jedna od njih i neka xk ~ z, k -+ со, k Е К. Pretpo8tavimo, 

suprotno tvraenju teoreme, da је ћ7<р(Z) i О. S ОЬZirОпi па neprekidnost gradijenta i 

kompaktnost skupa Х П {х Е Rn I <р(х) <;; <р(хЈ } niz pravaca (~) је ogranicen ра (s!J, 
k ЕК sadIii konvergentan' podniz. (sIJ, k·E К', К' ~ К. Neka ~ -+8, k -+ 100, k Е К'. 

Ako је xk' k Е к: dovoljno blisko z, tada је Ik ~ 1,. ра prema tome Sk 2 S. Tada је 

'. 2' . 2 IIPVф(z)п2 
. <V<P(xk)' 8k> <;; ~IРk V<p(xIJII <;; ~IРV<Р(хk)11 <;; - 2 

'. za dovoljno veliko k Е К;. Prolazeci па granicu kad k -+ со, k Е К' dobijamo 

(v<p(z),s><O. 

Koristeci teoremu 7.2.1. zakljucujemo da xk -+ z, k -+ со, k Е N. 

Kako је za dovoljno veliko k 

"Р k V<p(xk)II ~ I/Pv<p(xk)II ~ с> О , 

па osnovu koraka З. algoritma 7.3.1. zak1jucujemo da је 

Sk = -Pk V<P(Xk), k ~ ko 

gde је ko dovoljno veliki prirodan broj. ћета tome је 

Ik~ Ik+1,k~ko· 

S druge strane, s 6bzirom da је broj ograrucenja jednak т, postOjik}, k 1 > ko' tako 
daje . 

Ik = Ik+1, k~kl' 

Ч. u korak-u 6 a1goritma 7 .3.1.je tXk < tXk' Nekaje 

X*=Z+TS, т>О 

takoizabranoda funkcija 1/I(t) = <p(z+ts) opada za t Е [О ,т] . Kako је <р neprekidno 

diferencijabilna funkcija, funkcije . 

1/Ik( t) = <p(xk Н\), k Е N . 
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се takode biti opadajuCe za t Е [О, т/2] i k dovoljno veliko. S obzirom da se ах bira 

minimizacijom i kзkо је pritom 

ak<at, k~kl ' 

Ысе ak;;;' т/2 za dovoljno veliko k. S druge strane; iz konvergencije nizа (Xk) sledi 

11xk+ l-Xk" = lIak~1I ~ О, k ~ со 

8to је u suprotnosti sa nejednakostima 
. т с 

11xk+ l-xk ll = Ilak~l;> 2.' 
koje уие za kdovoljno veliko .• 

Rosen-ovu metodu ilustrujemo sledeeim primerom: 

PRIМER 7.3.1. ReSiti sledeci problem nelinearnog programiranja sa linearnim ograni­

cenjima 
2 2 . . ., 

min {4{1+~2+2~1~2-~г2~2+41 (~1' ~2) ЕХ} 

Х= {хI2~1+~2<:5'~1+~2<:З'~1 ~0'~2~O} 

polazeciod tacke (5/2, О). 
Ovde је аl = (2,1), а2 = (1,1), ~ =(...,..1,0), а4= (0,-1), Ь 1 = 5, Ь2 = 1, Ьз = О, 

Ь4 =0 . 

. k = О: Imamo da је 10 = {1 ,4}. Koristeci teoremu 7.3.1. dobijamo Р о 'iJtp(xo) i \0' i Е 10. 
Ovdeje 

СО • [~ _~. р о '.(хоЈ = [I-C~(C ЛГ Ј е.,] '.(х.,) = Ш 

[Л10l = (е сТг1с 'iJtp(x ) = D9/2] 
Л40Ј о о о о-' ~З/2 . 

Кзkо је IIP о 'iJtp(xO>II = О odreaujemo ХО = 19/1 i ~л ;" .1. S obzirom da је io> О, tacka 

хо nijе stacionarna. Prema koraku 5 odreaujemo 10 = {4}. Koristeci teoremu 7.3.1. 
dobijamo Р о 'iJtp(xo>. Ovde је . 

Odavdeje л Г-19l 
So = -Р о ?tp(xO> =L ОЈ· 

Za izracunavanje koraka ао potrebno је prvo odrediti a~: 
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bi - (~,xO> I .' . 5/2 5 
a~ = min { (а. s ) > о } = mш { _._} = - . 

(~, sJ . l' О 19 З8 

Korak ао је resenje problema 

odakle se dobija ао = 5/З8. Nova tacka је Хl = (0,0). 

k = 1: Sada је 11 = {3,4}: Koristeei tеоrеПЈU 7.З.1. dobija.mo Р 1 'У\О(Хl) Пi1 ' i Е 11~ 
Ovdeje . 

А А А 

Кзkо је IIР 1 ч<р(х 1)11 = О, odredujemo А X1 = 2, ј1 = 4. S obzirom da је Х1 > O,tacka Х1 
nijе stacionama.Dalje odredujemo 11 = {З}. Kori8teci teoremu 7.З.l, odredujemo 

р 1 Ч<р(х1 )· Ovde је . 

,\. [-1 ОЈ, ", .. (х,)= ('~I(c,Clг'C,)";,(x,)". [_~ . 
Prema algoritmu је 

А r ОЈ 
81 = -Р1 Ч<Р(Хl) = L2 . 

Velicina о:ј potrebna za iпасипауanје аl је 

b.-(а"Хl} I 5 З З 
о:ј = min { 1 1 (ар SI) > О} =min {-, -} =-

(ai, sl) 2 2 2 

Prema tome, 0:1 је resenje s1edeceg problema 

min {(2а)2 - 2(20:) + 4 I О ~ а ~ ~ } , 
. 2 

odakle је ~1 =!. Nova tackajex2= (0,1). 
2 

k = 2: Skup indeksa aktivnih ogranicenja је 12 = {З} ,. Koristeci teoremu 7.3.1. odreauje­

то Р2 Ч<Р(Х2) i Л12' i Е Iz. Ovde је 

С2 = [-1 О], Р 2 Ч<р(Х2) = (I-С~(С2с~гlС2)\1IР(Х2) = [~J. . 



146 У. VUJCIC, М. ASIC, N. МILICIC 

ЛЗ2 = (с2с1г1С2 'У..р(Х2) = -1 . 

Znaci da је А2 = -1. Кako је "Р 2 V ..р(Х2)!I = О i ~2 < О,па osnovu teoreme 7.3.2 zaklju- . 
ёијето da је tacka Х2 stacionama. 

7.4. Zoutendijk-ova metoda 

u ovom odeljku izloZicemo metodu za reSavanje problema 

min {..р(х) I х Е Х}, Х = {х Е Rnl (ај' х) ЕО; Ьр i =_1, ... , т; Џх) ЕО; О, ј = 1, ..• , Р }. 

Zarazliku od prethodnih,ova metoda сеSзуа problem sa linearnim ј/Ш nelinearnim ogra­
niCenjima. Pretpostavicemo stoga da su funkcije fi, i = 1, , .. , Р nelinearne, ne iskljucujuci 

mogucnost р = О, Ч. slucaj kada su sva ogranicenja linеата. Тзkоае сето pretpostaviti 
da u svakoj tacki х Е Х nijedna netrivija1na nenegativnalinearria kombinacija gradijenata 
al"tivnih ogranicenja niје јеdnakз nuli. Primetimo da јеоуа pretpostavka шЫја od pret. 

postavke о linearnoj nezavisnosti; pretpostavka је potrebna za dokaz teorema 7.4.1. i 

7.4.2. 
pri шаganји Zоutепdђk-ovе metode [Z.4] koristicemo sledece oznake:zadato 

E;;;'OixEXnekaje 

I(x,E) = {ј Е {1, ... , т} I Ьј - Е ЕО; (ај, х) ~ Ьј } 

Ј(х,Е) = {јЕ {1, ... , р} '-E~ Џх) ~ О}. 

Ogranicenja <~,x) ~ Ьi, i Е I(Х,Е) i Џx)·~ О, i Е Ј(х,е) nazivаји se cesto е-зktјуnim 

u taPkix. 

ALGORITAМ 7.4;1. (Zoutendijk[Z.4]) 

Korak 1: lzaЬсаи Ео> О i хо Е Х tako da је skup Х () {х Е Rn '..р(х) ~ ..р(Хо)} ograni­

ёеп. Stavitj k = О. 
Korak 2: Resiti sledeci problem lineamog prograrniranja 

min т 

(V..p(Xk)' s) ~ т 

(ai' s) ~ О, јЕ I(xk,ek) 

(vЏхk), s} ЕО; Т, ј Е J(Xk,ek) 

-} ~aj~l, ј= },_ .. ,n 

gde је т Е R а s = (а l' ... , Gn) Е Rn. Neka је (Tk,sk) resenje ovog problema. 
Korak 3: Ako је Tk == О, I(xk,Ek) = l(xk'O), J(xk,ek) .= J(xk'O), STOP; u suprotnom јсј 
па korak 4. 
Korak 4: Ako је Tk > -ek' zarnenitj Ek sa Ek/2 i 16 па korak 2; u suprotnom јеј па 

korak5. 
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Kotak 5: Za ртауас' uzeti vektof \: dоЬђеп u prethodnim koracima. Resiti jednodimen-
zioni ртоblет . 

min {1P(xkt~!a;;;'():'Xkta~EX}. 

Neka је Cl:k {еэепје tog proыma.. 

Korak 6: Staviti Xkt 1= xk+ak~' ~f 1 .s ЕК!' z'amenitf k .SЗl k:+ 1 i :сј m korak 2. 

N а ро т е tI а: Primeti.'11o da se za ist:l vt-ednost k vrednost za: ~.'rk i Ek moze menjati. 
МеdUtiЩ zbog jednost1\.vnijeg рјsзпја., (jznake o"stajU'- п:ертотеnjепе. Iz konteksta је uvek 

јаsnо da li se radi о "konacnoj" vrednosti poSl11atrane уеНёinе {sa kojom se ide па korak 

5)ill о njenoj "trenutnoj" vrednosti. 
Napomenirno da prciblem linearnog programiranja u koraku 2 uvek irna optimalno 

tesenje је! s е [~1 ,1]n te је 

t;;;' (17,o(xk), s};;;. -1!171,О{хk)lIll slI ;;;. -11 \1',o(xk)11 гn , 
а skiJp dopusttv'ih tataka tog problema је neprazanjer шu pripada npr. tacka (О, •.. , О,О)Е 
Е RtI+1. Odavde sledi i da је uvek 1'k .;;;; О. Zарзziто јоз da zbog ogranicenosti skupa 
Х П {Х Е R п r .,с (Х),';;;; СР(ХО)} problem u koraku 5 uvek ima resenje. 

Iz s!.edece teoreme vidimo da је al~oritarri 7.4.1. dobro defmisan i da pripada k1asi 
t11etoda l1logucih рсауаса. 

iEOR!MA 7 .401 ~ Neka је niz (xk) generisan a1goritmom 7.4.1. Tada узzј 

(ј) Za svakok koraci 2, З i 4 se тogu ponoviti samo kопасiш broj puta. 

(ii) Za s~'ako k pravac skje moguc. . 

(ш) Za s'iako k, xk Е Х. 

(ју) Za svзkо k, .p(xk+l) < CP(xk)' 

(у) Ako је 1k iiI: о. I(xk,Ek) "" I(xk;O) i J(xk,ek} = J(xk'O) i pritom iz 

... t Ј.!јај '+ 1; vi Vf/Xk)" о, Ј.!ј;;;' О, i Е l(xk,O}; Vi;;;' О, i Е J(Xk,Q) 
lЕЩхk,О) iE.J(xk,O) 

s1edi 

tacka Xk је stаСiопarl1а. 

DOКAZ: (Ј) Primeti1110 рг,'о da za dato k postoji ТЈ> О tako daje 

I(Xk,E) = I(xk,O) i J(xk,e) = J(xk,O) za sve Е';;;; 1] • 

Pri svзkоrn skoku iz koraka 4 па korak 2,ek se ројоуј. Ili се se taj ciklus prekinuti Ш се 

posle kOl1acno rnnogo koraka biti ck < 1], tj. I(xk,ck} = l(xk,O} i J(xk,ck) = J(xk,O). U 
tom slucaju in1аrnо dve rnogucnosti: 1'k = О, kada se algoritarn zausta\'lja, ili 1'k < О. Ako 

је 1'k .;;;; -ck ide se па korak 5. U suprotnom се опј щ!о\' postati zadoyoljen posle konac-
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по nшоgо polovljenja Ек jer је Ек < 'fl ра se reSava uvek isti problem linearnog programi­

ranja, tj. 1к se ne mеnjа. 

(ii) S оЬшоm da зе. pravac stc bira u koraku5 do koga se stiZe sзmо аКо је 1 k < О 

imзmо daje 

(VЏхt), stc) < О za i Е Ј(хк,о) ~ ~(XK,E]J • 

ра је ЏХк +~ < О .za dovoljno malo а. i i Е Ј(хк,О). Sto se tice aktivnih liIiearnih 

ogranicenja zbog us10va 

(ai , Sk) <; О, i Е I(хк,о) ~ I(xk'EJc) 

iшаmо <ај , xK+asк> = Ьј + a<~, sк> '" Ьј ха sve а> О i i Е I(xk'O). Osim toga, nijedno 

neaktivno ogranicenje песе biti namSenoza dovoIjno maloa> О. КаЈсо је·ш to 

(V«P(Xk),stc)<;Tk<O' 

zakljucujemo da је pravac sic moguc. 

(ш) S оЬшоm da Хо Е Х i da zbog (ii) ik~raka5 iz .ХК Е Х sledj. ХНl Е Х,Ысе 

хкЕ Х za sve k. 

(ју) Zak1jucak sledi iz uslova (V«P(xk)' 5k) < О ј naсina Ьiranја koraka 0k 

(У) Neka је I(Хк.Ек) = l(хк,О), J(Xk,Ek) = Ј(хк,О). Primetimo najpre da аКо је 

1k = О optimalno {e~nje problerna linearnog programiranja iz koraka 2: 

min Т 

(V«P(Xk' S) <; Т 

(4Ј) (ај , S) <; О, i Е l(xk,O) 

(VЏХk)' 5) <; т, i Е Ј(хк:О) 

-1 <; ај <; 1, ј = 1, .... п, (5 = (а}, .,., ап», 

tadaje optimalna yrednost funkc~e cilja Т· problema 

min 'i 

(-V«Р(Хk)'S) + T~ О 

(4.2) (...;ај • s) ~O, i EI(xk,o) 

(-VЏХk)'S)+Т>О, јЕЈ(хк,О) 

takoёle jednakanuli. PretpostaYimo suprotno, Ч. da postoji dopustivo resenje (Т. s) pro­

Ыешз (4.2) Шkо da је т < О. Tada је S:f о zbog prvogogranjcenja problema (4.2). No 

tзdа Је tacka 
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dopustiya tacka ргоЫета (4.1), 8to је nemoguee јег је u suprotnosti sa Tk = о. S druge 

· strane, tacka (т, s) = (О ,О) је dopustiva tacka ргоЫета (4.2),ра је zaista т* = О. 
ћоЫет dualan ргоЫети (4.2) mozese posle пedјуапја napisati u obliku 

тах'О 
" '. ," . 

-л \J.II(xk) ~ 1:" џ.а. - 1: 1Ј. \Jf.(xk) = О 
• '1'. '. . iEl(Xk'O) 1 1 . iEJ(Xk'O) 1 1 

.' (4.3) 11.+.. 1: р. = 1 
iEJ(Xk'O) 1 . 

л;> О; ~;>O,j Е I(Xk'O); lIј;> О, јЕ J(xk,O) .. 
. ; .','" -', .' , .... .; ... " 

· Ako Ы bilo л = O,tada Ыsшо imali . 
. .' '. -:. .. :' '.. . . . ". ~. . ", . 

..1: .' ~.a. + ..... ~. " .. ' 1Ј. 'iJf.(Xk·") ~ О 
. iEl(xk'O) .. 1 1 .. iEJ(xk'O) 1. 1 " 

'. prJcemusu svipii Vi nenegativni ali nisu svi jednaki nuli, 8to је suprotno pretpostayci 

teoreme. DakIe, л > О. No tada iz pIVe jednakosti u (4.3) deljenjem sa л i srediyanjem 

dobijamo tyrdenje .• 

. TEOREМA 7.4.2. PretpostaYimo da za svako Х Е Х iz . 

.. 1: џ.а. +.' 1: 111· \Jf
1
·(x) = О, џ. ;> О, i Е I(x,O); 1). ;> О, i Е Ј(х,О) 

.' iEI(x,O) 1 1 . lЕЈ(х,О) 1. 1 

sJedi Џј = О, i Е Ј(х,О), 1)ј = О, јЕ Ј(х,О). Neka је (xk) niz generisan algoritmom 7.4.1. 
Ukoliko је (x

k
) konacan niz, poslednja tacka је stacionarna. U suprotnom,sk.'1lp tacaka 

nagomilayanja пizз (xk) је nep~azan i svaka tacka nagomilayanja z nizа (xk) је· stacio­

паrnа. 

OOКAZ: Ako је niz (xk) konacan,tvrdenje sJedi iz teoreme 7.4.1. Nekaje (х}) beskona­

ёanniz. S obzirom da је skup Х п {Х Е Rn 1 ср(х) .;;;; !р(Хо)} ogranicen, skup tacaka' 

nagomilayanja је neprazan. Neka је zproizvoljna tacka nagomilayanja niza (xk)' Pretpos-

taYimo da z nije stacionarnatacka. Tada zbog teoreme 7.4.1 (У) problem linearnog 

· prograiniranja 

min т 

(\J!p(Z), s).;;;; т 

(ај , S)';;;;O, 

(i7џz), s)';;;; т.' 
-1 .;;;; (1.';;;; 1 

1 :' 

i Е l(z,O) 

iEJ(z,O) 

i = 1, ... , п 
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iша resenje (Т* ,s*) tako da је Т* <О. Neka је Kf N takav beskonacan skup da 

xk~ z i ~"'s; k"'''''',- kEK 

(tзkау skup К postojijer је z tacka nagomi1avanja nizа (xk) а stc sebira iz kompaktnog 

skupa). Prema koraku 2 аЩ0пtшa 7.4.1. stc se bira reSavanjem problerna . 

min Т 

(17'P(Xk)' s} ~ Т 

.(ai's)~O, 

('i7ЏХk' s) ,..;; Т, 

-l~ai~l, 

i Е I(xk,ek) 

i EJ(xk,ek) 

i = 1, ... , n. 

Niz (ek) је konvergentan kao monoton i ogranicen; nеkз Е}( ... е*, k ... ""'. DoWimo da је 
е* > О. Лkо Ы bilo ~* = O,tada Ы za dovoljno veliko k Е К bilo 

I(xk'E}() f l(z,O), J(xk,fk) f J(z,O). 
- - -

Onda је zbog neprekidnosti gradijenta i skalarnog proizVoda za kEK dovoljno veliko 

ispunjeno 

('i7'P(Xk), s*}"';; Т* /2 -

(ai, s*}"';; О, _ i Е I(xk,ek) ~ l(z,O) 

('i7ЏХk)' s*} ~ Т* /2, i EJ(xk,"k) f J(z,O) 

-1 ,..;; иј ,..;; 1 , i = 1, ; .. , п , 

раје tim pre 

(4.4) ('i7'P(xk)' ~~ ~ Tk ,..;; 'Т*/2 : 

Zbog stc ... S, k'" оо, k Е К iшaто da је 

(174p(z), S},..;; Т* /2 . 

Prema tome ispunjeni su uslovi Zangwill·ove leme ра niz (xk) konvergira ka z. No, 

onda (4.4) vзzi za sve k;;;;' ko Е N, gde је ko pogodno izabrano. S obzirom da "k ... О. 
k -+ со, postoji k

1
> ko tзkо da је za sve k;;;;' k 1 ispunjeno :-ek ;;;;.~* /2 i (4.4). No. tada u 

koraku 4 algoritnia 6.4.1. ne dolazi do polovljenja "k 5to znaci da je,za k> k 1.ek = е*>О. 

Kontradikcija. - -
. . . . 

Dakle, е" :f О ра је za dovoljno veliko k, "k =Ek+ 1 = ... = е*. Odatle sledi da је za tah.,·e k • 

(4.5) 
('i7IP(Xk)'Sk)"';; Tk"';; -"k =-е* 

(Vfi(xk)' ~) ~ 1k ,..;; -ek = -е*. i Е J(xk,ek) 
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Osim togaje za k Е К dovoljno yeliko 

I(xk' ek);2 I(z ,О) , J(xk' 9Ј ;2J(z,O). 

Stavljajuci k -+- оо, k Е К iz (4.5) sledi 

(V'Ч'(Z), s} Е;; -е* 
(4.6) 

о (V'Џz) , s) Е;; -е*, i Е J(z,O) 
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S obziIom da su Љnkсјје \О(Х) i ЏХ), i = 1, ... , р neprekidne u z, zbog (4.6) postoji 

1/ > О (koje uz to moze biti izabrano tako da је уп риtз manје od rastojanja '" tacke z do 
najbliZeg ogranicenja neaktivnog u z) za koje iz 

sledi 

(vЧ'(Х), s~ Е;; - е* /2 
(4.7) 

(vЧх),~Е;;-е*/2, jEJ(z,O). 

Nekaje kEK tako veliko daje IIxk-zll <1//2. PokaZirno daje za svako аЕ[0;1//2] 
ta,cka xk +ri:sk dopustiva. Zaista, iz 

о о. IIxk +a:sk-zll Е;; lIaskll + IIч:-,'-zll Е;; '" 

sledida се uXk + a:sk sva ogranicenja neaktivna u z biti zadovoljena (i to sa znakom <). 
S obziIom da је . . 

(ај , ~ Е;; О, i Е I(z, О) s; I(Xk'~) 
Ысе 

(aj,xk +a:~ Е;; Ь ј +а(ар ~ Е;; Ьј 
za S\'e О: Е;;О i ј Е I(z,O). Neka је sada ј Е J(z,O)o Funkсђа gia) = ЧХk +asIJ је opadajuca 

па [О, 1//2Ј. Zaista, zbog (4.7) 

d~(a) .. ~. е* 
--"--- = (vџхk +ask)' --} Е;; - < О. 

оо ПSk" 211skll 

Stoga је ЏХk +ask)E;; ЏХk) Е;; о za а Е [О, 1//2] i i Е J(z,O). Dakle, tacka xk + O:Sk је 
dopustiva za svako О: Е [0,1//2]. . 

Oceriirno sada razliku .,o(Xk) - .p(Xk+1)' Funkcija g(a) = \O(xk +ask) opada па 
[0,71/2]. Zaista; zbog (4.7) је 

dg(o:) ~ . е*· --.-. = (V'\O(xk+a:sk)' --} Е;; - --< О . 
da Ilskll 211skll 

Stogaje 
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11 dg(a) 1'/ 11€§ 
= g(-2) - g(0) = --:;::- . ( - - О) <; - --

uu а = ~ 2 411stcll 

Zbog ograniсепја -1 <; ui <; 1, i = 1, ... , п је II~II <; vn ра је 

s obzirom da (4.8) vaii za beskonacno mnogo k Е К а niz (.,o(Xk») је monotono opadajuci 

dobija se 

.p(X
k

) -+-00, k-+oo, kEK 

8to је u kontradikciji sa neprekidnoscu funkcije ср u tacki z. Dakle, z jeste stacionarna 

tacka .• 

PRIМER 7.4.1. Neka је dat problem nelinearnog programiranja 

min .р(х,у) = х2 + 2ху + ~ 
x~O 

y~O 

х2 + у2 <; 1 

Јаsnо је da је (0,0) resenje. Videcemo kзkо se оуо resenje dobija primenom Zoutendijk. 

-оуе metode. Imamo daje а 1 = (-1,0),а2 = (0,-1), f1(x,y) =х2 +у2 -1. Obelezimo sa 

Х skup dopustivih tacaka. Neka је хо = (1,0) i ео = 1. 

k = О: Imamo da је I(xo' ео) = '{l,2}, Ј(хо, ео) = {l}. Problem linearnog programiranja 

iz koraka 2 је 

min1' 

За} +2а2 <; l' 

-а} <; О 

-а2 <;0 

2а1 <;1' 

-1 <;аl <; 1 

-1 <; а2 <; 1 

. Ovзј problem iща beskonacnomnogo optimalnih resenja. Јеdnо odnjihje npr. (1' o.so> = 

(0,0.0). Кзkо је 1'0 > -Ео, to је поуа vrednost ео = 1/2. Sada је I(xo ' еО> = {2}, 

Ј(хо. ЕО> = {l}. ReSavanjem problema 
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minт 

Заl +2a2~T 

-a2~0 

20"1 ~T 

-1 ~0"1 ~ 1 

-1 ~a2~ 1 
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zakljucujemo da opet postoji beskoпacnomnogo resenja. Jedno od njih је (то' 5Ј = 

=(-2, -1,1/2). Sada је то < -Ео ра prelazimo па korak 5. Dakle, So = (-1,1/2) 

а 0::0 se dobija resavanjem problema 

.З 2 о о:: 0::2 З2З 
mш-(I-а) +2(1-а)(-)+ - = -о: -20::+­

о 2 о 244 оо 2 

pod uslovom о:: ~ О i uslovom хо +O::So Е Х, tj. 

0::-1~0 

- ~ ~O 
2 

~~-20::~0 
4 ' 

5to se svodi па uslov О ~ о:: ~ 1. Мiniшиm se dostiZe pri о:: = 1, ра је 0:0= 1. Dobijena 

tackaje Х1 =(0. 1/2). 

k = 1: Da1jeje l(х 1 , Е1) = {1,2},Ј(х 1 , Е 1 ) =13. Problemlineamogprogramiranja iz koraka 

2је 

minт 

аl+02 ~T 

-:-(11 ~ О 

~02~0 

-1 ~ 01 ~ 1 . 

-1 ~02 ~ 1 

Resenje problema је (тl' 51) = (О, О, О) ра za novuvrednost Еl uzimamo Еl = 1/4. Sada 

. је I(Xl' Е 1 ) = {1}, Ј(х 1 , Еl) =!3i novi problem lineamog programiranja је 

.' minТ 

01+02~T 

-аl ~O 

-1~01~1 

-1 ~ 02 ~ 1 
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Optimalno rеSeпје је (Т1' 51) = (-1, О, -1), Кзkо је Т1 <; -Е1 prelazimo па korakS. 

Znaci, s 1 = (О, -1) а СХ1 dobijamo reSavanjem problema 

. (1 )2 mm --сх 

2 

pod uslovoma:~O ЈХ 1 +СХ51 ех, Ч. 

а:-!<;О 
2 

cx2_cx-~<;0 
4 ' 

5to se svodina uslov О <; сх ~ ! . Мinimиm se dostiZe pri ех = 1/2, ра је СХ1 = 1/2. Dobije-

па tackaje Х2 = (О, О). 2 

k = 2: Da1je је I(x2' Е2) :: {1,2} = I(x2' О); Ј(х2 , Е2) = !iJ = Ј(х2 , О). Problem lineamog 

programiranjaje • 

minт 

О<;т 

-01 <;0 

-"-02 <; О 

-1 <;а 1 <; 1 

-1 <;а" ~ 1 .. 
Optimalnih resenja ima Ьеskопаёпо mnogo; jedno od njih је (Т2' s2) = (О, О. О). Uslovi za 

zaustavljanje rada a1goritma su ispunjeni. Lako је proveriti da su 5\;ј uslovi teoreme 7.4.1. 

zadovoljeni раје х.., = (О, О) stacionarna tacka . 
.;. 

---000---

Na kraju оуе glave primetimo da smo u svim algoritmima zareSavanje probIema пе­

linearnog programiranja pretpostavili da је poznata dopustiva tacka хо tako da је s\o.:up 

Х () {х е Rn I!'c(x) ~ !,с(Хо)} 
ogranicen. 

Kod problema sa lineamim ogranicenjima dopustiva tacka, ukoliko postoji, moze se 

kao i u linезrпоm programiranju паСЈ resavanjem pomocnog problema linearnog progra-. 

miranja. Роmосni problem se moze formulisati slicno kao kod 1 [зzе simpleks metode: 
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,п ' 
min 1: z. 

i=1 1 

<ai,x>+Yj+Zi=bi, i=l, ... ,ffi 

yt~O;zi~O, i=l, ... ,ffi, 

'gde ЮУј мупауајисе а. zi vestacke promen1jive. 
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Kod problema sa nelinearnirn ogranicenjima dopustiva tacka se moze пасј resava~ 

" пјет drugog problema nelinearnog prograrniranjana sledeci nacm.: Neka је хо tacka koja 

, zadovoljava linearnaogranicetlja, Ч. 

", ' ,<ai,xo>,=E;;bp i=l, ... ,m. , 

АkојеЏхЈ =Е;; О, j~ 1, ... , psiedi daxo ЕХ. Usиprotnom uvodimo ротоспи promen­

ljivu ~ i nenegativne brojeve Pi' i = 1,:;., р takve da је Pi =0 ako је [j(X~ ;;;;; О i Pi ~ О 

, ako је џ хо) > о. Ротосni рrоblеш nelinearnog prograrniranja је 

min~ 

(~,i>=E;;bi,i =1,.~., т 
fi(x)=E;;Pi~' ј= 1, ._., р 

~~O " 
'. '.... :. • ....: .,' 'о 

'Pocetno dopustivoresenje ovog~roblema је npr. tacka (~o' хЈ, gde је 

.~ ,'= тах,{' "fi(~J ,IРј>О}. ' 
, " " "Р1 ", 

Ukoliko је ~ptimalna Vr~d~()~tfunkcijecilja Od~bili ~Odopu~tivO ,~esenje polaznog 

, problema. Uk'Qliko je,optima1na v:rednost funkсђесilја уеса od,O polazni problem пета " 

dopustivili reSenja. , ' , ' , , 

, Ogianicenost skupa Х ==' {,Х ,ERn I .,о(х) =Е;; .,о(Хо)} se ирrinсјри moze dobiti doda-

vanjemdopunskih ogranicenja tipa' -

-М=Е;;хi=Е;;bl,i=Т,: .. ;п , 

gde је М > О, dovoljno· vel&o. Ukoliko'je ~'resenjux* aktivno ЬПо koje od ovih dodatnih 

, ogra.nicenja М, ~rebauvecati; ukoliko nije tacka је' stacionarna i za polazni problem. 

Prirnctimo ј05 da u оуој gJavi пјје pretpostavljena konveksnost funkcija сПја i ogra-

, ,nicenjate s~acioname tacke koje metode nalaze пе moraju biti (cak пј lokalna) resenja 

'postavljenog ртоЫеmа .. 
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