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PREDGOVOR

U toku poslednjih godina se u Matemati¢kom institutu u Beogradu odrzava Seminar
iz primenjene matematike na kome je i potekla ideia da se napise ova knjiga. Razlozi
da se odabere oblast matematitkog programiranja su viestruki. U prvom redu. malo
je knjiga na nasem jeziku koje se bave ovom oblaséu, dok se u svetu ona veoma brzo
razvija. S druge strane, primene matemati¢kog programiranja su mnogobrojne, §to ga
~ &ini zanimljivim ne samo za matematiare nego i za inZenjere, ekonomiste, vojne strug-

hjake itd. Imajuéi sve ovo u vidu, nastojali smo da tekst bude dostupan §to sirem krugu
gitalaca. Obim znanJa koji se sti¢e u okviru kurseva matematike I i Il dovoljan je da bi se
knjiga v celini mogla pratiti.

Knjiga se po sadrzaju moze podeliti na dva dela prvi koji &ine glave I Hillje
iskijucivo teorijskog karaktera i ¢ini zasebnu celinu. U njemu se razvija neophodan mate-
mati¢ki aparat pomocu koga se dokazuju svi rezultati u preostalim glavama. Citalac koji
je zainteresovan vise za metode a manje za teoriju matematitkog programiranja moze da
&ita samo drugi deo (glave IV, V, VI i VII). Da bismo ovakvo &itanje olak3ali, sve metode
smo izlozili algoritamski. U uvodu su navedene neke primene matemati¢kog progra-
miranja. _ '

Pri izradi knjige konstultovana je obimna literatura, U izboru materijala i naginu

" dokazivanja trudili smo se da olaksamo Citanje knjige, a da istovremeno zainteresovanom
Citaocu omogucimo da bez veéih teskoca nastavi proucavanje ove materije iz drugih
izvora. Uvod i glave I, II, HI, IV, VII zajedni&ki su pisali dr Miroslav Agi¢ i dr Vera
Vujéié. Glave Vi VI pisala je dr Nada Mili¢i¢, a u konadnom uobhcavan;u teksta ovih
dveju glava ugestvovala su i ostala dva autora. Na kraju napomenimo da su mnogi dokazi,
dati u knjizi, originalni, ‘

Dr Vera V. Vujcic
Dr Nada 1. Puranovié-Milicié

Dr Miroslay D. A5i¢ -






UuvobD

Matemati¢ko programuan;e kao oblast, pocinje da se razvija posle drugog svetskog
rata mada su neki pionirski radovi objavljeni mnogo ranije. Oblast matema’aékog pro-
. gramiranja moZe se grubo podeliti na linearno, nelinearno, diskretno i stohasticko pro-
- gramiranje i teoriju igara. Zajednicka osobina ovih oblasti je da se traZi tatka u nekom
vektorskom prostoru koja zadovoljava neka ogranienja, a u kojoj data funkcija (funkcija

.. cilja) dostize ekstremnu vrednost. Matemati¢ko programiranje iskljudivo razmatra pro-

bleme u kona¢nodimenzionim prostorima dok su-ekstremalni problemi u beskona¢no
dimenzionim prostorima predmet drugih matemati¢kih disciplina (varijacioni raCum, °
optimalno upravljanje i dr.}. Ekstremalm problemi se vrlo &esto javljaju u praksi, Sto ¢e
se videti iz primera koje éemo navesti u daljem tekstu, O ovim 1drugim primerima pnrne-’
ne matematickog programuan_]a viSe detalja éxtalac mozZe naéi npr. u Petri¢ [P.2], Dantzig
" [D.3]. » :
Linearno programiranje je najrazvijenija i najéeEée primenjivana oblast matematic-
kog programiranja. Atribut ,linearno® potie-iz &injenice da su kod tih problema i funk-
cija cilja 1 ogranienja linearne funkcije. Navei¢emo sada nekoliko problema iz raznih
oblasti ¢&iji se matematxckl modeli mogu svestl na problem linearnog programuanja

L Transportm' problem

Proizvodati Py, ..., Py proizvode artikal A koji treba dopremiti korisnicima K ¢, ..., »
K., Nekaje : . o
pp 1=1,., k koli¢ina proizvoda kojom raspolaze proizvodad P i= 1.,k
gy j=1,..,m kohcma proizvoda koja je potrebna korisniku R .j=1,..m
3

i=1,..,k cena prevoza jedinice artikla A od proizvodada P do korisnika 1\1
1J"‘j=1,-...,m i=1,..kj=1,.

Pretpostavi¢emo da je ukupna potrazhja jednaka ukupnoj ponudi, tj.

m k

Tq=2
SRS
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Treba odrediti koli¢inu X3 2 0 artikla A koji treba prevesﬁ'od vproizvodaéa. P do koris-
nika KJ i=1, ., kj=1, .., m, tako da ukupna cena transporta bude rmmmalna Mate-
matiéki model opisanog problema se moZe naplsatl kao: : :

.2 @
| i 1-11-“ R
U.1) ' . j=21 le =ppi= 1,} o k

k .

T X:=q..i=

x>0, i=1,..k
§75 :

Dobijen je problem u km dnnenzzonom prostom ka sa lmeamom funkcxjom cﬂ]a "

linearnim ogranienjima. Napomm]emo da Je problem kop smo naveh unekol iko upr05- - L

¢en. Naime, moZe se desiti da j Je e

£ q] p1

U tom sluéaju se uvod1 fiktivni pro1zvodaé (kada je potraznja veca od ponude) ili ﬁktxv--'

ni potrosaé (kada je ponuda veéa od potraZn)e) s tim §to se za odgovara;uce cene prevoza o
uzima da su jednake nuli. Osim navedenih ograni¢enja,u realmm problemima javljaju se i

druga ogranienja (propusna mo¢ sacbraéajnice od P, do K., moguénost prevoza raznim - -

prevoznim sredstvima po raznim cenama 1td) Problem (d 1) ima specijalnu struktup - -
te za njegovo resavanje osim metoda koje ¢emo izloziti u ovo; kn]m posto;e i eﬁkasm]e' L
metode (videti Petric [P. 7], Dantzig [D 3]) : -

2. Problem dijete

Na raspolaganju ]e n razliGitih prehrambemh proxzvoda Pl’ - P Neka su I‘l’ ey

I\' sastolcmhproxzvoda neophodmuxshrmu Poznansu sledec1 podacx T

i=1, ...,_m kohéma sasto_lka K u Jedmm prmzvoda P yis= 41, ..'.,i'r‘n; L
e ji=lL..n " j=1l..,n . _- -
cj, j=1,..,n cena Jedmxce prozzvodaP Jj= 1 . »
b, i=1,., m © minimalna dnevna potreba sasto;ka }‘1 ko;u propxsu;e dljeta o
) i=1,. .

- Treba odrediti koli¢inu x; proizvoda P; u dnevnoj ishrani tako da ishrana bude §to jefti- -
nija a da pritom budu zadovoljene sve dnevne potrebe u sastojcima Kqseos Ky Koje dijeta -
propisuje. Matematicki model je: : :
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mmEcx
o=l Hl

Eax?b 1-1
J_

x]->(_),‘j'—_‘l,..,n

Dobijen je ponovo problem linearnog pr_ogramiranja; _
- 3. Problem optiinalnog rasporeda radne snage

Neka je dato n masina M 15 - M na koje treba rasporedm n radnika R 1, ey R .
Poznato je da radnik R; na masini M dnevno donese dobit od ¢;; nov¢anih Jedxn.ca
* Radnike treba tako rasporedm da preduzeée ima rnaksunalnu dnevnu zaradu. Neka je

1 akoje radmk R; rasporeden na masinu M .
xi= ] v
-y 0 u ostahm slucajevnna S

Tada se prob]em mozZe napisati u obhku

o3 B )
= Wy R
n ,
.}‘—%xlj:l, j=1,..n
noo
'j=21 xu- 1, i=1,..,n
X E{Ol,, =lamj=1,..
Zbog poslednjeg uslova ovaj problem spada u kiasu problema diskretnog programiranja.
Medutim, uslovi xj €{0,1},i=1,..,n;j=1, .. nmogu se zameniti uslovima x; i 20,
i,j=1, .. n. Na taj naCin se dobua novi problem problem linearnog programiranja.-

'Pokazu_]e se da se sva optimalna resenja starog problema sadrze medu optunalnlm rese-
njima novog problema, a primena simpleks metode* na novi. problem daje ba resenje
koje zadovolja\a uslove.x;; i e{0,1},ij=1, - : '

Napomenimo uzgred da se problem pra.ktlcno ne moze resavati. 1sp1t1van]em svih -

mogucnosti  (ima ih n!) jer Je broj tih moguénosti ogroman &ak i za relativno malon-

~(npr. 10! = 3628800), dok je za n > 30 taj broj tako vehkx dai 13pmvan3e svih mogucnostl_
prevazilazi mogucnostx danasnjlh elektronsk.lh racurara ' '

4. Izbor borbenih sredstava

'Neka se za unistenje neke grupe ciljeva koristi m tipov‘a'sr.edstaval naoruzanja
Sy, .8, Neka je dalje :

* Simpleks metoda je najpoznatija metoda za rcsavan]e problema hnLamo programiranja. Ova me-
* todaje leozena u glaviIV. . .
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o j=1,..,m srednja vrednost bro;a uniitenih cﬂ;eva Jed'nm borbenim
sredstvom SJ j=1,. '
' Yjp ji=1,..,m vrednost jednog borbenog sredstva tipa Sj, j=1,.,m
bj, j=1,..,m ‘maksimalna dozvoljena vrednost'borbenog sredstva tipa-
S: koja se mozZe upotrebiti :
d , maksimalna ukupna vrednost borbenih sredstava ko;a se
moze upotrebm

Ako sa x; ozna&imo bro; upotrebljemh borbenih sredstava tipa S ] 1, ..., m matematic-
ki model problema maksimizacije srednjeg broja unistenih ciljeva je '

‘m

max j-?l_cjxj
m x<d
1 SR ‘
vjxj<b -;=1,..7,m '
xj>0, j=1,..m

Dve najvaznijé metode za resavanje ptoblema linearnog programiranja navedene suu .

glavi IV, Druge metode zainteresovani &italac moze naéi npr. u Dantzig [D.3], Simonnard .

[S.1]. S obzirom da su modeli realnih problema obi&no velikih razmera (vise stotina pro-
menljivih i/ili ograni€enja) posebno skre¢emo paanix na metode specijalno konstruisane
za ovakve probleme (videti npr. Lasdon [L.1}). ‘ ' v
Problem nelinearnog programiranja, kod koga su funkcija cilja 1/ ii funkuje ograni- '
cenja nelinearne, zanimljiv je ne samo sa teoretskog nego i sa prakti€nog stanovista.
Naime, u mnogim pojavama je zavisnost medu promenljivim nelinearna te se odgovarajuéi -

matemati€ki modeli mogu adekvatno izraziti jedino kao problemi nehnearnoe proc.rarm- -

ranJa Sledeéi primeri ﬂustru;u ovakve sxtuau]e
1. Problem pakovanja prdizvoda.

‘Své.kog meseca treba upakovati i posléti 100 m> neke hemikalije. He—nikalija se
transportuje u 100 jednakih kontejnera oblika pravouglog pare]epxpeda duzine X, §irine y
i visine z. BoCne stranice i dno xontejnera prave se od materijala ¢ija se cena moze zane-
mariti, ali kooa na raspolaganju ima samo 400 m7  Materijal za prednju i zadnju stranu
kosta 100 dinara pc m? , a materijal za vrh 150 dinara po mZ. Ovih materijala ima u neo-

graniCenim koli¢inama. Treba odrediti optimalne dimenzije kontejnera. Matematitki

model glasi: ‘
' min 150 xy + 200 xz

xyz =1
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Cxy+2yz<4
-~ x20,y>0,z>0.

: Dobijéni ‘problem ‘ne'lineémog‘, programiranja spada.u Klasu problema tzv. geometrijskog

- programirahjé: Za ovu klasu postoje posebne metode refavanja (videtinpr. Duffin, Peter-

" son, Zener.[D.8] ). Naravno, za re§avanje ovog problema mogu se upotrebm i opite me- »
‘ tode nehneamog progra:mranja oplsane u ov03 knpn

. 2. stkretm prob]em optlmalnog uPraV]Janja

u Neka u neLOJ hemusko; reakc131 kola se odvqa u toku Jednog éasa uéestvu;e n sup-
stanc1 Sl’ s Sy Svakih § minuta se na reakciju moze uticati izmenom temperature i

) pntlska u reaktoru Oznaélmo sa xl(t]) koncentracxju supstance S, u momentu tJ ty+5j,
Co gde jei= 1,0, i=0,. , 12, Pretpostavnno da se koncentraclja supstance S ponasa
o prema dlfCreﬂCljSkO] Jednaélm »

x( 1) G(xl(t) x (t}) ej’p]
L gde su sa 6 1pj oznaéem temperatura i pntlsaku \'remenskom interv alu o d t do t a1 Pri..
' -'tommorabm e S T _ _

N ;Qé ; b1 c<pj<;i | »
‘Neka _]C c cena Jedmlée suéstance S Po iaﬁsetku procesa dbblt iznosi -
2 c(x (tlz) x(to))
Matemanéh model optunalnog upravl]anja ovun hemljslum érocesor; ]e. ', :
. .max E c(x(t 2) x(t )) .

x(tﬂ) G619 X, .0y B, 1

l,..,n
©§=0,.., 11
‘ ~a<0<b1 o L1 -
’%Tqic<%<d3 0,11
. Pretpostavlja se da sux (t 0) i= , n date veli¢ine. Dobqen Je problem nelinearnog pro-

. gramxranja sa 24+ 12n promenl_;xvih i isto toliko ograméen]a
Napomemmo da se u stvarnosti procesi, obi¢no opisuju ‘direrencijalnim ]ednaéma-

- ma. No ukoliko se ‘koncentracije ne menjaju suvise brzo, proces se moZe na zadovoljava-

B juél na&in oplsatx i dxferencxjsklm jednaémama
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3. Problem planiranja proizvodnje

Neka su x,, ..., x, koli&ine proizvoda Py, — P respektivno koje ée fabrika F pro-
izvesti. Porastom koli¢ine ‘proizvoda na trziStu njegova cena opada. Jednostavnosti radi - -
uze¢emo da na tu koli¢inu utiCe isklju¢ivo fabrika F i da je pomenuta zavisnost linearna, '
tj. da je cena G jedinice prmzvoda P data sa 3= b X ,i= 1 , I Prptpostax;mo takode da .
se za prouvodn]u kOIlStl m su'ovmaSI, s Sy da]e ' o IR

d.. i=1,.,m koligina sirovine S ko;a je potrebna za proxzvodnju jedini-: . -

ij
i=l,..,n . ceproizvoda P, v .
e, i=1,. ukupna raspolozlva kohcma sirovine S

Problem nalaZen;a optunalnog plana proxzvodrve moze se izraziti matemauékun moaelom " . i

' max Zcx E(a bx)x

jé:ll dijijei, 1_— 1,..m ~
o ng>0, R L P .} P . N
Dobijeni problem spada u Klasu tzv. problema kvadratnog programiranja (funkcija ciljauje_‘
kvadratna a'ograniéenja su linearna). Za ovakve probleme pos'toje' posebhé metode (nprb.
Kiinzi-Krelle [K.9], Boot [B.7]), a mogu se primeniti i op§te metode nelmearnog progra-
miranja, oo
Metode za resavanje problema nehneamog programxranja opisane su u gl:wamaV
_V1i VI, Druge metode mogu se naci npr. u Polak [P.4]. Zoutendijk' [Z 5] _ _
Kako bismo upotpunili sliku o problermma matematickog programuanja navescemo T
po jedan primer iz oblasti diskretnog programiranja, stohasti¢kog programiranja i teorije L
igara, iako u ovoj knjizi nisu obradene osobine i nacin resavanja ovih problema. el

1. Problem izbora projekéta

~ Predlozeno je n projekata Py, ..., P Usvaja.nje pro_lekta Py donelo b1 dOblt o Za L
realizaciju projekata potrebno jem proﬁla struénjaka Nekaje =

i=1,..,m ukupan broj raspolozxvm stmcnjaka i to prof' ila

b;,
al i=1,.,m broj stru¢njaka i-tog profila potrebmh za re:mzacgu pro- - :
P jetean jektaP; . o
o ako je P usvojen
%” ¢ 0 u suprotnom

Matefnatiéki model izbora projekta koji treba usvojiti je

n
max jg:l ijj
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a]]x <b ,i=l,...,m

ij{O,l}, j=1,..,n

- Navedeni problem spada u klasu problema celobrojnog programiranja. Ovi problemi
karakterisu se time §to neke (a mozda i sve) promenljive uzimaju vrednosti iz nekog dis-
kretnog skupa. Za resavanje ovih problema razradene su mnoge metode koje se po
koncepciji veoma razlikuju od metoda izlozenih u ovoj kn_]lZI Videti npr Hu [H6],
Geoffrion [G.2], Korbut—Finkeljstajn [K.4].

Navedimo sada jedan jednostavan problem iz stohastitkog programiranja.

2. Problem oroéavanja novca u banci .

Neka osoba raspolaze sa 10000 dinara i oSekuje ratun &iji iznos nece biti ve¢i od
8000 dinara ni manji od 5000 dinara. Osoba zeli da oroéi u banci izvesnu sumu novca
koja joj donosi 10% kamate, no ako u trenutku placanja ratuna ne bude imala dovoljno
novca mora ga pozajmiti uz kamatu od 20%. Koliko novca osoba treba da oro&i ako je
poznato da su svi-iznosi ratuna izmedu 5000 i 8000 jednako verovatni? Neka je x osta-.
tak no;/ca b iznos raduna, y = (Jx—=b| + x=b)/2 az = (Jb—x| + b—x)/2. Jasno je da y,
odnosno z oznacavaju ,,prebacaj , odnosnc ,,podbaéaj“ {1 proceni iznosa raéuna Mate-
. maticki model je :

mm-—l—y+—lz——|x—b|+—(b—x)
10 5 2 20

pod uslov'om"v S o
0<x<10000 : _
b ima uniformnu raspodelu na [5000, 8000} '

S ozbirom da b nije poznato sve dok ra¢un ne stigne, aid_a X treba odrediti pre toga, jasno
je da- je ovo problem nove vrste i da zahteva druké¢iji pﬁstup od problema nelinearnog
programu'an}a Vise primera ove vrste, kao i metode za refavanje Gitalac moze nadi
u Judin [J.1]. :

- Teorija igara je zasebna grana Opnmxzacue \'alme, u svim ranijim primerima je u
okviru’ d;mh ogranidenja trebalo naéi ,najbolie resenje. U teoriji igara igrac treba da
odredi opet -,,najbolie* resenje ali pritom treba da vodi raduna ne samo o ograniéenjima

.nego i o moguéim posiupcima ostalih 'igraca ¢iji su interesi Gesto u suprotnosti sa njego-
vim. Sa o\re_' tatke gledista; raniji optimizacioni problemi bi mogli da se shvate kao igre sa
‘jednim’ igradem. Razume se, za teoriju igara, stricto sensu, su od znatgja slucajevi kada

- postcje bar dva igraéa. Sledeéi primer, iako jednostavan, ilustruje reeno, a istovremeno

ukazuje i na moguénosti primene teorij'e igara. ’
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3. Problem iz vojne strategije

» _ Dvé zaraéene strane, Crveni i Plavi, raspolaZu redom sa 6, odnosno 5 vojnih jedinica.
Borbe se vode oko dva vojna objekta A i B. Zaposedanje objekta' A donosi 30 jedinica
korisnosti onom ko ga osvoji, a —30 protivniku, dok zaposedanje objekta B ,vredi“ 25
jedinica. Objekt osvaja onaj protivnik koji na njega uputi veéi br_bj vojnih jedinica (u stu-"
aju istog broja smatra se da objekt ostaje neosvojen). Kako Crveni treba da raspodeli
" svoje vojne jedinice na objekte A i B da bi dobio 3to. je vise moguée jedinica korisnosti? ,
Razume se, sliCno pitanje se moZe postaviti i za Plavog. Pretpostavl]a se da do poéetkaj '
borbe Crveni i Plavi ne znaju niSta o odluci protivnika. o o
Da bismo formulisali matematidki model ovog problema pnme’umo najpre da o
* Crveni ima sedam tzv. £istih strategija®: I: da na A uputi svih 6 vojnih jedinica, I1: da na
~ Auputi 5, na B jednu vojnu jedinicu; ..., VI: dana B uputi svih 6 vojnih jedinica. Sligno. .
ovome, Plavi ima 6 ,,élsnh“ strateglja r, II’ VI’. Sada se dobit Crvenog maze prikazati
tabli¢no na sledeéx naém ' ST FER '
- PLAVI
ST I vooVovVe

1. 30 s 5 5 5 .5
m 25 .30 5 5 5 5

: : m- -5 25 30 ‘5.5 5"
" CRVENI ~ IV -§ -5 .25 30 "S5 5
' B V =5 =5 -5 25 30 5

VI -5 =5 -5 -5 25 300

vk -5 -5 -5.-5 -5 25 '
. Ve¢ na prvi pogled vidi se da Crveni moze da obezbedi dobit od bar $ jedinica korisnosti
" ma kako postupio Plavi: dovoljno je da odabere Zistu strategiju 1 ili I1. Medutim, na ta]

nacin on ne bi mogao da postigne dobit veéu od 5 (jer Plavi, pretpostavljajuci ovo rezono- - -
vanje, moze da odabere npr. istu strategiju I1I"). Na sliGan nain se vidi da nikakvo logic- -~

ko zaklju¢ivanje ne moze Crvenom sugerisati neku istu strategiju, jer bi Plavi, sta\ljajucl '
se u polozaj Crvenog, mogao da ponovi to zaLlJuéwa.nJg i tako_ sazna koju &istu strategiju

" ovaj namerava da upotrebi i da mu tako onemoguéi dobitak veci od 5. Da bi ovo jzbegao, 2
Crveni moze da Ciste strategl]e I II Vll bira na.s]uéajan‘- naéi:l,~§a v'eroy:ambéama'

Xy Xg respektwno ‘ ‘ : S _
Naravno sliéno rasud:van;e se moze izvesti i za Plavog pa ¢eion svole &iste strate-

gije l . VI’ birati- slugajno, 2 verovatnoéama yl, vy y6 respektlvno Matema’uékx S

. model ce bm (za Crvenog) o : » '

“max - min F(x v)
- x&X yEY
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gdeje X = (X}, s X7), Y =¥, s Yg) »
X={(x), s X)) €R7 [X] 30, .., X730, + ... ¥ X7 = 1}
(skup tzv. mesovitih strategija Crvenog)

Y={( Y ER 1y 20, .y 30,y + . tyg=1}
(skup me§ovitih strategija Plavog) -

) 6
i F(x,y) E 2
i=

Z. aXY; (matematxéko oéekivanje dobiti Crvenog)
=1 :

aa; su odgovarajuéi elementi tablice. (Ovakva tablica se obi&no zove matrica igre, te se
sli¢ne igre Sesto zovu matri€ne igre.) Slucaj kada se bira jedna jedina &ista strategija je
ovde takode ukljuCen: dovoljno je uzeti da je odgovarajuéa komponenta mesovite stra-
tegije jednaka 1, a ostale nuli. Matemati¢ki model (za Plavog) glasi, kao §to je lako videti

min max F(x)y)
yeY x€X

Vazino je napomenuti da je _
' min max F(xy) = max min F(x,y)
yeY x€X x€X yEeY
{po teoremi J. von Neumann-a; videti npr. Owen [O.1], Raghavan-Parthasarathy {P.1] ).
~ Vektori X i y za koje se ova jednakost postize zovu se optimalne mesovite strategije za
Crvenog, odnosno Plavog.

Zanimljivo je da se problem rialazenja optimalnih strategija u sluaju matri¢nih
igara moze svesti na reiavanje problema linearnog programiranja (v1det1 McKmsey M.2])
te se mogu upotrebiti metode opisane u glavi IV ove knjige.

Teoriji igara je posvecen veliki broj ¢lanaka i monografija; spomenu¢emo ovde saro
neke: McKinsey [M.2], von Neumann, Morgenstern [V.2], Morgenstern {M.4], Owen
[O.1]. Raghavan, Parthasarathy [P.1], Burger [B.8], Karlin [K.2] i drugi. Teorija igara
(i njene metode) imaju primene i u matematiCkoj statistici, videti Blackwell, Girschick
[B.6], Wald [W.1], McKinsey [M.2]. U ovim knjigama ¢e ¢&italac naéi i mnoge druge pri-
mene teorije igara.

Na kraju re¢-dve o oznakama koje su koriséene u knjizi Lista svih korii¢enih ozna-
ka bi zacelo bila dugatka. Stoga ¢emo 1zostavm ob]asn]enja za oznake ¢ije Je znadéenje
jasno ili koje su opste prihvaéene.

~-R" euklidski prostor dimenzije n

- &y skalamni proizvod vektora x iy. U ovoj knjizi koristimo samo skalarni
proizvod definisan sa &y = xlyl -t XoVo, gdejex = (xl, vees xn),
y=Qy- ,yn) _
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—Iix1i norma vektora x definisana .sa ilxll = \/<x,x)

— 1Al norma matrice A, Iz konteksta ée uvek biti jasno ko_]a se od matn &nih
normi koristi ' . :

— U matri¢nim formulama vektor shvatamo kao matricu sa jednom kolonoxﬁ R

—aT : Matrica dobijena transponovanjem matrice A o
x>y ~ akoje X = (Xq, xn),vy = (Y15 - ¥y NaVedena oznaka znaéiil >y,
e Xp 2Yp : o o

- E o unutrasnjost sicupa C

-C _ : adherencija (zatvorenj'c) skupa C

~3C .. granica skupa C L ,
QT gradijent funkeije £,4§ U = ( ——- . g—) _
- =fIX restrikcija funkcije fna skup X 1 - %

- (xn) niz ijije n-tidlanx ), n=1,2,... " ' - 92

- Hesxjan funkcije £ R™ - R u tacki x Je kvadratna matrica reda n [

xaxJ




GLAVA I
ELEMENTI KONVEKSNE ANALIZE

Cilj ove glave je da uvede neke neophodne po;move o konveksnim skupovima i
funkcua.ma Biée re¢i samo o pojmovima i teoremama koji €e se koristiti u daljem izla-
ganju. Stoga ée biti 1zostav11ene mnoge &injenice koje su od znadaja u konveksnoj analizi.
Cxtalac moZe nadi opsirnije izlaganje elemenata konveksne analize u Valentme [v. l] '
Rockafellar [R.4].

11. Konveksni skupovi

DEFINICIJA 1.1 1 Skup ccC Rn naziva se konveksmm ako zsamo ako za svaki x,y€C
iX€E[0,1] vazi Ax + (1-N)y €C. »

‘ Druglm rec¢ima, konveksan skuip sa svake dve svoje tacke sadeZi i i duz koja ih spaja.

" Iz definicije se neposredno moze zaJdJuém da je prazan skup konveksan. Trivijalni primeri
‘konveksnih skupova su takode Jednoélan skup { x} i &itav prostor R™. Lako j Je dokazati
da je npr. skup reSenja sistemna linearnih Jednaéma i nejednacina :

Ax> b,Cx=d ‘
konveksan. Ovaj prher ¢e biti od zna&aja u daljem izlagaﬁju. _
TEOREMA 1 lll Presek proiivoljrie familije komeksnih skupova je konveksan skup,
. DOKAZ Neka suCp.i EI konveksm skupovx inekaxy € 21 C.. Tadazasvaki A€[0,1]
isvakii€lvazi axx + (I—A)yEC (zbog Lonveksnosn C. ) No tada je )\xv(l—)\)yenIC +,

TEOREMA 1.1.2. Neka su C i D konveksni skupovx alip realm brojevi. Tada je skup
AC + [.LD {Rx+uyleC y € D} konveksan,
' Dokaz sledi neposredno iz definicije konveksnog skupa.

DEFINICIJA 1 l .2. Kazemo da je tatka b € R™ konveksna kombinacija tadaka x 12
X, € Rn ako i samo ako posto;e realm brojevi )\ >\ takvi da je :
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b=2x]-x-; >5>0,i=1,‘...,m;. E)\l—l
TEOREMA 1.1.3. Skup C C R11 je konveksan ako isamo ako sadm sve konveksne kombi-
nacije svojih tagaka. : : :

DOKAZ: Ako skup sadrzi sve konveksne kombmacxje svoph taéaka onda specna]no :
sadrzi i sve kombmacue oblika :

pa je na osnovu deﬁmc:]e 1.1.1, konveksan : ’

Neka je C konveksan skup. Indukcijom ¢emo pokazatl da C tada sad:u sve konvek-
sne kombmacqe woph tataka.Zam=2 iz konveksnost1 C sled1 da konveksna kombmacxja

)‘lxl +)\2x26C o ako X9 x2¢C
Pretpostavimo da sve konveksne kombmacge ne vme od m-1 taéaka skupa C pnpadaju C ,
Neka je - '

b—E)\x

konveksna kombmac']a taéakax EC i=1, .., m Akoj je Km 0, 1zmduktxvne pretpo— v
stavke sledi b € C. Ako je Ap=1 onda b=x,€ C. Pretpostavxmo daje 0 < 7\m<l
_.Tadavazi : » . ‘
b=(1- )mzlkl Fox
=(1- —_—X, X .
v ' )\mi=l‘(l—)\my.1 ?‘mm
__5._ >0i = ____)'1__.._ =1,
a-xy) =l (1 =2y ‘
to na osnovu induktivne pretpostavke sledi da. _21 ——r x EC pab EC kao kon-
veksna kombinacija dve tacke iz C * = (_ A :

DEFINICIJA 1.1.3. Neka je A C R™. Presek svih konveksnih skupova iz R"l Lo_u sadzze A
nazivamo konveksru omotaé skupa A i oznaéavamo saconvA. - <

TEOREMA 1.14. Konveksm omotag skupa A ]ednak je skupu svih konveksmh Lombma-
cija taéaka iz A. ' .

DOKAZ: Oznatimo skup svih’ konveksnih Lombmacga taéaka iz A sa C Jasno je da

je conv A Kkonveksan i da A C conv A. Na osnovu teoreme 1.1.3, sledi da conv A sadrzi -
sve konveksne kombmacue svojih tataka a tim pre sve konveksne ]\ombmacxje tadaka iz -
A. Dakle C C conv A. Dokazimo i obratnu inkluziju. Dokaznno najpre da Je C konvek »
san skup. Zaista nekaxl,xzec Tada:
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)_Ll—i=1 o;i_a.., ai%q, aiEA,ﬂl—l',...,m, i-;l ai—l
Xy= T B >0,b,€4, i=1,. T g=1.
2 1161 i A o B £1h

 Za proizvoljan J\E[O,l]taéka T
o p
)\x1+(1—7\)x7— 2 Aa: a1 +. E (1 )\)ﬁlb

’ pripéda Cvkao konveksna kombinacija tacaka ay, w 3, by, bP € A. Dakle, C.je
' konveksan skup isadrzi A. Prema tome vaziconv A CC.# :

TEOREMA l 1 5 Unutrasn_]ost i adherencga konveksnog skupa su konveksni skupow

DOKAZ: Neka Je Ckonveksan skup i ¢ njegova unutrainjost. Ako je- C @ tvrdenje Je
tnvgalno Neka je é #0i iy,z € C Tada postop € > 0-tako da su kugle’

B(y) {xeR"|||x-yu<e} B(z) {xeR“|ux-zu<e}

» . podskupow skupa C Neka NS [0.1]. Dokaznno da Je B(Ay + Q- 7\)2) C C. Ako je =
" XEB, (\y+ (1-A)z) onda je x = Ay + (1-N)z + ne, gde je n €[0,¢] a llell =1.S obzi- o
roim da y +tne €B(y) C C iz +17eEBe(z) CC 1daJeC konveksan skup sled1 da ’

SX= )\(y + ne)+(1—)\)(z +qe) € C

,Dakle,Be()\y+(1—7\)z)CC t_] Ay +(1-A)z EC : :
" Neka je C konveksan skup i C njegova adherencua Neka suy,z€C. Tada postoje
. nizovi (yn) i (zn) taaka skupa C koji- konverguaju taékama y i z, respektivno. Neka je ‘
“A €[0,1]. Tada niz ()\yrl + (] -\z,) konvergxra kaxy + (l—)\)z pa W+ (1-2z €C. .

' TEOREMA l 16. Neka Je C zatvoren konveksan skup C #G Tada e C C.

DORAZ 'S obzuom da je 6 CcC, sva.kako je CC C= C Nekax €Ci nekay EC Shcno
: ,kao u dokazu prethodne teoreme moze se pokazan da tacke oblika )\y +(1-M\)x pripada-
“ju Czare (0 .1). No, tada taéke niza (n y+ (1— —)x) pnpada;u C aniz konverglra kax..
,SledxdaxECpavazuCCCO ' :

1.2._ Teoremg‘o.raidvajanju E

R U daljem. izlagahju.kdristiéemb neke pojmove iz n-dimenzione geometrije koji .
predstavljaju prirodna uopstenja pojmova dobro poznatih iz analiticke geometrije.
Skup H= { x €R" [ (cx)=d,c €ER", ¢ # 0} nazivamo hiperravan a skupove ~
{x € R? I (cx) < d} i{xe Rn ] (c.x) d} nazivamo poluprostorima odredenim
* hiperravni H. Intuitivno je jasno da se izmedu dwa dlSJunktna konveksna skupa moze
postavm bar Jedna hlperravan ¢sl. 2:1.). ’
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SL.2.1.

U ovom odeljku éemo to i dokazati. Sledeéa teorema nam je pdtrebna 2a dokaz _

teoreme o razdvajanju talke i skupa (teorema 1.2.2), koja ima vaZnu ulogu u dokazu
ostalih teorema o razdvajanju. '

TEOREMA 1.2.1. Neka je Cc# ) zatvoren konveksan skup ix ¢cC. Tada posto_u ]edna i
samo jedna tatkau € C takva daje

2.1 . ' fix—ull= inf lIx=yll
@1 v : yeC .y

- DOKAZ: Nekav€C. Skup V =-{z]llz—x]| € [lv—xll , z € C} je ogranien i zatvoren,
prema tome kompaktan, Neprekidna funkcija ¢(z) = llz—x|| dostize stoga svoj infini-
mum na skupu V, recimo u tacki u. Neka je y proizvolina tadka skupa C. Ako y €V.
onda je |lu—x|| < lly—x|l. Ukoliko y € V, onda je |[y—xll > llv—x[| = flu—x|| . Dakle, po-

kazali smo da tatka koja zadovoljava (2.1) postoji. Pokazimo da ne mogu postojati dve .

razli¢ite tacke ko_;e zadovoljavaju (2.1). Pretpostavimo suprotno neka su u’ 1u e}emenn
skupa Cineka je .

22 | = Ix—u"li= inf_fx-yll .
( _ A x-u'll = lIx—u"lf = ylpec.ll\_yll.

Imamo: .
k] 9 ‘) » 2
2fx-wli? = ix—ul? + fx—u”|? =

u7+u” uﬂ_uv u;+u” u”-u )
={x — — + —. X = + )+
2 2 2 :

t2
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u’+u” " u’—u”

=2(x— % & S - )=
2 2 2 2
2 2 'us+u” 2
= 2= 2 4 g B 2y, 20 y2
.2 =5 Loy Ix==5—1
Znati,vazi
Q3. x= “;’“ u<ux—uu

No kako zbog konveksnosn skupa C tacka -2 -——2— prlpada C, ne]ednakost (2.3) protlv-
reci relacle (2.2). ¢ .

TEOREMA 122, (O razdvajanju tacke i skupa ) Neka je C zatvoren konveksan skup i
X ¢ C. Tada postop ceR? tako daje’

(c,x)< (c,y)za svaki y GC
DOKAZ Neka Je u€C tacka za ko;u vazi
‘ x-ull= mf Hx=yll.

Dokazuno na_]pre daj Jeza pro;zvoljan y E C

4 L T {u= x,y)>(u—x,u) ,

Neka je z.= J\y"f (1-Nu, gde je A€ (0,1]. Buduéi da jeC ko;xveksan skup, z € C. Dalje je
B e I e N yud+ fi-u)?.

~ Kakoje Ik~ 12 > 1%—u u- sledi da j je -

| ' xnu—yu~+°<u—>\ y—u)>0 zas»akxAG\O 1].

Ukoliko bi bilo (u—%, y=u)< 0, ondabiza A€ (0,1] dovoljno blisko nuli bilo Ajlu~y 112
+2{u-X,y-u)<0,5toje Lontradﬂccua Dakle, (u—%, y—u)> Opa Je (2 4) dokazano _
Dalje je zbog (2.4) i zbogu 7-' %, za svaki y&C

(u—x y)><u—x u)>(u—-x,x),
te je dovoljno uzetl c=u—X. 4

Geometrijski, prethodna teorema moze se. tumaéltl na sledeéi naéin: Kroz svaku
taéku X izvan zatvorenog konveksnog skupa C moZe: se postaviti hiperravan .
H={x€R"|(cx)=d} koja nema zajednickih tataka sa C. Pritom se ¢ moze izabrati
kao u dokazu prethodne teoreme, a moZe se npr. uzetid = (eX).

' TEOREMA 1.2.3. Neka je X gramcna tacka konveksnog skupa C. Tada posto_u ceRY, _
cf 0 tako daj je :

{eX)<{(cy) ‘za svakiy €C.
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DOKAZ: S obzirom dz je X gfaniCria tacka skupa C to posteji niz tadaka (xJ) X, > %,
jreix€ R™\ C za sve j € N. Prema prethodnoj teotemi za svaki j EN postop tadka
5 €RM tako daje

@@3). . (G %)< e,y . 'z;asVéIﬁy66;

Bez urfianjenja opstosti tozZeio uzen daje liell = 1, ) £ 1, 2, ... . No tada postoji kot
vérgentan podniz (cg JEJCN. Nekac, ¢, j=®,jEL Jasno jedajec#0.Akou
(2.5) uzmemo j = =, j € J dobijanio .
, €<, yd . za.s“valﬁye"ﬁ,,

a tirh pre to vaZiza svakiy €C. 4 ' '

Georhetrijski, ova teorema kaze da u s‘vakOJ graméno; tacki koniveksnog skupa pos:
toji bar jedna hipefravan koja sadzi tu tagku, a &itav skup C se nalazi u'jednom od dva
zatvorena poluprostora odrédena .tom hiperravii. Takva hipeffavan s¢ obiéno naziva
hiperravan oslonea; njena jednacina (uz ozhake iz prethodnog dokaza) se fnoze napisati
wobtiku {c, X) = (¢, %). o _
TEOREMA 12.4. (O fazdvajanju dva skupa.) Neka su € D neptazni digunktsi konvek-
sni skupovi. Tada postoji c ER™, ¢ # 0 tako da je o .
_ e, KL,y ' ta svakix €C,y €D.

DOKAZ: Uosimo skup E<{2 ] 3 & y=x, x €€, y € D}. Taj skup je konvelisan (videti
teoremu 1.1.2). Kako je C N D = g zakljuéujecno da 0 & E. Ukolike je 0 spoljasnja tatka
za-skup E, tj. 0 € R" \ E, tada prema teoreini 1.2.2 postoji ¢ € R” tako da je (¢.0Y <
L {czyzasvakizEE i, znadi v .
{c, x)<(cy) zasvakuGC yED

Ako je pak 0 graména tatka skupa E, tada na ostiovu teoreme 1. 2.3, sledi da postoji
¢ €RM, ¢ # 0 tako da je za svaki z € E ispunjéno {c,0) < (¢, z), dakle kao i malopre sledi
daje .
C.x)< ey - _zasvakix'EC,y ED.¢
Geometrijski, ovo znadi da za svaka dva disjunktna konveksna skupa C iD postoji
hiperravan (s2 jednaéinom {cx) = d) takva da su skupovi C i D sadtZani u razli¢itim polu-
_ prostorima koje ona odreduje. Za d se moze uzetx npr.d= s\é% cx)..

TEOREMA 1.2.5. Neka su C i D neprazni konveksni skupow inekaje ¢#0iénD=0.
Tada postoji c €ER", ¢ # 0 tako’ daje
ex)<ley) ' zasvakix€C,y€D.

DOKAZ: Na osnovu teoreme 1.1.5, skup ¢ je konveksan, pa na osnovu prethodne teore-
me postoji ¢ €R™, ¢ # 0 tako da je
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X<y © . zasvakix €@ ,YED.

No tada ée ova nejednakost vaziti i za svakix €C, y €D zbog neprekxdnostx skalamog
 proizvoda. ¢ »
Teoreme o razdvajanju konstxée se esto u daljem izlaganju. Napomemmo jos da
se mogu dokazati i- znatno opitije teoreme o razdvajanju konveksnih skupova (npr. u
topoloskim vektorskim prostorima) koje su od velikog znaddja u raznim oblastima mate-
matike. Videti Dunford-Schwarz [D.9], Girsanov [G.3].

13. Farkas-ova lema

TEOREMA 1.3.1, (Farkas-ova lema). Neka svako reSenje sistema

| a11%; +...+alnﬁcn <0 '

(3.1) : B
Aam'lxl toota X <0

zédovoljava i nejednaé inu

(32) ,  byxpt...tbx, <0,

Tada postdje nenegativni brojevi y 17 ¥ takvida jé

a1t tigd, = by

ST *2mnYm bn :
DOKAZ: Dokaz ¢emo- izvrsiti mdukcx_;om po broju nepoznatih. Bez uman]enja opstosti
pretpostavicemo da sistem (3.1) ne sadrZi nejednacinu

Ox, +...+0x <0.

Slu¢aj n = 1 je trivijalan. Pretpostaviemo da tvrdenje vazi za sistem sa najvise n—l
nepoznatih, Neka je U potprostor prostora rmtl koji razapinju kolone matrice

i neka je V'€ R™*1 definisano sa V = (~e0, 0J™ x (=, 0). Skupovi U i V su neprazni i

konveksni. Takode je iU NV = @, jer bi inace postojalo resenje sistema (3.1) koje ne -
zadov ol_)ava (3.2). Prema teorerm 124 posto_u hipetravan koja razdvaja U iV; neka je

njena jednacina :
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_ (c,x)=d

'gdejeci=(c1,..-. m+1) 1neka]enpr R .

' v élzl Ltz +°m+lzm+1<d v zasvakl(zl, 1)éU
clz.1 *oltegz +°m+1 1>d ; zasva]u(zl, '--,Zm+1)€V

Uzimajuéi specijalno 2’ = (0, .. -0 €Uiz”= (0 , 0, —e) ev ,gdeje’e>0, 1stav13a- '

juéi e = 0, zakljuéujemo da je 4= 0. Stavljajuéi z = (-—1 0,..,0,-€)EV,gdejee >0
udrugune]ednaémux uzimajuéi da e - 0, zakl;uéu;emo c1 <0 1 na slidan naém

Dokaizmo sada da mpenavan (cx) = 0 sadr#i skup u. Zalsta kako za svaki z €U
sled1 —z€U zamen]uju(n z,azatim —zu nejednacmu o

2)<?
zakljuéujemo ' . _
CiZyt...te,z +cm+lzm+]=0 zasvakx(zl, II)EU '

U daliem éemo koristiti &injenicu da kolone matnce A zadovoljava]u Jednaému hlper-
ravni ko;a razdvaja skupove UiV, '

Razlikovatemo dva sluaja: | ‘ _

1° ey < 0. Zamenjujuéi kolone }nat:ice A u jednacinu hiperravni dobijamo
| ' c1a1j+ ""+Cmamj m+1b1 0,j=1,..:7-n._‘. o
Dovoljno je uzeti ' :
4 o o %m

yl_— Cm+1 .s T"y ‘ ym Cm+1

i tvrdenje teoreme sledi. ‘

= 0. Bar jedan od ¢y, .., ¢, mora biti razhc1t od nule. Neka je npr.

2° K
‘mt+1
¢y < 0. Sistem (3.1) i nejednatinu (3.2) nap1s1m9 Vkratkoéevrach u vektorskom obliku
@ | @x<0, i=1,.,m | | |
(-2) o (b, x)<0

gde je a; = (a;;, .., ain),i=‘1, ...,vm ab= (bl;'..., by
- Kakojec mtl = 0,zamenjujuéi kolone matrice A u jedna¢inu hipenavni dqbijamo_ :

mc--

m . N ‘," .
. L _ﬂ’:—al=1§2°1 KN

- Posmatrajmo sistem
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G3 (&0<0,  i=l.,m
<—3.1,X)<OI.

Kako je vektor —a nenegativna linearna kombinacija vektora ay, ..., 4, Sistemi (3.1
i (3.3) su ekvivalentni. Bar jedna komponenta vektora a; razli¢ita je od 0; neka je to
npr. n-ta komponenta. Mnozeci bilo nejednacinu (a;, x)<0, bilo nejednacinu (~a; x)<0
pogodnim nenegativnim brojem moZze se nepoznata X, eliminisati iz preostalih nejednadi-
na sistema (3 3). Doblcemo ekvwalentan sistem obllka ‘

A (al,x)<0
G4 (a0
o g (2;,x) <0 i=2,..,m

- -gde je'a_i"= ( ?ﬂ, s B o 1o 0). Sli¢no se iz nejednagine (bx) < 0 moze éliminisati X3
imacemo ) : :

@ . (bw<o,

L | gde je b ='(F.1, ;.:, Fn—f 0); Liko je videti da se za Svaké‘rés‘enje, (x> X ;) sistema
| | (@0<0, " i=2..m | |

moze odrediti xn' tako da ceo sistem (3.4) bude ,zadovoljen, a stoga i sistem (3.3), pai
sistem (3.1°). No tada (x 1o Xp_1» x,,) zadovoljava (3.2) a stoga (Xl’ sy xn_l) zado--
voljava € .5). Prema induktivnoj pretpostavci vektor b se moze napisati u obliku ~ -

g
= -a, .
S N

No kako je svaki od vektqra.a‘i _r_ienegativria kombinacija_ vektora 2, o am i kako se
vektor b moze dobiti iz vektora b i jednog od vektora ap, 2 nenegativnim linearnim
kombinovanjem, to se dakle.vektor b moze dobm kao nenegativna linearna kombinacija
vektora a1, m,tj : :

§to je i trebalo dokdzati. ¢ - .
N Farkas-ova lema potxée iz 1903. godine i od kl_]uénog je: znaéa_]a u teonJl sxstema -
'.hnearmh nejednaéma linearnom i nelinearnom programuanju Njen geometrijski smisao :
se sastoji u- sledecem: " Ako svaki vektor koji zaklapa tup ugao sa vektorima g, s
zaklapa tup ugao i sa vektorom b tada se vektor b moze pnkazan kao nenegatrvna linear-
. na kombmaclja vektora al, ...’, (sl 3.1.
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SL3.1.

Sledeéa teorema se lako izvodi iz Farkas-ove leme
_ TEOREMA 132. Pretpostav:mo da sistem
: pRp *e Aty Pby
(36) ' o
. . , 2mi*1t mn*n > bm
ima resenJa ida svako n]egovo re§en_|e zadovol;ava i nejednaému
@B B , clxl .tc xn>d
Tada posto_‘e nenegatwm brci]ew Yis - ¥Ym tako da je

B PO R R Nl

alnyl mn'm n_‘

blyl > d
‘DOKAZ: Uoc‘,lmo dledeti pomoéni sxstem ne]ednaéma.
, aux'1 +a1 -blz 20 -
38) - N
a_jXp+. '-l-amnxn—b 230
"Clxl‘ co=epx, tdz 20,

Pokazimo da svako reienje sistema (3. 8) zadovol;ava nejednaé inu —z > 0 U suprotnom bi
postojalo resenje sistema (3.8) (X Xqoem Xp Z)saZ>0.No onda bi (x /Z, ., X JZ,1)
bilo reSenje za (3.8) pa bi (’il /'Z, o in/'i) bilo resenje za (3.6) koje ne zadovoljava @aGn.
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Primenjujuéi Farkas-ovu lemu na sistem (3.8) i nejednadinu —z >0 zakljuf:ﬁjemo '
da postoje nenegativni brojevi Ay, «.., A }\.m_l_l tako da je

gt 1"m"°1>‘m+1 =0

(39 : . :
a1;1)‘1 +amn)‘m“' n)‘m+l =0
by ’\1""“‘?m7*m +dipyy =1

Pokazimo da je A+l > 0. Zaista, ukoliko bi bilo Ap+1 = 0, onda bi se mnoZenjem ne-
jedna&ina sisterna (3.6) redom sa 7\1 » ws A 1 sabiranjem dobila nejednadina

0"1 +0x =1

. §to protmeél pretpostavci da sistem (3.6) ima refenja.
' Deljen]em neJednakostx (3 9)sa )‘m+1 i sredivanjem dobijamo

(it T inYm T o

A1n¥1 oot ?mnym Cn.

| | bly1 +""'+bmym=_ d+ >d,
gde je y;=N/Np41,1=1, ., m, 2 10 je i trebalo dokazati #
Teoreme 13.1 i 1.3.2 spadaju medu takozvané teoreme alternative za sisteme
linearnih nejednacina. Razne druge teoreme alternative mogu se naéi npr. u Mangasarian
[M.1], Kuhn [K.8]. Napomenimo jo§ i da se-ove (i neke druge) teoremie alternative mogu
fdokazan i u sluaju proizvoljnog uredenog polja a ne samo polja realnih brojeva.

1.4. Konveksne funkcije
'DEFINICDJA 1 4,1’ Nekaje CCR™ konveksén skup. Funkcija f: C R se naziva konvek-
snom na C ako i samo ako za svaki x,y € C i svaki )\E[O 1] vazi

fQux + (1-Ny) < Ax)+(1-N) f(y) .-

~Funkcija g: C - R se naziva konkamom na C ako i samo 2ko je funkcua —g konveksna.. -
Lako je proveriti da su npr: funkcqe f (x) {cx) (c — konstantan vektor) i fz(x) =
= Iixll konveksne na RY. ,

" DEFINICUA 14.2. Neka je C C R® konveksan skup. Funkeija f: C R se naziva strogo
konveksnom na C ako i samo ako za svaki x,y €C,x #yisvaki )\ €(0,1) vazi

f(7\x + (1-‘)0)') <A f(x) + (1—7\) fy).
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Fumccx]a g C~ R se naziva strogo konkavnom na C ako i samo ako je funkcija —g
strogo konveksna, :

Jednostavno je proveriti da je svaka strogo konveksna funkcxja i konveksna, medu-
tim, funkcije f; i f, su konveksne ali nisu strogo konveksne. Funkcija f(x) = (x,Ax) '
gde je A snnetnéna pozmvno definitna matrica,je strogo konveksna, Zaxsta '

FOx + (1-Ny) = N Ax) + D(-Nx A+ (1—->\)2(y,Ay>— :
= Xf(x) + (I-A)f(y) + 2)\(1—7\)<x,Ay) R(l—k)(x,Ax) )\(I—X)(y,Ay) =
= M(x) + (1—x)f(y) x(l—mx—y,A(x—y)K M) +(1-DE)

ukoliko je A € (0,1) ix#y. Ukohko_ bi se za matncu A p_retpostavxlo samo da je simetrig-
na i pozitivno semidefinitna, funkeija f bi bila konveksna, ali ne i strogo konveksna.

TEOREMA 1.4.1. (Jensen-ova teorema). Neka je funkci]a fC->R koﬁ\*eksna na konvek-
snom skupu C i neka su )\1, e Km mz2 nenegatxvm brojevi takvi da je )\1 ¥ )‘m= 1.
. Tada za proxzvoljne Xqs o X € C vazi o

fQ\g%) + o+ XX ) <A f(xl)+ )

"DOKAZ: Za m = 2 tvrdenje se svodi na definiciju konveksne funkcx]e Pretpostavnno da
ono vazizam taéaka Tadazam+ 1 taéku imamo . :

B3+t >‘mxm * )‘m+1xm+l) =

| v'f((l—hmﬂ)( )\m 1 Xyt t- _::: X )+ )\m;lxm_‘,'l')g .
'<(1—>\m )f( '+' §_tm )+ o)<

+] an X1 A Xm "m+1 m+1
<(1—Am+1)( km ) 4 Mg ) f(xmﬂ)-

‘)‘m+1 '

L= )\If(xl) + a4 Amf(xm) + 7\m+lf(xm+1)
U prethodnom 1zvode113u koriséene su redom konveksnost funkcxje fi  induktivna pret-

'postavka. Gomnji dokaz vazi samo ukoliko je )‘m+1 7 1. Akc Je )‘m 1= tada je )\1
== )\m 0 pa je tvrdenje trivijalno 1spun3eno 4

TEORE‘\&A 1.4.2. Neka su f}, .., f konveksne funkcije na konveksnom skupu C CR",
i neka su brojevi cl, e € nenegatxvm Tada je funkcija f = c f _+ + c f konveksna -
naC. ' :

DOKAZ: Na osnovu dﬂﬁmcge 1 4 1 za svaki x,y GC i svak1 RE [0 1] 1mamo
f(>\x+ (l—)\)y)< )\f(x)+(l—)0fl(}) i= 1,' S
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. Mnozen;em ovih neJednakosu redom sa ¢; i sablran]em dobgamo
fOx + (I—A)y) < M(x) +(1-2) f(y)
pa Je funkcxja f po deﬁmcgl konveLsna L

TEOREMA 143. Neka jeC konveksan skup. Neka je f: C x S R konveksna na C za
svaki ¥y € S i neka za svaki x€ C postop konaéan '

| Y ' yegf(x,y)
Tada je funkeija . B
konveksna naC '
' DOKAZ Nekasux,zECI)\E[OI] TadaJe
; o(x + (1—7\)7-) = ;g fx + (1-‘)\)2,)’) S su yeg [)\f(x,y) + (1->\) f(Z,Y) ] <
<Aye§f(x,y)+(1—7\)yegf(z,) 7\¢(x)+(1—)\)¢(z)0

' POSLEDICA Ako su g(x) i h(x) konveksne funkcge na konveksnom skupu C, tada Je
ﬁmkcga ¢(x) max { gx), h(x)} konveksna na C.

DOKAZ DOVO]_]IIO Je uzenS {1,2}1deﬁmsat1 ,
D) =g, f(xZ) h(x) *

: TEOREMA 1 4 4 Nekaj Je f:R+R neopadajuéa konveksna funkcx_]a i neka jegC~> R-
- konveksna na konveksnom skupu cc Rn Tada ]e funkcga ¢(x) = f(g(x)) konveksna
naC. . :

A_.DOKAZ Nekax,yECH\E[O 17. Imamo | S o
QX+ (1N)y) = f(g(kx+(1 —R)y)) < f(Rg(X) + (l—k)g(y)) <
S ARE) + (1-NE0) = Ap() + 1=V (3). ¢ ' |

_POSLEDICA Neka j jeg konveksna nenegam na funkcua na konveksnom skupu C. Tada je

. 1 funkcija p(x) = [g(x)]2 konveksna naC.

- DOKAZ; \Iekaje-f. _R—>R deﬁmsana sa 4
R t,t20

| e ’_.{“ 0,t<0 | A
Lako je dokazatl da je f konveksna i ne0padajuca na R pa je funkcga f(g(x)) konveksna. '

~ No, kako je g(x) >0 za svako x,to-je f(g(x)) [g(x)] KE _
' Dokaz ove posledxce lako je izvesti i neposredno iz deﬁrum}e konveksne funkcge. ‘
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TEOREMA 1.4.5. Neka je funkcija f C -R konveksna na konveks1om skupu C.Tadaje
skup K, -{xECIf(x)<a} LonveksanzasvaklaER :

DOKAZ: Ako je K,=¢ tvrdenje je tagno. Pretpostavxmo K # 0 Neka je v,z EK i
nekaA €[0,1]. Imamo .

f()\y+(1—->\)z)<7\f(y)+(1—k)f(z)<)\a+(l—7\)a a.
paily +(1—7\)z €K, . Znati, K, je konveksan. ¢ B ;

Iz ove teoreme i teoremie 1.1. 1 sledi daje skup X={x GRn | gl(x) <0 1—1 ,m}
konveksan ukoliko su funkcije g;, i = , m konveksne na Rn =

TEOREMA 1.4.6. Neka je f konveksna funkcga na konveksnom skupu cc R“ Tada Je
f neprekidna u svakoj unutrasnjoj tacki skupa C. : .

DOKAZ: Neka je 2 = ({1, s ;n) unutrasn;a tatka skupa C Neka ]e X -(%' 1r - » £p); poka-
Zimo da je funkcija f(x) = (&, .-y &) neprekidna po prvoj promenljivoj 51 u tacki z.
- Posto je z unutrainja tatka skupa C,to postoji interval I = [;‘1 —-m, §1 t+ n] takav da
1 £ §0 o S 1 3 €1} C C. Pretpostavimo da f(zl, 5’2, o §p ) nije neprekidna u z.
- Tada postoji monoton niz (% J) koji konvergxra ka §is j e 2136 I takav da je
| f(sl,gz, e §p)— f(;l, wes § )I>c>0 Neka je npr. f(glJ §gs s §) ZHC s S T
za j € J, gde je J beskonacan skup prirodnih brojeva. (Ukotiko je J konagan, onda je
f(g1 §9: v t) < f(;l, §g < §) — €23 ENVJ, a taj sludaj se analogno razmatra). -
Pretpostavimo, odredenos’u radi, da je niz (21]) monotono opadajuci; slu¢aj kada je
niz monotono tastuc1 se tretira na analogan nacin. Buduéi da je f konveksna funkcija i

-?1‘”7 51>0-’..51"—5’ >0, 517~ 51 51]'5’
T - m , 7 n

=1,
i.rnac’.emo'
. tobn—td - ' | '
f(E]]5§2,---,{n)=f_( : : El_(g—]’"-,gn)'(.‘_‘E-ln_g-l——v(gl.+'n’§2’.."§n))<
< gl nn SIfGI""’Kn),.f._—l?—_l‘ f(g’lv‘fﬂ,;‘za_---:;n)»

‘ odhosno, s obzirom da je zaj € J ispunjeno
R CRENEN A S (A TS
dalje je '
| £ -6

' L Ot tpegd
fGI t7, §2, ooy ;n) > f(fl, evey ;n) + C - '_g.‘l_'%"il_f(gls ER ;n) )
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IOdavde

R (e~

o pﬁj >, jE ). Ovo je kontradikcija, jer (§; + 0, {5, .., $p) €C, af je definisana na C.

Sli¢no se dokazuje da je funkcija f neprekidna po ostalim promenljivim u tagki z.
~ Neka Je € prmzvol;an pozitivan broj. S obzuom daje f neprekmna po svakoj pro-
' men]_uvq u z, postojae 4 > 0 takvo da j je- -

f(§'1+r,§'2,. :gn)gf(g-l’ sg- )+E;
f(§11§2+72- afn)gf(i-l, ,g-n)."e
T fore ,§n+r)<f(:1,.. §n)+e '

oz Svakore[—u, ul. Oznaélmo tacke (¢ +11, §2,_ . fn)’ SN (TR I ; fn.+'/")‘
&y 8 e ,§'n) s (€15 §9s i g —w) redom s2 p, . ’pn’ql" ., Q. Primetimo da

ke svéka tatka iz skupa K = { (&, - &) Ll —{y] + g -l t ot lgq—$q) <u} moze

- prikazati kao konvexsna kornbmacga ‘tacaka Pps iy Ppd Qps e Gy Zaista, taCku
_‘- (51,. - gn) mozemo pnkazanu obhku L : ’

(51,..-,51-,): =E A Xl +KZ
gde je | | . _ : : i
. (E—?)/u,zaé >§’ { 0o - za.g >§
SN zas,<r - ’& —(S—f)/u, | za.s <,
' dok je. .x ._—. l - § 7\,. Z‘ )\ Kako jez= 1/‘2 +q1/2 dobuamo trazempnkaz. :

DII

Konstem Jense 1ovu nejednakost (teorema 14. 1 )nalaz:mo

‘ | ._’ f(E]wj En) f( -' >\1P + )\q1+xz) <
S 2 )\f(pj+ 2 llf{q)+xf(z)<( X + =§ A, +K)(f(z)_+e) -
| f(Z)+e . ' | :

' zasvako(zl,.,s)ek o
o Sdruge strane je, zbog konveksnosn funkcxjef o

My E) < f(sl,.. ) ¥ 0%, s 2ty)
‘ﬁaJe?sob uomda(Z{l—El,. ,.gn E)GK ’ -
R - z,,)>zf(:1,.. §n> f(zrl—sl,..,z:n'-z,‘,»'

‘(4.5)
o >2f(z) f(z)—e f(z)—e, _
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za svaki (51, e zn) €K.Posto K sadrzl kuglu sa centrom u Z poluprecmka u/n, iz ne-
jednakosti (4.1) i (4.2) sledi tvrdenje.¢

Primetimo da funkcija ne mora biti neprekxdna u gramémm tadkama skupa C.
Uzmimo npr. funkciju f: [0, 1] R definisam sa -

- 1 zat=0
=1 4 zate@

Lako se proverava da je f konveksna na [O,l] a prekidné u nuli. _
U ‘slede¢im teoremama daéemo neke osobine diferencijabilnih konveksnih funkcija.

TEOREMA 1.4.7. Neka je f konveksna na kom’reksnom' skupu‘ C i diferencijabiina na ne-
kom otvorenom skupu koji sadrz1 C. TadaJe f(xq) f(x 1) P (vf(xl) Xy—X 1) zama kop
par taGaka X1X2 eC.

DOKAZ: Neka ]e xl,x2 prmzvol]an pax tadaka skupa C Zbog konveksnostl funkcxje f
imamo

f()\x2 +(1-ax)) < Af(xz) + (1—)\) f(x,) ‘

za svaki A €(0, 1] Ova nejed.nakost se moze naplsatl u slededem obhku
f(x1 + )\(x2_xl)),_ f(xl) < k(f(x?_)ff(x])) .

Deljenjem sa A i prelaskom na grani¢nu vrednost kad A - 0 dobijamo
(VHxq), Xy =X < £(xp) — x,) ,

jtojei trebalo dokazati. ¢

Dokazana nejednakost je ka:aktenstxéno svo;stvo diferencijabilnih konveksmh

funkcija, §to se vidi iz sledece teoreme.

TEOREMA 1.4.8. Neka je f diferencijabilna funkcija na otvorenoni skupu U i neka je

C C U konveksan skup. 'Ako za svakx par tadaka Xy: X, € C vaZi nejednakost
(VG ), X, Xy=X ><f(x )= f(xl) ' L
tada je f konveksna na C -

DOKAZ: Neka je xl, x2 €Ci 7\6 fo,1]. Oznaéxmo sa X tac‘.ku Ml + (1 )\)x., Kako
X € C,imamo

(OER), %, ~ O Fx) ~ )
V), Xy ~ DY < (xy) ~ D)

(=N CURR), % X < f(x ) = )
MVER), xymx ) < f(xa) — R
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MnoZenjem prvé nejednacine sa A, druge sa (1—2) i sabiranjem dobijamo
L0<M(x )+ (1=Y) fxo) — FR)
. ' "
f()\xl + (l—k)xz) < )\f(xl) + (1—)\) f(xz)
tejef konveksna naC.¢

Napomemmo da se na sli¢an nadin moze pokazati da je funkcqa strogo konveksna
ako zaxl X2 €C,x # Xy vazi (Vf(x_l), xz—xl) < f(xz) f(xl) .

TEOREMA 1.4.9. Neka je f dvaput diferencijabilna funkclja na otvorenom konveksnom
skupu C; tada je f konveksna na C ako i samo ako je

, 2 :
0 f(x)
H = )
®) [ ax ax ]
- pozitivno semidefinitna matnca za svako X€E C

DOKAZ: Neka je f konveksna naCi neka X,y € C. Na osnovu Ta)lorme teoreme pn
. ¥~ X imamo

f5) = 1)+ (9100, y—+ e ) (y—x)) +olly—xi).
Na osﬁovu teoremev 14.7 iz prethod_ne Jevdnakostl sledi :

y=x ,HO) (y-x) + olly=x1) >0,
t]. B | '

@, HX)2) +0(1) >0, |
gdejez= (y—x)/ fy—xIl. S obzirom da jellzll = 1,zay # x pri y - x dobijamo da je
| (2, H(x)2)>0. ‘ | |

) obzuom dajey€ C proxzvoljno aCije otvoren skup, ova ne_;ednakost vazi za svakJ
Jedmlcm vektorz te _]e matnca H(x) pozitivno semidefinitna. '

- Neka je sada H(x) pozmvno semidefinitna za svako x € C. Neka su y, z € C proiz-
voljm Na osnovu Taylor-ovog razvo_]a sa ostatkom u Lagrange-ovom obliku j ]e

f(y)= f(z) +{ Vf(z) y-z)+ = (y—z H(£) (y—z))
: gde Je 5 nieka taéka 1zmedu yi z. Dalje ]e
f(y) f(z) = (Vf(z) y—z Y= 0

o zbog pozitivne - semidefinitnosti matrice H(%). Na osnovu teoreme 1 4.8 iz poslednje
nejednakosti sledi da je f konveksna naC. Prunetlmo dau ovom delu dokaza mJe korlscen
uslov da Je C otvoren skup L 28
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Napomemmo da, ukoliko C- mJe otvoren skup, fun.kcqa f moze bm konveksna _

_1ako H(x) nije pozitivno semidefinitna. Npr. neka- je £ R2 - R f(xl, x2) = x1 x% :

iC={(x4,0) | x € R} Tada Je f konveksna na C a H(xl, x2) [0__2] m]e p021t1v- .

no senudeﬁmtna

TEOREMA 14, 10 Neka je f dvaput dlferencxjabﬂna funkclja na. otvorenom skupu U '

i neka ]e C cu prmzvol;an konveksan skup Ako je matnm - : -
H“'[a oL TR

pozmvno deﬁmtna za svako = C tada je f strogo konveksna funkcxja na C

DOKAZ: Kao u dokazu prethodne teoreme dokazu;e se. da Je f konveksna Pokaznno B

"'»da je f strogo konveksna U suprotnom postoji pa: tadaka xl,xz €C, x1 #xz i >\€(0 1)‘_ -

tako da je

o f()\;;l + (1—>\)x2) )\f(xl) + (1—7\) f(xz)
- Tada ]e za sva.lq p€io, 1]

Moyt (l-u)x2) pl(x ) + (l—u) f(x2)

Zalsta neka je npr. 0 <A < p (shuéaj i < Ase analogno razmatra) i neka Je X= )\xl
+(1-0xp, X =Xy +(l—u)x2 Tada]e TR , :

47(‘ 'kx+(l—z)x2,‘
u

“pa je zbog konveksnostx funkcue f

f(i) <2 f(“) £ - —) f(xz)

)\f(xl) + (1 - )\) f(xz) < f(x) + (1 _’_ ) f(‘xfz)..“ o
Re§avan3em Ppo. f(x) dobx;amo : T

v (%) > uf(xl) + (l—u) f(xz) ‘
Obmuta nejedna.kost sledi iz konvel\snostx funkcqe f.
Uvedlmo funkcxju ¢ [O 1] - R, '
)= (l—t)f(xl) + tf(xz)
Iz prethodnog vidimo da je o(t) = f()n;1 + t(xz—xl)) S obzxrom da ]e tp l.meama funkc:-
‘ vJa ¢’ (t) 0.8 druge strane je : : - S

9t = (x,, 1, H(xl + t(x —xl)) (x,,—xl))
Ovo prouvm’ix pozitivnoj deﬁmtnostl matrice H(x) ¢

L
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Dokaz ove teoreme se mogao 1zvest1 shéno kao drugx deo dokaza teoreme 1 4 9, uz
koris¢enje napomene uz teoremu 1.4.8.
"~ Napomenimo da iz stroge konveksnostx funkclje f ne sledi pozitivna deﬁmtnost ma-

" trice H(x). Zaista, dovoljno je uzeti f: R >R, f(x) x4 Funkclja je strogo konveksna ali
matrica H nije pozitivno definitna u nuli. .

Na kraju napomenimo da je za svaku teoremu ovog paragrafa moguce formuhsatl
A analognu teoremu koja se odnosi na konkavne funkm]e

ZADACL:

1. Dokazati da j Je Jedmléna lopta B={x€e R | Hxll < 1 }konveksan skup

- 2.Nekaje C konveksan skup u R neka su )‘l ixy realm nenegatxvm brojevi. Dokazatl
daje tada ()\1+>\2)C MC+MC.

- 3. Neka je A: R™ - R™ linearno preslﬂcavan_]e C konveksan skup u Rm i D konveksan
skup u R, Tada su skupovx

_ -AC= {AxleC}
L A‘ID {xEleAxeD}
konveksm ) ; o
4. Neka_]eCCRn konveksan skup pGRn,qGRlnekaJe skup-
 Cn{xeR'|(px=q} -
E neprazénio'graniéén."l‘ada jezasvakor€R skupg
| o Cn{xERnl(p,x) r}
' ograméen Dokazati!

. NekaJeX {x ER"Ix 0}1Y {xERn|x<0} Oplsan svehxperravmko;e :
razdva;a;uXxY ' '

6. Neka je A antlsunetrléna realna matrlca Dokazan da sistem Ax > 0, x = 0 ima netrivi- .

jalno resenje. (Uputstvo koristiti Farkas-ovu lemu).
7.Neka je A realna matrica dimenzije m x n. Dokazati da samo jedan od sistema

L Ax>0 |
ima resenje. ' '

8. Neka je ¢: Rn -+ R 1stovremeno konveksna i konkavna funkcija, Dokazati da je ¢ -
lmeama funkcga :
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: 9. KOnstecx Jensen-ovu ncjednakost dokazan da Je za svakih m pozmvnih bro;eva '

Xl ,Xm »

| '(xliz -X )/ <(x1+x2+ +x )/m :

10 Dokazati da j je ftmkcga f: RE->R konveksna ako i samo ako j je skup {(x,y) ] X€ Rn
" yER,y>f(x)} konveksan.

11, Neka je f: Rn - R konveksna funkcqa Dokazatl da postop famih;a lmeamih funkcxja

{g1 1€l}tako dajeza svakoxERnf(x) ‘e? g&x). -

12, Neka jef: R > R Dokazan da su sledeca tvrden;a ekvxvalentna
(1) Ako j Je f(x1) <f(x2) onda j Je 2a svako AE {0 1] '
f(axy +(1-A)x4) < f(x2)
(u) Za svako aE€R je skup _ '
= {x€R? |f(x)<a}
‘ . konveksan, : : -
Navesti primer funkcije koja zadovol;ava ove uslove anije konveksna.
. 13. Ispltatl dali su sledee funkcue konveksne na oznaCenim skupovnna.
£ X R, E), - ,zn; ey g X = [0 |
‘g Y-R f(En)=n 2/g, Y= 1(2,17)511‘ I§>0} :
h:Z =R, h(g.n) = exp(~¢m)1/2), 2= {(z,n)ekzlpo n>0}
14, Neka je. C CR" konveksan i zatvoren skup Dokazatt da posto_u konveksna funkcna
£ R1 >R tako da je -

C= {_xERnif(x)<O}. '



GLAVA II
TEORIJA NELINEARNOG PROGRAMIRANIA -

‘ U ovj glavi éemo runﬁtrati problem minimizacije funkcije ¢: R® - R na slqipu
X={x €R"| £(x) <0,1i=1, .., m}. Uvodeci funkejju f: R -+ R™ definisanu sa
f(x) = (f}(x), ..., £,(x)). taj problem cemo kratko zapisivati u obliku ' -

(0.) . ming(x);X={xER"|f(x)<0}.

- Skup X naziva se skup dopustivih tacaka ili dopustivi skup, funkcije £(x), i = 1,

' zovu se funkcije ogranienja, dok se funkcija p naziva funkcija cilja. OgraniCenje f; (x) < 0
je aktivno u tacki X ako i samo ako je £ (x) 0. Tacka x* € X je optimalna za problem
(0:1) ako i samo ako je v(x*) < p(x) za svako XEX. Optimalna tacka se Eesto naziva i

" globalni optimum. Tagka X € X je lokalni optimum problema (0.1) ako i samo ako je

¢(X) < ¢(x) za svaku dopustivu tatku x iz neke okoline tatke X. Cilj ove glave je for-

mﬁlacija neophodnih i dovoljnih uslova za optimalnost date tacke. Ograni¢i¢emo se uglav-
nom na sluéaj kada su funkcija cilja i funkcije ograniSenja konveksne funkcije. Napomeni-
mo jos.da se problem maksimizacije funkcije ¢ : R™ -+ R na skupu Xvs‘(odi na problem

- minimizacfje posmatranjem funkcije y(x) = —¢(x) na istom skupu, pa je dovoljno razma-
" trati problem minimizacije. : ' ‘

2.1. Problem konveksnog programiranja

" Pod problemoxﬂ konveksnog programiranja podrazumeva se problem nelineambg
programiranja kod koga su funkcija cilja i funkcije ograni¢enja konveksne. Drugim rei-
ma, problem konveksnog programiranja se moze zapisati u obliku
(1 n oo “min g(x), X = {x€RM|f(x)<0,i=1 s},
gde su funkcije f;, i=1,.., m i funkcija p konveksne. Problem konveksnog programiranja
ima mnogo osobma ko;e uopste uzev, nisu ispunjene u nekonveksnom sluéaju u ovom
odeljku ¢emo navesti neke od njih. ’
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TEOREMA 2.1.1. Neka je ¢: X - R konveksna na konveksnom skupuX i nekaje X EX N
lokalm optimum problema : '

min p(x)
ex

Tada jex globalm optimum ovog problema

DOKAZ Neka je, suprotno tvrden_yu,ﬂx) < ¢(") za neko x€ X Tada za svako 7\ G(O 1)
tatka \X + (1-N\)X pripada X i - , : : '

POX +(1-0H) < M(—) + (1—>~)¢(X) < ¢(') _
UZ]InaJUCl A1 dobga se protxvrecnost sa deﬁmcuom lokalnog optxmuma 0 .

" TEOREMA 2.1.2. Neka je ¢: X >R strogo konveksna na konveksnom skupu X i neka ]e
X € X lokalni optimum problema .

min p(x)
&X

TadajeX Jedmstvem globalni opumum ovog problema

DOKAZ: Iz prethodne teoreme sledi da je X globalni optlmum Pretpostavuno da nije »

jedinstven, tj. da postoji X €X,x #X za kOJe je ¢(—) ¢(x) No tada (i+i)/2 €Xi
zbog stroge konveksnosti funkcue pvaZi, _ . :

A p(Dre® |

o(——)< T,

§to je protivreg nost ¢

Napomena U sludaju kada je funkcua ¥ konveksna ah ne strogo konveksna, opu- ‘
mum ne mora b1t1 jedinstven, Medutim, lako j ]e videti da je skup svih optunalm'h tagaka
konveksan. : : : : :

DEFINICIJA 2.1.1. Neka je X {x ERn | f. (x) <0,i= 1, e m} Recxéemo da funkcije
" ogranienja fii=1,.,m, zadovoljavaju Slater-ov uslov ako isamo ako posto;: taéka x*
takvada]ef(x')<01— ,m. ' " L

Slater-ov uslov ¢e u dalpm razmatran]xma 1grat1 znaéajnu ulogu Sledeca teorema _
olaksava proveru Slater-ovog uslova u konveksnom sluéa;u ' : ' :

' TEOREMA 2.1.3. Neka je X = {xeR“|f(x)<o i=1,. m}mekasuf j= m‘.'
konveksne funkcije. Neka za svako i = » M postoji taéka x; €X takva da je f; (x]) < 0.
Tada funkcije ograni€enja f;,i= 1, ..., m, zadovol;ava]u Slater-ov uslov '

T:0KAZ: Dovoljno je uzeti

i
x*= -—-Zx
mi=l 1’
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Zbog Jensexi-ove nejednakosti {(teorema 1;4.1 )zasvakoj=1, ..., m vazi

f(x*) f(——- 2 xl)<—-— 2 f(x)<0 +

m j=1
TEOREMA 2.1, 4 Neka je X = xeRY| £(x)<0,i=1, .., m} i neka su funkeije ogra-
nicenja f;,1= 1, ..., m konveksne na R%i zado@oljavaju Slater-ov uslov, Tada je

%= {xERnlf(x)<01 1,..,m} ,
8X= {xER lf(x) Ozabarjedanle{l Lmb} o

DOKAZ Neka x* zadovoljava f; {(x9<0,i= ; m. Kako su funkcije f;,i=1, ..., m
konveksne na R™ i stoga neprelqdne (teorema l 4 6) posto;ece okohne v tacke x* takva
dazasvakthvaaknE{l m}vaz1 _

.fl(x)<0 q vex,

pa ]e x*€ X : ' S
* Neka sada X € X. Posto funkcue ograméen_]a f =1, ..., m zadovoljavaju Slater-ov
uslov post011 tatkax takodaje . _ : ' :

: 1(x)<0,1—_ .
Kako je X €% postoji e > 0 tako da tatka
o =i+ (tO(R-DEX -
Stoga je fi(i)<0,i‘=l,...,m.Sbbzirom daje -
: ‘“1_ E

X X + X
l4€ 1+e :

“bice

f(X)< f(x)+ f(x)<0, i=1, ...,
()< {0+ 6@ <0 i=1 m
- Posto je X zatvoren skup (jer su fi=1, ;..,‘m neprekidne) .imamo
X=X\X,
odakle sledi drugi deo tvrdenja ®

Iz sledeceg pnmera vidi se da je Slater-ov uslov bltan za vazenje prethodnog
tvidenja:’ : '
NekaJef R—>R dato sa _ ,
P, e
f,(t)“ Lo m<
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Tadaje X = {t1(f) <0}=[~1,1], X=(~1,1).dok je skup {t |£(t) <0} prazan.
2.2, Lagrange-ova ﬁmkcija

Posmatrajmo problem nelinearnog programiranja zapisan u obiiku -

(2.1) ' 'mmga(x),x={xeRn|f(x)<0} 4
: xeX

gde p: R" >R, f: R! > R™, Oznagimo sa RT skup {xeRm |x>0}
DEFINICIJA 2.2.1. Funkcija L: RUXR® R definisanasa .
| L(uy) = ¢(0) +y.8x)), xER", yERT

naziva se Lagrange-ova funkcija pridruzena problemu (2 1)

DEFINICUUA 2.2.2. Tacka (x*, y*) € R™XRY se naziva sedlasta tacka Lagrange ove

funkcue L(x,y) ako i samo ako za svaki x €R", y€ Rm vazi
L(x*,y) <Ly <Lxy®)

TEOREMA 2.2.1. Neka je (x*,y*) eR“XRm sedlasta tacka Lagrangeove funkcue pndru -

zene problemu (2.1). Tada je x* globalni optunum problerna (2. 1)

DOKAZ: Dokazimo najpre da je x* dopustiva tatka problema 2. 1) Iz ne]ednakostl -

L(x*, y)<L(x ,y*) dobijamo _
(2.2) y-y*, f(x *)) <0 zasvaki Y€ Rm o
Neka je y* = (v, .., &) i neka ey =ity ym) nejednakost (2.2) postaje

f,(x*) < 0. Slicno se dokazuje da je f(x*) < 0 N m(x*) <0, pa je x* dopustiva tacka. )

Stavljajuéiy = 0 iz (2.2) nalazimo - .
(y*, fx*)N=>0."

No, kako je'y* > 0if(x*) <0, takodé je v, f()if)) <0, paje (v*, f(x*)) = 0 te stoga
nejednakost L(x *, y*) < L(x.y*) postaje o '

P(x¥) <p(x)+ (y*, fx)).
S obzirom da je {y*, f(x)) < 0 za svaki x € X, imamo-
‘ ¢<x*)<¢(x) zasvaki x€X,
t. x* je globalni optimum problema (2.1). ¢
_ Ovu teoremu ilustrujemo slede¢im primerom:
PRIMER 2.2.1. Neka je dat problem o

min (—cosx), X={x€R|x*-12x2<0}.
xex . ’ . :
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" Lagrange-ova funkcija J"é u ovom sludaju

L(x, ) =—cosx + y(x —12x2) y= 0
S obzirom da je (0,1 /24) sedlasta tacka funkeije L(x,y), jer je L(O,y) =1, L(O 1 /24) =
= -1, L(x,1/24) = —cosx + X /24 - x2/2, zakljuGujemo da funkcija —cos x pri uslovu
x € X postize minimum u nuli.

2.3. Uslovi optimalnosti — konveksan shu&aj-

Naredne teoreme igraju centralnu ulogu u matematiékom programiranju, a odnose

se na potrebne i dovoline uslove optimalnosti. U razmatranpma ¢emo se ograniCiti na

shudaj konveksnog programiranja.

TEOREMA 2.3.1. (Kuhn, Tucker) Neka je dat sledeél problem nelinearnog progranu-
ranja:

@En - min p(x), X={x|x€RY,{(x)<0,i=1,..,m}

_ x€X :
pri &emu su p(x), fi(k), i=1, ..., mkonveksne funkcije, a uz to funkcije fi(x), i=1,..,.m
zadovoljavaju Slater-ov uslov. Potreban i dovoljan uslov da x* bude optimalno resenje

problema (3.1) je da postoji y* = 0 takvo da je (x*, y*) sedlasta tacka Lagrange-ove funk-
cije pridruzene problemu (3.1).

DOKAZ: Iz teoreme 2.2.1 sledi da je uslov dovoljan. Pokazimo da je i potreban Neka je
x* optlmalno‘ resenje problema (3.1). Uo&imo skupove P, Q C rmtl ,gde je

P={(2,2)12,€ER,2ER™, z <y (x¥),z<0};
Q= U Q(), Q)= {(z,2)12,E€R,2ER™, z > p(x),2>1(x)} .
xR AR .
P je o¢igledno konveksan skup. Konveksnost skupa Q se moze dokazati na slede¢i nagin:

- Neka su (z,2) i (2},2") ma koje tacke iz Q. Po definiciji skupa Q postoje taCke x"ix”
tako da je (z52) €Qx ) i(zg2") €Q(x). Nekaje 0SA < :

(252) = Mz 2) + (1-Wzg2") -

Pokazimo da je (zgo ) €QAX" +(1 )\)x”) S obzirom da su funkcije p(x) i f; (x) konvek-
sne bice

e’ + (1-)x") <A g (x’) + (1—k)¢(x”)< Azy+ (1 ~Nzg =12,

O + (1=N)X") S (X)) + (1—7\)f(x”) <Az + (l }\)z” =z,
B2 (252) Q0K + (1)) € Q.
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Skupovi B = { (2o, 2) | 2, < 0(x*), 2 < 0} 1 Q disjunktni. Zaista, za svako
x € X je p(x) 2 o(x*) te (zy> 2) € Q(x) ne moze pripadati P. Za X & X postoji
ie{l,2,..,m}takvc da je f(x) > 0 te (z,, z) € Q(x) ne moZe pripadati P.
Posto su skupovi Pi Q konveksni i disjunktni postojace prema teoremi 1.2.5 hlper
‘ ravan koja ih razdvaja, tj. postoji (u,, u) € RO*1 (u u) # 0 tako daje

(3.2) uozo +{u,z)Zu v, +<u, v
za sve (2, 2) €EQi(vy, V) € P. S obzirom da komponente vektora koji pripadaju P nisu
odozdo ograniCene, iz (3.2) zakljudujemo da je (u,, u) > 0. Nejednakost (3.2) vazi i za
tatke skupa P zbog neprekidnosti skalarnog proizvoda. Neka je x proizvoljna tatka iz
R" i neka je z,= ¢(x), z = f(x), Vo = 9(x*), v =0. Zamenom u (3.2) dobijamo
33) uge(x) +(u, f(x)) >u,p(x*), za sve x ER?
Pokazimo da je u, > 0. Zaista, ukoliko bi bilo u = 0 imali bismo
3.4) (u, f(x))>0zasvex ERP, , _

“Pojto jeu =01 (u,,u) # O postojii€ { 1, ..., m} tako da je u; > 0. S obzirom da je
fx)<0 2ax €X, iz (3.4) sledi da je fy(x) = 0 za svako x € X, $to protivreci Slater-ovom

uslovu,
Nekajey*=1/u o U=0.Tada (5.3) postaje

o(x*) < p(x) + (y*, f(x)) zasvex €RT,

Pri x = x* imamo (y*, f(x*)) 2 0. Kako je y* = 0 a f(x*) < 0, sledi {y*, f{(x*))=0. Uz
to za svaki y 2 0 imamo (y, f(x*)}< 0. Iz ovih nejednakosti dobijamo .
L e+, N Sp(x) + y Ex N < p(x) + (y*, f(x)) 22y 20, x ER
tj. , : '
L(x*, y) <L(x*,y*) SL(x,y*). ¢
Sledeéi primer pokazu3e ‘da iskaz teoreme ne mora vaziti u sludaju kada Slater-ov -
uslov nije ispunjen. :

PRIMER 2.3.1. Neka su funkcije p: R >R i f: R =R definisane sa

-9
S X s x=, x20
\p(X) € > !(X)—{ 0 x<0

Dopustivi Aq“p je X = {xE€R|x<0}.Kako je za sve x € X'ispunjeno f(x) 0,Sla-
ter-ov usiw rijs ispunjen. Lagrange-ova funkcija je
Lixy)=e™ +51(0). |

Nije tesko videti da (x) svoj minimum na skupu X dostize u tatki x* = 0. Medunm
nejednakost L(0,y*) < L(x,y*) nije ispunjena ni za Jedan y*=>0 Jer Je L(O y*) =1,
L(x,y*)<1, x> 01idovoljno malo ((aL/am(o ¥ -1).
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U slucaju kad su sva ogramcen]a linearna Slater-ov uslov se moze 1.zostav1t1 kao
3to pokazuje sledeéa teorema. Napominjemo da se linearna ogranie&nja (al, X) — b <0
. i=1,.., m mogu pisatiu matnénom obhku Ax b,

_ TEOREMA 2. 3 2. Neka j Je dat sledeél problem nelinearnog progra.mzranja
~(35) mm\a(x) o Xs {xeR“|Ax<b}, :
- 4 -x€X L

. pri demu je o(x) 'koﬁveksna funkcija Potreban i dovoljan uslov da x* bude optimalno
- "relenje problema (3.5) je da postoji y* = 0 takvo da je (x*, y*) sedlasta tacka Lagmnge-
-ove funkcije pridruzene problemu (3. 5). ’

E DOKAZ Iz teoreme 2 2.1 sledi da je uslov dovoljan. Dokaznno da jei potreban Neka ]ei
x* optlma]no resenJe problema (3 5) Uotimo skupove :

U= {(y,S) ly€R, SERn,Y>¢(X*+S) «p(X*)}

_ V= {(ys)[yER seR“ A(x*+s)<b y<0}
o Lako 3e proverm dasu skupov1U1Vkonveksm Skupov1 B
' —{(ys)lyeR aERnA(x*+s)<b y<0}

iUsu dlsjunktm Zalsta za svaki x*+s €X j je p(x*+s) — ¢(x*) >0 paako(y,s) € U mora -
biti'y > 0, te (y,5) &V, . Ukoliko x *+s ¢X onda (y,s) €V . Prema teoreml 125 postop_
(o0 € Rt tako da je za (y;5)) €U, (5'2'32) ev 1spunJeno :

- (3.6) o cy1+(cs1)<c y2+(csz)

S obzuom da je V adherencija od Vo ne;ednakost (3. 6) vazifeiza (y2,s2) EV. Pokazunov :
- dajec, <O0.Pretpostavimo da je ¢, > 0. Jasno je da za svakis € R postoji y >0 takoda
(v, s) €U. Ako je c, =0 onda je ¢ # 0 pa je funkcija {c, s) neograni¢ena odozgo. Stoga je
i funkcija ¢,y + {c, s) neogranicena, sto se protivi nejednakosti (3.6). Ako je pak c, >0
.. opet je funkcl]a coy t{c,s) neograniCena, §to se prOtIVl (3 6) Dakle, ¢ < 0. Ako (3.6)
podelimo sa ¢ i stavimo d = c/c dobicemo :

Gn +<d,sl>>y2+<d sy za svakl(yl,sl)EU (yz,sz)EV
'Specqalno zasp= 5,y =p(x*s) - o(x*), $55=0,¥5 =0imamo.

| Cp(xt9) —g(x) +@DB0,

~odnosno .. |

(B8 x4+ p(xH)> XM+ p(x*) zawakisERY,
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- Ako u (3 7) stavimo y1 = 0 51 = O y2 = 0 52 =, gde s zadovoljava A(x*+s) <b dobx— :
éemo ’ .

(39 = @a<0.

* Oznagimo i-tu vrstu matrice A sa a1 Ne umanjujum op§tost mozemo pretpostavm_
daje S . ’
(@ x*) = bi, i=l,..,k
(3.10) . ‘

(al-x*)<bi, : i=k+l, ey M

- Pokazimo da je za svako s za koje je {a;,9<0,i=1, ..., k,ispunjeno i, <0. Pretposta- »
vimo suprotno, tj. da postoji s za koje je a;, _) <0,i=1,..,ki{d,5>0. Tada zbog g
(3.10) postoji A > 0 tako daje A(x*+ATs) < b. No tada je zbog (3.9) (4, )\_) 0, 4.
zbog A >0, (d, 5Y'< 0, §to je suprotno pretpostavcx '

Prema Farkas-ovoj lemi postoji y* = (¥7, ..., ¥£, 0, .., 0) = 0 takvo da je ATy* =d;
paje {0 = {y* Ax) za svaki x€ R™. Na osnovu (3.8) vazi '

31D L p(x®) + yt Ax*—b) S p(x) + (y*,Ax ——b) x= x*+s € R“
Posto je (y*,Ax*——b) 0, Ax*—b <OvaZii
_ (3. 12) ¢(x*) + <y,Ax*——b> < tp(x*) + (y*,Ax*—b) zay>0.

Iz’ (3.11) i (3.12) sledi da je (x*y*) sedlasta tacka Lagrange ove funkcx;e pndruzene
~ problemu (3.5). ¢

Teoremu 2.3.2. ilustrujemo sledeé¢im primerom:

PRIMER 2.3.2. Neka je funkcija cilja ¢: R - R u problemu (3.5) data sa g(x) = e % i
neka je dato jedno linearno ograniCenje x < 0. Lagrange-ova funkeija je L(x,y) = e X+xy. h
Nije tesko proveriti da je tadka X*=0 op'timalna ida je tatka (0,1) sedlasta tatka Lagran- .
geove funkcije. o
Zanimljivo je zapazm da su funkcije ciljau primerima 2 3.1 12.3.2 jednakeidase
minimizuju nad istim dopustivim skupom X = { x € R | x < 0}, dok se odgovori o
egzistenciji sedlaste tatke razlikuju, Ovo pokazuje da pitanje egzistencije sedlaste tacke
" bitno zavisi od nadina opisivanja dopustivog skupa, a ne od samog skupa. To je prirodno,
jer definicija Lagrange-ove funkcije zavisi od nagina of;isivanjé dopustivog skupa. '

2.4, Uslovi optimalnosti — diferencijabilan shucaj =

U prethodnim paragrafima nije pretpostavljena diferencijabilnost fimkcije cilja i
funkcija ogranicenja. Sada éemo pokazati kako se mogu izraziti uslovi optimalnosti
i uslovi za sedlastu tacku u stu¢aju kada su te funkeije diferencijabilne.
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- TEOREMA 2 4 1. Neka Je data Lagrange-ova funkcija -
| L) =e(®+ 00,  xERTyeRT,

Ako su ankcv]e tp(x) ifx), i —. o} konveksne i dlferencqabﬂne onda je (x* *) sed- :
lasta tatka funkcue L ako isamo ako su xspunJem uslovi -

(4.‘1)

~ aL. = 0, IR i= 1" "..’vn
ax : ?
(4.2) ALt o, i=1,..m
@y oy oL =0, j=1;.om
SR » ayJ R -
@h s etm.
oLt AL} .. 8L L. S
gde je = — . o= S S Ix=x* 5i= L om.
o o Xy gy T

DOKAZ Pretpostavxéemo da postoji (x * ,y*) y* > 0 tako da je
L(x ,y) < L(x* M <Lxy*),x GRn y GRm, y? 0.

" Tada funkm,a L(x,y*) dostlie rmmmum u taéklx* pa Je uslov 4.1) potreban S obzxrom"_
daje . R - L

_ ——-;~=f(x"), SR j= 1,..,m

E)yJ SR »

' potrebnost uslova (42) (. 3) i (4 4) sledi na shéan nacin kao u teoremi 2. 2. 1. .
Pokazuno da su uslovi (4.1), (4.2), (4.3) i (4.4) i dovoljni. Posto su funkcue ¢(x) i

: ‘. (x) i= ., m konveksne, a y* > 0, na osnovu teoreme 14. 2 b1ée i L(x,y*) konveksna
po X, pa Je prema teoreml 14.7° : »

L(x,y') = L(x ,y*) + 2} ( x]‘)—— zZasveX € Rn -
i TR

Zbog uslova (4 1) blée

L(x,y*) > L(x'y*) x€ RY
s obzuom na uslove (4 2) i(4. 3) jeo - ‘ o _
f(x*)<0 yj* (x‘) 0 J— l,p m,
_'tezayj>01—l,..,msled1 '
«P(X’) t. 2 nyJ(X*) <¢(X*) t E y*f(X*)

e (x*,y*) Je zaista sedlasta taéka funkcqe L(x,y) ¢
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Iz teorema 2.4.1. 12.3. 1 nepostedno sledi sledeta , _
'I'EOREMA 2 4 2. (Kuhn-Tucker) Neka suu problemu konveksnog prograrmran;a
muup(x),X {xERnlf(x)<01 ,m}
xEX :

.. funkcije ¢(x) i f; (x) i=1,..,m d]ferencuabﬂne ineka funkcge f zadovol]avaju Slater-ov
uslov Da bi x* bila optxmalna tatka potrebno je.i dOVOl_]IlO da posto;e realni bro;ev1

)\mtako da,e _
@1y Vo(x*) = ,I_ﬁ'xjvf.(x*)
=13 .
@) £(x*) <0, §=1,..m
@3 AE9=0 jehim
@9 N<o R L E

DOKAZ DOVOI]HO Je uzen )] = —y j= 1 m i pnmemtl teoreme 241 123.1. 0
iz teorema 2.3.2 i 2.4.1 neposredno sled; sledeéa
. -TEOREMA 2.4.3. (Kuhn-Tucker). Neka je u problemu
| 'mmsa(x),vx={x|Ax'<b} |
xex o .

funkcija ¢(x) konveksna i deerencgabilna Da bi x* bilo optlmalna tacka potrebno je
i dovol;no da postoje realni br03w1 Ay o Ny tako da je

(4.1”) ‘ W(x‘) = E )\Ja
U (aj,'x.*)—.bj<0, L dthem

5 (4.37) )\j((a.g(*)—bj).:o,‘ _-_j=l,...,im‘ e
(4.47) )\Jgo o iEhe.m

gde Suag, .., an vrste matrice A

"DOKAZ: Kao iu prethodno; teoremi dovoljno ]e uzeu )‘) = _.y J 1, .., rri,i pﬁfneniti |
teoreme24lx2320 o

.PRIMER 24.1. Neka je dat problem

Xq X .
mine 1 2, X={xER2|x%+x%—l<0}.'



 MATEMATICKOPROGRAMIRANIE -~ e

Funkczje cﬂ;a i ograméenja su konveksne i Slater-ov uslov ]e wpun;en Uslovi (4 1) »
(42) (4.3’)1(44)teoreme242 posta;u _' S :

N - *
SRS A 2xx; |
1"2=
| 2)\x2 :
L ;2 x52—1<0
'j)\(x*2+x*2—l) 0
V>\<0

Kako;ee_ 2#Osled1daje)\#0 t] 7\<0 paJex*2+ *2—11x*=x* odakleje'.v

el e VT
o i vz 27 VZ _f S VT |
Na osnovu teoreme242 taEka (————_-.- s e ) jE optlmalna
V2 -\/

U sluéaju kada funkcga cilja i/ili-funkcije ograméen]a nisu konveksne teoreme':-'_

2 4 2 i24.3 se ne mogu primeniti za ispitivanje optimalnosti, i to i iz vise razloga. :
~ uslovi iz ovih teorema ne mogu biti dovoljni j jer funkcga cilja moZe na dopustl-’ .
:vom skupu imati vise (Gak i beskonaéno mnogo) lokalnih optunuma H .
< za dokaz obe teoreme koristi se teorema 2 41 u kO]OJ se koristi konveksnost' '
- funkcue cilja i funkcija ograméenja, N T S
- — dokaz teoreme 2.4.2 se zasnivainateoremi 2, 3 1 u ko;o; se bltno konsn konvek-
© snost funkcga ograni¢enja i Slater-ov uslov.. - : -
‘ _ Medutlm, moguce je pokazan da su uslovi 4.1), (42’) (4 3) i(4.4) potrebm za
optlmalnost iu nekonveksnom slugaju, pri éemu se umesto-Slater-ovog uslova koristi -
. neki od takozvanih uslova regulamost:, npr. da su gradgentl funkcija ograméen]a aktivnih -
‘u taék1 x* linearno nezavxsm Vazi, naime, slcdeca teorema: S

» TEOREMA 2.4.4. Neka je dat problem neh_nearnog prograrmranja’ o
' . min (x),X= {(xERMf(x)<0,i=1,.,m}
i neka je x* lokalni optimum ovog p?oblemaI Neka su bdalje. ' funkcije ga if, i=1,..m
 diferencijabilne u tacki x* i neka su gradijenti funkcija ograméenja aktxvmh ux* lmearnol
nezavisni. Tada posto;e realni- bro;evn 7\1, e )\m tako da su zadovoljem uslovi (4.1),
(42)(43)1(44’) S LI L

- DOKAZ Bez uman;enja op§tost1 moiemo uzet1 daj Je

fl(x*) 0,. fk(x*) 0, fk+1(x')<0 fm(’ff).-é 0.
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o 'Kako su Vfl(x'), ers T ’) hnearno nezawsm s1stem
(x*)) —1, i=1, .,k -

© . ima resen_]a neka je’s ]edno od n]ih. Neka je sada ] proxzvoljan vektor za kop vazl o
' 6 vfl{x*))<0 i='1,4._'.,,-k;

. tada su za n > 0 dovol;no malo; taéke X*+as, 0 <a< n,dopustxve jer funkm]e fl, ,f o
lokalno opada]u u praveu s, a funkcije fk 41 - f ,zbog neprekzd.nosn osta;u negatwne -
u dOVOlJIlO malo; okolini tadke x*, No za takvo ] mora vazitii . : B

s v«o(X*)> > 0 :
’ ]er b1 u suprotnom posto;ao vektor 5i pozmvan bro; p tako daj Je x*+as € X i
(x‘+a")<¢(x‘) » zaO<a<p,- ‘ BRSNS

§to se protm pretpostavc1 da je x* lokalni optxmum. N
: Neka ]e sada d proxzvoljan vektor za ko;x je

@ Vf(x'))<0 i= Ly k;' S

. dokailmo da Je (d V¢(x')) 20 Zalsta za 0< )\] < 1 vektor 5= )\Js + (1 AJ)d zadmolja-
- vauslov - . _ . S _

astogai ETERU R
. szma]uél )\J i 0 - o unamo sJ - d te ]e zbog neprekldnostx skalamog proxzvoda '
| « V¢(x*))> 0. ' L -
o No to znaéx da s&ako d kole zadovoljava s1stem
(d vi. (x*)) <0, i=1,.., k ‘
zadovol]ava i neyednakost o
| (d —ch(x')) < 0.

: Prema Farkas-ovq 1em1 posto1e nenegauvm brolev1 “1’ s Mg tako da JC
| —V¢<x*) = 2 ).

Uszimajuéi A, = —py, vxk =—,pk,xkﬂ "; -xm =0 dobuamo uslove (4 ), (4 ) (44,
“dok je uslov (4.2’) trivijalno ispunjen. 0_' g TR
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U sluéd]u lmearmh ograméenja dokaz gornjeg tvrdenja se moZe izvesti i bez pretpo-

, stavke © linearnoj nezavisnosti gradijentd aktivnih ogranienji. Dobar pregled drugih

uslova regularnosti. i odgovarajuéih teorema moze se naéi u Mangasanan [\4 1} videti
takode Zangwill [Z.3] i Karmanov {K.3] .

S obzirom na vaznost koju imaju uslovi (4.17), (4.2"), (4 3N i (4 4’) odnosno
'(4.1”) (4.27),(4.3") 1 (4.4”) uvodimo sledecu definiciju:

DEFINICIJA 24.1. Tatkax* se naziva stacxonama za problem-
nuer)x(¢(x) X= {xeRnlf(x)<o i=1,.,m}
a'ko;i samb ako zadovoljava takozvane Kuhn-Tuckero_ve uleve:
Vp(x*) = j z A VE(x*)
£(x%) <0, =1,.,m
xjfj(x*) =0, j=1,.,m
')\j<0,' 0 j=lem 3
Primetimo da seu sluéaju problema bez ograniCenja

min ¢(x)
x€X '

Kuhn-Tucker-ovi uslovi svode navuslm_‘/ Vo(x*)=0.

. 2.5. Dualnost

Neka je dat problém nelinearnog pfogramiranja :

(.1) - min ¢(x), X= {x€R"[f(x)<0,i=1,.,m}

gde su ¢ i £}, - f, diferencijabilne funkéije_. Neka je y(x,u) = ¢(x) + {u,f(x)), gde je
u=(ug, .., )ERmif(x)=(fl(x), e £ ().

L DEFINICIJA 2.5.1. Problem nehneamog programnan_]a

, (5.2) - max w(x,u), S ye {(x,u)ERnXRmI w(x)+ zu Vf{x) 0, u>0}
: .(xu)EY

9

nazxva.mo dualmm problemom problema (5.1).

Zapazimo da je funkcija cﬂja problema 8 2) upravo Lagrange-ova funkcija pndru
Zena problemu (5 l)
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TEOREMA 2.5.1. (slaba teorema dualnosti).Neka je X dopuistivo reSenje problema (5.1), -
neka je (X ) dopustivo resenje problema s 2) i neka su funkclje @i fl’ " f konveksne,
Tada je o(X) = (X 1) . : . o '

DOKAZ: Prema teoremi 1.4.7 je _
WD+ TIRLED,
£§(X) > §R) + (VER), T2, Cief,om
Zbog dopustivosti tatke (X ;0 )'vaz‘i | '

ch(x)=— Eu Vf(x) i u?O

a zbog dopustxvostl tatke X je f(_) <0, te je

¢(_)>¢(X)+<V¢(X), x-f)= w(x)— 2u(Vf(X) —x)> o

> ¢(x) + E i (f (x) f(_)) > Q(x) + Z u‘fl(x) |,{1(i ﬁ) ,

§to jei trebalo dokazatl L 2

TEOREMA 2.5 2 (teorema dualnostl) Neka je X opumalno reS‘enJe problema (5 1)
‘nekasuyi f,i= , m,konveksne funkcije i neka je ispunjen Slater-ov uslov za problem
(5.1). Tada postop TeRrRM tako da par (x,u) predstavl]a optlmalno re§en3e problema

(5.2)ip(X)= WX 0). R . :
DOKAZ: Po teoremi 2.4.2 postoji U € Rm tako da par (x —) zadovoljava uslove _

Vo(x) + 1-‘Euvf(x) = 0

Prema tome je (X X1 ) dopust:vo resenje za problem (5.2). Neka je (x, u) proxzvoljna d0pu-

stiva tatka problema (5 2) Prema prethodnol teoremi je <p(x) = w(x ) 2a svako

(x,u) EY, teje . :
W(X,5) = «p(') + E u, (Y) ¢(’)> ¥(x.u)

za svako (x,u) € Y Odavde sledi da je (X,1) opnmalno re§en]e problema (5. 2) iuz to

vazi p() = Y(E,D). ¢ -
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U sluéaJu kada su sva ograniGenja hnedrna Slater-ov uslov se moZe izostaviti, t]
vazi sledeca

TEOREMA 2.5.3. Neka je X redenje problema (5.1), f=Ax-bigje konveksna funkc1]a
Tada postoji © € R™ tako da par (X,u) predstavlja optimalno re3enje dualnog problema
1o(X) = ¥(x u).

DOKAZ: Dokaz ‘s'e izvodi kao i dokaz teoreme 2.52 s tim sto se koristi teorema 2.4.3.
. Dobar pregled dualnosti u konveksnom programiranju &italac moze na¢i u Rocka-
fellar [R.4]. '

 ZADACE:

* 1. Pokazati da je skup optimalnih reSenja problema konveksnog programiranja konveksan.

2. Naéi sedlastu taku Lagrange-ove funkcije pridruzene problemu nelinearnog progra-
miranja
min x*+y*, X={Gxy)ix>1,x<2,y>1,y<2}.
xyEeX - v

3. Neka je ¢: R2 > R.strogo konveksna funkcija i neka funkcija ¢(0,y) dostize minimum
zay =0, a funkcija p(x,0) zax = 0. Da li p(x,y) u (0,0) ima minimum?
4, Proveriti da i je tadka (0,1) resenje problema

min 4"2'*)’2

+2xy—x—2y+4, X = {(x,y) | 2%ty <5, x+y <3,x >0,y >0} .
(xy)X ‘

5. Neka je p: R™ - R konkavna funkcija i neka je C C R™ kompaktan konveksén skup.
Neka je )'E reSenje problema meis% ¢(x). Pokazati da X nije unutra3nja taéka skupa C ukoli-
x .

ko funkcqa ¢ nije konstanta. Pokazati takode da j Je X ekstremna tacka skupa C ukoliko
je y strogo konkavna funkcija.

6. Koristeci prethodni zadatak pol\azatx da je konveksan kompaktan skup u R™ konveksni
omotaé svojih ekstremnih taCaka.

7. Pokazat: da se svaki problem nelinearnog programiranja moze svesti na drug1 problem
- nelinearnog programiranja kod koga je funkcija cilja linearna. ’

8. Neka je ¢: R? > R konveksna funkcija i neka Je % jedinstveno reSenje problema
' mlerll{ ¢(x) Mora lupbm strogo konveksna? '
x

9.2) U R" je dato k taéaka X1 wes Xp. Dokazati i da uvek,pqsmjL taéka.axmtalwa-
svakix € R '

k
T lix-xll= ZIX-—xl .
i=III Xlll _ _i=l"# ;

drjeza
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b) Ukoliko tatke x{, .., Xy nisu kolinearne takva tacka je jedinstvena. Dokazatil

10. Skup C zadat je sa C = ) x4+y4 <1, (x 2)2+(y—2)2 <2},
vrednosti parametra r za  koje j je: )

b) ograméen;a ko;a deﬁm§u skup C zadovoljavaju Slater-ov uslov

+ QOdrediti °




GLAVAII |
TEORUJA LINEARNOG PROGRAMIRANJA -

U ovoj glavi éemo dati najvaznije teoreme.i definicije koje se odnose na sludaj kada
- -su sve funkcije ograniden;jd i funkcija cilja problema matemaitiékog programiranja linear-
ne. Pritom ¢emo u zhatnoj meri koristiti rézultate prethbdne glave, mada ée biti i teorema
koje nisu analogoni niti posebni. shu¢ajevi teorema kojé se odnose na nelinearan slu¢aj.

3. l Postavka problema

Op§t1 obhk prob]ema linearnog programn-anja je sledeci (podseéa.mo dase problem '
makslmlzacue svod1 na problem rmm:mzacue mnozenjem funkcge cilja sa 1)
vmm {]Z:lclx] ]x b <O .1?-.1','..., k;
4 : Vajx—b >0 1.=k'+1,>..:.,s,
(1.1) S
Ea x b = 0 1=’s+1,...,m;
LY '
- : . XI(O,T;.,XI‘>0}.- N
- Primetimo odmah da se moze pretpostaviti da je za sve promenljive nametnut
uslov nenegauvnostl (tj. daje rn) zaista, svaku promenljivu X I < j < n, moZemo
zameniti u svim ograni¢enjima - i funkcxp ‘cilja sa X" Xi4n_pr pri Cemu je x; = 0 i
X J‘H’l—l’ > 0. Na taj nadin se od problema (1 1) sa n promenl_uvxh dObl]a problem sa .
r+2(n—r) nenegativnih promenljivih. :
- Osim toga, svako ograni¢enje oblika . .

C jzlaijxj—bi<q, 1‘—_1, ,.1,5
e ‘moze pomnoziti sa -1, ito daje 'ekvivalenthé ograMCenje
( -3 )x +b >o

Najzad svako ograméen_;e npa
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' Eax -b, = 0 1=s+i,..;;1ii
11l

moiZe se ekvivalentno zameniti sa dve neJednaéine

e
T

"_En'a..x.—b.éo, - (. E(—a )x+b éo
Ako se izvrse sve navedene zamene problem (1 i) posta]e :
(1.2) © min { >: cxJ z 2l x—b’>o i= . .M’ x]>0 J-,. 1, . "v}:
Ovaj oblik problema hneamog programn-anja maéeﬁo sxmetnéan obhk B
S druge strane, svaku ne]ednaému

% a.x.-b. <0, iv=1','...,k.'7
F1e) 1 7 .

mozemo zameniti jedna&inom

: ga,xjfx +i Piéo.,_ 3
uz uslov xn+l = 0. Novouvedeng promenlpva Xnti naziva se mravnavajuéa promenlpva.
Sem toga svaku ne;cdnaému : » :

% a.x~b.>0, i=ktl,.. s
FUET TR

moZemo zameniti jednaginom

| J?ﬂfr,xm, b=0,
uz uslov X4 = =0. . . .

Ako izvsimo navedene zamene i na ramje opisani naém na sve promenl;ne namet- -

nemo uslov nenegatlvnostl problem a. 1) dobqa takozvam standardm obhk

(1.3) min { 21 «:J xJ j‘?l aqu-—b” =0, 1 17 ..’» mjv; xj> 0, j.='1,j.‘._;-,_ n”} .
gde su koeficijenti uz izravnavajuce promen]]we u funkcqx czlja jednaki nuli.
Gornja razmatranja pokazuju da se ne gubi na op§tost1 ako se umesto problema ‘
(1.1) posmatra problem (1.2) ili (1.3). Mi éemo u daljem problem linearnog programiranja
-uzimati u simetriZnom ili standardnom obliku rukovode¢i se isklju¢ivo njihovem pogod- -
noitu za razmatranja koja imamo u vidu. Oblik (1.2) pokazuje da je problem linearnog
programiranja specijalan sluéaj problema nelinearnog programiranja koji smo razmatrali
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-u prethodnoj glavi. Problemi (1. 2) i (1.3) se mogu kraée zaplsan konscen]em matri¢ne
notacije na sledeéi nagin: : :

(1.2) _ -min {{X) |Ax2b",x20}

odnosno - _
(1.3 min {{”x)[A”x=b",x>0}.

3.2. Dualnost u linearnom programiranju

Ne umanju]ucl opstost razmatraéemo problem linearnog programxran]a u obliku
21 min {<c,x>|Ax>b x>0}

Ozna¢imo vrste matrice A sa a;, i= 1, . M, 2 vrste jediniéne matrice 'n-iog reda sa aj,
i=mtl,.., m+n. Neka je b; = 0,i=m+1, ..., m+n. Problem (2.1) postaje

xmn{(c,x)l—(a,x)+b<01— om0}

Po deﬁmcux 2.5.1 dualni problem je
" max {(c,x)+ E u( —(a. ,x)+b1) c— Z 2, uaiio,ui>0,i=1,...,m+n}_'
S obzirom da]e
' : m+n - ‘
ex)+ T u(-(ax)=0
i=1 1 1 :

i da ogranicenja sadrze samo prorpenljive Uy, s um,m,vproblem postaje

m+n S min
- max { i;zl biui c— iEI v, = 0,u;>0,i=1,..,mn}.
Vodeti raduna o definiciji vektora a;, i = m+1, ..., m+n i skalara bl. i=mtl, -y D,
vidimo da j Je gom_u problem ekvwalentan sa problemom :

(2.2) max{(bv)IAv<c v>0}
.gdejev= (“l’ o urh) eRr™, Napominjemo da je skalarni proizvod u R". i R™ aznacen

na isti na¢in: iz konteksta je uvek jasno o kom je prostoru re¢. Lako se moZe dokazati
_da je problem dualan problemu (2 2) ekvivalentan sa (2.1).

TEOREMA 3.2.1. Neka Je dat par uzajamno dualnih problema (7 1) i (2 7) Ako Je
X= {xER“IAx?h x>0}1V {vERmIA v<c,v=>0} ondavazi

(i)Akoje xEXIVEV on_daje (c,x)> b,V .
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() xEeXje optxmalno resenje problema (2 1) ako i samo ako postop vV €V tako
daje c.X>= 0O, M. : .

(ii) X € X je optlmalno resenje problema (2 1) ako i samo ako postop vVE V tako
daje (%, ATv—0)= 01 (v, AX—bY=0. :

DOKAZ: (i) Sledi iz teoreme 251,

(ii) Neka postoji v € V tako da je {c,x) = ®,V. Prema (1) Je 2a pro1zvol_]no x€X
1spun3eno : .

x2bM=(x),

pa je X optimaino re§en3e problema (2 1). ‘
Neka je X optimalno resenje problema (2.1). Prema teoremi 2. 5 3 i s obzirom
da je problem (2.2) dualan problemu (2.1), postojaée V € V tako da ]e eX=0w. -

(m)Neka;exGX VEVi
vV AX-b)= 01(-,Av—c) 0
tada je
(_,Ai') )= (_,Av) (’c)

S obzirom da je (V,AX) = (X, AT') sledi da je (c.@ (b —) paiz (u) slech opnmalnost X. :
. Neka je X optimalno resenje problema (2.1). Prema (ii) postop V¥ €V tako da je
{cX) = ®,V). Oduzimajuéi ovu jednakost od Jednakosn X ,A V) = AD dobuamo

23) KA —0=@ AX-D).

S obzirom daje X €X,V €V sedi daje X > 0,7 >0, ATv—c<o Ax—b>o pa je
| &al-a<o, <‘,Ax-b>>o |

1iz (2.3) sledi o o
‘ &AT_0) = TAX-b) = 0. ¢ .

Nap o m ena Iz ¢injenice da se problem dualan problemu (2 ")"m'oie hapisati u obliku

- (21) sledidajeV ko;e zadovoljava usiove u taékl (u) odnosno (iii) optnnalno resen_]e N
" problema (2.2). .

PRIMER 3.2.1. Posmatrajmo par duainih problema
max 12v2—2v3f \7
4vy f7v2—4v3—2v4<3
(2.4) , E —8v17i-2v2— v3+3v4<9
=3y t5vy + Vgt v, <7
v1>0,§'2>0,v3>0,v4>0
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min 3x 1t 9x2 +7x3
4x1-—8x2—3x3 >0
Txq+2x+ 5%, 2 12

2.5) 174%27°%3

: —4Xy— Xyt 2Xg3 >

—2x1+ 3x2+ x3> -1

x1>0 x2>0 x2>0

Tacka x = (1,0,1) je optimaino re§en3e problema (2.5) jer postojt dopustlvo reSenje pro-

blema (2.4) V = (0,1,0,2) tako da su funkcije cilja jednake; uz to je ¥ optimalno resenje

problema (2.4). Tagka (0,1,1,0) je takode optimalno resenje problema (2.4) jer su za

= (1,0,1) ispunjeni uslovi iz (iii) prethodne teoreme. Iz ovog primera vidimo da opti-
malno resenJe ne mora biti jedinstveno.

"TEOREMA 3.2.2. Akoje X # @iV # 0 onda problem1 (2.1) 1 (2.2) imaju optimalna
reienja,

DOKAZ: Nekaje v € V; tada po teoremi 3.2.1 (D) za svako x € X vazi x> bW 1.
funkcija {c,x) je ograniena odozdo na X. Kako je X # @ postoji

A=inf i{c,x) .
: xeX

Prema tome, svako reSenje sistema

o Ax>b, x>0
zadovoljava i nejednadinu -

x>\
Pretpostavimo da .probiem (2.1) nema optimalno refenje. Tada je {cx) > A za svako
" x €X. Prema teoremi 1.3.2 postoji U > 0 tako da je'
 ahgEec i poLD>A.
. Uvodeci vektor ¥ = (8}, - T,p) dobijamo |
- ATy <e,v>0
pa je V € V i pritom je (B,V) > \. Kako, prema teoremi 3.2.1 (i), za svako x € X vazi
| C LxE0N>A |

dobija se protivrenost sa definicijom A: Prema tome problem (2.1) ima optimalno
redenje. Sli¢no se dokazuje da problem (2.2) ima optimalno resenje, 4

TEOREMA 3.2.3. Neka je X # @; tada je V = @ ako i samo ako je uxlfex (cx) = —o0
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DOKAZ: Neka je X # ¢ i mf {cx)= —oo Ako bi posto;alo v €V, prema teoremi 3.2.1 (1)
bi bilo {c.x) = (b v) za svako x € X,ito je nemoguée zbog mf x)=—oo,
Neka je sada X # @ i V = @. Pretpostavimo da je uéfx X = )\> —oo_ Pretpostavka
-7 x

" da je za svako x € X ispunjeno {cx) > X vodi protivrenosti: kao u dokazu prethodne
teoreme mogucée je tada naéi v € V; medutim V = @, Ukoliko postoji X € X takvo da je
{cX) = \ onda problem (2.1) ima optimalno re§en3e pa na osnovu teoreme 3.2.1 (if)
sledi da post0]1 VEV;medutimV=0. ¢

TEOREMA 3.24. NekaJeV#Q,tadaJeX ¢akoxsamoak01ev€e(bv) oo,

DOKAZ: Dokaz je analogan dokazu prethodne teoreme. ¢
Primetimo da je sludaj X = V= @ moguéan, §to pokazuje sledeé1 pnmer
PRIMER 3.2.2. Posmatrajmo sledeéi par dualnih problema:
min —4x1+ ZXZ+ 6x3
X)) By -3x,-5x3>8
| X+ 4xyt TRy 9
Xl >0,x2>0,X3>0

max  3v+ 8v2+ Svy
—2v1+ vyt V3 <-4
(2.8) - vy -3yt 4v4<2
1 =0, Vf) >0 V3 =20 .
Skup X dopustivih resenja problema (2.7) je prazan Zaista, ako prvu nejednaému u(2.7)
pomnozimo sa 3 a drugu sa 2 i saberemo dobi¢emo nejednadinu
_ —13x3 =25,

Sto protivre¢i uslovu x5 > 0.
Skup V dopustivih reSenja problema (2.8) takode je prazan. Zaista, ako saberemo prve
dve nejedna&ine u (2.8) dobiéemo nejednaéinu

4 ‘ . . 5V3<"‘

Sto protivreéiuslovu v3 = 0.
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3. Ekstremne tacke i optimalnost

QOvaj 'paragraf posveéen je izuCavanju nekih geométrijskihvosobina skupa dopusti-
vih i skupa optimalm’h tadaka za problem linearnog programiranja. Svojstva koja ¢emo
navesti bitno zavise od linearnosti funlscqa ograméenja i funkcije cilja razmatranog
problema, :

Posmatraéemo problem linearnog programiranja u standardnom obliku

(3.1) min {{x)|xEX}, X={xER"|Ax=b,x>0)

" Bez umanjenja opstosti mozemo smatrati da jé"rang matrice A jednak broju jednagina
. (m); odatle odmah sledi daje m <n.

DEFINICIJA 3.3.1, Neka je C C R, Tagku x € C nazivamo ekstremnom ako i samo ako
" ne postoji par taéaka x' €C,x” €C,x" #x”, takvih da'je x = (1/2)(x’+x™),

Pre iskaza slede¢e teoreme koja daje a.lgebarsku karakterizaciju' ekstremne taéke skupa
X pnmetlmo dase skup X moze predstaviti u obliku

X = {x€R" ,z:x.a. =b,x>0}
=131

gde su 3, j = 1;‘ ..., 1 kolone matrice A. Kolonu a, zvaemo praieéoni kolonom tacke

‘ i=(§l, oy )Tn)EX ako i samo ako je ij>0.’ :

TEOREMA 3.3.1. Tatka X = (Xqs o 'in) €Xje ekstremna tatka ako i samo ako su pra-

teée kolone tadke X linearno nezavisne. -

DOKAZ: Neka jex €X eksiremna’ tatka. Bez umanjenja opitosti mozemo uzeti
_1>0 , X >O xk +1=0,. x = 0. Ako je k= 0 onda je skup prate¢ih kolona prazan
: pa Je uslov, tr1v1_1alno lspunjen Zakhuéa.k o linearnoj nezavisnosti je trivijalan i u slu¢aju

= 1. Pretpostaviéemo stoga da je k > 2. Ako pretpostavuno suprotno, tj. da su kolone
al, s B linearno zavisne, onda se jedna od tih kolona moze predstaviti kao lingarna
kombinacija ostahh neka je to npr. kolona a;:

- X
a = j:z)\jaj .
Za doQoljno'mélo € >0, tacke
L X = (y{l+e,.i2—ek2, .'"’ik—é‘k’ ikﬂ’ . Yn)
i S X"= (xl—e, +e)\2, - xk+€>‘k’ k+1’“"— )

- pripadaju X i oélgledno jex =(x +x”)/ 2 x" # x”, §to je u suprotnosti sa pretpostavkom
da je X ekstremna tacka. '
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~ Pretpostavimo sada da su prateée kolone tatke X lineamno nezavisne. Bez umanje-
nja opstosti mozemo uzeti da su prateée kolone ay, ... ) B Skup {a;, ..., 3 } moZemo
" kolonama matrice A dopuniti do baze prostora R™, jer je rang A = m. Neka je dobijena
baza npr. {al, s By ak+1, ey 2 } Prema tome, sistem Ax = b moZemo napisati u

(32) Bt A 1511"1’ = ,
Pretpostavimo suprotno, tj. da je X = (x+x)/2, X’ # x*, x’ € X, x”* € X. Poslednjih
n—k komponenata vektora x’ i x” moraju biti jednake nulijerje -~
0=f=1x+txr x>0x2>0,i=k, .0
i 2i 21)’1 L | £ "V‘"’
Tim pre je
xi=xi’=0, i=m+tl, .., n

No, po§to x’ ix” zadovoljavaju (3.2),bice i

xl=x?

i=X i=1,..,m,

§to je u suprotnostisa x’ #x” . ¢ o _

‘Prethodna teorema daje kriterijum za ispitivanje da li je ddpustiva tagka skupa X
ekstremna. Ekstremne tacke skupa X nazivaéemo i bazi¢nim dopustivim resenjima pro-
blema (3.1). -

TEOREMA 3.3.2. Ako je X # @ tada X ima ekstremnu tatku.
‘DOKAZ: Posmatrajmo sledeéi niz problema linearnog programiranja: Naél

@) A =min X{
1 IXEXI

®,) Ay =min x
2 2= <X 2
. xl—kl

®)  yEmingg

xl—)\l, S L.
Primetimo da problemi (P,), ..., (P} imaju optimaina reSenja jer je X # @ i optimalno
- reSenje problema (P;) je dopustivo resenje problema (P;,,), a funkcije cilja koje se mini-
‘miziraju su ograniene odozdo (videti dokaz teoreme  3.2.2). Dokazimo da je
X = Aps oo )\1) ekstremna tacka skupa X. Jasno je da jex €X. Pretpostavimo da je
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X = lx’+lx”; X' #x”,x EX x"eX.
o 2 2 . L v
Neka je k najmanji indeks 2a koji je xj # x3; tada je x’l =X] SN X =X T
=M_1s xl’{#)\k#xﬂisobzirom daje :
‘ - 1 ) 1 ‘n

?\k-—Exk+ Exk,.
mora biti bar jedan od X Xj, manji od N; neka je to xj. Tada je x’ dopustivo resenje -
problema (P,) a funkcija cilja problema (P,) ima u x’ manju vrednost nego u X,3to Je
u suprotnost1 sa definicijom A ¢ :

v POSLEDICA: Ako problem (3.1) ima optlmalno reSenje onda on ima i opt1malno refenje
koje je ekstremna tadka skupa X.

DOKAZ Neka je A optimalna vrednost funkcue x) pri x €X Posmatra]mo skup A
= {x|Ax= b (c,x) ANx=0}

" Prema pretpostavm Y # @ i na osnovu teoreme 3.3. 2 ‘sledi da postop X koje je ekstremna
tatka skupa Y. Dokazimo da je X istovremeno ekstremna tacka skupa X. Pretpostavnno

suprotno, tj.. daJe
—’ 1 3 1 ” b »‘ ? : ”
X =-X +5x , X #x”, X’ €X, x7e€X,

Imamo ) .
I P

(c,x)—;(c,x>+ 5<c,x ) _

a kako je (x> X, €x™ > ), (.0 = A, dedi daje cx)=(cx) =), . X' €Y, x* €Y,

5to je u kontradikciji sa ¢injenicom da je X ekstremna tatkaskupa Y. ¢ - '

Na osnovu teoreme 3.3.1 sledi da skup X nema vise od ( ) ekstremnih’ tadaka, a

na osnovu posledice teoreme 3.3.2 sledi da je bar jedna od tih tadaka optimalna, pod

. pretpostavkom da problem (3.1) ima optlrnalno resenje. Ovo nam u principu omoguéup
da svaki problem hnea:nog programiranja reimo u konaénom bro;u koraka, -

ZADACL:

1. Svesti na standardni oblik sledeée probleme linearnog piogramiranja

"a) . omin 3x;-~2x9 b) max  X;-— xé
_2x1-—' X921 g xl‘-|.-2x2<6
-xt x20 - : C=2xyt X921
X4 3_0 o . X T xp23

x1>0
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2. Svesti na siinetriéan oblik sledece probleme linearnog programiranja

a) min —Xx;- Xpt X3 - b) max X,— X3
' X1t Xpt X3t x4=4_ o Xt Xot x3% x4=2
X1 =3yt x3- X4<-2 Xy o , <~5'
X9 20,x320 Xy —3xq+ X3— X4 =5

) . . X1>O,X2.>O,X3 >0,X4>0
3. Pokarati da su dati problemi uzajamno dualni i
a) min {cx} max Gb.y)

Ax=b ATyéc
x=20

b) max (b.y) o min %)
Aly<e Ax>b
y=20 x20

4. Na¢i dualne probleme problema iz zadataka 1.1 2.

5. Neka problem
' min {cx)
Ax=2b
x20 _
ima optimalno reSenje. Dokazati da funkcija cilja prbblemaA
min (¢ x)
Ax2b
x=0
ne moze biti neograni¢ena ni za koji vektor b’
6. Neka je vektor,b = 0 i neka matrica A ima bar jednu vrstu u kojoj su svi ‘elernenﬁ
pozitivni. Dokazati da problem linearnog programiranja :
' ‘max {c,x)
Ax<b
x=0
ima optimaino téﬁenje.
7. Resiti sledeci problem linearnog programirzinja
min Xy +2Xs + ..+ 10X
Xptxot.ot xi>i, i=}1,..,n
xj>0, j=1,.,n
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8. Izvesti Farkas-ovu lemu koriste¢i teoriju dualnosti u linearnom programiranju.

9. Navesti primere parova dualnih 'probléma sa slededim svojstvima:

a) oba imaju jedinstveno refenje;

b) jedan ima jedinstveno resenje a drugi beskona&no mnogo optimalnih resenja;
‘c) oba imaju beskonatno mnogo optimalnih resenja.

10. Ispitati optimalnost datog reSenja slede¢ih problema

a) : max x1+ 3x2+ X3 .. b) max Xyt 2x,+3x3
4x11-11x2+3x3'-‘7 S X1— Xp— x3<1 '
Xl+ . X2—~ X3=0 . »X1+ Xz—. X3<1
x>0,i=1,2,3 - C . x;20,i=1,2,3
X= (101) j - x=(1,1,1)
11. Neka j je b(x,y) Lagrange-ova funkcija problema
‘ mincx)
~ Ax>2b
x=0

i neka je L (y,x) Lagrangé-ova funkcga duah'xog problema Dokazati da je za sve x = 0
iy > 0 ispunjeno L(x,y) + L(y,x) 0. ' :
12 Naé: sve: ekstremne taéke skupa e

- {(xl, X )ER“ _-§x.= 1,%>0,i=1,.,n}
'13. Dokazati da su tacke (1 000), 0,1,0,0),(0,0,1,0), (0001) (-1 000) (©0.~1 00)
(0,0,-1,0),(00,0,-1) Jedme ekstremne tatke skupa

| {(x,y,z,t)ER4lle+lyl+I2I+Itl<1}
14, Nac1 sve ekstremne taéke skupa
' B= {xERn HIxI <1}

15, Kvadratne matnce reda n se mogu shvatiti kao tatke u n? dimenzionom prostoru.
Matnca A [alj]nxnnazna se dvostruko stohastlékom ako i samo ako je
a; >011 1,. -1 EalJ—I,J 1. % H Ea.-=1,i=,l,...,n._

; Neka jeK skup svih dvostruko stohasnékih matrica reda n; dokazati da jeK konveksan
skup i da su-sve ekstremne tatke skupa K permutacione matrice (matrice koje u svakoj
vrsti i svakoj koloni imaju po jednu jedinicu, a ostalih n-n elemenata su nule).



GLAVA IV

METODE LINEARNOG PROGRAMIRANIJA

" U ovoj glavi prelazimo na izlaganje metoda za re§avanje problema linearnog progra-
miranja. Pritom se podrazumeva da je problem resen ako je pronadeno bar jedno optimal-
no resenje ili je ustanovijeno da je funkcija cilja neograni¢ena na dopustivom skupu. U
prethodnoj glavi smo videii da se pri trazenju optimalnog reSenja problema linearnog
programiranja moZemo ograni¢iti na ispitivanje ekstremnih tadaka dopustivog skupa. Na
toj ideji bazira se takozvana simpleks metoda. Metodu je predlozio 1947. G. B. Dantzig
[D.2]. Zbog svoje efikasnosti metoda je od velikog prakti¢nog zna€aja. Do danas je razra-
deno viSe metoda.zasnovanih na istoj ideji i prilagodenih razli¢itim prakti¢nim potrebama.
Osim simpleks metode izloziéemo takozvanu dualnu simpleks metodu koja se zasiiva
na sli¢nim principima kao i simpleks metoda. Metodu je predlozio Lemke [L.2]. Dobri
pregledi ovih i raznih drugih metoda (revidirana simpleks metoda, metode za re3avanje
transportnog problema, metode za probleme velikih dimenzija, metode za probleme
optimalnog rasporeda itd.) mogu se naéi npr. u Dantzig {D.3], Gass [G.1], Hu [H.6],
Lasdon{[L.1], Hadley {H.3], Simonnard {S.1].

4.1, Teorijske osnove simpleks metode

Posmatrajmo problem linearnog programiranja

n
minz = J_:chjxj
. a ‘ ‘,
(1.1) j_._zlaijxj_bi’ Li=1,..,m “
xj>0, j=1,..,n

Bez umanjenja opstosti moZemo uzeti da je rang matrice A = [aij] jednak m. U narednim
definicijama éemo okarakterisati neka od resenja sistema jedna€ina '

12 ,
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Svakom skupu od m linearno nezavisnih kolona matrice A pndruzugemo jedno rese-
nje sistema (1.2),takozvano baziéno redenje.

DEFINICIJA 4. 1 1. BaziGnim reSenjem koje odgovara datom skupu od m linearno neza-
V1sm“n kolona matrice A nazivamo reSenje koje se dobija kada se promenijive koje odgo-
varaju ostalim kolonama izjednade sa nulom a sistem se resi po preostahh m promenljivih.
Tih m promenljivih nazivamo bazinim promenljivim.

"DEFINICIJA 4.1.2. Bazino resenje kod koga su sve komponente nenegativne nazivamo
bazi¢nim dopustivim reSenjem.

DEFINICIJA 4.1.3. Bazi¢no dopustwo resenje koje ima ta¢no m pozitivnih komponenata -
. zovemo nedegenerisanim,

TEOREMA 4.1.1. Svako bazi€no dopustivo reSenje sistema (1.2) je ekstre_mna taék_a
- skupa X dopustivih refenja problema (1.1).- '

DOKAZ: Neka bazi€no dopustivo reSenje X odgovara linearno nezavisnim kolonima
j1» - j matrice A. S obzirom da je-po deﬁhiciji X.=0zaje{l,..,n\ {ips wnipm?
-pratece kolone tatke X su neke od kolona is e b ( i to upravo one za koje su odgova-
rajuée komponente tatke X vece od nule). Kako su te kolone linearno nezavisne, na
- osnovu teoreme 3.3.1 sledi da jé b3 ekstremna taéka skupa X ¢ ' o

U narednim teoremama éemo radx Jednostavmjeg izrazavanja pretpostavm da su
prvx'h m kolona matrice A linearno nezavisne, §to ne umanjuje opitost zakljugivanja jer je,
s obzirom da je rang A = m, prenumeracijom: promenljivih to uvek moguée pOStlél ‘Tada
se elementa.rmm transformacijama sistem (4. 2) moze dovesti na oblik :

v n : .
13 : C X X.=b:, i=1,.,m.
( ) B X+ J_m+1alj i |
anenmo da se iz (1 .3) diréktno mogu dobm komponente bazzénog resenja koje odgo-_
vara kolonama 1, ..., m. Ako to redenje obelezimo sa X, po definiciii je X; = 0, i= m+1
npazz(13)sled1da1ex —b’i— 1,..,m S _
Koristeéi (1.3) mozemo da ehmmxsemo promenlpve Xps oos Xpy 12 lmearne forme, ’

g
= j=1ijj B

Formule za elirrﬁnacijii su
X = bi ,_,ﬁﬂauxa i=1l,..,m
a novi-oblik forme je

n
=7 + b2 :Xe .
2 0 Fm+1 )"



66 - V. VUICIC, M. ASIC, N. MILICIC

Prema tomé, problem (1'.1) se moZe napisati u ekvivalentnom obliku®

n

inz=z,+ X,
minz =z, _j=£+1c?‘]
(1.4) ke B oaxew imlm

; X; tx.=b;, i=1,..m-

x>0, ©§=l,um

TEOREMA 4.12. Pretpostavimo da je u (1.4) b} > 0, i = 1,.;;;m'ic3>o;j‘=m+1,';..,n N
Tada je baziéno reSenje koje odgovara kolonama 1 , M Opti:nalno reSenje problema

(D

DOKAZ: Obelezlmo sa X baziéno reien]e ko;e odgovara kolonama l m Tada je
x=(b1, e vy 0) i kako je __b’ } 0,i=1,.,m X je bazléno dopustivo resenje,
tj. X €X. : o

pozitivan (iertnmaée bilox =X). No tadaJe

+ >z+ E
%o 1=m+1x1 _3=m+cl.z

pajex optlmalno resenje problema (14). Kako su problerm (l 4) i (1 1) ekvxvalentm
sledi da je X optimalno reSenje problema (1 1).¢

0%

TEOREMA 4.13. Neka]nu(14)b’>0 1-1 mlnekajeza nekoke{mﬂ } _
ispunjeno '

G <0ig<0,  i=l.,m.
Tada je funkcua cﬂJa problema (11n neogxaméena odozdo na X.
DOKAZ: Neka je za dato t 3> 0 tatka x(t) deﬁmsana sa
x{(t)=bi—apt, s 1 S H xk(t) t

x()=0, - i=mtl,. k—1k+1,...

" Lako je proveriti da je x(t) € X za t > 0. Vrednost funkcue cﬂJa u taékl x(t) Jednaka je .
zgy ¥ it = —eo, pri t = oo Kako se vrednosti funkcija cilja problema (1.1) i (1.4) pokla-
paju na skupu X zakljuGujemo da je funkcxja cilja problema (1.1) neograméena odozdo
naX ¢

* Ekvrvalenmost problema (L.1) i (1.4) sastoji se u tome to je skup dopustivih resenja isti u oba
problema a vrednosti funkcija cilja se na tom skupu poklapaju (uporedm sa dokazom teoreme -
4.2.3). :

Neka]exEX1x#x Tada]ex1>0 ..,xn>01bar]edanodxm+1,.‘..'_,inje
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TEOREMA 4.1.4. Neka je u (1.4) b> 0,i= 1, ... m i neka je za nekok € {m+1, ... n
ispunjeno

°k<0 izaneko s€ {1,..,m} ask>0

Tada postoji bazi¢no dopustivo resenje problema (1.1) X tako da je

, E < 2 X,
J_1CJXJ' 1c %50

gde je X bazi¥no redenje problema (1 .1) kaje odgovara kolonama 1, ..., m

DOKAZ: Primetimo najpre da je X = (b}, .., bj,, 0, ..., 0) pa je, s obzirom da po pret-
postavci b; >0,i=1, .., m X nedegenerisano bazi¢no dopustivo reenje. Neka je

by b;

(1.5) ————mm{— aik>0}

Ak g
Na sistem jednaina (1.4) éexﬁo primenit] sledece elementarne transformacije: i-toj jed-
nacini daéemo r-tu jednalinu pomnoZenu sa —aj /ay za i€ {1, ., m}\ {r}; zatim
éemo r-tu jednaéinu pomnozitisa 1/ a;k. Dobija se ekvivalentan sistem oblika

2 ’ a’ » .
xi—-i}k—xr+ E (a —-—’ka )x-— i—i-,]k—b’r, i=1,..,1-1.
Ty - Jmtl Ak 2k '

)

1 noay
(1.6) Xt I —Lx =
ey TojEmtlay 3 ay

xi-—:,lxr+ Z+1(alj—f—1]5-a )x -b’———-b’ i=r+l,...m

N < 3 jm 2K Ak

Primetimo da su koeficijenti uz x u svim jednatinama osim r-te jednaki nuli; koeficijent
uz Xy, U r-toj jednagini jednak je jedan. Ako sistem u problemu ( 1.4) zamenimo ekvivaien-
tnim sistemom (1.6) i iz funkcije cilja problema (1.4) eliminiSemo promenljiv: x)
pomocu 1-te jednadine sistema (1.6) dobi¢emo problem

n
minz = z”+cx+ Z X, + 2 o’x

' jem+1 ) _k+1J }
xtax + S am+ 04+ T oamo=bn, =1, 1l
i e g+l 03 ket V31 ’
(L.7) Dx T amexck B o= b
j=m+l 1?! =k+1 0} I
k=1 n o
Xt aﬂxr + ]‘I?H’l a;J’xJ+ 0+ j=§+lai33xj=b}’, i = r+l. ..n

%30, j=l,..n,
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gde se a;J 1b]’ mogu pro€itati iz (16)a

3

z =Z +Ck

° ark
c’=cl —-—cla s, j=m+l, L k-1,k+l, .0
I 6§ i
20k
-__._°k. 2, .
4y

S obzirom da su problemi (1.7) i (1.4) ekvivalentni, a problem (] 4) je ekvwalentan sa
problemom {1.1) sledi da su problemi (1.7) i (1.1) ekvivalentni. Lako je videti da su
kolone 1, .... -1, k. r+1, ..., m matrice koja odgovara problemnu (1.7) linearno nezavisne,
pa su i kolone 1, ..., r—1, k, 1+1, ..., m matrice A linearno nezavisne. Neka je X baziéno
reSenje koje odgovara ovim kolonama. Po definicijii bazi¢nog resenja je i = 0,
i=mtl. .., k=1, 1, k+1, .., n dok se ostale komponente Jednoznaéno dobijaju iz (1 ).
Pokazxmo da X zadovoljava uslove teoreme, Zaista,

LS o RP T
Xk-br'—’ 7—>0
4k

‘izasveizakojejeay <Oje

jer su agy i by nenegativni. Za sveiza koje je ay >0 iz (1.5) sledi da je

“bp=by— Ak g0,
‘ tk o . _
Prema tome. X je baziéno dopustivo re§e1'lje Dalje_. iz_ekvivalentnosti problema (1.1),
(1.4) i (1.7) i iz ¢injenice daJex =0 ] m+l, . n,ij=0,j=m_+l,.'..,k—1,r,k+1,...,n
sledi

{_} . . - k; . n . -
T ek = ®4e” + ” »” =
j_—.]cJ J Zo Cr Xr J_m-}-lcj J _]=l\+] JXJ

: n n
=20 =72 +¢ <2 =2+ T cX. =ZcX .4
L o 3 I

Napomena Ako se pretpostavka b1 ‘>‘0, i=1, .., mzamenisa b;}? 0,i=1,...m
onda se zaklju¢ak teoreme mora oslabiti na

1

no
ZeXx. <

» - C.

1]

wd

Medutun. ukoliko se zadrzi pretpostavka b; > 0. zakljuéak teoreme dstaje isti, kao §to se

vidi iz dokaza.
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© 4.2.Simpleks metoda.
. Neka je dat problem linearnog pfogrami:arija

minz= z,t Ecx

J- 1)
’ 2n - B Enx b i=1,..,m
x>0, J-i

Ovaj problem je pogodno zapisivati u obliku slede¢e matrice

B T VAR T

. . : 321 322 e e s azn b2

2.2) B : S
S Aml 2my < Bpn| by
4 Q2 -G ~Z5

Ova matrica se dobija tako 3to se u prvih m vrsta i n kolona smesta matrica A = [aij],
u poslednju vrstu se upisuju koeficijenti iz funkecije cilja a u poslednju kolonu slobodni
glanovi iz jednadina: Prvih m vrsta zvaéemo osnovnim vrstama a prvih n kolona osnovnim
kolonama. Na taj nadin svakbj od osnovnih vrsta odgovara jedna jednagina dok poslednjoc;
vIsti odgovara funkcija cilja. Mesto u donjem- desnom uglu mat.nce je rezervisano za slo-
bodni ¢ian u funkciji cilja ali sa promenjenim znakom.,

~ Jasno je da se iz svake matrice oblika (2.2) moze ponovo napisati problem linearnog
programiranja kome ona odg_ova:a Prema tome, matri¢ni zapis (2.2) problema (2.1) s¢
. ‘moze shvajiti i kao njegov saZetiji zapis. U daljem ¢emo, ako se druk&ije ne naglasi, sma-
trati da matrica problema linearnog programiranja ima m+1 vrstu i n+1 kolonu i zvaéemc
' je kratko LP-tablica, 2 njene elemente ¢emo oznacavati kao u(2.2).

DEFINICIJA 4.2. 1 Osnovnu kolonu LP-tablice nazivamo bazxénom ako i samo ako ona
sadrzi m nula 1Jednu Jeduucu pri Cemu ta Jedlmca mje u posledn;o; vrsti.

) DEFINICIJA 4.22. LP-tabhcu nazivamo sxmpleks tabhcom ako i samo-ako ona sadrzim
- razli¢itih baziénih kolona i vazi b;=0,..,b,>0.Za prpblem kome odgovara sxmpleks
tablica kazemo da j je u kanonskom obhxu

‘Napomenimo da se iz simpleks. tablice (odnosno iz problema u kanonskom obliku)
" lako moze odrediti jedno bazi¢no dopustivo resenje; dovoljno je promenljivim koje odgo-
" varaju nebazi¢nim kolonama’ dati vrednost nula i zatim »procitati" vrednost preostalih
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- baziém‘h promenljivih. Za to baziéno dopustivd refenje reéi ¢emo da odgovéra datoj
simpleks tablici. Vrednost funkcije cilja u tom reSenju jednaka je 2, sto je lako videti.

U daljem éemo pretpostaviti da je problem koji posmatramo u kanonskom obliku.- = .

~ Ova pretpostavka ne umanjuje opstost, jer ¢emo kasnije dokazati da se svaki problem
linearnog programiranja kod koga je.skup dopustlvfn tataka neprazan moie svest1 na -
problem u kanonskom obliku. T el T e e . '
TEOREMA 4.2.1. Neka je data simpleks tablica u k030] su’ cl =0,. cn> 0. Tada je
bazi¢no-dopustivo reSenje koje odgovara toj tablici 0pt1malno :, SR f
DOKAZ: Ova teorema je samo prefonnuhsana teorema 4 1 2 kO]U smo dokazah u pret-
hodnom odeljku. ¢ : DI A :

TEOREMA 42.2. Neka jo data s_impleks tablica'u kojoj postoi bar jedqa'bsnovna'kdloha
takva da je poslednji ((m+1)—vi) element te kolone negativan a svi ostali elementi te

- kolone nepozitivni. Tada je funkclja cﬂJa odgovarajuéeg problema hneamog programuanja

" neogranicena odozdo. . : LT - ; S s

*. DOKAZ: Ova teorema je samo preformuhsana teorema 4 1.3 ko;u smo dokazah u pret- R

Za izlaganje s:mpleks metode potrebno ]e uvestx po;am elementa:mh transfonnaclja ’
LP-tabhce §to se &ini sledeéom deﬁmc:]om e T L -

DEFINICIJA 423 Pod elementamml transformacgama LP-tabhce podrazumevamo

a) mnoZenje ma koje osnovne vrste brojem razligitim od nule; ERRRRE

b) dodavanje 1-t03 vrstx @ < m+l) ]-te vrste (1 < m+l) pomnoiene neklm bro;em, pn éemu A a

]elTL ' . ] .. S . L -

c) dodavanje poslednjoj ((m+1_)-voj) vrsti ma_ koje osnovne yrste_ pomnoiene_ nekim

_ "Kao §to se vidi, pojam elementarne transformacije LP-tablice je potpuno analoga'n_"-_'
pojmu elementarne transformacije pqz_natom’ iz matri¢ne algebre i teorije sistema liniear-

* nih algebarskih jednagina. Jedina ogréniéenja su §to se ovde ne dozvoljava da se poslednja
vrsta (koja odgova.ra funkcle cilja) mnozi bro;em 111 doda]e neko] osnovno; vrsn ni da se - '
vIste permutuju : : : : S

TEOREMA 4. 2.3 Neka ]e od LP-tabhce elementarrum transfonnacuama dobljena neka":'n
druga 1 P-tablica. Tada su problerm hnea.mog programxran]a kopma te tabhce odgovara]u s
ekvivalentni. ’ - _ - L. R ‘
DOKAZ: Ovo je o€igledno za transfozmacije tipa a) ili B) 'jer se pn'tom funkcija cilja ne
_menja, a sistemi jednalina su ekvivalentni, kao 3to je poznato iz linearne algebre.
(Razume se, uslovi nenegativnosti su u oba sluéajé'nam‘etn'uﬁ na sve promentljive). Neka je
u tablici izvriena transformacija tipa c), tj. neka je npr. poslednjoj vrsti dodata i-ta vrsta
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pomnoZena sa X, Vidi se odmah da je sistem jedna¢ina ostao nepromenjen — promenila
- se jedino funkcija cilja. Ako je pre transformacije poslednja vrsta bila

) cee By T2 .
to znaci da je funkcija cilja bila - -

. A
X +
j=21 chJ Zo)

jer se Qobodni &lan u funkciji cilja u tablicu upisuje sa promenjenim znakom. Funkcija
cilja posle transformacije je.

n n n
j--)-:l(cj + )\aij)xj + (zo—xbi) = j=21°ixi tz 4 )\%Elaijxj -by).

Kako je u svakoj tacki skupa dopusﬁvih tagaka ispunjeno

nos
j.—?]aijxj = bi

to se vidi da se funkcije cilja u oba problema poklapaju na skupu dopustivih tacaka, pa su

problemi ekvivalentni.

Elementarne transformacije nam omoguéuju da polazeéi od date simpleks tablice
konstruifemo konaCan niz simpleks tablica, tako da hazi€no dopustivo reSenje koje
odgovara poslednjoj tablici bude optimalno reenje posmatranog problema. Detalji pos-
tupka se sadrze u sledeéem algoritmu.

Neka je dat problem linearnog programiranja u kanonskom obliku i neka je sim-
pleks tablica koja mu odgovara '

Q o] 0
ap -- -3 | b

(e (o] 0
aml amn b

(3] (o] o
Cl S Cn —ZO

ALGORITAM 4.2 1. Stavimo k = 0; k-ti ciklus simpleks metode se sastoji od koraka:
Korak 1: Ispitati dali je X>0za svej=1, ..., n. Ako jeste preéi na korak 6,

Korak 2: Za svako j za koje je c}"<0 ispitati da li je ali§ <Ozasei=1, .. m. Akotakvo
ok postoji preéi na korak 7. '

Korak 3: Naéir€ {1, ..., n} zakoje je c{f< 0.Na¢is€ {1, ..., m} takvo da je



2 V. VUICIC, M. ASIC, N, MILICIC

k k
bs "mm{——-—b LI
X % | &r
.asr a:

Korak 4: Dobiti (k+1)-vu simpleks tablicu sledeéim elementarnim transformacijama
k-te simpleks tablice: ’

podeliti s-tu vrstu sa ak (time dobuamo ag
ostalim vrstama, ukI]uéuJuél i posledn]u dodati stu vrstu pomnozenu odgovara;uélm
koeficijentima tako da se dobije

ak+1=0 za i#si ck+1=0.

Korak 5: Zameniti k sa k+1 i preéi na korak 1.

Korak 6 Bazi¢no resenje koje odgovara kto_1 tabhc1 je optimaino; vrednost funkcne
cilja je z . STOP.

Korak 7 Funkcija cilja je neogranitena odozdo na skupu dopustivih taéaka STOP,

k+l _ 1);

Napomena U literaturi se &esto sugeriSe da se r u koraku 3 bira tako da vazi
c¥= min {clf, s clrf} .
Medutim, ovakav izbor ne mora uvek da ubrza dobijanje optimalnog ré§enja.

Kao 3to vidimo, korak 1 algoritma ispituje optimalnost bazi¢nog resenja koje odgo-
vara k-toj tablici. Koristeéi teoremu 4.2.2 korak 2-ispituje da li se na osnovu k-te sim-
pleks tablice moze zaklju¢iti da je funkcija cilja neogranitena odozdo. Koraci 3 i 4
omogucéuju da se od jedne simpleks tablice dobije druga, kao §to pokazuje slededa

TEOREMA 42.4, Primenom elementarnih transformacija opisanih u koracima 3 i 4 se
od simpleks tablice opet dOblja simpleks tablica; pritom je zk+1< zk

DOKAZ: Primenom ovih transformacija sve baziéne kolone k-te tablice koje su u s-toj
vrsti imale nulu ostaju nepromenjene, dakle baziGne,i u (k+1)~voj tablici; r-ta kolona
postaje baziéna u novoj tablici umesto one bazi¢ne kolone stare tablice koja je sadrzala
jedinicu u r-toj vrsti. Znac¢i da nova tablica ima m razli¢itih bazi¢nih kolona. Nenegativ-
nost brojeva b%cﬂ, i=1, ..., minejednakost zk"'1 < zl(; pokazuju se kaou teoremi 4.1.4.¢
Primenu algoritma 4.2.1. ilustrovaéemo na slede¢em primeru:

PRIMER 42.1.Naéi maxz= xX;— Xp+ X3—3x4+ Xg— X—3xy

pri ograniéenjima 3x3t+2x4+ X5t Xe = 6
Xyt 2X3— Xg4 =10
X3 - Lt Xt Xq = 6

Xx; =0, i=1,..7
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Trazimo rhinimum funkcfie w =~z =—x| +x5 — X3 + 3x4 — X5 + Xg t 3x4 pri datim
ogranienjima. Problemu odgovara slede¢a IP — tablica

0.0 3 2 1 1 0 6
0 1 2 -1 0 0 O 10
1 0 0 0 0 -1 0 0
0 0 1 0.0 "1 1 6
-1 1 -1 3 -1 1 3 0
Iz ove LP-tablice transformacijaina tipa c) (definicijia 4.2.3) dobijaino prvu simpleks
tablicu: ‘ _ '
0 0 3 2 1 1 0 6
.0 1 2 -1.0 0 O 10
1 0 0 0 0 -1 ©
0 0 1 0 0 1 1 6
0 0 -3 6 0 -2 0 |-2

Bazi¢no resenje koje odgovara ovoj tablici je (0,10,0,0,6,0,6). Ovo resenje nije optimalno;

primenom koraka 4 algoritma 4.2.1 zas =1,

o o 1 2 1 1 4 2
3 3 3
— g —

0o 1 o0 L 2 -2 6
- 3 3 3

T 0 0 0 0 -1 0 0

o o o =2 1 2 4 4

303 3 .

o o o 8 1 -1 o |-16

r = 3 dobijamo drugu simpleks tablicu:

Bazi¢no re§enjé koje odgovara ovoj tablici je (0,6,2,0,0,0,4). ReSenje nije optimalno; pri-

menom koraka 4 za s = 4, r = 6 dobijamo trec¢u simpleks tablicu:

0 o0 1.1 f .o % 0
o 2 2.

0 1 0 -3 -1 o0 1 | 10

1 0. 0.1 L o 2 6
g 20 2

o o o -1 L 1 3 6
| 2 2

o 0 0 7. L o 2 |0
ST 2
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Baziéno resenje koje odgovara dvoj tablici je (6,10,0,0,0,6,0). Ovo re§enjé je optimalno;
optimalna vrednost funkcije w je 10. Prema tome, maksimalna vrednost funkcije z je —10,
Primetimo da problem u ovom primeru nije.bio u kanonskom obliku, ali se do tog oblika
lako doslo jer je matrica problema sadrZala 4 razli€ite jedini¢ne kolone. Ova primedba
vazi, razume se, i u opitem sluéaju.

TEOREMA 4. 2 .5. (teorema o konaénosti simpleks metode). Neka je dat problem linear-
nog programiranja u kanonskom obliku. Pretpostavljajuéi da nijedno bazi®no dopustivo
resenje tog problema nije degenerisano, simpleks metodom se u konanom broju ciklusa =
dolazi do optimalnog resenja ili se zakljuuje da je funkcija cilja neograniena odozdo.

DOKAZ: Simpleks metodom se dobija niz (xk) bazi¢nih dopustivih refenja kome odgo- -
vara niz vrednosti funkcije cilja (zlé) S obzirom na pretpostavku o nedegenerisanosti,
iz teoreme 4.1.4 sledi da je

z‘;“1< X, k=0,1,2, ..
Prema troremi 4.1.1 svako bazi€no dopustivo reienje xK je ekstremna tatka skupa X -
dopustivih tataka. Kako skup X ima kona&no mnogo ekstremnih tadaka, a mjedna eu
nizu (xk) ne moze pojaviti dva ili vie puta (zbog stroge monotonosti niza (zo) Jtose -
simpleks postupak mora zavrsiti u konaénom broju koraka. ¢ '
Ako se odbaci pretpostavka o nedegenerisanosti nije moguée dokazatl konaénost
simpleks postupka. Odgovaraju¢i kontraprimeri se lako mogu konstruisati (videti npr.
Dantzig [D.3]). Simpléks postupak se moze modifikovati tako da se zavriava u konaénom
broju koraka bez obzira na pretpostavku o nedegenerisanosti. Suitina jedne od takvih
modifikacija sastoji se u slede¢em: u (n+1)-dimenzioni prostor se uvodi relacija totalnog
poretka (takozvani leksikografski poredak) i izbor r i s se vrsi tako da se prilikom trans-
formacija opisanih u koraku 4 algoritma 4.2.1 poslednja vrsta simpleks tablice strogo
smanji (u smishi leksikografskog poretka — dokazuje se da je to uvek mogucéno). Stoga se
nijedna simpleks tablica ne moze ponovo pojaviti i simpleks metoda zavisava rad u konac-
norm broju koraka, Podroban opis ove i nekih drugih modifikacija moze se naéi npr. u
Dantzig [D.3] i Gass [G.1]. Medutim, prakti¢na vrednost ovakvih modifikacija je mala
jer se moze pokazati, bez obzira na pretpostavku o nedegenerisanosti, da je verovatncéa
- beskona¢nog kruzenja simpleks metode jednaka nuli (razume €, uz pretpostavku da se
1 u koraku 3 bira na slu¢ajan nacin).

4 3. Dvofazna modifikacija simpleks metode
" Neka je dat problem nelinearnog programiranja

.mmz = ?o_+ ]—}:l chJ
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o .
(3.1) 7 , j=21 ‘ij"j =b; A i=1,..,m
x>0, j=1,..n

Bez umanjenja opStosti mozemo smatrati da jeb; > 0,i= 1, ..., m (u protivnom je dovolj-
no odgovarajuée jednadine pomnoZiti sa —1). Ukoliko je problem (3.1) ve¢ u kanonskom
obliku ili se na njega moZe lako svesti, moguéno je primeniti simpleks metodu opisanu u
prethodnom odeliku i tako dobiti optimalno reSenje. Cilj ovog odeljka je da da opis pos-
tupka kojim se moze resiti i problem koji nije u kanonskom obliku.

Posmatrajmo pomoéni problem linearnog programiranja

inw = 2
minw = :
1
+ . i=1,.
(3.?) 3—21 aJxJ X 4 b:’ i=1,..,m
X

Promenliive X4, .., Xp, ZOVemo veStatkim promenljivim. Problemu (3.2) odgovara
sledeta LP-tablica : :

>0,j=1,'..,n+m

a1 alz...alnl'o ... 0 bl

321 '322v.-_.a2n 0 1 ...0 bz

amlamz....amno 0 ...1" bm

0 0 ...0 1 1 ...11 0

Ova LP-tablica nije simpleks tablica, ali se slede¢im elementarnim transformacijama iz
nje moze dobiti simpleks tablica: poslednjoj vrsti dodajemo redom sve osmovne viste
pomnoZene sa —1. Poslednjih m osnovnih kolona ée sada biti bazi€ne,

TEOREMA 4.3.1. Skup dopustivih tataka X problema (3.1) je neprazan ako i samo ako
je optunalna vrednost funkcge cilja problema (3.2) jednaka nuli.

DOKAZ: Pretpostavimo da je X # 0 i neka je x = (X;, ..., X;) €X. Tadaje ¥ = (X, ... in;
0, ..., 0) dopustiva tacka za problem (3.2), pri ¢emu je vrednost funkcije w jednaka nuli.
Kako je, s obzirom na nenegativnost promenljivih x 7, - X w20sdedidajey

optimalno resenje problema (3.2).

n+m’
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Neka je sada y = (¥, - ¥p, Yp41» o Ypim) OPtimalno resenje problema (3.2)
i neka je odgovarajuéa vrednost funkcije w = in+l + ..+ yn+m = 0. No tada je -
X= (yl, vy yn) dopustivo resenje problema (3.1), paje X# ¢ . ¢ : S

Gornja teorema je od osnovnog znalaja za takozvanu dvofazmus modifikaciju -
simpleks metode:

1 faza: Za problem (3.1) se obrazuje pomoéni problem oblika (3.2) koji se zatim na opj- .

sani nadin dovodi na kanonski oblik. Potom se primenjuje sxmpleks metoda oplsana u

prethodnom odeljku. Razlikovaéemo dva shuéaja: : ’
O Optimalna vrednost w # 0. Na osnovu teoreme 4.3.1 ptoblem (3 1) nema dopustlvih

reﬁenja X=0). :
29 Optimalna vrednost w = 0. Prelazimo na drugu fazu.

I1 faza:
Korak 1. Iz poslednje simpleks tablice dobijene u I fazi uklanjaju se sve nebazicne kolone
- koje odgovaraju vestatkim promenljivim, a poslednja vrsta se zamenjuje vrstom

€1--- S 0. —zo

Ova vrsta ima ntk+1 element, pri emu je k broj preostahh vesStalkih promenljmh.
Korak 2. Sve elemente u poslednjoj vrsti koji odgovaraju bazi¢nim promenlpvxm treba
uliniti jednakim nuli (kori¥¢enjem elementarnih transformacija). Na taj nadin se ponovo
dobija simpleks tablica. Na osnovu teoreme 4.3.1 sve komponente baziénog dopustxvog '
resenja koje odgovaraju vestackim prornenlpvxm jednake su nuli.
Korak 3. Cilj ovog koraka je da se iz simpleks tablice eliminiSu sve kolone koje odgovaraju
preostalim vestaZkim promenljivim. Ukoliko takvih kolona nema prelazi se na korak 4.
Ukoliko ih ima, uo&imo jednu od mjih, koja odgovara mpr. vestadkoj promenljivoj X
Radi jednostavnosti pisanja uzeéemo da ta kolona ima jedinicu u prvoj vrsti (ostali ele-
menti su nule). Kako je x vestatka promenljiva prvi element poslednje kolone jednak je
nuli. Razlikova¢emo dva slu¢aja: _
1° Svi preostali elementi prve viste jednaki su nuli. Tada se prva vrsta i s-ta kolona
izostavljaju iz simpleks tablice; time se dobija nova ,sazeta* simpleks tablica, a problem
linearnog programiranja koji joj odgovara ne sadrzi vestaku promenljivu x.
© Medu preostalim elementima prve vrste. ima razli¢itih od nule; neka je npr. takav
element u r-toj koloni. Jasno je da r-ta kolona ne moze odgovarati vestackoj baziénoj
promenljivoj. U¢inimo sada r-tw kolonu bazi€nom tako da jedinica bude u prvoj vrsti.
Ovom transformacijom se ne menja ni jedan element poslednje kolone, a time ni vrednost
funkcije cilja. Dobijena tablica je opet simpleks tablica u kojoj je s-ta kolona nebazi€na
pa se moze izostaviti jer odgovara vestatkoj promenljivoj.
Korak 3 se ponavlja sve dok se ne eliminifu sve kolone koje odgovara;u vestatkim pro-
menljivim. _
Korak 4. Dobijena simpleks tablica sadrzi samo kolone koje odgovaraju promenljivim iz
problema (3.1) pa na nju treba primeniti simpleks metodu opisanu u prethodnom odeljku.
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( o Primenu dvofazne modifikacije simpleks metéde ﬁustrovaéemd sledeéim primerom:
PRIMER43.1.Nati | minz=2x; + 3xz+ X, | |
. priogranienjima .. . = Xg— X3+ x4 = 3.
' - o 2yt 2xgtdxy = 12
xqt x2+2x3+ Xq =
x;20,i=1,2,3,4.

I
w

Rako pfof;lem -hije u ‘ka'non.sk'om. obliku primenjujemo I fazu, tj. reSavamo problem ‘
minw% S Xgt x6+').(7’
T XXyt xyt xS 3
2y A xgtaxy ot xg o =12
Xyt X2t x,  tx90= 3
Cx>0,i=1,.,7

. ‘ Prdblemu 6dgova.ra sledeca L.P-téblicéé

00 0.0 1.1 11 0

303 -6 0 0 0 |-
: :,»vPrimenom_alg.o_ritma 42.1 dobijamo hovu’simpleksAtablim:' -

41 -2 30 1 0-1] 0
-2 -4 6070 1 44 0
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Iz tablice se vidi da je dobijeno resenje (0,0,0,3,0,0,0) optimalno: optimalna vrednost
funkcije w je nula, pa prelazimo na drugu fazu. S obzirom da je poslednja kolona prethod-
ne tablice nebaziéna a odgovara ve§taéko; promenlpvo; uklan]amo je (vxden korak 1).
Dobija se tablica -

2 0 3.1-0.01 0

Primetimo da je poslednja vrsta izmenjena tako da .odgovara funkciji cﬂ]a polaznog pro-
blema. Iz ove LP-tablice dobijamo sunpleks tablicu: '

1 =2 230 1 0 (.0
2.4 -6 0 0 1 0
1 1.2 1 0 0| 3

1 -1 1 -0 :0 .q.l;-—s"

S obzirom da je promenljivé xg vestatka i da u prvoj vfsti ima elemenata razli¢itih od
nule mozemo npr. prvu kolonu u&initi baziénom umesto pete (videti korak 3, sluéa] 29.
Dobua se. simpleks tablim - o

o
)
1)
o

|
~N
1)

0 -3 =2.0 1 01 -3
Sada je promenljxva x5 nebazicna vestacka promenlpva P2 kolonu ko;a joj odgovara
uklanjamo. Nova simpleks tablica je: : : .
12 3 0 0 (.0 =
0 0 0 0 1.]
0 -1 -1 1 0| 3

0 -3 2 0 o0-l-3

S obzirom- da je pronienljiva Xg vestatka bazina promenljiva i da su svi preostali
elementi. druge vrste jednaki nuli izostavljamo drugu vrstu i kolonu koja odgovara
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.' promen]pvo_] Xg, U ovom sluéaju petu kolonu (v1det1 korak 3, sluéaj 1°). Dobijena sim-
_ pleks tablica je:

0 3 2 o |—3

'S obzirom da su sada eliminisane sve veStacke promenljive moZemo preci na korak 4,
tj. na primenu algoritma 4.2.1. Dobija se slede¢a simpleks tablica . '

1y 3 0
2 2
1oy 1y 3
2 2
23 0 2 0 |3
2 2

Bazitno reenje koje odgovara ovoj tablici jé (0,003) i ono jé optimalno. Optimaina
vrednost funkcije z je 3. Primetimo da pretposlednjoj i poslednjoj simpleks tablici odgo-
vara isto baziéno reSenje i samim tim ista vrednost funkcije cﬂja Razlog ovome je dege-
. _nensanost tJ pnsustvo nulau pOSledHJOJ koloni.

.

4.4. Dualna simpleks metoda -~ ..

Neka ]e dat problem hneamog prograrmranja kome odgova.ra LP-tabhca

Ty ERR T L
. 31 8y .- n) b
O

aml 2m2 - - 4mn| Om

¢ S .. . < | %

‘ DEFINICUJA 4.4.1. LP-tablicu (4.1) nazivamo dualnom sunpleks tablicom ako i samo
" ako ona sadrZi m razligitih bazn’inih kolona i vazi ¢y 20,..,¢,=0. .

Ukoliko su iby =0, ..., b, > 0 ondaj je dualna sunpleks tablica i simpleks tablica,

te na osnovu teoreme 4 1 2 sledx da Je bazi¢no dopustivo resenje ko;e joj odgovara
opnmalno
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TEOREMA 4.4.1. Neka je u dualnoj simpleks tablici (4.1) za bar jedno k € { 1, .., m}
b <0iay >0, .., a, >0 Tadaje skup dopustxvih re§en1a odgovarajuéeg problema
. linearnog programiranja prazan.

DOKAZ: U tablici (4.1) k-ta vrsta odgovara jednadini
aklx1 tota X = by

koja,s obzirom na uslove teoreme,ne moze imati nenegativnih re§en]a 0

. Detalji duaine simpleks metode sadrZe se¢ u sledeem a.lgontmu
Neka datom problemu odgovara sledeéa dualna simpleks tablica . :

‘0 - .0 10
U

' o'v . o
Iml - Amn _bm '
& el

ALGORITAM 44. 1 Stavuno k= 0 k-ti ciklus dualne sxmpleks metode se sasto;u od
koraka: =

Korak 1. Ispltau dalije bk =0,i=1,..,m Ako Jeste preél na korak 6. :
Korak 2. Za svako i za ko;e je bk<0 ispitati da h]e alj P Oza svej= 1, -y I AkO takvo ,
bk postoji pre¢i na korak 7. :
_Korak 3. Odreditis€ {1, ..., m } za koje je bk <0 Nadir€ {1, . n}takvo daje

s
%—=max{ nE k<0}
ag 2

Korak 4. Dobiti (k+1)vu dualnu simpleks tablicu sledeélm elementarmm transformac:l-
jama k-te dualne simpleks tablice: -
podeliti s-tu vrstu sa ak S : :
ostalim vrstama, ukljuéu]uél i poslednju dodati s-tu pomno‘.enu odgovarajuéim
koeficijentima tako da se dobije akﬂ =0zai 7’ si ck+1 0. U
Korak 5. Zameniti k sa k+1 i preéx na korak 1.
Korak 6. Dobijena dualna simpleks tablica je i simpleks tablica; bazi¢no re§enje koje joj
odgovara je optimalno, vrednost funkcije cilja je zk STOP.
Korak 7. Skup dopustivih re§enja posmatranog problema je prazan. STOP.

TEOREMA 4.4.2, Primenom elementarnih t:ansformacx;a opisanih u koracima 3 i 4 se
od duaine sunpleks tablice opet dobl]a dualna sxmpleks tabhm, pritom je zkﬂ > z
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DOKAZ: Kao u teoremi 424 dokazuje se da nova tablica ima m razhémh kolona.

Dalje imamo
k+1=ck_k°k;=k jk__ °lr(
G =G~y x "l ) =0,
asr 3sj a.s!.
ukoliko jevalsg <0;

X
d*l=cf-df 4 > >0,
K

ukoliko je alsi- =0.
Prema tome, nova tablica je dualna simpleks tablica. S obiirom daje
; cjrg
by —— 20
k
ia
sledi da je
k+1 KTk k+l s, k
—zgtl=gf b <2l 4 gleaE e
2
ST

. Dualnu simplekS metodu ilustrujemo sledeéim primerom:
PRIMER 44.1.Na¢i min 9xj+ x5+ X3
uz uslove o 3x1— x2+2x3 = -1
4x1+2x2— X3 2 5
x->0,i= 1,2,3.

Uvodenjem xzravnavajuélh promenl_uvih i dovoden;em na kanonski oblik' dobijamo
' problem: : '

minz =9?§1+ Xgt X3 .
—4x1-2x2+ X3 t x5 = -5
4xi>0,i= 1,2,3,4,5.

Prdblemu odgovara ﬂedeéa'dualna simpleks tablica:

Primenom algoritma 4.4.1 dobijamo novu dualhu simpleks tablicu:
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-5 0 f.gi"l l "3
.2 2 2

2 1 Lo L} 2

. 2 2

7 0 é o‘ l ".5_

. 2 2 {2

Ova dualna simpleks tablica nije simpleks tablica; dalja primena algoritma daje: .

Yo 1+ 211,

3 303 i
Uy o 2214,

30 © 33

2_0'0 1 0 | -4

Ova dualna tablica je i szmpleks tablica; bazi¢no dOpusuvo re§en]e kole joj odgovara je v
(0.3,1,0,0); optimalna vrednost funkcije z je 4.

Iz izlozenog se uo&ava velika stiénost simpleks i dualne sxmpleks metode. Osnovna
razlika je u tome $to svakoj simpleks tablici odgovara. bazu‘:n_o dopustivo resenje, dok ni
jednoj dualnoj simpleks tablici (osim poslednje, koja je ujedno i simpleks tablica) ne
odgovara bazi€no dopustivo reienje. Zanimijivo je napomenuti da je rad dualne simpleks
metode na polaznom problemu usko vezan sa radom simpleks metode na dualnom
problemu.

Za ovako fonnuhsanu dualnu simpleks metodu se konacnost ne moze dokazati
(odgovarajuéi kontraprimer se moze naéi u Beale [B.3]). No, kao i u sluaju simpleks
metode moguéno je tako modifikovati duainu simpleks metodu da ona uvek daje resenje
u konaénom broju koraka. Ovakve modifikacije dualne simpleks metode su od malog
prakti¢nog znaCaja, jer se moze dokazati tvrdenje analogno tvrdehju o verovatnoi besko-
naénog , kruzenja“ simpleks metode. :

Izlozena dualna simpleks metoda pretpostavija da je poznata neka dualna sxmpleks
tablica (kao npr. u gornjem pnmeru) Ukoliko to nije slucaj moze se primeniti jedna od
metoda opisanih u Simonnard [S.1] za dobijanje poZetne dualne simpleks tablice.

Na kraju spomenimo da postoje i kombinovane ,,pnmalno-dua].ne” metode za
refavanje problema linearnog programiranja. Citalac ih moZe naéi npr. u Simonnard
(S.1], Danwzig [D 3]. ' '
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ZADACLE .

1. Nati sva baziéna dopustiva reSenja sistema:
a) _ x'1+ x2+ x3+ 'x4+' XS =5 b) x1+x2+"'+xn—l+xn=h.
'xl"—vx2+ x3—‘x4+ XS =1 x2+,_,+xn_1+xn=n—l
- x>0,i=1,..,5 '

C Xpp =2
xi>0, i=1,..,n

" 2. Resiti simpleks metodom sledece probléme liheamog proér#miranja

i a)_-' max x1—2x'2+"x3' b)  min —x1+3x2+5x3+ x4 ‘
o x1f4x2'+._ x3f 5 Xptaxytaxat x4 = 5
Xy = 2%y— x3= -1 X FTxyt8Xgt2x, = 9
x>0,i=1,2,3 o x>0,i=1,2,3,4

g znajuci da su (1,1,00iQ1 ,0,1 ,0) bazi®na dopustiva reSenja tih problema.

3. Resiti dvofaznom modifikacijom simpleks metode sledece probleme linearnog progra-
miranja '

a) - .min 2x1—3)'c'2A © .. b) min —x; -l-:r»:x:2
| P Sx-2xy €3
.. X1= x’2+ X3 > 2 ' . x;t x2.> 1
R “3xy+ %y < 3
- x;20,i=1,2,3 _
_ RERT Lo -3y €2
| x;20,%,30
) rri.av.x; S5xy- x2+'.,x3A—le'4-'-!v-7x'5 - -
| .--3x1-v'x2—x3f;-_ o= 4

Xy = Xp# x3+ "4_  ' =1
530, i=1,.,5

4 Formulisati dualne pr'oblgme problema iz préthodnog zadatka i reiti ih simpleks
"metodom. : ' :
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5. Re§iti. ‘duainom simpleks metodom sledece probleme linearnog programiranja: - '

a) min X3
5
Xl - §X3 = 1 _
Xy -§X3 = -1

xi>0, i=1,2,3

<) min X1t Xpt X3 .
Xl— X2—4X3 < -1
xl+3x2+ X3 < 0

x>0,i=1,2,3

b) © min xl+x2+'x3>+x4—x5—x6'—x7——x8_

. —Xsb . =1

X3. ‘ —x7 =1

X4 ) - x8= —l

x=>0,i=1,.,8



GLAVA V
METODE BEZUSLOVNE OPTIMIZACUJE
51.Uvod -

U ovom poglavlju razmatraéemo problem bezuslovne minimizacije neprekidno
diferencijabilne funkcije ¢: R™ - R, odnosno, kratko zapisano

min {p(x) |x ER"}.

Algoritmi koje ¢emo izlagati su iterativnog tipa. Pomoéu njih se konstruiSe niz tadaka
(%) konicenjem sledeée relacije: :

'(1.1)‘ : L Xpep TXetogs ., k=0, 1,2,.

gde je 5 € Rn vektor kop odreduje pravac ,kretanja“ iz tatke x; a &g > 0 broj koji
odreduje duzinu ,.koraka“ u pravcu k-

Iteracioni proces (1.1) je definisan ako je definisan naZin konstruisanja vektora sy
i nadin izratunavanja veli¢ine oy u svakoj it‘eraciji S obzirom da se radi o problemu mini- -
mizacije, prirodno je da se iz tacke xk krene u pravcu opadanja funkcije, tj. da se s
bira tako da vazi

(Vw(xk), Sk) <0 .

Kada je odreden pravac kretanja s ostaje da se odredi duzina kretanja u tom praveu,
odnosno, broj ay.. Mi ¢emo se ograniCiti na sluéa] kada se °‘k odredu;e res‘avanjem pro-
blema

a2 - min{w(xk+osk)la>0},’ _ ,
ito prédstavlja problem minimizacije u R!. O natinima resavanja problema (1.2) bice
posebno redi u odeleu 5.8. Drugi naém] xzbora o opisani su npr. kod Polak [P.4],
Piepitnij [P.12].

Jasno je da konvergencija (x}) ka re§en3u brzina konvergencue i druge osobine
zavise od izbora vektora sy i broja oy

_ Brzina konvergencije, koju ¢emo sada definisati, predstavl]a jednu od najvaznijih
karakteristika metoda bezuslovne optimizacije.

DEFINICUA 5.1.1. Neka je p €N i neka niz (x,) konvergira ka x* kad k > .
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(1) Ukoliko za dovolino veliko k vazi’
C gyxi<algextl,  0<q<1;

konvergencga se paziva p-linearnom. Za p = 1 konvergencga se naziva hneamom
(2) Ukohko vazi ‘ . '

lek+p—x*ll < qkllxk—x‘ll, gde qk > 0prik>e,
konvergencqa se naziva p-superhneamom Za p=1 konvergencxja se nazxva mperhneamom
(3) Ukolikovazi '
gyl < cuxk—x*'n2
» konvergencija se naziva kvadratnom.

N apomen a Pojam kvad:atne konvergencxye se takode moze uop§t1t1 ali je za dalje
izlaganje dovoljna gornja definicija.

Napomenimo da je superlmeama konvergencxja speczjalan sluéaj lmeame a kvadra- -

tna specijalan shigaj superhneame .

Eksperimentalna provera je jo3 ‘jedan vaZan kntenjum za ocenjivanje kvaliteta
metoda. Naime, postoje metode koje se u primeni sasvim dobro ponasaju (brzo konverg:-
raju, numericki su stabilne) a da njihova konvergencija uopste nije | dokazana.

Najpoznatije metode tipa (1.1) su slede¢e (navedenim redom éemo ih i izlagati):

— Cauchy-eva metoda ili metoda najbrzeg spustanja, koja je zasnovana na linearnoj
aproksimaciji funkcije  (Cauchy [C.3), Curry [C.7], Goldstein [G.4]). 1z ove metode je
~ ponikla ¢itava klasa gradijentnih metoda (Poljak[P.6], Kantorovi¢ i Akilov [K.1]).

— Newton-ova i modifikovana Newton-ova metoda, koje su zasnovane na kvadrat-

noj aproksimaciij funkciie v (Pol_;ak [P.4], Go]dstem, [G 5] Rmer [R.1}, Ritter i
McCormick [R2}).

— Metode konjugovanih gradijenata (Hestenes i Stiefel {H. 5] Fletcher i Reeves
[F 9]. Polak i Ribiére [P.5], Poljak [P.7], Wolfe {W.2]);

—~ Metode promenljive metrike (Davidon [D.4], Fletcher i Powell {F 8], Munagh i
Sargent [M 4], Barnes [B.2]).

Sve navedene metode traZe xzraéunavanje moda ftou pra.ks1 moze biti tesko izvod-
ljivo Zbog toga je korisno znati i metode koje ne zahtevaju izvode. Takve metode su
naprimer: s '

— Metoda lokalnih varijacija (Baniduk, Petrov i Cemousko [B. 1])‘

— Powell-Zangwill-ova metoda (Powell [P.9], Zangwill [Z.2]).

5.2. Zajednicke osobine metoda

' Razmatramo problem

|
i
|
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@1 min {p(x) |xER" },

gde je : R? > R neprekidno diferencijabilna funkcija.
 Pretpostaviéemo da postoji takva tatka x € R™ da je skup
| X(x )= {x ER® | p(x) <(x,))
ograni¢en. (Kako neprekidnost funkcije (x) povlaél zatvorenost skupa X(xy), odatle
sledi kompaktnost skupa X(x o)

Gotovo sve metode koje smo pomenuh us.l konstruﬁu niz, tacaka (xk) sa slede¢im
osobinama:’

'-(22) _ xk+1.=xk+aksk, k=0,1,2,..,
gde je S~ vektor pravea koji zadovoljava uslov

(23) (Vo (x), 5,0 < —pll Vo (xy)il lisy l, p>o0,

a ai( > 0 ~ veli¢ina koraka u pravcu odredenom vektorom Sy koja se odredu;e kao
najmanje reSenje problema

_ (24) : nun{w(xk+ask)|a>0}
_ Metode ovog tipa mogu se opisati slede¢im iterativnim a]gontmom.

ALGORITAM 5.2.1. : -
Korak 1. Naéi tacku > x € R™ tako da j Je skup X(xo) {x€ Rn | e(x) < ¢(xo)} ograni-
&en. Staviti k = 0.

Korak 2. Izracunati V(x). Ako je ch(xk) = 0, STOP; inace iéi na korak 3.

Korak 3. Izracunati vektor pravca s; koji zadovoljava uslov (2.3).
“Korak 4. Izraunati ag. — najmanje resenje problema (2.4).

Korak 5. Staviti x 1 = x; + eSS zameniti k sa k+1 i iéi na korak 2. .

_ Napomemmo da problem (7 4) ima reSenje zbog pretpostavke o kompaktnosti
skupa X(xo). ' '
Slede¢om teoremom daju se osnovne osobine gornjeg algoritma.

TEOREMA 5.2.1. Neka je ¢ RE - R neprekldno diferencijabilna funkcqa ineka je (xk)
niz generisan algoritmom 5.2.1. Tada je
" () niz (¢(xk)) monotono opadajuci; '

(if) i je Ve(xp, } = 0.2a neko m, ili svaka tatka nagomﬂavan_]a X* niza (xk) zadovo-
Ijava uslov 7p(x*) = 0;

(iii) ako je p(x) konveksna svaka tacka nagomﬂavanja x' niza (xk) je tatka mini-
muma; '

' (iv) ako je v(®) strogo konveksna, niz (xy) konvergua ka jedinstvenoj taék1 mini-

muma x*. .
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. DOKAZ: (i) Na osnovu Lagrange-ove teoreme imaéémo:
plagctany) = o(x) + T 5
gdeje fp =x t+ basy , 6 €(0,1],a>0.

Na osnovu (2.3) je, zbog neprekldnostl Vo(x) i skalamog proxzvoda za dovoljno

. malo & _ _

0 tas ) < o(xy) — apll Tp(x M lis /2, pri 0 < a <& .

Ako xy nije stacionarna tacka, tj. ako je ch(xk) # O,lsle‘di daje
pre)<elx), 0<a<a. -

Prema tome, tim pre je

Py < o),
gde je oy, resenje problema (2.4). Dakle,
(2.5) P(xgs) < P(%e)s k=0,1,.

(i) Kako se algoritam 5.2.1 (na koraku 2) zaustavlja kada izrauna tacku Xy, takvu
“daje Vp(x,,) = 0, prvi deo tvrdenia je trivijalan.
Niz tagaka (xk) dobijenih algoritmom 5.2.1 se ne men;a ako norrmramo vektore
- pravea ), k=0, 1, ..., pa Cemo se zato. ograméltx na razmatran;e Jeduuémh vektora pra-
vacask,llskll— 1, k 0 1,.
Kako niz tadaka (xk) zbog 2.5), pnpada kompa.ktnom skupu X(xg)s posto_u kon-
vergentan podniz. Neka je .

X+ x¥, koo, kEK_CN
‘proizvoljan konvergentan ﬁodniz. Iz neprekidnosti Vip(x) sledi
Vo(xy) = Vo(x*), k +oo , k€K,

Pretpostavi¢emo, suprotno tvrdenju, da je Vo(x*) # 0 . Odgovarajuéi podniz vek-
‘tora pravaca (51, k € K, zbog pretpostavke o ‘normiranosti, sadrzx konvergentan
podniz, tj.

@6) %% kow, k€K CK.
Iz neprelddnosti‘skalampg proizvoda sledi: ‘
Volxg) 50> (Tpx*), D, k>, k€K, .
Stavljajuéiv (2.3) k +e0, k€K 1 dobljamo
' (Vp(x*), ) < —pl] pr(X‘)ll <0.

1z neprekidnosti gradijenta Vo(x) iiz (2.6) sledi_da postoji € > 0 takvo da za svako

xz2 koje je lix—x*}l < ¢ i svako k €K dovoljno veliko vazi
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A <Vso(x} sk> <- 3 IVe(x*) <0 .

' Specijalno, za xy 2a koje je kEKl i lek—x'll < €/2, imamo:

«p(xk —sk) «p(xk)-—Ww(x +9< sk), "k><-—llV¢(X‘)ll~ ‘

gde3e0<0< 1. Tlmpreje
' 1) — 0(xy) <— ﬂuw(x’)u

- No to znai da ¢(x ) - —oo, k- oo, §to je kontradikcija jer je neprekidna funkcua pna
kompaktnom skupu X(xo) ograniZena. Prema tome, Vyp(x*) =0 .

‘ (m) Kako je svaka tatka nagomilavanja stacionarna tacka iz konveksnosti funkcije
sledi da je ona istovremeno tadka minimuma. .
(iv) Tvrdenje sledi iz tvidenja (iii) uz primenu teoreme 2.1.1. ¢

" 53.Cauchy-eva metoda

Ova metoda je najstarija i najpoznatija (1847). Vektor pravca sy je definisan na
slede¢i nagin: = —vw(xk) Uslov (2.3) je oélgledno ispunjen jer je

(Vgo(xk) sk) = —(V¢(xk) pr(xk)) =—f V¢(xk)ll <0za V¢(xk) #0,
pa se moze uzeti da j jep=1. .
Pravac antigradijenta —Vg(xy), koji kod Cauchy-eve metode uzimamo za pravac
kretanja, moze dase interpretira kao posledica linearne aproksimacije funkcije p(x). Kako
se, kao §to je poznato*, najstrmije opadanje funkcije ostvaruje u pravcu antigradijenta,
Cauchy-eva metoda se zove i metoda najbrieg spustanja.

Pretpostavmemo da je o: :R?">R neprekidno dlferencuabllna funkcxja Algontamsk]
koraci ¢e onda biti sledeceg oblika: ; :

/

ALGORITAM §3.1. (Cauchy-ev algoritam)

-Korak 1. Naél tatku x, € R" takvu da je skup X(xo) {x ER [p(x) < p(xg)} ogram-
¢en. Staviti k =0,
Korak 2. Izratunati 7y(x,). Ako je Vsp(xk) 0, STOP; inae i¢i na korak 3.

Korak 3. Staviti 5 = -—Vga(xk)
* Akoje V«p(xk) # O, tada je resenje sledeéeg optimizacionog problema

min - As, Vgo(xk))
ISi=691/2<1

. vektors’= (—V¢(xk))/ ( W’(xk)")
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Kora.k 4. Izratunati oy — najmanje resenje problema (2 4).
Korak 5. Staviti Xg = xk + “ksk zamenitik sa k+l ii¢i na korak 2

S obzirom da su ispunjeni svi uslovi teoreme 5.2.1, niz (x ) ima sve ¢ osobine nave-
dene u toj teoremi. Ocenu brzine konvergencije ove metode daje sledeéa teorema.

TEOREMA 5.3.1. Neka je niz (Xy) generisan Cauchy-evom metodom, neka x, — x*,
k - co, neka je funkcija ¢ dvaput neprekidno diferencijabilna u nekoj okolini V tatke x *

i neka je hesijan H(x) funkcije ¢ pozitivno definitan u x* Tada postoji pnrodan broj . -

_ p takav da niz (x ) p-linearno konvergira.

" DOKAZ: S obzirom da je H(x*) pozitivno deﬁmtna ,zbog neprekldnostl drugih izvedau .

.V sledi da postoji konveksna okolina U tacke x*,U C V, takva da zax €U vazi
| iyl < (H(x)y W< M2 ) |

za neke pozitivne bro;eveme iza svakoyER“ ’ B
Neka je k, €N takav dax, €EUzak>k,. S obzirom daseakbiraminimizacijom

duZ pravca sk=—V¢(xk , imamo da je (V¢(xk+1) 513 =0, odnosno (Vw(xk+1) V¢(xk))—
Na osnovu Taylor-ove formule za Yy b1ce : _

el o)+ (] i )
| 0=Telx s+ (L {1 Oty + 1y =Xt T 8 - )
odnosno =~ S S
7S
«af g + 1y 1w(xk) V¢<xk)>

o=

pa Je za k> k, ispunjeno oq = 1/m .
Takode je, pa osnovu Tay!or-ovog razvojazay

! ¢(Xk) o(x*) = (xk—X’,V¢(x'))+ (xk—x4 H(vk)(.xk—x’))-"_'f |
-..-e(k—x*,ﬂ(vk)(xk—x-)y i
za neko ”k 1zmedu xkxx', jer je Vw(x‘) 0, Stoga je - |
'-—uxk-x*u*@(xk) o<t uxk—x*u2 ,

_Dalje jé, opet na osnovu Taylor-ove formulezayp -
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o(xp) = ¢(xk+1) °‘k+1°"k’ W("kﬂ)“ "‘kﬂ "k’ H("k)(xkﬂ_xk)) =
——ak(Vga(xk) V¢(Xk+1))+ fl—z‘(V«p(xk) H(nk)V¢(xk))> :
Gﬁm

[ Vw(xk)llz > w(xk)||2

'gdeJenkxzmeduxklxkﬂ _ o
Na osnovu Taylor avog razvqa za W je takode

Vsa(xk)=( { H(X_fft(_xkix*))dt)(.xkﬂ—**)".. N o
.Sto'gaje- | R e
S nw(xk)ll -<w(xk) v.p(xk))>m lek—x*llz |
Ovde Je koris¢ena émjemca da j Je m uJedno i dOnJa granica SVOJstvemh vr ednosti matm.:e §
f H(x' "'t(xk—x‘))dt e

i da su svo;stvene vrednostl kvadrata matnce kvadrau sv0]stvem'h vrednosu polazne :
E matrice. Prema tome  © . L , )

ga(xk) ¢(xk+1)>—||v.p(xk)u2 —lek—X'II2> (w(xk)—wP(X*))
Znaézdayezak>k e _
| sa(xkﬂ) ¢(x-)<(1-—)(¢(xk) ¢(X')) SR
Stogalmamo o el - '.: .
D Ao - ¢(x*)<(1 ——)s (cp(xk) sv(x')) seN.
NekaJepENtakavdaJe(l— —)p <l Zata.kozabranopje
| rnuxk+p x*t|2<¢(xk+p)—¢(x')<(1 )P(so(xk) w(X’))<
<(1'--—)pM|lxk—x'll.
odnosno I » T
Iyl <1 - 2P Dfuxk—’x"u; k>k,

Stavljaju¢i g = (l - - ) - v:d1mo na osnovu deﬁmcge 5.1.1 daje konvergencua p-hne-' .
m .
arna. ¢
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Iz upravo izloZenog algoritma najbrZeg spustanija razvila se &itava klasa gradijentnih
algoritama koji se Eesto pominju i kao algoritmi minimizacije prvog reda. Ovde se za
vektor pravca sy uzima modifikovani vektor antigradijenta ' '

! » L= D ch(xk)

gde je D — konstantna pozitivno definitna kvadratna matrica reda n.

Dokaz konvergencije se izvodi analogno prethodnim dokazima. Brzina konvergen- :
cije, uz odgovarajuée pretpostavke, je takode p-linearna, odnosno, uz pogodan izbor:
koraka & &ak i linearna. Inade, osobine ovih algoritama su sasvim bhske osobmama
Cauchy-evog algoritma (videti Poljak [P.4], Goldstein [G.4]). .

Iz gore izlozenog vidimo da je za brzu konvergenciju Cauchy-eve i ostalih graduen- :
tnih metoda neophodno da je koli¢nik q mali. Koli¢nik q kod metode najbrzeg spustanja
bi¢e dovoljno mali samo onda kada se brojevi m i M malo razlikuju. Ako su nivoske povrsi
funkcije cilja {tj. povrsi ¢(x) = C) izduZene, pravac —V(x) u veéini tadaka odstupa od
pravca prema minimumu. Moze se pokazati da tada odnos m/ M mora biti mali, $to uspo-
rava konvergenciju, kao sto sevidiiz sledeéeg primera: - :

PRIMER 5.3.1. Nati R
’ _ min(X2+99y2),uzirnajuéixo=(99,1).__; »__ o
Primenom Cauchy-eve metode. dobijase niztaéa.ka' o

x= (99(——) D" (—)) k=12,

kop oéxgledno sSporo konvergxra ka resenju (0, 0) Vehéma odnosa m/ M ]e ovde u najbo-
" ljem sluZaju 1/99 jer je hesga.n konstantan, tj

T2 01
H= Y
0 198
pajem<2,aM>198 '

Spora konvergencija gradijentnih metoda otezava refavanje sloZenih zadataka mini-
mizacije. Zato su danas razradene i razraduju se metode rmmmszacue'sa veéom brzinom
konvergencije. Gradijentne metode se &esto Koriste u kombinaciji sa drugim, efikasnijim
~ metodama, i to na poletnom stadijumu resavanja zadatka, kada se tatka xy nalazi daleko

od talke minimuma i Koraci duz antigradijenta dozvoljavaju da s€ postigne bitno opada- =

nje funkcxje Ipak, nesumnjiva prednost ovih metoda lezi u nphovq Jednostmnosn i
moguénosti konséen;a 23 minimizaciju §1roke klase funkcxja

5.4. Newton-ova metoda. Modifikovana Newton-ova metoda

_ Dok je osnova Cauchy—evé 'rﬁetode — najgrublja, linearna aproksimacija funkcije
- cilja, kod Newton-ove metode polazimo od kvadratne aproksimacije. -
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Pretpostaviéémo da je ¢(x) dva puta neprekidno diferencijabilna, Kvadratnu apro-.
~ ksimaciju g(x) funkcije ¢(x) mozemo dobiti pomoéu Taylor-ovog razvoja funkcije ¢ u
- okolini tacke xy:

409 = ¢(xp) f (ol x—x0 + ey Hox ey

Diferenciranjem q(x) i izjednaavanjem njenog gradijenta sa nulom, pod pretpostavkom
da je H(xy) pozitivno definitna matrica, dobi¢emo tacku xy . 1 koja minimizira funkciju

q(X)
0= 99(x) = gty + Hx (-
Odavde je xj 41 =Xy ~ H(xk)_1 V«p(xk),‘tj:

S = Xiep ~ X = ~HOy)™ W("k)
Iterativnim procesom
@“n Xy =X - Heg) Tl ve(), k=0,1, .

definisana je Newton-ova metoda*.
Specxjalno u sluéaju kada je ¢(x) obhka

4.2) e(x)=a+dbx)+= (x,Qx)
gde je Q — pozitivno definitna matrica, imacemo H(x) = Q, 4. hesijan je konstantna

matrica. Ako je X, proizvoljna tacka iz R i x* tacka minimuma od ¢(x), sledi
Te(xy)=b+Qx,. kaoi0=b +Qx*. Odavde je :

xr=xy - Q7 lvetxy)

tj. Newton-ova metoda daje reSenje u samo jednom koraku 3to nije slu¢aj sa Cauchy-evom
metodom (videti primer 5.3.1). : .

Medutim. v opstem sluéaju, vektor —H(xk)—1 Vy(xy) se ne poklapa sa pravcem
prema tacki minimuma x*, a moze se desiti i da je ¢(xk +1) > g(xk), pa se zato umesto
iterativnog postupka (4.1) uzima njegova modifikacija:

43 Xe1 = X — 4 HO) vexy), k=0,1,...,

* Interesantno je da se Newton-ov vektor pravca mogao dobiti i redavanjem zadatka ana-
lognog onome kod metode najbrzeg spuitanja koristeéi neeuklidsku normu:

min - As, V¢(xk))
IISIIk*(s,H(Xk)SKl

Dobijeni vektor je kolinearan sa Newton-ovim. vektorom‘pravca —H(xk)_l V(%)
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gde je oy resenje problema
(4.4 min {p(xy — aH(xk)" Vﬁ(xk)) ja> 0}
Modifikovana Newton-ova metoda definisana je slede¢im algontmom. o
ALGORITAM 5.4.1. (Modifikovan Newton-ov algoritam)
Neka je ¢ dvaput neprekidno diferencijabilna funkcija sa pozitivno definitnim hesfjanom.

Korak 1. Naéi tatku x, € R™ tako da je skup X(x) = {xGRn|¢(x)<.p(x°)}ogram- -

&en. Staviti k = 0.

Korak 2. Izradunati Vyp(xy). Ako je Vo(xy) = 0, STOP inade iéi na korak 3.
Korak 3. Izratunati H(x, ). Staviti s = —H(xk) W’(xk) '

Korak 4. Izratunati ¢ — najmanje resenje problema (4.4). _
Korak 5. Staviti Xge1 =Xt aksk; zameniti k sa k+1 i i¢i na korak 2. -

U daljim razmatranjima koristiéemo sledecu lemn.
‘LEMA 5.4.1. Neka je funkcxja ¢: R? > R dvaput neprekidno dlferencx]abﬂna i neka je

hesijan H(x) funkcije ¢ pozitivno definitan za x €K, gde je K C R kompaktan skup.
Tada postoje pozitivai brojevi m, M, T, M, takvi da za svaki x €K i svakiy € R" vazi -

miyl? < ¢, Hxy) <Milyl?
i - mllyl? < ¢y, Hx)"lyy < M2
DOKAZ: Posto je H(x) pozitivno definitna matrica, matrica H(x)_l postoji i takode je
_pozitivno definitna. Postojanje trazenih poz:tlvm'h brojeva sledi iz kompaktnostx
skupa K. ¢ _

Kako je H(x) neprekidna funkcija a skup X(xo) kompaktan, vaZiée

sl < &, Hx) 1) <Milsl?  za svakd x € X(x) i svaki s €RY,
Odavde sledi da je - o '
(4.5) (Vlxy), 50 = ~(Vor(xy), H(xk)’ Vo(x )} < —mj| V«p(xk)ll < 0,

za ch()&k) #0, gleje0<p=m. Prema tome, algoritam 5. 41 i specxjalan sluéa; ‘

algoritma 5.2.1. Medutim, vazi jagi stav 0 konvergencql jer funkcija ¢ zadovoljava dodat-
ne usiove. .
Konvergenciju modlﬁkovanog Newton-ovog algoritma razmatra sledeéa teorema:

TEOREMA 5.4.1. Neka je x, € R™ takva tacka da je skup X(xo) ogranicen. Neka
je ¢: R =+ R dvaput neprekidno diferencijabilna funkcija i neka je hesijan H(x) pozitivno
definitan za x € X(x,). Neka je niz tadaka (x) generisan algoritmom 5.4.1. Ukoliko je
taj niz konaan, poslednja tadka je resenje polaznog problema. Ako je niz (xk) beskona-
&an tada konvergu*a ka Jed.mstvenom redenju polaznog problema :
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DOKAZ Iz datih pretpostavki sledi da je funkcija strogo konveksna na X(x 0)(’ceorema
1.4.10) pa tvidenje sledi iz teoreme 5.2.1. ¢ .

Ocenu brzine konvergencije daje sledeca teorema:

TEOREMA 5.4.2. Neka je niz (x) generisan modifikovanom Newton-ovom metodom,
neka xy > x*, k> oo, neka je funkcija cilja ¢ dvaput neprekidno diferencijabilna i neka je
hesijan H(x) funkcije » pozitivno definitan u tacki x*. Tada:

(i) niz (xy ) superlinearno konvergira;

(ii) ako postoji realan broj L takav da je

| IHGO) - HOM < L Iyl
za svaki x iy iz neke okoline tacke x*, tada niz (xk) kvadrétno konvergira

DOKAZ: (i) Iz pretpostavki teoreme sledi da postoji konveksna okolina V tacke x* takva
dazasvak]xEvaaklyEanail '

mllyll‘ <HXY,y)< Mllyll~ L
Tada za matricu H(x)™ =1 72 svaki y €R™ vaze ocene
flyl? < ) ly, p< Ryl .

Pokazuno najpre da oy > 1, k = o, Zaista, s obzirom da se ak bira minimizacijom duz
pravea s = —H(x})™ 1 V¢(xk) imamo da je

PelXgee ) 50 = 0.

Na osnovu Tay]or ove formule je

V(X ) = Vo(xy) + H(xp -

gde je . _
Hy= ({1 g + g 30, e je
- 0= (Volxy), s, + Hyoys, 50,

odnosno ’ _ ‘

el )T Velxy), Telx)

& CEee s M) THEGY e, Tt
Daljeje -~ : :

) ot = IKH(x) ™ a8 Hg) ) ve(x), Telx )|

Hxy) " ) 0(x), Tolx) |
S obzirom da H(x) ™ *H H(x,) ™! > H(x*)™!, k = =, za dovoljno veliko k ¢e biti
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®(xy) I_HkH<xk) 190xy), w(xk» > w(xk)nz ;-
paje o S o
5 .
Iak—l|<£I<H(Xk)-l(ﬂ(xk)—Hk)H(xk)— V'P(xk) V‘P(xk)) —TT"T
@6 < =mHE) I )-By >0, ke,
S obzirom da H(x}) - H(x*), Hk -~ H(x*) kad k> oo, sledi da ak - 1 k oo, .
Sada imamo ‘ : s -
xk +]X*= xk —x*— akH(xk)— V‘P(xk),_ _
teje na osnovu Taylor-ove formule, zbog Vy(x*)=0,

xk+1—x* -xk x* -akH(x )"'IHk(x —x') . :

gde je
1 )
| = [HGe+ t(xk—x-))dt .
Dalje je _
Xy — X" = (- o) T HE (g x%),
paje R o

i =71 <G ™ Hx - HOU I ~xol < o
<G, (U~ e, N + e oy )~BE D~

S obzirom da ak -1, H(xk) - H(x*), H(xk)'l - H(x*)"I Hk - H(x*), imamo
l]H(xk)— i (Il—akl HH(xk)H toy I]H(xk)—HkH) -0,k = = te je konvergencija
superhnearna. :

(i) Kao u dokazu pod (i) bice, s obzirom na (4.6),

Qg = WHOq) T Cl1—eq | IHGe I + a IH (e )—HEl ) =
= WHGy) ™ IHG N 10y ]+ ey ey )-HEl G )<
< 2 o)~ eI G~y + IO -HRl I <
< 2180 PO L ey g~y ¥ G~ L I,

jerje - ' ' _ :
. 1 .
FEC)-Hill = 1l [ (B - HOx Oy -x))dtl <

X . .
< g "H(xk)-l-l(xkﬂ(xk +1 XMt <Llxp 4 =Xl
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1
G~ =1 [ @Eg)-HOe )t <
< gl IIH(xk)—H(x*+t(xk—5<*))ll dt<Lllxk—x*II‘

' Zbog superlinearne konvergencije je [Ixq . —x*{| < [ix;—x*|| za dovoljno veliko k i
stoga je [[xy 4 ;=X Ml < 2[ka—x*ll. Znaci da je za k dovoljno veliko

e <2 G0 ™ PG + Lo IO~ eyl

Izraz u zagradi je ograniCen zbog konvergentnosti nizova (H(xk)_l) (H(x)) i
(), pa je, po definiciji 5.1.1, konvergencija kvadratna. ¢

PRIMER 5.4.1. Naéi minimum funkcije

o(x) = —~ 8, ~ 58 +3,x= (£ £,) €R?

M|w

2 5.2
+ =
l 2 52
Newton-oyom metodom.

Ovde je

_|3 - £y — 1 5 1
Q=1 , 5.Vso(x) gl+sg,] {1 3]

0 .
Neka je x, = [O] . Optimalna tatka x* ¢e biti

25
- 0 1 14
e [l
14

5.5. Metode konjugovanih gradijenata

Metode koje nalaze optimum kvadratne funkcije u konaénom broju koraka &esto
imaju dobru konvergenciju i kada se primene na funkcije opsteg oblika. Ovo je posledica
¢injenice da strogo konveksna funkcija u okolini tacke minimuma ima osobine bliske
osobinama pozitivno definitne kvadratne forme. Newton-ova metoda je ocigledno jedna
takva metoda, jer nalazi minimum kvadratne funkcije u samo jednom koraku. Metode
konjugovanih pravaca takode spadaju u tu klasu metoda. Pre nego §to predemo na izla-
ganje osnovnih osobina ovih metoda, definiSimo konjugovane vektore.

DEFINICIJA 5.5.1. Za datu pozitivino definitnu matricu' Q reda n, vektori s
Sm—1 {m < n) nazivaju se konjugovanim (ili Q-konjugovanim) ako vazi

Q=0 zij.

Q? sl’ LA
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. Primetimo da je ortogonalnost vektora specijalan sluéaj konjugovanosti (Q = I).
LEMA 5.5.1. Nenulti vektori s'
matrica Q su linearno nezavxsm . _
DOKAZ: Neka su\,i=0, 1, .., m—1 konstante takve da vazi

Ao * -+ '”‘m ’m-17 0
Ako pomnozimo ovu jednakost skalarno sa Qs;, =0, ..., m—1, dobxéemo
' ')\iGi,QSi>=0,i=0,l,..., C Co.
jer je 5;,Qs) = 0 za i # j. Odavde, zbog (5;,Qsp > 0, i =0, ..y m-1, sedi § =0,
i=0,..,m-1.4 ' C -

Sm—1’ kon;ugovam u odnosu na pozitivno definitnu

Iz ove leme sledi da broj nenultih konjugovanih vektora u R® ne moze biti veéi
od dimenzije prostora n i da ma koji skup od n nenultih konjugovamh vektora obrazuje
bazu prostora. :

Koriséenjem linearne nezavisnosti kon]ugovamh vektora pokazaéemo da se funk-

cija oblika
(5.1) ) =0t <b,X>+-l—<x,QX>,

gde je Q — pozmvno definitna matrica, minimizira u na]vﬁe n koraka duz konjugovanih
pravaca.

TEOREMA 5.5.1. Neka su s, ..., s, _1 kon]ugovam pravci u odnosu na pozmvno defi-
nitnu matricu Q Neka su taéke X[s - Xp definisane sa

xk+l'xk+“ksk k=0, ...,n—- -
gde je X — proizvoljna tatka iz R, a o - re§enje problema

min {¢(xk+ask) fa€ER }.
Tada se minimum funkcije ¢(x) zadatel relacijom (5.1) dostize u tackix n
DOKAZ: Iz uslova minimalnosti duz pravea sy, k = 0, ..., n—1, sledi

(52) (8, VoRyy)?=0, k=0, .01
Na osnovu deﬁrﬁcije w(x) imamo o
53) Tiolog) = Tl + Qg1 k= 1, -1,
Kako j je, sem toga,
n—1

G4 Xp =Xy = j-?k Oﬁ , k=1,.,n-1,

- zamenom (5.4) u (5.3) dobijamo
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Vgo(xn) = V‘p(xk) + jEk oszs-, k=1,..,n-1.
Skalarnim mnoZenjem sa Se1 k=1, , n—1, odavde se dobija
. : » n—1
535y g V¢(xn))= (12 Vo(x ) + j=2k % (sk_l, Qsj)= 0, k=1, .,n-1.

Sem toga je, zbog (5.2),
(5.6) » (1 Vep(xp)) = 0.

Iz (5.5) i1 (5.6) sledi da je Vga(Xh) =0 (jerje V¢(Xn) ortogonalan na n linearno neza-
visnih vektora u R™), Kako je ¢(x) konveksna funkcija, sledi da je X, tatka minimuma. ¢
N apome n a MoZe se desiti da je V¢(x )} =0 za neko m < n. Tada je x, =

=Xy =X_. .
" Cl)vde ceml; se ogramcm na izlaganje jedne od najpoznatijih metoda konjugovanih
pravaca, metode konjugovanih gradijenata (Polak i Ribiére [P.5], Poljak [P.7]).
Pretpostaviéemo da je ¢: R™ - R neprekidno diferencijabilna.
ALGORITAM 5.5.1. (Polak-Ribiére-Poljak-ov algoritam). :
Korak 1. Izabrati x € R® tako da je skup X(xg)={x€ R" o) < < ga(xo)} ogranicen.
~ Izracunati ve(x 0) Ako je vo(x,) = 0, STOP; inage i¢i na korak 2.
Korak 2. Stavitik =0, s , = —Ve(x,) -
Korak 3. Nai o =0 gde je @y reSenje problema

min { g(x tos) .l az0}.

Korak 4. Staviti X} 1 = X + a8 .
Korak 5. Izraéunati V¢(xk+l). Ako je Vio(xy 1) = 0, STOP. Ako k+1 € {n, 2n, 3n, ...}
izraunati sy 4; = —Vg:(xkﬂ); inade, izradunati

(57)  Sepp == TolXie)) + B gdee
Ty 41) = Vo3, Toliyyy))

(Vo(xy), To(xg))

Zameniti k sak+1 i iéi. na korak 3.

(5.8) Bk = 4

TEOREMA 5.5.2. Ako je ¢(x) = a + bx) +(1/2)&x,Qx)iQ pozitivno definitna matri-
ca, tada se algontmom 5.5.1 nalazi minimum funkcije ¢(x) za m < n koraka i pri tom su
pravex $g » - Sy Konjugovani u odnosu na matricu Q.
DOKAZ: Dokazimo da je '
(Ve(x), 5= 0, o
(Ve(x), Vo(x;))=0, 0<i<j<k<m,
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pri ¢emu je m prvi ‘indeks za koji je V¢(xm) 0 Zbog kraceg zaplsa uvedimo oznaku
g = V¢(x ). U dokazu ¢emo koristiti da je, v o

G -9= 0,851 ~§ =40,

(gde prva Jednakost sledi iz izbora koraka a d:uga iz deﬁnicge funkcije ¢)

~Zak=1 imamo
<81 so’=° .
(sl,Qs )= (—g1+ﬁoso,Qs )——-(gl,Qs y+ _‘20_50_1_ S Qso) =
. ? 0
——el,os>+$1—g°—’-% s, Q5= —<g1,Q°>+551—g-2)— ,Qs =0
- Pretpostavimo dajezai<j<k
€90,
€8)=0,
&,Qsp=0.

Za i <j < k+1 razlikovaéemo nekoliko sluéa;eva Ako je 3 <k, uslov: su 1spun3em
prema mduktxvno; pretpostavm Nekajej=k+11i neka jei=k Imamo :

G+1250=0, -
@180 = ‘8k+1"5k+5k lsk—l) By—1 ‘gk+1 sk—l)"
=Pt Ca1 B 1= Btk Sx1- Q0 = 0; |
Sl Q9 = gy sy Qs "‘gk+1'Qi)+g%%ﬂ (5 Qsp =
' @x+1 B Bict1 :
= gy, Qs+ BB (o gy =
ktl sk) ‘8k+1‘8k’5}3 k)
Eyr1- Qs
60 00

Neka je sadz i < k. Koristeéi induktivnu pretpostavku i prethodne formule imamo:

= _<gk+1: st) + (sks st> = 0

1 5= 6 Q0 ) <o )+ 0y 6, Q50 =0, - |
G180 = @ty Qs 80 = 0y @, Qs =y 5By g5, 1. Qspd =

=—0y (Sl’ st)"‘ (!kﬁl 1 (Sl 1> st) 0,
Skr1 Q= OB sy Q5 = ‘(31:+1 Qs+ ﬁ“k’QsP == ;" @kﬂ’gﬁr&’ =0.
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Iz leme 5.5.1. sledi da konjugovanih pravaca moze biti najviie n, pa je m < n.
S obzirom da je vg,»(xm) =0, a funkcija  strogo konveksna, sledi da je x, tatka mini-
muma. ¢ ’

Pod pretpostavkama navedenim u sledeéoj teoremi algoritam 5.5.1 je specijalan
sluéaj algoritma 5.2.1.

TEOREMA 5.5.3. Neka je v: R™ > R dva puta neprekidno diferencijabilna funkcija,
neka je x, € R™ takva tacka da je skup X(x,) = {x €R" | o(x) <w(x,) } konveksan i
ograniCen i neka je hesijan H(x) pozitivno definitan za x € X(xy). Neka su (xy) i (sk)
nizovi konstruisani algoritmom 5.5.1. Tada postoji takav broj p > 0 da vazi '

(59) . (Walxy), 0 < —plvexi s, k=0,1,..,
DOKAZ: Zbogperiodi€nog ,,obnavljanja* algoritma na koraku 5, posle svakih n koraka
vektor pravea sy q je oblika See] = —Vga(xkﬂ) Prema tome,

<Sk+]’ V¢(xk+1))— =i ch(xkﬂ)h <0,zak+l € {n,2n, ...}

pa (5.9) vazisap = 1> 0. Razume se, vaZi i s, V(%)) =~ Vy(x,, )H .
Pokazimo da relacija (5.9) vaZi i za ostale vrednosti k. Kori§¢enjem Taylor-ove
formule dobijamo- :

Violxgp) = Vo(xytaysy) = Volxp) + eyl sy
gdeje  Hp= (j)'l H(xk+t(xk+1—xk)) dt.
Ako uvedemo oznz;ku 8 = Vga(xk), dobitemo
(5.10) gy =g oy Hs - '
Kako je, zbog koraka 3, (5., g4 1 = 0, iz (5.10) nalazimo
(e

(s Hyesd
akako iz (5.7) sledisy = —gy + By _y5¢_;(zak€ {n, 2n, ..} )bice

% =

(5.1 1) <Sk’ gk) = <_gk+ﬁk-15k—l s gk> = —<gk, gk) .

Ova formula o¢igledno vazi i zake {mn, 2n. ...}. Prema tome,

(5.12) ak=——(§£5k>—— ,

Dalje, iz (5.7), (5.10) i (5.12) imamo:
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‘Sk+1’Hksk> {2y & l@kﬂ’Hksk)I
(84 By) “kﬂksk) (s> Hysy)

S obzirom na izbor koraka og sled1 dazak €N xkEX(xo) pa zbog leme 5.4.1. po-
staje brojevi 0 <m <M takvi da za svakiy ER" i k €N vazi

m fyl? < ¢, By <M lyli?,

sem toga zbog kompaktnosti skupa X(x,) i neprekidnosti funkcge {HX)Il postoji M > 0
tako da je [IHy I <M. Dalje je '
“gk‘l'l" “Hk“ "Sk" -“gkﬂ“ M

(5.13)  1B) < < —
e Cmis? i m

Prema nejednakosti trougla iz (5.7) sledi
Mg i < g g !l + 18kl llskll',

odnosno, imajuéi u vidu (5.13),
. M
(5.14) s < ligges g N Q1 +; ).
Prema tome, koriséenjem relacija (5.11) i (5.14) dobijamo:

Sk Bl G Bet? g1 _ g < 3

Isge ! sl Bl liggee nskﬂu ligges 1 syl 1+ M
€ime je teorema dokazana. ¢
Iz teoreme 5.2.1 i prethodne teoreme neposredno sledi slede¢a teorema:

TEOREMA 5.5.4. Neka funkcija ¢ zadovoljava pretpostavke teoreme 5.5.3. Tada aigo-
ritam 5.5.1 konstruiSe ili konatan niz tataka &iji je posledniji element X tacka mini-
muma ili beskonaéan niz (%) koji konvergira ka (jedinstvenoj) tatki minimuma. -
Moze se pokazati, uz strozije pretpostavke, da za brzinu konvergencne metode
konjugovanih gradijenata vazi slede¢a ocena (Cohen [C. 4])
" Postoji takva konstanta q > 0 da vazi

2 ' .
Xgin—x* <qlx,—x*I°, k€ {0,n,2n, ..7}.
Odavde se moZe pokazati da je brzina konvergencije 2n-superlinearna.
Slabiji rezultat za Polak-Ribiére-Poljak-ov algoritam, ali za Siru Klasu funkcija daje
sledeca teorema.
TEOREMA 5.5 5' Neka je ¢ neprekidno diferencijabilna funkcija na otvorenom konvek-

snom skupu C C R™. Neka Xy € C i pretpostavimo da je skup X(x,) = {x € C |
| o(x) < p(x o } kompaktan. Tada Polak-Ribiére-Poljakov- algoritam ima sledece osobine:
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1. (¢(xk)) je monotono opadajuéi niz;

o2 ih]e Vo(x ) =0 zaneko m, ilije im Vo(x))=0;
' : - koo ,
3. svaka tacka nagomilavanja niza (xk) je stacionarna tadka.,

. Dokaz se moze naéi u Avriel [A.7].

Ostali algoritmi konjuéovanm gradijenata su analogni izloZenom algoz;itmu. Ustvari,
svi algoritamski koraci su isti kao i kod algoritma 5.5.1 i razlika je samo u formuli za koe-
ficijent B o S

‘Tako kod Fletcher-Reeves-ove metode {F.9] imamo
 Tolxgs ) Toxpey ) NP0y I

(Vo(x,), Vo(x,)) 190 (x,) 12
kod Sorenson-qufe-ove metode [S.2], [W.?] je

¢ V‘P(Xkﬂ)‘V&P(Xk)’ V(X 41)?

(5.15) B =

(5.16) ﬁk =
, : (Vw(xk+1)— le(xk), Sk+1>
kod Daniel-ove metode [D.1] je
. (sy,, H(X) V(% 1.1))
(5.17) ﬁk - k k k+1
| G H(x )80

Formule (5.8), (5'.15), (5.16) i (5.17) su ekvivaleﬁtne u shiaju kada je p(x) kon-
veksna kvadratna funkcija. : ’

Treba primetiti da’ u-metodama konjugovanih pravaca (sem Daniel-ove) ne treba
raCunati druge izvode a da je pod odredenim pretpostavkama konvergencija ipak super-
linearna, §to predstavlja prednost u odnosu na Cauchy-evu i Newton-ovu metodu.

PRIMER 5.5.1. Naéi minimum funkcije
3.2,5.2 = 2
¢(X)=551+552—_E152—551+3 y x__(EI’EQ)GR
Polak-Ribiére-Poljak-ovom metodom.
© Napisimo y(x) u obliku (5.1). Ovde je
3 -1 -5 ‘ 3, -k -5
Q=1 , b= , a=3, Vex)= : .
1 5 0} . E 1§ +5$2

0
Nekaje x, = {0] Imacemo:
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i) oo

Minimizacijom funkcije o duz pravea 5o, dobijamo &y =1/3. Dakle, -

5 1.
F— - o — Q .
xl- 0 3 vw(xl)___s s sl" 5 3 gdeJe
s L3
_ p(xg) — Telx ), Ve(x)) 1
° (Vo(xo), Volxo)) 9
Prema tome,
E
. 9
s -
bols
..3_1

Minimizacijom duz pravca 51 naalznno °‘1 = % Znati da je

25
14
- S
L L4

»
)
[}

" 3to je tacka glooalnog minimuma ¢(x) Dakle

somm(X) ¢(x2) =-1 464...
56. Metode promenljive metrike

'Ideja algoritama koje éemo 6§de izloZiti sastoji se u aproksimaciji inverznog hesija-
‘na potrebnog za izratunavanje Newton-ovog pravca. Iterativni algoritam je takav da u
tagki xy nalazi pravac s ’ '
61 5= —Hvely).
- gde je Hk nxn matrica koja se menja od iteracije do iteracije.

Prvi algontam promenljive metrike dao je Davidon [D.4], 1959. Posle njega bile su
predlozene mnoge metode koje su se razlikovale uglavnom u nadinu dobijanja matrice .
Hy iu nalinu odredxvanja duzine koraka,

Davidon-ov algoritam su po;ednostavxh Fletcher i Powell [F.8]; u daljem éemo tu

_ modxﬁkacgu zvan Davidon-Fletcher-Powell-ov algontam. :
Neka jey: R'-R neprekldno dxferencuabﬂna funkcua
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ALGORITAM 5.6.1. (Davidon-Fletcher-Powell-ov algoritam)

Korak 1. Izabrati x, € R", izraGunati Vq}(X o) Ake je Ti(x 0) 0, STOP; inaZe ici
na korak 2.

Korak 2. Stavitik = 0, staviti H = 1 (1 — jedini&na matrica reda n).

Korak 3. Staviti s = —HkV¢(xk\

Korzk 4. Izraunati o kao resenje problema min { ¢(xk+osk) e > 0}.

Korak 5. Izradunati V(X tag sy ).

Korak 6. Ako je Vo(xy toy s, ) = 0, STOP; inace staviti:

Xier] = X Oy
AXp =Xy —Xg s
T = To(xgep) — Volxy)

axe (et CHpw () Hy

Hyyp=Hgt

1i¢i na korak 7. .
Korak 7. Zameniti k sa k+1 i i¢i ha korak 2.

U isto vreme kada je izlozena metoda promenljive metrike dokazano je da ona
nalazi minimum strogo konveksne kvadratne funkcije za ne vise od n iteracija, i da su u -
tom slugaju vektori pravaca Q-konjugovani.

Powell je dokazao konvergenciju i dao ocenu brzine konvergencije metode promen-
ljwe metrike za jednu klasu strogo konveksnih funkcija. Taj dokaz se bazira na sledecoj
teoremi, koju navodimo bez dokaza:

- TEOREMA 5.6.1. (Powell [P.11]).Neka je ¢: R™ - R strogo konveksna, dva puta nepre-
kidno diferencijabilna funkcija i neka postoji konstanta L > 0 da za sve x € { x € R
19(x) < p(xg)} vati

JJH)-Hx ) < Lilx—x*,
gde x* minimizira ¢. Tada postoje takvi brojevi 0 <M< M< e dajezak=0,1,2,..
- Ry <y, By <Miyl? zasakiy €R". ¢

Iz gornjeg sledi da algorxtam 5.6.1, pod uslovom da ¢ zadovoljava pretpostavke
teoreme 5.6.1, generise niz pravaca (sy)sa osobinom (2.3):

(Vo(xi), 5> = ~(To(xy), Hy Ty )y < —fllve(x 2 <0,
za Vg,(xk) 0. gde je p =m > 0. Prema tome, algoritain Davidon-Fletcher-Powell-a

je pri navedenim uslovima takode specijalan slugaj algoritma 5.2.1. Sazmm tim, konver

* Izbor H = 1 nije obavezan Za H, mozemo uzeti bilo koju sxmetm‘.nu pozmvno
defmltnu matricu.
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' gencga niza ‘tadaka (xy) genensanog ovim algoritmom, pod pretpostavkama teoreme

5.6.1, ka jedinstvenoj tatki minimuma x*, sledi iz teoreme 5.2.1. :

Ocenu brzine konvergencge daje sledeéa teorema koju takode navodnno bez
dokaza:

- TEOREMA 56.2. (Powell [P.11]) Neka vaZe pretpostavke teoreme 5.6.1. i neka je x*
tadka minimuma funkcije ¢ na R%. Ako je (x;) — beskonadan niz generisan algoritmom
' promenljive metrike 5.6.1, tada (x; ) konvergira kax * superlinearno. ¢ '

PRIMER 5.6.1. Naéi minimum funkcqe
p .
¢(x)——zl - 5152—551 +3,x= (zl sz)eR

Dav1don-Fletcher-Powell-ovom metodom.

Neka je

Ovde je -

< (27875 s |7 ks ]
= i . . X - . aje s =
Vilx g, +5¢, (X of * P %= |,
Minimizactjom funkeije ¢ duz pravca So dobijamo o, =1 /3, h -

S .

paiexp = L Vele)=
0 T3

Dalje, prema (6 )xmaéemo

(%), =x )| _ Hy(Tplxy)-Tp0x, »(w(xp—w(xo)) H,

H, =H,+-
oo l—xo,llw(xl).'-v‘p(xo)) : <V¢(x1)—Vw(x ).H (Vso(xl) Vw(x 22
1 s
o3 o
T Y A _

. 1 1
5= =H Velxp= 2 [3] :

‘Minimizacijom duz pravca s; nalazimo a; = -2—% .
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Prema tome,
25
14 . ' s
Xy = 5 a to je upravo tacka globalnog minimuma ¢(x).
14

Vidimo da su pravci vektora pravaca S sl'dobijéni Davidon-Fletcher-Powell-ovom
metodom identiéni sa pravcima vektora dobijenim Polak-Ribiére-Poljak-ovom metodom
i da stoga obe metode generisu isti niz tadaka.

5.7. Bezuslovna opfimizacija bez izraGunavanja izvoda

Sve dosad navedene metode zahtevaju izradunavanje prvih, odnosno drugih izvoda,
§to svakako usloznjava raSunanje. U praksi se Eesto susreéemo sa funkcijama &iji su izvodi
veoma slozenog oblika ili nam &ak nije poznato ni-da li su one diferencijabilne. U svim
takvirh situacijama koriste se metode koje zahtevaju samo izratunavanje vrednosti funk-
cije. Ovde ¢éemo izloZiti dve takve metode — tzv. metodu lokalnih varijacija (Baméuk
Petrov i Cernousko [B.1]) i Powell-Zangwill-ovu metodu [P. 91,[Z.2]. '

Uveséemo sledeée oznake: nekajee;,i=1,..,n i-ti jedini®ni koordinatni vektor

u R™ i neka je SP= ey, 5y = —€],537 €y, 8=~y Sy (e 5y = —
ALGORITAM 5.7.1. (Bani¢uk-Cernousko -v algoritam) -
Korak 1. Naci tatku x € R™ takvu da je skup

X(xg)= {xERT | p(x) <p(xy)}

ogranicen. lzabrati p,, > 0. Staviti k = 0.
Korak 2. Staviti p = Py> X =X
Korzk 3. Stavitij=1,y =x.
Korak 4. Izradunati {p(x+ps-).
v Korak 5. Ako je p(x+ psj) < ¢(x), zameniti x sa x+psj iiéi na korak 4; inace i¢i nakorak 6.
Korak 6. Ako je j < 2n, zameniti j sa j+1 i iéi na korak 4; ina&e i¢i na korak 7.
Korak 7. Ako je x #y iéi na korak 3; inage i¢i na korak 8. '
Korak 8. Staviti Xy 41 = ¥, P41 = Pl/2» zameniti k sa k+1 i iéi na korak 2.

TEOREMA 5.7.1. Neka je p: RP >R neprekidno diferencijabilna funkcija. Ako je (xy)
niz generisan algoritmom.5.7.1, tada svaka njegova tacka nagomilavanja x* zadovoljava
uslov Vo(x*)=0.

DOKAZ: Iz kompaktnosti skupa X(x,) sledi da algoritam 5.7.1. po&evii radunanje od
X =Xy i p = py, moZe generisati samo konaéan broj medutacaka u ciklusu izmedu koraka
31 7 pre nego §to prede na izviienje koraka 8. Zato e algoritam 5.7.1. konstruisati -
beskonatan niz tataka (xy) i odgovarzijuéi opadajuéi niz brojeva (pk). QOsim toga, posto.
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je skup X(x,) kompaktan, niz (x) . ~mora imati tatke nagomilavanja. Pretpostavimo da
X > x* k>, kEKCN. Pokonstmkcijiimamoz_ak=1,2,... :

¢(xk+pk_1s)>¢(xk) za sve jE {1,2,..,2n}.
Odavde, na osnovu Lagrange-ove teoreme za 6k €1[0,1] dobqamo
A elagtoy g3 - el Py (T 183> 0
zasvakij€ {1,2,..,2n} isvakik.

Posto Xy >x*zak €K ip =+ 02za k-, zbog neprekidnosti Vo(x) iz (7.1)
sledi '

(Vp(x¥), sj)> 0 zaj=1,2,..,2n
Iz deﬁm'cije 5 zakljuéujemo daje Vo(x*)=0. ¢

Pre nego to predemo na izlaganje Powell- Zangw1L-ove metode uvedimo sledeée
oznake: koordinatne pravce u R® ozna&imo sa s‘i’ Pretpostavn&emo da su pravci

normalizovani na jedini¢nu duzinu, j. ||s°l|

!n‘
=1,i=1,..,n.

ALGORITAM 5.7.2. (Powel]-Zangwill—ov algoritam)
Izabrati ¢ € (0,1). :
~ Korak 1. Naéi tatku x € Rn takvu da je skup X(xo) ograméen Stavm 8°=1, Stavm'
k=0.
horak 2 Z ,. izraGunati o(k € R tako da minimizira funkciju (p(x1 1+o:sk) ista-
vmx = x1 1t sk . kK
‘I\orak 3. Staviti X le —X ll Ako je X* = 0. STOP inage staviti sk 1= (%, —-x )/7\ ,
A izraéunatx'ag +1 tako da minimizira funkciju gp(x “+as +1) istavitixg' '= Xt enys lr§+1'
Ako je lekﬂ kl[ = 0 STOP; inage i¢i na korak 4. Co :
Korak 4. Odrediti m tako daje ozk = max {ak ji=1,..,n}
a) Ako je ‘

T

staviti s]i‘ﬂ = s%‘ zaif m, sl(;l = Slriﬂ i skt = (oz:,‘ﬁk)/)\k .
b) Ako je - |
)Akoje- ok gk
E

staviti sgc_"'l = s]i(_, i=1,..,n, sktl =gk
Zameniti k sa k+1 i i¢i na korak 2.

* Skup pravacas?, i= 1, ..., n mozZe biti ma koji skup linearno nezavisnih pravaca.
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Osnovna ideja ove metode je da se skup pravaca ,,kretanja“ (koji je kod metode
** lokalnih varijacija bio konstantan) menja u nastojanju da se postigne brze opadanje funk-
cije. Korak 4 algoritma 5.7.2 obezbeduje da novi pravci budu opet linearno nezavisni.
Za Powell- Zangwﬂl—ovu metodu vazi siedeca teorema:

TEOREMA 5.7.2. Neka je funkcqa ¢ Rn - R strogo konveksna neprekidno diferen-
cijabilna funkcija. Tada nizovi (xo) (x . (xn) generisani algoritmom 5.7.2. konver-
giraju ka tacki globalnog minimuma fu,nkcqe o

‘Dokaz ove teoreme moZe se naéi u Zangwill [Z.2].

Pomenimo jo§ neke od poznatijih metoda ove vrste. To su ciklina koordinatna -
meteda (DEsopo [D.5], Ivanov [L.1]) i Gauss-SouthweI] -ova metoda (Forsythe i Wasow
[F.10]).

' Ekspenmentalna iskustva pokazu;u da je brzina konvergencije svih koordmatruh
metoda pribliZno n puta (gde j Je n —~ dimenzija problema) sporija od brzine konvergencije
Cauchy-eve metode, :

PRIMER 5 .7.1. Powell- Zangwﬂl—ovom metodom naci minfmum funkcue ‘
(x)=—sl +2 52 55 —szl +3, x=(§,5)ER>.

Neka j ]e

-10 11 0 '
o _ o - 0 - o_ -
Xo —[0]{ 5] = [O:l » 55 = [J, 6 =1, e—0,99.

Prvo trazimo minimum funkcije ¢ duZ pravca s‘l):

nﬁn¢(xg+as°) = min gp(iaz—SarB) .
« a 3

‘ Optlmalna vrednost j je °‘1 = 5 Dakle :

5/3
)
.Lso
(o]

Minimizacijom duz pravca s dobijamo af = —;— ;paje

| '5/3}
x9=
23

Dalje je x° Ix§-x3)f = \/“‘ 26 /3, paje

0 1 |3
53 & —— ,
3°V7% 1]
o VI .. 1 [5n4
a3 = ,teje =
PETTE %o T 514
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Na osnovu knten]uma u koraku 4 algontma 5.7 2 u sledeéo; iteraciji uzimamo neizme-
njen skup pravaca: 51 =0 152 52 .
Minimizacijom ¢ prvo duz jednog, pa onda duz d.rugog pravca, dobljamo

kola je, dakle, optimalna taéka

Na kraju ovog pa:agrafa treba napomenut1 da postoji &itav niz metoda zasnovanih
na aproksimaciji gradijenta funkcije cilja i njenog hesqana pomocu konaénih razhka (vide- -

ti Mifflin [M.3]).

5.8. Opﬁinizacija funkcija jedne promenljive

U vedini metoda izlozenih u ovoj glavi kao i u glavama VI i VII se pri odredivanju .

duzine koraka zahteva nalazenje minimuma funkcije o: R™ - R duz datog prayca, Ovakav
" izbor duzine koraka je u&injen iskljugivo radi uproséenja dokaza teorema konvergencije.

Medutim, po cenu izvesnog usloinjenja dokaza, u veéini slu€ajeva se dokazi mogu.izvesﬁ _

ipri,liberalnijem® izboru koraka. Npr. korak ¢, se moZe birati na slede¢i nadin:

Neka je data taéka Xy 1 pravac 5 tako da je (Vgp(xk) sk) < 0. Odrediti na]manjl ‘

pnrodan broj j tako da je ispunjen uslov

(4 #2705 ) — w(x,)
8.1) A kK >
(27390(x,), 50

gde je r €(0,1/2) konstanta, i staviti o = 2 -,

O algoritmima sa ovakvim izborom korakd &italac moze naéi vise u Polak [P 4},

Goldstein[G.5], Kovagevi¢ [K.5). Medutim, s obzirom da se izbor duzine Loraka u meto-

dama koje izlazemo vrsi uglavnom minimizacijom duz datog pravca, naveséemo nekoliko

metoda za priblizno resavanje ovog problema.
Mogu se izdvojiti tri vrste metoda za priblizno nalazenje minimuma funkcije jedne

promenljive. Prvu grupu &ine Newton-ova i njoj srodne metode (videti Goldstein {G.5].

. Druga vrsta metoda aproksimira funkciju cilja polinomom (obitno reda ne veéeg od
tri), videti Rosenbrock [R.8]. Tre¢u vrstu metoda &ini klasa tzv. ,.direktnih* metoda:
.Fibonacci-eva metoda i srodne metode (Avriel i Wilde [A.5], [A.6]). Primetimo da se

algoritam 5.7.1 takode moze primeniti za reSavanje ovog problema. Ovde ¢emo izloziti | '

ideju polinomialne aproksimacije kao i jednu od direktnih metoda.

NajviSe koris¢ene metode polinomialne aproksimacije su kvadratna i kubna. Detalj-
nije éemo opisati ideju metode kvadratne aproksimacije za trazenje minimuma t* funkecije
¢: R R duz zraka koji pola21 iz tatke x u pravcu 5.
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- Pretpostavimo da je skup { t > 0 | p(x+ts) < ¢(x) } kompaktan i da postoji € >0
tako da je p(x+ts) < p(x) za t € (0,¢] (ukoliko ove pretpostavke nisu ispunjene moze se
desiti da minimum ne postoji, tj. problem nije dobro definisan). Ideja metode kvadratne
aproksimacije sastoji se u slede¢em: Odreduju se realni brojevi takvi da je

(8.2) 0t <ty <tz i ¢(x+t1s) > ¢(xtt58), p(xttys) < p(x+tss).

Ovi brojevi se mogu odrediti nipr. na slede¢i nadin:

gde je m odabrano tako da je p(x+H(1/m)s) < ¢(x), p(x+ms) > w(x+(1/m)s); s obzirom
na-utinjene pretpostavke o funkciji ¢ takvo m postoji i moze se naéi pretraZivanjem u
konaCnom broju koraka, Zatim se muumum funkcqe (x+ts) aproksimira minimumom
kvadratnog trinoma ¢(t) = a+ St + -yt koji prolazi kroz tacke

(t;, SO(XHIS)), (ty, ¢(x+t'zs)), (t3, p(x+t3s)). -
Lako je videti da su koeficijenti trinoma ¢(t) reienje sistema
.¢(x+tis)=a+ﬁti+yti2 , i=1,2,3, _
. da je tacka minimuma t* trinoma $(t), koja zbog uslova (8.2) postoji, data izrazom
- '(tg—tg) p(xttys) + (B-13) p(x+ys) + (-13) p(xttys)
(ty—t3) p(xtt ) + (t3—1;) p(xttys) + (1 —ty) p(xttss)

Ukoliko je ¢(x+t*;) < ¢(x+fzs), "t_2 se zamenjuje sa t*. Ukoliko je pak ¢(x+t*s) =
2 o(xttys) i t* < tyt) s zamenjuje sa t*, a ako je p(x+t*s) = ‘p(x+t2-s)_‘i t* >ty ty
se zamenjuje sa t*. Najzad, ako se desi da je t* = ty onda se t, zamenjuje sa tyth, gde je
h broj takav da je

1
2

tl < t2+h < t3 i c.p(x+(t2+h)s) < (p(X""tzS),

broj h sa trazenim 0sobinama postoji 1 moZe se naci pretraz:van]em 1 kona&nom broju
koraka ukoliko funkcija ¢(x+ts) ne dostize minimum u t,. Postupak se ponavlJa sa
novodobijenim talkama t), t5 i ts. Ratunski proces se obi¢no prekida kada je dobuen
zadovoljavajuéi pad vrednosti funkcxje P

Polinomialna aproksimacija je pogodna za priblizno nalaZenje minimuma funkcija
koje se mogu dovoljno dobro aproksimirati kvadratnim ili kubnim polinomom Efikas-
nost ovih metoda zavisi pre svega od konkretne funkcije. Vise o ovim metodama moze
se naéi u Luenberger D. G. [L.6].

Medutim, kod tzv. direktnih metoda, koje nalaze mali interval na realnoj osi koji
sadrzi tadku jedinstvenog minimuma posmatrane funkcije, efikasnost je ista, bez obzira
na funkciju. Jedna od takvih metoda je metoda zlatnog preseka, koju ¢emo sada izloziti.
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Prvih Sest algoritamskih koraka metode zlatnog preseka nalaze interval L = [20:0,]
koji sadrzi tatku minimuma t*. Sledeéih Sest koraka umanjuju njegovu duZinu do una-
pred zadate veliGine e i pri tome se koriste Fibonacci-jevi brojevi: F 1= (3 \/_)/ 220,38
i Fy = (/5 — 1)/2 ~ 0,62. Pretpostavljamo da je funkclja ¢(x+ts) konveksna za t > 0
1 da problem ;n;xo ¢(x+ts) ima regenje. ,

ALGORITAM 5.8:1. (Algoritam zlatnog preseka)

Velicine h > 0, > 0 su zadate.

Korak 1. Izragunati p(x), p(x+hs). :
Korak 2, Ako je p(xths) 2 (x), staviti a, = 0 by =hi i¢i na korak 7 maée i na-
korak 3. ' :
Korak 3. Staviti k = Q, ty=0.

Korak 4. Staviti ty . ; = tth

Korak 5. Izratunati p(x+t; 4 ¢9). : o -

Korak 6. Ako je p(xtty  8) = ¢(x+tks) stavm a,= tk 120, =ty iiCina korak 7;
inaCe zameniti k sa k+1 i 1c1 na korak 4, . :

Korak 7. Stavitij=0

Korak 8. Staviti I'fl =b.—a.. -

Korak 9. Ako je I.j <€, i¢i na korak 12; inaCe 161 na korak 10

Korak 10. Stavitiv; = a; + FlL] w; =8 + F2L S v
Kerak 11. Ako je ¢(x+v s) < gp(x+w 5)- staviti ajﬂ = 3 ib, ﬂ = w5, zamemtx j sa]+l iiéi
na korak 8; inage stavm a; ﬂ = Vs bj+1 J’ zamemtxJ saJ+1 ii¢ina korak 8

Korak 12, Staviti -

. a + b, -
=_§I__l_ - -s'rop.

Da gornji a.lgontam zaxsta nalazi 1nterva1 duzine ne veée od eu kome se dost1ze
minimum funkeije (pod navedenim pretpostavkama) lako se dokazuje: interval [a,: 0].
sadrzi taCku minimuma, i, ukoliko tu tatku sadezi [ab.], sadrzace je i [a ;1, j+1l S

obzirom da le a.} =+ 0, j = o=, vidimo da se posle konagno mnego koraka takav interval
zaista dobna :

" ZADACL:

1. Cauchy-evom metodom i.modiﬁkovanom 'Newtbn-bvom ,metodofn.: naéi minimum.
funkcije o E% ' ‘5‘21 :
X)=— + — .

v(x) > " 3%

Uzeti x = [1/10 1/10]%.
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LRI

2 Rosenbrockova funkclja o(x) = 100 [52 - 51]" + (- 21) predstavlja klasiénu
test-funkciju za sva.kl algoritam bezuslovne optumzacqe Ona postize Jedmstvem mini-
. mumux*=[1 l] Za nalaZenje minimuma ¢(x) primeniti: - . :

" a) Cauchy-ev algoritam; . b) modlﬁkovam Newton-ov algoritam.

3 Kako glasi Newton-ov obrazac za funkcuu o(x) = (-—6 £ - 22) +(2- 35 11— 5157)
akojex,=[-4 6]T‘7 Izracunan sledeée dve tadke dobijene Newton-ovom metodom

: 4. Naéi bar jedan sistem medusobno'kon]ugovamhvpravaca u odnosu na sledeée matrice:
a2 B T
)Ql[z 9} ) Q=2 3. -1
B RS R EPR I B S -
' 5 Pretp'ostavixhovda' su sy,'8y 18,83 'kdnjugovarii pfaitci u o‘dnos'u.na 3x3 pozitivno -
. deﬁmtnu sunetnénu matncu Q. Hoée li s,, i s3 takode b1t1 kon]ugovam u odnosu na Q?

‘ ..6 Nac1 mu'umum funkcxje ¢(x) (b,x)+ (x,Qx) gde ]e

. prunenom Polak bexere-PolJak-ove metode

7. Naéi minimum- Rosenbrock ove funkcge (_pogledau zadatak 2) pnmenom F]etcher-

‘ ,_-Reeves-ove metode. Uzeti x -[2 2]

8. Data je poéetna matnca H, = L Kako ce glasm matrlca I-I1 po Dav1don-Fletcher :

o -P0we11-ovom algommu ako j Je ¢(x) 51 + 222 y2 X = [1 1] ?

9. Pokazati da su pravcx s1 [0 453 —0 897] [0 608 ‘—0 794]T konscem kod |
: rmnumzacqe Rosenbrock-O\ e funkcije u taékx x= [—0 702 0 462]T kon]ugova.m o

" 10. Naéi minirnum funkcge «,o(x) 4(21 )2 + (5 —6)2 prlmenom AP
‘a) Powell Zangwﬂ]-ove metode;- b) Baméuk—Cemousko wljeve metode R

A Uzetix = [8 9] ) RIS

" 11. Naéi minimum funkcqe f(t) = t2

- t pocev od tacke t 3 pomocu metode zlatnog
_‘.preseka ' : : '

'l" Nac1 minimum funkcqe ¢(x) u pravcu nanrzeg spustan;a polazeéx od taéke
xo=2 2 2ap(x)= i8] SR ~

-13. Neka je f: [O N} g 'R neprekldna funkcua i neka SVO_] minimum dostlze u Jedmstveno_]
“talkit € [0 1}. Dokazati da je funkcija f nerastuéa na [0,£]1i neopadajuéa na [S,l] '

14, Dokazau teoremu analognu teorerm 5. 2.1 pod pretpostavkom daseu algontnu 52.1
,korak “k bua po formuli (8. 1)



GLAVAVI
METODE ZA RESAVANIE PROBLEMA NELINEARNOG S
PROGRAMIRANJA POMOCU BEZUSLOVNE n
OPTIMIZACUE
6.1. Uvod’

Razmatramo problem nelihearnbg"ﬁrbgrénﬁrénjé e

(1».1) | mm{sa(X)IXGX}, X= {xeRnlf(x)<0 1~m} :

Osnovna 1de]a metoda ko_;e cemo ovde 1zlozm Jeste zamenpvan_]e problema sa ogramée-'

njima (1.1) nizom problema’ mmnmzaclje bez ograniCenja. Pod odredenim uslovxma ce . .

* 'take nagomilavanja niza reSenja dobijenih problema biti redenja problema (1.1).’
- Metode o kojima éemo govoriti mogu se podelm na: metode Lagrange«ovxh mnoz:- .
laca, metode spoljasnjih kaznenih funkcija, metode unutraﬁnph kaznemh funkclja ime-
tode meSovitih kaznenih funkcija. T 2 o S ‘
Metoda Lagrange-ovih mnozilaca je preteéa svih metoda ko;e su mlozene u ovom ;
‘poglaviju. O ovoj metodi &italac moze nadi vise u Falk [F 1], Roode [R 5] Powell P. 10], :
Hestenes [H.4], Fletcher [F.6], Haarhoff i Buys [H.1]. Sk _
_ Metode spoljainjih kaznenih funkcija (Courant [C. 6] Ablow i Bngham [A 1]
-Camp [C.1], Butler i Martin [B.9], Pietrzykowski {P.3], Fiacco i McCommick [F.4], Bel-.
trami [B.4], Zangwill {Z.1]) se karakterisu time da generiSu niz taZaka koje su izvhn dd-'
pustivog skupa, ali njegove tatke nagomilavanja prlpadaju dopustivom skupu, :
_ Metode unutraﬁnph kaznenih funkeija (Frisch [F.12], Carrol [C.2]. Fiacco i McCor- _
mick [F 4], Pomentale [P. 8] Kowahk [K.7], Lootsma: [L 4], Fletcher i McCann [F 7])'
u toku raéunskog procesa genen§u samo dopustive tacke. .

Kod metoda mesovitih kaznenih funkcija (Flacco i McComuck [F 2), Lootsma' o

'[L.4]) u toku minimizacije neka od ogranienja su zadovoljena a druga msu, tacke nago- -
milavanja dobljenog niza tacaka predstav]la)u dopustlva resenJa ‘ :

_6 2. Metoda Lagrange-ovih mnoiilaca

Neka je dat problem nelmeamog prograrmran]a
@y - _mm {v(x) l.xeX__}_ v
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“gde je p: R™ > R neprekidno diferencijabilna funkcija. Neka je x* tacka lokalnog mini-
muma funkcije . Ukoliko je x* € X onda, kao §to je poznato, vazi Vp(x*) = 0. Stoga se
sve taCke lokalnog minimuma funkcije ¢ koje pripadaju unutrasnjosti skupa X nalaze -
medu redenjima sistema nelinearnih jednadina '

© Ye(x)=0.
' Dakle resavanje problema
min {o(x) | x E )o(}

moZe se zameniti resavanjem sistema nelinearnih jednagina (s tim §to se na kraju mora _
ispitati koja od dobijenth resenja zaista predstavljaju tatke lokalnog minimuma). Bilo bi
od interesa da se refavanje problema (2.1) zameni na sliGan nadin re§avanjem sistema
nelinearnih jednacina. U sluéaju kada je skup X definisan sa -

X={xERn-|f1(x)=0 £,6)=0}, m<n

" takvo svodenje je moguéno pod uslovxma preciziranim u sledecoj teoremx poznat0] iz
matematléke analize: :

' '»TEOREMA 6.2.1. (Teo:ema o Lagrange-ovun mnoziocima). Neka su funkeije ¢: RE-R-
i fi‘ RP=R,i=1,.,mm< n,neprekidno diferencijabilne i neka je za svaki x € X

- rang Jacobi-eve matrice"[afi(x)/ axj] jednak m. Ako je tacka x* € X lokalno resenje
problema (2.1) tada postoje brojevi A, ..., Afy, takodaje.

' m
Vo(x*) + _E J\?Vf.(x*) =0. .~
Dokaz ove teoreme se moze naéi npr. u Aljan€i¢ [A. 2] Fihtenooljc [F 5] Bro;ev1
e )\m nazivaju se Lagrange ovim mnoZiocima.

Metoda Lagrange-ovih mnozilaca se moze kratko opisati na- sledec1 naém. za .
problem

2 min {¢(x')-| x€X}, X={x€RM|f(x)=0,i=1,..,m}
' se formira tzv. Lagrange-ova funkcija (uporediti sa I glavom):

‘m
F(x, Apr o )‘m) = g(x) + i___El)\ifl(x) .

- Zatim se parcijalni izvodi funkcije F po svim promenljivim' izjednace sa nulom. Dobija se
sistem od n+m nelinearnih jednacina sa n+m nepoznatih:

(23) S v~p(x_)+ i;zlkivfi(X) =0

fi(x)=0, i=1l,..m v
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Prema teoremi 6.2.1. sva lokalna reSenja problerria (2. 2) se (pbd navedenim 'usloirin'la) »

nalaze medu redenjima dobijenog sistema. Razume se, treba proveriti koja re§en]a ovog
sistema predstavljaju lokalna re§en]a problema (2 2)

PRIMER 6.2.1, Naéi _ »
'mjn{3x2-i-2y.2|x+4y=5}.. o o
Funkcije ¢(x,y) = x2 + 2y2 i f(x,y) = x+4y-5 irﬁaju neprekidhé prve parcijélne

izvode za svaki (x,y)GR2 Jacobi-eva matrica je [I 4] i njen rang je 1, dakle jednak je. -

bIO]U ograni¢enja, Prema tome, moZemo pnmemtl metodu Lagrange-ovfn mnozilaca
Lagrange-ova funkcx]a Je e ' :

F(x,y,)\) 3x + zy2 + 7\(x+4y—5)

Uslovi (2.3) su o
D FxyN . o
'_(i’y—lf—'6x+R=O)
X - - L.
._(i‘_,y—’l).=4y+4k=0
.ay I
9F(x, SRR .
M=X+4Y—5=O.
).\ :

Odavde je x = — \/6, y =—A. Zamenom ‘x iy u poslednjoj jednaZini dobijamo A = —6/5.

Prema tome, tacka (x,y) = (0.2, 1.2) je jedina tatka koja zadovoljava neophodne uslove
" optimalnosti. Lako je videti da je ona zaista reenje postavljenog problema : '

- Da bismo primenili Lagrange-ovu metodu mnozﬂaca ina problern nehneamoo :

progra:mranja _
(2.4) min {p(x) |XEX}
X= {x€R"|fx)=0, i=1 ml, £(x) <0, 1—m1+1 m}

ograniéenja u obliku nejednakosti treba. transformlsatx u ograméen;a - Jednakostx uvode-” —_
njem odgovaraju¢ih dopunskih promenl_;mh Zadatak nelmeamog programuan]a tada do- ) o

bija 51edec1 oblik:
(25)  min {p(X)Ix€X} : __ o
X= (x€R™ () =0,i = 1, .., my; f)+v7 =0, i=my*, ., m}

“Primetimo da su problerm (24)i(25) ekvwalentm Na problem (2.5) se pod ranijim
pretpostavkama, moze primeniti Lagrange-ova metoda mnozilaca. Lagrange-ova funkcx]a :

je sada
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F(x,w,v)=¢(x)+ _E wifl(x)+ - E 'wl(f(x)+v )
, . = m+
gdesuwl,
PRIMER622 Naél

l, ., m Lagrange-ow mnoz10c1

- min {x+y+zlx+y 0 x +y2+z <4}
Transfomusam problem glasi SR O T I I T

mm {x+y-lz I x+y 0 x2+y2+22+v2 = 4}

L Lagra.nge ova funkcqa je

‘ F(x,y,zw ) x+y+z+w1(x+y)+w (x +y +z +v2—4)
 Daljeje - | el

G =]ltwW,+2xW, =0  —=14+wy+2 =0 — = 1 4+ .2z =0 ..
o 1TE T v 17Y¥y AR AWy E
§£—2vw2-0 S ’aF x+y 0 . ?E— 2~l~y+z+v2--'4',=.0v»..

Izsz,-ogedlv omwz—o Zaw2 osistemjenesaglasm.Zav=0iw2#0,1ako
' sedobqada;ex y= OOdavde]e L _ S S

‘1’-—1x 0,y=0,2=12, wz—_+l/4v 0.

- _Muumum se dostize u taéki (0,0,~2), 4. gamm «,9(0 0 —2) =-2. (Uslov 0 rangu Jacobl- L
- -eve matrice je ispunjen jer je rang matrice T v R

1 I o 0 ’
= w22 v

'na skupu d0pust1v1h tataka Jednak 2) _ . -
' . Ideja izlozene metode je Jednostavna Medunm u pl‘akSl je ova metoda gotovo .
: néupotreblpva Naxme -primenom Lagrange-ove metode se problem optimizacije svodi na
- problem redavanja sistena nelinearnih Jednacma §to je problem gotovo iste tezme Pn- e

© © tom se broj promenljivih uve(:ava ’

' " Uopstenjem Lagrange-ove metode su se maée bavili mnogx matematléan kao npr ':- : .
Do_m [D.7], Everett [E.1], Falk {F.1], Takahashi [T.1], Zwart [Z 6] Y novge vieme .

_ . postoji vise uopstenja na probleme sa ograni¢enjima u ‘obliku nejednakosti sa dodatnim
- uslovom da x- pnpada konveksnom kompaktnom skupu (videti Benders [B.5}, Falk [F.1].. . -

B Roode [R 5])ima probleme s ograméen]lma u obllku ]ednakosn (v:detl Powe]l (p.10],
Lootsma [L.4], Hestenes H 4] Fletcher [F6]}, Haarhoﬁ' i Buys[H l]) ViSe o ovim meto-» v
dama motze se naciu Lootsma [L 5] ' '
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6.3. Metode spoljasnjih kaznenih funkcija

Razmatramo slede¢i zadatak nelinearnog programiranja:
(3.1 min {p(x)|Xx€X}, X={x€RM|£(x)<0,i=1,..,m}

gde su p(x) if (x)
teorema 1.4.5 i 146 iz konveksnostl a odatle 1neprek1dnostl funkcljﬁ fl(x) o T (®)

sledi zatvorenost i konveksnost dopustivog skupa).

Osnovna ideja metoda spoljasnjih kaznenih funkcija sastop se u izmeni funkcqe :
cilja (x) na takav naéin da ona za svaki izlazak iz dopustive oblasti X pretrpi beskonaéno _

veliku , kaznu®, Znaéi, ,,kaznem dodatak* bi trebalo da bude sledeceg oblika:

0, x€X
M= { e xgx.

Pro§ire_né funkcija cilja bi glasila (. 3.1):
F(x) = ¢(x) + q(x)

Cp(x)

(x) + q(x)

F(x)

. f (x) konveksne funkcije na R™, (Primetimo da, na o'snovu'

] - M i :
H . ~ Tox

SL. 3.1

Jasno je da ée . x* biti optlmalno za zadatak (3.1) tada i samo tada kada je x* resenje

zadatka bez ograniCenja
min {F(x) j xGRn}

Metode spoljasnjih kaznenih funkcija se sasto;e upravo u aproksunacul funkclje q(x)
nizom kaznenih funkcija koje su ;ednake nuli na skupu X, a ,,priblizavaju” se funkciji

q(x). Definisimo sada niz funkcija koji ée ispunjavati gornje zahteve:




MATEMATICKO PROGRAMIRANIJE o 119

'DEF'NICIJA 6.3.1. Niz funkcija P2 R —+R k=1,2,. nanvamo niz spoljainjih kazne- :
nih funkcija za skup X ako i samo ako su za svako k=1, 2 .. ispunjeni uslovi -
LP(x)=0, . o x€X :

2. Pk(x)>0 N - x¢X
3. Pk+1(x) >P(x), x&X .

4. Pp(x) > too, k> o0, xEX

Zadatku (3.1) ¢emo pridruziti niz zadataka bezuslbvne optimizacije: =
(32) R mm{Fk(x) ¢(x)+Pk(x)leRn} k=1,2,.

Geometnjska mterptetacxja niza funkcqa (Pk(x)) odnosno niza zadataka (3 2) data h
: _]e nasl 3.2, : :

N sL32
Ocigledno Je da posto_u mnogo naCina na koje mozemo konstruisati niz spoljasnjxh
kaznenih funkcija sa gornjim svolstvuna Lako je proveriti da je niz -

P00 =t i;z] fmax {0, f,-(x_)}] , k=1,2,.., >0

. niz spoljasnjih kaznenih funkcija ukoliko je
o<y <y <. <tk<tk+1< N o
i tk = 400 kad k - o0, Za § =2 dobija se ]edan od najéesée koris¢enih oblika niza spol]as-_’
njih kaznenih funkcija. Ukoliko su funkcije f; (x) i= » m konveksne i 8> 1.konvek-
sne ée biti i funkcije Pk(x). Osim toga, ako su fi(x), i= l, ..., m diferencijabilne fimkcije i
8> 1 tada ée i funkcije P(x) biti diferencijabilne. T '
Metoda spoljasn_uh kaznenih funkcija data je slede¢im algontrnom

ALGORITAM 6.3.1. lzabrati niz spoljasnph kaznenih funkcua Py R" >R, k= 1 125 e



120 T V.VUJCIC,M.ASIC,N. MILICIC'

Korak 1. Izabratl taéku X € Rn Stavitik = 0
Korak 2, Zameniti k sa k+1
Korak 3 39aéi takvu tadku x; € R" da je

- Fyxy) = min { Fk(x) ¢(x) + Pk(x) | X€ R“}
Kook 4. Ispitati da ki x. €X. Ako Jeste STOP; resen]e Je xk, maée 161 na korak 2.

Uz odredene pretpostavke (koje ¢emo dalje prec:zxratl) taéke nagomilavan]a niza -
bezuslovnih minimuma (x; ) predstavl;aju resen}e problema 3. 1) U dokazuna éemo kons-
tltl sledeéu lemu: ;

LEMA 6 3.1. Neka j je 1!1 R'l -+ R konveksna funkcga E konveksan zatvoren skup i neka

postoji x| €E tako dajeskup K= {x €E | ¥(x) < w(xo)} ograméen. Tada je za svakx.hf

cERskup K, = {x€E{Y(x)<c} ograniGen.

DOKAZ: Dovoljno je razmotriti slugaj dz(xo) <'c. Pretpostavimo da je za neki takavAHro}j -
¢ skup Kc neograniCen. Neka je skup K sadrzan u kugli S poluprednika Isa centrom i Xor
Budu¢i da je K neograniCen skup postoji niz taaka (x), xy € K, k € N, takav da
lixy |l = +00 kad k > o. Neka je niz (v, ) definisan sa : ’ ‘

. : X: —X - -
= k "o = -

Y, =X, +2r ,k=1,2,..
KT g x fl "

Niz (y;) je ograniCen; neka je y tatka nagomﬂavanja tog mza i neka Y —*y, k GL C N
"~ k—~o.Kako je . .
_ 2r :
Iy xon llxk—x ik
iza dovoljno vehko kje 2r/|lxk—-x ] < 1 iz konveksnosu skupa Ei funkcge ] sledx " :

=1 ) x

gl ”’( °) b _xou “’(’-‘k)_;_:
I xon)_ v+ ux =

'l'()’k)<( -

<(1-

Stavljajuéi k = oo, k€L bice, s obznom na neprekldnos;t funkcue ll/
YD<SUxD .

Kako je skup E zatvoren,y €E i, dakle,y €K. Meduum

Iyg—x,lt = vr '

pajei
- HY" xo‘“= a>1 ,
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§to se prot1v1 pretpostavc1 daj Je skup K sadrzan u kugh S.e
: Sledeca teorema precxzna uslove pod kopma je algontam 6. 3 1. dobro deﬁmsan

TEOREMA 6.3. 1 Neka su p(x) i f 1(x) £ (x) u problemu (3.1) konveksne funkcije,
neka e X # gi neka je Pk Rn >R, k= 1,2, ... niz konveksnih spoljasnjih kaznenih
funkclja Neka Je tacka X, kojom poginje algontam 6.3.1 takva daj ]e slcup

_ {xéR“I&p(XKtp(xo)}
ograméen Tada = -~ R '
- (i) problem u koraku 3 algontma 6 3 1ima re§en3e za svako k€N
(i) ukoliko xk, resen]e problema u koraku 3 algontma 6.31, pnpada skupu X onda Je
© X optimalno resenje. problema (3.1):
" (iii) niz (xk) je ograméen _ _
' DOKAZ (1) Dovoljno je dokazatl daj Je za svako k skup
' {xeR" | Fk(x)< Fk(xo)}

'ograméen Neka z€ X s obzirom da j Je skup {x € Rn lp(x)< (,a(XO) } ograméen prema
‘lemi 6.3.1 je i skup {xERY| ga(x) <e(2)} ograméen Funkcxja Fk(x) w(x) +. Pk(x) je

- konveksna kao zbir konveksm’h funkcx]a ivazi .

- R®> o), k(z) op

" Stogaje ' - _

A {xER“|Fk(x)<Fk(z)}c {XERnlw(X)<¢(Z)}
te ]e skup {x E RY|F, k(x) < Fk(z)} ograméen Prema leml 6.3. 1 ograméen Je i skup

2 { x€RM Fk(x) < Fk(xo)}, sto je i trebalo pokazati.. . - -

(i) Neka xk €X. Tadaj jeza svakix € Rn 1spun3eno _

} LCELTONEIOVE

Specgalno zaxEX 1mamo PR

o w(X) Fy(x) > ¢(xk)

pa jexy optunalno reSenje probIema @y
(m) Neka jez prmzvol;na tacka iz X. Kao u (i) zakl;uéulemo da j je svaki skup

Yy = {x € RY| Fk(x) < Fk(z) }

_ fsadrza.n u skupu {xe Rn | .p(x) < ¢(z)} 2 ova] skup j ]e ogramcen Kako xkE Yk’ niz
. _‘(xk) ]e ograméen L : . S .

" Sledeéa teorema daje uslove za konvergencxju metoua spol;asnph kaznemh funk-
: cija‘_; : ' : '
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" TEOREMA 6.3.2. Neka su ¢(x) i £;(x), -, f,y(x) U problemu (3.1) konveksne funkcie,
neka je X # @ i neka je Py R™ - R, k = 1, 2, ... niz konveksnih spoljasnjih funkcija. -
Neka je (xp) niz tadaka generisan a]gontmom 6 3 1, pn c‘.emu Je X, tatka takva da j i

skup {x ER™ [¢(x) < () } ograniéen.

Tada je niz (xj).ili konaéan i posledn;a tacka je optxmalno re§en1e problerna (3 1) _

i beskonaéan a svaka tatka nagomﬂavan]a je optimalno reﬁenje ptoblema (3 1).
: DOKAZ Prema prethodnoj teoremi niz (xk) moie biti konaéan samo ako pOSledn]a

tatka tog niza predstavija optlmalno refenje problema (3.1). Pretpostavimo, dakle, daje
niz (x;) beskonagan. Neka j jé x* tadka nagomilavanja niza (xy)- Dokazimo najpre da x* -
pripada X. Kako je X zatvoren skup, iz x* GE Xbi sledilo da postop zatvorena kugla U s

" centrom x* takvadaJeUnX 8. NekaJe :

ummP(x)
kEUk

" § obzirom na kompaktnost skupa U i deﬁmcuu funkcx]a Pk(x) ]e “k > 0 a s obzn'om na .

svo;stvo 3u deﬁmcle 6.3. 1 imamo da
| b too, ke, |
| _Neka jez E X inekaj je- k, pnrodan bl'O] takav daj Je _
¢(x)+pk>¢(z)zaxEU1k> k .; o
szma]uél k > k itako da je xk G U dobljamo ‘
R R > o) * i > o= 0(2) + Pk<z)

“sto protlvreél naginu- bmm]a xk, op1sanom u koraku 3 algontma 6. 3.1 Dakle, x* € X
.~ Pretpostavimo'da x* nije optimalna tacka, 1. ‘da postoji’ taéka X E X ta.kva daj ]e
o(X) < q;(x') Neka je V okolina taéke x* takva daza svalq X G V va21

e(x)>p(). _
Neka je k takav prirodan bioj da xg €EV. Tada Je

Fylq) =o(x) + P (xk)>sa(x )>¢(x) so(x)+Pk(x) -F (x)

$to se protivi nacmu biranja tatke Xy (korak 3 algontma 6 3 1 - 0

Napomena U dokazu teoreme 6.3.2. kori3¢ena j Je samo neprekldnost funkcqa e(x)
i Pi(x).. Pretpostavka o konveksnosti p(x) i Pp(x) kao i pretpostavka o ograniGenosti
skupa { x € R [ o(x) < ¢(x°)} obezbedUJu da niz (x;) bude dobro definisan. Prema

. tome, tvrdenja ‘teoreme 6.3.2. ostaju na snazi ako -se pretpostav1 samo neprekidnost

funkcija p(x) i Pk(x) i postojanje (globalnih) minimuma problema

min F(x) -
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za svaki pnrodan bro; k

Na kraju rezimirajmo osnovne osobme metoda spoljasnjih kaznenih funkcija, Pred- '
nosti su sledede: :

~ — podetna tacka u-algoritmu 6 3 1 ne mora biti dopustzva _
— metode se mogu -primeniti na probleme sa ograni€enjima u obliku jednakosti i
_ nejednakosti. -

Osnovni nedostatak je sto se na svakom korak re§ava problem mmnmzacqe bez ogranice-
nja, koji se; uopste uzev, moZe samo priblizno Tesiti.

PRIMER631 Naclmm {x -6x|x<2}

Lako se vidi da je re§enje x* = 2. Poka21mo kako se do n]ega moZe doéi primenom
metode spoljasnjlh kaznemh funkcga Neka je

Pk(x) tk[max(Ox 2)] -
Fk(x) x2 —6x+tk [max(0, x—2)]

gde je (t}) monotono rastuéi niz pozitivnih brOJeVa koji tezi +eo. Funkcija Fk(x) je kon-
veksria i neprekidno diferencijabilna za svako k, pa se minimum moze naci dlferenm-
ranjem. Imamo -

Ay |
E =2x-6+ Ztk [max(() x—2)]

Resévanjem jednaZine
i
dx.
dobija se .. 4tk+6
T

Kada k - o, xk->2 paJex“"Z Prnin =9(2) = —8
6.4. Metode unutrasnjih kaznex_ﬁh funkcija

R;izmatra.rho pfobleni nelinearnog programiranja o
@1  min{e(x)|xEX}, X={xERM|£()<0,i=1,.,m} .
Ideja. metoda unutrasnjih kaznenih funkcija ili metoda .barij’efa za re§a\}anje ovog proble-
ma sli¢na je osnovnoj ideji metoda spoljagnjih kaznenih funkcija: i ovde se kaznena funk-
cija q(x) aproksimira nizom funkcija koje se priblizavaju ka q(x), ali iz unutrainjosti
dopustivog skupa X. Drugim re¢ima, kazneni dodatak ovde predstavlja barijeru protiv
izlaska iz dopustive oblasti.
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DEFINICIJA 6.4.1. Niz funkefja Bz X >R, k=1,2, ... nazivamo niz unutrasnjih kazne-
nih funkcija ili niz banjernih funkclja za skup X ako i samo ako za svako k=1 ’2,' ... vazi
: L 0<By, ()<By(x) zax eX |
2. B(x)=+0, koo zaxeX
3. Bk()lj)"“,jf’“ » zamako_umz(x])takavda]exjeij 1,2,. )
' ' XJ*X*eaX]"’W' :

gde je X unutrasnjost skupa X adXx n]egova gramca* v
. Pomoéu niza barijernih funkcga problem (4 1 éemo zameniti nizom problema :
minimizacije na otvorenom skupu X: ' '

“.2). - min {Yy(x)= ¢(x)+3k(x)|xe>°<}, k= 12

Geometnjska interpretacija niza barijernih funkcga (Bk(x)) odnosno niza problema (4 ”)
datajenasl 41isl.4.2, respektnno : :

I
N
U

e ———

S1.4.1 S 5147 -
Otigledno je da i ovde postoji mnogo ‘nagina 'za 1zbor mza barijernih funkcua sa
navedenim osobinama. Zbog uloge koju te funkcije xmaju vazno je da orie budu neprekid-
ne, odnosno diferencijabilne, da bi se mogla pnmemtl neka od metoda za bezuslovnu
optimizaciju. U sluéaju kada su funkcije fl’ s £, konveksne i zadovol;avaju Slater-ov
uslov vazi (teorema 2.1.4) ' : :
X= {xERn_I fi(x)<0,i= 1,..,m}

3X = {xE€R"| f(x) = 072 barjedo i€ {,..,mp

*U hteratun se éesto uslov 1. uostavlja $to povlaél izvesna usloznjavan]a u dokazxma _—

koji slede.
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1% =X, pajelako ’p_roveriu gia josiz
Bk()—+~a—v o vk=1,2,...
tk lzl f(x)
_mz anutrasnph kaznenih funkcqa ukoh’ko je
O<t1<t2< <tk<:tkﬂ

g b 5 oo, o, kad k > oo, Primetimo da su funkcye By (x) konveksne (videti teoremu 1.4. 4)
Ako je i p{x) konveksna funkcija onda je niz problema minimizacije (4.2) niz problema
- konveksnog program:rama .

M etoda unutradnjih kazneruh funkcga data je sledeéun algontmom.

- ALGORITAM 6 4 1. Izabrati niz barijernih funkc:]a By X~ R,k=1,2

3 vy eee

Korak 1. Na¢i tacku Xq E X Staviti k= 0
Korak 2. Zameniti k sa k + 1
Korak 3 Naéi takvu tacku xk eXdaj je

ll’k(xk) min {‘Pk(x) o(x) + B(x) [ x €X}
Korak 4, Iél na korak 2.

Za reSavanje problema u koraku 3 algorxtma 6.4.1 ‘mogu se primeniti metode bez-
uslovne 0ptmuzac13e jer funkcye Bk(x) onemogucu;u wizlazak™ iz skupa X. Primetimo da
se u praksi u ovaj algoritam obino ugraduje korak u kome se proverava da lije Vo(xy)=0
i ukoliko jeste postupak se zaustavlja,

Sledeéa teorema daje uslove pod kojima je algoritam 6. 4 1. dobro definisan.

TEOREMA 64.1. Neka Je u problemu CH)) X, € )4 taéka takva da j Je skup {x € X|
] ',,(x) < (p(’( )} ograni¢en, neka su funkcue zp, i, f konveksne na R™ i neka je
By X—»R k=1,2,..niz konveksnih barljermh funkcija. Tada

(i) Problem u korakb 3 algontma 6 4. 1 ima re3enje za svako kEN.
(i) Niz (xy ) je ograméen

DOKAZ: (i) Funkcija yk(x) p(x) + Bk(x) je konveksna kao zbir konveksnih funkcga
S obzirom da je skup {x € X | ¢(x) <ga(x )} ogranigen, a Bk(‘{) >0zax € Xsledl da
- je funkcija Vk(x) ogramcena odozdo na X. Stoga postoji

A= mfo ’J/k(x)

cxEX

O

Pokazimo da se ovaj mﬂmum i postize. Ne},a Je () )mz tadaka iz X takav da xpk(yj) >\,
jree. Prema lemi 6.3.1. skup

CxEXIp<M)
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je ograniéen S obzirom da j je Bk(x) >0zasvakox € )°( ogranicen je i skup :
o {xe)"(|¢k(x)<x+1} o
Stoga je niz (y ) ogranicen, Neka jey taéka nagomﬂavan]a ovog niza i neka
J»y1+~JEL | AN
Dokazimo da ¥ Y pnpadaX. Zaista, ako bi bilo yE ax onda b1 bilo . .
- B, joes, .JGL 'v . ,
' sto je nemoguéno Kako je \bk(x) neprek1dna u taékl y (v1det1 teoremu 14 6) n'namo ) :
‘l‘k(_) A, . : : : -
ito je i trebalo dokazati. _ _ , _ ) ‘
(u) Skup A {x X} cp(x) <¢(xo)+1 }]e neprazamprema lem1 6. 3 1 ograméen. L
Za k dovoljno veliko j je ' fa :
" Byx)<1,
paje _ ' ST
| w(xk)<¢k(xk)< wk<xo) <¢(xo)+1 e
odakle sledi dax, €A ¢ o

Sledeca teorema daJe uslove za konvergencgu metode unutrasnph kaznemh"
‘funkcua : : -

TEOREMA 6.4.2. Neka je x| ef(tacka takva da]e skup (xeXx |«,o(x)<cp(xo)} ograni-
éen neks su funkcije ¢ i fl’ < £ u problemu (4.1) konveksne i neka je By: X -+R,
=1, 2, ... niz konveksnih banjermh funkcga ‘Neka Je (xk) niz taéaka generisan algont—
mom 6.4, l Tada : .

(i) Niz (x; ) ima tataka nagomﬂavan]a :
(ii) Svaka tatka nagomilavanja niza (xk) ]este 0pt1malno resen]e problema ( 4. 1)

DOKAZ: (i) Prema prethodno; teoremi, niz (xk) ]e og:améen pa post031 bar ]edna taéka C

nagomilavan;a e ol
(ii) Neka je x* tatka nagomxlavanja niza (xk) i neka 3 L
- X > x* koo, kEL, S :
S obzirom da za svako k vazi Xy € X cX, blée x*€X,jerje X zatvoren skup Pretposta- '
vimo ‘da x* nije optimalno resenje problema (4.1), tj. da postop tatkaX €X takva da je
P(X)<w(x*). o

Posto je ¢ neprekldna uxi poito je X X posto;aée taéka x € X takva da je ¢(x) < q:(x*)
Neka je
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n=p(x*) —¢(X)
ineka je k €L toliko veliko da je
_ plx) —oxI<n/2 1 B(X)<n/2.
Tada je ~
p(x ) >0(x*) —n/2=p(X) +n/2,
te je - . - ‘
@+ B <)+ 1/2 <o(xy) <olx) + Byx,)
§to je u kontradikciji sa naGinom b"iranja' Xy opisanom u koraku 3 algofitma 6.4.1. ¢
Za razliku od metode spoljasnjih kaznenih funkcija, metoda unutrasnjih kaznerih
- funkcija generise niz dopustivih tacaka. Medutim, ona zahteva da je unutrasnjost dopus-
tivog skupa X neprazna i da poCetna tatka x, pfipada unutrasnjosti skupa X. Slozenost
odredivanja poCetne taCke otezava primenu ove metode, '
PRIMER 6.4.1. Na¢i .
min {3x/5-2]2-x<0}.
Optimalna tatka je oéigledno x* = 2, Pokazimo kako do nje mozemo doéi prime-
nom metode barijernih funkcija.
Neka je niz barijernih funkcija By (x) dat sa

11

B (x)=—=— —,k=1,2,..5x>2
K t 2—x
gde je (tk) neog_rahiéen monotono rastuci niz pozitivnih brojeva. Tada je
3x 1 1
X)=— -2 - —. ;
. wk( ) 5 tk 2-x

ovde je o _

X={x]x>2}.

Kako je funkcija ¢k(x) diferencijabilna, optimalno reSenje mozemo naéi diferenciranjen:

d_3_ 1 1

x5t (fi--x)2

paiz

*

© dobfjamo x, = 2 ++/5/(3t). Stavljgjuéi k - o, nalazimo x, - x* = 2.

* U primerima 6.3.1 16.4.1 izbor pocetne taCke x | ne igra nikakvu ulogu u daljim raz-
matranjima jer se minimizacija u keraku 3 algoritama 6.3.1 i 6.4.1 visi analiticki (a
ne pribliznim metodama, §to je inaCe u primenama redovan slucaj).
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-

6.5. Metode meSovitih kaznenih funkcija

U prethodna dva odeljka izloZili smo prednosti i nedostatke metoda spoljasnjih i
metoda unutrasnjih kaznenih funkcija. Videli smo da su za neke probleme metode unu-
tranjih kaznenih funkcija neprimenljive (kada je X= @), a da je osnovni nedostatak
metoda spoljainjih kaznenih funkcija da generiSu niz tataka koje ne pripadaju dopustivom
skupu. Kada je iz prakti¢nih razioga potrebno da su neka ograniCenja zadovoljena sve
vreme Korisno je primeniti algoritam kombinovan od algoritama unutrainjih i spoljasnjih
kaznenih funkcija, Taj ce algoritam obezbediti da su neka ograniSenja zadbvbljena u toku
celog raunskog procesa, dok Ce ostala bm zadovoljena tek u gramc1 Kao'i ranije, posma-
tramo problem

(5.)  min {p(x)IxEX}, X={xERM{X)<0,i=1,..,m}

Defini§imo sada niz meSovitih kaznenih funkcij‘a Smatraéemo da j'e skup indeksd ograni-
gemja I = {1, ..., m}podeljen u dva disjunktna neprazna podskupa I; i I2 Niz meSovitih
kaznenih funkcga je tada sledeceg oblika:

Mk(x) Pk(x) + Bk(x) k=1, 2

Funkcije Pk(x) i B, (x) imaju osobine analoone osobinama datim u deﬁmcxjama 6.3.11
6.4.1, respektivno, Razlika je samo u tome §to je funkcija Pp(x) deﬁmsana u odnosu na

= {x€R"| f(x)<0,i€l;}
a funkcija Bk(x) je definisana u odnosu na skup Xz, gde je
Xy = {x€RMf(x)<0,i€L,}.

Oblast definisanosti me3ovite kaznene funkcije je dakle skup X2 Pretpostavxmo da je
izbor skupova Il i L, takav da je X,, #0.

Algoritam metoda me3ovitih kaznenih funkcija je analogan prethodnim algontmxma
kaznenih funkcija. :

ALGORITAM 6.5.1. Izabratl niz spoljainjih kaznemh funkcija Py: R® >R iniz unutras- ‘

njih kaznenih funkcija By : X2 +R,k=1,2,.
Korak 1. Naéi tacku X, € X'\ Stavitik=0.
Korak 2. Zameniti k sa k+l
Korak 3. Na¢i takvu tacku X € )% daje
Gy(x;) = min { Gy(x) = p(x) + Mk(x) Ix€ i }.

1éi na korak 2.

Teoremu o konvergenciji ove metode dali su Fiacco i McCormick 1968. godine.

Ona glasi:
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TEOREMA 6.5.1. Ako su funkcije p(x) i £}(x), ..., f,(x) konveksne, skup X; N X,
neprazan a dopustivi skup X je kompaktan tada '
. () Za svako k €N postaji tatkax, € X2 koja minimizira G. (x) na )%2

(i) Svaka tacka nagomilavanja niza (xk) je optimalno re3enje problema 5.1).

Dokaz se izvodi analogno dokazima prethodnih dvaju teorema o konvergencm :
B moie se naéi u [F.4].

Kod metoda mesovitih kaznenih funkcga (kao i kod metoda unutraﬁnp.h kaznenih
funkcqa) je za zapoém]an]e raCunskog procesa potrebno imati tatku x, € X2 {odnosno

Xy € X) Opisacemo postupak za na.laien;e takve taCke kop su predlozih Fiacco i
".McCorrmck.

Pretpostavimo da su funkcge fl(x) i€ L konveksne i da 1spun]ava]u Slater ov
'nslov Tada je (videti teoremu 2.1.4) .

x2 {xERnlf(x)<0 i€L,}.
_ Neka je data tatka x ko;a ne zadovoljava sve navedene ne]ednakostl Razmotnmo
skupove : '
S= {selzlf(xo)>0} i T= {t612 If(x )<0}
Nekaq €S. Resavan]em problema .
' - rmnf(x)zaxE{xGRnl {x) <0, fET}
metodom unutrasnph kaznenih funkcija (pri emu je X, poetna tatka) u konagnom
broju koraka ¢e se dobiti tatka Yo 22 koju je f (yo) < 0if(y)<0,tET. Opisani

postupak ponavijamo, smanjujuci svaki put broj ograméenja koja-nisu zadovoljena bar za
- jedan. (Primetimo da se u poetku postupka moze desiti-da je T = @; za prvi problem se

B _ .u tom slucaju moze npr uzeti min fl(x) zax €RM), -

Na kraju, konstatu]mo da eﬁkasnost svih metoda kaznenih funkcqa zavisi pre svega
od izbora niza kaznenih funkcija i od efikasnosti primenjene metode za bezuslovnu opti- -
mizaciju :,,ptoéirene‘_‘ funkcije cilja. Najefikasnije .metode bezuslovne optimizacije su
metode konjugova'nih gradijenata i promenljive metrike, za koje je vrlo bitna dobra uslov-
‘jenost hesijana. Medutim, zbog osobina koje treba da zadovolji niz kaznenih funkcija,za
. veliko k je hesijan obi¢no lose uslovljen. Ova nepogodnost razmatrana je poslednjih godi-
" na, pa je predlozeno vile modlﬁkacqa kaznemh funkcija (Luenberger DG. L. 6] Avnel

M.[A.7]). :
" . Napomenimo jo§ da za metode kaznemh funkcija ne posto;e ocene brzme konver-’
géncqe i da se zaklju€ci 0 efikasnosti uglavnom baziraju na eksperimentainom iskustvu,

. ZADACl'

1. Neka je (xk) niz taéaka genensan algontmom 6.3.1. Pokazau daj ]e niz (¢(xk)) monoto-
no nerastuél
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2. Neka je niz (x)) generisan algontmom 6.4.1. Pokazan da Je niz (go(xk)) monotono
opadajuéi. _ : _ .
" 3. Naéi vrednosti x; 1x2 koje nnmmlzlraju funkcxju (p(x) x 1 + 4x2 ~ax i zadovol;ava-
_ Juuslov2x2—x1-12 : S , 1. »
4. Pokazati da se skup stacionarnih tadaka funkclje ¢(x) = x1 + x% uz ogramcen]e
xjt x% ~-5=0 sastoji iz dvaju tacaka nunnnuma i Jedne tacke maksimuma. -

5. Naci najkrace rastojanje od tacke x, = (1, 0) do knve 4x; - x2 =0: a) duektnom

eliminacijom jedne od promenl_;mh i b) Lagrange-ovom metodom Da L se dobua isti
odgovor u oba sludaja? : .

6. Naéi minimum funkcije p(x) = xlxz,x (x1 , x2) € R , pri ograméenju x%+x2—”5<0

7. Naélmm {4x1+5x,,|2x1+3x —6=0}.

8. Nati dimenzije zatvorenog cilindri¢nog rezervoara date.zapre'mine'V koji ima nummal .

_ nu povrsinu P. :
9. Nacimin {x3 - 2%, —~x2|x3 +x3— 1 <o}
10. Naéi min {x +x2+x le +x%+x3 1}.
11. Rediti sledeée probleme sa ograméenpma konscenJem metoda kaznenih funkeija:

a) min (x3-.—6x2+1 1x+z) u_z uslove

%2+ y2 —z2 <0,
xz_,+y2 +22>4 ,
_ z <5,
x=20,y=>0,2=0; ‘ _
b)  min[(x— y)2 + (y—z)4] uz ograni¢enje x + xy2 +z%= 3 '
12. Za problem nelinearnog programiranja obhka min { ¢(x) | f. (x) 0 i=1, ..,Ax'n} defi-
niSe se spoljasna kaznena funkcua na sledeéx nadin:.

B, 60 =9+ 3 £0F * 8> 1~ konstanta.
. : i= ) . o
a) Prizﬁeniti metbdu spoljasnjih kaznenih funkcija na problem:

min {= (x,Qx)-i—a(b,x)l sz =0, xeR“},

gde je Q nesmgularna simetri¢na matrica takva da je: (x,Qx) > 0 za sve X # 0za ko;e je

' Elbx =0. Vektorb#Oxbro_1a>Osudat1
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~ b) Neka je t, = (k+1)/2 i8= 2. Pokazati da je niz minimuma (x, ) definisan sa

_ -—aQ'l b | 3
xk T 1
- 1+(kt1) 6,Q7D) ‘ S S
13, Naéi min { 4x4 + 5y2 | 2x + 3y = 6} koris¢enjem spoljatnje kaznene funkcije iz
zadatka 12. . '



GLAVA VII

METODE ZA DIREKTNO RESAVANJE PROBLEMA
NELINEARNOG PROGRAMIRANJA

U-ovoj glévi ¢emo razmatrati problem oblika
min {(x) | x€X} .
X={x€R"|(a, x><b J=1,. ,m, 1(x)<o i=1,.,p}

gde su o, fi’ i=1, .., p,neprekidno dlferencgabxlne fun.kcx_]e Ograméen;a smo iz praktig-
‘nih razloga podehh na linearna (prvih m) i nelinearna. Ukohko nema nelinearnih ograni-
Genja, tj. p = 0, govorimo o problemu sa linearnim ograni¢enjima, Nave$éemo dve metode
.za probleme sa linearnim ograni€enjima i jednu za opti stucaj. Metode su oblika

Xp41 = xk+aksk k=0,1,2... ,

gdeje s € R™ pravac a o > = 0 korak takav da je p(x +°‘Lsk) <o(x)) ixp 41 €X. Metode
ovog oblika nazivaju se metode moguéih pravaca (methods of feasible directions) ukcliko
je za svako k pravac s, mogué, tj. takav da x; tas, € X za svako 0 <a<fif dovoljno
‘malo i ako je uz to ispunjen uslov <V¢(xk) sk) < 0. Drugim re€ima, ..kretanjem* duz
pravca s ne napustamo odmah skup X i duZ tog pravca funkcija cilja y Iokalno opada.

Jasno je da je pri odredivanju skupa moguéih ‘pravaca u taékl Xk dovoljno uzeti u obzir

samo ograni¢enja aktivna u Xy S . _
Rad1 Jedrostavm]eg izlaganja u daljem ¢&mo pretpostav1t1 da je a resenje problema

mm{sa(xk+ask)la>0 xk+taskEX 0<t<1}

Ukoliko je o4 izabrano na ova; natin sledi da su sve taCke izmedu xy, i Xp41 dopustive.

Metode moguéih pravaca su predmet mnogih Glanaka i monooraﬁja (Zoutenduk
[Z.4], Zangwill [Z.3], Polak [P.4]). Prougavanje ovih metoda je slozenije od proucavanja
metodd za bezuslovnu optimizaciju zbog pnsustva ogramcenja Naime, nije dOVOl_]HO
obezbediti da bude za svako k

(sk Vo) < —p 1e(x i *

* Uporediti sa glavom V.
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jer s moze desiti daza svako k ovaj uslov buae zadovoljen adaniz (xk) generlsan meto—
S _dom mogucih pravaw konvergxra ka tacki ko;a mje stacxonarna, §to se vidi iz sledeéeg
e pnmera. Neka j je dat probiem ‘ »

mm{3£1+2£2 $3|(’4’1:52,53)€X}
X= {(31,52,53)ER igl>o 52>o z3>o g3<100}
,;v-NekaJex = (1 OO)mekaJe oy : .
sk (—1 +1 0) zak pamo
sk (+1 —2,0) zak nepamo » _ '
.(ak éemo kao §to Je ramje reéeno b:rau mmmuzacgom) Genensam niz tataka j ]e e
’ xk ( 1/2 0, ' 0) ‘= kparno '
‘( 0 :l/2k 0 ) zaknepamo

I.ako Je ptoventl da Je za svako k s e e T
L ' '; —= u Vw(xk)ll

‘f‘Medutlm, xk—>(000) k-—)w ataéka(OOO) mje staclonama LT R
Ova po;ava se naziva. cik-cak kretanjem (z'gzaggmg) a prouzrokovzma ]e tune §tos -
’ cgmmcema ,,Pnsﬂ;avaju korak ak da ‘tezi nuli. Pri konstrulsan]u metodd mora se VOthl

‘1atuna da se ova pojava izbegne. Kod neklh metoda to se postiZe uzimanjem u obzir _. '

_svih ogramcen;a pri odredivanju pravea sy (2 ne samo aktivnih);kod drugih se pak t0 pos-
txze uznnan;em u obzir aktivnih i ,skoro aktivnih“ ograméen]a Primer- za' prvi nadin:
izbegavanja c1k-cak kretanga je-Frank-Wolfe-ova metoda opisana u odeliku 7.1; primer za
dmg1 nadin je Zoutendgk«ova metoda ko;a ]C opisana u odeljku 7.4. Druge naGine izbe-
gavanja ,.cik-cak- kretanja® Gitalac noze naéi u Ritter [R 2] Goldfarb [G 6], Kovacewc

: [K 6], Vujgié (V.S] ' }' - : S
71 FrankWolfe—ovametoda e . R -

‘Metodu su zajednicki pred]ozih Frank i Wolfe [F 11] pnmenJUJe s& za resavan]e_

' problema sa linearnim ogmméenjama 4. problema : :

Ly mm{¢(x)|xEX},_ X= {xER“l(al,x)<b =1,..m}, .
':gde je e Rﬁ - R nepfekxdno diferencgabﬂm fllﬂkClJa a skup X Je ogra.méen i neprazan.'

~ ALGORITAM 7.1.1. :

" Korak I Izabraux EX Stavmk 0 R :
“Ko:ak 2 Naéi ekstremnu tacku sknpa X ko;a je optunalno resenJe problema o
s i {(9p(), 9| a9 <yi= 1, )

. ‘Neka Je yk dobgeno resenje: staviti s, =y, — xk :
' Korak 3 Ukohko Je (sk, Vf,o(xk)) 0.ST OP u suprotnom resiti problem .
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min {g(x +as)0<a<1}.

Neka je ay resenie tog problema.

Korak 4: Stavitixy 4 =x3 + 5, zamemtlkﬂk-l-l iifi na korak 2,

Primedba S obzirom da je X ograniten i neprazan skup,problem linearnog progra-

miranja iz koraka 2 uvek ima optimaino resenje koje je ekstremna tatka skupa X, te je

algoritam dobro definisan. Takva tatka se npr. dobija primenom simpleks metode.
Jasno je da algoritam 7.1.1. definiSe jednn metodu moguéih pravaca, Sledeéa:

teorema utvrduje neke osobine ove metode ’

TEOREMA 7.1.1. Neka je (xk)ngenensan algontmom 7.1.1. Tada vaz

(i) Za svako k,x €X
(i) Za svako k, p(xy 41) <o)
(i) Ako je (s, V¢ (xy)) = O,tada je talka x; stacionarna.

DOKAZ: (i) Kako je sy =y —x, bice
X TXte s =qy t '(l—ak)xk €X
JerxkEX Y €X,0<¢, < 1,3 X je konveksan skup.

(i) S obzirom da je tatka xy, dopustiva, a tatka yy optimaina za problem lmmmog

- programiranja iz koraka 2, vidimo da je
{5y V¢(xk)) = (yk—xk, V‘p(xk) <0 .
Ukoliko je sy, Vgo(xk)) = 0 algoritam staje, 4j. Xy, nije ‘deﬁnismo.z U. suprotnom iz
{sy» Vo(xy ) < 0 na osnovu Taylor-ove formule i na¢ina biranja oy sledi tvrdenje. '
(iii) S obzirom da je y). optimalno resenje pmblema iz koraka 2, sledl da je za svako

y takvo da je
. . : (ai,y)<bi,’1=l,..-.,m
ispunjeno

(Fo(xy), )= (olxy ), i) = (W(xk) xk)

To znaci da j Je ix optimaino resenje problema linearvog programnan]a iz komkn 2 Na
osnovu teoreme dualnostl (teorema 3.2.1 (jii)) postole )\1 <0,i=1,..,m takvi da j i

Volxy) = ifl A

pri Cemu je ).l((a X, )—b) 0, i=1,...,xi1,
tj. u.tacki x}_ su ispunjeni Kuhn-Tucker-ovi uslovi. ¢

TEOREMA 712 . Neka j je (xy) niz generisan algoritmom 7.1.1. Ukohko je (‘L) konatan
niz, poslednja tacka je stacionarna. U suprotnom svaka tacka nagomilavzm;a niza (x3) jo
stacionarna tacka.
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. " DOKAZ: Prvi deo tvrdenja sledi iz teoreme 7.1.1. Neka je niz (xy) beskohaéan ineka je -

.z ptoizvoljna tadka nagomilavanja niza (x; ). Pretpostavimo da z nije stacionarna tatka.

, Neka su z 1', s Zp ekstremne tacke skupa X kOJe su optlmalna reSenja problema linearnog
- _programuanja SR _' e _

a2 *-jmmuv«p(z),ynyem

S S obzuom da z nije stacmnarna taéka na osnovu prethodne teoreme postop n< 0
o tako daj Je V L , '
‘ ’ (z -z, V¢(z))<n,1—1 P S

Neka je (%), k€K C N podmz koji konvergua kaz.$S obzuom dasuz,, ..,z optimalna -
. reSenja problema (1 2) idaje funkcua {V@(x), ¥ neprekidna, postop okq>hna V.tacke z

o . tako daj _]e u SVakOJ taékx X € V bar Jedna od tatakazy, ..., 2, optimalno reSenje problema

a 3) o rnm{(Vsa(X) y>IyEX},

" idauz to mjedna ekstremna tatka skupa X razlicita od zy, s zv nije optimalno resenje’ :
problema’(1.3). Neka je k € N-takvo dakaVzak>k 1kEK Postoxy >z, k > oo,
k €K postOJaée kl >k, kl €N, tako da zak>k1,kEK vazi :

L (z —xk, Vw(xk)) < n/2 1=1, N
L _S obzuom na korak 2 algontma 7 1. 1 bxce : S
| 5 Ve < /2, _' > kl, keK .

_ Buduél da za '.wako kEN, Ilskll ne premata dljameta.r kompaktnpg skupa X lZ. ‘
niza (sk), kEK se moze 1zdvopt1 konvergentan podmz (5 k€ K1 C K. Neka sk - S,
'~k-»°° kEKl Tadaje e » '

, _ (s V¢(z))<n/2

".teposto.u-r 0<r<1takodaJe _ o

| ()= ¢(2) - G >0

o Kakoxk+'sk—>z+rs k->°° kEI\l,zakeK1 dovoljnovehkoblce o

B ‘ sa(‘i +rsk)<so(Z)——§ i ¢(xk)>so(2)——§
 Daljeje

R R w(xkﬂ)<sa(xk+rsk)<¢(2):—5? <¢(xk)_— 3%
- paje | o | '
e (xk) ¢(xk+1)> I, kEKl, kdowoljnovehko

" Kako je niz (¢(xk)) k€N, opadajuél iz (1.4) sledi da :,o(xk) > — kada k -» o0, 5t0 je
nemoguée, jer je skup X kompaktan a ¢ neprekidna funkcija. ¢ '
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: .N apomen a 1: Ukoraku?2 algoritma 7. 1 1. moze se za Yy uzeti ma koje optimalno ‘
refenje problema '

min {(Ve(xy), ¥} |y €X}; _
dokaz teoreme 7.1.2. se samo neznatno usloznjava. Mi smo se ogfaniéili na sluaj kada je
to optimalno refenje istovremeno i ekstremna tatka jer vecina metoda za resavanje
problema hnearnog programiranja (v1det1 glavu IV) daje ba§ takva refenja.

Napomen a 2 Ukoliko X nije kompaktan skup moze se desiti da problem lmeamog ‘
programiranja iz koraka 2 algoritma 7.1.1 . nema konaéno reSenje. Tada se za 5 obi¢no
uzima ma Koji pravac takav da xytts, € X za svako t > 0 i (Velxy), X tts) > — oo,

t > +eo, Medutim, ukoliko se pri genensan]u niza (x ) beskonaéno puta primeni ovo pra-
vﬂo moze se desiti da niz (xy) konvergn’a ka nestacmnamq taékx Za ilustraciju navodi-
mo slededi :

PRIMER 7.1.1. Neka je dat problem
min {x”+4y?+z—1) | (rya)€ X}
X= {(x,y,z)ER3 | x+y < 100, y—x> ~100,2>0} -

i neka je pocetna tacka (4.1,0). Pomoém problem hnearnog progranuranja ovde ]e _
mm{8u+8v-—2w|(uvw)€X1 : '

»Ako za pravac s uzmemo (~1,—1,0) vidimo da j Je tacka (4—t 1 =t 0) dopustxva Za svako
> 0 i da funkcija 8(4—t) + 8(1~t) — 2 - 0 = —eo, t - +eo , Minimizacijom duz pravca

s0 za novu tatku dobljamo (12/5 -3/5, O) Nov1 pomocm problem hneamog progra-

muan]a je ovde » v

{&u—z‘—;-v—;ZWI(uvw)EX}

. Za pravac s; uzimamo (-1,1 J0). Opet se. moze proveriti da je taéka (—’—t - %«rt 0)
- dopustiva za svako t >0 i da je funkcija : :

) R © 3 '

ﬁ(h- t)_ﬂzf(_;’ﬂ)_z .0
neograméena odozdo Minimizacijom duZ pravea s; dobqamo tacku (36/25,9/25,0).
Birajuéi dalje sk -1, (- 1)k+1 0) imamo uvek sli¢nu situaciju u pogledu neograniCe-

- nosti funkeije cilja _odgovarajuceg problema - linearnog programiranja. Generisani niz
tadaka je ' ' '

3.k k 3k
(4(5) 1(_1) (E) 90) s 'k=0,1,2,>...
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Ovaj niz déiglvv‘ednoi konvergira ka tatki (0,0-,0) koja nije stacionarna.
Slédeéi primer pokazuje rad algoritma 7.1.1. u studaju kada su ispunjeni svi uslovi
Za njegovu primenu,
PRIMER 7.1.2. Neka je dat problem
min {751 + 252 - 2021 —20%, +100 | (¢;.4,) €X}
X={(t £y ER? 1618, <2, §1%5> -2, §14,<4,§) 20, £,>0}.

Regiti dati problem Frank-Wolfe-ovom metodom polazeéi od tacke (2,0).
k =0: Problem lineamog programiranja iz koraka 2 je
min { 127?1 20712 I("?]ﬂ?z)ex}

i re§enje je'y¥o =(1,3). Odavde je s, =y, —Xg =(~1.3). Kako je (s, Vp(x)} = —48 <0,
tacka Xg m]e stacionarna. Korak «,, dobija se resavanjem problema

min { 2(2—0:)2 + 2(3:.\:)2 - 20(2—) — 20(3a) +100 I 0<a<1};
re§en1e Je o, =1 Nova taéka jexy= =(1,3).
k= 1 Problem lmeamog prograrmranja je sada
» - min {-16n; —201721(121,172)EX}

a resenie je y; = (3,1). Dalje je's, = = (2,-2). Kako je (5}, V(%)) = —16 <0,
_taéka X) nije stacionarna, Resavanjem problema

min {2(l+2a)~ +2(3- 20:)‘ - 20(1+4a) 20(3—2&) +100{0<ax<1}.
- dobija se @y = 1/2. Nova taéka jexe=(2,2)
k=2: Problem lmeamog progra:mmn;a
min {—12n; — 12n2 | (nl,no)GX}
ima beskonaéno mnogo resenja. Tagka Y= =(1,3)je re§en3e a i ekstremna tacka skupa X.
. Vektor- pravca je sada: $9=Yy7%, =(-1,1). Kako je (55, ch(x2)) 0,na osnovu teoreme
7.1.1. zaklju¢ujemo da je tatka x, stacionarna. _
172 Zangwi!l-ov# lema -
Neka je dat ptoblem" - ‘ ‘
(2.1) L min {g(x) | xEX} , X= {x €R"} fi(x)‘< O,i‘=’1, wrq}

gde su ¢, f i=1, ..., q,neprekidno diferencijabilne funkcije. (Ovde ne postoji potreba
za rachkovanjem linearnih i nelinearnih ogranicenja; neke od funkcifa f;, i=1, ..., g mogu
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biti linearne). Sledeéa lema utvrduje jednt zajednicku osobinu svih metoda moguéﬂi _ :

pravaca i moze se Koristiti pri dokazwanju konvergencge za razne metode (videti Agi¢
iKovacevié [A 4]). : : :

TEOREMA 7.2.1. (Zangwill [Z.3]) Neka je (xk) niz tadaka gexierisan nekom xﬁetodom'

moguéih pravaca primenjenom na refavanje problema (2.1). Nekaje z ma koj'a tatka
nagomilavanja niza (x;) i neka za bﬂo kop podmz (xk) k €KX koji konvergua kaz postop'

beskonatan skup K’ CK takavda
skés,kﬂof,kel._(f_, B
pri &emu je ' i
Ve(z), <0 .
Tada niz (xk), k EN konvergxra kaz.

DOKAZ: S obzuom na uslove teoreme postop okolma tacke z, B = {u | llu—zl! < n} .

,‘lC<0 takoda_]ezasvakleB lxkEB
AVe(x), sk)<c<0

Ako to ne bi blO slu¢aj, onda bi za svakl n E N posto_]a]a taéka yn E Bl /n i élan mza~’

: xkEBI/n,k>n tako davazi
:  (Telyy), Sk)>—l/n

‘Na taj nadin dobqamo podmz (xk) k€K ko_u konverg'.ra kaz. Po uslovu teoreme posto- :

JaéeK’ CKtakoda - _ S
s'k»s,k-»'o_o,kek‘ i'<V¢(%), 9<0,,
. §to protlvurecx neJednakostl | i o
<V<p(y ) sk)>— l/n

za dovol_]no veliko n, : :
' Mozemo bez umanjenja opstostl pretpostavxtl da posto_u M > 0 tako da za wakl k

zakop_;exkEB vazi _
uskn<M- |
Usuprotnom bx se mogao nacx skupLCNtakav da
: xk—>z k->°° kel i Ilskll—>°° k->°° kEL

§to opet protivureti uslovxma teoreme.

_ Pretpostavimo sada da zaklju¢ak teoreme ne vazi, t] da niz (x ), k€ \I ne konvergi- -
ra ka z. Tada postoji € > 0 tako da za beskonatno mnogo k vazis Xk €B,. B_ez umanjenja
opstosti moZemo uzeti da je € < 7. Neka je xk"e B e/2 inekajer najmanji prirodan broj‘

I3
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‘takav da xic +r € Bg neka je najzad X{4p tatka na odsecku koji spaja xp .. g i kk+r
v takva da je Ilz—xﬁﬂll = ¢. Tada je, s obzirom da se Xg4] dobija iz Xy minimizacijom dui
pravca S o ’ :

| w(xkﬂ)—w(xk)<¢(xk+,)-xo(xk) E [¢(xk+1+1)"‘P(Ak+J)]+‘P(x]‘('+r)—¢(xk+r_1)

N uxk N B = ey
R P o S

2 S
§ _ﬁ(J_EO lek'l-3+1 Xk+1" +"xk+r xk+r—1")< M 2

U gornp.m formulama primenjena je teorema o -sredn;o; vre_dnost‘i igy + pripada segmentu
koji spaja x. t iXy4ie1,2 El4r Pripada segmentu koji spaja Xy, 1 ixXE,
Neka je sada kl’ k1+r1, k'), k2+r2, " k s e . rastuéi niz prirodnih brojeva

N 'y n’
takvxh da

k]EB /2 Xk+1,. ’xk+T—IEB€’ xk1+r ¢B

Poito je niz ((,a(xk)) k€ N opadajum imamo
so(xkjﬂ) <ep(x)) +j(c- /M,

"te stoga sp(xk) = —o0, k = oo, 3to je nemoguce zbog neprekidnosti funkcije pu tackiz.¢
7.3.Rosen-ova metoda

Kao i Frank-Wolfe-ova metoda, Rosen-ova metoda [R.6] se primenjuje za resavanje
~ problema sa samo linearnim ograniCenjima: :

(3.1) min {¢(x) [xEX}, X= {xER"[a,x)<by i=1,. om}.

Napomerumo da postop i modifikacija ove metode koja se moze pnmenm i na problem
sa nelinearnim ogranicenjima (videti Rosen {R.7]).

Ideja Rosen-ove metode sastoji se'u tome da se, kad god je to moguce, za pravac
' 5 uzima ortogonalna pr_o;ekcqa —Vga(xk) na potprostor paralelan preseku h1pe_rravm u
kome se n;z.lazi tacka x;. Samim tim se obezbeduje da pravac s, bude mogu¢. Sledeca
_teorema opisuje kako se nalazi ortogonalna projekcija vektora na potprostor, Pre iskaza
teoreme podsetimo se sledeéeg’ rezultata iz linearne algebre:

* Ako jesSC R" dati potprostor,tada se. svak1 vektor deRr! moze ]edmstveno razloZiti
na zb1r dve komponente :

d=d vy gy, dzesl
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' b‘Vekton dl i d2 su orotogonalne pl’O]ekCIJB vektora d na S i SJ' respektwno Napomemmo
v ]0§ dajeu sluéaju kada je potprostor S zadat s : :

8= {xERan 0=0,i=1,..,2}
gdesucl, i cQ dat1vekton potprostor st dat sa o
sl {xGRnlx- lec xleR 1-_.' 2},

. U shuéaju ka'da su cl, »'Cg hneamo nezav1sm, svaki vektorx E S'L nna ]edmstvenu Tepre--
vzentaclju prekovektora Cys o ,(:‘2 L . , -
TEOREMA 73.1. Neka su ¢; , i = '1 . ,dati lineamo nezavisni vektori i R%i nekaje

's={x€RM|(,x)=0,i= 2} Nekaje d = 4 +dy.d; €8, d, €5 proizveljan

vekior iz R™, Obeleznno sa c matricu ko;|03 su c'lr, wy Cg - VISte a 53 I 1ed1ménu xXnma -
tricu. Tada]e : ’ .

d —(1 cT(ccT)“IC)d
4, -cT(ccT)—lcd- zx,c T

pr Semu je Rl ita kOmponenta vektora (CCT) Icg, 1-' g

.DOKAZ anetlmo da Je matrica CC'r nesmgulama zbog hneame nezav1snost1 veKtora )
i=1, .. 2 Stoga postop (CCT) -1 Po,cazn'no naJpre da je za. svako X € S ispunjeno

(- cT(ccT) 1C) x=x
aza svakoyES‘L]e
- cT(ccT)—IC) y=0.

 Zaista, zbog deﬁmcxje podprostora S i m&tnce c je Cx - 0za svako x €S; te vazi prva B

od prethodne dve Jednakostl 'S dmge stIane svako y E st se moze pnkazatl u obliku
z 6 cTA

za neko AER’Z StogaJe . ‘ : o ,
a-cTechy-lg y= y cT(ccT)-lccTA =y- CTA 0.
Odavde sledi daje (1 — CT(CCT) 1C) matnca pro;ektovanja na S a CT(CCT) 1C matnca
pro;ektovan;a na sk Stoga je .
=(1- cT(ccT)‘IC) d
dy= CT(CCT)"ICd




MATE_MATICK’OPROGRAM]RANJE . — | 141

8 obzirom da se d, moze jedﬁOzhaéno predstaviti u obliku

' £
-d = 2 }\l-c. s
sledl da je A jednako i-toj komponent: vektora (CCT)_ICd ¢

Ukoliko su. vektori C1s s O hneamo zavisni, projekcije na potprostore Si S'L

. moZemo naéi 1zdva3_anjem iz {cl, e cQ} maksxmalnog podskupa linearno nezavisnih

- vektora i primenom gornjih formula na taj podskup. Medutim, ova modifikacija

gornjeg postupka nam neée biti potrebna jer cemo-u ostatku ovog paragrafa pretpostaviti

“da su u svakoj tatki dopustivog skupa vektori ektivnih ograniGenja linearno nezavisni.
" Ta pretpostavka se susreée i u originalnom Rosen-ovom radu u kome je prvi put predio- -
Zena metoda ko;u razmatramo. Bez ove pretpostavke metoda se mora modlﬁkovatx te se' '
© i opis algoritma i dokazi znatno usloZnjavaju. . :
U opisu algoritma Rosen-ove metode konstléemo sledeée oznake Za dato .

',keNu{O}neLaJe :

k {1|< %)= b} sk {xeR"I(ax) o;elk},

' _neka Je Py matrica pro;ektovan;a na Sk i neka su 7\11( koeﬁpljenn u (zbog uémjene pretpo-
stavke Jedmstvenom) razlaganju :

ch(xk) PkV¢(xk)+ z )‘1ka .

<ALGORITAM 7 3.1
Korak 1t Odrediti X, € X tako daj je skup X ﬂ {x ] ¢(x) < ¢(x )}ogra,niéén. Staviti k=0.
Korak 2: Odrediti Ik’ kaga(xk) PNy JEIk

Korak 3: Ako Je lIPk‘7§9(Xk)” # 0. stavm Sk = _Pkw(x}.) i i¢i na korak 6 U suprotnom
iéinakorak 4. '

'Korak 4 Odredm 7\k max { 7\11( I i E Ik i neka je ’k mdeks za kop se taj maksxmum' '
- dostize. Ako je 7\& <0, STOP; inace i¢i na korak S. :

- Korak 5: Staviti I} = Ik \ {1k}1 izradunati matrica prOJektovanJa Pk na potprostor
Sk {xERn!(a x)=0, lEIk} ‘Staviti sk"ka‘P(xk) '
Korak 6. Izraéunau ak kao reSenje problema.
 min {o(gtes) |0<a<ag},
gde je o
b —(a‘,xk)
(a sk)
 Korak 7 Stavm xk+l = xk+aksk Zamneniti k sa k+1 ii¢ina korak 2.

Cag=min { — <ai,s1'(>>o_},
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' Na pomen a Lako Je videti da je ak maksrmalna vrednost koraka duz pravm § pri
kojoj se ostaje u skupu X. :

TEOREMA 7.3.2. Neka je niz (xk) genensan algontmom 7.3.1. Tada vazi

(i) za svako k pravac s je mogué; -

(ii) za svako k, xy €X; :

(i) 72 svako k, p(xyc4 ) < () o
(xv) ako j je PkV‘P(xk) 0 iN<0 tatka Xy je stacionarna.

Dokaz: (i) Ukoliko je s, = —ka«p(xk) tada ]e za i G Ik 1spun]eno (a;, sk) =0 pa je
ay, Xy s = b, zasvakotaosmtogaje : ‘

(s> Vop(xy)) = —IIPkW(xk)II <0

te je pravac mogué. (Neaktlvna ograni¥enja nede. bm naru§ena za t > 0 dovoljno malo)
U'kohko je s = -—Pchp(xk) biée zai € Ik xspurgeno (al, sk) =0 dok je zai= lk

Ay, sk)— Pk(Pchp(xk)+ z )ﬁka))--(a PkV¢(xk)+Aﬂ(Pka) .

= g qua <o,

jer je dy = )‘k >0i Pka #0 jer su a,i€ Ik,lmeamo nezavisni ()\k >0j ]er biseu suprot¢ :

nom algoritam zaustavxo) Stoga je ovde
e x s )< zai €L it30.
Osim toga je | .
<sk, Vo(x,)) = —IlPkW(xk)ll = —)\k IlPka* Il <0,

-

paje sk iu ovom sluéa]u mogué pravac

(i) Iz dokaza tatke @) v1d1mo da je G, xk+aksk) < b zai€ L. Za one i ¢ Ik za’

koje je (a;, 5 ) < O vaZiisto.Za i€l za kOJCJe (2, 5)>0 n-namo
(ai, xk+aksk) < <ai’ xk) +vo;k(ai, sk) < bl O }
Dakle, x) . 1 €X. ' ' ‘

(iif) S obzirom da je g noguc pravac a °‘k e b1ra mmmuzacgom, iz Taylor-ove _

teoreme sledi zakljudak.
(iv) Stedi neposredno iz deﬁmcue 24.1. ¢

TEOREMA 7.3.3. Neka je (xk) niz generisan algontmom 7.3.1. Ukoliko je (xy) konagan

niz, poslednja tatka je stacionarna, U suprotnom skup takaka nagomﬂavan]a mza (xk)

je neprazan i svaka tatka nagomﬂavanja z zadovol;ava

Pvy(z) =0,
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gde je P matrica projektovanja na_potprostor
§={x€RP[¢a,0)=0,i€I},

I {16{1 m}l(a zZ)= b}

DOKAZ: Ako je (xk) konaéan niz zakljuéa.k teoreme sledi iz teoreme 7.3.2. Pretpostavi-
mo da je (x,) beskonacan niz. S obzirom da je za svako k, Xy €xn {xERn|¢(x)<¢(x°)}
idaje skup XN {xE€ER?|p(x)< ¢(xy)} kompaktan, niz (xj) mora imati tataka
nagomilavanja. Neka je z jedna od njih i neka x; - z, k - oo, k € K. Pretpostavimo,
suprotno tvrdenju teoreme, da je PVy(z) # 0. S obzirom na neprekidnost gradijenta i
kompaktnost skupa XN {x € Rn i ¢(x) < ¢(x o) } niz pravaca (sy) je ograniCen pa (s;),
k € K sadrzi konvergentan podniz (sk) ke K’, K’ CK. Neka %> s, k=>= k€K’
Ako je xk, ke K’ dovol]no bhsko z, tada Je Ik C I, pa prema tome Sy 28S. Tada je

PYe@)I2
2

‘za dOVOl]IlO velikok € K. Prolazec1 na gramcu kad k—+o ke K dobuamo
: (V«p(z), < 0.

(Vw(xk) 50 < —nPkw(xk)u < —-IIPW(Xk)IIZ <-

. Kbristeéi teoremu 72 2.1, zakljuéujemo da X >z, k> kEN.
Kako j 0jeza dovoljnovelikok '

_ 1P, Ve (x I > IIPV¢(xk)Il >c¢>0,
* na osnovu koraka 3. algontma 7 3 1. zakljudujemo da je

_ S = —Pngo(xk) k>k ,
gde je k dovoljno vehkl pruodan broj.. Prema tome Je
L Clkyps k> k,

S druge strane 5 obzuorn da je br03 ograméen;a Jednak m, postoji kl, k; >k, tako
daje - o : : Sl :

_ | | Ik-1k+1 k>k1,
.t] ukoraku6algontma 731. je °‘k<°‘k Neka ]C -
z+rs r>0 ‘

tako izabrano 'da funkeija ¥(t) = (,a(z+ts) 0pada zat €[0,s] . Kako je o neprekldno
E dlferencuabﬂna funkcija, funkcue

;]/k(t) ’,p(x +tsk) kEN
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¢e takode biti opada]uce zat€[0,7/2]ik dovol]no vehko S obzirom da se o bira
minimizacjom i kako je pritom

<o, k=>k, v
bice oy, > 7/2 za dovoljno veliko k S druge strane iz konvergencue niza (xk) sledi
Fiee g = oy >0, ke
§to Je u suprotnosn sa nejednakostima
e - = BB
ko;e vaie zak dovoljno veliko. ¢ »
Rosen-ovu metodu ﬂustru]emo sledeéim pnmerom :

PRIMER 7.3.1. Reiti slede(:x problem nelinearnog programxranja sa lmearmm ogram-
éenjxma : .

min {4z%+s%+zzlzzésl—zsz+4 |'(z;, g)eX)
X= {xl2§1+§2<5 §1+£2<3 El>0 52>0}

.polazec1 od tacke (5/2,0). » o ,
Ovde je a; = (2,1), a2 = (1,1), az (—1 0) 2= (0 l), b2 = l, b3 =0,
b, =0. _ : o
'k = 0: Imamo da jeI,= {1 4} Konstecx teoremu 7.31 dobgamoP V¢(x )1).10,161
Ovde je .

Co{o _I-J , PToleg) = tl—czccocg)‘lcolw(xo){o} |

Mo o /2
[7\40} " (Core W(x°) [13/2]

Kako je |IP th(xo)" 0 odredu_]emo )\ = 19/2 i 10 = 1. § obzirom da je )\°> 0,tacka
' X, nije stacionarna. Prema koraku 3 odredu_]emo I = {4}. Koriste¢i teoremu 7.3.1.
dobqamo? V¢(x0) Ovdeje ' o :

| VORI i
Eo=[0 11, Byvilxp)= (I—CT(c ED Doty = [ 0] |

Odavdeje - , _1‘9
| 5= fPov‘P(xo) = l: 0] .

Za izratunavanje koraka a, potrebno je prvo odrgditi a:’: '
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by — {2, %) s s
W »(a 8 )>0} mm{—-——}—-g

»Korak o, je resen_]e problema ;

®_ .
qzo—mm{

" o {4(____ lga)-_(§;19a)+4lo<a<§—584} ;

' odakle se dobea a, = 5/38 Nova tadka j jexy=(0 0)

= 1 Sada je I1 =3 4} Konsteél teoren}u 73.1. dobgamo PIV¢(x1) i )\11, i€l
OvdeJe '

C; o 4 ,P1_pr(x1) = (-C{(C,C) ™ C ) olx) = |
A3 » . ‘
[ibereon-[].

 Kako je [IP Vso(xl)ll 0, odredujemo >\1 =2, 11 =4, S obzirom da je 7\1 > O,tacka Xy
m]e stacionarna. Dalje odredu;emo Il {3}. Koristeéi teoremu 7.3.1, odredu]emo

. ’PIch(xl) Ovde_]e \

Cl = [—-1 . 0], PIV‘P(XI) = (I;C’{‘(CIC{‘)—_;CI)V‘P(XI) =" {-_2j EE

~ Prema algoritﬁmu je

Y {0
'sl_—‘—l\?so(xl)- e

Veli¢ina a] potrebna za izraéunava;nje ay je

(a Xl)

| . .5 3.3
a‘f:mm{ (ai’sl)>0}_='mm{5’ E}=E .

(ai, Sl>

Prema tc»me,‘cz1 je resenje sledeceg problema
min {(2a) —2(2a)+4|0<a<—} "
odakle ]e °‘1 = E Nova taékaje x5 =(0, 1)

= 2: Skup indeksa a.ktwm“h ograméen]a je 12 {3} Konsteél teoremu 7.3.1. odredu;e-
'.mo P2 V¢(X2) i >\12, i€l, Ovde je . e ,

ol (-1 o] Pzw(xz) a— (C2C2)_1C7)V¢(X2) U
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232=(CCDTICy Vo) = -1

Znati da je 7\2 = —1. Kako je lIP2V¢(x2)|I 0i iz < 0,na osnovu teoreme 7.3.2 zaklju-

éujemo da Je taZka x, stacionarna. |
74. Zoutendijk-ova metoda

U ovom odeljku izloZiéemo metodu za resavanje prbb_lérria

min { () |XEX], X= {x ERM| @, 0<byi= ],y m fH)<O0,i=1,.np ). -

Za _mzlﬂcu od prethbdnih, ova metoda re§a§a’ problem sa Eﬁearnitn i/ili neliﬁeamini ogra- '
nidenjima. Pretpostaviéemo stoga da su funkcije f;, i= 1, ..., p nelinearne, ne iskljudujuéi

. moguénost p = 0, tj. sludaj kada su sva ogranidenja linearna, Takode éemo pretpostaviti
da u svakoj tacki x € X nijedna netnvqalna nenegativna linearna kombinacija gradijenata
aktivnih ograniCenja nije jednaka nuli. Primetimo da je ova pretpostavka slabija od pret-
postavke [ lmeamo; nezavmnosu, pretpostavka je potrebna za dokaz teorema 7.4. l i
742

Pri mlaganju Zoutendgk-ove metode [Z 4] koristi¢emo sledeée oznake: za dato
€>0ix EXnekaJe :

I(x,e)= {ie {1, . m}lb —-e<(a, x)gb
JX.e={i€ {1,. ,p}l—e<f{x)<0}

Ograniéenja .(a]-,x) <b,i€ I(— ) i fi(x) 0 ie J(x,e) nazivaju se Cesto e-aktivaim
. utagkix,

ALGORITAM 7411 (Zoutenduk [Z4])

- Korak 1: lzabrati €;> 0ixg EXtako daje skupXﬂ {xERn fo(x) Sp(x,)} ograni-
" Zen.Stavitik=0.

Korak 2: Reiiti slede¢i prqblem linearnog programiranja
(V¢(xk), IS T
- (3, <0, ‘i€ I(xk,ek)
(Vfi(xk), <7, 1€Ixp.)
-1<0;<1, i=1,.,n v
gde je 7 éR as= (a s o Op) € R®, Neka jé (7)) resenje ovog problema.

Korak 3: Ako je 7 = 0, ](xlvfk) = l(\ck,O) J(xk,ek) J(xk,O) STOP u suprotnom iéi -

" na korak 4.
Korak 4: Ako je 1. > —¢p zameniti € S2 ek/ 2 1 i¢i na korak 2; u suprotnom i¢i na
korak 5. « ‘
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Korak 5: Za pravac uzeti vektor s dobijen u prethodmm koracima. Resiti ]ednodlmen-
zioni problem

min { ¢(xk+osk) fa>0,x tas € X} .

Neka je &y resenje tog problema.
Korak 6: Staviti Xpy] = kaksk i1 2 € Zameniti k sal'cﬂ ii f‘1mkora$. 2.

Napome i avPrimetimo da seza 1s1‘u vredrostk vrednost 2a S, 7] k i ekmoze menjati.

Medutim, zbog jednostavnijeg pisanja, ozrake ostaji nepromienjene. Iz konteksta je uvek

. -jasno da li se radi 0 ,konadnoj“ vrednosti posmatrane vehéme (sa kojom se ide na korak
5)ili o njenej ,,trenutnoj* vrednosti. ' :

Napomenimo da problem linearnog progranuran}a u koraku 2 uvek ima optimalno
teSenje jer s &€ [~1 I}n teje

3¢ Yo%), s) = Ve )i fislt = V¢(xk){1 vr o,

a skup dopustivih tadaka tog problema je neprazan jer mu pripada npr tacka (0, ..., 0.0)
e R™! odavde sledi i da je uvek 7, < 0. Zapazino jo§ da zbog ograméenostl skupa
XN {xE€RMe(x)< ¢(x )} problem u koraku 5 uvek ima resenje. _

Iz sledeée teoreme vidimo da je algontam 7.4.1. dobro definisan i da pripada klasi
metoda thogucih pravaca,

TEOREMA 74.1: Neka j jé niz (xk) generisan algontmom 74.1. Tada vazi -
V) Za svako k kotaci 2, 3 14 se mogu ponoviti samo konagan broj puta.
(ii) Za svako k pravac sy, je mogué. . '
(iii) Za svako k, x € X.
(V) Za svako k, p(xp 41) < p(xp)-
(v)Akoje T ® 0, I(xk,ek) = I(kaO) i J(xk,ek) = J(xk,O) i pritom iz
v pa s Th(%) =0, Olélx,Ou 0,i€J(x,.,0
iEf;I(xk,O)#“ iEJ( 0) v (k) s M # (k ) (k )
dedi . |
w=0,i€1(x,.,0) 1 ¥=0,1€T(x,.0),
talka x; je stacionarna.
DOKAZ: (i) Primetimo prvo da za dato k postoji n > 0 tako da je
l(‘(k €)= I(xk,O) 1J(xg.€) = J(xl\ 0) zasvee< n

Pri svakom skoku iz koraka 4 na korak 2,¢, se poiovi. 1i ée se taj ciklus prekinuti ili ée
posle konaéno mnogo koraka biti g <n, ti. I(xj ) = l(x 0) 1 J(xp ) = J(J\k,O) U
tom slucaju imamo dve moguénosti: o' 0, kada se a‘aontam zaustavlia, ili 1. <0. Ako
e S —g ide se na korak 5. U suprotnom ¢e ovaj uslov postatl zadovoljen posle konac-
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no mnogo polovlienja € jer je € < 1 pa se resava uvek isti problem linearnog prograxm

ranja, tj. T Sene menja.

(i) S obzirom da se. pravac 8 bira u koraku 5 dokoga se stize samo ako je 1y <0 '

imamo da je
(vf; (xk) sk) <0 za i€ J(xk,O) c J(xk,ek)

pa je fi(x, tos,) < 0 za dovoljno malo ¢ii€ J(xk,O) Sto se tice aktivnih linearnih
ograni&enja zbog uslova v

(a;, ) <0, i E I(x.0) C ka,ek)

imamo (a;, ﬁkmsk) =b; + ala;, sp) < bi zasvea>0ii E K(x..0). Osim ioga, nijedno
neaktivno ogranienje neée biti naruseno za dovoljno malo a> 0. Kako je-uz to

v (Vw(xk), CAS < 0,
zak!;uéu;emo daje pravac sk mogué.

(iii) S obzirom da Xy € X i da zbog (u) 1korakaS iz Xy € X sledi xk+1 € X blée_

xkEXzasvek

+ (iv) Zakljugak sledi iz uslova (Vp(xy), sk) <0 inacina bmja koraka °‘k

v) Neka je I(xk,ek) = 1(x.,0), J(xk,ek) = J(xk 0). Primetimo najpre da ako je 2

=0 optlmalno redenje problema lmeamog programiranja iz koraka 2:
min . T .
(Vo(xy, IS T
(4.1 (a,9<0, i€Kx.0)
(Vfi(xk), <7, i€ J(xka) v
-1<¢;<1,i= 1,..,0, (s= (01, wies on)),

tada je optimaina vrednost funkcije cilja 7* problema

min T
(Vo)) +7>0
- (4.2) (-a;,5) >0, i€1(x 0)
‘ -Vfi(xy), 80+ 730, i€3(x,0)
tal\odeA jednaka nuli. Pretpostavimo suprotno, , tj. da postoji dopustivo resenje (7, §) pro-

blema (4.2) tako daje 7 <O, Tada j je s # 0 zbog prvog ograniCenia problema (4.2). No
tadaj Je tactka
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' F 5 -
G AR A g
o o . 0:

B SRR =

- d_épustivh tatka pfoblema (4.1), sto _]e nemoguée jer je u suprotnosti sa 7y, = 0. S druge
" strane, tagka (7,5) = (0,0) je dopustiva tadka problema (4.2),pa je zaista r* = 0.
o 'Problem dualan problemu (4.2) moze se posle sredivanja napisati u obliku

L :"rriéx"?of-”'
o —xv . fo o
L v(xk) GI(xk,O) la(xk 0 (k)
s SO S
. ( ) B : la(xk,o l

x>o nl>O 1€I(xk,0) 40, 1€J(xk,0)
. Ako b1 bllo )\ O,tada blsmo xmah

v Vf X, 0
1€l(xk,0) _ ch( 0) ! i k) |
. prx éemu su sv1 “1 i v; nenegatlvm ali nisu svi Jednak.l nuh Sto ]e suprotno pretpostava
‘teoreme. Dakle > 0 No tada iz prve Jednakostx u (4 3) del;en;em sa }\ i sredwan]em
' dobljamo tvidenje. .- / - . : '

' '.TEOREMA 742, Pretpostavuno da za svako X EX iz - .1 - |

Toua+ Cwuie) = 0, >01€Ix0, >0,i€)(x0)
ﬂ(xo) ,,a(o)l“ K ()v ()
e sled1 y = 0 i€ l(x, 0) v =0, i€ J(x,0). Neka je (x ) niz genensan algoritmom 7.4.1.
' 'Ukohl\o je (\k) konacan niz, poslednja tatka je stacionarna. U suprotnom,skup tadaka
"_nagomxlavanja niza (xk) je neprazan i svaka tacka nagormlavan_]a z niza (xk) je-stacio-
'na.rna :

DOKAZ Ako i niz (xk) konaéan tvrden;e sledi iz teoreme 7.4.1. Neka je (xg) beskona-
¢an niz. S obzuom dajeskupXn{x€ R o(x) < e(x, )} ograniGen, skup tagaka
‘ nagomilavanja je neprazan Neka je z proizvoljna tacka nagomilavanja niza (xy). Pretpos-
“tavimo’ da z nije stacxonama taéka Tada zbog teoreme 7.4.1 (v) problem linearnog
s prograrmmn;a s CL co
v i(V;(z) <7 . ‘
(3, 9<0, - i€z 0)
. (vf(z) s)<r T 1€Kz0)
=1 <01<14 Coi=1,.,n
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- ima re§en3e (r* *) tako da je 7* <0, Neka JeKCNtakav beskonacan skupda
xk—)z i sk->s k—>°° ~k€EK.

(takav skup K postoji jer je z tacka nagomﬂavanja niza (x) 2 s se ‘bira iz kompaktnog
skupa). Prema koraku 2 algontma 7.4.1. Sk se bira resavanjem problema

min T
C(Velx), o<
. (ai, s)<0, i€ lcxk’ek),
'(Vfi(xk, s) <7, i E I(xk,ek)'
~1<g<1, i=1,..n.

Niz (ek) je konvergentan kao monoton i ogramcen neka Ek >e* k> o, Dokailmo da je
o e*>0. Ako bi bilo e* = 0,tada bi za dovol;no vehko kEK bilo ;‘ .

I(xk ek) CKz,0), J(xk,ek) C Xz, 0)

‘- Onda je zbog neprekldnosn gradljenta i skalarnog prcnzvoda za k € K dOVOl]I\O velxko

ispun]eno o ,
' (Vga(xk) s’)<r’/"
(aysH<0, 1EI(xk,ek)CI(ZO)
(Vf(xk) < 74/2, JE-J(xk,ek)gJ(z,O) |
-I<o} <1, i=1,'-...,¥_1 ., o
k pa]etlmpre ‘ o .
_"(44) ‘V*P(xk)‘sk)QTk <7*/2. ‘
Zbogsk—>s k> oo, kEmeamodaJe
(W(z) s)<'r*/2

_ Prema tome ispunjeni su uslov1 Zanorwﬂl ove leme pa niz ("L) konverg;ra kaz. No

onda (4.4) vazi za sve k > k, €N, ‘gde je kg pooodno izabrano. S obzirom da ¢ - 0. '

“k - oo, postoji k >k tako da jezasvek > 1‘1 ispunjeno —e; 1"/ 1(4 4). No, tada u
koraku 4 algontma 6. 4 1.ne dolan do polov];enja ek Sto znadidaj je.za k >k ek €*>0,
, I\ontradlkcqa .

Dakle, ¢* #0 pa jeza dbvpljné veliko k, e = '5k+1.-.= = é'. _Odatle sl_edi da'je 22 takve k-

(Vo(xy s, ) STy < —6 = —€* -
@.5) ‘kkk?k__‘_ .
Wfi(xk_)f sk)§ TS —€ = —€*, i€ J(xk,ek) .
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: 0s1m toga jezak €K dovol;no veliko

(g &) 21(20), Xy, ) 2z 0)
Stavijajuci k » e, k €K iz (4.5) sledi-
- ' (Vga(z) H< —*
(4.6)
- (Vf(z) N<—e*, 1EJ(z 0)

_ ‘ 'S obzirom da su funkc1]e w(x) if (x),i=1,..,p neprekidné u z, zbog (4.6) postoji
n>0 (kole uz to moZe biti izabrano tako da je \/— n puta manje od rast01an]a w tacke z do
- najbhzeg ograméen;a neakuvnog u z) za koje iz

_ llsk—SIl < n , lIX—ZII <n
o sledi o
o T Ve(x), g0 < _— €*/2

(4.7) ' '

» (Vfl(x) g S<—e*/2, 1€J(z 0).
Neka j je k €K tako veliko da j je lek—zll < n/2 PokaZuno daj ]e za svako aE [0 n/ 2]'
tacka xk+ask d0pust1va Zaista, iz o .
llxk+ask—zll < Ilaskll + llxk—ZII < w
sledi da ée uxy + ocsk sva ogramcenja neakuvna uz biti zadovoljena (1 to sa znakom <) o
- 8 obzuom daje - : A . » : :
| o | (al,sk)<0 1€I(z O)CI(xk,ek)
- bice . - - :

(al,xkﬂxsk) < b + a(al, sk) < b _
zasve a < 0ii E I(z, 0) Neka Je sadai i € J(z,0). Funl\cua g](cx) f, (xk+ask) je opadajuéa
' na [o, n/7] Zausta zbog 4. 7) ' :

dgx(a) sk e
-(vf + <0
i “S“). Tl S T

Stoga je f(xk+ask) < f(xk) 0za a E {0 n/7] iig J(z 0) Dakle taéka xk + ask Je
~ dopustiva za svako a €[0,7/2). :
" Ocenimo sada raziiku 5’(xk) - y(xkﬂ) Funkcua g(a) ¢(xk+qsk) opada na“
[0 n/2] Zaxsta zbog (4. 7) je » : '
dg(e) | sk“-j.-e*
. —(ch(x +as ) ’I<-— <0
da L TR T

© Stogaje .
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?(xkﬂ) - 'SP(xk) <p(x + g 51;) = p(xy) =

d .
%::) '(g_'OK_ 4un€u
o P %

.. ‘n _
=85)- 40

Zbog ogranicenja —1 < g; < 1,i=1,.., nje lls I <+v/npaje

*

v €
(4.8) P(Xppp) — oG < - v

S obzirom da (4.8) vazi za beskonaéno mhogo k€Kaniz (¢(xk)) je monotono opadajﬁéi

dobija se S _ _ :
¢(xk)+—°°, k=, k€K

§to je u kontradikciji sa neprekidnoséu funkcijé ] u tadki z. Dakle, z jeste stacionarna
tacka. ¢ : '
PRIMER 7.4.1. Neka je dat problem nelinearnog programiranja '
min p(x,y) =x2+ 2xy +y>
x=0 ‘
y=20
x2+y?<1
Jasno je daje (0,0) redenje. Videemo kako se ovo resenje dobija primenom Zoutenidijk-
-ove metode. Imamo da je ay = (-1,0), ay= 0-1), fl(x,y) =x2+ yz — 1. Obelezimo sa
X skup dopustivih tadaka. Nekajex = (10)ie,= 1. '

k = 0: Imamo da je I(x o €o) = {1,2} J(x ) = {1}. Problem hneafnog prdgramiranja

iz koraka 2 je

o’ €o

minr
301 205 < T
—0; <0
—0, <0 .
20, <7
-1<g <1
~1<0,<1 |
~Ovaj problem ima beskonagno mnogo optimalnih resenja. Jedno od"njih jenpr.(7,5,) =
(0.0.0). Kako je 7, > —¢,, to je nova vrednost e, = 1/2. Sada je x, €,) = {2},
J(xq: €5) = {1}. Resavanjem problema : '
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‘minrT
301 + 202 <7
"0’2 < 0
'201 <r
-1<0<1
. zakl;ucujemo da opet postoji beskonaéno mnogo reﬁen]a Jedno od n31h je (To, so) =

= (—2 -1, 1/2). Sada je 7, < —¢, pa prelaznno na korak 5. Dakle, s, = -1,1/2)
aq,se dobga resavanJem problema ‘

2

L nun—(l-a)2+z‘(1-a)(5)+ Ll 3a2-2a+§
_ 4 4 2
poduslovoma>01uslovomx tasg €X, .
' ’ '-_—1<o
2_-_
'§£-4a<m

Sto se svodi na uslov0 < a<1. Mlmmum se dostlze pria=1,pajea =1 Dobljena
&aékajexl-(o 1/2). » o ' : »
k = 1: Dalje je I(: xl, €)= {1 ,2},‘J(xi', € 1) =@. Problem hneamdg programiranja iz koraka
v v min7.
oy toaSt
=01 <0
» ._—02 <0
-1<0;<1.
v : ! <a,<l :
: Reseny‘ problema je (Tl’ Sl) (0, 0 0) pa za novu vrednost €] uzunamo € =1/4. Sada
‘je l(xl,el) {1}, J(xl,el) ¢1nov1 problem lmeamog programiranja je
min 7 :
0y +02<r
. -ai <0
-1 0y <1
~1<0,<1
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)

Optimalno resenje je (ry, 5,) = (-1, 0, —1). Kako je 7; < —e; prelazimo na korak 5.
Znagi, 5= (0,-1)a a, dobijamo resavanjem problema : '

.1 2
min( ——«
( 5 )
pod uslovom >0 ix;tes € X, tj.
a-1i<o
2 .
e o— §< o,
4 .
§to se svodi na uslov 0 <a < 1 - Minimum se dostiZe pri @=1/2, paje a; = 1/2.‘Dov_bije-
na tagka je x, = (0, 0). ,
k = 2: Dalje je I(x,, 52) = {1,2} = I(x2 , 0); J(xz,.e7) =@¢= J(xz, 0). Problem linearnog »
programiranja je . ' ' '
‘min 7
0<r
;02 <0
-1<g;<1
Optimalnih resenja ima beskonaé¢no mnogo; j-edho od njih je (15, 5,) = (0. 0. 0). Uslovi za

zaustavljanje rada algoritma su ispunjeni. Lako je proveriti da su svi uslovi teoreme 7.4.1.
zadovoljeni pa je x = (0, 0) stacionarna tacka.

-——000---

Na kraju ove glave primetimo da smo u svim algoritmima za resavanje problema ne-
linearnog programiranja pretpostavili da je poznata dopustiva tacka x ; tako da je skup
XN {x€R"p(x)<o(x)}

ogranicen. ) _ ‘
Kod problema sa linearnim ograniCenjima dopustiva tacka, ukoliko postoji, moze se

kao i u linearnom programiranju naci refavanjem pomoénog problema linearnog progra-.
miranja. Pomoéni problem se moze formulisati sli¢no kao kod I faze simpleks metode:
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mmEz:
E11

.'(a x)+yl+zl b, i=1,..m

y1>0 z; =20, i= L.,m,
g .gde suy; 1zravnavajuée az vestaéke promenl]we . .
‘ - Kod problema sa nehnearmm ograméenpma dopustiva taéka se moZe nadi rejava-

njem drugog problema nelmeamog programiranja na slede¢i nagin: Neka je x, tacka koja
-zad ovol]ava linearna ogranienja, t]

T ‘ (ax)<b | ey I S
‘ - Ako j'é. 'f (xo) < 0 ‘i"'- 1, p sledJ da X, EX.U suprotnom uvoduno pomocnu promen-:
‘-lpvu ¢ i nenegativne bmJeve ppi=1, ., p takve da je p; = 0 ako je f(xo) <0i pl> 0
. akoj Je f, (xo) > 0 Pomoém problem nemeamog programuan]a Je
(al x)<b .1,'?' ,m .
(x)<p1£s ; 1" , :p
£> 0

L Poéetno d0pust1vo re§en_1e ovog problema Je npr tacka (Eo, xo) gde Je a

50 max{ —(—0) >0}

1

: .Ukohko Je optlma]na vrednost funkcqe cﬂja 0 dobxh smo. d0pust1vo re§enje polaznog
problema Ukoliko je- 0pt1malna vrednost funkc13e cﬂ]a veéa od 0 polazm problem nema

o -dopustlvih resenja. - : e
Ograméenost skupa X = { X € Rn l ¢(x) < ¢(x )} se u prmc1pu moze dobiti doda- e '

b} van]em dopunskih o,,raméen_]a tlpa C .
| Sen ""_-..-M<x <M, 1-1 L |
gde Je M > 0 dov 01_]110 vehko Ukohko Je u resenJu x* aktivno bﬂo kOje od ov1h dodatmh'

L o,,raméen)a M treba uveéati; ukoliko nije tagka je stamonarna i za polazni problem.

‘ anetlmo jos da u ovoj glavi nije pretpostavljena konveksnost funkcija cilja i ogra-
L ’_méen_)a ‘te stacionarne tatke ko_\e metode nalaze ne moraju biti (¢ak ni lokalna) resenja
ﬁ}postavljenog prob]ema PRI :
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