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ПРЕНИСЛОВИЕ 

Одним из свойств движений, изучаемых в механике, является устой­
чивость. Свойство системы быть инвариантной по отношению к действию 

малых начальных возмущений принято связывать с ее устойчивостью. В 
трудах Н. Е. Жуковского устойчивость процесса или движения понимается 

как прочность, неподатливость его при изменении начальных условий и 

действии малых возмущений. Отсюда ясно, что в природе наблюдаются 

лишь устойчивые процессы (движения), так как неустойчивые разрушаются 

под действием даже незначительных возмущений. В свое время Н. г. Че­

таев сформулировал постулат устойчивости законов физики и механики, со­

гласно которому устойчивость понимается как малость отклонений теории 

от эксперимента. Математическая формализация понятий устойчивости и 
неустойчивости в точном естествознании была осуществлена в выдающемся 

сочинении А М. Ляпунова "Общая задача об устойчивости движения". Пред­

ложенные им общие методы исследования устойчивости остаются основными 

методами и в настоящее время. Эти методы дополняются или обобщаются на 

новые объекты исследования. 

В предлагаемой вниманию читателей книге излагается общее понятие 

"процесса", аксиоматика которого допускает рассмотрение конкретных задач 

в трех направлениях 

первое - динамические системы, определяемые неавтономными диффе­

ренциальными уравнениями; 

второе - общие системы, полупотоки, абстрактные дифференциальные 

уравнения; 

третье - абстрактные процессы. 

Концепция устойчивости аксиоматически определенного процесса по двум 

мерам и предположение о его непрерывности по отношению к одной из них 

обоснована в общей теории систем. Исследование неавтономных систем в 

механике (реономные системы) является одним из прикладных направлений 

динамики систем. Исходя из принципа аналогичного постулату устойчивости 

Н. г. Четаева, многие задачи современного естествознания предполагают 
формирование условий устойчивости соответствующего процесса. Примерами 

таких задач могут быть производственные системы, энергосистемы, транс­

портные системы, агросистемы, а также системы, моделирующие среду оби­

тания или водную систему. Научные результаты, полученные в Огделе 
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устойчивости процессов Института механики АН УССР и в Orделении 
механики Математического института в Белграде, позволили предложить 
некоторый вариант общего подхода для исследования динамики и устойчиво­
сти многих явлений в технике и технологии. ПервЫй вариант текста книги 

был завершен в 1989 г. и обсуждался во время визита профессора В. Вуйичича 
в Институт механики АН УССР (Киев, сентябрь 1989 г.). Работа над моно­
графией закончена в 1990 г. и посвящается l00-летнему юбилею опубликования 
работы "Общая задача об устойчивости дВижения" А М Ляпунова 
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ПРИНЯТЫЕ ОБ03НА ЧЕНИЯ 

R - Множество вещственных чисел; 

л+ = [О, +оо[с R - множество всех неотрицательных чисел; 

п+ - множество всех положительных чисел; 
л" - k-мерное действительное векторное пространство; 

R х л" - декартово про изведение R и л"; 

Т = [-00, +00] - максимальный промежуток времени; 

То· =]to, +00] = {t : to < t :5 +оо} - полуоткрытый слева неограниченный 
промежуток времени; 

То = [to, +00[= {t : to :5 t < +оо} - полуоткрытый справа неограниченный 
промежуток времени; 

т; ~ R - множество всех начальных значений to при рассмотрении всех 

допустимых to; 

t Е R - переменная времени; 

to Е R - начальный момент; 

x(t) - вектор состояния системы при t Е л, (Хl"" ,Х2п)Т = х; 
(Т) _ знак транспонирования BeA~opa или матрицы; 
lп - единичная матрица. 
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ВВЕдЕНИЕ 

1. Эвристическое описание системы и заll8ЧИ исследования 

ВлиЯЩiе научно-технических достижений На результаты практической 

деятельности происходит путем все более широкого npименения матема­
тических методов и подходящих математических моделей, используемых 

для формального описания разнообразных реальных объектов, систем и ИХ 

функционирования. Наиболее распространенной является модель, именуемая 
..,дИНамическоЙ системой в широком смысле" и понятие КОТОРОй охватывает 

ряд классичесхих определений, возникающих в недрах классической механики 

и качественной теории дифференциальных уравнений. 

Широко распространеный термин »система" призван определить совокуп­

ность находящихся во взаимодействии »элементов« ·или »элементарных сис­

тем". Интуитивно ЯСНО, что в свою очередь понятие элемента или элементар­
ной системы должно рассматриваться в зависимости от уровня моделирования, 

отправляясь от которого можно рассматривать определенную модель объекта 

как элемент или как систему. С этой целью естественно рассматривать 
гипотезу неделимости. 

Для заданного уpvвня моделирования конкретный объект удовлетворяет 

принципу неделимости, если во времени и в пространстве он сохраняет 

неизменныии собственные свойства. 

Предполагая выполнимыми условия данной гипотезы, элементарной бу­

дем _ называть систему, удовлетворяющую принципу неделимости И описы­
ваемую минимальным числом бит информации, достаточной для ее полной 
различимости. Под полной различимостью будем понимать такой уровень 

описания, при' котором нельзя не различать две хотя бы и внешне подобные 

системы. Естественно при этом под СЛОЖНОй сисТемой понимать совокуп­
ность двух или более взаимодействующих между собой элементарных систем. 

Очевидно, что при таком определении, совокупность любого числа невзаимо­

действующих между собой элементарных систем, сложной не является. 

Элементарные системы, образющие сложную систему, могут описываться 

всеми мыслимыми типами уравнений и неравенств, а также включениями, 

которые в совокупности дают множество решений или реализаций процесса 

фунхционирования данной системы. 

Одной из центральныx проблем, относящихся к изучению общих свойств 

систем, является исследование условий устойчивости ИХ функционирования. 

5 



6 Введение 

2. Функционирующие системы 

2.1. Состояние системы определяется некоторым набором .... обобщенных 
координат", а их изменение во времени подчинено определенной системе 

уравнений либо неравенств. Функционирование системы определяется рядом 

факторов, которые условно можно объединить в две группы. 

ДО. Факторы, выбор которых может осуществляться экспериментатором, 

и с помощю которых функционирование системы может быть изменено по 

его усмотрению. К числу таких факторов относятся управляющие силы, 

пара метры системы и начальные данные. Обозначим А - множество, эле­

ментами которого могут быть характеристики параметров, функций, классов 

функций, операторов и Т.д., которые описывают форму, структуру, материал, 

напряженное состояние конструкции, управления и Т.д., которые могут из­

меняться экспериментатором. 

A1. Факторы, выбор которых не зависит от желаний эксперимента­

тора, но о которых он располагает некоторыми априорными сведениями. 

Обозначим В - множество, элементами f3 которого являются характерис­

тики различной при роды в~мущающих сил, условий эксплуатации, режимов 

функционирования системы и Т.д. 

По замыслу система должна быть такой, чтобы ее функционирование было 

удовлетворительно при любой реализации f3 ЕВ. 

2.2. Для изучения устойчивости в математических моделях абстрактной 
динамики потребуются следующие понаятия. Время t Е Т и множество 

начальных значений '4 ~ т, Для начального момента времени to Е то 
задается непустое множество Нсо , элементы которого суть начальные данные 

hto ' возмущения РСо И управления и/о. Совокупность начального момента to 
и начальных данных hto образует упорядоченное множество h = (to,h tq ). 

Множество 

называется пространством исходных данных. 

Для любого момента t Е Т задается множество х С , элементы которого 
х Е х' есть выходы системы в момент времени t. Совокупность текущего 
момента t и выхода х образует упорядоченную пару (t, х) I которая называется 
позицией. Множество 3 = {( t, х) : t Е Т, х Е ХС } называется пространством 

позиций. РассмаТР!lваются также множества Х = UteT хс , Н = UtoeTo Н/О' 
Наконец. задается пространство частичных функций времени 

rp = {х: t -- x(t),domx -- X,domx ~ T,(Yt Е domx) x(t) Е Х С }. 

Множества Т, '4, НСО I Х " 3, rp наделяются соответственно структурой 
и выделенными на них семействами множеств, а также аксиомами, ис­

пользуемыми в определениях структуры и соответствующих семейств мно­

жеств. 



2. Функционирующие системы 7 

Кортеж множеств и пространств 

(7, 'Ii, {Xt}tET, {Hto}toET;, Н, =:,Х, <р) 

образует среду. 

Orношение r между множеством <р (частичных фУНКЦИЙ z времени t 
со значениями в пространствах X t ) и пространством исходных данных Н 
(Т С <р х Н), удовлетворяющее вообще некоторым аксиомам (которые могут и 

отсутствовать) называется функционирующей системой. 

Функционирующая система r называется системой движений, если для 

нее выполняется аксиома начального момента времени: 

(Vh Е dom r)(Vz Е rh) to Е domz. 

При этом каждая частичная функция z Е rh (h Е domx) называется 

движением, определенныим по крайней мере при to (to Е 7(x,h». 

Функционирющая система в среде r С Ф х М называется системой про­
цессов, если: 

а) множество 7 частично упорядочено; 

б) выполняется аксиома исходных данных 

(Vh Е domr)(Vx Е rh)(t o Е domx л {Z(tO)}"Erh - singl). 

Для системы процессов каждую функцию х Е range r С Ф принято 

называть пр<щессом, а при фиксированном h каждая функция z Е rh 
называется процессом с исходными данными. Столь общее определение 

функционирующей системы, системы процессов и процесса имеет большое 

ориентирующее значение при все возрастающем количестве моделей, рассма­

триваемых в абстрактной теории динамически систем. 

2.3. Чтобы рассматривать вопросы устойчивости и неустойчивости реше­
ний дифференциальных уравнений в обыкновенных и частных производных, 
целес~разно выделить лишь некоторые необходимые для этого свойства ре­

шений и ввести аксиоматическое определение абстрактного процесса или сис­

темы процессов. 

Пусть время t Е]О, те т = +00, допустимо. Пусть множество D точек 
<р произвольной природы И каждому t Е [t о, t 1) или [t о, t 1) ([t о, t 1 [С)О, Т[) в 
множестве D соответствует точка <р = <p(<pO,to,t1;t) такая, что <р = <Ро при 
t = to. Тогда кривая <р = <p(<PO,to,t1;t) определена Vt Е [tO,t1) или Vt Е [tO,t1] 
при t = to и <р = <РО' 

Множество D будем называть пространством состояний, а <р Е D -
состоянием. 

Из множества всех кривых, выходящих из точки <РО' на основе некоторых 
аксиом Bo-~ выделим часть и будем называть их процессами. 

Во. Аксиома сужения. Любой процесс, определенный в промежутке 

[to, t1) с (О, Т) является также процессом в любом проме~тке [to, tf) с [to, t1); 
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В1 . Аксиома сочленения. Если два процесса имеют общую точку в 
момент времени t 1, то кривая, состоящая при t < t1 из точек одного процесса, 

а при t 2: t 1 из точек другого, также будет процессом. 

~. Аксиома существования. Существует по крайней мере один процесс 
(ф(t», определенный на всем интервале (О, Т). 

Если состояние lfJ в момент времени t принадлежит процессу, то говорят, 
что этому процессу принадлежит пара (1fJ, t). . 

Прu.мер 1. В качестве примера системы процессов рассмотрим модель 
сплошной среды с внутренними степенями свободы. Описание сплошной среды 

осуществляется с помощью криволинейной системы координат наблюдателя 

х 1, х2 , хЗ , х 4 И сопутствующей лагранжевой системы е, е ,е, ~4, Фиксирующей 
координаты индивидуальных частиц (е,е,е) и время ~4 = t как скаляр­
ную величину на R. Наряду с неизвестными функциями x i (€ 1, е , е, €4) 
(i = 1,2,3,4) рассматриваются производные 

···1 (р = 1,2,3, ... ) 

и переменные параметры состояния ",A(~l,e,e,~4) вместе с их производ-
ными 

V'k 1 V'k2'" V'k.",A (А = 1,2, ... , q = 1,2,3, ... ) 

(к которым можем отнести, например, энтропию, компоненты тензоров остато­

чных деформаций, плотности дислокаций, намагниченность и поляризацию, 

векторы электромагнитного потенциала, внутренние кинетические моменты и 

т.д.), которыми характеризуется рассматриваемая сплошная среда. Совокуп­

ность таких определяющих параметров (распределенных для момента времени 

to) образует множество H to входов hto (множество Н). 

В основу модели СПЛОШНОй среды можно положиь базисное вариационное 

соотношение 

б i Ldт+БW· +БW = О, 
где L - плотность функции Лагранжа, БW· - функционал, характеризующий 

объемные в V4 и' поверхностные на Ез взаимодействия данной части среды (в 
V4 ) с внешними полями и телами и некоторые необратимые действия соседних 

частей среды, примыкающих к выделенному объему V4 вдоль поверхности Ез 
- представляется поверхностным интегралом и при вариациях бхi , 6",А И 
их производных, отличных от нуля на Ез + s±., определяется через б fA L dT 
И БW· из базисного уравнения. 

Если-~ри.-произвольных 6xi , б",А задается еще и внешними услови­
ями, то это ведет к рассмотрению начальных условий, краевых условий и 

условий на скачке. 

Общность базисного вариационного уравнения состоит в том, что из него 

получаются все существующие в настоящее время макроскопические модели 

сплошных сред (материальных континуумов и физических полей) как для 
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обратимых, так и необратимых явлений, в том числе модели упругих и 

пластических сред жидкостей, газа, плазмы и т.д. Следовательно, базис­

ные вариационные уравнения задают соотношение r, В системе. Которое 

начальномы распределению определяющих параметров h = (to,h to ) (zi. рА 
И ИХ производных) ставит в соответствие процес ж в системе, описываемый 

в терминах этих определяющих параметров или некоторых их функlJ,ИЙ .. 

При.мер 2. Пусть Е - вещественное банахово пространство. и 11 • 11 -
обозначает норму в Е. Рассмотрим дифференциальное уравнение 

dz 
dt = Р(ж, t), z(to) = жо, (2.1) 

где F Е С[Е х ~,E). Предположим, что нас интересуют динамические свой­
ства некоторого его решения zo(t). Если сделать замену z = жо + у, то для 
возмущения у получим 

dy А 
dt = F(жо + у, t) - F(жо, t) = /(у, t). (2.2) 

Пусть в начальный момент времени to 

у(О) = Уо. (2.3) 

Предположим, что (по крайней мере для уо Е В(Уо,Ь), В(уо,Ь) = [у Е 
Е : IIY - YolI ~ Ь] задача Коши (2.1)-(2.3) однозначно разрешима и решения 
неограниченно продолжимы на интервале R+. 

Уравнения (2.1)-(2.3) при определенных предположениях описывают, 

например! движение жидкости. 

для рассматриваемой системы определим следующий способ задания 

системы процессов , считая: 

Т=ТО , 7; = {to} - singl 

где Т - частично упорядоченное множество с заданным на нем бинарным 

соотношением ($), удовлетворяющим аксиомам частичного порядка: 
Со. Аксио.ма рефлексивностu: t ~ t. 
С1 • Аксuо.ма транзитивности: t 1 ~ t2 Л t2 ~ tэ ::} t 1 $ tэ. 
С2 . Аксио.ма антиси.м.метричности: t 1 ~ t2 Л t2 ~ tl ::} tl = t2. 
Пусть множества 

Нсо == В(Уо,Ь), Н = В(Уо,Ь) х 7;, е = ТО х Х, Ф = Фl' 

Orношение r между Н и Ф задается равенствами 

domr = Н, (Vh = (to,yo) = (to,h to ) Е 8, rh = {у( .,h) = и(у, .)}} - 8~ngl. 

Аксиома начальных данных справедлива, поскольку (Vh Е dom r) Т(lI, h) = 
[to, +(0), Т.е. to ET(y,h), а в силу единственности rh имеем 

(V(to, hto ) Е Н) U {y(to, to, hto )} = {Уо} - singl. 
:eerh 
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Таким образом, для системы (2.1 )-{2.3) возможно задание системы процеесов. 
Прu.мер З. Уравнение, описывающее движение опертого стержня, под­

верженного периодической во времени сжимающей нагрузке, имеет вид 

a2w aw a4w a2w 
at 2 + fЗ7it + дх4 + p(t) дх2 = О, О 5 х 5 1, t ~ О, (2.4) 

где прогиб w(t, х) удовлетворяет граничным условиям 

a2w 
w(t, О) = дж2 (t,O) = О, х = О, t ~ О; (2.5) 

a2 w 
w(t, 1) = дх2 (t, 1) = О, х = 1, t ~ О. (2.6) 

Удовлетворение функции w условиям (2.2), (2.3) определим как прина­

длежность функции w некоторому классы R. 

В уравнении (2.4) fЗ является константой и нагрузка предполагается 

равной 

p(t) = (~7r2) СОВ wt, 
РКР 

(2.7) 

где РКР - критическая Эйлерова нагрузка, соответствующая постоянной силе, 
и Ро - амплитуда пеРИОдИческой приложенной нагрузки. 

Для однозначного определения движения необходимо задать начальные 

условия 

w(O, х) = <р(х) , 
aw 
7it(Q, х) = Ф(х), 

<р(х) Е E1 , 

Ф(х) Е Е2 , 

(2.8) 

(2.9) 

где гладкость функций обеспечивает существование и едИнственность решений 

задачи (2.4)-{2.9): 
Приведенная выше система определяет следующий способ задания системы 

процессов: 

т = [О, +00) = R+, 
пtо = RnE1 nE2 , 

1i = {О} = singl, 1i = т: 
н = [0,+00) х Rn Е1 n Е2 • 

ф - множество функций w : [0,1] х Т --+ 'D С R, dom w ~ Т, r -
функциональное отношение между Н и Ф такое, что domr ~ Н (по построению 
выполнены все аксиомы функционирющих систем, кроме того на множествах 

[О, +00), Т, [0,1] задана некоторая структура А с '1аСТИ'IНЫМ-ОТНОШCЮfем пор­
ядка). Пусть нас интересуют решения системы (2.4), имеющие все производные 
до четвертого порядка включительно, т.е. w Е ct[[O, 1],7]. Тогда примем 
х' =='D == Х. 

Очевидно по построению, в силу выполнения условий единственности 
имеет место обычная аксиома начальных данных. Таким образом, функции 
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w( t, х) являются процессами в смысле приведеного определения системы 

процессов. 

Прu.м.ер 4. Рассмотрим систему дифференциальных уравнений 

х = F(t, х, и), (2.10) 

где х - 2n-мерный вектор, u - r-мерный вектор, F - 2n-мерная вектор­

функция. 

Приведенная система описывает движение некоторого управляемого об­

ъекта с фазовыми координатами х = (х 1 , х2 , ••• ,х2n ) Е Х ~ R2n И управ­
ляющими оРганами u = u(t) = (Ul,U2, ... ,ur ), где u принадлежит неко­
торому пространству ut . При известных начальных данных x(to) = хо 
и определенном управлении в пределах довольно широких допущений на 

функцию Р, система (2.7) имеет единственное решение (теорема Каратеодори) 
х = xP(t) = x(t, Хо, to, иР ). 

Пусть хР и иР соответственно программное движение и программная 
траектория. После замены 

х = xP(t) - у, и = uP(t) - V 

получим общепринятую форму уравнений для программного движения уп­

равляемого объекта 

iJ = A(t)y + 8(t)v + V(t, у, v). 

далее будем считать, что A(t), 8(t) - вещественные, непрерывные матрицы, 
заданные при t ~ О с ограниченными элементами и 

где а = const > О, L = const. Зададим систему процессов следующим образом 

7:z::: R+, 7i = {to} = singl, 7i С 7, 
H~o = {хО }, UtOo = uto , Hto = Uto Х {хо}, 

Н = Ut Х {хО} Х {to}, X t = {х: х Е rangex} х Ut , 

Ф - множество функций х из 7 в Х, dom х ~ 7, r - отношение между Н и 
Ф. Кроме того, на множестве 7 задана структура А с отношением частичной 
упорядоченности. 

По построению, в силу выполнения условий единственности выполняется 
аксиома исходных данных (В некоторых частных случаях классическая ак­
сиома исходных данных). 

Таким образом, решения системы (2.10) являются ПРOJ~ессами в смысле 
определения системы процессов. 
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3. Меры состояния процессов 

Процессы, рассматриваемые в механике сплошной среды, аэрогазоди­
намике, магнитной гидродинамике, химической технологий, термоядерном 

синтезе и т.д. описываются, как известно, дифференциальными уравнени­

ями в частных производных, интегро-дифференциальными, интегральными 

либо функционально-дифференциальными, уравнениями, неравенствами или 
включениями. Предположим, что исследуемый процесс полностью характе­

ризуется системой функций t/.', (t, х) (i = 1, 2, ... ,n), которые определены в 
ограниченной области n пространства Rm при t Е То, х Е n. Функции Фi(t, х) 
Vt Е то удовлетворяют некоторым граничным условиям, а при t = to Е 7;, 
т; Е R - начальному условию ФiО(Х) = 1/Ji(to, х), i = 1,2, ... ,n. 

Пусть некоторый другой процесс в рассматриваемой системе, который 

примем за эталонный, номинальный, невозмущенный процесс описывается 

системой функций 1/Ji(t, х), i = 1,2, ... , n. Всякий, отличный от невоз­

мущенного, процесс 

1f'i(t,X) == Ф,(t,х) - ф;(t,х) i = 1,2, ... ,n 

называется возмущенным. 

Если в системе нет других факторов, которые влияют на процесс, кроме 
начальных условий, то невозмущенному процессу соответствует соотношение 

1f'j(t, х) == О, Vi Е [1, n], но каждому распределению 1f'jO{x) соответствует 
определенная зависимость 1f'j(t, х), i Е [1, n], t Е То, х Е n, которая является 
возмущенным процессом. 

3.1. Некоторые классы Функций. При формулировках условий о 

мерах, применяемых при исследовании устойчивости процессов, приме­

наяются функции, обладающие специальными свойствами, которые определим 
так: 

1< = {а Е C[R+, R+] : а(и) строго возрастающая по и И а(О) = О}; 
L = {Ь Е C[R+, R+] : Ь(и) строго убывающая по и. И limb(u) = О при 

и-+оо}; 

t}; 
1< L = {с Е C[R~, R+] : c(t, s) Е [{ при каждом s и c(t, s) Е L при каждом 

С[{ = {d Е C[R~, R+] : d(t, В) Е 1< при каждом t}; 

Г = {р Е С[Ф х R+, RiJ : inf p[1f', t] = О}; 
ГО = {р Е Г : inf<p p[1f', t] = О при каждом t Е R+}. 

Здесь Ф - заранее заданное допустимое множество процессов 1f'(t, х). Сим­
волом 1f'H будем обозначать допустимое множество (пространство) начальных 
состояний 1f'o{x) процесса. 

Рассмотрим теперь некоторые меры, встречающнеся при исследовании 

устойчивости процессов. 
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3.2. Мера А. М Ляnyнова. Пусть совокупность функций ql (t), ... ,qk (t), 
ql (t), . " ,qk (t ) удовлетворяет уравнениям движения материальной системы в 
виде: 

d2q' ,1 Ао'1 'А: dt 2 =Q(t,q, ... ,q ,q, ... ,q), s=1,2, ... ,k, 

где Q' - известные функции времени, обобщенных координат и обобщен­

ных скоростей. Обозначим ql(t) = qHl(t), ... , qk(t) = q2k(t). Движение, 
описываемое совокупностью функций qA(t), ... ,q~k(t) назовем невозмущенным 
Остальные движения, возможные для данной системы, будем называть воз­

мущенными. 

Пусть ~aHЫ функции Фl(ql, ... ,q2k,t), ... , Фп (ql, ... ,q2k,t) величин 
q' и t. Предположим, что величины q' и функции Qi безразмерные и введем 
обозначения 

po(q(t),t) = тах Iq'(t) - q~(t)I, 
1~,~2A: 

p(q(t), t) = m!U Ix;(t)l, 
1~.~n 

где Xi(t) = Qi(ql, ... ,q2k, t) - Фi(qА, ... ,qбk , t). 
При рассмотрении вопроса устойчивости предполагается, что выполняют­

ся такие условия, при которых функции x;(t) непрерывны для любых t ~ to, 
а функции Фi непрерывно зависят от q' и t. 

Меры ро и р имеют следующие своЙства. 

Do. Мера ро - вещественная неотрицательная функция, обращающаяся 
в нуль на невозмущенном движении q~(t) при любом t ~ to. 

D1 . Мера р - вещественная неотрицательная функция, обращающаяся в 

нуль на невозмущенном движении qMt) при любом t =~ to 
~. Для любого числа е > О найдется такое число 6 > О, чТО неравенство 

p(q(to),to) < е выполняется, как только po(q(to),to) < 6. 
Dз. Мера р непрерывна по t при любых t ~ to. 
D4. для любого числа е > О можно указать такое число 6 > О, ЧТО 

неравенство po(q(to), to) < е выполняется, как ТОЛЬКО p(q(to), to) < 6. 
Свойство D4 является дополнительным ограничением на свойства функ­

ций Ф;, но именно при нем А М. Ляпунов сформулировал определение устой­
чивости, основанное на неравенствах p(q(to),to) < 6 и p(q(t),t) < е, которое 
получило преобладающее значение. 

Заметим, что А М. Ляпунов сформулировал и общее определение устой­

чивости, основанное на неравенствах po(q(to),to) < 6 и p(q(t),t) < е. 

3.3. Мера В. И. 3убова. Рассматривается система дифlJeренциальных 

уравнений 

ди, (1 k дщ ) дt =/, t,x , ... ,Х ,иl,,,, 'UП'дХj'''' (3.1) 

(i,s = 1,2, ... ,n; j = 1,2, ... ,k), 
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правые части которой заданы и непрерывны в некоторой области G с Rn . 

Предполагается, что для любого элемента lfJ Е Ф (Ф - функциональное 
пространство, метрическое или линейное нормированное, элементами ко­

торого являются векторные функции lfJ = (lfJl, ... ,lfJn)T, где IfJj(x1, ... ,хn ), 
i = 1,2, ... ,n, - заданы в Rk ) можно построить решение и = U(IfJ, t) такое, 
что U(IfJ, t) определено при всех t Е Т и u(lfJ, t) Е Ф, \/t Е Т, u(lfJ, О) = 1fJ. 
Кроме того, u( 1{> , t) непрерывно по обоим аргументам и при lfJ = О имеет 
место равенство U(I{>, t) = о. 

Рассматривается мера р(р, q), удовлетворяющая свойствам метрического 
расстояния. А именно, предполагается выполнение следующих соотношений: 

Во. p(p,q) = О при р= q Е R. 

E1. р(р, q) = p(q, р) при любых р, q Е R. 

~. р(р, q) ~ р(р, z) + p(z, q) при любом z Е R. 

С помощью меры р измеряются начальные возмущения и текущее состо­

яние процесса (решения U(IfJ(t» системы (3.1». 
Нетрудно заметить, что определения устойчивости формулируются при 

этом на основе неравенств для одной меры. 

3.4. Мера А. А. Мовчана. Рассматривается абстрактный процесс 

I{>(to; lfJo' t), определенный аксиоматически (выполняются аксиомы Вo-~). 
Процесс ф"(t), определенный при всех (lfJ(t», принимается за невоомущенный. 
для любой пары (I{>,t) любого процесса вводятся меры pO(IfJ,t) и p(lfJ,t), 
обладающие свойствами: 

ро . Мера PO(I{>, t) - вещественное неотрицательное число для любой пары 
(1fJ, t) любого процесса, причем 

ро(Ф"(t),t) == о \/t Е то. 

F1. Мера p(lfJ, t) - вещественное неотрицательное число для любой пары 

(1fJ, t) любого процесса, причем 

р(Ф·(t), t) == о \/t Е 10. 

Р2 • Мера p(lfJ, t) непрерывна по мере Po(lfJ, t) (равномерно) на данном 
множестве То" ~ 10· 

Fз . для любого невырожденного процесса lfJ(to, ф", t) в промежутке его 
определения, вещественная функция p(lfJ(to, ф"), t, t) аргумента t непрерывна 
по t Е то. 

Меры Ро и р, удовлетворяющие свойствам Fо-Fз можно получить, если 
в множестве Ф ввести метрики Pl(P, q), Р2(Р, q), удовлетворяющие аксиомам 
Eo-~ метрического пространства за исключением требования: из Pl(p, q) = о, 
{J2(p, q) = О следует р = q. далее следует принять 

РО( 1{> , t) = Pl( 1{> , ф" (t» + Р2( 1fJ, ф" (t», 

p(lfJ, t) = P2(1fJ, ф·(t». 

..,;$ ; 
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Свойство Fз имеет место всегда, когда процесы tp(to, Фй , t) непрерывны 
по мере Р2. 

Мерой Ро измеряются начальные возмущения, а мерой Р - текущее 

состояние абстра"Ктного процесса. 

З.5. Мера В. М Матросова. Вводится промежуток Т = [О, Т] ~ То (То ~ 
Т), мНожества М с-Г = То х Е, МО С То х Но такие, что их сечения не 
пустые инеотрицательные фунхционалы Рм : Т х Е -+ R1, P~ : то х Но -+ R,l, 

PM(t,tp) = dt(tp,M(t», dto(tp,M(to» = p~o(to,tpo), удовлетворяющие условиям: 

Go. dt\tp, M(t» = О при (t, tp) ЕМ. 

G1. ~o( tp, Mo(to» = О при (to, tpo) Е м. 
В частности, можно взять 

dt(tp, M(t» = d(tp, M(t» = inf Iltp - tp'lI 
fP'EM(t) 

при (t,tp) Е Т х Е; 

J,lo(tpo' Mo(to» = ~(tpo,MO(t0»)'1;: fP)~~{to) dO(tpo'tp~) при (to,tpo) Е то х Но· 

Здесь Е - некоторое банахово пространство, Н о сЕ, d( tp, tp') - метриха 
пространства Е, ~(tpo,tp) - собственная метрика на Но, превращающая его 
в метрическое пространство. 

Мера 40 используется для измерения отклонения начальной точки tpo от 
начального множества Mo(to); мера dt для измерения отклонения процесса 
ж(t) от множества M(t). 

З.6. Мера Т. К. Сиразетдинова. Результатом измерения процесса tp(t, ж) 
являетса ,-фунхционал, определенный на множестве состояний tp Е Ф в фик­

сироваНнblЙ момент t Е То. Мерой называется вещественный функционал 
Р = p[tp,t], определенный для каждого фиксированного момента времени't Е То 
на множестве вектор-функций tp(t, ж), :t Е О, удовлетворяющий определенным 
условиям, тах что для процесса <р( t, ж) выполняются аксиомы во - В2 и сущест­
вует некоторый процесс <p(t), определенный при всех t Е Т. Для любой пары 
(tp,t) любого процесса вводятся меры PH[tp,t] и p[tp,t], обладающие свойствами: 

Но· Мера Рн = PH[tp, to] - вещественное число, которое приведено в 
соответствие паре (tp,t o) начального состояния процессов в момент to Е (O,t), 
причем РН[СР' to] ::; О, to Е (О, t). 

H1• Мера Р = p[tp, t] - вещественное число, которое приведено в соответ­
ствие каждой паре (tp,t) любого процесса, причем p[cp,t]::; О. 

Н2 . Мера p[tp,t] непрерывна по мере PH(tp,tO) (равномерно) на данном 
множестве 7i ~ Т. 

Нз. Выполняется условие Fз . 

Условия PH[CP,tO] ::; О и p[<p;t]::; О при t Е [to,+oo), to Е (O,t) указывают 
на то, что процесс cp(t) определен в области неположительности мер Рн И р. 
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в случае конечномерного числа параметров q; (i = 1,2, ... ,2k), харак­
теризующих состояние рассматриваемого объекта, можно принять 

3.7. Векторные меры. Пусть состояние абстрактного процесса V'(to, V'o' t), 
определенного согласно аксиомам Вo-~ характеризуется с помощью век­

торных мер 

Р H(V" to) = (p~(V', to), ... ,p';;(V', to» Т; 
p(V',t) = (Pl(V',t), ... ,pn(V',t»T, 

(3.2) 

(3.3) 

координаты которых могут принимать и отрицательные значения. С век­

торными мерами Рн и Р нетрудно сваязать следующие скалярные меры 

PHO(V" to) = ~ax p~(V', to); 
15'5т 

PНl(V',tO) = dTpH(V',to), где d - постоянный вектор 
m 

Pm(V', to) = L>~(V',to); 
;=1 

PO(V', t) = т~ Pj(V', t); 
15J5n 

pl(V',t)=eTp(V',t), е - постоянный вектор; 
n 

p2(V',t) = Epj(V',t). 
j=1 

Заметим, что если пары мер (Рно'Ро )' (PНl'P1 ), (РН2'Р2 ) удовлетворяют 
свойствам, приведенным в п. 3.1-3.6, то векторные меры (3.2), (3.3) являются 
обобщением рассмотренных мер. 

Векторной мерой p(V', t) текущего состояния процесса называется вещест­
венный вектор, координаты которого положительные или отрицательные 

числа, соответствующие каждой паре (V', t) любого процесса, удовлетворяющего 
аксиомам Вo-~. 

Векторной мерой PH(V" to) начальных состояний процесса называется 

вещественный вектор, координаты которого положительные или отрицательные 

числа, соответствующие каждой паре (V', to) начального состояния процесса в 
момент времени to Е 1i. 

Векторная мера p(V', t) непрерывна по мере Рн' если для любой пары 

мер (Рн" , Р,.), k = О, 1,2, существют пары чисел ~" > о и 6"(~,,, to) > О такие, 
что 

k = О, 1,2, 

если только PH"(V" t) < 6", k = 0,1,2. 
Непрерывность меры Рн по мере Р не предполагается. 
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Допустимо также, что PH(ip) = p(ip,t) при t = to. При этом состояние 
системы процессов при t = to и t Е То характеризуется одной и той же 

векторной мерой. 

Наличие отрицательных координат pk(ip,t) $ О, PHS(ipo,to) $ о в век­
торах p(ip,t) и PH(ip,tO), соответственно, означает, что в рассматриваемой сис­
теме существуют процессы ipo(t), определенные в области неположительности 
мер. 

Заметим, что векторные меры p(ip,t), PH(ip,tO) и их координаты могут 
не удовлетворять аксиомам "расстояния" в метрических пространствах. В 

качестве координат векторной меры Р( ip, t) можно принять функционалы 

max{lipl, '~~ '}, 1 ipdT, 1 ip2 dT, 1 t {ip~ + ~(~:;) 2} dT 

И другие. 

Значение меры p(ip, [) может не зависеть явно от t Е 70 и значение ее 

координат Pj(ip,t) полностью определяется состоянием ip(x,t), т.е. Р = p(ip). 
Пусть заданы векторные меры Рн = p(ip) ир = p(tp,t) определенные выше; 

векторы Рн и Р таковы, что Рн(О) = о. Начальные возмущения измеряются 
вектором Р н' а текущее состояние процесса - вектором Р = Р( ip, t). Вектор 
Р н (ip) характеризует начальные возмущения различной степени гладкости 
для одного процесса либо различные начальные возмущения для различных 

процессов в случае системы процессов. 

4. Концепция устойчивости процессов 

Задача качественного анализа отношения между возмущенным (фак­

тическим) процессом и невозмущенным (эталонным, номинальным) является 

центральной при решении вопроса об устойчивости. Интуитивно ясно, что 

любые устойчивые процессы, будь то физические, химические и других типов 

имеют то общее, что все они сохраняют определенные собственные свойства 

при малых начальных отклонениях, которые не учитывались при создании 

математической модели процесса. Пусть D - пространство состояний про­

цесса ip(t, ho ), где ho - функция, учитывающая параметры процесса ip; Q Е Л 

- множество параметров. В пространстве D рассмотрим множество Х и на 
Х определим функционал Р(р), т.е. любому рЕ Х поставим в соответствие 
вещественное число Р(р). 

Предположим, что реализации процесса 

tp(t,h o ) = Ф(t,hо ) - ф*(t,hо ) 

случайные и являются элементами множества Х при каждом фиксированном 

t Е То· 
Реализации процесса ip(t, ho ) при незначительном возмущении параметра 

Q Е Л »обволакивают" некоторый процесс ф* (t, ho ), который может быть 

принят за эталонный, номинальный. 
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Незначительное отклонение реализаций процесса 'Р( t, ha ) от номиналь­
ного ф·(t, ha ) будет основой наших дальнейших суждений об устойчивости 
функционирующей системы. 

4.1. Общее опреllеление устойчивости. Чтобы дать оценки состояния 

процесса 'P(t, ha ) при любом а Е А и t Е ТО вводится однопараметрическое 
семейство функционалов 

( 4.1) 

При фиксированном значении времени т, вещественные значения функционала 
Fr оценивают величину возмущений 'P(t, ha ) до значения Т включительно. 

Если к этому фиксированными являются параметр а и реализация 'P(t, ha), то 
функционал (4.1) является действительной функцией времени t < т; значение 
Т = +00 допускается. 

Обозначим через А множество действительных функций, определенных 

на То. Пусть В - некоторая совокупность подмножеств множества А. дЛЯ 
каждого множества 'Р Е В построим с помощью параметра 'у совокупность В., 

подмножеств 'р. 

в множестве абстрактньх параметров А определим совокупность А 

подмножеств множества А. Для !<аждого D из А с помощью параметра 'у 

построим совокупность A.y(D) подмножеств D. 
В этих случаях в качестве параметра 'у в определении совокупностей 

В., ('Р) и А., (D) допустимо применение множеств 'Р из В и Dm из А. 

Для характеристики значений функционала Fr введем множество функ­

ций в С, определенных на ТО и обозначим С+ множество их значений при 
каждом фиксированном t Е ТО. Множество С содержит значения реализаций 

{Fr , Т Е То} в качестве своих элементов. При Т = +00 предполагается, что 
F 00 Е СОО; напротив, если F 00 Е СОО, то F 00 f/:. СОО. Следовательно, {F..,., Т Е 
То} Е Q, если и только если F 00 Е СОО. Чтобы различать множества С в 

зависимости от Т и I будем писать C~. 

Пусть Тт ~ т - подмножество, характеризующее длительность функцио­
нирования, а числа а И а - О будем считать различными и если Ь > а - О, 

то считается, что Ь ~ а. 

Оnределенuе 4.1. При заданном кортеже функционала, множеств и 

пространств (Fr,B,B."A,A."Tm,~o), О ~ ~ < 1 функционирующая система 
устойчива, если для любого ~ > ~o и любого множества С Е В можно найти 
такое множество D Е А, что для каждого D1 Е Ac(D) существует множество 
C1 Е ВО! (С), при котором 

P{Fr['P(t,ha),t ~ Т] Е CDJ ~ 1-~, 
при всех Т Е Тт и а Е D1. 

Физический смысл определения 4.1 состоит в том, что устойчивость 

функционирующей системы имеет место, если значения отклонений не пре­

вышают некоторых допустимых значений (находятся в множестве СЬ!). 
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Если процесс <p(t, ha ) детерминированный, то определ~ние 4.1 имеет 
следуюm.yю формулировку. 

Определение 4.2. При заданном кортеже функционала, множеств и прос­
транств {F,.,В,в.у,А,А'У' Тт } функционирующая система устойчива, если для 
л~го множества С Е В можно найти такое множество D Е А, что для 
каждого Dl Е Ac(D) существует C1 Е BD1 (С), при котор,?м 

( 4.2) 

при всех r Е Тт и о Е D1 . 

ВыбоPl функционала F,., множеств и пространств, фигурирющих в опреде­
лениях 4.1 и 4.2 будет проилюстрирован на двух конкретных классах систем 
уравнений. 

Следствие 1. Система с сосредоточенными· параметрами. Рассмотрим 
систему обыкновенных дифференциалных уравнений 

dж 
dt = F(t, ж), (4.3) 

где ж Е ЯN, 1{t, Ж+~То-Х N -+ R!', N ~ Rn и выполнены условия сущест­
вования и единственности решения ж(t,tо,жо) при (tо,жо) Е int(Тo х N). В 
пространстве D = Rn выберем одну из мер п. 3.1. В качестве пространства 

абстрактных параметров Л выберем пространство начальных значений, сов­

падающее с R!', Т.е. предполагается, что N = Rn , Тт = 70 = [to, +00[, to = О 
и т = [О, +00]. В множестве Л зафиксируем точку 00 и в качестве F,. выберем 
функционал 

F,. = F,.[ж(t, о) : t :$ т; r Е 70] = IIж(r, о) - ж(т, (0)11. 

Пусть совокупность В состоит ИЗ всевозможных множеств С неотрица­

тельных действительных функций {F,., т Е То} вида 

Се = {F,. : F,. < (J;r Е To,(J > О}. 

для значений (Jl, (J2 «(Jl < (J2) имеет место Се! :) С'2' При этом С; = [О, (J) 

для всех t Е Т. Пусть совокупность в (С) определается с помощью параметра 

'у ~ Dl, не зависит от DI и состоит из одного множества С: BD1(C) = {С}. 
Совокупность А подмножеств Л определим так: А6 = {о : 110 - 0011 < б}. С 

А 
помощью параметра 'у = С определим A-у(D) = Ac(D) = {D} для всех С Е В. 
На основе определения 4.2 получаем определение устойчивости Ляпунова. 

Заметим, что принадлежность значений действительной функции ж(t, о) 
одному из множеств В характеризует некоторое основное свойство устойчиво­

сти. В данном случае это множество С. Если же имеет место принадлежность 

значеНИй функци ж(t,о) одному из подмножеств совокупности B-у(С), то будет 
иметь место некоторое дополнитльное свойство движения. 
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Аналогично приведенному получаются определния асимптотической ус­

тойчивости и устойчивости при постоянно действующих возмущениях. По 
мере необходимости эти понятия будут определю,. ниже. 

Следствие 2. Система с распределенныии параметрами. Будем рассма­
тривать систему (3.1) из п. з.з, сохраняя все предположения о ней. Пусть 

пространство D = Ф, элементами которого являются векторные функции 
lfJ = (ipl' ... ,ipn), заданные в конечной области (1 пространства R", сум­
мируемые на (1 вместе с liplP, Р > 1. В качестве пространства А выберем 

пространство начальных распределений {lfJiO(X)}' ipiO(X) = ipiO(Xl' ... ' х,,), 
i = 1,2, .... Зафиксируем точку ipo Е А и определим функционал 

FT = FT[u(ip, t) : t ~ т; t, т Е То] = р(и( ip, t), и( ipo, т)), 

где и( ip, t) - решение системы (3.1), заданное при всех t Е) - 00, +00[, и( ip, t) Е 
Ф при t Е] - 00, +00[. Совокупность множеств В образуем из всевозможных 
множеств С, неотрицательныx действительных функций 

Се = {FT ; FT < е, т Е То,е > О}. 

Очревидно, что Cel ::> C,~, если е2 < еl; ct = [О,е[ для всех t Е Т. 
Совокупность B-у(С) построим так же, како и в следствии 1. Совокупность 
А подмножеств А определим формулой А6 = {ip; p(lfJ,ipo) < 6}. Конструкцию 
множеств Ac(D) сохраняем такой же, как и в следствии 1. На основе 

определения 4.2 нетрудно установить следующее. 
Система (3.1) устойчива, если по любому е> О можно указать 6 = 6(е) > О 

такое, что при любом ip Е А, удовлетворяющем условию p(ip,ipo) < 6, имеет 
место неравенство p(u(p,t),u(ipo,t)) < е при всех t ~ о. 

При lfJo = О это известное определение устойчивости по ОДНОй мере. 



Глава 1 

ОБОСНОВАНИЕ МЕХАНИКИ НЕАВroномных СИСТЕМ 

5. Идентификация неавтономности 

Понятие .,механика неавт()номных систем" подразумевает теорию движе­

ния изменяющихся во времени систем материальных точек. Систему приНllТО 
называть неавтономеной, если описывающие ее дИфференциальные уравнения 

содержат явную зависимость параметров или сил от времени. Однахо это 

определение недостаточно для идентификации системы. Основные законы и 
принципы дИнамики не различают автономные и неавтономные системы. Их 

различие определяется дополнительными условиями зависимости от· времени 

геометрических, хинематичесхих или кинетических величин. Вторая аксиома 

дИнамики установливает связь изменения импульса р по времени и силы .F 
в форме 

или в КООРдИнатном виде 

dPi _ F: 
dt - .. (i = 1,2,3). 

к этим дифференциальным уравнениям необходимо добавить информа­

цию . о действующих силах F, их природе, происхождении, зависимости от 
положения r Е R3, скорости V И времени е, Т.е. 

F = F(r,v,t) либо Fi = Fi(y,y,t), i = 1,2,3 

и информацию об импульсе Р = тv. 
Вектор импульса по определению - это проиэведение массы т на ско­

рость v. Поэтому необходима дополнительная информация 5> массе, так как 
она может являться постоянной величиной т(t) = т(to), функцией времени 
т = т(t), функцией КООРдИнат т = т(у) или скорости т = т(v). Отсюда 
ясно, что неавтономность может появляться за счет изменения инерционного 

коэффициента - массы или любого параметра силы с течением времени. 

Можно заметить, что дИфференциальные уравнения движений механичесхой 

системы могут быть неавтономными и в том случае, если в них явно не 

фигурирует время. Так, например, прямолинейное движение материальной 

21 
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точки переменной массы m = m(t) при отсутствии внешних сил описывается 
дифференциальным уравнением 

или 

d:i; dm 
т- = -vr Vr = const, 

dt dt ' 

d
. dm 
Х =v r -

m 
Это дифференциальное уравнение по внешнему виду нельзя идентифицировать 

как автономное или неавтономное. Неавтономность устанавливается путем 
анализа изменения массы m = m(t). 

Зависимость силы от времени t будем различать на основе двух признаков 

1. "Натуральная" зависимость; 

2. "Искусственная" зависимость. 

Натуральная зависимость формируется из основных законов естествен­

ных наук, а искусственная - на основании наложеных на систему связей, 

стесняющих движение ее элементов. Связи записываются в виде соотношений: 

- геометрических (конечных или дифференциальных); 

- кинематических (интегрируемых инеинтегрируемых). 

При.мер. Дифференциальные уравнения движения материальной точки 

постоянной массы на сфере Й + y~ + y~ = r 2 при отсутствии внешних сил, 
записываются в виде 

d2y 
m dt 2 = 2>'у, 

если сфера имеет постоянный или переменный радиус r(t). Этот пример 
ясно показывает, что определение неавтономности следует согласовывать со 

связями, учитывающими и граничные условия для данной системы. 

Определение 5.1. Систему будем называть неавтономной, если описыва­
ющие ее поведение дифференциальные уравнения или дополнительные связи 

явно зависят от времени или известных функций времени. 

Автономные связи в классической динамике называются склерономными 

или стационарными, анеавтономные - реономными или нестационарными. 

Непустое множество материальных точек, стесненных неавтономными свя­

зями, будет представлять собой реономную систему. 

В этой главе предлагается вариант изменения общепринятых соотношений 
и формул механики реономных систем. Рассмотрим вначале основные идеи 

подхода на модели одной точки, движенние которой может быть стеснено 

одной или большим числом неавтономных связей. Голономную двухсторонную 

связь, наложенную на точку М, принято выражать соотношением 

f(r,t) = О, f Е C1
, 

где r - радиус-вектор точки. В прямоугольной ортогональной системе 

координат имеем 

'(у, t) = О, 
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где у = (yl,y2,~)T. 
Время t здесь входит через некоторую функцию Т = T(t), удовлетворяющую 

уравнению размерности связи. Поэтому уравнение реономной двухсторонней 

голономной связи можно записать в виде 

f(r, Т) = о или f(y, Т) = о. (5.1) 

Пусть в случае Т = const уравнение связи определяет некоторую поверх­
ность S, размерность которой равна числу координат уl, у2, уЗ уменьшенном 
на число связей, Т.е. 

dim S = 3 - 1 = 2. 
I 

Между тем, если Т = r(t), то рассматриваемая поверхность изменяется в 
зависимости от этого параметра. Следовательно, размерность изменяющейся 

поверхности 

dimS = 2+ 1, 

где дополнительный параметр Т - известная функция времени. Из соотно­

шений реономной связи можно определить одну координату у; как функцию 
остальных двух координат уа (о = 1,2) и параметра Т, если дf/ду:f. О. Связь 
f(y, Т) = О допускает движение в окрестности неподвижной точки Мо(уо) Е ЕЗ 
только при условии д! /дт = О. В самом деле, чтобы существовало решение, 
например, уЗ = tp(yl, у2, Т) непосредственно в окрестности точки Мо должно 
быть 

д! д! 
df = -dy+ -dr = О, 

ду дт 

откуда следует, что 

дtp д! д! 
дт = - дт : дуЗ' 

Соответственно этому, функция уЗ = tp(yl ,у2, Т) изменяется и в случае 
фиксированных координат y~ и y~, если только д! /дт ::j; О. 

Реономная связь f(yO, уl, у2, уЗ) = О, уО = T(t) будет несинrулярной в 
точке М о(уб, yg, уЮ, если градент функции f в точке М О не обращается в 
нуль, Т.е. 

grad f = (~f) :f. О. 
у мо 

Следующие примеры поясняют природу функции T(t), удовлетворяющей 
уравнению размерности. 

1. Пусть тяжелая материальная точка движется по горизонтальной 
гладКОЙ поверхности уЗ = tp(t). Функция tp(t) показывает, что поверхность 
f = уЗ - tp(t) = о изменяется в течение времени t. Видно, что r = tp(t), а 
связь f(УЗ, Т) = О. Физической размерностью параметра Т является длина L, 
что обозначим [dim Т] = L. 
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Параметрический вид связи уЗ = r(t) необхо~имо отличать от движения 
точки по ~KOHY УЗ = r(t), так как связь действует на точку силой, называемой 
реакцией связи. 

2. Пусть точка движется по подвижной поверхности 

a(t)yl + b(t)y2 + суЗ = О, с = const. 

Реономная связь может быть записана 

f(r,уl,у2,уЗ) = ryl +Ь(т)у2 +суЗ = О, 

где роль r выполняет коэффициент a(t) = r -> t = t(r). Если для r 
сопоставить символ координать с нулевым индексом уО, что можно всегда 
сделать, то связь '( т, у) = о можно записать в параметрическом виде 

уЗ = уЗ(уО,уl,у2), уО = r(t) 

Предположим, что Ь = О и а = tgc..Jt, где C..J - частота вращения плоскости 
УЗ = -((tgc..Jt)/с)уl вокруг оси у2. В качестве r = уО выберем безразмерную 
функцию c..Jt, Т.е. r = уО = c..Jt. Уравнение связи в этом случае имеет вид 

tg уО 
уЗ+ __ yl = О. 

с 

Если в качестве параметра r выбрать время t, Т.е. r = t = уО, то получаем 
то же выражение 

З tgc..JYO 1 О 
У +--у = . 

с 

При этом изменяется только выбор функции уО в зависимости от гео­
метрического или кинематического характера связи. 

Приведенные примеры движения точки по подвижным поверхностям S 
показывают, что движение точки по .,схожим" геометрическим объектам опре­
деляется еще одной добавочной координатой dimS = 2 + 1. 

Рассмотрим движение точки по линии, 

двумя подвижными поверхностями 

f ( О 1 2 З) - О 1 У ,у ,у ,у - , 
f2(уО,уl,у2,уЗ) = О. 

уравнение которой определяется 

уО = r(t), 

или одной подвижной поверхностью !t = о и одной неподвижной fз(уl, у2, уЗ) 
= О. Перемещение dy в окрестности некоторой точки М = !t nf2 удовлетворяет 
уравнениям 

~afl1 . 
dfl1 = L.J д i dy' = О, 

;=0 у 
(1 = 1,2. 

Для несингулярной матрицы (afl1/ayi) весегда можно найти две координаты 
у как функцию третьей и добавочной координаты уО, 

у2 = y2(yO,yl), уЗ = уЗ(уО,уl). 
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в этом случае можно сказать, что размерность реономной линии М = 
/1 n /2 равна 2,т.е. 

dimM = 1 + 1. 

в классической механике принято, что число степеней свободы мате­

риальной точки стесненной удерживающими связями равняется n = 3 - k. 
Следовательно, в том положении, в котором связи 

/~(y, Т) = О, Т = T(t), q = 1,2,3, 

число степеней свободы точки равно нулю. Между тем, это имеет место 
только ДЛJI ,случая склерономнщ связей 

q = 1,2,3 . 

... Пересечение" реономных связей представляет собой функцию добавочной 
реономной координаты М(Т) = !t n /2 n /з. Возможность перемещения М(Т) 
определяется изменением хотя бы одной из связей в течение времени t. 
Пересечение голономных реономных связей также представляет собой связь, 
ограничивающую движение материальной точки. 

Аналогично выражению для двухсторонней связи односторонние голоном­

ные связи записываются в виде /(y,t) ~ О или /(уО,у1,у2,уЗ) ~ О, уО = T(t). 

Перейдем к рассмотрению преобразования уравнений связей. Подход­

ящим выбором системы координат, голономные связи допускают приведение 
к простой координатной форме. Для подвижных поверхностей удоБНО вы­

бирать прямоугольные системы КООРдИнат у. Изменение связей в течение 
времени приводИТ к искривлению поверхности. Из-за этого полезно рассма­

тривать криволинейные (.;Jстемы координат с координатными векторами 9 = 
(91,92,9З). Условия инеРЦИальности координатных векторов можно получить 
из сравнения их с каким-либо ортонормированным инеРЦИальным базисом 

е = (е1,е2,ез), для которого 

dei = о 
dt ' 

i=1,2,3. (5.2) 

Если существует взаимно однозначное преобразование систем координат у = 
у(ж) и ж = ж(у), то радИус-векТ<?р точки М можно представить в виде 

i i 8r i8жll 8r i8xll 
у ei = У ~ = У ~ ~ L = У -;;-:-911, 

uу' uу' uЖ" uу' 

где очевидно 

8r (1 2 з) 
911 = дZll = 911 Ж , Ж , Ж • 

При условии 118yi /8жlI 11 ::f. о получаем 
8жII 8y ll 

ei = 8yi 9i {:::::::} 9i = 8ж' ek' 
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Так как 

de; д2 х 2 ду1 dx l ax k d9k (d9m {k} dx l 
) дхт 

тt = ayiayi ax l Тt9k + ду; dt = тt - m / Тt 9k ayi' 

где {: /} символы Кристоффеля, то 

или 

dei 
dt 

D9m дхт ----
dt ду; 

D9k ду; dei 
dt axk Тt· 

Учитывая (5.2), видим, что для инерциального координатного базиса (91,92, 
9З) необходимо, чтобы абсолютная производная координатных векторов по 

времени была равна нулю, Т.е. 

D9k = о 
dt . 

Подставляя преобразование у = у(х) В уравнение (5.1), получаем урав­

нение двусторонней голономной связи относительно криволинейной системы 

координат х с векторным базисом 9, Т.е. 

т = T(t). (5.3) 

Это уравнение эквивалентно уравнению (5.1) реономной сввязи для 

каждого значения х Е Ilayi /axkll :f о, для которого градиент функции f 
отличен от нуля. уравнение реономной связи (5.3) принимает более простой 
вид чем уравнение Е5.1). Подходящим выбором координат х уравнение связи 

в этом случае можно привести к уравнениям координатных поверхностей. 

Пример. Уравнение сферы, радиус которой функция времени в прямо­

угольной системе координат у будет o;iyi yi = r2(t), а в сферической системе 
координат х 1 = 'Р, х2 = (), хз = r выразится так: хз = r(t) = XO(t), где нулевой 
индекс показывает, что для добавочной реономной координаты выбран именно 

радиус сферы хО = r(t). 

При переходе от одной системы координат к другой, Т.е. при прео­

бразовании уравнений связей необходимо учитывать то, что изменяется вид 

уравнений связи, но связь, как механический объект, остается такой же, какой 

она была независимо от системы координат и их преобразования. В этом 
смысле необходимо подчеркнуть, что в криволинейной ~истеме координат 

следует различать уравнения реономных связей, например, в виде 

k = 1 или k = 1,2 

и конечные уравнения движения: х; = xi(t), хотя они одного и того же 
вида. При преобразовании связей размерность пространства состояний не 
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иэменяется. Свяэь (5.3) разрешает 2 + 1 перемещение, а при движении ТОЧКИ 
по реономной линии размерность пространства состояний 1 + 1. Orсюда ясно, 
что точечным преобраэованием реономную связь /(х, Т) = О можно привести 
к параметрическому виду 

yi = yi(xO, х1 , х2), 

а при наличии двух голономных реномных связей Л (х 1 , х 2 , х3 , хО) = О и 
/2(х 1 , х 2 , х3 , хО) = О параметрический вид тех же свяэей будет: 

i = 1,2,3. 

Orcюда ~олучаем соответствующее векторное выражение-r = r(xO, х 1 , х 2 ) 
или r = r(xO,x1) параметрических уравнений двухсторонних голономных 
реономных связеЙ. 

Координатный вектор 

ar О 1 2 
90 = дхО = 90(Х ,х ,х ), 

функция реономной координаты и координат пространства состояний. 

6. Основные понятия динамики peoHoмных систем 

Приведем некоторые определен я, принятые в динамике реономных сис-

тем. 

Определение 6.1. Реономной механическоЙ системой называется непус­
тое- множество материальных точек, движение которых стеснено непустым 

множеством реономных связей. 

Если существует хотя бы одна материальная точка, движение которой 
ограничено хотя бы одной реономной связью, то реономная система сущест­

вует. 

Механическую реономную систему представляет, например, N мате­

риальных точек М.О 11 = 1, ... ,N, с массами тv , движение которых стесняют 

k наложенных реономных связей 

1l=1,2, ... ,k, 

где r., - радиус-вектор точки M v , Vv - вектор скорости, T(t) - известная 

функция времени t. 

Определение 6.2. Если заданные дифференциальные свяэи неинтегрируе­
мые, то их называют неголономными связями. 

Связи называются автономными, если параметр Т ве.llичина постоянная. 

евяэи называются голономными, если их можно привести к виду 

Т = T(t). 
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Неавтономность системы или реономная природа связей выражается 

функцией r = r(t) ...... t = t(r). Так как функция r может иметь различную 
физическую· размерность обобщенных координат и времени, условимся ее 

называть реономной координатой и обозначать нулевым индексом уО, х О , qO в 
принятой системе координат. Сообразно этому реономные голономные связи 

относительно координат у можо записать в виде 

или 

/(
012 3 1 2 3 )-0 

" у 'У(I)' У(1)' Y(l)'··· 'Y(N)' y(N)' Y(N) - , 

/ ( О 1 ЗN) - О " у ,у , ... ,у -. 

уО = r(t), 

(6.1) 

в криволинейной системе координат х уравнения связей можно пред-

ставить в виде 

хО = r(t) 

или 

1,,{хО,х 1 , .•. ,хЗN)= о (р = 1, ... ,k), 

(al") rang дх; = k, k ~3N. 
(6.2) 

Таким способом изучение движения реономной системы, состоящей из 

N материальных точек, приводится к изучению движения точки на (3N -
k + 1)-мерном многообразии Mn +1, где n = 3N - k. В каждой точке этого 
многообразия связи (6.2) допускают движение системы материальных точек 
со скоростями хО , х 1, •.• ,хЗN Условие на связи 

можно переписать в виде 

alp . 1 alp .А: alp · a alp . o 
-х +···+-х =---х --х, 
дх 1 дхА: дха дхО 

где а = k + 1, k + 2, ... ,ЗN; хО = Т. 
Так как 

det(;~: ) # о, р, (1 = 1,2, ... ,k, (6.3) 

то k координат щтора скорости хf7 возможно представить в виде линейной 

комбинации остальных 3N - k + 1 координат вектора скорости ха И хО 
изображающей точки. В окрестности V точки х, х Е V при условии (6.3) 
вследствие соотношений (6.1) можно определить k координат хf7 В виде 

функций остальных координат: хf7 = хf7 (хО , хН1 , ... ,хЗN ). Тем же способом 
из выражений (6.1) получим 

уf7 = уf7 (уО, yk+1 , ... ,уЗN) 

или вследствие преобразования координат 

уf7 = уf7 (хО, xk+1, ... ,x3N). (6.4) 

'. 
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Вводя обобщенные неэависимые координаты ql, q2, ... , qn (п = 3N - k), 
соотношения для yt1 можно записать так: 

t1 _ t1( О 1 т) 
у - у q,q, ... ,q , qO = r(t). (6.5) 

Подходяm.им выбором координатной системы зависимые координаты у'" 

или z'" можно определить как функции реономной координаты qO либо 
как некоторые постоянные. Таким способом реономное 'многообразие можно 
описать набором связей 

qO = r(t) или zlt = const, (6.6) 
I 

среди которых хотя бы одна координата должна быть функцией времени. 

Так Jl;aK радкус-веJl;ТОр т" ТОЧJШ М" можно записать в ВИде т" = 1Г,,-2е1 + 
y,,-l е2 +У"ез, то параметричесJl;ие уравнения голономных реономных связей 
ДОПУСJl;ают представление в ВИде 

у= 1, ... ,N. (6.1) 

Скорости движения материальных точек, стесненных реономными голо­

номныии связями В произвольной точке расширенного многообразИЯ Mn+t-. 
определяются формулами 

d.f dr" дт".о дт".о ar".i 
V" = dt = aqo q + aqo q = aqi q (6.8) 
(а=1,2, ... ,п; i=0,1,2, ... ,n) 

или в координатной форме 

1=1, ... ,3N. 

Ковектор импульса. Согласно принятому определению импульса ТОЧJl;И 

М dd " массы т", которая движется со скоростью V", имеем р" = т"V". Поэтому 
импульс точки М" определяется так 

Умножая каждый вектор импульса р" на координатные векторы ar,,/aqi 
и суммируя полученные произведеня по индексу у, получим обобщенный 

ковектор импульса 

i,j=0,1,2, ... ,п, (6.9) 

где 
N 
'"' дт" ar" О 1 n aij=~m"a i· aqj =aji{q,q , ... ,q) 
,,=1 q 

(6.10) 
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инерционный тензор на (n+1)-мерном конфигурационном многобразии Mn+1. 

Легко заметить, что тензор aij типа (0,2) и его детерминант 

det( aij) ::f О, i, j = О, 1, ... ,n. 

Это позволяет построить контравариантнblЙ инерционный тензор и сопряжен­

ную однородную линейную комбинацию обобщенных импульсов и обоб~енных 

скоростей 

(6.11) 

и обратно 
qi = aijpj = aiapa + aiOpo, 

где Ро = aOiqi = aOoqO + aOaqOf - (n + 1)-координата ковектора импульса. 
1lля случая голономных склерономных связей все координаты с нулевыми 

индексами аОа и аОО равны нулю. Заметим, что в случае, когда для 

реономной координаты выбран параметр времени qO = t, имеем соотношение 

Ро = aOaqa + аОО· 

При этом следует иметь в виду, что реономная координата qO и соответ­
ствующий импульс Ро появляются вследствие peoHOMHЫ~ связей. 

Кин.етическая эн.ергия. В классической механике кинетическая энергия 

т системы точек определяется как сумма кинетических энергий точек, Т.е. 

Т 1 ",N 2 
= 2 L..-"=1 т"v". 

Вследствие определения векторов скорости точек (6.8) и инерционного 
тензора (6.10) кинетическая энергия реономной голономной системы является 
однородной квадратичной формой обобщенных скоростей 

или 

Т 1 ·i·· = -aijq ql, 
2 

i, j = 0,1, .. , , n (6.12) 

Кинетическую энергию системы можно выразить и как однородную ква­
дратичную форму обобщенных импульсов. В самом деле 

1 ik '1 1 k '1 1 kl 
T="2aija Pk a1 PI= "2 bja1 PkPI = "2 а PkPI, (i,j,k,I=O,l, ... ,n) (6.13) 

или 

т 1 аfЗ Оа 1 00 
="2а РаРfЗ + а РОРа +"2а РоРо· 

Ковектор УСКQрен.ия системы н.а мн.Qгообразии МnН . Ускорение точки 
М" системы это, по определению, производная вектора скорости по времени 



6. Основные ПОНЯТИЯ динамихи реономЮlX систем 31 

или 

i,j = 0,1, ... ,п. 

Умножая каждый вектор а., на координатные векторы дr.,/дqi и соответ-
ствующие массы т." а затем суммируя по индексу 11, получаем 

~ дr., ~ дr., дr., dqi ~ 82r., 8r".i dqi 
L...J т.,а., д 1: = L...J т., д i . 8 1: dt + L...J т., 8 iд i . д 1: q dt· 
1'=1 q 1'=1 q q 1'=1 q q q 

(6.14) 

Согласно выражеl'-ИЮ тенэора (б.lО) легко показать, что соотношения (б.l4) 
представЛЯIqf формулы координат ковектора ускорения 

(
dtji r i ., dqi) Dtji 

а1: = ai1: dt + i,q dt = ai"dt' 

так как 

N 82 д '""' r., r., 
~ т., дqiдqi . дq1: = rii,A: 

к~ициенты связности, согласованные символами КрисroфlleлЯ инерцион­

ного тензора aii (i,j = 0,1, ... ,k). 

Следует заметить, что ковектору импульса, кинетическая энергия и 
ковектор ускорения могут быть неавтономными величинами не только через 

реономную координату, но и через выражения для массы т., = m.,(t). Поэтому 
координаты ковектора ускорения а1: отличаются от координат вектора уско­

рения 

i _ dqi r i .,dqi 
а - dt + j/q dt . 

Ускорение в пространстве ЕЗN . Выберем координатную систему так, 
чтобы реономные связи допускали представление в форме (б.б). Пусть k 
координат z1: = z1:(qO), qO = T(t) выражают связи, а остальные 3N - k -
неэависимые координаты обозначим буквами q" (еж = k + 1, ... ,3N). Тогда 

r., = r.,(z1, ... ,z1:;q1:+1, ... ,qЗN). 

Скорости точек М., можно записать в виде 

дr.,.и д.r.,." L 
V., = д и z + д "q, q = 1, ... ,~; z q. еж = k + 1, : .. ,3N, 

дr., . и дr., дхи 
.0 

так как -х - ---q 
дхи - дхи дqО . 

Ускорения точек М., выражаются так: 

д2 r .и.~ дr., .. и д2r.,.и." 
а., = дzи дz~ z х + дzи х + дхи дq" х q 

82r . и ." д2r.,." .р дr., .. " 
+ дzидq"Z q + дq"дq/Jq q + дq"q . 
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Ускорения точек М v выражаются так: 

д2 r 'и'" дrv .· и д2 rv 'и'а 
аи = ж ж + --ж + ж q 

джи дж" джи джи дча 

+ д2 r . и 'а д2 rv . а '{3 дг" "а 
джи дча ж q + дчадч{3 q q + дча q 

Соотношение (6.14) преобразуется к виду 

Отсюда следует 

i, j = 1,2, ... ,3N 

или 

p.,(1=1, ... ,k, 

где 

0', rз = k + 1, ... ,3N, 

D ·')' 
q -':')' f')"i'j dt - q + ijж Ж • 

в результате преобразований тензор gij пространства ЕЗN разделен на 
тензор Эри И основной тензор аа{3 конфигурационного многообразия, Т.е. 

g .. _ {Э,..и 
'} -

аrз,.. 

Это значит, что вектор ускорения точки Ми представляется так 

Функция ускорения. Функцию 

N 

A d • f 1 ~ = 2 '-...J тиаи . аи 

и=1 

и ее аналитическое выражение будем называть функций ускорения. 

(6.15) 
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эту фyнJ;цию называют ИНОГда .. энергия ускореНИll" .... фуНIЩИВ ArmCЛJI" 
или ... функциа Гибса". В аналИТИЧССЖОЙ форме функциа ускоренна имеет вид 

N 

.А = ~ Ет,,(аи,( + aOg(,,)o)· (а"Э: + a{Jg("){J)' 
,,=1 

0',1C=1,2, ... ,kj Ot,{J=k+1, ... ,3Nj lI=l, ... ,N 

или 

Т.е. 

где 
N 

-"" = I: т"Э: . Э:. 
,,=1 

На (n+1)-мерном мВргообразии функциа ускоренна валяется ОДНОроДНОЙ 
квадраТИЧНОЙ фоРМОЙ (n + l)-J:оординаты всжтора 

(6.16) 

где инерционный тснзораij = aji (qO , q1 , ... ,qn) ввляется Фушцией реоНОМНОЙ 
J:ООРДинаты и J:оординаты Лагранжа дЛJI случая пОС1'OJIННЫХ масс. Если 
массы точеJ: извсстны функции времени t. то тсн30р aij зависит через .d8.CCbl 

m,,(t) и от времени t. В этом случае жоординаты инерционного тснзора 
зависят от времени и для склерономных систем имеем аор = a{Jo(t, q1 , ... ,qn). 

Приведенные аналИТИЧССJ:ие выражения дла основных жинематичсских 
и lCИНСТИЧССJ:ИХ формул отличются от известных формул и COO1'НOIПeНИй 

механижи. ниже привсдена системаТИЗ8.ЦИJI извсстных результатов и новых 
предJiОжений 

Классичссжие результаты Новые предложеНИII 

peoHoмныe связи 

или или 

r" =r,,(q1, ... ,qn,t) r" = r,,(qO,q1, ... ,qn), qO =r(t). 

Сжорость 

8r" 8r".0 
v" = дt + 8qO q 8r".0 8r".0 дr" ., 

v" = 8qO q + 8qO q = 8q' q 

или или 

( '1 .n) v" = q , ... ,q ( '0'1 'П) v" = q " , ... " . 
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Ускорение 

а О' = Ddqt·
a аа _ Dqa аО = Dqo . 

-dt' dt 

Основной (инерционный) тензор 

aap(t,ql, ... ,qn), а,/3= 1, ... ,п, aa!3(t,qO,ql, ... ,qn), i,j= 1, ... ,п, 

lIaapll~ :f; о I\а;; lI~t~ :f; о. 
Обощенные импульсы 

Ра = aa!3q!3 + ааО Р; = aijf = aipq!3 + aioqO 

Ро = Ре = -Н Ро = aOjf = ao!3qP + aooqo. 

Кинетическая энергия 

т = ~ qa qP + aaoqa + ~aoo 
~ ~ '-..-' 

т = ~aijqif = 
= Haqp + aaoqOqa + !aooqOqO 

T~ T1 То 

или 

т = !аа!3(Ра - аО'о)(рр - аРО)+ 
+ ... 

или 

Функции ускорения на 

А = ~a'kij'ijk + r'k,,.q'qkq'" + 

( да,,. дЬ,. дЬ, ) .т ., 
+ дt + aq' - aq" q q + 

( дЬ,. дТО ).'" + --- q 
дt aq" 

~ ------- -----T~ T1 ТО 

т = !aijpiPj = !аа!3рО'рр+ 
00' 1 00 + а РОРа + 2 а РоРо· 

многообразии 

Приведенные формулы фигурируют почти во всех дифференциальных 

уравнениях, движения систем, а также в математических выражениях ос­

новных принципов механики. 

7. Модификация основных принципов 
и уравнений динамики 

Основные положения динамики систем со связями должны быть инвари­

антными относительно любых математических преобразований, так как они 

отражают объективные явления, неэависимые от той или другой координатной 

системы. 

В инерциальных системах координат, в которых силы не влияют на 

тело или вэаимно уравновешиваются, тело находится в покое или движется 

со скоростью постоянной по модулю (величине) и направлению. 

Согласно этому принципу всегда можно выбрать систему координат 

уl, у2, уЗ С координатным базисом еl, е2, ез, координаты которого удовлетвор-

{ 
1 i = j 

яют условиям (5.2) и е; . ej = bij = О i:f; j 

• 
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Другие системы координат будем сравнивать с так выбранной ориен­

тированный инерциальной системой координат у, е. 

Прuнчun Дала.мrfeра. При описании движения тела относительно инер­

циальной и неинерциальной систем координат, значительная роль прина­

длежит принципу Даламбера, который устанавливает силу инерции 1 = -та 
И утверждает: любая система сил, которая действует на тело (материальную 

точку) уравновешивается силой инерции этого тела. 

Сообразно этому утверждению, если к материальной тачке М" приложена 

равнодействующая активных сил F", равнодействующая реакций peoHoмных 
голономных связей И сила инерции 

dv" 
/11 = -m"all = -mll-;jt, 

то выполняется соотношение 

FII + RII + /11 = О. 

Силы реакции R II голономных связей 

1"(r1",, ,rN, T(t» = о 

(7.1) 

(7.2) 

можно разложить на две компоненты: одна из которых FIIT принадлежит 

Itасательной плоскости в точке Мо, другая RIIN - ортогональна к этой 

плоскости. Силы FIIT определятся из заltона трения. 

Вторая компонента RIIN направлена по градиенту функЦИй 1,. Т.е. 

" RIIN = L: >." gradll /,.. (7.3) 
,.=1 

При этом предполагается известным аналитическое выражение фym:ЦИй связей 

/,. = О. Реакция RIIN совпадает с выражением полной силы реакции RII , если 
связи' идеально гладкие. Далее предполагается, что реакции связей заданы 

формулами (7.3). Уравнения (7.3) инвариантны относительно любых систем 
координат и их взаимных преобразований. В декарТовой системе координат 
уравнения (7.1) запишем в координатном виде. Умножая векторные уравнения 
(7. J) запишем в Itоордина тном виде. Умножая векторные уравнения' (7.1) на 
единичные векторы е", получим 3N скалярных ДИФlJcpенциальных уравнений 
движения 

" . ". _ "". ~ >. l!Ь. т.у. -.Ц + L.J "д i' 
,.=1 У 

i= 1, ... ,3N, (7.4) 

к которым необходимо добавить уравнения связей 

Здесь }j - координаты векторов сил, а массы тЗ,,-2 = тЗIl-1 = тЗII' 
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Преобразованием этих уравнений в криволинейной системе координат 

х 1 , ... ,хЗN ; У = у(х) и скалярным умножением исходных векторных урав­
нений (7.1) и координатных векторов arv/axi получим 3N ковариантных 
дифференu,иальных уравнений движения в виде 

Di;j k af~ 
9ij Т = Xi + L Л,. axi ' 

,.=1 
i,j=1, ... ,3N, (7.5) 

где 

N 
~ дт v дт v О 1 ЗN 

gij = L...J m v дх; . дх; = gji(X ,х , ... ,х ), 
v=l 

mv = const. 

инерциальный тензор, Di;i /dt - координаты вектора ускорения и Л,. - мно­
жители Лагранжа. 

Если голономные связи :заданы в параметрическом виде (6.7), то скорости 
движения точек, как следует из формул (6.8), имеюг по n + 1 компоненту, 
ориентируемых координатными векторами arv/aqOl и arv/aqo (а = 1, ... ,n). 
Скалярная производная векторов arv /aqi, i = 0,1, ... ,n, т.е. 

( ) arv 
Fv + Rv + l v . -д . = о 

ч' 

после суммирования по индексы v приводит к n + 1 дифференциальному 
уравнению движения 

QOI + 101 = О, а = 1, ... ,n, 

Q~ + Ro + 10 = О, 

где 

Orcюда следует, что принцип Даламбера порождает n + 1 независимых 
ковариантных дифференциальных уравнений движения 

Dqi 
gOliТt = QOI' 

D·i 
gOi d~ = Qo + Ro = QO. 

(7.6) 

(7.7) 
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из системы n диф}leренциальных уравнений (7.6) можно определить n 
обобщенных координат как фунции времени и реономной координаты. Под­

становкой в уравнение (7.7) получаем 

D'i 
Ro = 90; d~ - Q(j. 

Прuн~un возможных nере.мещенuй. Понятие »возможное перемещение" 
предполагает любое диф}leренциально малое перемещение, совместимое со 

связями. Для системы связей /jJ(Y' т) = О возможные· перемещен'ия бу 
удовлетворяют условиям 

Этим условиям соответствуют соотношения 

a/jJ бж + a/jJ бт = О 
дх дт ' 

если связи заданы в виде /jJ(X' т) = О. Вследствие условия (6.3) видно, что 
существует 3N + 1 - k независимых перемещений бж"+l, ... , бжЗN И бт. 
Перемещение бт = TO(t) - T(t) характеризует отклонение заданной функции 
T(t) от ее возможного значения TO(t) в один И тот же момент времени. В 

этом определении перемещения содержится отличие между предлагаемым и 

принятым подходом В аналитической механике реономных систем. 

В механике реономных систем принято определение "виртуальных" пере­

мещений, которые не различаются для склерономных и для реономных связей. 

Принятым также является принцип "замороженных связей", при этом пред­
полагается, что бт = О. Однако пример маятника переменной длины /(t) 
показывает, что действительная длина /0 = TO(t) может не совпадать с 

заданной длиной I(t). даже для случая когда длина маятника линейная 

функция времени, например, 1 = at, а = const - возможное перемещение 

б/ =. бт = tба при ба :f. О. Можно предположить, . что а = 1. Но это 
не значит, что длина равняется времени, а значит, что длина маятника 

изменяется на единицу длины за единицу времени .. Это единичное изменение 
допускает возможное перемещение отличное от нуля. При связях, заданных 

в параметрическом виде, возможные перемещения удовлетворяют следующим 

соотношениям 

ar" О arll о 
бr" = aqo бq + aqo бq , б(qО-т)=о. (7.8) 

Чтобы вариационные соотношения принципов механики были :эквива­

лентны друг другу и инвариантные относительно преобразоваНИR, в них надо 

учитывать добавочное перемещение бqО. Заметим, что принцип возможных 
перемещений устанавливает необходимые и достаточные условия равновесия 

систем. Для ТОГО, чтобы положение системы, совместимое с двусторонними 
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связями, было положением равновесия и покоя, необходимо и достаточно, 

чтобы в этом положении сумма работ всех сил на любых вооможных пере­

мещениях равнялась нулю. 

Если в точке МО системы приложены равнодействющая F" активных сил 
и равнодействующая реакций R" связей, то согласно принципу воможных 

перемещений имеем соотношение 

N 

~)F" + R,,)· 6r" = о. (7.9) 
,,=1 

Среди множества возможных скоростей можно выделить действительные 
скорости v" = dr,,/dt, которые в состоянии равновесия равны нулю. Поэтому 
из соотношений (1.9) следуют условия покоя точек систем 

F" +R" = о, dr" = о. 
dt 

(7.10) 

Если связи в криволинейных координатах х заданы в аналитической 
форме 

р = 1, ... ,k, 

то понаятие "все силы" подразумевает активные силы F. Из сотношений 

ЗN 

следует 

l:Xi 6xi = о, 
i=1 

д/" {; .0+ д/" {; i_o 
дхО иХ ax i иХ -

3Н ( k д /р) ; k д /р 0_ t; Х; + :.; Лр дх; 6х + :; Лр дхО 6х - о, 

где Лk - неопределенные множители Лагранжа. Следя методу множителей 

Лагранжа, получаем 3N + 1 уравнение 

Последнее уравнение будет удовлетворено, если в положении равновесия част­

ные производные д/р/дхО равны нулю. 

На (n + 1)-мерном конфигурационном многообразии из принципа воз­
можных пермещений получается n + 1 условие равновесия реономных систем 
в виде 

Qa =0, 

Q(j + RO = О. 
(7.11) 

(7.12) 

'" l' i I 
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Действительно, подставляя выражения (7.8) в (7.9), получим 

(Qo + Rо)бqО + Qo бqО = О. (7.13) 

Из соотношений (7.13) следуют условя равновесия реономной голономной сис­
темы В виде (7.11) и (7.12). 

Принциn Лала.мбера в форме Лагранжа. В аналитической динамике 

принцип Даламбера представляется в форме Лагранжа. А именно, в виде 
суммы скалярных произведений сил на возможные перемещения бrv точек 

Mv , Т.е. 
N 

~)Fv + Rv + Iv)· бrv = О. 
v=l 

Вследствие скалярной инвариантности этой суммы должна сохраняться мате­

матическая форма принципаотносительно прямоугольных координат Декарта 

у, криволинейных координат х, а также относительно обобщенных координат 

q, Т.е. 

Из этих соотношений получаются те же дифfJeренциальные уравнения 
движений (7.4), (7.5) и (7.6), (7.7). 

Закон сохранения энергии. Множество возможных перемещений бqО 
и бqО содержит и действительные перемещения dqo и dqO. Поэтому для 
действительного движения можем записать 

или· 

(Qo == Qo)' 

Из выражения кинетической энергии реономной системы 

i,j=O,I, ... ,n 

получаем 

/d i Dqjdi ·iD.:i l п( 'i.:i) l d( 'i;.j) dT 
i q = -аijТt q = -a;jq ,,= -2 aijq ,,= -2 aijq" = - , 

так как Daij = О для постоянных масс, а абсолютный дифfJeренциал .квадра­
тичной фомы равен обыкновенному дифfJeренциалу той же формы. Осюда 
закон изменения кинетической энергии 

dT = Qi dqi + RodqO. 
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в случае потенциальных сил Qi = -оП/оqi, потенциал П которых 
•. о 1 n 

зависит от координат q ,q , ... ,q , получаем 

оП. о 
dТ+ -о . dq' = Rodq . 

q' 

При условии, что (оП/оqi) dqi = dП - п~лный дифференциал потенциала 
П, закон сохранения энергии получаем в виде 

с = const. (7.14) 

Принцип наименьшего прину.ждения. Связи, наложенные на мате-
риальные точки, принуждают их отклоняться от того движения, какое они 

совершили бы при освобождении от связей. Квадратичная мера отклонения 

несвободного от свободного движения систем точек по Гауссу выражается 
формулой 

1 N ( F, ) Z = - L mv av _ _ v 
2 mv 

v=l 

И называется принуждением или принуждением по Гауссу. Принципом 
наименьшего принуждения или, как его еще называют, принцип Гаусса 

утверждает, что среди всех возможных движений принуждение Z достигает 

минимума на действительном движении. Математически это значит, что 

БZ = о 

Для голо но мной системы точек, движение которых ограничено при по­

мощи k связей, записанных в параметрической форме 

_ (1 k. k+1 3N) rv - r v х , ... ,Х ,q , ... ,q , 

принуждение в пространстве E3N приводится к виду 

1 
Z = "2аар(аа - Qa)(aP _. QP) 

1 + -a~X(a - F - R )(а - F - R ) = Zl + Z2, 2 ~ ~ ~X Х Х 

где 

а, f3 = 1, ... ,3N - kj р., Х = n + 1, ... ,3N, 
~ 

n 

1 
Zl = "2аар(аа - Qa)(aP - QP) 

принуждение на конфигурационном многообразии, а принуждение Z2 в прос­

транстве E 3N -n, аар - инерционный тензор конфигурационного много­
образия МN , ;jJX - контравариантные координаты инерционного тензора 

-_._-_~_~~ _________ '''П._J ___ ''''''; 
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(6.15), аО , ар - координаты соответственно вектора и ковектора ускорения. 

Исходя из принципа наименьшего принуждения 

дZ дZ 
-баО+-ба =0 
даО дар р 

получаем n + k дифJJepенциальных уравнений движения ГОЛОНОМНОй системы 
в ВИде 

дZ =0 
даО ' 

дZ -о 
дар - , 

а=1,2, ... ,n, 

J.l = n + 1, ... ,ЗN. 

(7.15) 

(7.16) 

Дифференциальные уравнения движения (7.15) эквивалентны диферен­

циальным уравнениям 'движения (7.6). Из дифференциальных уравнений 
(7.16) можно определить соответствующее число координат реакции связей. 
Следовательно, для получения дифференциальных уравнений движения доста­

точно определить аналитическую формулу принуждения Z, а для определения 
'принуждения достотачно вычислить инерциальный тензор и соответствующее 
число координат обобщенных сил. 

Прuмер. Рассмотрим двойной маятник, состоящий из постоянных масс 

т1 = const, т2 = const и переменных длин 11(t) и 12(t), КОТОРЫй движется в 
ветрикальной ПЛОСКОСТИ. Радиус-векторы могут быть записаны в виде 

r1 = 1 1 (е1 СОВ<Рl + e2 sin <P1)' 

r2 = (11 сов <Р1 + 12 сов <Р2)е1 + (/1 sin <Р1 + 12 sin <Р2)е2. 

Для координат х 1 = q1 = <Р1' х2 = q2 = <Р2' хЗ = 11, х4 = 12 инерциальный 
тензор имеет вид 

о 

ffl212 sin( 'Р2 - 'PI) 
тl +т2 

т2 cos( 'Р2 - 'PI) 

Обобщенные силы выражаются так 

Q1 = -gll(ml + m2)sin<Pl' 

Q2 = -g12m 2 sin <Р2' 

Fз = (ml + m2)g11 cos <Рl' 

F4 = m2g12 cos <Р2' 

Выражение для принуждения получаем в виде 

22 = (al - Ql)(a1 - Q1) + (а2 _ Q2)(a2 _ Q2) 

ffi2 11 sjn('P2 - 'PI») 
о . 

т2 cos( 'Р2 - 'PI) 
т2 

+ (аЗ - Ji'з. - RЗ)(аз - Fз - Rз) + (а4 - р4 
- R4

)(a4 - F4 - ~). 
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Дифференциальные уравнения движения (7.15) принимают вид 

или 

2 2 DФ1 DФ2' Di2 
(тl /1+ т2 /2) dt +m21112COS(r,02-r,ol) dt +т212 sш(r,02-r,ol)dt" 

= g(m1 +m2)/1sinr,ol' 

DФ1 2 DФ2 . ) Di1 
(m21112)COs(r,02 - r,ol)Тt + т2 /2т + т212 sш(r,02 - r,ol dt 
= gl2 ffi2 sin r,02' 

Дифференциальные уравнения (1.16), определяющие реакции связей, при­
водятся к виду 

р. = 3,4 

или 
DqOr D;i;" 

RjJ = YjJOrT + YjJ"Тt - FjJ . (7.17) 

для данного примера имеем 

. DФ2 Di1 
Rз = т2/2 sш(r,02 - r,ol)Тt + (т1 + т2)Тt 

Dl2 
+ ffi2COS(r,02 - r,ol)Тt - g/1(m1 + ffi2)Cosr,ol' 

[ 
. DФ1 Di1 Di2 ] 

R4 = т2 11 sш(r,02 - r,ol)T + cos(r,02 - r,ol)Тt + тt - gl2COSr,02 . 

Если голономные склерономные связи х" = с" = const, то реакции этих 
связей выражаются формулой 

Но если все связи заданы как функция реономной координаты qO, то 
соотношения (7.17) можно привести к одной формуле 

DqOr DqO • Dqi • 
Ro = gOadt + g00Тt - QO = gOiТt - Qo, i ;:::11,J, .. _ ,п. 

в самом деле, в общем случае справедливы соотношения 

и 

1 '; ; 
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Если при этом умножить соотношения (7.17) на {jzP /OqO и просуммировать 
по индексу jJ, то получим равенство 

где 

{jzP {jz P Dqo {jzP Ozt7 DqO {jzP 

RJJ lJqO = lJqO 9JJO-;jf + lJqO 9pt7 lJqO 'dt - F p lJqO . 

Orcюда следует 

lJz IA * = Rp7fO' . q 

lJzJJ {jz t7 

аоо = 9pt7 lJqo lJqO' 

Это уравнение равносильно уравнению 

{JZ 
даО = О, 

{jzP 

Qo = Fp OqO' 

которое вместе с уравнениями (7.1 5) представлаяет систему n + 1 диФlJeрен­
циальных уравнений движения. В этом случае принуждение записывается 

как квадратичная форма вида 

1 . . . . 
Z = -aij(a' - Q')(aJ - Q1), 

2 
i,j=O,l, ... ,n. 

Учитывая выраЖ'ение для ускорения (6.16), принуждение Z можно за-

писать в виде 
. 1 . 

Z = А + a'Qi + "2QiQ' . 

Следовательно, дифференциальные уравнения движения {JZ / да; Qi 
можно преобразовать к виду 

то 

дА 
-д . =Qi. 
а' 

Так как вектор ускорения определяется формулой 

а; = q-i + r~kqiqk, 

-=6~= 
да; . {1 i = j, 
lJijj J О i 1: j. 

далее дифференциальные уравнения движения приводятся к уравнениям 

Anпеля 
дА 
lJijo = Qo 

При этом выражение для ускорения в развернутом виде представляется 

так 
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Замечание 7.1. Применение принципа наименьшего принуждения и к 
неголономным системам рассмотрено в работе В. А Вуйичич [3]. 

Принцип наименьшего деЙствия. Во. многих исследованиях по анали­
тической механике в качестве функции действия принимается функционал в 

смысле Лагранжа J 2Т dt, где Т - кинетическая энергия системы. Для сис­
темы материальных точек с наложенными только голономными склероном­

ными связями, действие в смысле Лагранжа выражается несколько ра­

зличными, но эквивалентными формулами 

1
С

\ 2Т dt = 1
С

\ aOl/JqOl q!3 dt = 11 aOl!3qOl dq/J = 11 Рр dq!3. (7.18) 
со СО О О 

Заметим, что если голономные связи явлцются функциями времени, то 

соотношения (7.18) не выполняются 

1
С

\ 2Tdt =f:. {С\ aOl!3qOlq!3 dt f {1 p!3 dq!3, а,,в = 1, ... ,п, 
со Jto Jo 

так как для выражения кинетической энергии реономной голономной системы 

с n степенями свободы недопустимо применение формул (6.12) или (6.13), а 
следует применять формулу 

2Т = aOl/JqOlq!3 + 2aOlq Ol + а. 

Orcюда вытекают определенные трудности примененя принципа наимень­

шего действия к реономным системам. С помощью выражения (6.12) устанав­
ливаются соотношения (7.18) и для реономных систем, так как 

J 2Т dt = J ai;qiq; dt = J ai;qi dc/ = J Р; dc/, 

где ковектор обобщенного импульса Р; определяется формулой (6.9). Индексы 
i, j принимают значения 0,1, ... ,П. Это значит, что выражение для действия 
(7.18) увеличивается на одно слагаемое J Ро dqO, соответствующее изменению 
связей, и определяется реономным потенциалом 

p~ - J Rodqo. 

Для определения действия принимаем 

1
С\ l1С\' • 

J= Tdt=- ai;q'fdt, 
со 2 со 

(7.19) 

где реономная координата qO удовлетворяет уравнению связи qO - r(t) = О. 
Необходимое условие минимума функционала J предусматривает, что первая 
вариация 6J равна нулю, Т.е. 

1
С \ 

6 Tdt = О. 
СО 

,1 
'. I 

ц; 
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При условии 6(qO-r) = О с помощью множителей Лагранжа .л = Ro получаем 
соотношение 

61'1 Tdt + 1'1 Ro6qO dt = о 
'о 'о 

. или с учетом определения реономного потенциала Р, соотношение вида 

1'1 
6 (Т - Р) dt = о 

'о 
(7.20) 

так как 6Р = (OPjOqO)6qO = -Ro6qo. 

ИзCOOТ1tlomeния (7.18) при 6qi(to) = О И c5qi(t1) = О получается система 
n + 1 диФlleренциальных уравнений движения 

daт дТ dOT дТ 
dt OqQ - OqQ = О, dt Oqo - Oqo = Ro. 

При условии, что обобщенные активные силы равняются нулю, эти урав­

нения экививалентны соответственно уравнениям (7.6) и (7.7). 

ПРUl:ЩUn ЛucuльтQна Принцип наименьшего действия можно обобщить 

на случай движения механической системы в поле потенциальных сил с по­

тенциалоJJ П. действие J достигает при этом минимума на действительном 
движении, если функционал 

l ' Пdt 'о 
достигает стаЦИОН!lРНОГО значения. Математическое выражение этого утвер­
ждения следующее 

1'1 1'1 6 (Т - Р) dt = 6 П dt 
'о 'о 

или 

61"1:.dt=0, 
'о 

где модифицированный лагранжиан 

1:. = Т - (П + Р) = Т - У, 

(7.21) 

а V - сумма натурального П = П(t, qO, q1, . " ,qn) И реономного потенциала 
Р. 

Если движение системы стеснйают только склерономные связи, ре­

ономный потенциал равняется нулю и вариационное соотношение принципа 

приводится к известному вариационному принципу Гамильтона 

1'1 
6 L dt, 

'о 

(7.22) 

где L - функция Лагранжа 

L = Т- П. 
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в механике принято применять соотношение (7.22) для систем со скле­
рономными и с реономными связями. Между тем доказано, что этот прин­

цип не инвариантен относительно точечных и канонических преобразований 

дЛЯ реономных систем Функции 1:. и L отличаются не только на величину 
реономного потенциала Р, но и формулой кинетической энергии 

l' т V 1 '0 '(3 ·0 '0' 1 '0 '0 п Р 
",= - ='2ao{3q q +aOoqq +'2aooqq - - , 

L = ~ao{3qOq{3 + boqo + с:"" п. 

Соотношение (7.21) по рождает n+ 1 дифfJeренциальное уравнение движения 
Лагранжа второго рода 

d al:. al:. 
dt aqi - aqi = О, i = 0,1, ... ,n, (7.23) 

а из соотношений (7.22) следуют n дифfJeренциальных уравнений движеJ-IИЯ 

(7.24) 

Это различие достаточно для вывода о том, что дифференциальные 

уравнения (7.24) и (7.23) описывают не одно и то же движение' системы. 
Дифференциальные уравнения (7.23) эквивалентны системе дифференциальных 
ковариантных уравнений (7.6) и (7.7), а уравнения (7.24) только уравнениям 
(7.6). Предполагая, что массы точек постоянные, и натуральные силы не за­

висят от времени, путем интегрирования дифfJeренциальных уравнений (7.23) 
при 1:. = L( qO ,q 1, .. , ,qП) получим закон сохранения энергии в интегральном 
виде 

Т2 + Т1 + То + П = JRo(qO) dqO. (7.25) 

Интегрированием дифференциальных уравнений (7.24) получаем 

J( дП дТ) Т2 - То + П = дt - дt dt. (7.26) 

Следующая схема поясняет отличие выражений (7.25) и (7.26). 
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J(дП дТ) Т2 - То + П = дi - дi dt 

Т2 - То + П = с = const. 

Т = !ao.8qOq.8 + !aooqOqO + !aooqOqO = !aijqitf 

--..-- """-..-' --------Т2 Т, То 

1----.' Т + П = J Ro(qO) dqO ==> Т + П = J Ro(t) dt 

,------+, Т2 + Тl + То + П + Р = h = const. 

Схема: отличие выражений (7.25) и (7.26) 

47 

Вследствие сопряженности обобщенных скоростей ,qi и обобщенных им-
пульсов Р; 

qi = a
ij Р; {:::::::> Р; = a;jqj (7.27) 

дифференциальные уравнения (7.23) нетрудно записаь относительно фаЗОВЫХ 
переменных q = (qO,ql, ... ,qn)T И Р= (РО,Рl, ... ,Рn). для этого необходимо 
вычислить частные производные af:./aqi и af:.jaqi функции f:. = ~aijqiqi -
(П + Р) и затом выполнить замену qi = aij Pj. Имеем следующе выражения· 

д! .. 
aqi = aij4' = Pi, 

д! _ ! даре .; .k д(П + Р) 
aqi - 2 aqi q q aqi 

_ 1 aajk jl km д(П + Р) 
- --д· а Pla Рт - д· 2 q' q' 

1 да'т д(П + Р) дЕ 
= - 2 aqi PlPm - aqi = - aqi ' 

где Е - механическая энергия 

1 .. 
Е=Т+П+Р=-~~~+П+Р 

2 

В результате выполненных преобразований находим, что соотношения 
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(7.27) и уравнения (7.23) образуют систему 2т + 2 дифференциальных урав­
нений вида 

dqi дЕ 
(7.28) 

dt aPi 
, 

dPi дЕ 
(7.29) 

dt = - aqi' i = 0,1, ... ,п. 

Эти уравнения могут быть приведены к виду уравнений динамической 

системы. 

Так нетрудно получить 2п + 2 уравнений в вариациях 

{ 

d~i ЕР Е. д2 ~ - - --~} + ----:"'11' 
dt - aqi aPi aPj aPi }, 

d11i _ _ д2 Е j д2 Е . 
dt - aqi aqi ~ + aPj aqi 'т} , i = О, 1, 2, .. , ,П. 

(7.30) 

Orносительно фазовых переменных q и Р сохраняется инвариантное соот­
ношение (7.21) в виде 

так как 

[, = т - (П + Р) = 2Т - Е = Piqi - Е. 

Первая вариация действия при 6q(to) = О, 6q(t 1) = О, после инте­
грирования по частям будет 

6J = 1:' [( dqi - :: dt) 6Pi - (dPi + :: dt) 6qi]. 

Вдоль траекторий, определяемых дифференциальными уравнениями '(7.28) и 
(7.29), эта вариация равна нулю. Если существуют малые отклонения ~i = 
6qi И 11i = 6Pi действительной траектории от заданной, то первую вариацию 
запишем в следующем виде 

где 

дЕ i дЕ 
1(. = -.~ + -11i 

дч' aPi 
функция сопряжения. 

Вторую вариацию 62 J можно привести к вИду 

б2 J = 1:' [(dqi - :: dt) БТJi + (d~i - :: dt) БРi 

( д1f.). ( д1(.) i] - dPi + a~i dt 6~' - d11i + aqi dt 6ч . 

I $ 
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Б силу дифференциальных уравнений движения (7.28) и (7.29) и уравнений 
в вариации (7.30) все выражения в круглых скобках равны нулю. Следова­

тельно, для возмущенного движению блиэкого эаданному, вторая вариация 

действия для реономной системы равна нулю. Получается система 4п + 4 
сопряженных дифференциальных уравнений 

dqi B1t 
-=-, 
dt Br/i 

(7.31) 

d{i B1t 
dt = BPi' 

(7.32) 

учитывая, что 

B1t дЕ B1t дЕ -=-, -.=-., 
дТ}i BPi д{' дч' 

B1t д2Е· д2Е 
- - --{1 + -'-1]' 
BPi - BPiBqj BPiBPj J' 

B1t д2Е. д2Е 
Bqi = BqiBqj е + BqiBpj Т}j. 

Дифференциальные уравнения (7.3) представляют собой дифференциаль­

ные уравнения движения, а (7.32) - дифференциальные уравнения возмущен­
ного движения в вариациях. 

Дифференциальные уравнения движения в фазовом пространстве размер­

ности 2п + 2 полеэно привести к ковариантному виду. Уравнения (7.б) и (7.7) 
эапишем в виде 

i,j=O,l, ... ,n, 

или 

DPi dqi .. 
тt = Qi(q,P, t), dt = a'1 pj (7.33) 

принимая во внимание, что Pi = aijqi И Daij/dt = О для систем мате­
риальных точек с постоянными массами. 

Для потенциальных сил система дифференциальных уравнений упроща-
ется и принимает такой вид: 

dqi .. 
- - а'1р . dt - l' 

DPi BV 
тt = - Bqi' 

Исходя иэ векторных уравнений дин~ики получаются ковариантные 
дифференциальные уравнения возмущенного движения в ковариантном виду 
(см. Б.А Вуйичич [5]) 

D{i .. 
- -а'1р ' dt - l' (7.34) 
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где ~ - вектор возмущения положения, а 1] - ковектор возмущения импульса. 

Дифференциальные уравнения вариаций (7.32) и дифференциальные урав­
нения возмущенного движения (7.34) отличаются. это отличие является 

следствием того, что уравнения (7.32) получаются как вариации координат­
ных проекций векторных дифференциальных уравнений движения, а урав­
нения (7.33) получаются как проекции векторных вариационных уравнений 
движения. 

Если связи склерономные, то число дифференциальных уравнений в 

каноническом виде уменьшается на два, а математические соотношения прин­

ципов совпадают с известными соотношениями аналитической механики. Для 
систем с реономными связями подытожим в следующей схеме . 

. 
Классические результаты Новые предложения 

QaoqO: , 

еж = 1, ... ,n 

8Z 0··O:_ 0 8ija q - , 

еж = 1, ... ,n. 

1
11 

О Ldt=O, 
10 

L = Т- П, 

Принцип Даламбера : 

QO: + 1а = О. 
Q* + Ro + 10 = о. 

Принцип возможных перемещений 

Q.Oqi = QooqO + Qaoqa = О, 
i = 0'1' ... ,n. 

Принцип Даламбера-Лагранжа 

( Qi - aij ~~; )oqi = 

= ( QO - аО; ~~; )oqO+ 

( DiI) а + Qa - ааГdt oq = О. 

Принцип наименьшего принуждения 

8Z С' 8Z с о 8Z с а О -8 . uа = 8 о uа + -8 uа = , 
а' а аа 

i,j=0,1, ... ,n. 

аа = ija + rf;tjitjj. 

Принцип наименьшего действия 

о 111 (Т - Р) dt = О. 
10 

Принцип стационарного действия 

1
11 

о ldt = О, 
10 

l = Т- (П + Р). 

, , 
11 '. ; * ; I 
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1.
С1 

6 (Ро dqo - Н dt) = О, 
СО 

Q = 1,2, ... ,п, 

Н = Р010 - L = Т2 - То + П 
не инвариантен 

или 

61
С1 

(Pidqi - Edt) = О, 
.со 

i=O,l, ... ,n, 

Е = Т + V = !a
ij 

PiPj + V 
инвариантен 

ДифJ>eренциальные уравнения движения Лагранжа второго рода 

d дТ дТ 
dt BqO - Bqo = Qo, 

d дТ дТ 
dt Bqo - Bqo = Qo, 

т = !aijqiqi. 

Дифференциальные уравнения ДВИАСения Гамильтона 

'0 дН 
q --- дро' 

. дН 
Ро = - 8qo 

'0 дЕ '0 дЕ 
q = дро' q = дро' 
. дЕ дЕ 
Ро = - BqO' Ро = - Bqo . 

Уравнения движения с принуждением 

BZ 
да; = О, Z = !(а; - Qi)(ai - Qi). 

Уравнения )\ппеля 

дА 8А 
8аО = Qo, 8аО = Qo, 

А - la··aiaj 
- 2') . 

Сопряженные уравнения невозмущенного и возмущенного движения 

'0 дН дН 
q . = 8ро' Ро = - Bqo ' 

ёо 82Н еР д2Н 
.. = д Р8 .. + 8 8 7]р, q РО Ро РР 

. 82Н д2Н 
7]0 = - 8 О д Ре - 8 д а 7]р, q q рр q 

а= 1, ... ,п. 

ГО 

"AT~:r'.; m 1: .... \, 

Бр. 

.; 81l . IYН. 
q = B7]i' Р; = - д{; ' 

. 81l . 81l 
{; = 8р;' 7Ji = - Bqi ' 

дЕ; 8Е 
1l = д{; { + дТ/i 7Ji, 

i = 0,1, ... , п. 

;~HY 
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Глава 11 

ИССЛЕ.IlОВАНИЕ УСТОЙЧИВОСТИ .IlВИЖЕНИЯ 
СИСТЕМ С СОСРЕ.IlОТОЧЕННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ 

Хорошо известно (см. А М. Ляпунов [1], В. И. Зубов [1], Н Н. Красовский 
[1], Н Г. Четаев [1], W. Hahn [1], что условия устойчивости решений автоном­
ных либо неавтономных систем обыкновенных дифференциальных уравнений, 

моделирующих системы с сосредоточнными параметрами получаются путем 

применения первого либо второго метода Ляпунова, а также с помощью 

методов, идейно связанных с ними. В данной главе основное внимание 

сосредоточено на теоремах прямого метода А М. Ляпунова для неавтономных 

систем. Эти теоремы содержат необходимые и достаточш3е условия, гаран­

тирующие соответствующий тип устойчивости невозмущенного движения. 

Мы не касаемся здесь важного вопроса об оценке области асимпто­
тической устойчивости равномерно асимптотически устойчивого и равномерно 

притягивающего нулевого решения неавтономной системы. Необходимые и 
доста точные условия существования такой области установлены В. И. Зубо­
вым [1]. 

8. О связи между невозмущенным 
J1Вижением и нулевым решением 

Пусть n - порядок системы дифференциальных уравнений и Yi, i 
1,2, ... ,2т - переменные ее состояния. Используя основные физические 

законы для широкого класса реальных систем уравнения состояния могут 

быть представлены в скалярной форме 

dYi dt = Yi (t,Yl,Y2, ... ,У2т), i == 1,2, ... ,2т (8.1) 

или в эквивалентной векторной форме 

dy 
dt = Y(t, у), y(to) = Уо· (8.2) 

Обозначим 77(t;to,Yo), 77(to;') = Уо движение системы (8.2) и 77p(t;to,ypo) 
невозмущенное движение, которое должно реализовываться в системе. С ма­

тематической точки зрения это означает, что невозмущенное движение - ре­

шение системы (8.2): 
d 
dt 77p(t; to, УРО) == Y(t; 77p(t, to, УРО»· (8.3) 

52 
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Используем выражение для возмущений в форме Ляпунова 

z=Y-Ур, (8.4) 

где Ур = '7p(tj to, УРо)' Пусть f : т х R 2m -+ R2m определена выражением 

f(t,z) = Y[t,yp + z] - Y[t,Yp(t)]. (8.5) 

Очевидно, что 

f(t,O) = О. (8.6) 

Теперь, согласно (8.2)-{8.5), имеем дифференциальные уравнения возмущен-
ного движения 

dz 
dt = j(t, z), z(to) = zo. (8.7) 

Таким образом, поведение возмущенного движения относисельно невоэ­

мущенного (по всем координатам) представляется поведением отклонений 

состояния z по отношению хнулевому отхлонению. Невозмущенное движение 
по всем хоординатам Yi представляется нулевым отхлонением z = О в хоорди­
натах отхлонения состояния zi. Ниже приводимое утверждение подчеркивает 
полную общность хах прямого метода Ляпунова, тах и результатов, пред­

ставленных в сочинении А М. Ляпунова (1892) для системя (8.7). Пусть 
Q : R2m -+ Rn, n = 2т - допустимо, но не обязательно. 

Теорема 8.1. Устойчивость решения z = О системы (8.7) при Q = z необ­
ходима и достаточна для устойчивости невозмущенного движения ТJp системы 

(8.2) относительно любой вехтор-фунхции Q, непрерывной по хоординатам У. 

9. Опре.lleления свойств устойчивости 

в смысле Ляпунова 

По самому определению автономные (инвариантные во времени) системы 

это те системы, движение хоторых не зависит ОТ выбора начального 

момента времени to Е R. Однако, тахое свойство не присуще автономным 
системам Это обстоятельство обосновывает целесообразность нижеследующих 

определений. 

Оnределен.uе 9.1. Состояние равновесия z = О системы (8.7): 
а) устойчиво относительно 7i, если при хаждом to Е 7i и хаждом 

~ > о существует б(tо,~) > О, тахое, что при IlzolI < б(tо,~) имеет место 
Ilz(t;to,zo)1I < ~ Vt Е То; 

б) равномерно устойчиво относительно 7"i, если выполняются условия 

определения а) и при каждом ~ > О соответствующаая максимальная величина 
б удовлетворяет условию 

iпf{бм(t,~) : t Е 7"i} > о j 

в) устойчиво в целом относительно 7i, если выполняются условия опре­
деления а) и бм(t,~) -+ +00 при ~ -+ +00 Vt Е 7i; 
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г) равномерно устойчиво в целом относительно 7;, если выполняются 
условия определений б) ив); 

д) неустойчиво относительно 7;, если существуют to Е 7;, € Е]О, +оо[ и 

т Е То, т > to такие, что при каждом Б Е]О, +оо[ существует хо, IIxoll < Б, для 
которого имеет место IIX(T;to,xo)11 > €. 

Выражение "относительно 7;" в определениях а)-г) опускается, если и 
только если 7i = R. Заметим, что указанные свойства устойчивости имеют 
место при t - +00, но не при t = +00 .. 

Предложение 9.1. Если существует инвариантная во времени окрестность 
N ~ Rn состояния равновесия х = О системы (8.7) такая, что решение 
x(t; to, хо) непрерывно при (t; to, хо) Е то х Rx N, тогда устойчивость состояния 
х = О системы (8.7) относительно некоторых непустых 7;, означает, что 

состояние равновесия х = О устойчиво. 

Этот результат легко доказывается так же, как и следующий. 

Предложение 9.2. Если состояние равновесия х = О системы (8.7) 
устойчиво (устойчиво в целом), тогда, соответственно, оно равномерно устой­

чиво (равномерно устойчиво в целом) относительно каждого ограниченного 

множества 7; С R. 

Определение 9.2. Состояние равновесия х = О системы (8.7): 
1, " 

а) притягивающее относительно 7;, если для любого to Е 7; существует 
d(to) > О, любого ( > О существует T(to,XO,() Е [О,+оо[ такое, что при 
IIxoll < ~(to) выполняется неравенство 

IIx(t; to, xo)11 < (, Vt E]to + T(to, хо, (), +00[; 

б) хо - равномерно притягивающее относительно 7;, если выполняются 
условия определения а) при любом to Е 7; существует ~(to) > О и любом 
( Е]О, +001 существует Tu(to, ~(to). () Е [О. +оо[ такое, что 

SUp[Tm(to, хо, () : хо Е B~(to)] = Tu(to, ~(to), (); 

в) to - равномерно притягивающее относительно 7;, если выполняются 
условия определения а), существует ~ > О и для любых (хо,() Е B~x]O,oo[ 
существует ти(хо,()Е]О,+оо[ такое, что 

sup[Tm(to;xo,(): to Е 7;] = Tи(~,(); 

г) равномерно притягивающее относительно 7;, если выполнаются условия 
определений б) и в), Т.е. верно а), существует ~ > О и при каждом ( Е]О, +оо[ 
существует Tu(7i.~, () Е [О, +оо[ такое, что 

sup[Tm(to,xo,(): (to,xo) Е 7; х B~] = Tи(7;,~,(). 
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Свойства а)-г) имеют место .ив целом", если условия определения а) 

выполняются при любом д(tо) Е)О, +оо[ и любом to Е 1i. 
Выражение ",относительно 1i" в определениях а)-д) опускается, если и 

только если 7i = я. 
Нижеследующе утверждения легко проверить. 

Предложение 9.3. Если существует инвариантная во времени окрестность 
N ~ R!' состояния равновесия ж = О системы (8.7) такая, что решение 
ж(tjtо,жо) непрерывоo при (t;tо,жо) Е ТoxRxN, тогда притяжение состояния 
ж = О системы (8.7) относительно некоторого непустого 1i означает, что 

состояние равновесия ж = О притягивающее. , 
Предложение 9.4. Если состояние равновесия ж = О системы (8.7) 

притягивающее, тогда оно равномерно притягивающее относительно любого 

ограниченого 7i с я. 

Определение 9.3. Состояние равновесия ж = О системы (8.7): 
а) асимптотически устойчиво относительно 7i и притягивающее относи­

тельно 7i; 
б) экви-асимптотически устойчиво относительно 1i, если ОI!Y_устойчиво 

относительно 1i и жо - равномерно притягивающее относительно 1i; 
в) квази-равномерно асимптотически устойчиво относительно 1i, если 

оно равномерно устойчиво относительно 7i и to равномерно притягивающее 
относительно 7i; 

г) равномерно асимптотически устойчиво относительно 1i, если оно 
равномерно устойчУ.:зо относительно 1i и равномерно притягивающее относи­
тельно 7i; 

д) экспоненциально устойчиво относительно 7i, если существует д> о и 
действительные числа а ~ 1 и /3 > О такие, что при I/жоll < д имеет место 

Ilж(t; to, жо)1I $ аllжоll ехр[-/3(! - to)] Vt Е То., Vto Е 7i; 

е) экспоненициально устойчиво в целом относительно 7i, если условия 
определения д) выполняются при Д = +00; 

ж) обладает свойством а)-г) в целом, если соответствующая устойчивость 

состояния равновесия ж = О и соответствующее притяжение состояния равно­
весия z - О имеют место в целом 

В определениях а)-ж) выражение ",относительно 1i" опускается, если и 
только если 7i = я. 

Приведем теперь результаты, являющиеся прямыми следствиями предло­

женИй 9.1-9.4. 

Предложение 9.5. Если <:уществует инвариантная во времени окрестность 
N ~ R!' состояния равновеслия ж = О системы (8.7) такая, что решение 
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x(t;to,xo) непрерывно при (to,to,xo) Е то х R х N, тогда асимптотическая 
устойчивость состояния х = О системы (8.7) относительно некоторого непустого 
т; означает, что х = О асимптотически устойчиво. 

Предложен.ие 9.6. Если состояние равновесия х = О системы (8.7) 
асимптотически устойчиво, тогда оно равномерно асимптотически устойчиво 

относительно любого ограниченного т; С л. 

Пусть 9 : ЛN 
-+ ЛN определяет автономную систему 

dx 
dt = g(x). (9.1) 

Каждое из определенных выше свойств устойчивости х = О для системы (9:J) 
равномерно по to Е л. . 

10. ФуНКЦИИ сравнения 

Функции сравнения используются как верхние или нижние оценки­

функции А М. Ляпунова и ее полной производной по времени. Всюду далее 
эти функций обозначаются через I(J, I(J: л+ -+ л+. Нижеследующее изложение 

опирается, в основном, на следующие определения и результаты. 

Оnределен.ие 10.1. Функция I(J, I(J : л+ -+ R.t принадлежит 
а) классу К[о,а[, О < о: :5 +00, если она определена, непрерывна и строго 

возрастающая на [О,о:[ И I(J(O) = О; 
б) классу К, если условия определения а) выполняются при о: = +00, 

К[о,+оо[; 
в) классу К л, если она принадлежит классу К и, кроме того, I(J(~). -+ 00 

при ~ -+ +00; 
г) классу L(o,a[, если она определена, непрерывна, строго убывающая на 

[О,о:[ И lim[l(J( () : ( -+ 00] = О; 
д) классу L, если условия определения г) выполняются при о: = +00, 

L = L(o,+oo(. 
Пусть I(JI обозначает обратную функцию I(J, I(JI[I(J«()] == (. w. НаЬп [1] 

установил следующий результат. 

Предложен.ие 10.1. Если 

а) I(J Е К и Ф Е К, тогда l(J(ф) Е К; 

б) I(J Е К и U Е L, тогда I(J(U) Е L; 

в) I(J Е К[о,а[ и I(J(O:) =~, тогда I(JI Е К[о,(]; 
г) I(J Е К и lim[I(J«() : ( -+ +00] = С тогда I(JI не определена на ]~, +00]; 
д) I(J Е К[о,сф Ф Е К[о,а] и I(J( () > ф( () на [0,0:], тогда I(JI «() < фI «() на 

[О, ,8], где ,8 = ф(о:). 

, , • I 
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Определение 10.2. Функция '1') '1' : п+ х п+ - п+ принадлежит классу: 

а) И К!о;а,р[) если '1'( " () Е И[о,а[ при каждом ( Е [О,,8[ и '1'«(, . ) Е К[о,р[ 
при каждом ( Е [О, а[; 

б) J( К) если условия определения а) выполняются при а = ,8 = +00; 

в) J( L[O;a,p[) если '1'( "() Е К[о,а[ при каждом ( Е [О,,8[ и '1'«(, .) Е L[o,p[ 
при каждом ( Е [О, а[; 

г) J( L) если условия определения в) выполняются при а =,8 = +00. 

11. ЗнаJCоопреllеленность фунJClUtй и ФУНJClUtИ сравнения 
\ 

В прямом методе Ляпунов понятие знакоопределенности вспомогательной 
функции имеет важное значение) т.к. с ним тесно связана мера расстояния 

изображающей точки в фазовом пространстве до начала координат. Приведем 

соответствующие определения) начиная с автономной системы (9.1) и соответ­
ствующей ей функции V(x) : пn - п. 

Определение 1 1:1. Функция V : R:' - R называется: 

1) положительно полуопределенной) если существует инвариантная во 
времени окрестность N- ТОЧКИ-х ==-fJ;--N-~ Rn такая) что: 

а) V - непрерывна HaN; V(x) Е C(N); 

б) V - неотрицательна на N; V(x) ~ О) Ух Е N; 

в) V - равна нулю в точке х = О) V(O) = О; 
2) положительно полуопределенной в окрестности S точки х = О) если 

условия определения 1) выполняются при N = S; 

3) положительно полуопределенной в целом) если условия определения 

1) выполняются при N = S; 

4) отрицательно полуо~ределенной (в окрестности S точки х = О ИЛИ В 
целом». если (-V) положительно полуопределеной (в окрестности S или в 
целом) соответственно. 

Замечание II.J. Заметим) что функция V) определенная посредством 

выражения V(x) = О при всех х Е пn ках положительно) тах и отрицательно 
полуопределенная. Эта неопределенность устраняется путем введения строго 

положителЬНОй (отрицательной) полуопределенной функции. 

Функция V : пn - R называется строго положительно (отрицательно) 
полуопределенной) если она положительно (отрицательно) полуопределена и 

существует у Е N тахое) что V(y) > О « О) соответственно. 
Определение 1 1 .2. Функция V : R:' - R называется: 

а) положительно определенной) если существует инвариантная во времени 
охрестность N) N ~ пn точхи х = О) в ХОТОРОй она положительно полуопре­

делена и V(x) > о У(х :f: О) Е N; 
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б) положительно определенной в окрестности S точки х = О если условия 
определения а) выполняются при N = S; 

в) положительно определенной в целом, если условия определения а) 

выполняются при N = Rn ; ", 

г) отрицательно определенной (в окрестности S точки х = О или в 
целом), если (-V) положительно определенной (в окрестности S или в целом), 
соответственно. 

далее будем рассматривать неавтономную систему (8.7) и связанную с 
ней вспомогательную функцию V(t, х) : R х Rn -+ R. 

OnpeдelleHue 11.3. Функция V : R х Rn -+ R называется: 

1) положительно полуопределенной на тт = [т, +00[, т Е R, если и только 
если существует связная инвариантная во времени окрестность N точки х = О, 
N ~ Rn такая, что: 

а) V - непрерывна по (t,ж) Е Т,. х N, V(t,ж) Е С(Т,. х N); 

б) V - неотрицательна на N: v(t,ж) ~ О \I(t, ж) Е тт х N; 

в) V - обращается в нуль при х = О: V(t,O) = О, \lt Е Т,.; 

г) если а)-в) имеет место и для каждого t Е Т,. существует у Е N такое, 

что V(t, у) > О, тогда функция V строго положительно полуопределенная на 
Т,.; 

2) положительно полуопределенная на Т,. х S, если и только если вы­
полняются условия определения 1) при N = S; 

3) отрицательно полуопределенная (в целом) на Т,. (на т,. х N), если 

и только если (-V) положительно полуопределенная (в целом) на т,. (на 

Т,. х N) соответственно. 

Выражение "на т,." в определении 11.3 опускается, если и только если 

все соответствующие требования выполняются при любом t Е R. 

OnpeдelleHue 11.4. Функция V: R х Jl:l -+ R называется: 

1) положительно определенной на Тт, т Е R, если и только если 

существует инвариантная во времени связная окрестность N точки х = О, 
N ~ Rn такая, что V положительно полуопределенная на Т,. х N и существует 
положительно определенная функция w на N, w: Rn -+ R такая, что 

w(x) $ V(t, х) \I(t,x) Е Т,. х N; 

2) положительно определенная на Т,. х S, если и только если условия 
определения 1) выполняются при N = S; 

3) положительно определенная в целом на Т,., если и только если условия 
определения 1) выполняются при N = Jl:l; 

4) отрицательно определенная (в целом) на Т,. (на Т,. х N), если и 

только если (-V) положительно определенная (в целом) на Т,. (на т,. х N) 
соответственно. 
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Выражение .,на Т., 11 В определении 11.4 опускается, если и только если 
все требования выполняются при каждом т Е л. 

Предложение 11.1. Чтобы функция V : R х ЛN -+ R была положительно 
определенной на Т., х N, необходимо и достаточно существования инвари­
антной во времени окрестности N точки х = О такой, что 

а) V(t, х) Е С(Тт х N); 
б) V(t,O) = О Vt Е Т.,; 

в) функция 1(' Е: К[О,о[. где 

о" = sup{llxll : х Е N} 

удовлетворяет оценке 

tp(llxll) 5 V(t, х), V(t,x) Е тт х N. 

Определение Ii.5. При заданном ( Е Н+ множество V{(t) называется 
максимальной связной окрестностью точки х = О при t Е л, которая может 
быть получена на основе функции V : V -+ л, если из условия х Е V,(t) 
следует---оо,енка V ( t , х) < (. 

Определение 11.6. Функция V : R х ЛN -+ R называется: 
1) Убывающей на Тт, если и только если существует инвариантная во 

времени окрестность N точки х = О и положительно определенная функция 
w на ТТ такая, что 

V ( t , х) ~ w( х ) V(t,x) Е тт х Nj 

2) убывающей на ТТ х S, если все условия определения 1) выполняются 
при N = S; 

З) убывающей в целом на Тт, если все условия определения 1) вы­

полняются при N = лn. 
Выражение "на ТТ 11 В определенияы 11.6 опускается, если и только если 

выполняются при к~ЖдОМ т Е R соответствующие условия. 

ПредЛQЖJeние 11.2. Для того, чтобы функция V : R х лn -. Rбыла 
убывающей на тт х N, где N - инвариантная во времени окрестность точки 

х = О, необходимо и достаточно существования функции сравнения 1(' Е К[о,о[, 

где о" = sup{llxll : х Е N} такой, что 

V(t,x) ~ tp(I/xll) V(t,x) Е ТТ х N. 

Е. А. Барбашин И Н. Н. Красовский (1, 2) ввели понятие бесконечно 
большой (радиально неограниченной) функции и показали его необходимость 

для асимптотической устойчивости в целом. 

Определение 11.7. Функция V : R х Rn -+ R называеТся: 
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1) радиально неограниченной на т.., т Е R, если при Ilxll ~ +00 
выполняется условие V (t, х) -+ +00 Yt Е Т.,; 

2) радиально неограниченной, если и только если при IIxll ~ +00 
выполняется условие V(t,x) -+ +00 Yt Е Т., Ут Е R. 

Следуя результатам В. Хана [1], нетрудно проверить справедливость 

утверждения. 

Предложен.uе 11.2. для того, чтобы положительно определенная в 

целом функция V была радиально неограниченной, необходимо и достаточно 
существования функции ер Е К R - классу такой, что 

V(t,x) ~ ер(llх!!), Ух Е R", Yt Е R (Yt Е т,. ). 

Например, функция 

не является радиально неограниченной, но 

V(t ) = (2 + t 2
)( 4 + IIxll) 11 11 

,х 2 + "х" х 
радиально неограниченная функция. В этом случае ер«) = ( Е KR, ( Е R+, 
так что 

V(t,x) ~ ер(llх!!), о Y(t,x) Е R х R". 

12. Проmводмая llини и проmводмая Эйлера 
вспомогательной функции 

для дальнейшего изложения потребуются следующие понятия. 

Оnределен.uе 12.1. Пусть V - непрерывная скалярная функция, V : 
т,. '( Rn ~ R, V(t,x) Е С(Т., х N) и пусть решения x(t;to,xo) системы (8.7) 
существуют и определены на Т., х N. Тогда для (t, х) Е Т., х N 

1) D+V(t,x) = limsup{V(t+o,X(t+o/,X»-V(t,Х),о ~ о+} назы­

вается верхней правой проmводной дини функции V вдоль решен~ х; 

2) D+ V(t, х) = liminf{ V(t + О, x(t + 0/, х» - V(t, х), О ~ о+} н~ьmaeтcя 
нижней правой производной Лини функции V вдоль решения х; 

3) D-V(t ) - l' {V(t+o,X(t+o,t,X»-V(t,Х)оо о-} -
,х - lmsup О ,~назы 

вается верхней левой производной Лини функции V вдоль решения х; 

4)D V(t )-1" . f{V(t+O,x(t+o,t,x»-V(t,х) о о-} - ,х - lmш О ,~называется 

нижней левой производной дини функции V вдоль решения х; 
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5) ФУнкция V имеет производную 

. d 
V(t,Z) = dt V(t,Z) 

при (t, ж) вдоль решения ж, если 

D+V(t,z) = D+V(t,z) = D-V(t,z}= D_ V(t,z) = DV(t,z) 

и тогда 

V(t,z) = DV(t,z). 

далее ~мвол V будет означать, что можно использовать как D+V, так 
и D+V. 

Если ФУНКЦИЯ V дифференцируемая по (t,z), то согласно АМ. Ляпунову 

. av т 
V = дt + (grad V) f(t,z), (12.1) 

где 

т (av av av) (gradV) = -а '-а , ... '-а . 
Ж1 Ж2 ЖN 

13. Теоремы об устойчивости 

Функции V (t, ж) знакоопределенные в смысле определений 1 1 .1 - 1 1.4 
являются основным инструментом, с помощью которого исследование устой­

чивости состояния z = О системы (8.7) проводится без непосредственного ин­
тегрирования дифференциальных уравнений возмущенного движения. Пред­
положение о 'локальной липшицевости по z для непрерывной функций V(t, ж) 
это все, что требуется для того, чтобы вычислить полную производНУЮ 

дини вдоль решений системы дифференциальных уравнений (8.7). На основе 
результатов А М Ляпунова [1], К. П. Персидского [1], А. Halanay [IL W. Hahn 
[1], Т. -Yoshizawa [1] получены следующие результаты. 

Теорема 13.1. Пусть вектор-функция f в системе (8.7) непрерывна на 
R х N (на т.,. х N). Если существуют: 

1) открытая связная инвариантная во времени окрестность S точки z = О; 
2) убывающая положительно определенная ФУНКЦИЯ V на S (на ТТ х S) 

такая, что 

D+V(t,z) :5 О V(t,z) Е R х S (V(t,z) Е Тт х S) 

тогда и только тогда состояние z = О системы (8.7) равномерно устойчиво 
(на Тт) соответственно. 

На основе результатов Е.А Барбашина и Н.Н. Красовского [1, 2] доказы­
вается следующее утверждение. 
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Теорема 13.2. Пусть вектор-функция f в системе (8.7) непрерывна на Rx 
R" (или на тт х R"). Пусть существует радиально неограниченная убывающая 
положительно определенная в целом функция V (на т.,) такая, что 

'v'(t, х) Е R х R" ('v'(t, х) Е ТТ х R"). 

Тогда и только тогда состояние х = О системы (8.7) равномерно устойчиво 
в целом (на Тт) соответственно. 

Замечан.uе 13.1. Если вектор-функция f(t, х) в системе (8.7) локально 

липшицева на R х N (на ТТ х N), тогда функция V, фигурирющая в теоремах 
13.1, 13.2, также локально липшицева на R х N (на ТТ х N) и эффективное 
вычисление D+ V может быть проведено на основе определений п. 12. 

Замечан.uе 13.2. Предыдущие теоремы 13.1 и 13.2 имеют место, когда 

выражение D+V заменится на D+ V. 

Теорема 13.3. Пусть вектор-функция f в системе (8.7) непрерывна на 
R х N (на ТТ х N). Пусть существуют: 

1) открытая связная инвариантная во времени окрестность S точки х = О; 
2) убывающая определеленно положительная функция V на S (на ТТ х S); 

3) положительно определенная функция Ф на S такая, что 

D'V(t,x) ~ -ф(х), 'v'(t, х) Е It х S, ('v'(t, х) Е ТТ х S). 

Тогда и только тогда состояние х = О системы (8.7) равномерно асимп­
тотически устойчиво (на Тт). 

Следуя Е. А Барбашину и Н. Н. Красовскомы [1, 2] и учтиывая .теорему 
13.3, легко доказать утвержедние. 

Теорема 13.4. Пусть вектор-функция f в системе (8.7) непрерывна на 

R х R" (на ТТ х Я"). Если существуют: 

1) радиально неограниченная убывающая определенно положительная в 

целом функция V (на Тт); 

2) положительно определенная в целом функция Ф такая, что 

D*V(t, х) ~ -ф(х) 'v'(t,x) Е R х Я" ('v'(t,x) Е ТТ х Я"), 

тогда и только тогда состояние х = О системы (8.7) равномерно асимптоти­
чески устойчиво в целом. 

Согласно результатам Н. Н. Красовского [1] и применяя в доказательстве 
теоремы 13.3 функцию 'Р( q) = qP, легко доказать утверждение. 

Теоре.ма 13.5. Пусть вектор-функция f в системе (8.7) непрерывна на 

R х N (на тт х N). Если существуют: 
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1) инвариантная во времени окрестность S точки z = О; 
2) функция V, положительные числа '11, '12, '73, а также положительное 

целое число р такие, что 

а) '111Izll' :5 V(t,z):5 '12I1zll' V(t,z) Е R х S (V(t,z) Е Т.,. х S); 
б) D-V(t,Z):5 -'1зllz ll' V(t,z) Е R х S (V(t,z) Е т.,. х S), 

тогда и только тогда состояние z = О системы (8.7) экспоненциально 

устойчиво (на Т.,.) соответственно. 

Теорема 13.6. Пусть вектор-функция f непрерывна на R х Л" (на т.,. х Л"). 
Если существуют: 

1) функЦия V, положительные числа '11, '12, f'Jз, а также целое положитель­
ное число р такие, что 

а) '1111жll':5 V(t,z):5 '1211жll' V(t,z) Е R х Л" (V(t,z) Е т.,. х Л"); 
б) D·V(t,z):5 -'1зllzll' V(t,z) Е R х Л" (V(t,z) Е т.,. х Л"), 

тогда и только тогда состояние z = О системы (8.7) экспоненциально 
устойчиво в целом (на т.,.) соответственно. 

Замечание 13.3. Если вектор-функци~ f дифференцируема на соответс­
твующих множествах, тогда функция V, используемая в теоремах 13.1-'-13.6, 
также дифференцируема на соответствующх множествах. 

Замечание 13.4. В случае автономной системы (9.1) наиболее сильное 
расimiрение прямого метода Ляпунова получается на основе принципа ин­

вариантности (см. J.P. LaSa1e [1]). 

14. Теоремы о неустойчивости 

1. Исследование неустойчвисти состояния равновесия z =0 системы 
(8.7) производится на основе теорем А М. Ляпунова [1], Н. Г. Четаева [1], 
Н. Н. Красовского [1], Н. Руша, А Абетса, М. Лалуа [1], анеустойчивости 
относительно части переменных - теорем В. В. Румянцева и А с.Озиранера 
[1]. Ниже приводимые теоремы основаны на результатах работ упомянутых 

выше авторов. 

Теорема 14.1. Пусть вектор-функция f в системе (8.7) непрерывна на 
R х Л" и существуют: 

1) открытая связная инвариантная во времени окрестность S точки z = О; 
2) to Е хТ, ! > О (при этом B~ с S); 

3) открытое множество Ф Е 8~; 
4) функция V, определенная на S, V: [to, +оо[ х 8с - Л, 

такие, что на [t o, +оо[ х Ф выполняюгся условия 

а) 0< V(t, ж) :5 I< < 00 для некоторого I< Е R+; 

б) D+V(t,z) ~ <p(V(t,z», <р Е К; 
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если, кроме того, 

в) точка х = О принадлежит 8ф; 
г) V(t, х) = О на [to, +оо[х(8ф n 8с )); 

тогда состояние х = О системы (8.7) неустойчиво. 

доказательство. Из того, что (х = О) Е дф или (х = О) Е int Ф следует, 
что для каждого Б > О наидется значение хо Е Ф n 8с , при котором имеет 
место V(to, хо) > О. Рассмотрим поведение функции V(t, х) вдоль решения 
x(t;to,xo)). Пока x(t) Е Ф для любого t Е [to,+oo[ имеем 

[{ 2: V(t,x(t)) = v(to,xo)+l' D+V(r,x(r))dr 
'о 

2: V(to, хо) + <p(V(to, xo))(t - to). 

Вследствие ограничености функции V(t,x) (условие а)) решение x(t), со­
гласно последнему неравенству, должно ПОКI:IНУТЬ Ф после некоторого момента 

t > to. Из-за условия г) решение x(t) не можете покынуть' Ф через 8ф с 8,. 
Тогда x(t) покидает 8с , что и указывает на неустойчивость состояния х = О 
системы (8.7). 

Теореме 14.1 предшествовали две теоремы о неустоЙчивости. 

Теорема 14.2. Пусть вектор-функция f в системе (8.7) непрерывна на 
R х JrI и существуют: 

1) открытая связная инвариантная во времени окрестность S точки х = О; 
2) to Е Т., ~ > о (при этом В, с S); 

3) открытое множество Ф Е 8,; 
4) функция V, определенная на S, V: [to, +оо[х8, -+ R 

такие, что на [tо,оо[хФ имеет место 

а) 0< V(t,x) ;:; <p(llxll), <р Е J{ - классу Хана; 

б) D+V(t,x) 2: ф(llхll), Ф Е J{ - классу, 

если, кроме того, 

в) точка х = О принадлежит дф; 
г) V(t,x)=O на [tо,+оо[х(дФх8t )); 

тогда состояние х = О системы (8.7) неустойчиво. 

Teope~fa 14.3. Пусть вектор-функция f в системе (8.7) непрерывна на 
-Нх RП • Если выполнаяются условия 1)-4) и в), г) теоремы 14.3 и вместо 
условия б) выполняется условие 

б') D+V(t,x) = cV(t,x)+w(t,x) на [tо,+,8[хФ, с>О 
функция w(t,x) 2: О непрерывна w : [tо,оо[хф -+ R, то состояние х = О 
системы (8.8) неустойчиво. Теоремы 14.1-14.3 имеют место и для автономной 
системы (9.1), при этом условия а), б) теоремы 14.1 упрощаются: 

...... 

" Т, , ;: 
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а') У(х) > о на ф; 
б') D+V(z) > О на ф. 
Приведем еще одну теорему о неустойчивости, установленную Н. Н 

Красовским [1]. Будем рассматривать систему (9.1) и предположим что М 
- наибольшее инвариантное множество, не содержащее целых траекторий 

системы (9.1), кроме точки z = О. 

Теорема 14.4. Пусть вектор-функция f в смысле (9.1) непрерывна на R:' 
и существуют: 

1) открытая связная окрестность S точки z = О; 
\ -

2) g> о такое, что Ве С S; 

3) открытое множество Ф Е ВЕ ; 

4) функция У, определенная на S, У: S -+ R, такая, что 

а) 0< У(х) на ф; 

б) D+V(z) > О вне М и D+V(z) ~ О на М. 

Тогда состояние z = О системы (9.1) неустОЙЧИВО. 

2. Рассмотрим голономную склерономную механическую систему с n сте­
пенями свободы. Пустьр = (ql, ... , qn)T - вектор ее лагранжевых координат, 
кинетическая энергия 

т = ~aap(q)qaqP, 
2 

Q(q,4) = (Ql, ... ,Qn) - обобщенные силы. Предположим, что функции Т и 
Qa являются бесконечно дифференцируемыми функциями q и q. Движения 
такой системы описываются уравнениями Лагранжа второго рода: 

d дТ дТ 
dt д4а - дqа = Qa, а = 1,2, ... ,П. (14.1) 

Предположим, что при q = О, q = о обобщенные силы Qa обращаются 

в нуль. Тогда, очевидно, точка q = о является положением равновесия 
рассматриваемой системы. 

ПредполшJiIМ, что обобщенные силы Qa не зависят от q и укажем нехо­
торые достаточные условия неустойчивости системы (14.1). Будем исходить 

из следующего простого наблюдения: если система (14.1) имеет решение q(t), 
которое стремится к точке q = о при t -+ +00, то тогда положение равновесия 
q = о неустоЙЧИВО. Действительно, в силу обратимости системы (14.1) имеет 
место решение х( -t), которое также стремится к нулю, но уже при t -+ -00. 

Это обстоятельство и свидетельствует о неустойчивости положение равновесия 

q = О. 
Матрицу A(q) = Ilaap(q)11 кинетической энергии Т с помощью линейного 

преобразования координат q можно преобразовать к единичной матрице I n в 
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точке q = О. Функции Qor(q) разложим в ряды по однородным формам пере­
менных ч: Qor = Q~m) + Q~m+l) + .... Как правило т = 1. Однако возможны 
случаи вырождения, когда т? 2. Обозначим Q(m) = (Qlm) , ... ,Q~m»). 

Теорема 14.5. Пусть для системы (14.1) существуют вектор е, Ilell = 1 и 
постоянная к > О такие, что 

Q(m)(e) = ке. 

Тогда положение равновесия q = О системы (14.1) неустоЙчиво. 

Доказательство теоремы 14.5 основано на построении асимптотических 
решений системы (14.1) в виде рядов определенного вида (см. В. В. Козлов [1 П. 

Покажем, что системе (14.1) формально удовлетворяет ряд (возможно 

расходящийся) 

~ q(k)(ln t) 
~ tk/A ' 
k=l 

(14.2) 

где q(k) - некоторые полиномы от lnt и р. > О. Коэффициенты (14.2) ищем 
по ин~укции, возрастающею вместе с k. 

Уравнения (14.1) имеют следующий явный вид: 

A(q)q + r(q)q . q = Q(m) + Q(m+l) + '" (14.3) 

Здесь rq . q обозначает совокупность слагаемых квадратичных по скоростям. 
Положим 

ч(1) = '\е, р. = 2/(т - 1) > О. 
Подставляя ряд (14.2) в уравнения (14.3), приравнивая коэффициенты при 

(наинизшей степени) l/t/A+2 = 1/t ffi /A и учитывая, что А(О) = Е, получим 
уравнение 

р.(р. + 1)'\е = к,\т е . 

Одсюда ,\m-l р.(р. + 1)/к > О И поэтому положительное ,\ находится 
однозначно. Предположим, что коэффициенты чщ, ... ,q(A:-l) уже найдены 
как векторные многочлены от ln t с постоянными коэффициентами. Найдем 
теперь q(k). Приравнивая коэфициенты при одинаковых степеных 1/t(k/A+2), 
приходим к уравнению 

(14.4) 

где 

в = t2aQ(ffl) I -
дч q=q (1) /t" 

постоянная матрица, f - некоторый известный векторный многочлен от 1п t 
с постоянными коэффициентами, штрих означает дифференцирование по 1n t. 
Система (14.4) является линейной неоднородной системой дифференциальных 
уравнений с полиномиальной правой частью f. Хорошо известно, что такая 
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система всегда имеет частное решение в виде полинома с постоянными 

коэффициентами. Таким образом, построение формального решения (14.2) 
завершено. 

Ряд (14.2) может расходиться при всех значениях t > О. Однако, и в 
этом случае система уравнений (14.3) имеет решение q(t), для которого ряд 
(14.2) является его асимптотическим представлением. Это означает, что 

"(t) _ ~ q(k)(lnt) = o(lnj(t») 
q ~ tkp tNIJ при t - +00. 

k=l 

Здесь j - степень векторного полинома q(N). В частности, q(t) - О, когда 
t - +00. Решение q(t) является искомым. 

Если т = 1, то система (14.3) имеет формальное решение в виде ряда 
00 

L: q(k)(t)е- kлt , 
k=l 

(14.5) 

где л = const > О, q(k)(t) - некоторые многочлены от t с постоянными 
коэффициентами, причем q(1) = const "# О. Ряды вида (14.5) впервые 
применены А М. Ляпуновым [1] при решении общей задачи об устойчивости 
движения. 

Замечание 14.1. Как показано в работе В. В. Козлова [2], если спектр 

матрицы В не содержит чисел вида kp.(p. + 1) (k = 2,3, ... ), то система 
(14.3) имеет решение в виде ряда (14.2) с постоянньми коэффициентами 

q(k) Е Rn . При дополнительном предположении об аналитичности функции 
T,Ql'''' ,Qn в окрестности точки (q,q) = (0,0), этот степенной ряд сходится 
при t ~ t.. Как установил А М. Ляпунов [1]. в аналитическом случае ряд 

(14.5) всегда сходится при всех достаточно больших значениях t. В качестве 

примера рассмотрим вопрос об устойчивости равновесия в "квазипотенциаль­

ном" силовом поле, когда· 

дФ 
Qi(q) = -P(q)-, 

aq; 
( 14.6) 

где ФиР - гладкие функции от q, причем P(q) > О. Если Р = const, 
то поле сил Qi потенциально. Ясно, что положения равновесия совпадают 

с критическими точками функции Ф. Было бы интересно связать условия 

устойчивости этих положений равновесия с типом стационарного значения 

функции Ф. В линейном приближении имеем обычную задачу теории малых 

колебаний в потенциальном поле. Поэтому здесь условием устойчивости 

является наличие строгого локального минимума функции Ф. Однако, в 

нелинейной задаче резлыаты' такого сорта получить пока не удается. Не 

исключено, что в общем случае наличие строгого локалаьного минимума 

функции Ф еще не гарантирует устойчивости равновесия. 

Здесь более просто установить достаточные условия неустойчивости. 

Справедливо следующее утверждение. 
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Теорема 14.6. Пусть Ф = Фm+l + Фm+2 + ... , т ~ 1 и форма Фm+l не 
имеет минимума в точке q = о. 

Тогда состояние равновесия q = О в "квазипотенциальном" поле (14.6) 
неустойчиво. 

Доказательство основано на применени теоремы 14.5. В этом случае 

Q~m) = _ Р(О) O~.H . 
ч' 

Так как форма Фm+l не имеет минимума в точке q = о, то на единичной 
сфере Ilqll = 1 минимальное значение ФmН отрицательно. Предположим, что 
зто значение функция Фm+l достигает в точке q = е, llell = 1. из условия 
минимума получаем равенство 

ОФо~Н(е) = Ле. 

По формуле Эйлера для однородных функций 

( оФm+l)1 л = (е, ле) = Ч, о = (т + 1)Фmн (е) < о. 
q q=e 

Следовательно, 

Q(m)(e) = -Р(О) ОФо~Н (е) = -Р(О)ле, 
причем к = -Р(О)л > о. Итак, выполнено условие теоремы 14.5 и поэтому 
состояние равновесия q = О неустойчиво. 

15. об УСТОйЧивости дВижения и 
равновесия механических систем 

Пусть q = (ч 1 , ~.. ,чn) Т - лагранжевы координаты голономной скле­
рономной механической системы с n степенями свободы 4 = (41, ... ,4n )Т 
обоб:n.енные скорости, Dq/dt = (D4 1 /dt •... • D4n /dt)T - вектор ускорения, 
Q(q.4) = (Ql':\ . • Qn) - обобщенные силы. Педполагается, что функции Т и 
Qcr бесконечно дифференцируемые функции q и 4. Движение такой системы 
описывается дифференциальными уравнениями Лагранжа второго рода 

d от от 
dt о4а - о4а = Qcr. 

или, в ковариантном виде, 

D4fJ 
aaPТt = Qcr. Ot.fЗ=1 •...• n. (15.1 ) 

Предположим, что q = о .и q = О состояние равновесия. В зтом состоянии 
обобщенные силы Qcr обращаются в нуль . 

-
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Для решения задачи об устойчивости движения и равновесия механиче­
ских систем применяется прямой метод Ляпунова. 

Теорема 15.1. Если для дифференциальных уравнений найдется положи­
тельно определенная функция W(q) такая, что 

( Q + дд~) . q ~ О, 
то состояние равновесия q = О, q = о устойчиво. 

Доказаmellьство. Рассматривается функция 
\ 

V=T+W 

(15.2) 

где Т = !oapqaqP - кинетическая энергия голономной склерономной сис­
темы, W - указанная выше функция. 

Учитывая соотношение 

d( '01.10) D( '01;.8) 2 Dqa. A 
dt oa{Jq q" = dt oa{Jq ч = Оа{J dt q", 

проиэводная по времени функции V выражается так 

V· Dqa. A aW А (Q aw) '01 
= Оа{J --;;:t q" + aq{J q" = а + aqa q . 

и условие (15.2) теоремы доказано. 
Следствием теоремы 15.1 ДЛЯ консервативной автономной системы 

является знаменитая теорема Лагранжа-Дирихле. В самом деле, если 

U(q1, ... , qn) силовая функция, Qa = ди /aqa, и для устойчивого состо­
яния равновесия можно выбрать потенциал силы W = -и. в этом случае 
коэффициенты выражения (15.2) будут равны нулю 

aw 
Qa + aq == о. 

Если обобщенные силы состоят из консервативных сил ди /aqOt и любых 
сил, эависйащих от скоростей, Т.е .. 

Q ди D ('1 ·n) а=-д +JOtq, .. ·,q , 
POt 

то неравенство (15.2) упрощается и принимает вид 

p.q~ О. (15.3) 

Из соотношения (15.3) видим, что следствием теоремы 15.1 является 

также и теорема об устойчивости равновесия при действии диссипативных и 
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гироскопических сил. Общие Bыoдьl об устойчивости получаются и в случае, 

когда обобщенные силы имеют вид 

(15.4) 

где fa - частные производныe некоторой знакоопределенной функции 
Ф(q1, ... ,qn). В качестве функции W можно выратьь функцию лФ, где л 
- постоянное число. При этом W функция положительная, если Ф > О и 
отрицательная, если Ф < о. Тогда из неравенства (15.2) получаем 

( 8Ф) . дФ dФ 
Рfа+ Л 8qа qa = (Р+Л)дqа qOt = (Р+л)Тt :::;0. 

Следовательно, состояние равновесия системы (15.1) при наличии сил 

(15.4) устойчиво, если выолняетсяя одно из условий 

а) Ф = о; 
б) Ф < О иР> л; 
в) Ф> о и Р < л. 

Теорема 15.2. Если для дифференциальных уравнений (15.1) существуют: 
1) положительно определенная функция W1 = W1(q); 
2) положительно определенная функция W2 = W2(q); 
3) в окрестности точки q = о справедливо неравенство 

(Q + 8:1)4:::; -W2(q); 

4) положение равновесия q = О изолировано, 
тогда состояние равновесия (q, 4) = (О, о) системы (15.1) асимптотически ус­
тойчиво. 

доказательство. Воспользуемся положительно определенной функцией 

V 1 ·01·(3 = "2 aa(3q q 

и ее производной 

V = (Q + 8W1) . < о 8q q - , 

причем тождество (Q + 8W1 /8q)4 == о имеет место лишь в случае, когда 
q == о. Согласно условию 3) в малой окрестности нуля отсутствуют положения 
равновесия, отличные от q = о. 

Следовательно, асимптотическая устойчивость состояния равновесия (q, q) 
= о BыекаетT из теоремы 13.4. 

TeopeAla 15.3. Пусть для дифференциальных уравнений (15.1) выолнениыы 
следующие условия: 
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1) функция Wl(q) не имеет в точке q = О локального минимума, а W2(4) 
положительно определенная функция; 

2) в области ие- = {q : W1(q) < O,lIqll < е} (е> О) справедливо неравенство 

(Q+ a;I).cj ~ -W2(q)i 

3) в области ие- не существуют положения равновесия отличные от q = О. 
Тогда состояние равновесия (q, cj) = О неустойчиво. 

доказательство. Рассматривается движение системы (15.1) со следующи­
ми начальнtlми условиями: q(O) = qo Е И;;, q(O) = О. Покажем, что каж,п.ое 
такое движение за конечный промежуток времени покинет область ие-. Так 
как (T+W1)" ~ О, то траектория движения q(t) целиком расположена в области 
{q: W1(q) ~ W1(qo) < О} С и;. Поэтому точка q(t) должна покинуть область 
Ilqll < е. 

Предположим обратное: q(t) Е ие- при всех t ~ О. Так как функция 
V = т + W1 вдоль движения q(t) монотонно убывае! и ограничена снизу, то 
V(t) -+ const при t -+ +00. Вторая проиэводная V ограничена вследствие 

предположения, что q(t) Е ие-. Следовательно V(t) -+ О при t -+ +00. 
Но тогда, согласно условию 2) 114(t)11 -+ О. Поскольку ·tY(t) ограничена, то 
IIq(t)lI-+ О при t -+ +00. Из явного вида уравнения движения будет следовать, 
что Q(q(t),4(t» -+ О. Согласно условию 3) в области {q : W1(q) ~ Wl(qO) < 
O,llqll < е} справедлива оценка IIQ(q,O)1I ~ {) = const > О. Воспользуемся 
очевидным неравенством 

IIQ(q,O)11 ~ IIQ(q,O) - Q(q,cj)1I + IIQ(q,q)lI· 

Так как q(t) -+ О, то ввиду непрерывности функции Q имеем 

IIQ(q, О) - Q(q, 4)11-+ О при t -+ +00. 

Поскольку Q как функция t также стремится к нулю, то Q(q(t),O) -+ О. Однако 
это противоречит оценке IIQ(q, 0)11 ~ {) > О. Теорема доказана. 

Теорема 15.1 допускает обобщение на неавтономные системы. Если связи 
склерономные, а силы Q функции координат, скорости и времени, тогда 

функцию W1 следует выбрать как функцию координат q и времени t. Нера­

венство (15.2) принимает вид 

aW1 (Q aWl) . О -+ +-- .q< . at aq-
(15.5) 

Если связи голономные и реономные, q= (qO,ql, ... ,qn)T, тогда нера­
венство (15.2) выражается так 

aW (- aW) . -+ Q+- ·q<O at aq -'. 
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- - а 1 - - -.:.. 
где W = W(t:,q ,q , ... ,qn), Q = Q(t,q,q). 

Теорема 15.4. Если для системы (15.1) наЙдется положительно опреде­
ленная фунI<ция W от координат вектора возмущения { = ({О, {1, ... ,{n) И 
времени t, такая, что выражение 

aW ( aW) D{ 
Тt+ Ф+ д{ ·dt (15.6) 

отрицательно или тождественно равно нулю, то невозмущенное движение { = 
О, D{ / dt = О голономной системы при наличии факторов Ф = (Фа, Фl, ... ,Фn) 
устойчиво. 

доказательства этой теоремы аналогично доказательству теоремы 15.1. 
Функцию Ляпунова V следует выбрать в виде V = tai;71i71; + W. Учитывая, 
что производная по времени 

ir _ ij DТJj. aw D{ aW 
- а dt ТJ) + д{ dt + at 

в силу дифференциальных уравнений возмущенного движения принимает вид 

ir = ('1' aw). D{ aW 
'1-' + д{ dt + дt 

утверждение об устойчивости движения { = О, D{/ dt = О следуеТ из теоремы 
13.\. 



Глава 111 

УСТОЙЧИВОСТЬ ПО llВУМ МЕРАМ 

в процессе развития теории устойчивости движения сформировалось 
несколько основных направлений при исследовании динамических свойств 

систем: 

- применение известных критериев устойчивости к новым ма!Сма­

тическим моделям физических процессов; - получение новых критериев 

устойчивости для ранее принятых математических моделей; 

- получение критериев устойчивости для все более сложеных объектов 

исследования; 

- создание специфически методов исследования частых прикладных 

задач. 

При этом развитие двух последних направлений в большей мере про­
исходило в связи с исследованием задач устойчивости в системах с распре­

деленными параметращ, в многомерных и многокомпонентных системах. 

Исследование динамических свойств процессов в бесконечномерных прос­

транствах поставило перед теорией устойчивости вопрос о модификацй самого 

инструментария исследовация (имеется в виду функционал Ляпунова, мера 
измеряющая состояние процессов, адаптация постauОВJI;И задачи к наиболее 

приемлемой для практики форме). В первую очередь, в связи с существо­
ванием известного факта незв:вивалентности метрик в бесконечномерном прос­

транстве вопрос выбора метрики начал играть иногда опредеяющую роль при 

ответе на вопрос: "УстойчиВ или неустойчив процесс?" другим существенным 
отличием, которое необходидмо было учитывать при определении свойств 

исследуемой распределеНИОQ системы есть то, что пространство исходных 

данных имеет обычно более сложную структуру и большую размерность, чем 

пространство текущих СОСТО,llний объекта. И третье отличие, которое необ­

ходимо учитывать, состояло в том, что в рамках условИй функционирования 

распределенной системы на отклонение начальных дапных накладываются 

более жесткие огрauичения, чем на отклонение текущих состояний процесса. 

В силу вышеизложенного, введение АА Мовчаном [1] двух мер, изме­
ряющих COOТBeтcTвeHlfo отклонения исходных данных и теку.m,иx состояний 

процесса, является закономерным и математически оправданным. 

73 
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Следующим шагом в направлении усложнения аппарата исследования 
явилась работа А М. Слободкина [1], в которой были получены достато­

чные условия устойчивости решений некоторых уравнений движения по двум 

векторным мерам р, ро. Введение в рассмотрение векторной меры позво­

лило автору получить обоснование энергетического критерия устойчивости в 

некоторых частных. случаях энергия которой представляет собой функционал 

простейшей задачи вариационного исчисления. 

Несколько иной подход в определении мер, используемых для измерения 

состояний процессов, был предложен Т. К. Сиразетдиновым [2]. Вместо мер, 

удовлетворяющих аксиомам метрики, предлагалось использовать две меры, 

которые могут принимать и отрицательные значения. В данной постановке 
исследуются уже целые множества процессов, заключенных в заданную трубку 

невоомущенных процессов. При этом невозмущенные процессы не обязательно 
образуют инвариантные множес'Тва или стационарные комаПКтные множества 

состояния равновесия исследуемых систем. В качестве систем невозмущенных 

процессов теперь могут рассматриваться любые множества, структура которых 

продиктована либо удовлетворяющим практические запросы множеством сос­
тояний процессов, как это показано на примере работы химического реактора, 

либо неоднородностю (кусочной гладкостью) характеристик возмущающих сил 

(демпфИРУЮЩИХ устройств) в колебательных или произвольных механических 
системах. 

В связи с тем, что результаты, полученные А А Мовчаном, А М. Слобод­

киным И Т. К Сиразетдиновым, нашли применение при исследовании моделей 

реальных объектов в развитии данной теории, возникла задача построения 

условий устойчвиости по Ляпунову для невозмущенных систем процессов 

относительно двух векторных мер, координаты которых могут принимать 

и отрицательные значения. Схематически развитие понятия меры в теории 

устойчивости по Ляпунову можно представить так: 

Скалярная мера 

1 
две меры 

_________ ~нaTЫ которых 
две векторные меры моГут принимать и 

_________ ~ыe значения 

:т--: векторные меры, !Соординаты !Соторых 
могут принимать и отрицатеJlьн~чения-

Схема 1. 

Говоря о развитии понятия меры в теории УСТОЙЧИВОСТИ, нельзя забывать 

еще об одном аспекте. А именно, вместе с усложением меры усложнялся и сам 
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объект исследования. Так, склярная метрика А М Ляпунова измеряла откло­
нение некоторого произвольного возмущенного решения дифlJeренциальн()го 

уравнения от заданного априори невозмущенного решения. две метрики 

АА Мовчана измеряли отклонение возмущенного процесса (некоторого аб­

страктного математического объекта, удовлетворяющего аксиомам включения, 

сочленения, существования) от не возмущенного. Меры, введенные Т. К. Сира­

зетдиновым и А А Мартынюком измеряли отклонения систем возмущенных 
процессов от систем невоомущенных процессов. Обобщая, можно сказать, что с 
развитием (усложением) понятия меры, усложнялся, становился более оБЩим 
сам объект исследования. Поэтому, если с каждым блоком схемы J ассо­
цировать мнqжество теорем и утверждений, полученных в рамках введенных 

мер, то соответствующая иерархическая схема будет выглядеть так: 

Условия устойчивости систем процеооов по двум вeJ(тopHHM мерам, 
J(oтopble могут принимать и отрицательные значения 

~ ----
~овия устойчивости равновесия 
систем с бесХQнечным числом 

степеней свободы 
ПО-ДВУМ--i!CJI:Торн.ым мерам 

~овия устойчивости систем 
невоэмущенных процессов 

по двум мерам, 

J(oтopble могут принимать 

и отрицательные значения ----------. ------условия устойчивости процеооов 

по двум метрихам 

1 
~овия устойчивости невозмущенных решений 

в смысле А М. Ляпунова 

Схема 2. 

16. Постановка задачи и основные опреJlеления 

Пусть точечные множества НО, Н характеризуют начальное и текущее 

состояние процесса функционирования материальной системы. В множестве 

Но рассматривается совокупность реализаЦИй, называемых начальными про­

цессами, для которых справедливы аксиомы сужения, сочленения и сущест­

вования. В множестве Н также рассматриваются совокупности реализаций, 

удовлетворяющих трем названным аксимом. 

Сагласно п. 3.7. состояние процесса в начальный момент времени и 

текущее состояние измеряются мерами (3.2) и (3.3). 

С помощью одной из мер (3.4)-(3.6) так же характеризуется состояние 

процесса в момент времени to Е Ji, а одна из мер (3.7)-(3.9) характеризует 
состояние процесса в текущий момент временк t Е 70. 
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Понятие устойчивости процесса в терминах двух мер будем формулиро­
вать на основе мер 

( 

m ) 1/2 

Ро = ?:P~i ' 
.=1 

( 

n ) 1/2 

Р = ?:РI 
1=1 

Определение 16.1. Процесс t.p Е Н называется 

а) (ро,р)-эквиустойчивым относительно 1i, если для каждого с: > О и 
t o Е 1i существует функция б = б(с:, to) > О непрерывная по to для каждого 

с:, такая, что из неравенства Ро( <р, to) < б следует неравенство Р( <р, t) < с: при 
всех t Е То; 

б) равномерно (ро, р)-устойчивым относительно 1i, если условия опреде­
ления а) выполняются и при каждом с: > О выполняется условие 

inf[бм(tо,с:),tо Е 1i] > О; 

в) (ро,р)-устойчивым В целом относительно 1i, если выполняются условия 
определения а) и бм(tо, с:) -+ +00 при с: -+ +00, to Е 1i; 

г) равномерно (ро, р)-устойчивым в целом относительно 1i, если вы­

полняются все условия определений б) ив); 

д) (ро,р)-неустойчивым относительно 1i, если не выполняются условия 
определения а). 

Выражение "относительно 1i" в определениях а)-д) опускается тогда и 

только тогда, когда 1i = R. 
Заметим, что определенные свойства устойчивости системы процессов и 

имеют место при t -+ +00, но не при t = +00. 

При.мер 16.1. Пусть меры Ро и Р определены так: 

( 

n ) 1/2 

Ро = ?= X~o , 
.=1 

( 

n ) 1/2 

Р = ?=x~ 
.=1 

Рассмотрим скалярное уравнение 

dp 1 
dt = l-t Р , p(to) = ро· 

Тогда Р = (t -1)-l(to -1)ро при to =F 1 и t =F 1. При t o = 1 движение не 
определено и р -+ +00, когда t -+ (1- О), Vto Е] - 00,1[, У!Р-:! OJ_E R. Orсюда 
bM(t,c:) = О, Ус: > О, 'Vt Е] - 00,1], в то время как 6.M(t,c:) = с: Vt Е]I,+оо[. 
Следовательно, состояние Р = О равномерно (ро, р)-устойчиво в целом при 
любом 7i ~] - 1, +00[, но оно неустоЙчиво. 

Этот простой пример показывает значение непрерывности меры р при 

всех t Е R и оправдывает введение термина »относительно 7i" в определениях 
а)-д). 

, .. 
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При""ер 16.2. Пусть меры Ро и Р определены как и в примере 16.1. 
Рассмотрим скалярное уравнение 

dp f3 - 21' 
dt = - 0+ fЗ' + 1t2P, о> О, р2 < 401, 1> О. 

для решения 

находим 

CM(t,!) = 81~~0: ;t~~t2) [1- sign(t + ~)] + ~ [1 +Sign(t + tr)]· 
Orcюда 

inf[CM(t, !), t Е R] = О 
и CM(t,!) -+ +00, когда! -+ +00, у, Е R. 

У! EJO,+oo[ 

Следовательно, состояние равновесия Р = О (ро,р)-устойчиво в целом, но 
не равномерно. В то же время оно равномерно (ро,р)-устойчиво относительно 
7i = [(,+оо[ при любом (Е] - 00,+00[ .. 

За""ечание 16.1; Определение 16.1 является достаточно общим, что 
подтверждается следуюm.ими частными Cllучаями, охватываемыми этим опре­

делением. 

10. (ро,р)-устойчивость невоомущенного процесса ф·(t,ж), z Е т по одной 
мере, если р( '1', t) = Ро( '1', t). 

11. (ро,р)-устойчивость фиксированного процесса rpO(t,z), если p(rp,t) = 
po(rp,t) = 11'1' - rpO(t,z)ll, где 11 . 11 определена в допустимом пространстве 
процессов '1'. 

12' Частичная (ро,р,)-устойчивость, если 

р(",') = (f,p] )"', 1 ~. ~ n и ро(",') = (t,Iн; )"'. 
Iз (РО, р)-устойчивость асимптотически инвариантного множества {О}, 

если 

p(rp, t) = Po(tp, t) = 11'1'11 + O'(t), 
где О' принадлежит классу L, 11 . 11 - определена в пространстве процессов 

'1'. 
14 (ро,р)-устойчивость инвариантного множества А С Rn, если p(rp,t) = 

Po(rp,t) = d(rp,A), где d(rp,A) - расстояние '1' от множества А. 

1$ (ро,р)-устойчивость условно инвариантного множества В по отношению 
к множеству А, где А С В С Rn , если р( '1', t) = d( '1', В), РО( '1', t) = d( '1', В). 

Напомним, что пара ('1', t) Е Ф х то и ('1', tO) Е ф х Тi, где Ф ~ н 
пространство состояний. далее введем множество 

A(to) > О. ',t' 
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Очевидно пара (If', to) начального состояния процесса оказывает .,влияние" 
на текущее состояние процесса как при изменении If' Е Ф, так и to Е 7i. Это 

обстоятельство важно различать при определении свойств притяжения. 

Оnределен.uе 16.2. Процесс If' Е Н называется: 
а) (Ро, Р) -притягивающим относительно 7i, если для любого to Е 7i 

существует 6(to) > О и для любого ( > О существует т (If'o , to), () Е [О,оо[ 
для любой пары (If',to) любого процесса такие, что при pO(If',to) < 6(to) 
имеет место p(If', t) < ( vt E}to + т, +00[; 

б) If'o-равномерно (Ро, р)-притягивающим относительно 7i, если выполня­
ются условия определения а) и для любого ( Е]О, +оо[ существуют 6 > О и 
Ти (to , 6(to), () Е [О, +оо[ такие, что 

SUp{ Тт [( If'o' to), (] : If'o Е Ф A(to)} = Ти (to, 6(to), (); 

в) to-равномерно (ро,р)-притягивающим относительно 1"i, если выполня­
ются условия определения а) и для каждого ( Е]О, +оо[ существуют ~ > О и 
Tu(lf'o'() Е [О,+оо[ такие, что 

SUp{ Tm[(lf'o,to),(]: (If'o,to) Е ФА Х 1"i} = ти (6,(); 
г) равномерно (ро, р)-притягивающим относительно 1"i, если выполняются 

условия определений б) и в), Т.е. если выполняются условия определения а) 

и при каждом ( Е]О, +оо[ сущес.твуют 6> О и ти (6, () Е [О, +оо[ такие, что 

sup{Tm[(lf'o,to),(]: (If'o,to) Е ФА Х ц} = тт (6,(). 

Свойства а)-г) процесса If' Е Н имеют место .. в целом", если условия 
определения а) выполняются при любом 6(to) E]~, +оо[ и любом to Е 1"i. 

Вцражение .. относительно 7i" в определениях а)--г) опускается тогда и 
только тогда, когда 1i = R. 

Прu.мер 16.3. Будем рассматривать уравнение из примера 16.1. Нетрудно 
видеть, что 

6м _ { О, t Е] - 00, 1[, 
- +00, t Е]1, +00[, 

{ 
+00, t Е] - 00, 1[, 

Tm(p,t,() = (-l(t -1)1Рl + 1, t Е]1,+0о[. 
Следовательно, состояние р = О: 

а) притягивающее в целом относительно 1i =]1, +00[; 
б) to-равномерно притягивающее в целом относительно любого ограни­

ченного т; С]1, +00[; 
в) If'o = ро-равномерно притягивающее относительно 7i =]1, +00[; 
г) равномерно притягивающее относительно любого ограниченного 1"i С 

]1, +00[; 
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д) не притягивающее. 

Определение 16.3: Процесс 1() Е Н называется: 

а) асимптотически (ро,р)-устойчивым относительно 7; если он (РО,Р)­
устойчив относительно 7; и (ро,р)-притягивающий относительно 7;; 

б) эквиасимптотически (РО, р)-устойчивым относительно 7;, если он 
(ро,р)-устойчив относительно 7; И I()o-равномерно (ро,р)-притягиваюm.иn от­
носительно 7;; 

в) квазиравномерно асимптотически (ро,р)-устойчивым относительно 7;, 
если он равномерно (ро,р)-устойчив относительно 7; И to-равномерно, (ро,р)-
притягиваЮЩ\fЙ относительно 7;; . 

г) равномерно асимптотически (ро,р)-устойчивым относительно 7;, если 
он равномерно (ро,р)-устойчив относительно 7; и равномерно tо-:притягива­
ющий относительно 7;; 

д) экопоннциально (РО, р)-устойчивым относительно 7;, если существует 
д> О, и действительные числа а ~ 1 и {3 > о такие, что при pO(<f',to) < д 
имеет место 

• 
p(l(),t) ~ apo(l(), to) exp[-{3(t - to)j Vt Е То; to Е 7;; 

е) экспоненциально (ро,р)-устойчивым в целом относительно 7;, ·если 
условия определения д) выполняются при Д = +00; 

ж) обладает свойством а)-г) в целом, если имеет место соответствующая 

(РО, р)-устойчивость и соответствующее (Ро, р) притяжение в целом. Выражение 
"относительно 7;" в определениях а)-ж) опускается тогда и только тогда, 
когда 7; = R. 

17. Функционалы Ляпунова-Мовчана 

Адекватными функциям Ляпунова для конечномерных систем диферен­

циальных уравнений (см. гл. 11) являются функционалы Ляпунова-Мовчана 
для процессов, определенных аксиоматически. Пусть в каждый момент вре­

мени t Е то на множестве Ф процессов 1() задан функционал V = V (tp, t), ко­
торый заданной вектор-функции 1() = 1() ( х, t) в фиксированный момент времени 
t Е то ставит в соответствие вещественное число. Меры (3.7)-(3.9) и (3.4)-(3.6) 
являются такими функционалами. Знакоопределенность функционала V (1(), t), 
по одной из мер р,=, k = О, 1, 2, определяется так: 

Определение 17.1. Функционал V : Ф х R -> R называется: 
1) р-положительно полуопределенным по одной из мер р,=, k = О, 1,2 на 

тт = [Т, +00[; Т Е R, если существует инвариантная во времени окрестность 
N точки Р = о N ~ Ф для пар (1(), t) Е N х Тт, такая, что 

а) V - непрерывен на N х Тт; 
б) V - неотрицателен на NxTT , при любых (I(),t) Е NxTT , для которых 

а ~ pl(l(),t) ~ О, Vt Е тт, а Е R+; 
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в) V - равен нулю в точке РА: = O~ k = О, 1,2, V(O, t) = О, 'Vt Е ТТ. 
Если условия а)-в) выплняютсяя и существует пара (rp, t) Е N х ТТ такая, 

что V(rp,t) > О при PA:(rp,t) ~ О, k = 0,1,2 'Vt Е Тт, тогда функционал V 
строго р-положительно полуопределенный на Тт; 

2) р-положительно полуопределенным на SхТт, если условия определения 
17.1.1) выполняются при N х S; 

3) р-положительно полуопределенным в целом на Тт, если условия опре­
деления 17.1.1) выполняются при N = Ф; 

4) р-отрицательно полуопределенным (в целом) на ТТ (на N х тт), если 
функционал (-V) - р-положительно полуопределенныю (в целом) на ТТ (на 

N х Тт) соответственно. 
В определениях 17.1 выражение "на Тт" опускается, если и только если 

все условия, указанные в соответствующих определниях, выполняются при 

всех т Е R. 

Определен.uе 17.2. Функционал V : ФТТ х R -+ R называется: 
1) р-положительно определенным на тт, если существует инвариантная 

во времени окрестность N точки Р = О, N ~ Ф такая, что функционал V Р­

положительно полуопределенный на N х ТТ И для любого t Е R+ существует 
число 6 = 6(е) > О такое, что 

V(rp, t) ~ 6(е) 

для любой пары (rp, t), удовлетворяющей неравенству 

Pk(rp,t)~t, k=0,1,2 't/tETT; 

2) р-положительно определенным на S х Тт, если все условия определения 
17.2.1) выполняются при N = S; . 

3) р-положительно определенным в целом на тт, если все условия опре­
деления 17.2.1) выполняются при N х Ф; 

4) р-отрицательно определенным (в целом) на ТТ (или N х тт), если 
функционал (-V) р-положительно определенный (в целом) на ТТ или на 
N х ТТ соответственно. 

Выражение "на Тт" в определениях 17.2 опускается, если и только если 
все требования этих определений выполняются при каждом т Е R. 

Предло:xreн.uе 17.1. Чтобы функционал V : Ф х R -+ R был р-положительно 
определенным по одной из мер РА:, k = 0,1,2 на N х ТТ необходимо и 

достаточно существования инвариантной во времени окрестности N точки Р = 
о такой, что: 

а) V( rp, t) - непрерывен; 

б) V(rp,t)=O 't/tETT' если PA:(rp,t)=O, k=0,1,2; 

в) а(р) $ V(rp, t) 't/(rp, t) Е N х Тт, где а Е K[o,ok1' аА: = sup{PA:(rp, t) : 
(rp, t) Е N х Тт}, k = О, 1,2. 
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Определение 17.3. При эаданном ( Е Л+ .множество v,(t) называется 
максимальной связной окрестностью точки Р = о при t Е R, если из того, 
ЧТО (ep,t) Е V,(t) следует IV(ep,t)1 < (. 

Определение 17.4. Функционал V : Ф х R -+ R называется: 

а) р-убывающим на 7т , Т Е R. если существует инвариантная во времен;и 
окрестность N т )ЧКИ Р = о и р-положительно определенный функционал w( <р) 
такой, что 

V(ep, t) $ w(ep) V(ep,t) Е N х 7т ; 

б) р-убывающим на S х 7т , если все условия определения 17.4.а) вы­

полняются три N х S; 

в) р-убывающим в целом на 7т , если все условия определения 17.4.а) 

выполняются при N = Ф. 
в определениях 17.4 выражение ",на т.," опускается, если и только если 

все условия определений 17.4 выполняются при каждом т Е R. 

Предл03la!ние 17.2. Для того, чтобы функционал V : Ф х R -+ R был Р­
убывающим по одной из мер PI:, k = 0,1,2 на N х7т , где N - инвариантная 

во времени окрестность точки Р = О, необходимо и достаточно существования 
функции сравнения Ь Е Кео.а.) такой, что 

V(ep,t) $ Ь(р) V(ep,t) Е N х 7." 

где 

k=0,1,2. 

Определение 17.5. Функционал V : Ф х R -+ R называется радиально Р­
неограниченным по одной из мер PI:, k =0,1,2 (на 7т ), если при PI:(ep,t)-+ 
+00, k = О, 1,2 имеет место условие 

IV(<p,t)l-+ +00 Vt Е 7т (Ут Е R) 

Определение 17.6. Функционал V : Ф х R -+ R называется РН-

непрерывным по одной из мер PHI:' k = 0,1,2 при t = to Е 7i и РНI: = О, если 
для сколь угодно малого числа е > О найдется такое положительное число 
6 = 6(е), что оценка IV(ep,t)1 < е выполняется при РНI: < 6(е), k = 0,1,2 и 
t = to Е 7i. 

Определение 17.7. Функционал V: ФхR -+ R называется невозрастаюЩИМ 
вдоль процессов ер Е ф, если для любой реалиэацИй ер( ер, t) функция v( t) = 
V(ep(h,t),t) не возрастает. 

Определение 17.8. Областью Gv>o называется непустое множество вектор­
функций ер = ер( х, t) Е ф, для которых функционал V (ер, t) > О. 

Определение 17.9. Функционал V : Ф х R -+ R называется ограниченным 
в области Gv>o, если для любой вектор-функции ер Е Ф существует такая 

постоянная е> О, что выполняется оценка IV(<p,t)1 < е. 
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Определение 17.10. Функционал V : Ф х R -+ R в области Gv>o имеет 
положительно определенную производную, если производная 

D+V( t)-I' {V(<P+A<P,t+At)-V(<Р,t)} 
<р, - \msup А 

6t-O+ ut 

существует во всей области Gv>o и для любого €: > О найдется с = c(€:) > О 
такое, что выполняется неравенство D+V(rp,t) > c(€:) при условии V(<p,t) > €:. 

18. Теоремы об устойчивости и неустойчивости по дВУМ мерам 

Устойчивость невозмущенного процесса <р == о будем рассматривать по 
двум векторным мерам (3.2) и (3.3). Не конкретизируя пару мер, будем далее 
писать (Ра, р), принимая при этом подходящую для данного процесса пару 
мер. 

Теорема 18.1. Для того, чтобы невозмущенный процесс был (Ро, р)­
устойчивым (равномерно) относительно 7;, необходимо и достаточно 

1) полу непрерывности по РО меры Р; 
2) существования р-определенно положительного и полунепрерывного по 

Р (равномерно) относительно 7; функционала V(<p, t); 

3) невозрастания функционала V(<p, t) вдоль возмущенных процессов. 

Необходимость. Пусть невозмущенный процесс (РО, р)-устойчив (равно­
мерно) относительно 7;. Покажем, что условия теоремы 18.1 выполняются и 

непротиворечивы. На системе возмущенных процессов определим функционал 
V(<p, t) следующим образом: 

V(<p, t) = m!l-xsup Pj(<p, Т), j Е [1, п]. (18.1) 
} T~! 

Очевидно, для любой пары (<р, t), удовлетворяющей условию 

min{pj(<p,t): j Е [l,n],t Е То} > €:, 

выполняется неравенство V(<p, t) > €:, Т.е. функционал V(<p, t) р-определенно 
положительный. Функционал V(<p, t) не возрастает вдоль возмущенных 

процессов по построению. Действительно, рассмотрим произвольный воз­

мущенный процесс и зафиксируем два значения Tl, Т2 Е То, to < Tl < Т2. 
Очевидно, множество состояний одного и того же возмущенного процесса 

<p(to, h, t) при t > Т\ включает в себя как подмножество состояний процесса 
при t > Т2, И функционал-Щ~, t)-убывает с течением времени вследствие 

убывания метрики множества состояний. 

Положим Po(<p,ta) = p(<p,ta). Тогда, очевидно, мера Р полунепрерывна 

(равномерно) относительно т; по мере Ра. Покажем возможность задания двух 

мер Ро и Р, обладающих указанными выше свойствми в случае, когда векторы 

Ро и Р принадлежат пространствам различной размерности. Именно: 
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J) если m < n, то 

РО1 (<р, to) = Р1 (<р, to), Р02 ( <р, to) = Р2( <р, to), ••• J 

2) если m > n, то 

Р01 (<р, to) = Р1 (<р, to), Р02 (<Р, to) = Р2 (<Р, to), ... , 

pon(<p,to) = Po(<p,to),···pon+1(<p,to) = p1(<p,to)+Pn(<p,to). 

докажем далее полунепрерывность (равномерную) относительно 'Ii функ­
ционала V(<p, t) по мере Ро. для этого необходимо использовать свойство 
(Ро, Р )-устоhчивости (равномерной) относительно 'Ii невозмущенного процесса). 
Итак, предположим, что для любого вектора Е Е Й+ и для любого to Е 
'Ii найден вектор 6 = 6(E,to) (6 = 6(Е», 6 Е Й'+ такой, что для всякого 
возмущенного процесса, удовлетворяющего в начальный момент времеНИ to Е 
'Ii условию POi(<P,to) < 6;(E,to) (POi(<P,t O) < 6;(Е», во всей области определения 
процесса выполняется условие р;(<р, to) < Е; дЛЯ всех t Е 70. Тогда в силу 

выбора функционала Ляпунова получаем V(<p,to) $ m8.Xte[1,njE; на множестве 
'Ii с 70 и окончательно, в качестве 6 выбираем вектор с компонентами 

ДocтaтrwЦHocть. Пусть на возмущенном процессе определен функционал, 
удовлетворяющий требованиям теоремы J8.J и предположим, что мера Р полу­
непрерывна (равномерно) относительно 'Ii по мере Ро. доказательство доста­

точности ~ловий теорем проведем от противного. Пусть существует вектор 

Е Е Й+ и момент to Е 'Ii такие,ЧТО для любого вектора 6 с положительными 
компонентами можно указать пару (<р, t1) такую, что р;(<р, t 1) ~ Е; хотя бы 
для одного i Е [1, n]при любых РО; < 6, У; Е [1, т]. 

Так как функционал V( <р, t) р-определенно положителен, то сущест~ует 
вели"Чина Р(Е) > О такая, что V(<p, t) ~ Р(Е) при всех (<р, t) таких, что 
р;(<р, t) ~ Е;. 

Поскольку функционал V(<p, t) полунепрерывен по мере Ро (равномерно 
относительно 7;), то для числа Р(Е) и любого момента времени to Е 7; 
наЙдется такой вектор 6 с компонентами д:(р(е), to) > О, (6;(Р(Е» > О), 
что V(<p(to,h,to),to) < Р(Е) для любой пары (<p(to,h,to),to) удовлетворяющей 
условию POi(<P,tO) ~ 6i . Мера p(<p,t) полунепрерывна по ~epe Po(<p,t) 
(равномерно) относительно 7;, поэтому для любого вектора Е Е R+ и любого 

момента времени to Е То найдется такой вектор 6 = 6""(Е, to) (6 = 6··(Е», 
6 Е Й,+, что неравенства pi(<p,tO) < Е;, i Е [1,n] будут выполняться для любой 
пары (<p,t) как только POl(<p,lo) < 6;". 

Примем 

0< 60(E,to) $ min[6;(p(E),to),6;"(E,to)], i Е [1,т]; 
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в силу выбора вектора 6 имеем следующие оценки 

V(<p(to,h,to),to) < ~(e), 
pi(cp(to,hjto),to) < ti, Vi Е [1,п]. 

(18.2) 

Зафиксируем компоненту k вектора Р, для которой выполняется неравенство 
Р1:(IP, t 1) 2: Е:1: при всех Ро, < 6i , i Е [1, т]. Найдем нижнюю грань too Е 7; 
значений, для которых выполняется неравенство Р1: 2: Е:1:. Из непрерывности 

меры P/r. следует, что для любого t Е [to, too[ (to Е 7;) выполняется неравенство 
P/r.(<p,t) < E:/r., причем P/r.(<p,too) = E:/r., следовательно 

V(<p, to) 2: ~(E:). (18.3) 

и окончательно, для моментов времени to, too (to < too) из неравенства (18.2), 
(18.3) имеем V(<p,to) < V(<p,too), т.е. условие, противоречащее невозрастанию 
функционала V (<р, t) на любом возмущенном процессе. Orcюда следует, что 
предположение, высказанное в начале доказательства, несостоятельно. Теорема 

доказана. 

Замечание 18.1. Очевидно, при определении полунепрерывности меры Р 
по Ро, р-определенной положительности функционала V по мере РО, полу­
непрерывности функционала V по мере Р, наложение ограничений в виде 

РО, < E:j, Vi Е [1, т] эквивалентно ограничениям Ро, < Е:, Vi Е [1, т] в силу 
возможности использования весовых функций. 

Нетрудно показать, что теоремы об устойчивости и равномерной устой­

чивости А М Слободкина [1] и Т. К. Сиразетдинова [2] можно получить как 
следствия теоремы 18.1. Действительно, предположим, что области отрица­

тельных значений мер вырождаются в нули соответственно m и п-мерных 
пространств. То есть множество невоомущенных и последующих возмущений 

вдоль Ф равно нулю ро(ф, t) = о и р(ф, t) = о. Тогда теорема 18.1 имплицирует 
корректность следующих утверждений. 

Теорема 18.2. (об устойчивости). Пусть РО1'··. 'РОn И Р1,··· ,Рт - две 
системы мер такие, что: 

1) в любой окрестности точки zO по системе мер Pl, ... ,Рт содержится 
не которая окрестность этой точки по системе мер РО1' ... 'РОn (условие непре­
рывности меры р по ро); 

2) абстрактное движение z(t) непрерывно по каждой из мер Pl,.·. ,Рт. 

Тогда, если существует функционал V(z, t): 

1) полу непрерывный сверху по системе мер РО l' ... 'РОn ; 

2) определенно положительный по системе мер Р1,.·. ,Рт; 
3) невозрастающий вдоль абстрактных движений, 

то равновесие Zo устойчиво по двум системам мер (векторным мерам 

РОl' ... 'РОn И Pl,··· ,Рт). 
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Теорема 18.3. (О равномерной устойчивости). Пусть РОl'··· ,Рon И 
Рl, ... ,Рт - две системы мере такие, что: 

1) в любой окрестности точки %0 по системе мер Рl, ... ,Рт содержится 
некоторая окрестность по системе мер РОl' ... ,Ро" при произвольном to Е 7i 
(условие равномерной непрерывности меры р по Ро); 

2) абстрактное движение z( t) непрерывно по каждой из мер Рl,.'. ,Рт. 

Тогда, если существ~·ет функционал V(z,t): 

1) полунепрерывный сверху по роравномерно относительно to Е Та; 

2) определенно положительный по Р; 

З) невоз~астающИй вдоль движений, 

то равновесие Zo равномерно устойчиво по двум вeK'гopHым мерам. 

Очевидно, если бы в условиях теорем 18.2, 18.3 отсутствовало требование 
непрерывности абстрактного движения z(t) по каждой мере Рl, ... ,Рт, то 
они являлись бы перефраэировкой теоремы 18.1 и носили бы необходимый и 
достаточный характер. 

Предположив далее, что размерность мер (3.2) и (3.3) равна единице 

(т.е. Ро и Р - величины скалярные) из теоремы ]8.1 как следствие получим 
условия, аналогичные условиям устойчивости систем процессов, предложенные 

Т. К Сираэетдиновым [2]. 

Теорема 18.4. Для того, чтобы невозмущенный процесс tp == о был 
(ро, р)-устойчивым (равномерно) относительно 7i необходимо и достаточно, 
чтобы существовал непрерывный (paB!l0MepHo) относительно та по мере Ро 

определенно положительный по мере риневозрастающий вдоль возмущенных 

процессов функционал V = V(tp,t). 

Мера Р принимается непрерывной (равномерно) относительно тi по ро. 

Предположим далее, что р == ро == Iltp". Тогда условие непрерывности 
меры р по ро выполняется автоматически. Из непрерывности функционала 
V по мере ро следует непрерывность функционала V по переменной tp, 
а положительная определенность функционала V по мере р гарантирует 

положительную определенность V в смысле определения А М. Ляпунова [1]. 
Тогда для системы обыкновенных дифференциальных уравнений получим 

критерий (теорему А М. Ляпунова) об устойчивости нулевого решения (см. 
теорему 13.1). 

Однако следует отметить, что при исследовании конкретных задач 

устойчивость чаще пользуется достаточными условиями устойчивости. В них 

невозрастание (убывание) функционала вдоль движений (процессов) гаранти­

руется постоянной (определенной) отрицательностью производной функциона­
ла V(tp, t), вычисленной вдоль движений. 

Приведем лишь два следствия, соответствующие теореме 18.1. 
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Следствие 18.1. Пля того, чтобы невозмущенный процесс <р == о 
был (Ро, р)-устойчивым относительно т; достаточно выполнения следующих 
условий: 

1) полу непрерывности по РО меры Р при ро ~ О; 
2) существования определенно положительного по мере Р и полунепре­

рывного по мере РО при РО ~ О функционала V(<p, t), производная которого 
вдоль возмущенных процессов неположительна. 

Следствие 18.2. ПЛЯ того, чтобы невоомущенный процесс <р == о 

был равномерно относительно т; (ро, р)-устойчивым, достаточно выполнения 
следующих условий: 

1) полу непрерывности меры Р по РО (при РО ~ О), равномерной относи­
тельно 4; 

2) существования определенно положительного по мере Р и полунепре­
рывного по мере Ро (при РО ~ О) равномерно относительно 4 функционала 
V ( <р, t), производнац которого вдоль возмущенных процессов неположительна. 

Чтобы установить неустойчивость невоомущенного процесса <р == О доста­
точно обнаружить один возмущенный процесс, не удовлетворяющий условиям 

устойчивости, т.е. покидающий область Р < е в какой-нибудь конечный 

момент времени т Е то при любом малом числе 6 > О, РО < 6, где е -
некоторое заданное положительное число. Это значит, что функционал V( <р, t) 
должен рассматриваться до момента т, в который р = е. 

Теорема 18.5. Пля того чтобы невозмущенный процесс <р == О был (ро, р)­
неустойчивым, -необходимо и достаточно, чтобы существовал функционал 

V( <р, t) ограниченный и обладающий определенно положительной производной 
в области Gv>o и для любого 60 > О существовал процесс <p(x,t), исходящий 
из области Gv>o И удовлетворяющий условию 0< РО < 60· 

Замечание 18.2. В случае, когда Ро = Р скалярные меры, приходим к 
рассмотрению устойчивости и неустойчивости по одной мере. 



Глава IV 

ПРАКТИЧЕСКАЯ УС1ОЙЧИВОСТЪ по .пВУМ МЕРАМ 

ЭТа глliва посвящена решению задачи о практической устойчивости в 

максимально обобщенной постановке. Отметим, что обобщенность изложения 

основана не только на выборе в качестве объекта исследования произволъного 

процесса, но и в возможности варьирования размерности и конфигурации 

областей, которым должны принадлежать меры началных состояний и после­

дующих отклонений рассматриваемых процессов. 

19. ПредВарительные све.аеНИ8 

Пусть заданы So(t), S(t) - непрерывные, связные, открытые-и ограничен~ 
ные для всех t Е То множества в Rn такие, что их сечения SO(TO) (8(Тl» 

любой гиперплоскостью t = То Е 7i (t = тl Е То) являются непусТblМИ 
областями, О Е int So(t) и О Е int 8(t) при всех t Е 7i, t Е то соответственно. 
Кроме того, границы множеств 80 и S: aSo(t), aS(t) - гладкие свяэниые 
множества. При исследовании практической устойчивости относительно из­

меняющихся во времени множеств 80 (t), S(t) предполагается, что для всех 
точек h = (to, hto ) Е Н (соответствующих произвольным процессам) тaJ;им, 
что 

Po(to, hto ) Е int So(to), 
выполняется включение p(to, hto ) Е int 8(to). 

где to Е 7i 

Определение 19.1. Процесс называется невозмущенным, если выполшются 
условия: 

1) О ~ Ро Е 80(to) (to Е 7i); 
2) о ~ Ро Е 8(t) (t Е То). 

Определение 19.2. Процесс называется возмущенным, если выполшется 

одно ИЗ условий: 

1) 0< Ро Е 80 (to) (to Е 7i); 
2) О < р Е Rn (t Е 10). 
ФункчиОНQ/lЫ Ляnунова и их свойства. Для доказательства теорем о 

практической устойчивости процесссов по двум векторным мерам воспользу­

емся функционалами тцпа функционалов Ляпунова со свойствами, опреде­
ленными ниже. 

87 
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Будем говорить, что постоянно положительный по векторной мере р 

функционал V(<p, t): 
а) обладает свойством J, если для него существует вещественная поло­

жительная функция m(t) такая, что V(<p, t) ~ m(t) при р Е BS(t) и всех 
t Е То; 

б) обладает свойством [(, если при любом t Е то существует вещественная 
постоянная то = mo(to) такая, что V(<p, t) ~ то при любых рЕ BS1(r), где 
Sl(t) - любая область, принадлежащая S(t) такая, что BS1(t) n BS(t) = 0 
'Vt Е То; 

в) обладает свойством L, если для него существует вещественная положи­
тельная функция n(t), обеспечивающая оценку V(<p, t) $ n(t) при рЕ BS(t) и 
всех t Е то; 

г) обладает свойством М, если существует вещественная постоянная по = 
no(to), обеспечивающая оценку V(<p, t) ~ по при любых рЕ BS1(t), t Е То. 

Остальные свойства функционалов будем понимать в соответствии с опре­

делениями главы 3. 

При исследовании практической устойчивости процессов относителЬНо 

множеств So(t), S(t) будем считать, что выполняются следующие условия: 

- для всех точек h = (to, hto ) Е Н (соответствующих произвольным 
процессам) таким, что 

Po(to, hto ) Е intSo(to), 

выполняется включение p(to, hto ) Е int S(to); 

где to Е 7j 

- существует хотя бы один невоэмущенный процесс, определеный при 

всех t Е То; 

- существует хотя бы один процесс, определенный при всех t Е То. 

20. Условия. практической устойчивости 
и неустойчивости систем процессов по дВум мерам 

Практическая устойчивость невоэмущенного процесса определяется путем 

изучения поведения возмущенного процесса в некоторой окрестности невоэ­

мущенного процесса при р > О. 
Оnределен.uе 20.1. Невоэмущенный процесс практически (ро, р)-устойчив, 

если: 

1) возмущенные процессы <р( t, h) определены при всех t Е То; 
2) для всякоГо ВОЗМУЩСННОГir--нр6Цесс-.а,- удовлетворяющего условию ро Е 

50 при любом to Е 7; во всей области определения выполнятся включение 

рЕ int 5(t) при всех t Е То. 

Теоре.ма20.1. Для того, чтобы невоэмущенный процесс был практически 

(Ро, р)-устойчивым, необходимо и достаточно, чтобы 
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1) существовал постоянно положительный по мере рЕ 8(t) непрерывНЫй 
ФУНlщионал V(<p, t), удовлетворяющИй свойствам J и К; 

2) функция m(t) и ПОСТОЯНН8JI то такие, что для любых t = т Е то и 
t· = т - 6.т Е ТО, где 6.t сколь угодно мало вдоль возмущенного процесса 

выполняется неравенство 

V(<p,t) - V(<p,t·):5 m(t) - то, 

где константа то вычислена для момента времени t·; 
3) при выполнении условий 1 )-2) хотя бы одно неравенство выполняется 

строго. 

\ 

доказательство. Вначале убедимся в том, что условия 1)-2) непроти-
воречивы и, тем самым покажем существование функционал V(<p,t), фигури­
рующего в условиях теоремы. 

Необходимость. На возмущенном процессе, для которого р Е int 8(t), 
определим функционал V('P, t) следующим образом: зафиксируем момент 
времени t Е То и проведем из точки р = о луч. он пересечет поверхность 
88(t) в некоторой точке р,. 

Положим 

Построенный таким образом функционал V('P, t) непрерывен, так как 88(t) 
гладкая, и определенно положительный по мере p('P,t). Очевидно, 

V('Р,t)lдS = p:~ft) V('P,t) = 1 ~ m(t) > V('P,t)lpEintS(f) . 

в силу практической устойчивости невозмущенного процесса имеем 

6 
V('P,t) < m(t), V('P,t 1 - 6.t) = то; 
V('P,tl) - V('P,t 1 - 6.t) < m(t1) - то. 

Этим доказательство необходимости завершено. 

достаточность. Пусть построен функционал V ('Р, t), удовлетворяющий 
условиям теоремы 20.1. Предположим, что существует возмущенный процесс 

'P(h, t), для которого найдется значение t1 Е То, при котором Р('Р, t1) Е 88(t). 
При этом для значений t Е [t1, t2J имеем р Е iпt 8(t), причем если Po(to) Е 
80(to), то p(to) Е 8(to). В силу условий теоремы 20.1 для значений t 1 и 
t1 - 6.t имеем Р('Р, t1 - 6.t) Е 88(tl - 6.t) и выполняются неравенства 

V('P,tl - 6.t) :5 то и 

Из последовательности неравенств 
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учитывая условие 3) теоремы 20.1 получаем противоречие сделанному пред­

положению о существовании момента времени t1 Е ТО, при котором p(t 1) Е 
aS(t 1 ). Теорема доказана. 

Понятие практической (ро, р)-неустойчивости неВ03мущенного процесса 
сформулируем так. 

Оnределен.uе 20.2. НеВ03мущенный процесс (Ро, р)-неустойчив, если 
существует хотя бы один В03мущенный процесс такой, что Ро Е So(to) при 
to Е 'Гi, в то время как р rI. int S(t) при всех t Е то (то есть существует хотя 
бы одно значение t 1 Е ТО, для которого p(<p,to) Е extS(t1)). 

Теорема 20.2. для того, чтобы невозмущенный процесс был практически 
(РО, р)-неустойчивым, необходимо и достаточно выполнение следующих усло­
вий: 

1) существует ограниченный, постоянно положительный по р функционал 
V(<p,t), удовлетворяющий свойствам L и М; 

2) для некоторого возмущеннного процесса и момента времени Т можно 
указать € > О такое, что выполняется неравенство 

V(<p, т) - V(<p, т - 6t) ~ n(т) - по при любом 6t < €; 

3) при выполнении условий 1 )-2) хотя бы одно неравенство выполняется 
строго. 

доказательство. Необходимость. Предположим, что невозмущенный 

процесс неустойчив относительно мер Ро и Р со значениями из So(t) и S(t). 
При этом для ро Е So(to) (p(to) Е S(to)) найдется момент t = Т, для которого 
рЕ oS(T) (р rI. intS(t)). 

Возмущенные процессы можно считать состоящими из процессов двух 

типов: 

1) процессы, составляющие множество 9)11, для которых при ро Е So(t) 
имеет место включение рЕ int S(t) Vt Е То; 

2) процессы, составляющие множество 9)12, для которых при ро Е So(t) 
существует момент времени Т такой, что р Е oS(t) (р rI. int S(t)). Непустота 
множества 9Л2 следует из неустойчивости невозмущенного процесса. 

Определим функционал V ( <р, t) следующим образом 

{ О, <р Е 9)11 
V(<p,t) = 1 n 

n Li=l Pi(<P,t)/ P.i(<P, t), <р Е 9)12 

где р, определяется так же, как и при доказательстве теоремы 20.1. Очевидно, 
V( <р, t) удовлетворяет условиям L и М теоремы для <р Е 9)11 U 9)12, учитывая 

выполнение условий L-M и то, что р(<р, Т) Е aS(T), получаем V(<p, Т) -
V ( <р, Т - 6 т) ~ n( т) - по. Этим необходимость теоремы доказана. 

---
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Достаточность. Предположим, что выполнены условия теоремы 20.2 и для 
всех t.p таких, что po(t.p,to) Е So(t) справедливо включение p(t.p,t) Е S(t) при 
всех t Е То. Тогда в силу условия L, М и 2) теоремы 20.2 имеем 

n(т) ~ V(t.p, Т) - V(t.p, Т - 6t) + по ~ n(т), Т - At Е То. 

Согласно условию 3) теоремы 20.2 должно выполняться строгое неравен­
ство n(т) > n(Т). 

Это неравенство делает несостоятельным предположение, при котором оно 

получено. Теорема доказана. 

~1. Практическая устойчивость систем процессов 
относительно мер, принимаюlЦИX значения 

из множеств специального вИда 

Предположим, что мера р принимает значения из множества S'(t), для 
которого выполняется следующее включение S'(tl) :::> S'(t2 ), \/t 1, t2 Е То, (t 1 < 
t2)' Справедлива следующая теорема. 

Теорема 21.1. Для того, чтобы невозмущенный процесс был практически 
(ро,р)-устойчивым, необходимо и достаточно выполнения следующих условий: 

1) существует постоянно положительный по мере рЕ S'(t) непрерывнЫй 
функционал V(t.p,t), удовлетворяющий свойствам J и К; 

2) функционал V(t.p, t) является невозрастающимна возмущенных процес­
сах при всех t Е То; 

3) функция т(t) и постоянная то такие, что то ~ т(t) для ЛIобых 
t = tl Е ТО и t = tl-At Е ТО, где 6t < , - сколь угодно малое положительное 
число; 

4) при выполнении условий 1)-3) хотя бы одно неравенство выполняется 
строго. 

Теорема 21.1 отличается от теоремы 20.1 наличием дополнительного 

условия не возрастания функционала V(t.p, t) вдоль возмущенного процесса. 
Доказательство неоБХОдИмости выполнения этого условия не вызывает труд­

ностей. Достаточно задать функционал . следующим образом 

V(t.p,t) = m!lX (SUPPi(t.p,r»). 
15'5n r>t 

Достаточность условий теоремы доказывается как и в случае теоремы 

20.1. Целесообразность введения условия 2 обуславливается тем, что при 

исследовании устойчивости конкретных процессов свойство невозрастания 

функционала является во многих случаях легко проверяемым. Для области 

S(t) спрраведливо также следующее утвеРЖдение. 

Теорема 21.2. Для того, чтобы невозмущенный процесс был практически 
(ро,р)-неустойчивым, достаточно выполнения следующих условий: 
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1) существует постоянно положительный по мере р функционал V('1',t); 
2) V('1', t) ~ К < 00 для всех пар ('1', t) таких, что Р('1', t) Е S(t); 
3) производная функционала V('1', t) вдоль возмущенного процесса опре­

деленно положительна по мере р. 

доказатеllьство. Предположим, что выполняются условия теоремы 21.2 и 
при этом невоомущенный процесс практически устойчив по мерам ро и р. То 

есть при pO('1',t) Е So(to) выполняется включение p(<p,t) Е S(t), Vt Е То. Со­
гласно предположению существует хотя бы один возмущеннЫй процесс, опре­

деленный на всем множестве То. Вследствие определенной положительности 

производной фУНIщионала V ('1', t) по мере р вдоль возмущенного процесса 
при любых t Е То выполняется неравенство 

d 
dt V('1', t) ~ v > о. 

Оценим функционал V('1', t) на возмущенном процессе с учетом неравен­
ства, полученного для его производной 

V('1', t) = V('1', t) + У('1', t) dt ~ V(<p, to) + v(t - to). 1
f1 

(о 

Правая часть этого неравенства с учетом того, что функционал V('1', to) > 
О при достаточно больших t > to Е 1i превосходит любое наперед заданное 

число, что противоречит условию 2) ограниченности функционала V('1', t) в 
любой момент времени t Е То. Теорема доказана. 

Предположим далее, что заданы функции q Е C[R+, 14] и r Е C1[R+, R+] 
и определены области 

So(t) = {Рн : РН2('1', to) < q(t), to Е 1i}; 
S·(t) = {р : Р2('1', t) < r(t), t Е То} 

с помощью мере (3.6) и (3.9). 

Теорема 21.3. для того, чтобы невозмущенныю процесс был практически 
(р Н2' Р2 )-устойчивым, достаточно выполнения следующих условий: 

1) существует постоянно положительный по мере Р2 функционал V('1', t), 
непрерывный по мере р Н2; 

2) производная функционала V ( '1', t) вдоль возмущенного процесса у до­

влетворяет неравенству 

d dr 
dt V('1', t) ~ dt' Vt Е То; 

3) для любого момента времени Т Е то выполняется неравенство r( Т) 
>то· 
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доказательство. Предположим, что выполняются условия теоремы 2] .3. 
В силу специфики построения областей So(t) и S*(t) очевидно, что вы­
полняются условия теоремы 20.]. Остается показать, что условие 3) теоремы 
2].3 имплицирует выполнение условия 2) теоремы 20.]. Действительно, выбрав 
проиэвольный возмущенный процесс тахой, что PH2(/{J, to) Е Sci(to) проинте­
грируем неравенство в условии 2 теоремы 21.3 на проиэвольном интервале 

времени [Т - ~T, Т] таком, что Т, r - ~T Е То. Имеем 

-dt< -dt l
Т 

dV l
Т 

dr 
T-~T dt - T-~T dt 

и далее 

V(/{J, Т) - V(/{J, Т - ~T) ~ r(r) - r(r - ~T), 

но r(r - ~T) > то, поэтому окончательно получаем 

V(/{J, Т) - V(/{J, r - ~T) < r(r) - то, 

что и докаэаывает достаточность условий теоремы. 

С учетом предположения о том, что для произвольного t Е то сущест­
вует хотя бы один возмущенный процесс, исходяШ,ИЙ-ИЭ-хак-уroдно малой 

окрестности граниu.ы области Sci(t) такой, что 

можно доказать следующее утверждение. 

Теорема 21.4. Для того, чтобы невозмущенный процесс был практичесхи 
(РН2'Р2)-неустойчивым, достаточно, чтобы в нехторой окрестности граниu.ы 
области S·(t): 

1) существовал постоянно положительный по мере р функционал V (/{J, '); 
2} производная фунхционала У( /(J, t) вдоль возмущенного процесса удо­

влетворяет неравенству 

[
dV dr] dt - dt ~ g(t); 

3) для любого возмущенного процесса можно указать фиксированый мо­
мент времени r = r(to) Е то такой, что выполняется неравенство 

г g(t) dt ~ 8Up[V(/{J, Т) : P2(/{J, Т) Е дВ·(т)] - V(/{J, to). J,o 

доказательство. Предположим, что условия теоремы выполняются, но 

невоомущеННьtй процесс npактичесхи устойчив при t Е То, то есть P2(/{J, ') Е 
intS·(t) при t Е 70. Положим V(/{J,t) = Ej:lP;(/{J,t). Пусть возмущеННЫй 
процесс такой, что pl("",tO) + p2("",tO) + ',,+pn(<,O,to) = r(to)-e где € > о. 
Оценим поочередно левую и правую часть неравенства в условии 3 теоремы 
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21.4. Имеем 

1: g(t) dt $1: (~~ -~:) dt = -(V(~, to) - r(to») 

+ (V(ф, Т) - r(t») = ~ + (V(ф, Т) - r(r»), 

но P2(~,T)EintS*(r), поэтому V(~,т)-r(r)<О И JtTg(t)dt<~. 
С другой стороны, 

suр(V(Ф, to) при P2(~, to) Е дS*(tо)} - V(<ji, to) = €, 

то есть показано, что неравенство в условии 3 теоремы 21.4 не выполняется. 
Это доказывает несостоятельность предположения о практической устойчи­
вости возмущенного процеса. Теорема доказана. 

Замечание 21.1. Теоремы 21.1-21.4 имеют смысл при ограничениях, 

наложенных на функционал V(~, t) не во всей области S(t), а лишь в 

некоторой произвольной малой окрестности границы области S(t). 

22. Практическая устойчивость и 

асимптотическое притяжение процессов 

Установим неоБХОдИмые и достаточные условия асимптотической прак­

тической устойчивости невозмущенного процесса. 

Пусть для значений меры Р вдоль невозмущенного процесса существует 
S(оо)-множество tu-предельных точек. Точку ТJ Е В(оо) назовем tu-предельной 
для значений меры Р вдоль невозмущенного процесса, если существует после­
довательность моментов времени {t А: } f= 1 такая, что 

p(~, tA:) -> ТJ при k -> +00. 

Очевидно В(оо) С S(t::p U дS(t» и для всех Р Е В(оо) выполняется 
неравенство Pi $ О (i Е [1, n). 

Предположим, что граница дВ(оо) области В(оо) гладкая и d(дS(оо), 
дS(t» > а > о. Последнее замечание не ограничивает общности, так как 
области So(t) и S(t) задаются априори. 

Определение 22.1. Невозмущенный процесс (ро, Р )-притягивающий, если 

1) возмущенные процессы определены при всех t Е 'То; 
2) для произвольного возмущенного процесса такого, что РО Е So(to) при 

to Е 1i следует Р -> В( (0) при t -> +00. 
Определение 2.2. Невозмущенный процесс равномерно (ро. р)-притягива­

ющий, если условия определения 22.1 выполняются равномерно по to Е ~ . 
• 

Определение 22.3. Невозмущенныю процесс асимптотически практически 
(ро. р)-устойчив, если он практически (Ро. р)-устойчив относит~ьно множеств 
Во, S(t) и (ро.р)-притягивающий относительно множеств Во, S(t) и В(оо). 

Установим предварительно справедливость следующего .утверждения. 
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Лемма 22.1. Пусть возмущенный процесс такой, что: 

1) существует непрерывный постоянно положительный в области 8(t) \ 
8(00) функционал V(<p,t), производная которого удовлетворяет неравенству 

при рЕ 8(t), t Е То; 

2) функционал w( <р) непрерывный, определенно положительный по рассто­
янию от границы области 8(00) до точки p(<p,t); 

3) w(<p) >0 при рЕ 8(t) \8(00); w(<p)=O при рЕ 8(00). 

Тогда дл\я любого возмущенного процесса такого, что ро Е 50(t) при t Е т; 
имеет место предельное отношение р -+ 5(00) при t -+ 00. 

доказател ьство. Пусть выполняются условия лемы 22.1. Будем рассма­
TpиBaTь такие процессы, для которых рЕ 5(t) при всех t Е То. Из у(;ловия 1 
леммы 22.1 находим 

l'dV 1/ V(<p,t)-V(<p,t o) = ddt~- W(Y')dT. 
/0 t /0 

(22.1 ) 

Отсюда 

1/ w(<p)dt ~ V(Y',to) - V(Y',t) ~ V(Y',to) + J{ 
/0 

(22.2) 

так как IV(<p,t)1 < !{ при всех рЕ 5(t) и t Е То. 

В силу условия 1, при всех р Е 5(t) функционал w(Y') ~ О. Согласно (22.2) 
получаем равномерною ограниченность интеграла для люобого возмущенного 

процесса. Огсюда следует сходимость интеграла. Следовательно, lim w( У') = о 
при t -+ +00. Тогда р( <р, t) -+ 5(00) при t -+ +00. Пусть это не так. Тогда 
вдоль некоторого возмущенного процесса можно указать последовательность 

моментов времени {tk НО:: 1 такую, что расстояние между точками Р(У', tk) 
области 5(t) и множеством 8(00) будет не меньше сколь угодно малого 

положительного числа е. Тогда в силу условия 2 получим W(Y'(tk)) > d> О 
(k Е [1,00]), что противоречит условию исчеЗНОlЗения функционала W(Y') при 
t -+ +00. Лемма доказана. 

Теорема 22.1. для того, чтобы невозмущенный процесс был асимпто-

тически практически (ро,р)-устойчивым, достаточно, чтобы: 

1) выполнялись условия леммы 22.1 при всех t ~ т ~ to; 
2) выполнялись все условия теоремы 20.1 при всех t Е То. 

доказательство. В силу выполнения условий теоремы 20.1 невоз-

мущенный процесс будет практически (Ро, р)-устойчив, а выполнение условий 
леммы 22.1 будет гарантировать асимптотическое (Ро, р)-притяжение невоз­

мущенного процесса. Предположим, что существует точка О' Е 8(00) такая, 
что луч, исходящий из О', проходит лишь через одну граничную точку 
областей 5(00) и 5(t). В случае, когда 5(00) одноточечное множество, 



96 Глава IV: Практическа.я устойчивость по двум мерам 

это условие выполняется всегда. У учетом вышеизложенных преДПЩIOжений 

справедлива следующая теорема. 

Теорема 22.2. для того, чтобы невозмущенный процесс был асимп­

тотически практически (Ро, р)-устойчивым, необходимо и достаточно, чтобы 
выполнялись следующие условия: 

1) существует непрерывный, определенно положительный по расстоянию 
d(p, роо) функционJ.Л V(<p, t), производная которого dV/dt, вдоль возмущенного 
процесса, удовлетворяет неравенству 

d 
dt V(<p,t) ~ W(<p) ~ О, рЕ S(t), 

2) функционал w( <р) непрерывный, определенно положительный по рассто-
янию от границы области S(oo) до точки р(<р, t) (d(p, роо»; 

3) функционал V(<p,t) удовлетворяет условию J; 
4) функционал V(<p,t) удовлетворяет условию К; 

5) функционал w(<p) > О при рЕ S(t) \ S(oo) и w(<p) = О [ри рЕ S(oo); 
6) для любых двух моментов времени t 1 и t 1 - ilt, где ilt - сколь 

угодно малое положительное число, выполняется неравенство 

V(<p, t) - V(<p, t - ilt) ~ m(t1) - то Vt, ilt Е ТО; 

7) хотя бы одно неравенство в условиях 3)~) выполняется строго. 

Локаза тел ьстоо. Необходимость. Пусть невозмущеннblЙ процесс асимп­
тотически практически (Ро, р)-устойчив. Определим функционалы V и W 

следующим образом. Из точки О' Е int S( 00) в фиксированный момент вре­

мени t Е То проведем через точку р(<р, t) луч, который персекает поверхности 
8S(oo) и 8S в некоторых точках р(оо) и р,. Для (ро,р)-притягивающих 
процессов можно построи'i'Ь непрерывную функцию L(t), заданную при t ~ to, 
строго монотонно убывающую до HYJI1I- СlJрава, такую, которая мажорирует 

расстояние от точки р до границы области S( 00} вдоль луча, исходящего из 
точки О'. 

Положим 

{ 
[d(p,p )/(р ,р )]e-K(d(p,poo» при рЕ S(t) \ $(00) 

w( <р) = 00 00' 

о при рЕ S(oo), 

(где K(z) - функция, обратная к L(t-»--

1'0 
V(<p,t)::: , w(<p(h,t»dt при t Е То. 

Очевидно, для проведенного построения область S(t) следует преобразо­
вать к S(t). 

" 
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В этой области будет наблюдаться практическаl!. (ро,р)-устойчивость и 
(ро, р)-притяжение. Кроме того, на границе области 8(t) функционал У(<р, t) 
будет принимать максимальное эначение (выполняется условие J) на границе 
области: 

Выполнение условий ] )-3), 5) очевидно. Выполнение условия 6) докаэывается 
как и в теореме 20.]. 

достаточность. Пусть построен функционал У( <р, t), удовлетворяющий 
условиям теоремы 22.2. Предположим, что существует воомущенный процесс, 

вдоль котоуого при некотором значении t1 Е 70 выполняется включ~ние 

p(<p,t1) Е 8(t1)' При этом, для значений t Е [to,t1] имеем p(<p,t) Е int8(t). 
Из условия I теоремы при w = О находим 

при рЕ S(t), t1,t1 - ~t Е 10. 

Для значения t 1 - ~t, ~t < € в силу условия 5) теоремы выполняется 

неравенство 

У(<р, t1 - ~t) $ то. 

Из последовательности HepaB6HG'I'В 

с учетом условий 6), 7) приходим К противоречию. это доказывает, что t1 f/. 
То и, следовательлно, невозмущенный процесс практически (ро,р)-устойчив 
относительно множеств So(t), 8(t). В силу выполненнеия условий леммы 22.1 
находим, что для любого возмущенного процесса такого, что p(<p,t) Е S(t) 
при t Е 70 имеет место предельное соотношение р - S(oo) при t - +00, что 
и требовалось доказать. 

Замечание 22.1. Следует отметить, что условия теорем этой главы не 

фиксируют определенную методику проверки скорости роста функционала 

У( <р, t). это можно проиэводить путем: 

- вычисления производной функционала в силу воомущенного процесса 

и проверки ее знакоопределености; 

- оценки функционала V (<р, t) на ВОЗМУIВ.енном процессе при помоlЦИ 
интегральных и других неравенств. 



ЛИТЕРАТУРНЫЕ УКАЗАНИЯ 

К Введению 

Отсутствие единого и достаточно полного определения понятия системы 
не является непреодолимым препятствием при исследовании конкретных 

явлений и процессов (Н П. Бусленко, В. В. Калашников, И. Н. Коваленко [1]. 
Подход, изложенный в монографии В. М. Матросова, Л. Ю. Анапольского, С. Н 

Васильева [1], определяет понятие системы процессов, содержательная часть 
которого охватывает: классические динамические системы (см. Пж. П. Бирк­

гоф [1]; К. С. Сибирский [1]; частично упорядоченные общие динамические 
системы; обобщенные (дисперсные) динамические системы (см. Б. М. Будак 

[1], Е. А Барбашин [1], И. У. Бронштейн, Б. А. Щербаков [1] и др.); непре­

рывные локальные полудинамические системы (см. N. Р. Bhatia, О. Hajek 
[1J); динамические системы с запазадыванием (см. В. К. Пуболарь [1J; общие 
системы (см. В. И Зубов [1 ]); абстрактный локальный полупоток (см. П. В. 

Аносов [1]); абстрактные процессы (см. АА Мовчан [1J; процесс, система 

решений процесса О. Гаека (см. О. Hajek [1]); вычислительный процесс (см 
И. Бабушка и др. (1]); случайный процесс (см. Н. П. Бусленко и др. [1J). 

С 1981 г. в отделе устойчивости процессов Института механики АНУССР 

ведутся исследования устойчивости по мерам на основе метода функционалов 

Ляпунова-Мовчана (см., например, В.П. Подильчук [1]). Пля конечномерных 
систем достаточно полное изложение теории устойчивости по двум мерам 

имеется в монографии У. Lakshmikantham, S. ие1а, А. А. Martynyuk [1]. 

1. В. этом разделе мы руководствуемся некоторыми соображениями из 

Н. П. Бусленко и др. [1] и т. к. Сиразетдинова [3J. 

2. Наше изложение в этом разделе использует рабовты В. М. Матросова 

и др. [1], Л. И. Седова [1], Е. А Барбашина [2], Н. Н Красовского [2]. 

3. Систематизация применяемых мер состояний процессов осуществляется 
путем анализа работ А М. Ляпунова [1], В. И. Зубова [1], А А Мовчана 
[1], В. М. Матросова [1], Т. К. Сиразетдинова [2], А М. Слободкина [1], АА 
Мартынюка [3], А А Мартынюка, В. П. Подильчука [1]. 

4. Излагаемая концепция устойчивости процессов формулируется на 

основе работ Н. П. Бусленко и др. [1], В. В. Калашникова [1], А А Мартынюка 
[1], Н. г. Четаева 1. 
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к главе 1 

Механика неавтономых систем приобретает всё большее значение в связи 

со многим практическими запросами техники и технологии. 

5. Всё-таки, не малое число вопросов аналитической механики систем с 

реономными связями ищут более точное решение. В. А Вуйичич заметил в 

]979 году (записки докладов Математического института Белград, 25 апреля 
1979 года) что закон сохранения енергии и »обобщенный интеграл энергии" 
реономной системи Т2 - То + П = h не относится к одному и тому же движению. 
доказательство опубликовано в работе В. А Вуйичич: об интеграле энергии 

систем, стесненных нестац,ионарными связями, Teor. Prim. Mehanika, 6, 
1980, стр. 133-143. К этому вопросу следовали доклады и статьи: У. А. 

Vuji6c: [9], Zakon energije nestacionarnog sistema, ХУ jugoslovenski kongres 
teorijske i primenjene mehanike, А-6, Kupari, 1981, 223-226; The energy integra/ 
0/ rheonomous system, Acad. Serb. Sci. Arts, Glas 47 (1981); 

- В. В. Румянцев, К динамике ЛагранжевblХ реономных систем со 

связями, Прикл. Мат. Мех. 48 (1984), 540-550; 

- В. В. Румянцев, О разлиЧНblХ формах теоремы о кинетической 

энергии, Теор. Прим. Механика 11 (1985), 147-]54. 

- М. Kafic, Mechanical energy 0/ rheonomical systeтs; еnегgу-intеgюJ,Х-VII 
Yugos]av congres of theoretical and Appp]ied Mechanics, А - Op~ta mehanika, 
Zadar, 1986, 27-32. 

6. В своей статье об инвариантиности nринц,иnов в .механике, Teor. 
Prim. Mehanika 11 (1985), 155-168, В.А Вуйичич указал на некоторые 
неэквивалентности и неинвариянтности принципов аналитической механике, 

а в работе М. Kazic, О kretanju reonomnih sistema, РМР, Beograd, 1987, указано 
на несовместимость механики Ньютона с одной и механики Лагранжа и 

Гамильтона с другой стороны. 

7. В работе У. А. Vujicic [1] предложена модификация основных формул, 
соотношений и принципов механике реономных систем, а в монографии У. А. 

Vujicic [2] излагается новый подход к аналитической динамике систем с 

нестационарными связями. 

к главе 11 

8. Вопрос о связи между невозмущенным движением и нулевым решением 

системы уравнений возмущенного движения решается на основе преобразо­

ваний координат А М. Ляпунова (1). Теорема 8.] взята из монографии Л. Т. 

Груйич, АА Мартынюк, М.Риббенс-Павела [1,2]. 

9. На основе классических определений устойчивости для автоном­

ных и неавтономных систем в работах Lj. Т. Grujic [1] и Л. т. Груйич, 

А А Мартынюк, М. Риббенс-Павела [1, 2] сформулированы определения 

устойчивости, притяжения и асимптотической устойчивости, учитывающие 

особенности неавтономных систем. ,Наше изложение основано на этих работах. 
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10. Свойства функций сравнения излагаются на основе работы .W. Hahn 
[1]. 

11-12. При изложении результа тов этих разделов нами использованы 
работы А М. Ляпунова [1], Н. Н. Красовского [1], W. Hahn [1], Е. А Барбашина, 
Н. Н Красовского [1, 2], Л. Т. Груйича, А А Мартынюка, М. Риббенс-Павелн 
[1, 2J. 

13. Теоремы 13.1-13.6 известны из многорафии Л. Т. Груйич, А А Мар­
тынюк, М. Риббенс-Павела [1, 2J. 

14. Теоремы о неустойчивости излагаются на основе работ А М. Ляпунова 
[1], Н. Г. Четаева [1], Н. Руша, А Абетса, М. Лалуа [1], Н. Н. Красовского [1]. 
Теорема 14.5 имеется в работе В.А Вуйичича, В. В. Козлова [1]. 

15. Результаты этого параграфа основаны на работах В. А Вуйичича 
[4,8J. 

к главе III 

16. во введении были описаны различные меры, нашедшие применение в 
теории устойчивости систем с сосредоточенными и распределенными параме­

трами. Определения устойчивости процесса !fJ (необязательно невозмущенного) 
по мерам здесь формулируются, учитывая результаты работ А А Мовчана 
[1], Т. К. Сиразетдинова, Л. Т. Груйича, А А Мартынюка, М. Риббенс-Павелы 
[1, 2], У. Lakshmikantham, S. иеlа, А. А. Martynyuk [1], А А Мартынюка, 
В. n. Подильчука [2J. 

17. Знакоопределенность по мере функционалов, применяемых в пря­

мом методе А М. Ляпунова, рассматривалась в работе АА Мовчана [1]. 
Приводимые здесь понятия являются обобщением соответствующих опреде­

лений из разделов 11-12. 

18. Здесь ПРИВОДЯТСfl результаты, основанные на работах А А Мартынюка 
[3], А А Мартынюка, В. д. Подильчука [2], В. д. Подильчука [1], А М. Сло­
бодкина [1], Т. К. Сиразетдинова [1]. 

к главе IV 

Практическая устойчивость движения достигла значительного уровня 

обобщений (см. Р.З. Абдуллин, Л. Ю. Анапольский [1]), а применяемые при 

этом методы flВЛЯЮТСЯ развитием класических методов А М. Ляпунова и 

его последоватлей (см. А. А. Martynyuk [2, 4-7]), Lj. Т. Grujic [2] -и -др.). 
Предлагаемый здесь вариант теории практической устойчивости ориентирован 

на системы с распределеными параметрами, а также многие другие системы, 

удовлетворительно моделируемые системой процессов. 

19. Постановка задачи и основнье определения основны на результатах 

работ А А Мартынюка [4] и А А Мартынюка, В. n. Подильчука [1]. 
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20. В основу этого раздела положена работа А А Мартшпо);а, В. Д. 
Подильчу);а [1]. 

2]. Приведенные здесь результаты ранее не публиховались (см. В.Д 
Подильчу); [1]). 

22. Результаты этого раздела изложены в статье А А Мартыню);а, В. Д 

Подильчу);а [2]. 

Заметим, что задачи динамихи систем, содержащих жидкость (см. Н. Н 
Моисеев, В.В. Румянцев [1]), а та);же упругие элементы (см. В.В. Болотин 

[1], В. Skalmierski, А. Тylikowski [1]) являются богатым источню;ом новых 
постаНОВО); задач о пра);ТИЧССI<ОЙ устойчивости процессов по двум мерам. 
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