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ПОСЕБНА ИЗДАЊА МАТЕМАТИЧКОГ ИНСТИТУТА У БЕОГРАДУ 

Математички институт у Београду у својим Посебнuм uзgањuма 
објављиваће: монографије актуалних питања из математике и механике, 
оригиналне чланке већег обима итд. Ова rryбликација није периодична. 

Проблематика монографије мора бити прихваћена у светској литера
тури и актуална или уводити нове путеве и идеје, пружати могућности 
даљих истраживања и указивати на нерешене проблеме, на могућности 
њиховог решавања и слично. Она мора бити приказана целовито, водећи 
рачуна о најновијој литератури. По обиму, она може обухватити читаву 
једну математичку област, али, исто тако, и само један њен заокругљени 
део. 

L'Institut math6matique de Beograd dans ses Editions speciales (Посебна 
издања) fera paraitre des monographies sur des problemes de Math6matiques 
et dc Mechanique, des articles plus etendus etc. Les Editions speciales пе sont 
pas periodiques. 

La problematique dcs monographies doit etre soit admise dans la litera
ture mondiale, soit-rcconnue d'actualite; еНе doit ои servir d'introduction а des 
idees поvuеПеs, ои ouvrir des possibilities аих поиvеПеs recherches, ои mettre 
en evidence les problemes поп resolus, ајпзј que les possibi1ities de leur solu,tion. 
ЕПс doit etre presentee dans son integrite, еп tenant compte toujours des 
derniert's acquisitions Quant а son format, еНе peut embrasser toute ипс region 
dcs sciences mathematiqucs, mais еПе peut aussi п'еп traiter qu'une de scs 
parties. 
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PREDGOVOR 

Ideja о potrebi pisanja jedne ovakve opseZnije studije javila se u men 
pocetkom sedamdesetih godina i nametnula тј se narocito па ХП jugoslovenskom 
kongresu racionalne i primenjene mehanike. Na tom naucnom skupu u Ohridu 
1974. godine' u uvodnom delu svog saopstenja pod naslovom "KOVARI
JANTNOST U DINAMICI" iskazao sam misao, koju sam razvio i u оуој 
monografiji, i to: "Polazeci od stanovista da mehanika kao teorijska nauka 
odreduje izvesne prirodne zakone kretanja objekata, koji realno ne zavise od 
sistema posmatranja i opisivanja, logicno је postaviti zahtev da isti dinamicki 
zakoni kretanja budu jednako ili sIicno opisani u svim sistemima koordinata. 
То је donekle postignuto za diferencjjalne izraze pojedinih karakteristika пе
tanja аН ne i u potpunosti; pogotovo пе ako је rec о rezultatima koje dobija
то integralenjem diferencijalnih jednacina kretanja. Ovim radom se ukazuje па 
rezultate koji sa tog stanovi8ta upotpunjuju dinamiku; cine је kovarijantnom 
teorijom koja u raznim sistemima koordinata opisuje pojedina kretanja istim ili 
sIicnim matematickim izrazima. То se uspelo zahvaljujuci uvodenju apsolutnog 
sintegrala и tenzorski racun, koji јmа svojstvo kovarijantnosti. S obzirom da је 
bila vektorska, to jest tenzorska invarijanta, te da su i drugi diferencijalni izrazi 
u kojima se javljaju siIe, vektorskog karaktera, pokazalo se relativno Iakim da 
se роmоси ovog apsolutnog integrala otkloni ta nedoradenost mehanike i da 
dobijemo jednu celovitu kovarijantnu dinamiku". 

Naucna analiza ovog pitanja па samom Kongresu, kao i kasnija и krugu 
svojih kolega и Institutu za mehaniku Prirodno-matematickog fakulteta и Вео
gradu i matematickog instituta u Beogradu, pokazaIi su da је problem kovari
jantnosti mehanike znatno slozenije prirode, nego 8to Ы moglo izgledati sa sta
novista LagranZove anaIiticke mehanike; to narocito kad se kretanje sistema 
posmatra па Rimanovim mnogostrukostima. 

Оуа studija и najvecem delu sadrzi rezultate mојЉ istraZivanja koji su 
objavljeni и radovima navedenim и spisku literature, аН su povezani dodatnim 
znanjem, tako da cini jednu celinu koja odgovara naslovu knjige. Osnovne се
zultate, koji su objavljeni u naucnim Casopisima iz оуе oblasti, mogla је zbog 
svoje uobicajene konciznosti da prati izvesna nejasnost, kao i omaske u racu
пјmа ili primenama. Op8irnije оЬја8пјепје tih rezultata moguce је Ыlо napisati 
samo u okviru jedne opseznije studije, kao 8to је ova, аlј пе пј ovde toliko da 
Ы gradivo knjige mogl0 biti pristupacno citaocu bez visoke ucenosti iz oblasti 
mehanike i matematike. 

U krugu svojih уеоmа uvazenih kolega рсј razmatranju opisane рсоblеmа
tika nailazio sam па уеота korisnu naucnu kritiku koja је doprinela re8enju 
pojedinih pitanja i otklanjanju nekih greSaka. ЮјuCnа pitanja su se u sustini 
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odnosila па vektorsku prirodu vektora polozaja tacke i па stepen valjanosti 
apsolutnog integralenja u raznim prostorima i koordinatnim sistemjma u kojima 
se opisuje mehanicko kretanje. Zbog toga је tim pitanjima dato dodatno objas
пјепје па kraju knjige. 

Rukopis knjige u celosti su procitali: akademik prof. dr Tatomir Р. 
Andelic, prof. dr Marko Leko, visi паиCnј saradnik dr Stevo Komljenovic, а 
pojedine delove dopisni clan Akademije nauka SSSR prof. dr Valentin У. Ru
тјапсеу (deo о zakonu energtie reonomnog sistema) i prof. dr Јоуо Jaric 
(deo о kretanju krutog tela), koji su svojim primedbama mnogo doprineli 
роЬоlјЗаnjи teksta i otklanjanju nedostataka. Posebno sam duzan da istaknem 
trud recezenta kolege dr Marka Leko, koji је analizirao skoro svaku recenicu 
uvodnog i prvog dela оуе knjige i dao пајуесј broj prihvatljivih primedbi. Та
kode sam zahvalan prof. dr Zlatku Jankovicu па povoljnom opstem misljenju 
о sadr.zaju knjige koju је јтао prilike da pregleda u rukopisu. 

Na tehnickoj pripremi rukopisa za stampu nesebicno su тј pomogli Mirjana 
Рiliроујс i Milan Саусјс па сети јт mnogo zahvaljujem. Posebno sam тћуа
lan i kolektivu Beogradskog grafickog zavoda za uspesan rad па stampanju оуе 
knjige. 

Stampanje i izdavanje оуе monografije omoguceno је finansijskim sreds
tvima Matematickog instituta u Beogradu i Republicke zajednice nauke Srbije, 
8to vise obavezuje od toplih reci zahvalnosti. 

Otkucani tekst monografije predat је Matematickom institutu u Beogradu 
7. septembra 1979. godine. Stampanjeje роееlо marta 1981. а zavrSeno septembra 
1981. godine. 

Veljko А. Уијјсјс 
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UVOD U KOVARIJANТNU DINAMIKU 

. Ројтоуј. Pod ројтот dinamika podrazumevamo опи prirodnu i matema
ticku nauku koja se sastoji od racionalno-logicki povezanih та.уоуа о kretanju 
i1i reIativnom mirovanju geometrijski modeliranih objekata и prostoru i vremenu 
pod dejstvom onog prirodnog fenomena koje је covek nazvao sila. Као takva 
је Iogicko-matematicka teorija koja sa velikom tacnoscu odraZava objektivne 
zakone kretanja i mirovanja realnih tela и prirodi. Zbog toga је пе samo teo
rijska nego i primenjena nauka te пјепј stavovi zaIaze i и druge obIasti рл
теnjепјћ nauka. Nazvana је i kIasicnom, пе zato sto је prevazidena iIi пјепа 
teorija zavrsena, nego sto se пјепј otkriveni шопј koriste sada kao i и pros
Iosti. Subjektivno uvedeni ројаm siIe, ро kojem је шпашikа i dobiIa пшу, 
podIoZan је јzшепј formuIacije и smisIu racionaInih teorija samo toIiko, koIiko 
uopstava utvrdene zakone kretanja. 

U postojecoj dinamici, medutim, dokazi se пе izvode jednako и razIicitim 
sistemima koordinata. Izmena koordinatnih sistema posmatranja bez sumnje пе 
тои uticati па promenu prirodnog kretanja reaInog objekta, te i dinamici kao 
i svakoj teoriji predstoji upotpunjavanje поујт saznajnim rezuItatima. Takav 
priIog predstavlja i оуа studija, kojom se nastoje otkIoniti nedostaci dinamike 
pri transformacijama и raznim koordinatnim sistemima i matematickim prostorima. 

Zato pod ројтоm kovarijantna dinamika podrazиmevamo опи dinamiku 
сјје se tvrdnje о kretanju njenih objekata iskazuju ро obIiku jednakim izrazima, 
istim uopstenim zdruzenim matematicki1n оЫјсјmа (variјапЩma) и svim koordi
natnim sistemima. 

Pod dinamickim objektom podrazumevamo model tela Ш skup tela koja 
dejstvuju jedno па drugo. Dinamicki objekt и пазет razmatranju је dinamicka 
tacka, dinamicki sistem i dinamicko kruto teIo. Nije sIucajno izostao termin 
materijalna tacka, а upotrebIjen termin dinamicke tacka; s1uZicemo se i ројтот 
mehanicka tacka. Мј Сето razIikovati оуа tri ројта, kao i ројтоуе kinema
ticka tacka i repr~zentativna tacka. 

Materijalna tacka је, za nas, svaka tacka materijaInog sveta ра та kako 
se materija manifestovala и пјој. 

Mehanicka tacka је eIement mnostva svih tacaka, iIi tackom predstavljenih 
ујзе medusobno povezanih tacaka, сјје stanje kretanja ili ravnoteze iшсауа 

mehanika. Ројат mehanicka tacka је uzi od ројта rnaterijalne tacke. 

Кinematicka tacka је svaka tacka u prostoru i vremenu nezavisno od sila. 

7 
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Dinamicka tacka је element mnostva mebanickih tacaka u kojem dejstvuju 
sile, ili pak, tacka koja reprezentuje napadnu tacku rezultantne sile. Prema оуот 
opredeljenju za dinamicku tacku је uvek vezan ројат sile. Tako, dok kinema
tickoj tacki pripisujemo prostorno koordinate i vreme, dotle dinamickoj tacki. 
pored poloZaja u prostoru i vremenu ili samo u prostoru, pridrufujemo masu 
ili vektor sile. 

Reprezentativna dinamicka tacka јlј samo reprezentativna tacka је izracu
nata ili izvedena tacka koja se podudara sa skupom najmanjeg broja koordinata 
kojim se odreduje poloZaj jedne i vise dinamickih tacaka. Ona moze аН пе 
mora da pripada mnostvu taeaka dinamickog objekta. 

Dinamicki sistem ili sistem dinamickih tacaka је mnostvo dinamickih ta
caka koje su povezane medu sobom odredenim vezama. Ројат dinamickog 
sistema u opstem smislu је blizak ројти dinamickog objekta, аН ti ројтоуј 
nisu identicni. Dinamicki sistem је uzi ројат od ројта dinamickog фјеkta 
samo utoliko, ukoIiko пјјт izraZavamo rnnostvo dinamickih taeaka, ра makar 
to ЬВа samo jedna, u prisustvu veza; dinamicki objekt ne mora da ukljucuje i 
ројат veze u svoje ројтапје. Isto tako i ako је ројат dinamickog sistema 
opstiji od ројта dinamickog tela, ipak сето i ројат tela izdvojiti kao pose
Ьап dinarnicki objekat . 

. Dinamicko telo ili telo, ako se izlaze u okviru dinamike, је svako telQ 
koje se nalazi u uzajamnom dejstvu se drugim telima. 

Svi definisani ројтоуј ostaju sacuvani u transformacijama koje ovde 
razmatramo, te kao takvi ostaju invarijantni u smislu naSe uslovljenos.ti. 

Ројтоуј kao 8to su: profftor, vreme, masa, sila ne predstavljaju objektivno 
samosta]ne, za sebe izdvojene, сјпјосе kretanja te]a, nego su uzajamno povezane 
kategorije. Njih Сето okarakterisati zakonima kojima su oni povezani u uza
јатпот dejstvu tela. Те uzajamne odnose mehanickih objekata koje iskazujemo 
kinematickim ројтоујта: polozajem jednog objekta prema drugom, ројmоујта 
brzine i ubrzanja, ili dinamickim ројтоујта impulsa kretanja i sile opisujemo 
vektorima Ш tenzorima sa zahtevom da pri svim upotrebljenim matematickim 
transformacijama опј zadrze svoju objektivnu, а to znaci tenzorsku prirodu, tj. 
da budu kovarijantni. Pri tome se svakako mora voditi racuna о objektivnoj 
osobini svakog pojedinacnog vektora, jer dok su za jedne vektore njihovi kra
јеуј u posmatranoj tacki koja se kreee, dotle је za druge vektQfe ta tacka ро
cetak vektora. U jednom slueaju mebanika posmatra sve osobine datog kretanja, 
а u drugom, geometrizovanom, uzima u razmatranje samo pojedine komponente 
prisutnih vektora. U zavisnosti od toga ротоси kojih i koliko koordinata -
parametara, koordinata vektora ili te.nzora se proucava kretanje sistema rni, u 
cilju kraceg i jasnijeg sporazumevanja, koristimo matem~ticke ројтоуе pojedinih 
skupova сјјј su elementi: 1. koordinate poloZaja dinamickih taeaka sistema, јlј 

2. koordinate dinamickih tacaka i vreme, з. koordinate dinamickih tacaka i 
koordinate vektora impulsa kretanja; 4. koordinate poloZaja dinamickih tacaka, 
koordinate vektora impu]sa kretanja i vremena. Umesto nazјуа "skupovi" u 
mehanici su stariji i rasprosranjeniji nazјуј "prostori". Zato сето u daljem 
izlaganju koristiti i ројаm prostora sa nastojanjem da, gde је god to u na80j 
mogucnosti, u оуот razmatranju odrazimo opaZajni prostor, koji је trodimenzioni 
а vreme jednodimenziono. 
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1. Vektor polozaja mehanicke tacke 

za odredivanje poloiaja mehanicke tacke neophodno је da odredimo bazu 
iz koje se posmatra kretanje date tacke, odnosno prema kojoj se odreduje krc
tanje. Та baza и svakom objektivnom slucaju prcdstavJja neko materijaJno telo, 
koje је na neki nacin orjentisano prema drugim teJima i koje se nekako krcce. 
U teorijskom slucaju baza moze da bude uredeni sistem matematickih ројтоуа 
koji zadovoJjava uslove posmatranog mehanickog kretanja. Dok ne bude drugacije 
receno тј сето pretpostaviti da se ta baza krece tako da su па njoj svi sistemi, 
koji su moguci, sme5teni ravnopravno. То znaci da objektivno kretanje ostajc 
и svojoj prirodi onakvo kakvo је, bez obzira koji sistem koordinata posmatrac 
izabere. Ogranicenje pravimo samo и . tom smislu 5to biramo inercijsku bazu. 
Pod inercijskom bazom, prema tome i inel'cijskim koordinatnim siskmima, тј 
сето podrazumevati onu bazu сјјј se impuls kretanja ne menja ako se medu
sobni uticaji sila па njoj ponistavaju; cdsutno је dejstvo sila. za Ul'edenje sistema, 
koji misaono uzimamo kao inercijsku bazu, potrebno је i dovoljno da se iza
bere jedna tacka i od njе tri orijentisana pravca. Tacka moze biti proizvoljno 
izabrana и inercijskoj bazi i pripada oblasti inercijske baze, 5to znaci da se 
krece isto kao i inercijska baza. Та, rec;mo bazna tacka је presek tri prave 
koje, svaku ponaosob, orjenti5e ро jedan od tri linearno nezavisna vektora. 
Neka to budu bazni vektori еј , е2 , е3' kojj zadovoljavaju sledece relacije ska
larnih proizvcda vektora 

е .. е.= 8iJ= {О, 
, Ј 1, 

i=j:;j, 

ј=ј. 
(1.1) 

U realnosti, па primer, pri posmatranju kretanja tela prema Zemlji orjenti
sani pravci mogu biti priblizno tacno usmereni prema tri zvezde nekretnice. *Ј 
Vektori ротосu kojih је orjentisana baza ostaju nepromenjjvi u odnosu па 
prividno nepokretna inercijska tela и posmatranom intervalu vremena, 5to сето 
iskaziti izrazom е/ = const i ujedno uslovom da је izvod ро vremenu baznih 
vektora jednak nu1i, 

de/=O, 
dt 

0=1,2,3). (1.2) 

Ротоси baznih vektora i skupa realnih brojeva R odredujemo poloiaje 
tacaka и odnosu па izabranu inercijsku bazu. Oznacimo izabranu polaznu tacku 
slovom Р, а tacku сјјј poloiaj odredujemo и odnosu па Р slovom М. Paru 
tacaka (РМ) odgovara jedinstvena prava; neka to bude prava у1 , koja је orjenti
tana jedinicnim vektorom е1 • U skupu R postoji takav broj r1=Y.k сјјј proizvod 
sa vektorom еј cini vektor rkoji poJazi od tacke Р do tacke М, tj. 'M=r.ke j = 
=y.ke j • Ako tacka М ne pripada pravoj у1 , uvek је moguce и ravni Е2 , kojoj 
pripadaju prava у1 i tacka М, роуиб kroz tacku Р neku drugu pravu у2 СЕ2 , 
koju сето orjentisati ротосu baznog vektora е2 tako da zbir Y.ke1 + yLe2 , 

TMER, odreduje vektor 'M=y.ke1 + yLe2 koji polazi od tacke Р и tacku М, 
te odreduje poloiaj tacke М и odnosu па tacku Р. Ukoliko pak tacka м ne 
pripada ravni Е2 i nalazi se и prostoru Ез izvan ravni Е2 СЕз , njen poloiaj 
сето odrediti ротоси jos treceg broja r1=YM ER, УМЕУЗ, i treceg baznog 

k k ····V З I • .2 3 i / d уе tora ез , ОЈI orJentIse pravu У, 'м=умеl +уме2+умез=умеi=гмеi g е 

*) Vidi [15] 
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su ovde г1=уми= 1,2, 3), а ponovljeni indeksi su indeksi sabiranja. Na taj 
naсјп i poloZaje drugih taeaka u Ез odredujemo vektorom 

ili (1.3) 

сјја је dimenzija d (г) = 3. Тај vektor kojim odredujemo poloZaj tacke М u 
odnosu па tacku Р nazivamo vektor p%zaja tacke. 

Ako је inercijska baza uredena pomocu neke druge tacke Р 1 i nekih 
drugih baznih vektora Эi (ј = 1, 2, 3), koji usmeravaju neke druge prave, recimo 
zi(i= 1,2,3), Р1 = Zl (\Z2(JZ3, polozaj tacke М, u cdnosu па tacku Р1 i bazne 
vektore Эј odreduje vektor poloZaja te tacke г=zјэј=гјэi , gde је r'=z'. Ako 
оЬа koordinatna sistema (Р, у, е) i (Р1 , Z, э) ureduju pojedinaeno inercijsku 
bazu, polozaj tacke М odredujemo ЬПо pomocu baznih v:ektora е Ыl0 ротоеи 
vektora Э skupa realnih brojeva R, jer uredenom paru taeaka (РМ) odgovara 
vektor 

~~--+~ 

РМ =РР1 +Р1 М=РР1 +zlэј=уеј , 

а paru tacaka (Р 1 М) vektor 

---+ --to --+ ~ 

Р1 М =Р1 Р+РМ =Р1 Р+ уеi=zi э/" 

Odavde se jasno vidi da se vektor poloZaja, recimo 

-Т= уе,=zlЭј -Р1 Р, 

kao razlika druga dva vektora, пе odroouje jednoznacno skupom tri realna 
broja i tri linearno nezavisna vektora. Neophodno је za to jos izabrati baznu 
tacku р ili Рl Ьо poeetak vektora polozaja, sto i Сјniто izborom bazne tacke, 
tim sto Сето toj tacki pridruziti jedinstveni prazan skup 6 = {О, О, О}. S obzi
rom na proizvoljnost izbora tacaka Р i Р 1 U inercijskoj Ьаи, izaberimo neka 

----.. 
је Р=Р1 u kom slucaju је vektor Р1 Р= о. Na taj nacin jedinstveno uredeni 
sistem (Р, у, е) pisaCemo prostije (у, е). 

Skup brojeva у = {у!, у2, у3} nazivamo koordinate tacke М, а skup brojeva 
riER koordinate vektora p%zaja г; za skup baznih vektora е = (еl' е2 , ез) 
uobieajen је naziv vektorska baza ili samo baza. Ваznе vektore Cesto nazivaju 
osnovni koordinatni vektori Ш samo osnovni vektori, а ose tih vektora koordi
natne ose. Uredeni par. У = (у, е), na nacin kako је to opisano nazivacemo 
koordinatni sistem. Svi vektori koje obrazuju linearno bazni vektori pripadaju 
linearnom vektorskom prostoru i1i samo linearnom ili afinom prostoru А", gde 
п pokazuje broj dimenzija tog prostora; za prostor А" koji generise trodimenziona 
baza afini prostor је А3. ~ za linearni vektorski prostor u kojem је fiksiran 
koordinatni pocetaklkafu rea/ni 1inearni prostor R", podrazumevajuci pri tom 
da su koordinate vektora realni brojevi. Tako za dosadasnja naSa razmatranja 
mozemo da kaZemo da је vektor poloZaja taeke element trodimenzionog realnog 
vektorskog prostora R3. 
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Parcijalni izvodirvektora (1.3) ро koordinatama yk i Zk (k= 1,2,3) tacke 
М dovode do zakona' linearne transformacije jedn' baznih vektora u druge, 
i to: 

(1.4) 
дzi ~ 

еk=-Эј ~ ... ~ дуk 1t".I': 
?:~ .. /~l· 

Ako vektore (1.4) zamenimo u relaciju O~3) сЮЫјато 4~~lаkбi:,tfаnsfor
~ac~e koordi~ta vekto:a poIoiaja r i ~,koordin~ si~temu (у, e};·;~/.~9~em 
Је г' = ј, pomocu kооrdшаtа vektora ;' lZ kооrdшаtnоgSlstеma (z, е), u КОЈеm 
је ;ј = zj, i obratno, tj. "" 

i1i, 8tO је u ovom slucaju isto, 

-' дz' k 
г'=-г 

дУ' 

д ј 

Yj=~zk 
дzk ' 

(1.5) 

(1.6) 

Skalarnim mnozenjem vektora (1.3) vektorom ek dobijamo projekciju vek
tora r па osi koju orjenti8e vektor ek , i to 

а odavde 
(1.7) 

gde је Cjk = Эi • ek' Isto tako skalamim mnozenjem vektora (1.3) vektorom Эk 
dobijamo projekciju vektora r па koordinatnoj osi vektora Эk ' i to 

(1.8) 
gde је 

(i, k= 1,2,3). (1.9) 

Zamenimo Ii parcijalne izvode д уј = Cjk' koje mozemo da dobijemo iz 
дzk 

(1.7), u izraz (1.8) dobieemo zakon transformacije projekcija rk i ;k vektora r 
iz jednog koordinatnog sistema u drugi, i to 

(1.10) 

Relacije (1.7) i (1.8) pokazuju da projekcije ГkЕЕз vektora гЕRЗ u 
koordinatnom sistemu (z, э) nisu jednake koordinatama tacke Zk, kao 8tO је to 
slucaj sa koordinatama r k tog vektora ukoliko је Эјk:;68ik , odnosno ako koor
dinatni sistem (z, э) nije ortonormiran, kao 8tO је to ро naSem izboru kOOl'di
natni sistem (у, е). Projekcije vektora (1.10) podlezu transformacijama као i 
kovarijantni bazni vektori (1.4), ра ih nazivamo kovarijantnim koordinatama 
vektora polozaja, za razliku od koordinata iIi kontravarijantnih koordinata vek
tora r k koje podlezи transformacijama oblika (1.5). Bazni vektori Эј u transfor-
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тасјјата (1.4) zadovoljavaju uslov inercijske baze (1.2). Zaista, u posmatranim 

koordinatnim sistemima У i Z elementi matrice transformacije { ду } = {c jk } su 
дzk 

konstantni, ра је, рпта (1.4) i (1.2), 

• • dCjk О Jer Је --= . 
dt 

dЭk=!!... (дУ) е.+ ду de; =0 
dt dt дzk • дzk dt 

(1.11) 

Koordinatni sistemi У i Z su pravolinijski. Medutim, nameee se potrcba 
da se izabere takav koordinatni sistem prema kojem је najlakSe opisivati i 
posmatrati kretanje dinamickog objekta. Pravolinijsko kretanje lakse је opisivati 
prcma pravolinijskom koordinatnom sistemu nego u krivolinijskom, ali је lakse 
posmatrati sferno kretanje tacke prema polarno sfernom sistemu koordinata, 
јlј spiralno kretanje prema polarno-cilindarskom sistemu koordinata, nego prema 
pravolinijskom. Ako smo уес orijentisali inercijsku bazu koordinatnim sistemom 
(у, е) koji podleze uslovima (1.1) i (1.2) i ako postoji preslikavanje koordinata 
у tacke м u njene krivolinijske koordinate х = {х1 , х2 , х3}, пета smetnji za 
preslikavanje koordinata vektora poloiaja r tacke м iz koordinatnog sistema 
(у, е), u neki koordinatni sistem (х, g), gde su g={gl' g2' gз}СRЗ osnovni 
koordinatni vektori, s obzirom da se vektor preslikava preslikavanjem krajnjih 
tacaka. Krivolinijske koordinat~ orijentisac:::mo osnovnim koordinatnim vektorima 
gj s tim da izmedu koordinatnih vektora g/ i baznih vektora еј postoji trans
formacija oblika (1.4) pri Cemu treba da budu zadovoljeni uslovi (1.2). 

Pomocu novih koordinatnih vektora gj vektor poloiaja r napisimo, kao i 
do sada, u obliku 

и= 1,2,3), (1.12) 

gde su г ј koordinate vektora polozaja u krivolinijskom koordinatnom sistemu 
Х = (х, g). Rezervisemo lј za oznake koordinata vektora polozaja r u koordi
natnom sistemu У Dekartove koordinate уј, s obzirom da su u tom sistemu У 
koordinate tacke у i koordinate vektora г/ jednake, mozemo da pisemo 

(1.13) 

Imajuci u vidu zavisnost koordinata taeaka 

(1.14) 
sledi 

. ду. дУ дхk . 
у=у'еј=-у'=- -у', 

ду дхk ду 
(1.15) 

дг дг дг 
odakle se vidi da Ј'е vektor r razlozen pomocu tri vektora - -

дх1 ' дх2 ' дх3 

koje uzimamo za osnovne koordinatne vektore 

дг 
g/=-д .' 

х' 
(i= 1,2,3). (1.16) 



Kovarijantna dinamika 13 

Zbog (1.15) (1.16) relaciju (1.13) mozemo da piSemo u obIiku 

. .дХ' д, . дХ' . 
у'е;=у' дyi дхk =у' дyi gk=r'g;. ( 1.17) 

Odavde se vidi da koordinate , ! vektora polozaja r tacke u krivolinijskom 
koordinatnom sistemu Х mozemo da izracunavamo роmоси Iinearne trans
formacije 

дХ' 
rk=yl-. =rk(x\ х2 хз), 

ду' I yi=yi (х) 
(1.18) 

i transformacija (1.14). Isto tako iz reJacije (1.17) sIedi transformacija baznih 
vektora ek роmоси koordinatnih vektora gk 

(1.19) 

pri uslovu da је 

(1.20) 

Kovarijantne transformacije vektora (Ј.19) su ОР8Ще od relacija (1.4) 

samo toliko 8to su u relacijama (1.19) elementi matrice transformacije*) { :~ } 

[иnkСЈје koordinata х. Prema tome i koordinatni vektori Кl su [иnkсјје koordi
nata х, 

(1.21) 

8to nUe slucaj sa konstantnim baznim vektorima Эј koji, kao takvi, zadovolja
уаји uslove (1.11), tj. (1.2). 

Projekciju ili kovarijantnu koordinatu rk vektora polozaja r = , ј Кј па osu 
koordinatnog vektora gk dobijamo kao proizvod skalarnog mnozenja vektora r 
i gk' tj. 

ili 
(Ј.22) 

gde је, s obzirom па (1.21), 

(i, k= 1,2, 3). (1.23) 

metricki tenzor prostora Ез . Pri postojanju ргеslЊivаnjа у:х-+-у, ako se uzтe 
u obzir (1.1) i (1.16), kovarijantl'i.e koordinate metrickog tenzora glk odredujemo 
геlасјјата 

(i,j, k, Ј= 1,2,3). (1.24) 

*) Vidi, па primer, [1], str. 29. 
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Uzmemo li jos u obzir (1.18), pri (1.14), kovarijantne koordinate 'k 
vektora poloZaja r mogu da odreduju relacije 

ду} 
'k=8/}yI-. (1.25) 

дхk 

Izmedu koordinata " vektora poloZaja tacke njegovih kovarijantnih 
koordinata " postoje ekvivalentne relacije 

jer је pri I g;k I =1= о, 

N=j 

l=ј. 
(1.27) 

Pogledajmo jos sta relacije (1.2) о nepromenljivosti baznih vektora е; u 
toku vremena t impliciraju kod koordinatnih vektora g;. Podimo od relacija 

(1.19) i odredimo izvod ро vremenu od gk= дyl е;; s obzirom na (1.2) do
дхk 

Ыјато 

Pri tom da su YI Dekartove pravougle koordinate, sto smo i mi usvoji1i, 
д2 YI дyl 

postoje relacije povezanosti = r{k -, ра dalje sledi 
дх' дх

k дх1 

dgk Ј dx' Dgk --г,kgЈ -=--=0. 
dt dt dt 

(1.28) 

То pokazuje da је apsolutni izvod ро vremenu uvedenih koordinatnih 
vektora gk jednak nuli. 

Na taj nacin pri usvojenim koordinatnim vektorima К;, koji mogu biti 
odredeni relacijama (1.14) i (1.19), тј posmatramo vektor poloZaja r tacke М 
u prostoru Ез ротоси njegovih koordinata " i kovarijantnih koordinata ',. 
Tako па primer: 

1. U pravolinijskom sistemu koordinata z' (ј= 1,2,3) tacke М, koje su 
sa Dekartovim koordinatama YI povezane linearnim relacijama YI = A~ zJ, A~ = 
= const. i kad za koordinate х штето z, па osnovu (1.25) sledi da su ko
varijantne koordinate vektora poloZaja 

gde је 
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2. U cilindarskom sistemu koordinata х1 =', х2 = q>, хЭ = Z. 

уl = 'cos q>, у2 =, sinq>, уЭ=z; 

'1 =', '2=0, ,э=z; 

1 О О 1 О О 

О ,2 О ~ gl}= О 
1 

О g/j= ,2 

О О О О 

,1 =', ,2=0, ,Э=z. 

З. U sfernom sistemu koordinata х1 =', х2 = q>, х3 = 6, 

уl = , sin q> cos 6, у2 =, sin q> sin 6, у3 = , cos q>; 

4. U obrtno-elipsoidnom sistemu koordinata х1 = З, х2 ="1), х3 = 6. 

{ 

сћ2 ~ + sin2 "1) О 

gl}=b2 О сћ2 ~+ sin2"1) 

О О 

1 cћ~ sh~ , = , 
сћ2 ~+sin2"1) 

2 sin"1) COS"1) , = , 
сћ2 ~+sin2"1) 

5. U obrtno-paraboloidnom sistemu koordinata х1 =~, х2 ="1), хЭ = О. 

1 
УЗ = _ (~2 _ "1)2); 

2 

'1 = ~ (~2+"1)2), '2= ~ ("1)2+~2), ,з=0; 
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1 1: , = _.-:- , 

2 
,2_~ 

- 2 ' 

6. U bipolarnom sistemu koordinata xl=~, x 2='rj, хз =е (O~~~oo, 
O~'rj~21t, 0~e~21t). 

у1 = ь sh ~ cos е 
ch ~-cos'rj 

sh~ sin е 
у2=Ь ---

ch~-cos'rj , 

-Ь2 sh ~cos'rj '2 = - Ь2 ch ~ sin 'rj , ,з=0; '\- , 
(ch ~ - cos 'rj2) (сh~-СОS'rj2) 

ch ~ 
О О 

(ch ~ - cos 'rj)2 

О 
ch ~ 

О gij=b2 

(ch ~ - cos 'rj)2 

О О 
sh2 ~ 

(ch ~ - cos 'rj)2 

,1 = sh ~ cos'rj, ,2= -ch~sin'rj, ,3=0. 

7. U cilindarsko-ortogonalnom sistemu koordinata х!, х2, х3 = z. 

у1 = f1 (х1, х2), у2 = f2 (х!, х2), у3 = z; 

( дЈ1)2 + (.!L)2 
дх1 дх1 

О О 

О ( дЈ1)2 + (дР)2 
дх2 'дх2 

о 

о о О 

~ [(Г)2 + (р)2] 
1 дх2 

,2=- , 
2 (дР)2 +(дР)2 

дх2 дх2 
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2. Kovarijantni јпod koordinata vektora pololaja 

Pod nazivom kovarijantni izvod koordinata vektora polozaja ta15ke podra
zumevamo kovarijantni izvod bilo kovarijantnih '1' bilo kontravarUantnih koor
dinata , I ovog vektora r ро koordinatama xk tacke u posmatranom koordi
natnom sistemu Х u kojem se razlaZe vektor г. U cilju jasnUeg sagledavanja 
ovog kovarijantnog izvoda podimo od izraza (1.25) i izracunajmo njegov 
parcijalni izvod ро koordinatama х/, tj. 

д'k=8. дј ду} +8 I 

дх1 I} дх' дхk /јУ (1 = 1, 2, 3). (2.1) 

U osnovi tenzorske analize za koordinatne sisteme У i Х, koje тј pos
matramo, lezi relacija povezanosti 

д2 yi = r'Z д yl 
дх1 дхk l дxm' 

(т= 1,2,3), (2.2) 

gde koeficijenti povezanosti rik = rki u ovom slu15aju predstavljaju Kristofelove 
simbole druge vrste nad osnovnim kovarijantnim tenzorom (1.24). Лkо zame
пјто (2.2) u (2.1) i uzmemo u obzir (1.24) dobijamo izraz za kovarijantni 
izvod kovarijantnih koordinata 'k vektora polomja r u obliku 

дГk ...,m 
д х1 - Ј /k r т = g/k, 

sto mozemo kraee da napisemo 

jer operator 

V/rk=gfk(X), 

Vtfk = д fk - г~ Ј ... predstavlja kovarijantni izvod. 
дх1 

(2.3) 

(2.4) 

Komponovanjem jednacina (2.4) kontravarijantnim metrickim tenzorom 
gkm (k, т = 1, 2, 3) dobijamo 

odnosno 
l=т 

1 =f:т, 

јес је V1gmk = О. Ove relacije u koordinatnom sistemu Х odramvaju onu oso
binu koju u pravo1inijskom koordinatnom sistemu У рјЗето kao 

ду' I 
-=8k • (2.5) 
дyk 

То pokazuje da parcijalnom izvodu koordinata vektora polomja u pravo· 
linijskom koordinatnom sistemu У odgovara kovaI"ijantni izvod u krivolinijskom 
koordinatnom sistemu Х. 

Ako јтато u vidu simetricnost metrickog tenzora gik = gkl iz jednacina 
(2.3) nalazimo da је 

2 Kovarijantna dinamika 
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Medutim, kako јеи posmatranom prostoru rk = rlk , sledi да је rotor 
vektora polozaja r jednak пиЈј, tj. 

дrk_ дr/ =0. 
д х' д xk 

3. Paralelno pomeranje vektora 

" 

(2.6) 

РТј razmatranju transformacija paraleJnog pomeranja vеktща jz једпе tacke 
u drugu u dva koordinatna sistema, pored dosta velike algebarske i geometrijske 
slozenosti, ,potrebno је da se' vodi racuna i о prirodi vektora. za jednoznacno 
odredivanje 81obodnog vektora, па primer, potreban је jtdan broj parametara, 
а za odredivanje vektora vezanog za pravu drugi. Takode pri tom treba razIi
kovati jedan vektor od роЈја vektora. Zato dok пе bude drukcUe naglaseno pod 
ратаlеЈПЈт ротетапјет vektora иЕ R3 podrazumevamo paralelno pomeranje 
slobodnih vektora. Vektor koji se paralelno pomera sam sebi u koordinatnom 
sistепlU У, пе presIikava se tako u koordiriatnom sistemu ,х -, da Ы Ыо sam 
sebi paraJelan РТЈ ротетапјu iz jedne tacke u drugu. Zato Сето razIikovati 
ројат paralelno ротетапје vcktora od ројта paralelno pbmeranje vektora u 
koordinatnom sis.temu Х. Pod ројтот paralelno pomeranje vektora podrazume
уато paralelno pomeranje vektora u odnosu па inercijsku bazu, dakle u koordi
natnom si8temu У, а pod ројтот paralelno pomeranje vektora и koordinatnom 
sistemu Х podrazumevamo опо paralelno ротетапје vektora samom sebi tako 
да РТЈ ротетапји iz jedne tacke u drugu zadrZavaju једпе te iste uglove sa 
koordinatnim vektorima К. 1 jedan i drugi paralelizam mogu se preslikavati iz 
jednog koordinatnog sistema u drugi, te u tom smislu је potrebno razlikovati 
preslikavanje paralelnog pomeranja vektora iz jednog koordinatnog sistema u 
drugi od paralelnih pomeranja, vektora u (јт koordinatnim sistemima. SJike 
paralelnih vektora iz koordinatnog sistema У, u opstem slucaju, nisu paralelni 
vektori u k(юrdiпаt.nоm sistепщ Х. Dok пе Ьиде drug<ilcije {есепо тј govorimo 
о preslikavanju paralelnog ротетаnjа.' , 

Posmatrajmo vektor u istovremeno u dva koordinatna sistema i to pravo
linijski У = (у, е) i krivolinijski Х ~ (х, с). Neka to bude 

(ј, ос = 1, 2, 3), (3.1) 

gde su ul koordinate vektora u 11 pravoIinijskomY, а uа. odgovarajuce koordi
nate tog vektora u krivolinijskom koordinatnom sistemu Х. Кощdiпаtе и

ј 

vektora u пеСе se promeniti pri njegovom paralelnom pomeranju. Medutim to 
nije slucaj sa koordinatama tI". Kako је џа. К", vektorska invarijanta, а К", = К", (х) 
se тепја od tacke do tacke, to se i koordinate uа. vektora mепјаји u zavisnosti 
od koordinata х. Ako vektor u u tacki А napisemo u obliku u=urJ.(A)g",(A), 
i8ti mozemo па odgovarajuci пасјп napisati i u tacki В, tj. 

u (В) = џа. (В)С", (В). (3.2) 

Kako se vektor u (А) 'paralelnim pomeranjem iz tacke А u tacku В ПЈје 
promenio пј ро pravcu, ni smeru, а pogotovo пе ро уеliсјПЈ, mozemo да па
pisemo 

и(А)=и(В), 
odnosno 

uа. (А) К", (А) = uа. (В) К", (.8). 
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Odavde sada Iako dobijamo reIacije 

gl1.~ if (В) = ul1. (А) КI1. (А) . K~ (В), (з.з) 

koje pokazuju kakav odnos stoji izmedu koordinata ul1. (В) vektora и u tac:ki В 
i tih koordinata u tac:ki А. Ako skaIarni proizvod КI1. (А)· K~ (В) vektora КI1. i K~ 
u dvema tac:kama оznас:јто kao osnovni dvotackasti tenzor 

gl1.~(A, B)=KI1.(A)·K~(B), (з.4) 

reIacije (з.з) mozemo prostije da парјзето u obIiku 

u~(B)=gl1.~(A, B)U«(A). (З.5) 

Ako znamo vezu izmedu koordinata yi i ;х« рп kojim postoji jednoznacno 
preslikavanje у: х-+ у t,enzor (з.4) u tackama А i В mo.zemo napisati u obIiku 

ду; д уј 
gl1./3 (А, В) = 8;)

д хl1.l x"'=x~ дx~1 i=x~ 
(З.6) 

Tacku А (x~, x~, x~) smatrajmo fiksnom tackom, а tacku В za ЫIо koju 
tekucu tacku X(x1, х2 , хз). U ciIju prostijeg obeIe.zavanja izaberimo i razIicite 
ind~kse za razIicite tacke. Tako tenzore u tacki А obeIeZavaeemo indeksima 
а, Ь, с, d= 1, 2, З, а tenzore u tacki х odgovarajuCim jndeksima ос, ~,Y= 1,2, з. 
Prema tome mo.zemo tenzor (З.6) pisati u obIiku 

(З.7) 

i nazјуасеmо ~a blpunktua/ni jundamenta/nitenzor iIi osnovni dvotackasti tenzor. 
U оуој notaciji paraleIno preneseni vektor (З.5) iz tacke А u ЬПо koju drugu 
tacku Х еЕз Ысе 

(З.8) 

Na isti пас:јп*) se mogu paraIeIno prenositi i tenzori viSeg reda, kao) 

T;~ (Х) = g",a gJ3b gycgad T:t (А) (З.9) 

gde su g",a = g",a (хА' х) kontravarijantne koordinate fundamentaInog bipunk
tuaInog tenzora. 

Dok kovarijantni bipunktuaIni iIi dvotac:kasti tenzor izracunavamo prema 
obracsu (З.7), tj. pomocu zbira proizvoda parcijaInih izvoda Dekartovih koordi
nata ро krivoIinijskim, dotIe kопtгаvаriјацtпе koordinate ovog tenzora, odredu
јето, kao i kod kontravarijantnog metrickog t.:nzora, па osnovu reIacije 

(ос = 1,2, з; а=1, 2, З) (З.I0) 

gde su G 11. а kofaktori сlапа g 11. а determinante 1 g 11. а 1. Jednom tako izracunati 
dvotackasti tenzori za neki sistem koordinata mogu kasnije sIuZiti za sva raz
matranja paraIeInog prenosa vektora u tom sistemu koordinata. Zato navedimo 
primere tih tenzora pre nego pokazemo јоз neke пјјЬоуе va.zne osobine. 

*) Vidi (391 

2* 
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1. Cilindarski sistem koordinata 

Veze izmedu Dekartovih pravolinijskih koordinata У1, у2, УЗ i cilindarskih 
х1 = r, х2 = ср, хЗ = z pokazane su па strani 13, ра moZemo neposrcdno па 

osnovu tih veza pomocu izraza (6.7) izracunati kovarijantne koordinate dvo
tackastog tenzora ga.a. Ako koordinate fiksne tacke О oznacimo donjim nultim 
indeksom tj. О (ro' СРо, zo) а tekuee koordinate tacke Х bez indeksa, za koordi
natu, recimo gll dobieemo 

gll= ду
1 

(дУ1 ) + ду2 (д У2) + дуЗ (дУЗ) 
дr дr о дr дr о дr дr о 

= cos ср cos сро + sin ср sin сро = cos (ср - сро). 

Na isti nacin odredujemo i druge koordinate, te tenzor ga.o za cilindarski 
sistem koordinata u Ез mozemo da napisemo u obIiku matrice 

ro sin (ср - СРО) 

rro cos (ср - СРО) 

О 

2. Sferni sistem koordinata 

U sfemom sistemu kooldinata koje su povezane sa Dekartovim: 

у1 = r sin ср cos 6, у2 = r sin ср sin 6, УЗ = r cos ср, 

dvotackasti osnovni tenzor је: 

sin ср sin сро cos (6 - 60) + 
+ cos ср cos сро 

r cos ср sin сро cos (6 - 60) -
- sin ср cos сро 

- r sin ср sin сро sin (6 - 6) 

r о sin ср cos СРо cos (6 - 60) -
- cos ср sin СРо 

rr о cos ср cos СРо со s (6 - 60) + 
+ rr о sin ср sin сро 

- rr о sin ср cos сро sin (6 - 60) 

ro sin ср sincpo sin (6 - 60) } 

rr о cos ср sin СРО sin (6 - 60) 

rr о sin ср sin сро cos (6 - 60) 

(3.11) 

(3.12) 
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3. Obrtno-elipsoidne koordinate 

Xl=~, х2 =1), хЗ =6 

уl = Ь сЬ ~ sin 1) cos 6, у2 = ь сЬ ~ sin 1) sin 6, уЗ = Ь сЬ ~ cos 1) 

sh2 ~ sin 1) sin 1)0 cos (6 - 60) 
+ сЬ2 ~ cos 1) cos 1)0 

sh ~ сЬ ~ sin 1) cos 1)0 cos (6 - 60) 
- сЬ ~ sh ~ cos 1) sin 'УЈо 

- сЬ ~ sh ~o sin (6 - 60) 

sh2 ~ sin 1) cos 1)0 cos (6 - 6Ј -
- сЬ2 ~ cos 1) sin 1)0 

сЬ2 ~ cos 1) cos 1)0 cos (6 - 60) + 
+ sh2 ~ sin 1) sin 1)0 

- сЬ2 ~ sin 1) cos 1)0 sin (6 - 60) 

21 

(3.13) 

sh ~ сЬ ~ sin (6 - 60) } 

сЬ2 ~ cos 1) cos 'УЈо sin (6 - 6Ј ' 

сЬ2 ~ sin 1) sin 1)0 cos (6 - 6Ј 

4. Obrtno-parab%idne koordinate 

(3.14) 

{ 

1) УЈо cos (6 - 60) + ~ ~o 

ga.a = ~1)0 cos (6 - 60) - ~o 1) 

- ~ 1)1)0 sin (6 - 60) 

~o 'УЈ cos (6 - 60) - ~ 1)0 

~ ~ cos (6 - 60) + 1) 1)0 

- ~~o 1) sin (6 - 60) 

1) ~o 1)0 sin (6 - 61) } 

~~o 'УЈо sin (6 - 60) . 

~1)~0 1)0 cos (6 -ОЈ 

5. Вipo!arпj sistem koordinata 

уl = ь sh ~ cos 6 , 
сh~-соs'УЈ 

у2=Ь sh~sin6 . 
сЬ ~ - cos 1) 

уЗ =Ь sin 'УЈ 
сЬ ~ - cos 1) 

Kovarijantne koordinate bipunktualnog tenzora g .. a ~u: 

_ Ь2 sh ~ sh ~o sin 1) sin 1)0 + (l - сЬ ~ cos 1) (l - сћ ~o cos 1)0) cos (6 - 60) 
gll - , 

О (сЬ ~ - cos 1)2 (сЬ ~o - cos 1)0)2 

_ Ь2 sh ~o sin УЈо (сћ ~ cos 1) - 1) cos (6 - 60) - sh ~ sin 1) (сЬ ~o cos 1)0 - 1) 
gl2 - , 

о (сЬ ~ - cos 1)2 (сћ 1:0 - cos 'УЈо)2 
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_ Ь2 (cћ~o COS 'УЈо- 1) sh ~ sin 'УЈ cos (6-60) - sh ~o sin 'УЈо (сћ ~ cos 1) - 1) 
g21-

О (сћ ~ - COS 'УЈ)2 (сћ ~ - COS 'УЈо)2 

sh ~ sh ~o sin 'УЈ sin 'УЈо cos (6 - 60) + (1 - сћ ~ cos 'УЈ) (1 - сћ ~o cos 'УЈ о) g22=b2------~--~--~~----~~--------~~--~~~~ 
О (сћ ~- cos 'УЈ)2 (сћ ~o - COS 'УЈо)2 

(3.15) 

. sh ~ sin 'УЈ sin (60 - 6) _ Ь2 sh ~ sin 'УЈо sin (6 - 60) 
g23 = Ь2 , g32-

О (сћ ~- соs'УЈо)(сh~-СОS'УЈ)2 О (cћ~- cos'YJ)(ch ~ -COS'YJO)2 ' 

g _ Ь2 sh ~ sh ~o cos (6 - 60) 

38 - (сћ ~ - cos 'УЈ)(сћ ~o - cos 'УЈо) 

Primetimo JOS па osnovu (3.7) da је za slueaj Dekartovih pravouglih 

koordinata YI = х! (i = 1, 2, 3) dvotackasti tenzor g",a jednak Kronekerovom simbolu, 

= 1) = {1, ос = а, 
g",a· "'а О ~ , ос-г- а • 

(3.16) 

Uporedenjem metrickog tenzora (1.19) i dvotackastog (3.4) тоито da 

zakljucimo da је g",~ (х) = ga.b (А, Х)ј А=Х, tj. da dvotackasti tenzor ga.b (А, Х) 
postaje osnovni metricki ako se tacke u kojima lezi dvotackasti tenzor poklapaju. 
Tako se iz izracunatih dvotackastih tenzora od (3.11) do (3.15) izjednaeenjem 
koordinata tЗ.еаkа о i Х dobijaju kovarijantni metricki tenzori napisani па 

stranama 15 i 16. 

Pored kovarijantnog i kot.tavarijantnog dvotackastog tenzora (3.7) i (3.10), 
cesto сето koristiti u paralelnom prenosu vektora i mesovlti dvotacaksti tenzor. 
То је kovarijantni dvotackasti tenzor ga.b kome је pomocu kontravarijatnog 
metrickog tenzora g"'~ ili gabpodignut jedan indeks gore, tj. 

{ ga.bga.~=g2, ga.bgab=g~. 
(3.17) 

Izjednaeenjem koordinata dveju mcaka bipunktualnog tenzora i ovde, kao 
i u (3.16) dobijamo Кronekerove simbole 

(3.18) 

То pokazuje da dvotackasti tenzor тоито smatrati vektorom ponaosob 

u njegovim. .dvema tackama, st() se u ostalom vidi i iz (3.4), te па kao takav 

moguce је primeniti sve operacije JenZ9rske algebre .. 
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4. Integraleoje kovarijantnog diferencijala vektorapolozaja 

Parcijalne diferencijalne jednacine (2.4) i1i (2.3), pokazali smo, jednako 
vaze и pravolinijskom koordinatnom sistemu У kao i и krivolinijskim koordi
паtцim sistemima Х, s tim 8to se za pravolinijske koordinate у tacke, za koje 
је gjk = const. kovarijantni izvodi svode па obicne parcijalne izvocle. U tom 
slueaju, s obziromna (1.8), 

(4.1) 

oCigIedno mozemo da odredimo kovarijantne koordinate vektora poloZaja r i 
pomocu obicnog integralenja. Zaista, pomnozimo 1Ј postupno jednacine (4.1) 
odgovarajucim diferencijalima dz\ а zatim· saberemo ро iпdеksџ k,dobiCemo 

(4.2) 
Odavde sledi 

(4.3) 

gde su Ај integracione konstante. 

S obzirom da smo pokazalidasu svi uvedeni koordinatni sistemi Х 
ravnopravni sa У, јауlја se kao posledica toga da se integrali (4.3), koje smo 
odredi1i и pravolinijskom koordinatnom sistemu Z = (z, э), mogu odrediti i и 
odnosu па krivolinijske koordinatne sisteme Х. То је moguce postiCi па dva 
nacina, i to: 

1. Primenom ;transformacije (1.18) i (1.24) па (4.3),- и kom sIucaju nije 
potrebno da se koriste kovarijantne relacije (2.4); " -

2. Primenom kovarijantnog integrala teIlzora, pri kojem је ocuvana ten
zorska priroda vektora r и koordinatnom sistemu Х, 8tO пјје slucaj i kod 
obicnog integralenja. 

Kovarijantno integralenje и krivolinijskom koordinatnom sistemu Х odgo
vara obicnom integralenju и koordinatnom sistemu У. S obzirom da kovari~ 
jantni integral tenzora ovde рrimепјијеПlOрrvi put, оуај ode1jak Сето izloziti 
ne8to detaljnije. Pomno.zimo postupno parcijalne diferencijalne jednacine (2.3) 
diferencijalima dx1 krivolinijskih koordinata x 1 i zatim saberimo."" Dobieemo 
kovarijantne diferencijale 

DГk=dГk-гllТјdxl=gkldxl, (ј, k, 1=1, 2,3), 

gde su, kao 8tO је poznato, и op8tem slucaju 

{ 

rk ="rk (Х), 

- rll=rll(X), 

gkl = gk/(x), 

(4.5) 

funkcije koordinata х. Diferencijalne jednacine (4.4), kao 8to se vidi, u odnosu 
па koordinate Х su nelinearne, аlЈ u odnosu па ko()rdinate vektora polo.zaja rk 
su linearne i РЈ8ето ih и obliku 

(k,/= 1,2,3) (4.6) 

gde kovarijantni Јlј apsolutni diferencijaI Drk јта ono svojstvo и krivolinij~kQIn 
sistemu Х, koje Јша obicni dife-rencijal dzk u .rpravolinijskom ~oordinatnom 
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sistemu Z i1i У. Коmропијеmо 1i (4.6) kontravarijantnim tenzorom gki dobi
јато da је 

tj. 
gki Drk = Dgk/ rk = gki g/d dx1 = 8}tfxI, 

Drl = dr/ + riI ,k tfXI = dxl (4.7) 

Diferencijalne jednacine (4.6) ПlOZemо, prema tome, da napisemo u obliku 

(4.8) 

Primetimo pri tom da se metricki tenzor gkl = gkl (х) ponaSa prema apso
lutnom diferfncijalu, kao konstanta prema оЫспоm diferencijalu. Drugim recima, 
kordinate gkl (х) su konstante 8ј) iz koordinatnog sistema У, ili з/ј = const. iz 
koordinatnog sistema Z, preslikane па krivolinijski koordinatni sistem Х, i kao 
takve zavise od koordinata х. Zato ih i nazivamo kovarijantno konstantni tenzori, 
а kriterijum kovarijantne konstantnosti jeste da је kovarijantni izvod tog tenzora 
jednak пиli. 

А 

Kovarijantni integral tenzora*\ koga oznaeavamo znakom Ј, od jedna-

сјпа (4.8) Ыее 

odnosno 
(4.9) 

gde su Ak = Ak (хо ' х) kovarijantne koordinate kovarijantno konstantnog vektora, 
koji u оуоm slueaju odredujemo paralelnim pomeranjem vektora 'k-gklr1 iz 
tacke О (хо) u tacku Х (х) tog istog prostora. Na ime, to је 

(4.10) 

gde su g~ = g~ (хо ' х) koordinate mesovitog osnovnog dvotackastog tenzora. 
Uzeli smo da indeksi iz skupa slova а, Ь, с, d, kojima odgovara skup brojeva 
1, 2, З napisani u kurzivu, pokazuju da dvotackasti tenzor, iIi drugi vektoI sa 
indeksima а, Ь, с, d leze tom svojom valencijom u tacki Хо ' Dvotackasti tenzor 
g~ ponasa se kao vektor u odnosu па indekse .iedne tacke, ра se u odnosu па 
isti mogu primeniti pravila tenzorske algebre. 

Kako па kootdinate vektora (4.10) mofemo, pored ostalog, primeniti 
sledeee algebarske operacije 

to za kovarijantno konstantni vektor Ak iz (4.1 О) dobijamo da је jednak nuli, 

А ...ь с ь с (С с)-о k=l>kgbc' -gkgbc' =gkc ' -' = , (4.11 ) 

sto је јпаее sledilo u оуоm slueaju i iz (1.22) i (4.9), i sto pokazuje da је 
осиуапо svojstvo vektora poloZaja r pri kovarijantnom integralenju vektorskih 
diferencijalnih re1acija u krivolinijskom koordinatnom ~istemu Х. lnaee za vek
tor r сјјј poeetak пјје fiksiran u koordinatnom sistemu Х ili У, vektor para
lelnog pomeranja А = (A l , А2 , А з) zajedno sa vektorom r obrazuje afini prostor 
А + гЕА3, koji proizvodi afine transformacije koordinata oblika (4.3) i1i njihove 
odraze (4.9) u koordinatnom sistemu Х. 

*) Vidi prilog па strani 190. 
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5. Kovarijantna brzina tacke 

Pod ројтот kovarijantna brzina tacke тј podrazumevamo vektor brzine 
tacke сјје koordinate izraiavamo ротоеи izvoda koordinata vektora роlоија r 
tacke. Promena vektora роl0ија r mehanicke tacke ро vrcmenu t u Ыlо kom 
trenutku t* prema inercijskoj bazi naziva se brzina mehanicke tacke ili kraee 
brzina v tacke i jednaka је 

v=dr =lјт r(t*+1')-r(t*) 
dt /1=1. т=О l' 

(5.1) 

Kako vektor r јта svoju pocetnu tacku za svako (, to vektor brzine 
(5.1) tacke М јmа pocetak u krajnjoj tacki Mvektora polozaja r tacke М. 
Ako za inercijsku bazu uzmemo uvedeni koordinatni sistem У = (у, е), и kojem 
је razlozen vektor r kao u (1.14), 8to је uvek moguce, vektor brzine vЕRЗ Ьјсе 

d СУ" d k V = - I е;)=-- (г gk)' 
dt dt 

рсј Сети postoje veze (1.14) izmedu Dekartovih pravolinijskih у i krivolinUskih 
koordinata х tacke М. S obzirom da је inercijska baza nepromenljiva u toku 
vremena t iz prednjih relacija sledi 

k dyi dxk ду; dr k дgk dxl 
v gk=- ei=-- -- ei=- gk+rk--. 

dt dt дхk dt дxl dt 
(5.2) 

Razlozimo 1i јО8 i vektor д gk па koordinatne vektorc К, kao u (2.2), 
дх/ 

odnosno, 
дgk Ј 
--=rklgj' 
дхl 

(5.3) 

dobicemo vektor brzine izrazen ротоси koordinata vektora poloiaja r tacke u 
krivolinijskom koordinatnom sistemu Х, 

k dxk dr k k dxl Drk 
v =-=-+r1rj/-=--. 

dt dt dt dt 
(5.4) 

Skalarnim mnozenjem сеlасјје (5.2) j-tim koordinatnim vektorom Кј ako 
se јmа u vidu povezanost (4.3) dobijamo kovarUantne koordinate vektora 
brzine mehanicke tacke, 

odnosno u obliku 

(5.5) 
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Na osnovu izvcdenih izraza (5.4) i (5.5) mozemo da kazemo: koordinate 
vcktora brzine jcdnake su apsolutnom izvodu koordinata vektora poloiaja ро 
vrem<.nu, а kovarijantne koordinate vektora brzine tacke· apsolutnom izvodu 
odgovarajucih koovarijantnih koordinata vektora poloiaja ро vremenu и istom 
koordinatnom sistemu. 

Relacije (5.4) pokazuju јо!; da su koordinate vektora brzine u koordinatnom 
sistemu Х i izvodi koordinata х tacke ро vrcmenu t; ра prema tome i ko
varijantne koordinate vektora brzine JI su linearne kombinacije koordinata 

dxk 

vektora 
dt 

(5.6) 

Р r i m е r. Odredimo direktno роmоси formula (5.4) i (5.5) kontravarijatne 
i kovarijantne koordinate brzine tacke и sfernom sistemu koordinata х1 = r, 
х2 =ср, х3 =б. 

Na strani 15. и primeru 3. pokazano је za taj sistem koordinata da је 
r Ј = r 1 = r, r 2 = r 3= r 2 = r 3 = О, ра za izracunavanje trarenih koordinata vеktща 
brzine potrebno је jos da se таји Kristofelovi simboli и sfernom sistemu 
koordinata. Raz!iciti su od nиlе sledeCi зјmЬоН*> 

1 
ГТ2 = Гfз = - , Г~З = ctg ср. 

r 

Г2 1. 2 33= --Sln ср, 
2 

Prema tome (5.4) се biti: 

dr 1 I ах' dr 
v1=-+r1 rll --=--, 

dt dt dt 

dr 2 2 ах1 аср аср 
v2 =_+r 1 ri/-=r ГТ2-=-' 

dt dt dt dt 

dr 3 3 ах' dб dб 
v3 =-+r1 Гll -=rГfз-=-

dt dt dt dt 

Na isti nacin mogи se роmоси (5.5) dobiti kovarUantne koordinate brzine 
. dr I ах' dr I ах1 2 d ср I dx1 

"ј ' Zalsta, V =--rllr--=-, v = -rur -=r -, "з = -r31 r-= 
1 dt dt dt 2 dt dt dt 

2 • 2 dб У'1 = r Sln (() - а to se trazl о. 
т dt ' 

*) Vidi, па primer [22] str. 119 i 111. 
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6. ImpuJs kretanja dinamicke tacke 

Dok god smo govorili о vektoru r tacke М ЈтаJi smo и vidu geometrijskt: 
parametre tacke МЕ.Е] и odnosu па izabranu inercijsku bazu. Уес pri uvodc
пји vektora brzine v tacke, М, za koji smo govori1i brzina mehanicke taeke, 
podrazumevajuCi pri tom kinematieku taeku, иусlЈ smo i поуј parametar tER; 
dakle kinematickoj tacki pridruzeno је pored koordinata х i vreme t. Dinamiekoj 
tacki, medutim, portd vektora brzine pridruzujemo masu т tacke М. Tako уес 
uvedeni ројтоуј vektora polozaja i vektora brzine dobijaju поуе kvalitete s 
obzirom па поуи dimenziju mase т. Proizvod mase i vcktora poloZaja т, па
zivacemo linearпi polarпi moment јnегсјје tacke, а proizvod т v mase т i vek
tora brzine v nazivaju ili vektor kolicine kretanja јЈј vektor impuIsa. Kada је 
reC о vektoru р = т " nezavisno od koordinatnog sistema, CtSCe ga nazivaju 
kolieinom kr(;tanja, а ako se govori о istom vektoru posredstvom njegovih рго
jekcija па koordinatne ose, onda је eesCe и upotrebi naziv impuIsi јlј genera
Jisani impuIsi. S obzirom da је ројат impulsa obuhvatniji od ројта koliCine 
kretanja тј сето, ako nе bude drugacije геееnо, upotrebIjavati naziv impuls 
kretanja podrazumevajuci pod tim ројтот kovarijantne koordinate vektora р 
kolicine kretanja па koordinatne ose, kao i odgovarajuce implikacije koje iz 
tog vektora slede pri algebarskim transformacijama vektora brzine. U krivoli
nijskom koordinatnom sistemu Х = (х, g) vektor р =т " и skladu sa relacijama 
(5.2), (5.4) i (5.6) mozemo da парј8ето и obliku 

пг ј 

р=т dt gi' 

Pomnozimo l! skalarno оуај vektor р koordinatnim vektorima gk dobijamo 
kovarijantne koordinate pk vektora р, tj. 

iIi 

пг
ј 

pk = Р . gk = т g . . gk -- , 
I dt 

пгј dxi 
Pk=a·k--=a·k-, 

I dt I dt 
и, k = 1, 2, З) 

gde su aik kovarijantne koordinate tenzora 

(6.1) 

aik=.mgi·gk=aik(x), (6.2) 

Kovarijantne koordinate (6.1) vektora р иргауо nazivamo impulsi kretanja 
dinamicke tacke mase т јl! krace impulsi kretaпja tacke. U Dekartovom рга
voJinijskom koordinatnom sistemu У = (у, е) koordinate tenzora (6.2) su jednake 
masi т, tj. 

У{ i=k 
i=j:k 

(6.З) 

U odnosu па koordinatni sistem Z, koeficijenti aik su proporcionalni koe
ficijentima (1.9), 

(v ј,ј= 1,2, З), (6.4) 

а и krivoIinijskom koordinatnom sistemu Х, kao 8to se vidi iz (1.2З), koeficijenti 
aik proporcionalni su odnosnim koordinatama metrickog tenzora gik prostora Ез , 

(6.5) 
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s obzirom da koeficijenti (6.5) јтајu i inercioni i tenzorski karakter za 
пјјЬ сето upotrebljavati naziv јnегсiоnј koeficijenti i1i inercijski tenzor*). U kla
sicnoj тећапјсј,. паротепјто, za tenzor (6.5) najrasprostranjeniji је naziv met
ricki tenzor konfiguracionog prostora, koji se kao takav moze prihvatiti tek 
posle uvodenja ројта konfiguracionog prostora. Za tenzor inercUe su иоЫсајепе 
drugacije relacije, aIi сето kasnije pokazati da se опе izvode iz relacija (6.5), te 
сјпе uzi skup odskupa koordinata tenzora (6.5). 

Za slucaj kada је masa т tacke М konstantna уеНсјпа, т = const. iz de
finicije linearnog polarnog momenta inercije 

р = тУ = тг; К; = р; К; (6.6) 

dobijamo impulse kretanja kao izvode vektora (6.6) ро vremenu. Stvarno, izvod 
ро vremenu vektora (6.6), ako se јта u vidu prethodno izlaganje, dovodi do 

dp Dr i Dpi 
-=р=т-к;=-к; 

dt dt dt 

gde su р; = тг; koordinate Iinearnog polarnog momenta inercije р. Odavde ska
larnim mnozenjem koordinatnim vektorom gk dobijamo 

odnosno, s obzirom па (1.23) i (6.5), 

Dp; Dpk пг; 
pk =g;k - = -- = O;k -. 

dt dt dt 
(6.7) 

Kako su Pk kovarijantne koordinate vektora р linea:rnog polarnog momenta 
inercije, mozemo тесј da su impulsi kretanja pk dinamicke tacke jednaki apso
lutnim izvodima kovarijantnih koordinata Pk vektora linearnog polarnog momenta 
inercije ро vremenu (. S obzirom па (6.5) tenzor o;k јmа sve osobine metrickog 
tenzora g;k' pri т = const., ра iz relacija (6.6) lako odredujemo koordinate 
пг; 
- vektora brzine v dinamicke tacke роmоси impulsa kretanja. Котропијето 
dt 

li relacije (6.1) i (6.6) kontravarijantnim koordinatama tenzora OkJ sledice 

jer је, kao и. (1.27), 

пг
ј 

dx j 
k' k' D Pk 

-=-=ОЈ Pk=a J --, 
dt dt dt 

k' ~j aik а Ј=о;. 

(6.8) 

(6.9) 

Tako па osnovu izraza (6.1) i (6.5) ako su poznate koordinate metrickog 
tenzora mozemo da odredimo impulse kretanja. 

*) U literaturi је иoЫ~jen naziv metri~ki tenzor konfiguracionog prostora. 
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Na р r i т е r и Ыроlатот sistemu koordinata х1 =~, х2 = УЈ. х3 = 6 
(О ~ ~ < оо, О ~ УЈ ~ 2 1t', О ~ 6 ~ 2 1t'), koje su povezane sa Dekartovim у kao и 6. 
primeru па strani 16, јтато odredene koordinate metrickog tenzora, ра то
zemo napisati da је 

mb2cb~ . 
Рl =аl1 х1 = ~, 

(сЬ ~ -cos УЈ)2 
- (.; dxi) 
Х=- , 

dt 

'2 mb2cb~ . 
Р2 = а22 х = УЈ. 

(сЬ ~ - cos УЈ)2 

mЬ2 сЬ2 ~ 
Р3 == азз х3 = 6. 

(сЬ ~ -cos '1)2 

Mnostvo koordinata хј 

роlощја tacke Х, kovarijantnih koordinata р; 
vektora impulsa kretanja dinamicke tacke i УЈете t nazvacemo stanJe kretanje 
dinamicke tacke. Uocimo odmah da izmedu koordinata vektora јтриIза Р; i 
koordinata poIozaja xi dinamicke tacke postoje uvek diferencijalne veze (6.1). 
ЈтриIЗЈ kretanja и inercionom sistemu пе postoje ako пета promene polozaja 
dinamicke tacke и datom trenutku vremena prema tom sistemu. U tom slucaju 
za stanje kretanja tacke kazemo ravnotezno мапје dinamicke tacke, koju defini
СЈји zamenjujemo zapisom хј = const. Р; = О. Tada su i koordinate vektora ро
Iozaja tacke г ј konstantne, jer kao 8tO se vidi iz (1.18) funkcije od konstant
пЉ argumenata su konstantne. 

7. Mehanicka ta~ka па potprostorima 

- U realnosti mehanicka tacka cesto Iezi па potprostorima Rm С Ез сјја је 
dimenzija m<3. Sme8tavanje potprostora и prostor Ез ostvaruje se koordinatnim 
vezama ј(х) =0. U Ыl0 kojem koordinatnom sistemu Х та kakvo ogranicavanje 
intervala rasprostranjenosti makar jedne koordinate х ogranicava potprostor па 
kojem se nalazi mehanicka tacka. U tom slueaju ogranicava se i oblast posto
јапја koordinata vektora r polozaja tacke М, jer је tada, па primer, Гј = Гј (х!, 
х2 , x3=const.) iIi гј=гј(х!, х2, х3 =ј(х!, х2». Vektor роlощја rER3 tacke М 
и opstem slucaju је izvan potprostora Rm , jer njegova pocetna tacka и opstem 
s1ucaju пе pripada potprostoru Rm ; samo и pojedinim i pocetna tacka vektora 
роlощја moze da pripada posmatranim potprostorima. Ogranicenoscu svojih 
koordinata vektor роl0щја r odreduje tacke М potprostora и odnosu па ро
cetnu PtERm , аli и tom зlисаји пе govorimo о potprostoru Rm , nego о роIо
щји taeaka МЕЕз pri postojanju veza ј(х)=О. А kad govorimo о potprostoru 
тЈ и sustini podrazumevamo te veze јIЈ njЉоуе preseke. Tako, па primer, ako 
је зато jedna koordinata х3 = const., za taj potprostor kaze se koordinatna povrs, 
а za sIueaj dve konstantne koordinate, recimo хЗ = const. i х2 = const. kaze se 
koordinatna linija. U pravoIinUskom sistemu koordinata у, koordinata xi = xi = 
const. odreduje ravan; и sfemom koordinata х! = r = const. odreduje sferu, а и 
Ыроlатот koordinatna povrs хl = ~ = const. (О ~ ~ < оо) је torus. Prema tome, 
па tim povrsima potrebne su i dovoIjne dve nezavisne koordinate, а па koordi
natnoj Iјпјјј зато jedna za odredivanje роlощја tacke. Oznacimo lј te nezavisne 
koordinate slovom q"" gde је ос prirodni Ьсој таnjј od 3, onda za odredivanje 
роlощја mehanicke tacke па datom potprostoru usvajamo upravo te koordinate 
q сјјј skup, za sve vrednosti koje опе uzimaju iz skupa reaInih brojeva, nazi
уато potprostor Rm • 
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Brzinu kretanja tacke па potprostorima R", odredujemo prema uvedenoj 
definiciji (5.1) iz koje sledi relacija (5.2), pri novoj cinjenici da postoji pove~ 
zanost medu koordinatama х. Ako se radi о koordinatnim povrsima ili koordi
natnim linijama (.xi=const.; ј= 1, 2, 3), onda па osnovu (5.4) sledi da је vl ... 

dxl 

- = О, ра vektor brzine (5.2) pisemo u obliku 
dt 

(7.1) 

gde su grJ. koordinatni vektori (1.16) а Нт ograniceni skup prirodnih brojeva 
{1, 2, '" , т}. Na sliean nacin odredujemo brzinu i u opstijem slucaju kretanja 
tacke M(q) па potprostoru Rm • U tom slueaju vektor poloZaja r је vektorska 
funkcija koordinata q tacke MERm , tj. r=r(q), а vektor brzine te tacke је 

(7.2) 

gde su koordinatni vektori grJ. = д r funkcije koordinata q, а leu па svojim 
дqrJ. 

koordinatnim osama koje tangiraju potprostor Rm u posmatranoj tacki. Tako 
svi vektori u tacki M(q)E Rm , koji su linearne kombinacije koordinatnih vektora 
grJ. = grJ. (q), obrazuju lineami vektorski tangentni prostor Rm; bazu ovog tangentog 
prostora Cine koordinatni vektori grJ.' U op5tem slueaju vektor poloZaja r tacke 
M(q) ne pripada tangentnom prostoru, rEERm, kao 5tO to pripada njegov di
ferencijal 

(7.3) 

i vektor brzine vERm tacke M(q)ERm • 

Koordinatni vektori grJ. Е Rm (m< 3) kvalitativno se razlikuju od koordi
natnih vektora gjER3, jer ne zadovoljavaju u~love inercijske baze (1.2). odnosno 
(1.28). Tako vektori grJ. cine novu neinercijsku bazu ра i vektore ga. nazivamo 
baznivektori, pri remu se misli па bazne vektore tangentnogprostora Rm. 
Zato сето тј pisati bazni vektori prostora Rm. Apsolutni izvod ovih baznih 
vektora prostora Rm ро vremenu razlicit је od nule i Ьо vektor upravan је па 

tangentnom prostoru Rm. Vezu izmedu vektora grJ. = ~ i vektora еј inercijske 
дqrJ. 

baze mozemo da ostvarimo pomocu vektora polozaja (1.15) i to 

(;=1,2, 3; rang 1:;:[ =m<з) (7.4) 

Лkо uzmemo u obzir nepromenjivost inercijske baze (1.2) izvod ро vre
menu baznih vektora prostora Rm је 

dgrJ.= д2 yi .~ 
dt д q ~ д qrJ. q еј . (7.5) 
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Vektore д
2 

У ej ER3 mozemo da razlozimo ро vektorima К,. i jednom 
дq~дq« . 

vektoru п upravnom па vektorima К,., nl. к,., kao 

д2 у у 
---=--е[ = Г (3а.Ку + b~,. n. 
дq~дql% 

U smislu takve povezanosti (7.6) izvod (7.5) postaje 

пк,. = dg"_r~,.gy dq~ =Ь,. dq~ n. 
dt dt dt ~ dt 

(7.6) 

(7.7) 

8to se bitno razlikuje od uslova (1.2) i (1.28). S obzirom da izmedu риш .s i 
vremena t postoji kinematicka v(.;za s=s(t) izvodi (7.7) mogu da se парј8и u 
obliku 

D К,. ds = Ь IJ dq~ ds п 
ds dt ,. ds dt ' 

odnosno 

пк,. =Ь dqlJ п 
ds "IJ ds . 

(7.8) 

Relacije (7.7) ili (7.8) pokazuju da se uslovi (I.28) mogu da ispune jedi
по па potprostorima Rm za koje је 

dq/J 
Ь"lJёЈ=О => b,.~-=O, 

ds 

а za оуо је dovoljno da drugi osnovni tenzor Ь,.IJ bude jednak пиlј. 

8. Аutорaralelпо роmеrапје vektora Ьrziпе 

(7.9) 

Pod autoparalelnim pomeranjem vektora brzine podrazumevamo paralelno 
ротетапје vektora brzine samom sebi и tangentom vektorskom prostoru. Ako 
se mehanicka tacka Ы~e ро potprostoru Rm • а vektor brzine v=Q"g,.(q) tacke 
M(q)ERm se пе теnjа 'па putu sCRm, pri pre1azu iz tacke So и пјој susednu 
tacku s+Ll \', tada su vektori brzine и tim dvema susednim tackama medusobno 
paralelni и tangentnom prostoru Rm. Та definicija autoparaleIizma vektora brzine 
па putu s uslovljava da је izvod vektora brzine ро putu s jednak пиЈј. tj. 

d v = О. S obzirom па (7.2) sledece 
ds . 

dv d dv" дк,. dq~ 
-=-(уа.к,,)=-к,.=уа.- -=0, (IX, ~ENm, m<3) (8.1) 
dt dt dt д ХIJ dt 

, Medutim, kako је*) 

*) Vidi [1]. 

дк,. ГУ Ь 
-= I%РК..,+ ,./Јn' 
дх/Ј 
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gde је vektor п upravan па vektor gtt. U svakoj tacki M(q)ERm, а btt.r> drugi 
osnovni tenzor potprostora, imacemo 

-= -+rtt.~\·tt. - gy+btt.r>vtt.-n=О. 
d V (dV"f у. dqr» dqr> 

dt dt dt dt 
(8.2) 

Skalarnim mnozenjem ovog izraza koordinatnim vektorima ga доЫјато 
uslove autoparalelnog pomeranja vektora brzine u koordinatnom obliku 

g Dv"f = DVa =0 {=? Dvr> =0 
уб ds ds dt' 

(8.З) 

а to је: vektor brzine tacke na potprostoru autoparalelno se pomera u tangen M 

tnom prostoru ako је apsolutni izvod koordinata vektora brzine ро luku putanje 
jednak nuli. 

Iz uslova (8.2) i (8. З) sledi jos da је i 

а odavde, pri s=vфО, 

dqr> 
btt.~vtt.-=O, 

ds 

l' dqtt. dq~ 
а.а- -=0. 

v «р ds ds 

То pokazuje*) davektor brzine ne napusta tangentni prostor ni u jednoj 
tacki M(q)ERm• 

9. Rastojanje птес1о tacaka 

Rastojanje izmedu mehanickih taeaka na putu s Ыlо па konacnoj razda
ljini 1 = SI - So' Ыlо izmedu dve neposredno blize tacke, је od bitne vaznosti u 

mehanici. za vektor poloZaja l = РМ tacke м vezane su dve tacke i to poCetna 
р i poslednja М сјје rastojanje cini velicina , vektora r. S obzirom da јтато 
metricki tenzor gi} prostora Ез i koordinate ,1 vektora poloZaja r u Ыl0 kojem 
koordinatnom sistemu Х = (Р, Х, g) udaljenje tacke М od tacke Р odredujemo 
obrascem 

(ј, ј = 1, 2, З), (9.1) 

s tim da treba imati u vidu da koordinate tacke Р cine prazan skup. U protiv
nom ako odredujemo rastojanje 1 = ММ izmedu taeaka M l (x l ) i М2 (x l ) u 
krivolinijskom koordinatnom sistemu Х ne moZemo da koristimo metricki tenzOl, 
g/j (х), s obzirom da su koordinate tog tenzora funkcije samo jedne tacke. Samo 
u slџеајu da је gi}=const., kao u (1.1) i (1.9), tj. pravolinijskom koordinatnom 
sistemu У јlј Z mozemo da piSemo 

I . . Ј 

[2 = 3;ј (У2 - y~)(y~ - Yl), (9.2) 
јlј 

. I Ј Ј 
[2 = ЭјЈ (z~ - zI) (Z2 - Zt). 

*) Vidi [12], str. 195. 
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Ako su tacke М2 i М1 U neposrednoj blizini, tako da је y~ = y~ + А y~, te 
da poloZaj tacke М2 mozemo . da odredimo pribliznom taCnoscu pomocu 
poloZaja tacke М1 , koristimo metricki tenzor gi} (х), te rastojanje izmedu dve 
neposredno blize tacke М1 (х) i М2 (х + А х) u koordinatnom sistemu Х odredu
јето о brascem 

и, ј = 1, 2, З). (9.3) 

Оуај obrazac za kvadrat du.zi obuhvata i rastojaцja izmedu dve neposredno 
blize tacke па koordinatnim potprostorima (koordinatnim povrsima i koordi
natnim linijama) pri cemu treba uzeti u obzir veze xV=const. (vEN v<2). U 
tom slueaju pj~eтo 

(9.4) 

Inace, opstije, па potprostoru Rm(mEN, m<З), u tacki M(q) e]ement 
luka odredujemo obrascem 

(ос, ()EN, ос<З), (9.5) 

do kojeg se lako dolazi medusobnim skalamim mno.zenjem d r . d r diferencijala 
dr vektora poloZaja r(q) tacke M(q), koji је predstavljen izrazom (7.З). . 

3 Хovariјantnа dlnamJka 



DINAMIKA ТАСКЕ 

Axiomata 

Sive 

1 е g е s m о t u s*) 

1. 

.. Svaka dinamicka tacka poseduje impuls kretanja koga zadr
zava u stanju mirovanja ili ravnomernog kretanja ро najkracem 
inogu6em putu u nasledenom smeru sve dok silom bude' prinudeno. 
da promeni steceno stanje kretanja. 

2. 

Promena impulsa kretanja dinamicke tacke ро vremenu jednaka 
је sili koja dejstvuje па nји i zbiva se u trenutno orijentisanom 
pravcu sile. 

3. 

Ako па diпamicki objekt dejstvuje viSe od jedne sile reprezen
tativпa tacka objekta se kre6e kao da па nји dejstvuje ekvivalenta 
rezultantna sila. 

4. 

Sve materijalne tacke dinamickog objekta dejstvuju јеdnа па 
drugu jednakim i suprotno usmerenim silama. 

*) Оујт Njutnovim naslovom iz njegovog fundamentaInog dela .. Philosophia naturaIis 
principia Mathematica", zelimo da istaknemo da оуа kovarijantna dinamika poeiva па teme
ljima klasicne mehanike. Uoeljive uzmene Njutnovih {Newton), Gali1ejevih (G. Galilei) i (Неrtz) 
Herecovih formulacija su takve da omogueavaju dalje izvodenje сеlе dinamike а da pri· tom 
ostanu saeuvani njeni klasiCni stavovi. 

34 
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1 О. Kretanj~ taCke. u odSutnosti siIa 

Kretaje dinamicke tacke u odsutnosti siIa odreduje prvi zakon kretanja. 
Rea1na odsutnost si1a u prirodi је rasprostranjena, ako pod odsutnoscu sila 
podrazumevamo medu~obno ponistava:iJ.je siIakojim dva iIi ујВе objekata dejst
уији jedan па drugi. Cak i' upolju .sila gгаviшсiје, Ш konkretnije, u polju sile 
ZemIjine teZe moZemo posmatrati dinamicku tacku u odsutnosti sile ako drugi 
objekt neutraIise tu silu teze. Na primer, za tesku loptu па horizontalnoj glat
koj ravni и izolovanoj sredini mozemo kazati da је и stanju odsutnosti sila, jer 
se ravan opire lopti silom kojom kugla pritiska ravan. Slicno se mogu navesti 
mnogi drugi primeri па koje пе dejstvuju nikakve sile. Prema prvom шопи 
dinamike pri odsutnosti sila clinarn.icka tacka се se kretati ро najkracem putu .s. 
i to ј2: tacke So u trenutku to ka tacki s и trenutku t, V t>to' Metriku prostora Еэ• 
shodno formulama (1.23) i (4.7), moZemo da паРЈЗето u obliku 

(ј, ј=l, 2, 3) 

te predeni put u interva1u vremena (to' t) је 

gde је t parametar od koga zavisi s = s (t); 
U slueaju da је t = s ocigledno је 

а integra1 (10.1) 

f2 =gij пг
ј 

пгЈ 
= 1, 

ds ds . 

30 

(10.1) 

(10.2) 

(10.3) 

Prema provm zakonu tacka се se kretati ро najkracem putu u odsutnosti 
sila. NajkraCi put izmedu dve tacke So Sl odredimo iz (10.3) ротоси prve 
varijacije uz uslov da је druga varijacija уееа od nule. Pretpostavljajuci da sve 
krive prolaze kroz tacke ;xi (л, sJ i ;xi (л, SI) kovarijantna i1i apsolutna varija
сјја 't> koordinata vektora роIотја г/, kao i varijacija koordinata ;xi и tim tac-

kama Ыее jednaka пиН, tj.8x1=>8x~=<;f)r~='t>r~=0.:Ekstremnu vrednost јта 
опај put koji zadovoljava uslov 

(10.4) 

Odavde dobijamo u prvom koraku variranja 

gde је f odredeno izrazom" (10.2). 
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s obzirom da је varijacija 3 invarijante f, tj. promena ро parametru л, 

jednaka apsolutnoj varijaciji te invarijante ро istom parametru, mozemo dalje 
napisati .. 

[
'1 .!. сп (Кlj Dr' DrI) аЈ = О. 

• 2 dз а, 
80 

, Odavde dalje sledi: 

Ј3
1 

Dr' (пГЈ) 
glj- сп - ш=о. 

аЈ . a~ 
(10.5) 

gde је 
':0.' (Dr1)' ~Dr! гЈ пгi <10 .. k 
ЈЈ - =0-+ ik-OX. 

аЈ ds a~ 

Ako se јта u vidu da је дгЈ = ах}, kao i to da је 3 ах! = d 3 х!, lako se 
pokazyje da је i 

сп - = - (сп г1), (
DrJ) D 
аЈ "ш . 

(10.6) 

ра (10.5) тоито napisati u obliku 

Кako је 

traZena varijaci)a (10.4) se svodi па 

81 

33=- -:-Ј gJ}D(~j) c:Dr'=O, 
30 

ш 

.. : JII D ( Drl) 3$= - - g,j- 9)г'аЈ=О. 
аЈ аЈ 

Kako su u opstem slucaju 9)г'*О, iz prethodne jednacine dobijamo 
kovarijantne diferencijalne jednacine . puta 

(i, /':"" 1,. 2, 3) (10.7) 
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ш 

(10.8) 

U pravolinijskom sistemu koordinata У apsolutni jzvod 1) jednak је iz-
d8 

vodu ~, а koordinate vektora гј, kao .8tO se vidi. is(I.3), ko~rdinatama't, 
odnosno гј = 1, ра diferencijalne jednacine ЦО.8) dobijaju k1asicni obIik diferen
cijaInih jednacina prave Ьо najkra6e 1iпiјеџ Ез~·tј. 

а odavde 
.Ј ј .1 ( ) 
у - УО = УО 8 - 80 , 

(10.9) 

(ј= 1, 2,3). (10.10) 

U krivolinijskom sistemu koordinata diferencijaIne jednaCine (10.7) пај

kraceg puta takode se mogu integraIiti u opstem obIiku pomocu kovarij3.ritnog 
integrala (Р2.18). Tako iz (10.7) dobij~:. 

DrJ 
gde је. А; (Хо • х) kovarijantno konstantni vektor, tj. vektor. gy - para1elno 

ds 
prenosen iz tacke Х (хо> u tacku Х (х). То ostvarujemo pomocu osnovnog dvo
tackastog tenzora (3.7) i to: 

(10.11) 

gde је gf = gr (хА, х5, x~; xt, х2, хз) mesoviti dvotackasti tenzor u tackama 

x~ = хј (Sc) i х; = xl (8). 

Tako se prethodni integra1i svode па 

odnosno 

(ј, ј= 1, 2, 3; а, Ь= 1, 2, 3). 

guDrJ=glb (Dr
b
) ds. 

d8 О 

Primenimo lј ponovo па оуе kovarijantne diferencijalne jednaeine kovari
jantni integraI, tj. 

ЈА ЈА Drb 
gy Drl,;" glb ds . ds, 



38 Veljko VujiCic 

dobieemo 

(10.12) 

jer se tenzor gu = gJ, (х) i dvotackasti osnovni tenzor g/b =gi!J (ха, х) ponaSaju 
kao konstantne velicine и kovarijantnom diferenciranju i integralenju, а diferen
cija1 ds od .s jednak је apsolutnom diferencijalu Ds. Odredivanjem vektora &:3ј' 
Ьо и postupku odredivanja vektora (10.11), nalazimo 

(10.13) 

lamenom и (10.12) dobijamo konalne}ednaeine najkraceg puta ро kojem se, 
sag1asno prvom zakonu, krece dinamicka' tacka, а to su: 

ili pqsle 'srediv~nj~, 

g IJ ,Ј = g /ь [ C~:Ь) (3 - so)+ ,.ь] ( 
ј, ј:l, 2, 3). 
а, Ь-1, 2, 3 

u razvijenijem obliku Qve Jednacine mozemo napisati Ьо: 

,gde је saglasno (4, 4) хј = dx
l 
= Dr

i 
• 

ds ds, 

(10.14) 

(10.15) 

Konacne jednacine (10.15) su и stvari odgovarajuce kovarijantne jednacine 
(10.10) и krivolinijskom koordinatnom sistemu, 8tO citalacmoze sam proveriti 
koriseenjem transforniacija (1.18) ili (1.19) i izraza za osnovni dvota~kasti ko
varijantni tenzor (3.7). 

Iz jednacina (10.15) ili (10.14), 8tO је isto, moguce је eliminisati luk 
(3 - so) i dobiti liniju puta dinamicke tacke. Bi10 iz koje ј ednacine, recimo iz 
poslednje, treee 

odredimo luk 
(ј= 1, 2, 3) 
(Ь= 1,2,3)' 

(10.16) 

te' zamenom и ostale dve jednacine iz (10.15) ili (10.14),dobijamo konacne 
jednacine linije najkraee putanje. 

('1= 1, 2). (10.17) 
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Na taj пасјп jednacine (10.15) mogu biti pretstavljene i u obilku 

gIJ,J - g\b,b g21,J - g2b,b gЭЈ г1 - gэь,ь 

gtb 4 = g2b4 = gЭЬ~ 

39 

(10.18) 

р r imer. 

Је gib=8ib={~ 
пасјпе pra ve 

U Dekartovom sistemu koordinata у kao 8tO se vidi iz (3.16) 

i = Ь, ра se jednacine (10.18) sve uprosCavaju па poznate jed
Щ=Ь 

у2_ ro =lЭ -Уо 

.Уб y~ 
(10.19) 

U ci]indarskom sistemu koordinata х1 = " х2 =~, х3 = Z jednacine (1 О .18) 
svakako се biti sIozenije, i to 

'-'ocos(~-~o) 'osin(~-~o) 

"0 cos (~- ~o) +'0 ~o sin (~- ~o) '0 cos (~- ~o) ~o - го sin (~- ~o) 

z-zo 
=--=s-so 

јо 
(10.20) 

prl сети smo iskoristili rezuItate sa 15. i 20. strane gde su odredene koordina.te 
vektora ,ј i osnovnog dvotackastog tenzora giu za ci1indarski sistem koordinata. 

za kretanje tacke ро potprostorima u odsutnosti sila prva aksioma о 
najkracem putu ostaje па snazi, аН је zadatak kvaIitativno nov u pog1edu od
redivanju tog puta. Ako је potprostor jednodimenzioni R p Нпјја puta је sama 
sobom odredena. 

Najkraci put и dvodimenzionom potprostoru R2 potraiimo iz uslova da 
put (9.5), tj. 

SI 

.)=S-S= g .!L.!Lds Jv а" d ~ 
1 о ~dsds 

(10.21) 

bude пајmапјј. А da Ы nas!i taj пајтапјј put smin dovoljno је, pri uslovu 

~ 
dq" dq~ 

;Т= g/l--=+1 
" ds ds 

(10.22) 

da odredimo prvu varijaciju puta (10.21) i izjednacimo sa nulom. Istim postupkom 
kao od (10.2) do (1.8) dolazimo do diferencijalnih jednacina najkraceg puta i to 

(ех, ~= 1, 2), (10.23) 
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koje pokazuju da је najkraea putanja ta~ke u odSutnosti sila na ,potprostoru R
2 

geodezijska linija tog potprostora: Zaista, variramo li (10.21) za uslov stacio
namosti dobijamo 

'jer је 

Iz razloga 8to је 8 qrJ. (so) = 3 qrJ. (81) = О sledi 

а odavde diferencijalne jednacine (10.23). 
Primenom apsolutnog integrala tenzora (Р 1.1) na diferencijalne jedn~ine 

(1O.23) snizujemo' redtih dijerencijalnih jednaCina 'i dobijamo diferencijalne 
jednacine gеоdеzijзkеlinijе prvQg ,е4а 

dqY = АУ 
tЬ ' 

(10.24) 

gde је АУ integralni kovarijantno konstantni ili autoparalelni vektor. Dalje inte
gralenje diferencijalnih jedna~ina (l0.24), u cilju odredivanja geodezijske linije, 
а tim 'i putanje ta~keu odsutnosti sila па potprostoru R2, u op8tem slueaju nije 
re8eno, s obzirom na 1. apsolutni integral tenzora se ne moZe koristiti, jerna 
lеујт stranama jedn~ina nije rec о diferencijalu, pogotovo ne о apsolutnom 
diferencijalu vektora iIi teniora i 2. integralni kovarijantno konstantni vektor А 
niје odreden u op8tem slueaju, izuzev' toliko 8to је poznato da su njegove 
kovarijantne koordinate ArJ. funkcije koordinata q tacke MER2, Ьо i to da је 
njihov apsolutni diferencijal jednak nuli. Metod paralelnog pren080nja vektora 
pomocu dvotackastog tenzora u raznim koordinatnim sistemima u Ез ovde ne 
узZј jer, kao 8to smo pokazali, autoparalelno pren08enje vektora u tangentnom 
prostoru R2 u sU8tini se razlikuje od paralelnog pren08enja vektora uER3 u Ез, 
Paralelni vektori u koordinatnom sistemu (у, е), ne moraju biti paralelni u 
tangentnom prostoru R2 potprostoI'a R2 С Ез , Ni sami potprostori ро зуојој 
strukturi nisu jednaki, ра pri odredivanju koordinata ArJ. autoparalelnog vektora 
AER2, ako је to moguCe, neophodno је о tome voditi ~una. 

Р r i m е r. Neka зе шсЬ krece ро kruZnom ciIindru r = const. pri odsut
nosti sila. Poznato је da је to zavojnica ako se posmatra u odnosu па koordi
natni 'sistem (у,е)., Medutim u odnosu па cilindarski koordinatni sistem (ср, z; 
g l' g Ј to је pra уа. Koordinatni vektori g rJ. su konstantni zbog r = const. Vektor 
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А =А«к« је paralelno prenosUiv u R2 ako su mu kovarijantne koordinate A~ 11 
=А· K~ =А« KI%'K~ = const.,- ра 'izdiferencijaInih jednacina (10.24) za ovaj primer 
Iako dobijamo konacnu jednacinu najkraceg puta i to 

10 
Z - Zo =-, (~- ~o)' 

~ 

р r i т е r. Ako se tacka krece takode u odsutnosti sila ро sferi r = const. 
zadatak postaje sIozeniji jer vektor К1 ЕЮ пјје konstantan, ра пј kovarijantna 
koordinata A1 autoparaIelnog vektora А =А1 К1+А2К2 tada пјје konstantna. 
Izaberemo Ii za koordinate q sferne koordinate q1 = 6, q2 =~, (О ~6 ~ 21., 
O<~<7t), tada је K1=K8(~)=rsin~ee, lel=I. Оа Ы se vektor А prendsio 
paralelno и tangentnom prostoru kome јпаее pripada, dovoljno је da је njegova 
projekcija па koordinatnoj osi vektora К 1 konstanta, а to је А1 = (А 1 К 1) • к 1 = 

d6 d~ = const. Кako је vektor А tangentni vektor 't' = - К1 + - К2' koga aиtopara-
ds ds 

lеlпо prenosimo и tangentnom prostoru R2, svakako па posmatranoj sferi, iz 
neke tacke Мо (%), u kojoj је taj vektor па neki пасјп poznat, u tacku M(q) Ысе 

1 = гsщ~=-гsщ~=,sщ~sщех= =const., А (rSin~d6) . ds1 • " к *) 

ds о ds 
(10.25) 

gde је ех ugao koga tangentni vektor zaklapa sa meridijanom. Оаlје sIedi: 

1 К 
А =---, 

у2 sin2 ~ 
А2 =rcosex, 

Zaшепош ovako odredenih kovarijantnih koordinata Ао. vektora А u 
diferencijalne jednacine (10.24) dobtiamo diferencijalne jednacine geodezijske lјпјје 
па sferi i to 

! 
d~ cos ех 
-=--, 
ds r 

:~ = r2S~2~' 
(lO.26) 

Odavde sledi, ako se uzme u obzir da је ,sin ~ sin ех = К = const., 

d~ r cos ех sin2~ sin~ Vj.2 sin2 ~- к2 
d6= К К 

а odavde integral 

6= Ј f(~)drp+c 

gde је j(~) =. y~ , а с integraciona konstanta. 
sщ~ ,2 sщ2 ~-K2 

*) Оуо је u saglasnosti sa Klerovom teoremom. 
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u posebnim slueajevima ako је 1X=~iz diferencija1nih jednacina (10.26) 2 . . 

i jednacine (10.25) dobijamo da је najkraca putanja ekvator, а zalX= О to su 
meridijani. 

11. Јеdпаеiпе ravnoteie taeke 

Prvi zakon dinamike govori da је si1a uzrok рrощеnе ravnomemog kretanja 
јlј тjrovanja dinamicke tacke, tj. da dinamicka tacka zadrZava zateceno stanje 
ravnomernog kretanja i1i mirovanja sve dok silom ne bude prinudeno da. ga 
promeni. Drugim reCima, ako se . dinamicka tacka nalazi\a u stanju mirovanja 
ostace da· miruje u odsutnosti si1a. Odsutnost sila moze se shvatiti kao njihovo 
medusobno ponaSanje s obzirom da sva tela dejstvuju si1ama jedni па druge. 
1 ako prvi zakon ne govori nista о kakvoci si1e, izuzev te osobine da menja 
stanje kretanja, to је dovoljno da postavimo uslov ravnoteZe tacke. Izraz "od
sustvo sile" mоиmо da zamenimo ekvivalentnim izrazom "sila је jednaka nuli". 
Ako jos silu oznaCimo slovom F, za koju iz ostalih· za](ona .. proizilazi da је 
vektor, tada iskaz о "odsutnosti sila" zamenjujemo теlасјјот . 

(11.1) 

koja cini uslov mirovanja i1i ravnomernog kretanja dinamicke tacke. Pretppstav
ljamo da је tacka u relativnom mirovanju pod dejstvom viSe sila koje se 
uravnotezuju ра jednaCinu (11.1) nazivamo uslovom ili vektorskom jednacinom 
ravnoteze dinamicke tacke ili jednacina ravnoteze tacke. Kovarijantne jednacine 
ravnoteze tacke u Ыlо kom koordinatnom sistemu Iako dobijamo iz jednacine 
(11.1). U tom ci1ju posmatrajmo vektor sile F koja dejstvuje na tacku М Е Ез 
uporedo ртеmа pravo1inijskom У i krivo1inijskom koordinatnom sistemu Х. Ako 
koordinate vektora sile F u koordinatnom sistemu У = (у, е) oznacimo .slovima 
Уј, а u koordinatnom sistemu Х = (х, g) slovima Хј, vektor sile F mоито da 
pisemo u invarijantnom obliku 

џ;' 1, 2, 3). (11.2) 

атеniто li bazne vektore еј pomocu koordinatnih vektora gj' kao u 
(1.19), јтаеето 

. дх! 

X'g.=YJ_g., 
, ду}' 

(11.3) 

8tO daje zakon transformacije koordinata vektora sile iz jednog koordinatnog 
sistema u drugi 

ХI= дх
ј 

Уј ~ yk= дуk Хј. 
дуј дх! 

(11.4) 

Skalarnim mno.zenjem vektora u (11.2) koordinatnim vektorima gk dobi
jaIno i zakon transformacije kovarijantnih koordinata 

. дх! 

g'k Х, = gik -- УЈ 
, ду1 

(i, ј, k= 1,2, 3), 
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ili s obzirom па zakon transformacije metrickog tenzora, 

Х ~ дуlL ду' дх
ј 

у.Ј= ~ ~f:L ду' у.1 __ ду' У 
k = Оџ. д хј д xk д yl Оџ. ОЈ д x k д xk ., (11.5) 

(!L, v, ", ј, k = 1, 2. 3). 

Napisemo 1ј sada jednacinu (I1.1) ротоси koordinatnih vektora gj' F= 
=ХјКЈ, to ska1arnimmnozenjem vektorima gk dobUamo jednaCine ravnoteze 
tacke и koordinatnom obliku i to 

(i, k = 1, 2, 3). (I1.6) 

Оуе kovarijantne jednacine гФ'nоtеzе dinamicke tacke МЕЕз vaze и svim 
ko.ordinantnim sistemima и odnosu па koje se razlaze vektor sile FЕRЗ. 

U potprostorima RmСЕз za dinamicku tacku MERm kazemo da је и 
ravnotezi ako su projekcije vektora siIe ј1ј kovarijantne koordinate Q" vektora 
sile F па koordinatne ose vektora g" и tangentnom prostoru Rm (mEN2) jed
nake пиЈј 

Q,,=O (11.7) 

gde је т dimenzija posmatranog potprostora. Оуе jednacine ravnoteze tacke па 
potprostorima nisu и fizickom smis1u ekvivalentne jednacinama (I1.1) jer nisu 
uzete и obzir sve komponente vektora sile FER2. Stvarno, dejstvuje 1ј sila и 
tacki M(q)ERm (m<3) vektor te sile F mozemo uvek da razlozimo па kompo
nentu и tangentnom prostoru Q = Q" g" Е Rm i drugu komponentu Fn п normalnu 
па tangentni prostor и tacki М (q), tj 

F=QrJ.g,,+Fnn. 

Odavde skalarnim mnozenjem koordinatnim vektorima g~ Е Rm dobijamo 
jednacine (11.7). Medutim, da Ы Ыlа zadovoljena jednaCina (11.1) treba da 
bude i рn = О. Ako pak posmatramo tacku М (q) potprostora Rm za koji cesto 
kaiemo m-dimenzioni prostor, onda uzimamo и obzir samo опе komponente 
sile koje Ieze и tom potprostoru Rm, pretpostavljajuci da је zadovoUena i jednacina 

Рn=О, 

koja govori da је dejstvo sile norma]ne па potprostor ponisteno. Кako kompo
nenta рn п sile F .sadrzi reakcije veza tada, kad god su te si1e re1evantne za 
ravnotezu tacke, koristimo jednacine ravnoteze (11.6), kao i transformacije (11.4). 
lпасе, ako se јmа и vidu izraz (7.2) iz kojeg sIedi da su koordinatni vektori 
potprostora dati роmоси vektora po]ozaja tacke, tj. 

д, 

g,,= дq'" 

dobijamo formu]e za izracunavanje kovarijantnih koordinata vektora sile F, 
koje jos nazivaju generalisane sile, i to 

д, 
Q =F·-
х дqх' 

(11.8) 

za slueaj da su potprostori koordinatne povrsi iJi koordinatne lјпјје 
х

ј = const. za genera1isane koordinate qrJ. уа1ја birati upravo koordinate х 
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Kovarijantne jednacine ravnoteznog oblika nerastegljive niti 

Nerastegljivu homogenu nit konstantnog poprecnog preseka u polju kon
stantnog polja si1a, recimo polja sile Zemljine teZe, mоиmо posmatrati kao 
mnostvo meduso Ьпо povezanih dinamickih taeaka koje dejstvuju si1ama ро samoj 
niti u svakoj tacki. U tom smislu па beskonacno таН element laueanice, ciji 
је luk f::. s dejstvuju tri sile*) i to: Р, Rl + Rd = - f::. R gde је Р specificno ор
tereeenje niti, а R si1a reakcije niti. U graniCnom. slueaju f::..s -+- О shodno 
uslovu (11.1) dobijamo vektorsku jednacinu ravnoteZe niti.u obliku 

dR+Pds=O. (11.9) 

Ako se ima u vidu da unutrasnja sila R = R 't" iша pravac tangentnog 

. vektora 't" = d r diferencijalnu vektorsku jednacinu (11.9) 1ako је transformisati 
ds 

па kovarijantni koordinatni oblik. 

Zaista, posmatrajmo ravnoteroi oblik nerastegljive niti prema krivolinijskom 
sistemu koordinata хј 

(ј = 1, 2, 3) orjentisanim vektorima Кј' U tom opstem slu-

.., . . k д r dx
i

.., .• ь . (1 16 . (47) саји taпgепtш ve tor 't" = -. - mozemo naplsatl, s о Zlrom na . ) 1 •.• 
дх' ds 

k dXi Dr
i 

dOfi о. 1 о d Х О (11 9) ka ао 't" = - Кј = - Кј' а 1 erenClja пи је па",шu . о 
d:, d:, 

gde su рl kontravarijantne koordinate specifiCnog optereeenja Р. Skalarnim 
тпоипјеm ove jednacine vektorom gk dobijamo, s obzirom na (1.23), 

- glk R - -R - - - gl+gikPI=O, d ( Dri
) Dr i dxJ д gk 

ds ds ds ds дхЈ 

odnosno, zbog (5.3), 

- Rgik - -Rgј/ГЈk - -= -gik Р', d (Dr i
) 1 Dri dxJ о 

ds ds ds ds 

Leva strana jednaeina cini apsolutni izvod ро luku vektora R gik Dr
i
, tj. 

ds 

D ( Dr
i
) ds Rg1k ds = -gik Р1 (;, k= 1, 2, 3) (11.10) 

te, kao takve predstavljaju kovarijantne diferencijalne jednacine nerastegljive niti 
u polju sile Р (х). 

*) Vidi, па primer, Vuji~ic, У. Ао - Statika, Zavod za izdavanje udzbenika, Beogrado 
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za pretpostavljeno konstantno роlје sila, vektor Р је kovarijantno kon
stantan, ра је moguce pomocu kovarijantnog integraIa integraIiti sistem diferen
сјјаЈnЉ jednacina (11.10). U tom cilju prvo сето isti sistem napisati u obIiku 

А А 

Ј D (Rgik~:)= -Ј gik Pids, 

jer је Dз = dз kao diferencijali skalara. S obzirom da se i gik = gik (х) i рј =р/ (х) 
pod kovarijantnim integralom ponaSaju kao konstante dobicemo 

·R Dr
i 

I 
gik dз = -gikР s+Ak, 

gde је Ak kovarijantni konstantni vektor, koji ееmо odrediti iz granicnih uslova 

paralelnim prenosenjem vektora R glk Dr/ + Р k 3 iz tacke 3 = 30 = О U tacku 3. 
ds 

Sledi da је 

gde је Ro reakcija niti u njenom temenu 3 = 30 = О. 
Dalje јmаmо sistem diferencijalnih jednacina prvog reda 

ili u razvijenom obIiku 

R --rkjr/- +Pks=Rogka - . (
dr k I dXj

) Dra 

•• ·I~=O 

Tako, оуај sistem diferencijalnih jednacina pretstavIja kovarijantne diferen
cijaIne jednacine prvog reda u роIји konstantnog роIја siIa. 

Zapazimo uzgred па osnovu diferencijalnih jednacina (11.1 О) да pri od
sutnosti јIј poni8tenju spoljnjeg роIја siIa Р nerastegIjiva zategnuta nit јта obIik 
ekstremaIne linije u komformnom prostoru 8to se vidi uporedenjem diferenci
jaInih jednacina (11.10) i (10.7). 

12. Kovarijantne diferencijalne jednacine kretanja tacke i njihovi integrali 

Drugi zakon dinamike dovodi od formiranja diferencijaInih jednacina kre
tanja dinamickog objekta, ра је logicno prouciti i kovarijantnu prirodu istih. 
U reIacijama (6.1), (6.7) i (6.8) data је dеЛniсiја ројта јтриIза kretanja Р i 
njegove veze за brzinama i koordinatama роIоЬја tacke. Pod promenom ро 
vremenu podrazumevamo u matematickom smisIu izvod ро vremenu, ра iskaz 
drugog zakona se moze izraziti jednacinom 

dp=F. 
dt 

(12.1) 
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u koordinatnom obliku umesto izvoda ~ promenu vektora odraZava apso
dt 

lutni izvod Р.- koordinata vektora, ра се drugom zakonu odgovarati diferenci
dt 

jalne jednacine kretanja tacke oblika 

DPi=F. 
dt ., (ј = 1, 2, 3). (12.2) 

То se lako pokazuje. Prema koordinatnom sistemu Х diferencijalnu jedna
cinu (12.1) mozemo napisati kao 

Pomnozlmo li skalarno ovu jednacinu vektorima gk јтасеmо, s obzirom da је 
р ·gk= ћ, 

odnosno, zbog (5.3), 

(12.3) 

а to i jesu kovarijantne diferencijalne jednacine kretanja tacke (12.2). 
Ako uzmemo u obzir kovarijantnu definiciju impulsa kretanja (6.7) diferen

сјјаlпе jednacine kretanja tacke (12.3) mozemo napisati i u drugom kovarijan
tnom obliku 

(12.4) 

i1i 

(k = 1, 2, 3). (12.5) 

Ocigledno је da kompozicijom pomocu kontravarijantnog tenzora aik do
Ыјато kontravarijantni oblik оуљ jednacina 

(12.6) 

• 
gde su Х! = a1k Xk kontravarijantne koordinate vektora sile Е. Zvezdica nad Х 
щnaеаvа da koordinata Хј vektora sile F sadrZi masu т tacke, koja јој је 
pridruzena preko tenzora a1k, kao sto se vidi iz relacije (6.5). 

Kovarijantni integrali kretanja tacke 

Osnovno pitanje naseg proucavanja kovarijantne dinamike postavlja se 
upravo u ocuvanju jednog te istog znaeenja integrala diferencijalnih jednacina 
kretanja dinamicke tacke u svim posmatranim koordinatnim sistemima pri Нпе-
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аrnој transformaciji koordinata vektora. Poznato је da u klasicnoj mehanici 
integralenje "razara" prirodu objekta. Naime postupno integralenje diferencijal
пјЬ jednacina Л2.5)Ш (12.6) u jednom sistemu koordinata у пе dovodi uvek 
do istih kovarijantn\h integrala u drugom sistemu koordinata х. Smisao оуе 
tvrdnje pojasnimo jednim prostim primerom. 

Р r i m е r. Kretanje dinamicke tacke konstantne mase ро inerciji. Posma
trajmo оуо kretanje uporedo u odnosu па pravolinijski koordinatni sistem У i 
u odnosu па cilindarski koordinatni sistem Х. Diferencijalne jednaCine kretanja 
(12.5), koje se iz koordinatnog sistema У prevode ротоси linearne transforma
сјје Т u koordinatni sistem Х simbolicki Сето napisati relacijom У -+ Х. Кako 
је щоguеа i inverzna transformacija Х -+ У, imacemo ekvivalentnu relacUu 

У-+ Х 

u razvijenom obIiku za posmatrani primer оуе diferencijalne jednacine 
njепј integrali се biti: 

тУ=ОI т 
ту2=0 ~ 

тУЭ=О 

4- t 

I 
т [х! - х1 (х2)2Ј = О, 
т [х1 х2 + 2 х1 х2Ј, 

тх3 =0 

* t 
4- * 

'2 .2 (хА)2 
Х =Хо -

х1 

(12.7) 

Znakom <::: Т ~ oznacili smo da odnosni integrali пјзи dobijeni transformacijom 
т kao i odnosne diferencijalne jednacine, а znak t pokazuje da postoji razlika 

• 
u postupku koji је prikazan strelicom t. Na јте oznakom 4- t pokazujemo 
da se integrali svake ponaosob jednacine dobijaju, kao i u normalnom obliku 
i obratno direktno diferenciranjem jednog integrala dobija se odgovarajuca dife
rencijalna jednacina kretanja; to ujedno znaci da зе jednim integralenjem јеdnа-
сјпа ту = О u koordinatnom obliku dobijaju зуа tri integrala ј/ = у~.Меаutiпi, 

• oznaka ~ t pokazuje da зе takvim postupkom пе dobijaju ПЈ izracunati 
• 

integrali; iz пјЉ bez uzajamnih dоршtепih zamena i algebarskih transformacija пе 
slede пј diferencijalne jednacine kretanja kao u prvom slucaju sledbenosti 4- t. 

Тај najprostiji moguci primer dovoljno jasno pokazuje da integralenje istih 
diferencijalnih jednacina kretanja u dva sistema koordinata песе imati iste 
rezultate pre svega ро formi. Vaznije od toga је 8tO зе bez veceg udubljenja 
u sistem stvari, u prirodu koordinata vektora, stiee utisak da је jednom 
vektor brzine уј konstantan, а drugi put {xl = Р (Х!), х2 = qi (Х!), х3 = const.} 
funkcija koordinata, kao da пјје rec о· istoj mehanickoj уеНсјпј pri jednom te 
istom kretanju. 
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Оујт primerom пa~и poeetnu konstataciju ovog odeljka щоZemо op8tije 
predstaviti shematski па sledeci .паСјп. Neka su N, (ј = 1, 2, 3) diferencijalne jed
пасјпе kretanja и У, а и Х neka to budu f)Ji' Integrali diferencijalnih jednacina 
kretanja N j neka budu lј, а integrali od f)Ji neka bude Ј1 ; postoji оуа neuredenost 

(11.8) 

lј <:::T~ Ј/ 

Тоуеота jasno ukazuje da рлтеna obicnog integrala nad vektorskim 
diferencijaInim jednacinama и koordinatnom obliku ne dovodi do kovarijantnih 
integrala u tom smislu da bude 

(12.9) 

л 

tj. da integrali lј, koje dobijamo integralenjem kovarijantnih. diferencijalnih је-
dnacina kretanja (12.4) ili (12.5) Ш (12.6), budu ravnopravni u svim sistemima 
koordinata, da postoje veze 

л дхЈ 
1/=1.-. 

Ј дуi 
(12.10) 

U opstem slueaju to пе тоито da postignemo ротоси obicnog integrala, 
jer и diferencijalnim jedпacinama kretanja, recimo (12.4),tj. 

D Р; dp, т,k dxJ 
-=--Ј.·UРk-=Х,, 
dt dt dt 

nezavisno od ХЈ = хј (х, х, t), kao 8to se vidi, postoje funkcije rt (х) Pk (х) 
koje obrazuju lineame forme /'1 (х) dx1 + /'2 (х) dx2 +/'3 (х) dx3, ра ne mozemo 
da integralimo оуе jednacine u op8tem obliku u sistemu koordinata х kзо 8tO 
зе to moze u sistemu koordinata у. Zato da Ы mogli da odredujemo opste 

Ао 

kovarijantne integrale 1, kovarijantnih јеdnaСЈпа (12.4) ili (12.5) primenicemo 
kovarijantni integral (р 2.9). 

U konkretnom slueaju primera kretanja tacke ро inerciji diferencijalne 
jednacine (12.4), odnosno 

D2 Рј = D (п Рј) = хј = О, 
dt2 dt dt 

(ј= 1,2,3), 

уеоmа prosto integraIimo, kao i и slucaju (10.10)~ Na јте, primenom kovari
jantnog integrala dobijamo 

/'оо. 

Ј D (D рј) = D Р/ - А 
dt dt i' 
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odnosno, kao i u (10.11), sledi da је 

пр; Drb 

-=аљ-, 
dt dt 

(ј= 1, 2,3; Ь= 1, 2 З). (12.11) 

u ovakvom nacinu integtalenja otklanja зе neuredenost (12.8), odnosno 
па datom primeru umesto integrala (12.7) dobijamo: 

dyt 1 -=0 
dt 

dy2 = ot 
dt f 

d
y
3 =01 

dt 

l
пХ1 

-=0 
dt 

ј пХ2 
-=0 
dt 

t
DX3 
-=0 
dt 

~ t ~ t 

y=y~} 
y2=y~ 

уЭ=у~ 

х1 
= X~ соз (х2 - x~) + X~X~ sin (х2 - x~) 

.1 .2 
. 2 ХоХо (2 2 1. (2 2) Х = -1 - соз Х - Хо) + ХО slП Х - хо 

х 

Znak ekvivalentnosti izmedu prvih integrala pokazuje da зе isti u dva 
koordinatna sistema (Dekartov pravougli i neki krivolinijski) mogu dobiti tras
formacijom Т, kao 8to se u Х mogu dobiti primenom kovarijantnog integrala, 
koji сето u дaljem tekstu ovog odeUka i primenjivati. 

1. Kovarijantno konstantni impulsi kretanja 

Na osnovu prvog zakona dinamike pokazano је и 10. od(Jjku да зе di
namicka tacka krece ро najkracoj liniji i odredene зи kovarijantne j<..dnacine te 
Iinije. U mogucnosti smo sada, па osnovu drugog zakona i kovarijantnog inte
grala да pokazemo kovarijantni izraz kojim орјзијето postojanost impulsa u 
slueaju odsutnosti Ј1Ј medusobnom ponistenju sila. U potpunoj analogUi sa pos
tupkom од (10.7) до (10.11) mozemo да integralimo diferencijalne jf..dnacine 
kretanja tacke (12.2) za slueaj да је Хј = О, tj. 

пр. 
-' = О => пр;.= о. 
dt 

Kovarijantni integraI оуљ diferencijalnih jednacina је 

(12.12) 

(12.13) 

gde је А; kovarijantno konstantan vektor. Ђт se matematicki iskazиje tvrdnja 
да objekt poseduje једап te isti impuls u stanju mirovanja Ш kretanja. Njegov 

4 Kovarijantna dinamika 
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koordinatl1i izraz u ЬПо kom krivolinijskom koordinatnom sistemu Х dobieemo 
odredivanjem vektora Ај kao i u (10.11), odnosno. 

(12.14) 

gde је g~ = g7[x (10); х (t)] dvotackasti fundametalni mesoviti tenzor, а РЬ kovari~ 
jantne koordinate vektora impu]sa kretanja u tacki 1 = 10' 

Zamenom (12.14) u (12.13) dobijamo 

(12.15) 

iz kojeg se vidi da је impuls kretanja р u bilo kom trenutku t, jednak vektoru 
impuIsa tog kretanja р (10) u pocetnom trenutku 10 koji је autoparalelno prenesen 
u tacku 1. 

2. Kovarijante jednacine Galilejovih transformacija. Ako uzmemo u obzir 
izraz (6.1) za impuls kretanja, zamenimo и (12.15) i kovarijantno integralimo, tj. 

(12.16) 

dobicemo: 

(12.17) 

gde је Вј kovarijantni konstantan vektor. Razlikujuci sзто parametre vremena 
t i luka s, vektor Вј odredujemo kao i и (10.13) te izraz (12.17) postaje slican 
izrazи (10.14), i to zbog (6.2) 

(ј, ј= 1, 2, 3) (12.18) 
odnosno, 

(Ь= 1, 2, 3) (12.19) 

Jednacine (12.18) ili (12.19) pokazuju ravnomemost kretanja u toku vre
тепа 1 = 10' i сјпе ОаliIејоуе transformacije izrazene u krivolinijskom sistemu 
koordinata. 

Uporedivanjem podintegralnog izraza (12.16) i (10.11), s obzirom da 
odraZavaju isto kretanje, lako se pokazиje da је u posmatranom kretanju ve1iCina 
vektora brzine konstantna. Zaista, s obzirom da postoji zavisnost luka i vremena 
3=3(1) mozemo jednacine iz (12.16), 

DrJ ь (D,c) 
аl} -d =gjabc -d ' 

t 1 I=~ 

da napisemo u obliku 

tj. 

gde је v velicina brzine v tacke, а Vo = v (to) ta уеНсјпа brzine u pocetnom 
trenutku 1o, Uporedenjem poslednjih jednacina за jednacinama sa (10.11) vidimo 
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da sledi trazena postojanost v = Vo 5tO Сето ubuduce uvek podrazumevati kao 
zakonom iskazanu tvrdnju. 

З. Opstiji kovarijantni integrali dijerencija1nih jednacina kretanja taCke mogu 
lako da se dobiju i u slueaju dejstva sile 

(1, ј= 1, 2, 3), (12.20) 

gde su: Gj=Gj(x) koordinate kovarijantno konstantnog vektora sПе, а Вџ =Вјј (Х) 
i С/Ј = СО (Х) kovarijantne koordinate kovarijantno konstantnog tenzora; РЈ (t) su 
integrabilne ЉnkСЈје vremena t. 

Diferencijalne jednacine kretanja (12.5) u tom slucaju su: 

п2 гЈ 
ај} --= Gj + Ви је} + СI} Р} (t). 

dt2 
(12.21) 

s obzirom da је јеЈ = пгЈ, оуе diferencijalne jednacine mozemo napisati u obliku 
dt 

Imajuci u vidi da зе kovarUatno konstantni tenzori u kovarijatnom di
ferencijalu i integralu pona5aju kao i konstantne prema obicnom diferencijalu i 
integralu, а da skalari imaju isti tretman i u jednom i drugom diferencijalu ј 

А 

integralu, tj. dt= Dt, Ј dt= Ј Dt, posmatrane diferencijalne jednacine kretanja 

Iilko integralimo jer је 

ЈА (пГЈ) ЈА (пгЈ) пгЈ • а/јп - = D ао- =ај} --А;, 
dt. dt dt 

А 

Ј G; (Х) Dt=Gj (Х) Ј dt=G j t + С;, 

А А 

Ј ВјЈ пгј 
= Ј D (Ви г1) = Вџ ,Ј + Вј' 

А 

Ј Сџ р (t) Dt = СО (Х) Ј рl (t) dt = Сј1Р (t) + пј, 

• 
gde su Ај, Вј, Сј, пј integracioni kovarijantno konstantni vektori. 

Na taj nacin dobijamo tri kovarijantna integrala diferencijalnih jednacina 
kretanja, ј to 

(12.22) 

• 
gde је А, = А + Вј + Сј + пј integralni kovarijantno konstantni vektor, koji odre-
dujemo iz pocetnih uslova paralelnim роmетпјет dobijenog vektora 
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iz tacke о (х (to» u tacku Х (х (t) tj. kao sto smo pokazali u (3.8) 

Ај = g~ (ОЬС ~ - Gc to -ВсЬ,ь - СсЬ/Ь (to»). 
Na taj nacin kovarijantni integrali su и potpunosti odredeni. То podrazu

теуа, naravno, poznavanje dvotackastog mesovitog tenzora g~. 

13. Kovarijatno linearne јоопасјпе kretanja 

Posmatrajmo kretanje dinamicke tacke pod istovremenim dejstvom siIa 
proporcionalnih vektoru polozaja r i vektoru brzine v и odnosu па neki krivo
linijski koordinatni sistem Х. U tom slucaju diferencijalne jednaCine kretanja 
tacke (12.5) јmасе oblik: 

п2 ,ј Drj . 
а .. --= -Ь .. --с .. rЈ 

'Ј dt lJ dt 'Ј 
(ё, ј= 1,2,3), (13.1) 

gde su Ьџ kovarijantne koordinate jednog kovarijatno konstantnog tenzora, koji 
se razlikuje od tenzora Оlj samo za СЈап proporcionalnosti. Konkretnije ako iz-

medu koeficijenta otpora !l. i mase tacke т postoji odnos Ј:. = х = konst. tada 
т 

се i izmedu ыј i Ои postojati relacija*) 

ыlj = хаи= Ьл(х), (13.2) 

Diferencijalne jednacine (13.1) и datom prikazu su nelinearne. То se jas
пјје ујф ako ih napisemo u obliku: 

(13.3) 

gde u opstem slueaju figurisu nelinearne fиnkcije koordinata 

(13.4) 

ра jc.dnacine (13.3) u opstem obliku sadrze nelinearne сlапоуе i ро koordina
tama tacke х i ро koordinatama vektora brzine Хј

. 

Mldutim, ako јmато u vidu da izraz u srednjoj zagradi mozemo da 

'У k Dxi '1' D (Dr
i
) d Ь' . . l' . napls<:mo ао - 11 - - , g е se gu е Јаупо SVl znaCl пе шеагпоstl, а 

dt dt .dt 
kovarijantno konstantni tenzori pred apsolutnim diferencijalom i apsolutnim 

*) Vidi: У. Vuji~ic, Teorija oscilacija "Nau~na knjiga", Beograd 1977 
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iпtеgгаl0Ш ponaSaju se kao konstante pred оЫспјm diferencijalom, опда diferen
сјја1пе jednaCine kretanja (13.1) и sustini nisu neIineaine; опе su kovarijantno 
/inearne. Ped оујm ројmоm podrazumevamo sve vektorske funkcije koje se 
ротоси linearnih transformacija, iIi пјој inverznih, mogu svesti и nekom розе
Ьпоm јlј op8tem sistemu koordinata па Iinearni oblik. U tom smislu i diferen
cijalne jednacine kretanja (l3.l) su kovarijatno linearne bez obzira 8to, kako 
se ујдј iz(l3.3) i (13.4), sadrze nelinearne funkcije koordinata х. Оуе kao 
nelinearne Ы se јауIЈаlе pri posmatranju diferencijala i izvoda koordinata tacke 
М (х) i пјЉоуЉ izvoda. Medutim и kovarijantno linearnim diferencija1nim jed
nacinama nelinearnost funkcija јlј jednacina odreduje stepen vektora i njegovih 
kovarijantnih јlј apsolutnih izvoda. Ротоси 'kovarijantnog integraIa mozemo da 
integraIimo kovarijantno linearne diferencijalne jednacine sIicno nacinu resavanja 
obicnog sistema linearnih diferencijaInih jednacina. Da Ы u tom smislu integra
lШ diferencijalne jednacine (13.1) napisimo ih ртуо u obliku 

(ј, ј= 1, 2, 3) (13.5) 

pretpostavimo resenje и obliku 'vektora 

(13.6) 

gde је АЈ = Ај (х1 , х2, х3) neodredeni kovarijantno konstantni vektor, а л пео- . 
dredeni karakteristicni Ьтој. Zamenom prctpostavljenog resenja (13.6) i (13.5) 
dobUamo sistem jednacina 

(13.7) 

Једпо је da се postojati resenje АЧ,О za slucaj да је determinanta sistema 

6 

А(А, х1 , х2 , х3)= 2: a6 _k Ak =O. 
k=1 

Odavde dobijamo karakteristicne brojeve 

(13.8) 

иЉпkсф od koordinata х. S obzirom da Ak zavisi od х posredstvom kovarijan
tno konstantnih tenzora а;Ј' Ь;ј' СIj i опј sami се sada biti kovarijatno kon
stantne уеlјСјпе. 

Ako је zadovoljena relacija (13.2), а to za dinamicku tacku mozemo uvek 
postaviti, jednacine (13.7) mozemo transformisati па oblik 

gde је сЈ = dk С;ј' za sIucaj да је с7 = a;k С., = {<.u~ ј = k, 8to se cesto srece и 
Ij О јфk 

mehanici, jednacine (3.9) Ы доЫIе jos prostiji oblik 
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Svakom broju л" u (13.7) се odgovarati i vektor Ak • ра u opstem slueaju 
јтато tri sistema (13.7), odnosno 

2 i 
(ау Лk + Ьи Лk + Си) А" = О, 

gde su pored koeficijenata аф blJ.' СјЈ koji su Љnkсјје koordinata х, i sami Ьто
јеуј Лk = Лk (х) funkcije tih koordinata. Sledi postupak kao pri reSavanju sistema 
оЫспЉ НПеатniЬ diferencijalnih jednaCina sa konstantnim koeficijentima, pri 
сети dobijamo kovarijantna resenja 

) _ ~ (А) Л'llt+ вi A'II/) , - L.. уе '11 е , (13.11) 
'11=1. 

gde su А'II i В'II kovarijantno konstantni vektori koje treba odrediti pomocu 

poCetnih uslova i autoparalelnog pomeranja vektora пг
ј 

iz tacke t = 10 = О u 
dt 

tacku t ротоси d votackastog osnovnog tenzora. PokaZimo to па primeru ko-

{ 

2 • • 

varijatno linearnog oscilatora u kojem је Ьи = О а Си = c~ akJ = <и~ ;;~ 

Diferencijalne jednacine kretanja (13.1) u tom slueaju su 

odnosno 

п2,.Ј 
аl1-- +со ,1=0, 

dt2 

а karakteristicni brojevi (13.8) ЛZ = - <и; (k = 1, 2, 3). 

Resenja (13.11) u ovom slueaju su 

r k = Ake"'k it + Bk е- "'kit (i = V - 1 ). 

U ciJju koriscenja poCetnih uslova odredimo brzinu пг" = <Uk i Ak e"'k it -
dt 

- i <ukBk е-"''' it. Kovarijantno konstantne vektore Ak i В" sada Сето odrediti 
slicno prethodno izrazenom postupku za t = 10 = О, tj. 

g~ ,ь=А" +Bk, 

odakle sledi da је 

сјте је izvrSeno integralenje diferencijalnih jcdnacina (13.12) u svim dopustivim 
koordinatnim sistemima Х. 
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14. Invariantni integrali 

U celokupnom dosadasnjem izlaganju predmet nase paznje ЬШ su vektorske 
i tenzorske уеIiСјпе i njЉоуо оСиуапје pri diferenciranju i integraIenju и razli
citim koordinatnim sistemima. Broj slobodnih indeksa odredivao је red tenzora. 
Као sto је poznato tenzor prvog ceda jeste vektor, а tenzor nuItog ceda skaIar 
ili skalarna invarijanta. Ade:kvatno tome nasoj analizi sistema mogli Ы, kao 
pcirodno, da odgovaraju ројтоуј kovarijante nultog, prvog i viseg reda. Коуа
rijanta viseg ceda Ы prestavljaIa tenzore и transformaciji, kovarijanta provg 
reda odgovara vektorskim izrazima, i kovarijanta nиItog reda Ы ЫIа skalar iIi 
skalarna invarijanta. SIedeCi tenzorski racun и kojem se рсета Ьсојu indeksa 
odreduje i Ьсој koordinata posmatranog tenzorskov objekta.predstoji naт da и 
оуот poglavlju odredimo kovarijantne integrale nultog reda. 

Pomnozimo lј skalarno diferencijalne jednacine kretanja tacke (12.5) vek-

. ( ) d d' dr
i 
d ' d Ь' . torom JZ 3.7, о nosno х' = - t, ра сето о ltl: 

dt 

ај·- - - dt=Xidx', пг
; 

D (пГ
ј

) . 
Ј dt dt dt 

tj. 

(14.1) 

5to predstavlja invarijantu u diferencijalnomobIiku. Ako su zadovo1jene jednacine 

(ј, ј= 1, 2,3), 

јтасето totalni diferencijaI od skalarne invarijante ~, tj. 

d:F=X/dxi 

ра diferencijaJnu jcdnacinu (14.1) mozemo da napisemo u obIiku 

jer је diferencijaI skalara jednak apsolutnom diferencijalu tog skalara. 
Рсјтепјто Ii sada kovarijantni :ntegraI 

dobieemo 
1 пг; пг

ј 

-а··- -=:F+A 
2 IJ dt dt ' 

ЈАаг пг' D (пгј) = ~ ЈА D (а;. Dr
i 

Dr1). 
Ј dt dt 2 ~ dt dt 

(14.2) 

(14.3) 

(14.4) 

(14.5) 

(14.6) 
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Integralna invarijanta А је ocigledno konstantna velicina, sto se moze 
pokazati njenim odredivanjem pomocu poCetnih uslova, kao i do sada, ili pros
tije konstatacijom da је kovarijantni integral invarijante jednak obicnom integralu 
te invarijante. U tom slueaju integral (14.5) se moZe napisati 

Ј d (~ аџ r;i ~;J)= Ј d~, 
odakle jasno sledi invarijantni integral (14.6) u kojem је А 'integraciona konstanta. 

Integral energije kretanja тehanicke tacke 

Neka sila Х; јmа potencijal V koja zadovoljava sledece relacije 

x.=~ дУ _ дУ 
, dt дхј дхј · 

(14.7) 

Dok se zaddavamo u okviru napisanih aksioma sile Х; ne mogu zaVlSltl 
od drugih izvoda koordinata. Zato, pretpostavimo' da је V 1inearna funkcija 
brzine, а moze biti nelinearna funkcija koordinata х, tj. 

(i=I,2,3) (14.8) 

gde su 
'п' - п (1 2 3) 1- i Х, х, Х , 

funkcije koordinata х. 
Diferencijalna jt:dnaCina (14.1) u оуоm slucaju Ыее 

а,. Dr
i 

D (DrJ)=J~ ~_~} dXi={d (~X')_(_дY dXi+~ dXi)} 
Ij dt dt 1 dt д хј д Уј д хl д хј д хј 

Ш, s obzirom da se zbog (14.8) desna strana svodi па 

d(Пјхi)-dV= d(Пјхi)-(Пјхi + П)= - dП, 

јтасето 

аl) - D - +dП=О. Dr
i 

(Dr
J
) 

dt dt 

S obzirom da је D П = d П odavde kao i iz (14.5) dobijamo invarijantni 
integral 

1 Dri DrJ 1 Dra Drb 

- ај·- -+п=- ааЬ- -+По=сопtt, 
1 Ј dt dt 2 dt dt 

(14.9) 

gde је ПО = П (х (10). 
Integral (14.9) iskazuje zakon о odrianju mehanicke energije dinamicke 

tacke u polju konzervativnih sHa, jer је 

1 Dr i Dr j 

Т=-а .. - -
2 ') dt dt 

kineticka energija dinamicke tacke, а П potencijalna energija. 

(14.10) 
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15. Fazni bivektor 

Pod Faznim bivektorom Ф dinamicke tacke podrazumevamo vektor impu1sa 
kretanja р te t'icke, сјјј је роl0тј odreden vektorom polofaj r. Kako је и 

odnosu па jedan te isti koordinatni sistem Х = (х, g) vektor ро10тја r tacke 
М (х) odreden njegovim koordinatama гј

, а vektor impulsa kretanja р njegovim 
kovarijantnim koordinatama Рј' to Сето fazni bivektor Ф dinamicke tacke 
predstavljati koordinatama г

ј vektora polozaja tacke М (х) i kovarijantnim 
koordinatama Р; vektora impulsa kretanja te tacke 

(15.1) 

Sest koordinata гј Л Р; bivektora Ф u trodimenzionom koordinatnom sis
temu Х = (х, к) nisu nezavisne, nego su koordinate гј vektora гЕRЗ i koordinate р; 
vektora РЕRЗ u svakoj tacki М(х) и fazi i povezane diferencijalnim vezama 
(6.7) i (6.8). AIgebarske relacije izmedu kovarijantnih' i kontravarijantnih ko
ordinata vektora r i vektora р moguce su samo za svaki vektor posebno i to 

(15.2) 
рј=КиР ~ pi=gi}Pj • 

Vektor impulsa kretanja р(х) и tacki М(х) opisan ипјјот skupa koordi
nata х = (хl, х2 , х3) i skupa kovarijantnih koordinata Р .. (х) naziva se Jazni 
prostor ФИ = (х, р). 1 ovde сето zadrzati taj рој ат, а narocito ako је rec о 

kretanju tacke nad potprostorima, па kojim fazni bivektor пјје definisan. Iпасе 
za slobodnu dinamicku tacku ројтот faznog bivektora isticemo njegovu deli
mјспи vektorsku prirodu, јес sve njegove koordinate г

ј 

Л Р;, kao i koordinatne 
vektore Кј prevodimo izjednog koordinatnog sistema u drugi роmоси linearnih trans
formacija oblika (1.15) i (1.19). 

Fazni bivektor dinamicke tacke i усеmе 1 odrafavaju slanje krelanja te 
tacke (гј (1), р; (t». Ako su sve koordinate Р; (1) = О, а гј = const.dinamicka 
tacka mјтије и odnosu па inercUsku bazu, ра kazemo da koordinate г; = const. 
i р; = о predstavJjaju ramolezno slanje dinamicke tacke. 

Kovarijanlna Jazna brzina је skup apsolutnih izvoda ро усетепи od svih 
koordinata faznog bivektora, tj. 

(15.3) 

Ako se јmаји и vidu сеlасјје (12.1) i (I 1.1) jasno sJedi da fazna brzina, 

kod koje је пР; = О, odreduje ravnomerno kretanja dinamicke tacke. Fazna 
dt 

brzina, јпасе, kao ртотепа faznog bivektora ро vremenu, kao promena stanja 
kretanja и уеп је sa silama koje izazivaju promenu kretanja stanja. Ako 
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uzmemo u obzir relacije (6.7) i (12.3), za koordinate fazne brzine (15.3) 
dobijamo kovarijantne diferencijalne jednacin~ kretanja tacke u obliku 

(ј= 1, 2, 3) (15.4) 

Sada jasno sledi da se za kovarijantne koordinate fazne brzine mogu 
uzeti kovarijantne koordinate impulsa kretanja i kovarijantne koordinate vektora 
sile, tj. 

{
D Рј Dp; } = {Р' х.}. 
dt' dt '" 

Na diferencijalne jednacine kretanja (15.4) тоито, Ьо 5to se vidi iz 
(12.11) (12.13) iIi (12.22), primeniti kovarijantni integral, odrediti prve integrale, 
а ро odredivanju integralnog kovarijantno konstantnog vektol·a Ај iz pocetnih 
uslova i eliminacijom vremena t odrediti i jednaCinu fazne trajektorije. U 
diferencijalnom obliku takode је moguCe da eliminiSemo vreme dt ako generali
sane sile јlј metrick: tenzor ne zavise od njega. U tom slucaju iz (15.4) mozemo 
da dobijemo sledeee diferencijalne jednaCine 

DPi=Xi 

DpJ ћ 
(ј, ј = 1, 2, 3), 

koje cine sistem dijerencijalnih jednacina Jazne trajektorije. 

iJi 

Komponujemo li ove difelencijalne jednacine vektorom ајј D Рј Рј' dobicemo 

d j РЈ DPi = ајј Хј D Рј 

ајј РЈ DPi = Хј Dri. (15.6) 

Primenom kovarijantnog integrala (р 1.4) odavde, Ьо i u (14.6), dobijamo 
integral faznih krivih 

А 

dJ Рј Рј = 2 Ј Хј Dr i + А, (15.7) 
А 

а posle odredivanja velicine А iz poCetnih uslova i integrala Ј Хј .Dri sledi jed-

naCina fazne trajektorije. za uslov (14.7) sledi da jednacinu fazne trajektorije 
cini jednacina integrala energije tacke (14.9). 

16. Invarijantni kriterij о stabilnosti kretanja i ravnotemog stanja tacke 

Invarijanta kojom ovde iskazujemo uslov о stabilnosti ravnoteznog stanja 
mehanicke tacke ili о stabilnosti kretanja te tacke u matematickom smislu сјni 
tenzor nultog reda, te u odnosu па Ыlо koji sistem koordinata zadrfava jedan 



Kovarija~tna оinaпukа 59 

te isti obJik. Uslove koje ta invarijanta zadovoljava nazivamo invarijantni kri
terij. Stabilnost shvatamo и Lj~punovskom smislu, ali zbog vektorskih for
mulacija uvedimo i definicije stabilnosti kretanja i ravnoteznog stanja tacke. 

Stabilnost ravnoteznog stanja 

Ravnotezno stanje гЬ = const., Р; = О kazemo da је stabilno ako za neki 
pozitivan broj 8>0, za koji и pocetnom trenutku 

(16.1) 

mozemo da izaberemo potrebni broj €>O и datoj obJasti S takav да su za 
svako t ~ to zadovoljni sIedeCi uslovi 

(16.2) 

Ako pri uslovima (16.1) fazni bivektor {гј

, Рј} tezi nuIi kad t-H/J kazemo 
da је ravnoteZno stanje dinamicke tacke asimptotski stabilno. 

Ako poloZaj tacke odredujemo ротоси koordinata х, а пе ротоси vektora 
poloZaja гј

, definicija ravnoteznog stanja х, (р = О) se теија samo utoIiko 8tO 
umesto г; и prethodnoj definiciji, рјзето koordinate х, а to је: 

Ravnotezno stanje xb=const., р;=О kazemo da је stabilno ako za neki 
pozitivan Ьгој 8>0, za koji је и pocetnom trenutku t= to 

(16.3) 

тојето da izaberemo potrebni Ьгој €>O и datoj oblasti S takav da su za 
svako t~to zadovoljeni sledeCi ш/оvi 

(16.4) 

Кшl ргј uslovima (16.1) elementi skupa (хј, р;) teze nu/i рг; 1-+00 kaiemo 
da је ravnotezno stanje dinamicke tacke asimptotski stabi/no. 

Prema prvoj деЛniсјјј moze se iskazati sIedeci invarijantni kriterij о 
stabilnosti i asimptotskoj stabilnosti ravnoteznog stanja dinamicke tacke: 

Ako postoji takva роzitivпо-dеfiпНпа funkcUa W = W(rt, г2 , г3 ; t) и оЬ
Iasti S ravnoteznog poloZaja takva да је izraz 

--+0'1 -. +Х; РЈ д W .. (д W ) 
д t дг' 

(16.5) 

negativna Љnkсјја ili identicki jednak nuli ravnoteZno stanje sistema је stabilno; 
uko1iko је izraz (16.5) negativno definitna funkcija ravnotezno stanje dinamicke 
tacke је asimptotski stabiJno. 

Zaista, Љnkсјја W р"јрада obJasti S kojoj pripadaju i fazne krive, ра 

mozemotvrditidasefunkcija Wmozeizabrati tako: ~ ai}P;Pj+W=V(Pi' гј , t) 
2 

da fnnkсјјј V pripadaju sve ili samo neke tacke integralne fazne krive FunkcUa 
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d j Р/ Рј је pozitivno definitna, kao i funkcija W> О. Neka је vrednost funkcije 
V па oblasti S jednaka С>О, pri 3< С, е:<с. 

Promene ove funkcije ро vremenu·· t, 

D (1 'Ј W)·· DPi д W Dr
i д W - _а' Рјћ+ =аlJРј -+-. -+-, 

dt 2 pt д г' dt д t 

tj. u smislu jednacina (15.4) poremecenog ravnoteznog stanja, 

--+аЏ .+- р. дW "(х дW) 
д t 'д гј Ј 

pokazuje da се vektor fazne brzine tacke ostati naposmatranoj funkciji ako је 
njen izvod ро VIemenu jednak nuli, odnosno da се da prodire spolja unutar 
posmatranu povrs ako је taj izvod rnanji od nule. То pokazuje da се sve 
koordinate faznog vektora ро apsolutnoj vrednosti biti jednake nekom pozitiv
nom Ьтоји e:<CCV ili тапје od njega, а to u smislu 1. definicije dokazuje 
stabilnost ravnoteznog stanja. 

Ukoliko је kriterijski izraz (16.5) negativno definitna funkcija, vektor fazne br
zine u svakoj tacki seci се pod tupim uglom ртета normali svaku krivu V = С, ра 
та kako bilo rnalo С, tj. tokom vremena t reprezentativna tacka fazne trajek
torije tezi ka ravnoteZnom stanju; koordinate faznog vektora teu nuli ртј t -+ оо, 
sto pokazuje da је ravnotezno stanje dinamicke tacke asimptotski stabilno. 

Тјт је kriterijum dokazan. 

Njegova invarijantnost se ne dovodi u sumnju s obzirom da је kriteij
ski izraz (16.5) skalarna funkcija ili tenzor nultog reda. 

Ako је generalisana sila Хј = Хј (х, Р, () data u funkciji od koordinata 
tacke х, а ne od koordinata vektora poloZaja tacke, 8tO је u klasicnoj mehanici 
veoma Cest slucaj, funkciju W treba birati u zavisnosti od koordinata х tj. 
W = W (х!, х2, х3 ; t). 

U tom slueaju kriterijski izraz (16.5) dobijamo u obliku 

-+а1 -+ . р. д W /. (д W Х') 
д t д х! ' Ј' 

(16.6) 

do cega dolazimo kao i u prethodnom postupku s tim sto treba uzeti u obzir 
. . dW д W d хј д W Dri . д W 

(6.8), Јет Је -=-. -=-. -=aij -. Р" 
dt д х' dt д х' dt д х' Ј 

Када је sila data u funkciji od koordinata vektora brzine х1 , х2 , хз, а 

ne od koordinata vektora impulsa kretanja Рр Р2' РЗ' tj. Хј = Хј (х, Х, t) krite
rijski izraz prostije је pisati u obliku 

(16.7) 

јет је 
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Ako koordinate vektora generalisane sile пе zavise od утетепа funkciju W 
trazicemo samo и zavisnosti od koordinata tacke, iIi koordinata vektora роlо
щја tacke, tj. 

w= W(xI, х2, хЗ) јlј W= W(rI, г 2 , гЗ) 

ра kriterijski izraz dobija prostiji oblik, i to: 

(д W ) о -+хо х' 
дхј ' 

ili (д ~ +Хј ) пГ
ј

• 
дг' dt 

(16.8) 

za slucaj kretanja tacke и potencijalnom роЈји sila pogodno је za funkci
ји W izabrati upravo potencijal sile ako је to pozitivno-definitna funkcija. 

р r i m е r. Na dinamicku tacku dejstvuje vektor sile 

х.=_дП_дR 
, дхј дхј 

(16.9) 

gde је П = П (хЈ , х2 , хЗ) pozitivno-definitni potencijal sile а R disipativna funk
сјја R = Ьу х

ј 

Х1. Uzmemo Ii da је W = П> О i zamenimo zajedno sa (16.9) и 
(16.8) dobijamo da је uslov stabilnosti ravnoteznog stanja оуе tacke 

R>O јlј R=O. 

Ukoliko је R pozitivno definitna funkcija ravnoteznipoloZaj tacke је 
asimptotski stabilan. То се i da bude ројауа ako se tacka krece и sredini koja 
se protivi kretanju sili рторотсјопаlпој prvom stepenu brzine v. Tada је, kao 
8tO se vidi iz (13.2) R = Ьџ хј хј pozitivno definitna funkcija koordinata хј i 
brzina х1 јег је ЬU pozitivno definitni tenzor. 

ао slucaj da su Ьџ = - Ьј; antisimetricni koeficijenti, 8tO је slueaj sa giros
kopskim koeficijentima, funkcija R Ы Ыlа indentiCki. jednaka nuIi, ра jasno 
sledi da giroskopske sile пе uticu па stabilnost stabilnog ravnoteznog stanja tacke. 

Stabllnost kretanja 

Analiticki invarijantni izraz definisanog kriterija ostaje осиуап i za tvrdnje 
о stabilnosti kretanja tacke. 1 и sustini i и formi тепја se samo рогеmе
еај kretanja. Ako se zadato kretanje tacke podudara sa reSenjima diferencijal
пјћ jednacina kretanja, tj. pi=pi(t, го' Ро) р; =р;(t, го' ро), onda је poremeceno 
kretanje 

о 

{
гј=Гј+ ~j, 

;; = р; + УЈ;. 
(16.10) 

gde su ~j vektor poremecaja vektora гј 

роlощја, а УЈ; vektor poremeeaja impulsa 
kretanja tacke, odnosno vektor (~j, УЈј) ротетееаја faznog bivektora (г

ј

, р;). 
Diferencijalne jednacine poremeeenog kretanja Ысе: 

о 

пр; ОО О 
-=X;(r', Рр (). 
dt 

(16.11) 
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Uzmemo li u odzir (16.10) i diferencijalne jednacine ktetanja (15.4), jedna
сјпе poremecenog kretanja (16.11) svodimo па: 

(16.12) 

gde su ф; poremeeajni faktori. оуе jednaCine nazivamo kovarijantne diferencijalne 
jednacine poremecenog kretanja. Uocimo poredenjem sa (15.4) da su опе ро 
formi iste kao i diferencijalne jednaCine (15.4) poremecenog ravnoteznog stanja, 
сјја је vektorska kovarijantna forma dokazana. Razlika је samo u faznom ы
vektoru poremeeaja (~;, 'rj;). 

Pod neporemecenim stanjem kretanja podrazumevamo takvo kretanje kod 
koga su svi poremecaji faznog bivektora jednaki nuli, tj. ~j = О, 'rjj = О. Zato 
kazemo: 

Neporemeeeno kretanje ~j = О, 'rjj = О tacke nazivamo stabilnim ako тоито 
паCi takav broj 8>0, za koji је u pocetnom trenutku t = to 

(16.13) 

(16.14) 

Рlј potrebnom izboru broja е:>0. 
Ovu definiciju zadovoljava analiticki invarijantni kriterij о stadilnosti kre

tanja tacke koji tvrdi: 
Лkо postoji takva pozitivno-definitna funkcija W(~l, ~2, ~3, t) za koju 

је izraz 

_+а
ј

) -+ф. Уј) д W . (дW ) 
дt д~1 I 

(16.15) 

negativna funkcija koordinata faznog vektora i vremena t ili је identicki jednaka 
nuli, neporemeceno kretanje tacke ~j = О, 'rjj = О је stabi1no. 

Ukoliko је kriterijski izraz (16.15) negativno-definitna funkcija neporeme
сепо kretanje tacke је asimptotski stabilno. 

Dokaz је analogan dokazu ovog kriterija о stabilnosti ravnoteznog sta~ 
nja. Adekvatno izrazu (16.8) i ovde za slucaj da фј пе zavisi od vremena t 
funkciju W пе treba birati u zavisnosti od t, ра izraz (16.15) se svodi na 

aij (д W + '!'. )YI .. 
д ~! 'f, ." 

(16.16) 

Уееи opstost kriterija [21] pokazacemo pri razmatranju stabilnosti kre
tanja mehanickih sistema, 5tO se naravno sve odnosi i па kretanje jedne di
namicke tacke. 



DINAMIKA ТАСКЕ РRОМЕNLЛVЕ MASE 

17. Uticaj promene mase па kovarijantnu dinamiku 

u opstem slueaju masa tacke је funkcija koordinate х, brzine v i vremena 1. 
Medutim ovde pretpostavljamo da masa zavisi samo od vremena i proueavamo 
uticaj tog faktora па kovarijantne velicine i jednacine dinamike. Sama сјпје
пјса da је masa skalar опа se javlja invarijantom и svim koordinatnim sistemima 

m=m(t), 

kao i пјепа promena ро vremenu и diferencijalnom obliku 

i1i и integralnom 

dm 
-=(.L(/), 
dt 

m(t)=mo+ Ј (.L('t')d't', 
10 

(17.1) 

(17.2) 

(17.3) 

gde је то = const. Zapazimo da masa то odgovara masi т, koju smo uveli и 
relacije (6.5) i (6.6). Tako ako је (.L (t) = о sva nasa prethodna razmatranja ostaju 
kao &to su izlozena. za (.L (/)ФО ocigledno је da linearni polarni moment iner
сјје (6.6), inercijski tenzor (6.5), impuIs kretanja tacke (6.1), kao i diferencijalne 
jednacine kretanja tacke, јтаји sada sIozeniju strukturu s obzirom da se ranije 
izlozenim i usvojenim relacijama рridrшије поуа (17.2) јlј (17.3). Izvod mase 
dinamicke tacke ро vremenu (17.2) najcesce se naziva "sekundarni rashod" iIi 
"sekundarni pritok". Мј сето za izvod (17.2) и daljem tekstu upotrebIjavati 
иртауо ројаm izvod mase ро vremenu Ш brzma рготеnе mase. 

Masa m(t) tacke М(х) sadrZana је, kao &to pokazuju relacije (6.5) и 
tenzoru (6.5) tj. 

аџ = тКј . Кј = т (t)gij (х) = ајј(х, t), (17.4) 

Prema tome i kovarijantne koordinate 1inearnog polarnog momenta inercije 
(6.6) zavise od koordinata х tacke М(х) i vremena t, jer је 

(17.5) 

63 
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Kovarijantni izvod kovarijantnih koordinata Рј vektora (6.6) tacke рготеп
Ijive mase, jednak је kao i za tacku konstantne mase, inercijskom tenzoru а/ј' tj. 

(ј, ј= 1, 2, 3). (17.6) 

1sto tako i kovarijantni izvod tenzora alj ро koordinatarna x k jednak је nu1i, 

(17.7) 

kao za sIucaj inerc;jskog tenzora konstante mase (6.5). Medutim, tako ШЈе 1 u 
slucaju kovarijantnog diferencijala tenzora аџ koji sadrzi promenljivu masu. 
Zaista, potrazimo kovarijantni diferencijaI tenzora (17.4). DоЫсето 

Dai} = D (т (t) gjj) = gjj Dm (t), (17.8) 

jer је Dgij = О. Kako је kovarijantni diferencijaI Dm (t) skalara т jednak diferen
cijalu dm tog skalara, mozemo da pi5emo 

Daij = gijdm(t), (17.9) 

5to ocigledno пјје jednako nuIi, Ьо za sIueaj kada је masa tacke konstantna. 
Iz (17.9) sIedi da је apsolutni izvod inercijskog tenzora tacke promenljive mase 
ро vremenu proporcionalan metrickom tenzoru g/j' gde је faktor proporcioпal
nosti brzina рготепа mase. Stvarno, podelimo Ii relacije (17.9) па dt dobijamo 

odnosno zbog (17.2) 

Daij dm 
-=glj-
dt dt 

(17.10) 

(17.11) 

Potrazimo Ii, s druge strane, parcijalni izvod ро vremenu od tenzora 
(17.2) dobicemo 

(17.12) 

. (1 2 3) .. d .. d . Јег gjj = gjj х , х ,х пе zav1Sl о t, а masa т zavlSl ~aтo о t, ра Је 

дт dm 
-=-
д t dt 

Uporedenjem (17.10) i (17.12) dobijamo da је apsolutni izvod kovarijan
tnog tenzora аи za tacku promenljive mase ро vremenu, tj. 

Daij = д aij 

dt д t 
(17.13) 

jednak parcijalnom izvodu tog tenzora ро vremenu. 
Ovaj zak1jueak se odnosi i па kontravarijantne koordinate ovog tenzora, 

јег i опе sadrze masu т (t) dinamicke tacke. То mozemo i pokazati, ako 
ройето od uslova 

jk (1 ј= k 
а"ја = 

I О јфk. 
(17.14) 
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Ako је kovarijantni tenzor аl} proporcionalan metrickom tenzoru g/}> 8to 
se vidi iz (17.4), to treba da bude i kontravarijantni tenzor aik• Nt;ka је шј 
faktor proporcionalnosti л tj. 

a1k = лg]k . 

Zamenom (17.4) i (17.15) и (17.4) dobijamo 

ајЈ aJk = т (t). л g;}g}k. 

Kako је 

то та biti 

akl ·do d . ~ 1 od е se УЈ 1 а Је л = --
m(t) 

Jk_{I, j=k, 
gl)g - о ·-J-.k 

, Ј-т- , 

m(t)· л = 1, 

(17.15) 

Prema tome kontravarijante koordinate inercijskog tenzora slobodne tacke 
promenljive mase su 

о gij 
a!/=--. 

m(t) 
(17.16) 

Odavde se vidi da је kovarijantni izvod tlk * ро koordinatama x k od 
kontravarijantnog tenzora ај

} jednak nuli, kao i и (17.8), јег је 

tl i} 
tlk ајј = 2.!... = о. 

m(t) 

Apsolutni izvod ро vremenu, prema tome, Ысе 

паи о D ( 1 ) 'Ј d (1 ) оо (Јо (t) ) fI -=gij - - =g' - - = _g'J --=X(t g' 
dt dt т dt т т2 (t) 

gde smo sa Х (t) оЬеlеzШ koIicnik 

(Јо (t) 
х=---· 

m2 (t) 

(17.17) 

(17.18) 

Posle ovako izvedenih osnova za geometrijsko kovarijantno razmatranje 
jednacina kretanja tacke promenljive mase moze se pristupiti izlaganju kovari
jantne dinamike tacke promenljive mase. 

18 о Коvаriјantпе diferencijalne jednacine kretanja 

Kretanje tacke promenljive mase karakterise, pored promene шasе tacke, 
i sila koja se javlja zbog promene mase. Та ciцjenica ne Ы smela da se previdi 
ртј razvijanju teorije па formulisanim aksiomama, jer Ы dovelo и sumnju prvi 
zakon dinamike. Мј сето иртауо od njega росј da Ы pokazali da па tacku 
kojojse таза теnjа dejstvuje sila i ako prividno ne postoji. Prvi zakon dina
mike tvrdi da dinamicka tacka poseduje impuIskretanja р=т, i zadrZava ga u 

5 Коуапјапtnа дјпашikа 
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stanju mirovanja i ravnomemog kretanja. Drugim reeima njegova promena ро 
vremenu је jednaka nu1i, tj. 

dp = d(m,) =0 
dt dt 

(18.1) 

ako neka sila ne izmеш to stanje kretanja. 
Iz (18.1) jasno је да sledi да је zadovoljena tvrdnja da је impuls 

(18.2) 

konstantan za svako t~to' Medutim, Ьаз iz (18.2), se vidi da ocuvanje impulsa 
је nemoguce za tф Ео, ako је kretanje ravnomerno, tj. pri v = const. Zaista, 
(18.2) moze biti napisano u obliku 

(18.3) 

odakle sledi da se brzina , mora menjati ako se masa т (t) menja u toku 
vremena jer је 

, (t) = т (tо) ,(! ), 
m(t) о 

(18.4) 

а to protivreci prvom zakonu dinamike. Pokazali smo da postoji promena br
zinе. A1i Cemu је ona jednaka u diferencijalno та10т intervalu vremena i 8to 
је prouzrokuje, ako smo рrеtроstavШ da su sve si1e jednake nuli? Na to pitanje 
treba да nademo odgovor. Iz (18.4) se vidi da је promena brzine u intervalu 
vremena dt = t - t1 kad [1 --+- t 

d, v dm 
-=-----
dt m(t) dt 

(18.5) 

Odavde је ocevidno da је sila inercije - т d, jednaka proizvodu brzine 
dt 

kretanja tacke , i brzine dm promene mase т, koji ima dimenziju si1e. Dakle 
dt 

pored si1e inercije postoji i druga sila cije је izvoriste upravo u samoj tacki i 
ро smeru је suprotna sila inercije; oblika је 

dm - ,. 
dt 

(18.6) 

Jasno је da је , brzina tacke mase т, аН s odzirom da stoji uz masu 
dm moze se pomisliti da је i brzina objekta sa masomdm. Takav objekt
"cestica" postoji kod tacke promenljive mase. Ako se ta "cestica" posmatra iz 
koordinatnog poeetka kao i dinamicka tacka mase т, onda brzina , "cestice" 
mase dm moZe biti saшо prenosna brzina te "cesticu" u odnosu па posmatraca 
izvan tacke рrоmепђivе mase. То sve ukazuje na osnovu prvog zakona da 
postoji si1a, koja se sastoji iz proizvoda brzine Cestice mase dm i brzine pro
mene (Ј. mase т, te da valja primeniti drugi zakon dinamike za postavljanje 
diferencijalnih jednacina kretanja. 
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Drugi zakon dinamike tvrdi da је promena impulsa kretanja р dinamicke 
tacke ро vremenu, u ovom sIucaju tacke promenljive mase, jednaka sili koja 
па пји dejstvuje. Ako svim silama koje dejstvuju па tacku dodamo i siIu koja 
nastaje zbog promene mase tacke, onda сето u skIadu sa drugim i trecim 
zakonom dinamike imati diferencijalnu jednacinu sIicno kao i u (12.1), tj. 

dp 
-=F+P 
dl 

(18.7) 

gde је Р sila koja nastaje zbog promene mase tacke. Iz analize od (18.4) do 
(18.6), kao i radova Meseerskog [21] sIedi da sHa Р mora biti oblika 

dm 
Р=-u 

dl 
(18.8) 

gde је и brzina cestice mase dm, koja se odvaja iIi prlpaJa dinamickoj tacki 
mase т (1). Uzme Ii se jos pretpostavka, u cilju jasnijeg zakljucka, da tacka 
krece iz mirovanja v = Vo = О, jasno је da је и apsolutna brzina "cestice". 

Diferencijalnoj vektorskoj jednacini (18.7) odgovarace, sIicno diferencijalnim 
jednacinama (12.2), kovarijantne jednacine kretanja tacke promenIjive mase u obIiku 

(ј= 1, 2, 3) (18.9) 

gde su Рј kovarijantne, koordinate vektora (18.8) а ostale veIicine iшајu zпаеепје 
kao i u (12.2). U poredenju sa odgovarajucim kovarijantnim jednacinama (12.2) 
tacke konstantne шаsе diferericijaIne jednaeine (18.9) u сзzvјјепот .o~Iiku јтаји 
i kvaIitetnih razIika od jednacina (12.2) ра сето"јЬ izvesti~ 

Kovarijantne koordinate Рј vektora Р dobijamo skalarnim mnozenjem 
vektora (18.8) koordinatnim vektorima g/> tj. 

(ј= 1, 2, 3), (18.10) 

gde se vidi da su иЈ kontravarijantne koordinate vektora apsolutne brzine u 
cestica u odnosu па koordinatni sistem Х = (х, к). 

s obzirom da јтато izraze (17.4) i (17.12) kovarijantne koordinate (18.1 О) 
vektora Р mozemo da napisemo u obliku 

дао Ј 
Рј=-и. 

дt 
(18.11) 

Uzmemo. Ii u obzi,r i izraz (6.7) za impuIs kretanja dinamicke tacke, tj. 

Dr1 
Pi=aiJ-' 

. dt 
(18.12) 

diferencijalne jednacine (18.9) napisacemo u хзzvјјепјјет obliku, i to 

-'- aij - =Хј+-и1, D (Drl) даи 
dt dt д t 
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а odavde 

Uskladiino li оуо jos sa (17.13) dobieemo 

ili 

gde је 

а'ј --=х.+-' иЈ_-D2 гЈ д а'Ј ( DrJ) 
'Dt2 'дt dt ' 

(ј,ј= 1, 2, 3), 

.1. _ дао (Ј .. 1)_ дао, 
'fi - - u - v' - -- vJ 

дt дt 

kovarijantni vektor reaktivne sile tacke promenljive mase, а 

lelativna brzina cestice mase ат. 

(18.13) 

(18.14) 

(18.15) 

Diferencijalne jednacine (18.13) kretanja tacke promenljive maze koje su 
napisane и kovarijantnom obliku lako mogu uobieajenim postupkom dobiti 
kontravarijantni oblik. Kompozicijom jednacina (18.13) kontravarijantnim ten
zorom d k , ako imamo и vidu (17.14), Ысе 

odnosno 

(18.16) 

gde је 

а 

(18.17) 

konuavarijantni vektor reaktivne sile, koji и sk1adu sa (17.16) i (17,12), mоиmо 
da svedemo па 

.I.k 1 Ik dm ј 1 dm k 
'f =-g gIJ-\'k=- -V,. 

т dt mdt 
(18.18) 

Оуај izraz је najpogodniji ртј kovarijantnom integralenju diferencijalnih 
jednacina kretanja tacke promenljive mase u kovarijantnom i kontravarijantnom 
obliku. 



Kovarijantna dinamika 69 

19. Neki primeri kovarijantnog integralenja 

Kovarijantno integralenje dift;rencUalnih jednacina kretanja tacke promenljive 
mase је sIoz~nijc od integralenja odnosnih dijerencUalnih jednacina konstante 
mase. То jz razloga ~to se tenzor (6.2) пе ропа8а prema apsolutnom diferen
cijalu kao пјети odgovarajuci tenzor (17.4). 

1, Р r i m е r. Neka se tacka krece samo pod dejstvom potisne si1e (18.17) 
iIi (18.18), 8to је isto, pri uslovu da је vektor (18.15) relativne brzine уЈ, = 
= ~.j, (х!, х2, х3) kovarijantno konstantan. Diferencijalne jednacine (18.16) kre
tanja dinamicke tacke mase т = т (/) utom sIucaju se svode па 

(19.1) 

odakle, primenom kovarijantnog integrala 

sledi*> 

l,k =v; lп m(t) + Ak, (19.2) 

gde је Ak kovarijantno konstantni vcktor koji odredujemo iz pocetnih uslova 
postupkom kao и (10.11). То је vektor vk (t)-v;lnm(to) prenesen pomocudvo
tackastog tenzora g~ и tacku 1, tj. 

Ak = g~(v" - v~ Iп т (t». 

Tako је sada brzina vk odredena u svakoj tacki I-;;::'to' i to 

Za slucaj Dekartovih pravolinijskih koordinata и kojim је, рсеmа (6.7), 

g~ = ta = {1 k = О skdi сезеnjе "prvog zadatka" Ciolkovskog [21] 
О афk 

vk (/) = vk (/0) - у; Iп т (10) 
m(t) 

*) t:talac koji zeli detaljnije dokaze treba da z:ipazi da је diferencijal dm od skaIara 

jed;tak apsolut:lom diferencijalu Dm, а da је ро uslovu zadatka DV;=dv;+ {;} v~dxj=O ра 
је integral 

А А А Л 

Jd=v~=J v;dlnm=J v;Dlnm= Ј D(v;lnm(t) 

pomoeu cega је dobijena desna strana relacije (19.2) 
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йk 
k mQ) 

S obzirom da је vk=_. (k= 1, 2, 3), а da је v,ln--o =f(t) ~kalar-
dt т (t) 

na funkcija, dalje integralenje se svodi na пј diferencijalne jednacine 

Drk = vk (to) dt - v; (ln т (to») dt. 
m(t) 

Odavde ротоси kovarijantnog integrala nalazimo 

/'.. 

rk=vk (to) t""v~)Jln m(to) Dt+ Bk 
т (t) 

gc;le autoparalelni vektor Bk odredujemo kao od (19.2) do (19.3). 

2. Р r i m е т. Na sliean naCin mogu ~e dobiti i kovarijantni integrali dife
rencijalnih jednacina kretanja tacke promenljive тase za "drugi zadatak" Сјоl
kovskog, tj. za slucaj kretanja raktte и konstantnom роlји Zem1jine teze.lzvedimo 
i to polazeci od kovarijantnih jednacina (18.1 З), и kojim osnovni tenzor аџ nije 
kovarijantno konstantan, tj. nije Da/J=I=0, 5to smo pokazali и (17.13). 

U ovom zadatku о kretanju rakete Ciolkovskog pretpostavlja se da se 
tacka promenljive mese krece pod dejstvom reaktivne sile (12.14), а и роlји 
sile Zem1jine teze - т G gde је vektor G konstantan. U tom slueaju, koordinate 
vektora si1e Х, odredimo uobieajenim postupkom ртета krivolinijskom koordina
tnom sistema Х, tj, ртета koordinatnim vektoriтa К/. Ako vektor G razlozimo 
naG=G/K. onda је, preтa (17.4), 

Хј = - т К/ • КЈ' GJ = - аи . GJ. 

Tako sada diferencijalne jednacine (18.13) se konkretizuju i postaju 

Dvi ј даu Ј 
a/Ij -= -а··G +-v, 

dt '}. д t ' 
(19.4) 

gde su GJ kontravarijantne koordinate vektora ubrzanja G Zemljine teze, а vJ, 
kontravarijantne koordinate vektora relativne brzine "eestice"; оЬа vektora su 
kovarijantno-konstantni. Da Ы i oSJ1ovni tenzor а/ј sveli па kovarijantno-kon
stantne tenzore iskoristimo теlасјје (17.12) i (17.9). Рошоси njihjednacine (19.4) 
svodimo па 

DvJ . ldm Ј 
g'j-= -GJ+- -g'јV,, 

dt т dt 
odnosno 

n'.1 G'd dm ј g'j LЛ" = - g/j Ј t +- gijV' . 
. т 

(i, ј=l, 2, 3). (19.5) 

za kovarijantni integral tenzora bez obzira па gij=glj(x) kao i па Gj(x), 
v: (х), ove diferencijalne jednacine predstavljaju kovarijantne diferencijalne jed
nacine и kojima su razdvojene promenljive v i t, ра dobijemo 
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odnosno 
л л ~ 

gij Ј DvJ = -gijGјЈ Dt+gijv! J~, 

jer su gij' Gj, v! kovarijantno-konstantne velicine, а diferencijali skalara jednaki 
su apsolutnim diferencijaIima tih skalara. Sada је jasno da dobijamo kovarijan
tne integraIe u obliku 

g/jvi = -gijGit+guV:1пm(t)+Ај 

gde је Ај kovarijantno konstantni vektor koga treba da odredimo IZ poCetnih 
uslova slicno postupku od (19.2) do (19.3). 



DINAMIKA SISTEMA 

20. Uvodne naротепе 

U uvodnom delu па 8. strani usvojili smo klasicnu definiciju о sistemu 
dinamickih taeaka. Pod nazivom kovarijantna dinamika sistema тј podrazume
уато onaj deo kovarijantne mehanike koja proucava kretanje i mirovanje 
tacke ili vise dinamickih taeaka, суе је kretanje ogranieeno bilo kakvim veza
та, а sve relacije kojim se opisuje to kretanje su ро formi j(dnake ili slicne 
u svim koordinatnim sistemima prostora u kojem se kretanje dogada. Тај fakt 
ogranicavanja kretanja tacaka cini teoriju sloienijom, narocito u kovarijantnom 
smislu, tj. u smislu zadrzavanja oblika relacija i prirode dinamickih objekata 
pri transformaciji iz jednog koordinatnog sistema u drugi, bilo da se radi о 
konacnim, difercncijalnim ili integralnim matematickim izrazima. Da Ы to os
tvarili pristupamo apstrahovanju opazajnog trodimenzionog prostora mnostvom 
koordinata dinamickih taeaka sistema, koje nazivamo visedimenzionim koordi
natnim prostorom. Neka јmато п dinamickih tacaka М. (') = 1, 2, ... , п). 

Svaka tacka М.ЕЕз јта ро tri koordinate х= (x~, x~, x~); x~ER. Skup od 
т = З п koordinata u jednom te istom trenutku vremena cini odredenu konfi
guraciju sistema tacaka, ра takav skup koordinata nazivaju m-dimenzioni kon
jiguracioni prostor, а kretanje sistema tacaka u tom prostoru nazivamo kretanje 
reprezentativne tacke, za koju ро dOgOVOIU kazemo da јта т koordinata. 

U slueajevima kada se pogodnim izborom koordinata oslobadamo veza, 
odnosno kad kretanje posmatrano па potprostorima, broj dimenzija konfigura
cionog prostora је manji od З п, ра kazemo da konfiguracioni prostor јта т 
dimenzija, podrazumevajuCi pod tim da је m~n, gde је п broj dinamickih ta
caka sistema. 

Uticaj veza па smanjenje dimenzija konfiguracionog prostora izloZiccmo 
u gradivu koje skde, а ovde istaknimo jos nekoliko opstih napomena о veza
та, pogotovo onih gde mi odstupamo od prihvacene konvencije u k1asicnoj 
mehanici о vezama. 

Veze u dinamickom smislu su najcesce realni objekti, bilo da su to geo
metrijski modeli izrazeni anaIitickim relacijama, bilo kinematicke ili dinamicke 
jednacine ili nejednakosti. U najopstijem smislu, prema tome mozemo reCi da 
јтато геаlnе ili stvarne veze i idealne ili zadate veze. Idealne ili zadate veze 
Ы ЫН matematicki modeli realnih ili stvarnih veza. 

72 



Kovarijantna dinamika 73 

Za razliku od realnih veza zadate veze su uvek idealno glatke. Zato realne 
ili stvarne veze drugacije dejstvuju па kretanje tacke od idealnih veza. Prema 
predmetnim oblastima mehanike mi сето raz1ikovati veze: 

(20.1) geometrijske g(r, dr, s)~O, 

(20.2) kinematicke k (г, d г, t)~O, 

iIi g (х, dx, s)~O, 

ili k (х, dx, t)~O, 

(20.3) dinamicke С]) (т, р, Е, t)~O, ili С]) (т, р, Х, t)~O. 

Prema оуој klasifikaciji sve vrste veza (geometrijske, kinematicke i dina
micke) mogu biti razdeljene па konacne, diferencijalne i integralne. i obrnuto 
sve konacne, diferencijalne i integralneveze lllogu biti podeljene па geometrijske, 
kinematicke i dinamicke. 

U zavisnosti od toga da lј su diferencijalne i integralne veze integrabilne 
Ш neintegrabilne razlikovacemo i ostacemo pri nazivu' Ьоlопоmпе i пеЬоlопоm
пе veze, а prema zavisnosti od vremena zadrZacemo ustaljene nazive sklero
поmпјЬ i reonomnih veza. Isto tako upotrebljavacemo иоЫсајепе ројmоуе 
zadrZavajucih (bilaterarnih) i nezadrzavajucih (uni1aterarnih) veza. 

21. Vektor polo.zaja reprezentativne tacke 

Posmatrajmo v-tu tacku М.ЕЕз сјјј је polozaj u odnosu па inercijsku 
bazu odreden vektorom polozaja г. kojj mozemo da pisemo u obliku (1.12), 

(i=I,2,3) (21.1) 

iIi u obliku (1.22) kovarijantnih kool'dinata 

(21.2) 

gde su, kao i u (1.18), koordinate r~ vektora г• i kovarijantni koordinatni 
1 2 3 vektori g(.)/ funkcije koordinata х. = (Ху, х., Ху) tacke М. (х) u odnosu па 

koordinatni sistem Х = (х, g) i to 

r (~) = r (~) (х.), (21.3) 

VvENn • 

(21.4) 

Ako su poznate veze izmedu Dekartovih pravouglih koordinata У i kri
volinijskih х, koordinaate 'vektora polozaja u odnosu па krivolinijski koordi
natni sistem za svaku tacku mogu biti odredene relacijama (1.18) i (1.25), tj. 

k 
k I дх(у) 

r (у) = УМ --ј \ ј f 
ду<у) УУ=У. (х), 

(i, k= 1, 2, 3) (21.5) 

kao u (1.25) 

и, ј=l, 2,3). (21.6) 
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Ро ponovljenim indeksima u zagradi se ne sabira ako пета znaka za 
sabiranje. 

Dvojne indekse (v) i k u izrazima za vektore poloZaja taCaka Му moZemo 
bez uticaja па izmenu strukture bilo kog vektora 'у uprostiti svodenjem па 
jedan indeks, tj. 

ili kraee 

Na taj nacin п tripleta гД pisacemo kao skup od п koordinata г' (V iENm , 

т = 3 п) ovde uvedenog vektora 

koji еето nazivati vektor reprezentativne tacke sistema. 
Prosirimo li te indekse па koordinate У(у) i Х(у) , izraz (21.5) mozemo 

sad da napisemo kao 

. дхј 

Г'=уЈ-, 
ду' 

(ј, j=3v-2, 3v-l, 3v; VvENJ (21.7) 

pri Сети se јта u vidu da izmedu koordinata у i х tacke М postoji jednoz
nacno preslikavanje у: х-+ у, tj. postoje veze 

yi=yi(x3Y
- 2, x3Y-!, х3'), 

i obratno 

Лkо na primer, treba da izracunamo koordinatu vektora , 7, (v= 3, 3 v
-2=7), Ыее 

8tO, prema (21.7), odgovara prvoj koordinati vektora poloZaja 'з tacke МЗ' 
Na isti nacin mozemo da odredujemo kovarijantne koordinate vektora (21.6), 
tako da imamo 

(k=3v-2, 3v-l, 3v), (21.8) 

za svako х koje zadovoljava jednaciuu 

- =1=0. 
1 

ду} 13 
д xk 3 

(21.9) 

Na taj naCin uvedeni vektor polozaja tacaka sistema, bilo u kovarijant
пот (21.8), bilo u kontravarijantnom obliku (21.7) predstavlja skup od п 
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tripleta (1.18) lli (1.25). Iz navedenih relacija se vidi da su koordinate i ko
varijantne koordinate 'k vektora reprezentativne tacke sistema funkcije u opstem 
sIueaju krivoIinijskih koordinata х. Ako је bilo koja tacka М ogranieena u 
kretanju tako da jedna iIi vise njenih koordinata х пе mogu uzimati svevted
nosti iz skupa realnih brojeva R, kao 8to је to opisano u 7. poglavlju onda 
i vektor poloZaja posmatrane tacke mora da bude funkcija tih ogranieenih 
vrednosti, па primer xk = const. Та iIi druga ogranicenja nad koordinatama х, 
ра prema tome i nad vektorom у su geometrijske konacne veze сјје prisustvo 
se пе sme zaboraviti pri opisivanju kretanja tacaka sistema, jer опе imaju i 
dinamickog odraza па posmatrano kretanje. Geometrijske veze (21.9) mogu 
biti, svakako, s]ozenije strukture, i to 

«(1.=1, ... , k~3n) (21.10) 

koje uspostavljaju meduzavisnost koordinata х. Pri usvojenoj pretpostavci da 
suveze (21.10) medusobno nezavisne, tj. da је jakobijan 

(21.11) 

iz k jednacina (21.10) odredujemo k koordinata x'=x'(xk+t, ... , х"), (8= 1, 
2, ... , k), u funkciji od ostalih п - k koordinata. Tako odredene zavisne 
koordinate х' zamenimo u (21.1), tj. 

У -у (х! ;xk' xk + 1 ХЗn) ,,- v , ••• , , , ••• , .. (21.12) 
i х' = х' (Xk + 1, ••• , хЗn), 

ра dobijamo da su koordinate vektora poloZaja tacaka sistema funkcije 3 п - k 
nezavisnih- koordinata posredstvom zavisnih X k + 1, ••• , хЗn, tj. 

(21.13) 

to tako da mozemo pisati 

y=Y[X1(Xk+1, ... , хЗn), ••• , xk(Xk+t, ... , хзn) , xk+t, ... , хзn]= (21.14) 

'-у (Xk + 1 хзn) - v , ••• , • 

Prema tome, polozaj tacaka Му tako povezanog sistema odreden је sku
роm od 3 п - k nezavisnih koordinata xk + 1, ••• , х3n iIi pomocu 3 п koordina
ta ,ј vektora t reprezentativne tacke i k veza (21.10). Koordinate гi vektora r 
su u stvari koordinate vektora r y poloZaja pojedinih taeaka, uredenih ро јп
deksima i=3v-2, 3v-l, 3v; to зе vidi lZ (21.7)ј (21.8). Zatakvuindeksnu 
uredenost metricki tenzor iz (21.2), tj. 

(21.15) 

mozemo da рј8еmо u obliku 

~ ду; ду) (Зу-2 зу 1 З) glk=OjJ- --=glk Х ,Х - , х у, 
дх1 д xk 

(21.16) 

(ј, ј, k, 1= 3 v-2, 3 v-l, 3 v; V vENJ 
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za sIucaj uzimanja u obzir veza (21.1 О) i zavisnosti koordinata (21.13). 
pri Сети пјје vi8e zadovoljena jednacina (21.9), sve izvedene relacije valjalo 
bi svesti па nezavisne koordinate kojih јта mапје nego koordinata vektora 
reprezentativne tacke. То dovoljno govori da se vektori poloZa.ja u op8tem 
slueaju nalaze izvan mnogostrukosti koju сјпе preseci veza (21.10). Лkо 3 n-k 
nezavisnih koordinata oznacimo, kao i u 7. poglavlju, sIovima ql1., IX= 1, 2, 
...• т, tj. 

(21.17) 

tada su i vektori poloZa.ja tacaka (21.14) funkcije koordinata q, 8to pisemo u 
obIiku 

(21.18) 

ТЉ т koordinata ql1. u svakom trenutku vremena t јтаји odredene vred· 
nosti ql1. = ql1. (t) i сјпе odredtnu konfiguraciju sistema, ра i tu mnogostrukost 
nazivamo konfiguracioni m-dimenzioni prostor Rm , V т ~ 3 п, gde је п broj 
dinamickih tacaka sistema. Tacku М (q)ER", nazivamo reprezentativna tacka 
sistema. U zavisnosti od toga da Ii polozaj dinamickih tacaka Му odredujemo 
vektorima polofaja r у' а prema tome i poIOfaj reprezentativne tacke vektorom 
reprezentativne tacke, ili ротоси skupa nezavisnih koordinata, koje јпаее па
zivaju generaIisane koordinate q, тј сето imati kvalitativno raz!icite kovari
jantne relacije kojima se opisuje kretanje tacaka sistema. 

22. Brzina sistema 

Pod ројтоm brzina sistema podrazumevamo brzinu reprezentativne tacke 
sistema. U zavisnosti od toga da li је vektor reprezentativne tacke sistema 
izrazen kao skup koordinata vektora (21.3) svih tacaka sistema Му, УУЕНn 
tj. u obIiku 

ffi = {гl, ... , гзn}, (22.1) 

јlј su vektori poloZa.ja taeaka izrаfeпi kao funkcije nezavisnih koordinata q, tj. 

(2.22) 

а reprezentativna tacka М {q)ERm skupom koordinata q, brzinu sistema od
redujemo iIi kao 

1. Skup apsolutnih izvoda 3 п koordinata vektora poloZa.ja п tacaka sis
tema ро vremenu, tj. 

. пуј ауј 

i .dxk 

v'=-=-+rjk yJ-, 

dt dt dt 
(ј, ј, k = 3 '1- 2, 3 '1- 1, 3 '1), 

gde su r;k Kristofelovi simboli nad tenzorom (21.16), јlј kao 

(22.3) 

2. skup izvoda т nezavisnih generalisanih koordinata q reprezentativne 
tacke sistema ро vremenu i to 

d '" v"'=q"'=~, 
dt 

(22.4) 
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Veze izmedu kovarijantnih i kontravarijantnih koordinata vektora brzine 
(22.3) uspostavljamo pomocu tenzora (21.16) i to 

Љ·ј 

l'ј= gijvJ =guТt' 

odakle pri I gl} I =!= О slede ekvivalentne relacije 

. Dri г 
v'=-=g~I'., 

dt Ј 
(ј, ј=3\1-2, 3\1-1,3\1; V\lENm). 

(22.5) 

(22.6) 

Pitanje kovarijantnih koordinata qa. vektora brzine "ЕН'" reprezentativne 
tacke sistema uvedimo uz роmос vektora (21.18) kao za vektor (7.2). Izvod 
vektora (21.18) ро vremenu се biti brzina \I-te tacke sistema ј to 

dr. дr.·оо 
".=-=-q 

dt дqа. 
(1X=1, 2, ... , т) (22.7) 

Pomnozimo IЈ skalarno оуе relacije vektorima 

ро indeksu \1 dobicemo zbir projekcija brzina svake 

natnih vektora ~~, tj. 
дqа. 

~ дг. ~ дг. дг • . " 
L.., " •• -~ = L.., --оо -~ q . 
у=1 д q .=1 д q д q 

Usvojimo lЈ da su 
• 11 дг 
q~= L: "У .-У 

y~1 д q~ 

д '. . - postupno 1 saberemo 
д q~ 

tacke М. па ose koordi-

(22.8) 

kovarijantne koordinate vektora brzinereprezentativne tache М (q)ERm sistema 

tada su relacije izmedu kovarijantnih q~ i kontravarijantnih koordinata q" vek
tora brzine "ERm reprezentativne tacke, 

(22.9) 
gde је 

(22.10) 

osnovni metricki tenzor konfiguracionog prostora Rm• 

23. Impu)s kretanja sistema 

Pod impulsom kretanja sistema podrazumevamo vektor р = (Р1' ... , рnJ 
сјје su kovarijantne koordinate р", jednake zbiru projekcija vektora impulsa 
kretanja svake dinamicke tacke sistema па ose odnosnih koordinatnih vekto-
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ra К,," tangentnog prostora Rm u tacki м (q) konfiguracionog prostora Rm. Im
puls kretanja \I-te tacke M.(q), V\lENn , mase т., је 

р.=т. ' •. (23.1) 

Prema datoj definiciji kovarijantne koordinate р,," impu1sa sistema dobi
сето ako vektore (23.1) pomnozimo skalarno postupno koordinatnim vekto-

. д '. . ь . d k . rlma 1 sa eremo ро ЈП е su \1, 1 to 
д qrJ. 

п д, 

prJ.= L: т. '.'_-' . 
... -1 д qrJ. 

(23.2) 

Uzmemo li u obzir (22.7), odakle vidimo da је '.= ~ ~~ q~, sledi 

п дr дr· . " .. ~ prJ.= L.. --·-q~=аrJ.f! q, 
.=1 д qrJ. д qrJ. 

(23.3) 

gde su 

~ д r. дr. ( ) 
alJ.f!= L.. т'-д IJ. '-д f! =af!rJ. q 

,,=l q q 
(23.4) 

kovarijantne koordinate inercijskog tenzora si.!>tema taeaka. Relacije (23.3) ро

kazuju da su koordinate impulsa kretanja sistema linearne kombinacije koor

dinata qrJ. vektora brzine reprezentativne tacke sistema. Postoji i ekvivalentna 
relacija 

(23.5) 

koja pokazuje da su koordinate qrJ. vektora brzine linearne kombinacije impu1-
sa sistema. 

Ako kretanje sistema taeaka predstavljamo ротоси vektora polozaja 
taeaka tada moiemo i impuls kretanja sistema da definisemo ротоси ројта 

vektora reprezentativne tacke sistema. Ро definiciji (23.1), а и skladu sa (5.2) 

i (5.4) imamo р=т. Dr,k g(.)k' (k= 1, 2, 3). PomnoZimo li оуај izraz vekto-
dt 

rima КЫЈ dobieemo 

(ј= 1, 2, 3). (23.6) 

Upotrebimo indekse od (21.6) do (21.7) i u skladu sa tim uvedimo, bez 
ikakvih promena па prirodu impulsa (23.6), simbolicke veze 

(23.7) 
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Ротоси tih simbola kovarijantne koordinate impulsa РЈ pisemo u obliku 

(ј, j=3v-2, 3v-l, 3v; VvENn) (23.8) 

gde је, ајј kao u (6.2) ili (6.5), inercijski tenzor 

(23.9) 

uz uslove (23.7). Impu]si (23.8) su ocigledno impulsi kretanja pojedinih tacaka 
sistema, аН za сео njihov skup 

kazacemo jmpuls sistema Ш impuls reprezentativne tacke sistema, Ьо i za 
slueaj (23.3). 

Ukoliko uvedemo ројат linearnog po]amog momenta inercije reprezen
tativne tacke sistema kao skup 

(23.10) 

od 3 п koordinata ]jnearnih po]arnih momenata inercije Р. = ту,. ројефniЬ ф

namickih taeaka, kao u (6.6), impu]s kretanja sistema tacaka, masa т. = const., 
mozemo da izrazimo i ротоси apsolutnih izvoda koordinata linearnog po]ar
nog momenta inercije ро vemenu. Upotrebimo]j koriscene indekse ј, ј = 3 v - 2, 
3 v-l, 3 v; VvENn i uzmemo u obzir simbolicke veze (23.7), s]ediee kao i 
u (6.7) 

gde је gi)(x) metricki tenzor (21.16). 

24. Kovarijantne diferencijalne јесЈцасјпе 
kretanje holonomnog sistema 

(23.10) 

Kretanje sistema uzrokuju aktivne sile koje dejstvuju na svaku dinamicku 
tacku Му mase т. ponaosob i veze koje ogranicavaju kretanja takaka. Pri 
postavljanju kovarijantnih difericijalnih jednacina kretanja sistema treba se, pre 
svega, opredeliti za koordinatni sistem u odnosu па koji se posmatra kretanje, 
kao i prostor u kojem leze tacke dinamickog sistema. S obzirom da smo uveIi 
ројат reprezentativne .tacke sistema koju odreduje 3 п koordinata vektora ро
IoZaja ,1, .• , , ,3n U koordinatnim sistemima Х = (Х, к), ili т generalisanih 
koordinata qa., (о.: = 1, 2, ... , т) тј сето kovarijantne diferencijalne jednacine 
kretanja sistema opisati i u 3 n-dimenzionom prostoru Еэn ј u m-dimenzionom 
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potprostoru Rm • Ako kretanje holonomnog sistema dinamickih tacaka posmat
ramo kao kretanje reprezentativne tacke сјјј је impuIs kretanja dat relacijama 
(23.3) iIi (23.8), kovarijantne dif~r(ncijalne jednacine kretanja sistema i u jednom 
i u drugom slucaju mozemo da postavimo па osnovu drugog zakona dinamike, 

prema kojem је promena ро vremenu !.!..- impulsa kretanja sistema р" je:dnaka 
dt 

sili koja d~jstvuje na reprezentativnu tacku sistema. Neka је rczultantna siIa, 
koje dejstvuje па reprezentativnu tacku sistema, F = (Fl' Р2 , ••• , Рm). Prema 
drugom zakonu dinamike mora da budc 

!!P"=F 
dt " 

(а=l, 2, ... , т:::;; 3 п), (24.1) 

gde broj т ~ 3 п ukazuje па dimenziju konfiguracionog prostora u kome pos
matramo kretanje reprezentativne tacke, kad је п broj dinamickih taeaka sis
tema. Pokazatelj т је od bitnog znacaja za korektno opisivanje kretanja sis-

tema, jer komponente vektora F i vektora dp =:> Dp" ne mogu u svim slueajevima 
dt dt 

biti smestene u svim potprostorima. Jednacille (24.1) predstavljaju opste kova
rijantne diferencijalne jednacine kretanja sistema. One su ocigledno istog oblika 
kao diferencijalne jednacine kretanja dinamicke tacke (12.2). U raznim vek
torskim i koordinatnim prostorima postojace razlike i u broju jednacina iu 
njihovoj funkcionalnoj strukturi, аlј kovarijantni oblik (24.1) ostaje isti. 

1. Kovarijantne diferencijalne jednacine sa reakcijama veza 

Neka sistem od п dinamickih tacaka Му masa ту, сјје poloZaje odreduju 
vektori '" а kretanje ogranicava k geometrijskih bilateralnih veza 

W-= 1, '" , k<3n). (24.2) 

Veze odstranimo i njihovo dejstvo zamenimo reakcijama veza RVo' Tako 
па svaku v-tu dinamicku tacku sistema dejstvuje rezultantna sila 

k 

r y = L: Рау + L: Rџ.у=F.+R., (24.3) 
0=1 Џo=l 

gde је F. rezultanta aktivnih si1a, а 

(24.4) 

rezu1tanta sila re1acije. 

Diferencijalnu jednacinu krctanja v-te tacke napisimo u obliku (12.1), tj. 

dp. =F +R 
dt • • 

(v=l, ... , п). (24.5) 
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Razlozimo . vektore. sila F y i Ry na komponente du.z vektora '(У)l' 
К(У)2' КЫз kоогdщаtпоg sIstema Х, tako da јтато 

dp(v) k k --;zt = Х(у)К(уа +R(y)K'Y)k' (24.6) 

Ovu vektorsku diferencijalnu jednacinu kretanja ,,-te dinamicke tacke 
postavimo u sk!ilarnom obJiku. PomnoZimo li tu diferencijalnu jednacinu vek
torom К(у)Ј mozemo u skladu sa (21.15) da рјзеmо 

d ( d К(у) Ј k k 
dt Ры' КМј)-Ры' -;;- = KblkJ (X(v) +R(v). (24.7) 

Leve strane jednacine transformis<.:mo па sledeCi nacin: 

Zato dobijamo tri skalarne diferencijalne jednacine kretanja v-te dinamicke 
tacke sistema u obliku 

odnosno 

(24.8) 

а to odgovara postavljenim diferencijalnim jednacinama kretanja (24.1) ako 
је IX = 1, ... , 3 n. Uzmemo 1i u obzir i (23.8) diferencijalne jednacine (24.8) 

postaju kovarijantne i ро drugom apsolutnom izvodu !!... tj. 
dt 

(24.9) 

Oprede1imo se za indekse koji се cuvati uredene triplete jednacina (24.6) 
ili (24.9) diferencijalne kovarijaritne jednacine kretanja sistema taeaka (24.8) 
dobice upravo ob1ik (24.1), tj. 

Dpj Х" 
-= .+R., dt I I 

(i = 3 " - 2, 3 '.1 - 1, 3 ,,; "'" Е Nn) (24.10) 

а jednacine (24.9) obJik 

D2 r1 
aj/--=Хј+Rј , 

dt 2 

6 Kovarijantna dinашiжа 

(1=3'.1-2,3'.1-1,3'.1).':> ;(24.11) 
.' ...:' . .'. 
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. za sistem. koji јтаn ·taeaka;ovih jednacina' јmа 3 п pomocu kojih valja 
da odredimo 3 п koordinata ri = ;1 (xCt»), odnosno 3 п koordinata х (t) taeaka. 
То је moguce ostvariti ukoliko su poznate sile F i sile reakcija R. Mcdutim, 
ka~q. sile reakcije;u opst~m ~lueaju treba.da c;>dredimo p,omocu '"odbacenih" 
уеzз (24.2), пјiћ treba dodati ovom sistemudiferencijalnih jednacina пеtзпја 
(24.7), tako da zajedno sa njima сјпе sistem od 3 п + k ј( dnacina. То pruZa 
mQgucnost da se odredi i k reakcjja veza (24.11). 

Primetimo li da diferencijalna jed!1acina kretanja tacaka sistema u . pri
sustvu holonomnih stacionarnih zadrZa.vajucih уеzз obuhvatajuLangraZove di'-' 
ferencijalne jednacine prvog reda, i to u kovarijantnom obliku, onda се i put 
z~ odredivanje reakcija, уezз ici ~t;~lФ пinоZilа~~ veza ak<>:~ su veze idealno 
glatke. . .. .. 

2. Kretanje sistema u potprostoru 

Posmatramo sistem od п dinamickih tacaka М. (v = 1, ... , п) masa 
т. = const, Сјја sl1' kretanja ogranieena. y'ezama (24:2) .. J»~esekveza (24.2), kome 
јпасе pripadaju sve tacke М., obrazuje т-dimenzioni' konfiguracioni prostor 
Rm • ,т..~.3 n. Tacke М. (q)ERт poseduju impulse. kretanja. Р. (q) koji leze u 
tangentnom prostoru Rm u tacki М. (q) па Rm. Poloiaj taCakau·R;n odredu'ju 
koordinate (21.17). Diferencijalne jednacine kretanja svake v-te tacke (24.5) 
sistema уаи nezavisnood koordinatnih prostora, ра ~ste vaze i za svaku tacku 

М. (q). Znajuci da koordinatni vektor~ g(v)" = д r. generisu vektorski ·prostor 
д q" 

ЙЈ'!;'.џ mogucnosti' smoda: vektorske ;јеdnаСiџ.е (24. 5)projektujemo па ose tih 
vektora. U tom cilju razvijmo jednacine (24.5) u skladu sa (23.1), tj. 

(24.12) 

ili razvijenije 

d (") " d g(.) " F + R - т(.) v g(y)" + т(.) v -.-- = (.) (.). 
dt " , ,.' - , '4!' 

,': ~ 

(24.13) 

gde је 

(24.14) 

Gledano iz obvojnog prostora u kome јпаее leze vektori,: sila Е. i R., 
lmamQ 

(24.15) 

~~еје,п. vektor }~orm~le па potprostoru u tacki М .. 1i.1.g(.),,; гJ~ su ocig
ledno koeficijenti povezanosti, za koje se тои pokazati da su Kristofelovi 
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simboli nad metrickim tenzorom potprostora Rт; а ba.1! је drugi osnovni ten
zor tog potprostora. Ьmепот (24.15) u (24.13) dobieemo 

Mnozenjem skalarno postupno vektorima g(v)II i sabiranjem ро indeksima 
v dobijamo, s obzirom па (23.4), 

Ог"!' -+V "'~ - =Qa+R 11, 
(

dV"!' а. ГУ dql!) ('t) 

dt dt 
(24.17) 

ili 

(у, 8=1, 2, ... , т) (24,18) 

gde је Оау inercijski tenzor sistema, а Qa kovarijantne koordinate vektora sile, 
koje nazivaju genere/isane sile i jednake su 

п 

Qa=_2: F(у)·g(v)з· (24.19) 
- у=1 

Kovarijantne koordinate Яа predstavljaju projekcije sHa reakcije veza па 
ose koordinatnih vektora i jednake su 

Pomnozimo li jednacine (24.16) vektorima norma1e n(У) 
indeksima v доЫјато relaciju 

ba./lQ'" ql!= Q(N) +R<N>, 

(24.20) 

saberemo li 

(24.21) 

gde su, ocigledno, Q(N) i ЯIЮ koordinate vektora sile, сјје su komponente 

Q(N)n Я(Юп 

upravne па tangentni prostor R"'. 

Diferencijalne једпаСјпе kretanja (24.18), koje mozemo да naрј~ето и 
obliku 

(у, 3 = 1, ... , т), (24.22) 

ili z90g (23.3) 

(24.23) 

predstavljaju kovarijantne diferencijalne једпасјпе kretanja holonomnog sistema 
и konfiguracionom potprostoru R",. Treba primetiti da оуе diferencijalne jed
nЦcjne пе sadrze onekomponente vektora koje зи normalne па -tangentnom 
prostoru Rm; То pokazuje jednacina (24.21). 

6' 



84 Veljko Уијјёјс 

25. Reakcije holonomnih veza sistema 

Pri posmatranju kr(;tanja sistema tacaka u potprostoru Qт kovarijantne 
diferencijalne jednacine (24.22) pokazuju da se posmatraju samo one kompo
nente aktivnih si1a i sila reakcija veza koje lеи u tangentnom prostoru Rт. 
za slueaj idealnih veza reakcije u tangentnom prostoru ne postoje jer је 

R(;) = i R(v}. g(v) " = О, (25.1) 
y~l 

ра' se ротоси diferencijalnih jednacina(24.22) kretanja sistema u potprostoru 
Rт пе mogu пј odredivati. Medutim, ako se јтап ovog potprostora јта u 
vidu jednacina (24.21) jasno је da је za odredivanje koordinate ШN) genera-

п 

lisane sile reakcije ШN) =' L Rv • Оу potrebno znati: Q", koordinate q" = q" (/), 
о=1 

kao i brzinu sistema q" = ч" (t) u svakom trenutku vremena. А to se upravo 
odreduje ротоси difегещ~iјаlпih jednaCina kretanja holonomnog sistema sa 
idealnim vezama, 

(IX, (1=1, 2, ... , т). 

Ргета tome, ako se trazi gcneralisana reakcija' idealnlh veza porp.ocu jednacine 
(24.21), potrebno је da se koriste i ove diferencijalne jednacine kretanja. Iпаее 
za odredivanje reakcija veza cesce se koriste diferencijalne jednacine (24.8) -
(24.11). Da Ы to pokazali razmotrimo' prvo prirodu i definiciju reakcije veza, 
а zatim izvedimo opste formule za odredivanje reakcija holonomnih sklero
nomnih zadriavajucih veza. Navedimo, pre svega, jedan primer holonomne 
bilateralne skleronomne veze, recimo 

yi + yi + у3= r 2 =const. 

gde su ур У2' уз Dekartov~ pravolinijske pravougle koordinate. Ova veza тои 
da odraiava 

1. klizanje tacke ро nepokretnoj 10pti poluprecnika r = const, kao i 
2. kretanje sfernog klatna duzine 1 = r = const. 
U prvom slueaju, poznato је, sila reakcije lezi па konusu reakcije, С1Ја 

se osa· sЏnetrije podudara sa normalom па sferi. То се геСј da sila reakcije 
lopte јта j(dnu kompontntu koja lezi u tangentnoj ravni, а drugu koja је se 
poklapa sa normalom 10pte u poloiaju dinamicke tac!<e, R = R'" + RN. 

Ма kako da ie lopta glatka postojace R'" ukoliko. ртј modeliranju пе za
nemarimo taj vektor zbog malog modula R'" = О. za takvu loptu matematicki 
idealiziranu, uz dodatni ројат da se пе javlja sila trenja, reakcija јта pravac 
gradijenta sfere. Ako је pak тес о kretanju klatna, obeSenog о fiksnoj taCki 
ротоси tanke nerastegljive niti, reakcijavf.ze ne obrazuje konus reakcije veze, 
nego se sila reakcije nalazi u koncu, tj. u pravcu gradijenta veze sfemog klatna. 

Као sto primer pokazuje тј сето razlikovati: realne, idеаlщгапе i ideal
пе veze. 

Za realne veze ili samo za veze podrazumevamo da silareakcije lezi па 
konusu reakcije veze, а 



Kovarijantna dinamika 85 

za idеаЉiгаnе ј idealne veze da јтајu rcakciju veze proporcionalnu gra
dijentu prisutne veze 1 = о 

R=лgгаdј, (25.2) 

gde faktor proporcionalnosti л i1i mnoziteIj Vc.zc pod1eze odredivanju. 
U skladu sa usvojenim opredeljenjem rt.;akciju realn:: veze tada mozemo 

da napisemo и obIiku 
R= лgгаd/+R(~) (25.3) 

gde је R(~) komponenta reakcije R veze 1=0 koja lezi и tangentnoj ravili veze 
и tacki М (х), а koja se javlja kao sila trenja. Ako је r~c о v-toj dinamickoj 
tacki sistema Сјје kretanje ogranieavaju k veza Iџ. (г l , г 2 , ••• , Г311) = О, pisaeemo 
kao и (24.4), da је 

(25.4) 

iJj и koordinatnom obliku 

(25.5) 

с.) k (Т) 
gde је R (v)j = 2: R (V)lJ.j· Zamenom и (24.9), sledi 

IJ.=I 

(25.6) 

te smo dobili zajedno sa jednaCinama veza (24.2) sistem od 3 п + k jednacina 

za odredivanje 3 п koordinata vektora r (~) i k mnozilaca vcza ЛV ' Ovde razIi
kujcmo pojedine oPiste slueajeve i to: 

а) Veze su oblika: 

м r (v) = const. (25.7) 

u tom slucaju difereneijalne jednacine (25.6) се biti: 

k 

X(v)M+R~~~M+ 2: л" 8t, 
IJ.=I 

а odavde 

(25.8) 

р r i m е r. Kretanje dinamicke tacke mase т ро idealno glatkoj sferi. U 

tom slucaju sila trenja R(~) је jednaka nuli, !L = 1 jt-r postoji veza, saglasno 
дг l 

podacima па 15. strani, 
l=г1 -г=0. 
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Na osnovu relacije (5.6) podataka па strani 26, potrebnih za ovaj 
primer, nalazimo da је 

D,l D,l . D,З . ах1 dx2 ах3 • 
О 

'
2 т -- -_ ,2 sl'n2 те, О m е 

Тt= 'Тt= T'dt т Тt=, Тt=T' Тt= 

ра zamenom u (25.8) dobijamo da је mnozilac vezc 

л= - (ГЊ! ~2 + Гзз,t'{)2)- Х1 
odnosno, 

gde је Х1 koordinata vektora aktivnih sila па роluрю3niku sf\.re; 
Ь) Isto tako kada su veze date u o1;!liku koordinatnih povrsi 

x"=const (25.9) 

reakciju veza trazieemo u obliku (25.8) s tom razlikom da brzine tacaka budu 
izraZane izvodima koordinata_ х/, ра се biti 

k dx Ј 
'" ~" Г' / (v) Х R('I') лм= L.. ~ ОМ= - т i}.мХМ -dt - (VJM- (v)M· 

\L=1 

(25.10) 

с) Ukoliko su veze oblika (21.10) u najopstijem pogledui1i (24.2) difc
rencijalne jednacine (25.6) omogucuju odredivanje mnozilaca veza. Ako napi
Semo da је 

ili 

(ј= 1, 2, 3; џ.= 1, 2, ., '" k), 

VvENn 

(l = 3 '1 -- 2, 3 v - 1, 3 '1), 

tada iz (25.6) i (24.11) dobijamo 

л =с' a,.---x,-R, а а ( D2 ,/ <,t») 
I dt 2 

pod uobieajenim uslovima da је ! с",I~ФО. za slueaj idealnih veza to је 

(<1=1,2, ... , 

ј, 1=3'1-2, 3'1-1, 3'1) 

VvEN
n

• .. 

(25.11) 

(25.12) 

d) Pri posmatranju. kretanja u potprostoruRm ротоеи diferencijalnih 
jednacina kretanja (24.18) iz istih mozemo da odredimo samo "tangentnu" 
komponentu si1e reakcije veze reprezentativne tacke 

(у, 8 = 1, 2, ... , т), (25.13) 
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Medutim si1e R(~) pre se odreduju transformacijom 

п . п k 

R ( .. ) "R "" (Т) 
0= L.. ,,;g(v)a= L.. L.. R(v)o' 

,,=1 "=10=1 

gde se sile trenja R~~~ о najcesce odreduju eksperimf.ntalno. Sto se tice nor
malne komponente. sile _ trenja R(N) reprezentativne . tacke, koja је uprav~a па 
potprostor опа је odredena relacijom (24.21), tj. 

gde је 
п 

Q(N) = L Fv • П• 
,,=1 

generalisana sila usmerena ро normali, а 

ba.~ qa. qB 
druga metricka forma potprostora Rm • 

--
26. Kovarijantne .. difere~<:ijalne jednacirie 

nestacionarliog sistenia 

(25;14) 

(25.15) 

. (25.16) 

.' 
Pod nestacionarnim siste:mom dinamickih tacaka.mi podra~l1~~va:~<? _.s~~-

tf;ffi tacaka koje su povezane vezama zavisn.im ј. od Уl:степа. u сНји op~teg 
razmatranja т! сето pretpostaviti prisustvo: . 

а) holonomnih reonomn,ih bilateralnih veza 

(!Ј.= 1, .,. , k), (26.1) 

Ь) neholomnih reonomnih linearnih veza obIika 

(i= 1, 2, 3), (26.2) 

с) dinamickih 

m(v) = m(v) (to) - Ј !J.(v) (Т) d Т, . (26.3) 
10 

gde је !J.(v) (1) brzina promene mas.e m• tacke Му • 

Pri izvodenju diferencijalnih kovarijantnih jednacina kretanja neholonom
nog i reonomnog sistema promenljive mase i ovde сеџщ, .kao i u prethodnom 
poglavlju posmatrati kretanje, prvo u 3 n-climenzionom' 'obvojriomprostoru, 
i1i prosirenom tom prostoru od 3 п + 1 dimenzije, а zatim па potprostorima. 

KOI'arijantne diferencijalne jednacine kretanja. Кп.tапје v-te tacke promen
Iјјуе mase opisuju diferencijalne jednacine (18.7). tj. 

dp(v) Р -. - = FM + ы, 
dt . 

(v=1, 2, ... , nј, (26.4) 
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gde v uzima vrednosti skupa tacaka s;stema kojih јта n. Odstranjivanj(;m ћо
lonomnih veza (26.1) пјЉоуо dejstvo zamenjujemo, kao i u (25.5), reakcija-
та veza 

(26.5) 

kao sile koju treba pridati sa desne strane jc:dnacine (26.4). 

Isto tako, kao 8to је poznato, tim silama reakcije treba dodati reakcijc 
neholonomnih veza 

• k. 

R(v) = L: Ха СаМ· 
0=1 

(26.6) 

Tako diferencijalne jcdnacine kretanja (26.4) taeaka sistema рј8еmо u 
vidu 

gde su лџ i Ха mnozitelji veza. 

U poredenju sa izvodenjem kovarijantnih diferencijalnih jednacina (24.9), 
odnosno (24.10), u jednacinama (26.7) javlja se u sU8tini novi samo taj fakt 
8to su mase m• (t) dinamickih tacaka funkcije vrf;mena t. А to р!шпје је ро
sebno obradeno u 17. podglavlju. Pomnozimo li skalarno redom diferencijalne 
jednacine (26.7) koordinatnim vektorima g(v)1 dobicemo i-tu kovarijantnu di
ferencijalnu jednacinu kretanja v-te dinamicke tacke, i to 

Кako је 

) 
Dr(v) 

'м = -аг g(v)l' (ј= 1, 2, 3) 

(k = 1, 2, З) 

Ысе s obzirom па (I7.4) 

' .. ' . . f.(v) .:. ","' ј ГМ _ = 'd (.. , D ј)'" . D 1 dxk 

dt a(v)ij 'dt;·-:- Q\v»)1 rik dt dt 
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gde su ocigledno, 

k, д/џ. d r --j-=gra r.JIJ. .g(.); 
д Г(у) 

СаМ i = L: Ха'С('Ј(а)' g('ji' 
0=1 

89 

Uzmimo li jos u obzir osobinu (17.12) i izraz za reaktivnu si1u (18.14) 
dobieemo sistem od 3 п diferencijalnih jednacina kretanja ' 

п2 } k д[. k, 

ам;} dtr2(v)=x(.);+I/I(,)i+R~~~i+ L: Лџ. д ~ + L: ХаСМа;, 
1/0=1 Г у 0=1 

(26.8) 

gde је 1/1(')1 reaktivna sila v-te dinamicke tacke. 
Ako pak usvojimo indeks~ kao i u (21.16), tj. i=3v-2, 3v-l, 3v; 

V vENn , ove diferencijalne jednacine kretanja neholono.mnog reonomnog sis
tema tacaka promenljive mase svodimo па trazeni kovarijantni oblik: 

(26.9) 

(k, 1=3v-2, 3v-l, 3v; VvENn). 

Оуе jednaCine zajedno sa vezama (26.1), (26.2) i (26.3) odreduju kretanje 
posmatr~nog sistema. ' ' 

za slucaj da su mase т• = const, а Ьоl0поmпе veze idealne diferencijalne 
jednacine (26.9) se svode па prostiju strukturu: 

D2 r l k д/џ. k, , 

ан --=Xk + L: лџ. -+ L: XaCak' 
dt 2 

1/0=1 д rk 
0=1 

(26.10) 

OvakavobIik diferencijalnih jednacinakretanja је kovarijantan u odnosu 
па krivolinijske sisteme koordinata. Jednacine (26.9) predstavljaju kretanje ро
jedinih taeaka sistema Му. Medutim isti oblik kovarijantnih diferencijalnih jed
пасјпа kao (26.10) сето da dobijemo ako posmatramo kretanje centra inercije 
sistema. U tom sIucaju saberimo ро v sve difеrецсiјаlпе jednacine (26.8) ра, s 
о bzirom па (21.15) i (23.9), mozemo da pisemo 

(ј, i= 1, 2, 3), 
gde su sada: 

I п 

Г = 2: I (Т) п (Т) п 
г., R 1 = 2: Я(у) 1, Х; = 2: Х(у);, 

у=1 у=1 у=1 

п п 

aij = 2: а(у)јј = L: т,.) g(v)/' g(.)}. 
у=1 У-1 
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Као 8to se vidi kovarijantni oblik diferencijalnih jednacina (26.11). i 
(26.9) је isti, samo se тога voditi гасиnа о dim.enzijarna prostora и kome se 
posrnatra kretanje . sistetna; Dok је kod jednacina (26.11) osnovni tenzor 

2 т(.) g(.)i' g(')J dotle k~d jednacina (26.9) taj tenzor је т(у) g(')i' g(',J' Ргеmа to-
v 

те i koeficijenti povezanosti prostora su raz1iciti; 

Kretanje nehQlonom.nQg siiJterna па potprostorirna 

Prisustvo holonomnih ve.za (24.2), poka.zal0 se и. (24.1 ~), (24.18) i (24.20), 
smanjilo је Ьгој diferericijalnih jcdnacina kretanja sistema za Ьгој veza. 
Лkо za transformaciju posmatranog nestacionarnog neholonomnog sistema sada 
uzmemo samo и obzir Ьоlоnоmnе veze(26.1) i dinamicke (26.3)'тј сеmо, 
sIicno postupku za јтодеnје jednacina (24.20) izvesti i kovarijantne diferen
cijalne jednacine kretanja neholonomnog sistema s tim 8to ргј totn treba vo
diti гасиnа о reonomnosti veza. Као sto је sve сезсе иоЫеајеnо и analitickoj 
теЬаnјсј тј сето za vreme uzeti nultu nezavisnu koordjnatu qO = t = хО , te 
па taj nасјn nestacionarne Ьо)оnоmnе veze (26.1) svesti па obIik veza (21.1 О') 
kod kojih funkcije јџ. zavise od· 3 п + 1 koordiriaie,' tj. 

«(.L=I, .. :; k), (26.12) 

ра koordinate vektora poloZaja(21.19) reprezentativne. taCke. s}stema zavisc 
od 3 п + 1- k koordinate q . . Tako . se i dimenzija potprostora proSirujc. па 
т + 1, te kretanje sada posmatramo па potprostorima Rm~1: Koordinatni vek
tori па tom potprost6iu' zav-tu . Фnатј~щ tacku М. (q) -зи: 

(<х=о, .1, ... ,rn), (26.13) 

mеди kojima је i g(.)o = д У.. Pomnozimo li diferencijalne jednaclne (26.7) 
дt 

koordinatnim: vektorima '26.13) i saberemo ро v dobicemo т + 1 diferen
сјјаlnи. jednacinu kretanja sistema. 

zaista, 

k k 

=F(v)·~v),,+P(v)·g(v),,+g(V),,· 2 R(v)ll+g(v)", 2 Х<1 Са(у)' 
'џ.=1 <1=1 

(26.14) 

gde је R(v)Џo odredeno izrazoro (26.5} 

Кako је и оуот ргозјгеnо~ potprostoru 

д У()' • V __ у_ qT _qT g 
(v) - д' qT - (оЈ·т (",(=0,1, '" , т) 
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а 

levu stranu prethodnih jednacina (26.14) posle sabiranja ро v тоито da ure
dujemo па sledeci nacin: 

N d . d N 

2: - (mм 'м' g(v)J =, dt 2: mы g(v)y, ~v)qY= 
_I~ -1 

d . ар 
=- а qY=-'" 

dt У'" dt ' 

gde је 

~ ( ) д 'м д 'м (О i q") ау",= L., mм t -_о -=ау", q, q, .. , , 
.=1 д qY дq'" 

inercijski tenzor posmatranog sistema dinamickih. tacaka; 

N д g( ) . н, д g( )' . . . 
2: mM'M'~ qf.= L m(v)g(v)y'~ q~qY= 

.=1 дq .=1 дq 

(26.15) 

gde su г .. : Kristifelovi simboli nad tenzorom (26.15). Uzimajuci u vidu оуа 
svodenja, kao i to da sa desne strane dobijamo kovarijantne koordinate vek
tora sile: 

N 
р,% = 2: Р(у/' g(./,%, С(а) .. ~ С(а).· g(v) .. 

.... 1 

jednacine (26.14) dobijaju trazeni oblik 

odnosno 

(ос =0, 1, ... , т). 

(26.16) 

(26.17) 

ОУЉ т + 1 diferencijalnih jednacina predstavljaju kovarijantne diferenci
jalne jednacine kretanja reonomnog sistema tacaka promenljive mase sa Ьоl0-
nomnim i neholonomnim vezama. 
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Kod ovakvog nestacionarnog sistema сјје su i mase taeaka i v(ze zavisne 
od vremena potrebno је uociti razliku izmedu osnovnog, tenzora (26.15) i ten
zora (17.4). 1 to пе samozbog broja koordjnata, nego zbog nacina zavisnosti 

od vremena. То otuda 8to su kod reonomnog sistema i parcijalni izvodi д '(У) 
. дqа. 

u izrazu (26.15) funkcije vremena, dok kod sistema sa skIeronomnim vezama 
to пјје sIucaj, nego se u strukturi osnovnog tenzora javljavreme samo pos
redstvom rnasa [40]. 

Zbog toga ako su veze ~kleronomne, а mase taeaka fUnkcije vrem(na t, 
diferencijalne jednacine kretanja sistema (26.17) zadrZavaju isti oblik samo 8to 
indeksi uzimaju vrednosti od 1 do т, tj. 

(26.18) 

@'=1, ... , т). 

U sIucaju skleronomnih veza ako mase zavise od vrem~na apsolutni iz
vod ро vremenu osnovnog tenzora аа.1I raz!icit је od пиЈе i jednak је, kao i u 
slucaju (17.13), 

пО[ћ' д a~, у' --=--, 
dt д t 

(~' у' = 1, 2, ... , т), (26.19) 

gde оујm parcijalnim izvodom predstavJjamo izraz 

(26.20) 

1 u sIucaju reonomnih veza ako se. posmatra t<retanje u Rnl+ 1 relacije 
(26.19) i (26.20) Ыее оСиуапе. U protivnom ako se kretanje reonomnog sis
tema posmatra па potprostoru Rm struktura izvoda (26.19) postaje kud i ka
то slozenija. Pri tim сјпјепјсаmа 

(oc,~'= О, 1, ... , т), {26.21) 

diferencijalne jednacine (26.17), kao i (26.18), svode se па 

Dqll N 
aa.II-- = Qa. + Ф .. + Ra. + 2: Х(а) С(а)а., 

dt·· ,,=1 
(26.22) 

gde је 

(ос, ~=O, 1, ... , т), 

reaktivna sila posmatranog sistema. Iz jednacina (26.7) od kojih smo росеН 
izvodenje jednacina (26.22), jz (18.8) ј (18.10) vidi se da је 

р у = "'м (t) Щv) = (.L{v) (/) иД. g(vH 
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ра је, s obzirom па (26.16), 

Р - ~ ) . /!_ да",/! /! ",- L.. fL(v){t g(.)/! g(.)",u - ,и. 
.=1 ' д t, 

Ьтепот u Ф .. dobijamo konacan izraz i za вiIе 

.Т, да .. /! (11 '11) '("=-- U -q , 
, д t ' 

(ос, ~=O, 1, ... , т). 
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(26.23) 

(26.24) 

Kovarijantne diferencijalne jednacine (26.22) lako transformiSemo па kon
travarijantnu forши. Kompozicijom ротоси kontravarijantnog tenzora а"У 

sledice 

(26.25) 

gde ви QY, фУ, RY, X(a)C(~) kontravarijantne koordinate odgovarajucih вНа iz 
jednacina (26.22). ' I 

Ako su kod nestacionarnog posmatranog sistema mase tacaka mм kons
tantne, вјlе (26.23) i (26.24) su jednake nuli, ра ~e jednacine (26.17) svode 
па oblik 

(26.26) 

а jednacine (26.22) па 

(26.27) 

(ос, ~= О, 1, .. , , т). 

UkoIiko su ћоlопоmnе veze skleronomne i idealne, reakcije veza R", ви 
jednake nuli, ра оуе difегещ:iјаlпе jednacine dobUaju jos prostiji obIik 

јlј 

пр, k 1 

-"'- = Q .. , + 2: Х(а) С (а)"" 
а! 'а=1 

(26.28) 

(ос'=I, ... , т) 

(26.29) 

za holonomni skleronomni sistem taeaka diferencija1ne jednacine kretanja 
k. 

svode se па obIik (24.1), jer пе postoje, reakcije veza 2: Х(а) С(а)",' Iпасе za 
'," а-l 

reonomnisistem, eakiako su ћоlопотпе veze idealne, reakcije veza пе јвее
zavaju iz diferencijalnih' jednacina kretanja. Zaista, analiziramo li reakcije veza 
(26.5) pri пјЉоуот preslikavanju u generalisane sile reakcija veza (26.16) па 
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potprostoru Rm+l' doci сето do jasnijeg zakljucka. Zamenimo. sile (26.5) u 
izraze (26.16) za R«, tj. 

11 k 

R« =' L L (л .. gradrv Јџ.+ RMJ· ~y)~. (26.30) 
у=1 џ.-1 

Prvih т koordinata ~, се biti' 

(26.31) 

s ;obzilomda је 2: 2: л..gfаdrvf",·~v)«=О. Medutim nulta koordinata 
" џ. 

sadrzi, kao, s~o se vidi, komponente r~akcija R~:~I1ERm i kощропепtе 
л.. gradrv Ј .. 1. Rm. Tako, eak i kad su holonomne veze idealne,. za koje su 
tan~entna . ko<?rdinata. ~eak~ija 

R('r) . ~ ~ R . д (у 
О = L. L. М .. '-, 

,,=1 110-1 д t ( . дr) 
g(v)o= дt" , (26.33) 

jednaka nuli, postoji reakcija veza ' 

11 k д 

Ro = "" "" '11 grad . '" L. L. ЛI' rv -дt ' 
'1=1 .. =1 

(26.34) 

koja odgovara nultoj koordinati qO = t. 
Na шј nacin kovarijantne diferencijalne jednacine kretanja (26.27), pri 

dejstvu idealnih holonomnih veza, za koje је R(~) = О, Ысе 

(26.35) 

gde su sve koordinate R1 = R2 = ... = Rm jednake nu1i, izuzev 

Ro =f: О. (26.36) 

27. ОpSП apsolumi integrali sistema 

. Pod naslovnim ројтот Opsti apsolutni integra1i sistema ovde podrazu-
теуато svaki integrц.l kovarijantnih diferencijalnih jednacina kretanja sistema 
dinamickih jednacina koji је dobijen za neke opste щl0vе, а da u raznim sis
temima koordinata istog prostora zadrZava jedan te isti ·oblik, pri cemu se in" 
tegralenje svodi. do nepoznatog integra1nog kovarijantno-konstantnog tenzora. 
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Pod istim оујт naslovom obuhvatamo i invarijantne integrale do kojih moze
то da dodemo роmоси apsolutnog, odnosno kovarijantnog integrala tenzora. 

. ~ntegral en.ergije sMema .. ~osmatrajmo. sist~!ll ~ovarijantnih diferencijalnih 
Јеdпасша kretanJa (26.22) u ctlJu odredtvanJa nJthOVlh apso]utnih integraia ako 
takvi postoje i ako se mogu оdгеdЩ паsiщ pristuPQln. 

Pretpostavimo da generalisane si]e QI1. јmаји potencijal sila П = П (qO , •.• , qm), 
дП -'. -

te- da је QI1. = - -. Difеге-nсiјаIпе једпасјnе kretanja (26.22) u tom sluea
д ql1. 

ји su '.0 . .,.. 

(27.1) 

Pomnozimo оуај s~tem jednacina difer~ncijalima ql1. dt = dql1.tako da је 
1· . • 

Тоm kompozicijom sveli s~o sistem· od т + 1 diferencijalne jednacine 
(27.1) па jednu jedinu invarijantnu diferencijalnu jednacinu (27.2), сјје resenje 
predstoji da trazimo. Da Ьј postojao integraI jednacine (27.2) uslovicemo da 
bude integrab}lan svaki zdruz~ni:) sabjrak. 

Integral Ј al1.~ ql1. Dq~ pri u'slovu' (26.19) пе moze se kvаdгаtuгщ:D izracu~ 

nati. Isti slucaj i sa .integralom:! даl1.$ (u$_'(i')dq~;Medutim, za s1ucaj da је 
дt 

. 1 . 
ufl=- q~ 

2 
(27.3) 

оЬа паvеdеriЗ. iritegrala mogu se svesti па: 

јег је u skladu sa (26.19) 

(
1 ..) 1 да·' .• 

D 2' al1.~ql1.qfl =2 д7. qfldql1. + al1./l ql1. Dq$ 
. i . 

Imајисј u vidu (Р1.11) odavde sledi da је 

л 

Ј (1 .. ) 1 .. 

. 
D - al1./l ql1. q$ =- al1.$ql1. q$+Ao' 

. . 2, - -2 . 
(А ,.,;, const.). (27.4) 

• ) Ро zdruienim sabirkom podrazumevamo zbir роуёип indeksima sabiranja, па pri
mer Rl1.dql1.=RodqO+R1dql+ ... +Rndqm 
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Na isti nacin dobijamo, 

(Во = const). (27.5) 

Integral Ј Rf1. dqf1. oznacimo slovom S, tj. 

(27.6) 

Poslednji zdruzeni sabirak 

jednak је nu1i pod uslovom da su neholonomne уеи (26.2) oblika С(а)сх' dqf1.' + 
+ С(а) о dt = О, (ос' = 1, 2, .. , , т). 

Prema tome, za uslove (27.3) i (26.2), Ьо i uslove egzistencije potenci
jala П (qO, ..• , q"), tj. 

~ (дП)+~ (дП)=о 
д qf1. д q~ д q~ д qf1. ' 

zbir integrala (27.4), (27.5) i (27.6) cine integral diferencijalne jednacine 
(27.2) i to 

1 .' 
- аf1.~qf1.q~+П =S+h, 
2 

(ос, ~=O, 1, ...• т) (27.7) 

gde је h = const. = Ао + Во. а 1 f1. . ~ т 1 «' 11' • «' '0 - af1.lIq q = =- aa.'r;.,q q +aot'oq q-l-
2 2 

-1- Ј... аоо qO qO = Т2 + T1 + То kineticka energija reonomnog sistema; П = П (qO, .•.• 
2 

qm) је opsti reonomni potencijal. 

U slucaju da је S = О, dobijamo integral energije 

(27.8) 

za nestacionarni potencijalni sistem. 

Potpunija ana1iza relacije (27.7) sa mehanicke tacke gledista ukazuje da 
se u opstem slucaju ne moze odrediti (27.6) kao prvi integral, ра ni opsta 
relacija (27.7) nе predstavlja prvi integral diferencijalnih jednacina (27.1.) Samo 
za posebne sisteme mozemo da dobijemo prve integrale, koji se javljaju kao 
posledica opste relacije (27.7) koja u integralnom ob1iku cini zakon energije 
nesta"ionarnog dinamickog sistema. 

1. za holonomni reonomni sistem taeaka konstantne mase postoji prvi 
integral energije: 

дП 
а) • аlcо је Qo jednako nuli, Qo = - дt = О; 
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Ь) k . Q' Ь'] f k" дП а о Је о шtеgга 1 па un СIЈа vremena, Qo = - - = Qo (t). 

U sIueaju pod а) integraI (27.7) se svodi па 

Т+ П = Ј Rodt +const., 

дt 
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(27.9) 

gde је R odredeno izrazom (36.34), а Т -= Т2 + Т1 + То је kineticka energija 
сјјј su sabirci 

(а', ~' = 1, 2, ... , т), 

1 
ТО =- 000· 

2 

(27.10) 

(27.11) 

(27.12) 

Diferencija]na jednaeina kretanja sistema (26.35) u kojoj figurise funkcija 
Ro za ovaj sIucaj pod а) је 

Dq" 
00f! -=Qо+~=Rо, 

dt 
(27.13) 

Ьтепот Ro iz ove diferencija1ne jednacine u (27.6) Iako dobijamo 
integraI 

л 

= Ј D (оо р' qf!' +000)= Ј D (Т1 + 2 То) = Т1 + 2 ТО + const. 

Uzmemo 1i u obzir· ovaj integra1 i sabirke (27.10), (27.11) i (27.12) ki· 
neticke energije Т, iz (27.9) sIedi prvi integral 

Т2 - ТО + П = const. 

Za s]ueaj pod Ь) za koji је Qo=Qo(t) iz (27.13) sledi da је 

Dqf! 
Ro=oof! --Qo(t), 

dt 

ра intengra1 (27.6) postoje 

S=T2 +2To -Ј Qo(t)dt= 

= Т1 +2 То - U(t)+ const. 

Zamenom u (27.9) dobijamo integraI energije u obliku 

Т2 - То + П + U(t)=const. 

gde је U(t)= Ј Qo(t)dt. 

7 KovarijllJ1l11a diDamika 

(27.14) 

(27.15) 
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2. А1.со su holonomne veze skleronomne i idealne; neholonomne veze Н

nearne, skleronomne te i homogene Саа.' ql1.' = о, а mase tacaka sistema kons
tantne, iscezava т + 1. diferen<;ijalna jednacina kretanja koja odgovara koordi
natnom vektoru g(.)o' а sa njom i fиnkcija Ro' ра се S biti jednako nuli ako 
.' ;.С' , дП . " .", ' v. 
JelQo= --=0. Pod tlm uslovlma'vazl рт"ј 'integral (27.8) koji predstavlja 

дt 

zakon о odrzanju тehanicke' energije. 

3. U klasicnoj mehanici kretanje reonomnog holonomnog sistema шеака 
konstantne mase posmatra se uglavnomna potprostorima R~ С Rт + l' U tom 
slueaju ako su reonomne holonomne veze idealne integral (27.6) је indenticki 
јеgџ.аk -nuli. Medutim, tada је iner,cij.ski tenzor zavisan od т + 1 koordinate i 
to od т koordinata ql1.' i vremena t, а prostor је т-dimenzioni. Zato u tom 
potprostoru Rт apsolutni izvod inercijsk,og tenzora nije jednak nuli, ра se od 
(27;2) do (27.4) ne moZe doci ako inercijski tenzor a,,~ zavisi od vremena t. 
Saglasno tome, da Ы postojao integral (27.4), а ртета tome i integral 

Т2 - То + П (q) = const. 

potrebno је da inercijski tt.nzor ne zavisi od Hemena, te da bude 

дa,,~ =0 ~ дТ =0. 
д t д t 

(27.16) 

4. za sve uslove iz prethodne tacke i uz dodatni uslov da је дТ = р' (t) 
дt 

sledice integral oblika (27."15), s tim' ~to"ce~o' umest~' fu~kcije и, koja је ро
tica]a od potencijalne energije, imati funkciju Р и) koja, kako se vidi, potice od 
kineticke energije, i t"1 

Т2 -То + п = р (t) - const. (27.17) 

Kovarijantno konstantni' iтpulsi' kretanja' 

za slucaj kada su mase dinamickih taca ka sistema konstantne, т. = const., 
iz diferencijalnih jednacina kтetanja (26.27) mozemo da dobijemo т + 1 apso
lutni integral pod uslovom da је zbir svih aktivnih sila reakcija veza jednak 
nuli, tj. 

kl , 

Q" + R" + L :Ј«а) С(а) " = О. 
,,=1 

za taj staticki slueaj vidimq, da je~psoluEri- diferencijal vektora impulsa 
kretanja jednak nuli 

(IX, !), у=О, 1, ... , т). ~ , ! 

Primenom apsolutnog .integrala tenzora (Рl.4) dobijamo da su svi impul
si kretanja 

pl1.=A", (IX=O, 1, ... , т). (27.18) 
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Smanjenje broja dimenzija. prostora od т + 1 па т nema bitnog uticaja 
па dobijanje istim postupkom apsolutnih integrala (27.18). Kako ne postoji 
0p8ti postupak za odredivanje integralnog kovarijantno konstantnog vektora А .. 
па potprostorima Rm + 1 to сето se ovde zadovoljiti relacijom (27.18). za spe
сјјаlап prost sIucaj potprostora Rm и kojem su Kristifelovi simboli jednaki nuli, 
koordinate vektora А .. su konstante, а u slucaju da је Rm euklidski prostor, 
vektor А;х је paralelno pren081jiv vektor koga odredujemo ротоси dvotackas
tog tenzora (Р2.6) kao i и slucaju (12.14) 

Do takvog stepena odredenosti, 8to nije liзепо realnog smisla, mozemo 
da odredimo siru klasu apsolutnih integrala kovarijantnih diferencijalnih jedna-
cina kretanja sistema. . 

Neki kovarijantni integrali 

Neka su ponovo mase tacaka konstantne, mы = const. Tada је фј = о. Ne 
gubeci mnogo od opstosti u зтјзlи naseg razmatranja, pretpostavimo da зи 
date veze skleronomne, pri сети se diferencUalne jednacine (26.9) u formi пе 
pojednostavljuju i парјзасето ih prema (6.7) u obJiku 

(27.19) 

(i=Зv-2, Зv-1, Зv; VvENn).· 

Ako је moguee uravnoteienje siIa trenja holonomnih veza i reakcija ne
holonomnih veza, tj. 

(27.20) 

i ako зи aktivne sile F. (v = 1, 2, ... , N) konstantni vektori, ра koordinate 
vektora зПе 

( i=ЗV-2, Зv-l, зv;) VvENn 

сјпе kovarijantno konstantni vektor, diferencijalne jednacine (27.19) 

D Рј 
D -=Xidt, 

dt 
(27.21) 

mozemo da integralimo. Kako је apsolutni diferencijal skalara jednak оЫCnот 
diferencijalu, рјзасето 

(27.22) 

Kako је Хј kovarijantno konstantni vektor, tj. пхј=о, Ысе 

л л 

Ј XiDt=X; f Dt=Xit+Ai 

7· 
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ра iz' (27.22) sledi 
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(
' = 3 v - 2, 3 v - 1, зу). 

VvENn 

(27.23) 

gqe је А 1 kovarijantno konstantni integralni vektor, koga odredujemo, kao i u 
poglavlju 12. Na s1iean пасјп mogu da se dobiju kovarijantni integrali za 
sistem tacaka opisanih diferencijalnim jednacinama kretanja (27.19), kao za 
kretanje pojedine tacke sisteina &to је opisano и poglavlju 12 s tim 8to osnov
nltenzor и оуоm slueaju је (22.16). 

28. Kretanje sistema u Саznош prostoru 

Fazni ргомог. U skladu sa definicijama datih u 15. pog]avlju pod ројтот 
jazni pro:.tor podrazumevamo unUu Ф2m skupa q = {ql, . ' .. , qm} koordinataq<x 
reprezentativne tacke M(q)ERm i skupa р={рl' .. , , Рт}, kovarijantnih koor
~щаЈа vektora impulsa kretanja pERm.To 'su \ im~uls~ ktetanja siste~a Ра. и 
tackl M(q)ERm. Ako se ,uzme vreme ,1 kao kоогdшаtа qO,;q0';:; (, faznl prostor 
se prosiruje za jednu dimenziju ра se naziva ргоЛгеnј jazni prostor. za tako 
prosireni 2m+ 1 dimenzioni fazni prostor Ф2;"+Ј = {чО, ч1, '" , qm; РI' '" , Рm} 
cesto se kaze prostor stanja s obzirom da odreduje stanje kretanja q<X (t), Р<Х (t) 
sistеща u svakom trenutku vremena t. ТаЬу prostor odrazava kretanje ,sklero
nomnog sistema па m-dimenzionim potprostorima Rm • Medutim, kretanju сео
nomnog sistema, kao 5to smo videli u prethodnom poglavlju, odgovara т + 1 
dimenzioni prostor Rm+ 1 U kojem vektor impulsa kretanja јта т + 1 koordi
natu ро' Рl' ., . 'Рm' koje odgovaraju generalisanim nezavisnim koordinatama 
qO, ql, ... , q'" gde је qO vreme t, qO = t. Dakle stanju kretanja reonomnog 
sistema odgovara 2m+2dimenzioni !аzniргоstОГФ2m+z' Zato se i ovaj prostor 
moze da nazove prostor stanja. Biulija od naziva је сјпјепјса о kakvom se 
mehanickom sistemu radi, te koliko јmа nezavisnih impu]sa kretanja Ра.' Zato 
Сето тј u dalj~m "tekstu pod ројmоm fazni prostor podrazumevati sve navedene 
fazne prostore s tim '8to сето pri tom isticati dimenziju prostora. 

Кretaпje ,sistema и jaznom prostoru opisujemo ротоси 2 т ili 2 т + 2. di
ferencijalnih jednacina prvog reda, zavisno od toga da lј se posmatra prostor 
Ф2mјli Ф2m+2' od kojih је pola u kontravarijantnom, а pola u kovarijantnom 
obliku. ТО su u stvari diferencijalne jednacine kretanja sistema (26.17) kojima 
se pridrufuju izrazi za impuls~ kretanja (26.21) и сез~пот obliku ро genera-
1isanim brzinama. Tako za kovarijantn~ diferencijalne jednacine kretanja јтаmо 

d " ~-a"Bp 
dt - в' 

(IX, ~=0,1, .. , , т), 

(28.1) 

(28.2) 



Kovarijantna dinamika 101 

koje cesCe piSemo и razvijenom obliku 

d '" q -аotl1р -- в' 
dt 

(28.3) 

Ako је sistеш holonoman diferencijaIne jednacine (28.2) gube reakcije 
neholonomnih veza ра posmatrani sistem jednacina је 

d '" ~-а,,,IЗ р dt - в' 

(ос, ~=O, 1, '" , т) (28.4) 

Ako su holonomne veze idealne otpada i R", ра јmато daIje sistem od 
2 т + 2 jednacine 

dq'" 
--=а'''IЗ р 
dt В 

(ос, ~=O, 1, '" , т). (28.5) 

u slueaju kada su holonomne veze skleronomne otpa.daju dve diferenci
јаlпе jednacine, koje odgovaraju vremenskim faznim koordinatama qO i РО' tj. 

(28.6) 

(~=O, 1, .,. , т) 
(28.7) 

ра se broj diferencijalnih jednacina (28.5) smanjuje za 2, tako da јтаmо ~js

tem od 2 т diferencijalnih jednazina istog obIika (28.5) 

(ос, ~=1, 2, ... , т) (28.8) 

Dp"'=Q +Р 
dt ос '" 

samo 8to indeksi ос, ~ uzimaju vrednosti od 1 do broja stepena sIobode kre
tanja sistema m. 
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Ako su mase dinamickih tacaka konstantne ovaj sistem jcdnacina se jo~ 
uprosCava 

dq<1. 
_=a<1.~p 
dt ~, 

DP<1.=Q 
dt <1.' 

(28.9) 

jer је Р<1.=О. U ovom slucaju i kovarijantni a<1.~=a~l)I(q1, ... , qт) i kontrava
rijantni tenzor a""~ = a~<1. (qt, ••. , qт) ne zavise od vremena t kao u prethodnim 
slueajevima. 

Ako ni sile Q<1. = Q<1. (q 1, ... , q"; Р l' ... ,Рт) ne zavise od vremena t, 
iz diferencijalnih jednacina (28.9) lako elemini!iemo diferincijal vrcmena dt РЈ. 
dpbijamo diferencijalne jednacine fazne trajektorije reprezentativne tacke siste
фа i to: 

(ос, [)=1, оо., т), (28.10) 

gde se ponavljeni indeksi u broijocu i imeniocu ne smatraju indeksima sabil·anja. 
То znaci da su u јеdnaсiпаша indeksi ос slobodni indeksi, ра јтато п dife
rencijal jednacina 

(М=I, оо' , т). (28.11) 

za slueaj da је forma Q" dq<1. integrabilna, iz ovih diferencijalnih jedna
cina dolazimo do invarijantne forme 

(28.12) 

(ос, [)=1, 2, ... , т), 

а odavde apsolutni invarijantni integral 

л 

Ј а <1.\3 Р<1. Dp~= Ј Q<1. dq<1., 

koji је kao tabliCni (Рl.ll) 

(ос, [)= l, оо. , т) (28.13) 

gde је Ао = const. Ako generilisane sile јтаји potencijal sila П = П (ql, ... , q"') 

za koje је Q<1. = - дП, integral (28.13) је integral energije dat u Hamiltonovim 
дq<1. 

promenljivim 

(28.14) 
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za konze~vativni sistem tacaka. Оуај integ!al, kao у! .op8.tije. ~28.13) kod koga 
se kооrdшаtе af%p. osnovnogtenzora u opstem sluca]u ]avlja]u kao nelinearne 
funkcije koordinata ql, ... , qm; а koordinrte vektora generalisane sile Qf% = 

Qf% (qt, ... , q"'; Р1 , •• , , Рm) nelinearne funkcije fazniђ. promenljiviђ., ЩОZе,рОS
Iuziti kao 8tO је poznato za kvalitativnu analizu oscllatornog о kгеtаща" ј" sta
bllnosti ravnoteze sistema. 

Male osci/acije. Za oscilatorna kretanja taCaka sistema, koja su poznata 
pod nazivom таlе oscilacije, koordinate inercijskog tenzora su konstantni iner
cioni koeficijenti*. Zbog toga su Kristofelovi simboli jednaki nuli, apsolutni 

л 

diferencijaI D* jednak оЫспот diferencijalu d* te i apsolutni' integral Ј * jed

nak оЫспоm integralu f * vektora. GeneraIisane sile su, u najopstijem slucaju, 

linearne funkcije faznih koordinata, tj. 

(28.15) 

gde su cf%p. = c~f% = const. Ь р = konst. Zato iz (28.9) уеота prosto d?ЫјаШQ sis
tem оЈ 2 m Iinearnih diferencUalnih jednacina sa konstan{nimokoefi~ijentiina 

! qf% = af%~ Рр.' о 
• (3 
Р,,= -c"p.q~-b" ћ· 

(28.16) 

Za pretpostavljena resenja 

(28.17) 

sledi sistem od 2 т homogenih aIgebarskih jednacina: 

л А" - af%~ B~ = О, оо (28.18) 

(!Х, ~ = 1, . . . , т) 

(28.19) 

Iz sistema jednacina (2818) uocavamo da izmedu koordinata vektora Bf% 
Af% postoje veze 

(28.20) 

jer је af%p.af%'Y=~~={~' Zato se (28.19) svodi па 

*) Vidi: Уијјсјс У, Teorija oscilacija, "Naucna knjiga". Beograd, 1977. 
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odnosno 

(28.21) 

jer zaegzistenciju netrivijalnih reSenja А $ postojaCe т kvadrata л~ karakteris

tiCnih Лk kojima odgovaraju vektori A(~), а zbog veze (28.20) i vektori ВШ~. 
S obzirom da је а"'$ pozitivno-deflnitivna matrica, jasno је da се vektori A(k) 

i Вш ostati ograniceni ро modulu ili teziti nuli ako је 

I(b ... ~ А (~) А (f»2 - (4 a ... ~ A(~) А (2» (Ca~ А (k) A(2»~0, 

lb"'$A(~)A~>O, 
te za te uslove kretanje sistcma је osci1atorno, а ravnot<..Zno stanje sistema 
q = о Ар = О је stabilno i1i asimptotski stabilno. 

Kvazinelinearne oscilacije ~isteтa 

U faznom prostoru Ф2т moguce је u konacnom obliku izraziti priblizno 
taena resenja sistema od т stepena slobode oscilavanja i za slueaj kada su 
generalisane nelinearne funkcije, ali sa mаНт parametrom [44] i to: 

(28.22) 

gde su Ј ... (t) periodne funkcije, е mali parametar, а R ... nelinearne funkcije 
faznih promenJjivih i malog parametra е. 

Skalarna funkcija П је potencijal sila, oblika pozitivno-definitivne kvad
ratne forme 

1 
П=- с q"'q~ 2 ... ~ (28.23) 

сјјј su koeficijenti c ... ~ simetricni i konstantni. S obzirom da i ovde pretposta
vljamo nelinearnost samo si1a R... proizjlazi da su inercioni koeficijenti a ... ~ 
konstantni te da su Kristofelovi зјтЬоlј nad njima jednaki nuli. Zbog takvih 
pretpostavki diferencijalne jednaCine osciIatornog kretanja ovog sistema (28.9) зи 

(28.24) 

za е; = о dobijamo generalisani sistem linearnih diferencijalnih jednacina 
sa konstantnim koeficijentima, koje predstavljaju sopstvene oscilaciJe sistema 
pod dejstvom prinudnih sHa Ј ... (t) i to: 

(ос, ()=1, .. , , т), (28.25) 
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ReSenja q« (t), Р« (t) ovog osnovnog genratornog sistema diferencijalnih 

jednacina oznacicemo nultim indeksom qo i Ро« te Љ kao takve mozemo da 
парј~ето и obIiku 

t 

q«=q~(I)= ~ {LlZ(AOkSin(llkt+BOkCOS(llkt)+~ !/«('t')SiП(llk(t-'t')d't'} 
k=1 (llk 

О 

(28.26) 

t 

p«=Po«(/)= k~1 {(llkO«/I(AOkCOS(llkt-ВоkSiП(llkl)+ Ј /«('t')COS(llk(/-'t')d't'} 

о 

gde su (llk (k = 1, ... , т) ucestanosti sopstvenih oscilacija sistema, AOk i BOk 
integra!ne konstante, а /« (/) = 0«11 /11 (/) kontravarijantne koordinate vektora sile 
J(t). 

Ма kakve da su sile R«, pretpostavka о та!от parametrue:, сјпј ih to
liko ро modulu malim da опе e:R« samo remete kretanje sistema (28.25), ра se 
resenje sistema diferencijalnih kvazinelinearnih jednacina (28.24) nalazi и blizini 
resenja (28.26), tj. 

1 

q«(t) = qHt) + 2: e:S q~) (t), 

P«(t)=pO«(I):=~ e:Sp(s)«(t), 
а=1 

(28.27) 

gde зи q(S) (t) i Р(а)« (1) periodne zasad jos nepoznate fиnkcije vremena 1. 

Razvijmo fиnkcije R« do onog stepenapo (q« - q~), (Р« - РоЈ i е: do kojeg 
su razlozene potencijalne siIe i inercioni koeficijenti, kako Ы za sve fиnkcije 
јmаli isti stepen aproksimacije, а to је: . 

gde su 

Ro«=R«(I, q~(t), ... , q:f(t); РО1 (1), ... , Po~(t); О), 

q:f(t);РОI(t),,,.'Рот(t»=ддR:ј« «()' 
q q =qo t 

. (;:~o« (/) 

R~=R~(/, q~(t), ... , q:f(t); РО1 (/), ••• , РОт (/») = дR« 
дћ q«=q~(/) 

p«=Po«(/) 

е:=0 
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Sa.=Sa.(t, q~(t), ... , qO'(t); P01 (t), ... , P~тЏ))= ддRа. 
. е: q а. ~ q; (t) 

Prt.=Poa.{t) 

е=О 

Sa ovako razlozenim funkcijama diferencijalne jednacine kretanja (28.24) 
postaju 

{ 

<ja.=aa.~ ћ 

Ра.+Са.~q~=Ј,,(t)+е[Rо,,+(q~-qђR,,~+ .. 

+(PII-РОII)R~+S"е+ .. . ]. 

(28.28) 

Pretpostavljena stepena resenja(28.27) treba da zadovolje diferencijalne 
jednacine (28.28), ра је: 

Izjednacenjem koeficijen/l.ta ·uz jednake stepene ,е' dobijamo prvo za i = О, 
еО = 1 generatorni sistem linearnih diferencijalnih jednacina sa konstantnim koe
ficijentima (28.25), а to је 

{
.a.,,~ О . ·qo -а POII= , 

РО" + C"II qg = Јо" (t); . 

(28.29) 

zatim za svaki stepen е1 = е, е2, е:з, • •• sledi ро jedan sistem diferencijalnih 
jednacina oblika(28.25) saindeksima ~ odgovarajucih stepena е:$ (.\ = 1, 2, 3, ... ), 
tj. 

gde su: 

{ 

Cj(~) -'- аа.1I p(a)~ = О • 
(28.30) 

. ~ (1 m ) Р\а) " + С"II q(s) ':=)($)" (, q(s-I), ... , q(s-I); P(s-Ijl •...• Р(а-l)nr , 

(ј= 3,4, ... ). 
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Resenja sistema diferencija]nih jednacina (28.29) su obJika (28.26) tako da 
J~aтo q~~qHt), Poa.=Poa.(t)· Ьтепот ovih funkcija и Ro~(qA, .•. , РОт) do
ы1атоo da Је 1(t)a.=ROB (t, Ао!, ... , Аот ; во]> ... , Bom)=f(oa.(t) tako da s]e
deCi sistem iz (28.30) је istog obJika kao i (28.29), tj. 

( q(Ъ-а"В Р(])в=О 

t РШа. + Са.в q~) = 1(])а. (t). (28.31) 

Konstante AO(f<) i BO(f<J (k = 1, 2, ... , т) odredujemo iz 2 т us]ova 

egzistencije periodnih resenja q(I)(t)=q~)(t+T) i РШа.(t) = Р (])a.(t-T) tj. из]о
va odstranjivanja rezonantnih c]anova u desnim stranama diferencijaJnih jedna
сјna (28.3]). То је zahtev da bude ispunjeno s]edecih 2 т us]ova: 

т 

Ј ~% !{])а. (t) cos (iJk t dt = о, 
о 

т 

Ј ~% 1(оа. (t) sin (iJk t dt = о. 
о 

(k=l, 2, ... , т) (28.32) 

Periodna resenja sistema (28.31) na]azimo ponovo u obJiku (28.26), odnosno 

I q(1) = k~l {~% (Ablk sin (iJk t + B(])k COS (iJk () + 

I + ~k ј !(ј)(Т) SiП(iJk(t--r)d-r} , 
о 

(28.33) 

т {fЗ . Р(]lа. = L: (iJk аа.в ~k (АШk COS (iJk t - B\1)k SID (iJk t) + 
k=l 

t + I 1(,). «) СОО "'. (! - <) dt} . 

Ьтеnjијисј ova resenja i resenja (28.26) u drugi sistem (8 = 2) diferenci" 
јаЈпЉ jednacina (28.30), tj. u 1(2)а.' ропоуо dobijamo sistem jednacina obJika 
(28.31). Еlјтјпасјјот rezonantnih clanova 

т 

Ј м 1(2)а. (t) СОЗ (iJk t dt = о, 
о 

т 

Ј ~% 1(2)а. (t) sin (iJk t dt = о, 
о 
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sada moZemo da odredimo periodna resenja q~ (t), Р2а. (t) U obliku (28.33). 

Na isti taj nacin postupno odredujemo i naredna qэа.' Рэа. priblizna re

senja do zeljenog n-tog. Posle odredivanja periodnih resenja q~II-1) (t) i PCIl-lја. (t) 
transformisemo n-ti sistem diferencijalnih jednacina (28.30) па ob1ik (28.31) za 
.s = n • . Resenja takvog sistema u obliku (28.33) sadrze 2 т konstanata A(n)k i 
В(п)k' Prema tome i trazeno resenje i obliku stepenog reda ро е' sadrzace taj 
broj konstanata, tj. 

I 

qa.= i ~ eS{fJ)k А~(А(sЈksin,fJ)kt+В(s)kСОSfJ)kt~Ј/(S)а.(Т)SinfJ)k(t-Т)dТ} 
.=1 k=1 

О 

I 

+ Ј f<s)a. (Т) COS fJ)k (t - Т) dT} . 

о 

. (28.34) 

Konstante A(n)k i В(п)k' (k = 1, ... , т) odredujemo iz 2 т pocetnih uslo
уа qa.;= qa. (to) ipa. = Ра. (tu)' Evet:ttualnu proveru da 1i resenja (28.34) zadovolja
vaju diferencijalne jednacine (28.30) lako је izvrsiti. Ako su fJ)k koreni frekventne 
jednacine I Ca.~ - fJ)2 aa.~ I = о sopstvenih osci1acija sistema, 8to ovde pretpostavlja
то, zamena resenja (28.34) u diferencijalne jednacine (28.30) pokazace valjanost 
dobijenih resenja (28.34). 

29. Kovarijantne diferencijalne jednacine 
poremeeenog Ьеtanја 

Uporedivanje stvarnog i zadatog tj. poremecenog i neporemecenog kretanja 
sistema mozemo ciniti u prostorima u kojim је opisano neporemeceno kretanje. 
Ako је kretanje opisano diferencijalnim jednacinama (24.21) u kojim su koordi
nate РЈ vektora impulsa kretanja reprezentativne tacke opisane relacijama (23.8), 

DrJ Dr i . 
tj. р; = аџ - ~ _. = аи РЈ za neporemeceno kretanje sistema kazemo da је 

dt dt 
zadato upravo ротоси tih 2 п diferencijalnih relacija (24.10) i (23.8) tj. 

Dp, 
-=Р;(г,р, t), 
dt 

(i,j=3v-2, 3v-l, 3v) 

(VvENn) 

(29.1) 
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gde su Fi koordinate rezultantne sile u odgovarajucoj tacki. Re8enja sistema 
(29.1.) neka su ,ј(е), ћи) te sa pravilno i tacno izabranim pocetnim uslovima 
predstavljaju neporemeceno kretanje. Ukoliko dinamicka tacka odstupa od zada
tog kretanja iz bilo kog razloga, poremeeeno kretanje mozemo predstaviti vekto
rima 

;/ = ,/ (/) + ~j и), (29.2) 

Diferencijalne jednacine stvarnog kretanja u trenutku t mozemo da парј
semo kao 

.0·0 D,' ,," 
-=а'Јр}, 
dt 

.. 
пр/ ...... 
-=Fj (" Р, t), 
dt . 

odnosno, ako јmато u vidu (29.1.) i (29.2), 

п~j l' 
-=аЈ Уј}. 
dt 

(i,j=3v-2, 3v-l, 3v), 
" I ' 

пУЈ; -. -.. == (џ~, УЈ, t). 
dt 

gde su 6/ kovarijantne koordinate vektora 

дР; /:' дР; 6,=- . ~J+_ Уј} + ... 
'д'}!'}='~(t) д РЈ !,i=г6(t) 

РЈ = РоЈ (t) .. РЈ = РОЈ (t) 

(29.3) 

(29.4) 

Ocigledno је da su diferencijalne jednacine (29.1) i (29.3) istog oblika; 
ukoliko u diferencijalnim jednacinama (29.3) ротеmесаје ~; i УЈ; zamenimo odgo
уатајисјт velicinama ,; i Р; dobieemo diferencijalne jednacine (29.1). Kako ,/ i 
Рi mogu biti smatrani ротетееајјmа ravnoteznog stanja ,1 = '6 = const. i pt == О 
to diferencijalne jednacine kretanja (29.1) mozemo da smatramo kao diferenci
jalne jednacine poremecenog ravnoteZnog starija. 

Diferencijalne jednacineporemecenog stanja kretanja si,stema u faznom 
prostoru Ф2m takode moZemo da svedemo па kovarijantni oblik kao i (29.3) 
8tO сето u daljem izlaganju i uraditi. * 

Napisimo diferericijalne jednacine neporemecnog kretanja u obliku (28.3), tj. 

gde је 

DPa.=F 
dt а.' 

(IX-l, ... , т), 

k, 

Fa.=Qa.+Pa.+Ra.+ L: X(,,)C(,,)~. 
0-1'· . 

(29.5) 

(29.6) 
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. Ako resenja qa.=qa.(t, Ср ••• , (;211) i Pa.=Pa.(t, Ср ••• , С211) opisuju zadato 
neporemeeeno kretanje sistema pod dejstvom sila (29.6) za poremecaje mozemo 
da uzmemo odstupanja '1Ја. i ~a. gde је 

(29.7) 

vektor poremecaja impulsa kretanja sistema, а ~o: poremeeaji vektora роlотја 
taeaka sistema. Iskazimo to postupkom kojim smo dosli do relacija (28.1), 
odnosno (23.2). Као sto se vidi, оуа relacija (23.2) uspostavlja vezu izme-

du vektora brzine '. i impulsa kreianja taeaka sistema р. = т. '. = т. d '. , 
dt 

11 

(, = 1, ... , п). Zato pretpostavimo neka је Ро: = L: ты 'М· Кмо: impuls nepore-
.=1 

• 11 • 

mecenog kretanja, а Ра. = L: ты 'ы· КМа. poremeeenog kretanja. U tom smislu 
.=1 

mozemo da pisemo da је 

• • dr d~ рм = т. '. =т. -' + т._' 
dt dt 

(29.8) 

• 
gde је ~. vektor poremeeaja vektora '. = '. -~. роIотја v-te tacke. Razlozimo 
lј vektore ~. ро ba:z;nim vektorima К(.)о: tangentnog prostora па kojim lezi i 

k dr. дrv·о:·о: . 
уе tor -=- q =q КЫа. 1]. 

dt дqО: 

јтасето iz (29.8) 

јlј 

• _ .0: d~a.!:o: дКМО: dq~ 
P.-m.g(.)a.q +тк(.)о:-+т.<о -- --о 

dt дqВ dt 

Ako uzmemo u obzir i (26.13) Ысе 

• _ .0: d ~o: г8 !:о: dqB Ь 
P.-m.g(v)o:q +m.g(.Jo:--;Jt+m(v) о:(!.К(.)5<О Тt+ а.в n(.) , 

а posle skalarnog mnozenja vektorom К(vlу i sabiranjem ро v slediee 

• _ .0: d~O: га!:а. dqB 
Py-aa.yq +ао: у -. -+аау o:r.<o -

dt dt 
odnosno, 

(29.9) 

(29.10) 

(29.11) 
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jer је Ру =аа.Аа.. Uvedimo lј sada ovde poremeeaj impulsa (29.7) iz (29.11) 
dobijamo 

D~fI, 
11у=аа. уТ , (ос, у= 1, '" , т). (29.12) 

Komponovanjem tenzorom аУ 11 doliiZimo do prvepolovine sistema dife
rencijalnih jednacina рогеmе6фi, Т to 

(~, у=;, },2, ... , т). (29.13) 

Ako uporedo sa diferencijalnim jednacinaIp.a neporemecenog kretanja (29.5) 
napi~emo i odgovara.juCe jednacine.za stvarno јlј poremecenQ kretanje i иzmemo 
u obzir (29.7), dobicemo i drugih т diferencijalnih jednacina poremeeaja 

п11а. =6 
dt а.' 

(29.14) 

gde је 

0a.=F«-F«= ~:: I~~=? ~II+ ~~« 1~~7"01111+'" 
1111 =0 1111 =0 

(29.15) 

DiferenCijalne jednacine (29.14) i (29.13), kao 8to se vidi, ро obliku su 
iste kao i diferencijalne jednacine (29.3). Razlika је u broju jedna.cina, karakteru 
poremeeaja i strukturi poremeeajnih faktora 6«. Jednacina (29.17) i (29.12) јmа 
2 т, а toliko i koordinata ta.Znog vektora porem:e6aja~l, ... , ~m; 111> .•. , 11m' 
Jednacine (29.14) zajedno sa relacijama (29.13) nazivamo kovarijantne diferenci
ја/nе jednacme poremecenog kretanja. 

30. Invarijantni kriterij о stabilnosti 

. . . 
Izvedene kovarijantne diferencijaJne jednacine poremecenog kretanja u pret

hodnom poglavJja omogucuju da se postavi jedan opsti invarijantni kriterij 
о stabilnosti kretanja i stabilnosti ravnoteZnog stanja. sistema dinamickih tacaka. 
Kriterij је primenjiv za sve dinamicke sisteme koji su razmatrani u оуој stu
diji i to tako da nUe potrebno da se sastavljaju diferencijalne jednacine poreme
cenog kretanja i1i poremecenog ravnoteznog stanja sistema. KriterU se zasniva 
па znakoodredenosti izraza oblika 

-+а<<1I 0 +- 11 д W ( дW) 
дt ех д~« 11 

(30.1) 

u kojem figurisu poreineCajni faktori 0а. i pozitivno definitna funkcija W = 
= W(t, ~1, '" , ~m) koja zavisi od poremeeaja ~ex i vremena t. Izraz (30.1) 
nazivamo kriterijski izraz. Vektor 0", u opstem slueaju оШedијеmо роmоси 
relacija (29.15) kao aproksimativne siIe u okolini taeaka trajektorije neporeme
cenog kretanja, iIi kao generalisane sile za slucaj da se razmatra stabilnost. 
ravnoteznog stanja sistema. Invarijantni kriterijski izraz (30.1) јта isti oblik i 
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za stabilnost ravnoteZnog stanja sistema i za stabilnost kretanja. Razlikuje se 
svakako ро tome 8tO Su poremeeaji i poremeeajni faktori razliciti. Zato razmo
trimo posebno stabilnost ravnotemog stanja sistema, а posebno stabilnost kretanja 
mebanickog sistema. 

Stabilnost ravnoteznog stanja sistema 

Pretpostavimo da је kretanje ndinamickih taeaka ogranieeno holonom
nim reonomnim vezama. Neporemeeeno ravnotemo stanje iskazujemo faznim 
promenljivim 

о 1 2 т О q = t, qo, qo, ..• , qo; Ро = аоо , Рl = Р2 = ... = Рт '" • (30.2) 

Svaka druga vrednost koordinata qCX(t)=I=%, Рсх (t) =1= О, (rt= 1, '" , т), 
predstavlja poremecaj ravnotaznog stanja. Primeeuje se iz qO = t da vreme ne 
podleze poremecaju. Diferencijalne jednacine kretanja u faznom prostoru 
(29.2) i (28.1) predstavljace diferencijalne jednacine poremeeenog kretanja. Za 
pretpostavljeni holonomni sistem svakako се otpasti reakcije neholonomnih vaza, 
~ . ' 2: X(a~C(a):=O, jer је u tom slucaju С(а)сх=О' 

Izaberemo li sada Ljapan1jevu pozitivno-definitnu funkciju u obliku zbira 
dve pozitivno-definitne funkcije i to: 

(30.3) 
gdeje 

kineticka energija sistema, а 

neka pogodno izabrana pozitivno-definitna skalarna funkcija koja zavisi od т 
koordinata q1, .. , qт i vremena t. 

Izvod ро vremenu funkcije (30.3) је 

odnosno, 

dV ат дW dqCX дW 
-=-+-- --+--, 
dt dt д qCX dt д t 

dV дТ Dpcx дW· сх -=-- --+-- q , 
dt дРta dt дqСХ 

(rt=O, 1, ... , т), 

.) рјtanје stabilnosti ravnoteZnog stanja i kretanja neholomnih sistema, ~jja kovarijantna 
i invarijantna forшa пјја sporna, obradio је А. Вalda u svojoj doktorskoj disertaciji; "Stabilnost 
neholonomnih sistema" 
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jer је 

dT пт· дТ пра. «$ пр", 
-=-=- -=а р -. 
dt dt д ра. dt $ dt 

Uzmemo li u odzir i diferencijalne jednacine kretanja (28.2) i (28.1) izvod 
funkcije V ро vremenu се biti 

а to је kriterijski izraz (30.1) sa faznim promenljivim qrt. i р", tj.: 

«$(р' д W) а «+- Р$' 
дqrt. 

(ot, ~=O, 1, ... , т). (30.4) 

Iтајисј u vidu da је оуај izraz izveden kao izvod ро vremenu u smislu 
kovarijantnih diferencijalnih jednacina poremecenog ravnoteZnog stanja, mozemo 
formulisati sIedecu tvrdnju: 

Ravnotemo stanje (30.2) holonomnog reonomnog sivtema је stabilno ako је 
kriterijski izraz (30.4) manјј ili identicki jednak nuli, ргј сеmије W= W(qO, ql, 

т) • • .Ј ,/",", fi k ., F. - F. (О 1 m. ) ... ,q pozltlvno ut!;lm па иn ЦЈа, «- rt. q, q, .,. , q , РО' Рр ... Рm 
vektor gеneгаlisаrщ sile и т + 1 dimenzionom konfiguracionom ргомоru, сјјј је 
inercijski tenzor art.$ = а$а. (qO, ql, '" , q1i). Ako је kriterijski izraz negativno-de
nitna funkcija ravnotezno stanje sistama је asimptotski stabilno. 

Оуи tvrdnju koju nazivamo invarijantni kriterij stabilnosti mozemo da 
primenimo za opste mehanicke sisteme, te u tom smislu је i opsti. Kriterijski 
izraz (30.4) s obzirom па (28.1) тоито da napi8emo i u funkciji generalisa
nih brzina 

(30.5) 

u kom slucaju i generalisane sile Frt. treba posmatrati kao funkcije LagranZovih 

promenljivih qrt. i generalisanih brzina qrt. (ot = О, .. , , т). Invarijantnost krite
rija је oCevidna s obzirom da је kriterijski izraz skalama invarijanta. Opstost 
prikaiimo kroz op8te posledice koje izviru iz kriterijuma. 

1. Ako su veze sistema skleronomne, а sile ne zavise od vremena, kriterijski 
izraz zadrZava oblik (30.5) samo 8tO indeksi ot uzimaju vrednost 1, 2, .... m. 
U tom sIueaju ni funkciju W =о W(ql, ... , qm) ne treba traziti u zavisQosti od qO = t. 

2. Ako sila zavisi od vremena t, а veze su skleronomne, kriterijski izraz 
se konkretizuje na 

д W (г дW)' «' --+ ссс,+-- Р 
дt дqrt.' 

(ot'=l, ... ,m), 

jer је Fo=O, а q'o= 1. 

3. Ako su sile F",= - дП potencijalne i poseduju potencijal П=П(qО, qt, 
дqrt. 

... , qm»o koji је pozitivno-definitna funkcija koordinata qrt., tada se za funk-

8 Kovari,iautna 4iDamika 
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ciju W тои izabrati upravo potencijal П, W = П; u tom slueaju је kriterijski 
izraz identicki jednak nuli 

(дП дW) ''''-0 -+- q=.o 
дq'" др'" 

(30.6) 

ра је ravnoteZno stanje sistema stabilno. 
дП 

4. Neka su sile F",=Q",+R"" gde је Q,,= --, а R,,= -b",~p6 su dis
дq'" 

pativne sile. 1 u оуот slucaju уаlја funkciju W izabrati kao potencijal W = п>о. 
Pokazace se da se kriterijski izraz svodi na kvadratnu formu 

(30.7) 

koja је negativna definitna ukoliko su koeficijenti otpora svake tacke istog znaka, 
tj. pozitivni. Tada је ravnoteZno stanje posmatranog sistema asimptotski stabilano. 

о 5. Ako pored potencijalnih sila Q", = _ д П i disipativnih R",= -b"e.q dejs-
. дq'" 

tvuju i giroskopske G", = g",~ q6 = - g"e. q, kriterijski izraz svodi se ponovona (30.3), 
iz о eega sledi poznati stav da giroskopske sile ne remete stabilno ili asimptotski 
sщЫlnо ravnotezno stanje sistema. 

SщЫ/поs/ 5tacionarnih kretanja sistema takode se moze utvrdivati ротоси 
kriterijskog izraza (30.7) kada se prethodno izaberu poziciore koordinate q' 
(r= 1, .,. , т-п), gde је п broj ciklickih koordinata. Ako posmatramo Ьоlо
nomni skleronomni sistem koji је opisan ротоси т generalisanih koordinata 
q" (IX = 1, ... , т) i т generalisanih impulsa р" od eega је п pozicionih impulsa 
р" а ostalih т - п koordinata q\1 «(1. = п + 1, оо. , т) su ciklicke sa toliko cik
lickih brzina q\1 pokazuje se [291 valjanost sledeee tvrdnje: 

о Ako postoji takva pozitivno de!initna fuпkcija W koja zavisi od poziciomh 
koordinata q' (r= 1, ... , м) da је kriterijski izraz 

( 
дW). 

Q,+ дq' р' 

negativna funkcija i/i identicki jednak nuli stacionarno kretanje sistema pod dejstvom 
generalisanih јаа Q, је stabllno. 

Stabilnost kretanja sistema. Poredenjem definicije ravnoteZnog stanja sistema: 
q'" = о, р", = о i neporemeeenog kretanja posmatranog ·sistema ~'" = о, 'Уј", = о, Ьо 
i diferencijalnih jednacina poremeeenog ravnoteZnog stanja (28.9) i diferencijalnih 
jednacinaporemeeenog kretanja (29.13) i (29.17) samo ро sebi se nameee ideja 
da је moguce postaviti kriterij о stabilnost neporemeeenog kretanja isto Ьо { 
za ravnotezno stanje. Razlika се postajati sam6, kao 8tO se тои videti iz tih 
poredenja, samo u vrsti poremeeaja. Tako mozemo da dokazeno valjanost slede
ceg invarijantnog kriterija о stabilnosti kretanja mehanickog sistema: 

Ako postoji takva p:)zitivno-definitna funkcija W = W (t, ~\ .,. , ~m) zз: 
koju је kriterijski izraz 

о (О дW) д W 
aV

'" е + - 1) +--
V д ~' ... dt 

(у, (1.= 1, 2, ... , т) (30.8) 
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negativan јlј identicki jednak nuli, neporemeeeno kretanje 

h::>lonomnog sistema pod dejstvom poremeeajnih faktora 0. је stabilno; Лkо је 
krjterijski izraz (30.8) negtivno-definitna funkcija, neporemeceno kretanje tog 
sistema је asimptotski stabilno. 

Dokaz ovog kriterijuma za neporemeccno kretanje identicno је dokazu 
kriterijuma о stabilnosti ravnoteZnog stanja sistema [36Ј [42Ј s tim 8to umesto 
jednacine (28.9) pri trazenju izvoda funkcUe W= W(t, ~l, ••• , ~т) ро vremenu 
treba uzeti u obzir diferencijalne jednacine (29.13) i (29.11). 



KOVARIJANТNE JEDNACINE KRETANJA 
KRUTOG TELA 

U zavrsnom delu ove studije navodimo kratak prikaz mogucnosti 0P:Sl
vanja kretanja krutog tela racunom i metodom kao u dosad izlozenom grad:vu 
о kretanju dinamicke tacke i sistema tacaka. Кruto telo prihvatimo kao okoIinu 
dinamicke tacke сјјј је tenzor brzine deformacije jednak nuIi, tj. takav sistem 
tacaka сјја se medusobna ostojanja пе mеnjаји. 

3]. Kovarijantni integrali КШпgоvib jednacina 

U radu [10] pokazano је da se koriscenjem kovarijantnog integrala tenzora 
mogu integraliti Kilingove kovarijantne jednacine i odrediti kovarijantni integrali 
u opstem obliku za bllo koji krivolinijski sistem koordinata. Neka је V/ (х!, х2 , х3) 
vektor brzine bilo koje tacke М (х) krutog tela. Tada za posmatrano telo vaze 
kovarijantne Кi1ingove jednacie 

(31.1) 
jer је tenzor brzine deformacije 

za kruto tel0 jednak nuli. 

1 
eij=-сУ/Vј+Vјvд 

2 

Kovarijantnim diferenciranjem (31.1) ро koordinati x k dobijamo 

Vk 'Уј\ј+ Vk VJv/=O. (31.2) 

Ciklickom permutacijom indeksa u ovoj relaciji slede sistemi jednacina 

VjVjVk+V'/VkVj=O, (31.3) 

VjVkVj+VjV/Vk=O. (31.4) 

S obzirom па komutativnost kovarijantnih izvoda, jer је rec о krutom 
telu u prostoru Ез , oduzimanjem (31.3) od zbira (31.2) i (31.4) dobijamo 

а odavde, sledbeno tome, 
Vk Vjvi=O 

(31.5) 

Integracijom ovog kovarijantnog sistema diferencijalnih jednacina, kao u 
(Р2.9), doblja se 

(31.6) 

116 



Kovarijantna (:1inamika 1.17 

gde је А}I kоvагiјапtп? konstantni tenz~r. koga m(')~еD?-0 da odredimo postup
kom kao и radu [1~] III ~ao u (Р2.10) III (3.9) роmоси dvotackastog tenzora 
(3.7). Ak? za koor~lDate х' tekuCe. tacke М (х) vezemo indekse ј, ј, k = 1, 2, 3, а 
za kоогdшаtе :ха flksne tacke А lndekse а, Ь, с = 1, 2, 3, . јтасеmо и saglasnosti 
sa (31.6) da је 

(31.7) 

Tako kovarijantna promena VJv/ vektora brzine У/ и tacki М (х) ЕЁэ 
postaje odredena ako је ta ргоmепа bila poznata и Ьјlо kojoj tacki А, јег је 

Komponovanjem ovih jednacina vektorom (4.7) dobijamo 

Dvj= VJvjdxJ=AJjDrJ. 

Odavde ponovnom primenom kovarijantnog integrala па (31.9), tj. 

А А А 

Ј Dvt=J A}iDrJ=A}iJ DrJ, 

(31.8) 

(31.9) 

dobijamo 
(31.10) 

gde је В; kovarijantno konstantni vektor. SledeCi postupak odredivanja tenzora 
(31.7) nalazimo i kovarijantno konstantni integraJni vektor 

(31.11) 

gde su ус i rd koordinate vektora brzine v i poloiaja r и tacki А. Zamenom 
(31.7) и (31.11) vektor В; postaje 

В; =gf(vc -~g~ wabg4) =gfvc- gdgfwabg4 

te zamenom и (31.1 О), pri relacijama (31.7), nalazimo kovarijantne koordinate 
vektora 

ili 
(31.12) 

А to su kovarijantne koordinate vektora brzine tacaka krutog tela. za 
slucaj da је ugaona brzina krutog teIa jednaka nuli, jasno sledi da је 

(ј= 1,2, 3; а= 1, 2, 3) СН.13) 

vektor brzine tacaka tela pri translatarnom kretanju, а и izrazu (31.12) pri 
wab=!=O vektor g'! Уа је translatarna komponenta vektora brzine Уј • Druga zbirna 
komponenta 

gjgfwab(rJ -gtгС) (31.14) 

predstavlja rotacionu komponentu brzine krutog tela. U radu [10] pokazana је 
svodljivost izraza (31.12) па poznati vektorski obrazac za brzinu tacke krutog 
tela .. Na taj nacin, posredstvom relacija od (31.1) do (31.12) pokazana је veza 
izmedu sistema taeaka СјЛ se medusobni polozaji menjaju isistema taeaka сјја 
medusobna rastojanja ostaju ista, а koji sistem nazivamo kruto telo. 
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32. Diferencijalne jednacine kretanja 
krutog tela 

Polazeci od сјпјепјсе da (31.12) odreduje kovarijantne koordinate vektora 
brzine bilo koje tacke krutog tela, kao 8to i izraz (5.5) odreduje brzinu kre
tanja, svake slobodne tacke, тј c~тo i vektor v nap:sati II obliku kovar;jantnog 
izvoda vektora poloZaja tacke , ро vremenu, tj. 

пГј 
Vj=-

dt 
(32.1) 

stim 8to treba odrediti inercijski tenzor aij kako Ы mogli uspostavljati vezu 
izmedu impulsa i vektora brzine. 

Р,ј tom dovljno је da formiramo genera[sani impuls (6.1) za posmatrz.no 
telo, da Ы па osnovu drugog zakona mehanike mogli da postavimo difer~nci· 
jalne jednacine kretanja krutog tela. Relacije (32.1) pokazuju da је poloiaj svake
ticke М. krutog tela odreden posredstvom jedne tacke А, tj. 

l' v = 'А + (, v - 'А) = 'А + 1'(.) , 

kao i to da јmато tri komponente brzine (31.13) translatarnog i tri kompo
nente (31.14) brzine obrtnog kretanja, tj. da promena vektora polozaja '. tacke 
krutog tela izaziva promenu 6 parametara х,. (о: = 1, 2, ... , 6). 

Та konstatacija пат је potrebna da Ы mogli da odredimo inercijski tenzor 
(23.4), а рошоси njega generaIisani impuls. Dakle, potrebno је da znamo koor-

dinantne vektore д '. u skladu за datim velicinama. OznaCimo ih за е,. (о: = 
дх" 

1, 2, ... , 6), а vektor poloiaja tacke М. роmоси '. ='с +,ј, gde је 'с vektor 
polozaja centra inercije tela. Sledice 

д, • ..:.о< д" .,.11 д,; .,., ·,.11 ''''( ') 
v.=-л =--х +--х =Х etv)OI"+x e(v)OI' х,., 

дх" дх"" д~' 

(0:" = 1, 2, 3; 0:' = 4, 5, 6), 

а odavde zbog nezavisnosti озпоупјЬ vektora 

д,. д,; '. 
-- = -- = е(.) 01 х '., 
дха.' д~' 

Sada пјје tesko da odredimo koordinate osnovnog dinamickog tenzora 
(23.4), i to: 

aOl'~'= Ј ~,~dm= Ј (еа.' Х '}·(е", х r')dm= 
д~' дx~' 

т т 

= Ј [(е,.,· e~,) (у' . ,') - (у' . е,.,) (,' . е",)Ј dm. 
т 

(32.2) 
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Znamo Јј da је: r'=rl1.'el1." te r'·ea.,=rF>'ga.'~" јmасеmо 

aa.'~'= Ј (ga.,{3,gy'b,-gа.,у,g[),в')Г У' ,
3

' аm=Ја.'{3" (32.3) 
т 

а to је tenzor јnегсЏе krutog te/a. Tako inercijski tenzor al1.B mozemo da presta
ујmо u obliku inercione matrice 

(32.4) 

Sada impuls kretanja krutog tela рј8еmо kao u relacijama (23.8), tj .. 

Dr B 

PI1. = al1.B а! ' (32,5) 

сјје tri koordinate 
Dr'~" 

PI1." = mga."{3"--
dt 

(а.," ~" = 1, 2, 3), 

predstavljaju impuIse kretanja centra inercije tela, а druge tri kordinate 

Ј. DrB' Ј. В' 
Ра.'= а.'{3'--= a.'f;'CU 

а! 
(а.' ~' = 4, 5, 6), 

(32,6) 

(32.7) 

impulse obrtnog kretanja tela ugaonom brzinom cuF>' (~' = 4, 5, 6) Treba prime
titi i ako је to vidljivo da tenzor аа."{3" odredujemo kao i u (6.5), а tenzor 
al1.'{3' odreden је kao tenzor inercije relacijama (32.2), ра koeficijente poveza
nosti tog potprostora уаlја zasnivati па nesimetricnom tenzoru elementarne ro
tacije CUI1.'{3' 8tO se moze nazreti iz relacija (31.12) - (31.14). Tako izvod ро 
Vremenu t vektora fcv) = rl1.' емl1.' mozemo da piSemo 

d Г• dr l1.'· 11.' d емl1.' ( dr l1.' В' 11.') 
-=-е(v)I1.'+Г = --+г CU~, е(,.) 11.' 
dt а! а! а! 

(32.8) 

. . d e(v} «' 1%' а.', а.' К k . d (32 8) v s obzlrom da је =~,e(V)I1.', а CU{3,=cuY е{3,у,. а о lZVO . mozemo 
а! 

da pisemo u obliku 

sledi 
Dr l1.' dr l1.' , 11.' __ = __ +г в CU~', 

а! а! 
(32.9) 

аlј isto tako 
Drl1.' dr l1.' а.' , dxY' 
--=--+Г{3'у'Г В --, 
а! а! а! 

(32.10) 

ра poredenjem (32.9) (32.10) nalazimo da је 

, аху' 11.' 11,"(' -- = CU[3' . 
а! 

(32.11) 
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Na тј nacin а ротоси drugog zakona dinamike postavljamo kovarijantne 
diferenctialne jednacine kretanja ktutog tela 

Dpa. =Q ( dt а. ос = 1, 2, ... , 6), 

od kojih tri, kao 8to se vidi iz (32.6), 

D ( Dr$" ga.II~" dt т~)=QO:II (ос" = 1, 2, 3) 

odreduju kretanje centra inercije tela, а druge tri 

Dpa.' dpo:, ~' dx'" 
--=---Гa.''''P~' --=Qo:" 

dt dt dt 
(32.12) 

odnosno, ako se јта u vidu (32.7), i (32.11), 

(32.13) 

opisuju obrtno kretanje krutog tela. Оуе diferencijalne jednacine jednacine 
(32.12), kao 8to se vidi iz (32.13) za povezanost (32.11), pokazuju kovarijantnu 
prirodu Ojlerovih diferencijalnih jednacina kretanja. 



PRILOG 

TENZORSKOM RACUNU 

о. Uvodne парошепе 

Tenzorski racun postao је sastavni deo mehanike. А sam taj racun оЬо
gacen је mehanickim tenzorskim уеliСјпата. Ротоеи tenzorske analize, kao sto 
smo videIi и prethodnim izrazima, kovarijantnim i apsolutnim izvodima tenzora 
uspelo se da se saCuva i matematicki oblik i fizicka priroda pojedinih тећапјс
kih objekata. То naroOito dok su potrebe opisivanja ројауа iscrpljene diferen
сјјаlпјт racunom, а i integralnim ako зи objekti integralenja tenzori nultog 
reda ili invarijante. Medutim, integralni raeun primenjen па diferencijaIe tenzora, 
а to znaci i vektore kao tenzore prvog reda, теnjа prirodu posmatranog ten
zorskog objekta. То је detaljno i jasno pokazano prostim primerom па 47. 
strani оуе knjige. Na јте, ako јтато neki tenzor, recimo mesoviti и; (х) jed
пот kovarijantan i jednom kontravarijantan, njegovu apsoIutnu promenu opisuje 
apsoIutni diferencijal 

(РО.l) 

gde је duJ "lokaIni diferencijal" koji, kao sto se vidi, pokazuje samo delimiCnu 
promenu tog tenzora и; (х) i koji nazivamo odicni diferencijaI; гJ~ (х) su koefi
cijenti povezanosti kao funkcije koordinata х, ротоси kojih se opisuje tenzor 
и; (х), а dxk diferencija1i izabranih koordinata tacaka prostora и kome egzistira 
dati tenzor. То dvojstvo diferencijala jo~ је poznatije kod pojedinih vektora, 

recimo u za koje znато da postaje apsolutni а* i relativni izvod~ koji su 
dt dt 

medusodno vezani relacijom 

а*о ао 
-=-+ыхо 
dt dt 

(РО.2) 

gde је t neki parametar, а <U vektor koji ukazuje па promenu pravca vektora и. 
Ako је vektor, recimo v, predstavljen njegovim koordinatama vi и nekom koor
dinatnom sistemu Х = (х, g) јтато, kao i и (РО.l) dva diferencijaIa i to Dvi i 
dvl, koji su medusodno povezani relacijama 

(РО.З) 

121 
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gde su r]k funkcije koordinata х tacke u kojoj posmatramo vektor vi , а defini
sane nad metrickim tenzorom ditog prostora ako је taj prostor metricki. Jasno 
se vidi da se izrazi (РО.l) i (РО.2) ne mogu u op5tem slueaju integraliti pomocu 
integralnog racuna zasnovanog nad diferencijalima, koji su u izrazima (РО.l), 

(РО.2) i (РО.З) oznaCenim malim slovom d, tj. duJ, du i dvi. То Ы, opisno 

reeeno, moglo skoro da znaci; ako smo znali tenzor и; = иЈ (х) i izracunali nje
gov diferencijal (PO.l), а zatim zaboravili ili izvodenje zagubiIi, cemu је Ыо 

jednak prvobitni tenzor иЈ, da se vise iz njegovog apsolutnog diferencijala (РО.l) 
ne moz~ odrediti taj tenzor. U cilju isticanja potrebe za apsolutnim i kovarijan
tnim integralom pokazimo na kinematickom primeru ovu manjkavost tenzorske 
analize. Neka је vЕRЗ brzina neke slododne tacke. Poznat је vektor ubrzanja 
wЕRЗ te tacke. Kad se zna daje diferencijal brzine dv=w(t)dt, lako nalazimo 

v(t)=v(to)+ !w(")d,,. (РО.4) 

10 

Isto se to postize ako su vektor brzine v = (у!, у2, уЗ) i ubrzanje w = 
= СУ!' у2, УЗ) predstavljeni u Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu 
у = (у, е). Tada сето imati 

1 

ji(t) =уј (to) + !yi(")d,,, (i=l, 2, 3). (РО.5) 

10 

Лkо se izostave indeksi, а naglasi se da је у vektor, onda је ocigledno 
da se izrazi (РО.4) i (РО.5) medusobno ne razlikuju. Samo korak dalje, ako 
vektor brzine v slobodne kinematicke tacke izrazimo u krivolinijskom koordinat
nom sistemu Х, tj. v = {v1 (х), у2 (х), уЗ (х) diferencijal d v vektora v u tom 
koordinatnom sistemu је 

и, ј= 1, 2, 3). 

Odavde iz (РО.б) уес ne mozemo па isti nacin, kao u (РО.4) 
izracunamo vI, jer је 

(РО.б) 

(РО.5) da 

ра desnu stranu ovog diferencijalnog izraza, uopstcno gledano, пе тоито da 
integralimo kao i (РО.5); niје u tom smislu sacuvana kovarijantna pril'oda vektora 
brzine i ubrzanja kinematicke tacke. Та matematicka nesaglasnost nastaje, kratko 
receno, otuda 5tO u tenzorskoj analizi јmато dva medusobno razlicita diferen
сјјаlа tenzora, а samo jedan integral. Otklanjanje ove manjkavosti uvodenjem apso
lutnog integrala nije prost zadatak, jer apsolutni diferencijal tenzora jednako 
sretamo u prostorima i nad potprostorima, а integralanje па podprostorima је 
kud i kamo slorenije, eak i ako se пе radi о integralenju tenzorskih diferen
cijalnih izraza. Teskoee izviru i iz osobina tenzorskih роlја. Na primer, рсј 
prelazu iz obvojnog prostora па potprostor gube se neke komponente vektora, 
ра је razumUivo da se ртј bilo kom razmatranju, ра i pri integralenju, пе mogu 
dobiti izgubljene komponente, ako se пе uzme veza izmedu prostora i potprostora. 
Ako se operatorom D*, koji nazivamo apsolutni diferencijal, moglo od tenzora 
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иЈ da dobije izraz (РО.l) logicno је da је moguce uvesti takav operator 

Ј koji сето nazvati apsolutni integral tenzora, da iz tenzorskog diferencijalnog 

izraza (РО.Ј) proizvodi prvobitni tenzor и;. То пјје integral 

Ji = Ј (dvl + rJk (х) уј (х) dxk) = vl + Ј rJk (х) уј (х) dxk + С; 

jer је ocigledno da se па taj пасјп пе moze da odredi vektor у' (х), а pogotovo 

пе ako su Љnkсјје rJk nepoznate iIi date samo и opstem obIiku. Rec је о drugom 
А 

kovarijantnom ili op5tije о apsolutnom integralu tenzora 1. Integrall i kovarUan-
А 

tni integralI jednaki su: и sJucaju tezora nuItog reda, tj. skalarne invarijante, 
vektorske invarijante, kao па primer (РО.4), kao i u slucaju prostora kod kojih su 
koeficijenti povezaI1osti jednaki nuli. Мј razlikujemo ројmоуе "apsolutni" i "ko
varijantni" integral tenzora; apsolutni integral је opstiji od kovarijantnog, оЬи

hvata kovarijantni integral i neodreden је do kovarijantno konstantnog tenzora 
istog ranga. Kovarijantni integral tenzora је и sustini preslikavanje integrala 
tenzora iz jednog koordinatnog sistema и drugi. 

1. Apsolutni integral tenzora 

Ako и n-dimenzionom Iinearnom prostoru Rn јтато apsolutni diferencijal 
nekog tenzora, recimo (РО.l), kazemo da је 

А 

IJ=uj-А}, (Рl.Ј) 

apsolutni integral tenzora и; kod kojeg ја АУ integralni kovarijantno konstantni 
А 

tenzor. Тај integral odeleZavamo znakom Ј, tj. u konkretnom slucaju za (PO.l) 

А 

1]= Ј пиј, (ј,ј=l, 2, ... , п). (Рl.2) 

Definisanjem apsolutnog integrala tenzora роmоси tenzora drugog reda пе 
gubimo nista od opstosti, а и izlaganju оуе kovarijantne mehanike i пе јаУlјаји 
se tenzori viseg reda. Pre nego 5to pokazemo osobine ovog tenzorskog integrala 
istaknimo prisutnu сјпјепјси da пјје и potpunosti i и opstem slucaju resen pro
Ыеm odredivanja integralnog kovarijatno konstantnog vektora. Opsta tvrdnja 
ostaje jedino ta da је kovarijantno-konstantan, tj. da zadovoljava diferencijalne 
jednacine 

(Рl.3) 

U prostorima и kojima је moguce ostvariti i odrediti autoparalelno ро

meranje vektora, odnosno tenzora о сети govore i relacije (Рl.3) izmedu dve 
tacke М i Х тј jos znamo da је tenzor АЈ prvobitni tenzor и; (М) и tacki М, 
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autoparalelno prene~en u tacku Х, ра su koordinate tenzora АЈ funkcije koor

dinata tacaka М i Х, tj. АЈ=АЈ(м, Х) 
U nasim primenama тј сето koristiti upravo ovaj integral u euklidskom 

prostoru u kojem mozemo da odredimo integralni kovarijantno-konstantni teh
zor. АН i nezavisno od toga pokazimo one osobine apsolutnog integrala koje 
koristimo u primeni u mehanici. Opstiji dokazi dati su u radovima [35] i [39]. 
U skladu sa definicijom i pogovorom јтато da је 

л 

Ј DuJ = uЈ(х) - Ај, (Рl.4) 

а odavde prema definiciji samog integrala Ысе i 

А 

DJ DuJ=DuJ(x}, (Рl.5) 

jer je,kao i (Рl.3) 

DA}=O. 

U pravolinijskom koordinatnom sistemu У = (у, е) llekog af;nog prostora 
А3 ili A3N apsolutni integral tenzora jednak је "obicnom" neod:.-edenom inte
gralu tog tenzora, tj. 

А 

Ј Du}= I duj=u}+AJ, (Рl.6) 

jer su i apsolutni i obicni diferencijali tenzora u tom slueaju jednaki; velicine 
А; su tada konstantne veJicine. 

Cesto u diferencijalnom izrazu nailazimo па zbirove apsolutnih diferencijala, 
ра istaknimo tvrdnju: apsolutni integral zbira apsolutnih diferencijala tenzora 
jednak је' razlici zbira tih tenzora i zbira nјјmа odgovarajucih kovarijantno-kon· 

stantnih tenzora. То se lako pokazuje. Neka је W; zbir dva tenzora иЈ i уј, cd-
nosnoneka је dat diferencija1 --

DWJ = DuJ + DvJ. 

Iтато liu vidu (Рl.4), prema сети је 

А А 

Ј Dиj=uj-AJ, Ј Dvj=vJ-ВЈ, 

gde su Ај i вј kovarijantno-konstantni tenzori, sledi: 

л А Л 

Ј DwJ= Ј DuJ+ Ј DVJ=UJ+11-(А}+Вј), 

8to је i trebalo pokazati. 

Ako је иЈ kovarijantno konstantni tenzor lako se pokazuje da је 
А 

f iDvk_ ј--'- Bik 
Щ 1 - иј JlT - jl' 

(pl.?) 

(Рl.8) 

(Рl.9) 
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gde је в;; kovarijantno konstantni tenzor. Dokaz se zasnivao na cinjenici da је 
л 

пиЈ = О ра se tenzor и; u odnosu па operator п, а isto tako i operator Ј ро-
na~ kao konstantna velicina u odnosu na оЫспј integral, tj. 

л л 

Ј иЈ Dv7 = Ј D(ujvf), 

а odavde рсета (Рl.5) sledi (рl.9) ili 

л л 

Ј uj Dv7=ujJ Dvj=ujM+Af)=ujv7- Вјf (Р!.!О) 

gde је Bj~ = иЈ А7 kovarijantno-konstantni tenzOr. 

Od osobina apsolutnog integrala tenzora za пава ovdasnja razmatranja 
interensantna је i сјпјепјса da је apsolutni integral оа invarijantnog tenzorskog 
diferencijalnog izraza i Јат invarijanta, а integralni kovarijantno konstantni tenzor 
nultog геаа је neodredena konstanta. Zaista, neka јтато. diferencijaI invarijante 

Dф= дф Dul gde su ul koordinate vektora о, Ысе prema (Рl.4) 
дul . 

(Р!.!!) 

Skalar А mora biti konstanta, jer је za skalar apsolutni diferencijaI пА 
jednak оЫCnот diferencijalu аА ра iz (Р!.3) iIi (Р!.б) sIedi da је пА=аА=О, 
а odavde da је А = const. 

U uvodnom delu ovog priloga istakIi smo potrebu i znacaj za integralom 
koji се sacuvati tenzorsku prirodu objekta nad kojom se primenjuje. Ти oso
binu i јта apsolutni integraI tenzora 8to пјје sIucaj sa оЫсniт integralom. Da 

л 

Ы to pokazali posmatrajmo apsolutni integraI /Ј nekog dvovalentnog tenzora u 
л 

sistemu koordinata, recimo Zl (ј = !, ... , п), i taj integraI /~ и sistemu koordi-
nata х'" (ос = 1, 2, .,. , п). Neka је 

л 

/Ј = Ј пиј 

i neka izmedu и; i и; postoje tenzorske relacije 

Tada је 

дzl дхf?> 
иJ=и~-'--' 

д х'" д zl 

л л 

л r ( дzi дХf?» дzl дхf?> Ј lЈ= D иg-- -- =-- -- пир, 
L дх'" дzЈ дх'" дzЈ 
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јет је D (д zj д Х$) = о. Odatle sledi 
д х'" д Zl 

5to smo tvrdili. 

2. Kovarijantni integral tenzora 

Integrale koje moremo transformacijom (pl.12) prevesti iz jednog koordi
natnog sistema u drugi тј nazivamo kovarijantni integral. Apsolutni integral 
tenzora је kovarijantan, tj. zadovoljava transformacije (Рl.12) ako је izraren u 
koordinatnom obliku. Apsolutni integral tenzora raz1ikujemo od kovarijantnog i 
ро tome 8to apsolutni intagral egzistira nezavisno od koordinatnog sistema na 
koji se posmatra dati objekt, Ьо na ртјтет (РО.4). Ako је d w diferencijal 
vektora ubrzanja tacke i ako postoji integral w + С = Ј, тј taj integral nazivamo 
apsolutni, а njegove moguCe varUante u raznim koordinatnim sistema, koje и
dovoljavaju transformacije (Pl.12), kovarijantnim integralom. Dok apsolutni 
integral obuhvata i skalarnu i vektorsku invarijantu, dot1e se kovarijantni odnosi 
па koordinate te vektorske invarijante. Dok se, па ртјmет, apsolutni integral javlja 
kao konstantni vektor, ра i njegove koordinate u odnosu па koordinatni sistem 
sa konstantnim koordinatnim vektorima, dotle kovarijantni integrali tog istog 
tenzorskog odjekta mogu da dudu funkcije koordinata taeaka u таzniт koordi
natnim sistemima. Ртета tome, kovarijantni integral preslikava moguci apsolutni 
integral tenzora iz jednog koordinatnog sistema u drugi. То podrazumeva ako 
је apsolutni integral odredljiv, tj. ako su odredljivi integracioni vektori, da ko
varijantni integral odreduje i kovarijantno konstantni integralni vektor. Ртета 

А 

relacijama (PI.12) to znaci ako znaто integral IJ nekog tenzorskog diferencijal-
nog izraza u jednom koordinatnom sistemu da isti transformacijama (pl.12) 
mozemo prevesti u drugi koordinatni sistem. АН ako apsolutni iџtеgral nekog 
tenzora postoji u nekoj tacki, recimo М(у)ЕЕэn , u odnosu na pravolinUski 
koordinatni sistem У, postoji i u odnosu na krivolinijski koordinatni sistem, ра 
pomocu kovarijantnog integrala tenzora moremo da odredimo taj apsolutni 
integral i u odnosu па neki krivolinijski koordinatni sistem bez transformacija 
(РI.12). 

U tom cilju posmatrajmo neki tenzor u tacki МЕЕзn u odnosu па pravo
linijski koordinatni sisteJIl У = (у, е) i u odnosu na neki krivolinijski koordinatni 
sistem Х = (Х, g), koje ureduju, kako је navedeno, koordinatni vektori е i g. 
U svakoj tacki М euk1idskog prostora Ысе 

(P2.1) 

Iz razloga 8to se dati koordinatni vektori е mogu paralelno prenositi u 
posmatranom prostoru iz tacke М u drugu tacku Х vazice i relacije 

еј (м) . еЈ (х) = const. = Ао· (Р2.2) 

Pri prelazu iz koordinatnog sistema У na koordinatni sistem Х treba 
koordinatne vektore е izraziti ротоеи koordinatnih vektora g, 8to Сето da 
napi8emo u obliku 

дхk 

ej(M)=-' -. gk(M), 
ду' 

дх' 
еЈ (м) = -' - g, (М). 

дУЈ 
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Zamenom u (Р2.2) sledi da је 

дхk дх1 
дyilм дуЈ!.л gk(М)·g/(Х)=АIj. (Р2.3) 

Ako komponujemo ove relacUe sa д yi д уЈ dobicemo 
. дх"1 м дх"1 ~ 

. . . дyl дхЈ 
ga (М) . g .. (Х) = Аи ---

дх"!мдх'"!х' 
(Р2.4) 

је! su 

Kronekerovi simboli. 

Ako se tacke М i Х podudaraju, kao ~to је poznato iz (Р2.3) dobijamo 
osnovni tenzor 

gak (х) = ga(X). g.. (Х), (Р2.5) 

prostora Езn za sistem koordinata х. za slucaj da se tacke М i Х пе poklapaju, 
izrazi (Р2.3) su koordinate navedenog proizvoda dva vektora od kojih jedan u 
tacku М, а drugi u tacku х, ра сето ga nazivati dvotackasti osnovni tenzor 
i pisati 

(Р2.6) 

Ako se dogovorimo da indekse koordinata u tacki М obeleZavamo mаlјт 
kurzivnim slovima adecede: а, Ь, с, ... za razliku od koordinata u tacki х сјје 
indekse pisemo grckim slovima, onda prednji dvotackasti tenzor pisaeemo u obliku 

(Р2.7) 

Uporedimo lј оуај tenzor sa (3.5) videcemo da јтато operator ротоси 
kojeg jedan vektor iz tacke М prenosimo u tacku х. 

А to је i Ыlо potred'no da Ы odredili integralni kovarijantno-konstantni 
tenzor apsolutnog integrala. Relacije (Pl.6) pokazuju da је kovarijantno-konstan-

tni tenzor А; iz (pl.4) paralelno prenosljiv iz tacke МЕЕзn u tacku ХЕЕзll . 
Tako, па primer, neka јтато tenzorske jednacine 

(Р2.8) 

Na osnovu definicije apsolutnog integra1a tenzora i osodine (РЈ.8) јтаеето, 

А А 

Ј т; пи"$- Ј пI~I=O, 
а odavde 

А 

Ј T~DU~-I~+A~I=O. 
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Оуе jednacine dalje mozemo integraIiti ako је 
1) T~ kovarijantno konstantni tenzor, kada се slediti 

11 uI -l~I + A~I = О. (Р2.9) 

Integralni kovarijantno-konstantni tenzor А:l ovde odredujemo tako 8to 

poznate tenzore u nekoj fiksnoj tacki М (x~, ... , x~) prenosimo paral~lno ро
mocu dvotackastog tenzora (Р2.7) u tacku Х(х1 , ••• , х"), i to: 

(Р2.10) 

gde su I~~(М), Ть(М), иНм) posmatrani dati tenzori u tacki М, а g~ тe~o

viti dvotackasti tenzor. Kako su ovi tenzori funkcije koordinata x~, ... , x~ 
tacke М i koordinata х1 , ••• , х" tacke Х, to su i А:l = A~l (М, Х) funkcije 
koordinata tacke М i tacke Х. Tako za kovarijantne integrale kovarijantnih 

diferencijalnih jednacina (Р2.8) u kojima је '4 = '4 (х) kovarijantno konstantni 
tenzor su 

(P2.11) 

Kovarijantni integral јта istu valentnost Ьо i diferencijalni izraz. 

2) Izvrsimo li kontrakciju (3 = у jednacina (Р2.8) T~ DuI IY_~ = т; D~ 
т = I~, pod istim uslovom da је ~ kovarijantno konstantni tenzor, sledece 

л 

Ј (~DU~-Dl~~)=Т~U~ -~~-A~=O (Р2.12) 

ра је integralni kovarijantno-konstantni tenzor A~ dvovalentan. Qdredujemo ga 
zato sa dva bipunktulna tenzora i to 

(Р2.13) 

8to smo mogli da dobijemo i iz (Р2.11) ako se zna da је 

(Р2.14) 

Tako, zamenom (Р2.13) i (Р2.12) konacno dobUamo kovarijantne integrale 

(Р2.15) 

Qva tenzorska relacija је interesantna za primene u dinamici, narocito ako 

је tenzor и jednovalentan, tj. vektor, а T~ dvovalentni osnovni tenzor. Relacije 
(Р2.8) su tada prostijeg vektorskog kontravarijantnog odlika 

(D~=O), (P2.16) 
i1i kovarijantnog 

T .. II DUII -DIу =О (DT"II = О). (Р2.17) 



Kovarijantna dinamika 

Kovarijantni integral оујЬ jednacina (Р2. 1 7) је tada 

T~y и~ -/у = g~ (ТаЬ иЬ -/а) 

gde su иЬ i lа poznati vektori и nekoj fiksnoj tacki. 

129 

(Р2.18) 

Ропоујто, па kraju ovog priloga, da ovako odredeni kovarijantni integrali 
kovarijantnih diferencijalnih jednacina zadrZavaju iste prirodne osodine integra
lјепјЬ objekata и svim koordinatnim sistemima ravnopravno. Као takve пјјћ је 
па оуај пасјп moguce odrediti и Ыlо kojem koordinatnom sistemu bez transfor
тасјја (РI. 12) зато ako se znaju dvotackasti tenzori (Р2.5) i prvobitni tenzori 
и nekoj fiksnoj tacki euklidskog prostora. 

, Kovarijanlna dinamika 
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POGOVOR 

Мојј prvi radovi vezani su za autoparalelne linije. Otuda је i potekla 
ideja о integralenju diferencijaInih jednacina ovih linija и tenzorskom obliku. 
Uz kasnije radove о invarijantnom kriterijumu о stabilnosti, ideja о kovarijan
tnim integralima diferencijalnih jednacina kretanja nametala se kao potreba. АН 
tu prostu ideju u vise ponovIjenih pokuSaja nisam uspevao da dovedem до 
matematickih relacija. U vrern.enu од 1965. до 1969. pokuSao sam да па ОУот 
zadatku angazujem neke nase talentovane naucnike ali bez uspeha. Ostvarenc 
pismene i usmene konsultacije sa dva naucnika svetskog gIasa Ыlе su vise obes
hrabrujuce nego оЬгаЬтијиСе. Dana 20. marta 1970. predlozio sam Odeljenju 
za mehaniku Matamatickog instituta u Beogradu jedno resenje, koje је uz izvesna 
skraeenja odjavljeno u radu [35], аН u kojem је integralni kovarijantno konstan
tni tenzor ostao neodreden. U kasnijem radu [39Ј taj rezultat је razvijen до 
kovarijantnog integrala tenzora, koji primenjujemo и ovoj knjizi, uz ispravku 
one greske koje se javi1a pri odredivanju kovarijantno-konstantnog tenzora ро
тоси dvotackastog tenzora па Rimanovim mnogostrukostima. ВНо је prevideno 
za pojedine primere да osnovni dvotackasti tenzor (bipunktualni), koji је uveden 
za euk1iski prostor ne moze biti bukvalno primenjen па sve potprostore, kao sto 
se to jasno sada vidi iz primera odredivanja geodezijske linije па sferi (str. 41). 
ТО se uglavnom javi10 zbog izvesne neuskladenosti terminologije о prostorima u 
teorijskoj mehanici. Lineami vektorski prostori u теЬапјсј se najcesce predstav
lјаји u koordinatnom obliku, kao i sami koordinatni i metricki prostori, 8to 
ponekad dovode до nejasnosti i nesporazuma. Da Ы izbegli eventualne nespo
razume, u оуот radu зто па vise mesta ројазпili neke pojmove koji se u 
mehanici upotrebljavaju bez strogih odredenja. То је dovelo до nevelikog од
stupanja од иоЫсајепе struCne terminologije, kao, па primer, umesto "metricki 
tenzor konfiguracije prostora" ovde kazemo "inercijski tenzor", јlј umesto polarni 
moment·' оУде kazemo "Нпеаrnј роlаrnј moment inercije". 

Posle objavljivanja prvih rezultata о apsolutnom integralu tenzora заznао 
зат да su se ovim pitajem bavili i drugi naucnici, eak i pre тепе. Prvi тј је 
па to skrenuo paznju dr Stevo Komljenovic ukazujuci па rad [26]. Nazalost, ni 
posle dva pokuSaja nisam uspeo da uspostavim vezu за njegovim autorom. 
Mnogo kasnije, februara 1980., а zatim februara 1981., dakle ро zavrsetku 
pripreme ove monografije za stampu, zahvaljujuci ljubaznosti prof. dr Arthura 
Moor saznao зат i za radove [14, 17, 18, 19, 20, 23, 24].1 ako ove radove 
nisam proucio ili jos nisam video smatram za potrebno i korisno da ih uvrstim 
u bibliografski spisak, та da ovdasnje rezultate ne vezujemo za te radove. 

Autor 
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COVARIANT DYNAMICS 

VeUko А. Уијјбс 

Abstract 

"Fol1owing the statement that mechanics as а theoretical discipline formulates 
certain naturallaws of objects motion that do not depend оп the system of reference, 
it is а 10gica1 requirement to formulate these laws in а form that ensures independen
се оп the system of coordinates. It was partialy done in а case of differencial expres
sions that describe some properties of object motion, but not for the results that 
fol1ow from intergration of Ље differential equations of motion. From this point 
of view, these results contribute to Ље completition of the dynamics; they formulate 
а covariant theory that describes certain motions with the same or similar mathe
matical expressions. This was achived Ьу introduction of Ље absolute integra1 into 
the tensor calculus, that has а propertie of covariance. Owing to the vector nature of 
the force ј.е. it is in fact the tensor invariance and, also, due to the vector character 
of other differential expressions that include Ље force, it was rather simple to elabora
te Ље mechanics using the absolute integral, and to formulate а consistent соуагј
ant dynamics" (from Preface). 

Some new results Ьауе been obtained. Introduction is devoted to the radius 
vector of point (1.12) in curvelinear coordinates. Radius vector transformations are 
obtained in the form given Ьу Egs (1.18) and (1.15) that are followed Ьу the rela
tions (1.26). Eq. (2.4) is derived, whel'e Vj Гј is covariant derivative of radius vector. 
Using double tensor field given Ьу Eq (3.4) or (3.7) it is possible to shift the tensor 
from а point О to а point Х in an arbitrary curvelinear coordinate system. After 
app1ing the tensor absolute integra1 оп differential equations (12.12) or (12.21), 
covariante integrals (12.13) and (12.22) are obtained. ТЬе velocity is determined 
Ьу the relations (5.4), and generalized momentum is given Ьу Eq. (6.1) or (6.7). 

Dynamics of point and system of points is based оп the four axioms or laws 
(р. 34). ТЬе first law, given Ьу the expression (10.4) leads to the equation of а tra
jectory of а given point due to the inertia (10.14) in arbitrary system of coordinates. 
ТЬе differential equations of the first order (20.24) of the geodisics, also, are given 
while а problem of Ље determination of covariflnt constant vector А is discussed. 
Covariant differential equations of motion of а point Ьауе the form given Ьу (12.4) 
and (12.5)). Gali1eo's transformations are given Ьу (12.19). For the forces (14.7) 
with generalized potential, the energy integral (14.9) is obtained. Differential equation 
(15.6) gives integrals (15.7). ТЬе invariance criteria of the stability equilibrium and 
motion of а system of points is determined Ьу the sign of the expressions (16.5. 
-16.8) or (16.15) and (30.1). Covariant equations of а perturbed motion are given 
Ьу (16.12), (29.13) and (29.17). 



Generalized momentum of the system of points given Ьу (23.8) and (23.10) 
in the space Езm , and corresponding differential equations of motion in а Rie
mannian space are (24.10) and (24.11). For the constraints given Ьу (26.1), (26.2) 
and (26.3) the corresponding covariant differential equations of motion in the Езm 
and Rm + 1 space, respectively, care (26.11) and (26.17). 

Energy law of а reonomous system is given Ьу differential equation (27.1) from 
which, for the conditions а) and Ь) Eqs (27.14) and (27.15) respectively, follow as Ље 
first integrals; for the general case one can get expression (27.9). 

Sections 31. and 32. are devoted to the motion of а rigid body. More details 
about the absolute integral (Pl.l) or (Pl.6) and corresponding covariant tensor inte
gral (Р2.11) are given. Тће present text has evolved from а series of published ра
pers and articles in preparation. 



КОВАРИАНТНАЯ ДИНАМИКА 

Велъко А. Вуйич:ич 

Резюме 

"Исходя из таго, что механика как теоретическая наука оnpеделяет не
которые законъr движения объектов, реалъно не зависящих от наблюдения 
и оnисания, логично поставить задачу: записатъ одли и то же законы движения 

одинаковым или похожим соотношением относителъно любой системы ко
ординат. Это в какой-то степени сделано для дифференциалъных выражений 
частичных харкатеристик движения, но не полностъю; если реч идет о резулъ

татах, полученнъrx интегрированием дифференциалънъrх уравнений движения 
то, как правило, они нековариантны. В этой работе указанъr приложения, 
которые с этой точки зрения пополняют динамику, делают ее полностъю 
ковариантной теорией, записивающей движения систем одинаковым соотно
шением относителъно любых систем координат. Это достигнуто благодаря 
введению в тензорное исчисление абсолютного интеграла котроый имеет 
свойство ковариантности. Так како сила - векторная, а тем caмъrм - и 
тензорная инварианта и другие дифференциалъные выражения, в которъЈХ 
фигурирует сила - векторного характера, оказалось нетрудно дополнить 
эту теорию и получитъ одну целостную ковариантную динамику" (Из предис
ловия). 

Полученъr некотрорые резулътаты, новые либо по форме, либо в качестве
IШОМ смысле. Во введении рассматривается радиус-вектор (1.12) в криволи
нейной системе координат; вводится преобразование координат r i радиус
-вектора r в виде (1.18) и (1.25), откуда следуют и соотношения (1.26). Полу
чены уравнения (2.4), где Vj Гј ковариантная производная радиус-вектора. 
Полъзуясъ двухточечным тензором (3.4), т.е. (3.7), обеспечивается параллелъ
ный перенос тензора (3.9) из точки АЕЕз в точку ХЕЕз в системе криво
линейных координат (3.11), (3.12), ... , (3.15). К интегрированию дифферен
циалъных уравненИй (12.12) или (12.21) применяется обсолюТНblЙ интеграл 
тензора и получаются ковариантнъrе интегралы (12.13), (12.22). Скоростъ 
движения определяется соотношением (5.4), а координаты вектора импулъса 
соотношениями (6.1) или (6.7). 

Динамика точки и системы точек строится при помоЩИ четирех аксиом 
(стр. 34). Из первой аксиомы' выражающейся соотношением (10.4), следуют 
окончателънъrе уравнения траектории движевия точки по инерции (10.14) 
относителъно любой системъr координат. Приводятся дифференциалъные 
уравнения первого порядка (10.24) для геодезической, где указыватесля на 



проблему определения ковариантно - постоянного вектора А. Ковариантные 
дифференциалъные уравнения движения точки имеют вид (12.4) и (12.5), а прео
бразование Галилея - (12.19). Для сил (14.7) имеет место интеграл (14.9). 
Интеграл (15.7) следует из дифференциального уравнения фазовой траектории 
(15.6). Инвариантный критерий устойчивости равновесия и движения точек: 
системы устанавливается в силу знак:оопределености выражений (15.5)
(16.8), (16.15), (30.1). Ковариантные дифференциалные уравнения возмущен
ного движения имеют вид (16.12), (19,13) и (29.17). 

Обобщенные импульсы системы точек: определяются выражениями 
(23.8), (23. 10) в пространстве Езn> а в Римановом многообразии соотвеству
ющие дифференциальные уравнения движения - (24.1 О) и (24.11). При наличии 
связей (26.1), (26.2) и (26.3) ковариантные дифферециальные уравнения движе
ния в Езn дают соотношения. (26.11), а в пространстве Rm + 1 - (26.17). Закон 
энергии движения нестационарной системы записивается соотношением (27.1) 
и (27.9). При условиях а) и б) следуют первые интегралы энергии (27.14) и 
(27.15) соответственно. Части 31 и 32 посвящены движению твердого тела. 
В ПРШIOжениях обсуждаются понятия абсолютного интеграла тензора (Рl.l) 
или (Рl.6) и ему соответственного к:овариантного интеграла тензора (Р2.17). 

Монография предназначена ученым, занимающимся вопросами анали-
тической механики и тензорного исчисления. 
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