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UVOD 

Izvesne kategorije apstraktnih prostora predstavljaju danas neizbemu potku 
и mnogim matematickim istraiivanjima. Posebno vaznu ulogu pri tome igraju 
odredene invarijante и odnosu па njihova obostrano jednoznacna i obostrano 
neprekidna preslikavanja. U ovome radu ana1iziraju se prvenstveno invarijante 
koneksnosti (povezanosti, suvislosti) и kategorijama okolinskih, topoloskih, uni
formnih, infinitezimalnih (Efremovic-Smirnov) Ш 8-prostora, sintopogenih i 
semitopogenih prostora (А. Csaszar). Evo ukratko sadrzaja: 

U § 1.1. analizirana је koneksnost и kategoriji okolinskih prostora. Лkо 
је СЕ, Т) jedan prostor iz te kategorije, gde Е znасј nosilac tog prostora, а 't' 
(uopstenu) topolosku strukturu, opravdano је uobicajenu konek8n08t u toj ka
tegoriji oznacavati i sa 't'-koneksnost, 8 obzirom па docnije uvedenu CZl-kопеks
nost и kategoriji uniformnih, 8-koneksnost и kategoriji 8-prostora i s -koneks
n08t u kategoriji sintopogenih odnosno .9-koneksnost semitopogenih prostora. 
U § 1.2. karakterisani su topoloski prostori binarnom relacijom svezanosti (tj. 
't'-svezanosti), odnosno dualnom relacijom odvajanja (separacije) А. D. Wallace-a. 
U § 1.3. izlozena је definicija s-koneksnih skupova u smislu definicije А. D. 
Wal1ace-a i dato nekoliko svojstava takvih skupova. U § 1.4. razmatrani su uslovi 
pod kojima се biti 't'-koneksan okolinski proizvod 't'-koneksnih okolinskih pro-
8tora. U § 1.5. ana1izirano је svojstvo 10kalne koneksnosti okolinskih prostora i 
razmatrani su us10vi pod kojima се biti 10kalno koneksni okolinski proizvod 
prostori i okolinski kolicnik prostori. Paragraf 2. је posvecen definiciji i зуој
stvima CZl-kопеksnih uniformnih i 8-konesnih 8-prostora Efremovic-Smirnova, 
saobrazno rezultatima koje зи iz10zili S. G. Mrovka i W. Ј. Pervin и njihovom 
radu [1] iz 1964. godine. CZl-kопеksпоst (8-koneksnost) proizvoda uniformnih 
(8-prostora) razmatrana је u § 3.2. 

Za analizu ројта .9-koneksnosti semitopogenih i s-koneksnosti sintopoge
nih prostora potrebno је poznavanje semitopogenih i sintopogenih struktura (А. 
Csaszar, [1], [2]). Како su te strukture и najnovije vreme prodrle и svetsku та
ematicku literaturu, smatrao saт za potrebno ne saтo da ве pozivaт па 
rezultate А. Csaszar-a, nego da и § 3.1. 1apidarno izlozim osnovne definici;e i 
neke stavove којЈ se odnose па sintopogene strukture. Mislim da се to biti 
posebno korisno za domaceg Citaoca koji zeli da па nasem jeziku јта jedan 
brzi uvid и te rezultate. Paragraf 3.2. posvecen је s-koneksnim sintopogenim 
prostorima и smislu rezиltata које su izlozili Ј. L. Sieber i W. Ј. Pervin и 
l-adu [1]. Ти је pokazano da је s-koneksan proizvod proizvoljne kolekcije s-ko-
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neksnih sintopogenih prostora odakle је, specijalno, izveden OOgovarajuci rezul
tat za proizvod uniformnih i 3-prostora. U § 3.3. izlozeno је uopstenje s-ko
neksnosti па semitopogene prostore i dati izvesni kriterijumi i svojstva 9'-ko
neksnih skuроvз, saobrazno rezultatima тојЉ radova [2] i [6]. Naposletku, 
§ 3.3.1. posveeen је јednот prilazu definiciji koneksnosti za topogene prostore, 
шшсјјет оо prethodnih, koji је dзо С. Amihaesei u radu [1]. 

Dodaeu јоз da su § 1.4. i § 1.5. obradeni saobrazno rezultatima mojih 
radova [5] i [7]. 

Nзроminјеm da је za uspclno citanje ove monografije dovoljno poznavanje 
teorije skupova, sistema rGalnih brojeva i osnovnih pojmova opste topologije 
kako је to, па primer, izlozeno u тојој knjizi [1]. 

U odnosu па vrl0 obiman materija1 о koneksnim prostorima, rasut ро 
raznim casopisima i, manje ili vise, obradivan sistematski u raznim standardnim 
de1ima, iz navedenog sadrzaja vidi зе da је svrha ovog rada strogo ogranicena. 
Zato zainteresovanog citaoca za jedan siri i deta1jniji zahvat u ovo podrucje 
opste topologije upueujem па standardnu 1iteraturu, speci;a1no па monumentalno 
de10 [1] К. Kuratowskog. No podesno је da па ovom mestu naznacim neke 
oblasti, veoma bogate invarijantaтa koneksnosti, ko;e Ы mogle biti predmet 
posebnih studija. 

То је па prvom mestu teorija krivih. Ро definiciji, lukovi su homeomor
fizmi, а krive su neprekidne зlже segmenta [О, 1] numericke prave. Uobieajena 
је ova topoloSka karakterizacija lша: TopoloSki prostor Е је luk, зkо i зато 
зkо је Е kompaktan, koneksan i metrizabilan prostor, за taCno dve nepresecne 
tacke (tacka х koneksnog prostora Е је njegova presecna taCka, зkо зе odstra
njivanjem {е tacke dobi;e nekoneksni skup Е"'- х). (Videti, па primer, Н. Р. 
Cullen, [1], ili D. W. Hall i G. L. Spencer [1], ili clanak [1] М. Vence1j). 
Medutim, postoji i ova topoloSka karakterizacija luka koju је dao Н. Ј. Kowalsky 
u [1]: Тороl0Ш prostor Е је luk, ako i зато зkо је ispunjeno sledece: 1) Е 
је separabi1ni Т l-prostor ва Ьзr dve tacke; 2) Е је koneksan i loka1no koneksan, 
i 3) postoje dve tacke з, Ь u Е tako da је Е јedini koneksni podskup оо Е 
koji вашzј te dve tacke (tj. Е је ireducibilno koneksan oko te dve tacke). za 
veoma b1isku problematiku linearnog uredivanja topoloSkih prostora, Н. Herrlich 
је u [1] za koneksne T1-prostore Е павао da mogu biti linearno uredeni, зkо i 
зато ako su lokalno koneksni i ako svi njihovi koneksni delovi М imaju tu 
osobinu da sadrze najvise dve tacke х, у tako da su skupovi М"'-х i М"'-у 
јоз uvek koneksni. Zanimljive rezultate dobio је takode Poljakov u radu [1]. 

Da koneksnost i lokalna koneksnost igraju vaZnu ulogu u linearnо uredenim 
prostorima, primeceno је i ranije (vid., па primer, radove [1] - [4] D. Ku
сере). Posebno Ы Ыl0 zanimljivo deta1jno opisati do danas uocenu njihovu 
u10gu u reSavanju Suslinova problema kojemu је D. Кшера posvetio znatan deo 
istrзZivanја Эtо se moze videti, па primer, iz navedenih njegovih radova. 

Pitanje topoloSke karakterizacije krive {зkodе је rcleno i rclenje је sa
drzina ova dva stava koji зе mogu naci u standardnim udZbenicima topologije 
(videti, па primer, Н. Р. Cullen, [1]): 

1. Ako је prostor Е neprekidna slika segmenta [О, 1] numericke prave u 
Hausdorff-ovom prostoru, onda је Е kompaktan, koneksan, lokalno koneksan 
metricki prostor. 
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2. (Наhn-Мazurkiеwicz-еv teorem). Svaki neprazni, kompaktni, koneksni, 
10kalno koneksni тетсю prostor је neprekidna slika segmenta [О, 1] numericke 
prave. 

U okvir ove problematike svakako u1aze i rezultati koje је S. MardeSic 
publikovao u radu [1], gde је efektivnom konstrukcijom primera pokazao da se 
navedena dva stava, uz izvesne modifikacije, пе mogu prosiriti па nemetrizabilne 
prostore. 

Ргеdщеt jedne posebne studije mogli Ы biti rezultati i problemi pokrenuti 
јоз оо Р. S. Urysohn-a u njegovom radu [1]. ReSavajuci naime problem kardi
na1nih brojeva koneksnih skupova, Urysohn је и tome radu konstruisao prebrojiv 
koneksni Hausdorff-ov prostor. Potom је Е. Hewitt u radu [1] konstruisao pre
brojiv koneksni Urysohn-ov prostor (to su topoloski prostori kod kojih proizvolj-
по uzete dve razHcite raCke а, Ь imaju disjuktne adherencije и а i UЬ bar jednog 
рата Иа i иь njihovih okolina). Zatim је зlешо citav niz interesantnih rezultata 
raznih autora: R. Н. Bing је и radu [1] dao primer prebrojivog koneksnog Haus
dorff-ovog prostora, jednostavniji od Urysohn-ovog; Ј. Martin је и radu [1] kons
truisao Hausdorff-ov prebrojiv prostor koji је koneksan i poseduje jednu tacku 
rasprsenja i1i dispersije (taCka х koneksnog prostora Е је njegova tacka шзрег
sije, зkо је skup Е"",х totalno nekoneksan, tj. nijedan viseclani deo skupa Е"",х 
nije koneksan); Р. Roy је и [1] konstruisao prebrojiv koneksni Urysohn-ov prostor 
за jednom tackom dispersije; А. М. Kirch је и [1) konstruisaoprebrojiv konek
sni i lokalno koneksni Hausdorff-ov prostor; F. В. Ј ones i А. Н. Stone зи u radu 
[1] konstruisali prebrojiv koneksni i lokalno koneksni Urysohn-ov prostor, itd. 
Postoje u literaturi i drugi radovi за interesentnim rezultatima koji se odnose 
па tu problematiku. 

U poslednje vreme sve znacajniju ulogu igraju ekstremalno nekoneksni 
prostori (to su рroзtогi kod kojih зи adherencije О otvorenih зkироvа О takode 
otvoreni skupovi). Тј зu prostori ocrtali jedno novo poglavlje opste topologije 
koje takode moze biti predmet розеЬпе зtudiје. О tome postoje radovi raznih 
autora ро raznim сазорјзјта, ра se ovde ogТanicavam da pomenem rad [1] od 
D. Р. Strauss i radove [1] i [2] А. Arhangelskoga. Posebno Ы bilo od interesa 
detaljniju раZnји posvetiti totalno nekoneksnim prostorima medu kojima se nalazi 
jedna od k1asa R-prostora koje su bile predmet izucavanja D. Kurepe i Р. Ра
piea (vid. па pr. тоји knjgu [1] gde је navedena dalja literatura u vezi sa 
R-prostorima). Takode Ы Ыl0 zanimljivo opisati koneksnost i lokaInu koneksnost 
u terminima metrika, rea1nih i арзtrзktniЬ (vid. па pr. тоји knjgu [1]). Spe
cijalno Ы Ыl0 od interesa videti kako зе опе орјзији u terminima metrika nad 
topoloSkim роlироlјјта koje su uveli М. Ја. Antonovski, V. G. Boltjanski i 
Т. А. Sarimsakov, па primer, u [1] i [2]. 

Napomenimo joS da u ovoj knjiZici nije posmatran зlисај viSeznaCnih pre
slikavanja jednog prostora u drugi. О tome citalac moze detaljnije videti, па 
primer, и radu (1] V. 1. Ponomareva. 

Sigumo је da to nisu јеdinе oblasti topologije i njenih primena koje Ы 
se mogle izueavati sa gledista uloge svojstava koneksnosti i loka1ne koneksnosti. 

Dodaeu јоз da је sadrzaj ove monografije Ыо predmet тојЉ izlaganja 
и Мatematickom institutu u Beogradu i to ili и ranijem Odseku za topologiju, 
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i1i u Ode1jenju za matematicku analizu, ili pak u okviru seminara ko;i sam 
vodio 1971/72. godine. Опа је namenjena prvenstveno matematiearima i тo~e 
biti оо koristi vec i studentima vШh semestara, рosеЬпо poslediplomcima. 
Prilozenim spiskom literature, svakako nepotpunim, pruZen је zainteresovanom 
Citaocu da1ji pri1az ovoj problematici. 

Recenzenti rukopisa ovog rada ЫН su Duro Kupera i Мilosav 
Marjanovic, profesori Univerziteta u Beogradu. Smatram svojom dШnоsсu da 
im zahva1im za trud koji su ulozili, sto је ima10 za posledicu izvesna stilska 
poboljsanja i preciziranja nekih definicija i dokaza. Naravno, autor је odgovo
ran za svaki propust i1i omaSku i unapred zahva1juje citaocu koji mu па iste 
Шзfе. 

U Beogradu, aprila 1973. godine 

Z. Р. Mamuzic 



1. KONBKNOST U OKOLINSКIМ PROSTORlМA 

1.1. Koneksni okolinski prostori 

Sa (Е, Т) Ысе oznacen apstrakni prostor, pri сети Т znaci jednoznacno pre~ 
slikavanje partitivna skupa Р(Е) skupa Е и skup Р(Е). Prostor (Е, Т) је oko~ 
linski (vidi Z. Mamuzic, [1]) ako su ispunjena prva tri od sledecih pet uslova: 

10 т(А)=А, (A=prazan skup). 

20 А стА, za svaki skup А ЕР(Е). 

30 Iz В сА зlеШ т В с Т А) za А, В Е Р (Е). 

40 Т (А u В) с т А u 't' В, za А, В Е Р (Е) (aksiom distributivnosti). 

SO Т ( .. А) с 't' А, za svako А Е Р (Е) (aksiom ttanzitivnosti). 

Лkо Т ispunjava зvјЬ 5 navedenih uslova, (Е, т) је topo]oski prostor. 

DEFINICIJ А 1.1.1. Za skupooe А, В okolinskog prostora (Е, ") kaza6emo 
da su uzajaтпo svezani ili T~svezani аko је ispunjen usloo 

(1.1.1) (Аn тВ) и(Вnт А):;6А. 

Kaza6emo da su skupooi А, В uzajaтпo odeljeni ili separisani ili T~separisani, 
ako оој msu prazni i ako је ispunjen uslov (tzv. Lennes-Hausdorff~oo шlоо) 

(1.1.2) СА о "t' В) U (В п т А) = А. 

Iz prethodne definicije neposredno izlazi da шајатnо odeljeni skupovi 
nетаји za;ednickih taCaka. Medutim, obratno ne mora vaZiti. Na primer, зkи
povi А i В definisani poluinterva1om (- 1,0] i interva10m (0,1) numericke 
prave R1 зи disjunktni, ali зи uzajarnno svezani. No ako зи оЬа skupa А i В 
zatvorena, n;ihova dis;unktnost povlaci зоЬот i njihovu uzajamnu odeljenost. 
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Neposredna розlешса gornje definicije зи i ove cinjenice: ako је А1 С А, 
В1 С В i ako зи шајamnо svezani skupovi А1 i B1 , шајamnо зи svezani i 
skupovi А i В; ako је А1 С А, В1 С В i ako su skupovi А i В шајamnо 
separisani, шајamnо зи separisani i skupovi А1 i B1• 

ST AV 1.1.1. Ako su skupovi А, В okolinskog prostora СЕ, "со) uzajamno ode
lјenј i А (ј В = Е, tada su оЬа skupa А i В i otvorena i zatvorena. 

Dokaz. Neka skupovi А i В ispunjavaju Lennes-Hausdorff-ov uslov 
(1.1.2). Лkо se tacka Х nalazi u skupu А, опа tada пе moze biti и skupu -r В 
ра postoji neka пјеna okolina V Х koja је potpuno sadrzana u skupu А. То zna
сј da је skup А otvoren. Na isti nacin pokazuj~ se da је i skup В otvoren. 
Kako skupovi А i В зјgшпо nemaju zajednickih taeaka, оni зи и prostoru 
(Е,1) шајamnј komplementi ра otuda moraju biti i zatvoreni, q. е. d. 

Posmatrajmo sada diskretan prostor 1 0,1 ј koji se sastoji iz dve tacke О i 1. 
Postoje зато dva preslikavanja okolinskog prostora (Е, Т) и prostor 10,1 ј: jedno 
pres1ikava (Е, Т) и О, а drugo и 1. Та su preslikavanja konstante ј, ocevidno, 
neprekidna su. 

DEFINICIJA 1.1.2. Okolinski prostor (Е, Т), koji se sastoji Ьат iz dve 
talke, jeste koneksan, ako i samo ako nijedno preslikavanje prostora (Е, Т) па 
dz'skretan prostor 10,1 Ј nz'je neprekz'dno. Jednoclani okoUnski prostori su koneksni 
ро konvenciji. 

Podvucimo cinjenicu da se medu pres1ikavanjima, koja se pominju u pret
hodnoj definiciji, ne nalaze konstante. 

Podesno је neprekidna preslikavanja okolinskog prostora (Е, Т) zvati T-funk
сјје, а koneksne prostore u smislu definicije 1.1.2, zvati T-koneksnim. Uvodenje 
takvih naziva opravdava najpre cinjenica da ovde posmatrani pojmovi nepre
kidnosti i koneksnosti neposredno zavise od topoloSke strukture odredene за Т, 
а, sem toga, docnije сето videti kako se upravo ti nazivi dзlје modifikuju 
prema uniformnim strukturama, ~-strukturama i uredajnim strukturama. Medu
tim, u ovom paragrafu upotrebljavacemo vec иоЫсајепе klasicne nazive nepre
kidnosti i koneksnosti. 

ST А V 1.1.2. Oko!inski prostor (Е, т) је koneksan, ako i samo ako prostor 
(Е, 't') nije mogиCnо rastaviti па dva uzajamno odeljena skupa. 

Dokaz. Neka se okolinski prostor (Е, Т) sastoji bar iz dve tacke. Uzmimo 
najpre da postoje skupovi А, В с Е, А u В = Е koji su uzajamno odeljeni. Defi
пјзјто preslikavanje ј: Е - 10,1 ј ovako: 

ј(Х)={О' ako је ХЕА, 
1, " "Х Е В. 
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Funkcija f је oeig1edno neprekidna, а nije konstanta. Zato prostor (В, "1") nije 
koneksan. Obratno, uzmimo da prostor (В, "1") nije moguCno rastaviti na dva 
uzзјamnо ode1jena skupa, а da ipak postoji neko neprekidno preslikavanje 
g : В -- {О, 1} koji nije konstanta. Stavimo 

с-1 (О) = А, с-1 (1) = В. 

Skupovi А i В nisu prazni, disjunktni su i njihova unija daje skup В. Skupovi 
А i В su otvoreni. Na primer, зkо је х Е В, g (х) = О, zbog neprekidnosti funk
cije g postoji okolina V х tacke х koja se potpuno preslikava u О, sto znaci da 
mora biti Vxcg-1 (0)=A. Zato su оЬа skupa А i В i zatvorena, odakle sledi 
da ti skupovi moraju biti i uzajamno odeljeni, suprotno pretpostavci, q. е. d. 

Evo nekoliko primera. 

Primer 1.1.1. Svaki okolinski prostor (В, "1") indiskretne topologije 
(tj. "1" Л = Л i "1" А = В za svako А =1= Л, А с в) је koneksan. 

Primer 1.1.2. Nijedan okolinski prostor (Е, "1"), koji se sastoji bar iz dve 
taCke, diskretne topologije (tj. "1" А = А za svзkо А с В) nije koneksan. 

Prim.er 1.1.3. Neka se skup В sastoji iz dve taCke а i Ь, tj. В= {а, Ь} 
ра definisemo okolinski prostor pomocu sledeceg preslikavanja "1": 

"I"Л = Л, "1" {а}={а}, "I"{Ь}={а,Ь}, "I"{а,Ь}={а,Ь}. 

Prostor (В,"I") је koneksan (tzv. koneksna dvotacka). Naime, iako је Ьф"l"{а}, 
imamo а Е "1" {Ь}, ра su jedina dva neprazna prava dela {а} i {Ь} skupa {а, Ь} 
uzajamno svezana. 

Primer 1.1.4. Nesto kasnije dokazacemo da је numericka prava Ю kone
ksan topoloSki prostor. Stavise, svi euklidski prostori R1I su koneksni topoloSki 
prostori. 

Gotovo ocigledan је sledeCi kriterijum koneksnosti koji se eesto koristi. 

STAV. 1.1.3. Okolinski prostor (Е,"I") је koneksan, ako i samo ako, sem 
praznog skupa Л i skиpa Е, и prostoru (Е, "1") пета drugih skиpova koji su isto
vreтeno i otvoreni i zaworeni. 

Dokaz. Лkо Ы postojao pravi deo А skupa В koji Ы Ыо i otvoren i 
zatvoren, takav Ы Ыо i njegov komplement В"-.. А = В ра Ы se prostor (Е, "1") 
mogao rastaviti па dva uzajamno odeljena skupa А i В. Obratno, ako takav 
skup А ne postoji, prostor (В, "1") niје moguCno rastaviti па dva uzajamno ode
ljena skupa. 
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DEFINICIJA 1.1.3. Neprazan skup S С·Е okolinskog prostora (Е,1') је 
koneksan, ako i samo ako је koneksan okolinski prostor (S, а) kao potprostor рто
stora (Е,1') (tj. а А = S п l' А, za svako А С Е). Prazan skup А је koneksan ро 
konvenciji . 

ST А V 1.1.4. Oko/inski prostor (Е, 1') је koneksan, ako i samo ako svaki 
par taeaka а, Ь Е Е [ет и nekom koneksnom skupu prostora (Е,1'). 

Dokaz. То је ocigledno ako је prostor (Е, 1') koneksan. Obratno, pretpo
stavimo da је uslov stava 1.1.4. ispunjen а da prostor (Е, 1') nije koneksan. Tada 
postoje dva neprazna skupa А, В, А u В = Е за osobinom А п l' В U В п l' А = А. 
Videli зmо da зи skupovi А i В i otvoreni i zatvoreni. Zato је sigurno l' А = А 
i l' В = В. Uzmimo neku taCku а Е А i neku taCku Ь Е В ра pretpostavimo da 
postoji neki koneksni skup S koji sadrzi te tacke. Posmatrajmo okolinski рто
stor (S, а) kao potprostor ртозtота (Е, 1'). Лkо stavimo 

i zato 

P=SnA, Q=SnB Ысе aP=Sn1'(SnA), aQ=Sn1'(SnB) 

Р п а Q u Q п а Р= S П А п S п l' (S П В) u S п В п S п l' (S П А) = 

=SnA п 1'(Sn В) uSnBn 1'(SnA). 

Medutim je'r1'(SnB)c1'B=B i 1'(SnA)c1'A=A. Kako је seт toga 
S п А С А i S п В С В, а skupovi А i В зи uzajamno odeljeni u prostoru СЕ,1'), 
vidimo da skupovi S п А i S п В тотаји biti uzajamno odeljeni u prostoru 
(S, а). Kako је dakle Sn А uSn В =S, prostor (S, а) Ыо Ы tako rastavljen 
па dva шајатпо odeljena skupa, suprotno pretpostavci da је (S, а) koneksan. 
А to znaci da зе prostor (Д 1') пе moze rastaviti па dva uzзјатпо odeljena 
skupa, ра тота biti koneksan, q. е. d. 

STAV 1.1.5. Neka је okolinski prostor (S, а) potprostor okolinskog prostora 
(Е,1'). Skupovi А, В С S su uzajamno odeljeni и prostoru (S, а), ako i samo ako 
su onј uzajamno odeljeni и prostoru (Е,1'). 

Dokaz. То s1edi iz cinjenice da је 

An aBuBn aA=An(Sn1'B)uBn(Sn1'A) 

=An1'BuBn1'A. 

Neposredna pos1edica prethodnog stava је sIedeci. 

STAV 1.1.6. Neka је (S, а) potprostor okolinskog prostora (Е,1'). Skup 
А с S је koneksan u prostoru (S, а), ako i samo ako је koneksan и prostoru (Е,1'). 
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Neko1iko znaeajnih primera, koji se odnose па numericku pravu Ю, Ысе 
iz1oZeno и obliku s1edeca cetiri stava. 

STAV 1.1.7. Skup Q svih racioпalnih talaka numericke prave Rl niје 
koneksan. Skиp Rl "" Q svih iracionalnih talaka nuтerж'сkе prave nјје koneksan. 

Dokaz. Uzmimo interval (- у'2, У2) numericke prave ра stavimo 
А = Q п (- V2, V2), В = Q п (R1"" ( - у'2, V2)). Neka је (Q, а) potprostor nu
mericke prave. Tada је а А = А i а В = В, А п В = А, А u В = Q. Кako su и pro
storu (Q, а) skupovi А i В uzajamno ode1jeni taj prostor nije koneksan. Na 
isti nacin pokazuje se da ni skup svih iracionalnih taeaka nije koneksan. 

ST AV 1. 1.8. Svaki segтent numericke prave је koneksan. 

Dokaz. Uzmimo segment [а, Ь], а < Ь, numeriCke prave Ю i pretposta
vimo da nije koneksan. Tada postoje dva neprazna uzajamno ode1jena skupa 
А, В, А u В = [а, Ь] па koje је mogucno rastaviti prostor [а, Ь] kao potprostor 
numericke prave. U potprostoru [а, Ь] skupovi А i В su i otvoreni i zatvoreni. 
Pretpostavimo da se tacka а nalazi и skupu А. Postoji (interval (ех, ~), ех < а, 
а < ~ <Ь, numericke prave takav da је (ex,~) П [а,Ь] = [а, ~) С А. Prema tome, 
postoji tacka х sa osobinom а < х < ех i [а, х] сА. Stavimo sada 

х -= Iх: [а,х] С А}, 

ра posmatrajmo gornju тоои sup Х = s skupa Х. Tacka s mora se nalaziti ili 
и skupu А ili и skupu В. Лkо је s Е А, tada mora biti А = [а, s] i В= (s, Ь]. 
Medutim, skup В је zatvoren и potprostoru [а, Ь] ра Ы moralo biti i s Е В 
suprotno cinjenici da skupovi А i В nemaju zajednickih taCaka. Uzmimo sada 
da se tacka s nalazi и skupu В. Tada Ы moralo biti А= [a,s) i В= [s, Ь]. No 
kako је skup А zatvoren и [а, Ь], numo Ы moral0 biti А = [а, s] tj. s Е А, 
suprotno pretpostavci. Zato је segment [а, Ь] koneksan, q. е. d. 

STAV 1.1.9. Аko su tacke а, Ь, а < Ь, numericke prave Rl sadrzane и 
nekom koneksnom skupu S с Rl, onda је и skиpu S sadrzan i citav segment [а, Ь]. 

Dokaz. Pretpostsvimo da postoji tacka р, а < р < Ь, koja ne leZi u sku
ри S ра stavimo 

A=ls:SES, s<p}, B=ls:SES, p<s}. 

OCigledno је А u В = S i skupovi А, В su uzajamno ode1jeni и potprostoru 
(S, а) ра skup S ne Ы Ыо koneksan, suprotno pretpostavci. Zato је citav 
segment [а, Ь] sadrZan и skupu S, q. е. d. 
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STAV 1.1.10. NumeriCka prava Rl је koneksan topolo!ki prostor. Рorеа 
praznog i jednoclanih skupova, jedini koneksni skupovi numeNcke prave $U јо! 
intervali (а,Ь), (а, оо), (-оо,а), poluintervali (а,Ь], (-оо,а], segmenti [а,Ь] i 
polusegmenti [а, Ь) i [а, оо). 

Dokaz. Numericka prava Ю је koneksna jer iz а, Ь Е Ю а < Ь, s1edi da 
је citav segment [а,Ь] sadrZan и Ю (stav 1.1.8. i stav 1.1.4). Iz istog raz10ga 
koneksni su i osta1i skupovi nabrojani и stavu 1.1.10. 

Obratno, neka је S koneksan skup numericke prave Ю, koji niје ni pra
zan ni jednoclan. Postoje dak1e dve tacke а, Ь Е S. Neka је а < Ь. РoStо је 
зkир S koneksan, prema stavu 1.1.9. и зkири S је saddan citav segment [а, Ь]. 
Za:1O postoji tacka р за osobinom а < р < Ь. Stavimo sada 

X=(S:SES, s~p}, 

Y={S:SES, S ~p}. 

Ako је skup S ogranicen i sleva i zdesna, postoji donja meda infХ зkира Х 
i postoji gornja meda sup У зkира1 У. Primenom prethodna dva stava pokazuje 
se da skup S nuZno mora biti jednog od sledeCih oblika: (inf Х, sup у), 
[infX, sup у), (infХ, sup УЈ, [infX, зир УЈ. Лkо је skup S neogranicen s1eva, 
S је nuzno oblika (- оо, зир у) iIi (- оо, sup УЈ. Лkо је зkир S neogranicen 
zdesna оп је nuzno oblika (infX, оо) iIi [infX, оо). Лkо је зkир S neogranicen 
па оЬе strane, оп је nuZno оЫжа (- оо, оо) = Ю, q.e.d. 

Pre по 8to izlozimo јoS nekoliko op8tih stavova, pokazacemo da је svoj
stvo koneksnosti jedno topo1oSko svojstvo (topoloSka invarijanta). 

STAV 1.1.11. Neka је f neprekidno preslikavanje koneksnog okolinskog 
prostora (S,O') па okolinski prostor (Т, Т). Тааа је i prostor (Т, Т) koneksan. 

Dokaz. Pretpostavimo da prostor (Т, Т) nije koneksan. Skup Т Ы se tada 
mogao rastaviti па dva uzajamno odeljena skupa А i В, tj. А uB= Т, 
А п 't' В = А i В п т А = А. N о tada Ы skupovi /-1 (А) i /-1 (В) ЬШ takode ша
јamnо odeljeni i njihova unija dava1a Ы skup S, ра prostor (S,O') пе Ы Ыо 
koneksan, suprotno pretpostavci. Zaista, ako Ы, па primer, postoja1a tacka 
х Е 0'/-1 (В), Х Е /-1 (А) Ыl0 Ы tada 

/(х) Е T/(f~ (В) с 't' В 

i ЈСх) Е А, ра skupovi А i В пе Ы Ыli uzajamno odeljeni u prostoru ( Т, т), 
suprotno po1aznoj pretpostavci, q. е. d. 

Лkо је / neprekidno pres1ikavanje prostora (S,O') u prostor (Т, 't'), onda 
је / neprekidno preslikavanje prostora (S,O') па potprostor (f(S), тЈ prostora 
(Т, т). Zato uop8te mozemo reci: 

1 Оёiglednо је inf Х = inf S i sup У - sup S. 
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ST AV 1. 1.12. N eprekidne slike kcneksnih skupova su koneksni skupovi. 
Iz prethodna dva, neposredno sledi: 

ST AV 1.1.13. Svojstvo koneksnosti је topoloJka z·nvarijanta. 

Dokaz. Zaista, ako је jedan od dva homeomorfna okolinska prostora 
koneksan, па osnovi stava 1.1.11. koneksan је i drugi, q. е. d. 

Koliko је svojstvo koneksnosti znaeajno, роkaшји vec sledeea dva stava. 

STAV 1.1.14. Neka је f neprekidno preslikavanje segтenta [а, Ь] пumericke 
prave Rl и Rl i neka su inff donја, а supf gornja meаа junkcije f па tome 
segтentu. Ako је у Ыlо kojа tacka sa osobinoт inff ~ у ~ sup f, postoji taeka 
х, а ~ х ~ Ь tako da је f (х) = у. Specijalno, ako postoje talke хl' ~ tako da је 
f (х1) < о, f (ХЈ > О, tada postoji taeka хо tako da је f (Хо) = О. 

Dokaz. Poznato је (vidi Z. Р. Mamuzic, Б. Р. Derasimovic [1], str. 98) 
da neprekidna funkcija ј: [а, Ь] -+ Ю efektivno dostiZe svoju donju тоои infj 
i svoju gornju medu supj, ра је, prema stavu 1.1.12, ј( [а, Ь]) = [infj, suрЛ, 
tj. neprekidna slika segmenta [а, Ь] је takode segment [infj, suрЛ, q. е. d. 

STAV 1.1.15. Neka је f neprekidno preslikavanje segmenta [а, Ь] nuтerilke 
prave Rl и sebe saтog. Tada postoji bar jedna talka хо Е [а, Ь] sa svojswom 
f(Xo) = "о. (Drиgiт reciтa: segment [а, Ь] nuтen'cke prave poseduje svojstvo neро
kretne tacke). 

Dokaz. Лkо је ј(а)=а i1i ј(Ь)=Ь, to је ocigledno. Uzmimo dakle da је 
ј(а) > а i ј(Ь) < Ь. Neka је 1: [а, Ь] -+ [а, Ь] identicno preslikavanje, tj. 
I(х)=х, za svako хЕ [а, Ь]. ОЬе funkcije ј i 1 su neprekidne, ра је neprekidna 
i njihova razlika ј - 1. Medutim је 

JCa)-I(а)=ј(а)-а> О, j(b)-I(Ь)=ЈСЬ)-Ь < о. 

Prema stалu 1.1.14. postoji dakle tacka хо sa osobinom ј (хо) - 1 (хо) = ј (хо) - хо = О, 
tj. ј (хо) = хо, q. е. d. 

Evo sada јо!; nekoliko opstih stavova. 

STAV 1.1.16. Neka је skиp S koneksan и okolinskoт prostoru (Е,,) i 
neka је S С т с 't" S. Tada је i skup Т koneksan. Specijalno, adherenczj'a konek
snog sknpa је koneksan skup. 

Dokaz. Pretpostavimo оо skup Т nije koneksan. Таоо postoje dva uza
јamnо odeljena skupa А, В с Т sa osobinom А u В = Т. Uzmimo najpre da је i 
А п S:f:A i В п S:f:A. Unija ta dva pl'eseka jednDka је skupu S. Medutim, 

2 Koneksni prostori 
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ti su presecl 1 uzajamno odeljeni jer su delovi шајamnо odeljenih skupova 
А i В. Prema :tоще, skup S ne Ы Ыо koneksan, suprotno pretpostavci. 
Uzmimo sada da је В п S = А. Tada је S С А odakle 't' S С 't' А i zato iz 
В С Т С 't' S sledilo Ы da mora biti i В С 't' А, tj. skupovi А i В пе Ы ЬШ 
шајаmnо odeljeni, suprotno pretpostavci. Na isti nacin dolazi se do kontra
dikcije ako se ште da је А п S=A, q. е. d.:J 

ST А V 1.1.17. N eka је S neprazan skup u okolinskom prostoru (Е, Т). Ako 
јnеетјот i eksterior skupa S nјsи pтazпj, onda su оnј uzajamno odeljeni. 

Dokaz. Interior (unutrasnjost) u(S) i eksterior (spoljaSnost) s(S) skupa 
S su зkuроvi definisani ovako: 

. u(S)=C't'(CS), s(S)=C't'(CCS), 

gde se С oznaka za operaciju komplementiranja u prostoru (Е, Т). Dokazacemo 
da su skupovi s (S) п 't' U (S) i u (S) п 't' S (S) prazni. Лkо prvi od ta dva preseka 
ne Ы ЫоЈрrзzan, postoja1a Ы tacka XES(S) i XE't'U(S). Zato Ы ЫlО хф't'S 
ра Ы postoja1a okolina Vx tacke х sa osobinom VxcCSc't'(CS) te okolina Vx 
ne Ы sekla зkuр C't'(CS), tj. пе Ы bilo XE't'C't'(CS)='t'u(S), suprotno pret
postavci. Лkо: drugi od posmatranih preseka ne Ы Ыо prazan, postoja1a Ы 
tacka х Е u (S) i х Е 't' S (S). То znaci da Ы bi10 хф't' (С S) ра Ы postojala neka 
okolina Vx tacke х за svojstvom Vx П CS = А i zato Vx С S С 't'S='t'(CCS) 
ра Vxne Ы imala zajednickih tacaka sa skupom C't'(CCS), tj. bilo Ы 
х Ф 't' С Т (С С S) = т S (S), suprotno pretpostavci. Drugim recima, skupovi u (S) 
i s (S) su uzajamno odeljeni2, q. е. d. 

ST AV 1.1.18. Ako koneksni skup А sece i skup S i njegov komplement 
С S u okolinskom prostoru (Е,;т)/."onа< skup А sece i ruЬ skupa S. 

Dokaz. Rub skupa S је r(S)=r,,(S)ur,(S), gde је r,,(S)=S""-u(S) 
unutrasnji rub skupa S, а т. (S) = т (S) ""- S spoljaSnji rub зkuра S. Stav је 
trivija1an зkо koneksni skup А ima bar јеdnи tacku zajednicku sa rubom skupa 
S. Uzmimo dakle da skup А пета tacaka zajednickih sa rubom r(S) skupa S, 
а da skup А sece i interior u (S) i eksterior s (S) skupa S. Preseci А п u (S) i 
А п s (S) tada niзи prazni i sadrzani зи u шајamnо odeljenim skupovima u (S), 
s (S) (stav 1.1.17). Ti зи preseci dakle takode шајатпо odeljeni ра: kako 
njihova uniја daje:'skup. А, оуај skup ne Ы Ыо koneksan, suprotno pret
postavci, q. е. d. 

I Neposredniji dokaz tog stava је (М. Marjanovic): 

ти (S) П S (S) =т и (S) П Ст (S)CT (S) П СТ (S) =А 

u(S)n TS (S)-CT(C S)n т(СтС) (С S)-CT (С S)n ти (С S)-A. 
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STAV 1.1.19. Okolinski prostor (Е, 't-) је koneksan, ako i samo ako svaki 
njegov pravi deo јmа nepra:zan bar jedan od svojih rubova: unutraSni ili spoljaSnji. 

Dokaz. Uslov је potreban prema prethodnom stavu. Мо је uslov stava 
ispunjen, nijedan pravi deo prostora (Е, -.) ne moze biti istovremeno i otvoren 
i zatvoren, ра је prostor koneksan, q. е. d. 

STAV 1.1.20. Neka sи skиpovi S i Т koneksni i uzajamпo svezam' и 
okolinskom prostoru (Е, ")' Tada је i unija tih skupova koneksan skup. 

Dokaz. Pretpostavimo da unija S u Т nije koneksan skup и prostoru 
(Е, ")' Postoji dakle par uzajamno odeljenih skupova А i В sa osobinom 
AuB=SuT. Uzmimo najpre da је i AnS:;<::A i ВnS:;<::Л. Кako је skup 
S koneksan i А п S u В п S = S, ta dva preseka moraju biti uzajamno svezana, 
ра шајamnо svezani moraju biti i skupovi А i В koji, respektivno, te preseke 
sadrze. Uzmimo sada da је i А п Т:;<::А i в п Т:;<::Л. Kako је skup Т koneksan, 
pokazuje se i па isti nacin kao i и prethodnom slucaju da ti preseci moraju 
biti uzajamno svezani skupovi odakle sledi da Ы i skupovi А i В morali 
biti uzajamno svezani, suprotno prctpostavci. Od ostalih slueajeva moguCna su 
ios dva: ili је А п S = л i В п Т = Л, i1i је В п S = л i А п Т = Л. No и prvom 
od ta dva slucaja mora biti А = Т, В = S, а и drugom А = S, в = Т. U оЬа 
slucaia Ы skupovi А i В morali biti tada svezani prema uslovima samog stava 
1.1.20, suprotno pretpostavci, q. е. d. 

Nije tesko proveriti i sledecu cinjenicu: 

STAV 1.1.20'. Ako su s.kupovi S i Т uzajamno odel,jeni и okolinskom 
prostoru (Е, -.), ako је А koneksan s.kup sadrzan u иniji S u Т, nиZno morа Ыеј 
ili А с S ili А с Т. 

Dokaz. U protivnom slueaju skupovi А п S i А п Т ын ы takode 
-.-odeljeni ра skup А ne Ы Ыо koneksan, suprotno pretpostavci, q. е. d. 

STAV 1.1.21. Neka је Scx., IXЕ (IX), proizvoljna јаmЩја koneksnih skupova 
okolinskog prostora (Е, -.) i neka su za svaki par indeksa IX, [) Е (IX) skupovi Scx. i 
Sf3 uzајаmno svezani. Там је i unija S = u (Scx.: IX Е (IX) Ј svih skupova Scx. ko
neksan skup. 

Dokaz. Neka је а, Ь Е S proizvoljan par tacaka. Ako оЬе tacke а, Ь leze 
и nekom skupu Scx., one зе vec nalaze и jednom koneksnom skupu. Neka је 
dзklе IX :;<:: ~ i а Е Scx., Ь Е S~. Prema stavu 1.1.20. unija Scx. u S~ је koneksan 
skup, ра te tacke opet leZe и jednom koneksnom skupu. 2ato је i skup S 
koneksan prema stavu 1. 1.4, q. е. d. 

Neposredna posledica prethodno~ је: 

2* 
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STAV 1.1.21'. Neka је Soc, ос Е (ос) proizvoljna jamilija koneksnih skupova 
okolinskog prostora (E,1') i neka postoji indeks ехо Е (ос) takav da је za svako 
ос Е (ос) рат skupova SCXo' Scx uzajamno svezan. Tada је i unija 1 SCX : ос Е (ос) ) 
kondksan skup. 

Као jednu od znacajnijih posledica stava 1.1.21, istaknimo i sledeci stav: 

STAV 1.1.22. Neka је Soc, ос Е (ос), proizvoljna јатЉја koneksnih skupova 
okolinskog prostora (E/1') i neka presek svЉ Clanova ее јamПјје nјје prazan skup. 
Tada је unz"ja S = u ISoc : ос Е (ос) Ј svih skupova Soc koneksan skup. 

1.2. Karakterisanje topolo~ldh prostora 
binarnom relacijom 1'-svezanosti 

Neka је (Е, 1') Tcprostor, tj. topoloski prostor и kome је svaka tacka 
zatvoren skup. Drugim recima, preslikavanje 1': Р (Е) -+ Р (Е) ispunjava svih 
5 ranije pobrojanih uslova 10_50 i sem toga је l' а = а, za svako а Е Е. Na 
kombiniranom proizvodu Р(Е) ХР(Е) definisimo jedan podskup а па sledeci 
nacin: 

DEFINICIJA 1.2.1. Ureden par (А,В) skupova А,ВЕ Р (Е) је и blnarnoj 
relaciji а, ako i samo ako su skupovi А i В 1'-svezani, еј. (А, В) Е а ako z' samo 
ako (А п l' В) U (В п l' А) =F А. 

Mozemo odmah uvesti i ovи terminologiju: ako је (А, В) Е а, kazacemo 
da је skup А blizu skupu В, а ako је (А, В) Ф а, kazacemo da је skup А da
leko od skupa В. Ти је term.inologiju иуео V. А. Efremovic kod infinitezi
malnih i1i a-prostora, о kojima сето govoriti docnije. 

Lako је proveriti da binarna relacija а и T1-prostoru CE,1') ispunjava 
sledece uslove: 

1 (А, А)ф 8, za svako А сЕ. 

П СА, В) Е а => (В, А) Е а, za svako а А, В сЕ. 

IП А п В =F А => (А, В) Е 8, А, В с Е. 

IV А] с А, В1 С В i СА], В]) Е а povlace sobom (А, В) Е а, А, В сЕ. 

V (А1 U А2 , В) Е а => bar jedan od parova СА1' В) i (Аа , В) је и 8. 

VI (a,1'A) Е а => (а, А) Е а, аЕЕ, АсЕ (umesto lа), za аЕЕ, pisemo 
jednostavno а). 

VП (а,Ь)Еа, => а=Ь, а,ЬЕЕ. 
VП!" Ako је (А, В) Е 8 tada postoji bar jedna tacka а Е А за osobinom 

Са, В) Е а i1i bar jedna tacka Ь Е В sa osobinom (Ь, А) Е а, А, В с Е. 
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Obratno, neka је па skupu В definisana binarna re1acija 3 koja ispunjava 
зvЉ 8 uslova I-VПI. Лkо stavimo 

(1.2.1) 'r А = la: (а, А) Е 3 Ј, А С Е, 

pokazacemo da preslikavanje 'r :Р(Е) -+ Р(Е) ispunjava svih 5 uslova 10_511 
topoloskih prostora (§ 1.1.) ј, sem toga је 'r а = а, а Е В. 

Zaista: 

10 "t' А = {а: (а, А) Е 3) = А, jer Са, А)ф '8, а Е В, zbog uslova I. 

20 Кзkо је а П А =1- А za svako а Е А, to је, zbog III, С а, А) Е '8 za svako 
аЕА i zato AC'rA. 

30 Neka је В С А i СЬ, В) Е 3. Zbog II је (В, Ь) Е 3 а zbog IV тога biti i 
СА, Ь) Е 3, tj. СЬ, А) Е 3 i zato Ь Е "t' А. Drugim геејта, 'r В С 'r А. 

40 Neka је (А u В, х) Е 3, gde је х neka tacka iz В. Ргета aksiomu V 
је i1i СА, х) Е 8 :i1i СВ, х) Е 3, tj. sbog II, ili (х, А) Е 3 ili (х, В) Е 8, i zato је 
i1i х Е "t' А i1i х Е "t' В.Ргета tome: 'r СА u В) с "t' А U't" В. 

50 Neka је а Е "t''r А, tj. (а, 't" А) Е '8; prema aksiomu У! тоrз biti i 
(а, А) Е 3, tj. аЕ "t' А, odakle 't'''t' А С 't" А. 

Time smo dokazali da uredena trojka (Е, 3, "t'), gde је Е dati skup, 
3 Ыnзrnа relacija па Е koja ispunjava aksiome I-VI, ат definisano sa (1.2.1) 
predstavlja topoloski prostor. Stavise, to је jedan T1-prostor kad је ispunjen 
aksiom VП, jer tada iz а Е "t' Ь sledi а = Ь, tj. "t' а = а, za svako а Е В. Da1je, 
aksiom VПI tvrdi: ako је (А, В) Е 3, tada је а Е "t' В Ьаг za jednu tacku а Е А, 
Ш Ь Е "t' А bar za jednu tacku Ь Е В, tj. ako su skupovi А i В blizu jedan 
drugom, oni su 't"-svezani i to bas u topologiji 'r koja је Ыnатот relacijom а 
definisana па skupu В nасјnот (1.2.1). 

Вјnзrnа геlасјја а dualna је ovoj: 

(1.2.2) (А 1 В) <:> СА, В) Ф 3, А, В с Е. 

Nije tesko iskazati aksiome I-VПI posredstvom Ыnarnе геlасјје (А I В) koju 
је zapravo i uveo А. D. Wallace u radu [1] i ротоеи te relacije sa odgovara
јисјћ 8 aksioma dokazao gomji karakterizacioni teorem T,.-prostora, u kojima 
је (А I В), зkо i samo ako skupovi А i В ispunjavaju uslov Lennes-Hausdorff-a 
(1.1.2). Prostore definisane па skupu Е posredstvom binarnih relacija (1.2.2) 
А. D. Wa11ace naziva separacioni prostori Cseparation- spaces). W. Ј. Pervin 
је u radu [1] takode proucavao te prostore (i to upravo posredstvom Ыnarne 
relacije 8) i uporedio sa '8-prostorima, uniformnim prostorima i sintopogenim 
prostorima, о kojima сето govoriti docnije. 

Neka је sada (Е, "t') topoloSki prostor i uvedimo binarnu relaciju '8 оnзkо 
kako је to ucinieno u definiciji 1.2.1. Ako је prostor сд "t') koneksan, 
tada za svaki раг skupova А, В с Е sa овоЫnот А U В = В тога biti 
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(А п" В) u (В п" А) =1= А, tj. (А, В) Е 8. Obratno, ako nе postoji nijedan par 
skupova А, В с Е за озоЫnот А u В = Е i СА, В) Ф 8, prostor (Е, ,,) је koneksan. 
Primetimo da su tada А i В uzajamni komplementi u prostoru (Е, ,,) ра 
mozemo iskazati ovaj kriterijum ,,-koneksnosti topoloskih prostora: 

STAV 1.2.1. Topoloski prostor СЕ, ") је ,,-koneksan, ako i samo ako је 
(А, Е'" А) Е 8 za svako А с Е, А =1= А, А с Е, Еј. ako i samo ako је svaki 
pravi deo skupa Е blizu svome komplementu. 

Videcemo da зе kod 8-prostora па isti naCin iskazuje jedan kriterijum 
8-koneksnosti, аН koji kod tih prostora nјје ekvivalentan ,,-koneksnosti. 

1.3. Skupovi s-koneksni u smislu definicije А. О. WaUace-а 

А. D. Wallace је u pomenutom radu [1] nатао s-prostorima klasu 
separacionih prostora koji ispunjavaju aksiome I-V. U stvari, kad se adhe
гenсјја " definise па nаСјn (1.2.1), kao sto se izgornjeg dokaza moze videti, 
klasa s-prostora је klasa okolinskih prostora koji ispunjavaju aksiom cllstribu
tivnosti. Evo sada definicije А. D. Wallace-a: 

DEFINICIJA 1.3.1. Neka је (Е,о,,,) s-prostor. Skup S сЕ је s-koneksan, 
ako i samo ako se nе moze rastaviti па dva neprazna daleka skupa. Specijalno, 
prostor (Е, 0,1') је s-koneksan, ako i samo ako se nе moze rastavt'ti па dva 
daleka neprazna skupa, tj. ako i samo ako је svaki pravi deo А skupa Е blizu 
svoтe koтplementu, Еј. (А, Е'" А) Е 8, za svako А с Е, А =1= А, А =1= Е. 

Primetimo da Ызто umesto "s-koneksan" vec i ovde mogH reci ,,8-ko
neksan", kao sto сето to uciniti kod o-prostora V. А. Efremovica. 

Prethodna definicija ima opravdanja, jer јта s-koneksnih prostora koji 
nisu ,,-koneksni. 

Primer (А. D. Wallace). Neka је Е= [0,1] ра za Х, У с Е stavimo 
(Х, У) Е 15 _ Х п у =1= А (х i У зи adherenciie skupova Х i У u segmentu 
[0,1] kao potprostoru numericke prave). Nije teSko proveriti da је (Е, 8, ,,), 
gde је " definisano па nасјn (1.2.1), jedan s-prostor (ovde 15 ispunjava i 
aksiome VI i VII). Stavise, za svako А с Е ovde је "А = А. Neka је sada S 
~kup svih raciona1nih brojeva па segentu Е. Skup S је svuda gust па Е tj. 
S = l' S = Е. Skup S је s-koneksan u prostoru СЕ, 15, ,,), аН nije ,,-koneksan. 
А. D. Wallace је u pomenutom radu definisao i s-neprekidna pres1ikavanja 
s-prostora: 

DEFINICIJA 1.3.2. Preslikavanje f s-prostora СЕ, 15, ") u s-prostor (Е', 8', -r') 
је s-neprekidno ili 8-neprekidno, ako i samo ako iz А', В' сЕ' i (А', В') Ф 8' 
sledi (f-1 (А'), f-l (В')) Ф 8. 
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Napomenimo sada da је diskretan prostor (0,1) јedan s-prostor u коте 
su dva podskupa blizu, зkо i saтo ако njihov presek nije prazan. Jedina pre
slikavanja s-prostora (Е, 8, 't") и prostor (0,1\ jesu konstante i one su, ocevidno 
s-nepredidne. -. 

STAV 1.3.1. s-prostor (Е, 8,'!) је s-koneksan;"ako t' samo аko пета s-ne
prekidnih preslikavanja prostora (Е, 8, '!) па diskretan prostor (0,1). 

Dokaz. Neka је s-prostor (Е, 8, '!) s-koneksan.' Kad:bi postoja1a s-nepre
kidna funkcija f: Е _ (0,1\ која nije konstanta, skupovi /-1 (О) i /-1 (1) ne Ы 
ЬiИ prazni i, seт toga, ЬiИ Ы шајamnо daleki jer su i skupovi (О \ i {1) 
uzajamno daleki, ра (Е, 8, '!) ne Ы Ыо s-koneksan prostor. Obratno, neka seт 
konstanata пета drugih s-neprekidnih preslikavanja prostora (Е, 8, '!) na prostor 
(0,1\. Kad (E,t8, '!) ne Ы Ыо s-koneksan, postojali Ы pravi delovi А, В с Е sa 
osobinom (А, В) Ф 8. definisimo sada funkciju / ovako: 

/(Х)={ О, 
1, 

ХЕА, 

хЕВ. 

Ocigledno је / jedna s-neprekidna funkcija која nije konstanta, suprotno 
pretpostavci, q. е. d. 

NaveScemo sada neko1iko stavova: 

STAV 1.3.2. Neka su и s-prostoru (Е, а,'!) skupovi S i Т daleki jedan od 
drugog, neka је skиp А s-koneksan i sadrzan и unјјж" S U Т. Tada је ili А с S 
ili Ас Т. 

Dokaz. Лkо Ы bilo i А п S -:i= А i "А п Т -:i= А, onda Ы i ta dva pre
seka Ыlа даlека јedan od drugog, ра како njihova unija даје skup А, taj skup 
ne Ы Ыо s-koneksan, suprotno pretpostavci, q. е. d. 

STAV 1.3.3. Neka sи skupovi Р i Q s-koneksni i blizu jedan drugoт и 
s-prostorи (Е, 8, '!). Tada је i njihova um"ја Р u Q s-koneksan skиp. 

Dokaz је analogan dokazu stava 1.1.20. 

STAV 1.3.4. Ne.~a је и s-prostoru (Е, 8, '!) data /aтilija s-koneksnih skи
pova Soc, ос Е (ос), i neka postoji indeks oto Е (IX) takav da је (SIXo' Soc) Е 8 za 
svako IX Е (IX). Тааа је i unјја u {Soc :,0(. Е (О(.)} s-koneksan skup. 

Dosaz. Pretpostavimo da postoje skupovi Р, Q с Е tako da је (Р, Q) Ф а i 
Pu Q= u (SOC: О(. Е (О(.)). Како је Soco s-koneksan skup, prema stavu 1.3.2. i1i 
је Soco С Р ili је Soco С Q. Uzmimo da је Soco сР. Da1je, postoji neko IX Е (О(.) sa 
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svojstvom Qn So; =F А, ра zato So; С Q, opet prema stavu 1.3.2. Кзkо su sku
povi Р i Q daleki jedan od drugog, daleki Ы ЬШ jedan od drugog i skupovi 
Sa.o i Sa., suprotno pretposravci. Zato unija skupova Sa., ех Е (ех), mora biti 
s-koneksan skup, q. е. d. 

STAV 1.3.5. Neka је skup S u s-prostoru (E,a,'t") s-koneksan i neka је 
S С Т с 't" S. Tada је i skup Т s-koneksan. 

Dokaz. Vodeci raeuna о definiciji 1.3.1. skupovi koji se sastoje samo iz 
jedne tacke jesu s-koneksni. Skup 't" S"" S sastoji se iz svih onih tacaka koje nisu 
и S аН su blizu skupa S. Prema tome, mozemo staviti Sa.o = S i sa Sa., 
ех Е (ех), oznaciti one jednoclane skupove iz 't" S"" S koji и uniji sa Sa.o daju upravo 
skup Т, tj. mozemo tada pisati Т = u (Sa.: o!i Е (ех) Ј. Kako је dakle (Sa.o' Sa.) Е а 
za svako ех Е (ех), prema prethodnom stavu зkuр Т је s-koneksan, q. е. d. 

STAV 1.3.6. Neka је S neprazan s-koneksni skup s-prostora (E,a,'t"). РО
stoji maksimalni skup КВ (S) С Е u kome је sadrzan skup S. 

Dokaz. Stavimo Sa.o = S i sa I Sa., ех Е (ех) ), oznacimo [атiliји svih s-ko
neksnih skupova koji su blizu skupa Sa.o. Tada је skup KB(S)= u(Sa.:exE(ex)) 
s-koneksan prema stavu 1.3.4. i, ocevidno, to је maksimalni s-koneksni skup 
koji и s-prostoru (Е, а, ") sadrZi skup Sa.o = S, q. е. d. 

Za neka dalja razmatranja s-koneksnih skupova citalac se ирисије па vec 
pomenutu raspravu [1] А. D. Wallace-a. 

Osim toga, Р. с. Hammer је и radu [1] uveo i neke druge definicije 
koneksnosti и vezi sa tzv. "prosirenim topologijama" ("extended topology") 
по о сети ovom prilikom necemo govoriti. Zainteresovan citalac moze о tome 
detaljnije naCi и naznacenoj raspravi. 

1.4 Koneksni okolinski proizvod-prostori 

Analiziracemo sada pod kojim се uslovima svojstvo 't"-koneksnosti posedo
vati okolinski i, specijalno, topoloski proizvod-prostori, kada to svojstvo ро
seduju prostori - faktori, i obratno. U tu svrhu Ысе nam potrebna definicija 
oko1inskog proizvoda oko1inskih prostora koji ispunjavaju аksiощ distributivno
sti i, sem toga, neko1iko ротоCnih stavova. 

STAV 1.4.1. Neka su f i g neprekidne junkcije definisane па okoHnskom 
prostoru (S, V) koj; ispunjava aksiom distrt"butivnosti sa vrednostima u okoNnskom 
prostoru (Т, W) koji ispunjava Hausdorff-ov aksiom odeljivanja Т2 • Neka је А 
skup svuda gust и prostoru (S, V) i neka su restrikci,je junkcija f i g па skup А 
jednake. Tada su jednahe z· same junkcije f i g. 
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Dokaz. Zbog neprekidnosti fW1kcija Ј i g Ысе (vidi тоји knjigu [Ј]) 

Нт f(t)=f(x), Нт с(е)=с(х), 
t~x t~x 

za svako х Е S. То znaci da зи za svaku okolinu Wf(x) tacke f (х) i svaku 
okolinu Wg(x) tacke с(х) и prostoru (Т, w) postoje okoline Vl, i Va tacke х 
и prostoru (S, V) sa svojstvom 

(1.4.1) V1 С Ј-
1 (WJ(x)), . Va С с-l (Wg (х». 

Zbog gustoce skupa А је А п V1 =f. А i А п Va =f. А ра зи tacke Ј(х) i g (х) 
1imesi fW1kcija f i g kad t tezi ka х ostajuci и skupu А, tj. 

1im ј(е)=ј(х), ит с(е)=с(х). 
t4x,tEA t4x,tEA 

Лkо Ы bilo ЈСх) * g (х), postoja1e Ы и prostoru (Т, w) dve disjunktne oko
Нпе tacaka ЈСх) i с(х). Neka su to okoline Wf(x) i Wg(x). Neka зи dalje V1 

i Va upravo опе okoline tacke х и prostoru (S, V) за koje vaZe inkluzije 
(1.4.1). Zbog aksioma distributivnosti presek V1 n Va= Vз takode је okolina 
tacke х ра је 

i zato је 

f(An Vз) с Wf(x), g(An Vз)с Wg(x). 

Odat1e sledi da okoline Wf(x) i Wg(x) пе Ы bile bez zajednickih tacaka, 
suprotno pretpostavci. Zato mora biti ЈСх) = g (х) za вузkо х Е S, q. е. d. 

Primenom stava З. iz § 6. тоје knjige [1] mogucno је dokazati stav 
1.4.1. i bez upotrebe итеза (М. Marjanovic). Uzmimo naime da postoji tacka 
х Е S = А sa svojstvom f (х) =f. g (х). Zbog aksioma зерзrасјје Та, postoje шз
junktne okoline Wf(x) i Wg(x) tacaka ЈСх) i с(х) и prostoru (Т, W). Kako зи 
funkcije f i g neprekidne, postoje okoline V1 i Va tacke х tako da је 

f(VJ с Wf(x) i g(Vz) с Wg(x). 

Kako prostor (S, V) ispunjava aksiom distributivnosti, postoji okolina V tacke 
х tako da је Vc V1,n Va i zato 

j(V)cWf(x) i g(V)c Wg(x). 

No tada је i А п V =f. А ра postoji tacka s Е А п V за svojstvom 

f(s) Е Wf(x) i g(S) Е Wg(x), 

а to је nemogucno, jer је f(s) = g (s) za svako s Е А, q. е. d. 
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STAV 1.4.2. Neka је S neprazan skup i neka је (ТОС , сшос) ааса ЈamјЩа 
okolinskih prostora koji ispunjavaju aksioт distributivnosti, сае indeks IX prolazi 
konaCniт ili beskonacniт skupoт (IX) indeksa. Neka је za svako IX definisana 
fuпki:ija 

ра па skupu S definisiтo okolinskи bazu 

па sledeci nасјn: za dato а Е S, skиp Va с S staviceтo u lokalnu okolinsku Ьаzu 
CZ,йа tacke а, ako i saтo ako postoji konacan skup (а.)* indeksa IX sa svojstvoт 

(1.4.2) п (foc -1 (Wfoc (а)) : ос Е (IX)*) С Va. 

Pod navedeniт usloviтa vaZi sledece: 

1. Okolinski prostor (S, CZ,й) ispuпjava aksioт distributivnosti. 2. РатШја CZ,й 
је najopseZnija okolinska baza prostora (S, CZ,й). З. Za svako IX Е (ос), funkcija foc 
је neprekidna па (S, CZ,й). 4. Okolinski prostor (S, CZ,й) је grublji оа svih okolinskih 
prostora koji ispunjavaju aksioт distributivnosti i koje је па skupu S тосиCno 
definisati tako аа sve funki:ije [ос> IX Е (ех) Ьиаu jos uvek neprekidne. 

Dokaz. 1. Neka su V1 а i Va а dve okoline tacke а Е S. Uzmimo najpre 
da postoje dva konacna skupa (ОС)*l i (ех)*2 indeksa tako da је 

п (Ј-l (Wfa (а)) : IX Е (а.)*11 С V1 а, 

П !Јос -1 (W!oc (а) ) : ос Е (1X)*21 с V2 а. 

п (Јос -1 (Wfoc Са)) : а. Е (ОС)*зl С V1 а П Va а, 

jer se presek па levoj strani te inkluzije sadrZi u presecima levih strana pret
hodne dve inkluzije. Zato је i presek V1 а П V2 а okolina tacke а. Лkо se u 
definiciji (1.4.2) skup (ос)* sastoji samo od jednog indeksa ос, tada postoje oko
line W1!a Са) i W2!oc Са) tacke!oc Са) tako da је 

i zato 
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ра kako је 

takode јеdnа okolina tacke JrJ.(a), vidimo da i presek V1an У2 а mora biti 
neka okolina tacke а. Prostor (S, 'ZR) ispunjava zato aksiom distributivnosti. 

2. Лkо је В proizvoljan skup sadrzan и skupu S i ako је Ь unutrasnja 
tacka skupa В, onda postoji okolina УЬ tacke Ь sa osobinom УЬ сВ. Prema 
definiciji (1.4.2) to znaci da postoji presek konacno mnogo skupova oblika 
Ja;-l(WЈа;(Ь)) koji је sadrzan u skupu В, ра је BE'ZRb , tj. 'ZRb је najopseznija 
lokalna okolinska baza tacke Ь. 

3. Uzmimo bilo koju tacku а Е S i bilo koju okolinu Wfoc Са) taCke Ја. (а) 
и prostoru (Та., CWrJ.) ра stavimo Јо:-1 (WJa; Са» = Уа. Tada је Ја. (Уа) с WJrJ. (а) 
ра је fиnkсјја Јо: neprekidna. То vazi za svako ос Е (ос) ра ви sve funkcije Jrx 
neprekidne па prostoru (S, 't2). 

4. Neka је (S, СЈ.) Ы10 koji okolinski prostor па S koji ispunjava aksiom 
distributivnosti, gde је СЈ = u (СЈа: а Е Sj njegova najopseznija okolinska baza. 
Treba dokazati da је 'ZR с СЈ. Neka је а ЬН0 koja tacka и S i Уа ЬНо koja 
пјепа okolina u prostoru (S, 'ZR). То znaci da postoji konacan skup «(1.)* indeksa 
ва овоЫпот 

п (Ја; -1 (WJCl (а»: ос Е (ос)*1 с Va. 

Ро pretpostavci ви ца prostoru (S, СЈ) sve fиnkсјје JCl neprekidne ра za svako 
ос Е (rJ.)* postoji okolina ЈО'а tacke а ва svojstvom 

Jrl.a CJCl-1 (WJrJ. (а) ). 

Zato је 

п (IО:а: ос Е (ос)*1 с Va. 

No prostor (S, СЈ) ispunjava aksiom distributivnosti ра је presek па 1evoj 
strani te ink1uzije takode- okolina tacke а. No to znaci da i skup Va mora biti 
clan najopseznije lokalne okolinske baze СЈа tacke а, tj. mora biti qяа с СЈа, q. е. d. 

Sada сето postupak topo1ogiziranja skupova izlozen u prethodnom stavu 
primeniti па kombinirani proizvod skupova, пзiте, јтато ovu njegovu pos1edicu: 

STAV 1.4.3, Neka је data ЈатШја (Та;, 'Юа;), rJ.E(oc), okolinskih prostora 
kojt' ispuпjavaju aksz'oт distributivnosti i neka је 

koтbinirani proizvod skupova Т. Neka su 
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projekcije skupa S па Т« za svako а Е (а), tj. za g Е S је f« (g) = g (а), о: Е (0:), 
ра па skupu S deJinisimo okolinsku bazu onako kako је to ucinjeno и (1.2.4): 
za svako g Е S i svaki podskup V g с S stavicemo V g u lokalnu okolinsku bazu 
9), tacke g, ako i samo ako postoji konacan skup (IX)* indeksa а sa osobt'nom da је 

(1.4.2') п (flX -1 (Wg (IX»: IX Е (а)* 1 с Vg. 

Tada vaZi sledece: 1. Okolinski prostor (S, 9)) ispunjava aksiom distributivnosti 
2. Familija 9) = u 1'l.R,: g Е S Ј је najopseZnija okolinska veza prostora (S, 9)). 
З. Sve proekctje [« su neprekidne junkcije. 4. Okolinski prostor (S, 'l.R) је grublji 
od svih ok01inskih prostora koje је moguCno deJinisati па skupu S tako da sve 
junkcije flX Ьиdи jos uvek neprekidne. 

DEFINICIJA 1.4.1. Okolinski prostor (S, 'l.R) deJinisan па proizvodu 
S = п Т IX okolinskt'h prostora (Т«, '1tQ1X) kako је to izlozeno u prethodnom stavu 
zove se okolinski proizvod-prostor (vidi takode тој rad [4]). 

Za dalje izlaganje Ысе podesno da и okolinski proizvod-prostor (S, 'l.R) 
umesto 'l.R uvedemo drugu okolinsku bazu. 

ST AV 1.4.4. Neka је (S, 'l.R) okolinski proizvod okolinskih prostora 
(Т ОС, '1tQ1X), а Е (а), koji ispunjavaju aksiom distributivnosti, neka је (а)* Е (<<) 
konacan skup indeksa, ра sa 

(1.4.3) п Wg(<<), 
(ос)* 

gde su Wg (<<) okoline tacaka g (о:) u prostoru (Т IX' '1tQ1X), oznaCimo skup svih 
ol'ih tacaka р Е S za koje је р (а) Е Wg (а), ako је а Е (а)* i р (а) Е Тос , ako је 
о; Е (IX) "-. (0:)*. Tada је јаmјlјја svih skupova oblika (1.4.3) takode jedna oko
linska baza okolinskog proizvod-prostora (S, 'l.R). 

Dokaz. Kako su skupovi ob1ika onih па levoj strani inkluzije (1.4.2') 
takode clanovi oko1inske baze 'l.R okolinskog proizvod-prostora (S, 9), stav 
1.4.4. Ысе dokazan ako pokazemo da је 

(1.4.4) п Wg (а) = П 110:-1 (Wg (0:») : а Е (а)* 1. 

Uzmimo neko р koje је sadrzano и lеуој strani te jednakosti. Tada је 

р (о:) Е Wg (а), za а Е (а)* 

р(о:)ЕТГЈ.' za aE(o:)"-.(а)*. 
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No kako је p(rx.)=Ir:t.(p), odmah vidimo da р mora biti sadrzano i u drugoj 
strani te jednakosti. Da vazi i obratno, takode је ocigledno, q. е. d. 

STAV 1.4.5. Neka је h: S -+ 10,1 Ј neprekidno preslikavanje okolinskog 
proizvod-prostora (S, 'tЯ) па diskretan prostor 10,1 Ј i neka је а Е S јеаnа odre
dena taCka. Тааа је za svako (1. Е «(1.) neprekidno i parcijalno preslikavanje 

~ : Т r:t. -+ 10,1 Ј 

okolinskog prostora (Т r:t., СШr:t.) па prostor 10,1 Ј definisano ovako: 

сае је у Е S оnа tacka za koju vazi 

Dokaz. Zbog neprekidnosti fиnkcije h postoji okolina Vy tacke у u pro
storu (S, 'tЯ) ва osobinom 

h(Vy) с (h(y)J, 

gde је h(y) i1i О ili 1. Kako је у «(1.) = х, а projekcija Ir:t. : S -+ Try. neprekidna, 
postoji okolina Wx tacke х Е Tr:t. tako da је Ir:t. -1 (Wx) С Vy, tj. 

п Wxc Vy 
r:t. 

prema (1.4.4), ako П Wx znaci skup svih onih tacaka р iz S za koje је 
ех 

р «(1.) Е Wx i Р ((3) Е Т(3 za [)*(1.. Zato 

(1.4.5) h(П Wx) с h(Vy) с (h(y) Ј. 
(1. 

Uzmimo sada Ыl0 koju tacku Ь Е WXo Вice tada 

Jr:t.-1 (b) С 11%-1 (Wx) = п Wxo 
ос 

No u skupu Jr:t.-1 (Ь) nalazi se i ona tacka z iz skupa S zэ koju је Јос (z) с: 
=z«(1.)=b i z(~)=a(~) za (3.*(1.. Prema (1.4.5) to znaci da mora biti h(z)=h(y) 
ра је zato hr:t.(b)=h(z), tj. hr:t.(b)=h(y) i zato hoc(Wx) с I h(y) Ј. Prema tome, 
ft1nkcija kx је neprekidna, q. е. d. 
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8TAV 1.4.6. Neka и okolinskoт proizvodu (8 = П Т,о '1), svi okolinski 
prostori (Т ОС, ~), ос Е (ос), ispuпjavaju aksioт distributivnosti i neka su svi onј 
koneksni. Neka је h: 8 ~ 10,1} neprekidno preslikavaпje prostora (8, '1) па 
diskretan prostor 10,1} i neka је аЕ 8 jedna ро volji fiksirana tacka. Tada је 
h (р) = h (а) za sve оnе taeke р iz skupa 8 za koje је р (<Х) = а (<Х) izuzev za 
najvise konaCno mnogo indeksa iz skupa (ос) i skup svih tacaka р t'z 8 sa еот 
osobinom је svuda gust и prostoru (8, qя). 

Dokaz. Definisimo parcija1no presHkavanje ћа.: Та. ~ 1 0,11 kao i u pret
hodnom stavu: ako је у Е S i ako је у (<Х) = х, У (Ю = а (~) za ~:;6 <Х stavicemo 
ћа. (х) = h (у). Prema stavu 1.4.5. funkcija ћа. је neprekidna ра kako је prostor 
(Та., '1lRa.) koneksan, funkcija ћос svodi se па konstantu. АН је ћос (a(IX»=h(y) 
i ћа. (a(IX»=h(a) ра zato mora biti h (у) =ћ (а). Uzmimo sada пею drugi 
indeks у:;6 ос ра па slican nacin definisimo parcijalno preslikavanje hy : Т у ~ 1 0,1 } 
sa hy (~) = ћ(У1) gde је yl Е S опа tacka za koju vaZi yl (у) = ~ i yl (~) = У (1) 
za ~:;6y. Funkcija ћу је neprekidna а prostor (Ту, cш:r) koneksan ра se funk
cija ћу svodi па konstantu. АН је ћу (у (у» = h (уЈ i ћу (у (у» = h (у) i zato 
ћ(уЈ = h(y) ра zbog ћ(у) = h (а) vidimo da mora biti i ћ(уЈ = ћ(а). Pri
metimo sada da za tacku yl Е S vazi Уl (~) = а (Ю izuzev za najvise dva in
deksa ос i у. Matematickom indukcijom taj se postupak moze produziti povolji 
i pokazati da је ћ(р) = ћ(а) za sve опе tacke р Е S za koje је р (ос) = а (ос) 
izuzev za najvise konaCno mnogo indeksa iz skupa (IX). Neka је sa А oznacen 
skup svih tacaka р iz S sa tom osobinom. Pokazacemo da је adherencija А 
skupa А jednaka skupu S u prostoru (S, '1), tj. da је skup А svuda gust 
u tom prostoru. Neka је g Е S povolji uzeta tacka i neka је П Wg (ос) proiz-

(а.)* 

voljna okolina tacke g u prostoru (S, '1). То znaci da је Wg (IX) = Та. za 
IX Е (О>:) "'- (01:)*, gde је (01:)* С (ос) konacan skup. No medu tackama koje leze u 
okolini П Wg(oc) na1aze se tacke р za koje vaZi P(IX) Е Wg(lX) za IX Е (IX)* i 

(а.)* 

p(IX) Е TIX za <Х Е (<Х) "'-(ос)*. Kako svaka okolina oblika Vg sadrzi neku oko-
Нпи ob1ika П Wg(IX), to znaci da је g Е А i zato s=A, q. е. d. 

(а.)* 

8Т AV 1.4.7. Okolt"nski proizvod-prostor koneksnih okolinskih prostora koji 
ispuпjavaju aksz'om distributivnosti је koneksan. 

Dokaz. Neka је (S = п Та., '1) oko1inski proizvod-prostor koneksnih 
(а.) 

okolinskih prostora (TIX , WIX), <Х Е (IX), koji ispunjavaju aksiom distributiv
nosti. N€ka је ћ: S ~ 1 о, 1} neprekidno pres1ikavanje prostora (S, qя) па diskre
{an prostor (О, 1). Лkо је а Е S jedna fiksirana tacka, prema prethodnom 
stavu postoji svuda gust skup А u prostoru (S, qя) sa osobinom da је 
h(p) = ћ(а), za svako р Е А. Definisimo sada funkciju f:S~IO,l} ovako: 
f(g) = h (а) za svako g Е S. Funkcija f је ocigledno neprekidna pri сети је 
f(x) = ћ(а) = ћ(х) za svaku tacku х Е А. Ргета stavu 1.4.1. to znaci da је 
f (х) = h (х) = h (а) za зуе tacke х Е S, odakle sledi da је funkcija f konstanta, 
ра је prostor (S, CZЯ) koneksan, q. е. d. 
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Obratno, ako је okolinski proizvod-prostor koneksan, imaтo stav: 

STAV 1.4.8. Neka је (S, СО) okolinski proizvod-prostor okolinskih prostora 
(Т CIt, сш.а-), ех Е (сх.), koji ispuпjavaju aksiom distriЬutivnosti. Аko је prostor (S, СО) 
koneksan, tada su i svi prostorz' faktori Т CIt, 'ШCIt) koneksnz·. 

Dokaz. ТО је neposredna posledica cinjenice da su sve projekcije 
fClt: S ~ TCIt neprekidne funkcije koje skup S preslikavaju па skup Т CIt. Zato 
prema stavu 1.1.12. svi prostori (TCIt , 'ШCIt) moraju biti koneksni, q. е. d. 

Лkо и stavu (1.4.2.) uvedemo зато uslov 

(1.4.2") 

onda tim nacinom definisana oko1inska baza СО и prostoru (S, СО) nece, и 
opstem slueaju, ispunjavati aksiom distributivnosti. Zato i odgovarajuci okolin
ski proizvod-prostor (S = п TCIt , СО), и kome је umesto (1.4.2') stavljeno saтo 

(1.4.2"') 

ne-mora ispunjavati aksiom distributivnosti. No, s obzirom па stav 1.1.12, 
stav 1.4.8. moze biti nesto uopSten: 

STAV 1.4.9. Neka је (S = п T CIt , СО) okolinski proizvod-prostor okolinskih 
prostora (SCIt, 'ШCIt), ртј сети је okolinska baza СО definisana sa (1.4.2"'). 
Аko је prostor (S, СО) koneksan, onda su i svi prostori faktori (TCIt , 'ШCIt) koneksni. 

Dokazaeemo sada sledeCistav: 

STAV 1.4.10. Ako svaki prostor (TCIt , 'ШCIt), ех Е (ех), ispunjava aksiom 
tranzitivnosti tada i okolinski prostor (S, СО), definisan и stavu 1.4.2. ispuпjava 
isti aksiom, ра bilo da је okolinska:baza СО ikfinisana па nаејn 1.4.2. ili 1.4.2". 

Dokaz. Stav је dovoljno dokazati za зlисај da је okolinska baza СО de
finisana па naCin 1.4.2. Neka је а Е S bilo koja tacka i Уа bilo koja njena 
okolina. Prema tome, postoji konacan зkuр (сх.)* = !CIt(: i = 1,2, ... , nl indeksa 
tako da је 

п IfClt;-l (WfClt; Са)): i = 1,2, ... , п I с Уа. 

Ро pretpostavci, za svaku okolinu WfClt; (а), i = 1,2, ... , п, postoji neka okolina 
WifClt;Ca) с WfOt;(a) за osobinom da za svako Ь Е WijClt; Са) postoji neka oko
lina W; Ь tacke Ь tako da је W; Ь С Wfrx; (а) Csvojstvo ekvivalentno aksiomu 
tranzitivnosti). 
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Tada је 

V1a = П 1Ja;-l(WiЈа;(а)):i = 1,2, ... ,nј с п 1fa,.-l(WЈсч(а)):i = 1,2, ... ,n) 

i zato 

Uzmimo sada neku tacku у Е Vl а. Bice: 

Ја;(У) Е WiJa; (а), i = 1,2, ... , n. 

Zato postoji neka okolina 

tacke JlXj(Y) sa svojstvom 

za svako i = 1,2, ... , n. Odat1e s1edi 

zato 

П (rx;-l(Wi(у»):i = 1,2, ... ,nј с n (jrx;-l(WЈlXј(а»):i = 1,2, ... ,nј. 

No presek skupova па 1evoj strani te ink1uzije је neka okoIina tacke у, koju 
сето oznaciti sa Vy. Tako vidimo da је Vy С Va za svaku tacku у Е V1a, 
sto znaci da prostor (S, 'ZR) ispunjava aksiom tranzitivnosti, q. е. d. 

Као neposrednu pos1edicu prethodnog, imamo specija1no: 

ST А V 1.4.11. N eka је (S = п т IX' 'ZR) okolinski proizvod-prostor okolin
skih prostora (Т IX' cwrx), ос Е (ос), koji ispunjavaju aksiom tranzitivnosti i aksiom 
distribuu·vnosu·. Tada i prostor (S, 'ZR) ispunjava te aksiome. Drugim reCima, 
prostor (S, 'ZR) је topoloski proizvod tороlоskЉ prostora (Т IX' 'URIX

), ос Е (ос). 
S'::obzirom па stavove 1.4.7, 1.4.8. i 1.4.11. mozemo stiIizovati ovaj stav: 

ST А V 1.4.12. Topoloski proizvod та koliko topoloskih prostora је koneksan, 
ako z' samo ako su svi prostori-Jaktori koneksni. 

Као primer, navedimo ovde euklidske prostore Rn koji nisu nista drugo 
do topo1oski proizvodi numericke prave Ю uzete n-puta kao faktor. Kako је 
numericka prava Rl koneksna, mozemo reci: 

STAV 1.4.13. Svi euklt'dski prostori su koneksni. 
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Ukazacemo ovde јоз па neke stavove. Neka ви "01: adherencije okolinskih 
prostora (TOI:' СШOl:), е<: Е (е<:), i neka је" adherencija okolinskog prostora (8, 'ZR) 
pri сети је 'ZR oko1inska baza definisana па 8 posredstvom preslikavanja 
1(1.: S ~ TOI: i okolina Va definisanih па nacin (1.4.2"). Prostori (TOI:, CZtQOI:) ра 
ni prostor (8, 'ZR), ne moraju verifikovati aksiom distributivnosti. Tada vaZi 
(vidi takode тој rad [8]): 

(1.4.6) 

Dokaz. Uzmimo najpre da је g Е 't'A. Кзkо su sve funkcije 101: nepre
kidne, mora blti (vidi, па ргјтег, тоји knjigu [1]) 1а. (g) Е Trx.1IXA i zato 

g Е 1а. -1 таја А za svako 01. Е (01.). 

Definisimo sada па skupu S oko1inski prostor (S, о) stavljajuci 

(1А = п lJa-1"lXfrx.А : ct Е (ос) Ј , А с 8. 

Zaista, lako је proveriti da operator (1 : Р (S)-+ р (S) ispunjava aksiome 10, 20 i 
30 okolinskih prostora. Prema tome, iz prvog dela ovog dokaza sledi da је 
't' А с а А za вуе delove А skupa S. No lako је pokazati da Ы to znaci10 da 
Ы okolinski prostor (S, а) Ыо grublji od okolinskog prostora (8,,,). S druge 
strane, вуа pres1ikavanja 

neprekidna ви, jer iz g Е а А sledi 101: (g) Е Trx.1rx.A za sve indekse ct Е (ct). 
Medutim, preтa osoblnama prostora (S, ,,) (vidi takode тој rad [4]), prostor 
(S, Т) је grublji od svih okolinskih prostora па S za koje ви sve funkcije 1а 
јоз uvek neprekidne. Zato ;tIlOra blti а А с 't' А za sve delove А skupa 8. Iz 
te i gore dokazane relacije sledi da mora Ый а А = 't' А, А с S, q. е. d. 

Lako је proveriti da stav (1.4.6) vazi i za slucaj kada svi oko1inski 
prostori (Tr.x., 'Юа) verifikuju aksiom distributivnosti, ра ga и tom slucaju 
verifikuje i oko1inski prostor (S, 'tЯ) definisan и stavu 1.4.2. 

Specijalno, relacija (1.4.6) vazi i kada је rec о okolinskim proizvod
-prostorima (8, 'tЯ) okolinskih prostora (Tr.x., сша), ct Е (е<:), gde се 1а znaciti 
projekcije prostora (S, 'ZR) па prostore (Та, ~). То U stvari znaci da ве oko
linski proizvod-prostori mogu upravo i definisati neposredno ротоеи relacije 
(1.4.6). Тзkо је Don А. Mattson и [1] zapravo i definisao proizvod-prostore 
razmatrajuci prosirene topologije (extended topology) Р. С. Hammer-a. Speci
јalnо је Don А. Mattson-u uspelo da и pomenutom radu dokaZe da је koneksan 
okolinski proizvod prebrojivo mnogo koneksnih okolinskih prostora koji ne ve
rifikuju aksiom distributivnosti. 

3 Koneksni prostori 
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STAV 1.4.14. Neka је (S = ПТое,CZR,т) okolinski proizvod-prostor oko
linskih prostora (Т&:, <V)rt., "t'rt.), ос Е (ос), koji zadovoljavaju aksiom distributivnosti. 
Neka је za svako ос Е (ос) dat neprazan skup Аа. сТос. Tada је 

(1.4.7) 

gde Т i Та. znаее adherencije. S druge strane, imamo 

(1.4.8) int П Аа. = п int Аа. 
(а.)* (а.)* 

gde је (ос)* konaean skup indeksa iz skupa (ос), Аа. = т а. za ос Е (ос) "" (ос)* i gde 
int Х оznаСије јntетјor skupa Х u odnosu па prostor u kome skup Х lеЕ, 

Dokaz. Neka se tacka g iz S na1azi u levoj strani relacije (1.4.7). Zbog 
neprekidnosti projekcija 1а.: S -4 Та., Ысе (vidl тоји knjgu [1], § 6, stav 3) 
frt.(g) = g(a) Е Trt.Art. za svako а Е (а). Zato зе tacka g na1azi i u desnoj 
strani te relacije. Obratno, neka se tacka g na1azi u desnoj strani relacije 
(1.4.7). Tada је fa(g) = g(a) Е таАа. za svako rJ. Е (а). Prema tome, za svaku 
okolinu Wg(a) tacke g(a) Е Та. postoji tacka b(rJ.) Е Art. за озоЫпот Ь(а) Е Wg(rJ.). 
Specijalno, izuzev za nekikonaean skup (ос)* indeksa ос, mozemo uzeti Wg(oc) = Trt.. 
Tada је Ь Са) Е Wg Са) za а Е (а)* i Ь (а) Е Та. za ос Е (а) "" (IX)*. ТО znaci 
da tacka Ь Е S, koja јта ОЗОЬinи da је 1а. (Ь) = Ь (а) Е Аос , а Е (IX), lezi u 
skupu П Wg(oc) i zato Ь Е Т П Аа • 

(rt.)* (rt.) 
DokaZimo sada теlасјји (1.4.8). Neka зе tacka g па1зzј u levoj strani te 

relacije. Postoji dakle пјепа okolina П Wg (ос) koja је sadrzana u skupu П Art.. 
'rt.)* (rt.)* 

Kako је zato Wg(lX) С Art. i 1rt.(g) Е Wg(a), vidimo da је g(oc) Е intAa. za 
svako а i zato g Е П int Аое • Obratno, neka tacka g lezi u desnoj strani 

(rt.)* 
(1.4.8). Za svako а. Е (ос)* postoji dakle okolina Wg(oc) tacke g(oc) Е Art. sa 
ОЗОЬinот Wg(a) с Аос ; зkо је ос Е (ос) "" (ос)*, stаviсещо Wg (ос) = Т«. Vidlmo 
tako da tacka g leZi u skupu П Wg(oc) с П Аос i zato g Е int П Ао" Сјте 

(ос)* (<<)* (ос)* 

se zavrSava dokaz stava. 

Za uslove pod kojima се okolinski kolicnik prostor biti koneksan, citalac 
щоzе konsultovati тој rad [3]. 

1.5. Lokalno koneksni okolinsld prostori 

DEFINICIJA 1.5.1. Иniја svih koneksnih skupova и okolinskom prostoru 
СЕ, Т) koji sadrze еасku а iz Е, zove se koneksna komponenta Ее tache. Koneksnu 
komponentu tacke а оznасјсemо Ја Е (а). 
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DEFINICIJA 1.5.2. Neka је (А, а) росрто~Бr okoiinskog prostora (Е, '1'). 
Koneksne komponente А (а) tacaka а Е А и prostorц. (А, а) zvaiemo jednostavno 
koneksne komponence skupa А. ' 

STAV 1.5.1. Koneksne komponen:e Е(а) tacaka а Е Е okolinskog prostora 
(Е, т) $и koneksni skupO'Vt' u Еоте prostoru. 

Dokaz. То је neposredna posledica stava 1.1.22, q. е. d. 

STAV 1.5.2. Koneksne komponente Е(а) i Е(Ь) dve tacke а,Ь Е Е oko
linskog prostora (Е, '!') iH su jednake ilt' nemаји nijedne tacke zajednicke. 

Dokaz. Dovoljno је dokazati da је svaka komponenta Е(а), а Е Е и isti 
mаЬ komponenta Е(Ь) i svake tacke Ь Е Е(а). Zaista, kad Ы postoja1a tacka 
х Е Е(а), хфЕ(Ь), prema definiciji 1.5.1. tacka х пе Ы leza1a ni и јеdnот 
koneksnom skupu koji sadrzi tacku Ь, тј. tacka х пе Ы mogla lezati ni и 
skupu Е (а), suprotno pretpostavci. Na isti nacin pokazuje se da пе moze 
nastupitiYni slucaj х Е Е(Ь), хфЕ(а) ра mora biti Е(а) =Е(Ь), q. е. d. 

STAV 1.5.3. Koneksne komponente taeaka u okoZinskom prostoru (Е, '!') su 
zatvoreni skupovi u соте prostoru. 

Dokaz. Zaista, neka је а Е Е bilo koja tacka i Е(а) пјепа koneksna 
komponenta и prostoru (Е, '!'). Prema stavu 1.1.16, adherencija '!' Е (а) skupa 
Е(а) је koneksan skup ра, s obzirom па definiciju 1.5.1, mora biti '!' Е (а) с Е (а), 
~to znaci da је Е(а) zatvoren skup, q. е. d. 

Stavi~e, vazi stav op~tiji оо prethodnog: 

STAV 1.5.4. Neka је А zatvoren skup и okolinskom prostoru (Е,'!'). Тааа 
је i svaka koneksna komponenta skupa А zatvoren skup u prostoru (Е, т). 

Dokaz. Neka је (А, а) potprostor prostora (Е, ") i neka је А (а) koneksna 
komponenta tacke а Е А и prostoru (А, а). Prema prethodnom stavu је 
cr А Са) = А (а). Pretpostavimo da skup А (а) nije zatvoren и prostoru (Е, т). 
Tada Ы postojala jedna tacka х Е '!' А Са) за osobinom х Ф А Са). Medutim је 
х Е т А (а) с т А = А i zato х Е А odakle 

х Е А п '!' А Са) = cr А Са) = А Са) 

suprotno pretpostavci. Zato је т А (а) = А (а), q. е. d. 

U stvari, taj dokaz pokazиje da vafi ova opsta сјпјeniса и Ыl0 kojem 
oko1inskom prostoru (Е, 1'). Neka је F zatvoren skup и tome prostoru. Tada 

3* 
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је u tome prostoru zatvoren i svaki onaj podskup iz F koji је zatvoren u 
skupu F kao potprostoru prostora (Е, 1'). 

S druge strane, za otvorene skupove vazi analogon prethodnog stava С vidi 
stav .1.5.7), аН pod novim ~uslovima. 

STAV 1.5.5. Neka okolinski prostor (E,1') ispunjava aksiom distributivnosti 
i neka је G с Е otvoren skup u (оте prostoru. Тааа је и tome prostoru otvoren 
i svaki podskup А с G koji је otvoren и potprostoru (G, (1) prostora (E,1'). 

Dokaz. Neka је skup А с G otvoren u prostoru (G, о). Tada је (videti 
тоји knjigu [1]) 

intaA = G () intg[A u (E"'G)] = А 

gde int znaci interior Ш unutraSnjost skupa, а indeks uz int oznacuje prostor 
па koji зе odnosi. Kako prostor СЕ, Т) ispunjava aksiom distributivnosti i kako 
је intgG = G, Ысе 

Zato је 

G () int g [А u (E"'G)] = int g [G () [А u (E"'G)]] 

= int g (G () А) = G () intgA. 

АН iz А с G sledi 

i zato 

G () intgA = intgA, 
ра је 

int а А = int Е А. 

No~iz intaA = А sledi dalje 

intgA = А, 

8to znaci da је skup А otvoren i u prostoru (Е, Т), q. е. d. 

STAV 1.5.6. Neka su А i В dva -r:-odeljena skupa u okolinskom prostoru 
СЕ, т). Тааа је svaka koneksna komponenta иnјје А u В sadt'zana ili u skupu 
А ili u skupu В. 

Dokaz. То је neposredna pos1edica stava 1.1.20', q. е. d. 

DEFINICIJA 1.5.3. Okolinski prostor (E,1') је lokalno koneksan, ako i 
samo ako svaka tacka х Е' Е јта lokalnu okolinsku bazu koja se sastoji iz 1'-ko-
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neksnih skupova. Podskup А с Е је lokalno koneksan и prostoru (Е, ")' ako i 
samo ako је lokalno koneksan potprostor СА, (ј) prostora СЕ, ,,). 

Primer 1.5.1. Numericka prava Rl је koneksni, lокаlпо koneksni prostor. 
Svi euklidski prostori Rn su koneksni i 10kalno koneksni. 

Primer 1.5.2. Prostor Q svih racionalnih tacaka као potprostor numericke 
prave Rl niје 10ка1по koneksan. 

Primer 1.5.3. Svaki diskretan prostor је lокаlпо koneksan (kod takvih 
prostora svaka tacka predstavlja јеdnи пјепи oko1insku bazu, а svaki јеdnо
сlani skup је koneksan). 

Primer 1.5.4. Graf Г= {(х, sin ~):x>OJU[(O,y): --1 ~y~ +1} 

је koneksan a1i niје lokalno koneksan u dvodimenzionom euklidskom prostoru R2. 
Da li је koneksna dvotacka (vidi primer 1.I.З.) lokalno копекзпа? 

STAV 1.5.7. Koneksne komponente otvorenih skupova tl okolinskim lokalno 
koneksnim prostorima Ји otvoreni skupovi и tim prostorima. (Vidi takode bez 
dokaza tl В. Kurepa, [3], str. 467). 

Dokaz. Neka је G neprazan otvoren акир okolinskog prostora СЕ, ") i аа 
int Е G oznacimo njegov interior и tome prostoru. Tada је iпt Е G = О. Neka је 
х Е G Ыlо која (аска i пека је G (х) пјепа koneksna komponenta u odnosu па G 
као potprostor prostora СЕ, 1"). Za dokaz stava dovoljno је dokazati da је G (х) с 
int Е G (х). Neka је у Е G (х). Kako је G (х) с О, postoji пека ок01inа Vy 
tacke у sa svojstvom Vy С О. Kako је (Е,1") 10ка1по копеКзап prostor, postoji 
koneksna окоliпа Vl у tacke у аа osobinom v1 у с Vy i zato v1 у с О. No 
G (х) је koneksan skup и prostoru (Е, 1") ра kako је 

у Е Vly П О(х), 

unija Vl y U О(х) takode је koneksna и tome prostoru (vidi stav 1.1.22). No 
G (х) је koneksna komponenta tacke х, оdзklе sledi da mora biti Vl у С G (х). 
А to znaCi da је у Е int Е G (х), q. е. d. 

Specijalno, vidimo da зи u lokalno koneksnim prostorima koneksne коm
ponente pojedinih tacaka otvoreni skupovi и tiщ prostorima. 

Ako taj stav uporedimo за stavom 1.5.3, onda vidimo da analogon stava 
1.5.3 za otvorene skupove vazi tek u okolinskim 10kalno koneksnim prostorima. 
S druge strane. ако stav 1.5.7. uporedimo sa stavom 1.5.5, onda vidimo da 
svojstvo 10ка1пе koneksnosti, za копекзпе komponente otvorenih skupova, moze 
zameniti svojstvo distributivnosti okolinskog prostora. 

STAV 1.5.8. Neka је (Е, 1") okolinski prostor koji vertifikuje aksiom tran
zitivnosti. Ako su koneksne komponente otvorenih skupova и prostoru (Е, ") otvo
rene, taj је prostor lokalno koneksan. 
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Dokaz. Pod uslovom stava su и prostoru (Е, '1') interirori (unutra§njosti) 
njegovih podskupova otvoreni i taj se prostor moze rekonstruisati Ьзzот otvo
renih oko1ina. Zato је dovoljno pokazati da za svaku tacku х Е Е i svaki skup 
Vx sa osobinom х Е int Vx postoji koneksni otvoreni skup VO х sa osobinom 
VOx с int Vx. Neka је k (х) koneksna komponenta tacke х и skupu int Vx kao 
potprostoru prostora (Е, '1'). Ро pretpostavci, k (х) је otvoren skup и prostoru 
(Е, '1'). Zato mozemo staviti k (х) = VOx ра је VOx С int Vx, q. е. d. 

Neposredna posledica prethodna dva stava је 

STAV 1.5.9. Okolinski prostor (Е,1") koji verifikuje aksiom tranztttvnosti 
је lokalno koneksan, ako i samo ako $и koneksne komponente otvorenih skupova 
otvoreni skupovi и Еоте prostoru. 

Za1topolo§ke prostore imamo sledeCi kriterijum koji se odnosina {оро
losku bazu. 

ST А V 1.5.10. TopoZoski prostor је lokalno koneksan, ako t samo ako 
poseduje topolosku bazu koja se sastoji оа koneksnih skupova. 

Dokaz. Neka је (Е,1") lokaIno koneksni tороlозki prostor i neka је о bilo 
koji njegov neprazni otvoreni skup. Za svako х Е о postoji koneksna otvorena oko
liпа Vx tacke х sa osobinom Vx С о. Ртета tome, skup о moze da se napise u 
obliku u (Vx: х Е 01 takvih skupova Vx. То znaci da fаmiЩа svih otvorenih 
koneksnih okolina V х tacaka х Е Е predstavlja јеdnи topolosku Ьзzи prostora 
СЕ,1"). Obratno, neka је В topoloska Ьзzа prostora (Е,1") koja se sasto;i od 
koneksnih skupova u tome prostoru. Neka је х Е Е bilo koja tacka i Ох Ыl0 
koja njena otvorena okolina. Postoji koneksna okolina 01х Е В tacke х sa oso
Ыпот 01 х С Ох. То znaci da tacka х ima lokalnu okolinsku Ьзzи koja se 
sastoji od koneksnih skupova, q. е. d. 

Medutim, sledeCi kriterijum vazi za sve okolinske prostore. 

STAV 1.5.11. Okolinski prostor (E,"t') је lokalno koneksan, akoi samo ako 
za svaku taeku а Е Е i svaku okolinsku bazu ~a te taeke, nјеnи okolinsku bazu 
sacinjavaju i koneksne komponente iste tacke u odnosu па nјеnе okoline Va Е ~a. 

Dokaz. Тај stav је posledica definicije 1.5.3. i stava 1.1.6. 

IzIozicemo јоз jedan kriterijum lokalne koneksnosti okolinskih prostora 
uvodeCi prethodno ovu definiciju (vidi тој rad [7]). 

DEFINICIJA 1.5.3'. OkoHnskt' prostor (Е, 1") је koneksan u malom u taeki 
а, ako i samo ako za svaku okolinu Va tacke а postoji nјеnа okolina Wa, sadr
zana и Va, sa svojstvom аа za svaku taCku Ь Е \У! а postoji neki koneksni skup 
tt kom su sadrzane оЬе taeke а, Ь i koji је sadrzan u skupu Va. 
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То је uopStenje jedne definicije St. Mazurkievicz-a i Н. Hahn-a (vidi Н. 
Нahn [1]) u kojoj se umesto oko1inama operise за otvorenim skupovima ("Zusam
menhang im K1einen"). Н. НаЬп је pokazao u stvari da је kod metrizabilnih 
prostora svojstvo "Zusammenhang јт Kleinen" и svakoj tacki, ekvivalentno 
10kэlnој koneksnosti posmatranog prostora. 

Ј. G. Hocking i G. S. Young su и [1] tu ekvivalentnost dokazaН kod 
topoloskih prostora. Sa definicijom 1.5.3', ovde сето pokazati da analogna 
ekvivalentnost vazi i kod oko1inskih prostora. 

Pre svega, ocigledno је da su lokalno koneksni oko1inski·
O 

prostori koneksni 
и malom и svakoj tacki. Pokazimo da vazi i obratno: 

STAV 1.5.11'. Ako је okolinski prostor СЕ,,» koneksan и тalom и svakoj 
talki, оп је lokalno koneksan. 

Dokaz. Uzmima proizvoljnu tacku а Е Е i proizvoljnu njenu oko1inu Va. 
Neka је Котр (а) koneksna komponenta tacke а u odnosu па Va. Postoji 
okolina Wa с Va iste tacke за osobinom da za svaku tacku Ь Е Wa postoji 
koneksni skup Н(а, Ь) koji sadrzi skup (а, Ьј i koji је sadrZan u okolini Va. 
Zato је ипјја 

u (Ј-Ј(а, Ь): Ь Е Wal 

koneksan skup sadrZan и V а i, prema tome, saddan u koneksnoj kOinponenti 
Котр Са). Prema tome, 

Wa С U (Н(а, Ь): Ь Е Waj С Котр (а). 

Drugim recima, tacka а mora lezati u unutrasnjosti (interioru) komponente 
Котр (а). А to znaci da koneksne komponente tacke а u odnosu па пјепе 
oko1ine V а takode obrazuju jednu пјепи oko1insku bazu. Prema stavu 1.5. Il 
to znaci da је prostor (Е, 1") 10kalno koneksan, sto је trebalo dokazati. 

Neprekidna s1ika lokalno koneksnog prostora пе mora biti lokalno koneksan 
skup. U primeru 1.5.2. konstatovali зто da skup Q svih racionalnih tacaka 
kao potprostor numericke prave Rl, nije lokalno koneksan. Лkо па istom skupu 
Q kao nosiocu definisemo diskretan prostor, oznacimo ga за Ql,onda Ql је 
lokalno koneksan prostor. Identicl10 preslikavanje 1: Љ - Q prostora Ql па 
prostor Q је neprekidno, prostor Ql је lokalno koneksan, а njegova s1ika 
1 (Ql) = Q nije lokalno koneksna. АН imamo ovaj stav: 

ST А V 1.5.12. N eka је f: S -. т neprekidno preslikavanje okolinskog prostora 
(S, 0') па okolinski prostor (Т, 1") i neka оnо ispunjava uslov 

(1.5.1) f(intA) = int(f(A» 

za svaki skup А с S. Ako је prostor (S,O') lokalno kone.ksan, оnаа је lokalno 
koneksan i prostor (Т, 't'). 
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(И stvari, kako ~je f neprekidno, uslov f(int А) :Ј int f(A) је vec ispunjen, 
(vidi stav 3, § 6, тоје knjige [1]) ра za jednakost (1.5.1.) mlo т dovo!jno ртее

. postaviti јо! шlоv f(int А) С int f(A)). 

Dokaz. Uzmimo bilo koju tacku s Е S i bilo ko;u okolinu Wf(s) tacke 
f(s) u prostoru (Т, ~). Kako је f neprekidna funkcija, а prostor (S, а) lokalno 
koneksan, postoji koneksna okolina Vs tacke s sa osobinom 

f(Vs) с Wf(s). 

Medutim је s Е int Vs ра је zato 

f(s) Е f(int Vs) = int (f(Vs)) с int Wf(s) с Wf(s). 

Kako је dalje V, koneksan skup u prostoru (S, а), njegova neprekidna slika 
f(Vs) је koneksan skup u prostoru СТ, '1:) i zato sadrzan u koneksnoj kompo
nenti Kf(s) tacke f(s) u odnosu па okolinu Wf(s) tacke f(s). Zato је 

f(s) Е intf(Vs) с int Kf(s) с Wf(s), 

tj. koneksne komponente Kf(s) tacke f(s) u odnosu па njene okoline Wf(s) 
obrazuju jednu okolinsku bazu iste tасlщ ра је prema stavu 1.5.11 prostor 
(Т, '1:) lokalno koneksan, сiше зе zavrsava dokaz. 

Primetimo da ako је skup А с S otvoren, uslov (1.5.1) znaci da је tada 
njegova slika ј(А) с Т otvoren skup (tj. f је otvoreno preslikavanje). 

Као posledicu prethodnog imamo 

8TAV 1.5.12'. Svojstvo lokalne koneksnosti је topoloska invarijanta. 

Dokaz. Neka је ј: S -+ Т obostrano jednoznacno preslikavanje okolinskog 
prostora (S, а) па oko1inski prostor (Т, '1:) i neka ono ispun;ava uslov (1.5.1.). 
Tada је f homeomorfizan (vidi stav 5, § 6, тоје knjige [1]) i prema stavu 
1.5.12 i1i su оЬа prostora lokalno koneksna i1i nijedan, 8to је trebalo dokazati. 

8TAV 1.5.13. Neka је (8 = П ТIX ' ~) okolinski proizvod-prostor okolin
skih prostora СТ IX, ~IX), IX Е (ос), koji zadovo!javaju aksioтu distrz'butivnosti. Ako 
је g Е 8 mlo koja taCka i К (g (IX)) koneksna komponenta tacke g (rx.) Е Т IX U 

prostoru (Т IX' ~IX), « Е (ос), tada је 

K(g) = п Kg(lX) 
(о;) 

koneksna komponenta tacke g u prostoru (8, ~). 
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Dokaz. Kako su skupovi К (g (0:)) koneksni u prostorima (Т а. , 'tlJ«), 
ос Е (0:), prema stavu 1.4.7, skup K(g) је koneksan u prostoru (S, 'tQ). Pret
postavimo da postoji koneksan skup Н с S ва овоЫnот da је K(g) с Н. 
Tada је projekcija Ја. (н) = На. с Та. koneksan втр u prostoru (Та., 9Ј).а.) i 
pri tome је Ja.(K(g» с Ја.(Н) = На. koneksan skup u istom prostoru. No kako 
је Ja.(K(g» =K(g(oc», а K(g(oc» је koneksna komponenta tacke g(oc) Е Ta.~ 
mora blti H~ = K(g(o:». Zato је 

н = ПД;с = П K(g(o:» = к (g). 
(tJ.) (tJ.) 

Time је dokaz zavrsen. 

STAV 1.5.14. Neka је data beskonacna ЈаmШја lokalno koneksnih okolin
skt'h prostora (Т tJ. ,9Ј).а.), ос Е ( ос), koji zadovoljavaju aksiomu distributivnosti i 
koji ш, izuzev za neki konacan skup (0:)** indeksa, koneksni. Tada је i njt'hov 
okolinski proizvod-prostor (S = П Т tJ. ,'tQ) lokalno koneksan. 

(tJ.) 

Dokaz. Neka је g Е S Ыl0 koja tacka ра uzmimo Ыl0 koju nјenи oko
linи oblika (vidi stav 1.4.4) П Wg(oc) gde је (а)* С (а) konacan skup. Neka 

(а.)* 

је ~ (g (ос» koneksna komponenta tacke Ја. (g) = g (о:) Е Wg (о:) U odnosu па 
okolinu Wg (а) iste tacke, pri cemu је Wg (а) = Та. za о: Е (а) '" (ос)*. Kako 
је ро pretpostavci g (а) Е int К (g (ос» za а Е (0(.)* U (а)** а К (g (а» = int 
K(g(a» = Та. za а Е (ос) "'- «0:)* U (IX)**) (jer, za te indekse а svi pr06tori 
(Та ,9Ј).а) su koneksni !), vidimo da је 

g Е П int Kg (ос). 
(tJ.)* U (а)** 

Prema relaciji (1.4.8) vidimo tako da mora biti i 

g Е int П K(g(a». 
(11.)* u (сх)** 

S druge strane, prema stavu 1.5.13 је 

K(g) = ПК(g(о:» 
(tJ.)* u (сх)** 

i zato 

g Е intK(g) = intПК(g(а» с ПК(g(а» с П Wg(a), 
(сх)* u (сс)** (сс)* u (сс)** (сс)* 

gde је К (g) koneksna komponenta tacke g и odnosu па nјеnu oko1inu П Wg «(),). 
(а.)* 

Vidimo da za svaku tacku g Е S i svaku nјenи okolinu, tacka g lezi и inte
rioru koneksne komponente iste tacke и odnosu па tu oko1inu, ра је prema 
stavu 1.5.11, (S, 'tQ) loka1no koneksan, сјте ве zavrsava dokaz. 
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Vаи i obrat pl'ethodnog stava: 

STAV 1.5.15. Neka је data beskcnaena јаmјlјја оkоlinskЉ prostm'a 
(Т сх, сюсх), ос Е (ос), koji zаdоvођ"аvајu aksiomu distribtttivnosti i neka је okolinski 
proizvod-prostor (S = п Т сх, qJ) tih prostora lokalno koneksan. Тааа su svi 
prostori jaktori (ТО(' сша), а Е (ос), lokalno koneksni ј, izuzev za neki konacan 
skup indeksa ос, svi сј prostori su koneksni. 

Dokaz. Neka је А с S Ыl0 koji neprazni podskup u prostoru (S, qJ) i 
neka је 

g Е intA 

u tome prostoru. Postoji dakle okolina 

УС = п Wg(oc) 
(сх)* 

sadrZana u skupu А. Medutim је 

jcx(Vg) = Wg(oc) с !а (А) 

ра је zato g (ot) Е intjcx СА). Drugim recima, dokazali зто da је 

ја (int А) с intjcx (А), 

ра kako su sve projekcije jr;.) ос Е (ос), neprekidne, prema stavu 1.5.12 svi 
prostori (Т!:/. , сюсх) ви Iokalno koneksni. Dokazacemo sada da тоои prostorima 
(ТСХ , сюсх), ос Е (ос), moze biti na;vise konacno mnogo prostora ko;i nisu konek
sni. Pretpostavimo naime suprotno: postoji beskonacan skup (ОС)1 с (ос) indeksa 
ос tako da za Gt Е (ОС)1 prostori (ТСХ , 9Ј)!Х) nisu koneksni. Uzmimo jednu tacku 
g Е S i formirajmo sve koneksne komponente Kg (ос) tacaka g (ос) Е Тсх , ос Е Са.). 
Tada је ртета stavu 1.5.1 З, 

K(g) = п K(g(oc» 
(сх) 

koneksna komponenta tacke g u prostoru (S, qJ). Medutim, kako је K(g(oc»:;e Та 
za beskonacno mnogo indeksa ос Е (ot)l' ne postoji nijedna okolina 

п Wg(ot) 
(ot)* 

tacke g koja Ы bila sadrzana u skupu к (g), јег је (ot)* С (ос) konaean skup i 
Wg (ot) = ТГЈ. za ос Е (ot) ~ (ос)*. Zato koneksna komponenta К (с) ne ы Ьilа 
otvorena u lokalno koneksnom prostoru (S, qJ), а (о је nemoguCno prema stavu 
1.5.7. Drugim recima, najvise konacno mnogo prostora-faktora u prostoru 
(S, qJ) nisu koneksni, q. е. d. 
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Specijalno vaie prethodna dva stava u slucaju topoloskog proizvoda topo
loskih prostora ра сето tu Cinjenicu stШzоvаti u ob1iku ovog jednog stava: 

STAV 1.5.16. Topoloski proizvod topoloskih prostora је lokalno koneksan, 
ako i samo ako su svi prostori-/aktori lokalno koneksni i ako najvise konacan 
broj tih prostora nije koneksan. 

Razmotricemo sada pitanje da 1i зе svojstvo loka1ne koneknosti эа datih 
lokalno koneksnih prostora prenosi па пјЉоуе okolinske kolicnik-prostore. Neka 
је (S, а) dati lokalno koneksni okolinski prostor, neka је Т dati neprazni skup 
i /: S -+ Т preslikavanje prostora (S, а) па skup Т. Tada па skupu Т mozemo 
definisati (vidi тој rad [4]) okolinski prostor (Т, ") па sledeci паСјп. Лkо је 
х Е S proizvoljna (асkз i /(х) Е Т пјепа slika u skupu Т, podskup w/ex) с Т, 
koji ~sadrZi tacku /(х), stavicemo u oko1insku bazu 'Ю prostora (Т, ")' ako i 
samo ako skup 

/-1 (W/(x») с s 

pripada okolinskoj bazi prostora (S, а). Pokazuje эе tada da је / 11eprekidna 
funkcija i da је za зУзkо х Е S, maksimalna okolinska baza tacke /(х) орэе
znјја od тзkэјта1пе oko1inske baze iste tacke Ыl0 kog okolinskog prostora па 
Т za koji је / јоз uvek neprekidna funkcija. Oko1inski prostor (Т, ") mozemo 
zvati indukovan okolinski prostor, i1i okolinski ko1icnik-prostor prostora (S, а), 
mada зе, u sk1adu sa vec иоЫеајепот terminologijom u орзtој topologiji, tim 
јтепот naziva опај specija1an эlисај u kome зе za Т шјта skup-kоliCnik 
S/p, gde је р jedna data relacija ekvivalencije па skupu S, а za funkciju / 
funkcija /(х) = klp [х], х Е S, gde klp [х] znaci klasu ekvivalencije tacke х Е S 
U odnosu па relaciju ekviva1encije р. 

STAV 1.5.17. Neka је okolinski prostor (S, а) lokalno koneksan. Тааа је 
lokalno koneksan i njegov okolinski kolicnik-prostor СТ, ")' 

Dokaz. Uzmimo bilo ko;u tacku х Е S i proizvoljnu oko1inu w/ex) 
tacke /(х) u prostoru (Т, ")' Oznacimo sa V/(x) koneksnu komponentu tacke 
ЈСх) u оdnоэи па skup Wf(x). Tada је 

/-1 (V/ (х» С /-1 (W/ (х) ). 

Kako је skup /-1 (Wf(x» jedna oko1ina tacke х u prostoru (S, а), а taj је 
prostor lokalno koneksan, neka је Vx koneksna komponenta tacke х u odnosu 
па /-1 (W/(x)), tj. jedna koneksna okolina iste tacke sadrzana u tome skupu. 
Кзkо је funkcija / neprekidna, slika /(Vx) је koneksna u СТ, ") i zato sadrza
па u koneksnoj komponenti V/(x). Zato је Vx С /-1 (V/(x)), ра је Vf(x) 
takode neka okolina tacke /(х) jer је /-1 (V/(x)) neka oko1ina tacke х. Zato 
је prostor СТ, ") loka1no koneksan, sto је treba10 dokazati. 
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Naravno, dokazani stav vazi specijalno i kada је Т = S/p, Ј (х) =klp [х], 
х е S, (vidi takode тој rad _ [7] ). 

Lako је proveriti da okolinski kolicnik prostori (Т, __ ) verifikuju зkзјот 
distributivnosti ako isti verifikuje i prostor (S, а). Medutim, aksiom tranzitiv
nosti nе prenosi se sa datih okolinskih prostora ра п; Љоуе koliCnik prostore, 
зkо se оуј definisu па gore izlozeni nacin, tj. ako зе za primitivni ро;ат uzme 
ројат oko!ine. Na tu mi ;е cinjenicu ukazao М. Ншеk CPrag) navodeCi sledeci 
primer Е. Сећа [2]. Za skupove S, Т, adherenci;e (5, __ i [unkсјји Ј uzima зе оуо: 

S = 1 а, Ь', Ь", с! ; 

аа = (а,Ь'I, аЬ' = IЬ'I, аЬ" = (Ь",сl, ас = Iсl; 

аХ= U Iах:х е'Х!, Х с S. 

Т = 1 <х, ~, У Ј ; 

Ј(а) = а, Ј(Ь') = Ј(Ь") = ~, Ј(с) = у, 

Prostor (S, а) verifikuje зkзјот tral1zitivnosti, а prostor (Т, __ ) nе verifikuje 
taj aksiotn. Medutim, funkcija Ј је neprekidna i inverzne slike okolina tacaka 
и (Т, __ ) obrazuju jednu okolinsku bazu prostora (S, а). 

Zato сето и kategoriji oko1inskih prostora којј verifikuju aksiom trazi
tivnosti, ko!icnik-prostore definisati posredstvom ројша otvorenog skupa kao 
primitivnog. 

Лkо okolinski prostor (S, (5) verifikuje aksiom tranzitivnosti, оп зе moze 
rekonstruisati [зmilijот О otvorenih skupova koja ispunjava оуа dva aksioma 
(vidi тоји knjigu [1]): 10. Prazan skup Л i skup S зи clanovi familije О .. 
20. Unija proizvo1jno mnogo сlanоуа familije О је clan iste familije. 

Uzmimo sada neprazan skup Т i preslikavanje Ј: S ~ Т зкира S па зкир 
Т ра па Т definisimo famiЩи fJ зкироуа В с Т па vec uoblcajeni nacin и 
topologiji, stavljajuci 

BefJ 
зkо i зато зkо је 

ј-1 СВ) е О. 

Lako је proveriti da [зmiНја fJ takode verifikuje navedena dva aksioma ра 
posredstvom te familije na skupu Т definisani okolinski prostor (Т, __ ) takode 
verifikuje akзјоm :tranzitivnosti. Pokazuje зе da је f neprekidna funkcija i da 
је faтilija fJ finija od зУзkе [зmiНје fJ1 otvorenih skupova па Т za koju је 
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ј јоз uvek neprekidna fиnkcija. Tako definisani prostor (Т, ,,) u kategoriji 
okolinskih prostora koji verifikuju aksiom tranzitivnosti mozemo zvati koliCni
kom prostora (S, а) mada је uobicajeno da se taj naziv zadrzava za slucaj kada 
је Т = S/p, gde је р jedna relacija ekvivalencije na S, i ] (х) = klp [х] , х Е S. 

ST А V 1.5.18. и kategoriji okolinskih prostora koji verijikиju aksioт tranzi
tivnosti, svojstvo lokalne koneksnosti prenosi se sa datog prostora па пjegov 
koliCnik-prоstor . 

Dokaz. Stav сешо dokazati na taj nacin sto сешо pokazati da su u ko
liсnik prostoru (Т, ,,) prostora (S, а) koneksne komponente otvorenih skupova 
otvorene. Neka је В proizvoljan otvoreni skup u prostoru (Т, ,,) i neka је 
Ь Е В jedna proizvoljna tacka tog skupa. Sa В (Ь) oznacicemo koneksnu kompo
nentu tacke Ь u odnosu na В. Таdз је skup ј-1 (В) otvoren skup u prostoru 
(S, а). Za trenutak сешо sa ]-1 (Ь) oznaciti jednu odredenu tacku skupa ј-1 (В), 
а sa S (ј-1 (Ь)) oznacicemo koneksnu komponentu tacke ј-1(Ь) u odnosu na 
-1 (В). Кako је prostor (S, а) lokalno koneksan, skup S (ј-1 (Ь)) је otvoren u 
prostoru (S, а). Njegova neprekidna slika 

j(S(j-1(Ь))) 

је koneksna i, sem toga је 

Ь Е j(S(j-1(Ь))) с В. 

No, ро pretpostavci је В (Ь) koneksna komponenta tacke Ь u odnosu na В, 
ра zato mora biti 

j(S(j-1(Ь))) с В(Ь) 

odakle sledi 

S (ј-1 (Ь)) с ј-1 (В (Ь)), 

sto znaCi da skup В (Ь) mora biti otvoren u prostoru (Т, ,,), jer је otvoren u 
prostoru (S, а) i skup S (ј-1 (Ь)). 

Zaista, kako је koneksna komponenta В (Ь) tacke Ь ujedno koneksna 
komponenta svake tacke х Е В (Ь), mora biti S (ј-1 (х) С ј-1 (В (Ь)) za svako 
х Е В (Ь)), оdзklе 

u S (ј-1 (х)) С ј-1 (В (Ь)) 
х Е В (Ь) 

i zato 

В(Ь) с ](u S(f-1(X))) С В(Ь). 
х Е В (Ь) 

Prema tome је 

u S (ј-1 (Х)) = ј-1 (В (Ь)), 
х Е В (Ь) 
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jer su svi skupovi 8 (ј-l (х)) otvoreni и prostoru (8, (ј) ра је i njihova unija 
otvoren skup и tom prostoru. А to znaci da skup В (Ь) mora biti otvoren и 
prostoru (Т,1"). Time је dokaz stava zamen. 

Specijalno stav узZi kada је Т = 8/р, Ј(х) = klр [х], х Е 8. Stavi~e, и 
slucaju topoloskih prostora, dobija se odatle poznat stav: 

STAV 1.5.19. Аko је topoloski prostor lokalno koneksan, takav је i njegov 
koliCnik. 



2. 9l. -KONEКSNOST UNIFОRМNШ PROSTORA 1 8- KONEKSNOST 
8- PROSTORA EFREMOVICA - JU. мо SМIRNOVA 

Koneksnost okolinskih i, uopste, topoloskih prostora oznacavali зто i 
Ьо "t'-koneksnost, gde "t' oznaeuje topolosku i1i uopstenu topolosku strukturu 
okolinskih prostora. U radu [1] зи S. G. Мrovka i W. Ј. Pervin uveli ро;ат 
uniformne koneksnosti uniformnih prostora i ројат ekvikoneksnosti kod 8-pro
stora V. V. Efremovic - Ји. М. Smirnova (za definiciju tih prostora vidi па 
pr. тоји knjigu [1]). Uniformnu koneksnost oznacavacemo sa 9l. -koneksnost 
а ekvikoneksnost sa 8-koneksnost. Pre по 8to predemo па definicije tih ројтоуа, 
istaknimo sledece cinjenice koje се biti korisne u daljem izlaganju. 

Neka su dati 8-prostori 

i neka је ј: Б1 -+ Ба pres1ikavanje prvog prostora и drugi. Као 8tO је poznato, 
ј је 3-funkcija, ako i saтo ako iz (М, N) Ф 82 sledi (Ј-1 (М), ј-1 (N) ) Ф 81 . 
Neka је ј 8-funkcija i neka је g : Ба .-+ Ба takode 8-funkcija. Tada је slo~ena 
funkcija g о f 8-funkcija. Zaista, neka је СР, Q) Ф 8з, Tada је (g-l (Р), g-l (Q)) Ф 32 
ра је zato i 

(1-1 (g-l (Р) ),ј-1 (g-l (Q))) = «g о f )-1 СР), (g о ј )-1 (Q)) ф 31' 

tj. g о f је 8-funkcija. 
SliCno tome, neka su dati uniformni prostori 

~,~,ђ~Щ,~,~~Щ,~,~ 

i neka је ј : Б1 -+ Ба preslikavanje prvog prostora u drugi. Као 8tO је poznato, 
ј је 9l. -funkcija, зkо i зато ako za svako Va Е 9l.2 va~i ј-1 (Va) Е 9l.]" gde је 

j-1(VS) а= (х,у); х,у Е Бl i (Ј(х),ЈСу)) Е Val 

Лkо је ј jedna 9l. -funkcija i зkо је g : Ба -+ Бз takode 9l. -funkcija, kao i та
loCas pokazuje se da је tada slo~ena funkcija g о f takode jedna 9l. -funkcija. 
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Napoтeniтo jos da diskretan prostor (0,1), koji_ зе sastoji od dve tacke, 
postaje 13-prostor kad зе bliskiт proglase oni njegovi podskupovi ciji presek 
niје prazan (vidi takode паротenи розlе definicije 1.3.2). Јешпа preslikavanja 
13-prostora СЕ, 13, т) и prostor (0,1) јези konstante i опе зи, ocevidno, 13-neprekidne. 

Evo sada definicije 13-koneksnosti 13-prostora (vidi takode stav 1.3.1): 

DEFINICIJA 2.1. 13-prostor СЕ, 13, т) је 13-koneksan, ako t' samo ako пета 
13-preslikavanja prostora СЕ, 13, ") па diskretan prostor (0,1 Ј. 

Uvedenu definiciju opravdava cinjenica da 13-koneksnost niје ekvivalentna 
't"-koneknosti. Na priтer, skup Q svih racionalnih brojeva, kao potprostor 
nuтericke prave Rt, niје 't"-koneksan. Medutim, prostor Q је ekvikoneksan 
kao 13-prostor definisan па sledeCi nacin. Neka је па partitivnom skupu РСR1) 
definisana Ыпата relacija 13 ovako: za М, N с R1 је (М, N) Е 13 ako i зато 
ako је D (М, N) = О, gde D (М, N) znaci rastojanje skupova М, N и Оdnози 
па иоЫсајепи metriku dCx,y) = I х - у 1, х,у Е R1, numericke prave. Tada 
Rl postaje 13-prostor ра Q postaje njegoviт 13-potprostorom ako skupove 
А, В с Q budemo sтatrali blаи jedan drugoт, ako i зато ako зи оni blizu 
jedan drugoт и Rl. S druge strane, smatrajuci diskretan prostor (0,1) takode 
тetrickim prostoroт stavljajuCi d(O,O) = d(1,I) = О i dCO,I) = 1, тozemo i и 
njega uvesti delta-strukturu па isti паоп i pri tome izlazi da и prostoru (0,1) 
skupovi (О) i (1) nisu b1izu jedan drugoт. Uzmiтo sada Ыl0 koju 13-funkciju 
/ definisanu па Q за vrednostiтa и prostoru (0,1). Kako зи (Ој i (1) dva 
шајamnо da1eka skupa и (0,1), to /-I((Ој) i /-1((1) тoraju biti uzajamno 
daleki skupovi и prostoru Q. No niје tesko videti da jedan od skupova 
/-1 С (Ој) i /-1 С (1 ј) mora biti prazan. U protivnoт slucaju ЬШ Ы to pravi 
delovi skupa Q cija uniја daje upravo skup Q. Kako su Оni uzajamno daleki 
и Q, тoraju Оni biti шајamnо daleki i и R1 odakle Ы з1ешl0 D (ј-l ( (О ј ), 
/-1 ( (1 ј» = 'уј > О. То znaCi da Ы па R1 postajao interval (IX, Ю С R1 за озо
Ьinот da је :d(lX, (3) = 'уј> О и kome пе Ы Ыl0 taCaka iz Q, а to је пето
Спо, jer је Q svuda guз! na R1. Preтa toтe, i1i је /-1 С 10 ј) prazno i1i је 
/-1 С (1 ј) prazno, ра / щога biti konstanta. 

Videceтo da isti prin1er opravdava i definiciju 9i -koneksnosti. Medutim, 
pre по 8to је izlozimo, dobro се biti da podsetiтo па uzajamnu vezu koja 
postoji izmedu uniforтnih i 13-prostora. Neka је СЕ, 13, т) 13-prostor pri сети 13 
oznacuje njegovu 13-strukturu, а 't" oznacuje topologiju definisanu па Е toт 
strukturoт. Ako зи skupovi А, В Е Р (Е) uzajamno daleki, tj. ako је (А, В)ф 13, 
forтiraceтo podskup 

и (А, В) = С [(А Х В) u (В Х А)] с Е Х Е 

koтbinovanog proizvoda Е Х Е. Ocigledno da taj skup sadrii dijagonalu 

6. = ( Сх, х) : х Е Еј . 

Kada А, В prolaze familijom svih uzajamno dalekih skupova и 8-prostoru 
(Е, 13, т) i kada formiraтo famiIiju Е!1Ј svih konacnih preseka odgovarajucih 
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skupova U (А, В), pokazuje se da је !?i jedna baza neke uniformne strukture 
си па skupu Е, saglasne sa topologijom -r ~-prostora (E,~, т). Drugim reCima, 
taj је prostor ujedno uniformni prostor uniformne strukture си. Obratno, neka 
је (Е, си, т) uniformni prostor (А. Weil-a), ртј сети си znaci njegovu uni
formnu strukturu, а 't' topologiju па Е definisanu tom strukturom. Na skupu 
Р СЕ) defini~acemo Ыnamи relaciju ~ па sledeci naCin : za А, В Е Р (Е) sta
vicemo (А, В) E~, ako i saтo ako za svako V Е си p08toje tacke х Е А i 
у Е В tako da је (х,у) Е V. Pokazuje зе tada da је 8 јеdna 8-struktura па 
skupu ~ Е saglasna sa topologijom 't' uniformnog prostora (Д 91., '")' Drugim 
recima, taj је prostor ujedno јеdan 8-prostor 8-strukture 8. Kaze зе takode da 
је ~ jedna 8-struktura ne Е indukovana uniformnom strukturom 91. 

Evo sada definicije 91-koneksnosti: 

DEFINICIJA 2.2. Uniformni prostor (Е, 91., 1') је 91. -koneksan, ako i ~amo 
ako пета си -preslikavanja prostora (Е, си, '") па diskretan prostor 10,1} shvacen 
kao unzJormni prostor dz'skretne unј/orтnе struktиre. 

Napomenimo da зи јешna preslikavanja prostora (Е, 91., т) и prostor 
10,11 konstante koja зи, ocevidno, 91. -neprekidna. 

Pokazacemo заdа da је svaka 91 -funkcija и isti mah i neka 8-funkcija. 
Neka_ је. 

Ыl0 koja 91. -funkcija koja preslikava uniformni prostor (S,91., а) и uniformni 
prostor (Т, '10, '")' gde си i '10 znace uniformne strukture; а а i 't' odgovara
јисе topologije definisane tim strukturama. Na P(S) odnosno Р (Т) definisimo 
binarnu relaciju 81 odnosno 82 stavljajuci (А, В) Е 8], odnosno (Р, Q) Е 8а , a~o 
i samo зkо za svako V Е 91. odnosno W Е '10 postoje tacke х Е А, у Е В 
odnosno z Е Р, w Е Q tako da је 

(х,у) Е V odnosno (z,w) Е W. 

Као Зtо зто vec pokazali, tako definisane binarne relacije 81 i 82 зи 8-struk
ture saglasne respektivno за uniformnim strukturaтa 91 odnosno '10. Uzmimo 
sada da је (Р, Q) Ф 82' Pokazacemo da tada тота biti i 

(2.1) (ј-1 (Р), /-1 (Q) ) ф 81 • 

Iz prve pretpostavke sledi naime da postoji bar jedno wo Е '10 sa ОЗОЬinот 

(Р Х Q) п wo = А. 

Лkо relacija (2.1) ne Ы Ыlа taCna, za svako V Е CZJ. postojale Ы taCke 
х Е ј-1(р), У Е j-l(Q) за svojstvom (х,у) Е V. Кзkо је ј 91.-funkcija, za 
svako W Е '10 postoji V Е 91 tako da iz (а, Ь) Е V sledi (ј(а), ЈСЬ» EW. 

4 Konekmi prostori 
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Specija1no, za WO Е 9Ј). postoji neko vo Е 9,L tako da iz (а, Ь) Е vo sledi 
(ј(а),/(Ь» Е wo. 

N о kзkо postoje taCke 

хо Е /-1 (р), Уо Е /-1 (Q) 

за svojstvom (Хо,Уо) Е VO to mоса biti i (Ј(хо),ј(уо) Е WO i zato Ы Ыl0 

(р х Q) п wo:;(: Л, 

јес је ј(хо) Е Р i ј(уо) Е Q. Тзkо smo dos1i do protivureCnosti. Prema tome, 
9,L -funkcija / mоса biti i 8-funkcija. 

Odatle neposredno sledi da је prostor Q racionalnih brojeva kao uni
formni potprostor numericke prave Ю, shvacene kao uniformni prostor (vidi 
mоји knjigu [1Ј, str. 108), 9,L -koneksan. Vidimo tako da iша prostora koji 
nisu .. -koneksni, a1i su 9,L -koneksni i 8-koneksni. ОЬсаtnо, .. -koneksni 8-pros
tori i uniformni prostori su ujedno i 8-koneksni i 9,L -koneksni. То s1edi iz 
cinjenice da su 9,L -funkcije i 8-funkcije neprekidne, а зkо је uniformni prostor 
(8-prostor) .. -koneksan оп је ujedno i 9,L -koneksan (8-koneksan) јес su tada 
са- preslikavania (8-preslikavanja) posmatranog prostora na diskretan prostor 
(0,1) neprekidna ра mосаји Ыи konstante. 

Sledeeim stavom шзzије se ekviva1entnost pojmova 9,L -koneksnosti i 
8-koneksnosti, а и isti mah izlaZu se i izvesni kriterijumi. 

STAV 2.1. (S. G. МROVКA i W. Ј. PERVIN). Neka је СЕ, са, Т) 
unijorman prostor i neka је 8 с Р СЕ) Х Р (Е) 8-struktura dejinisana па skupu Е 
uniformnom strиkturom са. Тааа su sledeca svojstva medusobпo ekvivalentna: 

1) 8-prostor (Е, 8, .. ) је 8-koneksan. 

2) Za svakи 8-junkciju f: Е -+Ю skиp fCE) је svuаа gusс па nekom јntет
valu numericke prave ю. 

З) Za svaki pravi аео А с Е 'ОаЕ 

СА, Е'" А) = СА, СА) Е 8, 

tj. svaki pravi аео А skupa Е blizи је svome komplementu Е"'А = СА. 
4) Apsolutno 8-ртоЈјУenjе (Е*, 8*, .. *) (kompaktifikacija Ји. М. Smirnova) 

је .. *-koneksno. 

5) Unжlormni prostor СЕ: са, .. ) је 9,L -koneksan. 

6) Za svakи ca-/иnkcЏи f : (Е,са, -r)-+RI skиp fCE) је svuda gust па 
ж·ntervаlи (inf f СЕ), sup f (Е» numericke prave RI (еј. adherencija f СЕ) skupa 
f(E) је segтent [inff(E), sup fCE)J, роlиж·ntervаl С - со, sup fCE)], polusegment 
[inff(E), со) ili interval С - со, со) = Rl). 
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7. Unijorтni prostor (Е, си, ") је lanCasto koneksan, ЈЕО znaCi: za svaki 
ureden par (р, q) Е Е Х Е еасам р, q Е Е i svako U Е си postoji prirodan ЬУој 
п takav da је 

(р, q) Е UN = у-о U;' . . . ~U, 

п puta 

tj. (р, q) se nalazi и kompoziczj'i Un jkиpa U ~komponovanog sa samz·m-· soboт 
n-puta. 

Dokaz. Izlozicemo dokaz tog stava koji su dali njegovi autori и radu [1]. 
1) => 2) Pretpostavimo da skup ј(Е) nije svuda gust na intervalu (inf 

ј(Е), supj(E)), ukljueujuci tu i moguCnosti infj(E) = - оо i sup ј(В)= + оо. 
То znaci da Ы postoja1a tacka х и tom intervalu koja ne lezi и adherencijii 
ј (в) skupa ј (Е), odakle Ы sledila egzistencija ~ nekog"[konaCnog interva1a 
(а, Ь) с (infj(E), sup ј (Е)) oko tacke х koji ne Ы iшaо taCaka zajednickih sa 
skupom ј(В),~tј. bilo Ы 

(а, Ь) п ј(Е) = А. 

Na skupu (- оо, а] П [Ь, оо) definisimo sada funkciju g sa vred.nostima-и dis-
kretnom prostoru 1 0,1 Ј ovako: . 

к(х) = {О, х Е (-оо, а], 
1, х Е [Ь, оо). 

FUnkcija g је ocevidno jedna 8-funkcija. Prema tome, slouna funkcija 
goJ:E-IО,lЈ bila Ы jedna 8-funkcija koja nije konstanta, ра prostor (E,8,'t') 
ne Ы Ыо 8-koneksan, suprotno pretpostavci. 

2) => 6). Videli smo da је svaka си -funkcija и isti mah i neka 8-fUnkсiја. 
Prema tome, ako uslov 2) vaZi za 8-funkciju ј, vazi оп i za си -funkciju 
Ј: (Е,си,'t')-Ю. 

6) => 5), !Diskretan prostor 10,1 Ј, koji se sastoji od dve tacke О i 1, 
smatrajmo kao podskup numericke prave Rl. Pretpostavimo sada da је 

ј : (Е, си, ") -1 0,1 Ј neka си -funkcija. То znaci da Ы skup ЈСВ) morao biti 
svuda gust па nekom intervalu numericke prave Ю, tj. adherencija ј(Е) tog 
skupa numericke prave mora1a Ы biti neki segment numericke prave koji 
sadrZi tacke О i 1, sto је nemogucno. Zato mora biti ili ЈСх) = О za svako 
х Е Е, ili ј (х) = 1 za svako х Е Е, tj. ј mora biti konstanta ра је uniformni 
prostor 7l(E, си, 't'):Си-kоnеksan. 

5) => 7). Pretpostavimo da ~uniformni prostor (Е, си, ") ~nije laneasto 
koneksan. Tada postoji ureden par (р, q) Е Е Х Е i skup U Е си takav da је 
(р, q)ф U" za svaki prirodni broj n. Кako је (р, р) Е и, skup svih onih tacaka 
х iz Е za koje је (р, х) Е U" za neko п, nije prazan. Definisacemo sada jednu 
funkciju ј : Е -4 Ю ovako: 

4* 

ЈСх) = {О, ako postoji neko п tako da:je Ср, х) Е U", 
1, и ostalim slucajevima. 
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Ocevidno је ЈСР) = о i J(q) = 1. Dokazacemo sada da је Ј jedna 
Cи-funkcija. Primetimo da diskretan prostor (O,l) iша za bazu njegove Uni
formne strukture skup (0,0), (1,1]) = д. Dokazacemo da је U С 1-1 (д) ј, 
prema tome, da је 1-1 (д) Е си odakle sledi da 1 mora biti jedna си -funkcija. 
Zaista, tneka је (х,у) Е и. Ako је ЈСх) = О tada је (р, х) Е lJ" za neko п ра 
је (р,у) Е U о И" = и"н, tj. mora biti i 1(У) = о. S druge strane, ako sada 
uzшето da је 1(У) = 1 mora biti i ЈСх) = 1. Zaista, kad Ы bilo I(х) = о, 
Ыl0 Ы (р, х) Е И" za neko п odakle (р,у) Е и;, lJ" = lJ"+l, tj. bilo Ы i 
ЈСу) = о, suprotno pretpostavci. Prema tome је U С 1-1 (д), tj. 1-1 (д) Е си. 
Iтато dakle си -funkciju 1 : Е'- (0,1 Ј koja nije konstanta, ра (Е, си, '1') nе Ы 
Ыо си -koneksan, suprotno pretpostavci. 

7 => 3), Pretpostavimo da је prostor (Е, си, '1') lancasto koneksan i neka 
је А с Е pravi deo skupa Е. Uzmimo neku tacku р Е А i neku tacku 
q Е Е "'-. А. Za svako U Е си postoji prirodni broj п takav da је СР, q) Е lJ" = 
= U о U О. • • о и. Prema tome, postoji niz taCaka р, хl' ... , Xt -l , ХЈ: , ••• , х" = q 
sa osobinom da је (Xk-l,ХЈ Е U,k=I,2, ... ,n. Кako је q Е Е"'-.А, postoji 
и tom nizu prva tacka х, za koju је х, Е Е"'-.А i zato Х'-l Е А. Vidimo tako 
da za svako U Е си postoj i neki uredeni par (Х'-l' х,) tacka Хс-l' Х, iz skupa 
Е sa osobinom (Х'-l' х,) Е и. Zato mora biti (А, Е"'-.А) Е 8 za binarnu rela
сјјu 8 definisanu па Р (Е) Х Р (Е) uniformnот strukturom си posmatranog 
prostora (Е, си, '1'). 

3) => 4), Neka је (Е*, 8*, '1'*) apsolutno prosirenje (vidi Smirnov [1]) 
8-prostora (Е, 8, '1'). Prostor (Е*, 8*, '1'*) је bikompaktan, skup Е је svuda gust 
и prostoru (Е*, 8*, '1'*), tj. '1'* Е = Е* i, za Р, Q с Е, vazi (Р, Q) Е 8 ako i 
samo ako СР, Q) Е 8*, tj. ako i samo ako је 

(т*Р) П (T*Q) * А. 
Neka је ispunjen uslov 3) ра pretpostavimo da prostor (Е*, 8*, '1'*) nјје konek
san. Postoje dakle и tome prostoru dva istovremeno otvorena i zatvorena skupa 
А, В с Е* sa osobinom 

А u В = Е*, А п В = А. 

Zato је i 

(А п Е) u (В п Е) = Е, (А п Е) п СВ п Е) = А. 
Medutim је 

'1'* (А п Е) = А, '1'* (В П Е) = В. 
Zaista, iшaто 

'1'* А = А, '1'* В = В. 

Лkо је х Е '1'* (А п Е) ocigledno mora biti х Е '1'* А = А. Obratno, neka је 
х Е А ра uzmimo da је х Ф -:* (А п Е). Tada Ы и prostoru (Е*, 8*, '1'*) posto
ја1а oko1ina Vx tacke х sa osobinom 

Vx п СА п Е) = А, 
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8to је nemoguCno, jer је Е svuda gust u Е* (ocigledno је А п Е =F Л; u 
protivnom slueaju Ыl0 Ы Е с В ра kako је А otvoren i neprazan !skup u 
(Е*, 8*, '"'*)' Ыl0 Ы А п Е = Л, 8to је nemoguCno, jer је Е svuda gust u Е*). 
Na isti nacin dokazuje se da је i "'* (В п Е) = В. Prema tome, imacemo 

('t"*(A п Е)) п ('t"*(B п Е)) = Л 

i zato 

(А п Е, В п Е)ф8, 

tj. 

(А п Е, Е,,- (А п Е)) Ф 8, 

ра prostor (Е, 8, '!) пе Ы Ыо 8-koneksan, suprotno pretpostavci. 

4) ~ 1). Diskretan prostor (0,1\, smatran kao potprostor numericke prave 
Rl, jeste zatvoren i Ьшотрзktап ра је zato, posmatran kзо 8-prostor, apsolutno 
zatvoren. Neka је sada (Е*, 8*, '!*) apsolutno 8-pr08irenje prostora (Е, 8, '!) i 
пеkз је j:E-(О,l\ bi10 koja 8-funkcija. Prema јednот stavu Ји. М. Smirnova 
(vidi [1]), postoji jednoznacno odredena neprekidna ekstenzija ј*: Е* -( О, 1 } 
funkcije ј па citav prostor (Е*, 8*, '!*). Кako је taj prostor koneksan (tj. 
'!*-koneksan), funkcija ј* пшпо mora biti konstanta. Zato је i пјеna restrikcija 
ј па prostor (Е, 8, '!) takode konstanta, tj. prostor (Е, 8, '!) је 8-koneksan, 8to је 
trebalo dokazati. 

Prema autorima prethodnog stava (vidi [1]), ako је пеы uniformizabilni 
prostor (Е, '!) си -koneksan (8-koneksan) u odnosu па svaku си -strukturu 
(8-strukturu) saglasnu sa njegovom topologijom '!, tada је taj prostor i '!-konek
san. Dalje, za 8-prostore (Е,8) koji poseduju svojstvo LindelOf-а, ako svaka 
realna 8-funkcija ј: (Е, 8) - Ю ima osobinu da је skup ј(Е) пеы interval (tj. 
funkcija ј poseduje svojstvo Darboux-a), tada је prostor (Е, 8) 't'-koneksan. 

Ovde nisu posmatrani problemi koneksnosti za slueaj prostora (tzv. pro
stranstva smeZnosti) koje su definisali i analizirali У. М. Ivanova i А. А. 
Ivanov u radu [1]. Izvesne interesantne rezultate koji se odnose па koneksnost 
u toj kategoriji prostora, dobila је А. А. Ivanova u radu [1]. Кako ti prostori 
u izvesnom smislu uopStavaju 8-prostore, Ыl0 Ы zanimljivo videti kako Ы se 
па пјЉ mogla pr08iriti 8-koneksnost tako da је, verujem, ova problematika јО8 
uvek otvorena. 





3. SINTOPOGENA KONEKSNOST ILI s -KONEKSNOST 

Razvijajuci dalje razmatranja iz10zena u prethodnom paragrafu, Ј. L. 
Sieber i W. Ј. Pervin definisali su u radu [1], sintopogenu koneksnost i1i 
s -koneksnost sintopogenih prostora А. Csaszara. Evo najpre nekoliko definkija 
i stavova iz teorije А. Csaszara [1], [2]. 

3.1. Sintopogeni prostori 

Semitopogeni uredaj. Neka је Е neprazan skup i Р (Е) partitivan skup 
skupa Е. Binarna re1acija < па skupu Р (Е) је semitopogena, ako su ispunjeni 
ovi uslovi: 

Л<Л i Е<Е. 

А <В =? А сВ. 

А с Аl < Вl С В =? А < В. 

Iz prva dva od tih us10va neposredno sledi da је semitopogena relacija < ure
dajna. Jer, ako је А < В i В < С tada је 

А с В < С с С =? А < С, 
ра је relacija < tranzitivna. Zato сето semitopogenu relaciju < zvati tjos 
i semitopogeni uredaj. 

PolazeCi od proizvoljne fami1ije а delovi skupa Е, koja sadrzi i skup Е 
i prazan skup Л, moguCno је definisati semitopogeni uredaj < na Р (Е) ovako: 
za А, В Е Р (Е) stavieemo А < В ako postoji skup S Е а takav da је 

А с S с В. 

Familija а zove se generator semitopogenog uredaja <. Ocigledno је а gene
rator semitopogenog uredaja <, ako i samo ako је S < S za svako S Е а. 
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S druge strane, polazeci od datog semitopogenog uredaja <, moguCno 
је definisati novi semitopogeni uredaj <С, koji зе sove komplementarni uredaj 
uredaja <, па sledeci nacin: za А, В Е Р(Е) stavicemo 

А <СВ, 
ako ~ i saтo ako је 

В"-.В < В"-.А. 

Лkо је а generator semitopogenog uredaja <, onda је faтilija ~ svih skupova 
В"-. S, S Е а, generator komplementarnog uredaja <С. Лkо је 

< = <С, 

semitopogeni uredaj < је simetrican. Semitopogeni uredaj < је simetrican, 
ako i saтo ako iz S Е а sledi В"-. S Е а. 

Topogeni:uredaJ. Topogenim zove зе semitopogeni uredaj па skupu 
Р (Е) koji ispunjava sledeci uslov: 

(Q) Iz А, В, Al, Bl Е Р (В) i А < В, Al < Bl sledi 

А п Al <:В п Bl i А u Аl < В U Bl. 

Za simetricne semitopogene uredaje, uslov (Q) 'i bilo koji od sledeca dva 
uslova (Ql) i (Qll) зи medusobno ekvivalentni. . 

Iz А < В i Аl < Вl sledi А п Аl < В п Вl. 

Iz А < В i Аl < Вl sledi А u Аl < В U Вl. 

Neka је а generator semitopogenog uredaja <. Тај је uredaj topogen, 
:iko i saтo ako је а mreza u odnosu па inkluziju С, tj. ako i saтo ako iz 
S, SI Е а sledi S п SI Е а i S u SI Е а. Komplementarni semitopogeni ure
daj <С topogenog uredaja < је topogen. Semitopogeni uredaj <, proizveden 
generatorom а, је topogen, ako i samo ako је а Boole-ova algebra u odnosu 
па relaciju inkluzije С, tj. ako iz S, SI Е а sledi S u SI Е а i В"-. S Е а. 

Perfektni semitopogeni uredaj. Semitopogeni uredaj < је perfektan 
ako ispunjava uslov: 

(Р) 

gde је 1 proizvoljan skup indeksa. 
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Uslov (Р) ekviva1entan је ovom: 

Iz А" В Е Р (Е) i А, < В, i Е 1, зlеш 

U (A,:i Е 11 < В, 

gde је 1 proizvoljan skup indeksa. 

VaZi stav: 
Semitopogeni uredaj < је perfektan, ako i saтo ako је А < В kad је 

х < В za svako х Е А (jednostavnosti radi, pisano је х umesto (хl). 

Neka је а generator semitopogenog uredaja <. Semitopogeni uredaj < 
је perfektan, ako i saтo ako iz $, Е а, i Е 1, sledi u ($,: i Е 11 Е а, gde је 
1 proizvoljan skup indeksa. 

Ocigledno је da се topogeni uredaj < biti perfektan ako зе druga polo
vina uslova (Q) zameni uslovom (Р). 

Biperfektni semitopogeni ure4aj. Semitopogeni uredaj < је biperfektan 
ako је ispunjen uslov 

(В) 

sledi 

i 
u {А, : i Е 11 < u (В, : i Е 11 

п (А, : i Е 11 < п (В, : i Е 11, 

gde је 1 proizvoljan skup indeksa. 
Uslov СВ) је ocigledno uopstenje uslova (Q). Prema tome, biperfektni 

semitopogeni uredaji su topogeni. 
Semitopogeni uredaj < је biperfektan, ako i samo ako su i uredaj < i 

njegov komplementarni uredaj <С perfektni. Prema tome, kako је С <С)С = <, 
iz prethodnog stava sledi: ako је semitopogeni uredaj < biperfektan, biperfek
tan је i njegov komplementarni uredaj <С. 

Semitopogeni uredaj koji је perfektan i simetriean, jeste biperfektan. 
Neka је а generator semitopogenog uredaja <. Uredaj < је biperfektan, 

ako i зато ako iz $, Е а, i Е 1, зlеШ 

U ($, : i Е 11 Е а i п ($,: i Е 11 Е а, 

gde је 1 proizvoljan skup indeksa. 
Primetimo da za proizvoljne skupove А, В Е Р (Е) vaZi 

А= u((xl:xEAI i В= n (Е"'.(уl:у Е Е"'.ВI. 
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Tada se pokazuje da vazi sledeei stav: Semitopogeni uredaj < је Wperfektan, 
ako i samo ako iz А < В sledi da је х < Е ""'-у za svako х Е А i svako 
у Е Е""'-В, i obratno (jednostavnosti radi stavljeno је х umesto (хј i у ите
sto (уј). 

Posredstvom Wperfektnih topogenih uredaja па Р(Е) moguCno је defini
sati refleksivne binarne relacije па skupu Е (tj. podskupove и с Е Х Е koji 
sadrZi dijagonalu 6 с Е Х Е) ј, obratno, posredstvom refleksivnih ЫnarnЉ 
relacija па Е moguCno је definisati biperfektne topogene uredaje па Р (Е). О 
tome govori sledeci stav: 

Neka је < biperfektni topogeni uredaj па Р(Е) ра stavimo (х,у) Е и 
ako nije tacno da је х < Е "",-у, gde su х i у tacke iz skиpa Е. Tada је и 
јеdna refleksivna Ыпаrnа relacija па Е. 1 upravo dati Wperfektni uredaj < 
mozemo dobiti posredstvom malocas definisanog skupa и с Е Х Е ako za 
А,ВЕР(Е) stavimo А<В pod uslovom da iz ХЕА i (х,у) Е и sledi УЕВ. 

Obratno, kad је data ref1eksivna binarna relacija и па Е, upravo па ро
kazani пасјп moguCno је definisati topogeni, biperfektni uredaj < па Р(Е). 
А polazeCi od tog uredaja, mogucno је gore naznacenim postupkom dobiti 
upravo refleksivnu binarnu relaciju и. Лkо је tim putem uspostavljena veza 
izmedu biperfektnog topogenog uredaja < i refleksivne Ьinarnе relacije и, 
tada se < i и zovu zdruzenim (asociranim). 

Biperfektni topogeni uredaj < па Р(Е) је simetrican, ako i samo ako 
је simetricna asocirana binarna relacija и па skupu Е, tj. ako је и-1 = и. 

Sintopogeni prostori. РатШја s = ( < ј topogenih uredaja < па Р(Е) 
zove se sintopogena strиktura па skupu Е ako su ispunjena оуа dva uslova: 

(э 1) Fami1ija S је usmerena s obzirom па relaciju inkluzije, tj. za svaki par 
topogenih uredaja <', <" Е S postoji topogeni uredaj < Е S takav da је i 
<' с < i <" с <, tj. postoji uredaj < finiji od data dva <' i <". 
(Э2) Za svaki topogeni uredaj < Е S postoji topogeni uredaj <' s takav da 
ako је А < В tada postoji skup С sa svojstvom А <' С <' В. 

Skup Е па kome је definisana sintopogena strиktura s zove se sintopogeni 
prostor i oznacuje sa [Е, э]. Elementi skupa Е zovu se tackama tog prostora. 

Sintopogeni prostor [Е, э] је simetrican, ako је sintopogena strиktura s 
simetriCna, tj. ako su svi topogeni uredaji < familije s simetriCni. 

Sintopogeni prostor [Е, э] је sintopoloski, ako је sintopogena struktиra 
s perfektna, (опа se tada zove i sintopologija), tj. ako su svi topogeni uredaji 
< familije s perfektni. 

Sintopogeni prostor [Е, э] је biperfektan i1i biperfektni sintopoloSki pro
stor, ako је sintopoloska strиktura s biperfektna, tj. ako su svi topogeni ure
daji familije s biperfektni. 

SimetriCni sintopoloski prostor [Е, э] је biperfektan. 
Sintopogeni prostor [Е,5] zove se topogeni prostor, ako se sintopogena 

strиktura f/ sastoji samo iz jednog topogenog uredaja < (оna se tada zove 
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prosta sintopogena struktura). Кзkо је uslov (91) tada ocigledno ispunjen, 
vidimo da topogeni uredaj < definise topogenu strukturu, ako i saтo ako је 
ispunjen uslov (9Ј, tj. зkо i samo ako iz А < В sledi egzistencija skupa С 
tako da је А < С <В. 

Topoloski prostor је topogeni prostor [Е,:У] koji је и isti mah sintopo
loski. Topogena sintopologija :У zove se topologija i1i topoloska struktura. 

Uzmimo sada topoloski prostor [E,.r] и smislu prethodne definicije, gde 
se :У sastoji saтo iz jednog topogenog uredaja <. Sa t'§ oznaciтo familiju 
svih delova G с Е koji ispunjavaju uslov G < о. OCigledno su tada ispunjeni 
uslovi: 

А Et'§, EEt'§. (оЈ 

(оЈ Iz О, Е t'§, i Е 1, sledi u (О,: i Е Iј Е t'§, 

gde је 1 proizvoljna fатiЩа indeksa. 

(Gз) Iz G,Et'§,i=1,2, ... ,n sledi n(G,:i=1,2, ... ,njEt'§, 

gde је п bilo koji prirodni broj. 

Prema tome, [Е,:У] је topoloski prostor и smislu klasiCne definicije, pri 
сети fатШји njegovih otvorenih skupova predstavlja upravo familija t'§. U 
okviru teorije sintopogenih ргоstощ taj se prostor zove k1asican topoloSki 
prostor. 

Obratno, podiтo оо k1asicnog topoloskog prostora (Е, t'§), gde је sa t'§ 
oznacena fami1ija njegovih otvorenih skupova, ра familiju t'§ uzmimo za gene
rator jednog uredaja < па Р (Е) stavljajuci А < В, ako i saтo ako postoji 
skup G Е t'§ sa osobinom А с G с В. Tako definisani uredaj < је topogen i 
perfektan ра је struktura :У, koju saCinjava <, topogena i sintopogena tj. 
topoloska. Oznaciтo sada sa t'§' fami1iju svih skupova G с Е sa osobinom 
G < о. Лkо је G Е t'§, tada је G с G с G ра је G < G i zato G Е t'§', tj. 
imamo t'§ с t'§'. Obratno, зkо је G Е t'§', tada је G < G sto znaci da postoji 
skup Н Е t'§ sa osobinom da је G с Н с О, tj. Н = G i zato G Е t'§, tj. 
imaтo i t'§' с t'§. Zato је t'§' = t'§. 

Tako vidimo da klasiCna topologija jednoznaCno odreduje topologiju и 
smislu prethodnih definicija. 

No i obratno, topologija:Y и smislu prethodnih definicija jednoznaCno 
odreduje klasiCnu topologiju na skupu Е. Neka је naiтe t'§ familija svih sku
pova G с Е sa osobinom G < о. Fami1ijom t'§ jednoznaCno је odredena fami
lijа otvorenih skupova па Е. Jer, ako је О<О i А с G с В, tada је А с О<О с В 
i zato А < В. Obratno, neka је А < В ра stavimo G = u (Н : Н < Вј. 
Ocigledno је G < В јег је < perfektna topogena relacija na Р (Е). Кako је 
< topogena struktura na Е, postoji skup С с Е takav da је 

О<С<В 

odak1e G с В. No iz С < В sledi С с G i zato С = о. Prema tome је G < о. 
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Za klasicnu topologiju с§ i topologiiu :Т, koje зе јеdnа iz druge izvode 
па pokazani nacin, ka.ze зе da зи zdruzene (asocirane) i za odgovarajuce pro
store kaze зе da зи zdruzeni (asocirani). 

Neka је sada [Е,:Т] topogeni prostor cija је topogena strukturafi зј
metriCna, tj. :Т зе sastoji зато iz jednog topogenog uredaja < за оsoЬinот 
<С = <. Za А, В Е Р(Е) stavicemo sada 

(А, В)ф8 

зkо i зато зkо А < Е"'- В. Kazacemo jos da зи tada skupovi А i В daleko 
jedan od drugog, оdnозпо, da зи skиpovi Р, Q Е Р(Е) blizu jedan drugom i 
pisati СР, Q) Е 8, зkо i зато ako niје taCno da је Р < Е "'-В. 

Pokazuje зе da tako definisana binarna relacija 8па зkири Р(Е) ispunjava 
sve aksiome (81)' (8Ј, (8з), (84) i (85) uopstenih 8-prostora Efremovic-Smirnova 
(vidi па primer, тоји knjigu [1]). Prema tome, (Е, 8) је jedan uopsteni 
8-prostor. 

Obratno, neka је dat uopsteni 8-prostor (Е, 8) ра па skupu Р (Е) defini
зiшо Ыпarnи relaciju < ovako: za А, В Е Р (Е) stavicemo 

А <В, 

зkо i зато зkо је (А, Е "'- В) Ф 8. Pokazuje зе da је < jedan topogeni uredaj 
koji је simetrican i, stavise, obrazuje topogenu strukturu :Т па Е, ра је [Е,:Т] 
jedan topogeni prostor. Pode li зе sada od tog prostora ра па gore opisani 
nacin definise novi 8-prostor па skupu Е, proizitazi da зе time dobije upravo 
8-prostor (Е, 8) od koga зе i РОЫ0. 

Za topogene strиkture :Т i uopstene 8-strиkture definisane па istom skupu 
Р (Е), koje proizilaze јеdnа iz druge па pokazani nacin, kaze se da su zdruzene 
i1i asocirane, а za odgovarajuce prostore [Е,:ТЈ i (Е, 8) da su zdruzeni ili 
asocirani. 

Neka је sada data sintopogena biperfektna struktura (ili, biperfektna sin
topologija) S па skupu Е, ра definisimo uniformizirajuCu faтiliju 91 delova 
И < с Е Х Е, < Е З, па skupu Е ovako: za dato < Е S stavicemo И < Е 91, 
зkо i зато зkо је И < skup svih uredenih parova (х, у) Е Е Х Е za koje niје 
taCno da је х < Е"'-у. Pokazuje зе tada da familija 91 ispunjava sledece uslove: 
(Иl). 6. с и, za svako U Е 91, gde је 6. dijagonala kombiniranog proizvoda 
Е Х Е. (иа). Za svaki par skupova V, W Е 91 postoji skup U Е 91 за озоЫпот 

и с VnW. 

(ИЗ). Za svaki skup И Е 91 postoji skup W Е 91 takav da је W ~ W с и, 
gde је kruzic о oznaka za kompoziciju podskupova proizvoda Е Х Е. 

Uredeni par (Е, 91), А. Csaszar naziva kvaziuniforman prostor (to niје 
isto sto i kvaziuniforman prostor и smislu definicije А. Appert-a, vidi па pri
mer, тоји knjigu [1]). 
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Obratno, neka је (Е, CZJ..) kvaziuniforman prostor kvaziuniformne strukture 
CZJ.. ра defini8imo familiju в uredajnih reIacija < и па Р (Е), и Е CZJ.., na sledeci 
naCin : za dato и Е CZJ.. i А, В Е Р (Е) stavicemo 

А <иВ' 

ako i зато ako iz х Е А i (х,у) Е и sledi у Е В. Pokazuje зе da је tako 
definisana familija в Wperfektna sintopologija па Е ра је [Е, В] !biperfektni 
sintopoloski prostor. S druge strane, ako se pode od familije В ра зе gornjim 
naanom definiSu binarne relacije И <, dobice зе upravo kvaziuniformna struk
tura CZJ... Kaze se da su strukture В i CZJ.., koje se pokazanim nacinom dobijaju 
jedna iz druge, zdrиzene ili asocirane, а za odgovarajuce prostore [Е, В] i 
(Е, CZJ..) da su zdruzeni i1i asocirani. 

Uzmimo sada da је В simetricna sintopologija na Е. Кako зи perfektni 
i simetriCni topogeni uredaji Wperfektni, to znaci da su simetricne sintopolo
gije Wperfektne. No asocirana kvaziuniformna struktura CZJ.. poseduje tada i 
osobinu da зи svi njeni elementi simetriCni, tj. pored (ИЈ, (иЈ i (Из) ona 
ispunjava i uslov: (и .. ). Za svako и Е CZJ.. је И-l Е CZJ... 

То znaci da је tada CZJ.. uniformna struktura и smislu definicija N. 
Bourbald-a i (Е, CZJ..) је uniformni prostor. 

Obratno, ako зе pode od jednog uniformnog prostora (Е, CZJ..) и smislu 
definicija N. Bourbaki-a, gde CZJ.. predstavlja јеdan fundamentalan sistem зimе
triCnih okruzenja И dijagonale !::,. с Е Х Е, pokazuje se da sa strukturom CZJ.. 
asocirana struktura В semitopogenih uredaja < predstavlja upravo simetriCnu 
sintopologiju па skupu Е. Za simetriCnu sintopologiju В i uniformnu strukturu 
CZJ.., koje зе jedna iz druge dobijaju izlozenim postupcima, kaZe se da su zdru
zene ili asocirane, а za odgovarajuce prostore [Е, в] i (Е, CZJ..) da зи zdruzeni 
ili asocirani. 

Evo sada nekoliko primera. 

Primer 3.1.1. Izlozicemo nekoliko sintopogenih struktura definisanih na 
зшри svih rea1nih brojeva (и ovom primeru oznacenim за Е), а koje се redom 
biti oznacene ovako: 

Neka је е: dati pozitivan rea1an broj. Za А, В с Е stavicemo 

А <e:B-зирА + е:::;;; inf(E"'-В). 

Ako зе јоз stavi зир Л = - оо, inf Л = оо, nije teSko proveriti da је binarna 
relacija <е: topogeni uredaj па Е. Тај uredaj nema generatora. 
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PolazeCi od topogenog uredaja <е moguCno је definisati komplementarni 
uredaj <еС па Е stavljajuci 

tj. 

Polazeci ponovo od topogenog uredaja <е moguCno је definisati simetri
cni topogeni uredaj <е$ na Е ovako: 

postoji konacan rastav skupa А, tj. 

А = u IA, : i = 1, 2, ... , п, I 
tako da је 

gde је 

Stavimo sada 

ф) 

Pokazuje se da је g biperfektna sintopologija па Е ра је [В, r;J] biperfektni 
sintopogeni prostor. Kvaziuniformna struktura си = IUe : е > ОЈ, asocirana 
strukturi [Ј, dobice se па sledeci nacin: stavicemo ие Е си, ako i saтo ako 
(х,у) Е ие znaci isto sto i х поп <eB"'-.У tj. isto sto i supx + е поп ~ infy, 
tj. х + е поп ~ у, tj. ako је у - х < е. 

Polazeci od strukture [Ј, definisacemo sada topogenu strukturu < па В 
ovako: za А, В с В stavicemo А < В, ako i saтo ako postoji е > О tako da 
је А <е В. Drugim recima, stavlja se 

< = ul<e:: е> ОЈ = u [Ј. 

Tim nacinom definisana struktura oznacuje se sa gt i sastoji se dak1e samo 
od jednog topogenog uredaja < па В. Drugim recima, 

А < в <» sup А < iпf(В"'-. В), А, В с В. 
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Polazeci od strukturn [Ј!, moguCno је definisati perfektnu topogenu struk
turu na В stavljajuci 

А <РВ<=>х <в za svako х ЕА. 

Та se struktura oznacuje sa [ЈЕР. Drugim recima 

А < РВ<=>х < inf(B""'-В) za svako х Е А. 

Рсета tome, [В, [ЈЕР] је topoloski prostor. Кlasicna topologija asocirana strukturi 
[Jtp је topologija ciju famiЩu ~ otvorenih skupova cine svi intervali оЫш 
(- оо ,х), - оо ~ х ~ оо sto se moze izvesti iz [Ј!Р ili posredstvom kvaziunifor
mne strukture си. 

Stavimo sada 

ТО је takode biperfektna sintopologija па В i ako sa сие oznacimo kvaziuni
formnu strukturu asociranu strukturi [Је, tj. сие = (ие;е: е; > О Ј, Ысе ие;е Е си, 
ako i samo ako је (х,у) Е и ... е , tj. ako i samo ako је infx-e; поп ~ supy za 
svako r:: > О, tj. ako i samo ako је х-у < r::. 

Dalje, struktura [Jet, koja se sastoji samo od jednog elementa <е, defi
nisana је ovako 

<е= u« ... e:e;>OJ= u[Je. 

Drugim recima, А <е В znaci isto sto i cinjenicu da postoji r:: > О sa svojstvom 
А <ее в, tj. da је infA-r:: ~ sup(B""'-В). No to znaci da је А <е B<=>infA> 
> sup (В""'- В). Struktura [Је! је topogena. 

Posredstvom strukture [Је! mozemo definisati topogenu sintopolosku struk
turu [Је!р stavljajuci 

А < ерв<=>х < ев za svako х Е А. 

Drugim recima, 

А < ерв <=> х> SUp (В""'- В), za svako х Е А. 

Рсета tome, [В, [Јежр] је topoloski prostor cija se klasiCna topologija sastoji iz 
familije ~e otvorenih skupova koju cine intervali (х, оо), - оо ~ х ~ оо, sto se 
pokazuje ili polazeci od ([Jetp) ili od сие• КaZe se da је topologija ~e asocirana 
strukturi [Jetp. 

Stavimo sada 

ра definisimo novu [атШји [ЈЈЬ biperfektih topogenih uredaja <е;ЈЬ, tj. 
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gsb = {<е'Ь : Е> О}, 

па sledeci nacin: za А, В с Е stavicemo 

А <r.Sb В, ako i зато ako је 

х <е! Е "'-у za svako х Е А 

i svako у Е Е"'- В. S obzirom na definiciju uredaja <е', mora biti (х - Е, 
Х + Е) С Е",-у, sto znaci da је I у - х I ~ Е. Drugim recima, biperfektni uredaj 
<esЬ moze biti definisan ovako: 

za svako х Е А i svako у Е Е"'- В. 

Biperfektni topogeni uredaj <r.sb moguCno је karakterisati i preciznije. 
Za Х, У с Е stavimo 

р (Х, у) = inf{ IY-xl: х Е Х,у Е У}. 
Prema tome, 

Вiperfektna, simetriCna sintopologija gsb oznacuje зе за С;Љ, tj. stavlja зе 

Sa <tR oznacicemo uniformnu strukturu asociranu strukturi С;Љ, tj. $tavicemo 

<tR = {Vr.:E<O}, 

gde је Vr. definisano па vec poznati nacin: 

Dalje, polazeci od simetriCne, biperfektne sintopologije С;Љ moguCno је 
definisati simetriCnu topogenu strukturu С;Љ' koja se sastoji зато od jednog 
elementa < definisanog ovako: za А, В с Е је А < В, зkо i saтo зkо postoji 
r. > О tako da је 

tj. зkо i saтo ako је р (А, Е"'-. В) ~ Е. 
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Drugimr~ima 

Struktura ~' izvedena је iz strukture ~ i, oagledno vaZi 

А < В«>р (А, В"'.. В) > О. 

ppsredstvom struktше c;к,t definisacemo јоз topogenu stгuktшu ~'p koja 
se sastoji iz jednog elementa <р definisanog ovako: 

А <р В«>х < В, za svako х Е А, 

tj. 

А <Р В «> р (х, В"'.. В) > О, za svako х Е А. 

Prema tome, с;к,'р је topologija na В. 
Definisimo sada 8-stгuktшu asociranu strukturi с;к,' (i zato izvedenu iz 

uniformne rtruktше c::z.t). Za А, В с В treba staviti (А, В) Е 8, ako i saтo ako 
niје taCno da је А < В"'.. В, tj. 

tj. 

(8) 

СА, В) Е 8 «> niје taCno da је р СА, В"'.. СВ"'.. В)) = р СА, В) > О, 

СА, В) Е 8 «> р (А, В) = О. 

SliCno tome, definisimo klasiCnu topologiju С§ asociranu strukturi c;к,tp 
(i zato izvedenu iz uniformne strukture qй). Za G с В treba staviti G Е С§, 
ako i samo ako је G <р G, tj. ako i saтo ako јё р (х, В"'.. G) > О za svakO 
х Е G, tj. ako isaтo ako 

infll x-yl:y Е В"'.. G} > О. 

Drugim recima, G <р G, ako i samo ako postoji е> О tako da је 

inf I ! Х-У I : у Е В'" G} ~ е, za svako х Е G, 

tj. ako i saтo ako је 

(х-е, х+е) С G, za svako х Е G. 

Vidimo dakle da је k1asiena topologija, asocirana topologiji ~tp, upravo uobi
cajena topologija numericke prave. Gore izvedene strukture c::z.t, 8 i С§, zovu зе 
prirodnim stгuktшama numericke prave. 

, Кoncksni prostori 



66 Zlatko Р. Матшiс 

Primer 3.1.2. Neka је а mreia podskupova Спе obavezno svih) skupa Е 
i neka је А Е а i Е Е а. Uzmimo а za generator topogenog uredaja < па Е, 
tj. stavimo: А < В <:> postoji S Е а sa svojstvom А с S с В. Kako је 
А с S с S с В to је А < S < В, 8to znaci da је i uslov (зЈ ispunjen, ра 
је ff = I < Ј topogena struktura па Е. Та је struktura simetricna ako је а 
Boole-ova algebra, perfektna ako је а zatvorena u odnosu na operaciju 
unije u i biperfektna ako је (ј zatvorena u odnosu i па operaciju иniје u i 
па operaciju preseka n. 

Primer 3.1.3. Uzmimo sada da је familija (ј, posmatrana u prethodnom 
primeru, jednaka Р (Е), tj. familija svih delova skupa Е. Ako su А, В bilo 
koja dva de1a skupa Е i ako је А с В, tada је А с А с В i zato А < В. 
Drugim recima, sada је 

А <В<:>А с В. 

S obzirom па prethodni primer, lako је proveriti da је familija I < Ј koja se 
sastoji sащо iz jednog elementa <, blperfektna i simetriena topologija па Е. 

Fundamentalni sistem f!J okruzenja dijagonale 6. с Е Х Е uniformne 
strukture си asocirane strukturi I < Ј sastoji se samo iz il: jer, и Е f!J, ako 
i samo ako iz (х,у) Е и sledi х поп С Е",,"у, а to је moguCno samo kada 
је х = у, tj. mora biti и = 6.. Uniformna struktura си је dakle diskretna. 
8-strutura, asocirana strukturi I < Ј, dobice se ovako: (А, В) Е 8 <:> А поп 
с Е",," В, tj. (А, В) Е 8<:>А п B=ftA. Ona se moze doblti i iz uniformne 

strukture си baze 6.: (А, В) Е 8 <:> postoji (х, х) Е 6. tako da је х Е А, х Е В 
i zato А п В =ft А. Kako је dalje G с G za svako G с Е, familija svih delova 
skupa Е је klasiCna topologija asocirana strukturi I < Ј (diskretna topologija 
na Е). 

Nacin, па koji је 8-struktura formirana iz uniformne strukture u ovom 
primeru, jeste specijalan slucaj jednog op8teg postupka koji se sastoji u slede
сет. Neka је 9 simetriCna sintopologija па Е i neka је си uniformna struktura 
asocirana strukturi 9. Simetricni topogeni uredaj <, definisan sa < = u 9, 
Ысе jedini element simetricne topogene strukture 9 t izvedene iz 9. Tada је 
8-strukturu 8, asociranu strukturi 9 t, moguCno izvesti iz strukture си ovako: 
staviti (А, В) Е 8, ako i samo ako za svako и Е си postoji (х,у) Е и tako da 
је х Е А i у Е В. 

Ројаш okoline, adherencije i interiora (unutra~nJosti) u sintopogenim 
prostorima. Neka је [Е, з] sintopogeni prostor sintopogene strukture з. Skup 
V х С Е је okolina tacke х Е Е ako i samo ako postoji neki uredaj < Е 9 sa 
svojstvom х < Vx. Familija svih okolina svih tacaka iz Е obrazuje jednu 
okolinsku bazu па Е Си smislu definicije М. Frechet-a) ра se па {ај nacin 
strukturom 9 moze па Е definisati neki oko1inski prostor. Ako је А с Е, sa 
А se па uobicajen nacin oznacuje adherencija skupa А, ра је х Е А, ako i 
samo ako za svaku oko1inu Vx tacke х vazi Vx п А =ft А. SliCno tome; skup 
А је svuda gust па Е, ako је А = Е. Tacka х Е Е је unutra8nja tacka skupa 
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А, ako i зато зkо postoji uredaj < Е S tako da је х < А. Skup svih unи
trasnjih tacaka skupa А zove зе interior (unutraSnjost) skupa А. Skup А је 
otvoren, зkо i зато зkо је јеdnзk svom interioru. Skup А је zatvoren, зkо i 
зато зkо је јеdnзk svojoj adherenciji, itd. 

Inverzna slika semitopogenog uredaja. Neka је ј: Е -+ Е' jednoznacno 
preslikavanje neprazna skupa Е u skup Е' па kome је definisan semitopogeni 
uredaj <'. Za А, В с Е stavicemo sada 

А < В _ј(А) <' Е' ""ј(Е"" В) = еј(е В) 

(gde С znaci operator pre1azi па komplement втра). Тзkо definisana binarna 
relacija < је semitopogeni uredaj na зkири Е i oznacuje зе sa ј-l «'), tj. 
stavlja зе 

i zove зе inverzna slika semitopogenog uredaja <', odredena funkcijom ј. Лkо 
је <' topogeni uredaj na Е', topogena је i njegova inverzna slika па Е. 
Svojstva simetriCnosti, perfektnosti i biperfektnosti uredaja <' prenose зе i na 
uredaj ј-1 «'). Specija1no, neka је ј: Ео -+ Е identicno (kanonsko) preslikavanje 
podskupa Ео с Е u skup Е па kom је definisan semitopogeni uredaj <. Nje
gоvц. inverzna slika 

<0= ј-1«) 

zove зе restrikci;a semitopogenog uredaja < па - podskup Ео 
< I Ео, tj. stavlja se 

<0= < јЕо. 

oznacuje sa 

S obzirom na_ gornju definiciju, lako se vidi da za А, В с Ео с Е vazi 

Naravno, simetriCnost,' topogenost i biperfektnost uredaja < prenosi зе i па 
uredaj <о. 

za inverznu sliku < = ј-1 «') semitopogenog uredaja <' vazi uopste 
ovaj kriterijum: А < В _ postoje skupovi А', В' sa osobinom А' <' В' ј, вет 
toga, А с ј-l СА') i /-1 (В') С В. Pokazuje se odatle da iz А' <' В' sledi 
ј-l (А') <ј-l (В'). 

SIika semitopogenog uredaja.~ Posmatrajmo opet preslikavanje ј : Е -+ Е' 
skupa Е u skup Е' pri сети је па Е definisan semitopogeni ureda; <. Za 
А', В' с Е' staviceтo А' <' В', ako i samo зkо је /-1 СА') </-1 (В'). Tada је 
binarna relacija <' takode semitopogeni uredaj па Е i oznacuje se sa Ј ( <), 
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tj. stavlja se /С <) = <'. Opet, topogenost, simetriCnost, perfektnost i biper
fektnost relacije < prenosi зе па sliku /«) = <'. Vazi /(1-1«')) = <' za 
Ыl0 koji semitopogeni uredaj <' definisan па Е'. 

Inverzna ШП sintopogene strukture. Neka је /-+ [Е', s '] jednoznaCno 
preslikavanje neprazna skupa Е џ. u sintopogeni prostor [Е', s '] sintopogene struk
ture З'. Stavimo sada 

s = /-1(9') = 1/-1 «'): <' Е 9/Ј. 

Nije tesko proveriti da је 9 sintopogena struktura па skupu Е. Ona se zove 
inverznom slikom sintopogene strukture 9' posredstvom funkcije /. Inverzna 
s1ika topogene strukture је topogena. Ako је sintopogena struktura s simetricna, 
perfektna i1i biperfektna, takva је i njena inverzna slika. 

Potprostor sintopogenog prostora. Neka је [Е, з] sintopogeni prostor 
sintopogene strukture s i neka је Ео neprazan dep skupa Е. 
Stavicemo 

s I Ео = I < I Ео : < е 91· 

Sintopogena struktura s I Ео zove зе restrikcija sintopogene strukture 9 па 
podskup Ео , а sintopogeni prostor [Ео, s I Ео] zove se potprostor prostora 
[Е, з]. Naravno, ako је struktura s topogena, simetriCna, perfektna ili biper
fektna, takva је i struktura s I Ео. Opet, odatle зе kao specijalni sluca;evi 
dobijaju potprostori topoloskih prostora, 8-prostora i uniformnih prostora. 

Neprekidna preslikavanja sintopogenih prostora. Neka је 

/: [Е, з] '-+ [Е', s '] 

jednoznacno preslikavanje sintopogenog prostora [Е, з] sintopogene strukture 
s u sintopogeni prostor [Е', s '] strukture з'. Za funkciju ј kaze зе da је 
(з, s ') -neprekidna, ako је struktura s fini;a od inverzne slike /-1 С s ') strukture 
s '. Drugim recima: za svaki topogeni ureda; <' Е з' postoji topogeni uredaj 
< Е S takav da iz А, В с Е i /(А) <' Е' '\.Ј(Е"'- В) зlеФ А < В. 

Vazi kriterijum: funkcija / је (9, 9 ')-neprekidna, ako i зато ako iz 
А', В' с Е' i А' <' В' sledi ј-1 (А') <Ј-1(В'). 

VЛZI STAV: Nekaje f: [Е, з] -+[Е', S']funkcija (9, 9')-neprekidna i neka 
је 91 sintopogena struktura па Е finija оа 9, а 9/ sintopogena struktura па Е' 
grublja оа 9 '. Тааа је /unkcija f i (91' 9 1')-neprekidna. 

Neka је funkcija / obostrano jednoznaCno pres1ikavanje sintopogenog 
prostora [Е, 9] па sintopogeni prostor [Е', 9']. Ako је funkcija f (9, 9')-nepre-
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kidna, а njena inverzna funkcija /-1 је (9', 9 )-neprekidna, kaze se tada da је 
/ izomorfizam tih prostora. 

Primer 3.1.4. Neka је / jednoznacno preslikavanje sintopogenog prostora 
[Е,9] u skup svih rea1nih brojeva koji сето ovde oznaciti sa Е'. Tada vaie 
stavovi: 

Рunkсјја / је (9,7) neprekidna, зkо i samo зkо za svako Ао postoji 
uredaj < Е 9 takav da је 

/-l((-оо,])</-l(-оо,х+е», -оо ~x~ оо. 

Риnkсјја / је (9, g'C)-пеgгеkidnа, ako i samo зkо za svako е > О postoji 
uredaj Е 9 takav da је /-1 ([х, оо» < /-1 ((х - е, оо », - оо ~ х ~ оо. 

Neka је / rea1na funkcija (tako nazivamo svaku funkciju Ciji је kodomen 
skup Е' realnih brojeva) definisana па biperfektnom sintopogenom prostoru 
[Е, 9] i neka је 9i kvaziuniformna struktura asocirana strukturi 9. Funkcija / 
је (9, g')-neprekidna [(9 ,g'C)-пергеkidnа], зkо i samo зkо za svako е > О postoji 
relacija и Е 91 tako da iz (х,у) Е и sledi /(у) - ЈСх) < е [/(х) - /(у) < е]. 

Neka је / realna funkcija dcl'inisana па topoloSkom prostoru [Е,9"] i 
neka је С§ farnilija otvorenih skupova klasiCne topologije asocirane strukturi 9". 
Рunkсјја / је (9", g'tP)-пергekidnа (semineprekidna odozgo) [(9", g'ctP)-пергеkidnа 
(sernineprekidna odozdo)], зkо i samo зkо је /-1 (( - оо, х» Е С§ [ј-1 ((х, оо» Е С§]. 

Neka је / reaIna funkcija definisana па biperfektnom sintopogenom pro
storu [Е, 9] i neka је 91 kvaziuniforrnna struktura asocirana strukturi 9. Fun
kcija / је (9, %)-reprekidna, зkо i samo зkо za svako е> О postoji relacija 
и Е 91 tako da iz (х,у) Е и sledi ј/(у) - Сх) ј < е. 

Neka је / realna funkcija definisana па simetricnom topogenom prostoru 
[Е,9"] i neka је 8 8-struktura asocirana strukturi 9". Рunkсјја / је (9", %t)_ 
-neprekidna, зkо i samo ako za (А, В) Е 8 sledi р (f СА), / (В» = О. 

Neka је / rea1na funkcija definisana па topolookom prostoru [Е,9"]. 
Funkcija f је (9", %tp)-neprekidna, ako i samo зkо iz 

р (Ј(х),/(Е"-. В» > о sledi х < В. 

Proizvod sintopogenih prostora. Evo najpre jos nekoliko definicija koje 
се nam trebati. Neka је < semitopogeni uredaj па Е. Tada је па Е mogucno 
definisati topogeni uredaj <q ovako: А <q В.;> postoje prirodni brojevi т, п 
i skupovi Ар ВЈ' i = 1,2, ... ,т; ј = 1,2, ... , п, tako da је 

А = u {А, : i = 1,2, ... , тЈ, В = п {Вј:ј = 1,2, ... , nЈ, 

za svako i = 1,2, ... ,т i svako ј = 1,2, ... , n. 
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Рошије se da је <f topogeni uredaj: finiji od < i grublji оо svih to
pogenih uredaja па Е koji su finiji od <. 

Neka su dalje 91 i 9 в dve sintopogene strukture na Е. KaZe se da је 
struktura 92 finija od strukture 91 i piSe se 91 < 92' ako za svaki topogeni 
uredaj <1 Е 91 postoji topogeni uredaj <2 Е 92 finiji od <1) tj. takav da је 
<1 С <2' Strukture 91 i 92 su ekvivalentne ako је istovremeno 91 < 92 i 
9, < 91' sto se oznacuje krace sa 91'" 92' 

Neka је sada data familija sintopogenih struktura na jednom istom skupu Е: 

9 Л = ( <\ : у Е гл}, л Е Сл), 

gde зи ГЛ i сл) dati skupovi indeksa у odnosno л. Tada је moguCno definisati 
sintopogenu strukturu koja se оznaеије sa 

Ciji su elementi topogeni uredaji 

< = с u-<\Л)f 
ОЈ* 

gde (л)* znaCi proizvoljan konaCni skup indeksa л, tj. (л)* С Сл). 

Sintopogena struktura V 9 л finija је od svake strukture 9 Л, л Е сл) 
ле ОЈ 

grublja od svake strukture koja је finija od svih struktura 9 л. 

Uzmimo sada datu familiju sintopogenih prostora [Ел ,9 Л], л Е сл) i пеЬ је 

Е = п (ЕЛ: л Е (л)} = п ЕЛ 
ОЈ 

kombinirani proizvod svih skupova ЕЛ, л Е (л). Oznacimo sa Јл projekciju skupa 
Е па Ел, tj. za х Е Е је fл Сх) = хСл) Е ЕЛ. Funkcijama fл odredene su isto
vremeno inverzne slike 

struktura 9 Л, а опе su sintopogene strukture па Е. Definisimo sada na skupu 
Е sintopogenu strukturu 

stavljajuCi 

9 = хsл 

леОЈ 

х 9 Л = VJ-1 (9 Л). 
ЛеО.) леОЈ 
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Time smo па Е = П ЕЛ definisali sintopogeni prostor 
Л ЕОЈ 

[Е=ПЕл,s] 
ОЈ 

koji se zove proizvod sintopogenih prostora [Ел, з Л], л Е Сл). 
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MoguCno је pokazati da se sintopogena struktura з sastoji iz sledecih 
topogenih uredaja <. Neka је 

з Л = I <\ : У Е ГлЈ, л Е Сл), А, В с Е, 

i neka Сл)* с сл) prolazi svim konaCnim podskupovima skupa (Л). Za odredeni 
konaCni skup (л)* stavlja зе da је 

А<В, 

ako i зато ako postoji prirodal1 broj т takav da је 

i=m 
А с u А!, 

; = 1 

i l1::li m 
U Вј с В, 

;-1 

pri сети је 

gde је 

Ај = ПА/, 
ОЈ 

Е,= ПВЛ 
ОЈ 

i = 1,2, ... , т, 

А Л л ВЛ . 1 2 . ~ C~)* г ј < Ул ј za t = , , ... , т 1 1\ Е 1\ ,Ул Е Л' 

А Л-ВЛ-ЕЛ . 12 ј - ј - za t = , , ... ,т i л Е сл) '" (Л)*. 

Dalje vэјi ovajstav: 

Neka је [П Ел, з] proizvod sintopogenih prostora [Ел, S Л], л Е Сл), 
ОЈ 

neka su ЕА". с ЕЛ podskupovi skupova ЕЛ i stavimo: 

Tada је 

S лw = з Л I ЕЛ ~ Е (~) ~ ".,1\ 1\, 

Е". = П ЕА"., 
ОЈ 

з". = х зА". о 
Л Е(Л) 

З .. = з I Е .. о 
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Uzmimo, specijalno, jedno fiksirano 1'- Е (л) ра stavimo 

tj. za л :1= 1'-, uzmimo зато ро jednu tacku хЛ iz ЕЛ. Neka је Јџ. projekcija 
proizvoda 

na skup Еџ. i stavimo 

Еџ. = ПЕ .. Л 
ОЈ 

pri ceтu је, dakle, na desnoj strani Е .. Л = IхЛЈ za л :1= 1'- i Е .. џ. = Еџ.. 
Posmatrajmo sada restrikciju јџ. I Еџ. funkcije јџ. na skup Еџ. i sintopoge

nu strukturu 

Зџ. = s I Еџ.. 

Pokazuje зе tada da је sintopogeni prostor 

izomorfan за prostorom [Еџ., зџ.]. 

Neka је opet [Е = П Ел, з] proizvod sintopogenih prostora [Ел, ЗЛ], 
ОЈ 

л Е (л). Prema definiciji topogenih uredaja < Е З, ako uzmemo Ыl0 koju 
taCku х = П хл , i skup В с Е takav da је 

оо . 

х<В 

postojace skup В1 i konacan skup (л)* с (л) indeksa л takav da је 

pri cemu је 

В1 = ПВ/ с В, 
ОЈ 

хл < \Л В/ za л Е (Л)* 

s obzirom na definiciju okolina taCaka u sintopogenim prostorima, to 
znaCi da је skup В jedna oko1ina tacke х i, prema tome, svaka oko1ina Vx 
tacke х sad.rZi neki зlшр oblika В1 • 
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3.2. s -koneksni prostori 

Izlozicemo sada definiciju s-koneksnih sintopogenih prostora sa nekoliko 
rezultata koje su Sieber i Pervin dali u radu [1]. 

DEFINICIJA 3.2.1. Sintopogeni prostor [В, зЈ је S-koneksan, мо i samo 
ako пета (з, !й)-nеprеkidnih preslikavanja prostora [Е, s Ј па diskretan sinto
pogeni prostor [D,~J, gde је D = (0,1), а !й diskretna sintopogena struktura па 
skupu D. 

Napomenimo da jedina preslikavanja sintopogenog prostora [Е, S Ј и 
prostor [D,~] jesu konstante koje su, ocevidno, (з, ~)-neprekidne. 

DEFINICIJA 3.2.2. Neprazni skupovi А, В с Е sz·ntopogenog prostora 
[В, зЈ su uzajamno s-separisani ili з-оаеЏenј, ako i samo ako postoji topogeni 
uredaj < и sintopogenoj strukturi s takav аа је 

Skupovi А, В su uzajamno s-svezani, зkо i samo ako nisu uzajamno s-odeljeni. 

STAV 3.2.1. Sintopogeni prostor [В, зЈ је s-koneksan, ako i samo ako se 
nе moze razloZiti и dva uzajamno s -оаеlјenа skupa. 

Dokaz. Neka је sintopogeni prostor [Е, зЈ s-koneksan ра pretpostavimo 
da se moze razloZiti u dva s-odeljena skupa А i В. Definisimo preslikavanje 
I:E ...... (O,l) ovako: 

{ О, зkо је х Е А, 
ЈСх) = 

1, " " х Е В. 

Кзkо је (О) С 101 ра zato (01 < (01 i (1) с (1) ра zato (11 < /11, postoji topo
geni uredaj <' s takav da је 

1-1 ((О)) <'/-1 «(О)) 

/-1 (( 1)) <'/-1 (( 1))' 

Tako јтато jednu (з, ~)-neprekidnu funkciju / koja nije konstanta ра prostor 
[В, зЈ ne moze biti s-koneksan, suprotno pretpostavci. 
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Obratno, uzmimo da se рrозtоr [В, 9] ne moZe razloZiti u dva neprazna 
i uzajamno 9 -odeljena skupa, а da ipak postoji (9, !'i)-neprekidno preslikavanje 
ј: В - [D,~] koje nije konstanta. Stavimo 

А = ј-l «ОЈ) i В = ј-l ({ 1 Ј). 

Kako је {оЈ < {Ој i РI < РЈ postoji <' Е 9 tako da је А <' А i В <' В, tj. 

jer је А u В = В i А п В = л. Tako smo naSli dva uzajamno 9-odeljena 
skupa koji razlaZu skup В, suprotno pretpostavci. Time је stav dokazan. 

STAV 3.2.2. Sintopogeni prostor [Е, 9] је 9-koneksan, аko i samo аko nе 
postoji pravi аео А skиpa Е i topogeni uredaj < Е 9 takav аа је 

Dokaz. Uzmimo da је prostor [В,9] 9-koneksan i da ipak postoji 
njegov pravi deo А sa osobinama navedenim u stavu. Stavimo В'" А = В. 
Bice tada 

ра se skup В moze razloZiti na dva uzajamno 9-odeljena skupa. Prema pret
hodnom stavu to znaCi da prostor [Е, 9] ne Ы Ыо 9 -koneksan suprotno 
pretpostavci. 

Obratno, ako prostor [В, 9] nije 9-koneksan, оп se тoZe razloziti na dva 
uzajamno 9 -odeljena skupa А i В tako da је 

А u В = В, А п В = Л 

Kako је В'" В = А, Ысе А < А i В'" А < В'" А, ра је ispunjen uslov 
stava 3.3.2. Time је taj stav dokazan. 

Кada је sintopogena struktura 9 simetricna, uslov В'" А < В'" А u 
prethodnom stavu moze izostati jer је automatski ispunjen cim је А < А. 

STAV 3.2.3. Neka је [А, 9 I А] potprostor sintopogenog prostora [Е,9]. 
Podskupovi Р, Q с А skиpa А sa иzajaтno 9 I А -odeljeni, ako i saтo ako sи 
иzajaтno 9-odeljeni. 
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Dokaz. Stavimo 

з о = з 'А <о = < I А za < Е з. 

Tada је za Х, У с А, 

х <о у <=>Х < У u (В"-А). 
Prema tome 

P<oA"-Q<=>Р«А"-Q) u (В"-А) = B"-Q 

Q <оА "-P<=>Q < (А "-Р) u (В"-А) = В"-Р. 

Odatle odmah sledi da је 

Р <оА "-Q 
ио i samo ИО је 

Time је dokaz stava zavrsen. 
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DEFINICIJA 3.2.3. Skup А с Е и st"ntopogenom prostoru [Е, з] је s-ko
neksan, ako i samo ako је з I A-koneksan potprostor [А, з I А]. 

STAV. 3.2.4. Podskup А sintopogenog prostora [Е; з] је з-koneksаn, ako 
t" samo ako se nе moze rаzlопti па dva uzajamna з -оаеЏena skupa. 

Dokaz. То neposredno sledi iz stava 3.2.3. 

ST А V 3.2.5. N eka је f (з, з ')-neprekidno preslikavanje s -koneksnog 
sintopogenog prostora [Е, з] па sintopogeni prostor [Е', з']. Тааа је i prostor 
[Е', З'Ј з'-kоnеksаn. 

Dokaz. Pretpostavimo da prostor [В', з'] nije з'-kопеksan. Tada postoji 
pravi deo А' с Е' takav da је 

za neko <' Е з', prema stavu 3.2.2. Zbog [з s ']-neprekidnosti funkcije ј, 
tada postoji sintopogeni uredaj < Е З takav da је 

j-l(А') <f-1(A') 
i 

В "-j-l (А') < Е "-j-l (А'). 
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Кako је 1-1 (А') pravi deo skupa Е, prostor [Е, э] ne Ы Ыо s-koneksan, 
suprotno pretpostavci. Time је stav dokazan. 

Evo sada jos nekoliko stavova ana10gnih stavovima koji se odnose na 
't'-koneksnost (vidi § 1.1.). 

STAV 3.2.6. Neka је skup А s-koneksan u sintopogenom prostoru [Е, э] 
i nekа је А с М u N, gde sи М, N dva uzajamnn s-odeljena skиpa и [Е, э]. 
Тшlа је ili А с М ili А с N. 

Dokaz. Pretpostavimo da је i А п М ::1= Л i А п N ::1= Л. Tada је 

za neko < Е Э. Zato је 

ра kako је 

(А п N) u (А п М) ,;. А, 

to znaci da Ы se skup А mogao prikazati Ьо unija dva uzajamno s-separi
sana skupa, suprotno pretpostavci da је skup А S-koneksan. Tako је stav dokazan. 

STAV 3.2.7. Ako su neprazni skupovi А i В sintopogenog prostora [Е, э] 
S-koneksni i иzajamno s-svezani, еааа је i njihova unјја S-koneksni skup. 

Dokaz. Pretpostavimo da unija А u В nije S-koneksna Tada Ы postojala 
dva uzajamno s-odeljena neprazna skupa М i N sa osobinom М u N = А u В. 
Prema prethodnom stavu је ili А с М ili А с N. Neka је А с М. SliCno 
tome, ili је В С М ili је В С N. Ako Ы bilo i В с М onda Ы bilo А u В=М 
suprotno pretpostavci da skupovi М i N predstavljaju jedno s -odvajanjе unije 
А u В. Zato Ы mora1o aiti В с N, а to је takode nemoguCno jer tada skupovi 
А i В ne Ы ЫН uzajamno S -svezani, suprotno pretpostavci. Time је stav 
dokazan. 

ST AV 3.2.8 N eka је Ал, л Е (л), proizvoljna lamilija nepraznih skupova 
и sintopogenom prostorи [В, Э] takva da su, za prizvoljno л, [.L Е (л), skupovi 
Ал i Аџ. S-koneksni i uzajamno s-svezani. ТаЈа је i njihova иnјја u IАл : л Е (л)1 
s -koneksni skup. 
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Dokaz. Лkо pretpostavimo suprotno, postojao Ы par uzajanmo З -odelje
niЬ skupova М i N эа osobinom 

м u N = u {Ал: л Е (л)). 

То znaci da za proizvoljna dva indeksa л i џ. skupovi Ал i Аџ. ne Ы u isti 
таЬ mogli biti ni u М ni u N, а ne Ы se moglo desiti ni to da jedan bude 
sadrZan u М а drugi u N. Naravno, to је apsurd сiше se zavrsava i dokaz. 

STAV 3.2.9 Neka је Ал, л Е (л), proizvoljna ЈаmЉ'ја B-koneksnih skиpO'Da 
Щ; presek nјје prazan, 

п {АЛ: л Е (л) I *" А. 
Тааа је Ј' unца tih skupova з-kоnеksnа. 

Dokaz. Neposredna pos1edica prethodnog stava. 

STAV 3.2.10 Neka је А neprazni з-koneksni skup sintopogenog prostora 
[Е, в] i В с Е sa osobinom аа је А с В с А, сае је А adherencija skиpa А, 
izvedena J'z strukture в. Тааа је i skup В B-koneksan. Specijalno, adheroncija 
А З-kоnеksnоg skupa А је B-koneksan skup. 

Dokaz. Ako skup В ne Ы Ыо в -koneksan, postojala Ы dva uzajamno 
з -ode1jena skupa М i N за osobinom М u N = В. Кзkо је в -koneksni skup 
А sadrzan u skupu В, ртета stavu 3.2.6. i1i је А с М је А с N. Neka је 
А с N. Uzmimo neku tacku х Е М. Postoji neki topogeni uredaj < Е З 
tako da је х Е М < В" N с В" А i zato х < В" А. То znaci da је эшр 
в"А neka okolina tacke х u prostoru [Е, В]. No kako је takode х Е А, 
to znaci .da presek А п (В" А) ne Ы mogao biti prazan, sto u stvarijeste 
jer је А с В. Tako это dosli do kontradikcije, ра је stav dokazan. 

Posmatrajmo sada proizvod sintopogenih prostora, 

STAV 3.2.11. Proizvod [Е, в] sintopogenih prostora [Е", в Л], л Е (л), је 
B-koneksan, ako I samo ako је svaki sintopogeni prestor [ЕЛ, в Л] ЗЛ-koneksаn, 
л Е Сл). 

Dokaz. Neka је [Е, в) B-koneksan i neka је јл: Е.-+ЕЛ projekcija proiz
voda Е па ЕА., л Е Сл). Кзkо su funkci;e Јл [9, вЛЈ-nергеkidnе, prema stavu 
3.2.5. svaki prostor [В", в л] је ВЛ-kоnеksаn. Obratno, neka su svi prostori
faktori [В", в Л], з Л-kоnеksni. Fiksirajmo ;ednu odredenu tacku а Е В, а = {алl, 
pri cemu ;е dakle, Јл (а) = ал Е ЕЛ, л Е (л). Fiksirajmo sada i ;edan odredeni 
indeks ILl Е (л) ра formirajmo potprostor 
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gde је 

pri сети је E)f.fLl = Еџ,l, Е/' = ал, za л =1= fl-l' tj. za л =F fl-l skupovi в,,:л 
sastoje se od ро jedne tacke ал. Kako је prostor [Еџ,l' Вџ,l] izomorfan sa pro
storom [Еџ,l, вџ,l], а ovaj је ро pretpostavci sfLl-kоnеksan, to је i prostor 
[Еџ,р Вџ,Ј sfLl-kоnеksan. Zato је skup Еџ.l s-koneksan. 

Neka је sada fl-' = {fl-l' fl-2' ••• ,fl-.. } proizvoljan konaean skup indeksa fl-., 
i = 1,2, ... ,П, ра formirajmo potprostor 

gde је 

pri сети је 

Еџ,' = П Е)f.л, Вџ,' = в I Еџ,', 
(л) 

tj. za te indekse л skupovi Е)f.Л sastoje se od ро jedne taCke ал. PolazeCi od 
vec formiranog sfLl-kоnеksnоg prostora [Еџ,l' Вџ,l]' mateтatickom indukcijom 
pokazuje se da је potprostor [Еџ,', S џ,'] S џ,' -koneksan. Zato је skup Еџ,' в -ko
neksan i, sem toga, sadrZi tacku а. 

Posmatrajmo sada uniju А = u Еџ,' kada fl-' prolazi svim konaCnim sku
povima {fl-1, fl-2, .•• , fl-,,} indeksa iz Сл). Skup А sadrzi tacku а i, prema stavu 
3.2.9, оп је s-koneksan. Dokazacemo sada da је А = Е, tj. da је skup А 
svuda gust u Е. Uzmimo bilo koju tacku х = {хл} Е Е i bilo koju okolinu Ух 
tacke х u prostoru [Е, в]. Оdшah mozemo pretpostaviti da је Ух oblika 

pri сети је 

i 

пвл, 
(л) 

хл < "Ул вл za л Е Сл)*, 

вл = Ел za л Е сл) '" (л)*, 

gde (л)* znaci konacan skup indeksa iz skupa (Л). Stavimo sada Сл)* = fl-' ра 
uzmimo jednu tacku Ь iz Ух koja ima tu osobinu da је Јл СЬ) = ал Е ЕЛ za 
сл) '" (1..)*, tj. za л Е сл) '" fl-', а inace је Јл (Ь) = Ьл Е вл, Ьл =F ал, za 
л Е Сл)* = fl-'. OCigledno је Ь Е А i zato А п Ух =F А, tj. х Е А. Zato је А = Е. 
ћета stavu 3.2.10. to znaci da је prostor [Е, в] S-koneksan, sto је treba10 
dokazati. 
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Posmatracemo sada proizvode 8-prostora i CU-prostora i pokazati da su 
oni 8-koneksni odnosno CU-koneksni> ako su takvi faktori. No prethodno 
сето definisati s t strukturu i jedan stav u vezi за tom strukturom. Neka је 
dat sintopogeni prostor [Е, В], ра polazeci od sintopogene strukture в stavicemo 

< = u в, 
tj. za skupove А, В с Е Ысе 

А<В, 

ako i samo ako postoji topogeni uredaj <1 Е S takav da је 

Struktura, koja se dakIe sastoji saтo iz jednog topogenog uredaja <, 
takode је sintopogena i oznacuje se sa S t. Tako mozemo definisati novi sinto
pogeni prostor [Е, s t] ра је ocigJedno da vazi stav: 

STAV 3.2.12. Simopogeni prostor [Е, Bt] је st-koneksan, ako i samo ako 
је sintopogeni prostor [Е, э] s -koneksan. 

Uzmimo sada proizvo1jnu fami1iiu simetriCnih topogenih prostora 

kojima зu asogirani odgovarajuci 8Л-ргostогi 

Лkо stavimo 

Е = ПЕА , 
().) 

в = х !уЛ, !У = ве, 
лЕо.) 

onda се se definisati proizvod 

[Е, !УЈ 

koji је takode simetriCni topogeni prostor sa odgovarajucom asociranom 8-struk
turom 8,tj. 8-prostorom (Е, 8). Тај 8-prostor је, ргета definicijama А. СзазzШа, 
proizvod 8Л-ргоstога (Е",8Л), л Е (л). Vodeci racuna о definicijama iz teorije 
sintopogenih prostora, prostor (Е, 8) mogucno је detaljnije definisati ovako: 
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Neka је data familija 8A-prostora СЕ", 8А), л Е Сл). Polazeci od struktura 
8А definisacemo strukturu 8 па sledeei пасiп: za 

stavicemo 

А,В с В= ПЕА 
ОЈ 

СА, В) Е 8, 

ako i зато зkо za proizvoljne dve konaCne dekompozicije 

А = u (А, : i = 1, 2, ... , тј, 

В = u (Вј:ј = 1,2, ... ,nј, 

skupova А јВ postoje dva indeksa ј, ј takva. da је 

za svako л Е Сл), gde ЈА znaci projekciju skupa Е па koordinatni skup ЕА. 
Тзkо dobiveni a-prostor (Е, 8) је proizvod 8A-prostora (Е",8).), л Е (л). 

Ocevidno је '8Л-рrоstоr (ЕЛ,8).) 8Л-kопеksап, ako i saтo зkо је asocirani 
simetriCni topogeni prostor [Е",9'"Л] 9'").-koneksan. 

Precpostavimo sada da је зvаЮ 8).-prostor СЕ", 8") 8"-koneksan, tj. da је 
svaki topogeni prostor [вл, 9'"Л] 9'"Л-kопеksап. Prema stavu 3.2.11. tada је 
9 -koneksan i sintopogeni proizvod-prostor 

[Е, В] 

gde је 

Е = ПЕЛ i в = х 9'"А. 
оо А е оо 

No kзkо је ро stavu 3.2.12. gt-koneksan i prostor [В, ве], to znaсј da се 
tada biti 8-koneksan i 8-prostor (Е,8), jer је ве = 9'", а '8 је 8-struktura aso
cirana strukturi 9'". 

Drugim recima, dokazali зто stav: 

STAV 3.2.13. Proizvod proz·zvoljne Јатајје 8-kоnеksnЉ 8-prostora је 8-ko
neksni 8-prostor. 

Neka је sada data proizvoljna familija сиЛ-kопеksпih uniformnih prostora 
СВ". сиА), л Е (л), gde је 

сил = {иА.у:у Е Глl 
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uniformna struktura па В)... Sa З).. oznaCimo simetriCnu sintopologiju (koja је, 
dakle, biperfektna) zdrшenu sa uniformnom strukturom 91).. i neka је [ЕЛ, s Л] 
odgovarajuci simetriCni sintopogeni prostor. 

Лkо stavimo 
s = х sл, 

леОЈ 

mozeтo definisati biperfektnu sintopogenu зtrUktши 

s ь = I <Ь : < Е S Ј , 

ргј сети, za dato < Е з, Р <Ь Q znaci da p08toje skupovi indeksa Ci), (ј) 
tako da је 

Кada јoS stavimo 

Р = u (РС: i Е и) Ј , 

в = ПВл, 
ОЈ 

mozemo definisati biperfektni sintopoloski prostor 

istom asocirani uniformni prostor 

СВ,91), 

gde је 91 uniformna struktura аsосiгапа strukturi зЬ. Ро definiciji, uniformni 
prostor (В,91) zove se proizvod uniformnih prostora СВл, 91)..), л Е Сл). Saobra
zno definicijaтa А. Csaszara, to znaci da za Сх,у) Е В Х В i и Е 91 vazi 

Сх,у) Е и 

ako i saтo ako postoji konacan skup (л)* с сл) indeksa л tako da је 

(хА, уА) Е UA~~ za л Е (л)*, 

gde је 

Za dokaz da је uniformni prostor СВ,91) 91-koneksan, pokazuje зе najpre 
da је skup А, definisan u stavu 3.2.11, svuda gust i u prostoru [В, з] i u 
prostoru [В, ЗЬ]. S druge strane, vide1i smo da su prostori 

[E!L' S!L] i [ВЏ, SfL] 

6 KODC);ll1i prostoti 
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izomorfui. Лkо иzmeтo strukturu 

9 Ьџ. = (9 I Вџ.) 

роkзzије se da је tada prostor 

izomorfan sa prostorom [ВfL, 9 fL]. Medutim, pokazuje эе da је 

Zato је skup А 9 b-koneksan ра је zato i skup А = В 9 b-koneksan. То znaci 
da prelazom па asociranu uniformnu strukturu 91, proizvod СВ,91) mora biti 
91-koneksan. Drugim recima dokazali smo stav: 

STAV 3.2.14. Proizvod proizvoljne familije 91-koneksnih uniformnih pro
stora је 91-koneksni uniformni prostor. 

NaveScemo ovde јoS nekoliko zakljucaka и vezi эа 9-koneksnoscu sinto
pogenih prostora (vidi Ј. L. Sieber i W. Ј. Pervin, [1]). 

Primetimo da је kompaktni uniformni prostor (В,91) 91-koneksan, ako i 
samo ako је оп 't'-koneksan, gde је 't' topologija asocirana sa uniformnom struk
turom 91. SledeCi stav daje uopstenje tog svojstva: 

ST AV 3.2.15. Ako је sintopogeni prostor ]В, з] 9 -koneksan i kompaktan 
роаа је on i S tP-kоnеksаn. 

S druge strane, videli smo da su 91-koneksni i 3-koneksni oni skupovi 
numericke prave koji su svuda gusti па nekom intervalu. Uopstenje tog svoj
stva daje sledeei stav: 

ST AV 3.2.16. Dati skup А numericke prave је gS-kоnеksаn, ako i samo 
ako је svuda gust па nekom intervalи. 

Evo sada karakterizacije 9-koneksnih sintopogenih prostora posredstvom 
realnih funkcija. 

STAV 3.2.17. Neka је [: [Е, 9] -Ю p1'oizvoljno (9, 9')-neprekidno pre
slikavanje sintopogenog prostora [Е, 9ј и skиp svih realnih arojeva RI, gde з' 
znaei bilo koju оа ovih struktura 11а R\: СЈ-, ge, get i getP. Sintopogeni prostor 
[Е, 9] је 9 -koneksan, ako i samo ako је slika [(Е) с RI 9' -koneksan skup. 
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Dokaz. Ako је prostor [Е, з] s-koneksan, а ј (з, s')-neprekidno slika 
ј (Е) је S '-koneksan skup. Obratno, ako prostor [Е, з] nije s -koneksan ~ostoje 
dva skupa А, В с Е i topogeni uredaj < Е S takav da је А < Е'" в i 
В < Е'" А. Definisimo sada preslikavanje ј: Е ~ Ю stavljajuCi ј (х) = о ako 
је х Е А i ј(х) = 1 ako је х Е В. Tada slika ј(Е) = 10,11 nije s'-kon~ksan 
skup, mada је ј (з, s ')-neprekidno. Тiтe је stav dokazan. 

Тај stav uopstava izvesne уес poznate stavove. Na primer, kada је struk
tura s sintopogenog prostora [Е, з] prosta i perfektna, ona је asocirana sa 
k1asicnom topologijom па skupu Е, ра se tako dobija klasican rezultat da је 
prostor (Е, ,,) ,,-koneksan ako i зато ako svaka realna funkcija па skupu Е 
poseduje svojstvo Darboux-a (kada se stavi з' = СЈбtр, gde је СЈбtр prosta i 
perfektna sintopogena struktura asocirana Ба uobicajenom sintopo1ogijom nume
ricke prave). Slicno tome, gornji stav kao specija1ne s1ucajeve obuhvata izvesne 
stavove S. G. Мrowke i W. Ј. Pervina koji зе odnose па CU-koneksnost uni
formnih odnosno па 8-koneksnost 8-prostora. 

Neka је СЕ, ,,) potpuno regu1aran prostor i ~ Е Stone-Cehova kompakti
fikacija tog prostora. Лkо sa 8~ oznaCimo 8-strukturu asociranu sa prostorom 
~ Е, onda se јоз 1ako pokazuje da vazi stav: Potpuno regu1aran prostor СЕ, ,,) 
је 't'-koneksan, ako i samo ako је 8~-koneksan kao potprostor u prostoru1()E. 

3.3. 9'-koneksni semitopogeni prostori 

Еуо sada definicije semitopogenih prostora, а zatim i uopstenja definicije 
s-koneksnosti па te prostore Cvidi тој rad [2]. 

DEFINICIJA 3.3.1. Skup Е n2 kome је' definisana јатШја 9' semito
pogenih uredaja (vidi § 3.1) zvacerno semitopogeni prostor koji сето oznaciti sa 
(Е,9'). 

DEFINICIJA 3.3.2. Neka је СЕ, 'tQ) okolinski prostor gde је sa 'tQ ozna
сеnа njegova najopseznija оlюlinskа baza. Za jamiliju 9' semitopogenih uтеааја 
Iza skupu Е kazacemo Ја је saglasna sa bazom 'tQ ako је ispunjen ovaj uslov: 
podskup V skupa Е је и najopseZnijoj lokalnoj okolinskoj bazi 'tQx tacke х, ako i 
samo ako postoji semitopogeni urеаај < и jamiliji 9' tako Ја је х < V. Тааа 
1lije tesko dokazati ova dva stava (vidi тој таЈ [2]). 

STAV 3.3.1. Za svaku jamiliju 9' semitopogenih uтеЈаја па skupu Е ро
stoji јеЈаn z' saтo јеЈаn okolimki proslO1' СЕ, 'tQ) па Е Cija .ie najopsezmj'a oko
linska baza 'tQ saglasna sa 9'. 

STAV 3.3.2. Za svaki okolinski prostor СЕ, 'tQ) па Е postoji Ьат jedlZQ 
Jamilija 9' semitopogenill итеааја па skupu Е saglasna sa ujegovom nayopseZnijom 
okolins,~om ba,~oт. 

6* 

Г' 
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Neka је (R, а) nekl potprostor okolinskog prostora (E,~, "1'), gde а i "t' 

znасе odgovarajuce operatore adherencije. ОznаCiшо за ја i i"l' odgovarajuce 
operatore uzimanja interiora. Prema gornjim stavoviтa, mozemo па Е defini
sati familiju f/ koja зе sastoji зато iz jednog semitopogenog uredaja < па Е, 
stavljajuci А < В, ako i зато зkо А с i"l' В. Na slican naCin mozemo па 
skupu R definisati faщiliju f/o koja se sastoji зато od jednog semitopogenog 
шedаја <о зkо stavimo Р <о Q, зkо i зато зkо је Р с ја Q. No, u mојој 
knjizi [1) dokazao заm da је 

јаХ =R п ј",(Х U (E""'.R)), 

za svako Х с R. Prema tome, Ысе Р <о Q, зkо i зато зkо је Р < Q U (~R). 
Та Cinjenica opravdava sledeeu definiciju koja зе u зlиеаји sintopogenih pro
stora роklaра за А. Csaszar-ovom: 

DEFINICIJA 3.3.3. Neka је R podskup sernitopogenog prostora (Е, f/) ра 
dejiniSimo па R semitopogeni prostor (R,f/o) ovako: za Р, Q с R stavicemo 
Р <о Q, tj. <о Е f/o, ako i samo ako postoji < Е f/ tako da је Р < Q u (E""'.R). 
Т ako dejinisani prostor (R, f/ о) је potprostor prostora (Е, f/). 

Kada је rec о preslikavanjima semitopogenih prostora, analogno definiciji 
(s, s ')-neprekidnosti pres1ikavanja sintopogenih prostora definisacemo (f/, f/') 
-neprekidnost preslikavanja sintopogenih prostora: preslikavanje ј: СЕ, f/)-+ 
-+(E',f/') је (f/,f/')-neprekidno, зkо i зато зkо iz А', В' с Е' i А' <' В' 
za neko <' Е f/', sledi ј-l СА') < ј-l (В') za neko < Е f/. 

Evo sada uopstenja definicije s -koneksnosti па semitopogene prostore: 

DEFINICIJA 3.3.4. Semitopogeni prostor (Е,!/) је f/-koneksan, ako i 
samo ako пета (f/, ~)-neprekidnih preslikavanja prostora (Е, f/) па prostor 
[D,!i}) (za Јејјnјсјјu prostora [D,!i)] vidi § 3.1.). 

Napomenimo da jedina pres1ikavanja ~ semitopogenog prostora (Е, f/) и 
prostor [D,!i}) јези konstante, koja зи, ocevidno, (f/, !i})-neprekidna. 

Evo odmah i uopstenja ројта f/-odeljenosti: 

DEFINICIJA 3.3.5. Dva podskupa А, В semitopogenog prostora (E,f/) su 
f/-odeljena ako и f/ postoje semitopogeni uredaji <, <' tako da Је 

Neposredno se moze dokazati stav: 

STAV 3.3.3. Neka је јатјија f/ semitopogenih uredaja prostora (Е,9') 
usmerena (Еј. za <, <' Е 9' postoji <" Е 9' tako da је < С <" i <' с <"). 
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Тааа su dva skupa А, В iz Е uzajamno JjJ-оаеЏenа, ako i samo ako postoji 
semitopogeni uredaj < Е f/ sa osobinom аа је А < Е "'- В i В < Е "'- А. 

DokaZimo sada najpre sledeca dva kriterijuma f/-koneksnosti semitopo
genih prostora: 

STAV 3.3.4. Neka је (Е,ЈјЈ) semitopogeni prostor. Тааа su sledeca svojstva 
medusobom ekvivalentna: 

1. Prostor (Е,ЈјЈ) је f/-koneksan. 

2. Ne postoji podela skupa Е па dva uzajamno JjJ-оаеЏеnа skupa. 

3. Ne postoji neprazan pravi аео А skupa Е "takav аа је А < А i 
Е "'- А <' Е "'- А za neki рат semitopogenih uredaja <, <' Е ЈјЈ. 

Dokaz. 1 ~ 2 Pretpostavimo da је prostor (Е, ЈјЈ) 9"-koneksan i da ро
stoji podela skupa Е па dva 9'-odeljena pod.skupa А i В. Postoja1i Ы dak1e 
semitopogeni uredaji <, <' Е 9' tako da је А < Е"'- В i В <' Е"'- А. Sta
vise, mora biti А = Е"'- В i В = Е"'- А, jer su А i В neprazni delovi skupa 
Е. No funkcija 

ј(х) = {О, х Е А. 
1, х Е В, 

ocigledno је (f/,~)-neprekidna i nije konstanta. Zaista, imamo О <DO i 1 <D 1. 
S druge strane је ј-1 (О) = А, ј-1 (1) = В, ј-1 (О) = Е "'-ј-1 (1) i ј-l (1) = Е "'-ј-1 (О). 
Bice dakle ј-l (О) <ј-l (О) i ј-l (1) <' ј-1 (1) 5to znaCi da је funkcija ј (9', ~)
neprekidna. Obratno, pretpostavimo da ne postoji podela skupa Е па dva 9'
-odeljena podskupa i da prostor (Е,9') nije 9'-koneksan. Postoji dakle nekon
stantno pres1ikavanje ј, (9', ~)-neprekidno, prostora (Е, ЈјЈ) па prostor [D, ~]. 
Kako је О <D О i 1 <D 1, postoje dva semitopogena uredaja <, <' Е 9' takva 
da је ј-1 (О) <ј-1 (О) i ј-l (1) <' ј-l (1). Odatle sledi podela skupa Е na dva 9'
-odeljena podskupa ј-l (О) i ј-l (1), suprotno pretpostavci. 

2 ~ 3. Pretpostavimo da prostor (Е, ЈјЈ) poseduje svojstvo 2, а da ne 
poseduje svojstvo 3 stava 3.3.4. Tada postoji pravi, neprazni deo А skupa Е 
tako da је А < А i В"'- А <' В"'- А za neka dva semitopogena <, <' ure
daja iz 9'. Лkо stavimo Е"'- А = В, tj. А = В"'- В, odmah dolazimo do kon
tradikcije. Obratno, ako prostor (Е, ЈјЈ) poseduje svojstvo 3, а ne poseduje 
svojstvo 2, tj. А < А, В"'- А <' Е"'- А, stavljajuci В = Е"'- А Ыl0 Ы 
А < В"'- В i В <' Е"'- А, i tako Ы se opet dosl0 do kontradikcije. Time se 
zavrsava dokaz. 

STAV 3.3.5. Dva skupa Р, Q semitopogenog potprostora (R,f/o) semitopo
сenос prostora (Е,9') su JjJo-оаеЏеnа, ako i samo ako su оnј 9'-оаеЏenј. 
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Dokaz. Prema definiciji 3.3.3. imacemo Р <о R '" Q ako i saтo ako је 
р < (R", Q) u (Е", R) = Е", Qj па isti nacin Ысе Q <о R '" Р ako i samo 
ako је Q <' (R",P) u (E",R) = Е"'Р. Odatle neposredno sledi tvrdenje U 
stavu. 

Za podskup R semitopogenog prostora (Е, f/) kaze se da је f/ -koneksan 
ako ie;)otprostor (R, f/ о) f/ o-koneksan. 

Iz stava 3.3.5. odmah se vidi da је podskup R semitopogenog prostora 
(Е, f/) f/-koneksan, ako i saтo ako R nije unija dva neprazna f/-odeljena 
svoja dela. -

STAV 3.3.6. Neka је f (f/,f/')-neprekidno preslikavanj f/-koneksnog semi
topogenog prostora (Е, f/) па semitopogeni prostor (Е', f/') _ Тааа је prostor 
(Е', f/') f/'-koneksan. 

Dokaz. Pretpostavimo suprotno: postoji podskup А' с Е' koji nije pra
zan i nije jednak skupu Е', tako da је А' <в,А' i Е'",А' <'в,Е'",А' za 
dva semitopogena uredaja <в" <'в' Е f/'. Кako је funkcija jCf/,f/')-nерrе
kidna, postoje dva semitopogena uredaja <в, <'Е Е f/ tako da је ј-1 (А ') < 
<j-l(А) i ј-1(Е'",А') <'вј-1(Е'",А'), tj. Е ",ј-l (А') <'в Е ",ј-l (А'), 
8tO dovodi do kontradikcije. 

DEFINICIJA 3.3.6. Unutrasnji f/-rub skupa R semitopogenog prostora 
(Е, f/) је skup tacaka х Е R sa osobinom аа nе postoji nz'јеааn semitopogeni 
uredaj < и f/ sa osobinom х < R. SpoljaSnji f/-rub skupa R је иnuстаsnјј тuЬ 
njegovog komplementa Е", R. f/-rub skupa R је unјја njegovog unutraSnjeg i 
spoljaSnjeg f/-ruba. 

STAV 3.3.7. Semitopogeni prostor CE,f/) је f/-koneksan ako svaki njegov 
pravi аео јта nераznј f/-rub. 

Dokaz tog stava је neposredan kad se uzmu u obzir prethodna definicija 
i stav 3.3.4. 

Evo sada јО8 nekoliko svoJstava f/-koneksnosnih prostora i skupova, koje 
nije te8ko dokazati (vidi :тој rad [6]). 

STAV 3.3.8. Snmitopogeni prostor (E,f/) је f/-koneksan, ako i samo ako 
svaki рат tacaka skupa Е leZi и nekom njegovom f/-koneksnom podskupu. 

STAV 3.3.9. Neka su skupovi Р i Q f/-koneksnz' и semitopogenom prostoru 
СЕ, f/) i neka su оnј f/-svezani. Tada је unјја Р u Q f/-koneksan skup и еоте 
prostoru. 

Napomenimo da se f/-svezanim skupovima naziva;u takva dva skupa koja 
nisu f/-odeljena. 
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STAV З.З.10. Ako presek dva [/-koneksna skupa и semt'topogenom prostoru 
nije prazan, njihova unija је [/-koneksan skup. 

STAV З.З.11. Nekaje Arf.'1:I. Е (1:1.), proizvoljnajamilija[/-koneksnih sku
pova semitopogenog prostora (Е, [/) i neka su za svaki par indeksa 1:1., (3. Е (1:1.), 
skupovi A(f. i A~ [/-svezani. Тааа је i njihova unija 

А = u (~: 1:1. Е (I:I.)} 
[/-koneksan skup. 

STAV 3.З.12. Ako presek makoliko [/-konekmih skupova u semt'topogenom 
prostoTu (Е, [/) nije prazan, unija tih skupova је [/-koneksan skup. 

STAV З.З.13. Neka је А'Х, (f. Е (1:1.), proizvoljna jamilija[/-koneksnih sku
pova semitopoge1'log prostora (Е, [/) i mka za svaki рат indeksa 1:1., ~ Е (1:1.) ро
stoji z'ndeks "( Е (rf.) tako аа su parovi Ar:J..' Ау i A~, Ау uzajamno [/-svezani. 
Тааа је i unija А tih skupova /l'-komksan skup. 

Neka је (Е, [/) semitopogel1i prostor. Tada па Е mozemo definisati oko
linsku bazu qR ovako : za х Е Е ~ tavicemo podskup V х и lokalnu oko1insku 
bazu qRж tacke х, ako i sашо ako postoji semitopogeni uredaj < Е [/ takav 
da је х < Vx. Kazacemo da је tako definisani okolinski prostor (Е, ") asociran 
semitopogenom prostoru (Е, [/). Ako је dat skup А с Е, tada зе adherencija 
"А = А tog skupa definise па uobicajen nacin (vidi mоји knjigu [1]), ра se i 
ostali pojmo'li kao sto su zatvorenost, оtvогеnозt i"td. skupova definisu па 
uobicajeni nacin. Kada dakle gоvогiпlO о tim pojmovima и semitopogenom 
prostoru, tada mislimo upravo па asocirani okolinski prostor. 

STAV З.З.15. Neka је skup А с Е 9'-koneksan и semitopogenom prostoru 
(Е,.9") i neka је А с В с А. Тааа је i skup В [/-koneksan. 

Neposredna posledica tog stava је 

STAV 3.З.16. Adherencija А .9"-kоnеks11Оg skupa А и semitopogenom pro
storu (Е, [/) је [/-koneksan skup. 

Predimo sada па definiciju [/-koneksnih komponenti и semitopogenim 
prost01"ima. U stvari, za sintopogene prostore, s-koneksne komponente defini
заli su Ј. L. Sieber i W. Ј. Pervin и njihovom radu [1] ра ovde uvodimo 
analognu definiciju za slucaj semitopogenih prostora. 

DEFINICIJA З.З.7. Unija svih [/-koneksnih·skupova koji sadrze ааеu 
tacku а u semitopoge1'lom prostoru (Е, [/), zove se [/-koneksna komponenta Ее tacke. 
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9'-koneksne komponente skupa А с Е su 9'o-koneksne komp01Jente taeaka а Е А 
и semitopogenom prostoru СА,9' о) kao potprostoru prostora СЕ,9'). 

Neposredno зе dokazuju stavovi Cvidi тој rad [6]). 

STAV 3.3.17. 9'-koneksne kompoпente taeaka а i skupova А с Е и semi
topogenom prostoru СЕ, fJ') su 9' -koneksni skupovi и tome prostoru. 

STAV 3.3.18. 9'-koneksne komponente dveju tacaka а, Ь и semitopogenom 
prostoru СЕ,9') ili se poklapaju ili su disjunktne. 

Ртета tome, skup 9'-komponenti svih taeaka u semitopogenom prostoru 
СЕ,9') daje jednu particiju зшра Е па disjunktne skupove. 

STAV 3.3.19. 9'-koneksne kompoпente taeaka semitopogenog prostora СЕ,9') 
su zat'Ooreni skupovi и tom prostoru. 

VaZi stav opstiji od toga: 

STAV 3.3.20. 9'-koneksne komponente zatfJorenih skupova и semitopogenom 
prostoru (Е,9') su zatvoreni skupovi и tom prostoru. 

STAV 3.3.21. Neka su А i В dva 9'-odeljena skupa и semitopogenom руо
storu СЕ, 9'). Svaka 9' -koneksna komponenta unјје А u В tih skupova sadrzana 
је ili и skupu А jlj u skupu В. 

Analogno svojstvu lokalne koneksnosti kod okolinskih prostora Cvidi тој 
rad [7]) moguCno је kod semitopogenih prostora definisati ројат 10ыne 
9' -koneksnosti: 

DEFINICIJA 3.3.8. Semitopogeni prostor CE,fJ') је lokalno 9'-koneksan, 
ako i samo ako svaka tacka а Е Е јmа lokalnu okolinsku bazu koja se sastoji 
iz Y-koneksnih skupova. Skup А с Е је lokalno 9'-koneksan, ako i samo ako је 
semitopogeni prostor СА,9'о) lokalno 9'o-koneksan kao potprostor prostora СЕ,9'). 

Tada i u semitopogenim prostorima vaZi sledeCi stav: 

STAV 3.3.22. Neka је G otvoren skup и semitopogenom lokalno 9'-koneks
nom prostoru СЕ, 9'). Tada su 9' -koneksne komponente skupa G otvoreni skupovi 
и tome prostoru. 

Koliko је autoru ovog rada poznato. kako ројат tako i svojstva 10ы1оo 
9'-koneksnih semitopogenih i sintopogenih prostora niзи do sada detaljnije 
istrazivani. Zato Ы Ыl0 od interesa nastaviti ispitivanja u tome pravcu. 

' .... 
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3.3.1. Koneksni topogeni prostori u smislu definicije С. Amihiesei-a 

Pri1az definiciji koneksnosti, za вlисај topogenih prostora, drukciji od 
prethodnog, dao је С. Amihaesei u radu [1]. Podsetimo da је okolinski pro
stor (Е, ") 't'-koneksan, ako i вато ako svaki njegov pravi deo А ima neprazan 
bar jedan od njegovih rubova: unutrasnji ili spoljasnji. То drugim recima znaci 
da је okolinski prostor (Е, ") 't'-koneksan, ako i samo ako za svaki pravi deo 
А skupa Е postoji bar jedna tacka х u Е koja nije unutrasnja tacka ni skupa 
А ni njegovog komplementa Е,,\ А. То naravno vaZi i za topoloske prostore. 
Upravo ta cinjenica leii u osnovi uopstenja definicije koneksnosti С. Amihaesei-a 
па topogene strukture koja glasi: 

DEFINICIJA 3.3.1.1. Neka је dat topogeni prostor [Е,§], gde § znaci 
topogenu struktиru па Е. Topogena struktиra §, Бјј jedini topogeni иreaaj оznаејто 
sa <, jeste koneksna, ako i samo ako postaji bar jedna taeka х Е Е tako da 
nјје m' х < А nј х < Е "\ А. Topogeni prostor [Е, §] је koneksan, ako i samo 
ako је topogena struktura § koneksna. 

S obzirom na definiciju 3.3.5, to znaCi da је topogeni prostor [Е, §] 
koneksan, ako i вато ako svaki njegov pravi deo ima neprazan 9'-rub. 

Postoji topogeni prostor cija topogena struktura niti је perfektna niti је 
simetricna (i, prema tome, kojem ве ne moze asocirati niti topoloSki prostor 
niti 8-prostor), а koji је koneksan u зmiвlи prethodne definicije. То је naime 
topogeni prostor [Е, gt], gde је Е skup svih realnih brojeva, а gt ranije uve
dena topogena struktura па Е definisana па sledeci nacin: 

А < В ako i вато ako sup А < inf (В "\ В). 

Primetimo da kod topogene strukture gt familija N < svih skupova А с Е 
sa svojstvom da је А < А, jeste prazna (N~ se zove jezgra strukture gt). 
Stavise, С. Amihaesei је naveo i primer simetricne topogene strukture оја је 
jezgra prazna. Topogene strukture praznih jezgara nisu perfekme. 

Neka је sada [Е,§] topoloski prostor, tj. § jer perfektna topogena 
struktura' koja se sastoji samo iz jednog elementa <. Primetimo da је tаCkз 
х iz Е u rubu skupa А с В, ako i samo ako nije ni х < А ni х < В,,\ А. 
Tada oeigledno vaZi ovaj stav: 

STAV 3.3.1.1. Topoloski prostor [Е,§] је koneksan, ako i saтo ako svaki 
njegov pravi deo јта neprazan тuЬ. 

Vidimo tako da је topogeni sintopoloski prostor [Е, §] koneksan u smislu 
definicije 3.3.1.1. С. Amihaesei-a, ako i samo ako је 't'-koneksan njemu asoci
rani topoloski prostor (Е, ")' S druge strane, pokazuje se da nijedan simetriCni 
prostor [Е, §] nije koneksan. 
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Neka је [В,30] topoloski prostor i А с В bilo koji njegov neprazan deo. 
Kaze se da је skup А koneksan, ako је оп koneksan kao topoloski potprostor 
prostora [В, 30]. Pokazuje se tada da u simetricnim topoloskim prostorima ne 
postoje koneksni skupovi. 

Za topogene simetricne prostore је oCigledan sledeci stav: 

ST А V З. З.1.2. Ako topogeni simetricni prostor [Е,30] ima nepraznи jezgrи 
N<:, onda оп nјје koneksan. 

S druge strane, postoji ova karakterizacija koneksnih topogenih simetric
nih prostora: 

STAV З.З.1.З. Simetricni topogeni prostor [Е,30] је k01zeksan, ako i samo 
ako је koneksan topolos.ki prostor [Е, зор]. 

сзор = savrsena topogena struktura па В, u opstem slucaju, nesimetricna, 
izvedena iz strukture 30 stavljajuci А <р В, ako i samo ako postoji dekompo-
zicija 

А = u (А, : i Е 1) 

skupa А tako da је А; < А za svako i Е 1, gde је < jedini elemenat iz 1F). 

Stav sledi iz cinjenice da је х <р А, ako i samo ako је х < А. 
Neka је i) i)-struktura asocirana simetricnoj topogenoj strukturi 30 topo

genog prostora [Е, 30]. Tada је za А, В с В, СА, В) Е а, ako i samo ako niје 
tacno da је А < В"" В. Zato postoji i ovaj kriterijum: 

STAV З.З.1.4. Simetricni topogeni prostor [Е,30] је koneksan, ako i samo 
ako и asociranoj i)-struktиri i) za svaki pravz' deo А skиpa Е postoji bar jedna 
tacka х iz Е koja је blizи i skиpи А i njegovom komplementu Е"" А, [ј. 
СХ, А) Е i) i Сх, Е"" А) Е а. 

С. Amihi:iesei definise tada koneksnost u i)-prostorima ovako: 

DEFINICIJA З.З.1.2. l3-prostor СЕ, а) је koneksan, ako i samo ako Је 
koneksan asocirani topogeni simetricni prostor [Е,30]. 

Otuda i ovakav kriterijum koneksnosti l3-prostora: 

STAV З.З.1.5. l3-prostor СЕ, а) је koneksan, ako i samo ako је asoaram 
klasz'cni topoloski prostor СЕ, '1') 'I'-koneksan. 

.""" 



SPISAK OZNAKA 

Oznake Е, с, U, п imaju uobicajeno znacenje pripadanja kao element, 
inklиzije, unije i preseka; х Ф Е znaci da х kao e1ement ne pripada skupu 
Е. Oznaka Е""- А znaci skup svih огih elemenata skupa Е koji ne leze 
и skupu А; ako је sem toga А с Е, ta razlika znaci komplement skupa 
А и odnosu па skup Е i oznacuje se takode sa СА. 

Л = prazan skup. 

q. е. d. = quod erat demontsrandum = sto је trebal0 dokazati. 

inf = infimum 

sup = supremum 

т (х) =rub skupa Х. 

Ти (х) = unutraSnji rub skupa Х. 

т, (х) = spoljasnji rub skupa Х. 

и (х) = int (Х) = unutrasnjost i1i interior skupa Х. 

s (х) = spoljasnost skupa Х. 

:::} = znak implikacije. 

<::> = znak implikacije и оЬа pravca. 

(А I В) znaci da su skupovi А i В "t" - odeljeni. 

Х = adherencija skupa Х. 

Ako su А i В skupovi, А = В znaci da su oni jednaki; А =1= В znaci da skup 
А nije jednak skupu В. 

(tX) = dati skup indeksa Ot. 

1im =limes. 
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п (Хос: ос Е (<<) I = п ХОС kombinirani Ш kartezijev proizvod skupova ХОС kad 
indeks « prolazi skupom indeksa (<<). 

1: А -+ В znaci funkciju 1 сјјј је domen skup А, а kodomen 1 (А) sadrZan u 
skupu В. Za funkciju 1 kazaeemo da је pres1ikavanje и skup В ako postoji 
bar jedna tacka у Е В za koju ne postoji nijedna tacka х Е А за озоЫ
nom f (х) = у. Za funkciju 1 kazacemo da је pres1ikavanje па skup В 
ako za svaku tacku у Е В postoji bar jedna tacka х Е А за osobinom 
I(х)=у. 

Х/р = kolicnik skupa Х и odnosu па binarnu relaciju ekvivalencije р definisanu 
па skupu Х. 

klp [х] = klasa ekvivalencije tacke х и odnosu па binarnu relaciju ekvivalen
cije р. 

А Х В = kombinirani proizvod skupova А i В. 

Лkо је 1: Х -+ У i В с У, 1-1 (В) znaci skup svih onih elemenata а iz Х za 
koje је 1 (а) Е В. 

Лkо зи А i В podskupovi kombiniranog proizvoda Хх У, А о В znaci njihovu 
kompoziciju. 

A-l=skup svih uredenih parova (х,у) za koje је (у, х) Е А. 

оо, - оо ... uobicajene oznake za neprave realne brojeve "plus beskonacnoH 

"minus beskonaCno". 

Лkо ви 1 i g funkcije, g 01 i 1 о g znace njihove kompozicije. 

Лkо зи posebne оznakе uvedene и slueaju sintopogenih i semitopogenih prostora, 
onda зи one obja!njene и затот tekstu. 

.., 
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