
SLAJDOVI ZA UVODNO PREDAVAƫE O DETERMINANTAMA

Uputstvo za nastavnike

Dragox Cvetkovi�, Matematiqki institut SANU, Beograd

U Matematiqkom institutu SANU u Beogradu, u okviru projekta ”Teorija
grafova i matematiqko programiraƬe sa primenama u hemiji i tehniqkim
naukama”, u toku je izrada kolekcije slajdova za nastavu teorije matrica po
kƬizi

[1] Brualdi R.A., Cvetković D., A Combinatorial Approach to Matrix Theory and Its

Application, CRC Press, Boca Raton, 2008.

Autori kƬige u dogovoru sa izdavaqem pripremaju kolekciju slajdova pod
nazivom ”Key Slides for a Course in Combinatorial Matrix Theory” za javnu upotrebu.
Kolekciju slajdova implementira Vladimir Balti� uz korix�eƬe programa
LATEX i paketa WinGCLC za izradu matematiqkih crteжa (Predrag Janiqi�,
Matematiqki fakultet, Beograd, dostupan na adresi:
http://www.matf.bg.ac.yu/~janicic/gclc/index.html ).

Potpisani je za doma�e potrebe izdvojio slajdove za uvodno predavaƬe o
determinantama. Oni se distribuiraju uz pomo� tri fajla

determinante_slajdovi.pdf,

determinante_opis_slajdova.pdf,

determinante_podsetnik_za_studente.pdf.

Prvi fajl sadrжi slajdove, drugi uputstvo za nastavnike a tre�i podsetnik
za studente.

Slajdovi su prilago�eni u
beniku

[2] Cvetković D., Lacković I., Merkle M., Radosavljević Z., Simić S., Vasić P., Matema-

tika I - Algebra, IX izdanje, Akademska misao, Beograd, 2005.

po kome je vixe nastavnika na Elektrotehniqkom fakultetu u Beogradu tokom
niza godina predavalo studentima elementarne qiƬenice o determinantama.
Me�utim, ovi slajdovi se mogu upotrebiti uz predavaƬa po bilo kojem drugom
u
beniku jer daju samo alternativnu definiciju determinante i nekoliko os-
novnih teorema a daƩa teorija ostaje nepromeƬena. Nestandardne definicije
su date u podsetniku za studente. NajboƩe je da se ovaj podsetnik umnoжi i
distribuira studentima.

Uz adekvatnu pripremu, upotreba ovih slajdova ne predstavƩa optere�ivaƬe
nastave ve�, naprotiv, doprinosi efikasnosti nastave i moжe da bude atrak-
tivna za studente.

Xire informacije na srpskom jeziku o kombinatornom pristupu teoriji ma-
trica mogu se na�i u kƬizi

[3] Cvetkovic1 D., Kombinatorna teorija matrica sa primenama u elektrotehnici, hemiji

i fizici, Naučna knjiga, Beograd, 1980, II izdanje, 1987.
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UPUTSTVO ZA KORIX�EƫE SLAJDOVA

Slajdovi se mogu iskoristiti u okviru dvoqasovnog uvodnog predavaƬa o
determinantama na vosokoxkolskim ustanovama. Oni su komplementarni sa tek-
stom u u
beniku [2], str. 185–202. Uz slajdove su potrebna oralna objaxƬeƬa
i korix�eƬe table (ili dopunskih slajdova) kako nastavnik osmisli. Namena
slajdova je da oslobodi nastavnika crtaƬa sloжenih dijagrama grafova (na
tabli ili na slajdovima sopstvene izrade). U u
beniku [2] se nalazi i uvod
u teoriju grafova ali se slajdovi o determinantama mogu prezentovati i stu-
dentima koji nisu prethodno upoznati sa grafovima (digrafovima) uz kratko,
intuitivno prihvatƩivo, objaxƬeƬe o tome xta su grafovi.

Slajd 1. Slajd ilustruje reprezentaciju matrice u obliku kvadratne
(pravougaone) xeme i u obliku teжinskog digrafa. Obe reprezentacije su ko-
risne; prva za zapisivaƬe matrice a druga u dokazima mnogih teorema linearne
algebre. Potrebno je naglasiti da se teжinski digraf pridruжen matrici A

pojavƩuje u dva oblika: GA (element aij je prenos grane koja vodi od qvora i ka
qvoru j) i GA (element aij je prenos grane koja vodi od qvora j ka qvoru i). U
teoriji determinanata oba su podjednako dobra jer je determinanta transpono-
vane matrice jednaka determinanti polazne matrice. MaƬe prirodan izbor
digrafa GA za definiciju determinante opravdava se prirodnijim izrazima za
kofaktor i za rexeƬe sistema linearnih algebarskih jednaqina.

Slajd 2. IzraqunavaƬe determinante drugog reda prema [2], str. 188. U
okviru ovog slajda se daje grafovska definicija determinante. Nastavnik
treba da izloжi studentima i klasiqnu definiciju determinante. Ako ima
vremena, moжe se dokazati ekvivalentnost dve definicije (prema [2]). U
benik
[2] sadrжi po dva dokaza za svaku od teorema o determinantama; jedan bazira
na klasiqnoj definiciji determinante a drugi na grafovskoj. U nastavi se ovi
dokazi mogu kombinovano izlagati tj. mogu�no je dati po nekoliko dokaza jedne
i druge vrste. Na ovom, i na nekim drugim slajdovima, dovode se u vezu sabirci
u razvoju determinante sa faktorima pridruжenog digrafa korix�eƬem crvene
i plave boje.

Slajd 3. IzraqunavaƬe determinante tre�eg reda prema [2], str. 188. Xest
faktora je dato crvenom bojom u okviru osnovnog digrafa a tako�e izdvojeno.
Primer treba da pribliжi studentu strukturu faktora (kolekcija disjunktnih
kontura koje pokrivaju sve qvorove digrafa) tako da on moжe da zamisli kako
izgledaju faktori i u sluqaju determinanata proizvoƩnog reda.

Slajd 4. Slajd pomaжe studentu da lakxe prihvati dokaz tvr�eƬa da je
determinanta transponovane matrice jednaka determinanti polazne matrice
(Teorema 1, [2], str. 190-191). ObjaxƬava se najpre da se transponovaƬem
matrice pridruжeni digraf meƬa tako xto u Ƭemu svaka grana meƬa ori-
jentaciju. (Treba skrenutu paжƬu da orijentacija petƩe nije bitna tako da
promena orijentacije petƩe nije prikazana na crteжima.) Za svaki faktor di-
grafa iz prethodnog slajda se pokazuje da on prelazi u faktor novog digrafa
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pri qemu su prenos i broj kontura odrжani. Nastavnik treba da sugerixe stu-
dentima da je ovo taqno i u opxtem sluqaju (ne samo za matricu tre�eg reda).
Student �e onda mo�i lako da prihvati lakonski kratak dokaz teoreme (koji
vaжi za matrice proizvoƩnog reda): TransponovaƬe matrice izaziva promenu
orijentacije svih grana u pridruжenom digrafu. Pri tome svaki faktor digrafa
prelazi u faktor novog digrafa sa istom teжinom i brojem kontura. Dakle, svi
sabirci u definicionom izrazu determinante ostaju nepromeƬeni pa je determi-
nanta transponovane matrice jednaka determinanti polazne matrice.

Slajd 5. Na primeru determinante tre�eg reda ilustruje se uticaj elementa
jednakog nuli na vrednost i izraqunavaƬe determinante pomo�u pridruжenog
digrafa. RazmatraƬem svih xest faktora sugerixe se da faktori koji sadrжe
granu prenosa 0 ne doprinose vrednosti determinante pa da se mogu elimi-
nisati tako xto �e se grana prenosa 0 izostaviti sa crteжa. U konkretnom
sluqaju ostaju samo qetiri faktora ali primer sugerixe opxti zakƩuqak da
je izostavƩaƬe grana prenosa 0 dozvoƩeno jer posle uklaƬaƬa takvih grana
nestaju svi oni faktori koji sadrжe bar jednu takvu granu a takvi faktori
su nepotrebni jer je Ƭihov prenos 0 i ne doprinose vrednosti determinante.
Napomenimo da su matrice sa velikim brojem elemenata jednakih nuli (slabo
popuƬene matrice) vrlo qeste i interesantne u teoriji i u primenama. S druge
strane, dokazi teorema koji se baziraju na pridruжenim digrafovima vaжe u
opxtem sluqaju (bez obzira na to da li je matrica slabo popuƬena ili ne).

Slajd 6. Slajd daje ilustraciju teoreme o mnoжeƬu determinante brojem
(Teorema 2, [2], str. 191–192). Elementi i-te vrste su prenosi grana xto ulaze
u qvor i. MnoжeƬe i-te vrste brojem α dovodi do promene prenosa samo tih
grana. Svaki faktor digrafa sadrжi taqno jednu od tih grana pa se Ƭegov
prenos uve�ava α puta. U grafiqkoj predstavi faktora konture su oznaqene sa
krugovima.

Slajd 7. Ilustracija dokaza tvr�eƬa da determinanta matrice meƬa
znak ako u matrici dve vrste promene mesta (Teorema 3, [2], str. 192–193).
Ako i-ta i j-ta vrsta promene mesta, digraf se meƬa tako xto sve grane koje su
pre transformacije ulazile u qvor i ulaze sada u qvor j i, obrnuto, one koje
su ulazile u j ulaze sada u i. Za faktore digrafa razmatraju se dva sluqaja:
a) qvorovi i i j se nalaze u istoj konturi faktora, b) qvorovi i i j se nalaze u
razliqitim konturama faktora. U rezultuju�em faktoru u oba sluqaja dolazi
do promene parnosti broja kontura, pri qemu prenos faktora ostaje oquvan.
Dakle, u definicionom izrazu za determinantu svaki sabirak meƬa znak pa
odatle sleduje tvr�eƬe teoreme.

Slajd 8. Slajd sadrжi tri primera izraqunavaƬa determinante na osnovu
definicije.

Beograd, 4. novembar 2008.
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