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Modifikacije Ajnxtajnove teorije gravitacije

Postoje razliqiti pravci modifikacije Ajnxtajnove teorije
gravitacije.

Ajnxtajnova opxta teorija relativnosti

Varijacijom dejstva S =

∫ (R− 2Λ

16πG
+ Lm

)√
−gd4x dobijamo

jednaqine kreta�a.

Jednaqine kreta�a

Rµν − 1
2Rgµν = 8πGTµν − Λgµν , c = 1

gde je Tµν tenzor energije-impulsa, gµν je metriqki tenzor, Rµν
je Riqijev tenzor i R je skalarna krivina.
Glavni savremeni pravci modifikacije:

f(R) modifikacija

nelokalna modifikacija
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Nelokalna modifikacija

Pod nelokalnom modifikacijom gravitacije podrazumevamo
zamenu skalarne krivine R u Ajnxtajn-Hilbertovom dejstvu sa
podesnom funkcijom F (R,�), gde je � = ∇µ∇µ Dalamberov
operator, a ∇µ oznaqava kovarijantni izvod.

Neka je M sada n-dimenziona pseudo-Rimanova mnogostrukost sa
metrikom (gµν) proizvo	ne signature. Razmatramo klasu
modela nelokalne gravitacije bez materije koja je data slede�im
dejstvom

S =
1

16πG

∫
M

(
R− 2Λ + P (R)F(�)Q(R)

)√
−g dnx,

gde je F(�) =
∞∑
n=0

fn�
n i Λ je kosmoloxka konstanta.
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Jednaqine kreta�a

Jednaqine kreta�a su

Gµν + Λgµν −
1

2
gµνP (R)F(�)Q(R) +RµνW −KµνW +

1

2
Ωµν = 0,

Ωµν =
∞∑
n=1

fn

n−1∑
l=0

Sµν
(
�lP (R),�n−1−lQ(R)

)
,

Kµν = ∇µ∇ν − gµν�,
Sµν(A,B) = gµν∇αA∇αB − 2∇µA∇νB + gµνA�B,

W = P ′(R)F(�)Q(R) +Q′(R)F(�)P (R).
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Operator varijacije

Definicija

Neka je V normiran prostor i A ⊂ V , S : A→ R funkcional na
A. Ako je η ∈ V onda je varijacija funkcionala S u parvcu η

δS(x, η) =
dS(x+ εη)

dε
‖ε=0.

Ova definicija se prirodno proxiruje na tenzore proizvo	nog
reda.

δ je linearan operator na prostoru funkcionala,

δ(fg) = (δf)g + f(δg),

Ako je T tenzor tipa (r, s) onda je i δT tenzor tipa (r, s).

Ako je Γλµν Kristofelovi simboli koneksije ∇ onda je δΓλµν
tenzorsko po	e tipa (1, 2).
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Operator varijacije

Lema

Neka je (gµν) metriqki tenzor i g = det gµν . Tada je

δg = ggµνδgµν = −ggµνδgµν ,

δ
√
−g = −1

2
gµν
√
−gδgµν ,

δΓλµν = −1

2

(
gνα∇µδgλα + gµα∇νδgλα − gµαgνβ∇λδgαβ

)
,
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Operator varijacije

Determinantu g razvijamo po µ− toj vrsti

gµνG
(α,ν) = gδαµ ,

G(µ,ν) je algebarski kofaktor elementa gµν .
Tada je

gµν =
G(µ,ν)

g
.

Poxto je Gµ,ν ne zavisi od gµνdobijamo da je

δg = ggµνδgµν .
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Operator varijacije

Lema

Varijacije krivinskih tenzora su date sa

δRαµβν = ∇βδΓαµν −∇νδΓαµβ ,
δRµν = ∇λδΓλµν −∇νδΓλµλ,
δR = Rµνδg

µν −Kµνδg
µν ,

δ∇µ∇νψ = ∇µ∇νδψ −∇λψδΓλµν .
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Operator varijacije

Varijacija tenzora krivine se dobija na slede�i naqin:

δRαµβν = δ
(
∂βΓαµν − ∂νΓαµβ + ΓλµνΓαβλ − ΓλµβΓανλ

)
= ∂βδΓ

α
µν − ∂νδΓαµβ + δΓλµνΓαβλ + ΓλµνδΓ

α
βλ − ΓλµβδΓ

α
νλ

− δΓλµβΓανλ − ΓλβνδΓ
α
µλ + ΓλβνδΓ

α
µλ

= ∇βδΓαµν −∇νδΓαµβ .

Kontrakcijom ove jednakosti dobijamo varijaciju Riqijevog
tenzora, a za skalarnu krivinu prime�ujemo jox jednu
kontrakciju

δR = Rµνδg
µν + gµνδRµν

= Rµνδg
µν + gµν

(
∇λδΓλµν −∇νδΓλµλ

)
= Rµνδg

µν − 1

2

(
2δµα∇λ∇µδgλα − δναgνβ�δgαβ − gλα�δgλα

)
= Rµνδg

µν −Kµνδg
µν .
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Izvo�e�e jednaqina kreta�a

Dejstvo S delimo na dva pomo�na dejstva

S0 =

∫
M

(R− 2Λ)
√
−g dnx,

S1 =

∫
M

P (R)F(�)Q(R)
√
−g dnx.

Tada se varijacija dejstva S mo�e izraziti kao

δS =
1

16πG
(δS0 + δS1) .

Tako�e neka su varijacije metriqkih koeficijenata i �ihovih
izvoda jednake nuli na granici mnogostrukosti M .

Ivan Dimitrijevi� Jednaqine kreta�a u nelokalnoj modifikaciji gravitacije



Jednaqine

kreta�a u

nelokalnoj

modifikaciji

gravitacije

Ivan

Dimitrijevi�

Izvo�e�e jednaqina kreta�a

Lema

Za svaku skalarnu funkciju P (R) va�i∫
M

Pgµν(�δgµν)
√
−g dnx =

∫
M

gµν(�P )δgµν
√
−g dnx,∫

M

P∇µ∇νδgµν
√
−g dnx =

∫
M

∇µ∇νP δgµν
√
−g dnx,∫

M

PKµνδg
µν√−g dnx =

∫
M

KµνP δgµν
√
−g dnx.
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Izvo�e�e jednaqina kreta�a

Prvu jednakost, dobijamo vixestrukom primenom Stoksove
teoreme∫

M

Pgµν�δg
µν√−g dnx =

∫
M

Pgµν∇α∇αδgµν
√
−g dnx

= −
∫
M

∇α(Pgµν)∇αδgµν
√
−g dnx

=

∫
M

gµν∇α∇αP δgµν
√
−g dnx

=

∫
M

gµν�P δgµν
√
−g dnx.

Ivan Dimitrijevi� Jednaqine kreta�a u nelokalnoj modifikaciji gravitacije



Jednaqine

kreta�a u

nelokalnoj

modifikaciji

gravitacije

Ivan

Dimitrijevi�

Izvo�e�e jednaqina kreta�a

Da bismo dokazali drugu jednaqinu posmatramo vektor
Nµ = P∇νδgµν −∇νPδgµν . Divergencija ∇µNµ se
transformixe kao

∇µNµ = ∇µ(P∇νδgµν −∇νPδgµν)

= ∇µP∇νδgµν + P∇µ∇νδgµν −∇µ∇νP δgµν −∇νP∇µδgµν

= P∇µ∇νδgµν −∇µ∇νP δgµν .

Konaqno, integracijom sledi∫
M
∇µNµ√−g dnx =

∫
∂M

Nµnµd∂M , gde je nµ jediniqna
normala hiperpovrxi ∂M . Kako je restrikcija Nµ|∂M jednaka
nuli, posled�i integral se anulira.
Tre�a jednaqina je direktna posledica prethodne dve.
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Izvo�e�e jednaqina kreta�a

Varijaciju n-tog stepena � operatora izra�avamo u slede�oj
lemi

Lema

Neka su P (R) i Q(R) skalarne funkcije. Tada za n ∈ N va�i∫
M

Pδ�nQ
√
−g dnx =

1

2

n−1∑
l=0

∫
M

Sµν(�lP,�n−1−lQ)δgµν
√
−g dnx

+

∫
M

�nP δQ
√
−g dnx.
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Izvo�e�e jednaqina kreta�a

Iz prethodne dve leme izvodimo

Teorema

Za svake dve skalarne funkcije Q i P va�i∫
M

Pδ(
√
−g) dnx = −1

2

∫
M

gµνPδg
µν√−g dnx,∫

M

PδR
√
−g dnx =

∫
M

(RµνP −KµνP ) δgµν
√
−g dnx,∫

M

Pδ(F(�)Q)
√
−g dnx =

∫
M

(Rµν −Kµν) (Q′F(�)P ) δgµν
√
−g dnx

+
1

2

∞∑
n=1

fn

n−1∑
l=0

∫
M

Sµν(�lP,�n−1−lQ)δgµν
√
−g dnx.
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Varijacija dejstva S0

Dejstvo S0 je Ajnxtajn-Hilbertovo dejstvo bez materije i �egova
varijacija je

Lema

Varijacija od S0 je

δS0 =

∫
M

Gµν
√
−gδgµν d4x+ Λ

∫
M

gµν
√
−gδgµν d4x,

gde je Gµν = Rµν − 1
2Rgµν Ajnxtajnov tenzor.
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Varijacija dejstva S1

Koriste�i prethodnu teoremu odre�ujemo varijaciju dejstva S1.

Lema

Varijacija dejstva S1 je

δS1 = −1

2

∫
M

gµνP (R)F(�)Q(R)δgµν
√
−g dnx

+

∫
M

(
RµνW −KµνW +

1

2
Ωµν

)
δgµν
√
−g dnx.

Varijacija dejstva S se dobija iz S = 1
16πGS0 + S1.
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Jednaqine kreta�a

Jednaqine kreta�a su

G̃µν = 0,

G̃µν = Gµν + Λgµν −
1

2
gµνP (R)F(�)Q(R) +RµνW −KµνW +

1

2
Ωµν ,

Ωµν =
∞∑
n=1

fn

n−1∑
l=0

Sµν
(
�lP (R),�n−1−lQ(R)

)
,

Kµν = ∇µ∇ν − gµν�,
Sµν(A,B) = gµν∇αA∇αB − 2∇µA∇νB + gµνA�B,

W = P ′(R)F(�)Q(R) +Q′(R)F(�)P (R).

Primetimo da je ∇µG̃µν = 0.
Tako�e mo�e se pokazati da jednaqine kreta�a ostaju neprome�ene
ako funkcije Q i P zamene mesta.
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Trag i 00-komponenta jednaqina kreta�a

Pretpostavimo da mnogostrukost M ima FRW metriku. Tada
imamo dve linearno nezavisne jednaqine (trag i 00-jednaqinu):

− 2PF(�)Q+RW + 3�W +
1

2
Ω = R− 4Λ,

1

2
PF(�)Q+R00W −K00W +

1

2
Ω00 = −(G00 − Λ),

Ω = gµνΩµν .
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Druga varijacija

Druga varijacija dejstva S je

δ2S = δ(δS)

U nastavku uvodimo oznaku hµν = δgµν i h = gµνhµν . Tada
jehµν = −δgµν .

δS =
1

16πG

∫
M

Ĝµνδg
µν√−g dnx.

Na osnovu prve varijacije imamo

δ2S =
1

16πG

∫
M

(
δĜµνδg

µν + Ĝµνδ
2gµν − 1

2
gαβδg

αβĜµνδg
µν

)√
−g dnx.
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Druga varijacija

Operator δ� is se definixe sa (δ�)V = δ(�V )−�δV . Tada
va�i slede�a lema koja daje jox jednu interpretaciju funkcije
Sµν(A,B).

Lema

Neka su U, V skalarne funkcije. Tada je

(δ�)V = −hµν∇µ∇νV −∇µhλµ∇λV +
1

2
∇λh∇λV,∫

M

U(δ�)V
√
−g dnx =

1

2

∫
M

Sµν(U, V )δgµν
√
−g dnx.
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Druga varijacija

Dokaz prve jednakosti je

(δ�)V = δ(�V )−�δV

= −hµν∇µ∇νV − gµνδΓλµν∇λV

= −hµν∇µ∇νV −
1

2
gµν(∇µhλν +∇νhλµ −∇λhµν)∇λV

= −hµν∇µ∇νV −∇µhλµ∇λV +
1

2
∇λh∇λV.

Integracijom po mnogostrukosti M dobija se

∫
M

U(δ�)V
√
−g dnx

= −
∫
M

(U∇µ∇νV −∇µ(U∇νV ) +
1

2
gµν∇λ(U∇λV ))hµν

√
−g dnx

=
1

2

∫
M

Sµν(U, V )δgµν
√
−g dnx.
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Druga varijacija

Kao direktnu posledicu prethodne leme dobijamo

Lema

Neka su U, V skalarne funkcije. Tada je,∫
M

Uδ(F(�))V
√
−g dnx =

∞∑
n=1

fn

n−1∑
l=0

∫
M

Sµν(�lU,�n−1−lV )δgµν
√
−g dnx

∫
M

UδW
√
−g dnx =

∫
M

(RµνY −KµνY +
1

2
Ψµν)δgµν

√
−g dnx,

Y = U(P ′′F(�)Q+Q′′F(�)P ) + (P ′F(�)(Q′U) +Q′F(�)(P ′U)),

Ψµν =

+∞∑
n=1

fn

n−1∑
l=0

(
Sµν(�l(P ′U),�n−1−lQ) + Sµν(�l(Q′U),�n−1−lP )

)
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Druga varijacija

Kao direktnu posledicu prethodne leme dobijamo

Lema

Varijacija δΩµν se izra�ava na slde�i naqin∫
M

δΩµνδg
µν√−g dnx

=

∫
M

+∞∑
n=1

fn

n−1∑
l=0

(
hµν∇λ�lP∇λ�n−1−lQ+ h∇µ�lP∇ν�n−1−lQ

+ hµν�
lP�n−lQ− 1

2
Sµν(h�lP,�n−1−lQ)

+RµνP
′�l(σ1(�n−1−lQ))−Kµν(P ′�l(σ1(�n−1−lQ)))

+RµνQ
′�l(σ2(�n−1−lP ))−Kµν(Q′�l(σ2(�n−1−lP )))

)
δgµν
√
−g dnx

+
1

2

∫
M

+∞∑
n=1

fn

n−1∑
l=1

l−1∑
m=0

(
Sµν(�m(σ1(�n−1−lQ)),�l−m−1P )

+ Sµν(�m(σ2(�n−1−lP )),�l−m−1Q)
)
δgµν
√
−g dnx
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Druga varijacija

gde su σ1 i σ2 definisani kao

σ1(B) = ∇λh∇λB − 2∇µhµν∇νB − 2hµν∇µ∇νB,
σ2(A) = −∇λh∇λA−A�h− 2∇νhµν∇µA− 2hµν∇µ∇νA.
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Druga varijacija

Kombinova�em prethodih lema dobijamo drugu varijaciju dejstva S u
obliku

δ2S =
1

16πG

∫
M

(
Uµν +RµνX −KµνX +

1

2
χµν +

1

4
Θµν

)
δgµν
√
−g dnx,

gde je

Uµν = −1

2
hµν(R− 2Λ + PF(�)Q) + δRµν(W + 1) + δΓλµν∇λW

+ hµν�W −
1

2
Sµν(h,W ),

X =
1

2
(h+ P ′hF(�)Q+Q′F(�)(Ph)) +

(
δR(P ′′F(�)Q+Q′′F(�)P )

+ (P ′F(�)(Q′δR) +Q′F(�)(P ′δR))
)
,

χµν =
1

2

+∞∑
n=1

fn

n−1∑
l=0

Sµν(�l(Ph),�n−l−1Q)

+
+∞∑
n=1

fn

n−1∑
l=0

(
Sµν(�l(P ′δR),�n−1−lQ) + Sµν(�l(Q′δR),�n−1−lP )

)
+

+∞∑
n=1

fn

n−1∑
l=0

(
hµν∇λ�lP∇λ�n−1−lQ+ h∇µ�lP∇ν�n−1−lQ

+ hµν�
lP�n−lQ− 1

2
Sµν(h�lP,�n−1−lQ)

+ (Rµν −Kµν)(P ′�l(σ1(�n−1−lQ)) +Q′�l(σ2(�n−1−lP )))
)
,

Θµν =
+∞∑
n=1

fn

n−1∑
l=1

l−1∑
m=0

(
Sµν(�m(σ1(�n−1−lQ)),�l−m−1P )

+ Sµν(�m(σ2(�n−1−lP )),�l−m−1Q)
)
,
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Hvala na pa��i!
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