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Talasna jednaµcina kao sistem PDJ

Klasiµcna talasna jednaµcina (u jednoj prostornoj dimenziji)

∂2

∂t2
u (x, t) = c2

∂2

∂x2
u (x, t) , c =

p
E/ρ,

dobijena je iz sistema tri PDJ:
jednaµcina kretanja

∂

∂x
σ (x, t) = ρ

∂2

∂t2
u (x, t) ,

σ - napon, ρ - gustina i u - pomeranje,
konstitutivna jednaµcina - elastiµcno telo - Hukov zakon

σ (x, t) = E ε (x, t)

E - Jungov modul i ε - mera deformacije,
mera deformacije

ε (x, t) =
∂

∂x
u (x, t) .
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Uop�tenja konstitutivne jednaµcine i deformacije

Ukoliko viskoelastiµcno telo poseduje svojstvo uticaja istorijeZ 1

0
φσ (α) 0D

α
t σ (x, t)dα = E

Z 1

0
φε (α) 0D

α
t ε (x, t)dα,

σ (x, t) + a 0Dα
t σ (x, t) = E (ε (x, t) + b 0Dα

t ε (x, t)) ,
n

∑
j=0
aj 0D

αj
t σ (x, t) =

n

∑
j=0
bj 0D

αj
t ε (x, t) ,

Ukoliko telo poseduje svojstvo prostorne nelokalnosti (α 2 (1, 3))

σ (x, t)� lαc Dα
xσ (x, t) = E ε (x, t) .

Nelokalnost se moµze uvesti uop�tavajúci meru deformacije

ε (x, t) = E β
x u (x, t) .
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Frakcioni integral

Poµcev�i od Ko�ijeve formule (g 2 L1loc (R+) , t > 0, n 2 N)

Jng (t) =
1

(n� 1)!

Z t

0
(t � τ)n�1 g (τ)dτ =

tn�1

(n� 1)! � g (t) ,

zamenom n 2 N sa α 2 R+ dobija se frakcioni integral

Jαg (t) =
1

Γ (α)

Z t

0
(t � τ)α�1 g (τ)dτ =

tα�1

Γ (α)
� g (t) , t > 0.

Uvodimo fα (t) = tα�1
Γ(α) , t > 0.

FI zadovoljava svojstvo polugrupe (konvolucija i fα)

Jα(Jβu) = Jβ(Jαu) = Jα+βu.

Frakcioni izvodi se uvode se inspirisani:

DnJng = g i JnDng (t) = g (t)�∑n�1
k=0

tk

k!
Dkg (0) .
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Riman-Liuvilov frakcioni izvod

De�nicija
Neka je u 2 L1loc (R+) , tada je Riman-Liuvilov frakcioni izvod reda
α 2 (m� 1,m) , m 2 N de�nisan

RL
0Dα

t u = Dm (fm�α � u) = Dm
�
tm�α�1

Γ (m� α)
� u (t)

�
.

U operatorskom obliku: RL0Dα
t u = DmJm�αu.

Ukoliko je konvolucija eksplicitno zapisana

RL
0Dα

t u (t) =
1

Γ (m� α)

dm

dtm

Z t

0

u (τ)

(t � τ)α�m+1
dτ, t > 0,

RL
0Dα

t (J
αu (t)) = u (t) .
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Kaputov frakcioni izvod

De�nicija
Neka je u 2 ACm (R+) , tada je Kaputov frakcioni izvod reda
α 2 (m� 1,m) , m 2 N de�nisan

0Dα
t u = fm�α �Dmu =

tm�1�α

Γ (m� α)
�Dmu.

U operatorskom obliku: 0Dα
t u = Jm�αDmu.

Ukoliko je konvolucija eksplicitno zapisana

0Dα
t u (t) =

1
Γ (m� α)

Z t

0

Dmu (τ)

(t � τ)α�m+1
dτ, t > 0,

Jα (0Dα
t u (t)) = u (t)�

n�1
∑
k=0

tk

k!
Dku (0) .
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Risov frakcioni izvod - I

Risov frakcioni izvod moµze biti Kaputovog tipa. Tada je
de�nisan (β 2 (0, 1) , x 2 R)

E β
x u (x) =

1
2

�
Dβ
+u (x)�Dβ

�u (x)
�

=
1
2

1
Γ(1� β)

jx j�β � d
dx
u(x),

jer je

Dβ
+u (x) =

1
Γ(1� β)

Z x

�∞

d
dζu(ζ)

(x � ζ)β
dζ,

Dβ
�u (x) = � 1

Γ(1� β)

Z ∞

x

d
dζu(ζ)

(ζ � x)β
dζ.

Risov frakcioni izvod uop�tava prvi izvod, ali ne i nulti.
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Risov frakcioni izvod - II

Risov frakcioni izvod Kaputovog tipa (α 2 (1, 2) , x 2 R)

Dα
xu =

1
2
(Dα

+ +Dα
�) u =

1
2Γ (2� α)

1

jx jα�1
� d2

dx2
u (x) .

Risov frakcioni izvod Kaputovog tipa (α 2 (2, 3) , x 2 R)

Dα
xu =

1
2
(Dα

+ +Dα
�) u =

1
2Γ (3� α)

sgn x

jx jα�2
� d3

dx3
u (x) .

Oba uop�tavaju drugi izvod.
De�nicije su (α 2 (n� 1, n)):

Dα
+u (x) =

1
Γ(n� α)

Z x

�∞

dn
dζn u(ζ)

(x � ζ)α�n+1
dζ,

Dα
�u (x) = (�1)n 1

Γ(n� β)

Z ∞

x

dn
dζn u(ζ)

(ζ � x)α�n+1dζ.
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Distribucioni frakcioni izvod - I

Distribucioni frakcioni izvod - de�nisan je kao inverzni operator
FI Jα.

Familija temperiranih distribucija sa nosaµcem u [0,∞)

fα (t) =

8<:
tα�1
Γ(α)H (t) t 2 R, α > 0,
dn
dtn

h
tα�1
Γ(α)H (t)

i
t 2 R, n 2 N, α+ n > 0.

Svojstvo polugrupe

fα � fβ = fα+β, α, β 2 R.
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Distribucioni frakcioni izvod - II

De�nicija
Neka je h 2 S 0+ (R) , tada je distribucioni frakcioni izvod reda
α 2 (m� 1,m) , m 2 N de�nisan

Dα
t h = fm�α �Dmh = Dm [fm�α � h] .

Levi, odnosno desni, inverzni operator FI Jα

Dα
t Jαh = Dm [fm�α � (fα � h)] = Dm [fm � h] = Dmfm � h = h,

JαDα
t h = fα � [fm�α �Dmh] = fm �Dmh = Dmfm � h = h.
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Frakciona talasna jednaµcina Cenerovog tipa

Frakciona talasna jednaµcina Cenerovog tipa predstavljena je sistemom
uz poµcetne i graniµcne uslove (x 2 R, t > 0)

∂

∂x
σ(x, t) =

∂2

∂t2
u(x, t), ε(x, t) =

∂

∂x
u(x, t),

σ(x, t) + τ0Dα
t σ(x, t) = ε(x, t) + 0Dα

t ε(x, t), τ < 1,

u(x, 0) = u0(x),
∂

∂t
u(x, 0) = v0(x), σ(x, 0) = 0, ε(x, 0) = 0,

lim
x!�∞

u(x, t) = 0, lim
x!�∞

σ(x, t) = 0.

U distribucionoj postavci je oblika

∂2

∂t2
u(x, t) = L�1

�
1+ sα

1+ τsα

�
�t

∂2

∂x2
u(x, t)+u0(x)δ0(t)+ v0(x)δ(t).
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Teorema
Neka su u0, v0 2 S 0(R). Tada postoji jedinstveno re�enje
u 2 S 0(R�R+) frakcione talasne jednaµcine Cenerovog tipa

u(x, t) = S(x, t) �x ,t (u0(x)δ0(t) + v0(x)δ(t)),

gde je

S(x, t) =
1
2
+

1
4πi

Z ∞

0

0@s1+ τqαe iαπ

1+ qαe iαπ
e
jx jq

r
1+τqαeiαπ

1+qαeiαπ

�

s
1+ τqαe�iαπ

1+ qαe�iαπ
e
jx jq

r
1+τqαe�iαπ

1+qαe�iαπ

1A e�qt

q
dq,

fundamentalno re�enje, S 2 S 0(R�R+) sa nosaµcem u konusu
jx j < tp

τ
.
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Gra�k re�enja u za u0 = δ i v0 = 0 - I

Slika: Re�enje u(x , t), x 2 (0, 3), t 2 f0.5, 1, 1.5g za α = 0.25.
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Gra�k re�enja u za u0 = δ i v0 = 0 - II

Slika: Re�enje u(x , t), x 2 (0, 6), t 2 f0.5, 1, 1.5g za α = 0.5.
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Gra�k re�enja u za u0 = δ i v0 = 0 - III

Slika: Re�enje u(x , t), x 2 (0, 6), t 2 f0.5, 1, 1.5g za α = 0.75.
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Gra�k re�enja u za u0 = δ i v0 = 0 - IV

Slika: Re�enje u(x , t), x 2 (0, 3), t = 0.5 za α 2 f0.25, 0.5, 0.75g.
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Gra�k re�enja u za u0 = δ i v0 = 0 - V

Slika: Re�enje u(x , t), x 2 (0, 4), t = 1 za α 2 f0.25, 0.5, 0.75g.
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Gra�k re�enja u za u0 = δ i v0 = 0 - VI

Slika: Re�enje u(x , t), x 2 (0, 5), t = 1.5 za α 2 f0.25, 0.5, 0.75g.
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Frakciona talasna jednaµcina linearnog tipa

Frakciona talasna jednaµcina linearnog tipa predstavljena je sistemom
uz poµcetne i graniµcne uslove (x 2 R, t > 0)

∂

∂x
σ(x, t) =

∂2

∂t2
u(x, t), ε(x, t) =

∂

∂x
u(x, t),

n

∑
k=0

ak 0D
αk
t σ(x, t) =

n

∑
k=0

bk 0D
αk
t ε(x, t),

a0
b0
� a1
b1
� . . . � an

bn
,

u(x, 0) = u0(x),
∂

∂t
u(x, 0) = v0(x), σ(x, 0) = 0, ε(x, 0) = 0,

lim
x!�∞

u(x, t) = 0, lim
x!�∞

σ(x, t) = 0.

U distribucionoj postavci je oblika

∂2

∂t2
u(x , t) = L�1

�
∑n
k=0 bk s

αk

∑n
k=0 ak sαk

�
�t

∂2

∂x2
u(x , t) + u0(x)δ

0(t) + v0(x)δ(t).

MI SANU (Beograd) Frakcione talasne jednaµcine 20. V 2014. 19 / 35



Teorema
Neka su u0, v0 2 S 0(R). Tada postoji jedinstveno re�enje
u 2 S 0(R�R+) frakcione talasne jednaµcine Cenerovog tipa

u(x , t) = S(x , t) �x ,t (u0(x)δ0(t) + v0(x)δ(t)),

gde je

S(x , t) =
1
2

r
a0
b0
+

1
4πi

Z ∞

0

0B@
s

∑n
k=0 akqαk e iπαk

∑n
k=0 bkqαk e iπαk

e
jx jq

s
∑nk=0 ak q

αk eiπαk

∑nk=0 bk q
αk eiπαk

�
s

∑n
k=0 akqαk e�iπαk

∑n
k=0 bkqαk e�iπαk

e
jx jq

s
∑nk=0 ak q

αk e�iπαk

∑nk=0 bk q
αk e�iπαk

1CA e�qt

q
dq,

fundamentalno re�enje, S 2 S 0(R�R+) sa nosaµcem u konusu jx j < ct,
c =

q
an
bn
.

MI SANU (Beograd) Frakcione talasne jednaµcine 20. V 2014. 20 / 35



Gra�k re�enja u za u0 = δ i v0 = 0 - I

Neka su: α0 = 0.25, α1 = 0.5, α2 = 0.75, a0 = 1.25, a1 = 1.1, a2 = 1.2,
b0 = 1.4, b1 = 1.3, b2 = 1.5.

t 1

t 2

t 3
t 4

0 1 2 3 4 5
x0

10

20

30

40

50

u x,t

Slika: Re�enje u (x , t) , x 2 (0, 5) , t 2 f1, 2, 3, 4g .
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Gra�k re�enja u za u0 = δ i v0 = 0 - II

Neka su: α0 = 0.25, α1 = 0.5, α2 = 0.75, a0 = 0.008, a1 = 0.006,
a2 = 0.004, b0 = 1.6, b1 = 1.4, b2 = 1.2.

t 0.5

t 1

t 1.5
t 2

0 5 10 15 20 25 30
x0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
u x,t

Slika: Re�enje u (x , t) , x 2 (0, 35) , t 2 f0.5, 1, 1.5, 2g .
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Frakciona talasna jednaµcina Eringenovog tipa

Frakciona talasna jednaµcina Eringenovog tipa predstavljena je
sistemom (x 2 R, t > 0)

∂

∂x
σ(x, t) =

∂2

∂t2
u(x, t), ε(x, t) =

∂

∂x
u(x, t),

σ (x, t)� lαc Dα
xσ (x, t) = E ε (x, t) .

Pretpostavljajúci re�enje frakcione talasne jednaµcine Eringenovog tipa
u harmonijskom obliku

u (x, t) = u0ei(ωt�kx), ω > 0, k 2 R.
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Disperziona jednaµcina

Dobija se disperziona jedanµcina

ω (k) = � c0kq
1� cos απ

2 (lc jkj)
α
, c0 =

p
E/ρ.

Za k > 0 disperziona jednaµcina

a
c0

ω (k) = ka
1r

1�
�
lc
a

�α
(ka)α cos απ

2

,

se poredi sa disperzionom jednaµcinom za Born-Karmanov model

a
c0

ωbk (k) = 2 sin
ka
2
.

Dobije se optimalni α0 = 2.833 i lc �= 0.587a (za Eringenov
model je lc �= 0.386a).
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Gra�k disperzione jednaµcine - I

Slika: Disperzione krive za frakcionu talasnu jedanµcinu Eringenovog tipa -
α 2 f1, 1.5, 2, 2.5, 3g.
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Gra�k disperzione jednaµcine - II

Slika: Pore�enje disperzionih krivih.
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Prostorno-vremenska FTJ Cenerovog tipa

Prostorno-vremenska FTJ Cenerovog tipa predstavljena je sistemom uz
poµcetne i graniµcne uslove (x 2 R, t > 0)

∂xσ(x, t) = ∂ttu(x, t), ε(x, t) = E β
x u(x, t),

σ(x, t) + τ0Dα
t σ(x, t) = ε(x, t) + 0Dα

t ε(x, t), τ < 1,

u(x, 0) = u0(x), ∂tu(x, 0) = v0(x), σ(x, 0) = 0, ε(x, 0) = 0,

lim
x!�∞

u(x, t) = 0, lim
x!�∞

σ(x, t) = 0.

U distribucionoj postavci je oblika

∂ttu(x, t) = Lα
t ∂xE β

x u(x, t) + u0(x)δ0(t) + v0(x)δ(t), u K0(R2),

Lα
t = L�1

�
1+ sα

1+ τsα

�
�t =

�
1
τ

δ(t) +
�
1
τ
� 1
�
e 0α(t)

�
�t , t > 0,
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Teorema
Neka su α 2 [0, 1), β 2 [0, 1), τ 2 (0, 1) i neka je u0, v0 2 L1 (R).
Tada postoji jedinstveno uop�teno re�enje u 2 K0

�
R2
�
,

supp u � R� [0,∞) , prostorno-vremenske FTJ Cenerovog tipa sa
poµcetnim i graniµcnim uslovima, dato u obliku (x 2 R, t > 0)

u(x, t) =
1
2π2

�
δ0 (t) u0 (x) + δ (t) v0 (x)

�
�x ,t P (x, t) ,

P (x, t) = I (x, t)�
�

∂

∂t
J1 (x, t) +

∂2

∂t2
J2 (x, t)

�
es0t ,

gde je
J1 = i

�
J+1 � J�1

�
, J2 = J+2 + J

�
2 .

Funkcije I , J+1 , J
�
1 , J

+
2 i J�2 su ograniµcene i neprekidne po x i

neprekidne eksponencijalno ograniµcene po t.
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Teorema
Neka su svi uslovi prethodne teoreme zadovoljeni. Neka je u 2 K 0

�
R2
�
,

sa nosaµcem u R� [0,∞) , uop�teno re�enje prostorno-vremenske FTJ
Cenerovog tipa sa poµcetnim i graniµcnim uslovima, dato u obliku (x 2 R,
t > 0)

u(x, t) = (u0(x)δ (t) + v0(x)H (t)) �x ,t K (x, t) ,

gde je K distribucioni limit u K 0
�
R2
�
:

K (x, t) = lim
ε!0

Kε (x, t) ,

Kε (x, t) =
1
π

Z ∞

0
S (ρ, t) cos (ρx) e�

(ερ)2

4 dρ,

gde je
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S (ρ, t) =
1
2πi

Z ∞

0

0B@ 1

q2 + 1+qαeiαπ

1+τqαeiαπ ρ1+β sin βπ
2

� 1

q2 + 1+qαe�iαπ

1+τqαe�iαπ ρ1+β sin βπ
2

1CA qe�qt dq

+
sest

2s + α(1�τ)sα�1
(1+τsα )2

ρ1+β sin βπ
2

��������
s=sz (ρ)

+
sest

2s + α(1�τ)sα�1
(1+τsα )2

ρ1+β sin βπ
2

��������
s=s̄z (ρ)

.

sz su nule Ψα (s) = s2 + θ 1+sα

1+τsα , θ = ρ1+β sin βπ
2 .

Za pogodno odabrano s0 > 0, Kε (x , t) e�s0t je ograniµcena i neprekidna po
x 2 R, t > 0, za svako ε 2 (0, 1] .
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Specijalni sluµcajevi - I

Polazéci od

u (x, t) = (u0 (x) δ (t) + v0 (x)H (t)) �x ,t Kα,β (x, t) ,

gde je

K̃α,β (x, s) =
1
π

Z ∞

0

s

s2 + 1+sα

1+τsα ρ1+β sin βπ
2

cos(ρx)dρ.

Ako α ! 0, tada je

K̃0,β (x, s) =
1
π

Z ∞

0

s

s2 + 2
1+τ ρ1+β sin βπ

2

cos (ρx)dρ,

odnosno

K0,β (x, t) =
1
π

Z ∞

0
cos

 
t

r
2

1+ τ
ρ1+β sin

βπ

2

!
cos (ρx)dρ.
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Specijalni sluµcajevi - II

U smislu distribucija je (c =
p
2/ (1+ τ))

K0,β (x, t) =
1
2π

Z ∞

0

 
cos

  
x + ct

s
1

ρ1�β
sin

βπ

2

!
ρ

!

+ cos

  
x � ct

s
1

ρ1�β
sin

βπ

2

!
ρ

!!
dρ.

Za β = 0 dobija se

K0,0 (x, t) =
1
π

Z ∞

0
cos (xρ)dρ = δ (x) .

Za β = 1 dobija se

K0,1 (x, t) =
1
2π

Z ∞

0
(cos ((x + ct) ρ) + cos ((x � ct) ρ))dρ, x 2 R, t > 0,

=
1
2
(δ (x + ct) + δ (x � ct)) .
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Gra�k re�enja u za u0 = δ i v0 = 0 - I

Neka su: α = 0.25, β = 0.45, τ = 0.1, ε = 0.01.

Slika: Pomeranje u (x , t) za t 2 f0.5, 1, 1.5, 2g kao funkcija x .
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Gra�k re�enja u za u0 = δ i v0 = 0 - II

Neka su: α = 0.25, τ = 0.1, ε = 0.01.

Slika: Pomeranje u (x , t) za t 2 f0.5, 1, 1.5, 2g kao funkcija x : puna linija
- β = 0.45, isprekidana linija - β = 1.
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Gra�k re�enja u za u0 = δ i v0 = 0 - III

Neka su: α = 0.25, τ = 0.1, ε = 0.01.

Slika: Pomeranje u (x , t) za t = 1 kao funkcija x .
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