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КВАДРАТУРНИ ПРОЦЕСИ И НОВЕ ПРИМЕНЕ 

1. Увод у квадратурне процесе 

          Најзначајније откриће у нумеричкој анализи у 19. веку биле су Гаусове 
квадратурне формуле из 1814. године.  Гаус1 [11] ((((((( је драматично унапредио Њутнове2 
идеје о нумеричкој интеграцији  из 1676. године, увећавајући алгебарски степен 
тачности квадратурне формуле  
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са 𝑛 − 1 на 2𝑛 − 1. У Њутновом приступу, чворови  𝜏$, … , 𝜏", тј. тачке у којима се 
израчунава вредност функције 𝑡 ↦ 𝑓(𝑡) били су еквидистантни. Дванаест година након 
Гауса, Јакоби3  је дао елегантно алтернативно извођење Гаусових формула, а за даље 
доприносе и прерастање овог открића у теорију током друге половине деветнаестог века 
заслужни су  Мелер4, Хајне5, Радау6 и многи други, међу којима се посебно издваја 
Кристофел7, који је 1877. године дао значајну генерализацију Гаусових формула за 
произвољне тежинске функције или мере, и тиме омогућио фундаменталну везу са 
ортогоналним полиномима и верижним разломцима. Такве формуле са максималним 
(алгебарским) степеном тачности данас су познате као Гаус-Кристофелове квадратурне 
формуле, при чему су ортогонални  полиноми  главни алат у овој теорији. За анализу 
грешке 𝑅"(𝑓) ових формула у разним класама функција, као и конвергенцију низа 
квадратурних формула, заслужни су Марков8, Стилтјес9, Успенски10, итд. 
       Први значајан прогрес у конструкцији Гаус-Кристофелових формула (чворова 
𝜏! 		и тежинских коефицијената 𝐴!) за произвољну позитивну меру dμ на ℝ са коначним 
или неограниченим носачем, за коју сви моменти 𝜇𝑘 постоје и 𝜇0 > 0, дали  су 1969. 
године Голуб11 и његов сарадник Велш12 [21],  редукујући  конструкцију на проблем 
сопствених вредности за симетричну три-дијагоналну (тзв. Јакобијеву) матрицу  

 

 
1 Carl Friedrich Gauß (1777–1855), немачки математичар и физичар. 
2 Isaac Newton (1643–1727), енглески математичар и физичар. 
3 Carl Gustav Jacob Jacobi (1804–1851), немачки математичар. 
4 Gustav Ferdinand Mehler (1835–1895), немачки математичар. 
5 Heinrich Eduard Heine (1804–1851), немачки математичар. 
6 Jean Charles Rodolphe Radau (1835–1911), француски астроном и математичар, рођен на територији 
данашње Пољске. 
7 Elwin Bruno Christoffel (1829–1900), немачки математичар и физичар. 
8 Андре́й Андре́евич Ма́рков (1856–1922), руски математичар. 
9 Thomas Joannes Stieltjes (1856–1894), холандски математичар. 
10 Яков Викторович Успенский (1883–1947), руски и амерички математичар (познат и као James Victor 
Uspensky као професор Универзитета у Станфорду, САД). 
11 Gene Howard Golub (1932–2007), амерички математичар, био је професор Универзитета у Станфорду, 
САД. 
12 John H. Welsch (нема доступних података). 
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so that the continued fraction representation (0.4) gets the following form

σn(x)

πn(x)
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λn,k

x− xn,k

. (0.6)

The coefficients λn,k are exactly the weight coefficients (Christoffel numbers) in

the Gauss-Christoffel quadrature formula (0.1) and they can be expressed by the

so-called Christoffel function λn( dµ; t) (cf. [33, Chapters 2 & 5]) in the form

Ak = λn( dµ; τk), k = 1, . . . , n,

and zeros of the polynomial πn(t) are the nodes of (0.1), i.e., τk = xn,k, k = 1, . . . , n.
Using procedures of numerical linear algebra, notably the QR or QL algorithm, it

is easy to compute the zeros of the orthogonal polynomials πn(t) rapidly and efficiently

as eigenvalues of the Jacobi matrix of order n associated with the measure dµ,
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The first components of the corresponding normalized eigenvectors vk = [vk,1 . . . vk,n]
T

(vT
k vk = 1) give also immediately the Christoffel numbers Ak = λn,k = β0v

2
k,1,

k = 1, . . . , n, where β0 = µ0 =
!
R
dµ(t) (cf. Golub and Welsch [27]).

In this section we consider Gauss-Christoffel quadratures (0.1) on real semiaxis

(0,+∞) for absolutely continuous measures, which can be expressed as dµ(t) =

w(t) dt, where the weight function t *→ w(t) is non-negative and measurable in

Lebesgue’s sense for which all moments exists and µ0 > 0. Numerical construc-

tion of (Gaussian) quadrature parameters (the nodes τk and Christoffel numbers Ak,

k = 1, . . . , n) in " +∞

0

f(t)w(t) dt =
n#

k=1

Akf(τk) +Rn(f), (0.8)

requires knowledge of the first n recursive coefficients αk and βk, k = 0, 1, . . . , n− 1.

Recent progress in symbolic computation and variable-precision arithmetic now

makes it possible to generate the coefficients αk and βk in the three-term recur-

rence relation (0.3) directly by using the original Chebyshev method of moments in

sufficiently high precision. Respectively symbolic/variable-precision software for or-

thogonal polynomials is available: Gautschi’s package SOPQ in Matlab (cf. [45]) and

our Mathematica package OrthogonalPolynomials [8], [53]. Thus, all that is re-

quired is a procedure for (symbolic) calculation of the moments in variable-precision

arithmetic. Such an approach enables us to overcome the numerical instability. The

Gaussian parameters can be obtained very easy by the stable Golub-Welsch proce-

dure [27], realized in the Mathematica Package OrthogonalPolynomials as the

function aGaussianNodesWeights, which has different calling formats (see [8], [53]).



Низови (𝛼𝑘) и (𝛽𝑘) су коефицијенти у трочланој рекурентној релацији 
𝜋𝑘+1(𝑡) = (𝑡 − 𝛼𝑘)𝜋𝑘(𝑡) − 𝛽𝑘𝜋𝑘−1(𝑡),     𝜋0(𝑡) = 1,  𝜋−1(𝑡) = 0, 

за низ моничних ортогоналних полинома 𝜋𝑘(⋅) = 𝜋𝑘(dμ; ⋅)  у односу на скаларни производ 
дефинисан на скупу свих полинома 𝒫 помоћу 

(𝑝, 𝑞) = ∫ 𝑝(𝑡)𝑞(𝑡)
ℝ

dμ(t)   (𝑝, 𝑞 ∈ 𝒫). 

Чворови квадратуре τk	, 𝑘 = 1,… , 𝑛, су сопствене вредности Јакобијеве матрице 𝐽"(𝑑𝜇),  
а  прве компоненте 𝑣!,$	одговарајућих нормализованих сопствених вектора 𝑣! 	дају 
тежинске коефицијенте (Кристофелове бројеве) Гаусових квадратура,  

 
где су  

 
 Низови (𝛼𝑘) и (𝛽𝑘) зависе само од мере dμ, тј. тежинске функције 𝑤(𝑡) = dμ/dt  ако је  
мера апсолутно непрекидна, али су они нажалост познати, у експлицитном облику, само 
за неке уске класе тежинских функција, какве су, на пример, класичне тежине: Јакобијева   
тежина 𝑤(𝑡) = (1 − 𝑡)𝛼(1 + 𝑡)𝛽, 𝛼, 𝛽 > 1, на  (−1,1); генералисана Лагерова13 тежина 
𝑤(𝑡) = 𝑡𝛼e−𝑡,   𝛼 > 1,  на  (0, ∞) ;  и Ермитова14  тежина 𝑤(𝑡) = e−𝑡2

на  (−∞, ∞). Класични 
ортогонални полиноми су зато заузели значајну улогу у применама.  
  Други значајан прогрес се десио почетком осамдесетих година прошлог века, када 
је  Вoлтер Гаучи15  у серији радова, препознавши низове коефицијената (𝛼𝑘) и (𝛽𝑘) као 
фундаменталне величине, развио тзв. конструктивну теорију ортогоналних полинома на 
ℝ (видети [12], [13]).   
 Заиста, исти рекурзиони коефицијенти (𝛼𝑘) и (𝛽𝑘) појављују се и у Јакобијевом 
верижном разломку, који је придружен мери dμ (Стилтјесова трансформација мере) 
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који је иначе рационална функција 𝑅(𝑧), нуле ортогоналног полинома 𝑧 = 𝜏𝑘
(𝑛), 𝑘 =

1, … , 𝑛, су њени прости полови. У бројиоцу ове рационалне функције су тзв. придружени 
полиноми 𝜎𝑛(𝑧), који такође задовољавају претходну трочлану рекурентну релацију, са 
истим рекурзивним коефицијентима, али са другим почетним условима: 𝜎0(𝑡) = 0  и  
𝜎−1(𝑡) = −1. Развојем рационалне функције 𝑅(𝑧) у парцијалне разломке добијамо 
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13 Edmond Nicolas Laguerre (1834–1886), француски математичар. 
14 Charles Hermite (1822–1901), француски математичар. 
15 Walter Gautschi (1927– ), амерички математичар швајцарског порекла. 
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где  су 𝐴𝑘
(𝑛) одговарајући остаци 

 
С друге стране, Гаус-Кристофелова квадратурна формула 

 
која је тачна за све полиноме степена не вишег од 2𝑛 − 1, тј. 𝑅𝑛(𝒫2𝑛−1) = 0, има управо  
𝐴𝑘

(𝑛) као тежинске коефицијенте и 𝜏𝑘
(𝑛)  као чворове, што даје фундаменталну везу између 

ортогоналних полинома, верижних разломака и Гаусових квадратурних формула.  
 Kонструктивна теорија ортогоналних полинома укључује: (1) ефективне  
алгоритме за нумеричко генерисање ортогоналних полинома, тј. коефициената  (𝛼𝑘) и 
(𝛽!), 𝑘 ≤ 𝑁 − 1, за унапред задато  𝑁 и призвољну меру (метод модификованих  
момената, дискретизованна Стилтјес-Гаучијева процедура, Ланцошев16 алгоритам); (2) 
строгу анализу стабилности таквих алгоритама; (3) опште алгоритме за модификације 
мера помоћу линеарних и квадратних фактора и делитеља;  (4) више нових примена 
ортогоналних полинома; и (5) неопходан софтвер за имплементацију таквих алгоритама 
и одговарајућих примена.  
  Током 1983. године имао сам срећу да отпочнем интензивну сарадњу са Волтером 
Гаучијем која траје до данашњих дана,  из које је проистекло десетак заједничких радова  
и која је имала значајан утицај на моју научну оријентацију, али  и мојих сарадника.  
Волтерова конструктивна теорија је отворила врата и дала инспирацију за  нови приступ 
ортогоналности, конструкцију великог броја нових класа строго некласичних 
орртогоналних полинома, веома често и у односу на извесне егзотичне тежинске 
функције, као и опсежан нумерички рад са таквим полиномима, укључујући низ нових 
примена.  Навешћу само неколико главних праваца истраживања који су обележили моју 
научну каријеру у последње три деценије: 

• Развој нових класа  ортогоналних полинома и одговарајућих квадратурних 
формула. 

•   Сплајн апроксимације које задржавају максимални број момената ([17], [10], 
[36]). 

• Развој ортогоналности на  јединичној полукружници и кружном луку у односу 
на нехермитски скаларни произввод ([16], [20], [30], [54]). 

• Конструктивни приступ у развоју 𝒔 и 𝝈-ортогоналности, чиме  је покренут даљи 
развој квадратурних процеса (максималног степена тачности) са вишеструким 
чворовима, који је након увођења средином прошлог века (Туран17, Чакалов18, 
Поповићи19,  Гисети20, Осичини21,  Станку22, …)  ушао у засићење због непосто-

 
16 Corelius Lanczos (1893–1974), мађарско-амерички математичар и физичар. 
17 Pál Turán (1910–1976), мађарски математичар. 
18 Любомир Николов Чакалов (1886–1963), бугарски математичар. 
19 Tiberiu Popoviciu (1906–1975), румунски математичар. 
20 Aldo Ghizzetti (1908–1992), италијански математичар. 
21 Alessandro Ossicini (1921–1999), италијански математичар. 
22 Dimitrie D. Stancu (1927–2014), румунски математичар. 
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Therefore, this continued fraction representation has the following
form
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∫
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πn(t)
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(n)
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dµ(t).

Thus, the coe!cients A(n)
k are exactly the weight coe!cients

(Christo”el numbers) in the GCQF, and τ
(n)
k its nodes,

∫

R

f(t)dµ(t) =
n
∑

k=1

A
(n)
k f(τ (n)k ) +Rn(f),
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јања алгоритама за стабилну конструкцију. Наши алгоритми ([29], [19], [36]) 
обезбедили су даљи интензиван развој ове важне области ([55], [61], [56], [57]). 

•   Развој ортогоналности на радијалним зрацима у комплексној равни ([33], [37]). 
•   Развој метода код вишеструке (мулитпл) ортогоналности и Боргесових23 

квадратура [58], генералисаних Биркхоф24-Јангових25 квадратура [39],  итд.   
•   Примене у разним областима  нумеричке и примењене анализе  (нумеричка 

интеграција [39], интерполациони процеси [24], интегралне једначине [25–28]).  
•   Интеграција брзо осцилаторнних функција [34]. 
•   Методи за сумирање спороконвергентних редова  ([15], [31], [32], [40]). 
•   Развој ортогоналних неполиномиалних система и одговарајућих квадратурних 

процеса ([35], [46], [60]). 
•  Развој нестандардних квадратурних формула максималног степена тачности ([7], 

[43–45], [47–50]), итд. 
 У овој приступној беседи осврнућу се само на неке од ових праваца и укратко 
описати главне резултате, посебно оне добијене након мог избора за дописног члана 
САНУ26 (2006). Поред кратког прегледа наших резултата за Гаус-Кристофелове 
квадратурне формуле у односу на некласичне тежинске функције на ℝ', у даљем тексту 
бавимо се сумирањем споро конвергентних редова, генерализацијама Биркхоф-Јангове 
квадратуре, нестандардним квадратурама Гаусовог типа, као и методима за решавање 
Фредхолмове27 интегралне једначине друге врсте. 
 Поред многобројних примена у математици (нумеричка анализа, теорија 
апроксимација, вероватноћа и статистика, оптимизација, ….), као и у физици, теоријској 
хемији, телекомуникацијама, електромагнетици, и многим другим примењеним наукама 
и инжењерству, квадратурне формуле су нашле у последње време, за многе, неочекивану 
примену и у тзв. комплексним мрежама. Такве мреже обезбеђују моделе за разне 
системе (физичке, биолошке,  друштвене, …), као на пример, транспортне мреже,  
молекуларне структуре, генске и протеинске интеракције, интернет (видети део 
интернет мреже на сл. 1.1), итд. Анализа помоћу графова обезбеђује квантитативне алате 
за проучавање комплексних мрежа, при чему се углавном користе методи из области 
спектралне  теорије графова, линеарне и мултилинеарне алгебре, теорије апроксимација,  
теорије вероватноће, оптимизације, итд. Тако се, у последње време, створила 
мултидисциплинарна наука о мрежама28, а основан је и нови часопис Journal of Complex 
Networks у издању Oxford University Press.  Не улазећи у моделе (и алгоритме за њихово 
генерисање), којима се веома квалитетно апроксимирају многи системи, како природни 
тако и они створени људским умом (интернет, мрежа цитирања, WWW, …), многи 
проблеми у квантитативној анализи комплексних мрежа се своде на израчунавање (или 
процену вредности) билинеарне форме облика 𝐮(𝑓(𝐴)𝐯, где је 𝐴 матрица суседства у 
графу (велике димензије), 𝑓(𝑡)  аналитичка функција (на пример, 𝑓(𝑡) = exp(𝑡))  и  𝐮 и  
𝐯  су погодно изабрани вектори. Након извесних трансформација, билинеарна форма се   

 
23 Carlos Freitas Borges (1961– ), амерички математичар. 
24 Garrett Birkhoff (1911–1996), амерички математичар. 
25 David M. Young Jr. (1923–2008), амерички математичар.  
26 У приступном предавању под насловом  Квадратурни процеси – развој и нови правци, које сам одржао 
на 7. скупу Одељења за математику, физику и гео-науке (26.10.2007.) и које је објављено у раду [38], 
детаљније су приказане квадратуре са вишеструким чворовима, ортогоналност у односу на момент 
функционеле са одговарајућим квадратурама, као и квадратуре Гаусовог типа за Минцове системе [(Chaim) 
Herman Müntz (1884–1956), немачки математичар]. 
27 Erik Ivar Fredholm (1866–1927), шведски математичар. 
28 Network science, na engleskom. 



може изразити помоћу интеграла ∫ 𝑓(𝑡)dµ(𝑡))
* ,  и тада се за његово израчунавање могу 

користити квадратурне формуле Гаусовог типа. 

 
Слика 1.1. Део интернета као пример комплексне мреже 

2. Гаус-Кристофелове квадратуре за некласичне тежине на ℝ! 

  Захваљујући методама развијених у оквиру конструктивне теорије ортогоналности, 
израчунавање коефицијената (𝛼𝑘) и (𝛽𝑘), у општем	случају,	 се реализује нумеричким 
методама (видети [12], [13], [42]). При њиховој нумеричкој конструкцији јавља се 
проблем велике нестабилности, у односу на мале пертурбације улазних величина. 
Међутим, прогрес који је учињен последњих двадесетак година у симболичком 
израчунавању и у тзв. аритметици променљиве прецизности, данас омогућава генерисање 
низова рекурзивних коефицијената понекад и директном применом оригиналног 
Чебишевљевог метода момената, уз коришћење  аритметике довољно високе 
прецизности, што омогућава превазилажење нумеричке нестабилности! Такви	софтвери 
за ортогоналне полиноме и квадратурне формуле су данас доступни:  

• Matlab-пакет  SOPQ (Гаучи: https://www.cs.purdue.edu/archives/2002/wxg/); 
• Mathematica-пакет OrthogonalPolynomials (видети [7], [52]: доступан на сајту 

Математичког института САНУ http://www.mi.sanu.ac.rs/~gvm/). 

 У даљем тексту размотрићемо конструкцију ортогоналних полинома и 
одговарајућих Гаус-Кристофелових квадратурних формула на интервалу (0, +∞)  за 
неколико типичних строго некласичних тежина (видети [15], [31], [39], [41]). 

2.1. Бозе29-Ајнштајнова30 и Ферми31-Диракова32 тежинска функција. Oве тежинске 
функције су дефинисане на реалној полуоси (0, +∞)  помоћу  

 

 
29 Satyendra Nath Bose (1894–1974), индијски математичар и теоријски физичар. 
30 Albert Einstein (1879–1955), теоријски физичар, творац теорије релативности, јеврејског порекла, рођен 
у Немачкој. Радио је у Швајцарској, Немачкој и САД-у. 
31 Enrico Fermi (1901–1954), италијански физичар. 
32 Paul Adrien Maurice Dirac (1902–1984), енглески теоријски физичар. 
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dµ(t) = exp(→t2) dt [0,∞)

[0, c] c > 0

w(t) = exp(→t3/3) (0,+∞)

w(t) = 1/!(t) (0,+∞)

(0,+∞)

w1(t) = ω(t) =
t

et → 1
w2(t) = ε(t) =

1

et + 1
,



респективно. Одговарајуће квадратурне формуле користе се за апроксимацију 
независних честица термодинамичких променљивих у проблемима физике чврстог 
стања, како за бозоне тако и за фермионе. По први пут у литератури, у нашем раду [15], 
како  је приметио  референт у Math. Reviews MR0771039 (86j:65028), појављује се 
систематска анализа алгоритма за конструкцију квадратурних формула високе 
прецизности за интеграцију на (0, +∞) са Бозе-Ајнштајновом и Ферми-Дираковом 
дистрибуцијом.  
 Моменти, у оба случаја, се могу израчунати егзактно у терминима Риманове33 
зета функције, 

 
Помоћу нашег Mathematica-пакета OrthogonalPolynomials, са следећим командама (у 
случају Бозе-Ајнштајнове тежине) 
       << orthogonalPolynomials‘ 
       mEin =Table[(k+1)! Zeta[k+2], {k,0,100}]; 
      {alE, beE} = aChebyshevAlgorithm[mEin, WorkingPrecision->55];  

добијамо  првих 50 рекурентних коефицијената ({alE, beE})  са максималном релативном 
грешком 3.31 × 10+,$, коришћењем аритметике са 55 децималних цифара, тако да сада 
можемо израчунати Гаусове параметре (чворове и тежинске коефицијенте) за свако 𝑛 ≤
50. На пример, за 𝑛 = 10, са командама 
        PGQ[n_] :=aGaussianNodesWeights[n,alE,beE,WorkingPrecision->25, Precision->20]  
        {n10, w10} = N[PGQ[10],20]  

добијамо квадратурне чворове и тежинске коефицијенте (са 20 коректних децималних 
цифара) 
       {{0.17127645878001723630, 0.89167285640716281560,  2.1546962419952769267,                  

3.9409621944320753085, 6.2730549781202005837, 9.2198332084047489872, 
12.896129024261770678, 17.492620202296984539, 23.375068766890757875,        
31.480929908705477946}, {0.40175819838719705508, 0.61781515020685988777, 
0.43092384916712431584, 0.16018318534772922234, 0.031116001568317075487, 
0.0030029502799063140584, 0.00013244003563186081692, 2.2807340153227672644*10^-6, 
1.1114755872888526597*10^-8, 6.6895094339315858173*10^-12}} 

 
2.2. Хиперболичке тежинске функције. За хиперболичке тежине  

 
на ℝ', моменти се могу израчунати егзактно у облику 

 
33 Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826–1866), немачки математичар. 
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где су 𝐸! Ојлерови34 бројеви дефинисани функцијом генератрисе 

 
а 𝜓(z) је логаритамски извод гама функције ψ(z) = Γ′(z)/Γ(z),  познат као дигама функција.  
 За конструкцију Гаусових формула, на пример, у односу на тежинску функцију 
𝑤$ за свако 𝑛 ≤ 50 неопходни су моменти за 𝑘 ≤ 99. Следећи низ команди 
        << orthogonalPolynomials‘  
        mom1=Join[{1,Log[2]},Table[(2^(k-1)-1)k!/4^(k-1)Zeta[k],{k,2,99}]]; 
        {al,be}=aChebyshevAlgorithm[mom1, WorkingPrecision -> 100];  
 
обезбеђује првих 50 рекурентних коефицијента са максималном релативном грешком 
3.65 × 10+-.. 
 Значај хиперболичких тежина  изнео је  познати руски математичар Никишин35 у 
свом пленарном предавању на Светском Конгресу у Хелсинкију 1978. године. Он је 
указао на важност неких некласичних ортогоналних полинома, посебно предлажући,  
ако је могуће, добијање експлицитних облика полинома ортогоналних у односу на 
хиперболичку тежинску функцију 

 
Делимични одговор на његово питање дали су Дик Аски36  и његов докторанд Вилсон37 
током 1979–1982 серијом радова у америчком часопису SIAM Journal on Mathematical 
Analysis. Интересантно је поменути да је ову функцију разматрао и наш математичар, 
академик Михаило Петровић38, само у другом контексту [64]. 
 Како се моменти за ову тежинску функцију могу тачно израчунати помоћу 
Риманове зета  функције или Бернулијевих39 бројева,  

 
34 Leonhard Euler (1707–1783), велики швајцарски математичар. 
35 Евгений Михайлович Никишин (1945–1986), руски математичар. 
36 Richard Askey (1933–2019), амерички математичар. 
37 James A. Wilson, амерички математичар. 
38 Михаило Петровић Алас (1878–1943), српски математичар, члан Српске краљевске  академије и 
оснивач Београдске математичке школе. 
39 Jacob Bernoulli (1654–1705), швајцарски математичар. 
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A general problem with the weight function w(t) = [ε(t)]r, where r ∈ N, can be

also consider in a similar way. In that case, the corresponding moments µ
(r)
k (ε), r > 1,

can be obtained recursively by

µ
(r)
k (ε) =

k + r

r − 1
µ
(r−1)
k (ε)− µ

(r−1)
k+1 (ε).

For example, µ
(2)
k (ε) = (k + 2)![ζ(k + 2)− ζ(k + 3)], k ∈ N0 (cf. [25], [23]).

Integrals with this weight frequently appear in solid state physics, e.g., the to-

tal energy of thermal vibration of a crystal lattice can be expressed in the form! +∞
0

f(t)ε(t) dt, where f(t) is related to the phonon density of states. Also, integrals

of this type can be used for summation of slowly convergent series (cf. [25]).

3
◦ Fermi-Dirac weight w(t) = ϕ(t) = 1/(et + 1) on (0,+∞). The moments are

given by

µk(ϕ) =

" +∞

0

tk

et + 1
dt =

%
log 2, k = 0,

(1− 2
−k
)k!ζ(k + 1), k > 0.

Integrals with this weight are encountered in the dynamics of electrons in metals, as

well as in summation of the slowly convergent series (see [25]).

Gaussian quadratures with respect to the next two hyperbolic weights can be

applied in summation of slowly convergent series (see [?], [39], [43]).

4
◦ Hyperbolic weights w1(t) = 1/ cosh2 t and w1(t) = sinh t/ cosh2 t on (0,+∞).

The moments can be calculated exactly as
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5
ψ(k−1)

(1/4)− ψ(k−1)
(3/4)

6
, k = 2, 4, . . . ,

where Ek are Euler’s numbers, defined by the generating function

2

et + e−t
=

+∞#

k=0

Ek
tk

k!
,

and ψ(z) is the so-called digamma function, i.e., the logarithmic derivative of the

gamma function, given by ψ(z) = Γ′
(z)/Γ(z).

Mathematica evaluates derivatives ψ(n)
(z) to arbitrary numerical precision, us-

ing the function PolyGamma[n,z]. In our case, executing the following commands:

и
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where Ek are Euler’s numbers, defined by the generating function

2

et + e−t
=

+∞#

k=0

Ek
tk

k!
,

and ψ(z) is the so-called digamma function, i.e., the logarithmic derivative of the

gamma function, given by ψ(z) = Γ′
(z)/Γ(z).

Mathematica evaluates derivatives ψ(n)
(z) to arbitrary numerical precision, us-

ing the function PolyGamma[n,z]. In our case, executing the following commands:

и

E.M. Nikishin: The Padé approximats In: Proc. International
Congress of Mathematicians, Helsinki, 1978 (O. Lehto, ed.), Vol.
2, Helsinki, 1980, pp. 623–630

w(t) =
1

e2π
√
t − 1

[0,∞).
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применом Mathematica-пакета OrthogonalPolynomials, у симболичком моду, добијамо 
низове коефицијената (𝛼𝑘) и (𝛽!),		 

 
и 

 
респективно. Мада смо у могућности да симболички одредимо (разумно) велики број 
ових коефицијента, који постају све гломазнији разломци, питање њихових 
експлицитних израза  остаје мистерија! 
 
2.3. Тежинска функција  𝒕 ↦ 𝐞𝐱𝐩c−𝒕+𝜶 − 𝒕𝜷d, 𝜶,𝜷 > 𝟎.  Када је 𝛼 = 𝛽 > 𝟎  имамо 
“лакши случај“, када се моменти могу тачно одредити у облику 

 
где је 𝐾1(𝑧) модификована Беселова40 функција друге врсте. У том случају, на пример за 
𝛼 = 𝛽 = 2  (са WorkingPrecision -> 120) добијамо првих 100 рекурентних коефицијената 
са максималном релативном грешком мањом од 2.21 × 10+,. или са око 22 тачне 
децималне цифре. Ово показује да процес конструкције веома сензитиван, који у 
најгорем случају изазива губитак од око 98 децималних цифара! 

 Општи случај је много компликованији и захтева коришћење Мејерове41 𝐺 
фунције 

 
где празан производ треба интерпретирати као 1  (1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑞, 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑝). За неке 
специфичне вредности параметара 𝛼	и	𝛽 можемо добити моменте у аналитичком 
облику, на пример,  

 
40 Friedrich Wilhelm Bessel (1784–1846), немачки астроном, математичар, физичар и геодета. 
41 Cornelis Simon Meijer (1904–1974), холандски математичар. 
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Напоменимо да овакве “егзотичне” тежинске функције налазе примену у тзв. тежинским 
(полиномским) апроксимацијама на ℝ' за “убијање” сингуларитета на крајевима 
интервала  и одговарајућим квадратурним формулама Гаусовог типа за интеграцију 
функција са експоненцијалним растом у околини нуле и/или бесконачности (за детаље 
видети [24], [27], [41]). 

3. Сумирање споро конвергентних редова   

 Споро конвергентни редови се појављују у многим проблемима у математици, 
физици, инжењерству и другим наукама.  
 Нека је {𝑆"}"#$2  низ парцијалних сума реда, за који је  𝑆 = lim

"→2
𝑆"		и 

lim
"→2

𝑆"'$ − 𝑆
𝑆" − 𝑆

= 𝜌. 

Ако је −1 ≤ ϱ < 1, за низ кажемо да конвергира линеарно, док за 𝜚 = 0 конвергенција је 
хиперлинеарна. За 𝜚 = 1 кажемо да низ конвергира логаритамски, док за |ϱ| > 1 имамо 
дивергенцију низа.  
 Постоји велики број нумеричких метода, базираних на линеарним и нелинеарним 
трансформацијама, за убрзавање конвергенције низова, а самим тим и за сумирање тзв. 
споро конвергентних редова (на пример, Чезаро42 сумирање, Ајткиновa43 
∆, −трансформација, Вин44-Шанксов45 𝜀 −алгоритам, 𝐸 −алгоритам, трансформација, 
ρ −алгоритам, итд.). Основна идеја ових метода је да се на  низ парцијалних сума {𝑆"}"#$2  
споро конвергентног реда 𝑆	 �= lim

"→2
𝑆"		�	примени тзв. убрзавајућа трансформација 

{𝑆"}"#$2 → {𝑇"}"#$2  , задржавајући притом исту суму, али тако да је 

lim
"→2

𝑇" − 𝑆
𝑆" − 𝑆

= 0. 

 Међутим, наши сумационо-квадратурни методи за споро конвергентне редове,  

𝑇4 = ( 𝑓(𝑘)
'2

!#4

										и											𝑆4 = ((−1)!
'2

!#4

𝑓(𝑘), 

о којима ће овде бити речи, засновани су на интеграцији и захтевају два корака:  
 

42 Ernesto Cesàro (1859–1906), италијански математичар. 
43 Alexander Aitken (1895–1967), познати математичар са Новог Зеланда. 
44 Peter Wynn (1931–2017), енглески математичар. 
45 Daniel Shanks (1917–1996), амерички математичар. 

Quadrature processes and new applications 7

and it is suitable for both symbolic and numerical manipulation and its value can be

evaluated with an arbitrary precision. In many special cases, MeijerG is automatically

converted to other functions.

Following [37] we mention here the corresponding moments µ
(α,β)
k expressed in

terms of the Meijer G-function for a few specific values of the parameters α and β:

µ
(1,2)
k =

1

2k+2
√
π
G3,1

2,4

-
1

4

7777
− ;−

−k+1
2
,−k

2
, 0;−

.
, k ≥ 0;

µ
(2,1)
k =

2
k

√
π
G3,1

2,4

-
1

4

7777
− ;−

0, k+1
2
, k+2

2
;−

.
, k ≥ 0;

µ
(3,1)
k =

3
k+1/2

2π
G4,1

2,5

-
1

27

7777
− ;−

0, k+1
3
, k+2

3
, k+3

3
;−

.
, k ≥ 0;

µ
(1/2,3/2)
k =

1

32k+5/2π
G4,1

2,5

-
1

27

7777
− ;−

−2k+2
3

,−2k+1
3

,−2k
3
, 0;−

.
, k ≥ 0.

A direct application of the Chebyshev method of moments gives the recursive

coefficients. This weight function has an application in the weighted polynomial

approximation on R+
. In [37] we have also considered some “truncated” Gaussian

rules w.r.t. this weight function for α > 0 and β > 1 and proved their stability and

convergence with the order of the best polynomial approximation in suitable function

spaces.
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 (а) егзактне трансформације редова на интеграле  

𝑇4 = ! 𝑔4(𝑡)𝑤(𝑡)d𝑡										и									𝑆4 = ! 𝑔�4(𝑡)𝑤�(𝑡)d𝑡,
ℝ

	
ℝ

 

где су функције 𝑔4 и 𝑔�4 повезане са оригиналном функцијом 𝑓 на одређени начин, док 
су тежинске функције 𝑤 и 𝑤�  дефинисане на ℝ или ℝ'	;   
 (б) конструкција квадратурних формула (најчешће Гаусовог типа) у  односу на 
тежинске функције 𝑤 и 𝑤� .  
 Функција 𝑧 ↦ 𝑓(𝑧), која се појављује у редовима 𝑇4 и 𝑆4, може зависити од више 
параметара, нпр. 𝑓(𝑧; 𝑥, 𝑦, … ), тако да се овај метод сумирања може применити и на неке 
класе функционалних редова, а не само на нумеричке редове.  
 У зависности од особина функције 𝑓 за редове 𝑇$ и 𝑆$ често је погодно одстранити 
коначан број првих чланова и сумирати их директно,  тј.   

 
а сумационо-квадратурну процедуру применити на ред код кога индекс сумирања 
почиње са 𝑘 = 𝑚, тј.  

 
у случају реда 𝑇$. Слично се може поступити и код алтернативног реда 𝑆$. Функције 𝑔4 
и 𝑤, као и 𝑔�4 и 𝑤�  код сумирања алтернативног реда, зависе од метода трансформације 
(корак (а)), при чему су тежинске функције, по правилу, некласичне, тако да је пре 
конструкције Гаусових квадратурних формула (корак (б)), применом Голуб-Велшовог 
алгоритма, неопходно одредити коефицијенте у трочланој рекурентној релацији за 
моничне полиноме за такве некласичне тежинске функције. У даљем тексту укратко 
наводимо само главне идеје на којима се заснивају егзактне трансформације редова на 
интеграле код наших метода за сумирање споро конвергентних редова (корак (а)). За  
детаље видети [15], [31], [40].  
 
3.1. Метод заснован на примени Лапласове46 трансформације. Претпоставимо да се 
општи члан реда може изразити преко Лапласове трансформације (или њеног извода) 
неке познате функције, нпр. 𝑓(𝑠) = ∫ 𝑒+67𝑔(𝑡)d𝑡,		Re 𝑠 ≥ 1.2

%  Тада 

 
тј. 

 
Дакле, сумирање реда 𝑇$	 је овим сведено на проблем интеграције функције t ↦ 𝑔(𝑡)/𝑡 
са Бозе-Ајнштајновом тежинском функцијом 𝜀(𝑡) на (0, +∞), што је већ разматрано у 
одељку 2.1. Слично, за алтернативне редове, имамо 

 
46 Pierre Simon Laplace (1749–1827),  француски математичар. 
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Depending on the properties of the function f it is often useful to
extract a finite number of first terms , e.g.,
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and then apply the procedure to the series starting with k = m.
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For example,

Tm =
∞"

k=m

f(k) =
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R
gm(x)w(x)dx ≈
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ν=1

Aνg(xν),

where the function gm is related to f in some way.
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Finally, for the weight function on R, given by

w(x) = x2 eπx/2 + e−πx/2

(eπx/2 − e−πx/2)2
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6 x
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,

we get the moments (cf. [22])
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In this case we have that
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k(k + 2), k is even.

5. Summation of slowly convergent series

There are many methods for fast summation of slowly convergent series. In
this section we consider only the so-called summation/integration procedures.
The basic idea in such procedures is to transform the sum to an integral with
respect to some weight function on R (or R+), and then to approximate this
integral by a finite quadrature sum,
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need two steps:

(a) Methods of transformation
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(b) Construction of Gaussian quadratures
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where w is a non-classical weight.

5.1. Laplace transformation method

In this subsection we mention only the basic idea of the Laplace transform
method.

Suppose that the general term of series is expressible in terms of the
Laplace transform, or its derivative, of a known function.
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где се у интеграцији сада појављује Ферми-Диракова функција φ(𝑡) на (0, +∞), која је 
разматрана, такође, у одељку 2.1. 
 
3.2. Метод контурне интеграције. Алтернативну сумационо-квадратурну процедуру за 
редове 𝑇4 и 𝑆4, када је за 𝑘 ≥ 𝑚 функција 𝑓 аналитичка у области 

 
дали смо у раду [35], где смо разматрали редове  

 
код којих су 𝑚 ∈ ℤ и 𝑛 коначан цео број већи од 𝑚 или 𝑛 = 	+∞. Метод захтева 
неодређени интеграл од 𝑓,	у ознаци 𝐹, који је изабран тако да задовољава извесне 
особине (видети за детаље и примене [31], [32], [40], [41]). Коришћењем контурне 
интеграције дуж правоугаоне контуре у комплексној равни (сл. 3.1), у могућности смо 
да редукујемо израчунавање сума 𝑇4," и 𝑆4," на проблем Гаусових квадратура на 
(0, +∞) у односу на хиперболичке тежинске функције, разматране раније у одељку 2.2, 

 

 
Слика 3.1. Контура интеграције 

  
 За холоморфну функцију 𝑓  у области  𝐺 = {𝑧 ∈ ℂ: 𝛼 ≤ Re	𝑧 ≤ 𝛽, |Im	𝑧| ≤ 𝛿 𝜋⁄ }, 
где су 𝑚 − 1 < 𝛼 < 𝑚,  𝑛 < 𝛽 < 𝑛 + 1 (𝑚, 𝑛 ∈ ℤ,𝑚 < 𝑛), 𝛿 > 0		и  Γ = 𝜕𝐺, коришћењем 
Кошијеве47 теореме о остацима,  суме 𝑇4," и  𝑆4," се могу представити у облику 

 
47Augustin-Louis Cauchy (1789–1857), француски математичар. 
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Thus, the summation of series is now transformed to an integration
problem with respect to the Bose-Einstein weight function ε(t) = t/(et − 1)
on R+, which is considered in Subsection 4.1.

Similarly, for “alternating” series, we have

S1 =

+∞#

k=1

(−1)kf(k) =

" +∞

0

1

et + 1
(−g(t)) dt, (5.1)

where the Fermi-Dirac weight function on R+, ϕ(t) = 1/(et +1), is appeared
on the right-hand side in (5.1).

For details and examples see [11], [18], [22].

5.2. Hyperbolic weight functions and
=

⇒
!
transformation

In this subsection we consider an alternative summation/integration proce-
dure for the series

Tm,n =

n#

k=m

f(k) and Sm,n =

n#

k=m

(−1)kf(k), (5.2)

where m,n ∈ Z (m < n ≤ +∞) and the function f is holomorphic in the
region @

z ∈ C
00 Re z ≥ α, m− 1 < α < m

A
. (5.3)

Our method of transformation “sum” to “integral” requires the indefinite
integral F of f chosen so as to satisfy the following decay properties (see
[16], [14]),

(C1) F is a holomorphic function in the region (5.3);

(C2) lim
|t|→+∞

e−c|t|F (x+ it/π) = 0, uniformly for x ≥ α;

(C3) lim
x→+∞

"

R
e−c|t| 00F (x+ it/π)

00 dt = 0,

where c = 2 or c = 1, when we consider Tm,n or Sn,m, respectively.

Let m− 1 < α < m, n < β < n+ 1, δ > 0, and

G =
B
z ∈ C : α ≤ Re z ≤ β, |Im z| ≤ δ

π

C
.

Using contour integration of a product of functions z +→ f(z)g(z) over the
rectangle Γ = ∂G in the complex plane, where g(z) = π/ tanπz and g(z) =
π/ sinπz, by Cauchy’s residue theorem, we obtain

Tm,n =
1

2πi

D

Γ

f(z)
π

tanπz
dz and Sm,n =

1

2πi

D

Γ

f(z)
π

sinπz
dz.

After integration by parts, these formulas reduce to

Tm,n =
1

2πi

D

Γ

6 π

sinπz

72

F (z) dz, Sm,n =
1

2πi

D

Γ

6 π

sinπz

72

cosπz F (z) dz,

where F is an integral of f .
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Thus, the summation of series are now transformed to the integration problem, which
is very appropriated for infinite series (n = ∞), when the Bose–Einstein and Fermi–
Dirac weight functions,

ε(t) =
t

et − 1
and ϕ(t) =

1

et + 1
,

respectively, can be employed. These weight are studied in the previous section and
several examples with infinity series (n = ∞) can be found in [26] and [47].

In the case of finite series, applying Gaussian quadrature with Bose–Einstein’s
weight ε(t) to the integral on the right side in (4.3), the convergence of the process
(as n increases) slows down considerably. The reason for this is the behavior of the
function t )→ hn(t) = 1 − (±1)ne−nt, which tends to a discontinuous function when
n → +∞. Notice that hn(0) = 1−(±1)n has the values 0 or 2, and limn→+∞ hn(t) = 1.

For a fixed n, the factor
:
1 − (±1)ne−nt

;
can be included in the corresponding

weights, so that

µ
(n)
k (ε) =

" +∞

0

t
kε(t)

:
1− e−nt

;
dt = µk(ε)− (k + 1)!ζ(k + 2, n+ 1)

and

µ
(n)
k (ϕ) =

" +∞

0

t
kϕ(t)

:
1− (−1)ne−nt

;
dt

= µk(ϕ) +
(−1)n

2

/
001

002

H

3
n− 1

2

4
−H

3
n

2

4
, k = 0,

k!

2k

<
ζ
3
k + 1,

n

2
+ 1

4
− ζ

3
k + 1,

n+ 1

2

4=
, k ≥ 1,

where H(k) is the k–th harmonic number and ζ(s, a) is the generalized Riemann zeta
function defined by ζ(s, a) =

>+∞
ν=0(ν+a)−s. In that case, the corresponding Gaussian

formulas (generated by these moments) converge rapidly for smooth functions g.
However, this approach would be interesting only if someone calculates finite sums
a large number of times with the same number of terms. In the next subsection we
consider another summation method which is much more applicable for the finite
sums.

4.2. Contour integration over a rectangle. We consider an alternative summa-
tion/integration procedure for the series (4.1), when for k ≥ m, the function f is
analytic in the region

D =
?
z ∈ C : Re z ≥ α, m− 1 < α < m

@
, (4.4)

In fact, we consider the series

Tm,n =
n#

k=m

f(k), Sm,n =
n#

k=m

(−1)kf(k), (4.5)

where m ∈ Z and n is a finite number greather than m or n = +∞.
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The method requires the indefinite integral F of f chosen so as to satisfy certain
decay properties (see [41], [45], [47]). Using contour integration over a rectangle in the
complex plane we are able to reduce Tm,n and Sm,n to a problem of Gaussian quadra-
ture rules on (0,+∞) with respect to the hyperbolic weight functions considered in
Subsection 3.2 (case 4◦),

w1(t) =
1

cosh2
t
, w2(t) =

sinh t

cosh2
t
. (4.6)

For a holomorphic function f in

G =
A
z ∈ C : α ≤ Re z ≤ β, |ℑz| ≤ δ

π

B
,

where m − 1 < α < m, n < β < n + 1 (m,n ∈ Z,m < n), δ > 0, Γ = ∂G, using
Cauchy’s residue theorem, the series (4.5) can be expressed in the forms

Tm,n =
1

2πi

C

Γ

f(z)
π

tan πz
dz, Sm,n =

1

2πi

C

Γ

f(z)
π

sin πz
dz.

After integration by parts, these formulas reduce to

Tm,n =
1

2πi

C

Γ

3 π

sin πz

42

F (z) dz, Sm,n =
1

2πi

C

Γ

3 π

sin πz

42

cos πz F (z) dz,

where F is an integral of f .
Assume the following conditions for the function F :

(C1) F is a holomorphic function in the region (4.4);

(C2) lim
|t|→+∞

e−c|t|
F (x+ it/π) = 0, uniformly for x ≥ α;

(C3) lim
x→+∞

"

R
e−c|t| 77F (x+ it/π)

77 dt = 0,

where c = 2 or c = 1, when we consider Tm,n or Sn,m, respectively.

Setting α = m − 1/2, β = n + 1/2, and letting δ → +∞, the previous integrals
over Γ reduce to the integrals with respect to the weight functions (4.6),

Tm,n =

" +∞

0

w1(t) [Φ (α, t/π)− Φ (β, t/π)] dt

and

Sm,n =

" +∞

0

w2(t) [(−1)mΨ (α, t/π) + (−1)nΨ (β, t/π)] dt,

where

Φ(x, y) = −1

2
[F (x+ iy) + F (x− iy)] , Ψ(x, y) =

1

2i
[F (x+ iy)− F (x− iy)] .

Thus, the numerical construction of Gaussian quadratures with respect to the hy-
perbolic weights w1 and w2, given in (4.6), provides appropriate summation processes
for the sums Tm,n and Sm,n, respectively.



 
или, након парцијалне интеграције, као 

 
где је 𝐹 интеграл од 𝑓. Сада за 𝐹 претпоставимо следеће услове: 
 (C1)   𝐹 је холоморфна функција у области 𝐷; 

 (C2)   lim
|7|→'2

𝑒+9|7| 𝐹(𝑥 + 𝑖𝑡/𝜋) = 0, униформно за 𝑥 ≥ 𝛼; 

 (C3)   lim
:→'2

∫ 𝑒+9|7|ℝ |𝐹(𝑥 + 𝑖𝑡/𝜋)|𝑑𝑡 = 0, 
где је 𝑐 = 2 или 𝑐 = 1, када разматрамо 𝑇4," или 𝑆",4, респективно. 

 Ако ставимо 𝛼 = 𝑚 − 1/2,  𝛽 = 𝑛 + 1/2, и пустимо да 𝛿 → +∞, претходни 
интеграли на контури Γ се своде на интеграле са тежинским функцијама w$ и w,,  

 
и 

 
где су 

 
и 

 
 Када 𝑛 → +∞, други члан у претходним интегралима постаје нула, тако да за 
одговарајуће редове (𝛼 = 𝑚 − 1/2) имамо 

 
 Дакле, за сумирање редова (као и за налажење коначних сума 𝑇4," и 𝑆4,")  
потребне су само  одговарајуће Гаусове квадратурне формуле са тежинама  w$ и w,, чија 
је конструкција описана у одељку 2.2.  
 Илустроваћемо сада примену овог метода и показати његову ефикасност на 
следећем једноставном примеру  

 
за који су 
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The method requires the indefinite integral F of f chosen so as to satisfy certain
decay properties (see [41], [45], [47]). Using contour integration over a rectangle in the
complex plane we are able to reduce Tm,n and Sm,n to a problem of Gaussian quadra-
ture rules on (0,+∞) with respect to the hyperbolic weight functions considered in
Subsection 3.2 (case 4◦),

w1(t) =
1

cosh2
t
, w2(t) =

sinh t

cosh2
t
. (4.6)

For a holomorphic function f in

G =
A
z ∈ C : α ≤ Re z ≤ β, |ℑz| ≤ δ

π

B
,

where m − 1 < α < m, n < β < n + 1 (m,n ∈ Z,m < n), δ > 0, Γ = ∂G, using
Cauchy’s residue theorem, the series (4.5) can be expressed in the forms

Tm,n =
1

2πi

C

Γ

f(z)
π

tan πz
dz, Sm,n =

1

2πi

C

Γ

f(z)
π

sin πz
dz.

After integration by parts, these formulas reduce to

Tm,n =
1

2πi

C

Γ

3 π

sin πz

42

F (z) dz, Sm,n =
1

2πi

C

Γ

3 π

sin πz

42

cos πz F (z) dz,

where F is an integral of f .
Assume the following conditions for the function F :

(C1) F is a holomorphic function in the region (4.4);

(C2) lim
|t|→+∞

e−c|t|
F (x+ it/π) = 0, uniformly for x ≥ α;

(C3) lim
x→+∞

"

R
e−c|t| 77F (x+ it/π)

77 dt = 0,

where c = 2 or c = 1, when we consider Tm,n or Sn,m, respectively.

Setting α = m − 1/2, β = n + 1/2, and letting δ → +∞, the previous integrals
over Γ reduce to the integrals with respect to the weight functions (4.6),

Tm,n =

" +∞

0

w1(t) [Φ (α, t/π)− Φ (β, t/π)] dt

and

Sm,n =

" +∞

0

w2(t) [(−1)mΨ (α, t/π) + (−1)nΨ (β, t/π)] dt,

where

Φ(x, y) = −1

2
[F (x+ iy) + F (x− iy)] and Ψ(x, y) =

1

2i
[F (x+ iy)− F (x− iy)] .

Thus, the numerical construction of Gaussian quadratures with respect to the hy-
perbolic weights w1 and w2, given in (4.6), provides appropriate summation processes
for the sums Tm,n and Sm,n, respectively.
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over Γ reduce to the integrals with respect to the weight functions (4.6),

Tm,n =

" +∞

0

w1(t) [Φ (α, t/π)− Φ (β, t/π)] dt

and

Sm,n =

" +∞

0

w2(t) [(−1)mΨ (α, t/π) + (−1)nΨ (β, t/π)] dt,

where

Φ(x, y) = −1

2
[F (x+ iy) + F (x− iy)] and Ψ(x, y) =

1

2i
[F (x+ iy)− F (x− iy)] .

Thus, the numerical construction of Gaussian quadratures with respect to the hy-
perbolic weights w1 and w2, given in (4.6), provides appropriate summation processes
for the sums Tm,n and Sm,n, respectively.
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Finally, setting α = m− 1/2, β = n+ 1/2, and letting δ → +∞, under
conditions (C1), (C2), and (C3), the previous integrals over Γ reduce to the
weighted integrals over (0,+∞), giving transformations

+∞#

k=m

f(k) =

" +∞

0

w1(t)Φ

.
m− 1

2
,
t

π

/
dt (5.4)

and
+∞#

k=m

(−1)kf(k) = (−1)m
" +∞

0

w2(t)Ψ

.
m− 1

2
,
t

π

/
dt, (5.5)

where the weight functions are given by

w1(t) =
1

cosh2 t
and w2(t) =

sinh t

cosh2 t
, (5.6)

respectively. Here F is an integral of f , as well as

Φ(x, y) = −1

2
[F (x+ iy) + F (x− iy)] = −ReF (x+ iy)

and

Ψ(x, y) =
1

2i
[F (x+ iy)− F (x− iy)] = ImF (x+ iy).

The second our task is a numerical construction of Gaussian quadratures
with respect to the hyperbolic weights w1 and w2, given in (5.6),

" +∞

0

g(t)ws(t) dt =

N#

ν=1

AN
ν,sg(τ

N
ν,s) +RN,s(g) (s = 1, 2), (5.7)

with weights AN
ν,s and nodes τNν,s, ν = 1, . . . , N (s = 1, 2), which are exact for

all g ∈ P2N−1.
The moments of the hyperbolic weights w1 and w2 can be expressed in

explicit form (see [22])

µ
(1)
k =

+∞"

0

tkw1(t) dt =

1
23

24

1, k = 0,

log 2, k = 1,

(2k−1 − 1)k!/4k−1ζ(k), k ≥ 2;

and

µ
(2)
k =

+∞"

0

tkw2(t) dt=

1
2223

2224

1, k = 0,

k
6π
2

7k

|Ek−1|, k (odd) ≥ 1,

2k

4k
E
ψ(k−1)( 14 )− ψ(k−1)( 34 )

F
, k (even) ≥ 2,

where ζ(k) is the Riemann zeta function, Ek are Euler’s numbers, defined by
the generating function

2

et + e−t
=

+∞#

k=0

Ek
tk

k!
,
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The method requires the indefinite integral F of f chosen so as to satisfy certain
decay properties (see [41], [45], [47]). Using contour integration over a rectangle in the
complex plane we are able to reduce Tm,n and Sm,n to a problem of Gaussian quadra-
ture rules on (0,+∞) with respect to the hyperbolic weight functions considered in
Subsection 3.2 (case 4◦),

w1(t) =
1

cosh2
t
, w2(t) =

sinh t

cosh2
t
. (4.6)

For a holomorphic function f in

G =
A
z ∈ C : α ≤ Re z ≤ β, |Im z| ≤ δ

π

B
,

where m − 1 < α < m, n < β < n + 1 (m,n ∈ Z,m < n), δ > 0, Γ = ∂G, using
Cauchy’s residue theorem, the series (4.5) can be expressed in the forms

Tm,n =
1

2πi

C

Γ

f(z)
π

tan πz
dz, Sm,n =

1

2πi

C

Γ

f(z)
π

sin πz
dz.

After integration by parts, these formulas reduce to

Tm,n =
1

2πi

C

Γ

3 π

sin πz

42

F (z) dz, Sm,n =
1

2πi

C

Γ

3 π

sin πz

42

cos πz F (z) dz,

where F is an integral of f .
Assume the following conditions for the function F :

(C1) F is a holomorphic function in the region (4.4);

(C2) lim
|t|→+∞

e−c|t|
F (x+ it/π) = 0, uniformly for x ≥ α;

(C3) lim
x→+∞

"

R
e−c|t| 77F (x+ it/π)

77 dt = 0,

where c = 2 or c = 1, when we consider Tm,n or Sn,m, respectively.

Tm = Tm,∞ =

" +∞

0

w1(t)Φ
3
α,

t

π

4
dt, Sm = Sm,∞ = (−1)m

" +∞

0

w2(t)Ψ
3
α,

t

π

4
dt.

Setting α = m − 1/2, β = n + 1/2, and letting δ → +∞, the previous integrals
over Γ reduce to the integrals with respect to the weight functions (4.6),

Tm,n =

" +∞

0

w1(t) [Φ (α, t/π)− Φ (β, t/π)] dt

and

Sm,n =

" +∞

0

w2(t) [(−1)mΨ (α, t/π) + (−1)nΨ (β, t/π)] dt,

where

Φ(x, y) = −1

2
[F (x+ iy) + F (x− iy)] , Ψ(x, y) =

1

2i
[F (x+ iy)− F (x− iy)] .
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and Ψ̃ is the sinh-modification of Ψ.

Example 3.1. We consider the simple series

T1(p) =
+∞∑

k=1

1

k1/p(k + 1)
, p > 0, (3.7)

for which we have

f(z) =
1

z1/p(z + 1)
, (3.8)

F (z) =
pz1−1/p

p→ 1
2F1

(
1, 1→

1

p
; 2→

1

p
;→z

)
→

π

sin(π/p)
, (3.9)

where 2F1 is the well-known Gauss hypergeometric function [22, p. 384], and the

integration constant is taken so that F (∞) = 0. The series (3.7) is slowly convergent.

When p → +∞ this series is divergent.

For p = 2 the series T1(2) = 1.8600250792211903071806959 . . . appears in a

study of spirals and defines the well-known Theodorus constant [3]. The first n terms

in T1(2) give the following results:

n = 102 : 1.6611815943068811905,

n = 104 : 1.8400262457853669133,

n = 106 : 1.8580250803878559488,

with maximal two exact decimal digits (given in bold). Here,

F (z) = 2 arctan
√
z → π.

Relative errors

rn(p) =

∣∣∣∣
Sn(p)→ T1(p)

T1(p)

∣∣∣∣ (3.10)

in the partial sums Sn(p) of the series T1(p) for p = 2, 6, and 10, when we take

the first n = 10k terms, k = 1, . . . , 6, are presented in log-scale in Figure 1. For

example, these relative errors for the partial sums of one million terms are 1.08 ×
10−3, 0.105, and 0.260, respectively. Thus, only for p = 2 two first digits are true,

while for p = 6 and p = 10 all digits in the corresponding partial sums of one million

terms are wrong. A rough calculation shows that in the case of p = 10, theoretically,

1030 first terms of this series should be taken in order to obtain two or three exact

digits of the series T1(10)!



 
где је ,𝐹$ добро позната Гаусова хипергеометријска функција. Ред је споро 
конвергентан, који за 𝑝 → +∞ постаје дивергентан.  

 За 𝑝 = 2, ред 𝑇$(2) = 1.8600250792211903071806959…  се појављује у 
проучавању спирала и дефинише добро познату Теодорову48 константу [8]. Првих 𝑛 
чланова реда 𝑇$(2) даје следеће резултате: 

 
са максимално две тачне децималне цифре (приказане подебљано). Напоменимо да је, у 
овом случају, 𝐹,(𝑧) = 2 arctan√𝑧 − 𝜋. Повећавањем вредности за 𝑝,	 ред постаје све 
спорији. На пример, за 𝑝 = 6, узимајући првих милион чланова реда 𝑇$(6) (тј. суму  
𝑇$,$%!),		све цифре су погрешне.  
 
 Показаћемо сада ефикасност наше трансформације. Како је  

 
трансформацију примењујемо на ред чији индекс почиње са 𝑘 = 𝑚, затим на добијени 
интеграл примењујемо Гаусову квадратуру у односу на хиперболичну тежину w$, тако 
да најзад добијамо апроксимацију у облику 

 
са Φ;(𝑥, 𝑦) = − $

,
¦𝐹;(𝑥 + 𝑖𝑦) + 𝐹;(𝑥 − 𝑖𝑦)§, где су τ<,$=  и  𝐴<,$=  параметри Гаусове 

квадратуре у 𝑁 тачака. Избором веће вредности за 𝑚, добија се бржа конвергенција низа 
𝑄4
(=)(𝑝) (видети детаље у напред наведеним радовима). У табели 3.1 приказане су 

апроксимације за 𝑝 = 6,  𝑚 = 10, примењујући Гаусове  квадратуре са 𝑁 = 5(10)45 
чворова. Прва погрешна цифра је подвучена.  

 
Табела 3.1. Квадратурне апроксимације 𝑄4

(=)(6) 

 
 

48 Теодор из Кирене (грч. Θεοδωρος ο Κυρηναιος, енг. Theodorus of Cyrene) је био старогрчки математичар 
који је живео током 5. века п.н.е. 
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and GΨ is the sinh-modification of Ψ.

Example 3.1. We consider the simple series

T1(p) =
+∞$

k=1

1

k1/p(k + 1)
, p > 0, (3.7)

for which we have

fp(z) =
1

z1/p(z + 1)
, (3.8)

Fp(z) =
pz1−1/p

p− 1
2F1

=
1, 1− 1

p
; 2− 1

p
;−z

>
− π

sin(π/p)
, (3.9)

where 2F1 is the well-known Gauss hypergeometric function [22, p. 384], and the
integration constant is taken so that F (∞) = 0. The series (3.7) is slowly convergent.
When p → +∞ this series is divergent.

For p = 2 the series T1(2) = 1.8600250792211903071806959 . . . appears in a
study of spirals and defines the well-known Theodorus constant [3]. The first n terms
in T1(2) give the following results:

n = 102 : 1.6611815943068811905,

n = 104 : 1.8400262457853669133,

n = 106 : 1.8580250803878559488,

with maximal two exact decimal digits (given in bold). Here,

F2(z) = 2 arctan
√
z − π.

Relative errors

rn(p) =

8888
Sn(p)− T1(p)

T1(p)

8888 (3.10)

in the partial sums Sn(p) of the series T1(p) for p = 2, 6, and 10, when we take
the first n = 10k terms, k = 1, . . . , 6, are presented in log-scale in Figure 1. For
example, these relative errors for the partial sums of one million terms are 1.08 ×
10−3, 0.105, and 0.260, respectively. Thus, only for p = 2 two first digits are true,
while for p = 6 and p = 10 all digits in the corresponding partial sums of one million
terms are wrong. A rough calculation shows that in the case of p = 10, theoretically,
1030 first terms of this series should be taken in order to obtain two or three exact
digits of the series T1(10)!
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and ψ(z) is the so-called digamma function, i.e., the logarithmic derivative of
the gamma function, ψ(z) = Γ′(z)/Γ(z).Mathematica evaluates derivatives
ψ(n)(z) to arbitrary numerical precision, using the function PolyGamma[n,z].

In order to construct Gaussian rules with respect to the weight w2(t)
on (0,+∞) for N ≤ 50, we need the recursion coefficients αk and βk for
k ≤ N − 1 = 49, i.e., the moments for k ≤ 2N − 1 = 99. Taking the
WorkingPrecision to be 100, and executing the following commands:

<< orthogonalPolynomials‘

mom2=Join[{1},Table[If[OddQ[k],k(Pi/2)^k Abs[EulerE[k-1]],

2k/4^k(PolyGamma[k-1,1/4]-PolyGamma[k-1,3/4])],{k,1,99}]];

{al,be}=aChebyshevAlgorithm[mom2, WorkingPrecision -> 100];

we obtain the first 50 recursion coefficients αk and βk, with the relative errors
less than 6.18× 10−60.

In construction the corresponding recursion coefficients for the weight
w1(t) on (0,+∞) for N ≤ 50, the second line in the previous commands
should be replaced by

mom1=Join[{1,Log[2]},Table[(2^(k-1)-1)k!/4^(k-1)Zeta[k],{k,2,99}]];

In this case, the first 50 recursion coefficients are obtained with slightly
better accuracy (precisely, with the maximal relative error 3.65× 10−63).

These 50 recursive coefficients are enough for constructing Gaussian
formulas (5.7) for each N ≤ 50 and s = 1, 2.

Example 5.1. Now we consider a typical slowly convergent series

T (p) =

+∞#

k=1

1

k1/p(k + 1)
, p ≥ 1, (5.8)

which can be also represented in the form, by extracting a finite number of
terms,

T1(p) =

m−1#

k=1

1

k1/p(k + 1)
+

+∞#

k=m

1

k1/p(k + 1)
, (5.9)

Then, we apply our integral transformation (5.4) to the second (infinity)
series in (5.9). Thus, using Gaussian quadrature formula (5.7) with respect
to the weight w1(t) = 1/ cosh2 t on R+, we obtain

T1(p) ≈ Q(N)
m (p) =

m−1#

k=1

1

k1/p(k + 1)
+

N#

ν=1

AN
ν,1Φp(m− 1/2, τNν,1/π), (5.10)

with Φp(x, y) = − 1
2 [Fp(x+ iy) + Fp(x− iy)], where τNν,1 and AN

ν,1 are nodes
and weights of the N -point Gaussian rule (5.7) (s = 1).

Taking different values for m, we can notice the change rate of conver-
gence of this quadrature processes. Namely, the rapidly increasing of con-
vergence of the summation process as m increases is due to the singularities
(poles) of Φp(m−1/2, z/π) moving away from the real line (see [20] and [22]).

Here, fp(z) = 1/(z1/p(z + 1)) and

F1(z) = log(z)− log(z + 1), F2(z) = 2 arctan
:√

z
;
− π,
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F3(z) =
1

2
log

z + 1

( 3
√
z + 1)

3 +
√
3 arctan

.
2 3
√
z − 1√
3

/
− π

√
3

2
, etc.

For p = 2 the series T (2) appears in a study of spirals (cf. [2]) and
defines the well-known Theodorus constant,

T (2) =
+∞#

k=1

1√
k(k + 1)

= 1.8580 . . . .

The first 106 terms of T (2) give the result T (2) ≈ 1.86 (only 3-digit accuracy).
For larger values of p, the corresponding series T (p) is slower. For exam-

ple, for p = 6 an accuracy with only 3 digits in T (6) by a direct summation
needs 1018 terms. However, our summation/integration formula (5.10) for

p = 6 and m = 10 gives approximations Q
(N)
10 (6), N = 5(10)45, which are

presented in Table 2. In each entry the first digit in error is underlined.

Table 2. Gaussian approximations Q
(N)
10 (6) for N = 5(10)45

N Q
(N)
10 (6)

5 5.6994117763835630
15 5.699411776383561966743048504335641
25 5.6994117763835619667430485043356277328720482903
35 5.6994117763835619667430485043356277328720482911358004997
45 5.69941177638356196674304850433562773287204829113580049386776106

As we can see, this method is very efficient; the quadrature formula with
only N = 45 nodes gives more than 60 exact digits in the sum T (6)!

For details and other applications see [16], [17], and [22].

6. Construction of some perfectly symmetric cubature rules

Using the Mathematica package OrthogonalPolynomias we can construct
some perfectly symmetric two-dimensional cubature formulas in D ⊂ R2 with
minimal number of nodes,

I(f) =

""

D

w(x, y)f(x, y) dx dy =
N#

i=1

Aif(Pi) +RN (f). (6.1)

Such a cubature formula has the nodes of the form (±xj ,±yj) and (±yj ,±xj)
with the same weights. Regarding [25] we call it as a “good” formula if all of
its weights are positive.

For completely symmetric weight functions w(x,−y) = w(−x, y) =
w(x, y) ≥ 0, the typical domains D are the square with vertices (±1,±1),
the unit circle, and the entire plane R2.

We recall that a two-dimensional cubature rule of degree d integrates
exactly all monomials xiyj , i.e., RN (xiyj) = 0, for which i+ j ≤ d.



 
 Као што можемо видети метод је веома ефикасан. Квадратурна формула са само 
45 чворова даје више од 60 тачних децималних цифара  у  суми 𝑇$(6).   
 Применом напред изложене трансформације могу се добити нове интегралне 
репрезентације познатих (генералисаних) Матиеувих49 редова, 

 
Теорема 3.2. За свако 𝑚 ∈ ℕ и 𝑟 > 0 важе репрезентације 

 

Теорема 3.1 је доказана у нашем раду са колегом Тибором Погањем50 [53],  на основу 
које је добијен нови израз за Беселову функцију прве врсте и реда 𝑚 − 1/2, где је 𝑚 цео 
број, решавањем одговарајуће Фредхолмове интегралне једначине прве врсте са 
недегенерисаним језгром. 

4. Генералисане Биркхоф-Јангове квадратуре 

 У нашим истраживањима недавно смо увели тзв. Биркхоф-Јангове интерпо-
лационе квадратурне формуле за тежинске интеграле аналитичких функција на 
јединичном диску Ω = {𝑧: |𝑧| ≤ 1}  (видети [39]) 

𝐼(𝑓) ≔ ! 𝑓(𝑧)𝑤(𝑧)d𝑧 = 𝑄=(𝑓) + 𝑅=(𝑓)
$

+$
, 

где је 𝑤: (−1,1) → ℝ' парна ненегативна функција, за коју сви моменти 𝜇! =
∫ 𝑧!$
+$ 𝑤(𝑧)d𝑧, 𝑘 = 0,1, . . .,	постоје и 𝜇% = ∫ 𝑤(𝑧)d𝑧 > 0$

+$ . 𝑅=(𝑓) је одговарајући остатак. 
 За свако цело 𝑚 ≥ 1 и свако 𝑁 ∈ ℕ, ставимо 𝑁 = 2𝑚𝑛 + 𝜈, где је 𝑛 = [𝑁/(2𝑚)]  
и  𝜈 ∈ {0,1, . . . ,2𝑚 − 1}. Уведимо сада интерполациону квадратуру у облику 

 
за коју је “чворни” полином дефинисан помоћу 

 
49	Émile Leonard Mathieu (1835–1890), француски математичар, у чијој се књизи о еластичности чврстих 
тела [23] први пут појављује ред 𝑆"(𝑟). 
50 Tibor K. Pogány  (1954– ), професор Универзитета у Ријеци, Хрватска. 
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We mention now a recent result on the generalized Mathieu series and its alter-
nating variant,

Sm(r) =
#

n≥1

2n

(n2 + r
2)m+1 ,

DSm(r) =
#

n≥1

(−1)n−1 2n

(n2 + r
2)m+1 .

derived by contour integration using rectangular integration path (see [60]):

Theorem 4.1. The following integral representation formulae hold true

Sm(r) =
π

m

" ∞

0

[m/2]#

j=0

(−1)j
-
m

2j

.-
r
2 − x

2 +
1

4

.m−2j

x
2j

E-
x
2 − r

2 +
1

4

.2

+ r
2

Fm w1(πx) dx,

DSm(r) =
π

m

" ∞

0

[(m−1)/2]#

j=0

(−1)j
-

m

2j + 1

.-
r
2 − x

2 +
1

4

.m−2j−1

x
2j+1

E-
x
2 − r

2 +
1

4

.2

+ r
2

Fm w2(πx) dx.

where the weight functions w1 and w2 are given in (4.6).

By means of these established integral forms of generalized Mathieu series, we
obtain also a new integral expression for the Bessel function of the first kind of half
integer order, solving a related Fredholm integral equation of the first kind with
nondegenerate kernel.

The series S1(r) was introduced and studied for the first time by Émile Leonard
Mathieu (1835–1890) in his book [34] devoted to the elasticity of solid bodies.

Example 4.1. For the following simple example

n#

k=1

1

(2k + 1)2
=

1

8
π2 − 1− 1

4
ψ′
3
n+

3

2

4
,

we have
T1,n = T1,m−1 + Tm,n, 1 ≤ m < n.

For m = 1 the first sum on the right side in the previous formula is empty. Here,
f(z) = (2z+1)−2, and F (z) = −(2z+1)−1

/2, the integration constant being zero on
account of the condition (C3). Thus,

Φ(x, y) = ℜ 1

2(2z + 1)
=

x+ 1/2

(2x+ 1)2 + 4y2
.

Now, we apply the Gaussian quadrature formulae with respect to the hyperbolic
weights w1 to Tm,n, so that

T1,n ≈ T1,m−1 +Q
(N)
m,n =

m−1#

k=1

1

(2k + 1)2
+

N#

k=1

Ak [Φ (α, τk/π)− Φ (β, τk/π)] ,
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BY

QN (f) =

⌫�1X

j=0

Cjf
(j)

(0) +

nX

k=1

mX

j=1

Ak,j

h
f
�
xke

i✓j
�
+ f

�
�xke

i✓j
�i

,

m � 1 N 2 N N = 2mn+ ⌫ n = [N/2m]

⌫ 2 {0, 1, . . . , 2m� 1}

!N (z) = z
⌫
pn,⌫(z

2m
) = z

⌫
nY

k=1

(z
2m � rk), 0 < r1 < · · · < rn < 1,

xk = 2m
p
rk, k = 1, . . . , n; ✓j =

(j � 1)⇡

m
, j = 1, . . . ,m.
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Слика 4.1. Дистрибуција чворова за 𝑚 = 2 (лево) и 𝑚 = 6 (десно) 
 

 Полином 𝑝",@ се може интерпретирати у терминима тзв. полинома вишеструке 
ортогоналности типа II51 (видети [1], [67], [58], [59]) и доказати следећи резултат [39]: 
 
Теорема 4.1. Нека су 𝑚 и 𝑁 природни бројеви, а 𝑛 и 𝜈 цели бројеви такви да је 𝑁 =
2𝑚𝑛 + 𝜈, тј. 𝑛 = [𝑁/(2𝑚)]  и  𝜈 ∈ {0,1, . . . ,2𝑚 − 1}. Дефинишимо 𝑠 ≔ 𝜈 − 1 за парно 𝜈 
и 𝑠 ≔ 𝜈, када је 𝜈 непарно. Тада за свако 𝑁 ∈ ℕ постоји јединствена интерполациона 
квадратурна формула 𝑄=(𝑓) са максималним алгебарским степеном тачности 𝑑4*: =
2(𝑚 + 1)𝑛 + 𝑠. У  том случају чворни полином 𝑝",@(𝑡) је вишеструко ортогоналан типа 
II у односу на тежинске функције 𝑤A(𝑡) = 𝑡(6',A)/(,4)+$𝑤c𝑡$/(,4)d, 𝑗 = 1,… ,𝑚, тј. 
карактерише се следећим релацијама ортогоналности,                                                                                

 
 У случају 𝑚 = 1, чворни полином ω,"'<(𝑧) = 𝑧@𝑝",@(𝑧,), са	𝜈 = 0	или 𝜈 = 1, је 
монични полином степена 2𝑛 + 𝜈, који је ортогоналан на простор 𝒫2n+ν +1 у односу на 
парну тежинску функцију 𝑤 на (−1,1), тако се наша квадратурна формула своди на 
стандардну Гаусову формулу на (−1,1) са 2𝑛 + 𝜈 чворова. Низови полинома 𝑝",%(𝑡) =
𝜔,"c√𝑡d и  𝑝",$(𝑡) = 𝜔,"'$c√𝑡d/√𝑡 су ортогонални на (0,1) у односу на тежинске 
функције 𝑤c√𝑡d/√𝑡  и  𝑤c√𝑡d√𝑡, респективно (видети [24, Theorem 2.2.11]). 
 Дистрибуција чворова за 𝑚 = 2 и 𝑚 = 6 је приказана на сл. 4.1. 
 Биркхоф и Јанг [3] су 1950. године извели квадратурну формулу 

 

 
51 Type II multiple orthogonal polynomials, na engleskom.  
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respect to the weight functions wj(t),

" 1

0

t
ℓ
pn,ν(t)wj(t) dt = 0, ℓ = 0, 1, . . . ,

<
n− j

m

=
.

where wj(t) = t
(s+2j)/(2m)−1

w(t1/(2m)), j = 1, . . . ,m.

In the case m = 1, the node polynomial ω2n+ν(z) = z
ν
pn,ν(z

2), with ν = 0 or
ν = 1, is a monic polynomial of degree 2n + ν, which is orthogonal to P2n+ν−1 with
respect to the even weight function w on (−1, 1), so that the quadrature formula
(5.1), with (5.3), is in fact a standard Gaussian formula on (−1, 1) with 2n+ν nodes.
The polynomial sequences

pn,0(t) = ω2n(
√
t) and pn,1(t) =

ω2n+1(
√
t)√

t

are orthogonal on (0, 1) with respect to the weight functions w(
√
t)/

√
t and w(

√
t)
√
t,

respectively (see [35, Theorem 2.2.11]). Notice that the origin is appeared as a quadra-
ture node only when ν = 1.

Distributions of nodes for m = 2 and m = 6 are presented in Figure 1. The first

Figure 1: Distribution of nodes for m = 2 (left) and m = 6 (right)

quadrature rule of this type was appeared in 1950 by Birkhoff and Young [5]. They
proposed a quadrature formula of the form

z0+h"

z0−h

f(z) dz =
h

15

A
24f(z0)+4

:
f(z0+h)+f(z0−h)

;
−
:
f(z0+ih)+f(z0−ih)

;B
+R

BY
5 (f)

for numerical integration over a line segment in the complex plane, where f(z) is
a complex analytic function in

?
z : |z − z0| ≤ r

@
and |h| ≤ r. This five point
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за нумеричку интеграцију дуж линијског сегмента у комплексној равни, где је 𝑧 ⟼ 𝑓(𝑧)   
аналитичкa функцијa у диску {𝑧: |𝑧 − 𝑧%| ≤ 𝑟}  и  |ℎ| ≤ 𝑟. Ова формула у пет тачака је 
тачна за све алгебарске полиноме степена не вишег од  петог, а за њен остатак се може 
доказати (видети [68], [9, str. 136]) 

 
где 𝑆 означава квадрат са теменима у тачкама 𝑧% + i!ℎ,   𝑘 = 0,1,2,3. Трансформацијом 
линијског сегмента [𝑧% − ℎ, 𝑧% + ℎ] на [−1,1], формула се своди на 

 
Значајно побољшање ове формуле је добио Тошић52 [66]   

 
где су 𝑟 = º3/7#   и  

 
У то време, пре три деценије, у раду [52] генералисали смо Тошићеву формулу, 
увођењем два параметра 𝑟$ и 𝑟, (0 < 𝑟$ < 𝑟, < 1), 

 
и доказали да за  

 
оваква квадратурна формула има алгебарски степен тачности 13, са грешком 

 
Ово је специјалан случај нашег општег резултата из теореме 4.1, који се добија за 𝑚 = 2 
и 𝑁 = 9. Тада су 𝑛 = 2  и  𝜈 = 𝑠 = 1, тако да је 𝑑HIJ = 2(𝑚 + 1)𝑛 + 𝑠 = 13 и  

 
Тошићева формула је, такође, специјалан случај из теореме 4.1 за 𝑚 = 2 и 𝑁 = 5.  Тада 
су 𝑛 = 1  и  𝜈 = 𝑠 = 1, тако да је 𝑑HIJ = 2(𝑚 + 1)𝑛 + 𝑠 = 7 и 𝑝$,$(𝑧) = 𝑧 − 3/7. 

5. Нестандардне квадратуре Гаусовог типа 

 Ако се информације о функцији {𝑓(τ!)}!#$"  у стандардним квадратурним 
формулама (СК) 

 
52 Добрило Ђ. Тошић (1932– ), професор Електротехничког факултета Универзитета у Београду, у пензији. 
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quadrature formula is exact for all algebraic polynomials of degree at most five and
its remainder RBY

5 (f) can be estimated by (see [88] and [11, p. 136])

|RBY
5 (f)| ≤ |h|7

1890
max
z∈S

|f (6)(z)|,

where S denotes the square with vertices z0 + ikh, k = 0, 1, 2, 3. By a reduction of
the line segment [z0 − h, z0 + h] to [−1, 1], this five–point rule reduces to

" 1

−1

f(z) dz =
8

5
f(0) +

4

15

:
f(1) + f(−1)

;
− 1

15

:
f(i) + f(−i)

;
+R5(f). (5.4)

In 1978 Tošić [86] obtained a significant improvement of (5.4) in the form

" 1

−1

f(z) dz =
16

15
f(0) +

1

6

8
7

5
+

G
7

3

9
:
f(r) + f(−r)

;

+
1

6

8
7

5
−

G
7

3

9
:
f(ir) + f(−ir)

;
+R

T
5 (f),

where r = 4
)

3/7 and

R
T
5 (f) =

1

793800
f
(8)(0) +

1

61122600
f
(10)(0) + · · · .

More than three decades ago, in a joint paper with D- ord-ević [59] we extended this
formula to the following nine point rule,

" 1

−1

f(z) dz = Af(0) + C11

:
f(r1) + f(−r1)

;
+ C12

:
f(ir1) + f(−ir1)

;

+C21

:
f(r2) + f(−r2)

;
+ C22

:
f(ir2) + f(−ir2)

;
+R9(f ; r1, r2),

where 0 < r1 < r2 < 1, and proved that for

r1 = r
∗
1 =

4

J
63− 4

√
114

143
, r2 = r

∗
2 =

4

J
63 + 4

√
114

143
,

this quadrature rule has the algebraic degree of precision p = 13, with the error–term

R9(f ; r
∗
1, r

∗
2) =

1

28122661066500
f
(14)(0) + · · · ≈ 3.56 · 10−14

f
(14)(0).

Evidently, it is a special case, which can be obtained from Theorem 5.1 for N = 9
and m = 2. In that case, n = 2 and ν = 1, so that dmax = 2(m+ 1)n+ s = 13, and

p2,1(z) = z
2 − 126

143
z +

15

143
.

A special case with the Chebyshev weight of the first kind w(z) = 1/
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Figure 1: Distribution of nodes for m = 2 (left) and m = 6 (right)

are orthogonal on (0, 1) with respect to the weight functions w(
→
t)/

→
t and w(

→
t)
→
t,

respectively (see [35, Theorem 2.2.11]). Notice that the origin is appeared as a
quadrature node only when ω = 1.

Distributions of nodes for m = 2 and m = 6 are presented in Figure 1.
The first quadrature rule of this type was appeared in 1950 by Birkho! and

Young [5]. They proposed a quadrature formula of the form

z0+h)

z0→h

f(z)dz ≈ h

15

[
24f(z0) + 4

]
f(z0 + h) + f(z0 − h)

]
−
]
f(z0 + ih) + f(z0 − ih)

]}
,

with the error term RBY
5 (f), for numerical integration over a line segment in the

complex plane, where f(z) is a complex analytic function in
[
z : |z− z0| ↔ r

}
and

|h| ↔ r. This five point quadrature formula is exact for all algebraic polynomials
of degree at most five and its remainder RBY

5 (f) can be estimated by (see [88] and
[11, p. 136])

|RBY
5 (f)| ↔ |h|7

1890
max
z∈S

|f (6)(z)|,

where S denotes the square with vertices z0 + ikh, k = 0, 1, 2, 3. By a reduction of
the line segment [z0 − h, z0 + h] to [−1, 1], this five–point rule reduces to

) 1

→1
f(z)dz =

8

5
f(0) +

4

15

]
f(1) + f(−1)

]
− 1

15

]
f(i) + f(−i)

]
+R5(f). (5.4)

In 1978 Tošić [86] obtained a significant improvement of (5.4) in the form

) 1

→1
f(z)dz =

16

15
f(0) +

1

6

(
7

5
+

√
7

3

{
]
f(r) + f(−r)

]
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formula to the following nine point rule,
" 1

−1

f(z) dz = Af(0) + C11

:
f(r1) + f(−r1)

;
+ C12

:
f(ir1) + f(−ir1)

;

+C21

:
f(r2) + f(−r2)

;
+ C22

:
f(ir2) + f(−ir2)

;
+R9(f ; r1, r2),

where 0 < r1 < r2 < 1, and proved that for
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∗
2 =
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J
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formula to the following nine point rule,
" 1

−1

f(z) dz = Af(0) + C11

:
f(r1) + f(−r1)

;
+ C12

:
f(ir1) + f(−ir1)

;

+C21

:
f(r2) + f(−r2)

;
+ C22

:
f(ir2) + f(−ir2)

;
+R9(f ; r1, r2),

where 0 < r1 < r2 < 1, and proved that for

r1 = r
∗
1 =

4

J
63− 4

√
114

143
and r2 = r

∗
2 =

4

J
63 + 4

√
114

143
,

this quadrature rule has the algebraic degree of precision p = 13, with the error–term

R9(f ; r
∗
1, r

∗
2) =

1

28122661066500
f
(14)(0) + · · · ≈ 3.56 · 10−14

f
(14)(0).

Evidently, it is a special case, which can be obtained from Theorem 5.1 for N = 9
and m = 2. In that case, n = 2 and ν = 1, so that dmax = 2(m+ 1)n+ s = 13, and

p2,1(z) = z
2 − 126

143
z +

15

143
.

A special case with the Chebyshev weight of the first kind w(z) = 1/
√
1− z2 was

considered recently in [68].

Quadrature processes and new applications 19

quadrature formula is exact for all algebraic polynomials of degree at most five and
its remainder RBY

5 (f) can be estimated by (see [88] and [11, p. 136])

|RBY
5 (f)| ≤ |h|7

1890
max
z∈S

|f (6)(z)|,

where S denotes the square with vertices z0 + ikh, k = 0, 1, 2, 3. By a reduction of
the line segment [z0 − h, z0 + h] to [−1, 1], this five–point rule reduces to

" 1

−1

f(z) dz =
8

5
f(0) +

4

15

:
f(1) + f(−1)

;
− 1

15

:
f(i) + f(−i)

;
+R5(f). (5.4)
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formula to the following nine point rule,
" 1

−1

f(z) dz = Af(0) + C11

:
f(r1) + f(−r1)

;
+ C12

:
f(ir1) + f(−ir1)

;

+C21

:
f(r2) + f(−r2)

;
+ C22

:
f(ir2) + f(−ir2)

;
+R9(f ; r1, r2),

where 0 < r1 < r2 < 1, and proved that for

r1 = r
∗
1 =

4

J
63− 4

√
114

143
and r2 = r

∗
2 =

4

J
63 + 4

√
114

143
,

this quadrature rule has the algebraic degree of precision p = 13, with the error–term

R9(f ; r
∗
1, r

∗
2) =

1

28122661066500
f
(14)(0) + · · · ≈ 3.56 · 10−14

f
(14)(0).

Evidently, it is a special case, which can be obtained from Theorem 5.1 for N = 9
and m = 2. In that case, n = 2 and ν = 1, so that dmax = 2(m+ 1)n+ s = 13, and

p2,1(z) = z
2 − 126

143
z +

15

143
.

A special case with the Chebyshev weight of the first kind w(z) = 1/
√
1− z2 was

considered recently in [68].

Quadrature processes and new applications 19

quadrature formula is exact for all algebraic polynomials of degree at most five and
its remainder RBY

5 (f) can be estimated by (see [88] and [11, p. 136])

|RBY
5 (f)| ≤ |h|7

1890
max
z∈S

|f (6)(z)|,

where S denotes the square with vertices z0 + ikh, k = 0, 1, 2, 3. By a reduction of
the line segment [z0 − h, z0 + h] to [−1, 1], this five–point rule reduces to

" 1

−1

f(z) dz =
8

5
f(0) +

4

15

:
f(1) + f(−1)

;
− 1

15

:
f(i) + f(−i)

;
+R5(f). (5.4)
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замене са {(𝒜K$𝑓)(τ!)}!#$" , где је 𝒜K екстензија неког линеарног оператора 𝒜K: 𝒫 → 𝒫,  
ℎ ≥ 0, добијају се тзв. нестандардне квадратурне формуле (НСК) 

 
Приметимо да овде користимо исту нотацију за линеарне операторе дефинисане на 
простору свих алгебарских полинома и за њихове екстензије на неким класама 
интеграбилних функција. Типичан пример таквих оператора је оператор усредњења или 
оператор Стеклова53, како се још назива, 

 
У случају ℎ = 0 овај оператор се интерпретира као идентички оператор 𝒜% = ℐ, тако да 
је, за непрекидну функцију 𝑓, његова вредност у тачки 𝑥 једнака 𝑓(𝑥), тј. 

 
Нестандардне квадратуре (НСК) са оператором усредњења су познате као интервалне 
квадратуре, које су се појавиле крајем седамдесетих година прошлог века (видети [63], 
[65]). У многим применама, посебно у експерименталној физици и инжењерству, није 
могуће тачно измерити вредности функције 𝑓(𝜏@), 𝜈 = 1,… , 𝑛, већ само њихове средње 
вредности, тако да се уместо стандардних квадратура (СК) могу  користити интервалне 
квадратуре са оператором усредњења (видети сл. 5.1 (лево)). Иначе, стандардне 
квадратуре се могу интерпретирати као нестандардне са оператором дефинисаним са  

	
Слика 5.1. Информације о функцији: (лево) интервална квадратура са оператором 

усредњења; (десно) стандардна квадратура интерпретирана као нестандардна 

 
тако да су вредности (𝒜K$𝑓)(𝜏!) = 𝑓(𝜏!),  𝑘 = 1,… , 𝑛 (видети сл. 5.1 (десно)).  
 Уместо оператора усредњења 𝒜K могуће је разматрати и тежински оператор 
усредњења дат помоћу 

 
 

53 Влади́мир Андре́евич Стекло́в (1864–1926), руски математичар, механичар и физичар. 
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6. Nonstandard quadratures of Gaussian type

If the information data {f(τk)}nk=1 in the standard quadrature

"

R
f(t) dµ(t) =

n#

k=1

wkf(τk) +Rn(f). (6.1)

are replaced by {(Ahkf)(τk)}nk=1, where Ah is an extension of some linear operator
Ah : P → P, h ≥ 0, we get a non–standard quadrature formula

"

R
f(t) dµ(t) =

n#

k=1

wk(A
hkf)(τk) +Rn(f). (6.2)

Notice that we use the same notation for the linear operator defined on the space
of all algebraic polynomials and for its extension to the certain class of integrable
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Pitnauer and Reimer [82], Kuz’mina [31], Sharipov [84], Babenko [3], Motornyi [78]).

In many applications, especially in experimental physics and engineering, it is
not possible to accurately measure the values f(τν), ν = 1, . . . , n, only their mean
values, so that instead of the standard quadrature (6.1) one can use only an interval
quadrature with the average operator (6.3) (see Fig. 6.1 (left)).

Standard quadraures can be interpreted as quadratures with an operator defined
by

(Ah
f)(x) =

1

2h

" x+h

x−h

f(x) dt = f(x), (6.4)

so that (Ahkf)(τk) = f(τk), k = 1, . . . , n (see Fig. 6.1 (right)).
Instead of (6.3) it is possible to consider also a weighted average operator in the

form

(Ah
wf)(x) =

(Ah
fw)(x)

(Ahw)(x)
=

" x+h

x−h

f(t)w(t) dt

" x+h

x−h

w(t) dt

, (6.5)

or even simpler as

(Bh
wf)(x) = (Ah

fw)(x) =
1

2h

" x+h

x−h

f(t)w(t) dt, (6.6)

20 G. V. Milovanović
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Pitnauer and Reimer [82], Kuz’mina [31], Sharipov [84], Babenko [3], Motornyi
[78]).
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Standard quadraures can be interpreted as quadratures with an operator defined
by

(Ahf)(x) =
1

2h

) x+h

x→h
f(x)dt = f(x), (6.4)

so that (Ahkf)(ωk) = f(ωk), k = 1, . . . , n (see Fig. 6.1 (right)).

Fig. 6.1. The information data: (left) in an interval quadrature with the average
operator; (right) in the standard quadrature interpreted as a nonstandard one with
the operator (6.4)
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или, чак у простијем облику, као  

 
где су ℎ > 0  и 𝑤 дата тежинска функција на коначном интервалу  [𝑎, 𝑏].  
5.1. Гаусове интервалне квадратурне формуле. За дату тежинску функцију 𝑤: 𝐼 → ℝ' 
и  𝒉 = (ℎ$, … , ℎ"), ℎ@ ≥ 0, 𝜈 = 1,… , 𝑛, у овом одељку, користимо тежински  оператор 
усредњења и уводимо интервалну квадратуру Гаусовог типа (ИКГТ) на 𝐼, 
 

 
која је тачна за све алгебарске полинома степена не вишег од 2𝑛 − 1, тј. 𝑅"(𝒫,"+$) = 0, 
где  су 𝐼@ = (𝑥@ − ℎ@ , 𝑥@ + ℎ@), 𝜈 = 1,… , 𝑛, непреклапајући интервали чија је унија 
одговарајући подскуп од 𝐼. Величине 𝑤(𝐼@), 𝜈 = 1,… , 𝑛, су дате помоћу  

 
Средње тачке 𝑥@ интервала 𝐼@, 𝜈 = 1,… , 𝑛, су чворови интервалне квадратуре (ИКГТ), а 
величине 𝜎@, 𝜈 = 1,… , 𝑛, су њени тежински коефицијенти. 
 Приметимо да за непрекидне функције имамо 

 
тако да се (ИКГТ) за 𝒉 = 𝟎, своди на стандардну Гаусову квадратурну формулу. Такође, 
ако уместо тежинског оператора усредњења 𝒜L

K  у (ИКГТ) ставимо његову једноставнију 
верзију ℬLK , долазимо до квадратурне формуле 

 
где су 𝑤@ = 2ℎ@𝜎@/𝑤(𝐼@),  𝜈 = 1,… , 𝑛. 
 За коначан интервал 𝐼 = [𝑎, 𝑏], Бојанов54 и Петров55 [4] су доказали да оваква 
квадратурна формула егзистира, са позитивним тежинским коефицијентима 𝑤@, 𝜈 =
1,… , 𝑛, као и да је јединствена у специјалном случају ℎ@ = ℎ, 𝜈 = 1,… , 𝑛. Две године 
касније (2003) они доказују јединственост у општем случају, али само за Лежандрову56 
тежину (𝑤(𝑥) = 1), указујући да је доказ јединствености, у случају квадратура са  
произвољним тежинским функцијама, јако  тежак проблем [5].    
 Коришћењем тополошког степена нелинеарних пресликавања, заједно са својим 
сарадником Цветковићем, у серији радова [43–45,47–49] доказали смо јединственост 
општих интервалних квадратура Гаусовог типа за све класичне тежинске функције 
(Јакобијева тежина 𝑤(𝑡) = (1 − 𝑡)𝛼(1 + 𝑡)𝛽, 𝛼, 𝛽 > −1, на  (−1,1);  генералисана Лагерова 
тежина 𝑤(𝑡) = 𝑡𝛼e−𝑡,   𝛼 > −1,  на  (0, ∞);  и Ермитова  тежина 𝑤(𝑡) = e−𝑡2

на  (−∞, ∞)) 
и дали алгоритме за њихову нумеричку конструкцију.  Штавише, доказали смо 
егзистенцију и јединственост за некласичне експоненцијалне тежине 𝑤(𝑥) = 𝑒+M(:)	на 

 
54 Борислав Д. Бојанов (1944–2009), професор Универзитета у Софији, редовни члан Бугарске академије 
наука и мој дугогодишњи пријатељ, који је нажалост прерано преминуо. 
55 Петар П. Петров, бугарски математичар.   
56Adrien-Marie Legendre (1752–1833), француски математичар. 
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Fig. 6.1. The information data: (left) in an interval quadrature with the average operator;

(right) in the standard quadrature interpreted as a nonstandard one with the operator (6.4)

where h > 0 and w is a given weight function on a finite interval [a, b], i.e., a non-
negative Lebesgue integrable function, such that for each subinterval (α, β) ⊆ [a, b],

α < β, we have
! β

α
w(t) dt > 0.

6.1. Gaussian interval quadrature formulae. In this subsection, for a given weight
function w : I → R+ and for h = (h1, . . . , hn), hν ≥ 0, ν = 1, . . . , n, we use the
weighted average operator (6.5) and define the following interval quadrature formula
of Gaussian type on I as

"

I

f(x)w(x) dx =
n#

ν=1

σν

w(Iν)

"

Iν

f(x)w(x) dx+Rn(f), (6.7)

which is exact for all algebraic polynomial of degree at most 2n−1, i.e., Rn(P2n−1) = 0,
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неограниченим интервалима 𝐼 = ℝ и 𝐼 = ℝ', претпостављајући да је 𝑄 непрекидна 
функција на 𝐼 и да су сви алгебарски полиноми интеграбилни у односу на тежину 𝑤 
(видети [7]). 

Теорема 5.1.  За дато 𝒉 = (ℎ$, … , ℎ"), ℎ@ ≥ 0, 𝜈 = 1,… , 𝑛, постоји јединствена Гаусова 
интервална квадратурна формула у односу на тежинску функцију 𝑤(𝑥) = 𝑒+M(:) на 𝐼, 
где су 𝐼@ = (𝑥@ − ℎ@ , 𝑥@ + ℎ@), 𝜈 = 1,… , 𝑛, непреклапајући интервали. У случају тежине 
𝑤 на 𝐼 = ℝ', додатно имамо 𝑥$ − ℎ$ > 0. 
5.2. Гаусове квадратуре базиране на операторским вредностима. Други приступ у 
квадратурним формулама са интервалима исте дужине и са оператором усредњења 𝒜K 
разматрао је Омладич57 1992. године у раду [62]. Средње тачке интервала су нуле неких 
ортогоналних полинома. Прецизније, у том раду је доказано да су чворови 𝜏@ , 𝜈 =
1,… , 𝑛, нуле тзв. усредњених Лежандрових полинома 𝑝"K(𝑥) ≡ 𝑝"(𝑥), који задовољавају 
трочлану рекурентну релацију 

 
 У циљу уопштења овог приступа, ставимо 𝐻 = 𝐻N = [0, 𝛿),  𝛿 > 0, и посматрајмо 
фамилије линеарних оператора 𝒜K, ℎ ∈ 𝐻, на простору свих алгебарских полинома 𝒫, 
са особином да очувавају степен полинома, deg(𝒜K𝑝) = deg(𝑝), као и да је  

 
за свако 𝑝 ∈ 𝒫 и свако  ℎ ∈ 𝐻. Ако ставимо deg(0) ≝ −1, прва особина биће тачна и за 
нула полином. 
 За дату фамилију линеарних оператора 𝒜K, ℎ ∈ 𝐻, у раду [49] разматрали смо 
нестандардну интерполациону квадратуру Гаусовог типа (ИКГТ) 

 
која је тачна за све алгебарске полиноме степена не вишег од 2𝑛 − 1  и доказали следећи 
резултат:  

Теорема 5.2. Нека је dµ коначна позитивна Борелова58 мера са носачем supp(d𝜇) ⊂ ℝ. 
За свако 𝑛 ∈ ℕ постоји 𝜀 > 0, тако да за свако ℎ ∈ 𝐻O = [0, 𝜀) постоји јединствена 
интерполациона квадратура Гаусовог типа (ИКГТ), са чворовима 𝑥! ∈ Cocsupp(d𝜇)d и 
позитивних тежина 𝑤! > 0, 𝑘 = 1,… , 𝑛. 
 За конструкцију квадратурних формула (ИКГТ) предложен је стабилан 
нумерички алгоритам [49], а за специјалне класе линеарних оператора:   

• оператор усредњења (оператор Стеклова)  

 
• диференцни оператори 

 

 
57 Matjaž Omladič (1950– ), словеначки математичар, професор Универзитета у Љубљани, Словенија. 
58 Émile Borel (1871–1956), француски математичар. 
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weight function w(x) = x
αe−x on R+ have been presented, including an algorithm for

the numerical construction of such a formula. The corresponding problem with the
Hermite weight w(x) = e−x2

on R has been studied in [55]. Thus, in this way we have
completed results for all classical weight functions.

Recently, we have considered interval quadrature formulas of Gaussian type with
respect to the nonclassical exponential weight functions of the form w(x) = e−Q(x) on
unbounded intervals I = R or I = R+ (see [9]), where Q is supposed to be continuous
function on I and given such that all algebraic polynomials are integrable with respect
to the weight w.

Theorem 6.1. Given h = (h1, . . . , hn) ∈ Rn, hν ≥ 0, ν = 1, . . . , n, there exists
the unique Gaussian interval quadrature rule (6.7) with respect to the weight function
w on I, where intervals Iν = (xν − hν , xν + hν), ν = 1, . . . , n, are nonoverlapping. In
the case of the weight w supported on I = R+, in addition, we have x1 − h1 > 0.

The results obtained in [9] can be applied also to corresponding quadratures over
the finite interval (−1, 1).

6.2. Gaussian quadratures based on operator values. Another approach in quadra-
ture formulae of Gaussian type for intervals of the same length with the average
operator (6.3) appeared in 1992 in Omladič’s paper [80]. The middle points of the
intervals are zeros of some kind of orthogonal polynomials. More precisely, Omladič
proved that the nodes xν , ν = 1, . . . , n, of his quadratures are zeros of the average
Legendre polynomials p

h
n(x) ≡ pn(x), which satisfy the three–term recurrence relation

pn+1(x) = x pn(x)−
n
2(1− n

2
h
2)

4n2 − 1
pn−1(x), n ≥ 1.

In order to generalize this approach we put H = Hδ = [0, δ), δ > 0, and consider
families of linear operators Ah, h ∈ H, acting on the space of all algebraic polynomials
P, such that the degrees of polynomials are preserved, i.e.,

deg(Ah
p) = deg(p), (6.10)

and
lim
h→0+

(Ah
p)(x) = p(x), x ∈ C, (6.11)

for any p ∈ P and each h ∈ H. By definition we put deg(0) = −1, so that degree
preserving property also means that the zero polynomial is the image only of the zero
polynomial.

For a given family of linear operators Ah, h ∈ H, we consider the non–standard
interpolatory quadrature of Gaussian type

"

R
f(x) dµ(x) =

n#

k=1

wk(A
h
f)(xk) +Rn(f), (6.12)

which is exact for all algebraic polynomials of degree at most 2n− 1.
In [56] we have proved the following result:

Quadrature processes and new applications 23

weight function w(x) = x
αe−x on R+ have been presented, including an algorithm for

the numerical construction of such a formula. The corresponding problem with the
Hermite weight w(x) = e−x2

on R has been studied in [55]. Thus, in this way we have
completed results for all classical weight functions.

Recently, we have considered interval quadrature formulas of Gaussian type with
respect to the nonclassical exponential weight functions of the form w(x) = e−Q(x) on
unbounded intervals I = R or I = R+ (see [9]), where Q is supposed to be continuous
function on I and given such that all algebraic polynomials are integrable with respect
to the weight w.

Theorem 6.1. Given h = (h1, . . . , hn) ∈ Rn, hν ≥ 0, ν = 1, . . . , n, there exists
the unique Gaussian interval quadrature rule (6.7) with respect to the weight function
w on I, where intervals Iν = (xν − hν , xν + hν), ν = 1, . . . , n, are nonoverlapping. In
the case of the weight w supported on I = R+, in addition, we have x1 − h1 > 0.

The results obtained in [9] can be applied also to corresponding quadratures over
the finite interval (−1, 1).

6.2. Gaussian quadratures based on operator values. Another approach in quadra-
ture formulae of Gaussian type for intervals of the same length with the average
operator (6.3) appeared in 1992 in Omladič’s paper [80]. The middle points of the
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proved that the nodes xν , ν = 1, . . . , n, of his quadratures are zeros of the average
Legendre polynomials p

h
n(x) ≡ pn(x), which satisfy the three–term recurrence relation

pn+1(x) = x pn(x)−
n
2(1− n

2
h
2)

4n2 − 1
pn−1(x), n ≥ 1.

In order to generalize this approach we put H = Hδ = [0, δ), δ > 0, and consider
families of linear operators Ah, h ∈ H, acting on the space of all algebraic polynomials
P, such that the degrees of polynomials are preserved, i.e.,

deg(Ah
p) = deg(p), (6.10)

and
lim
h→0+

(Ah
p)(x) = p(x), x ∈ C, (6.11)

for any p ∈ P and each h ∈ H. By definition we put deg(0) = −1, so that degree
preserving property also means that the zero polynomial is the image only of the zero
polynomial.

For a given family of linear operators Ah, h ∈ H, we consider the non–standard
interpolatory quadrature of Gaussian type

"

R
f(x) dµ(x) =

n#

k=1

wk(A
h
f)(xk) +Rn(f), (6.12)

which is exact for all algebraic polynomials of degree at most 2n− 1.
In [56] we have proved the following result:

Ah

Ah

(Ah
f)(x) =

1

2h

Z x+h

x�h
f(t) dt, h > 0;

(Ah
p)(x) =

mX

k=�m

akp(x+kh), (Ah
p)(x) =

m�1X

k=�m

akp

⇣
x+

�
k+

1
2

�
h

⌘
;

(Ah
p)(x) =

mX

k=0

bk
h
k

k!
D

k
p(x), D

k
=

d
k

dxk
.

gvm@mi.sanu.ac.rs

Ah

Ah

(Ah
f)(x) =

1

2h

Z x+h

x�h
f(t) dt, h > 0;

(Ah
p)(x) =

mX

k=�m

akp(x+kh), (Ah
p)(x) =

m�1X

k=�m

akp

⇣
x+

�
k+

1
2

�
h

⌘
;

(Ah
p)(x) =

mX

k=0

bk
h
k

k!
D

k
p(x), D

k
=

d
k

dxk
.

gvm@mi.sanu.ac.rs



 

• диференцијални оператор 

 
добијени су интересантни експлицитни резултати повезани са теоријом ортогоналних 
полинома. На пример, за конструкцију нестандардне квадратуре Гаусовог типа за 
оператор усредњења неопходан нам је 𝑛 −ти полином из ортогоналног низа у односу на 
линеарну функционелу 

 
Приметимо да се у последњем интегралу појављује логистичка тежина [24, стр.  159]. 
Неки даљи резултати о нестандардним квадратурама које  користе вредности извода 
интегранда могу се наћи у раду [50]. 

6. Фредхолмове интегралне једначине друге врсте 

 Интегралне једначине се појављују у разним математичким областима, али и 
многим областима попут класичне и квантне механике, кинетичке теорије гасова, 
оптималних система  управљања, електромагнетици, теорији телекомуникација, 
геофизици, биологији и генетици, математичкој економији, итд. Многи контурни 
проблеми са диференцијалним једначинама могу се формулисати у терминима 
интегралних једначина, али има и таквих проблема који се формулишу само помоћу 
интегралних једначина.  
 Нас овде интересују само Фредхолмове интегралне једначине друге врсте 
(ФИЈ2),  

 
где су језгро 𝑘(𝐱, 𝐲), тежинска функција 𝑤(𝐱) и 𝑔(𝐱) су познате функције, 𝜇 ∈ ℝ	 је дати 
параметар, а 𝑓(𝐱) непозната функција. 
 Нумерички приступ у решавању интегралних једначина је један од основних 
проблема нумеричке анализе (за различите методе видети [2], [22], [24, str. 362–385]). 
Нумерички методи за линеарне интегралне једначине доводе до алгебарских система 
линеарних једначина, који су често слабо условљени, тј. кондициони број (фактор 
условљености) одговарајућих матрица је велики. Иначе, решења интегралних једначина 
се најчешће апроксимирају полиномима, сплајновима, итд.      
 У даљем тексту разматраћемо веома важан једнодимензионални случај 
Фредхолмове интегралне једначине (ФИЈ2) на 𝒟 = 𝐴 = [−1,1], 

 
у односу Јакобијеву тежинску функцију, као и дводимензионалан случај на троуглу 𝒟 =
T, који може бити редукован на квадрат 𝒟 = Q = 𝐴,. Предложени методи су веома 
ефикасни и засновани су на прогресу који учињен у последње време у области 
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Theorem 6.2. Let Ah, h ∈ H, be a family of linear operators satisfying the
conditions (6.10) and (6.11) and dµ be a finite positive Borel measure on the real
line with its support supp ( dµ) ⊂ R. For any n ∈ N there exists ε > 0, such that
for every h ∈ Hε = [0, ε) there exists the unique interpolatory quadrature formula
(6.12) of Gaussian type, with nodes xk ∈ Co(supp ( dµ)) and positive weights wk > 0,
k = 1, . . . , n.

Also, we have proposed a stable numerical algorithm for constructing such quadra-
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where m is a fixed natural number and Dk = d
k
/dx

k, k ∈ N0, we obtain interesting
explicit results connected with theory of orthogonal polynomials. Details can be found
in [56].

Finally, following a starting idea from [33], for finite positive Borel measures sup-
ported on the real line we have considered a new type of quadrature rule with maxi-
mal algebraic degree of exactness (see Milovanović and Cvetković [57]), which involves
function derivatives. We have proved the existence of such quadrature rules and de-
scribed their basic properties. An additional motivation for this type of quadrature
comes also from its applications to initial–value problems for ordinary differential
equations.

7. Fredholm integral equations of the second kind

Integral equations appear in many fields including continuum and quantum me-
chanics, kinetic theory of gases, optimization and optimal control systems, commu-
nication theory, potential theory, geophysics, electricity and magnetism, biology and
population genetics, mathematical economics, queueing theory, etc. Most of the
boundary value problems involving differential equations can be converted into prob-
lems in integral equations, but also there are certain problems which can be formulated
only in terms of integral equations.

We are interested only in the Fredholm integral equations of the second kind (FK2),

f(y) + µ

"

D

k(x,y)f(x)w(x) dx = g(y), y ∈ D, (7.1)

where the kernel k(x,y), the weight w, and g are known functions, µ ∈ R is a
parameter, and f is a unknown function.
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A computational approach to the solution of integral equations is an essential
branch of numerical analysis. There are many numerical methods for solving integral
equations (cf. [2], [32], [35, pp. 362–385]). Numerical methods for linear integral
equations lead to algebraic systems of linear equations and sometimes the conditional
number of the corresponding matrices are large. The solution of an integral equation
can be done in a polynomial form, as a peacewise polynomial, spline, etc.

In the sequel we consider an important one–dimensional case of the integral equa-
tion (7.1) on D = A = [−1, 1],
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with respect to the Jacobi weight, as well as a two–dimensional case on a triangle
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very efficient and they are based on the recent progress in polynomial interpolation
(cf. [35]).
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α,β(x) = (1− x)α(1 + x)β, α, β > −1,

and give a numerical method for their solving in the spaces of continuous functions
equipped with certain uniform weighted norms. Letting

(Kf)(y) = µ

" 1

−1

k(x, y)f(x)w(x) dx, (7.3)

the equation (7.2) can be written in the operator form

(I +K)f = g, (7.4)

where I denotes the identity operator. Assuming the continuity of the kernel k(x, y)
we use Nyström methods and we can prove the stability and convergence, as well
as the well–conditioning of the corresponding matrices. The last property is derived
only from the continuity of the kernel and not from its special form.

Taking another Jacobi weight, vγ,δ(x) = (1− x)γ(1 + x)δ, with γ, δ ≥ 0, we define
the space of functions as

Cvγ,δ =
A
f ∈ C

0((−1, 1)) : lim
x→±1

(fvγ,δ)(x) = 0
B
,

equipped with the norm 3f3C
vγ,δ

= 3fvγ,δ3∞. Moreover, we denote by

En(f)vγ,δ = inf
Pn∈Pn

3(f − Pn)v
γ,δ3∞

the error of best weighted approximation of a function f in Cvγ,δ by means of poly-
nomials of degree at most n.
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59 Evert Johannes Nyström (1895–1960), фински математичар. 
60 У нумеричкој анализи појам колокација се користи за изједначавање (подешавање) леве и десне стране једначине 
у изабраним тачкама. 
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Using the n–point Gaussian quadrature with respect to the Jacobi weight vα,β(x)
we approximate the operator K from (7.3) by the operator Kn defined as

(Knf)(y) = µ

n#

k=1

λk(v
α,β)k(xk, y)f(xk),

where xk, k = 1, . . . , n, are the zeros of the (orthonormal) Jacobi polynomial pn(v
α,β)

and λk(v
α,β), k = 1, . . . , n, are the corresponding Christoffel numbers. In that way,

we solve the following approximating equations

(I +Kn)fn = g, n = 1, 2, . . . . (7.5)

Multiplying both sides of (7.5) by v
γ,δ and collocating it at the zeros xi, i = 1, . . . , n,

we obtain the system of linear equations

n#

k=1

<
δi,k + µ

v
γ,δ(xi)

vγ,δ(xk)
k(xk, xi)λk(v

α,β)

=
ak = g(xi)v

γ,δ(xi), i = 1, . . . , n, (7.6)

where ak = fn(xk)v
γ,δ(xk), k = 1, . . . , n, are the unknowns. If for a sufficiently large

n (say n > n0), the system (7.6) admits the unique solution (a∗1, . . . , a
∗
n), then we

construct the Nyström interpolant

f
∗
n(y) = g(y)− µ

n#

k=1

k(xk, y)
λk(v

α,β)

vγ,δ(xk)
a
∗
k. (7.7)

Under restriction of parameters, 0 ≤ γ < 1−α and 0 ≤ δ < 1− β, and properties
of the kernel,

lim
n

sup
|y|≤1

v
γ,δ(y)En(ky) = 0, lim

n
sup
|x|≤1

En(kx)vγ,δ = 0, (7.8)

we can prove (cf. [37]) that K : Cvγ,δ → Cvγ,δ is a compact operator,

sup
n

3Kn3C
vγ,δ

→C
vγ,δ

≤ A < +∞, lim
N

sup
n

sup
*fvγ,δ*∞=1

EN(Knf)vγ,δ = 0,

(∀f ∈ Cvγ,δ) lim
n

3(K −Kn)f3C
vγ,δ

= 0,

lim
n

3(K −Kn)Kn3C
vγ,δ

→C
vγ,δ

= 0.

Theorem 7.1. Under restriction of parameters, 0 ≤ γ < 1−α and 0 ≤ δ < 1−β,
the conditions (7.8), Ker(I+K) = {0} in Cvγ,δ and g ∈ Cvγ,δ , the system of equations
(7.6) has a unique solution for any n > n0 and the sequence {f ∗

n}n, defined by (7.7),
converges in Cvγ,δ to the exact solution f

∗ of (7.4), with the following error estimate

3f ∗ − f
∗
n3C

vγ,δ
≤ C

%
3f3C

vγ,δ
sup
|y|≤1

v
γ,δ(y)En−1(ky) + sup

|y|≤1

v
γ,δ(y)3ky3∞En−1(f)vγ,δ

K
,

where the constant C is independent of n and f
∗. Moreover, if Vn is the matrix of

the system of equations (7.6), then cond(Vn) ≤ cond(I +Kn) < const.
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61 Серге́й Льво́вич Со́болев (1908–1989), руски математичар. 
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The error estimate can be also given in the Sobolev–type space

W
r(vγ,δ) =

?
f ∈ Cvγ,δ : f (r−1) ∈ AC((−1, 1)) ∧ 3f (r)ϕr

v
γ,δ3∞ < +∞

@
, r ≥ 1,

equipped with the norm

3f3W r(vγ,δ) := 3fvγ,δ3∞ + 3f (r)ϕr
v
γ,δ3∞,

where ϕ(x) =
√
1− x2 and AC((−1, 1)) denotes the space of all functions which are

absolutely continuous in every compact set of the interval (−1, 1). For brevity we will
set W r(v0,0) = W

r.
Namely, under the assumptions on α, β, γ, δ, replacing (7.8) by

sup
|y|≤1

v
γ,δ(y)3ky3W r < +∞ and sup

|x|≤1

3kx3W r(vγ,δ) < +∞

and assuming that g ∈ W
r(vγ,δ), the estimate from Theorem 7.1 becomes

3(f ∗ − f
∗
n)v

γ,δ3∞ = O(n−r).

The proofs, examples and other details can be found in [37]. Similar results can be
done for Fredholm integral equations of the second kind with respect to the weight
function w(x) = x

αe−xβ
, α > −1, β > 1/2, over A = [0,+∞) (see [36], [37]).

7.2. Fredholm equations in two variables on a triangle. Recently in [79], Occor-
sio and Russo have extended the previous results to the numerical solution of two–
dimensional Fredholm integral equations by Nyström and collocation methods based
on the zeros of Jacobi orthogonal polynomials.

In this subsection we consider the approximation of the solution of the correspond-
ing Fredholm integral equation of the second kind in two variables on a triangle with
vertices at the points (0, 0), (0, 1), (1, 0), i.e.,

T =
A
(x1, x2) : 0 ≤ x1 + x2 ≤ 1, x1 ∈ [0, 1]

B
.

Thus, we consider the Fredholm equation (7.1), over D = T, where y = (y1, y2),
x = (x1, x2), dx = dx1 dx2, k and g are given functions defined on T, f is the
unknown function, and the weight function w is given by

w(x1, x2) = x
p−1
1 x

q−1
2 (x1 + x2)

a(1− x1 − x2)
b
, p, q > 0, p+ q + a > 0, b > −1.

There are several applications of this type of integral equations in problems arising in
fracture mechanics, aerodynamics, two dimensional electromagnetic scattering, etc.

By using a suitable transformation, we can obtain an integral equation on the
square Q = [−1, 1] × [−1, 1], where the corresponding weight appearing into the
integral is the product of a pair of Jacobi weights. Namely, for any x = (x1, x2) ∈ T
and u = (u1, u2) ∈ Q, we introduce the following transformation between the triangle
T and the square Q,

x1 =
1

4
(1 + u1)(1 + u2), x2 =

1

4
(1 + u1)(1− u2), (7.9)
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There are several applications of this type of integral equations in problems arising in
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integral is the product of a pair of Jacobi weights. Namely, for any x = (x1, x2) ∈ T
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28 G. V. Milovanović

or equivalently

u1 = 2(x1 + x2)− 1, u2 =
x1 − x2

x1 + x2

,

with the Jacobian,

J(x1, x2) =
∂(x1, x2)

∂(u1, u2)
= −1

8
(1 + u1), |J(x1, x2)| =

1

8
v
0,1(u1).

Notice that many other maps T ↔ Q are possible, such as, for instance (see [12], [13]),

x1 =
1

4
(1 + u1)(1− u2), x2 =

1

2
(1 + u2).

However, we use the map (7.9) since, as we will see, it allows us to obtain an integral
equation on the square Q, with a weight function product of two Jacobi weights.

Thus, the two–variables Fredholm integral equation (7.1) over D = T, by using
the map (7.9), transforms to the integral equation

F (v) + ν

"

Q

h(u,v)F (u)Ω(u)du = G(v), v ∈ Q,

with a new parameter ν = µ/22p+2q+a+b−1, where

F (v) = F (v1, v2) = f

-
(1 + v1)(1 + v2)

4
,
(1 + v1)(1− v2)

4

.
,

G(v) = G(v1, v2) = g

-
(1 + v1)(1 + v2)

4
,
(1 + v1)(1− v2)

4

.
,

Ω(u) = Ω(u1, u2) = w

-
(1 + u1)(1 + u2)

4
,
(1 + u1)(1− u2)

4

.
,

and the kernel h(u,v) = h(u1, u2, v1, v2) = k(x1, x2, y1, y2) given by

h(u,v) = k

-
(1 + u1)(1 + u2)

4
,
(1 + u1)(1− u2)

4
,
(1 + v1)(1 + v2)

4
,
(1 + v1)(1− v2)

4

.
.

Here, the weight Ω(u) reduces to a product of two Jacobi weights,

Ω(u) = v
b,p+q+a−1(u1)v

q−1,p−1(u2),

where v
γ,δ(t) = (1− t)γ(1 + t)δ.

By this way, possible singularities of the kernel k on the boundary of T are moved
to corresponding singularities along the border of the square and “absorbed” into the
Jacobi weights. In [39] we proposed a global approximation of the solution of the
integral equation (7.1) over D = T by means of a Nyström method based on the
tensor product of two univariate Gaussian rules. For such a method we proved the
stability and convergence, as well as the error estimates in weighted uniform spaces.
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а језгро ℎ(𝐮, 𝐯) = ℎ(𝑢$, 𝑢,, 𝑣$, 𝑣,) = 𝑘(𝑥$, 𝑥,, 𝑦$, 𝑦,) је дато са 

 
Једноставно је проверити да се тежина Ω(𝒖) своди на производ две Јакобијеве тежине, 

 
где је 𝑣V,N(𝑡) = (1 − 𝑡)V(1 + 𝑡)R. 
 Овим поступком, могући сингуларитети језгра на контури троугла T  трансфор-
мишу се у одговарајуће сингуларитете дуж контуре  квадрата Q и притом се  “апсорбују” 
у оквиру Јакобијевих тежина. У раду [28] предложили смо глобалну апроксимацију 
решења интегралне једначине (ФИЈ2) на троуглу 𝒟 = T помоћу Нистромовог метода 
базираног на тензорском производу две једнодимензионалне Гаусове квадратуре, и за 
такав метод смо доказали стабилност, конвергенцију и добру условљеност, као и оцену 
грешке у тежинским униформним просторима. Нумерички тестови су показали високу 
ефикасност предложеног метода. 

7. Закључак 

 У предходним одељцима укратко смо описали неке од наших резултата у 
контексту развоја поменутих области. У закључку ове беседе поменуо бих још неке од 
сродних области, у којима смо добили резултате, као што су квадратурни процеси са 
вишеструким чворовима ([36], [55–57], [60]), интеграција брзо-осцилаторних функција 
[34], тригонометријски квадратурни процеси [60], Минцови системи и квадратуре [35], 
[46],  оптималне квадратуре и сплајнови, ортогоналност на радијалним зрацима, 
специјалне функције, као и  специјалне класе  полинома и бројева.  Најзад, поменуо бих 
интерполационе процесе и тежинске апроксимације, којима смо са колегом Ђ. 
Мастројанијем62 посветили монографију [24] на око 450 страница у издању Springer 
Verlag (2008). Такође, поменуо бих и монографију “Topics in Polynomials: Extremal 
Problems, Inequalities, Zeros” објављену на око 830 страница (коаутори: Д.С. 
Митриновић63 и Т.М. Расиас64) у издању World Scientific (1994), која је доживела високу 
цитираност. Поред ових монографија на сл. 7.1 приказана је и књига “Approximation and 
Computation”,  у издању Springer Verlag (уредници: В. Гаучи, Ђ. Мастројани и Т. Расиас), 
која представља Зборник радова са научне конференције одржане на Универзитету у 
Нишу (2008) и која је била посвећена мом 60-том рођендану.  

 
62Giuseppe Mastroianni (1939– ), професор на Универзитету Базиликатa у Потенци (Università degli Studi 
della Basilicata, Potenza), Италија. Наша сарадња је започела након његовог учешћа на интернационалној 
конференцији “Numerical methods and approximation theory III” (Niš, August 18–21, 1987).  
63 Драгослав С. Митриновић (1908–1995), српски математичар. Био је професор Електротехничког 
факултета Универзитета у Београду.  
64 Themistocles M. Rassias (1951– ), професор Националног техничког универзитета (Εθνικό Μετσόβιο 
Πολυτεχνείο) у Атини, Грчка.  Наша сарадња је започела крајем осамдесетих година прошлог века. 
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with the Jacobian,

J(x1, x2) =
∂(x1, x2)

∂(u1, u2)
= −1

8
(1 + u1), |J(x1, x2)| =

1

8
v
0,1(u1).

Notice that many other maps T ↔ Q are possible, such as, for instance (see [12], [13]),

x1 =
1

4
(1 + u1)(1− u2), x2 =

1

2
(1 + u2).

However, we use the map (7.9) since, as we will see, it allows us to obtain an integral
equation on the square Q, with a weight function product of two Jacobi weights.

Thus, the two–variables Fredholm integral equation (7.1) over D = T, by using
the map (7.9), transforms to the integral equation

F (v) + ν

"

Q

h(u,v)F (u)Ω(u)du = G(v), v ∈ Q,

with a new parameter ν = µ/22p+2q+a+b−1, where

F (v) = F (v1, v2) = f

-
(1 + v1)(1 + v2)

4
,
(1 + v1)(1− v2)

4

.
,

G(v) = G(v1, v2) = g

-
(1 + v1)(1 + v2)

4
,
(1 + v1)(1− v2)

4

.
,

Ω(u) = Ω(u1, u2) = w

-
(1 + u1)(1 + u2)

4
,
(1 + u1)(1− u2)

4

.
,

and the kernel h(u,v) = h(u1, u2, v1, v2) = k(x1, x2, y1, y2) given by

h(u,v) = k

-
(1 + u1)(1 + u2)

4
,
(1 + u1)(1− u2)

4
,
(1 + v1)(1 + v2)

4
,
(1 + v1)(1− v2)

4

.
.

Here, the weight Ω(u) reduces to a product of two Jacobi weights,

Ω(u) = v
b,p+q+a−1(u1)v

q−1,p−1(u2),

where v
γ,δ(t) = (1− t)γ(1 + t)δ.

By this way, possible singularities of the kernel k on the boundary of T are moved
to corresponding singularities along the border of the square and “absorbed” into the
Jacobi weights. In [39] we proposed a global approximation of the solution of the
integral equation (7.1) over D = T by means of a Nyström method based on the
tensor product of two univariate Gaussian rules. For such a method we proved the
stability and convergence, as well as the error estimates in weighted uniform spaces.
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Слика 7.1. Објављене књиге  

 
 У свом досадашњем раду сарађивао сам са многим математичарима из земље и 
иностранства, од којих бих посебно истакао професора Драгослава С. Митриновића, као 
руководиоца моје докторске дисертације (1976), Волтера Гаучија, Ђузепеа 
Мастројанија, Темистокла Расиаса и Алала Гесаба65, као и неке од мојих сарадника 
којима сам био руководилац код израде докторских дисертација: Предраг 
Станимировић66 (1996), Ненад Цакић67 (1996), Миодраг Спалевић68 (1997), Александар 
Цветковић69 (2004) и Марија Станић70 (2007). Све моје публикације и друге активности 
могу се наћи на сајту Математичког института САНУ: http://www.mi.sanu.ac.rs/~gvm/. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
65 Allal Guessab (1957 – ), професор на Универзитету По (Université de Pau), Француска. Наша сарадња је 
почела након мог учешћа у Комисији за оцену и одбрану његове докторске дисертације (1987). 
66Предраг С. Станимировић (1959 – ), професор Природно-математичког факултета Универзитета у Нишу. 
67Ненад П. Цакић (1952 – ), професор Електротехничког факултета Универзитета у Београду. 
68 Миодраг М. Спалевић (1961 – ), професор Машинског факултета Универзитета у Београду. 
69 Александар С. Цветковић (1972– ), професор Машинског факултета Универзитета у Београду. 
70 Марија П. Станић (1975 – ), професор Природно-математичког факултета Универзитета у Крагујевцу. 
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