IF’EOMETPUJA TIOJIMHOMA Y PAIOBUMA MUXAUNJTA
[TIETPOBUTA N (HET'OBUX HACJIEIHUKA

PAJIOIII BAKUTR"
KAPKO MUJAJIIOBUTL™
I'PAJIMMUP B. MUJIOBAHOBUT ™"

Ancrpaxrt — [open Aupepenyujonrur jeonavuna, roe je Muxauno Ilerposuh
ouo Hajycnemuuju, Ieomempuja nosuroma je joIn jemHa MaTeMaTUUKa OOJACT Y KOjOj
je oH OMO BeoMa yCIEIIaH U TIe je MocTurao 3Havajua mocturayha. He camo ma je
IOHEO OBy obiacT kon Hac, Beh je 3axBasmyjyhu meroBom yTunajy, BUINE 3HAYAJHUX
CPICKMAX MaTeMaThdapa PaIuiIo y TOj ODJIACTA M MMAJIO NPENO3HATJ/FUBE U BPEIHE
npusore. ITopen mperaena IlerposuheBux pesyarara m3 OBe O0JIACTUA, ¥ OBOM DALy
majeMo KpaTKy UCTOPHUjy pasBoja obsactu, monpuHoce IlerpoBuheBux Haciiennuka,
KA0 ¥ ONIITYA TPEHI y Pa3Bojy 0OJACTH y HOCIEIHUM NEIEeHUjaMa.

Enpyune pewu: reoMerpuja MOIMHOMA, HYJIE MOJUHOMA, TPUTOHOMETPU]CKE CYME,
HEje THAKOCTU

1. YBon

I'maBum monpunocu Muxawnaa Ilerposuhia y MmaTemaTuiiz Hagase ce y obiacTu
muepeHIjaTHIX jeqHAYnHA, 3aTUM Yy PeEayiHOj U KOMILJIEKCHO] aHaiau3u. Mana
jé CKOpO YeTBPTHHA HEroBOI HAYUYHOD OIyCa KIACUPUKOBAHO y anrebpy (Bumern
Jlemonuc acusoma u pada Muzauna Iemposuha ayropa II. B. Tpudynosuha [47]),
U OJ TOTa BUIIE OJ IIOJOBUHE je 00jaBJbeHO Yy WHOCTPAHCTBY, YIVIABHOM Yy (paH-
IYCKMM YacCONUCHMa, OBU PAJOBU TakoDe Cy HmpOKETU maejamMa ¥ MeToJaMa MaTe-
MaTUUKe aHaJu3e U Teopuje mudpepennujansaux jemnaumna. CKOpO ma HeMa pajaoBa

* . .
Yuuremcku paryarer Y HuBep3urera y beorpany, m-mejia: rados.bakic@Quf.bg.ac.rs
Maremarnuku ¢akynrer YHusepsurera y Beorpany, n-mejia: zarko.mijajlovic@gmail.com

*%ok . . .
Cpucka akazeMuja HayKa M yMETHOCTH, n-Mejia: gvm@mi.sanu.ac.rs
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uncTo ajarebapckor kapakrepa. nak, npsu Ilerposuhes pan O jedrnoj modudurayuju
I'pegeosoe memoda pewasamwa suwus bpojHuUT jednavura, nMa aarebapcko obenexje.
Coomenumo ma je IlerpoBuh oBaj pan mamucao Beh y meBeTHAeCTOj TOAWHU, KAO
cTymeHT upBe roamuae Benwke mrose y Beorpany 1886. romune. Pan auje objaBmen
U TIOCTOjU CaMO y PYKOMUCY.

IlerpoBuheBu pamoBu u3 ajrebpe MOry ce pa3BpCTaTU y TPU ODJIACTU: TEOPU]Y
MMOJIMHOMA, TeOpHujy OpojeBa um Teopujy merepMuHaHATA. Y OKBUPY TEOPUje MMOJIU-
HOMa 3aHMMAO CE€ 3a HEKOJUKO TeMa: FeOMEeTPHUjy MOJUHOMA, Tj. pacruopen HyJa
nosuHOMa (CA PEANHUM U KOMIUIEKCHUM KOe(DUIMjeHTHUMA) y KOMILIEKCHO] DPaBHHU,
ommTe mpobaeme y Be3u ca ajrebapCKuM jeTHAdYMHAMA, TEOPU]Y CUMETPUYHUX
GOyHKIMja W HYMEPUUYKO peniaBame aaredbapckux jemnauwmHa. Y Teopuju OpojeBa
[TerpoBuh je mmMao HapoOUMTO MHTEPECOBaWE 3a CBOjCTBA IpocTux OpojeBa u Bui-
conoBy Teopemy. V3 Teopuje merepMmHaHaATA WMa 3aIpaBO Iap pPaloBa KOju Ce
yIrJIaBHOM OJHOCE Ha HBUXOBY IPWMEHY, IPE CBera y TEOPHWjU HOJMHOMA, aJid U BaH
MaTeMaTuKe, Ha IPUMED Y XeMUjU.

Hanexko majsmauvajuuju u Hajayomu IlerpoBuheBu pamoBu u3z anrebpe npu-
nanajy obmactu eeomempuja noaurnoma. llormemajmo Ha mra ce TAYHO OMHOCE OBU
ITerpoBuheBu panoBu.

Benukn 06poj pe3yarara Koju ce OAHOCE HAa MOJUHOME YCIIEITHO j& TPEHET
Ha BakHe Kjace OPYTUX (YHKIMja, KA0 IITO CY Ha NPUMED, Ieje M MepoMopdHe
¢yHEIUje, 1 yonuTe (YyHKIVje KOMIIJIEKCHE IPOMEHJbUBE IIPEACTABIbEHE 1€jII0pOBUM
penosuma. IlerpoBuh je ympaBo y 0BOj 006JacTU MCIOBUO BEIUKA TAJEHAT U
opurunaguoct. Pax y obiactu reoMerpuje MOJIUHOMA U TEHEPAJHO y TEOPUjU
¢yurmmja 3anounme nox yrunajem Epvura (C. Hermite) u Anamapa (J. Hadamard).
[TerpoBuhieBu pamoBu m3 reomMerpuje MOIUHOMA MOAUPY]Yy BEJUKU OpOj HaAmpen
ONMMCAHUX TEMa U METOJA.

Y mapemauM cernujama pasmorpuhemo yrparko IlerpoBuhese pamoBe u3 oBe
obisacTy, KpaTkKy MCTOPUjy pas3Boja obmnactu, kao u mgomnpuHoce llerpoBumheBux
HACJIETHUKA, U OUINTU TPEHI Y Pa3BOjy O0JACTU Y MOCJEIHUM ACIECHUjaMa.

2. llompunoc Muxauna IlerpoBuha y reomerpuju moamHoMa

Jeman on mpBux pamoBa m3 reomerpuje monmHoMa je [23] m3 1899. Pan ce
OIHOCU Ha PacHopen KOPeHA Yy KOMILIEKCHO] paBHu aJjrebapcke jemnauuse f(x) =0
y omHocy Ha mary kpy:kuuimy C ca meHTpoM y kKoopauHanTHOM moueTky O. OBme
[TerpoBuh ompebyje ycmoBe 3a cmo/bammbu U YHYTPAIIBY HTOIYIPEYHUK KPYKHOT
npcrena P, takobe ca menrpom y O, a koju caap:u kpysxkauny C. Ha ocroBy
MOJIYIPEYHNKA KPY>KHUNA KOjUM je nepuHuCaH nIpcTeH P Hamasu aaredbapcku m3pas,
omakie onpebyje Tauan 6poj p ,,yHyTpalllkbux KOpPEHa OBe jeoHadWHe, Tj. HyJIa
cagp:kanux yuyTap kpysxkaune C. OBaj u3pas je JorapuTaMCcKyd M3BOL TPAaHC-
dopmucanor noauaoma f(z). Tpanchopmanmja kojy npuMenyje Ha MOAUHOM HOOUja
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ce urepanujoM aarebapcKor npeciaukaBama T — /x. CIoMeHnMo na je pam npeseH-
TOBaO EpMuUT y OKBUpPY reOMEeTpPUjCKe CEKIMje y YacOmMCy y KojeM je o0jaBJbeH.

Y pany [25] (1901), mramnan y Buinreny ¢ppaHIyCKOr MaTeMaTUYKOD ADYIITBA,
ITerpoBuh ce 6aBu oapebuBameM MOBWX TPaHUIA MOMYyJa HyJda maTor 1ejaopoBor
pena y3 IPeTNOCTaBKY [Ja IIOCTOjY 3aBUCHOCT Yy HM3amy KoepUIMjeHaTa pena, Uiau
6ap HyMepuUYKe BPEIHOCTU HOOBOJLHOI Opoja Tux koeduiumjenara. Y oxpebuBamy
oBe omeHe mojaszm on AmamMapoBe HEjeTHAKOCTU KOja €€ ONHOCH HA HOPMY Ie-
TEPMUHAHTE U MOMIyJa BEKTOpPA BPCTE mCTe merepMuHanTe. Takobhe HaBomu BuUIle
nmpuMepa Ha KojuMma cy Te omeHe miayctpoBane. OBum pamom Ilerposuh 3ampaso na-
CTaBJ/ba UCTPAKVBAK-€ MIOHAIMAKa (YHKIMja NPENCTABBLEHNX 1€jIIopOBUM penoBUMa
roje je 3amoueo Anmamap. Hapouwuto je 3ammmisuB Ilerposuher pesyarar o Kpyry
y KojeM TakBe (pyHKHMje Hemajy Hyxna. He camo pesynrar Beh m mumeja mokasa cy
[TerpoBuhieBa opuruuamsna 3amucao. Pan je mpuBykao mamkmy HEKOJUKO IMO3HATUX
MaTeMaThdapa OHOT BpeMmeHa. Ha mpumep, memauku maremarudap E. Jlanmay (FE.
Landau) m3yuasa oBaj paj U YeTUpPU TOAUHE KACHUJE Yy MCTOM UYACOMUCY IETAJHHO
anasm3upa nomenyTtu Ilerposuhes pesyarar. Tako, mokasyje ma je oH mocjemnuia
Jencenose HejemHAKOCTU. 3aHUMJBUBO je ma je HaHCku Mmaremarudap Jencen (J.
Jensen) moka3ao CBOjy HejemHAKOCT ucre romuse kana je Ilerposuh o6jaBuo oBaj
pan. VI npyru nmosnatu MaremMaTudapu ce HamoBe3yjy u nonymyjy llerposuher pam:
dejep (L. Fejér), Xapmu (G. E. Hardy), Monren (P. Montel).

Y pany [27] (1906), Ilerposuh yTBphyje 3a jemny mmpory kmacy moamHOMA
0bJacT KOMIIJIEKCHE PABHU KOja CaIp:KU CBE HyJe MOJUHOMAa u3 Te Kiace. Peu je o
nommrOMEMa J () = >, . arz® Toe cy KoedummjeHTH mpeaCcTaBIFeHN WHTETPAIOM:

ay = /b A(t)r(t)k dt,

rae cy A(t) u r(t) passe ¢pyHKUMje IPOMEHJLUBE t, peasHe U MO3UTUBHE 3a CBE BPEI-
moctu t y pazmary unrerpanuje. OGsacT ce cacToju U3 IpeceKa CeKTOPa U KPYKHUX
OpCTeHa, & YIJIOBU CEKTOPA W MPEYHUIM KPY/KHUX OPCTEHA Ce IPENU3HO OIUCY]y
yrBpbhuBamem aprymenara m oueHe Monaysia moauHoMa p(z). 3aHMMILMBO je ma ce
OIleHe BPEIHOCTU apryMeHaTa jeIaHOoCTaBHO onpebhyjy Ha ocHOBY mpomeHe 3HaKa Tpu
¢yurnuje sin(x), sin(nz) u sin((n + 1)z). Pax canpxku Besukn Gpoj MHTEpecaHT-
HUX OpUMeEpa 3a KOje Cy M3BeIeHe OleHe KOHKPETU30BaHe, Tj. TAUHO Cy OMUCAHE
obymacTu KOMIJIEKCHE paBHU HaBeaecHe Bpcre. Taxkobe yrBpbhyje peasam mHTEpBaI
KOJU CAIP/KU CBE peasiHe KopeHe moiuuoMma J(z).

IIpeu meo pama [29] (1908) memmvuuno ce mpemanhe ca jeqHEM DpeTXOI-
HuM ITerposulieBum pamom [28] u ommocu ce Ha cuMmerpudHe (yHkKnuje. IIpm Tome
YBOMIA HU3 PAIMOHATHUX QYHKIMja Nj(;) TPUAPYHKEHAX JATOM HOJUHOMY TPUMEHOM
JOTapUTAMCKOI M3BOJA Ha IPETXOMHE UJIaHOBE HuU3a. Y OPYIOM Heiy pana OaBu
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ce pacmopemoM HyJda y KOMIIJIEKCHO] paBHU maTe ajarebapcke jenHadwHe. Y TBp-
Dyje mpupomny Besy msmeby mmsa Ni) u Opoja KOpeHa jeHauYMHE YUJU MOMIYJ
je OrpaHWYeH HEKUM MO3UTWBHUM peayiHuM Opojem p. Kao u ocranu panosu, n oBaj
je naycTtpoBaH OpPOjHUM HYMEPUUKUM IPUMEPUMA.

Y pany [30] (1913) Ierposuh majupe uzsoau, nonazehu ox ocuosHe A namapose
HEjeTHAKOCTU, HEKOJIUKO HOBUX HEjEeTHAKOCTU — OI€HA MAKCUMAJHOL MOIYJA JEeTeP-
MuHaHTe D N-TOr pema Ham MOJ/meM KOMIIeKCHuX OpojeBa. Tako, kopucrehu omHoC
APUTMETUYKE U T€OMETPHUjCKE CPEIVHE HAJIA3U:

D| < —,
pl< o

rae je B kBampaTHuM KODEH M3 CyMe KBaJIpaTa MOAYJIa CBUX €JIeMeHATa IeTePMU-
nanTe. [loToM KOpUCTM OBe HEjemHAKOCTM 3a pa3HE OIEHE peIllemha aaredapCcKux
jelHaYyMHA U CUCTEeMa JUHeaApHUX jenHavwHa. Ha mpumep, m3BOau OLEHY MOIYJa
OCHOBHE CUMeETPUYHE (QYHKIUje

sp=af+af ... 4of
KOopeHa oy aarebapcke jemnaumue n-tor pena. Hanosesyjyhu ce ma A mamapose Teo-
peme, IlerpoBuh maje omene myna nenanx ¢pyurnuja. Ha kpajy, kopucrehn camo nutu-
paHy HEje THAKOCT O MOIYJNy MeTEePMUHAHTE, Jaje NUPEKTAH U Y OCHOBU €JeMEHTAPaH
IOKa3 TeopeMe KOja ce OTHOCH Ha HyJe HajMamer MoayJia Tejmoposor pena. Oaj
Moka3 mocebHO je 3aHuMIbUB ¢ 003upoMm ma je Jlammay mokazao umCTy TeopeMy Ha
cacBuM Apyru (M TexkU) HauuH KopucTtelin amapar aHAJUTUYKUX (YHKIHU]jA.

Y pany [31] (1913) Ilerposuh ce 6aBu caemehum npobiaemom: Odpedumu wu-
308€ Wo, W1, - - - PEAIHUT bpojesa maxse 0a ako an2ebapcra jeOHavura

ap+air+---+a,z" =0
UMA CBE KOPEHE UMAZUHAPHE, OHOA U JEOHAMUHA
woap +wia1x + - - +wpapx™ =0

maxohe uma cee Kopene uMaeurapHe.

Crmuan 3azaTtak, aaum 3a peajaH ciydaj, pacupasmao je Jlarep (E. La-
guerre). IlerpoBuhi nmaje ommre permeme nmpobiema y BUAY IPOU3BOAA PEIATUBHO
jeMHOCTABHUX WHTErpajia. 3aTUM HABOIW BUIE 3aHUMJ/BUBUX OpuMmepa Oupajyhu
KOHKpEeTHe npumepe mHTerpasa. Vicru mpobiem Bapuwpa, na CBOjCTBO PEAJTHOCTH,
OMHOCHO WMMATMHAPHOCTU KOPEHa Oymae OAP:KAHO y CAydajy Oa Ce€ UCIYCTU OJpe-
ben Opoj unanoBa mosmHOMa. Y APYIOM HEJy pala paclpaBiba CIndHe mpobiieme,
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amu cama y ciaydajy creneHux pemoBa. CBe oBe pesynarare kopuctu y oxapebu-
Bamy pacrnopena HyJla OBUX (GYHKIUja, HA TPUMED, y HAJAKEHY NOHE T'DAHUIE
MOAyJa HyJa (yHKOUja IpPeNcTaBLeHux lejmopoBum penom. Pan je Goraro wmmy-
cTpoBaH 3aHMMJPMBUM npuMepuma. Ilexose oBor panma Ilerposuh je caommrTuo Ha
Mebynaponaom rourpecy y Pumy 1908. roambae m pesyaratu pana UMau Cy 3a-
naskeH onjex. Ha mpumep, masma mpommpema u reHepanusanuje nao je ITomawma (G.
Polya), mox P. Jenu (R. Jentzsch) maBomu muctu pan y cBojoj re3u. IIpema peunma
akagemmka M. Tomwuha, JemuoBa Teopema ma omceunu TejmopoBor pema mmajy
Tayke HArOMUJIaBama Ha IeJ0j nepudepuju Kpyra KOHBEPreHIuje IpeacTaBiba caMo
Kpaji’bU JOMET OBE BPCTE CTABOBA.

Jeman on mocaemmux IlerpoBuheBux cmwmca mocBeheH y mOTIyHOCTH Teo-
mMeTpuju noausaoMa je pan [33] (1919). U osze ce Ilerposuh 6asu pacnopenom myna
anrebapcke jennaunue f(x) = 0 y rommiekcHoj pasuu. Hawmme, onpebyje rpyskHU
npcrer C'y kojem monumuoM f(x) mMa 6ap jemaH KOPEH M TO HajMamer MOIYJIA.
Hakse, f(x) mema myna okpyskenux npcrenom C. IIpumepuma monmHOMa mOKa3yje
na je taro mobujen npcren C Hajbome ompeben. OBaj pan je y Be3u ca pesyiara-
TMa HEKOJIUKO APYTMX MaTeMaTrrndapa KOju Cy ce DaBUIM MCTUM IUTAmeM, n3MeDy
ocranux Pejepa u Jlapnaya.

Y jemmom Opojy pamoBa IlerpoBuh ce 0GaBu pasHuM TUTAKHUMA U3 TEOPUjE
anrebapCcKUX jemHaUWHA KOja HUCY Y HEMOCPETHO] BE3W Ca T€OMETPUjOM IMOJIUHOMA.
OsBu npobaemu wajhemhe cy Be3anu 3a pasue ajdrebapCke U TPAHCIEHIEHTHE TPAHC-
dpopMmanuje anrebapcKux jeAHAYVHA, CUMETPUYHEe (YHKIUje, Heje JHAKOCTU U CyMa-
unone (HOpMyJe M3 aHAJM3Ee. 3AHUMJ/LUBO je J& y OCHOBU HEKOJIWKO DAJOBa JIEKU
I'pedeosa (K. H. Graeffe) Tpanchopmanmona MeTona 3a usaBajame Hyaa Hajsehier
MomyJisia mare anrebapcke jemmauumme. llomcerumo ce ma je Ilerposuh mpsBu myT
O TOMEe MHUCao jOul Kao CTYAeHT W Beh y BmeMy MMa0 OPUTMHAJIHUX JOMPUHOCA.
Leramuy arnanan3y oBor pyromnuca ypamunu cy M. Crojakosuh u . Tpudpynosuh y
unasky Ilemposuhesa modupurayuja I'pedeose memode 3a pewasame anrzebapckux jeo-
Ha¥uKa KOju je 00jaBibeH y KBU3U MOBOOOM croroaummpuie [lerposuhesor pobema,
,Cnomenuna Muxauna [lerposrha, 1868-1968”. Crora ce oBoMm mpunukom Hehiemo
IeTasbHO OABUTU OBUM PYKOIKCOM, ajiid 3aTO moryuenajmo o uemy je Ilerposuh nucao
Yy OCTAJIUM panOBUMAa U3 OBe 00JIACTHU.

Y nocra oncesknoMm pany [24] (1899) Ilerposuh npumemyje TpaHCcueHgeHTHE
TpaHchopManuje Ha aarebapcke jemHaAUYWHE, alyd TaKO Ja TPpaHCHOPMUCAHA jenHa-
yuHa ocraje aarebapcka. Ilerposuh 3ampaBo pemaBa ciaemehu mpobiaem: obpaso-
BaTu HOBY aJjrebapcky jemmaumny J' u3 marte anrebapcke jemnauuwsne J TakBy ma
m3meby kopena «; jenmauwmne J m xopena [3; jemmauwmue J' mocToju Beza 0GIMEKa

Bi = R(e™, e . ..)
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niIn
Bi = R(sin(roy), sin(ra;), .. .)
uam
Bi = R(cos(roy), cos(ra;),...),

rae R o3nauaBa HEKaKBY ajrebapcCKy, PAIMOHANHY WJIN CUMETPUYHY QyHKIUjy. Kao
IITO BUAMMO, Y OBOM Pamy ce ImojaBibyje oncjaj maeja m3 upsor IlerposuheBor Heob-
jaBpeHor pykomuca. VMcturaa, oBme ce He 6aBU NOCTYHIIMMAa 32 HYMEPUYKO M3Pady-
HaBalke KOpeHa mojauHoMa Beh oBe TpaHchopMmaluje YBOAM Ca NUJ/BEM Oa YTBPIU
pacmopen u Opoj HyJa maTOr MOJUMHOMA y KOMIIJIEKCHOj paBuu. Jlakme, oBme Ha-
jaBibyje Temy KojoMm he ce ca BeauruMm ycmexoMm baButu y ciaeznehe mBe menenuje. Y
caMoOM pany pemniaBa HEKOIuKO mpobsema. [IpBu je y Be3u ca XypBUIIOBOM Teope-
MOM, Ia ce oapeau 6POj KOMIIJIEKCHUX KOPEeHa ajredapcke jefHAUUHE YUjU je PeaHu
neo mamu on myise. lpyru 3amarak Koju pemasa je ma ce 3a maTy ajrebapcky jen-
HAYVHY OJpeny IOJMHOM 4YMje Cy HyJe jefHaKe HapIlyjaJHuM 30MpoBUMa KOPEHA
nona3ue jemnaumue. Hajsan, y tpehem meny, kopuctehu Beh mobujene pesynarare,
maje MeTOJ 3a m3pavyHaBame jemnHe riace uwaTerpaia. Cnomenumo na je [lerposuh
oBaj pan objasuo y Rad-y JAZU, menocpenuo mo npujemy y umanctso JAZU.

Y pany [26] (1906) Ilerposuh maje HOB, M y OCHOBU eJleMEHTapaH, ITOKAa3
jenue IbyTHOBE Teopeme KOja maje MOBOJHHE YCJIOBE 3a KOE(UIMjEHTE IOJIMHOMA I
nara ajarebapcka jegHadynHa uMa KOPeH Koju Huje peasan. Mamna je HbyTta Teo-
pemy dopMmynucao, OOKa3 Huje 00jaBMO, HUTH je OCTABMO HATOBENITAj AOKA3a Y
buno kojem Bunmy. IlpBu morka3z HbyTHOBe Teopeme moTMUYe O €HIJIECKOD MaTeMa-
tuuapa Cunsecrepa (J.J. Sylvester) uz 1866. romume. 3ampaBo oBa Teopema je
nocaenuia jemue onmruje CuiaBectepoBe TeopeMe O OpOjy peaHUX KOpPEHa aJre-
bapcre jemHauwHe y OaToM MHTEpBaJy. Y cBOM moka3y llerpoBuh yBomu HU3 aJ-
rebapckux TpaHchopMmanuja na O6u Ha Kpajy npumermno PoaoBy Teopemy. Y apy-
COM JeJly pala AeTajbHO aHAJU3WPA MIPUMEHY TeopeMe y ciaydajy KyOHe jeaHaduuHe.
Ha wxpajy m3somu npumenoMm HbyTHOBEe TeopeMe 3aHUMJIBUBY HEjeTHAKOCT 3a PEaJHU
nomunoM f(z) = apz™ +a12" ' +---+a,, cTenena n, ca HO3UTUBHUM KOE(UIIN]ECHTIMA
U Yuje Cy CBe HYyJIe peaJiHe:

fz) < <1 + C“x>n.

nag

Y pany [28] (1907) IlerpoBuli Hanasy aHAJUTUYKM U3Da3 3a jeAHY CUMETDPUUHY
¢yurmMjy Kopena maror nmoauaoma. OBaj obpasar [lerposuh m3Boau Ha nBa HAYMHA.
Y OpBOM KODHUCTH CBOjCTBa JOTapPUTAMCKOI M3BOJA, NOK Yy APYIoM H3BODemy
npuMmenyje I'pedpeoBy Merony, Bpmehu TpaHChOopMaluje Ha MOJA3HO] jeTHAUMHU
TaKO Ia Cy KODEHU TPAHCHOPMUCAHOT IOJIWHOMA JOOUjeHN IPUMEHOM HUTepaluje Ko-
peHe (YHKIUje Ha HyJe NIPBOOUTHOT HojmHOMAa. CIMYHUM IOCTYNKOM U3BOIU OJIIO-
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Bapajyhy ¢opmyny 3a cuMerpuduHe (VHKIUje Heaumx (YHKIHUja. Jemam meo pana
omHOCH ce Ha mpobiieM pa3aBajama HyJa IOJIMHOMA y KOMIUIEKCHO] paBHU. Pan
CaIp:KU HEKOJUKO IeTaJbHUX MpuMepa Koju miyctpyjy Ilerposuhese merome.
[Ipeocrana nBa pama y oBoM m360py u3 Teopuje anrebapCcKux jeqHAUNHA He-
Majy UCTY TEKUHY Kao OCTaJIM PATOBU Ha OBy Temy. Vmak u 0BU WiaHIU UIIYyCTPY]y
onpebene ITerposuhese uneje. Tako, y panxy [32] (1914) Ilerposuhi je youno na ce
nosmHOM f () MApHOT CTemeHa 2n Moe IpeacTaBuTu y obiuky f(z) = P24+ Q? — M?,
roe cy P, Q@ u M nonunomu cremena n. Kopucrehu oo cBojcrBo IlerposBuh maje
MOCTyIakK cBOhema ajrebapCKuX jeqHAaUMHA MAPHOT CTEIleHa Ha ajrebapcke jemHa-
YyMHE ABOCTPYKO Mamer cremena. OBaj mocTymak IpUMemYyje U IeTABHO AHAIUIUPA
y caydajy anrebapckux jennaumna crenena 4 u 6. Y pany [34] (1933), Ilerposuhi ce
6aBu OeCKOHAYHUM cyMaMa S HU3a MOJUHOMA KMCTOT CTeIeHa. Y3 MPETIOCTABKY Ia
Ipou3BoI Koedunujerara moamEoMa y3 £2F u 6poja n?* 3aBucu jemuso ox k, moxasyje
na je cyma S jemHaka BpemHOCTH jenHor mosnHOMa f(x) 3a & = 2. Y ocHOBU mOKa3a

JISKU TO3HATa (OpMyJIa:
oo

Z # = Ay, Bo, ¥,
n=1
roe je Asgi, ompebena pammonanna komcranTa u Bso je Bepuyaujes 6poj.

IlerpoBuh je 6uo Beoma mironaH u pasHoBpcTan Maremarudap. O6jaBuo je map
CTOTWHA panoBa, BeNMHOM y HAJIO3HATHUjUM CTPAHUM vaconucuma. VI3Heo je HOBe u
OpUWUTMHAJIHE UIeje U YUYNHUO 3HAUajHE MPOoAope y cBeTckoj Haynu. OBa UMmHBEHUIA
MOpa ce HapOuuTO IMeHUuTH mMmajyhu y Bumy okosHocTu u Bpeme y Cpbuju rana je
Muxawuino [lerposuh crBapao. Hbherosu pesynaratu u3 anrebpe Koju Cy TECHO BE3aHU
3a Teopujy QyHKIUja, OUIN Cy IPENO3HATH, TUTUPAHU U JaJbe PA3BUjaHU Ol CTPaHe
Bomehux maremaruvapa: Epmura, Jlanmaya, I[lonua, Pejepa, Xapauja, Monrena u
APYTHUX.

Y HeMauroM pe(depaTUBHOM KypHaIy u3 maremarure Zentralblatt MATH, koju
ce cana ypebyje om crpane Feponckoz mamemamuukoe Opywmea m Xajoeabepuixe
axademuje nayxa, u anja je 6aza 2003. ronune oborahiena camp:kajeM CIUYIHOT 3Ky P-
nHasua Jahrbuch iber die Fortschritte der Mathematik (JEM), koju je eraucrupao y nepu-
ony 1868-1942, nanasu ce 228 IlerpoBuheBux nyobnukanuja, yrmpyayjyhu 12 gmura
(mperpaskuBaTtu Kao ,ai:petrovitch.michel”). Hberose teopeme m panoBu u3 reo-
MeTpuje MOJUHOMa 3a0eeKeHn Cy y HAjIO3HATHU]O] MOHOTpaduju u3 oBe 0bIaCTH:
Morris Marden, Geometry of Polynomials, American Mathematical Society, 1949 (zpyro
n3name 1966. ron.). lurupana cy uerupu IlerposulieBa pana: [23, 25, 29] u [31].
CooMeHnMO 118 je y 0BOj MOHOTPA(UjU NUTUPAHO U HEKOJUKO IPYTUX HAIMAX MATE-
matmyapa: J. Rapamara, M. Tomuh, B. bBajmancku, /I. Mapkosuh u III. Pamesuh.

Crora ce ca pa3jioroM Mo:ke IPUXBATUTUA MUILLEH-€ akaneMuka Tomuha, na je
reoMeTpuja MOJMHOMA, 3ajeJHO ca TeopujoM PyHKnuja (061aCTH KOje ce TEMmKO MOry

103



pasnsojuTm), MO:xkIa Haj3Hauajauja Ilerposuhesa obGnact u ma je y B0j mocturao
najBehe mocturmyhe. Tarkobe Bummmo ma je IlerpoBuh momeo oBy obiacT KOO HAC
U [a je 3axBajbyjyhu HEeroBOM YTHIAjy BUIIE 3HAYAJHUX CPICKUX MaTeMaTUdapa
paauiio U Ty MMaJiO IPENO3HATJ/bUBE U BpeOHE IIPUJIOTe.

3. Kpatka ucropuja pasBoja obiaacTu

l'eomerpuja mosmHOMA HpeENmO3HATA je W NMOJ APYTWMM HA3WBUMA, KAO LITO CY
reoMeTpuja HyJia MOJUHOMA KOMIIJIEKCHE MPOMEHJ/LUBE, 3aTUM AHAJUTUYKA TEOPU]ja
NIOJIMHOMA, WV aHAJUTWYKA Teopurja jenHauynHa. Peu ,aHanuTuyka’ OBHIE ce KO-
pucT; ma Ou ce HATJIACUIIO Oa Ce jemHAUWHe MOJUMHOMHOI TUIA M3ydaBajy ca Hea-
rebapCKOr CTAHOBUINTA, OJHOCHO MeToHaMa Teopuje ¢pyHknuja. nak, npeonanao je
jenHOCTaBaH HA3MB '€OMETPUja MOJIMHOMA ¢ 003UPOM Ia IJIABHO MECTO Yy U3yUYaBaHy
OBUX jenHaUWHa MMa Te€OMETPHUjCKa TeopHuja (GYHKIMUja KOMIJIEKCHE IIPOMEHJLUBE.
[Ipobiemu oBe Teopuje yriaBHOM Ce OTHOCE Ha pasMaTpame pPacuopena Hyjaa y KOM-
IJIEKCHO] paBHU NoJUHOMHE (yHENUje f(2) Kao pyHKIMje HEKUX, yHANPEeI n3abpaHux
napamerapa. OBu napamerpu Hajuemhe cy KoeduimjenTu noauaoma f(z), uiu nyie,
NI KOe(PUIMjEHTN HEKOI NPUIPY:KEHOT IOJMHOMAa NOOMjeHOT ajredapCKOM TpPaHC-
dopmanujom u3 f(z), HA TpUMEp MPUMEHOM omeparopa AudepeHnupama. AKO ce
nmapaMeTpu Bapupajy y HEKOj 00JIacTVM KOMIUIEKCHE PaBHU, NMEHTPAJHU je mpobiem
OIPEeIUTU TEeOMETPUjCKO MecTo Tavaka I myna mommaoma f(z). Cryn G ce moxke
cacTojaTu W3 HEKOJUKO MuCjyHKTHuUX peruona Gi, Ga, ..., Gy, 1 Tamga ce MOKe
nocraBuTU nurame oapebuBame ckynoBa (G, Kao U Opoja HyJa y CBAKOM PETUOHY
G;. lpyro nurame on mHTEpECA je, HA IpUMep, oapebhuBame pernoHa Koju cagp:ku
yHaAIpen 3anar 6poj Hysa, Wid HyJda HajMamer mMoayJa mnoiauHoma f(z). Moxke ce
mecuTu na je ompebuBame permona | mMcyBuIile KOMIUIMKOBAHO W Y TOM ciydajy [
ce ampOKCUMUPA HEKUM jeIHOCTABHUJjUM CKYMOM, HA IPUMEDP KPYTOM WU KPYKHUM
npcrenoMm C koju canpxu G. Tana rauno onpebuBame nmonynpeunura kpyra S maje
ropmy TDaHUIy MOAyJIa Hyja moiaumHoMa f(z), MOK ce y ciydajy mpcTeHa mobuja
OlleHA TOPHUX U IOHUX T'PAHUNA MOLYJIA HYJIA.

Merome ucrpaskmBama YKBYUYjy T€OMETPUjCKe OIlepallrje Haa KOMIIEKCHUM
OpojeBuMa, IPUMEHY PA3HUX HEjeTHAKOCTU W OlleHA, 3aTUM IIPUMEHY M3BECHUX IPUH-
nuIa Ha KOjuMa Cy OBe KOHCTPYKmuje Oasupame. Mely oBuM Hajmo3HATHjU je TaKO-
3panu [lpunyun apzymenma m merose nociaemune: Rouché-osa teopema, Cauchy-eBa
WHIEKCHA TeopeMa, TeopeMa O HenmpekugHocTu Hyda u Hurwitz-oBa Tteopema. lakie,
HEe caMmoO o mpupoau npobsema, Beh m mo Meromama oBa obiact HajBehuMm mesom
npunaga reoMeTPrjCKOj TEOPUjU QYHKIM]A.

IIpBu mpobseMy Be3aHu 3a MOJUHOME U HUXOBE HYyJE jaBUJIU Cy CE€ MHOTO
panuje Hero caMm mojaMm mosuHOMa. Hawmme, y MCTOpUju IMuBUIM3ANMjE€ BPJIO PAHO Ce
jaBuita moTpeba 3a pemaBameM JIMHeapHe U KBanapaTHe jenHauwHe. CBe ApeBHE K-
Bunnsanuje (Basuiuon, I'puka, Kuna, Muauja, Erunar) cy Bume nin Mame yCIemHo
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pemasaJjie mpobJiieM penraBama KBaaparHe jennauwnbe. [Ipu Tome cy UecTo pernaBaHu
caMO HEeKU OOJIUIU OBE jeqHAUYWHE, a HETATWUBHA U IMOMOTOBY KOMILJIEKCHA PeIlemha Cy
IO TMpPABUWJY 3aHEMapuBaHa. JemHauwHe Tpelier m YeTBPTOT CTEmeHa Cy YCIEIHO
pemere y 16. Beky Hanopuma uranaujanckux maremarudapa (G. Cardano, L. Ferrari,
N. Tartaglia).

Kao jacmo dopmynucan maremMaTuykn 0O0jekaT, MOJIMHOMU CE€ Y CABPEMEHOM
o6auky jaBsmajy npsu nyt kox ekapra (R. Decartes). Ilperxomno ce Beh Ouia
nojaBuiia norpebHa HOTamumja y pamosuma Cumona CreBuna (S. Stevin) m Ppan-
coa Bujera (F. Viéte). Ilekapr je y cBom pany La geometrie uz 1637. romuue yBeo
HEKe eJIeMeHTe HOTalllje KOju Ce KOPUCTE O NAHAIIKBUX AaHA, KA0 HA MPUMEDP KO-
puimherme JATUHUYHAX CJIOBa ca Kpaja ajdabera 3a obesesxkaBame MPOMEHJbUBE, a
ca moueTka 3a obesekaBame KOHCTAHTHU. Y TO BpPeMe jaB/bajy ce U mpBa TBphHema o
MOJMHOMUMA KOja HUCY Be3aHa 3a mpobJieMm onpebuBama merosux uHyaa. lako Bujer
OTKpUBa IpaBuia, Tj. Be3y usMeby Hysa mosvHOMa 1 HeroBux koedunujeHara (kKoja
cy mo meMy u Ha3BaHa), HOK JlekapT nokasyje na je cBaku NOAMHOM p(r) HeLUB
ca r — a, ako je a jemHa meroBa myiaa. lekaprt je Takohe y cBOM MOMEHYTOM €Y
La geometrie nokaszao csoje mosznato npasuio (T3B. /lekapmoso npasu.ao) KOjuM ce
3a MaTU MOJUHOM Ca PEAJHUM KOeDUIMjeHTuMa Aaje mporeHa Opoja HEeroBux MO3U-
TUBHUX, OMHOCHO HEraTUBHUX KOpEHa, m TO moJsazehu on 6poja mpoMeHa 3HAKOBA
CyCenHUX Koe(UIMjeHaTa.

Crnenmehu BaskaH MOMEHAT y Pa3Bojy 00JsacTu, ajal U MaTeMaTUKE TeHEePAaJIHO,
Be3aH je 3a T3B. Ocho8Hy meopemy anzebdpa KOja TBPAM A8 CBAKM HEKOHCTAHTHU MOJIN-
HOM Ca KOMIIJIEKCHMM Koe(UIMjeHTuMa nMa 06ap jemaH KOPEeH y CKyIy KOMIIJIEKCHUX
6pojeBa. Ha oBom mpobiaemy cy pamunu Hajsehm maremaruuapu 18. Beka aju ca
nOJOBUYHUM ycnexoM. I[IpBu (HekoMIuieran) mokymaj qoka3a mao je Hamambep (J.
d’Alembert) 1746. a 3aTuMm Cy CJeIuau HOBU IOKyIIaju Ja Ce HOKa:Kke OBO (PyHIA-
MEHTAJHO TBpDheme, U TO IPAKTUYHO OJ CTPAaHE CBUX BEJIUKUX MaTeMaTUYapa KOju
cy suBemu y 1o Bpeme. Tako Ojumep (L. Euler) (1749), ®ounuenexk (F.D. Foncener)
(1759), Jlarpamx (J.L. Lagrange) (1772) u Jlanmac (P.S. Laplace) (1795) pema-
Bajy oBaj mpobJseM yciaoBHO. To 3HAUM Oa CY OHU MOKA3aJU €r3UCTEHIN]y KOMILJIEK-
CHOI' KOPEHA, AJIM IO MPETIOCTABKOM Ja Taj KOPEH YOIIITe MOCTOju (Ipu dyemy ce
Aanpropy HUIITA HE 3HA O TOME Ia JIX je OH KOMIUIeKCaH wuiau He). JIpyrum peumma,
OHU Cy TIPETIOCTABUJIN €r3UCTEHIM]y OHOra MITO he KacHUuje OUTU HA3BAHO NOLE Pa-
3442410 NOAUHOMG U KOPEHCKO NOMHE NOAUHOMA. Y HEKOMIJIETHE NOKa3e yOpaja ce
u 'aycoB mora3 m3 1799. rommue, koju je rommuetupaH Tek 1920. rommme. ['ayc
(K. F. Gauss) je mao jom tpu moka3a: nsa 1816. u jom jemanm 1849. romume. Y
OBUM panoBuMa ['ayc je mao u mpolieHe BeIUYnWHE KOPEHA, a HE CaMO IOKa3 BUXOBE
erauctennuje. Taxko je y mokasy m3 1799. mokaszao ma Cy CBM KOPEHU IOJMHOMA
p(z) =2"+ A12" L+ -+ A, 12+ A, ca pearHEM KoeQUIUjeHTAMA, O MOy HE
Behu on R, rue je R = max(1, \/§S) u S je 30up mo3uTUBHUX Koedpunujenarta A;. Y

105



. 1/k
nokasy m3 1849. romune mokasao je ma ce 3a R moxe y3etu R = max (\/in{AkJ) / ,
k=1,2,...,n. Hajsan, y pany n3 1849. noka3ao je ma ce 3a R MOXe y3eTu MO3U-
TUBHU KOPEH jenHauvunHe

2= V2 (A" o+ [ 4]) =0,

Ipy YeMy KOe(pUIUjeHTU MOTY OWTU M KOMIIJIEKCHMU.

4. Ilonpunoc IlerpoBuheBux Hac/ieTHWKA U JAJbU TPEHIOBU

Muxaunao IlerpoBuh ce mojaBuo mHa MeDhyHapomHoj ClleHM y TPEHYTKY Kaa
je reomerpuja TOJUHOMA IOUEJIa Ma Ce TOCTENeHO yobirmyaBa Kao peJaTUBHO
caMOCTaJIHAa MaTeMaTUYKa auciuiiauHa. HberoBo uHTEpecoBame 3a MOIUHOME U
BUXOBE HyJIe Y CTBAPU IMOTHYE O HAjpAHUjUX daHa. Kao IITo je ommcaHo y yBOLY,
HBErOBO MHTEPECOBAMHE 38 OBY 00J1acCT je masne nmpomybimeno 6opaskom y PpaHIryCckoj,
IITO je JIOTUYHO, HOCeOHO Kama ce y3Me y 003up Tpaaulyja Koja je mocTojasa v je-
HOj TaKO BEJMKO] MAaTEeMaTW4YKOj IMKOJIU KakBa je (panmycka. V3 mcropumjara ose
objacTu ce BuUAM Oa Cce Ta Tpadulrja mpoTe3alta yHasan cBe mo llekapra. 36or
TOora je OmMi0 BuUIle HErO IPUPOMHO ma ce 3axBamyjyhm Mwuxawmay IlerpoBuhy oBa
obisacT pa3Buje U y CPICKOj MATEMATUYKO] IIKOJIX U TO OJ CAMUX H-EHUX [TOYETaKa,
IpU YeMy Ce UCTPAKMBAUKA HUT IPOTERE CBE IO NAaHAIIHLUX JaHA.

JoBAH KAPAMATA (1903-1967) 6uo je mokropann Muxawumaa ITerposuhia rox
Kora je mokropupao 1926. romuue ca Te30M IOI HA3UBOM ,,O jedHoj 8pcmu 2panuya
cauwrur oopehenum unmezpasuma’ . BaBuo ce yriiaBHOM pas3HUM aCIEKTUMa aHAJIM3€e
KOjU Cy y TO BpeMe Ouau akTyeJHu. Y CBETYy je MO3HAT IO CBOjOj TEOPUjU CIOPO
IPOMEHJBUBUX (yHKIMja. Y CBOjoj uyBeHO] Monorpaduju [10] Geometry of Polynomi-
als, Mopuc MapneHn y cnucky pedepeHIn HaBOIU IBa H-€roBa pala.

Mwnoarar TOMUER (191272001) ouo je morkropaun JoBana Kapamare kom xKora
je morkropupao 1950. romuue ca teszoMm ,,O mpuzonomempujckum sbuposuma’ [43].
BaBuo ce amamn3om, TPUTOHOMETPUjCKUM HOJIMHOMHUMA U PEIOBUMA, KA0 U Aude-
PEHIIU]aJTHUM jeTHAUNHAMA.

[Tosuary teopemy Enecrpema (G. Enestrom) u Kakeuna (M. S. Kakeya) mo Kojoj
nonueoM p(z) =Y 1 g apz®, ca peasHUM KOCYUIMjEHTUMA 32 KOj€ BAKU Gy > Gp_1 >
<+ >a1 > ag >0, uma cBe Hyne y jequHUYHOM MUcKy |z| < 1, yommrwuo je M. Tomwuh
[42] reoMeTpUjCKOM MHTEPIPETALM]OM CyMe » . o arpe™® (ap > apy1) m ucTu MeTon
IpUMEHNO Ha onpehuBame TpaHUIla TPUTOHOMETPHU)jCKUX MOJUHOMA U PEIOBa.

3a peansn nonuHoM p(2) =Y 1 4 apz® 3a uuje xoepumujeHTe BaKH

am_am—HZam—l_am—HZ"'zal_a2m2a0_a2m+1207
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rae cy m = [n/2] u agmi+1 = 0 ako je m napuo, Tomuh je mokaszao na ce He amyaupa
HA je IMHUIHOM KPYTry. AKO je joIl UCIYH€H YCIOB Uy > Gm_1 >« > G1 > Ao, Taaa
OBaj MOJUHOM MMa TaYHO M HyJa y je IMHUYHOM IUCKY.

WNurepecantro je ma cy 1967. romuue Jojan (A. Joyal), Jlaben (Q. Labelle)
n Paxman (Q.I Rahman) onbammnm OpeTHOCTABKY O INO3UTUBHOCTU HU3A G U
3aApyKaJId CAMO yCJIOB MOHOTOHOCTH y OpUruHAJHO] TeopeMmu Fuectpema u Kakena,
1 Tala OOKa3ajy Ia CBe HyJle IOJMHOMA Jexe y mICKy |z| < (an — ag + |aol)/|an].
Hakon tora mojaBimyje ce HM3 pPajgoBa HA OBY TEMy U TO Tpaje CBE IO NAHAIIEUX
nana. Hemasuo cy Tapmuep (R.B. Gardner) m T'oBun (N.K. Gowil) myGuankoBaau
uctopujcku uperaen (6] o passojy reopeme Enecrpema u Kakena.

Kopucrehu csoj reomerpujckn meron Tomwmh [42] je mokazao mo3uTuBHOCT

CUHYCHE CyMe
n
1
Zaksin<k+2>9, 0 <0 <2m,
k=0

opu ueMy KOe(pUUIUjeHTH aj YuHe HepacTynu HuU3 ag > a1 > --- > ap, > 0.
Kako cam koncraryje y ¢Bojoj Te3u [43], KAO MOBOJ 32 UCHUTUBAHE IO3UTUBHOCTU
TPUTOHOMETPUjCKUX PenoBa, MOPEI OCTAJIOT, mocay:xuia je u PejepoBa xumoresa u3
2010. ronune na je, 3a cBako n € N,

"1
S,(0) :Z%smke >0, 0<6<m,
k=1
KOjy cy kacuuje mokazanu llexcon (D. Jackson) (1911), I'pomsas (Th. Gronwall)
(1912), Jlannay (E. Landau) (1933), kao u cam Pejep (1928). Kopucrehu ncru reo-

merpujcku meron, Kapamara u Tomuh [8] cy mokaszamu (Bumeru takobe Tomwuheny
MOKTOPCKY Te3y [43]) ma 3a onmTujy CUHYCHY CyMy

S’T(Laaﬁ) (0) — Z ak sin(ak + 6)67 «, 6 € R’
k=0

non ycaosuma ag_1 > ar (k=1,...,n), Basxke canenehe mejennaroctu 3a 0 < 6§ < 7

.9 ay 0 . af (a,8) 9 a\N 0
— — ) =< - ) < — — ) —.
ag sin (5 2) 5 < sin— SpP)(0) < agcos (ﬁ 2) 5

Tomuh [43] je, Takobe, cBOjoM reoMeTpmjckOM MeTOINOM HOKa3ao jeman Pejepon
pe3yaratr u3 1925. roguHe O MO3UTUBHOCTU KOCUHYCHE CyMe

1 n
Cn(0) = 540 + Zak cos k0, 0<6 <2,
k=1
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oI yCJIOBOM JIa je HU3 aj ABOCTPYKO MOHOTOH, Tj. Jla BasKe HEjeTHAKOCTHU ag > 4] >
o> ap 2 apy1 =0m A%qy, = apy1 — 20 +ag—1 > 0, k=0,1,...,n — 1. lraBumre,
Tomuh je mobuo u ropmy rpaHuUILy,

Cn(0) < W(:ose@g, 0<6<2m,
Ka0 W HU3 APYTUX HEjeTHAKOCTH, NPETIOCTaBJbajyNuM MOHOTOHOCT BUIIEr pela.
[ToceGuo je umuTepecantHa cyma Cp(0), y caydajy cnemmjassor Huza ayp = 0 u
ar = 1/k (k> 1), 3a xoju je Jyur (W. H. Young) 1913. ronuse nokasao HejeqHAKOCT
Cr(0) > —13a0< 6 <m. Tomuh [46] je moGommao osaj pesyarar nokasyjyhu erzu-
CTEHINjy MOo3UTHBHE KOoHCTaHTe K, He3aBucHe on n u 6, tako na Baxu Cp(0) > —1+K
(ma mpumep, Taksa jenHa koucranrta je K = 1/20, tj. Cp(0) > —19/20. Bpayn (G.
Brown) u Koymannoc (S. Koumandos) cy 1997. ronuse onpenuau Haj6omy Moryhy
rpanuny 3a n > 2, 1j. Cp(0) > —5/6, a menasuo cy Auuep (H. Alzer) u Ksonr (M.
K. Kwong) [1] npomwmpunu oBaj pesyarar mnokasyjyhu ga csako n > m — 1 (m > 3)
BayKU

Cu0) = Culm) = 30 EIE,
- k=1 k
Ka0 U HejemHakocTu 1ypaHOBOT TUIA
A (0)Cia (0) — Ca(0)2 < -~ =2
12 — — 127 -

Cnuuro JyHroBOM TPUTrOHOMETPHUjCKOM mnosiuHoMmy, Porosuuacku (W. W. Ro-
gosinski) u Cere (G. Szegd) cy pazmaTpau CHelujaJHy KOCUHYCHUA HOJMHOM

1 +cos€ +C0829+ +coan
2 2 3 n+1’

3a KOJU Cy HOKa3aji HEHEraTUBHOCT 3a cBako peanno § m cBako n € N. Tomuh [46]
je m 3a 0Baj MOIMHOM HAIIAO HOOOJIOIAKE 3a CBAKO PeaJiHo § 1 CBako n > 2,

(1) L

Cy(0) > K > 68"

Ha ocumoBy Tomuhese muneje, koucranra K ce y 0BOj HEjeTHAKOCTU MOKE 3a-

menuTu ca 1/73, a 3a cBako n > 4 moxke ce mokaszatu na je K > 1/67, kako je HaBe-

neno y mouorpaduju [19] Munosanosuha, Murpunosuhia u Pacuaca uz 1994. ro-

ouHe mon HacyuoBoM Topics in Polynomials: FExtremal Problems, Inequalities, Zeros, y
u3namy World Scientific.
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AparocnaB C. MuTpuHOBUE (1908-1995) 6uo je ngokropamn Mwuxawmia
[TerpoBuha ca te3om ,,Mcmpancusana jedrne saxncre dudeperyujarre jeOnavune npaoz
peda”’ (1933), a GaBuo ce audepeHIUjaTHUM U (YHKIMOHAJHUM jeTHaYnHAMA, He-
jenHakoCcTUMa, TEOPUjOM OpojeBa, clenujaHuM (YHKIMjaMa UM KOMIIJIEKCHOM aHaJl-
uzoMm. Hberos mokropann je I'PAnuMuP B. MUJIOBAHOBUR ca Te3oMm ,,O Hexum
Pyrryuonasnum nejednarocmuma’ (1976). baBu ce HyMepUUKOM aHAJIN30M U TEOPU-
jOM ampokcuManuja, a MoceOHO OPTOTOHAJNHUM CUCTEMUMA, WHTEPIIOJAIMOHUM U
KBAIpaTypPHUM MIPONECUuMa, Ka0 U eKCTPEMaJHUM TpobieMuMa, HejeTHAKOCTUMA U
HyJaMa TOJIUHOMA.

Comryr g FR vy

TOPICS IN POLYNOMIALS:

Geometry EXTREMAL PR.OI?LEMS.
of Polynomials INEQUALITIES, ZEROS

Morris Marden

gt et i stemnad

Cimxka 1. Monorpaduje o nonuaomuma [10] u [19]

JPATOBYBE MAPKOBUE (1903-1965) 6uo je nokropann Muxauna [lerposuhia,
ca Te3oM mon HasusoM , O zpanuyama Kopena anzebapcrur jednavuna’ (1938). Kao
mITO Ce BUIU, HEroB NOKTOPAT je Oam m3 00JacTu reoMeTpuje MOJUHOMA, a OBa
0bJacT je u ocTaJia BHEroBO IVIABHO IOJbe pana. ¥ cBOjoj MoHorpaduju, MapueHn y
CIIUCKY pedepeHnu HaBoIu 4Yak cenaM MapkoBulhieBux panoBa. Y CaMOM TEKCTY €K-
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CIIUIUTHO Cy naTa asa MapkoBuheBa pesyiTara Koja hemMo oBae HaBECTU. Y TPBOM
pazny [11] je maro mome orpaHuueme 3a MOMLYJE Hysa MOAMHOMA P(z) = Y, g apzF.
Hammve, mera je mato t > 0 u mexa je M = max{|a|tF, k = 1,2,...,n}. Tana cse
HyJse monuHoma p(z) mesxke y obmactu |z| > |aglt/(|ag| + M). Y mpyrom pamy [12]
Mapxkosuh je ogpemmo muck |z| < Mr y koMme ce Haja3e CBe HyJe T3B. KOMIIO3UTHOD
nosHOMa f(2) = > 1, apbrz®. OBme, T je MO3UTUBHY KOPEH jeIHAUMHE

n—1
lanl2™ =) lag|2",
k=0

T, 0<k<n-—1.

JoBaH J. IIETPUE (1930-1997) Guo je mokropanm Maprosuha, ca Tesom
, O0pehusame Hyaa an2e0aPCKUT U MPUZOHOMEMPUICKUL NOAUHOME NOMORY penemu-
mueroe Jupepenyujarnoz GRaIu3amopa U NPUMeHa Ha UCNUMUBAHE OUHAMUYKE CMaA-
buanocmu” (1960). Murepecantro je ma je rtpehenornucany ayTop OBOI UJaHKA
mumiomupao kon llerpuha ca temom ,,Memoda 3a CumMysmano HGAGHCEHE HYAG Q-
20apCKUT JEOHAUUNA U BHEHA NPUMENG MG UCTUMUBAHE CMAOUAHOCTIY CUCTNEME AYMO-
MAMCKE pezyrayuje U Peulasame Hexus Ooudepenyujoanur, oudeperyujckur u mparc-
yendenmmuuz jeonavuna” (1971), mTo je HA HEKW HAUWH ONPENENIUIIO HEroBY yCMe-
PEHOCT Ka MOJMHOMWMAa W HYMEPWUYKOj aHasu3u. VHaue, jenaH MTEePATUBHU METO.
3a HYMEPUUKY (AKTOPU3AIM]Y MOJIMHOMA U CUMYJITAHO HAJAKEHE HErOBUX HYJIA
ob6jasuo je CaaBumiA ITPEINE (1933-2008) y pamosuma [37] u [38]. IIpemwuh je
ouo mokropamn Tamuje IlejoBuha, ca Tesom mom HasuBoM ,,IIpunoz meopuju anze-
bapcrur cmpykmypa’ (1963). Ilopen anreGpe GaBUO Ce U JIOTUKOM, TEOPUjCKUM IPO-
rpamMupameM, (YHKIMOHAJIHVM jeNHAUMHAMA, HyMEPUYKOM aHAJIU30M, U IeOMeTpU-
jOM TIOJTMHOMA.

W3 nocunenme maBemene obaactu Ilpemwmh je o6jaBuo HEKOJIMKO pamoBa O
Kojux ce mocebno m3nsaja pan [35] uz 1970. roaune, y KOMe OH Ha e€JeTaHTAH HAYUH
OKa3yje pe3ysiTar u3 Te3e rpUkor maremaruuapa 3epsoca (S. P. Zervos) [48], koju
HABOAMMO y majbeM Tekcty. Heka je mat mommnoM p(z) = 2" — (a2 ' + - + an),
mpu 4eMy Cy CBU Gj HEHEraTWBHU, a Oap jemaH je mosurtuBaH. Heka cy I1,Is, ..., 1,
KOHAQYHU CKYIOBU HEHEraTUBHUX OpojeBa 0;; € I; u Hera je Zj 0;j =1i—t, roe jet
¢urcHu 6poj, 0 <t < 1. Ako mepmHUIIEMO DYHKIU]Y

a M = max |bg/br11

" 1/t
a;
F(al,ag,...,an): E 7‘9” 5
i=1 Hj Q;
Tana, 3a IPOU3BOJLHE MO3UTUBHE (1, (2, . . . , Oy, BAXKN Ja CY CBE IIO3UTUBHE HYJE OBOT
nosuHOMa 1Mo Moxyiy He Behe on &, rume je & = max{ay, ag,...,an, Flag,ag,...,an)}.
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Bapujanujom mapamerapa ai, s, ..., Q,, 3€PBOC je yCIEo Ia Kao CIeNujaiHe CIyda-
jeBe cBOje TeopeMme moOUje UMTAB HU3 MO3HATUX PE3yATATA YMju Cy ayTopu Komwu
(A.-L. Cauchy), Jlannay, Mouren, Jeucen, Bupxod (G. D. Birkhoff), Mapxkosuh,
Kapmummen (R. D. Carmichael), Bonm (J. L. Walsh), Kojuma (M. Kojiima), nrn.
IIpemwuh je, mebyrum, y pany [35] mpumermo na je ycuoB p(a) = 0 exBuBaJieH-
tan ca F(a,a,...,a) = a. Crora, 3a NO3UTUBHE (1,2, ...,0y, U TO3UTUBHU KODEH
a nomuuoMa p(x), Baxku cienehe: ako je a < max{ai,aq,...,q,}, Taga Teopema
3epBoca cienu HemocpemHo. Y CyIpOTHOM, M3 uumeHune na je F(aj, g, ..., o)
omamajyha ¢yHEnMja mo CBUM aprymMeHTHMa (aKO Cy HO3UTUBHU), Cjedyje na je
F(og,ag,...,a,) > Fla,a,...,a) = a, na IpeMa ToOMe TeopeMa 3epBOca OleT BasKu.
Mauta ekcreHsuja oBor pesyiarara je mara y pany [41]. Y paxy [36] IIpemwnh naje
MeTOJ 3a HaJIaKelmhe MUHUMAJHOD pacTojama m3MeDy Hyaa MOIWHOMA, MO MPeT-
IIOCTABKOM & Cy CBe HYyJe Pa3nduTe.

[Tperxomuo momenytu panosu [37] u [38] Tperupajy npobieMm HymMepuyke (Gak-
Topusanuje moimHoMa. Hazkamoct, npsBa ckpahena Bepsuja [37] ce mojaBuaa Ha
caMO IBe CTpaHUIle Ha (PPAHIYCKOM je3uKy y ommrTeM daconucy Ppannycke axa-
neMuje Hayka, HOK je KOMIUIeTHA Bep3uja pana [38] mraMmana Ha CPICKOM je3UKY
nse romuue kacuuje (1968), Tako ma je panm ocrao HezamaskeH. Takobe, mocrojao
je jom jemaH XEHOUKEN y MpPE3eHTAlUjUu pe3ysTaTra, MTO je MpeHarJaleH Oeo O
1-1—-.-—1 ¢axkropuzamnuju, a mrTo he ce kacHuje noxaszaru na je To Beh nosnat Ba-
jemrpacos (K. Weierstrass) pesynrar uz 1903. Unaue, IIpemuhieBu panosu campske
noka3 ommre pakropusanuje. Y Kimu3m [18] ayTop ce 0CBpHYO Ha BAPUjaHTY METOIA,
O3HATOT y JsuTeparypu kao ['payoB meron (06jaB/beH y NPECTUKHOM CIIEIV]jaJIr-
3oBanoM vaconucy SIAM J. Numer. Anal.), y3 xomentap na je IIpemmhes npucrtyn
paxropuzanuju MHOrO eneranTHuju oxn I payosor (A.A. Grau), a y3 TO ce mojaBuo
meT TOOWHA PaHUje.

[ITE®KMIJA PAJLEBUR, ca Te30M MmO HA3UBOM ,,0 jedHOj KAGCU NOAUHOMG U Pa-
cnopedy nurosur wyaa’ DOKTOPUPAO je mom pykoBoacTtBoMm Josana Kapamarte 1955.
roavHe. 3aHUMJBUBO je IOMEHYTH Ia je y cBoM pany [39] mokaszao na je jemHa teo-
pema MapmeHna HEKOPEKTHA y CBOM KCKA3y.

bGornan BajmaAHcku (1930-2010) 6uo je mokropamn Hukomne Canrukosa u
Josana Kapamate, ca te3zom mom mHasuBoM ,, Onwmu nocmynyu sdupsusocmu Fuler-
Borel-o6oz muna u wurosa npumena wa anasumuyko npodyxceme’ (1956). Y cBom
pany [3] mao je jemHo 3aHMMIBMBO yommnTewme uyBeHe ['ayc-Jlykamose Teopeme 3a
panuoHaJHe (YHKIU]jE.

Panom BAKWTE je moxkropaun sKapka Mujajnosuhia, ca tesom ,, Cemudupexmma
Ppaxmopuzayuja wonawnuzr epyna’ (2002). Ilopen pamoBa u3 amrebpe, oGjaBibyje
pamoBe U3 KOMIIJIEKCHUX HEjeIHAKOCTU U TeoMeTpHuje moamHOMa. AKO 3a MOIUHOM
p(z) cremena n, mpermocraBuMo na Kpyr K (OTBOpEHM MM 3aTBOPEHU) CAIPIKUA
weroBux n — 1 Hyna (pauyHajyhu m BUIIECTPYKOCT), IPU YEMy C€ HerOB LEeHTap
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HaJla3u y BUXOBO] apuUTMeTnukoj cpenunu, Bakuhi [4] je mokaszao na ce y xpyry K
Mopa Hasasutu 6ap [(n — 1)/2] KpuTUYHEX Tadyaka DATOT IOIUHOMA.

JKAPKO MWJAJJIOBUE je mokropann Caasume Ilpemwuha, ca Te3om mon
HA3uBOM ,,[Ipusoz meopuju modeaa u Dyrosux anzebpu” (1977). Dasu ce mare-
MaTUYKOM JIOTUKOM, ajredpoM, TeopujoMm OpojeBa, KOMOMHATOPUKOM, TEOPUjOM pPe-
JIATUBHOCTY U IPABUTAINOHOM TEOPUjOM, PAUYHAPCKUM HayKaMa, Kao U IpobieMuMa
OUTUTAIN3alMje HayJHe U KYyJITYpHE OallTUHE.

Ha kpajy majemo HEKOJIMKO meTasba O IPEeTXOIHO IIOMEeHYTO] MOHOorpaguju [19],
KOja je y cBeTy mo3HaTa kKao Dbubauja o nosurnomuma. Momorpadumja camgpsru HAj-
Ba)KHUjE pe3yJiTaTe M3 aHAJM3Ee MOJMHOMA U HUXOBUX u3Boxa. llopen ¢ynmamen-
TAJHUX pe3yiarara, Kibura 06e3behyje mpersen pesyarara y 06IaCcT €KCTPEMATHAX
npobaeMa 3a TOIUMHOME, KAO W HEjeIHAKOCTU 338 TPUTOHOMETPUjCKE CyMe W ajire-
bapcre moaurome. [locebua maxkma je mocBehena xunore3n CennoBa, KA0 U IPAHU-
aMa 3a HyJe MOJMHOMAa U BUXOB Opoj y maroj obnactu (Bumeru, tarkobe, pamose
[21] u [22]). C 063upom Ha 3HAUA], HEjeIHAKOCTU MOBE3aHE CA TPUTOHOMETPU]CKUAM
cyMaMa 1 OPTOTOHAJHUM TOJUHOMUMA Ce TpeTupajy y nocebuoj rinasu. Hamomenumo
na je jemHa oI TaKBUX HeEjeTHAKOCTH,

ZPkE“’O)(a:) >0, ~l<z<1,
k=0

rue je P]E,a’ﬁ) (z) Jakobujes nmonmuuOM, OpTOroHAJNaH Ha nHTEpBady (—1,1) y omHOCY Ha
rexuncky ¢ynrmumjy (1 — x)*(1+ x)?, 6una xmyuna y nokasy mosmare BubepGaxose
xunorese (1916), xkojy je mokazao Jlyj ne Gpawx (L. de Branges) 1985. romune [5].
WNnaue, oBa HejeAHAKOCT je MaPTUKYJIAPHU CJIydYaj jedHEe OMIITe HEjeTHAKOCTU KOjy
cy morazamu Acku (R. Askey) m Iacnep (G. Gasper) 1976. romuue [2] (3a merame
BugeTu onesbak 4.2.7 y [19] mmu [20]).

Saxsamuuna. Pad I B. Muaosanosuhia je nodpacan npojexmom CAHY ($-96).
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5 Rados Bakié
Zarko Mijajlovié
Gradimir Milovanovié

MIHAILO PETROVIC AND GEOMETRY OF POLYNOMIALS

Summary

Works in the field of geometry of polynomials occupy a prominent place in the scien-
tific opus of Mihailo Petrovi¢. He demonstrated interest in this field since his earliest days.
His first scientific work, written at the age of 19, relates to one method for determination
the roots of a polynomial. Petrovi¢ appeared on the international arena at a time when
this field began to form as a relatively independent mathematical discipline. During his
stay in France, his interest in this field deepened, among other things, and because the
French mathematical school has traditionally dealt with these problems. The geometry of
polynomials is one of those areas that Petrovi¢ founded and started in Serbian mathemat-
ics. The paper presents a short history of this area as well as the contribution of Mihailo
Petrovi¢ and his students until today.
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