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Predgovor

Prve knjige na srpskom jeziku iz oblasti numericke matematike bili su prevodi,
sa engleskog i ruskog jezika, poznatih klasi¢nih knjiga:

— E. WHITTAKER, G. ROBINSON, Tecaj numericke matematike, Naucna knji-
ga, Beograd, 1955;

— L1.S. BEREZIN, N.P. ZITKOV, Numericka analiza — numericke metode,
Naucna knjiga, Beograd, 1963.

Petnaestak godina kasnije pojavljuju se i prve knjige domacih autora. Do 1980.
godine pubikovane su tri knjige:

— M. BERTOLINO, Numericka analiza, Nau¢na knjiga, Beograd, 1977;

— V. SIMONOVIC Numericke metode — skripta, MaSinski fakultet, Beograd,
1979;

— G.V. MILOVANOVIC, Numericka analiza, I deo, Univerzitet u Niu, Nis,
1979.

Drugi deo prethodne autorove knjige pojavljuje se dve godine kasnije pod
naslovom:

— G.V. MILOVANOVIC, Numericka analiza — Diferencijalne i integralne jed-
nacine, Institut za dokumentaciju zastite na radu ,Edvard Kardelj“ Centar za in-
formativno izdavacku delatnost — Birotehnika, Nis, 1981.

Ove dve knjige su bile osnov za izradu mnogo kompletnijih knjiga — udzbenika,
u tri toma, sa prateCom zbirkom problema, sve na preko 1100 stranica, po kojima
su ucile mnogobrojne generacije studenata Sirom bivSe Jugoslavije:

— G.V. MILOVANOVIC, Numeri¢ka analiza, I deo, Nau¢na knjiga, Beograd,
1985 (drugo izdanje 1988; trece izdanje 1991);

— G.V. MILOVANOVIC, Numeric¢ka analiza, II deo, Nau¢na knjiga, Beograd,
1985 (drugo izdanje 1988; trece izdanje 1991);

— G.V. MILOVANOVIC, Numeric¢ka analiza, Il deo, Nau¢na knjiga, Beograd,
1988 (drugo izdanje 1991);
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— G.V. MILOVANOVIC, M.A. KOVACEVIC, Zbirka resenih zadataka iz nu-
mericke analize, Nau€na knjiga, Beograd, 1985 (drugo izdanje 1988; trece izdanje
1991).

Poslednja Zbirka zadataka je pre desetak godina ponovo objavljena, uz znatna
prosirenja,

— G.V. MILovANOVIC, M.A. KOVACEVIC, M.M. SPALEVIC, Numericka
matematika — Zbirka resenih problema, Elektronski fakultet u Nisu, Nis, 2003.

Numericka matematika je poslednjih dvadesetak godina doZivela ekspanziju,
zahvaljuju¢i mnogobrojnim primenama u skoro svim oblastima nauke i inZenjer-
stva, s jedne strane, i burnim razvojem racCunarskih arhitektura, s druge strane.
Skorasnji progres u simbolickom izraCunavanju i razvoj visokokvalitetnog soft-
vera u mnogim domenima dodatno ubrzava pomenutu ekspanziju.

Numericka matematika se oslanja na viSe drugih matemati¢kih disciplina
od kojih vidno mesto zauzimaju linearna algebra, funkcionalna analiza, teorija
aproksimacija, optimizacija, teorija operatora, itd. Posebno, teorija aproksimacija
je do te mere povezana i isprepletena sa numerickom matematikom da ih nije
moguée danas jasno razgraniciti.

Sve je to izazvalo i pojavu novih pravaca istraZivanja koji su se postepeno
utemeljili u posebne naucne discipline (npr. teorija ortogonalnosti, teorija splaj-
nova i talasi¢a, naucna izraCunavanja, geometrijsko modeliranje, obrada signala,
paralelna izraCunavanja, itd.). U svetu se u poslednje vreme pojavio veliki broj
knjiga i monografija, uglavnom na engleskom jeziku, koje tretiraju, svaka na svoj
nacin, razne probleme iz pomenutih oblasti. Nedavno se pojavila i monografija
iz oblasti teorije aproksimacija sa posebnim osvrtom na interpolacione procese i
primene:

— G. MASTROIANNI, G.V. MILOVANOVIC, Interpolation Processes — Basic
Problems and Applications, Springer Monographs in Mathematics, Springer Ver-
lag, Berlin — Heidelberg — New York, 2008.

Nepostojanje odgovarajuce literature na srpskom jeziku, navela je autora da
napiSe seriju od nekoliko knjiga monografskog karaktera sa ovakvim sadrZajem
i pod opstim zajednickim naslovom Numericka analiza i teorija aproksimacija,
dok ¢e se konkretan sadrZaj knjige definisati podnaslovom.

Prva od tih knjiga je upravo ova sa podnaslovom Uvod u numericke procese
i reSavanje jednacina, €iji je zadatak da Citaoca uvede 1 upozna sa tzv. aritme-
tikom konacne duzine i osnovnim principima numerickih procesa, ukljucujuéi
rekurzivna izraCunavanja i sumiranja, kao i sa reSavanjem nelinearnih jednacina i
sistema (linearnih i nelinearnih) jednacina.
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Knjiga je podeljena u pet glava. Sve glave su podeljene na poglavlja, a
poglavlja na odeljke. Numeracija objekata (formula, teorema, definicija i sl.) u
okviru jednog odeljka izvrSena je pomocu tri broja od kojih prvi ukazuje na
poglavlje, drugi na odeljak, a treci na redni broj tog objekta u odeljku. Na ovaj
nacin uspostavljena je jednoznacna numeracija objekata u okviru jedne glave.
Kraj dokaza pojedinih tvrdenja oznacen je standardnom oznakom O, a kraj teksta
u okviru primera je oznacen sa A\,

U posebnom odeljku svake glave dat je spisak citirane i koriS¢ene literature.

Dodatni podaci o mnogim ¢injenicama, kao i korisne informacije o autorima
mnogih metoda i pristupa u numerickoj analizi i teoriji aproksimacija, a koji se
spominju u tekstu, navedeni su u fusnotama.

U prvoj glavi ove knjige, pored analize uticaja aritmetike konacne duZine
na numericke procese i analize uslovljenosti i stabilnosti izraCunavanja, dajemo
bazi¢na rekurzivna izraCunavanja, uvod u sumacione procese, teoriju veriznih ra-
zlomaka i asimptotske razvoje, kao i metode za efikasno izraCunavanje elemen-
tarnih funkcija i nekih specijalnih funkcija. Posebno je analiziran algoritam za
efikasno izraCunavanje gama funkcije za kompleksne vrednosti argumenta.

Druga glava je posvecena osnovnim elementima funkcionalne analize i line-
arne algebre, koji su neophodni za pradenje izlaganja u preostalim glavama ove
knjige. Medutim, za uspesno pracenje izlaganja u preostalim knjigama iz ove se-
rije, neohodan je dodatni matematicki aparat i on Ce biti sastavni deo tih knjiga.

Opsta teorija iterativnih procesa se razmatra u trecoj glavi, ukljucujuéi opste
karakteristike iterativnih procesa, kao i metode za ubrzavanje procesa. Cetvrta
glava je posvecena numerickim metodama u linearnoj algebri, gde se izucavaju
kako direktni tako i iterativni metodi. Posebna paznja je posvecena problemu sop-
stvenih vrednosti matrica. Najzad, u petoj glavi se najpre izuCavaju metodi za
nelinearne jednacine, a zatim i za nelinearne sisteme jednacina. Posebna paZnja je
posvecena homotopskim metodama reSavanja sistema jednacina, koriste¢i princip
neprekidnosti. Zbog svoje vaznosti, algebarske jednaCine se razmatraju u poseb-
nom poglavlju. Kao komplementarna literatura za ovo poglavlje se preporucuje
autorova knjiga:

— G.V. MILOVANOVIC, Ektremalni problemi i nejednakosti za polinome, Za-
vod za udzbenike, Beograd, 2012.

Na kraju knjige dat je indeks imena i pojmova.

Druga knjiga iz pomenute serije knjiga, sa podnaslovom Ortogonalni sistemi,
bice posvecena modernoj teoriji ortogonalnosti, sa posebnim osvrtom na razne
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koncepte ortogonalnosti, kao i na konstruktivnu teoriju ortogonalnih polinoma
koja je razvijena poslednjih decenija proslog veka.

U tre¢oj knjizi bi¢e razmatrani razni aproksimacioni problemi, ukljucujuéi in-
terpolacione procese. Kvadraturni procesi i primene u integralnim jednacinama
bice predmet Cetvrte knjige, itd.

Ova knjiga, kao i ostale iz ove serije, su namenjene studentima prirodno-
matematiCkih i tehnickih fakulteta, mladim istraZiva¢ima, kao i ve¢ afirmisanim
nauc¢nicima u oblasti numericke matematike, teorije aproksimacija, matematickih
optimizacija, i svima onima u oblasti prirodnih i tehni¢kih nauka u cijim is-
traZivanjima se pojavljuju odgovarajuc¢i numericki i aproksimacioni problemi.

Tokom pripreme ove knjige delove rukopisa su Citali moji saradnici dr Marija
P. Stanié, vanredni profesor Prirodno-matemati¢kog fakulteta u Kragujevcu, i dr
Nenad P. Cakié, redovni profesor Elektrotehni¢kog fakulteta u Beogradu, i dali niz
sugestija koje su uzete u obzir kod sastavljanja konac¢ne verzije knjige. Koristim
ovu priliku da im se najsrdacnije zahvalim na uloZenom trudu.

Takode, Zelim da se zahvalim Zavodu za udZzbenike i uredniku matematickih
izdanja dr Miloljubu Albijani¢u za stalno interesovanje i ohrabrenje da se istraje
na izradi ove knjige.

Beograd, juni 2014. Gradimir V. Milovanovi¢
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1. UVOD U NUMERICKE PROCESE

1.1 UVODNE NAPOMENE

1.1.1 Zadatak numericke matematike i teorije aproksimacija

Numericka analiza i teorija aproksimacija su matematicke oblasti koje se uza-
jamno proZimaju i koje su u manjoj ili ve€oj meri povezane sa skoro svim drugim
matemati¢kim oblastima. Njihov glavni cilj je da obezbede reSavanje najsloZenijih
matematic¢kih problema kakve danas postavljaju savremena nauka i tehnika. Takvi
algebarskih ili transcendentnih jednacina, obi¢nih ili parcijalnih diferencijalnih
jednatina, integralnih jednatina, itd. ili pak kao skup takvih jednaina. Cak i u
najjednostavnijim slucajevima kada su analiticka reSenja moguéa, ona su vrlo
Cesto neupotrebljiva zbog svoje glomaznosti. U tim sluajevima je Cesto prih-
vatljivije priblizno (aproksimativno) reSenje, Cija se tacnost moZe dirigovati, tj.
greSka aproksimacije se moZe, zavisno od zahteva i potrebe, uliniti proizvoljno
malom veli¢inom.

Poznato je, na primer, da se algebarske jednacine u opStem slucaju mogu
resiti pomocu radikala, samo kada su stepena ne viseg od Cetvrtog, pri ¢emu su
veé za jednaline treceg stepena dobro poznate CARDANove! formule prili¢no
komplikovane. Medutim, u praksi se vrlo Cesto sree problem reSavanja nu-
meri¢kih algebarskih jednac¢ina’ visokog stepena. Takode, &esto se javlja i prob-
lem resavanja sistema linearnih algebarskih jednacina sa stotinu, pa i vise hiljada
nepoznatih, gde klasi¢ni aparat linearne algebre postaje neupotrebljiv. Standardna
teorija diferencijalnih jednacina omogucava reSavanje (nalazenje opstih reSenja)
samo nekih uskih klasa diferencijalnih jednaCina. Medutim, u praksi se javljaju

I GEROLAMO CARDANO (1501 — 1576) je bio Euveni lekar, astrolog, filozof i matemati&ar, koji

je Ziveo u Milanu.
2 Algebarska jednadina sa numeri¢kim koeficijentima.
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CAUCHYevi® i konturni problemi sa diferencijalnim jednacinama koje ne pri-
padaju ovim klasama. Posebno vaZznu ulogu imaju problemi koji se svode na
reSavanje parcijalnih diferencijalnih jednacina.

S druge strane, ¢ak i u najelementarnijim problemima, reSenje koje je izraZeno
simbolicki ne zadovoljava potrebe ako se trazi numericki rezultat. Ilustrujmo ovo
jednostavnim primerom.

Neka je potrebno odrediti pozitivan koren jednacCine

¥ —a=0 (a>0).

Trazeno egzaktno reSenje je x = /a. Medutim, simbol / ne reSava problem jer
ne daje postupak za izralunavanje broja \/a.
Formirajmo sada niz {x, },en pomocu

a

(1.1.1) xn+1:%<xn+g>, n=0,1,...,

gde je xg = a. U standardnim udZbenicima matematicke analize dokazuje se kon-
vergencija ovog niza ka vrednosti y/a, kada n — oo (videti, na primer, [53,
str. 47-49]).

Formula (1.1.1) predstavlja tzv. iterativni proces i specijalni je slu¢aj poznatog
NEWTONovog* metoda. Za ¢lan niza x, kazemo da je n-ta iteracija. Ako sa e,
ozna¢imo gresku u n-toj iteraciji, tj. e, = x,, — 1/a, jednostavno se moZe dokazati
da vazi jednakost

(1.1.2) enp1 = 2]7,16'%’
odakle zaklju¢ujemo da je greska u (n+ 1)-0j iteraciji srazmerna kvadratu greske
u n-toj iteraciji. Prilikom odredivanja kvadratnog korena iz broja a pomocu
(1.1.1), iterativni proces se prekida kada je greska u n-toj iteraciji manja od unap-

red izabrane tacnosti € i tada se uzima /a = x,.
Primenimo sada iterativni proces (1.1.1) na odredivanje vrednosti v/2. Dakle,

startujuéi sa xo = a = 2, dobijamo niz

3 AUGUSTIN Luls CAUCHY (1789 — 1857), veliki francuski matemati¢ar, utemeljiva¢ mate-

maticke i kompleksne analize, kao i niza drugih oblasti.
4 Isaac NEWTON (1642 — 1727), veliki engleski fizicar, matematiCar, astronom i filozof. Poznat

je po nizu doprinosa u matematici, posebno kao jedan je od tvoraca infinitezimalnog racuna, ali
i po velikim doprinosima u mehanici, optici, itd.
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3 17 577 665857 886731088897 1572584048032918633353217
27127 408’ 4708327 627013566048 " 1111984844349868137938112" """ |’

¢iji ¢lanovi (iteracije), izracunati sa 50 decimala, imaju sledeée vrednosti

X0 =2,

x; = 1.5,

x2 = 1.4166666666 6666666666 6666666666 6666666666 6666666666 ...,
x3 = 1.4142156862 7450980392 1568627450 9803921568 6274509803 ...,
x4 = 1.4142135623 7468991062 6295578890 1349101165 5962211574 ...,
x5 = 1.4142135623 7309504880 1689623502 5302436149 8192577619 ...,
x¢ = 1.4142135623 7309504880 1688724209 6980785696 7187537723 ...,

pri ¢emu se boldirane (zacrnjene) cifre poklapaju sa odgovarajuéim ciframa u
tacnoj vrednosti

V2 = 1.4142135623 7309504880 1688724209 6980785696 7187537694 ... .

Iteracije xi,...,x¢ imaju redom jednu, tri, Sest, 12, 24 i 48 tacnih cifara, a odgo-
varajuée greske e, su redom

8.58x1072,2.45x1073,2.12x 107, 1.60 x 107'%, 8.99 x 10723, 2.86 x 10~%,

$to je u skladu sa formulom (1.1.2).

Navedimo sada jos jedan primer. Neka je potrebno odrediti vrednost sinx za
x = 0.5. Simbol sin, i u ovom slu¢aju, ne daje postupak za reSavanje problema.
Da bismo izracunali traZenu vrednost, funkciju x — sinx moZemo da razvijemo,
na primer, u TAYLOROV® razvoj

¥ ox i

smx:x—ﬁ—kg—ﬂ—k-“,

odakle, uzimanjem dva, odnosno tri ¢lana u razvoju, dobijamo
0.5°
sin0.5 = 0.5 — T 0.479167
i

5 BROOK TAYLOR (1685 — 1731), engleski matematicar.
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3 5
sin0.5 = 0.5 — 03—5' + 05—5‘ =0.479427.
Tacna vrednost za sin(.5 sa Sest decimala je 0.479425. Greske koje ovde nastaju
poticu usled uzimanja konacnog broja ¢lanova TAYLORovog reda i nazivamo ih
greSkama odsecanja. Drugim reima, greSka nastaje iz razloga $to reSavamo prob-
lem razli¢it od postavljenog, koji je znatno jednostavniji sa stanovista racunanja,
a Cije je reSenje u nekom smislu blisko reSenju postavljenog problema.

Neka je, u opstem slucaju, potrebno resiti zadati problem sa datim ulaznim po-
dacima, koje ¢emo oznaciti sa x, a sam problem sa P(x). Na primer, ulazni podaci
mogu biti definisani n-dimenzionalnim vektorom x = (xj,...,x,) € R". Problem
P(x) zvaéemo ulaznom informacijom, a odgovarajuéi rezultat y, tj. reSenje prob-
lema P(x), zvatemo izlaznom informacijom. Na primer, izlazna informacija moze
biti m-dimenzionalni vektory = (y1,...,ys) € R™. U postupku reSavanja, problem
P(x) se najéesée zamenjuje (aproksimira) nekim ,bliskim* problemom P(x).

Postupak transformacije modifikovane ulazne informacije Ig(x) u izlaznu in-
formaciju (y) zvaéemo algoritmom (A). Navedena transformacija moze se pred-
staviti blok dijagramom

Ulazna Izlazna

informacija P(x) Algoritam informacija

(P(x)) *) )

ili simbolicki kao P(x) = P(x) 2, y. Ponekad se pod algoritmom podrazumeva
i prethodna aproksimacija problema P(x) u modifikovani problem P(x), tako da u

I . A
tom slu¢aju imamo transformaciju P(x) — y.

Pri reSavanju nekog problema potrebno je izabrati pogodan algoritam koji
najbrZe dovodi do Zeljenog rezultata. Izbor optimalnog algoritma u prethodnom
smislu predstavlja vrlo sloZen problem, koji teorijski, u opStem slucaju, jo§ uvek
nije resen.

Razradom i realizacijom algoritama i analizom greske u izlaznoj informaciji
bavi se posebna oblast matematike, tzv. numericka matematika. Njen centralni
deo ¢ine numericki metodi, koji moraju biti takvi da su pogodni sa stanoviSta
primene digitalnih racunara. Kako racunari najcesce izvode samo Cetiri osnovne
racunske operacije (sabiranje, oduzimanje, mnozenje i deljenje), to numericki
metodi moraju biti takvi da se svode na konacan niz takvih operacija.
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Teorija aproksimacija se u osnovi bavi problemima zamene (aproksimacije)
sloZenijih objekata (funkcija, funkcionela, operatora, ...) drugim objektima (obi-
¢no jednostavnijim) uz odredene uslove. Kako smo prethodno videli, aproksi-
macija funkcija moZe se, na primer, sprovoditi pomo¢u TAYLORovog razvoja,
uzimanjem konacnog broja ¢lanova tako da se funkcija zamenjuje polinomom.
Kori$éenje polinomske aproksimacije ili tzv. racionalne aproksimacije® je pogodno
za konstrukciju biblioteckih funkcija u racunarima, s obzirom na to da se za nji-
hovo izraCunavanje koriste samo prethodno pomenute Cetiri osnovne racunske
operacije. Teorija aproksimacija je usko povezana i dobrim delom se preklapa
sa funkcionalnom analizom. Vidno mesto u teoriji aproksimacija danas zauzima
teorija ortogonalnosti. U ruskoj literaturi teorija aprosimacija se ¢esto naziva kon-
struktivna teorija funkcija.

Na osnovu prethodnog, pogreSno bi bilo izvesti zakljuak da su se numericka
matematika i teorija aproksimacija pocele razvijati sa pojavom racunskih masina.
Poznato je, naime, da se u delima naucnika proslih vekova nalazi niz pribliznih
metoda koji danas ¢ine osnovu numericke matematike. Teorija aproksimacija ima
korene u radovima ruskog matemati¢ara CEBISEVa’ sredinom devetnaestog veka.
Medutim, nagli razvoj racunarske tehnike posle II svetskog rata uslovio je brzi
i sistematski razvoj numericke matematike i teorije aproksimacija. Rad koji su
1947. godine objavili VON NEUMANN® i GOLDSTINE’ pod naslovom ,Numerical
inverting of matrices of high order“ u americkom ¢asopisu Bulletin of the Amer-
ican Mathematical Society, 53 (1947), 1021-1099, Cesto se uzima kao pocetak
moderne numericke analize'®. U cilju obeleZavanja 60 godina od ovog dogadaja,
organizovan je simpozijum pod nazivom ,,The birth of numerical analysis* na
Katolickom univerzitetu u Luvenu u Belgiji (K.U. Leuven, October 29-30, 2007),

6 Aproksimacija pomo¢u racionalne funkcije.

7 PAFNUTII L’ vovi¢ CEBISEV (1821 — 1894), veliki ruski matematiar, poznat po znatajnim
doprinosima u verovatno¢i, analizi, teoriji brojeva, mehanici, itd. U literaturi na engleskom jeziku
njegovo ime se pojavljuje kao CHEBYSHEV, CHEBYCHEYV ili CHEBYSHOV, na francuskom kao
TCHEBYCHEFF, a u nemackoj literaturi kao TSCHEBYSCHEFF.

8 JOHN VON NEUMANN (1903 — 1957), madarsko-ameri¢ki matemati¢ar, jedan od najvecih u
dvadesetom veku, dao je niz znaCajnih doprinosa u mnogim oblastima, ukljucujuci logiku i
teoriju skupova, funkcionalnu analizu, numeri¢ku analizu, kvantnu mehaniku, kompjuterske
nauke, ekonomiju i teoriju igara, itd. U¢estvovao je u izradi prve atomske bombe, radio na op-
timizaciji procesa snabdevanja saveznickih trupa u Evropi (1944), kao i na razvoju prvog elek-
tronskog digitalnog racunara ENIAC. Takode, bio je glavni dizajner racunara EDVAC (Electronic
Discrete Variable Automatic Computer).

9 HERMAN H. GOLDSTINE (1913 — 2004), ameri¢ki matematicar i jedan od nau¢nika na razvoju
prvog racunara ENIAC (Electronic Numerator, Integrator, Analyzer, and Computer).

10 Drugi deo ovog rada objavili su H.H. GOLDSTINE i J. VON NEUMANN u &asopisu Proc. Amer:
Math. Soc. 2 (1951), 188-202.
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a 2010. godine se pojavio i odgovarajuéi zbornik sa tog skupa [11]. Poslednjih
Sezdesetak godina razraden je niz metoda u teoriji jednacina svih vrsta i za njih
su dobijeni novi fundamentalni rezultati, kako teorijski, tako i prakti¢ni. Medu
njima, posebno se istiCu metodi za reSavanje konturnih (grani¢nih) problema u
teoriji diferencijalnih jednacCina (obi¢nih i parcijalnih), metodi u teoriji integral-
nih i integro-diferencijalnih jednacina, kao i metodi za reSavanje apstraktnih ope-
ratorskih jednacina. Poslednjih godina dosta se radi na metodima za reSavanje
grani¢nih problema u jednoj neiscrpnoj oblasti — teoriji nelinearnih parcijalnih
jednacina. Takode, vidno mesto zauzimaju razvoj interpolacionih i kvadraturnih
procesa, kao i niz drugih aproksimacionih metoda (teorija splajnova, teorija malih
talasa, itd.).

Medu numeri¢kim metodama posebno su interesantni iterativni metodi, s ob-
zirom na to da su veoma pogodni za primenu na racunskim masinama. [zucavanje
numeri¢kih metoda ukljucuje analizu greske, stabilnost, konvergenciju (kod itera-
tivnih metoda), kao i niz drugih svojstava. Zato se vrlo ¢esto ovaj deo numericke
matematike naziva numericka analiza.

U svom razvoju, numeri¢ka analiza se oslanja na viSe matematickih dis-
ciplina od kojih u poslednje vreme vidno mesto zauzimaju linearna algebra,
funkcionalna analiza, teorija operatora, itd. Posebno, teorija aproksimacija je do
te mere povezana i isprepletena sa numerickom matematikom da ih nije moguce
jasno razgraniCiti.

Problemima prakti¢ne realizacije algoritama bavi se oblast programiranja koja
se u poslednje vreme uspes$no razvija. Razvojem novih programskih jezika obez-
beduje se Cesto jednostavan programski kdd. Danas su na raspolaganju mnogi
programski paketi za razliCite namene i dosta od toga se moZe naci besplatno
na internetu. Siroko rasprostranjeni numericki softver!! je Netlib, koji je dostu-
pan preko URL adrese: http://www.netlib.org. Napomenimo jo§ da se
dosta numeri¢kog softvera moZe naci i u kolekciji TOMS (u okviru €asopisa:
ACM Transactions on Mathematical Software). Softver je najcesce realizovan na
programskom jeziku FORTRAN, mada se moZe nadi i na drugim programskim
jezicima.

Najzad, pomenimo i komercijalne softverske pakete IMSL i NAG. Takode,
danas su veoma popularni tzv. interaktivni sistemi poput MAPLE, MACSYMA,

T Odomaceno od engleske redi: software.
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MATLAB'2 i MATHEMATICA'3. Svi oni, pored numeri¢kih izratunavanja, nude

i simbolicka izraCunavanja, kao i niz grafickih moguénosti.

Mada se radovi iz oblasti numericke matematike i teorije aproksimacija ob-
javljuju i u Casopisima koji tretiraju opStu problematiku, ipak se u poslednjih
pedesetak godina u svetu pojavio veliki broj specijalizovanih Casopisa za nu-
meri¢ku matematiku i teoriju aproksimacija kao $to su'#:

o ACM Trans. Math. Software [Association for Computing Machinery. Trans-
actions on Mathematical Software. ACM, New York. ISSN 0098-3500]

e Adv. Comput. Math. [Advances in Computational Mathematics. Springer,
Dordrecht. ISSN 1019-7168]

o Appl. Math. Comput. [Applied Mathematics and Computation. Elsevier, Inc.,
New York. ISSN 0096-3003]

e Appl. Numer. Math. [Applied Numerical Mathematics. An IMACS Journal.
Elsevier, Amsterdam. ISSN 0168-9274]

e BIT [BIT. Numerical Mathematics. Springer, Dordrecht. ISSN 0006-3835]

e Calcolo [Calcolo. A Quarterly on Numerical Analysis and Theory of Compu-
tation. Springer Italia, Milan. ISSN 0008-0624]

e Comput. Math. Appl. [Computers & Mathematics with Applications. An In-
ternational Journal. Elsevier, Amsterdam. ISSN 0898-1221]

e Comput. Math. Math. Phys. [Computational Mathematics and Mathematical
Physics. MAIK Nauka/Interperiod. Publ., Moscow. (Translation of Zh. Vychisl.
Mat. Mat. Fiz.) ISSN 0965-5425]

e Computing [Computing. Archives for Scientific Computing. Springer, Vienna.
ISSN 0010-485X]

e Constr. Approx. [Constructive Approximation. An International Journal for
Approximations and Expansions. Springer, New York. ISSN 0176-427]

e IMA J. Numer. Anal. [IMA Journal of Numerical Analysis. Oxford Univ.
Press, Oxford. ISSN 0272-4979]

12 MATLAB je razvijen u kompaniji MathWorks i prilagoden za rad sa matricama kao osnovnim
elementima u izracunavanjima. Naziv MATLAB dolazi od engleskih re¢i matrix laboratory.
Prva verzija se pojavila 1984. godine, a sada je aktuelna verzija 8.3 (R2014a) za sve operativne
sisteme.

13 MATHEMATICA je razvijena u softverskoj kompaniji Wolfram Research. Prva verzija se pojavila
1988. godine, a 1989. verzija MATHEMATICA 2.0 za DOS operativni sistem. Verzija MATHE-
MATICA 2.2 vezana je za Windows 3.11. Aktuelna verzija 9.0.1, koja se pojavila pocetkom 2013.
godine, razvijena je za sve operativne sisteme.

14 Naslovi Zasopisa su dati po abecednom redu i to onako kako se citiraju u referentnom asopisu
ameri¢kog matematickog drustva (AMS): Mathematical Reviews.
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e J. Approx. Theory [Journal of Approximation Theory. Elsevier, Inc., San
Diego, CA. ISSN 0021-9045]

e J. Comput. Appl. Math. [Journal of Computational and Applied Mathematics.
Elsevier, Amsterdam. ISSN 0377-0427]

e J. Comput. Math. [Journal of Computational Mathematics. An International
Journal on Numerical Methods, Analysis and Applications. Chinese Acad. Sci.,
Beijing. ISSN 0254-9409]

e Math. Comp. [Mathematics of Computation. Amer. Math. Soc., Providence,
RI. ISSN 0025-571]

e Math. Comput. Modelling [Mathematical and Computer Modelling. Elsevier,
Amsterdam. ISSN 0895-717]

o Numer. Algorithms [Numerical Algorithms. Springer, Dordrecht. ISSN 1017-
1398]

e Numer. Linear Algebra [Appl. Numerical Linear Algebra with Applications.
Wiley, Chichester. ISSN 1070-532]

e Numer. Math. [Numerische Mathematik. Springer, Heidelberg. ISSN 0029—
599X]

¢ Rev. Anal. Numér. Théor. Approx. [Revue dAnalyse Numérique et de Théorie
de I’ Approximation. Ed. Acad. Roméane, Bucharest. ISSN 1222-902]

e SIAM J. Matrix Anal. Appl. [SIAM Journal on Matrix Analysis and Applica-
tions. SIAM, Philadelphia, PA. ISSN 0895—4798]

e SIAM J. Numer. Anal. [SIAM Journal on Numerical Analysis. SIAM, Phila-
delphia, PA. ISSN 0036-1429]

e SIAM J. Sci. Comput. [SIAM Journal on Scientific Computing. SIAM, Phila-
delphia, PA. ISSN 1064—-8275]

Na kraju napomenimo da se u svetu svake godine organizuje veci broj simpo-
zijuma posvecenih numeri¢koj matematici i teoriji aproksimacija.

1.1.2 Razvoj novih nau¢nih disciplina i oblasti

Numeri¢ka matematika je poslednjih dvadesetak godina doZivela ekspanziju,
zahvaljuju¢i mnogobrojnim primenama u skoro svim oblastima nauke i inZenjer-
stva, s jedne strane, i burnim razvojem racunarskih arhitektura, s druge strane. Sve
je to izazvalo i pojavu novih pravaca istraZivanja koji su se postepeno utemeljili
u posebne naucne discipline. U ovom odeljku nave§éemo samo nekoliko tipi¢nih
primera.
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Naucna izraéunavanja' je posebna disciplina koja izu¢ava primenu speci-
jalnih numeric¢kih metoda u konkretnim problemima koji se pojavljuju u nauci i
inZenjerstvu. Na primer, tu spadaju numericka izracunavanja vaznih konstanata,
izraCunavanje vrednosti elementarnih i specijalnih funkcija sa ekstremno visokom
tacnoscu, reSavanje jednacina, generisanje slucajnih brojeva, razvoj algoritama za
teoriju brojeva, brze transformacije (diskretna FOURIERova!®, brza FOURIEROva
(FFT), diskretna kosinusna transformacija, itd.), fraktali, kao i konstrukcija niza
algoritama za obradu signala. Ovo poslednje se, zajedno sa izu€avanjem odgo-
varajucih tehnic¢kih sredstava, moZe tretirati i kao posebna disciplina obrada sig-
nala.

Obrada signala'” obuhvata analognu i digitalnu obradu svih vrsta signala koji
se pojavljuju u realnom svetu, ukljucujudi sintezu signala, detekciju, modeliranje,
korelaciju i spektralnu analizu signala, konstrukciju i primenu odgovarajucih fil-
tara, itd. Posebno vaZan deo je onaj koji se odnosi na kompresiju podataka bilo da
se radi o zvucnim signalima ili slikama.

Teorija kompleksnosti,'® a posebno teorija kompleksnosti izracunavanja obez-
beduje okvir za razumevanje cene reSavanja problema, merene zahtevima za resur-
sima kakvi su vreme i memorijski prostor. Glavni pristup u teoriji komplek-
snosti je razmatranje algoritama koji deluju na konacne nizove simbola iz jednog
objekte poput celih brojeva ili algebarskih izraza, ali ne i realne (ili komplek-
sne) brojeve, osim ako oni nisu zaokrugljeni na priblizne vrednosti iz jednog
diskretnog skupa. Glavni zadatak ove teorije je da se odredi broj (raunskih) ko-
raka neophodnih za reSavanje problema u funkciji duZine ulaznog niza. U vezi
sa ovim, teorija kompleksnosti grupise probleme u tzv. klase kompleksnosti i raz-
matra njihov odnos. Na primer, klasu P ¢ine oni problemi koji se mogu reSiti
u polinomijalnom vremenu, tj. broj koraka neophodnih za njihovo reSavanje je
ograni¢en polinomijalnom funkcijom duZine ulaznog niza, dok je NP klasa prob-
lema Cija se reSenja mogu proveriti (verifikovati) u polinomialnom vremenu. U
novije vreme tretiraju se klase kompleksnosti i nad poljem realnih brojeva [17].

Geometrijsko modeliranje'® je disciplina koja prou¢ava metode konstruisanja
geometrijskih i prirodnih formi sredstvima raCunarske grafike (videti [41]). U
pozadini sloZenih grafickih algoritama stoje sofisticirani numericki pristupi, neo-

15 Na engleskom: Scientific Computation.

16 JTEAN-BAPTISTE JOSEPH FOURIER (1768 — 1830), poznati francuski fizi¢ar i matematiar.
17 Na engleskom: Signal Processing.

18 Na engleskom: Complexity Theory.

19 Na engleskom: Computer Added Geometric Design (CAGD).
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Slika 1.2.1. Primeri bioloskog sveta

phodni u procesu optimizacije algoritamskih tokova i izbora najboljih modela. U
svemu tome vodic i inspiracija je priroda i njene tvorevine od kojih neke intere-
santne primere moZemo videti na slici 1.2.1, preuzete iz ¢lanka [73], a koji, bilo
da su Zive ili neZive strukture fasciniraju svojom racionalnom geometrijom kojoj
u osnovi stoji hijerarhija samosli¢nosti i veoma sloZeni iterativni procesi.
Paralelna izracunavanja® predstavljaju disciplinu koja se bavi konstrukcijom
takvih algoritama i procedura koji su mogu implementirati na visSeprocesorskim
sistemima, koji se, s druge strane, svakim danom sve viSe razvijaju i usavrSavaju.
Simboli¢ka izracunavanja,”" se danas, takode, mogu izdvojiti u posebnu dis-
ciplinu. Ona se Cesto nazivaju i kompjuterska algebra, algebarska izracunavanja,
simbolicka matematika, itd. Za razliku od numerickih izraunavanja koja se
uglavnom realizuju u tzv. aritmetici konacne duZine (videti odeljak 1.2.3), simbo-

20 Na engleskom: Parallel Computation.
21 Na engleskom: Simbolic Computation.
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licka izraCunavanja se izvode sa brojevima, simbolima, izrazima i formulama na
egzaktan na¢in. Ona su nastala kao rezultat teZnje da se sa numerickih izratunava-
nja krene ka apstraktim izraunavanjima, $to je omoguéeno razvojem tzv. vestacke
inteligencije 1 novih programskih jezika, poput jezika LISP i njegovih usavr§enih
naslednika. Danas su za simbolicka izraCunavanja najpopularniji i Siroko raspros-
tranjeni interaktivni paketi MAPLE, MACSYMA, MATLAB i MATHEMATICA,
koji se, naravno, mogu koristiti i za numericka izraCunavanja, kao i za graficke
prezentacije.

Iustrova¢emo sada kako se u paketu MATHEMATICA mogu na jednostavan
nacin, izdavanjem naredbe u komandnoj liniji, reSavati razni matematicki prob-
lemi. SloZeniji problemi zahtevaju pripremu odgovarajucih programa.

Na primer, da bismo dobili reSenja jednacine etvrtog stepena x* +2x+1 =0
u simbolickom obliku, piSemo jednostavno

v {0011, x5 1o (F) [aresvEE) ),
S
(oo S - g (i ®) ) )

3 1/3
3 (717+3\/33 )

Medutim, ako Zelimo samo drugo resenje, izostavljajuci pri tome vitiCaste zagrade
i simboliku x —, dajemo naredbu

n2)= x /. Solve[x"4+2x+1==0, x] [[2]]

1 2
Ouegl= — |1 - +

3 1/3
(717 +333 )

-17+3V33

)1/3

Numeric¢ka vrednost ovog reSenja, na primer sa 16 cifara, dobija se jednostavno
pomocu:
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in[3]= N[%, 16]

Outdl= -0.5436890126920764

Integracija funkcija, na primer, odredivanje primitivne funkcije za 1/(1 +x°)
sprovodi se takode jednostavnom naredbom:

In4)= Integrate[l/ (1+x"3), x]

ArcTan { Tle2x ]

V3 1 L
Outf4ds ——— + gLog[1+x] - gLog[17x+x2}

V3

Stavise, MATHEMATICA moZe da refava i neke sloZenije slu¢ajeve, na primer,
raunanje nesvojstvenog integrala funkcije 1/(x> +2ax+ 1) na (0, +oo) sa para-
metrom a > 0,

n5:= Integrate[l/ (x"2+2ax+1) "2, {x, 0, Infinity},
Assumptions » a > 0]

2 ArcTan[
3/2

outjs]= —

1 2a 1
+
4 | -1+a?

1-a° (l—a2

Kombinovanje numerickih i simboli¢kih izraCunavanja moZe biti veoma ko-
risno u mnogim primenama. Za numericka izracunavanja posebno su interesantne
tzv. aritmetike visestruke tacnosti.’> Nave$éemo jedan jednostavan primer.

Primer 1.2.1. U Casopisu Quarterly Journal of Pure and Applied Mathematics 45
(1913/14), str. 350, RAMANUJANZ je postavio hipotezu da je e®v1%3 ceo broj, pri
¢emu je, radedi ,ru¢no”, nasao da je

e™V163 =~ 262 5374126407 68743.999999999999.

Kako njegov metod nije omogucavao dobijanje sledeée decimale, on je pretpos-
tavio da se cifra 9 stalno ponavlja, i da je onda e™V 6% = 2625374126407 68744.
Koris¢enjem programskog paketa MATHEMATICA jednostavno dobijamo

22 Na engleskom: multi-precision arithmetics.
23 SRINIVASA RAMANUIJAN (1887 — 1920), indijski matematicar.
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e™V103 — 262537412640768743.99999999999925007259719818568887935 ... ,
Sto ukazuje da je hipoteza RAMANUJANa bila pogresna. A

Najzad napomenimo da je Obrada teksta®* danas oblast bez koje se ne moze
zamisliti bilo koja delatnost. Tokom sedamdesetih i osamdesetih godina prosloga
veka intenzivno se pocelo sa razvojem efikasnih algoritama i konstrukcijom
tzv. tekst procesora za obradu svih vrsta tekstova, ukljucujuéi i matematicki
slog. Kada su u pitanju matematicki tekstovi, glavni doprinos je uc¢inio DON-
ALD KNUTH? razvojem sistema TgX. Njegove pojednostavljene varijante, poput
IXTX-a koji je, u stvari, makro paket i ¢ije su komande definisane nizom TEX-
komandi, danas je postao standard u matemati¢koj komunikaciji.

1.2 ANALIZA GRESAKA U NUMERICKIM PROCESIMA

U ovom poglavlju se uvode osnovni pojmovi teorije greSaka i analizira efekat
prostiranja greSaka kroz raCunski proces. Poseban tretman je dat maSinskim
greSkama zaokrugljivanja i efektu gubitaka znaCajnih cifara. Na kraju poglavlja
su date izvesne napomene o statistickom pristupu u oceni greSaka.

1.2.1 Greske u numerickim izracunavanjima

U skoro svim numeri¢kim problemima, izlazna informacija, ili kako se ¢esce

kaZze numericko resenje, praceno je greSkama Ciji izvori mogu biti razliciti. Pre
nego §to predemo na klasifikaciju greSaka uveséemo neke osnovne pojmove i
definicije.

Definicija 2.1.1. Svaka cifra broja, izuzimaju¢i nule koje sluze za fiksiranje deci-
malne tacke, naziva se znacajnom cifrom tog broja.

24 Na engleskom: Text Processing.

25 DONALD ERVIN KNUTH (1938 —), profesor emeritus na Stanford univerzitetu (SAD), je danas
najpoznatije ime u oblasti informatike i raCunarstva. Pored ogromnog doprinosa u matemati¢kom
zasnivanju algoritama, zbog Cega je poznat kao ,otac algoritama“, KNUTH je razvio soft-
verske sisteme poznate kao TEX i METAFONT, koji su promenili tehnologiju Stampanja
matematickih i drugih publikacija, ali i na¢in komunikacije medu nau¢nicima (za detalje videti:
http://www-cs—-faculty.stanford.edu/ knuth/).
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Primer 2.1.1. Svaki od navedenih brojeva
2,563, 15.32, 4.300, 0.05050, 0.2687, 0.002649
ima Cetiri znacajne cifre. A

PribliZan broj X je broj koji zamenjuje tacan broj x u izraCunavanjima i nezna-
tno se razlikuje od njega. Odgovarajuca greska broja X je

e=X—x,
ali se ¢esce koristi tzv. apsolutna greska
le] = |x —x].

U slucaju kada tacna vrednost x nije poznata, uvodi se pojam granice apsolutne
greske pribliZznog broja x.

Definicija 2.1.2. Pod granicom apsolutne greske A, pribliznog broja X podrazu-
meva se svaki broj ne manji od apsolutne greske tog broja.

Kako je |e| = [x — x| < Ay, imamo
2.1.1) T—A <x<TI+A,.

S obzirom na to da greska e nedovoljno karakteriSe tacnost uvodi se i pojam

relativne greske?® kao
e X—x
yr=-=
X X

(x #0),
pri ¢emu se CeSce operise sa njenom apsolutnom vrednoscéu |r|. Primetimo da je
(2.1.2) x=x(1+r).

Sli¢no se uvodi i pojam granice relativne greske

x|

Ay
x|

>~
X =

26 Relativna greska se Eesto povezuje sa pojmom korektne znacajne cifre u pribliznom broju X. Broj
korektnih znacajnih cifara je jedna gruba mera tacnosti u odnosu na relativnu gresku, na primer,
ako je relativna greska reda 1073, tada pribliZni broj ima grubo re¢eno tri korektne znaajne
cifre.
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Nejednakosti (2.1.1) tada postaju
X(1—gsgn (X)) <x<x(1+4¢&sgn(x)).

Napomenimo da u mnogim izraCunavanjima, posebno nau¢nim, veliine sa
kojima radimo mogu dosta varirati po veli¢ini, pa smo zbog toga prinudeni da
uvodimo tzv. normalizacione faktore, tj. da takve veliCine skaliramo. Na primer,
umesto sa x i ¥ mi radimo sa ax i aX, respektivno, gde je & neki normalizacioni
faktor. U tom slucaju, relativna greska se ne menja, tj. vaZi

ox—0ox X—x
r= = .

ox X

Po jednoj od mogudih klasifikacija, greSke se mogu podeliti na:

1° neotklonjive greske;

2° greske metoda;

3° greSke zaokrugljivanja.

Neotklonjive greske su one na koje ne moZemo uticati u toku numerickog
procesa. To su uglavnom greske koje poticu od netacnosti ulaznih podataka, koji
su dobijeni najées¢e merenjima u nekom prethodnom postupku. Greske ulaznih

podataka (ulazne informacije) mogu se u nekim slucajevima drasti¢no manifesto-
vati u izlaznoj informaciji i pri uslovu da sdm algoritam ne unosi gresku.

Primer 2.1.2. Sistem jednacina (ulazna informacija)

2x + 6y =8,
2x + 6.0001y = 8.0001

ima reSenje (izlazna informacija) x =1, y = 1. Ako se koeficijenti druge jednacine
neznatno promene, tj. ako se uzme jednacina

2x+5.99999y = 8.00002,

tada su su x = 10, y = —2. Dakle, ovaj sistem jednacina je jako osetljiv jer male
promene (perturbacije) u ulaznim podacima izazivaju velike promene u reSenju.
Za takve jako osetljive sisteme kazemo da su slabo uslovljeni®’. A

27 Na engleskom: ill-conditioned systems.
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Greske metoda se javljaju usled toga $to se u primenama obi¢no dati problem
zamenjuje drugim problemom (P(x) = P(x)), koji je laki za ratunanje, a &ije
se reSenje poklapa sa reSenjem postavljenog ,teskog* problema ili je u izvesnom
smislu blisko njegovom reSenju. Dakle, jedan sloZeni problem P(x) zamenjuje
se jednostavnijim problemom ﬁ(x); na primer, jedan beskona¢no dimenzionalni
problem zamenjuje se konaéno—dimenzionalnim, diferencijalni problem?® alge-
barskim, nelinearan problem linearnim, itd. Tada, dobijeno reSenje problema Ig(x)
predstavlja samo aproksimaciju reSenja originalnog problema P(x).

Tokom procesa resavanja problema ﬁ(x), usled zaokrugljivanja medurezultata
u procesu racunanja, nastaju greske zaokrugljivanja. U zavisnosti od tzv. uslov-
ljenosti (osetljivosti) problema, eventualne greske ulaznih podataka, kao i greske
koje se generiSu tokom procesa raCunanja, mogu se znacajno akumulirati i 0z-
biljno ugroziti tacnost krajnjeg rezultata (izlazne informacije).

Primer 2.1.3. Integral fab f(x) dx se moZe priblizno izraCunati, na primer, za-
menom date funkcije f nekim algebarskim polinomom P na segmentu [a,b] koji
je u izvesnom smislu ,blizak“ datoj funkciji. Medutim, moguce je za priblizno
izraCunavanje integrala koristiti i konacnu sumu

(agE

f(xi)Axi. A
1

U oba slucaja iz prethodnog primera ¢ine se greSke metoda. Greske odsecanja
su, takode, greske metoda.
Zbir svih greSaka koje se pojavljuju u numerickom procesu Cini fotalnu gresku.

1.2.2 Brojni sistemi sa pokretnom tackom

Kao $to je poznato iz standardnih matematickih kurseva realni brojevi se
definiSu aksiomatski kao kompletno uredeno polje R. U naSem razmatranju ovde,
realne brojeve R ¢emo tretirati samo kao skup pozitivnih i negativnih brojeva,
reprezentovanih u nekom pogodnom brojnom sistemu, na koje se primenjuju
uobicajene aritmeticke operacije. Brojni sistem sa osnovom b = 10 (dekadni
ili decimalni sistem) je u svakodnevoj upotrebi. Na primer, u tom sistemu broj
124.257 ima reprezentaciju

(124.257)10 =1-10+2-10' +4-10°+2-107' +5.1072 +7-1073.

28 Problem opisan diferencijalnim jednainama.
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Brojni sistem sa osnovom b = 2 naziva se binarni sistem.
U opstem slucaju, u brojnom sistemu sa osnovom b, broj x € R ima reprezenta-
ciju
(22.1) x==+(cmem—1 ---c1c0-b1by ... )p
= E(emb" +cmb" "+ eibteo+ bib +bab i+ ),

celi deo broja razlomljeﬁir deo broja

gde je osnova b prirodan broj veci od jedinice, a ¢y i by su cifre brojnog sistema
koje pripadaju skupu {0,1,...,b—1}.

U ovom slucaju indeks b, kao i 10 u prethodnom slu€aju, oznacava osnovu
upotrebljenog brojnog sistema. Kada ne moze do¢i do zabune indeks b u (2.2.1)
izostavljamo. Tacka izmedu c- i b-cifara, tj. izmedu ¢y i by, razdvaja celi deo od
razlomljenog dela broja x i naziva se decimalna tacka ako je osnova b = 10, bina-
rna tacka ako je osnova b =2, itd. U zavisnosti od izabrane osnove (baze) brojnog
sistema, odgovarajuce cifre se nazivaju dekadne (decimalne) za b = 10, binarne
za b = 2, itd. Binarne cifre se jo§ nazivaju i bitovi. Na primer, za binarni broj
11001.01 imamo

(11001.01); =2-2* +1-22+0-2240-2' +1-2°+0- 271 +1-272 = (41.25).

U slucaju tzv. heksadecimalnog sistema sa osnovom b = 16, cifre pripadaju
skupu
{07 ]7273747576777 8797A7B7C7D7E7F}7

sa znaCenjem (A)16 = (10)10, (B)16 = (11)10, (C)16 = (12)10, (D)16 = (13)10,
(E)16 = (14)10, (F)16 = (15)10. Na primer,

(13AF.C8)1s = 1-16°+3-16+10-16' +15-16°+12- 16" +8.1672
= (5039.78125)1o.

Mada je predstavljanje brojeva teorijski ekvivalentno u svim bazama, sa nu-
meri¢kog stanovista i na¢ina memorisanja u svakodnevnoj upotrebi je tradi-
cionalno dekadni brojni sistem, a kod racunara su to najées¢e binarni i ponekad
heksadecimalni sistem. Jasno je da se isti broj reprezentuje sa manjim brojem
cifara ako je baza veca.

Da bismo izvodili aritmeti¢ke operacije sa brojevima oblika (2.2.1) neophodno
je definisati te operacije pomocu sukcesivnih aproksimacija. Naime, za dva takva
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realna broja x i y uzmimo njihove konacne aproksimacije x, i y, dobijene iz origi-
nalnih brojeva x i y odsecanjem svih cifara posle r-te cifre u razlomljenom delu
odgovarajuéih brojeva. Tada za bilo koju operaciju * € {+, —, X, +} rezultat x, xy,
moZe biti izra¢unat na uobicajeni nacin, a traZeni pravi rezultat x*y bi bio grani¢na
vrednost niza x, xy,, kada r — 4-co. Medutim, takav grani¢ni proces se ne bi mo-
gao realizovati u kona¢nom vremenu. Takode, brojevi sa beskona¢nim brojem ci-
fara ne mogu biti predstavljeni (memorisani) u racunaru. Dakle, u racunaru je
moguce reprezentovati samo brojeve sa kona¢nim brojem cifara i implementirati
odgovarajuée operacije sa takvim brojevima. StaviSe, i za taj kona¢ni broj cifara
postoji ograni¢enje odredeno brojem memorijskih mesta za paméenje cifara. Ovo
ograni¢enje nas upucuje na uvodenje tzv. masinskog broja i aritmetiku konacne
duZzine, o ¢emu Ce biti re¢i u narednim odeljcima.

S obzirom na to da je u (2.2.1) cifra ¢,, # 0, upotrebom multiplikativnog fak-
tora b+, moguée je pomeriti tacku tako da je

x= :I:(O.cmcm,l ...ci1cob1by ...)bmH.

Na primer, za brojeve (3820.104),9, (0.003567)19, (11010.1011), imamo re-
dom

3820.104 = 0.3820104-10*,  0.003567 = 0.3567- 102,
11010.1011 = 0.110101011 - 2°.

U opstem slucaju, ovakvim na¢inom pomeranja tacke dolazimo do tzv. norma-
lizovanog oblika broja

x:i(O.alag...)bk (a1 7&0),

gde je k ceo broj, a cifre iza tacke oznacili smo sada redom sa ay, ay, itd.

Broj 0.aja; ... (a; # 0) zovemo mantisa broja x i oznatavamo je sa x*, dok
za broj k kazemo da je karakteristika ili eksponent broja x. Dakle, normalizovani
broj u pokretnoj tacki je

(2.2.2) x = +x* bk,

koga karakteriSe znak koji moZe biti pozitivan ili negativan, mantisa x*, osnova
brojnog sistema b i karakteristika k. Oc¢igledno, skup normalizovanih brojeva (u
pokretnoj tacki) ne sadrZi nulu. Da bismo obezbedili jedinstvenost (nestandardne)
reprezentacije nule, moZemo uzeti da je to broj koji ima sgn (0) = -+, mantisu sa
svim ciframa koje su jednake nuli i, na primer, k = 0.
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Sada smo spremni da uvedemo (kona&ni) brojni sistem sa pokretnom tackom®”
za koji éemo pretpostaviti da egzistira na nekom hipoteticCkom racunaru. Razma-
traemo pritom i aproksimaciju realnih brojeva x (€ R) pomoc¢u masinskih brojeva
iz takvog sistema primenom tzv. procesa zaokrugljivanja.

Definicija 2.2.1. Brojni sistem sa pokretnom tackom A(b,n, kmin,kmax) C R je
skup realnih brojeva oblika

(2.2.3) y==+(0.aia; ... a,)b",

gde su a;(# 0),a,...,a, cifre brojnog sistema sa osnovom b i k karakteristika
(eksponent) broja Cije su granice kpin 1 kmax, tj- kmin < kK < kmax. Broj n se naziva
preciznost masinskih brojeva (2.2.3).

Primetimo da je u broju (2.2.3) najmanja vrednost mantise 0.10 ... 0, a najveca
O.cc...c, gde je c = b— 1 najveca cifra u brojnom sistemu sa osnovom b, tj. da
za mantisu y* =0.aq1a ... a, vazZi

i<y <1—b

To dalje znaci da je najmanji pozitivan broj u sistemu A(b,n, kyin,kmax) upravo
broj bkmin=1, a najveéi (1 —b~")b*m= . Dakle, opseg svih brojeva u ovom sistemu je

bkmin_1 S |y| S (1 _b_”)bkmax.
Broj tih brojeva je, ocigledno, konacan.

Primer 2.2.1. Dat je binarni brojni sistem sa pokretnom taCkom A (2,3, —1,2). Svi
pozitivni brojevi iz ovog sistema prikazani su u tabeli 2.2.1, a njihove vrednosti
su redom

4 5 6 7 8 10 12 14 16 20 24 28 32 40 48 56
16 16 16° 16 16' 16’ 16° 16’ 16° 16’ 16’ 16" 16’ 16" 16° 16’
tj. 0.25, 0.3125, 0.375, 0.4375, 0.5, 0.625, 0.75, 0.875, 1.0, 1.25, 1.5, 1.75,
2.0, 2.5, 3.0, 3.5.

Ovi brojevi prikazani su na realnoj pravoj (slika 2.2.1), pri ¢emu u njihovoj
distribuciji primeéujemo da se u tatkama 2%, k = —1,0, 1, pojavljuju skokovi u
rastojanju & izmedu susednih brojeva, tj. & se udvostrucava. Na istoj slici, pored
pozitivnih brojeva ovog sistema, prikazan je i broj 0, kojim se moZe prosiriti sis-
tem A(2,3,—1,2), tako da je u sistemu ukupno 33 broja. A

29 Na engleskom: floating-point number system.
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Tabela 2.2.1.

k mantisa y*=0.a1aza3 2k
—1 | 0.100 | 0.101 | 0.110 | 0.111 | 1/2
0 | 0.100 | 0.101 | 0.110 | 0.111 1
1] 0.100 | 0.101 | 0.110 | O0.111 2
2 | 0.100 | 0.101 | 0.110 | O.111 4

I T T R SO SR T | I | |
T T I T 1

f
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0 3.5

Slika 2.2.1. Skup nenegativnih brojeva sistema A(2,3,—1,2)

Sistem A (b, n, kmin, kmax ) MoZe se prosiriti nenormalizovanim brojevima oblika
+(0.aq1a; ... an)bk““",

gde je a; = 0. Preciznost ovih brojeva je evidentno manja od preciznosti norma-
lizovanih brojeva (2.2.3). Najmanji pozitivan broj ovog tipa je 0.00... 1 x bfmin =
brmin=dok je, kao $to smo videli, H*m»~! najmanji normalizovani pozitivni broj.
Oznacimo njihov odnos sa

bkmin_”

(2.2.4) em =p "t

- bkminf1
Primetimo da sada za 0 moZemo uzeti (jedinstvenu) reprezntaciju

+0.00... 0 x plmin—1,

Praznina koja se pojavljuje kod normalizovanih brojeva izmedu O i broja
pfmin—! moZe se uniformno popuniti prethodno pomenutim nenormalizovanim
brojevima, sa korakom koji je isti kao i kod najmanjih pozitivnih normalizovanih
brojeva, tj. & = b*mn—" Na ovaj na¢in dobijamo proSireni brojni sistem sa pokret-
nom tatkom A* (b, n, kmin , kmax )-

Primer 2.2.2. Sistem A(2,3,—1,2) iz prethodnog primera moZe se dopuniti nu-
lom i nenormalizovanim brojevima

0.001 x 27! =27%=0.0625,
0.010x27 ' =273 =0.125,
0011 x27 ' =273 4+27%=0.1875.
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Slika 2.2.2. Skup nenegativnih brojeva prosirenog sistema A*(2,3,—1,2)

Svi nenegativni brojevi pro§irenog sistema A*(2,3, —1,2) prikazani su na slici
222. A

Na osnovu prethodnog vidimo da u prosirenom sistemu A* (b, n, kmin, kmax)
imamo jedinstvenu reprezentaciju brojeva i da je njihov ukupan broj (pozitivnih i
negativnih, uz ukljucenje nule) jednak

card A* (b, 1, kmin, kmax) = 2{ (b — 1)0" " (kinax — kmin +1) +0" " — 1} + 1.

Primetimo, da u sistemu A*(2,3,—1,2) imamo ukupno 39 brojeva.

Takode, kao $to smo videli u primeru 2.2.1, evidentna je nejednaka gustina
brojeva, kada se menja eksponent. Na primer, nije teSko ustanoviti da za rastojanje
izmedu dva susedna broja y,z € A(b,n, kyin, kmax ), predstavljenih pomocu (2.2.3),
vaze nejednakosti

b el < 2L <1y g <o,
b— em

gde je ey definisano pomoéu (2.2.4). Kako je ey = b' ™", vidimo da ta razlika
zavisi od preciznosti n, ali i od veli¢ine y. Deobom prethodnih nejednakosti sa
[y (# 0) zaklju€ujemo da se odgovarajuéa relativna razlika nalazi izmedu b~ ey i
ey. Za veli¢inu ey, = b'~" Eesto se koristi termin masinska preciznost ili masinski
epsilon® . Jednostavno je uveriti se da ey predstavlja razliku izmedu broja 1 i
njemu najblizeg masinskog broja (€ A(b,n, kyin,kmax)) koji je veci od jedinice, tj.
da je ey najmanji maSinski broj takav da je 1+ ey > 1. Ova nejednakost moZe
se iskoristiti za prakti¢no odredivanje veliine ey, na konkretnom racunaru (videti
primer 2.2.3).

U skoro svim modernim ra¢unarima imamo binarnu reprezentaciju brojeva u
pokretnoj tacki, gde se koristi odredeni broj bitova za memorisanje znaka, mantise
i eksponenta broja.

|z| eksponent | mantisa

Za memorisanje znaka broja dovoljan je jedan bit, s obzirom na to da se znak
moZe predstaviti kao (—1)%, gde je z =0 za pozitivne brojeve, a z = | za negativne

30 Na engleskom: machine epsilon. Koriste se i nazivi macheps i unit roundoff .
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brojeve. Medutim, izborom broja bitova za mantisu i eksponent broja, moguce
je generisati razli¢ite formate brojeva. Da bi se izbegle ove razlike, koje su bile
prisutne u pocetnoj fazi razvoja raCunarstva, 1985. godine uveden je tzv. IEEE
standard, a Getiri godine kasnije pobolj$an medunarodnim IEC standardom?!.

Najcesée su prisutna dva formata brojeva: brojevi u obicnoj ili prostoj pre-
ciznosti i brojevi u tzv. dvostrukoj preciznosti’*. Za predstavljanje brojeva u pros-
toj preciznosti koriste se 32 bita, od toga 8 bitova za eksponent, 23 za mantisu
i jedan bit za znak broja, dok se kod brojeva u dvostrukoj preciznosti koriste 64
bita, od toga 11 za eksponent, 52 za mantisu i jedan za znak broja. Napomenimo
da se prakti¢no broj bitova za mantisu moZe povecati za jedan, s obzirom da je
prvi bit u mantisi (normalizovanog broja) uvek jednak jedinici i da se on ne mora
pamtiti. Dakle, taj tzv. skriveni bit mantise (a; = 1) uveéava duZinu mantise, tako
da je u obi¢noj preciznosti n = 24, a u dvostrukoj preciznosti n = 53.

Neka je za eksponent, koji je ceo broj, predvideno m bitova. Tada je moguce
predstaviti najviSe 2" razlicitih celih brojeva. U pomenutim formatima za ek-
sponent se uzimaju granice kpyi, = —125 1 kpax = 128 (kod obicne preciznosti)
1 kmin = —1021 1 kpax = 1024 (kod dvostruke preciznosti), ¢ime se predstavlja
|kmin| + kmax + 1 razli¢itih eksponenata, tj. 254 i 2046, respektivno, $to je za dva
manje od ukupno raspolozivih moguénosti 2™, koje se takode koriste, o cemu ¢e
biti reci u nastavku.

Vratimo se sada na aproksimaciju realnih brojeva x (€ R) pomocu brojeva iz
sistema A* (b, n, kyin, kmax ). Pretpostavimo da je realan broj x (# 0) dat u norma-
lizovanom obliku (2.2.2), tj. kao

(2.2.5) x=+(0.a1as ... apaps1 ... )0 (a1 #0),

gde je k < kmax. Brojevi kod kojih je k > kn,x ne mogu se predstaviti u ovom
sistemu i za njih kazemo da postoji tzv. prekoracenje’®. Formalno, svi realni bro-
jevi (pozitivni i negativni) za koje imamo prekoracenje, tretiraju se po pomenu-
tom standardu kao masinska beskonacnost , sa jedinstvenom reprezentacijom
k = kmax + 1 1 svi bitovi u mantisi su nule. Vrednost k = k. + 1 1 nenula
mantisa definiSu NaN, tj. tzv. ne-broj>*. S druge strane, s obzirom da je naj-
manji pozitivni broj u A*(b,n, kmin,kmax) jednak b*min="_ brojevi (2.2.5) kod ko-
jih je k < kmin —n+ 1 mogu se tretirati kao nula. Ovaj skup brojeva, zajedno sa

3LIEEE i IEC su engleske skraéenice za Institute of Electrical and Electronic Engineers i Interna-
tional Electronical Commission, respektivno.

32 Na engleskom: single i double precision.

33 Na engleskom: overflow.

34 Na engleskom: not a number.
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suprotnim (negativnim) brojevima i nulom, identifikuju se kao jedan broj, tzv.
masinska nula, u oznaci 0 ili jednostavno 0 ako ne dolazi do zabune. Jedinstvena
reprezentacija O je takva da je k = ki, — 1, a svi bitovi u mantisi su nule.

Primer 2.2.3. Odredi¢emo masinski epslilon ey, kori§¢enjem programskog sis-
tema MATLAB, verzija 8.0 (R2012b), na racunaru MacBook Pro (Retina, Mid
2012), pod operativnim sistemom Mac OS X 10.9.2. Test sprovodimo nalaZzenjem
najmanjeg (masinskog) broja koji zadovoljava nejednakost 1+ ey > 1, slededim
nizom naredbi

>> a=1; while 1+a > 1; a=a/2; end

>> a

a =

1.1102e-16

Promenljiva a, sa pocetnom vredno$cu a = 1, deli se sa dva sve dok vaZi ne-
jednakost 1+a > 1. Ako bismo radili sa skupom realnih brojeva R, proces bi
trajao beskonacno. Medutim, ovde se proces zavrSava posle konacnog broja ko-
raka, dajui traZeni rezultat a = 1.1102e — 16 = ¢)7/2, tj. ey = 2.2204e — 16.
Napomenimo, da je u MATLABu definisana konstanta eps:

>> eps
ans =
2.2204e-16

koja je, u stvari, veli¢ina ey;. A

Najjednostavniji postupak aproksimacije je prosto odsecanje™ , koje se sastoji
u odbacivanju cifara a1, a,+2, itd. Dakle,

(2.2.6) X = chop(x) = £(0.a1ay ... a,)br.

Granica apsolutne greske koja se ¢ini na ovaj na¢in moZe se oceniti na osnovu
(2.2.5) 1 (2.2.6) i ¢injenice da je b — 1 najveca cifra brojnog sistema sa osnovom
b. Naime,

|chop (x) — x| = ‘i <an+1b_("+l) b Y 4 ) ‘ bk

( (n+1) +b (n+2)+ --)bk
p—(n+1) ik
=== = D= b

35 Na engleskom: chopping.
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Za odgovarajuéu granicu relativne greSke dobijamo

_ —n+k
chop(x) —x < b

< bilbk :b*nﬁ’l’

X

tj. veliinu ey definisanu ranije (videti (2.2.4)).
Bolja aproksimacija se moZe dobiti tzv. postupkom zaokrugljivanja®, koji se
sastoji u sledeem:

1
1° ako je api 1 +apab '+ < Eb’ koristi se prosto odsecanje;

. 1 . e .
2° ako je any1+aniab > Eb, cifra a, se povecava za jedinicu, a cifre
ap+1, Gny2,- .. S odbacuju;

_ 1 o
3° ako je api| +apob - = Eb’ ravnopravno se mogu koristiti oba

prethodna pravila (1° ili 2°).
Medutim, na ra¢unskim masinama zaokrugljivanje se najces¢e izvodi tako Sto

. . 1 . " o
se broju x dodaje broj Eb_’”“k, a zatim se vrsi prosto odsecanje, tj.

i 1
(2.27) %= 1d(x) = £(0.d1d ... Gn) B = chop (x+ : bn+k> |
Ovo znaci da se u nereSenom slucaju 3° uvek a, zamenjuje sa a, + 1 (pravilo 2°),
tj. d, = a, + 1.

Primer 2.2.4. Tzvr$icemo zaokrugljivanje binarnog broja (11111.11101011), na
sedam cifara (n = 7). Najpre, svodimo broj na normalizovani oblik,

x=0.1111111101011 - 2*,
gde je k=5 = (101),. Kako je

1
140-27'+1.27240-2341-27%+1.27 > 32

dodaje se jedinica na sedmu cifru posle binarne tacke, a cifre od osmog mesta pa
nadalje (101011) se odbacuju. Dakle,

= (0.1111111 +1-277)-2F = 1.0000000 - 2*,

¢iji normalizovani oblik je X = 0.1000000 - 27‘, gde je eksponent k =k+1=6 =
(110),. A

36 Na engleskom: rounding.
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Napomenimo da se kod ru¢nog zaokrugljivanja brojeva u dekadnom sistemu
(b =10) u neresenom slucaju 3° preporucuje sledeée pravilo: ako je cifra a,, paran
broj koristiti pravilo 1°, a ako je neparan broj koristiti pravilo 2°.

Primer 2.2.5. Zaokrugljivanje broja & = 3.141592653589793238 ... na 3,5, 71
10 decimala daje pribliZzne brojeve: 3.142, 3.14159, 3.1415927, 3.1415926536,
respektivno. Medutim, sukcesivno zaokrugljivanje poslednjeg broja daje redom
brojeve:

3.141592654, 3.1416,
3.14159265, 3.142,
3.1415926, 3.14,
3.141593, 3.1,
3.14159, 3.

Primetimo da se dobijeni priblizni brojevi zaokrugljeni na sedam decimala raz-
likuju na poslednjoj decimali, odakle zaklju¢ujemo da zaokrugljivanje ne treba
izvoditi sukcesivno. A

Nije tesko uociti da se kod procesa zaokrugljivanja brojeva ¢ini greska
1
(2.2.8) rd(x) — x| < 5b-"+’<,

dok je granica relativne greske

1 1
< _b—n+1 ——
=5 2€M7

rd(x) —x

Sto je dva puta manje nego u slucaju prostog odsecanja.

U svakom raCunaru na raspolaganju su samo brojevi iz kona¢nog skupa,
tzv. skupa masinskih brojeva, koji ¢emo oznacavati sa R. Dakle, R=A"=
A*(b,n,kmin,kmax) € R, $to znali da se realni broj x mora aproksimirati na
jedinstven nacin odgovarajuim masSinskim brojem T e R. Ovo preslikavanje
oznatavamo®’ sa f¢: R — R i ono se realizuje zaokrugljivanjem pomoé¢u funkcije
rd. Neka je realan broj x # 0 dat u normalizovanom obliku (2.2.5). Tada

l‘d()c)7 kmin —n—+ 1 S k S kma)u
(2.2.9) fi(x) =<0, k < knin —n+1,
, k > kmax-

)

37 Oznaka f¢ dolazi od engleske reci: floating.
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Inade, za x = 0 imamo f£(0) = 0.

Maksimalni eksponent kp,x (1 naravno duZina mantise n) odreduju maksimalni
realni broj xmax koji se moze predstaviti maSinskim brojem. Za realne brojeve
izvan intervala (—Xxmax,Xmax ) imamo prekoracenje.

3.5¢ _4

25¢ — — — ——— — — — — — — —

0.5¢

0.5 1. 1.5

Slika 2.2.3. Grafik funkcije x — f¢(x) za proSireni sistem A*(2,3,—1,2)

Iustracije radi vratimo se na primer 2.2.1, gde smo razmatrali kona¢ni binarni
sistem A(2,3,—1,2) u kome je najveéi pozitivan broj 0.111 x 22, tj. 3.5 u dekad-
nom sistemu. Ovim masSinskim brojem bice aproksimairani svi realni brojevi iz
intervala [0.1101 x 22,0.1111 x 22), tj. [3.25,3.75) u dekadnom sistemu. Za bro-
jeve x > 3.75 imamo prekoracenje. Grafik funkcije x — f¥(x) za proSireni sistem
A*(2,3,—1,2) je prikazan na slici 2.2.3.

Drugi problem koji se pojavljuje ovde su aritmeticke operacije na skupu
masinskih brojeva R. Cakiu slu¢aju masinskih brojeva X i y, rezultat operacije
x*y, gde je x € {+,—, x,+}, ne znaci da Ce pripadati skupu masinskih brojeva
R. Dve osobine funkcije f? su evidentne: (1) f¢(x) = x ako je x masinski broj; (2)
fl(x) < fl(y) ako je x <y za svako x,y € R. Poslednja osobina je poznata kao
osobina monotonosti.

Na osnovu (2.1.2) i granice relativne greSke (2.2.8) zaklju¢ujemo da vazi

%7 tj' f@(x):x(l—l—r),
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gde je
Ir| < llf”“ = leM
-2 2

1.2.3 Aritmetika konacne duzine i prostiranje greSaka u numerickim
procesima

Kao §to smo napomenuli u prethodnom odeljku, kod izvodenja aritmetickih
operacija, ¢ak i sa maSinskim brojevima, u opStem slucaju se ne dobija rezultat
koji je maSinski broj. Zato je neophodno uvesti tzv. aritmetiku konacne duZine,
tj. za svaku aritmeticku operaciju x : R x R — R, gde je * € i+, - %, +}A, uvesti
odgovarajuéu pseudo-operaciju na skupu masinskih brojeva R, [+ |: R x R — R,
pomocu

x[¥]y=fl(xxy) (x,y€R),

gde je R=A*=A" (b,n,kmin, kmax ) € R. Ponekad se ova pseudo-operacija definise
i za brojeve iz R, [*]: R x R — R, pomocu x[ x|y = fC(fl(x) = f¢(y)). Dakle, ako
su x i y masinski brojevi, tada je

<y = Sl = @) (147, < g e

Na jednostavnom primeru pokazacemo kako se kod pseudo-operacije oduzi-
manja |- | moZe naciniti velika greSka. Posmatrajmo sistem sa osnovom b = 10
i duZinom mantise n = 2, pretpostavljaju¢i da nema ogranicenja za eksponent.
Neka sux=11y=0.99, ¢iji sumasinski reprezenti

X=fl(x) =0.10x 10",  y=fl(y) =0.99 x 10°.
Dakle, imamo

0.10 x 10!
—0.09 x 10!
0.01 x 10!

tj. x[-]y = 0.10 x 10°. Inae, tadan rezultat je deset puta manji. Da bi se dobio
taj rezultat mora se uzeti veca duZina mantise.

Aritmeticke operacije se izvode u aritmetickom organu (akumulatoru), u kome
je za predstavljanje brojeva obezbedena mantisa najée$c¢e dvostruke duZine®, a

zatim se rezultat vraca na standardnu mantisu duzine n.

38 Na engleskom: double precision accumulator.
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Primer 2.3.1. Nekasub =10,n=41x=0.3947 x 10* i y = 0.1372 x 10?> Ako
se operacija sabiranja izvodi u akumulatoru, u kome je za predstavljanje mantise
brojeva obezbedeno 2n = 8 razreda imamo

0.39470000 x 10*
+0.00137200 x 10*
0.39607200 x 10*

tj. X[+]y = fI(x+5) = 0.3961 x 10*, pri &emu je maSinska greska —0.28. Odgo-
varajuéa relativna greska je —0.71 x 1074, A

Za pseudo-aritmeticke operacije, u opstem slucaju, ne vaZzi asocijativni zakon,
tj.
FU(FU(xx3) *2) # [l (5 fU(y*T)) -

Na primer, ako * oznaCava operaciju sabiranja, imamo

FLfx+3)+72) = fl(x+y)(1+r)+72)
= (N +r)+2) (1+1)

SO+ fU(y+32)) = L+ (Y +2)(1+73))
= @+ 0+2)(1+73)) (1+r4),

gde su ry, k= 1,2,3,4, relativne greSke za koje vaZi

1
—ey, k=1,234.

1
I <3 2

U konkretnom slucaju, neka se operacija sabiranja izvodi u n-razrednom
akumulatoru (single precision accumulator). Za n = 3 i brojeve x; = 0.100 x
1072, X = —x3 = 0.100 x 10! imamo

Pl +3)+%)=0 i fl(Xi+ fl(+33)) =%

U prethodnom razmatranju smo videli da je kod izvodenja operacije (tacnije
reCeno pseudo-operacije) nad maSinskim brojevima, rezultat optereen (rela-
tivnom) greSkom Cija granica ne prelazi vrednost ey /2. Medutim, postoji dodatna
greska, s obzirom na to da se ulazni podaci x i y najpre aproksimiraju odgo-
varajuéim maSinskim brojevima x i y, respektivno. Analiziraéemo sada kako se
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odgovarajuce greske, e, =X—x i e, =y —y, manifestuju u rezultatu x *y, pod
uslovom da se operacija * € {4, —, X, +} izvrSava tano, tj. odredi¢emo gresku
Crey =XKY —X*Y.
1. Kod sabiranja imamo
X+y=(xte)+(y+e)=(x+y)+(eate),
tako da za greSku zbira vaZi e,y = e, +e,.
2. Kod oduzimanja imamo sli¢nu situaciju
ex_y=e,—ey.
3. Za mnoZenje vaZi
X-y=(x+e) (y+ey) =xy+ye,+xey,+eey,
tj.
exy = Yex +Xey + exey = yey + xey,
s obzirom da su greske e, i e, obicno mnogo manje od samih veli¢ina x i y.
4. Kod deljenja imamo

X xte x+te 1

yoyte, ¥y liefy
Kako je |ey/y| < 1, iz poslednje jednakosti sleduje

~ 2

X xX+e ey ey X e X
;:_x 1+_y+<_y> 4. g__|__x__zey’
y y y y y y y

1 X
—ex— ey,
y o2

.

x/y

pri ¢emu su uzete pretpostavke kao i kod mnoZenja.
Odgovarajuce relativne greske su redom

2.3.1 = Oty
23.1) Ty x+yrx+x+yry’
2.3.2) ey= o Y
x—y x—y" x-y
e
(2.3.3) ey = Exy%rx%—r},
e
(2.3.4) roy = -2 & r -,
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gdesur,=e,/x i ry,=e,/y.

Napomena 2.3.1. U slucajevima kada se vrednosti x i y ne znaju tacno, to se
umesto njih u prethodno izvedenim izrazima za greSke koriste odgovarajuéi
masSinski brojevi Xi y.

Razmotriéemo sada opsti sluaj, sa operacijom * € {+,—, X, =},
(2.3.5) U=x*y.

Na osnovu jednakosti (2.3.1) — (2.3.4), relativna greSka rezultata operacije * moZe
se predstaviti u obliku
Ty = AxTx + Ayly,

gde koeficijenti ay i ay zavise od x 1y i operacije * (videti tabelu 2.3.1).

Tabela 2.3.1.
* ay ay
X
+ X y
X+y xX+y
- X -y
X—y xX—y
X 1 1
+ 1 —1

Kako je
Xy = (xxy) (1 4+ruy),

zbog prisustva maSinske greSke, imamo
= fl(xxy) = (o) (1+rey) (1+7),

gde je r relativna maSinska greSka kod izvodenja operacije *, koja je, kao Sto
smo videli na pocetku ovog odeljka, ograni¢ena sa ejs/2. Na osnovu poslednje

jednakosti, za totalnu gresku ¢/, dobijamo

[ ~
ey =U—U=U(Tey+THT Trny) .
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Kako je, najcesCe, r - ry, mnogo manje od ryy i r, u daljem razmatranju ko-
risti¢emo pribliZznu jednakost

~

e, =Zel =u(ruy+r).

<

Odgovarajuca relativna greska je

r —i—r +7
= = Fxxy )
u u Y

~

t.
(2.3.6) rl = ayry+ayry +r.

Radi nalaZenja totalne greske nekog numerickog postupka i odgovarajuée
analize, numeric¢ke postupke moZemo predstavljati pomocéu grafova. Kako se nu-
mericki postupak sastoji iz kona¢nog broja elementarnih operacija, dovoljno je
znati kako se elementarna aritmeticka operacija predstavlja pomocu grafa.

Graf racunske operacije (2.3.5) (videti sl. 2.3.1 (Ievo)) u simbolickom obliku
sadrZi jednakost (2.3.6). Relativna greSka zaokrugljivanja r rezultata operacije
*, upisuje se pored temena grafa koje oznaCava operaciju *. Smisao koefici-
jenta grane u grafu je u tome da relativna greska operanda ulazi u rezultat ope-
racije pomnoZena koeficijentom grane. Detaljniju analizu prostiranja greSaka u
numeri¢kim procesima kor$éenjem grafova opisao je BAUER [4].

1/2

Slika 2.3.1. Graf aritmeti¢ke operacije (2.3.5) (levo) i graf unarne operacije /x (desno)

3% FRIEDRICH LUDWIG BAUER (1924 — ), nema&ki naucnik u oblasti kompjuterskih nauka i
dugogodisnji urednik poznatog Springerovog Casopisa Numerische Mathematik. Sada je pro-
fesor emeritus na Tehnickom univerzitetu u Minhenu.
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Napomena 2.3.2. Unarne operacije se mogu, takode, prikazivati pomocu grafova.
Pokazacemo to na primeru u = /x, mada, kao §to smo videli u odeljku 1.1.1,
simbol v/ ne daje numericki postupak za izraCunavanje vrednosti /x. Medutim,
ova Cinjenica ne utie na mogucnost analize greSke. Naime, koriste¢i standardna
oznacavanja, imamo

N — 1
B=Va(1+r)=x(1+r)(1+r) = ﬁ(l —i—irx) (I+7r),
tj. rl = %rx + r. Na osnovu ove jednakosti dobija se graf unarne operacije u = /x
(sl. 2.3.1 (desno)). Relativna gredka r, najéesce, nije veéa od b~"+! = ¢y, gde je
n broj cifara mantise (videti [44]).

Primer 2.3.2. Ako su poznate priblizne vrednosti brojeva x, y i z sa relativnim
greSkama zaokrugljivanja ry, ry i r, respektivno, odredi¢emo relativnu greSku u
rezultatu

(2.3.7) u=(x+y)z.

Neka su relativne maSinske greSke operacija sabiranja i mnoZenja redom rj i
ry. Graf odgovarajueg racunskog postupka dat je na sl. 2.3.2. Na osnovu grafa
imamo redom

L - r—{——y ry+r
x+y x+yx x+y) s
rg :l-rgﬂ—i—]-rz—i—rg

X Y
= Iy +——ry+r,+r+rn.
Xty o xpy T ETITR

Kako su sve relativne greske zaokrugljivanja po
apsolutnoj vrednosti manje od % b = ey,
gde je n broj cifara mantise, dobijamo ocenu

W\g( +L+3>eM.

X+y
Ako su brojevi x i y istog znaka, prethodna nejednakost se svodi na

X
X+y

Slika 2.3.2. Graf za (2.3.7)

i <207 =dey. A
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Primer 2.3.3. IzvrSimo sada analizu greSke kod izraCunavanja zbira
(2.3.8) y =Xx1 +X2 +x3+ x4,

pri ¢emu su 0 < x; < xp < x3 < x4. Jednostavnosti radi, pretpostavimo da su bro-
jevi x; (i = 1,2,3,4) dati tatno, tj. da su predstavljeni masinskim brojevima bez
zaokrugljivanja. Neka su dalje relativne masinske greske posle svake operacije
sabiranja redom ry, ry, r3. Graf ratunskog postupka (2.3.8) je dat na sl. 2.3.3.
Kako je ry, =0 (i = 1,2,3,4), na osnovu grafa dobijamo redom

X1 +Xxp
X1+x2+x3
X1 +XQ +x3
1"2
_X{txptxy
X1 +Xp+x3+x4
X4
X1 +x+x3+x4

Slika 2.3.3. Graf racunskog procesa iz primera 2.3.3

T _
Pxi4x =115

X1 +x

T _
rx1+xfrx3 - X1 +X2—|—X3r1 +r,

) X]+ X2+ X3 ( X1 +x2

X1+ X2+ x3+x4 \ X1 +X2+X3

odakle je
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(2.3.9) el = (x1+x2)r1 + (X1 +x2+X3)r2 + (X1 + X2+ X3+ X4) 3.

S obzirom na to da je |r;| < % b1 = ey (n — broj cifara mantise), iz (2.3.9)
sleduje
]e)T,\ < (Bx1 4+ 3x2 + 2x3 4+ x4) e,

odakle zaklju¢ujemo da je granica apsolutne greske rezultata y minimalna ukoliko
se sabiranje izvodi polaze¢i od najmanjih brojeva.

Sli¢no se moZe pokazati da kod sabiranja m pozitivnih brojeva xy,...,x,, vazZi
ocena

e)T, =[m—1)x;+(m—Dxo+(m—=2)x3+ -+ 2xp—1 +Xm)em. A

Primer 2.3.4. IzraCunajmo zbir brojeva

x1 =0.1376-10°, x, =0.4737-10°, x3 =0.742810"',
x4 =0.6439-10%, x5 =0.5763-10°, x¢=0.203410%,

zaokrugljujuéi sve medurezultate na Cetiri znacajne cifre.
Sabiranjem brojeva u datom redosledu, imamo redom

uy = x; =0.1376 - 10°,
uy = fl(uy +x2) = 0.6113-10°,

us = fl(uy +x3) = 0.8039- 10",
uy = fl(uz +x4) = 0.7243- 107,
us = fl(ug+xs5) = 0.6487- 10,
us = fl(us +xg) = 0.2683 - 10%,

tj. zbir je u = ug = 0.2683 - 10*.
Ako sabiranje izvodimo u obrnutom redosledu, imamo
vi = x¢ = 0.2034 - 10,
va = fl(vi +x5) = 0.2610-10%,

v3 = fl(va+x4) = 0.2674 - 10%,
vy = fl(v34x3) = 0.2681 - 10%,
vs = fl(v4+x2) = 0.2681 - 10%,
ve = fl(vs+x1) = 0.2681 - 10%,
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tj. zbir je v = vg = 0.2681 - 10*.
Talan zbir je s = 0.26827293 - 10*. Odgovarajuce greske dobijenih zbirova u i
v su redom

e1=u—s=0.27 i e=v—s=-—-173. A

Primer 2.3.5. Neka su brojevi iz primera 2.3.3 pozitivni i bliski po vrednostima,
tj. xi = x0+ &, |6 < xo (i = 1,2,3,4). Koris¢enjem rezultata iz pomenutog
primera, zaklju€ujemo da je

leg | < (9x0+3|81| +3] 82| +2185] + [84) ems,
tj. |e] | < 9xoep, s obzirom na pretpostavku || < xo (i =1,2,3,4).
Izmenimo sada redosled izracunavanja. Naime, neka je
y=(x14+x)+ (x3+x4).

Na osnovu grafa sa sl. 2.3.4 imamo

T X1+ X2 X3+ X4
ry = r+ ry+rs,
X1+ X2+ X3+ X4 X1+ X2+ X3+ x4

odakle je |eyT| < (2x1 + 2x2 + 2x3 + 2x4) ey, 4. |eyT| < 8xpey. Dakle, na ovaj nain

X1+x2+x3+x4

Slika 2.3.4. Graf racunskog procesa iz primera 2.3.5

se smanjuje granica apsolutne greske zbira Cetiri bliska pozitivna broja.
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U opstem slucaju, ako imamo m? pozitivnih brojeva, priblizno jednakih po
veli¢ini, koje treba sabrati, granica apsolutne greSke bi¢e manja ukoliko brojeve
grupiSemo u m grupa po m brojeva i sabiramo brojeve u okviru svake grupe, a
zatim sabiramo dobijene zbirove. A

1.2.4 Uslovljenost i stabilnost numerickih procesa

Uvode¢i pojam algoritma, u odeljku 1.1.1 posmatrali smo transformaciju

P(x) i>y. Pod pretpostavkom da sux = (xj,...,x,) ER"iy = (y1,...,ym) € R"
povezani preslikavanjem f : R” — R, u oznaciy = f(x), tj.

Y1 :fl(X1,XQ,...,xn),

Y2 = f2(X1,x2, e >xn)>
2.4.1)

ym - fm(x17x27" . 7xn)7

gde su f;, : R" - R, k =1,2,...,m, funkcije od n promenljivih, nas$ cilj ovde
je da razmotrimo kakva je osetljivost preslikavanja f u nekoj tacki x pri malim
promenama (perturbacijama) u koordinatama tacke x, tj. kakve su promene u ko-
ordinatama tacke y u poredenju sa perturbacijama u x. Za merenje takvog ,,stepena
osetljivosti“ uvodimo tzv. faktor uslovljenosti ili kondicioni broj*® preslikavanja
f u tacki x, u oznaci k(f)(x) ili (cond f)(x), pretpostavljajuéi pri tome da se f
izvrSava tacno, tj. da se izraCunava u aritmetici beskona¢ne duZine. Ovo znaci da
je faktor uslovljenosti f lokalno svojstvo preslikavanja koje ne zavisi od algoritma
sa kojim se izraGunava y = f(x).

Perturbacije u x, po pravilu, nastaju kada se njegove koordinate aproksimiraju
masinskim brojevima (pomocu funkcije (2.2.9)), kako je to objaSnjeno u odeljku
1.2.2 (videti, takode, i odeljak 1.2.3). Dakle, u izraCunavanju se umesto x po-
javljuje njoj ,bliska“ tacka X, gde je ¥ = x + 0, pri Cemu se ,rastojanje” izmedu
tataka x 1 X, tj. mera odstupanja & od nule (0,0,...,0), moZe iskazati u terminima
masinske preciznosti ey;. Tada, ¢ak i ta¢no izraCunavanje funkcije f ne dovodi do
vrednosti y, ve¢ do y, tj. do vrednosti y = f(X).

Dakle, ako znamo kako preslikvanje f reaguje na male promene kao Sto je
0, tada mozemo reéi nesto o greski y —y u reSenju y, koja je uzrokovana tom

40 Na engleskom: condition number.
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promenom. Analiziraemo sada posebno faktor uslovljenosti preslikavanja f, a
zatim i uslovljenost samog algoritma.

Faktor uslovljenosti preslikavanja f. Startovacemo sa najjednostavnijim
sluCajem funkcije jedne realne promenljive. Dakle, uzmimo n =m =1, tj. y =
).

Pretpostavimo, najpre, da su x # 01y # 0. Sa Ax oznaCimo male promene od x.
Pod pretpostavkom da je funkcija f diferencijabilna u tacki x, zamenom prirastaja
funkcije njenim diferencijalom, dobijamo

Ay = f(x+Ax) - f(x) = dy = f'(x)Ax.

S obzirom na to da nas interesuju relativne greske, formulu moZemo predstaviti u

obliku
Ay xf'(x) Ax
y o f) x
Ova pribliZna jednakost postaje (ta¢na) jednakost ako je f linearna funkcija ili u
grani¢nom slucaju kada Ax — 0. To sugeriSe definisanje uslovljenosti preslika-

vanja f u tacki x pomocu

xf'(x)
f&) |

Ovako definisan faktor uslovljenosti (ili kondicioni broj) pokazuje koliko puta je
veca relativna promena y u odnosu na relativnu promenu x. Sto je ovaj broj veéi
kazemo da je preslikavanje f slabije uslovljeno. Obrnuto, $to je on manji to je
preslikavanje bolje uslovljeno.

U slucaju kada je x =0, ay # 0, faktor uslovljenosti definiSemo sa | f'(x)/ f(x)|.
Sli¢no, za y = 0 i x # 0, faktor uslovljenosti je |xf’(x)|. Najzad, ako sux =y =0,
faktor uslovljenosti bi bio samo |f”(x)|.

Analizirajmo sada opsti slucaj kada su n i m proizvoljni prirodni brojevi, tj.
slucaj preslikavanja datog sa (2.4.1), pretpostavljajuci da svako od m funkcija
fi,i=1,2,...,m, ima parcijalne izvode u odnosu na n promenljivih u tacki x =
(x1,%2,...,%,) € R™.

Ako imamo promenu u koordinati x;, na osnovu (2.4.2), promena u funkcijama

(2.4.2) (cond f)(x) =

fi,i=1,2,...,m, se moZe okarakterisati slede¢im vrednostima
x; dfi(x)
243 - (x) = d;; = | )
( ) %,] (.X') (COH l]f)(x) fl(x) ax]
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Ovim dobijamo kompletnu matricu faktora uslovljenosti I"(x) = [¥;;(X)]mxn. Sli¢-
no, kao i u jednodimenzionalnom slucaju, zamenom prirastaja svake funkcije
(Ay;) odgovarajuéim diferencijalom (dy;), dobijamo

P
Ay; = fi(x +Ax) — f; ~d,—Z g’x xj, i=1,2,...,m,
J

.
9ﬁ

n
(2.4.4) vl <Y |5 ‘ Ax;|, i=12,...m.
j:

Pod pretpostavkama da su sve koordinate x; i sve vrednosti funkcija y; = fi(x)
razli¢ite od nule, imamo

xj dfi(x)
filx) 9x;

Ax; “ A
’ xj’:Z%J"xT‘ i=1,2,...,m,
Xj

j=1

;i

|yil j=1

Sto se moZe predstaviti i u matri¢cnom obliku r, < I'"(x)ry, gde su koordinate vek-
tora ry iry, u stvari, relative promene (perturbacije) u koordinatama x iy, respe-
ktivno.

Kako je, na osnovu (2.4.5),

‘Ayl‘<< ij>i = aﬁ ;o i=12,0..m,
1<}<n xj =~ | fi(x 8xj
imamo
Ay; Ax; i  df;
max‘ y,‘ < <max i) max Z % 0fix) ,
1<i<ml| y; 1<j<nl X; I<ism = filx) Jx;
G- lIryllee < I [|uolre]l.o- gde su
Ax; Ay;
(2.4.6) [rell.. = max |[—2|, [yl = max‘ y,‘.
1<j<nl Xj 1<i<ml y;

Ogranicenje za ||ry||../|[7x||.., 0znaceno sa ||I"(x)||.,, pruza nam mogucnost da
uvedemo jedinstveni faktor uslovljenosti preslikavanja (2.4.1) pomocu jedne mere
matrice I"(x), tzv. norme (za detalje videti odeljak 2.3.6),
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(cond f)(x) = [T"(x) [, I"(x) = [%;(6)lmn;
$to je u nasem slucaju

(2.4.7) (cond f)(x) = |T(x)[|. = max ¥ |2 i) |

1<i<m =1 fi(x) Jx;

Faktor uslovljenosti definisan na ovaj nacin, zavisi od uvedene norme, ali je njegov
red manje-vise isti za bilo koju razumnu normu.

Napomena 2.4.1. Ako su koordinate od x ili od y jednake nuli, elementi matrice
I'(x), dati pomocu (2.4.3), se mogu modifikovati na isti na¢in kako je to prethodno
uradeno za jednodimenzionalni slucaj.

Nesto grublja analiza uslovljenosti presikavanja (2.4.1), slicna onoj za jednodi-
menzionalni slu¢aj, moZe se izvesti definisanjem relativnih promena za x iy,
pomocu ||Ax||./|1x||.. i |A¥|l../]l¥|l.., respektivno, $to se razlikuje od (2.4.6). U
ovom sluc€aju, direktno iz (2.4.4) nalazimo

- | 9fi(x)
) < (s o) {125
6.
of (x
oyl < | 2| jasi..
gde je
[ dfi(x) Idfilx) 9fi(x) ]
oxy ox, 1 dxy,
df2(x) 9fa(x) 9/2(x)
af(x) x| x> ox,
8x :

Afm(x) 9fu(x) A fm(x)
x| dx> ox,

JacoBieva*! matrica preslikavanja f. Na osnovu prethodnog, jednostavno dobi-
jamo

41 CARL GUSTAV JACOB JACOBI (1804 — 1851), veliki nemacki matemati&ar, poznat po dopri-
nosima u oblasti eliptickih funkcija, diferencijalnih jednacina i teorije brojeva.
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[Ay]le. [l llOf /0%l [|A%]l.,

Wl = &) el *
tako da moZemo uvesti alternativni faktor uslovljenosti pomocu
af /o
as) (cond f)(x)  [¥1=127/2x1)

[F ()l

Napomena 2.4.2. Jasno je da se u slu¢aju m =n = 1, ova definicija svodi na defini-
ciju (2.4.2) (kao i na (2.4.7) datu ranije). Za veée dimenzije (n i/ili m vece od
1), medutim, faktor uslovljenosti u (2.4.8) je mnogo grublji nego onaj u (2.4.7).
Ovo je jasno iz Cinjenice da u slucaju kada su koordinate sa prili¢no razli¢itim
odstupanjima, onda je norma ||x||., jednaka najvecoj od ovih koordinata uzetih
po modulu, dok se sve ostale koordinate ignoriSu. Zato rad sa ovako definisanim
faktorom uslovljenosti zahteva opreznost!

Faktor uslovljenosti algoritma. Posmatrajmo problem definisan pomocu pre-
slikavanja f : R" — R™ datog say = f(x) u (2.4.1). Pretpostavimo da ovaj prob-
lem reSavamo algoritmom A koji, na osnovu X, daje rezultat y,, naravno, sve u
aritmetici kona¢ne duZine. Drugim re¢ima, sve koordinate x se najpre aproksimi-
raju masinskim brojevima, dajuci na taj nacin X, a zatim se drugim preslikava-
njem fa: R 5 R, koje opisuje algoritam za reSavanje problema, nalazi rezultat
¥4 =f4(X), pri Cemu smo sa R, kao i ranije, oznacili skup maSinskih brojeva.
Preslikavanje f, je, dakle, jedna aproksimacija osnovnog preslikavanja f.

U daljoj analizi pretpostaviéemo da za svako ¥ € R” vaZi f W(X) =f(xa) za
neko x4 € R”, tj. da izratunata vrednost koja odgovara ulaznoj veli¢ini X je tatno
reSenje za neku drugu ulaznu veli¢inu x4, koja ne mora biti jedinstvena i ne mora
pripadati R".

Faktor uslovljenosti algoritma A se precizno definiSe u terminima bliskosti
x4 sa X (mereno relativnim odstupanjem sa pogodno odabranom normom), u
poredenju sa masinskom precizno$¢u ej; upotrebljene aritmetike kona¢ne duZine
(videti, na primer, [25, str. 36])

(condA)(x) = M’

xA em

gde je infimum uzet preko svih x4 koji zadovoljavaju y, = f4(x4) (ako x4 nije
jedinstveno). Medutim, u primenama se, zbog jednostavnosti, moZe uzeti bilo koje
X4, Sto daje nesto vecu vrednost za faktor uslovljenosti

[lea — ]| /[]]l

(2.4.9) (condA)(x) ~ .
M



1.2 ANALIZA GRESAKA U NUMERICKIM PROCESIMA 41

Masinsko (kompjutersko) reSenje problema i totalna greska. Posmatrajmo
opet problem definisan pomocu preslikavanja f : R" — R”, datog say = f(x) u
(2.4.1), koji se resava algoritmom A u aritmetici konacne duZine sa masinskom
preciznos¢u ey. U poetnom problemu, koordinate od x su tacni realni brojevi,
kao i koordinate ta¢nog reSenja y = f(x).

U procesu reSavanja ovog idealizovanog problema u aritmetici konac¢ne duZine
pomocu algoritma A, najpre se poCetni podaci (x) zaokrugljuju na X, tako da je
relativna greSka (u nekoj odabranoj normi) ||x —x||/||x|| < €, gde € ukljucuje
greske zaokrugljivanja, kao i sve druge tipove greSaka (na primer, greske uvedene
merenjem kod eksperimentalnih podataka). Medutim, na tako dobijene podatke X
se ne primenjuje originalno preslikavanje f, ve¢ preslikavanje f 4 koje daje rezultat
$a = fa(®).

Totalna greska koju Zelimo da ocenimo je tada

5, 51l

(2.4.10)
Iy

Neka suy =f(x) i f4(X) =f(¥4). Nakon primene relacije trougla (videti defini-
ciju 1.4.1 u odeljku 2.1.4) i aproksimacije ||y|| = |[y||, za (2.4.10) se moze dati
granica u obliku

=yl o =Y, =yl B, -yl

(2.4.11) < + ~ AT
Iyl Iyl Iyl ¥l Iyl

Da bismo ocenili veli¢ine na desnoj strani u (2.4.11), primetimo najpre da je

=51 _ Wa®~S@I _ WG S@N _ oo ryey. 17
5 5] A
odakle, kori§¢enjem (2.4.9), dobijamo
% < (cond f)(X) - (condA)(X) - ep.
Sli¢no, za drugi izraz na desnoj strani u (2.4.11) imamo
=yl _ W& @I _ g | —x]] d
B e S MR T = feond )

Najzad, pretpostavljajuci da je (cond f)(X) =~ (cond f)(x), dobijamo granicu za
totalnu gresku
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[l

(2.4.12)
Iyl

< (condf)(x)[e + (condA)(X) - ep] .

Dakle, formula (2.4.12) pokazuje koliko greske u ulaznim podacima (€) i masinska
preciznost (eyr) uticu na totalnu gresku. Kao $to vidimo, obe se mnoze faktorom
uslovljenosti preslikavanja f, ali se maSinska preciznost dodatno uvecava fak-
torom uslovljenosti algoritma A.

1.2.5 Statisticki prilaz u oceni greSaka

U dosadasnjoj analizi greSaka uvek smo razmatrali tzv. ,najgori slucaj“ —
slucaj u kome su greske ulaznih podataka i greske zaokrugljivanja istog ,,smera“,
tj. takve da obezbeduju maksimalnu gresku izlazne informacije. Ovakav slucaj je
malo verovatan.

U ovom odeljku ukaza¢emo na statisticki pristup u oceni greske na jednom
jednostavnom primeru. Naime, neka je

n
u= Zx,-
i=1

i neka su brojevi x; dati svojim pribliznim vrednostima X;, pri ¢emu su odgo-
varajuée granice apsolutnih greSaka A;, tj.

lei] = X% —xi| <A (i=1,...,n).

Pod pretpostavkom da ne postoje greske zaokrugljivanja u procesu racunanja,
greska zbira Ce biti

n
€y = Zei,
i=1

odakle sleduje ocena

n

n
(2.5.1) leu| <Y leil <Y A
=1 i=1

=

Dakle, ova ocena daje maksimalnu apsolutnu gresku, koja nastupa samo u dva
sluCaja, tj. kadajee; = A; (i=1,...,n) ilikadaje e; = —A; (i=1,...,n). Naravno,
sa stanovista teorije verovatnoce i statistike, ovi slucajevi su malo verovatni. Da
bismo mogli dobiti statisticku ocenu za gresku e, potrebno je uvesti pretpostavku
o funkcijama raspodele greSaka e; (i = 1,...,n). Pretpostavimo da su sve granice
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apsolutnih greSaka medusobno jednake, tj. A; = A (i = 1,...,n) i da greske
podlezu ravnomernom zakonu raspodele u intervalu (—A,A), tj. da je gustina
verovatnoée svake od greSaka e; (i = 1,...,n) jednaka 1/(2A). U ovom slucaju,
matematicko oCekivanje m(e;) i disperzija D(e;) su dati sa

Da bismo dobili statisticku ocenu za e, potrebno je odrediti funkciju raspodele
sume greSaka. S obzirom na glomaznost postupka za konstrukciju ovakve funkcije,
pristupi¢emo izvesnoj aproksimaciji. Naime, pretpostavicemo da se suma greSaka
ponasa po normalnom zakonu raspodele sa matematickim ocekivanjem O i stan-
dardnom devijacijom o = A \/r% . Tada je

P (le,) <30)=0.9973,
tj. sa verovatno¢om 0.9973 moZemo ocekivati da je
(2.5.2) le,] <30 =AV3n.

Dakle, za statisticku granicu apsolutne sume greSaka moZemo uzeti veliinu
A+/3n koja je pri n > 3 manja od granice A, dobijene na osnovu (2.5.1).
Primetimo da sa verovatno¢om 0.68 moZemo ocekivati da je |e,| < 0 =

A+/n/3.

Primer 2.5.1. Kod sabiranja 75 brojeva, koji su svi dati sa ta¢no$éu 5- 1074,
granica apsolutne greske je nA = 75-5-10"% = 3.75-10~2. Medutim, statisticka
granica, na osnovu (2.5.2), je

le| <5-1074V/3-.75=0.75-10"2,

tj. pet puta manja. A
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1.3 REKURZIVNA IZRACUNAVANIJA I SUMIRANJE

Od izuzetnog znacaja u numeri¢koj matematici su rekurzivna izraCunavanja i
postupci sumiranja. Ovo poglavlje zapo¢injemo izlaganjem osnovne teorije line-
arnih diferencnih jednacina na kojima se zasniva jedna vaZna klasa tzv. linearnih
rekurzivnih postupaka. Jedna od glavnih primena ovih postupaka je u konstrukciji
linearnih viSekoracnih metoda za reSavanje CAUCHYevog problema kod difere-
ncijalnih jednacCina. Posebna paznja je posvecena numerickim aspektima troclane
rekurentne relacije koja se sre¢e u mnogim nau¢nim problemima.

Poseban tretman je dat izracunavanju vrednosti nekih elementarnih funkcija,
koje se srecu kao bibliotecke funkcije kod racunara. Imajudi u vidu da se aproksi-
macije funkcija najéesce daju u obliku polinoma, racionalne funkcije ili veriZznog
razlomka, to se u posebnim odeljcima ovog poglavlja tretiraju algoritmi za izracu-
izraCunavanje veriznih razlomaka, kao i postupci za transformaciju racionalne
funkcije u veriZni razlomak i obrnuto. U posebnom odeljku, radi kompletnosti,
izloZeni su osnovni elementi veriznih razlomaka. Neki postupci za sumiranje re-
dova i ubrzavanje konvergencije dati su u odeljku 1.3.5. Najzad, poslednja dva
odeljka su posvecena asimptotskim razvojima koji Cesto nalaze primenu kod
izraCunavanja vrednosti nekih specijalnih funkcija, posebno gama funkcije.

1.3.1 Diferencne jednacine

Kako se mnogi problemi u numerickoj matematici svode na reSavanje diferen-
cnih jednacina, u ovom odeljaku izloZicemo neke osnovne pojmove i rezultate iz
teorije ovih jednacina.

Definicija 3.1.1. Pod kona¢nom razlikom prvog reda funkcije f podrazumevamo
izraz Af(x) = f(x+h) — f(x), gde je h = const > 0.

Definicija 3.1.2. Pod konacnom razlikom reda n funkcije f podrazumevamo izraz
A" f(x) dat rekurzivno pomocu

A"f(x) =A""flx+h) A" f(x) (AYF(x) = f(x))

Lako se mogu dokazati sledeée formule

3.1.1) A"f(x):f(—1)f(’:)f(x+(n—i)h)

i=0
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n

Flx+nh) = Z(’Z)Aif(x).

i=0
Poslednja formula se moZe posmatrati i kao diskretni analogon TAYLORovoj for-

muli. Konstanta & se naziva korak. Cesto se u prethodnim definicijama uzima
h=1.

Napomena 3.1.1. Sli¢no prethodnim definicijama mogu se definisati konacne ra-
zlike niza {yy }ren. Naime, imamo

A=y, Awe=A"ly —A"lye (n=1,2,..).

Primer 3.1.1. Konacne razlike funkcija f i g, koje su definisane pomocu f(x) =
ax> +bx+c i g(x) =e*, suredom

Af(x) =h(2ax+ah+b), A*f(x)=2ah?®, A"f(x)=0 (n=3,4,...)

A”g(x):eax(eah—l)n (n=1,2,...).
A
Jednacina oblika
F(x; f(x),Af(x),...,A"f(x)) =0,

gde je f nepoznata funkcija, predstavlja diferencnu jednaCinu reda n, ako posle
transformacije pomocu (3.1.1) sadrzi f(x+nh) i f(x); u protivnom jednacina je
niZzeg reda od n. Dakle, diferencna jednacina reda n ima oblik

(3.1.2) G(x;f(x), f(x+h),...,f(x+nh)) =0.
Primer 3.1.2. Diferencna jednatina (h = 1)
A f(x) =3Af(x) —2f(x) =x+2
je prvog reda jer se pomocu (3.1.1) svodi na
f(x+3)=3f(x+2) =x+2,
tj.
flz+1)=3f(z) =z,

pri emu smo uveli smenuz=x+2. A
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Ako uvedemo smenu x = xo + kh i oznaCimo y; = f(xo + kh), tada (3.1.2)
postaje
H (k3 Yk, Yir1s- -+ Yitn) = 0.

U naSim razmatranjima od interesa su linearne diferencne jednacine, ¢iji je
opsti oblik

(3.1.3) Vitn + b1 (K)Yiin—1+ -+ bu(k)yr = Q(k).

Ako je Q(k) = 0 jednacina je homogena; u protivnhom jednacina je nehomogena.
Posmatrajmo, najpre, linearnu diferencnu jednacinu prvog reda

(3.1.4) Yirt +b(K)ye = Q(k).

Opste reSenje homogene jednacine yy1 + b(k)yr = 0 je dato sa
k=1

(3.1.5) i =(—1 )kCH b(i) (C proizvoljna konstanta).
i=0

Ako pretpostavimo da C zavisi od &, tj. C = Cy, moguce je polazeéi od reSenja
(3.1.5) naci reSenje nehomogene jednacine (3.1.4). Naime, u tom slucaju, dobi-
jamo da je reSenje nehomogene jednacine dato sa

gde je C proizvoljna konstanta.
Opste reSenje linearne diferencne jednacine n-tog reda (3.1.3) je dato sa

Vi = C1 P, (k) —|—C2¢2(k) + .- +Cn(pn(k) +fp(k),

gde su @y (k), D, (k),...,D,(k) linearno nezavisna partikularna reSenja odgovara-
juce homogene jednacine, a f}, jedno partikularno reSenje nehomogene jednacine.
Konstante C; (i = 1,...,n) su proizvoljne i u konkretnim slu¢ajevima odreduju se

iz pocetnih uslova.

Daéemo sada neke napomene koje se odnose na odredivanje opSteg reSenja
linearne homogene diferencne jednaCine sa konstantnim koeficijentima. Pret-
postavimo da je reSenje ove jednaline oblika y, = A*. Tada zamenom u odgo-
varajuéoj jednacini dobijamo
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)’k+n _{_bl)’k%’n*l 4. +bn)¢k — 0
Dakle, karakteristi¢na jednacina je
ATHbiA 4+ b, =0

U zavisnosti od korena karakteristine jednacine razlikovaéemo slucajeve:

a) ako su svi koreni A, ..., A, prosti, opste reSenje je
Y =CIA +- +Cidy;
b) ako su A, i A, konjugovano-kompleksni koreni, tj.
Ap=p(cosB+isin®) i A, =2,
tada njima u opStem resenju odgovara izraz
Cphy +Coly = p* (Apcoskf +Agsink6) ;

c) ako je A; viSestruki koren reda m, tada njemu u opStem reSenju odgovara

izraz
(C1+Cok 4+ Cuk™ 1) AL

Kod linearnih nehomogenih jednacina sa konstantnim koeficijentima moguce
je uizvesnim sluCajevima naci partikularno reSenje f,,.

Ako je Q(k) = Py(k) (Ps polinom stepena s) i A = 1 koren karakteristi¢ne
jednacine reda m, tada se partikularno reSenje moZze traziti u obliku

fo(k) = Agk™ + A1 k™! o AT,

Ukoliko je Q(k) = Py(k)a* i A = a koren karakteristi¢ne jednacine reda m, f,
treba traziti u obliku

fo(k) = d" (Agk™ + - -+ AK™ ).
Primer 3.1.3. Resimo diferencnu jednacinu
Y4+ 2Vi43 4 3Vier2 + 21 +yx = 0,

pod uslovima yg =y; =y3 =01y, = —1.
Kako je karakteristi¢na jednacina
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A 2034302420 +1=0,

§. (A2 4+ 24 +1)> =0, imamo 4, = 4 = L(=14iv3), 43 = A4 = (=1 -iV3).
Dakle, p = 1, 6 = 27/3 pa je opSte reSenje dato pomocu

2rk . 27k
Vi = (C] + Czk) cos T + (C3 —I-C4k) sin T,
gde su C; (i = 1,...,4) proizvoljne konstante. Na osnovu datih uslova nalazimo
Ci=C=0,C3=Cy=—-2//3.1j.
2(k—1) . 27k

Sin .
/3 3

Primetimo da se ovo reSenje moZe predstaviti i u obliku

0, k=0 (mod 3),
=4 k—1, k=1 (mod3),
—k, k=2 (mod3). A

Primer 3.1.4. Odredimo opsti ¢lan FIBONACCIevog*? niza: 0,1,1,2,3,5,8,13,
21,... Kako je yx+2 = yx + yr+1, reSenje ove jednacine, pod uslovima yp = 0 i

n=1je
1 (1445 STV A A
)’k—% > - 3 .

1.3.2 Rekurzivna izracunavanja i troclana rekurentna relacija

NalaZenje opSteg reSenja diferencne jednacine nije uvek neophodno. Naime,
daleko ces¢e u numerickoj matematici se sreée problem odredivanja partiku-
larnog reSenja koje zadovoljava odredene uslove. Sa zadatim uslovima, diferen-
cnu jednacinu nazivamo rekurentnom relacijom. U numeri¢koj matematici od
posebnog interesa su tzv. tro€lane rekurentne relacije, koje se javljaju kod mnogih
klasa specijalnih funkcija matematicke fizike i statistike, zatim u teoriji veriZnih
razlomaka i teoriji ortogonalnih polinoma, kod reSavanja linearnih diferencijal-
nih jednacina, kao i u mnogim problemima vezanih za konstrukciju redova. To su
relacije oblika (3.1.3), san =21 Q(k) =0, tj.

42 LEONARDO PISANO BIGOLLO (& 1170 — 1250), italijanski matemati¢ar poznat, takode, kao
LEONARDO BONACCI, LEONARDO FIBONACCI, ili jednostavno kao FIBONACCI.
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(3.2.1) Yir1 + aye +bryr—1 =0, k=1,2,...,

gde smo indeks &, u odnosu na (3.1.3), smanjili za jedinicu, a koeficijente by (k— 1)
i by(k — 1), uproscenja radi, zamenili sa a; i b, respektivno. Da bi relacija bila
tro¢lana mora biti by # 0.

1° Ako poznajemo pocetne uslove (vrednosti) yo = fyp i y; = f1, pomoéu
rekurentne relacije (3.2.1) moZemo odrediti niz y;,y3, .. .,yn, gde je N proizvoljno
izabran prirodan broj (N > 1).

2° Ako poznajemo vrednosti yy = fy i ynv—1 = fv—1, pomocu (3.2.1) predstav-
ljene u obliku

1
(3.2.2) yk—lz_b_k(yk+l+akyk), k=N—1,N—2,...,1,
za naznacene vrednosti k dobijamo niz yy_», ynv—3, ..., Yo. Ovakvu relaciju nazi-

vamo rekurentnom relacijom unazad.

3° NajsloZeniji slucaj je ako su dati yg = fo i yvy = fw, tj. ako imamo tzv. kon-
turne uslove. Tada se ovaj problem moZe interpretirati kao trodijagonalni sistem
linearnih jednacina

a; 1 0 i [—b1fo ]
bg an 1 2 0
(3.2.3) g =]
byoay— 1 YN-2 0

| 0 byv-vav-—1] |[yv-1] | —/v ]

Dakle, u slucajevima 1° i 2° problem je eksplicitan, dok je u slucaju 3°
implicitan jer zahteva reSavanje pomenutog trodijagonalnog sistema linearnih
jednacina.

Iako je, na prvi pogled, koris¢enje rekurentne relacije u principu jednostavno,
ono zasluZuje posebnu paZnju, s obzirom na numericku nestabilnost koja se
moze manifestovati. Naime, svaki ciklus primene rekurentne relacije ne samo
da generiSe nove greSke zaokrugljivanja, ve¢ i prihvata greSke zaokrugljivanja
iz prethodnog ciklusa. Tako pod izvesnim — nepovoljnim uslovima, prostiranje
greSaka kroz raCunski proces moze ,astronomski“ ugroziti rezultat. Ovaj efekat
¢emo kasnije ilustrovati na primeru izra¢unavanja BESSELove*® funkcije prve
vrste i reda k, definisane pomocu integrala

43 FRIEDRICH WILHELM BESSEL (1784 — 1846), poznati nemacki matematicar i astronom.
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] T
Ji(x) = %/0 cos (xsin® —k6) do.

Moze se pokazati da Ji(x) zadovoljava diferencnu jednacinu

2k
(3.24) Yert = Vet =0, k=12,
tj. da vazi

2k
(3.2.5) Jk+1(x) = ;Jk(x)—Jk_l(x), k= 1,2,... .

Dakle, za fiksirano x, Ji(x) je jedno partikularno resenje diferencne jednacine
(3.2.4), odredeno, na primer, po¢etnim uslovima yo = Jo(x) i y; = Ji(x). Funkcija
Jk(x) moZe se izraziti u obliku stepenog reda

X\ k£ (_l)m X\ 2m
Jelee) = <5> )y (m!)? <§> '
m=0 '
Napomena 3.2.1. BESSELova funkcija prve vrste definiSe se ne samo za re-
alno, ve¢ i za kompleksno x, a pri tome red k ne mora biti nenegativan ceo

broj, ve¢ moZze biti realan, ili ¢ak kompleksan broj. Odgovarajuca reprezentacija
BESSELove funkcije prve vrste u obliku reda ima oblik

v oo _1\m m
Jv(z) = <§) m;O (m!)l"((v:)—m+ 1) (%)2 .

Napomena 3.2.2. BESSELova funkcija druge vrste definiSe se pomocu

_ A (x)cos (vm) —J_y(x)
sin (vr)

Yy (x)
ako Vv nije ceo broj, dok se za v = k uzima

Yi(x) = lim Yy (x).

v—k

InaCe, funkcija Y;(x) se moZe izraziti u obliku

o= (2) L ) Jeones;
_% <§>kg(w(m+ 1)+ y(k+m—+ 1))m!((;71+):1)! (%)M
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gde je funkcija y definisana kao logaritamski izvod gama funkcije, tj.

_d B I'(z)
V) = 3 (oel @) = 1.
Ako je z ceo broj, imamo
n—1 1
y() ==y, ym=-r+} — (1>2),
m=1

gde je y EULERova** konstanta

n—y—+oo
m=1

< |
(3.2.6) Y= lim <Z o —logn> =0.57721566490115328606... .

Prethodna formula za Y;(x) vazi za k > 1. Kada je k = 0 imamo

Yo(x) = % <7+10g§> Jo(x) —% i ((;11'321 (v+y(m+1)) @M

m=1

BESSELova funkcija druge vrste, takode, je jedno partikularno reSenje dife-
rencne jednacine (3.2.4), tj. vazi

2k
Vet () = %) (), k=1,2,....

S obzirom da su Ji(x) i Y¢(x) linearno nezavisna reSenja, to se opste reSenje dife-
rencne jednacine (3.2.4) moze dati u obliku y; = C1Ji(x) + CoY(x), gde su Cj i
C, proizvoljne konstante, a x = const.

Napomena 3.2.3. Funkcija y(x) = C1Jx(x) + C2Yk(x) je opste reSenje BESSELove
diferencijalne jednatine x?y” +xy' + (x> — k%) y = 0. Ovde je k = const.

Vratimo se sada problemu odredivanja partikularnog resenja diferencne jedna-
¢ine (3.2.4) za neke zadate pocetne uslove. Neka je x = 1.
a) S obzirom na to da su

Jo(1) 2 0.7651976866,  J;(1) = 0.4400505857,

primenom rekurentne relacije (3.2.5) zak = 1,2,...,10 dobijamo niz {J(1)}, koji
jedatu tabeli 3.2.1. Broj u zagradi ukazuje na decimalni eksponent. Primetimo da

4 LEONHARD EULER (1707 — 1783), veliki §vajcarski matematiar i fiziar, poznat po zna¢ajnim
doprinosima u matematickoj analizi, teoriji grafova, astronomiji, mehanici, itd.
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Tabela 3.2.1.

K () A0

0 7.651976866(—1) 8.825696420(—2)
1 4.400505857(—1) | —7.812128213(—1)
2 1.149034848(—1) | —1.650682607 (0)
3 1.95633535 (—2) | —5.821517606 (0)
4 2.4766362 (—3) | —3.327842303 (1)
5 2497361  (—4) | —2.604058666 (2)
6 2.07248 (=5) | —2.570780243 (3)
7 | —1.0385 (—6) | —3.058895705 (4)
8 | —3.52638 (=5) | —4.256746185 (5)
9 | —5.631823  (—4) | —6.780204939 (6)
10 | —1.01020176 (—2) | —1.216180143 (8)

zbog oduzimanja bliskih brojeva nastupa poznati efekat gubitka znacajnih cifara,
tako da dobijena vrednost za J7(1) ima samo pet znaCajnih cifara. Stavige, ova
vrednost je pogresna do te mere da se razlikuje i u znaku od tacne vrednosti.
Tacna vrednost na deset znaCajnih cifara je

J7(1) = 1.502325817(—6).
b) Uzimamo sada za pocetne vrednosti
Yo(1) =0.08825696420, Yi(1) = —0.7812128213.

Primenom iste rekurentne relacije dobijamo niz {¥;(1)} koji je dat, takode,
u tabeli 3.2.1. Uporedivanjem dobijenih vrednosti sa vrednostima datim u [1,
str. 408] moZe se videti da su dobijeni rezultati korektni u svim ciframa.

Postavlja se sada pitanje koji su to razlozi da se u prvom slucaju generisu
pogresni rezultati, a drugom tacni. Takode, od interesa je naci postupak za tacno
generisanje niza {Jx(x)}.

U cilju odgovora na prvo pitanje primetimo da se opSte resenje diferencne
jednacine drugog reda (3.2.4), ili uopste (3.2.1), moZe predstaviti kao linearna
kombinacija bilo koja dva linearno nezavisna reSenja f; i g, tj. yr = afx + bg,
gde su a i b proizvoljne konstante. Nas ¢e ovde interesovati specijalan slucaj kada
postoji takav par linearno nezavisnih reSenja za koji je

(3.2.7) lim — =0.
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Problemi o kojima je bilo re¢i kod odredivanja niza {J;(1)} nastupaju upravo
kada se izracunava reSenje f ili cfi, gde je c konstanta. Da bismo ovo pokazali
primetimo da iz (3.2.7) sleduje

(3.2.8) lim = =0

za svako yj koje nije proporcionalno sa f. Zaista, za yy = afi +bgy (b # 0) imamo

lim % = pim — S8
koo yi o k—toeal fi/gk) +b

Pretpostavimo sada da generiSemo niz { f; }, kori§¢enjem pribliznih pocetnih
vrednosti yg = foiy; = f1 (na primer, dobijenih zaokrugljivanjem). I pod uslovom
da se sve operacije u rekurentnoj relaciji odvijaju tacno (sa beskona¢nom pre-
cizno$éu, tj. sa beskonacnim brojem cifara u mantisi), reSenje koje dobijamo bice,
u opStem slucaju, linearno nezavisno od fj. Imajuéi u vidu (3.2.8) zakljucujemo

da e relativna greSka dobijenog resSenja teZiti u beskonacnost, tj. imaéemo

i — Jk 1 — fi/ vk
fr fre/yk

Prema tome, ovakav postupak za odredivanje niza {f;} daje pogresne rezultate.
ResSenje f; sa osobinom (3.2.8) naziva se minimalno resenje diferencne jednacine
(3.2.1). Suprotno, neminimalno reSenje zovemo dominantno resenje. Primetimo
da je svako dominantno reSenje asimptotski proporcionalno sa gi.

U predhodno posmatranom primeru imali smo f; = Ji(x) i gx = ¥x(x). Na
osnovu asimptotskih formula (videti [1, str. 365])

w2 () v~y (5)

pri Vv — o0, vidimo da Jy (x) — 01 Yy (x) — —co.
Dakle, rezimirajmo da se minimalno reSenje navedenim postupkom ne moze
izraCunati, za razliku od dominantnog resenja koje se veoma ta¢no odreduje.
Razne metode za odredivanje minimalnog reSenja troclane rekurentne relacije,
ukljucujuéi i odgovarajuée primene, razmatrao je W. GAUTSCHI*® u radu [22].

— +oo (k — +o0).

45 WALTER GAUTSCHI (1927 — ), ameri¢ki matematicar, roden u Svajcarskoj. Jedan je od vodeéih
naucnika u oblasti numericke analize (videti: The History of Numerical Analysis and Scientific
Computing: http://history.siam.org/oralhistories/gautschi.htm). Punih
dvanaest godina (1984 — 1995) bio je glavni urednik nau¢nog Casopisa Mathematics of Compu-
tation, koji izdaje AMS (Americko matematicko drustvo). Sada je profesor emeritus na Purdue
univerzitetu (SAD).
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Na kraju ovog odeljka nave$¢emo jedan postupak za stabilno odredivanje
niza {J;(x)}, poznat kao MILLERov*® postupak. Na osnovu prethodno pomenute
asimptotske formule za J;(x) (x = const) videli smo da J(x) teZi nuli kada k tezi
beskonacnosti. Zato izaberimo dovoljno veliko 7 i stavimo

(3.2.9) T,x)=0 i To(x)=1.

Nesto bolji izbor je uzeti, umesto O i 1, vrednosti koje se dobijaju iz pomenute
asimptotske relacije za v=n 1 v = n— 1. Jednostavnosti radi, opredeliéemo
se za vrednosti date pomocu (3.2.9), a zatim ¢emo primenom rekurentne relacije
unazad (3.2.2), koja u naSem slucaju ima oblik

2k- -
(3.2.]0) Jk_1(x) = ;Jk(x)—JkH(x),

odrediti redom J,_5(x),...,J;(x),Jo(x). Naravno, dobijene vrednosti ne odgo-
varaju tanim vrednostima BESSELovih funkcija, ali se, zbog linearnosti relacije
(3.2.10) od njih razlikuju za istu multiplikativnu konstantu. S obzirom na indenitet

Jo(x) +2 (L2 (x) +J4(x)+---) =1

moguce je odrediti ovu multiplikativnu konstantu. Naime, ako odredimo sumu
S=Jo(x)+2 (Jo(x) +Ja(x) +---)

iz proporcije 1 : S = Ji(x) : Ji(x) nalazimo

(32.11) Jk(x):éjk(x), k=0,1,... .
Obi¢no za n uzimamo dovoljno veliki neparan broj i tada prilikom izracunavanja
sume S polazimo od najmanjeg sabirka J, _1(x) (= 1). Za dobijanje rezultata sa
vecom ta¢noscu treba poéi od veéeg broja n.

Ako uzmemo n = 11, . J1;(1) =0 i Jyo(1) = 1, dobijamo rezultate koji
su dati u tabeli 3.2.2. Ovde je S = 3810092281, a 1/S = 2.624608346(—10).
Pomoéu (3.2.11) dobijamo kolonu tabele sa vrednostima za Ji(1). Uporediva-
njem sa taénim vrednostima moZe se videti da su pogreSne vrednosti samo za
Jio(1), Jo(1) 1 J3(1) (podvucene cifre su pogresne).

Ako uzmemo n = 17, dobi¢emo sledeée vrednosti (sa deset znacajnih cifara):

46 JEFFREY CHARLES PERCY MILLER (1906 — 1981), engleski matemati&ar.
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Tabela 3.2.2.
K[ ) J(1)

10 1 | 2.624608346(—10)
9 20 | 5.249216692 (—9)
8 359 | 9.422343962 (—8)
7 5724 | 1.502325817 (—6)
6 79777 | 2.093833800 (—5)
5 951600 | 2.497577302 (—4)
4 9436223 | 2.476638964 (—3)
3 74538184 | 1.956335398 (—2)
2 437792881 | 1.149034849 (—1)
1 | 1676633340 | 4.400505857 (—1)
0 | 2915473799 | 7.651976866 (—1)

Js(1) = 9.422344172 (—8),
Jo(1) = 5.249250180 (—9),
Jio(1) = 2.630615124(—10).

Uporedivanjem vidimo da su sve cifre tacne.

MILLERov postupak se vrlo ¢esto korisri u numeri¢koj matematici u vise ob-
lika koji su sli¢ni navedenom.

1.3.3 Izracunavanje vrednosti elementarnih funkcija

Pri izraCunavanju vrednosti funkcija na racunskim masinama, vrlo je vazno
u kom su obliku date odgovarajuée formule, s obzirom na aritmetiku konacne
duZine. Naime, Cesto vrednost ekvivalentnih matematickih izraza u numerickom
smislu nije ista (zbog gresaka o kojima je bilo reci u prethodnom poglavlju).

U ovom odeljku ukaza¢emo na neke standardne nacine za izraCunavanje vred-
nosti elementarnih funkcija, pri ¢emu ¢emo posebnu pazZnju posvetiti izraCunava-
nju funkcije x — +/x, eksponencijalne funkcije x — e*, trigonometrijske funkcije
x > sinx, logaritamske funkcije x — logx i inverzne trigonometrijske funkcije
x — arctanx. Sem funkcija x — /x i x — log x koje su definisane zax > 01ix >0
respektivno, ostale funkcije su definisane za svako realno x. Kao $to ¢emo videti,
u svim slucajevima neophodno je transformisati x na neki novi argument koji
pripada tzv. osnovnom intervalu na kome je poznata aproksimativna formula ili
neki postupak za jednostavno izracunavanje date funkcije sa unapred odredenom
ta¢noSéu. Najcesée aproksimativne formule (aproksimacije) su polinomski razvoji
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ili racionalne funkcije. Slede¢i odeljak je zato posveéen izraCunavanju vrednosti
polinoma. Primenu veriZnih razlomaka i asimptotskih razvoja razmatraéemo na
kraju ove glave, dok ¢e opsti metodi za aproksimaciju funkcija biti tretirani u jed-
noj od narednih knjiga iz ove serije.

1. Funkcija x — /x. Na samom pocetku ove knjige, u odeljku 1.1.1, naveli
smo nacin za nalaZenje kvadratnog korena iz pozitivnog broja. Kod implementacije
ovog iterativnog postupka, za datu konstantu b > 1, najpre se vrsi transformacija
argumenta pomodu x = bz, gde je m ceo broj takav da z pripada osnovnom inter-
valu [1/b,1). Tada,

V= VPV

pri ¢emu, u slucaju m > 0, faktor /5™ racunamo pomocu
1, m =2k,

~ | Vb, m=2k+1.

N :b---b-{
k puta
Naravno, za m < 0 imamo ™ = 1/v/b~™. Primetimo da su, u ovom postupku,
neophodne konstante b i v/b.
Sada za z € [1/b, 1) konstruiSemo niz {z } pomocu

1 Z l1/z
(331) Zk+1:_<2k+_>22k+_<_—Zk>, kzoala"'a
2 %k 2 \ 2

startujudi sa zo = z. Ako uvedemo relativnu gresku aproksimacije z; pomocu ry :=
(zk — /2)/ V2 G- 7 = /Z(1 + 1), jednostavno nalazimo da je

2

Tk+1 =k , k=0,1,....
2(1+rk)

S obzirom na to da je ro = (z0 — /2)/v/z2 =z — 1 1 |ro| < 1, zakljuCujemo
da greska r; teZi nuli kvadratno, tj. i = O(r,%), kada k — +oo. Dakle, z; teZi

kvadratnom korenu /z, tako da, u zavisnosti od Zeljene ta¢nosti, moZemo za neko
n > 0uzeti z, = /z.

Primer 3.3.1. Odrediéemo v/10. Ako uzmemo b = 2, osnovni interval je [1/2,1),
paje 10 = 2%z, gde je z = 10/16 = 0.625.

Primenom postupka (3.3.1) dobijamo redom vrednosti koje su navedene u
tabeli 3.3.1.
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Tabela 3.3.1.

2k
0.625
0.8125
0.790865385
0.790569470
0.790569415
0.790569415

N W= O

Prema tome,
vV10=4-7z4 =4-0.790569415 = 3.16227766. A

Umesto primene iterativnog postupka (3.3.1), za odredivanje vrednosti /z mo-
guée je koristiti neku aproksimativnu polinomsku formulu ili formulu u obliku
racionalne funkcije.

Primer 3.3.2. Neka je b = V2 22 1.41421 (v/b = 1.18921). Na osnovnom inter-
valu [1/+/2,1) moZe se uzeti jednostavna formula

VZ 220.3433929 + 0.8174949z — 0.1609689z7,

sa relativnom greskom (po apsolutnoj vrednosti) manjom od 10~4.
Za x = 10, na osnovu x = b"z, nalazimo m = 7 i z = 10/b’ =2 0.883883. Na
osnovu prethodne formule imamo /z = 0.940206, pa je najzad

V10 = b3 Vb7 2 1.414213 - 1.18921 - 0.940206 2= 3.16245,

sa relativnom greskom 5.45-1073.
Bolja aproksimacija se moZe dati pomocu racionalne funkcije.

Neka je b = v/4 =2 1.587401 (v/b = 1.259921). Osnovni interval je, u ovom
slucaju, [1/v/4,1) = [0.6299605, 1) za koji vazi formula

P 0.5612310 + 7.1065058z + 4.4693601z>
(33.2) i PO ha creaPe
0(z) 3.1603148 +7.9767830z +z

sa relativnom greskom (po apsolutnoj vrednosti) manjom od 10~7.
Za x = 10, na osnovu x = b"z, nalazimo m = 5iz = 10/b> £ 0.9921257. Tada
imamo /10 = b? \/E\/E Primenom formule (3.3.2) dobijamo
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V10 2 1.587401% - 1.259921 - 0.9960551 = 3.1622775,
sa relativnom greSkom —5.06-1078. A

2. Eksponencijalna funkcija. Za izraCunavanje vrednosti funkcije x — e*
moze se koristiti TAYLOROV razvoj

n .k
X X
(3.3.3) ¢ = Y L H+R(),
k=0
gde je
xn—H Ex

Ako je 0 < x < 1 moguce je ostatak R,(x) oceniti na slede¢i nacin. Naime,
kako je

o0 xk xn-i—l X x2
Ra(x) :kzalﬁ - (n+1)! (1%_11%—2+ (n+2)(n+3) +>

e ()
(n+1)! n+2 \n+2 ’

sumiranjem dobijene geometrijske progresije dobijamo

xn+1 n_|_2

R, : .
(x) < (n+1)! n+2—x

Kako je 0 < x <1, iz prethodne nejednakosti sleduje

Ot n2 n+2
(n+1)! n+1" (n+1)(n+1)!"

(3.3.4) Ru(x) <

Broj ¢lanova n u razvoju (3.3.3), koje treba uzeti, zavisi od tacnosti koja se
zahteva za rezultat. Ukoliko je ovaj broj ¢lanova veliki, to ¢e konaCan rezultat
ipak, biti pogresan usled greSaka zaokrugljivanja tokom racunskog procesa.

U konkretnom slucaju, kada je 0 < x < 1, uslov R,(x) < 10~7, na osnovu
(3.3.4), ispunjen je za najmanje n = 10. Kada se svi brojevi koji ucestvuju u
izraCunavanjima zaokrugljuju i predstavljaju u normalizovanom obliku sa sed-
morazrednom mantisom, ovaj broj ¢lanova razvoja nije veliki, s obzirom na to da
je relativna greska zaokrugljivanja, takode, reda 107",



1.3 REKURZIVNA IZRACUNAVANJA I SUMIRANJE 59

Primer 3.3.3. Izralunajmo broj e sa relativnom greskom koja je manja od 1077,
Na osnovu prethodnog razmatranja, u razvoju (3.3.3) treba uzeti n = 10i x = 1.
Dakle,

10
e= ur + Rio(1),
k=0
gde je
1
u():l, uk:%uk_l (k:],...,]()).
Zaokrugljeni brojevi uy (k=0,1,...,10), predstavljeni u normalizovanom ob-

liku sa sedmorazrednom mantisom, su redom

up = u; = 0.1000000- 10", uy = 0.5000000- 10°,
uz = 0.1666667 - 10°, us = 0.4166667-107!,
us = 0.8333333-1072, ug = 0.1388889- 1072,
u7; = 0.1984127-1073, u7 = 0.2480158 - 104,
ug = 0.2755731-107°, uo = 0.2755731-1075.

Iz odeljka 1.2.3 poznato je da ¢e greSka biti najmanja ako sabiramo brojeve
polaze¢i od najmanjeg, tj. od ujg u ovom slucaju. Tada za zbir dobijamo

So=0.2718282-10".

Broj So aproksimira broj e (= 0.27182818248... - 10!) sa sedam znacajnih
cifara. Relativna greska je manja od 10~/ (tanije, manja je od 0.67-1077). A

U opstem slucaju, za izraCunavanje vrednosti funkcije x — e* pozeljno je ko-
ristiti se formulom
et = elez,
gde je [x] najveée celo*” od x i z = x — [x]. Pri ovome vrednost el izratunava se
prostim mnoZenjem, tj.

( 1 (¥ =0),
e-e (¥ >0),

e[x = [x] puta
(1/e)---(1/e) (] <0),

—[x] puta

47 Najveci ceo broj koji nije veéi od x; na primer, [3.14] =3, [-3.14] = —4.
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gde su
1
e =2.71828182845904... i o= 0.36787944117144... .

IzraCunavanje vrednosti e* (0 < z < 1), kao §to smo ranije videli, ne predstavlja
posebnu teskocu.

3. Trigonometrijske funkcije. Za izracunavanje vrednosti trigonometrijskih
funkcija dovoljno je poznavati postupak za izraCunavanje, na primer, funkcije
x — sinx. Vrednosti ostalih trigonometrijskih funkcija izracunavaju se jednos-
tavno pomocu sinusne funkcije kori§éenjem poznatih trigonometrijskih identiteta.
Na primer, cosx = sin(x+ 7/2) i tanx = sinx/sin(x+ 7/2).

Pokazaéemo da je za izraCunavanje funkcije x — sinx, za proizvoljnu vrednost
argumenta x, dovoljno znati kako se moze izraCunati vrednost sin(7z/2) za z €
[—1,1]. Naime, ako za dato x izra¢unamo redom veli¢ine

, | v (v<1),

gde je [p] oznaka za najvece celo od p, tada je sinx = sin(7z/2). Da bismo ovo
dokazali primetimo da je

1
sinx:sin% = sin% <v—|—4 L—t(u—i— 1)}) ,
.
1
sinx = sin <%+27r |:Z(l/t—|— 1)}) = sing.
Kako je

v:4<%(u+1)— H(MH)D 1

0< A—It(u%—l)— H(u%—l)} <1

zaklju€ujemo da je —1 < v < 3. Razlikujemo sada dva slucaja:
Slucaj v < 1. Tadaje z=v (€ [—1,1]) i sinx = sin(7wv/2) = sin(7wz/2).
Slucajv>1.Kakojez=2—-v i 1 <v <3 zakljutujemo daz € (—1,1) ida
je pri tome
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0.00006
0.00004

0.00002

-0.00002

-0.00004

-0.00006

Slika 3.3.1. Greska aproksimacije (3.3.5) za0 <z <1

. . Ty . 7'5(2 ) . Ttz
sinx =sin— =sin - (2 —z) =sin—.
2 2 2

Prema tome, dovoljno je znati neku pribliznu formulu (aproksimaciju) za
sin(mz/2), kada z € [—1, 1]. Jedna takva formula je, na primer,

(3.3.5) sin % ~ 1.57032002z — 0.64211317z> +0.071860852°,

za koju apsolutna greska ne prelazi vrednost 6.8 - 1073, kada z € [—1,1] (videti
sliku 3.3.1). U jednoj od narednih knjiga iz ove serije razmatracemo razne postu-

pke za aproksimaciju funkcija.

4. Logaritamska funkcija. Za izratunavanje vrednosti logaritamske funkcije*®

x — logx (0 < x < +o0) koristimo transformaciju x = 2"z, gde su z i m takvi da je
1/2<z<1lime€Z.Tadaje

logx = mlog2+logz (log2 =0.69314718...).

Ako uvedemo bilinearnu transformaciju z = (1 —y)/(1+y), imamo

1—y Py y2nl
logz = log —2 = —2 AR ST —R
ogz =log == <y+3+5+ N (),
gde su
YT T

48 Logaritamsku funkciju od x za osnovu b (> 0) oznadavamo sa log;, x; na primer log;(x za osnovu

10. Ako je osnova e u oznaci izostavljamo osnovu, tj. log, x = logx. Cesto se za ovaj logaritam
koristi stara oznaka Inx.
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2n+1 2n+-3 2n+-1
y y 2y
Rn (y) =2 < >

.. < . .
el Tomg3 T =2 2041
Kakoje 0 <y <1/3 (< 1/2 <z < 1), za ostatak vaze nejednakosti

1
S43 1 at)

0 <R,(y)

2k—1
M

2k—1

Uvodenjem oznake uy, = (k=1,...,n), dobijamo

logx =mlog2 — 2 (u; +---+u,) — Ry,

gde se n odreduje iz uslova u,, < 4€ (€ zadata tacnost), s obzirom na ¢injenicu da
je tada

1
R, =R,(y) < 7ln <E.

5. Inverzne trigonometrijske funkcije. Kod izracunavanja inverznih trigono-
metrijskih funkcija najpogodnije je poznavati algoritam za izracunavanje funkcije
arctan x kada x € R, s obzirom na to da za ostale funkcije, pri |x| < 1, vaze sledece
formule

, T V1—x?
arcsinx = arctan = sgn (x) 5= arctan o ,
X

X
V1—x2

T . 1 T
arccosx = 5 arcsinx, arccotx = arctan — = 5 arctanx,
X

pri ¢emu vaze nejednakosti 0 < arccosx < 7 i 0 < arccotx < 7.

Kako je arctan(—x) = — arctan x, dovoljno je poznavati postupak za izraCunavanje
ove funkcije na (0, o).

Za dato n € N na intervalu (0, +e0) definis§imo deone tatke X, i ¢vorove x,,
pomocu

2v —1
Xo=0, X, :tang,
4n

2v-2)m v—1
xv:tan( ) :tan( )7[, v=2,...,n+1,
4n 2n

V:1,...,n, X,/H,l:—'—oo;

za koje vaZe nejednakosti
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0=X0<X1 < <X <x3<X3< - <x <Xy <Xpp1 = Xpp1 = +oo.
Svaki od segmenata [X,_,Xy], v=2,...,n+ 1, pomocu

t:i_l/x%—i-l _ XXy
xy  I/xy4+x 14xx,

transformisSe se na osnovni segment [—X;, X, ], tako da je

(v—1)m

arctanx = arctant 4 arctanx, = arctant 4 >
n

Dakle, za izracunavanje vrednosti arctan x potrebno je imati valjanu aproksimaciju
samo na segmentu [0,X;]. Takve aproksimacije su date u [31, str. 120-130] za
n=1,2,3,418.

Primer 3.3.4. Ako izaberemo n = 3, na osnovu prethodnog, deone tacke i ¢vorovi
su dati sa

T T
Xg=0, Xj=tm> =2~ V3220.2679491924311227, X, =tan =1,

5w
X3 = tan = = 2++/3223.732050807568877, X4 = +oo

T 3 T
xzztangzg, x3:tan§:\/§, X4 = o0,

respektivno (videti sliku 3.3.2). Na slici je prikazana i transformacija tacaka sa

e S
AR 7

=X Xo X1 x2 X3 X3

4 5

Slika 3.3.2. Transformacija argumenta na osnovni segment [—Xj, X]]

segmenta [X,_1,Xy], v = 2,3,4, na osnovni segment [—Xj,X;|. Konkretno su
uzete tatke 0.8 € [X,X;], 2.0 € [Xz,X3] i 5.0 € [X3,40), koje se preslikavaju
redom na tacke 0.1523036760962039, 0.06002309434948968 i —0.2.
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YT AA|

-5.x1077F

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

Slika 3.3.3. Greska u aproksimaciji (3.3.6) na [0,X]

Na kraju navodimo aproksimaciju

~ P n
(3.3.6) arctant = tQ(ﬂ)’ |t| € [O,tan E}’

gde su P i Q polinomi treéeg stepena dati sa

P(r) = 12.82297680061262709335 + 16.2428078151342213662¢
+4.923443373635526899¢ 4-0.2056087239644561631°,

O(r) = 12.82297680061262821474 +20.5171334153368488841
+9.197892485655692716t> + 13,

Odgovarajuéa apsolutna gre$ka u ovoj aproksimaciji ne prelazi vrednost 10716
(slika 3.3.3). A

1.3.4 Izracunavanje vrednosti polinoma
Jedan elementaran, ali vazan problem je izracunavanje vrednosti polinoma
(3.4.1) P(x) =apX"+a X" '+ 4 a,_ 1x+ay.

Ako bismo izraCunavali vrednost polinoma P(x), na osnovu (3.4.1), bilo bi
potrebno 2n — 1 mnoZenja i n sabiranja. Medutim, ukoliko P(x) predstavimo u
obliku

(3.4.2) P(x)=(---(((aox+ai)x+az)x+a3)x+---+an_1)x+ay
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potrebno je samo n mnoZenja i n sabiranja.
Na osnovu (3.4.2) moZe se formirati rekurzivni postupak za izracunavanje
vrednosti polinoma za x = xg

(3.4.3) by =ag, br=ar+xobr_1, k=1,...,n,

koji posle n koraka daje vrednost polinoma, tj. P(xy) = b,. IzloZeni postupak je
poznat kao HORNERova*® §ema i moZe se interpretirati kroz sledeéu Semu:

ap ai a as ... Gp—q a,
X0 Xobo  xob1  xob> Xob,—2  Xobu—1
b() b] bz b3 bn_1 bn = P(X())

Naime, u prvoj vrsti Seme piSemo koeficijente polinoma (3.4.1), poc¢ev od naj-
starijeg koeficijenta, a drugu vrstu zapocCinjemo sa vredno$¢u argumenta xy za
koji izraunavamo vrednost polinoma. U trecoj vrsti piSemo koeficijente by, koje
izraCunavamo sabiranjem odgovarajuéih elemenata prve i druge vrste, pri cemu je
by = ap. Elemente druge vrste formiramo mnoZenjem vrednosti xq sa prethodnim
elementom iz trece vrste.

Primetimo da su by (k= 0,1,...,n— 1) koeficijenti polinoma P;(x) koji se
dobija deljenjem P(x) sa linearnim faktorom x — xo. Zaista, uporedivanjem koefi-
cijenata uz odgovarajuce stepene u sledecoj jednakosti

axX'+a X'+ ta, i x+a, = (x—x0) (bo)c’“1 + b+ ---—|—bn,1) + b,

dobijamo (3.4.3).

Kao $to smo prethodno pomenuli, HORNERova Sema zahteva n mnoZenja i n
sabiranja za izraGunavanje vrednosti polinoma (3.4.1). OSTROWSKI’? je dokazao
da je 2n minimalan broj operacija za izraCunavanje vrednosti polinoma ako je n <
4. Ako je 4 < n < 6 moze se dokazati ([55], [69], [36]) da se vrednost polinoma
moZe izratunati sa [4(n+3)] mnoZenja i ne viSe od n + 1 sabiranja. Oznaka [t]
predstavlja najvece celo od t.

Tako u slu€aju n =4 imamo sledeéi ekvivalentni oblik polinoma (3.4.1)

49 WILLIAM GEORGE HORNER (1786 — 1837), britanski matematicar.

50 ALEXANDER MARKOWICH OSTROWSKI (1893 — 1986), poznati matematiar roden u Kijevu
(danasnja Ukrajina). Posle I svetskog rata Ziveo je i radio u Nemackoj i Engleskoj do 1926.
godine kada dobija poziciju $efa departmana na Univerzitetu u Bazelu (Svajcarska), gde ostaje
sve do penzionisanja 1958. godine.
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(3.4.4) P(x) = ((Ax+B)*+Ax+C) ((Ax+B)*+D) +E,

koji zahteva 3 mnoZenja i 5 sabiranja. Vrednosti parametra u (3.4.4) mogu se
odrediti pomocu

aq —A3

A—2a,B
A=ay, B=—r5. D =3B 8B} BA_ D7

A2 ’

C:%—ZB—ZBZ—D, E=a4;—(C+D)B*—B*—CD,

gde smo, ne umanjujuéi opstost, pretpostavili da je ay > 0.
U slucaju n = 5 ekonomic¢na formula je oblika

(3.4.5) P(x) = (((Ax+B)*+C) (Ax+B)*+D) (Ax+E)+F.

Uporedivanjem koeficijenata uz odgovarajuce stepene u (3.4.5)1 (3.4.1) (zan=5)
dobijamo sledece jednakosti
Ad = ao,
AY(4B+E) = ay,
A’ (6B*+4BE+C) = ay,
A? (4B° +6B°E +2BC+CE) = a3,
A (B*+4B’E+B*C+2BCE+D) = as,
B'E +B’CE +DE +F = as.

Ako stavimo ¢; = (ax /ag)A¥ (k= 1,2,3,4,5), iz prethodnih jednakosti dobijamo
A= /ag, C=cy+10B*>—4cB, E=c| —4B,
D=c;—B*—4BE —B*C—2BCE, F =c¢s—B*E—B*CE —DE,

gde je B koren jednacine
(3.4.6) 40B® —24¢1B* +2 (2c1 +¢2) B+ (c3 — c162) = 0.

Jednacina (3.4.6) moze imati jedno ili tri realna reSenja, tako da formula (3.4.5),
u opstem slucaju, nije jedinstvena.

Za izraCunavanje vrednosti polinoma (3.4.5) potrebna su 4 mnoZenja i 5 sabi-
ranja. Napomenimo da racunske operacije koje obezbeduju potrebne transforma-
cije koeficijenata u cilju svodenja na ekonomicni oblik (3.4.5) ne ubrajamo u
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potrebne operacije za izraCunavanje vrednosti polinoma, s obzirom na to da se
one za konkretan polinom izvode samo jednom.

Sli¢no, za n = 6 postoji ekonomicna formula sa 4 mnoZenja i 7 sabiranja (videti
[20, str. 57-59]).

Primer 3.4.1. Za aproksimaciju funkcije x — 2* za —1/4 < x <0, sa relativnom
greSkom manjom od 2728 (= 3.7 x 107?), moZe se koristiti slede¢i polinom
cetvrtog stepena

P(x) = 0.9999999975 + 0.6931466849x
+ 0.2402108680x% + 0.0553299147x> + 0.0088171049x".

Saglasno prethodnom imamo

1 aq
— 4 — = _ = —
A = /ay = 0.3064301558, B= 1 (A3

D =1.3394747869, C =0.4377960868, E =3161295697,

1) — 0.2307347358,

pri ¢emu su rezultati zaokrugljeni na deset decimala.
Algoritam, koji zahteva 3 mnoZenja i 5 sabiranja, se moZe iskazati u obliku

o: =A-x,

B: =a+B, B:: BB’
P: =(a+p+C)-(B+D)+E. A

Primer 3.4.2. Posmatrajmo polinom
P(x) = 32x° +48x* + 8x° — 12> — 8x 47,
za koji imamo

48 8 —12

A:S :2 :—-2: :—-4: = — = —
va =5 3, n I 3,
—8 7
:—-1 :—4 —_ —. 2: .
Cq 32 6 , C5 32 3 7

Jednacina (3.4.6) postaje
40B*> —72B*>+38B—6 =0,

.
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(B—1)(2B—1)(10B—3) =0,
odakle zaklju€ujemo da postoje tri razli¢ite ekonomic¢ne formule oblika (3.4.5):

1° za B = 1, na osnovu prethodnog, imamo
C=-1, E=-1, D=-1, F=5,
tj.
P(x)=(((2x+1)*=1) (2x+1)* =2) (2x— 1) +5;

2° za B = 0.5 imamo
C=-25 E=1, D=-1.4375, F=09,

tj.
P(x) = (((2x+0.5)* —2.5) (2x+0.5)* — 1.4375) (2x+ 1) +9;

3° za B = 0.3 imamo
C=-17, E=18, D=-22135 F=11.24512,
tj.
P(x) = (((2x+0.3)> — 1.7) (2x+0.3)* — 2.2135) (2x + 1.8) + 11.24512.

Algoritam, kao Sto je ranije receno, zahteva 4 mnoZenja i 5 sabiranja i moZe se
iskazati u obliku:

o: =Ax, B:=a+B, B:=p-B,
y: =(B+C)-B+D,
P: =y (x+E)+F. A

Posmatrajmo sada polinom proizvoljnog stepena n i izrazimo ga u obliku
(3.4.7) P(x) = Qo(x) + Q1 (x),
gde su
00(x) = apx +apX" 2 +a" -

01(x) = a X" ' a4 as" T
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U zavisnosti od toga da li je n parno ili neparno definisaéemo polinome Sy 1 T
pomodu:

X
S002) = 0olx),  T(:2) = Q‘T() (n=2m+2)
i
S =01, T() =L mam oy,
Primetimo da je T'(¢) polinom stepena m. Neka su o, 0y, ..., &, nule polinoma

T (), koje su nam poznate.
Deljenjem polinoma Sy(¢) sa faktorom ¢ — @, dobijamo polinom S (¢) i odgo-
varajuci ostatak fB,, tj.

So(t) = (t = o) S1(1) + Bn-

Nastavljajuéi proces deljenja S;(¢) sat — o1, itd. dobijamo rekurzivni postupak
za odredivanje niza f,,, Bu—1,---,B1:

(348) Si*l(t) = (t_am*iJrl)Si(t)_i_ﬁm*iJrla = 1525"'5

pri cemu je
apt+Po  (n=2m+2),
Sm(t) = {

a (n=2m+1).
Dakle, za svako i = 1,...,m primenjujemo HORNERoOVU Semu.
Poznavajuéi nizove (o, 0, ..., 04,) 1 (Bi, B2, .., Bm), vrednost polinoma P(x)

se moZe odrediti pomocu [ (n+4)] mnoZenja i n sabiranja.

Na osnovu prethodnog iz (3.4.7) sleduje
P(x) = So(x?) +xT (x?).
Tada koriséenjem (3.4.8) za t = x°, jednostavno dobijamo
Px)= (- (Po- (X2 —oy)+pr) (x2 — )+ +Bu1) (x2 — Oy) + B,
gde je

apx> +aix+ By (n=2m+2),
(3.4.9) Py=

apx+aj (n=2m+1).

Primetimo da je u P(x) ukljucen i sabirak
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xT(xz) = Ax (x2 — Ocl) . (x2 - 062) ()C2 — Otm) ,

gdeje A=a; akojen=2m+21A = ag ako je n = 2m+ 1. Pocetna vrednost P je,
evidentno, jednaka Py = S, (xz) + Ax. Prema tome, startujuéi sa (3.4.9), vrednost
polinoma P(x) moZemo odrediti pomocu

P=Poi-(¥—0a)+p, i=1...m,
pri ¢emu je P(x) = P,,.

Navedeni metod za izraCunavanje vrednosti polinoma dao je KNUTH [36].
Jedna modifikacija ovog metoda je data u [19].

1.3.5 Sumiranje redova i ubrzavanje konvergencije

Izlaganje u ovom odeljku zapocecemo jednim konkretnim primerom. Naime,
razmotricemo problem sumiranja reda

R 4
5.1 =Y (- —
(3.5.1) S kgo( )

¢ija tatna suma S = 7w (= 3.1415926535...).

Da bismo postigli taénost od 10~# direktnim sumiranjem reda ,&lan po lan*,
na osnovu nejednakosti 4/(2n+ 1) < 10~# zakljuéujemo da je potrebno uzeti oko
20000 ¢lanova reda. Prakticno ovakav nacin za sumiranje je neizvodjljiv. Za red
(3.5.1) kaZemo da pripada klasi tzv. sporokonvergentnih redova.

Na osnovu prethodnog primera moZe se zakljuciti da kod sporokonvergentnih
redova, direktno sumiranje ¢lanova reda ne dovodi do Zeljenih rezultata (zbog ve-
likog broja ¢lanova reda koje treba sabrati i greSaka zaokrugljivanja koje pri tome
nastaju). U ovakvim slucajevima treba naci neke nacine za tzv. brzo sumiranje ili
kako se Cesto kaZe za ubrzavanje konvergencije redova. U literaturi postoji veliki
broj metoda koji ovaj problem resavaju. Naves¢emo nekoliko od njih.

Posmatrajmo konvergentni alternativni red
~+oo

(3.5.2) Y (-DVa=a—ar+a—as+-  (a>0),
k=0

¢ija je suma A. Pokazademo da je red

1 1 1
(353) an—i(al—ao)+§(a2—al)_’
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takode, konvergentan i da ima istu sumu kao i red (3.5.2).
Pretpostavimo da su {A,} i {B,} nizovi parcijalnih suma redova (3.5.2) i
(3.5.3) respektivno. Tada je

(3.5.4) Ap—B,==(-1)""a, .y  (n=1,2,...).
Kako je prvi red konvergentan, imamo da je lima, = 0 pa iz (3.5.4) sleduje
limB,, = limA, = A.

Primenimo izloZenu transformaciju na red (3.5.1). Tada je

e 4 4
S§=2 —
+Z <2k+1 2k—1>’
g,

)k 1
(3.5.5) S= 2+Z 4k2_1

Ocenimo koliko je sada ¢lanova reda (3.5.5) potrebno sabrati da bi se dobila
suma sa istom ta¢no$¢u kao i ranije. Iz 4/ (4n2 — 1) < 107 sleduje n > 100.
Dakle, sada se ista tacnost moZe postic¢i ako se uzme prvih sto ¢lanova reda.

IzloZena transformacija za sumiranje alternativnih numeric¢kih redova pred-
stavlja specijalan slu¢aj EULER-ABELove’! transformacije koja se primenjuje
kod stepenih redova.

Razmotrimo stepeni red

+o0
(3.5.6) fx) =Y apxt,
k=0

Ciji je poluprecnik konvergencije R konacan. Ne umanjujuéi opstost razmatranja
moZzemo uzeti R = 1.

Iz f(x) = ao + xg(x), gde je

SUNIELS HENRIK ABEL (1802 — 1829), poznati norveski matematiar sa zna¢ajnim nau&nim
doprinosima. Umro je jako mlad od tuberkuloze. Povodom 200. godi$njice njegovog rodenja,
norveska vlada je ustanovila ABELovu nagradu za izuzetan naucni doprinos u oblasti matem-
atike. Od 2003. godine Norveska akademija nauka svake godine dodeljuje ovu prestiznu nagradu.
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oo
g(X) = Zak+1xk7
k=0

sleduje
—+o0
(1-x)g(x) = (1-2) ¥ a1
k=0
v L k+1
= Z A1 X — Z Af4-1X *
k=0 k=0
~+oo
=ao+ Y (ar — ay) X,
k=0

odakle je

X iy

fx) =ao+ e (ars1 — ar)x* |,

- k=0

tj.
+o0
flx)= I Z Aaix*.
1—x —X =
1z poslednje formule za x = —1 i a; > 0, sleduje
© k 1 1 X
Z(—]) aj = an — 5 Z(—]) Aak,

k=0 k=0

Sto je ekvivalentno sa (3.5.3).
Sukcesivhom primenom izloZene EULER-ABELove transformacije m puta na
red (3.5.6) dobijamo

m—1 Ak k m 4oo
f=y (1_?3)1;1 + <1fx> ];)Amakxk.

k=0

Posebno je interesantan slucaj kada m — +oo. Tada imamo

400 k
(3.5.7) Fl) = —— Aka0< al > .

l—x/= I—x
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Primer 3.5.1. Sukcesivnom primenom EULER-ABELove transformacije dva puta
na red

dobijamo

1 (-« x s/ 2 1\,
f(x)_l—x+(1—x)2+ 1—x k;() k—|—3—k+2+k—|—l *

tj.
2 ~+oo
1 X X 2k
i) = 1—x 2(1—x)? * (1 —x> )3 (k+1)(k+2)(k+3)
k=0
Primenimo dobijenu formulu na izracunavanje vrednosti log?2. S obzirom na
to da je log2 = f(—1) imamo

5 1§ (—1)k
log22 2 4
%8273 Z k+2)(k+3)’

odakle, za n = 2, dobijamo log?2 = 0.6958333. Dobijeni rezultat je tacan na dve
decimale.
Na ubrzavanje datog stepenog reda primeni¢emo sada formulu (3.5.7). Kako
je am = 1/(m+ 1) za k-tu razliku imamo
k k j
Lk (—1) k
o= E (o S ()
m ,-;)( Vi Jamekei ;)i—(m+k+ D\

S obzirom na indentitet

k )Y rk k!

5. —1,...,—k
(3:58) ; W e arn @F0 L),
zakljucujemo da je

—1)*k!m! (—1)F
Ak ,,,:(7 Afay = .
= k1 WO

Primenom (3.5.7) dobijamo da je u ovom slucaju

o= ()

k=0
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Najzad, za x = —1 imamo

+oo (_])k T

log2 = =) —.
k:ZO k+1 ,;2’%

A

Primer 3.5.2. Posmatrajmo alternativni red

+oo _1\k—1
S, = (=1) :
" A (2k+2r+ 1)mk

Primetimo da se za r = 0 dobija

3.5.9) S —fi—l Jrarctanl
. 07 & 2kt mk T

Neka je potrebno odrediti narednih n ¢lanova niza {S, }. Nije tesko videti da vazi
rekurentna relacija

(3.5.10) S, = — 1S, (r=1,2,...,n).

Startujudi sa (3.5.9) i kori$¢enjem rekurentne relacije (3.5.10) dobijamo rezul-
tate koji su dati u tabeli 3.5.1, pri ¢emu je uzeto n = 12. Broj u zagradi ukazuje
na decimalni eksponent. Sva izraCunavanja su sprovedena sa aritmetikom od 12
dekadnih cifara u mantisi. Dobijeni ¢lanovi niza {S,}, su evidentno pogresni, jer
je S, > 0 za svako r. U ovoj tabeli, rezultati su zaokrugljeni na 10 znacajnih cifara.

Moze se postaviti pitanje zbog ¢ega su ovi rezultati pogresni. Odgovor leZi u
tzv. slaboj uslovljenosti rekurentne relacije (3.5.10). Stavljajué¢i r =1,2,...,n na
osnovu (3.5.10) dobijamo sistem od #n linearnih jednacina

0 0 0 S 1/3— 28,
1 0 0 S, 1/5
00 1 0 Syt 1/2n—1)
0 0 2 1 S, 1/(2n+1)

¢ija je matrica dvodijagonalna. Sli¢no sistemu jednacina iz primera 2.1.2, i ovde
imamo slabouslovljeni sistem, kod koga male promene (perturbacije) u sistemu,
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Tabela 3.5.1.
r S, pomocu (3.5.10) S, pomocu (3.5.11)
0 0.3185831012(—1) | 0.3185831012(—1)
1 0.1890441551(—1) | 0.1890441558(—1)
2 0.1342089717(—1) | 0.1342089682(—1)
3 0.1039819711(—1) | 0.1039820054(—1)
4 0.8485019141(—2) | 0.8484985269(—2)
5 0.7165308652(—2) | 0.7165642950(—2)
6 0.6204315120(—2) | 0.6201015723(-2)
7 0.5432530853(—2) | 0.5465094591(—2)
8 0.5206599001(—2) | 0.4885207787(—2)
9 0.1244506534(—2) | 0.4416510673(—2)
10 0.3533626045(—1) | 0.4029834444(-2)
11 | —0.3052766508( 0) | 0.3705389102(—2)
12 0.3052959776( 1) | 0.3429275407(—2)

nastale kao posledica zaokrugljivanja, prouzrokuju velike promene u resenju, Sto
vodi pogre$nom rezultatu.

Ako se, medutim, najpre izracuna, sa potrebnom ta¢noséu, poslednji ¢lan niza
S,, a rekurentna relacija predstavi u obliku

1 1
S.11 r1=—=\|==-5), r=n,...,1,
(3.5.11) Sr—1 7r2<2r—1 S) r=n

dobijamo dobro uslovljeni proces. Ekvivalentni sistem linearnih jednacina ima
oblik

(22 0 ... 0 07 [S.i] [1/@n+1)-S,]
1 x? 0 0 Sp_2 1/(2n—1)
0 0 w0 S 1/5

0 0 1 22 [ S | | 1/3 |

Da bismo odredili S,,, posmatraCemo stepeni red

k—1 oo Xk

+
X
3.5.12 Z -y ’
G312 & 2k+2n+1 = 2%k+2n+3

¢iji je poluprecnik korvergencije jednak jedinici, i na ¢ije sumiranje ¢emo pri-
meniti EULER-ABELovu transformaciju (3.5.7) (slucaj kada m — +o0). Kako je
aj=1/(2j+2n+3), imamo
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. k — i
Aka; = Z(_l)l <];>aj+k7i = i:ZO 2(j+k(— i;)JrszrB (]:)’

t.

- i ()
i J+n-|—k-|— S)\i/
Kori$éenjem identiteta (3.5.8), saa=—(n+k+3/2)=—b i j=0dobijamo

1 (=) 1k

k e —
Alag = 2 plrn)

gde je p) = p(p—1)---(p—s+1). Dakle, na osnovu (3.5.7) imamo

1 =D x )
(3.5.13) f(x):2(1—x)k§6 plk+1) <1—x> ’

Ako stavimo x = —1/7t2, na osnovu (3.5.12) i (3.5.13) zakljuCujemo da je

1 | = k!
Sn = pf(—l/ﬂz) =32

= (2 + 1)k+1 plk+1)

Numericki red u poslednjoj jednakosti brzo konvergira. Parcijalne sume ovog reda
zan = 12 su redom

s\ = 0.3407395124- 102,

s\ =0.3429014381- 102,

s = 0.3429271021- 1072,

s = 0.3429275314- 1072,

S\ = 0.3429275404 - 102,

s = 0.3429275407- 102
Uzimajuéi S1p = SE? i primenom rekurentne relacije (3.5.11) dobi¢emo rezultate
koji su dati, takode, u tabeli 3.5.1. Primetimo da se dobijena vrednost za Sy pok-

lapa sa ta¢nom vrednosc¢u (3.5.9) na svih 10 znacajnih cifara. Ovo ukazuje da su
sve vrednosti niza {S, } dobijene sa visokom ta¢no§cu. A
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Za ubrzavanje konvergencije redova postoje i transformacije koje se zasnivaju
na ubrzanju konvergencije nizova. Medu njima postoje kako linearne, tako i ne-
linearne transformacije.

Neka je {S,} niz parcijalnih suma alternativnog reda (3.5.2), tj.

n—1

(3.5.14) So=Y (-Dfax  (n=1,2,...).
k=0

Najjednostavnija linearna transformacija je definisana aritmetickom sredinom
sukcesivnih parcijalnih suma, poznata kao CESAROo0va>? transformacija,

1
Sy =ClS) =5 (SutSus1)  (n=12...).
Niz {8} brze konvergira od niza {S,} ka istoj granici S (lim$), = limS, = S).
Daljom primenom iste transformacije na niz {S),} dobija se ubrzani niz {S, }, gde

Jje
1
SZ:c(S;)ZE(S;+S;H) (n=1,2,...).

Uopste, polazeéi od niza parcijalnih suma (3.5.14) mogu se sukcesivno konstru-
C () _ )
isati nizovi {S,, '} (m=1,2,...) pomoéu

—~

SV 4sm Yy (m=1,2,.0),

| =

(3.5.15) s = c(sim V) =

gde smo stavili $©) = §,,. Sematski postupak (3.5.15) se moZe interpretirati kroz
konstrukciju tzv. S-tabele:

52 ERNESTO CESARO (1859 — 1906), italijanski matematiar poznat po radovima iz diferencijalne
geometrije i konceptu ,sumiranja“ divergentnih redova.
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Ona se konstruise izracunavajuéi elemente slede¢im redom
si0; 50, sty st s s,

Proces se prekida kada je, na primer, ispunjen uslov |S$m) — S§m71)| <egdejee
unapred data dozvoljena greska, i tada se uzima S = ng).
Algoritamski se ovaj postupak mozZe iskazati kroz sledeéa Cetiri koraka:

1° 51 :=ag, z:=1, n:=0;

2° ni=n+1, z:=-27, Sy :=S8,+2an;
1

3° zak=mn,...,1, sk::E(skH—ksk);

4° ako je

|s1 —s2| > € precina 2°,
< € kraj izraunavanja § := s;.

Primetimo da ovaj postupak ne zahteva memorijski prostor za paméenje Citave
S-tabele. Naime, u n-tom koraku primene ovog postupka pamte se samo dijago-

. . (0 1 -2 . o
nalni elementi Sz(1+)1’ Sfl >, ... ,Sg” ), Sg”), koji su oznaceni redom sa $,,¢1, Sy, - - -»
s2, §1. Sa z := —z obezbeduje se neophodna promena znaka kod izracunavanja

parcijalnih suma alternativnog reda.

Moze se pokazati da nizovi {S,(im)}neN i {S,({")}neNO (po kolonama i vrstama u
S-tabeli), kao i nizovi po dijagonalama konvergiraju ka S.

Napomena 3.5.1. Kako je S,41 = S, + (—1)"'a, 1 imamo da je

1 1
s = 3 (Sn+Sns1) = Su+ 5(—1)n+lan+1a
1 1
s = 5 (S,S” +S,(f+)1) =Sp+ 7 (1" w1+ (= 1) an2).

Matematickom indukcijom jednostavno dokazujemo da vazi sledeéa reprezentacija
: 1 &
(3.5.16) S8 = Sut 2 X Ok (= 1) i,
k=1

gde su koeficijenti @, dati rekurzivno pomocu
~1
Q1 = 2"+ O 1,4,
Ok = Oy 1 k—1 1+ On—1 (k:2,...,m—1),
O = Op—1,m—1-

Primetimo da je 04, = 2" — 11 Oy, = 1.
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Na osnovu prethodnog vidimo da se elementi S-tabele mogu izracunavati i
pomoc¢u (3.5.16). Medutim, ovakav postupak bi bio numericki neefikasan zbog
velikog broja racunskih operacija.

Primer 3.5.3. Formirajmo S-tabelu za odredivanje sume alternativnog reda

= (—1)F
S= —log2 = 0.693147...
k;) k+1 08

sa tri tacne decimale. Ovde je

o
k1

Primenom (3.5.15), saglasno prethodno navedenim algoritamskim koracima
1° — 4° dobijamo S-tabelu:

P s =1, Sl(c(:t)l =57+ (=D gy,

1.0000 0.7500 0.7083 0.6978 0.6947 0.6936 0.6932
0.5000 0.6666 0.6874 0.6916 0.6926 0.6929

0.8333 0.7083 0.6958 0.6937 0.6932

0.5833 0.6833 0.6916 0.6928

0.7833  0.7000 0.6940

0.6167 0.6881

0.7595

Pri ovome smo sva izraCunavanja sproveli tako $to smo sve medurezultate zaokrug-
ljivali na Cetiri decimale. Kako je

1519 — s8] = 10.6932 — 0.6929| < 0.5-1072,

zaklju€ujemo da je S = 0.693. Ako se Zeli posti¢i veéa tacnost, izraCunavanja
mogu da se sprovode u aritmetici sa ve¢im brojem cifara u mantisi. Citaocu
prepustamo da izvr§i analizu prostiranja greSaka kroz kolone S-tabele, znajuci
relativne masinske greske elemenata iz prve kolone 7, (|r,| <0.5-107*!, gde je
£ broj cifara mantise).

Ako izraCunavanja sprovodemo, kao u primeru 3.5.2, sa aritmetikom od 12
cifara u mantisi, u zavisnosti od zahtevne tacnosti €, dobijamo rezultate koji su
navedeni u tabeli 3.5.2.

U drugoj koloni dat je broj m koji ukazuje na broj sukcesivnih primena trans-
formacije za postizanje zadate tacnosti €. Drugim re¢ima, m je najmanji priro-
dan broj za koji je |S§m) — ng71)| < &. Prva pogreSna cifra u rezultatu ng
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Tabela 3.5.2.
£ m S gm)
1072 4 0.6947016667
1073 6 0.6933779762
104 8 0.6931842138

1075 10 0.6931536346
10~° 13 0.6931476997
1077 16 0.6931472258
10-8 19 0.6931471847

je podvucena. Primetimo da direktno sumiranje reda ,¢lan po Clan“ zahteva,
prema LEIBNIZovom®? kriterijumu, pribliZzno [1/€] €lanova. Na primer, za tatnost
€ = 1078 potrebno je sabrati fantastiénih 100 miliona &lanova. A

Na kraju ovog odeljka napomenimo da postoji ¢itava klasa nelinearnih trans-
formacija koje se primenjuju kod sumiranja redova (videti posebno BREZINSKI>#
[51-[9], SHANKS™ [60] i DELAHAYE>® [14]-[16]). Jedna od najjednostavnijih je
A?-transformacija definisana pomocu

(48’

—1.2,...
azs, (=12

i 0 njoj Ce biti reci u opstoj teoriji iterativnih procesa (odeljak 3.2.2).

Napomena 3.5.2. Ako se pretpostavi asimptotsko ponaSanje parcijalne sume Sy
u obliku Sy ~ A+ Be~* (a > 0), tada eliminacijom B i o iz ove asimptotske
relacije za k =n, n+ 1, n+ 2 dobijamo

(Sn+1 - Sn)2

A~S, — ,
" Sn+2 - 2Sn+l + Sn

53 GOTTFRIED WILHELM VON LEIBNIZ (1646 — 1716), poznati nemacki matemati&ar i filozof.
Nezavisno od NEWTONa zasnovao je infinitezimalni racun, uveo simbolicko oznacavanje za
diferenciranje i dao niz doprinosa u mnogim oblastima matematike, filozofije, fizike, itd.

54 CLAUDE BREZINSKI (1941 — ), francuski matemati¢ar sa doprinosima u ekstrapolacionim
metodima, aproksimaciji racionalnih funkcija i formalnoj teoriji ortogonalnosti.

55 DANIEL SHANKS (1917 — 1996), ameri¢ki matematicar sa doprinosima u numeri¢koj analizi i
teoriji brojeva.

36 JEAN-PAUL DELAHAYE (1952 — ), francuski informati¢ar i matematicar.
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tj. A ~ T(S,). Primetimo da je

S= lim S = lim (A+Be *)=A.
k—+-o00 k—+o00
Kao i CESAROova transformacija i A2-transformacija se moZe sukcesivno pri-
menjivati
—1)\2
(as" ")

(m) _ o (gm=1)y _ glm=1) _ _
Su’ =TSy ) =Sn s (n=1,2,...),

gde smo, kao i ranije, stavili S,(,O) = §,. Naravno, konstrukcija S-tabele, u ovom
slu¢aju zbog nelinearnosti, je nesto sloZenija i moze se Sematski predstaviti u ob-
liku:

st

o
><S\
><S/
?

S

N
53
<
X
<

Primer 3.5.4. Nared iz primera 3.5.3 primenimo A2-transformaciju. Odgovarajuéa
S-tabela ima oblik

1.000000

0.500000  0.700000

0.833333  0.690476  0.693277

0.583333  0.694444  0.693106 0.693149
0.783333  0.692424  0.693163

0.616667  0.693590

0.759524
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pri ¢emu smo koristili aritmetiku sa Sestorazrednom mantisom. Dobijeni rezultat
u Cetvrtoj koloni ima ta¢nih pet decimala. A

1.3.6 EULER-MACLAURINova sumaciona formula i RIEMANNova zeta
funkcija

Za razliku od metoda za sumiranje redova koji su razmatrani u prethodnom
odeljku, postoje metodi sumiranja koji su povezani sa integracijom. Takvi metodi
¢e biti detaljno analizirani u jednoj od narednih knjiga iz ove serije. Ovde ¢emo
dati samo osnovnu EULER-MACLAURINovu’’ sumacionu formulu, koja pred-
stavlja osnov za razvoj tzv. sumaciono/integracionih metoda.

EULER-MACLAURINova sumaciona formula igra vaZznu ulogu u mnogim
oblastima numericke analize, analiticke teorije brojeva, u teoriji asimptotskih raz-
voja, kao i u mnogim primenama u drugim oblastima. Formulu je otkrio L. EULER
1735. godine u vezi sa odredivanjem sume reda®®

2

1+1+]+ _T
22 32 6

U modernoj terminologiji radi se o nalaZenju vrednosti RIEMANNove’

funkcije £(2).
ZaRes > 1, RIEMANNova zeta funkcija je definisana pomocu reda ili pomocu
proizvoda preko svih prostih brojeva p, tj.

zeta

(3.6.1) g(s)—fi—1+i+i+ —H#
o _n:InS_ 2s 3s - . 1_pfs'

dok je za ostale tacke u kompleksnoj ravni definisana analitickim produzenjem
koje zadovoljava funkcionalnu jednacinu

(3.6.2) £(s) = 2°7*sin %F(l —5)C(1—s),

gde je I' gama funkcija (videti odeljak 1.3.11).

57 COLIN MACLAURIN (1698 — 1746), poznati $kotski matematicar.

58 Problem (poznat i kao ,Basel problem*) je postavio jo§ 1644. godine italijanski matemati¢ar
PIETRO MENGOLI (1626 — 1686). Inate, MENGOLI je, u jednom svom ¢lanku iz 1650. godine,
dokazao da je 1 —%—i—%—m =log?2.

59 GEORG FRIEDRICH BERNHARD RIEMANN (1826 — 1866), veliki nemacki matematicar.
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Funkcija s — {(s) je regularna u celoj kompleksnoj ravni C izuzimajuéi prost
pol u tacki s = 1, sa LAURENTovim®® razvojem

1 Ry

$(s)= — t % (s — 1)k,
v=1

N

gde su 7, takozvane STIELTJESove®! konstante date sa

—1)\Vv losVk 1 v+1
P el M y 2= 208 1)
VI node =0k v+1

Ovde, % je EULERova konstanta definisana ranije u odeljku 1.3.2 (formula
(3.2.6)). Detaljna analiza RIEMANNove zeta funkcije moZe se naéi u poznatim
monografijama Ivica%? [33]i [34].

RIEMANNova § funkcija daje vezu sa raspodelom prostih brojeva i najznacaj-
nija je funkcija u Teoriji brojeva. Na osnovu produktne formule u (3.6.1) jasno je
da se {(s) ne moZe anulirati u poluravni Res > 1, a takode ni u levoj poluravni
Res < 0, na osnovu (3.6.2), sem u tackama s, = —2k, k € N, na negativhom delu
realne ose (trivijalne nule zeta funkcije). Dakle, kompleksne (netrivijalne) nule
RIEMANNove § funkcije mogu se nalaziti samo u traci 0 < Res < 1, a one su bitne
jer kontroliSu raspodelu prostih brojeva!l RIEMANN je 1859. godine formulisao
hipotezu da sve netrivijalne nule funkcije £ (s) leze na kriticnoj pravoj s =1/2+1y
u kompleksnoj ravni.

Grafik (realne) funkcije y — § (% +1iy) na kriti¢noj pravoj, kada 0 <y < 60, je
prikazan na slici 3.6.1.

RIEMANNova hipoteza (RH) je do sada numericki potvrdena na nekoliko mi-
lijardi prvih nula.

HILBERT® jednom prilikom izjavio: ako me za 1000 godina neko probudi iz
mrtvih, moje prvo pitanje ¢e biti — da li je dokazana RH?

60 PIERRE ALPHONSE LAURENT (1813 — 1854), francuski matematicar.

6! THOMAS JOANNES STIELTJES (1856 — 1894), holandski matematidar sa doprinosima u
matematickoj analizi.

62 ALEKSANDAR IVIC (1949 —), srpski matematicar, redovni profesor Rudarsko-geoloskog fakul-
teta Univerziteta u Beogradu i redovni ¢lan Srpske akademije nauka i umetnosti (SANU). Bavi
se teorijom brojeva.

63 DAVID HILBERT (1862 — 1943), veliki nemacki matematicar, sa fundamentalnim doprinosima
u skoro svim oblastima matematike (algebra, teorija brojeva, geometrija, varijacioni racun, in-
tegralne jednacine, itd.). Na Svetskom kongresu matematic¢ara u Parizu 1900. godine HILBERT
je izlozio 23 ¢uvena matematicka problema, medu kojima i RH i najavio nekoliko pravaca za
razvoj matematike u 20. veku.
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350 ﬂ
3.0¢

25
20!

10 20 30 40 50 60

Slika 3.6.1. Grafik funkcije y — ¢ (4 +iy) za 0 < y < 60

RIEMANNova hipoteza je danas svakako najizazovniji matemati¢i problem®*.
IzraCunavanje vrednosti RIEMANNove zeta funkcije razmatraCemo na kraju ovog
odeljka primenom EULER—-MACLAURINove sumacione formule, a neke osobine
gama funkcije, kao i izraCunavanje vrednosti I"(z) za z € C, bice dato u odeljku
1.3.11.

Pre formulisanja EULER-MACLAURINove sumacione formule neophodne su
neke definicije.

Definicija 3.6.1. Koeficijenti By, k =0,1,..., urazvoju

3.6.3 = —t <2
(3.6.3) o1 L (e] <27)

nazivaju se BERNOULLIjevi® brojevi.

Na osnovu (3.6.3), tj. jednakosti

Loy 1y Bo+Bit + ~Bor?

= <t—|—2—!l +§t —|—>< 0o+ 1t—|-2—! 2t +"'),

%4 RH spada medu sedam tzv. Millennium Prize Problems, koje je CMI (Clay Mathematics Insti-
tute) objavio 2000. godine i za korektno resenje svakog problema ponudio po milion americ¢kih
dolara. Jedan od tih milenijumskih problema — POINCAREovu hipotezu — dokazao je mladi ruski
matematicar GRIGORI PERELMAN (1966 — ). Na Svetskom Kongresu u Madridu 2006. godine
on je odbio da primi FIELDSovu medalju, a 2010. i milenijumsku nagradu!

65 JACOB BERNOULLI (1655 — 1705), jedan od znamenitih §vajcarskih matematiara, koji potite
iz poznate familije BERNOULLIjevih.
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zakljuCujemo da su brojevi By =0 (k=1,2,...) i

1 1 1 1

0 ) 1 25 2 6’ 4 305 6 425
1 5 691 7
Bs=——, Bjop=—, Bjp=———, Bj4=—, itd.
8 305 10 665 12 2730, 14 65 1

BERNOULLIjevi brojevi parnog reda mogu se izraziti pomo¢u EULERove formule
(videti, na primer, [54, str. 48])

(3.6.4) By = (—1) (2n)2iC(2k), k> 1.

Na osnovu (3.6.4) zaklju¢ujemo da za svako k > 1 vazi nejednakost
(— 1 )k+lBZk > 0.

BERNOULLIjevi brojevi se mogu izraziti kao vrednosti odgovaraju¢ih BERNO-
ULLIjevih polinoma By (x) u tacki x = 0, tj. By = B¢ (0).

Definicija 3.6.2. Polinomi Bi(x), k=0,1,..., urazvoju

t ext

et—lz

(3.6.5)

nazivaju se BERNOULLIjevi polinomi.

Prvih nekoliko BERNOULLIjevih polinoma su

1 1 3x2
By(x) =1, Bl(x):x—i, B2(x):x2—x—i—8, B3(x):x3—%+)—2€,

1 s5x* 5%
B4(x):x4—2x3+x2—%, Bs(x):xs—%—i—%—g, itd.

Neke interesantne osobine ovih polinoma su
1
B, (x) = kBi_1(x), Bi(1—x)=(—1)*By(x), / Bi(x)dx=0 (keN).
0

Za0<x<1 i r>1vaze slede¢i FOURIEROVi razvoji za BERNOULLIjeve
polinome (videti, na primer, [54, str. 49])



86 1. UVOD U NUMERICKE PROCESE

B 1 2(2r)! & cos(2kmx)
(3.6.6) By (x) = (—1) (2n)2rk; et

2(2r —1)! & sin(2kzx)

Bor_1(x) = (—1) Qmzr-T = g2

Sledeéa teorema daje EULER—-MACLAURINovu sumacionu formulu sa ocenom
ostatka.

Teorema 3.6.1. Za svako n,r € N i f € C*'[0,n] vazi formula

n n 1
36T Y W)= [ f0dxt 570+ fw)

X -] £

Ostatak E,(f) se moZe izraziti u obliku

_ . +oo ei27rkx+efi27rkx 2)
368 EN=CY [ e
ili u obliku
(3.6.9) E(f) = — /0 " W £ (x) dx,

gde [x] oznacava najveci ceo broj ne veci od x.

Formulu (3.6.7) je nezavisno dokazao MACLAURIN, ali je on, za razliku od
EULERa, koristio formulu za izraCunavanje integrala. Istorijski podaci u vezi sa
EULER-MACLAURINovom formulom mogu se naéi u radu [3], a niz drugih de-
talja u radovima [48], [2], [26], [27], [12], [52].

U dokazu teoreme 3.6.1 koristiCemo red

(3.6.10) Li() = (1))},

(.] € NO)’

koji za j =01 j = 1 konvergira u otvorenoj desnoj poluravni Rez > 0,aza j > 2
u zatvorenoj oblasti Rez > 0, pri ¢emu u tim oblastima L; definiSe analitiCku
funkciju. Napomenimo, takode, da za Rez > 0 i svako j € Ny vaZe jednakosti
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(3.6.11) Li(z+1) =Lj(z), Ljy1(z) =Li(2).

Takode, na osvnovu (3.6.6), zaklju¢ujemo da se vrednost L, j(O) za j > 1 moZe
izraziti pomo¢u BERNOULLIjevih brojeva, tj.

3.6.12 L(0) = Y =yt B
(3.6.12) ZJ()_;W_(_) 202))! 2

Dokaz teoreme 3.6.1. Neka f € C*'[0,n]. Defini§imo polinom drugog stepena na
segmentu [0, 1] kao p(x) = $B>(x) = 33> — Jx+ & i sa p(x) oznatimo njegovo
periodi¢no produZenje na R (sa periodom 1). Ako na integral fo p(x)f" (x) dx pri-
menimo dva puta parcijalnu integraciju imamo

-1 1 1
(3613) [ pWf"()de = [p0f (0 =P WS 0]+ [ Sldr

= 2O+ 1) + 5 (D =S 0) + [ )
2 12 0

Posmatrajmo sada integral od p(x)f”(x) na [0,n] u obliku

n n—1 k41
| s ma= Y [ peos e = z/ (x+) d,
0 =0k
a zatim na integrale pod sumom na desnoj strani ove formule primenimo formulu
(3.6.13), tako da dobijamo
n—1

Go1d [ B0 dr= =200 ¥ 1) - 50

k=1

33 (- @)+ [ 1

S obzirom na Cinjenicu da je p apsolutno neprekidna parna funkcija, njen
FOURIERoV red je apsolutno neprekidan kosinusni red,

1 o0 +oo 12k7rx +e—12kﬂx
p(x) = =Ba(x—[x]) = ) arcos(2kmx) =) a ,
P = 3 Bale—[x]) = Y avcos Zk

gde su
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S| -1
aO:/O p(x)dx =0, ak:Z/O p(x)cos(anx)dx:(Zkzn)2 (keN).

Napomenimo da se vrednost za a; (k € N) dobija jednostavno pomocu formule
(3.6.13), stavljajuéi f(x) = —(2km)~2 cos(2kmx). Dakle, imamo

p(x) = 1B (x—[x]) = f 2 cos(2kmx)
P =5 ~ & (2kn)? !

Sto zamenom u (3.6.14), nakon preuredenja ¢lanova, daje EULER-MACLAURIN-
ovu formulu (3.6.7) za r = 1, sa ostatkom u obliku (3.6.8). Opsta formula za
proizvoljno » € N moze se dobiti iz ovog specijalnog slucaja, ponavljajuci par-
cijalnu integraciju na levoj strani u (3.6.14), kao i kori§¢enjem uvedene funkcije
Lj(z) pomocu (3.6.10) i njenih osobina (3.6.11) i (3.6.12). Na primer, nakon dve
parcijalne integracije, za r = 2 dobijamo

[ Beos" @ = [ ialin) + a0l () ax

= [0~ La(-i0) " (0) + [Lalix) + La(=in)] ()]

— [ Iai)+ La(-i0) ) )

By ” ” +oo nei27‘ckx_|_e—i27rkx )
=)= ¥ [ g

k=170

$to zamenom u (3.6.14) daje formulu (3.6.7) za r = 2. Inace, oblik ostatka (3.6.9)
se dobija iz (3.6.8) i Cinjenice da je B, (x — [x]) dato pomocu (3.6.6). O

Pod pretpostavkom da f € C?*1[0,#], nakon pacijalne integracije u (3.6.9) i
Cinjenice da su BERNOULLIjevi brojevi neparnog reda (> 3) jednaki nuli, dobi-
jamo (videti, na primer, [32, p. 455])

" Byri1(x — [])

2r+1)! FE ) dx.

(3.6.15) E(f) = /0

Ako f € C**2[0,n], korigénjem DARBOUXove® formule moZemo dobiti
(3.6.7), sa

66 JEAN-GASTON DARBOUX (1842 — 1917), francuski matematidar sa zna¢ajnim doprinosima u
matematickoj analizi i geometriji.
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1

1
(3.6.16)  E.(f)= m/ [Bar42 — Bory2(x) (Zf (2r+2)( k—l—x)) dx

(videti, na primer, [72, p. 128]). Ovaj izraz za E,(f) se moze, takode, izvesti iz
izraza (3.6.15), predstavljenog u obliku

By r B/2r2 r
AW(Z]MH (k+ ))dx_/o (2;;2 (Zfz+1 (k+ )>dx

i tada primenom parcijalne integracije, izraz na desnoj strani prethodne jednakosti
postaje

1
) (e o
0

Imajudi u vidu da je By,42(1) = By42(0) = By, 2, ostatak E,.(f) se moZze pred-
staviti u obliku (3.6.16). Kako je (—1)" [Bay+2 — Bar42(x)] > 0na [0,1] i

7?22;122 <Zf2’+‘ k+x)>

1
/0 [Bary2 — Bory2(x)]dt = By,

na osnovu poznate teoreme o srednjoj vrednosti integrala, postoji 1 € (0, 1) takvo
daje

(3.6.17) E.(f) = %(Zﬁ’“ k+n)>

_ o By 040

EULER-MACLAURINova sumaciona formula (3.6.7) se moze transformisati
sa segmenta [0, 7] na [m,n], tako da imamo

6619 ¥ = [ fodcs L irim ¢ s
h—m m
L))

sa ostatakom, na primer, u obliku

[\

sz

[ £ (n)_f(zjfm(m)] +EM(f),



90 1. UVOD U NUMERICKE PROCESE

(3.6.19) EM(f) = _/’:W

Kada n — +oo, formula (3.6.18) se svodi na

£ (x)d.

r B2]

(3.6.20) Zf /+mf( ) dx + f Z

S () + EP().

Standardna primena EULER MACLAURINove sumacione formule na sumi-
ranje redova oblika T = Z f(k) se sastoji u direktnom izraCunavanju sume prvih

— 1 ¢lanova reda i prlmem formule (3.6.20) na preostali deo reda, tj.

+
(3.621) T=Y flk Z flk m) + f( )dx
k=1

r

-Yon G £ ) 4 B (1),

gde je E,, , odgovarajuci ostatak koji zavisi od brojeve m i r.

U daljem tekstu razmatramo izra¢unavanje vrednosti RIEMANNove zeta funk-
cije {(s) (s € C) primenom formule (3.6.21). Za ocenu ostatka E,, , moZe se ko-
ristiti nejednakost

m 2r+2 I
(3.6.22) |Epy| < (2‘ +§)‘ sup ()],

kada f+2)(x) i f2+4)(x) ne menjaju znak za x € (c, +o0) (videti [18, str. 517).
Slede¢i MATHEMATICA kod izraCunava vrednosti funkcije {(s) sa dig cifara,
kada su u EULER-MACLAURINovoj formuli (3.6.21) uzete konkretne vrednosti za
mir.
flx_] := 1/x"s;
kor[m_,j_]1 :=
BernoulliB[2]3]/(23) !'«x(D[f[x], {x,23-1}]1 /. x->m);
EMf[m_,r_,dig_] := Module[{k,zbir,inteqg,x,3j},
zbir = Sum[f[k], {k, 1, m — 1}] + 1/2 f[m];
integ = m™“ (1 - s)/(s - 1);
zbir = zbir + integ - Sum[kor[m, 3j], {3, 1, r}l;
{N[zbir, dig], N[Abs[mxkor[m, r + 111, 31}
i
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Radi kontrole ta¢nosti, pored vrednosti {(s), funkcija EMf [m, r, dig] daje
i granicu za greSku (3.6.22). Program se moZe testirati za razli¢ite vrednosti m i r
u (3.6.21).

U naSem slucaju, uzeli smo m = 20, r = 14 i dig=30, tako da funkcija
EMf[20,14,30] izratunava ((s) za s = 2(1)10, sa 30 cifara. Za parne vred-
nosti s, tatne vrednosti {(z) se mogu izraziti pomoéu BERNOULLIjevih brojeva,
saglasno formuli (3.6.4),

6 8 10
5(6) = 5=+ ¢(8)

_7[
9450’

_7[
93555

¢(10)
Dobijeni su sledeci rezultati:
4= For[s =2, s <11, s++, Print [EMf[20, 14, 30]]]

1.64493406684822643647241516665, 5.60x 107"}

1.20205690315959428539973816151, 4.34 x 107!

[

.08232323371113819151600369654, 2.32x 1073

=

.03692775514336992633136548646, 9.55x 107°?

=

.01734306198444913971451792979, 3.25x 10 3?

[

=

.00407735619794433937868523851, 2.44 x 1033

=

.00200839282608221441785276923, 5.63x 107 >*

1.00099457512781808533714595890, 1.19x 103"

{
{
{
{
{
{
{
{
{

J
J
J
J
.00834927738192282683979754985, 9.47 x 10’33}
J
J
J

Funkcija se moZe primeniti i za izratunavanje vrednosti {(s) na kriti¢noj
pravoj. Na primer, za s = 1/2+ 12i, sam = r =201 dig=30, dobijamo:

ms- s =1/2+121I; EME[20, 20, 30]

outs]= {1.015936650622774595497206737109—
0.745112472230132782069090215687 1, 6.88><1O’31;L
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1.3.7 Elementi teorije veriznih razlomaka

Izraz oblika
b
by
b3

(3.7.1) ap +

ap+
a+

naziva se verizni razlomak i predstavlja se u jednom od sledecih oblika

o1 by by bil  ba| | b

(372) ao; ) ) yoor|y @Qt+—+—+—4+"---,
o @' ar Tz fas
by by b3
a —_— ...,
a+ ax+ az+

pri ¢emu su ay, by, u opStem slucaju, promenljive. U specijalnom slu¢aju oni mogu
biti brojevi (realni ili kompleksni), matrice, operatori, itd. Element a; se naziva
k-ti parcijalni imenilac, by k-ti parcijalni brojilac, a ag slobodni ¢lan. U nasem
izlaganju ay 1 by su realne ili kompleksne veli¢ine.

Ako je koeficijent ag = 0, tada se u ovim notacijama, obi¢no, on izostavlja. Na

primer, piSemo samo
R

) ) )
a ax as
Verizni razlomak mozZe biti konacan. Na primer,

’zﬂ 2 5|

R =1+ + 1+25
517273 |23 2+ 3°
2+3

Razmotrimo sada niz konac¢nih veriZnih razlomaka koji se dobijaju iz (3.7.1),
tj. (3.7.2), uzimaju¢i samo konacan broj ¢lanova. Tako, za k € N, stavimo

P by b b
(3.7.3) &—i—[,ii 4.

= = |40 ’ JEREE)
Ok ar a ay
Ako egzistira vrednost veriznog razlomka (3.7.1), tada se ona definise kao
(3.7.4) R= lim Ry.
k—soo

Razlomak (3.7.3) naziva¢emo k-tom aproksimacijom, ili k-tim konvergentom,
veriznog razlomka (3.7.1).
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Ako uzmemo
(3.7.5) Ph=a+0, Q=1 P,=1, 0-1=0,
indukcijom se jednostavno dokazuju rekurentne relacije za P i Qy:
Pe = i Py + biPr 2
(3.7.6) (n=1,2,...).
Ok = akQk—1 + bk Qx—2
Primetimo da su Py i O dva reSenja diferencne jednacine
Yk — akyk—1 — brye—2 = 0.

Na osnovu (3.7.5) i (3.7.6) jednostavno se dokazuju jednakosti

biby---by
(3.7.7) Ri—Rp_ 1= (-T2 X k=1,2,...
=R =(=1) Or—10k ( )
i
biby--- by
(3.7.8) Ri—Rpp = (— 222010 53 ),

Qk—20k

Neka su wy proizvoljni brojevi razliciti od nule. Nad veriZznim razlomkom
(3.7.1) mozemo izvrsiti ekvivalentnu transformaciju odgovaraju¢im mnoZenjem
sa wy, tako da, u notaciji (3.7.2), imamo

b b b
(3.7.9) ao; wiby wiwaby  wowsbs

wiai’ waay T wias
Ako sa Sy i T; oznacimo brojilac i imenilac u k-tom konvergentu veriznog ra-
zlomka (3.7.9) imamo

Sk = wiwy - - wi Py, 1 T =wiwa - - wiOk.

Primetimo da je pri ekvivalentnoj transformaciji veriznog razlomka, vrednost k-
tog konvergenta invarijantna, tj.
Sk P
—=—=FR.
T Ok
Ekvivalentnom transformacijom, sa specijalnim izborom brojeva wy, verizni
razlomak se moZe uprostiti.
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Neka su by # 0 (k= 1,2,...). Izaberimo konstante wy tako da su parcijalni
brojioci u (3.7.9) jednaki jedinici, tj.

W1b1 = 1, W1W2b2 = 1, ceey kalwkbk = 1, R
Tada imamo
1 by by
Wi=—, Wy=-—, W3=-——,...,
U T T by T bibs
ili u opStem slucaju,
Vo = bib3 -+ by i Waper = boby -+ by
b2b4---b2k * b1b3"'b2k+1

Zamenom ovih vrednosti u (3.7.9) dobijamo ekvivalentni veriZni razlomak kod
koga su parcijalni brojioci jednaki jedinici.

Sli¢no, ako je ax # 0 (k= 1,2,...), iz (3.7.9) za wy = 1/a; dobijamo ekviva-
lentan verizni razlomak

L €2 C3
3710 |: STy Ty T :|’
( ) a; 7> 70 ]
gde su
b b b
clz—l, c2—2, C3:—3, itd.
a araz axas

Ako brojeve wy izaberemo tako da je
wia; =1, wi_ywibr +wrar =1 (k = 2,3,...),
tada se (3.7.9) svodi na oblik

[04] (0% O
3.7.11 5 =, s e R
G.7.11) W T, 1— oy

koji je poznat kao EULERoV veriZni razlomak.
Druga rekurentna relacija u (3.7.6) za razlomak (3.7.11) (umesto Q; uzimamo
ranije uvedenu oznaku 7;) postaje

T=1Th+ouT-, Tx=(1-)li-1+4Tin (k>2),

saT_; =0 i Ty = 1. Primetimo da se, za svako k > 1, dobija T} = 1.
Verizni razlomak (3.7.1) se moZe svesti na EULERov oblik (3.7.11) ako i samo
akosu Q; #1 (i=1,2,...). Pri tome su
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b
(3.7.12) ale—‘, o= Qi 20 (i=23,...)
1
i
k .
(3.7.13) Ri=ao+ Y (- one - o (k=1,2,...).

i=1
Pretpostavimo na dalje da je Q; # 0 (i =1,2,...). Na osnovu (3.7.13) imamo
k .
(3.7.14) lim Ry =ao+ Y (-1 oo -+ o,
keyeo i=1

tj. red na desnoj strani u poslednjoj jednakosti i veriZni razlomak (3.7.1) su
ekvikonvergentni. Ako je razlomak (3.7.1) konvergentan, tj. ako vaZzi (3.7.4), na
osnovu (3.7.13) i (3.7.14) zakljucujemo da je

+oo )
(3.7.15) Re—Rl=| Y (-1 o - oy
i=k+1

Na osnovu (3.7.7) 1 (3.7.8) vaze sledeéi rezultati.
Teorema 3.7.1. Ako su ay, by > 0, tada vaze sledece nejednakosti
RiI>R3>--->Rpy1>, Ry<Ry< -+ <Ry <:-+,
Ryn—1>Rox  (zasvako mik).

Teorema 3.7.2. Ako su ay i by pozitivni i takvida je by < ayiap > € (k=1,2,...),
gde je € neka konstanta, tada je verizni razlomak (3.7.1) konvergentan.

Ako su aiby > 0, na osnovu (3.7.12), (3.7.5), (3.7.6) zakljuCujemo da je

biby---b;
w0 =g
11— 1

Tada iz (3.7.15), na osnovu LEIBNIZovog kriterijuma za alternativne redove, do-
bijamo sledecu ocenu

> 0.

biby -+ - bry
0Ok+1

Za slucaj kada su ay 1 by kompleksni, vaZzi sledeéa teorema.

IR« —R| <
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Teorema 3.7.3. Ako je |ax| — |bi| > 1 (k=1,2,...), veriZni razlomak (3.7.1) kon-
vergira.

Kao $to smo videli, ako je ax # 0 (k= 1,2,...), ekvivalentni oblik veriznog ra-
zlomka (3.7.1) moZe se dati u obliku (3.7.10). Ne umanjujuci opstost, sa stanovista
konvergencije, umesto (3.7.10) mozZe se posmatrati veriZni razlomak

1 ¢ c3
(3.7.16) [I, T 1 ]

Definicija 3.7.1. Za veriZni razlomak (3.7.16) kazemo da zadovoljava fundamen-
talne nejednakosti ako postoji niz nenegativnih brojeva {r; };cn takav da za parci-
jalne brojioce, za svako i € N, vaZe nejednakosti

ricarileil 4 |civ1| < rill+c¢i+ciyal,
pricemusuc; =0,rp=r_; =0.

Ako verizni razlomak (3.7.16) zadovoljava fundamentalne nejednakosti, moze
se dokazati (videti, na primer, [61]) da je tada Oy #0 (k=1,2,...) i da za brojeve

0i»
0i

o =

i
vaze nejednakosti
(3717) |OC,'| <ri (122,3,)

Dakle, u tom slucaju (3.7.16) moZe da se ekvivalentno transformise na EULERoOV
razlomak, kod koga je ap =01 oy = 1. Ako je red Z riry - - - ri—1 konvergentan,
na osnovu (3.7.13) i (3.7.17), zaklju€ujemo da je Verlan razlomak (3.7.16) kon-

vergentan.

Teorema 3.7.4. Neka su c¢; (i = 2,3,...) funkcije jedne promenljive (ili vise
promenljivih), definisane u nekoj oblasti D, u kojoj je

1 .
\c,-]SZ (i=2,3,...).

Tada vaze tvrdenja:

a) verizni razlomak (3.7.16) ravnomerno konvergira u D;
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b) vrednosti svih konvergenata veriznog razlomka (3.7.16), kao i njegova vred-
nost, pripadaju oblasti kruga

Kz{z‘ ‘z—g S%};

¢) konstanta 1/4 u oblasti kruga K je najbolja mogucnost, tj. konstanta se ne
moZe povecati, a krug K se ne moZe smanjiti.

1.3.8 Razvoj racionalne funkcije u verizni razlomak

Od interesa je prouciti razlaganje racionalne funkcije u verizni razlomak.
Neka je
o) €10 +onxtopx®

= c 0).
oo + Co1x + coox? + - -+ (c1070)
Tada je
1 C10
fx)= = ,
) coo | cooteoxtep’+-- cpo  coo+xfi(x)
c10 clotenx+enpx®+- co
gde su
20 + C21X + copx? + -+ :
filx) = —, €2 =C10€0,j+1 —Cooc1,j+1 (J=0,1,...).

ci1ot+crix+ C12x2 +
Nastavljajuéi ovaj proces dobija se razvoj u verizni razlomak

Cl0 C20X (30X
= [, eox e ]

)
coo €0 €20

gde su
Ci—2,0 Ci-2j+1
C,'j:— l R (12273, )
Ci—1,0 Ci—1,j+1
1 —
Primer 3.8.1. Za funkciju x — f(x) = ﬁ imamo
—S5x+6x
I —4x —2x —12x 1
= |- = . A
o s R
| 2x

4+ 6x
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Obrnuto, veriZzni razlomak

flx) = b _ (bt b2 b3 bn
N by Clx x T xT T x
X+ bs

se moZe predstaviti u obliku racionalne funkcije (videti: SLAVICY [62])

n

)

—1
o) = Cont+ Can + o>+ -\
Cln + C3nx2 —|—C5n)64 +---

gde se koeficijenti ¢, (k=1,...,n+ 1) mogu izraCunati po slede¢em algoritmu:
c11 = by;
Ci+17i:1 (i:],...,n);
Chi—1bn—it1 (k+i parno),
Cki = { Ckji—1+Ck—1,—1 (k+ineparno, k > 1),
Cli—1 (i parno),
pri ¢emu k uzima vrednost k =i,i—1,...,1 zasvakoi =2,...,n.

Tustracije radi koeficijenti c; su dati u tabeli 3.8.1.

Tabela 3.8.1.
i k=1 k=2 k=3 k=4 k=5
1 b, 1 0 0 0
2 b, by 1 1 0 0
3| bubys by 4Dy by 1 0
4 | babpa (bu+by1)bp3  bptby1+by2 b3 1

Algoritam se moZe uprostiti zamenom matrice [cki](, 1), jednodimenzional-
nim nizom ¢(k) =cy; (k=1,...,n+1), ¢ime se vr$i usteda memorijskog prostora.
Modifikovani algoritam je:

67 DUSAN V. SLAVIC (1942 — 1990), srpski matemati&ar.
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cky:==1  (k=1,....,n+1);

(k) = {c(k)bniH (k+ i parno),
. c(k)+c(k—1) (k+ineparno, k > 1),

pricemuk=i,i—1,...,1zasvakoi=1,...,n.
Primer 3.8.2. Neka je
o=

tji. by =k (k=1,...,4). Kako je n =4, iz Cetvrte vrste tabele 3.8.1 (i =4) nalazimo

1 2 3 4
x xx x|’

cl4 =bsby =8, co4 = (bs+Db3)by =7,
34 =by+b3+by=9, cauu=b =1, cs54=1,

tj.
Tx+x3

“sroeia O

f()

1.3.9 Algoritmi za izracunavanje veriznih razlomaka

U ovom odeljku razmotri¢emo nekoliko algoritama za izraCunavanje n-tog
konvergenta veriZznog razlomka, datog pomocu (3.7.3). Pretpostavimo da je ag =
0, tj. da R,, ima oblik

3.9.1 R,=—=
39D On

ALGORITAM Al. Za (3.9.1) definiSemo rekurentnu relaciju unazad pomocu

, Seeey
a a an

P, [bl by b,,}

by
(3.9.2) Vg = ————— k=nn—1,...,1),
M Yk ( )
pri ¢emu je y, 1 = 0. Tada je R,y 1.

ALGORITAM AZ2. Algoritam se zasniva na primeni rekurentnih formula

by CkGk—1
ck=—, fi=art+ck, qgp=——1—
fiet’ Ji

startujuéi sa f1 = aj, g1 =R = bl/al.

y Re=Ri—1+qx (kzzy-"an)’
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ALGORITAM A3. Ovaj algoritam se zasniva na primeni rekurentnih relacija
(3.7.6), tj.

Py = ayP—1 +biPi—2
(3.9.3) (n=1,2,...,n).

Ok = arQk—1+ brQk—2
sa startnim vrednostima Py =0, Py =1; Qo =1, Q_; =0. Tada je R, = P,/ Q.
Ovo je poznati EULEROV algoritam.

ALGORITAM A4. Startujudi sa y; = 11y, = a, odredujemo

(3.9.4) Yk = Gni2kYk—1 + bpi3 Yk (k=3,...,n).
Tada je

b1yn
(3.9.5) L

" ay by

Poslednji algoritam je matematicki ekvivalentan EULERovom algoritmu A3,
ali su oni u numeri¢kom smislu razliciti ([47]).

Primetimo da EULERov algoritam zahteva dvostruku primenu rekurentne rela-
cije (3.9.3) (za P, i Qy). Ta relacija je oblika

Sk = axSk—1 + biSk— (k=1,2,...,n),

Sto se moZe predstaviti u matricnom obliku kao trougaoni sistem linearnih jedna-
Cina As = f, tj.

[ 1 0 M [a180 +b1S 1]
—a; 1 S> b2So
—bs —a3z 1 S3 0
an,1 1 Snfl O
| 0 b, —a, 1] | Sy | i 0 ]

Kako je s = A~!f, a nama je potrebna samo poslednja koordinata u vektoru s, tj.
S, to je za njeno odredivanje dovoljno poznavati samo poslednju vrstu u matrici
A~!. Oznagimo elemente ove vrste redom sa y,,y,_1,...,y1. 1z jednakosti A~ 1A =
I dobijamo (3.9.4). Kako su u vektoru f samo prve dve koordinate razliite od nule
imamo
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Sp = Yn(a1So +b1S—1) +ya—1b2S0,
tj.

Su = b1ynS—1 + (@190 + b2yn-1) So-
Da bismo dobili P,, u poslednjoj jednakosti treba staviti S_; =P_; =1iSg =Py =
0, dok za Q) treba staviti S_; = Q1 =01 So = Qp = 1. Na taj nacin dobijamo
(3.9.5).

Tabela 3.9.1.
ALGORITAM . ]?»roj oper.acija _ L.Jkupan”
sabiranja mnozZenja deljenja broj operacija
Al n—1 0 n 2n—1
A2 2n—2 n—1 2n—1 Sn—4
A3 2n—3 4n—6 1 6n—28
A4 n—1 2n—2 1 3n-2

U tabeli 3.9.1 je dat pregled broja operacija za napred navedena Cetiri algo-
ritma, iz koje vidimo da algoritam A1, dat pomocu (3.9.2), zahteva najmanji broj
operacija. Takode, njegova programska realizacija je jednostavna. Medutim, u
nekim slucajevima algoritam A4 moZe biti efikasniji od A1, ako je ,cena deljenja“
znatno veéa od ,cene mnoZenja“. Za cenu operacije se moZe uzeti, na primer,
procesorsko vreme potrebno za realizaciju odgovarajuce operacije.

Za izraCunavanje vrednosti nekih funkcija umesto TAYLORoVoOg razvoja, moze
se koristiti razvoj u veriZni razlomak. Zato éemo sada navesti, bez dokaza, razvoje
sa funkcije x — e* i x — tanux.

EULER je dokazao razvoj
[1 —2x x> ¥ x? ]

)

X

1 2+4x 6107 dnt277"
koji konvergira za svako realno ili kompleksno x, dok je razvoj

t X —x2 —x2 —x2
anx = |—, ——
T T3 s U g

dokazao LAMBERT®®. Posledniji razvoj konvergira za svako x, za koje je funkcija
x — tanx neprekidna.

%8 JOHANN HEINRICH LAMBERT (1728 — 1777), §vajcarski matematiar, fizi¢ar, astronom i filo-
zof.
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Napomena 3.9.1. Zaizraunavanje vrednosti tanx pogodno je uvesti smenu tanx =
x/y. Tada se najpre izraCunava vrednost

2 2
—X —X
=1, =, — ..,

a zatim tanx = x/y.

Primer 3.9.1. Na osnovu EULERovog razvoja za e* naci ¢emo prvih pet aproksi-
macija. Ovde je by = a; =1, by = —2x, ap =2+ x, b3 = by = b5 =x2, a3 =6,
aq = 10, as = 14. Primenom, na primer, EULERovog algoritma dobijamo

1
R] = R](X) = T,
24+x
R2 = RQ(X) = m,
12+ 6x+ x2
=Rl =gy
120+ 60x + 12x% + x°
R :R =
4= Ra¥) = T e —
1680 + 840x + 180x% + 20x° +x*
R5 :R5(x) =

1680 — 840x + 180x2 — 2003 + x4

Primetimo da dobijene aproksimacije Ry (x) zadovoljavaju uslov
Ri(x) =Ry (—x) = 1.

MozZe se pokazati da racionalna funkcija R(x) ispunjava ovaj uslov ako i samo ako
se ona moZe predstaviti u obliku

2x

R =1 7

gde je T(x?) racionalna funkcija po x>. Za dokaz ovog tvrdenja treba, najpre,
dokazati da takva racionalna funkcija mora imati reprezentaciju u obliku R(x) =

P(x)/P(—x), gde je P algebarski polinom. Tada je
P(— P
T(Xz) —x ( X)+ (X)
P(—x) - P(x)

Na primer, za funkciju R4 (x) imamo P(x) = 1204 60x + 12x? +x3. Odgovarajuéa
funkcija T'(x?) je data sa
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) ¥ +10
T =~ x2+60°
Dakle, imamo
R4(X) =1- 2—)62
x— 12ﬂ
x2+60

Ako stavimo, na primer, x = 0.5 imamo
%3 = R4(0.5) = 1.6487214,

Sto predstavlja ta¢nu vrednost na Sest decimala. A

1.3.10 Asimptotski razvoji

Polinomski razvoji i razvoji u veriZne razlomke obi¢no se koriste za izraCuna-
vanje vrednosti (aproksimaciju) funkcija na konacnim intervalima realne ose.
IzraCunavanje vrednosti funkcija za velike vrednosti argumenta moguce je kod
nekih funkcija svesti na prethodni slucaj i to transformacijom argumenta, ili pak
koriséenjem izvesnih svojstava funkcije, koja dozvoljavaju koriSéenje aproksi-
macija sa konalnog segmenta. Na primer, izraCunavanje gama funkcije I"(x)
za x € (0,+e0) moguce je svesti, koris¢enjem funkcionalne relacije I'(x + 1) =
xI”(x), na izraGunavanje vrednosti ove funkcije na kona¢nom segmentu [1,2], na
primer, pomocu polinomskog razvoja

I'(z) = 1-0.57710166¢ 4 0.985853997* — 0.87642182¢°
+ 0.83282120¢* — 0.568472901° + 0.25482049:° — 0.05149930¢7
gdejer =z—1(0<t<1)%. Medutim, kada ovi pristupi nisu moguéni, bilo bi
dobro imati izvesne razvoje funkcija, tzv. asimptotske razvoje, koji bi vazili za
velike vrednosti argumenta.

Pretpostavimo da su funkcije f i g definisane na (0,+<0) i da je g(x) # 0 za
x> 0.

Definicija 3.10.1. Razvoj

(3.10.1) g Y &

% Neke osobine gama funkcije i jedan efikasan algoritam za izratunavanje vrednosti I’ (z) sa
proizvoljnom ta¢nosc¢u, kada z € C, bi¢e dat u narednom odeljku.



104 1. UVOD U NUMERICKE PROCESE

naziva se asimptotski razvoj za f(x), ako za svakon =0,1,2,..., vazi
n
(3.10.2) @—Za—,’j X' =0, kadax — .
g(x) =0%
Ovu ¢injenicu oznacavamo sa
=
F) ~ el ¥ 5
k=0

Asimtotski razvoj (3.10.1) moZe biti, u opStem slu¢aju, divergentan red.

Napomena 3.10.1. Ako je

Ji(x) = fa(x) ~ g(x) f arx ",
k=0

tada ¢emo .
B(x) = fo(x) +g() Y apx
k=0

tretirati kao asimptotski razvoj funkcije fi, tj. fi(x) ~ @(x). Na primer, za
log I'(x) imamo

1

1
logI'(x) ~ ( —§>logx—x+§10g27r

1 1 1 1 1
1— — — ).
LT ( 302 T 1054 140:6  99:® >
+o0 e*t
Primer 3.10.1. Odredimo asimptotski razvoj za funkciju E; (x) = / - de.
X

Sukcesivnom primenom parcijalne integracije nalazimo

e—x +o0 e—l
El (X) = — —/x t_2 dr
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gde je

" +o0 e*l‘
Ro=(~1) n!/x S

Kako jezax >0

oo o1 e~ too @t e X
=n! =n! — |
IR, | n./x prEs dr o (n—|—1)./x prvE dt<n.xn+1,

imamo
(k—1)! n!

‘ <eXE1<x>— i<_1>k—17>xn <L
k=1

)
X

odakle zakljucujemo da je uslov (3.10.2) ispunjen. Prema tome, dobili smo asimp-
totski razvoj

(3.10.3) El(x)Ne-Xf(—l)k—‘(k_])!.

k=1

X~
Primetimo da je ovaj red divergentan za svako x. A

Primer 3.10.2. Sli¢no se moZe nadi asimptotski razvoj i za komplementarnu fun-
kciju greske

2 o0
(3.10.4) erfe (1) = = / e dr.

Tako, primenom parcijalne integracije, nalazimo

- =0 I = ]
2/ e_’zdt:/ (=) (~2re) dr= —e—xz—/ e dr.
x x t X x I

Nastavljajuéi ovaj proces dobijamo

2 [ .. e /1 1 1.3 1-3---(2n—1)
— dr = b () ) 4R
ﬁ/x © ﬁ<x 20 2 +(=1) 2nx2nt1 + 5
gde je
2n+ 1)1 =1
Ry = (— 1yt 21D — dr.

o m e 22t

Primetimo da je
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2 o 12
® _(_])n+1(2n—|—1)!! et i3 et
" onym |\ 2x2nt3 2 Sy )

2
p 2n4 I e
il X2t + R,

idasuR, iR, suprotnog znaka (R,R, 1 < 0). Tada se moze zakljuditi da je

.
R, = (_])

2n+1)1 e
/1 C 23’

IR.| <

Sto pokazuje da apsolutna greska odsecanja nije ve¢a od modula prvog odbacenog
¢lana. Takode, koriSéenjem ove nejednakosti zakljuCujemo da je

lim (ﬁeszan”H) =0,

X—r+-o0

za svako n = 0,1,..., §to znaci da je uslov (3.10.2) ispunjen. Tako smo dobili
asimptotski razvoj za komplementarnu funkciju greske

erfc (x) ~ ;_/XE (1 + f(—l)kw> .

k=1 (sz)k
A

Napomena 3.10.2. U radu [13] izvedena je interesantna formula za komplemen-
tarnu funkciju greske (3.10.4) u obliku

2 202
e Yex 1 = —k'e 2 22
erfe (x) = n <;+2k21 k2£2+x2> T —ane +0(e"/),

gde je € mali parametar izabran tako da je 0 < € < 7/x.

I pored toga Sto su asimptotski razvoji divergentni, oni mogu biti kori$¢eni za
izraCunavanje vrednosti funkcija za velike vrednosti argumenta x. Naime, odseca-
njem asimptotskg razvoja, tj. uzimanjem samo konacnog broja ¢lanova, dobijamo
funkciju

gde je
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(3.10.5) Sp(x) = Z o

koja sa proizvoljnom ta¢no$¢u moZe da aproksimira f(x) za dovoljno velike vre-
dnosti argumenta x. Dakle, kada x raste, tanost u aproksimaciji

f(x) ~ @, (x)

se povecava. Geometrijski &, predstavlja asimptotu od f sa dodirom najmanje
reda n u beskonacnosti. Medutim, kada je x fiksno postoji jedna bitna razlika
asimptotskih razvoja u odnosu na konvergentne, na primer, stepene redove. Kod
stepenih redova za datu vrednost argumenta x moze se povecati tacnost uziman-
jem veceg broja Clanova razvoja. Ova osobina ne vaZzi kod divergentnih asimptot-
skih razvoja, tj. uzimanje veéeg broja ¢lanova (vece n u S, (x)) ne dovodi uvek do
povecéanja tatnosti za dato x (> 0).
U vezi sa (3.10.5) neka je

Ry(x) = S(x) = Sax)  (S(x) = f(x)/g(x))-

Pretpostavimo da je asimptotski razvoj alternativan tako da su R, (x) i R,1(x)
suprotnog znaka. S obzirom na to da je razvoj divergentan imacemo sistuaciju kao
na sl. 3.10.1. Dakle, za fiksno x > 0 i svako n =0, 1,2, ..., imamo da je S,(x) +
R, (x) = S(x), pri ¢emu i S, (x) i R,(x) divergiraju kada n — +eo. Medutim, kao i
kod konvergentnih alternativnih redova, imacemo da je

(3.10.6)

$4(8) — 3 (5403) + 501 (9) | < 5 |

gde je u, 1 = Spi1(x) — S,(x). U nasem slucaju je u, 1 = a1 /x" 1.

R, (x)

Slika 3.10.1. Greska kod asimptotskog razvoja

Na osnovu (3.10.6) vidimo da moZemo uzeti
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l. An+1
2 xntl

(3.10.7) Sp(x) = % (Sn(x) 4 Spp1(x)) = Su(x) +

sa apsolutnom greskom koja ne prelazi |a,|/(2x"*1).

Primetimo da se u (3.10.7) na desnoj strani pojavljuje CESAROO0va transforma-
cija od S, (x). Jasno je da kod konvergentnih redova sa povecavanjem n u (3.10.7)
imamo bolju aproksimaciju (vecu tacnost). Medutim, kod asimptotskih razvoja
postoji optimalni broj n za dato x, koji se odreduje iz uslova da granica apsolutne
gres$ke u (3.10.7) bude najmanja. Dakle, n odredujemo iz uslova

- Jak | _ |an 1]

(3.10.8) in T =

Primer 3.10.3. Kori$¢enjem asimptotskog razvoja (3.10.3) odredi¢emo vrednosti
za E1(5) 1 E;(9.5). U ovom slu¢aju imamo |ax| = k!. Da bismo odredili opti-
malan broj ¢lanova koje treba uzeti u razvoju (3.10.3), posmatrajmo niz {gy }, gde
je ax = laxl /5t = (k—1)1/x.

Kako je gi+1/qr = k/x, zakljuCujemo da je gx41 < qx za k < x, dok je za k > x,
qk+1 > qi. Prema tome, minimum u (3.10.8) nastupa za dve vrednosti k, tj. za
k=nm=x—1i1zak=ny=nx.

Za x = 5 uzimamo n = n; = 4. Na osnovu (3.10.7) imamo

14 1 1 2 6 12 _
5'5—525—?4‘5—3—5—44-5—5:0.]7024,

sa apsolutnom greSkom manjom od 12/5% = 3.84 - 1073, Primetimo da se isti
rezultat dobijaizan =n; =5:

e E1(5) =2 84(5) +

5 N 150
€E1(5) = 55(5) — 5+ 55 20.17024.

Sada imamo
E(5) =2 0.001147,

pri ¢emu apsolutna greska nije veéa od 2.6 - 107>, Taéna vrednost je E;(5) =
0.00114829... .

Zax=9.5imamon =1[9.5] =9, pa je
1 !
29,510
sa apsolutnom greskom manjom od 3 - 107>, Najzad, imamo

E(9.5) 2£7.184773-10°9,

e’ E1(9.5) = 89(9.5) — 2 0.0959866,

pri &emu je apsolutna greika manja od 2.3 - 107°. Ta¢na vrednost je, inace,
E1(9.5) =7.1847746... -107%. A
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1.3.11 Izracunavanje vrednosti gama funkcije

Jedna od najznacajnijih analitiCkih funkcija je gama funkcija I"(z) koja pred-
stavlja proSirenje faktorijelne funkcije sa skupa Ny na kompleksnu ravan C, tako
daje I'(n+ 1) = n!. Integralnu reprezentaciju

—+oo
(3.11.1) I'(z) :/ e dr,
0

koja vaZzi za svako z u desnoj poluravni kompleksne ravni, tj. za svako Rez > 0,
uveo je EULER, koji je, takode, dokazao i osnovnu funkcionalnu jednacinu

F(z+1) =2I'(2),

koja se koristi za analiticko produZenje gama funkcije na ¢itavu kompleksnu ra-
van. Na primer,
C(z+1) I'(z+2) I'(z+3)

iz = z z2(z+1) :z(z+1)(z+2):m

Ocigledno, ovako produZena gama funkcija ima samo proste polove u tacakama
z=0, —1, =2, ... . Zarealno z, grafik gama funkcije je prikazan na slici 3.11.1.
Umesto I'(z+ 1) koristi se i prirodnija (originalna) oznaka z!. Ina¢e, oznaku I"(z)

10

/

5 ’ y

-10

—4 ) 0 2 4

Slika 3.11.1. Grafik funkcije I'(z) za =5 <z < 4
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uveo je LEGENDRE’? On je, takode, dokazao tzv. duplikacionu formulu

2z—1
I'(2z) = NG r'(z)r <z+%>,

koja je specijalan slucaj opSte multiplikacione formule

[(nz) = %F(zﬂ“ <z+%>F <z+%> T <z+"; 1) .

Gama funkcija se moZe definisati i WEIERSTRASSovim’! proizvodom koji
vazi za svako z € C,

(3.11.2) Z—I!:ﬁ:eﬁﬁ[(l_{_i)ez/k]’

gde je Y EULERova konstanta, koja se u programskom paketu MATHEMATICA
moZe izracunati sa proizvoljnom precizno§éu. Na primer, N [EulerGamma, 50]
daje Yy~ 0.57721566490153286060651209008240243104215933593992. Za defi-
niciju EULERove konstante videti odeljak 1.3.2 (formula (3.2.6)).

Imajuéi na umu tzv. refleksionu formulu

nz

(3.11.3) (_Z)!Z!:F(I_Z)F(1+Z):sinnz’

za izraunavanje z! dovoljno je znati postupak, na primer, kada je Rez > ¢ > 0.
Tada za Rez < ¢, imamo

TTCSCTZ

(3.11.4) I'(z)= i

Refleksiona formula (3.11.3) se moZe predstaviti i u slede¢im simetri¢nim oblicima

1 1 T T
F<— )F(--): i [ (—2)=——"—.
2+Z 2 ¢ COSTZ ! (Z) ( Z) ZsIn 7z

Za velike vrednosti |z| vaZi STIRLINGova’? aproksimaciona formula

70 ADRIEN-MARIE LEGENDRE (1752 — 1833), poznati francuski matematicar.

7l KARL THEODOR WILHELM WEIERSTRASS (1815 — 1897), veliki nemacki matematidar, sa
znacajnim doprinosima u matemati¢koj analizi.

72 JAMES STIRLING (1692 — 1770), poznati Skotski matematicar.
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L1139 571 1
[(z)=V2rz e 1+ —~ —~ =1
(@) =vame e\ 1 ¥ gs2 ~ 518405 aassazod | O\

Koriséenjem EULERovog integrala (3.11.1), LANCZOS™ [43] je korigovao
STIRLINGovu aproksimaciju u obliku

I ! (erar1/) g (PO, PIZ P2 >
¢ (Z+a+2> ) <2 T T e Ery )

gde je a proizvoljni parametar takav da je Re(z+a+ 1/2) > 0. Izrazi za koefici-
jente po, P1, P2, - - -, KOji zavise od parametra a, su dosta komplikovani. Stavljajuéi
a:=a+ 1/2 i rastavljanjem racionalnih funkcija na desnoj strani prethodne for-
mule u parcijalne razlomke, dobijamo

N
co+ ), ——+&)

11. | — 7+1/2 ,—(z+a) )
(3.11.5) 72! =(z+a) e V21 Lk

)

gde optimalna vrednost za broj ¢lanova N u prethodnoj sumi zavisi od parame-
tra a. LANCZOSev razvoj brzo konvergira i zahteva relativno mali broj ¢lanova
u razvoju da bi se dobila vrednost gama funkcije u standardnoj dvostrukoj pre-
ciznosti. Taj razvoj je, na primer, kori$¢en za izraCunavanje gama funkcije u poz-
natoj kolekciji algoritama Numerical Recipes, sa odgovaraju¢im programskim im-
plementacijama u raznim programskim jezicima (videti, na primer, [59, str. 213—
216]).

J.L. SPOUGE’ [66] je, medutim, odredio u prethodnom razvoju koeficijente
¢k, u funkciji realnog parametra a > 0, tako da (3.11.5) vazi za Re(z+a) >0 i
N = [a] — 1, gde je sa [a] oznaen ceo broj koji zadovoljava [a] — 1 < a < [a].
Taj razvoj je nesto sporiji, nego LANCZOSeyv, ali su koeficijenti ¢, jednostavniji za
izraCunavanje,

k—1
C():]7 Cr = : i(—k—i—a)k_l/ze"_k, k:],z,...,N.

 V2m (k= 1)!

Ocigledno, ¢x = ReskF(z+ 1)(z+a)" &1/ 2erte(2n)=1/2 k> 1. Ono to je na-
—

jvaznije, uzimajuéi da je a > 3, SPOUGE je dokazao jednostavnu strogu ocenu za
relativnu greSku

73 CORNELIUS (CORNEL) LANCZOS (1893 — 1974), madarski matemati¢ar i fizi¢ar jevrejskog
porekla.
74 JOHN L. SPOUGE (1955 — ), ameri¢ki matemati¢ar roden u Engleskoj.
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£(2) - Va
[(z+1)(z+a) @t/ Derta(2m)-1/2] = (27)a+1/2Re (z+a)

r(a,2)| =

Na primer, ako je z realan pozitivan broj, ofigledno je da vazi uniformna granica

1 1
Va2 = amye

Ir(a,z)| <

Medutim, ako se uzme da je Rez > 1/2, moZe se uvek odrediti donja granica za
parametar a, koja ¢e obezbediti zahtevanu relativnu greSku, na primer, |r(a,z)| <
104, gde je d broj taénih decimalnih cifara u mantisi. U slede¢em MATHEMA-
TICA kodu realizovan je rekurzivni postupak u kome se za izraCunavanje gama
funkcije za Rez > ¢ = 1/2 koristi prethodni SPOUGEov razvoj, azaRez <c=1/2
formula (3.11.4). Kod izracunavanja se zahteva d = 20 tacnih decimalnih cifara
u mantisi. U cilju obezbedenja ove taCnosti za svako z € C, uzet je tzv. faktor
sigurnosti 5 /4 (videti, na primer, [18, str. 83]).

ni- d = 20; a = Ceiling[N[5/4d/Log[10, 2Pi]]];
c[k_] :=1/8qrt[2Pi] (-1)"(k-1)/(k-1)! (a-k)"(k-1/2)Exp[a-k];
gam[z_] := If[Re[z] <1/2, PiCsc[Piz] /gam[l-2z],
(z+a-1)"(z-1/2) Exp[l-2z-a] Sqrt[2Pi] (1+Sum[c[k]/ (z+k-1),
{k, 1, Ceiling[a] -1}])1;

Navodimo sada neka izraCunavanja sprovedena pomodu ovog programa.

4= N[gam[1l + I], 20]
out4l= 0.49801566811835604271 -0.15494982830181068512 1

= 201

ousl- 2432902008176 640000

6= N[gam[21], 20]

oursl= 2.4329020081766400000 x 108
n7= N[gam[21], 40] /20! -1

out[7]= ~7.71x107%

e~ N[gam[21], 40]

outgl= 2.432902008176639999999999999999999998123 x 1018
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Interesantno je primetiti da je dobijena ta¢nost znatno veca od 20 cifara. Na
primer, kod izraunavanja 20!, vidimo da je relativna greska 7.71 x 10737, §to
znaci da se dobija rezultat sa oko 36 tacnih decimalnih cifara u mantisi (za ovaj,
inace, celi broj sa 19 dekadnih cifara).

Najzad, kao test koristimo identitet

) Ty
ra = [ ———, —eo<y< oo,
PO+ = i y<+

i izratunavamo I"(1+ 10i):

o)~ Abs[N[gam[1+101I], 50]] - N[Sqrt[10Pi /Sinh[10Pi]], 50]

Oullgl- —5.644897194 x 1074¢

o~ Abs[N[gam[1+101I], 50]] /N[Sqrt[10Pi /Sinh[10Pi]], 50] -1

oufio): —4.725501136 x 10740

Primetimo da se za y = 10, izraCunata vrednost |I"(1+ 10i)| razlikuje od ta¢ne
vrednosti za manje od 10~%. Odgovarajuéa relativna greska ukazuje da je skoro
40 cifara tacno, tj. dva puta viSe nego $to je zahtevano (d = 20).

Na slici 3.11.2 prikazan je 3D-grafik funkcije (x,y) — |I'(x+1iy)| za (x,y)
u pravougaoniku [—4,3] x [—2,2]. Sa grafika vidimo polove funkcije u tatkama
7=—k,k=0,1,2,3,4 (na realnoj osi).

Napomena 3.11.1. U vezi sa gama funkcijom postoji obimna literatura’> . Pomeni-
mo samo dva rezultata u vezi sa izraCunavanjem vrednosti gama funkcije. U [21]
su odredene numericke vrednosti koeficijenata u TAYLORovom razvoju

Yoo
I'la+x)" = Z gk (m,a)x*
k=0

za izvesne vrednosti m i a, a zatim je to koriS¢eno za izraCunavanje I'(p/q)
(p,q =1(1)10; p < q) sa visokom precizno$éu, dok su u radu [10], BOHMAN® i

75 Na sajtu http://www.milanmerkle.com, profesor M. MERKLE je postavio bibliografiju
sa nekih 900 referenci o gama funkciji i srodnim problemima. MILAN MERKLE (1954 — ),
srpski matematicar, redovni profesor Elektrotehnickog fakulteta Univerziteta u Beogradu.

76 JAN BOHMAN (nemamo podatke o ovom autoru).
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Slika 3.11.2. 3D-grafik funkcije (x,y) — |I'(x+1iy)| za -4 <x <3, -2<y <2

FROBERG'’ izveli stepeni razvoj
Fn+1+z)=n(l+diz+d?+---)  (n=2,3,4,10),

kao i

n _on 1 1 2, ...
(=)' (=n+2) = 11—z (n—i-l)(l-l—z)-I_Z(l-l-flz-l_f2Z )

zan=01,2,10.

Na kraju ovog odeljka naveséemo i neke rezultate koji se odnose na druge
faktorijelne funkcije i njihovo analiticko produZenje na C.

77 CARL-ERIK FROBERG (1918 — 2007), poznati §vedski teorijski fizitar i matematiar. Prvi je
uveo program numericke matematke na Univerzitetu u Lundu i pokrenuo poznati Casopis BIT
Numerical Mathematics (ISSN 0006-3835), ¢iji je urednik bio u periodu 1961-1992. Pod nje-
govim imenom uvedena je nagrada, koja se dodeljuje svake druge godine mladim autorima (do
35 godina) za najbolji rad u ¢asopisu BIT.
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Pored faktorijelne funkcije n! koja definiSe ukupan broj permutacija od n ob-
jekata, poznata je i tzv. subfaktorijelna funkcija’® n +— S(n), koja daje broj per-
mutacija od n objekata, u kojima nema objekta koji se pojavljuje na njegovom
prirodnom mestu. EULER je jo§ 1819. godine izracunao prvih deset ¢lanova, koji
su ovde navedeni kao rezultat funkcije koja postoji u paketu MATHEMATICA:

nf)= Table[Subfactorial[n], {n, 10}]
our= {0, 1, 2, 9, 44, 265, 1854, 14833, 133496, 1334961}

Inace,

no(_1\k n n
(3.11.6) S(n):nlz(kl!) :Z(—l)”kk!<k>.

k=0

U daljem tekstu analiziraéemo i funkciju n — K(n), tzv. ,levi faktorijel“, defi-
nisanu pomodéu

K(0) =0, Kn)=0'+1!4+---+(n—1)!,

za koju se koriste i oznake !z ili L!n. KUREPA”?, je razmatrajuéi neke probleme
u teoriji brojeva 1971. godine postavio hipotezu (KH) da za svako n > 2, najveci
zajednicki delilac (NZD) za levi i desni faktorijel od n je broj 2, tj.

(Vn>2) NZD(!n,n!) =2

(videti [37], kao i ¢lanak Ivi¢a i MuAILOVICa®® [35]). Hipoteza je navedena
kao problem B44 u knjizi [30] i do sada je numericki verifikovana za n < 23! =
2147483648.

U radu [38] KUREPA je definisao funkciju z — K(z) pomocu

78 Termin ,subfactorial® je uveo WILLIAM ALLEN WHITWORTH (1840 — 1905), engleski
matematicar i sveStenik. U literaturi je definisan i izucavan veliki broj faktorijelnih funkcija,
kao na primer, dvostruki faktorijel, faktorijelni stepen, hiperfaktorijel, super faktorijel, binomni
koeficijenti, multimonomijalni koeficijenti, CATALANovi brojevi, STIRLINGovi brojevi, itd.

79 PURO KUREPA (1907 — 1993), poznati srpski matemati¢ar, redovni profesor Sveuilista u Za-
grebu do 1965. godine, a zatim sve do penzionisanja (1977) redovni profesor Univerziteta u
Beogradu. Bio je redovni ¢lan Srpske akademije nauka i umetnosti (SANU) i Jugoslovenske
akademije znanosti i umjetnosti (JAZU), koja je od 1991. promenila ime u Hrvatska akademija
znanosti 1 umjetnosti (HAZU).

80 7ZARKO MIJAJLOVIC (1948 — ), srpski matematiZar, redovni profesor Matematitkog fakulteta
Univerziteta u Beogradu.
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Feopt — 1
(3.11.7) K&%:/ leﬂw,1%z>a
0

i pro§irio analitickim produZenjem na celu kompleksnu ravan pomocu
K(z) =K(z+1)-T'(z+1),

gde je I'(z) gama funkcija. Ovako definisana KUREPINA funkcija K(z) je regu-
larna sa prostim polovima u tatkama zx = —k (k € N\ {2}). Za z = n(e N)
(3.11.7) se svodi na

Foo g ] 4o /n—1 n—1
K(n) :/ e_’dt:/ <Ztk>e_’dt: Y k'=K(n).
0 t—1 0 k=0

k=0

SLAVIC [63] je dokazao reprezentaciju

K(z) = — Fcotmz+ f Ly +§F( )
=—=co - — —n
¢ e e ~ nln 4 o . ’

gde je Y EULERova konstanta.
U radu [50] MILOVANOVIC! je dokazao da za |z| < a+ 1 vaZi,

K@) = s X Pl
gde su Bo(a) = (a+1)bo(a), By(a) = (a+ 1)by11(a) +by(a), v = 1, sa
bo(a) =K(a), by(a)=—KY(a) (v>1).
U sluéaju a = 0, imamo By (0) = by, 1(0) + by (0) = (—=1)"As,, pri temu

by(0) = (—=1)"*(1+¢)i VIEE &, = 0. Koeficijenti ,(0) i By(1) za v =0(1)60,

sa trideset ta¢nih cifara, odredeni su u [50], kao i CEBISEVljevi razvoji za K (1+z)
il/K(1+7z).

MILOVANOVIC [51] je, takode, proucavao niz funkcija {K,(z) }:1:_1 defini-
sanih pomocu

+o0 term _ Q; (Z;Z) B
Kin(2) :/0 We ‘dt (Rez>0),

81 GRADIMIR V. MILOVANOVIC (1948 —), srpski matematiar, autor ove knjige. Redovni je &lan
Srpske akademije nauka i umetnosti (SANU).
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gde su polinomi Q,,(t;z) dati sa
& (m+z
0-1(1;2) =0, QOn(t;z) = Z( ) )(z-])v
v=0

i za svako m € Ny zadovoljavaju jednakost

On(t;2) = Qm-1(t;z+ 1)+ 1

et DE+2) - (atm) (e = 1"

Na primer,

Or(t;2) =1+ (z+2)(r — 1)+%(ZZ+32+2)(I— 1)2,

05(1:2) = 14 (4 3)(t — 1)+ 5 +524 )t~ 17

1
+8(Z3+6z2+11z+6)(t—1)3, itd.

Primetimo da su K_1(z) = I'(z) i Ko(z) = K(2), kao i da se funkcije K,, mogu
analiti¢ki produZiti na celu kompleksnu ravan, pomocu funkcionalne jednakosti

Kn(z) = Kn(z+1) = Kpn_1(z+1).

Vrednosti funkcije K, u tatakma z = n (€ N) se mogu izraziti u obliku

n—1/_1yin-1 m-n
Kin(n) = Z( i!l) Z.V!<v+::+1>’ Kn(0) =0,

i=0 V=i
ili pomocu subfaktorijela S(v) (videti (3.11.6)) kao
n—1
m+n
K, = S(v).
() Zto <v+m+1> v)

Funkcije K,,(z), m > 1, su regularne funkcije u C, sa samo prostim polovima u
tatkamaz=—(m+1), —(m+2),....
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2. ELEMENTI FUNKCIONALNE ANALIZE I
LINEARNE ALGEBRE

2.1 PROSTORI

2.1.1 Linearni prostor

Izlaganje u ovoj glavi zapoCinjemo osnovnim pojmovima i definicijama line-
arne algebre, a nastavljamo elementima funkcionalne analize, koji su kljucni
u reSavanju linearnih problema, ali i mnogih nelinearnih problema koji su na
odredeni naCin povezani sa linearnim ili se na njih svode nekim aproksimacionim
pristupima. Razvoj modernih numerickih i aproksimacionih metoda su u ogrom-
noj meri zasnovani na primeni koncepata linearne i nelinearne funkcionalne ana-
lize. Drugo poglavlje se odnosi na teoriju operatora, dok se u treem poglavlju
daju osnovni elementi matri¢cnog racuna. IzloZena materija u okviru ove glave
bice dovoljna za pradenje i razumevanje svega onoga $to se razmatra u ostalim
glavama ove knjige.

U naSem izlaganju sa K ¢emo oznacavati polje realnih ili kompleksnih brojeva,
R ili C, dok ¢emo sa X oznalavati proizvoljni skup elemenata {u,v,w,...}, koji
mogu biti tacke, vektori, funkcije, itd.

Definicija 1.1.1. Skup X se naziva linearni (vektorski) prostor nad poljem K ako
je:

1° u skupu X definisana binarna operacija + u odnosu na koju skup X ¢ini
ABELoVu grupu;

2° svakom paru (u,c) (u € X; ¢ € K) dodeljen po jedan element cu skupa X
tako da su ispunjeni uslovi:

(LLD) c1(cau) = (cr1c2)u, (c1+c2)u = cru+ cou,
o c(uy +up) = cuy + cuy, lu=u

za sve elemente u,u; € X ic,c; e K (i=1,2).
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Jedini¢ni element polja K je oznaen sa 1. Elementi skupa X nazivaju se
vektori (tacke), elementi polja K skalari, operacija + u skupu X vektorsko sabi-
ranje (unutra$nja kompozicija) i operacija (u,c) — cu mnoZenje vektora skalarom
(spoljasnja kompozicija).

Treéa jednakost iz (1.1.1), pric; = 11i ¢, = —1, daje
VueX) Ou=u+(—u)=06,

gde je O neutralni element skupa X za operaciju vektorskog sabiranja i ovaj ele-
ment se naziva nula-vektor prostora X .
Osim toga, za u; + uy = 6, iz druge jednakosti u (1.1.1) zakljucujemo da je za
svako ¢ € K,
c6=0.

Definicija 1.1.2. Za vektore u; (i = 1,...,n) linearnog prostora X kaZe se da su
linearno zavisni ako u polju K postoje skalari ¢; (i = 1,...,n), koji istovremeno
nisu svi jednaki nuli, tako da je

(1.1.2) ciuy + -+ cpu, = 0.

Vektori u; (i = 1,...,n) su linearno nezavisni, ako je jednakost (1.1.2) tatna
samozac;=0(i=1,...,n).

Definicija 1.1.3. Za beskona¢no mnogo vektora kaZzemo da su linearno nezavisni,
ako je svaki sistem kona¢nog broja tih vektora linearno nezavisan.

Definicija 1.1.4. Ako u vektorskom prostoru postoji n linearno nezavisnih vek-
tora i ako je svaki skup od n+ 1 vektora linearno zavisan, kaZzemo da je prostor
konacno-dimenzionalan, tacnije reCeno n—dimenzionalan. Za broj n kaZemo da je
dimenzija prostora.

Ako u vektorskom prostoru postoji beskonatno mnogo linearno nezavisnih
vektora, za taj vektorski prostor kazemo da je beskonacno—dimenzionalan.

Definicija 1.1.5. Neka je A = {uy,...,un}, gde su ux (k=1,...,m) vektori pro-
stora X. Skup svih linearnih kombinacija ovih vektora naziva se linearni omotac
ili lineal nad A i oznacava se sa L(A).

Definicija 1.1.6. Skup B linearno nezavisnih vektora prostora X obrazuje alge-
barsku ili Hamelovu®* bazu prostora X, ako je L(B) = X.

82 GEORG KARL WILHELM HAMEL (1877 — 1954), nemac¢ki mehaniar i matematicar.
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Teorema 1.1.1. Svaki vektor linearnog prostora X moZe se na jedinstven nacin
izraziti kao linearna kombinacija vektora algebarske baze tog prostora.

Napomenimo da vektorski prostor ima beskona¢no mnogo razlicitih baza, me-
dutim, sve one su iste kardinalnosti. Kod n-dimenzionalnog prostora sve baze
sadrze n vektora. Na primer, ako je u n-dimenzionalnom prostoru X skup vektora
{uy,...,u,} linearno nezavisan, onda je L({uy,...,u,}) = X i taj skup vektora je
jedna bazau X.

Definicija 1.1.7. Svaka baza prostora naziva se koordinatni sistem tog prostora.

Neka je B = {uj,...,u,} jedna baza konaéno—dimenzionalnog prostora X.
Tada se, na osnovu teoreme 1.1.1, vektor u € X moZe predstaviti u obliku

U=x1uy+---+x,uy.

Dakle, ako je zadata baza B, vektor u je potpuno odreden skalarima xp, ...,
X, 1 moZe se koriS€enjem matriCne notacije opisati pomocu tzv. koordinatne
reprezentacije
T
X = [xl x,,] .
Skalari xi,...,x, nazivaju se koordinate vektora. Cesto se, ako to ne dovodi do

zabune, u i x poistovecuju.

Primer 1.1.1. Neka je X =R" = {(x1,...,x,) [ €R (i=1,...,n)} iK=R.
Ako u ovaj skup uvedemo unutrasnju i spoljasnju kompoziciju pomocu

(x17"'7xn)+(y17"'7yn) = (x1+y17"'7xn+y'l)7
c(xry .y Xn) = (X140, 0x),

on postaje vektorski prostor nad poljem R, sa dimenzijom dimR"” = n. Jedna baza
ovog prostora je skup {ej,ez,...,e,}, gde su

e1=(1,0,...,0), e2=(0,1,...,0), ..., ey =(0,0,...,1).

Ukoliko drugacije nije re¢eno, uvek ¢emo u daljem tekstu podrazumevati da je
u prostoru R” zadata pomenuta baza, koja se naziva i prirodna baza. Saglasno
prethodnom, za tacke ovog prostora, pored oznake u = (xi,...,x,), koristi¢emo i
koordinatnu reprezentaciju
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Primetimo da je prirodna baza privilegovana u smislu da se tacka u = (xy,...,x,) i
njena koordinatna reprezentacija opisuju pomocu istih skalara xy,...,x, € R. Zato
¢emo koristiti i notaciju x = (xy,...,x,).

Sli¢no se moZe razmatrati i kona¢no—dimenzionalni vektorski prostor C" nad
poljem C, ¢ija je dimenzija, takode, n. Medutim, ako se razmatra C”" nad poljem
R, tada je dimenzija takvog prostora 2n. Ovo proizilazi iz Cinjenice da se C* moZe
tretirati kao R?”", s obzirom da se C moZe tretirati kao R? (videti, na primer, [20,
str. 66-82]). A

Primer 1.1.2. Skup (P (p > 1) realnih (ili kompleksnih) nizova u = {x; }ren za
—+oo

koje vazi ¥ |xx|P < +oo, obrazuje vektorski prostor ako su unutrasnja i spoljasnja
k=1

kompozicija uvedene sa

u+v={xxtren + {Vk bken = {2k + Vi tren, cu=c{xiten. A

Primer 1.1.3. Posmatrajmo skup svih realnih funkcija koje su neprekidne na
kona¢nom segmentu [a,b], —eo < a < b < oo, i u taj skup uvedimo unutrasnju i
spoljasnju kompoziciju sa

(u+v)(t) =u(t)+v(r) i (cu)(t) =cu(t), ceR.

Jednostavno se moze pokazati da ovaj skup na taj nacin postaje vektorski prostor
nad poljem realnih brojeva. Nula—vektor ovog prostora je funkcija koja je identicki
jednaka nuli na [a,b]. Taj beskona¢no—dimenzionalni prostor oznaavamo sa
Cla,b], mada neki insistiraju na oznaci C([a,b]), s obzirom da se C(D) koristi
za skup (ili prostor) neprekidnih funkcija definisanih na znatno opstijem skupu D.

Na potpuno isti na¢in moZe se razmatrati i vektorski prostor m puta neprekidno-
diferencijabilnih funkcija, u oznaci C"[a,b]. A

Primer 1.1.4. Posmatrajmo stepene funkcije (monome) ¢ + t* (k =0,1,...,n)
definisane na R. Kako je

(VteR)  col+cit+cet®+-+ct" =0

samo ako je cg = ¢ = --- = ¢, = 0, zakljuCujemo da je skup (sistem) funkcija
{1,2,¢%,...,¢"} linearno nezavisan. Lineal nad njim je skup svih polinoma stepena
ne viseg od n, u oznaci P,,

Po={ulult)=co+tcit+--+cut", c;€R(i=0,1,...,n)}.
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Ako u skup P, uvedemo unutrasnju i spoljasnju kompoziciju (sabiranje dva
polinoma i mnoZenje polinoma skalarom) na uobicajeni nacin kao i u prostoru
neprekidnih funkcija (videti primer 1.1.3), tada P, postaje vektorski prostor nad
poljem R. Nula-vektor ovog prostora je polinom koji je identi¢ki jednak nuli.
Slicno se P, moze tretirati i kao vektorski prostor nad poljem kompleksnih bro-
jeva.

Kako baza prostora {1,¢,#%,...,t"} sadrZi n+ 1 elemenata (vektora, funkcija),
prostor P, je dimenzije n+1. A

Primer 1.1.5. Prostor svih polinoma stepena ne visSeg od dva, tj. prostor svih
kvadratnih trinoma

Py = {u | u(t) = co+cit +cat?, co,cr1,02 € R}

je trodimenzionalan.

Umesto baze B = {1,¢,1>} moguce je uzeti i neku drugu bazu, na primer, B=
{1,£ —1,¢2 +1t}. Trinom u(t) = 54 3t — 2¢*> u novoj bazi B ima reprezentaciju

u(t) =104+5( — 1) = 2(* +1).

Dakle, odgovarajuce koordinatne reprezentacije ovog elementa u u bazama B i B
su[53 —2]Ti[10 5 —2]T, respektivno. A

Primer 1.1.6. Nekaje X = L'(a,b) skup svih LEBESGUE—integrabilnih®? funkcija
definisanih na [a,b)], tj. takvih za koje je [” |u(r)|dt < +oo. Takav skup, takode,
obrazuje vektorski prostor ako je unutras$nja i spoljasnja kompozicija uvedena kao
u primeru 1.1.3. Njegovi vektori su, u stvari, klase ekvivalencije funkcija u odnosu
na relaciju ,jednakost skoro svuda“®*. Dakle, dve funkcije pripadaju istoj klasi ek-
vivalencije ako se medusobno razlikuju samo na skupu mere nula.

Pored prostora L!(a,b), za dato p > 1, razmatraju se i vektorski prostori
p—integrabilnih funkcija L?(a,b), za koje je ff lu(t)|? dt < +oo. Posebno su od
interesa prostori L?(a,b), koji igraju zna¢ajnu ulogu u tzv. srednje—kvadratnim
aproksimacijama, naravno uz dodatno obogacivanje njihove topoloske i metricke
strukture. A

83 HENRI LUI LEBESGUE (1875 — 1941), poznati francuski matematicar.

84 Ako je neko svojstvo ispunjeno u svim talkama skupa A \ E, gde je E skup mere nula, kaZemo
da je to svojstvo ispunjeno skoro svuda na A, ili da vazi u skoro svim tackama skupa A. Pojam
skoro svuda je veoma vazan u matematickoj analizi. MoZe se, na primer, govoriti o ispunjenju
jednakosti u(r) = v(t) skoro svuda na [a, b], kao u posmatranom slucaju, o neprekidnosti funkcije
skoro svuda na [a, b], itd. Inace, za skup E C R kazemo da ima LEBESGUEovu meru nula ako za
svako € > 0 postoji konacan ili prebrojiv sistem prekrivajucih intervala za E, ¢ija ukupna duZina
nije veca od €.
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Definicija 1.1.8. Neprazan skup Y C X je potprostor vektorskog prostora X nad
poljem K ako je Y vektorski prostor nad istim poljem K.

Da bi prostor Y bio potprostor od X potrebno je i dovoljno da Y sadrzi vektor
ou+ Bv (a,B € K) kad god on sadrzi vektore u i v.
Za detalje o linearnim prostorima videti, na primer, [20].

2.1.2 Metricki i topoloski prostori

Pored linearnih prostora kod kojih je bitna algebarska struktura mogudée je
uvesti znatno opstiji koncept poput topoloskog prostora koji omogucéava razma-
tranje granica beskona¢nih nizova tacaka i neprekidnost funkcija, $to je neophodno
u tretiranju mnogih aproksimacionih i numeric¢kih problema. U daljem izlaganju
razmatratemo specijalne klase topoloskih prostora, kakvi su metri¢ki prostori,
normirani prostori, prostori sa unutrasnjim proizvodom, itd.

Neka je X neprazan skup ¢iji su elementi u, v, w, ... . Najpre uvodimo definiciju
metrickog prostora koja ¢e obezbediti merenje rastojanja izmedu njegovih eleme-
nata. Dakle, bitno je definisati funkciju d: X2 — [0, +oo) koja daje nenegativno
rastojanje izmedu proizvoljne dve tatke u,v € X, tj. d(u,v) > 0, ali, takode, treba
obezbediti da je rastojanje izmedu tacaka u i v isto kao i rastojanje izmedu v i u,
tj. da je d(u,v) = d(v,u). Formalna definicija metri¢kog prostora se moze iskazati
u slede¢em obliku.

Definicija 1.2.1. Ako preslikavanje d: X? — [0, +o0) ispunjava uslove

1°d(u,v) =0 & u=v (u,v€X),

2° d(u,v) =d(v,u) za svako u,v € X,

3°d(u,w) < d(u,v)+d(v,w) za svako u,v,w € X.
za njega kaZemo da je funkcija rastojanja ili metrika u skupu X, a za sam skup X
snabdeven metrikom d da je metricki prostor i to oznacavamo sa (X,d).

Primetimo da je d(u,v) > 0 kad god je u # v. Osobine 2° i 3° su poznate
kao simetric¢nost i relacija trougla, respektivno. Osobina 3° predstavlja analogon
dobro poznate nejednakosti za trougao da jedna stranica trougla nikad nije veca
od zbira druge dve stranice.

Dakle, metricki prostor ¢ine skup X i uvedena metrika d. Ako su d; i dp dve
razli¢ite metrike definisane na istom skupu X, tada su (X,d;) i (X,d) razliditi
metric¢ki prostori. Medutim, uvek kada je poznata metrika d i kada ne moze doci
do zabune, umesto (X,d) koristimo samo oznaku X.
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Definicija 1.2.2. Za dva metricka prostora (X,d) i (Y, p) kazemo da su izometric-
na ako izmedu njih postoji biunivoko preslikavanje f : X — Y takvo da je

(F(uv) €X?) p(f(),f(v)) =d(u,v).
Za preslikavanje f kazemo da je izometrija izmedu ova dva prostora.

Izometri¢ne prostore, po pravilu, ¢emo poistovecivati.

Primer 1.2.1. Nekaje X =R i d(x,y) = |x—y|, x,y € R. Jednostavno se dokazu-
ju sve tri osobine iz definicije 1.2.1, tako da je (R,d) metricki prostor. A

Primer 1.2.2. Neka je X = R%. Za dve tatke u =x = (x,x2) i v=y = (y1,y2),
funkcija rastojanja se moze uvesti na viSe nacina. Najcesce, ako nije drugacije
naglaseno, pod rastojanjem izmedu dve tacke u ravni podrazumevamo tzv. euklid-
sko rastojanje,

da(x.y) = /(e — )2+ (2 - )2

Nije tesko proveriti da je (R?,d>) metricki prostor, s obzirom na vaZenje svih
osobina iz definicije 1.2.1. Osobina 3° je klasi¢na nejednakost trougla.
Metrika se, medutim, u R? moZe uvesti i na slede¢i nacin, za svako p>1,

(1.2.1) dp(x.y) = (b1 =311 + 2 —2l") /7
tako da su (Rz,dl,) medusobno razli¢iti metri¢ki prostori, iako svi oni koriste isti
skup tadaka R?. Na primer, za p = 1 imamo

di(x,) = x1 = 1|+ [x2 = yal,

dok se za p — +oo metrika (1.2.1) svodi na

dos(x,y) = max{|x; — y1|,|x2 — y2|}.
U opstem slucaju, (R”,dl,), p > 1, je n—dimenzionalni metricki prostor sa
metrikom

n

1/p
(1.2.2) dy(x,y) = <Z ka—ykl”> , xy€eR.
k=1

Osobine 1°1 2° su ocigledne, dok je osobina 3° posledica nejednakosti MINKOW-
85
SKOG

85 HERMANN MINKOWSKI (1864 — 1909), nemacki matematidar i fizi¢ar.
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n 1/p n 1/p n 1/p
(1.23) <Z las +bk|f’) < (Z |ak|f’> ; <Z |bk|f’> |
k=1 k=1 k=1

koja vazi za svako p > 1 i proizvoljne nizove realnih ili kompleksnih brojeva ay i
by (k=1,2,...,n). Zaista, ako za tatke u R”,

x=(x1,%2,...,%,), Y=00Y2--¥n), 2=(21,22,---,2n),

stavimo ay ;= Xy — 2k, by :=zx — Vi, k> 1, tadaje ay + by = xp —yr, k=1,2,...,n,
i nejednakost (1.2.3) se svodi na

dp(xay) S dp(x7z)+dp(z7y)7 P Z 1

Metri¢ki prostor (R",d,) je poznat kao Euklidov®® prostor. Kada p — oo,
metrika (1.2.2) postaje

de(x,y) = max. [tk — yil-
Za dokaz nejednakosti (1.2.3) videti, na primer, [20, str. 28]. A

Primer 1.2.3. Neka je X = ¢? (p > 1) skup realnih (ili kompleksnih) nizova u =
~+oo

{xx }ren za koje vazi Y |xx|P < +oo (videti primer 1.1.2). Ako za dva niza u =
k=1

{x tken 1V = {yx }ren iz £P defini§imo funkciju rastojanja pomocu

+oo 1/p
d(,v) = (2 |xk—yk|f’> ,
k=1

tada je (¢7,d) metricki prostor. A

Primer 1.2.4. Neka je X = Cla,b] skup funkcija neprekidnih na kona¢nom seg-
mentu [a,b], —oo < a < b < +oo. Standardna metrika se uvodi pomocu

(1.2.4) d(u,v) = max |u(t) —v(t)|, u,ve€ Cla,b].

a<t<b

Osobina 3° sleduje iz Cinjenice da je za svako u,v,w € Cla,b]ia <t <b,

u(t) =v(O)] < [u(t) =w(t)| + w(r) —v(r)|

< ) — t t)—vl(t
< argfgb!u( ) —w( )!+anglg§xb\W( ) —v(t)l,

86 EUKLID (IV-IIT vek pre nase ere), starogréki matematiar.
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{.
) —v(t)] < t)— 1)+ m t)—v(t)|.
ar;lI?SXbW( ) V( )| HIQI?SXbW( ) W( )| aSl‘aSXb|W( ) V( )|

Za ovaj metri¢ki prostor koristi¢emo oznaku C[a, b], podrazumevajuéi prethodno
uvedenu tzv. uniformnu metriku (1.2.4). Inace, skup Cla,b] se moZe snabdeti i
integralnom metrikom

b
(1.2.5) di (u,v) = / () —v(D)|dt, wveCab. A

Definicija 1.2.3. Ako je (X,d) metri¢ki prostor i A C X, odstojanje tacke a € X
od skupa A, u oznaci d(a,A), odredeno je pomocu d(a,A) = inf{d(a,u) |u € A}.

Ako a € A, tada je d(a,A) = 0. Medutim, obrnuto ne mora da vazi, tj. ako je
d(a,A) = 0 ne znali da a € A. Zaista, ako u prostoru (R,d) iz primera 1.2.1, za
skup A uzmemo A = (0,+e0) C R, tada d(0,A) =0, ali 0 ¢ A.

Definicija 1.2.4. Ako je (X,d) metricki prostor i ako su A i B podskupovi skupa
X, rastojanje izmedu skupova A i B, u oznaci d(A, B), odredeno je sa

d(A,B) =inf{d(u,v) |u € A,v e B}.
Definicija 1.2.5. Ako je (X,d) metricki prostor i A C X, tada za veli¢inu
diamA = sup{d(u,v) | u,v € A}
kaZzemo da je dijametar skupa A.
Definicija 1.2.6. Skup A C X je ogranic¢en ako ima konacan dijametar.

U metricke prostore moguce je uvoditi topolosku strukturu. Osnovni pojam
koji u tome igra znacajnu ulogu je pojam otvorene kugle. U daljem tekstu neka je
(X,d) metricki prostor, tatkaa € X i re RT.

Definicija 1.2.7. Skup K(a,r) = {u € X | d(u,a) < r} nazivamo otvorena kugla
poluprecnika r, sa centrom u tacki a.

Definicija 1.2.8. Skup K|a,r] = {u € X | d(u,a) < r} nazivamo zatvorena kugla
poluprecnika r, sa centrom u tacki a.

Kugla K(a,r) se Cesto naziva i r—okolina tacke a. Naravno, $ta kugla K (a,r)
predstavlja u metrickom prostoru (X,d) zavisi od prirode skupa X, ali i od uve-
dene metrike d. Ilustrova¢emo to na nekim primerima.
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Primer 1.2.5. U metri¢kom prostoru (R,d), gde je d(x,y) = |x—y|, kugla K(a,r)
jeinterval (a—ra+r). A

Primer 1.2.6. Nekaje (R?,d,), p> 1, metricki prostor sa metrikom datom pomoéu
(1.2.1).

¢om

Slika 1.2.1. Kugle K, (0,1) zap =1, p=2, p = +oo

Akosua = (aj,ay)iu=x=(x1,x;), kugla K (a,r) je, saglasno definiciji 1.2.7,
K(a,r)=Ky(a,r)={x € R? | (x; —a1)P + (1 —an)P < P}

Na primer, za @ = 0 = (0,0), r = 1, i za tri razliite vrednosti p = 1, p = 2,
p = oo, odgovarajuce kugle K,(0,1) su prikazane na slici 1.2.1. Primetimo da je
kugla u euklidskoj normi (p = 2) jedini¢ni krug, dok je za p =11 p = +oo kvadrat
sa stranicama /2 i 2, respektivno. Na slici 1.2.2 prikazane su kugle za p = 3/2,
p=3,p=10. A

2 1

Slika 1.2.2. Kugle K,,(0,1) zap=3/2, p=3, p=10
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Definicija 1.2.9. Skup A C X je otvoren skup ako je prazan ili ako za svaku tacku
u € A postoji neka njena £-okolina koja je podskup od A, tj. postoji € > 0 takvo
da K(u,€) C A.

Naravno, otvorena kugla je otvoren skup u metriCkom prostoru. Nije tesko za-
kljuciti da je svaki neprazan otvoren skup A u metrickom prostoru X unija familije
otvorenih kugli metrickog prostora.

Definicija 1.2.10. Okolinom skupa A C X nazivamo svaki skup iz X koji sadrZzi
neki otvoren skup u kome lezi skup A.

Definicija 1.2.11. Za tacku u € A kaZemo da je unutrasnja tacka skupa A C X
ako postoji okolina tacke u koja je podskup skupa A. Skup svih unutrasnjih tacaka
skupa A Cini njegovu unutrasnjost, u oznaci intA.

Prema tome, tacka u je unutrasnja tacka skupa A C X ako je i sim skup A jedna
njena okolina. Oc¢igledno je intA C A.

Definicija 1.2.12. Tacka a € X je tacka nagomilavanja skupa A C X ako svaka
okolina tacke a sadrZzi bar jednu tacku iz A, razlicitu od tacke a.

Dakle, tacka nagomilavanja skupa A ne mora pripadati skupu A.

Definicija 1.2.13. Tackaa € A C X je izolovana tacka skupa A ako postoji okolina
tacke a u kojoj, sem tacke a, nema drugih tacaka iz A.

Definicija 1.2.14. Tacka u € X je adherentna tacka skupa A ako u svakoj njenoj
okolini ima tacaka iz skupa A. Skup svih adherentnih tacaka skupa A ¢ini adheren-
ciju skupa A, u oznaci A.

Napomenimo da adherentna tacka skupa A ne mora da pripada skupu A. Treba
uociti i da su izolovana tacka i tacka nagomilavanja skupa A njegove adherentne
tacke. Takode, o¢igledno je da vazi A C A.

Definicija 1.2.15. Za familiju T svih otvorenih skupova metri¢kog prostora (X, d)
kaZemo da je fopologija tog prostora, koja je indukovana metrikom d.

U smislu ove definicije, sdm skup X i prazan skup su otvoreni skupovi. Na os-
novu prethodnog zaklju¢ujemo sledeée dve osobine otvorenih skupova: (a) unija
konacno ili beskona¢no mnogo otvorenih skupova iz T pripada T; (b) presek
kona¢no mnogo otvorenih skupova iz T pripada 7.
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Definicija 1.2.16. Neka je X metricki prostor. Skup A C X je zatvoren skup, ako
je njegov komplement A}, u odnosu na skup X, otvoren skup.

Iz prethodnih definicija i ¢injenice da su prazan skup i sdm skup X otvoreni
skupovi, sleduje da su prazan skup i ¢itav skup X takode i zatvoreni skupovi.
Topologija se moZe uvesti nezavisno od metrike.

Definicija 1.2.17. Topoloski prostor je skup snabdeven topologijom T, koja je
familija podskupova — otvorenih skupova — sa osobinama:

1° presek bilo koja dva otvorena skupa je otvoren skup;

2° unija bilo koje kolekcije otvorenih skupova je otvoren skup;

3° prazan skup i ceo prostor su otvoreni skupovi.

Element topoloskog prostora se naziva racka.
Na kraju ovog odeljka navodimo definicije koneksnog i separabilnog prostora.

Definicija 1.2.18. Za skup A kaZemo da je svuda gust u skupu B ako je svaka
tatka skupa B adherentna tacka skupa A, tj. ako vazi B C A.

Definicija 1.2.19. Za prostor X kazemo da je koneksan ili povezan ako se ne moze
predstaviti kao unija dva neprazna disjunktna otvorena skupa iz X.

Definicija 1.2.20. Za metricki prostor X kazemo da je separabilan ako u njemu
postoji najvise prebrojivi svuda gust skup tacaka.

2.1.3 Konvergencija nizova u metrickom prostoru

Niz je jedan od osnovnih pojmova koji se uvodi ve¢ u pocetnim kursevima
matematicke analize. U numerickoj analizi i teoriji aproksimacija uloga nizova
je ogromna, posebno u konstrukciji iterativnih procesa. U ovom odeljku dajemo
osnovne karakteristike nizova u metrickom prostoru.

Definicija 1.3.1. Za niz {u, },en u metrickom prostoru (X,d) kazemo da je kon-
vergentan Ka elementu a € X ako za svako € > 0 postoji prirodan broj ng takav da

je d(uy,a) < € kad god je n > ny. Tada piSemo liIE u, = a i za tacku a kazemo
n——+oo

da je granica niza.

Dakle, kod konvergentnog niza rastojanje d(u,,a) — 0 kada n — +o0. Jedno-
stavno je dokazati da je kod konvergentnih nizova granica jedinstvena.
Uocimo sada jedan niz {ny }ren prirodnih brojeva ny, ny, ..., takav da je

n<n<---.
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Definicija 1.3.2. Za svaki niz {u,, }rcn kaZemo da je delimicni niz ili podniz niza
{un }nEN-

Definicija 1.3.3. Ako je delimi¢ni niz {u,, }rcn konvergentan, za njegovu granicu

lim wu, =c
k—4-o0

kazemo da je delimicna granica niza {u, }nen.

U skladu sa definicijom 1.2.12, delimi¢na granica c je tacka nagomilavanja
niza {u, }nen. Nije teSko pokazati da je skup delimiCnih granica niza {u,},en u
metri¢kom prostoru (X,d) zatvoren skup (videti, na primer, [21, str. 62]). Inace,
niz {u, }nen konvergira ka a ako i samo ako svi njegovi delimi¢ni nizovi konver-
giraju ka istoj tacki a.

Definicija 1.3.4. Za niz {u,},eny u metriCkom prostoru (X,d) kazemo da je
CAUCHYev niz ako za svako € > 0 postoji prirodan broj ng takav da je d(uy, u,,) <
€ kad god su n,m > ny.

Primetimo da je svaki konvergentan niz CAUCHYev niz. Zaista, ako niz

{un}nen konvergira ka granici a, tj. lim u, = a, tada je, na osnovu relacije
n—y—+oo

trougla,
d(un,”m) < d(”n,a) —|—d(a,um),

odakle zakljucujemo da d(u,,u,,) — 0 kada n,m — +oo.

U prostoru (R,d), sa d(x,y) = |x —y| (videti primer 1.2.1) vaZi i obrnuto
tvrdenje. Dakle, niz {x, },en u R je konvergentan ako i samo ako je CAUCHYev
niz (za dokaz videti, na primer, [21, str. 66]). Medutim, u opStem slucaju, ako je niz
CAUCHYev ne znaci da je i konvergentan. Na primer, ako u prostoru racionalnih
brojeva Q, sa uobi¢ajenom metrikom d(x,y) = |x—y|, posmatramo niz racionalnih
brojeva {x, },cn. dobijenih iz decimalnog razvoja broja v/2 zadrzavanjem prvih n
decimala (dakle, x| = 1.4, x, = 1.41, x3 = 1.414, x4 = 1.4142, itd.), jednostavno
zaklju€ujemo da je ovaj niz CAUCHYeyv, s obzirom da je za svako m > n > 0,

|Xp — x| <€=10"",

kao i da je njegova granica broj v/2 ¢ Q.
Za mnoge primene, posebno u iterativnim procesima, pogodno je raditi sa
prostorima u kojima svaki CAUCHYev niz konvergira.
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Definicija 1.3.5. Ako je svaki CAUCHYev niz u metri¢kom prostoru (X,d) kon-
vergentan, tada za prostor (X,d) kazemo da je kompletan.

Primer 1.3.1. Razmotri¢emo metri¢ke prostore (Cla,b],d) i (Cla,b],d;), sa uni-
formnom i integralnom metrikom d i d, datim sa (1.2.4) i (1.2.5), respektivno.

1° Prostor (Cla,b],d) je kompletan. Pretpostavimo da je niz neprekidnih
funkcija {u,(¢)}nen CAUCHYev niz u prostoru (Cla,b],d), tj. da za svako € > 0
postoji ng € N, tako da je za svako m > n > ny,

(1.3.1) iy (1) — un(2)| < max |uy, (1) — un(t)| = d(upm,un) < € (t € [a,b]).
a<t<b

Istovremeno (1.3.1) znadi da je za svako dato ¢ € [a,b], niz {u,(t) },ey CAUCHYev
niz u (kompletnom) prostoru R sa standardnom metrikom (videti primer 1.2.1),
tako da postoji jedinstvena grani¢na vrednost

lim u,(t) =u(t) eR

n—r+-o0

za svako f € [a,b], tj. da je konvergencija uniformna na [a,b]. 1z injenice da
je granica niza neprekidnih funkcija sa uniformnom konvergencijom na |a,b]
neprekidna funkcija, zaklju¢ujemo da u € Cla,b]. Dakle,

lim d(u,,u) =0,

n—r—+oo

tj. prostor (Cla,b],d) je kompletan.
2° Prostor (Cla,b),d, ) nije kompletan. Ne umanjujuéi op$tost razmatracemo
prostor CJ0, 1] sa odgovarajuom integralnom normom. Defini§imo niz funkcija

{t(£) bncrs pomocu
0,
un(t) = 1
7;,
i dokaZimo da je u datom prostoru ovaj niz CAUCHYey, ali, Sto je evidentno,
njegova granica

=)

<t<

)

S| =

)

lgrgl
n
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ne pripada C|0, 1], §to znadi da prostor nije kompletan.
Zaista, ako pretpostavimo da je m >n > ng (tj. 0 < 1/m < 1/n < 1), imamo

di (Up,up) = /01 |t (1) — uy (2)| dt = /1;::1\% dr=2 (% - ﬁ) < %

Dakle, za dato € > 0, izborom ng = [4/€2] + 1, zaklju¢ujemo da je d; () <
2//n < 2/\/ng < € za svako m > n > ng, tj. da je niz funkcija {u,(f)}nen
CAUCHYev niz. A

2.1.4 Normirani prostor i BANACHov prostor

Veoma znacajna klasa metrickih prostora, koja pored topoloske strukture ima
i strukturu linearnog prostora, su normirani prostori.

Definicija 1.4.1. Linearni prostor X (nad poljem K) je normiran ako postoji
nenegativna funkcija u — ||u|| definisana za svako u € X, koju nazivamo norma
od u, takva da je

1° Ju| =0 < u=106 (definisanost);
2° |lcull = e - ul| (homogenost);
3° Jlu+v|| < |lul| + ||| (relacija trougla),

gdesuu,veXicek.
Normirani prostor je metri¢ki ako metriku uvedemo pomocu
(1.4.1) d(u,v) = llu—v|.

Primer 1.4.1. Vektorski prostor R” (videti primer 1.1.1) se moZe normirati uvodenjem
norme pomodéu

" 1/p
(Z M”) (1 <p<+e),
(1.4.2) [, = k=1

max x| (p=+°).
Od normi (1.4.2) najcesce se koriste norme za p =11 p =2, tj.

n n 1/2
belly =3 bul i Hx!b:(f,m\z) :

k=1 k=1

kao i norma |jx||_,. Norma ||x||, je poznata kao euklidska norma i ¢esto se oznaCava
sa|x||g. A



136 2. ELEMENTI FUNKCIONALNE ANALIZE I LINEARNE ALGEBRE

Primer 1.4.2. Prostor Cla,b] se moZe normirati, na primer, uvodenjem norme
pomocu

(143) o = g = max Juo)|

ili pomodu
b

(144) Jall = Y, = | Juto) e
a

A

Primer 1.4.3. Prostor L?(a,b), p > 1, se normira uvodenjem norme pomocu

b 1/p
(145 el =l = [ o ar)

Sluaj p = +eo, tj. prostor L*(a,b) se normira uzimanjem tzv. esencijalnog supre-
muma,

[[ull = |lul|. = esssup |u(r)|.
a<t<b

A
Primer 1.4.4. Prostor nizova ¢” se normira pomocu

foo 1/p
(1.4.6) llu|| = Z |xi [P ,
k=1

gde je u= {xk}keN. A

U skladu sa metrikom (1.4.1), u normiranom prostoru se govori o tzv. konver-
genciji po normi.
Definicija 1.4.2. Neka je {u, },en niz tataka u normiranom prostoru X i neka je
u € X takvo da je lirJrrl ||un — u|| = 0. Tada kaZzemo da ovaj niz konvergira po
n——+oo

normi ka tacki u.
U tom slu¢aju, niz {u, }nen se karakterise kao CAUCHYev niz ako je

lim  ||uy —up|| =0
n,m——-oo

i normirani vektorski prostor je kompletan ako u njemu svaki CAUCHYev niz
konvergira.
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Definicija 1.4.3. Kompletan normirani prostor naziva se BANACHov® prostor.

Da li je normirani prostor kompletan ili nije, zavisi od uvedene norme. Tako,
na primer, prostori ¢ i L?(a,b) su kompletni u odnosu na norme (1.4.5) i (1.4.6)
respektivno, dok je prostor C|a,b] kompletan u odnosu na normu (1.4.3), a nije
kompletan u odnosu na (1.4.4) (videti primer 1.3.1).

2.1.5 HILBERTOV prostor

Definicija 1.5.1. Vektorski prostor X nad poljem kompleksnih brojeva (K = C)
naziva se prostor sa unutra$njim (skalarnim) proizvodom ili unitaran prostor, ako
postoji funkcija (u,v): X2 — C koja zadovoljava sledece uslove

1° (u,u) >0;
2° (uu)=0 < u=280;
3° (utv,w) = (u,w)+ (mw);
4° (cu,v) = c(u,v)
5° (u,v) = (vu)
za svako u,v,w € Xic e C.

Funkcija (u,v) se naziva skalarni ili unutrasnji proizvod.

Ako je X realni vektorski prostor, tada je skalarni proizvod (u,v): X> — R
takav da uslov 5° u prethodnoj definiciji postaje tzv. uslov simetrije
5% (u,v) = (vu).

Inace, uslov 5° je poznat kao hermitska simetrija.

Teorema 1.5.1. Za skalarni proizvod vaZi
(@ (u,cv) =¢(u,v);
®) (u,vi +v2) = (u,v1)+ (u,v2);
© |(,v)]* < (w,u)(n,).

Dokaz. Tvrdenja (a) i (b) se jednostavno dokazuju. Da bismo dokazali tvrdenje
(c), koje je poznato kao CAUCHY-SCHWARZ®-BUNIAKOWSK Yeva®® nejednakost,
uzmimo tacku w = u+(u,v)v, gde je t realno i u,v € X. Kako na osnovu 1° (iz
definicije 1.5.1) vazi

87 STEFAN BANACH (1892 — 1945), poznati poljski matemati¢ar.
88 K ARL HERMANN AMANDUS SCHWARZ (1843 — 1921), nemacki matematicar.
89 VIKTOR JAKOVLEVIC BUNIAKOWSKY (1804 — 1889), ruski matematicar.
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(wyw) = (u+t(u,v)v,u+t(u,v)v) >0,
koriséenjem osobina 3°, 4°, 5° i (a) zaklju¢ujemo da je
(1t 10) 42| (1, v) [P+ | (w1, 0) [ () (v,v)* > 0,
odakle sleduje da diskriminanta D dobijenog kvadratnog trinoma mora biti manja

ili jednaka nuli, tj.

D ) ) P o) <0

Iz poslednje nejednakosti sleduje nejednakost (c). O
Unitaran vektorski prostor moZe se normirati uvodenjem

(15.1) ull = /(usu0),

s obzirom na to da funkcija u — \/m ispunjava sve uslove definicije 1.4.1.

Definicija 1.5.2. Unitaran vektorski prostor sa normom (1.5.1) naziva se pred-
HILBERTovV prostor. Ukoliko je ovaj prostor kompletan naziva se HILBERTov.

Primer 1.5.1. Vektorski prostor R" postaje HILBERTov prostor ako se skalarni
proizvod uvede pomocu

n
(x,y) = Zxkyk =y
k=1

Sli¢no, kompleksan vektorski prostor C" postaje HILBERTov sa skalarnim
proizvodom

n
(x7y) = Zxkyk :y*x7
k=1

pri ¢emu y* oznacava vektor koji se dobija transponovanjem vektora y i konjugo-
vanjem njegovih komponenata. Norma koja izvire iz skalarnog proizvoda, u ovom
slucaju je data sa

; 1/2
x|l = v/(x,x) = (1; |xk|2> :

Sto u stvari predstavlja euklidsku normu ||x||; (videti primer 1.4.1).
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CAUCHY-SCHWARZ-BUNIAKOWSK Yeva nejednakost u C” ima oblik
n 2 n ) n )

Y iy < | Y bl Y bl |-

k=1 k=1 k=1

Primer 1.5.2. Ako se u prostor ¢> uvede skalarni proizvod pomocu

A

(u,v) = ]ka?k <u = {Xk}ken, v= {)’k}keN>7

dobija se HILBERToV prostor. A

Primer 1.5.3. Sa skalarnim proizvodom

(1.5.2) (u,v) = / (e dr,

prostor L?(a,b) postaje HILBERTov. U slucaju kada su elementi iz L?(a,b) samo
realne funkcije, (1.5.2) se svodi na

(,v) = / (el dr.

Umesto skalarnog proizvoda (1.5.2) moze se uzeti opstiji skalarni proizvod,
na primer,

(1.5.3) (u,v) = / (v dr,

gdejew: (a,b) — R* data teZinska funkcija®. Odgovaraju¢i HILBERToV prostor
oznaavamo sa L2 (a,b). Norma koja izvire iz skalarnog proizvoda uvedenog na
ovaj nacin je data sa

= el = [ wotofa)

U ovom slucaju nejednakost (c) postaje

/a bw(t)u(t)v(t)dt‘zg ( / bw(t)|u(t)|2dt> < / bw(t)|v(t)|2dt>. A

90 Precizno definisanje teZinske funkcije bice dato kod razmatranja ortogonalnih polinoma u poseb-
noj knjizi iz ove serije.
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2.1.6 Ortogonalni sistemi u HILBERTovom prostoru

Orogonalni sistemi, a posebno ortogonalni polinomi, zauzimaju znacajno me-
sto u reSavanju mnogih problema u razli¢itim nau¢nim oblastima. Njihova pri-
mena je posebno izrazena u teoriji aproksimacija, interpolacionim procesima,
kvadraturnim procesima, itd. (za detalje videti, na primer, naSu monografiju
pisanu zajedno sa G. MASTROIANNIjem’! [17]).

Definicija 1.6.1. Skup vektora {uy }xe; u HILBERTOVOm prostoru X obrazuje or-
togonalan sistem ako je

(Y ke€l)  (un,u) = Sullusl>

gde je 5,4 — KRONECKERova®? delta i |jug|| = v/ (ux, uy).

Skup indeksa I moZe biti kona€an, prebrojiv ili neprebrojiv.

Ukoliko za svako k € I imamo ||u|| = 1, kaZemo da skup vektora {uy res u X
obrazuje ortonomiran sistem i takav sistem oznacava¢emo sa {u }re;.

Definicija 1.6.2. Ortonomiran sistem {u] }re; je potpun u X ako nije pravi deo
nekog ortonomiranog sistema.

Teorema 1.6.1. U svakom HILBERTovom prostoru X (# {0}) postoji ortonomi-

rani sistem.

Definicija 1.6.3. Koeficijenti a; u razvoju u = Y, axu;, se nazivaju FOURIERoOVi
kel

koeficijenti, a sim razvoj FOURIERoOV razvoj ili FOURIERovV red.

Teorema 1.6.2. Neka su a; FOURIERovI koeficijenti vektora u € X u odnosu na

ortonormirani sistem {u} }re;. Tada su iskazi

1° {u} }rer je potpun sistem u X ;

2°u=Y auy za svako u € X,
kel
medusobno ekvivalentni.

Zbog ekvivalentnosti iskaza 1° i 2° u prethodnoj teoremi, potpun ortonormi-
rani sistem nazivamo i orfonormirana baza prostora. Sli¢no, potpun ortogonalni
sistem nazivamo ortogonalna baza prostora.

U daljem tekstu navodimo dva jednostavna i veoma vaZna ortogonalna sis-
tema.
°l GIUSEPPE MASTROIANNI (1939 — ), italijanski matemati&ar, poznat u teoriji interpolacionih

procesa i numerickih kvadratura. Sada je profesor emeritus na Univerzitetu Basilicata u Potenci

(Department of Mathematics, Computer Sciences and Economics).
92 . EoPOLD KRONECKER (1823 — 1891), nemacki matematicar.
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Trigonometrijski sistem. Najjednostavniji ortogonalni sistem je trigonometrijski
sistem,
(1.6.1) T = {1, cost, sint, cos2t, sin2t¢, ..., cosnt, sinnt,. }

Koris¢enjem formula

(

sinnt cosmt = = [sin(n+m)t + sin(n — m)t],

(1.6.2) sinnt sinmt = = [cos(n — m)t — cos(n+m)t],

cosnt cosmt =

= D= N =

[cos(n+m)t + cos(n—m)t],
lako je dokazati sledece relacije ortogonalnosti

2
/ sinnt cosmtdt = 0,
0

o 0, n#m,

/ cosnt cosmtdt = { T, n=m%0,

(1.6.3) 0 2, n=m=0,
21 07 n 7& m,

/ sinnt sinmtdt = { 1, n=m#0,

0 0, n=m=0.

Ovo znaci da je trigonometrijski sistem (1.6.1) ortogonalan u HILBERTovom pros-
toru L*(T) sa unutra$njim proizvodom

21
(1.6.4) (u,v) = /T w(t)v(e) dr = /0 w(e)v(e)dr,

gde je T jedini¢na kruZnica. Sistem T je potpun u L*(T), tako da se svaka funkcija
f € L*(T) moze predstaviti pomo¢u FOURIERovog reda

1 Ry
(1.6.5) 5 +k;(ak cos kt + by sinkt),

sa FOURIERovim koeficijentima

1

2 1 2w
(1.6.6) ay = —/ f(t)cosktdt, by = —/ f(t)sinkeds.
T Jo T Jo
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Napomenimo da se parcijalne sume FOURIERovog reda (1.6.5), tj.

n
(1.6.7) Suf(x) = “—20 + Y (@i coskx+ by sinkx),
k=1
Cesto koriste u aproksimaciji 27-periodi¢nih integrabilnih funkcija f € L!'(T)
pomocu trigonometrijskih polinoma. Kori§éenjem formula (1.6.6) za FOURIEROve
koeficijente ay 1 by, parcijalne sume (1.6.7) se mogu predstaviti u obliku

] n
Snf(x) = = + Z (ax cos kx + by sinkx)

k=1
1 2= 1 & 2« - '
=32 ), f(t)dH—%];/O f(t)(coskt cos kx + sinks sinkx) dr,
.
1 2= 1 n 1 2«
(1.6.8) Snf(x):;/0 f(t)[i +];Cosk(x—t)} dr = — | Dulx—=0)f(r)dr,

gde je D, takozvano DIRICHLETovo”? jezgro definisano pomoéu
] n
(1.6.9) D,(0) = 5+kz::1003k9.

Kao §to moZemo videti DIRICHLETovoO jezgro je paran trigonometrijski poli-
nom stepena n i za 6 # 2vr (v € Z) jezgro se moZe predstaviti u obliku

_ 1 & ge ) sin((2n+1)6/2)
D”(e)_Re{EJ’kgeke}_ 2sin(6/2)

Kako su njegove nule u intervalu [0,27) date sa 6y =2kn/(2n+1), k=1,...,2n,
DIRICHLETovO jezgro se moZe izraziti i u obliku (videti [17, str. 25])

2 sine_ek
2n+1 4
D, =
©) 2 kl;ll sin%

2

Grafik DIRICHLETovog jezgra za n = 7 na intervalu (0,27) je prikazan na
slici 1.6.1.

93 PETER GUSTAV LEJEUNE DIRICHLET (1805 — 1859), francuski matematicar.
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L A A AN

NAAOAAA"
0 m 2r

Slika 1.6.1. DIRICHLETovo jezgro D7(0)

S obzirom na osobine 27-periodi¢nih integrabilnih funkcija f,g € L!, da za
svako x € R, vaZe jednakosti

X+27 2 2n
/ f(t)dt:/ f()de = ft+x)dt
X 0 0

2r 2r
| se=nrodr= [ gstx—na,
0 0

parcijalne sume (1.6.8) se mogu predstaviti u ekvivalentnim oblicima

1 27 1 27
Suf(x) = ) Dn(t)f(x—t)dt:E A Dy(t)f(x+1)dt
$uf) = = [ Du0) [l 0)+ S e 0)] .

CEBISEVljevi polinomi. Dva jednostavna, ali veoma vaZna trigonometrijska
polinoma su
sin(n+1)0

sinf
Oni se mogu izraziti u obliku algebarskih polinoma stepena n u zavisnosti od
cos 6. Naime, ako stavimo x = cos 6, dobijamo dobro poznate CEBISEVljeve poli-
nome prve i druge vrste,

0 — cosnb i 06—
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sin(n+1)6

T(x) = Tu(cos 0) = cosn® i Un(x) =Un(cos8) = —-—

)

respektivno. Njihove algebarske reprezentacije za —1 <x <1 su

(1.6.10) T, (x) = cos(narccosx) i U,(x) = Sin((nj/—ll)—arzccc)sx)
—x

Lako je videti da su Tp(x) = 1, T1(x) = x i Up(x) = 1, U;(x) = 2x. Takode,
koriS¢enjem trece trigonometrijske jednakosti iz (1.6.2), sam=11it=0 =
arccos x, zaklju¢ujemo da polinomi 7}, zadovoljavaju rekurentnu relaciju

(1.6.11) Tir1(x) =2xT,(x) = T—1(x), n=1,2,....
Ista rekurentna relacija vaZzi i za polinome druge vrste, tj.
Unt1(x) = 2xU, (x) — U,—1 (x), n=12,....

Startujuéi sa To(x) = 1 i Tj(x) = x ili sa Up(x) = 1 i U;(x) = 2x, oba niza
polinoma {7, (x)}%, i {U,(x)}, =%, mogu se jednostavno generisati. Na primer,

zan=0,1,...,6, dobijamo

To(x)=1, Up(x) =1,

Ti(x) =x, U, (x) =2x,

Tr(x) =2x* — 1, Us(x) = 4x* — 1,

T3(x) = 43 —3x, Us(x) = 8x> —4x,

Ty(x) = 8x* —8x* + 1, Us(x) = 16x* — 1222 +1,

Ts(x) = 16x° —20x> + 5x, Us(x) = 327 — 3223 + 6x,

To(x) = 32x% — 48x* + 18x* — 1, Us(x) = 64x5 — 80x* +24x% — 1.

Relacija (1.6.11) je poznata kao troclana rekurentna relacija. Za detalje u vezi
sa takvim relacijama videti odeljak 1.3.2.
Nizovi polinoma {7,,(x) } /%% i {U,(x)}%, su ortogonalni na (—1,1) u odnosu

na skalarni proizvod oblika (1.5.3), sa teZinskim funkcijama

wi(x) = \/11——x2 i wx)=vVI1-x2

respektivno.
Da bismo dokazali ortogonalnost niza polinoma {7;,(x)} % podimo od druge
relacije u (1.6.3), koja se moZe napisati u obliku
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. 0, n#m,
/ cosnt cosmtdt = w/2, n=m#0,
0 T, n=m=0.

Posle uvodenja nove promenljive x = cost, ovaj integral se svodi na

1 dx 0, n#m,
/ cos(narccosx) cos(marccosx)——= =< T/2, n=m#0,
- V1-a T n=m=0
j.
1 dx
Ty(0) T (X) ——= = Sum | T0I",
[ T ) s = Bl T

gde je 8,,, — KRONECKERova delta i IT,1* je kvadrat norme CEBISEVljevog
polinoma 7, u HILBERTovom prostoru L2, (—1,1), sa skalarnim proizvodom

(V) = (1, V), = [ 11 w()v()wi (1) dr.

Napomenimo da su ||Tp||* = 7 i |T;||* = /2, n > 1.
Ortogonalnost niza CEBISEVljevih polinoma druge vrste {U,(x)} % moZe se
dokazati na sli¢an nacin polazeéi od trece relacije u (1.6.3). Tada dobijamo

S
/ U () Un () VT =2 dx = 8y | U,
-1

gde je ||U,||* = 7/2 (n > 0) kvadrat norme CEBISEVljevog polinoma druge vrste
U, u HILBERTovom prostoru L2, (—1,1).

Napomena 1.6.1. CEBISEVljevi polinomi T,(x) i U,(x) su specijalni slucajevi
takozvanih JACOBIevih polinoma {P,SOC’I3 ) (x)}%, sa parametrima &, 8 > —1, koji
su ortogonalni u prostoru Liaﬁ (—1,1), sa skalarnim proizvodom

(1) = (s = [ oy ),

-1

gde je teZinska funkcija data sa®*

w(t) =v*B() = (1= +0)B, o,p>—1.

94 Detaljna teorija ortogonalnosti bice razmatrana u posebnoj knjizi iz ove serije.
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Eksplicitni izrazi za CEBISEVljeve polinome prve i druge vrste su redom

n B (1) —k—1)!

(x) =5 A ki (n—2k)! 29" (1)
i (/2] k
Uy(x) = L 7(;!1(21 T;k)k' ) (2x)" %
L
0.5+
0
-0.5
-1 ! . . .
-1 -0.5 0 0.5 1

Slika 1.6.2. Grafici polinoma y = T,(x), -1 <x<1,zan=0,1,...,6

Grafici CEBISEVIjevih polinoma prve vrste T,(x), n =0, 1,...,6, su prikazani
na slici 1.6.2. S obzirom na to da je 7,(x) = cos(narccosx) za —1 <x < 1, za-
klju¢ujemo da je |T,(x)| <1, —1 < x <1, za svako n > 0 (videti sliku 1.6.2).

Na osnovu (1.6.10) nule polinoma 7,,(x) se mogu izraziti u eksplicitnom obliku

(2k— 17

(1.6.12) Xj = Xpx = COS
’ 2n

(k=1,...,n).

Nule x; date pomocu (1.6.12) su realne, razli¢ite i leze u (—1,1).

Drugi skup interesantnih tacaka su one gde je 7,(x) = +1,

k
(1.6.13) §k:§n,k:—cos7” (k=0,1,....n).
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Za tacke (1.6.13) kazemo da su ekstremalne tacke polinoma T, (x). Neke intere-
santne vrednosti za CEBISEVljeve polinome prve vrste su:

Tn(il) = (il)n’ T2n(0) = (_l)na T2n+l(0) = O,

n(n?—1) - (n’ = (k—1))

T = @, B = =g

Za CEBISEVljeve polinome druge vrste vaZe sledeée nejednakosti

|Un(x)] <n+1 i V1=x2U,(x)| <1 (=1<x<1).
Interesantne veze izmedu ove dve vrste CEBISEVljevih polinoma su

1 & 1 ) ! 1
S+ Y Tu(x) = sUn(x) i Y Tu1(x) =5 Uz (x).
2 S 2 = 2

Na kraju ovog odeljka napomenimo da CEBISEVljevi polinomi imaju veliku
primenu u teoriji aproksimacija, ali i u mnogim drugim oblastima matematike,
fizike, itd. Postoji veliki broj tzv. ekstremalnih problema u kojima se kao reSenja
upravo pojavljuju CEBISEVljevi polinomi (videti [19], kao i monografiju MILO-
VANOVICa, MITRINOVICa®> i RASSIASa% [22], pisanu na engleskom jeziku).
Navescemo samo jedan od tih ekstremalnih problema koji se odnosi na skup svih
realnih monic¢nih polinoma stepena n,

P, = {p| p(x) = ¥" + &lanovi niZeg stepena },
u prostoru C[—1, 1] sa uniformnom normom (1.4.3) (videti primer 1.4.2),

= t)|.
Jull -y = max. Ju(o)

Teorema 1.6.3. Medit svim monic¢nim polinomima stepena n > 1, najmanju uni-
Sformnu normu na [—1,1] ima moni¢ni CEBISEVIjev polinom prve vrste p*(x) =
T,(x) = 2! ", (x), 4.

(1.6.14) min HPH[—m] = HTnH[—m] = zl_nHTnH[—m] =2!"
PEDP,

9 DRAGOSLAV S. MITRINOVIC (1908 — 1995), poznati srpski matematicar, sa doprinosima u
teoriji obi¢nih diferencijalnih jednacina, teoriji nejednakosti, kompleksnoj analizi i specijalnim
funkcijama. Autor je velikog broja knjiga i monografija objavljenih na srpskom i engleskom
jeziku. Pod njegovim rukovodstvom autor ove knjige je radio doktorsku disertaciju koju je
odbranio 1976. godine na Univerzitetu u NiSu.

96 THEMISTOCLES M. RASSIAS (1951 — ), grcki matematiCar sa doprinosima u viSe oblasti
matematike.
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Dokaz. Primetimo najpre da su ekstremalne tacke &, date sa (1.6.13), uredene
kao —1 =& < & < --- <& =1, a zatim da je polinom r(x) = 7, (x) — p(x)
(p € P,) stepena ne viseg od n — 1. Primetimo da je r(&) = (—1)"+*21=" — p(&),
k=0,1,...,n.

Da bismo dokazali (1.6.14), tj. da je [|p[|_ ; > 2!-" za svako p € P, pret-
postavi¢emo suprotno, tj. da vazi

(1.6.15) Q=Ilpll_s <ITll.=2""

Neka x € [—1, 1]. Tada, prema (1.6.15), vazi —2' " < —Q < £+p(x) < Q < 2!,
odakle dobijamo dvostruku nejednakost 0 < 217" — Q < 2" 4 p(x), iz koje sle-
duje da je

2 _pxy< 2"+ 0 <0

2 px) >2"" -0 > 0.

Ako za x izaberemo ekstremalne tatke &, leva strana u ovim nejednakostima
postaje vrednost polinoma r u tim tackama, tako da moZemo zakljuciti da poli-
nom r ima naizmeni¢no pozitivne i negativne vrednosti u ekstremalnim tackama
&, k=0,1,...,n. Prema tome, polinom r mora imati bar n nula, §to dovodi do
kontradikcije, s obziromdare P,_;. O

Proucavajuéi osobine polinoma sa najmanjim odstupanjem od date neprekidne
funkcije, CEBISEV [3] je prakti¢no uveo polinome 7}, (x) i on se smatra zaCetnikom
teorije aproksimacija ili konstruktivne teorije funkcija kako se to Cesto naziva u
ruskoj literaturi. Oznaku T;,(x) = 2'~" cos(narccos x) je uveo BERNSTEINY’ i ona
je izvedena iz francuske transkripcije prezimena CEBISEV, u obliku TCHEBY-
CHEFF. O CEBISEVIjevim polinomima je objavljeno dosta radova i knjiga (videti,

na primer, [6], [16], [24], [25], [27]).

2.1.7 GRAM-SCHMIDTovV postupak ortogonalizacije

Zbog jednostavnosti u primerima, ortogonalna baza je u prednosti nad alge-
barskom bazom u HILBERTovom prostoru X sa datim skalarnim proizvodom
(+,-). Zbog toga je interesantno prouditi postupak za konstrukciju ortogonalne
baze.

97 SERGEI NATANOVICH BERNSTEIN (1880 — 1968), poznati ruski matemati¢ar, sa zna¢ajnim
rezultatima u oblasti teorije aproksimacija, diferencijalnih jednacina, teoriji verovatnoce, itd.
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Neka je dat najviSe prebrojiv skup linearno nezavisnih vektora U = {go, g1, ..}
Postupak kojim se ovom skupu vektora moZe pridruZiti ortogonalni sistem vek-
tora {ug,u;,...}, tako da se lineali nad ovim skupovima poklapaju, poznat je
kao GRAM?—ScHMIDTov? postupak ortogonalizacije i on se moZe iskazati na
sledeci nacin.

Uzmimo najpre uy = go, a zatim u; predstavimo u obliku

u; = g1+ A1 ouo,

gde je A o nepoznati parametar koji odredujemo iz uslova da je vektor u; ortogo-
nalan na ug. Tada je

(u1,u0) = (g1,u0) + A1,0(uo,up) =0,

odakle sleduje

o= — (gl,MO)
' (MO, MO)
Pretpostavimo sada da smo ve¢ konstruisali vektore ug,u1,...,u,_1. Vektor u,

predstavimo u obliku
Up = 8n+ lmO”O + lmlul +--- 4 ;Ln,n—lun—l .

Nepoznate parametre A, 4, k=0,1,...,n— 1, odredujemo iz uslova ortogonalnosti
vektora u, prema svim prethodnim vektorima u, k =0,1,...,n—1, tj.

n—1

(th,ur) = (gnyuk) + Z A (i ug) =0, k=0,1,...,n—1.
i=0

1

Dakle, imamo

Do = — B ) oy,
(w5 ue)
6. 1
v (
gnauk)
Up = 8gn — —uy, n=12,....
" " k;()(ukyuk)

Odgovarajudi ortonomirani sistem vektora je S = {¢o, ¢y, ...}, gde su

98 JGRGEN PEDERSEN GRAM (1850 — 1916), danski matematicar.
99 ERHARD SCHMIDT (1876 — 1959), poznati nemacki matematicar.
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Uy

Op = u, = : n=0,1,....
T ]
Evidentno, ¢, je linearna kombinacija vektora (funkcija) go, g1, - .., &, takva da
je (9, ¢r) = 0 for n # k.
Koriséenjem vektora go, g1, ..., &, i GRAMove matrice reda n+ 1,

(20:80) (g0,81) -+ (80,&n)

G — | (81:80) (81.81)  (81,8n)
nt+l — .

9

(gn;go) (8n,81)  (gn 8n)

za ortonormirane vektore ¢, moguce je dobiti eksplicitne formule (videti [17,
str. 76]).

Teorema 1.7.1. Ortonormirane funkcije ¢, su date sa

(80,80) (g0,81) *+* (80:8n-1) 0(2)

(1.7.1) L (81,80 (81.81)  (81.80-1) £1(2)

(<) = s
(P ( ) \/AnAn-‘rl
(8n,80) (8n-81)  (8n:8n—1) &n(2)
gde su A, =detG, i Ag=1.

Primetimo da je GRAMova matrica nesingularna. Naime, poznato je da je
Ap+1 =det G, # 0 ako i samo ako je sistem vektora {go,g1,82,---,8,} linearno
nezavisan. StaviSe, moZe se dokazati da je det G, > O.

Na kraju ovog odeljka primenuéemo GRAM—SCHMIDToV postupak ortogona-
lizacije na konstrukciju ortogonalnih polinoma u prostoru L2,(a,b), sa skalarnim
proizvodom

b
(9= [ wessds  (f.geLiab),

gde je x — w(x) nenegativna tezinska funkcija na (a,b).

Polazeéi od monomialnog bazisa U = {1,x,x?, ...} konstruisaéemo ortogonalni
(polinomski) bazis {Qy }nen, - Lineal nad ovim bazisom je skup svih algebarskih
polinoma, koji je svuda gust u L2 (a,b). U zavisnosti od teZinske funkcije w dobi-
jaju se razlicite klase ortogonalnih polinoma.
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Primer 1.7.1. U prostoru L2,(—1,1), saw(x) = (1 —x?)3/2, odrediéemo prvih pet
¢lanova ortogonalnog sistema {Qy }nen, -
IzraCunaéemo najpre integral
+1
M:/‘fm—fWMx (k € Ny).
~1

Primenom parcijalne integracije na integral

1

Nk—l_Nk:/ x2(k—1)(1_x2)5/2dx (kEN),

~1

dobijamo

Net—Ne= ——Np. 4. Ne=2*Z1
S T T

Kako je No = 37/8, imamo Ny =37 (2k+ 1)!!/(2k+4)!! (k € N).

Polazedi od prirodnog bazisa U = {1,x,x?,...}, GRAM—SCHMIDTovim pos-
tupkom ortogonalizacije dobijamo redom

Ni-1 (keN).

(xaQO)
x) =1, X)=x———=0(x) =x,
Qo (x) Qi (x) (00.00) Qo (x)
1
0> (x) :xZ—NlNO*1 :xz—g, 03(x) :x3—N2Nf1x:x3—§x,
Q4(x) =x* —NoN; ' — Ns— 2Ny ) (No— i +iN B 2L
4(x) = 21V 3T "2 2= 3N+ 3eNo 6
:x4—§x2—i—%, itd.

Prva Cetiri ¢lana odgovarajuceg ortonormiranog sistema {Qj }ren, su redom

o=y ein=Tt ew=s/e (v,

Q3(x) = NeT <x3—§x> , Oa(x) = >0V 107 <x4—§x2+%> .

Ovi polinomi su poznati kao ultrasferni ili GEGENBAUERovi!?’ polinomi i

oni su specijalni slu¢aj JACOBIjevih polinoma (videti napomenu 1.6.1) za o =

100 1 EoPOLD GEGENBAUER (1849 — 1903) austrijski matematiar.
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B = 3/2. Opsti GEGENBAUEROVi polinomi se obi¢no oznatavaju sa C*(x), gde
je A = a —1/2 (videti [17, str. 133-135]). U naSem primeru, polinomi Q,(x) su
GEGENBAUERoVi polinomi C2(x) (A =2). A

U paketu MATHEMATICA postoji funkcija Orthogonalize kojom je reali-

zovan GRAM—-SCHMIDTov postupak ortogonalizacije. Slede¢ci MATHEMATICA
kdd daje konstrukciju prvih m + 1 ortonormiranih GEGENBAUERovVih polinoma

za teZinsku funkciju w(x) = v®%(x) = (1 —x?)%:

pol[m_,t_] := Table[t "k, {k,0,m}];

ort[m ,x_,al_] := (Orthogonalize[pol[m,t],
Integrate[Times [##] (1-t"2) "al, {t,-1,1}1 &1 //

ort[9,x,3/2]

U konkretnom slucaju (za & = 3/2 i m = 9) dobijamo prvih deset ¢lanova
ortonormiranog niza GEGENBAUERovih polinoma C2(x), n=0,1,...,9,

2 4% 6 1 4x (-3+8x%) 2
{2 =, s | — (77“(2 , ———————,2 | — (3-48x*+80%"),
31 Ax 5 6 NEE: 357
2 8 2
4 —x(3—20x2+24x4> — — (1+30x—120x +112x)
3
2
4 —X(5+6OX—168X +128 x° 5 240 x* + 1680 x* - 3584 x° +2304X)
5

4% (15-280 x% + 1344 x* - 2304 x°+ 1280 x*

157

U slucaju kada je o = 0, tj. za (konstantnu) tezinsku funkciju w(x) = 1 na
[—1, 1], odgovarajuéi ortogonalni polinomi su poznati kao LEGENDREovi'®! poli-
nomi. OznaCavaju se sa P,(x) i mogu se izraziti u eksplicitnom obliku pomoéu
tzv. RODRIGUESove!?? formule

P,(x) = T -dxn(l—xz)”, n>0.

101 ApRIEN-MARIE LEGENDRE (1752 — 1833), poznati francuski matematicar.
102 BENJAMIN OLINDE RODRIGUES (1795 — 1851), francuski bankar, matematicar i dru$tveni re-

formator.
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Kvadrat norme ovih polinoma je
n>0.

Koris¢enjem prethodnog MATHEMATICA koda sa naredbom ort [11, x, 0]
dobijamo ortonormirane LEGENDREove polinome P/ (x), k=0,1,...,11:

1 1 7 )
{E \/7 \/7 ~1+3x%° g 5x(—3+5><),

3(3-30x%+35x%x%) 1 |11
, — | — x(15-70x%+63x%),

82 8\ 2
1 13 , 1 15 ,
— | — (—5+105x -315x*+231x%), — | — x(—35+315x —693x4+429x6),
16 2 16 2
1 17
— | — (35-1260x"+6930x*-12012x"+6435x°),
128 2
1 19
— | — x(315-4620x*+18018 x* - 25740 x* + 12155 x%),
128 2
1 21
—— | — (-63+3465x"-30030x"+90090x°-109395x"+46189x'"),
256 2
1 23
—— | — x(-693+15015%*-90090 x* + 218790 x° - 230945 x* + 88179 x“’)}
256 2

LEGENDREoOVi polinomi P, se mogu dobiti i kao koeficijenti u TAYLORovom
razvoju (videti [17, str. 128-131])

1 =
— =) P,(x)",
V1=2xt +12 ,;, ()

gde se funkcija @ (x,) naziva generatrisa ili generatorska funkcija.

D(x,t) =
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2.2 UVOD U TEORIJU OPERATORA

U ovom poglavlju dajemo osnovne elemente teorije operatora koji su neophodni
u mnogim problemima numericke analize i teorije aproksimacija (na primer, kod
reSavanja operatorskih jednacina, numericke integracije, itd.). Pored linearnih
operatora razmatraemo i neke klase nelinearnih operatora. Znatno kompletnija
teorija operatora moze se naci, na primer, u [1], [4], [11], [13], [14].

2.2.1 Linearni operatori

Neka su X i Y linearni prostori nad istim poljem skalara K =R (ili K = C).
Pod operatorom A: X — Y podrazumeva se preslikavanje

2.1.1) u—g==Au

koje svakom elementu u € X pridruZuje samo jedan element g €Y. Akoje Y =R
za operator A: X — R se Cesto Koristi termin funkcionela.

Prostor X se naziva oblast definisanosti operatora A. Element g iz (2.1.1)
naziva se slika elementa u, a sim element u original. Skup svih slika, tj. skup
{Au|u € X}, naziva se oblast vrednosti operatora A i oznacava se sa A(X). U
slu€aju, kada svakom elementu g € A(X) odgovara samo jedan original, za opera-
tor se kaZze da je obostrano jednoznacan, tj. da je preslikavanje A bijekcija prostora
X naA(X).

U daljem razmatranju interesuju nas tzv. linearni operatori, koji imaju zna-
¢ajnu ulogu u opstoj teoriji operatora. Posebno su interesantni linearni operatori na
konac¢no-dimenzionalnim prostorima jer su oni u uskoj vezi sa teorijom matrica.

Pre nego $to definiSemo linearni operator, definisaCemo aditivni operator i ho-
mogeni operator.

Definicija 2.1.1. Operator A: X — Y je aditivan ako je
A(u+v) =Au+Av
za svako u,v € X.
Definicija 2.1.2. Operator A: X —Y je homogen ako je
A(Au) = AAu

za svako u € X i svako A € K.
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Definicija 2.1.3. Operator A: X — Y je linearan ako je istovremeno aditivan i
homogen, tj. ako je za svako u,v € X i svako A,u € K

A(Au+ uv) = LAu+ pAv.

Definicija 2.1.4. Za operator /: X — X, za koji je /u = u za svako u € X, kazemo
da je identicki operator.

Primetimo da nula-operator O: X — Y preslikava svako u € X na neutralni
element 6 €Y, tj. daje Ou=6.

Skup svih linearnih operatora koji preslikavaju prostor X u prostor Y, oznacava-
¢emo sa L(X,Y). Primetimo da svaki operator A € L(X,Y) preslikava 6 € X u
60cY,4j.A0=0.

Na samom pocetku ovog odeljka pomenuli smo A(X) kao oblast vrednosti
operatora A. Za linearni operator A sa T4 ozna¢imo ovu oblast. Nije teSko utvrditi
da je Ty potprostor prostora Y. Zaista, ako su g = Au i h = Av, vektor ag + Bh je
slika vektora au + Bv, za svako , B € K. Dakle, oeg + Bh € Tj.

Definicija 2.1.5. Rang operatora A € L(X,Y ), u oznaci ry4 ili rang A, je dimenzija
potprostora Ty, tj.
ra =rang A = dim(7y).

U vezi sa potprostorom 74 moZe se razmatrati i skup vektora u € X koji zado-
voljavaju jednakost Au = 6.

Definicija 2.1.6. Jezgro operatora A € L(X,Y), u oznaci Ny ili kerA, je skup
Ny=kerA={ucX|Au=0}.
Dimenczija jezgra naziva se defekt operatora A i oznacava se sa ny ili def A.
Jezgro operatora kerA C X je potprostor prostora X, s obzirom na implikaciju
Ve, B € K) u,vekerA = au+PveEkerA.

Rang operatora i defekt operatora nisu nezavisne karakteristike linearnog ope-
ratora. O tome govori sledeca teorema:

Teorema 2.1.1. Neka je dimX =nineka A € L(X,Y). Tada je

rang A +defA = n.
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Na osnovu prethodne teoreme imamo
rang A =dim 7y < dimX = n,

$to znaci da dimenzija oblasti vrednosti operatora ne moze biti veca od dimenzije
oblasti definisanosti operatora.

U daljem tekstu neka su A,B € L(X,Y).

Definicija 2.1.7. Zbir operatora A i B, u oznaci A + B, je operator C odreden
pomocu
(VueX) Cu= (A+B)u = Au+ Bu.

Definicija 2.1.8. Proizvod operatora A i skalara A iz polja K je operator C odreden
pomocu
(VueX) Cu= (AA)u = A(Au).

Interesantan slucaj je za A = — 1. Odgovarajuéi operator —A nazivamo suprotan
operator operatoru A. Primetimo da je A+ (—A) = O nula-operator. Naime, za
svako u € X, imamo Ou = 6.

Definicija 2.1.9. Proizvod operatora A: Y — Z i B: X — Y je operator C =
AB: X — Z, definisan pomocu

(VueX) Cu = ABu = A(Bu).

Pitanje odnosa ranga operatora AB i ranga operatora A i B daje sledeca teorema
(za dokaz videti, na primer, [20, str. 129-130]).

Teorema 2.1.2. Neka su X,Y,Z konacno-dimenzionalni prostori. Za operatore
A:Y —ZiB: X —Y vaZe nejednakosti

rang A +rang B—dimY < rang (AB) < min(rang A,rang B).

Ako za svako u € X vazi implikacija u € X = Au € X, tada se moZe definisati
iterirani operator A" (n-ti stepen operatora A) kao

A"=AA"Y  (neN),

pri éemu je A? = I identi¢ki operator.
Za operatore A" i A™ (n,m € Ny) vaZi jednakost A"A™ = A",
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Nije tesko pokazati da skup L(X,Y ), snabdeven operacijom sabiranja kao unu-
traSnjom kompozicijom i mnoZenjem operatora skalarom kao spoljaSnjom kom-
pozicijom, obrazuje linearni prostor nad poljem skalara K.

U skupu linearnih operatora koji preslikavaju X u X, za koje obi¢no kazemo da
deluju u X, moguce je odrediti neki podskup operatora koji ima strukturu grupe u
odnosu na operaciju mnoZenja operatora. Da bi se odredio takav podskup potrebno
je uvesti pojam regularnog operatora.

Definicija 2.1.10. Za linearni operator A: X — X kaZemo da je regularan ili da
je nesingularan ako se njegovo jezgro sastoji samo od nula-vektora 6.

Za operator koji nije regularan kazemo da je singularan ili da je neregularan
operator.

Na primer, identicki (jedini¢ni) operator / je regularan, ali je nula-operator O
singularan.

Regularni operatori poseduju viSe interesantnih osobina:

1° Defekt regularnog operatora A: X — X jednak je nuli, odakle sleduje
rang (A) = dimX;

2° TA = X;

3° za svako g € X postoji jedinstveno u € X takvo da je Au = g (jedinstvenost
originala);

4° proizvod konacnog broja regularnih operatora je regularan operator.

Osobina 3° je izuzetno vaZna. Da bismo je dokazali pretpostavimo da za neko
g € X postoje dva vektora u, v’ € X takvadaje Au =g i Au' = g. Tada je

Alu—u')=0.

Kako se, s druge strane, jezgro regularnog operatora A sastoji samo od nula-
vektora, zaklju¢ujemo da je u —u’ = 0, tj. u = u’. Napomenimo da se Cesto za
definiciju regularnog operatora uzima upravo osobina 3°.

Osobine 2° i 3° kazuju da je regularan operator A bijekcija prostora X na
samog sebe.

Saglasno osobinama 2° i 3° da svakom vektoru g € X odgovara jedan i samo
jedan vektor u € X, moZe se za svaki regularan operator A definisati inverzan
operator A~
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Definicija 2.1.11. Neka je A: X — X regularan operator. Za preslikavanje A=/,
za koje vazi
(VueX) AN (Au) = u,

kaZemo da je inverzan operator od A.

Teorema 2.1.3. Neka je A: X — X regularan linearni operator. Tada je inverzan
operator A~ takode, regularan linearni operator.

Dokaz. Neka su Auy = g1 1 Aupy = go, j. A_lgl =u iA_lgg =up,inekasuci
¢ proizvoljni skalari iz polja K. S obzirom na to da je A linearan operator, imamo
AN e1g1 +c2g2) = A7 (c1Auy + crAu)

=AlA (C]M] + Czuz)

= c1uy +coup

=cA g1+ A g
DokaZimo jo$ da je i A~! regularan operator.

Zasvako g € kerA~! imamo A~'g = 6. Primenom operatora A na levu i desnu
stranu poslednje jednakosti dobijamo

A(A"g) = A6,

tj. g = 0, jer je A@ = 0. Dakle, jezgro operatora A~! sastoji se samo od nula-
vektora, tj. A~! je regularan operator. O

Primer 2.1.1. Odredimo operator inverzan linearnom integralnom operatoru

Anw = [ ee-algpar,

a

gde je a data monotono neopadajuéa funkcija na [a,b] i dvaput neprekidno-
diferencijabilna.
Neka je ot(x) — a(t) = u. Tada je

s =N = [[errwas (e

odakle sleduje

X b
g0 =S = [ e a0 dr— )+ [ ool )0,
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.
X b
(2.1.2) g (x)=d(x) [—/ e_”f(t)dt—i—/ e”f(t)dt] .
a X

Na dalje, imamo

A0\ - s o (el
5 (E80) = 2700+ gt
odakle je
J L L (£
709 = (490 = 30— 5 - (45,

Kako iz (2.1.2) sleduje

(2.1.3) ga)=0d(a)gla) i  g(b)=—0a(b)g(b),

zakljuéujemo da je inverzan operator A~! u prostoru C?[a, b definisan za funkcije
koje zadovoljavaju grani¢ne uslove (2.1.3). A

U daljem tekstu pretpostavi¢emo da su X i ¥ BANACHovi prostori.

Definicija 2.1.12. Operator A : X — Y je neprekidan ako za svaki niz {u, },en iz
X vazi
Uy —>u = Au, — Au (ueX).

Definicija 2.1.13. Linearni operator A : X — Y je ogranicen ako postoji nenega-
tivan broj M takav da je

(2.1.4) (VueX)  |Aul| < M|u.

Infimum brojeva M za koje vazi (2.1.4) oznalava se sa ||A|| i naziva norma
operatora A.

Teorema 2.1.4. Linearni operator A : X — Y je ogranicen ako i samo ako je
neprekidan.

Dokaz. Ako je operator A ogranicen, tada vazi
[ Ay, — Aul] = [|A(un = w)[| < [JA]}- [stn — ul],

odakle pri u,, — u sleduje njegova neprekidnost u proizvoljnoj tacki u.
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Pretpostavimo sada da operator A nije ograni¢en. Tada za proizvoljno n > 0
postoji par elemenata u,, v, € X, takav da je
Uy 7 vy i |Auy — Avy|| > 20wy — va|.
Neka je dalje {c, } niz racionalnih brojeva sa osobinom

|t — vl < e < 2Jtty — |-

1 .
Tada za k, = — (u, — v,,), imamo
ne,

2n 2
|[Aky|| = |Auty — Avn|| > —— [ty — || = — ||ty — val| > 1
ney, c

L
ncy n
1
knll = —llutn —vall < =
ney n

Kako ||k,|| = 0 i ||Aky|| > 1 (n — +oo) protivure¢i neprekidnosti operatora
A, sleduje da operator A mora biti ograni¢en. [

Primer 2.1.2. NekasuX =C[0,1] i Y =R. Operator A : X — Y definisan pomoéu

Au= /0.114(t) dr

je ogranicena linearna funkcionela, s obzirom na to da je, za svako uj,uy € X i
svako ci,cy € R,

1

/Ol(clul(t)+c2u2(t))dt:cl/o i (1) dt+cz/01u2(t) dr,

kao 1

1 -1
(Vu € Cl0,1]) ]Au]:‘/o u(t) dr gorglaé(llu(t)\/o dr = [lull gy O

Primer 2.1.3. Neka je X = C"[a,b] i neka su a; : [a,b] - R, k = 1,...,n, date
funkcije koje pripadaju X. Tada je pomocu

Du = aku(k)

n
k=0

definisan linearni operator D: X — X. A
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Primer 2.1.4. Nekaje X =Y = Cla,b] i K : [a,b]* — R data neprekidna funkcija
na kvadratu [a,b] X [a,b]. Tada je pomocéu

b
2.1.5) v(x) = (Au)(x) = A / K(x,1)u(t)dt

gde je A realan parametar razli¢it od nule, definisan linearni integralni operator
A: X — X, §to je jednostavno dokazati. Funkcija dve promenljive (x,7) — K(x,1)
se naziva jezgro integralnog operatora. MoZe se, takode, dokazati da je operator A
ograniCen. Zaista, ako je M konstanta takva da je |K(x,t)| < M za svako (x,1) €

[a,b]?, tada je
/ K(x,t)u

b
<
< 4] max, [ K (o) lu(e)| s

[[Aul| = |[v]| = max |v(x)| = max
a<x<b a<x<b

< AIM max [u(r) (b= a)
< [AIM (b~ a)|Jull.

Dakle, ako uvedemo konstantu C = |A|M (b — a), vidimo da je ||Au|| < C||u|| za
svaku neprekidnu funkciju u € Cla, b], $to znadi da je linearni operator A, definisan
pomocu (2.1.5), ogranicen.

Medutim, operator 7 : X — X definisan sa

b
:/ K(xt,u(7)) dr

gde je K : [a,b]* x R — R data funkcija, u opstem slucaju, je nelinearni integralni
operator. A

Primer 2.1.5. Neka je X = L'(R) i

(Fu)(&) = (&) = [ e u(r)ar.
R
Ovaj linearni operator se naziva FOURIERova transformacija. Jednostavno je
primetiti da je funkcija & — e 275"y (r) neprekidna na R i ograniena sa |u(t)|,
koja pripada L' (R). Zato je funkcija & ~— (&) neprekidna i ograni¢ena na R.
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Linearni operator F : L' (R) — L*(R) je neprekidan, pri &emi je ||u]|.. < [|u|,,
kaoi lim [u(&)|=0.
[§l oo

k
t
Za L' —funkciju definisanu sa u(t) = o e “h(t), gde suRea >0,k eNgih

funkcija skoka ili tzv. HEAVISIDEova'®® funkcija, definisana pomoéu

1, t>0,
h(t) =
0, <0,

FOURIERoOva transformacija je

- 1
(Fu)(&) =u(§) = lar 2amEFT

U slucaju eksponencijalne funkcije u(t) = e~ q> 0, za FOURIEROVU trans-
formaciju dobijamo

~ T
(Fu)(§) =@(E) =/ e F/ A
a
Neka su A i B operatori koji preslikavaju prostor X u prostor Y.
Ako su A i B linearni ograniCeni operatori, koji preslikavaju prostor X u prostor
Y, tada vazi
[ 4w+ Bul| < [[Aul| + [[Bul| < (JA]+ [1B]]) [[ull,

tj.
|A+B| < [|All+|B]|-
Neka je Tou tacka prostora X.
Ako su T; i T, ograniceni operatori, tada vazi
|Tull = T (w)[| < [|T3[] - [|Toull < Tl - T2 - (el
tj.

IT Tl < T 1|72

Ako za svako u € X vazi implikacija u € X = Tu € X, tada se moZe definisati
iterirani operator 7" (n-ti stepen operatora 7') kao

103 OLIVER HEAVISIDE (1850 — 1925), engleski elektroinZenjer, matemati¢ar i fizicar, koji je na-
pustio $kolovanje sa 16 godina i posvetio se samostalnom ucenju.
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T =T(T"") (neN),

pri ¢emu je T° = I identi¢ki operator (Ju = u za svako u € X).
Za operatore 7" 1 T™ (n,m € Ny) vazi jednakost

TnTm — Tn+m.
Ako je T ogranicen operator tada je
1T <[IT]"  (n€No).

Teorema 2.1.5. Neka je X BANACHov prostor; I identicki operator u X i T : X —
X ogranicen linearni operator kod koga je ||T|| < q < 1. Tada postoji operator
(I-T)"! za koji vai:

1° (I-T)"'= Z T* (NEUMANNoV razvoj);

1
2 u=1)" 1H<—

Dokaz. S obzirom nato daje ||T|| < ¢ < 1 imamo
+oo ' oo p 1

(2.1.6) YITHI< Y ITI < +— <
k=0 k=0 1-

Kako je, dalje, prostor X kompletan, to iz konvergencije reda Z | T*|| sleduje

da je Z T* ogranicen linearan operator.

1z jednakosti
n n
G-y r=Yru-r=1-1""",
k=0
koja vazi za svako n € N, a s obzirom na

T < IT|"™™ =0 = T =0 (n— +oo),

sleduje

(I— TZT" ZT"I T)=1,

k=0
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tj.
+o0
g-7)"'=Y 1"
k=0
Kori$¢enjem (2.1.6) neposredno dobijamo

~+oo 1
j—1)"" < Y ITh < 1, U
k=0 q

Teorema 2.1.6. Neka suA :X — X i B: X — X linearni operatori za koje postoje
neprekidni inverzni operatori A~ i B! . Tada je
IB~"|- |1 —B~"A]

1—|[I-B'A]

lA™! =Bl <

gde je I identicki operator u X.

Definicija 2.1.14. Neka je 7 : X — X linearan operator. Kompleksan broj A je
sopstvena ili karakteristi¢na vrednost operatora T ako postoji vektor u razli¢it od
nula—vektora takav da je

Tu= Au.

Vektor u koji odgovara sopstvenoj vrednosti A naziva se sopstveni ili karakteristi-

¢ni vektor operatora T .

Teorema 2.1.7. Neka su X i Y BANACHovi prostori, A : X — Y ogranicen linearni
operator i {A,}nen niz ogranicenih linearnih operatora koji preslikavaju X u'Y.
Potrebni i dovoljni uslovi za konvergenciju niza {A,u} ka Au za svako u € X su:

1° niz {||A,|| }ren je ogranicen;

2° postoji liIJIrl Anu na nekom u X svuda gustom skupu.
n—s o0

Dokaz ovog tvrdenja, koja je poznato kao BANACH-STEINHAUSova!™ teo-
rema, moze se naéi, na primer, u [1].
2.2.2 Matrica linearnog operatora na kona¢no-dimenzionalnim prostorima

Neka su X i Y kona¢no-dimenzionalni prostori sa bazama B, = {uj,...,u, } i
B, = {vi,...,vn}, respektivno, i neka je A : X — Y linearan operator. Nije tesko

104 Wi ADYSEAW HUGO DIONIZY STEINHAUS (1887-1972), poznati poljski matemati&ar.
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dokazati da je operator A potpuno odreden ako su poznate slike vektora baze B,
tj. ako su poznati vektori Au; (i =1,...,n). RazloZimo ove vektore po vektorima
baze B,. Tada imamo

Auy = anvi +anva+ -+ a1 v,

Auy = aypvy +anvy+ -+ amavm,
2.2.1)
Aup = aypvi +agpva + -+ Vi,
Na osnovu (2.2.1) formirajmo matricu

aip aiz - dip
ap) ax Aan
Avu =

aml Am2 Amn

Definicija 2.2.1. Za A,,, kaZemo da je matrica operatora A : X — Y u odnosu na
baze B, 1 B,.

Posmatrajmo proizvoljne vektore u € X i v €Y, ¢ije su koordinatne reprezenta-
cije, u bazama B,, i B,, date sa

X1 Y1

x2 , 2
u—x—= 1 v:y:

Xn Ym

respektivno. Veza izmedu koordinata vektora u i vektora v = Au moze se iskazati
pomodu jednakosti
y=A,x.

Formalno, linearni operator A moZemo zameniti njegovom matricom A,,,.

Da bismo opisali operator A : X — X dovoljno je fiksirati jednu bazu B, =
{uy,...,u,}. Naime, prethodno razmatranje ostaje u vaznosti ako stavimo ¥ = X
i B, = B,,. Matricu A, u tom slucaju, oznacavamo sa A,,.

Na kraju napomenimo da ¢e elementi matricnog racuna biti posebno razma-
trani u poglavlju 2.3.
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2.2.3 Bilinearni i n-linearni operatori

Skup ograni¢enih linearnih operatora L(X,Y) koji preslikavaju BANACHoV
prostor X u BANACHov prostor ¥ ima strukturu BANACHovog prostora ako su
u njega uvedene unutrasnja i spoljasnja kompozicija pomocéu

(T+S)u=Tu+Su, (cT)u=c(Tu) (T,S€L(X,Y);ceK),

dok se pod normom elementa 7 € L(X,Y) podrazumeva norma ograni¢enog
linearnog operatora 7" u smislu definicije 2.1.13.
Neka su X i ¥ BANACHovi prostori i operator B: X> — Y.

Definicija 2.3.1. Operator B je bilinearan ako svakom uredenom paru elemenata
(u,u') € X? odgovara element g = B(u,u’) € Y, pri Cemu za sve uy,ua, uy,uy € X
isve c1,c; € K, vaZze jednakosti:

B(ciuy + coup, ') = c1B(uy,u') + c2B(up, 1),
B(u,cruy + couty) = c1B(u,u)) + coaB(u,uf).
Ako postoji pozitivan broj M takav da je
(2.3.1) 1B (w1 ) || < MlJul| -l

za svako u,u’ € X, operator B je ogranicen.

Infimum brojeva M za koje vaZzi (2.3.1) naziva se normom bilinearnog opera-
tora B i oznacava se sa ||B]|.

Shodno prethodnoj definiciji, bilinearna preslikavanja prostora X u prostor

Y, obrazuju linearni normirani prostor, koji oznacavamo sa B (X Z,Y). Moze se
pokazati da su prostori L(X JL(X, Y)) iB (X 2 Y) izometri¢ni.

Definicija 2.3.2. Operator N : X" — Y je n-linearan ako svakom uredenom si-
stemu elemenata (uj,uy,...,u,) iz X odgovara element g = N(uy,uy,...,u,) €
Y, pri ¢emu je on linearan po svakom u;, pri fiksiranim ostalim elementima

Ulyeo oy Ui—15Ujtr 1y -5 Up.
Ako postoji pozitivan broj M takav da je
IN(ur,uz, ) [| < Mlay[] - [z} [|an |,

operator N je ogranicen.
Sva n-linearna preslikavanja prostora X u prostor Y obrazuju linearni normiran
prostor, koji oznatavamo sa N (X",Y).
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2.2.4 FRECHETova diferenciranja

Neka su X 1 Y BANACHovi prostori i neka je nelinearni operator 7 : X — Y
definisan na skupu D C X.

Definicija 2.4.1. Operator T je FRECHET!% —diferencijabilan u tacki u € D, ako
postoji takav ograniCeni linearan operator A € L(X,Y) da je

T k) = Tu—an|

0.
]| =0 |4l

Operator A se naziva izvod operatora T u tacki u i oznaCava sa T(’L )

Teorema 2.4.1. Ako je operator T FRECHET—diferencijabilan u tacki u, onda je
njegov izvod jedinstven.

Dokaz. Neka su A; i A, linearni ograniceni operatori, takvi da je

T h)—Tu—Ah
Li= lim I (e + 1) u—Aih| =
]| =0 4]l

0, i=1,2,

ineka je A =A; —A;. KoriSéenjem

HAhH = HA]h—AQhH < HT(u—i—h) —TM—A1hH + HT(M+h)—TM—A2hH

nalazimo
Ah
(2.4.1) lim u =Li+L,=0.
I} =0 {| ]
Medutim, ako je za neko &
|AA]]
IR =2 #0,
Il
tada e i za svako € # 0 biti
A(eh
JAen]
el

odakle zaklju¢ujemo da je jednakost (2.4.1) nemoguca kada je A nenula—operator.
Dakle, (2.4.1) vazi ako je A nula—operator, tj. Ay = A;. O

105 MAURICE RENE FRECHET (1878 — 1973), poznati francuski matematiar.
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Teorema 2.4.2. Svaki linearan ograniceni operator je FRECHET—diferencijabilan,
pri Cemu je T(’u) =T- zasvako u € D.

Dokaz. Kako je T € L(X,Y), na osnovu definicije 2.4.1 i prethodne teoreme ne-
posredno sleduje T(’L gh=ThzasvakoueD. O

Sada ¢emo dati neka pravila diferencijalnog racuna.
1° Neka su operatori 7 : X — Y i H : X — Y neprekidni i diferencijabilni u
tacki u. Tada je operator aT + BH (a, B € K), takode, diferencijabilan u toj tacki,
pri ¢emu je
(aT +BH)(, = aT}, +BH, .
2° Neka su X,Y,Z BANACHovi prostori, a7 : X — Y iS:Y — Z FRECHET—

diferencijabilni operatori. Ako su Tu = g i Sg = h, izvod sloZenog operatora ST
(h=S8(Tu) = (ST )u) u tacki u je

/ / /
(ST)(M) = S(Tu) T(u) :

3° Ako je A proizvoljan linearan ogranieni operator, a T FRECHET-diferenci-
jabilan operator, tada vaZzi

r_ / . It
(AT)(M) _AT(M) 1 (TA)(M) - T(Au)A‘

Ako je operator T dva puta FRECHET—diferencijabilan, tada je njegov drugi

izvod T, € L(X,L(X,Y)). 4j. T(, € B(X?,Y). Slino, ako je T n puta FRECHET—

diferencijabilan operator, tada je T((un)) eEN(X"y).

Primer 2.4.1. NekasuX =R"Y =R, Tx = f(x) = f(x1,...,%,),x = [x| ...xn]T,

h=l[h ... hn]T, x||., = maxj<i<, ||x|. Pod uslovom da f ima neprekidne par-

cijalne izvode drugog reda, naéi éemo T(’x)

Na osnovu TAYLORove formule imamo

_ "9 f 1 0% f
f(x+h) —f(x)+k§,l E xhk+§k,j o, chkhj,
t.
(2.4.2) |f(x+h)— f(x)— (grad £)Th| < M(f,c) (m]?xHth)2,

gdejec=x+Eh (0<& <),
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o

8x1

1 % f , :

M(f.e) =5 ijanaxjc i gradf= ;
’ f

ox,

S obzirom na neprekidnost parcijalnih izvoda drugog reda funkcije f, veli¢ina
M (f,c) je konacna, pa na osnovu (2.4.2) imamo

If (e +h) — f (x) — (grad f) |
il

—0

kada ||k|| — 0. Dakle,
Ty = (grad )"
A
Primer 2.4.2. Nekasu X =R", Y =R", x € X,y €Y, |x||. = max;<x<n [|x],

Iyl = maxy<g<p [k, B = [y ... hy)" (€ X) ineka je operator T : X — Y defi-
nisan pomodéu

fi(xr,.o,x)
Tx=f(x) = :
(X150 x)
Ako pretpostavimo da funkcije f; (k= 1,...,m) imaju neprekidne izvode dru-

gog reda, primenjujuéi postupak iz prethodnog primera na svaku od funkcija f,
dobijamo

gde je W tzv. JACOBIeva matrica za f, tj.
COf O
x| ox,
W)= | :
U Oy
L dx; ox, |

Primetimo da je matrica W (f), u ovom slu¢aju, tipam xn. A
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2.2.5 TAYLORova formula
Najpre uvodimo pojam L-metri¢kog porostora.

Definicija 2.5.1. Metricki prostor (X ,d) naziva se L-metricki, ako za svako u € X
postoji linearna ogranicena funkcionela L : X — R, takva da je

(2.5.1) IIL|| =1 i Lu=d(u,0).

Moze se pokazati da BANACHoV prostor poseduje svojstvo (2.5.1) (videti [4]).

Neka je D konveksan'% podskup BANACHovog prostora X i neka je T proizvo-
ljan n+ 1 puta FRECHET—diferencijabilni operator u oblasti D. Tada vaZi sledece
tvrdenje.

Teorema 2.5.1. Ako su u i u+ h zadate tacke iz D, tada je

W)
(2.5.2) T(u+h)= —T, (hyhy...;h) + W (u,h),

k;)ky () \O 2 2

k puta
gde je
(n+1) n+1
(2.5.3) W (u,h)|| < sup ||T,, -||h .
W ) < G s AT

Dokaz. S obzirom na to da X ima osobinu L-metrickog prostora, to za element
W (u,h) postoji linearna ogranicena funkcionela L, takva da je

ILI=1 &  LW=d(W,6)=|W(uh).
Uvedimo sada pomo¢nu funkciju
(2.5.4) 1+ F(t) = LT (u+rh),
¢iji su izvodi redom jednaki
F'(t) = LT, yyhs

u+th

(u+th)
n+1 puta

FO @) =™ Y (h,h, .. h),
——

106 Skup D je konveksan ako vazi implikacija u, u+h € D= u+the D (0<r < 1).
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d
s obzirom na ¢injenicu da su (LT)za) = LT(’a) i E(M +1th) = h.
Sada imamo
_ rw |- |
W (u,h)|| =LW = LT (u+h) — LTu — ﬁLT(u)h_ e — ELT'(M) (hy...,h),
n puta
tj.
1 1
W (. )| = F (1) = F(0) = 1 F'(0) =+ = ;F(")(O)-
Kako za funkciju (2.5.4) vaZi klasi¢na ocena ostataka u TAYLORovoj formuli
| £) = FO) ~ % F0) -~ L) || < s max [FC )]
1! n! ~ (n4+1)! cefo,1 ’
dobijamo
1
IW ()| < sup (L] 7850 1) Il

(n+1)! 1€[0,1]
odakle, na osnovu (2.5.1), zakljuCujemo da vazi (2.5.3). O

Formula (2.5.2) se naziva TAYLORova formula za operatore.
Zan=0iz (2.5.3) dobija se sledeca vazna nejednakost

I (u+ ) = Tull < sup T¢I [12]],
t€[0,1]

koja predstavlja teoremu o srednjoj vrednosti.

2.3 ELEMENTI MATRICNOG RACUNA

2.3.1 Operacije sa matricama razbijenim na blokove

U ovom i narednim odeljcima ovog poglavlju dajemo osnovne elemente mat-
ricnog racuna koji su neophodni za pradenje izlaganja u narednim glavama, a
posebno u Cetvrtoj glavi.

Definicija 3.1.1. Ako se matrica A tipa n X m mreZom horizontalnih i vertikalnih
pravih razloZi na viSe matrica, kaZe se da je matrica razbijena na blokove.
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Blokovi su matrice A;; tipa m; X nj, gde su

(g

q
m;=m i an:n.
1 j=1

Operacije sa matricama razbijenom na blokove su formalno iste sa operacija-
ma kod obi¢nih matrica. Jednostavno se dokazuju sledeéi rezultati.

Teorema 3.1.1. Neka su matrice A i B razbijene na blokove, tj.

A A12...A1q By BlZ---qu

Ay Ayp Ay _ By1 By By
A= . l B= . )

Apl AP2 qu By Bpo By

gde su A;; i B;j matrice istog tipa. Tada su

cA1y Az ... cAyy A1 +B11 Ap+Bi ... Ay +Byy

CAxy Ay CcAyg | Ay +By App+By Ay + By
cA = . 1 A+B: . )

CAp1 CAp cApg Apt+Bpi App+Bpy Apg+Bpyg

gde je c skalar.

Teorema 3.1.2. Neka su

A A12...A1q By B12---qu
Ay Apn Ay By1 By By

= : 5 = : 5
Apl AP2 qu By Bpo By

i neka su blokovi takvi da je broj kolona bloka A;; jednak broju vrsta bloka B ji
(i=1,...,p; j=1,...,q; k=1,...,s). Tada je

Cll C12 PP ClS

Gy Cp Gy
AB = . ,

Cp1 C2 Cps

q
gdejeC,-k: 'Z1Aiijk (i: 1,...,p; k= 1,...,s).
J=
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Primer 3.1.1. Neka su

S O N W
SO =
oo OO
D WO O
N\

Ako stavimo

52 8 3 1-2-1 2 -3
Au—[z 1],1422—[5 2],311—[_2 5 2],322—[_5 8}’
imamo

AuBn 0
AB = .
0 AxpB»
Kako je
5 2 1-2-1 1 0 —1
A“B“_[z 1]'[—2 5 2} [01 0}
1
8 3 2 -3 1 0
A”B”:[s 2}[—5 8]:[0 1]’
dobijamo
10-1]00
01 000
AB=|—— ————|. A
00 010
00 0] 01

Teorema 3.1.3. Neka je

regularna matrica, gde su A1 i Ay kvadratne matrice. Ako je matrica Ay, regu-
larna, tada je
Xi1 Xi2

X51 Xoo

Al =

)

gde su
US| _
X1 = (A —ApAy Ay X2 = —X114A1AL

Xy1 = —Ay Ani X, Xy = Ay) (1= Ap1 X12).
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Primer 3.1.2. Za matricu

001-1
031 4

A_276—1’
1 2 2

odredi¢emo A~!. Neka su

00 1 -1 2 7 6 —1

Na osnovu teoreme 3.1.3 imamo

1.1y —1
X = (All _A12A221A211) =

_ 11-7 20
X2 = —X11ApAy, = 3 [ B ] ;
119 3

_ _a—l ——

Xo1 = —Ay Ay Xy 6[3 3

4 1[—
X = Ay (I—AnXn) =

6 i
Dakle,
-1 3] -7 20
—7-3] 5-10
Al=] — —— — —|. A
9 3| -3 6
3 3] -3 6

Definicija 3.1.2. Kvadratna matrica A ima svojstvo (A) ako se permutacijom vrsta
i kolona moZe svesti na oblik

D F 0 0 --- 0 O
Ey D F, 0O 0 O

A-l—| 0 E, Dy F 0 0

0 0 0 0  Euy Dy |

gdesuD; (j=1,...,m) dijagonalne, aE;i F; (j=1,...,m — 1) su pravougaone
matrice.
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2.3.2 LR faktorizacija kvadratne matrice

Cesto se kod reSavanja sistema linearnih jednaGina javlja problem predsta-
vljanja kvadratne matrice u obliku proizvoda dve trougaone matrice. Ovaj odeljak
posvecen je reSavanju tog problemu.

Teorema 3.2.1. Ako su sve determinante
ayipr aip ... dig

azl axp a2
A= . . k=12,....n—1,

arl ai2 Ak

razlicite od nule, matrica A = [a;j],x, se moZe predstaviti u obliku
(3.2.1) A=LR,
gde je L donja i R gornja trougaona matrica.

Trougaone matrice L i R reda n imaju oblike
(3.2.2) L=[ljlnxn  (lij=0<i<})
i
(3.2.3) R=[rijlnxn (rij=0<«i>j).
Razlaganje (3.2.1), poznato kao LR faktorizacija (dekompozicija), nije jedin-

stveno, s obzirom na jednakost

(Ve£0)  LR=(cL) <1R).

C

Medutim, ako se dijagonalnim elementima matrice R (ili matrice L) fiksiraju vred-
nosti od kojih nijedna nije jednaka nuli, razlaganje je jedinstveno.
S obzirom na (3.2.2) 1 (3.2.3) i imajudi u vidu da je

min(i, /)
a,-j: Z Eikrkj (i,jzl,...,n),
k=1
elementi matrica L i R mogu se jednostavno odrediti rekurzivnim postupkom,
ukoliko se unapred zadaju elementi dijagonalni elementi r; (# 0) ili £; (# 0),
i=1,...,n
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Tako, na primer, neka su dati brojevi r;; (#0), i = 1,...,n. Tada vazi

ai

1 by =—,
M) i
1i 611

(i=2,...,n);
=21
i

_ 1 i1 ~
(i) by =— (aii_ X 5ik’ki> ;
i k=1
1 i1
rij = <a,~,~—kzl fjkfki) (i=2,....n).
u =
(j=i+1,....n)
1 i1
bii=— (aji_ X fjﬂki)
i k=1

Sli¢no bismo mogli iskazati i rekurzivni postupak za odradivanje elemenata
matrica L i R ako su unapred dati brojevi ¢;; (#0),i=1,...,n.
U primenama, najc¢e$ée se uzimar; =1 (i ¢; =1),i=1,...,n.

Primer 3.2.1. Razlozimo matricu

4
1
14
2

—_— W O =
N Ao
O — = W

u obliku (3.2.2), tako da jedini¢nu dijagonalu ima (a) matrica R; (b) matrica L.

(a) Kako je r;; =1, i = 1,...,4, na osnovu izloZenog rekurzivnog postupka,
imamo redom:
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(1) by =1,
ra=4, 0y =0, rz=1, l33=3, ru=3, ly=1;
(2) by =—1,
r3=-=2, ln=2, ra=1, lyp=-2
(3) 633 :5’
ry=—2, liy=-3;
@) =2

Dakle, dobili smo

1 0 00 14 1 3
0-1 00 01 -2 1
L=13 2 50| "R=|o0 1 -2
1 -2 -3 2 00 O 1
(b) Polazeéiod ¢;; =1,i=1,...,4, imamo redom
(1) 7‘11:17

ra=4, 0y =0, rz=1, l33=3, ru=3, ly=1;
(2) rp =—1,

r3=2, In==2, rma=—1, lyp=2

(3) r3 =35,
ry=—10, {ly53=-3/5;

(4) 1’44:2,
1 0 0 0 1 41 3
01 0 0 0 -1 2 -1
=155 1 o oR=1y 05 —10 A
1 2 -3/5 1 0 00 2
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U primenama vrlo ¢esto se javljaju viSedijagonalne matrice, tj. matrice Ciji su
elementi razliciti od nule samo na glavnoj dijagonali i oko glavne dijagonale. Na
primer, ako je a;; # 0 za |i— j| < 11ia;; =0 za |i— j| > 1, matrica je trodija-
gonalna ili tridijagonalna. Obicno elemente ovakve matrice predstavljamo vek-

torima (ay,...,ay), (bi,...,by), (c1y...,cn-1), 4.
Dy ¢y O ... O 0 7
a by ¢ 0 0
0 a3 b3 0 0
(3.2.4) A=

0 0 O bn—l Cn—1
00 O a, by

Ako je a;j #0 (Ji—j| <2) i a;j =0 (|i— j| > 2), imamo slucaj petodijago-
nalne matrice.

Pretpostavimo sada da trodijagonalna matrica (3.2.4) ispunjava uslove teoreme
3.2.1. Za dekompoziciju ovakve matrice dovoljno je pretpostaviti da su

[B1 0 0 ... 0 O
(x2B20 0 O

L—|0 o5 Bs 0 0 (BiB2---B. #0)

00 0 o B

01 p 00
R_10 0 1 00

(000 0 1]

Uporedivanjem odgovarajucih elemenata matrice A i matrice

[ B Bin 0 .. 0 0
o ooy -+ B By 0 0

IR=| 0 o3 o3y + B3 0 0

0 0 0 Op  OyYu1+ P |
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dobijamo sledeée rekurzivne formule za odredivanje elemenata o, f;, ¥;:

C
ﬁl:bla ’yl:l-))_lla
Ci .
(325) o; = a;, B,»:b,»—(x,-y,»_l, }’,:EI, l:2,...,l’l—17
i

O, = ay, ﬂn:bn_an}/n—l-

2.3.3 Sopstveni vektori i sopstvene vrednosti matrica

Definicija 3.3.1. Neka je A kompleksna kvadratna matrica reda n. Svaki vektor
x € C", koji je razli¢it od nula—vektora, naziva se sopstveni vektor matrice A ako
postoji skalar A € C takav da je

(3.3.1) Ax = Ax.
Skalar A naziva se odgovarajuéa sopstvena vrednost.
S obzirom na ¢injenicu da se (3.3.1) moze predstaviti u obliku
(A=ADx =0,
zaklju€ujemo da (3.3.1) ima netrivijalna reSenja (po x) ako i samo ako je
det (A—AI)=0.

Definicija 3.3.2. Ako je A kvadratna matrica, za polinom P(A) = det (A — A1) se
kaZze da je njen karakteristicni polinom, a za odgovarajuéu jedna¢inu P(1) =0 da
Jje njena karakteristicna jednacina.

Neka je A = [a; j] nxn- Karakteristi¢ni polinom matrice A se moZe predstaviti u
determinantnom obliku

ar —k ain aip
ay  apn—»>A aon
P(A) =
Al (27%) Ann -2
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gde je py zbir svih glavnih minora reda k determinante matrice A, tj.
= Y det(alzh).
1<ii<ip<--<ix<n

Primetimo da je

n
p1= a; =trA 1 pn = det (A)
i=1

Cesto se umesto karakteristicnog polinoma P koristi tzv. normirani karakte-
risticni polinom H, definisan pomocu

H(A)=(=1)"P(A) = A" = piA" ' 4+ poA" 2 — -4 (=1)"py.

Sopstvene vrednosti A; matrice A, tj. nule polinoma P, oznaava¢emo sa A;(A),
i=1,...,n

Definicija 3.3.3. Skup svih sopstvenih vrednosti kvadratne matrice A naziva se
spektar matrice i oznalava sa Sp (A).

Definicija 3.3.4. Spektralni radijus p(A) kvadratne matrice A je broj

p(A) = max |Ai(A)].
Teorema 3.3.1. Svaka matrica je, u matricnom smislu, nula svog karakteristicnog
polinoma.

Ova teorema je poznata kao CAYLEY "7 —_HAMILTONOVA!%® teorema.

Teorema 3.3.2. Neka su Ay, ..., A, sopstvene vrednosti matrice A reda n i neka je
x +— Q(x) skalarni polinom. Tada su
Q()Ll)a cee Q(ln)
sopstvene vrednosti matrice Q(A).
Teorema 3.3.3. Neka su Ay, ..., A, sopstvene vrednosti regularne matrice A reda
n. Tada su
A A

sopstvene vrednosti matrice A=\

107 ARTHUR CAYLEY (1821 — 1895), engleski matemati&ar.
108 WiLLIAM ROWAN HAMILTON (1805 — 1865), irski matemati¢ar i astronom.
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Teorema 3.3.4. Sopstvene vrednosti trougaone matrice jednake su njenim dijago-
nalnim elementima.

Sledeca teorema daje rekurzivni postupak za nalaZenje karakteristicnog poli-
noma trodijagonalne matrice (3.2.4).

Teorema 3.3.5. Neka su

bl C1l 0 ... 0
ar bg 2 0

A= . i Hy(A) = (—1)"det (Ay — AI).
0 0 0 ... b5

Normiran karakteristi¢ni polinom A — H(A) (= H,(A)) matrice A (= A,) dobija
se rekurzivnim postupkom

Hy(A) = (A =bi)Hy1(A) —ar—1ck1Hy—2(A), k=2,...,n,
gde su Hy(A)=1 i Hi(A) =1 —by.

Definicija 3.3.5. Za matricu B se kaze da je slicna matrici A ako postoji bar jedna
regularna matrica C, takva da je

B=C'AC.
Teorema 3.3.6. Slicne matrice imaju identicne karakteristicne polinome, a samim
tim i iste sopstvene vrednosti.
2.3.4 Specijalne matrice i njihove osobine

Neka je A = [ajj|mxn (aij € C). Sa A oznatavaéemo konjugovanu matricu za A,
tj. A = [@;;]mxn, dok ¢emo sa AT oznacavati transponovanu matricu od A. Nadalje,

. =T « 2
matricu A° oznacavaemo sa A*.
Sledece osobine se jednostavno dokazuju

(A+B)* =A"+B*, (AB)*=B'A*, (A")" =A4,
(A*A)* =A*A, detA* =detA, (A ')*=(A")""

Definicija 3.4.1. Ako za kvadratnu matricu A vaZi jednakost A = AT, matrica A
se naziva simetri¢na matrica.



182 2. ELEMENTI FUNKCIONALNE ANALIZE I LINEARNE ALGEBRE

Definicija 3.4.2. Ako za kvadratnu matricu A vazi A = A*, matrica A se naziva
hermitska matrica.

Definicija 3.4.3. Ako za kvadratnu matricu A vazi A = —A*, matrica A se naziva
kosohermitska matrica.

Definicija 3.4.4. Ako za kvadratnu matricu A vazi A*A = I (I jedini¢na matrica),
matrica A se naziva unitarna matrica.

Definicija 3.4.5. Ako za regularnu matricu vazi AT = A~!, matrica A se naziva
ortogonalna matrica.

T ]T

Kori$¢enjem skalarnog proizvoda dva vektorax = [x| ... x,]" iy=1[y1 ... yu

datog sa

n
(x.y) =y'x=) xi¥
&

i
uslov za hermitsku matricu (A = A*) se moZe predstaviti u ekvivalentnoj formi
(Vx,yeC") (Ax,y) = (x,Ay).
Sli¢no se uslov za kosohermitsku matricu (A = —A*) moZe predstaviti u obliku
(Vx,yeC") (Ax,y)+ (x,Ay)=0.

Definicija 3.4.6. Hermitska matrica A se naziva pozitivno definitna ako je za
svako x # 0 ispunjen uslov

(3.4.1) (Ax,x) = x*Ax > 0.
Ako su A = [jj]nxn 1 X = [x1 -+ x,]7, uslov (3.4.1) se moZe predstaviti u
obliku

(AX,X) = Z aijxixj > 0,

i,j=1

odakle zaklju¢ujemo daje a; >0 (i=1,...,n).

Definicija 3.4.7. Simetr¢na pozitivno definitna matrica se naziva normalna ma-
trica.
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Teorema 3.4.1. Matrica A = [a,-j]nx,, Je pozitivno definitna ako i samo ako su
109

ispunjeni SYLVESTERovVI'*~ uslovi
ayl ... Al
A= : >0 (k=1,...,n).

Akl Akk

Teorema 3.4.2. Ako matrica C = [ajj|mxn (m > n) ima rang n, tada je matrica
C*C porzitivno definitna.

Teorema 3.4.3. Sve sopstvene vrednosti hermitske matrice su realni brojevi.

Teorema 3.4.4. Sve sopstvene vrednosti pozitivno definitne matrice su pozitivai
brojevi.

Teorema 3.4.5. Sve sopstvene vrednosti kosohermitske matrice su Cisto imagi-
narni brojevi.

Teorema 3.4.6. Ako je A hermitska matrica, tada je
1° A(A*A) = A(A)%;
2° Amin(A)(x,x) < (Ax,x) < Amax (A) (x,).

Napomenimo da se jednakosti u 2° postizu za sopstvene vektore koji odgo-
varaju sopstvenim vrednostima Apin(A) 1 Amax(A).

2.3.5 JORDANov kanonicki oblik

Struktura linearnog operatora na kona¢no dimenzionalnim prostorima se de-
taljno proucava u linearnoj algebri, gde se razmatraju invarijantni potprostori
karakterisani u odnosu na linearni operator, kao i razlaganje prostora X na direk-
tnu sumu invarijantnih potprostora (za detalje videti [20, str. 317-326]). Tada se,
pogodnom konstrukcijom bazisa u ovim potprostorima, moZe dobiti najprostiji
oblik za matricu operatora!!?, takozvani JORDANOV'!! KANONICKI OBLIK. Za
operatore proste strukture problem konstrukcije baze u kojoj matrica operatora
ima najprostiji mogudi oblik je veoma jednostavan. Baza se sastoji od sopstvenih

109 JAMES JOSEPH SYLVESTER (1814 — 1897), engleski matemati&ar.
110 Matrica lineanog operatora je razmatrana u odeljku 2.2.2.
111 MARIE ENNEMOND CAMILLE JORDAN (1838 — 1922), francuski matematiar.



184 2. ELEMENTI FUNKCIONALNE ANALIZE I LINEARNE ALGEBRE

vektora, a matrica operatora je dijagonalna sa sopstvenim vrednostima na glavnoj
dijagonali. Drugim re¢ima, matrica operatora proste strukture uvek je sli¢na nekoj
dijagonalnoj matrici. Medutim, klasa operatora proste strukture ne iscrpljuje skup
svih linearnih operatora L(X, X ). U ovom odeljku dajemo samo neke osnovne ele-
mente u vezi sa JORDANovim kanonic¢kim oblikom matrica (za detalje videti [20,
str. 326-335]).

Definicija 3.5.1. Kvadratna matrica reda r

A10 -~ 00]
OA1 ---00
O0A ---00
(3.5.1) =1, =),
000 Al
1000 |

naziva se JORDANov blok.

Definicija 3.5.2. Kvazidijagonalna matrica oblika
LA 0 - 0
(3.5.2) J= ? J”:(M ?
0 0 d (A
naziva se JORDANova matrica.
JORDANova matrica Cesto se predstavlja i u obliku

(3.5.3) T =0 (A1) () -y (D),

kao direktna suma JORDANovih blokova.

Pod JORDANovim kanonickim oblikom matrice A podrazumeva se ona JOR-
DANova matrica koja je sli¢na matrici A i njena egzistencija sleduje iz sledeée
teoreme.

Teorema 3.5.1. Svaka klasa slicnih matrica sadr?i bar jednu JORDANovu matri-
cu.
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Napomenimo da je broj JORDANovih blokova u (3.5.2), tj. (3.5.3), jednak
broju linearno nezavisnih vektora matrice A. Primetimo da je A;, takode, sopstvena
vrednost matrica J,,(4;), J i A.

Napomena 3.5.1. Neka je x — Q(x) = aox* +a;x*~' 4 --- + a; skalarni polinom
iJ.(1) JORDANoOV blok (3.5.1). Tada je

002) Q) 30"+ = 0|

0 0() Q@) g0

o) =1 o o o1) (r_] 3)!Q(r73)(/1)
00 0 o) |

gtaviée, ako je J JORDANova matrica, imamo

0() = QUr (M) +QUr(A2)) +- - + Qs (An))-

Teorema 3.5.2. Za proizvoljnu hermitsku matricu A, postoji unitarna matrica S
takva da je S*AS dijagonalna matrica, tj.

A - 0
0 - A,
Dve vaZne posledice ove teoreme su sledece.

Posledica 3.5.1. Svaka hermitska matrica A reda n ima n linearno nezavisnih
sopstvenih vektora, koji obrazuju ortogonalni sistem.

Posledica 3.5.2. Potrebni i dovoljni uslovi da je hermitska matrica A reda n pozi-
tivno definitna su A;(A) >0 (i=1,...,n).
2.3.6 Norme vektora i matrica

Norme vektora i norme matrica igraju znacajnu ulogu u mnogim problemima
numericke analize i teorije aproksimacija. Na primer, u teoriji iterativnih procesa
njihova uloga je neizbeZna pri ispitivanju konvergencije.
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Neka je X realan prostor R” (kompleksan prostor C"), sa nula-vektorom 0
(=0 --- 0]7). Za vektor x (= [x; --- x,]7) uvodi se norma saglasno definiciji
1.4.1 (odeljak 2.1.4). Od svih moguc¢ih normi vektora od interesa su norme oblika

n 1/p
(3.6.1) Hﬂb:<2u#) (1< p < +o).
i=1
U grani¢nom slucaju, kada p — 4o, iz (3.6.1) sleduje
(3.6.2) . = max x|

U primenama, pored norme (3.6.2), Koriste se i norme koje se iz (3.6.1) dobijaju
zap=1ip=2,4t.

(3.6.3) Ixll, =Y |xil
i=1

n 1/2
2
(.64 el = Il = (X
i=1
Norma (3.6.4) poznata je kao euklidska norma. Primetimo da je
*.\1/2
el = (¢"%)'2 = V/(x.x).
Nije tesko dokazati da za proizvoljno x € X vaze nejednakosti
¥l < [l < nllxll..,
%[l < llell, < v llx]o,

1
7 Pelly < lllly < flell,-
Neka je X, linearan realan ili kompleksan prostor kvadratnih matrica reda n,
sa nula—matricom 0 (€ Xy).

Definicija 3.6.1. Pod normom matrice A € X)s se podrazumeva nenegativan broj
|A||, takav da je

1° JAl=0 < A=0 (definisanost),

2° Al = || - ||A]] (homogenost),

3° |JA+B| < ||A||+||B]] (relacija trougla),
gdesuA,BeXy i ceC.
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Napomenimo da se norma ||A|| moZe razmatrati i kao norma operatora A koji
se primenjuje na vektore iz prostora X.

Sada dajemo definicije saglasnosti i potéinjenosti norme matrica sa normom
vektora.

Definicija 3.6.2. Norma ||A|| je saglasna sa normom ||x||, ako su ispunjeni uslovi

(VA € Xy) (vx € X)  [[Ax]|| < [|A]] - [J]]

(VA,B € Xy) |AB[ <Al [|B].-

Definicija 3.6.3. Neka je norma ||A|| saglasna sa normom ||x||. Ako se za svako
A € Xy moze nadi x (# 0), takvo da je ||Ax|| < ||A]| - ||x]|, za normu ||A|| kaZzemo
da je potcinjena normi ||x||.

Za svaku normu matrica, pot¢injenu normi vektora, vazi ||I|| = 1, gde je I
jedini¢na matrica.

Moze se dokazati (videti, na primer, [4]) da za svaku normu vektora ||x || postoji
bar jedna pot¢injena norma ||A||. Na primer, norma matrice A, data sa

Ax
(3.6.5) |A]] = max [|Ax|| :maxu,
Jxl|=1 A0 x|
potcinjena je upotrebljenoj normi vektora.
Na osnovu (3.6.5) moZemo, na primer, na¢i pot¢injenu normu matrice, za euk-
lidsku normu vektora. Tako imamo

A
HAH — max H xHE )
xA0 ||

Kako je ||Ax||2 = (Ax)*(Ax) = x*A*Ax i matrica A*A hermitska, imamo
(3.6.6) AX[3 < A [x]3-

gde je Amax najveca sopstvena vrednost matrice A*A (videti teoremu 3.4.6). Ne-
jednakost (3.6.6) sugeriSe sledecu definiciju.

Definicija 3.6.4. Pod spektralnom normom kvadratne matrice A podrazumeva se
broj 6(A), dat pomoéu

o(A) = |All, = /max A (A*A).
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Za spektralnu normu vaZe slededi rezultati.

Teorema 3.6.1. Ako je matrica A regularna, tada je

1

oUW =\ mma@ay

Teorema 3.6.2. Spektralni radijus p(A) nije veéi od njene spektralne norme, tj.
vaZi p(A) < 6(A). Ako je matrica hermitska, tada je p(A) = o (A).

Teorema 3.6.3. Spektralna norma matrice je potcinjena euklidskoj normi vek-
tora.

Teorema 3.6.4. Neka je A hermitska matrica. Tada spektralna norma 6(A) ima
najmanju vrednost od svih mogucih normi ||A||, saglasnih sa nekom normom vek-
tora.

Pored spektralne norme u upotrebi su i sledece norme matrice A = [a;;]
n
il = max(X o] )
i=1

" 1/2
2 JlAll, = Al = (4) = ( y |a,.,.|2) :

ij=1

nxn®

n
¥ Al =max( 3l ).

=1

Norma ||A|| je poznata kao FROBENIUSova'!? norma. Cesto se koristi i ter-

min HILBERT-SCHMIDTova norma i u tom slucaju se koristi oznaka €(A).
Teorema 3.6.5. Norma ||Al|, pot&injena je normi vektora ||x||,.

Teorema 3.6.6. HILBERT-SCHMIDTova norma €(A) za matricu reda n je sa-
glasna sa euklidskom normom (3.6.4), ali joj nije potcinjena za n > 1.

Teorema 3.6.7. Norma ||A||_, je potéinjena normi vektora ||x||.

112 PERDINAND GEORG FROBENIUS (1849 — 1917), poznati nemacki matematicar.
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Lako se moZe dokazati da za proizvoljnu kvadratnu matricu reda n vaze
sledece nejednakosti:

Un(A) < A, <mA)  (p=12.),

=e) <|lAll, < vVne(d) (p=1,

I
L

_S_

T 0@ <Al <vao@) (p=1.),

1
m(A) <no(A), e(A)<vno(4), —|All. <Al <nlA].,
gde je m(A) = nmax |a;;|.
17]

Neka je A = [a;j],xn data kvadratna matrica i b = [b; --- b,]" dati n—dimen-
zionalni vektor. Sledeca teorema se odnosi na sistem linearnih jednacina Ax = b.

Teorema 3.6.8. Ako je

(3.6.7) [min { laii| - Y \afj!} =q>0,

J#

tada sistem jednacina Ax = b ima jedinstveno reSenje i vazi nejednakost
1

Dokaz. Neka je ispunjen uslov (3.6.7) i neka je
[l = max |xi| = |xi].
1<i<n

Tada imamo
181l > emm| - 1] = ¥ lamj| - Pin| > g,
J#m

Sto daje (3.6.8). Da je reSenje x jedinstveno sleduje iz (3.6.8). Zaista, ako je b nula
vektor, na osnovu (3.6.8) zaklju¢ujemo da je ||x||., = 0, tj. x = 0, §to znaci da sis-
tem ima samo trivijalno reSenje. Odavde, dalje, zakljucujemo da je determinanta
sistema razlicita od nule, §to znaci da sistem ima jedinstveno reSenje za bilo koji
vektorb. 0O
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Ako je za matricu A ispunjen uslov (3.6.7) kaZzemo da matrica ima dominantnu
dijagonalu.

U nejednakosti (3.6.8) norma || ||, moze biti zamenjena normom ||- ||, ili
|| -]|,, ali u tim slucajevima i uslov (3.6.7) treba zameniti sa

min |a;| — max {;j\au!} =q>0
il
12 1/2
min a;] - max (;j !%\) min (; \au!> =q>0,

respektivno.

Pomocdu regularne matrice H, moguce je date norme ||x|| i ||A|| transformisati
u |lx[|” i ||A||", tako da ove poslednje zadovoljavaju uslove za normu. Lako je
proveriti da ||x||" i ||A||” predstavljaju norme, gde su

H ~1 . H ~1
lx[[* = [1H x| 1 A" =[HAH].
Stavie, svojstva saglasnosti i potinjenosti ostaju u vaznosti i za transformisane
norme [lx||” i ||A]".
Kao transformaciona matrica H, najc¢eS¢e se koristi dijagonalna matrica sa

pozitivnim elementima, tj.

hy 0
H= :diag(hl,...,hn) (h,'>0 (i:],...,l’l)).
0 hy,

Na ovaj nacin, norme ||x||,, [|A]|; i norme ||x||., [|A]]., transformiSu se u

n n
el = Y A e, (A :maxhj@h,.—wa,,,)
i=1 i=1

n
et = a1 = s ()
i=1

respektivno.



2.3 ELEMENTI MATRICNOG RACUNA 191

2.3.7 Konvergencija matri¢nih nizova i redova

Posmatrajmo niz vektora {x*)}, ., ede je x¥) = [xlk e ]
Definicija 3.7.1. Ako postoje grani¢ne vrednosti

1 k)
ai_kl_lg_lmxl. (i=1,...,n),

kazemo da niz {x®},_ konvergira ka vektoru @ = [a; - an)”, za koji kazemo
da je grani¢na vrednost niza {x*)}, .

Sli¢no se moZe definisati i konvergencija niza matrica {A(")}keN, gde su
(k)]

¢lanovi ovog niza matrice oblika A% = [a; i

nxn’

Definicija 3.7.2. Ako postoje grani¢ne vrednosti

(k)

ajj :kETooaij (i,j=1,...,n),
kazemo da niz {AM)}, _ konvergira ka matrici A = [q; il,ixn- Za matricu A kazemo

da je grani¢na vrednost niza matrica {AX}, .

Mogu se dati i druge definicije konvergencije niza vektora i niza matrica
zasnovane na ranije uvedenom pojmu norme (konvergencija po normi). Naime,
kazemo dax®) — a (k — +-o0) ako ||x*) —al|| — 0, kada k — —+oo. Sli¢no, kazemo
da A® — A (k — 4o0), ako [|AK) —A|| — 0, kada k — +o0. MoZe se, medutim,
pokazati da je definicija konvergencije po normi ekvivalentna prethodno datoj
definiciji po koordinatama (videti, na primer [12]).

Napomena 3.7.1. Na osnovu nejednakosti
[l = llall | < [+ ~a

zakljuéujemo da iz x%) —a (k — +o0) sleduje ||x¥)|| — ||a|| (k — o). Takode,
vazi implikacija

AW S A (k= 4o0) = |AW] = ||A]| (k= +o0).

Teorema 3.7.1. Niz matrica {AW)} e konvergira ka nula matrici ako i samo ako
su sve sopstvene vrednosti matrice A po modulu manje od jedinice.
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Dokaz. S obzirom na to da se matrica A moZe transformisati na JORDANov oblik,
tj. da postoji regularna matrica C, takva da je

J=C"'AC,
gde je J JORDANova matrica (videti odeljak 2.3.5), za svako k£ € N imamo
Ak =cJjkc1,

odakle zaklju¢ujemo da niz {A(X)} xen konvergira (ne konvergira) ka nula matrici
ako i samo ako niz {J )} wen konvergira (ne konvergira) ka nula matrici.

Nekasu Ay, ..., A, (m <n) medusobno razli¢ite sopstvene vrednosti matrice A
(matrice J). Kako, na osnovu napomene 3.5.1 (sa Q(x) = x¥), vaZze ekvivalencije

lim J,(A)* =0 & |A| <1
k—+-o00

(Vi) lim J*=0 & lim J,(A) =0,
k—4-o0 k—>+oco
dokaz je zavrSen. O

Sledeca teorema daje dovoljan uslov za konvergenciju niza {A®}, _ ka nula
matrici.

Teorema 3.7.2. Ako je bilo koja norma matrice A manja od jedinice, tada vaZi
AF =0, kada k — +-oo.

Dokaz. Kako je
B _ k
4%~ 0] = fl4%] = la4* || < JlA]| - |45 < - < [

i kako je po pretpostavci ||A|| < 1, imamo ||A¥|| — 0, kada k — +oo, tj. A¥ — 0
(k— 4o0). O

Sada ¢emo dokazati jedan vaZan rezultat koji je u vezi sa teoremama 3.6.2 i
3.6.4.

Teorema 3.7.3. Spektralni radijus p(A) matrice A nije veci od bilo koje njene
norme.
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Dokaz. Za proizvoljan pozitivan broj € definiS§imo matricu B pomocu

1
B= A
1]+ €

Kako je ||B|| = ||A]|/(]|A|| + &) < 1, iz teoreme 3.7.2 sleduje B — 0 (k — +o0). S
druge strane, na osnovu teoreme 3.7.1 zakljucujemo da su sve sopstvene vrednosti
matrice B po modulu manje od jedinice, tj. |A;(B)| < 1. Ako sa A;(A) oznacimo
proizvoljnu sopstvenu vrednost matrice A, tada je

1

2(B)| = ———|A:(A)| < 1,
M8 = g4
tj. |Ai(A)| < ||A]| + €. S obzirom na to da se € moZe uzeti dovoljno malo za-

Kljugujemo da je [2,(4)| < [lA]l. 4. p(4) < A]. O

Oslanjajuéi se na koncept konvergencije matri¢nog niza, moguce je definisati
matri¢ni red pomocéu

oo k

(3.7.1) B™ = lim Y B™
mz::o koo n;:"o

gde su B™, m=0,1,..., matrice istog reda.

Teorema 3.7.4. Ako matricni red (3.7.1) konvergira, tada je

lim B® = 0.
k—>-o00

Dokaz. Neka su parcijalne sume reda (3.7.1)

k
SO =Y B"™ k=o0,1,...,

m=0

i neka je njegova suma jednaka S, tj. klim S®) = §. Tada je
—-feo

Sk _ glk—1) _ (k)

.

lim S® — 1im S* D = 1im B®

k—s+-o0 k—r+-o0 k—oo ’

odakle neposredno sleduje tvrdenje teoreme. [
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U daljem tekstu dac¢emo potrebne i dovoljne uslove za konvergenciju matri¢ne
geometrijske progresije

+o0
(3.7.2) ZAm:]+A+A2_|_...’

m=0
gde je A kvadratna matrica reda n. Ovde je B = A™ (m=0,1,...).
Teorema 3.7.5. Matricni red (3.7.2) konvergira ako i samo ako je

(3.7.3) lim A¥=0.
k—>-oo

Stavise, tada je
(3.7.4) [+A+A2 4 =(1—A)".

Dokaz. Pretpostavimo da matri¢ni red (3.7.2) konvergira. Tada, na osnovu teo-
reme 3.7.4, vazi (3.7.3).

Obrnuto, pretpostavimo da je ispunjen uslov (3.7.3). Tada su, na osnovu teo-
reme 3.7.4, sve sopstvene vrednosti matrice A po modulu manje od jedinice, tj.
|Ai(A)| <1 (i=1,...,n). Kako je

n

det (I—A) =] ](1-2(4)) #0,
i=1
zakljutujemo da postoji matrica (I —A)~'. MnoZenjem identiteta
(I+A+A> 4+ AN —A) =T — AF]
matricom (I —A) ' s desne strane, dobijamo
I+A+A’+ 4 AR =T —A) " A 1 —A)
odakle sleduje
Jim (744 + A A = (1—-A)! —kEerAk“ (I—A)"!
=(-A)",
tj. (3.7.4), ¢ime je dokaz teoreme zavrSen. O

S obzirom na tvrdenje teoreme 3.7.1, prvi deo teoreme 3.7.5 se moZe for-
mulisati i na sledeéi nacin.

Teorema 3.7.6. Matricni red (3.7.2) konvergira ako i samo ako su sve sopstvene
vrednosti matrice A po modulu manje od jedinice.
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3. OPSTA TEORIJA ITERATIVNIH PROCESA

3.1 RESAVANJE OPERATORSKIH JEDNACINA

3.1.1 Osnovne napomene o reSavanju operatorskih jednacina

Ovaj i naredni odeljci u ovom poglavlju su posveceni problemu egzistencije
reSenja operatorskih jednacina u BANACHovom prostoru i definiciji iterativnih
procesa.

Neka su X i Y BANACHovi prostori, D konveksan podskup prostora X i F :
D — Y. Posmatrajmo operatorsku jednacinu

(1.1.1) Fu=0,

gde je 6 nula—vektor prostora Y.
Veliki broj problema u nauci i tehnici svodi se na reSavanje jednacine oblika
(1.1.1). Naves¢emo nekoliko primera.

Primer 1.1.1. AkosuX =Y =R, u=x, F = f, nelinearna jednacina
f(x) =x—cosx=0,
kao i algebarska jednacina
f(x) = apx" +a '+ ta, i x+a, =0
su oblika (1.1.1). A
Primer 1.1.2. AkosuX =Y =R u=x=[x; --- x,]T i

fl(xly"'axn)
Fu=F(x)= : )

fn(xly:' . ,Xn)
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gde su f; : R" — R date funkcije, jednacina (1.1.1) predstavlja sistem nelinearnih
jednacina
filxt,..o,xn) =0, i=1,....,n

Ako je F linearan operator, na primer, F (x) = Ax —b, gde su matrica A i vektor b

dati sa
app app - Ay

ax| ap Ay
Aapl an2 QAnn
jednacina (1.1.1) predstavlja sistem linearnih algebarskih jednacina
ap X1 +apxs + -+ appx, = b;, i=1,....n. A
Primer 1.1.3. Neka su X = C?[a,b],Y = Cla,b] x R, u = u(t),

fi (”)]
fo(u)

Fu=

i) (@) =u"(t) = f(t,u(t),u' (1)) (t€lab]), f(u)=g(u(a),u(d)),

gde su F : R? = Rig:R? — R date funkcije. Tada reSenje operatorske jednacine
(1.1.1) predstavlja resenje konturnog problema

' (t) = f(t,u(t),u' (1)) (¢ € la,b]),
g(u(a),u(b)) =0. A

Sve jednaCine navedene u prethodnim primerima, kao i niz drugih, mogu se
na jedinstven nacin tretirati. Zato je predmet naSeg razmatranja ovde reSavanje
operatorske jednacine (1.1.1), tj. nalaZenje takve tacke u € D, koja zadovoljava
(1.1.1). U tom cilju ovu jednacinu predstavimo u ekvivalentnom obliku

(1.1.2) u="Tu

tako da operator T preslikava D u D, tj. da je Tu = H(u,Fu), gde operator H
preslikava D x Y u D. Za jednacinu (1.1.1), oblik (1.1.2) oCigledno nije jedinstven,
$to pokazuje sledeci primer.
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Primer 1.1.4. Jednacina f(x) = 0 se moZe predstaviti u ekvivalentnom obliku
(1.1.3) x=x+Af(x)

za svako A razli¢ito od nule, ali postoje i mnogi drugi ekvivalentni oblici razli¢iti
od (1.1.3). A

Jedan od nacina za reSavanje jednacine (1.1.2), tj. jednacine (1.1.1), zasniva se
na konstrukciji niza {uy }; ., pomocu

(1.1.4) wer = Tug, k=0,1,...,

polazeci od neke tacke up € D. Pod izvesnim uslovima za T', niz {uy };, moZe
konvergirati ka trazenom resenju jednacine (1.1.2), o ¢emu Ce biti reci u slede¢em
odeljku.

Formulu (1.1.4), pomocu koje se generiSe niz {uy},.y zvacemo iterativnim
procesom.

Pored iterativnih procesa oblika (1.1.4) mogu se razmatrati i opstiji iterativni
procesi oblika

U1 :S(uk,uk_1,...,uk_,n+1), k=m— l,m,...,

pri emu S: X — X. Ovakvi procesi, za koje kazemo da su procesi sa memorijom
duZine m, za startovanje zahtevaju m pocetnih vrednosti ug,uy,...,uy—1 € D.

Naredni odeljak posvecujemo najjednostavnijem slucaju reSavanja obi¢ne jed-
nacine f(x) = 0, da bismo zatim razmatrali opsti sluaj operatorske jednacine u
BANACHovOm prostoru.

3.1.2 Iterativni procesi za reSavanje obicnih jednacina
Neka je data jednacina

(1.2.1) f(x) =0,

gde f: [a,B] — R, ineka je

(1.2.2) x=0(x)

njen ekvivalentni oblik.
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Teorema 1.2.1. Neka je ¢ realna funcija definisana i neprekidna na konacnom
segmentu [0, B] C R i neka njene vrednosti ¢(x) € [o,B] za svako x € |a, B].
Tada postoji tacka a u [a, B] takva da je a = §(a).

Dokaz. Neka je f(x) =x— ¢(x). Kako je, za svako x € [a, B], a < ¢(x) < B, ;.
o—0(x) <0ipf —¢(x) >0, zakljutujemo da je f(a) = o — ¢(at) <01 f(B) =
B—¢(B)=0.14. f(e)f(B) <O.

Razlikova¢emo dva slucaja, kada je f(a)f(B) =01kadaje f(a)f(B) <O0.

Prvi slu¢aj f(a) f(B) = 0 je trivijalan. Tada oCigledno postoji tatka a = ¢ i/ili
a =P takva da je ¢(a) = a.

U slu¢aju kada su vrednosti f(a) i f(f) suprotnog znaka, na osnovu nepreki-
dnosti funkcije f : [, B] — R, zaklju€ujemo da postoji tatka a € (a, B) takva da
je f(a) = 0 (videti, na primer, [10, teorema 2.3.3, str. 93], tj. ¢(a) =a. O

Tacka a sa osobinom da je ¢(a) = a naziva se fiksna ili nepokretna tacka
funkcije ¢. Teorema 1.2.1, poznata kao BROUWERova teorema o fiksnoj tacki'!3,
garantuje egzistenciju fiksne tacke, ali ne i njenu jedinstvenost.

Primer 1.2.1. Neka je na segmentu [, ] = [1,4] definisana funkcija

o(x) = ;cos(Zx) + %

Kako ¢ (x) € [1,4] kada x € [1,4] (videti grafik na slici 1.2.1), na osnovu teoreme
1.2.1, zaklju¢ujemo da postoji fiksna tacka a takva da je ¢ (a) = a. Stavige, sa slike
vidimo da postoje tri takve tacke a; ~ 1.26754, a, ~2.28391 ia3 ~ 3.54269. A

Kao $to je ranije receno (videti primer 1.1.4), postoji beskonacno mnogo
nacina za ekvivalentno predstavljanje jednacine (1.2.1) u obliku (1.2.2). Medutim,
shodno teoremi 1.2.1, neohodno je da taj ekvivalentan oblik obezbeduje takvu
funkciju ¢ koja preslikava segment [, B] u samog sebe, ali kao $to ¢emo videti u
daljem izlaganju to joS$ uvek nije dovoljno za konvergenciju niza

(]23) Xk+1 :¢(Xk), k:0717"'7

koji se konstruiSe pomocu funkcije ¢, kako je receno na kraju prethodnog odeljka.
Da bismo ovo ilustrovali razmotri¢emo slede¢i numericki primer.

13 1,U1TZEN EGBERTUS JAN BROUWER (1881-1966), poznati holandski matemati&ar i filozof. U
literaturi postoji na stotine teorema o fiksnoj tacki. Ovde pomenuta BROUWERoOva teorema je
najjednostavniji slucaj njegove mnogo opstije teoreme o fiksnoj tacki u topologiji koja govori
o egzistenciji fiksne tacke neprekidne funkcije koja slika konveksni kompaktni podskup EUK-
LIDovog prostora na samog sebe. Jedno proSirenje tog rezultata na topoloske vektorske prostore
je poznata SCHAUDERova teorema. JULIUSZ PAWELSCHAUDER (1899 — 1943) je bio poznati
poljski matematicar jevrejskog porekla.
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Slika 1.2.1. Grafik funkcije ¢ na segmentu [, ] = [1,4]

Primer 1.2.2. Za funkciju ¢ iz primera 1.2.1 konstrui§imo odgovarajuée nizove

3 5
Xep1 = O () = ECOS(2XJ<)+§, k=0,1,...,

Tabela 1.2.1.
x}(:) x}({z) x,(f) % ) )?]((2) 55,(3)
1.3 2.3 3.5 1.3 2.3 3.5

1.21467 2.33177 3.63085 1.24905 2.28933 3.56213
1.36467 2.42676 3.33737 1.26117 2.28933 3.53360
1.21467 2.71099 3.88647 1.24905 2.28453 3.54689
1.55617 3.47729 2.62143 1.27128 2.28412 3.54074
1.00064 3.67443 3.25891 1.26536 2.28398 3.54360
1.87403 3.22587 3.95890 1.26882 2.28394 3.54227
1.26750 3.97874 2.40434 1.26679 2.28392 3.54289
1.26760 2.34502 2.64421 1.26798 2.28392 3.54260
1.26743 2.46648 3.31705 1.26728 2.28392 3.54273
1.26773 2.82818 3.90858 1.26769 2.28391 3.54267

SO0 U AW = O &

—_

sa startnim vrednostima 1.3, 2.3, 3.5, koje su bliske vrednostima nula (fik-
snim tackama) ay, a;, asz, respektivno. Dobijene nizove oznacili smo redom sa
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{x,(cv)}, v =1,2,3, i prikazali u tabeli 1.2.1. Sva izraCunavanja su obavljena u
dvostrukoj preciznosti (masinski epsilon ey ~ 2.22 x 10716), dok su u tabeli re-
zultati prikazani sa 6 zna€ajnih cifara zbog uStede prostora.

Na osnovu dobijenih numerickih rezultata moze se zakljuciti da nizovi di-
vergiraju, sa izvesnom sumnjom kod prvog niza {x,il)}. Medutim, narednih de-
set Clanova tog niza: 1.26721, 1.26810, 1.26659, 1.26917, 1.26476, 1.27231,
1.25943, 1.28156, 1.24405, 1.30905, ipak pokazuju njegovu divergenciju. A

Da bi se obezbedila konvergencija niza (1.2.3), tj. metoda proste iteracije, kako
se Cesto naziva, dovoljno je pretpostaviti da funkcija ¢ iz BROUWERoOve teoreme
1.2.1 bude kontrakcija na segmentu [ct, 8], tj. da zadovoljava LiPSCHITZov!'*
uslov, sa konstantom L manjom od jedinice. To znaci da postoji konstanta L takva
daje0<L<1lidaje

(1.2.4) (Vx,y €fa,B]) [@(x) - o) <Llx—yl.

Drugi reima, funkcija ¢ : [@, B] — [, B] treba da bude takva da je, za bilo koje
dve tacke x,y € [a, B], rastojanje izmedu slika |¢ (x) — ¢ ()| uvek manje od rasto-
janja izmedu originala |x — y|. Za takvo preslikavanje kaZzemo da je kontrabilno ili
da je kontrakcija. Konstanta L se naziva LIPSCHITZova konstanta.

U slucaju kontrakcije, konstantu L obi¢no oznacavamo sa g (0 < g < 1), a za
funkciju ¢ kazemo da je iterativna funkcija.

Ako iterativna funkcija ¢ ima izvod u svakoj tacki x € [a, B], takav da je

(1.2.5) ¢'(x)| <g <1,

na osnovu LAGRANGEove!!’ formule vaZi

9(x)—0(y) =9"(E)(x—y),

gde su x iy proizvoljne tacke iz [0, ] i { =y+O0(x—y) (0 < 6 < 1). Kako je

0(x) =9 =9"(E)[- x—y| < qlx—],

zakljuCujemo da ¢ zadovoljava LIPSCHITZov uslov (1.2.4), sa konstantom ma-
njom od jedinice, tj. ¢ je kontrakcija na [a, B].

114 RUDOLF OTTO SIGISMUND LIPSCHITZ (1832 — 1903), poznati nemacki matemati&ar.
115 yosEPH-LOUIS LAGRANGE (1736 — 1813), poznati francuski matematicar i astronom.
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Teorema 1.2.2. Pretpostavimo da je funkcija ¢ : [a,B] — (&, B] neprekidna i da
zadovoljava LIPSCHITZov uslov (1.2.4) sa konstantom manjom od jedinice. Tada
Jjednacina (1.2.2) ima jedinstveno reSenje a € |a., B] i ono se moZe odrediti itera-
tivnim procesom

(1.2.6) X1 = 0(w), k=0,1,...,
sa proizvoljnim xy € [ot, B].

Dokaz. Na osnovu BROUWERove teoreme 1.2.1, funkcija ¢ ima fiksnu tacku
a € [a,B] takvu da je a = ¢(a). Uslov kontrakcije obezbeduje jedinstvenost takve
tatke. Zaista, ako pretpostavimo da postoji jo§ jedna fiksna tatka b € [o, ], ra-
zli¢ita od a, tada

0<la—b|=|¢(a) - 9(b)| <qla—b|

tj. (1—¢g)la—>b| <0. S obzirom na to da je 1 — g > 0, zakljuujemo da mora biti
a = b, tj. da je fiksna tacka jedinstvena.

Da bismo dokazali konvergenciju iterativnog procesa (1.2.6) ka jedinstvenoj
fiksnoj tacki a € [ot, B], sa proizvoljnim xg € [¢t, B], razmotrimo rastojanje pro-
izvoljnog ¢lana x;, (iteracije) od fiksne tacke, |x; — al, uz kori$¢enje kontrabilnosti
funkcije ¢. Tada, imamo

e —al =[¢(x—1) —9(a)| < qlxx—1—al, k>1,

odakle zaklju¢ujemo da je, za svako k > 1, |x; —a| < ¢¥|xo —al. Kakoje 0 < ¢ < 1

i lim ¢* =0, iz poslednje nejednakosti sleduje lim |x; —a| =0, tj.
k—+oo k—r+o0

Iim x, =a. O
k—>-o00
Dakle, da bi iterativni proces (1.2.6) konvergirao ka jedinstvenoj nepokret-

noj tacki a, iterativna funkcija ¢ mora ispunjavati odredene uslove. Uslov kon-
trakcije se moZe zameniti nesto stroZijim uslovom (1.2.5), ali jednostavnijim za
proveru. Na slikama 1.2.2 je data geometrijska interpretacija iterativnih procesa
oblika (1.2.6). Prva dva procesa (slike iznad) su konvergentna. Interesantno je
primetiti da je kod drugog od njih ¢’(x) < 0 i da u tom slucaju niz {x;} konver-
gira oscilatorno, tj. greska ey = x; — a alternativno menja znak. Druga dva procesa
(slike ispod) su divergentna. Kod prvog od njih nije ispunjen uslov (1.2.5), a kod
drugog ¢ (x) ¢ [a, B], tj. funkcija ¢ nema fiksnu tacku.
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Y y
(. -/ =1/
Y ‘ J=0(x) :
| y=9(x) | j
AT WA |
o a xp X1 Xoﬁ X oXxp X2 a x3 Xi B X
Y

o X1 a Xxo xp

Slika 1.2.2. Geometrijska interpretacija iterativnih procesa oblika (1.2.6)

Primer 1.2.3. Neka je data jednacina
(1.2.7) x +x—60=0.

Nije tesko utvrditi (na primer, graficki) da ova jednacina ima koren x = a koji
lezi u intervalu (3,4). Da bismo resili datu jednacinu, treba je prethodno svesti na
oblik (1.2.2). Na primer, neki od tih oblika su
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x=01(x) = 60—,

60 1

X:¢3(x):x—2—;-

Neposrednim proveravanjem zaklju¢ujemo da od navedenih iterativnih funkcija
samo ¢, zadovoljava uslove teoreme 1.2.2, pri emu je

1
|95 (x)| = <3 ~(.022

(56)2/3

3¢/(60 —x)?2

kada x € [3,4].
Koren jednacine (1.2.7) moze se odrediti iterativnim procesom

(1.2.8) Xpp1 = /60 —xp, k=0,1,... .

Polaze¢i od xop = 4, pomocu (1.2.8) dobijamo

k Xk

0 4

1 3.8258623
2 3.8298239
3 3.8297338
4 3.8297359
5 3.8297358

tj. a2 3.8297358. A

Napomena 1.2.1. Ako je |¢'(x)| > p > 1, kada x € [a, B], iterativni proces (1.2.6)
divergira. Medutim, ako se jednacina (1.2.2) napiSe u obliku

x=y(x),
gde je v inverzna funkcija od ¢, iterativni proces
karl:ll/(xk) (k:(),l,)

bi¢e konvergentan, s obzirom na Cinjenicu da je

'S =qg<l.

<=
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y
y=x
U
y=w3(x)
b
V=) |
w2 f——— .
[ I 4 B
y=wi(x)
1 a w2 a T a3 4 x

Slika 1.2.3. Grafik funkcije ¢ na segmentu [, ] = [1,4]

Primer 1.2.4. Razmotrimo opet problem iz primera 1.2.1, gde smo pokazali da
funkcija ¢ ima tri fiksne tacke na segmentu [1,4], ali da se one ne mogu odred-
iti metodom proste iteracije, s obzirom na to da odgovarajuéi nizovi divergiraju
(videti primer 1.2.2).

Na osnovu prethodnog razmatranja, za funkciju ¢ je neophodno odrediti in-
verznu funkciju, ali naZalost ona ne postoji u ovom sluc¢aju. Medutim, na osnovu
grafika sa slike 1.2.1, vidimo da se funkcija ¢ na [1,4] moZe razmatrati posebno na
svakom od njenih intervala monotonosti, tj. kao tri funkcije ¢y (x) = ¢ (x), x € I,
v=1,23,gdesul, =[1,7/2], L =[n/2,x]|, 5 = [m,4]. Svaka od tih funkcija
ima odgovarajucu inverznu funkciju v, v = 1,2,3, ¢iji su grafici prikazani na
slici 1.2.3, redom u plavoj, crvenoj i zelenoj boji.

Posmatrajmo sada tri nove iterativne funkcije, uzete kao restrikcije prethodno
pomenutih inverznih funkcija, yy, : I, — I, v =1,2,3, ;.

vix) =y(x), xel;; wx)=r—vwkx),xch, X)) =r+y(x), xch,

gde je

1 2x—5
y(x) = 5 arccos .
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Grafici ovih funkcija su predstavljeni podebljanim linijama na istoj slici 1.2.3.
Primetimo da je funkcija y neprekidna na [1,4], kao i da ima neprekidan izvod u
intervalu (1,4), pri ¢emu je

—1
T
V) 2V —x2+5x—4

Jasno je da su i funkcije yy, v = 1,2, 3, takode neprekidne na odgovarajuéim seg-
mentma I,,, v = 1,2,3. Stavise, one su i diferencijabilne sa neprekidnim izvodom
u unutrasnjosti ovih segmenata.

Na osnovu teoreme o fiksnoj tacki, svaka od funkcija vy, v =1,2,3, ima fiksnu
tacku. Odgovarajuci nizovi, sa istim pocetnim uslovima kao i u primeru 1.2.2,

(I<x<4).

2 = @), k=01,...,
pokazuju konvergenciju (videti poslednje tri kolone u tabeli 1.2.1, $to se zaista
moZe jednostavno proveriti, u ovom jednostavnom primeru, nalaZenjem izvoda
iterativne funkcije u odgovaraju¢im fiksnim tackama y1 (a;) ~ —0.585, y}(ay) ~
0.337, ¥4 (a3) ~ —0.464. Kako su sve ove vrednosti po modulu manje od jedi-
nice, zbog neprekidnosti prvih izvoda ¥, postoje okoline tacaka a, u kojima su
v, (x)| < g <1, v=1,23, tako da su funkcije y, kontrakcije i odgovarajuéi
metodi proste iteracije konvergiraju ka odgovarajué¢im nepokretnim tackama. A

Na kraju ovog odeljka pretpostavimo da jednacina (1.2.1) ima u [a, B] jedin-
stveno resenje x = a, gde je segment [ct, 3] tako odabran da f ne menja znak na
njemu. Postavlja se pitanje kako preci na ekvivalentan oblik (1.2.2), a da pri tome
funkcija ¢ zadovoljava uslove teoreme 1.2.2. Izlozi¢emo sada jedan od nacina za
reSavanje ovog problema.

Neka je

(1.2.9) O<m<f(x)y<M (a<x<pB).

Ukoliko je f'(x) < 0, umesto jednacine (1.2.1), moZe se uzeti jednacina sa suprot-
nim znakom, tj. — f(x) = 0.
Na osnovu primera 1.1.4, izaberimo

9(x) =x—Af(x)
i pozitivan parametar A takav da je

(1.2.10) 0<¢'(X)=1-Af(x)<qg<1
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za svako x € [a, B]. Tada, na osnovu (1.2.9), imamo
0<1-AM<1—-Am<g,

odakle zaklju¢ujemo da ¢e (1.2.10) biti ispunjeno ako je A = 1/M. U tom slucaju
imamo m
g= max (1-21f(x)) ZI_M <1,

a<x<p
1
Sto znadi da se moze uzeti ¢(x) =x— i f(x).
3.1.3 BANACHoV stav o nepokretnoj tacki

U ovom odeljku dokaza¢emo jedan vrlo vazan rezultat o egzistenciji i jedin-
stvenosti reSenja operatorskih jednacina koji je poznat kao BANACHov stav o
nepokretnoj tacki i koji predstavlja uopstenje teoreme 1.2.2.

Neka je T operator u BANACHovom prostoru X. Tacke u za koje je

(1.3.1) u=Tu

zovu se nepokretne tacke operatora T. Dovoljan uslov za egzistenciju jedinstvene
nepokretne tacke operatora 7 dao je BANACH.

Definicija 1.3.1. Za operator T : X — X kaZzemo da je kontrakcija ako postoji
pozitivan broj g < 1 takav da je za bilo koje dve tacke u,v € X,

(1.3.2) |Tu—Tv| < g|lu—v|.

Nejednakost (1.3.2) iskazuje ¢injenicu da je kod kontraktivnog preslikavanja
(kontrakcije) rastojanje izmedu slika manje od rastojanja izmedu originala.
Sledeca teorema je poznata kao BANACHoV stav o nepokretnoj tacki.

Teorema 1.3.1. Kontrakcija T BANACHovog prostora X u samog sebe ima jednu
i samo jednu nepokretnu tacku.

Dokaz. Polazeci od proizvoljne tacke uy € X konstruiS§imo niz {uy } ;. pomocu
Uk+1 :Tuk, k:(),],... .
Kakojezak > 1,

N1 — wil| = | Tur — Tug—1 || < qljux — w1 ]
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imamo
g1 — ] < g |Jur — uo|.

Ako je m > k, tada je
(1.3.3)  lum — wel| = (a1 — i) + (a2 — 1) + -+ =+ (tt — ttm—1) |
< sy = wo)ll + N2 = wesr | 4+ -+ [t — st |

< (@ +g g | — uo|
k

<
l—gq

lur —uol (g <1),

odakle je klim ||t — ug || = 0, Sto znaci da je {uy };y, CAUCHYeV niz.
—too

S obzirom na to da je X Banachov prostor, to je on kompletan pa postoji

(1.3.4) Jim w=a  (aeX).

S druge strane, kako je
w1 = Tal| = || Twe — Tal| < qllue —af,

imamo lim ||uxr1 —Tal| =0, tj. lim wy = Ta.
k—>oo k—>+o0

1z poslednje jednakosti i jednakosti (1.3.4) sleduje a = Ta, tj. a je nepokretna
tacka operatora 7. Ovim je dokazana egzistencija nepokretne tacke.
Za dokaz jedinstvenosti pretpostavimo da postoje dve nepokretne tacke a i b,
tj. neka su
a=Ta, b=Tb, |a—>b|#0.

Kako je T kontrakcija imamo
ITa—Tb|| = |la—bl| < glla—b],
sa konstantom ¢, 0 < ¢ < 1, odakle neposredno sleduje ||a—b|| =0,tj.a=b. O

Dakle, ako je T kontrakcija X u X, jednadina Tu = u ima jedno i samo jedno
reSenje i ono moze biti dobijeno kao grani¢na vrednost niza, koji se generiSe
pomocu

(1.3.5) wer = Tug, k=0,1,...,



210 3. OPSTA TEORIJA ITERATIVNIH PROCESA

gde je ug proizvoljna tacka iz X.
Ako se zadrZimo na k-toj aproksimaciji uy, koja je odredena pomoc¢u (1.3.5),
iz (1.3.3), pri m — oo, sleduje
¢
I—¢q

lla— | < [lur = uol|,

$to znaci da se ova aproksimacija nalazi u kugli sa centrom u tacki a i poluprecni-

kom ry = ]q ||ur — uo||. O&igledno je, da sa porastom k, polupre¢nik kugle tezi

—q
nuli.

Konstrukcija iterativnih procesa oblika (1.2.6) za reSavanje obicnih jednacina,
kao i iterativni procesi za reSavanje sistema nelinearnih jednacina bice tretirani u
posebnoj glavi.

Zbog posebnog znacaja koje zauzimaju sistemi linearnih jednacina, kao i drugi
relevantni problemi u linearnoj algebri, posebna glava bice posveéena metodima
linearne algebre, ukljucujudi pri tome i iterativne procese u linearnoj algebri za
reSavanje sistema linearnih jednacina, inverziju matrica, reSavanje problema sop-
stvenih vrednosti, itd.

Na kraju ovog odeljka da¢emo ukratko neke napomene o reSavanju sistema
linearnih jednacina

(1.3.6) Ax =b,

gde su matrica A i vektori x i b dati kao u primeru 1.1.2. Kako se sistem jednacina
(1.3.6) mozZe predstaviti (na beskonacno mnogo nacina) u obliku

(1.3.7) x=Bx+c,

gde su B = [b;j], . ic=[ci - cy)', moZe se konstruisati iterativni proces sa
operatorom x — T (x) = Bx +c.
S obzirom na ¢injenicu da je 7" linearan operator, na osnovu

1T =Tyl = [[Bx =yl < [|B] - [lc

zakljuCujemo da je ||B|| < g < 1 dovoljan uslov da je T kontrakcija. Dakle, ako
je ||B|| < ¢ < 1, sistem jednacina (1.3.7), tj. (1.3.6), ima jedinstveno reSenje i
odgovarajudi iterativni proces

Xk+1 :Txk, kZO,l,...,

konvergira ka @ = A~'bh. Napomenimo da vrednost ||B]|| zavisi od izbora metrike
u R"
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3.2 KARAKTERISTIKE ITERATIVNIH PROCESA

U ovom poglavlju se definiSu osnovne karakteristike iterativnih procesa — red
konvergencije 1 asimptotska konstanta greske, a zatim se daju neki postupci za
ubrzavanje konvergencije. U poslednjem odeljku uveden je pojam R-reda konver-
gencije.

3.2.1 Red konvergencije iterativnih procesa
Neka je X BANACHov prostor i operator 7 : X — X i neka niz
(2]]) uk+1:Tuk, k:(),],...,

konvergira ka tacki a € X.
Niz (2.1.1) definiSe iterativni proces za reSavanje operatorske jednacine

u=Tu.

Kao $to je reCeno u uvodnom odeljku 3.1.1, osim iterativnih procesa oblika
(2.1.1), mogu se posmatrati i op§tiji iterativni procesi oblika

(2.1.2) U1 = S(Ug k-1, Up—mr1), k=m—1,m,...,
pri ¢emi S: X" — X.

Definicija 2.1.1. Za iterativni proces koji konvergira ka a, kaZze se da ima red
konvergencije r ako je

(2.1.3) i1 —all = O([Jux —all"),
tj. ako postoji konstanta A takva da je za dovoljno veliko k
s —all < Al —al"

Oznacimo sa U(a) konveksnu okolinu tatke a. Tada, za iterativni proces
(2.1.1), umesto (2.1.3) u prethodnoj definiciji, mozemo uzeti

[Tu—all=O(lu—al”)  (uweU(a)).
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Teorema 2.1.1. Ako je operator T : X — X r-puta FRECHET-diferencijabilan
u konveksnoj okolini U(a), iterativni proces (2.1.1) je reda r ako su ispunjeni
sledeci uslovi:

1° Ta = aq,

o / 1/
2° Ty Ty

3° T(Elr)) Je nenula—operator sa normom koja je ogranicena na U(a).

(r—1) .
Jrees T(a) su nula—operatori,

Dokaz. Neka u € U(a), | T < M, i

_ 1 (r=1)
q—Ta+ﬁ7"(a)(u—a)+...+ (r—l)!T(“) (u—a,...,u—a.
r—1 puta
Tada na osnovu TAYLORove formule imamo
ITu—gl <~ sup |7, - u—all
qil = r! pl] (a+t(u—a)) ’

tel0
tj.
M
ITu—qll < —|lu—all".
r!
Kako je, na osnovu pretpostavki teoreme, g = Ta = a, imamo

M,

|Tu—al| < Allu—a| (A=—,>- 0
r!

U daljem tekstu, kada govorimo o iterativnom procesu reda r, pretpostavlja-
¢emo uvek da su ispunjeni uslovi teoreme 2.1.1.

Napomenimo da je red konvergencije iterativnih procesa tipa (2.1.1) uvek
prirodan broj, a da je kod procesa tipa (2.1.2) realan broj (> 1).

U slu€aju r = 1, dovoljan uslov za konvergenciju iterativhog procesa je dat sa
0<A<I.

Posmatrajmo sada slucaj kada je X = R.
Teorema 2.1.2. Neka je
Xer1 = @), k=0,1,...,
iterativni proces reda r, gde je x — ¢(x) r puta neprekidno—diferencijabilna

Jfunkcija u okolini tacke a = klim xi. Tada je
—>-oo
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N ()
(2.1.4) im 14 _ 0@
koo (X —a)” r!

Dokaz. Kako je ¢(a) =ai¢?(a)=0(i=1,...,r— 1), na osnovu TAYLOROVe
formule dobijamo

1
(2.].5) Xk+1 = (P(Xk) =a-+ r—!d)(')(a—i- G(xk —a))(xk — a)’,

gde je 0 < 8 < 1. Kako je a = klim x¢ 1 1) neprekidna funkcija, deobom jed-
—-feo

nakosti (2.1.5) sa (xx —a)" i prelaskom na grani¢nu vrednost zaklju¢ujemo da vazi

2.14). O

Definicija 2.1.2. Veli¢ina

C, = lim M
k—teo |xp —al”

naziva se faktor konvergencije ili asimptotska konstanta greske.

Napomena 2.1.1. Iterativni proces kod koga je r = 1 naziva se proces sa line-
arnom konvergencijom. Njegov faktor konvergencije C; mora biti manji od je-
dinice.

Primer 2.1.1. Neka se za izratunavanje vrednosti « = {/N (N > 0) koristi itera-
tivni proces

xk+l:¢(xk)a k=0,1,...,

gdeje (m—1)x"+ (m+1)N
0 =X e m— N

Sukcesivnim diferenciranjem jednakosti

(2.1.6) g(x)¢(x) = (m— Dx™ ! + (m+1)Nx,

gde je
g(x) = (m+1)x"+ (m—1)N,

nalazimo redom
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Kako je a" = N, iz (2.1.6) i prethodnih jednakosti sleduje

m?—1
242

(2.1.7) 9(a)=a, ¢'(a)=0, ¢"(a)=0, ¢"(a)=

Ako je |m| # 1, na osnovu (2.1.7) zaklju¢ujemo da je dati iterativni proces
treceg reda. U ovom slucaju (2.1.4) se svodi na

" 2
. 1
L ! a_¢ (a):m .
koo (X — a)3 3! 1242

Primetimo da se za m = +1 iterativna funkcija ¢ svodi na konstantu ¢ (x) = N
ilig(x)=1/N. A
3.2.2 Aitkenov A% metod

U ovom odeljku razmatraéemo problem ubrzavanja konvergencije realnog niza
{%k }reny,» Koji se generiSe pomocu

2.2.1) X1 = 0(xe), k=0,1,...,

pri ¢emu je lim x; = a.
k—>-o00
Pretpostavimo da je iterativni proces (2.2.1) sa linearnom konvergencijom, tj.

da je
(2.2.2) Xep1 —a=Ce(xy—a), k=0,1,...,

gde suCy =C+ 68 (k=0,1,...), C konstanta takva da je |C| < 11 & — 0, kada
k — oo,
1z asimptotskih relacija

X2 —a~Clxgpr—a) i xp1—a~Cxp—a) (k — +o0),

koje se dobijaju na osnovu (2.2.2), eliminacijom konstante C, sleduje
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2
Xk 20Xk — X
a~ b (k — +o0).
Xk+2 = 241 + Xk

Dobijena asimptotska relacija sugeriSe konstrukciju niza {x; }, N pomocu

2
X2k — Xjey |

(2.2.3) X =

- . k=0,1,....
X2 — 2Xp 1 + X

Formula (2.2.3), medutim, nije pogodna za primenu sa numerickog stanovista,
pa se zato koriste njeni ekvivalentni matematicki oblici

_ 2
(2.2.4) X = — (Xk1 —X%)
X2 — 2Xp1 + Xk
(2.2.5) 5 =gy — et =) (2 — Y1)
X2 — 2Xp 41 + Xk

* (Xps2 — Xir1)?
(2.2.6) X = Xpan— |

¢ T X2 — 20+
gdejek=0,1,....

Poslednja formula se najceSée koristi u primenama, s obzirom na izvesne pre-
dnosti nad formulama (2.2.4) i (2.2.5). Naime, glavni deo u vrednosti x;, po
formulama (2.2.4), (2.2.5) 1 (2.2.6) je X, Xg+1 1 Xx42, respektivno. S druge strane,

.....

Xr+1), to izlazi da ova formula, sa numerickog stanovista, ima prednosti nad for-
mulama (2.2.4) 1 (2.2.5).

Navedene formule mogu se predstaviti pomocu operatora A. Na primer, for-
mula (2.2.4) dobija oblik

’ (Ax)*
(227) xk:xk_Txk’ k:(),],

. . P, . . .
Sledeca teorema ukazuje na to da niz {x;}, €No brze konvergira ka a, nego niz
{Xk }kENo .

Teorema 2.2.1. Neka je za niz {xi} ey, Xk 7 @ i

xk+1—a:(C+5k)(xk—a) <|C|< I, lim 5k20>.
k—4-o0

Tada je
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*
xk—a B

=0,

(2.2.8) lim

k—+oo X} —a

gde jea= lim x;.
k—4-o0

Dokaz. Neka je e = x; — a. Tada je ex1 = (C+ Ok)e i
Axy = Ae, = ek[(C— 1) +6k],
Azxk = Azek = ek[(C+ 5k+1)(C+ 5k) — 2(C+ 5k) + ]] = ek[(C— 1)2 + ’}/k],

gde je Y = C(Ok41+ O) — 28 + O O+ 1. Primetimo dauslov lim & =0 implicira

k—4-o0

uslov lim 7y =0.
k—+-o00

Da bismo dokazali (2.2.8) podimo od (2.2.7).
Kako je ex #0, C# 11 % — 0 (k — +oo), imamo A%x; = 0, §to znadi da
je niz {x;}, .y, dobro definisan pomocu (2.2.7) za svako k. Tada je, na osnovu
prethodnog,
(C=1)+&)

R (G e

€k,

t.
*_ —2(C—=1)8; — 8?2
fim %9 g X22C- D8
koo X —a kot (C—1)2+%

Nakon rada AITKENa!'® [1] iz 1926. godine, navedeni postupak ubrzavanja
konvergencije niza {x;} .y, poznat je kao AITKENov A? metod. Inage, metod je
otkrio i koristio T. SEKI'!” jo§ pre 1680. godine. Za detalje videti pregledni rad
[12].

U daljem razmatranju ovog metoda uve$¢emo dodatnu pretpostavku za itera-
tivni proces (2.2.1). Naime, neka je

O = ey,
pri ¢emu @, — @, kada k — +o0. Tada (2.2.2) postaje
exr1 = Cey + ayeq,

gde smo stavili ¢, = x; — a. Jasno je, medutim, da svi iterativni procesi sa line-
arnom konvergencijom ne poseduju ovu osobinu.

116 A EXANDER CRAIG AITKEN (1895 — 1967), poznati matematiar sa Novog Zelanda.
17 TAKAKAZU SEKI (? — 1708), japanski matemati&ar.
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Teorema 2.2.2. Neka su ispunjeni uslovi teoreme 2.2.1 sa & = e (0 — O,
kada k — +o0). Tada je

X, —a Cw
229 li k = .
(2:29) Pt (xx—a)?> C-—-1

Dokaz. S obzirom na to da je
%—2(C—1)8— & = (C+ 8) (81 — &) = ex(C+ &) @1 (C+ &) — o,

imamo x; —a = Ockei, gde smo stavili

(C+ &) [@r11(C + &) — ay] .

a —
¢ C—1)2+x

Kako je, dalje, klim o = iz prethodnog neposredno sleduje (2.2.9). O
—-too

(O]
c-1
Teorema 2.2.3. Ako su ispunjeni uslovi prethodne teoreme vaZi

Xt —a
2.2.10 lim XL — — 2
( ) Pl (xf—a)?

Dokaz. Na osnovu dokaza prethodne teoreme i jednakosti (2.2.2), imamo

. 2
M1 =4 Kkt1€ 1 Okt (C+8)
(xg—a)? OCkei Ol ’

odakle sleduje (2.2.10). O

Napomena 2.2.1. 1z teoreme 2.2.3 sleduje da je i transformisani niz {x; }keN0 sa
linearnom konvergencijom, ali je njegov faktor konvergencije manji nego kod niza
{ichien, (C? <ICI<1).

Napomena 2.2.2. Posmatrajmo iterativni proces xgr1 = @(xx), k =0,1,..., gde
xo € @, B]. Ako za iterativnu funkciju ¢ : [a, B] — [, B] pretpostavimo uslove:
1° ¢ € C?[a, B,

2° 1¢'(x)] < 1 za svako x € [a, B],
na osnovu TAYLORove formule, imamo

wn = 9(w) =at /(@ + 50" (E)e}
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gde sua:klim X ex =X —a, & =a+ O (xx—a) (0<06<1).
Srtoo

Kako iterativni proces, definisan na ovaj nacin, zadovoljava uslove teoreme
2.2.2 sa

C=¢'@) i o=30"(&)

to na osnovu (2.2.9) imamo

. x—a  1¢"(a)¢’(a)
A a2 ()1

Primer 2.2.1. Primenom formule (2.2.6) na niz koji se generiSe pomocu procesa

X1 =cosxg, k=0,1,..., saxy =1, dobijamo

k Xy X

0  1.000000 0.728010
1 0.540302 0.733665
2 0.857553 0.736906
3 0.654290 0.738050
4 0.793480 0.738636
5 0.701369 0.738876
6 0.763960 0.738992
7 0.722102  0.739042
8 0.750418 0.739066
9 0.731404

10 0.744237

Primetimo da x3 aproksimira koren jednacine cosx — x = 0 sa Cetiri tacne de-
cimale. A

3.2.3 O metodima bliskim AITKENovom metodu
Posmatrajmo iterativni proces
(2.3.1) Xep1 =0 (), k=0,1,....

Kako suxg 1 = ¢ (x) i xx2 = (1) = ¢(d(xx)) = ¢2(xx), formula (2.2.3)
iz prethodnog odeljka moze se predstaviti u obliku

(2.3.2) X =y(y), k=0,1,...,
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gde je

9°(x) — 9°(v)
() =20 (x) +x

X
(2.3.3) w(x) = 5

Funkciju , definisanu sa (2.3.3), STEFFENSEN''® (videti na primer [13, str.
241-246]) je dobio primenom metoda seCice (videti odeljak 5.1.4) na reSavanje
jednacine

F(x)=x—9¢(x) =0,
ne uvodedi pretpostavku o redu konvergencije procesa (2.3.1).

Za razliku od AITKENovog A2 metoda, definisanog sa (2.3.2), STEFFENSEN

je dosao do procesa
Xi+1 = l[/(xk), k=0,1,....

Na osnovu dva iterativna procesa (v = 1,2) istog reda r,

W =0, k=0,1,...,

koji konvergiraju ka istoj tacki x = a, HAUSEHOLDER'!"® [4] je dobio opstiji
ubrzani metod

(2.3.4) X1 = W), k=0,1,...,
gde je nova iterativna funkcija ¥ definisana pomocéu

o xpia)— 9 ()
(2.3.5) v(x) = x—01(x) — ¢ (x) + 1 (92 (x))’

i pri tome dokazao slede¢i rezultat.

Teorema 2.3.1. Ako je
(91(a) = 1)(¢(a) = 1) #0

iterativni proces (2.3.4) ima red konvergencije 2r — 1 ako je r > 1 ili dva ako je
r=1.

Napomena 2.3.1. Za ¢; = ¢, = ¢, (2.3.5) se svodi na (2.3.3).

118 yoHAN FREDERIK STEFFENSEN (1873 — 1961), danski matematicar.
119 ALSTON SCOTT HOUSEHOLDER (1904 — 1993), ameri¢ki matematiar poznat u numerickoj
analizi i matematickoj biologiji.
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Pod pretpostavkom da za v = 1,...,m dato m iterativnih procesa,

x,((i)l = d)v(x,((v)), k=0,1,...,

Ciji je red konvergencije r, u radu [14] dato je sledece uopstenje prethodnih rezul-
tata.

Teorema 2.3.2. Ako su @4 5:(X) = 0p(g(- - Os(d(x))---)),

X ¢i17i27~~~7in (x) X— ¢il7i27~~~sin (x) 1

0;(X) 01 s ()] 0;(X) = )1 oo (¥) 1|
(Jria,jp €{1,2,....,m}, a=1,2,....n, B=1,2,...,n+1),i
1—¢i(a) — 0;, ()0, (a)--- ¢, (a) + ¢}, (a)9},(a)--- 9] . (a) #0,

iterativni proces definisan pomocu

D,(x) = An(x) =

Xk+1 =
ima red konvergencije r'* +r — 1, ako je r > 1, ili dva, ako je r = 1.

3.2.4 Metodi za ubrzavanje konvergencije iterativnih procesa

U ovom odeljku daéemo jedan opsti prilaz ubrzavanju konvergencije itera-
tivnih procesa. Naime, metodi koji ée biti izloZzeni omoguéavaju dobijanje itera-
tivnih procesa viSeg reda, ako se pode od nekog poznatog iterativnog procesa.

Neka se niz {x; } ke, Koji konvergira ka tacki a generiSe pomocu

24.1) Xer1 = 0(xx), k=0,1,....
U radu [5] JovANOVIC!20 je dokazao slededu teoremu.

Teorema 2.4.1. Neka je iterativni proces (2.4.1) sa redom konvergencije r, defi-
nisan funkcijom ¢ koja je (r+ 1)-puta diferencijabilna u okolini granicne tacke a
i neka je ¢'(a) # r. Tada je

120 BOSKO S. JOVANOVIC (1946 — ), srpski matematiar, redovni profesor Matemati¢kog fakulteta
Univerziteta u Beogradu. Bavi se numeri¢kim metodima za parcijalne diferencijalne jednacine.
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Xep1 = O () + ;(bl(xk)(xk—kl — Xk,

i
1
9 0) - ;d)/(xk)xk X — ¢ (%)
X1 = i =X —
L=—9"(x) L=~ ¢"()

iterativni proces najmanje reda r + 1.

U daljem tekstu, posmatra¢emo iterativne procese u BANACHovom prostoru.
Neka je X BANACHov prostor, operator 7 : X — X i neka niz koji se generiSe
pomocu

(242) Uk+1 = Tuk, k:(),],...,

konvergira ka a € X. Jednakost (2.4.2) definiSe iterativni proces za reSavanje
operatorske jednacine u = Tu. Sa U(a) oznaCi¢emo konveksnu okolinu grani¢ne
tacke a.

U pomenutom radu [5] navedena je sledeca teorema, koja predstavlja genera-
lizaciju teoreme 2.4.1.

Teorema 2.4.2. Neka je iterativni proces (2.4.2) reda r, sa operatorom T : X —

X koji je (r+ 1)-puta FRECHET—diferencijabilan u okolini U (a) i neka postoji

1 —1
inverzan operator [I —— T(’u )} kada u € U (a). Tada je
r

1 —1
(2.4.3) Uk+1 = Guk = Ui — [[— ;T(/u)] (uk - Tuk)

iterativni proces najmanje reda r + 1.

Osnovni nedostatak metoda, definisanog poslednjom teoremom, je Sto za-

-1
hteva nalaZenje inverznog operatora [I —— T(’u )} , Sto je u vedini slucajeva vrlo
r

sloZeno.

Sada ¢emo izloziti jedan metod za ubrzavanje konvergencije iterativnih procesa,
koji ne zahteva nalaZenje inverznog operatora (videti: MILOVANOVIC [7]). NaZa-
lost, ovaj metod se ne moZe primeniti za ubrzavanje procesa sa redom konvergen-
cije jedan.
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Teorema 2.4.3. Neka je iterativni proces (2.4.2) sa konvergencijom reda r(> 2)
i neka je operator T : X — X FRECHET—diferencijabilan (r+ 1)-puta u okolini
U(a). Tada je

1
(2.4.4) g1 = Fuyp = Tuy — ;T(,uk)(”k —Tw), k=0,1,...,

iterativni proces najmanje reda r + 1.

Dokaz. Neka u € U(a). S obzirom da je iterativni proces (2.4.2) sa konvergen-
cijom reda r i operator 7 FRECHET—diferencijabilan (r+ 1)-puta u U(a), to su
ispunjeni uslovi teoreme 2.1.1.

Na osnovu TAYLORove formule imamo

(2.4.5) T(’u): (r_])!Tzslg)(u—a,...,u—a)—|—W(a,u—a),
r—1 puta
| e
(2.4.6) Tu:a—|—FT((a))(u—a,...,u—a)+w(a,u—a),
! — ———
r puta

" . r+1
W(a,u—a)l|=0(u—al") i [wau-a)]=0(u—al™").
S obzirom na to da je T(’L ) linearan operator, to se (2.4.4) moZe predstaviti u obliku
1 !/ 1 !/
Fu—a=Tu—a— ET(M)(u—a)—F ET(M)(T”_G)-
Koris¢enjem (2.4.5) i (2.4.6) dobijamo

1 1
Fu—a=w(a,u—a)— ;W(a,u—a)(u—a)—k;T(’M)(Tu—a),

odakle sleduje
1 L.,
1Fu—all < [lw(a,u—a)|| +—[|W(a,u—a)ll - lu—al|+ —{|Tg, || - 7w~ al|
Kako je |7, = O(lu—al"™") i |Tu—a|| = O(Ju—a|l") pri r > 2, najzad

dobijamo
|Fu—al = O(lu—al™). O



3.2 KARAKTERISTIKE ITERATIVNIH PROCESA 223

Sada ¢emo dati dokaz teoreme 2.4.2.
Dokaz teoreme 2.4.2. Neka u € U (a). Formuli (2.4.3) moze se dati sledeci oblik

1_, B
[I— ;T(u)} (u—Gu) =u—Tu,

j.
1
Gu=Tu— ;T(u)(u— Gu).

S obzirom na €injenicu da je T(’L ) linearan operator, (2.4.3) se moZe predstaviti
u ekvivalentnom obliku

1 1
Gu—a=Tu—a— ;T(’u)(u—a) + ;T(/u)(Gu—a)
odakle, koriSéenjem (2.4.5) i (2.4.6), dobijamo
1 1,
Gu—a=w(a,u—a)— ;W(a,u —a)(u—a)+ ;T(u)(Gu—a).

Iz poslednje jednakosti sleduje
1, 1
L=—ITgy |l ) |Gu—all < [lw(a,u —a)| +—[W(a,u—a)|| - u—al|,

.
IGu—all = O(Ju—al™™). O

Teorema 2.4.4. Neka je iterativni proces (2.4.1) sa konvergencijom reda r(> 2)
i funkcija ¢ diferencijabilna (r+ 1)-puta u okolini grani¢ne tacke a. Tada je

1
Bt = 00) 0 () ok — 0 (), K=0,1,...,
iterativni proces najmanje reda r + 1.

Ova teorema je o€igledno posledica teoreme 2.4.3.
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3.2.5 R-red konvergencije iterativnih procesa

U ovom odeljku ukazaéemo na jedan poseban tretman konvergencije itera-
tivnih procesa u prostoru X = R”, koji su uveli ORTEGA'?' i RHEINBOLDT'??
[11].

Definicija 2.5.1. Neka je {x(k)} proizvoljan niz u R" koji konvergira ka a. Tada
se brojevi
limsup ||x*) —aHl/k, akoje p=1,
R {x(k)} _ k—r+-o0 .
! limsup [Jx*) —a||1/p , ako je p > 1,
ko0
nazivaju faktori konvergencije po korenu, ili kraée R—faktori niza {x*)}. Ako je
[P iterativni proces sa grani¢nom tatkom a i C(IP,a) skup svih nizova generisanih
pomocu IP, koji konvergiraju ka a, tada se veliina

Ry(Pa) = sup{R,{x ¥} | (xV} cCPa)} (1< p< +o0)

naziva R—faktorom iterativnog procesa u tacki a.

Napomena 2.5.1. Ako niz {x(®} konvergira ka a, tada postoji ko takvo da je
0<|x% —a| <1 zasvako k> ko,
odakle zaklju¢ujemo da je 0 < R,{x¥)} < 1 za svako p > 1.
Sada navodimo bez dokaza dve teoreme.

Teorema 2.5.1. Neka je {x(k)} proizvoljan niz u R" koji konvergira ka a. Faktor
R,{x®)} ne zavisi od izbora norme u R" ni za jedno p € [1,4oc0). Takode, R—faktor
R, (IP,a) iterativnog procesa je nezavisan od izbora norme.

Teorema 2.5.2. Neka je IP iterativni proces sa grani¢nom tackom a. Tada vaZi
Jjedan od sledecih uslova:

a) R,(IP,a) = 0 za svako p € [1,4-0);

b) R,(IP,a) = 1 za svako p € [1,4o);

¢) postoji py € [1,4+o0) takvo da je R,(IP,a) = 0 za svako p € [1,pg) i
R,(IP,a) =1 za svako p € [pgy,+o).

121 JAMES M. ORTEGA (1932 — 2008), americki matematiGar.
122 WERNER C. RHEINBOLDT, ameritki matemati¢ar nemackog porekla.
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Na osnovu prethodnog mozZe se uvesti tzv. R—red konvergencije iterativnih
procesa.

Definicija 2.5.2. R-red konvergencije iterativnog procesa u tacki a je veliina

+oo (ako je R, (IP,a) =0 za svako p € [1,+o)),
inf{p € [1,4) |R,(IP,a) =1} (u ostalim slucajevima).

OR(IP,a) = {

Primetimo da ovako definisani R—red konvergencije iterativnog procesa ne za-
visi od izbora norme u R". Takode, primetimo sledece Cinjenice:

—ako je R,(IP,a) < 1 za neko p € [1,+o0), tada je R—red ne manji od p, tj.
vazi Og(IP,a) > p;

— ako je Ry(IP,a) > 0 za neko g € [1,+o0), tada za R-red vazi Og(IP,a) < q;

—ako je 0 < R,(IP,a) < 1 zaneko p € [1,+), tada je Og(IP,a) = p.

U slu¢aju kada je 0 < R (IP,a) < 1 kazemo da je konvergencija procesa u tacki
a R-linearna. Ako je, medutim, R, (/P,a) = 0ili R;(IP,a) = 1, za konvergenciju
kaZzemo da je R—podlinearna, odnosno R-nadlinearna.

Kada uporedujemo konvergenciju dva iterativna procesa IP; i [P, postupamo
na sledeéi nalin: najpre uporedimo R-red, tj. veli¢ine Og(IP,a) i Og(IP,,a),
pri Cemu je brzi onaj proces koji ima veéi R-red. Medutim, ako je Og(IP;,a) =
Ogr(IP,,a) = p, tada uporedujemo R—faktore za p = p. Ako je pri tome, na primer,
Ry(IP1,a) < Rp(IP>,a), tada je IP; brzi od IP;.
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4. NUMERICKI METODI U LINEARNOJ ALGEBRI

4.1 DIREKTNI METODI

4.1.1 Uvodne napomene

Numericki problemi u linearnoj algebri mogu se klasifikovati u nekoliko
grupa:
1° reSavanje sistema linearnih algebarskih jednacina

Ax=Db

sa regularnom matricom A, izraCunavanje determinante od A i inverzija matrice A;
2° reSavanje proizvoljnog sistema linearnih jedna¢ina metodom najmanjih
kvadrata;

3° odredivanje sopstvenih vrednosti i sopstvenih vektora date kvadratne ma-
trice;
4° reSavanje zadatka linearnog programiranja.

Za reSavanje ovih problema razvijen je Citav niz metoda, koji se mogu podeliti
na direktne i iterativne. Ovo poglavlje posvecujemo direktnim metodima za
reSavanje problema iz tacke 1°.

Osnovna karakteristika direktnih metoda, ili tacnih metoda, kako se ponekad
nazivaju, je ta da se posle konacnog broja transformacija (koraka) dolazi do rezul-
tata. Ukoliko bi se sve ra¢unske operacije izvodile ta¢no, dobijeni rezultat bi bio
apsolutno tacan. Naravno, kako se proces racunanja izvodi sa zaokrugljivanjem
medurezultata, krajnji rezultat je ogranicene tacnosti. Zbog toga je od velikog
znacaja analiza greSaka kod ovih metoda. Jasno je da Ce uticaj greSaka biti veci
ukoliko je broj operacija kod primenjenog metoda vedi.

Posmatrajmo sistem linearnih algebarskih jednacina

Ax =b,
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gde su
ajl  app - A by X1
a1 axp  axy by X2
(1.1.1) A= b= |, x=
apl a2 Ann bn Xn

Pretpostavimo da sistem ima jedinstveno reSenje, tj. da je detA # 0. Tada se
reSenja mogu izraziti pomoéu CRAMERovih!?® formula

. detA;
YT detA

(i=1,...,n),

gde je A; matrica dobijena iz matrice A zamenom i-te kolone vektorom b. Medutim,
ove formule su nepogodne za prakti¢na izracunavanja, s obzirom da je za izracuna-
vanje n+ 1 determinanata potreban veliki broj aritmetickih operacija. Naime, ako
bismo vrednost determinante n-tog reda izraCunavali po definiciji

detA = Z(— 1 )ia“lagiz .y,

gde se sumiranje obavlja preko svih permutacija (iy,i,...,i,) osnovnog skupa
(1,2,...,n) (i je broj inverzija u permutaciji (iy,i,...,i,)), potrebno je izvrSiti
Sn =n!— 1 sabiranja i M,, = (n — 1)n! mnoZenja, $to ukupno iznosi

P,=S,+M,=n-n! operacija.

Pod pretpostavkom da je za obavljanje jedne aritmeticke operacije potrebno 10ns
(100 MFLOPS '?*), to bi za izratunavanje vrednosti jedne determinante tridesetog
reda (n = 30) bilo potrebno oko

30-30!-10-107°
3600 -24 - 365

>~7.5.10'® godina.

Uopsteno govoreéi ovakav postupak je prakticno neprimenljiv ve¢ za determi-
nante reda n = 13, za koje je potrebno vreme oko 13.5 minuta.

123 GABRIEL CRAMER (1704 — 1752), §vajcarski matematicar.
124 100 miliona operacija u sekundi u aritmetici sa pokretnom tatkom. FLOPS je skracenica od
engleskog izraza FLoating point Operations Per Second.
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4.1.2 GAUsSov metod eliminacije i GAUSS—JORDANov metod
Neka je dat sistem linearnih jednacina
anxi +anxy+ - +apx, = by,
ax X1 +anxy + -+ ayx, = by,
(1.2.1)
an X1 + X2 + + -+ App X = b,
koji ima jedinstveno resenje. Za reSavanje ovog sistema, tj.
(1.2.2) Ax =b,

gde su A, x, b dati pomocu (1.1.1), postoji veliki broj direktnih metoda. Jedan od
najpogodnijih je svakako GAUSSov'?® metod eliminacije, koji ima vise varijanata.
U sustini GAUSSov metod se zasniva na redukciji sistema (1.2.2), primenom ele-
mentarnih transformacija, na trougaoni sistem jednacina

(1.2.3) Rx =c,
gde su
ey ri2 oo I C1
rn oy 2
R= 1 ¢c=
Tnn Cn

Sistem (1.2.3) se reSava sukcesivno polazeci od poslednje jednacine. Naime,

Cn
Xn = —,
Tnn
1 u .
xi:—(ci— Z r,-kxk), i=n—1,...,1.
Tij

k=i+1
Napomenimo da su koeficijenti r;; # 0, jer po pretpostavci sistem (1.2.2), tj.

(1.2.3), ima jedinstveno reSenje.

125 JoHANN CARL FRIEDRICH GAUSS (1777-1855), veliki nemacki matematicar, sa znacajnim
doprinosima u matematici (teorija brojeva, algebra, analiza, statistika, diferencijalna geometrija,
itd.), ali i u drugim oblastima nauke (geodezija, fizika, astronomija, itd.).
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Pokazacemo sada kako se sistem (1.2.1) moZe redukovati na ekvivalentan sis-
tem sa trougaonom matricom.
Pod pretpostavkom da je ay; # 0, izraCunajmo najpre faktore

mij — — i:2,...,n),
ar

a zatim mnozenjem prve jednacine u sistemu (1.2.1) sa m;; i oduzimanjem od i-te
jednacine, dobijamo sistem od n — 1 jednacina

Bertor =g

(1.2.4)

a3 xy+ o +algx, = by,
gde su
2 2 .
ai}') = a;j —mpdij, bz( )= bi—mjby; (i,j=2,...,n).
Pod pretpostavkom da je a%) # 0, primenjujudi isti postupak na (1.2.4) sa m;» =

ag) /a%) (i=3,...,n) dobijamo sistem od n — 2 jednacine

ag?m +- agi)xn = bf),

aPxs+ o+ ax, = 7,

gde su

(2)

3 _ @ @ 0 D _p®  (ij=3,...m)
1 j b LA *

Gij =4d;j —Mmdy;s b i

Nastavljajuéi ovaj postupak, posle n — 1 koraka dolazimo do jednacine

(n)

Ann Xpn = bgzn) .

Najzad, iz dobijenih sistema, uzimanjem prvih jednacina, dobijamo trougaoni
sistema jednacina
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1 1 1
agl)xl +a§2)x2 +a§3) X, =b;’,

a%)xz + 0(223))63 +-- a(ﬁ)xn = b§2)7

ag33)x3 +-t agi)xn = bg3)’

(1)

1n

x3+---+a (v

(n) b(”)

App Xp = On ",

. e (1 1
pri ¢emu smo stavili afj) = aj, bf ) = b;.
Navedena trougaona redukcija ili kako se Cesto kaze GAUSSova eliminacija,

se svodi na izraCunavanje koeficijenata

(k)
a k+1 k k k+1 k k .
miy = l(]]i), a§j+ ) :az(j) —mika,(cj), bl( +1) — bl( ) —mikbl(( ) (l,] =k+ 1,... ,n),
ek
zak=1,2,...,n— 1. Primetimo da su elementi matrice R i vektora ¢ dati sa

rj=al, e=b" (i=1,..mj=1,..n).

Da bi navedena redukcija egzistirala, potrebno je obezbediti uslov a,((i) # 0. Ele-
menti a,((],? su poznati kao glavni elementi ili stoZerski elementi!?®. Pod pret-

postavkom da je matrica A sistema jednacina (1.2.2) regularna, uslove a,(f,? #0
moguce je obezbediti permutacijom jednacina u sistemu (videti [56]).

Primer 1.2.1. Neka je dat sistem jednacina

2.304x; — 1.213x, +2.441x3 = 7.201,
8.752x1 —5.608x2 +3.916x3 = 9.284,
1.527x1 +4.333xp —2.214x3 = 3.551.

Zaokrugljujuc¢i sve medurezultate na Cetiri znacajne cifre, GAUSSovom eliminaci-
jom dobijamo trougaoni sistem jednacina

2.304x; —1.213x; +2.441x3 = 7.201,
—0.9998x; +5.357x3 = —18.07,
—31.36x3 = —94.07,

126 Na engleskom jeziku pivotal element, ili krace pivot.
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odakle dobijamo redom x3 = 3.000, x, = 1.999, x; = 0.9995. Faktori m;;, u ovom
slucaju, su
mpy = 3.799, msy; = 6.628, mspy = —5.138.

Napomenimo, da je tacno resenje datog sistema x; =1, x, =2, x3 =3. A

S obzirom na numericki postupak za trougaonu redukciju i proces zaokruglji-
vanja medurezultata, javice se greska u elementima matrice R i vektora ¢. Naime,
umesto sistema (1.2.3) dobijamo sistem jednacina Rox = ¢, gde su Ry = R+ AR
i cg = ¢+ Ac. Resenje ovog sistema bice xo = x + Ax, gde je x tacno resenje sis-
tema (1.2.3). Nije teSko ustanoviti da ée greska biti veca, $to je glavni element
a,(c],? manji po modulu od preostalih elemenata matrice. U vezi sa ovim navodimo
jedan interesantan primer koji poti¢e od WILKINSONa'?? ([73, str. 205]).

Primer 1.2.2. GAUSSovim metodom eliminacije reSicemo sistem jednacina

0.000003  0.213472  0.332147 X1 0.235262
0.215512  0.375623 0.476625 | - | xo | = | 0.127653 | ,
0.173257 0.663257 0.625675 X3 0.285321

uzimajuci sve medurezultate na Sest znaCajnih cifara. S obzirom da su faktori u
ovom slucaju

my =71837.3, ms = 57752.3, m3 = 0.803905,

odgovarajuéi trougaoni sistem postaje

0.000003  0.213472 0.332147 X1 0.235262
—15334.9 —23860.0 | - | x2 | = | —16900.5 | ,
—0.500000 X3 —0.20000

odakle dobijamo x3 = 0.400000, x, = 0.479723, x; = —1.33333.
Posmatrajmo sada dati sistem jednacina u kome su prva i druga jednacina per-
mutovane. S obzirom da su sada faktori

127 yAMES HARDY WILKINSON (1919 — 1986), ¢uveni engleski matematicar u oblasti numericke
analize i kompjuterskih nauka. U njegovu Cast ustanovljena je nagrada za dostignuca u oblasti
numerickog softvera, koja se svake Cetvte godine (pocev od 1991. god.) dodeljuje od strane
Argonne National Laboratory (SAD), National Physical Laboratory (Velika Britanija) i poznate
softverske kompanije Numerical Algorithms Group (NAG).
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my; = 0.0000139203 1 m3; =0.803932,

posle prvog eliminacionog koraka dolazimo do sistema jednacina

0.215512  0.375623  0.476625 X 0.127653
0.213467 0.332140 | - | xp | = | 0.235260
0.361282  0.242501 X3 0.182697

Nadalje, kako je element na poziciji (2,2) manji od elementa na poziciji (3,2),
u matrici poslednjeg sistema jednacina izvr§imo permutaciju druge i tree vrste.
Tada, s obzirom na faktor ms3; = 0.590860, posle drugog eliminacionog koraka
dobijamo

0.215512  0.375623  0.476625 X1 0.127653
0.361282  0.242501 | - | xp | = | 0.182697 | ,
0.188856 X3 0.127312

odakle sleduje x3 = 0.674122, x, = 0.0532050, x; = —0.991291.
Napomenimo, da je tacno reSenje datog sistema, sa deset znacajnih cifara,

x3 =0.6741214694, x, =0.05320393391, x; =—0.9912894252. A

Na osnovu poslednjeg primera vidimo da strategija izbora glavnog elementa
bitno utice na tacnost rezultata. Modifikacija GAUSSovog eliminacionog metoda
u ovom smislu, naziva se GAUSSov metod sa izborom glavnog elementa. Dakle,
prema ovom metodu, za glavni element u k-tom eliminacionom koraku uzimamo

element agllz), za koji je

(k) (k)
a;,’| = max |a;
|rk| k§1§n| ik |?
uz permutaciju k-te i r-te vrste.
Ako dozvolimo i permutaciju nepoznatih najbolje je za glavni element u k-tom
S . (k) .
eliminacionom koraku uzeti element a,,’, za koji je
k k
it | = max |al}],
k<i,j<n
uz permutaciju k-te i r-te vrste i k-te i s-te kolone. Ovakav postupak se naziva
metod sa totalnim izborom glavnog elementa.
Odredimo sada broj aritmetic¢kih operacija u GAUSSovom metodu pri reSavanju
sistema od n jednacina sa n nepoznatih.
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Kod redukcije sistema na trougaoni oblik, u prvom eliminacionom koraku,
potrebno je n— 1 deljenja, n(n — 1) mnoZenja i n(n — 1) oduzimanja, $to iznosi
(n—1)(2n+1) =2(n—1)?>+3(n— 1). Na osnovu ovoga, moZe se zakljutiti da je
potreban broj aritmeti¢kih operacija u k-tom eliminacionom koraku 2(n — k) +
3(n—k), pa je ukupan broj operacija za trougaonu redukciju

n—1 n—1

Y 20—k +3(n—k) = Y (282 +3K) = (4n® + 3% — Tn).
k=1 k=1 6

Pri reSavanju sistema sa trougaonom matricom potrebno je n deljenja, n(n—1)/2
mnoZenja i n(n— 1) /2 oduzimanja, §to iznosi ukupno n? operacija. Dakle, ukupan
broj racunskih operacija u GAUSSovom metodu iznosi

N(n) = é(4n3 +9n% —n).
Za dovoljno veliko n imamo N(n) = 2n*/3. Dugo vremena se mislilo da je
GAUSssov metod eliminacije optimalan u pogledu broja aritmeti¢kih operacija.
V. STRASSEN'?8 [70] je 1969. godine, uvode¢i iterativni algoritam za mnoZenje
i inverziju matrica, dao metod za reSavanje sistema linearnih jednacina, kod koga
je broj ratunskih operacija reda n'°227. STRASSENov metod je, dakle, efikasniji
od GAUSSovog metoda (log, 7 < 3).

Napomena 1.2.1. Prema STRASSENovom algoritmu mnoZenje matrica drugog
reda

ci ¢ |aun  an| |bu b

1 ay  axn by b2

s1 = (a11 +an)(bi1+bx), s2=/(axn+an)bn, s3=axn(bip—>bi),

izvodi se pomocu

s4 = apn (b —bn), s5=(an +an)bxn,

s6 = (a1 —ai1)(bi1 +b12), s7=(a12—axn)(by +bxn)

€11 =81 +S4—55+87, €21 =52+54, Cr2=53+85 20 =5 +53—52+56.

128 VOLKER STRASSEN (1936 — ), nemacki matematiar. Sada je profesor emeritus na Univerzitetu
u Konstanci (Nemacka).
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Trougaona redukcija obezbeduje lako izraCunavanje determinante sistema.
Naime, vazi
1 (2
detA = agl)agz) aﬁ,’,?.

Ukoliko je koris¢en GAUSSov metod sa izborom glavnog elementa treba samo
voditi ra¢una o broju permutacija vrsta (i kolona kod metoda sa totalnim izborom
glavnog elementa), koje uti€u na znak determinante. Ovakav nacin za izrauna-
vanje determinante je veoma efikasan. Na primer, za izraCunavanje determinante
reda n = 30, potrebno je 0.18 ms, ako se jedna aritmeticka operacija obavlja za
10ns.

Pored izloZenih varijanti GAUSSovog eliminacionog metoda za reSavanje sis-
tema linearnih jednacina postoje i drugi direktni metodi koji transformiSu sistem
jednacina (1.2.2) na neki sistem, poput (1.2.3), koji je pogodan za reSavanje. Na
primer, ako je transformisani sistem dijagonalan, tj.

(1.2.5) Dx=c (D = diag (dy1,.-,dw)),

njegovo reSavanje je veoma jednostavno

Ck

X — —
dik

Stavige, ako je D jedini¢na matrica, onda je ve¢ postupkom eliminacije zavrieno i
reSavanje sistema jednacina (1.2.5), dakle, x = c.

IzloZi¢emo sada postupak za transformaciju sistema (1.2.2) na oblik (1.2.5),
koji je poznat ako GAUSS—JORDANov metod. Prvi korak u ovom metodu isti
je kao u GAussovom metodu. Neka je, kao i ranije, al(;) = ajj, bfl) = b;. Pod
pretpostavkom da je a(111> # 0, posle prvog eliminacionog koraka, dobijamo n — 1
jednacina koje pridruzujemo prvoj jednacini. Tako imamo

dyn +ai v a4 b = b,
a%)xz + 0(223))63 T+t a(ﬁ)xn = bgz),

agzz)xz + a%))@ +-- agi)xn = ng),

2) 2)

aZx, + ané (2) (2)

X34+ am Xy = by,

gde smo dodatno izvrsili prenumeraciju aﬁ.) = a%) (j=2,...,n)i bgz) = bgl).
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Pod pretpostavkom da je a§22) # 0, u drugom eliminacionom koraku elimini-
Semo x, (tj. anuliramo koeficijente uz x;) iz svih jednacina sem iz druge. Naime,
kod GAUSSovog metoda smo eliminaciju sproveli samo u jednac¢inama koje se
nalaze posle druge jednacine. Ovde, dakle, eliminaciju sprovodimo i u prvoj
jednacini. Tako, sa faktorima m; = ag ) / a§22) (i # 2), dobijamo

i sl =)
sy xs Hag x4 +ay %, = by,

R )

agm Fotaldx, = bff),

edesual) =af) (j=3,...,n), b5 =0 i
a,(;) - al(j?) _miza%_), bl(3) — bl@) _mizbg) (i#2; j=3,...,n).

Nastavljajuéi ovaj postupak posle n koraka dobijamo ekvivalentni dijagonalni sis-
tem jednacina

a§11)x1 _ b§n+1)7
agé)m = b§n+l),

(1.2.6)

a)x, = b,
Primetimo da je ovde neophodno n koraka, za razliku od GAUSSovog metoda gde
je bilo dovoljno n — 1 koraka. Naime, ovde se posle n — 1 koraka dobija sistem
jednacina oblika

agll)xl —|—a§’:l)xn = bsn),
a(222)x2 —|—ag?xn = bgn),

(n) (n)

Qul X, = by .

U poslednjem n-tom koraku treba eliminisati x, iz prvih n — 1 jednacina.
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GAUSS-JORDANov metod zahteva viSe operacija od GAUSSovog metoda.
Naime, ovde je u k-tom eliminacionom koraku potrebno n — 1 deljenja, zatim
(n—1)(n—k+ 1) mnoZenja i isto toliko oduzimanja, $to znaci da je za redukciju
sistema na dijagonalni oblik potrebno n(n — 1) deljenja i po %n(n2 — 1) mnoZenja
i oduzimanja. Resavanje dijagonalnog sistema zahteva joS n deljenja. Prema tome,
ukupno je potrebno n? deljenja i po %n(n2 — 1) mnoZenja i oduzimanja, $to sve
iznosi

N(n) =n®*+n*—n.

Ovo je jasno vece u poredenju sa GAUSSovim metodom. Naime, za dovoljno ve-
liko n imamo da je N(n) = %N(n), gde je N(n) broj operacija kod GAUSSovog
metoda.

Na osnovu (1.2.6) vidimo da su dijagonalni elementi u matricnom sistemu
jednatina (1.2.5) dati sa di = al\ i da su ¢ = b\,

I ovde, kao i kod GAUSSovog metoda, na potpuno istovetan nacin se moze
izvesti izbor glavnih elemenata i pomocu njih sprovesti eliminacioni postupak.

Ako se pre svakog eliminacionog koraka izvrSi deljenje odgovarajuce jednacine
sa glavnim elementom, tj. pre prvog koraka podeli prva jednacina, pre drugog ko-
raka podeli druga jednacina, itd., transformisani sistem imace jedini¢nu matricu
D = I. Naravno, ovakav postupak zahteva veéi broj operacija.

4.1.3 Inverzija matrica

Neka je A = [a;j],x, regularna matrica i neka je

X11 X120 Xin
X21 X22 X2n
X=1 . =[x1x2 ... x,]
Xnl Xn2 **° Xnn
njena inverzna matrica. Vektori xi, x3, ..., X, su redom prva, druga, ..., n-ta
kolona matrice X. DefiniSimo vektore ey, e», ..., e, pomoéu

e1=[10---0]", ex=[01---0]",...,e,=[00--- 1]".

S obzirom na jednakost AX = [Ax] Ax; -+ Ax,] =1=[e; e, ... e,], prob-
lem odredivanja inverzne matrice moZe se svesti na reSavanje n sistema linearnih
jednacina
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(131) Ax,-:e,- (izl,...,n).

Za reSavanje sistema (1.3.1) pogodno je koristiti GAUSSov metod, s obzirom da
se matrica A pojavljuje kao matrica svih sistema, pa njenu trougaonu redukciju
treba izvrSiti samo jednom. Pri ovome sve elementarne transformacije koje su
potrebne za trougaonu redukciju matrice A treba primeniti i na jedini¢nu matricu
I={ej e --- e,]. Nataj nalin se matrica A transformise u trougaonu matricu R, a
matrica I u matricu C = [¢; ¢ -+ ¢, ]. Najzad, ostaje da se reSe trougaoni sistemi
Rx;=c¢; (i=1,...,n). Dakle, primena GAUSSovog metoda moZe se iskazati kao
transformacija
[A|I] — [R]C].

Za inverziju matrica vrlo €esto se koristi GAUSS—JORDANov metod i to u varijanti
sa jedini¢nom dijagonalom. U ovom slu¢aju, odgovarajuca transformacija je

[AlI] - [1]A7"],
Sto znaci da se na mesto jedini¢ne matrice pojavljuje inverzna matrica.

Primer 1.3.1. Neka je data matrica

A=

—_ N W

1
1
1

— W O\

Primenom GAUSS—JORDANovog metoda na [A |1 ] imamo redom

11/32[1/300 11/3 2| 1/300

2 1 30 10|—={01/3 -1[-2/310]|—

1 1 1] 0 01 02/3 -1]—1/3 01

11/3 211/3 00 10 3| 1-10 100[]-2 5-3
—|l0 1 =3 =2 30|—=|01-3|-2 30|—=|010] 1-3 3
02/3-1|-1/3 01 00 1| 1 21 001 1-2 1
Dakle,

-2 5-3
A= 1-3 3|. A

1 -2 1
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4.1.4 Faktorizacioni metodi

Faktorizacioni metodi za reSavanje sistema linearnih jednacina zasnivaju se
na razlaganju matrice sistema na proizvod dve matrice Ciji je oblik takav da
omogucava svodenje sistema na dva sistema jednacina koji se jednostavno sukce-
sivno reSavaju. U ovom odeljku ukaza¢emo na metode zasnovane na LR faktor-
izaciji matrice (videti odeljak 2.3.2).

Neka je dat sistem jednacCina
(1.4.1) Ax =b,

sa kvadratnom matricom A, ¢iji su svi glavni dijagonalni minori razli¢iti od nule.
Tada, na osnovu teoreme 3.2.1 (glava 2), postoji faktorizacija matrice A = LR, gde
je L donja i R gornja trougaona matrica. Faktorizacija je jednozna¢no odredena,
ako se, na primer, usvoji da matrica L ima jedini¢nu dijagonalu. U tom slucaju,
sistem (1.4.1), tj. LRx = b, se moZe predstaviti u ekvivalentnom obliku

(1.4.2) Ly=b, Rx=}y.

Na osnovu prethodnog, za reSavanje sistema jednacina (1.4.1), moze se for-
mulisati slede¢i metod:

1°stavimo ¢; =1 (i=1,...,n),

2° odredimo ostale elemente matrice L = [{;;],x, i matrice R = [rjj]x, (videti
odeljak 2.3.2),

3° reS§imo prvi sistem jednacina u (1.4.2),
4° reSimo drugi sistem jednacina u (1.4.2),

Koraci 3° 1 4° se jednostavno izvode. Naime, neka su
b=[biby--- b)), y=[ny2- s x=[xx x

Tada je

i—1
- Z&kyk (i:2,...,n)
k=1

yl:bla )’i:bi

Yn 1 a
Xn = —» Xi:T<y,'— Z r,-kxk> (i=n—1,...,1).
k

=i+l
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IzloZeni metod se u literaturi sree kao CHOLESKYev'?” metod. U slu¢aju kada
je matrica A normalna, tj. kada je simetri¢na i pozitivno definitna, CHOLESKYev
metod se moZe uprostiti. Naime, tada se moZe uzeti da je L = R”. Dakle, treba
odrediti faktorizaciju matrice A u obliku A = RTR. Na osnovu formula iz odeljka
2.3.2, za elemente matrice R vaZze formule

aij

r=+an, rj=— (j=2,...,n)

i

1 i—1 ] .
Tij = 7(aij—k);‘,lrkirkj> (j=i+1,...,n)

u

U ovom slucaju, sistemi (1.4.2) postaju
R'y=b, Rx=y.

Navedena modifikacija CHOLESKYevog metoda se naziva metod kvadratnog
korena.

Napomena 1.4.1. Determinanta normalne matrice se moZe izracunati metodom
kvadratnog korena
2
detA = (r11r22---r,m) .

Faktorizacioni metodi su naroCito pogodni za reSavanje sistema linearnih
jednacina, kod kojih se matrica sistema ne menja, ve¢ samo vektor slobodnih
¢lanova b. Ovakvi sistemi se Gesto javljaju u tehnici'3°.

Sada ¢emo pokazati da se GAUSSov metod eliminacije moZe interpretirati kao
LR faktorizacija matrice A. Uzmimo matricu A takvu, da prilikom eliminacije ne
treba vriiti permutaciju vrsta i kolona. Polazni sistem ozna¢imo sa A(Nx = b\
GAUSSov eliminacioni postupak daje n— 1 ekvivalentnih sistema A(®)x = b, ...,
Ay =p), pri emu matrica A®) ima oblik takav da su svi njeni elementi ispod
glavne dijagonale i ispred k-te kolone jednaki nuli, tj.

129 ANDRE-LOUIS CHOLESKY (1875 — 1918), oficir francuske vojske i matematicar.
130 Na primer, u elektronici kod izracunavanja prenosnih karakteristika elektronskih kola.
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- (1) (1 1 1)
ap) aiy - al) - af)
2 2 2
a(zz) a(Zk) a(Zn)
A® = o
(k) (k)
A Ay
i ay |

(1)

Analizirajmo modifikaciju elementa a;; = a;;
Kakoje,zak=1,2,...,n—1,

u procesu trougaone redukcije.

al(;erl) — ag‘) —mika,(j;.) (i,j=k+1,....n)
i
al({(+l):al(§+l):‘.‘:al(llz+l):0 (i:k+1;-.-,n)’

sumiranjem dobijamo

k=1 k=1 k=1
tj.
i—1
' k
aij = a;; —a,(;')‘{'zmtka]((j) (l<_]),
k=1
i .
J
1 k S
aij = al(j) =0+ Z m,'ka,((j) (i>)).
k=1
Definisuéi m; =1 (i =1,...,n), poslednje dve jednakosti se mogu predstaviti
u obliku
C W)
(1.4.3) aij = Zmikakj (i,j=1,...,n),
k=1

gde je p = min{i, j}. Jednakost (1.4.3) ukazuje da GAUSSova eliminacija daje LR
faktorizaciju matrice A, gde su
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1 Fi1F2 - Ty
my 1 1Y) o

L: s R:
My My -+ 1 Tnn

(k)

1= a; - Pri programskoj realizaciji GAUSSovog metoda, u cilju dobijanja
LR faktorizacije matrice A, nije potrebno koristiti nove memorijske elemente za
paméenje matrice L, ve¢ je pogodno faktore my smeStati na mesto koeficijenata
matrice A koji se anuliraju u procesu trougaone redukcije. Na taj nacin, posle
zavrSene trougaone redukcije, na mesto matrice A bi¢e memorisane matrice L i R,
prema sledecoj Semi

Uocimo da se dijagonalni elementi matrice L, koji su svi jednaki jedinici, ne
moraju memorisati.

CHOLESKYev metod, zasnovan na LR faktorizaciji, primenjuje se u slucaje-
vima kada matrica A ispunjava uslove teoreme 3.2.1 (glava 2). Medutim, pri-
menljivost ovog metoda moZe se proSiriti i na druge sisteme sa regularnom matri-
com, uzimajuéi u obzir permutaciju jednacina u sistemu. Za faktorizaciju iskoris-
timo GAUSSov eliminacioni metod sa izborom glavnog elementa. Pri ovome bice
LR = A’, gde se matrica A’ dobija iz matrice A konalnim brojem razmena vrsta.
Ovo znaci da u procesu eliminacije treba memorisati niz indeksa glavnih eleme-
nata I = (py,...,pu—1), pri Cemu je py broj vrste iz koje se uzima glavni element
u k-tom eliminacionom koraku. Kod reSavanja sistema Ax = b, neposredno posle
faktorizacije treba, u skladu sa nizom indeksa /, permutovati koordinate vektora
b. Na taj nacin se dobija transformisani vektor b’, pa se reSavanje datog sistema
svodi na sukcesivno reSavanje trougaonih sistema

Ly=b" i Rx=y.

Primetimo da se pomo¢u indeksnog niza I moZe konstruisati permutaciona ma-
trica P, takva da je A’ = PA i b’ = Pb, §to znaci da se, u ovom slucaju, radi o
faktorizaciji LR = PA.
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Tlustrujmo ovo jednim primerom.

Primer 1.4.1. Primenom GAUSSovog metoda sa izborom glavnog elementa na

31 6
A=1|2 1 3
1 1 1
dobijamo redom
B3) 1 6 3 b6 31 6
2 1 3| = (23 13 —liolys oo o1 |,

T i3 (23) - 23 12 —1)2

pri ¢emu je indeksni niz glavnih elemenata I = (1,3). Glavni elementi su u nave-
denim matricama zaokruZeni. Ovde je

10 0 3001 6
L=\{1/3 1 0| i L=|0 2/3 -1
2/3 1/2 1 0o 0 —1/2

Resimo sada sistem Ax =b=[2 7 4]7.Kakojeb' =2 4 7T izLy=10
sleduje

PSRRI N (! L2,
N=2 p=degn=o, pn=Elon o on=4

Najzad, na osnovu Rx =y, nalazimo

3,10 1
x3 = —38, x2—5(?—|—x3>——7, x1—§(2—x2—6x3)—19.

Permutaciona matrica, u ovom slucaju, ima oblik

~
I
o o =

0 0
0o 1. A
1 0
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4.1.5 Metod ortogonalizacije

Posmatrajmo sistem jednacina (1.2.1) sa regularnom matricom. Ako definiSemo
(n+ 1)-dimenzionalne vektore

X1 aijy
X2 aip
y - bl al = (l - ]7 7”)7
Xn Ain
L1 L —bi |

tada se ovaj sistem moze predstaviti u obliku

(1.5.1) (a,y)=y"a;=0 (i=1,...,n).
Jednacine (1.5.1) ukazuju na moguénost reSavanja sistema (1.2.1), koriS¢enjem
uslova ortogonalnosti vektora y sa vektorima a@; (i = 1,...,n). Pomenuta or-
togonalnost je ekvivalentna ortogonalnosti vektora y sa linearnim potprostorom
H,, koji je generisan vektorima a; (i = 1,...,n), tj. H, = L(ay,...,a,). Polazeéi
od baze {ay,...,a,}, koris¢enjem GRAM-SCHMIDTovog postupka, konstrui§imo
ortonormiranu bazu B, = {vi,...,v,} potprostora H,. Vektor y je, oCigledno, or-
togonalan sa svim vektorima ortonormirane baze B,,.

Kako je vektor @, 1 =[00 --- 0 1]7 linearno nezavisan u odnosu na vektore

baze B,, izvrSi¢emo ortogonalizaciju i ovog vektora. Dakle,

n

Uu=4ayy1 — Z(anJrlavi)vi-
i=1

Neka su koordinate vektora u redom uy, ...y, Uy i1, . = [uy -+ ty tpiq)”.
Kako vektor u ispunjava uslove ortogonalnosti (#,v;) =0 (i=1,...,n), na osnovu
prethodnog, zakljuujemo da je, takode, (u,a;) =0 (i=1,...,n), tj.

(w,a1) = anuy +anuy+ -+ ajplty — by =0,

(u,az) = ayyuy + anuy + - - - + azlty — bouty 11 =0,

(u7an) =y Uy +applip + -+ -+ Applty — bnun-H =0.

Primetimo da je u,;; # 0. Naime, ako bi bilo u,,; = 0, tada bi n-torka
(u1,ua,...,u,) bila reSenje homogenog sistema jednacina sa matricom A = [a;;].
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Medutim, kako homogeni sistem (det A # 0) ima samo trivijalna reSenja, to bismo
imaliy; =0 (i=1,...,n), pabi vektor @, bio linearna kombinacija vektora baze
B, sto je u kontradikciji sa izborom ovog vektora.

Ako sve jednacine poslednjeg sistema podelimo sa u,1, lako se zakljuCuje da
je vektor u, sa

U
X = i=1,...,n),
Up+1
reSenje sistema jednacina (1.5.1). Tada je n-torka (x1,x2,...,x,) reSenje sistema

1.2.1).
Na kraju, primetimo da navedeni metod ortogonalizacije zahteva veci broj ope-
racija mnozenja i deljenja nego GAUSSov metod eliminacije.

4.1.6 Analiza greske i slabouslovljeni sistemi

U ovom odeljku posmatraéemo uticaj promene vektora b na reSenje x u sis-
temu jednacina
Ax =b,

sa regularnom matricom A. Neka se vektor b promeni za Ab. Tada e se reSenje
promeniti za Ax, tj. ima¢emo

A(x+Ax) =b+ Ab,
odakle je AAx = Ab, tj. Ax = A~—' Ab. Iz ove jednakosti sleduje
(1.6.1) [Ax| < [|A7"]- | Ab].
Kako je [ = qu|| < JIA]- ]l imamo

H s el

gde je k(A) = cond(A) = ||A]| - |A~Y||. Za broj k(A) kaZzemo da je faktor uslov-
ljenosti ili kondicioni broj matrice A. Faktor uslovljenosti zavisi od upotrebljene
norme matrice, ali je uvek k(A) > 1, $to sleduje iz Cinjenice da je

— k) 1201

1.6.2 ,
(162 ]

lel| = ll2x]| = lAA™ x| < [|A]| - lA="] - ).

Sto je faktor k(A) veéi od jedinice kaZzemo da je matrica A slabije uslovljena.
Za sistem sa slabouslovljenom matricom kaZzemo da je slabouslovljeni sistem'>'.

131 U anglo-saksonskoj literaturi: ill-conditioned systems, a u ruskoj: naozo obycaosnernmve cuc-
membol.
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Kada se koristi spektralna norma, faktor uslovljenosti je dat sa

_ max |A(A*A)]
k(A)=0c(A)oc(A™ ) = | ———2.
) (A)o(a™) min |A(A*A)|
Ukoliko je matrica A hermitska, prethodni izraz se pojednostavljuje, tj. postaje
max [A(A)]
k(A) = ————.
() min|A(A)]

Zbog svojstva minimalnosti spektralne norme, ova vrednost broja k(A) za hermit-
sku matricu A je najmanja u odnosu na vrednosti koje se dobijaju koriSéenjem
drugih normi.

Nejednakost (1.6.1) se moZe interpretirati i na sledeci nalin. Neka je x),
priblizno reSenje jednacine Ax = b. Sa r(x,) oznatimo odgovarajuéi ,vektor
ostatak*“, tj.

r(x,) =Ax,—b=A(x,—x).
Dakle, x,, je tatno reSenje jednacine Ax, = b +r(x,) i za gresku vazi
~1
(1.6.3) [[Ax]| < JJA7] - [lr(ep) I

Na osnovu ove nejednakosti moze se zakljuciti da vrednost norme ||Ax|| moze
biti velika, ¢ak i u slu¢ajevma kada je veli¢ina ||r(x,)|| dovoljno mala.

Teorema 1.6.1. Neka je A regularna matrica reda n, B=A(I+F), ||[F|| <1
vektori x i Ax definisani pomocu Ax = b, B(x + Ax) = b. Tada vaZe sledece
ocene:

o lasl _ _uF)
el = =17
A k(A B—A B—A
o JAxl k) BA o IBAL
=g BAT T4 Il
Al

Dokaz. Kako, na osnovu ucinjenih pretpostavki, B~! egzistira, imamo
Ax=B'"o—A"'b=B'(A-B)A"'b, x=A""b,
[Ax|
[l

Imajuéi u vidu da je F = A~1(B—A) i |F| < k(A)||B—A]|/||A||, na osnovu
poslednje nejednakosti, dobijamo nejednakost 2°. O

<[B7HA=B)l| = |-+ F)'AT'AF|| < U+ F) - IFI <
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Pomocu teoreme 1.6.1 moguée je oceniti greSku u reSenju x, pri zameni ma-
trice A nekom drugom matricom. Naime, ako stavimo C = (I +F)~! = B~ !A,
F =A"'B—1, imamo

1
1B7A < — .
1—||A-1B—1I|

S druge strane, iz A~! = A"!BB~! sleduje

~1 1 1 1B~
AT < ATB[|- 1B~ < —7—% a7
1—||[I— B A
pri ¢emu smo iskoristili jednakost A"'B = (B~'A)~! = (I— (I-B~'A))~.
Najzad, na osnovu (1.6.3), dobijamo

187 .
iy —x]) < — Il (l—B'A] < 1).

I1—B~'A]

Primer 1.6.1. Jedan tipian primer slabouslovljenog sistema je sledeéi sistem
jednacina

121734 169217 176624 166662 X1 634237
169217 235222 245505 231653 X2 881597
176624 245505 256423 242029 | X3 ~ | 920581 |
166662 231653 242029 228474 X4 868818

¢ije je tacno resenje x| = x» = x3 = x4 = 1. Medutim, ako koordinate vektora
slobodnih ¢lanova variraju samo za %1 i recimo budu

by = 634238, b, =881596, b3 =920580, by = 868819,
tacno reSenje sistema postaje

x] = 130214370, x5 = —78645876, x3 = —32701403, x; = 19395881.

Uzimajuéi normu || - ||.., u ovom primeru imamo
B]|.. = max |b;| = 920580, ||Ab]|., = max |Ab;| =1,
1<i<4 1<i<4

tj. || AB||../||b]|.. = 1.1 x 1075, dok je odgovarajuéa promena u resenju
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IIx|l. = max |x;| =1, ||Ax]||., = max |x; —x;| = 130214369,
1<i<4 1<i<4

tj. |Ax||../[lx|l.. = 1.3 x 108. Dakle, relativna promena od samo 10~ u slobod-
nom ¢lanu izaziva ogromnu promenu u resenju (reda 10%). Na osnovu (1.6.2),

dobijamo
A%/ . 13108

k(A) > o ~1.18 x 10'.
()= 26| /|Ibl. ~ 1.1x10-6 X
Kako je
64975255 —39243257 —16317569 9678288
41 | 39243257 23701842 9855360 —5845418

—16317569 9855360 4097916 —2430559 |’
9678288 —5845418 —2430559 1441615

zaista, za faktor uslovljenosti, direktnim izraCunavanjem, dobijamo
4
Al = m_ax( ]a,-j\> =920581, [|A"Y||,, = 130214369,
l ]:1

tj.
k(A) = ||A]| A7, =2 1.20 x 104

Napomenimo da smo kod reSavanja prethodnog sistema jednacina sva izracu-
navanja izveli potpuno ta¢no rade¢i na skupu svih racionalnih brojeva, §to je ek-
vivalentno koris¢enju aritmetike beskonacne duZine. Kod koriS¢enja aritmetike
konacne duZine (Sto je inace standardni slucaj kod racunara), visok faktor uslov-
ljenosti ,jede“ cifre u rezultatu. Na primer, ako je faktor uslovljenosti reda 10™, a
7elimo rezultat sa relativnom gre§kom manjom od 1074, tj. aproksimativno sa d
korektnih znacajnih cifara u mantisi, neophodno je koristiti aritmetiku sa duzinom
najmanje d + m.

Ovaj dobro konstruisan primer slabouslovljene matrice je naveden u dok-
torskoj disertaciji P. MADICa!3? [52]. A

Iz datog primera se moZe videti da je problem reSavanja slabouslovljenih sis-

tema veoma sloZen i njemu treba pristupati obazrivo.

132 PETAR B. MADIC (1922 — 2009), srpski matematiCar i informati¢ar. Bio je jedan od pio-
nira uvodenja raunarstva, programiranja i numeric¢ke analize u univerzitetske programe krajem
Sezdesetih godina proslog veka na prostorima Srbije. Autor ove knjige bio je njegov student,
a kasnije i saradnik nekoliko godina na predmetima Obrada informacija i Programiranje na
Elektronskom fakultetu u Nisu.
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4.2 ITERATIVNI METODI

Drugu vaznu klasu metoda u linearnoj algebri Cine iterativni metodi, kod kojih
se teorijski rezultat dobija posle beskonacnog broja koraka. Prakti¢no, medutim,
za nalaZenje reSenja sa dovljnom tac¢noséu potrebno je izvrsiti konacan broj ko-
raka. Broj koraka, jasno, zavisi od zahtevane ta¢nosti. Sa porastom dimenzije ma-
trice, iterativni metodi postaju ozbiljna konkurencija direktnim metodima, imajuéi
na umu ukupan broj neophodnih aritmetickih operacija.

Vaznost iterativnih metoda u linearnoj algebri proizilazi iz Cinjenice da se u
primenama pojavljuju sistemi jednacina sa sve veom dimenzijom i da direktni
metodi koji zahtevaju O(n?) aritmeti¢kih operacija postaju neupotrebljivi sa po-
rastom # i pored znaCajnog progresa kako u teorijskom smislu, tako i u raCunarskoj
tehnologiji.

U matri¢nim izracunavanjima pojam ,veliki sistem jednacina® istorijski pos-
matrano se znacajno menjao (videti, na primer, klasifikaciju iz [71, str. 243—
249]). Na svakih petnaestak godina dimenzija tzv. ,velikog sistema jednacina*“
se uvecavala 10 puta, pocev od pedesetih godina prethodnog stole¢a (period pre-
poznatljiv po radovima WILKINSONa), kada se za takav sistem smatrao svaki onaj
koji je imao dimenziju vecu od n = 20. Pojava knjige [29] sredinom Sezdesetih go-
dina (tzv. ,FORSYTHE'3*~MOLERova'3* era“) pomera tu granicu na n = 200, a
ve¢ osamdesetih godina, sa pojavom paketa LINPACK, dimenzija se povecava na
n = 2000. Paket LAPACK'3 [6] pisan orginalno'*® na jeziku FORTRAN 77 po-
javio se sredinom devedesetih pomerio je granicu ,,velikih sistema“ na n = 20000.
Dakle, za nepunih pedeset godina dimenzije matrica sa kojima moZemo jedno-
stavno operisati povecale su se za faktor 10°. Ovaj impresivni progres je, medutim,
u velikoj meri uzrokovan mnogo veéim progresom koji je postignut u istom
periodu u radunarskom hardveru, podizanjem brzine sa faktorom od 10° (od
sekunde do nano sekunde po operaciji), $to znaci da je broj operacija O(n?) ve-
lika prepreka. Ocigledno je da se metodi, kod kojih je broj operacija redukovan na

133 GEORGE E. FORSYTHE (1917 — 1972), poznati ameri&ki nau&nik u oblasti kompjuterskih nauka.

134 CLEVE BARRY MOLER (1939 — ), poznati ameri¢ki matemati¢ar, programer i ekspert u nu-
merickoj analizi. Jedan je od autora u razvoju FORTRAN programskih paketa za linearnu alge-
bru LINPACK and EISPACK, kreator programskog sistema MATLAB i jedan od osnivaca kom-
panije MathWorks za razvoj i komercijalizaciju ovog sistema.

135 Skracenica izvedena iz engleskog naziva Linear Algebra PACKage. Paket je nastao kao naslednik
prethodnih paketa LINPACK i EISPACK (za probleme sopstvenih vrednosti) i on obezbeduje
rutine za reSavanje sistema linearnih jednacina, problema sopstvenih vredosti i faktorizaciju
proizvoljnih realnih ili kompleksnih matrica, poput SVD (na engleskom: Singular Value De-
composition).

136 LAPACK verzija 3.2 pojavila se 2008. godine u FORTRANu 90.
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O(n?), gde je p < 3, mogu primeniti na matrice znatno vece dimenzije. Za neke
klase matrica O(n?) je postignuto sa iterativnim metodima.

U ovom poglavlju razmatraéemo samo iterativne metode za reSavanje sistema
linearnih jednacina i metode za inverziju matrica. Iterativni metodi za reSavanje
problema sopstvenih vrednosti (kao uostalom i direktni metodi) bi¢e razmatrani u
posebnom poglavlju. Napomenimo jo§ jednom da se za reSavanje sistema sa ve-
likim brojem jednacina, kakvi se javljaju pri reSavanju parcijalnih diferencijalnih
jednacina, uglavnom koriste iterativni metodi.

4.2.1 Nacini formiranja iterativnih metoda

Posmatrajmo sistem linearnih jednacina
ayxy +apxy + -+ apx, = by,
a1x1 +axnxy + -+ ayx, = by,
2.1.1)
a1 X1+ Xy + -+ - + AppXp = bna

koji se moZe predstaviti i u matricnom obliku

(2.1.2) Ax =b,
gde su
ayy  ap -+ Ay x| by
a axn azp X2 by
A= , X= , b=
anl a2 () Xn bn

Uvek u ovom poglavlju, pretpostavljamo da sistem (2.1.1), tj. (2.1.2) ima jedin-
stveno resenje.

Iterativni metodi za reSavanje sistema (2.1.2) imaju za cilj odredivanje reSenja
x sa unapred zadatom ta¢no$¢u. Naime, polazeéi od proizvoljnog vektora x(¥)

(= [x&o) x£,0>]T), iterativnim metodom se odreduje niz {x®}, gde su x*)

k)T k=1,2,.., tako daje

lim x®
k—+-o00

=X.

Jedan opsti iterativni metod se moZe predstaviti u obliku
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x(k) :Fk(x(o),x(l),...,x(kil)) (k: 1,2,...),

gde funkcija F, u opsStem slucaju, zavisi od A, b, k.
Sa stanovista primene, najinteresantniji su iterativni metodi oblika

(2.1.3) 0 = F (%) (k=1,2,...).

Ako Fj, ne zavisi od k, metod (2.1.3) je stacioniran.
Mi éemo razmatrati slucajeve kada je F linearna funkcija po x, tj.

2.1.4) Fk(x) = Bix + ¢y,

gde je By kvadratna matrica i ¢ vektor.
Da bi iterativni metod, definisan funkcijom (2.1.4) bio konvergentan, potreban
uslov je da Fy ima nepokretnu tacku x = A~'b, tj. da je

(2.1.5) A™'b =BAT D + ¢4

Iz (2.1.5) sleduje
Ccp = (I—Bk)A_lb =Cib,

gde smo stavili Gy = (I — B;)A™ !, tj. CtA+ By = 1.
Na taj nacin (2.1.4) postaje

(2.1.6) Fi(x) = Bix + Cib,
ili
(2.1.7) Fi(x) =x—Ci(Ax — D).

Cesto se za Cy uzima dijagonalna matrica sa jednakim elementima na dijago-
nali, tj. Cy, = diag (¢, ...,cx) = il (cx € R). Tada se (2.1.7) svodi na

(2.1.8) Fi(x) =x —cx(Ax —b).
Ako se matrica A predstavi u obliku
A = Dy + Ex,
gde je Dy regularna matrica, tada se F;, moZe zadati u implicitnom obliku kao

(2.1.9) Dka(x) + Ewx =b.
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U prakti¢nim primenama, za Dy se najcesée uzima dijagonalna ili trougaona
matrica.

Formule (2.1.6), (2.1.7), (2.1.8), (2.1.9) se koriste za formiranje razliCitih ite-
rativnih metoda za reSavanje sistema jednacina (2.1.1).

Na kraju, napomenimo da se metodom najmanjih kvadrata moze dobiti niz ite-
rativnih procesa. Ovaj metod se zasniva na minimizaciji funkcionele f definisane
pomocu

fle) =l Ax—b .

U slucaju da je A realna normalna matrica, za reSavanje sistema (2.1.1) moze se
koristiti minimizacija funkcionele odredene sa

flx) = (Ax,x) = 2(b,x).

4.2.2 Metod proste iteracije

Jedan od najprostijih stacionarnih metoda za reSavanje sistema linearnih jedna-
Cina, tzv. metod proste iteracije, zasnovan je na primeni funkcije date pomocu
(2.1.6), 4.

2.2.1) F(x) = Bx +Cb.
Ako stavimo Cb = f3, iz (2.2.1) sleduje
(2.2.2) O =18 (k=1,2,...).
Napomenimo, da je jednacina
(2.2.3) x=Bx+0
ekvivalentna sa
2.2.4) Ax =b.

Matrica B se naziva iterativna matrica.

Ako se pode od proizvoljnog vektora x(©), pomoéu (2.2.2) generiSe se niz
{x®)}. Razmatraéemo uslove pod kojima generisani niz konvergira ka tatnom
reSenju sistema jednacina (2.2.3).

Ako je



by
by
B= .

bnl

biy -+

bx»

bn2
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bin Bi

boy, )
e

bnn Bn

iterativni metod (2.2.2) moZe se predstaviti skalarno

(k)

Xl = b]])cl
k

xé ) = by1x;

xflk) = bux;

gdejek=1,2,....

Dokazacemo sledece dve teoreme.

(k1)

(k1)

(k1)

+biax

+ byx

+ bnzx

(2k_1) P 2P + B,

gkil) + - +b2nxl(1k71) +ﬁ2,

(2k_1> + - +bnnx51k_l) +ﬁn7

Teorema 2.2.1. Ako je x(©) proizvoljan vektor, |B|| < 1 je dovoljan uslov za kon-
vergenciju procesa (2.2.2) ka tacnom reenju x sistema (2.2.3).

Teorema 2.2.2. Ako je x*) proizvoljan vektor i ||B|| < 1 tada za svako k € N, vaze

nejednakosti

I k-1 IB|*
(2.2.5) |I-=B)'—(I+B+---+B" )| < =
i

Bl
(2.2.6) x® —x| < ||B\|k||x(0>\|+m;
1—|B]]

2.2.7) ||x(k)_x|| < IIBH-IIx("_‘)—xH;
(2.2.8) e ® —x|| < [1B][lx* - x].

Dokaz teoreme 2.2.1. Na osnovu (2.2.2), matematickom indukcijom lako dokazu-

jemo jednakost
(2.2.9)

Kako je ||B|| < 1, imamo

x® =B%O L (14+B+---+B1HB (keN).
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lim ||B|=0, . lim B*=0,
k—roo k—o0

lim (I+B+---4+B“Y=1-B)"".
k—>-o00

Tada iz (2.2.9) sleduje

lim x® = 1lim ka(o)—i—klim (I+B+---+B"Hg=(1-B)"'B,

k—roo k—r+oo —>-oo
odakle zaklju¢ujemo da niz {x(k)} konvergira ka reSenju jednacine (2.2.3). O
Dokaz teoreme 2.2.2. 1z jednakosti
(I-B) '=I1+B+B*+--- (|B|<1)

sleduje
(I—B) ' —(I+B+---+B" ") =B+ B ...

.

k
- - K ki1 1B
I0=B)7 — (4 B4+ B < [BI BT+ = 7

Na osnovu (2.2.9), imamo
x0 —x = BxO 4 (14 B+.--+B“)B—-(1-B)'3
=B%O —[(1-B)'—(I+B+---+B“")B,
odakle je
e —x|| < B+ (|7 =B) " — (I +B+---+B )| -||8]

181- 181"

k
< 18I+ S

pri ¢emu smo iskoristili nejednakost (2.2.5).

Napomenimo da je koriS¢ena norma matrice saglasna sa izabranom normom
vektora.

Kako jex = Bx+ 3 i x) = Bx*~1 4 3, dobijamo

x0 —x = B(x1) —x),
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tj.
be® —xl| < (1B - [l —x].
Najzad, iteriranjem poslednje nejednakosti, dobijamo
e x| < [1BIJ* - " —x]].

Ovim je teorema 2.2.2 dokazana. 0O

Nejednakosti (2.2.7) i (2.2.8) ukazuju da iterativni proces (2.2.2) ima red kon-
vergencije jedan (linearna konvergencija ili konvergencija tipa geometrijske pro-
gresije).

Napomena 2.2.1. Najéeiée se uzima x(©) = 3. Tada se nejednakost (2.2.6), iz teo-
reme 2.2.1, moZe poostriti. Naime, vaZi nejednakost

k+1
] = (1 -B) = B sy < R

Posledica 2.2.1. Iterativni proces (2.2.2) konvergira ako je ispunjen bilo koji od
uslova

n
1° [|B]|., = max Y Ibijl < 1;
j=1

n
2° ||Bll, = m;.lXZ |bijl < 1;
i=1

1/2
5 8l =eB) = (LhP) <1
L]

Napomena 2.2.2. Ako je ||B|| < 1, vazi

B -
mw—wslﬂ&wuw—wlw (keN).

Ova nejednakost je posledica jedne opstije nejednakosti, koja ¢e biti dokazana u
slede¢em odeljku.

Do sada smo razmatrali dovoljne uslove za konvergenciju iterativnog procesa
(2.2.2). Sledeca teorema daje potrebne i dovoljne uslove.
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Teorema 2.2.3. Neka je x'%) proizvoljan vektor. Potreban i dovoljan uslov za kon-
vergenciju iterativnog procesa (2.2.2) je da su sve sopstvene vrednosti matrice B
po modulu manje od jedinice.

Dokaz. Kako za iterativni proces (2.2.2) vazi jednakost (2.2.9), tj.
(2.2.10) O =B xO 4y (14+B+- +B B (k=1,2,...),

zakljucujemo da je proces (2.2.2) ekvikonvergentan sa matri¢nim redom
—+oo

(2.2.11) I+B+B*+---=Y B"
m=0

S druge strane, kako su potrebni i dovoljni uslovi za konvergenciju reda
(2.2.11) (videti odeljak 2.3.7)
(2.2.12) ILM(B)| <1 (i=1,...,n),
dokaz teoreme 2.2.3 je zavrSen. [

Napomena 2.2.3. Pod uslovima (2.2.12) imamo

lim B*=0 i lim I+B+---+B")=1-B)"".

Tada iz (2.2.10) sleduje

lim x® = lim [B'x© + (I +B+---+ B3]

k—> o0 k—4-o0
= lim B%x© + lim (I+B+---+B" "3
k—>-o0 k—4-o00
= (I_B)_lﬁ’

Sto predstavlja tacno resenje jednacine (2.2.3).

Dakle, iz teoreme 2.2.3 sleduje da iterativni proces (2.2.2) konvergira ako i
samo ako su sve nule polinoma
b1 — 4 bia -+ bin
b2 by —A ban
A—det(B—Al) =

bnl bn2 bnn -2
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po modulu manje od jedinice.

Znacaj uslova (2.2.12) u teorijskim razmatranjima je vrlo veliki. Medutim, za
prakti¢nu primenu oni nisu pogodni, s obzirom da je problem nalaZenja sopstvenih
vrednosti matrice dosta tezak. Uslov ||B|| < 1, u teoremi 2.2.1, je sa stanovista
prakti¢ne primene vrlo pogodan za ispitivanje konvergencije. Nazalost, ovaj uslov
je samo dovoljan, ali ne i potreban.

Primer 2.2.1. Posmatrajmo metod proste iteracije

L — %an LN

9

)

O] —

(2.2.13)
y(k) — 2x(k71) — _y(kfl) +

OSIRE N

gdejek=1,2,....
Na osnovu posledice 2.2.1, niSta ne moZemo zakljuciti o konvergenciji procesa
(2.2.13), s obzirom na to da nijedan od uslova 1°, 2°, 3° za matricu

. [1/3 —1/9]
2 1/3

Bl ]+] 2+]
=maxq - + = — =
* 39 3

|B|| ]+2 ]+]
= maxy — -4+ = > =
! 3 793

11 1\ /2
||BH2=<—+—+4+—> =2.057 > 1.

nije ispunjen. Naime,

1

)

7>
3
7
=>1
3

)

9 81 9

Medutim, sopstvene vrednosti matrice B su 42 = (14iv/2)/3. Kako je || =
|22 = v/3/3 < 1, iterativni proces (2.2.13) je konvergentan za proizvoljne vred-
nosti X0 1y, A

Uslovi (2.2.12) se mogu zameniti uslovom
p(B) <1,

gde je p(B) spektralni radijus matrice B. Za iterativnu matricu B se, u ovom
slu¢aju, kaze da je konvergentna (videti [40]).
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Kao kriterijum za brzinu konvergencije iterativnog procesa uzima se veli¢ina
p(B). Naime, iterativni proces konvergira brZze, ukoliko je p(B) blize nuli. Broj
koji karakteriSe brzinu konvergencije definisan je kao

v(B) = —logp(B).

Pri ovome, za ispunjenje uslova ||x*) —x|| < &[|x(?) —x||, gde je & dovoljno mali
pozitivan broj i 0 < p(B) < 1, potreban broj iteracija je priblizno dat sa

loge

k= v(B)

Pored brzine konvergencije iterativnog procesa vrlo je bitan i broj aritmetic¢kih
i logi¢kih operacija neophodnih za obavljanje jednog iterativnog koraka (ite-
racije). Ovaj broj Cesto se naziva cena iteracije i oznacava se sa C(B), gde je
B odgovarajuéa iterativna matrica.

Tako je ukupan broj operacija za postizanje ta¢nosti (u prethodno navedenom
smislu) priblizno dat sa

C(B)loge

N(B.&)=kC(B)= —= B

Iterativni proces je efikasniji, ukoliko je ovaj broj manji.

Pokazademo sada kako se moze dobiti jedan tzv. optimalni iterativni proces
za reSavanje jednacine Ax = b u slucaju kada je A hermitska pozitivno definitna
matrica. Ovaj metod je baziran na primeni formule (2.1.8).

Ovde je

(2.2.14) 0<m<M(A) <M< 4o (i=1,...,n).

S obzirom na to da se sopstvene vrednosti A;(A) obi¢no ne znaju to se zam i M u
(2.2.14) mogu uzeti neke ocene za Ayin(A) i Amax (4), respektivno.
Posmatrajmo iterativni proces

(2.2.15) x0) = x =1 _ c(axD — ),
t.
x® = (1= cA)x*V 4 b,

gde je c realan broj.
Kako su sopstvene vrednosti matrice B=1—cA,
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Ai(B) =1—cAi(A),
spektralni radijus matrice B je
(2.2.16) p(B) =max |l —cA;(A)].

Za iterativni proces (2.2.15) kaze se da je optimalan, ako se parametar ¢ odredi
tako da p(B) ima minimalnu vrednost.
S obzirom na (2.2.14), ako se uvede smena
2 M+m

H=—AiA) = —

(2.2.16) se svodi na

1 2—c(M+m)
p(B) = EICI(M—M)_@@] H=—=m)

Minimalna vrednost za p(B) se dobija ako je ¢ = 2/(M + m) i ona iznosi

minp (B) M= m
i =—.
c p M+m

Dakle, dobili smo optimalni iterativni proces

2
2217 W) = =) - = (Ax=D _p).
22.17) R et )
Teorema 2.2.4. Neka je A hermitska pozitivno definitna matrica Cije sopstvene
vrednosti zadovoljavaju uslov (2.2.14). Za optimalni iterativni proces (2.2.17)
vazi ocena greSke

M —m\k
(2.2.18) Hx(k)—xHE§< ) Ix© —x||l, (keN),

M-+m
gde je x tacno reSenje sistema jednacina Ax = b.

Dokaz. S obzirom na pretpostavke za matricu A, matrica B=1—2A/(M +m) je
hermitska. Tada je, na osnovu teoreme 3.6.2,

M—m
6(B)=pB)=—.
(B)=p(B) = 31
Uzimajuéi euklidsku normu za normu vektora i spektralnu normu za normu ma-
trica, nejednakost (2.2.8), iz teoreme 2.2.2, se svodi na (2.2.18). O
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O nekim opstijim iterativnim procesima tipa (2.2.17) moZe se naci u [9, str.
352-363].

Na kraju ovog odeljka, izlozi¢emo jedan prakti¢an nacin za formiranje metoda
proste iteracije.

Neka je dat sistem jednacina Ax = b, gde su A = [a;j]uxn i b = [b1 -+ by]".
Neka je
ay 0 - 0
0 arn 0
D =diag (A) =
0 0 A

regularna matrica. Tada se ovaj sistem moZe predstaviti u ekvivalentnom obliku
x=D"'(D—-Ax+D"b.

Napomenimo da je odgovarajudi skalarni oblik

ap a ain by
X]=——"—X2——X3— - — —X —
ar aiy ai ar
azy a3 azn by
Xp = — X — X3 = — — Xy +
ann an an ann
_ am an2 Ann—1 by
Xp=——X] ——Xp— " — Xp—1+—.
Ann Ann Ann Ann

Na osnovu prethodnog, moZe se formirati metod proste iteracije

(2.2.19) O =p ' D-Ax*V 4D (k=1,2,...).

koji je u literaturi poznat kao JACOBIev metod.
Kako je karakteristi¢ni polinom matrice D' (D — A) dat sa

P(A) =det[D"'(D—A) —Al] = —det (D" ")det [AD + (A — D)],

iz teoreme 2.2.3 sleduje da JACOBIev iterativni proces konvergira ako i samo ako
su svi koreni jednacine
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Aayy aip - a
ay  Aax azy,

=0
Aapl a2 ;Lann

po modulu manji od jedinice.

4.2.3 GAUSS-SEIDELovV metod

GAUSS—SEIDELov'37 metod se dobija modifikacijom metoda proste iteracije.
Kao $to smo ranije videli, kod metoda proste iteracije, vrednost i-te komponente

k . . (k=1 k—1) ..
xf ) vektora x®) izratunava se na osnovu vrednosti xg ), ...,x,(1 ), tj.

A=Y o g =1 mk=1,2,.0).
=1

Ovaj metod se moze modifikovati na taj nacin $to bi se za izraCunavanje vrednosti

xl(k) koristile vrednosti xl(k),...,xl(f)l,x;k_l), o,

i—1 n
2.3.1) Xl(k):Zb,’jxﬁk)—i-Zbijxﬁ-k_l)—i-ﬂi (i:],...,l’l;kZI,z,...).
=1 =i

Ova modifikacija metoda proste iteracije poznata je kao GAUSS—SEIDELoOV
metod.

Iterativni proces (2.3.1) se moze predstaviti i u matri¢noj formi. Naime, neka
je matrica B predstavljena kao zbir dve matrice

B=B|+Bjy,

gde su

0 0-- 0 0 by bia - by

b21 0 0 O 0 b22 b2n

Bi=| i By=

bnl bn2 bn,nfl 0 0 0 bnn
Tada (2.3.1) postaje
(2.3.2) x® =Bx® yBx*D 13 (k=1,2,...).

137 pyILIPP LUDWIG VON SEIDEL (1821 — 1896), nematki matematicar.



262 4. NUMERICKIMETODI U LINEARNOJ ALGEBRI

Teorema 2.3.1. Pri proizvoljnom vektoru x'0, iterativni proces (2.3.2) konver-
gira ako i samo ako su svi koreni jednacine

bii—2 by -+ by

bz])L b22 -1 bZn
(2.3.3) det[B,— (I—BDA]=| =0

bnll bn2)~ bnn - ).«
po modulu manji od jedinice.

Dokaz. Kako je det (I — By) = 1, tj. matrica [ — B regularna, za (2.3.2) moZe se
dobiti ekvivalentan metod proste iteracije. Naime, iz (2.3.2) sleduje

(I—B)x® =Bx* V13 (k=1,2,...),
.
x® =1-B) "BV (1-B)'8 (k=1,2,...)

Na osnovu teoreme 2.2.3, ovaj iterativni proces konvergira, pri proizvoljnom vek-
toru x(9), ako i samo ako su svi koreni jednacine det [(I — B)~'B, — AI] = 0 po
modulu manji od jedinice.

1z poslednje jednacine sleduje

det[(I—B;) (B, — (I—B{)A)] =0,
tj.
det (I —B) 'det (B, — (I —B;)A)] = 0.

Kako je det (I — By)~! = 1, poslednja jedna¢ina se svodi na jednacinu (2.3.3),
¢ime je dokazana teorema 2.3.1. O

Posmatrajmo sada sistem jednacina Ax = b u obliku (2.2.19). Ako stavimo

A—D=C;+ (G,
gde su
0 0-- 0 O 0 ap a3 - an
an| 0 0 0 0 0 ans Aoy

C = . i G = . )

Aan1 An2 ann—1 0 0 0 0
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moZe se konstruisati GAUSS—SEIDELovV proces kao
(2.3.4) x® = _plex® —plex* V4D p (k=1,2,...).

Ova varijanta GAUSS—SEIDELovog metoda ponekad se naziva metod NEKRA-
sova'3® (videti [59]).
1z teoreme 2.3.1 sleduje sledeca teorema.

Teorema 2.3.2. Pri proizvoljnom vektoru x'0, iterativni proces (2.3.4) konver-
gira ako i samo ako su svi koreni jednacine

Cllll apg -+ Ain

anA  anl azn
det [Cg—{—(D—i—Cl)),]: . =0

amA  apl Anp A
po modulu manji od jedinice.

Kao $to je i ranije napomenuto, ovi spektralni uslovi za konvergenciju itera-
tivnih procesa, nazalost, nemaju veliki prakti¢ni znacaj.
Za sistem jednacina sa simetri¢nom matricom vaZi sledeéi rezultat ([61]).

Teorema 2.3.3. Neka je matrica A realna i simetricna i neka su joj svi dijago-
nalni elementi pozitivni. Iterativni proces (2.3.4) konvergira ako i samo ako su
sve velicine

a aiz - aip
ail apz ais
a” alz 012 a22 aZn
ary, a a ) ayip dx axs|, ...,
12 d22
a3 a3 dass
aip A2n nn

pozitivne.

L. CoLLATZ! ([15], [16]) dokazao je sledeéi rezultat.

138 PAVEL ALEKSEEVICH NEKRASOV (1858 — 1924), ruski matematiar, poznat posebno po
radovima iz teorije verovatnoce.

139 LOTHAR COLLATZ (1910 —1 990), poznati nema&ki matematicar.
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Teorema 2.3.4. JACOBIev iterativni proces (2.2.19) i GAUSS—SEIDELov proces
(2.3.4) konvergiraju, ako matrica A reda n ispunjava sledec¢a dva uslova:

1° matrica A ne sadrZi nula-submatricu tipam x (n—m) (1 <m<n-—1);

, I bar za

n
2° za svako i € I = {1,...,n} su ispunjeni uslovi |a;| > s; = Y. |ajj
o
7
jedno i €1 je |aj;| > s;.

Primer 2.3.1. Ispitatemo primenljivost iterativnog procesa (2.3.4) na reSavanje
sistema jednacina

10x; 4+ 3xp —  x3 = 12,
(2.3.5) —Xx1 4+ 5% — x3= 3,
X1 + 2xp + 10x3 = 13.

Kako za elemente matrice datog sistema

10 3 -1
A=1-1 5 -1
1 2 10
vaze nejednakosti
laii| =10 > 51 = |apz| + |ai3| = 4,
lax| = 5> 5 = |ax| + |ax| =2,

]a33\ =10> 53 = ‘a31‘ + ]a32\ = 3,

i kako A ne sadrzi nula-submatricu tipa 1 x 2 ili tipa 2 x 1, zaklju¢ujemo da su
uslovi 1°1 2° u teoremi 2.3.4 ispunjeni. Dakle, iterativni proces (2.3.4) primenjen
na reSavanje sistema jednacina (2.3.5) konvergira.

Polazeéi odx(® = B3=[1.2 0.6 1.3]", na osnovu

A =03 101 412,
= 02 402 106,
=01 —0240) 413,

gde je k =1,2,..., dobijamo niz iteracija
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x() = [1.1500000 1.0900000 0.9670000]"
x? =1[0.9697000 0.9873400 1.0055620],
x(®) = [1.0043542  1.0019832 0.9991680]
x® =10.9993219 0.9996979 1.0001283],

itd. Primetimo da je tatno reSenje sistema (2.3.5) datosax=[1 1 1]7. A

Jos jedno interesantno pitanje koje se moze postaviti u vezi sa razmatranim ite-
rativnim metodima je da li GAUSS—SEIDELov metod uvek konvergira kada kon-
vergira odgovarajuci metod proste iteracije? Odgovor na ovo pitanje nije potvrdan.
Naime, u dosta velikom broju slucajeva, ako metod proste iteracije konvergira,
konvergiraée i GAUSS—SEIDELov metod i to brZe, medutim, postoje slucajevi
kada ovaj poslednji ne konvergira.

Stavige, postoje i sluajevi kada GAUSS—SEIDELov metod konvergira, a metod
proste iteracije divergira. Sledeci prost primer ovo lepo ilustruje.

Primer 2.3.2. Neka je x = Bx+ 3, gde su
X1 Bi P q
le ] B= ] le ] (p,q €R).
x) B2 -q p

Odredi¢emo parametre p i g tako da konvergira
1° metod proste iteracije;

2° GAUSS—SEIDELoOV metod.

1z uslova
p—A g
=0
—q p—A
sleduje A, » = p+iq, odakle, za uslov konvergencije metoda proste iteracije, do-
bijamo
M| =kl = VP +e <1,

tj.

P+g<l.
Odgovarajuca karakteristi¢na jednacina za GAUSS—SEIDELov metod je

p—A q
—gA  p—24
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.
A —(2p—g)A+p*=0.

Potrebni i dovoljni uslovi da poslednja jednacina ima korene po modulu manje od
jedinice su (videti [19], [77])

2p—’|<p*+1 i |pP<1,
odakle, nakon elementarnih algebarskih transformacija dobijamo
(2.3.6) lgf <1+p 1 |p|<1.

U ravni pOg, nejednakosti (2.3.6) definiSu oblast prikazanu Srafirano na slici
2.3.1. Ako (p,q) pripada ovoj oblasti, GAUSS—SEIDELov metod konvergira. S
druge strane, metod proste iteracije konvergira, kao §to je dokazano, ako se (p,q)
nalazi u unutra$njosti jedini¢énog kruga. A

q

Slika 2.3.1. Oblast konvergencije iterativnih procesa u primeru 2.3.2

Predimo sada na odredivanje greske pribliZznog reSenja koje se dobija pri-
menom iterativnog procesa (2.3.2). Kako je tacno reSenje x nepoznato, greska
e = x(k) — X, se ne mozZe tatno odrediti. Medutim, kako se greska e®) moze
izraziti pomocu prirastaja 6%) = x*) — x*=1) ‘moguce je dati ocenu za || ||.
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Teorema 2.3.5. Ako je x reSenje jednacine
x=Bx+p3 (B:B]+B2)

i ako je ||B|| < g < 1, vaZi nejednakost

@37) e sl < o 0] (ke ),

gde se niz {x\V} generise pomocu (2.3.2).
Dokaz. Na osnovu (2.3.2), za svako k € N, imamo
e® = (B1x® + Byx" 4+ 3) — (Bjx + Box + 8) = B1e® + Bye 1),
Kako je D = x(-=1) —x = ) — §(}) iz prethodne jednakosti sleduje
e® =B1e® £ By(e® — 60y (keN),
g.
e® =—1-B)"'B6% (keN),

s obzirom da egzistira (I — B) ™!, na osnovu pretpostavke ||B|| < ¢ < 1.
Ako koristimo normu matrice saglasnu sa normom vektora, iz poslednje jedna-
kosti dobijamo

[1B2|

169 (ke N),
18]

le®I < 1|1 —B)"'Ba|- 6@ <

¢ime smo dokazali teoremu 2.3.5. O
Napomena 2.3.1. Ako je By =0 (= B, = B), (2.3.7) se svodi na nejednakost datu
u napomeni 2.2.2.
4.2.4 Opste napomene o relaksacionim metodima
Neka je x, pribliZno reSenje sistema jednacina
2.4.1) Ax =b.

Kako je tatno reSenje x = A~'b nepoznato, postavlja se pitanje u kojoj meri Xp
zadovoljava dati sistem jednaCina. Kao mera ovoga, naj¢esée se koristi norma
vektora ostatka
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(242) r=Ax,—b.

Ako je r nula-vektor, lako se uoCava da je x, tano reSenje sistema (2.4.1). Na
osnovu prethodnog, moze se zakljuciti da je sistem (2.4.1) skoro zadovoljen ako
su komponente vektora r bliske nuli. Poslednje tvrdenje, medutim, nije uvek u
vaznosti. Naime, kod slabo uslovljenih sistema, norma vektora x, —A7'b moze
biti velika, i u slu¢ajevima kada je norma vektora ostatka mala, s obzirom da je
x,—A"b=A"r.

I pored ovog nedostatka, vektor r igra vaznu ulogu u §irokoj klasi iterativnih
metoda, tzv. relaksacionih metoda.

Pod relaksacionim metodom podrazumeva se svaki metod kod koga se sledec¢a
aproksimacija reSenja dobija na osnovu prethodne aproksimacije i vektora ostatka
(u opstem slucaju zavisi od vise prethodnih aproksimacija), koji se koristi kao
indikator za veli¢inu korekcije.

Prve ideje o relaksacionim modelima poticu jo§ od GAUSSa. Medutim, siste-
matska teorijska istraZivanja na ovim metodima datiraju iz poslednjih pedestak
godina. S obzirom da su ovi metodi pogodni za reSavanje sistema sa velikim bro-
jem jednacina, to oni sve vise nalaze primenu kod reSavanja parcijalnih jednacina.
O relaksacionim metodima danas postoji vrlo obimna literatura (videti posebno
(21, [8], [36], [65], [72], [76]).

U slede¢im odeljcima obradi¢emo nekoliko klasa relaksacionih metoda.

4.2.5 Metod sukcesivne gornje relaksacije

U ovom odeljku razmotricemo jedan relaksacioni metod, koji predstavlja
generalizaciju jedne varijante GAUSS—SEIDELovog metoda za reSavanje sistema
Ax =b.

Neka je matrica D = diag A regularna. RazloZi¢emo matricu A u obliku

gde su
o o0 -~ 0 0 apy ap -+ dip
a 0 0 O 0 ax azn
C = i G =

dnl An2 anpn—1 0 0 0 Ann
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Ako za izraCunavanje vektora ostatka r uzmemo za x; poslednju izraCunatu vred-
nost (kao kod GAUSS—SEIDELovog metoda), tj.

r= Clx(k) + (D +C2)x(k_l) —-b
i ako stavimo 6®*) = x(¥) —x(kfl), mozemo formirati iterativni proces u obliku

B6W = —or (k=1,2,...),

tj.
(2.5.1) Dx® = px=1 L b — C1x® — (D + Cy)x* 1],
gde je k =1,2,... i o realan parametar. Parametar @ nazivamo relaksacioni

mnoZilac i njega u opStem slucaju mozemo menjati u toku racunanja.
Iterativni proces (2.5.1) moZe se predstaviti i u skalarnom obliku

aiix; W=_y auxﬁ") - Z,aijx(-k_l) + b;,

j<i =i
OB +a)(xf(k) _x(kfl))

i i i

gdesui=1,....nk=1,2,....
Primetimo da se za @ = 1, (2.5.1) svodi na GAUSS—SEIDELov proces (2.3.7).
Na osnovu (2.5.1) imamo

(2.5.2) (D+oC)x® =[(1-0)D-ollx*Vt+ob (k=1,2,...),
tj.
(2.5.3) 0 = K(0)x* D 4 f(0) (k=1,2,...),
gde su
K(w)=(D+aC) '[1-w)D-w] i fl(w)=owD+oC) 'b.

Teorema 2.5.1. Iterativni proces (2.5.1) konvergira ako i samo ako su sve sop-
stvene vrednosti matrice K(®) po modulu manje od jedinice.

Dokaz. Kako je relaksacioni metod (2.5.1) ekvivalentan sa metodom proste ite-
racije (2.5.3), teorema 2.5.1 se dobija kao posledica teoreme 2.2.3. O
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Za jednu specijalnu klasu sistema, koja se vrlo Cesto javlja u praksi, vazi
slede¢i kriterijum ([16]).

Teorema 2.5.2. Ako je A hermitska pozitivno definitna matrica, relaksacioni ite-
rativni proces (2.5.1) konvergira ka tacnom reSenju sistema Ax = b kada je 0 <
<2

Dokaz. Na osnovu ucinjenih pretpostavki za matricu A (= C; + D + C,) imamo
dajea;; >0 (i=1,...,n)iC; = C;. Kako je, dalje,

(C—G)'=C—C,=C,—C; =—(C; —Cy),
zaklju€ujemo da je matrica C; — C; kosohermitska, pa je za svako y
(2.5.4) Y(Ci—C)y=ic (ceR).

Pretpostavimo sada da je A bilo koja sopstvena vrednost matrice K(®) iy
odgovarajuéi sopstveni vektor. Tada je K(@)y = Ay, tj.

(2.5.5) [(1—w)D—wCly=A(D+ wC)y.
MnoZenjem jednakosti (2.5.5) sleva sa 2y* dobijamo
Y12 - 0)D - aCly = Ay*[(2 - @)D+ o(D+2C)))y,
tj.
(25.6) y'[2—0)D—wA+ o(C;—C)ly
= Ay [2—o)D+ wA+ o(C, — )]y,

sobziromnatodaje A=C;+ D+ C,.
Kako su matrice A i D pozitivno definitne imamo

(2.5.7) (Vy#0) y'Ay=a>0 i y*Dy=d>0.
Na osnovu (2.5.6), (2.5.4), (2.5.7) dobijamo

odakle, pod pretpostavkom da je
0<& <+oo,tj. 2>0>0,

sleduje |A| < 1, ¢ime je teorema 2.5.2 dokazana. O
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U daljem izlaganju dajemo ocenu greske za razmatrani relaksacioni metod.
Kako je Ax = b, na osnovu (2.5.2) redom dobijamo

0Ax"N) = [(1 - ©)D — 0Cy) (x* D —x*)) + wb,

0A(x% —x) = [(1 — 0)D — oG] (x* 1) — xK)),

(2.5.8) x® —x = A7 (yD +Cy) (xW) —x*=1)),
gdejey=1-1/w.1z (2.5.8) sleduje:

Teorema 2.5.3. Kod iterativnog procesa (2.5.1) vaZi ocena za gresku
(2.5.9) x® —x|| < JAT (D + )| - [x® —x*V|| (ke N).

Izraz (2.5.9), koji dodaje ocenu greske, najopstiji je za iterativni proces (2.5.1),
s obzirom da ne zahteva nikakva ogranienja za matricu sistema A (sem da je
regularna). Medutim, zbog komplikovanosti izraza ||A~!(yD +C,)||, ocena (2.5.9)
nije pogodna. Zato ¢emo, nadalje, za matricu A pretpostaviti dodatne uslove (kao
u teoremi 2.5.2).

Dakle, neka je matrica A hermitska pozitivno definitna. Tada je D, takode,
pozitivno definitna, pa postoji matrica D'/2 i njena inverzna matrica D~'/2.

Uvodenjem oznaka i transformacija

C=Ci+C,, D '?AD"'?=pB, D '?’cD'?=_T,
D71/2C1D71/2:_Tl7 D71/2C2D71/2:_T27 l)l/Zx.:y7 Dl/Zb:B7
sistem Ax = b se svodi na
(2.5.10) By=p3, t. y=Ty+p3.

Primetimo da je matrica B pozitivno definitna i 7 hermitska.
Greska kod relaksacionog metoda primenjenog na (2.5.10), tj. kod metoda

(2.5.11) (I—oT)y® =[1-0)+oby*V+o8 (k=1,2,...),
je
(2.5.12) ™ =yl < 1B T =D)|- [y =y V| (keN),

gdejeB=1—-T.
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Kod primene relaksacionog metoda veoma je vaZan izbor vrednosti relaksa-
cionog parametra @. U literaturi ([2], [8], [36]) je definisan optimalni parametar
Wopt pOmocu

P(K(0op)) = minp (K (0)).

gde je sa p(S) oznalen spektralni radijus matrice S. Primetimo da je kod (2.5.11)
(2.5.13) K(w)=(I-oT) '[(1- o)+ o).

J. ALBRECHT ! ([2]) je razmatrao iterativni proces (2.5.11), pri uslovu da je
hermitska matrica T (u sistemu (2.5.10) cikli¢na indeksa 2 (videti [72]), tj. da je
oblika

O | F | njvrsta
(2.5.14) T =|—-—-—- (n +ny=n)
E| O ny vrsta
ni np
kolona kolona

i daje p(T) < 1. Matrica T ima svojstvo (A) (videti definiciju 3.1.2, odeljak
2.3.1).
Na osnovu prethodnog imamo

oo 0| F
Ti=|———| i T=|-——
E|oO oo
Teorema 2.5.4. Neka su T i K(®w) matrice date pomocu (2.5.14) i (2.5.13), res-

T
pektivno. Ako je <

T
l) sopstvena vrednost od (K (w)> ivaZi

(2.5.15) A+o—1)7=Lw’?

T
tada je <;L> sopstvena vrednost od (K (w)>

Na osnovu teoreme 2.5.4, odredicemo optimalnu vrednost relaksacionog mnoZioca
 u iterativnom procesu (2.5.11).

140 JyLIUS ALBRECHT (1926 — 2012), nemacki matematiGar.
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Neka je hermitska matrica 7 cikli¢na indeksa 2 i neka je njen spektralni radijus
p=p(T)=max|7(T)| < 1.

Ako je 7T sopstvena vrednost matrice 7', tada je —7 takode njena sopstvena
vrednost. Na osnovu teoreme 2.5.4, ovim sopstvenim vrednostima odgovaraju dve
sopstvene vrednosti matrice K (). Naime, iz (2.5.15) sleduje

1 2
A= fi(0,7) = 1 (CO|T|:|: w212—4w+4) )

Kako je f. (®,7)f_(®,7) = (® — 1)?, zakljuCujemo da iterativni proces (2.5.11)
divergira ako je | — 1| > 1, tj. @ < 0ili @ > 2. Zato éemo razmotriti samo slucaj

kadaje 0 < 0 < 2.

1
Akoje 0 < w < w; = 0;(T) = ————, koreni A, su realni i pozitivni i
] 1 1( ) 1+ m + p

veéi od njih je
1 2
7L+:f+(w,r):1(w\r]+ co21:2—4co+4) .

Ako je 0 < @ < 2, koreni Ay su kompleksni sa modulom @ — 1. Kako je
funkcija | 7| — f (@, 7) rastuéa na (0, p), zakljuCujemo da je

2
0,7), << ——m,
fr(o,7) R
2
- cw<2.
1+/1-p2

Grafik funkcije @ — p(K(®)) (0 < @ < 2) prikazan je na slici 2.5.1.
Optimalna vrednost parametra @ je

2
Oope = 01 (P) = 1—1—7\/@7

s obzirom na to da funkcija @ — p (K (®)) ima minimum za ® = @yp; Na segmentu
(0,2). Odgovarajuca vrednost za p (K (o)) je

1—/1-p2
P (K (0npr) = 0oy — 1= — —L_
1+/1+p

Uvedimo oznaku

M(w) = [(1=T)"' (1 =) [ =T)~' (VI - T2)].
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p(K(@))

/]

|
|
1
4 1
I
1
|

|
|
I
|
|
l
I
|
|
l
I
|
0 1 Wopt 2

Slika 2.5.1. Grafik funkcije @ — p(K(®)) kada € [0,2]

T T
Teorema 2.5.5. Ako je < > sopstvena vrednost od < > ivazi
u M(w)

1fJ1-72 L] ) &+
2\ 2 M TE (T  T2 pa—y
f}/2
1 2 (u M(w)
d =1-—— =——1, tad tv dnost od .
gde su 'y wl?j p aap(f)sops ena vrednost o ( T )

Na osnovu teoreme 2.5.5, nalazimo
H(CO) = H(I_ T)il(}/[_ Tl)Hsp

_ L VPP p) H AP pY) + VPP (E )
2 1= p?

)

gdejep=p(T)=0(T) < 1.

Teorema 2.5.6. Neka je hermitska matrica T ciklicna indeksa 2 i neka je njen
spektralni radijus p = p(T) < 1.
Ako je 0 < o < 2, za iterativni proces (2.5.11) vaZi ocena za gresku

Iy —ylp <H(o)-[ly® —y* V), (keN).
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Napomenimo da je kod GAUSS—SEIDELovog metoda, tj. kada je relaksacioni
parametar @ = 1,

py1-p?

4.2.6 CEBISEVljev semi-iterativni metod

U ovom odeljku obradiéemo CEBISEV]jev semi-iterativni metod i ukazaéemo
na njegovu vezu sa metodom sukcesivne gornje relaksacije.
Neka je dat sistem jednacina

(2.6.1) x=Bx+3
sa hermitskom matricom B reda n. Ako je p(B) < 1, iterativni proces
(2.6.2) x® =Bx*V 48 (k=1,2,...)

konvergira ka reSenju x sistema (2.6.1). U cilju ubrzanja konvergencije procesa
(2.6.2), posmatrajmo linearnu kombinaciju vektora x(), t;.

k
(2.6.3) yO =Y ux  (k=0,1,...),
i=0

k Y

pod uslovom Y c;; = 1. Cesto se ovakav postupak za ubrzavanje konvergencije
i=0

naziva linearno ubrzavanje (videti [28]).

Ako stavimo e®) =x®) —x i ¢(k) =y® —x, k=0,1,..., imamo

k k
Ck) =Y cue” = (Z CkiBi> e,
i=0 i=0
t.
(2.6.4) ¢W =0 (B)e™,

gde je

k
(2.6.5) Oct) =Y cut' i Q(1)=1.
i=0
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Neka je {e;} ortonormiran sistem sopstvenih vektora hermitske matrice B, gde
je Be; = Aie; (A;=Ai(B)), i=1,...,n. Ako vektor €(¥) razvijemo po sopstvenim
vektorima e;, tj. €©) = pie; + - - + pnen, jednakost (2.6.4) postaje

n
C(k) =Y piO(Aie.
i=1
Oznacimo sa Pj skup svih polinoma Qy oblika (2.6.5), tj. skup svih poli-

noma stepena k sa normalizacijom Qy(1) = 1. MoZe se pokazati da opsta tro¢lana
rekurentna formula kojom se generiSu polinomi Qy € P, ima oblik

(2.6.6) Qk+1(l‘) = ((th +1—0oy— Bk)Qk(t) —|—Bka,1(l‘) (k =0,1,... ),

1/2
il
1

gde su Qo(r) =1, Bo =0, o i Py realni brojevi.
Kako je

=

. 1/2
1O, = (Zp?Qk(kiY) < max|Qx(%)] (
i=1 !

1

tj.
1915 < e max|Qx(A)]

za izbor polinoma {Qy } usvojimo kriterijum

min ( max \Qk(t)]> = maxPlék(t)!,

Ok€Pr \ —Pp<t<p —p<t<

gde je p = p(B). S obzirom na CEBISEVljevu teoremu 1.6.3 (glava 2) nalazimo
(videti, takode, [2] 1 [36])

Ti(t/p)
Ti(1/p)

gde je Ty CEBISEVljev polinom prve vrste stepena k. Lako je pokazati da se, u
ovom slucaju, rekurentna relacija (2.6.6) svodi na

(2.6.7) Ou(t) =

(k=0,1,...),

(2.6.8) ék+1 (l) = ak(t)ék(t) + (1 - ak)ék_1 (l) (k =0,1,.. .),

gde su
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2 T(1/p)
P Tk+1(1/ p)’

Dakle, na osnovu (2.6.8), generiSe se niz polmoma {Qk} a zatim, na osnovu
(2.6.3), i niz {y } Ovaj postupak je poznat kao CEBISEVljev semiiterativni
metod.

Pokazaéemo sada kako se izloZeni metod moZe predstaviti i u eksplicitnom
obliku (videti [36]).

1z (2.6.8) sleduje

Qr1(1) = Ok 1 (1) = 04 (1Qk(1) = Ok 1 (1))
S druge strane, kako je 1) — ¢* =1 = (9, (B) — Q1 (B))e® imamo
¢ — ¢ = o (BOW(B) — Qs-1(B))e"”) = e (BW — ¢,

(269 a=1, Bo=0, o Be=1—0p (k=1,2,...).

tj.
(2.6.10) y D =y &0y o (ByW + 8 —y* ) (k=1,2,...),
gde je niz {0} definisan pomocu (2.6.9) i
y O =xO i y()=pel0) 1 3.
Na osnovu prethodnog, ¢lanovi niza {04} su

2 1
o= ———— (k=2,3,...),

1——p2oy_
4P k—1

(XOZI, o =

pri ¢emu je

2> 20> > lim o = Oop =
k—4-o0

2
—>1
1++/1—p2
Dakle, oy tezi optimalnom relaksacionom faktoru, koji je dobijen kod metoda
gornje relaksacije.

Napomena 2.6.1. Ako za niz polinoma {Qy} izaberemo

S k+1

1 =T (t) sin 0
(k+12(1=1) (k+1)2sin? 29

Qk( )= (t=cosB),

dobijamo metod LANCZOSa ([51]).
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Napomena 2.6.2. E. STIEFEL'*! ([67]) je razmatrao jedan relaksacioni metod,
tzv. hipergeometrijsku relaksaciju, koriste¢i umesto CEBISEVljevih polinoma ul-
trasferne (GEGENBAUERoOve) polinome.

4.2.7 Gradijetni metodi

U klasi metoda koji se koriste kod minimizacije funkcionela posebnu ulogu
igraju gradijentni metodi. U ovom odeljku obradi¢emo dva gradijentna metoda za
reSavanje sistema linearnih jednacina

@2.7.1) Ax —b,

gde je A normalna matrica (videti definiciju 3.4.7, odeljak 2.3.4). Prvi od njih
je metod najbrzeg pada, a drugi metod konjugovanih gradijenata. Napomenimo
da metod konjugovanih gradijenata u sustini nije iterativni metod. Oba navedena
metoda zasnivaju se na minimizaciji funkcionele F' : R" — R, definisane pomocu

(2.7.2) F(x) = (Ax,x) —2(b,x).
Kako je A normalna matrica imamo
F(x)—F(A'p) = (Ax —A"'b),x—A"'b) >0,

odakle zaklju¢ujemo da funkcionela F postize minimum za x = A~'b, §to pred-
stavlja reSenje sistema (2.7.1).

1. Metod najbrzeg pada. Svaki metod oblika
(2.7.3) x0 =xt=D _ gy grad F(x* ) (k=1,2,...)

naziva se metod gradijentnog pada.
Ako se parametar o, odreduje iz uslova da je za svako p € Ny veliCina

(2.7.4) F(x(p) —ap gradF(x(P)))

minimalna, metod (2.7.3) se naziva metod najbrzeg pada.
Iz (2.7.2) sleduje grad F (x) = 2(Ax —b). Tada je

(2.7.5) x® =x=D 20 (Ax*D —b)  (k=1,2,...).

141 EpyARD L. STIEFEL (1909 — 1978), $vajcarski matemati&ar.
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Ako u jednakosti
F(x+1r)=F(x)+2t(Ax —b,r) +1*(Ar,r) (1 €R)

izvr§imo supstituciju

X r t N
X0 AxD_p  _2q, (p & No).

dobijamo da je vrednost izraza (2.7.4) data sa
FxP+) = F(xP)) - 4%(,(17),,.(17)) + 4%3(14,(17)’,(17))’

gde je r(p) :Ax(p) —b.
Kvadratni trinom @, — ¢(e,) = F(x?*1)) ima minimalnu vrednost ako je

Na osnovu (2.7.5) i (2.7.6) dobijamo metod najveéeg pada

_ 2
k1) |Ax® 1 —b]|,
(A(Ax=1) —p), Ax(=1) — p)

@17 W =x (Ax(*=1 —p),

gdejek=1,2,....

Teorema 2.7.1. Neka je x tacno reSenje sistema (2.7.1) &ija je matrica A nor-
malna. Za metod najveéeg pada vaZe nejednakosti

M—m

(2.7.8) F(x®)—F(x) < <m>2(F(x<k-‘>) —F(x))

M—m\* M
® _ ol < N ) _
2.7.9) [x® —x||; < <M+m> e =l

gde je x(O) proizvoljan pocetni vektori 0 < m < 4;(A) < M.
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Dokaz. Neka je x*~1) dobijeno pomocu (2.7.7), polazeéi od proizvoljnog vektora
x@_ Stavimo y*~ V) = x*=1 j odredimo y*) koristeci optimalni metod (2.2.14),
tj.
(2.7.10) yo) = ytk=l) L(Ay“‘*l) —b).
M+m

Kako je (2.7.10) oblika (2.7.5) sa parametrom 2/(M 4 m) i kako je F(x®))
minimalno kada je 20 odredeno pomocu (2.7.6), zakljuCujemo da vazi nejed-
nakost

(2.7.11) F(x®) < Fyl).

Neka je {e;} ortonormiran sistem sopstvenih vektora matrice A. Tada vektor
C("_l) :y(k_l) —Xx moZemo predstaviti u obliku C(k_l) =cie; +---+cue,. Kako
je Ae; = Ae; (A; = A;(A)), imamo

n

2.7.12) (A¢HD ¢y = ¥ 2
i=1
. 2 .
Na osnovu (2.7.10) imamo B=1————A i
M+m

¢ =yk) _x = B(y(kfl) —x)= B¢k,
Nadalje, kako je matrica B simetri¢na sa sopstvenim vrednostima 1 — ﬁh
m
(i=1,...,n) imamo
(A¢™W,¢W) = (ABC™D, BCHD) = (BABC 1 ),
tj.
(2.7.13) (Ac® ¢y = i&;%l _ L%y
, = M+m=) "

s obzirom da su sopstvene vrednosti matrice BAB odredene sa

;L,-<1—Mi+mx,~)2 (i=1,....n).

S druge strane, kako je
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M—m

<—— (i=1,...,n),

IR
T M+m

—
M+m

na osnovu (2.7.12) i (2.7.13), zakljuCujemo da je

2
® 0 M—m (k=1) ~(k-1)
(2.7.14) (A¢W ¢ )§<M+m> (ACT V., ¢Y),
.
(2.7.15) Fo®)— P < (M=) (rpt0) - piwy)
U “\M+m '

Da bismo dokazali nejednakost (2.7.9) stavimo ) =xP) —x (p=0,1,...).
Primetimo da je e~ = ¢*=1) j

(4e®,e®) = P(x¥) — F(x) < FOW) ~ F(x) = (4¢¥,¢W).

Tada iz (2.7.14) sleduje

2
(Ael b)) < (%_:"> (Aelk-1) glk-1).
m

Iteriranjem poslednje nejednakosti dobijamo

2k
(Act), W) < (ﬁ—l’") (4, c),
m

odakle je, s obzirom na teoremu 3.4.6 (odeljak 2.3.4),

2k
2 M—m 2
eVl < (Grrm) MO,

tj. (2.7.9). Ovim je dokazana teorema 2.7.1. 0O

Na kraju napomenimo da su metod najbrZzeg pada i optimalni metod (2.7.15)
dosta sli¢ni. Principijelna razlika ovih metoda je u tome $to metod najbrzeg pada
ne zahteva informaciju o granicama spektra matrice A, kao §to je slucaj kod opti-
malnog metoda.
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2. Metod konjugovanih gradijenata. U radovima [43] i [66] predloZen je metod
zareSavanje jednacine (2.7.1) koji teorijski (ne uzimajuéi u obzir greSke zaokruglji-
vanja) konvergira ka tatnom reSenju u najvise n iteracija, gde je n red matrice.
Metod se sastoji u konstrukciji niza x¥) pomocu

k—1
x(k) — x(o) + Z (xiAir(O) (k =1,... ,n),
i=0

polazeéi od proizvoljnog pogetnog vektora x(), pri ¢emu je r(®) = Ax() —b_ dok
se koeficijenti o; odreduju iz uslova da funkcija (0, ..., 04 ) — F(x®)) postize
minimum. Iz prakti¢nih razloga, kod primene ovog metoda dobro je konstruisati
niz vektora {p*)}, koji su medusobno konjugovani u smislu

(7. 4pV) =0 (i #)).
Tada se navedeni metod moZe iskazati rekurzivno pomocu sledeéih formula:

xkt ) = x®) _ ¢ p(R)) (k=0,1,....,n—1),

r = Ax®) —p (k=0,1,...,n),

p(o) :—r(o)’ p(k):—r(k)+qkp(k_1) (k:l,,n—l),
(k) (k) (k) Apk=1)

o = 2 (%, Ap™ ) (k=0,1,...,n—1).

p® ap®y T pED ApED)

Kao §to je napred re¢eno, za neko m < n teorijski bice r"™) = 0, §to znati da je
odredeno tacno resenje sistema (2.7.1).

4.2.8 Iterativni metodi za inverziju matrica

S obzirom da veliki broj metoda u numerickoj analizi zahteva inverziju ma-
trica, ili u opStem slucaju inverziju linearnih ogranic¢enih operatora, ovaj odeljak
posvecujemo ovom problemu. Sve rezultate koje ¢emo ovde izneti, odnose se na
inverziju matrica, ali se mogu formalno preneti i na inverziju linearnih ograni¢enih
operatora (videti [5], [60]).

Pretpostavimo da je A regularna matrica reda n.

Teorema 2.8.1. Neka je r prirodan broj veéi od jedinice i neka je
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Fo=1-AXy (k=0,1,...),
gde je Xy data matrica takva da je
2.8.1) IFoll = 11— AXol| < g < 1.
Tada niz matrica {Xy} definisan sa
(2.8.2) Xe=Xe 1 (I+F1+-+F ) (k=12,...),
konvergira ka A=,
Dokaz. Na osnovu
F. =I1—AX,
=1 —AX1(I+Fr+-+F 7))

=F_y,

dobijamo
F=F" (k=0,1,...).

1z poslednje jednakosti i uslova (2.8.1) redom sleduje

I rk
IRI< IRl <4’ (k=01

lim Fp = lim (I-AX;)=0, . lim X;,=A"' O
k—+oo k—+oo k—r+o0

283

Teorema 2.8.2. Ako su ispunjeni uslovi teoreme 2.8.1, za svako k € N vaze ne-

Jjednakosti
_ | X F ||
(2.8.3) X —AY| < =
1—||Fl
- 1 | Xk—1Fk—1
(284 XA < 1y P il
1 —[|Fi—1|
— rk XO
(28.5) X — A1) < 1Rl Zoll_

=Rl
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Dokaz. Ako stavimo, E;, = A~ — X}, imamo
Ey — ExF, = (A~ = X)AX;, = X, (I — AXy) = XiF.
Kako je ||Fi|| < 1, vaZi nejednakost
EI (L= IFell) < 1Bk — ExFill = [[XeFil],

odakle neposredno sleduje (2.8.3).
Nejednakosti (2.8.4) i (2.8.5) dokazuju se na slican nacin (videti [60]). O

Teorema 2.8.3. Ako su ispunjeni uslovi teoreme 2.8.1, iterativni proces (2.8.2)
ima red konvergencije r.

Dokaz. Ako u nejednakosti (2.8.3), tj. nejednakosti

| X5t 1 Fier1 ||

Xer1 —A7Y <
|| + || 1_HFk+1H )

uvedemo smenu

Fo =F =(I-AX) =A"(A' = X,)

dobijamo
_ Xi1AT(A = X)" Xi1] - Al _
HXkJrl_A lHS || + ( )H S || + H H || HXk_A 1”’.
1 — [ Fie1 ] L —[[Fietr |
Kako je

X |l - AL . ,

Jim e = {JAT AL < e,

oo (| Fics1 |
imamo

IXer1 —AT = 0(IXe =AM ") (k= +eo),

Sto znadi da iterativni proces (2.8.2) za inverziju matrice A, ima red konvergencije
r, ¢ime je dokaz teoreme 2.8.3 zavrSen. O

U specijalnom slucaju za r = 2, (2.8.2) se svodi na

Xk:Xk_l(ZI—AXk_1) (k:1,2,...).
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Ovaj iterativni proces sa kvadratnom konvergencijom poti¢e od G. SCHULZa'%?

([64]), dok se ocene za greSku, analogne onim u teoremi 2.8.2, mogu nadi u
radovima [4], [7], [21], [46]. (videti, takode, [22], [1]).
U sluc€aju kada je r = 3, odgovarajudi iterativni proces sa kubnom konvergen-
cijom je
X =X 131 = 3AX, 1 + (AX 1)) (k=1,2,...).
U radu [4], J. ALBRECHT je ukazao na vezu ovog procesa sa NEWTONovim
metodom za reSavanje nelinearnih jednacina (videti poglavlje 5.1).

4.3 PROBLEM SOPSTVENIH VREDNOSTI

4.3.1 Lokalizacija sopstvenih vrednosti

U odeljku 2.3.3 su date osnovne definicije i stavovi koji se odnose na sopstvene
vrednosti i sopstvene vektore kvadratne matrice A = [g;j]nxn. Ovo poglavlje bice
posveceno numerickim metodima za njihovo odredjivanje, s obzirom na veliki
znacaj koji oni imaju u numerickoj matematici. Naime, veliki broj problema se
svodi na reSavanje problema sopstvenih vrednosti. U ovom odeljku da¢emo neke
rezultate koji se odnose na lokalizaciju sopstvenih vrednosti u kompleksnoj ravni,
dok se u narednim odeljcima daju metodi za odredivanje karakteristicnog poli-
noma matrice, metodi za odredivanje dominantnih i subdominantnih sopstvenih
vrednosti i odgovaraju¢ih sopstvenih vektora, kao i metodi za reSavanje kom-
pletnog problema sopstvenih vrednosti. Posebna paznja je posvecena simetri¢nim
trodijagonalnim matricama zbog vaznosti koje one imaju u mnogim primenama.

Slededi rezultat je poznat kao GERSHGORINova'*? teorema.

Teorema 3.1.1. Neka je A = [a;j],xn kvadratna matrica reda n i neka suCy, ... ,C,
diskovi u kompleksnoj ravni odredeni sa

n
Ci=4z2€C| lz—ai| <ri =Y |aijl (i=1,...,n).
j=1
7
Ako sa C oznacimo uniju ovih diskova, tada se sve sopstvene vrednosti matrice A

nalaze u C.

142 GUNTHER SCHULZ (1903 — 1962), nemacki matematiZar.
143 SEMYON ARANOVICH GERSHGORIN (1901 — 1933), beloruski matematicar.
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Dokaz. Neka je A sopstvena vrednost matrice A, a x odgovarajuéi sopstveni vek-
tor normalizovan tako da je ||x||. = max |x;| = x,, = 1. Tada je Ax = Ax, tj.
1

n
(),—a,-,-)xi:Za,-jxj (izl,...,n),
j=1

J#m

odakle, za i = m imamo

n n
A = apm| <Y aijl - 1] < Y laij| = 1
=1 =1

J#m JF#m

Dakle, sopstvena vrednost A lezi u disku C,,. Kako je A proizvoljna sopstvena
vrednost matrice A, zakljuCujemo da se sve njene sopstvene vrednosti nalaze u
uniji diskova, tj.u C. O

Napomena 3.1.1. S obzirom da matrica A7 ima iste sopstvene vrednosti kao i
matrica A, na osnovu prethodne teoreme moze se zakljuciti da se sve sopstvene
vrednosti matrice A nalaze i u uniji D diskova

n
Dj: zeC ]z—ajjlgsj:Z]a,-j] (j:],...,n).
i=1
i
Na osnovu prethodnog zaklju¢ujemo da sve sopstvene vrednosti matrice A leze
u preseku skupova C i D.

Teorema 3.1.2. Ako m diskova iz teoreme 3.1.1 ¢ini povezanu oblast, koja je
izolovana od ostalih diskova, tada se u toj povezanoj oblasti nalazi tacno m sop-
stvenih vrednosti matrice A.

Dokaz ove teoreme moZze se naci, na primer, u izvanrednoj monografiji WILKIN-
SoNa ([73]).

Primer 3.1.1. Neka je
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G
Cy

A O &
0 U\yu 4

C3

Slika 3.1.1. Lokalizacija sopstvenih vrednosti matrice A

Na osnovu teoreme 3.1.1 sopstvene vrednosti se nalaze u sledeéim diskovima
(videti sliku 3.1.1): C;={z€C||z—1/ <02}, C={z€C||z—2| <04},
C={zeC||z—3]|<0.2}.

Primetimo da na osnovu prethodne napomene 3.1.1 sleduje da diskovi Dy,
D,, D3 imaju redom poluprecnike 0.2, 0.1, 0.5. Inace, tatne vrednosti sopstvenih
vrednosti matrice A, na sedam decimala, su A; = 0.9861505, A, = 2.0078436,
A3 = 3.0060058, dok je normirani karakteristi¢ni polinom

H(A)=2A%—6A>+10.981 —5.952. A

Teorema o lokalizaciji sopstvenih vrednosti ima i teorijski i prakti¢ni znacaj
(na primer, za odredivanje pocetnih vrednosti kod iterativnih metoda, za analizu
kod perturbacionih problema, itd.).

Za odredivanje sopstvenih vrednosti postoji veliki broj metoda, pri ¢emu neki
od njih omogucavaju nalaZenje svih sopstvenih vrednosti, dok se neki mogu pri-
meniti samo na odredivanje nekih od sopstvenih vrenosti, na primer, odredivanje
dominantnih, tj. onih sa maksimalnim modulom. Neki od metoda omogucavaju
samo nalazenje koeficijenata karakteristicnog polinoma, tako da se za odredivanje
sopstvenih vrednosti mora primenjivati neki od metoda za reSavanje algebarskih
jednacina (videti poglavlje 5.3). Ovakav pristup u odredivanju sopstvenih vred-
nosti se ne preporucuje jer je u veéini slucajeva numericki nestabilan, tj. slabo
uslovljen. Naime, kako su koeficijenti karakteristicnog polinoma optereéeni, u
opStem slucaju, greSkama zaokrugljivanja, usled slabe uslovljenosti karakteristi-
¢nog polinoma dolazi do velikih greSaka u sopstvenim vrednostima. O uticaju
promene koeficijenata na promenu nula kod slabo uslovljenih polinoma videti
odeljak 5.3.1.
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4.3.2 Metodi za odredivanje karakteristicnog polinoma

U ovom odeljku ukratko éemo navesti nekoliko metoda za odredivanje karak-
teristicnog polinoma matrice A = [a;j]nxn,

(3.2.1) P(A) = det (A — AI).

Kao $to je receno na kraju prethodnog odeljka nije preporucljivo koristiti ovako
dobijeni polinom za odredjivanje sopstvenih vrednosti i sopstvenih vektora mat-
rice A, sem u slucajevima kada je karakteristicni polinom dobro uslovljen.

1. Metod KRILOVa. Umesto (3.2.1) posmatraemo normalizovani karakteristi¢ni
polinom

(322)  HQA)=(=1)"p(A) = A" = piA" "4 pod" 2 — 4 (= 1)y
Na osnovu CAYLEY-HAMILTONove teoreme 3.3.1 (odeljak 2.3.3) imamo
H(A)=A"—piA" '+ p,A" 2 — -+ (=1)"p, = 0.

Neka je sada y(©) proizvoljan n-dimenzionalni vektor, sa kojim pomnoZimo pret-
hodnu jednakost s desne strane. Tada dobijamo

plAnfly(O) _pzAn72y(0) NI (_l)nflpny(O) :Any(0)7
odakle, koriS¢enjem koordinatne reprezentacije, dolazimo da sistema linearnih
jednacina

(n—1) (n—2) n—1,,(0) (n)

1 - (_1) 3s p1 Y
n—1 n—2 n—1..(0 n
323 S AR G  Cat ol B P I B4
n—1 n—2 n—1..(0 n
w = W L, '
gde smo stavili y®) = Aky(0) = | gk) yék) yﬁ,k)]T (k=1,2,...,n). Primetimo da

stepene matrice A ne treba izralunavati, ve¢ treba koristiti rekurzivni postupak
(3.2.4) y O =Ay* D (k=1,...,n).

Pod uslovom da je matrica dobijenog sistema linearnih jednacina (3.2.3) regu-
larna, resSavanjem ovog sistema dobijamo koeficijente pi, ps, ..., py. Ako je,
medutim, matrica ovog sistema singularna treba promeniti po&etni vektor y(©).
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Izlozeni metod je poznat kao metod KRILOVa.!'* Linearni potprostor gener-
isan pomocu kvadratne matrice A reda n i n-dimenzionalnog vektora b, kao
linearna kombinacija X,,(A,b) = span{b,Ab,...,A""'b} naziva se potprostor
KRILOVa reda m.

Ilustrovaéemo primenu ovog metoda na nalaZenje karakteristicnog polinoma
jedne matrice Cetvrtog reda.

Primer 3.2.1. Neka je

w b
Oll.)b)l\)
—_ k=N
W — O =

Ako uzmemoy® =[1 0 0 0]7, pomocu (3.2.4) nalazimo redom

3 2
(1) _ 490 _ |~ @ _ 4y _ | 7
y Ay R Ay Ik
19
=51 —464
(3) _ 4y _ | 733 @) _ 43 _ | ~137
yo =4 g3|" ¥ =AW 426
75 155
Sistem (3.2.3) postaje
51 -2 3-1 i _464
—35 7-1 0| |po| _ |-137
83—12 1 Of |ps| | 426’
75-19 3 0| |pa 155

odakle dobijamo
pP1= 137 p2 :677 p3 = ]5]7 P4 = 120.
Prema tome, imamo

H(A)=pA) =A*— 1343 +67A* — 1511 +120. A

144 ALEKSEY NIKOLAEVICH KRYLOV (1863 — 1945), ruski mornari¢ki inZenjer i matemati&ar.
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2. LEVERRIERov metod i modifikacija FADDEEVa. LEVERRIERoV'® metod
se bazira na poznatim NEWTONovim formulama za sume stepena svih nula poli-
noma. Neka su A1,..., A, sopstvene vrednosti matrice A, tj. nule polinoma (3.2.2),
pri ¢emu se svaka nula uzima onoliko puta kolika je njena viSestrukost. Tada za
sume

Sm=M'+1"+---+A) (m=0,1,...,n)

vaze NEWTONove formule (videti, na primer, [56, str. 241-242])
Sm—P1Sm-1+p2sm2— -+ (=1)"" pu_isi+ (=1)"mp =0, m=1,....n,

odakle imamo

pP1 = s1,
_ 1(
P2 = 252 P1S1)7
1
p3 = §(53 — p182+ pasi),
(_l)nil n—1
PnZT(Sn—Plsn—l-i-"'—F(—]) Pn—lsl)

Prema tome, ako su sume s, poznate moZemo naci koeficijente karakteristi¢-
nog polinoma. Primetimo da je

n
S| :/h+/lz+---+ln:trA:Za,-,-.

i=1

Kako su A",A}",..., A sopstvene vrednosti matrice A” (videti teoremu 3.3.2)
zakljuCujemo da je
sy =trA™.

n
Dakle, ako je A™ = [ag.")] nxn imamo s, = Y, ag" ), pri ¢emu stepene matrice odre-
i=1
dujemo redom pomodu

A" =A-A"

145 URBAIN JEAN JOSEPH LE VERRIER (1811 — 1877), francuski matematiar poznat po rezulta-
tima u nebeskoj mehanici, a posebno za doprinos u otkricu planete Neptun.
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Primer 3.2.2. Za matricu iz prethodnog primera imamo redom

2 16 —-17 =8 —51 86 —96 —43
2 4 AT 9 =50 3_ 4 42|35 23-15 2
AT=A-A= 12-12 17 6|’ Al=AAT= 83 —46 62 23|’
19 4 1 7 75 48 -31 3
—464 348 —411 —174
44 43 |—137 29 —11 26
AT=A-AT= 426 —96 151 48
155 356 =319 -97
Kako je

s =trA=3+3+4+3=13,
s =trA2=2+4+9+17+7 =35,

53 =trA> = —51+4+23+62+3 =237,

sy =trA* = —464+29+4 151 —97 = —381,

imamo redom

p1 =13,

pr=—(35-13-3)/2 =67,
p3=(37—13-5+67-3)/3 = 151,
ps=—(—381—13-7+67-5-151-3)/4=120. A

Jednu modifikaciju LEVERRIERovog metoda dao je FADDEEV.!4® Ta modi-
fikacija zahteva manji broj numerickih operacija i sastoji se u sledeéem (videti,
takode, [47]):

Umesto stepena A™ izraCunava se niz matrica A, (m = 1,...,n) pomocu for-
mula

1
An=ABu_1, qm= ZtrAma By =Am — qul,
pri ¢emu se za By uzima jedini¢na matrica.

146 DMITRII KONSTANTINOVICH FADDEEV (1907 — 1989), poznati ruski matematicar, &ija je
supruga VERA NIKOLAEVNA FADDEEVA (1906 — 1983), takode, bila matematicar. Veci broj
radova iz oblasti numericke linearne algebre objavili su zajedno (videti, na primer, [24], [25],
[26]).
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Matemati¢kom indukcijom se moZe dokazati da je ¢,, = (—1)" " 'p,, (m =

1,...,n). Metod, takode, omogucava dobijanje inverzne matrice. Naime, iz A, =
gnl = A(Ap—1 — gy—11) imamo

1
(3.2.5) A = — (A —qul).

Primer 3.2.3. Primenom metoda FADDEEVa za matricu iz prethodnih primera do-
bijamo redom

-10 2 -2 -1
-1 -10 —1 0

A=A, q=trA; =13, B =A—13]= 1 -2 9 ik
3 0 1-10

-37 —-10 9 5

6-3 8§ 0 I
A=ABi=1 | 14 35 g ©=;wA=-67
—20 4 —12 32
30-10 9 5 124 12 -9 —6
6 37 8 0 ~11 107 17 2
Ba=MA6ll=1 | 14 3 7" B=AB=] 6 24100 12|
20 4-12 35 29 —4 23113

=27 12 -9 -6
—11 -44 -17 2
—6-24-42 12}’
29 —4 23 -38

1
q3:§tl‘A3:]5], By =A3— 1511 =

—120 0 0 0
0-120 0 0
0 0 —-120 0’
0 0 0 —120

1
Ay =AB3 = q4 = ZtI‘A4 = —120.

Dakle, py =q1 =13, pp = —qo =67, p3 =q3 = 151, py = —q4 = 120. A

U daljem tekstu navodimo MATHEMATICA kod za prethodnu modifikaciju
FADDEEVa.
Kao §to mozemo videti, u modulu Faddeev se izracunavaju i Stampaju:

1° niz matrica {A,,} _,, startujuci sa A = A;
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ini]= Faddeev[A_ ] :=
Module[{m, n = Length[A], Ainv},

A; = A;

d1 = Tr[A:];

Print["A; = ", MatrixForm[A;]];
Print["q; = Tr[A;] = ", 4i];

For[m: 2, m<n, m++,

1
Ay = A. (Ap.1 - dp-1 IdentityMatrix[n]); q, = — Tr[A,];

m
Print["A",, " = ", MatrixForm[A,] ];
1
Print[..q..m, R o T U SR qm];];
m
1
Ainv = — (A,_; - dn_1 IdentityMatrix[n]);
qn
n
P[A_] =2A"- Z Qu A™™; Print["P[A] = ", P[A]];
m=1

Print["Ainv", = ", MatrixForm[Ainv] ];

Return[{P[A], Ainv}] ;] H

2° niz koeficijenata {g, }7 _;
3° inverzna matrica A, (primenom formule (3.2.5)).

Iilustracije radi navodimo dobijene rezultate kada prethodni modul primenimo
na slede¢u matricu petog reda:

A={{751I 72/ 3/ 71/ 3}1 {7351 7/ 71/ OI l}l {831 712/ ll OI 4h
{751 _191 3/ Or _2}7 {Or 1! 2! 3/ 4}};

3. Metod DANILEVSKOG. Ovaj metod [17] se zasniva na transformaciji matrice
A na tzv. FROBENIUSov oblik

_fl f2 fnfl fn_

10 0 0
(3.2.6) F=]01 0 0],

[0 0 1 0

pri ¢emu su matrice A i F sli¢ne, tj. postoji regularna matrica C takva da je
F = C~'AC (videti definiciju 3.3.5, odeljak 2.3.3). S obzirom na to da sli¢ne ma-
trice imaju identi¢ne karakteristi¢ne polinome, jednostavno se, na osnovu (3.2.6),
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ing)= Faddeev[A]

-51 -2 3 -1 3

-35 7 -1 0 1
A = 83 -12 1 0 4
75 -19 3 0 -2
0 1 2 3 4
1 = Tr[Al] = -39
856 -4 -28 21 -12
92 405 -150 38 -59
A, = | -493 -726 309 -71 413
14 -1062 360 -81 132
356 -31 96 129 175
1
» = —Tr[A,] = 832
2
-1833 -151 87 -60 -134
653 -2154 549 -269 -1063
A3z = 1819 3942 -663 1732 -2503

-2139 5697 -1011 382 2774
572 -5189 268 -2327 -1465

s = 3Tr[zm = -1911
3
4028 -1251 24 -480 15
594  -5547 -182 -3842 198
A, = | 2745 -26431 2953 -9328 915

-2244 15496 -698 10461 1746
162 3976 1084 766 4037

1
s = —Tr[A,] = 3983
4
7482 0 0 0 0
0 7482 0 0
As = | 0 0 7482 0 0
0 0 0 7482 0
0 0 0 0 7482
1
s = —Tr[As] = 7482
5

P[A] = -7482-39832+19112%-83223+392%+2°
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15 417 4 80 5
2494 2494 1247 1247 2494
99 4765 91 1921 33
1247 3741 3741 3741 1247
, 915 26431 515 4664 305
Alnv = - -
2494 7482 3741 3741 2494
374 7748 349 3239 291
T 1247 3741 T 3741 3741 1247
27 1988 542 383 9
1247 3741 3741 3741 1247

295

dobija karakteristi¢ni polinom matrice A. Naime, ako det (F — AI) razvijemo po
elementima prve kolone dobijamo

PA)=(fi=2)(=A)""" = p(=A)" 24 (1)

.

P(A) = (—1)"(A" = il = LA™ == ).

Dakle, p,, = (—1)"" 1 f,, (m=1,...
Za vektor-vrstuz = [71 22 -+

J).

zn| definiS§imo kvadratnu matricu n-tog reda

gde je I,_, jedini¢na matrica reda n —r, O,_,, nula matrica tipa r X (n —r),
P,.,_-(z) pravougaona matrica tipa r X (n —r), koja u prvoj vrsti ima redom ele-

mente 71, 22, ...

, Zn—r» dok su svi ostali njeni elementi jednaki nuli, i najzad, R,(z)

je kvadratna matrica reda r koja se razlikuje od jedini¢ne matrice samo u prvoj

vrsti, gde sadrZi preostale elemente vektora z, tj. ima redom elemente z,,_,1, ..

Zn-

L]

Pretpostavimo da je z,—,4+1 # 0. Na osnovu teoreme 3.1.3 (odeljak 2.3.1) lako
se nalazi inverzna matrica za G,(z),

gde je



296 4. NUMERICKIMETODI U LINEARNOJ ALGEBRI

L U (I
n—r+1 In—r+1 n—r+1
R'(2) = !
L 1 -
Neka je A®) matrica n-tog reda &ije su vrste vektori agk), e ag,k), tj.
af
Ak —

alf

Stavimo sada da je A() = A, gde je A data matrica &iju FROBENIUSovu formu
trazimo.
Direktnim mnoZenjem moZe se pokazati da se pomocu niza transformacija

AD = G,y (a" A G5 (@) (ayy | #0),
AB) = G3(a?)AD G (@) (@)1, 2 #0),

A = Gylay™)ANG @) (@ £0),
dolazi do FROBENIUSovog oblika F = A" Pri ovome je

_ _ 2 _ n—
Cc=6G;,"@")G;' @) 6, @)

C ' =Gu(@l" )Gy (@) GaalM).

Prethodne transformacije egzistiraju pod navedenim uslovima.

Ovi uslovi mogu biti obezbedeni dodatnom permutacijom vrsta i kolona. U

(k)

slu¢aju kada je vektor-vrstaa, ”,

na problem niZe dimenzije.

nula vektor, problem se jednostavno redukuje
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Primer 3.2.4. Za matricu iz prethodnog primera imamo redom

= _|v 100 -1 _ 0 1 0 0
R=GG013) =13 6 | 3]» G2 =3 ¢ | _3|
0 0 0 1 0 0 0 1
9 2 -2 5
@ _ a_ |23 -1 3
A G2AG, e a1 al
0 0 1 0
= _ |16 4 1 4 a4 —1ja 1
Gi=G(6414=| 0 o | o 6= |
0 0 0 1 0o 0 0 I
11/2 -5/2 3
(3 _ @)1 _ —24 12 —43 48
A G3AY Gy 0 1 0 ol
0 0 1 0
11 43
B B —575 ~57 2
%)4 112 33 Lt)g 242 24
o = Gl =24,12,~43,48) = o= 01 0o,
0010 00 10
000t 00 01
13 —67 151 —120
A _ a1 |0 10 0
F=A G,AP G, 0 o 1 0 A
0 0 0 1

4.3.3 Metodi za dominantne sopstvene vrednosti

Vrlo Cesto se u nekim primenama zahteva nalazenje samo maksimalne po
modulu sopstvene vrednost i njoj odgovarajuceg sopstvenog vektora.

Neka su Ay, ..., A, sopstvene vrednosti i xq, ..., X, odgovarajuéi sopstveni
vektori matrice A = [a;j]xn. Ako je

Ml == A > A = = [
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kazemo da su Ay, ..., A, dominantne sopstvene vrednosti matrice A. U ovom
odeljku razmatraéemo jedan metod za odredivanje dominantne sopstvene vred-
nosti i odgovarajuceg sopstvenog vektora, kao i neke modifikacije ovog metoda.
Pretpostavi¢emo, pritom, da su sopstveni vektori xy, ..., X, linearno nezavisni, pa
kao takvi oni ¢ine jednu bazu u R”. Dakle, proizvoljan ne-nula vektor vy se moze
izraziti pomocu

n
(3.3.1) vo =Y oix;,
i=1

gde su o; neki skalari. Defini§imo sada iterativni proces
Vi =Avi_g (k:1,2,...).

Tada je

n
Vi =Avi_ | = szk_z == AkV() = Z ()C,'Akx,'7
i=1
ili, s obzirom na (3.3.1) i tvrdenje teoreme 3.3.2 (odeljak 2.3.3),
n
(3.3.2) ve=Y aidfx;.
i=1

Posebno je ovde interesantan slu¢aj kada imamo jednu dominantnu sopstvenu
vrednost A; (r = 1). Pod pretpostavkom da je a; # 0, na osnovu (3.3.2) imamo

oA
Vk:(Xi;Lik x1+Z—’<—’
i

k
x; | = oyAk(x+e
L o ll) i 1AL (X1 + &),

gde vektor €, — 0, kada k — +oo.
Uvedimo sada oznaku (y); za i-tu koordinatu nekog vektora y. Tada je i-ta
koordinata vektora vy

)i = QAf ((e1)i+ (€0)i)-

Kako je
virr = o Af T ey +erin),

na osnovu prethodnog, za svako i (1 <i < n) imamo

(Vir1)i 1 (x1)i + (€ks1)i
0o o)t ()

— A (k— o).
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Na osnovu ove Cinjenice moZe se formulisati metod za odredivanje dominantne
sopstvene vrednosti A;, koji je poznat kao metod stepenovanja'*’. Vektor vy je
pri ovome jedna aproksimacija za nenormirani sopstveni vektor'*® koji odgovara
dominantnoj sopstvenoj vrednosti. Pri prakti¢noj realizaciji ovog metoda ide se na
normiranje sopstvenog vektora, tj. na normiranje vektora v, posle svakog iterati-
vnog koraka. Normiranje se sprovodi deljenjem vektora v sa svojom koordinatom
maksimalnog modula. Tako se metod stepenovanja moze izraziti pomocéu formula

<k
L =Avi-1, V= P
gde je 1 koordinata vektora z; sa najveéim modulom, tj. ¥ = (zx); 1 |(zx)i| = ||z«]|-

Primetimo da % — Ay i vy — x1/[|x1].., kada k — +oo.
Brzina konvergencije ovog metoda zavisi od koli¢nika |4, /A |. Naime, vazi

(3.3.3) p—— :0(( % (k)
1

Primetimo da smo u izvodjenju ovog metoda pretpostavili da je o # 0, Sto znaci
da metod konvergira ako je A; dominantna sopstvena vrednost i ako pocetni vektor
vo ima komponentu u pravcu koji odgovara sopstvenom vektoru x;. O ponaSanju
metoda bez ovih pretpostavki moze se naci u radu [58], kao i u monografiji
WILKINSONa [73, str. 570]. Prakti¢no, zbog pojave greSaka zaokrugljivanja u
iterativnom procesu, uslov o # 0 bi¢e zadovoljen posle nekoliko koraka, iako
polazna pretpostavka za vektor v nije ispunjena. Pri primeni ovog metoda ¢esto
se unapred poznaje neka ocena za sopstveni vektor x|, pa se onda ona uzima kao
pocetni vektor vo. Primenom perturbacione teorije mogu se dati izvesne ocene za
(3.3.3) (videti, na primer, monografiju [35, str. 210-211]).

Prethodno razmatranje se odnosi na slucaj jedne dominantne sopstvene vred-
nosti. Slucajevi kada ima viSe dominantnih sopstvenih vrednosti razmatraju se
slicno kao i kod BERNOULLIevog metoda za odredjivanje dominantnih korena
algebarskih jednacina (videti odeljak 5.3.3).

Primer 3.3.1. Neka je

—-261 209 —49
A= |-530 422 —98
—800 631 —144

147 Na engleskom jeziku: power method.
148 Ako je x sopstveni vektor, tada je i cx (c # 0), takodje, sopstveni vektor koji odgovara istoj
sopstvenoj vrednosti.
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Cije su sopstvene vrednosti A; = 10, A, =4, A3 = 3 (videti [35, str. 210]).
Uzimajuéi za pocetni vektor vo =[0 0 — I]T, primenom metoda stepeno-

vanja dobijamo rezultate koji su prikazani u tabeli 3.3.1. A
Tabela 3.3.1.
k % 1 (Vi)2 ()3
1 144. 0.340278 0.680556 1
2 13.2083 0.334911 0.669821 1
3 10.7287 0.333774 0.667549 1
4 10.2038 0.333463 0.666926 1
5 10.0599 0.333372 0.666744 1.
6 10.0179 0.333345 0.666690 1.
7 10.0054 0.333337 0.666674 1
8 10.0016 0.333334 0.666669 1
9 10.0005 0.333334 0.666667 1
10 10.0001 0.333333 0.666667 1
11 10.0000 0.333333 0.666667 1

S obzirom da je konvergencija metoda stepenovanja linearna za ubrzavanje
konvergencije moze da se koristi AITKENov A%-metod.

Jedan prost nacin za ubrzavanje konvergencije metoda stepenovanja, posebno
kod matrica sa realnim sopstvenim vrednostima

(3.3.4) M>L>A>--->4,,

je primena istog metoda na odredivanje dominantne sopstvene vrednosti ma-
trice A — pl, gde je parametar p na pogodan nacin izabran'*’. Naime, sopstvene
vrednosti ovakve matrice su A; — p, dok sopstveni vektori ostaju nepromenjeni.
Pod uslovom (3.3.4), dominantna sopstvena vrednost ¢e biti A; — p ili 4, — p.
Neka je to prva od njih. Kako brzina konvergencije metoda stepenovanja zav-
isi od koli¢nika |4, /A;| to ¢e brzina procesa primenjenog na A — pl zavisiti od
(A2 —p)/(AM — p)| ili |(Ay — p)/ (A, — p)| u zavisnosti od toga koji je od ovih
koli¢nika veéi. Vrednosti parametra p za koje su ovi koli¢nici manji od |A,/A]

149 Ovakva modifikacija se u anglo-saksonskoj literaturi sreée kao shift of origin.
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daje brzu konvergenciju metoda, nego u standardnom slu¢aju kada je p = 0. Op-
timalna vrednost za p se jednostavno dobija, ako se poznaju vrednosti A, i A,,
kao

1

Naravno, mi najéesée ove vrednosti ne poznajemo, ali je moguce, na primer, da
zZnamo izvesne granice za ove sopstvene vrednosti, na osnovu kojih moZemo pri-
blizno odrediti parametar p.

Primer 3.3.2. U primeru 3.3.1 brzina konvergencije je, s obzirom na (3.3.3),
dirigovana sa (2/5). Ako za p uzmemo vrednost (1; +A,)/2 = 3.5, brzina kon-
vergencije ée biti dirigovana sa (1/13)F , §to predstavlja zna¢ajno ubrzanje. Star-
tujuéi od istog pocetnog vektora vg, sada se dobijaju rezultati koji su dati u tabeli
3.3.2.

Tabela 3.3.2.

e (Vi) (vi)2 (V)3
147.5000 0.332203 0.664407
5.9780 0.333428 0.666856
6.5437 0.333326 0.666652
6.4967 0.333334 0.666668
6.5003 0.333333 0.666667
6.5000 0.333333 0.666667

AN L AW N =
e e e e e

Kao §to moZemo videti, ista tacnost je postignuta sa 6 iteracija kao u primeru
3.3.1. Primetimoda 3, — ¢ —3.5=6.5. A

Na kraju razmotrimo slucaj kada je realna matrica A = [a; j]nxn simetri¢na.
Tada su njene sopstvene vrednosti realni brojevi za koje se moze pretpostaviti
distribucija data sa (3.3.4).

Definicija 3.3.1. Ako je x ne nula vektor, veli¢ina

_ (Ax,x)  xTAx
r(x) = (x,x)  xTx

se naziva RAYLEIGHov!'? koli¢nik.

150 JOHN WILLIAM STRUTT (LORD RAYLEIGH) (1842 — 1919), poznati engleski fizi¢ar, dobitnik
NOBELove nagrade za fikiku 1904. godine.
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Na osnovu teoreme 3.4.6 (odeljak 2.3.4) za RAYLEIGHov koli¢nik vaZzi
A'n S r(x) S A‘1

NalaZenje najvece sopstvene vrednosti A; moZe se interpretirati kao optimiza-
cioni problem

(3.3.5) A1 = maxr(x),
x#£0

s obzirom da se maksimum u (3.3.5) postize kada je x sopstveni vektor koji odgo-
vara sopstvenoj vrednosti A;. ReSavanje optimizacionog problema (3.3.5) se moze
sprovesti tako da se za x uzima vektor x; koji se generiSe pomoc¢u metoda stepe-
novanja.

Neka suxi,xs, ..., X, ortonormirani sopstveni vektori, tj. (x;,x ;) :szx,» = 6jj,
gde je §;; KRONECKERova delta.

Kako je, na osnovu prethodnog,

n n
k : k+1
Vi = Z (Xi;Li X, 1 Avp= Z (Xi;Li Xi,
i=1 i=1

imamo ) )
(eve) = Y 0722 i (Avew) = Y 0?27,
=1 i=1
paje
L 29 2kt1
. igl %A B Ao\ 2
0= E— —aro((2)Y)
Z aizkl;k 1

Prema tome, r(vy) — A; brze, nego ¥ kod osnovnog metoda stepenovanja.

4.3.4 Metodi za subdominantne sopstvene vrednosti
Pretpostavimo da su sopstvene vrednosti matrice A uredene, tj. da vazi
(Ai] > A2 > - > (4]

U ovom odeljku biée razmatrani metodi za odredivanje subdominantnih sop-
stvenih vrednosti, tj. Ay, ..., 4, (m < n).Izlozicemo tri metoda.
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1. Metod ortogonalizacije. Pretpostavimo, najpre, da je matrica A simetri¢na,
i neka je, na primer, metodom stepenovanja odredjen sopstveni vektor x; koji
odgovara dominantnoj sopstvenoj vrednosti A; (|A1]| > |A;|, i=2,...,n). Polaze¢i
od proizvoljnog vektora z formirajmo vektor vy koji je ortogonalan na x;. Tako
imamo (videti GRAM—-SCHMIDTov postupak ortogonalizacije, odeljak 2.1.7)

x
(z,x1) X

3.4.1) Vo =2— L)

Kako je (vg,x;) = 0, teorijski gledano niz vy = Avy_; (k=1,2,...) bi kod metoda
stepenovanja mogao biti iskori$éen za odredjivanje A, i odgovarajuéeg sopstvenog
vektora x;. Medutim, bez obzira Sto o nema komponentu u pravcu sopstvenog
vektora x|, metod stepenovanja bi zbog prisustva greSaka zaokrugljivanja poceo,
posle izvesnog broja koraka, da konvergira ka sopstvenom vektoru x;. O ovoj
¢injenici je bilo reci i u prethodnom odeljku.

Ovaj uticaj greSaka zaokrugljivanja moguée je odstraniti tzv. periodi¢nim
»Cis¢enjem“ vektora vy od komponente u pravcu x;. Ovo znaci da posle, recimo r
koraka, ponovo izraCunamo vq koris¢enjem v, umesto z u (3.4.1), tj. pomocu

(vr’xl)

Vo ="V,—
O )

Na ovaj nacin, ako je perioda ,¢is¢enja“ dovoljno mala da ne dodje do znacajne
akumulacije greSaka zaokrugljivanja, metodom stepenovanja moZemo odrediti
sopstvenu vrednost A, i sopstveni vektor x5.

Nastavljajuéi ovakav pristup mozemo dalje odrediti A3 i x3.

U opstem slucaju, ako smo odredili A1, ..., A, i odgovarajuce vektore x1,...,xy
(v < m) moguée je odrediti A, ixy,; metodom stepenovanja, formirajuci vek-
tor v ortogonalan naxj,...,x,. Dakle, polazeci od proizvoljnog vektora z imamo

v
Z,Xi
(3.42) vo=20—), (2% X,
i=1 (x,-,x,-)
$to znaci da vektor vy ima komponente samo u pravcu preostalih sopstvenih vek-
tora, tj. da je
Vo = Oy41Xy41+ -+ OpXy.

Metod stepenovanja primenjen na vq daje xy 1 i Ay 1, ukoliko greske zaokruglji-
vanja nisu prisutne. S obzirom da ovo nije ta¢no, potrebno je cesto ,ciS¢enje
vektora v; od komponenata u pravcu x,...,x,. Drugim re¢ima, posle r koraka
treba ponovo odredivati vy pomocu (3.4.2), uz koriSéenje v, umesto z.
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I u slucaju kada matrica A nije simetri¢na, ali ima potpun sistem sopstvenih
vektora, prethodni orogonalizacioni postupak se mozZe primeniti.

2. Metod inverzne iteracije. Ovaj metod se primenjuje na opStu matricu A i
bazira se na reSavanju sistema jednacina

(3.4.3) (A—pD)ve = vi_1,

gde je p konstanta, a vg proizvoljan vektor. Sistem jednacina (3.4.3) se obi¢no
reSava GAUSSovim metodom eliminacije ili CHOLESKYevim metodom uz LR
faktorizaciju matrice B = A — pl. Primetimo da je metod inverzne iteracije ekvi-
valentan metodu stepenovanja primenjenog na B. Prema tome, primenom metoda
inverzne iteracije dobija se dominantna sopstvena vrednost matrice B, tj. Uy =
1/(Ay — p), za koju vazi

mjinMj—p{ =4 —pl.

Sopstvena vrednost A, je najbliZa sopstvena vrednost matrice A broju p. Sopstveni
vektor koji se pritom dobija isti je za matricu B 1 matricu A.

Pogodnim izborom parametra p mogu se, u principu, odrediti sve sopstvene
vrednosti matrice A.

Kao i kod metoda stepenovanja, i ovde je pogodno izvrSiti normiranje vektora
v; tako da imamo
(3.4.4) Bui=vi1, wi=2%

Ye

gde je % koordinata vektora z; sa najve¢im modulom.

Primer 3.4.1. Metodom inverzne iteracije za matricu

4 1 4
A=1{1 10 1
4 1 10

odrediéemo sopstvenu vrednost koja je najbliza broju p = 9, kao i odgovarajuéi
sopstveni vektor.

KoriS¢enjem faktorizacije pomoéu GAUSSovog metoda sa izborom glavnog
elementa za matricu B = A — 9/ dobijamo

LR = PB,
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gde su
1 0 o0 -5 1 4
L=|-4/5 1 0|, R=|0 9/5 21/5
-1/5 2/3 1 0 0 -1

i permutaciona matrica P odredena indeksnim nizom 7 = (1,3).

Sada se metod inverzne iteracije (3.4.4) moZe izraziti u obliku
Lk
Ly, =Pvi1, Rzx=Lyr, vi= P

¢ijom primenom se dobijaju rezultati dati u tabeli 3.4.1. Za startni vektor smo

Tabela 3.4.1.
k (Vi1 (k)2 (V)3 B
1 0. 1. —1. 6.
2 —-0.2 1. —-0.5 9.3
3 —0.17241 1. —0.48276 9.34483
4 —0.17200 1. —0.48000 9.34800
5 —0.17185 1. —0.47980 9.34835
6 —0.17184 1. —0.47977 9.34838

uzelivo=[1 0 0]”. U poslednjoj koloni tabele data je veli¢ina By = p+1/%,
koja daje aproksimaciju za odgovarajucu sopstvenu vrednost A. Vidimo da je ta
sopstvena vrednost priblizno jednaka 9.34838. A

3. Metodi deflacije. Metodi iz ove klase se sastoje u konstrukciji niza matrica A,,
(=A),A,1, ..., Ay, &iji je red jednak indeksu i pritom

Sp(A,) D Sp(A—1) D -+ D Sp(Ay),

gde je Sp (Ax) spektar matrice Ay.

Opisa¢emo sada jedan specijalan, ali vaZan sluc¢aj metoda deflacije kada je
matrica A hermitska.

Nekajex =[x xp --- x,] sopstveni vektor matrice A koji odgovara sopstvenoj
vrednosti A i takav da je normiran

2
(,) = x"x = ||| = 1
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i da mu je prva koordinata x; nenegativna.
Posmatrajmo matricu

(3.4.5) P=1-2ww",

gde je vektor w = [wy wy --- w,]” definisan pomocu prvog vektorae; =[10 ---

iz prirodnog bazisa prostora R"” na slede¢i nacin

(3.4.6) ww=|x|2=1, w; >0,
(3.4.7) Pe; =x.
Matrica P ima oblik
1 —2wiw —2wiwy —2wiwy,
(3.4.8) p_ —2wawq 1 —2wowy —2wowy,
—2v1./,,Wl —2w,wh 1-2w,w,

0]”

Primetimo da je P* = P §to znadi da je i matrica P hermitska. Staviie, s
obzirom na (3.4.6), direktnim mnoZenjem vidimo da je P*P = P> = [ pa za-

kljucujemo da je matrica P unitarna (videti definiciju 3.4.4, odeljak 2.3.4).

Na osnovu (3.4.7) nalazimo koordinate vektora w. Tako iz 1 —2ww; = x; 1

—2wiwy = xi (k=2,...,n) sleduje

I—x1 Xk
=—— (k=2,...,n).
) 1 Wi 2W1 ( ) an)

w1 =

Primetimo da je w; = w; > 0.
Sada, na osnovu (3.4.7) i Ax = Ax nalazimo da je

APe1 = Pe; s

odakle zakljucujemo da je
P*APe 1= kel,

tj. da je e; sopstveni vektor matrice B = P*AP = PAP. Primetimo, takodje, da je

prva kolona u matrici B upravo vektor Aej, tj.



4.3 PROBLEM SOPSTVENIH VREDNOSTI 307

l b]2 b]3 oo b]n
0 b by bon A | b,
B= |0 b3xn b3 ban | = | ———— —— |,
: 0,1 | A
L 0 bn2 bn3 bnn_

gde smo sa A,,_; oznacili matricu reda n— 1 koja se poklapa sa ogradenim blokom,
0,,_1 je nula vektor reda n — 1, i najzad, b,{,l = [b12 b13 -+ b1]".

S obzirom da je matrica B sli¢na (kaZemo jo$ i unitarno sli¢na) sa matricom A,
zakljucujemo da je

Sp (An—1) =Sp (Ax) \{A} (A, =A4).

Da bismo dobili matricu A,_, postupi¢emo na sli¢an nac¢in. Umesto postojece
matrice P koristimo matricu

gde je O matrica reda n — 1 oblika (3.4.5) i zadovoljava uslove (3.4.6) i (3.4.7)
u odnosu na sopstveni vektor y i sopstvenu vrednost y matrice A,_;. Kako je
Pl_1 = P = P; zakljuCujemo da je i matrica P; unitarna.

Sada matrica C = PiBP; = P;PAPP; ima oblik

A cn2 ci3 ... cCin A 13 Cln
0 n 3 Con 0 u €23 Con
c=10 0 93 cnl=10 0 T T

0 0 Cn3 Cnn 0 0

[ :
|
|

gde je A, matrica reda n — 2. Nastavljajuéi ovakav postupak dolazimo do gornje
trougaone matrice koja je unitarno sli¢na sa polaznom matricom A. Imajuéi u vidu
da je matrica A hermitska zaklju€ujemo da je ona unitarno sli¢na sa dijagonalnom
matricom.

IzloZeni postupak zahteva pre svakog koraka odredivanje jedne sopstvene
vrednosti i njoj odgovarajueg sopstvenog vektora, Sto se moze uciniti nekim
od prethodno izloZenih metoda. Tako, pre prvog koraka treba odrediti sopstvenu
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vrednost A i sopstveni vektor x matrice A, pre drugog koraka sopstvenu vrednost
U i sopstveni vektor y matrice (n — 1)-og reda A,_1, itd.

Jasno je da su sopstvene vrednosti matrice A dijagonalni elementi dobijene
trougaone matrice, tj. A} = A, A, = y, itd. Ostaje pitanje §ta je sa sopstvenim
vektorima matrice A? Jasno je za sada da je x; = x. Pokazac¢emo kako se na osnovu
dobijenih rezultata moZe naci drugi sopstveni vektor matrice A.

Neka su koordinate sopstvenog vektora y redom yy, ..., y,. U cilju nalaZenja,
najpre, sopstvenog vektora y matrice B stavimo y’ = [y; y» --- y,]7 i pokusajmo
da odredimo y;.

Kako je
A by [ Ayi+by_1y
BY=| - — — |- |—|=|-—-— ,
0,1 | At ] [ Ap_1y
tj.
[ Ayi+b) 1y
By = | ——————
L wy
izlazi da mora biti
yi+b 1y =y

Ako je A # u, na osnovu prethodne jednakosti, dobijamo

1 1
V1= mbz_ﬂ’ = ——(biay2+ -+ biyyn).

A—p
Sada jednostavno nalazimo sopstveni vektor x, matrice A koji odgovara sop-
stvenoj vrednosti A, # . Zaista, kako je PAPY = py, tj. A(Py') = u(Py’) za-
klju¢ujemo da je x, = Py'.
Sli¢no se moZe postupiti i kod odredivanja ostalih sopstvenih vektora.

4.3.5 JACOBIev metod

Ovim odeljkom pocinjemo izlaganje metoda za reSavanje kompletnog pro-
blema sopstvenih vrednosti, tj. za odredivanje svih sopstvenih vrednosti i odgo-
varajucih sopstvenih vektora. Metod koji izlaZemo u ovom odeljku potice od JA-
COBIa (1846), a primenljiv je za hermitske matrice. Metod se zasniva na transfor-
maciji hermitske matrice A na dijagonalnu matricu D, Cije su sopstvene vrednosti
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dijagonalni elementi. Na osnovu teoreme 3.5.2 (odeljak 2.3.5) postoji unitarna
matrica H takva da je

(3.5.1) H*AH = D.

Kako je H* = H~', na osnovu (3.5.1), matrice A i D su sli¢ne pa imaju iste sop-
stvene vrednosti.
Razmotrimo najpre slucaj transformacije

(3.5.2) B =R*AR,
gde je R proizvoljna unitarna matrica.

Teorema 3.5.1. Matrice B i A iz (3.5.2) imaju jednake SCHMIDTove norme, tj.
£(B) =¢(A).

Dokaz. Matrice A i B su sli¢ne. Neka su 4; (i = 1,2,...,n) njihove sopstvene
vrednosti. Kako je

n

n
g(A)? = ) lai;|* = tr (A*A) = tr (A?) = Z
e =1

zakljuCujemo da je €(B) = €(A). O
Osnovna ideja u JACOBIevom metodu je u konstrukciji niza slicnih matrica
{Ak }ren, startujuéi od A} = A, sa strategijom minimizacije veli¢ine vd(Ax) na

svakom koraku, gde je sa vd(A;) oznaCena ,norma“ vandijagonalnih elemenata
matrice A, tj.

i=1Jj=1
j#i

n n
5

n
Primetimo da je vd(A) +d(A) = €(A), gde je d(A) = ¥ |a;;|*.
i=1

Strategija minimizacije treba da obezbedi

Vd(Ak_H) SVd(Ak) i lim Vd(Ak) 0.

koo

Ostaje pitanje kako generisati niz {A }xen, tj. kakve unitarne matrice koristiti za
transformaciju Ay u Az 1.
Posmatrajmo tzv. matricu rotacije R = R(p,q) ¢iji su elementi
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_ ia AT
rpp =€ cos0, Ipg =€ sinb,

_ —if : _ ia
fgp=—¢€ Tsinb, ry=e"cosh,
rij=0;; (uostalim slu¢ajevima),

gde su 0, a, B realni brojevi. Direktnim mnoZenjem pokazujemo da je R*R =1,
tj. da je matrica rotacije unitarna. Obi¢no ovu matricu nazivamo elementarnom
matricom rotacije po uglu 0 u ravni (p,q).

Mada je JACOBIev metod primenljiv za hermitske matrice, jednostavnosti radi,
izlozi¢emo ga za slucaj kada je A realna simetri¢na matrica. U prilog ovome ide i
¢injenica da se problem sopstvenih vrednosti za hermitsku matricu A reda n moZe
svesti na problem sopstvenih vrednosti za jednu simetri¢nu matricu Ciji je red 2n.
Naime, tada se A moze razloZiti na dve realne matrice S i1 K u obliku A = S+ iK,
gde je S simetrina, a K kososimetri¢na matrica. Sopstvena vrednost A i sopstveni

vektor v = x + iy matrice A zadovoljavaju jednakost

o [ HfI-L

pri ¢emu ako je A prosta sopstvena vrednost matrice A, onda je ona dvostruka za
matricu reda 2n koja se pojavljuje u (3.5.3).

1z prethodno navedenih razloga na dalje pretpostavljamo da je A realna simetric¢-
na matrica. U matrici rotacije mozemo tada uzeti o = § =0, tako da je ova matrica
sada ortogonalna. Prema tome, imamo

rpp =cosf =c, Tpg =sin@ =5,
Fgp=—sin0 = —s, ry=cosl =c,
rij=0;; (uostalim slucajevima).

Primetimo da ¢e se elementi matrice B u transformaciji
(3.5.4) B=R"AR

poklapati sa odgovarajuéim elementima matrica A, sem onih koji se nalaze u p-toj
i g-toj vrsti i koloni. Stavise, imamo

b b c —s||a a c s
(3.5.5) pp re | _ pp Pq ’

byp  byq s c agp  Agq -5 c
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odakle, s obzirom na tvrdenje teoreme 3.5.1, nalazimo
2 2 2 _ 2 2 2
byop +2bpg + bygq = app + 207, + agy.
Kako je, opet na osnovu teoreme 3.5.1, €(A) = €(B) imamo

.
vd(B)

vd(A) +d(A) — d(B)
vd(A) + aip + aéq - (b%p + béq)

=vd(A)+2b3, —2a;,,

odakle vidimo da ¢e vd(B) biti minimizirano ako je b,, = 0. Iz ovog uslova
odrediéemo ¢ = cos 0 i s = sin O u matrici rotacije.
Kako je na osnovu (3.5.5)

bpq = (02 - Sz)apq +es(app — agq),

nalazimo
(cos® 8 — sin® 0)a,, +cos Osin B (a,, — ay,) =0,
g,

r=cot(2) = "WZ;& (apg #0).
Pq

Ako je apy =0, imamo ¢ = 1 i s = 0, §to znaci da je R jediniCna matrica. Stavimo
tan O = ¢. Kako je cot(20) = (1 —1?) /2t = 1, za odredivanje ¢ treba resiti kvadratnu
jednacinu

2 4+21—1=0.
Obicno se uzima reSenje ove jeanacine sa manjim modulom, tj.

sgnt

VT

Sto obezbeduje uslov da je ugao rotacije |0| < m/4. Tada su elementi matrice
rotacije

t

1
V1412

i s=tc.

Cc =
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Sa ovako odredenom matricom rotacije R norma vandijagonalnih elemenata
matrice B u (3.5.4) se minimizira, pri ¢emu se element na mestu (p,q) anulira.
Ovakav postupak se ponavlja, tj. generiSe se niz sli¢nih matrica

(3.5.6) A1 =RIAR (k=1,2,...),

startujuéi sa A = A, pri Cemu jo$ ostaje otvoreno pitanje kako birati matricu
rotacije Ry = Ri(p,q), tj. parove (p,q), na svakom koraku u (3.5.6). Kod klasi¢nog

JacOBIevog metoda za (p,q) se uzima pozicija dominantnog elementa, tj. van-
dijagonalnog elementa matrice A; = [ag.{)

odredujemo iz uslova

] sa najve¢im modulom. Dakle, (p,q)
(k) _ (k)
|apq | _I?j;qaij |

Elementi matrice Ay, koji se menjaju pri transformaciji (3.5.6) su samo oni koji
se nalaze u p-toj i g-toj vrsti i koloni:

agj“) = agfrl) = Cal(];) — sag)
(i # p,q),

Al k) _ ) )

lq ql l]) lq
ag;,ﬂ) = czag;,) — 2csa§,]2 + szagfl),
ag]ZIH) = szagg + 2csa§,]2 + czag]fl),

k+1 k+1
a;,q ):aép '=o0.

Za ovako konstruisani metod imamo Ay — D = [A;0;;], kada k — +-oo. Zaista,
s obzirom na nejednakost

1 1
2(a¥y? > vd(A0) (N = sn(n— 1)),
imamo |
vd(Ags 1) = vd(Ag) — 2(a))? < (1 - N)vd(Ak),
tj.
1\k-1

mm@gO—N) vd(A),

odakle sleduje lim vd(A;) = 0, odnosno lim A; = D. Konvergencija JACOBI-

evog metoda je kvadratna u smislu da postoji konstanta M (> 0) takva da je, za
dovoljno veliko £,
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vd(Aren) < M(vd(Ap))>.

Pomo¢u (3.5.6) mozemo pisati
(3.5.7) Ari1 = HLAH,

gde je Hy = R|R; - Ry. Za dovoljno veliko k, matrica Hy se moze tretirati kao
dovoljno dobra aproksimacija za unitarnu matricu H koja se javlja u (3.5.1). JA-
COBIev iterativni proces (3.5.6) se obi¢no prekida kada je vd(Az1) < 82, gde je
0 unapred data tanost.

U klasi¢nom JACOBIevom metodu dosta se vremena moZe utroSiti na odredivanje
pozicije dominantnog elementa. Jedna modifikacija klasi¢cnog JACOBIevog metoda,
poznata kao cikli¢ni JACOBIev metod, uzima za (p,q) redom parove:

(1,2),(1,3),...,(1,n);(2,3),...,(2,n);...5(n—1,n);(1,2),... .

Moze se pokazati da ovaj metod ima, takode, kvadratnu konvergenciju.
Ako je k dovoljno veliko u (3.5.7), tako da je zadovoljen kriterijum za zaus-
tavljanje procesa, tada moZemo smatrati da je

HkTAHk :Ak_H =D= [li&j]nxna

odakle sleduje
AH, = HD,

Sto znaci da su kolone matrice Hj sopstveni vektori matrice A.
G i . . o . . k
Stavise, ovi sopstveni vektori ¢ine ortogonalni skup. Matrica Hy = [hl(j)],,x,Z se
moze generisati rekurzivno pomoc¢u matrice rotacije

Hy = Hi1Ri(p,q) (Ho=1).
U skalarnom obliku imamo

h(k+1) — Ch(k) _ S]’L(k)

ip ip iq .
(i=1,2,...,n),
Wi = sn) — el
hg.‘H) = hg.{) (u ostalim slucajevima).
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Primer 3.5.1. Na matricu A iz primera 3.4.1 primeni¢emo klasican JACOBIev
metod. Stavimo

4 1 4
Ai=A=|1 10 1
4 1 10
Dominantni element je na poziciji (p,q) = (1,3). Tada je
T aszz —daj] 3 ‘ 1 2 1
= — = — = — cC=C1 = —— S S e
2a15 4’ 2’ 1 \/5, 1 \/5’
pa je
2/V5 0 1/V/5
Ri=R(1,3)=| 0 1o |,
—1/v/5 0 2/V/5
2 1/vV5 0
Hi=Ry, A= |1/V/5 10 3/V5].
0 3/V5 12

Nastavljajuéi ovaj postupak dobijamo sledeée rezultate.
a) Za elementarne matrice rotacije:

(p,q) Ck Sk

2,3) 0.89376 0.44855
(1,2) 0.99852 0.05431
(1,3) 0.99982 0.01872

L I R

b) Za nizove {H} i {Ax} (matrice A; su simetri¢ne; elementi donjeg trougla
nisu navedeni):

0.89443  —0.20060 0.39970
H, = 0. 0.89376  0.44855 |,
—0.44721 —0.40119 0.79940

2. 0.39970 0.20060
Az = 9.32668 0.
12.67332

0.90400 —0.15172 0.39970
Hz = | —0.04854 0.89244  0.44855
—0.42476  —0.42489 0.79940
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1.97826 0. 0.20030
Ay = 9.34842 0.01089 |,
12.67332

0.89636 —0.15172 0.41655
Hy= | —0.05693 0.89244  0.44756 | ,
| —0.43965 —0.42489  0.79131

[1.97451  —0.00020 0.
As = 9.34842 0.01089
12.67707

Svi rezultati su zaokrugljeni na 5 decimala.
Na osnovu As i Hy imamo da su sopstvene vrednosti matrice A

AL 2197451, A, 29.34842, A3 =12.67707,

i njima odgovarajuéi sopstveni vektori

0.89636 —0.15172 0.41655
x; =2 —-0.05693 |, x,= 0.89244 |, x3=]0.44756
—0.43965 —0.42489 0.79131

Primetimo da smo u primeru 3.4.1 odredili, metodom inverzne matrice, sop-
stvenu vrednost A, i odgovarajuéi sopstveni vektor x, (normiran u odnosu na ko-
ordinatu sa najve¢im modulom). A

Napomena 3.5.1. Ukoliko se ne zahteva reSavanje kompletnog problema sop-
stvenih vrednosti, matricu Hy, nije potrebno generisati. Na primer, ako je potreban
samo jedan sopstveni vektor, recimo x,,, tada se on moZe jednostavno dobiti pri-
menom rotacija na vektor e, ¢ija je m-ta koordinata jednaka jedinici, a sve ostale
su jednake nuli.

4.3.6 GIVENSov i HOUSEHOLDERoV metod

Kao $to smo videli u prethodnom odeljku, JACOBIv metod transformise simet-
ricnu (ili, uopste hermitsku) matricu na dijagonalnu posle beskonacno koraka.
Vandijagonalni elementi (ap, i a4p) koji se anuliraju na odredenom koraku
primene JACOBIevog metoda, mogu u kasnijim koracima da postanu takvi da
znatno odstupaju od nule, Sto je posebno izrazZeno kada je red matrice visok. Ova
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¢injenica usporava algoritam. U ovom odeljku izloZicemo dva metoda kod kojih
je navedeni nedostatak uklonjen. Prvi od ovih metoda razvio je W.J. GIVENS!S!,
a drugi A.S. HOUSEHOLDER'P?. Metodi su takvi da kroz konaan broj ko-
raka transformiSu polaznu realnu simetricnu matricu na simetri¢nu trodijago-
nalnu matricu. U narednom odeljku razmatratemo problem sopstvenih vrednosti
za simetri¢ne trodijagonalne matrice. I GIVENSov i HOUSEHOLDERoOvV metod
se mogu jednostavno preneti na hermitske matrice, StaviSe, njihova primena
na opS$te matrice dovodi do redukcije matrice na tzv. HESSENBERGovu formu
(a,'j =0zai>j+2).

Kao i u prethodnom odeljku, i ovde ¢emo izloZiti pomenute metode za slucaj
kada je data matrica A realna i simetri¢na.

GIVENSov metod. Ovaj metod redukcije [31], [32] (videti, takode, [33], [34]) se
zasniva na sukcesivnoj primeni tzv. GIVENSove transformacije, pri cemu se posle
konacnog broja rotacija matrica A transformiSe na trodijagonalnu matricu.

Za elemente matrice A = [a;j],x, za Cije indekse vaZi nejednakost |i — j| > 1
koristiéemo termin vantridijagonalni elementi. Za njih ¢emo uvesti takvo ured-
jenje da éemo redi da je a;; s-ti vantridijagonalni element ako je par (i, j) s-ti ¢lan
cikli¢nog indeksnog niza

(1,3),(1,4),...,(1,n),(2,4),(2,5),...,(2,n),....(n—2,n).

Primetimo da ovaj niz sadrzi ukupno

M:(n—2)+(n—l)+---+1:%(n—Z)(n—l)

parova.
NekajeA; =Ai

(3.6.1) Api1 =GIAGL (k=1,2,...,M),

gde su matrice Gy, tzv. dvodimenzionalne rotacije, izabrane tako da prvih &
vantridijagonalnih elemenata matrice Ax,; bude jednako nuli.

Teorema 3.6.1. Neka je A realna simetri¢na matrica, niz Ay, = [ag.c)] nxn definisan
pomocu (3.6.1) i neka je (p—1,q) k-ti par ciklicnog indeksnog niza vantridijag-

onalnih elemenata. Ako se matrica rotacije Gy, = [gl(f)] nxn definise pomocu

151 JAMES WALLACE GIVENS, JR. (1910 — 1993), ameri¢ki matemati¢ar i jedan od pionira u
razvoju kompjuterskih nauka.

152 ALSTON SCOTT HOUSEHOLDER (1904 — 1993), ameri¢ki matematiar sa doprinosima u nu-
merickoj analizi i matematickoj biologiji.
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(k) _ (k) k) _ (k)

8pp =849 =€ 8pg = “8qp = 75,
gg.{) =0;; (u ostalim slucajevima),
gde su
c=cosf = éa;k_)lvp, s=sinf = éa;k_)lvq,
5=/, 2 +@?, 2.
ili sa Gy, =1, ako je a(k) =0, imamo:

p—lg
(a) matrice Ay su realne i simetricne;

(b) prvih k vantridijagonalnih elemenata matrice Ay sunule (k=1,... ,M);

(c) matrica Ay+1 je trodijagonalna.

Dokaz prethodne GIVENSove teoreme se moZe dati matemati¢kom induk-
cijom. Primetimo jednu sustinsku razliku izmedu GIVENSovog i JACOBIevog
metoda. Naime, kod JACOBIevog metoda sa matricom rotacije Ry = Ri(p,q)
se anulira samo element na poziciji (p,q). U GIVENSovom metodu imamo
da je u matrici Ay prvih £ — 1 vantridijagonalnih elemenata jednako nuli. Sa
GIVENSovom rotacijom Gy = Gi(p,q), odgovarajuci elementi u matrici Az 0s-
taju nepromenjeni, tj. jednaki nuli. Kako je, medutim,

(k+1) (k) (k)

Ay |, = =0, ,sin 0 —|—ap71’qcos 0,
izborom
a(k)
r—lg
tanf =
a(k)
p—Llp

imamo da je i k-ti element jednak nuli, tj. a;kjllzl = 0. Upravo ovakav izbor tan 6

je uzet za odredivanje elemenata c i s u matrici rotacije Gy.
Na osnovu (3.6.1) imamo

ag;jrl) = c2a§,",3 +2cs a§,’2 + szag,];),

k+1 k+1 k k k
i — ™ — (el + el + o)
ag;rl) = SZaE,];z —2cs aﬁ,’;) + CZagI;),
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(k+1 k+1) (k) (k)
k) k) ) (i#p,q),
Ay~ =dg = —Sa; t+ca;,
a§f+1) = aﬁ',-‘*” = a,(f) (u ostalim slucajevima).

Primetimo da GIVENSov algoritam zahteva ukupno M korenovanja i aproksi-
mativno 4n° /3 mnoZenja.

Primer 3.6.1. Primeni¢emo GIVENSov metod na redukciju matrice

1 1 1 1
1 2 3 4
A= 1 3 6 10
1 4 10 20

na trodijagonalni oblik. Na osnovu prethodnog, za to je potrebno M = 3 koraka.
GIVENSove rotacije su, pritom, odredene pomocu:

kK (p.g) Ck i

1 (23) 0707107  0.707107
2 2,4 0.816496 0.577350
3 (3,4 0.397360 0.917663

dok je odgovarajuéi niz simetri¢nih matrica Ay (k = 2,3,4) (elementi donjeg
trougla nisu navedeni):

1. 1.414214 O. 1.

t 7. 2. 9.899495
2= 1. 4.242641 |’
20.
1. 1.732051 0. 0.
o 20.666667  4.082493  9.428090
37 1. 2.309401 |’
6.333333
1. 1.732051 0. 0.

20.666667 10.274023 0.
7.175439  0.364642
0.1578957895

Svi rezultati su zaokrugljeni na Sest decimala. A

Ay =
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HOUSEHOLDERov metod. Ovaj metod [39] (videti, takode, [40], [41]) se zas-
niva na kori$¢enju niza ortogonalnih transformacija oblika
H=1-2ww!, wiw=1

sa pogodno izabranim vektorima w. Nije teSko pokazati da su ove matrice ortogo-
nalne (videti odeljak 4.3.4, gde je razmatran opstiji slucaj).
Neka je A realna simetri¢na matrica reda n. Stavimo A; = A i definiS§imo niz

(3.6.2) Ao =HIAH, (k=1,2,...,n—2),
gde je
(3.6.3) Hy=1-2ww’.

Specijalni izbor vektora w na svakom koraku u HOUSEHOLDERovom metodu
obezbeduje da je matrica A, trodijagonalna. Inace, sve matrice u nizu {A;} su
realne i simetriCne.

Strategija HOUSEHOLDERovog metoda je da se posle prvog koraka anuliraju
vantridijagonalni elementi u prvoj vrsti (i koloni), posle drugog koraka vantridi-

jagonalni elementi u drugoj vrsti (i koloni), itd. Pri ovome, prethodno anulrani
(k)

elementi se ne menjaju. Dakle, za matricu Ax = [a;;’] (k=2,...,n— 1) imamo

@?:o (1<i<k—1Ali—j|>1).

Da bi se ovakva transformacija obezbedila, za vektor w u (3.6.3) treba uzeti:

n
w=0 akoje m= Y (a](c];.))z =0,
jaat)

w=Bv akoje my #0.
Pri ovome, za koordinate vektora v = [vy -+ v,]” treba uzeti
o . o 2 (k) ,
vi=0 (i<k), w1 =28, vi=aqa, ([(>k+2),

gde su

@ Z (al(f;.))Z (S = sgn (a,i’f,z+l)\/S_2 ako je a,(c]f,zH + 0> ,
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1 ®) NG R () 1
y:ﬁ(5+ak7k+l), 2K =S +ak,k+1S7 ﬁzm

Odredivanje matrice A4 u (3.6.2) moZe da se uprosti, s obzirom na €injenicu
daje
A1 = (I=2wwh)A (I —2wwT)

= Ar—2wwl Ay — 24,ww7 +4waAkwa,

tj.
Api1 = Ay —2[32(vuT +uwv’),

gde su
u==¢—av, £=Aw, a=pH7¢

Primetimo da HOUSEHOLDERoV metod zahteva n — 2 korenovanja i aproksi-
mativno 2x° /3 mnoZenja, $to je dva puta manje od broja mnoZenja u GIVENSovom
algoritmu.

Primer 3.6.2. Primenimo HOUSEHOLDERov metod na transformaciju matrice A
iz prethodnog primera. Sada je potrebno samo dva koraka (n —2 = 2).

Prvi korak (k= 1) : Tmamo m; =2 # 0, §> = 3, S = 1.732051, K = 1.538189,
y=0.888074, B = 0.325058, a = 10.479274,

0. 4732051 4732051
| 2.732051 _ | 12464102 | ~16.165808
Y= €7 124196152 |0 ¥ T | 13716878 |

1. 40.928203 30.448929

1. —1732051 0. 0

A — 20.666667 —1.503206 —10.163460 |
2T 0.202565 0.666667 | °

7.130768

Drugi korak (k = 2) : Sada imamo my = 103.295919 # 0, §? = 105.555556,
S =—10.274023, K =7.778160, y = —0.757070, B = 0.064283, a = 3.818322,

0. 0. 0.
y— 0. €= 120.999532 | 120.999532
| —11.777230 |’ — | —9.a61295 | " 35.819733 |’

—10.163460 —80.324767 —41.507243
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1. —1.732051 0. 0.
20.666667 10.274023 0.
7.175439  —0.364642
0.157895

Elementi donjeg trougla u simetricnim matricama A; i Az nisu navedeni.
Primetimo da se dobijena trodijagonalna matrica razlikuje od one koja je dobi-
jena GIVENSovim algoritmom. Naravno, ove dve matrice su sli¢ne, s obzirom
na Cinjenicu da egzistira transformacija slicnosti sa dijagonalnom matricom D =
diag (1,—1,—-1,1). A

Az =

Napomenimo da se GIVENSovim i HOUSEHOLDERovim metodom hermitske
matrice transformiSu na hermitske trodijagonalne matrice. StaviSe, opste kom-
pleksne matrice se transformiSu na HESSENBERGov oblik.

4.3.7 Problem sopstvenih vrednosti za simetri¢ne trodijagonalne matrice

Neka je A realna simetri¢na trodijagonalna matrica reda n Cije ¢emo ne-nula
elemente oznaditi sa

Cl,’i:bl’ (l: 1,...,n),
Gij-1=ai-1;=c¢ (i=

2,...,n).

Sa pi(A) oznacimo glavni minor reda k matrice A — A1, tj.

bi—A (0]
2 bh—A «c3

Pr(A) = cz by—A

Ck

O Ck bk—;L

i defini§imo po(A) = 1. Primetimo da je p; (1) = b; — A.
Razvijanjem determinante py(A) po elementima poslednje vrste dobijamo

pe(A) = (b = ) pi-1(A) = ci p2(A).

Vrednost karakteristicnog polinoma matrice A za vrednost A, tj. p,(A) =
det (A — AI), mozemo jednostavno odrediti, na osnovu prethodnog, kori$¢enjem
troclane rekurentne relacije
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= Wk — Pk =2.....n
3.7.1) p(l):gbk Mpi-1(A) = pra(A)  (k=2,....n),

k
po(A) =1, pi(A)=b1—A.

Jedan jednostavan metod za odredivanje sopstvenih vrednosti simetri¢nih trodi-
jagonalnih matrica zasniva se na kori$¢enju rekurentne relacije (3.7.1), metoda
polovljenja intervala (videti odeljak 5.1.5) i tvrdenju sledece teoreme, koja se jed-
nostavno dokazuje:

Teorema 3.7.1. Neka su kod simetric¢ne trodijagonalne matrice A reda n svi ele-
menti ¢ # 0. Tada vaZi:

1° nule svakog polinoma py (k =2,...,n) su realne, razlicite i razdvojene
nulama polinoma py_1;

2° ako je p,(A) # O, broj sopstvenih vrednosti matrice A manjih od A je jednak
broju promene znaka s(A) u nizu

(3.7.2) po(A),p1(A),., pu(R).

Ako je neko py(L) =0, onda se na tom mestu u nizu (3.7.2) moZe uzeti bilo
koji znak, s obzirom da je pix—1(A)pr+1(L) <O.

Primetimo da u teoremi egzistira uslov ¢; # 0 za svako k = 2,...,n. Ako je, na
primer, za neko k = m, c¢,, = 0, tada se problem pojednostavljuje jer se raspada na
dva problema nizeg reda (m i n — m). Naime, matrica A postaje
A 0O
0 A//

A:

)

gde su A’ i A” trodijagonalne simetri¢ne matrice reda m i n — m respektivno, i u
tom slucaju je
det (A — AI) = det (A" — AI)det (A" — AI).

Koriséenjem viSe vrednosti za A mogude je sistematskom primenom teoreme
3.7.1, odrediti disjunktne intervale u kojima leZe sopstvene vrednosti matrice A.
Dakle, ako nadjemo da je

s(),l):sl i S(ﬂ,z):SQ:Sl—Fl (),1<),2),

na osnovu teoreme 3.7.1, imamo da u intervalu (4;, ;) leZi samo jedna sopstvena
vrednost matrice A. Tada se za njeno odredivanje mozZe iskoristiti jednostavni
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metod polovljenja intervala (metod bisekcije), suZavajuci ovaj polazni interval do
zahtevane tacnosti (videti odeljak 5.1.5).
Za odredivanje intervala u kojima leZe sopstvene vrednosti moZe se Koristiti i
GERSHGORINova teorema (videti odeljak 4.3.1), na osnovu koje su ti intervali
[b1 = le2|, b1 + |2,
[bi = leil = [civa |, bi + leil +[cia ] ((=2,...,n=1),
[bn = lenl, ba + [cal].

NaZzalost, ovi intervali nisu disjunktni, i u opStem slucaju ne sadrZe samo po jednu
sopstvenu vrednost matrice A.

Primer 3.7.1. Za datu matricu

1 1
a=|! 3 g 3
3 7
imamo
poA) =1, pi(A)=1-A1, p2(A)=B=2)p1(A)—po(2),

p3(A) =(5=2A)p2(A) —4p1(A), pa(Ad) = (T—2A)p3(2) —9p2(A).

Neka je A = 0. Tada imamo py(0) = 1, p;(0) = 1, p2(0) = 2, p3(0) =6,
p4(0) = 24. Znaci u nizu (3.7.2) suredom + + + -+ +, §to zna¢i da nema promene
znaka, tj. da je s(0) = 0. Prema teoremi 3.7.1, matrica A nema negativnih sop-
stvenih vrednosti, tj. ona je pozitivno definitna.

Uzimajudéi za A redom vrednosti 1,2,4,5,7,9,10 dobijamo sledece rezultate:
Na osnovu vrednosti za s(A) zakljuujemo da se u intervalima (0, 1), (1,2), (4,5),
(9,10) nalazi po jedna sopstvena vrednost matrice A. Te sopstvene vrednosti na
Sest decimala su

A 20322548, Ap = 1.745761, A3 224.536620, Ay =29.395071.

Napomenimo da su ovo nule LAGUERREovog!? polinoma L;. A

153 EDMOND NICOLAS LAGUERRE (1834 — 1886), poznati francuski matematiar.
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Tabela 3.7.1.
] ) [ 2 [ ) | m@) | s | s
1 1 0 —1 —4 —15 1
2 1 —1 -2 -2 8 2
4 1 -3 2 14 24 2
5 1 —4 7 16 —31 3
7 1 —6 23 -22 -207 3
9 1 -8 47 —156 —111 3
10 1 -9 62 —274 264 4

Odredivanje py(A) pomodu (3.7.1), u aritmetici sa pokretnom tackom, je sta-
bilno. Nazalost, i kod matrica ne tako visokog reda, vrednosti pi(A), za k koje je
blisko n, mogu da izadu izvan opsega brojeva, tj. da ove vrednosti postanu vece
od maksimalnog broja koji moZe biti zapisan u memoriji racunara, ili pak, manje
od minimalnog broja, $to se onda tretira kao nula. Ova Cinjenica ne dozvoljava
normiranje vrednosti za pi(A) jer se prakti¢no javljaju obe vrste prekoracenja.
Navedena teskoca dolazi posebno do izrazaja kada matrica A ima bliske sopstvene
vrednosti.

Jedan bolji pristup ovoj problematici ([10], [74]) je konstrukcija niza gi(1),
definisanog pomocéu

a(A) = pr(A)/pi-1 () (k=1,...,n).

Broj s(A) je sada broj negativnih ¢lanova niza {gx(A)}. Na osnovu (3.7.1) dobi-
jamo rekurentnu relaciju za g (A ),

gr(A) =bp— A —ci/qk,l(k) (k=2,...,n),

gde je g1 (A) =b; — L.

Jedan efikasan metod, tzv. QR algoritam, moZe se uspesno primeniti, u speci-
jalnom slucaju, i na trodijagonalne matrice, o ¢emu ¢e biti re¢i u narednom
odeljku.

4.3.8 LR i QR algoritmi

Ovaj odeljak posvecujemo tzv. faktorizacionim metodima. Prvi takav algori-
tam za reSavanje problema sopstvenih vrednosti za proizvoljnu matricu A opisao
je H. RUTISHAUSER">* ([62]) 1958. godine, nazivajuéi ga LR transformacijom.

154 HEINZ RUTISHAUSER (1918 — 1970), poznati §vajcarski matemati&ar, jedan od pionira moderne
numeri¢ke matematike i kompjuterskih nauka.
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Metod se sastoji u konstrukciji niza matrica {Ay }ren startujuéi od A} = A, na
slede¢i naCin: Matrica A se faktorizuje na donju trougaonu matricu L sa je-
dini¢nom dijagonalom i gornju trougaonu matricu Ry, tj.

(3.8.1) Ay = LRy,

a zatim se naredni ¢lan niza odreduje mnoZenjem dobijenih faktora u obrnutom
redosledu, tj.
Apy1 = Rl

Primetimo da su matrice Ay 1 Ag sli¢ne jer su povezane transformacijom sli¢nosti
—1
(3.8.2) Air1 = L ArLy.

Faktorizacija (3.8.1) se mozZe izvesti GAUSSovim metodom eliminacije.
Ako stavimo
LO=r,L; i RO=Re Ry,

na osnovu (3.8.2), imamo
LOA . =ALW,

odakle je
LORW — [ (k=1) 4 k1) — op (k=) plk=1)

Iteriraju¢i poslednju jednakost dobijamo
LORW = A2L k=2 pk=2) — .. — Ak

$to znadi da je LW R™® faktorizacija matrice A¥. Koriste¢i ove &injenice, RUTIS-
HAUSER [62] (videti, takode, [73]) je pokazao da pod odredenim uslovima niz ma-
trica {Ax} konvergira ka nekoj gornje trougaonoj matrici, ¢iji elementi na glavnoj
dijagonali daju sopstvene vrednosti matrice A. Obi¢no se LR metod primenjuje
na matrice prethodno svedene na gornju HESSENBERGovu formu (a;; = 0 za
i > j+2). Ako je nekim od metoda opsta matrica svedena na donju HESSEN-
BERGovu formu, LR metod primenjujemo na transponovanu matricu koja ima
iste sopstvene vrednosti. Sve matrice u nizu {A;} imaju HESSENBERGOV ob-
lik. Ubrzavanje konvergencije niza {A;} moZe biti u¢injeno uvodenjem pogodnog
pomeranja (Sifta) py, tako da umesto Ay, faktorizujemo By = Ay — prd = Ly Ry, pri
¢emu je, dalje, Ay = pil + RiLy.

Nazalost, LR algoritam ima viSe nedostataka (videti monografiju WILKIN-
SONa [73]). Na primer, faktorizacija ne egzistira za svaku matricu. Mnogo bolji
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faktorizacioni metod razvili su nezavisno FRANCIS!? [30]1 KUBLANOVSKAJA!5®

[50], u kome je matrica L zamenjena sa unitarnom matricom Q. Tako se dobija QR
algoritam'>’ definisan pomocu

(383) Ak:QkRk7 Ak-H :Rka (k: ]727"')7

startuju¢i od A; = A. Primetimo da je Ay = Q;AxOk.
Ako stavimo

(3.8.4) oM =0,---0r i RY=R, R,
sli¢no kao kod LR metoda, nalazimo
(3.8.5) Q(k)Ak-i-l :AQ(") i Q(k)R(k) — Ak

Teorema 3.8.1. Ako je matrica A regularna, tada egzistira dekompozicija A =
OR, gde je Q unitarna, a R gornje trougaona matrica. Stavise, ako su dijagonalni
elementi matrice R pozitivni, dekompozicija je jedinstvena.

QR faktorizacija (3.8.3) se moZe izvesti kori§éenjem unitarnih matrica oblika
I —2ww*. Tako, u cilju transformacije Ay na Ry, tj. redukcije kolona u Ay, imamo

(3:8.6) (1= 2w, 1w 1) (1= 201w Ag = Re.
Matrica QO je tada
(3.8.7) Qr=I—-2ww})---(I=2w,_ 1w’ ).

QR algoritam je efikasan ako polazna matrica ima (gornju) HESSENBERGovU
formu. Tada se prethodno pomenute unitarne matrice svode na dvodimenzio-
nalne rotacije. Sve matrice Ay imaju HESSENBERGovu formu. Dakle, problem
sopstvenih vrednosti za opStu matricu je najpogodnije reSavati kroz dva koraka.
Najpre, svesti matricu na HESSENBERGoV oblik, a zatim primeniti QR algoritam.

U specijalnom slucaju kada je polazna matrica trodijagonalna, matrice A; u
QR algoritmu su takode trodijagonalne. U tom slucaju, uz kori$¢enje pogodno
odabranog pomeraja p;, QR algoritam postaje veoma efikasan za reSavanje prob-
lema sopstvenih vrednosti za trodijagonalne matrice.

155 JOHN G.F. FRANCIS (1934 — ), engleski nau¢nik u oblasti kompjuterskih nauka.

156 VERA NIKOLAEVNA KUBLANOVSKAIJA (1920 — 2012), poznata ruska matemati¢arka u oblasti
linearne algebre.

157 Smatra se da je QR algoritam jedan od deset najznacajnih algoritama u dvadesetom veku.
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Uvodjenjem pomeraja py, formule (3.8.3) postaju

(3.8.8) Ay — pid = OkRy,  Apr1 = pid + ROk (k =1,2,... )

Pretpostavimo da je A(= A;) simetri¢na trodijagonalna realna matrica. Sve

ostale matrice Ay = [ag.{)]nx,, su isto takve. Upro$éenja radi, uvedimo notaciju iz
odeljka 4.3.7, tj.

b i=1,...n),

az(,l?fl = az(f)l,l =Y (i=2,.

; ., n).

i pretpostavimo da su cl(l) #0 (i =2,...,n). Tada matrica A; ima sve razliite
sopstvene vrednosti.

Postoje dva nacina za izbor pomeraja p;. Prvi nacin je da se za p; uzme vred-
nost elementa iz donjeg desnog ugla matrice Ag, tj. pr = bﬁ,k). Drugi nacin izbora
P je takav da se za py, uzima ona sopstvena vrednost matrice tipa 2 x 2

3.8.9 byl
(3.8.9) W

koja je bliza vrednosti bg,k). Ovakav izbor

I
(38100 p=by) +d—sen(@/d+ ()’ d=3(B b))

poti¢e od WILKINSONa i daje brzu konvergenciju QR algoritma u odnosu na izbor

pr= b,(f). U oba slucaja, inace imamo konvergenciju takvu da je

c,gk)cflk_)l —0  (k— o).

Ako cﬁ,k) postane zanemarljivo malo (na primer, masinska nula), moZemo uzeti
daje bflk) jedna sopstvena vrednost matrice A i da pritom poslednju vrstu i kolonu u
Ay izostavimo, tako da na dalje, reSavamo problem dimenzije n — 1. Medutim, ako
je cflk_)l zanemarljivo malo, dok je c,(f) znacajno, mozemo odmah odrediti dve sop-
stvene vrednosti matrice A. To su, zapravo, sopstvene vrednosti matrice (3.8.9).
Proces dalje nastavljamo tako §to u matrici Ay izostavljamo poslednje dve vrste i
dve kolone, a zatim primenjujemo algoritam (3.8.8) na problem dimenzije n — 2.
Na ovaj nacin, QR algoritam postaje veoma efikasan jer proizvodi deflaciju reda

matrice.
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U prakti¢noj primeni QR algoritma, dekompoziciju (3.8.3), tj. (3.8.8), nije
potrebno eksplicitno izracunavati. Naime, moguce je direktno odrediti (3.8.5), tj.

Ay = QWTAQY,

gde je sada Q) ortogonalna matrica odredjena sa (3.8.4). Primetimo da matrica
0™ konvergira ka ortogonalnoj matrici sopstvenih vektora matrice A (uporediti
sa slucajem kod JACOBIevog metoda, odeljak 4.3.5).

Kao $to je ve¢ reCeno, unitarne (ortogonalne) matrice koje se pojavljuju u
(3.8.6) 1 (3.8.7), svode se na dvodimenzionalne rotacije.

Neka je Z, = Z\) =1 — 2wpwh Wy = [Wpi -+ wp,]”, gde smo za koordinate
vektora w), uzeli

Wpp =Sin=, wp,r1=cos=, w,;=0 (i#p,p+1).

2 2’

Na osnovu (4.4.8) imamo

- -
0
1
7 — c S ~p
P s —c —p+1
1
0 .
L 1_
T
pp+1

gde suc=cos0is=sin6.

Jednostavnosti radi, u matrici Ay izostavimo indeks iteracije, tj. uzmimo da
je bgk) =b; i cl(k) = ¢;. Izaberimo sada ugao 0 = Ol(k) = 6, tako da su elementi
prve kolone ispod glavne dijagonale u matrici ZjA; jednaki nuli. Tada imamo
cotf; = bl/C2, tj.

by . 2
c=— i §=

Vb1t Vb1 + e

U matrici
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Y d 0 0 07
o, by ¢ 0 0 0
d ¢ b3 « 0 0
ZIAZi=|0 0 ca4 by 0 0
6 0O 0 0 bp—1 ¢

Lo 0 0 O Cn b, |

elementi oznaceni sa primom su oni elementi matrice Ay koji se menjaju pri nave-
denoj transformaciji. Matrica Ay se dobija pomocu

At =Zn 1 DL\ A 2y -+ 21,

gde se Zp,...,Z,_ konstruiSu na slican nacin kao i Z;, tako da matrica Ay
postane trodijagonalna. Proizvod svih ortogonalnih (dvodimenzionalnih) rotacija

7 =
k

(k) (K K
22z
Sy

daje matricu sopstvenih vektora. Naime, ovde je

@22 ) = 0¥,
1

k
=

Sada moZemo rekurzivno formulisati QR algoritam za odredivanje jedne sop-
stvene vrednosti A i odgovarajuéeg ortonormiranog vektora x = Ze; realne sime-
tri¢ne trodijagonalne matrice. Ovde jex’x =1 i e; =[10 --- 0],

Neka su A®) i y(®) = gk) ygk) yﬁ,k)]T redom aproksimacije za sopstvenu
vrednost A i sopstveni vektor x u k-tom iterativnom koraku (k= 1,2,...).

Startujuci od yV) = ey, tj. y\") = 1, y{") =0 (i=2,...,n), k-t iterativni korak
se moze iskazati na sledeci nacin.

Zap=1,2,...,n—1 odredujemo
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_(k k _(k k
a:=[EW2+ @2, =W/, si=dl)a,

bg,kﬂ) = E( )+2cs4k)1 +s2b§)+)1,

Ei,kll = szb;k) 2csA{+)1 +c b(J)rl,
1(Dk+1) §,>—|—sd( ) _
Eg,k) = (Eg,k) — bgj)rl )cs—i—EfDJ)rl (s> —c?),
Aﬁaklz' _chk-i)-z’ dfﬁl ::SCEJ](-i)-Q’
A0 e+l = ol
pomocu
B R Y]
Egk) . bgk), 8{2/() - Cgk), ysk) - ysk)

i A := px, gde je py sopstvena vrednost matrice (3.8.9) odredena pomoéu (3.8.10).

Iterativni proces se prekida kada, na primer, cE, ) postane dovoljno malo. Kao

$to smo ranije rekli, u tom slu¢aju uzimamo da je A := bg, Vix:= y®) odbacujemo

poslednju vrstu i poslednju kolonu u matrici Az, a zatim kompletan iterativni
postupak ponavljamo nad ovom matricom reda n — 1. Tada odredujemo drugu
sopstvenu vrednost i odgovarajuéi sopstveni vektor (videti metod deflacije, ode-

ljak 4.3.4), itd. Sli¢no postupamo ukoliko je c( )1 zanemarljivo, a cfzk) znacajno. U

tom slucaju odredujemo dve sopstvene vrednostl istovremeno.

Primetimo da nizovi bE, ), cﬁ, ), Ef,m, yﬁ,"> ne zahtevaju dodatni memorijski pros-

tor. Naime, oni se mogu memorisati na istim mestima gde se memoriSu nizovi
(k) (k) (k)
by’ cp’yp’

Navedena modifikacija QR algoritma za trodijagonalne matrice igra znacajnu

ulogu kod dobro poznatog GOLUB'>8—WELSCHovog!? algoritma [37] koji je

158 GENE HOWARD GOLUB (1932 — 2007), poznati americki matematitar sa znacajnim dopri-
nosima u numerickoj analizi, a posebno u numerickoj linearnoj algebri. Bio je profesor na Stan-
ford univerzitetu i ¢lan viSe nacionalnih akademija nauka. Osniva¢ je danas prestiZnih nau¢nih
Casopisa SIAM Journal on Scientific Computing i SIAM Journal on Matrix Analysis and Appli-
cations.

159 Pretrazivanjem po internetu, kao i u komunikacijama sa mnogim relevantnim matematiarima
u svetu, nismo uspeli da dodemo do podataka o koautoru GOLUBovog rada [37], JOHN H.
WELSCHu.
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doprineo znacajnom progresu u numerickoj konstrukciji parametara (¢vorova i

teZinskih koeficijenata) GAUSS-CHRISTOFFELovih!®? kvadraturnih formula.
Sli¢no QR algoritmu razvijen je i QL algoritam [14], gde je L donja trougaona

matrica, a Q unitarna matrica. Takode, razvijen je i tzv. implicitni QL algoritam

[20]. U oba od pomenutih radova dati su, u to vreme, i odgovarajuéi programi na
ALGOL jeziku.

160 B wIN BRUNO CHRISTOFFEL (1829 — 1900), poznati nemacki matematicar i fiziar.
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5. NELINEARNE JEDNACINE I SISTEMI

5.1 NELINEARNE JEDNACINE

5.1.1 Osnovne napomene

Ovo poglavlje je posveéeno konstrukciji metoda za reSavanje nelinearnih
jednacina oblika f(x) = 0, bez obzira na to da li su one algebarske ili transcen-
dentne. Zbog specifi¢nosti koje poseduju algebarske jednacine i zbog vaZnosti
koje one u primenama imaju, u literaturi je razvijen ogroman broj metoda za
njihovo resavanje. U naSem izlaganju ovom problemu posveéujemo posebno
poglavlje.

U glavi 3, a posebno u odeljku 3.1.2, data je opsSta teorija o egzistenciji i jedin-
stvenosti reSenja nelinearnih jednacina oblika

(1.1.1) f(x) =0,

kao i o iterativnim procesima za nalaZenje ovih reSenja. U ovom poglavlju razma-
tra¢emo konstrukciju konkretnih iterativnih metoda za resavanje jednacine (1.1.1).
Svi metodi koji ¢e biti izloZeni primenjuju se na odredivanje izolovanih korena
jednacina (videti, na primer, [56], [103], [104]).

5.1.2 NEWTONov metod

NEWTONov ili kako se esto naziva NEWTON-RAPHSONov'®! metod pred-
stavlja osnovni metod za nalaZenje izolovanih korena nelinearnih jednacina.

Neka je na segmentu [, 3] izolovan jedinstven prost koren x = a jednacine
(1.1.1) i neka f € C'[a, B] i f'(x) # 0 za svako x € [, B]. Izaberimo tatku x €
(a,B). Tada, na osnovu TAYLORove formule, imamo

161 JosEPH RAPHSON (21648 — 21715), engleski matematiCar o ¢ijem Zivotu se malo zna
ukljucujudi i tatne godine rodenja i smrti.
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(1.2.1) f(a) = f(x0) + f'(x0)(a—x0) + O((a — x0)*),

gdeje & =xp+60(a—xp) (0< 6 <1). Imajuéiuvidudaje f(a) =0, zanemariva-
njem poslednjeg ¢lana na desnoj strani u jednakosti (1.2.1), dobijamo

axy— f(xo)
J'(x0)
Sa x; oznac¢imo desnu stranu u poslednjoj pribliznoj jednakosti, tj.
f(xo)
(1.2.2) X1 =X0—
f'(x0)

Geometrijski x; predstavlja apscisu tacke preseka tangente na krivu y = f(x), u
tacki (xo, f(x0)), sa x-osom (videti sl. 1.2.1, levo).

Yy y

>

—a x; x| X9 X —a X3xpx; X9 X

>

Slika 1.2.1. Geometrijska interpretacija NEWTONovog (levo) i modifikovanog NEWTONovog
metoda (desno)

Jednakost (1.2.2) sugeriSe konstrukciju iterativnog procesa

()
f' ()’
koji je poznat kao NEWTONov metod ili metod tangente.
Predimo sada na ispitivanje konvergencije iterativnog procesa (1.2.3), uvodeci

dopunsku pretpostavku za funkciju f. Naime, pretpostavimo da f € C2[a, B].
Kako je iterativna funkcija ¢, kod NEWTONovog metoda, odredena sa

S
fx)’

(1.2.3) Xk1 = Xk

k=0,1,...,

o x) =x

diferenciranjem dobijamo
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()2 _ 11 11
1 piy =1 TP SO _J0F )
f'(x) f'(x)

Primetimo da je ¢(a) = a i ¢’(a) = 0. Kako je, na osnovu ulinjenih pretpostavki
za f, funkcija ¢’ neprekidna na [a, B] i kako je ¢'(a) =0, to postoji okolina tatke
x = a, u oznaci U(a), u kojoj je
S
— i< g<].

P |7
Teorema 1.2.1. Ako xo € U(a), niz {xi ken,, generisan pomocu (1.2.3), konver-
gira ka tacki x = a, pri Cemu je

(1.2.5) 9" (x)] =

xp1—a  f(a)

(1.2.6) kst (e —a)?  2f'(a)

Dokaz. 1z (1.2.3) sleduje

o fw) — f(a)
Xepl —a =X —a I
g.

f(x) = fa) = f (0) (k= a) = () (a1 — ).

S druge strane, na osnovu TAYLORove formule, imamo

Fla) — £ = £/ ) a— ) + 5.7 (80) fa— )

gde je & neka taka izmedu x; i a.
Ako poslednje dve jednakosti saberemo dobijamo

0=~ () (k1 @) + 5 /(&)@ —x)

Kako je, na osnovu ulinjene pretpostavke, f’(x;) # 0, iz poslednje jednakosti
sleduje

xeer—a (&)
(e —a)*  2f ()

Da bismo dokazali konvergenciju niza {x}en, dovoljno je primetiti da ¢ pre-
slikava U (a) u U (a). Tada, imajudi u vidu (1.2.5) vidimo da ¢ zadovoljava uslove
teoreme 1.2.2 iz odeljka 3.1.2, odakle sleduje konvergencija iterativnog procesa
(1.2.3), pri proizvoljnom xy € U(a).

Kako x; — a, kada k — +oo, i kako je f” neprekidna funkcija, iz (1.2.7) sleduje
(1.2.6). DO

(1.2.7)
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Primer 1.2.1. Odredi¢emo reSenje jednacine
f(x)=x—cosx=0
na segmentu [0, 7/2] primenom NEWTONovog metoda

Xp —COSX;  Xi Sinxy + cosxy
1 +sinx, 1 + sinxy

Xpp1 = Xk k=0,1,....

Primetimo da je f’(x) = 1+ sinx > 0 za svako x € (0,7/2). Startujuci sa xo = 1,
kao i u primeru 2.2.1 iz odeljka 3.2.2, dobijamo niz iteracija:

k Xk

0 1.

1 0.7503638678402439
2 0.7391128909113617
3 0.7390851333852838
4 0.7390851332151607
5 0.7390851332151606

Na osnovu poslednje dve iteracije zakljuCujemo da je reSenje posmatrane
jednacine odredeno sa Sesnaest ta¢nih decimala. A

Primer 1.2.2. Primeniéemo NEWTONov metod na reSavanje jednaCine f(x) =
xX"—a=0(a>0,n>1)ucilju da dobijamo iterativnu formulu za odredivanje
n-tog korena iz pozitivnog broja a,

x—a 1 a
Xjp] = Xk — =—<(m—lx+—,, k=0,1,....
k+1 k an’l " ( )Xk xf'c’l

Specijalan slucaj ove formule, za n = 2, naveden je na samom pocetku ove knjige
uodeljku 1.1.1. A

Kod primene NEWTONog metoda Cesto se namece pitanje kako izabrati poce-
tnu vrednost x( tako da niz {x; } ey bude monoton. Jedan odgovor na ovo pitanje
potie jo§ od FOURIERa. Naime, ako f” ne menja znak na [a, 3] i ako se x iza-
bere tako da je f(x0)f” (xo) > 0, niz {x; }xen bi¢e monoton. Ovo tvrdenje sleduje
iz (1.2.4).
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Na osnovu teoreme 1.2.1 zaklju¢ujemo da NEWTONov metod primenjen na
odredivanje prostog korena x = a ima kvadratnu konvergenciju ako je f”(a) # 0.
U tom slucaju, faktor konvergencije (asimptotska konstanta greske) je

f"(a) ‘ _
2f"(a)

Slu¢aj f”(a) = 0 treba posebno analizirati. Naime, ako pretpostavimo da f €
C3[a, B], moZe se dokazati da je

G =|

. X+l —ad f a)
A e —aP  3a)

Primer 1.2.3. Posmatrajmo jednacinu
fx) =x> =3 +4x—2=0.

Kako je f(0) = =21 f(1.5) = 0.625 zaklju¢ujemo da na segmentu [0, 1.5] data
jednacina ima koren. S druge strane, f'(x) =3x? —6x+4=3(x—1)2+1>0, $to
znaci da je koren prost pa mozemo primeniti NEWTONov metod.

Startujuéi sa xp = 1.5 1 koriSéenjem aritmetike dovoljno velike duZineu, na
primer sa 60 dekadnih cifara u programskom paketu MATHEMATICA, dobijamo
sledece iteracije:

Xk €
15 5.00(
1.14285714285714285714285714285714285714285714285714285714286  1.41(—
1.00549450549450549450549450549450549450549450549450549450549  5.49(
1.00000033172369936942641986865731847166930331720382132432726  3.32(—7
(
(

1.00000000000000000007300615826690374163861987594028874395515  7.30(—20)
1.00000000000000000000000000000000000000000000000000000000078  7.78(—58)

hn A WD = O

Tagna vrednost korena je a = 1, s obzirom da je f(x) = (x —1)3 + (x —1).
Primetimo da je u ovom slu¢aju f”(1) = 0. Ako stavimo ey = x; —a, k=0,1,...,
imamo

Zez

——, k=0,1,...,
1+ 3e;

€rr1 =

tj. ex+1 ~ 2¢}, kada k — +oo. Zaista, u ovom slu¢aju imamo " (1)/(3f'(1)) =2.
Numericke vrednosti za e, su takode navedene u prethodnoj tabeli. A
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U cilju smanjivanja broja racunskih operacija, ¢esto se koristi slede¢a modi-
fikacija NEWTONovog metoda

S ()

f'(x0)”
Geometrijski x| predstavlja apscisu tacke preseka x-ose sa pravom koja pro-

lazi kroz ta¢ku (xi, f(xx)) i koja je paralelna sa tangentom krive y = f(x) posta-

vljene u tacki (xo, f(xo)) (videti sl. 1.2.1, desno).
Iterativna funkcija modifikovanog NEWTONovog metoda je

G
f'(x0)

Kako je ¢;(a) =a i ¢{(a) =1— f'(a)/f (x0), zakljuCujemo da metod ima red
konvergencije jedan, tj. vazi

(1.2.8) Xip1 = X — k=0,1,....

¢ (x) =

Xyl —a ™ (1 - ]{/((;)))>(xk—a) (k — Ho0),
pri ¢emu je uslov
f'(x)
<<t

analogan uslovu (1.2.5).
NEWTONov metod moZe se razmatrati i kao specijalan slucaj tzv. uopstenog
NEWTONovog metoda

W () f (k)
v () f (o) + () 7 ()
gde je y data diferencijabilna funkcija.
Za y(x) =1, (1.2.9) se svodi na standardni NEWTONov metod (1.2.3).

(1.2.9) Xk+1 = Xk —

=0,1,...,

Za y(x) = xP, gde je p parametar, iz (1.2.9) sleduje formula

X1 = Xk — ) k:O,l"",

.

_ _ S () } _
(1.2.10) xk+1—xk{1 O ETLr L
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Metod definisan formulom (1.2.10) razmatran je u radu [19], dok je specijalni
slucaj za p = 1 —n, u slucaju kada je f algebarski polinom stepena n, bio tretiran
ranije u radu [125].

Na kraju navedimo joS$ jednu modifikaciju NEWTONovog metoda, koja se sas-
toji u sukcesivnoj primeni formula

_ f (o) o fO) _
(1.2.11) yk_xk—f’(xk)’ Xpt1 = Yk f/(xk)’ k=0,1,....

Sliéno dokazu teoreme 1.2.1, za ovaj dvo—koracni metod mogu se dokazati
grani¢ne vrednosti

. 1
lim pr—a _f (a)

kot (e —a) (i —a)  f'(a)

- xqi—a 1 f"(a))?
lim == ,
koo (xx—a)® 2\ f'(a)
gde je klim x; = a. Dakle, dvo—koracni iterativni proces definisan formulama
—-feo

(1.2.11) ima kubnu konvergenciju.
O nekim viSe—stepenim metodima bice reci u odeljku 5.1.8.

5.1.3 NEWTONov metod za viSestruke nule

Posmatramo jednacinu f(x) = 0, koja na segmentu [¢t, 3] ima koren x = a
visestrukosti m (> 2). Ako pretpostavimo da f € C"™"![a, B8], tada je

flay=f(a) == f"D@ =0, f"(a)#0.
Naime, u ovom slucaju, f se moZe predstaviti u obliku
(1.3.1) fx) = (x—a)"g(x),

gde g € C" e, B] i g(a) # 0.
1z (1.3.1) sleduje
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Ako stavimo A(a) := liLnA(x), tada je A(a) = 0.
X—a

Iterativna funkcija NEWTONovog metoda, primenjenog na odredivanje vise-
strukog korena, na osnovu prethodnog postaje

o apW
LA s s P
Kako je
d@)=a, Pl@)=1->, <g@<1 (m>2)

i ¢’ neprekidna funkcija, zaklju¢ujemo da postoji okolina korena x = a u kojoj je
|¢’(x)| < g < 1, odakle sleduje da je NEWTONov metod i u ovom slu¢aju konver-
gentan, ali sa redom konvergencije jedan.

Ukoliko nam je unapred poznat red viSestrukosti korena, tada se NEWTONov
metod moze modifikovati tako da ima red konvergencije dva. Naime, treba samo
uzeti

(1.3.2) ka:xk—m%, k=0,1,....

Napomena 1.3.1. Formalno, formula (1.3.2) predstavlja NEWTONov metod prime-
njen na reSavanje jednacine

F(x)=y{/f(x)=0.

Teorema 1.3.1. Ako je xg izabrano dovoljno blisko korenu x = a, Ciji je red
viSestrukosti m, tada niz {xi }ren,, definisan pomocu (1.3.2), konvergira ka a,
pri Cemu je
pi—a 1 fmi(g)
(xx—a)>  m(m+1) fm(a)

(k — +o0).

Dokaz ove teoreme mozZe se naci, na primer, u [93].

Ukoliko red viSestrukosti m nije poznat, tada se umesto jednaCine f(x) =0
moZe reSavati jednalina f(x)/f’(x) = 0, &iji su svi koreni prosti. NEWTONov
metod primenjen na ovu jednacinu daje formulu

f()
f'(x)

Xpp1 = X — | ——L k=0,1,...,

(2]
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tj. formulu

SRS ()
S (0% = f(a) £ (o)

¢iji je red konvergencije dva. Primetimo da se ova funkcija dobija iz (1.2.9) uzi-

majuéi y(x) =1/f(x).

Xpp1 = Xk k=0,1,...,

5.1.4 Metod secice

Ako se u NEWTONovom metodu vrednost izvoda f’(x;) aproksimira pomocu
JOo) — fOoe—1)

podeljene razlike
Xk — Xk—1

dobijamo metod secice

Xk — Xk—1
fOa) = f(x-1)

koji pripada klasi metoda oblika (2.1.2) (odeljak 3.2.1). Za startovanje iterativnhog
procesa (1.4.1) potrebne su dve pocetne vrednosti xp i x;. Geometrijska inter-
pretacija metoda seCice data je na sl. 1.4.1 (levo).

Neka na segmentu [ct, 3] postoji jedinstven koren x = a jednaline f(x) = 0.
Za ispitivanje konvergencije iterativnog procesa (1.4.1) pretpostavimo da funkcija
feCa,B]if(x)=0zasvako x € [, B].

Ako stavimo ¢y = x; —a (k=0,1,...), iz (1.4.1) sleduje

(].4.]) Xk+1 = Xk —

f(xk), k= ],2,...,

€ — €p—1

Ja) = f (x—1)

(1.4.2) eyl = e — S ().

Slika 1.4.1. Geometrijska interpretacija metoda secice (levo) i metoda regula falsi (desno)
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Kako je
1) = £ (@es+ 3 £ (@)ef + O(e)
i
Tow) = F0) _ gy L)1)+ 0GR )
€l — €k—1 2

zamenom u (1.4.2) dobijamo

PO (RS (RS NAORLIC M
' 7@+ Yeatanf@+0ed))

odakle je
et = [1 _ (1 + %ekj}((z)) + 0@%)) (1 _ %(ek +ek_1)];:((§)) 4 O(e,%l)ﬂ ,
g.

(1.4.3) et = exer 1 D (11 0(e1)).

2f(a)

Da bismo odredili red konvergencije i faktor konvergencije podimo od
(14.4) lexs1] = Crlexl" 14 O(eq)|
Tada, na osnovu (1.4.3) i (1.4.4), dobijamo
lecs1] = Crlex|"|[1+0(ex)| = C(Crlex—1|") |1+ O(ex—1))|
/")

el ( [ 11+ 0(ex1)l
lex—1]"lex—1] (@) |14+ O(ex—1)|
odakle sleduje
// 1
P—r—1=0 f ‘/r.
12f/(a

Red konvergencije r dobijamo kao pozitivno reSenje dobijene kvadratne jedna-
&ine, tj. r = (14 +/5)/2 2 1.62. Faktor konvergencije je

| f(a) -1)/2
12f(a) ‘
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Napomena 1.4.1. U literaturi se za reSavanje jednacine
(1.4.5) x=g(x)

srece tzv. metod WEIGSTEINa (videti [137]), kod koga se polazeéi od x( generiSe
niz {x; }reny pomocu

X1 = g(XO),

(8(xk) — g(xk—1))(g(xx) — xx) B
(g() — g(x—1)) — (xx —xx-1) k=1,2,....

U radu [134] je pokazano da je ovaj metod, ustvari, metod secice sa pocetnim
vrednostima xo i x; = g(xp). Naime, ako jednacinu (1.4.5) predstavimo u obliku

(1.4.7) f(x)=g(x)—x=0,
smenom (1.4.7) u (1.4.6), dobijamo (1.4.1).

(1.4.6) xi1 = glx) —

Metod secice moze se modifikovati tako da je

Xk — X0
f (k) = f(x0)

Ovaj metod se Cesto naziva metod regula falsi. Za razliku od metoda secice, gde
je dovoljno uzeti x| # xg, kod ovog metoda x; i xg treba uzeti sa razlicitih strana u
odnosu na odnosu na koren x = a. Geometrijska interpretacija metoda regula falsi
data je na sl. 1.4.1 (desno).

Iterativna funkcija kod modifikovanog metoda secice je

(1.4.8) Xkl = Xg — flxe), k=1,2,....

W) mxe KT oy XS0 =X (x0)
$) f(X)—f(xO)f( ) ) = fxo)

Ako pretpostavimo da f € C'[a, B], tada je
¢/(x) _ f(XO) X — X0 f/(x)_l .

fx) = f(xo) [f(x) = f(x0)

Kako je ¢(a) = ai ¢’ (x) # 0, zakljuCujemo da iterativni proces (1.4.8), ukoliko je
konvergentan, ima red konvergencije jedan. Uslov konvergencije, u ovom slucaju,
je dat pomocu

0’ <g <1 (fx) # f(x0)),
za svako x € [ot, B]\ {x0}
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Primer 1.4.1. Primenom teoreme 2.4.1 (odeljak 3.2.4) na iterativni proces (1.4.8)
dobijemo iterativni proces drugog reda

xo08(xk) — xh(x)

Xkp1 = C0) —h(s) k=1,2,...,
gde su
RS0 e L@
g(x) - X — X0 h( ) f(X)
A

Ako se izvod f'(x;) u NEWTONovom metodu zameni kona¢nom razlikom u
tacki xx, sa korakom h = f(x¢), tj.

o SO+ fa) = ()
J () ’

f'(x)
dobija se metod STEFFENSENa

f)?
f o+ £ () — f ()
Neka je x = a jedinstven prost koren jednacine f(x) =0 na segmentu [, f] i

neka f € C*[a, B]. Metod STEFFENSENa je interesantan jer ima red konvergencije
dva, a da pri tome iterativna funkcija

(1.4.9) Xpr1] = Xk —

k=0,1,... .

f(x)?
fr+/x) = Fx)

ne sadrzi izvod f’. Da bismo odredili asimptotsku konstantu greSke metoda
(1.4.9), podimo od TAYLORove formule

O (x) =x—

Flt ) = F@)+ £ 0700 + 3 £ E)F )
gdeje & =x+0f(x) (0< O <1). Tada je

S0
170/ )

S obzirom na to da postoji okolina tatke x = a, u oznaci U (a), u kojoj je

¢(x) =
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WASNE
|3 e <t
IO O oY e
o) = -1 (1= 358 o)) e vta,
Kako je

f) _ f"(a)

@ 2

iz poslednje jednakosti sleduje

(x—a??+0((x—a)’) (xeU(a)),

o) -a~ L@+ V- aF (- a)
$to znaci da je asimptotska konstanta greske
_| @)
C2 - 2f’(a) (f (Cl) + ]) .

5.1.5 Metod polovljenja intervala

Neka je na segmentu [o, B] izolovan prost koren x = a jednacine
(1.5.1) f(x) =0,

gde f € Cla, B]. Metod polovljenja intervala za reSavanje jednacine (1.5.1) sastoji
se u konstrukciji niza intervala {(xg,yx) }xen takvog da je

1
Vier1 — Xpep1 = E(yk—xk), k=1,2,...,

i pri tome da je
lim x; = lim y, =a.
k—roo k—>-o00
Navedeni proces konstrukcije intervala se prekida, na primer, kada duZina in-
tervala postane manja od unapred zadatog malog pozitivnog broja €.
Metod polovljenja intervala je veoma jednostavan i moZe se iskazati kroz
sledeca Cetiri koraka:
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1° k=0, x;:=a, y;:=f;
1
2° ki=k+1, 7= =(a+m);

2
3° akoje
<0 uzeti gy =Xk, Virl i= Z,
f(zk)f(xk) >0 Xk+1 = Zks Yik+1 = Yk,
=0 kraj izraCunavanja a := zi;
4°  ako je
>€ preci na 2°,

kraj izraCunavanja a := zj 1.

Primetimo da za greSku u aproksimaciji zx4; vaZi ocena
1
|2k —al < W(ﬁ —a).

5.1.6 SCHRODEROV razvoj

Neka je funkcija f : [, ] — R diferencijabilna i takva da je f’(x) # 0 za
svako x € [a,B]. S obzirom na to da je tada f striktno monotona na [a,f] to
postoji njena inverzna funkcija F koja je, takode, diferencijabilna. Naime,

dx 1

F’y =—=—— (y=f(x)).
M=% =5 0=
Stavise, ako je f dva puta diferencijabilna funkcija na [, B], tada je
/!
S0
)=y

Problem nalaZenja viSih izvoda funkcije F', pod pretpostavkom da je ona do-
voljan broj puta diferencijabilna, moZe biti vrlo komplikovan. Kako SCHRODERov'®
razvoj [118], o kome ¢e biti re¢i u ovom odeljku, zahteva poznavanje visih izvoda

2

162 ERNST SCHRODER (1841 — 1902), nema&ki matematicar.
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funkcije F to ¢emo najpre izloZiti jedan rekurzivni postupak za reSavanje pomenu-
tog problema.

Pretpostavimo da je funkcija f diferencijabilna (n+ 1) puta na [o, 8], kao i to
da je

X

gde je X; polinom po f/, f",....,f® i fO = fO(x)zai=1,....n+1.
Primetimo da je formula (1.6.1) tacCnaza k =11k =2, pri Cemu su X; =1 i

Xo = —f".

Pretpostavimo sada da je formula (1.6.1) ta¢na za neko k € {1,...,n}. Kako je
X; polinom po f7,..., f® i

(1.6.1) FR(y) = (k=1,...,n41),

aXi d BXk
;K “x H—l
k dx dx k(

polinom po f7,... ,f(k+1), to iz (1.6.1) sleduje

d X dx
Flt) )y = £ 2k )91
D=z (( -] dy

J
X k= DX Xy
; (f1)#H o (f)Fr
gde je
(1.6.2) Xir1 = X — (2k— 1) X f"

polinom po f/, ..., fk+D,

Izvodi funkcije F su dati sa (1.6.1), pri Cemu se niz {X }ren odreduje pomocéu
rekurentne relacije (1.6.2) polazeéi od X; = 1.

Prvih pet ¢lanova niza {X;} su

Xl = 17
— _f//
ff///+3f
_ _f/2f +10f/f//f///_ 15f//3
_f/3f(5) _|_ 15f/2f//f(4) + 10f/2f1112 _ 105f/f//2f/// _|_ 105f//4

12
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Pretpostavimo sada da funkcija f na segmentu [, ] ima jednu prostu nulu
x = a, ¢iju okolinu ozna¢imo sa U (a). Ako stavimo h = — f(x)/f'(x) (x € U(a)),
tada je 0 = f(x) +hf'(x), odakle je

a=F(0)=F(h+hf).
Neka je f € C""![a, B]. Tada, na osnovu TAYLORove formule, imamo

nq F(n+1)(y)

a=Y ZFO0) 0 +

/\n+1
= k! (n+1)! (Rf)™,

gdejey= f+rthf'=(1—1)f =0f (¢,0 € (0,1)). Najzad, koris¢enjem formule
(1.6.1) dobijamo SCHRODEROV razvoj

n /el (k)
a—x=Y x (L. L Lo,

= k! f,7 f/7 ) f/
g,
f// , 3 f//2 . f/ f/// ;
(163) a—x—h—z—f,h +Th
N lof/f//f/// _f/2f(4) _ 15f//3h4 L
24173 '

Napomena 1.6.1. Ako je funkcija f analiticka, u prethodnom razvoju moZe se
uzeti da n — oo,

Ako za analiti¢ku funkciju f (sa f'(a) # 0) definiSemo koeficijente

1 fW(a)
1.6.4 = — =2,3,...
( 6 ) Ck k! f’(a) ) k 737 )
i stavimo e :=x—a (x € U(a)), tada je (videti, na primer, [75])
(1.6.5) ]J:/(();)) = e— 26’ +2(c3 —c3)e’ — (4¢3 — Tezer + 3¢y e

+(8¢3 — 20c3¢3 + 10c4cr + 6¢3 — 4cs) e’
—[16¢5 — 52¢3¢3 +28c4¢5 + (33¢5 — 13c5)ca — 17c3¢4 + Sc6)e®

+0(e),
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Sto je, u stvari, inverzna formula od (1.6.3). Za dobijanje razvoja (1.6.5) moZemo
jednostavno koristititi pogodnost simboli¢kog izraCunavanja $to je obezbedeno u
softverskom paketu MATHEMATICA. Dakle, za

/ f"(a) 1 (a)
f(x) :f(a)+f(a)e+ i &2+ 30 S ) e s
i fla)+ f"(a)e+ #eﬂ_... 14+2cre+3c3e? -

jednostavan kod daje razvoj:

c[1l] = 1; fkrozfl[e_, n_, m ] :=
Series[Sum[c[k] e*k, {k, 1, n}] / Sum[kc[k] e (k-1), {k, 1, n}],
{e, 0, m}]
fkrozfl[e, 6, 6]
e-c[2]e*+ (2c[2]?-2c[3]) e+ (-4c[2]*+7c[2] c[3] -3c[4]) e*+
(8c[2]*-20c[2]?c[3] +6c[3]%+10c[2] c[4] -4c[5]) e+
(-16c[2]®°+52c[2]®c[3] -33c[2] c[3]*-28c[2]®c[4] +17c[3] c[4] +
13c[2] c[5] -5¢c[6]) e®+0[e]”

Na primer, u slu¢aju NEWTONovog metoda (1.2.3), za koji je

(1.6.6) 0(x) = on(x) =x— j{((i)) ,

imamo
(1.6.7) ¢n(x) —a = c2e* —2(c3 — c3)e + (4¢3 — Tezer + 3cy) e
— (8¢5 —20c3¢3 4 10cycy + 663 — des)e’
+[16¢5 — 52¢3¢3 +28¢4¢3 + (33¢3 — 13¢5)cn
—17c3¢4 + 5c6)e® +0(€7).

Formula (1.6.5) je korisna u asimptotskoj analizi iterativnih procesa.

5.1.7 Metodi viseg reda i racunska efikasnost iterativnih procesa

U ovom odeljku ukaza¢emo na neke nacine za dobijanje iterativnih procesa,
¢iji je red konvergencije veéi od dva, pri Cemu pretpostavljamo da jednacina
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(1.7.1) f(x)=0

na segmentu [, B] ima jedinstven prost koren x = a, kao i da je funkcija f dovo-
ljan broj puta neprekidno diferencijabilna na [o, 8. Kao §to smo videli u odeljku
5.1.2, NEWTONov iterativni metod (1.2.3) ima red konvergencije r = 2 i pri tome
zahteva dva funkcionalna izraCunavanja po iteraciji, vrednost funkcije i vrednost
njenog izvoda u tacki x;. STEFFENSENov metod (1.4.9) je drugog reda i zahteva
takode dva funkcionalna izraCunavanja po iteraciji, f(xx) i f(xx + f(xx)). S druge
strane, modifikovani NEWTONov metod (1.2.8) zahteva samo jedno izraCunavanje
funkcije po iteraciji, ali mu je zato konvergencija linearna. Kod metoda secice
(1.4.1), koji pripada klasi metoda sa memorijom (2.1.2), red konvergencije je
r=(1++/5)/2 ~ 1.62, uz samo jedno funkcionalno izra¢unavanje f(x), dok
se druga neophodna vrednost f(x;—_;) prenosi iz prethodne iteracije. Nije tesko
zakljuciti da se visi red konvergencije moze posti¢i vecim brojem funkcionalnih
izraCunavanja (vrednosti funkcije f i/ili njenih izvoda) po iteraciji.

Dakle, kod odredivanja korena jednacine (1.7.1), sa zahtevanom ta¢nos¢u, do-
bro je, s jedne strane, posti¢i to sa manjim brojem iteracija, Sto se obezbeduje
brzom konvergencijom iterativnog procesa, ali, sa druge strane, i sa manjim bro-
jem operacija po iteraciji, $to je suprotno prethodnom zahtevu. Stoga je neophodno
naciniti kompromis izmedu ova dva zahteva uvodenjem tzv. racunske efikasnosti
(videti: TRAUB'®3 [129, str. 260—264], OSTROWSKI [93, str. 20])

(1.7.2) E=E(¢.f)=r",

gde je r red konvergencije procesa definisanog iterativnom funkcijom ¢ i d
ukupan broj novih funkcionalnih izraCunavanja (vrednosti funkcije f i/ili njenih
izvoda) koji se pojavljuju u iterativnoj funkciji ¢.

U skladu sa definicijom (1.7.2), racunske efikasnosti NEWTONovog i STEF-
FENSENovog metoda su jednake 2'/2 ~ 1.414, dok je ratunska efikasnost metoda
selice veca i iznosi (1++/5)/2 ~ 1.618. Modifikovani NEWTONov metod (1.2.8)
ima racunsku efikasnost jednaku jedinici.

U daljem tekstu izloZi¢emo neke standardne nacine za dobijanje iterativnih
procesa viSeg reda.

1. Posmatramo SCHRODERov razvoj (1.6.3). Uzimajuci konacan broj prvih
¢lanova na desnoj strani ovog razvoja moZemo dobiti niz iterativnih formula:

163 JoSEPH FREDERICK TRAUB (1932 — ), ameri¢ki nau¢nik u oblasti kompjuterskih nauka, roden
u Nemackoj.
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n e T®
o) =x+h ==L
1 . ") F(x)?
u) = ) =a- o LT
3 "2t e
P4(x) = ¢3(x) + f@(# 3

S T ) <3f”(X)2 B f///(x)>
[ 2f() 6P\ (%) ’
itd.
Primetimo da je ¢ iterativna funkcija NEWTONovog metoda.
Kako je, u prvoj aproksimaciji, 4 jednako a —x (x — a), na osnovu (1.6.3)
imamo
On(x)—a=0H")=0(x—a)"), m=273,...,

kada x — a, $to znaci da iterativni proces
(1.7.3) Xk+1 :(bm(xk), k:(),],...,

primenjen na odredivanje korena jednacine (1.7.1), ima red konvergencije najma-
nje m. Takode, na osnovu SCHRODERovog razvoja mozemo dobiti i vrednosti
limesa

Xk+1 —a N
Lm_kLTeo(xk—a)’" (m=2,3,...).
Naime, imamo

M)
b=

(@Y 1f"a) .,
= 5<f’<a>> T6 ) 2T

5@ ) S f@)f" @)
L=3(F) tatre e Ssed-eta

gde su ¢, ¢3, ¢4 dati pomocu (1.6.4).

Formule (1.7.3) se &esto nazivaju CEBISEVljeve iterativne formule. Njihove
ralunske efikasnosti zam =3 im =4 su E(¢3,f) =33 ~ 1.442 1 E(¢y,f) =
4174 ~ 1.414, respektivno.
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Kori$éenjem HERMITEove interpolacione formule'® za funkciju f u tatkama

X = X;_1 1 x = x; moze se dobiti iterativna formula (videti [114])

fla)  flw)?

1.7.4 =X — -
(T8 e =% ey T 2

(), k=1,2,...,

gde je

— 6 2

P o) = = 23 [ Co) = fCor)] + e 2" () + f (xi—1)]

k
i & = x; —x,_1. Red konvergencije ovog procesa je r = 1 ++/3 ~2.73. Primetimo
da iterativna funkcija ovog procesa predstavlja jednu modifikaciju CEBISEV]jeve
funkcije ¢3. Racunska efikasnost ovako dobijene formule sa memorijom je veca
nego kod originalnog CEBISEVIjevog metoda i iznosi (1 + \/§)1/2 ~ 1.653.
U radu [80] MILOVANOVIC i PETKOVIC'® su razmatrali modifikaciju funkcije

¢3 koriS¢enjem aproksimacije

o f O+ &) = f ()
~ 5

I ()
pri ¢emu &, — 0, kada k — +oo . Odgovarajudi iterativni proces je tada

foa)  few)® ' Cat &) — f(w)
[ 2f ()’ &

Teorema 1.7.1. Neka f € C|w, B] i neka je & = x;_1 — xi. Tada iterativni proces
(1.7.5) ima red konvergencije r = 14+/2 , tj. vaZi

(1.7.5) Xk+1 = Xk —

IXir1 —al ~Crlxg —al” (k= +oo),

gde je C, = |f"(a) /(41" (@)|'/V2.

Dokaz. Za & = x;_1 — xi, formula (1.7.5) postaje

(1.7.6) foa)  f)* o) = f )

Xkl = Xk — -
- fa) 21 ()3 X — Xp—1
164

Interpolacioni procesi bie razmatrani u tre¢oj knjizi iz ove serije Numericka analiza i teorija
aproksimacija. InaCe, za niz detalja o interpolacionim procesima i mnogim primenama videti
monografiju [65].

165 MIODRAG S. PETKOVIC (1948 — ), srpski matematicar.
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Na osnovu SCHRODERovog razvoja (1.6.3), za x; koje je dovoljno blisko korenu

X = a, Imamo
s n
a—xg=h,— ka + gk(35% — 1)+ O(h}),

gde smo uveli notaciju

S ) )
F)” T ) T e

S druge strane, primenom TAYLORove formule, imamo

hy =

Flx0) = ) ef” () + 562178,

gdeje G =x+0g (0<O6<1).

Kako je
& = X1 — X = % +O(h_y) = —hi1 +O(KE_y),
na osnovu prethodnog, imamo
h2 / _f _
Xk—1—a= 2f’(kxk) [fﬂ(xk) + / (xfcz_1 ]:S]ik ) + O(hk)} )
tj.
h2 /11
Xjp1 —a= Zk J;,((xik)) &+ O(hk)]
h2 /11
Al o som]

Neka je dalje e; = xx — a. Kako je ey = —hy + O(h?), zakljutujemo da je
hy = —er+ 0(8%) i hp_1=—e—1+ 0(6%71).

Sada imamo

k1 = 4]:;//((513 (ex+ O(e,%))2 (ex—1+ O(ep )+ O(ex))
- Z{f’((ig (e%ek—l + 0(3%31371)) ~ %eiek—l-
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Kada k — oo, x; — a, pri emu je
///

41" (a

1z poslednje asimptotske relacije, slicno kao kod metoda secice (odeljak 5.1.4),

nalazimo red konvergencije iz jednaline > —2r — 1 = 0. Dakle, r = 1 4 /2.
Asimptotska konstanta greske je

e ~| A (reueklr

f/// 1/ﬂ
l4f'(a ‘

Napomena 1.7.1. lIterativni proces (1.7.6) ima manji red konvergencije nego pro-
ces (1.7.4), a samim tim i neSto manju raCunsku efikasnost, tj. (1 + \/5)1/ 2 x

1.554. S druge strane, iterativna formula procesa (1.7.6) je ipak neSto jednosta-
vnija i zahteva ukupno manji broj operacija nego formula (1.7.4).

Sli¢no prethodnoj teoremi, u pomenutom radu [80], dokazan je i sledeéi rezul-
tat.

Teorema 1.7.2. Neka f € C3|a, B] i neka je & = f(xi). Tada iterativni proces
(1.7.5) ima red konvergencije tri, tj. vaZi
ey —al ~ Gl —al® (k= +eo),
gde je
/// / /11 /! 2
Cs = 1sz e | @ @2 @) (@) = 61" (a)" |
U slucajevima kada je izracunavanje izvoda jako komplikovano, uvodenjem

aproksimacija za f’(x) i f”(x) pomocu
fa+ /) - fx—fx))

2f(x)
S+ () —2f(x ) Jx—f(x))

f1x) = f'(x) =

1.7.7)

fx) = f7(x) =
u radu [79] razmatrana je iterativna funkcija

o JW ST
B = T

1 dokazan sledeci rezultat.
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Teorema 1.7.3. Neka f € C3[a, B]. Iterativni proces xi1 = 95 (x), k=0,1,...,
ima red konvergencije r = 3, tj. vaZi

Xi+1 —d

) 1
Lj= lim F =Lyt o f @) (a),

koo (X —a)
gde je L3 dato ranije.

Ratunska efikasnost je ista kao i kod originalnog CEBISEV]jevog metoda za
m =3 1iiznosi E(¢F, f) =33 ~1.442.

2. Primenimo sada metod, koji je definisan teoremom 2.4.1 iz odeljka 3.2.4,
na ubrzavanje NEWTONovog procesa.

Kako je iterativna funkcija kod NEWTONovog procesa data sa ¢(x) = x —

f(x)/f'(x), imamo

Xk — ¢ (xz)
Xkt =X ———————, k=0,1,...,
’ 1= 39/ (x)
.
2 /
(1.7.8) Xerl =X Fla) £ ) k=0,1,... .

21" ()2 = FOa) ()
Metod (1.7.8), na osnovu pomenute teoreme, ima red konvergencije najmanje tri.
Ovaj metod je u literaturi poznat kao metod rangentnih hiperbola [115] ili kao
HALLEYev!%® metod.

Za metod (1.7.8) lako se moZe dobiti asimptotska formula

Xk+1 —da f//(a) ? fm(a) = 2—c oo
(Xk—a)3 ~ <2f/(a)> - 6f’(a) =0 3 (k—>+ )a

gde su koeficijenti ¢, i c3 definisani u (1.6.4).

Napomena 1.7.2. U radu [43] data je modifikacija metoda (1.7.8) koriS¢enjem
aproksimacije f” (x¢) >~ (f' (x¢) — f'(xk—1))/ (xk — xk—1). MoZe se dokazati da je

/" (a)
4f'(a)
odakle izlazi da je red konvergencije ovako modifikovanog metoda sa memorijom

r=141/2 ~2.414. Njegova ratunska efikasnost iznosi (14 +/2)'/? ~ 1.554, §to
je vece od ratunske efikasnosti HALLEYevog metoda, tj. od 3'/3 ~ 1.442.

(x —a)? (i1 —a) (k— +oo),

X1 —a =

166 EpMOND HALLEY (1656 — 1742), engleski astronom, geofiziCar i matematiar, poznat po
izraCunavanju putanje komete koja danas nosi njegovo ime.
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Kori$éenjem aproksimacija (1.7.7), MILOVANOVIC i KOVACEVIC!'®7 suu radu
[79] razmatrali iterativnu funkciju

YT
27— [0

koja predstavlja jednu modifikaciju HALLEYevog metoda (1.7.8). Konvergencija
procesa je kubna, dok je racunska efikasnost kao i kod HALLEYevog metoda.

Vi) =

3. Sukcesivna primena metoda, definisanog teoremom 2.4.4 (odeljak 3.2.4),
na ubrzavanje Newtonovog metoda daje niz iterativnih formula, koje su po obliku
slicne CEBIéEVljevim formulama (1.7.3).

4. Izaberemo niz funkcija {y;}i—o,1.... » dovoljan broj puta diferencijabilnih na
[, B]. U radu [131] je predloZena konstrukcija iterativnog procesa za reSavanje
jednacine (1.7.1) u obliku

(1.7.9) X1 = On(xx), k=0,1,...,
gde je
D,
() =3 =2,

dok su funkcije A, i D,, date pomocu

fw)  (fw) .. (fw)
A =| YW w) (Fu)" |
(fllfol)("m (Fy)™D (Fyp) D)
Svo fvi .. fy
Dy —| W v ()
(fvfo.)("+l) (Fy))™D (Fyp) D)

Moze se pokazati da je

0a(a) = a, 9L(a) = 9/ (a) == 0s" V(@) =0, 9" (a) #0,

167 MILAN A. KOVACEVIC (1953 — ), srpski matematicar.
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Sto znaci da iterativni proces (1.7.9) ima red konvergencije n + 2.
Naves¢emo nekoliko specijalnih slucajeva formule (1.7.9).

1° Akojen =01 yp(x) = y(x), (1.7.9) se svodi na uopsten NEWTONov metod
(1.2.9).

2° Akojen=1, yp(x) =1, y(x) =x, (1.7.9) se svodi na (1.7.8).

3° Akojen =2, yp(x) = 1, y(x) = x, ya(x) =x7, iz (1.7.9)) sleduje formula
dobijena u radu [57] (videti, takode, [58] i [59]), Cija je iterativna funkcija data sa

f'x) f(x)

(1.7.10) x) =x— f(x .
$2(x) f(x) L) £

f”’(X) f”( )f’(X)
5. Posmatrajmo formulu (1.2.10), gde je p parametar. Sa U(a) oznacimo
okolinu korena x = a jednacine (1.7.1).

Teorema 1.7.4. Neka je funkcija f Cetiri puta neprekidno—diferencijabilna u
U (a) i neka niz {xi }xen, (xo0 € U(a)), definisan pomocu (1.2.10), konvergira ka
a. Tada, pri k — +oo, vaZi asimptotska formula

s 1
Xpp1—an~ [x£ —|—Ek} hi + [(}%) - E(SSI% _”k)} hz

k
30
+ |:<£> 24(10rksk—tk—15sk)]h4,

Xk
gde su _
e — — S () 50— I (%) = I () o I ()
f'()’ [ fix) 7 frx)
Dokaz. Kako je, na osnovu (1.2.10),
N xif (k) I
* xief (o) +pflw) 1Py,
Xk

i kako je |phy /x| < 1 (xx € U(a)), nalazimo

xk+l—xk:hk+x£h1%+<xp> hk+( ) h+0(h).
k
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S druge strane, na osnovu (1.6.3), imamo

1 1 1
a—xg=h— Eskh% + 8(35% — )i + ﬂ(IOrksk — 1 — 155} + O(13).
Na osnovu poslednjih jednakosti dobijamo tvrdenje teoreme. O

Posmatrajmo sada formulu za dve vrednosti parametra p (p = p; i p = p2), ij.

v) ED) >
17.11 W (1 V=12
a7.1n = ) =)
1 stavimo
1
(1.7.12) xeir = 5 (5 Fah)-

Tada, na osnovu teoreme 1.7.4, imamo

Lipi+p > Lipitps 1, 3

XkJrl—Cl’ZE T+Sk hk+§ 1)(% 2—§(Sk—rk) hk
Llpi+p 1 3 |4
(1.7.13) +3 e —E(IOrksk—tk—ISSk) hy.

Ako u formulama (1.7.11) izaberemo parametre p; i py, takve da je
1
(1.7.14) PL+p2=—SXk, pi+ps= 5(331% — 1) X7

formula (1.7.13) postaje
X1 —anr~ C]Jli (k — —|—°°),

gde smo sa Cy, oznadili koeficijent u formuli (1.7.13) uz /}, sa vrednostima za p,
i py koje se dobijaju iz (1.7.14). Naime, p; i p; su reSenja kvadratne jednacine

1
Pr+sap+ gxi r =0,
t.
S o) 1o " 0
(1.7.15) 24x +—x =
p kf/(xk) p 6 k f,(xk)

Na osnovu prethodnog moze se formulisati i dokazati sledeca teorema (videti
[20D).




5.1 NELINEARNE JEDNACINE 361

Teorema 1.7.5. Neka je funkcija f Cetiri puta neprekidno-diferencijabilna u U (a)
i neka su py i pp reSenja jednacine (1.7.15). Tada iterativni proces definisan for-
mulama (1.7.11) i (1.7.12) ima red konvergencije Cetiri, tj. vazi

X1 —an~Clx—a)t (k= +o0),
gde je

3@ 4 @) (@) (@) + f (@) a)
24f(a)?

c

Napomena 1.7.3. Iterativni proces definisan formulama (1.7.11) i (1.7.12) moze
se eksplicitno izraziti u obliku

Xk+1 :qb(xk), k:(),],...,
gde je

2" (x)* = f0)f"(x) ‘
Of () (f ()2 = f(0)f" (%)) + f(x)2 1" (x)

Primetimo da je ova formula ekvivalentna sa formulom (1.7.10).

¢(x) =x—3f(x)

Iterativni proces definisan formulama (1.7.11) i (1.7.12) pripada tzv. klasi
metoda dvostrukog priblizavanja. Naime, kod ovakvih metoda jedna od aproksi-
macija x,((i)l (v =1,2) je manja, a druga veéa od korena x = a. U opstem slucaju,

ako je

(1.7.16) W=ovm)  (v=1,2)
i
1
(1.7.17) xer = 5 (5 ) k=01,
i pri tome

(¢l(xk)_a)(¢2(xk)_a)<0’ kzoala"',
imamo metod dvostranog priblizavanja.

Jedan bolji izbor funkcija ¢, (v = 1,2), nego $to je (1.7.11), daje takode
metod Cetvrtog reda, ali sa manjim brojem numerickih operacija [100]. Naime,
ako uzmemo
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hy,
1.7.1 =
( 8) 0} (Xk) X+ 1+ Ay
i
1
(1.7.19) 02 (xx) :xk+hk<1 - gh%rk>7

gde su veli¢ine Ay, si, ry definisane u teoremi 1.7.4, dobijamo metod dvostranog
priblizavanja za koji vazi slede¢i rezultat.

Teorema 1.7.6. Neka je funkcija f Cetiri puta neprekidno—diferencijabilna u
U(a). Tada iterativni proces, definisan pomocu (1.7.16)—(1.7.19), ima red kon-
vergencije Cetiri, tj. vaZi

X1 —an~Clg—a)t  (k— +o),

gde je .
_ ]Of/(a)f//(a)f///(a) —f’(a)zf’v(a) —27f”(a)3 .

¢ 24f(a)}

6. Iterativne formule treceg reda za odredivanje viSestrukih korena jednacina
razmatrane su u radovima [16], [31], [76].

5.1.8 ViSe-koracni iterativni metodi

U ovom odeljku izloZiemo ukratko tzv. klasu viSe—koracnih metoda bez
memorije za nalazenje prostog korena x = a jednacine (1.7.1) na segmentu [, f3].
Slededi jednostavan primer ukazuje da ima smisla razmatrati viSe—koracne itera-
tivne metode. Naime, na kraju odeljka 5.1.2 pomenuli smo dvo—koracni iterativni
proces definisan formulama (1.2.11) koji ima kubnu konvergenciju, ali je, kako
mozemo izraunati, njegova racunska efikasnost veca nego kod NEWTONovog
metoda, s obzirom na to da je 3'/3 > 2'/2. Zaista, ako se dve iteracije NEW-
TONovog metoda posmatraju kao jedna iteracija, onda je red konvergencije 2> = 4
i pri tome se zahtevaju Cetiri funkcionalna izraunavanja, $to znaci da je racunska
efikasnost procesa 4!/4 = 21/2,

Jos bolji primer je dvo—koracni iterativni proces OSTROWSKOG [93]

S ()

)’k:Xk—,(—xk)7

S () S ()
F o) =2 (i) f'(x)’

(1.8.1)

Xkt1 = Yk — k=0,1,...,
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koji takode zahteva tri funkcionalna izra¢unavanja f(x;), f'(x¢) i f(yx), a kako
¢emo kasnije videti ima red konvergencije » = 4, tako da mu je racunska efikasnost
4173 2 1.587.

Dakle, neka je pomocéu n iterativnih funkcija @, : [a,B]Y — [a,B], v =
1,2,...,n, definisana k-ta iteracija n-koracnog iterativnnog metoda

X1 = Pi(xk0),

X2 = DPa(xk0,%k,1),
(1.8.2)

Xkon = ¢n (xk,O,xk,l g axk,nfl)a

gde su X0 = Xy i X = Xpr1. KUNG!®® i TRAUB [56] su 1974. godine postavili
hipotezu da n-koracni metod (1.8.2) koji zahteva n+ 1 funkcijskih izraCunavanja
ima red konvergencije najviSe 2". Za takav metod kazemo da je optimalni n-
koracni iterativni proces 1 njegova racunska efikasnost, na osnovu (1.7.2), iznosi
E — 2n/(n+l).

U daljem tekstu razmatracemo samo neke dvo—koracne i tro—koracne iterative
procese, pri cemu ¢emo Koristiti jednostavniju notaciju kao i kod procesa (1.8.1).
U analizi konvergencije ovih procesa za nalaZenje prostog korena x = a jednacine
f(x) =0, pored razvoja (1.6.5), tj.

S ()

(1.8.3) " :ek+a2ei+a3e,§—|—a4ei—|—a5ez+---, er =X —a,
I (x)
gde su
a, = —cp, az= 2(c% —c3), ay= —4c3 +7c3¢p — 3¢y,

as = 8¢5 —20c3¢3 + IOC4CQ+6C§—4C5, ey

a koeficijenti ¢; definisani pomocu (1.6.4), koristiéemo i razvoj za f(yk)/f(xk),
gde se yr = @y (xx) = a+ ¢ odreduje NEWTONovim metodom, kao i jo§ neke
razvoje istog tipa. Zahvaljuju¢i simbolickom izracunavanju koje je obezbedeno
u paketu MATHEMATICA, pomenuti razvoji se jednostavno implementiraju. Pri
ovome, pretpostavljamo da je funkcija f dovoljan broj puta diferencijabilna u
okolini U (a).

168 HSIANG-TSUNG KUNG (1945 — ), ameri¢ki naugnik u oblasti kompjuterskih nauka, kineskog
porekla.
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Kako je &y = —(azef +aze} +asel +asel +--+) za
. f//(a) —
" f(yk) f(a)+f/(a)ek+ o e+ é\k+c2é\]g+
£ - z = 2
F&) - pay+ prapec+ L z(f‘) G- aTaat
vaZzi razvoj
(1.8.4) up = caep + (=3¢3 4 2¢3)el + (8c3 — 10ca¢3 4 3ca)ep 4+

1. Dvo—koracni iterativni metodi. Metod OSTROWSKOG (1.8.1) je prvi dvo-
kora¢ni optimalni iterativni proces. Pomenimo ovde jo§ jedan takav metod koji
je, na osnovu TRAUBove teorije [129, str. 197-204], dobijen u radu [44] (videti,
takode, [45])

1 f(x) S ()
S + , k=0,1,...,
T2 ) =3 (- 3G/ ()
koji se moZe predstaviti i u obliku
Yk = Xk — f/(Xk) )
I ()
(1.8.5)
oy = DY) k=0,1,....

2 S Go) = 377 ((x +2yx) /3)

Metod zahteva tri funkcionalna izraunavanja — izraCunavanje vrednosti funkcije
f(xx) 1 njenog izvoda u tackama x i (xx + 2yx)/3. Za red konvergencije vazi
sledeci rezultat.

Teorema 1.8.1. Neka je funkcija f dovoljan broj puta diferencijabilna u U (a) i
Xo dovoljno blisko nuli x = a. Iterativni proces definisan formulama (1.8.5) ima
red konvergencije Cetiri, za koji vaZi

1
(1.8.6) el = (c%—c203—|—604)ei+0(62),

gde je ey = xi — a i koeficijenti ¢y definisani pomocu (1.6.4).

Dokaz. Neka je ey = yy —a. Druga formula u (1.8.5) se moZe predstaviti u obliku



5.1 NELINEARNE JEDNACINE 365

1 v flx) 1
187 e = —(e +e -+ . ,
(187 S e RN (7Y
()
gde je wy = (xk+2yk)/3 =a+ 6, 6, = (ek+28k)/3 i
f"(@) o
Flowe) f'(a)+ f"(a)6 + T O +--- 142626 +3c367 + -
/ - 111 - 142 3 2.7
R e S
.
! 4 8 8
J}/((V:]S) =1- 3 C2¢k + <4C% - §C3)ei ~ %7 (36c3 —45c5c3 4 13c4) e +0(e).

Tada, koriséenjem (1.8.3) i razvoja (1.8.7) po e, dobijamo (1.8.6). O

U radu [53] dobijena je direktna (jednoparametarska) generalizacija metoda
OSTROWSKOG (1.8.1).

Teorema 1.8.2. Neka je funkcija f dovoljan broj puta diferencijabilna u U (a) i
xo dovoljno blisko nuli x = a. Dvo—koracni iterativni proces

i = xp — L3
f'(xe)”
(1.8.8)
reny =y A EOIGR)  FOR) oy

fla)+ (2 =2)f (i) f'(x)’
ima red konvergencije Cetiri, tj. vaZi

(1.8.9) k1 = ((1—{—2b)c§—c203) et +0(e),
gde je ey = xi — a i koeficijenti ¢y definisani pomocu (1.6.4).

Dokaz. Kao i u dokazu prethodne teoreme neka je ex = y; — a. Druga formula u
(1.8.8) se moZe predstaviti u obliku

_ f(xk) ) (1 —i—buk)uk _,e\ _(e _
) T+b—2u * F

gde je uy odredeno sa (1.8.4).
Razvijanjem desne strane u (1.8.10) po e, dobijamo (1.8.9). O

. (] +buk)uk

1.8.10 =g L T EPRITR
( ) ekt = &) 1+ (-2’
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Napomena 1.8.1. Za b = 0 metod (1.8.8) se svodi na metod OSTROWSKOG, za
koji vazi
exi1 = (3 —cae3) e+ 0(e).
Nedavno je u radu [101] generalisan metod (1.8.8), zamenom druge formule
sa
S () S ()
X1 = Yk — 8\ Uk y U= )
NS )

gde je g dva puta neprekidno—diferencijabilna funkcija u okolini nule i zadovol-
java uslove g(0) =11 g’(0) = 2. Tada je odgovaraju¢i dvo—kora¢ni metod opti-
malan, za koji vazi

err1 = ((5—¢"(0)/2)c3 — c2c3) € + O(}).

U radu se, pored racionalne funkcije iz (1.8.8), navode i jo§ neki primeri za
funkciju g sa zahtevanim uslovima. M.S. PETKOVIC je sa saradnicima razma-
trao i druge familije dvo—kora¢nih metoda u kojima je prva formula (NEWTONoV
metod) zamenjena STEFFENSENovim metodom (1.4.9) (videti, na primer, [102],
[103]).

2. Tro—koracni iterativni metodi. Prva dva optimalna tro-koracna iterativna pro-
cesa proizilaze iz teorije koju su izveli KUNG i TRAUB u njihovom radu [56] iz
1974. Metodi su reda osam i zahtevaju Cetiri funkcionalna izracunavanja. Prvi od
njih je

( e f(x)
Yk = Xk f/(xk)7
= yi— S () f (i)
S o) (F () = f ()2
N :Z_f(xk)zf(yk) [ 1 < v-u 1 >
ST 0 — @) L) — F@) \FOw) — f@) 0w
_ ) B
N (f(xk)—f(yk))2f/(xk):| 5 k—O,l,... ,

koji zahteva izraGunavanje f(xz), f(xx), f(yx) i f(zx), a drugi je bez upotrebe
izvoda, zasnovan na primeni STEFFENSENovog metoda,
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Yk = Xie — f(x)”
S+ fa)) = flo)
. J o+ f () f )
2k = Yk

(f Coi 4 f (ve)) = f (o)) f e, v

0 1:Zk_f(xk+f(xk))f(Yk)()’k—xk+f(xk)/f[xk,Zk])+ S (k)
i (fOu) = f@) (foa+ f) = f@) fezd’

k=0,1,..., gdeje flx,y] = (f(x) — f(y))/(x—y) oznaka za tzv. podeljenu razli-
ku.

I pored toga Sto se u analizi konvergencije viSe—kora¢nih metoda od matematic-
kog aparata koristi samo TAYLORoV razvoj, zbog glamaznosti izraza koji se po-
javljuju u takvoj analizi, ova oblast je bila dugo zapostavljena. Buran razvoj infor-
maticke tehnologije, uz pojavu moguénosti simbolic¢kih izracunavanja i koris¢enja
aritmetike proizvoljne preciznosti, omogucio je progres i u ovoj oblasti. Samo
nakon 2000. godine pojavilo se nekoliko stotina radova koji tretiraju iterativne
procese, ukljucujudi i vise—koracne, od kojih mnogi nisu optimalni u prethodno
definisanom smislu. Na primer, u radu [85] autori su razmatrali viSe tro—kora¢nih
metoda, koji u svim varijantama sadrzi formulu

S o) " (i)
F/ ) = Af (o) £ (i)
koja se ocigledno za A = 0 svodi na NEWTONov, a za A = 1/2 na HALLEYev

method (1.7.8). Kao varijantu sa maksimalnim redom konvergencije oni daju tro-
kora¢ni metod

X1 = Xg —

()
Yk = Xk f/(xk)’
B LAV
(1.8.11) R O TR YR
Xk 1:Zk_M
- SOu) =2f(z)

dokazujuéi da vazi ey = (—c3¢3 + c})es + O(e]). Medutim, (1.8.11) zahteva

Sest funkcionalnih izraCunavanja f(xx), f (k). f(zx), f/(x), f (k) 1 f” (vk). Bez
dodatnih funkcionalnih izra¢unavanja, MILOVANOVIC i CVETKOVIC!® [75] su
dokazali da je mnogo bolji izbor iterativne formule

169 ALEKSANDAR S. CVETKOVIC (1972 — ), srpski matemati&ar.
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f(zx)
I i) + (2 = ) /" (V)
umesto trece formule u (1.8.11). U tom slucaju odgovarajuéi tro-koracni metod
ima red konvergencije 10, sa asimptotikom

Xier1 = S(Vk, k) = 2% —

eri 1 = 3C§C3 (c3— C%)e,io + O(elll).

U istom radu [75] razmatran je i tro—kora¢ni metod

f(x)
w =y L) fOn)
(1.8.12) S o) —2f ()’
et = 2 f(Zk)f’(/Zk) .
f/(Zk)2— %f(Zk)f (Zk) :f (xk)
ke — Xk

kao i optimalna varijanta sa smanjenim brojem funkcionalnih izracunavanja na
Cetiri, uvodenjem aproksimacije za f”(zx):

(1.8.13) F(z) = F(z) = prf () + aef ) + 1 f (zx) + wef (),

gde su koeficijenti py, g, rx 1 wr dobijeni HERMITEovom in‘[erpolacijom1
(videti [72, str. 51-58]) u obliku

70

o = (k — zk) (zk + 2k — 3x%) o = (xk — zx)?
(o =y (o —zx) (e = yu)* Ok — z)
32y —xx Yk~
ry = Wi

(o — z1) (% — zx) CXe— e
Teorema 1.8.3. Neka je funkcija f dovoljan broj puta diferencijabilna u U (a)
i xo dovoljno blisko nuli x = a. Tro—koracni iterativni proces (1.8.12) ima red
konvergencije devet, pri Cemu je
3
err1 = —§C3C%(C% —c3)’e,+0(e”).
Ako je u trecoj formuli u (1.8.12) f'(zx) zamenjeno sa f’(zk), prema formuli
(1.8.13), odgovarajuci tro—koracni metod je optimalan sa redom konvergencije
osam, pri Cemu je

170 Interpolacioni procesi biée razmatrani u posebnoj knjizi iz ove serije.
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err1 = (c3 — c3)cacael + 0(e}),

gde je ey = xx — a i koeficijenti ¢y, definisani pomocu (1.6.4).

Nekoliko godina nakon ovog optimalnog tro—kora¢nog metoda [75] pojavio se
Citav niz tro—kora¢nih i viSe—koracnih metoda (videti, na primer, [6], [98], [104],
[891, [101], [1301], [136], [211).

5.2 SISTEMI NELINEARNIH JEDNACINA

5.2.1 Uvodne napomene

Ovo poglavlje je posveceno problemu reSavanja sistema nelinearnih jednacina.
Opstosti radi, najpre je tretiran slucaj reSavanja operatorskih jednacina u BA-
NACHovom prostoru, a zatim je rezultat primenjen na sistem nelinearnih jednacina.

Kao sto je reCeno u odeljku 3.1.1, sistem nelinearnih jednacina

(2.1.1) filxt,ooox) =0, i=1,...,n,

gde su f; : R" — R (i = 1,...,n) date funkcije, moze se tretirati kao specijalan
slucaj operatorske jednacine

(2.1.2) Fu=0,

gde je F operator koji preslikava BANACHov prostor X u BANACHov prostor Y
i 6 nula—vektor prostora Y. Naime, treba samo uzetidaje X =Y =R", u=x =
[x1...x,)7, 0=[0...0],

fl(xla"',xn)
(2.1.3) Fu=f(x)= :

fn(xla:",xn)

Osnovni metod za reSavanje operatorske jednacine (2.1.2), ali i za reSavanje
sistema jednacina (2.1.1), je metod NEWTON-KANTOROVICa, koji predstavlja
uopstenje Newtonovog metoda (1.2.3). U naSem izlaganju ovaj metod NEWTON—
KANTOROVICa biée razmatran za opSti slucaj operatorske jednacine (2.1.2).

S obzirom na to da metod NEWTON-KANTOROVICa zahteva nalaZenje in-
verznog operatora [F(’u)] ~! koje ponekad moZe biti komplikovano, ili ¢ak nemogude,
u literaturi je u poslednje vreme razradena Citava klasa tzv. kvazi—njutnovskih
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metoda, kod kojih se koriste izvesne aproksimacije pomenutog operatora. U
naSem izlaganju, od ovih metoda obradi¢emo samo gradijentni metod, i njega
¢emo prezentovati kao metod za minimizaciju izvesne funkcionele.

O pomenutim metodima postoji opSirna literatura (videti, na primer, [10], [49],
[51], [92], [113]).

5.2.2 Metod NEWTON-KANTOROVICa

Osnovni iterativni metod za reSavanje jednacine (2.1.2) je metod NEWTON—
KANTOROVICa, koji predstavlja generalizaciju klasicnog NEWTONovog metoda
(1.2.3). Fundamentalne rezultate vezane za egzistenciju i jedinstvenost reSenja
jednacine (2.1.2) i konvergenciju metoda je dao KANTOROVIC!7! (videti [49]).
Takode, ovaj metod je razmatran i od strane drugih autora (videti, na primer, [54],
[87], [28], [135]).

Pretpostavimo da jednacina (2.1.2) ima reSenje u = a idaje operator F : X — Y
FRECHET—diferencijabilan u konveksnoj okolini D tatke a. Metod NEWTON—
KANTOROVICa se zasniva na linearizaciji jednaline (2.1.2). Naime, neka je
nadeno priblizno reSenje u;. Tada za nalazenje sledece aproksimacije w1, jedna-
¢inu (2.1.2) zamenimo jednac¢inom

(2.2.1) Fuk+F(’uk)(u—uk) =0.

Ako za operator F(’uk) postoji inverzni operator I'(uy) = [F(’uk)]*l, iz (2.2.1)
dolazimo do iterativnog metoda

(222) U1 = uk—F(uk)Fuk, k:(),],...,

koji je poznat kao metod NEWTON-KANTOROVICa. Poletna vrednost ug za
generisanje niza {u }xen uzima se iz D, a njen izbor predstavlja dosta tezak prob-
lem.

Metod (2.2.2) se moZe predstaviti u obliku
g1 =Tu, k=0,1,...,

gde je
Tu=u—TI(u)Fu.
171 LEONID VITALIYEVICH KANTOROVICH (na ruskom: JIeornn Buransesna Kaunroposua)
(1912 — 1986), poznati sovjetski matematicar i ekonomista. Dobitnik je NOBELove nagrade u
oblasti ekonomije za razvoj metoda za optimalnu alokaciju resursa.
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Teorema 2.2.1. Neka je operator F dva puta FRECHET—diferencijabilan na D,
pri Cemu za svako u € D postoji operator I'(u). Ako su operatori I'(u) i F(’;)
ograniceni i ug € D dovoljno blisko tacki a, iterativni proces (2.2.2) ima red kon-
vergencije najmanje dva.

Dokaz. Neka su || (u)]| < m i HF(’;)H < M, za svako u € D. Na osnovu TAY-
LORove formule imamo

(2.2.3) Fa=0 :E,—i-F(/u)(a—u)—i-W(u,a—u),
gde je

1
W (wa—uw)l <5 sup [1Fiuyia-
t€[0,1]

]

2
pll-lla—ull” < == {lu—all.

Kako je
Tu—a=u—TI(u)Fu—a=1TI (u) [F('u)(u—a)—Fu] ,
na osnovu (2.2.3), dobijamo
Tu—a=TIw)W(ua—u),
odakle sleduje
1 2
1Tu—al < [IC @) - [W(u,a —w)|| < 3mMolju—all”,
tj.
2
ITu—al = O(Ju—al?). O

U daljem razmatranju smatraemo da je D kugla K[ug,R|, gde je up poCetna
vrednost niza {u } e, -

Ako je ispunjen LIPSCHTIZov uslov,
(2.2.4) (u,v € Kluo,R])  ||[Fy = Fiyll < Lllu—v],
iz 1
Fu—Fv— F(/V)(u —v) = /0 [F(’Ht(ufv)) — F('V)] (u—v)dt

sleduje nejednakost

L
(2.2.5) |Fu—Fv—Fl,(u—v)| < E||u—v||2.
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Teorema 2.2.2. Neka je operator F FRECHET-diferencijabilan u kugli K[uy,R)] i
zadovoljava uslov (2.2.4) i neka su tacne nejednakosti

1
(2.2.6) I3l < bo,  IIToFuoll < no, fo=boLno < 5,

gde je I = T (uo).
Ako je

1—+/1-—2h
(2.2.7) R>rm=——"m""m,
0

niz {ug bren,, koji se generise pomocu (2.2.2), konvergira resenju a € K|ug,ro|
Jednacine (2.1.2).

Dokaz. Neka su nizovi {bi}, {nc}, {h«}, {r«} definisani sa

bk hi
b = = —
k+1 1 _hk, nk+1 Z(I—hk) nk7
1—+1-2h
hiyr = b1 LMiyr, 1= h—kH Mk
k-1
Dokazacemo da niz {u }ren, postoji i da je
1
(22.8) 17 ()| < bie, 1 () Fuug|| < i, e <

5 )
i
(2.2.9) K[uk,rk] C K[uk_1, rk_1] .

Dokaz izvodimo indukcijom.
Za k = 0 nejednakosti (2.2.8) su tacne jer se svode na (2.2.6).
Pretpostavimo da su tacne i za k = m. Kako je, na osnovu (2.2.2) i induktivne
pretpostavke
1 — ]| = | I () Fth|| < M

i kako je r, > My, sleduje da w1 € Ky, 1), a tim pre u,, € K[ug, R], odakle

zakljuCujemo da F(’umﬂ) postoji.

Operator I"(uy1) takode postoji, s obzirom na to da se moZe predstaviti u
obliku
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(1) = 1+ () (F,, ., ~ F,))] Ty,

tj.
Ry i / / i
(2210) F(Mm+1) = ;)(_l)l [F(Mm) (F(M;n+|) _F(le))] F(um)’
jer je, na osnovu (2.2.4),
1
/ /
A= (|1 ) (Fly, ) = Flu) | < bt = ] <l < 5 < 1.
Iz (2.2.10) sleduje
(2211) Hr(um-i-l)H SZA bm: 1—b :bm-'r17
i=0 m

¢ime je dokazana prva nejednakost u (2.2.8).

Kako je Fup, 1 = Fuy 1 — Fu,, — F(’u ) (tm+1 — Up), na osnovu (2.2.5) sleduje
nejednakost

L L
@212 Pt < Sl =l < 5 2

odakle, na osnovu (2.2.11), dobijamo

bnLn?
||F(Mm+1)F”m+lH < Z(Tlm) Nim = Nm+1,

Sto predstavlja drugu nejednakost u (2.2.8) za k =m + 1.
Kako je

hm+l = Bm+1an+l = L

lfmhm 2(1h—mh,,,)"”’_;< . >2

| —

dokazana je i tre¢a nejednakost u (2.2.8).

Za dokaz inkluzije (2.2.9) pretpostavimo da tacka u € K|y 1,7m+1]. Tada iz
| — thi1|| < rms1 sleduje nejednakost

(2.2.13) ot =t < 1t =t || it =t < P14+

S obzirom na to da je 7,41 + Ny, = 1, dokaz je zavrSen.



374 5. NELINEARNE JEDNACINE I SISTEMI

Kako je by < 1/2 iz definicije niza {n;} sleduje nejednakost

1
Mi+1 < Enk,

odakle zaklju¢ujemo da je {n} nula—niz. Tada je

1—+v1—-2h 2
lim re= lim — Y — fim Tk _,
k—>+o0 k—+oo hy k—+eo 1+ 1/1 =20y
Sto znadi da niz {u;} konvergira ka nekoj tacki a € K|ug, rp]. Tatka a je reSenje
jednacine (2.1.2), s obzirom da je, na osnovu (2.2.12),

lim ||F <L li 20
migrlooH um-&-l” = E mgilwrlm — Y

tj.
lim Fu,=6. O

m—s—+oo

Teorema 2.2.3. Ako su ispunjeni uslovi prethodne teoreme, tada je

1 k_
(2.2.14) e —all < =2(h0)* 'm0 (kEN).
Dokaz. Primetimo najpre da je
hy 1
<2h 0<h<=).
T—h = F (0<h <)

Tada je, na osnovu definicije nizova {ng} i {h},

Mot < i iy < 20,
odakle sleduje

e < = (2ho)%

N —

Mk < he—th—oMi—a < -+ < hg—thg—a---hoMo

1 okl 1 K
S ? (2h0)1+2+ +2 T’O — ?(Zho)z ln()-
Najzad, na osnovu (2.2.13), za u = a i m = k, imamo
2
w—al|| <rp=———=n <21,
Hk ||—k ]_’_mnk_ Nk
tj. (2.2.14). O
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Da bi se izbeglo odredivanje inverznog operatora I"(u) = [F(’u)]_1 pri svakom
koraku, metod NEWTON-KANTOROVICa moZe se modifikovati na slede¢i nacin
(2.2.15) g1 = ux —IgFu, k=0,1,2,...,
gde je Iy = I'(up). Uvodenjem operatora T pomocu
(2.2.16) Tu=u—1IyFu,
modifikovani metod (2.2.15) se moZe predstaviti u obliku

w1 =T, k=0,1,2,....

Pretpostavimo da su sada ispunjeni sledeci uslovi:

1° operator F je FRECHET—diferencijabilan u kugli K[ug, R],
2° F(’u) zadovoljava uslov (2.2.4),

3° operator I postoji i

ITol[ < bo,  [[ToFuoll <mo-

Tada vazi sledeca teorema.

Teorema 2.2.4. Ako su ispunjeni uslovi

1
ho = boLno < 5

1 —VT=2hy
ho

niz koji se generise pomocu (2.2.15) konvergira ka resenju a € K[ug, ry] jednacine
(2.1.1).

ro = No <R

Dokaz. Na osnovu teoreme 2.2.2, jednalina (2.1.2) ima reSenje a € K[ug, ro)-
Dokazimo sada da je operator 7', uveden pomocu (2.2.16), kontrakcija na K[ug, ro|.

Neka u,v € K[ug,ry|. Tada iz

1
(2217) Tu—Tv=u—v—Iy(Fu—Fv) =TI /O [Flug) — F{VH(H))] (u—v)dt

i uslova (2.2.4) sleduje
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(2.2.18) | Tu—Tv|| < boLro|lu—v]|,

gde je
qg=>bolro=1—+/1—-2hy < 1,
odakle zaklju¢ujemo da je T kontrakcija na kugli K[ug,rp]. Dokazimo jo§ da je
TK[ug,ro] C Klugp,ro]-
Neka je u € K|ug, ro]. Tada, na osnovu (2.2.17) i (2.2.4), imamo

boL
| Tu—woll < | Tu~Tuo|| + | Tuo — uol| < ==~ uo||* + 110,

tj.
boLr%
2
S obzirom da T : K|ug, o] — K[ug, o], zakljuujemo da jednacina (2.1.2) ima
jedinstveno resenje a € K|ug, ro]. Tacka a predstavlja grani¢nu vrednost niza, koji
se generise pomoc¢u modifikovanog metoda NEWTON-KANTOROVICa. [

1Tu = uol| <

+No=r1o.

Nejednakost (2.2.18) za v = a, postaje
[Tu—al| < qllu—all,

Sto znaci da je iterativni proces (2.2.15) prvog reda.

5.2.3 Metod NEWTON-KANTOROVICa za sistem nelinearnih jednacina

U ovom odeljku da¢emo primenu metoda NEWTON-KANTOROVICa na reSa-
vanje sistema nelinearnih jednacina

(2.3.1) filxt,.oxy) =0, i=1,...,n.

Ovdeje X =Y =R", u=x=[x; ... x,)7 i F definisano pomocu (2.1.3). Ako
je F FRECHET—-diferencijabilan operator (videti primer 2.4.2 iz odeljka 2.2.4),
tada je

Oh oA
o0x1 o0x,
dfn 9 fa

_8x1 8x,, J
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tj. W(x) je JACOBIeva matrica za f = [f; ... f,]7. Ako je det(W(x)) # 0, tj. ako
je matrica W (x) regularna, metod NEWTON-KANTOROVICa za reSavanje sistema
jednacina (2.3.1) je dat sa

(2.3.2) xE) =W w0 (x ™), k=0,1,...,
k) &)

. T y . . .
gde je x% = [x}" ... x;,7]". Vrlo Cesto se u literaturi ovaj metod srece kao
NEWTON-RAPHSONovV metod.

Do metoda (2.3.2) moZemo doéi i znatno elementarnije, linearizacijom sis-
tema jednaina (2.3.1) u okolini aproksimacije x*). Neka je a = [a] ...a,)" tatno
reSenje datog sistema jednacina. KoriS¢enjem TAYLORovog razvoja za funkcije
koje se pojavljuju u (2.3.1) dobijamo

of
ﬁ(al""’a") :fi(x(lk)v"'?xglk)) + 8){1 (611 —xgk))-i-'--
9fi (k) (k) .
+8xn(a”_ " )+ri ’ i=1,...,n,

gde se parcijalni izvodi na desnoj strani ovih jednakosti izratunavaju u tacki x%).
Veli¢ina rfk) je odgovarajudi ostatak u TAYLORovoj formuli.

Kako je fi(ai,...,a,) =0, i=1,...,n, prethodni sistem jednakosti se moZe
predstaviti u matricnom obliku

0 =5 (x®) + W (x®) (a—x¥) +rH),
(k) (k)

gde je rK) = [rl R ]T. Ako je JACOBIeva matrica za f regularna, tada imamo

Zanemarivanjem poslednjeg ¢lana na desnoj strani ove jednakosti, umesto vek-
tora a dobi¢emo njegovu novu aproksimaciju, koju éemo ozna&iti sa x**1). Tako
dobijamo (2.3.2).

Kao §to smo u prethodnom izlaganju videli, metod (2.3.2) se moZe modifiko-
vati u smislu da se inverzna matrica od W (x) ne odreduje u svakoj iteraciji, ve¢
samo u prvoj. Dakle,

(2.3.3) D =B —w T (xO)f (x ™), k=0,1,...,
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Napomena 2.3.1. Modifikovani metod (2.3.3) se moZe shvatiti kao metod proste
iteracije

kD) — k) — () +Af(x(")), k=0,1,...,
sa matricom A odredenom iz uslova da je izvod od operatora T nula—operator, tj.
da je I+ AW (x(¥)) nula matrica. Ako je W (x(?)) regularna matrica, tada imamo
A=w1(x0).

Teoreme dokazane u prethodnom odeljku se mogu prilagoditi za slucaj siste-
ma nelinearnih jednacina, pri ¢emu se uslovi za konvergenciju procesa (2.3.2) i
(2.3.3) mogu iskazati na razli¢ite nacine, §to zavisi od uvedene norme u X. Tako
na primer, uzimaju¢i za normu u R”

kel = Il = max x|

i pretpostavljajuéi da f € C%(D), gde je D kugla K[x(¥), R], iz teoreme 2.2.2 sleduje
rezultat.

Posledica 2.3.1. Neka su u D ispunjeni sledeci uslovi:

(2.3.4) s,-j:k; ‘ Tein H <N (ij=1,....n);
(235) A=) <o W @) | <
(2.3.6) Ag=detW (x©) £0, h=nNQH < %
Tada, ako je
RZI’:; VI_Zth,

h
metod NEWTON-KANTOROVICa (2.3.2) konvergira ka resenju a € K[x©), 7).
oFf
Dokaz. Neka je a;j = 9J;
8xj
JACOBIeve matrice W(x(o)) = [a;j]. Tada je, na osnovu (2.3.5),

i neka su sa A;; oznaCeni kofaktori elemenata a;;

X=X

- .-
I = || W= (=) | = max J; |Ajil <b.
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Dalje, na osnovu saglasnosti norme matrice sa normom vektora, imamo

W E OO < W GO ) ] < o8

Primetimo da pod uslovom (2.3.4), W(x) zadovoljava LIPSCHTIZov uslov
(2.2.4) sa konstantom L = nN. Zaista, za dva proizvoljna vektora x = [x; ... x,]
iy=[...y," imamo

25®)  0)
W) - o) 20 ‘
n 92 fi(E
&x Xk — k)

n
Z Nlx—yl)) = nNlx -y,

gdejeE=y+0(x—y), 0<O6<I1.
Na osnovu prethodnog vidimo da su, pod uslovima (2.3.6), ispunjeni uslovi
(2.2.6) u teoremi 2.2.2, pa je ovaj rezultat posledica teoreme 2.2.2. O

Napomena 2.3.2. Kakoza0 < h<1/2vazi (1—+/1—2h)/h <2, zaruposledici
2.3.1 mozemo uzeti r = 20b.

Napomena 2.3.3. Modifikovani metod NEWTON-KANTOROVICa (2.3.3) konver-
gira, takode, pod uslovima datim u posledici 2.3.1.

Primer 2.3.1. Posmatrajmo sistem nelinearnih jednacina
fi(x1,x2) = 9xdxy +4x3 — 36 =0,
fr(x1,x0) = 1653 —xf +x+1=0,

koji ima reSenje u prvom kvadrantu (x;,x; > 0). Da bismo se u to uverili dati

sistem jednacina predstavimo u obliku
X = 4 (9 X ) ¥ ——1—|—)c2—|—16x2

odakle nalazimo grane datih implicitnih funkcija u prvom kvadrantu
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9_ 2
s (0 < x; <3),

2
X = Qi) =3
x1 = @a(x2) =\/1+x2+ 1613 (x2 >0),
koje su prikazane na slici 2.3.1.

X1

x1 = @i1(x2)

/ x1=¢ax2)

| ///
/] \\

AN

A

1 2 3 X2

Slika 2.3.1. Grafici funkcija x; = @y (x2), v = 1,2, u prvom kvadrantu

Kako se reSenje datog sistema jednalina @ = (a;,ay) nalazi u okolini tacke
(2,1) (videti sliku 2.3.1), za pogetni vektor ¢emo uzeti x(© = 2 1]7, j. x\*) = 21
(0)
X, =1

Kako su
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dfi dfi 2 af> 3 df
- —18 - -9 8 —— =4 —= =32 1;
9% X1X7, 9% x| + 8x2, 9x, X7, 9% Xy +
9% fi aft 9*fi
— =18 — = 18x, —5 =38
ox? 2 9x10x - 0x3 ’
92 0° 0°
&x% dx19x Bx%
imamo
18x1x 9x% + 8xy
W(x)= ,
—4x3 320 +1
1 [3204+1 —(9x3 +8x,)
W) = 4 | ,
A(x) 4x? 18x1x7
gde je
A(x) = 18x1x2(32x2 + 1) 443 (9x] 4 8x2) > 0.
VeliCine s;;, koje se pojavljuju u (2.3.4), su u ovom primeru
st =18(x1 +x2), 512 =209 +4), 53 =12x], s3 =32.

Na dalje, stavimo fi(k> = f,-(x(lk), xgk)), i=1,2i A =AxW), k=0,1,.

Skalarni oblik metoda NEWTON-KANTOROVICa (2.3.2) je

k k 1 k k k N Ak
xg v —xg)—Ak{(32xg) l)fl( )—(9()(,'5))2 8x§ ))f2( )},
1
xy =g - A {46l + 18400 0|
Kako su

W=

Hf(x(o))H Zmax{| fl(o) |’ fz(o)

1 33 —44
259 32 36|

max{33+44,32+36} =

‘} =max{4, 2} =4,

w! (x(o))

1

77
R —_ <0.03,

RON
a0l 2596

381
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tj. 0 =4, b =0.03, saglasno napomeni 2.3.2, za r se moZe uzeti r = 20b = 0.24.
Tada uslov da se x nade u kugli K[x(%), 7], tj. uslov

e — x| = max | x;—x” | < r =024,
l
daje 1.76 < x; <2.24 i 0.76 < x, < 1.24, pa imamo

s < 18(1.2442.24) = 62.64,
so1 < 12-2.24% =60.2112,

s =2(9-2.24 4 4) = 48.32,
S0 = 32.

Dakle, mozemo uzeti N = 63.

Kako je h = nNQb> = 2-63-4-0.03> = 0.4536 < 1/2, zakljuéujemo da
¢e prethodno dati iterativni proces, za izabrani pocetni vektor, konvergirati ka
reSenju. Rezultati dobijeni primenom ovog procesa dati su u tabeli 2.3.1. Kao
i uvek, brojevi u zagradama oznacavaju decimalni eksponent. Primetimo da se
poslednje dve iteracije poklapaju na 12 znacajnih cifara. Inace, poslednja iteracija
daje tacno reSenje datog sistema jednacina, zaokrugljeno na 16 cifara. A

Tabela 2.3.1.
k x(]k) x(zk) f](k) fz(k)
0 2. 1. 4.00 2.00
1 | 1.983050847457627 | 0.9229583975346687 7.31(-2) 8.81(—2)
2 | 1.983707108973573 | 0.9207432150674075 | —2.87(—5) 6.83(—5)
3 | 1.983708733954053 | 0.9207426370180257 | —1.03(—11) | —5.70(—11)
4 | 1.983708733953144 | 0.9207426370189653

Poseban problem kod primene metoda NEWTON-KANTOROVICa je izbor
startnih vrednostu, tj. poetnog vektora x(©), koji bi obezbedio konvergenciju
procesa. Jedno reSenje ovog problema dato je 1974. godine u radu [55]. Naime,
za njegovo nalaZenje predlaZen je iterativni proces

(2.3.7) X1 =X — W () (f(0m) — Quf (x0)), m=0,1,...,

gde je

I ! 3 !
G = max {0’ L N <||w1<xm>u2 i ng) }
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startujuéi sa nekom grubom aproksimacijom xg. Proces (2.3.7) se moZe interpre-
tirati kao iteracija metoda NEWTON-KANTOROVICa iz tacke x,, na sistem

J(x) = ouf (xo0).

Primetimo da o, € [0,1]. Ako je detW(xp) # O, tada se moZe pokazati da je,
takode, det W (x,,) # 0 i da je

20N [W Gt | [ (i) — 0f ()| < 1,

gde je {a,} nerastudi niz, tj. oy < .
Neka je G (C R") konveksna oblast koja sadrzi reSenje a. Pod pretpostavkama

f)€CHG), detW(x)#0 (x€G), f(x) Afy) @x#y (x,y€G),
u pomentom radu [55] dokazana je slede¢a teorema.

Teorema 2.3.1. Za svako xo € G, posle konacnog broja iteracija s u (2.3.7),
dolazi se do x; za koji su ispunjeni uslovi za konvergenciju metoda NEWTON—
KANTOROVICaq, pri ¢emu je o, = 0 za svako m > s.

Dakle, kao pocetni vektor x(¥) za metod NEWTON-KANTOROVICa moZe se
uzeti vektor xg, tj. x0) = X;.

U odeljku 5.2.5 ramatra¢emo jedan opsti princip kojim se razreSava problem
startnih vrednosti kod metoda NEWTON-KANTOROVICa i njemu sli¢nih metoda
i obezbeduje konvergencija takvih iterativnih procesa.

5.2.4 Gradijentni metod

Neka je dat sistem nelinearnih jednacina (2.3.1), ¢iji je matri¢ni oblik (videti
(2.1.3))

(2.4.1) flx)=0.

Gradijentni metod za reSavanje datog sistema jednaCina zasniva se na mini-
mizaciji funkcionele

fixisex)? = (F(x),f(x)).

-

Ux)=

i=1

Lako je videti da vazi ekvivalencija U (x) = 0 < f(x) = 0.
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Pretpostavimo da jednacina (2.4.1) ima jedinstveno reSenje x = a, za koje
funkcionela U dostize minimum. Neka je x(*) po¢etna aproksimacija ovog resenja.
Konstruiemo niz {x(¥)} takav da je

U >u@EW)>u@x?)>...

koristedi strategiju minimizacije iduci po pravcu najveceg pada, tj. prateci pravac
gradijenta funkcije U. Dakle, uze¢emo sledecu iteraciju u obliku

(2.4.2) 6D =W v (x®), k=0,1,...,

gde je
ou vl
oxi 0x,

Parametar A; odredujemo iz uslova da skalarna funkcija S, definisana pomocu
S(t) =U (x® —¢VU (x)), ima minimum u ta¢ki # = 2. S obzirom na to da je
jednalina S'(r) = 0 nelinearna, izvr§i¢emo njenu linearizaciju u okolini # = 0. U
tom slu¢aju imamo

VU (x) =gradU (x) = [

9= fi(x® —rvu (x0)) = £(x®) —1(VA(xR), VU (x0))

pa je linearizovana jednacina

¥ 1080 3 10 (V) Vo ) o,

i=1 i=1

odakle dobijamo
(2.4.3) M=1t="2!

gde smo stavili H; = (Vfi(x(k)), VU(x(k))), i=1,...,n

Kako je
U 9 & ol 8ﬁ

imamo VU (x) = 2WT (x)f (x), gde je W (x )JACOBIeva matrica.
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Shodno prethodnom, (2.4.3) se svodi na

1 ‘ (f(k), WkaTf(k))
2 (WO, w9

gde su f k) — f (x(k)) 1 W = W(x(k)). Tada se gradijentni metod (2.4.2) moZe
predstaviti u obliku

xHD =0 2wl (x®), k=0,1,....

Kao $to vidimo, ulogu inverzne matrice W ! (x(k)), koja se javlja kod metoda
NEWTON-KANTOROVICa, preuzela je matrica ZlkaT.

Primer 2.4.1. NareSavanje sistema jednacina iz primera 2.3.1 primeni¢emo gradi-
jentni metod startujuéi opet sa istim poetnim vektorom x(® = [2 1]7. Odgo-

varajuéi rezultati su dati u tabeli 2.4.1. JAN
Tabela 2.4.1.

k x(]k) xgk) 20

0 2. 1. 3.057873950(—4)
1 1.975537008 0.9259994504 5.387476894(—4)
2 1.983210179 0.9201871306 5.395536228(—4)
3 1.983643559 0.9207840032 5.355965389(—4)
4 1.983705230 0.9207387845 3.393286035(—4)
5 1.983708270 0.9207429317 5.355733542(—4)
6 1.983708709 0.9207426096 3.393325162(—4)
7 1.983708731 0.9207426391 5.359906237(—4)
8 1.983708734 0.9207426368 3.377933010(—4)
9 1.983708734 0.9207426370

Primetimo da je konvergencija znatno sporija, nego kod metoda NEWTON—

KANTOROVICa, s obzirom na to da je gradijentni metod prvog reda.

Metod gradijenata se uspeSno koristi u mnogim optimizacionim problemima
nelinearnog programiranja. U literaturi je poslednjih godina razraden veliki broj
metoda, posebno gradijentnog tipa, na osnovu kojih je formiran veéi broj paket
programa za reSavanje zadataka nelinearnog programiranja (videti, na primer,

[83D).
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5.2.5 Homotopija i metod nastavljanja

Kao $to smo videli u prethodnom izlaganju, metod NEWTON-KANOROVICa i
ostali metodi pokazuju brzu konvergenciju ako su pocetne vrednosti izabrane do-
voljno blizu reSenja. Taj uslov se obezbeduje jednostavno pomocu tzv. metoda
nastavljanja'’*. Naime, kod ovih metoda polazimo od problema ¢&ije resenje
znamo, a onda postepeno menjamo (deformiSemo) problem, teZeci pri tome da
dodemo do problema koji Zelimo da reSimo. U ovom odeljku ukratko izlazemo
jednu ideju kako realizovati ovakvu strategiju (za istorijske detalje videti [3]).

Neka je zadat problem reSavanja operatorske jednacine (2.1.2), tj. Fu = 0, za
koju nemamo dovoljno dobre pocetne uslove. Ovde je, da ponovimo, F operator
koji preslikava BANACHov prostor X u BANACHov prostor Y i 6 nula—vektor
prostora Y. Medutim, uvek mozemo izabrati neki jednostavan problem Gu = 6
(G: X —Y) za koji znamo reSenje; na primer, jednacina Gu = Fu — Fuy = 0 (ili
jos jednostavnije, Gu = u — uy = 0) ima reSenje u = ug. Tada moZemo formulisati
novi problem, sa tzv. funkcijom homotopije ®: X x [0,1] =Y,

(2.5.1) P(u,t) =tFu+(1—1)Gu= 6,

gde je ¢ skalar koji pripada intervalu [0,1].!73 Dakle, glavna ideja je da se dati
problem umetne u jedno—parametarsku familiju problema, gde ¢ € [0, 1]. Jasno je,
da je za t = O reSenje problema (2.5.1) poznato jer se problem svodi na Gu = 6
(u konkretnom primeru, to reSenje je u = ugp), dok se za t = 1 dobija originalni
problem,

P(u,1)=Fu=20.

Strategija reSavanja problema se sastoji u poveéanju parametra, na primer sa
vrednosti ¢ na vrednost 7 > 7 i reSavanju problema & (u,7) = 6, uz dobre pocetne
uslove koji su obezbedeni kao reSenje dobijeno u prethodnom koraku za problem
®(u,t) = 0, ukoliko je At =7 —r dovoljno malo. Dakle, poveéavanjem parametra
t reSavamo problem (2.5.1), na primer u tackama ty, t1, ...,

0=lo<l1<l2<"'<lm:1,

tako da posle m koraka dolazimo do reSenja originalnog problema kada parametar
postane t = ¢, = 1.

172 Na enleskom: continuation methods.

173 U opstem slucaju, homotopija izmedu dve funkcije f,g: X — Y je neprekidno preslikavanje
h: X x[0,1] — Y takvo da su h(x,0) = g(x) i h(x,1) = f(x). Ako takvo preslikavanje postoji,
tada kaZemo da je f homotopno na g. Ovo je jedna relacija ekvivalencije medu preslikavanjima
izX uY, gde X i Y mogu biti bilo koja dva topoloska prostora.
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Koristeci vektorsko oznacavanje kao i u odeljku 5.2.3, u daljem tekstu razma-
traCemo problem reSavanja sistema nelinearnih jednacina (2.3.1), tj.

(2.5.2) fx)=0,
primenom homotopije #: R” x [0,1] — R”", date sa

(2.5.3) h(x,t) =tf(x)+ (1 —1)g(x),

pri ¢emu znamo reSenje problema g(x) =0 (g: R" — R").

U primeni metoda nastavljanja Cesto se koristi jednostavna homotopija, sa
g(x) =f(x) —f(xo), gde je x¢ proizvoljna tacka iz R". U tom slucaju, (2.5.3)
se svodi na

(2.5.4) h(x,t) =f(x)+ (t — 1)f(x0),

gde xo € R" reSenje problema za t =ty = 0.

Ako jednacina k(x,t) = 0, gde je h dato sa (2.5.3), ima jedinstveno reSenje za
svaku vrednost parametra 7 € [0, 1], tada je ono funkcija od ¢ pa je x(7) jedinstvena
tatka u R” za koju je h(x(z),t) = 0. Skup

(2.5.5) {x(t) |0<t<1}

se tada moZe interpretirati kao parametrizirana kriva u R", sa po¢etkom u pozna-
toj tacki x(0) i krajem u reSenju datog problema (2.5.2), x(1). Dakle, metodom
nastavljanja odredujemo putanju, tj. krivu (2.5.5), izraCunavajuéi, shodno prethod-
nom, taake x(to), x(t1), ..., X(#). Pomenimo da u nekim slu¢ajevima mogu na-
stati problemi kod nalaZenja krive (2.5.5). Na primer, mogu se pojaviti povratne
tacke, moZe nastupiti tzv. bifurkacija, moze doci do prekida kada za neko ¢ < 1 ne
postoji reSenje, ili pak da kriva ,odlazi“ u beskona¢nost. Ukoliko se pojavi neki
od ovih slucajeva, preporucuje se promena homotopske funkcije.

Pretpostavimo sada da su funkcije r — x(7) i (x,7) — h(x,t) diferencijabilne.
Tada, na osnovu poznate teoreme o implicitnoj funkciji, moZzemo odrediti x'(¢) i
opisati krivu (2.5.5) diferencijalnom jednacinom. Neka je operator 7: R" — R”
definisan pomoéu Tx = h(x,t) = [y ... h,]T, gde su

he = hi(xy,. .0 x0,t), k=1,....n,

i t parametar. Na osnovu primera 2.4.2 iz odeljka 2.2.4, zaklju¢ujemo da je
FRECHEToV izvod, u ovom slucaju, kvadratna JACOBIeva matrica reda n,
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L
x| ox,,
Thoy=Wh)=| :
o,
L dx ox, |

Kako x zavisi od ¢, diferenciranjem k(x(¢),#) = 0 po parametru ¢, dobijamo

W (h)x' (1) + %h(x,t) ~0,

odakle sleduje
d
/ _ w1
x'(t)=-W (h)—ath(x,t).

Na primer, u slu¢aju homotopije (2.5.4), koju ¢emo u daljem tekstu tretirati,
imamo

(2.5.6) X' (1) = -W ) f(x0), x(0)=xo.

Jednacina (2.5.6) predstavlja diferencijalnu jednacinu za krivu (2.5.5), sa po-
znatim poCetnim uslovima x(0). Takvi problemi su poznati kao CAUCHYevi
problemi za diferencijalne jednacine (videti [73]). Numerickom integracijom
CAUCHYevog problema (2.5.6) na intervalu 0 < ¢ < 1, dolazimo do reSenja x(1),
koje u nasem slucaju predstavlja reSenje originalnog problema (2.5.2).

Slede¢i rezultat daje uslove pod kojima se metod nastavljanja uvek moZze pri-
meniti na reSavanje sistema nelinearnih jednacina (2.5.2) (videti [92, str. 231]).

Teorema 2.5.1. Ako je preslikavanje f: R" — R" neprekidno—diferencijabilno i
ako je |[W=L(f)|| < M na R", tada za svako xo € R" postoji jedinstvena kriva
(2.5.5) u R" takva da je f(x(t)) 4 (t — 1) f(x9) =0, 0 <t < 1, pri Cemu je funkcija
t — x(t) neprekidno—diferencijabilno resenje CAUCHYevog problema (2.5.6).

Primer 2.5.1. Na refavanje sistema nelinearnih jedna¢ina'7*

sinx+¢e”—3

(2.5.7) flx) =

) x = x?y e R27

V4 2y—x— 1] &)

primeniéemo homotopiju (2.5.4). Neka je xo = (a,b) € R? proizvoljna tacka i
f(xo) = (A,B) €R?, gde sud =sina+e”—3i B=b>+2b—a—1.

174 Slitan primer je razmatran u [11, str. 239-240].
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Tabela 2.5.1.
t X y
0 0. 2.
1/4 0.4740635917747482 1.78734393196246
0.4282666498422128 1.77101664199978
1/2 0.8132263964992279 1.52466178200962
0.7691681845319902 1.50391664106551
3/4 1.0630075387581043 1.21305412137179
1.0020191136602829 1.18016079331117
1 1.1651928359432943 0.81598851445457
1.0691468191394507 0.75302901232354
1.0711605959382172 0.75247279731052
1.0711621056097559 0.75247313976845
1.0711621056106288 0.75247313976866
1.0711621056106288 0.75247313976866
Kako su
cosx ¢ 1 |200+1) —¢
W(h)=W(f) = i W)=~ :
—1 2(y+1) A 1 cosx

gde je A =detW(f) =2(y+ 1)cosx+e’, metod NEWTON-KANTOROVICa pri-
menjen na (2.5.4) ima oblik
X 1 [20+1) —& sinx+e’—3 A

y y| A 1 cosx V42y—x—1

=

Kao pocetnu tacku uzeéemo (a,b) = (0,2) € R? i niz parametara to = 0, t; =
1/4,t,=1/2,t3 =3/4 ity = 1. ReSenje za 1y = 0 je poznato i to ¢emo uzeti kao
pocetno reSenje za primenu metoda NEWTON-KANTOROVICa za t =t = 1/4.
Dobijene vrednosti uzimamo kao pocetne za slede¢i nivo t =1, = 1/2, itd. Vre-
dnosti iteracija su date u tabeli 2.5.1, pri ¢emu je dovoljno uzeti samo po dve itera-
cije na nivoima za ¢t < 1. Primetimo da se na zavrSnom nivou ¢ = 1 poslednje dve
iteracije poklapaju, tako da se te vrednosti mogu uzeti kao resenja datog sistema
jednacina.

Pokazaéemo sada jo$ jedan nacin reSavanja zasnovan na resavanju CAUCHY-
evog problema (2.5.6), koji se u ovom slu¢aju svodi na

1[20+1) —e | |A —1

X (t)=—— =
) A 1 cosx | | B 2(y+1)cosx+e

2A(y+1) —Be’
A+ Bcosx
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U programskom paketu MATHEMATICA postoji funkcija NDSolve za numeri¢ku
integraciju sistema diferencijalnih jednacina, sa zadatim pocetnim uslovima. U
nasem primeru, odgovarajuéi programski kod je

ni= a=0; b =2;
ff = {Sin[x] +Exp[y] -3,y "2+2y-x-1};
{A,B}=ff /. {x>a, y-»Db};
det = 2 (y[t] +1) Cos[x[t]] +Exp[y[t]];
ds = -{2A (y[t] +1) -B Exp[y[t]], A+B Cos[x[t]]} /det;
resenje = NDSolve[{x'[t] ==ds[[1]], v'[t] ==ds[[2]],
x[0] == a, y[0] == b}, {x, ¥y}, {t, O, 1}]

gde smo, kao i ranije, uzeli (a,b) = (0,2) € R?. Funkcija NDSolve daje resenje
u obliku interpolacionog polinoma,'” koje je prezentovano kao

{{x->InterpolatingFunction[{{0.,1.}},<>1,
y->InterpolatingFunction[{{0.,1.}},<>1}}

Dobijeno reSenje omogucava da se naredbom

n7;= Plot[Evaluate[{x[t], y[t]} /. resenje], {t, 0, 1}]

mogu skicirati grafici za x(¢) i y(r), kada 0 <t < 1 (vdeti sliku 2.5.1).

20k _
T~ oyt
15[ ~¥£3
- X
1.0f (e <
S
0.5)
02 04 0.6 08 10 1

Slika 2.5.1. Krive x(¢) i y(t) za 0 <t < 1

Odgovarajuce vrednosti za t = 1 se mogu izracunati naredbom:

175 Problem interpolacije biée razmatran u posebnoj knjizi iz ove serije.
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ing;= Evaluate[{x[1], y[1]} /. resenje[[1]]]

outgl= {1.07116, 0.752473}

Slika 2.5.2. Grafik funkcije y — e’ +sin(y?> +2y—1) =3

Najzad, napomenimo da se eliminacijom nepoznate x, sistem jednacina (2.5.7)
transformiSe na jednacinu e’ 4 sin(y? +2y — 1) —3 = 0, koja ima jedinstveno
reSenje (videti grafik na slici 2.5.2) i ono se moZe na¢i naredbom FindRoot
ini= FindRoot [Exp[y] +Sin[y"2+2y-1] -3 =0, {y, 1}]

outfil= {y > 0.752473}

Za startnu vrednost smo uzeliyg=1. A

Primer 2.5.2. Razmotri¢emo sada jedan sloZeniji sistem od tri nelinearne jednacine
filx,y,z) = 2™ — cos2y + 272 =0,

(2.5.8) fr(x,y,z) = 400x> — 15x*y* — 87— 31 =0,
f3(x,y,2) = 1062 —dy+ (1+2)y* +22 =0.

Kao i u prethodnom primeru, primeni¢emo homotopiju (2.5.4), gde pocetnu
tacku i odgovarajuéu vrednost funkcije f(x) = [fi f» f3]' € R? oznatavamo sa
xo = (a,b,c) €R3 i f(xo) = (A,B,C) € R3, respektivno. U ovom slu¢aju za W (f)
dobijamo

—2e™ 2sin2y 47
W(f) = | 30x(40x —y?) —30x%y -8 |,

20x 3y (z+1)—4 Y42z
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sa determinantom
A = 2400xyz — 8 [2e ™ — 15x(40x — y*)z] [~4+3y*(1 +2)]
—320xsin 2y + 60x(y” +2z) [xye ™ — (40x —y?) sin2y] .

MATHEMATICA kod koji sleduje obezbeduje konstrukciju i reSavanje kon-
turnog problema (2.5.6) za 0 <t < 1:

2Exp[-x] -Cos[2y] +22"2-1;
f2[x_,y ,2_] :=400x"3-15x"2y"2-82z-31;
f3[x_,y _,2_]:=10x"2-4y+ (1+2)y"3+2"2;
£f = {(£f1[x, v, z], £2[x, v, 2], £3[x, ¥, z]};
W = Transpose[{D[ff, x], D[ff, y], D[f£f, z]}];
Winv = Inverse[W] // Simplify;
ds = -Winv.{aA, aB, aC} /. {x > x[t], y-> y[t], 2> z[t]};
a=1;b=0;c=1; {aA, aB, aC} =ff /. {x>»>a, y-»b, z->c};
resenje = NDSolve[{x'[t] ==ds[[1]], y'[t] ==ds[[2]],
z'[t] =ds[[3]], x[0] ==a, y[0] =b, 2[0] =c}, {x,y, 2}, {t, 0, 1}]

n= £1[x_, ¥y , 2_] @

gde je kao startna tacka uzeta (a,b,c) = (1,0,1) € R3,

02 0.4 06 0.8 10 ¢

Slika 2.5.3. Krive x(¢), y(t) i z(¢), 0 <t < 1, za startnu tacku (a,b,c) = (1,0,1)

Grafici za krive x(¢), y(t) i z(¢) su prikazani na slici 2.5.3. Ako, medutim,
stavimo a = b = ¢ = 1/2, odgovarajuéi grafici su dati na slici 2.5.4.

Za vrednost x(1), $to je inae reSenje datog sistema jednacina (2.5.8), dobi-
jamo:

{0.440113, 0.558554, 0.274187}.
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 ¢

Slika 2.5.4. Krive x(¢), y(¢) i z(¢), 0 < r < 1, za startnu tacku (a,b,c) = (1/2,1/2,1/2)

Ako Zelimo reSenje sa veCom precizno$éu, na primer sa 60 cifara, potrebno je
napraviti nekoliko iteracija pomo¢u metoda NEWTON-KANTOROVICa, sa ovim
pocetnim vrednostima, uz koris¢enje aritmetike dovoljne preciznosti.

inf10}= x0 = {440113, 558554, 274187} /10"6;
Do[x0 = N[ ({x, y, 2z} -Winv.£ff) /. {x > x0[[1]], y > xO[[2]], 2> xO[[3]]}, 60];
Print[x0], {k, 5}]

{0.440113440680433332221915362054428278489414810061331651385026,
0.558553896465869236815724913151199590955591319010822754737179,
0.274187131995499953525765641004647947308145406487311046900080}

{0.44011344067998797582304426612198531843086646285103137083232,
0.55855389646525796946042569094891479841610387991162376244442,
0.27418713199582452515991896471212139120503768806683371986431}

{0.44011344067998797582304381645067791941494463061914166244783,
0.5585538964652579694604251704824720710152637829100333205290,
0.2741871319958245251599186825495210043891699935873450204354}

{0.44011344067998797582304381645067791941494463061868217196475,
0.5585538964652579694604251704824720710152637829095412812910,
0.274187131995824525159918682549521004389169993587131519085}

{0.4401134406799879758230438164506779194149446306186821719647,
0.558553896465257969460425170482472071015263782909541281291,
0.274187131995824525159918682549521004389169993587131519085}

Najzad, napomenimo i to da ukoliko izaberemo pocetnu tatku (a,b,c) =
(0,0,0), odgovaraju¢i CAUCHYev problem daje drugo reSenje sistema jednacina
(2.5.8). U tom slucaju, grafici za krive x(¢), y(¢) i z(¢) su prikazani na slici 2.5.5.

Odgovarajuce reSenje sistema jednacina (2.5.8) je:

{0.415862, 0.481786, -0.354293},

$to je, u stvari, vrednost x(1). A
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(o),
0.4}
x(1)
0.2}
02 04 0.6 0.8 10 7
\
—02f \
\
RN 2(1)__
—0.4] e

Slika 2.5.5. Krive x(¢), y(¢) i z(¢), 0 < < 1, za startnu tac¢ku (a,b,c) = (0,0,0)

Napomena 2.5.1. Sli¢an nacin za opis putanje (2.5.5) je dat u radovima [24, 25,
26].

5.3 ALGEBARSKE JEDNACINE

5.3.1 Uvodne napomene

Zbog vaznosti koje zauzimaju algebarske jednacine u nauci i tehnici, ovo
poglavlje posveujemo numerickim metodama za reSavanje numerickih alge-
barskih jednacina. Poseban odeljak posvecujemo lokalizaciji korena jednacina,
imajuéi pri tome u vidu izbor pocetnih reSenja u iterativnim procesima. Pored
standardnih metoda kakvi su BERNOULLIjev i NEWTON-HORNERoOV metod,
izloZi¢emo i dva metoda treceg reda, kao i metode za simultano nalaZenje korena.

Jedan od najstarijih problema u matematici je reSavanje algebarskih jednacina,
koji je i danas aktuelan, s obzirom da ogroman broj tehnickih problema to zahteva.

Opsti oblik algebarske jednacCine n-tog stepena je

(3.1.1) P(x)=apx" +aiX" '+ +ay_1x+a, =0 (ag #0),
gde je n prirodan broj, a koeficijenti ay, v =0,1,...,n, realni ili kompleksni bro-
jevi.

Koreni ove jednacine x1, . . ., x, povezani su sa koeficijentima ay, v=0,1,...,n,

pomoéu VIETEovih!’® formula

176 FRANCOTS VIETE (1540 — 1603), francuski matematiar.
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ai

o] = ZX,' = -,

i ap

a

o= Yxix; = —,

i<j ao

as
3.1.2) O3= ) XiXjX) =——,
i<j<k ap

Op= XX+ X = (—1)"@.
ao

Za jednacinu (3.1.1) se kaZze da je numericka ako svi njeni koeficijenti ay,
v=0,1,...,n, imaju numeri¢ke vrednosti. Ako bar jedan od njih ima oblik opSteg
broja, onda se radi o opstoj algebarskoj jednacCini. U vezi s tim se i metodi za
reSavanje algebarskih jednac¢ina mogu podeliti na metode za reSavanje opstih al-
gebarskih jednacina i na metode za reSavanje numerickih jednacina.

Metodi prve grupe daju reSenje u obliku formule. Dokazano je da su opSte
algebarske jednacCine, u opStem slucaju, resive samo za n < 4 (za detalje videti, na
primer, [69]). Medutim, numeric¢ke algebarske jednacine je uvek mogudée resiti sa
odredenom ta¢noscu. Dobijeni koreni su tada u obliku pribliznog broja.

Ogroman broj metoda za numeri¢ko reSavanje algebarskih jednacina pri-
lagoden je digitalnim racunskim masSinama i oni se uglavnom mogu podeliti u
dve grupe. U prvu grupu spadaju metodi za izraCunavanje korena sa zadatom
tacnoSu bez koris€enja pribliznih vrednosti korena. Druga grupa sadrZi metode
za izraCunavanje korena na osnovu, ve¢ poznatih priblizZnih vrednosti korena.

Metodi jedne i druge grupe koji se najvise koriste u primenama biée izloZeni
u ovom poglavlju. Medu ovim metodima biée onih koji se koriste za odredivanje
samo jednog korena (na primer, najveceg po modulu), kao i onih za simultano
odredivanje vise korena (na primer, dva ili svih n).

Ukoliko je nekim od metoda odredeno k(< n) korena xj,x»,...,x, tada se za
odredivanje ostalih korena resSava jednacina niZeg stepena

P(x)

(x—x1) - (x—x2) =0

Ox) =

Ovakayv pristup u sukcesivnom odredivanju korena jednacina poznat je kao metod
deflacije.

S obzirom na to da se koreni xp,...,x; odreduju sa ograni¢enom ta¢noscu,
jasno je da koeficijenti jednacine Q(x) = 0 nece biti apsolutno tacni, $to znaci da se
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tacnost korena x¢,1,...,x, naruSava, bez obzira na metod kojim se oni odreduju.
Naime, koreni x4 1, ...,x, neée biti, u opStem sucaju, koreni jednacine Q(x) = 0.

Prou¢imo sada uticaj promene koeficijenata algebarske jednacine (3.1.1) na
promenu njenog prostog korena x = x;. Ne umanjujuéi opStost razmatranja,

uzmimo da je ap = 1. Pod pretpostavkom da koeficijenti a,, v = 0,1,...,n,
postanu redom ay + &y, gde je |&y| < |ay|, v =1,...,n, oredi¢emo gresku ko-
rena x. Naime, u tom slucaju, koren x; postaje x; + &.

Kako je

(e +&)" + (a1 + &) (o + &)+ -
+ (an—1+€—1)(xk + &) + (an+€,) =0,
koriséenjem aproksimacije
(e + &)™ 2 +m N (m=2,...,n)
i zanemarivanjem ¢lanova oblika &;€;, dobijamo
P(x) + P (x) &+ (a1 e 2 4 g+ &) 20,
odakle, s obzirom na P(x;) =01 P'(x;) # 0, sleduje

1
P'(xi)

& =

(e e P+t gt &)

Ako pretpostavimo da su granice apsolutnih greSaka koeficijenata jednake, tj.
da je |g]| < €, na osnovu poslednje priblizne jednakosti dobijamo granicu apso-
lutne greske korena, u oznaci A,

1

A |P (xz)| (el 4 el 2 4+ bl + 1) g,
tj‘ (" = 1)
x|"—1)e
Ao d POl (hal = 1) | # 1,
ﬁ;{)', x| =1,

U radu [140], WILKINSON navodi primer jednacine

P(x) = (x+1)(x+2)--- (x+20) =0,
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sa svim realnim korenima x;, = —k, k=1,2,...,20, j.

P(x) = x*° + 210x" 4 20615x' +1256850x!7 4+53327946x'¢ 4-1672280820x"
+ 40171771630x™* +756111184500x" + 11310276995381x'?
+ 135585182899530x'! + 1307535010540395x'°
+ 10142299865511450x° 4 63030812099294896x®
+ 311333643161390640x” + 1206647803780373360x°
+ 3599979517947607200x° 4 8037811822645051776x"
+ 12870931245150988800x> + 13803759753640704000x°
+ 8752948036761600000x + 2432902008176640000 = 0,

kod koje male promene u koeficijentima izazivaju velike promene u korenima.
Naime, ako koeficijent a; = 210 promenimo za samo & =223 =212 x 1077,
promene u malim korenima su neznatne, ali koren xp;yp = —20 postaje —20.8.
Stavise, pojavljuju se i konjugovano—kompleksni koreni i to &ak pet parova. Ovo
je primer tzv. slabo uslovljenog polinoma.

Pri sukcesivnom odredivanju korena jednacine (3.1.1) i njenoj redukciji na nizi
stepen (metod deflacije), preporucuje se odredivanje korena polazeéi od najma-
njeg po modulu.

Poseban problem kod reSavanja algebarskih jednacina je odredivanje viSestru-
kih korena ili korena koji su dovoljno bliski (kvazi—viSestrukost). Ovaj problem
neéemo posebno razmatrati. Napomenimo samo jedan dobro poznati postupak za
eliminaciju visestrukih korena koji se sastoji u slede¢em. Za polinom P i njegov
izvodni polinom P’ odredimo najveéi zajedni¢ki delilac Q i formiramo jednacinu

R(x) = Plx) =0
Q(x)

Iz teorije polinoma je poznato (videti, na primer, [86] ili [77, IV glava]) da
svaka viSestruka nula reda k polinoma P je istovremeno i nula reda k — 1 poli-
noma P/, pa i polinoma Q, odakle zaklju¢ujemo da polinom R, dobijen deobom
polinoma P polinomom Q, sadrZi sve nule polinoma P. Naravno, sve nule poli-
noma R su proste, $to znali da problem reSavanja jednaline R(x) = 0 nije vise
tako sloZen.

Za odredivanje najveceg zajednickog delioca dva polinoma koristi se Euklidov
algoritam (videti [77, IV glava])). Napomenimo da je najveéi zajednicki delilac
jedinstven sa ta¢nosc¢u do na multiplikativnu konstantu.
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Primer 3.1.1. Neka je dat polinom
P(x) = x° 4 10x* +42x> + 92x* 4 105x + 50.

S obzirom na to da je najveéi zajednicki delilac za P i P’ polinom Q, definisan sa
Q(x) = x* +4x+ 5, imamo

R(x) =X 4+6x> +13x+10. A

5.3.2 Granice korena algebarskih jednacina
Posmatrajmo jednacinu (3.1.1) u kompleksnoj ravni, tj. neka je x = z. Stavimo
a=max{|ai|,|az|,...,|an|} 1 d =max{lao| |ai|,...,|an—1]}.
Teorema 3.2.1. Svi koreni jednacine (3.1.1) leZe u prstenu

|an|

a +|ay|

a
<7 <14 +—.
|aol

(3.2.1)
Dokaz. Pretpostavimo da je |z] > 1. Kako je

P(2)] >[laod"| = |12 + -+ an-1z+an| |,

la 27 4 Fapzta] <a(lz" 244 7+ 1)

l2I"—1  alz]"
_= a s
lz| =1 " lz] =1

zakljuCujemo da je |P(z)| > 0, ako je

2"

ap?'| —a >
SR FE
g,
a
|z > 1+ —.
|ao

Kako vrednosti za z koje zadovoljavaju prethodnu nejednakost ne mogu biti
koreni jednacine (3.1.1), zaklju¢ujemo da svi koreni ove jednaCine zadovoljavaju
suprotnu nejednakost, tj. leZe u unutrasnjosti kruga
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lz| =1+ ﬁ.
Uvodenjem smene z = 1/, jednacina (3.1.1) postoje
(3.2.2) ay+arl+-+a, 18" " +a,"=0
Na osnovu prethodnog, koreni jednacine (3.2.2) zadovoljavaju nejednakost

a/

1
fl= <14
EIT

odakle dobijamo donju granicu

Primer 3.2.1. Na osnovu teoreme 3.2.1, ispitajmo u kojoj oblasti leZe koreni
jednacine

P(z)=z6—<4+%>z + (34 5i)z* +<2 21)

AN L
- <§+E>Z +2iz— (2+42i) =0.

Kako su
a:max{]all,]az\,...,]ad} = ’612’ = ’34—51‘ =34,

d =max{lao|,|a1|,...,|as|} = |az| = V34,

imamo

<z<1+\/_
= <K

tj. 0.33 < |z| < 6.83. Oc¢igledno, ovaj rezultat je dosta grub, $to se vidi iz sledece
geometrijske interpretacije.

Na slici 3.2.1 su prikazane nivo linije |P(x +iy)| =czac=1ic=2u
pravougaoniku {(x,y) | —1.2<x<24,-07<y< 1.2}. Sa slike mozemo iden-
tifikovati pet tamnih (crvenih) oblasti u kojima je |P(x+1iy)| < 1. Jasno je da su
nule polinoma lokalizovane u ovim oblastima i one su redom:

71 =—1, zzz—%, =1, zu=1+i, z5=z=2. A
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Slika 3.2.1. Nivo linije |[P(x+1iy)|=czac=1ic=2

Posmatrajmo sada jednacinu
(3.2.3) P(x) =apX" +arX" '+ +a, 1x+a, =0,

sa realnim koeficijentima i ag > 0.
Sledeéa teorema daje granicu realnih korena ove jednacine.

Teorema 3.2.2. Neka je A maksimum apsolutnih vrednosti negativnih koeficije-
nata jednacine (3.2.3) i neka je a,, prvi negativni koeficijent u nizu ag,ay, ... ,ay.
Tada su svi pozitivni koreni ove jednacine, ukoliko postoje, manji od

A
R=1+ /=,
ao

Posledica 3.2.1. Ako su svi koeficijenti jednacine (3.2.3) nenegativni, jednacina
nema pozitivnih korena.

Napomena 3.2.1. Donja granica pozitivnih korena se moze odrediti na sli¢an
nacin, uz prethodno uvodenje smene x = 1/y u jednacini (3.2.3).

Primer 3.2.2. Odredi¢emo granice realnih korena jednacine
(3.2.4) 27 +x7 x4+ 19x° —24x° + 11 = 0.

Kako suag =2, A =24, m =5, imamo

[24
R=1+1 7<2.65.
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Za odredivanje donje granice pozitivnih korena posmatrajmo jednacinu
11y° —24y” +19y° —y> +y?> +2=0.

Ovdejeay=11,A =24, m=2,paje

_ 24
R:1+\/ﬁ<2.48,

tj. donja granica pozitivnih korena je r = 1/R > 0.40. Dakle, ukoliko postoje,
pozitivni koreni jednacine (3.2.4) leZe u intervalu (0.40, 2.65).

Smenom x = —t¢, jednacina (3.2.4) postaje
207 +1T + 144197 + 24 — 11 =0,

Primenom sli¢nog postupka nalazimo da pozitivni koreni ove jednacine mogu
lezati samo u intervalu (0.40, 2.21).Dakle, ukoliko postoje, negativni koreni jednacine
(3.2.4) leze u intervalu (—2.21, —0.40).

Interesantno je primetiti da jednacina (3.2.4) ima samo jedan realan koren, Cija
je priblizna vrednost —0.560228, dok su ostali koreni konjugovano kompleksni
brojevi:

{{x -> -1.358 - 0.795441 I}, {x -> -1.358 + 0.795441 I},

{x -> -0.560228},

{x -> -0.157371 - 1.58822 I}, {x -> -0.157371 + 1.58822 I},

{x => 0.885953 - 0.932499 I}, {x —-> 0.885953 + 0.932499 I},
{x => 0.90953 - 0.336561 I}, {x -> 0.90953 + 0.336561 I}}

Ove vrednosti su dobijene u paketu MATHEMATICA. A

Za nalaZenje gornje granice pozitivnih korena jednacine (3.2.3) moZe se koris-
titi i NEWTONov metod koji se sastoji u slede¢em.
Ako za x = a > 0 vaZe nejednakosti

PX@)>0 (k=0,1,...,n),

za gornju granicu korena se moZe uzeti vrednost R = a, $to sleduje iz TAYLORove
formule

Naime, u tom slu¢aju, za x > a imamo P(x) > 0.
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Sledeéim postupkom se moze se dobiti bolja granica. Predstavimo P(x) u ob-
liku
P(x) = Q1(x) — Q2(x) + Q3(x) — - + Qam—1(x) — Qo (),

gde su Q;(x) suma prvih ¢lanova P(x) sa pozitivnim koeficijentima, polev sa
aopx", —Q>(x) suma narednih ¢lanova P(x) sa negativnim koeficijentima, itd., pri
¢emu se poslednji ¢lan —Qy,, (x) ili sastoji iz lanova sa negativnim koeficijentima
ili je jednak nuli. Ako su c¢;, j = 1,...,m, pozitivni brojevi takvi da je

Q2j-1(cj) — Q2j(cj) >0 (j=1,....m),
za gornju granicu pozitivnih korena moze se uzeti broj
R = max(cy,...,Cm)-

Navedimo sada jedan rezultat, koji ¢esto moZe biti korisniji od teoreme 3.2.1.
Neka je
P) ="+ @l a1zt ap.

Uvodenjem smene z = w — a; /n, polinom P se transformi$e u polinom Q, kod
koga je koeficijent uz w"~! jednak nuli. Dakle,

O(w) :P<w— %) =W oW 24 oW+ cp.

DefiniSimo sada polinom S pomoéu
S(w) =w" — |eaw" 2 — - — |ept|w — |cal-

Teorema 3.2.3. Ako je bar jedan od koeficijenata ¢, # 0, k =2,...,n, sve nule
polinoma P leZe u oblasti

ai
‘ z+— ‘ <
n
gde je r pozitivna nula polinoma S.

Dokaz. Neka je |[w| > r. Pod pretpostavkom da je bar jedan od koeficijenata poli-
noma ¢y # 0,k =2,...,n,1s obzirom na to da je S(r) = 0, imamo

&) Cn |C2| |Cn| _

St < St

rn

Kako je
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C C
0(w) =w" (14+ 5+ + 1),

na osnovu prethodnog imamo
n
C
y <)o
v=2 W

odakle zakljuujemo da je Q(w) # 0 za svako w za koje je |w| > r. Drugim re¢ima,
nule polinoma Q nalaze se u krugu |w| < r, §to je s obzirom na smenu z = w —
ay /n, ekvivalentno sa tvrdenjem teoreme. O

[Q(w)| = w|" (1—

Primer 3.2.3. Neka je
(3.2.5) P(z) = 2° — 107" 4-437° — 104z> + 150z — 100.
Smenom z =w — (—10) /5 = w+ 2 dobijamo

Q(w) =P(w+2) =w’+ 3w’ —6w? + 10w

S(w) =w’ —3w® — 6w? — 10w.

Na osnovu teoreme 3.2.2, zakljuCujemo da je jedinstveni pozitivni koren
w = r jednaCine S(w) = 0 manji od R = 14 +/10 = 4.16. Ova granica se moZe
poboljsati. Naime, nije teSko ustanoviti da je r < 3. Tada, na osnovu teoreme
3.2.3, zakljuCujemo da se nule polinoma (3.2.5) nalaze u krugu |z —2| < r < 3.
Napomenimo da su tatne nule polinoma P redom z; =2, 753 = 1£2i, 245 =3 £i.
Teorema 3.2.1 daje grube granice 0.4 < |z] < 151. A

5.3.3 BERRNOULLIjev metod

U ovom odeljku izloZi¢emo jedan vrlo jednostavan metod za odredivanje ko-
rena algebarskih jednacina bez koriS¢enja pribliznih vrednosti ovih korena. Prve
ideje 0 ovom metodu dao je D. BERNOULLI'?’ 1728. godine. Sa pojavom digital-
nih racunskih masina ovaj metod je znatno usavrsen.

Neka je data jednacina

3.3.1) apX* +a X'+ 4 a1 x+a,=0 (ap #0)

177 DANIEL BERNOULLI (1700 — 1782), poznati holandsko—§vajcarski matematicar.
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sa realnim koeficijentima. Ne umanjujuéi opStost moZemo uzeti ap = 1. Jednacina
(3.3.1) se moZze shvatiti kao karakteristi¢na jednacina linearne diferencne jednacine
n-tog reda

(3.3.2) Ytk + @1 Yntk—1+ -+ An1Yk+1 +anyx = 0.

ResSenje ove jednacine odredeno je korenima karakteristi¢ne jednacine (3.3.1).
Naime, ako su x,, Vv =1,...,n, koreni jednacine (3.3.1), tada je

i =Ci1¢y (k) R +Cn¢n(k)

reSenje diferencne jednacine (3.3.2), gde su funkcije ¢; odredene korenima xy,
v =1,...,n, respektivno (videti odeljak 1.3.1), a konstante Cy,, v =1, ..., n, zavise
od pocetnih uslova yg,y1,.-.,Vn—1-

Ne umanjujuci opsStost uzecemo da je
bt = beal =+ > .
Koren sa najveéim modulom zvaéemo dominantnim korenom. Oc&igledno je da
jednacina (3.3.1) moZe imati:

(a) jedan dominantan koren;
(b) viSe dominantnih korena.

Ukoliko postoji samo jedan dominantan koren xp, tada je on realan.
Vise dominantnih korena imamo kada je

b = bl = - = e > | = - =

pri Cemu treba razlikovati sledece slucajeve.
(b.1) Dominantni koreni realni i jednaki (viSestruki koren reda r), tj.

X| =" =Xp.

(b.2) Dominantni koreni realni i suprotni po znaku (jedan visestruk reda p, a
drugi reda r — p), tj.

X ==Xy, =—Xpp] = =—x >0,
(b.3) Dominantni koreni konjugovano kompleksni (u parovima), tj.

Xy =X, X3 =X4, ..., Xo—| = X2 (r=2m),
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Primetimo da, u ovom slu¢aju, medu dominantnim korenima moZe biti i viSestrukih.
(b.4) Medu dominantnim korenima ima i realnih i konjugovano kompleksnih.

BERNOULLIjev metod omogucuje nalaZenje dominantnih korena jednacine
(3.3.1), pri ¢emu se koristi niz {yx};cy,. koji se generide pomocu (3.3.2) sa
pocetnim vrednostima yg, y1,...,Yn—1-

Razmotrimo najpre slucaj (1), tj. sluc¢aj kada imamo jedan dominantan koren
x1. Tada je

(3.3.3) Y = Cix} +Caa (k) + -+ + G (k).

Nije tesko pokazati da je

109
(3.3.4) kLITw xf

=0 (i=2,...,n).

Koriséenjem niza {y;} konstruisaéemo niz {uy} pomocu uy = yiy1/yk. Tada
je, s obzirom na (3.3.3),

Coakt1), , Giulk+ D)

T C xll(-s-l Ci x11<+1
Up =X
Y Y G I A (3
C x]f C x’f
pri ¢emu smo pretpostavili da je Cy # 0.
Na osnovu (3.3.4) imamo
(3.3.5) lim uy; = xq,

k—4-o0

tj. niz {u; } konvergira ka dominantnom korenu x;. Za primenu ovog metoda treba
obezbediti uslov C; # 0, §to zavisi od pocetnih uslova. Na primer, ovaj uslov je
ispunjen ako se uzme

Yo=y1=-=Y2=0, y,1=1

Ispitajmo sada konvergenciju niza {u;} pod uslovom da je koren x, realan i
takav da je |xp| > |xy|, v =3,...,n. Sa ¢; oznatimo gresku u; — x;. Kako je, pod
navedenim uslovom, ¢, (k) = x5, za dovoljno veliko k imamo

k
Vi1 ~ G x2
g="—-x1=% —(n-—x)|—),

Yk C b3l
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tj. exr1 = (x2/x1)ex, odakle zakljuCujemo da je konvergencija linearna.
U slucaju (b.1), umesto reSenja (3.3.3) imamo reSenje

Yk = (C1 +Cak+ -+ Ck x|+ Cri1 @1 (k) + -+ Cua (k).
Moze se pokazati da i u ovom slucaju vazi (3.3.5).
Primer 3.3.1. Neka je data jednacina
(3.3.6) =3~ Tx—6=0.
Diferencna jednacina (3.3.2), u ovom slucaju, postaje
Vird — Yi+3 — 3Vks2 — Tyry1 — 6y = 0.

Startujuéi sa yp = y; = y» = 0,y3 = 1, na osnovu prethodnog, dobijamo niz {yy},
a zatim niz {u } (tabela 3.3.1).

Tabela 3.3.1.

k Yk U

3 1 1.

4 1 4.

5 4 3.5

6 14 2.7857143
7 39 2.9487179
8 115 3.0782609
9 354 2.9830508
10 1056 2.9895833
11 3157 3.0069686
12 9493

Primetimo da je x; = 3 dominantan koren jednacine (3.3.6). A
U slucaju (b.2), imamo
Yk =[C1+Cok+ -+ kP 4 (1)K (Cpiy 4+ CH P o

+Cri19r1(k) + - + CuPu(K),
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odakle lako mozemo zakljuCiti da niz {ux}, gde je ux = yxi1/yk, divergira.
Moguéno je, medutim, i u ovom slu¢aju odrediti x;, ali pomocu niza {v;}, gde
je vk = yak+2/yar- Naime, ovde je

lim v = x3.
Primer 3.3.2. Posmatrajmo jednadinu x> + 0.5x> — 4x — 2 = 0, &iji su koreni

x] = —xp = 2 ix3 = —0.5. Startujuéi sa yg = y; =0, y» = 1, odredujemo nizove
{v}s {uk}, {vc} (tabela 3.3.2).

Tabela 3.3.2.

k Yk Uk Vi/2

2 1. —-0.5 4.25

3 —0.5 —0.85

4 4.25 —0.9705882 4.25

5 —4.125 —4.3787879

6 18.0625 —0.9429066 4.0147059
7 —17.03125 —4.2577982

8 72.51562 —0.9412842 4.0009158
9 —68.25781 4.2504866
10 290.12891

Primetimo da niz {4} divergira, a da niz {v;} konvergira, $to je kriterijjum za
egzistenciju slucaja (b.2). Niz {v;} konvergira kax? =4. A

Razmotrimo sada slucaj (b.3). Jednostavnosti radi neka je r = 2, tj. neka postoji
samo jedan par konjugovano kompleksnih korena, koji su dominantni. Neka su to
x1 = pe'? ix, = pei?. Tadaje

C191(k) + Cago (k) = p*[A| cosk® + Ay sink8] = Ap* cos (kO + y),

pri ¢emu postoji odredena veza izmedu konstanti koje se pojavljuju u ovoj jed-
nakosti. Stavise, za dovoljno veliko k, vazi

(3.3.7) yi = Ap*cos (k0 + y) + O (|x3 ).

Lako je videti da ranije definisani nizovi {u} i {vk}, u ovom slu¢aju, divergiraju.
Zato defini§imo sada nove nizove {s;} i {fx} pomocu
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Yk Yk+1 2
Sk = =Yk — YVk—1Yk+1,
Vil W Yk = Vik—1Yk+1
— | Yt k2 = Yik+1Yk — Yk—1Yk+2-
Yk—1 Yk

Tada, na osnovu (3.3.7), za dovoljno veliko k, imamo

s = A%p [Cos2 (k6 +y) —cos ((k—1)6 + y)cos((k+1)0 + y)]

1 = AZp 2t [cos ((k+1)6 + y)cos (k6 + y)
—cos ((k—1)0 + y)cos((k+2)6 + y)],
tj.
st 2 A%pHsin?0 i 1, =2 24%p* sin? 0 cos 0,
odakle zaklju¢ujemo da je

Skt . Uk
lim =~ =p? i lim —— = pcos#.
k—+oo Sk k—+o0 28k

Dakle, u posmatranom slucaju, niz {s;,/sx} konvergira ka p?, a niz {f,/(2s)}

ka realnom delu dominantnog korena.

Primer 3.3.3. Neka je data jednagina x> + x> +x — 1 = 0, kod koje je par ko-
njugovano kompleksnih korena dominantan. Polaze¢i od yg =y; =0iy, =1, na

osnovu
Vi3 = —Vit2 — Yikt1 +Yk, k=0,1,...,

konstruiSemo niz {y }:

{w}=1{0,0,1,-1,0,2,-3,1,4,—2,—1,7,-8,0,15,—23,8,30,—61,39,52,...}.
Kako je 515 = (—61)% —39-30 = 2551, 519 = 392 — (—61) - 52 = 4693, 115 =

39-(—61) —52-30 = —3939, dobijamo

t
319 ~ 18397 i zi >~ _(.7720,

518 518
odakle je
x| = —0,7720+i(1,8397— (—0,7720)2)1/2 = —0,7720411,1152

ixn=x. A
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Slu€aj tri dominantna korena, od kojih je jedan realan, a dva konjugovano
kompleksna, razmatran je u radu [67].

Napomena 3.3.1. Ako se u jednacini (3.3.1) izvr§i smena x = 1/z, i na reSavanje
dobijene jednacine primeni BERNOLLIjev metod mogu se odrediti najmanji po
modulu koreni jednacine (3.3.1).

5.3.4 Dva metoda treceg reda
Pretpostavimo da su sve nule &;, i = 1,...,n, polinoma
P(x)=x"+a X" '+ +a,_1x+a,

realne, razliCite i uredene po veliCini, & < & < --- < &,. Tada, na osnovu
ROLLEove teoreme, izvodni polinom P’ ima n — 1 nula koje su, takode, realne
i medusobno razli¢ite. Oznac¢imo ih redom sa 71, ...,7n,—1, tako da je

§1<TI1 <§2<---<T]n_1 <§n.

Sada na skupu X =R\ {&,11,&,...,Mu—1,&} definidimo funkciju a: X —
{él ) &25 “ee gn} pOmOéu

617 X<§],
(S,', <§,-<x<n,-,i:1,...,n—1,
§i+17 ni<x<‘§i+17i:17---7”_17

&, x> &,

Primetimo da u svakom intervalu izmedu a(x) i x, izraz P(x)P’(x) ne menja znak.
Naime, vaZi

a(x) =

(3.4.1) sgn (x —a(x)) = sgn (P(x)P'(x)).

Kako je P(x) = fn[ (x—¢&;), imamo

i=1

3.4.2)

(x) _
P(x) _Zx—éf

i=1

S obzirom da je H(x) > 0, defini§imo funkciju K pomocu
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k) — S PWP()
H (x)
Nije tesko videti da je

_ PwPw
o = PP P

Uzimajudi xo = x (x € X) razmotrimo iterativni proces

(3.4.4) Xk+1 :xk—K(xk), k:(),],...,
koji je u literaturi poznat kao metod kvadratnog korena [93].

Teorema 3.4.1. Niz {x;} ke, koji se generiSe pomocu (3.4.4) konvergira monotono
ka nuli a = a(x), pri ¢emu je konvergencija kubna, tj. vazi

— P 2 4p' p"
(3.4.5) i k1 —a _ 3P"(a) (a)P" (a)
k—stoo (X — a)3 24P (a)?

Dokaz. Neka je poetna vrednost xo = x < a(x). Tada je, s obzirom na (3.4.1),
sgn (P(x)P'(x)) = —1, odakle zakljuujemo da je K(x) <0, tj. da je x; = xo —
K(xo) > xo. S druge strane, na osnovu druge jednakosti u (3.4.2), imamo

odakle sleduje a(x) —x > H(x)~ /2 = —K(x), tj. x; < a(x). Dakle, vazi xy < x; <
a(x) ia(xp) = a(xy). Nastavljajuci sa ovakvim rezonovanjem dokazujemo da je

X0 <xp <xp<---<af(x),
Sto znaci da niz {x; }; .y, monotono konvergira ka nekoj tacki a < a(x). Kako je, u
tom slucaju, klim (xk+1 —xx) = 0, na osnovu (3.4.4) zaklju¢ujemo da je K(a) =0
— o0
(= P(a) =0), j. da je a < a(x).
Sluéaj xo = x > a(x) dokazuje se potpuno simetri¢no.

Da bismo dokazali jednakost (3.4.5), uvedimo oznaku h = P(x)/P’(x) i pus-
timo da x — a. Na osnovu (3.4.3) 1 (3.4.4) imamo

P”(x) —-1/2
P'(x)> ’

X —x=—K(x) :h<1+
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.

(5 (5 2
xi—x=h- %hzi/((x)) + %m (;8) +0(h*)

S druge strane, na osnovu SCHRODERovog razvoja (1.6.3) imamo

2 P(x) 3 3P"(x)? — P'(x)P"(x)

—x=h—nh
et 2P (x) 6P'(x)?2

+0(n").

Ako poslednju jednakost oduzmemo od prethodne jednakosti, dobijamo

33P" (x)? —4P'(x)P" (x)
24P (x)?

xj—x=—h +0(h*),
odakle, s obzirom da je i ~ a —x (x — a) sleduje (3.4.5), uz prethodnu zamenu x
saxg (k— —4o0). O

Dakle, metod kvadratnog korena ima kubnu konvergenciju. Medutim, moZe se
razmatrati slucaj kada je a viSestruka nula reda p; tada je kovergencija prvog reda
i vazi

fim =4y

k—teo Xj—a N

U tesnoj vezi sa metodom kvadratnog korena je LAGUERREov metod
nP(xy)

P'(x;) +sgn (P'(x3))/Gxx)

(3.4.6) Xk+1 = Xk — k:(),],...,

gdejexo=x (xeX)i
G(t) = (n—1)[(n—1)P'(t)* —nP(t)P"(1)].
Metod (3.4.6) se moZe predstaviti i u obliku
nP(xi)/P' (xi)
1 (1= 1)y 1= PP (3) P

X1 = Xg — , k=0,1,....

Red konvergencije LAGUERREovog metoda je tri za proste nule, a jedan za
viSestruke. Sli¢no dokazu teoreme 3.4.1, mozZe se dokazati odgovarajuéa teo-
rema za ovaj metod. Formula (3.4.5) ostaje u vaznosti, s tim $to konstantu 3 (uz
P"(a)?) na desnoj strani ove formule, treba zameniti konstantom 3(n—2)/(n—1).
LAGUERREov metod je efikasniji od metoda kvadratnog korena, na Sta ukazuje
slede¢i primer.
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Primer 3.4.1. Neka je

P(x)=(x—1)(x—2)(x—3) =x° —6x*> + 11x— 6.

Tabela 3.4.1.
pomocu (3.4.4) pomocu (3.4.6)
X1 0.85714286 0.98840803
X 0.99858769 0.99999991

Startujuci sa xo = 0, dobijamo vrednosti koje su navedene u tabeli 3.4.1. A

U radu [31] razmatrana je jedna opstija klasa metoda, koja kao partikularne
slucajeve sadrzi prethodno navedena dva metoda.

5.3.5 NEWTON-HORNERoV metod

NEWTONov metod izloZzen u odeljku 5.1.2 moZe se uspeSno primeniti za
odredivanje nula polinoma

(3.5.1) P(x) = apx" +a X't aix+ta, (a; €R),

pri Cemu se vrednosti za P(x;) i P'(x;) izracunavaju po HORNERovoj Semi (videti
odeljak 1.3.4).

1
Ako obelezimo p;(x) =

TP(j)(x) (j=0,1,...,n), tada je, na osnovu TAY-
J!
LORove formule,

P(x) = po(xe) + p1 (o) (6 =) 4+ 4 pulov) (= 2)"

Pretpostavimo da polinom P ima realnu nulu x = &. NEWTONov metod (1.2.3)
za odredivanje ove nule postaje

po(xx)
p1(x)

(3.5.2) Xkl = Xk — , k=0,1,....

Kao §to je poznato, vrednost za po(x) moze se dobiti iz n koraka HORNERovom
Semom, kao po(xx) = by, gde su
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(3.5.3) bo = ay, bj:bj,lxk—kaj, j=1,...,n.
U stvari bj, j=0,1,...,n— 1, su koeficijenti polinoma dobijenog deljenjem P(x)
sa x — x, tj.

P(x) = p1(x)(x — xx) + po(xx)

pr(x) =boxX" '+ by X" E 4+ by
Sli¢no, deljenjem p; (x) sa x — x; dobijamo
pa(x) = coX T+ +epa,
tj. vazi
p1(x) = pa(x) (x —x¢) + p1 (%)

Ovde je co = by, cj=cj_1xx+Dbj, j=1,...,n— 1,1 p1(xx) = cp_1.

Navedena deljenja se Sematski mogu prikazati u obliku

ao aj aj i a,
X boxy bj_1xk by—2xk by—1xk

by b bj by by = po(xk)
Xk CoXk Cj—1%k Cn—2Xk

Co c] Cj cn—1 = p1(xo)

Dakle, koris¢enjem HORNERove Seme i formule (3.5.2) moZe se odrediti re-
alna nula x = . Napomenimo da proces (3.5.2) ima kvadratnu konvergenciju uko-
liko je nula prosta.

S obzirom da polinom (3.5.1) moZe imati i konjugovano-kompleksne nule,
navedeni metod se moZe prilagoditi i za ovaj slucaj.

Posmatrajmo polinom (3.5.1) u kome je x zamenjeno sa z = x + iy. Tada,
razdvajanjem realnog i imaginarnog dela u P(z), imamo

P(z) = u(x,y) +iv(x,y),

gde su u i v harmonijske funkcije. IzraCunavanje vrednosti ovih funkcija u tacki
(xk,yx) moguéno je po istom postupku kao $to je (3.5.3), s tim §to b; treba zameniti
saaj+ifj, j=0,1,...,n. Tadaje
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o =ap, Po=0,
o= o1 — Bk +aj,  Bi=ojy+ B, j=1,....n,
up = u(Xg, yk) = Oy Vi = v(xk, %) = B

Neka je z = £ +in koren jednaline P(z) = 0. S obzirom da je jednalina ekvi-
valentna sistemu jednacina

(3.5.4) u(x,y) =0, v(x,y)=0,

to se za odredivanje korena z = & + i1 moZe konstruisati niz zx = x; + iy, k =
0,1,..., na primer, pomo¢u metoda NEWTON-KANTOROVICa. Imajuéi u vidu da
funkcije u i v zadovoljavaju CAUCHY-RIEMANNove uslove,

du dv  du v

ox 9y’ dy Iy

jednostavno se pokazuje da je metod NEWTON-KANTOROVICa, u ovom slucaju,
ekvivalentan sa kompleksnom verzijom NEWTONovog metoda

P(z)
3.5.5 = k=0,1,... .
(3.5.5) Tht1 = Tk Pz)
Vrednost 5 5
. u Jv
Pla)=drivi= (5 +i5 )|

moZe se odrediti rekurzivno pomocéu

Y =0p=ag, & =0,

Vi =Y-1%— 0w+, 8 =Y+ x+p;, j=1,....n—1L
Naime, u} = ¥%,—1 1V = 8.

Primer 3.5.1. Za z = 1+i odrediéemo vrednost polinoma P(z) = z3 +27> +z— 1
i njegovog izvoda P'(z). Na osnovu prethodno datih jednakosti imamo:

ap =1, Bo =0,

a=1-1-0-143=4, Bi=1-140-1=1,
W=4-1-1-141=4, Pr=4-141-1=5,
=4 1-51—1=-2, By—4-145.1=9
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=1 & =0,
N=1-1-0-144=5 &=1-140-141=2,
H=51-2144=7 &=5142-1+5=12,

paje P(1+i)=-249,aP'(1+i)=7+12i. A
Koris¢enjem prethodno datih rekurentnih relacija, formula (3.5.5) se svodi na

ull), + vivy

TR T )2
(3.5.6) , , (k=0,1,...).
Villy, — Ugvy

Yi+1 = Yk — m

Kod primene NEWTON-HORNERoOvVog metoda obi¢no se startuje sa dovoljno
malim vrednostima (po modulu) xg i yg i primenom formula (3.5.6) odreduje se
najmanja nula po modulu z; = &; +in;. Ako je |11 | < € (€ dovoljno mali pozitivan
broj, na primer € = 10~7) nula z; se tretira kao realna, u protivnom nula se uzi-
ma kao kompleksna. S obzirom da su koeficijenti polinoma (3.5.1) realni, nule se
javljaju u parovima, pa je na ovaj nalin odredena i nula zp = &; —in;. Ponavljajuci
izloZeni postupak na polinomu P(z)/(z — &), odnosno P(z)/((z — &1)* + n?)
odreduju se ostale nule polinoma P.

Na kraju napomenimo da se formule (3.5.6) vrlo ¢esto sre€u u programima za
numericko reSavanje algebarskih jednacina. Na primer, program POLRT (iz nekad
popularne FORTRAN kolekcije 1130 Scientific Subroutine Package (1130-CM-
02X) firme IBM) sacinjen je po formulama (3.5.6).

5.3.6 JENKINS-TRAUBov algoritam

Neka suay, v=1,...,n, u opstom sluc¢aju, kompleksni koeficijenti polinoma
(3.6.1) P(z) ="+ ai "'+ 4 a2+ an,
tj.
m
(3.6.2) P(z)=]G=r)™,

v=1
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gde su ry, ..., ry razlicite nule polinoma sa odgovaraju¢im viSestrukostima m,,
m

v=1,...,m,/¢ijije zbir Y m, =n.
v=1

JENKINS!78-TRAUBOV algoritam je tro-koracni iterativni proces [46], [47]
(videti, takode, knjigu RALSTONa'”® i RABINOWITZa!80 [114, str. 383-392]) sa
globalnom konveregencijom za odredivanje svih nula polinoma i odgovarajucih
viSestrukosti, pri ¢emu se sprovodi metod deflacije pomenut u uvodnom odeljku
5.3.1, polazeéi od najmanjih nula po modulu u cilju izbegavanja numeric¢ke nesta-
bilnosti.

U daljem tekstu sa p(z) bi¢e oznacen sdm polazni polinom P(z) ili polinom
dobijen metodom deflacije na nekom koraku.

Na osnovu (3.6.2) imamo

P = Z myQy(2),
v=1
gde su

(3.6.3) 0,(5) = P&

= s
Z— Ty

v=1,...,m.
Glavna ideja metoda je generisanje niza polinoma H *) (z) u obliku

(3.6.4) HW(z) = f‘, v (2),
v=1

startujuéi sa HO(z) = p/(2), tj. ¢\ = my, v = 1,...,m. Ako bismo obezbedili
takav izbor ovog niza da H®)(z) — c(lk)Ql (z), tj. da

(k)
(3.6.5) a® = % 50, v=2,....m,
€

tada bi niz {#}, definisan sa

178 MICHAEL A. JENKINS, ameri¢ki matemati&ar.

179 ANTHONY RALSTON (1930 — ), ameri¢ki matemati¢ar. Sada je profesor emeritus za komp-
juterske nauke i matematiku (State University of New York at Buffalo).

180 PHILIP RABINOWITZ (1926 — 20006), izraelski matematicar, roden u SAD, radio u Americi i
Izraelu (Weizmann Institute of Science). Posebno je poznat po doprinosima u oblasti numericke
integracije.



5.3 ALGEBARSKE JEDNACINE

p(sk)
3.6.6 fot =5
( ) k1 = Sk

gde je
(k) % Csk)Qv(Z)
AW (z) = A7) _ v=r
ra oy
v=1 v=1

417

moniéni polinom i {s;} proizvoljni niz kompleksnih brojeva, bio dobra aproksi-
macija za nulu ;. Napomenimo da proizvoljnost niza {s;} treba shvatiti u smislu
da je p(sx) # 0. U protivnom, s; je nula polinoma p(z) pa se zato polinom re-

dukuje na niZi stepen (deflacija), tj. sprovodi se deljenje p(z) faktorom z — sy.

Teorema 3.6.1. Pod uslovima (3.6.5), niz {ty+1} konvergira ka nuli r polinoma

(3.6.1).

Dokaz. Kako je za v =11 z = s, na osnovu (3.6.3), p(sx) = (sx — r1)01(s),

jednakost (3.6.6) se moZe izraziti u obliku

p(sk) ; Cs/k-‘rl)

Ter1 = Sk v=l
+1 =%k~ TN
Yl 0y (se)
v=1
(k+1) m C(k+1)
\%
(s —r1)Q1(sk)e; <1 + V)il T
= sk—
(k+1)
(k+1) mocy ' Qy(sk)
c s 1+
t Qi) ( VEI D 01 (se)
1+ 5 dft
:sk—(sk—rl) v=l .
- % d(k+1)Qv(Sk)
V10 O

(k)

Dakle, ako su ispunjeni uslovi d,” — 0, v=2,...,m, ofigledno f;; — ry,

kada k — 4. 0O

Postavlja se pitanje kako generisati niz polinoma (3.6.4). U pomenutim radovima

[46] 1 [47], JENKINS i TRAUB predloZli su sledeéi izbor
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k
HED () = L | g )_M
T— Sk

$to je uvek definisano kad god je p(sx) # 0.
Kako, na osnovu (3.6.4) i (3.6.3), vaZe jednakosti

m (k) (k) m m (k)
. HW(sy) 1 (k) cy
HW(z) = p(z v i = ¢y Qvisk) = )
= )vglz_rv p(Sk) p(sk) v;] v Qvls) Vg] Sk —Tv
zakljuCujemo da je
H(k)(z) _ p(Z) Z C$/> _ Z CE/)
T8 (v v ISk Iy
R By z)( 1 )_ C(k+1)Qv()
v=1 Z_Sk Z_rv Sk—rv v=1 v ’
gde je,zasvakov=1,...,m,
v ry — Sk ("v—sk)("v—skfl) (rv—sk)(rv—Skfl)“‘(rv—so),
tj.
(3.6.7) S =" v=1.m
H(rv Sj)

Dakle, iz uslova p(s;) # 0 sleduje da je cE/kH) #0zasvakov=1,...,m.

Pozabavimo se sada izborom vrednosti za s;. Kao $to je na pocetku receno, u
ovom tro-kora¢nom postupku sprovodi se metod deflacije, polaze¢i od najmanjih
nula po pomdulu. Zato u prvom koraku biramo sy =0zak=0,1,...,M — 1, tako
da koeficijenti velikih nula po modulu imaju zanemarljivo male vrednosti, a da se
oni koji odgovaraju malim nulama istaknu, $to izbor s; = 0 obezbeduje. Zaista, u
tom slucaju, na osnovu (3.6.7), imamo

k
d&”—@(r—l) L ov=2,...,m.

mp \ry
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U tom slucaju, ako je postojala nula r; takva da je
1] <lra| <[ < - < rul,

nastavak procesa (3.6.6) sa sy = 0 bi generisao niz {# } koji konvergira ka r; brzi-
nom geometrijske progresije sa koli¢nikom |r| /r;|. Ovaj uslov, medutim, ne mora
uvek vaziti, a moZe se desiti i slucaj da uslov vazi, ali da je pomenuti koli¢nik
blizak jedinici. Ovo znaci da tada imamo tzv. klaster nula'8!.

Dakle, u ovom prvom koraku, iz pomenutog razloga bira se sy = 0 za fik-
siran broj iteracija M i naknadno analizira eventualno postojanje klastera nula.
U programskoj implementaciji (kod nalaZenja nula polinoma stepena n < 50) se
najc¢esce uzima M = 5 (videti, na primer, [114, str. 385]).

Drugi korak se bavi razdvanjem nula koje su (skoro) jednake po apsolutnoj
vrednosti, pomocu iteracije sa sy = s, gde je kompleksan broj s izabran tako da je
bliZi jednoj nuli, u oznaci r;, u odnosu na sve ostale nule, i sa takvim izborom za
S, imamo

M _ k—M+1
(3.6.8) d&"*‘):@(—‘) (” S) S ov=2,...m,
m] rv rv_s

gde k=M ,M+1,...,L— 1. Dakle, ako je |rj —s| < |ry —s|, V=2,...,m, za-
kljuujemo da d\(,L) — 0, kada L — +-oo, tj. da niz {#; } konvergira ka ry.
Kao poetna ocena za s se bira kompleksan broj s = re'?, gde je r jedinstvena

pozitivana nula jednacine
Z+lar]2 7+ an-i]z— |an] =0,

koja predstavlja donju granicu modula svih nula datog polinoma (3.6.1), saglasno
klasicnom CAUCHYevom rezultatu (videti [84, str. 244]), a ugao 8 se teorijski
moZe uzeti kao slucajni broj'82. Kao i u prethodnom koraku, niz {#;} ima linearnu
konvergenciju ka ry, sa koli¢nikom |(r; —s|)/(r2 —s)|, gde je r, nula najbliza
tacki s, izuzimajuéi r;. Broj iteracija u ovom drugom koraku je L — M, i to je
teorijski zavisno od distribucije nula polinoma, ali se prakticno L odreduje na
osnovu zadovoljenja uslova

’t ! ’ < : ‘l ‘ i ‘l ! ’ < : ‘l ‘

_ _ 1 _ _ —2]1.
k k=1 > ) k—1 k—1 k=2 > ) k—2
181 Na engleskom: a cluster of zeros.

182 U izboru 6 &esto se primenjuju neki heuristi¢ki pristupi kako je to, na primer, navedeno u knjizi
[114, str. 386].
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Medutim, ako se prethodni uslovi ne ostvare posle nekog razumnog broja iteracija
(npr. desetak iteracija), postupak se ponavlja sa nekim drugim (sluc¢ajnim) uglom
0, startujuci opet sa k = M.

Pretpostavljajuéi da #; daje dobru aproksimaciju za ry, u treem koraku se
koristi promenljiva vrednost sy =1, k =L,L+1,..., koja se generiSe, saglasno sa
(3.6.6), pomocu

p(s) P(sk)
=L =85— = s =Sf——=———, k=LL+1,...,
SL=IL=S5 A0(5) Sk+1 = Sk A (59) +

i na taj nacin se obezbeduje kvadratna konvergencija ka nuli r;.

Za prethodno opisani JENKINS-TRAUBov trokora¢ni algoritam moZe se doka-
zati teorema o globalnoj konvergenciji [47] (videti, takode, [114, str. 387-390]).
Pre formulisanja ove teoreme uvedimo slede¢a oznacavanja

R= min |rj—ry|, Dy = Z ’Cv Z |d )750),
2<v<m Ve 2|C1
2D S[4iv1—T
7 = L : Cj:| +j+1 ;|
]—DL ‘SL_H'—I‘]‘

Teorema 3.6.2. Pod uslovima
R 1
3.6.9 —-rnl<=z i Dp<gz,
(3.6.9) s — 1] 5 1 DL<g3
JENKINS-TRAUBov algoritam konvergira, tj. sy — ri, kada k — +oo.
Stavise, konvergencija je kvadrama, sa faktorom konvergencije C | koji tezi nuli
kada k =L+ j— oo, 1.
2 -1/
C] < ETL .

Napomenimo da u tre¢em koraku algoritma sz = f, kao i da uslov Dy, < 1/3
obezbeduje da je 7;, < 1. Inace, uslovi (3.6.9) se uvek mogu obezbediti ako se s
izabere takvo da je |s —r| < |s — ry| za svako v = 2,...,m. Zaista, kako je na
osnovu (3.6.8) zak=L—1,

DL_Z\d \_Z—

v= 2m1

M

)

ry—s ‘LfM

rv_s

tada za fiksirano M i neko dovoljno veliko L moZe se obezbediti da je D; < 1/3
i 2D /(1 —Dp)|s — ri| < R/2. Poslednja nejednakost obezbeduje prvi uslov u
(3.6.9), 4. |sp — r1| < R/2.
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JENKINS-TRAUBoV algoritam je primenjen u mnogim softverskim paketima
za nalaZenje nula polinoma.

5.3.7 Numericka faktorizacija polinoma

Faktorizacija algebarskih polinoma je veoma vaZan problem koji se pojavljuje
ne samo u matematickim oblastima, ve¢ i mnogim primenama u drugim oblastima
nauke i tehnike. Faktorizacija je posebno bitna kod simbolic¢kih izracunavanja ili
u tzv. kompjuterskoj algebri kod algoritama i odgovarajucih softvera za rad sa
matemati¢kim izrazima i jednacinama u simboli¢kom obliku. U ovom odeljku
bavicemo se samo klasi¢nim problemom numericke faktorizacije polinoma nad
poljem R ili C. U literaturi postoji viSe razvijenih metoda za reSavanje ovakvih
problema faktorizacije, po¢ev od BAIRSTOWljevog!8? metoda [4] i metoda LiNa
[60, 61]. Mnogi od tih metoda imaju kvadratnu konvergenciju, ali obi¢no za-
htevaju poznavanje dovoljno bliske startne vrednosti za faktorizaciju. U pregled-
nom radu [37], HOUSEHOLDER i STEWART!®* pominju, takode, DANDELIN 87—
GRAEFFE0v'% metod!®’, kao i ¢d algoritam, mada oni nisu primarno za tu na-
menu. Jedan broj ovih metoda se moZe povezati i sa algoritmom koji je 1941.
godine predloZio SEBASTIAO E SILVA!38 u [119], a tridesetak godina kasnije
generalisao HOUSEHOLDER [34] (videti takode ¢lanke [35], [123], [12]).

Pomenimo ovde jo§ i SAMELSONov'®® metod [116] iz 1959. godine, koji
predstavlja generalizaciju iterativnog postupka koji su nesto ranije dobili BAUER
i SAMELSON [5]. Sim SAMELSON [116] pominje vezu njegovog metoda sa
BAIRSTOWIjevim metodom. Naime, uzimaju¢i moni¢ni algebarski polinom na
polju kompleksnih brojeva, sa nulama z;,zz,...,2, tj-

n

(3.7.1) PR)=7"+pid" "+ 4 poarzt pa=[[ =),
k=1

183 | EONARD BAIRSTOW (1880 — 1963), britanski aerodinami&ar.

184 G. W. (PETE) STEWART (1940 — ), poznati ameri¢ki nauénik u oblasti numericke linearne al-
gebre i kompjuterskih nauka i urednik u mnogim nauc¢nim casopisima. Sada je profesor emeritus
na Maryland univerzitetu (SAD).

185 GERMINAL PIERRE DANDELIN (1794 — 1847), francuski matemati¢ar, vojnik i profesor
inZenjerstva.

186 K ARL HEINRICH GRAFFE (1799 — 1873), nemacki matematicar.

187 Metod su nezavisno otkrili i razvili DANDELIN 1826. i GRAFFE 1837. godine. Glavne ideje
ovog metoda je otkrio 1834. godine i poznati ruski matematicar u oblasti geometrije NIKOLAI
IVANOVICH LOBACHEVSKY (1792 — 1856), sa ¢ijim se imenom cesto povezuje ovaj metod
(videti [33]).

188 JOSE SEBASTIAO E SILVA (1914 — 1972), portugalski matemati&ar.

189 KLAUS SAMELSON (1918 — 1980), nemacki matematicar i fizi¢ar.
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on traZi faktorizaciju pomocu dva faktora
u(z)=Gz—z)z—z) - (z—zm) 1 v(@)=@—zm+1)@—2ms2) - (2—20)-

Neka su p i ¢ moni¢ni polinomi stepena m i n —m koji aproksimiraju u i v,
respektivno. Tada njegova kvadratno konvergentna iterativna procedura odreduje
poboljsane aproksimacije p* i g* pomocu formule

(3.7.2) p'g+q'p=P+pq.

Ako su pi grelativno prosti, tada su polinomi p* i ¢* jedinstveno odredeni pomocu
(3.7.2). SAMELSONova iteracija je nezavisno bila otkrivena 1969. godine i od
strane STEWARTa [121], koji je okarakterisao pg* kao linearnu kombinaciju od P,
g, 24, ..., 7" 'q koja je deljiva sa p. O nekim metodima faktorizacije videti [36],
[37], [122], [117].

Mi ¢emo se ovde zadrZati najpre na PRESICevom'®® metodu [110] iz 1966.
godine (videti, takode, i opSirniju verziju rada [111]), a zatim ¢emo se osvrnuti
na varijantu faktorizacionog metoda, poznatog u literaturi kao GRAUov'®! metod,
i na kraju ¢emo analizirati BAIRSTOWljevev metod. GRAU [29] je u svom pris-
tupu koristio NEWTONov tip aproksimacije za simultano numericko odredivanje
kompletnog skupa faktora datog polinoma. Inace, PRESICev pristup faktorizaciji
je mnogo elegantniji od GRAUovog, a uz to se pojavio i pet godina ranije'*2.

1. PRESICev metod faktorizacije. Inspirisan samo rezultatima svog profesora
MARKOVICa,'?? Presié¢ [110, 111] je razvio iterativni metod za numeri¢ku faktori-
zaciju algebarskih polinoma sa m (2 < m < n) faktora.

Neka je P monicni algebarski polinom nad poljem kompleksnih brojeva dat sa
(3.7.1) i neka je predstavljen u faktorizovanom obliku

190 SLAVISA B. PRESIC (1933 — 2008), srpski matemati¢ar sa doprinosima u vise matematickih

oblasti.

Za ovog autora ne posedujemo podatke, sem da je A.A. GRAU.

192 Nazalost, prva skraéena verzija PRESICevog rada [110] se pojavila na samo dve stranice na fran-
cuskom jeziku u opsStem Casopisu Francuske akademije nauka (C. R. Acad. Sci. Paris), dok je
kompletna verzija rada Stampana na srpskom jeziku dve godine kasnije (1968) u Casopisu Mat.
Vesnik, tako da je rad ostao nezapazen. Takode, postojao je joS jedan hendikep u prezentaciji
PRESICevih radova, §to je prenaglasen deo o 1 — 1 —--- — 1 faktorizaciji, a $to ée se kasnije
pokazati da je to ve¢ poznat WEIERSTRASSov rezultat iz 1903 (videti odeljak 5.3.8). Inace,
PRESICevi radovi sadrze dokaz opste faktorizacije. S druge strane, GRAU je svoj rad pub-
likovao 1971. godine u prestiznom specijalizovanom casopisu SIAM J. Numer. Anal. [29]. U
meduvremenu (1969) pojavio se i rad J. DVORCUKa [18] o faktorizaciji polinoma na kvadratne
faktore primenom NEWTONovog metoda.

193 DRAGOLIUB MARKOVIC (1903 — 1965), srpski matemati¢ar i utemeljival moderne algebre u
Srbiji.

191
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(37.3) P(z2) =A1(2)A2(2) - Am(z)  (2<m<n),

gde su Ay (z) moni¢ni polinomi stepena ny, tj.

ny .
(3.7.4) Av(z) =) avdV ™, ap=1 (v=1,2,...,m),
i=0

m
gde je Y ny, = n. Slucaj m = 2 je pomenut u uvodnom delu ovog odeljka.

v=1
Pretpostavljajuci da su (kompleksne) nule polinoma (3.7.1) proste, PRESIC je
formulisao tzv. n| —ny — - -+ — n,, faktorizaciju, u kojoj su sukcesivno iterirani

monicni faktori
ny )

(3.7.5) AP =Y a1 dld=1  (v=12,...m),
i=0

odredeni pomocu

Ang)A(zk)“'A,(rIf) +A$k>Agk+l)---A,(¢]f) 4. +A§k)A§k>---A,(,If+l)

tj.
(37.6) AP @Y @)+ A (2) (Z W()Z) o 1) ="
v=1 v Z

Uzimaju¢i koeficijente ay; polinoma (3.7.4) kao koordinate n-dimenzionalnog
vektora
(3.7.7) a=lay apn - iy @1 a0 Gy Al G2 An,)
i a(vki) (koeficijenti iteriranih faktora (3.7.5)) kao koordinate odgovarajuéeg n-
dimenzionalnog vektora a*), PRESIC je uotio da (3.7.6) implicira sledeéi sistem
linearnih jednacina

(3.7.8) A (@®a* ) = b, (a® p),

sa matricom A, tipa n x n, koja zavisi samo od a¥), a slobodni &lan je n-
dimenzionalni vektor b,, koji zavisi, takode, od a® i koeficijenata polinoma

(3.7.1), tj.odp = [p1 p2 - pa)".
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PRESIC dalje zakljuCuje da postoji okolina V vektora a € C", takva da se
(3.7.8) moZe izraziti u obliku

(3.7.9) a*V=F@®)  (k=01,...;a% V),

gde je F: V — V dovoljan broj puta diferencijabilni operator (u FRECHETovom
smislu). Prakti¢no, on je dokazao da je F(a) =aidaje F(’a ) nula operator, tako da
vazi
la*) — | = O(||a® —a]?) (a — lim a<k>).
k—>-o00

Dakle, PRESICev rezultat moZemo sumirati u slede¢oj teoremi, kao $to je dato
u nasem preglednom radu [74]:

Teorema 3.7.1. Postoji okolina V vektora a € C" tako da za proizvolino a® €V,
iterativni proces (3.7.9) ima kvadratnu konvergenciju ka a.

Prema tome,

lim AY2) =4,  (v=1,2,....m)
k—>+o0
daje faktorizaciju (3.7.3).

U specijalnom slu¢aju, PRESIC [111] je izveo formule za 2 — 2 — 2 faktoriza-
ciju polinoma Sestog stepena. Ovde kao ilustraciju navodimo prostiji slucaj fakto-
rizacije 2 — 2 za polinom &etvrtog stepena P(z) = z* + p12> + paz® + p3z + pa,
sa

Al(z) =2 +anz+an, Az) =7 +anz+an.

U tom slucaju, (3.7.8) postaje

A
Al vl s <
i+l el s =)
I N

gde su
W=, O = ol
0= poalfll vl o = per )

Resavanjem ovog sistema jednaCina dobijamo iterativnu proceduru oblika
(3.7.9).
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Napomena 3.7.1. Ovaj slucaj (m = 2) daje SAMELSONovu iteraciju.

Primer 3.7.1. Neka je dat polinom P(z) = z* + 423 + 22+ 27— 8,tj. py =4, pr = 1,
p3 =21 ps = —8. U cilju nalaZenja 2 — 2 faktorizacije, kao startne polinome
uzeéemo 3 5

AV =24 a3 i AV =2+ i3,
tj. pocetni vector a® =[3/2 3 5/2 —3]7. Na osnovu prethodno datog sistema
jednacina'®* za slucaj 2 — 2 faktorizacije, primenom jednostavne procedure reali-
zovane u paketu MATHEMATICA,

Presic22([p_,a_] := Modulel[{b,aa}, b=pt+{0, alllllall3]],
alll]llal(4]]+al(2]]all3]], all2]]all4]l};
aa = {{1,0,1,0},{all3]],1,all1l]],1},
{all41]l,all3]1]1,all2]]1,all1]11},{0,all411,0,all2]11}};
Return[LinearSolvelaa,bl]l];
dobijamo slededi niz vektora

0.91666666667 1.75000000000 3.08333333333 — 3.91666666667]

al = |

a® = [1.00271694416 1.99971390746 2.99728305584 — 4.01254506425
a®) = [1.00000212280 1.99999553954 2.99999787720 — 4.00000715540
a®) = [0.99999999999 1.99999999999 3.00000000000 — 4.00000000000

~

~

]
]
]
]T

)
)
)

Jednostavno je proveriti da su kvadratni faktori datog polinoma, zaista,
AR =2 +z+2 i A= +3z-4 A

Koriéenjem prethodnih ideja o faktorizaciji polinoma, PETRIC!'®® i PRESIC
[105] su razmatrali problem simultanog odredivanja svih reSenja sistema alge-
barskih jednacina

Ji(x,y) = Aix* +2B1xy + C1y? +2D1x + 2E1y + Fi =0,

J(x,y) = Asx? +2Boxy +Coy* +2Dox+2E,y+ F, =0.

194 Koordinate vektora (3.7.7) ozna&ili smo standardno sa a, k=1,2,...,n,gdejek=(v—1)ny+i,
i=1,...,ny;v=1,....5s.

195 JovAN J. PETRIC (1930 — 1997), srpski matemati¢ar, posebno poznat u oblasti operacionih
istraZivanja i matematickih optimizacija. Pod njegovim rukovodstvom, autor ove knjige je radio
1971. godine diplomski rad pod naslovom ,Metoda za simultano nalaZenje nula algebarskih
Jjednacina i njena primena na ispitivanje stabilnosti sistema automatske regulacije i reSavanje
nekih diferencijalnih, diferencnih i transcendentnih jednacina. “
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2. GRAUov pristup faktorizaciji. Veoma slicno PRESICevom metodu, GRAU
[29] je razmatrao moni¢ni polinom P(z) stepena n, definisan sa (3.7.1), i m

moni¢nih polinoma @y (z), v =1,...,m, redom stepena ny, tj.
ny—1 )
ov(z) ="+ Z Zsij, v=1,...,m,
Jj=0

m
sa ) n, = n, tako da monic¢ni polinom stepena n,
v=1

o:ﬁw@

predstavlja aproksimaciju za P(z).
Pretpostavljajuéi da se, za svako v, odgovarajuéi tacni faktor polinoma P(z)
razlikuje od @y (z) za polinom stepena najvise n, — 1, tj.

ny—1

Agy(z Z ZAsyj,

tada je

m

(3.7.10) 2)+4g(z) = [[lov(z) + A0y ()] = P(2),

v=1

odakle se izjednaCavanjem koeficijenata uz stepene od z moZe dobiti sistem
od n nelinearnih jednaCina za odredivanje n nepoznatih veli¢ina Asy; (v =
l,....m; j=0,1,...,n,—1).

Glavna ideja GRAUoOvog pristupa je u linearizaciji prethodnog identiteta, tj. u
aproksimaciji Ag(z) sa totalnim diferencijalom od g(z) u odnosu na sy ;. Dakle,

nv—l

(3.7.11) Ag(z) = dg(z) = ) hv(2)Agy(z Z 2) Y JAsy;,

J=0

gde su hy(z) polinomi g(z)/¢@y(z). Sada, kori$énjem (3.7.10) i (3.7.11), dobijamo
(priblizni) identitet

nvl

(3.7.12) )= Z (2)AQy(z Z hy(z Z 2 Asyj,
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odakle se, izjednacavanjem koeficijenata uz odgovarajuce stepene od z, dolazi do
sistema od n linearnih jednacina za odredivanje n nepoznatih veliCina Asy ;, $to se
dalje moZe resiti standardnim metodama.

Neke generalizacije GRAUovog metoda dali su CARSTENSEN!% [14]i CARS-
TENSEN i SAKURAI'Y [15].

3. BAIRSTOW]ljev metod. Metod se koristi za odredivanje kvadratnih faktora
(delilaca) polinoma, na osnovu kojih se mogu odrediti kompleksne nule polinoma.
Neka je

P(x)=apX" +a1X" '+ +a, 1x+a, (ag#0)

polinom sa realnim koeficijentima. S obzirom da se kompleksne nule ovog poli-
noma javljaju kao konjugovano kompleksni parovi, to polinom P ima realne
kvadratne faktore.'®

U cilju odredivanja jednog takvog faktora 77i(x) = x> + px + g, pretpostavimo
da nam je poznata izvesna aproksimacija mg(x) = x*> + pox+ qo (po,qo € R).

Pre nego §to damo osnovne jednakosti koje definiSu BAIRSTOWIljev metod
izveS¢emo jednu rekurentnu relaciju koja se odnosi na deljenje P(x) kvadratnim
faktorom m(x) = x>+ px+q.

Neka su polinomi Q i R u jednakosti

(3.7.13) P(x) = m(x)Q(x) + R(x)
dati sa
Ox) =byxX" 2+ +b,_1x+b, i R(x)=ux+v.

Uporedivanjem koeficijenata uz odgovarajuce stepene na levoj i desnoj strani
jednakosti (3.7.13) dobijamo

ap = by, a; =bs+ pby,
ai_QZb,’—l—pbi_1 —i—qb,‘_z, i=4,....n,
an—1 = pby+qby—1 +u, a, =qb,+v.

Za by = by =0, iz prethodnih jednakosti sleduje

196 C ARSTEN CARSTENSEN (1962 — ), nemacki matematiCar, bavi se numerickom analizom, a
posebno metodima za parcijalne diferencijalne jednacine, kao i odgovarajuéim primenama.

197 TETSUYA SAKURAI (1961 — ), japanski matemati¢ar, bavi se numeri¢kom analizom, posebno
iterativnim procesima i paralelnim algoritmima.

198 Kvadratni faktori sa realnim koeficijentima.
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(3714) b,’ =da;-p —pb,;l - qbi,2, = 2, .o, n,
i
(3.7.15) u=ay_1—pb,—qby,_1 =byy1, v=a,—qby,

gde smo b, definisali prirodnim produzenjem rekurentne relacije (3.7.14) za
i=n+1.
Na osnovu (3.7.14) i (3.7.15) zaklju¢ujemo da koeficijenti polinoma Qi R na
jedinstven nacin zavise od p i q.
Dakle, za odredivanje kvadratnog faktora polinoma P dovoljno je naci resenje
sistema jednacina
u(p,q) =0, v(p,q)=0.

BAIRSTOWIjev metod se zasniva na reSavanju ovog sistema jednacina pri-
menom metoda NEWTON-KANTOROVICa. Naime, polazeéi od (po,qo) generise

se niz parova {(pk,qx) }4_ », . pomocu

Pt Pk u(Pis qr)
(3.7.16) [ +]:[ ]—Wkll ] k=0,1,...,
Qit1 qr v(Pk, qr)
gde je JACOBIeva matrica data sa
Jdu Jdu
dp dq
we— | ? %
dv  dv
dp  dq

P=Pk, 9=k

Da bismo odredili elemente ove matrice uvedimo oznake

db; ob; .
rl:a_pl7 tl:a_ql7 l:()’l’...,n—i_l,
i
Si:ri_ti+la i:O,l,...,n.

Diferenciranjem po p i g prethodno dokazanih rekurentnih relacija za koefici-
jente b;, dobijamo
dbi_1  Idbi,

(3.7.17) ri=—bi_1—p —q =—bi_1—pri_1—qris
dp dp
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(3.7.18) ti=—p

= —pti1—bi_2—qti_7,

gdejei=2,...,n+ 1. Ako od jednakosti (3.7.17) oduzmemo jednakost (3.7.18)
u kojoj je indeks i zamenjen sa i + 1, dobijamo

(3.7.19) Si=—pSi_1—¢qSi—2, [=2,...,n.

Kakoje bop=b1=0iby=ap,imamo ro =ri =rn=0,1=t =1, =0,
so = s1 = 0, Sto zajedno sa (3.7.19) daje
dbi 1 db;

=—, i=0,1,...,n.
aq ap? l P 7”

si=ri—tiy1=0, .

Kako je na osnovu prethodnog

Tn+1 T'n
Wi =
[—qrn —(by+qrp-1)

)

] P=Pk:4=4k
iterativni proces (3.7.16) postaje
Di+1 Dk
Gk+1 qk
gde je D = gry — (bu+qra—1)ru+1.
Naravno, iterativni proces dobijen na ovaj nacin egzistira ako je D # 0. Red
konvergencije je dva, s obzirom da se koristi metod NEWTON-KANTOROVICa.
Jedna opstija klasa metoda BAIRSTOWIljevog tipa razmatrana je u radu [9].
Naime, pokazano je da je BAIRSTOWIjev metod samo jedan od metoda iz Citave

familije algoritama za odredivanje kvadratnih faktora polinoma. U radu se sugeri-
Se izbor pogodnog metoda iz ove familije za reSavanje konkretnog problema.

—(bn +qrn71)bn+l - rn(an —qbn)
qrnbn-'rl + Y41 (an - qbn)

1

D

] P=Dk, 9=k

5.3.8 Metodi za simultano odredivanje korena

U novije vreme sve viSe se proucavaju metodi za simultano (istovremeno)
odredivanje svih korena algebarske jednaCine

(3.8.1) P)=7"4+a;?" '+ +a,1z2+a,=0,
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gde suay, v=1,...,n, uopsStom sluc¢aju, kompleksni koeficijenti.
Pretpostavimo da su koreni rq,...,r, algebarske jednacine (3.8.1) medusobno

()
1 b
1,...,n. S obzirom da je r; = zl(k) —i-AzEk), i=1,...,n,gdesu Az,(k) odgovarajuce
greske pojedinih korena, vaZi identi¢nost

razli¢iti i neka su njihove pribliZzne vrednosti u k-tom iterativnom koraku z; ", i =

n

[1(z— (" +4")) =P(2),

i=1

(k)

odakle, razvijanjem u red po stepenima od Az;"’, sleduje
n n n
[1Gz- M) - ZAzEk) (H (z— z;&@))

i=1 i=1 -l

n
+2Az§”Az§~k’(H (z—z£f>>) —=P(2).
iy el
m#i, j

Pretpostavljajuéi da su greske Azl(k) dovoljno male po modulu, na levoj strani

u poslednjoj jednakosti mozemo uzeti samo prva dva ¢lana. Ako u tako dobijenoj
(k)

jednakosti stavimo redom z:=z;", i = 1,...,n, dobijamo
(k)
P(z:
(3.8.2) AZM :—% (i=1,...,n).
H (Zi — Zm )

Na ovaj nacin dolazimo do simultanog iterativnog procesa

Z(k+1)

(3.8.3) () — 20 A0 =1,k =0,1,...).

n
Ako definiSemo polinom n-tog stepena pomocu Qk(z) = I (z— Ak )), tada se

(3.8.2) mozZe predstaviti u obliku koji podseca na NEWTONovu korekciju, tj.

A0 — P(kai)
(")

Primetimo da polinom

(3.8.4) O(2)=7"— 012" '+ 02—+ (—1)"0,
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gde su 01,09, ...,0, elementarne simetricne funkcije nula zgk),zgk) S ,zﬁ,k) (videti
(3.1.2)), tezi ka P(z), kada zl(k) — r; (i=1,...,n). Unovo uvedenoj notaciji, itera-
tivni proces (3.8.3) postaje

(®)
Pl(z
(3.8.5) z““):zg")—@ (i=1,....nk=0,1,..).

i k
ACH
Jedno krace izvodenje formula (3.8.5) moZe se dati polazeci od faktorizacije

n n

P(z) = [TG@—rm) = =) [TG—rm),

m=1 m=1
m#i

tj. od identiteta koji iz njega sleduje

(3.8.6) r=z—

Uzimajuéi za r,, (m # i) priblizne vrednosti z,(,]f), tj. ry = z,(f) iz:= sz), desna

strana u (3.8.6), naravno, nece biti jednaka tacnoj nuli r;, ve€ Ce to biti neka nova
aproksimacija za tu nulu, koju éemo ozanaciti sa szﬂ). Tako dobijamo iterativni
proces (3.8.5).

Formule (3.8.5) su otkrivane vi§e puta od strane veceg broja autora. Zato
se mogu i sresti viSe nacina izvodenja ovih formula. Primetimo da formule
(3.8.5) podsecaju na klasi¢an NEWTONov metod, ali se od njega sustinski raz-
likuju. Naime, ovde imamo n iterativnih formula koje generisu n nizova koji su
medusobno zavisni; (k+ 1)-vi ¢lan jednog niza zavisi od k-tih ¢lanova svih nizova.
Napomenimo da se ove formule mogu nadi u sabranim delima WEIERSTRASSa.
Naime, WEIERSTRASS [138] ih je koristio u vezi sa dokazom osnovne teoreme
algebre. Medutim, za odredivanje nula polinoma, ove formule se pocinju koristiti
tek u drugoj polovini dvadesetog veka.

Iterativni proces (3.8.5) ima kvadratnu konvergenciju. On je, u stvari, ekviva-
lentan metodu NEWTON-KANTOROVICa, primenjenog na reSavanje sistema neli-
nearnih jednacina, dobijenog iz VIETEovih formula (3.1.2) za polinom (3.8.1).

Da bismo ovo dokazali, definisaéemo polinome R(")(z) stepena n — 1, izostav-
ljanjem po jedne nule u polinomu Q(z), i pri tome ¢emo, u cilju uproscenja,
izostavljati indeks k u oznakama za polinom i odgovarajuée nule, tj. jednostavno

¢emo pisati Q(z) umesto Q(z) i zy umesto z(vk). Dakle,
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RV (2) = Zfoz “[Ge-z). v=1...n
j=1
J#V

¢iji je razvijeni oblik, u skladu sa (3.8.4),

R(v)(Z) _ anl _ Gl(v)zn72 + GZ(V)Zn73 et (—1)"716(‘})

gde su Gl(v), Z(V), ey Glgz)l

nula zy. Nije tesko zakljugiti da je O} (zy) = RV (zy), v=1,...,n.

odgovarajuée simetri¢ne funkcije iz kojih je iskljucena

Lema 3.8.1. Za bilo koji polinom Qy(z) sa prostim nulama zy, v =1,...,n, ma-
trica
! 1 1 7
A o of
W =
(1 @2 (
—Gn—)l Gn—>1 Gnri)l -

Jje regularna i njena inverzna matrica je data sa
r -1 ) -1p, ]
Dz —DyZ} 7 - (=1)"'Dy

Dyt =Dy - (—1)"ID,y

| Dz =Dyzy - (=1)"'Dy |
gdesuDy, =1/Q)(zy), v=1,...,n
Predstavimo sada iterativne formule (3.8.5) u vektorskom obliku

(3.8.7) ) =70, k=0,1

g hyeeey

gdesuT(z)=z—e(z)i
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Primeni¢emo sada metod NEWTON-KANTOROVICa na sistem nelinearnih
jednacina, dobijenog iz VIETEovih formula (3.1.2) za polinom (3.8.1), tj. na

O] +aj
0y —a
fz) = : =0.
o, — (—1)"a,

U radu To$1¢a'® i MiLovaNoviCa [128] je dokazano da se, u ovom sluéaju,
metod NEWTON-KANTOROVICa

2D =20 _ w20 f(z(k), k=0,1,...,

svodi na (3.8.7). Zaista, JACOBIeva matrica W (z) je upravo ona koja se pojavljuje
u lemi 3.8.1, tako da je korekcija

(D D2 (1) 'Dy] [ o ta

Dydy ' =Dyt (=1 Dy 0 —a

W)= | | . =@

D, =Dy (=)D, | | 0w —(—1)"ay

Da bi simultani metod (3.8.5) bio definisan neophodno je da sve startne vred-
nosti budu medusobno razlicite, tj. zl(o) #* z&o) (i # j). Moze se pokazati (videti,
na primer, [17]) da metod ima jedno interesantno svojstvo. Naime, bez obzira na
izbor startnih vrednosti (sem da budu medusobno razliCite), posle prve iteracije
imamo da je

(3.8.8) Y oV =—al,

gde je a; koeficijent u jednacini (3.8.1). Naravno, nije teSko primetiti da je posle
svake iteracije zbir aproksimacija zgk)

tan dokaz jednakosti (3.8.8).

jednak —a;. Dademo sada jedan interesan-

199 DOBRILO D. TOSIC (1932-), dugogodiinji profesor matematike na Elektrotehni¢kom fakultetu
u Beogradu. Na pocetku karijere radio je u Institutu za nuklearne nauke u Vin¢i i na Elektron-
skom fakultetu u NiSu. Poznat je po radovima iz oblasti Fizike jonizovanog gasa i Fizike plazme,
a u matematici iz oblasti Numericke kompleksne analize i Specijalnih funkcija.
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Kako su startne vrednosti medusobno razli¢ite, zaklju¢ujemo da racionalna
funkcija z — P(z)/Qo(z) ima samo proste polove. Neka je r > max‘z,@) |. Tada je
1

S druge strane, zamenom w = 1/z, poslednji integral postaje

oL 7{ Ide:hmi<M>,

27 w2 Qo(1/w) w—0 dw \ w"Qo(1/w)
wl=1/r
tj. )
I=a;+ Z ZEO).
i=1
Sumiranjem (3.8.5)zai=1,...,n, pri k =0, na osnovu prethodnog, dobijamo

izlm = iz,@ — <a1 + izfo)> = —aj.
i=1 i=1 i=1

Naveséemo sada dve teoreme koje se odnose na konvergenciju metoda (3.8.5).
Dokazi ovih rezultata mogu se dati matematickom indukcijom (videti [17, 109]).

Teorema 3.8.1. Ako je
d=min|r;—rj| i ‘zl(o)—r,-‘<p (i=1,...,n),
i#]

gde je
_ gV
P = s g 0<g<),

metod (3.8.5) konvergira, pri Cemu je, za svako k € N,

| <ot = 1)

(0)

Teorema 3.8.2. Neka su pocetne vrednosti z; ' mediusobno razliciti kompleksni

brojevi za koje vaze nejednakosti

PEM]  leb(E”)
|04 ()] — onM(0)2

(i=1,...,n),
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0) _ (0)
i g

gde je M(0) = max|z , tada simultani iterativni proces (3.8.5) konver-

i#j
(k)

gira, tj. lim z;7/ =r, i=1,...,n. Stavise, za svako i = 1,...,n, svi ¢lanovi niza

k—+-o00
(k)
{z;"' }1en s€ nalaze u krugu

K= k() = (o] =] < |- 401

U radovima [110]i [111] S. B. PRESIC je razmatrao postupak za faktorizaciju
polinoma, koji se u slu¢aju linearnih faktora svodi na metod (3.8.5). U radu [107]
(videti, takode, [108]) razmatran je metod za odredivanje m(< n) nula polinoma
(3.8.1). Jedan drugaciji nacin izvodenja ovog metoda i generalizacije za slucaj
viSestrukih nula polinoma dat je u radu [62].

Polazei od iterativne formule (3.8.5) i disjunktnih realnih intervala X\* =

[ — @ x4 %] koji sadrze nule r;, i = 1,...,n, HERZBERGER?® [41, 42]

i i
je formulisao intervalni metod za simultano odredivanje nula polinoma P:

(k)
16 —x)

m=1

m#i
dokazujuéi da za svako i = 1,...,n i svako m € Ny vazi:
(a) X'(kJFl) C X(k)
1 1 ?
(b) ry € X;;
(c) postoji konstanta g(> 0) takva da je e*+!) < q(s(k))z, gde je e =
(k)

maxg; .

l
Opsti slu¢aj kompleksnih nula razmatrao je PETKOVIC [95] kori$éenjem kom-
pleksne kruzne aritmetike.?°! Naime, neka su nule polinoma P izolovane u dis-

. . . . . 0 0). .(0)\ . .

junktnim kruZnim intervalima Zl.( ) = {zl( );81.( )}, i=1,...,n,1neka jeu (3.8.6)

200 y{y)RGEN HERZBERGER (1940 — 2009), nemacki matematiZar.

201 Kompleksni kruzni interval Z = {c;r} je disk u kompleksnoj ravni s centrom u talki c i
polupreénikom r, tj. Z = {z | |z—c| < r}. Tacka a se predstavlja pomoéu {a;0}. Kompleksna
kruZna aritmetika je definisana nad kruZnim intervajima Z; = {cy,r;} (k= 1,2) pomocu

Z1xZy ={ci Leysr £n}, ZiZy={cica|er|ri + |1l +rin},
Zi+Z=212," (0¢2), Z '={acar} (a=|c*~r*0¢2).

Za detalje videti [39].
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uzeto z = zfo). Imajuéi u vidu da r, € 7V (m =1,...,n), na osnovu osobine
inkluzivne izotonosti sleduje

(0)
ri € Zi(l) = {ZEO) — —P(Zi ) }ﬂZI(O)
0))

1" -z,

m=1

m#i

Poslednja formula sugeriSe iterativni metod

(k)
@39)4H”:{5@—74%%lﬁr}ﬂd” (i=1,...mk=01,,.).
”% (Zi —Znm )

Koris¢enjem kompleksne kruzne aritmetike, u pomenutom radu [95], iterativni
metod (3.8.9) je sveden na oblik

1) _ {z(k) o P(zl(k)) 'a(k) (n— 1){P(Zl(k)) |g(k) } ﬂzi(k)7

B S T
o
gde su

n—1

i a®) pozitivan broj za koji vazi a*) > (1 +&W / p(k))
Pri prakti¢noj realizaciji simultanih metoda najceSée se koristi GAUSS-SEI-
DELov pristup, tj. koriS€enje aproksimacija dobijenih u istoj iteraciji. Ovakav
postupak ne samo da ubrzava konvergenciju osnovnog metoda bez dodatnih
izraCunavanja, ve¢ je i pogodan sa stanoviSta zauzela memorijskog prostora.
Analiza konvergencije ovako modifikovanih metoda je omogucena uvodenjem
koncepta R-reda konvergencije (videti odeljak 3.2.5).
Osnovna modifikacija procesa (3.8.5) dobijena pomocu GAUSS-SEIDELOVOZ
pristupa je
(3810) 7=z - PG

)
H(z,(k)—z,(ffﬂ)) 1 (z,(k)—z,(ff))

m=1 m=i+1

(i=1,...,n).

Programska realizacija ove varijante je jednostavnija u odnosu na osnovni ob-
. N T (k " . -
lik (3.8.5). Novo izraCunata aproksimacija z; © se odmah smesta u istu poziciju
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(k)

i

gde je bila vrednost z
zamene zl(k) = zEkH), i=1,...,n

IzloZi¢emo sada jo$§ neke simultane metode koji se javljaju u primenama.
Najpre, uvedimo izvesna oznacavanja koja omogucavaju bolju preglednost kod

definisanja dve susedne iteracije:

, tako da po obavljenoj iteraciji (po svim nulama) nema

(k) (k)

1° aproksimacije nula u k-toj iteraciji z;’,...,z, oznacavaemo prosto sa
Z1,---,2n, @ nove aproksimacije koje dobijamo primenom simultanog metoda re-
dom sa Zy,...,Z,;
n
2°0(z) = II (z—2zm);
m=1

3° W; = P(z;)/Q(z;) (WEIERSTRASSova korekcija, tj. korekcija kod metoda
(3.8.5));

4° N; = P(z;)/P'(z;) (NEWTONova korekcija).

U novo uvedenoj notaciji, osnovni metod (3.8.5) postaje
(3.8.11) G=zu—-W (i=1...,n),
dok je metod (3.8.10)

P(z)
i—1 n

[MGz—=2m) II (z—2m)

m=1 m=i+1

(3.8.12) f=zi— (i=1,....n).

Ranije smo dokazali da osnovni metod (3.8.11) ima kvadratnu konvergenciju.
U radu [2] dokazano je da je R-red konvergencije iterativnog procesa (3.8.12), u
zavisnosti od stepena polinoma, jednak r(n) = 1 + o,, gde je o, jedinstven pozi-
tivan koren jednacine 6" — o —1 =0.

Jedna druga modifikacija procesa (3.8.11), sa kubnom konvergencijom, koja
koristi popravku W; (videti, na primer, [90]) data je pomocu
(3.8.13) Gi=zi—— P(z) (i=1,....n).

T (zi — zm + W)

m=1

m#i

Dalje ubrzavanje konvergencije moze se posti¢i kombinacijom formula (3.8.12)
i (3.8.13). Na primer, PETKOVIC i MILOVANOVIC [99]) su razmatrali metod

P(z)

i—1
T (zi—2n) T1 (zi—2z2m+Wn)
m=1 m=i+1

(3.8.14) Zi=zi—
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¢iji je R-red konvergencije r(n) = 1+ o, gde je o, jedinstven pozitivan koren
n—1

jednagine 6" — o — ¥, ok =0.
k=0

Jedan drugaciji pr;stup modifikaciji osnovne formule (3.8.11) dat je u radu [8]:

W:
(3.8.15) Gimg—— — (i=1,....n)
1+Y W
m=1 Zi _Zm
m#i

Konvergencija ovog procesa je kubna. Do formule (3.8.15) se moZe jednostavno
doéi konstrukcijom LAGRANGEovog interpolacionog polinoma®?? za funkciju
(polinom) z — P(z) — Q(z) u &vorovima zy,. ..,z tj.

P(z) - 0(z) :élp(zm)%-

Ako za z uzmemo bilo koju nulu polinoma r;, iz poslednje jednakosti dobijamo
W;

m=1
m#i

3.8.16 =7 —
( ) ri=z W

Zm— T

Najzad, stavljajuci r; := z;, desna strana u (3.8.16) daje aproksimaciju za nulu r;.
Oznacavajuéi ovu aproksimaciju sa Z; dobijamo formulu (3.8.15).

Sli¢no konstrukciji formule (3.8.13), na osnovu (3.8.15) se moze dobiti for-
mula Cetvrtog reda (videti [91]):

W;
n W,,

—=zi—Wi—zn
m#i

(3.8.17) Zi=zi—

1+

Koriste¢i logaritamski izvod polinoma P mogule je izvesti formulu [64]
(videti, takode, [1], [7], [22])

(38]8) zi:Zi—ﬁ (izl,...,l’l)7
ﬁi a m=1 Zi—Zm
m#i

202 pterpolacioni procesi biée razmatrani u posebnoj knjizi iz ove serije.
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koja ima kubnu konvergenciju. Naime, na osnovu

vazi

P(z) Z

m=1 £~ Tm

m#i
odakle zamenom z := z;, 1y, := 2 (m # i), na desnoj strani u prethodnoj jed-
nakosti dobijamo novu aproksimaciju r;. Ako ovu aproksimaciju oznacimo sa Z;
dobijamo formulu (3.8.18). KorisSéenjem GAUSS-SEIDELovOg pristupa moZe se
dobiti poboljSani metod

(3.8.19) G=g o =lon),

Ni m=1%i Zm m=it1 % T Zm

koji ima R-red konvergencije r(n) =2+ o0,(> 3), gde je o, jedinstven pozitivni
koren jednaGine 6" — ¢ — 2 = 0 (videti, ALEFELD??> i HERZBERGER [2]).

Sa NEwWTONovom korekcijom, u radu [90] je dobijena slede¢a modifikacija
formule (3.8.18):

(3.8.20) Gi=zi— - (i=1,...,n),
Loy L
Ni m=1 Zl—zm+Nm
m#i

Ciji je red konvergencije Cetiri.
Analogno formuli (3.8.14) moZe se dobiti ubrzani iterativni proces bez dodat-
nih izra¢unavanja (videti rad MILOVANOVICa i PETKOVICa [81]):

R 1 .
(3.8.21) Zi=2zi— | T - ] (i=1,...,n)

Ciji je R-red konvergencije r(n) = 2(1+ o), gde je o, € (1,2) jedinstveni pozi-
tivni koren jedna¢ine 6" — o —1=0.

203 GHTZ ALEFELD (1941 — ), nemacki matematidar.
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[lustrovaéemo odredivanje R-reda konvergencije na primeru metoda (3.8.21).
Neka su

=1 (z,(k) —rj) (z,(k) - z(~k+l)) J=it1 (z,(k) —7)) (ka) _ W(,k))

gde je wﬁ.k) aproksimacija dobijena po NEWTONovom metodu, tj.

® 8w &
(3.8.22) w; Ty 1+8; (Z] r]) 1 _|_§§_k) Vi

Sli¢no, za iterativni proces (3.8.21) imamo

()

o B () =1 mk=0,1,.0),
1+
odakle je
(k+1) 8@ (k)
(3.8.23) v; :’7(]()\}1- (i=1,...,n;k=0,1,...).
1+g;

Pretpostavimo da su pocetne aproksimacije odabrane tako da su zadovoljeni
uslovi

(3.8.24) v

Tada za i # j imamo
4
2n—1’

d 1
4 =2 2 |4 =i =[5 =il > (d_Zn—1>_2n—1

6 = ril = lri =l = [ =i > d -
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odakle je

2(n—1) . |Z§O)—Z(-O)| - 2n—73

0)
|Z( _rj|> q j q

1

1
> .
q

Odredimo sada ocenu za |g§0) | Na osnovu (3.8.24) i prethodnih nejednakosti
imamo

1 1
(3.8.25) a1 <Y <2< 5
i |z =1l
JFi
Tada iz (3.8.22), za k = 0, sleduje
o). & o 02
(3.8.26) rj—w}’| < oy v’ <qlv;'|" <
8j
Kako je, za i # j
2n—3 _ 1
‘ZEO) —WEO)‘ > |Z§O) —rj| — ‘rj—w§0)| > —q > 5,
koriséenjem prethodnih ocena imamo
{rj— ('0)| 7 (0)12
(3.8.27) / < .
|z§0) _erZEO) _W§0)| 2(n—1) Vil

Nadimo sada ocene za‘vfl)‘ i ! ggo) ‘ Na osnovu (3.8.23) dobijamo

1 |8(0)‘ 0
(3.8.28) M < L WO (i=1,...,n).
1 s
Kako je
n (@ =) (=)

(0)
& =)
B ) Y -

)

kori$éenjem (3.8.24) i (3.8.27), nalazimo da je

R EUET

2n—1) ¢ <2

s < :
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1
odakle, s obzirom na (3.8.28), zaklju¢ujemo da je Ml)‘ < MO)! < -
q

Na osnovu prethodnog razmatranja i nejednakosti
0 _ ()< [, o !
o =5[> —n| =] > pL

sukcesivno za i = 2,...,n, dobijamo sledeée ocene

|g5°>\<|v5°>|(2<j—il)§|v§”|+ T P) <5
< O (Z g § |)

Jj=i+1

Matematickom indukcijom se sada moZe dokazati da za svako k=0, 1, ... vaZe
nejednakosti

|V§k+l)|< | ) (Z! WD) 1 g Z \v |> <L

Jj=i+1 q

(k)

Uvodenjem smene q{vl(k) | = h;”’, poslednja nejednakost postaje

(k+1) (k) (k+1) (k)
(3.8.29) h; <n_1(h ) <Zh + Z (A )),

Jj=i+1

gdejei=1,...,nik=0,1,....Na osnovu uslova (3.8.24) imamo da je hfo)

(i=1,...,n). Ako stavimo h = maxhgo)
]

<1
, tada je
KO <h<1  (i=1,...n).

Na osnovu (3.8.29) zakjucujemo da je iterativni proces (3.8.21) konvergentan.
Stavimo dalje da je

(k+1)
R <™ =1, k=0,1,..0).

1

Ako definiSemo matricu B pomocéu B = 2A, gde je
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11
11 0
e N
0 11
110 ---01
vektori u®) = [ugk) e uﬁ,k)] ’ mogu biti sukcesivno izraCunati pomocu

u D =Bu®  (k=0,1,...),

startujuéi sa u(®) = [1 --- 1]”. Ovo se moZe dokazati matemati¢kom indukcijom.
Sli¢nim razmatranjem, u radu [2], pokazuje se da za R-red konvergencije itera-
tivnog procesa (3.8.21) vaZzi

(3.8.30) Or((3.821),r) > p(B)=2p(A) (r=1[r - rd"),
gde su p(A) i p(B) spektralni radijusi matrica A i B.

Karakteristi¢ni polinom matrice A je f,(A) = (A —1)"— (A —1) — 1. Ako
stavimo A = ¢ — 1 dobijamo da je f,(0) = fu,(1+ 1) = 6" —0 — 1. Kako je
fa(1)=—1<0i f,(2) =2"—3 > 0, zakljutujemo da postoji nula o, u intervalu
(1,2). Nije tesko pokazati da je ovo jedina pozitivna nula polinoma f,, i da je
p(A) =14 o0,. Najzad, na osnovu (3.8.30) dobijamo

Or((3.821),r) > 2(1+0,),

§to je trebalo i dokazati.

Tabela 3.8.1.
n (3.8.12) (3.8.14) (3.8.19) (3.8.21)
3 2.325 3.148 3.521 4.649
4 2.221 3.066 3.353 4.441
5 2.167 3.032 3.267 4.335
6 2.135 3.016 3.215 4.269
7 2.113 3.008 3.180 4.226
8 2.097 3.004 3.154 4.194
9 2.085 3.002 3.135 4.170
10 2.076 3.001 3.125 4.152

Za iterativne procese (3.8.12), (3.8.14), (3.8.19), (3.8.21) kod kojih je R-red
konvergencije zavisan od n, u tabeli 3.8.1 dajemo vrednosti za r(n), kada je n =
3,4,...,10.
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Primetimo da r(n) tezi redu konvergencije osnovnog (ne ubrzanog) metoda,
kada n — H-oco.

U radu [97] izvedena je familija metoda za simultano odredivanje nula poli-
noma, kori§éenjem razvoja racionalne funkcije u parcijalne razlomke. Svi metodi
ove familije imaju kubnu konvergenciju za proste nule.

U vise radova (videti, na primer, [27, 82, 96, 120]) razmatrani su i simultani
metodi za odredivanje viSestrukih nula polinoma.
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