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Predgovor

Ova zbirka sadrzi 217 kompletno reSenih zadataka iz oblasti numericke
matematike i namenjena je prvenstveno studentima tehnickih i prirodno-
matematickih fakulteta na kojima se ova oblast izuéava. Zadaci su odabrani
tako da pokrivaju mastavne programe standardnih kurseva numericke mate-
matike. Knjiga je pisana u skladu sa udzZbenicima prvopotpisanog autora:

~ NUMERICKA ANALIZA, I deo, Naucéna knjiga, Beograd, 1985 (drugo
izdanje 1988, trece izdanje 1991),

~ NUMERICKA ANALIZA, II deo, Nauéna knjiga, Beograd, 1985 (drugo
izdanje 1988, trece izdanje 1991),

~ NUMERICKA ANALIZA, III deo, Naucna knjiga, Beograd, 1988 (drugo
izdanje 1991),
1 nastala je znacajnom izmenom 1 proSirenjem prethod@e knjige dvojice pr-
vopotpisanih autora koja se pod naslovom ZBIRKA RESENIH ZADATAKA
1Z NUMERICKE ANALIZE, takode, pojavila u izdanju Nauéne knjige iz
Beograda i koja je doZivela tri izdanja (1985, 1988, 1991).
Celokupan rukopis ove knjige podeljen je u 8 glava i na adekvatan nacin
prati prethodno pomenute udzZbenike. U nekim interesantnim slucajevima
navedene su i programske realizacije algoritama na FORTRAN jeziku.

Prva glava ima uvodni karakter i daje kratak pregled razvoja numericke
matematike u svetu i kod nas, kao i pregled vaznijih visoko-kvalitetnih prog-
ramskih paketa za resavanje numerickih problema.

Druga glava se odnosi na osnovne elemente numericke matematike, gde
su reseni tipicni problemi koji se odnose na analizu gresaka, rekurzivna
izracunavanja i sumiranja, ukljucujuci ortogonalne i s-ortogonalne polinome.

U trecoj glavi se tretiraju problemi vezani za opstu teoriju iterativnih
procesa, tj. za primenu Banchovog stava o nepokretnoj tacki, karakteristike
iterativnih procesa i ubrzavanje konvergencije procesa.

Cetvrta glava se bavi problemima u linearnoj algebri (direktni i iterativni
metodi), dok se u petoj glavi razmatraju nelinearne jednacine i sistemsi nelin-
earnih jednacina. Algebarskim jednacinama je posveceno posebno poglavije.
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Problemi iz interpolacije funkcija i problemi najboljih aproksimacija raz-
matraju se u Sestoj glavi. Numericko diferenciranje i numericka integracija
su tretirani u sedmoj glavi.

Najzad, osma glava je posvecena problemima pribliznog resavanja obicnih
diferencijalnih jednacina. Posebo su tretirani priblizni analiticki metodi za
Cauchyev problem, kao i numericki metodi Runge-Kutta i linearni viseko-
racéni metods.

Autori se nadaju da ce ova knjiga biti od koristi ne samo studentima
kojima je prvenstveno knjiga namenjena, veé i svima onima koji se bave
numerickom analizom ili koriste numericke metode u svojim istraZivanjima.

Na kraju, autori izraZavaju zahvalnost kolegi Ljubisi Kocicu, redovnom

profesoru, Elektronskog fakulteta u Nisu, koji je u svojstvu recenzenta procitao
rukopis ove knjige © dao korisne sugestije.

Nis/ Kragujevac, 20. 09. 2002. Autori
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I GLAVA
Uvod

Razvoj nauke i tehnike, posebno rac¢unarske tehnike, posle drugog svet-
skog rata uslovio je brzi i sistematski razvoj numericke matematike, koja
omogucava reSavanje veoma kompleksnih problema uz pomo¢ racunara. Nai-
me, sposobnost ra¢unara da u realnom vremenu obavi veliki broj racunskih
operacija uz automatizovani proces racunanja, pruza nesluéene moguénosti
numerickoj matematici. Na taj nacin niz matematickih problema koji se
klasiénim matematickim metodima ne mogu uvek ta¢no resiti ili bi njihovo
reSavanje bilo necelishodno, efikasno se resavaju koriS¢éenjem aparata nu-
mericke matematike. Programski realizovani numericki metodi (numericki
softverl)) omogucavaju korisnicima brzo reSavanje problema sa proizvoljnom
taénoséu, a da pri tome ne moraju biti eksperti u oblasti numericke matem-
atike. Ova okolnost ima pozitivno povratno dejstvo na razvoj novih tehnolo-
gija i razvoj nauke uopste.

Glavni zadatak numericke matematike je konstrukcija i analiza metoda
(algoritama) i formiranje odgovaraju¢eg numerickog softvera. Kao baza po-
javljuje se posebna oblast pod nazivom teorija aproksimacija. Kao posebna
oblast izdvaja se i teorija optimizacija koja tretira razne optimizacione prob-
leme. U poslednjih nekoliko decenija sve ove oblasti su imale buran razvoj, o
¢emu svedoci velika produkcija nauc¢nih rezultata koji se publikuju kroz ve-
liki broj specijalizovanih ¢asopisa. Naveséemo neke od tih asopisa?: Mathe-
matics of Computation (Americko matematicko drustvo), Numerische Math-
ematik, Constructive Approximation, Computing, Calcolo (Springer Verlag),
SIAM Journal on Numerical Analysis, SIAM Journal on Computing, SIAM
Journal on Matrix Analysis and Applications, SIAM Journal on Optimiza-
tion, SIAM Journal on Scientific Computing (STAM — Drustvo za industri-
jsku i primenjenu matematiku, SAD), Journal Computational and Applied
Mathematics, Applied Mathematics and Computation, Computers & Mathe-
matics with Applications (Elsevier), Journal of Approximation Theory (Aca-
demic Press), itd. U poslednje vreme pojavljuju se i elektronski ¢asopisi (na

1 Na engleskom jeziku: numerical software.
2) U zagradama iza naziva Casopisa navedeni su izdavaéi.
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primer, ETNA — Electronic Transactions on Numerical Analysis, u izdanju
Kent Univerziteta, SAD, http://etna.mcs.kent.edu).

Znacajan napredak je uc¢injen i u realizaciji programskih paketa visoko-
kvalitetnog numerickog softvera. Pomenuéemo samo neke od njih:

LINPACK (za linearne sisteme jednacina),
EISPACK (za problem sopstvenih vrednosti),
LAPACK (za probleme u linearnoj algebri),
FUNPACK (za specijalne funkcije),
MINIPACK (za nelinearne jednac¢ine i minimizacione probleme),
DEPAC (za obicne diferencijalne jednacine),
PDEPACK (za parcijalne diferencijalne jednacine),
(

ELLPACK za elipticke parcijalne diferencijalne jednacine),
SPARSPACK  (za retke matrice).

U vezi nekih od ovih paketa interesantno je videti knjigu: Sources and de-
velopment of mathematical software (W.R. Cowell, ed.), Prentice-Hall, Inc.,
Englewood Cliffs, New Jersey, 1984. Mahom programski paketi su imple-
mentirani na FORTRAN jeziku. U novije vreme postoje implementacije i
na jeziku C++4. Veliki broj matematickih softverskih paketa danas se slo-
bodno distribuira. (Neka uputstva u tom pravcu mogu se naéi na adresi:
http://gams.nist.gov).

Treba napomenuti da su se u poslednje vreme pojavili i programski sistemi
kao sto su:

MATLAB (The MathWorks, Inc., http://www.mathworks.com),

MATHEMATICA (Wolfram Research, Inc., http://www.wolfram.com),

MAPLE (Waterloo Maple, Inc., http://www.maplesoft.com), itd.

Na primer, u MATLAB-u je dobar deo prethodno pomenutog visoko-
kvalitetnog softvera ugraden, posebno onaj koji se odnosi na reSavanje prob-
lema u linearnoj algebri. Svi pomenuti programski sistemi predstavljaju in-
tegrisane sisteme za numericka i simbolicka izracunavanja, graficku prezen-
taciju i interpretaciju, i najzad pruzaju takvo okruzenje koje omoguéava
korisniku programiranje na jedan veoma jednostavan nacin.

Pored numericke matematike u poslednje vreme znacajan progres je uci-
njen i u simbolickim izracunavanjima, tako da su se za ovu namenu pojavili
veoma efikasni algoritmi. Stavise, ima i specijalizovanih ¢asopisa koji treti-
raju samo ovu problematiku, na primer, Journal of Symbolic Computation
(Academic Press) (videti: http://www.apnet.com/jsc).

Na prostorima bivSe Jugoslavije numericka matematika je pocela da se
ozbiljnije izuc¢ava i razvija tek od nedavno. Na veéini tehnickih i prirodno—
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matematickih fakulteta, ova oblast se na redovnim i poslediplomskim studi-
jama ozbiljnije poCinje da izuCava od pre dvadesetak godina. Nazalost, na
nekim fakultetima ova oblast ni do danas nije uvedena u nastavni plan.

Prva knjiga iz oblasti numericke matematike, koja je Stampana na srp-
skom jeziku, bila je knjiga prevedena sa engleskog jezika:

— E. WHITTAKER i G. ROBINSON: Teéaj numericke matematike, Naucéna
knjiga, Beograd, 1955.

Osam godina kasnije pojavljuje se i prevod poznate knjige sa ruskog jezika:

~ 1.S.BEREZIN i N.P ZITKOV: Numericka analiza — numericke metode,
Nauc¢na knjiga, Beograd, 1963.

Petnaestak godina kasnije pojavljuju se i prve knjige domaéih autora. Do
1980. godine pubikovane su tri knjige:

— M. BERTOLINO: Numericka analiza, Nauéna knjiga, Beograd, 1977.

— G.V. MILOVANOVIC: Numeric¢ka analiza, I deo, Univerzitet u Nisu, Nis,
1979.

— V. SIMONOVIC: Numericke metode — skripta, Masinski fakultet, Beograd,
1979.

Nakon toga, Stampan je veéi broj knjiga iz numericke matematike, uklju-
¢ujudi i zbirke zadataka iz ove oblasti.

Najzad, napomenimo da su ove godine publikovane dve knjige koje treti-
raju probleme simbolickog izracunavanja:

— P.S. STANIMIROVIC i G.V. MILOVANOVIC: Programski paket MATHE-
MATICA i primene, Elektronski fakultet u Nisu, Nis, 2002.

— G.V. MiLovaNovi¢ i P.S. STANIMIROVIC: Simbolicka implementacija
nelinearne optimizacije, Elektronski fakultet u Nisu, Nis, 2002.

Mada se poslednjih godina dosta forsiraju simboli¢ka izracunavanja, ona
ipak nee modi ni priblizno da zauzmu ono mesto koje pripada numerickoj
matematici. Korisno je, medutim, da se u problemima gde je to moguce
uvode i simbolicka izracunavanja u kombinaciji sa numerickim.

U ovoj zbirci reSenih problema iz oblasti numericke matematike ispoStova-
ni su svi principi metodickog izlaganja materije. Polazeéi od jednostavnijih
problema, citalac se postepeno uvodi u probleme sa sve slozenijom struk-
turom. Ponekad, posle reSenja zadatka daje se i spisak referenci radi even-
tualno Sireg upoznavanja Citaoca sa izlozenom problematikom. U zadacima,
kada je to bilo potrebno, citirana je literatura [1], [2], [3], [4], koja se odnosi
na sledece knjige:
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[1] G.V. MiLovaNoVIC: Numericka analiza, I deo, Naucna knjiga, Beo-
grad, 1985 (drugo izdanje 1988, trece izdanje 1991).

[2] G.V. MILOVANOVIC: Numericka analiza, II deo, Nauéna knjiga, Beo-
grad, 1985 (drugo izdanje 1988, trece izdanje 1991).

[3] G.V.MiLovaNovI¢: Numericka analiza, III deo, Nau¢na knjiga, Beo-
grad, 1988 (drugo izdanje 1991).

[4] D.S. MiTRINOVIC: Uvod u specijalne funkcije, Gradevinska knjiga,
Beograd, 1972 (drugo izdanje 1975, trece izdanje 1986).



I GLAVA

Osnovnil elementi numericke
matematike

2.1. Analiza gresaka, rekurzivna izracunavanja i sumiranja

2.1.1. Dati su sledeéi brojevi:
63.8543, 93487, 0.0063945, 363042, 0.090038.

Za svaki od njih odrediti znacajne cifre. Svaki od njih aproksimirati odgo-
varajuim brojem Sa cetri znacajne cifre i odrediti apsolutne i relativne
greske tako dobijenih vrednosti.

Resenje. Svaka cifra broja, izuzimajuéi nule koje sluze za fiksiranje decimalne
tacke, naziva se znaCajnom cifrom tog broja. Dakle, prvi broj ima 6, drugi 5, treéi
5, ¢etvrti 6, peti 5 znacajnih cifara.

Priblizan broj T broja z je broj koji zamenjuje tacan broj x u izracunavanjima
i “neznatno” se razlikuje od njega. Odgovarajuca greska je e = T — x, a apsolutna
greska je |e| = |T — z|.

Pod granicom apsolutne greske Ay pribliznog broja T podrazumeva se svaki
broj ne manji od apsolutne greske tog broja. Dakle,

le] = [ — 2| < Az,

pajex € [T — Az, T+ Azl

S obzirom da greska e nedovoljno karakteriSe ta¢nost, uvodi se i pojam relativne
greske

M r=="2 @40,

< AI ~ Am —¢
= T — = T cx-
|| [ |2
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Svaki broj x moze se predstaviti u normalizovanom obliku

(2) z = (£0.a1a3...anan41 .- .) bk (a1 #0),

gde je b osnova brojnog sistema, a a; (i = 1,2, ...) cifre brojnog sistema (0 < a; <
b—1).

Broj #0.a1a3...anapy1 ... zvaéemo mantisom i oznacavati sa z*. Broj k
zva¢emo karakteristikom. Dakle, moZemo pisati z = z* bk, Najcéesée su u upotrebi
binarni (b = 2) i decimalni (b = 10) brojni sistemi.

Po definiciji kaze se da broj T aproksimira broj x sa [ znacajnih cifara ako je [
najveéi broj za koji |[T* — z*| ne prelazi jedinicu I-tog mesta, tj.

(3) 5 -2 <wb !, we(0,1].

Primetimo da je broj znacajnih cifara broja T u direktnoj vezi sa granicom
relativne greske. Naime, ako nejednakost iz (3) pomnozimo sa b* (k — karakteristika
brojeva Z i z), podelimo sa |z| i imamo u vidu da je b~! < |#*| < 1, dobijamo

|z — z| < wbF=t Wkt Rt

—l+1
=whb
ER R e

(4) rl =

gde je w € (0,1].

Priblizan broj T broja z se pojavljuje u izracunavanjima iz razli¢itih razloga.
Na primer, T je rezultat nekog merenja sa odgovarajué¢om tacnoséu (bolje receno,
netaénoséu). Tada, umesto = uzimamo Z kako bismo izbegli izlisan numericki rad,
s obzirom na tacnost rezultata koja je potrebna, ili je pak T dobijeno kao rezultat
nekog predprocesiranja koje je unelo gresku.

Dalje, u prakti¢nim izracunavanjima koristimo rac¢unar. Za predstavljanje re-
alnog broja u memoriji racunara se obezbeduje deo prostora. Dati broj se zapisuje
u binarnom brojnom sistemu (b = 2, pomoc¢u cifara 0 i 1). Najcesé se koristi
normalizovan zapis broja u tzv. pokretnoj tacki®). Neka je za mantisu, u zapisu
broja u ra¢unaru, obezbeden prostor za znak i n cifara (0 ili 1), a za karakteristiku
prostor za znak i m cifara (0 ili 1). Dakle, ako zanemarimo ograni¢enje u pogledu
konacnosti broja pozicija za karakteristiku (karakteristika je ceo broj pa se on u
racunaru ili tatno zapisuje ili se ne moze uopste zapisati ako je broj “enormno”
veliki po modulu i u tom slucaju kazemo da postoji prekoracenje kapaciteta mem-
orijskog registra ili je broj “enormno” mali po modulu pa se on tretira u racunaru
kao nula), tada se svaki realan broj oblika (2), koji se dobija kao pocetni podatak
ili kao rezultat odredenih rac¢unskih operacija, zamenjuje pribliznim brojem oblika

T = (£0.a102...an) b* (a1 #0).

3) Na engleskom: floating point.
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U ovom slucaju kazemo da imamo mantisu sa n razreda.

Proces odbacivanja cifara mantise u broju x, pocev od cifre a,+1, naziva se
prosto odsecanje. Apsolutna greska pri ovome je

(5) el < BT
Apsolutna greska koja se ¢ini pri zameni broja x brojem T, moze se smanjiti ako

se koristi tzv. postupak zaokrugljivanja (zaokruzivanja) brojeva. Taj postupak se
sastoji u slede¢em:

1
1) Ako je ap4+1 + an+2b_1 +--- < 3 b koristi se prosto odsecanje;

1
2) Ako je an4+1 + an+2b_1 + > 5 b, cifra an se povecava za jedinicu, a cifre

Gn+1, Gn+2, - - . se odbacuju;
_ 1 s .
3) Ako je ant1 + any2b Ly = 3 b ravnopravno se mogu koristiti pravila 1)
i2).
Na racunski masinama zaokrugljivanje se najcesée izvodi tako Sto se broju (kao

rezultatu neke operacije) koji treba da se zaokruzi, dodaje broj %bk_", a zatim se

vrsi prosto odsecanje. Ovo znaéi da se u neresenom slucaju 3) uvek an zamenjuje
sa an + 1 (pravilo 2)).

Napomenimo da kod ruénog zaokrugljivanja brojeva u dekadnom sistemu (b =
10), u neresenom slu¢aju preporucuje sledeée pravilo: Ako je cifra a, paran broj
koristi se pravilo 1), a ako je neparan broj koristi se pravilo 2).

Apsolutna greska kod zaokrugljivanja broja je

(6) le| < %bk_".

S obzirom da je z = * b* i b~ < |#*| < 1, imamo

11k—n 11k—n
(7) M I LAY LAY FEERS

7] = |z o = b-1pk 2

Kod ra¢unara imamo b = 2, pa je |r| < 27" = eps i naziva se maginska pre-
ciznost s obzirom da zavisi od masine tj. od prostora u memoriji masine pred-
videnog za broj cifara mantise (n) normalizovanog zapisa broja u pokretnom
zareazu, dok u slu¢aju b = 10 imamo |r| < %10”71.

Zadatkom se trazi da se svaki od brojeva aproksimira odgovarajuéim brojem
sa Cetri znacajne cifre. To mozemo postiéi i tako Sto mantise datih brojeva, pred-
stavljenih u normalizovanom obliku, svedemo na 4 cifre, bilo postupkom odse-
canja, bilo postupkom zaokrugljivanja. Zaista, s obzirom da je, na osnovu (5) i
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(6), |77 —z*| < wb™%, gde je u sluéaju odsecanja w = 1, a u slucaju zaokrugljivanja
w = 1/2, vidimo da vazi (3) za | = 4.

Opredeli¢emo se ipak za postupak zaokrugljivanja, s ozirom na manju granicu
greske. U tom slucaju mozemo zakljuciti, na osnovu (6) i (7) za b =101 n = 4,
da je |e] < 0.5 -10F7% i |r| < 0.5 - 1073, Primetimo da granica apsolutne greske
zavisi od karakteristike broja, dok je granica relativne greske nezavisna od veli¢ine
broja koji zaokruzujemo. Odgovarajuéi rezultati su:

(1) z =63.8543 = 0.638543 - 10° (sve cifre su znacajne).
T =0.6385-10° (k=2).
le| = |0.638543 — 0.6385| - 10 = 0.43- 102 < 0.5- 102,

0.43-102 _4 _3
— 220 ~67-10 0.5-1073.
"l = 638513 107 <
2) x = 93487 = 0.93487 - 10° sve cifre su znacajne).
j
T =0.9349-10° (k= 5).
le| = |0.93487 — 0.9349| - 10° = 0.3 - 10* < 0.5 - 10",

0.3-10!

=2 7 ~032.10*<05-107°.
"l = S93187 109 <

(3) x =10.0063945 = 0.63945 - 1072 (znacajne cifre su 6,3,9,4,5).
T=0.6394-10"2 (k= —2).
le| = |0.6394 — 0.63945| - 1072 =0.5-10"° < 0.5-107F,

0.5-1076

=2  _~078-100%t<05-1073.
"l = 363085 102 <

4) = 363042 = 0.363042 - 10° sve cifre su znacajne).
( j

T =0.3630-10° (k= 6).

le| = |0.3630 — 0.363042| - 10° = 0.42 - 10 < 0.5 - 10,

0.42 - 102
|7

-3 -3
= —— =~(0.12-10 0.5-10 ".
0.363042 - 106 <

(5) x =0.090038 = 0.90038 1071 (znacajne cifre su 9,0,0, 3, 8).
T=09004-10"" (k= -1).
le| = ]0.9004 — 0.90038| - 10> =0.2-107° < 0.5- 10",

0.2-107°
|7

—4 -3
= ————=0.22-10 0.5-10 ~.
0.90038 - 10—1 <
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2.1.2. Odrediti granicu relativnih gresaka sa kojom treba aproksimirati
brojeve x1,xs brojevima T1,To tako da x1 # xo povlaéi T; # Ts.

Resenje. Neka su r; (i = 1,2) odgovarajule relativne greske, tj.

T; — X5 .
r,=—— (1=1,2
=I5 (=1
i neka je njihova granica r (|r;| < r, i = 1,2). Tada, koriséenjem dobro poznate
nejednakosti |[a — b| > |a|] — |b] (a,b € R) i nejednakosti trougla, dobijamo

[T1 — T2| = |z1(1 +71) — 22(1 + 12)|
= |z1 — 22 + 2171 — 7272
> |r1 — @2| — |z171 — T272|
> |o1 — a2 = (lz1] [r1] + |z2] [r2])
> |z1 — w2| = (lz1] + [z2])r.

Ako nametnemo uslov da je desna strana prethodne nejednakosti pozitivna,
onda e i [T1 — T2| > 0, pa je, dakle, T; # T2. Tako dobijamo

lx1 — 22| — (J1| + |@2])r > 0,
tj.
|z1 — 29|
|z1| + |22|

Dakle, granica relativnih gresaka r treba da bude manja od 7, gde je

|z1 — 22|

[ i
|z1| + |22|

2.1.3. Zaokruzivanjem brojeva y; i y2 dobijeni su brojevi 7; = 2.78493 i
Yoy = 2.78469. Oceniti apsolutnu i relativnu gresku njihove razlike u = 5, —75
i analizirati problem gubitka znacajnih cifara.

ResSenje. S ozirom da su brojevi y; = 2.78493 i j, = 2.78469 nastali zaokruzi-
vanjem brojeva y1 i y2 oni aproksimiraju brojeve y; i y2 sa 6 znacajnih cifara i za
apsolutne greske vazi (videti (6) u zadatku 2.1.1)

(1) 7, — il <05-107°, =12

) )

a za relativne greske

19; — vil o~ 19; — il

—Jil ©0.18-107°, i=1,2.
|yi| |yi|

)
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Za apsolutnu gresku razlike brojeva sada imamo
— — — — — — — -5
[w—ul = |(J1—Y2) — (W1 —y2)| = |1 —y1) — G2 —y2)| < [J1—y1l+[Ja—y2| =107,

S ozirom da je
ﬂ - yl - yz - 000024,

za relativnu gresku razlike imamo

@ —u| _ |a—ul 107° 1
= < =0.42-10
Ju] [a| ~ 24-10-5 ’

pa imajudi u vidu (4) iz zadatka 2.1.1, zaklju¢ujemo da @ = 0.24- 1073 aproksimira
taénu vrednost u = y1 — y2 sa dve znacajne cifre.

Dakle, pri oduzimanju priblizno istih brojeva, doslo je do “gubitka” znacajnih
cifara (operandi su imali po 6 zna¢ajnih cifara, a rezultat ima samo dve znacajne
cifre). Naravno, s ozirom da je broj znacajnih cifara povezan sa granicom relativne
greske (videti (4) iz zadatka 2.1.1) to u stvari znaci da je doslo do poveéanja granice
relativne greske (sa 107° na 1071). To je i logi¢no s obzirom da je pri oduzimanju
priblizno istih brojeva rezultat daleko manji od svakog od operanada ponaosob,
naravno, posmatrano po modulu.

Moze se pokazati (videti [1, str. 21-23]) da nema gubitka znacajnih cifara kod
ostalih ra¢unskih operacija (sabiranja, mnozenja i deljenja).

2.1.4. Odrediti granicu apsolutne i relativne greske priblizne vrednosti

funkcije
22 +y/z

= z+ 2y

ako se izra¢unava na racunskoj masini koja radi sa mnogo ve¢om tac¢noséu
nego $to je tac¢nost zaokruzenih pribliznih vrednosti argumenata

T=124, 7=066 z=1.96.

Resenje. Neka su

greSke argumenata, a odgovarajuce relativne greske

Ex ey €z
(1) Tl‘:_7 ry:—7 ry = —.
x Yy z
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S ozirom da su priblizne vrednosti argumenata nastale zaokruzivanjem tac¢nih,
imamo

(2) lex| 0.5-1072, ey <0.5-107%, |ez| <0.5-107 2.

Sva izrac¢unavanja na rac¢unskoj masini se sastoje iz kona¢nog broja elementarnih
operacija (sabiranje, oduzimanje, mnozenje i deljenje). Izracunavanje u = /z, koje
se pojavljuje pri izra¢unavanju funkcije f se takode, u racunskoj magini odvija
preko elementarnih operacija (po odredenom postupku — algoritmu), pri ¢emu
totalnu relativnu gresku za izra¢unavanje @ = v/Z, koja nastaje kao posledica
toga Sto na mesto tacne vrednosti z u izrac¢unavanje ulazi priblizna vrednost Zz,
kao i greske koju unosi algoritam po kome se izracunava koren / od zadatog

argumenta4), mozemo predstaviti pomocu
T

Ty = 57"2 + 7,

gde je r, relativna greska pribliznog broja z koji ulazi u izra¢unavanje na mesto
stvarne vrednosti z, a r je greska koju mozemo smatrati ekvivalentom relativnoj
magdinskoj greski (videti [1. str. 16]).

Sada, graf greske (videti [1. str.11-16]) za izracunavanje izraza

7 724+ yVz
T+ 27

na racunskoj masini, izgleda kao na slici 1, pri ¢emu su relativne masinske greske
odgovarajuéih operacija oznacene sa r; (i = 1,...,7). Na osnovu grafa dobijamo
totalnu relativnu gresku izraza f:

2
Tt { g s e+ 2 1 (G )

2y T
1.7 T r -1)- T r r T 7.
ey ral e (1) | 2y 1) e v 7o
S obzirom na uslove zadatka mozemo smatrati da su relativne masinske greske
r; (1 = 1,...,7) zanemarljive u odnosu na greske rgz, ry i 72, pa ¢emo uzeti da
sur; =0 (i =1,...,7). Time prakti¢no isklju¢ujemo uticaj ratunske masine na

totalnu gresku u krajnjem rezultatu, tj. iskljucujemo uticaj greske zaokrugljivanja
medurezultata, koja se neminovno pojavljuje s obzirom da racunar radi sa bro-
jevima sa konatnom mantisom (videti zadatak 2.1.1). Naravno, u ovom sluc¢aju
je to opravdano jer je ta¢nost masine mnogo veéa od ta¢nosti pocetnih podataka.
Dakle, dobi¢emo gresku koja je posledica pribliznih vrednosti pocetnih podataka.

4 Algoritam se tako definiSe da on ¢ini gresku na nivou masinske greske.
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Na osnovu prethodnog, nalazimo

3) r?: 212 =z e
2 +y/z T+2y
Wz 2y yvz
+<x2+y\/2 x+2y>ry+2(x2+y\/5)rz'

S obzirom da je

T
A el
=T
i imajuéi u vidu (1), na osnovu (3) dobijamo
e?:f-r?:ax-ex+ay-ey+az~ez,

gde su

@) e T TAyow/_e(e-2) oy
’ ’ C2VEety)

(z + 2y)? SR
Dalje je, s obzirom na (2),

T —2
(®)  lepl < lasllex| + laylley| + |az|lez| < (laz| + |ay| + [ay]) - 0.5 - 1077

Vrednosti az, ay i az mozemo priblizno izracunati tako Sto u (4) na mesto
vrednosti z, y, z uzmemo 7, ¥, Z, pa imamo

laz| < 0.5932, |ay| <0.2044, |a.| < 0.0921,
a dalje, na osnovu (5),
lef| <0.8897-0.5-10° < 0.45-10" .

S obzirom da je f = 0.9615625, sada je

-~

T
|T‘?| = —|ef| =~ |e

f

-2
|< 0.45 - 10

-2
—— < 0. . < 0. .
< 09615625 <0.468 10"~ < 0.47%

|

Primetimo da ako bismo f =0.9615625 zaokruzili na tri decimala, tj. umesto f

uzeli pribliznu vrednost f = 0.962 ne bismo znac¢ajno poveéali granicu apsolutne,
a samim tim, i relativne greske. Naime, tada je

—fI<F-FI4+F-f1<05-10724045-102=05-10"2,

=l
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F—fl  [F—fl _ 05107

-2
— <0.52-1072 = 0.52%.
] 7| 09615625 ~ 020 =09 %

2.1.5. Moment inercije valjka poluprecnika osnove r i mase m izracunava
se po obrascu

mr2

2

Ako su m i r sa pribliznim vrednostima 7 = 500¢ i 7 = 10 c¢m, sa kakvim
granicama apsolutnih gresaka treba da budu odredene ove veli¢ine, ako za-
htevamo da su odgovarajuée granice relativnih gresaka jednake, da bi mo-
ment inercije bio odreden s granicom relativne greske od 3% ?

J=

Resenje. Oznacimo sa

i neka je R granica ovih relativnih gresaka (ona je ista prema uslovu zadatka), tj.

[m=—m| _

(1) Irr| & ——=— <R, |rm|=
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SL 1.

Ako pribliznu vrednost J = mr2 /2 izrac¢unavamo na rac¢unskoj masini (kalkula-
toru, ra¢unaru) sa mnogo veéom ta¢noSéu nego $to je tacnost pocetnih podataka,
tada je na osnovu grafa greske sa slike 1 (relativne masinske greske r1, r2 i r3 odgo-
varajuéih operacija smo uzeli da su zanemarljive, tj. 7; = 0, i = 1,2, 3), relativna
greska za ovako izracunato J je data sa

J—J
""3—‘2T:1'(1'7"r+1'7"r)+rm:27"r+rm,

tj. na osnovu uslova u zadatku,
IrT| < 2lrr| + [rm| < 3R < 3% = 0.03,

pa je
Rg%:o.m.

Poslednji uslov je ispunjen, na primer za R = 0.01. Sada, na osnovu (1), dobijamo

[ —m| < |ml|-0.01 =500g-0.01 =5g,
7 —r| <|F]-0.01 =10cm - 0.01 = 0.1cm.

Dakle masa valjka treba da bude izmerena sa ta¢no$éu do na 5 g, a polupre¢nik
do na milimetar.
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2.1.6. Izvrsiti analizu greske kod izracunavanja zbira
(1) y=x1 +T2+ 23+ 24

na ra¢unskoj masini, pri cemu je 0 < x; < x5 < 23 < x4. Sta se moze re¢i u
slucaju kad su dati brojevi bliski, tj. x; =z + d;, &; K xo (1 = 1,2,3,4)7

Resenje. Jednostavnosti radi, pretpostavimo da su brojevi z; (i = 1,2,3,4)
zadati ta¢no, pa su njihove relativne greske rp, = 0(i = 1,2,3,4). Neka su rela-
tivne masinske greske posle svake operacije sabiranja redom 71,79, 73. Na osnovu
grafa racunskog postupka (1) koji je dat je na slici 1, dobijamo redom

T+
7“£1+m2 =T, T£1+m2+:c3 = ! 2 1 + T2,
xr1 + X2 + x3

_ 1 +x2 + x3 ( 1 + X2
1+ X2 +x3+ x4 \ 1+ 22 + 23

7"1+7"2> t+rs,

odakle je
(2) ez; =y- 7“3 = (z1 +x2)r1 + (21 + 22 + 23)r2 + (X1 + 22 + T3 + T4)73 .
Ako je granica relativne masinske greske r, tj. ako vazi

lril <r (i=1,2,3),

iz (2) sleduje

|€Z| = (3x1 + 3x2 + 223 + 34) 7,
odakle zakljucujemo da je granica apsolutne greske rezultata y minimalna ukoliko
se sabiranje izvodi polazeéi od najmanjih brojeva.

Sliéno se moze pokazati da kod sabiranja m pozitivnih brojeva x1,...,xm vazi
ocena

eg =[m—-1z1+(m—1Dza+ (m—2)xz3+ -+ 2xTm_1 + Tm]r.
Neka su sada brojevi x1,x2, x3, x4 pozitivni i bliski po vrednostima, tj. x; =
xo + 0;, 10i] € zo (1 = 1,2,3,4). Koriséenjem gore dobijenih rezultata, za-

klju¢ujemo da je

leg | < (920 + 3|01| + 3[d2] + 2|03] + |0a]) 7,
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X, X,
X1 +X2 X1 +X2
+
r1
X, +X,
X, FX,+X,
X3
+
X, FX,+X, >r2
X, +X,+X,
@ XXX +X,

X,
X FXTX,TX, +>r
3

O

Sl 1.
tj.

|e,21;| S 9&;‘0 T,
s obzirom na pretpostavku |§;| < zg (1 = 1,2, 3,4).
Izmenimo sada redosled izra¢unavanja. Naime, neka je
y' = (21 + x2) + (w3 + 74).

Na osnovu grafa sa slike 2. imamo

T T1 + X2 T3 + x4

Ty/: T1
1 +x2+ 23+ 24 r1+x2+ T3+ 24

ro + 13,

odakle je
|eZ/| < (2x1 + 222 + 223 + 224) T,
tj.
|ez;/| <8zxg-T.

Dakle, na ovaj nacin se smanjuje granica apsolutne greske zbira cetiri bliska
pozitivna broja.

U opStem slucaju, ako imamo m? pozitivnih brojeva, priblizno jednakih po veli-
¢ini, koje treba sabrati, granica apsolutne greske bic¢e utoliko manja ukoliko brojeve
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X, +X,
X, FX XX,

Sl 2.

grupiSsemo u m grupa po m brojeva i sabiramo brojeve u okviru svake grupe, a
zatim sabiramo dobijene zbirove.

2.1.7. Data je kvadratna jednacina
az? +br+c=0,

gde su svi koeficijenti pozitivni, zadati tacno i b > 4ac. Koja je od formula
za izracunavanje jednog od korena kvadratne jednacine

_ —b+Vb? —dac

1
(1) T oa
ili
—2
(2) W= ——

b+ Vb2 — dac’

pogodnija sa stanoviSta tacnijeg izraCunavanja na racunskoj magini?

Resenje. Formule (1)i(2) su, matematicki posmatrano, identi¢ne (z1 =z} ), no
pri izracunavanju na racunskoj masini rezultat ne mora biti isti. To je posledica
takozvanih pseudoaritmetickih operacija koje se izvrSavaju u rac¢unskoj masini.
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Kao sto je poznato, svako konkrentno izracunavanje na rac¢unskoj masini se sa-
stoji iz kona¢nog broja elementarnih operacija (sabiranje, oduzimanje, mnozenje
i deljenje), a u formulama (1) i (2) se pojavljuje i unarna operacija korenovanja.
Medutim, ova Cinjenica ne uti¢e na moguénost analize greske. Naime, pri izracuna-
vanju vrednosti u = 1/ na ra¢unskoj masini, totalnu relativnu gresku rg mozemo
predstaviti pomodéu

1
SR -

gde je rz relativna greska pribliznog broja Z koji ulazi u izra¢unavanje na mesto
stvarne vrednosti z, a r; je greSka koju mozemo smatrati ekvivalentnom relativnoj
masinskoj greski (videti [1, str. 16]).

Ako relativne masinske greske odgovarajuéih operacija ozna¢imo sa ry; (i =
1,...,8), graf racunskog postupka za formulu (1) je dat na slici 1.

Na osnovu grafa dobijamo totalnu relativnu gresku

o, = b* — dac L b 11 — dac (r12 +713) + 714 | +7
T VB2 —dac \ 2 |B2 —dac 1T BZ —dac t 12T IS/ T TS

+rie —ri7 +ris,

s obzirom da su relativne greske operanada rq = 1, = rc = 0 (a, b i ¢ su zadati
tacno).

Kako je, prema uslovu zadatka, b2 > 4ac to je

ViT —dac Vb2 — dac (b—i— Vb2 — 4ac> N b2
—b+Vb% — 4dac N —4ac = —2ac’

L ~ 17 ﬂ ~ 07
b2 — 4dac b2 — 4dac
Sto daje
2
T b ri1] + |r
(3) oy | S 5 (% + |7“15|> + [r16] + [r17] + r1g] -

Ako je granica relativne masinske greske r, tj. ako vazi
|ris) <r i=1,...,8),

tada na osnovu (3), imamo

(4)
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(P9
Ve
C‘/_>r15 r25
Vb’-4ac Vb*-4ac
-b+Vb*-4ac b+/b*-4ac
C-DrWG
b
-b+Vb*-4ac
%
r18
)
Sl. 1 Sl. 2.
Graf racunskog postupka za formulu (2) je dat na slici 2, gdesurg; (i =1,...,8)

relativne masinske greske odgovarajuéih operacija. Na osnovu grafa dobijamo to-
talnu relativnu gresku vrednosti z/,

T

21 —

T Vb2 — dac {1[ b2

i \2 | dae (r22+7“23)+7“24] —I—Tzs}
V — aac -

a
b2 — dac

—T26 + T27 + 728 .

S obzirom da je b2 > 4ac, imamo

T 1 [ |ro1] +|r
‘Tx’l <3 (M + |7“25|> + [ra6| + [roz| + |ras]
a dalje, ako vazi |re;| <r (i=1,...,8), dobijamo

(5) ‘rgfl‘gélr.



20 OSNOVNI ELEMENTI NUMERICKE MATEMATIKE

Ako uporedimo nejednakosti (4) i (5), s obzirom na uslov b? > 4ac, za-
klju¢ujemo da mozemo ocekivati mnogo veéu gresku pri izracunavanju po formuli
(1), nego po formuli (2) pa je, dakle, formula (2), pri ovakvim uslovima, “tacnija”
sa stanoviSta izracunavanja u aritmetici kona¢ne duzine na ra¢unskoj masini.

Do ovakvog zakljucka smo mogli doéi i logickim razmatranjem formula (1) i
(2). Naime, brojilac u formuli (1) je blizak nuli s obzirom da je b &~ Vb? — 4ac
(b2 > 4ac). To dalje znaci da greska koja se javlja pri izracunavanju vrednosti
Vb2 — 4ac izaziva veliku relativhu gresku brojioca, a dalje, i vrednosti z7. U
formuli (2) je to izbegnuto s obzirom da je u imeniocu formiran zbir b+ /b2 — 4ac,
te greska pri izraéunavanju vrednosti Vb2 — 4ac ne izaziva veliku relativnu gresku
imenioca s obzirom da je on relativno veliki. Dakle, mozemo re¢i da u formuli (1)
mala, greska pri izracunavanju vrednosti v/b2 — 4ac izaziva veliku gresku izlaznog
rezultata z1. Za formulu (1) mozemo kazati, reénikom numericke analize, da je
“slabo uslovljena“. Analogno, za formulu (2) kazemo da je “dobro uslovljena‘.

2.1.8. Neka R’ (¢ € N) oznacava (-dimenzionalni (realni) vektorski pros-
tor. Ako je zadat problem P pomocu preslikavanja f,

(1) f:R" =R", y=f(z),

gde je ulaz dat u obliku vektora & € R™, a izlaz u obliku vektora y € R",
analizirati reSavanje problema P pomoc¢u racunara (tj. u prisustvu aritmetike
konacne duzine) i proceniti granicu totalne greske dobijenog resenja.

ResSenje. Zadati problem P se moze predstaviti “crnom kutijom” sa odgo-
varajué¢im ulazom i izlazom u obliku

r — P —Y,

pri ¢emu P privhavata ulazni vektor @, reSava zadati problem i, najzad, daje
reSenje u obliku vektora y.

Analizira¢emo najpre kako ¢e se mala promena ulaza (x) odraziti na promenu
izlaza (y). Drugim re¢ima, pokusajmo da ustanovimo osetljivost preslikavanja f u
nekoj datoj tacki & na male promene . Stepen te osetljivosti iskazujemo jednim
brojem kojeg nazivamo faktor uslovljenosti ili kondicioni broj preslikavanja f u
tacki &, u oznaci (cond f)(x). Pri tome, za sada, pretpostavljamo da se funkcija f
izracunava tacno, tj. sa beskonacnom preciznoséu (aritmetika beskona¢ne duzine).
Dakle, uslovljenost funkcije f je njeno lokalno svojstvo koje ne zavisi od algoritama
kojim se ona realizuje (izracunava).

Kako su koordinate prostora R? realni brojevi, za njihovo predstavljanje u mem-
oriji racunara se obezbeduje deo prostora kako je to receno u zadataku 2.1.1.
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Naime, dati realni broj se zapisuje u binarnom sistemu (sa osnovom 2, pomodéu
cifara 01 1), pri ¢emu se koristi normalizovani zapis broja u pokretnoj tacki. Neka
je za mantisu u zapisu datog broja obezbeden prostor za znak i ¢ binarnih cifara (0
ili 1), a za karakteristiku prostor za s cifara (0 ili 1). Tada éemo skup svih realnih
brojeva koji se tatno mogu predstaviti u racunaru oznaciti sa R(¢, s). Taj skup je,
jasno, podskup skupa R. Nije svaki realan broj maginski reprezentabilan, za raz-
liku od brojeva iz skupa R(t, s). Naime, brojevi iz skupa R(¢, s) su kona¢ne duzine
i ima ih kona¢no mnogo i predstavljaju pravi podskup skupa realnih brojeva. Na
primer, broj v/2 nije maginski reprezentabilan jer ima beskonaé¢ni decimalni zapis
i kao takav ne moze se ta¢no zapisati u racunaru. Sli¢na je situacija sa mnogim
drugim realnim brojevima koji se zbog toga u memoriji racunara predstavljaju
tako Sto se vrsi njihovo zaokrugljivanje. Pri tome su apsolutne vrednosti rela-
tivnih gresaka zaokrugljivanja < 27! = eps, gde veli¢ina eps zavisi od magine i
naziva se masinskom preciznoséu (videti zadatak 2.1.1). Moze se desiti ¢ak da
i brojevi koji imaju konacan decimalni zapis u dekadnom brojnom sistemu nisu
maginski reprezentabilni jer njihov decimalni zapis u binarnom brojnom sistemu
nije konacan. Na primer, dekadni broj 0.2 ima u binarnom brojnom sistemu zapis
0.00110011 ... .

Dakle, u izracunavanju na racunskoj masini, ¢esto smo u situaciji da se na mesto
vektora @ u izrac¢unavanju pojavljuje njemu “blizak” vektor T, gde je T = x + 9 i
stavige, rastojanje ||0]] od & do  moZemo oceniti pomo¢u izraza u kome figurise
masinska preciznost. Ovo, naravno, pri tatnom izracunavanju funkcije f, dovodi,
ne do vrednosti y, nego do ¥y, tj. ¥ = f(x). Ako, pak, znamo kako preslikvanje
f reaguje na male promene ulaza, takve kao $to je 8, mozemo reé¢i nesto o greski
Y —1y uresenju Y, koja je uzrokovana tom promenom. Analiziraéemo sada posebno
faktor uslovljenosti preslikavanja f, kao i uslovljenost samog algoritma.

Faktor uslovljenosti preslikavanja f. Startovademo sa najprostijim slu¢ajem
funkcije jedne realne promenljive. Dakle, uzmimo m =n =1, tj. y = f(x).

Pretpostavimo, najpre, da su © # 0, y # 0. Sa Az ozna¢imo male promene
od z. Pod pretpostavkom da je funkcija f diferencijabilna u tacki x, koris¢enjem
Taylorove formule, za odgovarajuéu promenu Ay imamo

(2) Ay = f(z+ Ax) - f(x) ~ f/(2)Aa.
S obzirom da nas interesuju relativne greske, formulu (2) predstavimo u obliku

Ay zf'(z) Az
®) y  fl@) o«

Ova priblizna jednakost postaje (ta¢na) jednakost ako je f linearna funkcija ili u
grani¢nom slucaju kada Az — 0. Ovo sugeriSe definisanje uslovljenosti preslika-
vanja f u x pomoéu

) (cond f)() =
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Ovaj broj, koji smo nazvali faktor uslovljenosti ili kondicioni broj, pokazuje nam
koliko puta je veéa relativna promena y u odnosu na relativou promenu z. Sto je
ovaj broj veéi kazemo da je problem (1) slabije uslovljen. Obrnuto, $to je on manji
to je problem (1) bolje uslovljen.

U slucaju kada je z = 0, a y # 0, faktor uslovljenosti definisemo sa |f'(x)/f(x)].
Sliéno, za y = 0,  # 0, faktor uslovljenosti je |xf'(z)]. Ako je z = y = 0,
koriséenjem (2), faktor uslovljenosti bi bio |f/(z)]|.

Analizirajmo sada sluc¢aj kada su m i n proizvoljni. Tada imamo
T =[r] 2 - xm]T eR™, y=ly1y2 - yn]T eR"
Preslikavanje f predstavljamo preko koordinata (komponenti)
(5) Yy = fu(x1,22,...,2m), v=1,2,...,n.

Ovde pretpostavljamo da svaka funkcija f, ima parcijalne izvode u odnosu na m
promenljivih u tacki . Ako imamo promenu u komponenti x,, u funkeiji (5), a na
osnovu (4), promena se moze okarakterisati vrednostima koje definisemo sa

afv
x#%

Jv()

(6) 'qu(m) = (COHd f)(m) =

Ovim dobijamo kompletnu matricu faktora uslovljenosti I'(x) = [y (x)] € R ™.
Da bismo dobili jedinstven faktor uslovljenosti, mozemo uzeti neku pogodnu meru
“odstupanja” matrice I'(x) kakva je, na primer, norma matrice definisana kasnije
u (9),

(7) (cond f)(z) = [[T(x)[l, T'(®) = [wu(@)].

Uslovljenost definisana na ovaj nacin, naravno, zavisi od norme, ali red odstupanja
mogao bi biti manje-vise isti za bilo koju razumnu normu.

Ako su komponente od x ili od y jednake nuli, (6) se modifikuje na isti nacin
kako je to prethodno uradeno za jednodimenzionalni slucaj.

Nesto grublja analiza, slicna onoj za jednodimenzionalni slucaj, moze se izvesti
definisanjem relativne promene & € R pomoé¢u

|AZ|[gr

. Ax=[Az Azy - Az,
|z ||rm

gde je Ax promena vektora, ¢ije komponente Az, su promene komponenti z,, i
gde je || - ||gm neka norma vektora u R"'. Za promenu Ay prouzrokovanu sa Ax,
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slicno se definiSe relativna promena ||Ay|g~/||y||g», sa podesnom vektorskom
normom || - [[g= u R™. Onda je cilj uporediti relativne promene za y i x.

Da bismo to izveli, potrebno je definisati matriénu normu za matrice A € R"*™,
Izaberimo takozvanu “operatorsku normu”,

[AZ||gn

A nxm .— ma.
4] s S Py

Na dalje, uze¢emo za vektorske norme “uniformnu” (ili beskona¢nu) normu,

®)  llen = max foul = @l [yl = max ] = [yl

Tada se jednostavno moze pokazati da je
9) 1Allgnxm = [|Alloo = max Z lavul, A= o] € R™™.

Sada, po analogiji sa (2), imamo

Ofv
Ay = ful@ +Az) — fu(@) & Y T Ag,
p=1 v
Dakle, priblizno nalazimo
m m
afy afy
< < . hiCid
|Ayy| < Z Oz |Azy| _m3X|A$u| Z EEm
p=1 pn=1
< max | Az - Oy
395#
Kako ovo vazi za svako v = 1,...,n, to, takode, vazi i za max|Ayy|, dajuéi, u
14
smislu (8) i (9),
(10) I8yl < 2l | 3]
Ovde je
[oh O Of1 7
oy Oxa T Orm
of2 0f2 Of2
HQH _ | Ox1 Ozg Ozm c R*™
Ofn 0fn O
L Ox1 Oxo Oxm -
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Jacobieva matrica preslikavanja f. Jacobieva matrica kod sistema funkcija sa vise
promenljivih predstavlja analogon prvom izvodu funkcije jedne promenljive.

Iz (10) se za relativne promene neposredno dobija

[AYllc _ 1Zlc]|0F/0%]lc  [|AZ]

[Ylle = If (@)oo [@lloo

Tako je ovo nejednakost, ona je ta¢na u smislu da jednakost moze biti dostignuta za
neku podesnu promenu Ax. Tako, mozemo definisati globalni faktor uslovljenosti
sa

[Z]|oo||0F /02| oo
If (@)oo

Jasno je da se u sluéaju m = n = 1, definicija (11) svodi na definiciju (4) (kao
i na (7)) datu ranije. Za veée dimenzije (m i/ili n veée od 1), medutim, faktor
uslovljenosti u (11) je mnogo grublji nego onaj u (7). To mozemo objasniti time
Sto norme teze da uniste “detalje”, Na primer, ako & ima komponente sa prilicno
razli¢itim odstupanjima, onda je norma ||x||c naprosto jednaka najvecoj od ovih
komponenti uzetih po modulu, dok se sve ostale komponente ignorisu. Zbog toga
se zahteva opreznost kod koriséenja (11).

(11) (cond f)(x) :=

Uslovljenost algoritma. Neka je za problem (1) dat algoritam A za njegovo
reSavanje na ra¢unaru, tj. za dati vektor & € R™(¢, s) algoritam A daje vektor y 4
(u aritmetici kona¢ne duzine) za koji se pretpostavlja da aproksimira y = f(x).
Tako, mi sada imamo drugo preslikavanje f4 koje opisuje kako je izracunavanje f
reSeno algoritmom A,

Fa:R™(t,s) = R"(t,5), ya=fa(z).

Da bismo mogli analizirati f4, u ovim opstim izrazima, moramo formulisati os-
novnu pretpostavku, naime,

(12) (Ve e R™(t,5)) Gwa € R™)  (fa(m) = f(xa))

Zapravo, izracunato reSenje koje odgovara nekom ulazu @ je tacno reSenje za neki
razli¢it ulaz © 4 (ne obavezno masinski vektor i ne obavezno jedinstveno odreden)
za, koji se nadamo da je blizak sa @. Mi, dakle, definiSemo faktor uslovljenosti al-
goritma A pomocu izraza u kome figurise vektor & 4 (najblizi vektoru @ ako ih ima
vige od jednog), uporedivanjem njegove relativne greske sa masinskom preciznoséu
eps:

(13) (cond A)(x) = inf llza = eps.
za |zl
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Ovde se infimum uzima preko svih & 4 koji zadovoljavaju f(z) = f(x 4). Praktic-
no moze se uzeti bilo koje takvo @ 4 i onda dobiti gornja granica za faktor uslov-
ljenosti:

[za — x|
(14) (cond A)(x) < W eps.

U (13) ili (14) uzima se ona vektorska norma koja se u¢ini pogodnom za primenu.

Naravno, $to je £ 4 blize  (u smislu odgovarajuée metrike koja proizilazi iz
izabrane norme u (13)) to ¢e faktor uslovljenosti biti manji, tj. kaZemo da je
algoritam bolje uslovljen i obrnuto.

Masinsko (kompjutersko) resenje problema i totalna greska. Posmatrajmo opet
problem (1), ¢ije resenje trazimo. To je idealizovan matematicki problem, gde su
podaci tacni realni brojevi, a reSenje je matematicki tacno resenje.

Kada takav problem resavamo na raCunaru, u aritmetici sa pokretnom tackom®
sa preciznoSéu eps, koriséenjem algoritma A, imamo najpre zaokrugljivanje svih
podataka, a zatim primenu f4 na tako zaokrugljene podatke (dakle, ne f):

T = zaokruzeni podaci,
Ya = fa(@).

Ovde je € greska zaokrugljivanja podataka.G) Totalna greska koju mi zelimo da
ocenimo je tada
19—yl
Iyl

Koriséenjem osnovne pretpostavke (12) nametnute algoritmu A i biranjem opti-
malnog T 4, imamo

(15) FA@) = F(Ta), % — (cond A)(E) - eps.

Neka y = f(o). Onda, korigéenjem nejednakosti trougla, dobijamo

1Y -yl
Iyl

-yl . [9a—7l

[Ya -yl _ 194 -9l ~
lyll 1yl

< +
Iyl Iyl

_|_

)

5) Na engleskom: floating point arithmetic.
6) U opstem slucaju, pored zaokrugljivanja podataka, greske mogu biti indukovane i
na drugi nac¢in (na primer, greske uvedene merenjem kod eksperimentalnih podataka).
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gde smo iskoristili (bezopasnu) aproksimaciju ||y|| ~ ||y||. Koriséenjem (15),
imamo za prvi izraz na desnoj strani u prethodnoj nejednakosti nalazimo

[Ya =9l _ [fa@) - fF@)| _ [[f@a) - F@)]
gl If @)l 1f @)l

= (cond f)(T) - (cond A)(T) - eps.

Sli¢no, a drugi izraz imamo

7=yl _ W@ S @I (e py) B2 (cona o).

Pretpostavljajudi, najzad, da (cond f)(Z) ~ (cond f)(x), dobijamo

(16) % < (cond f)(z)[e + (cond A)(ZT) - eps] .

Formula (16) pokazuje koliko greske u ulaznim podacima (¢) i masinska preciznost
(eps) doprinose totalnoj greski: obe su uvedane uslovljenoséu problema, dok je
druga uveéana i uslovljeno§éu algoritma.

Literatura:

W. Gautschi: Numerical Analysis, An Introduction. Birkh&user, Boston-Basel-
Berlin, 1997.

2.1.9. Data je algebarska jednacina

(1) "+z" 1 —a=0, a>0, n>2.
a) Pokazati da postoji taéno jedan pozitivan koren £(a) jednacine (1).
b) Pokazati da je koren £(a) dobro uslovljen kao funkcija od a.
Resenje. a) Neka je p(z) = 2" + 2"~ ! — a. Tada je

12" 2 =2"2(ne+n—-1)>0 zaz>0.

P (@) = na
S obzirom da je p(0) = —a < 0, p(+o0) > 0, postoji ta¢no jedan pozitivan koren
jednacine (1).
b) Kako je
E@)]" +[E@]" " —a=0,
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diferenciranjem dobijamo

n[€(a)]" e (a) + (n - 1)[E(a)]" ¢ (a) —1=0

gde je
¢(a) = ! - cla)
nlf(a)]" 1+ (n - 1)@ nlf(@)]" + (n - 1[E(a)] !
£(a)
-~ nfg(@)]" + (n—1) (a — [¢(a)]™)

0
(n—Dat @

Dakle (videti (4) u zadatku 2.1.8),

_|a€'(a)] _ a
Cond O = %) | =~ - Da+ €@l
1
= =< <1.
L E@r Shed
a
2.1.10. U teoriji Fourierovih redova brojevi
1 2 -1 km
(1) /\n—2n+1+;kZ:1Etan2n+1 (n € N),

su poznati kao Lebesgueove konstante.

a) Pokazati da izrazi pod sumom monotono rastu po k. Kako se ti izrazi
ponasaju kada je n veliko, a k blisko broju n?

b) Koriséenjem odgovarajué¢ih FORTRAN programa u aritmetici obi¢ne pre-
ciznosti (S-aritmetika) i aritmetici dvostruke preciznosti (D-aritmetika)?”,
izracunati A, za n = 1,10,102,...,10°, uporediti dobijene rezultate i dati
objasnjenje za takve rezultate.

Resenje. a) Neka je x = kn/(2n+ 1), takodaje 0 < z < 7/2za 1 < k < n.
Onda je, do na konstantni faktor, opsti ¢lan sume

flx) = itanx.

7) Na engleskom: single arithmetic i double precision arithmetic.
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Pokazimo da f monotono raste. Kako je

1
, —
[%f(fﬁ)] - COSZE2 ’
imamo 1 1 )
’ _ _ _ _ sinw
of (x) = cos? x f(z) cos2z xcosz

1 ( 1 . )
= 5 1 — — sinzcosx
COs“ T T

1 sin 2x
p— 1 - 0 .
cos? x ( 2z > >

Dakle, izraz pod sumom monotono raste. Za n vrlo veliko, na primer n = 105,

najvedi broj sabiraka sume je zanemarljivo mali, izuzev nekoliko njih kod kojih se
indeks sume k priblizava vrednosti n, pa oni naglo rastu ka maksimalnoj vrednosti
~ 4/m. To moze biti pokazano stavljanjem k¥ = n — r za neki fiksirani (mali)
prirodan broj r i veliko n. U tom slucaju imamo

n—r 1_ 2r+1
2n+1 2 2(2n+1)

i, kada n — +o0,

tan

cos (L2 1
(n—r)w_t <7r 7r2r+1> 22n+1 4 n

2n+1 2 22n+1

Dakle,
1 (n—r)yr 4 1
tan ~

— , kada n — +oo.
n—r 2n+1 w2r+1

b) U S- i D-aritmetici® se dobijaju sledeéi rezultati:

n  Ap (S—aritmetika) A, (D-aritmetika)

1 0.1435991 - 10 0.1435991124 - 10
10 0.2223358 - 10 0.2223356924 - 10
100 0.3138789 - 10 0.3138780093 - 10
1000 0.4070239 - 10 0.4070163604 - 10

10000 0.5003598 - 10 0.5003183862 - 10
100000 0.5939583 - 10 0.5936368212 - 10

8) Odgovarajuce masinske preciznosti eps na 533au2 su 1.19-10~7 (za S-aritmetiku),
2.22- 10716 (za D-aritmetiku) i 1.93 - 10734 (za Q-aritmetiku).
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Odgovarajué¢i FORTRAN program ima jednostavan kod. Na primer, u D-arit-
metici on izgleda:

double precision dtg,x,pi,uk,del,cleb,suma
dtg(x)=dsin(x)/dcos(x)
pi=4*datan(1.d0)
do 15 i=0,5
n=10%x*1i
uk=2*n+1
del=pi/uk
cleb=1/uk
suma=0
do 10 k=1,n
x=k*del
10 suma=suma+dtg(x)/k
cleb=cleb+2*suma/pi
15 write(1,20) n,cleb
20 format(I10,el7.7)
stop
end

Zbog ponaSanja izraza pod sumom, kada je n veliko, tacnost sume je uve-
liko odredena ta¢noséu sabiraka u kojima je k veoma blisko n. Medutim, u tim
slu¢ajevima, argument tangesa je vrlo blizak 7/2. S obzirom da je (videti (4) u
zadatku 2.1.8)

(1 +tan®2)
(cond tan)(z) = ~tna O<z<m/2,

to je tangens veoma slabo uslovljen za x blisko 7/2. Zaista, ako je € (>)0 veoma
malo, tada je

——c ~—.

2 2 sine 2e

(cond tan) (g — 5) ~ T tan

(7T )_’R’COS&’ s
5 =

T s ..
—, vazi

S obzirom da k = n odgovara ¢ = m ~

(cond tan) (g —6) ~ m =2n, n — +oo.
Tako, na primer, za n = 105, mozemo ocekivati gubitak od oko pet decimal-

nih cifara. To je potvrdeno dobijenim numerickim rezultatima koji su prethodno
prikazani.
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Uocena netac¢nost ne moze biti pripisana samo velikom obimu izracunavanja,
tj. nagomilavanju greske zaokrugljivanja medurezultata u procesu izracunavanja
na rac¢unskoj masini. Ako, na primer, izra¢unavamo sumu iz (1) u kojoj se indeks
sume kreée od k =1 do k =n/2, tj. sumu

slaba uslovljenost tangensa se ne pojavljuje. U tom slucaju, ¢ak i za n = 105,
dobijamo dovoljno ta¢ne rezultate i u obi¢noj aritmetici:

n  An (S-aritmetika) X (D-aritmetika)

1 0.3333333 0.3333333333

10 0.5706023 0.5706023118
100 0.5436349 0.5436349731
1000 0.5407878 0.5407873971
10000 0.5405016 0.5405010908
100000 0.5404736 0.5404724446

2.1.11. Izracunati

1
tn
I, = / dt
o t+9
za fiksirani prirodan broj n.

Resenje. Za n =0 imamo

1
dt 1 6
(1) 0 /0 75 = log(t+5)[p=log ¢

Da bismo nasli rekurentnu formulu za odredivanje trazenog integrala, uo¢imo da

Mnozenjem obe strane sa th=1 g integracijom od 0 do 1 dobijamo

(2) Ik=—5fk,1+%, k=1,...,n.

Dakle sema za izraCunavanje I bi se mogla ovako definisati: Startujuéi sa
Iy koje je dato sa (1), sukcesivno primenjujemo (2) za k = 1,2,.

..,n, i tako
dobijamo I.
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Rekurentna relacija (2), za bilo koju startnu vrednost Iy, definise funkciju
(3) In an(fo)-

Tako smo dobili problem fp, : R — R (n je parametar) koji mozemo prikazati na
sledeéi nacin:

Ovde smo zainteresovani za uslovljenost (videti zadatak 2.1.8) preslikavanja fn,
u tacki Iy. Zaista, s obzirom da broj Iy iz (1) nije maSinski reprezentabilan, to
mora biti zaokruzen na Iy pre startovanja rekurentnog procesa (2). Cak i kada
ne bi bilo unosenja novih gresaka tokom rekurentnog procesa (2), kona¢ni rezultat
neée biti tacno I, veé neka aproksimacija I, = fn(Ig) za koju imamo
In—1Iy Io—Io

In

(4) = (cond fn)(Ip)

Ovde vazi jednakost s obzirom na linearnost funkcije f,, po Ip, kako je to napome-
nuto posle (3) u zadatku 2.1.8. Zaista, ako je n =1, onda

I = f1i(lp) = —5lp + 1.

Ako je n = 2, tada
1 2 1
Iy = f2(Io) = =51 + 5 = (=5)"Io = 5+ 3.,

itd. UopSte, imamo
In = fn(lo) = (=5)"Io + pn,
gde je pn neki broj (nezavisan od Iy). Sada mozemo lako zakljuciti da je

Io fr(Io)
In

To(=5)"

I 5"
I, o ’

In

(5) (cond frn)(Ip) =

Iz definicije I, kao integrala jasno je da I opada monotono po n (zapravo kon-
vergira monotono ka nuli kada n — +o0), pa dakle, vidimo da je fn(lp) slabo
uslovljeno u odnosu na I i to sve vise sto je n vece.

Uocavamo da do stalnog uvecavanja greske u procecu izra¢unavanja, pomocu
rekurentne formule (2), dolazi usled mnozenja sa (—5) u svakom koraku izracu-
navanja.
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Postastavlja se pitanje kako mozemo izbeéi ovu slabu uslovljenost. ReSenje
nalazimo u zapazanju da umesto da mnozimo velikim brojem bolje bi bilo da delimo
velikim brojem, pogotovu ako dobijamo veée rezultate u isto vreme. To se izvodi
izracunavanjem unazad u formuli (2), tj. biranjem nekog v > n i izracunavanjem
po formuli

1 /1
Ik—lzg (E_Ik>’ k=v,v—1,...,n+1.

Problem je tada, naravno, kako izracunati startnu vrednost I,.

Pre nego se pozabavimo sa tim, primetimo da sada imamo novi problem g :
R — R (n je parametar < v) koji mozemo prikazati na slede¢i nacin:

I, — gn — 1.

Kao i u prethodnom slucaju, razmatramo funkciju g, kao linearnu funkciju od
I i na slican nacin kako smo dosli do (5), zaklju¢ujemo da je

I, (=1/5)"""

(cond gn) (1) = i

s v > n.

Opet, na osnovu monotonosti za I, dobijamo

(cond gn) (1) < (%)M C usn

Po analogiji sa (4), sada imamo

IV—Il/

L,

TV - Il/
I,

Tn—In

©) -

1 rvr—m
= (cond gn)(Iv) < (3)
gde je I, neka aproksimacija od I,. Zapravo, I, ¢ak ne mora biti blizu I, da bi

vazilo (6), s obzirom da je funkcija g, linearna po I,,. Tako, mozemo uzeti startnu
vrednost sa 100% relativnom greskom, tj. I,, = 0, da bismo dobili I, sa relativnom

greskom
1 v—nm
< <g) y v >n.

Granica sa desne strane moze da se ucini proizvoljno malom, na primer < ¢, ako
izaberemo v dovoljno veliko, tj.

T'n, - In
In

log(1/¢)
(7) v n —+ m .
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Procedura se moze formulisati u sledeé¢em obliku: Za zadatu relativnu tac¢nost
g, izabrati v kao najmanji prirodan broj koji zadovoljava (7), a onda racunati

Dakle, ova procedura obezbeduje odredivanje I, koje dovoljno taéno aproksi-
mira Iy,. Stavie, prisutne greske zaokrugljivanja tokom izvrsavanja (8) biée stalno
smanjivane.

2.1.12. Ispitati uslovljenost algoritma za mnozenje n realnih brojeva koji
su zadati tacno i masinski su reprezentabilni na rac¢unskoj masini.

Resenje. Neka su x; (i = 1,...,n) brojevi koje treba pomnoziti. Uvedimo
oznaku = [z1 @3 ... xn] €R™

Matematicki posmatrano (sva izracunavanja se izvode apsolutno ta¢no), imamo
problem koji bi se mogao interpretirati kao preslikavanje

(1) fiRY =R, y=f(@) =212 20,

i ono bi se moglo, na primer, realizovati na sledeé¢i nacin:

p1 = 71,
(2) A Pk = TkPk—1, k= 2735 )
Yy=Dprn.

Pri izracunavanju na racunaru po istom algoritmu (2), situacija je nesto dru-
gojacija. Prema uslovu u zadatku, brojevi z; (¢ = 1,... ,n) su masinski repreze-
ntabilni brojevi, tj. z; € R(¢,s) (i = 1,...,n) (videti zadatak 2.1.8). Medutim,
s obzirom na konacnost broja cifara mantise svakog broja u racunaru (t), posle
svake operacije mnozenja javlja se odgovarajuéa masinska greska (kao posledice
zaokruzivanja rezultata na ¢ cifara mantise). Ove masinske greske ozna¢imo sa r;
(i=2,...,n)ineka je |r;] < eps, gde je eps masinska preciznost (videti zadatak
2.1.8).

Dakle, koriséenjem istog algoritma (2), ne¢emo imati preslikavanje f, veé pres-
likavanje f4, koje je definisano sa

fa:R"(t,s) = R(t,s), ya=falx)

tj. primenom algoritma (2), na mesto p; (i = 2,...,n) dobijamo p; (i = 2,...,n),
a na mesto y dobijamo y4, pri ¢emu je (ovde koristimo oznaku ® za mnozenje
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kako bismo naznacili da se ono izvrsava na racunaru, posle ¢ega imamo pojavu
masinske greske):

p1 =71,
P2 = 22 ©p1 = z2p1(l + r2) = 221 (1 + 12),
Py =13 OPpy = $31_72(1 +r3) = xgxgxl(l + 7“2)(1 + ’1“3),

Prn =2n OPp_1 = TnPp_1(1+7mn) =n@n_1---x1(L+r2)(1+r3) - (14 ra),
YA = Dp-

U smislu (12) (videti zadatku 2.1.8) moZemo uzeti, na primer,”) da je

To=[r1 x22(1+4+ry) - zn(l —|—7“n)]T )
pri ¢emu je fa(x) = f(x4). Koriséenjem || - ||oc norme, imamo
[a —®[oo _ [[[0@2r2 ... @nrn] oo _ [|[Z]oo - eps _
[[2]|oc - eps [2]oc - eps = l|®floo - eps

Na taj nac¢in, pomocu (14) iz zadatka 2.1.8, (cond A)(x) < 1 za svako & € R"(, s)
Dakle, saglasno ocekivanju, ovaj algoritam je perfektno dobro uslovljen.

2.1.13. Na osnovu Taylorovog razvoja funkcije

. TX T m\3 x3 T\? z° ™7 z’
wFele (50 5 0) i
2 2 2 6 2 120 2 5040

2

naéi koeficijente u racionalnoj aproksimacionoj funkciji

. T bo + by x + by 22 + by 3
sin — &

2 a 1+Clx+02£2+63$3+04$4.

Resenje. S obzirom da je funkcija x +— sin ﬂ-—; neparna, imamo bg = by = ¢ =
c3 =0, pa je
. ., bix+bs3 3
sin — 2 .
2 14+coa?2+cyat

Na osnovu

T (I (D) (2 heth
2 2/) 6 2/ 120 2/ 5040 14 coa?+cypat

9) Ovde ne postoji jedinstvenost.
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imamo

P zc_1<z)3_b zc_l<z>3c+i<z>5_0
=9 9%275\2) =% 9% 7 3) 27 120\2) =%

5(3) et 15 (5) - 5035 (5) =0

odakle je
T 31 /m\3 3 /m\2 11 /m\4
=5, bs _@<§) ’ cQ_E(E) » “ 7 5880 (5)
2.1.14. Za racionalnu funkciju
a+bx+cx?
1 = 7
(1) fla) =
naéi odgovarajuéi verizni razlomak
x
flx) =k + ————.
ket —
ka L
3+ T

Resenje. f(z) je mogule izraziti u obliku

bt (= (e ) ) e 2
N N e ko k3 ka

1+ L-i-L T
kska  koks

(2) fz) =

Uporedivanjem (1) i (2) imamo

(3) k1 =a,
1 1
(4) ks ka + ko ks d
(5) i+k1d:b,
ko
1
(6) o =
1

Na osnovu (3) i (5) dobijamo k2 = T ad

35
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C

Kako je iz (6) ks koc= 5 ag 1@ osnovu (4) imamo
¢ b—ad (b—ad)?
=d ks = —/———.
b—ad " ks = BT b —ad) —c
Najzad, na osnovu (6) je
1 db—ad)—c 1 db—-ad)—c

ky

— ad) - -

T hakse (b (b—ad)? ¢ c(b — ad)

2.1.15. Za izracunavanje vrednosti funkcije f date sa

fla) =TT (c1<a <)

moze se koristiti aproksimacija u obliku racionalne funkcije

ao—l—a13:2—|—a23:4

1+bia2+byat’

(1) R(x) =

gde su
ap = 0.9999995866 ,

a1 = 0.6680813502,
as = 0.0426819418,,

by = 1.0013844843,
by = 0.1768253206 .

Odrediti koeficijente A, B, C, D, E ako se R(x) predstavi u obliku

2) R(z) = A+ =

D
24 C+ ——
< + +a:2—|—E

Resenje. Kako je, na osnovu (2),

(A(CE+ D)+ BE)+ (B+ A(C+ E))z® + Az!

R(w) = (CE+ D)+ (C+E)a? + 2* ’

a, na osnovu (1),
ao/bz + a1 /bs 2 + as /by
1/bg + b1 /by 22 + 2% 7

R(z) =
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uporedivanjem koeficijenata dobijamo

A= %2 =0.2413791286,

2
@4 h ) 4119385859,
bo by
1 agp—A
B by

= 1.7792620318,
C =— — FE = 3.8838663081,

D= ——CFE =1.2551171909.

Primetimo da je za priblizno izracunavanje vrednosti f(z), na osnovu (2),
potrebno izvrsiti slede¢i broj operacija: jedno mnozenje, dva deljenja i Cetiri sabi-
ranja.

Primedba. Moze se pokazati da je

— R(x)|<0.413-1079.
7{255%1|f(w) ()] <

Literatura:

E. Froberg: Rational Chebyshev approximations of elementary functions. BIT
1 (1961), 256—262.

2.1.16. Na osnovu Eulerovog razvoja

ex:[O'l -2z 2?2 z? }

1’2427 610" " 4n+2’

naéi prvih pet aproksimacija za izracunavanje vrednosti funkcije e*.

Resenje. Za k € N stavimo

P [
Ry = = = |ao;
Qk
Ako uzmemo Py = ag, Qo = 1, P_1 = 1, Q—1 = 0, lako se dobijaju sledece
rekurentne relacije

by bo by,
iR

Py =ap Py_1 +bg Pr_2,

(1) _
Qr=apQr_1+b,Qr_a.

Na osnovu Eulerovog razvoja potrebno je naéi Ry za k= 1,2,3,4,5.
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Kako je ag = 0, b1 = a3 = 1, by = —2x, ag = 2+, by = by = by = 22,
az =6, aq = 10, a5 = 14, primenom rekurentnih relacija (1), dobijamo redom

1
2+ x
RQZRQ(IZ'):z_x,
12+ 62 + 22
Rs = Ra(®) = 13 607 a?
120 + 60z + 1222 + 23
R :R =
4= Ra(?) = e T 22— 3
1680 + 840 = + 180 22 + 202> + z*
R5:R5(x):

1680 — 840 x + 18022 — 2023 + x4~

Primetimo da dobijene aproksimacije Ry (x) zadovoljavaju uslov
Ry () Ri(—a) = 1.

Moze se pokazati da racionalna funkcija Ry (x) ispunjava pomenuti uslov ako i
samo ako se ona moze predstaviti u obliku

2x

R(z)=1— ———
(IZ') T (xz) + T 9

gde T(:1:2) oznacava racionalnu funkciju po z?. Za dokaz ovog tvrdenja treba

najpre dokazati da takva racionalna funkcija mora imati reprezentaciju u obliku

R(z) = P(z)/P(—x), gde je P(x) algebarski polinom. Nije tesko videti da je tada

P(—z)+ P(x)

T(a?) = ¢ =2 T \Z)

)= P - Pla)

Na primer, za funkciju R4(z), imamo P(z) = 120 + 60z + 1222 + 23, pa je
odgovarajuca funkcija T($2) data sa

2
2 x° 4+ 10
T =—-12———.
) 22 4+ 60
Dakle, dobijamo
2z
Ry(z)=1-— .
1(@) 12 x2—|—10
z2 + 60

Na primer, na osnovu prethodnog,

%% = R4(0.5) = 1.6487214
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§to predstavlja tacnu vrednost na Sest decimala.

2.1.17. Pokazati kako se aproksimacija

sin %Z = 1.57032002 2 — 0.64211317 2° + 0.07186085 27,

39

koja vazi za z € [—1, 1], moZe primeniti na izra¢unavanje vrednosti sinz za

svako x.

o . . L . . . 2
Resenje. Da bismo izracunali sinz, odredimo najpre, u = —z i v
T

4 [i (u+ 1)], gde [x] oznacava najvedi ceo broj ne veéi od z*

u —

. Nadalje, ako je

v < 1, stavimo z = v, u protivnom stavimo z = 2 — v. Nije tesko videti da je tada

-1<2<11i
. . Tz
sinx = sin — .

Naime, za svako x imamo

. . TU . 1 . [T 1
sinz = sin —- = sin 5 <v+4[z(u+1)]> —Sln<7—|—27r [Z(u—i—l)}) ,

t].
. .. TV
sinz = sin — .
2

S druge strane, kako je

v:4<i(u+1)—[i(u+l)}>—l,

zakljucujemo da je —1 < v < 3. Tada na osnovu prethodnog imamo

{v (-1<v <),
z =
2—v (I1<wv<3),

z
Sto znaci da je uvek —1 < z < 1. Takode, sinx = sin %

2.1.18. Dat je stepeni red

—+oco
l‘k

1) @) =30
k=1

10) Na primer, [2.71] = 2, [-2.71] = —3.
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Sukcesivnom primenom Euler—Abelove transformacije dva puta, odrediti
f(—1) sa taénoséu 5 - 10~*. Koliko je ¢lanova reda potrebno kod direktnog
sumiranja za postizanje iste ta¢nosti?

Resenje. Neka je dat stepeni red

—+o0
(2) f@) = apat,
k=0

Ciji je poluprec¢nik konvergencije R = 1.'Y) Sukcesivnom primenom Euler—Abelove
transformacije m puta na red (2) dobijamo

D tm= S At (1) 4 (1) S At
() fx_l—xkio 0 1—=x 1—=x = T

(videti [1, str. 48-51]). Kako je za dati red (1)

1
-1 : (k+1)2 1
R :kgrfoof)zl, ag=0, ak:?(kzzl,l...),
k2

to je
Aaozal—a(]:l,

)

A2a0 ZA(A(IO) :A(al —ao) :Aa1 —Aao = a2 —aj —1= —;

1 1 2k + 1
Aak;zak—s—l—ak:m—p:—m (k=1,2,...),
) 2% + 3 % + 1
Alap =Aapn — A= —gmeg e Y Eg T e
6k%+ 12k +4

= RGT TGP (k=1,2,...).

11) Primetimo da ako stepeni red (2) ima polupreénik konvergencije R (< 400) tada,
s obzirom na

“+oo “+oo “+oo
F@) = f@R) = ar @R Y an ByF =) byt = F(y),
k=0 k=0 k=0

gde je by, = ay, R*, stepeni red F(y) ima polupre¢nik konvergencije jednak jedinici.
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Na osnovu (3) za m = 2, imamo

2 400 2
7 6k 12k 44
o= s+ (1) (‘1*2 +12k ka>.
z z iy (k(E+1)(k+2))
U konkretnom sluc¢aju, za x = —1, ovo se svodi na

5 (1"

2
@ fen=_1 ‘Z 3k?+6k+2

k(k + 1)(k +2))?

Dobijeni red je alternativan pa greska koju ¢inimo, ako umesto beskonacne sume
uzmemo kona¢nu sumu od n— ¢lanova, nije veéa od (n+ 1)—og ¢lana sume, uzetog
po modulu. Dakle, s obzirom na trazenu tacnost zahtevamo da je

3k +6k+2

1 —4
2 (k(k+1)(k+2))>2 0

Ovo je zadovoljeno za k > 7. Znaci, dovoljno je uzeti prvih Sest ¢lanova sume u
(4) da bi se postigla Zeljena tacnost. Tako dobijamo

f(~1) = —0.82222.

Ako bismo direktno sumirali red (1), za istu tacnost od 5 - 10_4, potrebno je
uzeti najmanje 44 ¢lana reda §to sleduje na osnovu nejednakosti

1

—4
w2 <5-10
Primetimo da je
too k 2
(=1 ™
—1:E = —— =~ —(.822467.
f(=1) 2 15 0.822467

k=1

2.1.19. Koriséenjem Euler—Abelove transformacije primenjene beskona-

¢no puta, naé¢i sumu reda
400 k‘3
S=2 3
k=1

Resenje. Za stepeni red

—+ o0 “+ o0
x) = Zakxk = Zk?’xk,
k=0 k=0
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koji ima polupreénik konvergencije R = 1, vazi f(1/3) = S. Ako u (3) iz
prethodnog zadatka pustimo da m — +oo, dobijamo

Za x = 1/3 imamo

(1) S=f1/3) =23 AFag—.

S obzirom da je

k ag Aak A2ak A3ak A4ak

0 0
1
1 1 6
7 6
2 8 12 0
19 6
3 27 18
37
4 64
1mamo apg = zZa = 4,d,.... a osnovu opnljamo
i AF 0zak=45 N 1) dobij

3 1 1 1
S—§<1-0+§-1+Z-6+§-6)—4.125.

2.2. Ortogonalni polinomi

2.2.1. Koriste¢i se Gram—Schmidtovim postupkom ortogonalizacije odre-
diti prvih pet ¢lanova niza ortonormiranih polinoma {Q5} (k € Ny) u pros-

toru L?(—1,1) sa tezinskom funkcijom p(z) = (1 — xz)fl/Q.

ReSenje. Izracunajmo najpre momente tezinske funkcije

1 2"

Kako je Cai41 = 0 (zbog neparnosti podintegralne funkcije), ostaje da izra¢unamo

1 2k
C%:/ L .
1 V1 —z2
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Primenom parcijalne integracije, gde je u = kafl, dv = dx, tj. du =

V1—z2

(2k — 1) 2?2 dz, v = —(1 — 2%)'/2, dobijamo

1 1
Cop = —x%*l(l — x2)1/2‘ L (2k — 1)/ (—x2k72)\/ 1—22dx
- 1

22921 = o2
%—1)/ 1i 07 g — (2~ 1) (Canz — Can).

V1—22
tj.
2k —
Cor, = o7 C21c 2 (ke N).
. . _ (k=D
Kako je Co = m, imamo Cy, = 21 7 (k € N).

U prostoru L?(—1,1) sa p(x) = (1 — #2) /2 definisan je skalarni proizvod

1
(f.9) = [ 1 — L f@g@dr  (f.ge L3(-1,1)).

1— a2
Polazeéi od prirodnog bazisa {1, x, xz, .. }, Gram—Schmidtovim postupkom or-
togonalizacije (videti [1, str. 90-92]) dobijamo niz ortogonalnih polinoma {Qg}
(k € Np) u odnosu na uvedeni skalarni proizvod, uzimajuéi Qo(z) =1 i

k
! (@)
= keN),
Qk(x) Ezj Q“Q)Qm (k € N)
tj.
C! 1
Qo(z)=1, Qi(x)=z, Qa(z)=2"-2Qo=2"~=,
Co 2
Qs3(z) =23 - g—;lQl(x) =23 - Zm,
C L C.
C 67 54 1
Q4($)=$4—C—4Q0——21Q2=x4—x2+§.
0 Cy—Co+ =Cy
Primetimo da smo ovde koristili momente Cy, (n = 0,1,...,7). Uopste, da
bismo generalisali niz ortogonalnih polinoma {Qg, @1, ... ,Qn} potrebno je prvih
2n momenata tezinske funkcije, tj. Co, C1,..., Cop—_1.

Ortogonalni polinomi iz dobijenog niza imaju koeficijente uz najvisi stepen pro-
menljive = jednake jedinici. Ortogonalne polinome sa ovakvom osobinom zovemo
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moni¢ni ortogonalni polinomi. Svakako, i niz {ar Qi } (k € Ng), gde su aj, (# 0)
konstante, je takode ortogonalan u odnosu na isti skalarni proizvod. Ako, u nasem
slucaju, odaberemo na primer ag = 1, aj = ok—1 (k=1,2,...) dobijamo polinome

(1) To(z) = Qo(z),  Tilx) =2""'Qu(x) (k=1,2,...)

koji su poznati kao Cebisevljevi ortogonalni polinomi. Za njih vazi

! T () T(a) T

— m\T)In\L) 4 _ ) m (m=n=0),

? (vaTn)_/il vi-a? ’ z Em:n#oz
: :

Na osnovu niza {Qx} (k € Ny) mozemo dobiti niz ortonormiranih polinoma
{Q%} (k € Ng) u odnosu na isti skalarni proizvod. Naime,

Q@ =g kel

S obzirom da je ||Qx||? = (Qk, Qk), imamo

1 1 1
1Qol> = Co =, ||Q1||2=02=57T, ||Q2||2=C4—02+100=§7T,

2_ o 3 Y1
Qs3] = Cs 5C1+ 5 C2=g5m,
2_ 5~ 1 1
1Qall” = Cs 206+ 7 C1— 7 Co+ 2 Co= o™
pa su
* _ 1 * _ /2 * _ lz 2_
QO(QU) - ﬁ, Ql (x) - T $, QQ(x) - T (2$ 1)5
. 2 3 * 2 4 2
Q3(x) = ;(4$ —3x), Q4($)=\/;(8$ —8z7 +1).

Za dobijeni ortonormirani niz uocavamo da je

(3) QS(IB): %QO(m)v Q;::(m): @2lek($) (k:172a"')7

Sto je, u stvari, u direktnoj vezi sa ortogonalnoséu Cebisevljevih polinoma. Naime,
s obzirom da je

() = Tk(m)
U@ =@l

na osnovu (1) i (2) sleduje (3).
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2.2.2. Ako je {Qx} (k € Np) niz ortogonalnih polinoma na (—a,a) sa
parnom tezinskom funkcijom z — p(z), dokazati da je:

1° Niz polinoma {Q2, (v/z)} (k € Ny) ortogonalan na (0, a?) sa tezinskom
funkcijom = — p (V) /\/x;

2° Niz polinoma {Qa+1 (v) /v/x} (k € Ng) ortogonalan na (0,a?) sa
tezinskom funkcijom x — /x p (1/x).

ResSenje. Kako je, za n # k,

a

/ " () Qn (@) Qu(a) dx = | 9 Qu-2) Qel-) o

—a —a

-/ " (#) Qu(—2) Qu(~2) dz = 0,

zaklju¢ujemo da je i niz polinoma {Qx(—z)} (k € Np), takode, ortogonalan u
odnosu na tezinsku funkciju p(z) na (—a,a). S druge strane, zbog jedinstvenosti
niza ortogonalnih polinoma, za datu tezinsku funkciju i dati interval (do na mul-
tiplikativnu konstantu), zakljuéujemo da mora biti Qn(—2z) = Cn @Qn(z), odakle
sleduje C, = (—1)". Dakle, imamo Qn(—z) = (=1)"Qn(x), tj.

Qn(=z) = Qn(z)  (n - parno),

= —Qn(x) (n — neparno) ,
§to znaci da je
2 2
Qok(z) =Uk(z”),  Qapt1(z) =z Vi(2),
gde su Uy, i V. polinomi k—tog stepena.

Neka je n # k. Tada, na osnovu

/ " () Qan (@) Qup () der = 2 /0 " p(@) Un () Up(a?) da = 0,

—a

smenom z° = y, dobijamo

/Oa p(fg) Un(y) Un(y) dy = 0,

odakle sleduje trvrdenje 1°.

Sli¢no, na osnovu

/a p(2) Qant1(x) Qo (z) dr = 2 /Oap(:c) 22 V() Vi (2 dz =0,

—a
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2

dobijamo (smena z* = y)

/Oa VP (V) Va(y) Vie(y) dy =0,

odakle sleduje tvrdenje 2°.

2.2.3. Dat je niz {Qx} (k € Np) ortogonalnih polinoma na (a,b) sa
tezinskom funkcijom p(x). Pokazati da je

b
(1) / p(z) G U ] (k=1,2,...,n; n€N),

T — T an—1 Qn-1(zk)
gde su zy (k=1,...,n) nule polinoma @, (x) i
Q. (x) = a, x” 4+ ¢lanovi nizeg stepena (v=0,1,...).

Resenje. Podimo od Christoffel-Darbouxovog identiteta (videti [1, str. 103])

V V 1 n ) Qn(t) — Qn(z) Qn t

 an[|Qnll? z—t
gde je ap, konstanta u troclanoj rekurentnoj relaciji

3) Qnt1(z) = (anx + Bn) Qn(z) =M Qn-1(x)  (n€No).

Ako u (2) stavimo t = x, tada je Qn(xs) = 0, pa dobijamo

Z QV $k ): _Qn+1($k‘) . Qﬂ(x)

QP @ an [Qul? @ —wp

U poslednjoj jednakosti pomnozimo obe strane sa p(x) i integralimo od a do b, tj.

Z Qu@r) [* ) vy de = - Qot1(@k) [* Qu(@) -

Qv 17 an [|@nll? Jo @ — 2k

Kako je Qo(z) konstanta, levu stranu jednakosti mozemo modifikovati na sledeéi
nacin

b b
Z QOQV :Ek) / (ZZZ) Qy(il)’) QO(x) do = _Qn+1($k) Qn(fﬁ) dx

(z) [|Qu? an [|@nll? Jo = — 2
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pa, s obzirom na ortogonalnost, imamo

Qo(zr) 2 Quii(zr) [* Qulx)
2 ||Q0|| - 2 df]}',
Qo () [ Qoll an [@Qnll® Jo = — 2
t.
P Qn(@) ;o _  anll@Qnl®
S dy = ——
o T Tk Qn+1(zk)
Ako u (3) stavimo z = =z dobijamo Qniy1(xg) = —mQ@Qn—1(xk). Kako je
(videti [1, str. 100])
2
an = On+1 : = an__[|@nll

na osnovu prethodnog, sleduje (1).

2.2.4. Skalarni proizvod dveju neprekidnih funkcija f i g, koje su defin-
isane na intervalu [a, b] i na njemu dobijaju vrednosti iz skupa C kompleksnih
brojeva, u oznaci (f, g), definiSemo sa:

b JRE—
(f,9) = / f(z)g(z)w(x) dx (neprekidni slucaj),

odnosno
m

(fr9) =Y f(x)9(x,)w,  (diskretni slucaj),
i=0
gde je u prvom slucaju w(z) tezinska funkcija, a u drugom pozitivni brojevi
wy, 1 =0,1, ... ,m, su tezinski koeficijenti.
Pokazati za sledece sisteme funkcija da su ortogonalni:
a) Neprekidni slucaj.

@j(x) =cosjx, j=0,1, ..., [a,b] = [0, 7], w(z) = 1.

b) Diskretni slucaj.

QD](:E) = COSj'ZI"? j - 0, 1, , 1, [(L’b:l = [077T]7
2 1
xs::_tlg, s=0,1, ... ,n, m=n, ws=1, s=0,1, ... n.

c) Neprekidni slucaj.

1,cos z,sin x, cos 2x,sin 2z, ... , [a,b] = [-7, 7], w(z) = 1.
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d) Neprekidni slucaj.

pi(r) =" *=-1, j=0,£1,£2, ..., [a,b] = [-m, 7], w(z) = 1.
e) Diskretni slucaj.
pj(x) =" j=0,1,2, ... ,m, [a,b] = [0,27],
Ts = ij—l’ ws=1, s=0,1, ,m
Resenje.

a) Za j # k vazi
™

™
(0, 0r) = / cos jz cos kx dr = % / [cos(j — k)x + cos(j + k)x] dx = 0.
0 0
Takode, vazi [lpo|2 =7, o2 = (95 07) = 7/2 70 § > 0.
b) Odredivanjem

n

(SOja oK) = Z CcoS jxs cos kxs
s=0

moze se pokazati da vazi
(n+1)
2

2 2 .
leol® =n+1, lg;lI” = za  j>0.

d) Skalarni proizvod

(@5, 08) = / =R gy

—T

jednak je 0 za j # k, a 2w za j = k. Dakle ||goj||2 = 2.

e) Za zadati izbor tacaka xs za funkcije o;(x) vaze relacije

m+ 1, ako je J ceo broj,
m+1

(@5, k) =
0, u ostalim slucajevima.
Stvarno, po definiciji skalarnog proizvoda, za diskretni slucaj, imamo
m

(5, Pk) = S;Jexp [i(j - k)%mi J :

§to predstavlja parcijalnu sumu geometrijskog reda sa koli¢nikom
™
=exp |i(j— k) 2—1| .
a=exp [iti— 1) 25"
Ako je (j — k)/(m + 1) ceo broj tada je ¢ = 1 a suma je jednaka m + 1. U ostalim
slucajevima dobijamo, po obrascu za zbir ¢lanova geometrijske progresije, da je
(¢, k) = 0.



II GLAVA
Opsta teorija iterativnih procesa

3.1. Primena Banachovog stava

3.1.1. Koriséenjem Banachovog stava o nepokretoj tacki, diskutovati
egzistenciju reSenja sistema od k linearnih jednacina

a11 1 +ai2x2 + - + a1 Tk = b1,

a21 X1 + a2 T2 + - -+ + Aok T, = ba,

(1)
p1T1 + o To + -+ + apr T = by .

Resenje. Dati sistem mozemo napisati u obliku

r1 =(1—ai1) —a12 Ty — - —ay xp, + b1,
T = —a21 21 +(1 —a)z2 — - - —agg T} + b2,
T = —ap T —aga w2 — - +(1 — agg) Tg + by,

ili ako uvedemo veli¢ine
. 1 i j’
Cij = 5ij — aij y gde Je 5ij = 0 i ]

u obliku
k

(2) xi:Zcija:j—i—bi (i=1,2,... k).
j=1

Oznacimo sa R];,f (1 < p < 400) Banachov prostor gde je:

1/p

k
lll, = D lzs I
j=1
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za svako & = (z1,... ,xp) € R’; i u grani¢nom slucaju, kada p — +oo, Banachov
prostor ngo u kome je

x = max |x;|.

@l = max, |z

Definisimo sada operator 7 sa y = 7 x, koji preslikava prostor RI; (Rléo) u
samog sebe, na sledeéi na¢in: Tacki € = (z1,T2,... ,%E) € Rzlf (RE.) odgovara

tacka ¥y = (y1,¥2,-.. ,Yk) € RI; (Rléo), gde su koordinate y; odredene sa
k
yi:ZCijxj+bi (i=1,2,...7k).
i=1

Nepokretne tacke preslikavanja 7 prostora Rzlf (ngo) u samog sebe su reSenja
sistema (2). Da bismo mogli primeniti Banachov stav ostaje nam jos da utvrdimo
pod kojim uslovima ée 7 biti kontrakcija.

Uzimajuéi, na primer, prostor RIQC imamo

k k k 2
2 1 2
1T @~ Taalls =3 iyl = Yol
i=1 | j=1 j=1
i 1 2 i
S b
i=1 | j=1
pa je, na osnovu Hoélderove nejednakosti,lz)
k k ) (212 k k
2 2 2 2
[Ty —Taally <> > e > (x5 —ai)" p =" cjller —xals
i=1 j=1 j=1 i=1j=1
tj.
. 1/2
2
7@ — T @2y = Cij |21 — x2|, -
i=1 j=1
12) Neka su oy, i B, (k=1,2,...,n) proizvoljni kompleksni brojevi i neka je za p > 1
broj g definisan sa — + — = 1. Tada je za svakon =1,2,...
p q
1/ 1/q

n n p n
Z ok Br| < Z ok |P Z |8k |
k=1 k=1 k=1

Specijalno, ako je p = ¢ = 2, Holderova nejednakost se svodi Bunjakowsky-Cauchy-
Schwarzovu nejednakost nejednakost.
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Prema tome, 7 je kontrakcija ako je

k
(3) d o<1

i,j=1

i tada sistem (2), tj. (1), ima, na osnovu Banachovog stava, jedno i samo jedno
reSenje. Ono se moze dobiti, polazeéi od proizvoljne tacke

O S P

kao grani¢na vrednost niza koji se generiSe pomocu
Tny1 =TTn (n=0,1,...),
tj.
L k
Z" =3 epa™ b (=12 k).
j=1

Uslov, koji matrica [c;;] treba da zadovolji da bi operator 7 bio kontrakcija,
zavisi od izabranog Banachovog prostora. Sam problem koji razmatramo ni po
¢emu ne sugeriSe bas prostor R%. Ako na$ problem tretiramo u prostorima R’f i
RE. dobi¢emo druge uslove za matricu [cij]-

Na primer, u prostoru le bice

Tx1 — Ty = [|[Y1 — y2ll; = Xk: Y yl@)‘ = Xk: Xk:cij($§1) - xéz))
. i=1 ) i=1[j=1 )
<D leisl e =2l = 3 [al — 2P| 3 el
i ) ) j=1 i=1
< s {2l 2l ==

k
< E il ller —x
= éljagk{ |Cu|} llz1 2lly

i=1

s
Il
—
<.
Il
—

pa se uslov da 7 bude kontrakcija svodi na

k

(4) Sleijl <1 za j=1,2,... k.
=1
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U prostoru R’Cfo, pak, imamo

1Tx1 — Txall o, = Y1 — Y2llo = max

k

1 2

= e [ e @ o)
]:

oD 4|

7

k
< max Z|CU| max ‘x(l) —x(z)‘
1<i<k 4 1<j<k ! J J
Jj=1
k
= il e —x
élfgkz:lkﬂ 21 2l
]:

pa je uslov da 7 predstavlja kontrakciju

k

(5) D leijl <1 za i=1,2,... k.
Jj=1

Dakle svaki od uslova (3), (4), (5) je samo dovoljan da 7 bude kontrakcija.

Literatura:

S. Aljanci¢: Uvod u realnu i funkcionalnu analizu. Gradevinska knjiga, Beograd,
1968.

3.1.2. Koriséenjem Banachovog stava o nepokretnoj tacki, diskutovati
egzistenciju reSenja nehomogene Fredholmove integralne jednacine oblika

b
x(s) = )\/ K(s,t)x(t)dt + g(s),

gde je jezgro K (s,t) neprekidno u kvadratu P = [a,b] X [a, b], funkcija g(s)
neprekidna u [a,b] i A realni parametar. (x(t) je nepoznata funkcija koju
treba odrediti.)

Resenje. Oznacimo sa Cla,b] Banachov prostor funkcija z(t) koje su nepre-
kidne na segmentu [a,b], b —a < 400, gde je

z|| = max |z(t)|.
ol = max, f(t)

Neprekidno resenje date integralne jednac¢ine mozemo shvatiti kao nepokretnu
tacku preslikavanja y = 7 z, x = z(t) € CJa, b], odredenog sa

b
y(s) = )\/ K(s,t)z(t)dt + g(s) .
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Da bismo koristili Banachov stav, a s obzirom da je jasno da 7 preslikava Cla, ]
u samog sebe, ostaje jos jedino da vidimo pod kojim uslovima je 7 kontrakcija.
Ako je
max |K(s,t)] = M,
(s,it)eP

za x1, z2 € Cla,b] imamo

b
I o1 = Taall = s = sl < [ 1G5, O)llan (0) — (o) de
a
< |A|M t) — t)| (b —
<IN M max 1(6) — 22(0)] (0 )
=AM (b—a)ljzy — a2l
Prema tome, ako je |\|M (b—a) < 1, tj. [N\ <1/(M(b—a)), T je kontrakcija i
na osnovu Banachovog stava niz
U@y =T7M)  (k=0,1,...),
t.
b
o) = [ (020 de -+ g(s),
a

konvergira jedinom neprekidnom reSenju nehomogene Fredholmove jednacine za
bilo koju startnu vrednost % (t) € C[a, b).

Primetimo da je ovim stavom obezbedeno resenje Fredholmove jednacine samo
za male vrednosti parametra |A|.

Literatura:

S. Aljanci¢: Uvod u realnu i funkcionalnu analizu. Gradevinska knjiga, Beograd,
1968.

3.1.3. Koriséenjem Banachovog stava o nepokretnoj tacki, diskutovati
egzistenciju reSenja beskonacnog sistema linearnih algebarskih jednacina

a1121 + @122 + a13r3 + - = by,
2121 + G22T2 + A3T3 + -+ = ba,
(1) a31T1 + A32T2 + azzx3 + -+ = b3,

ResSenje. Sistem (1) moze se predstaviti u obliku

“+oo

leZClJZE]—I—bl =12, ...),
i=1
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gde je ¢;; = 0;; — a;;. Pokazacemo da ovaj sistem ima jedinstveno ogranic¢eno
reSenje (z7,z35, ... ), tj. takvo da je

|x;|§M zasvako j=1,2, ...,

ako je

+oo
(2) dleijl<g<1 i bl <B (i=12, ...),

j=1
gde konstante g i B ne zavise od i. Tada se resenje (z], 25, ... ) moZe dobiti suk-
sesivnom aproksimacijom, polazeéi od nekog proizvoljnog ograni¢enog niza brojeva
(29,73, ...).

Neka je m metricki prostor ograni¢enih nizova. U njemu ¢emo definisati pres-

likavanje y = f(x) koje svakom @ = (x1,72, ... ) € m pridruzuje tacku y =
(y1,y2, ... ) uskupu s svih nizova, pomocu jednacina

+oo
Y = Zcijxj—i—bi (iz 1,2, ... )
j=1

Da bismo mogli primeniti Banachov stav na preslikavanje koje je definisano u
kompletnom metri¢kom prostoru m, potrebno je da pokazemo da f preslikava m
u m i da je kontrakcija.

Pokazimo, najpre, da je ispunjen prvi uslov. Kako je x € m, tj. |z;| < A, na
osnovu (2), imamo

“+oo
|yz’|SZ|Cz'j||$j|+|bi|§AQ+B (i=12,...),
j=1
tj. y € m.

Drugi uslov je, takode, ispunjen. Naime, s obzirom na definiciju metrike u m,
imamo

+oo
1 2 1 2
d(Y1,Y2) = sup |y£ ) —yg = sup Zcij(xg ) _xg' )
1<i<+oo 1<i<+00 =1
—+oo
< sup sup |x(1) - $(2)| Z lcijl p < sup |$(‘1) - x(.2)| "4,
1<i<too | 1<j<too 7 it 1<j<too ’ /

gde q ne zavisi od 7. Dakle, d(y1,¥y2) < gd(x1,x2), tj. f je kontrakcija.
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Literatura:

S. Aljancié: Uvod u realnu i funkcionalnu analizu. Gradevinska knjiga, Beograd,
1968.

3.1.4. Koriséenjem Banachovog stava o nepokretnoj tacki, diskutovati
egzistenciju lokalnog resenja diferencijalne jednacine prvog reda

dx
1 — —g(t
(1) = g(t,0)
sa poCetnim uslovom z(tg) = x¢, gde funkcija g(¢,x) u pravougaoniku
P={(tx):|t—to| <a, |[vr —xo| < b}

ispunjava uslove:

a) g(t,x) je neprekidna, Sto znadi i |g(t,z)| < M,

b) lg(t,z1) — g(t, 2)| < Klz1 — 2.

(Ovde, x(t) je nepoznata funkcija koju treba odrediti.)

Resenje. Pokaza¢emo da pod navedenim pretpostavkama postoji (dovoljno
mali) broj h > 0, takav da na segmentu [tg — h,tg + h] = A postoji jedno i

samo jedno resenje diferencijalne jednacine (1) koje zadovoljava dati pocetni uslov
(Picardov stav).

Pre svega posmatranom problemu moze se dati i ova formulacija: Pod nave-
denim pretpostavkama, postoji jedno i samo jedno reSenje integralne jednacine

t
(2) o) =0+ [ glt.(o)]de
to
Neka je broj h takav da je

(3) h<% i hgmin<a,%).

Uoc¢imo prostor Ca funkcija neprekidnih na segmentu A i u njemu onaj njegov
deo A za koji je
m?x|x(t) —xzo| < 0.

S obzirom na metriku u Ca, skup A je zatvoren, jer se sastoji iz tacaka zatvorene
kugle K|zq,b].
Neka je preslikavanje y = f(z), © € A C Ca, definisano sa

t
(4) Mﬂ:m+/9%ﬂmﬁ

to



56 OPSTA TEORIJA ITERATIVNIH PROCESA

Pokaza¢emo da f preslikava A u samog sebe i da je kontrakcija.

Pre svega, ako jex € Ait € A, tacka (¢, z(t)) € P, tj. desna strana u (4) ima
smisla i oc¢igledno y € Ca. Da bismo dokazali da y € A, primeéujemo da je prema
a) 1 na osnovu druge nejednakosti u (3),

t
/ olt, z(1)] dt‘ < Mt —to] < Mh < M2 = b,

ly(t) — xo| =
to M

Neka z1,22 € A. Tada je za t € A, na osnovu b),

t
] {g[tv CI)l(t)] - g[ta $2(t)]} dt

ly1(t) — y2(t)| =

t
SK [ fwi(t) — 22(t)| [dt]
to

< Kh t) — t)|.
< Khmax fos (t) — 2 (0)

Prema prvoj nejednakosti u (3) imamo Kh = ¢ < 1. S druge strane, na osnovu
definicije rastojanja u Ca, je d(y1,y2) < qd(x1,22), tj. f je kontrakcija.

Kako je prostor Ca kompletan, a A zatvoren skup u Cpa, to je A sam za
sebe kompletan metricki prostor, pa su svi uslovi za primenu Banachovog stava
zadovoljeni, tj. preslikavanje (1) ima jednu jedinu nepokretnu tacku, a to je jedino
resenje integralne jednacine (2), odnosno postavljenog diferencijalnog zadatka.

Literatura:

S. Aljancié: Uvod u realnu i funkcionalnu analizu. Gradevinska knjiga, Beograd,
1968.

3.2. Karakteristike procesa i ubrzavanje konvergencije

3.2.1. Dat je iterativni proces
(1) Tpy1 = F(zg)  (B=0,1,...),

gde je F(xz) = 24z, 9 = 0. Odrediti red konvergencije r iterativnog
procesa (1), kao i konstante a i K u formuli

lim ’xk+1 — a" — K,
k—+oo |Tk — al”

gde je a = lim x.
k——+o0
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Resenje. Koriséenjem iterativnog procesa (1) dobijamo

k Tl
0 0
1 1.4142
1.8478
9 2.0000
10 2.0000

odakle zakljucujemo da je a = 2.

S obzirom da je
1

Z ’
sleduje da iterativni proces (1) ima red konvergencije r = 1, pri ¢emu je asimptotska
konstanta greske (videti [1, str. 188])

2=F(2)), F'(2) =

K =

onsn =2l _|F'@)|_1
k—+oo |z — 2| 1! 4°

3.2.2. Na ubrzavanje konvergencije iterativnog procesa
(1) Tpy1 =€ °F (k=0,1,...)
primenjen je Aitkenov A? metod, pri ¢emu je dobijen niz {x}}. Odrediti

* —
lim B T
k—4o00 (ack — a)2

)

gde je a koren jednaine ze® —1 = 0.
Resenje. Datu jednacinu xe® — 1 = 0 mozemo predstaviti u obliku z = e~ 7.
Ako skiciramo grafike funkcija  — x i £ +— e~ % nije teko uociti da jedinstven

koren date jednacine a € [0.2, 0.9].

S obzirom da iterativna funkcija ®(z) = e~ ¥ iterativnog procesa (1) zadovoljava
uslove

1° ®:[0.2, 0.9] — [0.2, 0.9],
2° ® € C?[0.2, 0.9],
3° |®'(z)| < 1 za svako x € [0.2, 0.9],
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i s obzirom da je ®'(a) = —e~* = —a # 0 (tj. proces (1) je sa linearnom konver-

gencijom), sleduje (videti [1, str. 194])

) zp—a _19"(a)®'(a)
@) W e —a? 2 ey =1

Kako je ®'(z) = —e~ %, ®”(x) = e~ ", a s obzirom da je a = ®(a) = e, imamo
®'(a) = —a, ®"(x)(a) = a, pa je na osnovu (2),

I _1 .
kilfoo (ack.—a)Q 21+a

Inace, prvih nekoliko ¢lanova niza {zy }, koji se dobija na osnovu (1) i niza {z} },
koji se generiSe prema formuli (videti [1, str. 191]),

2
(Tht2 — Trg1)
Thyo — 2Tpq1 +

*_
Ty = Tg42 —

su dati u sledecoj tabeli

k Tk xy,
0 0.5 0.56762
1 0.60653 0.56730
2 0.54524 0.56719
3 0.57970
4 0.56006
Primetimo da x5 aproksimira koren jednacine ze® — 1 = 0 sa cetiri tacne

decimale.

3.2.3. Neka se niz (zy)ken formira na sledeéi naéin:

1
(1) Tpt1 = 5 COS Tk, =1 k=0,1,2, ... .

a) Ispitati konvergenciju ovog niza; b) Kako ubrzati njegovu konvergenciju?

Resenje. a) Ovde imamo

= 6@), $)= g cosz, 6:[0,1] - [0,1],
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y=Xx

Vs
y="12C0sX

\
\
\
\
I
a 1 /2

pa na [0, 1] postoji fiksna tacka a tako da je ¢(a) = a.

Startujudi sa xg = 1 dobija se

z1 = 02701511529, x5 = 0.4818652841, x3 = 0.4430660154,
x4 = 0.4517207379, x5 = 0.4498486540, z¢ = 0.4502564612,
z7 = 0.4501677605, x5 = 0.4501870598,

Sto znaci a =2 0.4502.

b) Da bismo ubrzali konvergenciju, odredimo prvo red konvergencije datog pro-
cesa. Ako je a reSenje jednacine:

a—lcosa
=3 ,
tada je
1 . . Tp—a . Tp+a
Th41 a—2(cosxk cosa) = —sin 3 i 5
Odavde je
sin 2k — 9
z —a - 1 1
lim —EEL 2 = im 72-—sinxk+a = ——sina # 0.
k—+4oc0 T —a k——+o00 T —a 2 2 2
2

Dakle, red konvergencije datog iterativnog procesa je r = 1.

Naravno, do istog rezultata dolazimo ako uo¢imo da je ®(a) = a i ®'(a) =
—Ssina # 0 (videti [1, str. 188]).
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S obzirom da je red konvergencije datog procesa r = 1, mozemo da iskoristimo
Aitkenov As—metod za njegovo ubrzavanje, tj.

(2)

pa dobijamo

*_
Ty = Tg42 —

(Ampy1)® -
A2:13k

OPSTA TEORIJA ITERATIVNIH PROCESA

2
(Thqo — Thi1)

Tpyo — 2Ty + 1

k Ty xj,

0 1.0000000000 0.4342605307
1 0.2701511529 0.4490752079
2 0.4818652841 0.4501422780
3 0.4430660154 0.4501815848
4 0.4517207379 0.4501835162
5 0.4498486540 0.4501836068
6 0.4502564612 0.4501836111
7 0.4501677605

8 0.4501870598

Podimo od sledeée teoreme (videti [1, str. 197]): Neka je 1 = ®(zy) itera-
tivni proces sa konvergencijom reda v, funkcija ® (r + 1)—puta diferencijabilna u

okolini granicéne tacke a <k lim =z, = a) i neka je ®'(a) # r. Tada je
— 00
xp — P(2)

Tht1 = T — 1
1——®'(zy)
r

iterativni proces nagmangje reda v + 1.

Ovde smo naveli teoremu u njenom izvornom obliku, pa stoga odmah primetimo
da je uslov ®'(a) # r uvek ispunjen. Naime, ukoliko je 7 = 1, tada je |<I>/(a)| <1,
a ukoliko je 7 > 1, tada je ®'(a) = 0.

Koriséenjem navedene teoreme sada dobijamo iterativni proces

_ T — = COST
x z
A ¢lzr) _ 2 ,
1—=¢/(x) 1+§sinxk
tj.
T Sin T + cos T,
(3) Tht1 = (k=0,1,2,...),

2 +sinxy
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za, koji znamo da ima red konvergencije najmanje dva.

Primenom iterativnog procesa (2) dobijamo sledeée iteracije:

Tk

1.0000000000
0.4862880170
0.4504186047
0.4501836215
0.4501836113
0.4501836113

U W N~ O

Od posmatranih metoda najbrze konvergira metod (3), zatim (2), pa (1). Ovo
postaje jasno ako imamo u vidu sledeée asimptotske jednakosti:
< 1),

cosa a
Metod (3): zp11 — a = Oz —a)? (C = 32t sna) = 2—|—Sina>'

Metod (1): x11 —a ~ ®(a)(zg — a) <|¢'(a)| = ‘—% sina

Metod (2): zf, 1 —a= (®'(a))*(zf —a) (videti [1, str. 193]),

Dakle, procesi (1) i (2) su sa linearnom konvergencijom (drugi sa manjom asimp-
totskom konstantom greske), dok je proces (3) sa kvadratnom konvergencijom.

3.2.4. Jednacina f(z) = 0 ima prost koren z = a za ¢ije se odredivanje
koristi iterativni proces zx11 = G(zk), gde je

. o) =~ g+ (567 -

Odrediti funkciju h tako da iterativni proces ima red konvergencije najmanje
tri, pri ¢emu je funkcija f dovoljan broj puta diferencijabilna.

ResSenje. Zadatak ¢emo resiti na dva nacina.

Prvi nac¢in: Da bi zadati iterativni proces imao red konvergencije najmanje tri,
potrebni su sledeéi uslovi (videti [1, str. 95])

G(a)=a, G'(a)=G"(a)=0.
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S obzirom da je
, o 12 poen 2
G(:c):1—|-<f,f—1>f f’sz + 1 <]J;> ,
(h/f—l-hf’)f’—hff” f,Q_ff//
" "
<2hf ) f f// ///) f/2 _9 <f/2 —ff”> f, f//

i
f F (]
tH <f> T <f>

i f(a) =0, imamo

G"(x)=2

pa je dakle trazena funkcija

1
W) = — 210
2f'(x)
Prethodno opisani postupak ocigledno nije podesan kada treba nalaziti vise
izvode iterativne funkcije i kada je iterativna funkcija komlikovanija.

Drugi nacin: Podimo sada od sledeée teoreme (videti [1, str. 197]): Neka je
Tp+1 = ®(xg) (kK = 0,1,...) dterativni proces sa konvergencijom reda r (> 2) i
funkcija ® (r+1)-puta diferencijabilna u okolini graniéne tacke a | lim xp = a).

k—-+oco

Tada je

Thar = Blag) = 1 (o) (o - () (=01,

iterativni proces najmange reda r + 1.

S obzirom da u iterativnoj funkciji (1) prepoznajemo deo koji predstavlja ite-
rativnu funkciju Newtonovog metoda
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primenimo prethodnu teoremu i izvr§imo ubrzavanje konvergencije Newtonovog
iterativnog metoda koji ima red konvergencije r = 2.

Dakle, iterativni proces zy1 = ¥(xg) (k=0,1,...), gde je

¥(@) = (@) — 2 ¢ (@) (z — p(x))

2
_ @ 1@ /@) f@)
(3) fi@) 2 pr@)? f(z)
:x_f@>_1f%»<ﬂm)2
f(x) 2 f'(z) \f'(z)

ima red konvergencije najmanje tri.

Uporedivanjem iterativnih funkcija (1) i (3) zakljucujemo da iterativnu funkciju
(1) mozemo identifikovati sa iterativnom funkcijom (3) ako uzmemo

_ )
M) = 5Pty

3.2.5. Nadi red konvergencije iterativnog procesa

_ ag(zy) =z, hzk) -
(1) T = S ) (k=1,2,...),
gde su

~ fl@) = fla) - _ f(@) fo)
(2) gla) =———"—,  h(z) o)

koji se koristi za nalazenje prostog korena x = a, izolovanog na segmentu
[a, 8], jednacine f(x) = 0. Uzimajuéi a =0, 1, = B =1, f(x) = 2> — 322 +
4x — 1, nadi x3.

Resenje. Poznato je da modifikovani metod secice

(3) Tpt1 = G(w),
gde je -
G(x):x—mf(x),

ima red konvergencije r = 1 (videti [1, str. 349-350]).
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Iskoristimo sada navedenu teoremu u zadatku 3.2.3 za ubrzavanje konvergencije
procesa (3). Dakle, iterativni proces x4 = F'(xy), gde je

_z—G(x)
1-G'(z)’

(4) F(z) =

ima red konvergencije najmanje 2. S obzirom da je

o) —1- @+ @= 0 @) U@ - £(@) = [@) @) @ )
(f(z) - f(a))? ’

na osnovu (4) dobijamo

(f($)+(90—0¢) f’(fﬁ))(f(fﬁ) ( )) = fz) f'(z)(z — a)
L f(e) (o)
<1+(x—oz) J}((;f))) f(xa):_i( @) — f'(2)
_ @)~ f@)
f@) = f(@) _ fle) f(x)
T—o f(x)

Najzad, s obzirom na (2), imamo

g(@)(x—a) _ ag(@)—zh(z)
9(x) — h(z) g(x) —h(z)

Iterativna funkcija (5) predstavlja iterativnu funkciju procesa (1). Dakle, ite-
rativni proces (1) ima red konvergencije najmanje 2.

Uzimajuéi « = 0, z1 = § = 1 za funkciju f(z) = 23 — 322 + 4z — 1, koris¢enjem
(1), dobijamo

(5) F(z)=z—

k Ty, f(z)
1 1. 1.

2 0.3333 0.0370
3 0.3176 0.0016




IV GLAVA
Numericki metodi u linearnoj
algebri

4.1. Direktni metodi u linearnoj algebri

4.1.1. Sistem linearnih jednacina Ax = b, gde su

1 20  —400 It 1
A= 02 -2 —20|, b=1]02 |, Z=|ao],
—0.04 —0.2 1 0.05 T3

transformisati u sistem By = ¢, tako da je B simetricna matrica i y =
Dz (D = diag(1,10,100)). Odrediti faktor uslovljenosti k£(B) matrice B
koriséenjem spektralne norme, a zatim, naci reSenje datog sistema resavajuci
transformisani sistem Gaussovim algoritmom.

1 T T1
10 X9 = 10 xr9 ,
100 | | 23 100 3
sistem Ax = b postaje

1 2 —4 o 1
02 -02 -02 wpl =102 |.
—0.04 —0.02 0.01] |ys 0.05

Ako pomnozimo drugu i tre¢u jednacinu sa 10, odnosno 100, dobijamo sistem By =

c, gde su
1 2 —4 1
B:[ 2 -2 —2], c= [2]
-4 =2 1 5

Kada se koristi spektralna norma, faktor uslovljenosti je dat sa (videti [1, str. 246])

Resenje. Smenom

(1) y=Dx=

max A(B*B)

1
k(B) = ||Bllspll B~ "[lsp = minA(B*B) ’
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gde je A(B* B) sopstvena vrednost matrice C = B*B.

S obzirom da je matrica B simetri¢na i realna, ona je i hermitska (B* = BT =
BT = B). Za hermitsku matricu B vazi A(B*B) = A(B)? te se prethodni izraz
pojednostavljuje, tj. postaje

max |A(B)|

k(B) = min |A(B)|

Iz karakteristicne jednacine
det(B —AI) = (A+3)%(6 —\) =0,

nalazimo sopstvene vrednosti matrice B, A1 = A2 = —3, A3 = 6, pa sleduje
6
k(B)==-=2.
(B) =3

Poznato je da je matrica utoliko bolje uslovljena ukoliko je faktor uslovljenosti
k(B) blizi jedinici (videti [1, str. 246]). Inace, uvek je k(B) > 1.

Resimo sada Gaussovim algoritmom sistem By = c, tj.

1 2 =41 [w 1
(2) 2 =2 2| |y] =2
—4 -2 1] |ys 5

Najpre vrsimo trougaonu redukciju: izracunavamo faktore mo; =2/1=2, mg; =
—4/1=—4, zatim mnozimo prvu jednacinu sistema (2), koja ostaje nepromenjena,
sa m;1 1 oduzimamo od i—te jednacine (i = 2,3). Tako dobijamo

1 2 -4 Y1 1
(3) 0 6 6| |m|=10
0 | 6 —15 Y3 9
Dalje, izratunavamo faktor msy = 6/(—6) = —1, mnozimo drugu jednacinu sis-

tema (3) i dodajemo trecoj (prva i druga jednacina ostaju nepromenjene), te do-
bijamo

1 2 —4] [wm 1
(4) 0 —6 6 y2 | =101,
0o 0 9| |us 9

Cime je postupak trougaone redukcije zavrsen.
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Sada sistem (4) resavamo sukcesivno polazeéi od poslednje jedacine. Dobijamo

y3:_i9:—1,
vr= = [0—6- (1) =1,
=102 (=)= (~4) (-] = 1.

S obzirom na smenu (1), reSenje sistema Ax = b je dato sa

Tl =Y1 = _17
Y2
=== =-0.1
T2 10 P
Y3
=2 — _001.
3= 700

Napominjemo da se pri reSavanju vecih sistema linearnih jednacina na racun-
skoj masini, preporucuju modifikacije Gaussovog metoda poznate pod nazivom
Gaussov metod sa izborom glavnog elementa (videti [1, primer 2.2.2 na str. 231—
233]) i Gaussov metod sa totalnim izborom glavnog elementa (videti [1, str. 233]).

Primedba. Preporuc¢ujemo ¢itaocu da odredi k(A).

4.1.2. Gaussovom metodom sa izborom glavnog elementa resiti sistem
jednacina Ax = b, gde je

2 4 6 T 4
A=13 2 1 , L= | X2 > b= |2
4 1 2 T3 3

Resenje. Dopisimo matrici A kolonu koja predstavlja elemente vektora b, tj.
2 4 6] 4
Ap=13 2 1] 2
4 1 2| 5

Pristupimo sada trougaonoj redukciji matrice A po Gaussovom algoritmu sa
izborom glavnog elementa.

U prvom eliminacionom koraku pronalazimo, u prvoj koloni pocev od prve vrste
matrice Ap element koji je najveéi po modulu (4), te pripadnu vrstu (III) permu-
tujemo sa prvom, tj.

4 1 2| 5
Ap—A1=13 2 1| 2
2 4 6| 4
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Sada izracunavamo faktore mao; = 2, msy = 3 mnozimo prvu vrstu matrice Aq,
koja ostaje nepromenjena, sa m;; i oduzimamo od i—te vrste (i = 2,3). Tako
dobijamo
4 1 2 | 5
Ai— A= 0 5/4 —-1/2| -7/4
0 7/2 5 | 3/2

U drugom eliminacionom koraku nalazimo, u drugoj koloni pocev od druge vrste
matrice Ay, element koji je najveéi po modulu (7/2) te pripadnu vrstu (IIT)
permutujemo sa drugom.

4 1 2 | 5
A — Ay = 0 7/2 5 | 3/2
0 5/4 —-1/2| -7/4

Sada izra¢unavamo faktor mss = 5/14, mnozimo drugu vrstu matrice Ag, koja
ostaje nepromenjena, sa m3z i oduzimamo od treée vrste, te dobijamo

4 1 2 | 5
Ag — Agog = 0 7/2 5 | 3/2
0 0 -—-32/14| -32/14

Ovim je zavrSen postupak trougaone redukcije, pa na osnovu elemenata matrice
Asgo imamo

dx1+ x9+ 2x23= H,
gxg—l- 53 = g,
32 B2

147 T

Resavanjem poslednjeg sistema, polazeé¢i od poslednje jednacine ka prvoj, do-
bijamo z1 =1, zo = —1, z3 = 1.

4.1.3. Odrediti inverznu matricu X, regularne matrice

A=

N W
= = =
— W O

pomoc¢u Gaussovog algoritma.
Resenje. Neka je
11 T12 %13

X=|mo wm ma|=[x1 @2 x3].
r31 T32 T33
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Vektori 1, T2, x3 su, redom, prva, druga, tre¢a kolona matrice X. Definisimo
vektore e, es, es pomocu

T

er=[10 0], ee=[0 1 0]"

. es=[0 0 1]".

S obzirom na jednakost AX = [Aml Axo Amg] =1= [el es 63], prob-
lem odredivanja inverzne matrice X moze se svesti na reSavanje tri sistema linear-
nih jednacina

(1) Azx; = € (ZZ 1,2,3).
Za relavanje sistema (1) pogodno je koristiti Gaussov metod, s obzirom da se

matrica A pojavljuje kao matrica svih sistema, pa njenu trougaonu redukciju treba
izvr§iti samo jednom. Na nacin kao Sto je to objasnjeno u zadatku 4.1.1, dobijamo

316 31 6 31 6
A=12 1 3|—| 0 1/3 -1 |—| 0 1/3 -1
11 1 0 2/3 -1 0o 0 1

(simbol “—” oznacava transformaciju matrice sa leve strane simbola umatricu sa
. . N . . 2 1

desne strane simbola), pri ¢emu su izracunati faktori mo; ==, ms1 =—, msy = 2.
3 3

Sada, sve elementarne transformacije koje su potrebne za trougaonu redukciju

matrice A treba primeniti i na vektore e; (i = 1,2,3). Koriséenjem faktora maq,

ms1, ms2, dobijamo

1 1 1 0 0 0
ep=|0|—|-2/3|—|-2/3|, e2=|1]|+— 1|, e3s=10]1,
0 -1/3 1 0 -2 1

pa sistemi (1) postaju

3 1 6 11 1

0 1/3 —1 Tol | = —2/3 ,
| O 0 1] [231] L 1
3 1 61 [z12] [ O

0 1/3 -1 Too | = 1 ,
| O 0 1] [z32] | —2
3 1 6] [z13] [0

0 1/3 -1 o3| = | O ,
| O 0 1] [z33] | 1
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odakle jednostavno nalazimo x;; (4,5 = 1,2, 3), sukcesivno polaze¢i uvek od posled-
nje jednacine u sistemu. Tako je

—2 5 —3
X = 1 -3 3
1 -2 1
4.1.4. Data je matrica
1 4 1 3
0o -1 2 -1
A= 3 14 4 1

1 2 2 9

Nadéi faktorizaciju A = LR, gde je L donja trougaona, a R gornja trougaona
matrica sa jedini¢nom dijagonalom. Koris¢enjem ove faktorizacije resiti sis-
tem jednac¢ina Ax =b, gdejeb=1[9 0 22 14]T.

Resenje. Trougaone matrice L i R reda n, imaju oblike
L= [fij]an (fij:Ozai<j),
R = [rij]

Razlaganje matrice A = [aij]

(rij =0zai>j).

nxn

nxn U obliku A = LR, poznato kao LR faktorizacija
(dekompozicija), nije jedinstveno s obzirom na jednakost

(Ve#£0)  LR=(cL) (% R) .

Medutim, ako se dijagonalnim elementima matrice R (ili L) fiksiraju vrednosti od
kojih nijedna nije jednaka nuli, razlaganje je jedinstveno.

S obzirom da se zadatkom zahteva da je r;; = 1 (1 = 1,...,4), imamo (videti
[1, str. 207-208))
£11 = a11,
ry = aiq
£11 (i =2,3,4);
liy = ai
i—1
Li; = ag; Z CigThi
k=1

—1
1 \ .
rij =g (aij - ez‘lﬂ"kj) (i=2,3,4),

(G=i+1,...,4);
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pa je
1 0 1 4 1 3
=1y 5 o5 | R=| T
1 -2 -3 2 0 1

S obzirom da je A = LR, sistem Ax = b sada postaje LRx = b. Smenom
Rx =y, dobijamo

odakle je, sukcesivnim reSavanjem ovog sistema polazeéi od prve ka poslednjoj

jednacini, y = [9 0 -1 1]T. Sada reSavamo sistem

Rx =y,
polazeéi od poslednje ka prvoj jednaéini, pa je = [1 1 1 1]T.

Napomenimo da su faktorizacioni metodi narocito pogodni za reSavanje sis-
tema linearnih jednacina, kod kojih se matrica sistema ne menja, ve¢ samo vektor
slobodnih ¢lanova b. Ovakvi sistemi se ¢esto javljaju u tehnici.

4.1.5. Metodom kvadratnog korena resiti sistem jednacina

4.32x1 + 0.28x5 + 0.57x3 + 0.87x4 = 2.17,
0.2821 4 3.84x5 4+ 0.43x3 + 0.62x4 = 4.36,
0.57x1 + 0.43x5 + 3.42x3 4 0.52x4 = 4.32,
0.87x1 4+ 0.62x5 + 0.52x35 + 3.30x4 = 4.48.

Racunati na ¢etiri decimale.

Resenje. Matrica sistema

4.32 0.28 0.57 0.87
0.28 3.84 0.43 0.62
0.57 043 3.42 0.52
0.87 0.62 0.52 3.30

je normalna (simetri¢na i pozitivno definitna), pa mozemo da izvrsimo njenu fak-
torizaciju u obliku A = RTR, gde je R gornja trougaona matrica
R = [ri;]

Axd> TijZO za 1> j.
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Dakle, koristeci formule:

ar; .
11 = vaii, le = i (.7 = 27374)7

i—1

S o2
ii = 2 Tki

k=1

—1
1 \ .

rij = o (aij = ki 'Tkj> (J=3,4)
27 k=1

Tig =

(Z' = 2’37 4)’

odredujemo matricu R

2.0785 0.1347 0.2742 0.4186
0.0000 1.9550 0.2011 0.2883
0.0000 0.0000 1.8178 0.1910
0.0000 0.0000 0.0000 1.7335

Ako oznac¢imo vektor nepoznatih sa © = [x1 z2 x3 :1:4]T, a sa b vektor slobodnih
clanova, zadati sistem mozemo pretstaviti u obliku

Ax = b,
tj.
R'Rx=b
Resimo prvo sistem jednacina
Ry =b,
. - T ..
gde je y = [y1 y2 y3 y4] , ti.

2.17 = 2.0785y1,

4.36 = 0.1347y; + 1.9550y2,

4.12 = 0.2742y; + 0.2011ys + 1.8178ys,

4.48 = 0.4186y; -+ 0.2883yy + 0.1910y3 + 1.7335y4.

Tako dobijamo
y1 = 1.0440, yo = 2.1582, y3 = 1.8702, yq4 = 1.7673.

Dalje, resimo sistem jednacina
Rz =y,
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v 2.078521 + 0.1347x9 + 0.274225 + 0.418624 — 1.0440,
1.955025 + 0.201 123 + 0.288324 — 2.1582,

1.8178z3 + 0.191024 — 1.8702,

1.73352,4 — 1.7673.

Trazeno resenje je

z1 = 0.1197, 2o = 0.8588, x5 = 0.9217, x4 = 1.0195.

4.1.6. Za trodijagonalnu matricu

4 1 0 0 0
8 5 =2 0 0
A=10 -3 -1 5 0
0o 0 -9 13 —4
0 0 0 -2 -3

naé¢i LR faktorizaciju (sa jedinicnom dijagonalom u L), a zatim nadi resenje
sistema jednacina Ax = b, gdejeb=[1 0 1 0 1]T.

Resenje. Neka je data trodijagonalna matrica

b1 (&) 0 tee 0 0
a b2 c2 0 0
A= 0 as b3 0 0
0 0 O an  bn

Ako matrica A ispunjava uslov za dekompenzaciju (videti [1, str. 207] i pretposta-
vimo matrice L i R u obliku

1 0 0 0 0
az 1 0 0 0

L = 0 a3 1 0 0 ,
0 0 0 an 1
b m 0 0 0
0 B2 72 0 0
R—|0 0 ps 0 0

0 0 O 0 Bn
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tada je
B1 Y1 0 e 0 0
a1 a1 + B2 Y2 0 0
LR = 0 azfB2 a2 + B3 0 0
0 0 0 oanfn—1 nYn—1+ Bn

Iz uslova A = LR dobijamo sledeée formule za odredivanje elemenata oy, G, v;:

Bl = bl ’
a; .
Yi—1 = Ci—1, Q;= y Bi =bi —aivi—a (i=2,...,n).
Bi—1
Na osnovu predhodnog, za matricu A datu zadatkom, nalazimo
1 4 1
2 1 3 =2
L= -1 1 , R = -3 5
3 1 -2 —4
1 1 1

Sistem Ax = b sada postaje LRz = b. Smenom Rx = vy, dobijamo Ly = b,

odakle je y = [ 1 -2 -1 3 -2 ]T, a dalje iz R = Yy nalazimo

w=[-1/3 7/3 9/2 5/2 —2]'.

4.1.7. Dato je
-3 5 —-11 -—-13 9
2 -1 4 7 -2
A= 6 —6 12 24 | b= —6
3 1 =2 8 5

Primenom Gaussovog algoritma sa izborom glavnog elementa, odrediti per-
mutacionu matricu P i donju i gornju trougaonu matricu L i R u faktorizaciji
LR = PA. Nadi resenje sistema Ax = b koris¢enjem dobijene faktorizacije.

ReSenje. Pristupimo trougaonoj redukciji matrice A po Gaussovom algoritmu
sa izborom glavnog elementa.
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U prvom eliminacionom koraku pronalazimo, u prvoj koloni pocev od prve vrste
matrice,
-3 5 =11 -13
2 -1 4 7
A= 6 —6 12 24 |’
3 1 -2 8

element koji je najveéi po modulu (6), te odgovarajuéu vrstu (III) permutujemo
sa prvom, tj.

6 -6 12 24
2 —1 4 7
Amdi=1 5 o 5 13

3 1 =2 8
Iz razloga “pamcdéenja” permutacije koja se vrsi nad vrstama matrice sistema,
uvodimo indeksni niz glavnih elemenata, I = (p1, p2, p3), pri Cemu je pi broj
vrste iz koje se uzima glavni element u k—tom eliminacionom koraku.

Dakle, u nasem slucaju, p; = 3. Dalje, izratunavamo faktore mo; = 1/3,
ms31 = —1/2, ma1 = 1/2, koje upisujemo na mesto elemenata matrice A; koji se
anuliraju po Gaussovom algoritmu u prvom eliminacionom koraku, te dobijamo

6 -6 12 24
1/3 1 0 -1
= | Cra]
2> —5 -1
1/2 4 -8 —4

U drugom eliminacionom koraku pronalazimo u drugoj koloni pocev od druge vrste
matrice A1, element koji je najveéi po modulu (4), te pripadnu vrstu (IV) per-
mutujemo sa drugom, tj.

6 -6 12 24
1/2 4 -8 —4
1/3 1 0 -1

pa je po = 4. Sada izracunavamo faktore msy = 1/2, myo = 1/4, koje upisu-
jemo na mesto elemenata matrice As koji se anuliraju po Gaussovom algoritmu u
drugom eliminacionom koraku, te dobijamo

6 —6 12 24

4 -8 —4
C



76 NUMERICKI METODI U LINEARNOJ ALGEBRI

(Primetimo da uokvireni elementi matrice As ne podlezu transformaciji pri Gausso-
voj redukciji).

Na osnovu prethodno recenog, jasan je postupak i u treéem eliminacionom ko-

raku, tj.

6 6 12 2
1/2 4 -8 -4
Az As=|["173 | [1/4 s o
-2 12|

T 6 —6 12 24

1/2 4 8 —4

—Asz=111/3 | [1/4 ) ol

—1/2] |12 | |-1/2]

p3 = 4, ¢ime je zavrSen postupak trougaone redukcije matrice A po Gaussovom
algoritmu.

Na osnovu dobijenog indeksnog niza I = (3, 4, 4) mozemo konstruisati per-
mutacionu matricu P. Dakle,

P=P;- PP,
gde je P, matrica koja nastaje transformacijom jedini¢ne matrice, tako $to se

jedinica iz k—te vrste pomera duz vrste i dolazi u kolonu pj, a jedinica u pg-toj
vrsti se pomera duz vrste i dolazi u kolonu k. Na osnovu rec¢enog imamo

0010 1 00 0 1 00 0
0100 00 0 1 0100
=11 000l “27]0o0 10}l 2" loo0o0 1]
00 0 1 010 0 0010
pa je

0010

00 0 1

P=10 1 0 o0

1 00 0

Matrice L i R dobijamo na osnovu matrice koja je nastala kao krajnji produkt
trougaone redukcije (Asz). Matrica L ima za svoje elemente, elemente matrice
Ass ispod glavne dijagonale, na dijagonali su jedinice, a iznad glavne dijagonale su
nule. Matrica R se sastoji od elemenata matrice Ass iznad i na glavnoj dijagonali,
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a ispod glavne dijagonale su nule. Dakle,

1 0 0 0 6 —6 12 24
. 1/2 1 0 0 10 4 -8 —4
L= 1/3 1/4 1 0|’ k= 0 0 2 0|’
-1/2 1/2 -1/2 1 0 0 0 1
pri ¢emu je
LR=A",

gde se matrica A’ dobija iz matrice A konaénim brojem razmena vrsta, tj. A’ = PA.

Za reSavanje sistema Ax = b, posle uc¢injene faktorizacije treba, u skladu sa
indeksnim nizom I, permutovati koordinate vektora b, pri ¢emu dobijamo trans-
formisani vektor b’. S obzirom da je I = (3, 4, 4), imamo

9 —6 —6 —6
—2 =3 —2 =4 5 =4 5
b= i =2 by = 9 P2 by = 0 P by =b' = Ly
5 5 -2 9
Vektor b’ mozemo dobiti i na osnovu b’ = Pb. Sada sistem jednacina Az = b,

tj.
PAx =Pb, LRx=0b",

svodimo na sukcesivno reSavanje trougaonih sistema
/ .
Ly=5»b i Rr=y.

Iz Ly = b’, sukcesivnim resavanjem od prve ka poslednjoj jednacini, dobijamo
T . . g .
Y= [—6 8 —2 1] . Najzad, na osnovu Rx = Yy, sukcesivnim reSavanjem
.. o . .. T
od poslednje jednacine ka prvoj, dobijamo & = [—2 1 -1 1] .
Primetimo da za reSavanje sistema Ax = b ovakvom procedurom, nije potrebno
poznavati (izracunavati) matricu P ako znamo indeksni niz I. Pogotovu je korisée-
nje matrice P nepodesno sa stanovista primene ovakvog algoritma na racunskoj
masgini s obzirom na nepotrebno zauzee memorijskog prostora.

4.1.8. Primenom Gaussovog metoda eliminacije sa izborom glavnog ele-
menta naé¢i LR faktorizaciju matrice

1 2 3 5
2 6 12 16
3 10 27 40|’
4 12 16 80
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gde je L donja trougaona matrica, a R gornja trougaona matrica sa jedini-
cama na dijagonali. Zatim, koris¢enjem dobijene faktorizacije, resiti sistem
Ax =b,gdejeb=[-12 —36 2 —24]"

ReSenje. Primenom Gaussovog metoda sa izborom glavnog elementa na ma-
tricu A dobijamo redom

4 12 16 80

4 12 16 80 04_24

6 12 16

2
3 10 27 40| |[[3/4 1 15 —920
1 2 3 5

VAT 0 4 s
T4 12 16 80 4 12 16 80
411 15 —20 1 15 —20

— —
21 o 4 _o [0 ] 4 o

~15 14 —35

4 12 16 80
~20 15 —20
~ A [ - 14 -35
vz ] o] 2]y,

—_
\
W N
|
i
|
—_

[
\)
[
[=p}
o8]
e)

w

\

Ny
—
—
ot

[
~
[\)

—_
~
=~
|E| I
—_
—_
=
|
w
ot

S
|
[\
=~

Faktori eliminacije su

21—27 31—47 41—4a
mg2 =0, mag = —1,
m 2
43 = a
Faktorizacija je, dakle, data u obliku
1 0 0 O 4 12 16 80
’ It 3/4 1 0 0 0 1 15 -20
A=LER 1/4 -1 1 0 0 0 14 -35
1/2 0 2/7 1 0 0 0 -14

Dalje, vazi A’ = L'R' = L'IR' = L/DDflR/, gde je D = diag (4,1, 14, —14).
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Ako oznacimo L = L'D, R =D~ 'R’, gde je D! = diag (1/4,1,1/14, —1/14),
imamo da je

4 0 0 0 13 4 20
3 1 0 0 01 15 -20

=1y 1w o] VES]0 0 1 -5
2 0 4 -14 00 0 1

Dakle, A’ = LR =b', gde je b’ = [-24 2 —12 —36]". Najzad, imamo

Ax =b «— Az=b — Ly=0biRx=y,

t.
4 0 0 0] [w —24 —6
o 3 1 0 0| |w| | 2 | 20
Ly=b= 1 1 1 ol | —12| — 1]°
2 0 4 —14]| |y —36 2
13 4 20 1 —6 20
P 00115 =20 | |w2| _|20| _ __|-30
Y10 0 1 52| |as| | 1 1 6
00 0 1 4 2 2

4.2. Iterativni metodi u linearnoj algebri

4.2.1. Neka je
(1) z® =BV g (k=1,2,...)
iterativni proces za resavanje sistema linearnih jednacina
(2) x=Bx+ 3.
Ako je (¥ proizvoljan vektor, ||B|| < 1, dokazati da, za svako k € N, vazi

1B K K—1
(3) lz ) — || < lz ) — 2 =1
1B

Koris¢ena norma matrice je saglasna sa izabranom normom vektora.
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Resenje. Ako od (1) oduzmemo (2), dobijamo

™ _ g = B(x (k=1) _ x)

a dalje, ako oznacimo vektor greske u k—toj iteraciji sa € (k) — g (k) _ x, imamo
(4) e® = g1
Ako stavimo da je d ®) = e ) — g (5=1) t44a je
(5) e k=1 _ (k) _ 5(k)

Na osnovu (4) i (5), imamo

e (k) — B(e (k) _ 5(k)) ,

odakle je
e® =_g-B)'BsW,

s obzirom da postoji inverzna matrica matrice (I — B), sto sleduje iz uslova da je
|B| < 1.

Ako koristimo normu matrice saglasnu sa normom vektora, iz poslednje jed-
nakosti dobijamo

(6) le ™| <11 = B)~'B|| 16 ™).

Iz jednakosti

(=B =145+ 4 (1Bl <)
sleduje
(I-B) 'B=B+B*+..,
tj.
- B
(7) I(7=B) "' Bl <|Bl+ B>+ = 1!7||%|'

Kako je § (F) =g ) — g (k=) — (k) _ 5 (*=1) na osnovu (6) i (7) dobijamo
(k) _ 1Bl (k) _ . (k1)
lo® — o < L2 12 - o 40,

Sto je i trebalo dokazati.
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4.2.2. Metodom proste iteracije, ukoliko je metod konvergentan, naci
priblizno resenja sistema linearnih jednacina

I = 0.23}1 — 0303)2 +7,
To =04z +0.1529 +6.5.

Resenje. Dati sistem mozemo predstaviti u obliku

(1) T =Bx+3,

x1 0.2 —0.30 7
r |:x2:| ’ [0.4 0.15} P [6.5]
Jedan od najprostijih stacionarnih metoda za reSavanje sistema linearnih jedna-
¢ina (1) je metod proste iteracije

gde je

(2) z® =pz*-V 43

Akojex 0) proizvoljan vektor, dovoljan uslov za konvergenciju procesa (2) je da
bilo koja norma matrice B bude manja od jedinice (videti [1, str. 252]). S obzirom
da je || Blloo = 0.55 < 1, sleduje da je proces (2) konvergentan. (Napominjemo da
u slucaju || B|| > 1, na osnovu te ¢injenice, ne mozemo zakljucuti da proces (2) nije
konvergentan).

Da bismo primenili (2) predstavimo ga u skalarnom obliku, tj.

2 = 0228 _03 2V 47
3) (k=1,2,...).
2 =042 poa52Y 165

Tako smo napomenuli da je © (0) proizvoljan vektor, u primenama se ¢esto uzima
da je

)
(4) 2@ = =B=
Ty 6.5

Kao i kod svih iterativnih procesa, pored metoda i potrebnih startnih vrednosti,
neophodan je i kriterijum zavrSetka procesa. Najcesée se zadaje neko e, tako da je
||m(k) — (k=D || < e. Pri koriséenju racunara, esto se pored ovog uslova, unapred
fiksira i broj iteracija takav da, ukoliko nismo ucinili neku semanticku (logicku)
gresku, proces postigne ta¢nost € sa manjim brojem iteracija od fiksiranog. Ovaj
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dodatni uslov obezbeduje siguran zavrsetak programa i u slucajevima kada proces
ne konvergira iz nekog razloga.

Neka je, u nasem slucaju, € = 5 - 1073, Primenimo metod (3) sa startnim
vektorom (4). Tako dobijamo

k azgk) a:gk)

0 7. 6.5

1 6.450 10.275
2 5.208 10.621
3 4.855 10.176
4 4.918 9.968
5 4.993 9.962
6 5.010 9.992
7 5.005 10.003
8 5.000 10.002

pri cemu su svi rezultati zaokruzeni na tri decimale. S obzirom da je
||a3(8) _ a:(7)||oo =5.10"% =¢,

za priblizno reSenje zadatog sistema linearnih jednacina uzimamo

_|®1| ~ .. 8) _ | 5.000
“3_[ }_w _[10.002 '

Na osnovu nejednakosti (3) iz prethodnog zadatka, vazi ocena

[ Blloo

7 ~

™ — o =

Svakako, lako je ustanoviti u ovom jednostavnom primeru da je ta¢no reSenje
T T
x=[z1 x2] =[5 10] .

4.2.3. Utvrditi da li je sistem linearnih jednac¢ina @ = Bx + 3, gde je

5o 0.5 1 e
_{—1.25 —1.5}’ B_{o]’

moguce resiti metodom proste iteracije. Ako jeste, odrediti &,z z®)
uzimajuéi (©) = g.
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Resenje. Najpre utvrdimo da li je ovaj metod konvergentan. Norme matrice
B imaju vrednosti
| Bllooc = max{0.5+1,1.25 4+ 1.5} = 2.75,
|B]l1 = max{0.5+1.25,1+ 1.5} = 2.5,

|Bll2 = V0.52 + 12 4 1.252 4+ 1.52 = 2.25.
Ni jedna od ovih normi matrice B nije manja od jedinice, pa dakle nije ispunjen
dovoljan uslov za konvergenciju odgovarajuéeg metoda proste iteracije.

Da bismo proverili potrebne i dovoljne uslove nadimo spektralni radijus matrice
B. Karakteristicna jednac¢ina matrice B je

0.5—X 1 ) 9
=0, tj. AX*4+A+05=0.
—1.25 —1.5—-X
Koreni karakteristi¢ne jednacine su A1 2 = —0.5%0.5¢, spektralni radijus je o(B) =

v/0.52 4+ 0.52 = 0.7071 < 1. Dakle, metod proste iteracije, za sistem iz ovog za-
datka, konvergira. Za odredivanje m(l),a}(Q), (3 pri startnoj vrednosti 70 = B
koristimo iterativni proces

2 Y =paz® 18 (k=0,1,2,...).

Tako dobijamo

wm_| 3 @ _ |1 @) _| 25
m _[—2.5}’ m _[0}’ v _[—1.25}'

Radi ilustracije navodimo tabelu suksesivnih aproksimacija w(l), :I:(Q), . 7:I:(g):
20 2 ) 3 @ 2®)
2 3 1 2.5 2 1.75
0 —-2.5 0 —1.25 —1.25 —0.625
0 (M z® z® o xr*
2.25 1.875 2 2.0625 2
—1.25 —0.9375 —0.9375 —0.9940 -1

Uocavamo konvergenciju niza suksesivnih aproksimacija ka ta¢nom reSenju

=2 —1".
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4.2.4. Dokazati da se na reSavanje sistema linearnih jednacina

10331 +3JE2— T3 :12,
(1) — T +5£E2— r3 = 3,
1 +2332 +10333 :13,

moze primeniti Jacobiev iterativni metod, a zatim, primenom ovog metoda,
odrediti prvih pet iteracija.

Resenje. Dati sistem mozemo predstaviti u obliku

(2) Ax =0,
gde su
10 3 -1 T 12
A=1|-1 5 1|, x=|z|, b=]|3
1 2 10 T3 13

Sa datog sistema (2) predimo na oblik
(3) x=Bx+p,
na osnovu koga formiramo, jednostavno, metod proste iteracije
z® =z 3

Prelaz sa oblika (2) na oblik (3) nije jedinstven. Jedan nacin prelaza i formiranja
metoda proste iteracije, koji éemo sada izloziti, poznat je kao Jacobiev metod.

Neka je

—_

0 0
0 0
0

0

D = diag(A) =

o ot O
—

Na osnovu (2), imamo
Dx=—-(A-D)x+b,

tj.
(4) x=-D'(A-D)x+D'b,

§to podrazumeva regularnost matrice D.

Na osnovu (4) formiramo metod proste iteracije

(5) z® = _plUAa-D)z* V1 plp,
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koji je poznat kao Jacobiev metod.

Za ispitivanje konvergencije Jacobievog metoda (6), za resavanje sistema jedna-
¢ina (2), posluzimo se teoremom L. Collatza o dominantnosti glavne dijagonale
matrice A = [a;;] (videti [1, str. 266]). (Napomenimo da ova teorema daje do-
voljne uslove za konvergenciju, §to ¢e reéi, da ako ti uslovi nisu ispunjeni, pitanje
konvergencije ostaje otvoreno). Dakle, s obzirom da je

la11] = 10 > |aj2| + |a13]| =4,
lage| = 5> |ag1] + [a23| = 2,
lass| = 10 > |as1| + |as2| = 3,
i kako A ne sadrzi nula—submatricu tipa 1 x 2 ili 2 x 1, zaklju¢ujemo da su uslovi

teoreme ispunjeni, te iterativni proces (5), za resavanje sistema (2), konvergira.

Primetimo da sa sistema (1) mozemo preéi na sistem (4), odnosno (5), ali u
skalarnom obliku, na taj nacin $to i—tu jednacinu sistema (1) resimo po z; (i =
1,2,3). Tada nepoznatim na levoj strani pridruzimo indeks (k), a na desnoj strani
indeks (k — 1). Tako dobijamo

2P = 0328 10128 412
(6) 2 = 0228 40220 106 (k=1,2,...).
2 = —012FY — 0220 413

Startni vektor (¥ je proizvoljan. Polazeéi od x(0) = [1.2 0.6 1.3]T, na
osnovu (6), za k = 1,2,...,5, dobijamo
™ = [1.150000 1.100000 1.060000

)

z® 0.976000 1.042000 0.965000

[ ]
[ ]
x® = [0.983900 0.988200 0.994000 ]
[ ]
[ ]

)

)

@

2 )

1.002940 0.995580 1.003970

)

=4 4 4 4 A

1.001723 1.001382 1.000590

Primetimo da je ta¢no refenje sistema (1) datosax =[1 1 1] T

4.2.5. Gauss—Seidelovim metodom, ukoliko je on konvergentan, naci pri-

blizno resenje sistema linearnih jednacina iz zadatka 4.2.2

T = 02.1'1 —0.3 ) +7,
To =04z +0.1529 +6.5.
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Resenje. Gauss—Seidelov metod se dobija modifikacijom metoda proste itera-
cije. Kao sto smo videli kod metoda proste iteracije (zadatak 4.2.2), vrednost
i—te komponente x; vektora & u k—toj iteraciji izraCunava se na osnovu vrednosti
komponenata vektora @ iz k — 1 iteracije. Modifikacija, koja dovodi do Gauss—
Seidelovog metoda, se sastoji u tome $to pri izracunavanju i—te komponente vektora
x u k—toj iteraciji koristimo komponente vektora @, takode, u k—toj iteraciji koje su
veé izraCunate, a preostale komponente vektora © uzimamo iz k—1 (k=1,2,...)
iteracije, tj.

o) 2 =022 —03 2V 47,
28 =042 4015287 465,

zak=1,2,....

Gauss—Seidelov iterativni proces (2) se moze predstaviti i u matri¢noj formi. U
tom cilju, sistem (1) predstavimo u obliku

x=DBx+3,

e B i R

Neka je B = By + B, gde su

el ) w5

gde su

04 0 0 0.15
Tada (2) postaje
(3) e® =pa® B V13  (k=12...).

Pri proizvoljnom vektoru x (0), potrebni i dovoljni uslovi za konvergenciju pro-
cesa (3), tj. (2), su da svi koreni jednacine

0.2—-X -0.3
04X 0.15—X

P(X) = det [Ba — (I — B1)N] =

budu po modulu manji od jedinice (videti [1, str. 263-265]). S obzirom da polinom

P(A) =2 —0.23040.03=0

ima nule A1 o = %(0.23 + i3/0.067) za koje vazi |\ 2|> = 0.03 < 1, zakljuéujemo

da je proces (2) konvergentan.
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4 0) _ _ T
Polazeé¢i od @ =08 = [7 6.5]
zavrietka procesa ||z *) — 2z =1, < 5.1073, dobijamo sledece iteracije (rezul-
tati su zaokruzeni na tri decimale):

, koris¢enjem metoda (2) uz kriterijum

k a:gk) a:gk)
0 7 6.5
(4) 1 6.450 10.055
2 5.274 10.118
3 5.019 10.025
4 4.996 10.002
5 4.999 10.000

S obzirom da je ||Bl|cc = 0.55 < 1, vazi ocena (videti [1, str. 270])

(k) _ < _IB2]lx *) (k1)

S obzirom da su || Baflec = 0.5 i ||z —2 ™| =3-1073, na osnovu prethodne
nejednakosti, zakljucujemo da je

le® — x| <3-1073.
Inace, tacno resenje sistema (1) je ¢ = [5 1O]T.

Uporedivanjem rezultata (4) sa odgovarajuéim rezultatima iz zadatka 4.2.2,
lako uocavamo da, u ovom slucaju, Gauss—Seidelov metod brze konvergira nego
metod proste iteracije, §to je i najcesce slucaj. No mogudéi su i sluc¢ajevi gde metod
proste iteracije konvergira, a Gauss—Seidelov ne, i obrnuto. Naravno, mogudée su i
situacije gde oba metoda ne konvergiraju.

4.2.6. Dat je sistem linearnih jednacina

ox1 — o + x3 +3x4 = 2,

dx9 +2x3 — x4 = 0,

(1)

T —2%2 +3LE3+ Ty = 4,
rT — X2 +3$3 +4LE4:10.

Formirati Gauss—Seidelov metod (varijanta Nekrasova) i ispitati njegovu
konvergenciju.

Resenje. Sistem (1) mozemo napisati u matri¢noj formi

Ax =0b,
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gde su
5 —1 1 3 T 2
|0 5 2 -1 2 L
A= o 3 1| T=|L| b4
1 -1 3 4 T4 10
Ako stavimo
gde su
0 0 0 0 0 -1 1 3
0 0 0 0 . 0 0 2 -1
Cl = 1 -2 0 0 ’ D = dlag (A) ) CQ - 0 0 0 1 )
1 -1 3 0 0 0 0 0

moze se obrazovati Gauss—Seidelov metod (varijanta Nekrasova)
@2 z®=_ploia®_pleye® YD p (k=1,2...).
Primetimo da na osnovu (1) mozemo direktno formirati metod Nekrasova, tako

Sto i—tu jednacinu resimo po z; (i = 1,2,3,4) i tada formiramo iterativni proces
po ideji Gauss—Seidela (videti zadatak 4.2.5). Tako, ili na osnovu (2), dobijamo

xgk) _ éxgk—n _ %m:())k;—l) _ gxgk) n %7

) S2,m0 4y Lo,
(3) xgk) _ —%xgk) N ;xgk) _ %mgk—l) n %’

o= Ly L 3 +2

Pri proizvoljnom vektoru :IJ(O), iterativni proces (2), tj. (3), konvergira ako i
samo ako su svi koreni jednacine

5A -1 1 3
_ 10 BA 2 -1 |
(4) P(A\) =det [Co+ (D+Ch)A] = v —92)n 3\ 1 =0

A=A 33X 4

po modulu manji od jedinice (videti [1, str. 265]).
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Ovi, takozvani, spektralni uslovi za konvergenciju iterativnih procesa, i pored
toga $to imaju snagu potrebnih i dovoljnih uslova, nepodesni su za prakti¢nu pri-
menu s obzirom da dovode do problema resavanja algebarske jednacine

(5) P(\) =0.

Na osnovu (4) je o¢igledno da sa poveéanjem broja jednacina u sistemu koji resava-
mo, raste i stepen algebarske jednacine. S druge strane, prema Abelovom stavu, al-
gebarska jednacina (5) €iji je stepen n > 4 ne moze se, u opstem slucaju, resiti anal-
iticki (tj. pomoéu radikala). Dakle, kod veéih sistema bi trebalo resavati jednacinu
(5) numerickim metodama (priblizno), $to je problem za sebe, katkad kompliko-
vaniji od primarnog problema reSavanja sistema linearnih jednacina. Medutim,
resavanje jednacine (5) se moze izbeéi jednom transformacijom o kojoj ¢ée sada biti
redi.

Dakle, posmatrajmo algebarsku jednacinu
(6) PO =poX" +p1A" b pn =0

i ispitajmo da li su njeni koreni po modulu manji od jedinice, tj. da li se nalaze
unutar jedini¢nog kruga u A—kompleksnoj ravni.

Bilinearnom transformacijom

A+1
(7) A= z(A) = N1

unutrasnjost jedini¢nog kruga u A—kompleksnoj ravni se preslikava u poluravan
Re{z} < 1 u z—kompleksnoj ravni (slika 1).

Sl 1.

Ako iskoristimo transformaciju (7) za P(\) iz (6), dobijamo

P(iti) = (Z_ll)n {po(z+1)”+p1(z+1)”*1(z—1)_|_...+pn(z_1)n},
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tj. posle sredivanja,

z+1
z—1

(8) Q(z):(z—1)np< ) =aozn+a12”’1+-~-+an,
gde su
av = fu(po,...,pn)  (¥=0,1,2,...,n).
Dakle, ako je polinom P()) imao nule unutar jedini¢nog kruga u A—kompleksnoj
ravni, tada polinom Q(z) ima nule sa realnim delom manjim od nule, tj. polinom

Q(z) je Hurwitzov. (Napomenimo da Hurwitzovi polinomi imaju veliki znacaj u
tehnici.)

Ako je ag > 0, polinom (8) je Hurwitzov ako i samo ako su sve veli¢ine

a agz -+ a2pn—1
a1 a3 ay agz as ap as a9y —2
(9) at, a as |’ apg a2 a4, ---,
0 2 0 al as
O O an

nxn
pozitivne, pri ¢emu je a; =0 (j > n).
Vratimo se sada ispitivanju konvergencije procesa (2), tj. (3). Na osnovu (4) je

PO) = AP\,

gde je P () = 300 A3 =20 A +2, odakle zakljuéujemo da ée proces (3) konvergirati
ako su nule polinoma Pj () unutar jedini¢nog kruga.

Koriséenjem transformacije (7), imamo

1
Qz) = (2 - 1)3131<jJ_r 1) =agz® +a12” + agz + as,

gde su ag = 282, a1 = 914, ags = 926, az = 278.

Kako je ag = 282 > 0, na osnovu (9), zaklju¢ujemo da je polinom Q(z) Hur-
witzov jer su

a1 =914 >0, ajaz —asag =767968 >0, a3=278>0.

S obzirom da je polinom Q(z) Hurwitzov, tj. da su mu sve nule sa realnim delom
manjim od nule, to dalje znaéi da polinom Pj(\) ima nule sa modulom manjim od
jedinice. Dakle, proces (2), tj. (3), je konvergentan.

Literatura:

G.V. Milovanovi¢, R.Z. Pordevié¢: Matematika za studente tehnickih fakulteta,
I deo. Cuperak plavi, Nis, 1996.
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4.2.7. Dati sistem linearnih jednacina

1.3%1 — 0.2$2 + 0.1%3 = 1.0,
—0.1z1 + 0.9z = 0.3,
0.221 — 0.322 + 0.823 = —0.9,

transformisati na oblik pogodan za upotrebu metoda proste iteracije i Gauss—
Seidelovog metoda.

a) Pokazati da, u tom slucaju, oba metoda konvergiraju i na¢i "), 2(?),
®) pri izboru (© = 0.

b) Utvrditi, koliko je iteracija (teoretski) potrebno izrac¢unati pri korisce-
nju metoda proste iteracije da bi vazila ocena |l * — x )|, < 107* (z* je
tacno resenje zadatog sistema).

Resenje. Zadati sistem transformisimo na jedan od oblika koji je pogodan za
koriséenje metoda proste iteracije i Gauss—Seidelovog metoda:

1 =—0.3x1 +0.22x9 — 0.1z3 +1,
xr9 = 0.1z1 4+ 0.1x2 + 0.8,
x3 = —0.2x1 + 0.3x2 + 0.223 — 0.9.

a) Odredimo najpre || - |[oo normu matrice

~03 02 -0.1
B=| 01 01 00 |: | Blso = max{0.6,0.2,0.7} = 0.7.
~02 03 0.2

Kako je norma manja od jedinice to oba navedena metoda konvergiraju.

Pri izracunavanju aproksimacija metodom proste iteracije koristimo formule
2D = 032 4 0.200) — 012 11
2 = 012 4 012 +0.8 (k=0,1,...),
2D = 022 4 0.320) +0.22 — 0.9
a Gauss—Seidelovim iteracionim metodom, formule
2P = 032 0220 — 012 1

2D = 0.2 4 0320 4+ 0.225 — 0.9
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Rezultati dobijeni metodom proste iteracije prikazani su u prvoj, a Gauss-
Seidelovim metodom u drugoj tabeli.

! 20 22 20 "
0 1 0.95 1.015 1
0 0.8 0.98 0.993 1
0 —-0.9 —1.04 —1.004 -1
O e e 23 -
0 1 0.963 1.0046 1
0 0.9 0.9863 0.9991 1
0 —0.83 —0.962 —0.9937 —1

Primetimo da Gauss—Seidelove iteracije nesto brze konvergiraju ka ta¢nom re-
Senju u ovom slucaju.

b) Procenimo sada teoretski broj iteracija k potrebnih da bi bila ispunjena
nejednakost ||x* — :B(k)”oo < 10™%. Pri izboru ¥ = 0 vazi (videti [1, str. 253])

k
s _ oy o _lIBls%

U nasem slu¢aju je ||B|loc = 0.7, ||B|lcc = max{1,0.8,0.9} = 1, pa traZeni
zahtev postaje
0.7%

1-0.7

" — 2| < 1< 1074,

odakle sleduje 0.7% <0.3- 1074, tj.

—4+10g 0.3

~ 29.198.
log 0.7

Dakle, da bismo ostvarili zeljenu ta¢nost potrebno je (na osnovu dobijene ocene)
odrediti % metodom proste iteracije.

4.2.8. Pokazimo da sistem linearnih jednacina iz zadatka 4.2.3 nije mogu-
ée resiti Gauss—Seidelovim iterativnim metodom.

Resenje. Dati linearni sistem je oblika

x = Bx + 3,
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0.5 1 2
B = = .
{—1.25 —1.5} ’ & [0]
Na osnovu norme iterativne matrice, u zadatku 4.2.3, dobijeni su potrebni uslovi
za konvergenciju metoda proste iteracije i oni nisu ispunjeni jer su sve norme

(- llts 1= N2, II - lloo) matrice B veée od jedinice. Ipak, dati sistem jednacina
moguce je resiti metodom proste iteracije jer je o(B) = 0.7071 < 1.

gde su

Medutim, Gauss—Seidelov metod nije konvergentan jer je jedan od korena jed-
nacine
0.5—A 1

PQA) =
~1.25) ~1.5- A

‘ =22 12250 —0.75 =0

po modulu veéi od jedinice (A1 22 0.29473, Ao = —2.54473).

4.2.9. Pokazati da se sistem linearnih jednacina oblika @ = Bx + 3, gde

su
3 -3 1
32[1 0.1}’ ﬂ:[2}’

moze resiti Gauss—Seidelovim, a ne moze resiti metodom proste iteracije.

Resenje. Norme ||-||1, || |l2, || |lco matrice B su vece od jedinice pa dovoljni
uslovi na osnovu ovih normi nisu ispunjeni.

Sopstvene vrednosti matrice B dobijamo resavanjem karakteristi¢ne jednacine

3—A -3
1 0.1—-2AX

=22 _-31)1+33=0.

Imamo Ay 2 = 1.55 £ 0.9474¢, a spektralni radijus ¢ = |A1]| = |A2| = 1.816 > 1.
Dakle, metod proste iteracije za dati sistem jednacina divergira.

U slucaju Gauss-Seidelovog metoda reSavamo jednacinu

3—-AX -3

=22 -0.1)2+03=0,
A 01-2)

za koju dobijamo A1 = 0.05 £ 0.5454¢. Dakle, [A\1| = [X2| = 0.5477 < 1, tj.
Gauss-Seidelov metod za dati sistem jednacina je konvergentan.

4.2.10. Pokazati da se sistem linearnih jednacina

Ax = b,
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gde su
10 1 0
A=|1 4 -1 |, b=[11 6 117,
1 2 -8

moze resiti i Jacobievom i Gauss—Seidelovom (varijanta Nekrasova) itera-
tivnim metodom. Odrediti aproksimacije =¥, (®), £ obema metodama
pri izboru (® = 0.

ReSenje. Matrica A je strogo dijagonalno dominantna pa je ispunjen uslov za
konvergenciju oba metoda (videti [1, str. 266]).

Iterativne formule za Jacobiev metod su

k+1 1 k
xg ) = 10 (11 - xg ))
1 —
xgkﬂ) = (6 xgk) + x:())k)) (k=0,1,...),

00| = >

xék+1) = — (11 — xgk) — 2x§k))

dok su u slu¢aju Gauss-Seidelovog metoda,

E+1 1 k
xg ) = 10 (11 — xé ))
1
a:gH_I) 1 (6 — :L’gk—’_l) + xék)) (k=0,1,...).
xék+1) _ _%(11 _ xgk+1) _ 2xgk+1))

Iteracije dobijene Jacobievim i Gauss-Seidelovim metodom prikazane su u prvoj

i drugoj tabeli, respektivno.

20 21 (2 3 o x*
0 1.1 0.95 1.012 1
0 1.5 0.881 1.046 1
0 —1.375 —0.863 —1.036 -1

(0 M 2 z®) x*
0 1.1 0.9775 0.9977 1
0 1.225 1.02281 1.00129 1
0 —0.93125 —0.99711 —0.99996 -1
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Primetimo da Gauss-Seidelove iteracije (varijanta Nekrasova), u ovom slu¢aju,
brze konvergiraju ka tacnom resenju &*, nego one generisane pomoc¢u Jacobievog
metoda.

4.2.11. Dat je sistem linearnih jednacina Ax = b, gde su

4 5 1
SR B
Pokazati da se ovaj sistem moze resavati Gauss—Seidelovim metodom (vari-
janta Nekrasova), iako matrica A nije strogo dijagonalno dominantna.

ReSenje. Matrica A nije strogo dijagonalno dominantna. No pokazimo da
je ispunjen potreban i dovoljan uslov za konvergenciju Gauss—Seidelovog metoda
(varijanta Nekrasova). Da bismo ispitali spektralne uslove (videti [1, str. 265])
resimo jednacinu
4N 5
5X 10X

Dobijamo sopstvene vrednosti Ay = 0, Az = 0.625. Dakle |\ 2| < 1 pa Gauss—
Seidelov metod (varijanta Nekrasova) za dati sistem jednacina konvergira.

Konvergenciju ovog metoda mozemo konstatovati i na osnovu toga $to je ma-
trica A simetri¢na, tj. A| = A i pozitivno definitna (videti [1, str. 266]), tj.

ail ai2
a1 a22

a1 =4 >0, =15>0.

4.2.12. Resiti sistem linearnih jednacina oblika Ax = b, gde su

4 -1 0 2
-1 10 2 -1 B -
A=1"g 5 7 | b=l —1w0 4 7,

2 -1 -1 5
metodom suksesivne gornje relaksacije za w = 0.4h, h =1,2,3,4.

Resenje. Matrica A za dati sistem linearnih jednacina je simetri¢na (A = AT)
i pozitivno definitna jer su sve determinante

ail a2 a3
=39, |ao1 agy as3| =257, det(A) =990

azi1 a32 a33

ailr  ai2

a1l = 4,
as1 a2

pozitivne. Na osnovu teoreme 3.5.2 (videti [1, str. 273-274]) metod suksesivne
gornje relaksacije za ovaj sistem linearnih jednacina ¢e konvergirati za w € (0, 2),
dakle, i za vrednosti w date u zadatku.
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Tterativni proces suksesivne gornje relaksacije, za dati sistem linearnih jednagci-
na, ima vektorski oblik (videti [1, str. 272])

Dm(k) = Dm(k_l) +w |:b — Clm(k) - (D + CQ)m(k_l):| (k = 15 25 s )a

gde je w relaksacioni mnozilac, dok je njegov skalarni oblik:

~(k k k—1
anxg ) = — Zaij:]:§ ) _ Zaijx§ ) + b;,
7<i >t

xgk) = :ngk_l) + w(i’gk) - xgk_l)),

gdesui=1,2,3,4 1 k=1,2,....

Odgovarajuéi kod na FORTRAN jeziku za generisanje prvih deset iteracija (u
aritmetici sa obi¢nom preciznoséu), startujuéi sa nula vektorom, ima slede¢i oblik:

dimension a(4,4),b(4),x(4)
open(unit=2, name=’podaci’,status=’unknown’,
* access=’sequential’,form=’formatted’)
read(2,*) n
do 5 i=1,n
do 5 j=1,n
5 read(2,*) a(i,j)
read(2,*) (b(i),i=1,n)
write(1,35)
do 50 korak=1,4
omega=0.4x*korak
write(1,40) omega
do 10 i=1,n
10 x(1)=0
do 50 iter=1,10
do 25 i=1,n
s=b(i)
do 20 j=1,n
if(i.ne.j) then
s=s-a(i,j)*x(j)
end if
20 continue
x(1)=x(i)+omega*(s/a(i,i)-x(i))
25 continue
50 write(1,30) iter,(x(i),i=1,n)
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30 format(10x,i4,1x,5f12.6)
35 format(2x,’omega’,bx,’iter’,6x,’x1(k)’,7x,’x2(k)’,
* 7x,°x3(k)’,7x,’x4(k) )
40 format(f6.1)
stop
end

Za date vrednosti relaksacionog parametra w dobijeni su sledeéi rezultati:

omega iter x1 (k) x2 (k) x3 (k) x4 (k)

0.4
1 0.700000 -0.372000 0.271086 0.439927
2 0.994815 -0.587497 0.483504 0.656466
3 1.106846 -0.720646 0.638546 0.770216
4 1.138000 -0.807143 0.747956 0.835315
5 1.135022 -0.865309 0.823970 0.876278
6 1.119227 -0.905283 0.876487 0.904387
7 1.100131 -0.933108 0.912784 0.924985
8 1.081770 -0.952617 0.937969 0.940736
9 1.065653 -0.966352 0.955549 0.953073
10 1.052142 -0.976047 0.967910 0.962850

0.8
1 1.400000 -0.688000 0.614400 0.660224
2 1.278310 -0.880821 0.856808 0.839143
3 1.143841 -0.954615 0.942604 0.919878
4 1.069894 -0.982558 0.975377 0.960461
5 1.033283 -0.993072 0.988973 0.980786
6 1.015728 -0.997129 0.994942 0.990774
7 1.007410 -0.998762 0.997651 0.995606
8 1.003487 -0.999449 0.998902 0.997918
9 1.001641 -0.999749 0.999485 0.999016
10 1.000772 -0.999884 0.999758 0.999536

1.2
1 2.100000 -0.948000 1.010743 0.687058
2 0.983365 -1.052527 0.962214 1.048898
3 0.958230 -0.979570 1.008935 1.017318
4 1.004092 -1.003661 1.002437 0.994278
5 1.001516 -1.000357 0.998654 1.000008
6 0.999585 -0.999654 1.0001562 1.000317
7 0.999996 -1.000068 1.000047 0.999933
8 1.000021 -1.000003 0.999980 0.999998
9 0.999996 -0.999995 1.000002 1.000004
10 1.000000 -1.000001 1.000001 0.999999
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1.6
1 2.800000 -1.152000 1.440914 0.540453
2 0.226838 -1.247126 0.743384 1.609355
3 0.877563 -0.691700 1.152314 0.860143
4 1.308668 -1.206710 0.971141 0.810985
5 0.883328 -0.915649 0.935552 1.194448
6 0.948185 -1.007166 1.086390 0.941844
7 1.074747 -1.020691 0.944332 0.962620
8 0.976779 -0.979468 1.015471 1.048810
9 0.983097 -1.012165 1.007435 0.980018
10 1.021261 -0.994876 0.988629 0.996383

Tacno reSenje datog sistema jednacina je vektor

1 -1 1 1]

Na osnovu dobijenih iteracija, moze se videti da je, u ovom primeru, najbrza
konvergencija metod suksesivne gornje relaksacije kada je parametar w = 1.2.

4.2.13. Dat je iterativni proces
(1) Xn+1 = X, (21 — AX,) (n=0,1,...)

za nalazenje inverzne matrice A~ matrice A, gde je X, proizvoljna matrica.
1° Dokazati da je proces (1) analogan Newtonovom metodu za izracu-
navanje reciprocne vrednosti datog broja.
2° Ako se uvede C,, = I — AX,,, dokazati da je C,, = C’On.
3° Dokazati da je potreban i dovoljan uslov za konvergenciju iterativnog
procesa (1) da sopstvene vrednosti matrice C leze u jediniénom krugu.

1
Resenje. 1° Posmatrajmo funkciju z — f(x) = — —a. Primenom Newtonovog

metoda na odredivanje nule funkcije f, dobijamo

1
_ f(zn) _ E —
In+1 = Tn f/(xn) = Tn _L ,
3

tj.
Tnt1 = 2n(2 — azxn),

Sto je analogon formuli (1).
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2° Na osnovu (1) imamo
Xp = Xpn_1 (2] — AXp_1)
(2) =Xn1(I+ I - AXp-1))
=X 1(I+Cph_1).
Kako je
Cp=I-AXn=1—-AXp_1(I+Cn_1),
tj.
Co=I—(I—=Cpn1)(I+Cn1)=Crn_y,
imamo redom

(3) Cn=Cay = 07%2—2 = 07%3—3 == Con ;

¢ime je dokaz zavrSen.

3° Na osnovu (2) i (3) vaze jednakosti

Xn+1 = Xn (I + Cn)
=Xn1(I+Cho1)(I+Ch)

= Xo(I+Co) (I +C1)(I+C2)--- (I + Cn)

= Xo(I+Co)(IT+C3)(T+CZ) - (1+¢2),

t.

(4) Xnt1 =Xo(I+Co+C§+C§’+...+C§"“71).
Iterativni proces (1), tj. (4), je ekvikonvergentan sa matri¢nim redom

(5) I+Co+C+C+- .

Kako red (5) konvergira ka (I —Cg)fl ako i samo ako su sve sopstvene vrednosti
matrice Cy manje po modulu od jedan (videti [1, str. 222-226]), tj.

(6) M <1 ((=12...,m),
gde je m red matrice Cp, na osnovu (4) imamo

lim X,i1=Xo(I —Co) ' = Xo(AX0) ' = XX, A=At

n—-+o0o
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Dakle, zaklju¢ujemo da je uslov (6) potreban i dovoljan za konvergenciju itera-
tivnog procesa (1).

4.2.14. Koristeéi iterativni proces (1) iz zadatka 4.2.13, nadi inverznu
matricu A~ matrice

A=

=N W
o=
=W D

Za Xy uzeti
—-1.2 29 —-1.8
Xy = 07 —1.4 1.9
06 -—1.2 0.6

Resenje. Pomenuti iterativni proces glasi
(1) Xn+1 = Xn(2] — AXy) (n=0,1,...).
S obzirom da je

0.3 —0.1 —0.1
Co=I-AXy=|-01 02 -01],
—0.1 -03 0.3

na osnovu rezultata iz zadatka 4.2.13, mogli bismo sada ispitati konvergenciju
procesa (1) nalazenjem sopstvenih vrednosti matrice Cp. Medutim, s obzirom da
je, na primer ||Cplj1 = 0.6 < 1, Sto je dovoljan uslov za konvergenciju matri¢nog
reda (5) iz zadatka 4.2.13 ka (I — Cp) ™! (videti [1, str. 222-226]), zakljucujemo da
proces (1) konvergira za ovako izabrano Xj.

Dakle, primenimo proces (1) sa datom matricom Xg. Za kriterijum zavrsetka
iterativnog procesa (1) mozemo uzeti, na primer, ||[I—AXy|| < €, gde je € zahtevana
tacnost. Dobijamo

[—1.6700  4.1400 —2.5100]] [—1.9440  4.8560 —2.9184]
X1 =] 08600 —2.3200 25400 |, Xo=| 0.9712 —2.8784  2.9200 | ,
| 0.8400 —1.6800  0.8400 | | 09744 —1.9488  0.9744 |
[—1.9984  4.9960 —2.9977] [—2.0000  5.0000 —3.0000]
Xs3=| 09989 —29962 29976 |, X4=| 1.0000 —3.0000  3.0000 | .
0.9993 —1.9987  0.9993 | | 1.0000 —2.0000  1.0000 |

S obzirom da je ||[I — AXy4]|| = 0, zaklju¢ujemo da je A7 =Xy,



V GLAVA
Nelinearne jednacine i sistemi

5.1. Nelinearne jednacine

5.1.1. Metodom proste iteracije odrediti realan koren jednacine

(1) 2} —r—-1=0.

Resenje. Datu jednacinu mozemo napisati u obliku > =z+ 1, pa skicirajuéi
grafike elementarnih funkcija x — 23 iz +— z+ 1 uotavamo da postoji samo jedan
realan koren date jednacine i to na segmentu [0, 2].

Da bismo resili jednacinu (1) metodom proste iteracije, treba je prethodno svesti
na oblik

(2) x=®(x).

Pod pretpostavkom da neprekidna funkcija ® zadovoljava uslove:

1° ®:10,2] — [0,2],

2° ® ima izvod u svakoj tacki = € [0,2], takav da je |®'(z)] < g < 1, tada
jednacina (2), tj. jednac¢ina (1), ima jedinstveno resenje a € [0,2] i ono se moze
odrediti iterativnim procesom

Tpt1=P(zg)  (k=0,1,...),

sa proizvoljnim zq € [0, 2] (videti [1, str. 181]).
Neki od oblika (2) za jednac¢inu (1) su

r=0(z)=a>—1, x:@g(m):%—l—%, r=>®3(z)=Vr+1.

Neposrednim proveravanjem zaklju¢ujemo da od navedenih funkcija samo ®3
zadovoljava uslove 1° i 2°, pri éemu je

|Dh ()| = < % (@ € [0,2)).

1
33/ (z+1)2
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Dakle, koren jednacine (1) moze se odrediti iterativnim procesom

(3) Tpr1 = vV +1 (k=0,1,...).

Polazeéi od xg = 2, na osnovu (3), dobijamo niz dat u tabeli, odakle zaklju¢ujemo
da je a = 1.32472.

Tg

2.

1.44225
1.34668
1.32888
1.32551
1.32487
1.32475
1.32472
1.32472

0 O Ok W~ O

5.1.2. Funkcija x — g(z) = 23/(0.05— e~ /(1+x)) ima lokalni minimum
ux =a=2.5. Odrediti a na pet decimala.

Resenje. S obzirom da je
J(z) = 0.1522(1 + z)% — 22e~%(2? 4 5z + 3)
0.05 (1 + 2) — e—7]? ’

iz uslova g¢’(x) = 0 (a # 0) dobijamo

x> +5xr+3
0.15(1+ )2 "

Ako za reSavanje poslednje jednacine koristimo metod proste iteracije

x = log

o :1:% + bz + 3
$0.15 (1 + zp)2

startujuéi sa xg = 2.5, dobijamo niz dat u sledecoj tabeli:

Ty =1 (k=0,1,...),

93
2.5
2.471208
2.474441
2.474076
2.474117
2.474113

TU i W N~ O
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U ovom slucaju, pre pocetka iterativnog procesa nismo ispitali uslove za njegovu
konvergenciju, no na osnovu generisanog niza, konvergencija je evidentna.

S obzirom da je
lws — a4l =4-107% <1077

to je, dakle, a = 2.47411.

5.1.3. Za funkciju f(z) = e* —az (log x — 1) postoji jedna vrednost a = A
takva da je za neko z, f'(z) = f”(z) = 0. Odrediti A sa ta¢noséu 1073.

Resenje. S obzirom da je f'(z) = e* —alogz, f’(z) = e* — a/x, iz uslova
f'(z) = f”"(z) dobijamo jednac¢inu F(z) = 0, gde je F(x) = zlogz — 1.

Jednacinu F'(z) = 0 mozemo napisati u obliku log x = 1/x, pa skicirajuéi grafike
elementarnih funkcija « — logz i« — 1/x, uotavamo da postoji samo jedan realan
koren jednacine F'(z) = 0. S obzirom da je F(1) < 0, F(2) > 0, zaklju¢ujemo da
se koren jednacine nalazi na segmentu [1,2].

Sada na resavanje jednacine F'(z) = 0 primenimo Newtonov iterativni proces

F(xy)

$k+1:xk—F,(xk) (k=0,1,...),
tj.
zplogxy — 1 zp + 1
( ) Tk4+1 Tk IOg T ¥1 lOg T 1 ( s Ly )
Iz uslova f”(x) = 0 sleduje

(2) ay = ze’* (k=0,1,...).
Koriséenjem formula (1) i (2), uzimajuéi na primer xg = 2, dobijamo sledeée
rezultate:

k Tk af

0 2. 14.7781

1 1.77185 10.4215

2 1.76324 10.2819

3 1.76322 10.2817

Kako je lag — as| =2-107% < 1073, uzimamo da je A = a3 = 10.2817.

5.1.4. Rezervoar za naftu ima oblik lezec¢eg cilindra sa poluprec¢nikom
1m. Odrediti visinu, sa taénoséu od 1073 m, do koje treba sipati naftu da
bi se rezervoar napunio do ¢etvrtine svoje ukupne zapremine.



104 NELINEARNE JEDNACINE I SISTEMI

ResSenje. Ako je duzina rezervoara {, zavisnost zapremine nafte od ugla « je
data formulom (videti sliku 1 na kojoj je prikazan poprecni presek rezervoara)

1
vV =r% §(a —sin )
kojoj odgovara visina nafte

(1) h:r(l—cos%).

SL 1.
Ukupna zapremina rezervoara je Vi = 7r2l. Iz uslova V = Vi /4 sleduje
(2) a—sina—g:().

Dakle, ako resimo transcendentnu jednacino (2), na osnovu (1), mozemo odred-
iti visinu h. Primenimo Newtonov iterativni metod za reSavanje jednacine (2),

ap —sinay — /2

(3) A1 = O — (kZOala)

1 — cos oy

Iz geometrije problema zaklju¢ujemo da se resenje jednacine (2) nalazi u inter-
valu (0, 7), te za startnu vrednost procesa (3) uzimamo ag = 3. Na osnovu (3) i
(1), dobijamo sledeée rezultate:

k A hk

0 3.

1 2.352719 0.615712
2 2.310269 0.596204
3 2.309881 0.596027

S obzirom da je |hs — ho| < 102 m, mozemo priblizno uzeti da je h = 59.6 cm.
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5.1.5. Primenom Newtonovog metoda odrediti kvadratni koren iz pozi-
tivnog broja a. Numericki ilustrovati slucaj a = 3.

ResSenje. Primenom Newtonovog metoda na reSavanje jednacine
fl@y=2*—-a=0 (x> 0),

dobijamo iterativnu formulu za odredivanje kvadratnog korena iz pozitivnog broja a

2
zi—a a
) —o0. a k=0,1,...).
(1) Tpy1 = Tf T O5<xk—|—xk> ( 0,1,...)

Sli¢no, ako Newtonov metod primenimo na reSavanje jednacine

1
@) =—5—a=0 (z>0),
dobijamo iterativnu formulu
1
5 = a
(2) Thp1 =15 — o =051, (3 - axk) (k=0,1,...)
3
Ly

Niz koji se generiSe na osnovu iterativnog procesa (2) konvergira ka a2,

~1/2 tada se moze lako izracuna-

Kada se na ovaj nacin izracuna vrednost za a
ti vrednost bilo kog negativnog stepena ili polustepena broja a koristeéi samo
operacije mnozenja. Ako se rezultat iterativnog procesa (2) pomnozi sa a, dobija
se kvadratni koren iz broja a. Na taj na¢in moze se izrac¢unati i kvadratni koren
broja a bez upotrebe operacije deljenja. Isto tako, odgovarajué¢im mnozenjem sa
a ili pribliZznom vrednos$éu a1/2, mogu se dobiti vrednosti pozitivnih stepena ili

polustepena broja a.

Iterativni proces (2) moze ponekad imati veliku prednost nad procesom (1) kao
metod za nalazenje kvadratnog korena, s obzirom da ne zahteva operacije deljenja.

Izracunajmo sada pribliznu vrednost v/3, koriséenjem iterativnih formula (1) 1
(2), sa tacnoséu e = 1075,

Na osnovu (1), startujuéi sa zp = 3, dobijamo niz dat u prilozenoj sledeéoj
tabeli. Dakle, v/3 2 1.7320508.

Sli¢no, startujudi sa g = 0.1, na osnovu formule (2), dobijamo niz prikazan u
istoj tabeli. Saglasno prethodnom, imamo v/3 2 3 - g = 1.7320509.
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formula (1) (2)
k Tl Tk
0 3. 0.1
1 2.0000000 0.1485000
2 1.7500000 0.2178379
3 1.7321429 0.3112511
4 1.7320508 0.4216469
5 1.7320508 0.5200259
6 0.5690953
7 0.5771741
8 0.5773502
9 0.5773503

5.1.6. Metodom polovljenja intervala naéi koren jednacine

sa taénoséu € = 5 - 1072,

Resenje. Metod polovljenja intervala, za reSavanje jednacine f(z) = 0 koja
na segmentu [a, 3] ima izolovan prost koren & = a, sastoji se u konstrukciji niza
intervala {(zy, yr)}ken takvog da je

1
yk+1—xk+1=§(yk—f€k) (k=1,2,...)

lim xp= lim yr=a.
k—-00 k—-00

Proces konstrukcije intervala se prekida, na primer, kada duzina intervala po-
stane manja od unapred zadatog malog pozitivnog broja €.

Metod polovljenja intervala se algoritamski moze iskazati kroz sledeca cetiri
koraka:

1° k:=0, T =, y1 =B
1

27 ki=k4l, 2= (@t k)

3° Ako je

f(ze) flzg) <O uzeti @pyq =g, Ypy1 = 2k,
>0 Thi1 = 2k Yk+1 = Yk
=0 Kraj izracunavanja a := zp ;
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4° Ako je
[Yk+1 — Tht1] > € preéi na 2°,

1
<e  Zp1i= g (Tht1 + Yrt1)

Kraj izracunavanja a := zpy1 .

Primetimo da za gresku u aproksimaciji zj41 vaZi ocena

1
lzh41 —al < S (B - a).

Primenimo sada ovaj algoritam za resavanje jednacine f(x) = e~ * —x = 0 koja
ima jedan realan koren na segmentu [0.3,0.7] (f(0.3) > 0, f(0.7) < 0).

Na osnovu algoritma imamo:
1° k=0, 21 =03, y =0.7;
2° k=1, 2= %(o.3+0.7) —0.5;
3° Kako je
f(z1) f(x1) >0 uzimamo x2 =21 =0.5, yo =y =0.7;
4° S obzirom da je

ly2 — 2] = 0.2 > ¢ prelazimo na 2°;

2° k=2, 20=-(05+0.7)=06;

N =

3° Kako je

f(z2) f(z2) <0 uzimamo xz3 =2 =0.5, y3 =22 =0.6;
4° S obzirom da je

lys —x3| = 0.1 > ¢ prelazimo na 2°;

1

2° k=3, z=5(05+06)=0.55;
3° Kako je

f(2z3) f(x3) >0 wzimamo x4 =23 =0.55, y4 =y3 =0.6;
4° Kako je

|ys — z4] = 0.05 = ¢ prelazimo na 2°;

2° k=4, 2z24= %(0.55 +0.6) =0.575;

3° S obzirom da je
f(z4) f(z4) <0 uzimamo x5 = x4 =0.55, ys = z4 = 0.575;
4° Kako je
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1
lys — x5] = 0.025 < € izracunavamo zs = 5(0.55 + 0.575) = 0.5625

Kraj izracunavanja a = 0.5625.

5.1.7. Resiti jednacinu f(x) = 22 — e® + 2 = 0, sa taénoséu ¢ = 1074,
koriS¢enjem metoda secice, a zatim koris¢éenjem metoda regula falsi.

Resenje. Metod secice, za resavanje jednacine f(z) = 0 koja na segmentu
[cr, B] ima izolovan prost koren x = a, je dat formulom

T — Tk—1

(1) Tyl = Tp — flzp)  (k=1,2,...).
* fzk) = f(@r—-1)

Za startovanje ovog iterativnog procesa potrebne su dve pocetne vrednosti xg i x1.

Geometrijski posmatrano, iteracija x4 kod metoda secice je, u stvari, presek
prave (secice) koja prolazi kroz tacke My, (zg, f(xk)) i Mg_1(zp_1, f(zr_1)), sa
x—osom, odakle i proizilazi naziv metoda.

Metod koji je veoma blizak metodu secice je metod regula falsi i on se moze
iskazati slede¢om formulom

. | S TS =1,2,...
(2) Tp41 = Tk f(xk)—f(xi)f( o (k=12,...),

gde je i = max{k—1,k—2,...,0} pod uslovom f(zy) f(z;) < 0. Startne vrednosti
xo 1 ¢1 treba uzeti sa razli¢itih strana korena jednacine.

Jasno je da, geometrijski posmatrano, iteracija xp4; po metodu regula falsi
predstavlja presek prave koja prolazi kroz tacke My (zy, f(xg)) i M;(x;, f(x;)), sa
T—osom.

Ako je € zadata tac¢nost, metod regula falsi algoritamski mozemo iskazati kroz
sledeca cetiri koraka:

(o]
1° z1=a, z:=a, y:=0;

2° 22=y—f(y;xf(y);

y) — f(x)
3° Ako je
fx) f(z2) <0 wuzeti y:=z9,
>0 T = z2,
=0 Kraj izracunavanja a := 29 ;
4° Ako je

|29 — 21| > & wuzeti 21 := 2y i predi na 2°,

<e Kraj izracunavanja a := 29 .
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Sto se tice konvergencije jednog i drugog metoda mozemo reéi sledeée. Metod
secice, ukoliko su xg i 1 uzeti iz dovoljno bliske okoline tacke z = a, brze konver-
gira ka reSenju od metoda regula falsi. No brzina konvergencije je lokalno svojstvo
metoda. Sto se tice globalnih svojstava, metod regula falsi konvergira za svako xg
i x1 sa segmenta [o, 8] (f(zo) f(z1) < 0) Sto nije uvek slucaj sa metodom secice.

Resimo sada jednacinu f(z) = 22 —e® +2 =0, sa tatnoséu ¢ = 104, koja ima

prost koren na segmentu [1,2] (f(1) > 0, f(2) < 0).
Startujudi sa xg = 11 z1 = 2, metodom secice i metodom regula falsi dobijamo
nizove iteracija koji su dati u drugoj i tre¢oj koloni prilozene tabele.

metod secice regula falsi

k Tk Tk

0 1. 1.

1 2. 2.

2 1.16861 1.16861
3 1.24873 1.24873
4 1.32745 1.28644
5 1.31867 1.30400
6 1.31907 1.31213
7 1.31907 1.31588
8 1.31760
9 1.31840
10 1.31876
11 1.31893
12 1.31901

Vidimo da se metodom secice dobija a = 1.31907. Metod regula falsi (2) kon-
vergira sporije. Kako je |z12 — z11| =8 - 107° < & mozemo uzeti a = 1.31901.

5.1.8. Odrediti red konvergencije r i asimptotsku konstantu greske C,.
Newtonovog metoda, za resavanje nelinearnih jednacina oblika f(x) = 0,
koje na segmentu [a, 8] imaju izolovan jedinstven prost koren x = a, za
slucaj da je f”(a) =01 f € C3[a, ).

ResSenje. Na osnovu iterativne funkcije Newtonovog metoda

30()_ f/(x)a
(1) SO(CL‘)—CLZ (x_a’)f(x)_f(x)7
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dok su, na osnovu Taylorove formule,

7@ = 1@+ @) @ —a) + 5 @ ap?,

/"(a) 7" ()
2 e+ I @ -0,

gde su € i7nizmedu z i a. S obzirom da je, prema uslovu zadatka, f(a) = f”(a) = 0,
stavljajuéi e = x — a dobijamo

f() = f(a) + f'(a) (z — a) +

Fa) =+ 58 e

f@) = e+ W,

(2)

Ako f(x) i f'(z) u brojiocu jednakosti (1) zamenimo razvojima iz (2), dobijamo

NGO,
#(@) <2f’<x> 6f’(w)>

3 3

Z(ZE—G,),

o@—a O "0
3) @—aP ~ 2f(x)  6()"

ili, posle deobe sa e

Ako, sada, pustimo da x — a, tada, s obzirom da su £ i  izmedu z i a, sleduje
da i€ — a, n — a, pa na osnovu (3), dobijamo

1
o 2@ =0 1@

2o @—a) 3 fla)
odakle zaklju¢ujemo da je Newtonov metod, u slucaju kada je f”(a) = 0, treéeg
1 f//l(a)

reda sa asimptotskom konstantom greske C3 = = | —;
31 f'(a)

Inace, poznato je da, u opStem slucaju, kod odredivanje prostog kogena ne-

linearne jednacine, Newtonov metod ima kvadratnu konvergenciju (videti [1, str.

340)).

5.1.9. Za odredivanje prostog korena x = a (a # 0) jednacine f(x) = 0,
dat je iterativni proces

_ _ f (@) _
(1) Tk+1 = Tk (1 xk.f’(:pk)—i—pf(xk)) (k:—O,l,...),
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gde je p dati parametar. Odrediti red konvergencije i asimptotsku konstantu
greske iterativnog procesa (1).

Resenje. Posmatrajmo jednacinu
(2) F(z) =0,
gde je
koja takode ima prost koren za x = a. Primenom Newtonovog metoda na jednacinu
(2) dobijamo

F(zy)
Tp41 = Tk — F/($k) )

tj.

fzp) )

Thl = Tk (1 T onf (zx) + 0 f (@r)

Sto je ekvivalentno sa (1).

Sada, s obzirom da za Newtonov metod vazi

i SkH1 @ F"(a)
k—+too (xp —a)?  2F'(a)

(videti [1, str. 340]), imamo

o "
lim k1= ¢ _ P + S (a) 5
k—too (zp —a)?  a  2f'(a)

pa je dakle red konvergencije procesa (1) najmanje dva i asimptotska konstanta

p, f(a)
o " o)

Specijalan slu¢aj metoda (1), za p = 1 — n, poznat je kao metod Tihonova, u
slucaju kada je f algebarski polinom stepena n.

greske Cy =

Literatura:

L.N. Dordevié: An iterative solution of algebraic equations with a parameter
to accelerate convergence. Univ. Beograd. Publ. Elektrotehn. Fak. Ser. Mat.
Fiz. No 412 — No 460( 1973), 179-182.

O.N. Tihonov: O bystrom vycislenij najbolsih kornej mnogoclena. Zap. Leningr.
gorn. in-ta 48, 3 (1968), 36-41.
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5.1.10. Neka jednacina f(x) = 0 ima koren z = a viSestrukosti p i neka
se za njegovo odredivanje koristi iterativni proces

o f(zx) B
(1) Thy1 = Tk — ¢ Tlan) — g(an) (k=0,1,...),
e f(z) f" (@)
o) = LG T7

Pri proizvoljnom p odrediti red konvergencije ovog procesa za g = 1. Sta je
sa redom konvergencije kada jep=11¢=1/27?

Resenje. Umesto jednacine f(x) = 0, posmatrajmo jednacinu F(z) = 0, gde

je
f(x)
F(x) = ,
)= 7
koja sada ima prost koren za x = a. Za odredivanje ovog korena primenimo
Newtonov metod
R 1 €7D
k+1 k F/(xk) )
tj.
f(@k)
2 Tparl =Tp — —————
@ * f(@r) — g(xk)
gde je
7
T x
ey = 1@ )
f'(x)
Proces (1), za ¢ = 1, poklapa se sa (2) Sto znac¢i da ima red konvergencije

najmanje dva, za nekop=1,2,... .
Razmotrimo sada slucaj kada je p = 11 ¢ = 1/2. U tom slucaju iterativna
funkcija procesa (1) glasi

Ll W
A=Y Py - g

S obzirom da je p(a) =a i ¢'(a) =1— % = % # 0, zakljuc¢ujemo da je proces sa
linearnom konvergencijom.

5.1.11. Za odredivanje prostog korena x = a, izolovanog na segmentu
[, B], jednacine f(z) = 0, dat je iterativni proces

!Ek+1:¢(3§‘k) (k:())lv))
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@ ! (- 7)) |
7@ P@

Odrediti red konvergencije r i asimptotsku konstantu greske C,. datog itera-
tivnog procesa ako f € C?[a, 3].

Resenje. Iterativnu funkciju (1) mozemo predstaviti u obliku

oy L (@@)
@) vlz) = (o) - LD,
e f(z)

P =)

iterativna funkcija Newtonovog metoda za koju vazi

O(z) —a

(3) a%% (z —a)? =C
1)
gde je C' = 3 Fla (videti [1, str. 340]).

Neka je U(a) (C [a, 8]) okolina tacke = = a u kojoj je f'(x) # 0.

Na osnovu Taylorove formule imamo
fll@)  =fa)+ (&)~ a),
@) = f(@)(@) )+ 5 [(€) (8() — a)? |

gde je & izmedu z i a, a 2 izmedu ®(2) i a.

S druge strane, na osnovu (2) imamo

() —a) f'(z) — f(2(x)

vl ma= 7(z)
Koriséenjem razvoja (4), dobijamo
RN B SV () R 2 —a
e e @0 - £ @) - )| @) -a).
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za x € U(a). Kako &1 — a i &a — a, kada  — a, na osnovu (3) i poslednje
jednakosti dobijamo

Y@ —a_ @) 1 (@)
gggla (x —a)3 =c fla) 2 (f’(a)) 7
s obzirom da je

lim L(m) — ¢
T—a T —a

:07

odakle zaklju¢ujemo da je dati iterativni proces sa redom konvergencije r = 3 i
asimptotskom konstantom greske

1 (@)’
Cs3 == .
2 \ f(a)

Iterativna funkcija (1) sa redom konvergencije r = 3 je formirana na osnovu
Newtonove iterativne funkcije koja ima red konvergencije r = 2. Dakle, iterativna
funkcija (1) ubrzava konvergenciju Newtonove iterativne funkcije. Moze se dati
i generalnije tvrdenje: Neka f € 02[a,ﬁ], f'(a) # 0 i neka iterativni proces

41 = ®(xk) ima red konvergencije r i asimptotsku konstantu greske |Cr|. Tada
iterativni proces

xk+1:¢(xk):@(xk)_%;:))) (k=0,1,...),

za reSavanje jednacine f(x) = 0, ima red konvergencije najmanje v+ 1 i asimptot-
sku konstantu greske |Cry1|, gde je

() 1
Cr+1 =Chr m <1 - 5 Cr 517“)

i 6;5 Kroneckerova delta.

Dokaz ove teoreme se moze izvesti slicno kao $to je to ucinjeno pri reSavanju
ovog zadatka.
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5.1.12. Za reSavanje nelinearne jednac¢ine f(x) = 0 koja na segmentu
[ar, ] ima izolovan jedinstven prost koren x = a, koristi se iterativni proces

(1) Tyl = Tk + % log (1 — g(xx)) (k=0,1,...),

e e 7(@) (@)
ST

Ako f € C3[a,f], odrediti red konvergencije r i asimptotsku konstantu
greske C,. datog iterativnog procesa.

Koriséenjem datog metoda resiti jednacinu f(z) = 2% — 10° = 0 koja ima
jedinstven prost koren u intervalu (6,7).

Resenje. Sa U(a) (C [a, 8]) oznacimo okolinu tacke x = a za koju je

z) ' (x
@ |g<x>|=‘% <q<1.
Iterativna funkcija procesa (1) je
!/
O(z)=x+ % log(1—yg),
gde smo stavili
f// ) f

S obzirom da za « € U(a) vazi nejednakost (2), to je

h 1 9 13 14
P == Z Z —
(r) —x g<g+2g +3g +4g +
(3) f” f//2
—h—2L_p? 3 Y.
oF +3f,2 +O(h*)

S druge strane, na osnovu Schroederovog razvoja (videti [1, str. 354]) imamo

" 3//2_ 1 g
a—x:h—g—ﬂh2+%h3+0(h4).

Ako sada od (3) oduzmemo (2) i imajuéi u vidu h ~ a — z (z — a), dobijamo

F(@? = (@) (@) (s
67'(a)? |

b(z)—an~
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odakle zaklju¢ujemo da iterativni proces (1) ima red konvergencije r = 3 i asim-
ptotsku konstantu greske

@ - s 17 )
N e

Startujuéi sa xg = 7, pri resavanju jednacine f(z) = z* — 10° =0, koriséenjem
metoda (1), dobijamo rezultate koji su sredeni u sledeéoj tabeli.

k T, f(z)
0T 0.723 (6)

1 6.253520253877270 —0.481 (4)

2 6.270919683535018 0.363 (—1)
3 6.270919555562045 —0.546 (—10)

U poslednjoj koloni tabele broj u zagradi ukazuje na decimalni eksponent. Sve
decimale u x3 su tacne.

Primetimo, ovde, da na osnovu formule (1) mozemo dobiti ¢itav niz iterativnih
metoda.

Tako, na primer, razvojem logaritamske funkcije u red, uz zanemarivanje visih
¢lanova, na osnovu (1) mozemo dobiti

f(zg)

(4) Tl = Tk~ S

(Newtonov metod),

Th41 = T — J}f,((z];)) (1 + %g(xk)> (Cebisevljev metod) ,

(5) Tp1 = Tk — J{,((xxi)) [1 + %g(fﬁk) (1 + %9(%))] :

Racionalnom aproksimacijom log(1 —g) & —g/(1 — g), na osnovu (1), dobija se
poznati metod (videti [1, str. 346])

fa) f(xr) k=01 ... .

ThAL =R T )? — (k) fn)

Sli¢no, aproksimacijom log(1 — g) & —2¢g/(2 — g), dobijamo Halleyev metod

2f (zx) f' (1) k=0.1,....

PR =R T S )2 — f () Flan)
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Takode, moze se koristiti i bolja aproksimacija

(1-g)?°-1

8
log(1 —g) = 3 G-g7

koja dovodi do iterativne formule

8 f(z) (1—g(xx)®—1

(6) That =Tk~ 5 e S PP k=0,1,...,

gde je g(x) = f(x) /" (x)/ f'(x)*.

Uporedenja radi, navedimo sada i rezultate koji se dobijaju koriséenjem New-
tonovog metoda (4), formule (5) i formule (6) pri reSavanju iste jednacine f(x) =
% —10° = 0, koja ima izolovan prost koren na intervalu (6,7):

k  Newtonov metod formula (5) formula (6)
0o 7. 7. 7.
1 6.701765027561503  6.489315673015889  6.344268687499011
2 6.457293119641319  6.277565105244981  6.270911269541724
3 6.313446756917490  6.270919559864347  6.270919555562045
4 6.273434361546812  6.270919555562045
5  6.270928679558382
6  6.270919555682426
7 6.270919555562045

Literatura:

G. V. Milovanovié, D. R. Dordevié: Resavanje nelinearnih jednacina iterativnim
procesima dobijenim eksponencijalnom aproksimacijom. Proc. 4th Bos.-Herc.
Symp. on Informatics — Jahorina 80 (Jahorina, 1980), Vol. 2, 465/1-5, ETF
Sarajevo, Sarajevo 1980.

5.1.13. Pokazati da funkcija

@)@
27 (x) — ()" (@)

¢(z) ==

odreduje iterativni proces
Tr+1 :Qb(lﬂk)a k=0,1,2, ...,

reda ne manjeg od tri za nalazenje prostog korena jednacine f(x) = 0.
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Resenje. Ako podemo od Newtonovog metoda ¢iji je red konvergencije jednak

dva s
e T f’((lez))’

sa iterativnom funkcijom

f(x)

f(z)’

i na njega primenimo postupak za ubrzavanje konvergencije (videti teoremu 2.4.1
[1, str. 197]), dobiéemo

$1(z) =z —

B f(zk)

ka:xk_M:x _ Tk xk_'_fl(xk)
L- i) -1 (l ) - f(wk)f”(wk))

2 £ ()

. 2f (zp) [/ (x1) '

212 (x1) — f(ap) " (xr)
Dakle, dobijen je iterativni proces reda ne manjeg od tri. U literaturi je poznat
kao Salehov metod tangentnih hiperbola ili kao Halleyev metod.

5.1.14. Za nalazenje prostog korena z = a jednacine f(z) = 0 koristi se
iterativni proces
.Z'k+1:F(.Z'k), k20717"'7

gde je
2f ()

F(@) + sen(F @)/ 172() — 2/ (@) F(2)

Odrediti red i faktor konvergencije ovog iterativnog procesa.

F(z)=x—

ResSenje. TransformiS$imo najpre iterativnu funkciju

o 2f (=)
Flx)== >
J(@) + sen(f' @)y 2 (@) - 2f (2) f (@)
=z — 2f(z) :x_2f(x) 1 .
o)+ f 2f(2)f" () fi=) 2/ (2)]" ()
T )4/l — —5—= 1 1 - 22/ A
fey+ 1) () ! ()
Odredimo, dalje, redom razvoje po stepenima od e = = — a za funkcije
f@) @@ [ 2@ @) !

) ) *

2@ @)
2
72()

@) 2 17 (@)

1+
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Pri tome svuda éemo umesto f'(a), f”(a), "' (a) pisati krace f', f”, f”'. Dakle,

) @+ F@et 3@ + 2 @) + O(eh

PO pa+ r@e+ 3 17(@e2 + 0(e)

1 " 1 n

5?-, 62 + gf—leg + 0(64)
" 1 "

1—|—ff—le—|— 51}—,624—0(63)

e+

1
2d@@ o, S (I e o
144/1 0) 2 7 e (f’ f,2>e + O(ed)
1 1
2 "2
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Tako dobijamo

2f(x) 1
F g = —
(IIJ') a € f/(x) - . 2f(117)f“(513)
f%(x)
7 "2 "
:e—le—%%e (%‘;/2 —%ff—, +O(64)
7 " 172

X 1—1—3]}—, -l-; f_,_%];ﬂ)eQ"’O(@B)]

=e— [e—k EJ;—,e?’ +O(e4)] = —%]}—,63 +O(e4).

Dakle, ovim smo dobili da je red konvergencije datog iterativnog procesa r = 3,
a asimptotska konstanta greske (faktor konvergencije)

1 f//l (a) '

“=5 7w

5.1.15. Odrediti red konvergencije i asimptotsku konstantu greske itera-
tivnog procesa

f(@e)/ [ (k)
[1— flar)f" () /£ ()] /2

koji se koristi za nalazenje prostog korena a jednacine f(z) = 0.

Tr+1 = Tk —

Resenje. Neka je e = x — a. Jedan od nacina za reSavanje ovog zadatka je

koriséenje razvoj al®);

;o f@)+ f@et 3 @) + (@) + e

P P+ @et 3 (a)e + Ol
e+ %‘?—l,,ez + é%e?’ + O(et)
B 1+ j}—/,/e+ %%62 + O(e3)
e— %J}—l,/e + (—%L:/ + %‘?j) e+ 0(et),

13) Drugi nagin je koriséenje izvoda (videti teoremu 2.1.2 i definiciju 2.1.2 [1, str. 188]).



NELINEARNE JEDNACINE 121

7 / 7 " 72
oo () o[ o (i) o]

f// N <f/// 3f

"2

=gt {3 >e2—|—0(63).

f’ 2 f/2

Ako sa ¢ oznaCimo iterativnu funkciju, imamo

I _ff” *1/2_ _iJrOO —1/2 <_ff”>k
pz)—a=z—a 77 (1 f’2> =e flkz . f/2

=0

I A VA VAT
o _F 1+§f/2+§<f/2) T

lf” 1 f/// 1f//2
:e—le—§?€2+<—§7+§w>63+0(64)

B 1f// ) 1 f/// 1f//2 5 A
_€—l€—§?€ =+ —§7+§f,2 e +O(€)
lf” 1 f/// 3f//2 ) 3
X 1+§?6+§<—,—Z‘f’2 e +O(€)
_4f M 1 12
= “AS A 12‘4;; ! 63+O(e4).

Dakle, red konvergencije datog procesa je r = 3, a faktor konvergencije (asimp-
totska konstanta greske) je

0, _ | @1 @)+ 317(0) ‘ .

24f'%(a)

5.1.16. Za resavanje jednacine f(z) = 0, koja na segmentu [c,d] ima
izolovan prost koren x = a, koristi se iterativni proces

Tyl = Tk — i u(zy) + 3f(x2k) ; k=0,1,..
7 (g

c

T — gu(xk)
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gde je u(z) = f(z)/f'(x).

Odrediti red konvergencije i asimptotsku konstantu greske C,. datog iter-
ativnog procesa, ako je funkcija f dovoljan broj puta neprekidno diferenci-
jabilna na segmentu [c, d].

Resenje. Neka je e = x — a. S obzirom na jednakosti
1
fla) + F'(a)e + 55" (@) + ¢ " (@) +O(eh)

f'(a) + f"(a)e+ §fm(a)€2 +0(e?)

@)
U = ey =

lf f///
:e+§f— + f_ +O( )
1—1—]},6—1—5];—/6 + O(e?)
B 1 f// 1 f/// f// 1 f/// ) f//2 5
_<+§7 e 54+ 0(e ))(1—? “ e +0(c))

1 £ 1 £ 1 "2
M (A
2 f 3 f 2

e+ ae? + Be> + 0(eh),

222, 2.4 A
v=e-gu=e 36 z0€ Be + O(e"),

7w = 2u) = £(@) + " (@ + 5" (@) + 06
= /'(a) + 31" (@)e + (—gaf"(a) + 2" (@)e? + O(E)

= f'(a) + pe + qe* + O( ?5)
fw) J@+ S @e+ 30" @)e + 2" @ + 0
f,<x_§u> - f’(a)+pe+qe2+0(e3)
+;;_’;e o
1-|—f,e+f,62+0(e3)
—[ +%‘;— 2+%%e +0(e )][ —%e—%e2+?—ze2+0(e3)}
G- B G4 - e ) o

=e+ Ae? + Be® + 0(e?),
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za, iterativnu funkciju

3f(x)
ba) =~ + u(z) +
f! (x - %u(m))
¢(x)—a:e—1u—3 /

RN
—e— i(e +ae® 4+ 8® + 0(e?)) — %(e +Ae® + Be® + 0(e*))
= _i(a +3A)e% — i(ﬂ—i_ 3B)e® + O(eh).

Kako je a« +3A =0, 3+ 3B = —;(f"2/f’2), to je
LI(@) 5 ot
o(x) —a= G a) e’ +0(e”).

Dakle, r =3 i C3 = |f”2(a)/(6f'2(a))|.

5.1.17. Za resavanje jednacine f(z) = 0, koja na segmentu [c,d] ima
viSestruki koren z = a, koristi se iterativni proces

) (), lue ),
(1) Tpt1 = Tk u,(xk) <1 + 5 U/Q(xk) > , k=0,1,...,

gde je u(z) = f(z)/f'(x).
Odrediti red konvergencije r datog iterativnog procesa (1), ako je funkcija

f(z) dovoljan broj puta neprekidno diferencijabilna na segmentu [c, d].

Resenje. S obzirom da visestrukost korena a jednacine f(x) = 0 nije poznata,
to éemo resavati ekvivalentnu jednacinu u(x) = f(z)/f’ (), koja ima prost koren
x = a.

Na resavanje jednacine u(z) = 0 primenimo Newtonov metod

(2) _ u(wy,)

Tht1 = Tk o (zg)’
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¢iji je red konvergencije dva. Ako na ovaj metod primenimo teoremu 2.4.4 za
ubrzavanje konvergencije (videti [1, str. 200]), dobijamo iterativni proces

1
3) Tp1 = d(ag) — 5(25’(96)(9% — ¢(xg)),
¢iji je red konvergencije najmanje tri. Ovde je ¢(x) = = — u(z)/u/(z) iterativna

funkcija metoda (2).

Oznacimo sa F' iterativnu funkciju metoda (3). Tada je

F(&) = 6(0) = 26/ (@) — 9(a)) = = - %)) (1 N 1M> |

2w (x)

Sto je istovremeno iterativna funkcija procesa (1). Zato je red konvergencije procesa
(1) najmanje r = 3.

5.1.18. Sa ta¢noséu na Cetiri decimale resiti jednacinu

(1) r=(2?—1)e ",

ResSenje. Skiciranjem grafika funkcije y = (x2 —1)e™” moze se locirati resenje
jednacine (1) (videti sliku 1).

y=x

Ako jednacinu (1) predstavimo u obliku

fl@)=z— (z* = 1)e " =0,
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imamo da je f'(z) =14 (2 — 2z — 1)e™*.
Kako za koren z = a jednacine (1) vazi a € [~1,0) i kako je f'(x) # 0 za
svako x € [—1,0), to se na resavanje jednacine moze primeniti Newtonov metod.

(f’(x)zOkadajex2—2x—1:—ex,tj.kadajexzoixzfe (0,14 +/2), §to
se vidi sa slike 2.)

y=x>-2x-1

Iterativna funkcija Newtonovog metoda je

B flx) z— (2?2 —1)e "
wlz) = fl(x) TTIT (22 =2z —1)e—® "’
Neka je startna vrednost, na primer, xg = —1 € [—1,0).

Dobijene iteracije su redom:

1 = ¢(xg) = —0.84464, 2 = p(x1) = —0.80296,
x3 = p(z2) = —0.80033, x4 = p(z3) = —0.80032, ... .

Kako je |4 — x3| = 1075, to je postignuta trazena tacnost i zato mozemo uzeti
da je a = —0.8003.

Primedba. Iterativni proces zp+1 = ¢(z), £ = 0,1,.
funkcijom ¢(z) = (2

.., sa iterativnom
—1)e™ %, startujudi cak sa zg = —0.8, daje slededi niz

z1 = —0.801, xo=—0.798, z3=—0.807, x4 =—0.782,
z5 = —0.849, z6=—0.652, x7=—1.103, ...

)

koji ocigledno divergira.
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5.1.19. Za reSavanje nelinearne jednac¢ine f(x) = 0 koja na segmentu
[ar, B] ima izolovan jedinstven prost koren x = a, koristi se iterativni proces

flar)  fl@)?® () = f(ze)

W) Topr =20 = Fler)  2f(xx)? T — Tp—1

(k=1,2,...).

Ako f € C3|a, ] odrediti red konvergencije r i asimptotsku konstantu
greSke datog iterativnog procesa.

Resenje. Primetimo da je iterativni proces (1) proizasao iz Cebisevljevog itera-
tivnog procesa
flxr)  flan)® £ (z)

AL TR T ) T 2 ()

koji ima red konvergencije » = 3, na osnovu aproksimacije drugog izvoda

S () = f(xp-1)

f () = pr—
Predstavimo iterativni proces (1) sa
_ L (f@)\? [ ar) = f (@)
@ w1 = @(ok) - 2f"(zk) (f’(%)) Tk = Tp—1

gde je

Newtonova iterativna funkcija, za koju je poznato da vazi

(3) p(zg) —a= fo,((?) (z), —a)® + O [(wk - a)ﬂ :

Ako stavimo ep, = x}, — a, na osnovu (2) imamo

o) L (@) )~ S )
@ e+t = (k) 2f"(w) <f’(f€k)> ek —ek—1

a na osnovu (3) je

_ fw) _ fa) o o3
) T P 2P B O

Koriséenjem Taylorove formule imamo

F(@xr) = /(@) + (@) exoy + 5 (@) ey +O(e_),
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1
F(ar) = f'(a) + (@) er + 5 /" (@) ek + O(el),
pa, dalje, sleduje

fxg) = flap—1) _

€k — €k—1

(6)

1
7" (a) + 5 1"(@) (ex + ex1) + O(F_1).
Na osnovu formule (5) imamo

f(zr) f'(@) o

Flen) ~ 2@ o O
pa je
fa)\? 1 o2 o3
@ e (F0) = 2+ Oleb)

Na osnovu (4), a koris¢enjem relacuje (3), (7) i (6) dobijamo

1 fl/l(a) 5

N 1+ 0(es
€k+1 1 (a) e ex—1 + O(er),
ili, u dovoljno bliskoj okolini tacke z = a, mozemo pisati

N(a

1
4 f'(a)

~
~—

2
(8) legy1| ~ lex|” lex—1-

Ako iterativni proces (1) ima red konvergencije r, tada je
(9) lek1| ~ Alex”  (A>0).

Na osnovu (8) i (9) sleduje

c @], s
Alex|” ~ 17 7a) lek|” lex—1l,
odakle, resavanjem po |eg| dobijamo
1/(r—2)
1 f"(a) 1/(r—2)
1 ~Y —_— —_ .
(10) lexl ~ 112 la) lek—1]

Poredenjem (9) i (10) zaklju¢ujemo da mora biti

f//l(a) 1/(/’“71)
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Najzad, iz kvadratne jednacine r2—2r—1=0 odredujemo red konvergencije
r =1+ /2. Asimptotska konstanta greske A je data sa

f//l(a) \/5/2

A=

Literatura:

G. V. Milovanovié¢, M. S. Petkovi¢: On some modifications of third order method
for solving equations. Univ. Beograd. Publ. Elektrotehn. Fak. Ser. Mat. Fiz. No
678 — No 715 (1980), 63—67.

5.1.20. Uporediti metod se¢ice i Newtonov metod, sa stanovista njihove
primene.

Resenje. U primeni iterativnih metoda pojavljuje se problem ,optimalnog* iz-
bora iterativne funkcije za resavanje konkretne jednacine f(z) = 0. Svakako, ovde
pojam joptimalan“ treba shvatiti u osnovnom numerickom smislu, tj. optimalan
je onaj metod koji najbrze dovodi do resenja sa zahtevanom tacniséu.

Neka je (zj) niz generisan iterativnim procesom koji ima red konvergencije r.
Ako gresku u k—toj iteraciji oznacimo sa e, = xp — a, tada je

(1) ex+1 = Ni e (N, — C),

gde je |C| asimptotska konstanta greske.

Na osnovu (1) bi se mogao nametnuti pogresan zakljucak da ukoliko iterativni
proces ima veéi red konvergencije 7, utoliko bi bio povoljniji za primenu, tj. brze
bi dovodio do reSenja sa zahtevanom tac¢no$éu. Medutim, pri ovome se gubi iz
vida iterativna funkcija na osnovu koje se generise niz (), koja upravo pokazuje
tendenciju komplikovanosti, tj. zahteva sve veéi broj izracunavanja, sa porastom
reda r. Dakle, zakljuéujemo da mera efikasnosti iterativnih procesa mora uzeti u
obzir kako red konvergencije, tako i broj operacija u jednoj iteraciji.

Za nase dalje razmatranje, aproksimirajmo (1) sa
ex+1 =C ey, .
Pretpostavimo da je C' > 0, ¢ime se niSta ne gubi od opstosti razmatranja, i neka

je r > 1. Uporedimo efikasnost dva iterativna metoda (a) i (b). Odgovarajuée
greske ovih metoda su

ert+1 = Caler)™, M1 = Cp(m)"™
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respektivno. Ako stavimo da je Si = —log |eg| i T, = —log|ng|, tada su
Sk+1 = —logCq + 14 Sk, i Tiy1 = —logCy +1p T}, -

Resenja ovih nehomogenih linearnih diferencnih jednacina sa konstantnim koefici-
jentima su data sa

k k
S = Sork — log C’C(LT“_U/(T“_U , T, = Tori — log C’érbil)/(rbil) .

Ako oba iterativna procesa startuju sa istom poc¢etnom vrednoséu tada je Sg = Tp.
Pretpostavimo da metod (a) postize zadatu ta¢nost posle I, a metod (b) posle J
iteracija. Tada je S = Ty, odakle sleduje

(rf =1)/(re—1)
(O
r_ . .J e
(2) So (ra rb> + log C(gTé—l)/(Ta—l) 0.

Ako su ,cene iteracija“ metoda (a) i (b), oznacene sa 0, i 0} respektivno, tada su
ukupne ,,cene“ posle I odnosno J iteracija, date sa

La:IQay Lb:']ob7
odakle je

I 90,
3 L,==—.22.71,.
3) o= T oIy
. . . , - I
Iz jednacine (2) nije mogudée generalno dobiti odnos 7

Medutim, ako za metod (a) uzmemo metod secice a za (b) Newtonov metod,
to je ipak moguée. S obzirom da je tada rq = (1 +/5)/2, 1, =2, Cq = Cg“_l,
(videti [1]), (2) se svodi na

J I
So(ry = i) +1og [(C)"" 7] =0,

odakle sleduje

I log 7y,
4 - .
(4) J logra
Zamenom (4) u (3) dobijamo
Lo — 0q log rp

"0, logra
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S obzirom da je ,cena iteracije“ pre svega u zavisnosti od cene izracunavanja
vrednosti £ za j > 0 (f(o) = f) to je mozemo definisati sa § = 3 «;6;, gde
J=0
je 0 cena, a a; broj neophodnih izracunavanja f(J) po jednoj iteraciji. Uzmimo
da je, u posmatranom sluc¢aju, cena izracunavanja vrednosti funkcije f jednaka
jedinici (g = 1). Tada je

1.44
Lgegice = m LNewton >

pa zakljuCujemo da ako je cena izra¢unavanja prvog izvoda funkcije f vecéa od 0.44,
tada je metod secice ,jeftiniji“ (optimalniji) od Newtonovog metoda. Ovaj rezultat
je dobio Jeeves.

No, vratimo se generalnom sluc¢aju i pretpostavimo da je drugi ¢lan u (2) zane-
mariv u odnosu na prvi ($to nastaje, na primer, ako su Cq i Cp bliski jedinici).
Tada opet dobijamo da je

I 04 log
7 9, logre Y
tj.
1/6,
La _ logr,
Ly, log fi/%

Poslednja jednakost sugeriSe definisanje pojma ,racunske efikasnosti® iterativne
funkcije ® u odnosu na f, sa

(5) E=E@,f) =",

gde je r red konvergencije, § = Y «;0;, 0; cena, a a; broj neophodnih izra-
¢unavanja vrednosti f(j) (f(o) = f) po jednoj iteraciji.

Ako 0; fiksiramo, na primer 6; = 1, tj. u€inimo ga nezavisnim od j, i stavimo
d =3 «aj, tada (5) postaje nezavisno od strukture funkcije f, tj.

(6) +tEFF = B(®) = r'/?.

Jednakost (6) je koristio Ostrowski za definisanje ,indeksa efikasnosti“ iterativne
funkcije.

Traub predlaze definisanje pojma ,informaciona efikasnost“ sa

,
(7) EFF = .

Cini se da je ocena efikasnosti (5) bolja od (6) i (7) s obzirom da uzima u obzir
cenu izra¢unavanja funkcije f i njenih izvoda, za razliku od (6) i (7). Svakako i
sama ocena (5) ima odredenih manjkavosti, koje sleduju iz na¢ina njenog dobijanja.
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Cena izracunavanja vrednosti f @) (j > 0) je razlicita za razlicite klase funkcija
f i pri odredivanju te cene veliku ulogu igra onaj ko primenjuje iterativne procese.

Tako, na primer, ako je
f(z) =g (e’ cosz, sinz) ,

tada je
f(j)(x) =h (ex, cos x, Sinx) .

Jasno je da ako uzmemo da je 6y = 1, tada ée, s obzirom da se f(j) sastoji
od elementarnih funkcija ¢ije su vrednosti sra¢unate pri izracunavanju vrednosti
f(x), 6; biti mnogo manje od jedinice. U tom slucaju bi Newtonov metod, na
primer, bio mnogo efikasniji od metoda secice.

Ipak, ¢ini se da je u praksi primene iterativnih funkcija veéi broj slucajeva kada
je cena izrac¢unavanja vrednosti f (@) (j > 1) veta od cene izracunavanja vrednosti
f (pri ovome imamo u vidu realizaciju iterativnog procesa na rac¢unskoj masini, pa

se, znacCi, zahteva nalazenje f(j) (j > 1) kao i njeno programiranje).

Literatura:

T. A. Jeeves: Secant modification of Newton’s method. Comm. ACMI, 8 (1958),
9-10.

A. Ostrowski: Solution of Equations and Systems of Equations. New York,
1966.

J.F. Traub: [lterative Methods for the Solution of Equations. Englewood Cliffs,
N.J., Prentice—Hall, Inc., 1964.

M. A. Kovacevié: Prilozi teoriji i praksi iterativnih procesa. Magistarski rad,

Nis, 1982.

5.2. Sistemi nelinearnih jednacina

5.2.1. Metodom Newton—Kantorovica resiti sistem nelinearnih jednacina

2+ P+ 2 =1
2%+ y?—4z = 0,
322—4y + 22 =0,

uzimajuéi pocetne vrednosti z(0) = y(0) = z(0) = 0.5.
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Resenje. Newton—Kantorovicev iterativni postupak za resavanje sistema neli-
nearnih jednacina

fx)=o0,
gde je
T fi(@1,... zn)
T = ) .f (ZE) = : >
Tn fn(®1,... ,2n)
dat je formulom
-1
(1) x(k+1)=x(k) - W (x(k)) f(xk) (k=01,...),
gde je W (x) Jacobieva matrica za f, tj.
oh . oh
81‘1 8$n
W(x)=| :
o O
81‘1 8$n
Dake, za sistem nelinearnih jednacina dat zadatkom, imamo
x x2+y2+z2—1 2r 2y 2z
r=|y|, f@)=| 222+y*> -4z |, W(x)= |42 2y —4|,
z 3z — 4y + 22 6z —4 2z
pa je
—0.25 1 1 1
fo=f(x(0)=|-125], Wo =W (x(0) = |2 1 —4
—1.00 3 —4 1
Kako je det Wy = —40, nalazimo inverznu matricu
-15 -5 -5
1 1 1
W™ (x(0) =W, = 10 —14 -2 61,
—11 7 -1
pa, na osnovu (1), imamo
[05] | [-15 -5 —5] [-025
x(1)=x(0)— Wy ' fo=|05]| + 0|14 -2 6| (125
1 0.5 ] —11 7T -1 —1.00
[0.5] 0.375 0.875
=105+ 0.000 | = | 0.500
| 0.5 | —0.125 0.375
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Za f (x(1)) = f1 dobija se
0.15625
1= | 0.28125
0.43750

Nastavljajuéi iterativni proces (1), dobija se sledeéi niz vektora

0.78981 0.78521
x(2) = 049662 | ,  x(3)= |0.49662 | , itd.
0.36993 0.36992

Ako se zadrzimo na treéem koraku, priblizne vrednosti korena su

x =2 0.7852, y = 0.4966 , z =2 0.3699,
dok je
0.00003
F (x(3)) = | 0.00006
0.00003

Primedba. Pri koriséenju metoda Newton—Kantorovi¢a (1) bilo je potrebno u
svakom iterativnom koraku odrediti inverznu matricu W =1 () od W (). Ovu ne-
pogodnost mozemo otkloniti tako §to bismo w1t () odredili samo u prvoj iteraciji
i nadalje je zadrzali u procesu izracunavanja, tj.

2) x(k+1) = k) - W (@) f(xk) (k=0,1,...).

Koriséenjem ovako modifikovanog metoda Newton—-Kantorovica za reSavanje sis-
tema nelinearnih jednacina datih zadatkom, uzimajuéi za pocetne vrednosti z(0) =
y(0) = z(0) = 0.5, dobijamo sledeéi niz vektora

0.87500 0.72656 0.81526
x(1) = | 0.50000 | , x(2) = | 0.49688 | , x(3) = | 0.49663 | , itd.
0.37500 0.37031 0.36995
pri ¢emu je
0.04815
F(x(3)) = |0.09614
0.14429

Treca iteracija po ovom metodu je, o¢igledno, mnogo ,slabija“ od treée iteracije
po metodu Newton-Kantorovica. Dakle, sa jedne strane iterativni proces (2) za-
hteva manje izrac¢unavanja po iterativnom koraku od procesa (1), ali s druge strane
ima manju brzinu konvergencije.
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5.2.2. Resiti sistem jednacina
flz,y) =log (® +y) +y—1=0,
9(z,y) =Vr+ay=0,
startujudi sa (z(0), y(0)) = (2.4, —0.6).

Resenje. Dati sistem nelinearnih jednac¢ina mozemo predstaviti u obliku

(1) fx) =0,
gde su
@ f(z, y)}
T = , x) = .
[y} 7@ [g(x,y)

Metod Newton—Kantorovica za reSavanje sistema (1) dat je formulom
(2) zh+1) =x(k) =W (@k) f@E)  (h=01,...)
gde je W (x) Jacobieva matrica za f, tj.

ﬂ ﬂ 2z 14 1

oxr Oy z2 4y z2 4y

W (x) = =
dg9 99 1
oxr 0Oy vt 2/ o
Sada nalazimo
T -1-— L
. 1 v +vy
Wﬁ (m) - =7~ )
D(z,y) 1 2

VT Pty
gde je

272 2 +y+1 142/zy
D(z,y) = 2 - 2 :
z% 4y z% 4y 2z

:ﬁ#ﬂ/ [2x2—<x2+y+1) <y+%>] :

Dakle, na osnovu (2), imamo

z(k+1 z(k T _1_ 1_ f
il N e ) s rm | |
ch 1 2:E(k)

s+ Lyt AN~ o S S ER o
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tj.

oo+ 1) = 2(8) = - o) o~ (14 —prog ) 9]

_ 1 2x(k)
[ (y(k)+ 2m> fk+7x(k)2+y(k:) gkl :

Startujuéi sa z(0) = 2.4, y(0) = —0.6 dobijamo

3~

3)

y(k+1) =y(k) —

S~

k (k) y(k)

0 24 —0.6

1 2.4125245  —0.6440504
2 24122488  —0.6438563
3 24122488  —0.6438563

pa su priblizne vrednosti korena x = 2.4122488, y =2 —0.6438563.

Primedba. Sistem nelinearnih jednacina dat zadatkom moZemo reSiti nje-
govim svodenjem na jednu nelinearnu jednacinu, te koriséenjem nekog iterativnog
procesa za njeno resavanje.

1
Dakle, iz uslova g(z,y) = 0 sleduje y = ———=, pa jednacina f(x,y) = 0 postaje

\/E)

lo xQ—L —1—1—L
g \/E - \/57
tj.

21 _ 1+1/vm
(4) x NG e .

Ako stavimo x = t2, na osnovu (4) imamo 5 =14 telt1/t , tj.

(5) t=V1+teltl/t,

Sada, na osnovu (5), formirajmo metod proste iteracije

thar = \/ 1+t el 1/t (k=0,1,...).

Startujuéi sa tg = 1/x(0) = 1.55 dobijamo
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123
1.55
1.5529427
1.5531290
1.5531408
1.5531415
1.5531416

T W N = O

1
pa je, dakle, x = = 2.4122488, y = —— = —0.6438563.
Nz

5.2.3. Metodom proste iteracije odrediti reSenje sistema nelinearnih
jednacina
4y? + 202 + 4y — 15 = 0,
42 —4y? + 8z — 20y — 5 =0,
koje lezi najblize koordinantnom pocetku.

Resenje. Ukazimo na osnovna svojstva metoda proste iteracije za reSavanje
sistema nelinearnih jednacina.

Neka je dat sistem od n nelinearnih jednacina sa n nepoznatih u obliku

(1) f(x)=o,
gdeje f=1[f1 f2 ... fn]T vektorska funkcija od n realnih nezavisno promenljivih
Z1, 2, ... , Tn. Vektorskom obliku (1) odgovara skalarni oblik
fl(x17$27 R axn) = 05
fQ(Q}l,.’L’Q, v ;xn) - 07
(2)
fo(z1,22, ... ,2n) =0.

U cilju dobijanja metoda proste iteracije transformisemo sistem (2) na ekvivalentan
sistem oblika

(3) T = (),
gde o = [p1 w2 ... cpn]T nazivamo vektorskom iteracionom funkcijom. Vek-
torskom obliku (3) odgovara skalarni oblik

xr1 = @1(!131,!132, v 7-’1771)7

x2 = pa(r1,T2, ... ,Tn),

(4)

Tn = <pn(:c1,:1c2, e 7(En).
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Osnovu metoda proste iteracije ¢ini konstrukcija niza aproksimacija {w(k)} po
formuli

(5) 2* ) = p@®), k=012 ...,

koji, pod odredenim uslovima, konvergira ka resenju &* sistema (4) ili, sto je
ekvivalentno, ka resenju sistema (2).

Oznac¢imo sa

[ Op1 91 001 1]
gwl () ng () ... gxn ()
o e |Be e e
6 w(x) = "
L Ox1 () 0xo () OxTn (w)_

Ovaj metod zasnovan je na sledeéoj teoremi: Neka je vektorska funkcija @
definisana ma ogranidenoj, zatvorenoj, konveksnoj oblasti D C R"™, koju pres-
likava u sebe, tj. za svako ©« € D je takode p(x) € D. Neka funkcije @,
i = 1,2, ... ,n, imaju v D neprekidne parcijalne izvode prvog reda po svim
promenljivim x1,x2, ... ,xZn. Neka dalje egzistira konstanta q, 0 < q < 1, takva
da ||’ (x)|| < q za svako © € D. Tada:

a) Postoji jedinstveno resenje ** € D sistema (4),

b) Za proizvoljni izbor startne vrednosti () € D vaze ocene (za aproksimacije

x (k) dobijene pomocu (5)):
l2® — o < 2oz —a* V) k=12 .

k
2 - ') < (L fla® — 2@, k=12,

¢) Iterativni metod konvergira, tj.

lim z® = z*
k—-+oco

Predimo sada na resavanje naseg zadatka. Zadat je sistem u obliku f(x) =0

gde je f=[f1 f2] . Ovde su

filz,y) = 4y2 + 20z + 4y — 15,  fo(z,y) = 42 — 4y2 + 8x — 20y — 5.
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y
fi(x,y)=0
1
0.5 f,(x,y)=0
N
= :
/
-0.5
Sl 1.
Vektor nepoznatih je & = [z y]T. Transformacijom jednacina sistema dobijamo

oblik na osnovu kojeg mozemo zakljuciti koje resenje je najblize koordinantnom
pocetku i skicirati oblast na kojoj metod iteracije, saglasno navedenoj teoremi,
konvergira:

(z +1)2 N (y+25)° _

2_ e _
(y+0.5)2 = =5(z — 0.8), 0 :

1.

Transformisimo poslednji oblik sistema jednacina na oblik® (4):

2
T = —w + 0.8,

(z+1)° = (y+05)>*

0.5.
4

Resavamo, dakle, sistem jednacina oblika (4) za n = 2, gde su

(y +0.5)
5

(z+1)° = (y+05)*

sol(wvy):_ 4

0.5.

+0.8, a(z,y) =

Odredimo zatvorenu oblast D koja sadrzi trazeno reSenje i ispunjava uslove iz
teoreme. (Ovde se u praksi mogu pojaviti ne mali problemi jer uslovi teoreme
ne moraju biti ispunjeni u okolini resenja. U tom slucaju ne preostaje nam nista
drugo do da se menja iterativna funkcija ¢ = [¢1 <p2]T ili koristi drugi metod za
resavanje problema.)

14) Takvih oblika ima mnogo. Ovde je izabran jedan od njih.
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Pokazimo sada da pravougaona oblast
D= {(x,y) eR? |z €0,08], y€[-0.5, 0.5]}

ispunjava uslove teoreme. (Sraﬁrana oblast na slici 1 je oblast D.)

Najpre pokazimo da funkcija ¢ preslikava oblast D u samu sebe. Funkcija 1,
koja zavisi samo od y, za y € [—0.5,0.5] je monotona i u D dobija minimalnu
vrednost 0.6, a maksimalnu 0.8. Pri ispitivanju funkcije @9 imamo u vidu da izraz
(z + 1)2 - (y + 0.5)2, kao razlika monotonih funkcija, dobija u D vrednosti iz
intervala [0, 1.82]. Dakle, 9 dobija u D minimalnu vrednost —0.5, a maksimalnu
0.31. Zato vektorska funkcija ¢ preslikava D u zatvorenu pravougaonu oblast

Dy = {(x,y) eR? |z €06, 0.8], y € [-0.5, 0.31]},

tako da vazi Dy C D. Parcijalni izvodi funkcija ¢1 i p2 su neprekidne funkcije u

oblasti D. Odredimo matricu parcijalnih izvoda (6) i njenu || - |1 normu:
8591 % 0 —0.4(y 4 0.5)
/ €z Y
x? y = = )
' (z,y) dpr o1
9r Oy 0.5(x+1) —0.5(y+0.5)

'l = (mn;z)aécp{o.mx +1], 0.9]y + 0.5|} =0.9.

Dakle, ispunjeni su uslovi teoreme, pri ¢emu ¢ = 0.9. Pri proizvoljnom izboru
startne vrednosti iz D dobijamo konvergentni iterativni proces:

Tr1 = ©1(Tk, Yr),
yk+1:@2(a}k7yk)7 k:0717 cee .

Pri izboru zg = yg = 0 imamo

2
r] = —w + 0.8 = 0.75000,
0+ 1)% — (0+0.5)
Y1 = O+1) 4( +0.5) — 0.5 = —0.31250.
U prilozenoj tabeli dajemo rezultate aproksimacija =g, yr za k = 0,1,...,16

zaokrugljene na 5 decimalnih mesta. Izracunavanje daljih aproksimacija ne dovodi
do poveéavanja tacnosti rezultata, s obzirom na koriséenu aritmetiku konacne
duzine.
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k Tk Yk k Tk, Yk

0 0.00000 0.00000 9 0.71889 0.13788
1 0.75000 —0.31250 10 0.71862 0.13692
2 0.79297 0.25684 11 0.71887 0.13700
3 0.68544 0.16048 12 0.71885 0.13718
4 0.71275 0.10112 13 0.71880 0.13711
5 0.72773 0.14304 14 0.71882 0.13709
6 0.71730 0.14289 15 0.71882 0.13711
7 0.71734 0.13395 16 0.71882 0.13711
8 0.71962 0.13684

Isti problem reSi¢éemo sada metodom Newton—Kantorovica. Dakle, resavamo
sistem nelinearnih jednacina:

f1(z,y) = 4y* + 20z + 4y — 15 = 0,
fo(z,y) = 42 — 4y* + 8z — 20y — 5 = 0,

&ije reSenje lezi u zatvorenoj pravougaonoj oblasti D = [0,0.8] x [—0.5,0.5] ¢ R
Funkcije f1 i1 fo imaju u R2, a dakle i u D neprekidne parcijalne izvode

of _ of _ of _ o _ ¢
=20, ay—8y+4, S =8 +8, By = 8y — 20,

i vazi det (W (z,y)) # 0. Sistem jednacina

W@k, yk) [Tht1 — Tk Y1 — yk;]T = —Fllzx wl")

za k=0,1, ... ima oblik

of of
(7) 8—;($kayk) a—yl(xkﬁyk) lxk+1 — IZJ'k;| _ [fl(xkayk)] .
dfa df2 Ykl — Yk J2(Zk, yi)

%(xkayk) a—y(xkayk)

Izaberimo startnu aproksimaciju zg = yo = 0. Zamenom k = 0 u (7) dobijamo
sistem linearnih jednacina

20(z1 — 20) + 4(y1 — yo) = 15,
8(x1 — wo) — 20(y1 — yo) =5,
Cija determinanta je —432, a reSenje

z1 — 20 = 0.74074, y; — yo = 0.04630.
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Dakle,
21 = 20 + 0.74074 = 0.74074, y; = yo + 0.04630 = 0.04630.
Dalje, za k = 1, (7) se svodi na sistem jednacina

20(x2 — 1) + 4.37037(y2 — y1) = —0.00858,
13.925(z9 — x1) — 20.37037(y2 — y1) = —2.18613,

Cija determinanta je —468.25, a reSenje je
rg —x1 = —0.02078, y2 —y1 = 0.09312,

tj.
x92 = z1 + 0.02078 = 0.71996, y2 = y1 + 0.09312 = 0.13942.
U sledecoj tabeli dajemo vrednosti g, yr za k = 0,1,2,3,4 i vrednosti determi-

nante sistema (7). Kao i ranije, ako koristimo aritmetiku samo sa pet cifara, daljim
iteracijama nije mogudée dobiti ta¢nije aproksimacije.

k T, Yk det (W (g, yx))
0 0.00000 0.00000 —432.00
1 0.74074 0.04630 —468.25
2 0.71996 0.13942 —494.92
3 0.71882 0.13711 —492.02
4 0.71882 0.13711 —492.02

Primedba. Uporedivanje tabela pokazuje da metod Newton—Kantorovica kon-
vergira brze od metoda proste iteracije. Naravno, razlog tome je kvadratna konver-
gencija metoda Newton—Kantorovica u odnosu na linearnu konvergenciju metoda
proste iteracije, koji uz to ima ¢ blisko jedinici.

5.2.4. Odrediti ekstrem funkcije
f(z,y) = 323 + 2% + zy® — 10z — 5y — 1,

koji lezi u okolini tacke (1,1).
Resenje. Potrebno je resiti sistem jednacina

of _ of _

or Oy 0,
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tj. sistem
972 +4%2 —10=0, 4y+2zy—5=0,

u okolini tacke (1,1). Transformisimo dati sistem na oblik

1 1
x==+10—9y2, y:1(5—2xy).

3

Tada, odredujemo niz tacaka (xy,y,) metodom proste iteracije

1
Tht1 = 34/ 10 —y7,
1
Yk4+1 = 1(5_2xkyk)7 k:071727 HEREE

startujuci sa g =1, yg = 1.

k Ty Yk 10—y 2xyy
0 1.0000 1.0000 9.00000 2.0000
1 1.0000 0.7500 9.43750 1.5000
2 1.0240 0.8750 9.23437 1.7920
3 1.0129 0.8020 9.35680 1.6245
4 1.0196 0.8439 9.28783 1.7152
5 1.0159 0.8212 9.32563 1.6688
6 1.0179 0.8328 9.30644 1.6954
7 1.0169 0.8261 9.31748 1.6801
8 1.0171 0.8300 9.31110 1.6884
9 1.0171 0.8279 9.31458 1.6841
10 1.0173 0.8290 9.31276 1.6867
11 1.0172 0.8283 9.31387 1.6852
12 1.0173 0.8287 9.31324 1.6861
13 1.0173 0.8285

U ovom slucaju, pre pocetka iterativnog procesa nismo ispitali uslove za njegovu
konvergenciju, no na osnovu generisanih vrednosti x, yi (k = 1,2,...), konver-
gencija je evidentna.

Iz tabele se moze videti da je resenje sistema x ~ 1.0173, y ~ 0.8285. S obzirom
da je u toj tacki

2 ¢ 52 2\ 2 2
Profr (FIN o, 20
Ox2 Oy? Oxdy Ox?
zakljucujemo da funkcija u toj tacki ima strogi lokalni minimum. Odgovarajuca
vrednost funkcije je —10.086.
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5.2.5. Dat je sistem nelinearnih jednacina:

2 2
e Ty =3,

x+y—sin3(z+y)=0.
Konstruisati Newtonov metod za reSavanje ovog sistema.

Resenje. Uvedimo smenu promenljivih
x2+y2:u7 ac—l—y:v,

kojom sistem svodimo na oblik

e' =3, v —sin3v = 0.

Iz prve jednacine poslednjeg sistema dobijamo v = In3 = 1.098612. Za drugu
jednacinu imamo tri reSenja, Sto se moze lako zakljuciti skiciranjem grafika. Jedno
reSenje je vg = 0. Drugo reSenje se dobija primenom Newtonovog metoda na jed-
nacinu

f(v) =v —sin 3w,

dok je trece resenje kao i drugo, samo suprotnog znaka. Dakle, imamo
v1 2 0.759621, vy & —0.759621.

Sada treba resiti sisteme nelinearnih jednac¢ina

(1) 22 + 9% >21.098612, x+y=0,
(2) 22+ 42 2 1.098612,  x+y=0.759621,
(3) 22 +y? 21.098612, x+y=—0.759621.

Sistem (1) se jednostavno reSava. Njegova reSenja su:

T =20.741152, y = —0.741152,

T —0.741152, 1y = 0.741152.

Za sistem (2), takode, postoje dva resenja. Nalazimo ih primenom metoda
Newton—Kantorovica na sistem jednacina

fi(z,y) = 2 +y* — 1.098612 = 0,
fa(z,y) =z +y —0.759612 = 0.
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Startni vektor odredimo tako da druga jednacina bude zadovoljena ta¢no, a prva
priblizno. Dakle,

20 _ [ 1 } o fa©) = [—0.040830} |

—0.240388 0
|2z 2y —1 . 1 1 -2y
W(m)_[1 1}’ W (m)_Q(x—y)[—l 23;]
Za prvu iteraciju imamo
(1) _ 20 _ =150 (0)y _ | 1016459
= =W @) f(@) = [—0.256838 '

Dalje je

F@W) = [0.008543] o owl @) =

0.392681  0.201711
—0.392681 0.798289 |

Druga iteracija je

2@ = M _ Wl zW) fa®) = [ 1.016246 ] .

—0.256625

Kako je

(2, _ [0.000000
F@™) = [0.000000 ’

mozemo uzeti da je
r =21.01625, y = —0.25662.

S obzirom na simetriju sistema (2) u odnosu na z i y, drugo resenje je dato sa
x =2 —0.25662, y =1.01625.

Sistem (3) se uvodenjem smene x = —z1, y = —y; svodi na sistem (2) pa su
njegova resenja

x 22 0.25662, y = —1.01625, ili z = —1.01625, y = 0.25662.
5.2.6. Gradijentnim metodom priblizno nadi resenja sistema jednacina
r4+z2—2yz= 0.1,

y—y>+3x2=-02,
z+z2+2xy: 0.3,

koja se nalaze u okolini koordinatnog pocetka.
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Resenje. Neka je dat sistem nelinearnih jednacina

(1) fx)=0,

gde su
Tl f1 (:131,...7$n)

Tn fn(x1,... ,2n)

U vektorskom prostoru R"”, definisimo skalarni proizvod pomoéu

(@,y) = zpy=y .
k=1

145

Kod gradijentnog metoda iterativni proces za reSavanje sistema nelinearnih je-

dnacina (1) dat je formulom
(2) x(k+1)=x(k) — A\ Vu(z(k)) (k=0,1,...),
gde je

w(@) =3 Ifi @) = (f @), f (@) .

Kako je
Vu () =2W'(z) f (z)
gde je W (x) Jacobieva matrica za f, na osnovu (2), imamo

(3) wh+1) =xk)— Wy fr  (k=0,1,...),

gde je
<.fk7 Wi Wy, .fk)
Wi, W, fr, We W, fi)

Pr = 2Ag =
(

(fr = F (®(k)), Wi =W (z(k))).

Za dati sistem nelinearnih jednacina imamo

T x—l—x2—2yz—0.1
r=y|, f®)=|y-—y*+3z2+02],
z z+22—|—2xy—0.3

af 1+2x -2z —2y
W(w):d—z 3z 1—2y 3z
x % 2 1422
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Kako je za x = x(0) = [0 0 O]T,

—0.1 1 0 0
fo=1] 02 i Wy=1|0 1 0],
—0.3 0 0 1

imamo

pa, na osnovu (3), dobijamo

—0.1
x(1)=x20)—1-1fy= 0.2
-0.3
Dalje imamo
0.13 1.2 —06 04 0.2748
fi=lo005|, wi=| 09 14 03|, Wiw fi=|02008],
0.05 —-04 02 16 0.1632
~0.13-0.2748 4 0.05 - 0.2098 + 0.05 - 0.1632 _ 0.3720
p= 0.27482 1 0.20982 + 0.16322 = Dol
pa je
0.1 [0.181] 0.0327
z(2) = | —0.2| —0.3720 |0.002 | = | —0.2007 | ,
0.3 | 0.147 | 0.2453
s obzirom na ) )
0.181
Wy fi=|0.002] .
| 0.147 |

Ako se zadrzimo na drugom koraku, priblizne vrednosti odgovarajuéeg resenja
su
x 22 0.0327, y = —0.2007, z 220.2453,

dok je
0.032
Jo=f(2(2))= | -0.017
—0.008
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5.3. Algebarske jednacine

5.3.1. Primenom Bernoullievog metoda naci realnu dominantnu nulu z;

polinoma,
P(z) = 223 — 72? — 182 — 22.

Resenje. U slucaju kada je dominantna nula polinoma realna ili kada je domi-
nantna nula realna i viSestruka, po Bernoullievom metodu treba postupiti na
sledeéi nacin.

Jednaéinu P(z) = 0 posmatramo kao karakteristi¢nu jednacinu linearne homo-
gene diferencne jednacine reda m = dg (P(z)) = 3, tj.

2Yn+3 — Tyn+2 — 18yYn+1 — 22yn =0
ili
(1) Yn+3 = 3.5Yn+2 + Wn+1 + 1lyn .

Na osnovu (1), uz pocetne uslove yo = y1 = -+ = Yym—2 = 0, Ym—1 = 1,
formiramo niz {yj}ren,. Koris¢enjem niza {yj} konstruisemo niz {uj} pomocu

up = 2L Tada vazi (videti [1, str. 399-402])
Uk

lim w = 1.
k—-+oco

S obzirom na konaé¢nost izra¢unavanja uzimamo x1 = uy, ako je |ug —ug_1| < €,
gde je € unapred zadata tac¢nost.

Dakle, na osnovu prethodnog, uzimajuéi yg = y; = 0, y2 = 1 imamo

k Yk ug
2 1. 3.5000
3 3.5 6.0714
4 21.25 5.5000
5 116.875 5.4658
6 638.8125 5.5125
7 3521.46875 5.4977
8 19360.07813 5.5000
9 106480.4297

pa uzimamo z1 =2 ug = 5.5000 Sto je, u ovom slucaju, i tacna vrednost dominantne
nule polinoma P.
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5.3.2. Primenom Bernoullievog metoda odrediti realne i razli¢ite domi-
nantne korene x; i xo (x; = —x2) jednacine

P(z) =a* —1.52% — 3522 + 62 —2=0.

Resenje. U slucaju kada su dominantni koreni realni i suprotni po znaku
(jedan visestruk reda p, a drugi reda ¢), po Bernoullievom metodu treba postupiti
na sledeé¢i nacin.

Jednacinu P(x) = 0 tretiramo kao karakteristi¢nu jednacinu linearne homogene
diferencne jednacine reda m = dg(P) = 4, tj.

Yn+4 — L.OYn43 —35Ynt2 +6Ynt1 —2yn =0
ili
(1) Yn+a = L.OYn+3 +3.5Ynt2 —6ypnt1 +2yn .

Na osnovu (1), uz pocetne uslove yog = y1 = -+ = Ym—2 = 0, Yym—1 = 1,
formiramo niz {yy, }ren,. Ako bismo sada generisali niz {uy}, gde je uy = Yk+1

uocili bismo da on divergira. No, u ovom slu¢aju formiramo niz {vg}, gde je
v, = L2542 o koji vazi (videti [1, str. 403))
Y2k

. 2
lim v =27.
k—+o00

Dakle, na osnovu prethodnog, uzimajuéi yg = y1 = y2 = 0, y3 = 1, dobijamo

k Yk ug Vg /2
3 1. 1.5000
4 1.5 3.8333 5.2500
5 5.75 1.3696
6 7.875 3.1667 4.2500
7 24.9375 1.3421
8 33.46875 3.0397 4.0595
9 101.734375 1.3355

10 135.8671875

Primetimo da niz {uy} divergira, a da niz {vy } konvergira, Sto moze i da posluzi
kao kriterijum za egzistenciju slucaja da su dominantni koreni realni i suprotni po
znaku. Niz {v;} konvergira ka x% =4,pajex| = —x9 = 2.
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5.3.3. Primenom Bernoullievog metoda naéi par konjugovano komplek-
snih dominantnih korena jednacine P(z) = 23 — 322 + 72 — 5 = 0.

Resenje. U slucaju kada algebarska jednacina P(z) = 0 ima par konjugovano
kompleksnih dominantnih korena, x1 = peig i xo = pefie, na osnovu Bernoul-
lievog metoda, jednac¢inu P(z) = 0 tretiramo kao karakteristi¢nu jednacinu linearne
homogene diferencne jednacine reda m = dg(P) = 3, dakle,

(1) Yn+3 = 3Yn+2 — "Yn+1 + Syn .

Polazeéi od yo = y1 = -+ = Yym—2 = 0, ym—1 = 1, formiramo niz {yx}ren,-
Ranije definisani nizovi {uy} i {vg} (videti zadatak 5.3.2) u ovom slucaju divergi-
raju. Zato definisimo nove nizove {si} i {tx} pomocu

Ye  Yk+1

2
= Vi~ Yk—1Ykt1
Yeo1 Uk k +

Sk =

=Yk+1Yk — Ye—1Yk+2>

tk:‘yk+1 Yh-+2
Uk-1 Yk

za koje vazi

. S . . t
lim kL — 52 i lim —& = p cosf.
k—+4oo Sk k—+oo 25

Dakle, na osnovu prethodnog, uzimajuéi yo = y1 =0, y2 = 1 i koriséenjem (1)
dobijamo niz

{y}={0, 0, 1, 3, 2, —10, —29, —7, 132, 300, —59, —1617, —2938, 2210, 1911, ... }.
Kako je s1o = (—2938)% — (—1617)-2210 = 12205414, s13 = (2210)% — (—2938) -
19111 = 61032218, t1o = 2210 - (—2938) — (—1617) - 1911 = 24409507, nalazimo

t

p? 2218 ~ 50004,  peosf 2 ~(.9999,
512 2512

a dalje je

1/2

21 = pcosh+i(p® — (peos®)?)'/? 220.9999 + i (5.0004 — (0.9999)%)"/%,

tj. 1 =2 0.9999 +2.0001 ¢, dok je x9 = Z1. Prmetimo da su ta¢ne vrednosti korena
xr1 = To = 1+ 2i.

5.3.4. Odrediti sve korene algebarske jednacine P(x) = 0, gde je
P(x) =222 —2+2.

Za pocetne aproksimacije korena uzeti z1(0)=—1.1, z2(0)=0.9, x3(0)=1.9.
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Resenje. U novije vreme razraden je veliki broj metoda za simultano (istovre-
meno) odredivanje svih korena algebarske jednacine

(1) Pla)=a2"+a 2" '+ Fan_12+an,

gde sua; (i =1,...,n), u opstem sluc¢aju, kompleksni koeficijenti.

Jedan od metoda za simultano nalazenje nula polinoma (1), ¢ije su nule medu-
sobno razlicite, dat je sa

P (z;(k))
[T (zi(k) —zm(k))

m=1

(2)  zi(k+1)==zi(k) -

(videti [1, str. 417-419]). Iterativni proces (2) ima kvadratnu konvergenciju.

Jedna od moguéih modifikacija metoda (2), koja zahvata manje memorijskog
prostora kod realizacije na rac¢unskim maSinama, je varijanta koja koristi ideju
Gauss—Seidelovog metoda (u trenutku izracunavanja vrednosti z;(k + 1) poznate

su vrednosti z1 (k+1), zo(k+1),..., x;—1(k+1) koje su tacnije, u opstem slucaju,
od vrednosti z1(k), ..., z;—1(k))
P(x;(k
() wilk+1) = ai(k) — — (wilk)) .
[T (@i(k) —zm(k+1)) II (2i(k)—zm(k))
m=1 m=i+1

Primenom procesa (2) i (3) na resavanje jednacine postavljene zadatkom, uz
koriséenje datih startnih vrednosti, dobijeni su sledeéi rezultati:

metod (2)
k x1(k) xa (k) z3(k)
0 —-1.1 0.9 1.9
1 —0.991500000 1.004500000 1.987000000
2 —1.000017852 0.999921041 2.000096811
3 —1.000000000 0.999999992 2.000000008
metod (3)
k x1(k) xa (k) z3(k)
0 —-1.1 0.9 1.9
1 —0.991500000 1.010494317 2.001477225
2 —0.999951270 1.000015390 1.999999953
3 —1.000000000 1.000000000 2.000000000

Primetimo da su ta¢ne vrednosti korena x1 = —1, zo =1, 3 = 2.




VI GLAVA

Interpolacija i aproksimacija

6.1. Interpolacija funkcija
6.1.1. Dat je sistem funkcija

gde je P algebarski polinom koji nema nula na [a,b]. Dokazati da je (1)
Cebigevljev sistem.

ResSenje. S obzirom da je P(z) # 0 (Vz € [a,b]) mozemo definisati sistem

k

funkcija @ : [a,b] — R, pomoéu ®i(z) = % (k =0,1,...,n). Neka su
x

z, (k=0,1,... ,n) proizvoljni ¢vorovi na [a,b] uz jedini uslov da su medusobno

razli¢iti.
Primetimo da je sistem funkcija (1) linearno nezavisan. Da bismo dokazali da
je i Cebisevljev sistem, dovoljno je dokazati da je matrica:

Po(z0) Pi(zo) -+ Pn(wo)
Po(x1) Pi(z1) Pn(z1)
G = .
q)(](xn) q)l(xn) q)n(xn)
regularna za bilo koji skup tacaka xg, =1,..., Tn (v; = z; & i = j).
Zaista, kako je
1 x xq
1 1 x xl
det G =
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zaklju¢ujemo da je

1T (2 — ;)
detG="L o,
l:[lp(xz‘)

s obzirom da su ¢vorovi xp medusobno razliciti.

U specijalnom slucaju, kada je P(z) = 1, det G se svodi samo na Vandermon-
deovu determinantu

detG:H(xi—xj);EO.

>
6.1.2. Ako su a; (kK = 1,...,n) medusobno razli¢iti pozitivni brojevi,
dokazati da je sistem funkcija
1 1
{1, e }
a +x ap + 2

Cebigevljev sistem na [0, +00).

Resenje. Stavimo ®g(z) = 1, Pp(z) = (k=1,...,n). Dokaz ¢emo

ap +x
sada izvesti drugacije u odnosu na prethodni zadatak. Naime, iskoristi¢emo tvr-

denje teoreme 2.1.1 iz [2, str. 11], prema kome je sistem funkcija Cebigevljev, ako
su sve Wronskyeve determinante

Po(z)  Pi(x) Py ()
Do(z)  P(x) P (z)

Wy, = : (k=0,1,...,n)
2P @ oM@ oW

razli¢ite od nule. U naSem slucaju za k =01 k = 1 imamo

1 1
a1 +x 1
W(]:@O(%):l, Wl— - — 2
0 1 (a1 + )
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Na dalje, za £ > 1, imamo

1 e 1
a1 +x ap +x
g -1 et S
W = (a1 +2)° (ar+2)° |
0 (—DF k! (—DF k!
(a1 + )" (ap + )"
tj.
1 1
k A
[1(-1)' : :
W, = i=1 a] +x ap +
Tk
I1 (a; + )
i=1
_ _
(a1 —l—x)kfl (ay +x)F~1

Kako je determinanta na desnoj strani u poslednjoj jednakosti Vandermondeova,
to je

IEI

- ’ 1 1

H/k = i=1 ( — )
[T (a; 4 z)? > aitT gt

(D2 T i T (a; ~ a)

i=1  i>j

)

(ai + ) il;lj (a; + ) (a; + x)

=t

.

tj.
(k+1)/2 T il
Wy = ()PP T —— 1 (05 — i) -
) +1 J i
o1 (ai+2) i>j
S obzirom da su a; medusobno razli¢iti pozitivni brojevi, zaklju¢ujemo da je
Wi 20 (k=0,1,... ,n) za svako x € [0, +00), ¢ime je dokaz zavrSen.
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6.1.3. Ispitati da li sistem funkcija
(1) {1, cosz, sinz, ..., cosnz, sinnx}

obrazuje CebiSevljev sistem na [—, 7).

Resenje. Nekasuxy (k=0,1,...,2n) medusobno razli¢iti, a inace proizvoljni
¢vorovi na [—m, m). Oni se tada mogu urediti tako da je

(2) Tl < < < xogp <.

Sistem funkcija (1) je linearno nezavisan. Da bismo dokazali da je Cebigevljev
sistem dovoljno je pokazati da je matrica

1 cosxg sinxzg --- cosnxg sinnxg
1 cosxq sinxq CcosS nNx sinnxy
G =
1 cosxo, sinxzao, COSNx2y, Sinnxag,
regularna. Kako je
) 2n 7j—1 - .
_ (_1\yn(n—=1)/252n Ty T Tk
det G = (-1) 2 H H sin —— ,
=1 \k=0

s obzirom na (2) zakljucujemo da je det G # 0, tj. da je matrica G regularna.

Sistem funkcija (1) koristi se za konstrukciju trigonometrijskog interpolacionog
polinoma za funkciju f : [-m,7) — R na osnovu njenih vrednosti fr = f(zg)
u interpolacionim ¢évorovima zp (k = 0,1,...,2n). Sa Tn ozna¢imo pomenuti
trigonometrijski interpolacioni polinom. Moze se pokazati da jedna od mogudéih
reprezentacija polinoma T}, ima oblik

Y :Jjj
2n n sin 5
(3) Tn(x) = flaw) ] —Tr—z;
k=0 j=0 sin ZE 9
. 2
J#k
Primetimo da je Ty (zg) = f(xx) (k = 0,1,...,2n). Trigonometrijski interpola-

cioni polinom (3) predstavlja analogon Lagrangeovom interpolacionom polinomu.

xT

6.1.4. Aproksimirati funkciju x — f(z) = e*, na segmentu [0, 0.5],

interpolacionim polinomom.
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Resenje. Ako je funkcija f data svojim vrednostima fr = f(xg) u tackama

z, (k=0,1,...,n), mozemo je aproksimirati polinomom

(1) Po(z) = apz" + a1z '+ +an,

pri ¢emu je Pp(xy) = fr (k = 0,1,...,n). Polinom (1) se zove interpolacioni
polinom.

Moze se dokazati (videti [2, str. 12]) da je polinom (1) jedinstven, no on se moze
formirati na razlic¢ite nacine.

Ako polinom (1) konstruiSemo na osnovu

(2) Po(x) = f(zk) Li(x),
k=0
gde je
(=) (=) (@ —Tppr) - (— )
Lile) = (), —x0) -+ (x — Tp—1)(Tp — Tpg1) -+~ (T — )’

tada ga zovemo Lagrangeovim interpolacionim polinomom.
Ako koristimo podeljene razlike reda r, koje se definiSu rekurzivno pomocéu
[Q}l,ﬂ}z,. .o 7x7”;f] - [x(]axla" . ;xr—l;f]

[x()vxlv"'vx'f';f]: ’
Tyr — X

pri ¢emu je [z; f] = f(x), tada polinom (1) mozemo predstaviti u obliku

Pn(z) = f(z0) + (z — w0) [x0, 715 f] + (x — m0)(z — 21) [T0, 1, T2; f]
+ o+ (x—zo)x—x1) (¢ —Tp_1) [x0,T1,... ,xn; f],

(3)

i naziva se Newtonov interpolacioni polinom.

Neka f € C"'H[a,b] iz; €la,b] (1=0,1,...,n). Tada postoji £ € (a,b) takvo
da se greska interpolacionog polinoma (1) moze predstaviti u obliku

F (g

(4) Rn(f,a:):f(x)—Pn(x):mw(m),

gde je w(z) = (z — xo)(x — 1) -+ - (x — xp) (videti [2, str. 14]).
Aproksimirajmo sada funkciju z — f(z) = ¥, na segmentu [0, 0.5], interpola-

cionim polinomom, na osnovu slede¢ih podataka

k 0 1 2

5 0.0 0.2 0.5
flar) 1.000000 1.221403 1.648721
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Lagrangeov interpolacioni polinom (2), za ovaj skup podataka, glasi

(z —0.2)(x — 0.5) (z —0.2)(x — 0.5)

0=02)0—-05) MU G TN 02=05)
(z —0)(xz —0.2)

(0.5~ 0)(0.5—0.2)

PQ(IZ') =1

(5) +1.648721

= 0.634757 22 + 0.980064 = + 1

pri cemu su svi rezultati zaokruzeni na Sest decimala.

U cilju konstruisanja Newtonovog interpolacionog polinoma (3), najpre formi-
ramo, na osnovu prethodne tabele, tablicu podeljenih razlika

k [k f] [Tk, Thy1; f] [Tk, Thot1, Thg2s f]
1.000000
1.107015
(6) 1 1.221403 0.634756
1.424393
2 1.648721

odakle je, na osnovu (3),

Py(z) = 1+ 1.107015 (z — 0) + 0.634756 (z — 0)(z — 0.2)

(7) 2
= 0.634756 2° 4 0.980064 2 + 1,

pri cemu su svi rezultati zaokrugljeni na Sest decimala.

Kao sto je receno, teorijski, interpolacioni polinom je jedinstven. Prema tome,
Lagrangeov interpolacioni polinom (5) i Newtonov (7) bi trebalo da budu identicki
jednaki. Medutim, uporedivanjem (5) i (7) uocavamo da se koeficijenti uz 22 raz-
likuju za 1076, To je posledica gresaka zaokrugljivalja koje se neminovno javljaju
u procesu izracunavanja na racunskim masinama. Zbog toga se, zavisno od svrhe,
cesto daje prednost interpolacionom polinomu dobijenom na jedan nacin u odnosu
na interpolacioni polinom dobijen na neki drugi nacin.

Primetimo da konstrukcija Newtonovog interpolacionog polinoma zahteva pret-
hodno formiranje tablice podeljenih razlika, $to nije bio slu¢aj kod Lagrangeove
interpolacije.

S obzirom da je f*)(z) = (er)(k) =e” (k=1,2,...), na osnovu (4) imamo

F@) ~ Pa(e)| < 5 |2z —02) (e —0.5)|  (0<w<05),
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gde je

(8) M= max |e"|=e""=1.648721.
x€[0,0.5]

Ako hoéemo da smanjimo gresku interpolacionog polinoma, to najjednostavnije
mozemo uciniti uvodenjem novog interpolacionog cvora. Izaberimo, na primer,
x3 = 04, pa je f(xr3) = 1.491825. Za tu svrhu Newtonov interpolacioni polinom
je znatno pogodniji od Lagrangeovog, jer ne zahteva ponavljanje celog racunskog
postupka. Naime koriséenjem Newtonove interpolacije, imamo

P3(z) = Pa(z) + (x — zo) (x — z1) (x — z2) [0, 21, T2, 23; f] -

Dakle, dopunimo tablicu kona¢nih razlika (6) novouvedenim interpolacionim
¢vorom x3:

k [zg; f] @r, 15 fl 0 [Ths Thg1s Trgos [l [k Thg1, Thg2, Tht3s f]
0 1.000000
1.107015
1 1.221403 0.634756
1.424393 0.220198
2 1.648721 0.722835
1.568960
3 1.491825
Odavde je

P3(x) = Pa(x) + 0.220198 2 (z — 0.2) (x — 0.5)
— 0.220198 2° + 0.480618 2> + 1.002084  + 1.

Na osnovu (4) imamo
M
[f(x) — Pa(x)| < i |z (x—0.2) (x —0.5) (x — 0.4) | (0<z<0.5),

gde je M definisano u (8).

Na primer, za z = 0.3 je

|£(0.3) — P»(0.3)] = 0.001288
|£(0.3) — P3(0.3)] = 0.000033.

6.1.5. Koriste¢i Lagrangeov interpolacioni polinom n-tog stepena funk-
cije f, izvesti odgovarajué¢i Newtonov interpolacioni polinom sa podeljenim
razlikama.



158 INTERPOLACIJA T APROKSIMACIJA

Resenje. Oznacimo sa P%(x) Lagrangeov interpolacioni polinom n-tog ste-
pena funkcije f. Tada je

J(@) = Pl (@) = f@) = flan) [T =2
i=0 j#i
=|[@—2) | 5 [ +Z($4_$)f1(—:fi()x._m)
k=0 kl;lo(x —xp) =0 " g
Kako je (videti [2, str. 24])
ro, T Zr, = - f(xl) T
[07 1y <+ 'I“af] Z.:OW;’(xi), ENa

gde je

wr(@)=(x—zo)x—21) ... (T—20r) i wp(z)= 1_[(:1:Z —xj),

j=0
J#i
zaklju¢ujemo da vazi
(1) (@) = Py (2) = wn(@)[z0, 21, .. 20,7 f].

S druge strane je
(2)  Pr(@)=Py(@)+(Pl(a) ~ Py'(@) + ... + (Pa'(x) = Pala ().
Dalje imamo
L L
P (z) — P q1(z) = Agwi_1(z), k=1,2, ... |n,

jer je PkL(x) — Pkal(x) polinom k-tog stepena sa nulama xg, ... ,Tp_1.

Kako je f(xy) = PkL (z1), to na osnovu prethodnog vazi
f(@r) = Py (zr) = Agwp—1(zp),
dok jeiz (1) zaz=x, in=k—1,

fx) = PEy(an) = wpa (z)[xo, - s @p_1, @5 f).
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Uporedujuéi dve poslednje relacije dobijamo da je

Ap = [wo, 21, ... yapf] i PE@)— PE () =[x, ... 2k flop_1(2).

Najzad, zamenjuéi poslednji izraz u (2) dobijamo Newtonov interpolacioni polinom
sa podeljenjim razlikama:

P (z) = f(z0) + (z — x0)[xo, 1; f] + (& — x0) (z — z1)[z0, 21, 22; f]

+ -+ (z—x0)(x—121) - (T —xpn-1)[T0, 21, .- sTN; []

6.1.6. Na osnovu tabele vrednosti funkcije z — f(z) = logx

k 0 1 2 3
Tk 0.40 0.50 0.70 0.80
flxk) —0.916291 —0.693147 —0.356675 —0.223144

Lagrangeovom interpolacijom naéi priblizno log 0.6 i odgovarajuéu gresku u
aproksimaciji.

Resenje. Nekaje w(z) = (x — x9) (v — 1) (z — 22) (x — x3), gde su zg = 0.4,
1 =0.5, x9 =0.7, x3 =0.8. Zaxz=06ik=0,1,2,3,

w(z)
Lpy(x) = ————F——
) = T @)
ima sledeée vrednosti
1 2 1

Tada imamo

log 0.6 =2 —%(—0.916291) + %(—0.693147) + g(—0.356675) - %(—0.223144),

tj.
log 0.6 22 —0.509975 .
Kako je
FfD () = —% . w(0.6) = (0.2)(0.1)(=0.1)(—0.2) = 4-10~*
! 6
M = ‘ @) ‘: ~ 9344,
xe][%lifé.s] S (0.4)%
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vazi sledeé¢a ocena greske

log 0.6 — (—0.509975)| < L Mw06)~39.1073.
4!

Primetimo da je stvarna greska manja. Naime, kako je tacna vrednost log 0.6 =
—0510825623 . . ., stvarna greska ucinjena u interpolaciji je —8.506 - 1074

6.1.7. Odrediti priblizno f(1) na osnovu sledeéih podataka

2 0 1 2 3
T —1 0 2 3
flar) -3 1 3 13

primenom Aitkenove Seme.

Resenje. Kada nije potreban opsti izraz za interpolacioni polinom Pp(x), koji
je odrediv na osnovu podataka (xk, f(xg)) (k=0,1,...,n), ve¢ samo vrednost za
neko konkretno x, koristi se Aitkenova Sema, koja se sastoji u sukscesivnoj primeni
sledecih izraza

Ap=[flzr)  (k=0,1...,n);

Ay p= —— (k=1,...,n);

Aot,...n =

pri cemu je
Pn(z) = Ao1,... n -

Dakle, na osnovu podataka datih u zadatku, primenom Aitkenove S§eme, imamo
redom

1 -3 —-1-1

App = = 5,
0_(_1) 1 0—-1

) 1 1 0—-1 )

12 = 57— = 2,
2 0 3 2—1
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. 3 2-1
A - - =7
> 3-2 143 3.1 7
) o 511 3
012 =3y s s = 3,
) o 2 0-1 .
123 = 35 I =-1,
3 _1-1
0.123= 3 PR

Dakle, f(1) & Ag 123 =1.

6.1.8. Za funkciju z — f(z) zadatu skupom podataka

z | 14 | 17 | 31 | 35
f(z) | 68.7 | 64.0 | 44.0 | 39.1

bez konstrukcije interpolacionog polinoma, priblizno odrediti f~!(54.0).

Resenje. Tablica za inverznu funkciju je

y 68.7 | 64.0 | 44.0 | 39.1
Fly) | 14 | 17 | 31 | 35

Zadatak reSavamo primenom Aitkenove Seme.

Polazeéi od Ay, = fﬁl(yk) (k=0,1,2,3), imamo
Ag =14, A1 =17, Ay =31, Asz=35,
a na osnovu

pPp—— ST ] R )
Tk —yk—1 1Ak Uk Y

uzimajudéi za y = 54, dobijamo

Apgn =23.383, Ajo =24, Ay3=22.83T.

161
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S obzirom da je

1

Ak—l,k,k+1 =
Yk+1 — Yk—1

Ap—1,k yk—l_y‘ (k=1,2)
Ak k41 Y1 — Y T

dobijamo
Ap,1,2 =23.75, Ajp3=23.533.

Najzad, imamo

1

Apg1,23 = ———
Y3 — Yo

Aoz 30— y’ = 23.642.
A123 y3—y

Prema tome, f~1(54.0) = 23.6.

6.1.9. Na osnovu tri vrednosti funkcije f(z): f(a), f(b), f(c) u blizini
njenog maksimuma ili minimuma, naéi priblizno vrednost x za koju funkcija
ima tu ekstremnu vrednost.

ReSenje. Na osnovu vrednosti funkcije u blizini ekstremuma formiramo La-
grangeov interpolacioni polinom drugog stepena

o) = fla (z —b)(x—¢) (x —a)(x—c) . (x —a)(z—b)
Py(w) = f(a) (a—0b)(a—c) + 1) (b—a)(b—rc) + 1) (c—a)(c—b)
i trazimo tacku u kojoj on ima ekstremnu vrednost. Imamo redom
AP(e) _ fl@) o SO
7“6) T — T —a)|=
by e+ @ o) =0,
tj.
b [ fa) o e

@—ba—0 G-ab-0  —alc=-b

B+ f@) | (cta)f0) | (@rh) i
(a—b)la—c) (b—a)b—c) (c—a)(c—0)"

Resavanjem poslednje jednacine dobijamo trazenu vrednost za x:

(b2 — cz)f(a) + (02 — a2)f(b) + (a2 — b2)f(c)
2[(b—c) fla)+ (c—a) f(b) + (a =) f(c)]
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6.1.10. Neka su (a,A), (b,B), (¢,C) tri tacke krive x — f(x) u blizini
njene nule. Metodom inverzne interpolacije, priblizno odrediti koren jedna-
¢ine f(z) = 0. Na osnovutog rezultata, konstruisati iterativni proces za
reSavanje jednacine f(x) = 0.

Resenje. Ako smatramo da je funkcija z — y = f(x) monotona na segmentu
[, B] koji sadrzi njenu nulu i a, b, ¢ € [a, 8], tada, za taj segment, postoji inverzna
funkcija y — £ (y).

Lagrangeov interpolacioni polinom za funkciju y +— fﬁl(y), konstruisan na
osnovu podataka

S ) | a b c

je dat sa

(y—B)y—0O) b (y-C)y—A) Lo (y—A)(y— B)
(A-B)(A-C) ~(B-C)(B-A4) (C-A)(C-B)’

Vrednost x, u oznaci d, za koju je y = 0, je data sa

aBC bCA cAB

(1) == Ba-0) " B-OB-A CT-AHC-B)

Neka je £ koren jednacine f(z) = Oinekasua=¢6+a, b=+ 06, c =&+
aproksimacije tog korena. Ako stavimo da je d = £ 4+ §, na osnovu (1) dobijamo

5= aBC BCA vAB
T A—B)A—-C) " (B-0)B—4)  (C—A)(C-B)

= aBy(P—Q+ P*) (1+o0(aBy)),

gde je P = f"(€)/2f'(€), Q= f"(€)/6f'(&) (f € C®[a, f]). Dakle,
(2) § ~ Kafy,

gde je K konstanta.

a) Formula (1) sugeriSe konstrukciju tro-tackastog iterativnog procesa ako uz-
memo a = Tp—2, b =Tp_1, ¢ =2Tn, d = Tpt1, tj.

Tn—2Yn—1Yn Tn—1Yn—2Yn
_|_
Yn—2—Yn—1)WUn—2—Yn)  (Yn—1 — Yn)(YUn—1 — Yn—2)

Tp+1 = (
3)
InYn—-2Yn—1

* (Yn — Yn—1)(Yn — Yn—2)
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Ako stavimo xn = £ + en, tada na osnovu (2) imamo
ent1~ Kenen_1en_2,

odakle nalazimo da je

1.839
En4+1 ~ Len )

gde je L konstanta.
Indeks efikasnosti (videti (6) iz zadatka 5.1.20) iterativnog procesa (3) je

TEFF = 1.839.

b) Uzmimo sada da je a = zp—1, b = Tpn, d = Tp41 i ¢ = T}, gde je z}, neka
funkcija od z,,_1 i zr. Dobijamo iterativni proces

Tpi1 = Ty Yn—1Yn + Tp_1YnYn

] =

@) (i —yn) (Wi —Yn—1)  Wn—1—yn) Yn—1—yn)
+ In y;; Yn—1

(Yn = Yn—1) (yn —yn)’
za koji, s obzirom na (2), vazi
(5) ent1~ Kenen 16y,

pri ¢emu su kori§éene prethodno uvedene oznake. Od mnogih moguénosti izbora
tacke ), razmotriéemo samo neke.

Ako uzmemo da je

v = 2 (@n 4 ra)
na osnovu (5), dobijamo

1 2
(6) ent1~ Kenep_1 '§(en+6n71)’\’L€n€n—1,

s obzirom da je e, zanemarljivo u poredenju sa e, _1. Odredimo red konvergencije
r ovakvog iterativnog procesa. S obzirom da je

T
Ent1 ~ Mena

na osnovu (6) dobijamo

en ~ Ll/r 67(17:&-12)/1” 7
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. 2 . .
tj. r = 1+ —, odakle je r = 2. Dakle, imamo
r

2
€n+1 ™ M €n s
a indeks efikasnosti ovog iterativnog procesa je
tEFF = 2Y/2 >~ 1414,

s obzirom da zahteva izracunavanje yn, i y5 po iterativnom koraku.

Opstije, ), u (4) moZemo uzeti kao linearnu kombinaciju od xp i ,—1 sa pa-
rametrom g, tj. xy, = gaxn + (1 — g)Tn_1,9 # 1. Za g = 1, x), = Ty, na osnovu
(4) imamo

2 * *
- Tn—1Yn . + *liin { Zn:l ( *mf Yn *mf Yn ) }
(Yn—1—yn) Zp=%n (Yn—"Yn \Yn—"Yn—-1 Yn " Yn-1

) _ T oo { Yn—1 <x2yn—xnyi§_ Ty Yn )}
(Yn—1—yn)?  @h—=on | Yn—Yn—1 Y —Yn Y —Yn—1
_ Yn(@n-1yn—@nyn-1) | Yn-1 (yn—xny%)
(yn—yn,1)2 Yn — Yn—1 Yn

Geometrijski, 41 predstavlja nulu parabole koja prolazi kroz tacku sa koordi-
natama (yp—1, Tn—1) 1 tangira krivu y — z = f_l(y) u tacki (yn, zn). Na osnovu
(5), za iterativni proces (7), vazi

2
En+t+1 Kenen_1,

1
pa ako stavimo ep 1 ~ Lep, tadajer =24+ = ir=1+ V2, tj.
r

eni1 ~ L (2414

Indeks efikasnosti ovog procesa je
TEFF = (2.414)"/2 ~ 1.554

s obzirom da zahteva vrednosti yn i ), po iterativnom koraku.

Na kraju, uzmimo da je zj, u (4) odredeno metodom secice, tj.
Ipn—1Yn — TnYn—1

*_
Tp = ,

Yn — Yn—1

pri ¢emu je
*
en~ Lenen_1
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(videti [1, str. 347-348]). Za takav metod je, dakle, na osnovu (5),

en+1~ Kenep_1Lepen_1~ ]\46121 e%,l .

2
Ako stavimo da je en1 ~ N ep,, poznatim postupkom dobijamo r = 2+ =, odakle
r

jer =143, tj.

2.732
en+1 ~ Nep .

Indeks efikasnosti ovog procesa je
+TEFF = (2.732)'/2 ~ 1.653,

s obzirom da zahteva vrednosti v, i y,, po iterativhom koraku.
Literatura:

L. G. Chambers: A quadratic formula for finding the root of an equation. Math.
Comp. 25(114) (1971), 305-307.

M. G. Cox: A note on Chambers’ method for finding a zero of a function. Math.
Comp. 26(119) (1972), 749-750.

J. A. Blackburn, Y. Beaudoin: A note on Chambers’ method. Math. Comp.
28(126) (1974), 573-574.

6.1.11. Neka su z1,x2, ... ,x, realni brojevi razli¢iti od 0 i —1, i
medusobno razli¢iti. Ako je w(x) = (x — x1) -+ (z — x,), dokazati

3 M— )" Y1 —zae - @
I;W,(xk)(1+$k)_( U &

Resenje. Koriséenjem Lagrangeove interpolacije u tackama x1,...,xn, poli-
nom z — p(x), stepena ne veéeg od n — 1, se moze predstaviti u obliku

(1) pa) =3 (me).

_ /
2= (o~ ap)w (r)

Lako se moze pokazati da je takav i polinom
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Naime, vazi

p(z) = 2" (i—m) <i—xn>

+ (=" zzy o an(@—z1) - (2 —an)
=1-z1z) --- (1—xnw)—|—(—1)n71x1 o xp(r—x1) - (x—x0)
= (=" - anz"+ o +(=D)"zy s zaa™

pa je, dakle, to polinom stepena ne veéeg od n — 1.

S obzirom da je w(xg) =0 (k=1,...,n), sada na osnovu (1) imamo
0=3 G (o
— x—xk)w xk) k xr )
Uzimajuéi u poslednjoj jednakosti x = —1 i imajuéi u vidu da je

P(=1) = (~1)" (=1 — 1) (~1 — )
—I—(—l)n_lwl---wn(—l—wl)---(—l—xn)
=Q4z1)--Q4+zn)—x1-2n(l+z1) - 14+ zn)
=14z1) - QA4+zn)[l —z122 -+ TNn]

w(=1) = (=1)"(14+z1) - (1 + zn),

dobijamo

(I4z1) A +an)(l —z122---2n) = (=) T A +21) - (1 + 2n)X
i rpw (/)

(1+zp)’ (1)’

odakle, s obzirom da je z; # —1 (i =1,...,n), sleduje

n

Z zpw (1/zy) = (—1)" YA = 2122 - Tn).

= W (k) (1 + )

6.1.12. Neka su zg,z1, ... ,2, proizvoljni celi brojevi i neka zg < 1 <
- < xn. Pokazati da svaki algebarski polinom

n—1

fl@)=a"+ax" "+ - +a,
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zadovoljava uslov |
n!
Jax |f(z)] 2 50 -
ResSenje. Neka je
w(x)=(x —x0) -+ (x —xpn).

Polinom f(z) je n-tog stepena pa se moze zapisati u obliku Lagrangeovog polinoma
n-tog stepena

e @
1@ = 2, oo

Uporedujudi koeficijente leve i desne strane uz " dobijamo

o flag)
b= ,;) W' ()

Neka je

M = -

o2AX | f ()]
Tada je
~ 1
1<M _—
2 ]
S druge strane
W' (@) = [ag — zollze — 21| - | — Tp_1lleg — Tpga| - ok — 20

> kl(n — k),

pa je

= 1
< —_—
1—Mk;)m(n_k)!

Najzad, imamo

|
M 1 1 _n

— n

1 a1 (n) 2V
szl(n—k)! H?%(k;)

tj.

n!
> — .
Orgggnlf (w3)| > on
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6.1.13. Koriséenjem Lagrangeove interpolacije dokazati:

a) ——Z %

m—k

b) mm_n 3 (—1)"—"5%(7;1) <Z> m > n.

k=0

, M > n;

Resenje. a) Lagrangeov interpolacioni polinom za funkciju f(z) = 1, u évoro-
vima z; =i (i =0,1,...,n), je dat sa

x)z "(4)( ZZ)_ ;)

1
:x(m—l)---(m—n)g ST LYY
—w (i) (x —1)

)
x(x—l)(x—n)z .Z

gde smo koristili w(z) = (z = 0)(z = 1) -+ (x—n) i

W) =i(i—1) - 2-1-(=1) -+ (i —n) = (=1)" "il(n —i)!.

Za x =m (m >n) i imajuéi u vidu da je 1 = P (z), dobijamo

()
lzm(m—l)n-(m—n)z \

n! m—1
1=0
t.
, o G (“) N " (”)
m—n:n'(m—n)!izo m—1 :<n>;) m—1

b) Postupak je slican kao u sluc¢aju pod a), samo ovde biramo f(x) = z.

6.1.14. Dokazati da je

(o — ) po(z) + (21 — 2)fp1(z) + -+ + (2 — )pp(z) =0
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zak=1, ... ;n,gdejexg <z < ... <2Tp,a

(@ —xo)(® —w1) -+ (@ —@i1)(@—@ip1) -+ (& —an)
ﬂfi—l’o)(l’i—ﬂfl) (‘Ti_xifl)(xi_xz#l) (ﬂﬂz—xn)

pi(x) = (

Resenje. Neka je f(z) = (z — x)k, k=1,...,n, tada
fa) =(@i—2)* k=1,.. n

Lagrangeov polinom za funkciju f(z) je:

n

F(2) =3 (@i — 2)"pi(2),

=0

i to za svako z € R (s obzirom da je f polinom stepena k < n). Zamenom z = x
iz poslednje formule dobijamo

n
fa)=0="3 (zi —2)"pi(2).
i=0
6.1.15. Odrediti ¢vorove x1,x3, ..., ¥, (razliciti realni ili kompleksni

brojevi) tako da pri zadatom a, vrednost izraza

M = M(a) = max |py(a)l,

PRRRE}

za ()

m7 w(r) = (z —x1) -+ (T —20),

pr(z) =

bude najmanja.

ResSenje. S obzirom da je

> prla) =1,
k=1

zakljucujemo da je M > 1/n. Dalje, ako postoje ¢vorovi x1,x2, ..., Tn za koje
vazi

tada je M = 1/n najmanje moguce.
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Dakle, pretpostavimo da je

a_—w(a) 1 = n
pk()_w'(wk(a—xk) ~ k=1,...n

Odavde imamo
(zp — a)w'(z1) + nw(a) =0, k=1, ... ,n.

Znaci, polinom
(z — a)' () + nw(a)

ima iste nule kao i polinom w(z), pa zato vazi:
(z — a)u'(z) + nw(a) = C-w(z), C = const.
Za r = a imamo C' = n pa je
(z — a)' () + nw(a) — nw(z) = 0.

Stavljajuéi da je

=0
dobijamo
(a:—a)ZCi(a:—a)’_l.i—i—nCo—nZCi(x—a)Z:O,
=1 =0

tj.

n .

d Cilw—a)(i-n)=0 = C; =0, i=1,....,n—1,

i=1
pa je

w(z) =Co+ Cn(z —a)" (Cy,Cn #0).

Dakle, za razlicite vrednosti konstanti Cy i Cy, imamo razli¢ita reSenja za trazene
&vorove, ali za svaki izbor Cy, Cy (# 0) &vorovi su u temenima pravilnog poligona
od n strana sa centrom opisanog kruga u tacki a i polupreénikom 3{/|Cy/Ch|.

6.1.16. Odrediti korak h tako da interpolacioni polinom x +— Ps(x), koji
ima ekvidistantne ¢vorove interpolacije xx = zo+kh (k=0,1,2,3) i 2o > 1,
aproksimira funkciju x — f(z) = /= na segmentu [zq, zo + 3h] sa tacnoséu
e=0.5-1075.
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Resenje. Ako uvedemo smenu t = (z —xg)/h, tada iz x € [z, g + 3h] sleduje
dat € [0,3] i da vazi

W <e (1<zo<&<azo+3h).

(4)
f(@) ~ Py(a) = 'fT(f)tos ~1)( -2t~ 3)

S obzirom da je

W= L (LY (23 (Z2) -5 =m0 oy
@) ‘2(2)(2 2 T e T
dobijamo
Ryl < 2. Lt ax [t — 1)t —2)(t—3)| < e
=16 41" o) '
Iz poslednje nejednakosti sleduje
nA < 24-16-¢ ,
15 - max [t(t — 1)(t — 2)(t — 3)|
te[0,3]
tj.
1/4
h< 128¢
5- max [t(t — 1)(t — 2)(t — 3)]
t€[0,3)
Nije tesko zakljuciti da su ekstremne vrednosti funkcije
g(t) =tt—1)(t—-2)(t—3), tel0,3],
(3B, (3 _ 0
9min = 9 2 = )y  Ymax = ¢ 2) " 16
pa je

tren[(ja,}é] [tt—1)(t—2)(t—3)|=1.

Nazad imamo

<0.5 .107°. 128
h < —

%
) = 0.10637.
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6.1.17. Odrediti

1 Af@bg@),  a AT
2° A (az? + bz +c), 5° A sin(ax +b),
3 A (f(x)g(x)), 6° Alogx.

Resenje. 1° A (a f(z)+bg(z)) =aAf(z)+bAg(x).

2° A (ax2+bx—|—c>= aAz? +bAz + cAl

—a<(x+h)2—x2>—I—b((x—l—h)—x)—l—c(l—l)
= 2ahz + ah® + bh.

32 A(f(x)g(2))= fle+ ) a(z +h) — f(2) g(x)
— fl+hy gz + k) — fz+ h) g(x)
b g(x) — f(z) g(a)
= f@t+ h) Ag(x) + g(z) A f(z)
ili
A(f(@)9(@)) = [(2) Ag(a) + gle + B) A [(x).
. f@ fath) @
Y A g@rh g

flzt+h)g(@) - f@)glz+h) + (f(z)g(x) - fz)g(x))
g9(x) g(x +h)

_ g(x) A f(x) — f(x) Ag(z)
g(x) g(z + h)

5° A sin(az + b) = sin (a(x + h) + b) — sin(az + b)
. ah h
= 231n700s<a+ <:1:+ 5) —|—b>

6° Alogz =log(xz+ h) —logz = log (14_%).

6.1.18. Dokazati da su operatori A, B, C, definisani sa
1 _ 1 _
A:A<1+§A> 1+A)", B:V<1—§V> 1-V)", C=us,
ekvivalentni, razvijajudi ih po stepenima operatora pomeranja E. Na osnovu

prethodnog, naéi razvoj operatora C po stepenima operatora prednje razlike
A i po stepenima operatora zadnje razlike V.
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Resenje. Imajuéi u vidu da se nad ovim, takozvanim operatorima konacne
razlike ili diferencnim operatorima {E, A, V, 6, u, 1, D, J} (videti [2, str.
27-32]), sprovodi formalan racun, zasnovan na pravilima algebre i analize, imamo

Af(x) =flz+h)—f(z) Vflz) = flz) — f(xiz h)
= Ef(z) - 1f(z) =1f(z) — E~ f(2)
- Aot — V _1_gt,

Na osnovu prethodnog je

A= %(E—1)(E+1)E*1 B:%(1—E*l)(lJrEfl)(Efl)‘1
= %(EQ—l)E_l :%(I—E_Q)E
1 — 1 —
=§(E—E1)v =§(E—E1)v
odakle zaklju¢ujemo da je A = B.
Kako je
pf@ =5 (1 (as5)+1(a=5))  r@=r(o+g)-1(c-3)
S (B2 (@) + BT (@) = B2 f(x) ~ BTV 1 (2)
%(EI/Q +E_1/2)f(x) _ (E1/2 _ E_l/z)f(x)
— u= 1(E1/2 + B2 — s—pl2_pg-1/2
2 Y )
imamo
O =ps = (B2 + B2) (B2~ B1%) = (B~ E7Y),

pa je, dakle, A= B =C.

S obzirom da je
—+ o0

(L+2)7 =) (-1)rak,

k=0
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imamo

1 +o0
C=A= (A +3 A2) Y (—1)Fak

k=0

Z Ak—i—l 4= Z Ak+2
1
= A+ Z Ak“( 5)

+oo
At S (1A

2
k=1

Sli¢no, imajuéi u vidu da je
+oo
— — Z vk 7
k=0
imamo
+oo
C—B~— ( )ka kaﬂ ka+2
k=0
= V+ZV"'+1<1— %) = v+% Zv’f“.

k=1 k=1

6.1.19. Nadi razvoj operatora diferenciranja D po stepenima operatora
centralne razlike J.

Resenje. Kako je
3f@) = (w4 2) =7 (o - 5) = BV (@) - B2 (w)
= (B = 7% f(a),
to je

(1) §=pgY?_p=1/?%,
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Ako pretpostavimo da je funkcija f proizvoljan broj puta diferencijabilna, ima-
mo

h . h%
Bf(x) = fla+h) = f(@)+ 3 /@) + 55 £ @)+

2
= <1+%+(h§) +> f(x)

odakle zakljucujemo da vazi
(2) E=e.
Na osnovu (1) i (2), imamo

0= ehD/2 — eihD/2 = 2sinh @ .

hD . hD\? 5\°
coshT—\/l—l—(sth) —\/1—|—<§) ,

2
%zlog(sinh%—i—cosh%):log g—l— 1+<§> ,

Kako je

to je

tj.
2
(3) D:%log é—k 1+<é>

Posmatrajmo sada funkciju

g(z) =log(z+ V1+22).

S obzirom da je

posle razvoja u binomni red, dobijamo
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Kako je
-1/2\  —1/2(-1/2—1)---(=1/2—k+1) (=1)(=3)---(—(2k — 1))
E ) k! N 2k k!
~(=D)F(2k - 1)
N (2K ’
to je

J@) =1t *f (—1)F2k — DI o

1!
= (2k)!!
Integracijom od 0 do z, dobijamo
Rk — 1D 941
ole) =+ Z W e
Dakle,
2 +oo k
0 0 0 0 (=D 2k =D 941
=) =1 = 1 = = - 1) ,
9 (2) °8 <2 T (2) ) 2 +k§ (k)1 (2k 1 1)22FF1

pa je, na osnovu (3),

DIH

ZOO L 2k — DN cop+1
= (2k)! (2K + 1)22k

_ 1 = w12k = DW? opis
D=3 <6+kzl(_1) m5 E
t.

1 12 5 1%2.32 5 12.3%2.5% 4
D‘E<5_22-3!5+24-5!5_ oo Ot

6.1.20. Ako je p operator usrednjavanja, o operator centralne razlike
i D operator diferenciranja, odrediti stepeni red po 4, tj. S(d), u razvoju

= %5(5) (h = const > 0).

Resenje. S obzirom da smo u zadatku 6.1.18 pokazali da vazi

o= (E1/2_i_E71/2)7

1
2
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(1) (5:E1/2—E_1/2,
gde je E operator pomeranja, imamo

2) b= %(El/Q +E’1/2) _gl/2_ %(E1/2 _ E’l/Q) _gl/2_ %5'
Ako (1) pomnozimo sa E1/2, dobijamo
E—-§EV? —1=0,

odakle je

1/2
12 _ 1 1o
petor (e k).

Tada, na osnovu (2), zaklju¢ujemo da je

(3) = <1+%52)1/2.

Na osnovu jednakosti (3) iz zadatka 6.1.19 imamo

2 5 1 5\"?
D_Elog<§+<1+15> :

ili, uz koriséenje prethodno dokazane jednakosti (3),

_2 1 9 —1/2 5 1 9 1/2

S obzirom da vazi

—-1/2 +oo k
152 _ (=D"(2k = D! 2%
<1+46) _sz—:l TR 52

5 1o\ 5 = (2k — 1) i1
og (24 (1435 _2 5
°g (2*( *3 ) 2*%(%)1!(2“1)2%1

(videti zadatak 6.1.20), na osnovu (4) najzad dobijamo

12. 22 12.22.32

2
_H 17 3
(5) D—E<5—§5+
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6.1.21. Operator A = (1 4+ E)J razviti po stepenima operatora prednje
razlike A.

Resenje. S obzirom na

x+h

JD f(z) = Jf (z) = / F(tydt = f(z+h) — fz) = Af(x),

xT

zaklju¢ujemo da je JD = A, tj.
(1) J=AD"'.

Dokazali smo (videti (2) iz zadatka 6.1.19) da je E = eP" | tj.
(2) D = % log E.

Kako je
Af(z) = f(z+h) - f(z) =(E—-1)f(z),
toje A=FE —1, tj.

(3) E=1+A,
pa je, na osnovu (2),
D= %log(l—i-A).

Na osnovu (1) i poslednje jednakosti, imamo

J=A <%log(1—|—A)>_1 .

Posmatrajmo sada funkciju

(@) = hx
9\x) = log(1+ )’
pri éemu je, formalno, J = g(A). S obzirom da je
2 3 4
x x x
1 1 = — — _— — e
og(l+z)=2x 5 3 Tt

imamo
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gde je

22 23

3T

(@) =3

Dakle,
(4) A=(1+E)J:(2+A)9(A):2h<1+A+éA2—$A4+--->.

Kako je
z+h

Af(z) = (1+ E)J f(z) = (1 +E)/ Ft) dt

z+h z+2h z+2h
=/r f(t)dt+/x+h f(t)dt:/x F(t)dt,

uzimanjem samo prva tri ¢lana u razvoju (4) dobijamo

Af(z) = 2h <1 YA % A2> f(a),
t.
x+2h h
/ P dt = 2 (f@) + 47 (@ + B) + [+ 21)

Poslednja formula je poznata kao Simpsonova formula za numeric¢ku integraciju.

6.1.22. Primenom prvog Newtonovog interpolacionog polinoma izra¢una-
ti sin 6° na osnovu vrednosti sin 5°, sin 7°, sin 9°, sin 11°. Proveriti da li se isti
rezultat dobija koriséenjem drugog Newtonovog interpolacionog polinoma.

Resenje. Neka je funkcija f data parovima vrednosti (z, fr), gde je fr =
flzg) iz =20+ kh (k=0,1,...,n) (h = const > 0).

0, prvi Newtonov interpolacioni polinom glasi

Ako stavimo da je p = x

(1) Pa@) = fotpafo+ PBD a2y P22 D P Znt D) on,
ili
2
o Pa(@) = fo+ S @ 20) + 5 (@~ o) — ) -
+ 2 ) ) @),

n! h"
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gde je A operator prednje razlike, rekurzivno definisan sa
A’ f(z) = flz), AFfl@)=A""Tf@+n) -aF @) (keN).

- . . .. . .
" drugi Newtonov interpolacioni polinom glasi

Ako stavimo da je ¢ = z

(3)  Pu(x) = fo+qVin+ % T S () '7'1!(””_1) V" f
ili
2
Pn(x) = fn+ V]{n (w - mn) + V2! hf; (x - xn)(ac — xnfl) —+ -
+ Z!h{? (. —zn)(® — Tn-1)-- (z —x1),

gde je V operator zadnje razlike, rekurzivno definisan sa
V@ =f@), V@)=V @ -V @k (keN).

Formirajmo sada tablicu konac¢nih razlika operatora A za zadati problem:

k Ty T Afy A?fy, A?fy,
0 5° 0.087156

0.034713
1 7° 0.121869 —0.000148

0.034565 —0.000042

2 9° 0.156434 —0.000190
0.034375

3 11° 0.190809

Na osnovu formule (1) za prvi Newtonov interpolacioni polinom, s obzirom da
6° — 5°
je u nasem sluéaju, n =3, xg =5°, h=2° p= 5 = 0.5, imamo

0.5(—0.5)

Ps (6°) = 0.087156 + 0.5 - 0.034713 + — (—0.000148)

) L 05(=05)(-15)

. (—0.000042) = 0.104528 .

Primetimo da su pri ovome koriséeni podvuceni elementi iz tablice. Dakle, dobili

SImo
sin 6° 22 0.104528,,
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gde su sve decimale tacne.

Izraéunajmo sada priblizno sin6° na osnovu drugog Newtonovog interpola-
cionog polinoma. S obzirom da je

Vi =fr = fro1=Afpo1 = AETfy,
gde je E operator pomeranja, zaklju¢ujemo da je
V=AE"",
a kako su operatori konacne razlike komutativni, sleduje
(5) V"= (AEH)" =A"E™T™  (meN).
Na osnovu (5) imamo

(6) Vi=Af, Vifs=A"f, Vifz=2A%F,

pa zakljucujemo da za drugi Newtonov interpolacioni polinom mozemo koristiti

veé formiranu tablicu operatora A. Dakle, na osnovu (3), za n = 3, zg = 11°,

(o] o
h=2°¢q= 62% = —2.5, imamo

—2.5)(—1.5)

P3 (6°) = 0.190809 + (—2.5) - 0.034375 + ( (—0.000190)

(7) (—2.5)(—1.5)(—0.5)

6

+ (—0.000042) = 0.104528.
Uoc¢imo da su pri ovom koriSéeni uokvireni elementi iz tablice kona¢nih razlika
operatora A, a s obzirom na (6).

Uporedivanjem (4) i (7) vidimo da su dobijeni rezultati, dati sa Sest decimala,
identi¢ni. Teorijski, s obzirom na jedinstvenost interpolacionog polinoma, to je
trebalo i ocekivati. Medutim, to u praksi nije uvek tako s obzirom na greske
zaokrugljivanja koje se javljaju u procesu izrac¢unavanja. Upravo sa tog (nu-
meric¢kog) stanovista, Newtonovi interpolacioni polinomi nisu naro¢ito pogodni,
pa se u praksi koriste uglavnom interpolacioni polinomi sa centralnim razlikama.

6.1.23. Koristedi prilozenu tabelu sa prednjim razlikama za funkciju z —
log,, z, izracunati log;, 106 i proceniti gresku.
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x log,yx A A2 A3 At
105 2.021189
0.020204
110 | 2.041393 —0.000899
0.019305 0.000077
115 | 2.060698 —0.000822 —0.000009
0.018483 0.000068
120 | 2.079181 —0.000754
0.017729
125 | 2.096910

Resenje. Kako se vrednost x = 106 nalazi na pocetku intervala interpolacije

koristi¢emo prvi Newtonov polinom. Ako stavimo t = " (g =105, h =5) i

h
Alg EAkfo (k=1,2,...), imamo

ft = f(xo+ ht) = fo+ <§>A0+ (;>A%+ Lo+ (;>A3+Rn,

fin = (ni 1> (), € € (w0, @0 +mh).

Za izracunavanje ft, da bi se smanjio broj ra¢unskih operacija, koristi se Hor-

nerova Sema, tako da Newtonov interpolacioni polinom dobija oblik:

t—1 t—2 t— 1
(1) ft:fo+t{Ao+T {A%JFT (A%+---+%A8>]}+Rn.
Ostatak se procenjuje pomoc¢u formule

|Rn ()] < pam - BT M,

gde je un apsolutna vrednost ekstremne vrednosti izraza

t
(n—l—l)’ za t€(0,1), neN,

dok je
M > max|f"T ()], € € (zo, 20 + nh).

Vrednosti za pn su date u tabeli:
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n 1 2 3 4
n | 0.1250 | 0.0642 | 0.0417 [ 0.0303

S obzirom da je
o 106 — 105

0.2
5 )

na osnovu (1) imamo

log 106 = 2.021189-+0.2 {20204 —04 [—899 - ? <77 - %(—9))} }'106+Rn,

tako da je log 106 ~ 2.025306. Kako je

_2-3-4-logype
I —

£ ()

)

za ostatak vazi procena

-4.0.434

5 5 5 2-3 —7
|R4| < pah® max | £ (€)] < 0.0303 - 5° - e~ 107

Dakle, ostatak moze da utice na rezultat na Sestoj decimali. Rezultat je izracunat
na Sest decimalnih mesta, gde je poslednje mesto zaokrugljeno.

6.1.24. U tabeli su date vrednosti funkcije x +— logz u ¢vorovima
xg = 1.8, 1 = 1.9, x5 = 2.0. Pomoc¢u a) linearne, b) kvadratne interpo-
lacije aproksimirati log 1.93 i oceniti gresku.

T log x V logx V2 logx
1.8 0.58779
0.05406
1.9 0.64185 —0.00276
0.05130
2.0 0.69315

Resenje. Cvorovi su ekvidistantni sa korakom h = 0.1. Izra¢unavanje sprovo-
dimo pomoc¢u druge Newtonove interpolacione formule sa ta¢nos¢u na 5 decimalnih
mesta. Potrebne prednje razlike funkcije log x date su u tabeli.

a) Zbog
Vlog x
Py (z) =logxa + %(:}: — x3),
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imamo 0.05130
P;(1.93) = 0.69315 + —

(—0.07) = 0.65724.
Za x € (x1,x2) = I imamo

= 1 < 0.2771

Mo = sup 102

el

1
e

M-
|logz — Py (2)] < 57 |(x — w2)(x — )],

tako da je
gz — Pi(z) < 22071 1(1.93 — 2)(1.93 — 1.9)] = 0.00029.
b) Zbog
V2 log z2
Py(z) = Pi(x) + W(:}: —x2)(xr — x1),
mmanmo 0.00276
P5(1.93) = 0.65724 + _2‘7(—0.07) -0.03 = 0.65753.

Za x € (x9,x2) = I imamo

N < 0.343

M3 = sup =1

gel

2
3

M.
[logz — Py(a)] < 5P |(z — 2) (& — 21)(x — zo)],
tako da je

|log 1.93 — P(1.93)| < &643“1.93 —2)(1.93 — 1.9)(1.93 — 1.8)| < 0.00002.

Napomenimo da je tac¢na vrednost, na Sest decimala, log 1.93 = 0.657520.

6.1.25. Koriséenjem prve Gaussove, druge Gaussove i Stirlingove inter-
polacione formule, izrac¢unati vrednost f(0.95) na osnovu sledeé¢ih podataka

x 0.5 0.7 0.9 1.1 1.3
f(z) | —0.6875 | —0.8299 | —0.9739 | —0.9659 | —0.6139
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Resenje. Neka je funkcija f data na skupu ekvidistantnih tacaka xp = xg +
kh (k =0, £1, £2,..., £n,...) (h = const > 0). Na osnovu datih parova
vrednosti (2, fx)k=0,+1,+2,... ,+n,... mozemo formirati takozvanu centralnu tablicu

prednjih razlika.

Tabela 1
x| f Af A*f A% f A'f
9| f-o2
Af_g
z_1| fo1 A% f
— | A | -
xo A% f 4 A f o
Afo A3 f_
Tl f1 AQ fO :
A f
2 f2

Ako uvedemo smenu x = g + ph, prva Gaussova interpolaciona formula (videti

[2, str. 42]) ima oblik

_ 242
P(l’o-i-Ph):fo-i-p'Afo-i-p(pTl)A%—l‘i‘mgi!l)Agf—l
2 12
+p(p _14')(17_2) A4f_2+"'
p@* 1" —2%) - (p* ~ (1= 1)%) 20
+ 2n — 1) AT e
242 2 2
+p(p —1%) - (p* = (n—1) )(p—n)Aznf_n_’_.__.
(2n)!

U ovoj formuli se upotrebljavaju razlike koje su podvucene u tabeli 1.

Druga Gaussova interpolaciona formula ([2, str. 42]) glasi:

+1 212
P(zo+ph) = fo+pAf1+ %A%&l + %A?’ﬂg

2 2
L P —14!)(p+2) XTI

Po* = 1)p? =) (P = (=) joner

+ @2n — 1)1
+ p(p2 - 12) s (p;;)fn . 1)2)(17 +n) A2nffn boeen
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U ovoj formuli se koriste razlike koje su uokvirene u tabeli 1.

Poluzbir prve i druge Gaussove interpolacione formule daje Stirlingovu interpo-
lacionu formulu

2
P(zo +ph) = fo+p- {%(AfH-Afo)}%—%Azfl

2 2 2 42
+%{% (A3f2+A3f1)}+%A4fg+---
p(* =13 = (=13 (1 9n1 2n—1
- @n - 1) {5 N f—<"—1>)}
PR =17 = (=13 2
+ B A2VF g

Ucesée pojedinih razlika u ovoj formuli se pregledno uocava iz tabele 2.

Tabela 2
c | 7 Af A2f A3f Aty
T2 -2
Afo
T A?f o
(A L [A%
w0 | fo 5{ } A58 AYf s
A fo A fq
1 f1 A2f0
A fy
2 f2

Formirajmo sada centralnu tablicu prednjih razlika na osnovu datih podataka
(tabela 3).

Tabela 3
x f Af A% f A f Atf
0.5 —0.6875
—0.1424
0.7 —0.8299 —0.0016
-—0.1440 0.1536
0.9 —0.9739 0.1520 0.0384
0.0080 0.1920
1.1 —0.9659 0.3440
0.3520
1.3 —0.6139
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Za ¢vor xg uzmimo ¢vor najblizi vrednosti x, tj. g = 0.9. Imajuéi u vidu smenu
r = xg + ph, nalazimo da je
T — T 0.95—-0.9

p=— = gy =025,

Na osnovu prve Gaussove interpolacione formule i tabele 3, imamo (p = 0.25)

£(0.95) 22 P4(0.95) = —0.9739 + p - 0.0080 + Lp; D)

0.1520

2 2 (p—
L plp . D 01920 + W 0.0384 2 —0.9930.

Na osnovu druge Gaussove interpolacione formule i tabele 3, imamo (p = 0.25)

£(0.95) = P4(0.95) = —0.9739 + p (—0.1440) + pe+1) 1599
2

2 2 _
L 2 . D 01536 + W 0.0384 = —0.9930 .

Na osnovu Stirlingove interpolacione formule i tabele 3, imamo (p = 0.25)

2
£(0.95) = P4(0.95) = —0.9739 + p {% (—0.1440 + 0.0080)} + % 0.1520

2 2(p2 _
n LPG D {% (0.1536 + 0.1920)} + % 0.0384 22 —0.9930.

Svi rezulati su zaokrugljeni na Cetiri decimale.

6.1.26. Primenom Besselove interpolacione formule izra¢unati cos 14° na
osnovu vrednosti cos 11°, cos 13°, cos15° i cos 17°.
Resenje. Neka je funkcija f data na skupu ekvidistantnih tacaka xp = xg +

kh (k=0, £1, £2,..., £n,...) (h = const > 0). Na osnovu vrednosti (z, fx)
mozemo formirati centralnu tablicu prednjih razlika (videti tabelu 1).

Ako uvedimo smenu x = zg + ph, Besselova interpolaciona formula (videti [2,
str. 42-43]) glasi:

Plao+oh) = {5 (o £ p+ (= 3)aso+ PO {0 (a2 1y 4 6% ) |

+ e 1;§p_ §> A% fa+
N p(p® —1%)---( (22;)5” — D*)(p—n) {% (Aan—n + A2nf—(n—1))}

PP —12) 6P = (0= DA - ) (b

>A2n+1fn+___ )



INTERPOLACIJA FUNKCIJA 189
Tabela 1
x f Af A’f APf Atf Af
T2 =)
Afo
r_q f-1 Af o
Afa A3 f o
xo Jo Af_y Atfy
. Afo | 5 Ara | A f
1 f A? fo A*f
Afi A? fo
T2 f2 A% fy
A fa
x3 I3

Ucescée pojedinih razlika u ovoj formuli se pregledno uocava iz tabele 1.

Formirajmo sada centralnu tablicu prednjih razlika na osnovu podataka datih

zadatkom:
Tabela 2
z f Af A% f A°f
11° 0.98163
—0.00726
13° 0.97437 —0.00118
% —0.00844 % —0.00001
15° 0.96593 —0.00119
—0.00963
17° 0.95630
[¢] o
Ako uzmemo da je xg=13°, nalazimo da je p = z-zo _ 1 20 13 = %, te

u ovom slucaju, na osnovu Besselove formule, otpadaju svi ¢lanovi sa razlikama
neparnog reda.

(p=1/2):

_|_

Rezultat je zaokrugljen na pet decimala.

cos 14° = P (14°) = {% (0.97437 + 0.96593)}

p(p—1)
2

{% (—0.00118 — 0.00119)} = 0.97030.

Dakle, na osnovu ove interpolacione formule i tabele 2 imamo
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Napomenimo da se za interpolaciju funkcija, na skupu ekvidistantnih tacaka,
najcesce koriste Stirlingova (videti prethodni zadatak) i Besselova interpolaciona
formula. Stirlingova formula se koristi kada je |p| < 0.25, a Besselova kada je

0.25 < |p| < 0.75.
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6.1.27. Prouciti kako se slucajna greska € u vrednosti funkcije u nekom
od ekvidistantnih interpolacionih ¢vorova, manifestuje u tablici konac¢nih

razlika.

ResSenje. Tablica konac¢nih razlika, sa greskom e u vrednosti fr, ima sledeéi

oblik:
z ! Af A f A f Aty
Tn—4a fn—4
Afn—4
Tn—3 fn—3 A2 fn—4
Afn—B A3 fn—4
Tn—2| fn-2 A? fr_3 At oy te
A frn—2 A® fooz+e
Tn—-1 fn-1 A2 fn—2+c¢ A4 fn—3 —4e
Afpo1te A® fr_g — 3¢
Tn fnte A2fn—1_2€ A4fn—2 + 6¢
Afn_€ ABfn—l“r?)&?
To1|  farr | T | Afute A fpq —de
Afogr | T | Al
Tnt2|  Sag2 A? foia At fote
Afn—I—Z A3 fn—l—l
Tnt3|  fnts A? frio
Afn—I—B
Tntd|  fntda

Na osnovu tablice moze se zakljuciti sledece:

1° Ako vrednost fy, sadrzi gresku, bide pogresne sledeée razlike:

Afn—la Af”:
A fro, A% fa1, A% f;
A fn s, Ao, Adfuq,

A3 f: itd.
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2° Kod k-te konac¢ne razlike, greska ucestvuje po zakonu binomnih koeficijenata
uz alternativnu promenu znaka, tj.

Takode, apsolutna vrednost maksimalne greske u k-toj konac¢noj razlici ([kl;Q]) €]
vrlo brzo raste sa redom razlike.

3° Za svaku konaénu razliku AF vaze jednakosti:

(lg>s— (I;)s+ (5)6—---+(—1)k<:>s:(l—l)k»s:()
(’S) o] + ('f) el + (’;) el + -+ (Z) el = (1+ ¥ Je] = 2% el

U tablici konacnih razlika figurisu vrednosti funkcije f sa odredenim, fiksiranim,
brojem decimalnih mesta. Ako se funkcija f nad skupom vrednosti {(xk, fk)k:o_m}

iz tablice ponasa kao polinom stepena r (< m), tada ¢e konacne razlike reda r
biti konstantne, a konaé¢ne razlike reda r+1, r+2, ... ,m ¢e biti jednake nuli (ili
¢e biti priblizno jednake nuli s obzirom da su vrednosti funkcije koje su usle u
tablicu eventualno zaokruzene). (Primetimo da funkcija f ne mora biti polinom,
a da iskaze opisano ponaSanje. Na primer, ako za funkciju f postoji Taylorov
polinom pri ¢emu je odgovarajuéi ostatak za svako xj iz tablice toliko mali da ne
uti¢e na decimale koje figurisu u tablici, tada je funkcija f prakti¢no tabelirana
vrednostima iz Taylorovog polinoma.)

Svakako, ako postoji greska u vrednosti funkcije u nekom od interpolacionih
¢vorova, prethodni princip ¢e biti naruSen u polju prostiranja greske, kako smo
prethodno videli, sto nam predstavlja indikaciju o postojanju greske.

Zakon prostiranja greSke u tablici konac¢nih razlika, koji je razmatran, daje
moguénost da se u nekim slucajevima pronade izvor greske i otkloni.

6.1.28. Ispraviti gresku u vrednosti funkcije u jednom od interpolacionih
¢vorova, ako je dato

1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2 24 2.6 2.8
—1.020 [ —0.692 | —0.076 | 0.872 | 2.212| 3.980( 6.228 | 9.004 | 12.356| 16.332

Resenje. Formirajmo tablicu kona¢nih razlika, na osnovu zadatih podataka:
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k| fr A fr A? fr A® fr A fr AS fr
0 1.0 —1.020

0.328
1 1.2 —0.692 0.288

0.616 0.044
2 14 —0.076 0.332 0.016

0.948 0.060 —0.040
3 1.6 0.872 0.392 —0.024

1.340 0.036 0.040
4 1.8 2.212 0.428 0.016

1.768 0.052 —0.020
5 2.0 3.980 0.480 —0.004

2.248 0.048 0.004
6 2.2 6.228 0.528 0.

2.776 0.048 0.
7 2.4 9.004 0.576 0.

3.352 0.048
8 2.6 12.356 0.624

3.976
9 2.8 16.332

Iz tablice uocavamo sledece: Razlike A* f4, A* f5 i A® f4, su jednake nuli, dok
su preostale razlike cetvrtog i petog reda razlicite od nule, s tim Sto su joSs i razlike
petog reda, po modulu, uveéane u odnosu na odgovarajuée razlike ¢etvrtog reda.
Ovo nesumnjivo govori o postojanju greske u nekoj vrednosti funkcije fg.

Dakle, mozemo zakljuciti da sve razlike cetvrtog i petog reda koje su razlicite
od nule, pripadaju polju prostiranja greske € u vrednosti funkcije fi,. Na osnovu
analize iz prethodnog zadatka, u razlikama cetvrtog reda postoji pet pogresnih
razlika te s obzirom na njihov raspored zakljuc¢ujemo da je pogresna vrednost
funkcije za x = 1.6 (k = 3).

Odredimo gresku e.

S obzirom da bi konac¢ne razlike ¢etvrtog reda trebalo da budu jednake nuli, to
je, na osnovu tablice, A* f3 + e =e = —4-.1075.

Ili, na osnovu treéih razlika, koje bi trebalo da budu konstantne (s obzirom da
bi Getvrte razlike trebalo da budu jednake nuli), nalazimo

A3 [y = ((A3 s —s) n (A3 o —1-35) n (A3f1 —35) n (A3f0+e>>

(52436460 +44) - 1073 = 48-.107 3,

1
1
1
1
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ili direktno, na osnovu polja prostiranja greske €, o€itavamo na osnovu ,nepore-
meéenih treéih razlika A3 fa= A3 fa= 48-1073, a dalje, s obzirom na A3 fa—e =
521073, nalazimo ¢ = —4 - 1073.

Gresku € mozemo naé¢i u ovom slucaju i na osnovu drugih razlika koje bi u
tacnoj tablici morale obrazovati aritmeticku progresiju (s obzirom da bi treée ra-
zlike trebalo da budu konstantne). Dakle, taéna vrednost A? fa je

S= (300 ¢ (3R 2)  (55+2)
- é (332 +392+428) - 1072 = 384102,
pa € nalazimo na osnovu
£ = % (A2f2 _ (A2f2 — 25)) - % (384 —392) 1073 = —4.1073.

Najzad, ispravljena vrednost f za x = 1.6, bice

f3=(f3+¢)—e=0872— (—0.004) = 0.876.

6.1.29. Koristeéi metode interpolacije, odrediti karakteristicni polinom
matrice

1 3 1 4
2 411
A_3542
4 3 1 2

ResSenje. Karakteristi¢ni polinom matrice A je
Q(A) = det (A — D),

gde je I jedini¢na matrica istog reda kao i A. S obzirom da je, u ovom slucaju,
karakteristi¢ni polinom cetvrtog stepena, uzmimo pet interpolacionih ¢vorova, na
primer

A=k (k=0,1,2,3,4),
za koje nalazimo odgovarajuée vrednosti Q(\g) = Q(k) = Qr (k=0,1,2,3,4), a
zatim formiramo tablicu konaé¢nih razlika operatora A :

Ak Qr AQy A Qy, A3 Qy, At Qy,
0 -93

69
1 —24 —38

31 -30

2 7 —68 24
- 37 —6
3 -30 —74

—111
4

—141
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Primenjujuéi prvu interpolacionu formulu Newtona imamo

4

on
(1) Qo—l—Z —1)--(A—k+1).

S obzirom da je

k
2 AP =Dkt =Y S k=120,

m=1

gde se koeficijenti S](cm) nazivaju Stirlingovi brojevi prve vrste, na osnovu (1),
imamo

k
(3) Q0+Z A QO Z Sl(€m)>\m

4
:Q0+Z>\m ZS(’”)AMQO.

k=m
Kako je

A=A,
AA=1) =A% =\,

AA= 1A =2) =A% —3x% 421,

AN = 1A —2)(A—3) = AT —6A3 + 1107 — 6,

s obzirom na (2), nalazimo

st —1

stV =1, s =1;
sV =2, sP—=_3 =1,

sV——6, sP=11, s¥=-6, sH=1;

pa na osnovu (3), imamo

Q) =93+ (1-69+ (- 1)( 38) (33'0)+( 6)11!1>A
(154 o 3?70> NTE
+(1(_3—3!0)+(—6)i—!)A3+1.I,\47
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tj.
QM) =X —11 X3+ 7%+ 721 —93.

6.1.30. Priblizno izra¢unati

s =5 [ Fdar w<y<u,

na osnovu vrednosti funkcije f(x) u tackama x; =0.1-¢ (i =0,1,...

Resenje. Nadimo najpre

h()_i/y " dr (n=0,1,...)
KT =0he)

Uvodenjem smene

T = ysin2t —> dx =2ysintcostdt,

dobijamo
d 2yn+1 /2 antl (2n+ 1) yn
h(y) = — sin tdt = ———— Wap11,
gde je
/2
(1) Waon+1 = / sin?" e dt .
0

Metodom parcijalne integracije, ako uzmemo

u=sin?"t, dv =sintdt,

du:2nsinn71tcostdt, v = —cost,

na osnovu (1) imamo
/2
Wan+1 = 2n / sin®" !t cos? t dt
0
/2
=2n / sin? ¢ (1 — sin? t) dt
0

=2n (Wapn—1 — Wapt1) ,

195

,10).



196 INTERPOLACIJA T APROKSIMACIJA

tj.
2n
(2) Wan+1 = 57 Wan—1 (n=1,2,...).
S obzirom da je W; = 1, na osnovu (2), dobijamo
2n)(2n—2)---2 (2n)!
Wontl = G @ —1)-3 ~ @nt D1 (n=0,1...)
Ako funkciju f aproksimiramo sa
10
(3) fl)= ) ana",
n=0
to je
10
(4) g9(y) = Z (2n+ 1) an Wap 419"

10

1 1 2n)!! n
=7 °+\7 Z (27(1—)1)!! any

Preostalo je da jos nademo koeficijente an iz (3). Za njihovo odredivanje ¢emo
iskoristi¢emo prvi Newtonov interpolacioni polinom (videti (1) u zadatku 6.1.22)
sa korakom h = 0.1:

10z (10z — 1)
—— A £(0) +

) A (o).

f(x) = f(0) 4+ 10z Af(0) +

10z (10z — 1) --- (102 — 9
10!

Kako je

(102)™ = 102 (102 — 1) (10z —n + 1) = >_ 5 (102)",

gde su Sgk) Stirlingovi brojevi prve vrste, to je

10100y (™)
CEIOEDY Q02 An p0)

o~ 0)+ZM (ZS(’“) (10) )
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Na osnovu (3) zakljuéujemo da je
ao = f(0),

10 n
ak:lOkZA%'(())S/’gk) (k:1’2""710)’
n=~k )

Sto zajedno sa (4) daje formulu za priblizno izra¢unavanje g(y).

6.1.31. Formirati Hermiteov interpolacioni polinom na osnovu slede¢ih
podataka

x —1 0 2
F(2) 0o -7 3
fle)| -8 -5 55
[ (z) 10

Resenje. Kako je dato sedam podataka, interpolacioni polinom ¢e biti stepena
ne visSe od Sestog. Potrazimo ga u obliku

(1) He(z) = Pa(z) + (z + 1) (¢ — 2)z Ha(z) ,

gde je P>(x) Lagrangeov interpolacioni polinom formiran na osnovu vrednosti fun-
kcije f u tackama x = -1, z =0, = = 2, tj.

(z+1)(xz—2)
(0+1)(0—2) +3 2+1)(2-0)

@+ D@=0) _ 2 5. 7

P (x) =-7
a Hs(x) za sada nepoznat polinom ne viseg stepena od tri.
Diferenciranjem (1) dobijamo
Hi(z) = 8z — 3+ (327 — 22 — 2) H3(x) + (z + 1)(z — 2)z Hi(x),

odakle, s obzirom na interpolacioni zahtev Hg(—1) = f'(—1) = —8, H§(0) =
f(0) = =51 Hg(2) = f(2) = 55, sleduje

(2) H3(-1)=1, H3(0)=1, H3(2)=7.

Kako je dalje

HE (z) = 8 + (6x — 2) Hs(z) + (62 — 4o — 4) Hy(z) + (z + 1)(z — 2)x H3 (z)
i H{(0) = f(0) = 10, dobijamo

(3) H(0) = —1.
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Primenimo sada isti postupak na odredivanje polinoma H3, na osnovu podataka
(2) i (3). Dakle, imamo

H3(x) = P5(z) + (x+ 1)(z — 2)za (a = Hp(x)),
gde je

(z—0)(z—2) 41 (z4+1)(z—2) Y7 (z+1)(z—0)

C10)(—1=2) 1 (041)(0=2) (2+1)(2—o):x2+””+1'

Py(z)=1

Dalje, kako je
Hi(z) =22+ 1+ (32> — 22 — 2)a

i H5(0) = —1, dobijamo a = 1, pa je
Hi(z)=2>—z+1.

Najzad, na osnovu (1), dobijamo

HG(:z:):x6—x5—3x4+2x3+5x2—5x—7.

6.1.32. Odrediti Hermiteov interpolacioni polinom koji u tacama xg, x1,
., &y, ima vrednosti yo,y1, ... ,Yn 1 vrednosti izvoda y(, v, ... , vy,

Resenje. Hermiteov interpolacioni polinom trazimo u obliku
Hp(z) = Ln () + wn () Hm—n (),

gde je Ly, Lagrangeov polinom n-tog stepena, formiran na osnovu podataka (x, yx)
(k=0,1,...,n) i

wn(z) = (z —zo)(x —x1) ... (x — zn).
Diferenciranjem dobijamo
Hip () = Liy () + (@) Hin—n(2) + wn (2) Hip—n a)
pa je, na osnovu interpolacionog zahteva,
Yi = Ln(xi) + wn (i) Hn—n(z;),

y; — Ly (x;)

Hmfn($z) = wa(ml)
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Dakle,

Neka je
wn (x)
———————— = Ly;(x).
(x — zi)wn (x;) ni(?)
Tada je interpolacioni polinom Hermitea moguée zapisati u obliku

— Ly (z)

Hm(m) = Z%an(m) + an(x) Yi

an(x)w Lyi(z) = Zy; w/n(a:)) Lypi(x) — wn(z ZO Ln(

Wn (xz) 1,1

=0 wn(xl) 1=0
a drugi podvrgnimo transformacijama
n / n n !
Ly (z4) y]Ln](ml)
wn(x Lyi(x) =wn(x x
(@) 2 Sy e = on(@) 2 0 Sy L)

Na taj nacin trazeni polinom je moguce zapisati u obliku

n

199

(z).

Hin(x) = 3" vi d L) - an ‘"’““JJ)’ Loj(@) b+ 3 vh(e — 2 L2(a).

1=0

Razmotrimo izraz koji stoji u zagradama pod znakom prve sume

Pz(x an nz xj)) Ln](x)
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To je polinom stepena 2n + 1. Za x = zj, dobijamo

Pi(xy) = Lyp;(xg) = 0ik-

Dakle, nas polinom dobija vrednost nula za svako xj, k # i. Razmotrimo izvod
tog polinoma

/ / = L;n‘(mj) /
Pi(z) =L z) —wn(z) Y =4 L (x)
= wp ()
Za x = x;, dobijamo
/
P{(x1) = Lpi(z) — wn(ax) Z Lo L2 Lnj(x1) = Lyi(x1) — Lyi(zg) = 0.

/
1”L

Na taj nacin, P;(x) ima dvostruki koren za svako x = x, k # 4. Dakle, taj polinom
sadrzi mnozitelj
wi ()
(x —x)2

Kako je stepen polinoma P;(z) jednak 2n + 1 mozemo ga zapisati u obliku

2
(1) Pi(x) = 210 (44 Ba— ).

(x — x;)2
Odredimo koeficijente A i B. Stavljajuéi x = z; u (1) dobijamo

2
1—u1,’1

(z4)A,

odakle je
1
—
wh“(z4)

Diferencirajuéi jednakost (1), a zatim stavljajuéi = x;, dobijamo

0= Pl(a;) = wh(z:)wl () A + () B.

Otuda je
B wh (x;)
—5 -

Sada je polinom P;(z) mogudée predstaviti u obliku

/

i(x) = w%(w) — wn (i) T — 2 (o _ wn () T — o
Fle)= (x—xi)QwZQ(xi) ! wn(xz)( Z)} = Lo )[1 wh (z ( i)
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tj.

Hon () = 2;] {u]1- wn(@s) )] +via )} L2ico)

wn (x;)

6.1.33. Odrediti opsti oblik Hermiteovog interpolacionog polinoma za

realnu funkciju x — y = f(z) (z € [a,b]), pri ¢emu su, u interpola-
cionim ¢vorovima x;, poznate vrednosti ygj) = fO(x) (i=0,1,...,n; j =
0,1,...,05 —1).

ResSenje. Neka je zadat bazni sistem interpolacionih funkcija

‘P0($)7<P1($), ey Cpn(iﬂ),

na [a,b]. Odredimo takvu linearnu kombinaciju ovih funkcija

m
(1) p(x) =Y cipi(z)
=0
koja zadovoljava uslove
- -1
o) =0, ¢ (20) =uib, - 0@ (o) = 5™,
— —1
per) =y, @) =v, .. o™ D(e) =47,
_ n—1
o(@n) =yn, @ (@n) =gy oo 0D (@n) =yl Y,
gde su ygj) poznate vrednosti, a x; € [a,b] (¢ =0,1,2, ... ,n; x; # x; prii # j).

Kako je broj uslova koje nameéemo funkciji ¢(x) jednak
apt+ay+ - +an
da bi nas zadatak imao jedinstveno resenje potrebno je da

m=oap+aoar1+ - +anp—1



202 INTERPOLACIJA T APROKSIMACIJA

vo(wo) ¢1(0) oo pm(wo)

©o(0) ¢’ (z0) ©m(z0)

050 V(o) i (o) o4 V(o) | £ 0.
wo(r1) @1(w1) om(z1)

oy V(an) o™ (@n) o (@n)

Ako se ograni¢imo na slucaj kada je @;(z) = z', onda polinom (1) predstavlja
Hermiteov algebarski interpolacioni polinom za funkciju  — f(x) na intervalu
[a, b].

Odredimo sada opsti oblik Hermiteovog interpolacionog polinoma. U tu svrhu
uvedimo polinome H;;(x) stepena ne viseg od m, koji zadovoljavaju sledece uslove:

Hij(wg) = Hij(zg) = - = H@-(fk_l)(%k) =0, i#k,
Hij(zi) = Hij(a;) = - = H;j_l)(xi) = H§j+1)($i) == H@-(;i_l)(wi) =0,
HD (@) =1 (i=0,1,...,n j=0,1,... ,a; — 1.

Kako H;; ima nule
Lo, L1y -+ yTi—1,Ti+1y «-+ HTn,

redom visestrukosti
aQ, 01y oo 3 OG—1,0441, .. ,Qn,
a u tacki x; nulu viéstrukosti j, to je
Hij(z) = (z — 20)*(x —21)* - (2 —2_1)" (2 — xi)j X

X (2 = @ip1) M (= )™ Hig(w),

gde je ﬁ”(x) polinom stepena «; — j — 1, razli¢it od nule za = = z;. Predstavimo
ga, zato, u obliku

I:Q(x) :Ag‘)) +A§;)($—$i)+"'+A§?i_j_1)(l‘—l‘i)ai_j_l,

Neka je
Q) = (z —20)™ (x —x1)™ -+ (x — )",
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Qi(x) = (x —20)*°(x —21)™ - (x —2;_1) """ (2 — 2i1) V- (2 — Tn) M7,
tada je

1 HZ](:JI)

0) O NN (ai=g=1)(, _  yai—j—1 _
Ay T A @ —m) £+ Ay (@ —2i) Q@) (@—ai)

Ako pustimo da z — x;, dobijamo:

AE?) = lim

T—XT;

|: 1 HZJ(:IJ)
Qi(z) (x —z;)d

Grani¢nu vrednost drugog ¢lana kada x — x; nalazimo po L’Hospitalovom pravilu:

lim [(Hﬂ} i B @)

z=z; | (x — 34)d r—z;  j! 7!
pa je
(o_1_1
v gt Qi)

Na slican nacin nalazimo koeficijente Agf):

(ky _ 1 ..
A= k! JL% dxk

= [t o)

Primenom Leibnizovog pravila za diferenciranje proizvoda imamo

A lun23] -5 () il [

p=0

[%(x)](p)

je neprekidan u tacki x = x;. Dakle,

%, [Qzl(x)] ! N {Qzl(x)] "

T=xT;

Izvod

Za nalazenje grani¢ne vrednosti

lim

rT—Xy

[(Hij(x) ](kp)

x — x;)]
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postupamo na slede¢i nacin.

Polinom H;;(x) je ne viSeg stepena od m. On je deljiv sa (z — z;)7, stoga ga
mozemo predstaviti u obliku

H;j(x) = BZ-(?) (x — xi)j + BZ-(;)(x — xi)j+1 4+ Bg‘n*j)(x —x)™

ili
H,L“ T Jo— —
I = B B 0= )k B )™
Dakle,
. Hij(x) 1P | pk=p)
i, [m] = (k=p)tBy;

)

S druge strane, koeficijente Bg‘c*p u razvoju H;;j(xz) po stepenima od x — x;,

mozemo predstaviti u obliku

jk—
kP _ HJ ™ P (w)
* (j+k—p)!

U naSem slucaju je
Jtk—-p<j+k<j+a;—j—1=a;—1

Uocimo da je Bl-(;c_p) (k—p=0,1,...,a; —j—1) razli¢ito od nule samo za p = k,
i u tom slucaju
B =1
i T

Dakle,

. (k)
w1 d¥ [ 1 Hy(e) ] 1 1
Az‘j lim [Qz o

Tk zoaz; dok () (x —xi)j n k! (z) w=m;

i -
1 @ a1 W ok
Hij(w) = Gz —a)@i—I 1;) k! [Qz(m)]x:xl (& =)

Na osnovu svojstava funkcija  +— H;;(x) nije tesko uociti da

ai—l i
Z y?)Hij(w)
0

j=

() = Hu(z) =Y
=0
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ili

L1 (x — ;)™ (k) Q(x)
i (o]

klj Q(x) (x — x;)i—d—k "

T=XT;

6.1.34. Koriste¢i Hermiteovu interpolaciju dokazati da je
fo = (1+25)(1 —5)%fo + (3 —25)s?f1 + s(1 — 8)2hf}
h4
=S (L= s)hf{ + 7 fDEQ) 51— 5)%,

gde je fs = f(xg+sh), zog <& <zp+h, 0<s<1,azatim izvesti formulu

1 h,., . h
f1/2:§(f0+f1)+§(fo—f1)+@f (6)-

Resenje. Konstruisimo, najpre, Hermiteov interpolacioni polinom na osnovu

datih podataka: f(zo) = fo, f(z1) = f1i f'(z0) = fé, f(z1) = f1:
Hg(x) = Pl(x) + (x — a:o)(x — :131)H1(.’13),
gde je Hi(z) =ax + [ i

T T~ %o flz—l(x—xl)fo-l-l(fﬂ—wo)fL

P =
1($) rog — X1 0 1 — X0 h h

Kako je
Hé(x) = Pll(x) + 2z —xg —x1)H1(z) + (. — z0)(x — xl)H{(x)
=~ ot 3 i+ (2 — w0 — o) H (&) + (2 — o)z — 21) i (),

to iz uslova i 1
fo = Hj(zo) = —pfot - hH1(xq)
dobijamo

1 1 1
Hy(x) = —ﬁfo + ﬁfl - Ef(lh

fi=Hi(z1) = —%fo + %fl + hHy (1)
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dobijamo
1 1 1.
Hi(z1) = 55 fo = 53 i+ 5 fi-

Dakle, imamo

1 1 1,
(1) ax0+ﬂ:—ﬁf0+ﬁfl—ﬁfoa

1 1 1 .,
(2) ary+f =35 fo— sz fi+ 4 f1-

Resavanjem prethodnog sistema jednacina, na primer, oduzimanjem (2) od (1),
dobijamo

2 2 1
a= gfo— /it ﬁ(f{ + £0),
B 1 1 1 / 1 /
B = —ﬁ(wo + 1) fo + ﬁ(wo +a1)fi = zeifo - s5zofi,

pa je

Hy(x) = %(%—wo —x1)fo— %(%—wo —x1)f1+ %(w—ftl)ﬁlﬂr %(ﬂﬁ—wo)ﬁ
Hs(z) = Pi(z) + (z — wo)(z — 1) H1(w)

= _%(a} - gcl)[h,2 — (z —20)(22 — x0 — 21)] fo

+ (e — o)l — (@ — 1) (22 — w0 — 1)l

+ h—lg(fﬁ —z0)(z — 1) fo + %(ZE — 20)*(z — 1) f1.

Dalje, f(z) = Hs () + Ra(f:x), gde je

4
Ra(fia) = T a5@), 04(e) = (@ - 20)*(@ — 1)

Kako je
Hg(ms) = Hg(mo + Sh)
= (=252 + s+ 1)(1 — 8)fo + s°(3 — 28) f1 + sh(1 — 8)? f — s*h(1 — s) f1;
Q3(zs) = Qs(xo + sh) = h's>(1 - 5)%,
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to je

fs = f(zs) = f(wo + sh)
= (1—s)%(2s+1)fo+ (3 — 25) f1 + sh(1 — 5)° f§ — s°h(1 — 5) f1
Rt

+grs (=97 1),

gde je £ € (zg,z0 + h)is€(0,1).

Specijalno, za s = 1/2, dobijamo

1 1 1., 1. ., h1
f1/2:§f0+§f1+§hf0—§hf1+ﬂl—6f €3]

RN
= S0+ f1) + gh(fo — ) + 2 FO(E).

6.1.35. Na osnovu skupa podataka
x —m —27/3 —7/2 0 /2
f(x) 2 0.5 0 2 0

odrediti trigonometrijski interpolacioni polinom.

Resenje. Na osnovu formule (3) iz zadatka 6.1.3, za n = 2, dobijamo

sin (I—i—ﬂ-) sin(x—i—?T) sin (x) sin(m 7T>
Ty(z) =2 . 7T2 7T3_ 72T #‘ . 271' _2 71'4 T
sin (=5 +5) s (-5 +q)sn(-5)sm(-5-7)
. X ™ . X ™ . X . X ™
sin (3 +5) sin (5 +7) sin (5) n (5 - )
. ™ ™ . ™ ™ . ™ . T T
sin (—g + ) sin (=5 + ) sin (—5) sin (-5 - )
. X ™ . X ™ . X s . X ™
23”1(5 +5) s (5+3)sin(5+7)sin(5-7)
sin (E) sin <E> sin (E) sin (—E) ’
2 3 4 4

odakle, posle sredivanja, nalazimo

+

To(x) =14 cos2x.

6.1.36. Za slede¢i skup podataka konstruisati Pronyevu (eksponenci-
jalnu) interpolacionu funkciju.
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k 0 1 2 3
Tk 1 3 5 7
fr 1 3 7 15

ResSenje. Funkcija f data na skupu ekvidistantnih tacaka parovima

(ks fK)k=0,1,... 2n—1,

pri ¢emu je fr = f(zp), T — rp_1 = h = const, mozZe se interpolirati Pronyevom
funkcijom

0 F@ = (T5) =t (F) £+ G (S

gde su @1, ..., P, partikularna resenja linearne diferencne jednacine n-tog reda
Sk+n)+an®k+n—-1)+---F+axP(k+1)+a1P(k)=0,
a koeficijenti aq,... ,an su reSenja sistema linaernih jednacina
(2)  frar+ fer1a2+ -+ frein-1an = —fryn  (k=0,1,....,n—1).
Konstante C1q, ... ,Cy se mogu odrediti, na primer, iz sistema linearnih jedac¢ina
C1P1(k)+ -+ Cn Pn(k) = fi (k=0,1,... ,n—1),

(videti [2, str. 86-88]).

Oblik partikularnih resenja ®1,... , P, zavisi od korena karakteristi¢ne jedna-
¢ine

(3) " +anr™ 4t agr+ a1 =0,

Vratimo se sada konkretnom zadatku.

S obzirom da su zadatkom date cetiri tacke (n = 2), stavljajudi x—haco =
xT—l = k, interpolaciona funkcija (1) postaje
(4) D (k) = C1 @1 (k) + C2 @a(k),

gde funkcije ®; (i = 1,2) odredujemo na osnovu korena karakteristi¢ne jednacine

(3), -

(5) r +agr4a; =0.
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Koeficijente jednac¢ine (5) odredujemo iz sistema jednacina (2), koji u ovom
slucaju glasi

a1+ 3ag = — 7,
3a1 + Tag = —15.

Resenja ovog sistema su a1 = 2 i ag = —3, pa jednacina (5), tj.
2 —3r+2=0 ,

ima resenja r; = 1, ro = 2.

Interpolaciona funkcija (4), dakle, ima oblik
O(k) = Cy + C2 2",

gde konstante C'1 i C2 odredujemo iz interpolacionog zahteva za bilo koje dve tacke
iz skupa zadatih tacaka. Na primer,

®(0) = fo=1=C1+ Cy,
(1) = f1 =3=C1 +20y,
odakle je C1 = -1, Cy = 2.

-1 . . .. .
S obzirom na smenu k = xT, trazena interpolaciona funkcija glasi

F(z)=¢@ (x;l) — _1429.2@"D/2 _ 4 olatl)/2

ili
F(z)=-1+ e@+1)/2 ,

gde je a = log2, zbog Cega se ovaj tip interpolacije i zove eksponencijalna inter-
polacija.

6.1.37. Data je jednacina

(1) flz) =0

koja na segmentu [, 5] ima jedinstven prost koren.

Aproksimirati funkciju f u ekvidistantnim tackama xq, =1, z2 (€ [a, (3]),
interpolacionom funkcijom oblika

(2) F(x) = A+ Be®™,
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a zatim za aproksimaciju korena jednacine (1) iskoristiti reSenje jednacine
F(x) = 0. Na osnovu prethodnog, formirati iterativni proces za reSavanje
jednacine (1).

Resenje. U prethodnom zadatku izlozili smo postupak Pronyeve interpolacije,
gde smo uocili da je za ovaj postupak potrebno 2n (n = 1,2,...) ekvidistant-
nih interpolacionih tacaka koje, u tom slucaju, potpuno odreduju oblik interpola-
cione funkcije. Medutim, prethodnim fiksiranjem nekih od korena karakteristi¢ne
jednacine (3) iz zadatka 6.1.36, moze se uticati na oblik partikularnih resenja, tj.
na oblik interpolacione funkcije. Modifikaciju Pronyeve interpolacije u ovom smislu
zvatemo dirigovana Pronyeva interpolacija. Ovakva modifikacija omoguéuje da se
broj interpolacionih ¢vorova smanji.

Primenimo postupak dirigovane Pronyeve interpolacije. Uzmimo h = (8 —«)/2
izg=a, v1 =a+h, 20 = a+2h = . Tadaje fr = f(zr) (k =0,1,2).
Izabrani interpolacioni ¢vorovi su dovoljni za odredivanje nepoznatih parametara u
interpolacionoj funkciji (2). Zaista, ako za karakteristicnu jednacinu (3) iz zadatka
6.1.36 uzmemo

(r—=1)(r—mr1) =0,

t.
(3) 7“2—(1—|—’I“1)’I“—|-7“1=O (ag=r1, aa=—(1+47m1)),

funkcija (1) iz zad. 6.1.36 se svodi na (2), ako je r1 > 0. Kao sto ¢emo videti,
poslednji uslov zahteva monotonost funkcije f na segmentu [«, 8]. Koren r; karak-
teristi¢ne jednacine (3) lako se dobija iz relacije (2) u zad. 6.1.36, za k = 0, tj. iz

Jor1 = fil+7r1) = —fo.
Dakle,
(4) r1=(f2 = f1)/(fr = fo) = A f1/A fo.
Kako je r; > 0 za monotonu funkciju f imamo
F(z) = Cy + Cyr{" "0/,
gde su, s obzirom na F(z) = fi (k=0,1),

_ . Afo . _ Ao
(5) C1 = fo o C2_r1—1'

Ako koren jednacine F(z) = 0, u oznaci Z, uzmemo za aproksimaciju korena
jednacine f(z) = 0, dobija se osnovna formula Riddersovog metoda

(6) T=x0+h
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Proces mozemo nastaviti tako sto sada odredujemo novo h kao h = min |Z — x;|
(i =0,1,2), te za nove interpolacione tacke uzimamo zg =z — h, ©1 = T, x2 =
Z + h, izracunavamo ri; na osnovu (4), C7; i C2 na osnovu (5), a zatim novu
aproksimaciju korena na osnovu (6), itd.

Literatura:

G. V. Milovanovi¢, M. A. Kovacevi¢, D. R. Dordevi¢: Iterativno resavanje nelin-
earnth jednacina primenom dirigovane Pronyeve interpolacije. Zbornik radova
Gradevinskog fakulteta u Nigu, N°1 (1980), 163-169.

M. A. Kovacevié: Prilozi teoriji i praksi iterativnih procesa. Magistarski rad,
Nis, 1982.

C.J. Ridders: Determination of F(x) =0 by means of p(x) = —A+ Bexp(Cx).
Appl. Math. Modelling, 2 (1978),138.

C. J. Ridders: Three-point iteration derived from exponential curve fitting. IEEE
Trans. Circuits and Systems, 26 (1979), 669-670.

6.2. Problem najboljih aproksimacija

6.2.1. Funkciju z — f(x) = cosz aproksimirati funkcijom = — ®(x) =
ao + a1z u prostoru: 1° L1(0, 7/2), 2° L*(0, 7/2).

Resenje. Definisimo funkciju greske 01 (z) = cosz —ag — a1z (0 < x < 7/2).

1° Najbolju L* (0, m/2) aproksimaciju dobijamo minimizacijom norme

/2
J(ag,al):||(51||1:/ |cosx —ag — arz| dx .
0

Optimalne vrednosti parametara ag i a1 odredujemo iz sistema jednacina

/2

38—6;]0 :/ (=1)sgn(cosz —ag —arz)dx =0,
0
/2

88—6;]1 :/ (—z)sgn (cosx —ag —arx)dx =0.
0

S obzirom da se moze uzeti da funkcija x — cosx — ag — ajx menja znak na
segmentu [0, 7/2] u tackama x1 i 22 (videti sl. 1) to se prethodni sistem jednacina

svodi na sistem
2
2 2 7T

T2 —T1 = ) 5132—1}'1:?,

N
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odakle sleduje z1 = 7/8, x2 = 37/8.
Kako je ®(z1) = f(x1) i ®(x2) = f(z2), imamo

B(x) - flay) = L@ T@)

T —x1),
T2 — X1

tj.
(1) ®(z) = —0.68907 z + 1.19448 .

2° Najbolju L? (0, /2) aproksimaciju (srednje-kvadratna aproksimacija) dobi-
jamo minimizacijom kvadrata norme funkcije greske

2 /2 2
I(ag,a1) = |61z = / (cosz —ag —a1x)” dx.
0

Na osnovu uslova

/2
88—12—2/ (cosx —ag —ajzx)de =0,
ag 0
/2
887]:_2/ z(cosz —ap —aiz) de =0,
1 0

dolazimo do sistema jednacina

72
ag = +a1§ =1,
2 3
Y T ™
_ :——1
a08+a12 2 ’

odakle je ag = 4 (E - 1> ~1.15847, a1 = 2—§ (mr—4) = —0.66444.
AT 7r
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Prema tome,
(2) d(x) =2 —0.66444 x + 1.15847 .

Primeéujemo da su aproksimacione funkcije (1) i (2) razlicite, sto je i logi¢no
ako se ima u vidu da su one dobijene na osnovu razli¢itih aproksimacionih zahteva.

6.2.2. Nadi najbolju srednje-kvadratnu aproksimaciju za funkciju x —
f(x) = sinz, na segmentu [—m7, w| sa tezinom x +— p(z) = 1, u skupu
polinoma stepena ne viSeg od tri i izra¢unati veli¢inu najbolje aproksimacije.

Resenje. Predstavimo aproksimacionu funkciju u obliku
®(x) =Co+Cra+Coa’ + Cza.

Na osnovu neparnosti funkcije = +— sinx i simetrije segmenta na kome vrsimo
aproksimaciju, mozemo zakljuciti da je Co = C2 = 0.

Definisimo funkciju greske d3(x) = f(z) — ®(z) = sinz — C1 2 — C32°. Naj-
bolju srednje-kvadratnu aproksimaciju dobijamo minimizacijom kvadrata norme
funkcije greske

i
I(C1,C3) = ||83]|3 = / (sinz — C1z — C32°)? da.

—T

Iz uslova
™
88—61’1 :—2[ﬂx<sinx—01w—03x3> dr =0,
ol

8—6’3:_2/_,,96 <s1nx—C1x—ng ) der =0,

s s
/ xsinxd:p:/ rsinzxdr =T,
-7 0

1
2
T3 T 3 3
/ T sinxd:p:/ z°sinzdx = 7° — 67,
0

s obzirom da je

1
2 —Tr
dobijamo
2 71_4
Ch—+C3— =1
1 3+ 3 5 )
4 6
01%4-0371-— —71'2—6,
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15 (21 35 15
—|—=—1)=085698, C3 = — |1—- — | = —0.09339.
272 <7r2 ) 3T opd < 7r2>

Dakle, aproksimaciona funkcija je data sa

odakle je C7 =

®(x) 2 0.85698 x — 0.09339 2> .

Velicina najbolje aproksimacije je

s 2
2 . 15 (21 35 15) 3 N
lds]l2 = /_7r <smx ~ 53 (ﬁ - 1) T 5 (1 - ﬁ> z° ) dr=0.0088,

sto se dobija posle dosta zametnog posla.

Postavljeni problem mozemo resiti i na drugi na¢in. Uvedimo transformaciju
rT=mt

koja prevodi segment [—m, 7] po x, na segment [—1, 1] po t.
Izvrsimo sada srednje-kvadratnu aproksimaciju funkcije t — F(t) = f(nt) =
sin 7t na segmentu [—1, 1] (p(wt) = 1), aproksimacionom funkcijom

3
o) =3 an Pult).
n=0

gde su Py, Legendreovi polinomi koji su ortogonalni na segmentu [—1, 1] sa tezinom
t — p(t) = 1. S obzirom na tu ¢injenicu, koeficijente ay, odredujemo na osnovu

(F, Pp)

(1) an = (P’I’Ly—P’I’L)

n=20,1,2,3,
(videti [2, str. 94]), gde je skalarni proizvod u prostoru LQ(—l, 1) definisan sa

1
(f.9) = [ Os0dt (fge P(-11).

Kako je
_ 2_ 2 _
(Pn, Pn) = ||Pnll” = o+ 1 (n=0,1,...),

(videti [4, str. 21]), na osnovu (1) imamo

1 3/ 3
ag == sinwtdt =0, a1 = = tsinwtdt = —
2 1 2 1 ™

1
a2:g/1%<3t2—1>sin7rtdt=0,

7 (15 . 7 15
a3:§/1§<5t —?)t)Slnﬂ'tdt:;(l_F),
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pa je aproksimaciona funkcija po x data sa
sinxwgo(f) §Pl (E>+Z<1—3—2> Ps (£>
T T T T T T
3z 7 35 1 z3 T
22 (12 ). 2 (52 32
T + s ( 7r2> 2 < w3 71')

CI5 (20 Y85 () 15)
T o2 \ 2 24 2

>~ (.85698 = — 0.09339 2> .

Velicina najbolje aproksimacije je
3
183113 = (F, F) = >_ ai (Pa, Pa)
n=0

1 2
:/ (sinwt)zdt—%-g—ll—g<l—g> -%%0.0088

-1 ™ 3 7 2

(videti [2, str. 96]), s obzirom da je

1 1
/(sinﬂ't)th:/ ﬂdt:l.

. . 2

Uporedimo sada ova dva postupka.

Videli smo da u postupku 1 dolazimo do sistema linearnih jednacina iz koga
odredujemo nepoznate koeficijente, dok kod postupka 2, kada se koriste odgo-
varajuéi ortogonalni polinomi (bilo da su klasiéni ili konstruisani Gram-Schmidt-
ovim postupkom ortogonalizacije), dobijamo direktno nepoznate koeficijente. Dak-
le, koriséenjem postupka 2 oslobodeni smo resavanja sistema linearnih jednacina.

Ukoliko bi se, eventualno, pojavila potreba za boljom srednjekvadratnom aprok-
simacionom funkcijom u odnosu na veé¢ dobijenu, postupak 1 je takav da se pre-
thodni rezultati ne bi mogli iskoristiti, tj. postupak bi se morao obnoviti, dok bi se,
pri koris¢enju postupka 2, samo izvrsilo dodatno izra¢unavanje novih koeficijenata.

Najzad, veli¢ina najbolje aproksimacije se mnogo jednostavnije (efikasnije) iz-
racunava koriséenjem postupka 2.

6.2.3. U skupu polinoma stepena ne viSeg od m, naci najbolju srednje-
kvadratnu aproksimaciju funkcije  — f(x) = |z|, na segmentu [—1,1] sa
tezinom x — p(z) = 1.
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ResSenje. Aproksimacionu funkciju ® predstavimo u obliku
m
O(x) = > ap Py(x),
k=0

gde su Py, Legendreovi polinomi koji su ortogonalni na segmentu [—1, 1] sa tezinom
x — p(x) = 1. S obzirom na tu éinjenicu, koeficijente aj odredujemo na osnovu

_ (S, P) _
(1) “’“‘(PTJ%) (k=0,1,...,m).

(videti [2, str. 94]), gde je skalarni proizvod u prostoru L?(—1,1) definisan sa
! 2
(fo)= [ f@a@de  (fge 2(-11).

Kako je Py(xz) =11

2
2k +1

(Py, Py) = ||P4]|> =

na osnovu (1) imamo

1
(2) ay = — /_1|x|Pk(:1:)d:1: (k=1,2,...,m).

Kako su funkcije z +— |z| iz — Pa,(x) parne, a funkcija  — Pay,—1(x) neparna,
na osnovu (2) imamo ag = agp—1 =0, a za k = 2n

n+1

1 1
(3) aon = -2/0 x Pop(z) dx = (4n—|—1)/0 x Pop(z) dx .

Iz Bonnetove relacije
(2k + 1)z Py(z) = (k + 1) Py (x) + k Pe_q(x)
i Christoffelove relacije

(2k + 1) Py(z) = Pyyq(z) — Pr_y(x),
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(videti [4, str. 19-20]), nalazimo

k41
T2k +3

(Pliale) = PL@)) + g (Ph(e) — Ph_a(e)

(2k 4+ 1) z Py (x)
tj. za k = 2n,

2n

—nt] (P2/n+2($) - Pén(m)) + yr— (Pgln($) - Pgln_g(m)) .

Zamenom u (3) dobijamo

2n+1 ! 2n !
aoy, = —— (Popao(x) — Pop(x Poy(x) — Pop_o(x
2n = gog (Panta(2) 2())0+4n_1(2() ) 2())0
= T (Pan(0) = Pons2(0)) = T (Paa(0) = Pan—(0))
(=)™ 4n + 1)(2n - 3)!
N (2n +2)!!

(=)™ (4n + 1) (2n — 2)!
22n(n + 1) (n — 1)!

)

—1/2\ . (2n—1)N
n )_(_1) @)t -

s obzirom da je Pop (1) =1 i Pa,(0) = (

Dakle, aproksimaciona funkcija je data sa

[m/2]
1, 4 e )
O(z) = 5t 22n(n 4+ 1) (n — 1)!

n=1

Pop(x) (e <1).

6.2.4. Za funkciju x — f(x) = v/1 — 22 nadi najbolju srednje-kvadratnu
aproksimaciju na segmentu [—1, 1], sa tezinom z +— p(z) = (1 - :E2)71/2, u
skupu polinoma stepena ne viseg od m-tog (m € N).

Resenje. Predstavimo aproksimacionu funkciju @ u obliku
m
O(z) = aTi(x),
k=0

gde su Ty, (z) CebiSevljevi polinomi koji su ortogonalni na segmentu [—1, 1] sa tezi-
nom p(z) = (1 — x2)71/2. S obzirom na tu ¢injenicu, koeficijente aj odredujemo
na osnovu

_ (LT _
(1) ak_m (k=0,1,...,m)
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(videti [2, str. 94]), gde je skalarni proizvod u prostoru L?(—1,1) definisan sa

1
Uy%=/ — L f@g@dr  (f,ge L3(-1,1)).

1 V1 —x2

Kako je Tp(z) =11

ol
o o

(T, Ti,) = | Tx 1> = {

ol 3
RN

(videti [4, str. 82]), na osnovu (1), imamo

1 [t 1 2
agp = = V1 —22dz = =,

™)1 V1—22 m

1
Ty(z)de (k=1,...,m).
1

(2) ak:z/l #MTk(x)dng/

™ 1 1—;1;2 ™ J_

S obzirom da je x — To,—1(x) (n € N) neparna funkcija, to na osnovu (2)
sleduje da za k = 2n — 1 su ap = agn—1 = 0. (Ovo smo i unapred mogli zakljuciti
s obzirom na simetriju problema.)

Kako je

1 1 d 1 d
= — _— _—— >
T (2) = 3 (k:+1 gz Le1(2) = =7 = Tkl(l’)) (k=2)
(videti [4, str. 80]), na osnovu (2) i parnosti funkcije  — Ta, (), za k = 2n imamo

4 [ 4 1 (Topgi(z)  Ton—1(2)
==/ 7 de — = . = _
a2n 7r/0 on (@) dv = = 2( o+ 1 o — 1

)

r=1

tj.

o_2( 1 N_ o4
=\ on+1 2m-1) 7 (4n? —1)°

Dakle, aproksimaciona funkcija ® je data sa

ﬂ>—3—£%€7%@) CES)
x_ﬂ' T 4n2 — 1 =4

n=1

Na primer, za m = 5 imamo

sa)=2-2 E To(e) + = T4(x>] = 12 15— 10Ty (x) ~ 2 Tu(x)],
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ili, s obzirom da je To(z) = 222 — 1, Ty(z) = 8z* — 822 +1,

2

*(®) = 157

(23 4%~ 16954) .

6.2.5. U skupu polinoma stepena ne viSeg od m, naci najbolju srednje-
kvadratnu aproksimaciju funkcije z — f(z) = arcsin z na segmentu [—1, 1]
sa tezinom z — p(z) = (1 — xz)_l/z.

ResSenje. Aproksimacionu funkciju ® predstavimo u obliku

O(z) = aTi(x),
k=0

gde su T}, Cebisevljevi polinomi, a koeficijente aj, odredujemo na osnovu

_ (£, Ty) _
(1) a’“_(TTZIfk) (k=0,1,...,m).

S obzirom da je Ty (z) = cos(k - arccos x) i

5 ™ k=0,
T, Ty) = | Tk||” =
(Tk, Tie) = || Tl LA
2
na osnovu (1) imamo
1t
ag = —/ ———— arcsinadx =0,
m™J_1 V1 — 22
2 (11 .
ap = — ———— arcsinz cos(k - arccosz)dx (k=1,...,m).
T J_1 V1 — 22
Uvodenjem smene t = arccos z, pri ¢emu je
arcsinz = ul arccos r = il t dt = dr
2 ) /—1 — $2 )
arccos(—1) = m, arccos 1 = 0,

poslednji integral postaje

ak:%/(]w(g—t)cosktdt:%-%<1—(—1)k) (k=1,...).
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4

Dakle, za k = 2n — 1 je agp—1 = ———5, a za k = 2n je a2, = 0, pa je
7(2n —1)2

aproksimaciona funkcija

[((m+1)/2] 1
®(x) = p Z WT%—N@ (Jz| <1).

n=1

6.2.6. U skupu polinoma stepena ne viseg od m, na¢i najbolju srednje-
kvadratnu aproksimaciju funkcije z — f(z) = |z|, na segmentu [—1,1] sa
. o\ —1/2
tezinom x — p(z) = (1 — z?) .

ReSenje. Ako aproksimacionu funkciju ® predstavimo u obliku

fl@) ~ @) = ag Ti(z),
k=0

gde su Ty (x) Cebisevljevi polinomi, koeficijente a;, odredujemo na osnovu

_ (£, Ty _
(1) ak—(TTIIfk) (k=0,1,...,m).

Kako je To(z) =11

9 ™ k=0,
2
na osnovu (1) imamo
1

ao:l/ B —,

TJ_1vV1—22
akzzfl #|x|Tk(x)dx (k=1,...,m).

T Jo1 V1 =22

S obzirom na parnost funkcija z — |z|, & — Ta,(z) i neparnost funkcije = +—
T5,,—1(x), dobijamo

2 1 2
ag:—/ — L dr=-iV1-22
0 v

azsp-1 =0,

Loy

0

)

4 [t 4 [t
a9y = ;/0 ﬁTzn(l’) dr = ;/0 ﬁ cos(2n arccos x) dx .
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Uvodenjem smene x = cos 0, poslednji integral se svodi na

4 7'('/2
aopy = —/ cos 0 cos 2n6 db
0

s

w/2
_2 / [cos(2n + 1)0 + cos(2n — 1)0] db,
0

t.
A=1D"
S w(4n2 —1)

Dakle, aproksimaciona funkcija ® je data sa

L
s

2 _
14n 1

agy = (n=1,2,...).

()= 2+ Ton(z) (e <1).

6.2.7. U skupu polinoma stepena ne viseg od pet, nac¢i najbolju srednje-

kvadratnu aproksimaciju funkcije z — f(x) = (1 _ x2)1/27 na segmentu
[—1,1] sa tezinom x — p(z) = (1 . x2)1/2'

Resenje 1. U prostoru LQ(—l, 1), u kome je skalarni proizvod uveden pomoéu

1
(f.9) = /_ V=P @@ (g€ (1),

odredi¢emo prvih pet ¢lanova ortogonalnog sistema {Qg } ke, -

Izracunajmo najpre integral
1
(1) In:/ 2"V1—-22dx (n=0,1,...).
-1

Zan =2k—1jely,_1=0(k=1,2,...), s obzirom na neparnost podintegralne
funkcije.

Za n = 2k, na osnovu (1) imamo
1
Iy, :/ V1 —a2de (k=1,2,...).
-1

Primenom parcijalne integracije, pri cemu uzimamo u = kafl, dv=2xv1—z%dx
1
(du = (2k — 1)%%_2 dr, v= —3 (1 — x2)3/2>, poslednji integral postaje

B 1
Izk:2k 1/ x2k72<1—x2)\/1—x2d:p

3 Ja

2k—1 2k—1
= Iog_o — I
3 2k—2 3 2k
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odakle je
Iy, = ;l]z—;; Lo
S obzirom da je Iy = g, imamo I, = g:;l;” milg,_1=0(k=1,2,...).
Polazeéi od prirodnog bazisa {1 T, z? } Gram-Schmidtovim postupkom or-
togonalizacije (videti [1, str. 90-91]) nalaznno redom
Qo(z) =1
_ (@Q0) , _
Ql( ) =z (Q Q ) QO z,
.2 ( , Qo ) ( ) _ - 1
Q@) =~ G e @ " (Gran @ T T Rh =g
3 3
o 3 (:E aQO) ( an) o (:E 7Q2)
Uslw) == (Qo, Qo) Qo= (Q1,Q1) @ (Q2,Q2) @
=x3—I4151x=x3—%x,
_ 4 _ (x4aQ0) o ($45Q1) o (%4,Q2) - ($45Q3)
Qa(@) == (Qo, Qo) Qo (Q1,Q1) @ (Q2,Q2) Q: (Q3,Q3) Qs
=gt - § z? + i
N 4 16

Aproksimacionu funkciju ® predstavimo sada u obliku

5
z) = ar Qk(z)
k=0

pri ¢emu su

@) o1, ).

(Qr, Q)

S obzirom na simetriju aproksimacionog problema, mozemo zakljuciti da su koefi-

cijenti sa neparnim indeksima jednaki nuli, tj. a1 = a3 = a5 = 0. Kako su

<vao>=/11(1—w2)dw 5 <f,Q2>:/11(1—932)(902—%)@:—%,

(2) ar =

3
1
— 2y ( 4 32 1 1
1@ = [ (1=a)(s! = Ja + g5) de =5
™

(QOaQO):IOZga (Q2,Q2) = 4——12+1—610—3—2

3 3 1 T
(Q47Q4)—IS_§I6+EI4 32124—%[0_537



PROBLEM NAJBOLJIH APROKSIMACIJA 223

3 a 32 128
3’ - 1057
Dakle, aproksimaciona funkcija ® je data sa

8 32 (o 1\ 128 (4 3 o 1
@ = — = — —_ = —_—_— —_ = —_
@) =3~ s <m 4) 1057 (x r 16)

- 328 _ 128 2 2)
T 1057 1057 <1+"’“’ '

na osnovu (2), imamo ag =

ResSenje 2. Predstavimo aproksimacionu funkciju ¢ u obliku

z) =Y Cp Si(x)
k=0

gde su S}, Cebisevljevi polinomi druge vrste koji su ortogonalni na segmentu [—1,1]
sa teZinom z — p(z) = V1 —22. S obzirom na tu &injenicu, koeficijente Cj,
odredujemo na osnovu

_ (£, Sk) _ .
(3) Ci= g el (k=01.m),

gde je skalarni proizvod u prostoru L2(—1, 1) definisan sa
1
(fo) = [ V=@ f@a@de  (f.geL*(=11).

sin ((k + 1) arccos x)
V11— z?

(Sk, Sk) = 1SkII° = =

Kako je Si(z) =

na osnovu (3) imamo

1
= 2/ V1 — 22 sin ((k + 1) arccos z) dz
T J-1

Uvodenjem smene x = cos #, dobijamo

™
Cr = 2/ sin(k 4 1)0 sin® 6 do

sin(k + 1)0 %%dﬁ

= /smk—l—l 9d9——/ [sin(k + 3)0 + sin(k — 1)6] d
1-—

k k k—
( )+1 1 [1_(_1)+3+1_£:) 1

T
. L (k#1)
s k+1 o k+3 1
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i C1 =0. Na osnovu ovoga nalazimo da je za k = 2n+1, Caony1 =0, aza k = 2n,

-8

Con = Gy 32n+1)(2n— D

(n=0,1,...).

Dakle, aproksimaciona funkcija ® je data sa

8 [m/2] 1
5>
T = 2n+3)2n+1)(2n—1)

Son(z)  (lz| <1).
Za Cebigevljeve polinome druge vrste Sy vazi ista rekurentna relacija kao i za
Cebisevljeve polinome prve vrste Ty, tj.
Snt1(z) =22 Sp(x) — Sp—1(x) (n=1,2,...),

pri ¢emu je So = 1, S7 = 2x, pa nalazimo S2 = 422 — 1, Sy = 16z* — 1222 + 1.
Na osnovu (4), za m = 5, dobijamo

=8 08 o) - =8 (16t — 1222
O(2) = 3— = 1= (42 — 1) Torn (162" — 122~ + 1)

_ 328 128 2

= 105x 10557 (L HT)

6.2.8. U skupu polinoma stepena ne viSeg od m, naci najbolju srednje-
kvadratnu aproksimaciju funkcije  — f(x) = e~ (a > 0), na intervalu

(0, +00) sa tezinom x +— e~ *.

Resenje. Predstavimo aproksimacionu funkciju @ u obliku
m
®(z) =Y CnLn(z),
n=0

gde su Lp(z) Laguerreovi polinomi koji su ortogonalni na intervalu (0, +o00) sa
tezinom z — e~ *. S obzirom na tu ¢injenicu, koeficijente Cp, odredujemo na
osnovu

(f7 Ln)
1 Cp = """ n=0,1,... ,m),

(videti [2, str. 94]), gde je skalarni proizvod u prostoru L? (0, 400) definisan sa

+oo
(f.9) = /0 e f(@)g(x)de  (f.g € L2(0,+00)).
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Kako je
(Ln, Ln) = || La|* = (n))?,

(videti [4, str. 49]), na osnovu (1) imamo

1o
C’n:—/ e e ¥ Ly(x)dz,
0

(n!)?
tj.
1 Feo —axr dn n_—=x
s obzirom da je (videti [4, str. 45])
dan _
Ln(x) =€” e <xne x) .

Primenom parcijalne integracije n puta, pri éemu se uzima u = e~ %, dv =
dn—k—i—l B
(z"e™") (k=1,2,...,n), formula (2) postaje

dxn—k+1
n +oo
(3) Cn = a_2/ e~z m gy
(n)? Jo
Ako se na (3) opet primeni parcijalna integracija n puta, pri ¢emu se uzima u =
z" (k=n,n—1,...,1), dv= e~ (atl)z dx, dobija se

c:i.L/*wew)xdx:i a \"_1
T2 (a4 1) J, nl\a+1) a+1°

Dakle, aproksimaciona funkcija ® je data sa

QIJ(gﬁ)zaJlAZ(ajl) LZL(!x) (@ € (0, +00)).

n=0

6.2.9. Za funkciju z — f(z) = ze® /4 nadi najbolju srednje-kvadratnu
aproksimaciju na intervalu (—oo, +00) sa tezinom x — p(z) = e_IQ, u skupu
polinoma stepena ne viseg od m.

ResSenje. Predstavimo aproksimacionu funkciju ® u obliku

(1) O(x) = Y Cp Hi(x),
k=0
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gde su Hj Hermiteovi polinomi koji su ortogonalni na intervalu (—oo,00) sa

tezinom x — p(x) = e~%". S obzirom na tu ¢injenicu koeficijente C}, odredujemo
na osnovu

H
2) Co= BB oy,

(HkaHk)

(videti [2, str. 94]), gde je skalarni proizvod u prostoru L?(—co,+00) definisan sa

400 2
(o= [ e f@g@ds (£ e L (-o0,00)).
— 00
Kako je funkcija f neparna, zaklju¢ujemo da je u (1), Cap, = 0 (n = 0,1,
- [%2]), paje
[(m—1)/2]
O(z)= > Conp1Hanyi(x).

n=0

U cilju nalazenja koeficijenata Cay,41, izracunajmo najpre integral

+oo 2
Iy, = / e ™ Hop(z)dx (a>0).

— o0

Koriséenjem parcijalne integracije, pri ¢emu uzimamo

u= e_(mz, dv = Hop(z) dz,

pa je du = 2aze ™ de, v = % (s obzirom da je 2(k + 1) Hi(x) =
Hj, 1 (z) (videti [4, str. 60])), dobijamo
—+ o0
o _ 2
Ioy = —— **H. dx.
3 = G ) /_OO we on+1dz

Kako je
2z Hy(v) = 2k Hy_1(2) + Hyy1 (),

(videti [4, str. 61]), tj. za k =2n+ 1

(3) z Hont1(z) = (2n+ 1) Han(z) + %H2n+2(96) :

poslednji integral postaje

o oo —auz? 1
Ion = 52 e [(2n 1) Hop(2) + = H2n+2(:13)}dx

e 2

(0%
«a 2n+2(2n+1) 2n+2
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odakle je

11—«
(4) Iop4o = 0 2(2n+ 1) Io, .

too 2 1 +oo 2
Ig:/ e * d:)::—/ et dtz,/z,
—0o0 \/a —0o0 o

na osnovu (4) dobijamo

S obzirom da je

+o0 2
Iy, = / e ™ Hopy(x)dx (a>0)

— 00

(5) = (1;O‘)n2n(2n—1)!! \/g
-(50) eE

Izracunajmo sada skalarni proizvod

+o00 2

(f,Hzn_H):/ e gt /4 H2n+1(x)dx:/

— o0 — 00

too 322 /4
ze 3 /4 Hyp iy () da

ili opstije
+o0 2
Jont1 = / xe " Hopy1(z)dz (>0).
— 00

Koriséenjem relacije (3), imamo

— 00

T _ae? 1
Jon+1 = / e [(2n + 1) Hop(x) + 3 H2n+2($):| dx
1
= @n+1) Ian + 5 T2nt2,

pa na osnovu (5), dobijamo

(© oy = L (12) " Btk JT,

S obzirom da je

k
(Hy, Hy) = [ Hyl|* = 2"k V7,
na osnovu (2) i koriséenjem relacije (6) za o = 3/4, dobijamo

43

Cony1 =
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Dakle, aproksimaciona funkcija ® je data sa

[(m—-1)/2]
4v/3 1
®(z) = 5 X:O Tl Hopt1(x) (x € (—00,+)) .

n—

6.2.10. Funkciju f(x) = x — 22 aproksimirati na intervalu (—oo, o) alge-
barskim polinomom stepena ne viSeg od prvog srednje-kvadratnom aproksi-
2
macijom sa tezinom p(z) = e~ * .

ReSenje 1. Oznacimo sa P(z) trazeni polinom najbolje srednje-kvadratne
aproksimacije. Tada je

P(z) = apHp(z) + a1 Hi (),

gde su Hyp(z) =1, Hi(x) = 2z Hermiteovi ortogonalni polinomi.
Kako je

(f, Ho) = /_O:Oe_IQ(x—xQ)dx = —g, (f,Hy) = 2/_O:Oe_x2x(x—x2)dx =7
i
[Holl* = v, |1 |* =2/,

imamo da je
_(.f7H0)_ 1 _(faHl)_l

ag = = , al = = .
| Hol? 2 [H1lI2 2
Dakle,

1
Plz)=—-=+=.
2
Resenje 2. Prva tri ¢lana Hermiteovih ortogonalnih polinoma su
Ho(z) =1, Hi(z)=2x, Ha(z)=4a’—2.
Ako prirodni bazis polinoma izrazimo preko Hermiteovog bazisa, tj. stepene z"

izrazimo pomoc¢u Hermiteovih polinoma, imamo

1 = Hy, leHl, 22 =

NG

Sada je

_ 21 1, 1
(1) flx) =0 —a" = 2H0+2H1 4H2.
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Kako je aproksimacioni polinom P(z) prvog stepena, odbacivanjem poslednjeg
¢lana iz (1) dobijamo

1 1 1

2 x
6.2.11. Za funkciju x — erf(z) = T/ e~ dt nadi najbolju srednje-
T Jo

kvadratnu aproksimaciju na intervalu (—oo,+00) sa tezinom x +— p(x) =

x

2 . e
e~* , u skupu polinoma stepena ne viseg od m.

Resenje. S obzirom na neparnost funkcije f, aproksimacionu funkciju ® pred-

stavimo u obliku

[(m—1)/2]
o(z)= > Conp1Hanyi(x),

n=0

gde su Hoyp 41 Hermiteovi polinomi. Koeficijente Ca,,41 odredujemo na osnovu

(f, Hont1)
1 C =__7 T
) 2l (Hon+1, Hop+1)

Izracunajmo skalarni proizvod

“+ o0

(f, Han+1) = /_ e <%/0 et dt) Hopt1(x)dx.

Primenimo postupak parcijalne integracije, pri ¢emu uzimamo

v —t2 —z?
u= / e dt, dv=e¢"" Hopy1(x)dx,
0

2
pajedu=e % dxi

2) v = / ¢~ Hop 1 () da.
Ako saberemo rekurentne relacije
2¢ Hy,(x) — 2k Hy,_1(2) = Hyy1 (), 2k Hy_q(z) = Hy (),
koje vaze za Hermiteove polinome (videti [4, str. 60-61]), dobijamo

2z Hy,(z) = Hi(x) + Hyy1 () -
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2
Ako ovu jednakost pomnoZimo sa e~ 7 , nalazimo
/
)

e Hyya(2) = — (7" Hy(w))

2
pa je, na osnovu (2), v = —e~ * Ha,(z). Sada je

2 Heo —222
(f,Hont1) = ﬁ/ e Haop(z)dz,
— 0o

a dalje, na osnovu (5) iz zadatka 6.2.9, dobijamo

(3) (F, Homsy) = V3. 207G

27 !

S obzirom da je

2 _ ok
(Hg, Hy) = | Hg|” = 2" k! V7,

na osnovu (1) i (3), nalazimo

1 (-n"
2 8l (2n + 1)

Cony1 =

Dakle, aproksimaciona funkcija ® je data sa

[(m-1)/2]
_ 1 (="
(@) = Vor Z 8rnl(2n+1)

n=0

H2n+1(:13) .
S obzirom da je

Hi(z) =2z, Hs(x)=8z>—12z, Hs(x)=232z"—1602>+ 120z,

za m = 1, 3,5 dobijamo sledece aproksimacije

erf (z)

1%

)

5 1 3
erf (z) o (595—595 ) ,

43 7 3 1 5
erf (z) \/%(1655 5% +20x>.

IR

[\
L ) | Bl V)
- 5= %l

IR

Napomena. Bilo koja polinomska aproksimacija funkcije erf(z) nije dobra
za veliko |z|, s obzirom da svaki polinom tezi beskona¢nosti kada ¢ — +oo. U
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numerickim postupcima vrlo Gesto se koriste sledeée aproksimacije za erf (x), kada
z € [0, 400):

a) erf(z) =1— (a1t + agt? + a3t3)e_x2 +e1(x),
gde su t =1/(1+ px), p = 0.47047,
a1 = 0.3480242, as — —0.0958798, a3 = 0.7478556,
pri cemu je |e1(z)] < 2.5-1075;
b) erf(z) = 1 — (byt + bot? + bgt3 + byt* + bst®)e ™ + £o(a),
gde su t =1/(1+ px), p = 0.3275911,
by = 0.254820592, by — —0.284496736, bs — 1.421413741,

by = —1.453152027, bs = 1.061405429,

pri éemu je |ea(z)| < 1.5-1077.

Literatura:

C. Hastings, Jr.: Approzimations for digital computers. Princeton Univ. Press,
Princeton, N.J., 1955.

M. Abramovitz, I. A. Stegun: Hanbook of mathematical functions with formulas,
graphs and mathematical tables. Dover Publications, New York, 1972.

6.2.12. Polazeéi od bazisa {1, x, 332}, primenom Gram-Schmidtovog pos-
tupka ortogonalizacije, konstruisati sistem polinoma {®g, ®;, P} ortogonal-
nih na segmentu [0, 1].

Koristeé¢i se dobijenim ortogonalnim bazisom, funkciju =z — f(z) = z*

aproksimirati polinomom drugog stepena u prostoru L?(0,1).

Resenje. U prostoru L2(07 1) definisimo skalarni proizvod pomoéu

1
(f.9) = /0 f@g(@)de  (f.g € L2(0.1)).

Polazeéi od bazisa {1,35,:102}, Gram-Schmidtovim postupkom ortogonalizacije
(videti [1, str. 90-91]) nalazimo redom

Po(z) =1,
(z, Po) 1
@ frd —7(b — - —
1(z)== (@0, B0) 0=1=T 5
2 2
:1:,@0) (:1:,@1) 2
o) =2 - TP g @TP) 2 L
2(o) == (D0, Do) 0 (@, @y) 17 S
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Aproksimacionu funkciju ® predstavimo, sada, u obliku
2
O(x) = > ap Oy,
k=0
pri cemu je
(1) ag =

S obzirom da je

L7, 1\? 1
By, By) = —at o) de=——
(27 2) /0 z $+6) z 180’
. 1 4 12 .
na osnovu (1), imamo ag = =, a1 = —, a2 = —, pa je
5 5 7
1 4 1\ 12/ o 1 1 )
d@)=s+z (o5 )+ o (a®— ot 5 )= (602° 320 +3).
() 5+5<x 2)+7<$ $+6) 35 L7 v

6.2.13. Data je tezinska funkcija p(z) = |z|(1 — 2?) na [-1,1].

a) Konstruisati odgovarajuéi ortogonalni niz polinoma Qo, ..., Q4.

b) Za funkciju f(x) = 1 — |x| na [—1, 1] nadi srednje-kvadratnu aproksi-
maciju sa datom tezinskom funkcijom u skupu polinoma ne veéeg stepena
od cetiri.

Resenje. a) Polazeéi od prirodnog bazisa {1, z, xQ, x?’, x4} i koris¢enjem Gram-
Schmidtovog postupka ortogonalizacije nalazimo trazene ortogonalne polinome

Qo(z) =1, Qi(z)=z, Qafz)=2"— %, Qs(z) = 2° — %w,
4 4 9 1

Qi(z) ==z — 52 +E'
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Pri odredivanju ovih polinoma koristimo definiciju skalarnog proizvoda

1
wywaﬁJﬂa—x%ﬂ@mmdx

i (ne)parnost podintegralnih funkcija.

b) Aproksimacionu funkciju potrazimo u obliku

gde koeficijente a; izracunavamo pomocu formula

a; = éi:%;i (i=0,1,2,3,4).
S obzirom da je
(f.Q0) = o= =0.23333, (£,Q1) =0, (f,Qa) =~ = ~0.0254
(£,@5) =0, (f,Qu) = —mx = 0.00127,

1575
1 1 1
(Qo, Qo) = 5 =05, (Q1,Q1) = g = 0.16667, (Q2,Q2) = 3g = 0.02778,

(@3, @5) = — 000833, (Q4,Q4) = — = 0.00167,

120 600
to je
ap = 7z = 046667, a1 =0, az=—z==-091429,

16
a3 =0, ay4= o1 =~ (0.7619.

Trazena aproksimaciona funkcija je

16 4 32 o 89 ~ 4 2
P(x) = 21x 21x + 05 = 0.7619x 1.5238x~ 4 0.8476.

6.2.14. Za funkciju f(z) = %/]z[, m € N, u intervalu [—1, 1] naéi naj-
bolju srednje-kvadratnu aproksimaciju u skupu polinoma ne viseg stepena
od dva. Nadi velicinu najbolje aproksimacije i njenu grani¢nu vrednost kada
m — +00.
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Resenje. Potrazimo aproksimacionu funkciju ¢ u obliku

d(x) = agPy(z) + a1 P1(x) + agPe(z),

gde su
Po() =1, Pi()=g, Pola)=3(a° 1)
Legendreovi polinomi. Koeficijente aj. izracunavamo po formuli
P
__ﬁi;kﬁ27 B0
S obzirom da je
2m 2m

(faPU): (f7P1):07 (f7P2):

)

m+1’ (m+1)(3m+1)

i kako je ||Py||? = 2/(2k + 1), to je

2 9 2
Pl2=2 P2 =2 P2 = 2.
IRlZ =2 [P =2, ol =2

Dakle, koeficijenti su odredeni sa

M 4 =0, ag = om
m+1 T T i )Bmr1)

ag =

Aproksimaciona funkcija je

15m 2 3m(2m — 1)

B 2
DG+ DY T AmrnEm e A

p(z) =

Odredi¢emo sada i veli¢inu najbolje aproksimacije. Kako je

8(z) = f(z) — dp(x) = ¥/]a] — A1a® — Ao,

imamo
§(z)? = Va2 + Alat + A% — 24,2° /|| — 240 Vx| + 240A 127,

pa je

1 1
16(z)]| /15(95)2(19;:2/0 §(x)%dx

m 2 1 2 m 2
2 (2 4 A2+ 24224 —24 ZApA; ).
<m+2+ 0+ 54 Om+1 Byl T30 1)
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Zamenom vrednosti za Ag i A; dobijamo

2m(4m? — 4m + 1)

2 _
oI = o m T D2 Em 12

Kada m — 400, imamo
[6(z)|| — 0,

Sto se i ocekivalo, s obzirom da f(z) — 1 kada m — +o0.

6.2.15. Za funkciju z — f(z) = sin7z odrediti najbolju srednje-kvadra-
tnu aproksimaciju na [0, 1] u obliku ®(z) = a; 2(1 — z) + ag (z(1 — z))°.

Resenje. Definisimo funkciju greske
§(x) = f(z) — ®(z) =sinmz — a1 z(1 — ) + ag [z(1 — 2)]? .

Najbolju srednje-kvadratnu aproksimaciju, funkcije f pomocéu funkcije ®, dobi-
jamo minimizacijom kvadrata norme funkcije greske

1
I(ay,a9) = ||6(x)||% = /0 {sinmc —a1z(l—z)—az[z(1 - x)]2}2 dx .

Iz uslova

1
or _ 2/ x(l—x){sinﬂx—alx(l—x)—ag[x(l—x)]Q}d:Jzzo,

o = 2]
ol ! 2 2
—:—2/ [2(1 —2)]" {sinmz —ay z(1 —2) —az [z(1 —2)]"} dz =0,
3a2 0
dobijamo
SN RS
30" T 140 T A3
RIS U 'Y
140 "' T 630 7T W 73
odakle je
a1:@<7 —326>g3.1053, a2:%<£28—17>%3.5694.
T T T T

Dakle, najbolja srednje-kvadratna aproksimacija je data sa

®(x) = 3.1053 (1 — ) + 3.5694 [z(1 — z)]?

(1)
z(1l — ) (3.1053 + 3.5694 (1 — x)) .

1%
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Ovaj problem se moze resiti i na drugi nacin, koriséenjem uslovnog ekstremuma.
Naime, ako uvedemo smenu z = (1 — ¢)/2 dati problem se svodi na odredivanje

t
aproksimacije za funkciju g(t) = cos % na [—1,1] u obliku ¢(t) = C; (1 — t2) +
Co (1 —t2)2, gde su C7 i C2 nepoznati parametri. Primetimo da je aproksimaciona
funkcija parna i da je ¢(1) = g(1) = 0. Potrazi¢emo resenje u obliku p(t) =
bo Po(t) + by Pa(t) + ba P4(t), gde su Py, Legendreovi polinomi, uzimajuéi u obzir
uslov ¢(1) = 0. Opstiji slu¢aj se moze razmatrati, na primer, sa Gegenbauerovim

polinomima, ako se radi o tezinskoj funkciji p(t) = (1 —t2))\_1/2. U nasem slucaju
tezinska funkcija je jednaka jedinici.

Prema tome, minimizira¢éemo funkciju
1 ot 2 2 2
F(bo, b1, b2) = /_1 (cos - - kz_jobk Pa(t)) " dt — Akz_jobk Py (1),

gde je A Lagrangeov mnozilac. Iz uslova

oF ! mt 2
8—bi = -2 /71 (COS ? - ];)bk ng(t)> Pzi(t) dt — )\Pgi(l) =0

2
> b Pop(1) =0,
k=0

nalazimo

i uzimajuéi u obzir da je P;(1) =11 ||Pk||2 - 2k2+ 1’

2 .
(2) Roj = by =g +A =0 (i=0,1,2),
(3) bo+b1 +b2=0,

gde je Ro; skalarni proizvod

1
Ry = (cos %t, PQi) = / 1COS%tP2i(t) dt .

Na osnovu (2) imamo

4i+4+1
(4) b; =

()\—i-Rgi) (i=0,1,2).
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Iz (3) tada sleduje

1 4 112 1008
A=——(Ro+5R2+9R4)=——= (1 — — + —
15(0+ 2+ 9R,4) 7r< 7T2+7r4>’

s obzirom da je

1
2
1
R4=/ cos%t-%(35t4—30t2+3) dt = 2 <1—@+@).

w2 wd

Sada, na osnovu (4), dobijamo

224 9 40 252 72 (168
w-T (o) neR(m-R) S

Trazena aproksimacija je, dakle,

t
cos % ~ p(t) = by Po(t) + by Pa(t) + ba Pa(t).

S obzirom da je Py(t) = 1, Pa(t) =1 — 3(1 — %) i Py(t) = 1-5(1 — %) +
%(1 — t2)2 imamo

o(t) = (o b1 —502) (1 %) + 2 bp(1 - 1%)

60 756 315 (168 2
= —3<77— >(1_t2)+F <ﬁ —17) (1—¢%)".

™ 2
Vracéajuéi se na staru promenljivu ¢ = (1 — t)/2, dobijamo (1).

Literatura:

S. Wrigge, A. Fransén: A general method of approzimation. Part I. Math.
Comp. 38 (1982), 567-588.
G. V. Milovanovié¢, S. Wrigge: Least squares approrimation with constraints.

Math. Comp. 46 (1986), 551-565.

6.2.16. Postupkom ekonomizacije aproksimirati polinom

2 3 4 5

r T T T T
P :1— —_ —_ —_ —_
(@) =1+5+5+T+5+5
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polinomom Q,,(x) (m < 5), $to je moguée nizeg stepena, tako da vazi
[P(z) = Qm(z)] <0.05  (Jz[ <1).

Resenje. Izvrsimo najpre Vekonomizaciju koriséenjem Cebisevljevih polinoma

x— Tp(xz) (n=0,1,...). Za Cebisevljeve polinome vazi rekurentna relacija
Tht1(z) =22 Tn(x) — Th—1(x) (n=1,2,...),
na osnovu koje, s obzirom da je
To=1, T ==,

dobijamo

Ty =222 — 1, Ty = 42> — 32, Ty = 8% — 822 + 1, T5 = 162° — 202> + 5z,
a odavde je

1 1
1=Ty, 2=T1, x2:§(Tg+Tg), x3:Z(3T1+T3),

1 1
ot = g BTo+ 4Ty +Ty), 2 = 15 (1071 +5T5 +T5).

Koriséenjem ovih formula, polinom P(z) se moze predstaviti u obliku

Pl)=To+ 3 Ti+ 5 (To+To) + 1o (3T1 + T)+
+ % (3To+4Ty +Ty) + % (10T, +5T3 +T5),
t.
(1) P(z) = Elo (149 T + 32T +37T4) + % (T6T1 + 11Ty +T).

Ako formiramo polinom @Q4(z) na taj nacin sto u razvoju (1) ,ukinemo* poli-
nom 75, tada je, s obzirom da CebiSevljevi polinomi zadovoljavaju nejednakost
[Tn(z)] <1 (Jz| < 1),

1
P(@) = Qa(x)| < o= <005 (la <1).
S obzirom da granica greske 0.05 nije premaSena, formirajmo polinom Q3(x)
tako §to u razvoju (1) ,ukidamo“ polinome T5 i Ty, pri ¢emu je

1 3
|P(@) = Qs(2)| < g + 155 <005 (lz] < 1).
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Dalje, pokusajmo sa polinomom Q2 (z) koji dobijamo iz razvoja (1) ,ukidanjem*
T5, Ty i T3, pri cemu je
11

13
4+ —>005 (jz|<1).

1P(@) = Q@) < 55 + 155 + 56

Kako je, u ovom slucaju, granica greske od 0.05, prema nasoj oceni, premasena,
za trazeni polinom ¢emo uzeti

1
Qs3(x) = 120 (149Ty + 32T5) —I— — (76 Ty +1173)
@ s s o 1
120 96 15 24

Primetimo da polinom @3, definisan u (2), predstavlja najbolju srednje-kvadratnu
aproksimaciju sa Cebigevljevom tezinskom funkcijom x — (1 —x2) —1/2 za, polinom
P(x) na segmentu [—1, 1], u skupu polinoma ne viseg stepena od tri (videti [2, str.
106]).

Primenimo, sada, postupak ekonomizacije na polinom P(x) uz koriséenje Le-

gendreovih polinoma x +— Pn(z) (n = 0,1,...). Za Legendreove polinome vazi
rekurentna relacija

Pasi(@) = — 5 [@n+ Do Pa(e) =n Paca(@)]  (1=1,2,...),

na osnovu koje, s obzirom da je

PO =1 5 P1 =T,
dobijamo
1 2 1 3 1 2
Py=5 (3" —1), Py=3(52" ~32), P4 5(35@« —30z” 4 3),
Py = é(63x5 — 702° + 15z)
a odavde je
lzpo,xzpl,x (2P2+P0) é(2P3+3P1),
ot = % (8P4 +20P; + TRy, a° GL (8Ps + 28P3 +27Py) .

Koriséenjem ovih formula, polinom P(z) se moze predstaviti u obliku

106 47 4
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Formirajmo polinom Qj(x), na taj nacin §to u razvoju (3) ,ukinemo® poli-
nom P5. Tada je, s obzirom da Legendreovi polinomi zadovoljavaju nejednakost
|Pn(z)] <1 (Jz] < 1),

P < — < 0.05 <1).
IP(e) - Qi(x)] < o5 < (1ol < 1)
S obzirom da je granica greske manja od 0.05, formirajmo polinom Q3(z) tako
§to u razvoju (3) ,ukinemo“ polinome Py i P5, pri ¢emu je
8

+—=>005 (jz|<1).

|P(2) ~ Q3(2)] < 1g5 + 775

Kako je u ovom slucaju greska od 0.05, prema naSoj oceni, premasena, za trazeni
polinom éemo uzeti

N 106 47
(4) Q4(:13) 22 PO+E0P1+EP2+%P3+1_75P4
1 Dt gty L
o 63 3 108 5

Napomenimo da polinom Q}, definisan u (4), prestavlja najbolju srednje-kva-
dratnu aproksimaciju za polinom P(z), na segmentu [—1,1], u skupu polinoma
stepena ne viseg od ¢etiri (slicno se dokazuje kao u [2, str. 106)).

6.2.17. Funkciju x — y = sinx aproksimirati polinomom treéeg stepena
sa tacnoséu € = 0.0006 na intervalu [—1,1].

ResSenje. Ako funkciju  — y = sinx aproksimiramo Macclaurinovim poli-
nomom sedmog stepena, tj.

sin:z:%P7(:1:):———+x———
¢inimo gresku
1
|sinz — Pr(z)| < ] < 0.000003 (z € [-1,1]).

Dalje, aproksimirajmo polinom Pr(z) polinomom treéeg stepena postupkom
ekonomizacije uz koriséenje Cebisevljevih polinoma Ty (z) (n =0,1,...,7) (videti
zadatak 6.2.16). Tako, imamo

1 11 1 1
T + T

1 31 BT AT+ 5 g

1

- 6—4(35T1 +21T5 + 715 + T7),

Pr(z) = =T — 10Ty + 5T + T5)
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tj.
8111 601 23 1

Po(z) = _ T Ts — T
7(*) = 5516 7' ~ 5360 * t 26080 1° ~ 322560 L7

a ,ukidanjem“ polinoma T7 i T5 dobijamo polinom treé¢eg stepena

_ 81 601 . 11491 601 4
T 921671 T 15360 ° 11520 3840

Q3(z)
pri ¢emu vazi ocena

-1
322560

23
46080

|Pr () — Qs(z)| < ‘ ‘ + ‘ ‘ < 0.000503 (z € [-1,1]).

Sada mozemo proceniti ukupnu gresku koju ¢inimo ako funkciju x — y = sinx
aproksimiramo sa polinomom Q3(z) za x € [—1, 1]. Dakle, vazi

[sinz — Q3(z)| < [sinz — Pr(z)| + |Pr(z) — Qa(z)|
< 0.000003 + 0.000503 = 0.000506 < & = 0.0006,,

pa je trazeni polinom Q3(z) koji se moze priblizno zapisati sa

Qs3(z) = 0.99748% — 0.156512> .

6.2.18. Pomoéu razvoja u Cebisevljeve polinome naéi polinom najnizeg
stepena koji ravnomerno aproksimira funkciju

10+
fla) = ——5~,
101 + 20z
na [—1,1], sa tatnoséu 107°.
ResSenje. Za |r| < 1 vazi razvoj
1 400 ) 400
— = Z et = Z r" (cosnf + isinnd).

L=re n=0 n=0

Izjednacavanjem realnih delova jednakosti dobija se

1—7rcosé

+o00
1—2rcosf+r2 = Z r" cosnd, Ir| < 1.
n=0

Zamenom 6 = arccos x i uzimajuéi u obzir da je

Ty (x) = cos (narccos z),
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dobijamo
1—rx

+oo
Tz = 2 (@), <1
n=0

Za r = —1/10 dobijamo

—+oo
10+ w1
e L e ) "
101 + 20z HZ:O( ) Tgnrt Tnl@)

Zbog toga $to je dobijeni red alternativan i zbog
Th(z)| <1, ze€[-1,1], n=0,1,2,...,

imamo da je za n > 3,

n

f@) = S D s T(e)| € e <1070 (@ e [-1,1]),
k=0

Dakle, dovoljno je uzeti prva cetiri ¢lana razvoja:

10+z 1 1 1

1
~ —Tq — —=T T — T
101+ 20z ~ 100 ~ 12 (@) + 1 (@) — 75 (@),
.
104+ =z 9 3
o ~ 0.099 — 0. 00222 — 0.0004z°.
0T 05~ 0099 — 0.0097x +0.0022% —0.0004z

6.2.19. Metodom najmanjih kvadrata (diskretna srednje-kvadratna apro-
ksimacija) odrediti parametre ag i a; u aproksimacionoj funkciji ®(z) =
ag + a1 x, za sledeéi skup podataka

J 0 1 2 3
Zj 0 1 2
f(z;) 1 3 0 -1

ResSenje. Ako postavimo uslov

f(zj) = ®(x;) (j=0,1,2,3),
dolazimo do tzv. preodredenog sistema jednacina, tj.

ag+0-a1= 1,
ag+1-a1= 3,
(1)

apg+2-a1= 0,
apg+4-a1=-1,
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ili, u matricnom obliku

(2) Xa=f,
gde je
1 0 1
R Tao REE
X=11 2| a_[al]’ F=10
1 4 —1

Sistem (1) nema reSenja, tj. sve jedna¢ine ne mogu biti istovremeno zadovoljene.

Ako definiSemo § pomocu

5(a) = f(z) - Z apa®,

moguce je traziti ,reSenje“ sistema (1), tj. odrediti koeficijente ag i a;, tako da

veli¢ina
1/2
5]z = (Df (25) — (z)| )

ima najmanju vrednost. Kako je dokazano u [2, str. 108-110], trazene koeficijente
nalazimo kao resenje sistema jednacina, koji dobijamo mnozenjem (2) matricom
X T saleve strane, tj.

X'"Xa=X"f

a1
BRI E R IR

Dakle, ®(z) = —g x + 2. Veli¢ina najbolje aproksimacije je

ili

odakle je

3

1/2
||5||2=<Z flz;) —® )|2> ~9.070.

6.2.20. Metodom najmanjih kvadrata odrediti parametre u aproksima-
cionoj funkciji ®(x) = ap + a1z za slededi skup parova (x;, f;):

(1) {(1, 1.95), (2, 2.40), (3, 2.83), (4, 3.30)} .
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Koristeéi se dobijenim rezultatom naéi aproksimaciju u obliku y = aeb®

za sledeéi skup podataka {(1,7), (2,11), (3,17), (4,27)}.

ResSenje. Sli¢no kao u zadatku 6.2.19 imamo

11 1.95
o2 ag | 240
X=11 3| a_[al}’ F=1 283
1 4 3.30

Tada je sistem normalnih jednacina X" Xa = XTf, tj.

4 10| |ao| _ |10.48
10 30 a1 | |28.44|°
odakle nalazimo ag = 1.5 1 a; = 0.448.

b

Da bismo odredili parametre a i b u aproksimacionoj funkciji y = a €”® metodom

najmanjih kvadrata potrebno je minimizirati funkciju

3

(2) Fa,b) = Y (fi —ae?™)?,

k=0
t.
F(a,b) = (7— aeb)2 + (11— ae2b)2 + (17— aeg’b)2 + (27— ae4b)2 ,

Sto ponekad moze biti veoma komplikovano, jer je potrebno resiti sistem nelinearnih
jednacina. U nasem slucaju, ovaj sistem jednacina ima oblik

3
oF @ z
O 23 (- act™) () =0,

k=0
3
oF Z x x
ob :2k70(fk_aeb k)(_axkeb k) =0.

Problem se moze jednostavno priblizno resiti, medutim, kao $to ¢emo videti,
greSka moze biti ponekad i dosta velika. Logaritmovanjem aproksimacione funkcije
dobijamo logy = loga + bx. Ako uvedemo smene Y = logy, X = z, ag =
loga, a; = b, problem se svodi na odredivanje parametara u linearnoj aproksi-
macionoj funkciji za skup podataka (X;,Y;) = (z;,logy;) (j = 0,1,2,3). Loga-
ritmovanjem datih podataka i zaokrugljivanjem na dve decimale dobijamo, upravo,
skup podataka datih u (1). Prema tome, imamo

(4) a=e" =¢"P>448 i  b=a; =0448.
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Naravno, ove vrednosti ne minimiziraju funkciju F'(a,b), tj. nisu reSenja sistema
jednacina (2). Medutim, ova reSenja se mogu iskoristiti kao pocetna reSenja za
jedan iterativni proces koji bi trebalo konstruisati tako da konvergira ka reSenju
sistema (3). Na primer, to moze biti metod Newton-Kantorovica.

Sa @ i b oznagimo taéno redenje sistema (3). Tada, koriséenjem vrednosti (4),
kao priblizne vrednosti, mozemo pisati

(5) a=a+ Aa, b=b+ Ab,

gde su Aa i Ab korekcije koje treba odrediti. Jedan iterativni proces moze se
konstruisati linearizacijom aproksimacione funkcije i primenom metode najmanjih
kvadrata na reSavanje tako dobijenog sistema linearnih jednacina.

. . Of . Of
_ . _ bx Y bx . YJ — bx
Stavimo y = f(z; a,b) = ae”®. Kako je 90 e’ i % ax e’ na osnovu
. a b) o . % g

uzimajuéi x =z, i f(zx; a,b) = f, dobijamo preodredeni sistem jednacina
ebmkAa—i—aa:k ePTE AD = i —aebr (k=0,1,2,3),
koji u matriénom obliku izgleda

M6 = e,

T

gdesuM:[mij] 5:[Aa Ab]T,e:[el ey e3 64] i

4x27°

mi1 = exp(bxi—l) y  My2 = ATi—1M451, €5 = fi—l —am;y .

Iz normalnog sistema jednacina M Mé=M'Te odredujemo vektor 0, tj. ko-
rekcije Aa i Ab. S obzirom na linearizaciju (6), ove korekcije neée biti takve da
pomocu (5) dobijemo ta¢na reSenja, ve¢ ¢emo dobiti izvesna priblizna resenja,
oznacimo ih sa a’ i b/, koja ée biti tacnija u odnosu na (4). Ovaj postupak se moze
ponoviti vise puta, ta¢nije receno sve dok se ne dobiju reSenja sa zadovoljavaju¢om
tac¢noséu. U posmatranom primeru dobijamo rezultate koji su sredeni u sledecoj
tabeli:

a b Aa Ab
4.48 0.448 2.4740850 0.0054336
6.9540850 0.4534335 —0.0003339 —0.0019247
6.9537511 0.4515088 0.0001756 —0.0000155
6.9539267 0.4514933 0.0000012 —0.0000001
6.9539279 0.4514932
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Prema tome, za resenje sistema (3) mozemo uzeti
(7) a6.9539279 i b2=20.4514932,

Sto se bitno razlikuje od resenja (4). ReSenja (7) mozemo dobiti i na sledeéi nacin:
eliminacijom parametra a iz sistema (3)

3
> frexp(bxy)
(8) a= kzgo— 7

> exp(2bxy)
k=0

dobijamo nelinearnu jednacinu za odredivanje parametra b u obliku

60 = (e ) (3 ) — (S ew ™) (32 fua™) =0,
k=0 k=0 k=0 k=0

gde smo stavili ¢ = exp(b).

Kako je G(1.5) 2 102.88 i G(1.6) = —59.2 zakljuc¢ujemo da jednacina G(q) =0
u intervalu (1.5, 1.6) ima koren. Metodom secice, sa startnim vrednostima gg = 1.5
i g1 = 1.6, dobijamo rezultate koji su dati u sledecoj tabeli:

k q G(qx) by,

2 1.563473105 12.9 ( 0) 0.446909696
3 1.570000681 1.2 ( 0) 0.451076053
4 1.570671244 —2.8 (—2) 0.451503072
5 1.570655766 6.0 (—5) 0.451493217
6 1.570655798 0.451493238

U koloni sa vrednostima G(q;) broj u zagradi ukazuje na decimalni eksponent. U
skladu sa (8) nalazimo a 2 6.95392787.

Vratimo se opet na razmatranje funkcije F' definisane pomocu (2). Kao §to smo
pokazali, uvodenjem smena Y = logy i X = x, aproksimaciona funkcija se svodi
na linearnu, ali su greske u dobijenim parametrima znacajne. Ove greske mogu
biti znatno smanjene uvodenjem tezinskih koeficijenata na pogodan nacin prilikom
reSavanja odgovarajuéeg linearnog problema. Pokaza¢emo sada taj pristup naistom
primeru. Neka su Yy, =log f, tj. fr =€"*, a=e™ i b= qa;. Tada se (2) svodi na

2
F(a,b) _ H(ao,al) _ Z (eYk _ eao+a1Xk)
k=0
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Primenom Lagrangeove teoreme o srednjoj vrednosti funkcije dobijamo

3
H(ag,a1) = Y ™" (Vi —ag — a1 Xp)?
k=0

gde se Wy nalazi izmedu Yy i ag + a1 X. Pretpostavljajuéi da su ove vrednosti
bliske, mozemo uzeti W = Y, tj. 2Wr — f,g Dakle, funkcija koju treba mini-
mizirati je

3

H(ag,a1) = Y fii (Yi — a0 — a1 Xp)?
k=0

§to znaci da treba primeniti metod najmanjih kvadrata sa tezinskom matricom

49
' 121
P = diag (3, 11, f3, f3) =
289
729

Sistem normalnih jednacina sada glasi
3 3 3
(3 f)aot (D fan)ar = > filog fi,
k=0 k=0 k=0
3 3 3
( Z i $k>a0+ ( Z i x%)al = Z fi wilog fi,
k=0 k=0 k=0

tj.
1188 ag+ 2886 a; = 3606.96 ,
2886 ag+ 7838 a1 = 9135.74

odakle nalazimo

ap = 1.93945, tj. a = e 2 6.95492

a1 = b= 0.45145.

Dobijeni parametri a i b su znatno ta¢niji, nego oni dobijeni bez upotrebe tezin-
skih koeficijenata.

6.2.21. Koriséenjem metoda najmanjih kvadrata (diskretna srednje-
kvadratna aproksimacija) priblizno odrediti aproksimacionu funkciju oblika

F(z) = log(a + ")
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za funkciju z — f(z) koja je zadata skupom podataka

T 2.6 2.8 3.0 3.5
f(x) | log2.22 | log2.44 | log2.67 | log3.21

Resenje. Iz F(x) = log(a + eb"'x) imamo da je F@) =g el e’ tj.
p(t) = A+ Bt, gdesu A=a, B:eb, t=e".

Aproksimacioni uslov F'(zy) = f(xg), tj. eF@r) = of (@) daje

1 26 2.22
1 €28 A 2.44
X=11 @o|> @= [B]’ F=1567
1 e3d 3.21

1 e 2.22

1 1 1 1 1 28 Al 1 1 1 1 2.44
626 62'8 63'0 e3.5:| 1 63'0 '|:B:|—[62.6 62'8 63'0 e3.5:|' 2.67
1 e 3.21

S obzirom na vrednosti 2% = 13.464, 28 16.445, 30 20.086, ¢35 33.115,
prethodni sistem se transformiSe u sistem jednacina

[ 1 83.11 ].{A} _ [ 10.54 }
83.11 1951.768 B 229.945 |’
odakle dobijamo A = 1.596, B = 0.05, t;j.

a=A=159, b=IlogB=—2.996.
Aproksimaciona funkcija je

F(z) = log(1.596 4 ¢~ 2-996F)

6.2.22. Pomoc¢u metoda najmanjih kvadrata priblizno odrediti aproksi-
macionu funkciju oblika y = a e®® za sledeéi skup podataka
x; 1.0 1.5 2.0 2.2
7 022 028 230 232
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Resenje. Slicno kao u i prethodnom zadatku, koriséenjem podataka

; 1.0 15 2.0 2.2
log f; 2.2 2.8 30 32

bez upotrebe tezinske matrice nalazimo ®(z) 2 1.487 + 0.784 2. Tada je trazena
aproksimacija
y=o(x) = e®@) = 4 49407847

6.2.23. Eksperimenti u jednom periodi¢nom procesu dali su sledece po-
datke

t; 0° 50°  100°  150°  200° 250° 3000 350°
fi 0754 1.762 2.041 1.412 0.303 —-0.484 —0.380 0.520

Odrediti parametre a i b u modelu ®(x) = a + bsint koriséenjem metoda
najmanjih kvadrata.

Resenje. Minimizacijom funkcije

7
F(a,b) = Z (fj — a—bsintj)2

J=0

nalazimo
a = 0.75257 i b=1.31281.

Potrebne sume su

7 7
> sint), = —0.0705341 > (sin te)? = 3.5868241
k=0 k=0
7 7 7
> fr=15.928, > fi =10.57345, > fusint), = 4.6557347.
k=0 k=0 k=0

6.2.24. Metodom najmanjih kvadrata aproksimirati sledeéi skup po-
dataka

x;, -2 -1 0 1 2
fi —01 01 04 09 16

pomoéu ®(z) = ag + a1x + axz?.
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Resenje. Ovde imamo

1 -2 4 —0.1
1 -1 1 ao 0.1
X=|1 0o o, a=|al|l, f=| 04
11 1 as 0.9
1 2 4 1.6
Kako je
5 0 10 2.9
X"x=|0 10 o i X' f=|42],
10 0 34 7.0

iz sistema jednacina (XT X)a = XTf dobijamo
ap = 0.4086 , a; = 0.42, a2 = 0.0857.

6.2.25. Koriséenjem bazisnih funkcija ®o(z) = 1, ®1(z) = -2, Py(z) =
2% — 42 + 2, metodom najmanjih kvadrata aproksimirati skup podataka

{(0,-2), (1,2), (2:5), (3,3), 41}

pomoéu ®(x) = agPo(x) + a1 P1(z) + axPa(x).

ResSenje. Ovde imamo

1 -2 2 _9
1 -1 -1 ag 2
X = 1 0 -2 y a=|ay ) .f = 5
1 1 -1 as 3
1 2 2 1
Kako je
5 0 0 9
X"X=1]0 10 o0 i XTf= 7|,
0O 0 14 —17
nalazimo
9 7 —17
= — = 1. = — = U. = - = —1214 .
ag 5 8, al 10 0.7, az 1

Primetimo da je sistem funkcija {®g, @1, P2} ortogonalan u smislu skalarnog
proizvoda

4
(f,9)=>_ f(k)g(k).
k=0
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6.2.26. Na segmentu [c,d| naé¢i mini-max aproksimaciju funkcije f u
skupu polinoma stepena ne viSeg od prvog. Funkcija f je dva puta neprekid-
no-diferencijabilna na segmentu [c,d] i f”(x) > 0 (ili < 0) za svako = € [¢, d].

Resenje. Aproksimacionu funkciju ®(z) = ag + a1z treba odrediti iz uslova
da maksimlno odstupanje funkcije greske

§(z) = f(z) — ®(x) = f(x) —ap — arx

od nule, na segmentu [c, d], bude minimalno, tj. trazimo

. - - _ = = :5* )
smin (max 17(0) = a0 - aral) = max [£(0) a0 — ava] = [ (0)

Yy Ys
y=2(x)
Yt
y=f(x)
—
~
]
0 c d r

SL 1.

Prvi na¢in: U ovom sluéaju, s obzirom da je f”(x) > 0 (ili f”(z) < 0) za svako
x € [c, d], funkcija f je konveksna (konkavna), te mozemo za resavanje postavljenog
problema iskoristiti sledeé¢i prost geometrijski postupak. Kroz krajnje tacke krive
y = f(z) (¢ <z < d) postavimo seéicu, a zatim tangentu krive koja je paralelna
sa ovom se¢icom (videti SL. 1).

Odgovarajucée jednacine ovih pravih su, redom

_ f(d) = f(9)

v = L= oy 4 (o),
yr = W@—xzwﬁ(wz),

gde je tacka xo koren jednacine

" o) = L= 110
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Nije tesko zakljuciti da je trazena aproksimaciona funkcija data sa
* 1 _ _
O (x) = E(ys—i-yt) =ag+ayx,

gde su
Lot gy D= 1)

2 d—c '’

ar = 1O gy = 2 (5(0) + f(aa))

pri ¢emu tacku x2 nalazimo iz (1).

Drugi naéin: Na osnovu teoreme o Cebisevljevoj alternansi (videti [2, str. 118
119]), polinom ®*(z) = @g+ajx je najbolja mini-max aproksimacija za f € C|e, d],
ako i samo ako na [c, d] postoje bar tri tacke 1, z2, x3 (1 < 22 < z3), takve da
je

(2) 0" (w1) = —0" (22) = 0" (w3) = £[|" (@)oo -
S druge strane, s obzirom da je
8" (x) = f"(x) >0 (<0)

zakljucujemo da je
§'(x) = f'(z) — a1
monotona funkcija, pa kao takva moze imati najvise jednu realnu nulu.

Dakle, na osnovu prethodnog, zaklju¢ujemo da je

a tacka x9 je koren jednacine
3) &' (w2) = f'(w2) —a1 = 0.
Sada, na osnovu (2) imamo
fle)—ag —aic=—(f(x2) —ap —arz2) = f(d) —ap — a1 d,

odakle dobijamo

i = LD o= Lo+ pa) - 4 (e an) LOLE
pri ¢emu je xo koren jednacine (3), tj.
Py = TD=TEA g, ¢ ey,

d—c
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6.2.27. U skupu P, algebarskih polinoma ne viSeg stepena od drugog,

naéi najbolju mini-max aproksimaciju za funkciju z +— f(z) = na seg-

1+ 22
mentu [—1, 1]. Odrediti veli¢inu najbolje aproksimacije (maksimalno odstu-

panje).

ReSenje. Za odredivanje koeficijenata polinoma najbolje mini-max aproksi-
macije P5(z) = ag + a1z + a2x*, na osnovu teoreme o CebiSevljevoj alternansi
(videti [2, str. 118-119]), potrebno je na¢i n+2 = 4 (n = dg Py) tacke xq, =1, T2,
z3 takve da je

(1) 63 (z0) = =05 (1) = 63 (w2) = —05(23) = £A

gde su

* 1 * * *
o (x) = —Py(z), A=|ds]lec = max 162 ()] -

1+ 22 ||

Zbog simetrije problema moze se uzeti a; = 0, a za tacke z;, (k= 0,1,2,3), na
primer, zg = —t, 11 =0, w9 = ¢, v3 = 1, gde je ¢t (0 < t < 1) tacka u kojoj &5
dostize ekstremnu vrednost. Dakle, t je pozitivan koren jednacine

2t

d .«
(2) E5Q(t):—m

— 2a9t =0.

Kako je, na osnovu (1),

1 1
_(1—CL[]): 1+t2_a0_a2t2:_<§_a0_a2>;

lako nalazimo as = —%, a dalje iz (2) sleduje 2 =v2-1 pa je ag = 1 +42\/§
Prema tome
1+ 242 1
Py (z) = 7+4f — 5%

Veli¢inu maksimalnog odstupanja (koje je minimalno u skupu algebarskih poli-
noma ne viseg stepena od drugog) mozemo odrediti, na primer, na slede¢i nacin

3—2v2

18200 = max 162 ()] = 102 (2)|e=0 = —

z|

6.2.28. Nadéi najbolju Cebisevljevu mini-max aproksimaciju za funkciju
z — f(x) = 0 na intervalu [—1,1], pomoc¢u funkcije oblika P(z) = az? +
br+1 (a,b € R).
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Resenje. Cilj je odrediti parametre a i b tako tako da veli¢ina

E(f) = _@xﬁlmxz +br+1— f(z)| = _ln%z?cxgl|ax2 + bz + 1|

bude minimalna. Za z = 0 vazi az® + bz 4+ 1 = 1, pa je E(f)y>1,teakoseaib
mogu odrediti tako da je E(f) =1, onda je to i n;inRE(f).
a,be

S obzirom na simetriju problema, zaklju¢ujemo da je b = 0 pa je Pa(x) = az’+1,
gde je a < 0. Najzad, iz uslova

“1<ar®*+1<1 (ze]-1,1))

dobijamo da —2 < a < 0. Ovo znaci da je svaki polinom Pj(z) = az® 41, a €
[—2, 0], najbolji mini-max polinom iz klase polinoma P»(z) = ar’+br+1 (a,b € R)
za funkciju f(z) = 0 na intervalu [—1, 1].

6.2.29. Za polinom treéeg stepena P3(x) = ax®+bz?+cr+d, a,b,c,d € R,
na [—1,1] naéi u skupu polinoma ne viseg stepena od drugog:

a) najbolju srednje-kvadratnu aproksimaciju sa Cebigevljevom tezinom,

b) najbolju mini-max aproksimaciju.

Komentarisati dobijene rezultate.

ResSenje. Posmatrajmo opstiji problem od problema datog u zadatku. Naime,
razmotrimo problem aproksimacije polinoma P, 1(x) stepena n + 1 na segmentu
[—1, 1], pomoc¢u polinoma n-tog stepena.

Polinom P, 11(x) mozemo predstaviti pomoéu Cebisevljevih polinoma Tj,(x)
(k=0,1,...,n 4 1) u obliku (videti zadatak 6.2.16)

(1) Ppyi(z) = CoTo(z) + C1T1(2) + -+ + CnTn(x) + Crg1 Ty (2),

gde su Ci (k=0,1,...,n+ 1) odgovarajuée konstante.

Snizavajuéi stepen ovog polinoma za jedan tako sto ,ukinemo“ ¢lan sa poli-
nomom T, +1(x), tj. sprovodeéi postupak ekonomizacije (videti zadatak 6.2.16),
dobijamo polinom

(2) Qn(:zr) = C()To(a}) + C1Th (:13) + -+ CpTh (x) .

S obzirom da Cebisevljevi polinomi zadovoljavaju nejednakost [T (z)| < 1 (z €
[-1,1]), k=0,1,..., imamo ocenu

|Prt1(z) — Qn(z)] < |Chya| (z€[-1,1]).
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Istovremeno, ovim jednostavnim postupkom dobili smo polinom Qn(z) koji, u
skupu polinoma ne viSeg stepena od n-tog, predstavlja najbolju srednje-kvadratnu
aproksimaciju na segmentu [—1, 1] sa CebiSevljevom tezinskom funkcijom L

Vi—z2'

Ako stavimo

1
(f7 g) = /_1 ﬁ f(x)g(:z:) dzx,

na osnovu (1), vidimo da za koeficijente polinoma Pp,1(x) vazi
(Pn+17Tk):Ck(Tk7Tk) (k:0717'--7n)7

t.
(Pn+17Tk)

C =
(T Ty

(k=0,1,...,n),

Sto su poznate formule za koeficijente u (2) pri sprovodenju postupka srednje-
kvadratne aproksimacije nad funkcijom z +— Pp41(x) (naravno na [—1,1] sa te-
Zinom z — 1/v1 — 22).

No, polinom Qn(x) predstavlja, u skupu polinoma stepena ne viseg od n-tog,
isto tako i najbolju mini-max aproksimaciju za polinom = — P, 41(x) na segmentu
[—1,1].

Zaista, funkcija greske koju ¢inimo kada polinom P41 (z) aproksimiramo poli-
nomom Qn(x) je data sa

on(z) = Pnt1(z) — Qn(z) = Cpnp1Tnia(z).

Cebisevljev polinom se moze napisati u obliku T, 41(z) = cos [(n + 1) arccos ]
za x € [—1,1], pa je

Trht1(z) =F1 za T = — COS (k=0,1,...,n+1),

n—+1

pri ¢emu je —1 =29 < 21 < --+ < Tp41 = 1. Na osnovu ovoga, zakljucujemo da
na [—1, 1] postoje n + 2 tacke u kojima je Tp41(zx) = (—=1)"TF+1. Dakle,

Sn(ap) = (=1)" 101 i max |0n(@)] = |Cpyal,
xe[—1,1]

pa na osnovu teoreme o Cebisevljevoj alternansi (videti [2, str. 118-119]) zak-
ljuéujemo da je Qn(z) najbolja mini-max aproksimacija za P,+1(z) (z € [-1,1]).
Iskoristimo sada ovo opste razmatranje na reSavanje naseg zadatka.
S obzirom da je (videti zadatak 6.2.16)

f:i@ﬂgﬂﬂwﬂ)
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imamo 1
Piy(z)=a- 1 (3T (2) + T3(2)) + bx® + cx + d.

Opisanim postupkom ekonomizacije dobijamo

a- i BTi(z)) +bz® +cx+d (Ti(z) = z)

bx2+<%+c)x+d.

Q2(7)

Dakle, polinom Q2(z), u skupu polinoma stepena ne viseg od drugog, pred-
stavlja i najbolju srednje-kvadratnu aproksimaciju na [—1,1] sa CebiSevljevom
tezinom i najbolju mini-max aproksimaciju na [—1, 1], za polinom P3(x).

6.2.30. Koris¢enjem Rémesovog algoritma naéi mini-max aproksimaciju
funkcije = +— f(z) = |z| na segmentu [—1,1], u skupu polinoma stepena
n < 2.

Resenje. Samo u relativno malom broju konkretnih slucajeva moguce je ta¢no
odrediti mini-max aproksimaciju neke funkcije koriséenjem teoreme o Cebisevlje-
voj alternansi. To je logi¢na posledica toga §to neposrednim kori§¢enjem pomenute
teoreme dolazimo, u op§tem slu¢aju, do sistema nelinearnih jednacina.

Medutim, oslanjajuéi se na teoremu o Cebisevljevoj alternansi konstruisu se
algoritmi za priblizno odredivanje mini-max aproksimacije date funkcije, kod kojih
je otklonjen ovaj nedostatak. Jedan od najprikladnijih algoritama je Rémesov
algoritam, ¢ija se jedna varijanta moze iskazati na sledeéi nacin:

1° Izabere se skup od n+ 2 sukcesivne tacke zg, 1, .. , Tn+1 Sa segmenta [a, b],
na kome se trazi aproksimacija date funkcije i odrede se koeficijenti polinoma P,
i velicina F tako da je

(1) flag) = Pu(zp) = (=DFE  (k=0,1,... ,n+1).

2° Na [a, b] se odredi skup od n + 2 tatke %9, %1, ... ,%n+1 U kojima dn(z) =
f(x) — Pp(x) ima sukcesivne lokalne ekstremume sa alternativnim znacima, uklju-
¢ujudi u ovaj skup, eventualno, jednu (onu u kojoj je veéa vrednost |dn (x)|) ili obe
krajnje tacke segmenta.

3° Za unapred zadatu tacnost € proveravaju se uslovi
|Zp —xk| < e (k=0,1,... ,n+1).

Ukoliko bar jedan od ovih uslova nije zadovoljen uzima se xj := & (k=0,1,...,
n + 1) i prelazi na 1°. U slu¢aju da su pomenuti uslovi ispunjeni, algoritam se
zavrSava i polinom P, se uzima kao najbolja mini-max aproksimacija Py .
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Primenimo sada ovaj algoritam za reSavanje problema datog zadatkom, usvaja-
juéi tac¢nost € = 1073,

Na osnovu koraka 1° algoritma, biramo n + 2 = 4 tacke sa segmenta [—1, 1], na
primer,

e 2
3—3-

1
3 )

xo = 2 x1 = L To =
0= 37 1= 35 2 =
Aproksimacioni polinom je oblika Ps(z) = ag + a1z + asx?, pa na osnovu (1), tj.

|zx| — (a0 + a1z, + a2xz) = (-1)*E (k=0,1,2,3)

dobijamo sistem linearnih jednacina

ag — 2@ + %a + FE = 2
0 3 1 9 2 ~ 3
1 1 1
_ = Zao— FE = =
ap = z a1+ ga2 3
ap + 1a + la + FE = 1
0 3 1 9 2 - 3
2 4 2
a0+ §a1+ §GQ—E = g,
odakle nalazimo ag =2/9, a1 =0, ag =1, E=0.
2
Prema koraku 2° algoritma, formiramo funkciju do(x) = |z| — g~ 22, Kako
1 1
je 65(x) = sgnx — 2z (z # 0), tacke lokalnog ekstremuma su z = —3 iz = 3

U tacki = 0 funkcija d2(z) nije diferencijabilna, no lako se utvrduje da je tacka
z = 0 tacka lokalnog minimuma funkcije d2(z). S obzirom da smo odredili tri tacke

lokalnog ekstremuma funkcije d2(z), a potrebne su nam n + 2 = 4 tacke, uzmimo
jos i tacku & =1 (d2(—1) = d2(1)). Kako funkcija d2(z) u tackama —%, 0, %, 1
alternativno menja znak, to je, dakle,

1 1
To=—75, 71 =0, 92’2:57 3= 1.

Na osnovu koraka 3° algoritma, proveravamo da li su zadovoljeni uslovi
|2 — x| <1072 (k=0,1,2,3).

S obzirom da uslovi nisu zadovoljeni, uzima se xy := & (k = 0,1,2,3), tj. zg =

1
—5 x1 =0, xo0 = > x3 = 1 i prelazi na korak 1° algoritma.
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Sada, na osnovu 1°, dobijamo slededi sistem linearnih jednacina

a—la —|—la —I—E—1
0 2 1 42 _27
an —EZO,
a0+%a1+202 +E=;7

ag+ a1+ a2 —E=1,

odakle nalazimo ag = F =1/8, a1 =0, az = 1.
1
Na osnovu 2° imamo 8z (z) = |z| — g 22, te postupajudi sliéno kao u prethod-
1 1
nom koraku 2°, nalazimo &g = —3 21 =0, &9 = 3 23 =1.

Kako je sada, na osnovu 3°, |& — x| = 0 < 1073 (k=0,1,2,3) algoritam se
zavrSava i polinom

1
Py(z) = s + 22

se uzima kao najbolja mini-max aproksimacija.

Primetimo da u ovom jednostavnom sluc¢aju Ps(z) i jeste najbolja mini-max
aproksimacija.



VII GLAVA

Numericko diferenciranje
i numericka integracija

7.1. Numericko diferenciranje

7.1.1. Neka je funkcija x — f(x) dovoljan broj puta neprekidno-diferenci-
jabilna i neka su date njene vrednosti f; = f(z;) u ekvidistantnim tackama
x; = xg +ih (i = —1,0,1), h = const. Dokazati da vaze formule:

7wy = 1200 omy = L2 J0 2 gyt 002),

h 2
F'(z) = L0 ‘hf vom) =102 2 e om?),
f (x(]) fl 2hf 1 + O(h2) — fl ;hffl _ %flll(xo)hQ + O(h4),

D2t op?) = =2t i Lpoggn® ogt).

fl,(xO) = h2

Resenje. Polazeci od Taylorovih razvoja

fi = flwo + ) = flwo) + 518 @o)h + o " (eo)h? + 5 " (wo)h® + -+

f=1= f(zo— h) = f(xg) — %fl(xo)h-l- %fﬂ(x())h2 - % e )hB ’

lako dokazujemo prethodne formule koje se ¢esto koriste za aproksimaciju prvog i
drugog izvoda funkcije. Tako, na primer, imamo

Fleoyx LI gy o L2200 I

pri ¢emu ¢inimo gresku koja je beskona¢no mala veli¢ina istog reda kao i h? kada
h — 0, tj. O(h?).
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7.1.2. Odrediti koeficijente a;x (i,k =0,1,...,n) u formuli za numericko
diferenciranje
(1) () %Zaikf(a:k) (1=0,1,...,n),
k=0

tako da ona bude tacna za svako f € P, gde je P, skup polinoma ne viseg
od n-tog stepena i x; # x; za 1 # j.

Resenje. Ideje za priblizno nalazenje izvoda funkcije z — f(x) se zasnivaju
na aproksimaciji funkcije f pogodnom funkcijom ¢ i uzimanjem da je f(k)(:zz) =
oF(z) (k=1,2,...).

U cilju odredivanja koeficijenata a;, (i,k = 0,1,...,n) u formuli (1), aproksimi-
rajmo funkciju z — f(z) Lagrangeovim interpolacionim polinomom z — Pp(z) na
osnovu skupa podataka (zy, f(2r))k=0,1,..,n- Tada je

f(z) = Pa(z) = Z Ly (z) f(xr),

gde je
L(2) = (x—wo) - (@ —ap—1)(@ —@p1) - (x — n)  k=01,....n.
(zk —@0) -+ (wp — Tp—1) (T — Tpg1) -+ (T — Tn)
Sada je
n
(2) f(z) = = Li(z)f(xy)
k=0
pa za x = x; imamo
(3) f(z:) 2 P, ZLk (z)f i=0,1,...,n.
Primetimo da je © — Lg(z) (kK = 0,1,...,n) polinom n-tog stepena, dakle

funkcija koja je beskona¢no puta neprekidno-diferencijabilna. Ako uvedemo w(zx)
=(z—xzp)(x—x1) - (x — zn), tada je
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odakle
I Y@eom) )
, W () (@—z)2 "
Ly(z) = .
w (zk) za T =1
20 (zg,) ko
s obzirom da je
lim 1 J(z)(x— ) — w(x) _ lim 1 @) (z—p) + o (2) — W (2)
e—wy, W' () (x — )2 ey, W (Tp,) 2(z — xy,)
_ W (zg)
2w’ (zg)
Sada je, na osnovu (2), vazi
k=0

a na osnovu (3)

5) ()= Zg}/(“’#ﬂk Flzg) + ;"w,((?)) flz) (i=0,1,...,n).

Primetimo da za svako f € P, vazi da je f = Pn, pa su dakle formule (5)
i (6) tactne za za svako f € P, i mogu posluziti za nalazenje izvoda funkcije
z — f(x) ako su poznate vrednosti funkcije f u tackama z; (¢ = 0,1,...,n) i
naravno pod pretpostavkom da je funkcija f diferencijabilna. S obzirom na ove
¢injenice, poredenjem (1) i (6) zakljuéujemo da je

o W' (z4) ;
© e e B
(7) ai; = ;w,((xx?)

zat,k=0,1,...,n
Lako je uociti da se koeficijentima iz (6) i (7) moze dati i ovakva forma

1 Loxp— ~ 1

= vt ; e
azk_m _xkjl_loxk_mj (k7é2)7 azz_jz_;) .
J#k Jj#i
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7.1.3. Na osnovu skupa podataka

T 1.2 1.3 14 1.5 1.6
f(z)  1.5095 1.6984 1.9043 2.1293 2.3756

priblizno izracunati f'(1.4) i f”(1.4). Dobijene rezultate uporediti sa ta¢nim

vrednostima f’(1.4) = cosh(1.4) 2 2.1509 i f”(1.4) = sinh(1.4) = 1.9043.
Resenje. Aproksimirajmo funkciju  — f(z) interpolacionim polinomom x +—

Py(z). S obzirom da je f(z) ~ Py(z), imamo f*)(z) ~ Pik)(x) (k=1,2,...).
Kako su interpolacioni ¢vorovi xp = x9 + kh (kK = 0,1,2,3,4) ekvidistantni

(zo = 1.2, h = 0.1), mozemo konstruisati na primer, prvi Newtonov interpolacioni
polinom:

Py(z) = f0+pAfo+( )AQf +MA3J£

2! 3!
-1 -2 -3
L Pl )(p4' )(p )A4f07
tj.
P2 — 3 2
—3p° 42
Py(a) = fo+pAfo+ E5E A fo + B =L A%y
. t—6p +11p° — 6
p —6p” +11p” —6p 4
A
+ 7 Jo,
gde je p = (x — zp)/h. S obzirom da je
o dPidp 1 dPy
Pi@) = e T h
diferenciranjem jednakosti (1), dobijamo
3p? — 6p + 2
Pi(x) = (Afo+ S a2fy 4 HEREE N

(2)

2p° —9p% —11p—3
L2 p12 P A4f0),

a dalje, diferenciranjem (2), imamo

3 Pla)= <A2fo L (p-1)atp 4 18Tl A%) |

h 12
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Formirajmo sada, na osnovu skupa podataka datog zadatkom, tablicu kona¢nih
razlika operatora A:

T Jr Af A% fy A3 fi At fp
0 1.2 1.5095
0.1889
1 1.3 1.6984 0.0170
0.2059 0.0021
2 1.4 1.9043 0.0191 0.0001
0.2250 0.0022
3 1.5 2.1293 0.0213
0.2463
4 1.6 2.3756

Na osnovu formule (2), uzimajuéi © = xo = 1.4, tj. p = (z2 — x9)/h = 2, i
koriséenjem tablice konac¢nih razlika, imamo

(1.4) f/(1.4)= PL(1.4)= 0—11 (0.1889 +

3 0.0170 4 !

1
— .0021 ——0.0001) = 2.1
5 3 0.00 5 0 OOO) 509,

dok je na osnovu formule (3)

(6)  f(14)=pP/(1.4) = ﬁ <0.0170 +0.0021 — % 0.0001> =~ 1.9092.

Uporedivanjem dobijenih rezultata sa tacnim, uocavamo da greska raste sa pove-
¢anjem reda izvoda.

Primetimo da smo u formulama (2) i (3) koristili sve ,raspolozive informacije“
o datoj funkciji.

Postupimo sada na jedan drugaciji na¢in uzimajuéi da su zg = 1.4, 1 =1.51
22 = 1.6. Izvodi odgovarajuceg interpolacionog polinoma Q3(x) su sada

1 2p—1 . 1
Qs(x) = 5 (Afo + 22— AQfo) i Q@) = 55 A%,
Kako je sada © = xg = 1.4, tj. p = 0, imamo (videti u tabeli vrednosti ispod linije)

(6) f(1.4) = Q5(1.4) = % <0.2250 - %0.0213) =2.1435,

1 ~ 1 _ 1 —
(7) Fla) = QY(a) = oy 00218 =213,
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Primecéujemo da su dobijeni rezultati dosta ,slabiji“ od odgovarajuéih rezultata
u (4) i (5). To jeilogi¢no s obzirom na smanjenu ,koli¢inu informacija“ o funkciji,
koju smo sada koristili.

Razvijmo sada operator diferenciranja D po stepenima operatora prednje razlike
A. Kako je, na osnovu Taylorove formule,

Ef(a) = fz+h) = f(x) + f’1<!w> W f’;(!w) .
tj.

Ef(z) = <1+ Dh (1)2;;)2 +) fo) — P ),
sleduje
(8) E=c"P.

S druge strane imamo

Af(z) = f(h+z) - f(z) = (E-1)f(x),

odakle sleduje A = F — 1, tj. E =14 A. Na osnovu (8) imamo
1
(9) D= 7 log(1+ A).

S obzirom da je

1

dobijamo
2 3 4
log(l—i—x):x_%_k%_%_k...'

Formalno, zamenjujuéi x operatorom A, na osnovu (9), imamo

_ 1

(10) D=+

1 .o 1,3 1 .4
(A 3 AT+ 3 A 1 A” + > )
a dalje, stepenovanjem,

(11) D2=i<A2—A3+%A4—---).
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Koristeéi jednakost (10), a s obzirom na konacnost tabele kona¢nih razlika,
imamo

1 1 9 1 1
Dfy=f(14)2=(Af—=A = —(0.2250 — = 0.0213 | =2.1435
fo=1(14) h( f2=35 f2> 0_1< 5 ) ;
dok je na osnovu (11),

1 1
D*fy = f"(14) = = A’fo = —0.0213 = 2.13.
fa=f"(14) 2 A2 01)2
Dobijeni rezultati su identi¢ni sa rezultatima u (6) i (7).

Primetimo, medutim, da bi vrednosti izvoda u tacki x = zg (p = 0) dobijene
na osnovu (2) i (3) bile jednake onim koje bi se dobile na osnovu razvoja (10) i
(11) primenjenih na fg.

7.1.4. Na osnovu skupa podataka

x 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4
flx)  1.1752 1.3356 1.5095 1.6984 1.9043

priblizno izracunati f'(1.2) i f”(1.2). Dobijene rezultate uporediti sa ta¢nim
vrednostima f’(1.2) = cosh(1.2) = 1.8107, f”(1.2) = sinh(1.2) = 1.5095.

ReSenje. Zadatak je slican prethodnom zadatku, medutim sada ¢emo pris-
tupiti njegovom reSavanju na drugaciji nacin.

Ranije smo izveli formule

Y (oL 3 s
(1) D_h(6 TR )

(videti zadatak 6.1.19),

_ K (s Lz Loss_
(2) D_h<5 5004 50 )

(videti zadatak 6.1.20).

Na osnovu formule (1) imamo

2L fs 1o L
(3) D_h2<5 TR )

Formirajmo sada tablicu centralnih razlika:
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T f 5f 82 f 8Bf §tf
1.0 1.1752
0.1604
1.1 1.3356 0.0135
0.1739 0.0015
1.2 1.5095 0.0150 0.0005
0.1889 0.0020
1.3 1.6984 0.0170
0.2059
1.4 1.9043

koju treba shvatiti po sledecoj Semi:

T—2 f-2 f

—3/2
r_q f-1 5f / 8 f_1 5

-1/2 2 —1/2 4
T fo 5f 6“ fo 5 6" fo-
noh fl/ L2 Sz
2 f2 3/2

S obzirom da je

k k k1 Lk k
pofi =0 pfi =07 5 (fi+1/2 + fi—1/2) =3 (5 fix12 +9 fi—1/2) )
na osnovu formule (2) sa h = 0.1 i koriséenjem tablice centralnih razlika, nalazimo
1 (0.1739 +0.1889 1 0.0015 + 0.002

f(1.2) = Df(1.2) = Dfg = o 5 o 5

) >~ 1.8111.
Sli¢no, na osnovu formule (3), imamo
F(12) = D*f(1.2) = D f = 1 (0.015 = L 0.0005 ) = 1.4958
. . 0= (0'1)2 . T = 1. .
Uporedivanjem dobijenih rezultata sa tacnim, primeéujemo da greska raste sa

poveéanjem reda izvoda.

Primetimo da bi se isti rezultati dobili i da smo koristili formule (2) i (3) iz
prethodnog zadatka.

Uoc¢imo, najzad, da se formula (1) moZze uspes$no primeniti i na odredivanje
Df(xi+ h/2) = Df;11/2- Na primer,

f/(1.15) = Df(1.15) = Df_q )5 = % <5f_1/2 - i 5 f_1/2)

IR

1 1 N
o (0.1739 -5 0.0015) =~ 1.7383,

a taéna vrednost je f’(1.15) = cosh(1.15) = 1.7374.
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7.1.5. Na osnovu skupa podataka

T 2.1 2.2 2.3 24
f(x)  5.1519 5.6285 6.1229 6.6355

priblizno izracunati f(2.4) i f”(2.4). Dobijene rezultate uporediti sa ta¢nim
vrednostima zaokruzenim na cetiri decimale f'(2.4) = 5.2167, f”(2.4) &
1.8264.

ReSenje. Razvijmo operator diferenciranja D po stepenima operatora zadnje

razlike V. S obzirom da je

E— ehD

(videti (8) u zadatku 7.1.3) i

Vi@) =f(z)— fle—h)=(1—E")f(z)  (h=const>0),

tj.
E= (1 - v)—l )
imamo
_1 -1
(1) D—Elog<(1—V) )
Na osnovu

1 ! 1 2 3
log = =l4+z+a"4+2°+---,

1—=x 1—=x

integracijom dobijamo

_x+x_2+x_3+
o 2 3 ’

1
Ogl—az

Formalno, zamenjujuéi & operatorom V, na osnovu (1), imamo
1 1_o 1_3
(2) h<v+2v+3v+ )

a dalje stepenovanjem,

1

(3) D* =5

2 3, 11 _4
<V+V+12V+ )

Formirajmo sada tablicu kona¢nih razlika sa operatorom V:



268 NUMERICKO DIFERENCIRANJE I NUMERICKA INEGRACIJA

x f \i V2 f VA f
2.1 5.1519

0.4766
2.2 5.6285 0.0178

0.4944 0.0004
2.3 6.1229 0.0182

0.5126
2.4 6.6355

Na osnovu formule (2) sa h = 0.1 i koriséenjem tablice razlika imamo

f'(2.4) =Df(2.4) = (0.5126 + %0.0182 + %0.0004) = 5.2183,

€
0.1
dok je na osnovu formule (3),

1

" N2 _
#"(2.4) = D?f(2.4) = e

(0.0182 4+ 0.0004) = 1.86.

7.1.6. Razviti operator diferenciranja D po operatorima centralne razlike
0. Na osnovu dobijene formule i na osnovu skupa podataka

z |12 | 13 | 14 | 15 | 16
f(z) | 15095 | 1.6984 | 1.9043 | 21293 | 2.3756
priblizno odrediti f'(1.35) i f”(1.4).

Resenje. Prvi deo zadatka uraden je u prethodnoj glavi ove zbirke (odeljak o
interpolaciji) i pritom je dobijeno da je

—+oo 2
1 S k [(2k — DU cop4q

D = — —1 B T ————
h k:o( ) 22"5(2/9 + 1! 0 ’

ili, u razvijenom obliku,

(1) D:%(a_i(gu...)_

Kvadriranjem (1) nalazimo

a1 (5 L,
b= (s hote).
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Kako je
5f@) = f(a+5) ~F(x- %),
3 f(x) = f(z +h) — 2f () + f(z — h),
g = (o ) 0o ) +ar(a - §) -as (e ).
Yf(x) = f(z+2h) — Af(x + h) + 6f(x) — 4f(z — h) + f(z — 2h),

imamo redom

5f(1 35) = f(1.4) — f£(1.3) = 0.2059,
2f(1.4) = f(1.5) — 2f(1.4) + f(1.3) = 0.0191,
53 £(1.35) = f(1.5) — 3f(1.4) + 3f(1.3) — £(1.2) = 0.0021,
§4(1.4) = f(1.6) — 4f(1.5) + 6£(1.4) — 4f(1.3) 4+ f(1.2) = 0.0001.

Najzad, dobijamo da su

£/(1.35) = Df(1.35) = - <5f(1 35) — —53f(1 35)> = 2.058125,

O
—

F(1.4) = D*f(1.4) = (5 F(1.4) — —5 F(. 4)) = 1.90917.

7.1.7. Neka su u tackama z., x;, x, poznate vrednosti funkcije, oznacene
respektivno sa ye, vi, Y. Priblizno izracunati y!' = y”(z;).

Resenje. Na osnovu datog skupa podataka mozemo konstruisati interpolacioni
polinom drugog stepena, koji ¢emo predstaviti u obliku

(1) Px)=A(@@—z)>+B(z—z;)+C.

Ako stavimo da je x; — xe = h, zr — x; = ah (h = const > 0), gde je a =
(xr — x;) / (®; — ze), na osnovu (1) imamo

P(ze) = ye = Ah® — Bh+ C,
P(z;) =y; =C,
P(zy) = yr = a>Ah* + aBh + C,

odakle dobijamo
Ahfa(a+1) =yr — (1+a)y; +ave.
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S obzirom da je drugi izvod parabole (1) jednak 2A, to za pribliznu vrednost
v, u oznaci g;’, mozemo uzeti

1 2

2) B =

—(1 - .
22 alat D) (1+a)yi +aye)

Pod pretpostavkom da je funkcija y(x) dovoljan broj puta neprekidno diferen-
cijabilna, na osnovu Taylorove formule imamo

272 3,3 4
h h ‘h
yr=y(wi+ah) =y +ahyl+ g 4 L 2 W
2 6 24 7
h? h3 4
ye:y(azi—h):y, hyz'i‘?yz_? ;N"‘ﬂ () — e,

pa zamenom u jednakost (2), dobijamo

_ h 4
yi//:ygx_(a_l)gy///_i_(a —a—i—l) yf)+--.

Dakle,
a#1,

a=1.

1 _ y;/ +O(h),
' v’ +O(h?),

U slucaju kada je a = 1, tj. kada su interpolacioni ¢vorovi ekvidistantni (x; =
ZTe + h, xr = xe +2h), tada je

1

i =53 Wr = 2yi +ye)

§to je Cesto koriséena aproksimacija drugog izvoda.

7.1.8. Data je funkcija tablicom

x y Ay A%y Ay Aty
0.50 | 0.3521
~0.0510
0.75 | 0.3011 —0.0081
—0.0591 0.0079
1.00 | 0.2420 ~0.0002 ~0.0016
~0.0593 0.0063
1.25 | 0.1827 0.0061
—0.0532
1.50 | 0.1295
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Ispitati da li data funkcija ima tacku prevoja na intervalu interpolacije i
ako je odgovor potvrdan odrediti tu tacku.

ResSenje. Za izracunavanje drugog izvoda u ¢évorovima 0.75,1.00, 1.25, koris-
timo formulu (videti zadatke 7.1.1 1 7.1.7)

-1 —2yo +
y,l(x()): Y—1 thO Y1 +O(h2)

Za izracunavanje izvoda u tacki x = 0.50 koristimo prvi Newtonov interpolacioni
polinom

1 “Dp—2
y(z) = yo + pAyo + me )AQyo + pp=Dp-2) :,)),(p )A?’yo

plp—1)(p—2)(p—3) Ay,

+ 1

gde je p = (x — zg)/h. Dakle,
" 1 2 3 11 4
B)r — |Afyg — A —A = —0.2795.
Yy (0.5) ~ -5 | A%yo vo + 134 w0 0.2795

Za izracunavanje izvoda u tacki x = 1.50 koristimo drugi Newtonov interpolacioni
polinom

+1 +1)(p+2
y(z) ~ ya + pAys + me )A2y2 + ppt+ Dp+2) :,)),(p )A3y1

p(p + 1)(p44!r 2)(p+3) Ay,

+

gde je p = (x — x4)/h. Dakle,

1 11
v (1.5) ~ = A?ys + Ady; + EA4y0 = 0.1749.

Ovim smo dobili tabelu pribliznih vrednosti drugog izvoda tabelirane funkcije.

k r, ' (x) =y
0 | 050 —0.2795
1 | 075 —0.1296
2 | 1.00 —0.0032
3 | 1.25 0.0976
4 | 150 0.1749
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Ocigledno je y”" = 0 za = € (1.00, 1.25). Da bismo odredili priblizno tacku pre-
voja koristimo podatke iz prethodne tabele i primenjujemo inverznu Lagrangeovu
interpolaciju. Dakle,

" = Ly(y" = 0) = 1.03.

7.1.9. Koristec¢i formulu za numericko diferenciranje

Y (z0) ~ y(zo + h)2—hy($0 —h) — F(h),

polovljenjem koraka h, izvesti formulu pomoéu koje se izracunava y'(zg) sa
greskom reda h®, pretpostavljajuéi da je funkcija y diferencijabilna proizvo-
ljan broj puta.

Resenje. Kako je

h2 2 h2 /!
ytao) + hyf (o) + "5 b (ya0) (o) + P )
Fh) = 2h
h3 h®
2hy’ (z0) + =y (x0) + ==y (o) + -
_ 3 60
2h ’
imamo ) .
h h
y/(xg) ~ F(h) = y,(xo) + Fym(xo) + gy(S) (xo) 4+ e

Koristec¢i dobijeni rezultat, polovljenjem koraka, dolazimo do sistema jednacina za
nalazenje

I a2 4 h N 4
F(h) — yb = A% + O(hY), F(g) —yh = A=+ O(h").

Odredivanjem konstante A iz poslednjeg sistema jednacina dolazimo do formule

h
4F (=) — F(h)
vo = % +0(h"),
6. yo = Fi(h) + O(h"), gde je
4F<g) — F(h)
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Sada je
yo = Fi(h) + Bh* + O(h"),
- n* 6
vh = Fi(3) + Big +O(°).

Odredivanjem konstante B iz poslednjeg sistema dolazimo do formule

16F, (g) — Fi(h)

6

/
Yo =

tj.
= o) ()« ) < ou

7.1.10. Oceniti gresku u formuli za drugi izvod

I (i) = % (fixr — 2fi + fi—1)

uzimajuéi u obzir i greske zaokrugljivanja, a zatim naéi optimalnu vrednost
za korak h minimizacijom granice apsolutne greske.

Resenje. Sa f; oznacimo numeric¢ku vrednost dobijenu zaokruglivanjem taéne
vrednosti f; = f(x;) na m znacajnih cifara u mantisi. Tada za odgovarajucu
gresku zaokruglivanja e; = f; — f; vazi ocena (videti [1, str. 10])

(1) les| < E = % 107k
gde je k karakteristika broja f;. Ovde je uzeta osnova b = 10.
Kako je
2 1 2 1 4 1 6
D2 (e) = gy (= o'+ g5 0° =) Jla
1 2 1 4.0
Zﬁis f(mi)—mh &),

gdesux;_1 <& <wxjq1 i 82 f; = 6 f; — 6%e;, imamo
1 - _
f () = 72 (fix1 —2fi + fi—1) — Ry,

gde je
1 1
Ri= 13 i + 13 R F0 ().
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Neka je |f®*)(&)| < M. Tada je, s obzirom na (1),

AE KM
Ri|l<—5+—.
IRil < 2t 12
2
Dobijena granica apsolutne greske zavisi od h, tj. A = i—g + % 1z uslova
dA
T 0 nalazimo optimalnu vrednost za h
1/ 48E 24 _
hZhopt: 7:4M10 m+k

pri kojoj granica A dostize minimalnu vrednost

EM
Amnin = 24/ —,
min 3
tj. tada je |R;| < Apin.
Na primer, ako za funkciju f(z) = /= treba naéi f”/(1) koriséenjem tablice
vrednosti sa 6 znacajnih cifara, optimalni korak je

o 2416 .
hopt & || =7 - 1075 2 0.13

1
jersum=6, k=1, M = 1—2 Dalje smanjivanje koraka ispod hopt moze da

dovede do povecanja greske.

7.2. Numericka integracija

7.2.1. Odrediti koeficijente A1, Ao, As tako da je kvadraturna formula

b
(1) / f(x)dx = Ay f(21) + Az f(22) + Az f(23) + R3(f)

tactna za sve algebarske polinome stepena k < 2, ako je:
1 1
1° (aab):(_lal)a ‘le_la x2:_§7 $3:§;

3 3
2° ((l,b) = (_171)7 €1 :_\/;, ) :0, T3 = \/g,
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3° (a,b) =(0,1), z=—-2, 29 =—1, z3=0.
Koliki je algebarski stepen ta¢nosti dobijene formule?

ResSenje. Iz uslova Rg(xk) =0 (k=0,1,2), tj. iz sistema linearnih jednacina

A +A2 + A3 =my,
Alxl—l—Ang—l—Agxg:ml,
A1$%+A2$%+A3$§:m27

b
1
gde je my, = /a 2* dz = k;——l—l(bk+1 - ak+1), nalazimo
A, - T2r3mo — (r2 +x3) M1 + ma
1= ,
(x1 — x2) (1 — x3)

(2)

A, = F1T3M0 — (r1 +x3)Mm1 +ma
(x2 — x1) (22 — 3)

)

3)

Ay = T1E2mo — (x1 + z2) M1 + mo
(x3 —x1) (3 — 22)

(4)

Analizirajmo sada posebno sluéajeve 1°, 2°, 3°.
(1+ (—1)’“), t.mo =2 m1 =0, my =S iz =1,

N W

1° Ovde je mlk. = %_’_1
—, pa na osnovu

r = —5, T3 =
3 3
Prema tome, u ovom sluc¢aju formula (1) postaje

/if@ﬂwzlﬂ—D+gf<%)+Rxﬂ-

(2), (3) 1 (4) imamo A; — % Ay =0, A=

2

3
1 3 (1) = % # 0, zaklju¢ujemo da ova kvadra-

Kako je Ro(z3) =ma — = (=13 -2 ( =
ako je Ra(z°) = mg3 5 (-1) 5 | 3
turna formula ima algebarski stepen tac¢nosti p = 2.

2
2°Iovdejem0:2,m1:0,m2:§. Kakojexgz—m:\/;ixgzo,

5 8
imamo A1 = Az = 9 Ag = 9’ pa je odgovarajuéa kvadraturna formula

f(—%§)+§ﬂm+gf<¢g>+Rﬂﬂ-

/11 flx)dx = g
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Kako je R3(x3) = R3(z?) = R3(2®) = 0, R3(a) = %, algebarski stepen tacnosti

ove formule je p = 5.

3° szo je o;;ie my = %_’_1, r1 = —2, 9 = —1, x3 = 0 imamo A; = %,
Ay = —3 A= 3 Odgovarajuéa kvadraturna formula je
/1 f@)da = 2 f(=2) = 3 F(~1) + 22 §(0) + Ra(f)
0 T 12 3 12 s

. y - N 9 . .
Algebarski stepen tacnosti je p = 2, jer je Rg(ZL‘B) =1 # 0. Primetimo da ova
formula nije interesantna za praktiénu primenu s obzirom da ukljucuje vrednosti
podintegralne funkcije u tackama koje ne pripadaju oblasti integracije.

7.2.2. Odrediti koeficijente Ay, Ay, A3 tako da je formula

10 [ (=) S de = A1) + A2 £(0) + A (1) + Ro(f)

—1

—+o0
2°0 /0 e “f(x)de = Ay f(0) + A f(1) + A3 f(2) + Rs(f);

tactna za sve algebarske polinome stepena k < 2. Koliki je algebarski stepen
tac¢nosti u tom sluc¢aju?

1

Resenje. Stavimo mj = / (1 - xQ)xk dx. Primetimo da su momenti nepar-
-1

nog reda jednaki nuli, tj. m; = m3 = --- = 0. Momente parnog reda odredi¢emo
1
1
rekurzivno, startujuéi od mg = / ——dr=m.
1 V1 —22
Kako je

1
Mok—_o — Mo, = / x2k_2\/ 1—2x2dx,
—1

primenom parcijalne integracije na poslednji integral sa v = V1 —22 i dv =
2k—1
2k—2 z x . ..
T dr | = du=———dx, v = —— | dolazimo do rekurentne relacije
Va2 2% — 1) “ )
2k —1

1 s 3 3r .
Dakle, mo = §m0 =9 my = ng =g itd.
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Iz uslova Rg(xk) =0 (k=0,1,2), tj. iz sistema jednacina

Ar+As+A3=m, —A1+A3=0, A1+A3=g

dobijamo A1:A3:Z iAQZg. Kako je R3(:L‘3) =0 i
4 3m 0w ™
Ry(@®) = 5 — 7 (1+1) g7 0

zaklju¢ujemo da dobijena kvadraturna formula

1
/ (1=2%) "2 f@)do = T (F(=1) +2/(0) + £(1) + Ra(f)
-1

ima algebarski stepen tacnosti p = 3.

Posmatrajmo sada opstiju kvadraturnu formulu

1
/ (1= 2%) 2 f(@) dw = Ay F(—t) + Az £(0) + A3 f(1) + Rs(f),

-1
gde je 0 < t < 1. Iz uslova Rg(xk) =0 (k=0,1,2), na isti na¢in dobijamo

Ay = Ay = Ay =

(2t> — )7
42’ '

2t2
Nadalje imamo R3(z®) = 0, R3(z*) = g(B - 4t2), R3(z%) = 0, R3(2%) =

s

16 (5 — 8t4). Dakle, ako je t # ?, kvadraturna formula

1
[ (=) g @) e = 5 (F(-0) + 2260 = D)0 + 10) + Bs()

ima algebarski stepen tacnosti p = 3, dok u slucaju t = \/5/2 ona postize maksi-
malni stepen tac¢nosti p = 5. Tako dobijena kvadraturna formula

[ i< (1 (F) #0041 (F)) + i)

naziva se Gauss—Cebisevljeva formula u tri tacke.

2° Momenti tezinske funkcije z — e~ na (0, +00) su

—+o0
mk:/ e T2k do = k! (k=0,1,...).
0
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Iz sistema jednacina

A1+ As+A3=1, Ax+2A3=1, Ay+4A43=2

1
nalazimo A1 = Ag = > As = 0, Sto znaci da odgovarajuéa kvadraturna formula

degenerise u dvotackastu formulu

(£0)+£@) + Ra(f)

N

+oo
(1) /0 " f(z) do =

Kako je Ro(z3) = 3! — % (03 —1—23) = 2 # 0 zakljucujemo da formula (1) ima

algebarski stepen tacnosti p = 2.

7.2.3. Odrediti koeficijente Ay (k =1,2,3,4) u kvadraturnoj formuli

(1) /_1 f(m) dr = A f(—l) + As f(1) + A3 f’(—l) + A, f’(l) —l—R(f),

tako da ona ima maksimalni mogudi algebarski stepen ta¢nosti. Primenom
dobijene formule priblizno odrediti vrednost integrala

w/2
(2) I= / sint dt
0

ReSenje. S obzirom da formula ima 4 nepoznata koeficijenta, to ¢emo njih
odrediti iz uslova da formula bude ta¢na za sve algebarske polinome stepena k < 3.
Dakle, stavljajuéi za f(z) redom 1, x, 22, 23, na osnovu (1) dobijamo sistem
jednacina

A +As =2,
—A14+As + Az + Ay =0,
Ap+Ay —2A3 +2A4 =2/3,
—A14+As +3A3 +3A44 =0,
1

odakle nalazimo A1 = As =1, A3 = —Ay = 3

Sa tako odredenim koeficijentima, formula (1) za f(z) = = se svodi na

2o cotetela cro a4 reY,

3
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odakle nalazimo R(x4) = % # 0. Prema tome, formula

1
@ /4 f@)de = f(=1)+ f(1) - % (f'(l) - f’(—l)) +R(S)

ima algebarski stepen tacnosti je p = 3.
Da bismo formulu (3) primenili za izrac¢unavanje vrednosti integrala (2), uvedi-

mo smenu t = % (z +1). Tada imamo

1
I:%/1sin£(x—|—1)dx%%{SinO—l—Sing—%~%(cos%—cosO)},

tj.
T
1

Primetimo da je tacna vrednost integrala I = 1.

i
I~ (1 _) >~ (.9910.
12

7.2.4. Dokazati da za Newton—Cotesove koeficijente vazi jednakost Hy =
n

H,_ (k=0,1,..., [5]) Ako je n paran broj dokazati da je algebarski

stepen tacnosti odgovarajué¢e Newton—Cotesove formule p =n + 1.

Resenje. Kao sto je poznato (videti [2, str. 140])

1Nk [y n (n+l)
(1) Hk:Hk(n):LQﬂ)/o P dp  (k=0,1,...,n),

nln p—k

gde je p(*th = p(p—1)---(p—n). Umesto k stavimo n —k u (1). Tada dobijamo

B (_l)k n /n pn+1
(2) Hnp = nln \n—k)} J, p—n—l—k:dp'

Smenom p:=n—p (= dp:= —dp) u integralu koji se pojavljuje na desnoj strani

u (2) dobijamo
1 k n n o — (n+1)
,y — EU ( )/ (n—p)™t
nln \n—-k)J Jg —p+k

Kako je

(_1)n+1 p(n+1)
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i (—)"HR = (—nTR g (,"'r) = (%), na osnovu prethodnog zaklju¢ujemo da
vazi H, = H,,_ (k=0,1,...,[n/2]).
Kod kvadraturnih formula sa n + 1 fiksiranih évorova
a<lzg<zx1 <---<xp<b
koeficijente Ay, obi¢no odredujemo integracijom interpolacionog polinoma konstru-
isanog na skupu podataka (zy, f(zg)) (k=0,1,...,n) (videti [2, str. 138-139]).
Algebarski stepen ta¢nosti ovako dobijene kvadraturne formule je, najcesée, p=n.
Na osnovu dokazane jednakosti o simetri¢nosti Newton—Cotesovih koeficijenata, u

slucaju kada je n paran broj mozemo zakljuciti da je algebarski stepen tacnosti
odgovarajucée formule jednak p=n+1. Za ovo je dovoljno dokazati da se ostatak

b n
Rors() = [ fa)de— (=)} Hef ().
a k=0
gde je xp, = a+kh (k=0,1,...,n), h = b-a

anulira za neki polinom stepena n + 1. Takav polinom je

fa) = (x—a;b)"“,

/abf(:p)d:zzo, f o) — <b;a>2m+1 <%_1>2m+1.

Kako je f(zm) =0, f(zg) = —f (vom_g) 1 Hy = Hop_y, zakljuujemo da je
R, +1(f) = 0. Naravno, poslednja jednakost vazi za svaki polinom ne viSeg stepena
od m + 1, jer se proizvoljni polinom (n 4 1)-og stepena moze predstaviti u obliku

, n=2m i Hj odredeni sa (1),

za koji je

n+1
Qnt1(z) = ant1 (x— a;b> + Qn(z),

gde je @Qn polinom ne viseg stepena od n. Kako je

n+1
Rn+1 (Qn+1) = Gn+1 Rn+1 ((-’17 _— —21_ b) > + Rn+1 (Qn)

i Rut1 (Qn) = 0, zakljuéujemo da je Ry41 (Qnt1) = 0. Na primer, Simpsonova
formula (videti [2, str. 142]),

[ a5 (@ + a1 () +10)) + ra)

koja se dobija za n = 2 ima algebarski stepen tacnosti p = 3.
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7.2.5. Ako f € C%a,b], koriséenjem Peanoove teoreme odrediti ostatak
R3(f) u Simpsonovoj formuli.

ResSenje. Ako prepostavimo da f € Cerl[a,b], gde je p algebarski stepen
tacnosti kvadraturne formule, prema Peanoovoj teoremi (videti [2, str. 151-152])
ostatak R(f) se moze predstaviti u obliku

b
(1) R(f) = / Kp(t) FP D (1) dt,

gde je Kj Peanoovo jezgro. U specijalnom slucaju, kada jezgro ne menja znak na
[a, ], ostatak R(f) se moze predstaviti u obliku

R($p+1) (p+1)

2) R(f) =05

&) (a<&<d).

Kod Simpsonovog pravila imamo p = 3 i

31 Ka(n) = OO —b_a-<(a—t)i+4(a;rb—t)i+(b—t)i),

4 6

tj.

(b;f)4 3 b3—6a <4(a—2|—b 3 t)3 N (b—t)3> (a <i< a-l—b) ,
Kj(t) =

G-t (b-ap-1t° (a—l—

— <t<
24 36 2 - =

S
S
N—

odakle sredivanjem dobijamo

(b—1t)3 a+b
- (3t — (2a + b)) <t<b),
Kz(a+b—1t) <a§t§a+b).

Primetimo da je K3(t) < 0 (¢t € [a,b]), tj. da jezgro ne menja znak na [a, b].
Kako je

ety = L7 a) B (a5 ) =

na osnovu (2) imamo

Ra(f)=-C D) a<e<n).
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Simpsonova formula za segment [—1, 1] ima oblik

(/=1 +4£(0) + (1)) + Ra(F),

Wl

1
3) [ f(w)dz =

pri cemu je
Ry(f) = o5 fDE)  (—1<e<).

Peanovo jezgro K3(t) je, u ovom slucaju,

(t—1)33t+1)

0<t<1
K3(t) = Z2 v
% (-1 <t<0).
Grafik ¢ +— 4! K3(t) prikazan je na slici 1.
14! Ks(1)

0.2+

Za m = 0, 1,2 moguéno je, takode, naé¢i odgovarajuée Peanoovo jezgro. Naime,
m! Km(t) = L(z — )",

gde je funkcionala L definisana pomoéu Lf = R3(f). Dakle,

1 1
mEn(®) = [ (@ =07 do— 3 (1= 07 +40 =07 + 1= 07)

tj.
(1 _ t)m+1

ml Ko (8) = S % (1= )T + 40— )T + (1 — 7).
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Za m = 0 imamo

1—t— % (4(0—t)0+(1—t)0> (—1<t<0),
Ko(t) = )
1—t—§(1—t)° 0<t<1),
tj.
2
5t (F1<t<0),
Ko(t) = )
= —t (0<t<1)
3
Sliéno nalazimo
1
E(t+1)(3t+l) (-1 <t<0),
Ki(t) = )
g(t—l)(?)t—l) (0<t<1).
i
—%t(H—l)Q (-1 <t<0),
Ks(t) = )
—Et(t—l)Q 0<t<1).
Na slikama 2, 3 i 4 prikazani su grafici funkcija t — (m+1)! K (t) zam = 0,1, 2,
respektivno.

A Ko(1)

0.2 +
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A 2K,(1)
1
~ T~
SL. 3.
) 3! K5 (¢)
0.2 1
1
1 T T T T T T T T T t
Sl 4

Ako f € C™T1[=1,1] ostatak u Simpsonovoj formuli (3) moze se izraziti u
obliku (videti [2, str. 151])

1
(4) Ra(f) = [ K0 7D 0.

Ako stavimo

1
en= [ 1Kuldr,
1

tada iz (4) sleduje ocena ostatka

(5) |R3(f)] < Mpm+1em,
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pri cemu je |f D (8)] < My q1 (¢ € [-1,1]). Kako je

60_2/1
AL
=2 g

/ t—l) Bt +1)| dt = 910

g—t‘ dt =
3

5
9 )

8
(t—1)(3t — 1) dt =

®|’—‘

1

tt—1)"dt =
) 36’

®|’—‘

na osnovu (5) vaze sledeée ocene ostatka u Simpsonovoj formuli

—1<t<1
8
|R3(f)|<ﬁ ?5?21' (t)]

1 "
<
[B3(f)l < 35 _max IF7 (@,

Ra(DI < g5 _max 1790,

7.2.6. Primenom Taylorove formule izrac¢unati vrednost funkcije greske
erf (x), definisane pomocu

(1) H(x) =erf(x \/_/

za v =0.51x = 1.0, sa greskom manjom od £ = 1074,

Resenje. Kako je

4 6 8 10
e o8 B
e _1—t+———3!—|——4!——5!+---,

integracijom dobijamo

) 111'3 !135 111'7 111'9 :L‘ll
2 H = —— — — _— — el — . e .
@ @)= (x 35710 1226 20" )
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2k+1
Opésti ¢lan ovog alternativnog reda je up = % . m Kada je upy1 <e=
1074, greSka u aproksimaciji
H(z) =~ Si(z) =up —uy +ug —---+ (—1)kuk
je po modulu manja od €.
Za x = 0.5 iz uslova u < 107 nalazimo k = 3 (ug = 2. @ ~ 107°)
7 k1 ToNM T R 216 '

Parcijalne sume reda (2) za k = 0,1, 2,3 date su u drugoj koloni tabele.

k S5,(0.5) S5, (1.0)

0 0.5641896 1.1283792
1 0.5171738 0.7522528
2 0.5207000 0.8650907
3 0.5204901 0.8382245
4 0.8434485
5 0.8425937
6 0.8427142

Odgovarajuéi rezultati za * = 1.0 dati su, takode, u tabeli, pri ¢emu je sada
wr ~ 1.5-107°. Zaokrugljujuéi dobijene rezultate na cCetiri decimale dobijamo
trazene vrednosti

erf (0.5) ~ 0.5205 i erf (1.0) ~ 0.8427.

Ovakav nacin izracunavanja integrala (1) postaje neefikasan kada z raste, jer je
za, dobijanje rezultata sa odredenom tacnoSéu potrebno sabrati veéi broj ¢lanova
razvoja (2). Takode, broj ¢lanova raste ako zelimo rezultat sa veéom tacnoscu.

7.2.7. Tabelirati funkciju greske H(x) = erf(x) za x = 0 (0.1) 4 sa Sest
decimala.

Resenje. Postupak za izracunavanje vrednosti funkcije, koji smo dali u pre-
thodnom zadatku nije efikasan. Zato ¢emo ovde koristiti jedan drugaciji metod,
koji je efikasniji od prethodnog. Podimo od Taylorovog razvoja

(1) H(x—l—h):H(ac)—i—hH'(ac)—l—---—I—%H(n)(x)—kR,

gde je
A )
R_(n 1)|H €3] (E=x2+4+6h,0<0<1).
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Izvodi se mogu sukcesivno izrac¢unavati pomocu
H(z)=—"—e", H'(z)=-2¢H'(z), H"(2)=-22H"(z)-2H (z),
tj.
(2) H®(z) = —20 H* Y (2) — 2k — 2) H* D ().

Pretpostavimo da nam je za dato x poznata vrednost H(x). Definisimo nizove
{ar} i {br} pomocu

2 .2
ap=H(z), a1 =-—=e ",
(3) VT
ap = —2zxap_1—2(k—2)ap_o (k=2,...,n),
h
(4) b():l, bk:Ebk—l (k:l,?,...,n).

Tada, s obzirom na (1) i (2), imamo
H(x+h) = Py, + Np,
gde su Py, i Np, sledeée sume (sa parnim i neparnim indeksima, respektivno):
Pn = agbg + agbs + - - - i Nn =a1by +azbz +--- .
Stavljajuéi u (1) h := —h, vidimo da je
H(zx—h)= P, — Np.

Ova razlika nam koristi za proveru vrednosti u tacki x — h, koja je ranije izracunata.

Startujuéisa x = 0, H(0) = 0 i uzimajuéi n = 6, izlozenim postupkom nalazimo
redom
ap =0, a1 =1.12837917, a2 =0, a3= —2.25675833,
aq =0, a5 =13.5405500, ag=0;

(0.1)*
k!

Ps = agbo + a2b2 + a4bs + agbs = 0;

by =

(k=0,1,...,6);

Ng = a1by 4+ aszbz + asbs = 0.112462919 ;
H(0.1) & Ps + Ng = 0.112462919.
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Primetimo da je H(—0.1) = —H(0.1) & Ps — Ng.

Povec¢ajmo sada z = 0 za h = 0.1 i ponovimo postupak. Tada dobijamo:
ap = H(0.1) = 0.112462919,

—0.1
= — =1.11715161
al \/E e )

as = —0.2a; = —0.223430321 ,

a3 = —0.2ag — 2a; = —2.18961715

a4 = —0.2a3 — dag = 1.33164472 ,

a5 = —0.2a4 —6a3 = 12.87137395,

ag = —0.2a5 — 8ay = —13.2274325 ;

Ps =0.111351297, Ng = 0.111351297;

H(0.2) = Ps + Ng = 0.222702594 .
Primetimo da je H(0) = Pg — Ng = 0.

Dobijene vrednosti H (k) zaokrugljene na Sest decimala date su u tabeli za
x=0(0.1)0.6 iz =1(0.5)4.

0.0 0. 1.0 0.842701
0.1 0.112463 1.5 0.966105
0.2 0.222703 2.0 0.995322
0.3 0.328627 2.5 0.999593
0.4 0.428392 3.0 0.999978
0.5 0.520500 3.5 0.999999
0.6 0.603856 4.0 1.000000

$2

2
7.2.8. U prilozenoj tabeli date su vrednosti funkcije f(x) = 7 e %,
™
u ekvidistantnim tackama z, = 0.1k (kK = 0,1,...,10), zaokrugljene na
sedam decimala. Na osnovu tih podataka, priblizno izracunati

H(1) =erf(1) :/0 f(z)dx

primenom
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1° uopStene trapezne formule;
2° uopstene Simpsonove formule.

U oba slucaja oceniti gresku.

Ty f (k) Tk f (@)

0.0 1.1283792 0.6 0.7872434

0.1 1.1171516 0.7 0.6912749

0.2 1.0841328 0.8 0.5949858

0.3 1.0312609 0.9 0.5019686

0.4 0.9615413 1.0 0.4151075

0.5 0.8787826

Resenje. Ovde imamo f(z) = i67962, (a,b) = (0,1), h = l Stavimo
Nz 10

1° Po uopstenoj trapeznoj formuli imamo

1 2
%/0 e ” dw:%(%f0+f1+f2+“-+f9+%f10>+R(f),

gde je (videti [2, str. 147])

—03// —¢?
Ry =-C g = 2 (4 2) et

12n2 1200 /7
i 0< €< 1. S obzirom da je
1 -3
1 R <|R o= —<2-10
1) RO < IR(lemo = g5 7= < 20107,

vrednost f;. dovoljno je uzeti na Cetiri decimale, imajuéi pri tome na umu da greske
zaokrugljivanja neée uticati na tacnost izracunavanja. Tako imamo

H(1) = % (% -1.1284 + 1.1172 + 1.0841 + 1.0313

+0.9615 + 0.8788 + 0.7872 + 0.6913

+0.5950 + 0.5020 + % . 0.4151) ,

tj. H(1) = 0.842015. Zaokrugljujuéi dobijeni rezultat na tri decimale (red veli¢ine
ostatka(1)) dobijamo H (1) = 0.842.
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—a

b
2° Ovde j =
vde je n 7

147-148]) imamo

= 5. Po uopstenoj Simpsonovoj formuli (videti [2, str.

H(1) = %{fﬂ +4(fr+ fs+ fo+ fr+ fo) +2(fa + fa+ fo + f3) + flo},
pri cemu je greska jednaka

) 6 .
RU) = — S /() = g+ 2= (4! =126 +3)e 7

gde je 0 < ¢ < 1. Primetimo da je
|R(F)| < |R(f)le=0 < 8-107°.
Kako je
fi+ f3+fs+ fr+ fo=4.2204386 i fo+ fa+ fe+ fs = 3.4279053,
imamo

1
H(1) = ——11.1283792 + 4 - 4.2204386 + 2 - 3.4279053 + 0.4151076 ; = 0.8427017,
30

Sto zaokrugljivanjem na Set decimala daje H (1) =2 0.842702.

Primetimo da je ta¢nost uopstene Simpsonove formule znatno veéa od ta¢nosti
koju daje uopstena trapezna formula.

/04\/1+\/5d:n,

primenjujué¢i kompozitnu trapeznu i Simpsonovu formulu, sa greSkom ¢ =
10~2. Koristiti Rungeovu ocenu.

7.2.9. Izracunati

Resenje. Tabelirajmo funkciju z — f(z) = v/1 + /x na intervalu [0,4] u 13
tacaka i izraCunajmo vrednost datog integrala za n = 6 i n = 12 i procenimo
gresku.

Koristeéi kompozitnu (uopstenu) trapeznu formulu dobijamo
h
Ty =5 [fo+2(f2 + fa+ Jo+ fs + fr0) + fiz| = 602606 (h=2/3),

T12=g[fﬂ‘i'Q(fl+f2+f3+f4+f5+f6+f7+f8+f9+f10+f11)+f12}

6.05761 (h =1/3).
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Pri ovome, Rungeova ocena greske se moze dati u obliku

Tio — T,
Ry = % = 0.01052,

a popravljena vrednost integrala I = T12 + R = 6.06813.

k Ty Tk
0 0.00000 1.00000
1 0.33333 1.25593
2 0.66667 1.34777
3 1.00000 1.41421
4 1.33333 1.46789
5 1.66667 1.51360
6 2.00000 1.55377
7 2.33333 1.58982
8 2.66667 1.62265
9 3.00000 1.65289
10 3.33333 1.68099
11 3.66667 1.70729
12 4.00000 1.73205

Koriste¢i kompozitnu (uopstenu) Simpsonovu formulu dobijamo
h
So=7 [Jo+4(f2 + fo + f10) + 2(fa + fs) + f1o] = 6.05406 (b =2/3),

512=%[f0+4(f1 + fa+ fs+ fr+ fo+ f11) + 2(f2 + fa + fo + fs + fr0) + f12
—6.06813 (h=1/3),

pri ¢emu je Rungeova ocena greske

Rg = 75121g S _ 0.00094,

a popravljena vrednost integrala I = Si2 + Rg = 6.06907. Dakle, I = 6.07
pretstavlja pribliznu vrednost integrala, sa ta¢noScu reda veli¢ine € = 1072,

Primedba. Tacna vrednost integrala je I = 6.07590. Da bismo popravili rezul-
tat trebalo bi smanjiti korak.

7.2.10. Koris¢éenjem Simpsonovog pravila 3/8 konstruisati odgovarajucu
uopsStenu formulu.
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Resenje. Simpsonovo pravilo 3/8 ima oblik (videti [2, str. 143])

T3 5
(1) /xo f(x)d$=%(fo+3f1+3f2+f3)—%f@(&),

gde je g < & < 3, fr = f(zk), h = (x3 —x0)/3. U cilju dobijanja uopstene
kvadraturne formule za segment [a,b] izvrsimo podelu ovog segmenta na 3n pod-
segmenata, tako da je h = (b—a)/(3n), xy=a + kh, fr,=f(zr) (k=0,1,...,3n).
Primenom formule (1) na svaki od podsegmenata [zg, 3], [z3, Z¢], - - -, [3n—3, Z3n]
dobijamo

n

b
/a f(z)dr = % Z(f3i—3 +3f3i—2 + 3f3i—1 + f3i) + R([),

i=1

tj.
b 3h
/ f(z)dz = g{fo +3[(f1 + fo) + (fa+ f5) + - + (f3n—2 + f3n—1)]

+2(f3+f6+"'+f3n73)+f3n}+R(f)-

Ako je feC? [a, b], ostatak mozemo oceniti na sledeéi nacin:

n 5 5
R(f)=) <—% f(4)(€i)> = —% n f®(g)
=1
ili o .
gde je a < & < b.

Na osnovu prethodnog vidimo da je ova formula znatno komplikovanija od
uopstene Simpsonove formule, a da nije znacajno tacnija od nje, zbog cega se
uglavnom ne koristi.

7.2.11. Kako se kvadraturna formula

+oo R n
& | ety af@)
k=1

— o0

moze primeniti na izraCunavanje vrednosti integrala

(2) I= /+OO e_“t2_bt_cg(t) dt (a>0)7

— 00
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Resenje. Kako je

5 b\% b2 — 4ac
at? +bot+c=alt+-—) - 2—2
2a 4a

b
uvodenjem smene /a (t + 2—) = z, integral (2) se svodi na
a

too e x b
I—A/_Ooe g<%—%>d:p,
- b? — dac . .
gde smo stavili A = exp 4 /+/a. Sada, primenom formule (1) dobijamo
- T b
o Lk 2
I_AZAkg<\/a 2a> )
k=1
7.2.12. Odrediti kvadraturnu formulu interpolacionog tipa
1 n
(1) | f@rdo =37 A @)+ Ruia (1),
-1 k=0

gde su évorovi zy, ekstremalne tacke Cebisevljenog polinoma T, (z) na [—1,1]
(T (xg) = £1).

Resenje. 1z uslova Ty (z) = cos(narccos z) = £1 nalazimo zj = cos kr (k=
n
0,1,...,n). Definisimo polinom w stepena n + 1 pomocu
2) () = (% — 1)Sn_1(a),

gde je S,_1 Cebisevljev polinom druge vrste.

Kao §to je poznato, reprezentacija ovih polinoma na [—1, 1] je moguca u obliku

sin(m + 1)0

(3) Sm(x) = p— , x = cosf.
. . km o .
Stavimo, dalje, 8 = — (k = 1,...,n — 1). Primetimo da su nule polinoma
n
Sp—1(x), upravo tacke xzj (k = 1,2,...,n — 1), tako da polinom w(z) ima nule

koje su évorovi kvadraturne formule (1).
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Tezinski koeficijenti Ay interpolacione kvadrature (1) mogu se izraziti u obliku
(videti [2, str. 138])

1 1 w(x) - _ n
(4) Ak_w’(w)/ d (k=0,1,...,n).

1T — T
Nije tesko pokazati da je
(5) w(z) = Tny1(z) — 2 Tn(z),
gde su T}, Cebisevljevi polinomi prve vrste. Takode,
W'(z) =228, 1(z) + (x2 - 1)5;,1(95) ,
Sto se moze predstaviti i u obliku
W'(x) =nSp(x) — (n—1)xS,_1(x),

pri ¢emu smo koristili sledeée relacije

Sm+1(x) = 22 Sm(z) — Sm—-1(z)

(1- x2)S;n(x) =(m+1)Sm—1(z) —mz Sm(x),

(1 — 12)Sm(:p) =z Tmy1(x) — Tyo(x),
Tm(x) = Sm(z) — x Spm—1(x) .

Kako su S (1) = (1) Sm(-1) =m+1 i

sin(n + 1)0,

S0 0 :coskﬂ':(—l)k (k=1,2,... ,n—1),

) )

Sn(wk:) =

na osnovu prethodnog zakljucujemo da je

(6) (1) = (-1)"W(~1) =2n

(7) W(z)=(-D)Fn  (k=1,...,n—1).

Odredimo, najpre, koeficijent Ag. Na osnovu (2), (4), (6) imamo

L RS 1 [
AO_%/_l o do= g [ @+ 1)Sus(@)da.
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Koriséenjem (3) nalazimo

2n® — (1 (=1)")
2n2 (n2 — 1)

T
(8) Ag = i/ (cosB+ 1)sinnbf df =
2n 0

Isti rezultat dobijamo i za koeficijent A, . Naime, lako je pokazati da je A, = A,,_L.

Da bismo odredili Ay (kK = 1,...[n/2]), podimo od Christoffel-Darbouxovog
identiteta za Cebisevljeve polinome prve vrste (videti za opsti slucaj [1, str. 103])

Ti1(2) Tn(t) — Tns1 (1) T (2)
r—t

(9) > Tn(@) Tn(t) = 5 - :
m=0
gde 3’ oznacava da se pocetni lan u sumi (za m = 0) uzima sa faktorom 1/2.
Ako u (9) stavimo ¢t = x = cos (kw/n), dobijamo
"

- 2(—1)k Z Tm(zg) Tm(x)

m=0

Tni1(z) — o Tn(2)
T — Tk

(10)
jer je Tn(zp) = (=1)* i Thy1(xp) = z(—1)F. Sada, na osnovu (5) i (10),
zaklju¢ujemo da je

w(z)
r — T

n
/
=2(=1)" 37 T (ax) Tm() = Tu()
m=0
odakle, s obzirom na (4) i (7), nalazimo

{2 i/Tm(fEk)bm - (—1)k bn} )
m=0

A =

S

gde smo stavili
1
bm 2/ Tm(z)dz.
-1
Primetimo da je za neparne indekse ovaj integral jednak nuli, tj. bo;—1 = 0. Za

parne indekse imamo
2

boyy = ——— .
m T " am?

Na dalje, Tom, (z1) = cos(2mmk/n). Prema tome,

n Ok
(11) Ak:%Z/ L o2k D7 o=, )

1 —4m?2 n n
m=0
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Posebno je interesantan je slu¢aj kada je n paran broj. Tada, na osnovu (8) i
(11), dobijamo

1
A :A = ——
0 n n2 —1
(12) n
4 " 1 2mmk
Ak—An—k—E E T2 S (k=1,...,n/2),

m=0

gde 3" oznacava da se prvi (m = 0) i poslednji (m = n) ¢lan sume uzimaju sa
faktorom 1/2.
Literatura:

C.W. Cleanshaw, A. R. Curtis: A method for integration on an automatic
computer. Numer. Math. 2(1960), 197-205.

7.2.13. Odrediti Peanoovo jezgro za kvadraturnu formulu (1) iz prethod-
nog zadatka, uzimajuéi n = 4.

Resenje. Na osnovu (1) i (12) za n = 4, iz prethodnog zadatka dobijamo
kvadraturnu formulu

[ swrae= g v s (r (=) +5 () +3 100t

koja ima algebarski stepen ta¢nosti p = 5. Za Peanoovo jezgro (videti [2, str. 152])
dobijamo

5

5
51K (1) = _Gt)6—%{8 <—§ —t>++ 12(0— )% +8 (g —t>++ (1 —t)i} ,

odakle je

(1—6t>6_%<ﬁ_t>5_%(1—t)5 (093?),

120K5(t) =
(1-1)°
6 15

K5(t) = K5(—t) (-1<t<0).

Primetimo da jezgro K5(t) menja znak na segmentu [—1,1] jer je K5(0) >0 i
K5(v/2/2) < 0. Zbog toga ocena ostatka ove kvadraturne formule pomoéu formule
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(2) iz zadatka 7.2.5, nije mogudca, veé¢ je moguéuéa u obliku koji daje Peanoova
teorema

1
Rs(f) = [ Ks(t) O ) ar,

pri ¢emu pretpostavljamo da f € CG[—l, 1].
Ako je Sesti izvod funkcije f ogranicen na [—1, 1], tj. ako je |f(6) (t) |§ Mg (t €
[—1,1]), tada na osnovu prethodnog vazi sledeéa ocena ostatka:

|R5(f)] < Mg es,

gde je
1
e5:/1|K5<t>| d.

2
7.2.14. Obim elipse {(az,y) : 3:_2 +y?=1, c> O} dat je formulom
c

/2
L(c):4/ \/1—(1—62)Sin2tdt.
0

Za c = 1.2, priblizno odrediti L(c) Rombergovom integracijom, koriste¢i prva
tri koraka. Pri racunanju koristiti priblizne vrednosti podintegralne funkcije
fr = f(zk) u tackama ), = kn/8 (k =0,1,2,3,4):

fo = 1.00000, f; =1.03172, fo=1.10453, f;=1.17284, f, = 1.20000.

Resenje. Uopstena trapezna formula ima oblik

b N 1 1
) 1= [ f@ =T () =hn (J o+ et foa b 3 )

gde je hn = (b—a)/n, zp = a+khn, fr = f(zp).

Ako za hy, uzmemo redom hy, = hor = (b —a)/2¥ (k =0,1,2,...) i primenju-
jemo formulu (1) dobié¢emo vrednosti T]EO) = T (f, hor), na osnovu kojih mozemo
formirati iterativni proces

(m=1) _ p(m—1)
4qm Tk;+1 — Tk;

(m) _

(m=1,2,...)

za odredivanje vrednosti integrala I.
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Prethodna procedura se moze prikazati tzv. T—tabelom:

b—a ©) (M ©)
hao = —5— Ty Ty 7To

b—a ) 1
h21 — T Tl Tl( )

b—a ()
h22 = 22 Tz

odredujemo odredujemo
trapeznom formulom Rombergovom formulom (2)

Nizovi po kolonama i vrstama u T—tabeli konvergiraju ka vrednosti integrala (1).
Kod prakti¢ne primene Rombergove integracije, iterativni proces (2) se najcesce
prekida kada je |T(§m) — Tém_l) | < g, gde je € unapred data dozvoljena greska i

tada se uzima [ & Tom

Dakle, ako uvedemo oznaku A = T,go)/th (k = 0,1,2), primenom trapezne

formule na izra¢unavanje integrala datog zadatkom za h = 7/ 2541 imamo redom
1 (0) _ ~
Ay = 3 (fo+ f1) =11, Ty = hgo Ag = 1.727876 ,
0 ~
Ay = Ag+ fo = 2.20453 T = hyy Ay = 1.731434,
Ay = Ay + fi+ f3 = 4.40009, TSV = hya Ay = 1.731446.
Primenom formule (2) na ove rezultate dobijamo T-tabelu

1.727876 1.73262 1.731372
1.731434 1.73145
1.731446

pa je L(1.2) 2 4-1.731372 = 6.92549 .

Rombergova integracija se moze jednostavno programski realizovati. Ovde da-
jemo potprogram realizovan na FORTRAN jeziku u D—-aritmetici:

subroutine romberg(dg,gg,fun,eps,vint,kb)
implicit real*8 (a-h,o0-z)

dimension t(15)

common ¢
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kb=0
h=gg-dg
a=(fun(dg)+fun(gg))/2
pom=h*a
do 50 k=1,15
x=dg+h/2
10 a=a+fun(x)
x=x+h
if(x.1t.gg) go to 10
t(k)=h/2%*a
b=1
if(k.eq.1) go to 20
do 15 m=1,k-1
i=k-m
b=4x%Db
15 t(i)=(b*t(i+1)-t(i))/(b-1)
20 b=4xb
vint=(b*t(1)-pom)/(b-1)
if (dabs(vint-pom) .le.eps) return
pom=vint
50 h=h/2
kb=1
end

Lista u potprogramu ima sledeée znacenje:

dg — donja granica integrala;
gg — gornja granica integrala;
fun — ime funkcijskog potprograma kojim se definiSe podintegralna funkcija;
eps — zahtevana tacnost izraCunavanja;
vint — vrednost integrala sa ta¢noScu eps, ukoliko je kb = 0;

kb — kontrolni broj (kb = 0 integral je korektno izracunat; kb = 1 tac¢nost
izraCunavanja integrala nije postignuta sa 15 predvidenih koraka, tj.
sa brojem podsegmenata 215)

U naredbi common navedena je zajednicka promenljiva kojom se definise param-
etar u podintegralnoj funkciji. U konkretnom sluc¢aju, podintegralnu funkciju za
elipticki integral L(c) definiSemo na sledeéi nagin:
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function fun(x)

implicit real*8 (a-h,o0-z)

common ¢

fun=4*dsqrt (1-(1-cxc)*dsin(x)**2)
return

end

Uuzimajuéi e = 1071% i ¢= 0.4(0.2)1.4 dobijamo sledeée rezultate:

c L(c)
0.4 4.60262251913297
0.6 5.10539977267963
0.8 5.67233357779490
1.0 6.28318530717959
1.2 6.92579119580968
1.4 7.59227378695277

Kao kontrola dobijenih rezultata moze posluziti vrednost

L(1) = 27w = 6.2831853071795864769 . . . .

7.2.15. Metodom neodredenih koeficijenata odrediti parametre Filonove
kvadraturne formule

27

(x)sinxzdr = Ay f(0) + As f(7) + As f(2m) .
0

Resenje. Uzimajudi za f(x) redom 1, z, z? dobijamo sistem jednacina
A1+ Ao+ A3 =0, Aom+ A32m = —2m, A27T2—|-A347T2=—471’2,

odakle sleduje A =1, As =0, A3 = —1. Dakle, imamo
27

f(z) sinzdx = f(0) — f(2m).

0

Primedba. Filon je razradio i opstije kvadraturne formule za integraciju tzv.
brzooscilatornih funkcija. Tako na primer, dobio je formulu

b
/ f(z)sinkz dx = h[A(f(a) coska — f(b) coskb) + B- S+ C-T],
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gde je2nh=b—a i

1 sin2kh  2sin® kh 1+ cos’kh  sin2kh

A = — — —
k:h+ 2k2h2 k3h3 k2h2 k3h3 °

C_4sinkh 4 cos kh
T K33 K2RZ

S = —f(a) sinka — f(b) sinkb+2 _ f(a+ 2ih) sin(ka + 2ikh) ,
=0
T =>"f(a+ (2 —1)h) sin (ka+ (2i — 1)kh) .
=1

Odgovarajuca greska se moze predstaviti u obliku
h(b—a) 1 _kh
12 1- % | Mo (IR

16 —
cos —

R =

gde je (a < £ < b).

7.2.16. Odrediti koeficijente A, B, C i ostatak u kvadraturnoj formuli

W [ = (r@+ 7(*52) + 10)) + BF @+ €0+ R,

1
Primenom dobijene formule priblizno izracunati integral / V1+ zdxipro-
0
ceniti gresku.
Resenje. Iz uslova R(f) =0za f(z) =1, =, 22 dobijamo sistem jednaéina

+b>+B+C:%(b2—a2),

a+b
2

3A=b—a, A(a—i—
a—+b\2 1
A<a2+<T> +b2> +2(Ba+Cb) = 5 (b —a?),

odakle sleduje
1 1 2
A = —(b— B=— =—(b— .
S (b-a), C=o (b-a)

S obzirom da je

R(mg): (b4—a4) - %(b—a) <a3 + (a_—l—b) —I—bg) + %(b— a)2(b2—a2) =0

2

e
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_|_

| =

zaklju¢ujemo da formula (1) ima algebarski stepen tacnosti p = 3. Pod pret-
postavkom da f € C* [a,b], ostatak se moze predstaviti u obliku

R(f)= 202 fWe) = 2 fWe)  (a<e<b).

R(z%) (b—a)®
41 1920

Zaa=0 i b=1, formula (1) postaje

/ faydo = L (10+7(3)+50)) = 55 (FO-F ) + 155 17©),

gde je £ € (0,1). Primenom ove formule na dati integral dobijamo

1
1 3 1/ 1 1
Vitadr= = (144/S4+v2) — = —=— =) =1.21909.
/0 +xde 3<+\/;+f> 24<2\/§ 2) 909

Primetimo da je ta¢na vrednost integrala
! 2
/ Vitods =3 (2\/5 - 1) =~ 1.2189514,
0

§to znaci da je apsolutna greska manja od 1.4 - 1074,

S obzirom da je

Y@=+ i /@ < 3 el

na osnovu ostatka kvadraturne formule, dobijamo ocenu greske

IR(f)| < 1—2 - ﬁ < 491071,

Ocigledno, stvarna greska je manja od ove granice.

i—1 7

7.2.17. Sukcesivhom zamenom (a,b) = (=1, L) (i=1,... ,m) u kva-

draturnoj formuli (1) iz prethodnog zadatka, na¢i kompozitnu formulu za

1
integral / f(x)dx i oceniti gresku.
0
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1 1
ResSenje. Na osnovu prethodnog zadatka, imamo A = —, B=-C = —,
] 3m 24m?
pba je

[t (o (5 +1 () 1 ()
“zm (7 (5) -7 (57))

pri ¢emu se ostatak moze oceniti pomoéu

1) R = g 106 (St << ).

Odgovarajuéu kompozitnu formulu za segment [0, 1] dobijamo na sledeéi naéin:

/fx)dx Z/Z/m f(z) dx

(i—1)/m

(zz 1L )+Zf( 1))—24;2(%(1)—]"(0)),

gde Z” oznacava da se prvi i poslednji ¢lan sume uzimaju sa faktorom 1/2. Ako
je fect [0, 1], korigéenjem (1), ostatak u dobijenoj kompozitnoj formuli se moze
predstaviti u obliku

R(f)=—— D) (0<e<1).

7.2.18. Odrediti koeficijente A, B, C i oceniti ostatak u kvadraturnoj
formuli

2h
(1) /0 2 f (@) dr = (20)" (Afo + BASo + CA%f)+R(f) (a> 1),

gde je fr = f(kh) (k =0,1,2), tako da je formula tacna za polinome $to je
moguce viSeg stepena.

Resenje. Koeficijente A, B, C odredi¢emo iz uslova R(wk) =0(k=0,1,2).
Tako imamo:
A=1/(a+1).
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Zak=1, fo=0, fi="h, fa=2h, Afg=h, A’>fy =0, paiz R(z) = 0 sleduje
B=2/(a+2).

Za k = 2 imamo fo = 0, fi = h?, fo = 4h%, Afg = h?, A%fy = 2h%. Iz
R(x?) = 0 dobijamo B 4 2C = 4/(a + 3), odakle je

_ a+1
(a+2)(a+3)°

Sa ovako odredenim koeficijentima imamo

R(:1:3) _ /2h 203 do — (zh)a-&-l 2 h + e+l . 6h°
—Jo a+2 (a+2)(a+3) ’
tj.
B a(2n)ot4
2(a+2)(a+3)(a+4)"
Dakle, ako je a # 0 zaklju¢ujemo da je algebarski stepen ta¢nosti formule (1)

jednak p = 2. Za a = 0 formula (1) se svodi na Simpsonovu formulu, $to znaci da
je tada algebarski stepen tac¢nosti p = 3.

R(2%) =

Do koeficijenata A, B, C mogli smo dod¢i i integracijom prvog Newtonovog
interpolacionog polinoma za funkciju f konstruisanog u ¢vorovima 0, h, 2h:

2
Ao, | Ao

Po(e) = fo + = 0 4w -1,

Dakle,

2h 2h
/ 2 f(z)dx = / % Py(x) dx
0 0

. a+1 1 2 a+1 2
= (2h) {a+1f0+a+2Af0+ (a+2)(a+3)A fo}'

Ako pretpostavimo da f € c3 [0,2h], tada se ostatak interpolacione formule moze
izraziti u obliku

(6
2) i) = £(2) - Pala) = L& afa — @~ 2m),
gde je £ takvo da pripada (0, 2h). Ostatak kvadraturne formule (1) moZzemo dobiti
integracijom ostatka (2), tj.

1

2h 2h
3 R = /0 2 ro(fiz)de = ¢ /O 2w = h)(w = 2h) () da,
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gde & € (0,2h) i zavisi od z. Primetimo da ostatak (3) ne mozemo predstaviti u
obliku

R(f)y=Cf"(n)  (0<n<2h),

jer se na integral koji se pojavljuje u (3) ne moze primeniti teorema o srednjoj
vrednosti integrala. Razlog je $to funkcija x — xa+1(x — h)(xz — 2h) menja znak
na (0,2h). Medutim, vazi

R()| < £C My,

2h
de je M3 = " 'C:/ atligp — h|dz.
gde je M3 Ogrrfghﬁ (z)| i o x) |z — h| dv

7.2.19. Gram—Schmidtovim postupkom ortogonalizacije formirati skup

{Qo, @1, Q2} ortogonalnih polinoma na (—1,1) sa tezinom p(z) = v/1 — z2,
a zatim odrediti parametre i ostatak u kvadraturnoj formuli Gaussovog tipa

(1) /_1\/1—$2f($)d513:Alf($1)+A2f($2)+Rz(f)-

Resenje. Kako je

0 (n=2k+1),

1
Cn:/ 2"V 1 —22de = 2(n — N
1 2\

(n+ 2)!!. Co (n=2k),

1
i C(J:/ vl—x2dx=g,nalazimo()’2:g iC4:%,
—1

Primenom Gram—Schmidtovog postupka ortogonalizacije jednostavno dobijamo

Q1(z) =z — g—;Qo(fﬂ) =,

Qa(w) =% = 2 Qo) ~ & Qula) =a® - 7.

Cvorove u Gaussovoj kvadraturi (1) nalazimo kao nule polinoma Q2. Dakle,

1
—a}1=:132=§.
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Nadalje, imamo

™
o e’ el 5 _«
M= e @ey 22 T, L 1
4
@2l Ly T _
Ry(f) = 2L j D) = T s (m1<e<),

Dakle, formula (1) ima oblik

/_11 VI— 2 f(a)dr =" <f<—%> +f(§)) T ).

768

7.2.20. Odrediti parametre i ostatak u slede¢im kvadraturnim formulama
Gaussovog tipa:

1
10 [ @) sin® B de = Ay flon) + Ao fla2) + Raf).

1
90 / (14 2) f(z)dz = Ay f(z1) + As f(22) + Ra(f),

—1

1
3 /1 1+1x2 f(x)dz = Ay f(x1) + Az f(22) + Ra(f)

/2
4° / p f(x) cosxdr = Ay f(x1) + As f(x2) + Ra(f),

400 e~ %

oV

Primenom treée formule priblizno izra¢unati
Larctan x
I = —— 5 dx
o l+uz

Resenje. 1° Ortogonalni polinomi sa tezinom p(z) = sin

5° f(w)de = Ay f(z1) + Az f(z2) + Ra(f).

2 % na (—1,1) su:

Qo(z) =1, Qi(z) =z, Qa2(z) = z? — <% + %), s obzirom da je
! 2 T 2 ! 2 . 2 TT 1 2
(LQO):/_lSin le’:l, (96 ,Qo)Z/_lx sin Td:ng—i—ﬁ,
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Cvorovi kvadrature su

2

1
3

a koeficijenti

Kako je

1
2 2 2y . 2T 4 8 28
= — —d e -
Q2] ‘/71($ xg) sin® —-dz = & + R

ostatak u klasi funkcija C*[—1,1] ima oblik

Q2 L _1<1 2 _7> (4)
R2(f)—ﬁf (f)—g E‘f‘:&? pavi AR
tj.
Ro(f)=298-102 fW(e) (-1<e<1).
2° Uovomslu¢ajuimamo Qo(z) =1, Qi(z) =z — %, Q2(x) =22 - %x - %,
paje w1 = £ (1-V6), w3 = £ (14V6), A1 = 5 (9-V6), Az = 5 (9+V6) |
L _
Ro(f) = 5= SV ©) (1= <€ < 1),
1 n
3° Neka je anllﬁ—ﬁdx. Tada je Cy = g Cy = %(4-@, Cy =

%(37r—8), C1 =C3=0, pasu

Qo(z) =1, Qi(z) =z, Qg(m):xQ—%(Zl—ﬂ'),

/4
—x] =x9 = ;—1%0.522723,

Ay = Ay = Z =~ (.785398,

odakle nalazimo

Ra(f) = T2 i) (-1<g<).

Primenom ove formule na integral I dobijamo

1
1:1/ arctanfz| 1
1 2

5 1522 -2arctanx = 0.3783.
T

N
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Inace, tacna vrednost integrala je
1 s
I = arctanl = — = 0.392699...,
2 8
§to znac¢i da je dobijena priblizna vrednost sa apsolutnom greskom manjom od
1.5-1072
4° Ovde dobijamo

2
—xlzxgzy/%—2%0.68367, A=Ay =1

2
Ra(f) = 1 f D@ = 2071072 1),

T
dojoce (-1 7).
glejece (-2, 2
5° Ovde je p(z) = e~ */+/x. Odredimo, najpre, momente tezinske funkcije, tj.
integrale

+oo +oo
Cn:/ x"p(x)d:pz/ x”_l/ze_xdle“(n—i-l),
0 0

2
gde je T' gama funkcija. S obzirom na rekurentnu relaciju I'(1 + z) = zI'(2),
zakljucujemo da je Cp, = % C},—1. Prema tome, redom nalazimo
1 1 1 3 3
Co=T 5)—ﬁ, 01—500—5\/;, 02—501—1\/;,
5 15 7 105
03—502—§ ™, C4—§CS—E\/E7
pa je
Ch 1
= 1 — - —— = - —
Qo(z)=1, Qi(z)== o "3
C L C
2 (O 3752 2 3
Q2(x) = G T (x—2>—x —3x—|—1.

1
1z uslova Q2(z) = 0 nalazimo ¢vorove kvadrature z1 2 = 3 (3 + \/6) Odgovarajuéi

tezinski koeficijenti su A1 2 = % (3 F \/6)
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Kako je

21 9 9 3
||Q2||2=C4—603+702—501+E00=5\/E

jednostavno nalazimo ostatak u kvadraturnoj formuli, u klasi C'* [0, +o0]

§ \/E
4 T .(4
1) Raf) = 2 1Y) = YT sV (0<€ < +o0).

Primetimo da u poslednjem slucaju imamo Gauss—Laguerreovu kvadraturnu
formulu (videti [2, str. 175]) za n = 2. Kako je p(z) = 2~ /2%, zakljuéujemo da
su z (k = 1,2) nule generalisanog Laguerreovog polinoma LQ_I/Q(x). Na osnovu
Rodriguesove formule (videti [4, str. 52])

Li (x) — 5t ﬂ ($n+s ef:c)
dx™ ’
zan=2 i s=—1/2 nalazimo L™'/?(z) = 2 — 3z 4 3/4, §to se poklapa sa
polinomom Q2(x).
Na osnovu formule ([2, str. 175])
|
@ ors
Lk <d:E Ln(xk)>
imamo
(5 1)
™
A =1 ;=5 (3-V0)
5 (3+V6) 3+ 6 -3)
i sliéno

4y = YT (34 V).
Opsti oblik za ostatak je

n!T(n+s+1)

IO <<t

Zan=21is=—1/2 dobijamo ostatak dat pomoc¢u (1).

7.2.21. Odrediti Ag, =, (k = 1,2,3) i ostatak R3(f) u Gauss-Hermite-
ovoj formuli

oo 2.2 3
W [ e e =Y At + Bl (a>0).

- k=1
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ReSenje. Smenom az =t integral koji se pojavljuje u (1) se svodi na
L[t 2 [t
1:—/ et f<—) dt.
a J_oo a

Primenom Gauss—Hermiteove formule (videti [2, str. 176]) na ovaj integral dobi-
jamo

1 < t 1
_ k z
(2) I—GZka<a)+aRn(g>,
k=1
gde je g(t) = f(t/a), t}, nule Hermiteovog polinoma Hp(t) i By, tezinski koeficijenti

odredeni sa .
2" (n = D)7
By, = k=1,...,n).
k an—l(xk)2 ( )

Ostatak je
nl/mT g(zn)

Fnlg) = o5 (2n)!

€3] (—o00 < & < +00).

S obzirom da je Ho(t) = 1, Hy(t) = 2t, Ho(t) = 4% —2, H3(t) = 8t3—12t,...,
na osnovu prethodnog, za n = 3, dobijamo

2

2
By = B3 = % ﬁ
3Hy (v6/2)" O

B _22.2. 1 2ym
27 3H,02 0 3

Uporedivanjem formula (1) i (2) nalazimo

V6
TTL=T3 = 500 xz2 =0,
T 2ym

Najzad, u klasi funkeija C%(—o0, 400), za ostatak formule (1) vazi

R3(f) = 1 . M . if((j)(g) _ VT f(G)(f),

T 960a
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7.2.22. Koristeéi se Gauss-Cebisevljevom kvadraturnom formulom do-
kazati formulu

1 ax
(1) / 67126&2E 1—|—2COSha—\/§ +R,
1 (1—a2) / 3 2

gde je R ostatak koji treba odrediti.

Resenje. Gauss-Cebisevljeva kvadraturna formula (videti [2, str. 174])

ic) TN
(2) / —  —dr=— fzr) + Ra(f),
1(1—-a2)'/? " kzz:l '
gde su ¢vorovi zj, nule Cebisevljevog polinoma Tp(z), tj. z, = cos (2/@2—711)71'7

k=1,2,... ,n,iostatak

™

(3) Rn(f) = 2T

GO 1<e<,

za n = 3 se svode na

Ako u (4) stavimo f(x) = €** dobijamo formulu (1), gde je

ra’ aé

R= 53010 ¢

(-1<é<1).

Na primer, za a =1, R < 3.71 - 1074, Dakle,

1 i
/ i dr =2 397732+ R.
ST

7.2.23. Sa tacnoséu 1074 odrediti vrednost integrala

L cos 2z

b
(a) ; \/T—xde, (b) /0 \/17——;346&'

Resenje. U oba slucaja primenjujemo Gauss-Cebisevljevu kvadraturnu for-
mulu (videti formulu (2) iz prethodnog zadatka).
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a) S obzirom da je funkcija f(z) = cos 2z parna, imamo

M) /l—com do =1 TS fw) + L )
o Vi—a? 2 onoa Ml
gde su x}, = cos M (k=1,2,...,n), a Ru(f) dato pomoc¢u formule (3) iz

2n

prethodnog zadatka.
Kako je f®™ (z) = (=1)"2%" cos 2z imamo

1

L Ra(h = ()"

Primetimo da je uslov

‘%Rn(f) ’S # <107*
ispunjen za n = 4 jer je % ~ 7.8-107°. Prema tome primeni¢emo Gauss—
Cebigevljevu formulu za n = 4.
S obzirom da su
s 37 5T i
Ty =COSo, T =COS—o-, BT COS—o- =Ty, Iy=C0So- =71,

imamo

1
/0 %dw ~ g (2f (cos g) +2f (COS 3%)) 7~ 0.3516.

Numericke vrednosti ¢vorova su
r1 = 0.92387953, T =2 0.38268343 .

Primenom formule (1) za n = 2 (1) 8 dobijamo rezultate koji su dati u sledecoj
tabeli:

Priblizna vrednost Priblizna vrednost

integrala (a)

integrala (b)

© 00~ O Ut W NS

0.2449557829
0.3554643616
0.3516171344
0.3516876037
0.3516868074
0.3516868135
0.3516868135

1.282549830
1.315205717
1.310404152
1.311125324
1.311013592
1.311031197
1.311028388
1.311028840
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b) S obzirom da je

1 1 1

V1—zt N \/1—x2.\/1+x2’

u ovom slucaju uzeéemo f(z) = 1/v1+ x2. Primenom formule (1) za n = 2(1)9
dobijamo rezultate koji su, takode, dati u prethodnoj tabeli. Ta¢na vrednost
integrala sa Sest decimala je 1.311028.

7.2.24. Za izracunavanje vrednosti integrala

2
/0 V(2 —zx) f(x)de

izvesti Gaussovu kvadraturnu formulu stepena ta¢nosti pet.

Resenje. Odredimo najpre momente

2
Ck:/o o* /22— z) dx (k=0,1,..).

Smenom z = 2t dobijamo

1
Ck:2k+2/ tk+1/2(1—t)l/zdt:2k+2B<k+g, §),
0

2
tj.
(2k+ D)7
T, _2k+1 _
Dakle, 00—5 1 Ck— bt 2 Ck,1 (k—1,2,...).

Da bismo dobili formulu algebarskog stepena tac¢nosti 5 potrebno je uzeti n = 3
¢vora (2n — 1 = 5). Prema tome, treba konstruisati formulu

2
/0 VEZ = 2) f()dz = Ay f(1) + A f(w2) + As f(w3) + Rs().-

Cvorovi zj, (k = 1,2,3) su nule polinoma Q3(z), ortogonalnog na (0, 2) sa tezinsk-



314 NUMERICKO DIFERENCIRANJE I NUMERICKA INEGRACIJA

om funkcijom p(x 2(2 — z). Konstruisimo ovaj niz polinoma. Imamo redom

k=0: Qo(a})=1

kzli(QoaQo)ZC(J:g, (x,Qo):Cl_g,
_ . (%,Qo) .
Qi(z) == 7@07@0)@0(%) r—1;
F=2: R0 =C=2, (1Q)=C-C=1T,
(Ql,Q1>:02—2cl+co:g,
_ .2 (ill' QO) ( 7Q1) 2_ §
@D =T 100 P T gLy @ T g
k=30 (%Q) == "2, (%Q)=Ci-Cy=17,
($3,Q2)=C5—204+203:§—72T,
(Q2,Q2):04—4C3+202—301+300:%,
_ 3 (2°,Qu) (z3,Q1) (%, Q2)
Qa(w) == - (QOvQO)Q(x) (@1 Q)Ql(w) (Q2,Q2)Q2()
::1:3—39524—%95—%.

S obzirom da je
(=D (22 — 1
Qs3(x) = (z 1)<x 2x—|—2),

jednostavno odredujemo ¢vorove

Tezinski koeficijenti su tada

ol w2
A== e ) Q@) ()18
SR =) O V. - B

Q2(z2) Q5 (z2) — (—1/2)(~1/4) 4~

Dakle, kvadraturna formula ima oblik

[} s = 3 (s (1F ) #2107 (10F) ) ot
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Kako je
2 _ 6y __ T
1Qs]I” = Ra(2”) = 155 »

ostatak se u klasi funkcija C°[0,2] moze predstaviti u obliku

R3(f) = ——fO®) (0<e<2).

7.2.25. Odrediti koeficijente kvadraturne formule

1
/ 2|1 — 2)f () dx = Ay f(—a) + As f(0) + Az f(a) + R(f),

—1

gde je a € (0,1) dati parametar, tako da je ona tacna bar za sve polinome
stepena ne veéeg od dva. Na osnovu dobijenog rezultata odrediti parametar
a, tako da formula ima maksimalno mogudéi algebarski stepen tacnosti. Za
taj slucaj odrediti ostatak R(f) u formuli. Dobijenu formulu primeniti na

izraCunavanje integrala
1
/ V1 —a22dx.
0

Resenje. Zamenom f(z)=1,x, 22 u datu kvadraturnu formulu dobijamo sis-
tem jednacina

1

A| + Ay + A3 = 5,
—aA; +aA3z =0,

a2A1 + a2A3 = %,

za odredivanje koeficijenata A;, i = 1,2, 3, tako da je kvadraturna formula tacna
za, sve polinome stepena ne veéeg od dva. ReSavanjem sistema dobijamo

1 3a?2 -1 1
"7 12a20 7T T6a2 0 P 1242
Dakle, kvadraturna formula je oblika

302 — 1

S (0) + s (@) + ROD.

1 ) 1
[ el =)@ de = )+

-1

3

Zamenom f(z) = 3, iz poslednje kvadraturne formule dobijamo R(z3) = 0, &to

znadi da je ova formula ta¢na i za polinome stepena tri. Za f(z) = z? na isti nacin
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dobijamo da je R(z*) = (1 — 242)/12, odakle je R(z*) = 0 za a = £v/2/2, tj.
a=+/2/2 jer a € (0,1). Kvadraturna formula najzad dobija oblik

[ i eyswae =L (<2) Loy r () o,

i ona je tacna za sve polinome stepena ne veéeg od 4. Jednostavnom proverom
za f(z) = z° zakljucujemo da je R(z%) = 0. Na isti nacin za f(z) = % nalazimo
da R(xG) = 1/120 # 0, pa poslednja kvadraturna formula ima algebarski stepen
tacnosti 5, dakle ona je Gaussovog tipa.

Ostatak dobijene Gaussove kvadraturne formule je

9% 6 1 ) e FO©)
R(f) = ol R(z”) = mf &) = 36400’ §e(-1L1).

Najzad, primenjuéi dobijenu formulu, izracunajmo integral

1
/ V1 —x2dx.
0

Kako je

1 1 1
1 1 2 1
x\/l—xQd:p———/ x\/l—xzdx———/ z| (1 —-z%) ——=dx,

potrebno je uzeti

Tada dobijamo

1
1)1 1 1 1
/x\/l—xzdl‘g— - + = —
216 2 6 1-02

— | =~ (0.319.

Vi-(va/2)”*

7.2.26. Odrediti parametre Gaussove kvadraturne formule

+

| =

/ p(x)f(x)dr = Ay f(21) + Az f(x2) + A3 f(z3) + R3(f)

-1
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i ostatak R3(f), ako je tezinska funkcija p(x) = |z|(1 — 2?).

Resenje. Neka je {Qy }nen, niz ortogonalnih polinoma na (—1, 1) sa tezinskom
funkcijom z — p(z) = |z|(1 — 2?) i neka je ay, koeficijent uz najvisi stepen u poli-
nomu Qn, tj. Qr(x) = ak.xk + c¢lanovi nizeg stepena. Za Gaussovu kvadraturnu
formulu sa n ¢vorova vazi:

a) x, k=1,...,n, sunule ortogonalnog polinoma Qn,
an |@Qn 1]
b) A = k=1, ... ,n,
S G @0 @alan)
9 Ralh) = A2 geng e o,

(2n)!ag

Na osnovu navedenih formula, za na$§ zadatak, imamo:

Qg(m):x?’—%x:x<x2—%) = xlz—g, x9 = 0, xg:?,
Qg(a:):x?’—%x = a3 =1; Qz(x):xQ—% = a2 =1,
Q21 = (@2,Q2) = 5. @5(w) = 32" — 3,
PR (7 G N U () N S U (#1 G
Q2(71)Q5(x1) 6 Q2(z2)Q5(z2) 6 Q2(z3)Q5(z3) 6
Qs = (@5, Qs) = 2= = Ra(f) = "Q?’" 79©, €e(-11).

Dakle, trazena kvadraturna formula je

/_11 |z](1—2”) f(2) dx = % (f <_§> +FO)+ f <§>> LT 1077 0E)

gde € € (—1,1).

Primedba. Napraviti poredenje ovog zadatka sa prethodnim.

7.2.27. Odrediti parametre i ostatak u Gaussovoj kvadraturnoj formuli

dr = Ay f(x1) + Ao f(22) + R(f),

[ 7
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1
/1
/ +xdx.
0 x

Resenje. Polazedi od prirodnog bazisa {1, z, xQ}, Gram—Schmidtovim postup-
kom ortogonalizacije nalazimo polinome ortogonalne na (0,1), sa teZzinom z +—

p(z) =1//z(1 — x),

Qo(z) =1, Qi(z)=z—

a zatim priblizno izra¢unati

L ue=toas )

Pri reSavanju odgovarajuéih integrala koristili smo formule

1
B<paq>:/0 1 - 2)? B(m):%f(q)

Ilp+q)’
1
r(1+2) =2I(2), F<§> - Jm
Cvorovi zj, k = 1,2, su nule ortogonalnog polinoma Qs, tj.
T = 1 + —1 To = 1 - —1
1=3 ok 2= 3 ok
Kako je
_ - / . 2 _ T
an—an—l—la QQ(‘T)_ZT_L ||Q1|| - §7
to iz formule
an 1Qn—1]
A = k=1,2,...,n),
" a1 Qo1 (k) Qh () ( )
za n = 2, nalazimo
2 2
VR U1 . SR (-1 x

Q1(x1)Q5(x1) 27 Q1(z2)Qh(z2) 27

Kako je [|Q2]|> = 7/128, iz formule

_@nl? Leen)
R(f) - (27’L)' a? f (5)7 £ € (au b)a
za n = 2 dobijamo
R(f)= ==Y ), €€ ().

3072
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Najzad, s obzirom na jednakost

ﬁ -\ xl(l_—x::)’

primenom dobijene kvadraturne formule na f(x) = v/1 — 22, dobijamo

T A Y T

= (0.8184 + 1.5539 = 2.3723.

7.2.28. Izvesti formulu za pribliznu integraciju

n

1—3: o 27 .o km 2km
(1) / 1—1—3: )dx_n—l—lkzz:lsm n——l—lf(cosn—l—l)'

Resenje. Neka je g(z) = f(2x2 —1). Dokazademo najpre jednakost

(2) / 1=z )dx:?/ll 1 — 22 g(x) dz.

Ako uvedemo smenu x = 2t — 1 u integral na levoj strani dobijamo:

1 — 1 L —
/_1 1+if(x)dx:2/0 N f(2t—1)dt:2/0 Vet

Uvodenjem nove smene t = u?, poslednji integral se svodi na

2/01\/?]"(215—1)&:4/01

1 1
:4/ \/1—u2f(2u2—1)du:2/ V1—u2f(2u?® = 1) du
0 —1

2
Y f(2u? = Dudu

Dakle, dokazali smo da je

/_1\/L_rif(x)dx:2/_1\/1_x2f(2x2_1)dx:2/_1 1— 22 g(z) da.
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Izvedimo, sada, Gaussovu kvadraturnu formulu, sa n ¢vorova za nalazenje in-

tegrala
1
/ V1—2a2 g(x)dx.
-1

Trazena formula je oblika
1 n
3) [ VI=2 g(@)de = 3 Avg(on) + Falo)
- k=1

gde su z;, nule Cebigevljevog polinoma druge vrste

sin[(n + 1) arccos z]
V1-—2x?

koji su ortogonalni na segmentu [—1,1] u odnosu na tezinsku funkciju p(z) =
V1 — 2. Iz jednacine sin[(n + 1) arccos ] = 0 odredujemo nule polinoma Sy, tj.
¢vorove kvadrature,

Sn(z) =

km
Tp = €08 T NN )
Koeficijenti kvadraturne formule se izracunavaju po formuli (videti [2, str. 170
176])

1 2
2(2n+1)F<n+ 5) CoCor s

A = (n+D'T(n+1)  Sp_1(z)Sh(zp)’

gde je 5
(“—1)!F<§> _ (12"
F<n+%> (2n+ DN

pri ¢emu smo koristili formule I'(z + 1) = 2I'(2), ['(1/2) = /7 i
) (- DD (- Do Do) -

_ (n_ l) (n_ %) lp<l> Lo~y

27 \2) " om

Cn:

S obzirom da je

oo . (DRl o=t 22 lpl(n 4 1)
Pl T R D 2= DI @n+ D)((2n— DN’
imamo
4, 22+ 272 ((2n — D)2 22" Lpl(n +1)! 1
k= :

(n+ 1)n! Cn+ D(2n—1DIN2 8,1 (zy)Sh(z5)
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tj.

(4) Y P

Kako su redom

8 (z) = =+ DV —a? - cos|(n + 1) arccos ] + wsin[(n + 1) arccos ]

(1 —22)V1 — 22 ’
1 . 1 . nkm
Sp—1(zk) = i sin[n arccos x| = — S
- Ty sin
n+1
1 . (n+1—=1)kn 1 . km
= - sin 1 = sm(kﬂ' iy 1)
sin n+ sin "
n+1 n+1
1 . km . km k+1
= — k — k ) = (-1 ,
— = (sm meos T —sin o cosk (-1)
n+1
km km
— 1)si k ink
S o) — (n+ )31nn+1cos T + cos 7 sin 7r_ (—1)* L (n + 1)
n 5 T - )
sin sin
n+1 n+1
zaklju¢ujemo da je
\2k42
Sn—1(xk)Sn(wr) = (=1) ,E:Jr D__ntl
sin? sin?
n+1 n+1
Najzad, zamenom u (4), dobijamo
T .o km
A =
P M ony

tako da trazena Gaussova kvadraturna formula (3) postaje

n

1
/1\/1—:132 g(z)dx = Ul Zsin2k—wlg<cos hm )+Rn(g).

n—i—lkz1 n —+ n—+1

Kako je
2km
n-+1’

sz—lzcos k=1,...,n,
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na osnovu (2) zaklju¢ujemo da vazi

UV =z Py km 2km
_ gy 2T .9 ~
/,1 1+$f(x) “ n—l—ll;Sln n+1f<cosn+1>+Rn(f),

tj. formula (1), sa ostatkom Ry (f) = 2Rn(g), gde je g(z) := f(2z2 — 1).

Izra¢unajmo jos ostatak Ry (g) po formuli (videti [2, str. 171])

ntetStl i rin+a+1)In+ B+ DI (n+a+B8+1) (2n)
@n)!2n+a+ B+ 1)I'(2n+a+F+1)

gde je £ € (—1,1). Za a = 8 = 1/2 prethodni izraz se svodi na

92n+2 n!f'(n + §>2F(” +2)
B 2 (2n)
Bnl9) = —Gonen v orentoz ¢ ©
_ 222019720200 + N1 (n+ D! (2
B CE SV e (e Y R

B n!(n+ 1) ((2n + 1))3x
T 2(n+ 1)(2n)! ((2n)1)2((2n + 1)!1)2

- n!(n+ 1)l (2n)
n 2(n +1)(2n)! 22n(n!)2 g (€),

©)

g™ (€)

tj.
™

Rn(g) = 22+ (201 9(2n) ()-

Napomenimo da kvadraturna formula (1) nije Gaussovog tipa. Ta formula ima
algebarski stepen tacnosti p = n — 1. Da bismo se u ovo uverili dovoljno je uzeti,

na primer, f(z) = ((1 + x)/2)m/2, gde je m € Ng. Imajuéi u vidu ranije uvedenu
supstituciju f(2x2—1) = g(z), sada je g(z) = 2. Kako je Ry(g) = 0zam < 2n—1
(formula (3) je Gaussovog tipa) i Rn(f) = 2Rn(g), zakljutujemo da je Rn(z") =0

samozar =0,1,...,n—1, s obzirom da je r = m/2 < n—1. Dakle, Rn(z") # 0.

7.2.29. Za integral iz prethodnog zadatka izvesti kvadraturnu formulu

Gaussovog tipa i dati ocenu ostatka. Na numerickom primeru

/1 \/1—x+:172—:1:3
dx
1 1+$
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uporediditi rezultate dobijene formulom Gaussovom tipa i kvadraturnom
formulom iz prethodnog zadataka.

Resenje. S obzirom da se radi o Jacobievoj tezinskoj funkciji na (—1,1), sa
parametrima o = — = 1/2, tj. p(z) = (1 — 2)"/?(1+ 2)~'/2, troclana rekurentna
relacija za moni¢ne Jacobieve polinome

(1) Qr41(%) = (= Br)Qr(v) — Qr—1(2),

gde su (videti [1, Tabela 2.13.1, str. 148])

82 —a? 4k(k + a)(k+ B)(k + o + )

B = k+a+p)2k+a+p+2)’ e = (2k+a+pB)2((2k+a+p)2—1)’

svodi se na

1
(2) Qp+1(2) = 2Qx(2) — 7 Qp-1(w), k=1,2,....
Prva tri ¢lana moni¢nog ortogonalnog niza su:

(4x2 + 2x — 1).

(Go+1), Qaa)=1

N

Qo(z) =1, Qi(z) =

Uvedimo normalizaciju takvu da umesto moni¢nih polinoma @y (z) radimo sa or-
togonalnim polinomima Wy (z) = 2ka(:1:) (k = 0,1,...). Dakle, koeficijent uz
najvisi stepen u Wy (x) je ap = 2F  tako da su sada

Wolz) =1, Wi(z)=2z+1, Wa(z) =4z + 2z — 1.
Zamenom Qy,(z) = 27 ¥W,(z) u (2) daje rekurentnu relaciju
(3) Wii1(z) = 22Wi(x) — Wi_1(x), k=1,2,....
Za polinome Wy, () mogudce je naéi eksplicitan izraz reSavanjem jednacine (3) kao
linearne diferencne jednacine drugog reda, pri fiksiranoj vrednosti za x. Njena

karakteristicna jednacina je N —2zA+1= 0, €iji su koreni A\j 2 =z +ivV1 — z2.
Ako za —1 <z <1 stavimo x = cos #, imamo

A2 =cosf £isinf = et

Opste resenje jednacine (3) je tada

Wy (cos6) = Cy cos k6 + Co sin k6,
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gde su Cy i C9 proizvoljne konstante. U konkretnom slucaju one se mogu odrediti
iz pocetnih uslovaza k=0 i k=1 (Wo(cos 0) =1, Wi(cos@) =2cosf + 1).

Dakle, iz uslova
1=C1, 2cosf@+1=Cqcosfh+ Coysinb,

dobijamo C; =1, C2 = (1 = cosf)/sin 6, sto daje

1+ cosf ¢ Sin<k+%)9

(4)  Wi(cos8) = coskb + " inkf = (k=0,1,...).

sin —
2

Kvadrat norme ovih polinoma se jednostavno izracunava

1 iy
2 1—=x 2 _ .2 l _
[[W|| —/711/1_1_% Wi () dx-?/o sin (k—l— 2)9d9—7r.

Na osnovu (4) eksplicitno nalazimo nule z, (k = 1,...,n) polinoma Wiy (z).

Dakle, iz sin (k + %)9 =0 (6 # 0) dobijamo

2km
2n + 1

xR = cosfy = cos

tako da odgovarajuéa Gaussova formula ima oblik

' 1-a . 2k
/71 1+xf(x)dx=k§1Akf<cos2n+l>—I—Rn(f).

Na osnovu formule ([2, str. 169])

an [Wa—1l?
A = . k=1,...,n),
F oy Wi eoWiten) )

dobijamo tezinske koeficijente

2" w-2sin®(6p/2) 4w o km

AL = = sin (k=1,...,n),
on—1 2n+1 2n+1 2n+1
imajuéi u vidu da su zp = cos Oy, 0 = 2kmw/(2n + 1),
s1n<n 1)0
— =)0, P
Wi (ay) = g =2(=1)" "t eos I,
. O 2
sin -
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1 cos n—l— 0y, o+ 1)(—1)kT!
2sin2 2k cos —k 4sin? 2k oS 7]“

Dakle, trazena kvadraturna formula Gaussovog tipa je

l-z, AT N o km 2k
do = ' (s 57 7)
/ 1/ (@)de 2n+1kz_:15m 1l 5, 1) T ()
pri ¢emu se ostatak u klasi funkcija 02”[—1, 1] moze dati u obliku

Rn(f) = 7@ (e)

™

(2n)122n (-1<e<1).

Ako sa K,gl) (f) ozna¢imo kvadraturnu formulu iz prethodnog zadatka, tj.
2T o . 9 kmw 2km
n—i—ll;lsm n+1f(cosn+1)’

a sa K (f) Gaussovu kvadraturnu sumu u (5), lako se uocava da je Ké}l)(f) =

KV (f) =

Kg(f), tj. isti rezultat se dobija i sa formulom iz prethodnog zadatka, ali sa dva
puta veé¢im brojem ¢vorova. Ilustrujmo ovu ¢injenicu na numerickom primeru

—z 42— 23 1 1—=x
I = dr = val 2d
/ \/ 1+z v /4 1+ rmar,

sa f(z) = V1 + 22, uzimaju¢i u kvadraturnim formulama broj évorova n = 5(5)30.
1
n K () K (f)
5 3.82256588973303 3.82018450430623
10 3.82018450430623 3.82019778968144
15 3.82019771538528 3.82019778902766
20 3.82019778968144 3.82019778902771
25 3.82019778903289 3.82019778902771
30 3.82019778902766 3.82019778902771
Primedba. Jacobievi polinomi za o = —3 = 1/2, definisani sa (4), u literaturi

su poznati kao Cebisevljevi polinomi etvrte vrste. Odgovarajuéi polinomi ortogo-
nalni u odnosu na tezinu p(z) = (1 — 2)~"2(1 + 2)*/? (—a = 8 = 1/2) nazivaju
se CebiSevljevi polinomi trece vrste. I oni se mogu eksplicitno izraziti u obliku

cos(k—l— l)&
Vi(cos) = —— 22 (k=0,1,...).

Cos =
2
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Prva tri ¢lana ortogonalnog niza su
Vo) =1, Vi(z)=2z—1, Va(x)=4a>—22—1,
a njihova troclana rekurentna relacija je ista kao i kod polinoma Wy (x), tj.
Vir1(z) =22V (x) — Vi1 (), k=1,2,....

Primetimo da vazi Wj(—z) = (—1)*Vj ().

7.2.30. Odrediti parametre kvadraturne formule oblika

! V5 V5
(1) / f(z) d gAlf(xl)“‘AQf(xQ)“‘ASf(_?) + Asf <? ;
-1
tako da ona ima maksimalno moguéi algebarski stepen tacnosti.
Resenje. Izjednacavajuéi levu i desnu stranu u (1), kada se monomi 1, z, xQ,
23, 24, 2° uzimaju redom umesto funkcije f(z), dolazimo do sistema nelinearnih

jednacina
A1+ A+ A3+ Ay =2,

5 5
Az + Agsxo — %Ag + %Az} =0,

1 1 2
Ara? + Agzs + 5143 + 5A4 =

57
(2) 3 3 Vb V5
A Aoz — Y245+ Y24, =
127 + Agxd o5 3+25 4 =0,
1 1 2
Azl + Aoza+ —As+ —Ay = =
121 + 2$2+25 3+25 4= 5
5 5 Vb V5 .
Ai1x] + Agxs 125A3+ 125A4—O.

Da bismo resili ovaj sistem, uvodimo pomoénu funkciju w pomoéu

w(z) = (r —z1)(z — $2)<f€+ ?) (x - ?)

=z + 03:133 + 02:132 + Ciz + Cp.

Mnozenjem prvih pet jednacina sistema (2) redom sa Cy, C1,Ca,Cs,1 i njihovim
sabiranjem dobijamo

5 5 2 2
Ajw(z1) + Asw(x2) + Asw (—%) + Aqw <%) =2Cy + 502 + 5
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Primenjujudéi isti postupak na poslednjih pet jednacina sistema (2) dobijamo

5 5 2 1
Ajziw(z1) + Agzow(z2) — Asw <—%> + Ayw (%) = §C1 + 303-

Dalje je
VBN 1 VB, 1. B
“’(‘? =35 Btz 5 Gt
V5 1 V56 1 V5
“’(? = Ttz 5t o
Kako je

w(zy) =w(z2) =w (-?) =w <§> =0,

na osnovu dobijenih rezultata dolazimo do sistema linearnih jednacina

1 1
C —Cy=—=
0+ 302 5
2 1
=C —C3=0
3 1+ 5 3 )
NG 1 NG 1
Co= 5 Gt52= 55 =5
V5 1 V5 1
CO+?Cl+gC2+§ ——%7
¢ijim reSavanjem nalazimo
1 6
Co=-=, C1 =0, Co=—=, (C3=0
0 5’ 1 ) 2 5’ 3
Sada iz
w(x) =2t - ng—i—é: (z—1D(x+1) (:1:— ?) (x—i— ?)
dobijamo z1 = —1, x2 = 1. Zamenom ovako nadenih x1 i z2, sistem jednacina (2)

se svodi na sistem linearnih jednacina

A1+ A+ A3+ Ay =2,

5 5
—A; +A2—%A3+%A4=07
1 1 2
A1+A2+3A3+5A4—§,
1 1 2
A1+A2+2—5A3+%A4—3.
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Resavanjem poslednjeg sistema jednacina dobijamo

1 5
Ar=Ar=g, Ag=As=c.

7.2.31. Odrediti A iz, (k= 1,2,3,4) u kvadraturnoj formuli Cebisev-
ljevog tipa

1
/ ol /21 (e) de 2 A(f (@) + fa2) + fo) + Fa)

Resenje. Ovde je

1 b 1t g 1t 1
A== [ px)dz =~ |z|*/“de = = Vzdr ==,
a 4 1 2 0 3

n —

gde je n broj ¢vorova u formuli. Dalje, odredujemo brojeve

1 b
AJa

Imamo .
s1 = %[1 |x|1/2xd:p= 0,

1 1
522%[1 |x|1/2x2dx:%/0 \/Ex2dx:1—72,
1 /! 1/2 3
532—/ |z|™ “x° dz = 0,

AJ
1Y a2 2 1 4 12
5422/,1|$| xdx:z/o Vrz dw:ﬁ.
Konstruisemo zatim funkciju
w(z) = (z — z1)(x — 32)(x — 23)(x — 34) = 2" + a12° + asz® + asz + ay,
gde koeficijente a1, as, a3, aq odredujemo iz sistema jednacina (videti [2, str. 193])
Sm + a18m—1 +a2sm—o2+ ... +am—181 +mam =0, m=1,2, ... n,

tj. iz sistema

a1 = —S81,
a181 + 2a3 = —sg,
a182 + a281 + 3a3 = —s3,

a183 + a282 +agsy +4ag = —syq,
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koji se svodi na

a1 =0, 2‘12:—?7 3az =0, ga2+4a4=—%.
Resavanjem ovog sistema jednacina dobijamo
a1 =0, a2=—§, az =0, a4:£,
7 539
odnosno . 64 51
w(z)=z" — 7T + 239"

Najzad, smenom ¢t = x2 dobijamo da je w(t) = 0 za t1 2 = 3/7 4 (4/7)~/3/11, pa
su ¢vorovi trazene kvadrature Cebigevljevog tipa:

T1,2 =F §+é i, 3,4 = F
’ 7oV 11 ’

7.2.31. Zamenjujuéi funkciju f odgovarajuéim interpolacionim polino-
mom, odrediti koeficijente Ay, A, Az, Ay i ostatak R(f) u kvadraturnoj for-
muli

|
SIES
=les

| w

1
(1) /1f(3:)d:c:A1f(—1)+A2f(1)+A3f/(_1)+A4f/(1)+R(f).

Primenom dobijene formule priblizno izracunati integral I = foﬂ/ *sintdt i
proceniti gresku.

ResSenje. Koristeéi tabelu

f(x) f(=1) f()

fllm) | f(=D f1(1)

odredimo Hermiteov interpolacioni polinom Hs,

Hs(x) = Li(z) + (v + 1)(z — 1) H1 (=),
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gde je
1—=x 142
-1 1
LR+ )
Lagrangeov interpolacioni polinom, a Hi(z) = ax + b Hermiteov polinom prvog
stepena. Dakle,

Ly(x) =

Hy(w) = 252 F(-1) + 15E F() 4 (2 + 1)@ — (o +b),
Hjw) = —3 f(=1) + 3 f(1) + 22(az + ) + (2% ~ Da.

Zamenom x sa —1, odnosno 1, imamo

o Hi(—1) = —5 (=) + 5/(1) + 2(a — ) = (-1,
Hy(1) = =3 f(=1) + 3 f(1) +2(a+ ) = £/ (1),

Resavanjem sistema (2) po a i b dobijamo

a= i[f(—l) —fO+FED+F O b= —i[f’(—l) Al
Dakle,
3 .3
H3(z) = %f(‘”*‘wﬂl)
-2 -1, Dt —z-1,
+#f(—1)+#f(l)'

Integracijom poslednje jednakosti nalazimo

' _ S [ f [t
/71H3(w)d:1:—T/71(x —3x+2)dx+T[1(—w + 3z +2)dx
1

(3) _’_f/(_l)/ (x3_x2_x+1)dx+&/l(;1;3+:L‘2—:1}—1)d$
1

4 T
1. 1.
=fED+HFM) + 3 (1) =37 Q).
Sada, pod uslovom da f € C*[~1, 1], imamo (videti [2, str. 54])
(4) f(z) = H3(x) +r(f, ),
gde su
A) 2

r(fia) = =t e (-l<n<1) i Qz) = (z - 1)@z +1)% = (2> - 1)%.



NUMERICKA INTEGRACIJA 331

Integracijom jednakosti (4), uz koriséenje (3), dobijamo

5 /11 flx)dz = /11 Hj(x) dx—l—/ll r(f,z)dx

= -1+ F0) + 3£/ (-1) = /') + RO,
gde je ) )
R = [ rforde=g [ fOma@d.

Napomenimo da je n funkcija od z. No, s obzirom da je £(z) nenegativna
funkcija na [—1, 1], mozemo na poslednji integral da primenimo teoremu o srednjoj
vrednosti odredenog integrala i tako dobijamo

1 ! 2 ! 2
RN =389 [ 0rde= 210 [ -2+ 1do= 25D 0)
. _1 . O
gde je £ € (—1,1).
Iskoristimo sada formulu (5) za priblizno izra¢unavanje integrala
/2
I:/ sint dt.
0
Ako uvedemo smenu t = (z + 1) /4 dobijamo
/2 1
I:/ sintdt:ﬁ/ Sinf(x—l—l)dx
0 4 /4 4
= % [Sln0+sin§ + ggc 0— gZCOSg]
T T
=T —) =~ (.991,
4 ( + 12
pri cemu za gresku pri izracunavanju integrala I vazi
R =R (5 sin T+ 1) = = |Fsn® T+ 1)
2 /mN\°|. T 2 /m\° _9
(T r <Z (= ) .
5 (7) Pngernf< 5 () <1330

7.2.32. Zamenjujuéi funkciju f odgovarajuéim interpolacionim polino-
mom, odrediti koeficijente Ay, As, Az i ostatak R(f) u kvadraturnoj formuli

/0 J(@)de = Ay f(0) + Asf(1) + Asf'(0) + R(f).
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Primenom dobijene formule priblizno izracunati integral I = fow/ >costdt i
proceniti gresku.

Resenje. Zadatak se resava slicno prethodnom. Ovde dobijamo

=1 R =-L e,

A= 72

3
™ oy —92
= — < —— . .
I ,  |R(cost)| < 5 576 < 8.46 x 10



VI GLAVA
PribliZno resavanje obic¢nih
diferencijalnih jednacina

8.1. Analiticki metodi za reSavanje Cauchyevog problema

8.1.1. Taylorovim metodom odrediti priblizno resenje Cauchyevog prob-
lema

(1) y'(@) =2 +y(x)*,  y(0)=1.

Resenje. S obzirom da je (z,y) — f(z,y) = 22 +y? analiticka funkcija u tacki
(0,1), na osnovu teoreme 1.1.4 ([3, str. 9]) postoji jedinstveno resenje = — y(x),
koje je analiticko u tacki g = 0, Cauchyevog problema (1). Drugim rec¢ima, y(z)
ima u okolini zg = 0 izvode proizvoljnog reda, pa je

/ /!
0 0
(2) y(x):y(0)+%x+y2_(')x2+...,

Na osnovu (1) mozemo izrac¢unati potrebne izvode y® (0) (1 =1,2,...). Naime,

imamo redom

y =1+ vo =ap+yd =1,

Y =2z + 24, Yo = 20 + 2y0y0 = 2,

v =24 29" +2y)?, v =2+ 2yoy0 +2(y0)* = 8,
y @ =29 + 6y, it = 20008 + 6ybyi = 28,

gde smo stavili y(()i) =y (o) = y(0).
Zamenom dobijenih vrednosti u (2) dobijamo

2 3 4

X X X

tj.
4
y(x):1+x+x2+§x3+gx4+---.
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8.1.2. Primeniti Taylorov metod na problem

(1) y'(z) =2 +y(x), y)=1.

Resenje. Resenje trazimo u obliku

y'(1)
1!

y" (1)
2!

(2) y(x) =y(1) + (z—-1)+ (x—1)%+---.

Na osnovu (1), sukcesivnim diferenciranjem dobijamo

v =4y, y'(1) =2,
/! / /!
y =2t+y, y (1) =4,
y" =24y, y"'(1) =6,
— k k—
g = (k=1) yP)y=y* V=6 (k=45,...),

pa je, na osnovu (2),

+oo _ \k
(3) y(a:):1+%(x—1)+%(x—1)2+6Z%.
k=3

Uzimanjem samo kona¢no mnogo ¢lanova reda u (3) dobili bismo priblizno
reSenje problema (1). Medutim, u ovom slu¢aju mozemo prepoznati tacno resenje
problema (1). Naime, na osnovu (3) imamo

yz)=1+2@x—1)+2(x—1)°

(4) +6<Z%>_6<1+ 1!1+( 2!1))

k=0

:6em71—x2—2x—2,

s obzirom da je

o1 :*ff (z-D"

k!
k=0

8.1.3. Koris¢enjem 1° Taylorovog metoda; 2° metoda neodredenih koefi-
cijenata, resiti Cauchyev problem

(1) (@) =y(@)+32% —2®, y(1)=1

i prokomentarisati dobijeno resenje.
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Resenje. 1° ReSenje traZimo u obliku

/ 1 2 1
@ v) =y + LD @1y LD a2y
Na osnovu (1) imamo
y =y + 32> -2, y'(1) =3,
y' =y +6x-32%,  (1)=6,
y"/:y"—i-G—Gx, ym(l)=6,
y b =" ¢, vy =o,
y®) = =) y® (1) =0, (k=5,6,...

Zamenom dobijenih vrednosti u (2) dobijamo

6

y(w)=1+%(a:—1)+—(x—1)2+—(x—1)3:x3,

2!

Sto je i tacno resenje problema (1).

335

Jasno je da Taylorovim metodom mozemo dobiti tacno reSenje Cauchyevog
problema samo onda kada je to reSenje polinomskog oblika, kao §to je to ovde bio

slucaj.

2° Za razliku od Taylorovog metoda, ovde resenje problema (1) trazimo u obliku

(3) y(@) =ao +ar(z — 1) +az(x —1)> + -+,

gde nepoznate koeficijente ay, (kK =0, 1,...) formalno odredujemo iz uslova da (3)

zadovoljava problem (1). Oc¢igledno je, na osnovu pocetnog uslova, ag = 1.

S obzirom na (3), imamo
Y () :a1+2a2(x—1)+3a3(x—1)2+---

pa zamenom u (1) dobijamo

a1 +2az (x — 1) + 3a3 (x — 1) + dag (x — 1) + - + nan (z — 1)
=l4+ai(z—D4a(z—1)>’4a3(z—1)>+ - +ap_1 (x—1)""

4o 4327 — 23,

Poslednja jednakost, posle smene ¢t = x — 1, postaje

(a1 —3) + (2a2 — a1 — 3) t + (3a3 — a2) t> + (day — az + 1) £

n—1

+...+(nan_an71)t +...:0,
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odakle dobijamo

yz)=1+3@—-1)+3@—-1)%+ (x-1)>=2>.

Naravno, dobijeno reSenje je isto kao i ono pri koris¢enju Taylorovog metoda
s obzirom da se i po jednom i po drugom metodu trazi reSenje u istom obliku.
Jedina razlika je u metodologiji dobijanja koeficijenata uz odgovarajuée stepene
od z —xzg (zg =1).

8.1.4. Primeniti Picardov metod u reSavanju diferencijalne jednacine

y' =—zy(2+y), y0)=1

i izvr§iti ocenu greske dobijenog pribliznog resenja.

Resenje. Picardov metod sukcesivnih aproksimacija, za reSavanje Cauchyevog
problema

(1) v = flz,y),  ylwo) =10,
sastoji se u generisanju niza funkcija {y[s} (x)} N pomocu iterativnog procesa
s&Ng

xr
2) @ =+ [ ()@ =0,
xo
Najcesée se uzima y[o] (z) = yo.
Neka su na pravougaoniku D = {(x,y) s —xol < @, |y —yol < ﬁ} ispunjeni
uslovi:
1° f je neprekidna funkcija i | f(z,y)| < M;

2° f zadovoljava Lipshitzov uslov po y sa konstantom L;

: p
3° h< = ).
< min <a, ”
Tada u I = [zg — h, xg+ h] postoji jedinstveno resenje Cauchyevog problema (1) i

iterativni proces (2) konvergira ka tom resenju, tj. vazi lim ylo] () =y(z) (x €
S§— 00
(videti teoremu 1.1.2 [3, str. 7]).
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Naravno, u praktiénim primenama Picardovog metoda, iterativni proces (2)

zavrSavamo za neko s i dobijena vrednost y[s] (z) predstavlja pribliznu vrednost
resenja y(z). Pri ovome ¢inimo neku gresku koju mozemo proceniti na osnovu

T —:E0|S+1

3) @) -yt < m L I wen)

(videti teoremu 1.4.1 [3, str. 12]).

Vratamo se sada postavljenom zadatku u kome su zg =0, yo =1, f(z,y) =
—zy (2 + y). Uzimajudi y[o] = yo = 1, na osnovu (2) dobijamo

y[”:1+/ (—t)1(2+1)dt:1—gx2,
0

y[2}21+/ (—t) <1_§t2> <2+1—§t2) dt
0 2 2

3 5 3 4 3 g
=1l—--z —r —=-x ,
2 + 2 8
itd. Ocenimo sada gresku aproksimacije ym (z) koris¢enjem nejednakosti (3). Kako
je funkcija (z,y) — f(z,y) = —zy (2 +y) definisana i neprekidna za svako (z,y) €
RQ, to za a i # mozemo izabrati proizvoljne brojeve. Uzmimo, na primer, a =

3 8= % Tada je
1 3
D = : < = -1 < =
{@arstel <3 w-1123}.
1 5 7
L= Il 9. 2 (1422) 2L
vweD | Oy 3( +2> 3
S obzirom na nejednakost h < min | « B min 12 ! a segment [
Z —_— = - = = —. 7z
J — b M 37 5 37 g
mozemo uzeti [—%, %] Na osnovu (3) imamo
‘ [2](95)— (x)‘<1_5 7 2@_%@?
Y YW= \3) 3 =72 "

tj.
(2] _ ‘ < @ . i o~
212}“?’ (@) —y(@)| = 75 - 55 = 0.126.
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Ocena greske po formuli (3) u mnogim sluc¢ajevima moze biti komplikovana.
Jedan praktican kriterijum za prekidanje iterativnog procesa (2) je

Yl @)~y @) < @eD),

gde je € unapred zadata tacnost.

8.1.5. Primeniti Picardov metod na problem
' =2(zy +y), y(0)=1, ¢'(0)=0

i na osnovu Cetiri sukcesivne aproksimacije odrediti tacno reSenje zadatog
problema.

ResSenje. Cauchyev problem za diferencijalne jednacine viSeg reda

Wy = (zyy ™)y @o) =i (1=0,1,.0 ;m = 1),

moze se svesti na sistem diferencijalnih jednacina prvog reda. Naime supstituci-
jama

— — — o (m—1)
1 =Y, 2=Y,.---,2m =Y )
problem (1) se svodi na sistem
’
21 = 22,
2 =23,
/
Zm—1 = 2m,
2 = [ 21, 22, .., Zm),
sa uslovima
zi(z0) = zio = yi—10  (I=1,...,m),
§to mozemo predstaviti u vektorskom obliku
/
(2) y =f(=y), yl@o)=yo,
gde su
21 Yoo 22
22 Y10 z3

Y= : Yo = : ) .f(xvy):

Zm ym—l,O f(f]?, 21y B2y Zm)
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Picardov metod sukcesivnih aproksimacija moze se generalisati na vektorski
oblik

(3) gl = g+ /

Zo

xT

f(t,y[sl(t)) dt (s=0,1,...),

za reSavanje Cauchyevog problema (2).

Na osnovu prethodno rec¢enog, za problem postavljen zadatkom, imamo

/
21 =Y, 22 =Y,
tj.
uz uslove

ili u vektorskom obliku

y' =f(=y), ylwo)=yo,

gde su
_ |~ | _ [ zZ2 _ _ 1 _
Yy= 2o | ; .f(xay)_ _2($22+21):| ) y(xo)_y0_|:0:| , 1o=0.
Primenom Picardovog metoda (3), dobijamo
€T
X 'Z£S+1] 17 /0 zés] dt
y[er]: — + N (5:0717 )7
Eas 0] / 2 (128! +207) at
0
a dalje uzimajuéi y 0] = Yo, za s =0, 1,2, 3, dobijamo redom
- T
T 1] / 0-dt .
m_ |7 0 B
y - 1 - + x - )
_Z£ ] ] L 0] / 2.dt 2x
L JO
- T
_z?]_ M1 / 2 - dt 1+ 22
y = = |+ e NI E
2] 0 2 2z + - z°
[z ] LO] (46> +2) at T+ 5a
- JO
- €T 4 4
B3 1 / <2t+§ t3> dt loa2s ™
y[?ﬂ - — + 0 _ 3
€T
2 0 / <2+6t2+§ t4> dt 90422+ 2 o
L Jo 3 15
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i na kraju, a s obzirom da nas interesuje samo prva komponenta vektora y (4] (to

je z£4] = y[‘q), dobijamo

4
[4] _ 4] _ /““’ 3.8 5\ 5, _ 2, 8 6
Y zj 1+ ; 2t + 2t +15t dt 1+x+2+90x.

. . .. . . 4 . .. .
S obzirom da ¢e zadnji sabirak u izrazu za zg } pretrpeti transformaciju u narednoj

aproksimaciji, §to zakljucujemo iz prethodnog ponaSanja novodobijenih aproksi-
macija, mozemo uzeti da je

4
y%1+$2—|—%—|—---,

+oo xk
pa kako je ¥ = Y =,

k=0 k!
diferencijalnu jednacinu i pocetne uslove date zadatkom, zakljuc¢ujemo da je to i
tacno reSenje datog problema.

2 2
imamo da je y = e” . S obzirom da y = e zadovoljava

8.2. Linearni viSekora¢ni metodi

8.2.1. Za koje vrednosti parametra b je metod

h
(1) Yn+3=yn+2+bynt1=byn = 5 [(23 = b) fay2 — 8(2 = b) fat1 +5(1 + ) fu]

konvergentan. Za tako dobijene vrednosti parametra b ispitati red metoda.

Resenje. Opésti linearni visekora¢ni metod za resavanje Cauchyevog problema

(2) v =flzy),  yl@)=y (v0<z<D),

moze se predstaviti u obliku

k k
(3) S aiynpi= Bifari (n=0,1,...),
i=0 i=0

gde {yn} oznacava niz pribliznih vrednosti resenja problema (2) u tackama xz, =

zo +nh h:b_xo

,n=0,1,... ,Nifn=f(zn,yn), a a; 1 §; su konstantni

koeficijenti koji definigu linearni viSekora¢ni metod. Da bi se obezbedila njihova
jednoznacnost, uzima se oy = 1.
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Uporedivanjem (1) i (3) za k = 3, imamo

Oz():—b, Ozlzb, 0122—1, agzl,

5 2 1
:E(l—kb), ﬂlz—g(z—b)a 52:5(23—@7 B3 =0.

S obzirom da je 83 = 0, metod je eksplicitnog tipa.

Bo

Potrebni i dovoljni uslovi za konvergenciju linearnog visekoracnog metoda su
konzistencija i nula-stabilnost.

Ispitajmo najpre konzistenciju. Kako je (videti [3, str. 22])
Co=ap+a1 +as+az3=—-b+b—14+1=0,

C1 = a1 +2az +3a3 — (8o + 1 + B2 + (3)

5 2 1
_b+2-(—1)+3-1—[E(1+b)—§(2—b)+ﬁ(23—b)+o =0,

zakljuCujemo da je red metoda p > 1, tj. metod je konzistentan za svako b.

Prvi karakteristican polinom, u ovom slucaju je dat sa

p(5)=§jai5i=—b+b§—52+é”
=b(E— 1)+ 1)
= (-1 (% +0).

Nule polinoma p su

¢ 1 io¢ +v—-b (b<0)
1=1 1 &3= ,
+ivb  (b>0).
S obzirom da je linearni viSekora¢ni metod nula-stabilan ako prvi karakteristi¢ni
polinom nema nula sa modulom veéim od jedinice i ako su sve nule sa modulom
jedan proste, uslov nula-stabilnosti se moze iskazati kroz sledeéa dva slucaja:
1° Za b <0 je |2,3] = | £ V—b| = Vb, pa zakljutujemo da je —1 < b < 0.
Napomenimo da moguénost b = —1 otpada. Naime, tada bismo imali £ =
&9 =1 (dvostruka nula na jediniénom krugu).
2° Za b > 0 imamo |23 = | £ ivb| = Vb, odakle zakljucujemo da je 0 <
b < 1 uslov nula stabilnosti. (Primetimo da za b = 1 imamo sve tri nule sa
modulom jedan, ali proste, tj. {1 =1, & =14, £3 = —i.)
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Dakle, na osnovu 1° i 2° sleduje da je za —1 < b < 1 metod (1) nula-stabilan,
a samim tim i konvergentan, s obzirom na konzistenciju za svako b.

Odredimo sada red metoda za —1 < b < 1. S obzirom da jep > 11

CJ:F |:Ol1+2]0lz+3]0lg:| - m [51"‘2] 152"‘3] 1ﬂ3:| (j:2,3,)
1
[3, str. 22], nalazimo Cp = C; = Oy = C3 = 01 Cyq = ﬂ(9—|— b) # 0, pa
zaklju¢ujemo da je red metoda p = 3.
Primetimo da bismo za b = —9 povecali red metoda, ali on tada ne bi bio

konvergentan.

8.2.2. Konstruisati optimalni ¢etvoro-kora¢ni metod (k = 4).

Resenje. Nula-stabilan k-kora¢ni metod koji ima red k -+ 2 naziva se optimalni
metod. Za k = 4, op§ti cetvorokora¢ni metod mozemo predstaviti sa

4 4
> iynsi =hD_ Bifai-
i=0 i=0

Da bi konstante «;, 8; (i =0,1,2,3,4) bile jednoznaé¢no odredive, uzmimo ay = 1.

Poznato je da kod optimalnog metoda sve nule prvog karakteristicnog polinoma

(1) p(€) =€+ a3 +ax € + o1&+ ao,
leze na jedini¢nom krugu.

Iz uslova konzistentnosti sleduje Cy = p(1) = 0, pa je jedna nula polinoma p(§)
jednaka &1 = 1.

Iz uslova nula-stabilnosti sve nule polinoma p moraju biti proste (s obzirom da
se nalaze na jediniénom krugu), a ima ih Cetiri obzirom da je polinom p ¢etvrtog
stepena. Poznato je da ako polinom sa realnim koeficijentima ima kompleksnu
nulu, tada je i njena konjugovano kompleksna vrednost takode nula polinoma.
Dakle, p(§) ima jednu nulu & = 1, a preostale tri nule leze na jedini¢nom krugu,
pa zaklju¢ujemo da su dve konjugovano kompleksne, a jedna preostala je realna i
to —1, tj.

51:17 52:_17 £3Zei€7 5426_1'9 (0<0<7T)

Sada je

P& =(E-DE+D(E-e)(E—e ")
= (&% -1)(&® —2cos0 - € +1)

(2) (4 5
=& —2cosf& +2cosfE—1
3

1 _2a83 + 2061,
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gde smo stavili a = cosf (—1 < a < 1).

Uporedivanjem (1) i (2) imamo
ag =1, az3=-2a, as=0, a1=2a, ag=-1.

S obzirom da se radi o optimalnom metodu njegov red je k+2 =4+ 2 =6, pa
Bi (i=0,1,...,4) odredujemo iz uslova

Co=Ci=--=C=0 <= Dyg=D;=---=Dg=0,
gde su [3, str. 23]
Do=oap + o1+ + ag,
Di=—tag+ (1-t)ar + (2—t)ag + -+ (k—t) o, — (Bo+B1+ - +B%),

(3) Dj:% (=t a0+ (1 =t a1 + -+ (k = 1) oy

- ﬁ (070 + (1=t "By o+ (k=) 8] (1=2.3,...),

Ako u (3) uvrstimo prethodno odredene vrednosti za a;, uzmemo t = 21i k = 4,
dobijamo

(4) Bo+B1+P2+03+ fa=4—4a,

(5) — 2By — b1 +83+ 284=0,

(6) 480 + b1 + B3 + 4ﬂ4=§(8—2a),
(7) — 860 — A1 + B3+ 884 =0,

(8) 1660+ 4 + 53+16ﬂ4=§(32—2a),
(9) —3260 — B + 083 +3284=0.

Iz simetrije koja postoji u jednakostima (5), (7), (9) zaklju¢ujemo da je By = B4,
81 = P3. Jednacine (6) i (8) se svode na

1o+ fr = 5 (5 - 2a),
1660+ 1 = 7 (32— 2a),

odakle je fo = 04 = % (14+a), B = B3 = % (64 — 34a) a iz (4) dobijamo

1
B2 = 7z (8~ 38a).
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Konstanta greske C'7 ovog metoda je

_ 16+ 15a

Cr=Dr=—=—35q5

#0 (-l<a<1l1).

Dakle, dobili smo familiju optimalnih ¢etvorokora¢nih metoda sa slobodnim
parametrom a € (—1,1). Na primer, za a = 4/19 dobija se Quadeov metod

8 6h
Yn+d~ 19 (Yn+3 — Yn+1) — Yn = 19 (frta +4(fne3 + fagr1) + fn) -

8.2.3. Konstruisati trokoraéni Nystromov metod (p(r) = r*=2(r? — 1),
eksplicitan) .
Tako dobijen metod primeniti na resavanje model problema

y =2xy, y0)=1 (0<x<0.5),

sa korakom h = 0.1.

Resenje. Eksplicitni metodi kod kojih je prvi karakteristi¢ni polinom oblika

p€) =€ -1 (k>2),

nose naziv Nystromovi metodi. S obzirom da su nule polinoma p date sa £; =1,
§o=-1,& =0(j =3,4,... k), zakljucujemo da je kod ovih metoda obezbedena
nula-stabilnost.

Za k =3 je
p(&) =& —¢,

a imajuéi u vidu da je
p€) =ag+a1E+a2€” +az€’,

imamo ag = 0, a1 = —1, a2 = 0, ag = 1. Koeficijent g3 = 0 s obzirom da je
metod eksplicitan. Koeficijente By, B1, B2 odredi¢emo sa stanovista maksimalnog
reda metoda:

C1=a1+2a2+3a3 —(Bo+B1+PB2+063)=0,

1 1
Cr = a1 (Oél +2%ay +32043) T (B1 4262+ 3063) =0,

1 1
C3 = 30 (Oq + 23012 + 33013> ] (Bl + 2252) =0,
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tj.
Bo+ Bit+ P2 = 2,
201+ 402 = 8,
361+ 12062 =26,

1 2
odakle je By = 3 61 = —3 B2 = g, pa je trazeni Nystromov metod

h
(1) Yn+3 ~ Yn+1 = 3 (7 frg2 =2 fng1 + fn) -

S obzirom da je Cy = %, metod je treéeg reda (p = 3).

Metod (1) je trokora¢ni. Da bismo ga primenili na resavanje datog Cauchyevog
problema, potrebne su nam tri startne vrednosti. Jedna je data zadatkom y(0) =
yo = 1. Dakle, treba odrediti jos dve.

Na osnovu Taylorovog metoda, a s obzirom da je p = 3, imamo:

_ / h2 2 h3 " .
1 =y(0)+hy (0)+ 57y (0)+ 5797 (0)  (h=0.1),

a na osnovu datog Cauchyevog problema je

y =2zy, y(0)=1,
(2) y' =2y + 23y,
y/// — 4y/ + 2:1]”y”7

tj. ¥’ (0) = 0, ¥ (0) =2, ¥ (0) =0, pa je y; = 1.01. Dalje je

h? h?
yo = y(0.1) + hy/(0.1) + o y'(0.1) + 3 y"(0.1)  (h=0.1),
gde uzimamo da je y(0.1) = y; = 1.01. Na osnovu (2), imamo y(0.1) = 0.202,
y"(0.1) =2 2.0604, y'"(0.1) = 1.22, pa je yo = 1.0407.
Na osnovu konstruisanog metoda (1) i startnih vrednosti yg, y1, y2 dobijeni su
rezultati pregledno prikazani u tabeli

n Tn In Yn y(zn) = eﬂﬂi
0 0 0 1 1

1 0.1 0.202 1.01 1.0100

2 0.2 0.41628 1.0407 1.0408

3 0.3 0.65622 1.0937 1.0942

4 0.4 0.93824 1.1728 1.1735

5 0.5 1.2827 1.2840




346 PRIBLIZNO RESAVANJE OBICNIH DIFERENCIJALNIH JEDNACINA

U poslednjoj koloni tabele je ta¢no resenje model problema.

8.2.4. Konstruisati influencnu funkciju za metod

N S

(D) ynr2=(1+a) ynyitayn = 5B —-a) fura —(L+a) fu] (e # =5).

Naéi granicu za lokalnu gresku odsecanja kada se ovaj metod, za a = 0,
primeni na reSavanje problema

(2) y =dxy'?, y(0)=1.

Resenje. Za dvokora¢ni metod (k = 2) koji ima red p, influencna funkcija je
data sa

2
(3) Gt =Y e i=% —pBi -7 "] |
=0

gde su, za metod (1),

ap =a, a; =—(1+a), oo =1,

iy
(e}
|
|
=S
=
|

B2=0,

videti [3, str. 37]).
5+a

Lako nalazimo da je Cp = C7 = Co =01 (C3 = 13

a # 5, pa zaklju¢ujemo da je red metoda (1) p = 2.

# 0, s obzirom da je

Na osnovu (3), imamo
Gt = a(—% +(1+a)(=t)+ — (1 +a)(1 -2 — (B—a)(1 — )+ + (2~ t)2

tj.
G(t):{—atQ—l—Q(l—l—a)t 0<t<1),
2—1) (1<t<2).

Za a =0, metod (1) glasi

(4) Yn4+2 — Ynt+1 = g (3 frnt+1 — fn)
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a influencna funkcija je data sa

]t telo,1],
®) ¢ = { 2-1)?% te(1,2.

347

S obzirom da je dati dvokora¢ni metod (4) eksplicitan (82 = 0), za lokalnu

gresku odsecanja vazi
Thyo = y($n+2) — Yn+2,

pod uslovom da su ispunjene lokalne pretpostavke yp i = y(zn44) (¢ = 0,1) (videti

[3, str. 37]).

S druge strane, pod uslovom da G(t) ne menja znak na [0, k] (k = 2), kakav je

slucaj sa influencnom funkcijom (5), vazi

Ttk = Cpta Ry (2, 1 0n) 0<0<k),

(p:27 03 = E7 k:2)7 pa je
5
(6) Thyol < = h*Ya,
12
gde je
Y, = max ] |ym(x)| .

TE[Tn,Tnt2
U nejednakosti (6) Y5, se moze zameniti ve¢om vrednoséu

Y = max |ym(x)|,
xE€[xo,b]

ako je [zg, ] interval na kome reSavamo Cauchyev problem (2).
Na osnovu (2) je
r_ 1/2
y =day 7,

a dalje

y//:4< 12 296 12 y) 4<y1/2_|_ 296y1/24$y1/2> _14 (2$2+

y" 4<4x—|— Y —1/2 '> <4x—|— Y 1/24xy1/2>:24x,

pa je
Y = max = |24x| =24 |b|.
xE€[xo,b]

).
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Dakle, na osnovu (6), vazi
5 .3 3
[Tosal < 75 h* 24] = 108°.
Napomenimo da, uopste, za lokalnu gresku odsecanja vazi ocena

[Tnsrl < HPHGY

gde su
1

G:—|/ |G(t)] dt i Y = max ‘y(p+1)(x)‘.
p-Jo

x€[xo,b]

8.2.5. U zavisnosti od parametra b odrediti red linearnog visekoracnog
metoda

IR

Yntz + (0= D) Yny1 —byn = - [(0+3) fara + B0+ 1) fu] .

Za maksimalni red metoda ispitati njegovu nula-stabilnost. ITlustrovati di-
vergenciju metoda za b = —1 primenom na problem ¢y’ = y, y(0) = 1, i
reSavajuci dobijenu diferencijalnu jednacinu uzimajuéi za pocetne vrednosti
vo=1, y1 =1

Resenje. Lako nalazimo da su

Co=Ci=Cr=0, Cy=—20+1) C=-2F2

odakle zaklju¢ujemo da je red metoda

{z b#—1,
3, b=-1.

Za maksimalni red p = 3 (b = —1), metod postaje

h
(1) Yn+2 — 2Yn+1 +Yn = 5 (frt2 — fn),

Ciji je prvi karakteristicni polinom dat sa

2

pO) = g =1-26+6 = (6-1)%.

=0
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S obzirom da prvi karakteristicni polinom ima dvostruku nulu 12 = 1 sa
modulom koji je jednak jedinici, zaklju¢ujemo da metod (1) nije nula-stabilan, a
samim tim ni konvergentan.

Za problem
(2) v =y, y0)=1,
Cije je tacno resenje y(x) = ¥, primenom metoda (1) dobija se diferencna jednacina
3) (2= h)ynt2 —4ynt1+ (2+h)yn =0.

U ovom jednostavnom sluc¢aju model-problema, lako resavamo diferencnu jedna-
¢inu (3) ¢ija je karakteristicna jednacina

(2—h)yr®> —4r+(2+h)=0.

Koreni ove jednacinesur; = %, ro = 1, pa je opSte reSenje diferencne jednacine
(3) dato sa
2+h\"
4 =A1+Ay | —— .
( ) Yn 1+ A2 (2 — h)

Koriséenjem pocetnih vrednosti yo = 11 y; = 1 = y(h), dobijamo sistem jednaéina

A1+ A =1, Al—l-%Ag:l,

okakle su A; =1, Ag =0, a zatim, na osnovu (4), yn = 1.

y Dakle, za model problem (2), ¢ije je
tacno resenje dato sa y(x) = e, metod
(1) sa dobrim startnim vrednostima yg =
y1 = 1 (utoliko taé¢nijim ukoliko je h
manje), daje konstantno resenje yn, = 1,
Sto lepo ilustruje divergenciju posmatra-
nog metoda (videti sliku 1).
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8.2.6. Dat je metod

h
Yn+2 — (1 + a)yn-H + ayn = E [(5 + a)fn-i-? =+ 8(1 - a)fn-i-l + (1 + 5a)fn] s

sa parametrom a, —1 < a < 1.

a) Dokazati da je interval apsolutne stabilnosti ovog metoda <6 ii, O),

a relativne stabilnosti <§ atl +oo).

2a—1’
b) Dati ilustraciju ponasanja metoda u vezi sa intervalima stabilnosti, u
slu¢aju a = —0.75, na model problemu

y =-20y, y(0) =1.

Resenje. Lako se moze pokazati da je red metoda

3, zaa# —1,
p:

4, zaa=—1.

Prvi karakteristicni polinom datog metoda je

2
pO) = & =8 (1+a)+a=(-1)(¢—a),
1=0

pa uslov, dat zadatkom, —1 < a < 1, obezbeduje nula-stabilnost.
Dakle, za —1 < a < 1, s obzirom da je metod konzistentan i nula-stabilan, on
je konvergentan.

a) Polinom stabilnosti datog metoda je
m(r,h) = p(r) —ho(r) = Ar? + Br+C,

gde su

h 2
A_l—ﬁ(5—|—a), B_—(1+a+§h(1—a)), C=a+

h

5 (1+ 5a),

a o(r) drugi karakteristi¢ni polinom.

Nule polinoma stabilnosti diktiraju interval apsolutne, tj. relativne stabilnosti
(videti [3, str. 43-46]). Primetimo da je w(r,0) = p(r), pa se dakle za h = 0, nula r;
polinoma stabilnosti poklapa sa nulom &; prvog karakteristicnog polinoma. Moze
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se pokazati da su r; neprekidne funkcije od h. Dakle, 7; = r;(h) — & (i=1,... k)
kada h — 0.

Diskriminanta kvadratne jednacine w (r, i_z) = 0 ima vrednost

72
A=B? 440 =1 (120470 + R - a®) + (1 - a)?.

Dalje, s obzirom da je diskriminanta za kvadratnu jednacinu po h, A = 0, data sa
4
Aj = ~3 (1 —a)4 <0i7—2a+7a%>>0 (-1 < a < 1), zakljuCujemo da je A > 0,
pa su obe nule polinoma stabilnosti realne i razlicite.
Ako je p red linearnog visekoratnog metoda, poznato je da vazi asimptotska

jednakost B

ri=e"+ 0" (h—0),
tj.

_ — g _

ri=1+h+0(h") (h—0).
Kako 7o — &3 =a (h — 0), to je ro =a +~vh + O(EQ), pa iz uslova 7 (TQ,B) =0
nalazimo vy = (a —1)?/12.

Dakle, za dovoljno malo A, imamo

_ _ —1)2 - _
(1) r=1+h+0(h%), m:a+§%7Lh+Ow%.

Linearni k-kora¢ni metod ima interval apsolutne stabilnosti (a, B), ako za h €
(o, B) vazi |r; (h)| <1(i=1,...,k). Naosnovu (1), iz uslova |rj(h)| <1 (i = 1,2)
sleduje h < 0, tj. (o, ) = (a,0).
~ Dakle, znamo da su ri(h) (i = 1,2) realne, razlicite i neprekidne funkcije od
h. Na osnovu (1) zakljuéujemo da, za male, negativne vrednosti h, je r1(h) nesto
manje od jedan, a ro(h) nesto manje od a (-1 < a <71), ali vee od —1 za
—1 < a < 1. Postavlja se pitanje: za koje vrednosti h ée rq1(h) ili r2(h) da
dostignu vrednost 1 ili —1, tj. da izadu iz opsega (—1,1)7

S obzirom da je za r =1

m(L,h)=(a—1)h=0 = h=0,

azar=—1
= h = a+1
w(—l,h)—g(l—a)—i-?(l—ka)—o = h=6-— <0,
R - . . a+1 . .
zaklju¢ujemo da je interval apsolutne stabilnosti ( 6 1 0 ). Primetimo da se
a—
dati metod za a = —1 svodi na Simpsonovo pravilo koje spada u grupu optimalnih

metoda, a na osnovu dobijenog rezultata ono nema interval apsolutne stabilnosti.
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Linearni k-kora¢ni metod ima interval relativne stabilnosti (a, 3), ako za h €
(a, B) vazi |r1| > |ri| (i =2,...,k). Za dati metod (k = 2), trazimo interval za h
tako da vazi |ri| > |ra].

Jednakost |r1| = |ra| moze eventualno da nastupi za 11 = —rg, s obzirom da su
r1 i ro realne i razlicite nule polinoma stabilnosti. Dakle, za 7y = —ry imamo

2 _
B l+at3zh(l-a)

- 3 1
’I“1—|—’I“2:0 - 0= —— = _ :>h=—a+ <0.
A 1 h (5+a) 2a-1
1207
S obzirom da su 71 = 71 (h) i 7o = 72(h) neprekidne funkcije, a za h = 0 je |r1| =
1 > |rg| = |a|, zakljucujemo da je interval relativne stabilnosti <g a_—l—i, —l—oo).
a—

b) Za dati metod kod koga je a = —3/4, interval apsolutne stabilnosti (A.S.) i
interval relativne stabilnosti (R.S.) po h su dati sa

_ a+1 . _§
45) he (o) (L)

(R.S.) L= (2atl Lo (-2 0).
2a—1 a=—3/4 14

S obzirom da je za dati model problem h = —20 h, za intervale stabilnosti po h
dobijamo
(A.S.) h<15004285

.S. = =0 ,
(R.S.) h<i'¥001071

.S. 530 = O .

Primetimo da je stroziji uslov za relativnu stabilnost.

Primenimo razmatrani dvokora¢ni metod, za a = —3/4, na dati model problem.
Potrebne su nam dve startne vrednosti od kojih je jedna data zadatkom yg =
y(0) = 1, a drugu odredujemo Taylorovim metodom, tj. u ovom sluéaju je

Yy = (1—20h+200h2—@h3> .

Inace, tacno resenje model problema je y(x) = e 207,
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Tabela 1

; e Apsolutna greska metoda (1) za « = —0.75
v | Tacno resenje = 0.01 = 0.02 W =0.05
0.2 0.018 315 639 | 2 613 5951012 15751077 29.1073
0.4 0.000 335 463 97 228 . 1012 342 - 107 35.1073
0.6 | 0.000 006 144 2703 - 1012 751077 421073
0.8 0.000 000 113 671012 17107 50-1073
1.0 0.000 000 002 2.10-12 4.1077 59.1073

U tabeli 1 su pregledno dati rezultati primene datog metoda za a = —3/4, kada
je korak h =0.01, h =0.02 1 h = 0.05.

Objasnimo ponaSanje apsolutne greske iz tabele.

Korak h = 0.05 ne pripada ni intervalu relativne ni intervalu apsolutne stabil-
nosti, tako da apsolutna greska raste sa porastom apscise.

Prisetimo se da je koncept apsolutne stabilnosti zasnovan na kontroli apsolutne
greske, a koncept relativne stabilnosti na kontroli relativne greske. Korak h=0.02
pripada intervalu apsolutne stabilnosti, ali ne i intervalu relativne stabulnosti.
Posledica toga je da apsolutna greska opada kako odmice primena metoda, tj. sa
porastom apscise. No, primetimo da apsolutna greska ne opada onom brzinom
kojom opada reSenje model problema. Za korak h = 0.01, koji pripada i intervalu
relativne stabilnosti, apsolutna greska opada i to u ritmu opadanja tacnog reSenja
kako bi relativna greska ostala pod kontrolom.

8.2.7. Ispitati apsolutnu stabilnost metoda
h
(1) yn+2_yn:§(fn+1+3fn)-

Resenje. Ako za dato h sve nule r; polinoma stabilnosti (7, h) = p(r)—h-o(r)
(p(r) i o(r) su prvi i drugi karakteristi¢ni polinom, respektivno) ispunjavaju uslov
|ril <1 (i=1,...,k), tada kazemo da je linearni k-kora¢ni metod apsolutno sta-
bilan za dato h; u protivhom kazemo da je apsolutno nestabilan. Ako je metod
apsolutno stabilan za svako h € (a, 3), interval («, 3) nazivamo intervalom apso-

lutne stabilnosti.

_1 oblast |r| < 1u

. - .. r
Poznato je da se bilinearnom transformacijom r +— z =
r
r-kompleksnoj ravni, preslikava u oblast Re z < 0 u z-kompleksnoj ravni.

Hurwitzovi polinomi su oni polinomi koji imaju osobinu da su im sve nule sa
realnim delom manjim od nule.
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Zmaci, problem ispitivanja apsolutne stabilnosti visekora¢nog metoda moze se
svesti na ispitivanje da li je polinom P, dat pomoc¢u

P(z):(l—z)’%cfz,h) —(1—2)F [,;(ifj) —ho(itj)]

Hurwitzov.

Neka je

(2) P(z):agzk—i—alzk_l—i—---—i—ak.

Ako je ag > 0, polinom (2) je Hurwitzov ako i samo ako su sve veli¢ine

aip a3 as v G2k—1
a1 as as ap a2 a4 a2k—2
a a
ai, L9 ey ap agl, ..., |0 @ @3 42k—3
@0 a2 0 a1 as
0 0 0 TR

pozitivne, pri ¢emu je a; =0 (j > k).

Imajuéi u vidu prethodno razmatranje, ispitajmo sada apsolutnu stabilnost
metoda (1).

Polinom stabilnosti za metod (1) glasi

W(r,h):p(r)—hcr(r):rQ—l—g(r—l—B)

pa je, prema tome, polinom P dat sa

P(2) = (1—2)%n G*z h)

’
—Z

() h () (2]

2
=apgz2” +a1z+ag,

(4) =(1 —2)2

gde suag=—h, ai =4+3h, as = —2h.

Pretpostavimo da je ag = —h > 0. Da bi polinom (4) bio Hurwitzov, na osnovu
£3) imamo a1 > 01iajaz > 0. Dakle, ag > 0, a1 > 01ia2 > 0, a to je ispunjeno za
h € (—4/3,0).
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Pretpostavimo sada da je ag = —h < 0. Pommnozimo polinom (4) sa minus
jedan,

(5) (-1) P(z) = —ag2® —a1 2 —ag .

Polinom (—1) P(2) je Hurwitzov za iste vrednosti h kao i polinom P(z) (nule su im
iste), ali je sada, s obzirom na uéinjenu pretpostavku, —ag > 0. Da bi polinom (4),
tj. (5), bio Hurwitzov, na osnovu (3), zahtevamo jo§ —a; > 01i (—aj)(—az2) > 0.
Dakle, ag < 0, a1 < 01 az < 0, §to nije ispunjeno ni za jedno h.

Iz svega, zakljuCujemo da je interval apsolutne stabilnosti za metod (1) dat sa
he(—4/3,0).

8.2.8. Dat je linearni visekoraéni metod

h
Yn+3 — Yn+2 + Yn+1 — Yn = ﬁ (5fn+3 + 7fn+2 + 7fn+1 + 5fn) .

a) Nadi red p i konstantu greske Cpq.
b) Ispitati konvergenciju metoda.
c) Ispitati egzistenciju intervala apsolutne stabilnosti.
d) Na osnovu dobijenih karakteristika prokomentarisati metod.
Resenje. a) S obzirom da je Co = C; = Cy = C3 =Cy =0, C5 = —%,
zaklju¢ujemo da su red metoda i konstanta greske redom
19
p= 4, 05 = —% .
b) Prvi karakteristi¢ni polinom datog metoda
3 .
p€) = &= - +e—1=(+1)(€-1)
i=0

ima nule {; = 1, £ 3 = £i. Dakle, nema nula sa modulom veé¢im od jedinice i
sve nule sa modulom jedan su proste, pa je metod nula-stabilan. Kako je on i
konzistentan (p =4 > 1) sleduje da je i konvergentan.

¢) Polinom stabilnosti je

m(r, h) :p(r)—ha(r):r3—r2+r—1—%(5r3+7r2+7r+5)
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h

ili, ako uvedemo smenu a = 5

—_

m(r,h) = (1 —5a)r> — (14 7a)r® + (1 —Ta)r — (14 5a).
L . 1+2 ..
Imajuéi u vidu postupak u zadatku 8.2.7, smenom r = 1> dobijamo
—z

P(z)z(l—z)?’w(itj,h) 2423—§ﬁ22+42—2ﬁ-

Polinom P(z) je Hurwitzov ako i samo ako vazi
4 - 4 - - -
4>0, —5h>0, —gh -4—(—2h)-4>0, (—2h)>0,

to nije istovremeno zadovoljeno ni za jedno h, pa metod, dat zadatkom, nema
interval apsolutne stabilnosti.

d) S obzirom da je metod konvergentan (Vax € [xo,b], lim yn = y(z)),

uzimanjem dovoljno malog koraka h u primeni metoda na neki Cauchyev problem,
numericka vrednost resenja ¢e biti priblizno jednaka ta¢noj vrednosti (ukoliko je h
manje, utoliko je numericko resenje tacnije). No, nepostojanje intervala apsolutne
stabilnosti nam nagovestava da ¢e apsolutna greska (en = |y(xn) — yn|) da raste
sa porastom n (xn = zg + nh).

8.2.9. Neka su prediktor P i korektori C™V) i C(?) definisani pomoéu svojih
karakteristicnih polinoma i to:

P op@)=¢ -1, 7€) = 3 (265~ £ +26).
. () =1, 01(5):%(52—1-45—1-1),
c® . p2(§)=§3—§§2+%7 az(£)=§(§3+2§2—6).

Koriséenjem Milneove Seme nadi izraz za ocenu glavnog ¢lana lokalne greske
odsecanja prediktor-korektor metoda (tipa P(EC)™ ili P(EC)™E) i formirati
prediktor-korektor metod koriséenjem

a) PiC® u tipu PECE;
b) P iC® u tipu PMECME.
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Resenje. Red p i asimptotske konstante greske prediktora P i korektora c®
i C® su date sa:

14

P: p=4 CE=—

p ) 5 457
L. oy m__ 1.
C*V:oop , Cy 90’
2) . _ 2 _ 1
c? . p=4, Cs 0

S obzirom da prediktor P i bilo koji od korektora c@ il C(2), u kombinaciji
prediktor-korektor metoda, imaju isti red, ispunjeni su uslovi za primenu Mil-
neovog pravila, pa je glavni ¢lan lokalne greske odsecanja prediktor-korektor me-
toda tipa P(EC)™ ili P(EC)™E isti kao glavni ¢lan lokalne greske odsecanja ko-
rektora i dat je sa

Cpt1 m] _ (0]
C 1hp+1y(p+1) Tn) & — p Yy —y
p+ ( n) Cp+1 _ Cp—i-l ( n+k n+k)
(videti [3, str. 51]).

Prema tome, kada imamo P i c® y prediktor-korektor metodu tipa P(EC)™
ili P(EC)™E, dobijamo

(1)
(1),5 (5 ~_ G 0
05 h y( )(:En) = Cgk jcél) (ygi}k - yq[qJ}rk)
~ 1 m 0
= _2_9(y7[1+]k - ka) )

a za prediktor-korektor metod sa P i c® je

D3y (3,) = og” () — 49 )
5 Cg _ Cég) n+k n+k
~ 9 m 0
- 121 (y’l[”b-‘r]k: - ylz—}i-k) :

S obzirom da je P cetvorokoraéni, C( dvokoraéni i C?) trokoraéni metod,
dovedimo ih, formalno, na isti kora¢ni broj, tj. neka svi metodi budu ¢etvorokora-
¢ni. Imajuéi ovo u vidu i kori§éenjem karakteristiénih polinoma datih zadatkom
imamo:

4h
P: ynya—yn= §(2fn+3 — fat2+2fnt1),
h
C(l) Y Ynt4 — Ynt2 = g(fn+4 +4fnts + fn+2) )

9 1 3h
C(Q) D Yn44a — g Yn+3 + g Yn+1 = ? (fn+4 + 2fn+3 - fn+2) .
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a) Formirajmo pomodu P i c® prediktor-korektor metod tipa PECE:
[0] 1] _ (1] (1]
yn+4 Yn ( fn+3 fn+2 + 2fn+1) ’

fn+4 = f($n+4a ULJLL)

1 1 1
ULLL yv[aJ}r2 =3 (f£L+4 + 4fn+3 + fq[zjrz) ;

= Q = J

fn+4 = f(xn+4,y,[1i4) .

b) Formirajmo, sada, prediktor-korektor metod tipa PMECME pomoéu P i
c®;,

0 ~[1
P yiz—]i-4 y7£ = ( fn+3 - fn+2 + 2fn+1)

Vrednost yg]l_ i (k=4), dobijenu primenom prediktora, na osnovu Milneove Seme
[0]

mozemo modifikovati (korigovati) na vrednost U, Tk (uopste za prediktor-korektor

metod tipa PM(EC)™ME ili PM(EC)"™M), gde je

0] _ (o] Cp+1 [m)] [0]
Yotk = Yntk + C* (yn+k—1 - yn—i—k—l)
p+1 — Yptl

pa je, na osnovu ovoga, za nas slucaj

0 112, 1 0
M: y1£4]*4 = 7[’L]+4 + 121( 1[1<}F3 - yv[’L]+3) )

E: f7~£314 = f($n+4a U7E_|]_4)

1 L1 N 3h
C: yLL; 3 yr[wl3 g HA = ?(f7£+4 + 2f fn+2)

Vrednost yLnEk koja se dobija posle m primena korektora (u nasem slucaju je

m = 1, k = 4) moze se modifikovati (korigovati) koris¢enjem Milneove Seme na

vrednost y[ Jr]k, gde je

Cp+1 [m]  [0]
o ( )
p+1 p+1

n+k yn—i—k ’

pa je, u naSem slucaju, modifikacija korektora data sa

1 1 9 1 0
- [1] (1] ([] []).

M: yn+4 Ynta — 121 Ynta — Ynia

E: fn_|_4 = f($n+4a y7[1_|}_4) .
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8.2.10. Generalisati metod

Ynt2 — Yn = 2h fn+1

na vektorski oblik i primeniti ga za reSavanje problema
y'=2y(1+22%), y(0)=1, y'(0)=0,
na segmentu [0, 0.5] sa korakom h = 0.1.

1
Resenje. Lako nalazimo red datog metoda p = 2 i konstantu greske C3 = 3

Ako generaliSemo dati metod na vektorski oblik, on postaje

(1) Ynt2 — Yn = 2h fri1

i moZe se primeniti za reSavanje sistema diferencijalnih jednacina prvog reda sa
pocetnim uslovima (Cauchyev problem za sistem diferencijalnih jednacina prvog
reda)

(i=1,...,m),
vi(zo) = vio
koji se moze predstaviti u vektorskom obliku
(2) y,:f(x7y)7 y(xo):y07
gde su
(1 Y10 fi(@yr, .o ym)
Y= y Yo = ’ .f (Il',y) = :
Ym Ym0 Im(x; Y1, ym)

Problem dat zadatkom mozemo prevesti na sistem diferencijalnih jednacina

/

Yy =z,

(3) , )
z =2y(1+2z7), y(0) =1, 2z(0)=0,

pa ako ovaj sistem predstavimo u vektorskom obliku (2), tada je

y z y(0) 1
(4) Y= ) f (mvy) = , Yo = =
z 2y(1 + 227) 2(0) 0
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Ako metod (1) primenimo na (3), imajuéi u vidu (2) i (4), dobijamo

Yn+2 Yn Zn+1 Yo 1
- = 2h 9 '!JO = = )

Zn+42 Zn 2nt1(14 225, 1) 20 0
ili u skalarnom obliku

Ynt+2 = Yn +2h 241,
(5)

Zng2 = 2n + 4hyni1(1+ 2$%+1), yo=1, z0=0.

S obzirom da je koriséeni metod (1) dvokoraéni, za njegovo ,aktiviranje“ je po-
trebno poznavati dve startne vrednosti, tj. Yo, y1. Kako je yo dato zadatkom,
preostaje da jos odredimo ¥yi, na primer Taylorovim metodom. U Taylorovom
metodu uzeéemo ¢lanove zakljuéno sa ¢lanom koji sadrzi drugi izvod funkcije, s
obzirom da je metod (1) drugog reda, tj.

y1 = y(0) +3'(0) h +y"(0)
(6)

2
? )
h2
21 = 2(0) 4 2/ (0) h + 2" (0) 5
Na osnovu (3), dobijamo

y(0) =1, 3'(0)=2(0)=0, y"(0) =2y(0) (1+2-0%) =2,
2(0)=0, 2'(0)=2y(0)(1+2-0%)=2, 2"(0)=0,

s obzirom da je 2" = 2y'(1 + 2x2) + 2y - 4. Sada, za h = 0.1, na osnovu (6),
sleduje
y1 = 1.01, z1 =0.2.

Dakle, koriséenjem startnih vrednosti yo =1, 29 =0, y; = 1.011 z; = 0.2, na
osnovu (5) dobijamo rezultate (zaokruzene na tri decimale) koji su pregledno dati
u tabeli. U poslednjoj koloni tabele je dato ta¢no reSenje problema.

k Ty, 2, Yk y(zy) = €
0 0.0 0.000 1.000 1.000
1 0.1 0.200 1.010 1.010
2 0.2 0.413 1.040 1.041
3 0.3 0.649 1.093 1.094
4 0.4 0.928 1.170 1.174
5 0.5 1.278 1.284
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Napomena. Za probleme tipa
v = f(@,y), y(zo) =woo, ¥ (x0)= w10,

postoji klasa visekora¢nih metoda tipa

k k
2
> iynti =h*> Bifnsi
1=0 i=0
Jedan od najjednostavnijih metoda iz te klase je, na primer,

2
Yn+2 — 2Yn+l = Yn = h fn+17

a Cesto se u primenama sre¢e i metod

h2
Yn+2 — 2Yn+1 +Yn = ﬁ(fn+2 + 1Ofn+1 + f’ﬂ)a

poznat kao metod Numerova.

8.3. Metodi Runge-Kutta

8.3.1. Za metod Runge-Kutta

h
Yn+1 = Yn = 75 (k1 + Sk + 4ks)
kl = f(xnayn)a
1 1
ko = f (@0 + Shoyn + 5hky ).
5 5 5
ks = (0 + Shoyn — s5hk + Shks),

naéi red. U slucaju kada f ne zavisi od y, na koju se kvadraturnu formulu
svodi ovaj metod?

ResSenje. Opsti eksplicitni metod Runge-Kutta za resavanje Cauchyevog prob-
lema

(1) v = f(@,y), y(zo) = o,
je dat sa

(2) Yn+1 — Yn = h‘b($n,yn,h),
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gde su
m
q)(xay7h) = Zcikia
i=1
5 k1= f(xay)7
) ki = f(z +ash,y+bih), i=1,2,...,m,
i—1 i—1
al_zalj7 bi:Zaijkm 1=1,2, , m
j=1 J=1

Za metod Runge-Kutta dat ovim zadatkom imamo m = 3 i
1
(4) O(x,y,h) = 1—O(k1 + bko + 4k3).

S obzirom na Taylorov razvoj
/ h2 " h3 1" 4
y(@+h) =y(2) + hy (2) + 5py" (2) + 57y (@) + O(R7),
imamo

hll

2
yle+h) —yl@) _ y'(z) + 5y (@) + %ym(x) +O(K°).

(5) Q)T(x7y7h) = h

Metod (2) je reda p ako je p najveéi ceo broj za koji vazi
(I)T($, Y, h) - (I)($,y, h) = O(hp)

Poznato je (videti [3, str. 67]) da ako sa p(m) ozna¢imo maksimalni mogudéi red
metoda (2), tada je

p(m) =m (m=1,2,3,4)
m—1 (m=5,6,7)
m—2 (m=38,9)
<m-2 (m=10,11,...)

Zato, u ovom slucaju, mozemo zakljuciti da je p < 3.
Nadimo razvoj ®p(x,y, h) po stepenima od h. Koriséenjem Mongeovih oznaka
za parcijalne izvode, na osnovu (1) imamo

n_d /_i . .
=Y —dxf(ﬂfay)—fx‘f‘ffy—Fa

V"= (fa o £0) = oo 2f foy P+ Sya+ ) = G+ fyF,
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gde smo stavili G = fzz + 2f fyz + f2 fyy. Tada, na osnovu (5) dobijamo
1 1 2 3
(6) @T(x,y,h):f+§Fh+ E(G—I-fyF)h + O(h7).

Potrazimo sada razvoj funkcije ®(z,y,h), date sa (4), po stepenima od h.
Imajuéi u vidu da je k1 = f i razvijanjem funkcije ko u Taylorov red u okolini
tacke (z,y), dobijamo

ko = f(x—i— %h,y—k %hf)
(7) :f—i-%hfz—i-%hffy—ké

1 1 .2 3
= —Fh+ —Gh h°).
J+ 5Fh+ 7-Gh® + O(°)

1 2 1
<§h2fm + gh ey + G P foy + 0<h3>)

Sli¢no, razvijanjem funkcije
5 5 5
ks — f<x+ Shoy— Tohky + thg)

u Taylorov red u okolini tacke (z,y), a s obzirom da je na osnovu (7)

5 5 5 5 5 1 o 3
——hk —hko = ——h —h — . —-h°F h
15 k1 + Jhks 12f+4f—|—43 +O(h7)

_5 5 2 3
—th+12Fh + O(h7),
imamo
_. 0 5 5 2
kg—f+6hfr+<6fh+12Fh>fy

1/25 9 25,2 25,2 42 3

R 5 25\ o 5
=f+ 6Fh+ <12ny+ 72G> h™ 4+ O(h%).
Zamenom dobijenih izraza za ki, ko, k3 u (4), dobijamo

(EF + EF)h + <3G + gny + %G)hQ +O(1°),

1

10
tj.

(3) O(z,9.h) = [ + 5 Fh+ (G + Ff)h? + ().
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Na osnovu (6) i (8) imamo
Q)T(:ZZ, Y, h) - @(:]}7 Y, h) = O(h3)7

a kako smo prethodno veé¢ zakljucili da je red metoda dat zadatkom p < 3, sada
mozemo da tvrdimo da je p = 3.

U slucaju kada f ne zavisi od y, tj. kada je (1) oblika ¢/ = f(x), koriséenjem
metoda Runge-Kutta datog zadatkom, dobijamo kvadraturnu formulu

a+h at+h
/ f(x)da = / y/(z)dz = y(a + h) — y(a)

ol 4o ) e as(es 3]

8.3.2. Izvesti opStu formulu Runge-Kutta drugog reda, oblika
(1) yo=Y, Ynt1=1yn+h(A(a)k1 + B(a)ks), n=0,1,...,N —1,
gde su

ki = f(zn,yn), ko= f(zy,+ah,y, +ahk) (0<a<1l),
za reSavanje Cauchyevog problema
v =f(z,y), ylw)=Y.
Primenom formule (1), za slu¢aj A(a) = B(a), odrediti y(0.5) za problem
y =2zy— 222 +1, y(0)=1,

uzimajuéi h = 0.1.

Resenje. Na osnovu (1) imamo

D(zpn,yn,h) = w = A(a)k1 + B(a)ke.

Imajuéi u vidu da je k1 = f, razvijanjem funkcije ko u Taylorov red u okolini tacke
(zn,yn), dobijamo

ko = f(zn + ah,yn + ahf) = f + ahfs + ahf fy + O(h?) = f + aFh+ O(h?),
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gde je ' = fz + f fy,- Tada imamo

@ ®(xn,yn, h) = A(a)f + B(a)(f + aFh) + O(h?)
= (A(a) + B(a))f + aB(a)Fh + O(h%).

S druge strane, sli¢cno kao u prethodnom zadatku, dobijamo

(I)T(mn,yn,h) = h

_ iyt %Fh—i- o(h?).
Na osnovu (2) i (3) imamo
O r(xn, yn, h) — ®(@n, yn, h) = (1 — A(a) — B(a))f + (1/2 — aB(a))Fh + O(h?),

odakle zakljuc¢ujemo da treba nametnuti uslove

(4) 1 — A(a) — B(a) = 0, % —aB(a) =0

da bi metod (1) bio drugog reda. ReSavanjem sistema jednacina (4) dobijamo

201 1
T 2a

A(a)

Iz uslova A(a) = B(a) sleduje a = 1, tj. A(a) = B(a) = 1/2, pa u tom slucaju
metod (1) postaje

1
(5) Yn+1 = yn + Sh(kr + k2),
gde su
kl = kl(xnvyn) = f(xnayn)v k2 = kQ(xn,yn) = f(x'n + hvy’n + hkl)

Za Cauchyev problem dat zadatkom y' = 2zy — 2z + 1, y(0) = 1 imamo da
je f(z,y) = 2zy — 222 + 1. Uzimajuéi h = 0.1, na osnovu (5) dobijamo rezultate
(zaokruzene na ¢etiri decimale), prikazane u tabeli.

n In k1(zn, yn) k2 (xn, yn) Yn y(zn)
0 0.0 1.0000 1.2000 1.0000 1.0000
1 0.1 1.2020 1.4121 1.1100 1.1101
2 0.2 1.4163 1.6494 1.2407 1.2408
3 0.3 1.6564 1.9277 1.3940 1.3942
4 0.4 1.9386 2.2669 1.5731 1.5735
5 0.5 1.7835 1.7840




366 PRIBLIZNO RESAVANJE OBICNIH DIFERENCIJALNIH JEDNACINA

U poslednjoj koloni tabele date su priblizne vrednosti ta¢nog resenja y(z) =

2
e® + x ovog test problema, za T = xp,.

8.3.3. Standardni metod Runge-Kutta cetvrtog reda

h
Yn+1 — Yn = E(kl + 2]€2 + 2]€3 + k4)7

kl = f(xnayn)7
h h
(1) k2:f(xn+§7yn+§k1)v
h h
k3 = f(xn + §7yn + 51{72)7

k4 = f(xn + hyyn + hkS)a

za resavanje Cauchyevog problema prvog reda vy’ = f(z,v), y(zo) = yo, gene-
ralisati na vektorski oblik pa ga primeniti na reSavanje Cauchyevog problema
za sistem jednacina prvog reda

1

Yy =ayz, y(l) =<,

@ o ’
—4 N=1

d=— =1

na segmentu [1, 2.5] uzimajuéi za korak integracije h = 0.01, a tabelirati
reSenje u tackama zp =140.1-k, k=0,1,...,15.

ResSenje. Cauchyev problem za sistem od m diferencijalnih jednacina prvog
reda

vi = fi(@y1, - ym), vi(zo) =yio (i=1,...,m)

moze se predstaviti u vektorskom obliku

(3) Yy = flz,y), y(=zo)=yo,
gde su
Y Y10 Ji(zsy1, .. ym)
y=| 11, vo=| 1|, flzy= :
ym ?JmO fm(x7y177ym)

Primetimo da se Cauchyev problem za diferencijalnu jedna¢inu m-tog reda moze
prevesti na Cauchyev problem za sistem od m diferencijalnih jednacina prvog reda
(videti zadatak 8.1.5).
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Metodi Runge-Kutta se formalno generalisu na vektorski oblik i sluze za resa-
vanje Cauchyevog problema (3), pa u slu¢aju metoda (1) datog zadatkom imamo

h
Yntl — Yn = E(kl + 2ko + 2k3 + k:4),

kl = f(xn,yn),
h h
(4) k2=f($n+§,’yn+§k1),
h h

ks = f(xzn + 5 Ynt §k2),
ki= f(zn+h,yn + hk3).

Ako Cauchyev problem (2) predstavimo u vektorskom obliku (3), tada je

y 1/3
Yy= , Yo = )
z 1

fi(z,y, 2) TYZ
f(fE,'y) = = )

()

a metod Runge-Kutta (4) u ovom slucaju je dat sa

Yn+1 Yn

Zn+1 Zn

kq

ks

k3

k4

h
6

L]

L 2 ]

L I3 ]

L la ]

k1

Iy

k1

ko

k3

ko ks k4
+ )

ly

+2 +2

Iy I5

_fl(l’n,ynazn)

_f2($n7yn7zn)

h h h
bil (xn + 5 Yn + Ekl’zn + §ll>

h h h
| £2(an + Goum o+ Gkt 50)

f (xn e+ B+ glg)
512)

2 2
f1(@n + h,yn + hk3, zn + hi3)

h h
_fQ(xn + §,yn + §k2,zn +

| fo(zn + h,yn + hk3, zn + hi3)
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k| Yk y(wk) Zk z(zk)

0 1.0 0.3333333 0.3333333 1.0000000 1.0000000
1 1.1 0.3709342 0.3709341 1.0362694 1.0362694
2 1.2 0.4188979 0.4188979 1.0791367 1.0791367
3 1.3 0.4808936 0.4808936 1.1299436 1.1299435
4 1.4 0.5623944 0.5623943 1.1904763 1.1904762
5 1.5 0.6718182 0.6718181 1.2631581 1.2631578
6 1.6 0.8225904 0.8225905 1.3513514 1.3513515
7 1.7 1.0370675 1.0370678 1.4598541 1.4598541
8 1.8 1.3544686 1.3544689 1.5957446 1.5957447
9 1.9 1.8481333 1.8481344 1.7699113 1.7699116
10 2.0 2.6666656 2.6666667 1.9999998 2.0000000
11 2.1 4.1441259 4.1441321 2.3166018 2.3166029
12 2.2 7.1444836 7.1444917 2.7TTTT67 2.77TTTTT9
13 2.3 14.3993673 14.3994160 3.5087693 3.5087738
14 2.4 37.7629280 37.7631035 4.8387012 4.8387108
15 2.5 170.6634674 170.6666718 7.9999280 8.0000000

Koriséenjem metoda (6), a s obzirom da je na osnovu (5), yo = 1/3, z9 = 1,
filz,y, 2) = zyz, fa(x,y,z) = zy/z, uzimajuéi h = 0.01, dobijamo rezultate pri-
kazane u tabeli za x =z =14 0.1 -k (k=0,1,...,15). Poredenja radi, u tabeli
su date i odgovarajuée vrednosti za tacna resenja Cauchyevog problema (2) koja

su data sa

y(r) =

72
(7T—2)%




