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599. o NEKIM FUNKCIONALNIM NEJEDNAKOSTIMA *

Gradimir V. Mi/ovanovic

1. UVOD

1.1. Ovaj rad sastoji se iz sledeCih poglavlja:

I. Uvod;
2. 0 MALET-HAMMONDovojfunkcionalnoj jednaCini i odgovarajucoj funkcio-

nalnoj nejednakosti;
3. 0 generalizacijama teoreme E. LANDAua;
4. Neke integralne nejednakosti;
5. Neki otvreni problemi i mogucnosti daljih generalizacija;
6. Bibliografija.

Neka od ovih poglavlja podeljena su na odeljke.

1.2. U poglavIju 2. odredeno je opste neprekidno resenje funkcionale
jednacine

Fo(x) F] (x) .., Fn(x)

a,/I
=0,

a Xn
n

pod sledeCim pretpostavkama:

1° Nepoznate funkcije Fj: R ---7R;
2° O<ao<al < . . . <an;

n
3° x= .2:Xj'

j~1

cinu
Koriscenjem ovog rezultata, za MALET-HAMMONDOVU funkcionalnu jedna-

([3])

(i ak )' I(x!"", xn)= (f1 ak )/(xl-I,..., xn-I)
k~O k~O

n

+ .2:
I(xp ..., Xk-P Xk+ I, Xk+P ..., xn),

k~1

--

*
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2 G. V. Milovanovic

odredeno je resenje oblika

a Xl
I

a Xn
I a XII

n

Posmatrane su i neke opstije jednacine.

Takode je posmatran skup od dye funkcionalne jednaCine, od kojih je
jedna MALET-HAMMoNDova,a druga CAUCHyeVajednaCina f(X + Y) = f(X) f(Y)
(X, YERn).

Neki od ovih rezultata objavljeni su u clancima [1] i [4].

U vezi sa funkcionalnim jednacinama namece se i problem razmatranja
odgovarajuCih funkcionalnih nejednakosti. Tako, na primer, R. COOPER([58])
razmatrao je funkcionalnu nejednakost

g (x+ y);";g (x) + g (y),

koja je u vezi sa CAUCHYeVOmjednacinom g (x + y) = g (x) + g (y). J. E. WETZEL
u [59] proucava nejednakost f(x + y) ~f(x) f(y).

U novije vreme sve je veCi broj radova koji tretiraju ovu problematiku
([60], [61], [62], [63], [64]). Neki od ovih rezultata nalaze primenu i u teo-
riji informacija.

U odeljku 2.3. razmatrana je funkcionalna nejednakost

(1.1)

n

+ L f(xl"'" Xk-!, Xk+ 1,
Xk+!"'" xn),

k=!

gde je f: Rn-+R i A, B>O.

Pod uslovom da f zadovoljava CAUCHYeVUjednacinu

f(X + Y) = f(X)f(Y)

odredeno je opste resenje nejednakosti (1.1).

1.3. Poznata teorema E. LANDAua ([8]) gcnera]isana je od strane vise
autora u raznim pravcima. U ovom poglavlju data je jedna generalizacija ove
teoreme i ona se odnosi na operatore u BANAcHovom prostoru.

Na osnovu sugestije profesora P. R. BEEsAcKa (Canada) ovaj rezuItat
je dalje generalisan (teorema 3).

Slicno je teoremom 2 generalisan i jedan rezultat V. G. AVAKuMovlca
is. ALJANCICa ([26]).

Kako su ovi rezultati dosta opsti, to je specifikacijom prostora i opem-
tora dobijen veCi broj partikularnih rezultata.
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U posled~ odeljku ovog poglavlja date su i neke pnmen~ navedenog
rezuItata na operatol:e u funkcionalnim prostorima.

1.4. Cetvrto poglavlje posvete.no je integralnim nejfdnakostima.

U prvom odeljku, jedan rezultat A., OSTROWSKOG([28]), koji je u vezi
sa rezuItatima iz treceg poglavlja, generalisan je za tezinsku aritmeticku integralnu
sredinu, a zatim su dobijeni rezultati preneti n~ funkcije vise promenljivih.
Takode su dati analogni za tezinsku g~ometrijsku integfa,lnu sredinu.

U drugom odeljku razmatrana je mjednakost K. 5. K. IYENGARa([35])

(1.2)
b

I
Jf(X) dx

-
~ (b

- a) (f(a) + f(b)
I

:?;
M(b-a)2

- ~ (J(b) -f(a)2.,
2 4 4M

a

koja vazi pod uslovom da je f diferencijabilna funkcija na [a, b] i If' (x) I:?;M.

Pri tome je, najpre, nejednakost (1.2), generaiisana za tezinsku aritmeticku
integralnu sredinu pri cemu su uslovi za f oslabljeni.

PretpostavljajuCi da je !f(n+ 1)(x) ::?;M (n ~ I), nejednakost IYENGARa je
dalje generalisana.

U odeljku 4.4. date su neke generalizacije nejednakosti V. A. ZMoRovIca
([51])

a+h

J (J" (X))2 dx ~ -:/h-;(J(a + h) - 2f(a) + f(a - h) )2,

a-h

koja vazi pod uslovom da je f dva puta neprekidno diferencijabilna funkcija
na [a-h, a+h].

Naime, pod izvesnim uslovima za g i (/J, dokazane su nejednakosti oblika

a+h

J g (x) J" (x) ir dx ~ Cr (g; h) ILJ ir (r> I),

a-h

a+h

J g(x)(/J(J"(x)dx~Dm(g; h) (/J(LJ)

a-h

(m> I),

gde je
1A =

h2
(J(a + h) - 2f(a) +f(a - h)).

Na kraju ovog poglavlja date su neke primene dobijenih rezultata u
numerickoj integraciji i one se odnose na ocenu greske u nekim formulama za
numericko izracunavanje integrala.

1.5. U petom poglavlju izlozeni su problemi koji su ostali otvoreni. Uka-
zano je i na mogucne generalizacije dobijenih rezultata.

1.6. U poglavlju Bibliografija, popisana je literatura koja je u tekstu
citirana ili je koriscena kao opsta literatura.
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1.7. Ovaj rad predstavlja skracenu verziju doktorske disertacije odbranjene
na Elektronskom fakultetu u Nisu. Rezultati koji su pos-=bno publikovani, na-
vedeni su bez dokaza.

*
* *

I ovom prilikom ielim da se zahvalim profesoru dr D. S. MITRINOVICll,
koji je rukovodio izradom ove teze i pruiio mi dragocenu pomoc, kako disku-
sijom 0 pojedinim problemima tako i omogucavanjem koriscenja svoje obimne
dokumentacije.

Isto tako zahvaljujem profesorima dr R. Z. DORDEVICUi dr P. M. VASICU,
kao i profesoru dr B. CRSTICIU (Rumunija), koji su sa posebnom painjom
citali ovu tezu u rukopisu i dali mi niz korisnih saveta i sugestija i time do-
prineli konacnoj verziji ove teze.



I Fo (x) FI (x) . . . Fn (x)

a Xl a Xl a Xl
=0,(1.1) 0 I n

a Xn a Xn a Xn
0 I 11

2. 0 MATET-HAMMONDOVOJ FUNKCIONALNOJ JEDNACINI I
ODGOV ARAJUCOJ FUNKCIONALNOJ NEJEDNAKOSTI

2.1. 0 jednoj funkcionalnoj jednacini u obliku determinante

U ovom odeljku odredicemo opste neprekidno resenje funkcionalne jednaCine

pod sledeCim pretpostavkama:

10 Nepoznate funkcije Fi: R --'>- R,

n
30 x= LXi'

i~1

Ako sa LlJi = 0, 1, . . . , n) oznacimo determinantu

a Xn
11

tj.
ekOXl

Lli (xl' . . . , xn) = .

gde smo stavili ki = log ai (i = 0, 1, . . . , n), funkcionalna jednacina (1.1) postaje

( 1.2)
n

L (- 1)i Fi (x) Lli (x
I'

. . . , Xn) = O.
i~1

Za jednaCinu (1.1), tj. (1.2), vaze sledece dye teoreme (videti [1], [39], [67]).

Teorema 1. Ako
jednaCina (I. I) u
(i = 0, I, . . . , n).

ao' aI, ... , an ne Cine geornetrijsku progresiju, funkcionalna
skupu neprekid1ih funkcija irn;;zsarno trivijalna rdenja Fi(x)==O

5
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Teorema 2. Ako ao' aj, . . . , an Cine geometrijsku progresiju sa kolicnikom q,
funkcionalna jednaCina (1.1) ima opste neprekidno resenje odredeno sa

(j= I,..., n-I),

gde je F proizvoljna neprekidna funkcija sa vrednostima u R.

2.2. 0 Malet-Hammondovoj funkciunalnoj jednacini i
nekim njenim generalizacijama

J. C. MALET (videti [3]) postavio je sledeci problim:

Dokazati da funkcija x 1-+f(x) = bX-ax zadovoljava jednaCinu

(a+b)f(x)=abf(x-I)+f(x+ I) (acj=b).

Resavajuci ovaj problem, J. HAMMOND([3]) dokazao je opstiji rezultat.

Funkcija f, definisana sa

(2.1)

zadovoljava jednacinu

(2.2)

n

-t- 2: f(xl,..., Xk-1' Xk+ I, Xk+l"'" xn)'
k~l

U ovom odeljku posmatracemo funkcionalnu jednacinu (2.2), gdc je
f:Rn--+R, ai>O (i=0, I,..., n), ai<aj <=>i<j.

Funkcija f, definisana sa (2.1), je jedno partikularno resenje jednacine (2.2),
koju smo iz tih razloga nazvali MALET-HAMMoNDovom.

Nije tesko pokazati da je i funkcija f, data sa

(2.3)

Xn
an

gde su Ci (i = 0, I, . . . , n) proizvoljne realne konstante, takode resenje jedna-
Cine (2.2).



a Xl a X,, n

a Xn a Xn, n
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PosmatrajuCi resenje (2.3) prirodno se namece problem da Ii se umesto
konstanti Ci (i = 0, I, . . . , n) mogu odrediti neke opstije funkcije

(i=0, 1, ..., n),

tako da je i funkcija f, data sa

go (x" ..., XII)

aX,
f(x!, ... , xu)= .0

a Xn
o

resenje funkcionalne jednacine (2.2).

S obzirom da je jednacina (2.2) simetricna po svim argumentima Xi'
prirodno je traiiti resenja za gi u klasi simetricnih funkcija.

Navedeni problem resili smo potpuno u klasi neprekidnih funkcija koje
zavise od zbira argumenata, tj.

(i=0, 1, ..., n).

Naravno, ostao je otvoren problem da Ii u klasi nekih opstijih simetricnih
funkcija postoji resenje navedenog problema.

Dakk, odredicemo opste resenje funkcionalne jednacine (2.2) oblika

(2.4)

gde su uvedene oznake
Fo(x) F, (x) .., Fn(x)

n
X = L xk'

k~l

n
A = L ai'

i=O

a Xn
o a Xn

1 a Xn
fI

Teorema 3.
jednaCine

(2.5)

Ako 5U funkcije Hi(i=O, I, ... , n) opsta neprekidna rdenja

funkcionalna jednaCina (2.2) ima "opste resenje" 1) dato sa

(2.6)

ako i sarno ako svaka od funkcija Gi (i = 0, 1, . . . , n) zadovoljava odgovarajucu
jednaCinu

(2.7) (i=0, 1, ..., n).

I) Ovde se pod "opstim resenjem" podrazumeva opste resenje oblika (2.4).
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Jednacina (2.5) je razmatrana u prethodnom odeljku. Neprekidna rescnja
ove jednacine su (videti teoremu 1 i teoremu 2):

(2.8)

Ho(x)=H(x),

Hi(x)=O (i= 1,..., n-l),

Hn(x) = (- 1)n-l qXH (x),

gde je H proizvoljna neprekidna funkcija definisana na R i sa vredno-
stima u R, ako brojevi ao' aJ, . . . , an Cine geometrijsku progresiju, gde je
aj=qiao(i= 1, ..., n), ili

(i=0, 1, ..., n),

ako brojevi ao' aj, . . . , an ne Cine geometrijsku progresiju.

Na osnovu prethodnog, moze se zakljuCiti da bi i za odredivanje funkcija Gi,
kao reSenje jednaCina (2.7), trebalo razlikovati ova dva slucaja. Pokazacemo da
za to nema potrebe, tj. da je dovoljno uzeti Hj(x)c=O (i=0, 1, ..., n).

Koriscenjem u matematickoj literaturi poznatog operatora Er, definisanog
pomocu

£Dh(x)=h(x), Eh(x)=h(x+ 1), Er h(x) = E(P-lh (x» (r = 1, 2, . . .),

jednacine (2.7) mogu se predstaviti u obliku

(2.9) (i=O, I, ..., n),

gde je
(i=0, 1, ..., n).

Opsta resenja jednaCina (2.9) data su pomocu

(i = 0, ], ... , n),

gde su gi partikularna resenja jednacina (2.9), a gi opsta [eSenja odgovarajucih
homogenih jednacina

(i = 0, 1, . . . , n).
Tada je

f(xl"'" xn)=L1(x; go+go"'" gn+gn)

Lema 1. Aka je L1(x; Ho, . . . , Hn) = 0 i aka su go' . . . , gn partikularna rdenja
jednaCina (2.9), tada je

(2.10)



G1 (x + y) G,Cx+y) G3 (x+ y)

I(x, y) ~aX bX eX

aY by eY

2. 0 Malet-Hammondovoj funkcionalnoj jednacini . . . 9

Teorema 4. Ako su aOi (x) i aki (x) proizvoljne periodicne

Aki (k = I, . . . , n) koreni jednaCina

.4-~An-An-1 -A-l=O
ai

konstante 1)

(i=0, 1, ..., n),

"opste resenje" jednacine (2.2) je
f(xp ... , xn) = L1(x;

gde su funkcije Gi odredene sa
n

Gi (x) = ao i (x) + 2: aki (x) Akix

k~1

PRIMER. Neka f: R' ~ R i neka su a, b, e medusobno razliciti poziti'lni broje'ii. Opste resenjc
oblika (2.4) funkcionalne jednacine

(a + b + e) I(x, y) ~ abe l(x-1, y-1) + I(x + 1, y) + I(x, y + I)

(i = 0, I, . . . , 11).

je

gdc su funkcije Gi (i - 1, 2, 3), sa vrcdnostima u R, date sa

, (Va2+4aCb+e)+a )
X

(Va'+4a(b lei-a )
X

G1(x)~al(x)-j-PI(x)
2(bt-e) -- +YI(X) 2(b+e)'-

cosnx,

(Vb' +4b (e+a)+ b )
x

(lib' +4b(e+ a)-b )
x

G, (x) ~ a, (x) + Po(x) -- 2 (e + a) + y, (x)
2 (e + a) cos nx,

(Ve'-'-4C(a+b)+e )
x

(Ve'+4C(a,1)-c )
x

G3(x)~a3(x)+P3(x)
2(a-j-b~

+Y3(X)
2(a+b) - cosnx,

i ai, Pi' Yi(i~1,2,3) rcalne periodicne konstante.

Sada cerno ukazati na neke generalizacije dobijenih rezultata. Nairne,
posrnatracerno [unkcionalne jednacine

(2.10)

n

+ 2: f(x!"" , xk-P xk+m, Xk+l' '"
, xn),

k~l

(2. J 1)

n
+ 2:

f(xp... , Xk-P xk+m, Xk+l""
, Xn),

k~l
gde je

m, rEN;

I) Periodicna konstanta C (x) je funkcja sa pe:'iodom jedan, tj. C (x t 1) ~ C (x) ('iideti
[5] i [6]).
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Teorema 5. Ako su aki(x) proizvoljne periodicne konsfanfe i Aki koreni jednaCina

(i=0, 1, ..., n),

"opsfe resenje" jednaCine (2.10) je

f(x"..., xn)= LI(x; Go,"" GIl),

gde su funkcije Gi definisane sa

n+m
Gi (x) = L aki (x) Ak/

k~'

(i=0, I, ..., n).

Teorema 6.
jednaCine

Ako su funkcije Hi (i = 0, 1,... , n) opsfa neprekidnG reSel~ia

funkcionalna jednaCina (2.11) ima "opste resenje" dato sa

ak(J i samo ako funkcije Gi zadovoljavaju jednaCine

Posmatrajmo sada skup funkcionalnih jednacina

(2.12)
11

+ L f(xp ... , Xk-P Xk+ I, Xk+P ... , XIl)'
k~l

f(Xl
+YI"'" xll+Yn)=f(xp..., xn)f(Yj"'" Yn)'

gde je f: Rn-+R i A, B>O.
Odredicemo opste netrivijalno resenje

Ako uvedemo oznake

skupa ovih jednacina.

0=(0,...,0), f(X)=f(x,..., xn);

ez = (0, 1, . . . , 0), . . . , en=(O,O,..., I);

n
e = L ek = (1, I, . . . , 1),

k~l

skup jednacina (2.12) dobija oblik

.(2. I 3)
n

Af(X) = Bf(X -e) + L f(X + ek)
k~'

(A, B>O),

(2.14) f(X+ Y)=f(X)f(Y).
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Teorema 7. Opste netrivijalno resenje X f--';>-f(X) jednaCine (2.14), za koje je

(2.15)

rdenje je i jednacine (2. J3).

Dokaz. Neka je Xf--';>-f(X) resenje jednaCine (2.]4). Na osnovu (2.14),
jednaeina (2.13) postaje

n
Af(X) = Bf(X)f(-e) + L f(X)f(ek)'

k~l

Kako je f(X)cI=O, poslcdnja jednakost dobija oblik

n
A = Bf( -e) + L f(ek)'

k~l

tj.

n
Jer Je f(-e)f(e)=f(O)= ] i f(e) = TIf(ek)'

k~l

Ovim je zavrsen dokaz teoreme 7.

PRIMEDBA1. Skup vrednosti resenja jednacine (2.14) koja zadovoljavaju (2.15) nije prazan.
Da bismo 0'10 dokazali, dovoIjno je pokazati da za dato A i B (A, B>O) jednacina (2.15)
moze imati pozitivna resenja po bk (k ~ I, . . . , n), s obzirom da su netrivijalna resenja
CAUCHyeVe jednacine (2.14) pozitivna (videti [7]).

Neka je n ~ 1. Tada se (2.15) svodi na

S obzirom na ucinjene pretpostavke za A i B, poslednja jednacina ima po b, jedno
resenje koje je pozitivno.

Neka je sad a n>1. Stavljajuci A'o=A- i bk, B'=C=Bj(fI bk ) 'k~2 k~2
jednakost (2.15) postaje

(2.16)

Kako je uvek moguce izabrati pozitivne brejeve bk (k ~ 2, . . . , n), takve da je
n

A'=oA- L bk>O, jednacina (2.16), kao i u slucaju n~1, ima pozitivno resenje za b,.
k=2

Sliean problem moze se postaviti i za skup jednaCina

(~.17)
n

Af(X) = Bf(X -e) + L f(X + ek),
k~l

(2.18) f(X + y)=f(X)+ feY).
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Tada iz (2.17) i (2.18) sleduje
n

Af(X) = B(f(X)-f(e)+ L f{ek)+nf(X),
k~l

tj.
(A-B-n)f(X) = (I-B)f{e),

Jcr Ie f(-e)= -fee) i J/(ek)=fC~1 ek)=f(e).

Na asnavu prethadnag, zakljueujema da su reScnja [unkc;analne jedna
cine (2.18) istavrem~na i rei'enja jednaCine (2.17) aka je B = I i A = n + I.

PRIMEDBA 2. Ako je A-B~ n, jednacina (2.17) ima konstantno resenje, tj. f(X) ~ C (C o~const).

2.3. Funkcionalna nejednakost koja je u vezi sa Malet-Hammondovom
funkcionalnom jednacinom

(3.1 )

U avam adcljku pasmatracema [unkcianalnu n~jednakast

Af(x" ... , xnr~Bf(x1-l, ... , xn- I)
n

+ L f(x!, .., , Xk-l' Xk+ I, Xk+!' ... , Xn),

k~1

gde je f:Rn--+R i A, B>O.
Sa S aznacicema skup netrivijalnih rcsenja CAUCHYeVe[unkcianalne jcd-

naCin~ f(X+ Y)=f(X)f(Y) (f:Rn--+R).
Saglasna uvedenim aznakama u 2.2, nejednakast (3.1) s:: maze predsta-

viti u abliku

(3.2)
n

Af(X)~Bf(X-e)+ Lf(X+ek)'
k~1

Teorema 8. Ako pozitivni brojevi bk (k = 1, . . . , n) zadovoljavaju jednakost

(3.3)

i ako je bk=f(ek) (k= 1,... , n) (fES), tada je X~f(X)
nejednakosti (3.2).

Dakaz je sliean dakazu teareme 7.

rdenje funkcionalne

PRIMEDBA3. Nep:ekidna resenja nejednakosti (3.2), tj. nejednakosti (3.1) u skupu S su oblika

f(Xl""'Xf)~exp (i AkXk
) 'k~l

gde realni brojevi Ak (k ~ 1, . . . , n) zadvoljavaju nejednakost



3. 0 GENERALIZAClJAMA TEOREME E. LANDAUA

3.1. Teorema E. Landaua i neke njene generalizacije

E. LANDAUje 1913. godine u radu [8] dokazao sledecu teoremu.
Teorema A. Neka je x ~ f(x) realna Junkcija koja na intervalu I, duzine ne
manje od 2, ispunjava uslOl'e f(x) ~ 1 i I f" (x) .~ I. Tada je

(1.1) f' (x), :£ 2

za svako x E I, gde je konstanta 2 najboUa mogucna.

Bez smanjenja opstosti u teoremi A moie se uzeti 1 = [0, 2]. Funkcija

x ~ f(x) =L x2 - 1 pokazuje da u (1.1) maie da vaii znak jednakosti.2
Od strane vise aut ora teorema A je generalisana u vise pravaca.

Jedan opstiji problem 0 nejednakostima sa izvodima, kako saznajemo iz
[9, str. 138], postavili su 1914. godine G. H. HARDYi J. E. LITTLEWOOD.Nairne,
ako su kin prirodni brojevi (k<n), 1=(-00, +(0), 1'f!!,=SUp If(x)j,pro-

xE'
blem je odrediti najbolju mogucnu konstantu Cn. k U nejednakosti

(1.2)
n-k k

f
(k)j

< C li.f : -;,- .
llf

(n) -"It~ III = n, k II III I I.

Navedeni problem razmatrao je veliki broj autora (J. HADAMARD [10],
G. E. SILOV [11], A. GORNY [121. [13], [14], [15] i drugi).

Potpuno resenje ovog problema dao je A. KOLMOGOROV (videti [16] i 17]),
dokazujuCi da je

. 4 + 00 (_l)k(n+l)
, gde Je Kn = - L .

n k~O
(2k + l)n+J

Sa konstantom Kn (cesto se naziva konstanta FAvARDa), kako kaie S. M.
NIKOLJSKIlu knjizi [65, str. 199-200], povezani su rezultati mnogih ekstre-
malnih problema u teoriji funkcija.

Jos neki rezultati u vezi sa ovim problemom mogu se naci u clancima
[18] i [19], kao i u monografiji [9, str. 138-140].

Za interval 1 = (0, + 00), problem odredivanja konstante Cn,k U (1.2) tre-
tirao je S. B. STECKIN[66].

13
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Slican problem razmatran je i za funkcije iz prostora LP ( = U (I)), gde
je I realna prava ili poluprava (0, + (0).

Teorema A generalisana je i u sledecem interesantnom pravcu ([20]).

Teorema B. Neka je A infinitezimalni generator jako neprekidne polugrupe
{T(t) [t>O} linearno ogranicenih operatora1) na Banachovom prostoru X. Neka
su M i w realni brojevi takvi da je

(V t>O).

Tada za svako xc:: Dom (A2) (A - w 1)2x#- 0) vazi nejednakost

Ii
(A -wJ)x 112;:;;;2M (1 +M) .Ii x!i' II(A -wI)2 x II.

Teorerni B prethode rezultati izlozeni u radovirna [24] i f25].
Sada cerna navesti neke generalizacije teorerne A, koje su u vezi sa ovirn

radom.
1° J. D. KECKIC ([9, str. 381-382]) dao je sledeCi rezultat.

Teorema C. Neka je XH>-f(x) realna funkcija koja na intervalu I duzine ne
manje od a(a>O), ispunjava uslove :f(x) I;:;;;1 i If"(x)[;:;;;\. Tada je

If' (x) I;:;;;2+_~,
a 2

(V x E I).

Teorerna C predstavlja uopstenje teoreme A i na nju se svodi za a = 2.

2° U radu [26] V. G. AVAKUMOVICi S. ALJANCIC geometrijskim razrna-
tranjirna dokazali su sledece teorerne.

Teorema D. Iz I(/>" (x) I;:;;; 1 (0;:;;; x;:;;; I) sleduje

1i(/>'(x) - (/>(1) + (/>(0) I;:;;; ~
- x + x2

2

Polin om XH>-~ - x + x2 je najbolje mogucni.
2

(V x E [0, I]).

Teorema E. Iz f(/>"(x)j;:;;; 1 (O;:;;;x;:;;;I) i (/>'(0)=(/>'(1) sleduje

I(/>' (x)
-

(/> (1) + (/> (0) I;:;;;~
4

gde je konstanta ~ najbolja mogucna.
4

3° 1. B. LACKOVICi M. S. STANKOVICu radu [27] dokazali su sledecu
teorernu.

Teorema F. Neka funkcija f: Rn -+ R definisana na skupu

(V x E [0, I]),

Kn={(xl"'" xn) IO;:;;;xi;:;;;a,

ispunjava uslove:

a>O, i=I,...,n}

--~.-

1) Videti Iiteraturu [21], [22], [23].
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a) if (xl' . .. , xn) i~ 1 za

b) Svi njeni izvodi prvog
reda neprekidni na skupu

svako (xl' . . . , xn) E Kn;

reda su neprekidni na Kn' a svi izvodi drugog

I

d2/~1<
"-

0
c)

1

=1 (I, )
-

1, . . . , n) za svako (xl' . . . , xn) E Kn-
oXi d Xj

Tada je

za svako (xl' . . . , xn) E Kn-
U istom radu [27] navedena je primedba D. D. ADAMovica bez dokaza,

koja predstavlja generalizaciju teoreme F. Iskazana u obliku teoreme, ta pri-
medba glasi:

Teorema G. Neka funkcija f: Rn--+R definisana na skupu

Ln={(xp..., xn)iai~xi~bi' a;<bi (l~i~n)}

ispunjava us/ove:

a) If(xp .. . , xn)! ~ 1 za svako (xl' .. . , xn) E Ln;

b) Svi njeni izvodi prvog reda su neprekidni na Ln i diferencijabilni na skupu

Ln= {(Xl' .,. , xn) Iai<xi<b1, 1 ~ i~n};

c)
I

~
I

~ 1 (i, j = 1, . . . , n) za svako (xl' . . . , xn) E Ln.
dx; dXj

Tada za svako (Xl' . . . , xn) E Ln vazi nejednakost

I

i (bi - aJ
d I

I

~ 2 + ~ (i bi - i a; )2.

;=1 dX, 2 ;~I ;~I

Za (ap . .. , an)= (0, . . . ,0), (bl"'" bn)= (a, . . . , a) teorema G se svodi
na teoremu F.

4° U radu [28] A. OSTROWSKIdokazao je sledeCi rezultat.

Teorema H. Neka je xf-+f(x) diferencijabilna funkcija u interva/u (a, b) i neka
je, u (a, b) if' (x) I ~N. Tada je, za svako x E (a, b),

I

f(x) __1.-
J f(x) dx

I

~
(
~+

(x-~r
]

(b- a)N.
b-a

a 4 (b-a)2

PRIMEDBA.Teoreme D i H su ekvivalentne. Za
t

(/J(t)=(b-a)-IN-1 J l(a+(b-a)s)dJ

o

teorema D se svodi na teoremu H. S druge strane, ako se u teoremu H stavi I (x) ~ (/J' (x),

N = 1, a ~ 0, b = 1 dooija se teorema D.
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3.2. Neke nove generaJizacije teoreme E. Landaua

U ovom odeljku dactmo neke generalizacije teoreme A i one
na operatore u BANACHovom prostoru (videti [29] i [39]).

Neka su X i Y BANACHovi prostori. Ako a, bE X (a-=l=b),
funkcionelu g: X -+ R + na sledeCi nacin

se odnose

definisimo

g(x)= x-aI12+llb-xI12 (xEX).

Neka je osim toga DC {x Ig (x) ~ 11h - a]l2, x EX} konveksan skup takav

da a, bE 15, gde je D zatvorenje (adherencija) ad D.

Teorema 1. Ako je F: X -+ Y dvaput Frechet-diferencijabilan operator na D, i ako je

(2.1) iIF(x)~M (V x E D)

tada je
(V hEX !\ V a ED),

za svako xED

PRIMEDBA.Teorema 1 ostaje u vaznosti ako se uslov (2.1) zameni slabijim nslovom

:1
F(bkF(a)

II ~ 2M.

Kako je teorema 1 dosta opsta, to cemo specifikacijom prostora X i Y
i operatora F: X --'. Y dobiti nekoliko partikularnih rezultata, od kojih su neki
poznati. Te rezultate iskazacemo u obliku posledica.

Posledica 1. Ako je X=Y=R, iix-yl:=jX-yl (x,YER), F=f, M=I,
N=l, D={xlxE(a,{1), O<a~{1-a}, iz teoreme 1 sledujeteorema C.

Posledica 2. Neka je D = {x Ia<x<b}, h>O i Xl '?f(x) diferencijabilna funkcija
na [a, b+h] takva daje If(x)l~l (VE[a,b+h]) i l~hf'(x)l~l (VxED),

gde je ~hg(X)=~ (g(x+h)-g(x)). Tada je
h

. I 2 b-a
i ~hf(x) I~-+~- (V x E [a, b]).

b-a 2

Za dokaz posledice 2 treba u teoremu 1
1 x+h

F(x) =}; J f(t)dt (a~x~b).
x

staviti X=Y=R, lix-yli=;x-yJ,

Ovaj rezultat predstavlja jedan analogon teoremi C.

Posledica 3. Neka je

x=(xl'...,xn)' a=(al'...,an) b=(bl'...,bn) (ai<b;; i=I,...,n)

DC {(Xl''''' Xn)IC~lIXi-a; ir+c~ 1bi-X;lr<c~ Ib;-a;,r}

konveksan skup takav da a, bED.
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Ako je f: Rn-+ R dvaput diferencijabilna funkcija na D, koja zadovoljm'a
uslove

(2.2) i, j = I, . . . , n),

tada je

~2M+ ~ (Jt bl-i~ air

za svako (xl' . . . , xn) ED.

Ako u teoremi I stavimo X=Rn, Y=R, F(X)=f(xl' ..., xn) i

n
lix-xi[= L: iXi-xil(x,xEX), Ily-ji[[=ly-jii (y,jiEY),

i~l

dobija se tvrdenje posledice 3.

Napomenimo da u ovom sIucaju, iz (2.2) sIeduje

~ N(L: Ihi IY=NII h li2
i

za svako xED i svako hEX.

PRIMEDBA. Za M ~ 1, N ~ 1, D ~ {x iai<xi < bi, (i ~ 1, . . . , n)}, posledica 3 se svodi na
teoremu G.

Teorema 2. Neka je F: X -+ Y dvaput Frechet-diferencijabilan operator na D
koji zadovoljava uslov

Tada je

za svako xED.

Neke posledice teoreme 2 su:

2 Publikacije Elektrotehnickog fakulteta
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Posledica 4. Neka je

x=(xl"" , xn), a=(al"'" a.), b~(bl"'" b.) (ai<bi; i=l,...,n)

kanveksan skup takav da a, bED.

Aka je f: Rn-o>-R dvaput diferenClj'abilna funkc(ja na D i

tada za svaka (xl' . . . , xn) E D vazi nejednakost

(2.3)

Ako se u teoremi 2 stavi X = Rn, Y = R, F (x) = f(xl' .. . , xn) i

n

IIx-x '!= L 1 Xi-Xi I (x, xEX),
i~l

liy-jill=/y-ji I (y,jiE: Y)

dobija se tvrdenje posledice 4.

PRIMEDBA. Za N ~ 1 i D ~ {x Iai<xi<bi (i ~ 1, . . . , n)} (2.3) se svodi na

gde je
n n n

A ~ L an B ~ L bi, Z ~ L xi'
i~l i~l i~l

Ovaj rezultat predstavlja jednu generalizaciju teoreme D.

Posledica 5. Aka je X=Y=R, x-yli=lx-yi (x,YER), D={xla<x<b;
x

a, bE: R}, F(x) = Jf(t) dt, gde je f diferenci}abilna funkcija definisana na [a, b]
a

i If' (x)
1

:£ N, za svaka xE D, iz teareme 2 sleduje do tvrdenje tem'eme H vozi
za svaka xE [a, b].

. Posledica 6. Neka je x f--i>-f(x) dva puta diferencijabilna funkcija definisana na
segmentu [a, b] i neka je

(2.4) I(c - x)f" (x) 1:£M (M> 0; V xE (a, b)),
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gde je cE [a, bJ. Tada za svako xC: [a, bJ vaii nejednakost

(2.5)
b

I

~
J

.
f(t) dt - -~ (f (x) +

(r;~a) .[Ca)+ (b-c) f (b)
+ (c - x) f' (x) )I

I

b-a 2 b-a
a

Ako stavimo

~ --~ ((x -
a)l + (b - X)2).

4 (b-a)

pa + qb
x=c=--- (p, q~O, p+q>O) gde su p i q dati brojevi,

p+q

iz (2.5) sIedujc nejednakost

(2.6)

b

I

~
J

f (t) dt -
_L (f (~a + qb

)+
qf(a) +pI (b) )I~ ~ (b-a) p2 + q2- .

b-a 2 p+q p+q I 4 (p+q)2
a

Vode6i racuna 0 uslovu (2.4) i daju6i neke posebne vrednosti za p i q
u (2.6), zakljucujemo da vaze sIede6e implikacije:

10 I(x-a)f" (x) I~MV I(b-x)f" (x) I~M =>

b

I

~ Jf(t) dt -}- (l(a) + f(b»)] ~M(b-a);
b-a 2 4

a

20

I

(a;
b

- x)f" (x)
I

~ M =>

b

l

-~ Jf(t) dt - ~ (f (a+b )+f(a) + f(b» )I

~
~(b-a) .

b-a 2 2 2 I 8
a

Da bismo dokazali nejednakost (2.5) u teoremi 2, treba staviti:

X=Y=R, D={x]a<x<b}, i]x-y!]=lx-yl (x, YER),

a operator F definisati pomo6u
x

F (x) = J(~;
c

- t) f' (t) dtl).

Kako je

F' (x) = -} (l (x) - fee») + c~~f' (x),

x
c-x J1) F(x)~2(J(c)+f(x»+ f(t)dt.

c

2*
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c

F(a)=~il!(f(c)+f(a))- Jf(t)dt,

a
b

b -c ) JF(b)= -2(f(c)+f(b) + f(t)dt,

IF" (X) I~~ : (c-x)f" (X) I~ ~ = N,

tvrdenje teoreme 2 se svodi na (2.5).
Sledeca teorema je generalizacija teoreme 1.

Teorema 3. Neka je F konveksan skup takav da je a, bED iF: X -+ Y dvaput
Frechet-diferencijabilan operator na D koji zadovoljava uslov

IIF(~) (h, h) II~H(II h II) (V hEX /\ V aED),

gde je H funkcija definisana na R + i sa vrednostima u R + .
Tada je

IIF(x) (b - a) iI~
II

F (b) - F (a) II + 1- {H (II X - a I,) + H ( iib - x I:) }

za svako xE D.

Posledica 7. Ako konveksni skup D i funkcija H: R + -)0- R + zadovoljavaju

H(II x-a li)+H(11 b-x II) ~H(II b-a II) (V xE D),

vazi nejednakost

II F(x) (b -a)
II ~ Ii

F(b) -F(a)
II + }H(II b- a ii) (V xE D).

PRIMEDBA.Ako je H (I) = N (2 (N)O, t E R +), posledica 7 se svodi na teoremu 1.

3.3. Primena na operatore u funkcionalnim prostorima

U prethodnom odeljku dobijeno je vise nejcdnakosti za operatore u
konacno-dimenzionalnim prostorima. Radi se 0 poskdicama teoremali 2. U
ovom odeljku, primenom istih teorema, dobicemo neke nejednakosti za operatore
u nekim opstijim [unkcionalnim prostorima.

1. U [30] (str. 606) naveden je sledeci rezult.

Teorema I. Neka je funkcija (s, t, u)r-+K(s, t; u) neprekidna i dvaput nepre-
kidno-dlferenctjabilna po u, i

IK~a(s, t; u) I~ M iu Ip-2 + N (s, tE [0, 1],

Ako je p ~ 2, operator F, definisan sa

luk+oo; M,N>O, pER).

1

F(f)= JK(s, t; f(t»)dt (fr-: LP),

o
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preslikava prostor LP u prostor L
q

(1:£ q < + 00
)1) i dva puta je diferencijabilan,

pri cemu je
1

F(J) (h) = I K~ (s, t;f(t)) h (l) dt,
o

1

F;~)(h, k)= JK;u(S, t; f(t))h(t)k(t)dt
o

zu svako f E [P.

Koristeci se ovom teoremom, ukazacemo na nekc posledice tcorcma 1 i 2.
Neka je X = LP(p;;;;2), Y = L

q
(I :£ q < + (0). U prostoru LP uocimo funk-

cije tl---J>-a(t)=O i tl---J>-b(t»O(tE[O, I]).
Neka je dalje

DC { ( IIJI,2
1'+ i:b ~fl,z p< b ',12p, fE LP}

v ,I ;

L "L 'L

konveksan skup takav da a (t), b (1) E D.
Predhodno cemo dati sledecu lemu ([29], [39])

Lema 1. Ako su ispunjeni usiovi teoreme J, vazi nejednakost

II,FifJ (h, hHI LP:£ (/J (f) \1h 'I~P'

gde funkcija (/J: L I'-+ R + i odredena je w

Napomenimo

{

22/1'(M
(/J (f) =

M+N

da je (/J(f):£(/J(b)

, f ip-2+N ) P >2,, 'LP
p=2.

(V fE D).

Posledica 8. Ako su ispunjeni uslovi teoreme J, tada na osnovu teoreme 2 i
dokazane leme 1, vazi nejednakost

1 1 1

:! I K~(s,t;f(t))b(t)dt- I K(s,t; b(t))dt+.r K(s,t; O)dt ::Lq
000

:£1- (/J (b) (, If
II~p+ ,Ib - f ~p)

za svako fED.

Posledica 9. Ako je
1 1

sup
II

F(f) II q = sup (I
I I K(s, t; f(t)) dt

q
ds)

lIq:£ M
f':'D

L fc~D 0 0

i ako su ispunjeni uslovi teoreme J, na OMOVU teoreme I
nejednakost

i leme I sleduje

1

II f K~(s, t; f(t))b(t)dtli :£2M+_I (/J (b) b I~p. I Lq 2
o

za svako xED.

1) Prostor LP (a, fJ) za a ~ 0 i fJ ~ I oznacavcerno sarno sa L 1'.
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2. Neka su sada:

1° X=C1[a, /'iJ, Y=R;
2° i 1- g

II = max I (x) - g (x) 1+ max II' (x) - g' (x) I
xE[a,JJ] xc"la,JJ]

3 0 II I
"!

! I II I ( '
/,

C R ) .
IY -Y II=iY -Y I Y,Y c:: ,

4° Funkcija (x, u, v) f-+ G (x, u, v) dva puta neprekidno diferencijabilna za
x E [a, /'i] i u, v E R;

5° Funkcionela F: C1 [a, /'iJ---?>-R definisana sa
JJ

F(/) = JG (x,f(x), I'(x») dx;

(f, gEX);

a

6° a (x) = 0, b (x» 0 (a, bE C1 [a, /'i]);

7° D_CUj ::fII2+]b-fI;2<I,b,12, IEC1[a,/'in konveksan skup takav
da a, bED.

JJ

Uvedimo oznaku (u, v)= J, G;v(x,J(x), I' (x»)ldx.

Ako je
(3.1 ) max{sup (1,1), sup(f, 1'), sup (f', I')}~N,

fccD fceD ft=D

tada iz
JJ

Fi'/) (h, k) = J (G;fh (x) k (x) + Gff' (h (x) k (x»)' + Gj',f' h' (x) k' (x) )dx
a

sleduje nejcdnakost

iF;'J)(h,h)~N( max ih(x)i+ max Ih'(x)i)2=NI1h!12
x da, JJ] x E[a, JJ]

(\I hEX).

Posledica 10. Pod pretpostavkom da lED zadovo/java usiav (3.1), iz teoreme
2 sleduje

JJ JJ

I J (Gj(x, I, 1') b (x) + Gj' (x, I, 1') b' (x» dx - JG (x, b, b') dx
a a

JJ

+ J G(x, 0, O)dx+ l~~ (:'1 12+! b-/112),
a

za svako IE D.

Posledica 11. Aka je p

}~~ I JG (x,f(x), f'(x) dx [~M,

tada na osnovu teoreme 1 i nejednakosti (3.1) sleduje
JJ

i J (Gj(x,f, f') b (x) + Gj, (x,f, f') b' (x» dx ~ 2 M + ~,b 112

za svako IE D.



4. NEKE INTEGRALNE NEJEDNAKOSTI

4.1. Generalizacija jednog rezuItata A. Ostrowskog

A. OSTROWSKI([28]) dokazao je, kao sto je u 3.1. navedeno (teorerna H),
sledeci rezultat:

Teorema A. Neka je x f-+f(x) diferencijabilna funkcija u intervalu
je u (a, b) II' (x) !;;:::N (N) 0). Tada je, za svako x~ (a, b),

b

[

(x-~+br

]
If(x)-~ J f(X)dxl;;:::~+~-~ (b-a)N.

b-a 4 (b-a)Z
a

(a, b) i neka

(1.1)

S druge strane, u 3.2, dokazano je da se ova teorerna dobija kao jedna
od posledica teorerne 2 (posledica 5). Nairne, ako je f: R -+ R diferencijabilna
funkcija definisana na [a, b) i takva da je il' (x) I;;:::N(N)O)(VxE:(a, b», tada
stavljanjern

x = Y = R, i: x -
y = Ix -

y ! (x, yER),

x

D={xja<x<b; a,bER}, F (x) = Jf(t) dt,
a

iz teorerne 2 sleduje da nejednakost (1.1) vazi za svako xE[a, b).
PoJazeci od jednog rezultata J. B. DIAza i F. T. METcALFa (videti [31) ili

[9, str. 147]), A. LUPAS ([32]) dokazao je sledeci rezultat koji je u vezi sa teo-
rernorn A.

Teorema B. Neka je f: [a, b) -+R apsolutno neprekidna funkcija na [a, b) i neka
je I' ELl (a, b). Tada je, za svako x E [a, bJ,

b

[

f(x)-~
J

f(t) dt
[

;;:::~rnax (x- a, b- x) !il':I,
b-a n

a
gde je

b

111'11= (b~a JII' (t) 12dt t2.

a

U ovorn odeljku dacerno neke generalizacije teorerne A. Nairne, dokaza-
cerna najpre nejednakost (1. I) za tezinsku aritrneticku integralnu sredinu i jedan
njen analogon za tezinsku geornetrijsku integralnu sredinu, a zatirn cerna dobi-
jene rezultate preneti na funkcije vise prornenljivih.

23
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U radu cerna koristiti jedan rezultat koji je dao J. KARAMATA,u nak-
nadnoj naporneni uz clanak [33]. Taj rezultat, koji je u vezi sa teorernorn 0
srednjoj vrednosti odredenih integrala glasi:

Teorema C. Neka su funkcije f i P integrabilne na (0, 1). Ako je

1

m~f(x)~M(O~x~ 1) i p= Jf(t)dt,
o

tada je

(1.2)

1

J p (t) f(t) dt

Am (M-f!) + M (/l-m) <;;~ <;; m (M-f!) + AM (f!-m)

A tM-II) + (f!-m) - 1 (M-/i) + A(/i-m)

Jp (t) dt

o

za sve funkcije f koje zadovoljavaju uslov

(A~ 1; O~x~ 1).

U vedirno oznake

1° I=(a, b);

2° I zatvorenje (adherencija) od I;
3° Tezinska aritrneticka integralna sredina

b

J p (x) f(x) dx

A (f; p) =
a

b

Jp (x) dx

a

40 Tezinska geornetrijska integralna sredina
b

Jp (x) logf(x) dx

G(I; p)=exp
a

b

Jp (x) dx

(f(x»O VxEI),

a
kao i sledecu definiciju:

Definicija 1. Integrabilna funkcija p na I pripada klasi Q (A; I) ako postoji realan
braj A? 1, tako da vaii

(VxE1).

Dokazacerno teorernu koja je generalizacija teorerne A.

Teorema 1. Neka je X f-+f(x) diferencijabilna funkcija definisana na I i takva
da je 1f'(x)i~N(N>O)(VxEI). Ako PEQ(A; 1), tada za svako xEI, vaii
nejednakost

( 1.3) if(x) - A (I; p), ~
;,NM~x) r (x) ,

M (x) + (A-I) r (x)
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gde su M i r odredeni sa

M(x)=max(x-a, b-x) i r(x)=
(

~-+Jx-;~r
]

(b-a).
4 (b-a)2

Dokaz. Neka je xEI i tEl.

Na osnovu TALYOROVeformule, imamo

(1.4) J(x) - J(t) = f'(t + ()(x- t» (x- t) (O<()< 1).

Mnozenjem (1.4) sa p (t)(> 0) i integracijom, dobijamo

b b b

J(x) JP
(t) dt - Jp (t)J(t) dt = Jp (t)f' (t + () (x - t» (x - t) dt,

a a a

tj.

(1. 5)

b

I JP (t)f' (t+ (J(x-t) (x-t) dt
i

IJ(X) - A (f; p) 1=
a

~-~--

b

JP (t) dt

a

b

JP (t) If' (tf- (J(x-t» I.j x-t I dt

b

JP (t) dt

a

b

JP (t) Ix-t Idt

<s:N a__-

- b

JP (t) dt

a
b

S obzirom da je Jp (t) dt>O i If' (x) I ;;;,N (N)O) (V xEI).
a

Kako je

0;;;, Ix - t !;;;,max (x - a, b - x) = M (x) (V t E /),

b x b

~ =
_J- J: x - t ~dt =

_1- (J(x - t) dt +
J

' (t
- x) dt )b-a b-a

a a x

1 (1 2 ( a + b)2\
=- -(b-a) + x-- )b-a 4 2

= r (x)
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i pE Q (A; I), pnrnenorn teorerne C, prevedenc na interval (a, b), dobijarno

b

Jp(t),x-t!dt

b

J P (t) dt

A M (x) r (x)
- --s:; -.

- M(x) + (A-l)r(x)
(1.6 ) a

Najzad, na osnovu (1.5) i (1.6) dobijarno (1.3), cirne je teor~rna 1 dokazana.

PRIMEDBA.Za p (x)==l (=>A~ 1), (1.3) se svodi na

If(x)-A U; 1) I;C;;Nr (x),

sto je ekvivalentno sa (1.1).

lz teorerne 1, sleduje sledeCi rezultat.

Teorema 2. Neka diferencijabilna funkcija f: 1--+R + ispunjava uslov

1f'(X) I "£Nf(x) (N)O; V xEI)

i neka pE Q (A; I). Tada za svako xE 1, vazi nejednakost

G (I; p) exp (_A NM(~~r (~ )<;,f(x);£; G (I; p) exp (-
_A N!v!<:,"~~~ ),

M(x) + (A-I) r (x) M(x) + (A-I) r (x)
(1. 7)

gde su M i r definisani kao u teoremi 1.

Dokaz. Ova teorerna je posledica teorerne 1. Nairne, ako u teorernu 1,
urnesto funkcije x~ f(x), stavirno funkciju x~ logf(x) (I(x) > 0 za svako xE i)
dobija se nejednakost (1.5),

Sada cerno dobijene rezultate preneti na funkcije vise prornenljivih, ogra-
nicavajuCi pritorn parcijalne izvode prvog reda.

Prethodno uvedirno sledece oznake:

1° Ii=(ai' bi) (i= 1,.", n);
n

2° Dk = T1 Ii (k = 1, . . . , n), gde I1 predstavlja Dekartov proizvod sku-
i=1
i#k

n

3° D = I1 Ii( = {(xI' "., xn) Iai<xi<bi (i= 1. ... , n)});
i~1

4° X = (xl' . . . , xn), Y = (Yp .. . , Yn)' f(X) = f(xl' . . . , xn);

5° dX=dxl" .dxn, dYk=dYl" .dYk-l dYk+l
, . .dYn;

(i=l,...,n);
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7° PdYk) = r. .Jp(Y)dYk
Dk

(k = 1, . . . , n);

r.. J
p(X) logf(X) dX

8° A(f; p)=~-~P~--,
r..J p(X)dX

D

(

r~-J p(X) logf(X) dX

]
G (f; p) = exp

r. -Jp(X) dX
D

(/(X) > 0 V'XED).

V radu [34] dokazali smo sledecu teoremu

Teorema 3. Neka je f: Rn-*R diferencijabilna funkcija deJintsana na jj i neka

je
I

of

I

-;;;;;'N;(N;>O; i= 1, ... , n) za svako XED. Tada je
ox;

( 1.8)
n

If(X)-A (f; 1) 1-;;;;;.L N;r;
;~t

za svako XED.

Ovde cemo dokazati opstiju teorcmu.

Teorema 4. Neka je f: Rn-*R diferencijabilna funkcija

je
I

of

I

-;;;;;'N;(N;>O; i= 1, ... , n) za svako XED.
dx;

1° Ako je funkcija X f-+P (X) integrabilna na D

tada za svako XED, vaii nejednakost

definisana na D i neka

i p(X»O (V'XED),

(1.9)
n

if(X)-A(f; p)-;;;;;' L N;A(fi; p),
;~l

gde je Y;f-+f(yJ=lx;-Yil (i= I,..., n).

2° Ako, osim prethodnih us/ova, pE Q (A;; fJ (i = 1, . . . , n), nejednakost

(1.10)

vaii za svako XED.

Dokaz. Neka je XED i YED. Slicno, kao u dokazu teoreme 1, podimo
od TAYLOROveformule

f(X)- f( Y) = i df(C)
(x;-yJ,

kl
()x;

gde je C=(YI +O(XI-Yl)"'" Yn+O(xn-Yn)) (0<0<1).

Kako je p (Y) > 0 iz (1.11) sleduje

(1.11)

( 1.12)
n df(C)

p(Y)f(X)-p(Y)f(Y)= L -p(Y) (x;--yJ.
;~l dx;
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Integracijom (1.12) po oblasti D, a zatim deohom dobijcne jednakosti
sa r.} p (Y) dY (> 0), imamo

D

J.. .Jd/(C)
p(Y) (x.-y.)dY

n dx-
I I

f(X)-A (f; p)= L D
I

. ,
i~l r.} p(Y) dY

D
odakle je

J J
I

d/(C) :
n

... .
-~--.;

Ip(Y): Xi-Yi IdY

' f(X) - A (f
'

) I< "D " n..
, , p

'=.L.
__un

-- --~ L NiA(ji' p),
,~1 J-.}p(Y)dY i~l

D

gde su funkcije /;, date sa

/;(y;) =! Xi-Yi
I (i=I,...,n).

Ovim je tvrdenje 10 dokazano.

Kako je

0< r. (y .) = !x.- y . i ~ max (x.-a. b ,.-x ,.) = M ,
'

=Ji I I [1- I I'

i pJ~.Q (Ai; I;) (i= 1, ... , n), primenom teoreme C na

a.I

J-.} P(y)fi(Yi)dY J Pi(Yi)fi(Yi)dYi

A (f; p) =
D

-
bi

a'J. . .Jp(Y) dY I

D JPi(Y;) dYi
b.

I

(i= 1, ... , n).

dobijamo

( 1.13) (i=I,...,n).

Konacno iz nejednakosti (1.9) i (1.13) sIeduje nejednakost (1.1 0), cime
je teorema 4 dokazana.

PRIMEDBA. Ako je P (X)
== 1 ( => Ai ~ 1 (i ~ 1, . . . , n», nejednakost (1.1 0) se s'iodi na nejedna-

kost (1.8) (teorema 3).

Iz teoreme 4 sIeduje sIedeCi rezultat (sIicno kao teorema 2 iz teoreme 1):

Teorema 5. Neka diferencijabilna funkcija f: Rn ,.. R definisana na D ispunjava us/ove

f(X»O (VxED)
I

d/(X)
1'£

NJ(X)
I dx,

(V XED),

gde je Ni>O (i= 1, .,. , n).
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1° Ako je funkcija Xl-7p(X) integrabilna na D i p(X»O (VXED),
tada za svako XED, vazi nejednakost

G(f; p) exp
( -i~1

NiA(fi, P))~f(X)~G(f; P)eXPC~1 NiA(fi; P)),

gdeje Yil-7f(YJ=lxi-Yi! (i=I, ..., n).

2° Ako, osim prethodnih os/ova, PiEQ(Ai; fJ (i=c 1, ... , n),

-~G(f; p) ~f(X) ~BG(f; p),
B

nejednakost

(1.14)

gde je

vazi za svako XED.

PRIMEDBA. Ako je p (X) ~ 1 ( =>Ai~ 1 (i = 1, . . . , n»), nejednakost (1.14) se svodi na nejednakost

G(f; 1) exp (-
i~1

Niri )~f(X)~G(f; 1) exp
C~l

Niri)'

koja vasi za svako XED.

4.2. 0 jednoj nejednakosti K. S. K. Iyengara

K. S. K. IYENGARu radu [35] dokazao je sledeCi rezultat:

Teorema D. Neka je f diferencijabi/na funkcija na segmentu fa, b] i neka je
1f'(x)I~M(M>O). Tada je

(2.1)
b

I Jf(x) dx-
~

(b-a) (I(a) + f(b))
I

~
M(b;a)2

a

-~ (I(b)-f(a))2.
4M

PRIMEDBA. Ako se u teoremi D uslov ij'(x) I~M zameni uslovom m~f'(x)~M dobija se
nejednakost

(

(
f(b)-f(a) M+m )

2

)

1
b

1 (M-m) (b-a) 1 b-a .~

1

- Jf(x) dx--- (I(a) +/(b»)
I

~ --- --- .
b-a 2 2 4 (M-m)'

a

U vezi sa teoremom D, P. R. BEESACKdao je slede6 komentar (vid("ti
[9, str. 298]):

Nejednakost (2.1) je veoma dobra. Njoj je srodna sledeca nejednakost

(2.2)
b

(b-a)2 J (b-a)2
m-~~ f(x)dx-(b-a)f(a)~ M-,

2 2
a

gde je f' neprekidna funkcija na [a, b] i m ~f' (x) ~ M (VxE [a, bJ).
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PRIMEDBA. Za vazenje nejednakosti (2.2) nije potrebno pretpostaviti neprekidnost prvog iz-
voda 1'. Nairne, dovoljno je da neprekidna funkcija f na [a, b] irna ogranicen izvod u svakoj
tacki xE(a, b), tj. m-;£f'(x)-;£M.

Zaista, kako je m-;£I'(x)-;£M, iz LAGRANGEOVeforrnule

f(x)-f(a) ~ I' (c) (x-a) (a<c<x),
sleduje

m (x-a)-;£j(x)-f(a)-;£M(x-a),

odakle integracijorn dobijarno (2.2).

U radu [35] teorema 0 je dokazana geometrijskim razmatranjem. 108
jedan geometrijski dokaz ove teoreme dao je G. S. MAHAJANI([36]).

Ako se uvedu oznake

(2.3)
If(b)-f(a) Iq=

M(b-a)

(2.4)

b

Jp (x) f(x) dx

A (I; p) =
a

b

Jp (x) dx
a

nejednakost (2.1) se moze predstaviti u obliku

(2.5)
I

A (f; 1) -
~

(f(a) + f(b») 1-;£
M(~-a) (1- q2).

U ovom odeIjku dacemo jednu generalizaciju teoreme D. Nairne, dokazacemo
nejednakost (2.5) za te.zinsku aritmeticku integralnu sredinu, a dokaz cemo
sprovesti analitickim putem.

Teorema 6. Neka je x I--i>-f(x) diferencijabilna funkcija definisana na segmentu
[a, b] i takva da je If'(x)!-;£M (V'xE(a, b»). Aka pEQ{,1; (a, b»), tj.

O<c-;£p(x)-;£,1c (A;;:;1; V'xE[a, b]),

tada vazi nejednakost

I

A (I; p) - ~ (J(a) + f(b»
I

"S
M(b-a). (A +q)(1_q2)i" 2(A-12![,

2 2 2A(1+q)-(A-l)(1+q2)

gde su q i A definisani sa (2.3) i (2.4) respektivno.

Dokaz. Iz nejednakosti if' (x) i -;£M (V'xE (a, b») i LAGRANGEOVeformule
sIeduje

- M (x-a) -;£f(x) - f(a) -;£M (x- a), -M(b -x) -;£f(b) -f(x) -;£M(b- x),

(2.6)

tj.

f(a) - M (x -a) -;£f(x) -;£f(a) + M (x - a), f(b) - M (b - x) -;£f(x) -;£f(b) + M(b - x),

odakle je

max (f(a) - M (x - a), f(b) - M (b - x») -;£f(x)

-;£min (J(a) + M (x- a), f(b) +M (b- x)}.
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Kako je, za svako a, PER,

min(a, fJ)=~(a+fJ-ifJ-a) i max(a, fJ)=~-(a+fJ+!fJ-al),
2

I
2'

poslednje nejednakosti postaju

(2.7)
1 1 1

-- (M (b - a) - g (x») ~f(x) - - (I(a) + f(b» ~ - (M (b - a) -h (x»),
2 2 2

gde smo stavili

g (x) = 1M (2x - a - b) + f(b)
-

f(a) I, h (x) = IM (2 x - a - b) - f(b) + f(a) I.

Kako je p integrabilna funkcija na (a, b) i p (x»O iz (2.7) sleduje

(2.8)
b b

- ~
(M(h-a)

J
p(x)dx-J P(x)g(x)dx)

a a

b b

~ Jp (x)f(x) dx -
~

(I(a) + f(b» Jp (x) dx

a a

b b

~
~

(M(b-a) Jp(x)dx- Jp(x) h(x)dx),

a a
tj.

1 1 1
-~-(M(b -a) -A (g; p») ~A (f; p) -- (I(a) + f(b») ~-(M (b - a)- A (h; p»),

2
.

2 2

gde je A odredeno sa (2.4).
S obzirom da je

min g (x) = min h (x) = 0,
x,= [a, b] xE [a, b]

max g(x)= max h(x)=M(b-a)(l+q),
xE[a,b] xE[a.b]

b b

ft =~ Jg(x)dx=~ Jh(X) dx=M(b-a) (1 + q2)
b-a b-a 2

a a

i pE Q (A; (a, b»), na osnovu teoreme C, imamo

M(b-a)
M(b-a) (1 +q) --(1 +q2)

2
A (g; p) ~ M(b-a) - M (b - a) B (A; q),

AM (b-a) (1 + q)-(A-l) (1 + q2)
2

gde smo stavili

(2.9) B (k ) =
(1 + q) (1 + q2)

, q .
2 A(1 + q)--(A-l) (1 + q2)

Slicno nalazimo

A (h; p) ~ M (b - a) B (A; q),
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pa je konacno

I

1 ( )
I

M(b-a) (A(f;P)--i f(a)+f(b) ;?:--~2~- I-B(A;q»)

-
M(b-a) . (A + q) (l_q2) + 2 (A-I) q

2 2A(1 +q)-(A-I) (1 +q2)'
Ovirn je dokaz zavrsen.

PRIMEDBA.Ako je p (x) ==1 (= A ~ 1), nejednakost (2.6) se svodi na (2.5).

Tvrdenje teorerna 6 je u vaznosti i pod nesto oslabljenirn uslovorn za
funkciju f Nairne, vazi sledeca teorerna.

Teorema 7. Ako funkcija f, definisana na [a, b] zadovoljava Lipschitzov uslov sa
konstantorn M i ako pE Q (A; (a; b»), vazi nejednakost (2.6).

4.3. Neka dalja prosirenja Iyengarove nejednakosti

U ovorn odeljku koristicerno neke pojrnove i rezultate iz teorije konveksnih
funkcija, pa cerna ih zato ukratko izloziti. Kornpletniji rezultati rnogu se naCi
u [9], [40], [41], [42].

Definicija 2. Funkcija f se naziva konveksna u Jensenovorn srnislu, ili J-konveksna
na [a, b], ako za svake dve tacke x, yE (a, b] vazi nejednakost

f(X;Y) ;o;;!(X);!(y).(3.1)

Definicija 3. Funkcija f se naziva J-konkavna na [a, b] ako je funkcija x f-+ -/(x)
J-konveksna na [a, b].

Definicija 4. Funkcija I se naziva konveksna na segrnentu
ako nejednakost
(3.2)

(a, b] ako i sarno

I(AX+(l-A)y);C:;AI(x)+(l-A)/(y)

vazi za sve x, yE(a, b] i za sve realne brojeve AE[O, I].

Konveksna funkcija je J-konveksna, jer se (3.2) za A= ~ svodi
2

S druge strane, svaka neprekidna J-konveksna funkcija je konveksna.

Teorema E. 1° Funkcija f je konveksna na [a, b] ako i sarno ako je za svaku

tacku cE[a, b] lunkcija Xf-+!(x)-!(c) neopadajuca na [a, b].
x-c

na (3.1).

2° Diferencijabilna funkcija I je konveksna ako i sarno ako je f' neopada-
juca na [a, b].

3° Dva puta diferencijabilna lunkcija I je konveksna na [a, b] ako i sarno
ako je 1"(x)~O za svako xE(a, b).

.
Saglasno prethodnorn, u Iiteraturi su definisane konveksne funkcije reda n

([40], [9], [42], [43]), pri cernu se ta definicija za n = 1 svodi na obicnu
konveksnost.
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Definici.ia 5. Funkcijaf:[a,b]-+R nazivase konveksna reda n (nENo) na [a,b]
ako i samo ako, za svako XI' ..., xn+2E[a, b], vaii

gde je izraz [Xl' . . . , xn;.fJ definisan rekurzil'no

[X; fJ = f(x).

PRIMEDBA. Konveksna funkcija reda 0 je neopadajuca funkcija na [a, b].

U vezi sa konveksnirn funkcijama reda n vazi sledeca teorcma (videti [42]):

Teorema F. Neka je funkcija f konveksna reda n. Tada postoji J<k) na (a, b)
za k<n i on je konveksna funkcija reda n-k.

U ekspozitornorn clanku [43] na1azirno tcorernu, koja daje krit:rijum za
konveksnost reda n.

Teorema G. Ako je funkcija f definisana na [a, b] i njen iz\'od J<n+I)(X) ;:0;0
(J<n+I)(x)~O) za xE(a,b), tadajefkonveksna reda n (konkavna reda n) na
segmentu [a, b].

LJ. R. STANKOVICu radu [44] (videti takode [45]) dao je s1edeCirezultat:

Teorema H. Neka je f nenegativna funkcija na [a, b] i neka f zadovoljava us/ove:

1° f je konveksna reda n;

2° 1irn
f(x)

=0 (r=O, 1, ...,n-I).
x--+a (x-a)'

Tada je funkcija X ~
f(x)

neopadajuca na
(x-a)n

I. B. LACKOVICu [46, str. 66] prirnetio je
teoreme dovoljno da stoji sarno usiov

[a, b].

da je u pretpostavci 2° ove

Iirn
f(x)

= O.
x--+a (x-a)n-l

Sada cerno dati jedan rezultat koji je opstiji od Teorerne H. Ovaj rezultat
koristicerno u daljern radu.

Teorema 8. Neka je funkcija f konveksnaa reda n (n;:o;1) na [a, b]. Tada je za

svako cE [a, b] funkcija X ~
G (x) neopadajuca na [a, b], gde je G odredeno sa

(x-c)n

(3.3)
n-I f(k) ( )

G(x)=f(x)- L ~(X-C)k.
k~O k!

Dokaz. Neka c E [a, b]. Kako je f konveksna funkcija reda n, na osnovu
teoreme F, postoje izvodi j(k) (k<n). Funkcija G, definisana pornocu (3.3), je
tokode konveksna reda n, pri cemu je

(3.4) G(c)=G'(c)=... =G(n-l)(c)=O.

3 Publikacije Elektrotehnickog fakuIteta
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Kako je na osnovu teorerne F, G(n-l) konveksna funkcija (reda jedan),
prirnenorn HADAMARDovenejednakosti ([9), [47)) dobijarno

x

~
J

' G(n-l) (I) dl;£ ~ (G(n-l) (c) + G(n-l) (x)
x-c 2

(x*c),

odakle je, s obzirorn na (3.4),

sgn (x - c) (x - c) G(n-l) (x) - 2 G(n-2) (x) ~ O.

Sukcesivncrn integracijorn nejednakosti (3.5) n - 2 puta od c do
jarno

(3.5)

x, dobi-

(3.6) (x-c) G' (x)-nG(x)~O (x> c)

(- IY+1 (x- c) G' (x) - nG (x) ~ 0

Iz (3.6) i (3.7), pri x*c, sleduje

(x-c) G' (x)-nG (x)
= ~ ( G (x) ) ~ 0,

(X-c)n+ 1 dx (x-C)n

cirne je dokaz zavrsen.
U ciju dalje generalizacije IYENGARovenejednakosti, dokazacerno

lernu.

(3.7) (x<c).

sledecu

Lema 1. Neka je x/---?>-F (x) diferencijabilna funkcija definisana na [a, b). Nejed-
nakosli

(3.8) -M;£F'(x)~M (M>O; 'v'xE[a, b))

vaze ako i sarno ako je

(3.9) x/---?>-F(x)+M(x-a) neopadajuca funkcija na [a, b)

(3.10) x/---?>-F(x)~M(x-a) nerasluca funkcija na [a, bJ.

Dokaz. (a) Us/ov je pOlreban. Pretpostavirno da vaze nejednakosti (3.8) i
da je a;£x;£y;£b. Tada, iz nejednakosti (3.8) i LAGRANGEOVeforrnule, dobijarno

-M (y- x) ~F(y) - F(x) ~M(y- x),
odakle je

F(x) + M (x- a) ;£F(y) + M(y- a) i F(y) - M(y- a) ;£F(x) -M(x- a).

Poslednje nejednakosti predstavljaju tvrdenja (3.9) i (3.10).
(b) Us/ov je dovoUan. Neka su tacna tvrdenja (3.9) i (3.10). Tada je

F'(x)+M~O i F'(x) -M~O,
tj.

-M~F'(x)~M,
Cirne je dokaz zavrsen.

Na osnovu Ierne I sleduje
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Lema 2. Neka je XH>-F(x) diferencijabilna funkcija na [a, b]. Nejednakosti (3.8)
vaze ako i samo ako je

XH>--F(x)-M(b-x) neopadajuca funkeija na [a, b]

X H>-- F (x) + M (b - x) nera"tuca funkcija na [a, b].

Sledeca teorerna generalise teorernu 6 (videti [48]):

Teorema 9. Neka je XH>-f(x) dva puta diferencijabilna funkcija definisana na seg-
mentu [a, b] takva daje If"(x)i;:;:;M(M>O)(V'xE(a, b» if'(a)=f'(b). Ako
p E Q (J.; (a, b» vazi nejednakost

(3.11 )

M (b-a)2 (A + q)(I-q2) + 2 (A-I) q<:; .- .
- 8 2A(1+q)-(A-1)(1+q2)

,

gde je A odredeno sa (2.4) i

q =
2

I

f(b)-f(a)
- f' (a)

I

.
M(b-a) b-a

Dokaz. Neka je

(3.12) if" (x) I ;:;:;M (V'x E (a, b».

Tada je

M
x H>-f(x) + - (x -

a)Z konveksna funkcija na [a, b]
2

X H>-f(x) - ~ (x - a)2 konkavna funkcija na [a, b],
2

odakle, na osnovu teorerne E, sleduje

(3.13) X H>-
f(x)-f(a)

+
M

(x - a) neopadajuca funkcija na [a, b]
x-a 2

(3.14) XH>-fJx)-f(a)_M(x-a) nerastuca funkcija na [a, b].
x-a 2

Na osnovu (3.13) i (3.14) i Ierne I zakljucujerno da funkcija F definisana
na [a, b] pornocu

j

f(X)-f(a)

F(x) = x-a

f' (a)

(x#a),

(x= a),

zadovoljava uslove teorerne 6, pri cernu je IF' (x) I~
M

(V'x F (a, b).
2 -

3*
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Ako u nejednakostima (2.8)1), tj.

(3.15)

b b

- ~ (~(b-a)
J

P(x)dx- Jp(x)g(X)dx)
a a

b b

~ JP (x) F (x) dx -
~

(F (a) + F (b)) JP (x) dx
a a

b b

:£ -}- (~
(b - a) JP (x) dx - JP (x) h (x) dx) ,

a a
sa oznakama

g(x)=I~(2X-a-b)+F(b)-F(a)1 i h(X)=I~(2X-a-b)-F(b)+F(a)I'

b
stavimo P (x) = (x - a) p (x) i dobijene nejednakosti podelimo sa Jp (x) dx (> 0),

a
dobijamo

(3.16) - -}-(f
(b - a) A (x - a; p) - A (ga; P))

~ A (f; p) - I(a) - ~ (I' (a) +f(b~=~(a»)A(x- a; p)

~~ (¥(b-a) A (x-a; p)-A (ha;P)),

gde smo stavili
ga(x)=(x-a)g(x) i ha(x)=(x-a)h(x).

Slicno, iz (3.12) sleduje

x ~£0)-f(x)
-

~ (b-- x) neopadajuca funkcija na [a, bJ
b-x 2

x f--,J(b)-f(x)
+

M (b - x) nerastuca funkcija na [a, b].
b-x 2

Na osnovu Ierne 2, zakljucujemo da uslove teoreme 6 zadovoljava i
funkcija G definisana pomocu

pri cemu je

1

-
f(b)-f(x)

G (x) = b-x

- I' (b)

IG'(x)I~M.
2

(x =1=b),

(x=b),

1) Nejednakosti (2.8), tj. (3.15) vaze za svaku integrabilnu nenegativnu funkciju x H>-P (x).
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Kako je
ff (a) = I' (b), imamo

F(b)-F(a)
-

G (b)-G (a)
-

2 (
f(b)-f(a)

I' (a)).
M M M(b-a) b-a

2 (b-a)
2:

(b-a)

Ako u (3.15) F (x) i P (x) zamenimo sa G (x) i (b - x) p (x) respektivno,
dobijamo

(3.17) - ~
(~(b-a)A(b-x;p)+A(gb; p))

~ A (J; p) - f(b) +~ (I' (a) + f(b)-fial
)A (b - x; p)

2 b-a

;£
~ (~

(b-a) A (b-x; p)+A (hb; P)).

Kako je A linearna funkcionela po prvom argumentu, tj. kako za proiz-
voljne realne konstante C) i Cz vazi

i kako je
A(C; p)= C (C=const),

sabiranjem nejednakosti (3.16) i (3.17), sleduje

-
~

(~(b-a)Z-(b-a)A(g; p))

;£ A (J; p) - ~ (f(a) + f(b)) + ~ (I' (a) +f(b)-f(a» )A (a + b - 2 x; p)2 4 b-a

Najzad, primenom teoreme C, dobijamo (3.11).

Iz teoreme 9 sleduje rezultat:

Teorema 10. Ako funkcije x ~ f(x) i x ~ P (x) ispunjavaju us/ove kao u teo-
remi 9 i ako je

(3.18)

tada je

(3.19) [A(J;P)+
~

(f(a)+f(b))I~M(b8-a)2.

gde je

(A+ q) tl_q2) + 2 (A-I) q

2A(I+q)-(A-l)(I+q2)
,

(3.20) q=
2

I

f(b)-f(a) ff (a)
I

.
M(b-a) b-a
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Dokaz. Iz (3.18) sleduje

a

Tada sc (3.11) svodi na (3.19).
Sledeca posledica generalise teoremu D.

Posledica 1. Neka je X H- f(x) dva puta dVerencijabilna funkcija definisana na
segmentu [a, bJ takva da je If" (x) I~ M ('Ix E (a, b) if' (a) = f' (b). Tada je

(3.21)
I

A (f; I) -
~ (f (a) + f (b)

I ~
M (h - a)~ (I -

q2),
2

.
J 16

gde je q definisano sa (3.20).

PRIMEDBA.Nejednakost (3.21) moze se predstaviti u obliku

b;
1

f
1 ( )I

M(b-a)2 1
(
f(b)-f(a) )

2

I

... f(x)dx- f(a)+f(h);;;; ---rea)

b-a 2 . 164M b-a
a

Na osnovu prethodnog, prirodno se namece problem generalizacije teoreme
6, pri uslovu

(3.22) :ftn+I) (x) I~ M (n> I; xE (a, b».

Pretpostavimo da je uslov (3.22) ispunjen. Tada je na [a, bJ

M
XH-f(x)+-(x-a)n+I konveksna funkcija red a n

(n + 1)!

XH-f(x)--!!-(x-a)n+I konkavna funkcija reda n.. (n + I)!

Na osnovu teoreme 8 i Ierne I zakljucujemo da funkcija F definisana na
[a, bJ pomocu

n-I ftk) (a)

I

f(x)- L ,- (x-a)k
k~O k.

(x-a)n
F (x) =

I

ftn) (a~

n!

(xFa),

(x = a),

M
zadovoljava uslove teoreme 6, pri cemu jel F' (x) I~ - ('Ix E (a, b).(n+ 1)!
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Isto tako i funkcija

X f-+ G (X) =

n-I f(k) (b)
f(x)- L ~ (x-b)k

k!
(

-
1)n-l

k~O

(b-x)n

f(n) (b)

(x =1=b),

n!
(x = b),

zadovoljava uslove teoreme 6.
Sada se, slicno teoremama 9 i 10, mogu formulisati i dokazati sledeCi

rezuItati:

Teorema 11. Neka je x f-+f(x) n + 1 (n> 1) puta diferencijabilna funkcija defi-
nisana na [a, b] takva daje lJ<n+l)(x)i;;;:M (M>O) (VxE(a, b)) i

J<k)(b) = (_I)k-l J<k)(a) (k= I, ..., n).

Ako pE Q (A; (a, b))

I

A (f; p) -
~

(f(a) + f(b))

vazi nejednakost

1 (
n-I f(k) (a)k f(n) (a)

) ((
b-X )

n

(x-a )
n

) I
+- f(b)- L - (b-a) +-(b-a)n) A --- - - ; P

4 k~O k! n! b-a b-a I

;;;:
M(b-a)n+l (A ((

x-aln + (b-x )n;
P)-

4 (n + I)! b-al b-a

(1+q)rn(q)

)A(1+q)-(A-I)rn(q)
,

gde je A odredeno sa (2.4) i

q=
(n+1)!

!

f(b)-f(rj]-
i

f(k)(a)(b-a)k-I

I

'M(b-a)n b-a k~1 k!
(3.21)

(3.22)

Teorema 12. Ako funkcije x f-+ f(x) i x f-+ P (x) ispunjavaju uslove
remi 11 i ako je

(a + b ) (a + b )P 2-x =p 2+x

kao u teo-

vazi Ilejednakost

I

AU; p)-l.(f(a)+f(b))
I

;;;:
M(b-a)n+l

(2A ('(x-a )n;
P)' -

(1+q)r,,(q)

)
,. 2 4(n+l)! b-a A(l+q)-(A-I)rn(q)

gde su A, q, rn odredeni sa (2.4), (3.21), (3.22) respektivno.
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Posledica 2. Neka lunkcija 1 zadovoljava uslove kao u teorerni 11. Tada je

b

1

1- [1(X)dX-}-(l(a)+I(b))
I

;:;:
M(b-a)n+l

(
_2_-rn(Q) ),

b-a . 2 4 (n + l)! n + 1
a

gde je rn odredeno sa (3.22).

PRIMEDBA. U casopiiYu Amer. Math. Monthly ([49]) postavljen je problem, koji je u vezi sa
prethcdnim rewltatima:

Neka na [a,h]f ima neprekidan iZ'fOdreda 2n i neka je If(2n)(x) I;;;;Mi f(r) (a) ~ f(r)(h)
~ 0

za r ~ 0, 1, ..., n-l. Dokazati da vazi nejednakost

b

[

J
'f(X)dX

I

~
(n!)'M

(b-a)2n+l.
I (2 n)! (2 n + I)!
a

U istom casopisu obja'lljeno je resenje o'log problema koje je dao A. TORCHINSKY([50]).

4.4. 0 nekim generalizacijama nejednakosti V. A. Zmorovica

U radu [51) V.A ZMOROVICdokaz?o je sledecu teorernu:

Teorema I. Ako je lunkcija I: [a - h, a + h) --+R dva puta neprekidno-diferenci-
jabilna, tada je

a+h

I (I" (X))2 dx~ 2:3
(f(a +h) - 21(a) + l(a--h))2,

a-h

sa jednakoscu ako i sarno ako je 1 dato sa

1 (x) =
{

C 1
{(h

- a + x)3 + 6 h2 (a - x)} + C2 x + C3

C, (h + a - X)3 + C2x + C3

(x E (a -h, aJ)
(xE(a, a+hJ),

gde su Cj, C2, C3 proizvoljne realne konstante.

Navcdeni rczultat V. A. ZMOROVlca predstavIja poboljsanje nejednakosti
a+h

I (f" (x)) dx ~
2b

(I(a + h) - 21(a) +I(a - h))2,

a-h

koju je geornetrijskirn razrnatranjern dobio M. A. LAVRENT'EV(videti (51]), pret-
postavljajuci pritorn strozije usJove. Nairne, LAVRENT'EVje dokazao poslednju
nejednakost pod uslovorn da je 1 cetiri put a neprekidno-diferencijabilna funkcija
na [a-h, a+h).

Slican rezultat nalazirno u (52) (t2orerna 264):

Teorema J. Ako je
I( - J) = - 1,

tada je
/(1)=1, f'(-I)=f'(1)=O

i kEN,
+1

I (I" (X))2k dx ~ 2 (4k-1 )2k-\

2k-1
-t
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sa jednakoscu sarno za

f(x)=
4k-1

x- 2k2x(4k-I)/(Zk-l).
2k 2k

Dacemo sada neke generalizacije teoreme I.
Najprc uvedimo oznaku

1j
= [f(a+ 11) ~ 2f(a) + f(a

- 11)]
h2

i primetimo da je

(4.1)
h

f (11 -
t) (I" (a - t) +1" (a + t» dt = I1zj.

o

Teorema 13. Neka je funkcija f: [a - h, a + h] --7-R dva puta neprekidna-diferenci-
jahilna i g: [a- h, a + h]--7-R + neprekidna.

Tada vazi nejednakast

(4.2)
a+h

J g(x) If" (x) Irdx~_~2r-1 j ir
15(r)'-1

a-h

(r> 1),

gde je

(4.3)
h r I I

b (r) = f (h - t),-I (g (a - t )I-r + g (a + t)l-r) dt.
o

lednakast u (4.2) nastupa aka i sarno aka je funkcija f data sa

x I

J
'

I

h-a+t

I

r-I
Al (x-t) dt+Azx+A]g (I)

a

(x E [a-h, a])

(4.4) f(x) =
x I

Al J(x- t)
I

h+a-t-
]

Ir'=-I
dt + AzX+ A]

g (t)
a

(x E [a, a+I1]),

gde su Ai' Az, A] praizvaljne realne kanstante.

1 1 l-r

Dokaz. Stavimo y(t)=(g(a-t)l-r+g(a+t)l-rf' Tada (4.3) postaje

(4.5)
h r

b (r) = J
.' (h-t )r=Idt.

y (t)
o

Kako je

a+h h

f g(x) If" (x) Irdx= f(g(a-t) If" (a-t) Ir+g(a+t) If" (a+t) jr)dt,

a-h 0
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stavljanjem PI = g (a
-

t), P2 = g (a + t), ZI = f" (a - t), Z2 = f" (a + t), na osnovu
nejednakosti (videti [53], [54])

I

(
n

I'
,-I

IZl+'" +znl';;:;
i~/i

-') (PI!ZII'+", +Pnlznl')

(Zi E C, Pi>O (i= I, ..., n), r> I),

(4.6)

imamo
a+h h

J g(x) If"(x) l'dx~J Ir(a~~t)+r(a+~i"-l dt

a-h 0 (g(a-t)I-' +g (a +t)I-r)

h

= J(y (1) If" (a
- t) + f" (a + t) I)' dt,

o
iii, s obzirom na (4.5),

(4.7)
a+h

J g (x) If" (x) I'dx

a-h

II II ,

~--}-- (J (y(t) if"(a-t)+f"(a+t) I)'dt)(J(
~-t )'-ldt )'-l.<5(rY-l yet)

o 0

Primenom HOLDERove nejednakosti na desnu stranu u (4.7), dobijamo

a4 II II

J g (x) If" (x) I'dx ~--~ (J(h - t) If" (a - t) + f" (a+ t) Idt)'.
<5 (r)'-l

a-II 0
h

~ --~-

I
J(h -

t) (I" (a - t) + f" (a + t)) dt
I

'
<5(r)' -

1 '
o

odakle, s obzirom na (4.1), sleduje (4.2).
Kako u (4.6) nastupa jednakost ako i samo ako je

PI IZI 1'-/ = . . . = Pn IZn 1'-/

a u HOLDEROVOj nejednakosti

(k, j = I, .. . , n),

p p p

JIT (x) VJ(x)
1

dx;;:;
(J IT (x) Ipdx tP (J IVJ (x) Iqdxtq

a a a

ako i samo ako je
1 T (x) ip= C IVJ(x) jq, gde je C realna konstanta (videti [9,

str. 54]), zakljucujemo da jednakost u (4.2) nastupa ako i samo ako je
1 1

g (a
-

t)r=I f" (a- t) =g (a+ I)'-If" (a+ t),
(4:8) ,

(y (t) (I" (a - t) + f" (a + t)))' = C(h-t )'-I

Y (t)
(CER).
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Iz (4.8), ako stavimo C= A/, sleduje
I 1

f"(a-t)=AJ (~-t ...)r-t, f"(a+t)=Al
h-t. )r-I

g~-0 'g~+0

odakle, integracijom, dobijamo (4.4).

Posledica 3. Ako je funkcija f:[a-h, a+h]-+R dva puta neprekidno-diferenci-
jabilna, vali nejednakost

(O~t~h),

(4.9)
a+h

J If" (x) I'dx ~ (2r=-~ )r-1

h ILlj'
2r-2

a-h

(r> I).

Jednakost u (4.9) nastupa ako i samo ako je funkcija f data sa

{

CJ (h - a + x/:~/ +
4r-~2 hr~1 (a - x»)+ Cz x + C3

f(x) = r.-l
2,-1

Cj (h + a - x)
,-1

+ Cz x + C3

gde su C, (i = 1, 2, 3) proizvoljne realne konstante.
Stavljanjem g (x) == I, iz teor<>me 13 sleduje tvrdenje posledice 3.

PRIMEDBA. Za r ~ 2, posledica 3 se s'lodi na teoremu I.

(xE [a - h, aD

(xE[a, a+h])

Posmatrajuci levu stranu nejednakosti (4.2) u obliku
a+h

J g (x) r/J(I" (x») dx,

a-h

gde je t ~ r/J (t) = It I' (r> I), zakljucujemo da je r/J konveksna funkcija. To nam
je dalo ideju da generalisemo teoremu 13, za neku opstiju funkciju r/J.

Prethodno dajemo sledccu definiciju.

Definicija 6. Neprekidna funkcija r/J: R -+ R + pripada klasi M ako postoje kon-

veksna funkcija F: R -+ R + i realni brojevi Aim tako da za svako x ER vale
nejednakosti

F(X)~r/J(X)I/m~AF(x) (A~ 1; m> I).

Napomenimo da ovde pod konveksnom funkcijom podrazumevamo nepre-
kidnu JENSENkonveksnu funkciju, kao sto je definisano u odeljku 4.3.

Jedna generalizacija teoreme 13 je sledeca teorema (videti [39] i [551).

Teorema 14. Nekafunkcije r/J:R-+R+, f:[a-h, a+h]-+R, g:[a-h, a+h]--+R+
ispunjavaju uslove:

1° r/JEM;
2° f dva puta neprekidno-diferencijabilna;

3° g neprekidna.
Tada je

a+h

Jg(X)r/J(f"(x»)dx~
h2m

r/J(LI),
AmO (m)m-l

a-h

gde je (j odredeno sa (4.3).
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PRIMEDBA. Ako je f/J (x)l/m ~ F (x) (m> 1), gde je F konveksna funkcija, tada vazi nejednakost

(4.1 0)

a+h

J
h2m

g(x)f/J(r(x»dx~ f/J(d).
b(m)m-l

a-h

Poslednja nejednakost za f/J (x) ~ Ix I' (r> I) i m ~ r svodi se na (4.2).

Posledica 4. Neka funkcije <P:R--+R+ i f:[a-h, a+h]--+R

1° <P(x)Ilm = F (x) (m> 1; F konveksna funkcija);
2° f dva pula neprekidno-diferencijabilna.

Tada je

ispunjavaju uS/OI'e:

(4. 11)
a+h

J <P(f"(x»dx~ (2m-l )m-l
h<P(L1).

2m-2
a-h

Nejednakosl (4.11) je oSlrija uko/iko je m veCe.

Ako u (4.10) stavimo g(x)= 1 (V'xE[a-h, a+h]), dobijamo (4.1]). S

druge strane, kako je m 1--0>Cm = ('2 m-I )
m-l

(m> 1) rastuca funkcija, nejednakost
2m--2

(4.11) je ostrija uko]iko je m vece. Najveca mogucna vrednost za Cm je

C", = Jim Cm= ve i ona egzistira, na primer, kod funkcije X1--0><P(x)= ekx (kER).
nl---++OO

S]icno dokazu teoreme ] 4, moze se dokazati sledeca teorema.

Teorema 15. Nekafunkcije <P:R--+R+,
njavaju us/ove:

]0 <PEM;

2° f neprekidno-diferencijabilna;

3° g neprekidna.

Tada je

f:[a, a+h]--+R, g[a, a+h]--+R+ ispu-

(4.12)

a

gde su
a+h 1

f3m=(~ J
g(X)-I-m dxr-m

a
i L11=~(f(a+h+f(a».

h

PRiMEDBA. Za g (x)~ I, (4.12) se svodi na

a+h

J f/J (f'(x» dx~
A:

f/J (.11),

"
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4.5. Neke primene u numerickoj integraciji

Na osnovu rezultata iz odeljka 4.1, sada cemo naCi ocenu za ostatke
Rm (f; p) u nekim formulama za numericku integraciju oblika

(5.1 )
b m

Jp (x) I(x) dx = 2: Ad(Xk) + Rm (f; p),
a k~t

Ak ( = Ak (p» tezinski koeficijenti,gde su

a funkcije x f-+p (x) i x f-+I(x) ispunjavaju uslove:

1° pEQ(A; (a, b»;
2° I diferencijabilna sa ogranicenim prvim izvodom na (a, b).

Takode cemo razmatrati neke formule za numericko izracunavanje vise-
strukih integrala koje predstavljaju analogon od (5.1).

G. W. MACKEY u radu [56] (videti takode [9, str. 297]) dokazao je
sledeci rezultat.

Teorema K. Neka je I dilerencijabilna realna lunkcija delinisana na segmentu
[0, I] i takva da je

if' (x): ~ M za O<x< 1.
Tada je

(5.2)
t

I JI(x) dx - ~ i I(~)
I

~
M .

o
m k~t ,m m

Koriscenjem teoreme A, teorema K se moze uopstiti na sledeCi nacin
([34], [39]).

Teorema 16. Neka je I: R -+R dilerencijabilna lunkcija delinisana na [0, I] i
takva da je

If' (x) i~M za O<x< 1.
Tada je

(5.3)
t

I JI (x) dx -
k~t

Ad(Xk) I;;;;JJt ((Xk- ak-t)2 + (ak - Xk)2).

o
gde je

O=ao<at<.. .<am=l; Ak=ak-ak-p ak-l~xk;;;;ak (k=I,...,m).

Neke posledice teoreme 16 su:

Posledica 5. Aka je xk=ak ili xk=ak-l (k= I,..., m) vazi

t

I J
I(x) dx

-

kt
Ad(Xk)

I
~

~ Jt
Ak2.

o
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Posledica 6. Aka je Xk =~. (ak-l + ak) (k = 1, . . . , m), vazi nejednakast
2

1

I Jf(x) dx
-

k~1

Ad(Xk)

I
~;

k~1
Ak2.

o

Posledica 7. Aka je ak = ~ (k = 0, 1,..., m), tada je
m

(5.4)

k .1'
k-l

Iz (5.4), za xk=ak=- II xk=ak-l=- (k=I, ...,m), dobijamo
m m

Ova nejednakost je strozija od nejednakosti (5.2).
1 2k-l

Za xk=-(ak-l+ak)=-- (k=I,...,m), (5.4) se svodi na
2 2m

(5.5)

I

IJ
1 m

1

Mf(x) dx
- - L f(Xk) ~ --.

mk~1 4m
o

Nejednakost (5.5) nalazimo u [57, str. 151].

Na osnovu teoreme 1 moze se dokazati sIedeCi rezultat.

Teorema 17. Neka je f: R -+ R diferenc~iabilna funkcija definisana na [0, 1]
i takva da je

If'(x) I~M (VxE(O, 1).

Aka pEQ (A; (0, 1) i mEN, tada je

(5.6)
IJ

I
m

(2k-l

)1

AM J
I

p (x)f(x) dx- L Akf-- ~ P (x) dx,
bl 2m 2(A+l)m

o 0
gde je

k
m

Ak= J p (x) dx

k-I

(k = 1, . . . , m).

- m

Dokaz. Neka je
k
m

(2k-l ) 1

rE (f; p; k) = f --- -- f(x) dx.
2 m Ak L

k-I
- m
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Kako je, na osnovu teoreme 1,

IE (f; p; k) II~
I 1

--+(A-I)-
2m 4m

1
AM. -.--

2m 4m AM
=--,

2 m (A + 1)

imamo
I

I
J

m

(2k~I )
I

] m

I

AM m
p(x)f(x)dx-

2: Akf--- =
[" 2:

AkE(f;p; k) ~--- 2: Ak
k~J 2m k~1 2m(A+I)k~J

o
I

AM J=
___n p (x) dx,
2m(A+I)

o
Cime je dokaz zavrsen.

PRIMEDBA. Za p (x)=, 1 (~ A ~ 1) (5.6) se svodi na (5.5).

Navescemo jedan primer.

PRIMER. Neka je x t-+p (x) ~ e -x (xc [0, 1]). Tada je

k
I

A~e, Jp(x)dx~I-e-1,

o

m

Ak = J P (x) dx = (e1jm-I) e-kjm

k-I

(k~I,...,m),

m
pa se (5.6) svodi na

I

IJ
m

(2k-I

)j
M e-I

e-Xf(x)dx-(e'jm-I) 2: e-kjmf -- ~-.-.
k~1 2m 2m e+I

o

Teorema 16 moze
promenljivih.

Prethodno uvodimo

se generalisati za slucaj kada je f funkcija vise

sledece oznake:

(i = 1, . . . , n); O=a. <a.t <' .. /a. = 110 I Imj (i=l,...,n);

(kj= 1, ..., mj; i= 1, ..., n);

D={X[O<xi<l; i=l,...,n};

D (k) = {Xk Iai,ki-l <X'kj <ajki

dX=dx1. . .dxn;

(ki= 1, ..., mj; i= 1, ..., n)};

n J...J f(X)dX.

TI Aiki
D(k)

i~1
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Teorema 18. Neka je f: Rn ~ R diferencijabilna funkcija definisana na D i

k . D
I

~1'
1

< M . (M .> O. .
- 1 n)ne a je u = I I

, 1
- ,..., .

()Xj

Tada je

IJ'''Jf(X)dX-k~I'' 'k~/'lkl" 'AnkJ(Xk)!

D

(5.7)

gde je
H (t; kJ = (t - aj k,- ,F + (ajk. - 1)2.,

I I

Neke posledice teoreme 18 su:

Posledica 8. Ako je Xik.= aik. ili Xlk.= ai,k'-l' iz (5.7) sleduje
I I 1 I

Ak "
1 1 v.o je, OSlm toga, Ajk. = -, vaZl

I mi

Posledica 9. Ako je Xjk. =
1

(aj
k'- l + ajk.)' vazi

I 2 'I
I

Ak "
1 1.

o je, OSlm toga, Aik. = -, lmamoI mi



f{Xj' xn)=
aX, a x, a XI

(2) 0 I n

'"
,

aoxn a Xn a Xn
1 n

5. NEKI OTVORENI PROBLEMI I MOGUCNOSTI DALJIH GENERALIZACIJA

5.1. Neki otvoreni problemi

1. Pod pretpostavkom da su Gj(i = 0, 1, ..., n) medusobno razliciti bro-
n

jevi i x = L Xk' u odeljku 2.2. za MALET-HAMMONDOVU[unkcionalnu jednacinu
k-I

(1)

n

+ Lf{XI' ..., Xk-l' xk+l, Xk+l' ..., Xn),
k~l

odredeno je resenje oblika
Go (x) G, (x) ... Gn (x)

Pitanje opsteg resenja jednaCine (I) ostaje otroreno.
U vezi sa prethodnim, otvara se i problem resavanja opstije jednasine

Af{xl' ..., xn)=Bf{xI-I, ..., xn-l)

n
+ Lf{x[, ..., Xk-l' xk+l, Xk+l' ..., xn),

k~1

gde su A i B dati realni brojevi.

2. U odeljku 2.3. odredeno je
jednakosti

Af{x" ..., xn)~Bf{xl-l, ..., xn-l)

opste netrivijalno resenje [unkionalne ne-

n

+ Lf{x" ..., Xk-j, xk+l, Xk+j, ..., xn)'
k~l

u skupu neprekidnih rdenja CAUCHYeVc jednacine

(3)

Ostaje otvoreno pitanje da Ii se uslov (3) moze oslabiti.

4 Publikacije Elektrotehnickog fakulteta
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5.2. Mogucnost daljih generalizacija

1. U odeljku 2.2. odrcdeno je resenje oblika (2) i za neke opstije jedna-
Cine od (I). Interesantno bi bilo odrediti njihova resenja oblika (2), gde funk-
cije G; (i = 0, I, ..., n) ne bi bile funkcije zbira argumenata, vec neke opstije
funkcije.

2. Kao posledice dokazanih teorema, u trecem poglavlju dobijen je veci
broj partikularnih rezultata, specifikacijom pro~tora i operatora.

Novim izborom prostora i operatora, moguce je dobiti niz drugih rezul-
tata. U ovom radu se nije na tome insistiralo, ali bi, svakako, bilo interesantno
da se, ukoliko je moguce, dobijanjem poznatih rezultata pokusa da otkrije nji-
hovo zajednicko porekio.

Time bi, naravno, teoreme, dokazane u ovom poglavlju, dobile u svojoj
generalnosti.

3. U vezi sa generalizacijama nejednakosti V. A. ZMoRovlca, od interesa
bi bilo dobiti neke nejednakosti u kojima se pojavljuju visi izvodi.
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SUMMARY

1.1. This paper consists of the following chapters:

1. Introduction;
2. On a MALET-HAMMOND'Sfunctional equation and a corresponding

functional inequality;
3. On generalization of E. LANDAU'Stheorem;
4. Some integral inequalitiC's;
5. Some open problems and possibilities of further generalizations;
6. Bibliography.

Some of the chapters are devided into sections.

1.2. In Chapter 2 a general continuous solution was determined of a
functional equation

Fo(x) FI (x) ... Fn (x)

under the following assumptions:

I ° Unknown functions Fi: R -+R;

2° O<ao<aj <. . . <an;
n

3° x= LXi'
i~1

Using this result, for MALET-HAMMOND'S functional equation ([3])

n

+ L f(x!, .,. , Xk-!' Xk+ I, Xk+!' ... , Xn),
k=1

the solution of the foIIowing form was determined

Go (x) GI (x) ... Gn(x)

a Xl, a Xl
n

a Xn
I a Xn

n

Some more general equations were considered.
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A set of two functional equations were also observed of which one IS a
MALET-HAMMOND'S equation and the other a CAUCHY'S equation

f(X + Y) =f(X)f(Y)

Some of thes~ results are published in references [1] and [4].

In connection with functional equations there imposes a problem of conside-
ring the corresponding functional inequalities. Thus, for example, R. COOPER
([58]) has considered the functional inequality

g(x+ y) ~g (x) + g(y),

which is in connection with CAUCHY'Sequality g(x + y) = g(x) + g(y). J. E. WETZEL
in [59] studies the inequality f(x + y) ~f(x) fCy).

There is an increasing number of papers dealing with this problem in
recent time ([60], [61], [62], [63], [64]). Some of these results also find their
application in the theory of information.

Section 2.3. deals with a functional inequality

(1)

n

+ L f(xl,... , Xk-p Xk+ 1, Xk+l' '"
, Xn),

k~1

where f:Rn~R and A, B>O.

Under condition that f satisfies the CAUCHY'Sequation

f(X + Y) = f(X)f(Y)

a general solution of inequality (1) was determined.

1.3. The well-known E. LANDAU'STheorem ([8]) has been generalized by
many authors in different senses. This Chapter gives a generalization of this
Theorem and it relates to the operators in BANACHspace.

Based on Prof. P. R. BEESACK'S(Canada) suggestion this result has been
further generalized (Theorem 3).

Similarly, V. G. AVAKUMOVIC'Sand S. ALJANCIC'S([26]), result has been
generalized by means of Theorem 2.

These results being rather general, a great number of particular results
has been obtained by specification of the space and operators.

The last Section of this Chapter also gives some applications of the
forementioned results to the operators in functional spaces.

1.4. The fourth Chapter has been dedicated to integral inequalities.
In the first Section, an A. OSTRowSKI'S result ([28]), which is in con-

nection with the results from the third Chapter was generalized for a weight
arithmetic integral mean, and then the obtained results were transferred to a
function with several variables. There were also given analogic results for a
weight geometric integral mean.
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The s~cond Section discusses a K. S. K. IYENGAR'S([35]) inequality

(2)
b

IJ 1 .
I

' M(b-a)2 1

I

f(x) dx- (b-a) (I(a) + j(b) £ (I(b)-f(a)2,
2 4 4M

u

which ho!ds under condition that f is a diftlrentiable function on [a, b] and
jf' (x) i£ M.

Then, first, the inequality (2) was generalized for the weight arithmetical
integral mean wherein the conditions for f were w;:akened.

Supposing that Ipn+l)(x)I£M (n:;;:I), IYENGAR'Sinequality was further
generalized.

Section 4.4. gives some gene'ralizations of V. A. ZMOROVIC'Sinequality ([51])
a+h

J (I"(x) 2dx:;;:~ (I(a + h)-2f(a) + f(a-h)2,
2h3

a-h

which holds under condition that f is twice differentiable function on [a-h, a + h].
Namely, under certain conditions for g and <1>,there were proved the

inequalities of the form

a+h

J g(x)~f"(x)lrdx:;;:Cr(g; h)jLJir

a-h

(r>l),

a+h

J g(x)<1>(I"(x)dx:;;:Dm(g; h) <1>(.d)

a-h

(m>l),

where
1

LJ=- (f(a+h)-2f(a)+f(a-h).
h2

At the end of this Chapt('f some applications of the obtained results
were given and thes~ are related to the estimation of the error in some
formulae for numerical calculation of integrals.

1.5. The fifth Chapter states some problems which have been left open.
Possible generalizations of the obtained results have been pointed out.

1.6. The sixth Chapter gives a list of the literature cited in the text or
the one used as a general literature.

1.7. This paper rcpres~nts an abridged version of the Ph. D. Thesis,
defended at the Faculty of Electronic Engineering, Nis. The results separately
published arc cited without proofs.
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