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599. O NEKIM FUNKCIONALNIM NEJEDNAKOSTIMA*

Gradimir V. Milovanovi¢
1. UVOD

1.1. Ovaj rad sastoji se iz slede¢ih poglavlja:

1. Uvod;

2. O MALET-HAMMONDoOVoj funkcionalnoj jednadini i odgovarajuéoj funkcio-
nalnoj nejednakosti;

3. O generalizacijama teoreme E. LANDAUS;

4. Neke integralne nejednakosti;

5. Neki otvreni problemi i moguénosti daljih generalizacija;

6. Bibliografija.

Neka od ovih poglavija podeljena su na odeljke.

1.2. U poglavlju 2. odredeno je opSte neprekidno redenje funkcionale
jednacine
F,(x) Fi(x) -+ Fi(x)

X1

24 :0
>

a

Xn

Xn
a,

a™ '

a, n

pod slede¢im pretpostavkama:
1° Nepoznate funkcije F,:R —R;
2° O<g,<a <+ - <a,;

Korid¢enjem ovog rezultata, za MALET-HAMMONDovu funkcionalnu jedna-

ginu ([3])

n

En:ak\f(x,,...,x”): rIak S, =1, ..., x,—1)
)

k=0 k=0
h
+ Z f('xl? M xk_ls xk+1, xk+1’ caey xn),
k=1

* Received May 26, 1977.
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odredeno je refenje oblika
Gy(x) G(x) -+ G,(x)|

X1
a, a,

f(xl""’xn): . "

Posmatrane su i neke opStije jednadine.

Takode je posmatran skup od dve funkcionalne jednadine, od kojih je
jedna MALET-HaMMoNDova, a druga CAucHYeva jednadina f(X+ Y)=f(X) f(Y)
(X, YERY).

Neki od ovih rezultata objavljeni su u Clancima [1] i [4].

U vezi sa funkcionalnim jednafinama namece se i problem razmatranja
odgovaraju¢ih funkcionalnih nejednakosti. Tako, na primer, R. Cooper ([58])
razmatrao je funkcionalnu nejednakost

gx+y)=g(x)+g(),

koja je u vezi sa CaucHyevom jednacinom g(x+y)=g(x)+g(»). J. E. WETZEL
u [59] proudava nejednakost f(x+y)=f(x)f(y).

U novije vreme sve je vei broj radova koji tretiraju ovu problematiku
([60], [61], [62], [63], [64]). Neki od ovih rezultata nalaze primenu i u teo-
riji informacija.

U odeljku 2.3. razmatrana je funkcionalna nejednakost

(1.1) Af(Xys ..., X)ZBf(x,— 1, ..., x,— 1)
+ Z f(x17 -"’xk_19 xk+1, xk+1’ ...,Xn),
k=1

gde je f:R*">R i 4, B>0.
Pod uslovom da f zadovoljava CAaucHYevu jednadinu

JX+Y)=f(X)f(Y) (X, YER).

odredeno je opSte resenje nejednakosti (1.1).

1.3. Poznata teorcma E. LANDAUa ([8]) generalisana je od strane vise
autora u raznim pravcima. U ovom poglavlju data je jedna generalizacija ove
teoreme i ona se odnosi na operatore u BANACHovom prostoru.

Na osnovu sugestije profesora P. R. BEeEsacka (Canada) ovaj rezultat
je dalje generalisan (teorema 3).

Sligno je teoremom 2 generalisan i jedan rezultat V. G. AvaKumovica
i'S. ALiaNCICa ([26]).

Kako su ovi rezultati dosta opsti, to je specifikacijom prostora i opera-
tora dobijen veéi broj partikularnih rezultata.
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U postednjem. odeljku ovog poglavlja date su i neke primens navedenog
rezultata na operatore u funkcionalnim prostorima.

1.4. Cetvrto poglavlje pesveéeno je ihtegralnim nejsdnakostima.

U prvom odeljku, jedan rezultat A, OSTROWSKOG ([28]), koji je u vezi
sa rezultatima iz treceg poglavlja, generalisan je za teZinsku aritmeti¢ku integralnu
sredinu, a zatim su dobijeni rezultati preneti na funkcije viSe promenljivih.
Takode su dati analogni za teZinsku geometrijsku integralnu sredinu.

U drugom odeljku razmatrana je nejednakost K. S. K. IYENGARa ([35])

M (b—a)? _

R (ORNIC) S

b
12 | [1@dr = ¢-a(f@+/®)]s
koja vaZi pod uslovom da je f diferencijabilna funkcija na [, b] i |f'(x)|<M.

Pri tome je, najpre, nejednakost (1.2), generalisana za teZinsku aritmeti¢ku
integralnu sredinu pri ¢emu su uslovi za f oslabljeni.

Pretpostavljajuéi da je |f™*D(x)!<M(n=1), ncjednakost IYENGARa je
dalje generalisana.

U odeljku 4.4. date su neke generalizacije nejednakosti V. A. ZMoRovICa

([51D)

a+h

[ @y dx= s (fat =2/ @+ fa - by,

a—h

koja vazi pod uslovom da je f dva puta neprekidno diferencijabilna funkcija
na [a—h, a+h]

Naime, pod izvesnim uslovima za g i D, dokazane su nejednakosti oblika

ath

[ e® /" xIrdx=C(g; {4l (r>1),
a—h
ath
[ e ®(f"(0)dx=D, (g H @A) (m>1),

a—-h
gde je
/I:/%(f(a+l1)—2f(a)+f(aﬁh)).

Na kraju ovog poglavlja date su neke primene dobijenih rezultata u
numeri€koj integraciji i one se odnose na ocenu greSke u nekim formulama za
numeri¢ko izraCunavanje integrala.

1.5. U petom poglaviju izloZeni su problemi koji su ostali otvoreni. Uka-
zano je i na moguéne generalizacije dobijenih rezultata.

1.6. U poglavlju Bibliografija, popisana je literatura koja je u tekstu
citirana ili je kori$¢ena kao opsta literatura.
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1.7. Ovaj rad predstavlj‘a skracenu verziju doktorske disertacije odbranjene
na FElektronskom fakultetu u NiSu. Rezultati koji su poszbno publikovani, na-

vedeni su bez dokaza. :
%

* *

I ovom prilikom Zelim da se zahvalim profesoru dr D. S. MitriNOVICU,
koji je rukovodio izradom ove teze i pruzio mi dragocenu pomoé, kako disku-
sijom o pojedinim problemima tako i omogucavanjem koriséenja svoje obimne
dokumentacije.

Isto tako zahvaljujem profesorima dr R. Z. PorpEVICU i dr P. M. Vasicu,
kao i profesoru dr B. CrsTiclu (Rumunija), koji su sa poscbnom paZnjom
gitali ovu tezu u rukopisu i dali mi niz korisnih saveta i sugestija i time do-
prineli konaénoj verziji ove teze.



2. O MAI ET-HAMMONDOVOJ FUNKCIONALNOJ JEDNACINI I
ODGOVARAJUCOJ FUNKCIONALNOJ NEJEDNAKOSTI

2.1. O jednoj funkcionalnoj jednacini u obliku determinante

U ovom odeljku odredi¢emo opste neprekidno resenje funkcionalne jednadine

| Fo(x) Fi(x) - Fp(x)

(1.1) : =

pod slede¢im pretpostavkama:
1° Nepoznate funkcije F;:R—R,

2" O<ay<ta, <. -+ <ay,,

3° x= <
= Z x;.
i=1

Ako sa A4,;(i=0, 1, ..., n) oznaimo determinantu
X X X X X
agt a7t ap gt e ay)!
Ai(xys ooy x)=1 ¢ ,
X, X, X, X
a;™m a’" a ;" gy " a,”"
t.
’ ekoxl ek1x1 L. eki41x1 ekiﬂx[ L eknxl
Al.(xl,...,xn):: : R
efoxn  Jfaxn eii—1¥n  GKiti%n eknxn ’

gde smo stavili k,=loga;(i=0, 1, ..., n), funkcionalna jednafina (1.1) postaje
(1.2) S(—DFxA4(x,, ..., x,)=0.
i—1

Za jednacinu (1.1), tj. (1.2), vaZe sledeée dve teoreme (videti [1], [39], [67]).

Teorema 1. Ako a,, a,, ..., a, ne cine geometrijsku progresiju, funkcionalna
Jednacina (1.1) u skupu neprekidiih funkcija ima samo trivijalna reSenja F;(x)=0
(i=0,1,...,n).
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Teorema 2. Ako a,, a,, ..., a, line geometrijsku progresiju sa kolicnikom ¢,
funkcionalna jednacina (1.1) ima opste neprekidno resenje odredeno sa

F,(x)=F(x), F,x)=0 (=1,...,n=1), F,(x)=(—1y"1¢"F(x),
gde je F proizvoljna neprekidna funkcija sa vrednostima u R.
2.2. O Malet-Hammondovoj funkcionalnoj jednaéini i

nekim njenim generalizacijama

J. C. MaLET (videti [3]) postavio je sledeéi problim:

Dokazati da funkcija x+> f(x)=b*—a* zadovoljava jednaginu
(a+b)f(x)=abf(x—D)+f(x+ 1) (a+#b).

Resavajuéi ovaj problem, J. HAMMOND ([3]) dokazao je opstiji rezultat:
Funkcija f, definisana sa

1 1 1
21 3 a0x1 alxl anxl o: o
(2.1 Js s x) =1 (,>0; a<a; < i<j),
aox,, alx,, anx,,

zadovoljava jednainu

n

(2.2) (z ak)f(xl, o xn):<ﬁak)f(xl—l, ey x—1)
k=0

k=0
n
TS X Xt L Xy o, X))
k=1

U ovom odeljku posmatra¢emo funkcionalnu jednadinu (2.2), gde je
S:R"=R, ;>0 (i=0,1,...,n), g,<a; < i<j.

Funkcija f, definisana sa (2.1), je jedno partikularno resenje jednadine (2.2),
koju smo iz tih razloga nazvali MALET-HAMMONDOvVOM.

Nije tesko pokazati da je i funkcija f, data sa

C, C, C,
(2.3) Py ey %)= (.onl o o |

am  a™ a
gde su C;(i=0, 1, ..., n) proizvoljne realne konstante, takode resSenje jedna-

¢ine (2.2).
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Posmatrajuci reSenje (2.3) prirodno se nameée problem da li se umesto
konstanti C;(i=0, 1, ..., n) mogu odrediti neke opstije funkcije

(X1, ..., x)>g(x, ..., X,) (i=0,1,...,n),
tako da je i funkcija f, data sa

gl,(xl,...,x”) gl(xu--',xn) gn(xn---9xn)

X1 X1 X1
)= a a; ay,
S, oo, x)=1 "
Xn Xn Xn
a a, a,

reSenje funkcionalne jednacine (2.2).
S obzirom da je jednalina (2.2) simetriéna po svim argumentima Xx;,
prirodno je traZiti reSenja za g, u klasi simetriénih funkcija.

Navedeni problem redili smo potpuno u klasi neprekidnih funkcija koje
zavise od zbira argumenata, tj.

&(x, oo, X)=G,(x,+ -+ - +x,) (i=0,1,..., n).

Naravno, ostao je otvoren problem da li u klasi nekih opstijih simetri¢nih
funkcija postoji resenje navedenog problema.

Dakle, odredicemo opste reSenje funkcionalne jednacine (2.2) oblika
(24) _f(xla~"7xn):A(x; G()’ Gl""’Gn)’

gde su uvedene oznake
Fy(x) Fi(x) - F(x)

Xx=3 %, A= a, A@x; FF, ..., F)=|% @ o
k=1 i=0 :
aOXn alxn a”Xn

Teorema 3. Ako su funkcije H,(i=0,1, ..., n) opita neprekidna refenja
jednacine
(2.5) A(x; Hy, ..., H)=0,
Sfunkcionalna jednalina (2.2) ima ,,opste reSenje? dato sa
(2.6) S, oo, x)=4(x; Gy, ..., G,
ako i samo ako svaka od funkcija G;(i=0, 1, ..., n) zadovoljava odgovarajucu
Jednacinu

(27 (A—a) G, (x+ 1)—AG,(x) + a,G,(x—m)= H(x)  (i=0,1,..., n).

D Ovde se pod ,,opstim reSenjem* podrazumeva opSte resenje oblika (2.4).



8 G. V. Milovanovié

Jednadina (2.5) je razmatrana u prethodnom odeljku. Neprekidna reSenja
ove jednaline su (videti teoremu 1 i teoremu 2):

T
Ho (x) = H(x),

(2.8) H,(x)=0 (i=1,...,n—1),
H,(x)=(—1)"""q"H(x),

gde je H proizvoljna neprekidna funkcija definisana na R i sa vredno-

stima u R, ako brojevi g, a,, ..., a, Cine geometrijsku progresiju, gde je
a=qay(i=1,...,n), ili

20 Hl(x)EO (I:O, 1,...,”),

ako brojevi g,, a,, ..., a, ne Cine geometrijsku progresiju.

Na osnovu prethodnog, moZe se zakljuditi da bi i za odredivanje funkcija G,,
kao reSenje jednadina (2.7), trebalo razlikovati ova dva sluaja. Pokazaéemo da
za to nema potrebe, tj. da je dovoljno uzeti H;(x)=0 (i=0,1,..., n).

Koriséenjem u matemati¢koj literaturi poznatog operatora E’, definisanog
pomocu

E°h(x)=h(x), Eh(x)=h(x+1), E"h(x)=E(E"'h(x)) r=12,...),
jednadine (2.7) mogu se predstaviti u obliku
(2.9) DP(E)G;(x)=H;(x+n) (i=0,1,..., n),

gde je
D,(E)y=(A—a;) En*1—AE" + g, (i=0,1,...,n).

Opsta reSenja jednadina (2.9) data su pomocu
G,(x)=g,(x)+g,(x) (i=0,1,...,n)),

gde su g, partikularna reSenja jednalina (2.9), a g, opSta reSenja odgovarajucih
homogenih jednacina

®(E)Gi(x)=0  (i=0,1,....n).
Tada je
Jxp oo, x)=A(x; 8+8 - > &+ 8
=A(x; 8> > 8+ A(X5 &y o5 &)

Lema 1. Ako je A(x; H,, ..., H)=0 i ako su g,, ..., g, partikularna reienja
Jjednacina (2.9), tada je

(2.10) A(x; By - B =0.
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Teorema 4. Ako su a,;(x) i ay(x) proizvoljne periodicne konstanteV i
A k=1, ..., n) koreni jednacina

AZ8gn _nt ... _4—1=0  (i=0,1,...,n),

a;
»0pSte reSenje*s jednacine (2.2) je
f.(xl’ et x"):A(X; GO’ AR Gn))
gde su funkcije G; odredene sa

G (x)=ay; (x) + > oy (x) 4" (i=0,1,...,n).
k=1

PriMER. Neka f:R?—>R i neka su a, b, ¢ medusobno razli¢iti pozitivni brojevi. Opite reSenje
oblika (2.4) funkcionalne jednacine

(a+b+o)f(x,y)=abcf(x—1, y—D+f(x+ 1, V+f(x,y+1)

je
Gi(x+y) Gy(x+y) Gy(x+y)
S(x )= a* b* c* ,
ay by oy

gde su funkcije G; (i -1, 2, 3), sa vrednostima u R, date sa

‘ Va? +4a(b+c)+a)x (Va2+4a(b fe)y—a )x
G (x)=a,(x)+ B, (x) (-—T(I)T—w +9,(x) ST T Cos 7T X,

12 L AA (e X / B2 P
Gﬂﬂ:aﬂﬂ+ﬂﬂﬂ(Vbti£Ei@¢£)%yz)(uLiﬂﬁgiﬂ_ﬁ

X
T 2(c+a) 2(c+a) ) oS,

Fac@ibre Y i dcarby—c |
G (0, o (O E D N o (HE A D o,

ia;, B;, 7;({=1,2,3) realne periodi¢ne konstante.

Sada ¢éemo ukazati na neke generalizacije dobijenih rezultata. Naime,
posmatracemo funkcionalne jednaline

(2.10) af(xl,...,x”)—(l—nl ak)f(xl—l,...,xn—l)
k=0
+ if(xl, cee s Xp_gs X FM, X, e, X,),
k=1
(2.1 af(xl,...,xn)z(ﬁ ak>rf(xl—r,...,x,,—r)
k-0

n
+ Zf(xl, e Xp s XM, X, e X))
k=1
gde je
O<a,<a,<---<a,; mr&N; acR; f:R"—R.
Ako stavimo A,,—a,/"+a,™+ - - - +a,”, vaZe slede¢i rezultati.

n

0 Periodi¢na konstanta C(x) je funkcja sa periodom jedan, tj. C(x i 1)=C(x) (videti
[51 i [e]).
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Teorema 5. Ako su a,;(x) proizvoljne periodicne konstante i 2, koreni jednadina

(A,—a™ A"+ "—ai"+a,=0 (i=0,1,...,n),
.,opste reSenje** jednacine (2.10) je
flx, ..., x)=4(x; Gy, ..., G,

gde su funkcije G, definisane sa

n+m
Gi(x)= 3 a(x) 4" (i=0,1,..., n).
k=1
Teorema 6. Ako su funkcije H,(i=0, l,...,n) opsta neprekidna reSenja

Jednacine
A(x; Hy, ..., H)=0,

funkcionalna jednacina (2.11) ima ,,0pste reSenje‘ dato sa
fx, oo, x)=4(x; Gy, ..., G,
ake i samo ako funkcije G, zadovoljavaju jednacine
(4,—a,™) G, (x+m)—aG,;(x)+a/ G, (x—nr)= H;(x).
Posmatrajmo sada skup funkcionalnih jednacina

Af(x, ..., x,)=Bf(x,—1, ..., x,—1)
(2.12) + > s e Xy Xt L X e X,
k=1

SO +Y0 s Xk V) =S5 s X)F(Ps s )

gde je f/:R"—>R i 4, B>0.
Odredi¢emo opSte netrivijalno reSenje skupa ovih jednacina.

Ako uvedemo oznake
X=(x,,...,x,), 0=0,...,0, f(X)=f(x,...,x,);
e,=(1,0,...,0), e=0,1,...,0),..., €=(0,0,..., 1),

e= z e=(1,1,..., 1),
k=1

skup jednadina (2.12) dobija oblik

(2.13) Af(X)=Bf (X—e) + if()ﬂ e)  (4,B>0),
k=1

(2.14) JX+Y)=f(X)f(Y).
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Teorema 7. Opste netrivijalno refenje X f(X) jednacine (2.14), za koje je

(2.15) A :_,,nJL + 2 b, (bi=f(e),

ku k=1
k=1

reSenje je i jednacine (2.13).

Dokaz. Neka je Xr>f(X) reSenje jednadine (2.14). Na osnovu (2.14),
jednaéina (2.13) postaje

Af(X)=BF(X) f(—e)+ 3 F(X) [ (e
k=1

Kako je f(X)=£0, poslednja jednakost dobija oblik

A=Bf(—e)+ S fle), ti A=— 2 kS flen),
2

-1 [1/e)
k=1

jer je f(—e)f(e)=f(O)=1 i f(e)=ﬁf(ek)-
k=1
Ovim je zavrSen dokaz teoreme 7.

PriMEDBA 1. Skup vrednosti reSenja jednacine (2.14) koja zadovoljavaju (2.15) nije prazan.
Da bismo ovo dokazali, dovoljno je pokazati da za dato 4 i B (4, B>0) jednalina (2.15)
moZe imati pozitivna reSenja po bi(k=1, ..., n), s obzirom da su netrivijalna reSenja
CaucHyeve jednaCine (2.14) pozitivna (videti [7]).

Neka je n=1. Tada se (2.15) svodi na
b2—Ab,—B=0.

S obzirom na uéinjene pretpostavke za A4 i B, poslednja jednaCina ima po b, jedno
resenje koje je pozitivno.

n n
Neka je sada n>1. Stavljajuci A'=A— > by, 3'53/(1‘[ bk),
k=2 k=2
jednakost (2.15) postaje

(2.16) b2+ A'b,—B =0.
Kako je uvek moguce izabrati pozitivne brejeve by (k=2, ..., n), takve da je

n

A'=A— 7 b;>0, jednatina (2.16), kao i u slu€aju n=1, ima pozitivno reSenje za b,.
k=2
Slican problem moZe se postaviti i za skup jednacina

2.17) A =Bf(X—0)+ 3 f(X+ e,
k=1

(2.18) X+ )=f(X)+f(Y).
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Tada iz (2.17) i (2.18) sleduje
AFCO=B(fXO~f (@) + 3 fle)+nf(X),
Py

tj.
(A—B—n) f(X)=(1—B)[f(e),

jor je f(—e)= —f(e) i zf<ek):f( S ek)—f(e).
k=1 k=1
Na osnovu prethodnog, zakljuujemo da su reScnja funkcionalne jedna-
Cine (2.18) istovremeno i refenja jednaline (2.17) ako je B=11i A=n+1.

PRIMEDBA 2. Ako je A—B=n, jednacina (2.17) ima konstantno reSenje, tj. f(X)=C (C=const).

2.3. Funkcionalna nejednakost koja je u vezi sa Malet-Hammondovom
funkcionalnom jednacinom

U ovom odeljku posmatraéemo funkcionalnu nzjednakost

3.1) Af (x,, ..., x)ZBf(x,—1, ..., x,—1)
S S s Xemys Xt L Xl e, X,
k-1

gde je ft1R"—>R i A4, B>0.

Sa § oznali¢emo skup netrivijalnih rcSenja CAUCHYeve funkcionalne jed-
nadine f(X+Y)=f(X)f(Y) (f:R"—R).

Saglasno uvedenim oznakama u 2.2, nejednakost (3.1) sz moZe predsta-
viti u obliku

(3.2 ' Af(X)=Bf (X—e)+ > f(X+e).
k=1
Teorema 8. Ako pozitivni brojevi b, (k=1, ..., n) zadovoljavaju jednakost
(3.3) (A~z bk> (H bk>gB
k=1 k=1
i ako je by=f(e) (k=1,...,n) (fES), tada je X+ f(X) reSenje funkcionalne

nejednakosti (3.2).
Dokaz je slitan dokazu teoreme 7.

PriMEDBA 3. Nep:ekidna reSenja nejednakosti (3.2), tj. nejednakosti (3.1) u skupu S su oblika

f(xl,...,x,,)exp( Z lkxk),
k=1

gde realni brojevi 4, (k=1, ..., n) zadvoljavaju nejednakost

(A— z exp (Zk)) exp ( Z Zk> = B.
1

k=1 k=



3. O GENERALIZACIJAMA TEOREME E. LANDAUA

3.1. Teorema E. Landaua i neke njene generalizacije

E. LAanDAU je 1913. godine u radu [8] dokazao sledeéu teoremu.
Teorema A. Neka je x> f(x) realna funkcija koja na intervalu I, dufine ne
manje od 2, ispunjava uslove .f(x) =1 i if”"(x) =1. Tada je

(1.1) fx) =2

za svako x & I, gde je konstanta 2 najbolja mogucna.
Bez smanjenja opStosti u teoremi A moZe se uzeti /=[0, 2]. Funkcija

x> f(x)= é x2—1 pokazuje da u (1.1) moZe da vazi znak jednakosti.

Od strane viSe autora teorema A je generalisana u viSe pravaca.

Jedan opstiji problem o nejednakostima sa izvodima, kako saznajemo iz

[9, str. 138], postavili su 1914. godine G. H. HARDY i J. E. LiTTLEwWOOD. Naime,

ako su k i n prirodni brojevi (k<n), I=(— o0, + ), |'f/!,=sup [f(x)], pro-
xel

blem je odrediti najbolju mogu¢nu konstantu C, , u nejednakosti

n—k k
n

(1.2) SON=C S T

Navedeni problem razmatrao je veliki broj autora (J. HADAMARD [10],
G. E. Sieov [11], A. Gorny [12], [13], [14], [15] i drugi).

Potpuno refenje ovog problema dao je A. KOLMOGOROV (videti [16] i 17]),
dokazujuéi da je

K

+
n-k N _ 4 _l)k(n+1)
Tgl-kim gde je Kn_;z

C, .= .
K “o ko 1yt

1
n

Sa konstantom K, (Cesto se naziva konstanta FAvarDa), kako kaZe S. M.
Nikorsskil u knjizi [65, str. 199—200], povezani su rezultati mnogih ekstre-
malnih problema u teoriji funkcija.

Jo¥ neki rezultati u vezi sa ovim problemom mogu se naéi u &lancima
[18] i [19], kao i u monografiji [9, str. 138—140].

Za interval [=(0,+ ), problem odredivanja konstante C, , u (1.2) tre-
tirao je S. B. STECKIN [66].

13
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Sli¢an problem razmatran je i za funkcije iz prostora L”(=L”(I)), gde
je I realna prava ili poluprava (0, + o0).

Teorema A generalisana je i u sledeéem interesantnom pravcu ([20]).

Teorema B. Neka je A infinitezimalni generator jako neprekidne polugrupe
{T(¢)|t>0} linearno ogranicenih operatoraV na Banachovom prostoru X. Neka
su M i w realni brojevi takvi da je

CT(r) | =Me»t (Vt>0).
Tada za svako x ¢ Dom (42%) ((A —wI)* x #0) vai nejednakost
((A—ohx?=2M(1+M)- || x| (A—ol)?x].

Teoremi B prethode rezultati izloZeni u radovima [24] i [25].

Sada éemo navesti neke generalizacije teoreme A, koje su u vezi sa ovim
radom.

1° J. D. Ke¢ki¢ ([9, str. 381—382]) dao je sledeéi rezultat.

Teorema C. Neka je x—>f(x) realna funkcija koja na intervalu I dufine ne
manje od a(a>0), ispunjava uslove |f(x)|<1 i |f" (x)|<1. Tada je

if,(x)[giv*“% ~Mxecl.

Teorema C predstavlja uopStenje teoreme A i1 na nju se svodi za a=2.

2° U radu [26] V. G. AvakUMOVIC i S. ALJANCIC geometrijskim razma-
tranjima dokazali su sledece teoreme.

Teorema D. Iz | @ (x)|=1 (0=x<1) sleduje
idi’(x)—tb(l)JrcD(O)]é%—x—i—xZ v xe o, 1]).
Polinom x|—>%—x—|—x2 Jje najbolje mogucni.
Teorema E. Iz | @ (x)|=1(0=x=<1) | @ (0)=D'(1) sleduje
P -2+ RO)[5  (YxED, 1),

gde je konstanta % najbolja mogucna.

3° I. B. Lackovi¢ i M. S. STaNkKovVI¢C u radu [27] dokazali su sledeéu
teoremu. )

Teorema F. Neka funkcija f:R"—>R definisana na skupu
K,={(xp...,%)|0=x;,=a, a>0, i=1,...,n}

ispunjava uslove:

1 Videti literaturu [21], [22], [23].
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@ e %) S 1 28 wako (.- %) € Ky

by Svi njeni izvodi prvog reda su neprekidni na K,, a svi izvodi drugog
reda neprekidni na skupu

I%,,:{(xl, v X)) 0<x;<a, i=1,...,n};

2 [
c) ) |<1(1]—1 ..., n) za svako (x, ..., x,) €K,
dx,()xll
Tada je

oof 2 a

— st 1=

gb T a i 2

za svako (x,, ..., x,) €K,

U istom radu [27] navedena je primedba D. D. Apamovica bez dokaza,
koja predstavija generalizaciju teoreme F. Iskazana u obliku teoreme, ta pri-
medba glasi:

Teorema G. Neka funkcija f:R"—> R definisana na skupu
L,={(x,....,x)|a<x=b, a<b; (1=isn)}
ispunjava uslove:
a) | f(x; ..., x)|=1 za svako (x,,...,x,)E L,
b) Svi njeni izvodi prvog reda su neprekidni na L, i diferencijabilni na skupu

L,={(x, ..., x| a,<x;<b;, 1 <i<n};

rf
0x; 0%;

) <1, j=1,...,n) za svako (xl,...,xn)elo,,,.

Tada za svako (x,, ..., x,) & L, vaZi nejednakost

S t-a)lis2rg (S n-Sa).

i=1 i=1

Za (ay,...,a)=0,...,0), (b,...,b)=(a,...,a) teorema G se svodi
na teoremu F.
4° U radu [28] A. OstrROwsKI dokazao je sledeéi rezultat.

Teorema H. Neka je x> f(x) diferencijabilna funkcija u intervalu (a, b) i neka
Jje, u (a,b) |f'(x)| =N. Tada je, za svako x ¢ (a, b),

a+b\2
("*T)
< %Jr——— (b-a)N.

b
l f(x) hbii; [ rodx =

PriMeDBA. Teoreme D i H su ekvivalentne. Za

t
@ @)-(b-a)y 'N-* [ f(a+b—a)s)ds
0

teorema D se svodi na teoremu H. S druge strane, ako se u teoremu H stavi f(x)=®  (x),
N=1, a=0, b=1 dooija se teorema D.
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3.2. Neke nove generalizacije teoreme E. Landaua

U ovom odeljku dademo neke generalizacije teoreme A i one se odnose
na operatore u BANAcHovom prostoru (videti [29] i [39]).

Neka su X i Y BaNAcHovi prostori. Ako a, b X (a#b), definifimo
funkcionelu g: X— R™ na slede¢i nacin
gx)=lx—al®>+|[b—-x]? (xEX).
Neka je osim toga D C {x|g(x)<|!b—a|?, x& X} konveksan skup takav

da a, b= D, gde je D zatvorenje (adherencija) od D.

Teorema 1. Ako je F: X->Y dvaput Fréchet-diferencijabilan operator na D, i ako je
(2.1) |[F)sM  (Vx& D)
i

| |F'wU | <sNIRI2  (YREXAVae D),
tada je

)i N N |
[Foy@-@f=2M 4= g()=2M +- - [[b—al?
za svako x € D
PriMEDBA. Teorema 1 ostaje u vaZnosti ako se uslov (2.1) zameni slabijim nslovom
| Fb)—F @] 2M,

Kako je teorema 1 dosta opsta, to ¢emo specifikacijom prostora X i Y
i operatora F:X--Y dobiti nekoliko partikularnih rezultata, od kojih su neki
poznati. Te rezultate iskazatemo u obliku posledica.

Posledica 1. Ako je X=Y=R, ||x—y| = |x—y| (x,yER), F=f, M=1,
N=1, D={x|x<(a, f), 0<a<pf—a}, iz teoreme 1 sleduyje teorema C.

Posledica 2. Neka je D={x|a<<x<b}, h>0i x> f(x) diferencijabilna funkcija
na [a, b+h] takva da je |f(x)|<1 (V &[a, b+h]) i |Af (x)|=]1 (VxE D),

gde je Ahg(x)=L (g(x+h) —g(x)). Tada je

ASE@ =20 (WxEa, b)),

Za dokaz posledice 2 treba u teoremu 1 staviti X=Y=R, |lx—y|l='x—}y],

x+h
F(x):i— ff(t)dt (a=x=<b).

Ovaj rezultat predstavlja jedan analogon teoremi C.

Posledica 3. Neka je
X=(Xppee.rX,), a=(a,...,a) b=(b,...,b) (a;<b; i=1,...,n)

| (33 e <[5 )]

konveksan skup takav da a, b & D.

DC{(xl,...,
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Ako je f:R"— R dvaput diferencijabilna funkcija na D, koja zadovoljava
uslove
’f(xlﬂ“"xn)‘—g—M (V(xp"':xn)ED)

i

2 f — ..
2.2) [Tox, SN (Yo x)ED; =1, ... ),
tada je
z of N ([Z 2 " \2
; (bi_ai)t)x,- §2M+2{('§:1,xi‘ai£) +(_§.bi*xi)J

(3

N n n 2
§2M+? (12 bl— Z a,.)
za svako (X, ..., X,) € D.
Ako u teoremi 1 stavimo X=R", Y=R, F(X)=f(x,, ..., x,) i

ix—%|=S 5% F€X), |y-3]-|r-5 ey,
i=1

dobija se tvrdenje posledice 3.
Napomenimo da u ovom slucaju, iz (2.2) sleduje

orf

HF(X) (h, h)H=J %t)x,dxj hihj
3f |
glzj ()xit)xj;.lhi}.thi

IA

N(Z|h|Y'=N{h|?

i

za svako x& D i svako hE X.

PRIMEDBA. Za M=1, N=1, D={x|a;<x;<<b;, (i=1,...,n)}, posledica 3 se svodi na
teoremu G.

Teorema 2. Neka je F:X—Y dvaput Fréchet-diferencijabilan operator na D
koji zadovoljava uslov

HF;;)(h,h)HgNj]hHZ Vhc XAVa& D).
Tada je
HF;x)(b—a)_F(bHF(a)Hg%{ux—auuub—xm
za ;vvako xE].T.

Neke posledice teoreme 2 su:

2 Publikacije Elektrotehni¢kog fakulteta
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Posledica 4. Neka je
X=(Xp o0 X, a=(a,...,a,), b=(b,....b) (ai<bi; i=1,...,n)

i=1

DC{(XU cees xn’(fé Ix;—a ‘)24‘([2 b~ x; )2<(§ llbi_ai)z]

konveksan skup takav da a, b & D.
Ako je f:R"— R dvaput diferencijabilna funkcija na Di

3)‘?(’;& SN (Yoo x)ED; hj=1, ..., n),
tada za svako (x, ..., x,) < D va¥i nejednakost
@2.3) ‘zl (bi~ai)()—a£ —fby, . bY+S(ay )]:
éi;{ [(él 'xi—aii)2+(i§1 _bi—xi)z}.
Ako se u teoremi 2 stavi X=R", Y=R, F(x)=f(x, ..., x,) 1

Hx—fwai (x—% (. xeX), |y-Fll=ly-F| ¢0.7€Y)

dobija se tvrdenje posledice 4.
PriMEDBA. Za N=1 i D={x|a;<x;<b; (i=1,...,m} (2.3) se svodi na

n 0
> (bi—ap a’){ —f(byy ... b)Hf(ay, . -5 ay) l
i=1 i

|

1
((Z— 27+ (B—2Z)) = - (4 + B)—(A+ B) Z+ 2*,

—

2
gde je

Ovaj rezultat predstavlja jednu generalizaciju teoreme D.
Posledica 5. dko je X=Y=R, lx—y|=ix—y| (x,yER), D={x|a<x<b;
a, bR}, F(x)= ff(t) dt, gde je f diferencijabilna funkcija definisana na [a, b]

a
i|f'(x)|£N, za svako xC D, iz teoreme 2 sleduje da tvrdenje teoreme H vaZi
za svako x< [a, b].

- Posledica 6. Neka je x> f(x) dva puta diferencijabilna funkcija definisana na
segmentu [a, b] i neka je

(2.4) [e=x)f"(x}|=M (M>0; Vx&(a, b)),
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gde je cC [a, b]. Tada za svako x=[a, b] vaZi nejednakost

b
ey [ [rod- S (r@+ 0T e w)
b—a 2 b—a
<*¥‘ . 2 2
v (a6,
Ako stavimo x=c= pa+gb (p, 920, p+g>0) gde su p i ¢ dati brojevi,
ptq

iz (2.5) sleduje nejednakost

(2.6) lb_i;jbf(t) dt_éf (f(pa+qb)+ qf(a)+pf(bl>{ {(b—a) p

4 (17+q)2

IIA

p+q pP+q

Vodeéi ra¢una o uslovu (2.4) i dajuéi neke posebne vrednosti za p i ¢
u (2.6), zakljuCujemo da vaZe sledec¢e implikacije:

1° l(x—a)f"” (x)\§M\/[(b—x)f”(x)’§M =
L[fa)dt—~»(fan+JTm)l <M=,

90 (a+b

4—x)f" (x)’éM =

2
L froa () o)

M (b—a)
=2,

A

2 2

Da bismo dokazali nejednakost (2.5) u teoremi 2, treba staviti:
X=Y=R, D={x]a<x<b}, [[x-y|=|x—y| (x, yER),

a operator F definisati pomocu

X

F(x)= f (’i;i—t)f'(t) dr.

Kako je
Fm=éuuyﬂM+%ﬁwa

F'(x)= f" x),

' cC—X
b F@ = @+ @)+ f 10 d.

2%



20 G. V. Milovanovié¢

Fla="*(fe+f @)~ [rwd.

b
Fb)= " (@+/®) + [

F) = =0 )" (@)= =N,

1
2
tvrdenje teoreme 2 se svodi na (2.5).

Sledeéa teorema je generalizaciia teoreme 1.

Teorema 3. Neka je F konveksan skup takav da je a, bé=D i F:X— Y dvaput
Fréchet-diferencijabilan operator na D koji zadovoljava uslov
| Féoy (b, iy |<H (|| R])) (YVh& XAV aED),
gde je H funkcija definisana na R* i sa vrednostima u R™.
Tada je
’ f 1 ! i 11 "

|Fiob—) | = | F &)~ F@|[+ 2 {H (| x—al) + H(b—x])}
za svako x& D.
Posledica 7. Ako konveksni skup D i funkcija H:R*->R* zadovoljavaju

H(|x—al)+H([|[b—x|)sH(|b-al) (YxeE D),
vaZi nejednakost

|Fiy(b-a)||<[ F®B)-F(@)| + H(|b-al) (Vx& D).

PriMEDBA. Ako je H(t)=N*(N>0,t <€ R™), posledica 7 se svodi na teoremu 1.

3.3. Primena na operatore u funkcionalnim prostorima

U prethodnom odeljku dobijeno je viSe nejcdnakosti za operatore u
konaéno-dimenzionalnim prostorima. Radi se o posledicama teorema 1 i 2. U
ovom odeljku, primenom istih teorema, dobi¢emo neke nejednakosti za operatore
u nekim opstijim funkcionalnim prostorima.

1. U [30] (str. 606) naveden je slede¢i rezult.

Teorema 1. Neka je funkcija (s,t, u)—>K (s, t; u) neprekidna i dvaput nepre-
kidno-diferencijabilna po u, i

| K (s, ) | <M uP2 4N (s, 1[0, 1], [u'< + o5 M, N>0, p& R).
Ako je p=2, operator F, definisan sa

1
F(f)= [K(s 6 fa)di (fEL),
0
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preslikava prostor L” u prostor L? (1=g<+ )V i dva puta je diferencijabilan,
pri Cemu je

. _
Fpy(h) = [ Ko (s, f(6)) h(2)ds,
0

1
Fiy(h k)= [ Kuo(s, 8 £(O) (1) k (6)dr
0

za svako f & L2
Koristeéi se ovom teoremom, ukazaéemo na neke posledice tcorema 1 i 2.

Neka je X=L7(p=2), Y=L"(1<qg< + »). U prostoru L” uodimo funk-
cije t—a(t)=01 t—=>b()>0(1<][0, 1]).
Neka je dalje
DCAF IS lib—fR<l bl fELT
konveksan skup takav da a(¢), b(¢r) € D.
Predhodno ¢éemo dati slede¢u lemu ([29], [39])
Lema 1. Ako su ispunjeni usiovi teoreme I, vaZi nejednakost
Fy by = ® () 120,
gde funkcija @:L7— R i odredena je sa
20 (M f 224 N) p>2,
M+ N p=2.
Napomenimo da je @ (f)<®(bh) (Y fZ= D).

Posledica 8. Ako su ispunjeni uslovi teoreme I, tada na osnovu teoreme 2 i
dokazane leme 1, vaZi nejednakost

cb(f):{

"

1 1 1
L] Kis.r.f )b di— [K(s.: b)) dr+ [ K(s,1;00dr |
0 0 0 ‘

. 1 | : '

= @B (St lb-1in
za svako f& D.

Posledica 9. Ako je

1

1 .
sup | E ()| = sup ([ [K(st: 7())dr “ds)" < m
fzDb L°  f=p ‘0 0

i ako su ispunjeni uslovi teoreme I, na osnovu teoreme | i leme 1 sleduje
nejednakost

1
“ /K;,(s, EFO)b@d) saMl @by b1,
. vl 2 L
0

za svako x C D.

) Prostor L7(a, f) za a=0 i f—1 oznatavéemo samo sa L”.
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2. Neka su sada:
1° X=C'[a, f], Y=R;
2° [ f-gll= max ‘f(x)—g (%) |+ ?gaXﬁllf’(X)—g'(X)\ (f, g€ X);

xCla, Al

3y =y =1y =yl (Y ER)

4° Funkcija (x, u, V) G (x, u, v) dva puta neprekidno diferencijabilna za
x&[a, Bl 1 u,vER;

5° Funkcionela F:C![a, 8] R definisana sa

1t

B
F(f)= [ G(x f(x), [/(x)dx;

6° a(x)=0, b(x)>0 (a, b& C'[a, f]);

7° DC {f] "fE+1b—f2< b |3 fECla, I} konveksan skup takav
da a, b= D.

B

Uvedimo oznaku (u, v) = quv (6, f(x), f/(x))]dx.

Ako je
(3.1) max {sup (f,f), sup(f, f'), sup (f’, =N,

f<D f=D fen

tada iz
B

Fipy (h k)= [ (Glrh (x) k (3)+ G (B (x) k (%)) + Grope ' (x) K (x) ) dx

sleduje nejcdnakost
Fip (b i) SN max () 1+ max KGO\ P=N AP (VheX),

Posledica 10. Pod pretpostavkom da f& D zadovoljava uslov (3.1), iz teoreme
2 sleduje

B B
(G, £ 1) b0+ Gr(x, £ £ b () dx— [ G (x, b, by dx

B
+ [ G, 0,0 dxt =5 (if 2 b1

za svako f& D.
Posledica 11. Ako je

b
,5,9‘3 ’ fG (x, f(x), f/(x) dxléM,

tada na osnovu teoreme 1 i nejednakosti (3.1) sleduje
8
} ’ 4] ’ ’ ’ : N . '
}f(Gf(xyf:f)b(x)+Gf’(x’ﬁ.f)b (x))dx §2M+’24 :\b\\z

a

za svako f& D.



4. NEKE INTEGRALNE NEJEDNAKOSTI

4.1. Generalizacija jednog rezultata A. Ostrowskog

A. OsTROWSKI ([28]) dokazao je, kao 5to je u 3.1. navedeno (teorema H),
slede¢i rezultat:

Teorema A. Neka je x> f(x) diferencijabilna funkcija u intervalu (a. b) i neka
Jje u (a, b)| [ (x) | =N(N>0). Tada je, za svako x<(a, b),

a+b>2
1 (xﬂfz

b
(L.1) @=L [ reaxs| Lt

4 (b—a)?

(b—a)N.

S druge strane, u 3.2, dokazano je da se ova teorema dobija kao jedna
od posledica teoreme 2 (posledica 5). Naime, ako je f:R— R diferencijabilna
funkcija definisana na [a, b] i takva da je |f'(x)| = N(N>0)(VxE(a, b)), tada
stavljanjem

X=Y=R, [ x—y /=|x-y| (x,yCR),

D={x|a<x<b; a, bER}, F(x)zfxf(t)dt,

iz teoreme 2 sleduje da nejednakost (1.1) vazi za svako xZ[a, b].

Polazeéi od jednog rezultata J. B. Diaza i F. T. MeTcaLra (videti [31] ili
[9, str. 147]), A. Lupas ([32]) dokazao je slededi rezultat koji je u vezi sa teo-
remom A.

Teorema B. Neka je f:[a, b] =R apsolutno neprekidna funkcija na [a, b] i neka
Jje f'&L?(a, b). Tada je, za svako x C [a, b],

b
jf(x)—zi—aff(t)dt]%max(x—a, b-x)f"],
gde je

1= f @),

U ovom odeljku daéemo neke generalizacije teoreme A. Naime, dokaza-
¢emo najpre nejednakost (1.1) za teZinsku aritmeti¢ku integralnu sredinu i jedan
njen analogon za teZinsku geometrijsku integralnu sredinu, a zatim éemo dobi-
jene rezultate preneti na funkcije viSe promenljivih.

23
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U radu ¢éemo koristiti jedan rezultat koji je dao J. KARAMATA, u nak-
nadnoj napomeni uz &lanak [33]). Taj rezultat, koji je u vezi sa teoremom o
srednjoj vrednosti odredenih integrala glasi:

Teorema C. Neka su funkcije f i p integrabilne na (0, 1). Ako je

1
msfR=MO=x=1) i p=[f@®d,
0

tada je
1
[rwswar
(1.2) lm(M*ﬂ)+M(/4;m) < 0 = m(M—p)-+AM (u—m)
A(M—p) + (u—m) ! (M—p) + 2 (u—m)
fp(t) dt
0

za sve funkcije f koje zadovoljavaju uslov
0<c=p(x)Zdec (@Az1; 0=x=1).
Uvedimo oznake
1° I=(a, b);
2° I zatvorenje (adherencija) od I;
3° TeZinska aritmeti¢ka integralna sredina

b
[P f@dx
A(f; p)= ab— ;
[ peyax
4° Tezinska geometrijska integralna sredina
b
f p(x)log f(x) dx
G(fs p)=exp — (f(0)>0VxET),
[ pdx

kao i slede¢u definiciju:
Definicija 1. Integrabilna funkcija p na I pripada klasi Q (A; I) ako postoji realan
broj A=1, tako da vaZi ~

O0<csp(x)ic Vx&n.

Dokazaéemo tecremu koja je generalizacija teoreme A.

Teorema 1. Neka je xi—f(x) diferencijabilna funkcija definisana na I iﬁtakva
da je |f'(x)|=N(N>0)(¥Vx&I). Ako p&Q (4 1), tada za svako xc<l, vaii
nejednakost

(1.3) @ —-AL p) =

ANM (%) r (x)
M@+ GA—Drx)
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gde su M i r odredeni sa

(o2t
M) =max (x—a, b—x) i r(x)= [1 ——](b—a).

Dokaz. Neka je xclitel
Na osnovu TALYORove formule, imamo

(1.4) FX)=fO)=f(t+0(x—1))(x—1) (0<<cO<1).
MnozZenjem (1.4) sa p () (>>0) i integracijom, dobijamo
b b b
J@) [p@ydi—[p@)fiydi= [p@)f (t+0(x—1)(x—1)dt,
tj. ’
b 1
[r@f (r06—n) c=nar

(1.5) f()—A(f;p)|=

b
[rwar

b
[P@If (t+0x—1) || x—1] dt

A
Q

b
fp(t)dt
a

b

fp(t)!x—t[dt
SNo——
b

[p@ar

a

b
s obzirom da je [p()dr>0 i [f'(x)| =N (N>0) (Vx&l).

Kako je
Os|x—ti=max(x—a, b—x)=M (x) (Vt=1),
b
1
p= af\x_f df—— ‘(f(x‘f)dﬂrj(t—x)dt)

a

)

:bl ( b=ar+ (

~r )
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1 peQ(4; I, primenom teoreme C, prevedenc na interval (a, b), dobijamo
b
fp(t){x—fldt

(1.6) ¢ -—

b
fp(t) dt

AM(x)r(x)
M)+ (A=1)r(x)

IIA

Najzad, na osnovu (1.5) i (1.6) dobijamo (1.3), ¢ime je teorema 1 dokazana.

PRIMEDBA. Za p (x)=1(=>1=1), (1.3) se svodi na

[f)—Af; DI=Nr(x),
$to je ekvivalentno sa (1.1).
Iz teoreme 1, sleduje sledeéi rezultat.

Teorema 2. Neka diferencijabilna funkcija f:I— R* ispunjava usloy
(X)) £Nf(x) (N>0; Vx&I)

i neka peQ (A; I). Tada za svako x< 1, vasi nejednakost

ANM(x)rx)

1.7 G (f; —
(1.7) (fp)exp( ST

ANM
) =f(x)=G(f;p)exp (M(x) +},%%%) ’

gde su M i r definisani kao u teoremi 1.

Dokaz. Ova teorema je posledica teoreme 1. Naime, ako u teoremu 1,

umesto funkcije x+>f(x), stavimo funkciju x> log f(x) (f(x)>0 za svako xEI—)
dobija se nejednakost (1.5).

Sada ¢emo dobijene rezultate preneti na funkcije viSe promenljivih, ogra-
ni¢avajuéi pritom parcijalne izvode prvog reda.

Prethodno uvedimo slede¢e oznake:

1° Ii={(a;, b) (i=1,...,n);

2° D,=T11I (k=1,...,n), gde H predstavlja Dekartov proizvod sku-
k i

i=1

i+k
pova I;;
n
32 D=T]L(={Ces - s X)) |@<x;<b; (i=1. ..., m});
i~1

4° X=(0xho0 %), Y=, ..., 3), [(X)=f(x,,..., x,);
5° dX=dx;.--dx,, dY,=dy .- -dy,_,dy.,,- - -dy.:
6° M,=M,(x;)=max (x;,—a;, b,—Xx),

(x-_ ai+b[)2
1\

=rx) =] et (bi—a)  (i=1,....n)
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7 Pe=[--[p(N)dY,  (k=1,...,n);
D

k
[ [rx)tog sy ax:
8 A(f; pp=—r -
[ [ranax
D
[ [pntog sy dx
G(f; p)=exp|—" (f(X)>0 VXED).

[ [rxraxy
D
U radu [34] dokazali smo sledecu teoremu

Teorema 3. Neka je f:R*—>R diferencijabilna funkcija definisana na D i neka
Jje of SN;(N;>0; i=1,...,n) za svako X&D. Tada je

ox;

(1.8) fO—A(f; D= S N,
i=1

za svako X&D.

Ovde ¢emo dokazati opStiju teorcmu.

Teorema 4. Neka je f:R"—R diferencijabilna funkcija definisana na D i neka
Jje of SN, (N>0; i=1,...,n) za svako X&D.

1° Ako je funkcija X p(X) integrabilna na D i p(X)>0 (YXED),
tada za svako X< D, vaZi nejednakost

(1.9) [ f(X)—A(f; p) =5 NAS p)s
i=1
gde je yi=>f(y)=ixi—yi| (i=1,...,n).
2° Ako, osim prethodnih uslova, p=Q(A;; I) (i=1, ..., n), nejednakost
‘ . n AN M r:
. X)—A(f; p) = S LMilMili
(1.10) JS(X) (fs p), El Mo+ G,

vazi za svako XED.

Dokaz. Neka je X&D i YED. Sli¢no, kao u dokazu teoreme 1, podimo
od TAYLORove formule

(1.11) FOO=1(N)= 3 2O (i,

i=1 i

gde je C=(y,+0(x;—»), ..., Yat0(x,—»)) (0<O<1).
Kako je p(Y)>0 iz (1.11) sleduje
(1.12) PN FX)—p N F(V) =5 L b ¥y (v,

i1 0
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Integracijom (1.12) po oblasti D, a zatim dechom dobijcne jednakosti
sa [...[ p(Y)dY (>0), imamo
Jof

£ (O)
) ff ) pdy
fX)—Afi P= 3 7 lf i
= ... p
D

[ f 14 s o

RS -= 2 NS p)s

odakle je

SE—AS PSS

i

gde su funkcije f;, date sa

ff(yf)zlx,-—y,-‘ (i=1,...,n).
Ovim je tvrdenje 1° dokazano.
Kako je

0=f;(y)=|x;—y; =max (x;—a;, bi—x)=M, e,
bi
1
/‘i:b"gffi(yi)dyt':ri’
i— 4
i pp QA I) (i=1, ..., n), primenom teoreme C na

aj

o (0D 5,00 43,
[ [rr st dy bfpy ) dy

A(f; p)=—2 - (i=1,...,n).
Y)dy !
fop() [ piv s
b
dobijamo
A Mrs
1.13 A(f; pp= 000 i=1,...,n).
(1.13) (f’p)*M;m,-—l)ri (i=1,...,m)

Kona¢no iz nejednakosti (1.9) i (1.13) sleduje nejednakost (1.10), ¢ime
je teorema 4 dokazana.

PrIMEDBA. Ako je p(X)=1( = 4;=1(i=1,...,n)), nejednakost (1.10) se svodi na nejedna-
kost (1.8) (teorema 3).

Iz teoreme 4 sleduje sledeéi rezultat (sliCno kao teorema 2 iz teoreme 1):
Teorema 5. Neka diferencijabilna funkcija f: R"—R definisana na D ispunjava uslove
rx=0 vxeb) i [YDansa  (vxep),
| X
gde je N;>0 (i=1,..., n).
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1° Ako je funkcija X+ p(X) integrabilna na D i p(X)>0 (VXED),
tada za svako X& D, vaZi nejednakost

G(f: p) exp(—i NA(fi p))éf(X)§G(f; » exp(i NoA(fi p)),
i=1 i=1

gde je yi»f(yi):;xi—yi} (i=1,...,n).
2° Ako, osim prethodnih oslova, P,=Q(; I) (i=1, ..., n), nejednakost
1
(1.14) 50U =f(X)=BG(]; p),
gde je
o AN Mr;
B:e _ 1 171 ,
P (,-;l M; +(A;—1) "i)

vazi za svako X<&D.

PrIMEDBA. Ako je p(X)=1(= 4 =1 (=1, ..., n), nejednakost (1.14) se svodi na nejednakost

G(f; 1exp (— > N,-r,-)éf(X)SG(f; l)exp<z Ni’i),
=1 i=1

i=

koja va$i za svako Xc&D.

4.2. O jednoj nejednakosti K. S. K. Iyengara

K. S. K. IYENGAR u radu [35] dokazao je sledeCi rezultat:

Teorema D. Neka je f diferencijabilna funkcija na segmentu [a, b] i neka je
[ (x)| <M (M=>0). Tada je

M(b—ay

(2.1) ;

1 2
e TO—/ @)

b
[1)ax— =) (f@+7 ) =

PrIMEDBA. Ako se u teoremi D uslov | f'(x) |[<M zameni uslovom m=<f'(x)<M dobija se
nejednakost

b (f(b)—f(a) _ M+m)2
1 1 oy |l Mmm b= 1\ b—a 2
bTa f f) dx~~2~ (f(a) +.f (b)) ):\ 2 7] My T

U vezi sa teoremom D, P. R. Beesack dao je slede¢i komentar (vidati
[9, str. 298]):

Nejednakost (2.1) je veoma dobra. Njoj je srodna sledeéa nejednakost
2 b 2
(2.2) m if’_z—")gff(x) dx—(b—a) f(a)< M@‘zﬂ,

gde je f' neprekidna funkcija na [a, 8] i m<f' (x) =M (VxE]a, b]).



30 ' G. V. Milovanovié

PriMEDBA. Za vaZenje nejednakosti (2.2) nije potrebno pretpostaviti neprekidnost prvog iz-
voda f”. Naime, dovoljno je da neprekidna funkcija f na [a, ] ima ograniéen izvod u svakoj
taCki x&(a, b), tj. m=f'(x)=M.

Zaista, kako je m<f (x)=M, iz LAGRANGEove formule

fO—=f@=f()(x—a) (a<e<x),
m(x—a)<f(xX)—f(@)=M (x—a),

sleduje

odakle integracijom dobijamo (2.2).

U radu [35] teorema D je dokazana geometrijskim razmatranjem. Jo§
jedan geometrijski dokaz ove teoreme dao je G. S. MaHAJANI ([36]).
Ako se uvedu oznake

_ | fB)—f@)]

(2.3) " Me—a
i

b

[P (x) f(x)dx
(2.4 Afsp)="—F—,

fp (x)dx

nejednakost (2.1) se moZe predsiaviti u obliku
(2.5) A D) =5 (J@+f @) =M 1),

U ovom odeljku da¢emo jednu generalizaciju teoreme D. Naime, dokazacemo
nejednakost (2.5) za tezinsku aritmeti¢ku integralnu sredinu, a dokaz éemo
sprovesti analitickim putem.

Teorema 6. Neka je x> f(x) diferencijabilna funkcija definisana na segmentu
la, b] i takva da je |f'(x) | =M (VxE(a, b)). Ako pcQ (4; (a, b)), 1.

O<csp(x)sic (Az1; Vx&[a, b)),
tada vaZi nejednakost

26) |4 D=3 (@ +f ) =

MGb—a) (+9)(1-¢)+2(G1~1q
2 2000+ p—A=D(1+¢)’
gde su q i A definisani sa (2.3) i (2.4) respektivno.

Dokaz. 1z nejednakosti |f”(x)|<M (VxE(a, b)) i LAGRANGEOve formule
sleduje

~MEx-a=fX)-fl@=M(x-a, -Mb-x)=f(b)—f(x)=M({b-x),

tj.
J@-Mx-a)=f()=f(@+M(x-a), f(b)—M@b-x)=f(x)<f(b)+ M (b-x),
odakle je

max (f(a)—M (x—a), f(b)—M (b—x))=f(x)
<min(f(a)+ M (x-—a), f(b)+M (b—x)).
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Kako je, za svako a, =R,

min(a, f)= (a+f—f~a ) i max(a = (a+rp+|f-al)
poslednje nejednakosti postaju
27— (Mb-0)-g@) /)~ (/@ +/ )= 1 (M (b-a) ~h@),
gde smo stavili

gx)=|MQ2x~a-b)+fb)-f@!, h(x)=M2x—a-b)-f(b)+fla)l
Kako je p integrabilna funkcija na (a, ) i p(x)>0 iz (2.7) sleduje

(2.8) »%(M(b—a)fp(x)dxb—-fp(x)g(;) dx)

b b
= [P f@dx (f@+1®) [px)dx

<

b b
S(ME-a [peax—[p(0h(od),
tj. ’ ’
— S (Mb—0) - A& P)SAS: )~ (J@+] 1) = (M b -a)— A p),

gde je A odredeno sa (2.4).
S obzirom da je

min g(x)= min A(x)=0,
x< [a, b} x[a, b)

max g(x)= max hA(x)=M D -a)(l+9q),

sclon” xeld
b b
=yt [e@ax— o [ ax="C"20 11 g
b—a b—a 2

i pcQ (4 (a, b)), na osnovu teoreme C, imamo

M(b—
M@b—a(1+q) ~(~2—i) 1+4%

AM@Gb—a)(1+g)—(A—1) (1+4%

gde smo stavili

I+ (1+4g?)
2.9 B((4; q)= .
( . ) ( q) 20(L+q)—(A—1) (1 +¢?»)

Sli¢no nalazimo
Ah; pp=M(b—-a)B(; @),
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pa je konacno
A )= (f@+1®) | =2 (1-B(%; 9)

_M@p—a) (Atq)(1—g)+2(—D)g
2 240 +9—GA—D(1+g®)

Ovim je dokaz zavrSen.

PriMEDBA. Ako je p (x)=1 (= A =1), nejednakost (2.6) se svodi na (2.5).

Tvrdenje teorema 6 je u vaznosti 1 pod neSto oslabljenim uslovom za
funkciju f. Naime, vaZi sledeca teorema.

Teorema 7. Ako funkcija f, definisana na [a, b] zadovoljava Lipschitzov uslov sa
konstantom M i ako p<Q(2; (a; b)), vaZi nejednakost (2.6).

4.3. Neka dalja proSirenja Iyengarove nejednakosti

U ovom odeljku koristi¢emo neke pojmove i rezultate iz teorije konveksnih
funkcija, pa ¢emo ih zato ukratko izloZiti. Kompletniji rezultati mogu se naéi
u [9], [40], [41], [42].

Definicija 2. Funkcija [ se naziva konveksna u Jensenovom smislu, ili J-konveksna
na [a, b], ako za svake dve tacke x, y&|a, b] vaZi nejednakost

7 (Jiy) S0+

(3.1) : ;

Definicija 3. Funkcija [ se naziva J-konkavna na [a, b) ako je funkcija x> — f(x)
J-konveksna na [a, b].

Definicija 4. Funkcija f se naziva konveksna na segmentu [a, b] ako i samo
ako nejednakost

3.2) fOx+(1 =D y)=<2f)+(1=2f(»)
vaZi za sve x, y<la, b] i za sve realne brojeve A0, 1].

Konveksna funkcija je J-konveksna, jer se (3.2) za l:% svodi na (3.1).
S druge strane, svaka neprekidna J-konveksna funkcija je konveksna.

Teorema E. 1° Funkcija [ je komveksna na [a, b] ako i samo ako je za svaku

tacku cE[a, b] funkcija x> L1, neopadajuéa na [a, b).
X—C

2° Diferencijabilna funkcija f je konveksna ako i samo ako je ' neopada-
juéa na la, b).

3° Dva puta diferencijabilna funkcija f je konveksna na [a, b] ako i samo
ako je f'(x)=0 za svako x&(a, b).
' Saglasno prethodnom, u literaturi su definisane konveksne funkcije reda »
([40], [9], [42], [43]), pri ¢emu se ta definicija za n=1 svodi na obi¢nu
konveksnost.
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Definicija 5. Funkcija f:[a, b]—R naziva se konveksna reda n (n<&Ny) na [a, b]

ako i samo ako, za svako x,, ..., x,, ,<la, b], vaZi
[ oo xe00 f120,
gde je izraz [x,, ..., x,; f] definisan rekurzivno

[xl, e xn;f]:ﬁ-wyxn;f]*[xl’ ""xn~|;f]; [x,f] :f(x)

Xp— X,
PriMepBA. Konveksna funkcija reda 0 je neopadajuéa funkcija na [a, b].

U vezi sa konveksnim funkcijama reda n vaZi sledeéa teorema (videti [42]):
Teorema F. Neka je funkcija [ konveksna reda n. Tada postoji f® na (a, b)
za k<<n i on je konveksna funkcija reda n—k.

U ekspozitornom ¢&lanku [43] nalazimo tcoremu, koja daje krit:rijum za
konveksnost reda n.

Teorema G. Ako je funkcija f definisana na [a, b] i njen izvod f'+V(x)=0
(f@*Y(x)=0) za xE(a, b), tada je [ konveksna reda n (konkavna reda n) na
segmentu [a, b].

L;. R. Stankovi¢ u radu [44] (videti takode [45]) dao je sledeci rezultat:

Teorema H. Neka je [ nenegativna funkcija na [a, b] i neka f zadovoljava uslove:
1° f je konveksna reda n;

2° lim /%)
x—>a (X—“a)r

-0 (r=0,1,...,n—-1).

fx)

Tada je funkcija xr—>ﬁ neopadajuca na [a, b).
x—a)*

1. B. LACKOVIC u [46, str. 66] primetio je da je u pretpostavci 2° ove
teoreme dovoljno da stoji samo uslov

lim & _g

X—>a (x~a)”‘1

Sada ¢éemo dati jedan rezultat koji je opstiji od Teoreme H. Ovaj rezultat
koristi¢emo u daljem radu.

Teorema 8. Neka je funkcija | konveksnaa reda n(n=1) na [a, b]. Tada je za
G (x)

svako c¢&[a, b] funkcija x»( neopadajuca na [a, b, gde je G odredeno sa

(3.3) G (x)=f(x)— z (C)< ~ o).

Dokaz. Neka ¢ < [a, b]. Kako je f konveksna funkcija reda n, na osnovu
teoreme F, postoje izvodi f® (k<n). Funkcija G, definisana pomocu (3.3), je
tokode konveksna reda n, pri Cemu je

(3.4) G@=G(@=---=G"D()=0.

3 Publikacije Elektrotehni¢kog fakulteta
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Kako je na osnovu teoreme F, G~ konveksna funkcija (reda jedan),
primenom HabDaMARDove nejednakosti ([9], [47]) dobijamo

! fG‘"“)(t)dr§%(6(”‘”(c)+G("‘”(x)) (x#0),

X—C
[4

odakle je, s obzirom na (3.4),
(3.5 sgn (x—c¢) ((x -¢) G" D (x) — 2G™=2 (x)) = 0.

Sukcesivncm integracijom nejednakosti (3.5) n—2 puta od ¢ do x, dobi-
jamo

3.6) x—-) G (xX)—nG(x)=0 (x>c¢)

i

3.7 (=D ((x—¢)G' (x)—nG (x)) =0 (x<<o).
Iz (3.6) i (3.7), pri x#c, sleduje

%

0,

(x—0) G’ ()—nG(x) _d [ G
(x—o)nt! B a( (x—o)" )
gime je dokaz zavrsen.
U ciju dalje generalizacije IYENGARove nejednakosti, dokaza¢emo sledeéu
lemu.

Lema 1. Neka je x> F(x) diferencijabilna funkcija definisana na [a, b). Nejed-
nakosti

(3.8) —-M<F(x)sM (M=>0; VxE[a, b))
vaZe ako i samo ako je

3.9) x> F(x)+ M (x — a) neopadajuéa funkcija na [a, b]
i

(3.10) x+—F(x) - M (x—a) nerastuc¢a funkcija na [a, b].

Dokaz. (a) Uslov je potreban. Pretpostavimo da vaZe nejednakosti (3.8) i
da je asx=y=b. Tada, iz nejednakosti (3.8) i LAGRANGEove formule, dobijamo
—MOpy-x)sF(y)-F(x)=M(y—x),

odakle je
Fx)+M(x—a)sF()+M(y—-a 1 F)-M@y—-a)<F(x)-M(x—a).

Poslednje nejednakosti predstavljaju tvrdenja (3.9) 1 (3.10).
(b) Uslov je dovoljan. Neka su tafna tvrdenja (3.9) i (3.10). Tada je

F(x)+Mz0 i F(x)—M=0,
tj.
. -M = FI (x) = M’
¢ime je dokaz zavrsen.
Na osnovu leme 1 sleduje
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Lema 2. Neka je x> F(x) diferencijabilna funkcija na [a, b]. Nejednakosti (3.8)
vaZe ako i samo ako je

x> —F(x)— M (b — x) neopadajuca funkeija na [a, b]

x+>—F(x)+ M (b—x) nerastuca funkcija na [a, b].
Slede¢a teorema generalise teoremu 6 (videti [48]):

Teorema 9. Neka je x+f(x) dva puta diferencijabilna funkcija definisana na seg-
mentu [a, b] takva da je |f"(x)|<M (M>0)(Vx € (a, b)) i f'(a)=f" (b). Ako
p & Q(% (a, b)) vazi nejednakost

1 1 ’ b)— - b
GAY  AED) U@ )+ [ @+ T (" )]
M@p—ap Crg(—g¢)+2(A—-Dg
- 8 240 +9)—(A—1) (1 +g¢>)

gde je A odredeno sa (2.4) i

-2
1 Mb—a)

b)— ’
f(; /@ (a)..
—a

Dokaz. Neka je
(3.12) ") =M (Vx € (a, b)).
Tada je

x> f(x)+ A?/[ (x —a)* konveksna funkcija na [a, 3]

x=f(x)— %{(x —a)? konkavna funkcija na [a, 5],

odakle, na osnovu teoreme E, sleduje

(3.13) x> 1@ %l(x —a) neopadajuéa funkcija na [a, b]
xX—a

i

(3.14) X »ﬁm — %l(x —a) nerastuca funkcija na [a, B].
X—a

Na osnovu (3.13) i (3.14) i leme 1 zakljuCujemo da funkcija F definisana
na [a, b] pomocu
fx)—f(a
F(x)= x—a

[ (@ (x=a),

(x#a),

zadovoljava uslove teoreme 6, pri ¢emu je |F’ (x)fg%’l

(Vx € (a, b).

3*
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Ako u nejednakostima (2.8)V, tj.

b b
(3.15) —%(%/[(b—a)fP(x)dx—fP(x)g(x)dx)
. ’ .
ng(x)F(x)dx—%(F(a)qLF(b))fP(x)dx

b b
g—;(%/[(b—a)fP(x)dx—fP(x)h(x) dx) ,
sa oznakama ‘ ‘

b

g(x):1%{(2x7a—b)+F(b)—F(a)] i h(x):lﬁf(zx—a—b)—F(b)JrF(a)

b
stavimo P (x)=(x—a) p (x) i dobijene nejednakosti podelimo sa f p(x)dx(>0),

dobijamo
(3.16) ~»;f (?g(b—a)A (x—a; p)—A(gs p))

A5 D1 @ (1 @+" OO atx—a p)

g%(%[(b~a)/1(x—a; p)—A(h P)),

gde smo stavili
g.(X)=(x—a)g(x) i h,(x)=(x—a)h(x)

Sli¢no, iz (3.12) sleduje

s SO
b—x

X %{(b --x) neopadajuca funkcija na [a, b)

v fO—®

5 +%/[ (b — x) nerastu¢a funkcija na [a, b].
—X

Na osnovu leme 2, zakljuCujemo da uslove teoreme 6 zadovoljava 1
funkcija G definisana pomocu

_ S~
G (x) = b—x
=" () (x=0),

(x+#b),

pri ¢emu je ‘G’(x)[g%l.

1) Nejednakosti (2.8), tj. (3.15) vaZe za svaku integrabilnu nenegativnu funkciju x > P (x).
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Kako je f' (a)=f" (b), imamo

F(b) F(a) G(b) Ga@ _ 2 (f(b) —f(a) —f'(a ))

*b —b M(b —a) b
, =9 5 (b—a)

Ako u (3.15) F(x) i P(x) zamenimo sa G (x) i (b—x) p(x) respektivno,
dobijamo

@1y - (F0-940-xp) A P)

= A(f: p)—f(B) + MG a) -+ f“”) A(b—x; p)

é%(%[(b—a)A(b—x; D)+ A (hy; P))-

Kako je A linearna funkcionela po prvom argumentu, tj. kako za proiz-
voljne realne konstante C, i C, vaZi

A(C\f+ Cofos p) = C A (fy5 p) + CA(S p)s
i kako je
AC, p=C (C=const),

sabiranjem nejednakosti (3.16) i (3.17), sleduje

— (5 -0~ 6-0 4 )
SA5 D~ (@+B)+ (I @+ D) d@rb-2xp)

s (Fe-ar-@-a 40 n).

Najzad, primenom teoreme C, dobijamo (3.11).

Iz teoreme 9 sleduje rezultat:

Teorema 10. Ako funkcije x+>f(x) i x+>p(x) ispunjavaju uslove kao u teo-
remi 9 i ako je

arb_\_fatb b—a b-a
(3.18) p( 5 ) p\ +x) (Vxe[ S ]),
tada je

M(b a (A+ail—g)+2(4-1)¢q
3.19 A +— +f(b ,
G19) AL P+ (@ +/®) s e
gde je
2 fO—f@

3.2 =
(3.20) = raa 0201 @).
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Dokaz. 1z (3.18) sleduje

Tada sc (3.11) svodi na (3.19).
Slede¢a posledica generaliSe teoremu D.

Posledica 1. Neka je x> f(x) dva puta diferencijabilna funkcija definisana na
segmentu [a, b] takva da je |f"(x)|=M (Nx E (a, b)) i f'(a@)=f"(b). Tada je

(3.21) (AU‘U——(ﬂw+ﬂmﬂ§M“6”(l

gde je q definisano sa (3.20).

PriMEDBA. Nejednakost (3.21) moZe se predstaviti u obliku

b 2 1 b 2
‘ o f s (f@ +f<h))] MO OO w)

Na osnovu prethodnog, prirodno se namece problem generalizacije teoreme
6, pri uslovu

(3.22) SN (x) | =M (n>1; xE (a, b)).

Pretpostavimo da je uslov (3.22) ispunjen. Tada je na [a, b]

x> f(x) + (x —a)"+! konveksna funkcija reda n

l)'

x> f(x)— 7![17)' (x—a)"+! konkavna funkcija reda ».

Na osnovu teoreme 8 i leme 1 zakljudujemo da funkcija F definisana na
[a, b] pomocu
'&HW @

n!

FE=2 T ek
k:(;x‘a)n (x+#a),
F(x): f(n)( )
l e (x=a),

. .y R M
zadovoljava uslove teoreme 6, pri Cemu je | F (x)‘,gm(‘v’x € (a, b)).
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Isto tako i funkcija

n—1 r()
fx0— sz()(x b)k
e k=0 *
(=Dt = (x#b),
x> G(x)= n
_J;n'@ (x=b),

zadovoljava uslove teoreme 6.
Sada se, slitno teoremama 9 i 10, mogu formulisati i dokazati sledeéi
rezultati:

Teorema 11. Neka je xv>f(x) n+1 (n>1) puta diferencijabilna funkcija defi-
nisana na [a, b] takva da je |f"*D (x)l<M (M>0) (Vx E (a, b)) i

SO )= (=D 1 fB (g) (k=1,...,n).
Ako pE Q (% (a, b)) vaZi nejednakost

AP (@)

= = )

b—a |

< Mb—ay (A ((x*a\"_l_(b—x)"; p)i (d+a)r, @ )
4(n+1)! b—al b—a A +—(A~-1)r,(9)

gde je A odredeno sa (2.4) i

L1
4

__(n+ i
M@(b—a)

f)—f(a) & (a)
b—
b—a ,Z:l k! (

|:n+2]

1 2 1 ny2

3.22 = 2k pon) .
(3.22) 72 (9) 21 (n+ 1) (n+2) (,ZO (Zk)q T )

(3.21)

Teorema 12. Ako funkcije x+—f(x) i X+ p(x) ispunjavaju uslove kao u teo-
remi 11 i ako je

a+b a+b - b—a b—a
— —X|=p—+x Vx -, — ),
(%) P[54 ( &[ 2 2 ]
vaZi nejednakost

M(b a)"+1 ((x—a\" (1+9)r, (9
y — b= (2 s p)- n
P (f(aHf( ))’ 1! ( A((b—a) 7 ) /1(1+q>—(1—1>rn(q))’

gde su A, q, r, odredeni sa (2.4), (3.21), (3.22) respektivno.
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Posledica 2. Neka funkcija [ zadovoljava uslove kao u teoremi 11. Tada je

1A

[bia./éf(x)dx~;(f(a)+f(b)) M( i )

i) \ns1 m (@)

n+1

gde je r, odredeno sa (3.22).

PriMeDBA. U Casopisu Amer. Math. Monthly ([49])) postavlien je problem, koji je u vezi sa
prethcdnim rezultatima:

Neka na [a, 5] f ima neprekidan izvod reda 2 i neka je | fCP (x) | M1 £ (a)=f)(b)=0
2a r=0, 1, ..., n—1. Dokazati da vaZi nejednakost

b
’J'f(x)dx I<——(w‘— (b—a)n+!
| Toemear ’

U istom &asopisu objavljeno je reSenje ovog problema koje je dao A. TORCHINSKY ([50]).

4.4. O nekim generalizacijama nejednakosti V. A. Zmorovica
U radu [51] V.A ZMoOROVIC dokazeo je sledecu teoremu:

Teorema I. Ako je funkcija f:[a—h, a+h]—R dva puta neprekidno-diferenci-
Jabilna, tada je

a+h

[ ey dx= > (fla+h) -2/ @-+f(a=),
a—h

sa jednakoséu ako i samo ako je f dato sa

f(x)= { ¢ {(h~a+x)3+6h2 (a—x)}+C,x+C, (xEla—-h, a))
Ci(h+a-x)+Cux+Cy (x € [a, a+h),
gde su C,, C,, C, proizvoljne realne konstante.

Navedeni rezultat V. A. ZMoroviCa predstavlja poboljSanje nejednakosti
ath

f (/") dx = (flath)~2f @ +f(a—h)
a—h

koju je geometrijskim razmatranjem dobio M. A. LAVRENTEV (videti [51]), pret-
postavljaju¢i pritom stroZije uslove. Naime, LAVRENT’EV je dokazao poslednju
nejednakost pod uslovom da je f Cetiri puta neprekidno-diferencijabilna funkcija
na [a—h, a+h].

Sli¢an rezultat nalazimo u [S52] (tecorema 264):

Teorema J. Ako je

f(=D=-1, f(h=1, f'(-D=f"(1)=0
i k €N, tada je

2k—1

*j:cl(f,’ (x))*dx=2 (41‘*1)21(_1’
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sa jednakoséu samo za

f)=

Ak—1  Zk=1 (ak-njek-1)
2k 2k

Daéemo sada neke generalizacije teoreme 1.
Najpre uvedimo oznaku

A= L Uf@th-2f@+f@=h)]
i primetimo da je

h
(4.1) [h=n(f"(a=t)+f"(@+0))dt =R A.
0

Teorema 13, Neka je funkcija f:[a—h, a4 k] —R dva puta neprekidno-diferenci-
jabilna i g:la—h, a+h]—R+ neprekidna.

Tada vaZi nejednakost

ath
(42 JRCLs (rdxz Al =),
gde je
4 _r L L
(4.3) 8(r)= [ (h—1y=T(g(a—1)"" +g(a+0)l7)dw
0

Jednakost u (4.2) nastupa ako i samo ako je funkcija f data sa

1—a -1

1
! Nt Ax+ A, (xC[a—h, a])
g

Aj(x—z)

(4.4) Jx)=

x 1
Alf(x—t)‘%’— |"_1d1+A2x+A3 (x E[a, a+ h)),

gde su A, A,, A, proizvoljne realne konstante.

1 1 1—r
Dokaz. Stavimo y (t)=(g(a— O'-r+g(a+1t)=r) r . Tada (4.3) postaje

F h—t\r
(4.5) 8 (r)= Oj (%) Ldr.

Kako je
a+h

A
f g(x)]f”(x)j’dx=f(g(a—t)}f”(a—t)]'—kg(a—l—t)[f” (a+1)]7)de,
0

a—h
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stavljanjem p,=g(a—1), p,=ga+1t), z,=f"(a—1t), z,=f"(a+1t), na osnovu
nejednakosti (videti [53], [54])

! r—1

(4.6) 1z1+---+zn\'§(§pil_r) CAENIS KRR MEAL

i=1

(zeC, p>0(@i=1,...,n), r>1),

imamo
ath

h
[emirwraxs [ ALlenlenr g
0 ( (a— t) +g(a+[) )

h
— [ @@= +f" @+ D]y ds,

ili, s obzirom na (4.5),

at+h
@7 [ g/ @] d
a—h
h r

i f oo ya) [y e

Primenom HoLDEROvVe nejednakosti na desnu stranu u (4.7), dobijamo

> -

at h

_fh g0 () dwz l(f(h—o

f”(a—t)+f"(a+t)1dt)

f( -(f" (a—- t)+f”(a+t))dt

>
- b(r)’ v
odakle, s obzirom na (4.1), sleduje (4.2).
Kako u (4.6) nastupa jednakost ako i samo ako je
plzt=. o =plz, 122,20 k, j=1,...,n),

a u HOLDEROVO] nejednakosti

fﬁ'qa(x)w(x)idxs(fﬂw(x) {de)”"(flw(x) lqu)”" (5+—;—=1,p>1)

ako i samo ako je |@(x)|?=C|y(x)|9, gde je C realna konstanta (videti [9,
str. 54]), zakljuGujemo da jednakost u (4.2) nastupa ako i samo ako je

1 1
gla—ty="f"(a—ty=g(a+ty-1f"(@a+o,

(O @/ @) =Y cer.

(4.8)
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1z (4.8), ako stavimo C= A/, sleduje
1 1

f(a—t) - A( . I)):f, fatt)= A( . :t)")H O=t<h),

odakle, integracijom, dobijamo (4.4).

Posledica 3. Ako je funkcija f:[a—h, a+ h]—R dva puta neprekidno-diferenci-
Jabilna, vaZi nejednakost
ath
r—1

(4.9) f ) dx)(—;—z)rl A (r>1).

Jednakost u (4.9) nastupa ako i samo ako je funkcija f data sa
2r—1

C, ((hfa-er)’_TwL
2r—!
C,th+a—x)""+C,x+C,

gde su C;(i=1, 2, 3) proizvoljne realne konstante.
Stavljanjem g (x)=1, iz teoreme 13 sleduje tvrdenje posledice 3

4r—2

h”%‘ - C,x+C “[a—h,
oo (a x))+ , x+ C, (x&[a al)

(xEla, a+h])

PRIMEDBA. Za r =2, posledica 3 se svodi na teoremu I.

Posmatrajuéi levu stranu nejednakosti (4.2) u obliku
ath
[ g0 @ (1" (@) dx,
a—h
gde je t+>D(r)=|t]" (r>1), zakljuCujemo da je @ konveksna funkcija. To nam
je dalo ideju da generalisemo teoremu 13, za neku opstiju funkciju @.
Prethodno dajemo sled:¢u definiciju.

Definicija 6. Neprekidna funkcija @:R —R* pripada klasi M ako postoje kon-
veksna funkcija F:R—>R* i realni brojevi A { m tako da za svako xCR vaZe
nejednakosti
F(x)=®(x)Vm< A F(x) A=1; m>1).
Napomenimo da ovde pod konveksnom funkcijom podrazumevamo nepre-
kidnu JenSEN konveksnu funkciju, kao Sto je definisano u odeljku 4.3.
Jedna generalizacija teoreme 13 je sledeca teorema (videti [39] i [55]).

Teorema 14. Neka funkcije @ :R—>R", f:[a—h,a+h]—R, g:[a—h, a+ h]—-R*
ispunjavaju uslove:

1° ®cM;

2° f dva puta neprekidno-diferencijabilna;

3° g neprekidna.

Tada je
at+h

f g(x)@(f" (0))dx >W D (M),

gde je 0 odredeno sa (4.3).
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PRIMEDBA. Ako je @ (x)!/m=F(x)(m>>1), gde je F konveksna funkcija, tada vaZzi nejednakost

a+h

(4.10) f gD (f"(x)dx=

‘a(m)mal
a—h

2m

@ (A).

Poslednja nejednakost za @ (x)={x|* (r>1) i m=r svodi se na (4.2).

Posledica 4. Neka funkcije ®:R—R* i fila—h, a+h]—R ispunjavaju uslove:
1° @ (x)m=F(x)(m>1; F konveksna funkcija);
2° f dva puta neprekidno-diferencijabilna.

Tada je
ath
@.11) f @(f”(x))dngZ:;)'"”lh(.b(A).
a—h

Nejednakost (4.11) je oStrija ukoliko je m vece.

Ako u (4.10) stavimo g(x)=1 (VxEla—h, a+Hh]), dobijamo (4.11). S
2m—1
2m--2
(4.11) je ostrija ukoliko je m vete. Najvea mogucna vrednost za C,, Je
Co= lim C,=} e i ona egzistira, na primer, kod funkcije x+>® (x) = e* (k =R).

n——+ oo

{ m—1
druge strane, kako je mi—> Cm=( ) (m>1) rastu¢a funkcija, nejednakost

Sli¢no dokazu teoreme 14, moZe se dokazati sledeca teorema.

Teorema 15. Neka funkcije ®:R—R", f:[a, a+h]—R, gla, at-hl—-R" ispu-
njavaju uslove:

1° o= M;
2° [ neprekidno-diferencijabilna;
3° g neprekidna.

Tada je
a+h /3 P
(4.12) [ g (s @)dez2t o),
gde su
ath 1

Y R A

PRIMEDBA. Za g (x)=1, (4.12) se svodi na

a+h

[ or@ya= 0.

a



4. Neke integralne nejednakosti 45

4.5. Neke primene u numerickoj integraciji

Na osnovu rezultata iz odeljka 4.1, sada ¢emo nadi ocenu za ostatke
R, (f5; p) u nekim formulama za numericku integraciju oblika

b m
(5.1) [P®f(x)dx= 3 Af(x)+ R, (f; p),
e k=1

gde su A, (= Ax(p)) teZinski koeficijenti,
X, <X, <+ <X, =b,

a funkcije x> p(x) i x> f(x) ispunjavaju uslove:

1° pcQ(% (a, b));

2° f diferencijabilna sa ograniCenim prvim izvodom na (a, b).

Takode ¢emo razmatrati neke formule za numericko izradunavanje vise-
strukih integrala koje predstavljaju analogon od (5.1).

G. W. Mackey u radu [56] (videti takode [9, str. 297]) dokazao je
sledeci rezultat.

Teorema K. Neka je f diferencijabilna realna funkcija definisana na segmentu
[0, 1] i takva da je
lff(x)|=sM za O0<x<l.
Tada je

Jrosi Sl

Kori$¢enjem teoreme A, teorema K se moZe uopstiti na slede¢i nadin
([34], [39]).

Teorema 16. Neka je f:R—>R diferencijabilna funkcija definisana na [0, 1] i
takva da je
I/ (x)|=M za 0<x<l.

Tada je
1
n M m
653 | [Imdr- 3 Af@)| T (e + @ x02).
! k=1 k=1
0
gde je
O=a,<a,<---<a,=1; lh=aq—ar_,, a_ =X <0 k=1,..., m).

Neke posledice teoreme 16 su:

Posledica 5. Ako je x,=a, ili xp,=a,_, (k=1, ..., m) vaZi

1
{ [f@de=3 as00 =% 5 A
5 k=1 k=1
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Posledica 6. Ako je xkz-l-» (@, +ap) (k=1

.., m), vaZi nejednakost

Uf(x)dx—z A f () !g4 S 32

k=1
Posledica 7. Ako je ak:—(k:O, I, ..., m), tada je

(5:4) Uf(x) av= -3 S =00 3 (o o k) e 2m(n - 1))

\ m
1z (5.4), za x,‘.:ak:£ ili x,=a, lfk;l k=1, ...

, m), dobijamo
| f fydx—1 z £(x)

Ova nejednakost je stroZija od nejednakosti (5.2)

1 2k—1
Za xk:?(ak_l"f‘ak):T”T (k:l

é

.., m), (5.4) se svodi na

(5.5) [ f £(x) dx - z S (x)

Nejednakost (5.5) nalazimo u [57, str

§

. 151].
Na osnovu teoreme 1 moZe se dokazati sledeéi rezultat

Teorema 17. Neka je f:R—R diferencijabilna funkcija definisana na [0, 1]
i takva da je

'@ |=M  (VxE(0, ).
Ako pCQ (4 (0, 1)) i mEN, tada je

1
n 2k—1
. ) dx— S 4 < dx,
(5.6) UP(V)f(X) 3 a5 E e m fp(x) x
gde je
k
A= fp(x)dx k=1,...,m).
k—1
Dokaz. Neka je .
Eipmb=f(T N [ @
k—1

m
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Kako je, na osnovu teoreme 1,

ZM"IA Tl‘ AM
2m
JE(fa 2 )é :27 s
m(i+1)
——+(A—1)—
2m 4m
imamo
I “ 2k—1\|_| & "
xX)f(x)dx—> 4 (—-1). +E ; . LS4
IOprf() S ad(P )| 3 AEG s S 4
Eaﬁ‘l)fp(x) dx,

¢ime je dokaz zavrSen.

PRIMEDBA. Za p (x)=1(= A=1) (5.6) se svodi na (5.5).

Naves¢emo jedan primer.

PriMER. Neka je x> p (x)=e~* (x<[0, 1]). Tada je

p(x)dx=(el/m—1)e—kim k=1,...,m),

n—%g\w

1
—e, fp(x)dx:l—eﬂ,
0 k—
m
pa se (5.6) svodi na

1
’fe‘xf(x)dx—(e‘/m—l) > e‘k/mf(Zk;l—)‘ M el
b . k=1 2

m 2m e+1

Teorema 16 moZe se generalisati za slucaj kada je f funkcija vise
promenljivih.

Prethodno uvodimo sledeCe oznake:

n, mEN (i=1,...,n); O=a,<a;<--- Ly, = 1 (i=1,...,n)
Byt S Xy < dig» Z,-ki:a,.ki—a,-,kiml ki=1,...,m; i=1,...,n);
k=(k,,. ... ky), X=(x, ..., %), Xk=(x1k1, RN
D={X|0<x;<1; i=1,...,n}

D(k)={X¢| @i s <xp,<aw, (ki=1,....m;i=1 ..., m}
dX=dx, - - -dx,;
E(f; k)=f(X) -

f(X)dx.

n
11 %, »2®w
i=1
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Teorema 18. Neka je f:R"—>R diferencijabilna funkcija definisana na D i

neka]euD{ ci=1,...,n).
Tada je »
(5.7) [ [reoax =3 o 5 h e du S
= k=1 kn—1

12 o
5? z ( z H(xiki; k1)>,
ki=1
gde je
H(t; k)= (t—a; 1)+ (aiki*f)z-
Neke posledice teoreme 18 su:
Posledica 8. Ako je Xig, = ik, ili X, = Ak, qs iz (5.7) sleduje

‘f JS(X)dXx — n?il rg ﬂ'lkl.' e, S (X)) iééiM,(g Zikf)-
=1
D

k=1 kn=1 i k=1

Ako je, osim toga, Z,k =l, vazi
m.

o1 M;
=— —.
2 1

]f Jraoax- s S e S r

kn—=1

%L

H

Posledica 9. Ako je “"ik,-:”z'(ai,k,-—leaiki)’ vaZi

U...ff(jX)dX— S S A -z,,knf(Xk)!g%é (é’l&k )

k=1 kn—=1

Ako je, osim toga, Z,k =—, imamo

1
m.

‘f ff(X)dX— . z knzlf(xk)




5. NEKI OTVORENI PROBLEMI I MOGUCNOSTI DALJIH GENERALIZACIJA

5.1. Neki otvoreni problemi

1. Pod pretpostavkom da su a,(i=0, 1, ..., n) medusobno razli¢iti bro-

n
jevi 1 x= Z X, , u odeljku 2.2. za MaLeT-HAMMONDovu funkcionalnu jednaéinu
k—1

(1) <éoak>f(x,, x,,)=(£10a,\,)f(xl~l, L x—1)

n
> S s Xy Xt L Xeps -y X)),
k=1

odredeno je reSenje oblika
Gy (x) G (x) -+ G,(x)

a’™ aX a™
2) S, oo, x)=1"" ! n
aoxn alxn a"xn

Pitanje opsteg reSenja jednaline (1) ostaje otroreno.
U vezi sa prethodnim, otvara se i problem reSavanja opitije jednaSine

Af(x)y oo, x)=Bf(x,—1, ..., x,— 1)
+ Zf(xl, vy Xy Xt L Xpi s ooy X0
K=t

gde su 4 i B dati realni brojevi.

2. U odeljku 2.3. odredeno je opSte netrivijalno reSenje funkionalne ne-
jednakosti

Af(x,y oo, x)2Bf(x,—1, ..., x,— 1)
2SOy s Xy Xt L Xy ooy X)),
k1

u skupu neprekidnih reSenja CAucHyeve jednacine
(3) f(xHr,Vl, e xn+yn):f(x1’ .--,x,,)f(yl, cees y,,)-
Ostaje otvoreno pitanje da li se uslov (3) moZe oslabiti.
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5.2. Moguénost daljih generalizacija

1. U odeljku 2.2. odredeno je reSenje oblika (2) i za neke opstije jedna-
gine od (1). Interesantno bi bilo odrediti njihova reSenja oblika (2), gde funk-
cije G,(i=0, I, ..., n) ne bi bile funkcije zbira argumenata, ve¢ ncke opstije
funkcije.

2. Kao posledice dokazanih teorema, u tretem poglavlju dobijen je veci
broj partikularnih rezultata, specifikacijom prostora i operatora.

Novim izborom prostora i operatora, moguce je dobiti niz drugih rezul-
tata. U ovom radu se nije na tome insistiralo, ali bi, svakako, bilo interesantno
da se, ukoliko je moguée, dobijanjem poznatih rezultata pokusa da otkrije nji-
hovo zajedni¢ko poreklo.

Time bi, naravno, teoreme, dokazane u ovom poglavlju, dobile u svojoj
generalnosti.

3. U vezi sa generalizacijama nejednakosti V. A. ZMOROVICa, od interesa
bi bilo dobiti neke nejednakosti u kojima se pojavljuju visi izvodi.
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SUMMARY

1.1. This paper consists of the following chapters:

1. Introduction;

2. On a MALET-HaMMOND’s functional equation and a corresponding
functional inequality;

3. On generalization of E. LANDAU’s theorem;

4. Some integral inequalitics;

5. Some open problems and possibilities of further generalizations;

6. Bibliography.

Some of the chapters are devided into sections.

1.2. In Chapter 2 a general continuous solution was determined of a
functional equation
Fo(x) Fi(x) -+ Fy(x)

under the following assumptions:
1° Unknown functions F;:R—R;
2° O<ay<a,; < - - - <a,;

30 X = z x,'.
i=1
Using this result, for MALET-HAMMOND’s functional equation ([3])

(z ak)f(xl, ...,x,,):<ﬁak)f(x1—l, L x—T)
k=0

k=0
n
+ Zf(xl, ey xk_l, xk+1, ka, cee s x”),
k=1

the solution of the following form was determined

Gi(x) G (%) - Gp(x)

xq x4 X1
a, a; a,

S(x, oo, x)=

Xn Xn

Xn
a;

a,

Some more general equations were considered.
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A set of two functional equations were also observed of which one is a
MALET-HAMMOND’s equation and the other a CAUCHY’s equation

JX+)=fX)f(Y) (X, YER?.

Some of these results are published in references [1] and [4].

In connection with functional cquations there imposcs a problem of conside-
ring the corresponding functional inequalities. Thus, for example, R. CooPER
([58]) has considered the functional inequality

gx+y=g(x)+g(¥y),

which is in connection with CAUCHY’s equality g(x +y) =g(x) +g(»). J. E. WETZEL
in [59] studies the inequality f(x+y)=f(x)f(»).

There is an increasing number of papers dealing with this problem in
recent time ([60], [61], [62], [63], [64]). Some of these results also find their
application in the theory of information.

Section 2.3. deals with a functional inequality

() Af(x,, ..., x)ZBf(x,—1, ..., x,—1)

n
> s Xt L X s X))
k=1

where f:R"—R and 4, B>0.
Under condition that f satisfies the CAUCHY’s equation

JX+Y)=f(X)f(Y) (X, YERY,

a general solution of inequality (1) was determined.

1.3. The well-known E. LANDAU’s Theorem ([8]) has been generalized by
many authors in different senses. This Chapter gives a generalization of this
Theorem and it relates to the operators in BANACH space.

Based on Prof. P. R. BEesack’s (Canada) suggestion this result has been
further generalized (Theorem 3).

Similarly, V. G. AvakuMoviC’s and S. ALJIANCIC’s ([26]), result has been
generalized by means of Theorem 2.

These results being rather general, a great number of particular results
has been obtained by specification of the space and operators.

The last Section of this Chapter also gives some applications of the
forementioned results to the operators in functional spaces.

1.4. The fourth Chapter has been dedicated to integral inequalities.

In the first Section, an A. OSTROwSkI’'s result ([28]), which is in con-
nection with the results from the third Chapter was generalized for a weight
arithmetic integral mean, and then the obtained results were transferred to a
function with several variables. There were also given analogic results for a
weight geometric integral mean.
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The sccond Section discusses a K. S. K. IYENGAR’s ([35]) inequality

M(b—a)y

b
@ | [r@d] o (@ sb) =M

! 2
— - (fB)—f @),

which ho!ds under condition that f is a diffirentiable function on [a, b] and
S =M.

Then, first, the inequality (2) was generalized for the weight arithmetical
integral mean wherein the conditions for f were weakened.

Supposing that |f"+D(x)|<M (n=1), IYENGAR’s inequality was further
generalized.

Scction 4.4. gives somc generalizations of V. A. ZMOROVIC’s inequality ([51])

a+th

f (f”(x))zdxgz%(f(a+h)—2f(a) +fla—h)),
a—h

which holds under condition that f is twice differentiable function on [a—#, a 4 A].
Namely, under certain conditions for g and @, there were proved the
inequalities of the form
a+h
[ e /") rdx=C,(g; Al (>1),
a—h
a+h
[ e@@(f"®)dxz=D, (g NP  (m>1),
a—h
where

A /11 (f(a+h)—21(a)+f(a—h).

At the end of this Chapter some applications of the obtained results
were given and thesc are related to the estimation of the error in some
formulae for numerical calculation of integrals.

1.5. The fifth Chapter states some problems which have been lcft open.
Possible genecralizations of the obtained results have been pointed out.

1.6. The sixth Chapter gives a list of the literature cited in the text or
the one used as a general literature.

1.7. This paper rcpresznts an abridged version of the Ph. D. Thesis,
defended at the Faculty of Electronic Engineering, NiS. Thc results separately
published are cited without proofs.






SADRZAJ

. Uvod | 1

. O Malet-Hammondovoj funkcionalnoj jednalini i odgovarajucoj funkcionalnoj nejednakosti | 5

2.1. O jednoj funkcionalnoj jednacini u obliku determinante | 5
2.2. O MaLeT-HamMmoNDov0j funkcionalnoj jedna¢ini i nekim njenim generalizacijama | 6
2.3. Funkcionalna nejednakost koja je u vezi sa MALET-HAMMONDovom funkcionalnom

jednaginom | 12
. O generalizacijama teoreme E. Landaua | 13

3.1. Teorema E. LanDAUa i neke njene generalizacije | 13
3.2. Neke nove generalizacije Teoreme E. LaNDAva | 16
3.3. Primena na operatore u funkcionalnim prostorima | 20

. Neke integralne nejednakosti | 23

4.1. Generalizacija jednog rezultata A. OSTROWSKOG | 23

4.2. O jednoj nejednakosti K. S. K. IYENGARa | 29

4.3, Neka dalja proSirenja IYENGAROve nejednakosti | 32

4.4, O nekim generalizacijama nejednakosti V. A. ZMORoviCa | 40
4.5. Neke primene u numeri¢koj integraciji | 45

. NVeki otvoreni problemi i mogucnosti daljih generalizacija | 49

5.1. Neki otvoreni problemi | 49
5.2. Mogu¢nost daljih generalizacija | 50

. Bibliografija | 51

Sumary | 55

59



