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KONSTRUKCIJA KVADRATURNIH FORMULA LOBATT0-0V0G TIPA
ZA INTEGRACIJU FUNKCIJA SA LOGARITAMSKOM TEZINOM

Gradimir V. Milovanovic¢

Elektronski fakultet u Nidu, Katedra za matematiku

(Primljeno 25. aprila 1983)

U radu se daje konstrukcija kvadraturnih formula Lobatto-
ovog tipa za integraciju funkcija na (0,1) sa teZinskom funkci-
jom p(x)=log(1/x). Konstrukcija se zasniva na primeni Gautschi-
evog metoda modifikovanih momenata [4]. odgovarajudée formule Ga-
ussovog tipa razmatrao je D.G.Anderson . ‘U radovima Eﬂi fﬂ,
razmatrana su neka uopStenja Gaussovih formula u smislu uvodje-
nja dodatnih informacija o podintegralnoj funkciji i njenim iz-
vodima u nekoj fiksiranoj ta%ki van intervala integracije.

Predmet ovog rada je konstrukcija kvadraturnih formula Lo-
batto-ovog tipa
1 n
= z
{ log(1/x) f(x)dx = Af(0) +B£(1) +k=lckf(xk) +R o (£)e (1)

U [7] su razmatrane tzv. uop¥tene Gaussove formule oblika

1 n m-1 (r)
flog(1/x)£(x)dx = T C f(x.) + £B £ 5 (c) +R(f), (2)
— r
0 k=1 r=0
za funkcije koje imaju izvode do reda m-1 u nekoj fiksiranoj ta-
ki x=c (& (0,1)). Algebarski stepen ta¥nosti formule (2) jednak

je 2n+m-1.

U cilju konstrukcije formule (1) posmatrajmo kvadraturni

problem
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1
n
[log(1/x)F(x)dx = T C F(x,) + R(F), (3)
_. k k
0 k=1
kod koga je R(F)=0, za svako gEEnzn_l, gde je F(x)=x(1-x)g(x)
i K2n_1 skup svih algebarskih polinoma ne viSeg stepena od 2n-1.

Drugim re¢ima, u (3) treba odrediti Ay i Xy (k=1,2,...,n) tako
da je
1 n
(j)‘x(l—x)1og(1/x)g(x)dx=kz=:1ckxk(1—xk)g(xk) (4)
za g(x) = l,x,...,xzn-l.

DefiniSimo novu teZinsku funkciju p pomoéu p(x)=x(l—x)log§.

Neka je (S sistem ortonormiranih polinoma na (0,1) u odno-

k) ken,
su na teZinsku funkciju p, tj. u odnosu na skalarni proizvod

1
(f,9) = [ £(x)g(x)p(x)dx,
0

ReSenje kvadraturnog problema (3) mo¥e se dobiti reSavaju-
¢i sistem nelinearnih jedna&ina (4). Medjutim, ako se (3) inter-
pretira kao Gaussova kvadratura ([2], [5], [6]) sa teZinom p,
tj. kao

1 n
_gp(x)g(x)dx= kElAkg(xk) +Rn(g) ? (5)

gde su xk nule polinoma Sn‘i

1 =1

-
= (B s;x0?) (k=1,2,...,n)
i=

0

to se jednostavno uporedjivanjem dobija

Py

xk(l—xk)

Ck =

(k=1,2,...,n).

Da bismo odredili R(F), pretpostavimo da FGEC2n+1[O,1]. S
obzirom da je ( [6])

s, IP

s &)  (0cg< 1,
(2n) 1k

Rn(g) =
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gde je k‘,1 koeficijent uz najviZi stepen u polinomu S , moZe se

dokazati da vaZi

2
syl
n p(2n42)
(2n+2) 1k

R(F) = (0<n<1),

Primetimo da smo funkciji F nametnuli uslove F(0) =F(1F0,

Kvadraturnu formulu (1) za integraciju funkcije f sa teZi-
nom X wlog(1/x) moZemo sada dobiti iz (3), Naime, ako stavimo

F(x) = f(x) - (1-x)£(0) - x£(1),

iz (3) sledije (2), pri &emu su X nule polinoma S ,

f—k- B=-1--£l Ak
1% 17 T

>
]
oW
1
N ™Mo

k

P

C =

k (k=l'2,---,n)

xk(l—xk)

i Ak koeficijenti Gaussove formule (5).

Ako £E€c?P*2[0,1], imajuéi u vidu da je R(f) =R(F), zaklju-
%ujemo da formula Lobatto-ovog tipa (1) ima algebarski stepen
ta®nosti 2n+l, tj. da je ostatak R(f) jednak nuli za sve poli-

nome ne viZeg stepena od 2n+l,

Parametre Gaussove formule sa teZinskom funkcijom p dobi-
jamo metodom modifikovanih momenata B], paketom programa pisanih
na FORTRAN jeziku za radunar PDP 11/40 u DOUBLE PRECISION arit-

metici,
S obzirom na jednakost (Gatteschi [3])

1
fxB(l-x)alog(l/x)Pé“’B)(2x-1)dx
0

I’(a+l) l‘(8+1) (w(a+6+2)—w(8+1)), n=0,
T (a+B+2)

- I (n+a+1)r (B+1)
nl' (n+a+8+2)

() nE
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é“'s)(Zx-l) pomereni Jacobievi polinomi i ¥ (x)=r1x)/ (x)

logaritamski izvod gama funkcije I (x), za bazisni niz polinoma

gde su P

(wk)kesN s U odnosu na koji se odredjuju modifikovani momenti
za teéingku funkciju p, moZe se uzeti niz Gegenbauerovih pome-
renih polinoma wk(x)== C£/2(2x—1), za koje vaZi rekurentna re-

lacija
XW, . (x) = Kk w0+ L (x) + kEL (x)
k-1 2(2k+1) "k 2 "k-1 202k+1) k-2 XN

sa W0 =1 i W_, =0. Potrebne modifikovane momente dobijamo iz
Gatteschieve jednakosti za a=gR=1

—

5 .
1 %r k_Or
Vi = ({ x(l—x)log(l/x)wk(x)dx= "

Jk(k+3)’ kzl.

Parametre formula odredili smo za n=1(1)12. U tabeli 1 na-
vedeni su parametri za n=2(1)5. U sluc¢aju n=1, formula (1) ima
oblik

1
_ 89 7 500
Of log(l/x)f(x)dx—mf(O) *Tggt (D + Fgf(7/20) + Ry (£),

. : _ 79 (4)
gde ostatak ima oblik R3(f)- Engﬁﬁf (g), 0<g <1 .
TABELA 1

n Parametri Lobatto-ove formule

2 A=0.21727 75827 B=0.01018 91049
x1=0.19215 67673 C1=0.54865 36562
x2 =0.60024 82959 C2 =0,22387 96562

3 A =0,15045 64284 B=0,00391 53228
x1==0.l2218559244 Cl==0.45131 50473
x2==0.40370 68490 C2==0.29878 66121
x3==0.73611 05252 C3==0.09552 65842

4 A=0,11166 17854 70141 B=0,00181 52707 28861
x1==0.08478 71901 41850 Cl==0.36987 17832 44672
x2==0.28785 93711 75200 C2:=O.30776 04319 61881
x3==0.55619 11411 69444 C3==0.16222 54166 51876
x4==0.81440 09853 05528 C4==0.04666 53119 42568

5 A=0,08679 24543 20288 B=0,00095 40730 77711
x1==0.06238 53806 75856 Cl==0.30677 14176 42170
x2==0.21492 82742 04417 C2==0.29159 24649 51456
x3==0.42908 34039 74564 C3==0.19562 33022 74937
X4==0.66123 39593 53319 C4==0.09299 45177 52212
x51=0.86288 23543 84297 C5==O.02527 17699 81226
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Za testiranje dobijenih formula posmatrali smo integral

1
I = [ log(1/x)e™dx = 1,31790 21514 54403 8,.. .
0

TABELA 2
n PribliZna vrednost Relativna
integrala greska
1 1.31825 -0,27E-3
2 1.31790 27576 -0.46E-6
3 1.31790 21520 -0.46E-9
4 1,31790 21514 54197 -0.30E-12
5 1.31790 21514 54404 -0.21E-15

U tabeli 2 date su pribliZne vrednosti integrala I, dobi-

jene primenom kvadraturnih formula (1) za n=1(1)5. Prva pogre-

Sna cifra u vrednosti integrala je podvu&ena., U poslednjoj ko-

loni ove tabele data je odgovarajuéa relativna greska, koja je

-15

veé za n=5 reda 10 :

[

(2]
[3]
[4]

(s]

Ce]
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CONSTRUCTION OF QUADRATURE FORMULAS OF LOBATTO TYPE
FOR INTEGRATION OF FUNCTIONS WITH LOGARITHMIC WEIGHT

Gradimir V. Milovanovi¢

Faculty of Electronic Engineering, Department of Mathematics
SUMMARY

Lobatto quadrature formulas on (0,1), with respect to the
weight function p(x) =log(1l/x) are constructed. The Gautschi s
method of modified moments is used. The parameters of Lobatto-
formulas, determined in DOUBLE PRECISION arithmetic, are given.

The efficiency of this quadrature has been checked on an example.





