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Uvod

Pre cetrdesetak godina ra¢unari su uglavnom bili koristeni kao sredstva
za ubrzavanje numerickog reSavanja raznih inzinjerskih problema. Zbog
toga, oblasti matematike koje su bile korisne u tim postupcima pre svega
su bile matematicka analiza, diferencijane jednacine, numericka analiza itd.,
koje mozemo jednim imenom zvati kontinualna (neprekidna) matematika.
Vremenom je, medutim, rac¢unarstvo postalo nauka za sebe, $to je dovelo do
toga da neke druge matematicke discipline dobiju veéi znac¢aj i u primenama
i u obrazovanju. Danas je uobic¢ajeno da se naziv diskretna matematika
koristi kao zajednicki imenitelj tih bazi¢nih oblasti.

Diskretna matematika proucava prirodne, cele i racionalne brojeve, diskretne
(konacne ili najvise prebrojive) skupove, relacije i funkcije definisane na
njima, jezike koji se koriste u matematickom rezonovanju primenljivom u
racunarstvu, algoritme itd. Drugim rec¢ima, diskretna matematika se bavi
(diskretnim) objektima, njihovim svojstvima i odnosima, koji se danas pri-
hvataju kao osnova za zasnivanje rac¢unarstva kao nauke. Primeri pitanja
na koje se pri tome nailazi su: za dati skup znaka i datu duzinu, koliko se
razli¢itih lozinki moze konstruisati, koliko puteva izmedu dve fiksirane tacke
postoji u datom grafu, ili koje je ogranicenje za duzinu izvrSavanja nekog
programa.

Polazeéi od najcesée postavljenih ciljevi kurseva u ovoj oblasti:

e definisanje vaznih diskretnih formalnih sistema i odgovarajuéih tehnika
zakljucCivanja i davanje motiva za njihovu upotrebu u konkretnim pri-
menama u racunarstvu,

e razumevanje formalnih dokaza na kojima se zasniva matematicko re-
zonovanje i

e uvodenje opstih algoritamskih postupaka resavanja problema.

kao osnovne teme ¢ije proucavanje se predlaze uglavnom se navode:
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osnovni matematicki koncepti, poput skupova, relacija, funkcija, for-
malnih sistema i dokaza, ..

*
diskretne strukture, grafovi i drveta, modularna aritmetika,

apstraktne koncepti za zasnivanje i analizu algoritama,

tehnike prebrojavanja, diskretne verovatnoca, itd.
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Skupovi, relacije, funkcije

2.1

Osnovne definicije i primeri

2.1.1 Skupovi

Pojam skupa je jedan od osnovnih u matematici. Ovde ¢emo proizvoljan

skup

shvatati kao kolekciju objekata, ili elemenata, koji kao zajednicku

karakteristiku imaju upravo pripadnost tome skupu.
Koristi¢emo slede¢u notaciju:

simbol € oznacava pripadanje elementa skupu, tj.

— a € A znaci da element a pripada skupu A, dok
— a ¢ A znaci da element a ne pripada skupu A4, tj. =(a € A),

obi¢no se skupovi oznacavaju velikim (A, B, ...), a elementi malim
(a, b, ...) slovima; skupovi prirodnih celih i racionalnih brojeva se
oznacavaju redom sa N (pretpostaviéemo na dalje da je 0 € N), Z i Q,

reprezentacija skupa se vrsi:

— ekstenzionalno, tj. navodenjem svih elemenata skupa izmedu

viticastih zagrada, na primer {a, b, c}, {1,2,3,...,17},ili {2,4,6, ..

— intenzionalno, tj. navodenjem osobine koju imaju elementi skupa
i samo oni, na primer {z : P(x)}, Sto se ¢ita kao skup svih z za
koje vazi P(x),

simbol () oznacava prazan skup, tj. skup koji ne sadrzi ni jedan ele-
ment, odnosno Vz(z & 0).

Primer 2.1.1 Skup {1,2,3} sadrzi tri elementa - brojeve 1, 2 i 3. Skup
{{1,2},{{3},2},{1}} sadrzi tri elementa (koji su i sami takode skupovi)

3

3
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{1,2}, {{3},2} i {1}. U slucaju skupa {1,2,3,...,17} oznaka ... ima
(donekle nepreciznu) namenu da zameni eksplicitno navodenje svih prirod-
nih brojeva izmedu 31 17, dok kod skupa {2,4, 6, ...} zamenjuje (neogranic¢enu)
listu svih parnih brojeva ve¢ih od 6.

Zapis {z : z je realan broj i1 < x > 2} predstavlja skup svih realnih
brojeva izmedu 11 2. Intenzionalni {x : z je prirodan broj manji od 100 i kvadrat prirodnog broja }
i ekstenzionalni {0, 1,4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81} zapisi predstavljaju isti skup.

]

U kontekstu materijala koj se ovde izlaze, posebno znacajan vid inten-
zionalnog predstavljanja skupova je kada se osobina koja karakteriSe ele-
mente skupa opisuje nekim postupkom. U primeru 2.1.2 taj postupak je
induktivan, tj. zadaje se pocetni element, kao i natin za generisanje svih
narednih elemenata.

Primer 2.1.2 Skup N prirodnih brojeva moze se definisati na slede¢i nacin:
1. 0 €N,
2. za bilo koji x, ako jex € N,ondajeix+1 € Ni
3. N sadrzi one i samo one x dobijene koracima 1 i 2.

Primetimo da koraci 1 i 2 generisu prirodne brojeve, dok korak 3 obezbeduje
da se recimo 0.5 i @ ne mogu naci u skupu. [ |

Definicija 2.1.3 Skup A je podskup skupa B, a skup B je nadskup skupa
A, uoznaci A C B, odnosno B D A, ako vazi da je svaki element skupa A
ujedno i element skupa B, odnosno Vz(z € A — x € B).

Skupovi A i B su jednaki, u oznaci A = B, ako je A C Bi B C A,
odnosno Vz(z € A < = € B).

Skup A je pravi podskup skupa B, ako je A C B inije A= B.

A ¢ B znaci da nije A C B. [ |

Za svaki skup A je ) C A, odakle direktno sledi da su svaka dva prazna
skupa medusobno jednaka. Takode, primetimo da za svaki skup A vazi
A C Ai A= A. Redosled navodenja elemenata skupa nije od znacaja, tako
da su skupovi {1,2} i {2, 1} jednaki. Ni viSestruko navodenje istog elementa
ne utice na formiranje skupa, tako da je {a,b,a} = {a,b} = {b,a,a,a,a}.
Da bi se oznacilo da je A pravi podskup skupa B koristi se i oznaka A & B.

Primer 2.1.4 Nekaje A ={1,2,3}, B={1,2,{1,2,3}}iC ={1,2,3,{1,2,3}}.
Najpre primetimo da su 1, 2i {1, 2,3} elementi skupa B, da je {1} C B, ali
da {1, 2,3} nije podskup skupa B, jer 3 € {1,2,3}, ali 3 ¢ B. Prema tome,
vazida A € B,alii A ¢ B. Sa druge straneje Ac Ci ACC. [ |
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Definicija 2.1.5 Partitivni skup skupa A, u oznaci P(A), je skup svih pod-
skupova od A, odnosno P(A) = {B: B C A}. [ |

Posto je za svaki skup A, ) € Ai A C A, onda uvek vazi ) € P(A) i
AeP(A).

Primer 2.1.6 Neka je A = {a,b}. Tada je P(A) = {0,{a},{b},{a,b}}. W

Redosled elemenata u nekom skupu nije od znacaja, tako da je {a,b} =
{b,a}. Medutim, nekada je bitno da se istakne redosled, na primer tacke sa
koordinatama (6,2) i (2,6) se razlikuju.

Definicija 2.1.7 Uredeni par objekata x i y, u oznaci (z,y), je skup

{z} {z, y}}-

Pri tome, x je prva, a y druga koordinata (projekcija, komponenta) uredenog
para (z,y). |

Upravo insistiranje na redosledu koordinata uredenih parova, dovodi do
vaznog svojstva da su dva uredena para jednaka ako i samo ako su im
jednake odgovarajuce koordinate, koje je formulisano tvrdenjem 2.1.8.

Teorema 2.1.8 Uredeni parovi (z,y) i (a,b) su jednaki ako i samo ako vazi
r=aiy=b.

Dokaz. (=) Lako se vidi da je bilo koji uredeni par (z,y) jednoé¢lan skup
{{z}} ako i samo ako je x = y. Neka je dakle (x,y) = (a,b). Ako je x =y,
onda jeia=b, azatimixz=y=a=0>. Pretpostavimo da je x # y. Tada
(x,y) sadrzi dva elementa - skupove {z} i {x,y}. Sada mora bitiia # b jer
bi u suprotnom (a,b) sadrzao jedan element - skup {a}. Zbog jednakosti
(z,y) i {a,b) i ¢injenice da jednoclan skup ne moze biti jednak dvoclanom,
mora vaziti da je z = a. Takode je i {z,y} = {a,b}. Sada je y € {a,b}.
Ako bi bilo y = a, onda bi se dobilo x = y, §to ovde nije slucaj, tako da vazi
y=0b.

(<) Obrnuto, ako vazi © = a i y = b, trivijalno sledi jednakost uredenih
parova. |

Pojam uredenog para se prirodno uopstava na (uredenu) k-torku ob-
jekata, u oznaci (x1,x9,...,2k), u kojoj se ta¢no zna ko je koja od k-
koordinata.
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Definicija 2.1.9 Dekartov proizvod skupova X;, Xo, ..., Xi, u oznaci
X1 xXox - x X, ili xi?:lXi, je skup svih uredenih k-torki (z1,z2...,zk),
za koje je x1 € X1, 22 € X, ..., xp € X, tj.

X1XXQX--~><Xk={<x1,x2...,xk>:x1€X1,J}2€X2,...,J}kEXk}.
|

Ako je X1 = Xo = ... = X, onda se X7 X Xo X -+ x X}, obi¢no oznacCava
sa XFT.

Primer 2.1.10 Neka su skupovi predmeta za izborne blokove u treéem i
cetvrtom semestru:

e ML1 = {DiskretnaMatematika, FinansijskaMatematika}, i

e ML2 = {Filozofija, ProgramskiPaketiZaMatematiku}.

Tada ML1 x ML2 predstavlja moguce izbore studenata:

{(DiskretnaMatematika , Filozofija),

(DiskretnaMatematika , ProgramskiPaketiZaMatematiku),
(FinansijskaMatematika , Filozofija),
(FinansijskaMatematika , ProgramskiPaketiZaMatematiku)}.

2.1.2 Relacije

Pojmovi relacija i funkcija koje uvodimo u nastavku teksta spadaju takode
u osnovne matematicke koncepte i uopstavaju osobine konretnih relacija i
funkcija, poput > ili Inx, na konkretnim matematickim strukturama.

Definicija 2.1.11 Neka su X;, Xo, ..., Xj skupovi. Relacija (duzine ili
arnosti k, nad skupovima Xj, Xs, ..., Xi) je bilo koji podskup Dekartovog
proizvoda X7 X Xg X -+ x Xp. [ |

Primetimo da skupovi X1, Xo, ..., X} mogu biti i jednaki, u kom slucaju

su relacije podskupovi od XF. Ako su elementi 1 € X1, 29 € Xo, ...,
x € Xi urelaciji R C X1 x Xg x -+ x X, piSe se (x1,z2...,2x) € Riliu
prefiksnom zapisu R(x1,x2...,2x). Posebno interesantne su relacije duzine
2, ili binarne relacije, kod kojih se koristi i infiksni zapis oblika aRb ako su
a i b u relaciji. Sli¢no kao i kod skupova ako elementi a i b nisu u relaciji R,
pise se (a,b) € R, ili =R(a,b), odnosno —(aRb).
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Primer 2.1.12 Neka su A skup reka i B skup drzava. Jednu binarnu
relaciju R C A x B mozemo definisati kao: R(a,b) akko reka a € A protice
kroz drzavu b € B. Tada je:

e R(Dunav, Austrija), R(Dunav, Madarska) i
e —R(Volga, Italija). [ ]

Definicija 2.1.13 Kompozicija relacija R C Ax Bi S C B x C, u oznaci
S o R je binarna relacija {(a,c) C A x C} za koju je a(S o R)c ako i samo
postoji b € B tako da R(a,b) 1 S(b,c). |

U definiciji 2.1.13 treba obratiti paznju na redosled navodenja relacija.
Naime, iako je re¢ o kompoziciji relacija R i S, relacija R se navodi ”iza”
S, odnosno relacija S je u zapisu levo od R.

Primer 2.1.14 Neka je A skup osoba i neka su relacije R i .S definisane
nad A? sa: R(z,y) ako i samo ako je x majka od y, odnosno S(x,y) ako i
samo ako je x otac od y. Tada je x(S o R)y ako i samo ako postoji z € A
tako da je  majka od z i z je otac od y. Drugim rec¢ima z(S o R)y ako i
samo ako je x baba po ocevoj liniji od y. [ |

Interesantni primeri relacija su: univerzalna, prazna, indenti¢na i in-
verzna. U slucaju relacija arnosti 2 nad skupovima A i B, za njih se koriste
oznake:

e 7za univerzalnu relaciju U = A X B,
e za praznu relaciju (koja ne sadrzi ni jedan uredeni par) 0,
e za relaciju identiteta I = {(a,b) : a = b} i

e za inverznu relaciju R~ C B x A relacije R C Ax B, R™! = {(b,a) :
(a,b) € R}.

Neke od posebnih osobina binarnih relacija formalizavane su definicijom
2.1.15.

Definicija 2.1.15 Neka je A skup i binarna relacija R C A2. Tada je R:
o refleksivna ako i samo ako je (Vo € A)R(x,x),
o irefleksivna ili striktna ako i samo (Vax € A)-R(x,x),
e simetricna ako i samo ako (Vz,y € A)(R(z,y) — R(y,x)),

e antisimetriéna ako i samo ako (Vz,y € A)(R(z,y) AR(y,z) =  =y),
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e tranzitivna ako i samo ako (Vz,y,z € A)(R(x,y) ANR(y,z) = R(x, 2)).
]

Primer 2.1.16 Neka je N skup prirodnih brojeva. Tada je relacija R C N2,
definisana sa R(a,b) ako i samo ako je a < b:

e refleksivna, jer (Vz € N)x <z
e antisimetricna, jer zasve x,y e Nizx <yiy<zslediz=yi
e tranzitivna, jer za sve x,y,z € Nizx <y iy < zsledi x < z,

ali nije simetri¢na, jer na primer vazi 1 < 2, ali nije 2 < 1. Sli¢no vazi i
za relaciju R C P(A)?, definisanu sa R(z,y) ako i samo ako je x C vy, za
proizvoljni skup A.

Relacija P C N2, definisana sa P(a,b) ako i samo ako je a < b je
striktna, antisimetri¢na i tranzitivna. Relacija Q C N? x N2, definisana
sa Q({a,b), (c,d)) ako i samo ako je a+d = b+ ¢ nije antisimetri¢na jer vazi
QU(1,2),(2,3)) 1 Q((2,3), (1,2)), posto je 1+3 = 2+2, ali nije (1,2) = (2,3).

Ova relacija jeste refleksivna, simetri¢na i tranzitivna. [ ]

Na osnovu osobina relacija navedenih u definiciji 2.1.15, izdvajaju se
neke posebno znacajne vrste relacija:

Definicija 2.1.17 Neka je A skup i binarna relacija R C A2, Tada je R
relacija:

e ckvivalencije ako i samo ako je refleksivna, simetri¢na i tranzitivna,

e parcijalnog uredenja (poretka) ako i samo je refleksivna, antisimetri¢na
1 tranzitivna,

e totalnog ili linearnog uredenja (poretka) ako i samo ako je to relacija
parcijanog uredenja za koju je (Vz,y € A)(R(z,y) V R(y, z)). [ ]

Ponekad se antisimetri¢na i tranzitivna relacija koja je refleksivna naziva
relacija slabog (parcijalnog) uredenja, dok je antisimetriéna i tranzitivna
relacija koja je irefleksivna - relacija striktnog (parcijalnog) uredenja.

Relacije ekvivalencije

Primeri relacije ekvivalecije su: jednakost u nekom skupu, paralelnost pravih
itd.
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Primer 2.1.18 Neka su N i Z skupovi prirodnih i celih brojeva i n € N,
takav da je n > 0. Tada je relacija (kongruencije po modulu n) =,C Z?,
definisana sa

a =, b akoisamo ako jea—b=Fk-n,zaneki keZ
jedna relacija ekvivalencije:
o refleksivnost vazi jer je a —a =0 n,
e simetri¢nost vazi jeriza—b=~k-nsledidajeb—a=—-k-ni

e tranzitivnost vazi jeriza—b=k-nib—c=1[0-nsledidajea—c=
(a=b)+b—c)=k-n+l-n=(k+1) - n.

Alternativna oznaka za a =y, b je a = b (modn). n

Definicija 2.1.19 Neka je A skup, z € A i R C A? relacija ekvivalencije.
Klasa ekvivalencije elementa x u odnosu na relaciju R, u oznaci [z]g, je
skup svih elemenata skupa A koji su u relaciji R sa z, odnosno

wlp = {y € A: 2Ry}
Kolicnicki skup skupa A za relaciju ekvivalencije R, u oznaci A /g je
Ap={lz]r : v € A}
|

Ako se relacija R podrazumeva uobicajeno je da se pise samo [z]. Imajuéi
u vidu svojstva relacije ekvivalencije, lako se dokazuje tvrdenje 2.1.20.

Teorema 2.1.20 Neka je R C A? relacija ekvivalencije i 2,y € A. Tada je
[z] = [y] ako i samo ako R(z,y).

Dokaz. Najpre primetimo da je zbog refleksivnosti za svaki z € A ispun-
jeno x € [z]. Prema tome ako je [z] = [y], onda je y € [z], Sto znaci da je
R(z,y). Obrnuto, pretpostavimo da je R(z,y). To znaci da je y € [z]. Za
svaki z € [z] zbog simetri¢nosti i tranzitivnosti vazi da je R(y,z) i R(z, 2),
pai R(y,z), odakle je z € [y] i [x] C [y]. Na slican nacin se dobija [y] C [z],
pa i [z] = [y]. u

Primer 2.1.21 Prema primeru 2.1.18 relacija =3 je relacija ekvivalencije.
Odgovarajuce klase ekvivalencije su:

e 0]=1{...,—6,-3,0,3,6,...},
o [1]={...,—5,-21,4,7,..}i
e [2={..,-4,-1,2,58,...}. n
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Relacije poretka

Relacije (parcijalnog i totalnog) poretka uopstavaju razli¢ite primere uredenja
skupova: biti podskup na nekoj familiji skupova, biti veéi ili jednak na
skupu realnih brojeva, biti deljiv na skupu prirodnih brojeva N, ili alfabet-
sko uredenje rec¢i nekog jezika.

Primer 2.1.22 Neka je Q skup racionalnih brojeva. Relacija R definisana
na Q2 x Q? tako da je

(z,y)R(a,b) ako i samo ako je z < a,iliz=aiy <b.

je jedna relacija parcijalnog poretka. Uo¢imo najpre da iz (z,y)R(a,b) sledi
x < a. Refleksivnost relacije R ocigledno vazi, jer je z = z i y < y, pa
je (x,y)R(x,y). Ako je (z,y)R(a,b) i (a,b)R(z,y), onda je najpre z < a i
a < x, odnosno x = a, zatim isto vazi i za y i b, pa je (z,y) = (a,b), tako da
je R antisimetri¢na relacija. Konac¢no, neka je (z,y)R(a,b) i (a,b)R(u,v).
Tada jex <aia<wu,paizx<wu Ako jez < u, vazi da je (z,y)R(u,v).
Akojex =wu,tadajeiz =aia=u, pamora biti y < bib < w, odakle je
y < v i ponovo (z,y)R(u,v), odnosno R je tranzitivna relacija. [ ]

Definicija 2.1.23 Parcijalno ureden skup, ili poset, je uredeni par (A, R),
gde je A skup, a R C A? relacija parcijalnog poretka.

Element a € A je minimalan ako za svaki element x € A, iz xRa sledi
x = a. Element b € A je maksimalan ako za svaki element x € A, iz bRx
sledi b = x.

Element a € A je minimum, ili najmangi element skupa A, ako za svaki
element x € A vazi aRx. Element b € A je maksimum, ili najveéi element
skupa A, ako za svaki element x € A vazi zRb. [ ]

Ako minimum (maksimum) u nekom posetu (A, R) postoji, lako se vidi
da je i jedinstven. Na primer, neka su a i b dva najmanja elementa. Tada je
aRb i bRa, pa posto je R antisimetri¢ma, sledi da je a = b. Sledeéi primer
ilustruje da minimum (maksimum) ne mora postojati.

r-"—\

Primer 2.1.24 Neka je Q skup racionalnih brojeva. Skup (0,1) =
Q: 0 < z < 1}, nema ni minimum ni maksimum. Skup (0,1] = {z € Q
0 < z < 1} nema minimum, ali je 1 maksimum, dok skup [0,1) = {zx € Q:
0 <z < 1} nema maksimum, a 0 je minimum. U skupu [0,1] ={z € Q:
0<z< l} su 011 redom minimum i maksimum. [ ]

Za razliku od minimuma i maksimuma koji su, ako postoje, jedinstveni,
minimalnih i maksimalnih elemenata u nekom posetu moze biti vise posto
medusobno ne moraju biti uporedivi.
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Primer 2.1.25 Posmatrajmo relaciju biti podskup na familiji A = {0, {a}, {b}}
pravih podskupova skupa {a, b} za koju vazi {a} ¢ {b} i {b} ¢ {a}. Uredeni
par (A, C) je jedan poset. Ocigledno je da je () njegov minimum, pa sem
praznog skupa nema drugih minimalnih elemenata. Medutim, ovde ne pos-
toji maksimum, a maksimalni elementi su {a} i {b}. n

Jednu od osnovnih motivacija za relacije poretka predstavlja relaciji ” biti
manji do jednak” na skupu celih brojeva Z. Poznato je da tu vazi da su
svaka dva elementa u relaciji, pa je ovo primer relacije totalnog uredenja.

Definicija 2.1.26 Totalno (linearno) uredenje, ili lanac, je uredeni par
(A, R), gde je A skup, a R C A? relacija totalnog poretka. [ |

Primer 2.1.27 Skup {1, 2,4, 8} sa relacijom deljivosti | ¢ini jedan konacan
lanac. Medutim, ({1,2,4,8,12},|) nije lanac jer niti 8/12 niti 12|8. Jedan
beskonagan lanac u odnosu na relaciju | je skup {2* : k € N}.

Posmatrajmo skup A i njegov partitivni skup P(A). U opstem slucaju
(P(A), C) nije lanac, na primer razli¢iti jedno¢lani podskupovi skupa A nisu
uporedivi. Medutim, ako je A = 0 ili je A jednoclan, (P(A), C) jeste lanac.
|

Definicija 2.1.28 Parcijalno uredenje (A, R) je dobro uredenje ako svaki
neprazan podskup skupa A ima minimum. [ |

Lako se vidi da je svako dobro uredenje i totalno: posto svaki skup
{a,b} C A ima minimum, mora biti ili aRb ili bRa.

Primer 2.1.29 Skup N prirodnih brojeva u odnosu na relaciju < ¢ini jedno
dobro uredenje. Skup {—z : z € N} u odnosu na relaciju < nije do-
bro uredenje jer nema minimum. Skup Q racionalnih brojeva u odnosu
na relaciju < nije dobro uredenje, jer na primer skup (0, 1) nema minimum.
|

2.1.3 Funkcije i operacije

Definicija 2.1.30 Relacija f C A x B je funkcija (preslikavanje) ako zado-
voljava da za svaki = € A postoji najvise jedan y € B tako da je (z,y) € f.
Pri tome je y vrednost funkcije f za element x. Skup A je domen, u oznaci
Dom(f), funkcije f. Skup B je kodomen, u oznaci Kodom(f), funkcije f.
Slika funkcije f, u oznaci Im(f), je skup {y € B: (3x € A)(z,y) € f}.

Skup svih funkcija iz skupa A u skup B se oznacava sa B,

Ako za svaki x € A postoji y € B tako da je (x,y) € f, funkcija f je
totalna. Ako postoji € A takav da ni za jedno y € B nije (z,y) € f,
funkcija f je parcijalna.
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Identicka funkcija na skupu A, idg C Ax A, je definisana sa id4(z) = z,
za svaki xz € A. [ |

Uobic¢ajeno je da se umesto f C A x B za funkcije pise f : A — B, kao i
f(x) =y umesto (x,y) € f.

Primer 2.1.31 Neka su Q, Z i N skupovi racionalnih, celih i prirodnih
brojeva. Jedna (totalna) funkcija f : Z — N je definisana sa:

f(z) =22

Zanju vazi da je skup Im(f) = {0,1,4,9, ...} pravi podskup skupa Kodom(f) =
N.

Neka je B neki skup i A C B. Funkcija x4 : B — {0,1} definisana sa
xa(z) =1 ako je x € A, xa(x) =0 ako je x € A je karakteristicna funkcija
skupa A.

Funkcija g : Z — Q definisana sa:

1
9(x) = z+1
je parcijalna, jer nije definisana za x = —1.
Relacija h = {(z,y) € Q% : x = y?} nije funkcija, jer, na primer, za
x = 4 postoje y1 = —2 1 yo = 2 za koje je (4,—2), (4,2) € h. [ |

Definicija 2.1.32 Neka su f: A+~ Big: B~ C funkcije. Kompozicija
funkcija f i g, u oznaci g o f, je skup (g o f) = {(x,2z) : postojiy €
B za koje je f(x) =y ig(y) = z}. [ |

Imajuéi u vidu da su u definiciji 2.1.32 f i g funkcije, lako se vidi i da je
kompozicija funkcija g o f takode funkcija oblika go f : A — C za koju je
(go f)(x) =g(f(x)). Naime, za svaki z € A postoji najvise jedan y € B za
koji je f(z) = y, a takode i za taj y postoji najvise jedan z € C takav da
je g(y) = z, odakle je ispunjen uslov iz definicije 2.1.30 da za svaki x € A
postoji najvize jedan z € C tako da je (x, z) € go f. Primetimo i da funkcija
go f za neki x € Dom(g o f) ne mora biti definisana iz dva razloga: ako
funkcija f nije defisana za x, ili ako jeste, a funkcija g nije definisana za f(x).
Posto su funkcije skupovi uredenih parova, za jednakost dvaju funkcija je
potrebno da vazi jednakost tih skupova.

Primer 2.1.33 Neka su funkcije f:Z+ Z i g : Z — N definisane sa:

e f(z)=4x — 1, odnosno

o g(x) =222
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Tada je (9o f)(2) = g(f(2)) = g(4-2—-1) = g(7) =2-7> = 98, a (gog)(1) =
g(2-1?)=g(2)=2-22=38.

Neka je funkcija f : Q — Q definisana tako da je f(x) najveéi celi broj
koji je manji ili jednak od z, za sta se koristi oznaka f(x) = |x|. Za ovu
funkciju vazi fo f = f jer jeza svakiy € Z, |y| = y.

Neka su funkcije f: Z+— Qi g : Q — Q definisane sa:

o f(x)= zlﬁ, odnosno

o g(z) =x+1

Tada f, paigo f nisu definisane za x = —1.
Neka su funkcije f: Z+— Ni g: N+ Q definisane sa:

e f(z) = 22, odnosno
1

® g(x) = z—1°

Tada g o f nije definisano za x € {—1, 1}, jer g nije definisano za 1. [ |

Teorema 2.1.34 Nekasu f: A— B, g: B+~ C1ih:C— D funkcije.
Tada je

ho(gof)=(hog)of.
Dokaz. Uoc¢imo da je za proizvoljno x € A
(ho(gof))(x) = h((go f)(x)) = hg(f(x))) = (hog)(f(x)) = ((hog)o f)(x),
odakle sledi tvrdenje. [ |
Na dalje ¢emo razmatrati totalne funkcije.
Definicija 2.1.35 Funkcija f: A +— B je:
e injektivna, ili 1 — 1, ako iz f(x) = f(y) sledi da je x =y,

e surjektivna, ili na, ako sa svaki y € B postoji z € A tako da je

flz) =y,

o bijektivna ako je injektivna i surjektivna. [ |

Primetivimo da je za surjektivnu funkciju f, Kodom(f) = Im(f).
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Primer 2.1.36 Funkcija f : Z — N definisana sa f(x) = 22 nije ni injek-
tivna, jer f(—1) = f(1)), ni surjektivna, jer za 2 € N ne postoji = € Z tako
da je 22 = 2.

Funkcija f : {1,2} — {1,2,3} takva da je f(1) = 21 f(2) = 3 jeste
injektivna jer je vrednost funkcije za sve elemente njenog domena razlicita,
ali nije surjektivna jer za 1 € {1,2,3} ne postoji x € {1,2}, tako da je
f(z) = 1. Funkcija g : {1,2} — {1} takva da je g(1) = g(2) = 1 jeste
surjektivna, ali nije injektivna, dok je funkcija h : {1,2} — {1,2} takva da
je h(1) =2, h(2) = 1 bijektivna.

Neka su A i B neprazni skupovi i A x B njihov Dekartov proizvod.
Funkcije projekcije definisane sa:

m : AX B A, tako da m1(a,b) = a i
e m: A X B+ B, tako da m(a,b) = b

su obe surjektivne, ali nisu injektivne (ako skupovi A i B imaju vise od
jednog clana). [ |

Ako za neku funkciju vazi da je f(a) = b, interesantno je definisati
obrnuti postupak koji b preslikava u a. Taj postupak nije funkcija ako
postoji bar jedno a; € Dom(f), tako da a3 # a i f(a1) = b. Ako za neko
b ne postoji ni jedan element domena koji se slika u njega, postupak, ako i
jeste funkcija, je paracijalan. Oba ova ograni¢enja ne postoje za bijektivne
funkcije.

Definicija 2.1.37 Za bijektivnu funkcija f : A — B njoj inverzna funkcija
f~1: B+ A je definisana sa f~!(b) = a ako i samo ako je f(a) = b. |

Za bijektivnu funkciju f vazi da je fof~! = dBlf Lof =idsi f~4 " = f,
jer, ako je f(a) = b, onda (f~' o f)(a) = f~(f(a)) = f~1(b) = a.

Primer 2.1.38 Za svaki skup A, trivijalno vazi da je identicka funkcija id 4
inverzna samoj sebi, jer (idg oida)(x) = ida(ida(x)) = ida(x) = z.

Neka su dati A = {a,b,c}, B={1,2,3}if: A— Btakodaje f(a) =1
f(b) =21 f(¢) = 3. Funkcija f je bijektivna, a njoj inverzna je funkcija
f1:Bw— A zakojuje f71(1)=a, f71(2)=0bi f1(3) =c ]

Definicija 2.1.39 Funkcija f : A" — A se naziva n-arna operacija skupa
A. |

U sluéaju binarnih operacija, uglavnom se koristi infiksna notacija, tj. umesto
*(x,y) pise se x x y.
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Definicija 2.1.40 Za binarne operacija * i x skupa A kazemo:
e x je komutativna ako je za sve B,C € A, Bx(C =Cx B,
e x je asocijativna ako je za sve B,C,D € A, (BxC)*D = Bx(Cx D),
e x je distributivna u odnosu na x ako je zasve B,C, D € A, Bx(C*D) =
(BxC)x(Bx*D). n

U nastavku ¢e nam posebno biti znac¢ajne neke unarne i binarne operacije
na skupovima.

2.1.4 Operacije nad skupovima

Neka je A neki neprazan skup i P(A) njegov partitivni skup. Ramatracemo
slede¢e operacije definisane na P(A):

e operacija komplementa, C : P(A) — P(A), za koju je C(B) = {z : z €
Aix ¢ B},

e operacija unije, U : P(A) X P(A) — P(A), za kojuje BUC ={z:x €
B, ili z € C},

e operacija preseka, N : P(A) x P(A) — P(A), za koju je BNC = {x :
reBixelC}i

e operacija razlike, \ : P(A) x P(A) — P(A), za koju je B\C ={z:x €
Biz ¢CY,

e operacija simetricne razlike, N\ : P(A) x P(A) — P(A), za koju je
BAC ={z:zeBiz¢C,ilizgBixeC}.

sve od navedenih operacija su totalne, odnosno definisane za sve elemente
svojih domena. Pri tome je komplement unarna, a druge navedene operacije
binarne. Za neku kona¢nu familiju By, Bs, ..., B, podskupova skupa A
Cesto se koriste uopstene unije i preseci:

e U \Bi={r:2€B,ilixz € By, ...,ili x € By}, odnosno
. mi-c:lBi:{.fIwGBliH?EBQi...iH?EBk}.

Ako je familija Bj, Bs, ...beskonac¢na, koriste se i oznake A = U;B;,
odnosno A = N; B;.

Neke od osnovnih osobina operacija nad skupovima formulisane su teo-
remom 2.1.41.

Teorema 2.1.41 Neka je A neki neprazan skup, P(A) njegov partitivni
skup i B,C, D € P(A). Tada vaze sleeée jednakosti:
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zakoni idempotencije
- BUB=Bi
- BN B =28,
zakoni komutativnosti
— BUC=CUBi
- BNnC=CnNBkB,
zakoni asocijativnosti
— BU(CUuD)=(BUC)UD i
- BNn(CnNnD)=(BNnC)nD,
zakoni apsorpcije
- BU(BNC)=1Bi
- BNn(BUC) = B,
zakoni distributivnosti
- BNn(CuD)=(BNC)U(BND)
- BU(CND)=(BUC)N(BUD),
De Morganovi zakoni
— C(BUC)=CBNCCi
— C(BNnC)=CcBUCC,

BUD = B,
BnNno=0,
BNA=B,
BUA=A,
BUC(B) = A,
BNC(B) =0,
C(A) =0,
C0) = 4,

Glava 2. Skupovi, relacije, funkcije
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e B\C=BnNCC,
e BAC =(B\C)U(C\ B).

Dokaz. Kao primer dokaza¢emo De Morganov zakon za uniju, dok se ostali
dokazi sliéno sprovode. Dakle, za proizvoljan x vazi

e x € C(BUC(C) ako i samo ako

e © ¢ BUC ako i samo ako

x ¢ Bix¢C akoisamo ako

x € CBiz e CC ako isamo ako

e r € CBNCC,

odakle sledi tvrdenje. [ ]

Pretpostavimo da smo u nekom izrazu koji se sastoji od simbola op-
eracija i skupova zamenimo U sa N i obrnuto, a () sa A i obrnuto. Takvom
zemenom dobija se dual polaznog izraza. Lako se vidi da da je dual du-
ala polazni izraz, kao i da duali jednakosti iz teoreme 2.1.41 takode vaze
za proizvoljne B,C,D € P(A). Uopste, vazu princip dualnosti: ako neki
izraz vazi iza sve proizvoljne skupove, elemente P(A), onda je to slucaj i sa
njegovim dualom.

Definicija 2.1.42 Skupovi A i B su disjunktni ako je AN B = . [

Definicija 2.1.43 Particija skupa A je familija By, Bs, ...podskupova
skupa A za koju vazi:

e A=U;B;i
e za i # j, disjunktni su B; i B;. [ ]

Particija, zavisno od familije B;, moze biti kona¢na i beskonacna.

2.1.5 Kardinalnost skupova

Cesto je u analizi i resavanju problema bitno koliko neki skup ima elemenata.
Ovde je korisno najpre razmotriti jedan na¢in definisanja prirodnih brojeva.

Primer 2.1.44 Prirodni brojevi se u teoriji skupova definisu na sledeéi
nacin:
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1=0U {0} = {0},
2=10{1} = {0} U {1} = {0,1},
3=20{2}={0,1}U{2} ={0,1,2}, ...,

en+1l=nU{n}={0,1,2,...,n—1,n}, ...,

tako da je svaki prirodan broj skup svojih prethodnika. Tada je skup N
prirodnih brojeva najmanji skup sa osobinama da sadrzi 0 i, ako mu pripada
n, onda mu pripada i n+1 = nU{n} i u teoriji skupova se dokazuje njegovo
postojanje. Relacija <C N? se definise tako da z < y ako i samo ako je x = y
ili z € y (neformalno, x je jedan od prethodnika od y). Lako se pokazuje
da je < relacija totalnog poretka (svaka dva prirodna broja su uporedivi
relacijom) i da je (N, <) dobro uredenje (svaki neprazan podskup od N ima
minimum). n

Definicija 2.1.45 Skupovi A i B imaju istu kardinalnost, u oznaci |A| =
|B|, ako postoji bijektivna funkcija f : A — B.

Skup A konacan ako postoje prirodan broj n i bijektivna funkcija f :
A — n. Tada je broj elemenata (kardinalost) skupa A, u oznaci |A| jednak
n. Ako skup nije konacan, onda je beskonacan.

Skup A je prebrojiv, odnosno prebrojivo beskonacan, ako postoji bijek-
tivna funkcija f : A — N. Tada |A| = N,.

Skup A je neprebrojiv, ako postoji injektivna funkcija f : N+— A, ali A
i N nemaju istu kardinalnost. [ |

Primer 2.1.46 Prazan skup je konacan jer je 0 jedini prirodan broj za koji
postoji bijekcija iz definicije 2.1.45, pa je i |@] = 0. Skup {1,3,5,7,9,11,13}
je konacan, kardinalnosti 7. Skupovi N, Z i Q, skup svih parnih i skup svih
neparnih prirodnih brojeva su svi prebrojivo beskonaéni. [ |

U nastavku ¢e pre svega biti re¢i o kona¢nim i prebrojivim skupovima.
Teorema 2.1.47 sadrzi nekoliko tvrdenja o kardinalnosti kona¢nih skupova.

Teorema 2.1.47 Neka su A, B, C, Ay i Ay konaé¢ni skupovi. Tada,
1. Ako |A| = k € N, onda je [P(A)| = 2.
2. Ako je ’Al‘ = kl, a ‘AQ’ = kg, kl,kg €N, onda je ‘Al X Ag‘ = k1 - ko.

3. Ako postoji injektivna funkcija f : A — B, onda je |A| < |B|. Pod-
skup konacnog skupa je konacan.

4. Ako postoji surjektivna funkcija f : A — B, onda je |A| > |B|.
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5. Ako je AN B =, onda je |[AU B| = |A| + |B].
6. |[AUB| = |A|+|B|—|ANB|.
7. |AUBUC| = |A|+|B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC|+|AnBNC|.

8. Ako je B4 skup svih funkcija iz A u B, onda je |B4| = |B|IAl.

Dokaz. Ilustrova¢emo dokaze nekoliko tvrdenja.

(1) Neka je A = {au,...,ar}. Proizvoljan element B partitivnog skupa P(A)
se moze prikazati kao uredena k-torka nula i jedinica, pri ¢emu je na i-tom
mestu 1 ako je a; € B, a 0 a; € B. Na primer, () je na taj nacin predstavljen
sa (0,0,...,0), a celi skup A sa (1,1,...,1). Odatle, broj elemenata skupa
P(A) jednak je broju razlicitih k-torki nula i jedinica. Lako se vidi da je taj
poslednji broj jednak 2*. Naime, na svakoj od k-pozicija moguée je izbor
jedne od dve binarne cifre, pa se indukcijom tvrdenje lako pokazuje.

(5) Neka je |A| = ki |B| = I. To znadi da postoje bijektivne funkcije
f:A— kig: B~ Il. Oznatimo elemente skupova A i B tako da
je fla;) = 4,1 =0,....,k—11ig(bj) =4,5 =0,...,1 —1. Posto je
ANB =0, onda je AUB = {ag,...,ak_1,bo,...,b;_1}. Posmatrajmo
funkciju h : AU B +— k + [, definisanu sa:

e hia;) = f(a;)) =14,i=0,...,k—1,
° h(bj):g(bj)+k:j—|—k7,j:0,...,l—1,

za koju se lako proverava da je bijekcija. Prema tome, |AUB| =k +1 =
Al + |B].
(6) Uotimo da je AUB =(A\B)U(B\A)U(ANDB), gdesu A\ B, B\ A
i AN B medusobni disjunktni skupovi. Zbog toga je
|AUB| = |A\B|+|B\A|+|ANB|
= ([Al=]AnB|) +(|B| - |[ANB|) + AN B
= |A|+|B|-|ANB.

Opsti slucaj tvrdenja 2.1.47.2 je
|Ap X -+ x Ap| = |A1| - |A2| -+ - |Ap].

Sli¢no, uopstavanjem tvrdenja 2.1.47.6 1 2.1.47.7 moze se formulisati i sledece
pravilo:

|[AtU...UA,| = |Ai]+-+ |An]
— brojevi elemenata dvoclanih preseka

+ brojevi elemenata troclanih preseka ...



20 Glava 2. Skupovi, relacije, funkcije

Pored teorijskog znacaja, prethodno tvrdenje ¢e imati i konkretne primene
u nekim od postupaka koje éemo predstaviti u nastavku.

2.2 Skupovi u programskim jezicima

Sliéno dokazu tvrdenja iz teoreme 2.1.47, u veéini programskih jezika (konacni)
skupovi se prikazuju u obliku niza bitova ¢ija duzina je jednaka broju ele-
menata skupa. Skupovne operacije se simuliraju kao logicke operacije nad
bitovima, na primer preseku odgovara konjukcija po bitovima. Zbog toga je
ponekad u konkretnim implementacijama ograni¢ena duzina skupa na broj
bitova u registru konkretnog racunara. Ovakav na¢in predstavljanja kao
posledicu ima i uredenje elemenata (racunarskog) skupa. Na primer jed-
nim bitom mozemo predstaviti logicke vrednosti, i to nulom netacéno (L), a
jedinicom tac¢no (T) pri éemu onda vazii L < T.

Binarne relacije nad kona¢nim skupovima se pogodno predstavljaju ma-
tricama nula i jedinica. Na primer, neka je R C A x B, A = {ay,...,ax}
i B = {b,...,bn}. Relaciju R tada mozemo prikazati binarnom matri-
com My, tako da je M;; = 1 ako je R(a;,b;), odnosno M;; = 0 ako je
—R(ai,b;j). Ako je R C A x A, odgovarajuca matrica je kvadratna.

Refleksivna, simetri¢na relacija, tranzitivno zatvorenje ...

2.2.1 Tipovi

U savremenim programskim jezicima pojedine programske celine, odnosno
konkretni objekti, na primer funkcije, promenljive i datoteke, obi¢no moraju
biti deklarisane da su nekog tipa. Takode, ¢esto se insistira na deklarisanju
tipova argumenata funkcija i procedura i prilikom prevodenja programa
se vrsi provera uskladenosti tih tipova sa tipovima argumenata u pozivu
programske celine. Primeri tipova su: celi brojevi, realni brojevi, logicki tip,
stringovi itd. Ovako posmatrani tipovi imaju sli¢nosti i razlike u odnosu na
(matematicke, apstraktne) skupove.

Primetimo najpre da upotreba naziva tipa, poput celi (ili realni) brojevi,
ovde treba da asocira na odgovarajuée (matematicke, apstraktne) skupove,
ali da moze i da zavede. Naime, celi brojevi predstavljeni u nekom konkret-
nom racunarskom sistemu su (samo) konac¢ni podskup skupa Z. Na primer,
standard programskog jezika C, definise standarne konstante (¢ija vrednost
zavisi od konkretne implementacije):

e INT_MAX, kao najveci podrzani celi broj i

o INT_MIN, kao najmanji podrzani celi broj
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sa garantovanim vrednostima od (makar) 432767, odnosno —32767 itd.
Sli¢no, realni brojevi u racunaru predstavljaju konac¢an podskup skupa Q,
i to su zapravo neki racionalni brojevi ograni¢ene preciznosti. Druga re-
strikcija koja se odnosi na tipove je da, u opstem sluc¢aju, neki (racunarski)
skup sadrzi elemente samo istog tipa. Tako nisu dopusteni skupovi koji, na
primer, sadrze realni broj i string.

U opstem slucaju pojam tipa u programskom jeziku obuhvata i neke
unapred zadate operacije nad objektima tog tipa. Tako su na konkretnim
tipovima definisane pojedine operacije, dok neke druge operacije nisu smis-
lene. Na primer, cele brojeve je dozvoljeno sabirati, mnoziti, oduzimati, ali
(sem kod nekih posebnih programskih jezika) besmislena je primena logickih
operatora na njih. Takode, zbog ogranic¢enja konkretnih implementacija,
pojedine operacije nisu istovetne matematickim (apstraktnim) pandanima.
Recimo, vrednost (racunarskog) sabiranja celih brojeva, zbog prekoracenja,
moze biti razlicita od (matematicke, apstraktne) vrednosti. Ovo se ¢esto
zaboravlja i dovodi do nezeljenih rezultata pri izvrSavanju programa.

S obzirom da su (racunarske) operacije definisane samo nad odredenim
tipovima, u opstem slucaju se prilikom prevodenja programa vrsi provera
ispravnosti tipova argumenata na koje se operacije primenjuju i, u slu¢aju
neslaganja javlja poruka o gresci. Na primer, besmislena je operacija koreno-
vanja stringa. Kod nekih operacija, recimo sabiranja, ako je jedan argument
celi, a drugi realni broj vrsi se automatsko prevodenje celog u realni broj.

2.3 Relacione baze podataka

Ovaj odeljak je posveéen prikazu teorijske osnove nekih osnovnih koncepata
i operacija u relacionim bazama podataka.

Neki podatak (slog) karakterisu njegove komponente ili atributi. Na
primer, u telefonskom imeniku jedan podatak moze imati atribute: ime,
adresa, telefonski broj. Svaki od atributa ima svoj poseban tip, koji svi
zajedno odreduju slozeni, ili slogovni tip podatka. Tabela je skup podataka
istog slogovnog tipa. Svaka od kolona u tabeli odgovara jednom atributu,
dok su redovi konkretni podaci odgovarajuéeg slogovnog tipa. Nije tesko
videti da se jedna tabela moze formalno predstaviti na slede¢i nacin:

e neka su atributi u tabeli redom Ai, Ao, ..., Ag, a njihovi tipovi 17,
T27 EERE Tk?
e neka je X; skup moguéih vrednosti atributa A;, zai=1,2,...,k,

e relaciji R C X7 x X9 x .-+ x X}, tada odgovara cela tabela, dok
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e neki slog, odnosno red tabele,s predstavljamo konkretnom k-torkom
(x1,29,...,2k) € R.

O relaciji R se moze razmisljati i kao da je promenljiva u vremenu, do cega
dolazi brisanjem postojec¢ih ili dodavanjem novih slogova.

Prateéi prethodno oznacavanje, relaciona baza podataka sa atributima
A1, As, ..., Aj je kolekcija relacija (tabela) Ri, Ra, ..., Ry, gde je
svaka od relacija R; C X;, X X;, X --- x X, , definisana nad Dekartovim
proizvodom odgovaraju¢ih skupova vrednosti nekih od atributa, a indeksi
i1, ... ,1, medusobno razli¢iti ¢lanovi skupa {1,2,...,k}.

Kljucevi kandidati su takvi skupovi atributa ¢ije vrednosti na jedinstven
na¢in odreduju vrednosti ostalih atributa slogova u tabeli, dok to ne vazi
za prave podskupove kljucevi kandidata. Jedan od kljucevi kandidata, pri-
marni kljuc¢, se bira da bude aktuelni klju¢. Na primer, mati¢ni broj je uve-
den da na jedinstven nacin odredi osobu koja ga poseduje, ali treba obratiti
paznju da, iako je mati¢ni broj jedan atribut, u opstem sluc¢aju klju¢ sadrzi
viSe atributa. Atribut koji pripada nekom klju¢u kandidatu je primitivan,
a nije primitivan atribut koji ne pripada ni jednom klju¢u kandidatu.

Primer 2.3.1 Posmatrajmo atribute:
e Ay, mati¢ni broj,

e A,, ime i prezime,

As, ulica i broj,

A47 gra'da

As, datum i
e Ag, tezina,

njima odgovarajuce skupove vrednosti X1, ..., Xg irelacionu bazu podataka
koja sadrzi dve tabele predstavljene relacijama:

e R CXixXoxXgxXyi
e R C X1 x X5 x Xg,

o litnim podacima osoba i podacima o njihovim tezinama merenim nekih
datuma. Atribut A;, mati¢ni broj, bi¢e primarni kljué¢ za R;, dok je par A;
i As, mati¢ni broj i datum, primarni klju¢ za Rs. [ |

Osnovni postupci koje mozemo sprovesti radeéi sa relacionom bazom
odnose se na:
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e izdvajanje onih slogova koji zadovoljavaju neki uslov i
e kreiranje novih tabela na osnovu postojeéih.

Postupak selekcije je zapravo izbor onih slogova iz neke tabele R C
X1 x X9 x -+ x X koji imaju neke specificirane vrednosti atributa, na
primer formiranje podskupa oblika

{{z1,29,...,xp) 1 x4y =Tiyye e, Tiy, =T, )

Prirodnim spajanjem dve tabele R C X1 X --- X Xp x Y] X --- x Y, i
SCXyx- - xXpXxZy XX Z, dobija se tabela:

{1y T YLy ey Uy 21y e ooy Zny ) 0 (T1y e Thy YLy - o s Ym) € R,
(X1, Ty 21, oy 2n) € ST

Na dve tabele istog slogovnog tipa mogu se primenjivati uobicajane
skupovne operacije: unija, presek, razlika.

Projekcijom se izdvajaju kolone neke tabele. Recimo, projekcijom tabele
R C X1 x X9 X -+ x X}, po atributima As, ..., A, dobija se tabela R =
{{x2,...,xk) : postoji z1 € Xi,{x1,...,2,) € R}. Drugim recima, R’ je
kodomen funkcije:

fr XixXox- xXp— Xogx--- x Xi

kod koje je Dom(fr) = R, fr(z1,z2,...,x) = (x2,...,xk), a skup indeksa
atributa I = {2,...,k}.

Primer 2.3.2 Posmatrajmo relacionu bazu iz primera 2.3.1. Neka su konkretne
tabele R; sa licnim podacima i Rs sa podacima o merenjima kao u tabelama
2.1, odnosno 2.2.

Selekcijom iz tabele Ry po kriterijumu da je vrednost atributa 'Grad’
jednaka’ Novi Sad’ dobijamo RY°¥152d y tabeli 2.3, dok prirodnim spajanjem
tabela R; i Ro dobijamo R3 u tabeli 2.4. [ |

2.3.1 Normalne forme

Relacione baze podataka su dinamicke, tj. tokom vremena podaci se men-
jaju, brisu i dodaju. Normalne forme se definiSu kako bi se tokom rada
izbegla pojava nekonzistentnosti do kojih moze doé¢i zbog postojanja zavis-
nosti izmedu atributa u tabelama. Najpre, svaka tabela definisana kao skup
podataka istog slogovnog tipa je u prvoj normalnoj formi (1NF).
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’ Mati¢ni broj ‘ Ime i prezime ‘ Ulica i broj ‘ Grad
JM BG, Pera Peri¢ Glavna Ta Beograd
JM BGq Zika Zikié Nova b.b. Beograd
JM BG3 Mika Mikié Dunavska 21 Novi Sad
JM BG4 Stevo Stevi¢ | R. Domanoviéa 14 | Kragujevac

Tabela 2.1. Tabela R; sa licnim podacima.

’ Maticni broj ‘ Datum Tezina
JM BG, 12. 01. 2009. | 80
JM BG, 12. 07. 2009. | 81
JM BGo 12. 01. 2009. | 87
JM BGo 12. 07. 2009. | 86
JM BG3 12. 01. 2009. | 77
JM BG4 12. 07. 2009. | 80

Tabela 2.2. Tabela Rs sa podacima o merenjima.

’ Mati¢ni broj ‘ Ime i prezime ‘ Ulica i broj ‘ Grad ‘

’ JM BG3 ‘ Mika Mikié ‘ Dunavska 21 ‘ Novi Sad ‘

Tabela 2.3. Tabela RY°V52d ga licnim podacima stanovnika Novog Sada.

’ Mati¢ni broj ‘ Ime i prezime | Ulica i broj Grad Datum Tezina
JM BG, Pera Peri¢ Glavna 7a Beograd 12. 01. 2009. | 80
JM BG, Pera Peri¢ Glavna 7a Beograd 12. 07. 2009. | 81
JM BG, Zika Ziki¢ Nova b.b. Beograd 12. 01. 2009. | 87
JM BG, Zika Zikié Nova b.b. Beograd 12. 07. 2009. | 86
JM BGj3 Mika Mikié Dunavska 21 Novi Sad 12. 01. 2009. | 77
JMBG, Stevo Stevi¢ | R. Domanovié¢a 14 | Kragujevac | 12. 07. 2009. | 80

Tabela 2.4. Tabela R3 dobijena prirodnim spajanjem tabela R; i Rs.
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Primer 2.3.3 Posmatrajmo tabelu R3 (datu u tabeli 2.4) iz primera 2.3.2.
Lako je primetiti umnogostruc¢avanje podataka u njoj: imena osoba i njihove
adrese se neprestano ponavljaju. Veéi problem predstavljaju izmene. Na
primer, neka je Pera Peri¢ promenio adresu. Ako bi se ta izmena svuda
unosila, u principu je potrebno izvrsiti dosta ispitivanja i upisivanja. Ako
se izmena ne bi unosila, u razli¢itim slogovima adresa Pere Peri¢a bi bila
razli¢ita. Projekcija po imenima i odgovarajuéim adresama, koja bi trebalo
da izlista sve osobe i njihove adrese, bi bila u najmanju ruku zbunjujuéa.
Slede¢i problem se pojavljuje ako imamo novu osobu ¢ija merenja treba
pratiti. Nju nije moguée ubaciti u tabelu, dok god se ne izvrsi prvo merenje.
Sliéno, ako se iz bilo kog razloga obrise red tabele, a u tom redu je jedina
pojava neke osobe (na primer poslednji red tabele R3), automatski se gube
i podaci o toj osobi. [ |

Funkcionalna zavisnost se moze pojaviti kada vrednosti jednog skupa
atributa jednoznac¢no odreduju vrednosti drugog, disjunktnog, skupa atributa.
Preciznije, neka su:

o [ = {i1,...,igy 1 J = {j1,...,Jm} dva skupa indeksa atributa tako
da je INJ = 0 (jednostavnosti radi, pretpostavimo da su u indeksi
rastuéem poretku iy < ... <ix <j1 < ... < jm),

e skupovi atributa Ay = {A4;,,..., A4}, Ay ={A4;,,..., 4.} i Ay =
ArUAj,

e R tabela u kojoj skup atributa sadrzi atribute Ay i
e Ry projekcija tabele R po Ajyy.

Tada je skup atributa Aj funkcionalno zavisan od skupa atributa Ay, ako je
Rjyuy funkcija iz Ry u Ry, odnosno za svaku k-torku r, € Ry postoji taéno
jedna m-torka r,, € Ry, tako da je (rg,rm) € Ruy.

U nastavku ¢emo, kao ilustraciju, razmotriti takozvanu drugu normalu
formu (2NF') u kojoj se tabela nalazi ako i samo ako svaki ne-primitivni
atribut nije funkcionalno zavisan od nekog pravog podskupa nekog kljuca
kandidata. Pored ove, postoje i druge normalne forme ¢ije razmatranje
prevazilazi opseg ove knjige.

Lako se uocava da je tabela u 2NF ako su svi kljuc¢evi kandidati jednoc¢lani.
Medutim, ako postoje viseclani kljucevi kandidati moguée je da neki njihov
pravi podskup na jedinstven odreduje vrednosti nekih od ne-primitivnih
atributa.

Primer 2.3.4 Nastavimo analizu iz primera 2.3.3. Iako mati¢ni broj na
jedinstven nacin odreduje osobu, u tabeli Rs on nije klju¢ kandidat, jer
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je na primer JM BG; vrednost tog atributa u dva sloga. Medutim, skup
atributa {Mati¢ni broj, Datum} jeste klju¢ kandidat.
NaruSavanje druge normalne forme se ovde javlja poSto atribut "Mati¢ni
broj’ na jedinstven na¢in odreduje vrednost atributa 'Ime i prezime’.
Normalizacija, ili transformacija u drugu normalnu formu, se vrsi delen-
jem tabele R3 u dve tabele R; i Rs iz primera 2.3.2. U prvoj tabeli primarni
kljué je "Maticni broj’, a u drugoj {Mati¢ni broj, Datum}. [ |
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Prebrojavanje

Samo ime sugerise da se prebrojavanje odnosi na utvrdivanje broja eleme-
nata nekog skupa, na primer na broj raspolozivih sedmocifrenih telefon-
skih brojeva. U matematici i rac¢unarstvu postupci prebrojavanje se ko-
riste u resavanju raznovsnih problema (na primer, u diskretnoj verovatnoéi

i izracunavanju slozenosti algoritama) i kao osnova moénih tehnika dokazi-
vanja (kombinatorijalni dokazi). U nastavku éemo spomenuti nekoliko tehnika
prebrojavanja koje se uglavnom sastoje od:

e transformacija polaznog problema (uglavnom u neki problem nad uredenim
k-torkama, tj. kona¢nim sekvencama, ili nizovima) i

e dekompozicija problema u jednostavnije.

Za ocekivati je da u svemu tome kombinatorika, grana matematike koja
proucava rasporede elemenata u skupovima, ima veliki znacaj, pa je znacajan
deo ovog poglavlja posveéen nekim kombinatornim pojmovima. Nakon toga
bi¢e predstavljena jos dva postupka koji imaju primene i u prebrojavanju
- rekurentne relacije i generatorne funkcije. Svi ovi alati se mogu, okvirno
govoredi, primenjivati na dva tipa zadataka, a to su:

e problemi u kojima se trazi dokaz postojanja reSenja i

e problemi u kojima se trazi broj resenja.

3.1 Postupci transformacije problema
Prilikom transformacije problema ¢esto se koriste delovi tvrdenja 2.1.47:

1. skupovi izmedu kojih postoji bijekcija su iste kardinalnosti, tj. ako
postoji bijekcija f : A+ B, onda je |A| = |B],

27
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2. domen injektivnog preslikavanja nije veée kardinalnosti od kodomena,
tj. ako postoji injekcija f : A — B, onda je |A| < |B|, i

3. kodomen surjektivnog preslikavanja nije vec¢e kardinalnosti od dom-
ena, tj. ako postoji surjekcija f : A — B, onda je |A| > |B|,

kojima se u vezu dozvode kardinalnosti skupova resenja polaznih problema i
problema u koje se oni transformisu. Na primer, u dokazu tvrdenja 2.1.47.1
iskoristena je jedna bijekcija koja elemente partitivnog skupa P(A) pres-
likava u k-torke nula i jedinica, pa se prebrojavanjem potonjih dolazi do
broja podskupova posmatranog skupa.

Kontrapozicijom navedenog pravila (2), poznata i pod nazivom princip
golubarnika' glasi:

Ako je |A| > |B| onda ni jedna funkcija f : A — B nije injektivna.

Drugim re¢ima, ako je |A| > |B|, za svaku funkciju f : A — B moraju
postojati bar dva elementa aj,as € A, tako da je a1 # ag i f(a1) = f(a2).

Primer 3.1.1 Ako u nekom golubarniku postoji k pregrada, a imamo k+1
goluba, onda da bi svi golubovi bili smesteni, u bar jednoj od pregrada
moraju biti smestena bar dva goluba.

Posmatrajmo skup A od 90 dekadnih brojeva od po 25 cifara. Tada je
IP(A)| = 2. Najveéa moguéa suma brojeva u bilo kom podsupu skupa A
sigurno ne premasuje 90 - 10?°, posto su svi brojevi u skupu A manji od
10%°. Pokazuje se da je 2°° > 90 - 10%°, pa mozemo zakljuciti da u skupu A
moraju postojati dva razli¢ita podskupa sa istim zbirovima elemenata. H

Jedno uopstenje principa golubarnika glasi: Ako je |A| > k- |B| tada
za svaku funkciju f : A — B postoji bar k + 1 elemenata skupa A koji se
preslikavaju u isti element skupa B.

Primer 3.1.2 Neka u Beogradu postoji n = 100000 bradatih muskaraca i
neka je broj dlaka u njihovoj bradi najvise k = 40000. Koristeéi uopsteni
princip golubarnika, posto je n > 2 - k, zaklju¢ujemo da bar trojica od njih
moraju imati isti broj dlaka u bradi. [ |

Jo§ jedno variranje pravila (2) dovodi do uopstavanja pojma injektivne
(odnosno 1—1) funkcije na k—u—1-funkciju koja u svaki element kodomena
slika tacno k elemenata domena:

Ako je f: A B k—u—1-funkcija, onda je |A| =k - | B].

!Pigeohhole principle. Veruje se da je Johann Dirichlet, 1805 — 1859, nemacki
matematicar, prvi dao formalizaciju ovog principa, pa se ovaj princip naziva i Dirichlet-
ovim.
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Primer 3.1.3 Odredimo na koliko razli¢itih na¢ina se na Sahovskoj tabli
mogu postaviti dva topa tako da se ne nalaze ni u istom redu, ni u istoj
koloni. Najpre poziciju topa i (za i = 1,2) predstavimo kao uredeni par
koordinata (r;, k;), gde su r;, k; € {1,...,8} i r; oznacava red, a k; kolonu u
kojoj se top ¢ nalazi. Na ovaj nacin skup pozicija dva topa se preslikava na
skup (ri1, k1,72, ko). Na primer, jedno resenje problema je (1,1,2,2). Treba
uociti i da je (2,2,1,1), iako formalno razli¢ita uredena ¢etvorka, zapravo
zapis istog tog reSenja. Odatle, ako skup svih pozicija koje jesu resenja
problema oznacimo sa A, a sa B skup svih njima odgovarajuc¢ih uredenih
¢etvorki, prethodno opisano preslikavanje iz B u A je 2—u—1-funkcija, i
zakljucujemo da je |A| = @.

Posto za reSenje problema mora da vazi ry # ro i k1 # ko, lako se uocava
da par r1, k1 mozemo izabrati na jedan od 8 - 8 = 64 nacina, dok za izbor
para 72, k2 na raspolaganju imamo 7 -7 = 49 nacina (po jedan red i jednu
kolonu zauzima prvi top, tako da su za drugi top na raspolaganju 7 redova

i 7 kolona). Prema tome, broj resenja problema je |A| = # =1568. W

3.2 Postupci dekompozicije problema

Dekompozicija problema na jednostavnije, tako da se kombinovanjem nji-
hovih dobija reSenja polaznog problema, je jedna opsta tehnika reSavanja
zadataka. Postupcima dekompozicije problema ovde nazivamo:

e pravilo proizvoda
e pravilo zbira
e pravilo ukljuc¢enja-iskljuc¢enja

pomocu kojih se izracunava broj ¢lanova nekog skupa. Ova pravila su za-
pravo delovi tvrdenja 2.1.47.
Pravilo proizvoda se odnosi na veli¢inu proizvoda skupova:

[Ar X - X Ap| = [Ag] - Az - - [An].

Primer 3.2.1 Neka su redovi u nekoj sali numerisani rimskim brojevima
I, II,..., XXV, asediSta u svakom redu arapskim brojevima 1, 2, ..., 30.
Ukupan broj sedista je tada, prema pravilu proizvoda jednak 25 - 30 = 750.

Sliéno, broj razli¢itih binarnih re¢i duzine n jednak je [{0,1} x...x {0, 1}|
(broj ¢lanova proizvoda je upravo n), §to iznosi {0, 1} = 2". |

Pravilo zbira se odnosi na veli¢inu unije uzajamno disjunktnih skupova:

A1+ U Au] = A1+ Ao + -+ A,
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Primer 3.2.2 Neka od grada A do grada B postoje autobuska i Zeleznicka
veza, 1 to svakog dana 3 polaska autobusa i 2 polaska voza. Broj nac¢ina da
neko iz A stigne u B je prema pravilu zbira jednak 3 + 2 = 5. [ |

Pravilo ukljucenja-iskljucenja odnosi se na veli¢inu unije proizvoljnih
skupova:

Ay U...UA,| = JAi]+--+ A
— brojevi elemenata dvoclanih preseka

+ Dbrojevi elemenata troclanih preseka ...
§to je za n = 2 izraz oblika:
|A1 U Ag| = |A1] + |A2] — |A1 N Ay,
azan=3:
|A1UAUAs| = |A1|+|Aa|+|As|—|A1NAg|—|A1NAs|—| A2NAs|+| A1N AN As].

Primer 3.2.3 Posmatrajmo sve binarne re¢i duzine 4 koje bilo pocinju sa
1 bilo zavrSsavaju sa 0. Binarnih rec¢i oblika 1zsx3x4 ima 8, kao i binarnih
reci oblika y1y2y30. Ovde su reci oblika 1259230 brojane dva puta, a njih ima
4. Odatle, broj trazenih reci je prema pravilu ukljucenja-isklju¢enja jednak
8§+8—-4=12.

Odredimo koliko je prirodnih brojeva izmedu 1 i 100 deljivo sa 3 ili 7.
Primetimo da su brojevi deljivi i sa 3 i sa 7 zapravo deljivi sa 21 i ti brojevi
u posmatranom skupu su 21, 42, 63 i 84, odnosno ima ih 4. Brojeva deljivih
sa 3 ima 33, dok brojeva deljivih sa 7 ima 14. Prema pravilu ukljucenja-
iskljucenja trazeni broj je jednak 33 + 14 — 4 = 43.

Pretpostavimo da je u sobi 12-oro ljudi, od kojih je 10 visokih i 5 vitkih.
Prema pravilu uklju¢enja-iskljucenja, ako je x broj visokih i vitkih, onda je
12=1045—z, pa je x = 3. [ |

Slededi primer ilustruje situaciju u kojoj se prethodna pravila kombinuju.

Primer 3.2.4 Neka se Sifra ra¢unarskog sistema formira kao re¢ duzine od
7 ili 8 znaka, pri ¢emu prvi znak mora biti slovo, a dozvoljeni znaci su mala
i velika ASCII-slova i dekadne cifre. Posmatrajmo skupove

e P={a,...,z,A,..., Z} (iz kog se bira prvi znak u §ifri) i
e O={a,...,z,A, ..., Z,0,...9} (iz kog se biraju ostali znaci u $ifri),

za koje je |P| =521 |O| = 62. Ukupan broj mogucih sifara je tada
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|(P x O%) U (P xO")|=|Px 05+ |P x O], prema pravilu zbira,
= |P|-|O8| + |P| - |O7|, prema pravilu proizvoda,
= 52620 452 627. n

3.3 Permutacije i kombinacije

Definicija 3.3.1 k-permutacija skupa od n elemenata je svaka uredena k-
torka razli¢itih elemenata iz skupa od n elemenata. Permutacija skupa od
n elemenata je svaka n-permutacija tog skupa. [ |

Pored naziva k-permutacija koristi se i termin varijacija bez ponavljanja k-te
klase od n elemenata.

Definicija 3.3.2 k-kombinacija skupa od n elemenata je svaki podskup od
k (razlicitih) elemenata iz skupa od n elemenata. |

U definicijama 3.3.1 i 3.3.2 treba obratiti paznju na to da se kod permutacija
vodi rac¢una o redosledu elemenata, dok to nije slucaj sa kombinacijama.
Takode, u obe definicije naglasak je na razli¢itim elementima polaznog skupa
(Sto je u definiciji 3.3.2, iako suvisno, naglaseno). Kasnije ¢emo odbaciti to
ogranicenje.

Primer 3.3.3 Neka je skup A = {1,2,3}. Sve 2-permutacije skupa A su:

(1,2) , (1,3),
(2,1) , (23),
3,1) , (3,2)

i ima ih 6. Primetimo da su prema definiciji 3.3.1 razli¢ite 2-permutacije,
na primer, (1,2) 1 (2,1).
Sve permutacije skupa A su

(1,2,3) , (1,3,2),
(2,1,3) , (2,3,1),
(3,1,2) , (3,2,1)

U ovom slucaju postoji i 6 permutacija kupa A.
Sve 2-kombinacije skupa A su:

{1,2},{1,3},{2,3}

i ima ih 3. Posto skupovi nisu uredeni, ista 2-kombinacija je predstavljena
isa{1,2} isa {2,1}. n
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Primetimo da ako za svaku 2-kombinaciju skupa A posmatramo njene per-

mutacije, onda ¢emo dobiti sve 2-permutacije skupa A, $to se moze uopstiti

i na proizvoljno k. Drugim re¢ima, sve k-permutacije skupa od n elemenata

su zapravo permutacije odgovarajué¢ih k-kombinacija skupa od n elemenata.
Broj k-permutacija skupa od n elemenata se oznacava sa P(n, k). Broj

permutacija skupa od n elemenata se oznac¢ava sa P(n,n). Broj k-kombinacija

skupa od n elemenata se oznacava sa C(n, k).

Teorema 3.3.4 Nekasu P(n, k), P(n,n)iC(n, k) redom broj k-permutacija
skupa od n elemenata, broj permutacija skupa od n elemenata i broj k-
kombinacija skupa od n elemenata. Tada:

1. P(n,k):n-(n—l)---(n—k—{—l):m»

2. P(n,n)=n-(n—1)---2-1=nl

n! n
3. C(n,k) = W — )l = <k>

Dokaz. (1) Prvi ¢lan k-permutacije skupa od n elemenata moze biti iz-
abran na n nacina. Posto je izabran jedan element skupa, a u permutaciji
se nalaze samo razli¢iti elementi, preostaje n — 1 element, tako da se sledeci
¢lan bira na n — 1 naCin. Prema tome, prva dva ¢lana se mogu izabrati
na n - (n — 1) nac¢in. Postupak produzavamo, tako da se poslednji, k-ti,
¢lan permutacije bira iz skupa koji sadrzi n — (k — 1) element, pa pos-
toji upravo toliko na¢ina da i on bude izabran. Prema pravilu proizvoda,
Pn,k)=n-(n—1)---(n—k+1).

(2) Direktna posledica (1) za k = n.

(3) Proizvoljna k-kombinacija od n elemenata je jedan skup sa k elemenata.
Broj permutacija tog skupa je k!. Ako je C(n, k) broj k-kombinacija od n
elemenata, onda je k!- C'(n, k) ukupan broj k-permutacija od n elemenata,

paje k!-C(n, k) = (nT_‘i!k)!, odnosno C(n, k) = k!(:ik)!. [ |

Izraz (7)) se naziva binomni koeficijent.

Primer 3.3.5 Lako se vidi da su u primeru 3.3.3, u kome je |A| = [{1,2,3}| =
3:

e broj 2-permutacija P(3,2) = (33!2)! =8 =4,

e broj permutacija P(3,3) =3/ =61

e broj 2-kombinacija C(n, k) = (}) = k!(:ik)! = 2!(33i2)! = g =3, [ ]
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Definicijom 3.3.2 se kaze da je broj k-kombinacija od n elemenata za-
pravo broj k-to ¢lanih podskupova skupa od n elemenata, pa onda C(n, k)
odreduje i taj broj.

Primer 3.3.6 Broj nacina na koji mozemo izabrati 3 od 10 knjiga je C'(10,3) =
(10) _ 10! _ 1098 _ 720 _ 120
3 .

- 3.7 . -

Kor?s%ééi Irith(?;dologiju iz teoreme 2.1.47, svaki podskup od k elemenata
nekog n-to ¢lanog skupa se moze prikazati binarnom re¢i duzine n koja
ima tacno k jedinica. Broj podskupova sa ta¢no k elemenata skupa sa n
elemenata, je upravo C(n,k) = (Z), pa je to i broj binarnih rec¢i duzine n
koje imaju ta¢no k jedinica. [ |

Primetimo da smo u poslednjem delu primera 3.3.6 iskoristili transformaciju
originalnog problema (za koji imamo resenje) jednom bijekcijom u problem
nad kona¢nim nizovima binarnih cifara (odnosno nad binarnim re¢ima) i
onda dobili reSenje tog novog problema.

U slede¢em primeru ¢emo iskombinovati postupke za izra¢unavanje broja
permutacija i transformaciju problema pomoc¢u k—u—1-funkcije.

Primer 3.3.7 Neka 12 vitezova treba da sedne za okrugli sto sa isto toliko
stolica. Smatramo da, ako je u neka dva konkretna razmestaja vitezova
ispunjeno:

e svaki od 12 vitezova ima istog suseda sa leve, odnosno sa desne strane,

da je rec¢ o istom rasporedu, jer se posmatrani razmestaji dobijaju rotacijom
oko stola. Imajuéi to u vidu, broj razli¢itih rasporeda na koji 12 vitezova
okruglog stola mogu zauzeti mesta se odreduje na sledeé¢i na¢in. Najpre,
jasno je da su rasporedi vitezova neke od permutacije tog skupa.

Neka je A skup trazenih rasporeda sedenja vitezova i neka je B skup
svih permutacija skupa vitezova. Posto je broj vitezova 12, to je |B| =
P(12,12) = 12!. Jednom rasporedu odgovara ta¢no 12 (zarotiranih) razmestaja
vitezova, dobijenih pomeranjem proizvoljno odredenog prvog viteza za po
jedno mesto. Dakle, postoji preslikavanje f : ‘%"—> A koje je 12—u—1-

12

funkcija. Odatle je trazeni broj rasporeda [A| = 5 = 1—2' =11l [ |

3.4 Permutacije i kombinacije skupova sa viSestrukim
elementima

Tako suprotno dosadasjem pristupu, ponekad je pogodno posmatrati skupove
u kojima postoji vise istih elemenata, takozvane n-skupove. Na primer, time
bismo mogli razlikovati skup {a,a,b} od skupa {a,b}. Formalno gledano,
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mogli bismo te iste elemente indeksirati, pa umesto skupa {a,a,b} posma-
trati skup {aq, a2, b}, pri ¢emu bismo imali u vidu da su elementi a; i as isti,
ali bismo formalno radili kao da su razli¢iti. Ovo moze biti prakti¢no kada
posmatramo neke realne situacije u kojima brojimo odredene resurse iste
vrste, recimo nije nam svejedno da li imamo skup od 4 automobilske gume,
ili je on isto Sto i skup koji ima samo jedan element - gumu za auto, a pri
svemu tome ne zelimo da oznacavanje nepotrebno komplikujemo. Imajuéi
ovo u vidu, pogodno je uopstiti pristup i posmatrati i permutacije i kombi-
nacije skupova sa visestrukim elementima. Pod permutacijama n (ne nuzno
razlicitih) objekata u ovakvim slucajevima podrazumeva¢emo n-torke ob-
jekata bez obzira da li su oni razli¢iti, ili ne.

Primer 3.4.1 Posmatrajmo re¢ aparat u kojoj imamo po jedno slovo p, r
it,aliitrislova a. Permutacijama ovih slova dobijaju se re¢i poput aaaprt,
aaaptr, itd. [ |

Postavlja se pitanje koliko se razli¢itih re¢i (permutacija) moze dobiti od
slova rec¢i aparat.

Ako bismo slova a posmatrali kao razli¢ita i indeksirali ih kao ay, a9 i
a3, onda bi re¢i u kojima su prve tri pozicije zauzete njima, a poslednje tri
pozicije oblika prt, bile:

<a17a25a37pur’t> ) <a17a37027p77’at>
(az,ar,as,p,rt) . (a2,as,a1,p,m 1)
<a37a17a27p7r7t> ) <a3,a2,a1,p,7’,t>

Od permutacije aaaprt tako bismo dobili 3! = 6 novih. Isto vazi i za bilo
koji drugi fiksiran raspored slova p, r i t.
Prema tome, ako sa x oznaCimo trazeni broj permutacija, onda je broj
x - 3! jednak broju permutacija u kojima smo iste objekte indeksirali i sma-
tramo ih za razli¢ite. U razmatranom sluc¢aju bi bilo x - 3! = P(6,6) = 6!
(jer je [{a1,a9,as,p,r,t}| = 6), pa je x = g—:
Sledecéa teorema uopstava ovaj zakljucak.

Teorema 3.4.2 Neka su je dato k vrsta objekata, tako da i-te vrste ima
n; objekata, i neka je n = Zle n;. Tada je broj permutacija tih n objekata
jednak

n!

nl gl

Dokaz. Sli¢no kao u prethodnom razmatranju, neka je x trazeni broj.
Za neku fiksiranu permutaciju posmatranih n objekata, ako indeksiramo
objekte prve vrste, dobijamo z - nq! permutacija u kojima se svi objekti
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prve vrste posmatraju kao razli¢iti. Dalje, isto mozemo ponoviti za objekte

druge i ostalih vrsta, odakle dobijamo = - ni!---ng! = P(n,n) = nl, pa je

trazeni broj jednak ———. [ ]
1N

Primer 3.4.3 Broj razli¢itih reci koje se dobijaju od slova re¢i poplava je

prema teoremi 3.4.2 jednak 2%,, jer je duzina reci 7, a slova p i a se u njoj

javljaju po 2 puta. [ |

Kada se govori o k-permutacijama skupova sa viSestrukim elementima,
obi¢no se podrazumeva da u svakoj vrsti postoji neogranic¢en broj objekata,
§to se naziva i k-permutacije sa ponavljanjem. Jasno je da ovde moze biti i
k > n, gde je n broj vrsta objekata. k-permutacije sa ponavljanjem se mogu
posmatrati i na slede¢i na¢in: u svakoj vrsti postoji samo jedan objekat, ali
se on moze birati neograni¢en broj puta. Tada je broj n vrsta objekata
ujedno i broj objekata.

Teorema 3.4.4 Neka su je dato n objekata. Broj k-permutacija sa pon-
avljanjem je jednak n.

Dokaz. Posto u svakom od k koraka izbora mozemo izabrati jedan od n
elemenata, rezultat neposredno sledi prema pravilu proizvoda. [ |

Primer 3.4.5 Broj razli¢itih binarnih re¢i duzine 8 je 28 = 256.
Reci duzine 2 sastavljenih od slova {a,b,c} ima 3% = 9: aa, ab, ac, ba,
bb, be, ca, cb i cc. [ |

Sliéno k-permutacijama sa ponavljanjem, mogu se posmatrati i k-kombinacije
sa ponavljanjem. Kao i ranije, kod kombinacija se posmatraju moguéi izbori
skupova, ali sada su to skupovi sa viSestrukim elementima. Dakle, razma-
traju se situacije kada je na raspolaganju n objekata, ali se svaki od njih
moze birati vise puta.

Teorema 3.4.6 Neka su je dato n objekata. Broj k-kombinacija sa pon-
avljanjem je jednak

nt+k—1\  (n+k—1)
k  Kln—-1)

Dokaz. Bez gubitka opstosti, posmatrajmo skup C' = {1,2,...,n} i nje-
gove k-kombinacije sa ponavljanjem. Neka je {ci,...,c;} jedna takva kom-
binacija, pri ¢emu pretpostavimo i da je ¢; < ¢41, za i = 1,k — 1. Ovo je
moguce jer svaku kombinaciju posmatramo kao skup, pa redosled nije od
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znacaja. Svakoj takvoj kombinaciji pridruzimo kombinaciju (bez ponavl-
janja) by ...bg brojeva iz skupa B ={1,2,...,n,n+1,...,n+k — 1}, tako
da je

by=ci,bg=co+1,...,bp=cp+k—1.

Uoc¢imo da izmedu k-kombinacija sa ponavljanjem skupa C' i k-kombinacija
(bez ponavljanja) skupa B postoji bijekcija. Naime, svakoj kombinaciji
cq . ..c, odgovara tacno jedna kombinacija by ... b, i obrnuto. Posto je broj
k-kombinacija (bez ponavljanja) skupa B jednak ("Hlj_l), tvrdenje sledi
neposredno. [ |

Poredeci ovaj rezultat sa tvrdenjem 3.3.4.3, lako se vidi da je broj k-kombinacija
sa ponavljanjem n elemenata jednak broju k-kombinacija od n 4+ k — 1 ele-
menta, tj. C(n+k—1,k).

Primer 3.4.7 Razmotrimo na koliko je razli¢itih nac¢ina mogucée obojiti 5
loptica plavom, zutom i crvenom boje. Posto koristimo n = 3 boje (uz
pretpostavku da je njihova koli¢ina dovoljna), koristeéi formulu iz tvrdenja

3.4.6, odgovor je (*727Y) = () = sy = 21 ]

3.5 Kombinatorijalni dokazi

U ovom odeljku ¢emo razmotriti primenu tehnika prebrojavanja u dokazi-
vanju nekih identiteta, Sto se naziva i kombinatorijani dokaz. Takvi dokazi
¢esto su u slede¢oj formi. Posmatra se neki skup A i pomoc¢u postupaka
prebrojavanja se utvrdi da je |A| = n i |A| = m, odakle se zakljucuje da je
n = m. Primer za to je:

Teorema 3.5.1 (Pascal-ov identitet) 2

n—1 n n—1\ (n
k—1 k \k)
Dokaz. Podsetimo se da je (Z) broj k-toc¢lanih podskupova n-toclanog

skupa A. Fiksirajmo a kao jedan od elemenata skupa. Svi k-toclani pod-
skupovi skupa A se dele u dve grupe:

e skupovi koji sadrze a i njih ima (7)) i
e skupovi koji ne sadrze a i njih ima (”El),

odakle tvrdenje sledi direktno. [ |

2Blaise Pascal, 1623 — 1662.
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Binomni koeficijenti (Z) se odreduju iz Pascal-ovog trougla:

koji se lako obrazuje pomoéu Pascal-ovog identiteta, a (Z’) se nalazi un+1

redu na k + 1 poziciji. Drugi primer primene binomnih koeficijenata je:

Teorema 3.5.2 (Binomna teorema)

Dokaz. Najpre je

(z+y)"=(@+y) - (z+y),

n

gde proizvod sa desne strane jednakosti ima ta¢no n faktora. Primenom
distributivnih zakona dobija se zbir od 2" proizvoda oblika e; -es - - - e,, gde
je svaki od e; dobijen izborom iz skupa {z,y} u i-tom faktoru proizvoda.
Proizvode e; - es - - - €, mozemo posmatrati kao rec¢i nad dvoclanim skupom,
pa proizvoda e; - e - - - €, koji se svode na 2" *y* ima upravo (Z), odakle
sledi tvrdenje. [ |

Lako se vidi da jednostavnim c¢itanjem redova iz Pascal-ovog mozemo
dati pun zapis nekog stepena izraza (z + y). Pri tome, za trazeni stepen n
treba citati red n + 1, na primer za n = 4 je

(r+yt=1-2"+4-2° y+6-27 " +4.2-y° +1-y"
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Jednostavne posledice tvrdenja 3.5.2 su (za z =y = 1):
" (n n n n
2" = = ..
2 (0= 0) () =)

1+z)" =) (Z):nk

k=0

i(zay=1):

3.6 Rekurentne relacije

Rekurentna relacija je jednacina u kojoj se n-ti ¢lan niza definise preko svo-
jih prethodnika. Verovatno najpoznatiji primer niza definisanog rekurent-
nom relacijom predstavljaju Fibonacijevi brojevi® odredeni:

e inicijalnim vrednostima Fy =01 F; =11
e rekurentnom relacijom F,, = F,,_1 + F,,_o,
tako da je:
o [h=F+ Fy=1,
e [s=F+FF=F1+Fy+F=2-F+ Fy=2itd.

Prvih nekoliko ¢lanova niza su: 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, ...

Definicija 3.6.1 Linearna homogena rekurentna relacija sa konstantnim
simbolima reda k je jednacina oblika:

k
an =Y ¢ n
=1

gde su ¢y, ..., ¢ konstante, ¢, # 0, i n > k. Niz {z,}, je reSenje ove
relacije ako je za svako n > k ispunjeno da je x,, = Zle Ci* Ty_i [ |

3Leonardo Pisano Bigollo, Leonardo Fibonacci (filius Bonacci, ”sin Bonaccio-a”), oko
1170 - oko 1250. Fibonaéi je u tekstu ”Liber Abaci” (?Knjiga o abakusu”, ili: ”Kn-
jiga o izraCunavanju”) iz 1202. godine, predstavljajuéi istotnjacke matematicke rezultate
zapadno-evropskoj nau¢noj publici, opisao niz brojeva kasnije nazvan po njemu. Niz se
pojavljuje u slede¢em zadatku: ako se par zeCeva razmnozava svakog meseca i dobija novi
par (zZenku i muzjaka), a novi par se kroz dva meseca razmnozava na isti naé¢in, koliko
zeCeva ¢e biti na kraju godine ako je na pocetku godine bio jedan par zeceva spremnih
za reprodukciju? Pravilnost koja odreduje ¢lanove ovog niza se ¢esto javlja u prirodi. Na
primer, koli¢nik uzastopnih ¢lanova niza tezi odnosu zlatnog preseka HT‘@ =1,618...



3.6. Rekurentne relacije 39

Primetimo da tek davanje inicijalnih vrednosti ag, ..., ap_1 za pocetne
¢lanove na jedinstveni na¢in odreduje niz {x, }, iz definicije 3.6.1, a da bez
tih vrednosti postoji beskona¢no mnogo reSenja, tj. nizova koji zadovol-
javaju konkretnu rekurentnu relaciju.

Pored homogenih razmatraju se i linearne nehomogene rekurentne relacije
sa konstantnim simbolima reda k koje su oblika

k

an = f(n) + Zci * An—i,

=1

gde se pored ostalih uslova iz definicije 3.6.1, jos zatheva da f(n) nije nula-
funkcija. Za ovakve relacije nije poznat opsti metod za pronalazenje resenja.
U nastavku é¢emo razmatrati samo homogene relacije, tako da to necée vise
biti posebno naglasavano.

Primer 3.6.2 Fibonacijev niz brojeva je odreden linearnom rekurentnom
relacijom sa konstantnim simbolima reda 2 u kojoj suc; = co =1, F,, =
F,_1 + F,_5 iinicijalne vrednosti Fp =01 F; = 1.

Oznac¢imo sa s, broj podskupova skupa sa n elemenata. Tada je:

e sp=1,a
® Spi1 =28y [ |

Kada razmatramo neku rekurentnu relaciju postavlja se pitanje kako
odrediti njena reSenja, tj. nizove koji je zadovoljavaju.

Definicija 3.6.3 Opste resenje linearne rekurentne relacije a,, = Zle c -
an—; reda k je niz koji zavisi od k parametara aq, ..., ag ¢ijim pogodnim
izborom se dobija svako drugo resenje posmatrane relacije. [ |

Dakle, cilj nam je da polaze¢i od neke rekurentne relacije konstruiSemo
njeno opste reSenje iz koga se kasnije dobijaju svi konkretni nizovi koji
zadovoljavaju relaciju.

Definicija 3.6.4 Karakteristicni polinom linearne rekurentne relacije sa
konstantnim simbolima reda k

Gp =10C " 0p—1+C2-Qn-2+ -+ CkQpf
je polinom oblika
k—2

Pr)=a"—c; - aF -y 22— . —¢

sa koeficijentima cq, ..., ¢ koji se javljaju u rekurentnoj relaciji. [ |
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U nastavku ¢emo razmotriti veze reSenja nekog karakteristicnog polinoma
sa nizovima koji zadovoljavaju odgovarajuéu rekurentnu relaciju. Jednos-
tavnosti radi, pretpostavimo da je red rekurentne relacije k = 2.

Teorema 3.6.5 Neka je apio = ¢1 - an—1 + ¢2 - a, rekurentna relacija i
x? — ¢y - ¢ — co njoj odgovarajuéi karakteristiéni polinom. Ako je r koren

karakteristicnog polinoma, onda niz {r*}$°, zadovoljava rekurentnu relaciju.

2

Dokaz. Ako je r reSenje jednacine z° — ¢y - — ¢ = 0, onda su opsti

¢lanovi posmatranog niza oblika a, = ', api1 = " 1 appo = L
Prema rekurentnoj relaciji vazi
P = ey
odnosno ekvivalentno
0=r""1r?—c;-r—c),
vt . ~ b . d . ~ . . d “ 2 _ o o 0
§to je tacno s obzirom da je r reSenje jednac¢ine x° — ¢y - — co = 0. [ ]

Teorema 3.6.6 Neka je an42 = ¢1-an+1+ C2-ay rekurentna relacija i neka
su nizovi {x;}; i {y;}; njena resenja i A i B proizvoljni realni brojevi. Tada
je i niz
{A-zi+ B -y}

reSenje posmatrane relacije.
Dokaz. Posto su {x;}; i {y:}: reSenja vazi:

® Tpto2 =C1Tptl +C2- Ty,

° A~xn+2:Cl-A-.CCn+1—|—CQ-A-£ZZn,

® Ynt2 =C1 Yn+l +C2 Yn,

e B-ypyo=c1-B-ypys1tc2-B-ypi

o A-xpio+ B -ypp2=c1(A - Tpi1 + B -ypg1) +c2(A -z + B - yn),
pa je i posmatrana linearna kombinacija resenje rekurentne relacije. [ ]

Za karakteristi¢ni polinom z% — ¢; -  — ¢ rekurentne relacije apyo =

€1+ Gp_1 + C2 - an, razmotri¢emo dva slucaja:

e kada je ¢} +4cy > 0, tj. kada karakteristi¢ni polinom ima dva realna
razli¢ita korena i
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e kada je ¢? + 4cy = 0, tj. kada karakteristiéni polinom ima dvostruki
realni koren.

Teorema 3.6.7 Neka su r; i ro dva razli¢ita realna resenje jednacine z? —

c1-x —cog = 0. Tada je niz
{d1 . T‘? + d2 . T‘g}n,

gde su dy i dy parametri (proizvoljne konstante), opste resenje rekurentne
relacije apyo =1 - apy1 +c2 - an.

Dokaz. Najpre, prema tvrdenju 3.6.5, nizovi {r{'}, i {rh}, jesu resenja
posmatrane rekurentne relacije, a prema tvrdenju 3.6.6 to je i njihova proizvolja
linearna kombinacija.

Neka je {by, }», proizvoljno resenje posmatrane rekurentne relacije. Pokaza¢emo
da se dj i d2 mogu odrediti tako da je b, = dy - r] + daz - r§. Posto je svako
konkretno reSenje jednoznacno odedeno vrednostima prva dva clana niza
koje oznacavamo sa by i b1, zamenom dobijamo sistem:

dy+dy = by
dir1 +dore = by

koji ima jedinstvena reSenja po dy i do:

@ =0 g,

r =72 r —=T2

by — by

jer je 1 # ro. Odatle je resenje {b,}, zaista dobijeno iz opsteg resenja. M

Teorema 3.6.8 Neka je r jedinstveno realno resenje jednacine 22 — ¢y - —

cg = 0. Tada je niz
{di-r"+dy - (n+1)-r"},,

gde su dj i dy parametri (proizvoljne konstante), opste resenje rekurentne
relacije anyo =1 - apy1 +c2 - an.

Dokaz. Posto karakteristi¢ni polinoim 2 — ¢; - « — ¢o ima dvostruki realni

koren 7, sledi da je ¢2 +4-co =0ir = %, odnosno 2 -7 —c1 = 0. Zbog

toga, kao i zbog Cinjenice da je r koren polinoma vazi jednakost:
o r"n(r?—ci-r—c)+r(2-r—c1)]=0
koja se drugacije zapisuje sa:

o (n+2)r"t=ci(n+1)r" 4+ co-n-r" L
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pa je niz {(n+1)-r"}, resenje posmatrane rekurentne relacije. Kao i ranije,
isto vaziiza {r"}, iza njihovu linearnu kombinaciju {dy-r"+da(n+1)-r"},.
Kao i u dokazu tvrdenja 3.6.7, pokazuje se da je ovo opste reSenje jer sistem

dy+dy = bo

d17“ + d227” = b1

o S by by
ima jedinstvena reSenja d; = 2bg — —, do = — — byg. [ |

r r

Opste tvrdjenje se moze formulisati na sledeé¢i nacin. Neka su dati

linearna rekurentna relacija sa konstantnim simbolima reda k a, = ¢ -
ap—1 + 2 - ap—2 + -+ + ¢k - ap—p 1 njen karakteristi¢ni polinom P(x) =
kb — ey aF 1l — g 2F"2 — ... — ¢, Neka su svi koreni polinoma 71, ..., g

medusobno razli¢iti, onda je opste reSenje rekurentne relacije oblika:
{dyr] + dory + -+ + dgry bn-

Ako je neki koren 7, polinoma visestruk (reda [), onda ¢e njemu odgovarati
¢lan u zbiru (koji daje opste resenje) oblika

rMdy 4+ do(n +1) -+ dy(n+ 1))

Primer 3.6.9 Linearna rekurentna relacija za Fibonacijev niz brojeva je
oblika
Fy=c-Fy1+co-Fy g,

pri ¢emu vazi ¢; = co = 1. Ponovimo da bez zadavanja vrednosti prva dva
¢lana niza ova relacija odreduje beskona¢no mnogo nizova. Karakteristi¢ni
polinom je oblika

22 —z—1

i njegovi koreni su

-
S
S

=
Prema tvrdenju 3.6.7,

o (57) e (7)),

je opste reSenje relacije. S obzirom da su inicijalne vrednosti Fibonacijevog
niza Fy =01 F} = 1, dobija se da je
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Tada je formula opsteg ¢lana Fibonacijevog niza

P N RGNS I VA N I S S VCA N S VoA
"B 2 NG 2 5 2 2

Zanimljivo je uociti da su vrednosti ovih izraza uvek prirodni brojevi. W

Sledeéi primer ilustruje jednu primenu rekurentnih relacija u prebroja-
vanju.

Primer 3.6.10 Neka je s, broj binarnih re¢i duzine n koje ne sadrze podrec
00. Lako se vidi da je s; = 2, jer obe re¢i duzine 1 ispunjavaju trazeno
svojstvo, kao i da je so = 3, jer je jedina od 4 binarne re¢i duzine 2 koja ne
ispunjava svojstvo upravo 00.

Ako sa F), oznacimo n-ti ¢lan Fibonacijevog niza, uo¢imo da je s; = Fj,
a s3 = Fy. Dalje, kao i kod Fibonacijevog niza, rekurentna relacija za niz
{sn}n je oblika s, = s,_1 + sp—2. Ovo se pokazuje na sledeéi nac¢in. Svaka
binarna re¢ koja ne sadrzi podre¢ 00 zavrSava se sa 1 ili 10. Broj reci
prvog tipa (duzine n koje se zavrSavaju sa 1) je upravo s,_1 jer brisanjem
poslednjeg znaka 1 iz binarnih re¢i duzine n dobijamo re¢i duzine n — 1 u
kojima se ne nalazi podre¢ 00. Sli¢no, broj rec¢i drugog tipa (duzine n koje
se zavrsavaju sa 10) je Sp_o.

Odavde zaklju¢ujemo da je broj binarnih re¢i duzine n koje ne sadrze
podrec¢ 00 odreden sa s, = Fj12. [ |

3.7 Generatorne funkcije

Pretpostavimo da resenje nekog problema predstavlja niz {ay,},. To resenje
mozemo opisati:

e formulom za opsti ¢lan niza a,, ili

o formulom za sumu stepenog reda Y 77 a,-x" ¢iji su koeficijenti ¢lanovi
trazenog niza.

U drugom slucaju, odgovor bi bio sledeteg oblika: n-ti ¢lan Fibonacijevog

niza je koeficijent uz z™ u razvoju funkcije u stepeni red. U

1—xz— a2
ovakvom pristupu koriste se generatorne funkcije* koje su formalni zapisi
stepenih redova ¢iji koeficijenti kodiraju informaciju o nizovima brojeva.
Generatorne funkcije predstavljaju svojevrsnu sponu diskretne matematike

i analize i ¢esto omogucéavaju:

4Generating functions. Koristi se i naziv proizvodne funkcije. Uveo ih je Abraham de
Moivre, 1667 — 1754, kao sredstvo za reSavanje problema rekurentnih relacija.
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e resavanje problema u kojima drugi pristupi nisu efikasni i

e analizu eventualnog resenja (recimo, asimptotsko ponasanje formule
trazenog niza) ¢ak i kada samo reSenje nije poznato (na primer, za
veliko n, n-ti prost broj se moze aproksimirati sa nlnn).

Pridev ’formalni’ koji se pojavljuje u objasnjenju Sta su generatorne funkcije
koristi se u slede¢em smislu: najcesée se domeni i kodomeni ovih funkcija
ne odreduju, kao sto se ni njihove vrednosti uglavnom ne izracunavaju za
konretne vrednosti argumenata. Naglasak se stavlja na operacije u alge-
barskoj strukturi stepenih redova koje se primenjuju prilikom manipulacije
koeficijentima odgovarajuéih redova, pri ¢emu se ne koriste osobine funkcija
kojima eventualno ti redovi konvergiraju. Tako e se, na primer, u postupku
vr§iti diferenciranje, a tek na kraju ¢e se videti da li dobijeni red konvergira
nekoj funkciji ili ne.

Definicija 3.7.1 Stepeni red
o
G(a) = Z ap, - "
n=0

je generatorna funkcija niza brojeva {a,}n. |

Pored ovako definisanih, takozvanih obi¢nih postoje i druge vrste genera-
tornih funkcija: eksponencijalne, Lamber-ove, Bell-ove, Dirichlet-ove itd.,
ali se u ovom tekstu njima ne¢emo baviti, tako da neée biti potrebno ni da
se upotrebljava pridev ’obi¢ne’. Razmotrimo sada nekoliko primera genera-
tornih funkcija.

Primer 3.7.2 Ako je niz {a,}, oblika (1,0,0,...), tj. dat sa ag = 11
an, =0, za n > 0, onda je generatorna funkcija:

e G(a)=1.

Ako je niz {ay}, oblika (c,0,0,...), tj. dat sa ap = ¢, za neku konstantu c,
a a, =0, za n > 0, onda je generatorna funkcija:

e G(a) = c, tj. konstanta funkcija.

Ako je niz {ay}, oblika (0,1,0,...), tj. dat saap =0,a1 =1ia, =0, za
n > 1, onda je generatorna funkcija:

e G(a) =z, tj. identicka funkcija.

Ako je niz {ay}, oblika (1,1,1,...), tj. dat sa a, = 1, za n > 0, onda je
generatorna funkcija geometrijski red:
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e Gla)=1+z+2>+ - +a"+--- |

Primetimo da za = € R, za koje je |z| < 1, geometrijski red poslednje
generatorne funkcije iz primera 3.7.2 konvergira i da je on zapravo razvoj

funkcije
1

1—=x

u Tejlorov red®. Imajuéi na umu poéetne napomene o formalnom radu sa

generatornim funkcijama, ovde se ne vodi ra¢una o konvergentnosti, a izraz

ﬁ se naziva zatvorena forma generatorne funkcije 1+x 42+ 42" +- - -.

U slede¢em primeru bice ilustrovan metod koristenja generatornih funkcija.

Primer 3.7.3 Razmotrimo najpre niz {a,}, za koji vazi:
® apg = 17

e Clanovi su rekurentno definisani sa a,+1 = a,, n € N, odnosno a, =1
zan €N,

i neka je G(a) = Y02 an - 2". Najpre pomnozimo obe strane rekurentne
relacije sa x™ i sumirajmo. Sa leve strane ¢emo dobiti

1 G(a)—1
Z Ap12" = *[(ao +a1x + a2x2 + - ) — ao] = L,
x x
n>0
jer je ag = 1, dok ¢e desna strana dati
Z apz” = G(a).
n>0
Izjednacavanjem se dobija
Gla)—1

X

G(a),

tj. zatvorena forma generatorne funkcije niza a je

1
G(a) = .
(@) =7
Na slican nacin se pokazuje da su zatvorene forme generatornih funkcija
1
i L . 1 dom jednak d ——. Dalje,
nizova {c"}, i {n + 1},, redom jednake T o Odnosno e alje

pretpostavimo da trazimo niz {b, }, za koji vazi:

’ Z (3)
*Red f(a) + %(m —a)+ fT(,“)(x —a)® + %(m —a)® + - - kojim se aproksimira
vrednost funkcije u okolini tacke nosi naziv po Brook-u Taylor-u (1685 - 1731), mada se

smatra da je prvi do tog resultata dosao James Gregory (1638 - 1675).
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e cClanovi su rekurentno definisani sa b,11 = 2b, +1, n € N i
o G(b) =>72 by - a™

Kao i malopre, pomnozimo obe strane rekurentne relacije sa ™ i sumirajmo.
Dobiéemo:

1 G(b
an+1$n:*[(b0+b1x+ng+--.)—b0]: ()7
n>0 z T
odnosno
> (20, + 12" =2G(b) + Y 2™ =2G(b) + - i -,

n>0 n>0

gde je iskoristeno da je by = 0, a da je zatvorena forma generatorne funkcije

. Izjednacavanjem se dobija

1
niza {1}, jednaka 1

OO i L
odnosno .
Go) = (1—2)(1—2z)

Kona¢no, ¢lanove niza {b, }, odredujemo iz:

Gl = x<1—22x_1i$>

= 2(2-( 4204227 4290 ) — (422420 + )

= x(2+22x+23x2+24z3+---—1—{—x—|—m2—|—x3—i—-~-)
= x((21—1)—1—(22—1):L'—|—(23—1)x2—|—(24—1)x3+--->
= '+ 22 -2+ 2 -2+ (2 -2t + -
odakle je b, =2" — 1 zan € N. [ |

Slede primeri jos nekoliko zatvorenih formi.

Primer 3.7.4 Ako je niz {a,}, oblika (1,¢,c2,...), tj. dat sa a, = ", za
n > 0 i neku konstantu ¢, onda je za generatornu funkciju:
1

e Gla)=1+c-x+---+c" 2™+ zatvorena forma izraz :
—c-x
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Ako je niz {an}, oblika (1,—1,1,...), tj. dat sa a,, = (—1)" za n > 0, onda
je za generatornu funkciju:

1
1+a
Ako je niz {a,}, oblika (1,0,1,0,...), tj. dat sa ag, = 11 agp+1 = 0 za
n > 0, onda je za generatornu funkciju:

o Gla)=1—x2+2%— 2% +2* — ... zatvorena forma izraz

e G(a)=1+ 2% 4+ 2* + - - - zatvorena forma izraz T2

Ako je niz {ay}, dat sa a, = % za n > 0, onda je za generatornu funkciju:
e G(a) =1+z+ 32 + - - zatvorena forma izraz e®.

Ako je niz {ay }, dat sa a; = (l:) za neko fiksirano kii =0,1,...,k,aa; =0
za i > k, odnosno

(0 o)

onda je za generatornu funkciju:

o G(a) = (’8) + (lf):n +...+ (i):}:k zatvorena forma izraz (1 + x). |

3.7.1 Operacije sa generatornim funkcijama

Kao sto je na pocetku rec¢eno, sa generatornim funkcijama se radi formalno,
ne vodeéi racuna da li je re¢ o konveregentim redovima.

Definicija 3.7.5 Generatorne funkcije G(a) i G(b) nizova {an}tn i {bn}n
su jednake ako su jednaki odgovarajuéi nizovi, tj. ako je za svako n € N,
an = by,. [ |

U nastavku ¢emo definisati nekoliko operacija sa generatornim funkcijama.

Definicija 3.7.6 (Pravilo skaliranja) Neka je G(a) generatorna funkcija
niza {an }n 1 neka je ¢ neka konstanta. Tada je G(c-a) = ¢-G(a) generatorna
funkcija niza {c- ap}n. |

Primer 3.7.7 U primeru 3.7.2 je ilustrovano da je G(a) = 1 generatorna
funkcija niza a = (1,0,0,...), dok je G(c- a) = ¢ generatorna funkcija niza
c-a=/{c0,0,...).

Sliéno, u primeru 3.7.4 je data generatorna funkcija G(a) = 1 + 22 +

7 Tada je

zaniz 2-a = (2,0,2,0,...) generatorna funkcija G(a) = 2+ 222+ 22% +- - -,
2

|

x*+ .- niza a = (1,0,1,0,...), za koju je zatvorena forma 1

za koju je zatvorena forma 5
-



48 Glava 3. Prebrojavanje

Definicija 3.7.8 (Pravilo sabiranja) Neka su G(a) i G(b) generatorne
funkcije nizova {a,}y 1 {bn}n. Tada je G(a +b) = G(a) = G(b) generatorna
funkcija niza {a, & by, }n. [ ]

Primer 3.7.9 Generatorne funkcije nizovaa = (1,1,1,1,...)ib=(1,-1,1,—1,..

suredom G(a) = 1+z+2?+23+24+- - iGO) =1—z+a? —a3+2* —-
dok su njima odgovarajuce zatvorene forme izrazi redom ﬁ H%
pravilu sabiranja, generatorna funkcija zbira nizova a + b = (2,0,2,0,...)
jeGla+b)=2+2-22+2-2*+---. Pri tome je i odgovarajuéa zatvorena
forma oblika

i . Prema

1 12

-z l+2  1—22
Ovde treba obratiti paznju da su, prema primeru 3.7.7, zatvorene forme
generatornih funkcija nizova ¢ = (1,0,1,0,...) i 2-¢=(2,0,2,0,...) redom

—, odnosno .
R Rl . . .
2 - ¢ jednaki, i nije ¢udno Sto su jednake i odgovarajuée zatvorene forme, od

kojih je jedna dobijena pravilom sabiranja, a druga pravilom skaliranja. B

Ocigledno je da su u ovom primeru nizovi a + b i

Definicija 3.7.10 (Pravilo proizvoda) Neka su G(a) i G(b) generatorne
funkcije nizova {an}n 1 {by}n. Tada je

Gla-b) = i(zn: ar - by—i) - z"

n=0 k=0
generatorna funkcija niza koji se dobija proizvodom nizova {a,} i {b,},. B
Imajuéi u vidu pravilo proizvoda za generatorne funkcije, dobijamo da
jer
1-z)14z4+2>4+2°+--)=1,
pa je stepeni red ¢iji su koeficijenti ag = 1, a1 = —1, ap =0, za k > 2 in-
verzan stepenom redu sa koeficijentima odredenim nizom b = (1,1,1,1,...).

Definicija 3.7.11 (Pravilo pomeranja) Neka je G(a) generatorna funkcija

niza {a,}, i neka je niz {b,}, oblika by = ... = by_1 = 0, a bpy; = a;, za
i > 0. Tada je G(b) = 2*G(a) generatorna funkcija niza {b,}. |

Primer 3.7.12 Prema primeru 3.7.2 zatvorena forma generatorne funkcije

niza a = (1,1,1,...) je ﬁ Ako posmatramo niz b dobijen pomeranjm

niza a za k mesta u desno, preciznije b = (0,...0,1,1,...), za njemu odgo-
——

k
varajuéu generatornu funkciju =¥ + zF+1 4 ... izraz

1—=x
predstavlja zatvorenu formu. [ |

)
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Definicija 3.7.13 (Pravilo diferenciranja) Neka je G(a) generatorna funkcija
niza {a,}n. Generatorna funkcija G'(a) niza

{(n+Dant1tn = (a1, 2a2,3as, .. .)
je izvod generatorne funkcije G(a). [ |

Primer 3.7.14 Neka je niz a = (1,1,1,...). Prema primeru 3.7.2 njemu
odgovarajuca zatvorena forma generatorne funkcije 1+ 2 + 23+ - - je ﬁ,
dok se pravilom diferenciranja izraz

d ( 1 ) B 1

de \1—z/) (1 —x)2
dobija kao zatvorena forma generatorne funkcije 1 +2 -2 +3-2% + --- niza
b=(1,2,3,...) [ ]

U sledeéem primeru ¢emo ilustrovati primenu navedenih operacija u
pronalazenju zatvorene forme generatorne funkcije Fibonacijevog niza bro-
jeva.

Primer 3.7.15 Fibonacijev niz {F,}, je oblika Fy = 0, F} = 1, F, =
Fi+Fy=1 F3s=F+F, =2, F,=F3+ F, =3, F5s = F, + F3 = 5, tako
da je generatorna funkcija niza:

G(F) :G(<071717273757"->):0+1'$+1'$2+2'1’3+3'J}4+5'.’L’5—|—...
=Fy+F x4+ Fy-22+...

Istovremeno, ¢lanovi Fibonacijevog niza se mogu zapisati i kao:
(0,14 Fy, Fo + F1, Fy + Fo, Fy + F3, F3 + Fy, .. .),
pa generatorna funkcija moze biti data i na sledeéi nacin:
G(F) = 04+(Fy+ 1)+ (Fo+F1) 2+ (F 4+ F) a3+ (Fo4-F) at+ (Fs+ Fy)x®+. . .

Sada ¢emo ovaj poslednji zapis prikazati pomocu jednostavnijih genera-
tornih funkcija za koje su ve¢ odredene zatvorene forme:

(0, 1, 0, 0, ) T
< O, FQ, Fl, Fg, > iL‘G(F)
+ (0, 0, Fo, Fy, ) 2. G(F)
( 0, 1+Fy, Fy+F, F+F, ) z+x-G(F)+2? G(F)

Sada se vidi da je

GF)=xz+z-GF)+ 2% G(F),
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§to daje reSenje

x
GF)=—
(F) 1—z— 22
za zatvorenu formu generatorne funkcije Fibonacijevog niza brojeva. [ |

Prethodni primer se moze generalizovati do sledec¢eg tvrdenja.

Teorema 3.7.16 Neka su dati niz {a,}, i konstante ¢1, ..., cx. Tada je
ekvivalentno:

1. Niz {a,}n je resenje linearne rekuretne relacije,

k
ap = Zci CQp—j
i=1

2. Zatvorena forma generatorne funkcije niza {a, }, je racionalna funkcija

oblika ()

g(x
Gla)=—=—"——
]. - 22:1 C’i . :,UZ

gde je g(z) polinom stepena najvise k — 1.
3. Ako vazi
k .
1— Zci-x’ =1 —=rz)(1—rex) - (1 —rgz),
i=1

gde su svi r; medusobno razli¢iti, onda je
{dir] +dory + -+ + dirp In

opste resenje linearne rekurentne relacije
k
n = E Ci* G-
i=1

Dokaz. (1 = 2) Sli¢no postupku u primeru 3.7.14 posmatracemo genera-
tornu funkciju:

G(a) = ap+ ez + asx® + ...+ apz® + ...
i sumirati sledece jednakosti:

c1xGla) = ci(apr + a1x® +agx® + ...+ apzht +..)
c21’G(a) = ca(apr? + arxd + agr* + ...+ apzt T2 4+ ..)

cxxFGa) = cplaor® + a1zt 4 a2 4 4 apattr 4 )
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Tada se za (c12 + ... + c;z¥)G(a) dobija:

ciagxr + cla1x2 + cla2x2 + ... + clak,la;k 4+ ...+
czaoxz + czalx?’ +... 4+ Czak_glbk + ...+
ckaoxk + ...

§to je jednako

craox + (cray + caag)x? + ...+ (crap_o + ... + cp_1ag)z* !
+ (c1ap—1 + c2ap—2 + ... + cpag)z”
+ (crap +coap—1+ ...+ ckal)xk+1 + ...

Kako je
ar = C10p_1+ coag_2+ ...+ crap
ag+1 = Cla + C20kp—1 + ...+ Cxay

dobijamo da je G(a) — (c1z + ... + c;z¥)G(a) jednako
ap+ (a1 — crap)r + ...+ (ag — crap—1 — ... — ck,lal)xk_l,

pa je zatvorena forma za generatornu funkciju

_ g(z)
Gla) = 1—(c1x+ ...+ cpak)’

gde je g(x) polinom stepena najvise k — 1, kao §to je i trazeno.
(2 = 3) Posmatrajmo polinom

h(z) =1—(c1z + ...+ cpz¥)

koji se nalazi u imeniocu zatvorene forme generatorne funkcije i karakter-
istiéni polinom
_ Lk k-1
plx) =2 —c12" " — ... — ¢
rekurentne relacije a,, = Ele ¢ - an—;. Tada je:

1 1 L1

—c1—— — ... —cp) =x"p(—).
L k) P(x)

Sada je r koren polinoma h(x) ako i samo ako je njegova reciprocna vred-

nost koren polinoma p(z). Naime, s obzirom da 0 nije koren posmatranih

polinoma, pretpostavimo da je r # 0 i h(r) = 0. Posto je h(r) = rkp(%),

onda je i p(%) = 0, a sli¢no vazi i obrnuto.
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Neka je sada h(z) = (1 — rmx)(1 — rex)--- (1 — rpz) gde su svi ry
medusobno razli¢iti. Tada su %, . i medusobno razli¢iti koreni polinoma
h(z), pa suri, ..., rp medusobno razli¢iti koreni karakteristi¢cnog polinoma

k k—1

plx) =2 —c1z" " — ... — ¢

rekurentne relacije a,, = Zle C; - p—; 1 po uopstenju teoreme 3.6.7
{dir] +dory + -+ dir} }n

jeste opste reSenje linearne rekurentne relacije a,, = Zle Ci - Ap_j-

(3 = 1) Posto su r; medusobno razli¢iti koreni karakteristicnog polinoma,
onda je niz {ay}, dat sa a, = dir] +dar + - - -+dyry pod pretpostavljenim
uslovima reSenje rekurentne relacije a,, = Zi-“:l Ci * Qp—i- [ |

Teorema 3.7.16 se moze uopstiti i za slucéaj kada polinom h(z) u ime-
niocu zatvorene forme generatorne funkcije ima visestruke korene, tako da
u opsStem slucaju vazi teorema:

Teorema 3.7.17 Niz zadovoljava linearnu rekuretnu relaciju ako i samo
ako je zatvorena forma njegove generatorne funkcije racionalna.

Odredivanje zatvorenih formi generatornih funkcija ima i prakti¢an znacaj.
Naime, polazeé¢i od neke zatvorene forme Cesto je relativno jednostavno
odrediti koeficijente odgovarajuéih stepenih redova (generatornih funkcija),
odnosno ¢lanove njima odgovarajucih nizova. Upravo na toj ideji je zasno-
vana primena o kojoj ¢e biti re¢i u odeljku 3.8.

3.8 Primene generatornih funkcija u prebrojavanju
kombinacija

Interesantna primena generatornih funkcija se odnosi na prebrojavanje na¢ina
izbora elemenata nekog skupa, pri ¢emu koeficijent uz stepen z* odgovara
broju nacina na koji je moguée birati k£ elemenata.

Kao motivaciju razmotrimo jednoélani skup {a;}. Generatorna funkcija
za izbor k elemenata iz tog skupa je 1+« jer postoji po 1 nacin za izbor 0 i
1 elementa skupa, a 0 nac¢ina za izbor vise od jednog elementa. U opstijem
slucaju, posmatrajmo proizvod

I+ a12)(1 4+ ax)(1 + agx) =
1 +(a1 + az + (13)56 + (a1a2 “+ aijas + a2a3)$2 + (alazag):z3

u kome su:
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e koeficijent uz x zapis svih moguéih 1-kombinacija,
e koeficijent uz 2 zapis svih moguéih 2-kombinacija i
e koeficijent uz x3 zapis svih moguéih 3-kombinacija

objekata aj, a2 i asg. Brojevi 1, 2 i 3-kombinacija ovih objekata su redom
(i’) = 3, (g) =31 (g) = 1, i mogu se dobiti brojanjem sabiraka uz odgo-
varajudi stepen z*. Isto dobijamo i zamenom a; = as = a3 = 1 i ra¢unanjem
odgovarajuéih koefijenata. Tada se pocetni izraz svodi na funkciju

I+z)(1+z)(1+x)

¢ijim razvijanjem po stepenima dobijamo trazeni broj 1, 2 i 3-kombinacija
tri proizvoljna objekta. Prema tome, funkcija (1 + )3 je zatvorena forma
generatorne funkcije koja broji kombinacije 3 objekta. U primeru 3.7.4 ovo
zakljuéivanje je uopsteno na slucaj k objekata, gde je (1 + z)¥ je zatvorena
forma generatorne funkcije koja broji kombinacije tih objekata.

Sliéno, generatorna funkcija kombinacija sa ponavljanjem elemenata jedno¢lanog
skupa {a1} je 14+x+2%+... jer postoji samo jedan nagin za izbor k eleme-
nata iz tog skupa. Kako je ﬁ =1+z42%2+... toje ﬁ zatvorena forma
generatorne funkcije kombinacija sa ponavljanjem elemenata jednoclanog
skupa.

Dalje razmatrimo sluc¢aj od n razli¢itih objekata ai, as ..., a, kojih
ima po k komada i njihove kombinacije sa ponavljanjem. Sli¢cno malo-
predasnjem, posmatrajmo formulu:

(1+ax+aix®+...+ada®) - (1 +apz +a22® + ... +adkab) =
1 +(a14+az+...+ap)z
+(@2 4+ a3+ ...+ a2 +ajas +ajaz + ... +aja, + ... +ap_1a,)r%+
+(adf+as+.. . +ak+af T+
taras gt ..+ Qg1 Gno1an) T+

k k

+(afal - af)ant

kojom nalazimo sve i-kombinacije sa ponavljanjem od n objekata, za i =
1,2,...,nk. Ponovo, zamenom a; = ag = ... = a, = 1 i ra¢unanjem odgo-
varajué¢ih koefijenata uz stepen oblika 2’ mogu se odredititi odgovarajuéi
brojevi kombinacija sa ponavljanjem.

I ovo se moze uopstiti na slucaj kada razlicitih objekata ima razliciti
broj, ili kada je broj svakog od objekata neograni¢en. U tom poslednjem
slucaju je

1
(I —a)
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zatvorena forma generatorne funkcije kombinacija sa ponavljanjem n ra-

m u TeleI'OV red f(o) +

" (3) .. . . ..
x4+ 1 2(!0) 2?44 3!(0) 22 + - -+ i izraéunavanjem izvoda funkcije f:

zlicitih objekata. Razvojem funkcije f(x) =

f(0)
1!

o f'()=n(l—a)" (1),
o f'(x)=nn+1)1—x)""*2)
o fN@)=nn+1)---(n+k—-1)1—x)"0FR

dobija se da je koeficijent uz z* oblika

f®0)  (n+k-1
k! k

koji je upravo broj k-kombinacija sa ponavljanjem od n objekata (kojih
imamo na raspolaganju neograni¢eni broj).
Primetimo i da je
1 1 1
(1—x) =11 1—x’

=1

gde je ﬁ zatvorena forma generatorne funkcije kombinacija sa ponavljan-
jem elemenata jednoclanog skupa.

Prethodno razmatranje se formalizuje kao jos jedna operacija nad gen-
eratornim funkcijama.

Definicija 3.8.1 (Pravilo konvolucije) Neka su G(a) i G(b) generatorne
funkcije nizova {ay, }, 1 {bn}n koji predstavljaju broj kombinacija elemenata
skupa A, odnosno B ineka je AN B = (). Tada je

G(c) = G(a-b)

generatorna funkcija niza {¢, },, koji predstavlja broj kombinacija elemenata
skupa AU B. [ ]

Pri ovome nije preciziran na¢in formiranja kombinacija, recimo da li neki
element moze biti biran jednom, konacan ili neograni¢en broj puta. Jedina
ogranicenja su da se radi sa kombinacijama, odnosno da redosled izbora nije
bitan, i da su A i B disjuktni skupovi.

Pravilo konvolucije obrazlazemo na sledeé¢i na¢in. Imajuéi u vidu da su
skupovi A i B disjunktni, n elemenata iz skupa C' mozemo izabrati tako $to
biramo i elemenata iz A i n — i elemenata iz B, gde je i = 0,1,...,n. Kako
je a; broj nac¢ina za izbor ¢ elemenata iz skupa A i n —14 broj na¢ina za izbor
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n — ¢ elemenata iz skupa B, broj nacina za izbor n elemenata iz skupa C,
odnosno koeficijent uz 2" u G(c) je:

Cn = apbp, + arbp—1 + - + ap—1b1 + anbo,
Sto se upravo i dobija kao izraz uz 2" u G(a) - G(b).

Primer 3.8.2 U prodavnici se jedna vrsta majica prodaje u tri boje: plavoj,
sivoj i beloj. Kupac zeli da kupi 3 komada, pri ¢emu sivih i belih moze biti
najvise jedan komad, dok za plave majice ograni¢enje ne postoji. Postavlja
se pitanje na koliko nacina se ova kupovina moze ostvariti.

U duhu pravila konvolucije, posmatrajmo funkciju

A+z+22+23)(1+2)1+2) = (I+z+22+2%) 1+ 22 +2?)
= 1+4+3z+42? +423+ ...,

u kojoj je prvi faktor generatorna funkcija niza koji predstavlja broj 0, 1, 2,
odnosno 3-kombinacija elemenata skupa plavih majica, dok se drugi i treéi
faktor odnose na 0 i 1-kombinacija elemenata skupa sivih, odnosno belih,
majica.

Lako se vidi da je trazeni broj kombinacija sa ponavljanjem koeficijent
uz z2 i jednak je 4 i odgovara sledeé¢im kobinacijama:

e plava, plava i plava majica,

e plava, plava i siva majica,

e plava, plava i bela majica i

e plava, siva i bela majica. [ |

Primer 3.8.3 Odredimo na koliko se razli¢itih na¢ina moze u vrecu spako-
vati n komada odece ako su data sledeca ogranicenja:

e broj majica mora biti paran,

e broj koSulja mora biti oblika 3k,
e broj dZempera je najvise 2 i

e broj Salova je najvise 1,

pri ¢emu vodimo samo ra¢una o broju pojedinacnih vrsta odece, a ne i o
razli¢itim izborima svake pojedinacne vrste ode¢e. Drugim re¢ima, razma-
tramo kombinacije sa ponavljanjem jednoclanih skupova.
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e za paran broj majica M = (1,0,1,0,...),

e za broj kosulja oblika 3k, K = (1,0,0,1,0,0,1...),
e za najvise dva dzempera D = (1,1,1,0,0...) i

e za najvise 1 sal S =(1,1,0,0...).

Ovim nizovima odgovaraju redom generatorne funkcije i njihove zatvorene
forme:

1
ozamajica1+x2+x4+...:172:G(M),
-z
sl 34 .6 1
e za koSulje 1 +2° + 2 +...:ﬁ:G(K),
-z
. 9 1—2a3 .
e za dzempere 1 +x + z :17:G(D)1
-z

e za Salove 1 +z = G(9).

Prema pravilu konvolucije posmatramo proizvod zatvorenih formi genera-
tornih funkcija:
1 1 1-a3 1
. . (1 - =
1—22 1—-23 1-=x (1+2) (1—x)?

Posto je funkcija zatvorena forma stepenog reda 350 (i +1)z* koji

1
(1—=)?
je generatorna funkcija niza (1,2,3,4,...), onda je koeficijent uz ™ uvek
n + 1. Odatle, pod zadatim uslovima, broja nac¢ina pakovanja n komada

odece je uvek n + 1. [ |
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Algebarske strukture

Definicija 4.0.4 Algebarska struktura je uredena n-torka
(A, f1,. s ferCly e ey Cm)
gde su:
en=1+k+m,
e A neprazan skup, domen,
e f1, ..., fi operacije domena A i
® Ci,...,Cy € A konstante. [ |

U ovom poglavlju éemo razmotriti sledeée interesantne algebarske struk-
ture:

e grupe
e prstene i polja i
e Bulove algebre

i neke njihove primene u oblastima rac¢unarstva poput korektivnih kodova,
kriptologije, dizajna logickih kola itd.

4.1 Grupe

Definicija 4.1.1 Grupa' je algebarska struktura (A, -, 71, 1) za koju vazi:

!Termin grupa za grupe permutacija je prvi upotrebio Evariste Galois (1811 — 1832).
On je postavio temelje apstraktne algebre. Bio je radikalni republikanac. Preminuo je
od posledica ranjavanja u dvoboju do koga je doslo pod sumnjivim okolnostima u vreme
vladavine kralja Louis-Philippe I.

57
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1

e - je binarna, a ~* unarna operacija,

zakon asocijativnosti, (x-y)-z=x-(y- z),

1 je neutral za operaciju -, z-1=z,1-z =z i

1

e -z l=1izt.z=1.

Grupa je komutativna ili Abelova® ako za nju vazi:
e r-y=y-x.
Red grupe G = (A,-, 71, 1), u oznaci |G| je kardinalnost skupa A. [ |

Sledi nekoliko primera algebarskih struktura koje (ni)su grupe.

Primer 4.1.2 Primer komutativne grupe je struktura (Z, 4+, —, 0) u kojoj je
sabiranje komutativno i asocijativno, 0 je neutral, a —z je inverzni element
elementa x. [ ]

Primer 4.1.3 Neka je A konacan neprazan skup simbola koji nazivamo
azbuka. Rec je konacan niz simbola. Prazna re¢, u oznaci €, ne sadrzi
ni jedan simbol. A* je skup svih re¢i azbuke A. Binarnom operacijom
nadovezivanja (konkatenacije), u oznaci *, od reci x,y € A* dobija se nova
reC koja pocinje as x, nakon cega sledi y. Preciznije:

Tk Yy = xY.

Na primer, za azbuku A = {a, b, c}, neke reci su: ¢, a, b, ¢, aa, aba, ac, ba,
cce, abacce, . .. Takode vazi: a*xb = ab, e xab = ab, aba * ccc = abaccc. Lako
se vidi da je operacija * asocijativna, kao i da je prazna re¢ neutral za nju,
jer je exx = xxe = x. Medutim, u opstem sluc¢aju * nije komutativna (sem
za jednoclanu azbuku). Na primer a * b # b * a. Takode, sem prazne reci e
za koju je € x € = ¢, rei iz A* nemaju inverzne elemente, pa (A*, x, €) nije
grupa3. ]

Primer 4.1.4 Neka je A = {1,2,3}. U primeru 3.3.3 navedeno je svih 6
permutacija skupa A:

p=(1,2,3) , p2=(13,2),

p3=1(2,1,3) , pa=(2,3,1),

ps=(3,1,2) , ps=(3,2,1).
2Niels Henrik Abel, 1802 — 1829, norveski matematicar. U njegovu ¢ast je 2002. godine,
kao pandan Nobelovoj nagradi, ustanovljena Abelova nagrada za vrhunska dostignuéa u

matematici.
3Struktura (A*, *,€) je zapravo monoid generisan azbukom A.
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Oznac¢imo skup ovih permutacija sa S3. Permutacije mozemo shvatiti i kao
bijektivne funkcije koje redom elemente 1, 2 i 3 preslikavaju u elemente
navedene u prethodnoj tabeli. Tako je, na primer, pg(1) = 3, a p2(3) = 2.
Definisimo operaciju na skupu permutacija tako da je p; * p; permutacija za
koju vazi:

pi * pj(z) = pj(pi(x)), za z € A.

Sada je pg * p2(1) = p2(ps(1)) = p2(3) = 2. Posto su permutacije bijektivne
funkcije, to su i njihove kompozicije. Tabelom*

* | P1 | P2 | P3| P4 | D5 | P6
P1 | P1 | P2 |P3|P4|DP5 | Ps
P2 | P2 | D1 | P4 | P3| P6 | D5
P3 | P3| P5 | P1|P6 | P2 | P4
Pga | P4 | P6 | P2 | P5 | P1 | DP3
P5 | Ps | P3 | P6 | P1 | P4 | P2
Pe | P6 | P4 | P5 | P2 | P3| P1

je operacija x u Ss precizno opisana. Pemutacija p; je neutral operacije
x: lako se proverava da je, na primer, p; * po = po2 *x p;1 = po. Kako je
kompozicija asocijativna operacija, a svaka od permutacija ima i inverz u
odnosu na * (recimo, pg * pg = p1), struktura Sz = (S3,*, ~1, p1) je grupa
koja nije komutativna. Uopste, za proizvoljnon € N, n > 0, S,, je grupa. B

Teorema 4.1.5 U grupi (4,-, 71, 1)

1. jednagina a -z = b ima jedinstveno resenje x = a~! - b i

2. jednadina v - a = b ima jedinstveno resenje z = b-a~ L.

Dokaz. (1) Posto je re¢ o grupi, za a postoji jedinstveni inverz a~!. Za
r=a"'-btadavazia-(a='-b) = (a-a"1)-b=0b, pajea ! bjedno resenje
polazne jednacine.

Ako su x1 i zo dva reSenja polazne jednacine, tada vazi a-x1 = b i
a-x9=>b,pajea-x1 =a-x9. Tadajeia ' -a-21 =a"' a-x9, odnosno
x1 = x2, odakle sledi jedinstvenost resenja. [ |

Tvrdenja formulisana u teoremi 4.1.5 imaju zanimljivu posledicu na
grupe sa kona¢nim brojem elemenata:

4Tabele ovog oblika se nazivaju Kejlijevim tabelama. Arthur Cayley (1821 — 1895) je
jedan od pionira moderne matematike. Prvi je definisao koncept grupe kao algebarske
strukture koja se sastoji od skupa i binarne operacije koja zadovoljava odgovarajuée za-
kone. Dao je veliku podrsku ukljuc¢ivanju zena u univerzitetsko obrazovanje.
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Posledica 4.1.6 U Kejlijevoj tabeli koja odgovara operaciji grupe u svakom
redu, odnosno u svakoj koloni, svaki od elemenata grupe se pojavljuje ta¢no
jednom. [ |

Naime, neka je Kejlijeva tabela za neku grupu oblika:

C

Element b se pojavljuje u redu u kome je a u onoj koloni u ¢ijem zaglavlju
se nalazi ¢ ako i samo ako je c reSenje jednacine a - x = b. Posto je reSenje
ovakve jednacine jedinstveno, b se moze u redu u kome je a javiti samo
jednom, i to u koloni koja odgovara jedinstvenom resenju.

Posledica 4.1.6 se moze upotrebiti prilikom utvrdivanja da li je neka
algebarska struktura grupa: ako se u nekom redu (koloni) odgovarajuce
Kejlijeve tabele bar jedan element javlja bar dva puta, struktura nije grupa.
Primetimo i da obrat ne vazi: postoje algebarske strukture koje ispunjavaju
zahtev iskazan posledicom 4.1.6, a koje nisu grupe.

4.1.1 Korektivni kodovi

Prilikom prenosa podataka, koje shvatamo kao da su binarne reci - tj. kao
konaéne nizove bitova (0 ili 1), dolazi do gresaka zbog:

e nepouzdanosti samog kanala preko koga se prenos vrsi i
e uticaja spoljnih izvora, takozvanog Suma.
U analizi ovakvih greSaka obi¢no se pretpostavlja:

e greske prenosa su: prelazak 0 u 1,ili 1 u 0,

obe konverzije su podjednako veovatne,

pogreske na pojedinacnim bitovima su medusobno nezavisne i
e podjednako su verovatne greske na svim bitovima.

Poslednje dve pretpostavke, pored ostalog, znace da je verovatnije da se
dogodi manje, nego vise, gresaka, pa je najverovatniji broj gresaka 1.
Ovde su od interesa dva zadatka:

e otkrivanje da je doSlo do greske, tj. detekcija, i
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e ispravljanje otkrivene greske, tj. korekcija.

Do kraja ovog odeljka ¢emo koristiti oznaku B" za skup binarnih reci
duzine n. Recimo B3 = {000,001,010, 011,100,101, 110,111}. Pod tezinom
binarne reci a, u oznaci w(a), podrazumevaéemo broj bitova jednakih 1 koji
se nalaze u a.

Sabiranje dvaju binarnih re¢i se realizuje primenom logicke operacije
ekskluzivno ili, u oznaci v, (tj. sabiranja po modulu 2 o kome se govori u
primeru 4.2.6) definisane sa:

= oI
—_

Na primer:

1011001
+ 1000111
0011110

Primer 4.1.7 Neka se vrsi prenos binarnih re¢i iz skupa B? i neka je
poslata re¢ 010, a zbog greske primljena re¢ 011. PosSto je primljena rec
u skupu reci koje se prenose, nije moguce detektovati gresku. [ |

Primer 4.1.8 Neka se sada vrsi prenos binarnih re¢i iz skupa {001,010, 100, 111}

i neka je primljena re¢ 011. Ona ne pripada skupu i detekcija greska je laka.
Medutim, na osnovu pretpostavke da je najverovatnija greska na samo

jednom bitu, postoje tri kandidata za re¢ koja je mogla biti poslata: 001,

010 i 111, tako da je korekciju nemoguce izvesti. [ |

Primeri 4.1.7 i 4.1.8 ilustruju neophodnu osobinu koju komunikacioni
sistem treba da poseduje: da bi se ostvarila detekcija greske, nekorektno
preneta re¢ ne sme pripadati skupu reci koje se o¢ekuju na prijemu. Ovo
mozemo interpretirati i na slede¢i nacin:

e reci koje se Salju, odnosno, koje se ocekuju na prijemu, moraju biti
dovoljno udaljene, tj. razlicite, kako bi greska prilikom prenosa dovela
do prijema re¢i koja ne pripada ocekivanom skupu.

Primer 4.1.8, medutim ukazuje da je korekcija tezi problem nego detekcija
greSke i da postoje situacije u kojima, iako je poznato da je doslo do greske
prenosa, tu gresku nije moguce ispraviti. To potvrduje i primer 4.1.9.
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Primer 4.1.9 Neka se vrsi prenos samo binarnih reci iz skupa {000,111} i
neka je primljena re¢ 011. Ponovo, ona ne pripada skupu i detekcija greske
je laka, ali sada, postujuéi pretpostavku da je najverovatnija greska na samo
jednom bitu, vrsimo korekciju zaklju¢ujuéi da je poslata re¢ 111.
Medutim, ako je doslo do 2 greske prilikom prenosa rec¢i 000, a primljena
rec je 011, na osnovu pretpostavke o verovatnoéi broja gresaka, korekcija ¢e
biti nekorektna. [ ]

Definicija 4.1.10 Hamingovo rastojanje® binarnih reéi a i b duzine n, u
oznaci d(a, b) je broj bitova na kojima se a i b razlikuju. [ |

Lako se vidi da je
d(a,b) = w(a +b)

gde je + operacija sabiranja rec¢i koja se realizuje primenom operacije ek-
skluzivnog ili na odgovarajuéim bitovima reci a i b, a w() je tezina binarne
reci.

Primer 4.1.11 Rec¢i x = 1011001 i y = 1000111 se razllikuju na 4 mesta,
pa je d(z,y) = 4. Analogno, posto je

1011001
4+ 1000111
0011110
i w(0011110) = 4, ponovo dobijamo d(z,y) = 4. |

Razmotri¢emo postupak (m, n)-blok kodiranja koji se primenjuje u real-
nim komunikacionim sistemima tako $to se binarne reci kodiraju pre prenosa
dodavanjem izvesnog broja bitova koji kasnije olaksavaju detekciju i korek-
ciju greSaka. Preciznije, prenose se binarne reci ¢ijih m bitova sadrze infor-
macije, a preostalih r bitova se koriste prilikom detekcije i korekcije gresaka.

Kodiranje se, prema tome vrsi funkcijom:
e F:B"™+— B"

Kodne reci su elementi slike funkcije E, Im(F). Jasno je da E mora biti in-
jektivna, tj. razlicite reci moraju imati razlic¢ite kodove, kako bi bilo moguce
sprovesti obrnuti proces, dekodiranje:

e D:B"— B"™U{e}

5Richard Wesley Hamming (1915 — 1998), americki matematicar, koji je postavio os-
nove u oblasto detekcije i korekcije gresaka prenosa podataka.
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gde e oznacava gresku®.

Ako je primljena re¢ y € B"\Im(E), detektuje se greska, a ako je moguca
korekcija, onda je D(y) = D(x), gde je = kodna re¢ koja je najbliza reci y.
Ako ne postoji jedinstvena najbliza re¢, javlja se greska, odnosno D(y) = e.

Primer 4.1.12 Kodirajuéa funkcija za proveru parnosti (odnosno neparnosti)”
je oblika E : B™ s B™*! za koju je m + 1. bit slike takav da E(z) ima
paran (odnosno neparan) broj bitova 1. n

(m,n)-blok kodiranje je sistematsko ako za svako x € B™, prvih m
bitova u E(x) ¢ini upravo re¢ x. Ako je pri (m,n)-blok kodiranju moguée
bilo koju kombinaciju od k ili manje gresaka detektovati (odnosno izvrsiti
korekciju), kodiranje je k-detektibilno (odnosno k-korektibilno). Minimalna
distanca za neko kodiranje je min{d(x,y) : z,y € Im(E)}.

Teorema 4.1.13 karakterise moguénost detekcije i korekcije greske u nekom
kodiranju:

Teorema 4.1.13 Kodiranje je:

e k-detektibilno ako i samo ako je minimalna distanca kodiranje bar
k+1i

e k-korektibilno ako i samo ako je minimalna distanca kodiranje bar
2k + 1. [ ]

Primer 4.1.14 Posto kodiranje E : B? — BY, definisano sa:
e F(00) = 001000,
e F£(01) = 010100,
e F(10) = 100010 i
e E(11) = 110001,

kao minimalnu distancu ima 3, to je ono 2-detektibilno i 1-korektibilno. W

Funkcija kodiranja E : B™ — B" pri kojoj se na re¢ koja se kodira
nadovezuju bitovi za proveru, pogodno se prikazuje generatornom matricom
G koja sadrzi samo 0i 1. Kodiranje se obavlja matri¢nim mnozenjem u kome
se operacije sabiranja i mnozenja vrSe u binarnom brojnom sistemu.

SEngleski: error.
"Engleski: parity check code, odd parity check code.
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Primer 4.1.15 Neka je kodiranje E : B3 — BS definisano sa E(z) = rx G,
gde je generatorna matrica:

1
G=1]0
0

O = O
_= o O

1 01
1 10
0 11 356

Recimo, re¢ oblika zizox3 se kodira na sledeéi nacin:

E(l‘l.Z'ng) = [xl T2 I3 X

S O =

0 0
10
0 1

O =
_ = O
= o =

= [»’61 To X3 X1 +2T2 X2+ T3 3?1+363}

Tako da je, recimo, £(011) = 011101.

E je sistematsko kodiranje, tj. prva tri bita kodne reci su zapravo rec
koja se kodira, jer je levi blok generatorne matrice G jedini¢na matrica I3x3.
Preostala 3 bita sluze za proveru parnosti parova bita originalne reci.

U ovom kodiranju vazi da se svaka greska pri prenosu jednog bita jed-
nozna¢no odreduje vrednostima kodne rec¢i. Greska u prenosu na jednom od
prva tri bita vidi se na dva od tri poslednja bita: xy + x2, T9 +x3 i 1 + x3.
Tako se greska na bitu 2 uocava na bitovima 41 5: z1+z9, xo+x3. Sa druge
strane, ako se greska pojavi na bitu 4, £ + z2, ona ¢e biti vidljiva samo tu.
Recimo, ako je prenosom 011 dobijena re¢ wiwowswswswg = 001101, lako se
vidi da je sa jedne strane wy +wo = 0 # wy 1 wo +ws = 1 # ws, pa posto se
neslaganje javlja na bitovima 4 i 5 zaklju¢ujemo da je bit ws lose prenet. Sa
druge strane, ako je prenosom 011 dobijena re¢ wywowszwswswg = 011001,
posto je w1 +we = 1 # wy, wo + w3 =0 = ws i w1 +wsg = 1 = wg,
zakljuCujemo da je bit w4 loSe prenet.

Generatorna matrica G je oblika [ F'], gde je I zapravo jedini¢na matrica
I3y3. Za matricu H = FTI}Bx6 i svaku kodnu re¢ w € B vazi da je

0
Hxwl'=10
0
gde su FT i w” transponovane matrice. [ |

Matrice tipa matrice H iz primera 4.1.15 se nazivaju matrice provere parnosti.
Poslednji deo ovog primera se uopstava tvrdenjem 4.1.16.
Teorema 4.1.16 Neka je generatorna matrica G oblika [Lxm Fmsxcr]p s

gde je n = m + r, i neka je matrica provere parnosti H = {Fgr:w[rw}
XN
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Ako je funkcija kodiranja E : B™ +— B™ definisana sa FE(z) = z X G,
onda za svaku kodnu re¢ w € B™ vazi:

H x wh = 0,5
gde je 0,x1 nula matrica. [ |

Druga vazna karakteristika funkcija kodiranja definisanih generatornim
matricama data je tvrdenjem 4.1.17.

Teorema 4.1.17 Ako je funkcija kodiranja E : B"™ +— B™ definisana sa
E(x) = xx @G, gde je G generatorna matrica, onda skup kodnih re¢i Im(E) C
B™ ¢&ini grupu u odnosu na sabiranje rec¢i koje se realizuje primenom logicke
operacije ekskluzivno ili na bitovima reci. [ |

Kodiranje za koje Im(E) u odnosu na operaciju sabiranja binarnih reci
¢ini grupu, naziva se grupovno kodiranje. Ove vrste kodiranje imaju odgo-
varajuce prednosti. Na primer, dok se za pronalazenje minimalne distance
nekog kodiranja moraju uporediti svi parovi reci, za grupovna kodiranja je
to mnogo lakse, kao Sto se tvrdi u teoremi 4.1.18.

Teorema 4.1.18 Minimalna distanca grupovnog kodiranja je minimalna
tezina kodnih reci kod kojih svi bitovi nisu 0. [ |

Koristeéi ovaj rezultat odgovora se na pitanje koliko gresaka je moguce
detektovati i korigovati za kodiranje F koje se vrsi generatornom matricom
GG, odnosno njoj odgovarajuéom matricom provere parnosti H. Neka je
H,«, matrica provere parnosti u kojoj su kolone oznacene sa hy, ..., hy
i neka su kolone h;,, ..., h;, takve da su zbirovi njihovih elemenata po
odgovarajué¢im redovima jednaki 0.

Primer 4.1.19 Za matricu H kazemo da su zbirovi elemenata po odgo-
varaju¢im redovima u kolonama hi, hs i hy jednaki 0 ako:

hii hiza hiz hia his hii ¥ hiz ¥ hig = 0
H = hai haa haz hos has hoi Y haz Y hay = 0
hsi hz2 h3z hza hss hgi Y hzs Y h3gy = 0

pri cemu je sabiranje realizovano u binarnom sistemu, odnosno kao operacija
ekskluzivnog ili. [ ]

Ako su u binarnoj re¢i w = wiws ... w, jedinice na pozicijama i1, ...,
ix, @ na svim ostalim 0, onda je H x w’ = 0, pa je w € Im(E), odnosno w
je (ispravno preneta) kodna re¢. Vazi o obrnuto: ako je w kodna reé¢ koja
jedinice ima samo na pozicijama %1, ..., i, onda su odgovarajuéi zbirovi
kolona h;,, ..., h;, jednaki 0.
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Primer 4.1.20 Ako je matrica H kao u primeru 4.1.19, onda za re¢ w =
10110 vazi

1
hi1 hig2 hiz hia his 0 hi1 Y hi3Yhyg 0
ho1 hog hez hog hos | X | 1 | = | ha1YhogYhoy | =0
hsyi hs2 h3s hssa hss 1 h31Y h33Y h3g 0
0
odnosno H x w’ =0, pa je w kodna reé¢. [ |

Prema tome, u slu¢aju grupovnog kodiranja E definisanog generatornom
matricom G, odnosno njom odgovaraju¢om matricom provere parnosti H,
minimalna distanca jednaka je minimalnom broju kolona kod kojih su opisane
sume elemenata po redovima jednake nuli. U praksi pronalazenje tog mini-
malnog broja kolona se realizuje na slede¢i nacin:

e proverava se da li postoji nula-kolona, u kom sluc¢aju je minimalna
distanca jednaka 1, ako ne

e proverava se da li postoje dve jednake kolone, u kom slu¢aju je mini-
malna distanca jednaka 2, ako one

e proverava se da li postoje tri kolone (koje ne moraju biti jedinstvene),
kod kojih su trazeni zbirovi jednaki 0, u kom sluc¢aju je minimalna
distanca jednaka 3, ...

Za ovakva kodiranja, prilikom detekcije gresaka proverava se proizvod
H x w'. Ako on daje O-matricu, razumno je pretpostaviti da je w ko-
rektno preneta, a dekodiranje se sprovodi izdvajanjem pocetnih bitova reci
w. Ako je H x w! # 0, doslo je do greske prenosa. Podrazumevajuéi da
se pojavila samo jedna greska (Sto je, po pretpostavci sa pocetka odeljka,
najverovatnije) pozicija greske se odreduje na sledeéi nagin:

e neka je w, kodna re¢ ¢ijim prenosom je dobijena re¢ w (wp, i w se
razlikuju samo na jednom bitu, recimo na poziciji 7)

e tada je w, = w+ ¢;, gde je e; binarna re¢ koja se sastoji od bitova 0 i
samo jednog bita 1, na poziciji ,

o Hxwl =Hx (wy,+e;)T = Hx (wg+e?) = (wag)—i—(eriT) =
0+Hxel =Hxel

e Hxel = h;, gde je h; i-ta kolona matrice H, a i pozicija bita na kome
se pojavila greska.
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Prema tome uporedivanjem rezultata H x w! sa kolonama matrice H de-
tektuje se pozicija greske koja se potom lako koriguje promenom vrednosti
odgovarajuceg bita u re¢i w. Ako H x w! # 0, ali H x w’ nije jednako
ni jednoj od kolona matrice H, zaklju¢ujemo da se pojavilo vise od jedne
greske (Sto se opisanim postupcima ne moze pouzdano korigovati i za Sta
postoje druge slozenije metode).

Primer 4.1.21 Neka je funkcija kodiranje E : B3 — B definisana genera-
tornom matricom G, odnosno matricom provere parnosti H, kao u primeru
4.1.15 i neka je nakon prenosa dobijena re¢ w = 100100. Tada je:

1
110100 8 0
waT:011010><1:0
101001 0 1

0

Dobijena matrica nije 0-matrica, pa w nije kodna re¢. Posto se H x w’

poklapa sa kolonom hg matrice H, zakljuCujemo da je greska nastala u
prenosu poslednjeg bita re¢i i da je on originalno bio 1, pa je poslata rec¢
bila w, = 100101. [ ]

4.2 Prsteni i polja i kongruencija po modulu

Definicija 4.2.1 Prsten je algebarska struktura (A,+,-,—,0,1) za koju
vazi:

+ i - su binarne operacije, a — je unarna operacija,

(A, +,—,0) je komutativna grupa,

zakon asocijativnosti, (z-y) -z =2 (y- 2),

zakon distributivnosti, z- (y+2) = (x-y)+ (z-2)1 (z +y) -z =
(-2)+(y-2)

Element a prstena koji je razlicit od 0 je levi (desni) delilac nule ako postoji
ne-nulti element prstena b tako da jea-b=0 (b-a = 0).
Prsten je komutativan sa jedinicom ako vazi:
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Komutativni prsten sa jedinicom je polje ako vazi:

e zasvaki x € A, ako je x # 0, onda postoji njegov inverz z~ € A, tako
dajex-z7t =1. [ |

4.2.1 Kongruencija po modulu

Neka je dat n € N, n > 0. Posmatra¢emo relaciju kongruencije po modulu
n uoznaci x =, y ili x =y (mod n), na skupu celih brojeva Z definisanu
sa

r =, y ako i samo ako x —y =k - n, za neki k € Z.

Relacija kongruencije se ¢esto javlja u racunarstvu, ali primer 4.2.2 ilustruje
i jednu svakodnevnu situaciju.

Primer 4.2.2 Pretpostavimo da je trenutno ponoé¢. Koliko sati ée biti za
50 sati? PoSto se vreme broji u 24-voro satnim ciklusima, posmatramo
relaciju =94 1 posto je 50 =24 2, odgovor je: bi¢e 2 sata ujutro. [ |

Za relaciju =, je u primeru 2.1.18 pokazano da je relacija ekvivalencije.
Tvrdenje 4.2.3 daje alternativnu karakterizaciju ove relacije.

Teorema 4.2.3 Za xz,y € Z je x =, y ako i samo ako x i y imaju iste
ostatke pri deljenju sa n.

Dokaz. (<) Akovaziz = ky,n+riy=kyn+r,ondajex—y = (ky—ky)n,
pajer =,y.
(=) Neka je x =, y, x = kyn+ 71, iy = kyn +ry. Tada je x — y deljivo sa
n, pa je i

re — 1y = (x —y) + (ky — kz)n
deljivo sa n. Posto su 1y, 7y € {0,...n — 1}, sledi da je r, —ry = 0, tj.
Tg = Ty. |

Primer 4.2.4 Posto je 17 —5 = 121 6 deli 12, vazi 17 =¢ 5. Isto zaklju-
¢ujemo primenom teoreme 4.2.3, posto je 17 =2-6+5i15 =0-6+ 5.
|

U primeru 2.1.21 za n = 3 klase ekvivalencije relacije =3 su zapravo
poistovecene za celim brojevima 0, 1 i 2, za Sta ¢e opravdanje dati tvrdenje
4.2.5.

Teorema 4.2.5 Za x,2',y,y € Z, ako je v =, ' i y =, v’ onda vazi:

l.a+y=, 2 +9,
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2. x—y=, 2 —v,

3. x-y=, 2 -y i
4. 2% =, 2'* za k € N.
Dokaz. (1),(2) Poston deliiz—2'1y—1vy tada je desna strana jednakosti:
(@+y)— @' +y)=@-2")+{y—-y)

zapravo zbir dva broja deljiva sa n, pa je z+y =, '+ i dobija se tvrdenje
(1). Takode je

(z—y)— @@ —y)=@-2)+ @ -y

i uz isto obrazlozenje sledi tvrdenje (2).
(3), (4). Sli¢no,

(z-y)—@y)=(@y)—(y)+@y)- ) =2@y—y)+y(z—2)

i poslednji zbir ¢ine dva sabirka deljiva sa n, pa je to slucajisa (z-y)—(2'-y/),
odnosno vazi z -y =, 2’ -y. Zax =y i’ =y tvrdenje (4) direktno sledi
iz (3). |

Na osnovu teoreme 4.2.5, ako u nekom aritmetickom izrazu koji ukljucuje
cele brojeve, sabiranje, oduzimanje i mnozenje (ali ne i deljenje!) zamenimo
brojeve koji su medusobno kongruenti, rezultati polaznog i izraza dobijenog
zamenom mozda nece biti jednaki, ali ée biti kongruentni. Na ovaj na¢in se
moze efikasnije racunati, kao sto ilustruje primer 4.2.6.

Primer 4.2.6 Neka je:
e n=113- (167 +484) + 192 - 145

i neka treba pronaci kojoj klasi ekvivalencije relacije =27 pripada n. Direk-
tan nacin je izracunati n = 113 - (167 + 484) + 192 - 145 = 101403, i nakon
delenja sa 21 dobiti ostatak 15, tako da je n =91 15. Medutim, problem ¢e
efikasnije biti resen ako se uoci da je:

e 113 =921 8,
e 167 =921 20,
e 484 =921 17

e 192 =921 3i
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e 145 =921 19,

pa se odgovarajuéom zamenom dobija izraz 8(20 + 1) + 3 - 19. Posto je
8(204 1) =21 0, izraz se redukuje na 3-19 = 57, pa kako se deljenjem 57 sa
21 dobija se ostatak 15, to je, prema ocekivanju, n =91 15.

Neka treba pronaéi kojoj klasi ekvivalencije relacije =19 pripada
odnosno koliki je ostatak prilikom deljenja 934 sa 10. Umesto izracunavanja
velikog broja 932 i onda deljenja, pogodno je uociti da je 92 =9 1, pa je
9342 — (92)171 =10 1171 =10 1.

Sli¢no, na sledeéi naéin je moguée izracunati ¢emu je kongruentno 5% u
odnosu na relaciju =4:

342
97,

® 5 =159,
o 52 =125 =4 9,
e 51 =1552.52=159-9=1581 =15 11i

.5851654'545161'15161- |

Prikazana tehnika se ne moze primenjivati i na deljenje, $to je ilustrovano
u primeru 4.2.7.

Primer 4.2.7 lako je 484 =91 11 64 =91 1, 484/64 nije ceo broj i ne vazi
da je 484/64 =91 1/1. [ ]

4.2.2 Modularna aritmetika

Istovremeno, teorema 4.2.5 sugeriSe na¢in na koji ¢e biti pogodno definisati
aritmeticke operacije na koli¢cnickom skupu Z -

o [i] +[j]=[i+],

o [i] =[] =[i—Jli

Dakle, za klase [i] i [j] zbir je klasa ¢iji predstavnik je ostatak pri deljenju
i+ j sa n. Teorema 4.2.5 garantuje da zbir klasa ekvivalencije ([7] + [j]) ne
zavisi od njihovih predstavnika, a slicno je i u preostala dva slucaja, tako
da su operacije korektno definisane.

Primer 4.2.8 Neka je n = 4, tada je Z,=, = {[0],[1],[2],[3]}. Prema
prethodnom je [3] + [2] = [5] i kako je 5 =4 1, to je [3] + [2] = [1]. Sli¢no,
posto je [3] - [2] = [6] i 6 =4 2, onda je [3] - [2] = [2]. n
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Imaju¢i u vidu sve prethodno receno, na dalje ¢emo skup Z,—  pois-

tovetiti sa skupom Z, = {0,1,...,n — 1}. Nije tesko proveriti, na os-
novu svojstava operacija 4+, — i - na skupu Z, da je algebarska struktura
(Zn,+,+,—,0,1) komutativni prsten sa jedinicom.

Ako n nije prost broj, jasno je da uvek postoje prirodni brojevi x i y
takvi da vazi:

e l<z<n, l<y<ni
e r-y=mn,odnosno z -y =, 0.

Dakle, ako n nije prost broj, Z, ima delioce nule. Tada (Z,,+,-,—,0,1)
nece biti polje, jer pretpostavka da, na primer, uoceni element x ima inverz
2z~ dovodi do sledeéeg:

¢ z-y=,0,

ex . (z-y)=, 2710,

-1

e (x7 - x) -y =, 0, zbog asocijativnosti, pa je suprotno pretpostavci

e 1.-y=,0, odnosno y =, 0.

Medutim, ako je broj, odnosno modul, p u odnosu na koga se definise kon-
gruencija prost broj, prethodno razmatranje ne prolazi i (Zp,+,-,—,0,1)
jeste polje. U dokazivanju ovog tvrdenja koristi¢emo takozvanu Malu Fer-
maovu® teoremu 4.2.9.

Teorema 4.2.9 (Mala Fermaova teorema) Ako su p prost broj i a priro-
dan broj, onda p deli a” — a, odnosno

a’ —a=k-p,
za neki ceo broj k.

Dokaz. Najpre ¢emo uociti da vazi sledece: ako je p prost broj il prirodan
broj, za koga je 0 < I < p, onda je (}) deljivo sa p. Naime,

p p! :
e ()= Up— 10 ba je

8Pierre de Fermat, 1601 (ili 1607/8) — 1665), francuski advokat i pasionirani
matematicar. Glavni rezultati koje je postigao odnose se na pocetni razvoj infinitezi-
malnog rac¢una, teoriju brojeva, verovatnocu itd. Najpoznatiji je po Fermaovoj poslednjoj
(ili velikoj) teoremi koju je zabelezio na marginama Diofantove aritmetike i u kojoj se
tvrdi da ne postoje ne-nulti prirodni brojevi a, b i ¢ koji za n > 2 zadovoljavaju jednacinu
a”™ 4+ b" = ¢". Dokaz teoreme je tek 1995. godine dao Andrew Wiles.
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o pl=()-1-(p—I)L

Leva strana poslednje jednakosti je deljiva sa p, a na desnoj strani to nisu
ni I! ni (p—1)!, jer je p prost broj, a I i p — I su manji od p. Odatle je (¥)
deljivo sa p.

Dokaz dalje ide indukcijom po a. Za a = 0, tvrdenje trivijalno vazi,
pa pretpostavimo da je a > 0ia = b+ 1, kao i da za b vazi indukcijska
pretpostavka da p deli b~ — 1. Tada je:

a—a = (b+1)P—-(b+1)

p—1
— P <p>bpl t1-b-1
=1 !
p—1
. (bp—b)+z<7l’>bp—l.
=1

Posto na osnovu indukcijske pretpostavke p deli b — b = b(bP~! — 1), a
na osnovu prethodnog vazi i da p deli Zf;ll (1; )bp_l, zakljuCujemo da p deli
af — a. u

Primetimo da se teorema 4.2.9 moze formulisati i na sledeéi nacin (za
0<a<p):
APl —1=k-p,
tj.
-1 _
a? =p 1

odnosno
P2 —
a-a =, 1.

Prema tome, za prost broj p i proizvoljan prirodan broj a, takav da je
0 <a<p, al=, a2 jeinverz od a u (Zy,+,,—,0,1), pa na osnovu
definicije 4.2.1 ova struktura jeste polje.

Primer 4.2.10 Inverzni elementi za 2, 3 i 4 u Zs su redom:
o posto je 292 =23=8i8=53, toje 27! =53,
o posto je 352 =33 =27i27=52,toje 37! =521
e posto je 452 =43 =641 64 =5 4, to je 47! =5 4. [
Primer 4.2.11 Sledeéim tabelama
(+2[0[1)]  [=2[O0]1]

0 01 00
1 1110 1101
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definisane su operacije +3 i -3 u polju (Zg, +2, -2, —2,0,1).

Za oduzimanje u ovom polju se lako vidi da je x +2y = x —2 y. Ako je
y = 0, ovo vazi trivijalno. Ako je y =1, za x =1 je ocigledno 1 +91 =0 =
1—91. Ako je x =0, onda je 1 490 = 1, dok je 0 — 1 = —1 (kao operacija
nad celim brojevima), a posto je —1 € [1]=,, to jei 0 —2 1 =1.

U ovom slucaju je lako odrediti i rezultat deljenja: deljenje sa 0 nije
definisano, dok deljenje sa 1 ne menja deljenik.

Za oznacCavanje sabiranja, oduzimanje i mnozenja u Zo koriste se i oznake
®,010. m

Primetimo da smo, da bismo naglasili da se radi sa elementima skupa Zo
namerno Koristili indeks 9 u oznac¢avanju operacija, ali u nastavku ¢emo to
izbegavati i kratko pisati +, - i —, ako to ne izaziva zabunu. Simboli + ¢e
biti koriSten i u slu¢aju sabiranja binarnih reci.

Posledica tvrdenja 4.2.9 je da mozemo odrediti inverze ne-nultih eleme-
nata polja Z,. Medutim, u opstem slucaju i za razliku od primera 4.2.11,
ovaj postupak, kao i izrac¢unavanje rezultata deljenja, nisu trivijalni. Na-
jpre, izracunavanje p — 2 stepena broja moze biti zahtevno. Takode, iako
je jasno da za y # 0 vazi % = z ako i samo ako je z -y = x i da pretragom
kroz skup Z, uvek mozemo odrediti 2, u slucajevima kada je p veliko ovakav
postupak nije efikasan. Pokazuje se da se problem deljenja svodi na problem
nalazenja inverza:

e neka se trazi vrednost ¢ =, 7,

e ako mozemo naci d takav dajeb-d =, 1, tj. d = b~1, tada je % =, di

_ 1 —
.C:p pa‘gzpa'd.

e

Na ovom mestu je pogodno koristiti Euklidov algoritam za izracunavanje

najveceg zajednickog delioca?.

Definicija 4.2.12 Najveéi zajednicki delilac prirodnih brojeva x i y (koji
nisu oba jednaka 0), u oznaci ged(zx,y) je najveéi prirodni broj koji deli i =

i y. Dva prirodna broja = i y su uzajamno prosti ako je ged(z,y) =1. N

Primer 4.2.13 Lako se proverava da vazi:

e gcd(1,6) =1,
o gcd(2,6) =2,
e gcd(4,6) = 2,

9The greatest common divisor, gcd.
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e gcd(5,6) =1,
e gcd(6,6) = 6. |
Dobro je poznato sledece tvrdenje o faktorizaciji prirodnih brojeva:

Teorema 4.2.14 Svaki prirodan broj veéi od 1 se na jedinstven nac¢in moze
prikazati kao proizvod nekih stepenova nekih prostih brojeva. [ |

i na osnovu njega se u principu uvek moze izrac¢unati ged(x,y):
o z=p{' - pi* (gde neki od a; mogu biti jednaki 0) i

oy = pll’1 . -p,l;’“ (gde neki od b; mogu biti jednaki 0), pa je

min(ai,b1) min(ag,bg)

o ged(z,y) =p; Py )
Primer 4.2.15 Kako je:
e 24=2%.3i
e 36 =22.3% toje
e gcd(24,36) =22 -3 = 12. |

Mana ovog postupka je potreba da se pronadu svi faktori brojeva ¢iji se
najveéi zajednicki delilac trazi, pa se u realnosti, kao efikasniji, obi¢no koristi
takozvani Euklidov algoritam!® koji ne zahteva faktorizaciju. Algoritam se
opisuje na sledeéi nacin (uz pretpostavke da vazi z,y > 0i x < y)'L:

1. y=qo -+ 10, gde su qop,m0 €N, rp < z,

2. ako je rg =0, ged(z,y) = x, inace

3.1=1,z=¢q; ri—1+71i gdesuqi,r €N, r <rp,

4. ako je r; =0, ged(z,y) = r;—1, inace

5. i=14+1,r_0=q; ri—1+ 1 qi,ri €N, r; <r;,_1; preéi na korak (4).
Primer 4.2.16 Primenimo prethodni algoritam na izracunavanje ged (91, 287):

e 287 =3-91+ 14, pa je ro = 14,

00vo je jedan od najstarijih poznatih algoritama. Opisan je u sedmoj knjizi Euklidovih
”Elemenata”.

1 Ove pretpostavke nisu sustinske. Ako je jedan od z ili y jednak 0, najveéi zajednicki
delilac je onaj drugi. Ako je z = y, najvedi zajednicki delilac je xz. Akojexr >y, x iy
zamenjuju vrednosti.
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e 91 =6-14+7,pajer;="7,1=1
e 1 =2 14=2-7 pajery =0,
odakle je ged(91,287) =r; = 7. |

Za Euklidov algoritam se lako ustanovljava da uvek zavrsava sa radom:
vrednosti brojeva r; opadaju i uvek su nenegativne, tako da celi postupak
mora okoncati. Korektnost algoritma se dokazuje u tvrdenju 4.2.17. U
vezi sa Euklidovi algoritmom ovde ¢emo jos napomenuti da ¢emo o njegovu
slozenost analizirati u odeljku 5.5.5.

Teorema 4.2.17 Euklidov algoritam izra¢unava ged(z,y).

Dokaz. Neka su poslednji koraci algoritma oblika:
® Th—2 = qpTk—1 + Tk, 7k 7 0,
® Th 1= Qk41Tk T Thil, Thy1 701
® 7). = Qkio - Tkr1, tj. ostatak rpio = 0.

Potrebno je najpre dokazati da poslednji ne-nulti ostatak ry,; zaista bez
ostatka deli i i y. Uocimo najpre da:

e 7111 bez ostatka deli 7.
Posto je rg—1 = qx4+17k + Tk+1, tO:

e 7111 bez ostatka deli oba sabirka, pa deli bez ostatka i ry_;.
Dalje, posto je rx—2 = qx4+17k—1 + Tk, to ponovo vazi da:

e ri.1 bez ostatka deli i gx+175—1 1 7%, pa deli bez ostatka i rg_o.

Ponavljajuéi postupak dobijamo da 7y deli rg i r1, pa rgy1 deli najpre x,
a zatim 1 y.

Jos je potrebno dokazati da je ri1q zaista najveéi takav broj. Da bismo
to pokazali uo¢imo da svaki drugi delilac ¢ brojeva x i y mora da deli ostatak
ro, jer je y = qo-r+10, a zatim analogno i preostale ostatke rq, o itd. Dakle,
¢ mora deliti bez ostatka i ri11, pa je zaista 111 = ged(z, y). |

Pored neposrednog izracunavanja najvecog zajednickog delioca ged(z, y),
Euklidov algoritam daje i dodatne informacije, Sto se ovde pre svega odnosi
na mogucénost da se ged(z,y) napiSe u posebnom obliku koristeéi polazne
brojeve z i .
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Teorema 4.2.18 Neka je d = ged(x,y). Tada je moguée d napisati u obliku
d=m-z+n-y
gde su m i n celi brojevi.

Dokaz. Pokaza¢emo da se svaki od brojeva r; koji se pojavljuje tokom
izracunavanja ged(z,y) moze napisati kao zbir oblika a - x + b - y. Najpre,
poStojey=qo-x+r9ix=qy 19+ 11, to vazi za

sro=y—q-xi
eri=r—q - r0o=r—qy—q r)=-q -y+(1-q- q).

Dalje, neka za bilo koje uzastopne r;_oir;_1 vazidar, o =m'-x+n'-yi
rio1=m" -x+n"-y. Posto je:

1. 7,0 =4¢q; - Ti—1 + 15, Onda je

2. ri=rig—qi-ricr=m -xz+n"-y)—qgm” - z+n"-y)=(m —q-
m")x + (0 — gin")y,

pa se i r; moze zapisati u trazenom obliku, ¢ime je dokazano tvrdenje. W

Primer 4.2.19 U primeru 4.2.19 izrac¢unato je da je gcd(91,287) = r; =7,
pa je:
e iz 287 =3-91+ 14, je 14 = 287 — 3 - 91,
©iz91=6-14+7,je7=91—-6-(287—-3-91)=19-91-6-287. W

Konacno, primeni¢emo prethodno re¢eno da prikazemo postupak izra¢unavanja
inverza elemenata Z,. Najpre, neka vazi:

e p je prost broj i
e ¢ je prirodan broj, takava da je 0 < a <p

i neka je potrebno pronaéi prirodan broj x za koji je 0 < & < p, tako da je
a-x =, 1, odnosno = = alu Zp. PoSto su p i a uzajamno prosti, jasno
je da je ged(a, p) = 1, ali primenom Euklidovog algoritma odreduju se i celi
brojevi u i v za koje je

ged(a,p)=1=u-a+v-p.
Drugim rec¢ima dobija se u tako da je:
a-u=pl.

Konaéno, posto ne mora biti u < p, inverz elementa a je a=! =) U.
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Primer 4.2.20 Neka je p = 234527, i neka je potrebno izra¢unati 271 u
Zp. Tada je:

e 234527 = 117263 -2+ 1, pa je
o —117263-2+1-234527 =11
e —117263 =9234527 117264,

odnosno 27! =og4507 117264 1 & =p34507 117264. n

U nastavku ¢emo razmotriti tri primera u kojima se direktno primenjuje
modularna aritmetika:

e generatori pseudoslucajnih brojeva,
e hes-funkcije i

e kriptologija.

4.2.3 Generatori pseudoslucajnih brojeva

Generatori pseudoslucajnih brojeva se koriste za simulaciju slucajnosti u
programima. Oni generiSu niz brojeva u nekom intervalu tako da postoji
uniformna verovatnoca izbora bilo kog broja. Pri tome se moze koristiti rel-
ativno jednostavni postupak zasnovan na modularnoj aritmetici koji daje
niz koji izgleda kao slucajan, ali se elementi izracunavaju pomocu deter-
ministickih funkcija prethodnika. Jedan takav postupak, takozvani metod
linearne kongruencije, sastoji se u slede¢em:

e biraju se prirodni brojevi:

— n, modul u odnosu na koga se posmatra kongruencija =,,,

— mnozilac a, takav da je 2 < a < n,

pomeraj ¢, takav da 0 < c < n i

— polazni element niza, xg, koji se naziva i seme, takav da 0 < xg <
n.

e generiSe se niz {x;}; brojeva iz Z, formulom
Tnt1 =n (a-Tp + C).
Primer 4.2.21 Nekajen=9,a=7,c=41x9=3. Tada je:

e 7x3+4=25125=9 7, pajex; =171,
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e 7Tx7+4=>53153=g8, pajexo =238, 1islicno
o 13 =060=96, 14 =46 =9 1 itd. [ |

Jasno je da nakon ponavljanja jednog broja u nizu (a do takve situacije
mora pre ili posle doéi jer su ¢lanovi niza 0 < x; < n) ulazi u ciklus, odnosno
da se ¢lanovi niza periodi¢no ponavljaju. Za dobijanje duzeg perioda pre-
porucljivo je da modul n i mnozilac a budu veliki, ali ne toliko da mnozenje
a-(n — 1) dovede do prekoracenja. Zbog brzog izracunavanja ostatka pri
deljenju sa n je pogodno i da je n oblika 2™, jer se deljenje realizuje jednos-
tavnim odbacivanjem najlaksih bitova. Napomenimo i da je ovaj postupak
generisanja efikasan u smislu memorijskog zauzeca i vremena izvrsavanja,
ali da postoje i drugi, napredniji, postupci sa manjim stepenom korelacije
generisanih pseudoslucajnih brojeva koji se primenjuju, na primer, u krip-
tografskim aplikacijama.

4.2.4 Hes-funkcije

U programiranju se ¢esto javlja potreba da se radi sa velikim brojem po-
dataka koje je potrebno brzo pretrazivati. Jedan pristup ovom problemu je
zasnovan na koristenju hes-funkcija. Ove funkcije na osnovu identifikatora
podatka odreduju njegovu lokaciju. Jedna prosta hes-funkcija se uvodi na
sleded¢i nacin:
e ako je k identifikator podatka i n prirodan broj koji odgovara broju
raspolozivih memorijskih lokacija, onda je hes-funkcija h definisana sa

e h(k) = a, gde je a =, k ostatak pri delenju k sa n.
Primer 4.2.22 Za k1 =21i1ky=35in=9]je
e kako je 3 =9 21, onda je h(ki;) =3 i
e kako je 8 =9 35, onda je h(k2) = 8. |

U primeru 4.2.22 podacima sa identifikatorima ki i ko pristupa se u jed-
nom koraku. Medutim, ocigledan problem ovde moze predstavljati situacija
kada se dva podatka preslikavaju u istu adresu, tj. kada je k; # kj, ali
h(k;) = h(k;). Na primer, takva situacija bi se javila u primeru 4.2.22 za
ks = 39, kada je 3 =g 39, pa je h(ks) = 3 = h(k1). Tu su dva od moguéih
reSenja:

e kreira se dinamicka lista na koju pokazuje sadrzaj memorijske lokacije
u koju se preslikava vise podataka, a sama lista sadrzi te podatke, ili

e ako je memorijska lokacija u ¢iju adresu se preslikava neki podatak
ve¢ zauzeta, podatak se smesta u prvu slede¢u slobodnu lokaciju.
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© A E(?x)'B - pteo)

P

Slika 4.1. Komunikacija dve strane u prisustvu prisluskivaca.

4.2.5 Kriptologija

U ovom odeljku razmotri¢emo jednu vrstu situacija, prikazanu na slici 4.1 u
kojima se koristi kriptologija. Dve osobe? komuniciraju i treba da onemoguée
da treca osoba, prislugkiva¢, razume njihove poruke. Recimo da osoba A
zeli da posalje poruku osobi B. Poruku shvatamo kao binarnu re¢. Osobe
A i B se prethodno dogovaraju oko algoritama E i D za kodiranje (kripto-
vanje), odnosno dekodiranje, poruka koji imaju osobinu da za svaku poruku
x vazi D(d, E(e,x)) = xz, gde su e i d dve binarne reci, kljucevi za kodiranje
i dekodiranje, koje se biraju tako da funkcije £ i D postanu inverzne. U
praksi je potrebno i da se funkcije E i D efikasno izra¢unavaju'® dok se sig-
urnost komunikacije obezbeduje time §to su e i d tajni'?, tj. znaju ih samo
osobe A i B, a x se ne moze efikasno izracunati iz E(e,x) bez poznavanja
kljuca d.

Primer 4.2.23 Za funkcije kodiranja i dekodiranja i odgovarajuce kljuceve
mogu se izabrati sabiranje po modulu 2 po bitovima, tj. ekskluzivno ili, i
bilo koja binarna re¢ a koja ima istu duzinu kao i poruka koju treba preneti:

10101001 - tekst poruke =z,
+ 11000111 - kljuc a
01101110 - kodirani tekst dobijen kao x + a.
Posto je D(a, E(a,z)) = (x + a) + a = z, dekodiranjem dobijamo:
01101110 - kodirani tekst x + a,
+ 11000111 - kljuc a

10101001 - tekst poruke z, dobijen kao (x + a) + a,

12Tvadicionalno se osobe nazivaju agenti koji komuniciraju i daju im se imena Alice i
Bob.

137U poglavlju ?? ¢emo videti da se smatra da su takve funkcije takozvane polinomijalne
slozenosti.

HMSecret key.
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¢ime je postignuta inverznost kodiranja i dekodiranja.
Ako prisluskivac¢ uspe da sazna originalnu poruku x i odgovarajuéu kodi-
ranu poruku, bi¢e u stanju da otkrije i klju¢:

10101001 - tekst poruke z,
+ 01101110 - kodirani tekst = + a,
11000111 - kljué¢ a, dobijen kao x + (x + a).

Odavde sledi da prisluskiva¢ moze dekodirati kodiranu poruku ako i samo
ako zna a, Sto je primer takozvane apsolutne sigurnosti kodiranja. [ |

Primetimo da je u primeru 4.2.23 problemati¢an dogovor osoba A i B
koji se obavlja pre komunikacije, jer je re¢ o razmeni kljuc¢a koji treba da
ostane tajan i koji je iste duzine kao i poruka. Ovo nije prakti¢no jer pret-
postavlja reSavanje zadatka za Cije reSavanje kljuc treba da posluzi. Problem
predstavlja i $to postoje postupci, takozvani napadi, koji:

e ako je kljuc kratak, vrse pretragu kroz prostor svih moguéih kljuceva
ili

e ako se kljué¢ koristi vise puta u kodiranju, vrSe razne analize

i time otkrivaju, ili kako se u zargonu kaze razbijaju, tajni kljuc¢. Izlaz iz
ovakve situacije je da se svaki bit kljuca koristi samo jednom za kodiranje
samo jednog bita informacije i zatim odbacuje, sto takode Cesto nije ost-
varljiv zahtev.

U teorijskom smislu apsolutna sigurnost kodiranja upotrebom kljuca
umerene duzine nije moguca, ali se izborom klju¢a dovoljne duzine, recimo
reda veli¢ine 100 bita, postize prakti¢na sigurnost koja predstavlja verovanje
da se klju¢ ne moze brzo otkriti.

U stvarnosti je ¢esto problemati¢na i razmena tajnih kljuceva, pa u krip-
toloskim sistemima sa javnim kljuéem!'® svaka osoba B ima par kljuceva:
javni, svima dostupni, klju¢ ep za kodiranje i privatni klju¢ dp za dekodi-
ranje poruka. Bilo koja osoba koja zeli da posalje osobi B poruku za kodi-
ranje koristi javni klju¢ ep.

Primer sistema sa javnim kljuéem je RSA'. Sistem se zasniva na tvrdenjima
iz teorije brojeva koje su prethodno navedena. Najpre, iz teoreme 4.2.18 do-
bijamo:

5Pyblic key
16Naziv sistema dolazi od imena autora: Ron Ravist, Adi Shamir i Len Adleman.



4.2. Prsteni i polja i kongruencija po modulu 81

e za proste brojeve p i ¢ i broj e uzajamno prost sa (p—1)(¢—1) postoji
broj d takav da je

l=e-d4+u-(p—1)(¢g—1)

pa je ed =(,_1)(q—1) 1, odnosno (ostatak pri delenju sa (p — 1)(¢ — 1)
od) d je inverz za e u odnosu na mnozenje po modulu (p — 1)(g — 1).

Sledece izvodenje sledi iz Male Fermaove teoremi 4.2.9. Za proste brojeve p i
q, brojeve e i d uzajamno proste sa (p—1)(g—1), takve de je ed =¢,_1y(4—1) 1,
i broj x < pq, je:

e ed = (p— 1)k +1, gde je k pozitivan celi broj,

o 2%l — g = p(2P~DF 1)

e posto vazi da je

k—1

20Dk _ 1 — D" _ (x(p—l) _ 1)(93(19—1) 4 g 4 1)

onda je zP~D* — 1 deljivo sa z»~1) — 1, koje je opet po teoremi 4.2.9
deljivo sa p, pa zaklju¢ujemo

o ¢4 — z je deljivo sa p.
Sli¢no, 24 — x je deljivo i sa ¢, pa i sa pq, odakle je:
o z°¢ =pg T.

Postupak realizacije RSA-kodiranja je:
e biraju se dva prosta broja p i g, recimo p =471iq =171,

e razmatraju se njihov proizvod, n = pqg =47-71 =3337,1 (p — 1)(q —
1) =6-70 = 3220,

e iz skupa {1,...,(p —1)(¢ — 1)} se bira broj e koji je uzajamno prost
sa (p—1)(¢ — 1), recimo e = 79,

e nalazi se broj d takav da je ed =¢,_1)4-1) 1, d = 7971 =390 1019,

e funkcija kodiranja je
E(e,x) =pq 2°

e funkcija dekodiranja je

D(d, E(a,x)) =pq E(a,x)d =pq 24 =pg L.
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Brojevi e i d ¢e biti javni klju¢ za Sifrovanje, odnosno tajni klju¢ za
desifrovanje. Preciznije, javni kljué¢ je uredeni par (pg, ), dok je tajni kljuc
par (pg,d). Brojevi p i ¢ treba da ostanu tajni.

U realnim primenama veli¢ine brojeva p, ¢, e i d su reda stotina bita. Ako
da su p i g poznati, broj d se efikasno izraCunava, pa se nalazenje inverzne
funkcije od E(e,x) svodi na problem faktorisanja brojeva. RSA se zasniva
upravo na pretpostavci da su p i ¢ tajni, te da je problem nalazenja broja d
tezak. Ovde treba obratiti paznju i na moguénost efikasnog izrac¢unavanja
velikih brojeva koji se pojavljuju pri RSA kodiranju: na primer z¢(mod pq).
U osnovi to izracunavanje se sprovodi na na¢in opisan u primeru 4.2.15:

e ako je broj na koji se stepenenuje neparan, rezultat =21 dobijamo

kao z - x%*,

e ako je broj na koji se stepenenuje paran, rezultat z2* dobijamo kao

k. kg

e postupak s ponavlja dok se ne stigne do z!, a
e pri svakom koraku se racuna samo sa ostacima u odnosu na pq

¢ime se broj operacija koja treba sprovesti i memorijsko zauzeée minimizuje.

U praksi je poruka koja se 8ifruje binarni niz. Taj niz se deli na blokove
koji svaki za sebe predstavlja ceo broj veé¢i do jednak od 0, a manji od
n = pq. Zato je svaki blok binarni niz nesto kra¢i od duzine binarnog zapisa
broja n. Na primer:

e neka je 688232 poruka koju treba sifrovati prethodno odredenim kljuc¢em,
e poruka se deli u dva bloka x; = 688 i x5 = 232,
e kodiranje: ¢ =pq T =pq 6887 =pq 1570 1 c2 =pq 23279 =pq= 2756,

e dekodiranje: ¢f =,, 15701019 =, 688 i ¢ =,, 2756110 =, 232.

Cinjenica da vazi x°¢? =pq x%, tj. postupci kodiranja i dekodiranja

za RSA komutiraju, omoguéava da se RSA moze koristiti i za takozvani
digitalni potpis kojim se osoba B uverava da je osoba A zaista poslala poruku
x:

e Neka A i B koriste RSA i imaju redom javne kljuceve e4 i ep i tajne
kljuceve da i dp,

e A 3alje potpisanu poruku oblika S4(z) = (z, D(da,)) = (z,2%) koja
sadrzi originalnu poruku x na koju je nadovezan potpis, tj. vrednost
D(da,x) =pq x°
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e B proverava potpis racunajuéi E(ea, D(da,x)) =pq zde =p T
Ako je zbog sigurnosti potrebno i kodirati celu potpisanu poruku koristi se
uobicajeni postupak nad kljucevima ep i dp.
4.3 Bulove algebre

Definicija 4.3.1 Bulova algebra'” je algebarska struktura (B,+,-,/,1,0)
za koju vazi:

e Komutativnost:

—x-y=y-xi
—r+ty=y+x

e Asocijativnost:
-~z (y-2)=(z-y) zi
e+t =(+y +z

e Distributivnost:
—x(yt+z)=(rv-y)+(z-2)i
—rt(y-2)=(r+y)(z+2)

e Svojstva elemenata 0 i 1:

—x-1l=xi

—z+0==x

Svojstva komplementa:

—z-2'=0i

—z+2 =1 [ ]

Medu najpoznatije Bulove algebre spadaju:

"George Boole, 1815 ~1864, engleski matematicar. Najpoznatiji rezultati koje je dao
sistematizovani su u knjizi An Investigation of the Laws of Thought, on Which are
Founded the Mathematical Theories of Logic and Probabilities (1854). U knjizi je uveo al-
gebarski sistem kojim je formalizovao logicko zaklju¢ivanje. Smatrao je da je verovatnoca
deo logike i precizirao postupke kojima se na osnovu verovatnoca uslova izracunavaju
verovatnoce logickih posledica.
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e algebra skupova'® (P(A),U,N,C, A, D), gde su A neprazan skup, P(A)
partitivni skup skupa A i C komplement u odnosu na skup A4,

e intervalna algebra u kojoj su elementi skupa nosaca konacne unije
poluotvorenih intervala oblika [a,b) C [0, +00), a operacije su unija,
presek i komplement u odnosu na [0,4+00), 1 = [0,4+00) i 0 =[0,0) i

e iskazna algebra BAs = ({T,L},V,A,—~, T,1),

e Lindenbaum-Tarski algebra u kojoj je skup nosa¢ skup svih klasa ek-
vivalencije skupa iskaznih formula u odnosu na relaciju o ~ 3 defin-
isanu sa b a <> 3, a operacije su [a] V [B] = [aV 3], [a] A[B] = [aAB],
o] =[-a), 1 =]aV-ali0=[aA-aql.

Poznati rezultat

Teorema 4.3.2 (Stonova teorema o reprezentaciji) Svaka Bulova al-
gebra je izomorfna nekoj algebri skupova. [ |

govori da je jedina suStinska razlika izmedu Bulovih algebri kardinalnost
skupa nosaca koji, opet, kod konaé¢nih algebri mora biti stepen broja 2 zbog
kardinalnosti partitivnog skupa kona¢nog skupa. Teoreme 4.3.3 i 4.3.4 isticu
poseban znacaj Bulove algebre BAs.

Teorema 4.3.3 Jednakost t; = t2 vazi u svim Bulovim algebrama ako i
samo ako vazi u Bulovoj algebri BAs. [ ]

Teorema 4.3.4 Iskazna formula a na jeziku {—, A, V} je tautologija ako i
samo ako u Bulovoj algebri BAs vazi jednakost o = 1, pri ¢emu se iskazna
slova shvataju kao promenljive. [ |

Sliéno dualnim izrazima kod skupova, za svaki iskaz na jeziku neke
Bulove algebre definiSe se njemu dualni iskaz koji se od polaznog iskaza
dobija sistematskom zamenom simbola + i -, odnosno 11 0. Lako se prover-
ava da su svi parovi uslova iz definicije 4.3.1 medusobno dualni, $to znaci
da kada je dokazano da neki iskaz posledica ovih uslova, njegov dual je
posledica njima odgovarajué¢ih dualnih uslova, pa vazi teorema”

Teorema 4.3.5 (Princip dualnosti) Iskaz vazi usvim Bulovim algebrama
ako i samo ako u svim Bulovim algebrama vazi i njegov dual. [ ]

U sledecoj teoremi sumira¢emo vise vaznih osobina Bulovih algebri.

18Uporediti osobine skupovnih operacija iskazane u tvrdenju 2.1.41 sa uslovima iz defini-
cije 4.3.1.
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Teorema 4.3.6 U svim Bulovim algebrama vazi:
1. jedinstvenost komplementa: ako x +y =11z -y =0, onda 2’ =y,
2. idempotencija: z -z =x, r +* = =,
3. 2:0=0,z-1=rz,
4. apsorpcija: z+ (x-y) =z, z- (x +y) =z,
5. involucija: (2')" = z,
6. 0=1,1=0,

T.x-@+y)=a-y, o+ (" y) =r+y,

/

8. De Morganovi'? zakoni: (z +y) =2' -3/, (x-y) =2" +/,

9. z-y+a-y =2 (x+y) (x+y) ==z,

10. konsenzus: z-y+a'-z+y-z=z-y+a' -z, (x+y)- (' +2)- (y+2) =
(x+y)- (2 +2).

Dokaz. (1)Kakojey=y-1=y-(z+2")=(y-2)+(y-2') =0+ (y-2') =
(@ z)+ (2 -y)=2"-(x+y) =2"-1=1', dobija se trazeno.

(2) Vazidaje: c =x+0=z+(x-2') = (z+z)-(x+2') = (r+2z)-1 = x+uz,
dok drugi deo tvrdenja sledi na osnovu principa dualnosti.

(3) Vazida je: z- 0=z -(x-2') = (z-x) -2’ =z -2’ =0, dok drugi deo
tvrdenja sledi na osnovu principa dualnosti.

(4) Vazidaje: 2+ (z-y) =(x- 1)+ (z-y)=z-(1+y)=z-1==x, dok
drugi deo tvrdenja sledi na osnovu principa dualnosti.

(5) Posto je 2’ +x =11a’" -z =0, z je koplemenet od z’, a kako je prema
koraku (1) komplement jedinstven, sledi da je (z') = x.

(6) Vazi da je: 0/ = 0’ + 0 = 1, dok drugi deo tvrdenja sledi na osnovu
principa dualnosti.

(7) Vazida je: - (' +y)=a-2'+2-y=0+2z -y = x -y, dok drugi deo
tvrdenja sledi na osnovu principa dualnosti.

(8) Vazi da je: (& +5)+ (2 1) = ((z+9) +2) - (@ +9) +4) = (@ +
) +y)(z+y+y))=1-1=1Lkaoi(z+y) (2"-y)=(2"y) (x+y) =
(") -x)+ (@ -y) y) =0+0 = 0, pa je na osnovu jedinstvenosti
komplemeta (z+y) = 2'-y’, dok drugi deo tvrdenja sledi na osnovu principa
dualnosti.

(9) Vazidaje: x-y+x-y =z-(y+y) =x-1=z, dok drugi deo tvrdenja
sledi na osnovu principa dualnosti.

19 Augustus De Morgan, 1806 — 1871, engleski matematicar.
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(10) z-y+2'-z4+y-z = v-y+a' - z4y-z-(z+2') = x-y+2’ z+x-y-2+2’y-z =
z-y - (1+2)+2"2-(14+y)=x-y+2' 2, dok drugi deo tvrdenja sledi na
osnovu principa dualnosti. [ |

U Bulovoj algebri (B, +, -, , 1, 0) se relacija parcijalnog poretka < definise
sa x <y ako x +y =y, odnosno ako = -y = .

4.3.1 Bulove funkcije

Definicija 4.3.7 (Bulove funkcije) Za Bulovu algebru (B, +,-,,1,0) klasa
Bulovih funkcija sa n promenljivih sadrzi osnovne funkcije:

e konstantne funkcije f(x1,...,2,) = b za svaki b € B i
e funkcije projekcije f(z1,...,2y) = x;
i sve funkcije koje se od njih dobijaju kona¢nom primenom pravila:
o (f+9)(x1,...,xp) = fla1,...,zp) +g(x1,...,2p),
o (f-g)x1,...,xp) = fla1,...,2pn) - g(x1,...,2pn) 1
o ()1, yxn) = (f(z1,...,2,))

na ve¢ definisane funkcije f i g. [ ]

Ako su izrazi kojima se definisu dve Bulove funkcije medusobno jednaki,
oc¢igledno je da se radi o ekvivalentnim zapisima iste funkcije.

Primer 4.3.8 Posmatrajmo Bulovu algebru (B, +,-,,1,0) i:
e f:B? > B, definisanu sa f(z,y) =z - (' +y) i
e g: B? — B, definisanu sa f(z,y) = x - y.

Kako je prema tvrdenju 4.3.6.7 = - (' + y) = x - y, ovo su dva zapisa iste
funkcije. [ |

Posto ispitivanje jednakosti dva izraza izvodenjima sli¢nim onima iz teoreme
4.3.6 nekada nije trivijalan zadatak, u nastavku ¢emo opisati metod koji se
moze implementirati i sprovoditi automatski.

Definicija 4.3.9 Neka je f(z1,z2,...,2,) Bulova funkcija i
o fur(@2,....xp) = f(0,22, ... ,2n) i

o fu(z2 ... xn) = f(1,xe,...,2p).
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Funkcije f,1 (z2,...,xp) 1 fz,(x2,..., x,) se nazivaju kofaktori funkcije f(z1,z2,. ..

u odnosu na x7.
Izrazi £(0,...,0,0), f(0,...,0,1), ..., f(1,...,1,1) se nazivaju diskrim-

nante. [ |

Teorema 4.3.10 (Bul-Senonova (Shannon) teorema ekspanzije) Za
svaku Bulovu funkciju f: B" — B isve (z1,...,2,) € B je

flx1, @9, ... xn) =2 - f(O, 20, .. 2p) + 21 - f(L, 20, ., 20)
i dualno
flx1,@e,.. . xn) = () + fF(L e, ..., 20)) - (1 + F(0, 22, ..., ).

Dokaz. Dokaz jednakosti se sprovodi indukcijom po slozenosti funkcija.
Za konstantne funkcije i funkcije projekcije tvrdenje trivijalno vazi. U in-
dukcijskom koraku se pretpostavi da tvrdenje vazi za funkcije f i g i lako
proverava da vazi za funkcije koje se od njih dobijaju. [ |

Primer 4.3.11 Primenom teoreme ekspanzije 4.3.10 na funkciju
[ =129 2+ 20 (2] + 23)
dobija se
f=a) w4z (22 25+ 29 - 73) = () + 1) - T3 = T2,
odnosno dualnom varijantom teoreme
f=(@ + (@2 25+ 22 23)) - (21 + 22) = (2] + 32) - (21 + 22) = 2,

pri cemu je f(0,22,...,2,) =x2-(1+x3) =221 f(1,22,...,2,) = (22 24+
X9 - x3) = x2. Sli¢no, primenom teoreme ekspanzije se moze pokazati da je
flaty)-f(@'+y) =" (f(y) f(1)+a-(f(1)-f(y)) = @' +2)-(f(y) f(1)) =
) f). u

Razvijanje izraza koje se koristi u teoremi ekspanzije 4.3.10 moze se
nastaviti tako da se dobijaju kanonske forme:

e kanonska disjunktivna forma ili kanonska minterm forma za funkcije
koje nisu identicki jednake O:

_1$;,Lf(07,0,0)+

Ty Tpo1-xpn- f(1,...,1,1)

f(xlvaa-“axn) = l'll,I

/

, Tn)
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o kanonska konjunktivna forma ili kanonska maksterm forma za funkcije
koje nisu identicki jednake 1:

flxi,zo,...,xn) = (x1+...+2zp—1+zn+ f(0,...,0,0)) -
(r1+ ...+ xp_1+ 2, + f(0,...,0,1)) -...-
(B + ...+, +2, + f(1,...,1,1)).
Primetimo da se za istaknute slucajeve kada je funkcija identic¢ki jednaka 0

(odnosno 1) kanonska disjunktivna forma (odnosno kanonska konjunktivna
forma) upravo svode na 0 (odnosno 1).

Izrazi:
R R
R AR SO
X1+ ... " Tp—-1-"Tn

se nazivaju minterms, a izrazi
4.+t
4.tz g+, ...
1 +...+Tp-1t+ Ty
sse nazivaju maksterms.
Primer 4.3.12 Posmatrajmo funkciju
flz,y) =z +y.

Kako je f(0,0) = 01i f(1,0) = f(0,1) = f(1,1) = 1, to je disjunktivna
kanonska forma oblika

a’ -y £(0,0)+2"y- f(0,1)+z-y - f(1,0)+z-y- f(1,1) = 2" y+a-y' +a-y.
Posmatrajmo funkciju
f:x1'$2+a-x’2

nad Bulovom algebrom sa skupom nosac¢em B = {0, a, b, 1}. Njena disjunk-
tivna kanonska forma je

a- -z ah+0-2) zota-x-xh+ 12020,
dok je
(a+ a2y + ) - (0+2) +22) - (a+ a1 +25) - (1+ 21 + 29)

njena konjunktivna kanonska forma. [ |
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Na osnovu sledeéeg tvrdenja kanonske forme se mogu koristiti u ispiti-
vanju jednakosti Bulovih funkcija.

Teorema 4.3.13 Kanonske forme date Bulove funkcije su jedinstvene (do
na redosled minterma/maxterma u zapisu).

Dokaz. Razmotri¢emo sluc¢aj kanonske disjunktivne forme. Pretpostavimo
da funkcija f(z1,x9,...,x,) ima dve takve razlic¢ite forme. Primetimo na-
jpre da vrednosti diskriminanti f(0,...,0,0), f(0,...,0,1),..., f(1,...,1,1)
mogu biti samo 0 ili 1, jer su i argumenti funkcije tog oblika. Zbog toga,
nakon izracunavanja vrednosti diskriminanti, te dve forme se mogu zapisati
kao:

o f(xy,29,...;2n) =M+ ...+ My, i
o f(xy,29,...,2n) = N1+ ...+ Np,

gde su M; i N; mintermi. Posto su forme razlicite, postoji minterm koji
jeste u jednoj, a nije u drugoj formi i neka to bude minterm M. On se
razlikuje od svih minterma N, Sto znaci da za svaki N; postoji zy;) takav
da je ) u My, a xgg(j) u Nj, ili obrnuto. Zbog toga ce uvek vaziti da je
M. - Nj = 0. Dalje je

. Mk~f(x1,x2,...,xn):Mk'(Ml—l-...—{—Mm):Mk~Mk:Mki
. Mk~f(x1,x2,...,l‘n):Mk'(Nl—f-...—l-Nn):O,

§to je ocigledna kontradikcija. Prema tome kanonska disjunktivna forma
svake Bulove funkcuje je jedinstvena.

Drugi deo tvrdenja o jedinstvenosti kanonske konjuktivne forme sledi na
osnovu principa dualnosti. [ |

Prema tome, ako dve funkcije imaju jednake kanonske forme, one su jed-
nake. Uopste, uvodi se pojam kanonskog sistema sa reprezentovanje Bulovih
funkcija.

Definicija 4.3.14 Neki sistem za reprezentovanje Bulovih funkcija je kanon-
ski ako za dve funkcije f i g vazi da su jednake ako i samo ako im je
reprezentacija jedinstvena. |

Primer 4.3.15 Posmatrajmo funkcije
e flzy) =z +yi

o g(x,y) =2 -y+ux.
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Obe funkcije imaju istu kanonsku disjunktivnu formu: =’ -y +x -9y + -y,
pa je re¢ samo o razliitim zapisima iste funkcije. [ |

Druga bitna posledica teoreme 4.3.13 je da je svaka Bulova funkcija pot-
puno okarakterisana diskriminantama, odnosno vrednostima u ovim speci-
jalnim tackama, i bez obzira na skup nosa¢ B koji ne mora biti {0, 1}.

Primer 4.3.16 Ako je za funkciju f(z,y) ispunjeno da je f(0,0) = 0 i
f(1,0) = f(0,1) = f(1,1) = 1, njena disjunktivna kanonska forma je z’ -
y+x-y +x-y. [ |

Imajudéi u vidu karakterizaciju funkcija diskriminantama, moguce je izracunati

broj razli¢itih n-arnih Bulovih funkcija za neku Bulovu algebru B. Naime,
broj preslikavanja n-torki nula i jedinica (kojih ima 2™) u skup kardinalnosti
|B| je |B|*", pa je i broj Bulovih funkcija takode |B|*". Kako svih n-arnih
funkcija za Bulovu algebru kardinalnosti |B| ima |B|IZI" vidi se da nisu sve
funkcije f : B™ — B Bulove u smislu definicije 4.3.7. Te funkcije se nazivaju
pseudo-Bulove funkcije. lako sve funkcije f : B™ — B nisu Bulove, ovih ima
veoma mnogo, Cak i za male dimenzije skupa B. Na primer, razmotrimo
Bulovu algebru sa 4 elementa i Bulove funkcije arnosti 4. Ukupan broj
takvih Bulovih funkcija iznosi |B|?" = 42" = 232,

4.3.2 Minimizacija Bulovih funkcija

Digitalni sistemi su, bez obzira na raznovsnost i slozenost, bazirani na jed-
nostavnim logickim kapijama®® koje predstavljaju osnovne logicke operacije
poput konjunkcije, disjunkcije, negacije itd. Kombinovanjem logickih kapija
dobijaju se logicka kola. Jedan od vaznih aspekata razvoja tih kola je diza-
jniranje optimizovanih reSenja koja Stede materijal i energiju, a treba da
efikasno i ta¢no rade. Pri tome se koriste tehnike bazirane na rezultatima u
oblasti Bulovih algebri.

Primer 4.3.17 Primenom principa konsenzusa (tvrdenje 4.3.6.10), izraz
(x+y)- @ +z)=z-2'+z- 242 - y+y-z=a-z2+2"-y+y- 2z sesvodi

naz-z+a -y [ |

U sledeéem primeru ilustrovana je primena kanonskih formi za opis
jednog logickog kola.

Primer 4.3.18 Puni sabira¢?! je elektronsko kolo sa:

20Engleski: logic gates.
2L pull adder. Drugi naziv je binarni sabirac.
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e tri ulaza x, y i ¢, gde = i y odgovaraju bitovima koji se sabiraju, a c
prenosu pri sabiranju prethodnog para bitova, i

e dva izlaza r i s, gde je r bit rezultata, a s bit prenosa koji predstavlja
ulazni podatak za sabiranje slede¢eg para bitova.

Koristeéi tabelu 4.1 sa vrednostima funkcija koje daju r i s, dobijaju se
kanonska disjunktivna normalna forma za r:

@y o+@ y-)+@y-H+@y-o

. (@ y-e)+(@-y )+ (x-y- )+ (x-y-c).
Ove forme se mogu optimizovati u
(@ () +(y- )+ @ (- )+ (y-0))),
odnosno
o)+ (z (¥ o)+ (y-)).

Ako uvedemo veznik za ekskluzivnu disjunkciju ¥ tako da je pY g skracenica
za (p' - q) + (p- ¢), onda se optimizovane forme mogu zapisati u obliku

x VY (yYe)zar,odnosno (y-c)+ (z-(yYe)) za s. |
(z]ylc]r]s]
11111
111(0]0]1
110(1)0]1
1{0j0}1/|0
0j111}]0]|1
0O|1]0}1|0
0|01} 1]0
07010} 0]O0

Tabela 4.1. Tablica punog sabiraca.

Optimizacija broja elemenata logickih kola, pored direktnih usteda, sman-
juje i moguénost gresaka u razvoju. Imajuéi u vidu prednosti koje imaju
jednostavniji izrazi koji predstavljaju logicka kola, potrebno je precizirati
relaciju ”biti jednostavniji izraz”:

e razmatraju se ekvivalentni izrazi predstavljeni u disjunktivnoj formi
(kao zbirovi proizvoda literala - promenljivih ili komplementiranih
promenljivijih),
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e jednostavniji su izrazi imaju manji broj proizvoda koji se sabiraju i

e ako se dva izraza sastoje od istog broja proizvoda, jednostavniji je
onaj koji ima ukupno manji broj literala (pri ¢emu se broje sve pojave
literala, a ne samo razliciti literali).

Primetimo da u skladu sa terminologijom iz odeljka 2.1.2, ne mora pos-
tojati jedinstveni najmanji (najjednostavniji) izraz, veé je moguée da vise
medusobno ekvivalentnih izraza zadovoljava navedene uslove. Bez obzira na
jedinstvenost, minimalnim ¢emo zvati svaki izraz koji te uslove zadovoljava.

Karnuovi dijagrami

Karnuovi dijagrami®® je naziv jedne tabelarne metode za optimizovanje
izraza u disjunktivnoj normalnoj formi kojima se definiSu Bulove funkcije.
Za neki fiksirani skup promenljivih, polja tabele odgovaraju mintermima
nad tim promenljivim. Tabela 4.2 prikazuje Karnuov dijagram koji odgo-
vara promeljivima x, y i z. Redovi tabele su oznaceni jednom izabranom
promenljivom, odnosno njenim komplementom (ovde je to z, odnosno z’),
dok su kolone ozna¢ene mintermima sastavljenim od preostalih promenljivih
(ovde su to y i z).

Bitno je uociti da su mintermi poredani tako da se mintermi u susednim
¢elijama razlikuju samo na jednom mestu, odnosno svi literali sem jednog
su im identi¢ni, dok je taj literal je u jednoj ¢éeliji sama promenljiva, a u
drugoj njen komplement. Pod susednim celijama ovde se podrazumevaju i
¢elije na pocetku i kraju jednog reda, odnosno jedne kolone, ali ne i ¢elije
susedne po nekoj dijagonali.

y'Z y/.z y/‘zl y‘zl
x| zy-z|xzy-z|xy-2Z |y 2
d oy 2|y Ay Ay

Tabela 4.2. Karnuov dijagram za promeljive z, y i z.

U slucaju veceg broja promenljivih, recimo oznacavanje redova i kolona
je drugacije, ali tako da i dalje treba da vazi da susedne celije sadrze
minterme koji se razlikuju samo po jednom literalu. U praksi se Karn-
uovi dijagrami retko koriste za izraze sa vise od 4 promenljive, a ako izraz
sadrzi tacno 4 promenljive, kolone se redom oznacavaju sa: z-t, 2’ -t, 2’ -t/
iz-t',aredovisa: v -y, 2’ -y, 2’ -y ix-y.

Za konkretan izraz u Celijama koje odgovaraju mintermima prisutnim
u disjunktivnoj normalnoj formi izraza upisuje je 1, dok su ostale celije

22Engleski: Karnaugh map.
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prazne. Na primer izraz x-y -z +x-y -2’ +2'-y-2+2'-y-2' je predstavljen
Karnuovim dijagramom u tabeli 4.3.

y‘z y/'Z y/‘Z/ y‘Z/
T 1 1

' 1 1

Tabela 4.3. Karnuov dijagram izraza x -y -z+x-y -2/ +2" -y -2+ -y- 2.

Prisutnost znaka 1 u (kako horizontalno, tako i vertikalno) susednim
¢elijama nekog Karnuovog dijagrama znac¢i da su disjunktivnoj normalnoj
formi izraza prisutna dva minterma koja se razlikuju samo u jednom liter-
alu. U tom slucaju ta promenljiva se moze eliminisati primenom jednakosti
formulisanih u teoremi 4.3.6. Na primer, poSto su u tabeli 4.3 u susednim
¢elijama i prvom redu koje odgovaraju mintermima x-y’-z i x-3y’- 2’ prisutni
znaci 1, imamo da je:

vy ztz-y =22+ ) =29
Sliéno, zbog prisutnih znaka 1 u ¢éelijama u drugom redu koje odgovaraju
mintermima z’ -y - 2z i 2’ - y - 2’ dobija se:
oyt oy =2y,
odakle je
-y z4+x-y 4y 42y =y 2y,

§to je jedna minimalna forma polaznog izraza.

Sliéno, prisutnost znaka 1 u 4 (ili 8, ili 2") susedne c¢elije, na primer
kako je dato u tabeli 4.4 za 4 ¢éelije, omogucava eliminisanje veéeg broja
promenljivih:

vy -z 4+ xS
= x-y(z+2)+2 Y (z+7)
= z-y+a -y =(@+2) =y

tako da preostanu samo zajednicki literali u posmatranim mintermima.

Imajuéi u vidu kriterijume koji preciziraju sta su minimalni izrazi, jed-
nostavna strategija minizacije bazirane na Karnuovim dijagramima je da se
prvo redukuje broj minterma, a potom broj literala. Peciznije, treba:

e odrediti izolovana polja u kojima je znak 1, odnosno polja koja sadrze,
a njihovi susedi ne sadrze 1; mintermi koji im odgovaraju ne mogu biti
eliminisani, ni skraceni
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/

y-z Y-z y-2 y-z
T 1 1
! 1 1

Tabela 4.4. Karnuov dijagram sa 4 susedne ¢elije u koje je upisan znak 1.

e odrediti polja u kojima je znak 1, a koja imaju tacno jedno susedno
polje u kome je takode 1; 2 odgovaraju¢a minterma zamenjuju se
jednim proizvodom literala koji je zajednicki tim poljima,

e odrediti polja u kojima je znak 1, a koja na jedinstveni na¢in formi-
raju blok od 4 susedna polja; 4 odgovaraju¢a minterma zamenjuju se
jednim proizvodom literala koji je zajednicki tim poljima, (postupak
ponoviti za blokove od 8, 16, ..., polja),

e za preostala polja koja sadrze 1 formirati najveée kvadratne blokove,
tako da je tih blokova §to manje a da su sva takva polja u njih
ukljucena.

Moguce je da pri ovom postupku isto polje bude u sklopu razli¢itih
blokova, $to ne predstavlja problem jer se tumaci kao da se isti minterm
viSe puta pojavljuje u polaznom izrazu.

Primer 4.3.19 Razmotrimo izraz:
xoy-z+ax-y -z+a-y -+ vy S
i njemu odgovarajuc¢i Karnuov dijagram:

/

y-z Y-z y-2 y-z
€T 1 1 1
! 1 1

U dijagramu ne postoje izolovana polja u kojima je znak 1.

U drugom koraku odredujemo polja u kojima je znak 1, a koja imaju
tacno jedno susedno polje u kome je takode 1. To su polja x -y - z (susedno
je polje z -y - 2) i 2’ -y -2 (susedno je polje 2’ - ¢’ - /). Ovim dobijamo
proizvode: x-zia - 2.

Posto ne postoje blokovi od 4 susedna polja u kojima je upisan znak 1,
preostaje samo poslednji korak u kome razmatramo blokove od 2 susedna
polja u kojima je 1. To se moze uraditi na dva nacina:

e to je blok polja z -3 - 2/ i njemu susednog polja z’ - ¢/ - 2/ ili

e to je blok polja x -3 - 2’ i njemu susednog polja x -y - 2.
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Prvim izborom dobija se proizvod ¢’ - 2, a drugim x-3’. Odatle su odredene
dve forme minimalnog izraza:

e x-z+12' -2+ -2, odnosno

ex-z+a2 -2 +a-vy. [ |

4.3.3 Binarni dijagrami odlucivanja

U ovom odeljku ¢emo opisati jeda postupak efikasnog predstavljanja Bulovih
funkcija koji je baziran na koristenju binarnih diagrama odlucivanja®® koji
se skraceno oznacavaju sa BDD. Pod odredenim uslovima BDD je kanonski
sistem predstavljanja Bulovih funkcija. U definiciji BDD bic¢e koriSten po-
jam direktnog aciklicnog grafa koji se uvodi definicijom 6.8.1. Na slikama
koje ¢e predstavljati takve grafove ¢ée biti pretpostavljeno da su ivice us-
merene na dole, odnosno na desno ako su ivice horizontalne, ps na njima
nece biti ivica sa strelicama koje oznacavaju usmerenje.

Definicija 4.3.20 BDD za funkciju F' sa viSe izlaza je direktni acikli¢ni
graf (V. U®U{0,1}, E). Skup ¢vorova je podeljen u tri podskupa:

e V' je skup unutrasnjih ¢vorova takav da svaki v € V ima stepen
izlaznog grananja 2 i oznaku l(v) € Sp, gde je Sp = {x1,..., 20}
skup promenljivih od kojih zavisi funkcija F,

e {0,1} je skup zavrsnih ¢vorova i
e &, skup funkcijskih ¢vorova, je skup polaznih évorova.

Funkcijski ¢vorovi predstavljaju komponente funkcije F'. Za svaki ¢vor v €
V izlazne ivice su oznacene sa T i E?*. Unutrasnji ¢vor v se opisuje sa
(I(v),T,E). Promenljive iz Sy su uredene tako da, ako je v; naslednik od
v;, onda kazemo da je [(v;) < l(vy). |

BDD reprezentuje Bulovu funkciju F' sa jednim ili vise izlaza. Bulova
funkcija sa viSe izlaza u stvari predstavlja slozeno logi¢ko kolo u kome se nad
istim skupom promenljivih istovremeno racuna vise funkcija sa po jednim
izlazom. Da bi se efikasnije realizovali, zajednicki podizrazi tih funkcija
fizicki se postavljaju na isto mesto na ¢ipu. Na slici 4.2 je prikazan jedan
BDD koji odgovara funkciji F'(a,b,c) = (f1,f2) = (b+c,a+ b+ ¢) sa dva
izlaza.

ZBinary Decision Diagrams.
24Oznake su skracenice od then i else i odgovaraju redom vrednostima 1 i 0 promenljive
iz Cvora repa.
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Slika 4.2. BDD za funkciju F(a,b,c¢) = (b+c,a+ b+ c).

Definicija 4.3.21 Funkcija F koju reprezentuje neki BDD definiSe se in-
duktivno:

1.

2.

Funkcija zavrsnog ¢vora oznacenog sa 1 je konstantna funkcija 1.

Funkcija zavrsnog ¢vora oznacenog sa 0 je konstantna funkcija 0.

. Funkcija ivice je funkcija ¢vora glave.

. Funkcija ¢vora v € V je data sa l(v) fr +1(v)' fg gde su fr i fg redom

funkcije izlaznih ivica T i F ¢vora v.

. Funkcija funkcijskog ¢vora ¢ € ® je funkcija njegove izlazne ivice. W

Na slici 4.3 su prikazane BDD-reprezentacije nekih tipi¢nih funkcija.

Primer 4.3.22 Na primer, izra¢unajmo funkciju ¢iji je BDD oznacen sa
a + b na slici 4.3. Najpre je f(1) =11 f(0) = 0. Zatim je za ¢vor oznacen
sab, fr=11fgp=0,paje f(b)=b-14b-0=0b. Zacvoraje fr =1
ifg=d-bpaje fla)=a-1+d-b=a+0b Konactno, za ¢vor f(a,b)
funkcija izlazne ivice, a time i samog funkcijskog ¢vora, jednaka je a + b. B

Konstrukcija BDD-reprezentacije Bulovih funkcija

Slede¢im postupkom u kome se koristi teorema ekspanzije 4.3.10 polazeéi
od analitickog opisa funkcije dolazi se do njene BDD-reprezentacije:

1.

Uodi se jedan redosled promenljivih koje se javljaju u funkciji f: =1 <
To < ...< Tp.
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fla,b) =a-b fla,b)=a+b
a a
T/ \E T \E
b b
YN TN
1 0 1 0
fla)=a fla)=4d
a a
yN\ yoN
1 0 0 1
Slika 4.3. BDD reprezentacije za neke tipi¢ne Bulove funkcije.
f
L
7N\
fxl fz’l

Slika 4.4. Parcijalni BDD nakon primene ekspanzije u odnosu na x;.

2. Za prvu promenljiva u nizu se izracunaju njeni kofaktori f;, i fle i
konstruiSe parcijalni BDD kao na slici 4.4.

3. Racunaju se kofaktori (fz,)zs, (fo1)ay 1 (f2)wss (far)ay, 0 odnosu na
slede¢u promenljivu z9 iz niza i konstruiSe se parcijalni BDD kao na

slici 4.5.

4. Prethodni korak se ponavlja dok god se ne dode do konstantnih ko-
faktora 1 i 0 ili se ne iscrpe sve promenljive, pri ¢emu se koristi da je
(xz):vl = 1, a (:CZ)I; =0i (mz)$7 = (sc,)z; = T, Za 7 #]

Primer 4.3.23 Neka je f(a,b,¢c,d) = a-b-c+ b -d+  -d funkcija za
koju treba konstruisati BDD i neka je izabrani redosled promenljivih b <
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Slika 4.5. Parcijalni BDD nakon primene ekspanzije u odnosu na xs.
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b
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C
VI TN
fbc fbc’ fb’c fb’c’

Slika 4.6. Parcijalni BDD za funkcijua-b-c+b' -d+c - d.

¢ < d < a. U prvom koraku izracunavaju se kofaktori od f u odnosu na
b, fv = fla,1,¢,d)p =a-c+ -di f(a,0,¢,d) = fy =d+ -d. Zatim
se izracunavaju fp. = a i fo,o = fi. = fv,e = d. Sada parcijalni BDD
izgleda kao na slici 4.6. Kofaktori u odnosu na d su fpca = foca = a,
fo.erd = foed = forwd =11 foor = forcdr = for,r,@r = 0. Poslednjih Sest
kofaktora su konstantne funkcije i na njima sa postupak prekida. Na prva
dva kofaktora se primenjuje jedina preostala promenljiva i dobija fp .44 =
foeda = 1, odnosno fy a0 = foca,ar = 0. Zavrsni BDD za funkciju f
izgleda kao na slici 4.7. [ ]

Redukovani BDD

U primeru 4.3.23 se lako uocava da su neki kofaktori koji se izracunavaju
tokom konstrukcije BDD-reprezentacije funkcije medusobno jednaki. Na
primer, f, v = fy. = fir« = d. U takvim slucajevima se moze kreirati samo
jedan ¢vor Sto Ce optimizovati veli¢inu BDD-reprezentacije. Ova situacija
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d d d d
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a a 10 10 1 0
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|
1 0 1 0

Slika 4.7. ZavrSeni BDD za funkciju a-b-c+b -d+ ¢ -d.
f

b
VN
Y e 1))

fbc fbc’ :fb’c:fb’c’

Slika 4.8. Optimizovani BDD.
je prikazana na slici 4.8. Slede¢om definicijom se formalizuje Sta se po-
drazumeva pod minimalnom reprezentacijom Bulove funkcije.

Definicija 4.3.24 BDD je redukovan ako je ispunjeno:

1. Svaki unutrasnji ¢vor v € V je potomak nekog funkcijskog ¢vora f €
.

2. U grafu ne postoje izomorfni podgrafovi.
3. Za svaki ¢vor v i njegove izlazne ivice T'i F je fr # fE. [ |

Uslovi 2 i 3 garantuju da je redukovani BDD jedna vrsta minimizovane
reprezentacije odgovarajuce Bulove funkcije. Kanoni¢nost je jos jedno vazno
svojstvo koje, poput potpunih formi, ima redukovani BDD.
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Teorema 4.3.25 Za fiksirano uredenje promenljivih redukovani BDD je
kanonski sistem za reprezentovanje Bulovih funkcija. [ |

Sledeé¢im sistematskim postupkom se polazeéi od obi¢nog dobija reduko-
vani BDD u odnosu na jedinstveno uredenje promenljivih primenjeno pri-
likom konstrukcije:

1. Polazeéi od zavr$nih ¢vorova uocavaju se izomorfni podgrafovi. Za
svaku klasu uoc¢enih medusobno izomorfnih podgrafova, odbacuju se
svi, sem jednog, na koga se usmeravaju sve ivice koje su pokazivale na
preostale.

2. Svaki ¢vor ¢ije obe izlazne ivice nakon proslog koraka pokazuju na isti
podgraf G se brise, dok se podgraf G direktno spaja sa ¢vorovima
prethodnicima obrisanog ¢vora.

3. Pethodna dva koraka se ponavljaju dok god ima izmena na grafu.

Primetimo da korak 2 postupka predstavlja slede¢u situaciju. Funkcija ¢vora
v € V Cije obe izlazne ivice pokazuju na isti podgraf G je oblika

f)=v- f(G)+' - f(G) = f(G)

§to je istovremeno i funkcija ivice Cija je ¢vor v glava, pa je oc¢igledno da je
ovaj ¢vor suviSan i da njegovo uklanjanje ne uti¢e na vrednost reprezento-
vane funkcije.

Primer 4.3.26 Primenimo opisani postupak na zavrsni BDD koji odgovara
funkciji iz primera 4.3.23. Najpre se po ¢etiri ¢vora 1, odnosno 0, svedu
na po jedan ¢vor te vrste, a odgovarajuCe ivice preusmere. Sli¢no, dva
podgrafa sa korenom u ¢vorovima oznacCenim sa a se svode na jedan na koji
se usmeravaju obe ivice najlevljeg ¢vora oznacenog sa d. Prema koraku 2,
taj ¢vor se eliminiSe, a T ivica levog ¢vora oznacenog sa ¢ sada pokazuje na
sa d se svode na jedan, na koji pokazuju E ivica levog ¢vora oznacenog sa c
i obe ivice desnog ¢vora oznacenog sa c. Ponovo, prema koraku 2, taj ¢vor
se brise i E ivica ¢vora oznacenog sa b pokazuje na podgraf ¢iji koren je
oznacen sa d. Tako se dobija redukovani BDD prikazan na slici 4.9. [ |

ITE-algoritam za direktnu konstrukciju redukovanog BDD-a

Umesto da se prvo konstruise neoptimizovani BDD, pa da se on potom re-
dukuje, i vremenski i prostorno je pogodnije da se konstrukcija redukovanog
BDD-a izvede direktno. To se ostvaruje tako Sto se pre dodavanja ¢vora u
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Slika 4.9. Redukovani BDD.

graf proveri da li u grafu veé¢ postoji izomorfan podgraf. Jedna mogucénost je
pretrazivanje do tada konstruisanog grafa, ali efikasnija provera se postize
koristenjem tabele jedinstvenosti®>, realizovane kao hes tabela?®, u kojoj
se cuvaju funkcije reprezentovane do tog trenutka konstrukcije. Upotreba
tabele jedinstvenosti garantuje da ¢e konstrukcija BDD-a u kome se kao
komponente javljaju jednake funkcije zavrsiti tako sto funkcije imaju jedin-
stveni podgraf koji ih predstavlja. Posledica toga je da se i provera jed-
nakosti funkcija vrsi u konstantnom vremenu uporedivanjem na Sta pokazuju
izlazne ivice iz funkcijskih ¢vorova. Klju¢ koji se koristi za hes tabelu je
oblika (v, fy, fzr), gde je v celi broj - redni broj promenljive po kojoj se
izracunavaju kofaktori, a f, i f,» pokazivaci na podgrafove koji reprezen-
tuju odgovarajuée kofaktore. Ako takav ¢vor veé postoji u tabeli, prilikom
konstrukcije BDD-a se samo pokazuje na njega, inace se on dodaje i u do
tada konstruisani podgraf i u hes tabelu.

U nastavku teksta ¢emo opisati osnovne ideje I'TE-algoritma za direk-
tnu konstrukciju redukovane BDD reprezentacije funkcije. Funkcija koja se
zadaje kao ulaz sadrzi pored standardnih operacija NOT, AND i OR*" i
operacije XOR, NAND, NOR, XNOR, <?8 i druge kojima se direktno,

25Unique table.

26Hash table. To je struktura podataka u kojoj se podatak locira prema nekom kljucu.
Funkcija he§iranja preslikava klju¢ podatka u adresu. Ako vise kljuceva daju istu adresu,
preklapanje podataka se izbegava upotrebom povezane liste. Brzina pristupa je povezana
sa kvalitetom funkcije hesiranja koja treba da obezbedi da se malo kljuceva preslikava
u istu adresu, a time i da povezane liste budu kratke. Ako je ovo postignuto, brizina
pronalazenja podatka je (skoro) konstantna.

*"Operacije ’, - i +.

B tXORy = (z-y')+ (2’ -y), tNANDy = (2 - y)’, tNORy = (z +y)’, eXNORy =
(zXORy), x <y=12"+y.
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zbog efikasnosti, realizuju razni iskazni logic¢ki veznici. Zanimljivo je da se
sve unarne i binarne operacije izrazavaju pomocu jedne ternarne operacije

od koje i dolazi naziv celog algoritma?’. ITE-algoritam je rekurzivan i

zasniva se na sledecoj transformaciji u kojoj se koristi teorema ekspanzije
4.3.10:

= ml'(fm'ga:l +fy/clhac1)+x/1(fm’lgz’l"i_f;i;/lhm’l)
= ITE(xlvITE(fxpgmvhx1)7ITE(fx’laga:’lahgcl))a

pri ¢emu su zavrsni koraci:
ITE(L, f,9) =ITE(0,9, f) = ITE(f,1,0) = ITE(g, f, f) = [
ITE-algoritam se moze opisati slede¢com procedurom:

procedure ITE(f, g, h)
begin
(rezultat, zavrsni_korak) := Zavrsni_Korak(f, g, h)
if zavrsni_korak then return(rezultat)
x = Prva_Promenljiva(f, g, h)
T :=1TE(f2, 9z, ha)
E :=1TE(fw, gu, ha)
if T'= E then return(7)
R := Naci.ili_Dodati_u_Hes_Tabelu(z, T, E)
return(R)
end

Dakle, funkcija se najpre zapiSse u I'TE-formi, nakon ¢ega se poziva proce-
dura. Ukoliko je re¢ o nekom od zavrsnih slucajeva, postupak se odmah
prekida. U suprotnom se nalazi prva promenljiva x i rekurzivno poziva
ITE-procedura kojom se pronalaze T i E izlazne ivice ¢vora oznacenog sa
x. Ako te ivice pokazuju na isti podgraf, ¢vor koji treba oznaciti sa = se
odbacuje i pokaziva¢ na podgraf za T se vraca kao rezultat. U suprotnom,
ispituje se da li se podatak za klju¢ (z,T, E') nalazi u tabeli jedinstvenosti.

2 Ime operacije ITE je skraéenica od if-then-else konstrukcije koju operacija u stvari
simulira. NOTz = ITFE(x,0,1), tANDy = ITE(z,y,0) = z -y + 2’ -0, ztORy =
ITE(z,1,y), tXORy = ITE(z,y,y), - ..
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Ako je podatak pronaden vraca se pokaziva¢ na njega, a u suprotnom se
novi podatak smesta u tabelu i vra¢a pokaziva¢ na njega.

Ovako prezentovan algoritam ima eksponencijalan broj rekurzivnih poziva,
a time i vreme izvrSavanja, poSto, sem u zavrSnom slucaju, svaki poziv
generiSe dva nova poziva. Ovaj problem se donekle reSava uvodenjem jos
jedne tabele u koju se smesStaju veé¢ izracunate funkcije. Ta tabela se
naziva tabela izracunatih funkcija. Uocimo razliku izmedu ove i tabele jedin-
stvenosti. Kod tabele jedinstvenosti se utvrduje da li je ve¢ konstruisan pod-
graf odredenog oblika, dok se kod tabele izracunatih funkcija utvrduje da li
je veé¢ obradena neka funkcija, dakle provera se vrsi pre nego se podgrafovi i
generiSu. Ako je tabela izracunatih funkcija dovoljno velika, ITE-procedura
¢e biti pozvana po jednom za svaku razli¢itu kombinaciju ¢vorova f, gih, pa
bismo dobili polinomijalnu slozenost izracunavanja. Ovde je nerealna pret-
postavka o veli¢ini tabele izracunatih funkcija koja mora biti ograni¢ena, pa
se efikasnost postize njenom pazljivom realizacijom.

Pored ove, postoje i druge metode za podizanje efikasnosti algoritma,
ali njihovo izlaganje zbog velikog obima izostavljamo.

BDD sa komplementiranim ivicama

U do sada datim definicijama spominjane ivice u BDD-reprezentacijama
funkcija su regularne. U cilju efikasnijeg reprezentovanja ponekada se koriste
komplementirane ivice. Atribut komplementiranja mogu imati izlazne F-
ivice ¢vorova v € V i izlazne ivice funkcijskih ¢vorova f € ®. BDD sa
komplementiranim ivicama je takode kanonski sistem. Ako ivica ima atribut
komplementiranja, njena funkcija je komplement funkcije ¢vora glave. Na
slici 4.3 se to vidi za funkcije f(a) =a i f(a) = d/, a u opstem slucaju nije
tesko proveriti, da su BDD-reprezentacije za funkciju f i njen komplement
f' veoma sli¢ne, zapravo da se jedna dobija od druge zamenom vrednosti
zavrsnih ¢vorova. Prema tome, BDD reprezentacija funkcija f i f moze biti
data kao jedan BDD za funkciju F' = (f, f’) sa dve izlazne vrednosti tako da
BDD reprezentuje, recimo, funkciju f, a pored funkcijskog ¢vora za f postoji
i funkcijski ¢vor za f’ ¢ija je izlazna ivica komplementirana i ulazi u isti
¢vor kao i izlazna ivica iz ¢vora za f. Odavde se konstrukcija komplementa
funkcije i provera da li je neka funkcija komplement neke druge funkcije
izvode u konstantnom vremenu. Recimo, funkcija g je komplement funkcije
f ako im izlazne ivice pokazuju na isti podgraf i jedna je komplementirana,
a druga nije.

Primer 4.3.27 Na slici 4.10 date su dve BDD-reprezentacije funkcije ek-
skluzivne disjunkcije. Prvi BDD ima regularne, a drugi i komplementirane
grane oznacene tackama. Ocigledna je usteda koju postize drugi BDD. H
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Slika 4.10. BDD sa obi¢nim i BDD sa komplementiranim granama za x @ y.

Komentar o metodi BDD

Veli¢ina BDD-reprezentacija je eksponencijalna u odnosu na broj promenljivih
u najgorem slucaju, ali se dobro ponasa za mnoge bitne funkcije, recimo
BDD sa komplementiranim ivicama za AND, OR ili XOR je polinomi-
jalno veliki u odnosu na veli¢inu zapisa funkcija. Ovo je znacajno za XOR
jer se ostvaruje znatna usSteda u odnosu na predstavljanje pomoéu NOT,
AND i/ili OR. Sli¢no se i komplementiranje efikasno predstavlja upotrebom
komplementiranih ivica. Koriste¢i BDD problem valjanosti se reSava u kon-
stantnom vremenu - proverom da li se redukovani BDD za formulu sastoji
samo od zavrsnog Cvora 1. Sa druge strane, problem ¢ini to $to efikasnost
predstavljanja metodom BDD zavisi od izabranog redosleda promenljivih,
a nalazenje dobrog redosleda nije uvek lako. Takode, postoje funkcije koje
se kompaktnije prikazuju nekim drugim postupcima i situacije u kojima su
neke druge metode reprezentacije blize konacnoj fizickoj realizaciji.
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Izracunljivost, odlucivost i
slozenost

Resavanje problema razvojem algoritama' i pisanjem programa je jedan od
osnovnih zadataka u matematici i racunarstvu. Medutim, iako probleme
treba reSavati, nisu samo oni moguéi predmet razmatranja. Matematickim
sredstvima proucavaju se i sami postupci reSavanja, algoritmi. Formalni
model izracunavanja koje ¢emo razmatrati bi¢e Tjuringove masine. Rezul-
tati do kojih se doslo u ovoj oblasti navode na tezu da taj (i svaki njemu ekvi-
valentan) model izra¢unavanja upravo odreduje granicu moguénosti mehanickog
izra¢unavanja. Ta granica razdvaja klase problema na one na za koje, u prin-
cipu, postoji moguénost programskog reSavanja i one za koje to nije slucaj,
tesno povezujué¢i pojmove izracunljivosti i odlucivosti. Teorija slozenosti
izracunavanja uvodi klasifikaciju medu problemima koji jesu (barem u prin-
cipu) resivi, a koja se bazira na potrebnim sredstvima da se dode do odgov-
ora.

5.1 Izracunljivost

Teorija izracunljivosti (tj. teorija algoritama) je oblast koja je nastala
izmedu 1930. i 1940. godine, dakle pre razvoja digitalnih ra¢unara, kao
rezultat pretresanja osnova matematike zbog paradoksa koji su se pojav-
ili krajem XIX i pocetkom XX veka. U razmatranju strogog zasnivanja
matematike, postavljalo se pitanje? da li postoji opsti postupak utvrdivanja

'Reé algoritam je nastala od imena persijskog matematicara Abu Dzafar Mohamed
ibn Musa al-Hovarizmij-a (780 — 850).

?Pitanje je poznato pod nemackim nazivom Entscheidungsproblem, tj. problem
odlucivanja. Nezavisno jedan od drugog, Cer¢ i Tjuring su negativno odgovorili na
ovo pitanje, svodeéi ga na probleme jednakosti A-izraza, odnosno utvrdivanja da li ¢ée

105



106 Glava 5. Izracunljivost, odluc¢ivost i slozenost

istinitosti matematickih iskaza. Ovo pitanje vodi poreklo jos od Leibnitz-
a® koji je u XVII veku, nakon uspeine konstrukcije mehanicke racunske
masine, razmisljao o konstrukciji masine koja bi mogla manipulisati sim-
bolima jednog vestackog univerzalnog jezika i na taj nacin odrediti istinitost
iskaza. Problem je aktuelizovao Hilbert?, najpre na Kongresu matematicara
odrzanom 1900. godine u poznatom desetom problemu, a zatim zajedno sa
Ackermann-om® 1928. godine. Da bi se na ovo pitanje moglo odgovoriti bilo
je neophodno precizirati Sta se podrazumeva pod postupkom mehani¢kog
izvodenja. Istrazivanja i rezultati postignuti u ovoj oblasti imali su presudan
uticaj kako na teorijske, tako i na prakti¢ne aspekte razvoja racunarstva.
To se odnosi na principe programibilnog digitalnog racunara opste namene,
koncept pisanja programa kao liste naredbi u formalnom jeziku, interpreti-
ranje i prevodenje programa, razvoj programskih jezika uopste itd.

5.1.1 Intuitivni pojam algoritma

Pojam algoritama spada, poput geometrijskih pojmova kao sto su tacka ili
prava, u osnovne matematicke koncepte i kao takav se ne definise. Medutim,
slede¢i opsti uslovi se, prihvataju kao kriterijumi za nazivanje nekog pos-
tupka algoritmom (efektivnom procedurom):

e postupak se opisuje konaénim nizom jednostavnih naredbi®,

e postoji idealna masina (racunar) koja izvrsava te naredbe prema un-
apred utvrdenim pravilima,

se proizvoljna Tjuringova masina zaustaviti (halting problem).

3Gottfried Wilhelm Leibnitz (Lajbni¢), 1646 — 1716, matematicar i filozof, verovatno
slovenskog porekla. Jedan od kreatora diferencijalnog ra¢una, mislilac koji je iSao daleko
ispred svog vremena. Njegove zamisli o beskona¢no malim i infinitezimalnom ra¢unu u
punoj meri su razvijene tek u drugoj polovini XX veka.

4David Hilbert, 1862 — 1943, nemacki matemati¢ar. Smatra se da je jedan od na-
juticajnijih matematicara svih vremena. Njegovi rezultati pokrivaju mnoge oblasti: od
geometrije do funkcionalne analize i fizike. Posebno je znacajan po radovima na osno-
vama matematike, gde je zasnovao pravac poznat pod nazivom formalizam. U oblasti
matematicke logike jedan je od osnivaca teorije dokaza. U istorijskom predavanju na
Kongresu matematicara odrzanom 1900. godine u Parizu postavio je niz problema koji su
obelezili razvoj matematike u 20. veku i doveli do razvoja mnogih novih nauc¢nih oblasti,
ukljucujuéi i raCunarstvo.

SWilhelm Friedrich Ackermann, 1896 — 1962, nemacki matematicar. Saradivao je
sa Hilbertom u pisanju knjige Grundzige der theoretischen Logik (Principi matematicke
logike) u kojoj je predstavljena formalizacija predikatske logika prvog reda i postavljena pi-
tanja o njenoj kompletnosti i odlu¢ivosti (Entscheidungsproblem). U teoriji izracunljivosti
je poznat po funkciji nazvanoj po njemu.

SPrimetimo da algoritmi mogu biti izrazeni vise ili manje detaljno.
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e ta masina zapocinje izrac¢unavanje u nekom inicijalnom stanju; pri-
menjena na ulazne podatke masina izvrsava naredbe u diskretnim ko-
racima u kojima menja svoja stanja,

e izvrSavanje svake naredbe se izvodi u konacnom vremenu pri ¢emu se
koristi konac¢an memorijski prostor,

e izvrSavanje naredbe je deterministicko: iz jednog stanja izvrsavanjem
iste naredbe masina uvek prelazi u isto stanje i

e prelaskom u zavr$no stanje masina prestaje sa izracunavanjem.

Osobina determinisanosti izvrSavanja naredbi se drugacije moze for-
mulisati kao moguénost ponavljanja izvrSavanja algoritama. Ako ga pri-
hvatimo, postupci koji ukljucuju slucajnost” ne spadaju u algoritme. U
pojedinim slu¢ajevima mi ¢emo odbaciti ovaj uslov i razmatrati i nedeter-
ministicke algoritme.

Primetimo da se medu navedenim uslovima ne nalazi zahtev da se al-
goritam uvek zavrdi, tj. da se rezultat uvek dobije u konaénom vremenu®,
odnosno da se ne zahteva da se dobije odgovor za sve moguée ulazne po-
datke, dok se taj zahtev postavlja za svaki pojedina¢ni korak izvrsavanja.
Sliéno je i sa zahtevom za ukupno memorijsko zauzeée. Kao $to ¢emo u
nastavku teksta videti ovakav pristup u teorijskim razmatranjima pruza
pogodnosti za elegantno opisivanje formalnih metoda.

Algoritam predstavlja opis funkcije koja ulazne podatke preslikava u
odgovor. Funkcije za koje postoje algoritmi zato nazivamo algoritamskim
funkcijama (efektivnim funkcijama, izrac¢unljivim funkcijama).

5.1.2 Formalni modeli izracunavanja

Poznat je veliki broj algoritama. Na primer, to su postupak za mnozenje
celih brojeva, tabliéni metod ispitivanja da li je neka iskazna formula tau-
tologija, Euklidov algoritam nalazenja najveéeg zajednickog delioca dva
broja itd. Za probleme za koje poznajemo postupke resavanja lako utvrdujemo
da jesu algoritamski resivi. Medutim, kako se napreduje u razvoju matem-
atike, nailazi se na probleme za koje nismo u stanju da damo reSenje.
Postavlja se pitanje da li je to samo posledica nase nesposobnosti ili je rec¢
o principijelnoj nemoguénosti. Da bi se na to pitanje odgovorilo potrebno
je formalno precizirati pojmove algoritma i izra¢unljivih funkcija, ¢ime bi

"Recimo, postupci u kojima prelazak sa jednog na drugi korak zavisi od dogadjaja kao
§to su dobijena strana prilikom bacanja nov¢i¢a. Postupci takvog tipa su nedetermin-
isticki.

80vakav zahtev bi se mogao nazvati konacnost, finitnost, algoritma. Videti s tim u
vezi odeljak ?77.
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se jasno odredila za sada dosta nejasna ideja o granicama efektivnosti, tj.
dosega algoritama.

Problem postojanja efektivnog postupka za utvrdivanje da li proizvoljna
diofantovska jednacina p(x1, ..., z,,) = 0 ima nenegativna celobrojna resenja
je primer za ovakvu situaciju. U prethodnoj jednac¢ini p(x1,...,xnm) je
polinom sa celobrojnim koeficijentima i promenljivim x4, ..., &, recimo
xirs — 323 + 6. Sa jedne strane, nabrajanjem svih m-torki prirodnih bro-
jeva i proverom da li predstavljaju nule polinoma bi se, pre ili posle, stiglo
do reSenja jednacine, ako ono postoji. Medutim, kako neke jednacine ovog
tipa, recimo 2 — 2 = 0, nemaju resenja, prethodno opisani postupak se u
takvim slucajevima ne bi nikada zavrsSio, zbog ¢ega i ne predstavlja resenje
problema. Provera postojanja resenja diofantovskih jednacina je zapravo
ekvivalentna formulacija desetog Hilbertovog problema. Primetimo da
svaki eventualni odgovor na ovo pitanje mora na neki na¢in ponuditi i for-
malnu definiciju onoga $to se podrazumeva pod efektivnim postupkom, bilo
u smislu da ponudeno resenje potpada pod tu definiciju, bilo da ne postoji
reSenje sa zahtevanim svojstvima. Formalna definicija efektivnog postupka
pojavila se razvojem teorije algoritama, dok je Matijasevic? 1970. godine
sredstvima razvijenim u okviru te teorije negativno resio sam problem, o
¢emu Ce biti re¢i u odeljku 5.4.

U razvoju teorije algoritama ponudeno je vise pristupa formalizaciji ovih
granica:

e Sistem izracunljivosti predstavljen u formalnom sistemu aritmetike je
predlozio Gedel'® izmedu 1931. i 1934. godine, pri ¢emu se funkcija
f smatra izracunljivom ako za svako m i n za koje je f(m) = n, u
formalnom sistemu vazi - f(m) = n.

e Prikazivanje izra¢unljivih funkcija kao jedinstvenih reSenja sistema
funkcionalnih jednacina je u istom periodu opisao takode Gedel, a

prema ideji Erbrana'l.

e \-racun koji je razvio Cer¢!? do 1936. godine je jednostavan formalni

9TOpuit Maruscesuy, ruski matematicar, roden 1947. godine.

OKurt Godel, 1906 — 1978, austrijski logicar. Najpoznatiji je po rezultatima o esencijal-
noj nepotpunosti aksiomatizacije Peanove aritmetike koji su imali dalekosezne posledice
po razvoj ljudske misli. Zajedno sa A. Turing-om uvrsten je u listu 100 najznacajnijih
licnosti 20. veka koju je 1999. godine objavio magazin TIME [19].

" Jacques Herbrand, 1908 — 1931, francuski matemati¢ar. U kratkoj karijeri dao je
fundamentalne priloge u oblasti izra¢unljivih funkcija, kao i logici, gde je tvrdenje nazvano
po njemu postalo osnova za rad automatskih dokazivaca teorema, poput onih zasnovanih
na rezoluciji. Poginuo na planinarenju.

12 Alonzo Church, 1903 ~1995, americki matemati¢ar. Najpoznatiji po doprinosima u
logici i osnovama teorijskog racunarstva. Uveo je A-racun i formulisao ¢uvenu hipotezu
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jezik za koji se definiSe pojam redukcije koji predstavlja izrac¢unavanje,
a funkcija je izracunljiva ako se moze opisati u jeziku.

e Aritmeticki opis, takozvane parcijalno rekurzivne funkcije, zasnovao je
Klini'3 takode do 1936. godine, a baziran je na generalisanom pojmu
definisanja indukcijom.

e Sistemi zasnovani na automatima, medu kojima su:

— Tjuringove'*

5

masine iz 1936. godine,
— Postova!® magine predstavljena takode 1936. godine,
— Neogranicena registarska magina'® koju su Seferdson ii Stargis!”
opisali 1963. godine,

formalizuju pojam algoritma opisujuéi idealne modele ra¢unara'®. Zan-

imljivo je da su neki sistemi dati pre nastanka digitalnih ra¢unara.
e Sistemi produkcija (nekad se nazivaju i sistemi sa prezapisivanjem!?),
medu kojima su:

— Postovi sistemi iz 1943. godine,
— Markovljevi?? algoritmi uvedeni 1954. godine i
— Gramatike Comskog?! predlozene 1956. godine,

nazvanu po njemu. Pokreta¢ je i dugogodisnji urednik ¢asopisa Journal of Symbolic Logic.
Bio je mentor velikom broju kasnijih istaknutih logicara, kao A. Turing-u, M. Davis-u, L.
Henkin-u, S. Kleene-ju, M. Rabin-u, D. Scott-u, R. Smullyan-u itd.

13Stephen Kleene, 1909 — 1994, americki matematicar. Smatra se jednim od osnivaca
teorije rekurzivnih funkcija.

14 Alan Turing, 1912 — 1954, engleski logicar. Zasluzan za nastanak i razvoj racunarstva.
Razvio ideje formalizacije koncepta izra¢unavanja i racunara kao univeralne masine [20]. U
radu [21] postavio osnove vestacke inteligencije. Tokom Drugog svetskog rata je rukovodio
razbijanjem nemacke Sifarske masine Enigma, za Sta je razvio elektro-mehanicku maginu
nazvanu Bombe 1940. godine, i dao osnovne ideje za elektronsku masinu pod nazivom
Colossus, koji je nastao 1942. godine kao prvi programibilni elektronski rac¢unar. Zajedno
sa K. Godelo-om uvrsten je u listu 100 najznacajnijih liénosti 20. veka koju je 1999.
godine objavio magazin TIME [19].

5Emil Leon Post, 1897 — 1954, matematicar poljskog porekla. Najpoznatiji je po radu
u oblasti teorije izracunljivost.

1%Engleski: Unlimited Register Machine, URM.

17John C. Shepherdson, Howard E. Sturgis, [18].

18Bez obzira na upotrebu re¢i masina koja se javlja u nazivima ovih formalizama, uvek
treba imati u vidu da se ovde radi o apstraktnim matematickim konceptima, a ne realnim
fizickim objektima.

9Rewriting systems.

20 Aunpett Aunpeesmu Mapkos, 1903 — 1979, ruski matematicar. Jedan je od osnivaca
ruske Skole konstruktivne matematike.

2 Avram Noam Chomsky, roden 1928. godine, ¢uveni liberalni mislilac i aktivista.
Poznat je kao osniva¢ moderne lingvistike.
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su jedna vrsta formalnih sistema u kojima se opisuju moguée trans-
formacije (pravila izvodenja) jednih u druge re¢i na unapred fiskira-
nom alfabetu. Funkcije se opisuju kao skupovi parova reci (u,v) za
koje postoji niz rec¢i koje se dobijaju pocev od u primenama pravila
izvodenja i koji zavrSava re¢ju v.

e while-programi su vrsta notacije proizasle iz ideja Goldstine-a (Goldstajna)

22 o algoritamskim Semama?® kao formalizmu za

i von Neumann-a
prikazivanje izracunljivih funkcija. while-programi se sastoje samo

od naredbi dodeljivanja, nizanja naredbi i while-naredbi.

Njihovi izvori inspiracije se medusobno znacajno razlikuju, ali se pokazuje
da su sistemi medusobno ekvivalentni. Ovo, kao i neuspeh pokusaja kon-
strukcije zadatka i postupka njegovog resavanja koji ne potpadaju pod ove
klasifikacije daje za pravo verovanju da je postignut nekakav apsolutni kon-
cept i da se svi algoritmi mogu izraziti u svakom od ovih sistema, $to je
formulisano Cercovom tezom koja se razmatra u odeljku 5.3.

5.2 Tjuringova masSina

5.2.1 Model masine za izracunavanje

Digitalni racunar se na apstraktnom nivou obi¢no prikazuje kao celina sas-
tavljena od procesora, memorije i ulazno-izlaznih uredaja. Procesor iz
memorije pribavlja naredbe i podatke nad kojima se vrsi obrada u skladu
sa znacenjem naredbi, a dobijeni rezultati se vracaju u memoriju. Preko
ulazno-izlaznih uredaja podaci koji ¢e biti obradeni se unose u memoriju,
odnosno iz memorije se preuzimaju rezultati obrade i prikazuju na odgo-
varajuéi nac¢in. Komunikacija delova ra¢unara se obavlja preko magistrala.

Tjuringova masina je pretec¢a ovakvog modela racunara, pri ¢emu su neka
svojstva idealizovana. To se pre svega odnosi na memoriju za koju se pret-
postavlja da je potencijalno beskonacna. Preciznije, na pocetku izvrSavanja

22J4nos-a Neumann, John von Nojman, 1903 — 1957, matematicar madarskog porekla.
Jedan od najuticijnijih matematicara 20. veka. Veliki doprinos je dao u mnogim oblas-
tima: teoriji skupova, funkcionalnoj analizi, teoriji igara i ekonomiji, kao i u fizici, posebno
u kvantnoj mehanici. Istaknuti ucesnik projekta Manhattan koji je doveo do stvaranja
atomske bombe. Jedan je od prvih ¢lanova Institute for Advanced Study u Princeton-
u. Bio je savetnik u timu u Moore School of Electrical Engineering na University of
Pennsylvania koji je realizovao projekt EDVAC (Electronic Discrete Variable Automatic
Computer, 1944-1946) za potrebe Balisticke laboratorije americke vojske. Izvestaj pod
nazivom First Draft of a Report on the EDVAC iz 1945. godine koji je potpisao von
Neumann, ali za ¢ije ko-autorstvo su se borili i drugi istrazivaéi sa projekta (J. Eckert i
J. Mauchly) sadrzi opis logi¢ki nacela koje su u osnovi arhitekture i danasnjih racunara,
poznatih kao von Neumann-ovi principi.

ZFlowchart.
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Tjuringove masine zauzet je samo konacan broj memorijskih registara, a
isto vazi i u svakom koraku izra¢unavanja. Ne postoji ograni¢enje koliki je
taj konacan broj registara. U svakom koraku izracunavanja moguce je i za-
htevati novi, do tada neiskoristeni memorijski registar i svaki takav zahtev
se ispunjava. Sa druge strane, Tjuringova magina je restrikcija koncepta
savremenog ra¢unara u smislu operacija koje je u stanju da izvrsava, a koje
su elementarne. Kako ¢emo videti, zanimljivo je da su te operacije ipak do-
voljne za opisivanje proizvoljnih algoritama. Njihova prednost u odnosu na
bogatije programske jezike je upravo u jednostavnosti koja olaksava analizu.

U teorijskom racunarstvu se, inace, razmatraju i druge, slabije, klase
masina koje su restrikcije druge vrste u odnosu na aktuelne ra¢unare: neki
modeli nemaju memoriju (konac¢ni automati?*) ili je memorija organizovana
na poseban naéin (stek kod potisnih automata®), ulazno-izlazni podaci su

ograniceni na reci?%, neki ¢ak nemaju izlaz (konaéni automati).

5.2.2 Alfabet

Svaki problem se izrazava u nekom jeziku. Alfabet je skup znaka koji su
nedeljive celine. Re¢ na nekom alfabetu je bilo koja kona¢na sekvenca znaka
tog alfabeta. Sekvenca od nula znaka se naziva prazna re¢. Reci se razd-
vajaju znakom blanko koji se ne smatra delom alfabeta ve¢ pomoénim sim-
bolom. Jezik je neki podskup skupa svih re¢i odgovarajuceg alfabeta. Rec
t je podrec rec¢i q ako postoje, mozda i prazne, rec¢i u i v tako da je ¢ = utv.

Obi¢no je alfabet konacan skup znaka, jer sve Sto se moze iskazati
beskonac¢nim prebrojivim alfabetom {ai,as,...} moze se iskazati i najjed-
nostavnijim, unarnim, alfabetom A = {1}. Rec¢i ovog alfabeta: 1, 11, 111,
...se mogu identifikovati sa znacima proizvoljnog beskonac¢nog alfabeta. U
nastavku teksta koji se odnosi na izracunljivost i odlucivost, sem ako se
posebno ne naglasi, koristi¢emo unarni alfabet A={1}. Pored simbola 1 ko-
risti¢emo i blanko-znak za ¢ije oznacavanje ¢emo zbog preglednosti upotre-
bljavati znak 0. Kasnije, kada se bude govorilo o slozenosti izracuvanja,
koristi¢emo binarni alfabet {0, 1}.

5.2.3 Opis Tjuringove masine

U ovom odeljku da¢emo takozvani neformalni opis Tjuringove masine. Pored
njega moguce je ove automate i strogo formalno opisati, kao matematicke
strukture $to je od koristi u dokazivanju nekih tvrdenja o Tjuringovim

24Finite automata.
25Push-down automata.
26Gtring.
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masinama koje prevazilaze opseg ovog materijala. (Neformalno,) Tjuringova
masina se sastoji od:

e trake podeljene u ¢éelije, memorijske registre, koja se neograni¢eno
pruza na levo i desno; broj éelija (tj. duzina trake) je neogranicen;
sadrzaj svake éelije je ili znak 1 ili blanko znak (znak 0),

e glave koja se uvek nalazi nad ta¢no jednom ¢elijom trake i moze:

— procitati sadrzaj éelije nad kojom se nalazi i

— upisati u ¢eliju nad kojom se nalazi znak 1 ili 0 (blanko znak, tj.
obrisati ¢éeliju) ili pomeriti se za jedan korak u levo ili u desno u
odnosu na trenutnu poziciju,

e indikatora stanja masine.

Tjuringova masina se u svakom trenutku nalazi u ta¢no jednom od
kona¢no mnogo stanja koje se eventualno menja nakon svakog koraka izra¢unavanja.
Skup svih stanja masine oznaci¢emo sa S = {qo, q1, - . .}. Izvrsavanje masine
se izvodi pod dejstvom programa koji ¢ini neki kona¢an niz naredbi. Svaka
naredba je ¢etvorka oblika:

qi $ 0 gj

gde su ¢; i g; neka stanja iz skupa S, s je znak nad kojim se nalazi glava
masine, a o € {1,0, L, R} je oznaka operacije. U svakom koraku rada masina
analizira stanje u kojem se nalazi i sadrzaj ¢elije nad kojom je glava, a zatim
izvrSava naredbu koja ima odgovarajuce vrednosti parametara ¢; i s. Efekat
izvrSenja naredbe je dvojak. Najpre se, u zavisnosti od vrednosti parametra
o0 obavi:

e ako je o =1, u Celiju nad kojom se nalazi glava upisuje se znak 1,

e ako je o = 0, u ¢eliju nad kojom se nalazi glava upisuje se 0, tj. blanko
znak,

e ako je o = L, glava se pomera ulevo za jednu ¢eliju i
e ako je o = R, glava se pomera udesno za jednu Celiju.

Potom masina menja stanje i prelazi u stanje g;.
Primeri naredbi su:
7 01 qi7,
@1 00q21i
q 1 L qo.
U prvoj naredbi, ako se masina nalazi u stanju ¢s, a glava nad znakom
blanko, u ¢eliju se upisuje znak 1 i prelazi u stanje g17. U drugoj naredbi,
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ako se maSina nalazi u stanju ¢;, a glava nad znakom blanko, u éeliju se
upisuje blanko znak i prelazi u stanje gs. Ovakva naredba sluzi samo za
promenu stanja masSine. U trec¢oj naredbi, ako se masina nalazi u stanju
qo, a glava nad znakom 1, glava se pomera ulevo, a masina ostaje u istom
stanju.

Primetimo da, ako se Zeli da masina radi deterministicki, program sme
sadrzati samo jednu naredbu za svaku kombinaciju stanja ¢; i sadrzaja s
¢elije nad kojom je glava. Na primer, u jednom programu se ne smeju
pojaviti slede¢e naredbe:

g1 11gsi

q4 1 L g
jer im se vrednosti parametara g; i s poklapaju, a vrednosti parametara o i
g;j razlikuju. U slucaju nedeterministickih masina ovaj zahtev ne postoji.

U vezi sa Tjuringovom maginom prihvati¢emo sledece konvencije. Stanje
qo € S nazva¢emo pocetnim stanjem. Inicijalno, maSina se uvek nalazi u
pocetnom stanju. Pri tome traka sadrzi samo kona¢no mnogo ¢elija u koje je
upisan znak 1, dok sve ostale ¢elije sadrze znak 0. Rec se na traci prikazuje
kao neprekidan niz ¢elija koje sadrze znak 1, a sa leve i desne strane tog niza
se nalazi najmanje po jedan blanko znak, tj. znak 0. Po pravilu, na pocetku
i na kraju izvrSavanja glava masine se nalazi iznad najlevlje éelije koja sadrzi
znak 1. Skup stanja S prosiriéemo jednim novi stanjem ¢, koje ne pripada
do sada razmatranom skupu stanja. Stanje g, nazva¢emo zavrinim stanjem.
Kada se magina nade u stanju ¢, ona prekida sa izvrSavanjem.

O Tjuringovoj masini mozemo razmisljati na dva nacina:

e kao o jedinstvenoj masini koja izvrsava sve programe (u smislu savre-
menog ra¢unara, o ¢emu ¢e kasnije biti vice rec¢i u odeljku 5.2.7) i

e kao o posebnoj masini za svaki program u kom slucaju se pojam
magine poistoveCuje sa pojmom programa, tj. svaki program pred-
stavlja posebnu masinu

koja se u sustini medusobno ne razlikuju.

Definicija 5.2.1 Pod konfiguracijom Tjuringove masine podrazumevamo
opis koji sadrzi: opis sadrzaja trake, polozaj glave i stanje masine. Stan-
dardna konfiguracija je konfiguracija u kojoj je:

e ili traka prazna (tj. sve Celije sadrze blanko znak) ili sadrzi najvise
kona¢no mnogo nepraznih re¢i razdvojenih po jednim blanko znakom,

e glava masine je iznad prve (gledano sa leva) celije trake koja sadrzi
znak 1 i
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...01¢01000. .. ...0111¢310...
...011¢y000. .. ...011¢3110. ..
...0110g000. .. ...01g31110. ..
...0111¢00. .. ...0g311110. ..
...01110g20 . .. ...01¢,1110...
..01111¢50. ..

Slika 5.1. IzvrSsavanje Tjuringove masine iz primera 5.2.2.

e ako pocinje sa izvrSavanjem, masina se nalazi u pocetnom stanju g,
a ako zavrSava sa radom u zavr$nom stanju q,. [ |

Sada se programi mogu shvatiti kao funkcije koje preslikavaju skup kon-
figuracija masine u samog sebe.

Primer 5.2.2 Neka je na traci data samo jedna re¢ sastavljena od jedinica
(a sve ostale Celije sadrze znak 0) nad ¢ijim krajnjim levim znakom se nalazi
glava. Sledeéi program dopisuje dva znaka 1 sa desne strane reci, a zatim
se glava vraca na levo, na pocetak reci, nakon ¢ega masina staje:

g 1R q glava se pomera udesno, na kraj reci
g 01 q1 na mestu prve 0 upisuje se 1

g1 1R q glava se pomera udesno

g2 01 g3 na mestu druge 0 upisuje se 1

qg3 1L g glava se pomera ulevo

3 0 R q. do prve 0, ide udesno i zaustavlja se

Izvrsavanje ove Tjuringove masine, pod pretpostavkom da je traka na pocetku
sadrzala binarnu re¢ 11, prikazano je na slici 5.1. Pozicija oznake stanja (g;)
na slici predstavlja polozaj glave trake, tj. glava je iznad ¢éelije u kojoj se
nalazi cifra levo od oznake stanja. [ |

Primetimo da se u opisu Tjuringove masine ne kaze sta se dogada ako za
sadrzaj ¢elije nad kojim se nalazi glava i tekuce stanje masine u programu ne
postoji odgovarajué¢a naredba. Ova situacija bi odgovarala ’zaglavljivanju’
programa pisanih na standardnim programskim jezicima i moze se formal-
izovati kompletiranjem programa naredbama koje u takvim situacijama ne
menjaju ni stanje, ni poziciju glave, ni sadrzaj ¢elije nad kojom se glava
nalazi. Recimo, ako u programu ne postoji naredba koja odgovara situaciji
kada je maSina u stanju qg, a sadrzaj ¢elije nad kojom se nalazi glava 0,
mozemo program prosiriti naredbom:

q0 00 qo
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koja predstavlja jednu beskonacnu petlju. S obzirom na ovakvu moguénost,
na dalje ne¢emo voditi ra¢una da program bude u opisanom smislu komple-
tan.

5.2.4 Tjuringove masine i funkcije

U ovom odeljku ¢emo opisati kako se Tjuringove masine mogu iskoristiti kao
algoritmi, tj. za izra¢unavanje funkcija koje preslikavaju prirodne brojeve u
prirodne brojeve.

Definicija 5.2.3 Aritmeticka funkcija je preslikavanje f za koje vazi:
e domen preslikavanja, Dom(f), je podskup skupa N¥ (k > 0) i
e kodomen preslikavanja, I'm(f), je podskup skupa N.

Ako je za neki k > 0, Dom(f) = N¥, f je totalna funkcija. Ako je Dom(f) C
N*. za neki k > 01 Dom(f) # N*, f je parcijalna funkcija. [ ]

Definicija 5.2.4 Unarna reprezentacija prirodnog broja n u unarnom alfa-
betu A = {1} je re¢ koja sadrzi n + 1 znak 1. n

Definicija 5.2.5 Neka je f aritmeticka funkcija oblika f : X — N, gde
je X C N. Funkcija f je Tjuring-izracunljiva ako postoji program P za
Tjuringovu masinu tako da je za svaki m € X:

e pre pocetka izvrsavanja programa P Tjuringova masina u standard-
noj konfiguraciji, pri ¢emu je jedina re¢ zapisana na traci unarna
reprezentacija broja m i

e po zavrSetku rada programa P Tjuringova masina u standardnoj kon-
figuraciji, pri ¢emu je jedina re¢ zapisana na traci unarna reprezentacija

broja f(m).

Program P tada izracunava funkciju f. [ |

Primetimo da su prema definiciji 5.2.5 Tjuring-izracunljive funkcije par-
cijalne, odnosno ako se neki m ne nalazi u domenu Tjuring-izracunljive
funkcije f, odgovarajuéi program P ne staje.

Primer 5.2.6 Slededi program:
20 00 qo
q 11qo



116 Glava 5. Izracunljivost, odlugivost i slozenost

Analogno definiciji 5.2.5 mogucde je definisati k-arne aritmeticke Tjuring-
izracunljive funkcije. Jedina razlika je u tome Sto pocetna standardna
konfiguracija masine odgovara traci na kojoj je prikazano k argumenata
funkcije.

Sa P(x1,x2,...,2k) J y oznacavamo da program P polazeéi od stan-
dardne konfiguracije u kojoj traka sadrzi unarne reprezentacije prirodnih
brojeva x1, 2, ..., T} zavrSava rad pri ¢emu se masina nalazi u standardnoj
konfiguraciji u kojoj traka sadrzi unarnu reprezentaciju prirodnog broja y.
Oznaka P(z1,x2, ..., k) | znaci da je za neko y ispunjeno P(z1, z2,...,Tk) |
y. Oznaka P(z1,x9,...,xk) T znaci da nije P(z1,x2,...,zk) |-

Definicija 5.2.7 Program P konvergira za ulaz x1, x3, ..., x; ako je is-
punjeno P(x1,x9,...,x%) . Program P divergira za ulaz x1, za, ..., T
ako je ispunjeno P(x1,x2,...,xx) T. [ |

Sledi nekoliko primera programa i Tjuring-izracunljivih funkcija o ko-
jima ¢e biti re¢i u kasnijim odeljcima.

Primer 5.2.8 Slededi program izracunava funkciju f(z) = 0.

0 10q

79 01 q.

1 0 R qo
Sadrzaj trake se briSe, pri cemu se glava pomera na desno. Kada se naide
na prvi znak 0, upisuje se znak 1 i zavrsava rad. Dakle, P(z) | 0. [ ]

Primer 5.2.9 Sledeéi program izracunava funkciju naslednika prirodnog
broja u nizu prirodnih brojeva, f(z) = a’.

g0 1 L qo

79 01 q.
U programu se glava najpre pomera na levo, nakon cega se nalazi iznad
¢elije koja sadrzi znak 0. U tu Celiju se upisuje znak 1 i prelazi u zavrsno
stanje. Dakle, P(z) | «'. [ |

Primer 5.2.10 Sledeéi program za fiksirane k i i (kK > ¢ > 1) izracunava
funkciju koja se naziva i-ta projekcija, f(x1,...,2x) = ;.
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g 10q brise zapisa broja x
90 0 R q2
@10 R qo

q; 10 gj1 brise zapisa broja x;_1
q; 0 R qjt2

¢j+1 0 R g;

gj+2 1 R qjio prelazi zapis broja x;
¢j+2 0 R qjy3

qj+3 1 0 qjya brise zapisa broja x;41
7j+3 0 R gj45

¢j+4 0 R gjy3

q 10 q41 brise zapisa broja xj

¢ 0L gs

a1 0 R q

qs 0 L qs vraca se na pocetak zapisa broja x;

qs 1 L g1

gs+1 1 L gsq1

gs+1 0 R q.
Na pocetku izvrSsavanja unarne reprezentacije brojeva x1, ..., T su na traci
razdvojene jednim blanko znakom. Glava se najpre pomera do kraja zapisa
broja x;_1 i pri tom briSe sve jedinice, zatim prelazi preko zapisa broja x;
i ponovo briSe zapise brojeva z;11, ..., . Kona¢no, masina se vraca na
pocetak zapisa broja x; i staje. U programu je dato resenje u kojem se
podrazumeva da je k > ¢ > 1, ali se on jednostavno preraduje za preostale
slucajeve. [ |

5.2.5 Tjuring-neizracunljive funkcije

Definicijom 5.2.5 povezana je jedna klasa funkcija nazvanih Tjuring-izrac¢unljivim
sa programima za Tjuringovu maginu. Kako je svaki program konacan niz
naredbi, a svaka naredba konacan niz simbola iz nekog prebrojivog skupa, to
postoji samo prebrojivo mnogo programa. Kako svih aritmetickih funkcija
ima neprebrojivo mnogo, to zna¢i da postoje funkcije koje nisu Tjuring-
izrac¢unljive. Prethodno obrazlozenje je u stvari dokaz sledeceg tvrdenja:

Teorema 5.2.11 Tjuring-izracunljivih funkcija ima prebrojivo mnogo. Pos-
toje funkcije koje nisu Tjuring-izracunljive. [ ]
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5.2.6 Varijante Tjuringove masine

Ovde izabran pristup u definisanju Tjuringove masine je samo jedan od
mogucih. Recimo, posmatraju se Tjuringove masine u kojima:

e alfabet kojim se zapisuje sadrzaj ¢elija trake ne mora biti unarni,

e pored zavrSnog stanja g, uvode se i neka specijalna zavr$na stanja,
recimo qq, 1 qne koja, intuitivno, znace pozitivan, odnosno, negativan
odgovor na postavljeni problem,

e dozvoljena je traka koja je beskonacna samo na jednu stranu, tj. pos-
toji krajnja leva Celija, dok se na desno traka pruza neograniceno,

e umesto samo jedne postoji viSe traka, a za svaku traku postoji posebna
glava,

e nad jednom trakom postoji vise glava umesto samo jedne,

e traka je dvodimenzionalna, a ne jednodimenzionalna, tj. traka podseca
na beskonacnu Sahovsku plocu,

e u jednoj naredbi masine moguce je i upisati znak u ¢eliju i pomerati
glavu,

e ne vazi zahtev za determinisanoséu, tj. dozvoljeno je da postoje
naredbe koje odgovaraju istom stanju i znaku u ¢éeliji nad kojom se
nalazi glava, a koje se razlikuju po dejstvu (operaciji koja se izvrsava
i/ili stanju u koje se prelazi) itd.

Zanimljivo je da u smislu izrac¢unljivosti gotovo sve od ovih varijanti
Tjuringove masine odgovaraju istoj klasi funkcija, tj. klasi Tjuring-izrac¢unljivih
funkcija, kao i osnovna verzija masine. Izuzetak predstavljaju neki slabiji,
restriktivni slucajevi: recimo, masina ¢ija traka je ograni¢ena sa jedne strane
i koristi unarni alfabet ili maSina koja ima samo dva stanja i koristi alfabet
od dva znaka. Ekvivalencija varijanti Tjuringove masine se dokazuje tako
§to se pokaze da za svaki program P za neku od varijanti Tjuringove masine
postoje programi za preostale varijante koji simuliraju izvrSenje programa
P iizracunavaju istu funkciju. Skicira¢emo neke od ovih postupaka.

Izbor varijante Tjuringove masine zavisi od primene kojom se bavimo.
Recimo, u analizi slozenosti algoritama se koristi vise varijanti masina zav-
isno od klase slozenosti koja se proucava.
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Tjuringova masina sa bogatijim alfabetom

Kao sto je napomenuto u odeljku 5.2.2 reci bilo kog prebrojivog alfabeta se
mogu prikazati pomoc¢u unarnog alfabeta, tako da se u slucaju Tjuringove
masine sa trakom koja nije ograni¢ena ni sa jedne strane i u veéini drugih
slucajeva alfabet moze, zavisno od potrebe, slobodno odredivati. Na primer,
kada u odeljku 5.5 bude analizirana slozenost algoritama, prirodni brojevi ¢e
biti dati u binarnoj, a ne kao do sada u unarnoj, reprezentaciji. Ostvarena
uSteda ée biti znaCajna posSto je unarna reprezentacija prirodnih brojeva
eksponencijalno duza od binarne.

Tjuringova masina sa trakom koja ima pocetak sa leve strane

Alfabet kod masina ove vrste sadrzi jos jedan specijalni znak, recimo >, koji
sluzi da se prepozna pocetna celija sa leve strane. Preko tog simbola se
nikada ne prepisuje ni jedan drugi simbol, niti se glava sme pomeriti levo,
tako da je jedina mogué¢a naredba kada je znak > u ¢eliji ispod glave oblika:
7 > R g

za neka stanja ¢; i ¢;. Ocigledno je da se sve funkcije koje se izracunavaju
pomoc¢u Tjuringove masSine ¢ija traka ima pocetak sa leve strane mogu
izra¢unati i pomoc¢u standardne varijante magine: jednostavno se nece ko-
ristiti deo trake koji se nalazi sa leve strane ¢elije iznad koje je pozicioni-
rana glava pre pocetka izvrSavanja. Takode, vazi i obrnuto: za svaku
Tjuringovu masinu M; koja na traci neograni¢enoj u oba smera izracunava
neku funkciju f moze se konstruisati masina Mo Cija traka ima pocetak sa
leve strane.

Tjuringova masina sa viSe traka

Pretpostavi¢éemo da je ova varijanta masina organizovana na sledeéi nacin.
Za neki k > 0 Tjuringova masina sa k traka sastoji se od traka oznacenih
sa 1, 2, 3, ..., k. Sve trake imaju kraj sa leve strane, a nad svakom
trakom nalazi se posebna glava. U svakom koraku cita se tekuca celija
na svakoj od traka i preduzima odgovarajuca akcija, tj. neke glave upisuju
znak, neke se pomeraju levo, a neke desno. Na pocetku izvrSavanja ulazni
podaci se smeStaju na prvu traku, dok su sve ostale trake prazne. Ako
izvrSavanje masine shvatimo kao izra¢unavanje neke funkcije, rezultat se
smesta u poslednju, k-tu traku.

U nekim situacijama masina sa vise glava olakSava programiranje. Takav
slucaj je, recimo, sa ispitivanjem da li je neka re¢ palindrom?’. Najpre se
reC iz prve trake iskopira na drugu, glava prve trake se vrati na levo, dok

2TRe¢ je palindrom ako se Gitanjem sa leva na desno i sa desna na levo dobija isti niz
znaka.
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q,s

01,41 02,492 03,43 Ok, 4k

Slika 5.2. Nedeterministicki korak u izvrsavanju Tjuringove masine.

glava druge ostaje u krajnjoj desnoj poziciji. Konaé¢no, dve glave se krecu
u suprotnim smerovima i ispituju da li se nalaze nad jednakim znacima.

Moze se pokazati da vazi da da svaku Tjuringovu maginu sa k traka koja
izracunava neku funkciju f postoji Tjuringova masina sa jednom trakom
koja simulira njeno izvrsavanje. Pri tome vazi sledeta teoremas:

Teorema 5.2.12 Za datu deterministicku Tjuringovu masinu M; sa k-
traka moze se konstruisati deterministicka Tjuringova masina M sa jednom
trakom koja simulira rad masine M;. Duzina rada masine M> je ograni¢ena
polinomijalnom funkcijom duzine rada masine M;. [ |

Nedeterministicka Tjuringova masina

U komentaru u odeljku 5.2.3, ponasanje do sada koristenih verzija Tjuringove
masine je okarakterisano kao deterministicko, tj. za svaku kombinaciju
tekuceg stanja i znaka bila je predvidena samo jedna akcija. Kod nede-
terministicke Tjuringove masine ovaj zahtev ne postoji, odnosno

e za tekuce stanje i simbol u ¢éeliji iznad koje se nalazi glava masine, moze
postojati vise razlicitih operacija i/ili stanja u koja masina prelazi
nakon izvrsavanja naredbe programa.

U izvrSsavanju nedeterministicke Tjuringove masine postoji svojevrsna moguc-
nost izbora: u sluc¢aju da za neko stanje ¢ neki znak s postoji vise moguéih
naredbi treba izabrati neku od njih i nastaviti izvrSavanje, §to je Sematski
prikazano kao deo jednog drveta na slici 5.2. Grananje u drvetu je kona¢no,
§to znac¢i da u svakom koraku izvrSavanja postoji samo konacno mmnogo
opcija za izbor, dok grane predstavljaju moguce redoslede izvrSavanja pro-
grama.

Nedeterministicke masine su pre svega pogodne za davanje odgovora 'da’
ili 'ne’ na pitanja oblika ’da li za ulazne podatke vazi ...7" Imajuéi u vidu
ideju o uvodenju novih stanja qq, i gne zaustavljanje u nekom od ovih stanja
ima znacenje pozitivnog, odnosno negativnog, odgovora. Snaga, odnosno na
jeziku savremenih ra¢unara - brzina, nedeterministickih Tjuringovih masina
je posledica sledeée asimetricne konvencije:
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e masina potvrdno odgovara na pitanje ako se bar jedno od moguéih
izraCunavanja zavrsava u stanju qq,, dok jedino okonc¢anje svih mogudéih
izraCunavanja u stanju gne znaci da je odgovor 'ne’ i

e ako ni jedno izrac¢unavanje ne dovodi do stanja qq, i bar jedno izracunavanje
ne dovodi ni do kog zavrsnog stanja, nedeterministicka masina diver-
gira.

Na osnovu ovog dogovora, nedeterministicka masina se moze zamisliti kao
viSeprocesorski sistem koji se ponasa na slede¢i nac¢in. U svakom koraku
svaki od procesora kreira onoliko novih procesora koliko ima razli¢itih kon-
figuracija u koje taj procesor moze preéi izvrsavanjem tekuce naredbe. Ako
mu u nastavku izvrsavanja bilo koji od njegovih potomaka vrati informaciju
o potvrdnom odgovoru, procesor tu informaciju prosleduje svom neposred-
nom pretku. Negativan odgovor se prosleduje samo ako je dobijen od
svih neposrednih potomaka. Zapravo, svaki procesor izracunava disjunkciju
odgovora svojih potomaka.

Ovakav model masine je pogodan za reSavanje nekih slozenih problema,
o Cemu Ce vise rec¢i biti u odeljku 5.5. Na primer, pretpostavimo da zelimo
ispitati da li je neki prirodan broj n slozen ili prost. Obi¢nom Tjuringovom
masinom problem bi se mogao resiti na slede¢i nacin: delili bismo broj
svim prirodnim brojevima izmedu 2 i 5 i na osnovu toga dali odgovor. U
slu¢aju nedeterministicke Tjuringove masine na jednom mestu bismo imali
mogucénost izbora broja kojim delimo broj n, pa ako je n slozen, a izabrani
broj delilac, mogli bismo dati odgovor u jednom koraku, §to bi bio znacajan
dobitak u odnosu na deterministicki postupak. Lako je uociti da ovaj pos-
tupak nije realan, u smislu da izbor delioca podrazumeva da mi ve¢ znamo
da je n slozen, tj. da nam je poznat bar jedan njegov ¢inilac. Medutim,
i pored toga, nedeterministicka Tjuringova masina se moze simulirati de-
terministickom maginom, tako da se izrazajnost u smislu onoga Sta masina
moze odgovoriti ne menja.

Pretpostavimo da je M; nedeterministicka Tjuringova masina. Odgo-
varajuca deterministicka Tjuringova masina M, Ce sistematski prelaziti sve
moguce redoslede izvrSsavanja masine Mi, najpre duzine 1, pa duzine 2
itd®®. Ovo obezbeduje da ni jedno moguée konaéno izvrsavanje neée biti
preskoceno. Zato, ako bi se masina M7 u nekom trenutku izvrSsavanja nasla
u stanju qg,, to isto ¢ée pre ili posle biti sluc¢aj i sa masinom Ms. Ako svi
mogucdi redosledi izvrsavanja masine M; dovode do stanja ¢, i masina Mo
¢e se nadi u tom stanju kada iscrpi sve moguénosti. Kona¢no ako masina M;
divergira za date ulazne podatke x i masina M; se neée zaustaviti. Ocigledno
je da deterministicka magina Ms u najgorem slucaju bar jednom posecuje

280vo podseéa na mehanizam pretrage po Sirini.
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svaki ¢vor drveta koje prikazuje izvrSavanje nedeterministicke masine M.
Ovih ¢évorova moze biti eksponencijalno vise nego $to je duzina najkraéeg
moguceg izracunavanja masine M; koje dovodi do stanja qg,, ako takvo
uopste postoji.

Teorema 5.2.13 Za datu nedeterministicku Tjuringovu masinu M; sa k-
traka moze se konstruisati deterministicka Tjuringova masina M sa jednom
trakom koja simulira rad masine M;. Duzina rada masine M> je ogranic¢ena
eksponencijalnom funkcijom duzine rada masine Mj. [ |

Za sada nije poznato da li je deterministicku simulaciju rada nedeter-
ministickih masina moguce izvesti u polinomijalnom vremenu. U vezi sa
tim je ¢uveni problem da li je P = NP o ¢emu ¢e biti re¢i u odeljku 5.5.

5.2.7 Univerzalna Tjuringova masina

Univerzalna Tjuringova masina, u oznaci UT'M, je svojevrstan primer pro-
gramibilnog digitalnog racunara opste namene sa programom i podacima
smestenim u memoriju koji simulira izvrSsavanje ostalih Tjuringovih masi-
na. Ulazni podaci koji se smestaju na traku univerzalne Tjuringove masine
su opis neke posebne masine, tj. njen program, i ulazni podaci te masine,
a rezultat izvrSavanja je rezultat rada simulirane posebne masine. UT M je
tako jedinstvena apstraktna masina koji moze samostalno uraditi sve sto je
u stanju da izvede bilo koja druga Tjuringova masina.

Zamisao o postojanju ovakve magine Tjuring je i konkretizovao: napisao
je njen program. Univerzalna logicka povezanost pojmova programa, po-
dataka i automata koji izvrSava dati program nad odgovaraju¢im podacima,
potpuno revolucionarna u to vreme, a danas tako uobicajena, predstavlja
temelj savremenog racunarstva. Kao ilustraciju o na¢inu tadasnjeg razmisljanja
navodimo dva citata (prema [7]):

e 7. ..Smatrao bih kao naj¢udniju koincidenciju na koju sam ikada naisao
ako bi se ispostavilo da se osnovna logika masine dizajnirane za nu-
mericko resavanje diferencijalnih jednacina polkapa sa logikom magine
koja proizvodi ra¢une u nekoj robnoj kuéi?® ...”

e ”... Vratimo se sada na analogiju sa teorijskim maginama za izra¢unavanje
... Moze se pokazati da jedna specijalna masina tog tipa moze obavl-
jati posao svih njih. U stvari, ona moze raditi kao model bilo koje

Pzjavio je 1956. godine Howard Aiken, 1900 — 1973, jedan od pionira u konstrukeiji
raCunara, osniva¢ racunarske laboratorije Univerziteta Harvard, konceptualni dizajner
racunara Harvard Mark I iz 1944. godine.
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druge masine. Ta specijalna maSina se moze nazvati univerzalnom
30 ”

masinom
Dalje razvijajuéi ideju o univerzalnom racunaru, Tjuring je radio na
njenoj realnoj implementaciji, ali i na sustinskim pitanjima, kao Sto je: u
kojoj meri racunari mogu oponasati ljudske aktivnosti, iz ¢ega je proistekla
danas Siroko rasprostranjena nau¢na disciplina veStacka inteligencija.

5.3 Cercova teza

Cuvena Cercova teza je iskaz da

svaki algoritam definise funkciju koja
pripada jednoj dobro definisanoj klasi funkcija

(klasa Tjuring-izra¢unljivih funkcija, klasa parcijalno rekurzivnih funkcija,
klasa A-definabilnih funkcija ili neka druga ekvivalentna klasa), odnosno da
se klasa intuitivno izrac¢unljivih funkcija poklapa sa svakom od nabrojanih
klasa. ITako je viSe istrazivac¢a skoro u isto vreme imalo slicne ideje, tezu je
prvi formulisao Ceré, pa je po njemu i dobila ime.

Intuitivni pojam algoritma je zasnovan na iskustvenom znanju o ljud-
skim umnim sposobnostima, dok su klase izracunljivih funkcija precizno
definisane u odgovaraju¢im formalnim modelima izracunavanja. Cercova
teza izjednacava neformalni i formalni pristup pojmu efektivne izra¢unljivosti,
te se ne moze u strogom smislu smatrati matematickim tvrdenjem, veé je
slicnija formulacijama raznih fizickih zakona. Teza se ne moze dokazati u
okviru neke formalne teorije, ali moze biti opovrgnuta ako bi bila pronadena
funkcija koja jeste intuitivno izracunljiva, a nije, recimo, Tjuring-izracunljiva.
Cinjenica da se tako nesto nije dogodilo od njenog formulisanja govori u
prilog tezi. Drugi vazan argument u korist teze je medusobna ekvivalentnost
raznorodnih formalnih modela izracunavanja do koje tesko da bi doslo da
neka od intuitivnih karakteristika algoritama nije njima obuhvaéena. Zbog
svega toga, posto visedecenijsko istrazivanje nije uspelo da je obori, Cercova,
teza se moze prihvatiti i kao definicija izracunljivosti.

Tokom svih tih decenija razvijane su moéne tehnike za dokazivanje medusobne
ekvivalentnosti formalnih modela izracunavanja i proucavanje Siroke klase
intuitivno izrac¢unljivih funkcija. Nagomilano iskustvo omoguéava relativno
lako prepoznavanje da li nekom neformalno opisanom postupku odgovara
parcijalno izracunljiva funkcija i rutinski prelazak sa intuitivnog na strogi
opis algoritma. To za posledicu ima primenu Cercove teze u nesto sirem

30Tzjavio je 1947. godine Alan Turing na predavanju u Londonskom Matematickom
drustvu.
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smislu nego §to je prethodno naznac¢eno. Naime, da bi se u raznim dokaz-
ima istakle sustinske ideje i izbegli tehnicki detalji ¢esto se pribegava formu-
laciji oblika: ’funkcija je intuitivno izra¢unljiva, pa je prema Ceréovoj tezi
Tjuring-izracunljiva’. Time se dokazi skrac¢uju i ¢ine preglednijim, no treba
skrenuti paznju da ovakvo pozivanje na Cercovu tezu ne znaéi sustinski gu-
bitak strogosti jer za svaki takav korak mora postojati formalno opravdanje
koje se i iznosi u slucaju potrebe.

Cercova teza se koristi i kao argument pri objasnjavanju zasto neki prob-
lem nije resiv. Naime, ako pokazemo da se postupak za resavanje problema
ne nalazi u nekoj od formalizovanih klasa izracunljivih funkcija, na osnovu
Cercove teze zakljuéujemo i da ne postoji efektivni postupak za resavanje
tog problema. U odeljku 5.4 ¢e ovaj tip obrazlozenja biti osnova za razdva-
janje problema na one na koje smo u stanju da odgovorimo i one kod kojih
to nije slucaj, tako da cesto neée ni biti eksplicitno istaknut.

Za kraj ovog odeljka spomenimo i jedan aspekt intuitivne izracunlji-
vosti kome do sada nije bila posveéena paznja. Naime, razmotrimo i Sta
se intuitivno podrazumeva pod algoritamskom izracunljivoséu. Kao $to
¢e se videti u glavi 5.5, postoje rekurzivne funkcije za ¢ije izraCunavanje
je potrebno vreme duze od vremena proteklog od pretpostavljenog nas-
tanka kosmosa, i/ili se zahteva veéi broj memorijskih registara nego $to
je broj atoma od kojih je sastavljena naSa planeta. Postavlja se pitanje
da li su takve funkcije zaista izraCunljive, jer je oc¢igledno da se bar neke
njihove vrednosti prakti¢no ne mogu izra¢unati. Ako se pod intuitivnom
izracunljivoséu podrazumeva ono §to se stvarno moze izra¢unati, uglavnom
se prihvata da su izracunljive funkcije za Cije izrac¢unavanje je potrebno ne
viSe od broja koraka koji je polinomijalna funkcija duzine ulaznih podataka,
§to je ocigledno prava potklasa klase rekurzivnih funkcija. U tom slucaju,
Cercova teza predstavlja korisnu granicu klase funkcija izvan koje sigurno
nema izrac¢unljivih funkcija.

5.4 Odlucivost

U odeljku 5.1.2 je kao razlog uvodenja formalnih modela izra¢unavanja nave-
deno utvrdivanje da li za neki problem postoji algoritam koji ga resava.
Posto definicija Tjuring-izracunljivih (ili njima ekvivalentnih, recimo par-
cijalno rekurzivnih) funkcija prema Ceréovoj tezi odreduju jasnu granicu
dosega algoritama, postojanje takvih funkcija bice kriterijum da njima odgo-
varajucCe probleme smatramo algoritamski resivim.

Definicija 5.4.1 Predikat je relacija, odnosno neki podskup skupa N¥ za
neki prirodan broj k > 0. Predikat R je odluciv (rekurzivan) ako je njegova
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karakteristi¢cna funkcija Cr(x1,...,zy):

) 1 ako vazi R(x1,...,zp)
Cr(@r,... ) = { 0 ako ne vazi R(z1,...,xp)

totalna Tjuring izracunljiva funkcija.
Ako predikat nije odluciv, on je neodluciv. [ |

Posto je relacija nekakav podskup skupa nad kojim je definisana, prirodno je
da se razmatra i odlucivost skupova. Zapravo, analogno se kaze za neki skup
A da je odluciv, odnosno neodluciv, ako mu karakteristicna funkcija jeste
(odnosno nije) totalna Tjuring izracunljiva funkcija. Sli¢no je i sa pojmom
problem, koji mozemo shvatiti kao skup k-torki koje su njegovo resenje, pa
se i tu koristi ista terminologija. Primeri odlué¢ivih skupova (predikata i
problema) su:

e skup N prirodnih brojeva,

e svaki njegov konacan podskup?!,

e skup parnih i skup neparnih brojeva,

e zadovoljivost i valjanost iskaznih formula,

e teorija’? Bulovih algebri, teorija mnozenja prirodnih brojeva, teorija
Abelovih grupa, teorija realno zatvorenih polja, elementarna euklidska
geometrija itd.

Klasa odlucivih skupova (a time i predikata i problema) je zatvorena za
osnovne operacije komplementiranja (u odnosu na skup N¥), unije, preseka
i razlike, §to trivijalno proizilazi iz razmatranja karakteristicnih funkcija za
skupove dobijene tim operacijama.

Medutim, metodologijom koja je razvijena u teoriji izracunljivosti, pokazalo
se da je odlucivost izuzetak, tj. da su neodlucivi problemi mnogo prisutniji.
Neki od poznatih primera za to su:

e problem zaustavljanja - da li proizvoljna Tjuringova masina za proizvol-
jan ulaz zavrsava rad u kona¢no mnogo koraka,

e da li je proizvoljna Tjuring-izra¢unljiva funkcija totalna,

e da li su dve proizvoljne Tjuring-izracunljive funkcije jednake,

317a konacan skup A = {a1,...,a,} prirodnih brojeva karakteristicna funkcija = =
a1 V...V x = an, je ofigledno rekurzivna.

327a neku teoriju T kazemo da je odluciva ako je odluciv problem ’formula « je teorema
teorije 17.
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e problem reci za grupe, tj. ako je grupa G sa jedini¢nim elementom e
generisana skupom elemenata Geng = {g1, g2, . . .}, da li za proizvol-
jan izraz t; sastavljan od elemenata iz Geng (recimo t; = gggf1g5)
vazi t1 = e,

e reSivost diofantskih jednacina,

e problemi zadovoljivosti i valjanosti formula predikatskog ra¢una prvog
reda,

e problem pokrivanja®® ravni u kome je dat kona¢an broj proizvoljnih
oblika poligona, a postavlja se pitanje da li je moguée u potpunosti,
bez preklapanja, pokriti ravan poligonima samo tih oblika itd.

e Peanova aritmetika, teorija grupa, teorija prstena, teorija polja, ZF
teorija skupova itd.

U istom duhu je i teorema 5.4.2 koja zapravo kaze da su svi netrivijalni
skupovi Tjuring-izracunljivih funkcija neodluéivi:

Teorema 5.4.2 (Rajsova teorema) Neka je B neprazna prava potklasa
klase svih Tjuring-izracunljivih funkcija. Problem da li proizvoljna Tjuring-
izracunljiva funkcija pripada B nije odluciv. [ |

a na osnovu koje direktno sledi da sledeé¢i problemi nisu odlucivi:
e domen funkcije je konacan,
e domen funkcije je beskonacan,
e kodomen funkcije je konacan i
e kodomen funkcije je beskonacan.

U teoriji izracunljivosti i slozenosti izracunavanja se proucavaju klase
(ne)odlucivih problema i uvode odgovarajuée hjerarhije. O jednoj klasi-
fikaciji odluc¢ivih problema biée re¢i u odeljku 5.5, a ovde ¢emo kao ilus-
traciju dati definiciju jedne vazne klase neodlucivih predikata i navesti neke
njene osnovne osobine.

Definicija 5.4.3 Predikat (odnosno skup ili problem) R je parcijalno odluciv
(rekurzivno nabrojiv) ako je njegova karakteristi¢na funkcija oblika

1 ako vazi R(x1,...,Ty)
nedefinisano  inace.

CR(xl,...,xn) = {

33Tiling problem.
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parcijalna Tjuring-izracunljiva3? funkcija. [ |
Moze se pokazati da vazi sledeée:

e Predikat P je parcijalno odlu¢iv ako i samo ako postoji parcijalna
Tjuring-izracunljiva funkcija f ¢iji je domen P.

e Predikat P(z1,...,x,) je parcijalno odlué¢iv ako i samo ako postoji
odluciv predikat R(z1,...,zy,y) tako da vazi P(x1,...,z,) akoisamo
ako vazi (Jy)R(x1,...,Zn,Yy).

e Predikat P je odluc¢iv ako i samo ako su predikati P i CP parcijalno

odluéivi®®.

Primeri parcijalno odlucivih problema su:

e problem zaustavljanja proizvoljne Tjuringova masina za proizvoljan
ulaz i

e resivost diofantskih jednacina®.

Sada direkntno sledi da komplementi ovih problema nisu ni odluéivi, ni
parcijalno odlucivi jer bi u suprotnom svi problemi bili odlu¢ivi. Takode,
ni problem da li je proizvoljna Tjuring-izracunljiva funkcija totalna nije
parcijalno odlu¢iv. Dalje se pokazuje da postoji Citava jedna hijerarhija
skupova prirodnih brojeva koja se naziva aritmeticka hijerarhija tako da su
skupovi na visSim nivoima u nekom smislu viSe neodluc¢ivi od skupova sa
nizih nivoa.

5.5 SlozZenost izracunavanja

Razmatrajué¢i Cercovu tezu u odeljku 5.3 skrenuli smo paznju da postoji
sustinska razlika izmedu prakti¢no izra¢unljivih funkcija i funkcija koje se
mogu izra¢unati u principu. U nastavku ¢emo prikazati jedan pristup klasi-
fikaciji slozenosti odluc¢ivih problema merenoj ra¢unarskim resursima poput

340va definicija se moze oslabiti tako §to se dozvoli da za neke, ali ne nuzno sve,
T1,...,%n za koje R(x1,...,x,) ne vazi, bude Cr(x1,...,zn) = 0.

35Intuitivno receno, predikat P(z) je parcijalno odlugiv ako postoji program koji odgo-
vara potvrdno u slucaju da predikat vazi za argumente programa, inac¢e program ne mora
da se zaustavi. Ako bi postojali takvi programi Progp za predikat P i Progcp za njegov
komplement CP, mogli bismo na dva ra¢unara da ih pokrenemo paralelno. Posto za svaki
z vazi ili P(z) ili CP(z) jedan od programa ée se posle izvesnog vremena zaustaviti. Ako
se zaustavi program Progp odgovor bi bio 'vazi P(z)’, a ako se zaustavi program Progcp
odgovor bi bio 'ne vazi P(x)’, pa bi predikat P bio odluéiv.

36Matijagevic je pokazao da su svi parcijalno odlucivi predikati ekvivalentni problemima
resavanja nekih diofantskih jednacina, odakle direktno sledi da je taj problem nije odluciv.
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vremena i memorijskog zauzecéa koji se koriste tokom reSavanja problema.
Istrazivanja o kojima je rec joS nisu u potpunosti odgovorila na pitanja koliko
su i zasto neki zadaci teski, tj. koliko je vremena i prostora potrebno da bi
bili reSeni, ali su dovela do jedne elegentne hijerarhije problema koja pruza
argumente da se sa velikom pravom veruje da su neki problemi jako teski
za izraCunavanje, mada to, mozda nismo u stanju da precizno dokazemo.
Danas je dosta siroko prihvaéeno stanoviste da se pod prakti¢no izra¢unljivim
problemima podrazumevaju oni kod kojih je duzina rada odgovarajuc¢ih pro-
grama limitirana nekom stepenom funkcijom duzine ulaznih podataka. Pre-
ostali odlucivi problemi se smatraju prakti¢no neizracunljivim, tj. izracunljivim
samo u principu. Za takve probleme se ne preporucuje konstrukcija opstih
algoritama za reSavanje, ve¢ se pokuSava pronalazenje efikasnih reSavaca za
neke posebne potprobleme. I pored upornog istrazivanja, granica izmedu
prakti¢no izracunljivih i prakti¢no neizrac¢unljivih problema nije precizno
odredena kao §to je to slucaj sa odlu¢ivim i neodlu¢ivim predikatima. Tako
je, recimo, problem zadovoljivosti iskaznih formula u izvesnom smislu reprezent
klase prakti¢no neizracunljivih problema. Za sada jos nije pokazano, iako se
u to duboko veruje, da ovaj problem ne pripada klasi praktié¢no izra¢unljivih
problema. Ako bi se dokazalo da problem zadovoljivosti ipak pripada i ovoj
klasi problema, onda bi granica koja razdvaja prakti¢no izracunljive od
prakti¢no neizrac¢unljivih problema morala biti znatno podignuta.

5.5.1 Opis problema

Formalni model izrac¢unavanja koji se koristi u analizi slozenosti su deter-
ministicke i nedeterministicke Tjuringove masine sa kona¢nim brojem k£ > 1
traka koje su ogranicene sa leve strane i od kojih prva traka sadrzi ulazne
podatke, a poslednja eventualni rezultat. Odgovarajuéi konacéni skupovi
stanja sadrze poCetno stanje qo, i zavrsna stanja {q., ¢da, gne} koja redom
oznacavaju zavrSetak rada (koristi se pri analizi slozenosti izra¢unavanja
funkcija, kada prelazak u to stanje oznacava zavrsetak rada programa), poz-
itivan odgovor na pitanje i negativan odogovor na pitanje. Kao pogodan za
rad se u ovom kontekstu pokazao binarni alfabet {0,1}, pri se ¢emu kao
pomo¢ni znaci upotrebljavaju i marker levog kraja trake > i blanko znak.
Koristiée se i takozvane Tjuringove masine sa ulazom i izlazom koje
imaju dodatni zahtev da se prva traka sa ulaznim podacima moze samo
¢itati, a da se u poslednju traku sme samo upisivati (ovo poslednje se
obezbeduje tako §to se glava poslednje trake ne sme kretati ulevo).
Problemi koji se analiziraju u teoriji slozenosti izracunavanja uglavnom
se karakteriSu pitanjima na koja se odgovara sa 'da’ ili 'ne’. Recimo, jedan
problem se odnosi na ispitivanje da li je graf povezan. Svaki konkretan
graf za koji se postavi ovo pitanje je primerak problema. U nekim situaci-
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jama, kao kod optimizacije, reSenje problema je neki numericki rezultat.
Ovaj slucaj se moze svesti na prethodni tako Sto se pitanje preformuliSe
u oblik: ’ako je data konstanta ¢, da li je = reSenje problema za koje je
vrednost funkcije koja se optimizuje jednaka sa (veéa od, manja od) ¢?’,
ali se moze resavati i direktno konstrukcijom odgovarajuce funkcije. Pred-
stavljanje problema se vrsi u nekom formalnom jeziku na alfabetu neke
Tjuringove masine, Sto se formalizuje slede¢om definicijom.

Definicija 5.5.1 Problem L za koji se ispituje slozenost je podskup skupa
svih re¢i nekog alfabeta3”. Komplement problema L, u oznaci L na nekom
alfabetu je skup svih re¢i na tom alfabetu koje nisu u L. [ |

Neka je dat alfabet A i neka je L problem. Tjuringova masina pri-
hvata ulazni podatak, tj. re¢, x ako postoji izratunavanje3® u kome se,
polazedi od rec¢i x upisane na ulaznoj traci u poc¢etnom stanju qg, dolazi do
zavrsnog stanje qgq., a odbacuje x ako uvek dolazi do zavrSnog stanje gne.
Ako Tjuringova masina M prihvata sve reci x jezika koje pripadaju prob-
lemu L, a odbacuje svaku re¢ koja nije u problemu L, kaze se da M odlucuje
problem L.

Ako Tjuringova masina M za ulazni podatak z u izrac¢unavanju dolazi do
stanja ¢, onda je sadrzaj poslednje trake rezultat rada masine i oznacava se
sa M(x). Sa L(x) ¢emo oznacavati primerak problema L za ulazni podatak
x, odnosno pitanje da li je x € L.

Primer 5.5.2 Neka je L problem ispitivanja povezanosti dva ¢vora grafa
i z opis nekog grafa i njegova dva izabrana ¢vora. Tada je L(x) primerak
problema L u kome se ispituje da li su u grafu opisanom sa x povezani
izabrani ¢vorovi. [ ]

Ako je L komplement problema L, onda je za svaki primerak = problema
odgovor na pitanje da li je L(z) pozitivan, odnosno negativan, ako i samo
ako je odgovor na pitanje L(x) negativan, odnosno pozitivan.

Primer 5.5.3 Komplement problema ispitivanja zadovoljivosti formule je
ispitivanje nezadovoljivosti formule. [ |

Da bi opis problema koji koristimo bio univerzalan potrebno je proizvol-
jan zadatak predstaviti kao niz re¢i u nekom alfabetu. Recimo, graf bez
izolovanih ¢vorova se moze prikazati kao niz ivica, odnosno niz uredenih
parova ¢vorova, elementi kona¢nog skupa se prikazuju kao prirodni brojevi
koji se opet prikazuju u binarnom obliku itd.

3"Imajuéi u vidu receno u odeljku 5.2.2 problem je zapravo jezik na nekom alfabetu.
38U slucaju deterministickih Tjuringovih magina, to izra¢unavanje je jedinstveno.
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5.5.2 O-notacija

U teoriji slozenosti izraCunavanja se razmatra brzina rasta nekih funkcija.
Brzina rasta se analizira asimptotski, pri ¢emu se ¢esto koriste razlicite
aproksimacije koje opisujemo narednim definicijama i tvrdenjima.

Definicija 5.5.4 Neka su f i g aritmeticke funkcije. Tada je funkcija f u
velikom O od g (u oznaci f(x) = O(g(x))) ako postoje brojevi ¢ i n takvi
da za svaki x > n vazi f(x) < c¢- g(x). Ako takvi brojevi ne postoje, onda

je f(z) # O(g(x)). .

Umesto funkcija f je u velikom O od g kaze se funkcija f je reda funkcije
g ili funkcija g je asimptotska gornja granica funkcije f.

Definicija 5.5.5 Funkcija f raste brze od funkcije g ako f(z) # O(g(z)).
Funkcije f 1 g rastu istom brzinom, u oznaci f(z) = ©O(g(z)), ako vazi

f(z) = O(g(x)) 1 g(x) = O(f(x))- u

Primer 5.5.6 Jednostavnom analizom se zakljucuje da funkcije n i 1345 -
n* + 2007 - n® — Tn 4 5 rastu istom brzinom, dok funkcija 0.0001 - n° raste
brze od funkcije 1345 - n* + 2007 - n3 — Tn + 5. [ |

Sledeée teoreme formulisu neke kriterijume za uporedivanje brzina rasta
funkcija, a mogu se dokazati sredstvima koja se standardno koriste u realnoj
analizi.

f(n)

Teorema 5.5.7 Neka su f i g aritmeticke funkcije i neka je lim,,_, ﬁ =
g(n

5. Ako je (B pozitivan realan broj, onda funkcije f i g rastu istom brzinom.
Ako je = o0, onda vazi g(x) = O(f(x)) i f(x) # O(g(z)), tj. funkcija f
raste brze od g. []

Teorema 5.5.8 Neka je P(n) =ag+a1-n+...4+a,-n", a # 0, polinom
stepena r sa celobrojim koeficijentima. Tada za P(n) i n™ vazi:

1. ako je m =r, P(n) i n™ rastu istom brzinom,
2. ako je m < r, P(n) raste brze od n™ i

3. ako je m > r, n™ raste brze od P(n). |

Teorema 5.5.9 Neka je £ > 1. Funkcije k" raste brze od bilo kog polinoma
sa celobrojnim koeficijentima. Svaki polinom sa celobrojnim koeficijentima
raste brze od bilo koje logaritamske funkcije. [ |

Kako je log.z = log.d - log, x, direktno sledi sledece tvrdenje.
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Teorema 5.5.10 Za svake dve realne konstante ¢,d > 1 vazi log.(x) =
O(log,()). m

Funkcije koje se obi¢no javljaju u O-notaciji prilikom analize slozenosti
su: logaritamska funkcija®® log, n, linearna funkcija k - n, njihov proizvod
nlog, n, stepena funkcija n”, eksponencijalna funkcija k™ itd. Svima njima
je zajednicko:

e lim, ., f(n) = oo, §to ima razumljivo intuitivno opravdanje: $to je
problem veé¢ih dimenzija slozenost izracunavanja je veca,

e funkcije su neopadajuce i

e postoje Tjuringove masine koje ih izracunavaju u prostoru i vremenu
koji su proporcionalni vrednostima funkcija.

Ovakve funkcije se nazivaju prave funkcije slozenosti*® i upotrebljavaju se
u analizi slozenosti izracunavanja.

5.5.3 Klase slozenosti

Najcesce koristene mere slozenosti se odnose na vreme, tj. broj koraka
izvrSavanja programa, i prostor, tj. koli¢inu memorije koju koristi program.
Uobicajeno je da se slozenost izrazava kao funkcija veli¢ine ulaznog podatka.
Ako je z ulazni podatak programa, njegova veli¢ina se oznacava sa |z|. U
slucaju da je ulazni podatak opis grafa, pogodno je da |z| bude broj ¢vorova
grafa. Slicno, ako je ulazni podatak re¢, |z| oznacava duzinu, tj. broj
znakova reci.

Definicija 5.5.11 Vreme izvr§avanja izracunavanja Tjuringove masine M
koja kao ulaz dobija podatak x jednako je duzini niza konfiguracija koje
predstavljaju to izraCunavanje.

Neka je f unarna aritmeticka funkcija, koja zadovoljava uslove za pravu
funkciju slozenosti. Tjuringova masina M radi u vremenu f(n), ako je za
bilo koji ulazni podatak x vreme izvrSavanja izracunavanja masine najvise
f(Jz|). Za nedeterministicku Tjuringovu masinu M se kaze da radi u vre-
menu f(n), ako je za bilo koji ulazni podatak z vreme izvr3avanja bilo
kog izraGunavanja masine najvise f(|x|). Funkcija f je vremenska granica
slozenosti za M.

39Prema teoremi 5.5.10 konstanta koja je baza logaritma nije bitna, pa je moguée ravno-
pravno koristiti i druge logaritamske funkcije bez promene klase koja se njima odreduje.
Ponekad se u literaturi ovo ogleda u tome $to se piSe samo log n.

4OProper complexity functions.
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TIME(f(n)) je skup problema za koje postoje deterministicke Tjuringove
masine koje ih odlucuju, a za koje je vremenska granica slozenosti f(n).
NTIME(f(n)) se definiSe analogno, u odnosu na nedeterministicke Tjuringove
masine. |

Prostorna slozenost nekog problema se definiSe na donekle izmenjen
nacin u odnosu na vremensku slozenost. Razlog za to je zelja da se izbegne
ukljucivanje prostora u koji je upisan ulazni podatak, odnosno u koji se
smesta rezultat, u razmatranje prostorne slozenosti. Za to su pogodne
Tjuringove masine sa ulazom i izlazom. Restrikcija o kojoj je re¢ ne sman-
juje izrazajne sposobnosti, posto je trivijalno da za svaku Tjuringovu masinu
sa k traka koja radi u vemenu f(n) postoji Tjuringova masina sa ulazom i
izlazom sa k + 2 trake koja resava isti problem u vremenu O(f(n)).

Definicija 5.5.12 Prostor izvrsavanja izracunavanja Tjuringove masine M
sa ulazom i izlazom koja kao ulaz dobija podatak x jednak je broju razli¢itih
¢elija traka, sem prve - ulazne i poslednje - izlazne trake, nad kojima se
tokom izracunavanje nadu glave traka.

Neka je f unarna aritmeticka funkcija koja zadovoljava uslove za pravu
funkciju slozenosti. Tjuringova masina M radi u prostoru f(n), ako je za
bilo koji ulazni podatak x prostor izvrSavanja izrac¢unavanja masine najvise
f(Jz|). Za nedeterministicku Tjuringovu masinu M se kaze da radi u pros-
toru f(n), ako je za bilo koji ulazni podatak = prostor izvrSavanja bilo
kog izracunavanja masine najvise f(|z|). Funkcija f je prostorna granica
sloZenosti za M.

SPACE(f(n)) je skup problema za koje postoje deterministicke Tjuringove
masine koje ih odluc¢uju, a za koje je prostorna granica slozenosti f(n). Skup
problema NSPACE(f(n)) se definiSe analogno, u odnosu na nedetermin-
isticke Tjuringove masine. [ |

Ovakav pristup prostornom zauzetu omoguéava razmatranje masina koje
koriste manje od |z|, recimo log, |z|, ¢elija, gde se pod koristenjem po-
drazumeva da su te Celije radni prostor, odnosno da se u njih privremeno
smestaju podaci koji se upotrebljavaju tokom izracunavanja. Pri tome se
u prostor ¢ija se veli¢ina meri ne ukljuc¢uju, recimo, éelije prve trake koje
sadrze ulazni podatak.

Primer 5.5.13 Neka je M masina sa ulazom i izlazom koja sadrzi ¢etiri
trake i ispituje da li je ulazna re¢ palindrom. Prva traka sadrzi ulaznu
re¢ i moguce ju je samo Citati. Druga traka sadrzi binarni zapis indeksa
1 koji oznacava redni broj ciklusa rada, trec¢a binarni zapis indeksa j, dok
se Cetvrta traka ne koristi. Na pocetku rada indeks ¢ se postavlja na 1,
a zatim se rad obavlja u ciklusima. Svaki ciklus po¢inje inicijalizovanjem
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indeksa j na 1 i postavljanjem glave prve trake nad najlevlju éeliju ulazne
reci. Ako je j < i, uveCava se j za 11 pomera glava prve trake nadesno. Ako
je 7 =1 pamti se simbol prve trake koji se trenutno ¢ita i ponovo postavlja
j na 1. Zatim se analogno pronalazi i-ti znak ulazne re¢i brojano sa desne
strane i uporeduje sa zapaméenim simbolom. Postupak se prekida kada su
uporedeni znaci razli¢iti, kom prilikom se prelazi u stanje gy, odnosno kada
je i-ti znak ulazne rec¢i blanko znak, pri ¢emu se prelazi u stanje g4, U
prvom sluc¢aju re¢ nije, a u drugom re¢ jeste palindrom. Prostor izvrSavanja
je u O(log, n) koliko je potrebno za binarno predstavljanje indeksa i i j. B

Definicija 5.5.14 Klasa sloZenosti je skup problema sa zajednickom vre-
menskom ili prostornom granicom. [ |

Primer 5.5.15 Skupovi problema TIME(f(n)), NTIME(f(n)), SPACE(f(n))
i NSPACE(f(n)) su neke klase slozenosti. |

U definisanju klase slozenosti se pretpostavlja da za granice slozenosti
f(n) vazi:

e f(n) > n, ako je re¢ o vremenskoj slozenosti i
e f(n) > log,n, ako je re¢ o prostornoj slozenosti.

Intuitivno rec¢eno, nedeterministicke klase slozenosti sadrze probleme
kod kojih je broj kandidata za resSenje veliki, ali kada se kandidat izabere,
onda je problem njegovog testiranja, (verifikacije, provere) u okviru odgo-
varajuce deterministicke klase problema. Pritome za svaki x koji je primerak
problema postoji izra¢unavanje koje dovodi do prihvatanja, a problem pred-
stavlja izbor izracunavanja kojim se x prihvata. Ni za jedan x koji nije
primerak problema ne postoji takvo izra¢unavanje.

Primer 5.5.16 Primer problema koji se nalazi u nedeterministickoj klasi
je testiranje zadovoljivosti iskaznih formula. Za proizvoljnu formulu pos-
toji relativno veliki broj interpretacija koje treba ispitati, ali ako se izabere
pogodna interpretacija pri kojoj je formula zadovoljena, sama provera nije
komplikovana. Sli¢no, i problem trgovackog putnika u kome se ispituje da
li postoji put u grafu koji kroz svaki ¢vor prolazi ta¢no jednom i koji je
kra¢i od neke unapred zadate konstante se nedeterministicki lako resSava.
Nedeterministicka Tjuringova masina treba da izabere jednu permutaciju
¢vorova grafa i proveri duzinu odgovarajuceg puta. Iako je broj permutacija
n ¢évorova jednak n!, nedeterministicki postupak ima polinomijalnu vremen-
sku granicu slozenosti. [ |

Definicija 5.5.17 Neka je C neka klasa slozenosti, njen komplement, u
oznaci co-C je skup problema oblika {L : L € C}. [ ]
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Ocigledno je da za sve deterministicke klase slozenosti vazi C = co-C
jer se komplement svakog problema iz klase C reSava istom Tjuringovom
masinom koja dodatno menja zavrsno stanje qq, U gne i Obrnuto. Zato
se kaze da su deterministicke klase slozenosti zatvorene za komplement.
Nije poznato da li u opsStem slucaju isto vazi i za nedeterministicke klase
slozenosti.

5.5.4 Odnosi izmedu klasa slozenosti

Odredivanje odnosa izmedu klasa slozenosti je jedno od osnovnih pitanja
kojima se bavi teorija slozenosti izracunavanja. Tvrdenje 5.5.18 govori da
se iz granice slozenosti f(n) moze eliminisati konstantni faktor kojim se
mnozi najslozeniji deo funkcije, tj. da je red brzine rasta O(f(n)) ono $to
je u granici slozenosti f(n) bitno.

Teorema 5.5.18 Neka je problem L € TIME(f(n)). Tada je za proizvoljno
€e>0, Le TIME(ef(n)+n+2).

Neka je problem L € SPACE(f(n)). Tada je za proizvoljno € > 0,
L € SPACE(ef(n) +2). n

Sa druge strane, teorema 5.5.19, takozvana teorema hijerarhije govori
da sa dovoljnim poveéanjem granice slozenosti klase slozenosti Sire.

Teorema 5.5.19 Neka je f(n) prava funkcija slozenosti. Tada vazi:
1. ako je f(n) > n, onda je!! TIME(f(n)) S TIME((f(2n+1))3) i

2. SPACE(f(n)) S SPACE(f(n) -logy f(n)). n

U opisu granica slozenosti O-notacija se koristi na slede¢i nacin: TIM E(O
(f(n)) = UesoTIME(c - f(n)) ili SPACE(2°M) = U,oSPACE(2¢M).
Cesto se umesto neke posebne funkcije koja definise granicu slozenosti ko-
risti familija funkcija, recimo familija svih stepenih funkcija, svih eksponen-
cijalnih funkcija itd., sto podrazumeva da je takva klasa slozenosti unija
klasa odredenih elementima familije. Neke od vaznijih klasa slozenosti su:

o L =SPACE(O(logyn))
e NL=NSPACE(O(logyn))
e P=U,TIME(n?)

“Moze se pokazati i da je gustina razlicitih klasa veéa. Recimo, svaka klasa
TIME(f(n)) je pravi podskup kalse TIME(f(n)log: f(n)). Nama je ovde dovoljno i
slabije tvrdenje.
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e NP=UNTIME(n')

e PSPACE = U;SPACE(n?)

e NPSPACE = U;NSPACE(n?)
e EXP =U,TIME(2"),

e NEXP =UNTIME(2"),

e EXPSPACE = U;SPACE(2"),
¢ 2 EXP=UTIME(22"),
« 2 NEXP = U;NTIME(22") itd.

Dakle, P je klasa slozenosti koja sadrzi one probleme za koje je vremen-
ska granica slozenosti programa koje ih resavaju neka stepena®? funkcija.
Primetimo da su, zbog odredenih tehnickih pogodnosti, u klasama slozenosti
EXP i NEXP stepeni funkcije polinomi. Nazivima klasa koje odgovaraju
deterministickim Tjuringovim masinama ponekada se dodaje slovo D, tako
da se umesto TIMFE koristi DTIME, a umesto SPACE, DSPACE.

U hijerarhiji klasa sloZzenosti ima otvorenih pitanja o tome da li je neki
stepen hijerarhije jednak nekom drugom stepenu. Cesto se zna da je jedan
stepen sadrzan u drugom, ali se ne zna da li, ili ne, vazi i obrnuto, tj. da li se
stepeni poklapaju, ili je jedan pravi podskup od drugog. Neke od dokazanih
relacija su iskazane slede¢om hijerarhijom klasa slozenosti:

LcNLcPcNPcPSPACEC EXPCNEXP.

Poznato je da vazi NL # PSPACFE i P # EX P, pa na bar nekim mestima
u hijerarhiji relacija podskup mora biti striktna. Medutim, ¢itav niz prob-
lema je ostao za sada nereSen, bez obzira na intenzivna istrazivanja koja se
sprovode. Neka od tih pitanja su:

e Dalije P = NP*?
e Dalije P=PSPACE?

e Dalije L=NL?

42posto je O(n*) = O(an - n* + ... + a1 - n + ao), preciznije je re¢i neka polinomijalna
funkcija.

“3Smatra se da je ovo glavni nereseni problem teroijskog racunarstva. Postavio ga je
1971.godine S. Cook u [Coo71]. Uvrsten je na listu problema za Cije resavanje je Clay
Mathematics Institute 2000. godine ponudio nagradu od po milion dolara.
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e Dalije EXP = NEXP?

Prvo pitanje je od posebnog znacaja s obzirom na ranije spomenutu granicu
izmedu prakti¢no izracunljivih problema i onih koji su to samo u principu.
Dokaz da je P # N P bio bi potvrda takvih shvatanja, dok bi suprotan rezul-
tat, mada malo verovatan, doveo do prave revolucije u razvoju algoritama.
Zanimljivo je da iz P = NP sledi EXP = NEXP.

5.5.5 Pozicioniranje slozenosti problema

Medu pitanja kojima se bavi teorija slozenosti izracunavanja spada i odredivanje
kojoj klasi slozenosti pripada neki problem. Pri tome se obi¢no odreduju
neke gornje i donje granice slozenosti tako da budu §to blize jedna drugoj, ali

se deSava da su one medusobno dosta udaljene, te da se slozenost problema

ne moze uvek precizno odrediti. Gornja granica** slozenosti nekog odluéivog
problema se odreduje konstrukcijom algoritma za njegovo reSavanje i anali-
zom koliko vremena i/ili memorije taj algoritam koristi. Ovde treba primetiti
da razli¢iti algoritmi za reSavanje nekog problema mogu dati i razlicite
gornje granice sloZenosti.

Primer 5.5.20 Razmotrimo Euklidov algoritam za nalazenje najveéeg za-
jednickog delioca dva prirodna broja:

function Euklid(m,1)
begin
while m > 0 do
t:=[lmod m

l:=m
m:=t
return [

end

Ako je I > m, uvek je I mod m < é Neka k predstavlja ukupan broj
prolazaka funkcije kroz petlju za ulazne podatke m i [, i neka su za ¢ < k,
m; i l; vrednosti od m i [ na kraju i-te petlje. Uslov za izlazak iz petlje u
koraku k je da je mp =01im; > 1, za ¢ < k. Vrednosti m; i [; su definisane
na sledeci nacin: {; = m;—1 i m; =, , li—1, za 1 < i < k. Ocigledno je da

je za svaki ¢ > 1, [; > m;. Zbog toga je

“Upper bound.
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za svaki i > 2. Ako je k = 2d + 1 imamo

Mi—3 mME—5 mo
< <o < =
2 4 2d

mre—1 <

Posto je my_1 > 1, vazi mg > 2%. Odatle sledi k = 2d + 1 < 1 + 2log, mo.

Slicno se analizira i slu¢aj za k = 2d, imajudéi u vidu da je m; =, lo < mo.
Dakle, broj prolazaka kroz petlju je reda logs m. Kako je duzina bi-

narnog zapisa broja m upravo reda logy m, broj prolazaka kroz petlju je

u O(n), gde je n = |m| veli¢ina binarne reprezentacije ulaznog podatka.

Potrebno vreme za operaciju deljenja koje se vrsi u petlji prilikom izra¢unavanja

modula je u O(log3 m), pa je slozenost celog postupka u O(n?), za n = |ml.

]

Donja granica® slozenosti nekog odlué¢ivog problema se odreduje tako
sto se pokaze da su izvesno vreme i/ili memorijski prostor neophodni za
reSavanje tog problema bilo kojim algoritmom. Odredivanje donje granice
slozenosti je ¢esto tesko i nije poznat neki univerzalni postupak za to. Jedna
od metoda koja se primenjuje je metoda brojanja u kojoj se definiSe neka
karakteristika ponasanja masine, pa se analizira koliko puta se ta karakter-
istika mora ispuniti prilikom prihvatanja ulaza veli¢ine n. Napomenimo i to
da su ceste situacije, recimo u logickim teorijama, u kojima donja granica
nije valjana za sve ili za skoro sve ulazne podatke, ve¢ samo neograni¢eno
mnogo puta, Sto dalje komplikuje problem.

5.5.6 Kompletni problemi

Druga vrsta pozicioniranja u hijerarhiji slozenosti je relativna i izvodi se
poredenjem odnosa slozenosti problema u ¢emu postupak redukcije ima
znacajnu ulogu.

Definicija 5.5.21 Problem A se redukuje na problem B, u oznaci A < B,
ako postoji izracunljiva funkcija f takva da je A(x) tacno ako i samo ako je
tacno i B(f(x)). Funkcija f se tada naziva funkcija redukcije. |

Primetimo da redukovanje ima smisla samo ako je slozenost izracunavanja
funkcije redukcije zanemarljiva u odnosu na slozenost problema B. Slozenost
izracunavanja funkcije redukcije se ograniCava tako da pripada klasi L.
Prema opisanoj hijerarhiji, funkcije redukcije pripadaju i klasi P, $to je
pogodnije za analizu problema u klasama sa vremenskim granicama slozenosti.
Uz to, ova klasa slozenosti obezbeduje da je veli¢ina rezultata f(z) takode
polinomijalno ograni¢ena u odnosu na |z|.

451 ,ower bound.
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Definicija 5.5.22 Funkcija redukcije f problema A na problem B je efikasna,
a problem A je efikasno reducibalan na problem B, u oznaci A <.y B, ako
je slozenost funkcije f u klasi L. [ ]

Primer 5.5.23 Problem postojanja Hamiltonovog puta u grafu, tj. put
koji kroz svaki ¢vor grafa prolazi tacno jednom se efikasno redukuje na prob-
lem SAT koji se odnosi na ispitivanje da li je proizvoljna klasi¢na iskazna
formula zadovoljiva. Neka graf G sadrzi n ¢vorova. Odgovarajuca iskazna
formula R(G) ée sadrzati n? iskaznih slova ; j, 1 < i,j < n ¢ije znacenje je
‘évor j je i-ti évor u Hamiltonovom putu’. R(G) je formula u konjunktivnoj
formi ¢ije konjunkti su oblika:

e x1,;V...Vx, , za svako j, Sto znac¢i da se svaki ¢vor mora pojaviti u
5] n,7» ’
putu,

e —x;; V 1y 4, za svako j i1 # k, Sto znaci da se svaki ¢vor pojavljuje
tacno jednom u putu,

® ;1 V...Vxy, za svako ¢, Sto znaci da jedan ¢vor mora biti i-ti u
putu,

o —x;; Vx;p, za svako ¢ i j # k, Sto znaci da se samo jedan ¢vor moze
biti ¢-ti u putu i

® —xp; V Ty, za sve cvorove ¢ i j koji nisu susedni u grafu G i
1<k<n-1.

Lako se pokazuje da interpretacija koja zadovoljava formulu R(G) opisuje
jedan Hamiltonov put u grafu. Sli¢no, svaki Hamiltonov put u grafu definise
jednu interpretaciju koja zadovoljava R(G). Sledeé¢a Tjuringova masina koja
za ulaz ima opis grafa G i generiSe na izlaznoj traci R(G) pripada klasi L.
Masina na radnoj traci najpre predstavi u binarnoj formi broj n. Na osnovu
toga se izgenerisu svi konjunkti formule R(G) koji ne zavise od grafa G, za
Sta su potrebna tri indeksa i, j i k. U poslednjem koraku, pomocu istih
indeksa se generiSu na radnoj traci redom formule —xy; V —Zp41,, zZa sve
¢vorove 11511 <k <n-—1, azatim se proverava da li su odgovarajuci
¢vorovi povezani u grafu G. Ako to nije slucaj, formula se prepise na izlaznu
traku. [ ]

Definicija 5.5.24 Klasa problema C je zatvorena za <.y ako za svaki prob-
lem B € C i svaki problem A vazi da ako je A <.y B,ondajeiAcC. N

Moze se pokazati da su klase slozenosti L, NL, P, NP, co-NP, PSPACE
i EX P zatvorene za redukciju.
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Pod pretpostavkoma da je A <.y B upotrebom funkcije f, slozenost
problema A je odozgo ograni¢ena zbirom slozenosti problema B i funkcije
redukcije f. Naime, za ispitivanje da li vazi A(x) najpre se = preslika u f(x),
a zatim se primeni program za utvrdivanje da li je B(f(x)). Dakle, ako su
poznate slozenosti problema B i funkcije f mogude je odrediti jednu gornju
granicu slozenosti problema A. Redukcija se moze iskoristiti i za utvrdivanje
donje granice slozenosti. Ako je poznato da je slozenost problema A veéa od
nekog zadatog nivoa, onda se kontrapozicijom moze odrediti i jedna donja
granica slozenosti problema B.

Definicija 5.5.25 Neka je B problem i C klasa slozenosti. Tada kazemo:

e problem B je C-tezak®, u oznaci C <, ¢ B, ako je za svaki problem

A € Cispunjeno A <.y B i
e problem B je C-kompletan®” ako je C <. BiBeC. [ |

Pojam kompletnog problema je znacajan posto svaki takav problem
predstavlja klasu u onosu na koju je kompletan. Tako, na primer, N P-
kompletan problem pripada klasi P ako i samo ako P = NP. Ovo je
posledica tvrdenja 5.5.26 i Cinjenice da je klasa P zatvorena za <.

Teorema 5.5.26 Neka su C i D klase slozenosti, takve da je D C Ci D
zatvorena za <.r i neka je B jedan C-kompletan problem. Tada vazi B € D
ako i samo ako C = D. [ |

Postojanje prirodnih problema koji su kompletni za neku klasu slozenosti
daje klasi odgovarajuéi znacaj, iako on mozda nije jasan samo na osnovu
njene definicije. Takav slucaj je, na primer, sa raznim nedeterministickim
klasama. U nastavku ¢emo prikazati primere kompletnih problema za neke
klase slozenosti. Vide¢emo da su ti problemi proistekli iz stvarnih istrazivanja,
odakle proistice i znacaj odgovarajuc¢ih klasa slozenosti.

Primeri kompletnih problema za najznacajnije klase slozenosti:

e u klasi slozenosti L se nalazi problem koji sadrzi sve re¢i koje su
palindromi, kao i svi problemi za grafove koji se mogu formulisati
u klasi¢nom jeziku prvog reda?®. Problem kompletnosti u ovoj klasi
slozenosti nije znac¢ajan posto redukcija ima smisla samo u klasi koja
je slozenija od same redukcije. L je najmanja prirodna klasa slozenosti
jer je veli¢ina binarne reprezentacije pokazivac¢a na ulazni podatak x
reda log, |z,

46¢C_hard.
47¢ - complete.
4®Recimo simetri¢nost grafa se opisuje sa (Vz)(Vy)(G(z,y) — G(y, x)).
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e problem GAP* koji se odnosi na utvrdivanje da li postoji put izmedu
dva zadata ¢vora grafa je N L-kompletan problem,

e problem C'V?° koji se odnosi na izra¢unavanje vrednosti izlaza logickog
kola u kome ulazne promenljive imaju fiksirane vrednosti je P-kompletan
problem,

e problem SAT koji se definie kao skup svih zadovoljivih klasiénih
iskaznih formula je N P-kompletan problem,

e PSPACE-kompletan je problem RD’' u kome se ispituje da li je za
dati sistem procesa koji komuniciraju i neko inicijalno stanje moguce
stiéi u stanje u kome su svi procesi zaglavljeni ¢ekajuéi medusobno
jedan drugog.

Za problem SAT, uprkos obimnom istrazivanju, jos uvek nije pokazano da
li je, ili nije, u klasi P. Na ovom primeru se lako uocava razlika izmedu de-
terministickog i nedeteministickog izra¢unavanja. Umesto razmatranja cele
istinitosne tablice koje se vrsi u deterministickom slucaju, izborom inter-
pretacije (tj. reda tablice) pri kojoj formula vazi, se lako (u polinomijalnom
vremenu) pokazuje da je formula zadovoljiva.

5.5.7 Komentar o pristupu analizi slozenosti

Razdvajanje problema na prakti¢no izrac¢unljive i izrac¢unljive u principu, za-
visno od toga jesu li, ili ne, u klasi P nije uvek opravdano. Recimo, algoritam
sa eksponencijalnom vremenskom granicom slozenosti u kojoj je eksponent
mali je u nekim prakti¢nim slucajevima, u kojima ulaz relativno nije veliki,
pogodniji od algoritma sa polinomijalnom vremenskom granicom slozenosti.
U tabeli 5.1 su prikazana dva slucaja. U svakom od redova je prikazana
duzina rada rac¢unara koji u sekundi obavlja 10° koraka izracunavanja za
po dva algoritma sa polinomijalnom, odnosno eksponencijalnom, vremen-
skom granicom slozenosti. Razlika izmedu redova je u stepenima polinoma,
odnosno eksponetima i ilustruje relativnost ove vrste podele na prakti¢no i
samo u principu izracunljive probleme.

Sli¢na situacija se javlja kod linearnog programiranja i simpleks algo-
ritma koji je eksponencijalan, ali dobrih performansi u praksi, odnosno
nekih polinomijalnih algoritama za ovaj problem koji su u praksi veoma
spori. Teorijski gledano, broj sluc¢ajeva u kojima bi neki eksponencijalni
algoritam mogao biti bolji od polinomijalnog je obavezano konacan, ali sa

49Graph accessibility problem.
50Circuit value problem.
51Reachable deadlock.
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Vremenska Vreme Vremenska Vreme
granica izvrSavanja granica izvrSavanja
n? 3.6 - 10 %sec 2" 36.3 godine
nt0 19.4 godine 2V 8- 10 ?sec

Tabela 5.1. Poredenje vremena izvrSavanja algoritama za ulazne veli¢ine

n = 60.

stanovista prakti¢nog programiranja, primerci problema koji su interesantni
mogu biti upravo u tom skupu. Ipak treba re¢i da polinomijalnih algoritama
sa ogromnim stepenima nema puno, kao ni eksponencijalnih algoritama sa
jako malim eksponentom, pa spomenute sitacije nisu pravilo.

Druga primedba u vezi teorije slozenosti izra¢unavanja se odnosi na to
§to se analiziraju sluc¢ajevi u kojima se algoritmi najgore ponasaju. Moguce
je da se algoritam sa loSim najgorim sluc¢ajem prihvatljivo, pa ¢ak i supe-
riorno u odnosu na ostale, ponasa u proseku. Primer za to je quick-sort
algoritam sortiranja koji za slu¢ajan niz ima slozenost O(nlog,n), dok je
slozenost za najgori slu¢aj O(n?). Analiza oéekivanog, a ne najgoreg, slucaja
je u takvim situacijama mnogo informativnija. Medutim, da bi se ovakva
analiza sprovela potrebno je poznavanje distibucije ulaznih problema, sto je
Cesto tesko ostvarljivo.

Konaé¢no, polinomijalne funkcije su pogodne za analizu: njihova klasa
je zatvorena za sabiranje i mnozenje, logaritmi svih polinomijalnih funkcija
se razlikuju u konstantnom faktoru, pa su svi u 6(log, n) itd. Zbog svega
ovoga je izbor pristupu prihvatanja statusa praktic¢ne izrac¢unljivosti za prob-
leme koji su u najgorem slucaju polinomijalni nuzno pojednostavljenje koje
dovodi do primenljive i elegantne teorije koja govori o stvarnim izra¢unavanjima.
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Teorija grafova

Teorija grafova je jedna od matematickih disciplina koja poslednjih decenija
izaziva veliko interesovanje koje potice kako od teorijskih problema na koje
se nailazi, tako i od primenljivosti rezultata do kojih se doslo. Bez obzira na
aktuelnost, prvi rad! koji se odnosi na teoriju grafova pojavio se jos u prvoj
polovini XVIII veka. Danas se ova disciplina koristi u mnogobrojnim drugim
oblastima, poput ra¢unarstva, hemije, fizike, za modeliranje saobracajnih,
elektri¢nih ili racunarskih mreza, zapravo kad god se razmatraju neki objekti
i na njima definisane relacije, itd. U ovom poglavlju bi¢e date definicije
osnovnih pojmova u teroji grafova i fomulisana neka osnovna tvrdenja sa
naznakama oblasti u kojima nalaze primene.

6.1 Osnovne definicije

Definicija 6.1.1 Graf je uredeni par G = (Vg, Eg), gde su:

e Vg skup ¢vorova? i

e Eg skup ivica® (grana, rebara) oblika {u,v}, u,v € Vg.

Ivica {u,v} povezuje ¢vorove u i v, pri ¢emu su oni susedni*.
Stepen évora u € Vg je broj ivica {u,v} € Eg®.
Graf je regularan ako svi njegovi ¢vorovi imaju isti stepen.

L. Ejler je 1736. godine u tom radu, iako nije imao razvijenu terminologiju o
grafovima, resavao takovani problem mostova u Koénigsberg-u. Naziv graf u ovom kon-
tekstu je uveo Silvester 1878. godine

2Vertex, node.

3Edge, arc.

4Adjacent, neighbor.

5 Ako se razmatraju grafovi koji imaju ivicu oblika {u,u}, ona se u odredivanju stepena
¢vora u broji dva puta.

143
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Graf H je podgraf grafa G ako je dobijen brisanjem iz G nekih ¢vorova
i ivica, pri ¢emu se obavezno briSu sve ivice u kojima se nalaze obrisani
Cvorovi.

Komplement grafa G, u oznaci CG = (Vi, Ecq), ima isti skup ¢vorova
kao i G, ali {u,v} € Ecg ako i samo ako {u,v} € E¢g (pretpostavljamo da
je u # v).

Tezinski graf® je uredena trojka G' = (Vg, Eg, w), gde su

o G =(Vg, Eg), graf i
e w: Eg i+ [0,00) funkcija koja ivicama pridruzuje tezinu. [ |

Graf moze biti konacan, ili beskonacan, u zavisnosti od kardinalnosti
njegovog skupa ¢vorova. U ovom poglavlju bi¢e razmatrani kona¢ni grafovi.
U literaturi se opisuju i grafovi kod kojih izmedu dva ¢vora moze postojati
vige ivica. Takvi grafovi se nazivaju multigrafovi, dok su obicni grafovi oni
koji zadovoljavaju:

e u skladu sa definicijom 6.1.1, ne postoje visSestruke ivice koje povezuju
2 ¢vora i

e ne sadrze ivice oblika {u,u}, takozvanu petlju’.

U nastavku ¢e uglavnom biti re¢i o obi¢nim grafovima, pa to nece biti
posebno naglasavano.

Ocigledno je da je svaki graf G = (Viz, Eg) jedan nacin predstavljanja
izvesne binarne relacije na skupu V. Primetimo da, ako graf definiSemo kao
Sto je uradeno u definiciji 6.1.1, relacija koju on predstavlja je simetri¢na.

Primer 6.1.2 Najjednostavniji primer grafa je (Vg,?) u kome ne postoji
ni jedna ivica. Njegov komplement je kompletni graf®, u oznaci K,, gde je
n = ’VG‘

Zvezda je graf (Vg, {{u,v} : v € Vg}) u kome sve ivice povezuju jedan
¢vor u sa ostalim ¢vorovima grafa.

Kod bipartitnog grafa skup ¢évorova ima particiju {V2, V3} pri ¢emu
svaka ivica povezuje ¢vor iz Vé sa ¢vorom iz VC%. Kompletni bipartitni graf
je bipartitni graf u kome je svaki ¢vor iz Vé povezan sa svakim ¢vorom iz
V2.

Na slici 6.1 prikazani su kompletni graf K, (slika a), jedan graf u obliku
zvezde (slika b) i nekompletni bipartitni graf (slika c) za koga je V& =
{v1,v9,v3} 1 V& = {va,vs}, paje [V =31 |V3 = 2. n

Drugi nacin za prikazivanje grafova je pomoc¢u matrice susedstva.

SEngleski: weighted graph.
"Loop.
8Complete graph, clique.
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Slika 6.1. Slikovne reprezentacije grafova.

Definicija 6.1.3 Matrica susedstva grafa G = (Vig, Eg) je kvadratna ma-
trica S(G) vy x|vg| U kojoj je S(G);; broj ivica koje povezuju ¢vorove v; i
Vj. |

Primer 6.1.4 Matrica

_ o O O O
O = O O O
_ o O o O
o O O = O
OO = O =

predstavlja matricu susedstva za bipartitni graf iz primera 6.1.2 dat slikom
6.1(c). Ocigledno je da je matrica simetri¢na. [ ]

Posmatrajmo jedan niz ivica e; = {wvg,v1}, e2 = {vi,v2}, ..., €, =
{vn—1,v,} u grafu u kome za svako i ivice e; i €;41 imaju zajednicki évor
(e; Nei+1 = {v;}, i =1,n —1). Svake dve uzastopne ivice u ovom nizu su
susedne, a nizu ivica eq, ..., e, odgovara niz ¢vorova vg, Vi, - - ., Upn.

Definicija 6.1.5 Put u grafu je niz medusobno razli¢itih susednih ivica
e1 = {vo,v1}, ea = {v1,v2}, ..., en = {vp_1, v, } takvih da u odgovarajuéem
nizu évorova nema jednakih, sem eventualno évorova vg i v,. Setnja je svaki
niz medusobno razli¢itih susednih ivica kod kojih u odgovarajué¢em nizu
¢vorova moze biti i jednakih.

Duzina puta je broj ivica koje ga Cine.

Ciklus (kruzni, zatvoreni put) je put za koji vazi vy = vy, [ |

Primetimo da:

e uslov da medu ivicama u putu nema istih znac¢i da put ne sadrzi kao
potput ni jedan ciklus, a

e uslov da medu odgovarajuéim ¢vorovima u nizu nema jednakih (sem
eventualno vy i v,) znaci da put ne seée samog sebe.
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Drugim rec¢ima, prelazeéi neki put obilazi¢emo razli¢ite ¢vorove (uz eventu-
alni izuzetak pocetka i kraja puta), dok kod Setnje to ne mora biti slucaj.

Definicija 6.1.6 Cvorovi u i v u grafu G su povezani putem e, ea, ..., €,
ako je e; = {u,z} ie, = {y,v}.

Graf je povezan ako za svaka dva ¢vora postoji put koji ih povezuje.

H je povezana komponenta grafa G ako je to maksimalan podgraf grafa
G koji je povezan. [ |

Svaki ¢vor grafa pripada ta¢no jednoj povezanoj komponenti jer:
e ocigledno pripada bar jednoj povezanoj komponenti, a

e svake dve povezane komponente su disjunktne, jer ako bi imale za-
jednicki ¢évor i njihova unija bi bila povezana komponenta.

Definicija 6.1.7 Dva grafa G = (Vig, Eg) i H = (Vg, Eg) su izomorfna
ako postoji bijektivna funkcija f : G — H takva da {u,v} € Eg ako i samo
ako je {f(u), f(v)} € En.

Dva grafa G = (Vg,Eq) 1 H = (Vig,Es) su homeomorfna ako se
izomorfna slika jednog moze dobiti iz izomorfne slike drugog grafa doda-
vanjem na neke ivice, ili brisanjem sa nekih ivica, ¢vorova stepena 2. [ |

Ovde ¢emo samo napomenuti da je problem slozenosti ispitivanja (ne)izomorfnosti
grafova otvoren, tj. nije poznato da li pripada klasi P ili je NP-kompletan.

6.2 Planarnost grafova

Na prethodnim slikama predstavljeni su neki grafovi, tako $to su im ¢vorovi
prikazani kao tacke, a ivice kao linije koje ih povezuju. Neki od grafova
imaju osobinu da su predstavijivi u ravni, tj. da su nacrtani u ravni tako
da se linije koje povezuju njihove ¢vorove ne seku (sem $to se dodiruju u
temenima).

Definicija 6.2.1 Graf je planarni ako je izomorfan nekom grafu pred-
stavljivom u ravni. [ |

Najpre ¢emo formulisati tvrdenje 6.2.2 o slabijem zahtevu za predstavljivost
grafova.

Teorema 6.2.2 Svaki graf se moze predstaviti u prostoru dimenzije 3 (u
E3).
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./ \. ./f;:
a) b)

Slika 6.2. Planarni grafovi i oblasti u ravni.

Dokaz. Neka je dat graf G = (V5, Eg) u kome je broj ¢vorova |Vg| = m,
i broj ivica |Eg| = k. Posmatra¢emo proizvoljnu pravu [ i k razli¢itih ravni
i, a9, ..., a iz pramena ravni koje se seku po pravoj [. Na pravoj [ zatim
biramo m tacaka Ai, As, ..., A koje ¢e predstavljati ¢vorove grafa, dok
svakoj od k ivica pridruzimo ta¢no jednu od izabranih ravni. Ako je ivica
oblika e, = {v;,v;}, onda ¢emo u ravni «,, tacke A; i A; povezati lukom.
Time se dobija predstavljanje grafa u E3. [ |

Sada se prirodno postavlja pitanje da li se dimenzija prostora u kome su
predstavljivi svi grafovi moze spustiti na 2, a ako to nije sluc¢aj - da li se za
proizvoljan graf moze proveriti da li je planaran. Pored teorijskog, odgovor
ima znacaj i za primene, recimo da li neko elektronsko kolo prikazano grafom
moze biti odstampano na jednom nivou stampane ploce, ili se (ako graf nije
planaran) mora premostiti nekoliko nivoa Stampe da bi se izbeglo da se veze
elemenata seku.

Uoc¢imo najpre da ako je graf planaran, on deli ravan na oblasti od kojih
je nula ili viSe njih konac¢nih zatvorenih, i ta¢no jedna neogranicena.

Primer 6.2.3 Na slici 6.2 su prikazana dva planarna grafa. Prvi od njih,
K3, koji je u obliku trougla, (slika a) deli ravan na jednu kona¢nu zatvorenu
i jednu neogranic¢enu oblast, dok kod drugog koji je u obliku stabla (slika b)
postoji samo jedna neogranicena oblast. [ |

Teorema 6.2.4 povezuje svojstvo planarnosti sa karakteristikama grafa datim
brojevima ¢vorova, ivica i oblasti koje graf odreduje u ravni.

Teorema 6.2.4 (Ojlerova teorema) Povezani planarni graf G = (Viz, Eg)
deli ravan u f = |Eg| — |Vg| + 2 oblasti. u

Ovo tvrdenje daje kriterijum za utvrdivanje da neki graf nije planaran.
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Slika 6.3. Kompletan bipartitni graf K33 i kompletan graf K.

Primer 6.2.5 Razmotrimo kompletan bipartitni graf dat na slici 6.3(a).
Ovaj graf se oznacava sa K3 3. Za njega je |Eg| =91 |Viz| = 6. Primenom
teoreme 6.2.4 se pokazuje da K33 nije planaran.

Ako bi graf bio planaran, vazilo bi da su granice oblasti neki ciklusi u
grafu. Za zatvorene oblasti to je trivijalno, dok za neograni¢enu oblast kao
intuicija moze posluziti prvi graf sa slike 6.2 u kome ciklus deli ravan na
jednu konacnu zatvorenu i jednu neograni¢enu oblast. Svaka ivica pripada
granici ta¢no dve oblasti. Odatle je broj ivica koje pripadaju granicama
oblasti jednak 2|E¢g|. U grafu K33 najkraci ciklus ima 4 ivice, pa i svaka
oblast mora imati granicu sa najmanje toliko ivica. Posto svaka ivica pri-
pada nekom ciklusu, sledi da broj ivica koje pripadaju granicama oblasti
nije manji od 4 - f, odnosno:

2|Eg| >4-f.
Kada se ovo zameni u Ojlerovu formulu dobija se kontradikcija
2|Eq| =18>4-(|Eg| —|Vo| +2)=4-(9—-6+2) = 20,

pa zakljuc¢ujemo da graf K33 nije planaran.

Sliéno razmatranje, uz ogranicenje da su najkraci ciklusi duzine 3, pa
je 2|Eg| > 3 - f, dovodi do zaklju¢ka da ni kompletni graf K5 dat na slici
6.3(b) nije planaran. |

Jasno je da ni jedan graf koji kao podgraf ima graf izomorfan bilo sa
K33, bilo sa K5, ne moze biti planaran. Medutim, obrnuto ne mora da
vazi, vec se tu koristi nesto slabiji pojam - homeomorfizam grafova - uveden
u definiciji 6.1.7. Intuicija je sledeca: posmatrajmo graf dobijen od K5 tako
sto je na ivici {v1,v2} dodat ¢vor vg, tako da umesto {v,ve}, postoje ivice
{v1,v6} 1 {vg,v2}. Taj novi graf i dalje nije planaran, ali nije ni izomorfan
(ve¢ samo homeomorfan) sa K5. Tada vazi tvrdenje:

Teorema 6.2.6 (Kuratosvki) Y Graf je planaran ako i samo ako ni jedan
njegov podgraf nije homeomorfan grafovima K33, ili Ks. [ |

9Kazimierz Kuratowski, 1896 — 1980, poljski matematicar.
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Slika 6.4. Grafovska reprezentacija mape Konigsberg-a.

6.3 Ojlerova Setnja

Kao sto je ranije napomenuto, Ojlerov je analizirajuéi problem mostova u
Ko6nigsberg-u (danas Kaliningrad, u Rusiji) dao prvi poznati rad u oblasti
teorije grafova. Na slici 6.4 data je grafovska reprezentacija mape grada
u kojoj su ¢vorovi kvartovi razdvojeni rekom, a ivice oznacavaju mostove
koji ih povezuju. Na primer, gornji ¢vor (odnosno kvart, oznacen sa U)
3 mosta povezuju sa ostalim kvartovima, dok je za najlevlji ¢vor (oznacen
sa L) to slucéaj sa 5 mostova. Primetimo da se ovde radi o multigrafu, a
ne o obi¢nom grafu, poSto, na primer, gornji i levi ¢vor povezuje 2 mosta.
Problem o kome je re¢ odnosi se na ispitivanje da li je moguce izvesti Setnju,
nazvanu kasnije Ojlerova $etnja, u kojoj se svaki most prelazi ta¢no jednom.
Treba obratiti paznju da je, posto je re¢ o Setnji, dozvoljeno da se isti ¢vor
poseti vise puta.

Ojler je na problem odgovorio negativno, tj. da takva Setnja ne postoji,
uz intuitivno jasno obrazlozenje. Pretpostavimo da Setnju ne pocinjemo u
¢voru L. U nekom trenutku, prelazeé¢i neku od ivica sti¢i ¢emo do njega,
pa ga napustiti drugom ivicom, zatim se na njega vratiti trecom, pa ga
ponovu napustiti cetvrtom i kona¢no pomocu pete ivice vra¢amo se u L. Tu
moramo da se zaustavimo jer smo iskoristili svih 5 ivica. Dakle, ako Setnja
nije zapocela u L, tu mora da se zavrsi. Sli¢no se objasnjava i konstatacija
da, ako Setnja pocinje u L, u njemu ne moze da se i zavrsi. Isto vazi i za
sve druge ¢vorove, pri ¢emu je jedina razlika da je stepen svakog od njih
3, pa je broj poseta tim ¢vorovima manji nego za L. Dakle, za svaki ¢vor
zaklju¢ujemo da Setnja ili polazi iz njega, ili se u njemu zavrsava. PosSto
graf sadrzi 4 ¢vora, ispuniti takav zahtev nije moguce. Ojler je kostatovao
da se isti zaklju¢ak moze dobiti ispitivanjem svih moguéih Setnji, ali je
(primec¢ujudi da ta provera moze biti jako duga) iskazao i opsti kriterijum za
(ne)postojanje ovakve Setnje, a koja formulisana u savremenoj terminologiji
glasi:

Teorema 6.3.1 Ako povezani graf ima viSe od dva ¢vora neparnog stepena,
u njemu nije moguce izvesti Ojlerovu Setnju. Ako povezani graf ima ta¢no
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dva ¢vora neparnog stepena, u njemu je moguce izvesti Ojlerovu Setnju, a
svaka od tih Setnji mora poceti u jednom od tih ¢vorova i zavrsiti u drugom.

Povezani graf ima zatvorenu Ojlerovu Setnju ako i samo ako su mu svi
¢vorovi parnog stepena. |

6.4 Hamiltonov ciklus i problem trgovackog put-
nika

Problem poznat pod nazivom Hamiltonov ciklus'® je u izvesnom smislu
dualan upravo opisanom problemu Ojlerove Setnje, s tim da se ovde ispituje
postojanje ciklusa koji sadrzi sve ¢vorove grafa, a ne Setnje koja sadrzi
sve ivice. Podsetimo i da, kao Sto u Setnji nema ponavljanja ivica, tako
se ni u ciklusu ne smeju isti ¢vorovi pojavljivati vise puta. Medutim, za
razliku od jednostavne karakterizacije postojona Ojlerove Setnje kakvu daje
teorema 6.3.1, do sada nisu poznati potrebni i dovoljni uslovi za postojanje
Hamiltonovog ciklusa u proizvoljnom grafu.

Jedan od dovoljnih uslova za postojanje Hamiltonovog ciklusa formulian
je tvrdenjem 6.4.1.

Teorema 6.4.1 Povezani graf sa n > 3 ¢vorova u kome je stepen svakog
¢vora barem 7 sadrzi Hamiltonov ciklus. [ ]

U bliskoj vezi sa Hamiltonovim ciklusima je jedan od najvaznijih prob-
lema u kombinatorijalnoj optimizaciji - takozvani problem trgovackog put-
nika.  Ovde se posmatraju kompletni tezinski grafovi u kojima se traze
Hamiltonovi ciklusi sa minimalnim zbirom tezina ivica. Znacaj problema
trgovackog putnika prepoznat je u mnogim oblastima u kojima sluzi za
modeliranje razlicitih realnih situacija. Na primer, tezine ivica mogu biti
rastojanja koja treba preéi na putu, vremena ili koli¢ine goriva koje treba
potrositi na obavljanja nekih operacija itd.

Primer 6.4.2 Razmotrimo tezinski kompletan graf dat na slici 6.5. On
moze biti predstavljen i matricom

0 4 9 12 10 3
4 0 6 8 10 10
9 6 0 3 9 12
12 8 3 0 4 11
10 10 9 4 0 7

3 10 12 11 7 0 |

10William Rowan Hamilton, 1805 — 1865, irski matematicar, fizicar i astronom. Uveo
je kvaternione, jednu vrstu generalizacije kompleksnih brojeva.
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Slika 6.5. Ciklus trgovackog putnika.

u kojoj su odgovarajuce koordinate tezine pridruzene ivicama. Recimo,
w(vy,v2) = 4 1 w(ve,vs) = 10. Moze se pokazati da je resenje problema
trgovackog putnika u ovom grafu ciklus koji sadrzi ivice (v, ve), (ve,vs),
(v3,v4), (va,v5), (s, v5), (v, V1), koje su na slici prikazane debljim linijama,
ukupne tezine 29. [ |

Primetimo da, posto razmatramo konaéne grafove u kojima postoji samo
kona¢no mnogo Hamiltonovih ciklusa, uvek postoji i bar jedan minimalan,
pa je problem trgovackog putnika odluciv. Medutim, za sada nije poznat i
efikasan algoritam za njegovo reSavanje, tj. pokazano je da je ovaj problem
NP-kompletan. Zbog toga se intenzivno radi na konstrukciji heuristickih
algoritama za njegovo reSavanje.

6.5 Uparivanje u bipartitnim grafovima

Pretpostavimo da na raspolaganju imamo izvestan broj razli¢itih fotokopir-
uredaja i nekoliko tipova jedini¢nih punjenja tonera, tako da se neke vrste
tonera mogu sipati u neke vrste fotokopira (neke tonere mozemo iskoristiti
za neke, ne nuzno sve fotokopire, dok razli¢itim fotokopirima ne moraju
odgovarati iste vrste tonera) i da zelimo da ustanovima da li je moguce tako
rasporediti tonere da:

e svi fotokopiri budu napunjeni i
e sav toner potroSen.

Ako je tako nesto izvodljivo, ostvareno je savrseno uparivanje'l.
Situacije poput navedene se mogu predstaviti pomoc¢u bipartitnih grafova.
Recimo, i fotokopire i tonere bismo predstavili pomoc¢u ¢vorova, dok bi ivice

"Engleski: perfect matching
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koje ih povezuju ukazivale na kompatibilnost. Sada se problem moze for-
mulisati terminologijom grafova na sledeé¢i na¢in: da li se moze pronaci skup
ivica u bipartitnom grafu tako da je svaki ¢vor jedne particiji povezan sa
ta¢no jednim ¢vorom druge particije. Tvrdenje 6.5.1 daje uslove za resivost
ovog problema.

Teorema 6.5.1 Neka je G = (VA U VZ, Eg) bipartitini graf. Tada:

e ako svaki ¢vor ima isti pozitivni stepen, u grafu G postoji savrseno
uparivanje,

e u grafu G postoji savrieno uparivanje ako i samo ako |V2| = |[V3| i za
svako k i svaki podskup A C V2, takav da |A| = k, postoji B C Vg,
takav da |B| = k, pri ¢emu su ¢vorovi iz B povezani sa barem jednim
¢vorom iz A. ]

Za utvrdivanje postojanja savrSenog uparivanja u bipartitinom grafu postoje
efikasni algoritmi sa polinomijalnom vremenskom slozenoséu.

6.6 Hromatski broj grafa

Prilikom bojenja graf svakom ¢voru se pridruzuje jedna boja, tako da susedni
¢vorovi nisu iste boje. Hromatski broj grafa G iznosi k, ako je k najmanji
broj boja kojima se G' moze obojiti. Pored prakti¢ne primene u ispitivanju
logickih kola, problem utvrdivanja hromatskog broja ima i istorijsku pozad-
inu. Naime, engleski matematicar Kejli je 1879. godine postavio problem
cetirt boje: da li je moguée obojiti svaku kartu upotrebom cetiri boje, pri
c¢emu je svaka drzava obojena tac¢no jednom bojom i ni koje dve susedne
drzave (koje imaju zajednicku grani¢nu liniju) nisu obojene istom bojom.
Skoro vek kasnije, 1976. godine, problem je pozitivno resen. U reSavanju
problema su po prvi put u matematici ozbiljno iskoriSteni racunari pomoéu
kojih je testiran veliki broj relevantnih slucajeva.

6.7 Stabla

Definicija 6.7.1 Stablo'? je povezan graf bez ciklusa.

Razapinjuce stablo'® za povezani graf G = (Vg, Eg) je stablo koje je
podgraf grafa G i sadrzi sve ¢vorove iz V.

Stablo sa korenom je uredena trojka T = (Vp, Ep,v), gde je T =
(Vp, E7) stablo, a v € Vi izabrani évor koji se naziva koren'*. Cvorovi

2Engleski: Tree.
13Engleski: Spanning tree.
M Engleski: root.
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Slika 6.6. Graf koji je puno binarno stablo.

stepena 1 iz Vi, razliciti od korena, se nazivaju listovi'®. Svi ostali évorovi
iz Vi se nazivaju unutrasnji'S.

U stablu sa korenom T = (Vp, Ep,v) nivo ¢vora w je duzina jedinstvenog
puta, tj. broj ivica, od korena v do w. Visina je maksimalni nivo évorova u
stablu. Roditelj ¢vora w nivoa k je jedinstveni susedni ¢vor v nivoa k — 1.
Ako je v roditelj ¢vora w, onda je w potomak Cvora v.

Stablo sa korenom u kome svaki ¢vor ima najvise m potomaka, a bar
jedan ¢vor ima tacno m potomaka je m-arno stablo. Ako je m = 2, rec je o
binarnom stablu, a ako je m = 3 o ternarnom. m-arno stablo u kome svaki
roditelj ima ta¢no m potomaka se naziva puno. [ |

Primer 6.7.2 Slika 6.6 prikazuje jedno puno binarno stablo. Cvor v; je
koren, a listovi su ¢évorovi v, vg, vg 1 v7. Cvor vs je roditelj ¢vorova vg
i v7. Nivo ¢vora vy iznosi 2, dok je nivo ¢vorova vg i vy jednak 3, Sto je
istovremeno i visina stabla. [ |

Tvrdenje 6.7.3 prikazuje neka osnovna svojstva stabala.
Teorema 6.7.3 Za svako stablo T' = (Vr, Er) vazi:
e svaki par razlicitih ¢vorova je povezan ta¢no jednim putem,
e brisanje bilo koje ivice iz Er proizvodi dva grafa koja su oba stabla i
e |Ep|=|Vp|—1. [ ]

Nabroja¢emo nekoliko primena u kojima se razvijaju algoritmi zasnovani
na strukturama podataka baziranim na stablima:

nosti tako da za svaki ¢vor vazi da su sve vrednosti u ¢vorovima u
levom podstablu manje do jednake od vrednosti u samom ¢évoru, koja
je manja do jednaka od vrednosyi u ¢vorovima desnog podstabla,

15Engleski: leaf.
%Engleski: internal vertex.
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e pretrazivanje podataka po &irini'? ili po dubini'® razapinjuéeg stabla
grafa koji sadrzi neke podatke,

e konstrukcija minimalnog razapinjuéeg stabla tezinskog grafa (koji moze
modelirati, na primer, telefonsku ili mrezu puteva) ili najkraceg puta
izmedu njegovih ¢vorova itd.

6.8 Direktni grafovi

U prethodnom tekstu ivice grafova su bile neusmerene, tj. ivice su uvedene
kao skupovi. U nekim slu¢ajevima je pogodno ivicama dodati usmerenje i
time razlikovati ¢vorove iz kojih ivice polaze, od onih u koje ivice dolaze.
Moguéa interpretacija ovakvog tipa ivica je da tokom obilaska grafa nije
dozvoljeno kretanje ivicama suprotno njihovim smerovima. Usmerenje se
moze definisati ako ivice, umesto kao skupove, shvatimo kao uredene parove.

Definicija 6.8.1 Direktan graf (digraf) je uredeni par G = (Vg, E¢), gde
je Vg skup c¢wvorova i Eg C Vé skup ivica.
Svaka ivica e = (u,v) € Eg je uredeni par ¢vorova u,v € Vg, gde je u
évor repa'® (pocetni cvor), a v évor glave®® (ulazni, zavrsni évor) ivice e.
Direktan aciklican graf?! je direktan graf u kojem nema ciklusa. [ ]

Veéina pojmova, poput puta, ciklusa, povezanosti itd., se definisu analogno
kao kod neorijentisanih grafova, pri ¢emu se jedino vodi ra¢una o usmerenju
ivica. Na primer, susedne ivice u putu u digrafu moraju biti oblika ¢; =
(vi—1,vi) 1 €i41 = (vi, vi+1), tj. Cvor glave ivice e; mora biti ¢vor repa ivice
e;+1- Medutim, ovde relacije koje predstavljaju digrafovi ne moraju biti
simetricne.

Prilikom slikovnog prikazivanja digrafova usmerenje ivica prikazuju stre-
lice usmerene od polaznih ka zavrsnim ¢vorovima, kao Sto je prikazano na
slici 6.7.

Primer 6.8.2 Na slici 6.7 je prikazan digraf ({vi,ve,vs}, {(v1,v2), (v1,v3),
<’U3,’U2>}>. |

Slededi problemi ilustruju moguce primene digrafova:

"Engleski: breadth-first search.
8 Engleski: depth-first search.
19Tail vertex.

20Head vertex.

21 Direct acyclic graph, DAG.



6.8. Direktni grafovi 155

U1

oU——©0
V2 U3

Slika 6.7. Direktan graf.

e binarni diagrami odluéivanja?? koji se koriste u efikasnom predstavl-
janju Bulovih funkcija,

e maksimizacija protoka kroz transportne mreze?® modelirne tezinskim

digrafovima (gde transportna mreza moze biti mreza optickih ili elek-
tricnih kablova, cevovod, ...) itd.

22Engleski: binary decision diagrams, BDD.
Engleski: maximum flow problem
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