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5 Tehnicka pitanja

© Izratunljivost

@ Istorijski pregled

@ Intuitivni pojam algoritma
© Tjuringova magina

@ Neformalni opis TM

@ Tjuringove masine i funkcije

@ Tjuring-neizratunljive funkcije

@ Varijante Tjuringove masine

@ Univerzalna Tjuringova masina UTM
@ Primitivno rekurzivne funkcije

o Gedelizacija

@ Intuitivno izradunljive i primitivno rekurzivne funkcije
© Parcijalno rekurzivne funkcije
@ Tjuring-izratunljive i parc. rek. funkcije
(7 ) Cerlova teza
© Relativna izratunljivost
© Odlutivi predikati

il) Parcijalno odludivi predikati
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Tehnicka pitanja

Teorija izratunljivosti (31):

@ predavanja: 2 ¢asa nedeljno
@ asistent:
e Filip Samardzi¢

@ pravila polaganja:

polaganje od januara 2013. godine
predispitne obaveze 30 poena (2 kolokvijuma)
ispit 70 poena (pismeni, usmeni)

seminarski radovi

za 6 je potrebno 50 poena

@ Internet-stranica predmeta u pripremi
http://www.mi.sanu.ac.rs/~zorano/ti/2012/ti.html
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Tehnicka pitanja

Literatura:

@ Z. Ognjanovi¢, N. KrdZavac, Uvod u teorijsko raunarstvo, FON,
Beograd, 2004.
http://www.mi.sanu.ac.rs/~zorano/ti/ TeorijskoRacunarstvo.pdf

Pomoéna literatura:

@ N. Cutland, Computability, an introduction to recursive function
theory, Cambridge university press, 1986.

J.Hopcroft, J.Ullman, Formal languages and their relation to
automata, Addison-Wesley, 1969.

Z. Mijajlovié, Z. Markovi¢, K. Do%en, Hilbertovi problemi i logika,
Zavod za udZbenike i nastavna sredstva, Beograd, 1986.

C. Papadimitriou, Computational complexity, Addison-Wesley, 1995.

Irena Spasi¢, Predrag Jani¢i¢, TAJA - Zbirka zadataka, Matemati&ki
fakultet, Beograd, 2000.
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Izrakunljivost Istorijski pregled

|zracunljivost

@ Teorija izraunljivosti (tj. teorija algoritama)

@ oblast nastala izmedu 1930. i 1940. godine, pre razvoja digitalnih
racunara

@ rezultat pretresanja osnova matematike zbog paradoksa koji su se
pojavili krajem XIX i poletkom XX veka.

Zoran Ognjanovi¢ (zorano@mi.sanu.ac.rs) Teorija izratunljivosti MF Beograd, 2012/13 5 /210



Izrakunljivost Istorijski pregled

|zracunljivost

@ postavljalo se pitanje (Entscheidungsproblem, problem odlu¢ivanja)
da li postoji opsti postupak utvrdivanja istinitosti matematickih iskaza

@ vodi poreklo jo$ od Leibnitz-a koji je u XVII veku, nakon uspesne
konstrukcije mehani¢ke ratunske masine, razmisljao o konstrukciji
masine koja bi mogla manipulisati simbolima i na taj nadin odrediti
istinitost iskaza

@ problem je aktuelizovao Hilbert, u poznatom predavanju na Kongresu
matematicara odrzanom 1900

@ odgovor - treba precizirati $ta se podrazumeva pod postupkom
mehani¢kog izvodenja

@ nezavisno jedan od drugog, Cer i Tjuring su negativno odgovorili na
ovo pitanje (jednakosti \-izraza, halting problem)
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Gottfried Wilhelm Leibnitz (Lajbni¢), 1646 — 1716

Matemati&ar i filozof, verovatno slovenskog porekla. Jedan od kreatora
diferencijalnog rac¢una, mislilac koji je i%ao daleko ispred svog vremena. Nakon
uspesne konstrukcije mehanitke ra¢unske masine, razmisljao je o konstrukciji
masine koja bi mogla manipulisati simbolima jednog vestatkog univerzalnog jezika
i na taj nacin odrediti istinitost iskaza.
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D. Hilbert, 1862 — 1943, W. Ackermann, 1896 — 1962

David Hilbert, nematki matematitar (levo). Smatra se da je jedan od
najuticajnijih matematicara svih vremena. Wilhelm Friedrich Ackermann, nemacki
matematicar (desno). Saradivao je sa Hilbertom u pisanju knjige Grundziige der
theoretischen Logik.
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K. Gédel, 1906 — 1978, J. Herbrand, 1908 — 1931

U
)

Kurt Godel, austrijski logi¢ar (levo). Najpoznatiji je po rezultatima o esencijalnoj
nepotpunosti aksiomatizacije Peanove aritmetike koji su imali dalekosezne
posledice po razvoj ljudske misli. Uvrsten je u listu 100 najznadajnijih li¢nosti 20.
veka koju je 1999. godine objavio magazin TIME.

Jacques Herbrand, francuski matemati¢ar (desno). Dao je fundamentalne priloge

u oblasti izracunljivih funkcija i logici. Poginuo na planinarenju.
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A. Church, 1903 —1995, A. Turing, 1912 — 1954

Alonzo Church, ameri¢ki matematiar (levo). Najpoznatiji po doprinosima u logici
i osnovama teorijskog ratunarstva. Uveo je A-ralun i formulisao ¢uvenu hipotezu
nazvanu po njemu.

Alan Turing, engleski logi¢ar (desno). Razvio ideje formalizacije koncepta
izraCunavanja, raunara kao univeralne masine, vestacke inteligencije. Tokom
Drugog svetskog rata je rukovodio razbijanjem Enigma, razvio elektro-mehanicku
masinu Bombe 1940. godine, i dao osnovne ideje za prvi programibilni elektronski
raunar. Uvrsten je u listu 100 najzna&ajnijih li¢nosti 20. veka koju je 1999.
godine objavio magazin TIME.
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E. Post, 1897 — 1954, S. Kleene, 1909 — 1994

i

W/
/

Emil Leon Post,matemati€ar poljskog porekla (levo). Najpoznatiji je po radu u
oblasti teorije izracunljivost.
Stephen Kleene, ameri¢ki matemati¢ar (desno). Smatra se jednim od osniva&a

teorije rekurzivnih funkcija.
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Izrakunljivost Istorijski pregled

J. Nojman, 1903 - 1957, N. Comski, 1928 —

Janos-a Neumann, John von Neumann, matematitar madarskog porekla (levo).
Jedan od najuticijnijih matematicara 20. veka. Radio u teoriji skupova,
funkcionalnoj analizi, teoriji igara i ekonomiji, kao i u fizici, posebno u kvantnoj
mehanici. U&esnik projekta Manhattan, savetnik u timu u koji je realizovao
projekt EDVAC i autor izvestaja First Draft of a Report on the EDVAC iz 1945.
godine u kome su data logitka nalela koje su u osnovi arhitekture i dana¥njih
racunara.

Avram Noam Chomsky (desno), €uveni liberalni mislilac i aktivista. Poznat je kao
osniva¢ moderne lingvistike.

Zoran Ognjanovi¢ (zorano@mi.sanu.ac.rs) Teorija izratunljivosti MF Beograd, 2012/13 12 / 210



A. Markov, 1903 — 1979, J. Matijasevi¢, 1947 —

Amnnpett Arnpeesua Maprkos (levo), ruski matemati¢ar. Jedan je od onivata ruske
Skole konstruktivne matematike.

IOpuit Maruscesuu (desno), ruski matematitar. Resio deseti Hilbertov problem
pokazavsi da reSivost diofantskih jedna&ina nije odluciva.
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Izrakunljivost Intuitivni pojam algoritma

@ reSavanje problema razvojem algoritama i pisanjem programa je jedan
od osnovnih zadataka u radunarstvu

@ matemati¢kim sredstvima proudavaju se i sami postupci reSavanja,
algoritmi.

o formalni modeli izradunavanja, naizgled razli¢iti, odreduju jednu te
istu klasu algoritama $to navodi na tezu da ti modeli izra¢unavanja
upravo odreduju granice moguénosti mehani¢kog izraunavanja

@ granice razdvajaju klase problema na one na za koje, u principu,
postoji moguénost programskog reSavanja i one za koje to nije sluéaj
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Izrakunljivost Intuitivni pojam algoritma

@ postupak se opisuje konaénim nizom jednostavnih naredbi

@ postoji idealna masina (ratunar) koja izvr¥ava te naredbe prema
unapred utvrdenim pravilima,

@ ta masina zapodinje izra¢unavanje u nekom inicijalnom stanju;
primenjena na ulazne podatke masina izvrSava naredbe u diskretnim
koracima u kojima menja svoja stanja,

@ izvrSavanje svake naredbe se izvodi u konaénom vremenu pri ¢emu se
koristi konacan memorijski prostor,

@ izvrSavanje naredbe je deterministi¢ko: iz jednog stanja izvrSavanjem
iste naredbe masina uvek prelazi u isto stanje i

@ prelaskom u zavrdno stanje masina prestaje sa izratunavanjem.
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Izrakunljivost Intuitivni pojam algoritma

@ determinisanost - moguénost ponavljanja izvrSavanja algoritama
@ nedeterministic¢ki algoritmi

@ ne zahteva se da se algoritam uvek zavrsi, tj. da se rezultat uvek
dobije u kona¢nom vremenu (finitnost),

@ sli¢no i sa zahtevom za ukupno memorijsko zauzece

@ algoritam predstavlja opis funkcije koja ulazne podatke preslikava u
odgovor

@ algoritamske (efektivne, izrakunljive) funkcije
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Izrakunljivost Intuitivni pojam algoritma

@ Za probleme za koje poznajemo postupke resavanja lako utvrdujemo
da jesu algoritamski resivi.

o Sta ako nismo u stanju da damo re¥enje?

@ Da li je to samo posledica nase nesposobnosti, ili je re¢ o
principijelnoj nemoguénosti?

@ Potrebno je formalno precizirati pojmove algoritma.
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Diofantske jednacine

@ Problem postojanja efektivnog postupka za utvrdivanje da li
proizvoljna diofantskih jednatina p(xi, ..., xm) = 0 ima nenegativna
celobrojna resenja

@ p(x1,...,Xm) je polinom sa celobrojnim koeficijentima i promenljivim
X].l L] Xm
x{x3 —3x3 +6

@ nabrajanjem svih m-torki prirodnih brojeva i proverom da i
predstavljaju nule polinoma bi se, pre ili posle, stiglo do reSenja
jednadine, ako ono postoji

o neke jednatine ovog tipa (x2 — 2 = 0), nemaju redenja, prethodno
opisani postupak se u takvim slu¢ajevima ne bi nikada zavrsio, zbog
¢ega i ne predstavlja reSenje problema
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Diofantske jednacine

@ provera postojanja reSenja diofantskih jedna&ina je zapravo
ekvivalentna formulacija desetog Hilbertovog problema

@ svaki eventualni odgovor na ovo pitanje mora na neki nacin ponuditi i
formalnu definiciju onoga $to se podrazumeva pod efektivnim
postupkom, bilo u smislu da ponudeno resenje potpada pod tu
definiciju, bilo da ne postoji re$enje sa zahtevanim svojstvima

o formalna definicija efektivnog postupka pojavila se razvojem teorije
izralunljivosti

@ Jurij Matijasevi¢ je 1970. godine sredstvima razvijenim u okviru te
teorije negativno reSio sam problem
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Izrakunljivost Intuitivni pojam algoritma

Formalni algoritamski sistemi

@ Sistem izralunljivosti predstavljen u formalnom sistemu aritmetike je
predloZio Godel izmedu 1931. i 1934. godine, pri &emu se funkcija
smatra izralunljivom ako za svako m i n za koje je f(m) = n, u
formalnom sistemu vazi F f(m) = n.

@ Prikazivanje izraCunljivih funkcija kao jedinstvenih re$enja sistema
funkcionalnih jednacina je u istom periodu opisao takode Godel, a
prema ideji Erbrana.

o \-ratun koji je razvio Cer¢ do 1936. godine je jednostavan formalni
jezik za koji se definise pojam redukcije koji predstavlja izracunavanje,
a funkcija je izraCunljiva ako se moZe opisati u jeziku.
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Izrakunljivost Intuitivni pojam algoritma

Formalni algoritamski sistemi

Sistemi zasnovani na automatima formalizuju pojam algoritma opisujudi

idealne modele ratunara (neki sistemi su dati pre nastanka digitalnih
racunara):

e Tjuringova masina (1936.)
e Postova masina (1936.)

o Neogranitena registarska masina (URM, Shepherdson i Sturgis 1963.)
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Izrakunljivost Intuitivni pojam algoritma

Formalni algoritamski sistemi

@ Aritmeticki opis zasnovao je Klini (generaliZe induktivne definicije)
o Sistemi produkcija (sistemi sa prezapisivanjem, Rewriting systems):
o Postovi sistemi iz 1943. godine,
° Markovljevivalgoritmi uvedeni 1954. godine i
o Gramatike Comskog predloZene 1956. godine,
su jedna vrsta formalnih sistema u kojima se opisuju moguce
transformacije jednih u druge reci na unapred fiskiranom alfabetu.
Funkcije se opisuju kao skupovi parova reti (u, v) za koje postoji niz
re¢i koje se dobijaju polev od u primenama pravila izvodenja i koji
zavrsava redju v.

@ while-programi su vrsta notacije proizasle iz ideja Goldstine-a i von
Neumann-a o algoritamskim Semama kao formalizmu za prikazivanje
izralunljivih funkcija. while-programi se sastoje samo od naredbi
dodeljivanja, nizanja naredbi i while-naredbi.
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Izrakunljivost Intuitivni pojam algoritma

Formalni algoritamski sistemi

@ izvori inspiracije ovih sistema se medusobno znacajno razlikuju
@ pokazuje se da su sistemi medusobno ekvivalentni

@ neuspeh pokusaja konstrukcije zadatka i postupka njegovog reSavanja
koji ne potpadaju pod ove klasifikacije
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Formalni algoritamski sistemi

izvori inspiracije ovih sistema se medusobno znacajno razlikuju

pokazuje se da su sistemi medusobno ekvivalentni

neuspeh pokuSaja konstrukcije zadatka i postupka njegovog reSavanja
koji ne potpadaju pod ove klasifikacije

o Cerova teza: verovanje da je postignut nekakav apsolutni koncept i
da se svi algoritmi mogu izraziti u svakom od ovih sistema

Zoran Ognjanovi¢ (zorano@mi.sanu.ac.rs) Teorija izratunljivosti MF Beograd, 2012/13 23 / 210



Apstraktni model digitalnog racunara

celina sastavljena od procesora, memorije i ulazno-izlaznih uredaja
procesor iz memorije pribavlja naredbe i podatke
procesor vr8i obradu u skladu sa zna¢enjem naredbi

dobijeni rezultati se vracaju u memoriju

preko ulazno-izlaznih uredaja podaci koji ¢e biti obradeni se unose u
memoriju, odnosno iz memorije se preuzimaju rezultati obrade i
prikazuju na odgovarajuéi na&in

@ komunikacija delova radunara se obavlja preko magistrala.
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Tjuringova masina Neformalni opis TM

Tjuringova masina je pretea ovakvog modela radunara, pri ¢emu su neka
svojstva idealizovana:
@ memorija - potencijalno beskona¢na

@ u svakom koraku izracunavanja Tjuringove masine zauzet je samo
konacan broj memorijskih registara,

@ ne postoji ogranicenje koliki je taj konacan broj registara

svakom koraku izraunavanja moguce je i zahtevati novi, do tada
neiskoristeni memorijski registar i svaki takav zahtev se ispunjava
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Tjuringova masina Neformalni opis TM

@ Tjuringova masina je restrikcija koncepta savremenog raunara u
smislu operacija koje je u stanju da izvrSava, a koje su elementarne.

@ Operacije su dovoljne za opisivanje proizvoljnih algoritama.

@ Prednost u odnosu na bogatije programske jezike je upravo u
jednostavnosti koja olak3ava analizu.
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Restrikcije Tjuringove masine

Razmatraju se i slabije klase masina koje su restrikcije druge vrste u
odnosu na aktuelne radunare:

neki modeli nemaju memoriju (kona&ni automati - Finite automata)

memorija je organizovana na poseban na&in (stek kod potisnih
automata - Push-down automata),

ulazno-izlazni podaci su ograniéeni na redi,

neki automati nemaju izlaz (kona&ni automati) itd.
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Tjuringova masina Neformalni opis TM

@ svaki problem se izraZava u nekom jeziku
@ alfabet je skup znaka koji su nedeljive celine

@ re¢ na nekom alfabetu je bilo koja kona&na sekvenca znaka tog
alfabeta

@ sekvenca od nula znaka se naziva prazna reg

@ redi se razdvajaju znakom blanko koji se ne smatra delom alfabeta vec
pomoc¢nim simbolom

@ jezik je neki podskup skupa svih re¢i odgovarajueg alfabeta

@ t je podrec od g ako postoje, moZda i prazne, rei u i v tako da je
q = utv.

@ obi¢no je alfabet konacan skup znaka

@ koristicemo unarni alfabet A = {1}
@ blanko-znak (0)
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Tjuringova masina Neformalni opis TM

Tjuringova masina se sastoji od:

o trake podeljene u Celije, memorijske registre, koja se neogranieno
pruza na levo i desno; broj Celija (tj. duZina trake) je neogranicen;
sadrzaj svake Celije je ili znak 1 ili blanko znak (znak 0),

@ glave koja se uvek nalazi nad ta¢no jednom Celijom trake i moZe:

e proditati sadrZaj Celije nad kojom se nalazi i
o upisati u ¢eliju nad kojom se nalazi znak 1 ili 0 (blanko znak, tj.
obrisati ¢eliju) ili pomeriti se za jedan korak u levo ili u desno u odnosu

na trenutnu poziciju,

@ indikatora stanja masine.
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Tjuringova masina Neformalni opis TM

@ TM se u svakom trenutku nalazi u ta&no jednom od konaéno mnogo
stanja koje se eventualno menja nakon svakog koraka izratunavanja.

@ Skup svih stanja masine oznati¢emo sa S = {qo, q1, - . . }.

@ lzvr8avanje masine se izvodi pod dejstvom programa - konadan niz
naredbi.

@ Svaka naredba je Cetvorka oblika:
qi s 0qj
gde su q; i g; neka stanja iz skupa S, s je znak nad kojim se nalazi
glava masine, a 0 € {1,0, L, R} je oznaka operacije.
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Tjuringova masina Neformalni opis TM

@ U svakom koraku rada masina analizira stanje u kojem se nalazi i
sadrzaj Celije nad kojom je glava, a zatim izvrava naredbu koja ima
odgovarajuce vrednosti parametara q; i s.

o Efekat izvrSenja naredbe g; s o g;:

e ako je 0 =1, u ¢eliju nad kojom se nalazi glava upisuje se znak 1,

e ako je 0 =0, u ¢Celiju nad kojom se nalazi glava upisuje se 0, tj. blanko
znak,

o ako je o = L, glava se pomera ulevo za jednu Celiju i

e ako je o = R, glava se pomera udesno za jednu éeliju.

e potom masina menja stanje i prelazi u stanje g;.
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Tjuringova masina Neformalni opis TM

Primeri deterministi¢kih naredbi:

g5 0 1 qu7,

g100q2i

qo 1L qo.
Primeri nedeterministitkih naredbi (g; i s se poklapaju, a vrednosti
parametara o i q; se razlikuju):

qgallagsi

gs 1L qo
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Konvencije

Stanje qg € S - potetno stanje
Inicijalno, masSina se uvek nalazi u poéetnom stanju.

Pri tome traka sadrzi samo kona¢no mnogo Celija u koje je upisan
znak 1, dok sve ostale ¢elije sadrze znak 0.

Rec se na traci prikazuje kao neprekidan niz Celija koje sadrZe znak 1,
a sa leve i desne strane tog niza se nalazi najmanje po jedan blanko
znak (0).

Po pravilu, na poéetku i na kraju izvrSavanja glava masine se nalazi
iznad najlevlje Celije koja sadrzi znak 1.

Skup stanja S prosiriéemo jednim novi stanjem g, koje ne pripada do
sada razmatranom skupu stanja.

g, - zavrsno stanje; Kada se masina nade u stanju g, ona prekida sa
izvr8avanjem.
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Tjuringova masina Neformalni opis TM

Konfiguracije Tjuringove masine

Definition
Pod konfiguracijom Tjuringove ma$ine podrazumevamo opis koji sadrzi:
opis sadrZaja trake, poloZaj glave i stanje masine. Standardna
konfiguracija je konfiguracija u kojoj je:
o ili traka prazna (tj. sve Celije sadrZe blanko znak) ili sadrZi najvise
kona¢no mnogo nepraznih redi razdvojenih po jednim blanko znakom,

@ glava masine je iznad prve (gledano sa leva) ¢elije trake koja sadrzi
znak 1 i

@ ako pocinje sa izvr8avanjem, masina se nalazi u poetnom stanju qp,
a ako zavr3ava sa radom u zavrSnom stanju gq,.

Programi - funkcije koje preslikavaju skup konfiguracija masine u samog
sebe.
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Tjuringova masina Neformalni opis TM

Na traci je jedna rel sastavljena od 1 (ostatak su 0) nad &ijim krajnjim

levim znakom se nalazi glava. Program dopisuje dva znaka 1 sa desne

strane redi, glavu vraéa na levo, na poletak redi, pa staje:
glava se pomera udesno, na kraj reci
na mestu prve 0 upisuje se 1

glava se pomera udesno
na mestu druge 0 upisuje se 1
glava se pomera ulevo
do prve 0, ide udesno i zaustavlja se

9 1 R qo
G 01aq
a1 1lRaq
g2 01q3
g3 1L aqgs
q3Oqu

...01go1000. ..
...011go000. ..
...0110g000. ..
...0111¢400. ..
...01110g50. ..
..01111g50. ..

Zoran Ognjanovi¢ (zorano@mi.sanu.ac.rs)

Teorija izratunljivosti

...0111g310. ..
...011¢5110...
...01gs1110...
...0q311110. ..
..01q,1110. ..
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Tjuringova masina Neformalni opis TM

U opisu Tjuringove masine ne kaZe se $ta se dogada ako za sadrzaj Celije
nad kojim se nalazi glava i tekuée stanje masine u programu ne postoji
odgovarajuca naredba.
Ovo odgovara 'zaglavljivanju' programa pisanih na standardnim
programskim jezicima i moZe se formalizovati kompletiranjem programa
naredbama koje u takvim situacijama ne menjaju ni stanje, ni poziciju
glave, ni sadrzaj Celije nad kojom se glava nalazi. Ako u programu ne
postoji naredba koja odgovara situaciji kada je masina u stanju g;, a
sadrzaj Celije nad kojom se nalazi glava 0, moZemo program prosiriti
naredbom koja predstavlja jednu beskonaénu petlju:

qi 00 g
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Tjuringova masina Tjuringove masine i funkcije

Tjuringove masine se mogu iskoristiti kao algoritmi, tj. za izratunavanje
funkcija koje preslikavaju prirodne brojeve u prirodne brojeve.
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Aritmeti¢ka funkcija

Definition

Aritmeti¢ka funkcija je preslikavanje f za koje vaZzi:
o domen preslikavanja, Dom(f), je podskup skupa N¥ (k > 0) i
@ kodomen preslikavanja, Im(f), je podskup skupa N.

Ako je za neki k > 0, Dom(f) = N¥, f je totalna funkcija. Ako je
Dom(f) C N¥, za neki k > 0 i Dom(f) # Nk, f je parcijalna funkcija.

Definition
Unarna reprezentacija prirodnog broja n u unarnom alfabetu A = {1} je
re¢ koja sadrZi n+ 1 znak 1.
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Tjuringova masina Tjuringove masine i funkcije

Tjuring-izraunljiva funkcija

Definition
Neka je f aritmeti¢ka funkcija oblika f : X — N, gde je X C N. Funkcija f
je Tjuring-izralunljiva ako postoji program P za Tjuringovu masinu tako
da je za svaki m € X:
@ pre poletka izvrSavanja programa P Tjuringova masina u standardnoj
konfiguraciji, pri ¢emu je jedina re zapisana na traci unarna
reprezentacija broja m i

@ po zavréetku rada programa P Tjuringova masina u standardnoj

konfiguraciji, pri ¢emu je jedina re¢ zapisana na traci unarna
reprezentacija broja f(m).

Program P tada izra¢unava funkciju f.

Analogno je moguce definisati k-arne aritmeti¢ke Tjuring-izralunljive
funkcije.
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Tjuringova masina Tjuringove masine i funkcije

Tjuring-izraCunljive funkcije su parcijalne, odnosno ako se neki m ne nalazi
u domenu Tjuring-izralunljive funkcije f, odgovarajuéi program P ne staje.

qo 0 0 qo
qo 11 qo

Program nikada ne staje, pa izraunava jedino funkciju &iji je domen
prazan skup.
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Tjuringova masina Tjuringove masine i funkcije

® P(x1,x2,...,%k) J y oznatava da program P polazeéi od standardne
konfiguracije u kojoj traka sadrzi unarne reprezentacije prirodnih
brojeva x1, X2, ..., X, zavrSava rad pri ¢emu se masina nalazi u
standardnoj konfiguraciji u kojoj traka sadrzi unarnu reprezentaciju
prirodnog broja y.

@ P(x1,x2,...,xk) J zna&i da je za neko y ispunjeno
P(x1,Xx2,...,xk) | y-

e P(x1,x2,...,xk) T zna&i da nije P(x1,x2,...,Xk) {-

Definition

Program P konvergira za ulaz xi, x2, ..., X, ako je ispunjeno
P(x1,x2,...,xk) . Program P divergira za ulaz x1, x2, ..., xx ako je
ispunjeno P(x1,x2,...,xk) T-

Zoran Ognjanovi¢ (zorano@mi.sanu.ac.rs) Teorija izratunljivosti MF Beograd, 2012/13 41 / 210



Tjuringova masina Tjuringove masine i funkcije

Slededi program izratunava funkciju f(x) = 0.

G l1l0aq
C/001qz
g1 0 R qo

SadrzZaj trake se briSe, pri ¢emu se glava pomera na desno. Kada se naide
na prvi znak 0, upisuje se znak 1 i zavr¥ava rad. Dakle, P(x) | 0.
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Tjuringova masina Tjuringove masine i funkcije

Sledeéi program izracunava funkciju naslednika prirodnog broja u nizu

prirodnih brojeva, f(x) = x'.

g 1L qo
qOO]-qz

U programu se glava najpre pomera na levo, nakon ¢ega se nalazi iznad
Celije koja sadrzi znak 0. U tu ¢eliju se upisuje znak 1 i prelazi u zavr$no
stanje. Dakle, P(x) | x'.
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Funkcije projekcije, f(x1,...,xx) = x; (1)

Slededi program za fiksirane k i i (k > i > 1) izratunava funkciju koja se
naziva i-ta projekcija, f(x,...,xx) = X;.

g 1l0aq brige zapisa broja x3

9 0 R g2

g1 0 R qo

q10gj11 brige zapisa broja x;j_1
9 0 R gj12

9i+1 0 R g;

gi+2 1 R gj42 prelazi zapis broja x;
gi+2 0 R gj43

qi+3 10 gj14 briSe zapisa broja xjt1
gj+3 0 R gj+s

gi+4 0 R gj43
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Funkcije projekcije, f(x1,...,xx) = x; (2)

g 10q11 brige zapisa broja xx

q 0L qs

q+1 0 R g

gs 0 L gs vrada se na poletak zapisa broja x;
gs 1L ds+1

gs+1 1 L gst1

ds+1 ORgq,
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Tjuringova masina Tjuring-neizratunljive funkcije

Kako je svaki program konacan niz naredbi, a svaka naredba konadan niz
simbola iz nekog prebrojivog skupa, to postoji samo prebrojivo mnogo
programa. Kako svih aritmeti¢kih funkcija ima neprebrojivo mnogo, to
znadi da postoje funkcije koje nisu Tjuring-izralunljive.

Theorem
Tjuring-izraunljivih funkcija ima prebrojivo mnogo. Postoje funkcije koje
nisu Tjuring-izracunljive.
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Tjuringova masina Varijante Tjuringove masine

@ alfabet kojim se zapisuje sadrZaj Celija trake ne mora biti unarni,

@ pored zavrSnog stanja g, uvode se i neka specijalna zavrina stanja,
recimo qg, i gne koja, intuitivno, znale pozitivan, odnosno, negativan
odgovor na postavljeni problem,

@ dozvoljena je traka koja je beskona¢na samo na jednu stranu, tj.
postoji krajnja leva ¢elija, dok se na desno traka pruza neograniceno,

@ umesto samo jedne postoji vise traka, a za svaku traku postoji
posebna glava,

@ nad jednom trakom postoji vise glava umesto samo jedne,

@ traka je dvodimenzionalna, a ne jednodimenzionalna, tj. traka
podseca na beskonaénu Sahovsku plocu,

@ u jednoj naredbi masSine moguce je i upisati znak u ¢eliju i pomerati
glavu,

@ ne vaZi zahtev za determinisanos¢u itd.
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Tjuringova masina Varijante Tjuringove masine

o Uglavnom, u smislu izralunljivosti gotovo sve od ovih varijanti
Tjuringove masine odgovaraju istoj klasi funkcija, tj. klasi
Tjuring-izraCunljivih funkcija, kao i osnovna verzija masine.

o lzuzetak predstavljaju neki slabiji, restriktivni slu€ajevi: recimo,
masina Cija traka je ograni¢ena sa jedne strane i koristi unarni alfabet
ili masina koja ima samo dva stanja i koristi alfabet od dva znaka.

o Ekvivalencija varijanti Tjuringove masine se dokazuje tako $to se
pokaZe da za svaki program P za neku od varijanti Tjuringove masine
postoje programi za preostale varijante koji simuliraju izvrSenje
programa P i izratunavaju istu funkciju.
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Tjuringova masina sa bogatijim alfabetom

o redi bilo kog prebrojivog alfabeta se mogu prikazati pomocéu unarnog
alfabeta

@ u vedini slu¢ajeva (masine sa trakom koja nije ogranitena ni sa jedne
strane) alfabet moZe, zavisno od potrebe, slobodno odredivati

@ binarna, a ne kao do sada u unarnoj, reprezentacija prirodnih brojeva -
uSteda (unarna reprezentacija prirodnih brojeva je eksponencijalno
duZa od binarne).
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Tjuringova masina Varijante Tjuringove masine

Tjuringova masina sa trakom koja ima pocetak sa leve
strane

o Alfabet sadrzi jo$ jedan specijalni znak, >
@ sluZi da se prepozna pocletna ¢elija sa leve strane

@ preko > se nikada ne prepisuje ni jedan drugi simbol, niti se glava sme
pomeriti levo

@ kada je © u Celiji ispod glave dozvoljene su jedino narede oblika
qi > R qj

Zoran Ognjanovi¢ (zorano@mi.sanu.ac.rs) Teorija izratunljivosti MF Beograd, 2012/13 50 / 210



Tjuringova masina Varijante Tjuringove masine

Tjuringova masina sa vise traka

@ Za neki k > 0 Tjuringova masina sa k traka sastoji se od traka
oznatenihsal, 2,3, ..., k

@ Sve trake imaju kraj sa leve strane, $to nije ogranienje

@ Nad svakom trakom nalazi se posebna glava

@ U svakom koraku ¢ita se tekuéa Celija na svakoj od traka i preduzima
odgovarajuca akcija
gi S1...5 01 ...0k qj

@ Na podetku rada ulazni podaci su na prvoj traci, ostale trake su prazne

@ Ako izvr8avanje masine shvatimo kao izraunavanje neke funkcije,
rezultat se smesta u k-tu traku.
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Tjuringova masina Varijante Tjuringove masine

Tjuringova masina sa vise traka

Example
Da li je neka re¥ palindrom (&itanjem sa leva na desno i sa desna na levo
se dobija isti niz znaka)?

@ rel iz prve trake se iskopira na drugu traku

@ glava prve trake se vrati na levo

@ glava druge ostaje u krajnjoj desnoj poziciji

@ dve glave se kre¢u u suprotnim smerovima i ispituju da li se nalaze
nad jednakim znacima.
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Tjuringova masina Varijante Tjuringove masine

Tjuringova masina sa vise traka

Theorem

Za datu deterministi¢ku Tjuringovu masinu My sa k-traka moZe se
konstruisati deterministi¢ka Tjuringova masina M, sa jednom trakom koja
simulira rad masine My. DuZina rada masine My je ograniena
polinomijalnom funkcijom duZine rada masine M.
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Nedeterministi¢ka Tjuringova masina

@ za tekucu konfiguraciju masine moZe postojati vise razli¢itih
konfiguracija do kojih se dolazi izvrS8avanjem neke od naredbi
programa - mogucnost izbora

@ grananje u drvetu je konacno - konaéno mnogo opcija za izbor

@ svaka grana - jedan mogudéi redosled rada

q,s

01,41 02,42 03,Q3 Ok, qk
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Nedeterministi¢ka Tjuringova masina

@ nedeterministi¢ke masine su pogodne za davanje odgovora 'da’ ili 'ne’
na pitanja oblika 'da li za ulazne podatke vaZi ... 7’
@ nova zavr3na stanja: qga | Qne
@ brzina nedeterministi¢kih je posledica asimetri¢ne konvencije:
e odgovor 'da’ - bar jedno od moguéih izratunavanja zavrSava u stanju

Adda,
e odgovor 'ne’ - sva izraunavanja zavr3avaju u stanju e

@ ako ni jedno izraunavanje ne dovodi do stanja qq, i bar jedno
izraCunavanje ne dovodi ni do kog zavrsnog stanja, nedeterministi¢ka
masina divergira.
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Nedeterministi¢ka Tjuringova masina

Model nedeterministi¢ke masine:

@ viSeprocesorski sistem

@ u svakom koraku svaki od procesora kreira onoliko novih procesora
koliko ima razli€itih konfiguracija u koje taj procesor moze prei
izvrsavanjem tekuée naredbe

@ ako mu bilo koji od potomaka vrati potvrdni odgovor, procesor tu
informaciju $alje neposrednom pretku

@ negativan odgovor se prosleduje samo ako je dobijen od svih
neposrednih potomaka

@ svaki procesor izraunava disjunkciju odgovora svojih potomaka
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Tjuringova masina Varijante Tjuringove masine

Nedeterministi¢ka Tjuringova masina

Example

Pretpostavimo da Zelimo ispitati da li je neki prirodan broj n slozZen ili
prost. Obi¢nom Tjuringovom masinom problem bi se mogao resiti na
sledeci nacin: delili bismo broj svim prirodnim brojevima izmedu 2 i 5 i na
osnovu toga dali odgovor. U slu¢aju nedeterministi¢ke Tjuringove masine
na jednom mestu bismo imali mogucnost izbora broja kojim delimo broj n,
pa ako je n sloZen, a izabrani broj delilac, mogli bismo dati odgovor u

jednom koraku, $to bi bio zna¢ajan dobitak u odnosu na deterministicki

postupak.
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Tjuringova masina Varijante Tjuringove masine

Nedeterministi¢ka Tjuringova masina

Lako je uotiti da ovaj postupak nije realan, u smislu da izbor delioca
podrazumeva da mi ve¢ znamo da je n sloZen, tj. da nam je poznat bar
jedan njegov &inilac. Medutim, i pored toga, nedeterministi¢ka Tjuringova
masina se moZe simulirati deterministi¢kom masinom, tako da se
izrazajnost u smislu onoga Sta masina moze odgovoriti ne menja.
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Nedeterministi¢ka Tjuringova masina

M; nedeterministi¢ka TM, M> deterministi¢ka TM:

M, sistematski prelazi sve mogudée redoslede izvrsavanja M,
najpre duZine 1, pa duZine 2 itd
ni jedno mogudce konaéno izvrSavanje nece biti presko¢eno

ako bi se M7 u nekom trenutku nasla u stanju gg,, to isto ¢e pre ili
posle biti slu¢aj i sa M>

ako sva izvrsavanja M; dovode do stanja gne, i M> Ce se naéi u tom
stanju kada iscrpi sve moguénosti

ako M divergira za date ulazne podatke ni M5 se nece zaustaviti.
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Nedeterministi¢ka Tjuringova masina

@ My u najgorem slucaju bar jednom poseluje svaki &vor drveta koje
prikazuje izvrsavanje My

@ ¢vorova drveta za M; moZe biti eksponencijalno vise nego $to je
duZina najkraeg mogudceg izraunavanja masine M; koje dovodi do
stanja qq;

@ izvrSavanje deterministi¢ke masine M, u najgorem sluaju
eksponencijalno duZe nego izvravanje nedeterministi¢ke masine M,

@ za sada nije poznato da li je simulaciju moguce izvesti uz samo
polinomijalni gubitak vremena

@ problem da li je P = NP
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Tjuringova masina Varijante Tjuringove masine

Nedeterministi¢ka Tjuringova masina

Theorem

Za datu nedeterministicku Tjuringovu masinu My sa k-traka moZe se
konstruisati deterministi¢ka Tjuringova masina M, sa jednom trakom koja
simulira rad masine My. DuZina rada masine My je ogranifena
eksponencijalnom funkcijom duZine rada masine M.
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Tjuringova masina Varijante Tjuringove masine

Nedeterministi¢ka Tjuringova masina

Theorem

Za datu nedeterministicku Tjuringovu masinu My sa k-traka moZe se
konstruisati deterministi¢ka Tjuringova masina M, sa jednom trakom koja
simulira rad masine My. DuZina rada masine My je ogranifena
eksponencijalnom funkcijom duZine rada masine M.

Za sada nije poznato da li je deterministi¢ku simulaciju rada
nedeterministi¢kih masina moguce izvesti u polinomijalnom vremenu.
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Tjuringova masina Univerzalna Tjuringova masina UTM

@ UTM primer programibilnog digitalnog racunara opste namene sa
programom i podacima sme$tenim u memoriju

@ simulira izvr8avanje ostalih Tjuringovih masina

@ ulazni podaci za UTM su opis - program neke posebne masine i ulazni
podaci te masine,

@ rezultat izvrSavanja UTM je rezultat rada simulirane posebne masine

@ zamisao o postojanju ovakve masine Tjuring je konkretizovao:
napisao je njen program.
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Tjuringova masina Univerzalna Tjuringova masina UTM

Univerzalna logi¢ka povezanost pojmova programa, podataka i automata
koji izvrSava dati program nad odgovaraju¢im podacima, potpuno
revolucionarna u to vreme, predstavlja temelj savremenog ra¢unarstva:
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Tjuringova masina Univerzalna Tjuringova masina UTM

Univerzalna logi¢ka povezanost pojmova programa, podataka i automata
koji izvrSava dati program nad odgovaraju¢im podacima, potpuno
revolucionarna u to vreme, predstavlja temelj savremenog ra¢unarstva:

@ "...Smatrao bih kao naj¢udniju koincidenciju na koju sam ikada
nai$ao ako bi se ispostavilo da se osnovna logika masine dizajnirane
za numeric¢ko resavanje diferencijalnih jednac¢ina polkapa sa logikom

masine koja proizvodi racune u nekoj robnoj kuci ...",
izjavio je 1956. godine Howard Aiken.
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Howard Aiken, 1900 — 1973

ST N

" A e

Howard Aiken, americki fizi¢ar, jedan od pionira u konstrukciji ratunara,
osnival racunarske laboratorije Univerziteta Harvard, konceptualni dizajner
elektro-mehanitkog ratunara Automatic Sequence Controlled Calculator
(kasnije nazvanog Harvard Mark |) 1944. godine.
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Tjuringova masina Univerzalna Tjuringova masina UTM

@ "... Vratimo se sada na analogiju sa teorijskim masinama za
izracunavanje . .. MoZe se pokazati da jedna specijalna masina tog
tipa moZe obavljati posao svih njih. U stvari, ona moZe raditi kao
model bilo koje druge masine. Ta specijalna masina se moZe nazvati
univerzalnom masinom ...",
izjavio je 1947. godine Alan Turing na predavanju u Londonskom
Matemati¢kom drustvu.
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Primitivno rekurzivne funkcije

e induktivna definicija funkcije faktorijel (pomocu funkcije mnoZenja):

0! =ger 1
(n+ 1)) =aer (1) - (n+ 1)
@ opsti slu¢aj definisanja funkcije f na osnovu funkcije g:
f(0)=m
f(n+1)=g(f(n),n)
@ Pod pretpostavkom da je funkcija g definisana, lako se vidi da je i
funkcija f dobro definisana

f(0)=m
f(1) = g(f(0),0) = g(m,0)

° (2) g(f(1),1) = g(g(m,0),1)
f(n+1)=g(f(n),n)=...=g(g(...(g(m,0),1),...,n—1),n)
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Primitivno rekurzivne funkcije

Definicija primitivno rekurzivnih funkcija

Klasa primitivno rekurzivnih funkcija sadrZi osnovne funkcije:
e nula funkciju Z(n) =0, za svako n € N,

e funkciju naslednika S(n) prirodnog broja n u nizu prirodnih brojeva i

o funkcije projekcije Pj(x1,...,xk) = x; za sve i i k takve da je
1<i<k
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Primitivno rekurzivne funkcije

i sve funkcije koje se od njih dobijaju kona&nim brojem primena osnovnih
operacija:
@ kompozicije, tj. ako su ve¢ definisane funkcije g : N™ — N i
hi,...,hm: N¥ — N, definisana je i funkcija f : N¥ — N tako da je
za sve (x1,...,xx) € Nk:

f(Xl,...,Xk) :g(hl(Xl,...,Xk),...,hm(Xl,... ,Xk))

@ primitivne rekurzije, tj. ako su vec definisane funkcije g : N — N i
h:N™+2 _ N, definisana je i funkcija f : N™*! — N tako da je za
sve (Xx1,...,Xm) € N™:

° f(O,Xl,...,Xm) :g(xla"'axm) [
o f(n+1,x1,...,xm) =h(f(n,x1,...,Xm), N, X1,...,Xm) za n € N,.

Pri tome je funkcija f definisana primitivnom rekurzijom nad h sa
bazom g.
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Primitivno rekurzivne funkcije

Primitivna rekurzija:

o f(0,x1,...,%xm) =g(x1,..., Xm) i

o f(n+1,x1,...,xm)=h(f(n,x1,...,Xm), N, X1,...,Xm) za n € N,.
u slu¢aju kada je funkcija f unarna svodi na induktivnu definiciju:

@ g je konstanta d,

o f(0)=d

e f(n+1) = h(f(n),n).
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Primitivno rekurzivne funkcije

@ sve osnovne funkcije su totalne

@ osnovne operacije primenjene na totalne funkcije takode daju totalne
funkcije

@ primitivno rekurzivne funkcije su totalne

@ primitivno rekurzivne funkcije Tjuring-izraunvljive (bi¢e dokazano)
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Primitivno rekurzivne funkcije

Primeri primitivno rekurzivnih funkcija

Da bi se za neku funkciju pokazalo da je primitivno rekurzivna potrebno je
naci njen opis u smislu definicije - pokazati da je ona inicijalna ili da se iz
inicijalnih funkcija dobija konaénim nizom primena operacija kompozicije
i/ili primitivne rekurzije.
Example
Posmatramo konstantne funkcije Ki : Nk - N za koje je
K (x1,...,xk) =j za sve (x,...,xx) € NK
o k =1 - funkcije su oblika KJ : N — {j}, Ki(x) = §/(Z(x))
@ k > 1 - indukcijom, Ki je definisano
Ké—&—l(O’Xl’ e ,Xk) = Kf((Xl, e ,Xk)
KIJ(_H(FI + 1,X1, ce ,Xk) = P;+2(Ki+1(n,xl, ce ,Xk), n,Xy,... ,Xk)
e mogu'ce it Ki(x1,...,x) = SHZ(P}(x1,---,xk)))

v
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Primitivno rekurzivne funkcije

Primeri primitivno rekurzivnih funkcija

Example
Funkcija sabiranja f(n, x) = n+ x je primitivno rekurzivna.
o S(P}(x,y,z)) je primitivno rekurzivna jer se dobija kompozicijom
osnovnih funkcija naslednika i projekcije
@ funkciju sabiranja mozemo definisati sa:
£(0,x) = P}(x)
F(n+1,x) = S(PX(F(n,x), n,x)).

o f je definisana primitivnom rekurzijom nad S(P3()) sa bazom P}()

V.
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Primitivno rekurzivne funkcije

Primeri primitivno rekurzivnih funkcija

Example

Funkcija prethodnik definisana sa

preth(x) = { 0 zax=0

prethodnik od x u nizu prirodnih brojeva za x>0

je primitivno rekurzivna:
preth(0) =0
preth(n + 1) = P3(preth(n),n).
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Primitivno rekurzivne funkcije

Eksplicitna transformacija

Definition

Neka je g : N¥ — N k-arna funkcija i neka su hy, ..., hy : N' = N l-arne

funkcije od kojih je svaka ili projekcija ili konstantantna funkcija. Funkcija
f definisana sa:

f(Xl, NN ,Xl) = g(hl(Xl, ce ,Xl), RN ,hk(Xl, ce ,Xl))

je dobijena iz funkcije g eksplicitnom transformacijom.

Theorem

Ako je funkcija g primitivno rekurzivna, primitivno rekurzivne su i sve
funkcije dobijene iz nje eksplicitnom transformacijom.

Eksplicitna transformacija - dupliranje i/ili permutovanje argumenata i
zamena argumenata konstantama, pa je to jedna vrsta kompozicije.
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Primitivno rekurzivne funkcije

Eksplicitna transformacija

Example
Neka je funkcija g : N> — N primitivno rekurzivna. Tada je i funkcija

primitivno rekurzivna jer je dobijena eksplicitnom transformacijom iz
primitivno rekurzivne funkcije g.
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Primitivno rekurzivne funkcije

Eksplicitna transformacija

Example

Funkcija monus (ogranieno oduzimanje):

. <
(njx):{o zax<n

X—n, zax>n

je primitivno rekurzivna:
0,%) = PH(x)
‘(n+1,x) = h(*(n,x),n,x)
h(x,y,z) = preth(Pi(x,y,z)), prethodnik prve projekcije

h je primitivno rekurzivna jer je dobijena eksplicitnom transformacijom iz
primitivno rekurzivne funkcije preth.

Napomenimo da funkcija x — y nije totalna, pa nije ni primitivno
rekurzivna, zbog €ega se i razmatra funkcija monus.

Zoran Ognjanovi¢ (zorano@mi.sanu.ac.rs) Teorija izratunljivosti MF Beograd, 2012/13 76 / 210



Primitivno rekurzivne funkcije

Ograni¢ena suma

Definition
Ograni¢ena suma je funkcija oblika fo(x) + ... + f,(x) za koju ¢emo

n

koristiti oznaku " o fi(x).

Theorem
Neka su funkcije fy, ..., fy primitivno rekurzivne. Tada je i ograni¢ena
suma y i o fi(x) primitivno rekurzivna funkcija.

en=0, Z?:O fi(x) = fo(x) je trivijalno primitivno rekurzivna funkcija
@ za sve k < m tvrdenje dokazano

o S fi(x) = (X5 fi(x), fn(x)) primitivno rekurzivna funkcija jer
je dobijena kompozicijom primitivno rekurzivnih funkcija
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Ograniceni proizvod

Definition
Ograniceni proizvod je funkcija oblika fo(x) - ... - fy(x) za koju ¢emo
koristiti oznaku ML fi(x).

Theorem
Neka su funkcije fo, ..., fy primitivno rekurzivne. Tada je i ograni¢eni
proizvod MP_,fi(x) primitivno rekurzivna funkcija.
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Primitivno rekurzivne funkcije

Primitivno rekurzivni predikati

Predikat je relacija, odnosno neki podskup skupa N za neki prirodan broj
k > 0. Unarni predikat R je primitivno rekurzivan ako je primitivno
rekurzivna njegova karakteristi¢na funkcija

[ 1 ako vaZi R(n)
Cr(n) = { 0 ako ne vazi R(n)

i sli¢no za predikate proizvoljne arnosti.

Zoran Ognjanovi¢ (zorano@mi.sanu.ac.rs) Teorija izratunljivosti MF Beograd, 2012/13 79 / 210



Primitivno rekurzivne funkcije

Primitivno rekurzivni predikati

Example
Predikat =, tj. relacija jednakosti, je primitivno rekurzivan jer je primitivno
rekurzivna njegova karakteristi¢na funkcija

C:(X, Y) = ;(Sgn(;(xa Y) + :(y’ X))v 1)'
Domadi: Pokazati da je funkcija sgn primitivno rekurzivna.

Example
Predikat <, tj. relacija biti manji, je primitivno rekurzivan jer je primitivno

rekurzivna njegova karakteristi¢na funkcija C(x,y) = sgn(-(x,y)).
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Primitivno rekurzivni predikati
Definition

Neka su P i Q dva unarna predikata.
Konjunkcija predikata P i QQ, u oznaci P A Q, je unarni predikat:

[ 1 akovazi P(n)iQ(n)
Cppq(n) = { 0 ako ne vazi P(n) i Q(n)

Disjunkcija predikata P i QQ, u oznaci P V Q, je unarni predikat:

[ 1 akovazi P(n) ili Q(n)
Cpvq(n) = { 0 ako ne vazi P(n) ili Q(n)

Negacija predikata P, u oznaci =P, je unarni predikat:

[ 1 ako ne vaZi P(n)
C-p(n) = { 0 ako vaZi P(n)

v
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Primitivno rekurzivne funkcije

Primitivno rekurzivni predikati

Theorem

Ako su P i Q dva primitivno rekurzivna predikata, tada su primitivno
rekurzivni i predikati P A Q, PV Q, —P.

Neka su predikati P i Q unarni.
o Cppq(n) = Cp(n) - Cq(n)
o Cpvq(n) = sgn(Cp(n) + Cq(n))
o C-p(n) =:(Cp(n),1)

Tvrdenje se sli¢no dokazuje i za k-arne predikate i za n-arne konjunkcije i
disjunkcije.
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Definicija po sluc¢aju
Funkcija f je definisana po slucaju:

ho(n)  ako vaZi Ag(n)
f(n)=1¢ ...
hm(n) ako vazi Ay (n)

Ag, ..., Ay su unarni primitivno rekurzivni predikati takvi da je za svaki
prirodan broj n ispunjen ta¢no jedan od njih. Funkcije hg, ...hy, su
primitivno rekurzivne. Analogno se po sluéaju definisu k-arne funkcije.
Theorem

Funkcija f definisana po slu¢aju u odnosu na predikate Ay, ..., An i
funkcije hy, ... hy, je primitivno rekurzivna.

f(x1,...,xk) = > iohi(x1, ..., xk) - Ca,(x1, - .., Xk)

Primer definicije po slu€aju: funkcija se definiSe eksplicitnim zadavanjem
vrednosti za prvih 1 prirodnih brojeva, a ostatak koristeéi neku drugu
primitivno rekurzivnu funkciju.
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Ograni¢ena kvantifikacija

Definition

Neka je k prirodan broj i R jedan k + 1-arni predikat.

Ogranitena egzistencijalna kvantifikacija predikata R je k + 1-arni predikat
Q za koji vazi Q(x1,...,xx, m) ako i samo ako postoji prirodan broj i,
takav da je 0 <i<mivaZ R(xy,...,Xk,1). Oznaka za Q(x1, ..., Xk, m)
je (Ell < In)f{()(l7 <oy Xk, 1)

Ograniena univerzalna kvantifikacija predikata R je k + 1-arni predikat Q
za koji vazi Q(x1,...,Xk, m) ako i samo ako za svaki prirodan broj i, takav
daje 0 <i<mivaz R(xi,...,xx,1). Oznaka za Q(x1,...,xx, m) je

(Vl < m)R(xl, ey Xk,i).
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Primitivno rekurzivne funkcije

Ograni¢ena kvantifikacija

Theorem

Ako je R primitivno rekurzivni k + 1-arni predikat, primitivno rekurzivni su
i predikati ograniCene egzistencijalne i univerzalne kvantifikicije za R.

Primitivno rekurzivna je karakteristi¢na funkcija predikata ograni¢ene
univerzalne kvantifikicije:

Cvi<(x1,...,xk,m) = ML Cr(x1, ..., Xk, 1).

(3i < m)R(x1,...,Xxk,1) vaZi ako i samo ako vaZi
—(Vi < m)-R(x1,...,Xk, 1), to se karakteristi¢na funkcija predikata
ogranilene egzistencijalne kvantifikicije zapisuje kao

Cai<(x1,. .-, x1,m) = ~(M2(~(Cr(xq, . . ., Xk, 1), 1), 1),

pa je i on primitivno rekurzivan.
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Primitivno rekurzivne funkcije

Ograni¢ena kvantifikacija

Example

P(x,y,2,t) vaZi ako i samo ako x' + y* = z*. On je primitivno rekurzivan
jer se karakteristi¢na funkcija Cp dobija kompozicijom primitivno
rekurzivnih funkcija stepenovanja i karakteristi¢ne funkcije C—.

Neka je m € N fiksiran prirodni broj. Binarni predikat Q definisan tako da
vazi Q(k, m) ako i samo ako

za bar neke x,y,z < m je primitivno rekurzivan jer se definide sa

(Ix <m)(Jy < m)(Fz < m)P(x,y,zk)
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Ograni¢ena kvantifikacija

Example

Neka predikat neparno(n) vaZzi ako i samo ako je n neparan broj.
neparno(n) je primitivno rekurzivan jer vazi ako i samo ako vaZzi

(Gm <n)(n=2-m+1).

Predikat parno(n), tj. biti paran, je primitivno rekurzivan jer vazi ako i
samo ako vaZi

(3m < n)(n=2-m)
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Ograni¢ena kvantifikacija

Example

Neka predikat +(m, n) vaZi ako i samo m deli n bez ostatka.
+(m, n) je primitivno rekurzivan jer vazi ako i samo ako vaZi

(Zk <n)(n =k -m).

Predikat prost(n), tj. biti prost broj, je primitivno rekurzivan jer vazi ako i
samo ako vaZi

I<nA(Vm<n)(m=1)V(m=n)V (== (m,n))
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Primitivno rekurzivne funkcije

Ograni¢ena minimizacija

Definition
Neka je k prirodan broj i R jedan k + 1-arni predikat. Ograni¢ena
minimizacija za predikat R je k 4 1-arna funkcija f(x1,...,x,n)

definisana sa

najmanji prirodni broj p <n
za koji je R(x1,...,Xxk, D)
(up < n)R(x1,...,xk,p) = ¢ ako takav postoji

0 inace

Theorem
Neka je k prirodan broj i R jedan k + 1-arni primitivno rekurzivni predikat.
Ograni¢ena minimizacija za predikat R je primitivno rekurzivna funkcija.
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Primitivno rekurzivne funkcije

Ograni¢ena minimizacija

p ako (3i < n)R(xy,..., Xk, 1)
n+1 ako

R(x1,...,xi, 0+ )A=(Fi<n)R(x1,...,xxk,1
0 ako nije (31 < n—i—]_)R(Xl, - ,Xk,i)

h(p7n,X1,-.. 7Xk) =

je primitivno rekurzivna - definisana je po slu¢aju preko primitivno
rekurzivnih predikata i funkcija.
Funkcija (up < n)R(x1,...,Xk,p) je definisana primitivnom rekurzijom:

(Mp S O)R(X17 tee 7Xk7p) =0

(p <n+ R(x1,. .., %, p) = h((up <
n)R(x1,...,Xk,P), 0, X1, ..., Xk)

Zoran Ognjanovi¢ (zorano@mi.sanu.ac.rs) Teorija izratunljivosti MF Beograd, 2012/13 90 / 210



Primitivno rekurzivne funkcije

Ograni¢ena minimizacija

U drugom koraku ove definicije, vrednost funkcije je minimalno p < n za
koje vazi R(x1,...,Xxk,p), ako takvo postoji ili n + 1, ako takvo p ne
postoji, a vazi R(x1,...,x,,n+ 1) ili 0, ako ni za jedno p < n+ 1 nije
R(x1,...,Xx, p). Posto je h primitivno rekurzivna funkcija, takva je i
funkcija ograni¢ene minimizacije (up < n)R(x1,...,Xxk, D)
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Primitivno rekurzivne funkcije

Ograni¢ena minimizacija

Example

Neka je vrednost funkcije p(n) jednaka n-tom prostom broju.

Pokazano je da je predikat prost(n), tj. biti prost broj, primitivno
rekurzivan.

Funkciju h(n,y) = (px < (I(n) + 1))((n < x) A prost(x)) je primitivno
rekurzivna (Koristi se poznato tvrdenje: ako je p prost broj, onda izmedu p
i p! + 1 postoji bar jo¥ jedan prost broj).

Funkciju p(n) definisemo primitivnom rekurzijom

p(0) =2,
p(n + 1) = h(p(n), n)'
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Primitivno rekurzivne funkcije

Ograni¢ena minimizacija

Example

Neka funkcija [x], izralunava stepen n-tog prostog broja u dekompoziciji
broja x. Ona je primitivno rekurzivna jer je

[l = (uy < x)(=+ (p(n)*, ),

tj. [x|n je najmanje y manje od x sa osobinom da y + 1-ti stepen n-tog
prostog broja ne deli x.
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Primitivno rekurzivne funkcije

Ograni¢ena minimizacija

Example
Funkcija duZina dekompozicije prirodnog broja duzina(x) daje redni broj

najmanjeg prostog broja &iji je stepen u dekompoziciji broja x jednak 0. |
ova funkcija je primitivno rekurzivna jer se definise sa

duzina(x) = (pn < x)([x]n = 0).

Na primer, kako je u nizu prostih brojeva p(0) =2, p(1) =3, ..., za
x = 280 = 23 .51 . 71 je stepen uz 3, [x]1, jednak nula, pa je
duzina(x) = 1.
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Primitivno rekurzivne funkcije

Ograni¢ena minimizacija

Primitivno rekurzivne su funkcije:
° p(n)
° [x]n

e duzina(x)
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Primitivno rekurzivne funkcije Gedelizacija

U prouavanju modela izraunavanja postupak kodiranja igra znaajnu
ulogu.
Primeri kodiranja:

@ ASClI-znaci se kodiraju brojevima izmedu 0 i 127 (255 kod
takozvanog prosirenog skupa ASCll-znaka), a zatim se re&i zapisuju
kao nizovi brojeva, tj. brojevi u nekoj pozicionoj notaciji. Na primer,
znak 'a’ se kodira sa 97, a znak '*' sa 76. Re¢ 'a*’ se kodira sa
2561 - 97 + 76

@ prvodenje izvornih u izvréne programe.
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Primitivno rekurzivne funkcije Gedelizacija

@ kodiranje objektima (funkcije ili programi) pridruZuje prirodne brojeve.
@ umesto polaznih objekata sredstvima aritmetike se razmatraju njihove
brojevne slike

@ neka funkcija, tj. njena slika - kod, moZe da se javi kao argument
neke funkcije, pa i same sebe.
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Primitivno rekurzivne funkcije Gedelizacija

Gedelizacija je kodiranje koje ispunjava:
@ ni koja dva objekta nemaju isti pridruzeni broj,
@ za svaki objekat mozemo u kona¢nom broju koraka izracunati njemu
pridruzeni broj i
@ za dati prirodan broj moZe se u kona¢nom broju koraka proveriti da i
je to broj nekog objekta i naéi taj objekat, ako postoji.
Kod pridruZen objektu - Gedelov broj.
Ako kodiranje zadovoljava prethodne uslove, onda sama njegova forma nije
bitna, jer tvrdenja i dokazi ne zavise od nje.
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Primitivno rekurzivne funkcije Gedelizacija

Nesto kasnije bi¢e detaljno opisan postupak kodiranja jedne klase funkcija
koja sadrzi sve primitivno rekurzivne funkcije.

Odatle, primitivno rekurzivnih funkcija, a time i unarnih primitivno
rekurzivnih funkcija, ima prebrojivo mnogo, te ih je moguée poredati u niz.
Pozicija u nizu je indeks funkcije.
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Primitivno rekurzivne funkcije Gedelizacija

U kodiranju koje ¢emo koristiti znacajni su prosti brojevi i jedinstvenost
prikazivanja svakog broja u obliku proizvoda prostih brojeva dignutih na
neki stepen.

270 =21 . 3% .51,
Od pomoénih funkcija upotrebi¢emo primitivno rekurzivne funkcije:
° p(n)
o [x]

e duzina(x)
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Primitivno rekurzivne funkcije Gedelizacija

@ niz brojeva (ag,a1,...,an)
@ kod niza je:
gb(ag, a1, ..., ay) = p(0)** - p(1)+t. ... p(n)=*
@ gb je primitivno rekurzivna funkcija
@ a; koji se nalazi na i-tom mestu u nizu:
o kodira se sa: p(i)¥*!
o dekodira se sa: (x); = *(1,[x];)
za 1 umanjen stepen n-tog prostog broja u dekompoziciji
e Razlog: mnoZenje sa p(n)° = 1 ne menja vrednost proizvoda, a
komplikuje dekompoziciju.
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Primitivno rekurzivne funkcije Gedelizacija

dogovor: x kodira sekvencu duZine do duzina(x)

x kodira sekvencu ((x)o, - - - , (X)duzina(x)—1)

x za koji je duzina(x) = 0 kodira praznu re¢
x=756=22-3%3.7=p(0)>- p(1)3- p(3)

duzina(x) = 2, pa x kodira (1,2)

kako je gb(1,2) = 108, razni brojevi mogu predstavljati isti niz brojeva

razli¢iti nizovi se uvek kodiraju raznim brojevima
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Primitivno rekurzivne funkcije Intuitivno izra€unljive i primitivno rekurzivne funkcije

@ posledica moguénosti nabrajanja svih primitivno rekurzivnih funkcija -
mozemo zamisliti intuitivno izralunljivu totalnu funkciju koja nije
primitivno rekurzivna

@ postupak se naziva dijagonalizacija

@ posmatrajmo samo unarne primitivno rekurzivne funkcije i bilo koje
njihovo nabrajanje: fy, f1, f, ...

e neka je g(x) = fi(x) +1

e totalna i intuitivno izralunljiva (za x konstruiemo fy, izratunamo

fx(x) i dodamo 1)
@ ako je g primitivno rekurzivna, ona ima neki indeks k u nabrajanju
o fi(k) = g(k) = fi(k) +1
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Primitivno rekurzivne funkcije Intuitivno izra€unljive i primitivno rekurzivne funkcije

Akermanova funkcija
A0, n, k) = n+ k
A(1,n,0) =0
A(2,n,0) =1
A(m+1,n,0)=n,zam>1,
Am+1,nk+1)=A(mn Alm+1,nk)), za k>0

je intuitivno izra&unljiva, ali se pokazuje da nije primitivno rekurzivna.
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Primitivno rekurzivne funkcije Intuitivno izra€unljive i primitivno rekurzivne funkcije

Za funkciju A vazi:

A(0,n, k) =n+k

A(l,n k) =n-k

A(2, n, k) = n*

dijagonala ove funkcije A(n, n, n) raste brze od svake unarne
primitivno rekurzivne funkcije

A nije primitivno rekurzivna funkcija.

Zoran Ognjanovi¢ (zorano@mi.sanu.ac.rs) Teorija izratunljivosti MF Beograd, 2012/13 105 / 210



Primitivno rekurzivne funkcije Intuitivno izra€unljive i primitivno rekurzivne funkcije

@ rekurzija u Akermanovoj funkciji sprovodi istovremeno po dva
argumenta - prvom i treCem

@ istovremenom rekurzijom po tri, Cetiri itd. argumenta dobijaju redom
sve Sire i Sire klase funkcija koje su intuitivno izraunljive

@ klasa funkcija koje se definiSu rekurzijom po n argumenata je pravi
podskup klase funkcija definisanih rekurzijom nad n+ 1 argumentom,
za svakin >0

@ klasa intutivno izraCunljivih funkcija nije podskup ni jedne klase u toj
hijerarhiji.
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Primitivno rekurzivne funkcije Intuitivno izra€unljive i primitivno rekurzivne funkcije

lako se u klasi primitivno rekurzivnih funkcija nalazi veliki broj
interesantnih funkcija, postoje funkcije koje jesu intuitivno izralunljive a
koje toj klasi ne pripadaju.
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Parcijalno rekurzivne funkcije

Parcijalno rekurzivne funkcije

Jedno od ogranicenja koje u sebi ima klasa primitivno rekurzivnih funkcija
je da je zatvorena za operaciju minimizacije koja sme biti samo
ograni¢ena. Klasa parcijalno rekurzivnih funkcija se dobija kada se
eliminiSe to ograni¢enje. Pokazacemo da je to dovoljno da se klasa
funkcija prosiri toliko da se poklopi sa Tjuring-izraéunljivim funkcijama.
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Definicija parcijalno rekurzivnih funkcija

Klasa parcijalno rekurzivnih funkcija sadrzi osnovne funkcije:
e nula funkciju Z(n) =0, za svako n € N,

e funkciju naslednika S(n) prirodnog broja n u nizu prirodnih brojeva i

o funkcije projekcije Pj(x1,...,xk) = x; za sve i i k takve da je
1<i<k
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Parcijalno rekurzivne funkcije

i sve funkcije koje se od njih dobijaju kona&nim brojem primena osnovnih
operacija:
@ kompozicije
@ primitivne rekurzije i
@ neograni¢ene minimizacije, tj. ako je ve¢ definisana k + 1l-arna
funkcija f, definisana je i funkcija

najmanje z, za koje je
f(x1,. ., xk,2)=0i
za svako y <z je

(Ly)(F(x, - xi, y) = 0) = f(x1,...,xk,y) definisano

| nedefinisano, inace.
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Neograni¢ene minimizacija

o (uy)(f(xa,...,xk,y) =0) je funkcija arnosti k &iji argumenti su xi,
ey Xk,

@ intuitivno izracunljiva funkcija

@ ratuna se f(xiy,...,xx,0)

@ ako je f definisana za te argumente i ima vrednost 0, rezultat je 0

@ ako je f definisana za te argumente, a vrednost joj nije 0, prelazi se

na f(Xl, ey Xk, 1)

@ ako f nije definisana za te argumente, ni (uy)(f(x1,...,xk,y) =0)
neée biti definisana.

Zoran Ognjanovi¢ (zorano@mi.sanu.ac.rs) Teorija izratunljivosti MF Beograd, 2012/13 111 / 210



Parcijalno rekurzivne funkcije

Neograni¢ene minimizacija

Example

Funkcija (,uy)(f — 1 =0) nije definisana ni za jedno x posto nije
definisano ni deljenje nulom.
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Parcijalno rekurzivne funkcije

@ prema definiciji klasa parcijalno rekurzivnih funkcija sadrzi sve
primitivno rekurzivne funkcije,

@ u klasi parcijalno rekurzivnih funkcija se nalaze i funkcije koje nisu
totalne, pa samim tim nisu ni primitivno rekurzivne

@ postoje i totalne funkcije koje nisu primitivno rekurzivne, a koje jesu
parcijalno rekurzivne (Akermanova funkcija)
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Parcijalno rekurzivne funkcije

Definition

Rekurzivne funkcije su totalne parcijalno rekurzivne funkcije.

Definition
Predikat R je rekurzivan (odlu¢iv) ako je njegova karakteristi¢na funkcija
Cr rekurzivna.
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Parcijalno rekurzivne funkcije

Oznake:
e f(x1,...,xx) d (f konvergira)
e f(x1,...,xx) 4y (f konvergira ka y)
o f(x1,...,xx) T (f divergira)

Definition

Dve parcijalno rekurzivne funkcije f i g su jednake (f ~ g) ako su iste
arnosti i za iste arumente ili obe nisu definisane, ili su obe definisane i
imaju istu vrednost.
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Parcijalno rekurzivne funkcije

Parcijalno rekurzivne operacije

Theorem

Ako je predikat R € N¥*1 rekurzivan, a h k + 1-arna parcijalno rekurzivna
funkcija, parcijalno rekurzivne su i sledeée funkcije:

o (uy)(h(x1,...xx,y)=a),zaae N
o (ny)(R(x1, Xk, y)).

U prvom slu€aju umesto h(xi,...xk,y) dovoljno je posmatrati funkciju
sgn(-(h(x1,...xk,y),a) + “(a, h(x1,...xk,y)) i tvrdenje sledi neposredno.
U slu€aju funkcije (uy)(R(x1,...xk,y)), umesto predikata R(x1,...xk,y)
posmatra se jednakost Cgr(xi,...xk,y) = 1.
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Parcijalno rekurzivne funkcije

|zraCunljive i parcijalno rekurzivne funkcije

o Gedelizacija je iskoristena da bi se primenio postupak dijagonalizacije i
pokazalo da postoje intuitivno izralunljive funkcije koje nisu
primitivno rekurzivne

@ i parcijalno rekurzivne funkcije su nabrojive

@ dijagonalizacija ne prolazi

@ moZe se definisati g(x) = f(x) + 1, ali f(x) ne mora biti definisano

@ problem da li je funkcija f(x) | se ne moZe reiti u opstem slu¢aju
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Parcijalno rekurzivne funkcije

|zraCunljive i parcijalno rekurzivne funkcije

Theorem
Ne postoji rekurzivna funkcija definisana sa

(x) = 1 ako je fi(x) definisano
EX971 0 ako fx(x) nije definisano.
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Parcijalno rekurzivne funkcije

|zraCunljive i parcijalno rekurzivne funkcije

fo, fi, ...- niz svih unarnih parcijalno rekurzivnih funkcija

g je moguce definisati

h(x) = nedefinisana  ako je f,(x) definisano
10 ako f(x) nije definisano

h je parcijalno rekurzivna funkcija oblika (uy)(y + g(x) = 0)

h je f; za neko /

kontradikcija

h(l) =

nedefinisano  ako je h(/) = fi(/) definisano
0 ako h(l) = fi(/) nije definisano
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Parcijalno rekurzivne funkcije

Nabrajanje parcijalno rekurzivnih funkcija

Koristi se:

e funkcije: p(n), [x]n, duzina(x)
@ kod niza brojeva (ag, a1, . .., an) je:

gb(ao, a1, . ..,an) = p(0)@*L. p(1)atl. . p(n)a+l
@ a; koji se nalazi na j-tom mestu u nizu:

o kodira se sa: p(i)¥*!
o dekodira se sa: (x); = -(1,[x];)
za 1 umanjen stepen n-tog prostog broja u dekompoziciji
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Nabrajanje parcijalno rekurzivnih funkcija

o kod osnovnih funkcija: gh(Z) =0, gb(S) = gb(1), gb(P}) = gb(1,i),

@ ako su gb(g) = a, gb(h1) = b1, ..., gb(hm) = by, veé odredeni, kod
kompozicije je gb(g(h1,...,hm)) = gb(a, gb(b1,...,bm),0),

e ako su gb(g) = a i gb(h) = b ve¢ odredeni, onda je gb(a, b,0,0) kod
fje dobijene primitivnom rekurzijom nad h sa osnovom g

@ ako je gb(g) = a ve¢ odreden, onda je gb(a,0,0,0,0) kod funkcije
dobijene neogranitenom minimizacijom (uy)(g(x1, ..., xk,y) = 0)
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Nabrajanje parcijalno rekurzivnih funkcija

@ broj promenljivih ne figurise u samom kodiranju, odreduje prilikom
dekodiranja

@ razli¢itim funkcijama i operacijama pridruzeni su kodovi nizova
razli¢ite duzine

e dogovor pri dekodiranju - broj x kodira sekvencu duZine do duzina(x),
pa beskona&no mnogo razli¢itih brojeva oznacava istu funkciju

o treba obezbediti da je svaki prirodan broj kod neke funkcije,

@ na primer: ako je duzina(x) > 5, onda x kodira funkciju dobijenu
neograni¢enom minimizacijom funkcije f(,),.
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Nabrajanje parcijalno rekurzivnih funkcija

Ideja za dekodiranje:
@ koristi se jedinstvenost dekompozicije na proste faktore
e x = gb(3276,817,0,0)
e ako su gb(g) = a i gb(h) = b ve¢ odredeni, onda je gb(a, b,0,0) kod
fje dobijene primitivnom rekurzijom nad h sa osnovom g

o funkcija f, je dobijena primenom primitivne rekurzije na fg17 sa bazom

f3276-
o dekodiraje kodova 817 i 3276 se nastavlja dok se ne stigne do
osnovnih funkcija
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Nabrajanje parcijalno rekurzivnih funkcija

Funkcija arnosti k &iji je indeks n oznatava se sa fX.

kodiranje: gb(Z) =0,

e dekodiranje: duzina(n) = 0, tj. n kodira prazni niz brojeva, re¢ je o
nula-funkciji Z,

kodiranje: gb(S) = gb(1),

dekodiranje: duzina(n) =1, tj. n kodira jedno&lani niz brojeva (n)o,
re¢ je o funkciji naslednika S
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Nabrajanje parcijalno rekurzivnih funkcija

Funkcija arnosti k &iji je indeks n oznatava se sa fX.
o kodiranje: gb(P}) = gb(1,1),
e dekodiranje: duzina(n) = 2, tj. n kodira niz brojeva ((n)o, (n)1) i ako

je:
e (n)o =0, ili se projektuje po koordinati (n); = 0, re& je o nula-funkciji
Z,
o (n)o > 1 projektuje se po koordinati 1 < (n); < k, ret je o funkciji
P |

o (n)o > 1i projektuje se po koordinati (n); > k, re¢ je o funkciji Pf,
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Nabrajanje parcijalno rekurzivnih funkcija

Funkcija arnosti k &iji je indeks n oznatava se sa fX.

@ kodiranje: ako su gb(g) = a, gb(h1) = b1, ..., gb(hm) = bm vel
odredeni, kod kompozicije je

gb(g(h1,...,hm)) = gb(a,gb(b1,. .., bm),0)

o dekodiranje: duzina(n) = 3, tj. n kodira niz brojeva ((n)o, (n)1,(n)2) i
ako je:

e kod funkcija argumenata duzina((n)1) = 0, re¢ je o funkciji f(’,‘,)o i

(
duzina((n):) (
T uzina((n)1) / rk k
kompozicijom fi;); (o> ) - ¢ cusmonsy

e kod funkcija argumenata duzina((n)1) > 0, re€ je o funkciji dobijenoj

),
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Parcijalno rekurzivne funkcije

Nabrajanje parcijalno rekurzivnih funkcija

Funkcija arnosti k &iji je indeks n oznatava se sa fX.

@ kodiranje: ako su gb(g) = a i gb(h) = b ve¢ odredeni, onda je
gb(a, b,0,0) kod fje dobijene primitivnom rekurzijom nad h sa
osnovom g

o dekodiranje: duzina(n) = 4, tj. n kodira niz brojeva

((n)o, ()1, (n)2, (n)3) i ako je
o broj argumenata funkcije k = 1, tada je re¢ o funkciji £,1(0) = (n)o,
flxa +1) = f2 (f3(x1), x1) dobijenoj primitivnom rekurzijom i

e broj argumenata funkcue k > 1, tada je re¢ o funkciji £X(0,xa, ..., xk)
= f(’;)ol(xz, ey XK, fk(xl +1,x,...,x) = f(’;)tl(fk(xl,xL ey XKDy X1,
X0y vy Xk) dobijenoj primitivnom rekurzijom
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Parcijalno rekurzivne funkcije

Nabrajanje parcijalno rekurzivnih funkcija

Funkcija arnosti k &iji je indeks n oznatava se sa fX.
@ ako je gb(g) = a ve¢ odreden, onda je gb(a,0,0,0,0) kod funkcije
dobijene neograni¢enom minimizacijom (uy)(g(x1,...,xk,y) =0)
o dekodiranje: duzina(n) > 5, tj. n kodira niz brojeva
((n)o, (n)1,(n)2,(n)3,(n)a,...) onda je
F(x1, X2, - XK) = (MXk+1)(f(l,(,%1(X1,X2, ooy Xkt1) = 0)
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Nabrajanje parcijalno rekurzivnih funkcija

Zakljucak: parcijalno rekurzivnih funkcija ima prebrojivo mnogo i postoji
postupak njihovog nabrajanja koji je primitivno rekurzivan
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Univerzalni predikat i univerzalna funkcija

e UP(n,gb(a1,..., ak), b,y), univerzalni predikat
o fk je definisana za argumente ay, ..., ax
o fK(ay,...,ax)=»b
@ najveli broj koji se koristi u tom izra¢unavanju manji do jednak od y
@ UP proverava za proizvoljnu funkciju f, i fiksirane argumente ag, ...,
ak da li je fp(a1,...,ak) L b
Theorem

Postoji primitivno rekurzivni predikat UP arnosti 4 tako da je za sve n i k,
fk(a1,...,ax) = b ako i samo ako (3y)UP(n, gb(a1, ..., ax), b, y).
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Univerzalni predikat i univerzalna funkcija

@ Predikat UP ¢emo definisati po slu€aju koristeéi pri tome opisani
postupak gedelizacije

@ Posto to kodiranje garantuje da je svaki prirodan broj kod neke
funkcije, predikat koga razmatramo e biti uvek definisan

@ uslovi ¢e biti u skladu sa zahtevima za definiciju po sluaju, pa ¢e
predikat koga razmatramo Ce biti primitivno rekurzivan
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Parcijalno rekurzivne funkcije

Definicija vaZenja UP(n, a, b, y)

Slu&aj nula funkcije
e kodiranje: gb(Z) =0

e dekodiranje: duzina(n) = 0, tj. n kodira prazni niz brojeva, re¢ je o
nula-funkciji Z,

e Cyp(n,a,b,y) =1 ako duzina(n)=0ib=0

Ako je duzina(n) = 0 radi se o funkciji Z pa predikat UP vaZi za b =0,
bez obzira na vrednosti ostalih argumenata.
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Definicija vaZenja UP(n, a, b, y)

Slu&aj funkcije naslednika
e kodiranje: gb(S) = gb(1),
e dekodiranje: duzina(n) =1, tj. n kodira jedno&lani niz brojeva (n)o,
re¢ je o funkciji naslednika S
e Cyp(n,a,b,y) =1 ako duzina(n) =1ib=(a)o+1
Ako je duzina(n) =1 radi se o funkciji S pa UP vaZi za b = (a)g + 1 bez

obzira na vrednosti ostalih argumenata, pri €emu je (a)o vrednost prve
koordinate u dekompoziciji broja a.
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Definicija vaZenja UP(n, a, b, y)

Sluéaj funkcije projekcije

o kodiranje: gb(P}) = gb(1,1)
e dekodiranje: duzina(n) = 2, tj. n kodira niz brojeva ((n)o, (n)1) i ako
je:
e (n)o =0, ili se projektuje po koordinati (n); = 0, ret je o funkciji Z,
o (n)o > 1i projektuje se po koordinati 1 < (n); < k, re¢ je o P\
o (n)o > 1i projektuje se po koordinati (n); > k, re¢ je o funkciji P,
e Cyp(n,a,b,y) =1 ako duzina(n) =2 i
e ako je (n)o=10ili(n)1=0ib=0(2),
e akoje (n)o >1i1<(n)1 <duzina(a)ib=(a):(1,(n),) (P,((")l)
o ako je (n)o > 1i duzina(a) < (n)1 i b= (a):(1,duzina(a)): (PF)
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Definicija vaZenja UP(n, a, b, y)

Slu&aj funkcije projekcije
e Cyp(n,a,b,y) =1 ako duzina(n) =2 i

e ako je (n)o=10ili(n)1=0ib=0(2),

o ako je (n)o > 1i 1< (n)1 < duzina(a) i b= (a):(1,(n),) (P,E”)l)

o ako je (n)o > 1i k < (n)1 i b= (a):(1,duzina(a)) (PL)
Ako je duzina(n) = 2 radi se o P} koja se kodira sa
n = gb(1,i) = gb((n)o, (n)1) i moguéi su sledeéi slutajevi. Ako je (n)o =0
ili se projektuje po koordinati (n); = 0 re¢ je o degenerisanom sluaju koji
predstavlja funkciju Z, pa je rezultat b = 0. Ako je (n)o > 1 i projektuje
se po koordinati 1 > (n); > duzina(a), rezultat je argument a; za
i =-(1,(n)1). Konatno, ako je (n)o > 1 i za koordinatu projekcije vaZi
k < (n)1, rezultat je b = (a):(1,duzina(a)) Projektovanje po poslednjoj
kooordinati.
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Definicija vaZenja UP(n, a, b, y)

Slu¢aj kompozicije

@ kodiranje: ako su gb(g) = a, gb(h1) = b1, ..., gb(hm) = bm vel
odredeni, kod kompozicije je

gb(g(hi,...,hm)) = gb(a, gb(bi,..., bm),0)

e dekodiranje: duzina(n) = 3, tj. n kodira niz brojeva ((n)o, (n)1,(n)2) i
ako je:
o kod funkcija argumenata duzina((n)1) = 0, re¢ je o funkciji f(’,‘,)O [
o kod funkcija argumenata duzina((n)1) > 0, re¢ je o funkciji dobijenoj

duzma((n) )/ rk k
kompozicijom f (f((n) o 7...,f"((,,)l);(Lduy_na((nm)),

e Cyp(n,a,by)=1 ako duzina(n) = 3 i

e ako je duzina((n)1) = 0 i vazi UP((n)o, a, b, y),

e ako je duzina((n)1) > 1 i postoji d < y koje kodira rezultate funkcija
argumenata kompozicije za koje je duzina(d) = duzina((n)1) i vaZe
predikati UP(((n)1)i,a,(d)i,y), 0 <i < :(1,duzina((n)1)), i UP((n)o,
d,b,y),
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Definicija vaZenja UP(n, a, b, y)

Slu&aj primitivne rekurzije
@ kodiranje: ako su gb(g) = a i gb(h) = b ve¢ odredeni, onda je
gb(a, b,0,0) kod fje dobijene primitivnom rekurzijom nad h sa
osnovom g
o dekodiranje: duzina(n) = 4, tj. n kodira niz brojeva
((n)o, (n)1, (n)2, (n)3) i ako je
o broj argumenata funkcije k = 1, tada je re¢ o funkciji £,1(0) = (n)o,
flxa +1) = f2 (f3(x1), x1) dobijenoj primitivnom rekurzijom i
e broj argumenata funkcue k > 1, tada je re¢ o funkciji £X(0,xa, ..., xk)
= f(ﬁ)ol(xz, coXk), a4+ 1x, ., xk) = f(’;)tl(fk(xl,xL ey XKDy X1,

X0y vy Xk) dobijenoj primitivnom rekurzijom
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Parcijalno rekurzivne funkcije

Definicija vaZenja UP(n, a, b, y)

Slu&aj primitivne rekurzije
e Cyp(n,a,b,y) =1
@ ako duzina(n) =4 i
o ako je duzina(a) =11 (a)o =0i b= (n)o (slutaj funkcije oblika
f(0)=c.)
e ako je duzina(a) =1 (a)o > 1i postoji e, 0 < e < y i vaZi
UP(n,3,e,y) i UP((n)1,gb(e,(1,(a)o)), b, y)(Slutaj funkcije oblika
f(x +1) = h(f(x), x). lzraz § znati da se za 1 smanjuje argument.),
o ako je duzina(a) > 1i (a)o = 0 i vaZi predikat UP((n)o, gb((a)1, - -
(2):(1,duzina(a)) ) b, y)(Slutaj funkcije oblika £(0,...) = g(...))
e ako je duzma( )>1i(a)o>1ipostoji e, 0 < e <y tako da je
UP( n, 2a e _)/) I UP((n)l,gb(e, i(]-7 (3)0)7 (8)1, cey (a)i(l,duzina(a)))v ba
y)(Slu¢aj funkcije oblika f(x +1,...) = h(f(x,...),x,...). lzraz 2

2
znati da se za 1 smanjuje argument po kome se sprovodi indukcija),

9
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Definicija vaZenja UP(n, a, b, y)

Slu¢aj neograni¢ene minimizacije
e kodiranje: ako su gb(g) = a, onda je gb(a,0,0,0,0) kod funkcije
(Ny)(g(xla s 7Xk7y) = 0)
e dekodiranje: duzina(n) > 5, tj. n kodira niz brojeva
((n)o, (n)1,(n)2,(n)3,(n)a,...) onda je
fnk(Xl,Xz, oo 7Xk) = (/LXk+1)(f(’;%1(X1,X2, cee ,Xk+1) = 0)
e Cyp(n,a,b,y) =1 ako duzina(n) > 5 i
o vaZzi UP((n)o, a - p(duzina(a))'*®,0,y) i za svaki i < b postaji e,
0 < e < y tako da vaZi UP((n)o, a- p(duzina(a))**i, e, y)
Ako je duzina(n) > 5, radi se o neograni¢enoj minimizaciji. Vrednost (n)o
prve koordinate dekompozicije broja n je indeks funkcije po kojoj se radi
minimizacija, a - p(duzina(a))'*? je kod argumenata funkcije f(n), koja za
te argumente ima vrednost 0, a y je ogranienje brojeva koristenih u
izratunavanju. Sli¢no je i u preostalim sluéajevima.
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Parcijalno rekurzivne funkcije

Univerzalni predikat i univerzalna funkcija

@ Na osnovu definicije lako se uocava da je predikat UP primitivno
rekurzivan

o Preostaje da se pokaZe da je f<(ay,...,ax) = b ako i samo ako je
(Ely)UP(nagb(ala RN ak)a ba .y)
@ Dokaz sa desna na levo je direktna posledica definicije predikata UP.
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Parcijalno rekurzivne funkcije

Univerzalni predikat i univerzalna funkcija

Dokaz sa leva na desno se sprovodi indukcijom po n i po a = gb(as,
ey ak).
@ Za slutajeve duzina(n) < 2 radi se o osnovnim funkcijama i tvrdenje
Je istinito
@ Neka za svako / < n tvrdenje vaZi, kao i za nisve x < a
o Neka je £X(a1,...,ax) = b i duzina(n) = 5, odnosno radi se o funkciji
dobijenoj neograni¢enom minimizacijom.
e Tada je f(’;;;l(al, ...,ak, b) = 0i podto je (n)o < n po indukcijskoj
hipotezi postoji neko v tako da vazi UP((n)o, gb(a1, ..., ak, b),0,v).
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Parcijalno rekurzivne funkcije

Univerzalni predikat i univerzalna funkcija

@ za svako i < b je f(l;;;:l(al, ..., ak, i) definisano i vece od nule

@ Prema indukcijskoj hipotezi postoje ug, ..., up_1 i vy, ..., vp_1 takvi
da za svako i < b — 1 vazi UP((n)o,gb(a1,...,ak, i), uj, vi), gde je
up >0

@ Definig&imo y = max{wo,...,up—1, Vo, ..., Vp—1,b} +1

e Zakljutujemo da vazi UP(n,gb(a1,...,ak),b,y)

@ Sli¢no se analiziraju i ostali slu¢ajevi.
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Univerzalni predikat i univerzalna funkcija

Theorem (Klinijeva teorema o normalnoj formi)

Svaka parcijalno rekurzivna funkcija se moZe definisati koristenjem najvise
jednog operatora neograni¢ene minimizacije.

o fy(n,a) = ((uz)(UP(n, a,(2)o,(2)1)))o

@ argumenti su redom kod funkcije n i kod niza argumenata
a=gb(a1,...,a)

e definisana ako postoji z = gb(b, y), kod dvo&lanog niza sastavljenog
od rezultata b i ograni¢enja y za maksimalno dozvoljeni broj koji se
koristi u izracunavanju funkcije f,
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Parcijalno rekurzivne funkcije

Univerzalni predikat i univerzalna funkcija

o funkcija je parcijalno rekurzivna posto je UP primitivno rekurzivni
predikat

@ naziva se univerzalna funkcija

@ na osnovu prethodne teoreme, za svaku parcijalno rekurzivnu funkciju
fk vazi:

o fp(ar,...,ak) ~ ((uz)(UP(n, a,(2)o,(2)1)))o

@ univerzalna funkcija je parcijalno rekurzivna, ali nije totalna.

@ analogija izmedu ove funkcije i univerzalne Tjuringove masine UTM:

funkcija izraunava sve ostale funkcije kao sto UTM simulira
izvr8avanje svih ostalih Tjuringovih masina.
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Parcijalno rekurzivne funkcije

S-m-n-teorema

° f(x,y)

e fiskiramo vrednost prvog argumenta funkcije f(x, y) (x = a).

@ dobija se unarnu funkciju f(a, y) &iji jedini argument je y

@ nova funkcija je parcijalno rekurzivna, €ak se moze izralunati i njen
indeks

@ ovo odgovara prenosu argumenata u potprogram.
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Parcijalno rekurzivne funkcije

Theorem (s-m-n-teorema)

Neka su prirodni brojevi m,n > 1. Tada postoji m + 1-arna rekurzivna
funkcija S| takva da za proizvoljnu m + n-arnu parcijalno rekurzivnu
funkciju fo vaZi

fe(le e Xmy Y1, ayn) = fSnm(e,xl,...7xm)(y17 s ,}/n)-

@ f je nastala iz funkcije f. zamenom prvih m argumenata konstantama
al, ..., dm-.

o f je nastala kompozicijom funkcije fe, konstantnih funkcija i funkcija
projekcije tako da je

f(y17"'7yn) = fe ( Kr?()’la---7Yn)>---7K,fm(YIa---,Yn)a
P%(YL--',Yn);'--,P,,;()/l,---,yn))-
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Parcijalno rekurzivne funkcije

S-m-n-teorema

@ kodiranje kompozicije: ako su gb(g) = a, gb(h1) = by, ...
gb(hm) = bm veé odredeni, kod kompozicije je

gb(g(h1,...,hm)) = gb(a, gb(bi,...,bm),0)

@ za fiksirane e, i a1, ..., am, Gedelov broj funkcije f je
S(e,a1,...,am) =
gb(e, gb(gb(K3"). ..., gb(K3™),gb(Py). - ., gb(Py)), 0)

@ S/ koja izraunava taj broj je primitivno rekurzivna, pa i rekurzivna,
jer je definisana kao kompozicija primitivno rekurzivnih funkcija
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Fiksna tacka funkcije

Theorem (O fiksnoj tatki; Teorema o rekurziji)

Ako je h unarna rekurzivna funkcija, postoji prirodan broj n tako da je
fn = fu(n), gde su fy i fpny parcijalno rekurzivne funkcije sa indeksima n
odnosno h(n).

e parcijalno rekurzivna funkcija g(x, y) = fu(s.(x))(¥)

po s-m-n-teoremi postoji rekurzivna funkcija S(x) koja daje indeks
tako da je

g(x,y) =~ fsey (¥)

Fa()) (V) = fsx)(v)

funkcija S ima svoj indeks m

za x = m i §(m) = n dobijamo
fa(en(m)) () = fs(m)(y), odnosno
fh(n)(y) = fn(}/)
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Fiksna tacka funkcije

Theorem
Svaka unarna rekurzivna funkcija ima beskona&no mnogo fiksnih tacaka. J

@ za svaku unarnu rekurzivnu funkciju h i za svaki prirodan broj m
postoji prirodan broj n > m tako da je f, ~ fyp).

e M={f,...,fm} prvih m parcijalno rekurzivnih funkcija

@ posto postoji beskonatno mnogo medusobno razli¢itih parcijalno
rekurzivnih funkcija, postoji i parcijalno rekurzivna funkcija f. € M

@ definis$imo funkciju

(x)— C zax<m
)= h(x) zax>m

@ g je rekurzivna i ima bar jednu fiksnu tacku ng koja je veéa od m jer
za n < mje fgn) = fc # fn.
@ prema definiciji funkcije g, ng je istovremeno i fiksna tatka funkcije h
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Fiksna tacka funkcije

Theorem

Ako je f(x, y) parcijalno rekurzivna funkcija, onda postoji prirodan broj n
takav da je f(n,y) ~ fu(y).

n fiksna tatka funkcije Si(x) iz s-m-n-teoreme

fsim = fo
F(x,y) > fs100(y)
F(n,y) ~ for(n)(v) = faly).
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Fiksna tacka funkcije

Example
@ posmatramo f(y,x) = x¥

@ primenimo teoremu: Ako je f(x,y) parcijalno rekurzivna funkcija,
onda postoji prirodan broj n takav da je f(n,y) ~ fu(y).

postoji broj n € N takav da je f(n, x) =~ f,(x)

postoji broj n € N takav da je f,(x) ~ x”"
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Fiksna tacka funkcije

Example
@ postoji broj n € N takav da je Dom(f,) = {n}

@ posatramo funkciju

_J 0 zax=y
g(x,y)—{T 22 x4y

postoji n € N tako da je f(n,y) ~ f,(y)

pri tome je Dom(f,) = {n}.
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Parcijalno rekurzivne funkcije

Fiksna tacka funkcije

Definition

Funkcija f je samoreprodukujuca ako vazi f(x) | gb(f) J
Theorem

Postoji samoreprodukujuca funkcija. J

@ posmatramo f(y,x) =y

@ postoji prirodan broj n takav da je f(n,x) = fp(x) =n

samoreprodukujuéi program = programski virus koji se razmnoZava
Siredi svoje kopije tokom izvr8avanja
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Tjuring-izrakunljive i parc. rek. funkcije

Tjuring-izraCunljive i parcijalno rekurzivne funkcije:
@ medusobno razli¢iti formalni modeli izra¢unavanja
@ medusobno su ekvivalentni

@ odreduju jednu te istu klasu izraéunljivih funkcija
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Tjuring-izrakunljive i parc. rek. funkcije

Theorem

Svaka parcijalno rekurzivna funkcija je Tjuring-izralunljiva. J

e za sve osnovne funkcije (Z, S, P;) postoje odgovarajuée Tjuringove
masine

@ Tjuringovim masinama je moguce simulirati operacije kompozicije,
primitivne rekurzije i neograni¢ene minimizacije
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Tjuring-izrakunljive i parc. rek. funkcije

TM-simulacija kompozicije

hi, ... hm, parc. rek. funkcije arnosti k

g parc. rek. funkcija arnosti m

My,,, Mg,

treba opisati TM M,m, koja odgovara

g(hl(xl, e ,Xk), ey hm(Xl, e ,Xk))

na pocetku rada Myomp na traci se nalaze xi, ... Xk
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Tjuring-izrakunljive i parc. rek. funkcije

TM-simulacija kompozicije

u prvoj fazi rada Myomp pravi kopiju ulaznih podataka i na njihovo
mesto smesta rezultat rada My,

postupak se ponavlja m — 1 puta sa M, ..., M

m

traka sadrzi m unarnih zapisa rezultata My, ..., My

m

primenjuje se Mg, nakon gega Myomp zavrava rad

ako za neko i, hi(xy,...,xk) T, bice i My, 1, pa i Miomp T
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Tjuring-izrakunljive i parc. rek. funkcije

TM-simulacija primitivne rekurzije

@ g parc. rek. funkcija arnosti m, f(0,...) =g(...)

e h parc. rek. funkcije arnosti m+2, f(n+1,...) = h(f(n,...),n,...)
@ za njih postoje odgovaraju¢e TM koje ih izratunavaju: M, M,
°

treba opisati TM M, koja odgovara funkciji f dobijenoj primitivnom
rekurzijom

na pocetku rada My, na traci se nalaze ni xi, ... Xk
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Tjuring-izrakunljive i parc. rek. funkcije

TM-simulacija primitivne rekurzije

@ u petlji M, proverava da li je n po kome se radi primitivna rekurzija
jednak 0

@ ako n # 0, pomera udesno sadrZaj trake i na oslobodeno mesto
smedta argumente rekurzivnog poziva

@ nakon zavrietka petlje, kada je argument po kome se radi rekurzija 0,
izgled trake je:
101%10. .. 01101101 %10, .. 01 0. .. 01" o100 . . 01T

@ stek na kome se nalaze argumenti za pozivanje funkcija

@ redom rade M, i odgovarajuéi broj puta My, nakon M, staje
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Tjuring-izrakunljive i parc. rek. funkcije

TM-simulacija neograni¢ene minimizacije

o f parc. rek. funkcija arnosti k + 1,
@ za nju postoji odgovaraju¢e TM koja je izraunava: M
@ treba opisati TM M,, koja odgovara funkciji
(ky)(f(x, - Xk, y) = 0)
@ na pocetku rada M, na traci se nalaze xq, ..., x4, 0

MF Beograd, 2012/13
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Tjuring-izrakunljive i parc. rek. funkcije

TM-simulacija neograni¢ene minimizacije

@ sadrzaj se kopira na desno od krajnje desne ¢elije koja sadrzi znak 1
@ nad tom kopijom se izvrsi My

@ ako je dobijeni rezultat 0, briSu se svi zapisi brojeva xg, ..., Xk,
rezultat je zapis argumenta po kome se vrsi minimizacija

@ ako dobijeni rezultat nije 0, briSe se, uvecava se vrednost argumenta
po kome se vr3i minimizacija i postupak ponavlja
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Tjuring-izrakunljive i parc. rek. funkcije

Theorem
Svaka Tjuring-izratunljiva funkcija je parcijalno rekurzivna. J

f funkcija koju izraunava Tjuringova masina My

pretpostavka: f unarna funkcija, a ako nije ulaz je Gedelov broj niza
ulaznih podataka koji najpre raspakuje

kodiranje programa i konfiguracija Mr

opisivanje parc.rek. funkcija koje manipulisuéi tim kodovima
simuliraju rad My
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Tjuring-izrakunljive i parc. rek. funkcije

Parc. rek.-simulacija TM

svim stanjima i operacijama pridruzujemo kod
kod stanja g je 0,

kod stanja g; je i +1

kodovi operacija 0,1, Li Rsu0,1,2i3

program za My opisujemo sa h(x) = a, gde je x kod para (qg;,s), a a
kod para (o, gj)

@ program je konalni niz naredbi, funkcija h se defini$e po slu¢ajevima,
pa je primitivno rekurzivna
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Tjuring-izrakunljive i parc. rek. funkcije

Parc. rek.-simulacija TM

Posmatramo funkcije:

°
1 nakon t koraka rada glava M¢(x)
s(x,t) = je nad Celije u kojoj je 1
0 inace

@ /(x,t) - Gedelov broj niza znaka koji se nakon t koraka rada M¢(x)
nalaze levo od aktuelne Celije zaklju€no sa najlevljom celijom u kojoj
se nalazi znak 1

@ d(x, t) - Gedelov broj niza znaka koji se nakon t koraka rada M¢(x)
nalaze desno od aktuelne Celije zaklju¢no sa krajnjom desnom Celijom
u kojoj se nalazi znak 1

@ q(x,t) - broj tekuceg stanja nakon t koraka rada M¢(x)
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Tjuring-izrakunljive i parc. rek. funkcije

Parc. rek.-simulacija TM

o I(x,t), s(x,t), d(x,t) i q(x,t) jednozna&no opisuju konfiguracija
magine M¢(x) nakon t koraka rada

I(x,t) s(x,t) d(x,t)
q(x, t)
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Tjuring-izrakunljive i parc. rek. funkcije

Parc. rek.-simulacija TM

o I(x,t), s(x,t), d(x,t) i q(x,t) se definidu induktivno

@ Za t =0, Sto odgovara poletku izvrSavanja masine, ako su na traku
smeStene x + 1 jedinica koje ¢ine unarni zapis ulaznog podatka x, bice:

g(x,0) =1 - potetno stanje

I(x,0) = 0 - levo od glave su sve nule

s(x,0) =1 - glava je iznad najlevlje jedinice

d(x,0) = gb(1*) - desno od glave je x jedinica
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Tjuring-izrakunljive i parc. rek. funkcije

Parc. rek.-simulacija TM

e zat>0, h(gb(g(x,t —1),s(x,t —1))=aia= gb(o,q(x,t)) kod
para koji ¢ine operacija i naredno stanje
° q(x,t) = (a)y
e zavisno od o = (a)g, odreduju se /(x,t), s(x,t) i d(x,t)
e ako je o kod upisa jedinice, I(x,t) = I(x,t — 1), s(x,t) =1
d(x,t) =d(x,t —1).
o Sli¢no se postupa i u ostalim sluajevima
@ posto je h primitivno rekurzivna, a funkcije /, s, d i g se na osnovu
nje definisu po slu€ajevima i one su primitivno rekurzivne
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Tjuring-izrakunljive i parc. rek. funkcije

Parc. rek.-simulacija TM

Mgy se zaustavlja nakon t koraka u standardnoj konfiguraciji ako i samo
ako je ispunjeno:

(Vi < t)(q(x,i) # 0) - prethodno nije bila u zavrSnom stanju
q(x,t) = 0 sada je u zavrSnom stanju

I(x,t) = 0 - levo nema jedinica

s(x,t) =1 - glava je nad jedinicom i

(Vi < d(x,0) + t)(= + (p(i)?, d(x,t)) = ==+ (p(i + 1)?, d(x, t)))
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Tjuring-izrakunljive i parc. rek. funkcije

Parc. rek.-simulacija TM

Poslednji deo uslova:

o (Vi <d(x,0)+t)(=+ (p(i)* d(x,t)) = =+ (p(i + 1)%, d(x, t)))

@ nakon t koraka rada broj koristenih Celija je manji do jednak od
d(x,0) + t,na traci postoji tatno jedan neprekidni blok 1, kada se
pojavi prva 0, desno su samo 0

e prisustvo 1 u éeliji i - prisustvo p(i)? u proizvodu, tj., delivo¥¢u koda
sa pl(i)?

@ ako se u standardnoj konfiguraciji pojavi Celija i koja sadrzi 0, tj.
p(i)? ne deli d(x, t), isto ¢e vaZiti i za sve ostale Celije i +1, i +2, ...

Zoran Ognjanovi¢ (zorano@mi.sanu.ac.rs) Teorija izratunljivosti MF Beograd, 2012/13 169 / 210




Tjuring-izrakunljive i parc. rek. funkcije

Parc. rek.-simulacija TM

Ako se masina Mr zaustavi u standardnoj konfiguraciji, tj. vazi SK,
rezultat y je predstavljen sa:

° 1y+1

@ odnosno blokom neprekidnih jedinica duZine duzina(d(x, t))

o f(x) = duzina(d(x, (ut)SK))
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Tjuring-izrakunljive i parc. rek. funkcije

Univerzalna Tjuringova masina UTM

UTM primer programibilnog digitalnog racunara opSte namene sa
programom i podacima smestenim u memoriju, simulira izvrSavanje ostalih

TM, ulazni podaci za UTM su opis - program neke posebne TM i ulazni
podaci te TM, rezultat rada UTM je rezultat rada simulirane posebne TM.

Theorem
Postoji UTM. J

@ univerzalna parcijalno rekurzivna funkcija:
fu(n, a) = ((uz)(UP(n, a,(2)o, (2)1)))o
@ UTM - Tjuringova masina koja interpretira fy - je univerzalna TM
jer:
o UTM postoji prema teoremi o simulaciji parc. rek. f-ja
e neku TM M simuliramo nekom parc. rek. f-jom, prema teoremi o
simulaciji TM
e tu f-ju simuliramo sa fy, a nju sa UTM
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Certova teza

Cert (1936):

svaki algoritam definise funkciju koja
pripada jednoj dobro definisanoj klasi funkcija

(klasa parcijalno rekurzivnih funkcija, klasa Tjuring-izra€unljivih funkcija,
klasa A-definabilnih funkcija ili neka druga ekvivalentna klasa), tj.klasa
intuitivno izraunljivih funkcija se poklapa sa svakom od tih klasa
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Certova teza

Cercova teza

@ intuitivni pojam algoritma je zasnovan na iskustvenom znanju o
[judskim umnim sposobnostima

o klase izralunljivih funkcija precizno definisane odgovarajué¢im
formalnim modelima izraunavanja

o Cerova teza izjednacava neformalni i formalni pristup pojmu
efektivne izraunljivosti

@ u strogom smislu nije matemati¢ko tvrdenje (sli¢nija je formulacijama
raznih fizi¢kih zakona)

@ ne moze se dokazati u okviru neke formalne teorije

@ moze biti opovrgnuta ako bi bila pronadena funkcija koja jeste
intuitivno izracunljiva, a nije Tjuring-izralunljiva
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Certova teza

Cercova teza

@ Argumenti u prilog tezi:

e nema kontraprimera

e medusobna ekvivalentnost raznorodnih formalnih modela izratunavanja
do koje tesko da bi doslo da neka od intuitivnih karakteristika
algoritama nije njima obuhvaéena

o Cerlova teza se moZe prihvatiti i kao definicija izracunljivosti
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Certova teza

Primene Cerlove teza

@ da bi se u raznim dokazima istakle sustinske ideje i izbegli tehnicki
detalji Cesto se pribegava formulaciji oblika: 'funkcija je intuitivno
izratunljiva, pa je prema Certovoj tezi parcijalno izratunljiva’

@ argument pri objasnjavanju zasto neki problem nije resiv: postupak za
reSavanje problema ne nalazi u nekoj od formalizovanih klasa
izratunljivih funkcija, na osnovu CerZove teze ne postoji efektivni
postupak za reSavanje tog problema
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Cerlova teza i prakti¢na izracunljivost

@ izralunljivost u principu: parc. rek. funkcije

@ prakti¢na izralunljivost: ono §to se stvarno moZze izraunati

@ postoje parc. rek. funkcije za &ije izratunavanje je potrebno vreme
duZe od vremena proteklog od nastanka kosmosa, i/ili se zahteva vedi
broj memorijskih registara nego 5to je broj atoma na Zemlji

@ da li su takve parc. rek. funkcije zaista izralunljive

o Cerova teza predstavlja korisnu granicu klase funkcija izvan koje
sigurno nema prakti¢no izralunljivih funkcija
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Relativna izracunljivost

@ klasa funkcija koje nisu parcijalno rekurzivne (neprebrojiva) je daleko
veca od klase parcijalno rekurzivnih funkcije (prebrojiva)

relativna izralunljivost predstavlja odnos izmedu dvaju funkcija f i g

@ f mozemo izralunati pomocu osnovnih funkcija i g primenom
kompozicije, primitivne rekurzije i minimizacije

@ ako g jeste parc. rek. to isto vaziiza f

to prestaje da vazi ako g nije parcijalno rekurzivna
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Relativna izratunljivost

Relativna izracunljivost

g proizvoljna totalna funkcija

o funkcije izracunljive pomocu orakla za funkciju g su funkcije koje se
relativno izracunavaju u odnosu na g, odnosno formiraju klasu koja
kao osnovnu funkciju ima i funkciju g

@ ako je f izracunljiva pomoéu g, onda je f lak3a za izraunavanje od
g, jer znajuéi da izra¢unamo g to umemo da uradimo i za f

@ opisivanje klase funkcija koju dobijamo ukljuéujuéi i g u osnovne
funkcije se sprovodi analogno postupku za opis parcijalno rekurzivnih
funkcija

f < g - f je izralunljiva pomocu orakla za g
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Relativna izratunljivost

Relativna izracunljivost

Example
@ g(x) =1 ukoliko f(x) |, a inate g(x) =0
@ nije parc. rek. f-ja (tj. nije rekurzivna, posto je totalna)

@ (C, - klasa funkcija koja pored parcijalno rekurzivnih sadrzi i funkcije
koje su relativno izraunljive u odnosu na g

o C, sadrzi i funkcije koje nisu parcijalno rekurzivne, jer je g < g (Cg je
prebrojivo beskona¢na)

e f1, f, ...jedno nabrajanje funkcija klase Cg
o funkcija h definisana sa

h(x) = { 1 ako fi(x) 4

0 inace

ne pripada klasi Cg.

v
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Relativna izratunljivost

Tjuringovi stepeni

o klasa funkcija C sa osobinom da za svake dve funkcije f, g € C vaZi
da je f < gi g < f naziva se Tjuringov stepen.

@ Tjuringovi stepeni &ine jednu hijerarhiju klasa funkcija koja se
intenzivno proucava.
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Odlué&ivost

@ razlog uvodenja formalnih modela izraunavanja: utvrdivanje da |i za
neki problem postoji algoritam koji ga reSava

o Cerova teza i definicije Tjuring-izratunljivih i parcijalno rekurzivnih
funkcija odreduju jasnu granicu dosega algoritama

@ problemi se obi¢no formulisu sa 'da li je ... " ili 'da li vazi ...’

@ ako smo u stanju da na takvo pitanje uvek odgovorimo problem je
rediv (odluciv)

@ probleme moZemo shvatiti kao predikate (skupove)
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Odlué&ivost

o predikat je relacija nad N za k = 1,2, ...
@ karakteristi¢na funkcija predikata za k-torku argumenata ima vrednost
1 ako za tu k-torku predikat vaZzi, inale je vrednost funkcije 0

Definition
Predikat (skup) R je rekurzivan (odluciv) ako je njegova karakteristi¢na
funkcija Cg rekurzivna (postoji TM koja je izratunava).

Definition

Rekurzivne funkcije su totalne parcijalno rekurzivne funkcije.
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Odluéivi predikati

Primeri odludivih skupova:

o skup N
@ svaki konaéan podskup od N

o za konatan skup {a1,...,a,} prirodnih brojeva karakteristi¢na funkcija
x=a1 V...Vx=a, je rekurzivna

@ skup parnih brojeva
@ skup neparnih brojeva

o klasa odlugivih skupova (predikata) je zatvorena za osnovne operacije
komplementiranja (u odnosu na skup NX), U, N, \ (iz razmatranja
karakteristi¢nih funkcija za skupove dobijene tim operacijama)
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Neodludivi predikati

Example

Problem utvrdivanja da li je f(x) |, tj. da li je unarna parcijalno
rekurzivna funkcija sa indeksom x definisana za argument x nije odludiv.
Znati da predikat P definisan tako da P(x) vaZi ako i samo ako je fi(x) |
nije odludiv.
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Neodlu€ivi predikati: Tot(x)

Example

o Cyot karakteristi¢na funkcija unarnog predikata Tot(x) koji vaZi ako i
samo ako je fy totalna funkcija

Tot nije odludiv - metoda dijagonalizacije

h (rekurzivna, ako i Crot) definisana sa:

o h(0) = (uy)(Crot(y) = 1)
h(n+1) = (uy)(y > h(n) A Croe(y) = 1)

h lista kodove svih totalnih funkcija
f (rekurzivna, ako i h) definisana sa:
o f(x) = fu(x) +1
e - indeks za f tako da za neko ng € N, h(ng) = e
f(no) = fu(no)(no) + 1 = f(no) + 1, kontradikcija

problem 'da li je funkcija totalna’ nije odluéiv

v

Zoran Ognjanovi¢ (zorano@mi.sanu.ac.rs) Teorija izratunljivosti MF Beograd, 2012/13 185 / 210



Neodlu€ivi predikat: Halt(x, y)

Example

@ Cpape karakteristi¢na funkcija predikata Halt(x, y) koji vaZi ako i samo
ako je f(y) |, tj. ako je funkcija £, definisana za ulaz y

@ halting-problem, problem zaustavljanja

@ uopstenje problema da li f(x) | koji nije odlugiv

@ ako je Cuaie(x,y) rekurzivna, to bi bila i Cyap(x, x), pa bi problem da
li £(x) J bio odluciv

@ posto to nije, Halt(x,y) nije odluciv

@ na osnovu veze parc. rek. funkcija i TM: u opStem slu¢aju ne moZzemo
odgovoriti da li neki program za dati ulaz zavrSava rad u kona¢nom
broju koraka (negativan odgovor na Hilbertov Entscheidungsproblem)
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Neodlu€ivi predikat: O(x)

Example

e Cp karakteristi¢na funkcija predikata O(x) koji vazi ako i samo ako je
f nula funkcija fO (fO(x) = 0)

@ pretpostavimo da Cp jeste rekurzivna funkcija

@ posmatramo parc. rek. funkciju f definisanu sa:

o f(x,y) = fO(£(y))

@ e - indeks za f

® s-m-n-teorema: f(x,y) =~ f511(e7x)(y).

® f§1(e,x) J& nula funkcija, tj. Co(Si(e,x)) =1 ako i samo ako je
Cran(x,y) =1

@ iz odlutivosti predikata O sledi odluéivost predikata Halt, pa problem
'da li je funkcija nula-funkcija’, nije odluéiv
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Neodluc€ivi predikat: jednakost dve funkcije

Example

@ problem jednakosti dve parcijalno rekurzivne funkcije, odnosno da li je
fx ~ f,, nije odlutiv

o direktna posledica prethodnog primera

@ posto je nula-funkcija fO rekurzivna, a time i parc. rek., ona ima svoj
indeks e

@ ako bi problem f, ~ f,, bio odlutiv, to bi bio i problem £, ~ f,
(fx ~ fQ), sto nije slucaj

@ na osnovu veze parc. rek. funkcija i TM: u op$tem sluéaju ne
moZemo odgovoriti da li su neka dva programa jednaka
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Neodluc€ivi predikati- Rajsova teorema

Theorem (Rajsova teorema)

Neka je B neprazna prava potklasa klase svih parcijalno rekurzivnih
funkcija. Problem da li je f, € B nije odluciv.

@ h: h(x) T, za svako x € N
neka: h¢ B

ako jeste, posmatramo CB, odlutiv akko odlutiv B)

g € B funkcija razli¢ita od h
uvek postoji: B # 0, h ¢ B
ako je klasa B odlutiva, g pronalazimo proveravajuéi redom da li se

neka od funkcija iz bilo kog nabrajanja svih parcijalno rekurzivnih
funkcija nalazi u B
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Neodluc€ivi predikati - Rajsova teorema

Ki(x),zaxeN, K}(x) =1
totalna, konstanta funkcija
parc. rek. f-ja f(x,y) definisanu sa g(y) - Ki(£(x))

ima indeks e

s-m-n-teorema: f(x,y) =~ fS%(X)(y)

ako x € Dom(fy), bice f1,) ~ g € B
o ako x ¢ Dom(fy) bice fo1,) ~ h ¢ B
° fs1(x) € B akko x € Dom(fy)

@ pripadanja funkcije klasi B nije odlucivo
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Neodlucivi predikati- posledice Rajsove teoreme

Rajsova teorema: svi netrivijalni skupovi parcijalno rekurzivnih funkcija su
neodludivi.

Theorem
Sledeci problemi nisu odlucivi:
@ domen funkcije je konalan,
@ domen funkcije je beskonalan,

@ kodomen funkcije je konacan i

@ kodomen funkcije je beskonacan.
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Neodludivi problemi

@ problem redi za grupe: grupa G sa jediniénim elementom e generisana
je skupom elemenata Geng = {g1, &, ...}, da li za proizvoljan izraz t;
sastavljan od elemenata iz Geng (recimo t; = g3g; *gs) vaZi t; = e,

@ resivost diofantskih jednacina, da li polinom p(xi,...,x,) =0 ima
reSenja u N

@ problemi zadovoljivosti i valjanosti formula predikatskog racuna prvog
reda,

@ problem pokrivanja ravni: dat je konacan broj proizvoljnih oblika
poligona, pitanje je da li je moguée u potpunosti, bez preklapanja,
pokriti ravan poligonima samo tih oblika
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(Ne)odlu€ivi problemi

@ odludivo: zadovoljivost i valjanost iskaznih formula

@ teorija T je odludiva ako postoji rekurzivna karakteristi¢na funkcija
problema 'formula « je teorema teorije T’

@ odludive teorije: teorija Bulovih algebri, teorija mnoZenja prirodnih
brojeva, teorija Abelovih grupa, teorija realno zatvorenih polja,
elementarna euklidska geometrija

@ neodludive teorije: Peanova aritmetika, teorija grupa, teorija prstena,
teorija polja, ZF-teorija skupova itd.
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Parcijalno odlutivi predikati

Parcijalno odlucivi predikati

Definition

Predikat R je parcijalno odluciv (rekurzivno nabrojiv) ako je njegova
karakteristi¢na funkcija parcijalno rekurzivna:

1 ako vazi R(x1,...,%n)
CR(x, -, xn) = { nedefinisano  inade.

v

Ova definicija se moZe oslabiti tako 5to se dozvoli da za neke, ali ne nuZno
sve, X1,...,Xp za koje R(xi,...,x,) ne vazi, bude Cgr(xy,...,xp) =0
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Parcijalno odlutivi predikati

Parcijalno odlucivi predikati

Example

@ p(X1,.- s XmyY1,---,Y¥n) j& polinom sa celobrojnim koeficijentima,
xf'—2, xf~x§’—|—6,

o predikat P: P(x1, ..., Xxm) akko
(3y1) .- Byn)p(x1,s- - s Xmy Y1, -+, ¥n) = 0, je diofantovski

@ Jurij Matijasevi¢: svaki p.o. predikat je ekvivalentan nekom
diofantovskom

@ problem reSivosti diofantovskih jednadina nije odlu&iv
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Parcijalno odlutivi predikati

Parcijalno odlucivi predikati

Theorem

Skup P je parcijalno odluciv ako i samo ako postoji parcijalno rekurzivna
funkcija f Ciji je domen skup P.

@ ako je P p.o., funkcija f je njegova karakteristi¢na funkcija Cp

@ obrnuto, neka je f traZena funkcija

o Cp(x1,...,xp) = KE(f(x1,...,xn)) je karakteristi¢na funkcija za P
@ Cp je parcijalno rekurzivna, pa je P p.o.
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Parcijalno odlucivi predikati

Example

Na osnovu definicije - svaki odluéiv predikat je i parcijalno odludiv posto je
svaka rekurzivna funkcija istovremeno i parcijalno rekurzivna, dok obrnuto
ne mora vaziti.

Example

Predikat Halt je neodlutiv. Kako je

Chait(x,y) = Ki (£(y))

parc. rek. funkcija, predikat Halt je p.o.
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Parcijalno odlucivi predikati

Theorem

Predikat P(x1,...,xn) je p.o. akko postoji odlutiv predikat
R(x1,...,Xn,y) tako da:

P(x1,...,xn) akko (3y)R(x1,...,Xn,Y)-

R traZeni predikat, definisemo
Cr(xt, -+ xn) = K{ ((1y)(R(x1. - -, Xn, ¥)))
Cp je parc.rek., pa je P p.o.

obrnuto: P je p.o., indeks od Cp je e

posmatramo: R(xi,...,xn,y) = UP(e, gb(x1,...,xn),(¥)o,(¥)1)
UP je univerzalni predikat, prim. rek., R je odluciv

e P(x1,...,xn) vazi akko Cp(x1,...,xn) | akko (Fy)R(x1,...,Xn,y)
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Parcijalno odlucivi predikati

Theorem

Predikat P je odluciv ako i samo ako su predikati P i CP parcijalno
odlucivi.

@ P je p.o. ako postoji program koji odgovara potvrdno ako predikat
vaZi za argumente, inae ne mora da se zaustavi

neka su programi Progp za P i Progcp za njegov komplement CP
Progp i Progcp rade paralelno

za svaki x je ili P(x) ili CP(x) pa jedan od programa staje

ako stane: Progp - vazi P(x), Progcp - ne vazi P(x)

P je odludiv
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Parcijalno odlucivi predikati

Theorem

Predikat P je odluciv ako i samo ako su predikati P i CP parcijalno
odlucivi.

P odlu€iv - odlu€iv je i CP, pa i p.o.
neka su P i CP p.o.
postoje odlu€ivi R i S tako da:
o P(x1,...,x,) akko (3y)R(x1,...,Xn, )
o CP(x1, ...,xpn) akko (3y)S(x1,- -, Xn,¥)
za svaku fiksiranu n-torku xi, ..., x, vazi ta¢no jedan od
(Iy)R(x1,- .., Xn,¥), odnosno (Jy)S(x1,...,Xn,y)
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Parcijalno odlucivi predikati

o g(Xl7"'aXnay) = CR(Xla"'yxlh.y)—'_ CS(le °"5Xna.y)
Cr, Cs rekurzivne karakteristi¢ne funkcije R i S

@ g rekurzivna

@ za svaku fiksiranu n-torku xi, ..., x,, jedna od funkcija Cg i Cs je
nula-funkcija za svako y, dok ona druga za neke y ima takode
vrednost 0, ali i za neke y ima vrednost 1

e Im(g) ={0,1}

@ posmatramo: f(xi,...,xn) = (uy)(g(x1, ..., X0, y) =1)
o f je rekurzivna
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Parcijalno odlucivi predikati

Za f(Xla---vxn) = (MY)(g(X1>---,Xn,}/) = 1)
za fiksirane xi, ..., x, vrednost f-a je minimalno y za koje je
ispunjeno da vaZi bilo R(x1,...,Xn,y), bilo S(x1,...,Xn,y)

defini§imo funkciju:

1 ako Cr(x1,...,xn, f(x1,...,x5)) =1
CP(XL...,Xn):{O inaée_R(l n fx n))

Cp je rekurzivna i ima vrednost 1 ako i samo ako

Cr(x1, ...y Xn, f(x1,..., xp)) =1 ako i samo ako vaZzi

(3y)R(x1, ..., Xn,y), odnosno ako i samo ako vazi P(xi,...,xp), pa
je to karakteristi¢na funkcija predikata P

@ P je odludiv
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Parcijalno odlucivi predikati

Example
P(x) akko x € Dom(f,) nije odlu&iv

Cp(x) = KL(f(x)) je parcijalno rekurzivna

P(x) je parcijalno odlutiv

ako bi komplement CP(x) akko x ¢ Dom(f,) bio p.o., x € Dom(f)
bi bio odlutiv

CP(x) nije parcijalno odlu&iv
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Parcijalno odlucivi predikati

Theorem
Neka je A C N. Tada je ekvivalentno:
@ A je parcijalno odluciv,
@ A=10ili A je kodomen neke rekurzivne funkcije i

© postoji indeks e i broj n (e,n € N) takvi da je A kodomen n-arne
parcijalno rekurzivne funkcije f.

@ (2 = 3): trivijalno, svaka rek. f-ja je parc. rek.
e (3=1)
o A=Im(f.)

o Ca(x) = K{((my)fe((¥)os - -, (¥)n-1) = x)) je parc. rek.
e A parcijalno odlutiv
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Parcijalno odlucivi predikati

(1=2 Ajepo. = A=Im(g)):

@ A je p.o. = za neku parc. rek. fo, A= Dom(f.)
@ ako fo(x) 1 za svaki x, A= 10

@ neka A # (), postoji a € A

o T(e,x,t) definisan kao UP, bez rezultata funkcije

@ UP prim. rek. = T je primitivno rekurzivan

o defini¥emo: g(x,t) =x- Cr(e,x,t)+a- C.r(e, x,t)
@ trivijalno: g je rekurzivna

e x € Im(g) akko x € A, ako x ¢ A onda a € Im(g)

e A=1Im(g)
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Parcijalno odlucivi predikati

Example

e Tot = {x: f; je totalna funkcija} nije p.o.
@ ako jeste:
e A= Im(h), h rekurzivna f-ja
e niz funkcija fj(,) sadrzao bi sve rekurzivne funkcije
@ kontradikcije kao i u primeru o nerekur. predikata Tot
(F(x) = fay(x) + 1)
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Aritmetitka hijerarhija

e Tot: postoje problemi (skupovi) koji ne samo da nisu odlu€ivi veé
nisu ni parcijalno odludivi

@ postoji jedna hijerarhija sloZenosti skupova prirodnih brojeva -
aritmeti¢ka hijerarhija

@ klase odlucivih i p.o. skupova su na samom dnu ove hijerarhije -
najjednostavnije klase

@ skupovi koji pripadaju klasama iz aritmeti¢ke hijerarhije - aritmeticki
skupovi

@ postoje skupovi prirodnih brojeva koji nisu u ovoj hijerarhiji
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Aritmeticka hijerarhija

Definition
o AC N je u klasi Z(l) akko postoji odlucivi binarni predikat B takav da
x € A akko (3y)B(x,y).
A C N je u klasi I'I(lJ akko postoji Z(l’ skup A’ takav da je A= CA’.
A C N je u klasi A? akko pripada klasi Z(lJ N I'I(l’.
A C N je u klasi 9, akko postoji M9 binarni predikat B takav da
x € A akko (Jy)B(x,y).
2 C g:\? u klasi M9, akko postoji £%, ; skup A’ takav da je
A C N je u klasi A9, akko pripada klasi 9., N MY, ;.
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Aritmeticka hijerarhija

generalizacija za skupove vele arnosti: kodiranje k-torki
klase A i X9 - klase odlugivih i p.o. skupova

Skupovi MY - koparcijalno odluivi, korekurzivno nabrojivi

pokazuje se:

o hijerarhija je prava
o ADC ¥ ADATY A C MY A £ MY, MY £ X0, ¥0,M5 C AL,
o klase su zatvorene za konalne unije i preseke
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Teorija izratunljivosti i programski jezici

Teorija izracunljivosti i programski jezici

zapisivanje algoritamskih $ema u vidu nizova naredbi je dovelo do
uvodenja labela, tj. adresa naredbi i naredbi uslovnog i bezuslovnog
skoka:

if Sthengoto A i gotoA

koje su tipi¢ne za nestruktuirane programske jezike

naredbe Tjuringove masine u sebi sadrZe ideju programskog skoka u
formi promene stanja

o jezgro PASCAL-a: formalizam while-programa obogacen proizvoljnim
logi¢kim izrazima

formulacija izraCunljivih funkcija na bazi A-rauna, prosirena
numeri¢kim i funkcijama za rad sa re¢ima predstavlja osnovu za
programski jezik LISP

Osnova PROLOG-a se moZe shvatiti kao deduktivno zasnovan
mehanizam re$avanja sistema jedna&ina kojima se definisu funkcije.
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