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Abstract

U ovom kratkom radu dajemo pregled algebarskih struktura na kate-
gorijama koje omogucavaju Segal-Tomasonovu bar konstrukciju. To je os-
novni korak procedure koja kategoriji M pridruzuje njeno raspetljavanje:
prostor X takav da je prostor petlji nad X homotopski ekvivalentan klasi-
fikacijskom prostoru kategorije M. Jos je od Sezdesetih godina proslog veka
poznato da monoidalna struktura na kategoriji odgovara jednostrukom pros-
toru petlji. Segal-Tomasonova konstrukcija omogucava da se neke kategorije
sa bogatijom strukturom viSestruko raspetljaju. Najnoviji rezultati ovog
tipa najavljeni su na konferenciji u Trebinju.

1 Uvod

Prve rezultate koji su omogudili da se povezu monoidalne kategorije s prostorima
petlji dali su Stasev, [11], i Meklejn, [6]. Nakon toga se pojavila potreba da se
odrede uslovi na algebarskoj strukturi kategorije koji omogucéavaju njeno povezi-
vanje s prostorima petlji raznih viSestrukosti. Sedamdesetih godina proslog veka
su Segal, [10], i Tomason, [13], razvili tehniku koja je odredila jedan pravac u toj
oblasti istrazivanja.

Segal-Tomasonova ili redukovana, kako é¢emo je ovde zvati, bar konstrukcija je
tura data kona¢nim proizvodima. U ovom radu ¢e nam to biti 2-kategorija Cat
Ciji su objekti kategorije, morfizmi su funktori, a 2-morfizmi su prirodne transfor-
macije. Monoid u Cat je striktna monoidalna kategorija. Jedna takva kategorija
M je osnova za simplicijalni objekat u Cat, to jest funktor WM iz Aip u Cat,
gde je A topoloska simplicijalna kategorija. Ovo znac¢i da je WM(1) = M i,
uopstenije, WM(n) = M™.

Kada se WM komponuje s funktorom nerv, a zatim s geometrijskom realizaci-
jom, dobija se funktor iz Aip u Top, to jest simplicijalni prostor. Po rezultatima
Segala i Mekdafove, [10], [8], prostor petlji od geometrijske realizacije tog simplici-
jalnog prostora je homotopski ekvivalentan klasifikacijskom prostoru kategorije M
ili preciznije, njenom grupnom kompletiranju. Dakle, taj simplicijalni prostor je
raspetljavanje nerva od M.

Uz malu modifikaciju, ova maSina za raspetljavanje se moze prilagoditi nekim
slozenijim algebarskim strukturama na kategoriji tako da kao rezultat dobijemo



viSestruko raspetljavanje nerva polazne kategorije. Po rezultatima Segala, [10],
i Tomasona, [13], ova tehnika dovodi u vezu simetricne monoidalne kategorije
s beskona¢nim prostorima petlji, dok se monoidalne kategorije pletenica dovode
u vezu s dvostrukim prostorima petlji uz pomo¢ rezultata Zoajala i Strita, [5].
U ovim rezulatima sama redukovana bar konstrukcija nije dovoljna posto njen
rezultat nije funktor jer ne prolazi kroz kompoziciju morfizama. Medjutim, posto
se svaki put moze pokazati da je dobijen relaksiran funktor u smislu [12], onda
se rezultati tog rada mogu iskoristiti da bi se dobio pravi funktor koji predstavlja
trazeni simplicijalni objekat. Da bi se pokazalo da je dobijen relaksiran funktor,
svaki put se koristi koherencijski rezultat vezan za dati tip kategorija.

Balteanu, Fjodorovi¢, Svancl i Fogt, [2], su postavili pitanje dovoljnih uslova
za to da kategorija s m monoidalnih struktura moze da posluzi kao osnova za
redukovanu bar konstrukciju koja proizvodi relaksiran funktor odgovarajucéeg tipa.
Na taj nacin bismo dobili n-tostruko raspetljavanje nerva polazne kategorije. U
tom radu su dati trazeni uslovi, ali su oni suvise restriktivni u odnosu na jedinice—
zahteva se da sve monoidalne strukture imaju zajedni¢ku jedinicu. Dosen i drugi
autor ovog teksta, [4], su dali znatno oslabljenje tih uslova za sluc¢aj n = 2, §to
verovatno predstavlja maksimum oslabljenja ukoliko i dalje ho¢emo da koherencija
bude sredstvo za dokazivanje toga da je rezultat redukovane bar konstrukcije jedan
relaksiran funktor.

Autori ovog ¢lanka, (3|, su dali Zeljene uslove direktno proveravajuéi, bez ko-
herencije, komutativnost dijagrama koji govore da je kao rezultat redukovane bar
konstrukcije dobijen relaksiran funktor. Ti uslovi uopstavaju sve gorenavedene.
Rezultati iz [3] su najavljeni tokom predavanja koje je drugi autor odrzao na
konferenciji u Trebinju.

2 Redukovana bar konstrukcija

Neki dokazi koji su izostavljeni iz ovog odeljka mogu se naéi u [9, Section 6]. Pod
simplicijalnim objektom kategorije C podrazumevamo funktor iz Aip u C, gde
je Ay standardna topoloska simplicijalna kategorija (videti |7, VIL5]). U ovom
struktura data kona¢nim proizvodima odredjuje jedan simplicijalni objekat te
kategorije.

Ono §to zbunjuje u ovoj konstrukciji je to Sto A(jrp sadrzi univerzalni komonoid,
a na raspolaganju imamo monoid neke kategorije. Ovaj problem prevazilazimo
tako $to Aﬂ’rp utopimo u A, odnosno izjednaimo je s potkategorijom Ar,; kate-
gorije A.

Objekti kategorije App, su konaéni ordinali veéi ili jednaki 2, a strelice su
monotone funkcije koje ¢uvaju prvi i poslednji element. Ta kategorija je slika
kategorije A‘f u kategoriji A pomocéu funktora koji objekat n slika u n+ 2, a mor-
fizme slika ,senc¢enjem” kao u slede¢em primeru, gde unutradnji graf predstavlja
morfizam iz A%, a spoljasnji je njegova ,senka” iz A:
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Ovaj funktor je veran i injektivan na objektima, pa stoga Aip mozemo smatrati
potkategorijom od A.

Za naSe potrebe uveséemo jos jednu kategoriju srodnu simplicijalnoj koju ozna-
cavamo sa Ayq.. Njeni objekti su takodje kona¢ni ordinali, a morfizmi su mono-
tone parcijalne funkcije. Za morfizme koji generisu tu kategoriju mozemo uzeti
one koji generisu A zajedno sa parcijalnim funkcijama p': n+1 =+ nzan > 01i
0 <1 < n, koje se graficki predstavljaju kao

0 1—1

7 i+1 n
O/ /
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Posmatrajmo funktor koji preslikava Arp; u Ay, koji pridruzuje objektu n+-2

prve kategorije objekat n druge kategorije, a svakom morfizmu f: m+2 — n+ 2
prve kategorije pridruzuje morfizam g: m — n druge kategorije takav da je

{f(x—i—l)—l, kada je f(z +1) — 1 € n,
g(x) =

nedefinisano, inace.

Na osnovu identifikacije kategorija A% i Ay on postaje funktor iz AP u Aper
koji je identitet na objektima.

Neka je K kategorija ¢ija je monoidalna struktura data kona&nim proizvodima.
Na osnovu striktifikacije pokazane u [7, XI.3, Theorem 1|, moZemo slobodno sma-
trati da je ta monoidalna struktura striktna, to jest da je binarni proizvod asocija-
tivan i da je terminalni objekat neutral za taj proizvod. Neka je (C, u,n) monoid
u kategoriji . Tada postoji jedinstven funktor iz Ay, u K takav da se objekat
n iz Apgr slika u C" = C x ... x C, zajednicki generatori za A, i A se slikaju u
morfizme dobijene pomocu p i 1 na osnovu toga Sto A sadrzi univerzalni monoid
(videti |7, VIL5, Proposition 1]), dok se generator p? slika u morfizam iz C"*1 u
C™ dobijen kao

1o X ... X 1gXKke X 1o X ... X 1¢,
i n—i
gde je ko jedinstven morfizam iz C' u terminalni objekat kategorije /C.

Za nas je posebno interesantan sluc¢aj kada umesto kategorije /C posmatramo
2-kategoriju Cat, a umesto monoida C' posmatramo monoid M u Cat, $to znaci da
je M jedna striktna monoidalna kategorija. Na osnovu gorenavedenog postojace
funktor WM : A% — Cat koji je zadat sa



WM(n) = M",

WM(dR) (A1, As, ..., Ay) = (As,. .., Ay),
WMD) (A, Ay 1, An) = (At .., Ay 1),

azal<i<n—1i0<7<n-1,
WM(d?)(Al,...,Ai,AiJrl,...,An) = (Al,...,Ai®AZ'+1,...,An),

WM(S?)(Al, ce ,Aj,Aj+1, ce 7An—1) = (Al, e ,Aj,[, Aj+1, ce ,An_l),

gdesud!:n —+n—-12zan>110<i<n,isl:n—-1—=mn,zan>1Ii
0 < j <n—1, standardni generatori kategorije A% (videti |3, Section 3]), dok je
® tenzor, a I je jedinica striktne monoidalne kategorije M.

Funktor WM nazivamo redukovana bar konstrukcija bazirana na M. S obzirom
da je i M¥ striktna monoidalna kategorija ¢ija je struktura dobijena po kompo-
nentama od striktne monoidalne strukture na M, onda postoji i redukovana bar
konstrukcija bazirana na MF* i mi je oznatavamo sa WMF. Ako kategorija M
ima na sebi n monoidalnih struktura, onda redukovanu bar konstrukciju baziranu
na i-toj monoidalnoj strukturi ozna¢avamo sa WM;.

3 Visestruka redukovana bar konstrukcija

Osnovna ideja pomocu koje je u [10] i [13| pokazano da simetri¢ne monoidalne
kategorije odgovaraju beskona¢nim prostorima petlji je da se za proizvoljnon > 1
one posmatraju kao kategorije s n monoidalnih struktura koje komuniciraju pomo-
¢u simetrije. Ta ideja je iskoriséena u [2| da bi se dao dovoljan uslov da kategorija
s n monoidalnih struktura odgovara n-tostrukom prostoru petlji. NaSa ideja u
[3] je bila da, polaze¢i od kategorije s n striktnih monoidalnih struktura, bez
ikakvih pretpostavki unapred, vidimo kakva komunikacija izmedju tih struktura
obezbedjuje da uopstenje redukovane bar konstrukcije proizvede jedan relaksiran
funktor iz (AY)™ u Cat (videti definiciju nize).

Neka je M kategorija s n striktnih monoidalnih struktura. Uopstenje reduko-
vane bar konstrukcije bazirano na M treba da nam proizvede dve funkcije—prva
preslikava n-torke konacnih ordinala, Sto predstavlja objekte od (Aip)” u kate-
gorije, to jest objekte od Cat, dok druga preslikava n-torke morfizama od A% u
funktore. Obe funkcije oznacavamo sa WM. Prva funkcija je sasvim jednostavno
definisana i od nje zahtevamo da je

WM(mla oo 7mn) = Mmlmn

Druga funkcija je nesto komplikovanije definisana i tu nam pomaze sledeca

notacija. Neka je f = (f1,.-., fn) jedna n-torka morfizama od AS. Za svako
1 <k <n, neka je
ik)y=J[ s i ok)= ][ #
k<l<n 1<l<k



gde prazan proizvod rac¢unamo kao jedinicu i s; je domen, a t; je kodomen od fj.
Tada je druga funkcija definisana kao

—

M(f) = (WMED (£,)° 0 - o (WMED (f2))°? o (WMD) (f1))°D).

—

Na primer, zan =31 f = (d3,d?, s?) imamo da je WM(f) funktor iz M% u M*
zadat sa

WM(f)(A,B,C,D,E,F) = (A®; C) ® (B @, D), I3, E © F, I),

gde su ®7 i ®9 tenzori prve, odnosno druge, monoidalne strukture, a I3 je jedinica
tre¢e monoidalne strukture na M.
Ovaj par funkcija ne zadaje funktor iz (A%)™ u Cat zato $to u opstem slu¢aju
ne vazi o -
WM(G) o WM(f) = WM(g o f).
Da bi W_{M bio relaksiran funktor potrebno je da za svaki par kompozabilnih
strelica f 1 ¢ iz (AS)" postoji prirodna transformacija

— _ —

ws 7 WM(G) o WM(f) = WM(Go f)

takva da slede¢i dijagram komutira:

U [3] je pokazano da je neophodan uslov za postojanje ovakvih prirodnih
transformacija w to da za svako 1 < k < [ < n postoje strelice ky;: I, — I,
,BkJ: I, — I, ®; Iy, Tkl I; ®p I} — I, kao i familija strelica Lkl

(A®; B) @ (C®; D) — (AR C) @ (B®y D),

indeksirana ¢etvorkama (A, B,C, D) objekata iz M. Glavni rezultat tog rada
je da su, pored prirodnosti transformacija ¢y, sledece jednakosti na strukturi
kategorije M dovoljne za postojanje Zeljenih prirodnih transformacija w.

Zasve 1 < k<l <n,

(1) tkyo(1®ktky) = thyo (g ®k1), (7) (
(2) (8) (
(3) 9) (
(4) Thyo (1 ®p Thy) = Ty o (kg @k 1), (10) (1 @y Bry) o Bry = (ﬂkl ®1 1) o Br,
(5) (11) (1 @y Fy) © By =
(6) (12) (Kig @1 1) 0 By =

)

1®p k)0t (Lkz ®; 1) 0 tgy,
1®l7'kl)o =
1)

Tl Qr1l)oig =



izasve l1<k<l<m<n,

13
14
5
6
17
8
9
20

Kiym © Kk = Kkm,

Bim © Kkt = (Kki @m Kk1) © Blm,

Tim © (Kkym @1 Kkm) © Brg = Kkm,

tm © (Brm @1 Brem) © Brt = (Brg @m Br.t) © Brms
Klm © Tkl = Thym © (Kim @k Kim),

Biom © Tht = (Thl @m Th,1) © thm © (Bim @k Bim),

Tim © (Theym @1 Thym) © Ll = Thom © (Tim @k Tim)s

_ =

—_

~~ A~ o~/
—_

)
)
)
)
)
)
)
)

U © (Lkym @1 L) © tkg = (Ll @m Lh1) © L © (Lim Ok Lim)-

Pojam kategorije koja zadovoljava ove uslove uveden je u [1, Section 7.6]
pod imenom n-monoidalna kategorija. Omno $to je vazno za nas je da taj po-
jam uopStava pojmove simetri¢ne monoidalne kategorije, monoidalne kategorije
pletenica, bimonoidalne kategorije s intermutacijom (videti [4, Section 12]), si-
metri¢ne bimonoidalne kategorije s intermutacijom (videti [4, Section 16] i [9,
Section 2|) kao i pojam n-tostruke monoidalne kategorije uveden u |2, Section 1].
To znaci da korektnost redukovane bar konstrukcije koju smo pokazali povlaci
korektnost svih redukovanih bar konstrukcija baziranih na kategorijama datih
tipova. Nas rezultat, takodje, omogucéuje da mnoge kategorije s vise prirodno
definisanih monoidalnih struktura na sebi dobiju priliku da se raspetljaju u smislu
kako smo tu re¢ upotrebili u uvodu. Na taj nacin, svaka kategorija s konacnim
koproizvodima i proizvodima, kakva je na primer kategorija kona¢nih skupova,
moze da se dvostruko raspetlja u odnosu na te dve monoidalne strukture.
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