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§1. Odeljak 1.

1.1 Uvod

Logika je matematicka oblast koja se grubo moze podeliti na teoriju dokaza, teoriju
modela, teoriju rekurzija i teoriju skupova. Ova podela nije najpreciznija i neke disci-
pline koje su sasvim bliske logici, kao $to je na primer teorijsko ra¢unarstvo, ovde nisu

navedene.

matematika

//\\

algebra analiza geometrija  logika

t. dokaza t. modela t. rekurzija t. skupova

Na ovom kursu éemo se baviti osnovnim pojmovima iz teorije dokaza i teorije
modela, stalno se pozivajuéi na neformalnu teoriju skupova (videti |10, sekcija 17.1]).
U trenucima kada budemo spominjali odlucivost zalazi¢emo u osnove teorije rekurzija.

Logika ima svoje anticke korene u radovima Aristotela koji se bavio silogizmima,

zakljuc¢ivanjima kao $to je na primer

Svako M je P.
Svako S je M.

Dakle, svako S je P.

Filon iz Megare je zasluzan za tumacenje implikacije kakvo ga i mi ovde prihvatamo:
sako A, onda B” je ta¢no osim ako je A tacno a B neta¢no. To je klasi¢na ili materijalna
implikacija. Klasi¢na logika je ona koja prihvata ovakvo tumacenje implikacije i samo
njom ¢emo se baviti na ovom kursu.

U devetnaestom veku, znacajan doprinos logici su dali Bul, Kantor i Frege, ali njen
pravi procvat je vezan za dvadeseti vek.

1.2 Iskazna logika

PRIMER. Pokazimo skupovnu jednakost XN (Y —2) = (X —Z)NY. Kad levu i desnu
stranu ove jednakosti analiziramo prema definicijama skupovnih operacija preseka i
razlike vidimo da treba pokazati

{z|lzeXi(zeYiad)}={ax|(zeXizgZ)ixeY}.

1



2 ODELjAK 1.

U stvari, treba pokazati da svojstvo ,z € X i (z € Y i x ¢ Z)” znadi isto §to i
SreXix g Z)ix €Y tojest kada jedno vazi, onda i drugo vazi i obrnuto. Vidimo
da su ove recenice formirane od prostijih ,x € X7, ;o € Y7 i 0 € Z” pomoc¢u veznika
»71,nije”. Da bismo postigli nas cilj, uopste ne moramo da ulazimo u to $ta znace ove
proste recenice jer za bilo koje rec¢enice A, B i C koje mogu biti tacne ili lazne, ako ,, A
i (B 1inije C)” vazi, onda i ,(A i nije C) i B” vazi i obrnuto.

Zadatak iskazne logike je da odredi, odnosno da uporedi, ta¢nost odredenog tipa
reCenica analizirajué¢i ih samo do nivoa njihove izgradenosti pomoc¢u veznika ,;i”; ,ili"”,
,nije” i ,ako [onda|”. Recenice kojima se bavi iskazna logika se zovu iskazi.

Iskaz je reCenica kojom se nesto tvrdi, koja je ili ta¢na ili lazna (ili vazi ili ne
vazi). Mi ¢emo se zadrzati na iskazima u matematickom jeziku i zbog viSesmislenosti
¢emo izbegavati prirodni jezik. Ponekad se za iskaz ne uzima sama recenica, veé njeno
znacenje ¢ega se mi ovde neéemo drzati.

PRIMER. Iskaz ,2 > 3 + 5" je netacan dok su iskazi ,,3|342", ;1 € Ni2 € N” i
sako je v/2 € Q, onda je m € R” ta¢ni. Posto x standardno smatramo promenljivom,
& > 3" za nas nije iskaz i to ¢ée postati tek kada promenljivoj dodelimo neku konkretnu
vrednost.

Iskazna logika se bavi reCima ,i”) ,ili”, nije” i jako [onda|” koje zovemo logickim
veznicima. Logicki veznici povezuju prostije iskaze u slozenije.

Konjunkcija je veznik ,i”. Ona povezuje dva iskaza koji se zovu konjunkti u novi
iskaz koji se zove takode konjunkcija.

Disjunkcija je veznik ,jili”. Ona povezuje dva iskaza koji se zovu disjunkti u novi
iskaz koji se zove takode disjunkcija.

Implikacija je veznik ,ako” uz koji obavezno ide ,onda”. Ona povezuje antecedens
(pretpostavku) i konsekvens (zakljuc¢ak) u novi iskaz koji se zove takode implikacija.

Umesto unarnog veznika negacije uveséemo jednu logicku konstantu apsurd i za
nas Ce iskaz ,nije A” biti definisan kao ,ako A, onda apsurd”. Ovo nije najstandardnija
baza veznika, ali ¢emo je prihvatiti zbog odredenih tehnickih razloga.

1.3 Formalni jezik

Da bismo se bavili iskaznom logikom uvodimo vestacki jezik koji je znatno prostiji od
prirodnog. To je jedan formalni jezik i kao takav je dat svojim alfabetom (skupom
simbola) od kojih se prave reci. Od svih re¢i nad datim alfabetom izdvajamo jedan
skup rec¢i koje su nam bitne. U naSem slucaju te bitne rec¢i se zovu iskazne formule.
Formalni jezik je deo sintakse iskazne logike.

Alfabet za iskaznu logiku se sastoji od simbola koji se zovu iskazna slova, logickih
veznika A, V, — 1 L, kao i pomocénih simbola ( i ). Pretpostavljamo da je skup
P = {po, p1, - . .} iskaznih slova prebrojiv. Konacan niz simbola alfabeta je reé. Bitan
skup re¢i nad ovim alfabetom je zadat sledecom induktivnom definicijom.
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Iskazne formule su reci koje zadovoljavaju:
(1) Iskazna slova i konstanta L su iskazne formule.

(2) Ako su re¢i A i B iskazne formule, onda su (A A B), (AV B) i (A — B) takode
iskazne formule ¢iji su glavni veznici redom A, Vi —.

(3) Nista viSe nije iskazna formula.

Da bismo govorili o formalnom jeziku (objekt-jeziku), koristimo metajezik i to je
ovde obi¢an (prirodan) jezik. U metajeziku koristimo promenljive p, q,r, ... za iskazna
slova i promenljive A, B,C, ... za iskazne formule. Implikaciju u metajeziku é¢emo
ponekad oznacavati sa =. U ovom delu kursa éemo govoriti samo o iskaznim formulama
pa ¢emo ih skraceno zvati formule.

DefiniSemo binarni veznik ekvivalencije (u oznaci <) kao

(A< B)=4 (A= B)A (B — A)),
unarni veznik negacije (u oznaci =) kao
—-A =df (A — J_)

i konstantu T kao

Ove definisane veznike ¢emo koristiti najcesée da bismo skratili zapis ali napominjemo
da oni nisu deo objekt-jezika.

Uvodimo dogovor da najspoljasnjije zagrade u formulama ne pisemo. Na primer,
pisacemo p A (¢ — p) umesto (p A (¢ — p)). Za formule A i B, jednakost A = B znaci
da su A i B iste formule.

Neka je F skup svih iskaznih formula (on je prebrojiv) i sa JF,, ozna¢imo skup svih
formula sa najvise n pojavljivanja binarnih veznika u sebi. Jasno je da vazi

FoCFHRC...F,C...CF,  F=|J{F.IneN}

Svakoj iskaznoj formuli odgovara jedno planarno drvo. U listovima tog drveta se
nalaze iskazna slova i konstanta 1, dok se u ostalim ¢vorovima nalaze veznici A, V i
—. Na primer, formuli ((p; A p1) — p2) V (p1 V p3) odgovara drvo

b1 p1

NS
A P2 b3
NSNS
— V
NS
V



4 ODELjAK 2.

Podniz uzastopnih simbola neke reé¢i je njena podrec. Potformula neke formule je
njena podrec koja je i sama formula. Na primer, p; A p; je potformula od

((pr Ap1) = p2) V (01 V ps3).

Kao $to smo svakoj formuli pridruzili planarno drvo, tako joj mozemo pridruziti i
planarno drvo njenih potformula. Na primer, drvo potformula prethodne formule je

D1 D1
NS
pLApL D2 D1 P3

NSNS

(p1 Ap1) > p2 PLVD3
((pr Ap1) = p2) V (p1V p3)

1.4 Princip matematicke indukcije

Princip matematicke indukcije je vezan za skup N prirodnih brojeva. Pretpostavimo
da imamo niz iskaza Iy, I1, ... i hoéemo da pokazemo da za svaki prirodan broj n vazi
iskaz I,,. Princip matematicke indukcije kaze da je dovoljno pokazati:

(baza indukcije) da vazi I;

(induktivni korak) za proizvoljno n, iz pretpostavke da vazi I,, (to je induktivna
hipoteza) sledi da vazi I, ;1.

PRIMER. Pokazimo da svaka formula ima isti broj levih i desnih zagrada. Posto
svaka formula pripada nekom skupu F,,, dovoljno je pokazati da za svako n vazi iskaz
I,: ,Svaka formula iz F, ima isti broj levih i desnih zagrada.” Primenimo princip
matematicke indukcije.

(baza indukcije) Formule iz F, ne sadrze zagrade pa I, vazi.

(induktivni korak) Pretpostavimo da vazi I,,. Neka je A proizvoljna formula iz
Funi1. Ako je A u F,, onda ona po induktivnoj hipotezi ima isti broj levih i desnih
zagrada. Ovaj slucaj ubuduce neéemo razmatrati jer se on uvek svodi na direktnu
primenu induktivne hipoteze.

Ako je Au F, 41 — Fy, onda je ona oblika (BAC) ili (BV () ili (B — C) za neke
formule B i C iz F,,. Primenimo induktivnu hipotezu na formule B i C' i dodajmo
jo$ jednu levu i jednu desnu zagradu, te zaklju¢imo da i A ima isti broj levih i desnih
zagrada.

Posto je A bila proizvoljna formula iz F, 1, zaklju¢ujemo da vazi I,,;1. O

U ovom primeru je primenjena indukcija po sloZenosti formule.



§2. Odeljak 2.

2.1 Istinosna funkcionalnost

U klasi¢noj iskaznoj logici imamo samo dve vrednosti: istinu i laz. U njoj zahte-
vamo da istinosna vrednost slozenog iskaza zavisi samo od istinosnih vrednosti prosti-
jih iskaza od kojih je slozeni iskaz sastavljen. Zato kazemo da su veznici u klasiénoj
logici istinosno-funkcijski.

Da bismo videli kako se dodeljuju vrednosti slozenijim iskazima, posluzi¢emo se
slede¢om algebarskom strukturom koju ¢emo oznaciti sa 2. To je algebra istine 1 i lazi
0. Formalno, posmatramo slede¢u strukturu

({07 1}’ /\7 \/7 *>’ O)?
gde su A, V i — binarne operacije zadate tablicama

A0 1 vV]o 1 — |0
0[0 0 0(0 1 01
10 1 1|11 110

—_ = =

dok je 0 konstanta, odnosno nularna operacija. Crvena boja je koriséena da bi se ove
operacije u strukturi (preslikavanja iz {0,1} x {0,1} u {0,1}) razlikovale od simbola
odgovarajuéih iskaznih veznika koji su deo sintakse (nisu nikakve operacije).

Pomocu ovih operacija mozemo definisati na skupu {0, 1} binarnu operaciju <+ kao

ry =g (2—=y) AN (y—o)

i unarnu operaciju — kao
T =g z—0.

Prema ovim definicijama, odgovarajucée tablice su

< |0 1 | -
011 0 0]1
10 1 1]0

Algebru 2 zovemo i modelom iskazne logike. Ona ¢ini nesto Sto se zove semantika
iskazne logike.

2.2  Valuacija

U sekciji 1.3 smo se upoznali sa delom sintakse iskazne logike a u prethodnoj sekciji
smo uveli model 2 koji predstavlja semantiku iskazne logike. Sada ¢emo uvesti jedan
tip funkcija koje iskaznim formulama dodeljuju elemente skupa {0,1}. Te funkcije se
zovu valuacije i one predstavljaju most izmedu sintakse i semantike.
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Proizvoljna funkcija v koja preslikava skup iskaznih slova P u skup {0,1} je jedna
osnovna valuacija. Cilj je da takvu funkciju prosirimo do funkcije v: F — {0, 1} koja
¢e svakoj formuli dodeliti jednu vrednost—istinu 1 ili laz 0. Za to ¢e nam posluziti
slede¢a induktivna definicija. Ako je A iz Fy iskazno slovo p, onda je 0(A) = v(p), a
ako je A iz Fy konstanta L, onda je v(A) = 0.

Pretpostavimo da je © definisana na F,,. Ako je A € F,,.1 — F,, onda je A oblika
BACili BvCili B— C zaneke formule B i C iz F,, za koje je v ve¢ definisano.
Tada ©(A) definisemo redom kao 0(B)A0(C) ili o(B)Vo(C) ili 9(B)—0(C). Na taj

nacin smo definisali Zeljenu funkciju © koja se zove valuacija.

PRIMER. Nekajev: P — {0,1} takva daje v(p;) =1, av(p2) = 01ineka je A formula

((Pr A (p2 = L)) V1) = pa

Da bismo odredili ©(A) moZemo upisati ispod iskaznih slova njihove vrednosti date sa
v, a zatim iz dubine ka povrsini ra¢unati po tablicama vrednost same formule.

((p1A (p2—L))V p1) = P2
1 . 0 10 1 0 H(A) =0
Ly

Tvrdenje 2.2.1. Valuacija formule zavisi samo od osnovne valuacije iskaznih slova
koja se pojavljuju u njoj.

Dokaz. Indukcijom po slozenosti formule A u kojoj se pojavljuju samo iskazna slova iz
skupa Q ¢emo pokazati da ukoliko su ogranic¢enja osnovnih valuacija v i w na taj skup
jednaka, onda je i 0(A) = w(A).

(baza indukcije) Neka je A € Fy. Ako je A iskazno slovo p iz Q, onda je

0(A) = v(p) = w(p) = w(A),

a ako je A konstanta L, onda je 0(A) =0 = w(A).

(induktivni korak) Pretpostavimo da tvrdenje vazi za svaku formulu iz F,,. Neka
je A€ Fni1 — F,. Tada je ona oblika BAC' ili BV C ili B — C za neke formule B i
C iz F,.

Neka je A oblika B A C'. Primenimo induktivnu hipotezu na formule B i C' i
dobijamo da je 9(B) = w(B) i v(C') = w(C'). Dakle,

0(A) = 8(B)AS(C) = (B)AB(C) = w(A).

Na isti na¢in postupamo u slucajevima kada je A oblika BV C'ili B — C. O
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2.3 Istinosne tablice

Po tvrdenju 2.2.1, ako formula A ima n iskaznih slova, onda postoji 2" osnovnih va-
luacija vy, . .., ven takvih da za proizvoljnu osnovnu valuaciju v postoji i € {1,...,2"}
takvo da je 0(A) = 0;(A). Pretpostavimo da su ¢, ..., q, sva iskazna slova koja se
pojavljuju u A. Kod svake osnovne valuacije, vezano za formulu A, nas interesuje samo
koje vrednosti ona dodeljuje iskaznim slovima ¢, ..., ¢, pa je mozemo zameniti nizom
duzine n koji se sastoji od nula i jedinica, s tim $to je prvi ¢lan tog niza valuacija od
q1 1 tako dalje do poslednjeg koji je valuacija od ¢,. Na primer, niz 10010 odgovara
osnovnoj valuaciji v za koju vazi da je v(q1) = 1, v(q2) = 0, v(gz) = 0, v(q) = 11
v(gs) = 0.

Na taj nacin svih ovih 2" osnovnih valuacija moZzemo sistematski urediti (u leksiko-
grafski poredak). Na primer, ako je n = 3, ove valuacije su date u poretku:

— === O O OO
=0 O =M= OO
_ O, Ok OO

Na taj nacin mozemo odrediti sve moguce valuacije formule A formiranjem njene isti-
nosne tablice. Na primer,

((poA p1) = po) = P1
000 10 0O
001 10 11
100 11 00
111 11 11

je istinosna tablica formule ((pg A p1) — po) — pi1, pri ¢emu je crvenom bojom data
vrednost formule pri osnovnoj valuaciji datoj plavom bojom.

2.4 Tautologije

Tautologija je iskazna formula A koja za svaku valuaciju ima vrednost 1. Oznaka
je E A. Na primer, formula p — p je tautologija jer za proizvoljnu osnovnu valuaciju
v vazi da ako je v(p) = 0, onda je v(p — p) = 0—0 = 1, a ako je v(p) = 1, onda je
0(p — p) = 1—=1 = 1. Iskljucenje treceg p V —p je jos jedan primer tautologije.

S druge strane, iskazna formula koja za svaku valuaciju ima vrednost 0 je kon-
tradikcija. Na primer, formula p A —p je kontradikcija. Mnoge formule (na primer p ili
formula s kraja prethodne sekcije) nisu ni tautologije ni kontradikcije.

PRIMER 1. Pokazati primenom istinosnih tablica da su slede¢e formule tautologije:
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(1) p—=(g—p),

2 =2@—=r)=>(p—=9—>@—>r1),
3) p—=(@—=(rg),

(4da) (pAq) —p, (4b)  (pAg) =g,
(5a) p—(pVaq), (5b)  ¢—(pVa),
6 (@—=r)—=>(g—=r)—=>pVae —r1),
(M ((p—=>L)—=1)—=p

Tvrdenje 2.4.1. Ako je = A — B i A, onda je | B.

Dokaz. Neka je v proizvoljna osnovna valuacija. Posto su A — B i A tautologije,
imamo da je 0(A — B) =11 0(A) = 1. Dakle,

1=9(A— B) =0(A)—0(B) = 1-9(B),
pa po tablici za implikaciju mora biti 0(B) = 1. Zna&i i B je tautologija. O

Pitanje da li je neka formula tautologija je odluc¢ivo. Postoji kona¢na procedura
koja uvek daje odgovor na to pitanje. Posto je formula re¢, ona ima samo kona¢no
mnogo slova u sebi. Ako je taj broj n, onda je dovoljno formirati istinosne tablice te
formule sa 2" vrsta koje se racunaju koriséenjem tablica kojima je zadata algebra 2. Ta
procedura je ¢esto neefikasna i uskoro ¢emo upoznati neke druge moguénosti provere
da li je neka formula tautologija.

2.5 Supstitucija

Za formule A, B iiskazno slovo p, neka je formula A% rezultat zamene svih pojavljivanja
iskaznog slova p u formuli A formulom B. Kazemo da je A% dobijena uniformnom
supstitucijom formule B na mesto iskaznog slova p u formuli A. Na primer,

(p= AP, je ((a—=r) =g A(g—T).

Neka je A tautologija p — p. Posmatrajmo formulu (¢ A7) — (¢ A r) koja je
rezultat supstitucije A}.,. Neka je v proizvoljna osnovna valuacija i neka je w osnovna
valuacija koja se poklapa sa v osim eventualno $to je w(p) = v(q A r). Tada vazi

r& (AZ/\T)

o(g Ar)=d(g A1) = w(p)—w(p) = w(A) =1,

zato §to je A tautologija. Posto je v bila proizvoljna, zaklju¢ujemo da je i AY,, tau-
tologija. Ovo ilustruje dokaz sledeceg tvrdenja koje nam daje moguénost da od poz-
natih tautologija stvaramo nove.
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Tvrdenje 2.5.1. Ako je A tautologija, onda je i A% tautologija za proizvoljno iskazno
slovo p i proizvoljnu formulu B.

Za formule A, By, ..., B, iiskazna slova ¢, ..., ¢,, neka je formula Ag{::.(lﬁl rezultat

istovremene zamene svih pojavljivanja iskaznih slova ¢, ..., ¢, u formuli A redom for-
mulama By, ..., B,. Kazemo da je AL % dobijena simultanom supstitucijom formula
By ... B, na mesto iskaznih slova ¢y, ..., g, u formuli A. Na primer,

(p= ) Ap)Lyy Je ((@—=r)=2p)Alg—r7)
Sledece tvrdenje je uopstenje tvrdenja 2.5.1.

Tvrdenje 2.5.2. Ako je A tautologija, onda je i AL "% tautologija za proizvoljna
iskazna slova qq, . .., q, @ proizvoljne formule By, ..., B,.

Posledica 2.5.3. Sve formule dobijene simultanom supstitucijom proizvoljnih formula
A, B i C na mesto iskaznih slova p, q i v u formulama datim u primeru 1 iz sekcije 2.4
su tautologije.

2.6 Zamena ekvivalenata (semanticka)

Za formule A i B kazemo da su logick: ekvivalentne kada je formula A <+ B tautologija.
Po tablici za ekvivalenciju, A i B su logicki ekvivalentne ako i samo ako imaju iste
vrednosti u proizvoljnoj valuaciji. Dokaz narednog tvrdenja je sasvim lak.

Tvrdenje 2.6.1. Logicka ekvivalentnost je relacija ekvivalencije na skupu F.
PRIMER. Sledece tautologije daju neke vazne parove logicki ekvivalentnih formula.

Zamenom svih simbola A i T u tim formulama redom simbolima V i L i obrnuto,
dobijamo dualne parove logicki ekvivalentnih formula.

((pAg AT)<> (pA(gAT)) asocijativnost
(pAq) < (g Dp) komutativnost
(pAp)<p idempotentnost
(pA(pVq) ¢ p apsorpcija
(pA(gVvr) < ((pAQV(pAT)) distributivnost
(pANL)e L nulta distributivnost
(pAT) <D neutral

“(pAq) <+ (—pV —q) De Morganov zakon
-7 < L

TTpep dvostruka negacija
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Posmatrajmo formulu (p A =p) — ((¢ V (r A's)) — t). Njena istinosna tablica ima
32 reda. U svakom od njih vrednost potformule p A —p je 0. Posto je glavni veznik u
formuli implikacija ¢iji je antecedens p A —p, bez obzira na vrednost konsekvensa, ona
ima vrednost 1. Dakle, ona je tautologija i to smo utvrdili bez prevelikog rac¢una.

Sustina je u tome da su formule p A —=p i L logicki ekvivalentne. Prethodno razma-
tranje formalizujemo kroz slede¢u teoremu.

Teorema 2.6.2 (o zameni ekvivalenata-semanticka). Neka je Ca formula u kojoj se
pojavljuje potformula A i neka formula Cp nastaje od C'4 zamenom potformule A for-
mulom B. Tada vazi:

(a) ako je = A< B i = Cy, onda je = Cp;
(b) ako je = A<« B, onda je = Cy <> Cp.

Dokaz. Dokaza¢emo samo deo pod (b) posto je onaj pod (a) njegova trivijalna posle-
dica. Neka je = A <> B. Dokaz da je = Cy <+ Cp izvodimo indukcijom po slozenosti
formule Cly.

(baza indukcije) Neka je C4 = A. Tada je Cp = B ijasno jeda F A < B
povladi = Cy < Cp.

(induktivni korak) Pretpostavimo da tvrdenje vazi za sve formule iz F, koje
sadrze potformulu A. Neka je Cy € F,.1 — F,. Tada je (do na komutativnost kon-
junkcije i disjunkcije) formula C4 jednog od sledeé¢ih oblika

LunND ii LyVvD ii Ls—D ili L — Dy,

gde su formule L4, D, L i D, iz F,, pri ¢emu su prva i poslednja potformule od C'y u
kojima se pojavljuje A.

Neka je C4 oblika L4 A D. Neka je v proizvoljna osnovna valuacija. Po induktivnoj
pretpostavci je = Ly <> Lp pa je 0(La) = v(Lp). Odavde zakljucujemo

0(Ca) = 0(La)NO(D) = 9(Lp)A0(D) = 9(Cp),

pa je 9(Cy <> Cp) = 1. Posto je v bila proizvoljna, vazi = Cy +» C. Na isti nacin
postupamo u sluc¢ajevima kada je C'4 oblika LoV D ili Ly — D ili L — D 4. O

U slucaju formule (p A =p) = ((¢V (r A's)) — t), posto je E L < (p A —p), po
teoremi 2.6.2 (a) dovoljno je proveriti da je C; = L — ((¢ V (r A's)) — t) tautologija.
Ona to jeste po tvrdenju 2.5.1 jer je dobijena supstitucijom formule (q V (r A s)) — ¢
na mesto slova p u formuli 1. — p koja je tautologija.

2.7 Ciséenje (diskusija po slovu)

Posmatrajmo slede¢u tabelu koja nam daje formulu logicki ekvivalentnu formuli kojoj
je konjunkt, disjunkt, antecedens ili konsekvens konstanta | odnosno T.
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Tvrdenje 2.7.1. Formula A je tautologija akko su formule A' i A% tautologije.

Dokaz. (=) Direktno iz tvrdenja 2.5.1.
(<) Neka je v proizvoljna osnovna valuacija. Ako je v(p) = 0, onda je v(A) =
(A1) =1, a ako je v(p) =1, onda je v(A) = 0(AL) = 1. O

PRIMER. Neka je A formula p — ((¢ Vr) — (r — —p)). Proverimo da li je ona
tautologija primenom prethodnog tvrdenja. Neophodan i dovoljan uslov da je A tau-
tologija je da su formule L — ((¢Vr) = (r — L) i T —= ((gvr) — (r — —T))
tautologije.

Po teoremi 2.6.2 uz gornju tabelu, dobijamo da je prva logicki ekvivalentna formuli
T koja je tautologija, dok je druga logi¢ki ekvivalentna formuli (¢ V r) — —r. Dakle,
A je tautologija akko (¢ Vr) — —r je tautologija, §to je po tvrdenju 2.7.1 ekvivalentno
sa time da su formule (¢VV L) — =L 1i(¢V T)— =T tautologije.

Po teoremi 2.6.2 uz gornju tabelu, dobijamo da je prva logicki ekvivalentna formuli
T koja je tautologija, dok je druga logicki ekvivalentna formuli L koja nije tautologija.
Zakljucak je da A nije tautologija.






§3. Odeljak 3.

3.1 Formalni sistemi

Formalni sistem se zadaje formalnim jezikom (alfabetom i formulama), aksiomama i
pravilima izvodenja. U formalnim sistemima vezanim za iskaznu logiku formalni jezik
¢e uvek biti onaj uveden u sekciji 1.3. Aksiome su posebne formule zadate tako da ih
mozemo prepoznati. Pravila izvodenja su relacije koje povezuju vise formula s jednom
formulom. To da pravilo izvodenja p povezuje formule A ... A, (premise pravila p) s
formulom B (zakljuckom pravila p) se zapisuje kao

A LA,

B P

mada ¢emo mi indeks p redovno izostavljati jer ¢e biti jasno iz konteksta o kom pravilu
je re¢. Gornju figuru shvatamo kao drvo sa n listova i korenom i u sklopu nekog veceg
drveta ¢emo je zvati grananjem opravdanim pravilom p.

Izvodenje u formalnom sistemu je konacno planarno drvo u ¢ijim ¢vorovima se
nalaze formule i svako grananje je opravdano nekim pravilom izvodenja. Ukoliko su
u izvodenju sve formule u listovima aksiome, onda je to dokaz za formulu A koja
se nalazi u njegovom korenu. Za takvo A kazemo da je teorema datog formalnog
sistema. Oznaka je - A. Neka tvrdenja do sada, na primer teorema 2.6.2 su nosila
isto to ime $to bi moglo da dovede do zabune. Pravilno bi bilo da sva ta tvrdenja
koja su se zvala teoreme i koja tvrde nesto o pojmovima vezanim za iskaznu logiku
nazivamo metateoremama i da re¢ teorema rezervisemo za pojam koji je ovde uveden.
Da ne bismo previse komplikovali terminologiju i u nadi da ¢e uvek biti jasno u kom
smislu koristimo re¢ ,teorema” u datoj situaciji, osta¢emo pri ovoj pomalo dvosmislenoj
terminologiji koja je uobicajena u logici. Sasvim sli¢na diskusija bi se mogla razviti i
oko reci ,dokaz”.

Formule koje se nalaze u listovima izvodenja a nisu aksiome su hipoteze tog izvodenja.
Ukoliko sve hipoteze izvodenja pripadaju nekom skupu I', onda je to izvodenje iz
hipoteza I' za formulu A koja se nalazi u njegovom korenu. Oznaka je I' - A.

Ako je A pojavljivanje neke formule u izvodenju, onda je podizvodenje sa korenom
A drvo ¢iji je koren A, a svi preostali ¢vorovi su oni iznad A u polaznom izvodenju.
Relacija naslednik-prethodnik je nasledena iz polaznog izvodenja.

Ovakav formalni sistem predstavlja sintaksu logike. Njega mozemo shvatiti kao
masinu za proizvodnju teorema. To da smo u svetu sintakse vidimo po tome Sto kada
izvodimo neku formulu uopste ne moramo da razmisljamo o njenom znacenju, to jest o
njenoj vrednosti u algebri 2 pri nekoj valuaciji. Kad budemo dokazali stav potpunosti
(vidi sekciju 3.6) zna¢emo da se skup teorema podudara sa skupom tautologija tako
da ¢e nas formalni sistem postati masina za proizvodnju svih tautologija.

13
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3.2 Prirodna dedukcija

Prvi formalni sistem s kojim é¢emo se upoznati je prirodna dedukcija. Skup aksioma
ovog formalnog sistema je prazan dok su pravila izvodenja data slede¢im shemama (u
smislu da A, B i C' mogu biti proizvoljne formule):

A B AANB AANB
— wwodenje konjunkcije eliminacija konjunkcije
ANB A B
(Al [Bl.
A B AvB C C
uvodenje disjunkcije * eliminacija disjunkcije
AV B AV B C
[Al.
B A— B A
*  wvodenge implikacije — eliminacija implikacije
A— B B
[A— 1],
1
X jako svodenje na apsurd
A

Oznaka [D], iznad neke premise pravila izvodenja znaci da ukoliko se D nasla u lis-
tovima u podizvodenju u ¢ijem korenu je ta premisa, onda te listove moZemo zanema-
riti. Dakle, ne zahtevamo da se D obavezno nasla u tom podizvodenju niti da moramo
zanemariti sve listove u kojima se pojavljuje. Oznaka * obelezava trenutak kada su
neki listovi obrisani i nadalje ¢emo ta mesta oznacavati prirodnim brojevima.

Neki primeri izvodenja u prirodnoj dedukciji su dati u sekciji 8.1. Tvrdenje koje
sledi govori o tome da se skup pravila izvodenja moze proSiriti bez povecanja skupa
teorema odnosno izvodivih formula iz datog skupa hipoteza.

Tvrdenje 3.2.1. Sledeca pravila izvodenja se mogu dobite pomocu postojecih.

—=(AV B) =(AV B) =(=AV B) —(AV -DB)
-A -B A B
-(A — B) -(A — B)
a4 B

Dokaz. U levom izvodenju koje sledi je poslednje pravilo uvodenje implikacije dok je
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u desnom izvodenju poslednje pravilo jako svodenje na apsurd.

(Al [—A]L
-(AV B) AV B —(=AV B) -AV B
1

— 1
-A

|+

U levom izvodenju koje sledi je poslednje pravilo jako svodenje na apsurd dok je u
desnom izvodenju poslednje pravilo uvodenje implikacije.

[—A]z [Alx
1
B . [B]y
-(A— B) A— B -(A — B) A— B
iR 1
— 2 — 1
A -B

O

Napomena 3.2.2. Na uspitu slobodno koristite ova dobijena pravila oznacavajuci ih
masnim crtama. Svako od ovih Sest pravila koje ste koristili u zadatku opravdajte negde
sa strane na gorenavedeni nacin.

3.3 Zamena ekvivalenata (sintaksna)

U ovoj sekciji ¢emo pokazati sintaksnu varijantu teoreme o zameni ekvivalenata ¢ija
je semanticka varijanta pokazana u sekciji 2.6. Novina je u tome Sto na mestu gde
je ranije stajalo ,tautologija” u sintaksnoj varijanti stoji ,teorema”’. Za formule A i B
kazemo da su sintaksno ekvivalentne kada je formula A <» B teorema. Ovo je sintaksni
analogon pojma logicke ekvivalencije. Dokaz narednog tvrdenja je sasvim lak.

Tvrdenje 3.3.1. Sintaksna ekvivalentnost je relacija ekvivalencije na skupu JF.

Teorema 3.3.2 (o zameni ekvivalenata-sintaksna). Neka je Cy formula u kojoj se
pojavljuje potformula A i neka formula Cp nastaje od C'4 zamenom potformule A for-
mulom B. Tada vaZi:

(a) ako jet A< B il Cy, onda jel Cp;
(b) ako jet A< B, onda jel Cy < Cp.
Dokaz. Dokaza¢emo samo deo pod (b) posto je onaj pod (a) njegova trivijalna posle-

dica. Neka je F A <> B. Dokaz da je - C4 +» Cp izvodimo indukcijom po slozenosti
formule Cjy.
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(baza indukcije) Neka je C4 = A. Tada je Cp = Bijasno je da - A <> B povlaci
FCy < Cp.

(induktivni korak) Pretpostavimo da tvrdenje vazi za sve formule iz F, koje
sadrze potformulu A. Neka je Cy € F,.1 — F,. Tada je (do na komutativnost kon-
junkcije i disjunkcije) formula C'4 jednog od sledeé¢ih oblika

LA/\D ili LA\/D ili LA—)D ili L—)DA,

gde su formule L4, D, L i D, iz F,, pri ¢emu su prva i poslednja potformule od C'4 u
kojima se pojavljuje A.

Neka je C'y oblika Ly A D. Po induktivnoj hipotezi vazi - Ly <> Lg. Dokaz za
formulu X koji postoji po induktivnoj hipotezi ¢emo nadalje predstavljati kao ==.

X
Dokaz za (La A D) <+ (Lp A D) je dat sa

L Lg [LaADl Li< Lg LDl
Li— Lp L [La A D], Lp — L, Lp [Lp A D],
Lg D La D
Lz AD ) LiAD )
(LAND)— (Lg A D) (L AND)— (LaND,)

(LAAND) <« (LgpAND)

Analogno bismo postupili u slu¢ajevima kada je C'y oblika L4V D ili L — D 4.
Ostaje nam jo§ slucaj kada je C4 oblika Ly — D. Tada je dokaz za formulu
(Ly — D) < (L — D) dat sa

LA HLB LA<_>LB
LB—>LA [LB]I LA—>LB [LA]g
[LA—>D]2 LA [LB —)D]4 LB
D D
— 1 — 3
Ly — D ) L,— D A
(Ly — D) — (Lp — D) (Lp — D) — (Lys — D)

(Lx — D)<« (Lp — D)

3.4 Konjunktivna normalna forma

U ovoj sekciji ¢emo videti da je svaka formula sintaksno ekvivalentna formuli jednog
posebnog oblika. To ¢e nam kasnije pomoci da dokazemo teoremu potpunosti. Ponekad
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neé¢emo pisati zagrade vezane za konjunkciju koja je sama konjunkt, odnosno dis-
junkciju koja je sama disjunkt. Na primer, umesto (p V (=g V r)) A (=p A (¢ V —r))
¢emo pisati (pV =gV r)A-pA (qV —r). Pretvaranje ovakve re¢i u formulu nije jed-
noznac¢no ali zbog asocijativnosti konjunkcije i disjunkcije koja je pokazana u primeru 2
iz sekcije 8.1, sve tako dobijene formule su medusobno sintaksno ekvivalentne.

Pod literalom podrazumevamo iskazno slovo ili negaciju iskaznog slova. Na primer
p i —q (zvani¢no ¢ — L) su literali. Disjunkcija literala je formula oblika Ly V...V Ly,
zan > 1, gde su L; literali.

Formule L, T (zvani¢no L — 1)i Dy A...A Dy, za m > 1, gde su D; disjunkcije
literala, su u konjunktivnoj normalnoj formi (KNF).

Teorema 3.4.1 (o svodenju na KNF). Svaka formula je sintaksno ekvivalentna formuli
u KNF.

Trazenu formulu u KNF dobijamo sintaksnom zamenom ekvivalenata. Parovi sin-
taksno ekvivalentnih formula koji se koriste tom prilikom su dati u primeru 3 iz sek-
cije 8.1. Dokaz ove teoreme nam ujedno daje proceduru svodenja na KNF kao i na tri
usputne normalne forme. Tu proceduru ¢emo ilustrovati na primeru formule

(pA(g—=r) VL) = (g—r) (0)

Oznac¢imo sa NF1 skup svih formula u kojima sve implikacije imaju konsekvens
oblika L, to jest sve implikacije su negacije.

Lema 3.4.2. Svaka formula je sintaksno ekvivalentna formuli uw NF1.

Dokaz. Primenjujemo indukciju po broju implikacija u polaznoj formuli ¢iji konsekvens
nije L. Baza te indukcije je trivijalna, a u induktivnhom koraku koristimo zamenu
ekvivalenata na osnovu primera 3(1) iz sekcije 8.1. O

Polazeé¢i od gornje formule (0), primenjujuéi ovu proceduru, dobic¢ete formulu
~((pA(mgVr) VL)V (g Vr), (1)

koja pripada NF1. Oznac¢imo sa NF2 skup formula dobijenih od literala, 1 i T pomocu
konjunkcije i disjunkcije. Lako se vidi da je NF2 C NF1.

Lema 3.4.3. Svaka formula je sintaksno ekvivalentna formuli u NF2.

Dokaz. Polemi 3.4.2 i tvrdenju 3.3.1, dovoljno je to pokazati za svaku formulu iz NF1.
Primenic¢emo indukciju po slozenosti formule iz NF1. Baza te indukcije, to jest kada
je formula oblika p ili L, kao i slucajevi kada je formula oblika —p ili T su trivijalni.
Ako je formula oblika konjunkcije ili disjunkcije, primeni se induktivna hipoteza na
konjunkte odnosno disjunkte.



18 ODELjAK 3.

Ako je formula oblika —(A A B), odnosno —(A V B), onda je ona na osnovu
primera 3(2)-(3) iz sekcije 8.1 sintaksno ekvivalentna formuli ~AV—B, odnosno formuli
—AN-B. Na —-A i =B se moze primeniti induktivna hipoteza.

Ako je formula oblika —=—A, onda je ona na osnovu primera 3(4) iz sekcije 8.1
sintaksno ekvivalentna formuli A na koju se moze primeniti induktivna hipoteza. [

Polazeé¢i od gornje formule (1), primenjujuéi ovu proceduru, dobiéete formulu
(o VI(gA=m) AT)V (2g V), (2)

koja pripada NF2. Oznac¢imo sa NF3 skup formula dobijenih od literala pomocu kon-
junkcije i disjunkcije. Lako se vidi da je NF3 C NF2.

Lema 3.4.4. Svaka formula je sintaksno ekvivalentna formuli oblika 1 ili T ili formuli
u NF3.

Dokaz. Po lemi 3.4.3 i tvrdenju 3.3.1, dovoljno je to pokazati za svaku formulu iz NF2.
Primenjujemo indukciju po broju konjunkata ili disjunkata oblika L i T u takvoj
formuli. Baza ove indukcije je trivijalna, a u induktivnhom koraku koristimo zamenu
ckvivalenata na osnovu primera 3(5)-(8) iz sekcije 8.1. O

Polazeci od gornje formule (2), primenjujuéi ovu proceduru, dobicéete formulu
(mpV(gA=r))V(mgVr). (3)
Lema 3.4.5. Svaka formula u NF3 je sintaksno ekvivalentna formuli u KNF.

Dokaz. Indukcijom po slozenosti formule u NF3 pokazujemo da je ona sintaksno ekvi-
valentna formuli u KNF koja nije konstanta. Baza indukcije kao i slu¢aj kada je formula
oblika —p su trivijalni posto su p i =p u KNF i nisu konstante. Ako je formula oblika
konjunkcije, onda primenimo induktivnu hipotezu na konjunkte i dobijemo formulu u
KNF koja nije konstanta.

Ako je formula oblika disjunkcije, onda je po induktivnoj hipotezi ona sintaksno
ekvivalentna formuli oblika

(DyAN...ADp)V(ELN...ANE), mk>1,

gde su D; i Ej; disjunkcije literala. Na osnovu primera 4 iz sekcije 8.1 imamo da je ova
formula sintaksno ekvivalentna formuli

(D1 VE)NA...N (D V Ey),

koja je u KNF i nije konstanta. O
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Polazeé¢i od gornje formule (3), primenjujuéi ovu proceduru, dobic¢ete formulu
(=pVaqV-qgVr)A(—pV-rV-oqgVr).

Leme 3.4.4 1 3.4.5 uz tvrdenje 3.3.1 daju teoremu 3.4.1. Dualan pojam konjunk-
tivnoj normalnoj formi je disjunktivna normalna forma. Nju definiSemo na sledeci
nacin. Konjunkcija literala je formula oblika Ly A ... A L,, zan > 1, gde su L; literali.

Formule 1, T i K; V...V K,,, za m > 1, gde su K; konjunkcije literala, su u
disjunktivnoj normalnoj formi (DNF). Sledeca lema je dualna lemi 3.4.5 i dokazuje se
na isti nacin.

Lema 3.4.6. Svaka formula u NF3 je sintaksno ekvivalentna formuli uw DNF.
Na osnovu nje vazi i sledec¢a teorema.

Teorema 3.4.7 (o svodenju na DNF). Svaka formula je sintaksno ekvivalentna formuli
u DNF.

3.5 Hilbertovski sistem

U ovoj sekciji ¢emo uvesti jos jedan formalni sistem za iskaznu logiku. Taj novi sistem
karakteriSse puno shematskih aksioma i samo jedno pravilo izvodenja. Kasnije ¢emo
pokazati da iz jednog skupa formula mozemo izvesti iste formule i u prirodnoj dedukeciji
i u hilbertovskom sistemu. Na osnovu toga ¢emo se mo¢i sluziti bilo jednim bilo drugim
sistemom u zavisnosti od toga Sta nam bude bilo zgodnije.

Kao sto smo najavili, jezik je isti onaj uveden u 1.3. Sheme aksioma su

(1) A—(B—A),

2) (A-(B—=0)—=(A—=B)— (A—=0)),
(3) A— (B—(AADB)),

(4a) (AAB)— A, (4b) (AN B)— B,

(5a) A— (AV B), (5b) B — (AV B),

6) (A-0C)— (B—0C)— ((AVB)—=C0)),
(7) ——A— A,

(u smislu da A, B i C' mogu biti proizvoljne formule). Ima ih beskona¢no mnogo ali
ih uvek mozemo prepoznati.
Jedino pravilo izvodenja je modus ponens:

A— B A
E )
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PRIMER. Dokaz u hilbertovskom sistemu za formulu A — A, koji odgovara definiciji
iz, sekcije 3.1, je sledece drvo (iznad listova je naznacen broj aksiome ¢iju instancu
koristimo)

(2) (1)
A= ((B—=>A)—-2A) (A= (B—-A)>(A—A) A—> (B> A — A
(A= (B—A)— (A=A

1)
—N—
A—(B—A)

A— A

Sad ¢emo dati jednu alternativnu definiciju pojma izvodenja iz hipoteza u hilber-
tovskom sistemu. Ona je u literaturi vise prisutna nego nasa definicija data u sekciji 3.1.
Izvodenje za formulu A iz skupa hipoteza I' je konacan niz formula koji se zavrsava
formulom A, takav da za svaku formulu iz tog niza vazi da je aksioma ili pripada I" ili
je izvodiva iz neke dve prethodne pomoc¢u modus ponensa. Ako je I' prazan, onda je
to dokaz za teoremu A. DuZina izvodenja je broj ¢lanova tog niza.

Dokaz iz gornjeg primera bi se nakon ,peglanja” pretvorio u slede¢i dokaz u formi
niza: (A= (B—-A) —-A) = (A= (B—A) = (A= A),A—- ((B— A) = A),
(A-(B—A)—>(A—-A),A—=>(B—>A),A— A

Prili¢no lako se vidi da se svako drvenasto izvodenje moze ispeglati i obrnuto, da se
svako izvodenje u obliku niza moze pretvoriti u drvo. Ponekad ¢e nam zbog induktivnih
argumenata biti lakSe da baratamo sa izvodenjima datim nizom formula. Da je formula
A izvodiva u hilbertovskom sistemu iz skupa hipoteza I' oznaci¢emo sa I' -y A.

Teorema 3.5.1 (teorema dedukcije). Ako je 'U{A}Fy B, onda jelI'y A — B.

Dokaz. Primeni¢emo indukciju po duzini n > 1 izvodenja za B iz skupa hipoteza
ru{A}.

(baza indukcije) Ako je n = 1, onda je B aksioma ili je B € I ili je B = A.

(1) Ako je B aksioma onda je B, B — (A — B), A — B izvodenje iz I" u kome su
prva i druga formula aksiome a tre¢a je dobijena od njih pomoc¢u modus ponensa.

(2) Ako je B € T, onda je prethodni niz takode izvodenje iz I' u kome je prva
formula iz I" a ostalo je isto.

(3) Ako je B = A, onda iskoristimo gornje izvodenje za A — A iz praznog skupa
hipoteza.

(induktivni korak) Pretpostavimo da tvrdenje vazi za svako izvodenje duzine
najvise n. Neka je dato izvodenje za B iz ' U{A} duzine n+ 1. Tada je B aksioma ili
je B eTl'ilije B= Ailije to izvodenje oblika (uz mogué¢u zamenu mesta C'i C' — B)

u,c,s,c - B,W, B,

gde suld, S i W nizovi formula (mozda i prazni).
U prve tri situacije postupamo kao u bazi, dok u poslednjoj iskoristimo induktivnu
hipotezu za sledeé¢a dva izvodenja ¢ija je duzina najvise n

u,c + UuU,C,8C— B.
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Na taj nacin dobijamo dva izvodenja U';A — C 1 8 A — (C — B) iz skupa
hipoteza I'. Posmatrajmo niz formula

U,A-C8A—-(C—-B),A—-(C—-B)—=((A—=C)—=(A— B)),
(A—-C)— (A— B),A— B.

To je jedno izvodenje za A — B iz I', posto smo ga dobili nadovezivanjem dva izvodenja
iz ', instance prve aksiome i joS dva rezultata primene modus ponensa na neke od
prethodnih formula. O

U sledec¢em tvrdenju je sa I' -yp A oznaceno to da je formula A izvodiva iz skupa
hipoteza I' u prirodnoj dedukciji.

Tvrdenje 3.5.2. I'y A akko I' Fyp A.

Dokaz. (=) Svako drvenasto izvodenje u hilbertovskom sistemu mozemo transformisati
u prirodnodedukcijsko izvodenje tako Sto svaku aksiomu u listovima zamenimo njenim
prirodnodedukcijskim dokazom datim u primeru 1 iz sekcije 8.1. Modus ponens koji
je koriséen u ostatku izvodenja odgovara eliminaciji implikacije.

(<) Neka je dato prirodnodedukcijsko izvodenja za A iz I'. Indukcijom po broju
¢vorova u tom drvetu ¢emo pokazati da postoji niz formula koji predstavlja hilbertovsko
izvodenje za A iz I'.

(baza indukcije) Ako izvodenje za A iz I' ima samo jedan ¢vor, onda se u njemu
nalazi A i to mora biti formula iz I". Jednoclani niz A je onda hilbertovsko izvodenje
za Aiz I

(induktivni korak) Pretpostavimo da tvrdenje vazi za svako prirodnodedukcijsko
izvodenje sa najvise n ¢vorova. Neka je dato prirodnodedukcijsko izvodenje za A iz I’
sa n + 1 ¢vorova. Imamo sedam moguénosti za poslednje primenjeno pravilo u tom
izvodenju.

(1) Ako je to uvodenje konjunkcije i A je formula A; A Ay, onda po induktivnoj
pretpostavci postoje hilbertovska izvodenja U, A, 1 S, As iz I'. Posmatrajmo niz

U,Al,S,AQ,Al — (A2 — (Al /\AQ)),AQ — (Al A Ag),Al /\AQ,

koji je dobijen nadovezivanjem ta dva niza, instancom trec¢e aksiome i jo§ dva rezultata
primene modus ponensa na neke od prethodnih formula. To je hilbertovsko izvodenje
za Aiz I

(2) Ako je to prva eliminacija konjunkcije, onda po induktivnoj hipotezi postoji
hilbertovsko izvodenje U, A A B iz I' i trazeno izvodenje je

U,ANB,(ANB) = A A.

Slicno postupamo ukoliko je u pitanju druga eliminacija konjunkcije.
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(3) Ako je to prvo uvodenje disjunkcije i A je formula A; V As, onda po induktivnoj
hipotezi postoji hilbertovsko izvodenje U, A; iz I" i traZeno izvodenje je

U,Al,Al — (Al V Ag),Al V AQ.

Sli¢no postupamo ukoliko je u pitanju drugo uvodenje disjunkcije.

(4) Ako je to eliminacija disjunkcije, onda po induktivnoj hipotezi postoji hilber-
tovsko izvodenje U, B V C, iz T" i hilbertovska izvodenja S, A iz I' U {B} i W, A iz
r'u{C}. Po teoremi dedukcije, na osnovu poslednja dva izvodenja postoje izvodenja
S''B— AiW' C — Aiz T itraZeno izvodenje je

UBVC,S,B—- AW . C—A(B—A) — ((C—A) = ((BVC)— A),
(C—A) - (BVC)— A),(BVC)— A A.

(5) Ako je to uvodenje implikacije i A je formula A; — As, onda po induktivnoj
hipotezi postoji hilbertovsko izvodenje U, Ay, iz I' U {A;}. Po teoremi dedukcije to
znaci da postoji izvodenje U'; Ay — As iz I' i to je trazeno izvodenje.

(6) Ako je to eliminacija implikacije, onda po induktivnoj hipotezi postoje hilber-
tovska izvodenje U, B — A1 S, B iz I' i trazeno izvodenje je

U B AS,B, A

(7) Ako je to jako svodenje na apsurd, onda po induktivnoj hipotezi postoji hilber-
tovsko izvodenje U, L iz I'U{—A}, pa po teoremi dedukcije postoji izvodenje U’, =—A
iz I' i trazeno izvodenje je

U/,—'—'A, ——A - A,A. |

3.6 Potpunost iskazne logike

U ovoj sekciji ¢emo pokazati da su sve teoreme tautologije i obrnuto.
Teorema 3.6.1 (valjanost). Svaka teorema je tautologija.

Dokaz. Neka je B formula u nekom hilbertovskom dokazu. Indukcijom po mestu gde
se B nalazi u tom dokazu ¢emo pokazati da je B tautologija.

(baza indukcije) Ako je B prva formula u dokazu, onda je to aksioma i ona je
tautologija po posledici 2.5.3.

(induktivni korak) Pretpostavimo da su sve formule koje prethode B u nasem
dokazu tautologije. Ako je B aksioma, onda postupamo kao u bazi. Ako je B dobijena
pomocu modus ponensa, onda po induktivnoj hipotezi postoje tautologije A — B i A.
Na osnovu tvrdenja 2.4.1 zaklju¢ujemo da je i B tautologija. 0

Iz teoreme 3.6.1 mozemo zakljuciti da L nije teorema iskazne logike, §to znaci da
je iskazna logika neprotivurecna.
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Teorema 3.6.2 (potpunost). Svaka tautologija je teorema.

Dokaz. Neka je formula A tautologija. Neka je A’ formula u KNF takvadajet A «+» A
(ona postoji po teoremi 3.4.1). Pokazimo da je A’ teorema.

Po teoremi 3.6.1 je = A <> A’ pa je i A’ tautologija po teoremi 2.6.2(a). Dakle, A’
ne moze biti oblika 1, $to znaci da je oblika T ili Dy A ..., AD,,, za m > 1, gde su D;
disjunkcije literala.

1.

Ako je A’ oblika T, onda je njen dokaz
1L =1

Ako je A’ oblika Dy A ... A D,,, onda posto je tautologija, za svako i € {1,...,m},
disjunkcija literala D; mora biti tautologija. Iz toga Sto je disjunkcija literala D;
tautologija sledi da u njoj postoji slovo i njegova negacija. (Ovo je veoma vazno mesto
u dokazu teoreme potpunosti jer se tu postize dodir sintakse i semantike.) Ukoliko to
ne bi bio slucaj, za osnovnu valuaciju v koja svako slovo koje se ne-negirano pojavljuje
u D; slika u 0, a svako slovo koje se negirano pojavljuje u D; slika u 1, vazi da je
0(D;) = 0, pa D; ne bi bila tautologija.

Dakle, na osnovu komutativnosti i asocijativnosti disjunkcije (vidi primer 2 iz sek-
cije 8.1), teoreme 3.3.2 i tvrdenja 3.3.1, imamo da je D; sintaksno ekvivalentna formuli
oblika (p V —p) V D] koja je teorema zbog

[=(pV -p)h [—(pV-p)h

P p
L

1
pV p

(pV-p)V D,

Po teoremi 3.3.2(a) je onda i D; teorema pa je nakon uvodenja konjunkcija i formula
A’ teorema. Dakle, u svakom slu¢aju A’ je teorema pa je po teoremi 3.3.2(a) i A

teorema. ]

Posto je pitanje da li je neka formula tautologija odlucivo, iz teorema 3.6.1 1 3.6.2
sledi da je i pitanje da li je neka formula teorema takode odluc¢ivo. To je svojstvo
odlucivosti iskazne logike.
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4.1 Predikatska logika

U iskaznoj logici smo se bavili re¢ima i, ili, ako [onda] i ne. Iskazi koji su nam bili
bitni su bili oni koji odgovaraju tautologijama. To su za nas bile logicke istine. Na
primer, iskaz ,ako je 24+-3>5, onda je 2+3>5" je jedan takav iskaz. Za njegovu tacnost
uopste nije bilo bitno $ta nam znaci prostiji iskaz ,,2+3>5", ve¢ smo njegovu tacnost
zakljucili zato sto on odgovara tautologiji p — p.

Posmatrajmo sledeéi iskaz koji se odnosi na elemente nekog podskupa od N. ; Ako
postoji broj koji deli sve brojeve, onda za svaki broj postoji neki koji ga deli”. Ovo
je jedan iskaz koji odgovara formuli oblika p — ¢. Potpuno nam je prihvatljivo da ga
smatramo ta¢nim ali u ovom sluc¢aju ne mozemo postupiti kao u prethodnom jer p — ¢
nije tautologija. Ta¢nost ovog iskaza sledi iz analize reci postoji i svaki.

Predikatska logika prvog reda, nadalje skra¢eno predikatska logika, se pored reci 1,
ili, ako [onda] i ne bavi jos i re¢ima svaki, postoji, jednako je i jos nekim kao $to je na
primer gornje deli. Ona pored mogucénosti jezika da nesto tvrdi koristi mogucénost da
on nesto i imenuje. U svrhu imenovanja posluzi¢e nam termi. Na primer, gornje ,,2” ili
,»,2+3" su termi koji imenuju matematicke individue kojima se bavimo.

4.2 Operacijsko-relacijske strukture

U [16, sekcija 17.7] smo upoznali pojam operacijske (algebarske) strukture. Ovde ¢emo
upoznati nesto opstiji pojam operacijsko-relacijske strukture.

PRIMER. Posmatrajmo skup prirodnih brojeva N i na njemu standardno definisano
sabiranje 4+n, mnozenje -n, konstantu Oy i parcijalno uredenje <y. Indeksi nam ovde
sluze da oznace da su sve ove operacije i relacije date na skupu N. Skup N zajedno sa
navedenim operacijama i relacijama ¢ini jednu operacijsko-relacijsku strukturu.

Izbor operacija i relacija na datom skupu nam diktira operacijsko-relacijski jezik.
On se sastoji od operacijskih simbola sa odgovarajué¢im arnostima (duzinama), sim-
bolima konstanti i relacijskim simbolima sa odgovaraju¢im arnostima. Na primer,
L ={+,-,0,<} je operacijsko-relacijski jezik koji odgovara gorenavedenoj operacijsko-
relacijskoj strukturi. Podrazumevamo da su arnosti simbola u njemu redom 2, 2, 0, 2
i da su prva tri operacijska dok je poslednji relacijski.

Operacijsko-relacijska struktura M (model) operacijsko-relacijskog jezika L je za-
data

(1) nepraznim skupom M,

(2) n-arnom operacijom oy : M™ — M za svaki operacijski simbol o arnosti n iz L,

25
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(3) istaknutim elementom cy; iz M za svaki simbol konstante ¢ iz L,
(4) n-arnom relacijom py € M™ za svaki relacijski simbol p arnosti n iz L.

Ubuduée ¢emo umesto operacijsko-relacijska struktura govoriti samo struktura ili
model i umesto operacijsko-relacijski jezik govoriti samo jezik. Taj jezik je samo deo
formalnog jezika predikatske logike koji ¢emo uvesti u sledecoj sekciji.

Skup M je nosac¢ strukture M. Konkretne operacije oy, konstante ¢, i relacije
Py ha nosacu su interpretacije simbola o, ¢ i p iz L. Ponekad ¢emo celu strukturu
oznacavati sa M ukoliko je iz konteksta jasno o kojoj interpretaciji jezika se radi.
Ukoliko £ sadrzi simbol ,=" (Cesto se to i podrazumeva), onda taj simbol mora da se
interpretira kao jednakost na skupu M, to jest kao {(x,z) | z € M} C M?.

4.3 Formalni jezik

Formalni jezik predikatske logike je nesto slozeniji od formalnog jezika iskazne logike.
Ta slozenost mu daje veéu izrazajnu mo¢. Polazimo od alfabeta koji se sastoji od

individualnih promenljivih x,y, 2, 21, y1, 21, . . -,
simbola logic¢kih veznika A, V, — 1 L,
kvantifikatora Vx i dr za svaku promenljivu z,
simbola iz datog operacijsko-relacijskog jezika L,
pomoc¢nih simbola , ().

Dve vrste re¢i nad ovim alfabetom su nam bitne. To su termi i formule. Termi su
reci koje zadovoljavaju:

(1) Individualne promenljive i simboli konstanti iz £ su termi.

(2) Ako je o operacijski simbol iz £ arnosti n i ako su tq,...,¢, termi, onda je
o(ty,...,t,) takode term.

(3) Nista viSe nije term.
Elementarne formule su reci koje zadovoljavaju:
(1) L je elementarna formula.

(2) Ako je p relacijski simbol iz £ arnosti n i ako su ty,...,t, termi, onda je
p(t1,...,t,) elementarna formula.

(3) Nista viSe nije elementarna formula.
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Predikatske formule ili samo formule su reci koje zadovoljavaju:

(1) Elementarne formule su formule.
(2) Ako su Ai B formule, a = individualna promenljiva, onda su i
(AANB), (AVB), (A— B), VzA, JzA
takode formule.

(3) Nista viSe nije formula.

Negacija, ekvivalencija i T su definisani kao u sekciji 1.3. 1 ovde ¢emo se drzati
dogovora o brisanju najspoljasnjijih zagrada. Individualne promenljive ¢emo krace
zvati samo promenljive. Formule Vz,...Vz,A i dxy...dx, A éemo skraceno pisati kao
Vxq...x,A odnosno 3z ... x,A. Za binarni relacijski simbol p, formulu Vz(xpt — A)
¢emo skraceno pisati kao (Vapt)A, dok ¢emo formulu Jx(zpt A A) skraceno pisati kao
(Fzpt) A.

Neka je F skup svih formula i sa F,, ozna¢imo skup svih formula sa najvise n
pojavljivanja binarnih veznika odnosno kvantifikatora u sebi. Kao i u iskaznom slucaju
vazi

FoCHRC...F,C...CF,  F=|J{F.|IneN}

4.4 Valuacija

U sekciji 2.2 smo govorili o valuaciji kao o mostu izmedu sintakse i semantike iskazne
logike. U slucaju predikatske logike, formalni jezik uveden u prethodnoj sekciji se nalazi
na njenoj sintaksnoj strani, dok se na semantickoj strani nalazi model operacijsko-
relacijskog jezika L. Cilj nam je da polazeci od jedne funkcije koja preslikava promenljive
u nosa¢ M ovog modela dobijemo dve funkcije—jednu koja preslikava terme u M i
drugu koja formulama dodeljuje njihove istinosne vrednosti iz skupa {0, 1}. Te funkcije
¢emo takode zvati valuacijama i one predstavljaju most izmedu sintakse i semantike.

Neka je dat model M jezika £. Funkciju v: V — M, gde je V skup promenljivih
zovemo valuacijom individualnih promenljivih ili krac¢e valuacijom.

Valuacija (vrednost) ¢ terma za valuaciju v je zadata sa

v(x) ako je t promenljiva x,
o(t) = cm ako je t simbol konstante ¢ iz L,
on(0(tq),...,0(t,)) ako je t term o(ty,...,t,).
Zabe Miv:V — M definiSemo valuaciju vy kao
. v(y) ako y nije z,
vy (y) = . <
b ako je y bas x.

Valuacija (vrednost) ¢ formule za valuaciju v je zadata sa
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(1L1) ako je A elementarna formula L, onda je 0(A) = 0;

(1) ako je A elementarna formula p(ty,...,t,) i (0(t1),...,0(¢tn)) € pu, onda je
0(A) = 1, inace je 0(A) = 0;

(2) ako je formula konjunkcija, disjunkeija ili implikacija, onda je
(AN B)=0(A)N0(B), 0(AV B)=0(A)Vo(B), v(A— B)=10(A)—0(B),
gde su A, V, — zadate tablicama u sekciji 2.1;

(2V) ako je formula oblika VxA i za svako b € M vazi da je 0f(A) = 1, onda je
0(VzA) = 1, inace je v(VzA) = 0;

(23) ako formula oblika 3z A i zaneko b € M vazi da je 07 (A) = 1, onda je 0(3zA) = 1,
inace je v(3zA) = 0.

Ako je 9(A) = 1, onda kazemo da A vaZi u M pri valuaciji v, odnosno da v zadovoljava
A i to oznacavamo sa M =, A ili skraceno sa =, A.

Formula A je zadovoljiva u modelu M kada postoji valuacija v : ¥V — M koja
je zadovoljava. Formula je zadovoljiva kada postoji model datog jezika u kome je
zadovoljiva. Formula A je wvaljana (u oznaci = A) kada za svaki model M datog
jezika i svaku valuaciju v: V — M vazi |, A. Alternativno, A je valjana kada —A
nije zadovoljiva. Kontramodel za formulu A ¢ine struktura M datog jezika i valuacija
v: VY — M takva da je 0(A) = 0. Kontramodel nam svedo¢i da formula nije valjana.

PRIMER. Neka je £ ={+,<,=}.

(1) Neka je A formula Vz3y x +y < x. Ona nije zadovoljiva u modelu ¢iji je nosa¢
skup N7 sa standardno interpretiranim + i <. To pokazujemo na slede¢i nacin. Neka
je v: ¥V — NT proizvoljna valuacija i neka je B formula 3y z +y < z. Imamo da
je ¥7(B) = 0 zato $to ne postoji b € N7 takvo da je (07)j(z +y < z) = 1. Dakle,
9(A) = 0, pa A nije zadovoljiva u N*. Formula A jeste zadovoljiva, na primer u
modelu ¢iji je nosa¢ skup N sa standardno interpretiranim + i <.

(2) Neka je A formula 3z = + y = z. Pokaza¢emo da je ona zadovoljiva ali da nije
valjana. Posmatrajmo strukturu Nt kao u prethodnom primeru i valuaciju v: ¥V — N+
pri kojoj je v(y) = 3, a v(z) = 4. Tada je v(A) = 1 zato $to je 0f(x +y = z) = 1. To
znadi da je A zadovoljiva. Neka je v: V — N valuacija pri kojoj je v(y) = v(z) = 3.
Tada je 9(A) = 0 zato $to ne postoji b € NT takvo da je 9f(x +y = 2) = 1. Dakle, A
nije valjana.

(3) Neka £ sadrzi samo jedan unarni relacijski simbol (predikat) P. Neka je M
model tog jezika takav da je M = {a} i P je interpretiran kao {a}, to jest Py, = {a} C
M. Tada za proizvoljnu valuaciju v: V — M vazi

=, JaP(z), o VaP(z), E, P(z) = YyP(y).
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Neka je A iskazna formula i py, ..., p, sva iskazna slova u njoj. Neka su C1,...,C,
neke predikatske formule. Formula Aa""'%L nastaje uniformnom zamenom slova py, ..., p,
u A formulama C1, ..., C,.

Tvrdenje 4.4.1. Ako je A tautologija, onda je A" wvaljana.

Dokaz. Formalno bismo ovo izvodili indukcijom po slozenosti formule A, ali i ovo §to
sledi je dovoljno ubedljivo. Pretpostavimo da je A tautologija. Neka je v:V — M
proizvoljna valuacija individualnih promenljivih. Neka je w: P — {0,1} valuacija
iskaznih slova takva da za svako i € {1,...,n} vazi w(p;) = 0(C;). Posto je w(A) =1,
to jei 0(Ag "5 ) = 1. O]

Podre¢ formule koja je sama formula je potformula te formule. Neka je Vax B potfor-
mula formule A. Tada je B oblast dejstva ovog univerzalnog kvantifikatora u formuli
A. Isto tako za egzistencijalni kvantifikator.

Ako se promenljiva x pojavljuje u oblasti dejstva kvantifikatora V ili dz, onda je
to njeno pojavljivanje vezano, inace je slobodno. Neki autori obelezavaju razlicitim
simbolima slobodne i vezane promenljive ali mi to ne¢emo raditi. Promenljiva z je
slobodna u formuli A kada postoji njeno slobodno pojavljivanje u A. Skup slobodnih
promenljivih formule A oznacavamo sa FV(A). Recenica je formula u kojoj nema
slobodnih promenljivih.

PRIMER. (1) U formuli Vz(P(z,y) — YyQ(y)), jedino pojavljivanje promenljive x je
vezano, dok je prvo (sleva) pojavljivanje promenljive y slobodno, a drugo je vezano.
(2) U formuli VxP(z,y) — YyR(z,y), prvo pojavljivanje = je vezano, a drugo je
slobodno, dok je prvo pojavljivanje y slobodno, a drugo je vezano.
(3) U formuli =3yQ(y,y) A R(f(x,y)), jedino pojavljivanje promenljive x je slo-
bodno, dok su prva dva pojavljivanja y vezana, a trece je slobodno.

Tvrdenje 4.4.2. Valuacija formule zavisi samo od valuacije individualnih promenljivih
koje su slobodne u njoj.

Dokaz. Indukcijom po slozenosti formule A ¢emo pokazati da ukoliko su ogranicenja
valuacija v, w: V — M na skup slobodnih promenljivih u A jednaka, onda je i v(A) =
w(A).

(baza indukcije) Neka je A € Fy. Ako je A elementarna formula 1, onda je
0(A) = 0 = w(A). Ako je A elementarna formula p(ty,...,t,), lako zaklju¢ujemo da
za svako i € {1,...,n} vazi da je 0(t;) = w(t;), pa je onda

(6(t1), ..., 0(ta)) € par akko  (w(t), ..., 0(tn)) € par,

Sto znaci da je 0(A) = w(A).

(induktivni korak) Pretpostavimo da tvrdenje vazi za svaku formulu iz F,,. Neka
je A e F,u1 — Fn. Tada je ona oblika BAC ili BV C'ili B — C'ili VzB ili 3B za
neke formule B i C' iz F,,.
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Neka je A oblika B A C'. Primenimo induktivnu hipotezu na formule B i C' i
dobijamo da je v(B) = w(B) i v(C') = w(C'). Dakle,

0(A) = 5(B)A(C) = w(B)AD(C) = i(A).

Na isti na¢in postupamo u slu¢ajevima kada je A oblika BV C'ili B — C.

Neka je A oblika VzB. Pretpostavimo da je v(A) = 1. To znaci da za svako b € M
vazi da je 0f (B) = 1. Po induktivnoj hipotezi zaklju¢ujemo da za svako b € M vazi da
je wf(B) =1, 8to znaci da je onda w(A) = 1. Na isti nacin zakljuujemo da je 0(A) =1
iz pretpostavke da je w(A) = 1, pa je 0(A) = w(A). Na slican na¢in postupamo kada
je A oblika dxB. O

4.5 Preimenovanje vezanih promenljivih

Za formule A i B kazemo da su logicki ekvivalentne kada je formula A <> B valjana.
Dokaz narednog tvrdenja je sasvim lak.

Tvrdenje 4.5.1. Logicka ekvivalentnost je relacija ekvivalencije na skupu F.
Uopstavajuci dokaz teoreme 2.6.2 mozemo dokazati slede¢u teoremu.

Teorema 4.5.2 (o zameni ekvivalenata-semanticka). Neka je Ca formula u kojoj se
pojavljuje potformula A i neka formula Cp nastaje od C'4 zamenom potformule A for-
mulom B. Tada vazi:

(a) ako je = A< B i = Cy, onda je = Cp;
(b) ako je = A<« B, onda je = Cy <> Cp.

Indukcijom po slozenosti formule A mozemo dokazati sledece tvrdenje.

Tvrdenje 4.5.3. Neka je Ay rezultat zamene svakog slobodnog javljanja promenljive
x u A promenljivom y koja se ne pojavljuje uw A. Tada su formule VxA 1 VyAy, kao
formule 3z A i Fy Ay logicki ekvivalentne.

Neka su VzA i Vy A} kao u prethodnom tvrdenju. Ako u nekoj formuli zamenimo
potformulu Vz A formulom VyA7,
vanjem vezanih promenlyivih u staroj. Isto u slucaju kada umesto univerzalnog pos-

onda kazemo da je nova formula nastala preimeno-

matramo egzistencijalni kvantifikator. Kao posledicu tvrdenja 4.5.3 i teoreme 4.5.2
imamo da su polazna formula i formula nastala preimenovanjem vezanih promenljivih
logicki ekvivalentne.

Neka je data formula A i neka je x promenljiva. Term ¢ je slobodan za x u A kada
za svaku promenljivu z koja se javlja u ¢ vazi da svako slobodno pojavljivanje z u A
nije u oblasti dejstva kvantifikatora Vz ili Jz.
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Napomena 4.5.4. Za svaku formulu A, promenljivu x i term t postoji preimenovanje
vezanih promenljivih u A takvo da je t slobodan za x u novonastaloj formuli.

PRIMER. Neka je £L = {+, P, R}, gde je + binarni operacijski, a P i R binarni
relacijski simboli. Neka je A formula VxP(z,y) — VyR(x,y) i t term = + y. Term
t nije slobodan za x u A posto se jedino slobodno pojavljivanje x nalazi u oblasti
dejstva Vy, a y se pojavljuje u t. Preimenovanjem vezane promenljive y dobijamo
formulu Vx P(z,y) — VzR(z, z) logicki ekvivalentnu formuli A. Term ¢ je slobodan za
promenljivu z u novonastaloj formuli.

Term uf nastaje od terma u zamenom svih pojavljivanja promenljive = termom ¢.
Ako je t slobodan za x u A, onda formula A7 nastaje od formule A zamenom svih
slobodnih javljanja promenljive z termom ¢. Ako ¢ nije slobodno za = u A, onda A7
nastaje tako $to se prvo preimenuju vezane promenljive kako bi ¢ postao slobodan za
x, pa se onda izvrsi zamena.

Indukcijom po sloZenosti terma (broju pojavljivanja operacijskih simbola u njemu)
mozemo dokazati sledeé¢e tvrdenje.

Tvrdenje 4.5.5. Neka su u it termi, x promenljiva 1t v:V — M valuacija. Tada vazi

o(uy) = @g(t) (u).
Indukcijom po sloZenosti formule, uz tvrdenje 4.5.5, mozemo dokazati sledece tvrdenje.

Tvrdenje 4.5.6. Neka je t term, x promenljiva i v:V — M wvaluacija. Tada vaZi
8(47) = 0% (4).
Tvrdenje 4.5.7. Za svaku formulu A, promenljivu x i term t vazi
EVzA — AY 1 | AY — dzA.

Dokaz. Neka je v: )V — M proizvoljna valuacija i neka je b = 0(t) € M. Ako je
0(VxA) = 0, onda je v(VzA — A¥) = 1. Ako je 0(VzA) = 1, onda je, po definiciji
valuacije formula, i 0¥ (A) = 1, pa po tvrdenju 4.5.6 vazi 0(Af) = 1. Dakle, uvek vazi
(Ve A — A7) =1

Ako je 0(AF) = 0, onda je 0(AY — JzA) = 1. Ako je 0(A7) = 1, onda po
tvrdenju 4.5.6 vazi 0f(A) = 1, pa je, po definiciji valuacije formula, i v(3zA) = 1.
Dakle, uvek vazi 0(A7 — JzA) = 1. O

Ako ne bismo vodili ra¢una o tome da ¢ bude slobodan za x u A prilikom zamene
slobodnih javljanja x termom ¢ u toj formuli, onda gornje tvrdenje ne bi vazilo. Neka
je na primer A formula Jy z < y i neka je ¢t bas promenljiva y. Tada formula

Vedyrz <y —Jdyy <y
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nije valjana. Kontramodel je dat strukturom (N, <) i proizvoljnom valuacijom (poSto
je u pitanju recenica).
Ako je A formula Vyy < z it je bas y, onda formula

Vyy<y—JaVyy<z
nije valjana. Kontramodel je dat strukturom (N, <) i proizvoljnom valuacijom.

Tvrdenje 4.5.8. Ako se x ne javlja slobodno v B, onda vaZi
V(B — A) = (B—VzA) i EVe(A— B)— (3zA — B).

Dokaz. Neka je v:V — M proizvoljna valuacija.
Pokazimo da je 0(Vz(B — A) — (B — VzA)) = 1. To je sigurno tako osim
eventualno kada je
o(Ve(B— A)=1 i o(B)=1.

Pokazimo da je tada i 0(VxA) = 1. Neka je b € M proizvoljno. 1z o(Vz(B — A)) =1
sledi da je 0of(B — A) = 1. Posto x ¢ FV(B), iz 0(B) = 1 po tvrdenju 4.4.2 sledi
da je 0f(B) = 1, pa onda mora da bude i 9f(A) = 1. Dakle, 0(Va(B — A) — (B —
VzA)) =1, pa je ta formula valjana.
Pokazimo da je 0(Vz(A — B) — (FzA — B)) = 1. To je sigurno tako osim
eventualno kada je
t(Vz(A— B))=1 i 0(3zA) =1

Pokazimo da je tada i 0(B) = 1. Neka je b € M takvo da je vf(A) = 1. Posto
je 0(Vz(A — B)) = 1 imamo da je vf(A — B) = 1, pa mora biti 07(B) = 1. Po
tvrdenju 4.4.2 sledi da je ©(B) = 1. Dakle, o(Vx(A — B) — (IzA — B)) = 1, pa je
ta formula valjana. O

Tvrdenje 4.5.9. Ako = A, onda = VzA.

Dokaz. Neka je v:V — M proizvoljna valuacija i neka je b € M proizvoljan. Posto je
A valjana imamo da je 07 (A) = 1. Dakle, 0(VzA) = 1, pa je ta formula valjana. O
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5.1 Prirodna dedukcija bez jednakosti

Prvi formalni sistem i u sluc¢aju predikatske logike ¢e biti prirodna dedukcija. Formalni
jezik je uveden u sekciji 4.3. Slucaj kada jezik sadrzi jednakost ¢emo ostaviti za kasnije.
Skup aksioma ovog formalnog sistema ako u jeziku nemamo jednakost je i dalje prazan
dok su pravila izvodenja data shemama iz sekcije 3.2 uz jo$ ¢etiri sheme:

A Vr A
—_— T uvodenje V

VA A?

eliminacija ¥V

T promenljiva x nije slobodna u hipotezama podizvodenja sa korenom A,

[A].
A JzA C

uvodenje 3 —_— TTeliminacija 3

dz A C

1T promenljiva z nije slobodna u premisi C, niti u hipotezama podizvodenja ¢iji je
koren premisa C' osim eventualno u A.

Pojam teoreme je isti kao i u proizvoljnom formalnom sistemu (vidi sekciju 3.1)
i oznaka da je A teorema je - A. Takode, ukoliko sve hipoteze izvodenja pripadaju
nekom skupu I', onda je to izvodenje iz hipoteza I' za formulu A koja se nalazi u
njegovom korenu. Oznaka je I' - A.

Neki primeri izvodenja u prirodnoj dedukciji su dati u sekciji 8.2. Tvrdenje koje
sledi nam daje jo$ jedno pravilo izvodenja na koje se mozete pozivati, a izvesti ga samo
jednom negde sa strane.

Tvrdenje 5.1.1. Sledece pravilo izvodenja se moZe dobiti pomocu postojecih.

—dzA

-A

Dokaz.
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5.2 Zamena ekvivalenata (sintaksna)

U ovoj sekciji ¢emo pokazati sintaksnu varijantu teoreme o zameni ekvivalenata c¢ija je
semanticka varijanta pokazana u sekciji 4.5. Za formule A i B kazemo da su sintaksno
ekvivalentne kada je formula A <+ B teorema. Ovo je sintaksni analogon pojma logicke
ekvivalencije. Dokaz narednog tvrdenja je sasvim lak.

Tvrdenje 5.2.1. Sintaksna ekvivalentnost je relacija ekvivalencije na skupu F.

Teorema 5.2.2 (o zameni ekvivalenata-sintaksna). Neka je Cy formula u kojoj se
pojavljuje potformula A i neka formula Cpg nastaje od C's zamenom potformule A for-
mulom B. Tada vaZi:

(a) ako jet A<« B ik Cy, onda jel Cp;
(b) ako je A< B, onda jet Cy < Cp.

Dokaz. Kao i u iskaznom slucaju, dokazacemo samo deo pod (b) dopunjavajuéi dokaz
teoreme 3.3.2.

Neka je Cy € (Fo1 — Fy) oblika VzD 4. Po induktivnoj hipotezi vazi b D <> Dp.
Dokaz za Vx Dy <> VxDp je dat sa

Dy < Dp [VxDy)y Dy <+ Dp [VxDgls
Di— Dg Dy Dp — Da Dp
Dpg D4
VxDpg f VaDy '
VeDjy — VzDp ! VeDp — VxDy
VeDy < Ve Dpg

Neka je Cy € (Fo1 — Fy) oblika 32D 4. Po induktivnoj hipotezi vazi b D <> Dp.
Dokaz za dxD4 <> JxDp je dat sa

Dy < Dg Dy < Dp
m [Daly m [Dpls
Dp Dy
[FzDals JxDp [FzDpl4 JzD 4
dzDp ol dx D4 31
dxDy — JxDp 2 dxDp — dxDy

dxDy <> dxDp O
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5.3 Preneksna normalna forma

Kao posledicu teoreme 5.2.2, tvrdenja 5.2.1 i primera 2-5 iz sekcije 8.2 imamo sledece
tvrdenje.

Tvrdenje 5.3.1. Pod pretpostavkom da x ¢ FV(B), sledece formule su teoreme.

(1)  (VzAAB) <> Vz(AAB), (2)  (FzAAB) + Jx(ANB),
(3)  (VzAV B) <> Vz(AV B) (4)  (JzAV B) < Jz(AV B)
(5) (B — VzA) < V(B — A) (6) (B — dzA) < Jz(B — A)
(7)  (VzA — B) +» 3z(A — B) (8) (3zA— B) <> Vz(A — B)

Formula je u preneksnoj normalnoj formi kada je oblika Qix;...Q,x,A, gde je
n > 0, svaki @Q; je kvantifikator V ili 31 A je formula bez kvantifikatora.

Teorema 5.3.2 (o svodenju na PNF). Za svaku formulu postoji njoj sintaksno ekvi-
valentna formula u preneksnoj normalnoj forma.

Dokaz. Dokaz ove teoreme se zasniva na primeni tvrdenja 5.3.1. Formalno, koristimo
indukciju po sloZenosti formule.

(baza indukcije) Svaka elementarna formula je u PNF i sintaksno je ekvivalentna
sama sebi (tvrdenje 5.2.1).

(induktivni korak) Ako je A € F,,1 — F,, onda je A oblika BAC'ili BV C' ili
B — C'ili VzB ili 3B za neke formule B i C iz F,. Po induktivnoj hipotezi B i C
su sintaksno ekvivalentne redom formulama Qqx;...Qux, B i Ry ... Rny,C’, gde
su B’ i " formule bez kvantifikatora, a svaki @; i R; je kvantifikator V ili 3. Jos uz
preimenovanje vezanih promenljivih mozemo pretpostaviti da se xy, ..., z, ne javljaju
ni vezano ni slobodno u C’ i da se yy, .. ., ¥y, ne javljaju ni vezano ni slobodno u B’'.

Neka je A oblika B A C'. Po teoremi 5.2.2 i tvrdenju 5.2.1 imamo da je

A« (lel R QnInB/ VAN R1y1 R RmymCl)

ViSestrukom primenom tvrdenja 5.3.1 (1-2) dobijamo da je A sintaksno ekvivalentna
formuli Q1 ... Qnr,Riyr - .. Rypym (B A C").

Analogno postupamo kada je A oblika BV C uz tvrdenje 5.3.1 (3-4). Slucajevi kada
je A oblika Va B ili dzB se svode na primenu induktivne hipoteze.

Neka je A oblika B — C'. Kao i malopre dobijamo pod istim uslovima

FA<« (lel c. QnInB/ — R1y1 R RmymCl)

Vigestrukom primenom tvrdenja 5.3.1 (5-8) dobijamo da je A sintaksno ekvivalentna
formuli Qi1 ... QuznRayy . .. Ry (B’ — C7), gde je Q; kvantifikator 3 ako je @Q; bio
V 1 obrnuto. O
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5.4 Hilbertovski sistem

Kao i u slu¢aju iskazne logike, pored prirodne dedukcije uveséemo i hilbertovski sistem
za predikatsku logiku. Formalni jezik ovog sistema je onaj uveden u 4.3. Sheme
aksioma su pored onih sedam uvedenih u 3.5 i sledeée ¢etiri sheme

8) VzA — AY,
9) AF — dJzA,
10) Vz(B = A) —» (B —VzA), «x¢ FV(B)

(
(
(
(11) Va(A— B) - (3zA— B), « ¢ FV(B).

Pravila izvodenja su modus ponens i pravilo generalizacije po promenljivoj

A
VrA f
T promenljiva z nije slobodna u hipotezama podizvodenja sa korenom A.

Pojam izvodenja u formi drveta je preuzet iz sekcije 3.1. Isto se odnosi i na sve
pojmove uvedene u toj sekciji. Alternativni pojam izvodenja iz hipoteza u formi niza
formula zajedno sa pojmom zavisnosti formule od hipoteza su uvedeni na slede¢i nacin.

Izvodenje za formulu A iz skupa hipoteza I je konac¢an niz formula koji se zavrsava
formulom A, takav da za svaku formulu iz tog niza vazi da je aksioma i ona ne zavisi ni
od kakve hipoteze, ili pripada [" i u tom slu¢aju ona zavisi od same sebe, ili je izvodiva
iz neke dve prethodne pomoc¢u modus ponensa i u tom sluc¢aju zavisi od svih hipoteza
od kojih zavise te dve formule, ili je oblika VxB i B je formula koja joj neposredno
prethodi i ne zavisi od hipoteze u kojoj se x pojavljuje slobodno i u tom sluc¢aju ona
zavisi od svih hipoteza od kojih zavisi B. Ako je I prazan, onda je to dokaz za teoremu
A. DuZina izvodenja je broj ¢lanova tog niza.

Kao i u iskaznom slucaju lako se vidi da se svako drvenasto izvodenje moze ispeglati
i obrnuto, da se svako izvodenje u obliku niza moze pretvoriti u drvo. Da je formula
A izvodiva u hilbertovskom sistemu iz skupa hipoteza I' oznaci¢emo sa I' -y A.

Teorema 5.4.1 (teorema dedukcije). Ako je ' U{A} by B, onda je I' -y A — B.
Pri tom, vaZi (x) ako se x ne javlja slobodno u hipotezama izvodenja za B iz T'U {A}
od kojih zavisi B, osim eventualno u A, onda postoji izodenje za A — B iz I" takvo da
se x ne javlja slobodno u hipotezama od kojih zavisi A — B.

Dokaz. Primeni¢emo indukciju po duzini n > 1 izvodenja za B iz skupa hipoteza
I'U {A} i dopuniti dokaz teoreme 3.5.1. Baza indukcije i induktivni korak do slucaja
kada je B formula oblika Yz B’ i izvodenje za B iz I' U { A} je oblika

U,B' NxB
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su isti kao u dokazu teoreme 3.5.1 i lako se proverava da tada () vazi.

Neka je izvodenje za B iz I' U {A} gornjeg oblika. Ako B’ ne zavisi od hipoteze
A, onda brisanjem svih pojavljivanja te hipoteze kao i formula koje zavise od njih
dobijamo izvodenje U’, B', VB’ i moZemo ga nastaviti do izvodenja

U, B NxB' VxB — (A —VxB'),A — VaB'

u kome nema hipoteze A i koje potvrduje svojstvo (x).

Ako B’ zavisi od hipoteze A, onda zbog primene generalizacije po x, ta promenljiva
se ne javlja slobodno u A. Primenimo induktivnu hipotezu na izvodenje U, B’ i tako
dobijamo izvodenje U', A — B’ iz skupa hipoteza I' takvo da A — B’ ne zavisi od
hipoteza u kojima se x javlja slobodno. Produzimo ovo izvodenje do izvodenja

U,A— B' Vr(A— B'),Vz(A — B') = (A= VzB'),A — VaB',
u kome nema hipoteze A i koje potvrduje svojstvo (x). O

Kao i u sekciji 3.5 uz oznaku I' -yp A za to da je A izvodiva u prirodnoj dedukciji
iz skupa hipoteza I' imamo slede¢e tvrdenje.

Tvrdenje 5.4.2. I' -y A akko I' Fyp A.

Dokaz. (=) Svako drvenasto izvodenje u hilbertovskom sistemu mozemo transformisati
u prirodnodedukcijsko izvodenje tako sto svaku aksiomu u listovima zamenimo njenim
prirodnodedukcijskim dokazom datim u primeru | iz sekcije 8.1, u primeru | iz sek-
cije 8.2 kao i dokazima ¢ije postojanje garantuje tvrdenje 5.3.1 (5) i (8). Modus ponens
koji je koris¢en u ostatku izvodenja odgovara eliminaciji implikacije, dok generalizacija
odgovara uvodenju univerzalnog kvantifikatora.

(<) Neka je dato prirodnodedukcijsko izvodenja za A iz I'. Indukcijom po broju
¢vorova u tom drvetu ¢emo pokazati da postoji niz formula koji predstavlja hilber-
tovsko izvodenje za A iz I', pri ¢emu iste hipoteze ucestvuju i u prvom i u drugom
izvodenju. Ovde ¢emo samo dopuniti dokaz tvrdenja 3.5.2 slede¢im slucajevima za
poslednje primenjeno pravilo u polaznom izvodenju.

(8) Ako je to uvodenje univerzalnog kvantifikatora i A je formula Yz B, onda po
induktivnoj pretpostavci postoji hilbertovsko izvodenje U, B iz I u ¢ijim se hipotezama
x ne javlja slobodno pa ga mozemo nastaviti do izvodenja U, B,VzB.

(9) Ako je to eliminacija univerzalnog kvantifikatora i A je formula Bf, onda po
induktivnoj hipotezi postoji hilbertovsko izvodenje U, Vz B iz I' i mozemo ga nastaviti
do izvodenja U,VxB,VxB — B, Bf.

(10) Ako je to uvodenje egzistencijalnog kvantifikatora i A je formula 3z B, onda po
induktivnoj hipotezi postoji hilbertovsko izvodenje U, Bf iz I' i mozemo ga nastaviti

do izvodenja U, BY, Bf — JxB,dzB.
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(11) Ako je to eliminacija egzistencijalnog kvantifikatora

[Bl.
dzB A
A

i promenljiva x nije slobodna u premisi A, niti u hipotezama podizvodenja ¢iji je koren
premisa A osim eventualno u B, onda po induktivnoj hipotezi postoji hilbertovsko
izvodenje U, JxB iz ' i S, A iz I' U{B}. Primenimo teoremu dedukcije uz svojstvo
(*) na drugo izvodenje i dobijamo izvodenje &', B — A takvo da B — A ne zavisi od
hipoteza u kojima se x javlja slobodno. Trazeno izvodenje je

S'.B — A Vx(B — A),Y2(B — A) — (3zB — A),32B — A,U,3aB,A. O

9.5 Sistemi sa jednakoséu

Ukoliko jezik sadrzi jednakost, ¢t = t je shema aksiome (¢ je proizvoljan term) prirodne
dedukcije. Ona odgovara uvodenju jednakosti. Eliminacija jednakosti je data she-
matskim pravilom

Na primer, sledece drvo je prirodnodedukcijski dokaz za teoremu t = v — u =t
(za formulu A iz gornje sheme je uzeta formula = = t)

Hilbertovski sistem za jezik sa jednakoséu se dobija proSirivanjem postojeceg slede¢im
shemama aksioma

t=t, t=u— (A — AY).

Neka je ponovo A formula x = t. Tada je A7 formula t = ¢, a A? je formula u = t.
Instanca druge aksiome u tom slucaju glasi t = u — (t =t — u = t). Dakle, u
hilbertovskom sistemu, dokaz za teoremu ¢t = u — u = t bi bio sledeéi niz

U (t=u—(t=t—-u=t) > (t=t— (t=u—u=1t)),
t=u— (t=t—u=t)ht=t—(t=u—-u=t),t=tt=u—u=t,

u kome pocetak predstavlja dokaz za iskaznu teoremu (p — (¢ — 7)) — (¢ = (p = r)).
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5.6 Potpunost predikatske logike

U ovoj sekciji ¢emo pokazati da su sve teoreme valjane i ilustrovati kako bi se mogao
pokazati obrnuti rezultat.

Teorema 5.6.1 (valjanost). Svaka teorema je valjana formula.

Dokaz. Neka je B formula u nekom hilbertovskom dokazu. Indukcijom po mestu gde
se B nalazi u tom dokazu ¢emo pokazati da je B valjana.

(baza indukcije) Ako je B prva formula u dokazu, onda je to aksioma. Uko-
liko je to instanca aksioma (1)-(7), onda je ona valjana po primeru 1 iz sekcije 2.4
i tvrdenju 4.4.1. Ukoliko je to instanca aksioma (8)-(9), onda je ona valjana po
tvrdenju 4.5.7, a ukoliko je to instanca aksioma (10)-(11), onda je ona valjana po
tvrdenju 4.5.8.

(induktivni korak) Pretpostavimo da su sve formule koje prethode B u nasem
dokazu valjane. Ako je B aksioma, onda postupamo kao u bazi. Ako je B dobijena
pomoc¢u modus ponensa, onda po induktivnoj hipotezi postoje valjane formule A i
A — B. Kao u tvrdenju 2.4.1 zaklju¢ujemo da je i B valjana. Ako je B dobijena
generalizacijom i oblika je Vo B’, onda je po induktivnoj pretpostavci formula B’ valjana
pa je po tvrdenju 4.5.9 i B valjana. O

Skup formula I' je protivurecan kada vazi I' F L, inace je neprotivurecan. 1z teo-
reme 5.6.1 mozemo zakljuciti da L nije teorema predikatske logike, Sto znaci da je
prazan skup formula neprotivurecan, to jest sama predikatska logika je neprotivurecna.

Skup formula je zadovoljiv kada postoji model M i valuacija v: V — M takva da
za svako A iz I" vazi 0(A) = 1. Formula A je semanticka posledica skupa formula I' (u
oznaci I' = A) kada svaka valuacija koja zadovoljava sve formule iz I" zadovoljava i A.
Ako je I' prazan skup, to se svodi na to da je A valjana.

Tvrdenje 5.6.2. Ako je skup formula zadovoljiv, onda je on neprotivurecan.

Dokaz. Pretpostavimo da je I' zadovoljiv i protivurecan. Posto je svako izvodenje ko-
na¢no, postoji kona¢no mnogo formula Ay, ..., A, iz I" takvih da je {A4;,..., A, } - L.
Po teoremi dedukcije dobijamo da je formula Ay — (... — (A, — L1)...) teorema,
pa je po teoremi 5.6.1 ona i valjana. S druge strane, posto je I' zadovoljiv, postoji
valuacija v: V — M takva da za svako i € {1,...,n}, vazi 9(4;) = 1. S obzirom da je i
0(A; — (... — (A4, — L1)...)) =1, to bi znacilo da je 0(L) = 1, §to je nemoguce. O

Dakle, ovo tvrdenje je direktna posledica teoreme 5.6.1. Ukoliko bismo ga nezavisno
pokazali, teorema 5.6.1 bi bila njegova direktna posledica.
Dokaze i skice dokaza sledece teoreme mozete nac¢i u [10], [1] 1 [6].

Teorema 5.6.3. Ako je skup recenica neprotivurecan, onda je on zadovoljiv.

Kao posledicu ove teoreme imamo sledece tvrdenje.
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Tvrdenje 5.6.4. Za skup recenica I' i recenicu A vazZi: akoI' = A, onda I' - A.

Dokaz. Pretpostavimo da nije I' = A. To bi znacilo da je I' U {—A} neprotivurecan
jer iz ' U {—=A} F L, po teoremi dedukcije dobijamo I' - =—A, odnosno I' - A. Po
teoremi 5.6.3 bi to znacilo da je I' U {=A} zadovoljiv pa onda nije I' = A. O

Tvrdenje 5.6.5. Za svaku formulu A vazi: ako = A, onda F A.

Dokaz. Ako je A valjana, onda je po tvrdenju 4.5.9 njeno univerzalno zatvorenje A’ (sve
slobodne promenljive vezemo univerzalnim kvantifikatorom) recenica koja je valjana.
Po tvrdenju 5.6.4 je A’ teorema, pa je onda i A teorema. O

Pitanje da li je neka predikatska formula teorema nije odluc¢ivo. Ovo nije ocigledno
ali se time ovde neéemo baviti. Samo zakljuc¢ujemo da predikatska logika nije odluciva.
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6.1 Teorije prvog reda

Podsetimo se da je recenica jezika £ formula tog jezika bez slobodnih promenljivih. Po
tvrdenju 4.4.2 vrednost recenice u modelu ne zavisi od konkretne valuacije pa kazemo
da model M zadovoljava recenicu A (u oznaci M = A) kada za neku (Sto odmah znadi
i za svaku) valuaciju v: V — M vazi M =, A. Teorija prvog reda ili samo teorija
jezika L je skup recenica jezika L.

Teorije nam sluze da opiSemo neku klasu modela ili neki konkretan model. Na
primer, ukoliko Zelimo da opiSemo parcijalna uredenja, jezik £ pored jednakosti sadrzi
samo jos jedan binarni relacijski simbol <, a teorija koja ih opisuje se sastoji od sledecée
tri re¢enice koje kazu da je interpretacija od < refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna

Vex <z, Vey((z<yAy<z)—zx=vy), Yeyz(z<yAy<z)—az<z).

Teorija T je zatvorena kada za svaku re¢enicu A jezika £ vazi da ako je T F A,
onda je A € T. Teorija T je kompletna ili potpuna kada za svaku recenicu A jezika L
vazi da je T F A ili T F —=A. Gornja teorija koja opisuje parcijalna uredenja nije ni
zatvorena niti kompletna. Zasto?

S druge strane, ako je M neki konkretan model jezika £, onda je teorija Th(M)
koja ga potpuno opisuje data skupom

{A| Aje recenica jezika £ iM | A}.

Ta teorija je zatvorena i kompletna.
Skup aksioma A teorije T je skup recenica takvih da za svaku formulu A datog
jezika vazi

THA akko AF A.

Najcesée od skupa aksioma zahtevamo da postoji procedura odlucivosti da li je re¢enica
datog jezika aksioma ili nije. Jedan od vaznih zadataka je nac¢i takvu aksiomatizaciju
za teoriju oblika T'h(M). Ukoliko je skup aksioma kona¢an, onda je teorija konacnoak-
siomatizabilna.

6.2 Peanova aritmetika

Posmatrajmo skup prirodnih brojeva i na njemu binarne operacije + i -, unarnu ope-
raciju sledbenik u oznaci s (sn interpretiramo kao n + 1), konstantu 0 i jednakost. To
je operacijsko-relacijska struktura N na jeziku £ = {+,-,s,0,=}.

Peanova aritmetika PA je teorija jezika £ data sledeé¢im recenicama.
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Ve —sx =0

ODELjAK 7.

s nije na

Vay(sx = sy =z =vy)

s je 1-1

SEENA R B

Veyx-sy=(x-y)+ax

Ve +0=ux induktivna definicija
Vay x4+ sy = s(z +y) za +
Vex-0=0 induktivna definicija

zZa -

7a. za proizvoljnu formulu A, FV(A) C {z,y,. ..

Vyi .. yn((AF AVZ(A — AZ)) — Vz A)

 Yn}

aksiome
indukcije

Ona nije kona¢na posto imamo beskona¢no mnogo instanci recenice 7. Da li je PA
skup aksioma teorije Th(N)? Gedel je dao negativan odgovor na to pitanje.
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7.1 Mreze

Mreza je algebarska struktura (L, A, V) u kojoj vazi

cAyANz)=(@Ay)ANz, zV(yVz)=(xVy)Vz asocijativnost

TNYy=yAux, xVy=yVux, komutativnost
TNANT =1, rVar=uzx, idempotentnost
zA(xVy) =z, zV(rAy) ==, apsorpcija.

Lema 7.1.1. Za a,b € L vaziaNb=a akko aV b=b.

Dokaz. (=) aV b= (aAb)Vb=buz komutativnost i apsorpciju.
(<)anb=aA (aVb)=auz apsorpciju. 0O

U formulaciji sledeceg tvrdenja se pojavljuju pojmovi uvedeni u [16, sekcija 17.4].

Tvrdenje 7.1.2. Neka je (X, <) parcijalno ureden skup takav da za svaki (x,y) € X?
postoji supremum i infimum skupa {x,y} u oznaci sup(x,y) odnosno inf(z,y). Tada
je struktura (X, inf,sup) mreZa.

Dokaz. Pokazacemo da za svako z,y € X vazi inf(z,sup(z,y)) = x. Sve ostalo se radi
analogno. Posto je inf(z,sup(z,y)) donja granica skupa ¢iji je element x, imamo da je
inf(z,sup(z,y)) < x. Po refleksivnosti je z < z. Posto je sup(z, y) gornja granica skupa
¢iji je element z vazi x < sup(z,y). Dakle, x je donja granica skupa {z,sup(z,y)}, pa
je © <inf(x,sup(z,y)). Jos ostaje da iskoristimo antisimetri¢nost. O

Takode vazi i obrat.
Tvrdenje 7.1.3. Neka je (L, A,V) mreza. Ako relaciju < na L definiSemo kao

a<b akko aANb=a,

onda je (L,<) parcijalno ureden skup takav da je za svaki (a,b) € L*, supremum
odnosno infimum skupa {a,b} jednak a vV b odnosno a A b.

Dokaz. Pokazacemo da je < tranzitivna. Ostala svojstva se pokazuju analogno. Neka
jea<bib<c tojestaANb=aibAc=0>b. Tada vazi

aNc=(aANb)ANc=aN(bANc)=aNb=a,

pajeia<c.
Pokazimo jos da je supremum skupa {a, b} jednak a\Vb. Imamo da je a < aVVb zbog
apsorpcije. Isto tako je uz komutativnost i b < a V b, pa je a V b gornja granica skupa
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{a,b}. Neka je ¢ proizvoljna gornja granica skupa {a,b}. To znaéi da jeaAc=ai

bAc=b,pajepolemi 7.1.1, aVec=cibVc=c. Odavde zakljucujemo da je
(avb)Ve=aV(bVc)=aVec=c,

pajei(aVb)Ac=aVb, stoznadi da je a Vb < c. Dakle, a V b je najmanja gornja
granica, to jest supremum skupa {a,b}. O

Nadalje ¢emo mrezu i odgovarajuc¢i parcijalno ureden skup cesto izjednacavati i
koristiti onu strukturu koja nam u datom trenutku odgovara.

Tvrdenje 7.1.4. Ako je a < b, onda jeaNc<bAciaVc<bVec.
Dokaz. (aNc)N(bAc)=(aANb)Ac=aAc, (aVe)V(bVe)=(aVbVe=bVe O

PRIMER 1.  Posmatrajmo sledeée dve mreze sa nosacem {a, b, ¢, d} ¢ija su odgovara-
juéa parcijalna uredenja predstavljena Haseovim dijagramima.

Ala b ¢ d Via b ¢ d d
ala a a a ala b ¢ d

bla b a b b|b b d d b c
cla a ¢ c cle d ¢ d

dla b ¢ d d|ld d d d a
Ala b ¢ d Via b ¢ d d
ala a a a ala b ¢ d

bla b b b b|b b ¢ d ¢
cla b ¢ c clec ¢ ¢ d b

dla b ¢ d d|ld d d d a

Mreza je distributivna kada vazi joS

zA(yVz)=(@Ay)V(cAz) i zV(yAz)=(@Vy AxV2).

7.2 Bulove algebre
Bulova algebra je struktura (B, A,V, ', 1,0) za koju vazi
1. (B, A, V) je distributivna mreza,
2.2 N0=0,2zV1=1, to jest 0 je najmanji, a 1 najveéi element u mrezi.

3.z AN =0, zVva =1
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PRIMER 2.  Gornju mrezu iz primera 1, moZemo dopuniti komplementiranjem '

‘abcd
"dcba

i dvema konstantama d i a koje imaju uloge 1 odnosno 0 i tako dobiti Bulovu algebru.
Nesto kasnije ¢emo videti da se donja mreza iz primera 1 ne moze dopuniti do strukture
Bulove algebre.

PRIMER 3.  Ako u algebri 2, uvedenoj u sekciji 2.1, operaciju — zamenimo definisa-
nom operacijom — i dodamo konstantu 1, onda dobijamo strukturu Bulove algebre.

PRIMER 4.  Za proizvoljan skup X, struktura (P(X),N, U, ¢, X, () je Bulova algebra.
Pokaza¢emo da su u sustini sve konac¢ne Bulove algebre takve.

PRIMER 5.  Neka je F skup iskaznih formula (mogli smo po¢i i od skupa predikatskih
formula). Neka je ~ relacija sintaksne ekvivalentnosti na F, to jest A ~ B akko
F A < B. Po tvrdenju 3.3.1, to je relacija ekvivalencije. Uvedimo operacije A, Vi '
na koli¢nickom skupu F/~ kao

[AJA[B] =[AAB], [A]V[B] =[AVB], [A]'=[-4]

Ove definicije su dobre, to jest vazi da A ~ A'1 B ~ B’ povla¢i ANB ~ A" N B,
AVB~A VB i-A~-A po teoremi 3.3.2 i tvrdenju 3.3.1.

Struktura (F/~,A,V, ' [T],[L]) je Bulova algebra. To je Lindenbaum-Tarski al-
gebra iskazne logike.

Bulove algebre (B, A,V,’,1,0) i (D, A, V,’,1,0) su izomorfne kada postoji bijekcija
f: B — D takva da je

flany) = f@)AfQy), flavy)=Ff@)Vv i), f@)=(f@), f(1)=1 f0)=0.

Tvrdenje 7.2.1. Ako su skupovi X 1Y iste kardinalnosti, onda su Bulove algebre
(P(X),Nn,U, ¢, X,0) i (P(Y),N,U, Y, 0) izomorfne.

Dokaz. Neka je f: X — Y bijekcija i neka je f: P(X) — P(Y) indukovano pres-
likavanje definisano u [10, sekcija 17.3]. Po tvrdenjima 17.7 1 17.8, (13) i (15) iz [10]
dobijamo da je to indukovano preslikavanje bijekcija, a trazena svojstva proizilaze iz
tvrdenja 17.6, 17.71 17.8 (10), (2), (11) i (14) iz [10]. O

Neka je (B, <) parcijalno uredenje koje odgovara mreznoj strukturi neke Bulove
algebre. Element a € B — {0} je atom kada od njega nema manjih u B — {0}, to jest a
je minimalan element u B—{0}. Bulova algebra je atomicna kada za svako © € B—{0}
postoji atom a takav da je a < z. U gornjoj mreZi iz primera 1 elementi b i ¢ su atomi
i Bulova algebra uvedena u primeru 2 je atomic¢na jer je svaki od elemenata b, ¢ i d
veéi ili jednak od nekog atoma.
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Lindenbaum-Tarski algebra iz primera 5, ukoliko je skup iskaznih slova beskonacan,
nema atoma. Svaki njen element razli¢it od nule [L] je predstavljen formulom koja
nije kontradikcija. Za svaku takvu formulu A i slovo p koje se ne pojavljuje u A vazi
da [AAp] < [A], [AAD] #[L]1[AAp]#[A], pa [A] ne moze biti atom. Prema tome
ta Bulova algebra nije ni atomicna.

Napomena 7.2.2. Za svaka dva razlicita atoma aq © ay vazi a; N\ as = 0.
Tvrdenje 7.2.3. Svaka konacna Bulova algebra je atomicna.

Dokaz. Neka je x € B —{0}. Skup {y € B— {0} | y < x} je neprazan i konacan pa
ima minimalan element. Lako se vidi da je to atom ispod . O

Lema 7.2.4. Ako je u Bulovoj algebribAc=cibAcd =0, onda je b= c.
Dokaz. b=bA1=bA(cV)=(bAc)V(bAI)=cVO=c. O
Lema 7.2.5. Ako je u Bulovoj algebribAc=01ibVc=1, onda je b= C.
Dokaz. b=(bAc)V(ODAL)=0V (bA)=(cAN)V(DAI)=(cVb) A= O

Teorema 7.2.6. Svaka konacna Bulova algebra sa skupom atoma A je izomorfna
Bulovoj algebri (P(A),N,U, ¢, A, ().

Dokaz. Neka je f: P(A) — B definisano kao

f@ =0,  f({a,...,a}) =a1 V... Vay,.

f je 1-1. Neka su X i Y razli¢iti podskupovi od A. Pretpostavimo da postoji
a € X-Y . Zbog apsorpcije (odnosno u slu¢aju kada je X = {a} zbog idempotentnosti)
jeaNf(X)=a. AkojeY =0, ondajeaN f(Y)=aAN0=0%#a. AkoY # (), onda po
napomeni 7.2.2, za svaki a’ € Y vazi aAa’ = 0, pa uz distributivnost konjunkcije prema
disjunkciji imamo da je a A f(Y) = 0. Dakle, f(X) # f(Y). Analogno postupamo
kada postojia € Y — X.

fjena. Nekajex € Binekaje X = {a € A|a < x}. Pokazacemo da je f(X) = x.
Posto je f(X) supremum skupa X, a  mu je gornja granica imamo da je f(X) < x.
Po lemi 7.2.4 je dovoljno pokazati jo§ da je = A (f(X)) = 0. Ukoliko to ne bi bio
slucaj, po tvrdenju 7.2.3, postojao bi atom a takav da je a < x A (f(X)). Odavde
sledi kao prvo da je a < z, a kao drugo da je a < (f(X)). Iz prvog zaklju¢ujemo
dajea € X, pajeia< f(X), 8to zajedno sa drugim daje a < 0, §to je nemoguce.
Dakle, z A (f(X)) = 0 8to je dovoljno za f(X) = z. Odavde posebno dobijamo da je
f(A) =1.

To daje f(XNY) = f(X)A f(Y) sledi po idempotentnosti i napomeni 7.2.2, uz
distributivnost konjunkcije prema disjunkciji. To da je f(XUY) = f(X)V f(Y) sledi
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po idempotentnosti. Jos treba pokazati da je f(X¢) = (f(X))". To sledi po lemi 7.2.5
jer imamo

0=7(0)=f(XNX)=FX)ASX), 1=f(A)=FXUX)=fX)Vf(X)
O

Posledica 7.2.7. Svaka konacna Bulova algebra ima 2" elemenata za neko n € N ¢
svake dve konacne Bulove algebre su izomorfne akko imaju isti broj elemenata.

Odavde vidimo da donja mreza iz primera 1 iz prethodne sekcije ne moze da se
dopuni do Bulove algebre jer ve¢ kao mreza nije izomorfna gornjoj, koja se moze
dopuniti do Bulove algebre, a morala bi biti posto ima isti broj elemenata.






38. Izvodenja u prirodnoj dedukeiji

8.1

Iskazna logika

PRIMER 1. Pokazati da su sledec¢e formule teoreme:

A— (B— A),
(A= (B—0C)—= (A= B)— (A—(0)),
A— (B— (AANB)),

(AANB) — A, (4b)  (AAB)— B,
A— (AV B), (5b) B — (AV B),
(A—=-C)— ((B—C)— ((AVB)—C(C)),
——A— A, (7a) (A— B) - A) - A (Persov zakon).
(Al [AA B, [Alx
B— A A AV B
1 (4a) (5a)

A— (B— A) (ANB) — A A— (AV B)

A= C 5
(A= B)— (A—C)
(A= (B—-0C)— (A= B)—=(A—=0))

[A]2 [B]: (Al 24l
ANB 1
—_— 1 — 1
B — (AN B) A
(3) 2. (7) 2
A— (B— (AANB)) -—A— A
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[AV B, C C
(6) 1
o
(AVB)—=C
(B—=C)—=((AvB)—C()

(A—=-C)— ((B—C)— ((AVB)— ()

PRIMER 2. Pokazati da su sledeée formule teoreme:

Napomena 8.1.1. Zbog nedostatka prostora, dokaz za formulu oblika A <> B éemo
predstaviti dokazom za formulu A — B i dokazom za formulu B — A. Uz pravilo za
uvodenje konjunkcije dobili bismo dokaz za A <> B.

[(AANB)AC|
[((AANB)AC|4 ANB [((AANB)AC|4
ANB B C
A BAC
(1)
AN(BAC)

(AAB)AC) = (AN (BAC))

Obrnuta implikacija se dokazuje na slican nacin.

[AN B [AN By
B A
BANA
(ANB) = (BANA) !

(2)

Obrnuta implikacija se dokazuje tako sto A i B zamene mesta.
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[B]1
[A]; BvC [C]s
[AVB], AV(BVC) AV (BVC) . BvC
3 (AV B)VCl|s AV (BVC(C) AV (BVC) )

AV (BVC)
(AvB)vVC(C)— (AV(BV())

Obrnuta implikacija se dokazuje na slican nacin.

[A]x [Blx
[AV Bl BV A BV A .
BV A

(AVB)—= (BVA) ’

Obrnuta implikacija se dokazuje tako §to A i B zamene mesta.

PRIMER 3. Pokazati da su sledeé¢e formule teoreme:

(1) (A= B)«+ (mAVB), (2)  —(AAB)<+ (mAV-B),
(3) —(AVB)<+ (mAAN-B), (4) A+ A,
B) (TVA«T, 6) (TAA) « A,
(7) (LVA)« A 8) (LAA)« 1L,
9) (AAB)VC)« (AvCO)AN(BV(Q)),
(10) ((AVB)AC)« ((ANC)V (BACQ)).
Dokazi za (1).
[=(=AV B)ly
S(-AVB)L A B, a4
-B B
L
-AV B !

(A— B) = (mAV B) ’
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(-4 [Al
1
[~AV Bls B Bl
B
2
A—B
(AVB) = (A— B)
Dokazi za (2).
[~(=AvV=B)h  [~(=AV-B)L
A B
[~(AA B)2 ANB
1
— 1
-AV-B 5
—(AAB) — (mAV —B)
[AN Bls [A N By
[—|A]1 A [_‘3]1 B
[-AV —=B]3 1 1 .
1
— 2
—(AAB)
(mAV-B) = =(AAB)
Dokazi za (3).

~AVB) A4V B

-A -B

~AN-B 1
~(AV B) - (AN -B)
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[—|A A —|B]3 [—|A AN —|B]3
-A [A]l -B [B]l
[AV Bl 1 il
L
—_— 2
-(AV B)

(~AA-B) — —(AV B)

Dokaz za jedan smer od (4) (drugi je dokazan u primeru 8.1 (7)).

[—A]L [Al2
1
— 1
_|_|A
— 2
A— ——A

Dokazi za (5) (T je po definiciji L — 1).

(L)1 . [Th
1 — 1 TVA .
(TVA) = (L—1) T—(TVA)

Dokazi za (6) (T je po definiciji L — 1).

[L]: .
[T A Ay 1L—=1  [4]
A ) (L=1)nA
(TAA) — A A= (L—=>1L)AA
Dokazi za (7).
Ll A
[LVAl, A [A} . 1vA .
A ) A— (LVA)
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Dokazi za (8).

[J_/\A]l [J—]l
L ) 1AA )
(LAA)— L 1L —=(LAA

Dokazi za (9) (u donjem je u dva lista formula (AV C) A (B V C) zamenjena sa X).

[AN B [AN Bly
A [Cly B [Cl
(AANB)VC|]3s AvC AvC . (AANB)VC|]s BvC BvVC )
AvC BvC

(AVC)N(BV(O)
(AANB)VC)— (AVC)AN(BV(Q))

[Al: [Bl
(X5 ANB [C)1
[X]s BvC (ANB)VC (ANB)VC ) [C]a
AvC (ANB)VC (ANB) Vv C )
(AANB)VC

(AVC)A(BVC)) = (AAB)VC) ’

Dokazi za (10) su za domadi.

PRIMER 4. Pokazati indukcijom po m + k > 2, uz pomo¢ primera 3(9-10) i
primera 2(2),(4), da vazi:

F((DiA ... ADV (BLA . AER)) 5 (DLVEDA ... A (D V E)),

F((D1V...VDyp)A(E1V ...V E) < (DyANEY) V...V (Dy A Ey)).
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8.2 Predikatska logika

PRIMER 1. Pokazati da su sledeée formule teoreme:

(1) VazA— A7, (2) A7 — dzA.

Dokazi za (1) i (2).

[V$ A] 1 [A:f ] 1
Ay
VoA — AT

dz A
AY — JzA

1 1

PRIMER 2. Pokazati da su sledeée formule teoreme:

(1)  —VzA & Ja-A, (2) —dzA & VA

——A —-(A— 1)

Dokazi za (1) (u levom je dobijeno pravilo ——

A
[_| El!lj'_'A] 1
-4 V2 Al
A A, A
[~V Al VA Fr-Als L 1
I I
1 2
Jr—A —-Vx A

2 3
VA — dz-A dr—-A — =Vz A

Dokazi za (2).

[VSL’_'A]g
. —-A [A]; )
~3edl [Tz A 1 1
-A 1
2
Vr—A ) —dz A 5
—dzA — Vz—A Vz—-A — —dz A

PRIMER 3.  Pokazati uz uslov z ¢ FV(B) da su sledece formule teoreme:

iz tvrdenja 5.1.1).
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(1) B < VaB, (2) B+« JzB.

Dokazi za (1).

[B]1 (+ vai jer « ¢ FV(B)) Ve By
—— (f vazi jer x
VaB ) : B .
B — VxB VeB — B
Dokazi za (2).
[Bx
B . [HzBl,  [Bh | (t vazi jer = & FV(B))
- vazi jer x
B — dzB B 5 J
dxB — B

PRIMER 4. Pokazati da su slede¢e formule teoreme:
(1)  (VzAAVzB) < Vx(A A B),
(2) (3zAAB) <« Jz(AANB), z ¢ FV(B).
Dokazi za (1).

Vr(AA B, [Vx(AA B

VA AVxB]y VzA AVxB); ANB ANB
Vax A VaB A B
A B VoA VaB
ANB VA ANVzB .
Vz(A A B) ) V(AN B) = (VxA AVxB)

(VzAAVzB) — Va(A A B)

Dokazi za (2).

[FzA A Bl
A B
[FzA A Bl AND
=wy) J2(A A B) 1 (11 vazi jer « ¢ FV(B))
Jz(A A B)

(JzANB) — Jz(A A B)
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[AN By
A [AN By
dzA B
[Fz(A A B)la JrANB
JzrANDB 5
dx(AANB)— (3zA N B)

1 (11 vazi jer « € FV(B))

PRIMER 5. Pokazati da su sledeée formule teoreme:

(1)  (JzAV JzB) + Jx(AV B),

(2) (VzAV B) < Vx(AV B), x ¢ FV(B).
Dokazi za (1).

A [B]s
AV B AV B
[FzAls Jx(AV B) . [FxB]; Jx(AV B)
[FxAV JzB], Jx(AV B) Jx(AV B)
Jx(AV B)

(JzAV JzB) — Jx(AV B)

A (Bl
3zA 3B
[AV Bly JzAV 3zB JzxAV dxB
[Fz(AV B)ls dx AV 3zB )
dz AV 3zB

3
dx(AV B) = (3zAV JzB)
Dokazi za (2).

Vz Ay
A (Bl
AV B AV B N
WeAV Bl,  Ve(AVB)  Vi(AVB) (: vadi jer @ ¢ FV(B))
Vz(AV B)

2
(VxAV B) = Vz(AV B)
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-B [B]x
Vz(AV B)|3 L
AV B A, A
1
i vazi jer FV(B))
i (T vazi jer z ¢
[~(VzAV B2 VAV B
1
— 2
VAV B

3
Ve(AV B) — (VzAV B)

PRIMER 6.  Ako se promenljiva y ne pojavljuje u formuli A, onda su slede¢e formule
teoreme:

(1) VyAj < VoA, (2)  3FzA < JyA;.

Iz uslova da se promenljiva y ne pojavljuje u formuli A sledi da je (A5)% = A. Tu
¢injenicu koristimo u donjim dokazima.
Dokazi za (1).

[Vy Ayl VAl
(Ay)7 A,
VrA . VyA, |
VyA, — VzA VrA — VyAj
Dokazi za (2).
[(A))7h [Ayh
[FzAly Jy A, . [By Ayl dr A .
Jy A, 9 Jr A

AR _ 2
JrA — Jy Ay JyA;, — JzA



Literatura

[1] J.L. BELL and M. MACHOVER, A Course in Mathematical Logic, North-
Holland, Amsterdam, 1977

[2] G.S. BooLros, J.P. BURGESS and R.C. JEFFREY, Computability and Logic,
Cambridge University Press, Cambridge, 2002

[3] M. BORISAVLJEVIC, Uvod u logiku I deo, Univerzitet u Beogradu, Saobracajni
fakultet, http://gen.lib.rus.ec/, 2009

[4] M. BORISAVLJEVIC, Uvod u logiku II deo, rukopis, 2013

[5] K. DOSEN, Osnovna logika, rukopis,
http://www.mi.sanu.ac.rs/~kosta/publications.htm, 2013

[6] N. IKODINOVIC, Uvod u matematicku logiku,
http://www.matf.bg.ac.rs/p/files/43-Logika.pdf, 2014

[7] N. IkODINOVIC, Uvod u matematicku logiku-skripta,
http://www.matf.bg.ac.rs/p/files/43-uml new2.pdf, 2015

[8] P. JANICIC, Matematicka logika u rac¢unarstvu,
http://poincare.matf.bg.ac.rs/ janicic//books/mlr.pdf, 2008

[9] S.C. KLEENE, Mathematical Logic, Dover Publications, New York, 2002

[10] Z. KOVIJANIC-VUKICEVIC i S. VUJOSEVIC, Uvod u logiku, Univerzitet Crne
Gore, http://elibrary.matf.bg.ac.rs/, 2009

[11] A. KRON, Logika, (Univerzitetski udzbenici, 85), Univerzitet, Beograd, 1998

[12] I. LAVROV and L. MAKSIMOVA, Problems in Set Theory, Mathematical
Logic and the Theory of Algorithms, D. Reidel Publishing Company, Dor-
drecht, 1982

[13] S. LipscHUTZ, Schaum’s Outline of Theory and Problems of Set Theory
and Related Topics, McGraw-Hill, New York, 1998

99



[14] W. MAREK and J. ONYSZKIEWICZ, Elements of Logic and Foundations

of Mathematics in Problems, Kluwer Academic/Plenum Publishers, New
York, 2003

[15] E. MENDELSON, Introduction to Mathematical Logic, CRC Press, 2010

[16] Z. PETRIC, Linearna algebra-skripta,
http://www.mi.sanu.ac.rs/ zpetric/skriptaAB.pdf, 2013

[17] Z. PETROVIC i Z. MUAJLOVIC, Matematicka logika-elementi teorije
skupova, Zavod za udzbenike, Beograd, 2012

[18] S. PRESIC, Elementi matematicke logike, Zavod za udzbenike i nastavna sred-
stva, Beograd, 1974

60



Indeks

ApitoTorein(, 1

aksiome, 13

aksiome hilbertovske, 19, 36
aksiome teorije, 41

alfabet za iskaznu logiku, 2
alfabet za predikatsku logiku, 26
antecedens, 2

apsurd, 2

atom u Bulovoj algebri, 45
atomic¢na Bulova algebra, 45

baza indukcije, 4
Boole, George, 1, 44
Bulova algebra, 44

Cantor, Georg Ferdinand
Ludwig Philipp, 1

disjunkcija, 2

disjunkcija literala, 17

disjunkt, 2

disjunktivna normalna forma, 19
distributivna mreza, 44

dokaz, 13

drvo formule, 3

drvo potformula, 4

duzina izvodenja, 20, 36

elementarna formula, 26

S wr, 1
Frege, Friedrich Ludwig
Gottlob, 1

Godel, Kurt Friedrich, 42
generalizacija, 30

61

glavni veznik, 3

Haseov dijagram, 44
Hasse, Helmut, 44
hipoteza izvodenja, 13

implikacija, 2

indukcija po slozenosti formule, 4
induktivna definicija, 2
induktivna hipoteza, 4
induktivni korak, 4
interpretacija jezika, 26

iskaz, 2

iskazna formula, 3

iskazna logika, 2

iskazna slova, 2

istinosna tablica formule, 7
izomorfizam Bulovih algebri, 15
izvodenje, 13

izvodenje iz hipoteza, 13, 33

komplementiranje, 45

kompletna teorija, 41
konac¢noaksiomatizabilna teorija, 41
konjunkcija, 2

konjunkcija literala, 19

konjunkt, 2

konjunktivna normalna forma, 17
konsekvens, 2

konstante, 25

kontradikcija, 7

kontramodel, 28

Lindenbaum, Adolf, 45
Lindenbaum-Tarski algebra, 45
literal, 17



62 Indeks

logicki ekvivalentne formule, 9, 30 sintaksa, 2
logicki veznici, 2 sintaksno ekvivalentne formule, 15, 34

. slobodno pojavljivanje promenljive, 29
metajezik, 3

metateorema, 13 Tarski, Alfred, 45
model, 25 tautologija, 7
model iskazne logike, 5 teorema, 13
model zadovoljava rec¢enicu, 41 teorija prvog reda, 41
term, 26
negacija, 2 term slobodan za promenljivu, 30
neprotivurecan skup formula, 39
neprotivurecnost iskazne logike, 22 uniformna supstitucija, &

neprotivurecnost predikatske logike, 39

nosac¢ strukture, 26 valjana formula, 25

valuacija, 6, 27

objekt-jezik, 3 valuacija formule, 27

odlucivost iskazne logike, 23 valuacija individualnih promenljivih, 27
operacijski simboli, 25 valuacija terma, 27
operacijsko-relacijska struktura, 25 valuacija zadovoljava formulu, 28
operacijsko-relacijski jezik, 25 vezano pojavljivanje promenljive, 29

luacija, 6 ,
osHoviia vattacla, b zadovoljiv skup formula, 39

podizvodenje, 13 zadovoljivost, 28

podreg, 4 zadovoljivost u modelu, 28
pomoéni simboli, 2 zakljucak pravila izvodenja, 13
potformula, 4, 29 zatvorena teorija, 41

pravila izvodenja, 13, 19, 33, 36 zavisnost od hipoteza, 30

predikatska formula, 27

predikatska logika prvog reda, 25
preimenovanje vezanih promenljivih, 30
premisa pravila izvodenja, 13
preneksna normalna forma, 35
prirodna dedukcija, 14, 33
protivurecan skup formula, 39

rec, 2
recenica, 29

semanticka posledica
skupa formula, 39

semantika iskazne logike, 5

silogizam, 1

simultana supstitucija, 9



