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Nle RNechte, bejonbders vog Medjt der flberfebumg fn frembe Spradon,
oerden borbehalten,

Poriworf,

Die vorliegende A6Yandlung bildet eine widitige Crgdngung su
meinem vor drei Jahren erjdhienenen metaphytjdy- mathematijdhen
Werfe. Wahrend id mid) in diefem lefteren auf Dden Stanbdpuntt
bev firengen Qogif geftellt, und, wie bies Bei cinem eraft fein
wollenden Methaphyfiter nicht anders fein fann, eine Her WirtlichLeit
entfprechende Mathematit gefudht und gefunben Babe, Habe ids mid)
biev auf den Standpuntt der fogenannten ,veinen” fovmalen ogif
geftellt und von bemielben qus meine Geometrie neben bev geltenden
al3 eine blof logifdh miglidye hingeflellt. Der piex eingenommene
Standbpuntt ift alfo ein neutraler Boden, auf dem bielleidht die BVer-
ftandigung mit ben Geguern meiner neuen Geometrie (unb fie hat iibrigens
bis jelit nur Gegner) leidhter au erielen fein tird, als bies auf dem
©tandpuntie des ftrengen Metaphyfifers, ber nur das Wirkliche (refp,
bad wivklid) Mbgliche) fiir Has Wabre Halt, miqlich ift.  Auf dem
neuen Standpuntte fallen ndmlich alle bie metaphyfijden Schwierig-
feiten fort, mit bdemen bie neue Geometrie in ihren erften Grund-
lagen 3u fampfen Gaf, und bie fonjefutive bisfrete Raumform wird
u einer logifd) minbeftens ebenfo Bevechtigten Roumform, yie bdics
fiir bie infonfefutive fontinuierlidhe Raumform faft audnahmalos an-
genommen wird und filv bie infonfefutive bdistrete Raumform von
vielen Seiten jugeftanden (von vielen anberen tieder beftvitten) twich.
Die formelle Moglicdifeit der beiden legteren Formen Fann, wenn
mant fidh nue den Unterjdied der formellen von ber Togifden Mivg=
lidyFeit in eigentlidhem Sinme Hay vergegentodrtigh, gar nidt in Up-
tede geftellt werden, und i glaube, baf man basfelbe audy fiiv bie
fonfefutive bistrete Houmform, die Raumform der neuen Geometrie,

nad) meinen nunmebrigen Ausfithrungen wirh anerfennen mitffen.
&




v Dorwort.

Auper Ddiefer erften widhtigen Folgerung in bejug auj die fon-
fefutive Raumjorm und die fitv diefelbe geltende Geometrie, die fidh
auf bem in biefer Abhandlung eingenommenen Standpuntte ergibt,
befleht noch eine pweite nicht minder widitige Folgerung in bejug auf
biefelbe, und dies ift die Unabhangigteit der Fonfefutiven Raumform
bon der Frage nad) der Wahrheit des Finitidmus und bes Snfinis
tismus, Jn meinem Werle Habe i) bie logijhe Notwendigleit der
Tonjefutiven Raumform aus ber logijhen Notwendigteit des Finitis-
mus vefp. aud ber logifdhen Unmbglichteit des Smfinitismus beduziert.
Hier aber wird die fonfefutive Raumform ganz unabhingig von dem
ginitismus al3 eine formell mbglide aufgeftellt, fo baf man gany
wobl Jnfinitift fein und trogdem bie neue Geometrie vertveten fanm.
Wem ¢ alfo um Jnfinitidmud um jeden Preis 3u tun ift, der fann
e aud) auj bem Standpuntte ber neuen Geometrie Bleiben, ja o8
ftimmt jogar biefer neue Standbpuntt mit dem arvithmetiiden Jn-
finitismus Beffer itbevein, al8 bies fiir ben Standpuntt ber geltenden
Geometrie mit ihren infonjetutiven Raumformen gilt, ba ja die un-
endlid) fein follende Bahlenveife ebenfo aus fonfefutiven Glementen
befteht>wie die fonfefutive Raumform.

Die allgemeine logijhe Mioglichleit der fonjefutiven Faumform
einerfeits, die Unabhangigteit der neuen Geometrie von dem Finitis-
mug anbdeverfeitd find allo die beiden vornehmiten Refultate unfever
Abhandlung. Jn diejelbe habe id) aber nod) eine Unterfudung ein-
gejchoben, die diefem allgemeinen Plane derfelben gav nidst entipricht.
©o fehr €8 mir in bem allgemeinen Plane bder Abhandlung aud lag,
ben Jnfinitismus mit ber neuen Geometrie yu verfdhnen, Jo ftellte es
fih miv dod) bei ndaberem Bufehen BHeraus, dap biefe Berfohnung,
ftreng genommen, gar nidt mbglidh ift, und daB der Jnfinitismus,
auf bie fonjefutive Raumform angewandt, su Widerfpriihen firfhet,
bie biel offenfundiger find, als bies bei feiner Unwendung ouf bdie
iibrigen Raumformen (bei diefen lebteren in evfter Reife in begug auj
ihre Ausdehnung und erft in gweiter auf ihre Punttanzahl) der Fall
ift. Und fo Babe idh nidht umbin fonnen, bdiefe Widerjpriihe in
cinem befondeven AbJdhnitt Hevvorzuheben und davauf eine neume Be-
gritnbung bes Finitismus ju grinben. Derjenige, dem der Gnfinitis-
mus eine logijd) notwendige Doftrin ju fein jdeint, wird allerdings
in meinen bdiesbesitglichen Ausfilhrungen entweder Yauter Srrtitmer
erbliden milffen — bann beflehen fitr ifn Feine Bebenten mebr, feinen

Dorwort. v

Standpuntt mit bemjenigen der neuen Geometrie s verfohnen —
ober ev wirh, wern ex dag nidht tut, die Fonjefutive Raumform ver=
werfen und nuv eine mit der unbeftimmten Gudlidteit fadylich itber=
einftimmende unendliche Ausbdehnung der infonfefutiven ujchreiben.
Aug biefen Griinden Halte idh alfo bie Ginjdjicbung diefer Unter:
judung in bdie Abhandlung fitr gevedhtfertigt, bemerfe aber, baf ber
JSufinitift diejen Abjchnitt aud) gamy itbexfpringen fann, wenn ex ein
Ganzes in feinem Sinne durdjaus Haben will,

Wie man fih nun aud) gu den eingelnen Ausfiihrungen biefer
Abhandlung ftellen mag, id) Hoffe, baf man in berfelben jebenfalld eine
Unterfudyung iiber die in wahrem Sinne typifdhen Raumjormen und
Geometrien finden wird, die bisher meines Wiffens gefehlt hat. tan
hat in lelter Beit von nidyt-entlidifhen und anbderen Geometrien viel
gefprodjen, babei aber die lehte Steuftur des Raumes immer in einem
ober hodbftens in gwei veridhicbenen Bebeutungen in Betradt ge:
gogen.  €ine fhftematijche Unterfuchung der Raumjormen in bdiefer
leteren Hinfidht hat aber bisher gefehlt, und biefe empfindliche Liide
in bev allgemeinen Geometrie audzufiillen, ift auds eine bex Nufgaben
biefer Abhandlung.

Jd foge abfibtlich: eine der WUufgaben biefer Abhandlung.
Denn fo widhtig diefe Unterjudung an und fii fid aud) ijt, jo Bat
fie bod), ftreng genommen, nur einen vorfiufigen Wert, denn Thliek-
lidh miiffen wiv un3 fiir eine ber formell mbglidhen Roumformen unb
Geometrien al3 bdie logifdh notwendige entjdheiden. Daf biefe Eut:
fdheibung im Sinne ber neuen Geometrie ausfalfen wird, darvan bege
idy feinen Brweifel, und die gegenwirtige A6hanbdlung ift, wie oben be:
mertt, audy a8 ein widtiger Beitrag in biefer Ridhtung ju Hetradten.

Dr. Branislab Pefvonicvics,
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Wligemeine Aufgabe der WbHandlung. Die erfle Tpesielle ufgabe: Yuj-
jteflung oller formell mdgliden unb Der thpijden Raumfornen. Die
jroeite Tpegielle Mufgabe: Wuftellung der Beiven thpifdien @eometrien oher
bie formelle Crweiterung de3 Jnfinitidmuz. Die pritte fpegielle Yufgabe;
Die tvansfiniten Jahlen und bog fonfefutive Distretum ooy die logifde
Begrilndung ded Finitismus. Die vierte jpegielle Uufgabe: Dag Fontis

nuumproblent,
Crfier Bb[dniff,

Huffelng aller Formell miglidien Raumformen. . . . . . .

{1ber ben Begriff ver formellen im Unteridjied von bemijenigen ber logijdien
Moalidfeit. Eriftenjart und Husbehnungsart bes Roumes als her infalt-
lidje wnd vev formale Gefiditspuntt ur Nuffteltung dex verfdiicdenen Raunt=
formen. ©ie exgeben im gangen viex foldye fpegierle Gefiditspuntte, Raum-
formen nod) bem Gefichtspuntte ber Nealitit. Roumformen nad) Dem Ge-
fidgtepuntte ber Teilung in Puntte. Roumformen nad) bem Gefichispuntte
ber Sequeng ver Punfte. Naumformen nagy dem Gefihispuntie der Jayl
per Punite. Die bisherige Mathematif und diefe @efidytapuntte. Berhilt-
nig biefer verfdjicbenen Gefidhispuntie ueinander, Der Begriff ves fon-
fefutiven (visfreten) Slaumes entBalt Feine formell Togifdjen iverfpriidhe.
Tabelle der BVerhiliniffe der verjdicvenen @efidispuntte sueinander. Die
adt formell moglichen ﬂ?aumfurmm, bvie Dieraus folgen. Die viey
typifden Raumformen, auf die fidh dicje acht auf bem formellen Stany-
punite ber Mathemati® Juritdfiihren,

Bwriter ROIdnifr,

Die yivei ppilden Ravmformen wrpy Gromeivien uny bie aep-

nefrifde Sivukine des unendlidien Dishretums . . .
Der Unterjdied im Jnboltsreihtum an geometriffen Figuren jwifden dem
unendlidhen Sontinuum und bem endlidien fonfefutiven Distretum. Die
stoci typifdien Geometrien, die davaus folgen, Radjweis, daf bdie Fonli-
nuterlidie Geometrie fiir bas infonjelutive unendlidhe Distretum unein:
gefdyelinft gilt,  Der pringipiefe Unferjdhied gwifen den beiden Geos
mefrien.  Radjoeis, daf die fontinuierlihe Geometrie fliv bos Yonjetutive
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Jnhaltsverseidnis,

VII

Selie

unenblide Dislrelum pringipien nidt gelten Yann. Nadiweis, vaf die
bigtvete Geometrie filr alle Formen berfelben uneingefdjrintt gilt.

Driffer AOTdmiff,
Die fransfinifen Ballen und bas honTehufive Dishoefum

Die teansfiniten Jablenlehren Fantors und Bevonefes. Srundyitge der {ranz-
finiten Babhlenlehre Pantors. Unteridicve swoifdhen ber avithmetijen wofl-
geordneten Menge 1, 2, B v W s 0 HHD Ber entipredenden
geometvijdien (fonfefutiven) tooBlgeovdneten Punftmenge (w + 1. Die
aus Dbiefen Unterfdhicben fich evqebenven Sdwierigleiten, bie transfinite
Bobl o Rantors auf bie fonfetutive Punitmenge anjutwenden. Die
erfte Yniwort auf bie Frage, weldie Orbinaliobl bem bem wBunfte in
ber geometrifdhen Puntimenge (w 4 1) unmittelbor borauggehenden Puntte
entjpridht, und bie Unmdglidteit bevjelben. Die zweite ntwort auf diefe
Froge unb deven Unmbglidteit. Die dritte Untroort, bie die eine Gruny-
boraufehung ber tvansfiniten Boblenlehre Rantors, w — 1 fei = w (zefp.
jein Gleidheiistriterium), preigaibt, und bie Unmiglichleit Derfelben.
Radjweis, dafy fi aud) die transfinite Bahlenlehre Veronefes, welde bie
Deiven Grunboorausfetungen Santors (ble Babhl w und das Gleichheitstyi=
ferium ber einbeutigen Juorbnung) preisgibi, auf die fonjefutive wun-
endlicie Punttmenge nidt anwenbden Tagt.

Nadjweis, vaf der lefte Wrfprung all biefer Wiberfpritde in ber Togijdjen
Unmaglidyfeit des Beftehens der teansfiniten 3ab7 w Rantors in hem fon=
felutiven Digtretum liegt,  Der Darans folgenbe Fundamentaljny, dof
iede aus fonfefutiven Puntien beftehende Punitmrenge, die einen exflen und
einen legten Pupkt BHat, notwenbigertveife endlicy fein muf. Die dref
Sbjungen, bdie fid auf ben Wiberftreit der ovithmetifen wohlgeorbreten
Menge 1, 2, 3, 4, ., .. Ve o ouow und ber entipredienden geometrijden
wollgeorbneten Punttmenge begichen. Dic erfte Ljung, welde in der
etflen die Babl w und in ber dweiten ben Puntt (w) Beflveitet unb Beive
flic unbeftimmt enblidh erfliit, Die aweite SoJung, weldie entweder bie
Bahl w in ber crften beauptet, den w=Puntt in der Jweifen bagegen Bes
ftveitet ober dicfe Beiden pleidhermagen Deflreitet, bie Deipen Mengen aber
flte aftuell unendlidy exfliivd. Die britte Bofung, welde bie logijdie Mig=
lichfeit bes Fonfelutiven Distretums iibechaupt beftreitet.

Nadjoeis, daf biefe lefitere Rifung ben Unendlidgleiisvertreter nuy
jdeinbar von pen Sdywierigieiten bes llnfnhlid:’{eitﬁﬁegriifs Defreit, 1n-
mbglicifeit ber unendlich Heinen Etrede im Roume, wenn e unendlid)
grofie Gerade erfler Debnung mit bem Enbpuntte im Unenbliden nidyt
gugelaffen wird, Nadjroeis viefer Unmbgligkeit im Tonfefutiven Distre-
tum. RNadgweis verfelben im intonjefutiven Diskretun. Rodjreis der Not-
wenbigheit ber unendlidy fleinen Steede im infonjefutiven Distretum,
tenn in demfelben unendlih groffe @evaden hoherer Orvnung dugelajfen
toerden, 1’Iﬁerfrngung derfellen Sdlufifolgerungen antf bag Sontinuum,
Whergang 3um nadiften Wojdhnitt.
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Rierfer Rb[dmitt, Geite 2 -

Bemerhungen pnn Routimmmpesblem . ., ., . 76
Tormulierung bes Kontinumproblems, Grundylige ey Rantorfden Lefre
bon ben transfiniten Midytigteiten, Beftimmung ves Begriffs bes Jahlens
Tontinuums, Mugtigheit ver Gefamtheit ver vationalen Baflen, Madtigheit
ves Bollentontinuums, Radjioeis, baf Babls und Roumbontinuum nidt
einbeutig einanber entjpredien. Beftimmung per Mictigheit bes Raum-

fontinuums ober bie Lojung bes Problems ves Raumtontinuums, Berhiilt-
nié bee Madptigheit bes unendlidien Disfretums an ven typifdhen Geometrien,

Einleitung,

Jn ber vorliegenben Abhandlung felle idy mir sur Aufgabe, das
Berhltnis bder typijden Geometrien gum Nnenbliden mbglichft voll-
——tee ftandig 3u beftimmen. Diefe Aufgabe felieht einerfeits die Beftim-
mung bder typifden Raumformen und andeverjeits bie Unterfudung
be8 Berhiltniffes pes Unendlidhen 3u biefen lehteren in fidh, Die
erftere von biefen Beiben Unterjudjungen et wicher die Beftimmung
aller formell mbglicdhen Raumjormen itberhoupt voraus und bie letere
fithet 3u ber Unterfudung der widjtigen {Frage nadh der fogenannten
Madptigheit des Kontinuums. Und fo gliebert fich alfo bie allgemeine
Aufgabe diefer unferer Abhandlung in viex Tpesielle Aufgaben, die
Wiv demgemdf in den vier Abjdynitten, in die tir unfeve Abhandlung
teilen, Behandeln werben,

Jit bem exften Abjhnitte berfelben werden wir aljo unadft alle
bie formell miglidjen Raumformen beftimmen, um darm bon ifnen
biejenigen auszuidheidven, die von befonderer Bebeutung find.

Sn dem gweiten Abfdhnitte werben wiv dann von biefen lefiteren
weiter biejenigen audjdeiden, bie von typijder Bebeutung find, in-
bem wir die fiir biefe typifden Raumformen geltenbden typifden
Geometrien aufftellen und pen Geltungsbereid) Her leteren in begug
auf bdie erfteren feftftellen werben. Das widytigfte Refultat biefer
Unterfudung wivd in dem Nadyweis beftehen, bag bie filr bas end-
lidie fonfefutive Distretum geltende digkrete Geometrie, deren Grunb-
| pringipien i in meinem metaphyfidy - mathematijdhen Werke aqus-
( flhelic) bavgelegt babe,! und bdie neben ey geltenden fontinuierlidhen

Geometrie al3 thpifd zu  Betrachten ift, fih ofne Einfdyranfung

by Pringipien ey Metaphyfit, 1. Band, 1. Ubteilung, NAllgemeine Ontos
Iogie und bie formalen Rateqorien. Mit einem Unbang: Elemente der neuen

Geomeivie unb poei Zafeln mit 56 geometvijden Figuven, Heidelberg, Eaxl
Winter, 1904,

Petronienic 8, Die Wpijden Geowelrien. 1
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2 Etnleitung,

auf einen fonfefutiven, qus unendlih vielen Punften Beftehenben
bigfreten Maum iibertvagen laft, wabrend wiederum fiiv Has in=
fonjefutive unendlide Distretum bie fontinuierlithe Geometrie (bie
Geometrie bes Rontinuums) fidy ol uneingefdivantt geltend ertoeift,
Durd) bdie ﬁﬁerttugung ber bisfreten Geometrie bom enblidjen auf
bas unendlide fonfefutive Diskretum etweitern wir Has Beltungs-

gebiet bes Jnfinitismus, der fidy bisher mit ber fontinuierlichen unp

ber infonfefutiv-bistreten Raumform ibentifiziert Batte, exheblidh, in-
bem wir ihn mit ber neyen Geometrie, die ihn im Pringip aufau-
heben jditen, verfohnen wollen,

Jm britten Abjdnitte wollten wiy bann, was bas Rejultat und
bie ftillidweigenbe Borausfehung des weiten war, bie Mdglichfeit
ber Crweiterung des Jnfinitismus im Sinne ber Artwendung besfelben
auf die fonfefutive Raumform, audy pom Standpuntte der firengen
Sogif aus unterfudien. Und als Refultat diejer Unterfudjung ergab fich
und bad gerabe Gegenteil beffen, was wir utfpriinglid) wollten: Statt
bie Moglidhteit der Antoendung bes Jnfinitismus auf die neue Raum=
form, von den allgemeinen logijdhen Griinden gegen Dent Unendlidy-
feitgbegriff abgejehen, nadzuweifen, waven wir bald gendtigt eingu-
feben, baB biefe Unwenbdung undurdifithrbar ift und baf in biefer
Unburdyfithrbarfeit ein neuer Beweis ber allgemeinen Wahrheit bHes
dinitismus gu erbliden iff. Und fo fteht diefer dritte Abjdnitt unferer
Abhandlung, was den allgemeinen Standpuntt und bdie Refultate der-
felbert anbetrifft, im Gegenfa su den eiden exften und bem folgenbden
leten: Wabhrend wic uns in biefent breien auf den Stanbpuntt der
formellen logijdhen TMiglichteit ftellen und bie Anwendbarkeit bes
Snfinitismus auf bie Fonfefutive Raumform, deven formelle Moglich-
feit, wie in dem evften Abjdnitte audgefithet wird, nidyt in Abrede ges
ftellt werden Fann, fid) als Refultat diefed Standpunites erqibt, flellen
wir unsd in diefem britten Abjdinitte auf den Standpuntt der veellen
logifdien Miglichleit (iiber den Unterfdyied biefes Slanbpuntts von
bem vorigen bergl. man den Gingang bes erften Abjdinittes) und alz
Refultat ergibt fidj bie logifdpe Unmbglichteit bes Snfinitismus, Diefer
britte Abjdnitt bietet fo eine neue logifdie Begrimdung des drinitig-
mus, bie von derjenigen in wmeinem oben eriodbnten Werke gegebenen
bavin abiweidst, baf, wabrend dort qus ber Rritif bes abftrakten Un-
enblidyfeitabegriffs auf bie Iogijdie Moglichteit ber fonjefutiven bis-
Frefen Raumform gefdlofjen tourde, Bier umgefelet von dex Togifden

Einleitung,. 3

Moglichfeit diefer lehteren ausgegangen und davaus auf bie Unmig:
lichteit Des Jnfinitismus gejhloffen wirh. Dies wird fo ausgefiifhrt,

- baB ousfithelidy die Unwendung ber transfiniten  Bablenlehre Can-

tor8 und BVeronefes (insbefondere der etteren) auf bdag Fonfefutive
Disfvetum unterjudt und dann bdie leten Togijden Griinbe aufge=
aeigt wevden, bie bie Unmibglidifeit diefer Unwendbung Herbeifiihren.
Am Ende biefes britten Abjhnittes werben dann nod) fehr widytige
Konfequenzen in bejug auf bie Wnenbdlichleit ber Augdehnung nad
oben und unten Bei ben iibrigen Raumformen gegogen, die fich aus-
ber vorhergehenben RKritif bHes Unenblichteitsbeqrifjs ergeben, felbit
wenn die gange Grunbloge diefer Kritit, bas Tortfefutive Raumbis-
fretum, al& [ogifd) unmbglich vermorfen wird,

JIm vievten Abjdnitte jdhlieflich unterfudien wir, indem wir uns
wiederum gang auj den formellen Standpuntt ber beiden erften Stanb-
puntte ftellen, die Frage ber jogenannten Madptigteit bes Kontinuums.
Wahrend nun bie drei erflen Abjdhnitte unferer Abhandlung bie fyfte:
matijhe Darftellung bder entipredienden Probleme erftveben, Habe idy
mid) in biefem lehten Abfdynitte nur auf bas Notwendigfte bejdrantt,
indem i) nur bavauf Hinweifen wollte, wie fih dos Kontinunmpro- -
blem geftaltet, wenn bie logijde Moglichleit der fonfefutiven Raums=
form gugelafien wird. Als Refultat diefer Bemerfungen ergibt fidh,
baf bas Problem bes geometrijdhen Kontinuums von bemjenigen bes
avithmetijhen Rontimums ju tremnen ift und baf fidh bas erftere
Problem bdann leicht (dfen [aft, wdfhrend bdas weite nach wie vor
ungelsft bleibt, '

1%




SRS

Erfter RbIdmit,

Buffelimg aller Foenell mipliden Raum-
fornen,

Unter dem formell Miglichen verftebe id) Bier (und in bem Laufe
ber Abhanbdlung iiberhaupt) dasjenige, mas gewdhnlid (unberedhtigter=
weife) al8 logifd moglid) begeidinet wird, b, b. alles basjenige if
formell mbglidy, defjen allgemeine Gigen|daften in feinem unmittelbaren
Wiberfpruche mit feiner Definition al3 folder feben.  Dagegen ift
bei mir nux basjenige in ftrengem Sinne al3 logijdy miglich 3u De-
seidimen, tas aud) veell mbglidy ift, b, 5. Deffen Cigenjdaften nidt
nur Gigenfdaften eines in Worten befinierten Gebanfenmefens, jonbdern
aud) Cigenjdaften eines in ber Wirklichteit beftehenden (vefp. Beftehen
fonnenden) vealen Wefensd find. Gs hieBe aber fidh in ben Streit
itber dad Verhaltnisz Her Logit jur Metaphyjit vefp. Des Denfens jur
Wirtlidfeit einlaffen, wollten wir hier bie Beveditigung diefes linter-
[dieds naher nadymeifen. Sh erwdbne benfelben nur, ym den Stanb-
puntt, auf ben ig mid) in diefem Abjdnitt ey Abhanbdlung jtelle,
gegen denjenigen abjugrenzen, ben idy in bem britten Abfdinitt ein-
nehimen werbe und ben id) tn meinem oben exwihnten metaphyfijd-
mathematijden Werke eingenommen Habe, Dier in biefem Abjdynitte
aber will i) alle die Raumformen, bie fid, formell genommen —
formell in dem eben erfldrten Sinne — denten laffen, feftftellen, ohne
mid) in bie Frage nady ihrer veellen (vefp. logifdyen) Moglichteit ein-
gulafjen, bdie dann aber in pem britten Abjdjnitte nur o einer be=
fonberen Seite beleudhtet werben wird, ba bas {brige in dem oben
erwdhnten Werke johon audgefithrt wurbe,

Wenn wir uns nun nady den Gefichispuntten umfehen, benen
gemap diefe Aufitellung der Formell migliden Raumformen au er-
folgen Bat, fo ift Teidyt eingufefen, bafy biefe Gefiditspuntte nur die
lebten, aufeinander nidt uriidfithebaren Gigenjdhaften bes Ratntes
betreffen fonnen, mogen bdiefe mehr formaler ober mebr inhaltlichey

Anfftellung aller formell mdalichen Raumformen. 3

in. Die formale Seite bed Raumes befteht und fu-nn nuy
fla;z;ieiﬂt;;ifienaatz liegen; bie infaltliche Seite besfelben Begieht flffl
aber auf die Art und Weife feiner %Iuﬂﬁbel.)nun?,, bf h. barauf, II.I'I;E
befdhaffen und in was fiiv einem i&erf]uIt.mE:r feine ﬂuﬁbeﬁnungﬁier. e
queinanber fteben. Jn biefer lehteren Hinficht ﬁeﬁe‘:ja.n enimebet.m
bem Raume feine einfaden Teile, ober e8 find fnlfd)e einfachen Leile,
bie Roumpuntte, davin als deffen leste .—‘!_Seﬂanbteﬂe nur[;un?en. Jm
erften alle werben bie einfadjen Ellunff; in bem ﬁaur.ne qup gebadi'tlt,
b. h. fie find barin in vein fiftiver ﬂ]}cx[e bnrljanhen_, im weiten Fa I:
bilben fie bagegen bie leften wirElidhen Beftandieile besi.zlﬁe_n. D)
fittiv ober wirklich vorhanben, in febem Falle !’;aﬁen bie einfadpen
Puntte im Raume gewiffe grundlegende BVerhalinifie, nadh ben?n ftdi
berfelbe in verfdyiedene Grunbformen fpaltet. &ntmeher. finb hI: ;m:
fachen Puntte, ausd denen ber Raum befteht, alle von einer und bders
felben Art, oder es find Fwei Wrten bunjoilﬁen Eﬁaumpun.fien !JDI=
hanben: im erflen Falle ift wifden wei E]Eunﬁen ftetd ein britter
Puntt von berfelben Urt vorhanden, im Fweiten Falle dagegen IJIEIBEH
wiv jdlieRlich swifden jweien Punften einer und betfg[ﬁep xt ittl;}'l
bagwifdenliegenden Punkt von anhn:e*r Art, ll_nb jdlieplicy ?mm gf
Anzahl der Punfte im Raume ald eine unen{}Ild}e.nher ald eine EI;.-
liche gedacht werben. Demgemdf ift es Ietcﬁt'em;uieﬁ?n,“ bah ut:
folgenben vier Gefidytapuntte in erjdopfender Weije alle bie itberhauyp
aumformen beftimmen:
benfﬁfe%{?; bein Gefichitspuntte bex Realitat ift eir_t Roum ent=
weder leer ober veell, Qeer ift der Raum, wenn er ein ﬁei.nnbereg
Wefen neben dem reellen Seinginhalt bebeutet (mag man fid be13=
jelben al8 ben objeftiven abfoluten Raum neben der _regl'en Materie
im ©inne Newtons ober ald eine Wnjdhauung a p11-mr1 neﬁeu. bem
reellen Empfindbungdmaterial im Sinne Kants benken?). ﬂi‘.eiell ift bex
Raum, wenrt ex mit bem realen Seinsinfalt auiammenffﬂlt: b b
wenn die Ausdehnung bdie Befdaffenfeit diefes rezaien ©einginhalis
jelbft ift (Uriftoteles, Desfarted, meine Eﬂ‘ce’mpﬁijﬁf ). s
2. Nady dem Gefidhtspuntte der Teilung (in Punkte u.IS n.:r.r =
lidje obex fittive Raumbeftanbteile) ift zizf ﬂ-“tau.m entweber fnnttnuterf
lidy ober bistret. Rontinuierfich Heibt ein Roum, deffen (uuﬁ?e-
' fiber bie reelle Unmbglidleit eines jolhen Raumes vergl. man meine

oPBringipien ber Metaphyiif 2. .. .", S. 168—171,
¢ 1b. &. 171,
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behnte) Leile aftuell gar nidht vonmeinander getrennt find, bey aljo
aus witklidy geteilten Teilen (in lehter Snftang einfadgen Puntten)
nidt befteht (jo wird ber Raum von Newton und von bder fiber-
wiegentden  Mehryahl der Bertveter bder geltenden Geometrie — in
neuefter Beit befonbers von BVeronefe — aufgefaft).! Distret Geift
ein Raum, deffen (ausgedehnte) Teile wirklih voneinander getvennt
find, ber aljo aus wirfliden Teilen und in lehter Jnftang aus ein-
fadjen (unausgedehuten) unteilbaven Punkten beftebt (Bolzane, Cantor,
mmeine Metaphyfit und viele heutigen Bevtreter bev geltenden Geometrie) 2

3. Nady dem Gefidytspuntte der Sequeny der einfadhen Punkte
ift ein Maum entroeder infonfefutio ober Eonjefutiv, Jnfonjefu-
tiv Beipt ein Raum, in dem jwifden awei Punften ftetd ein dritter
Puntt von derfelben Art dazwijdhentiegt (jo ift ber Tontinuierliche
Raum bder geltenden Geometrie und ber distrete Bolzanos und Can-
tord infonfefutiv). Sonfefutiv Beift dagegen ein Raum, in bem in
legter Jnftany jwijdhen swei Punblen fein britter Punlt mefr von
berfelben Art dazwifdhenlieat (ber bdistrete Raum wmeiner Geometrie
ift ein folder Raum, bdenn in demfelben liegt awifdhen wei veellen
Mittelpuntien, bie fidh miteinander unmitelbar bevithren, fein foldjer
mehr dagwifden, da bex bagwifdenliegende Puntt nidit mehr veell,
fonbern ivveell ift).

4, Nad) dem Gefidhtapunite ber Iahl (ber einfachen Puntte) ift
ein Raum entroeder umendlidh oder endlid, Unenblid) Heifst ein
FRaum, in dem eine unendlidhe, endlich, in dem eine endlidie Anzahl
bon Punkien befteht (o ift der Raum ber geltenden Geometrie un-
endlid), bevienige unferer neuen endlid).

Bon Dbiefen vier Gefidtzpuntien, denen gemdp bie Auffudjung
aller iiberhaupt denfbaren Raumformen au erfolgen Hat, Hat die bis-

1 {iber die Togifdie vefp. veelle Unmiglicdhfeit eines foldhen Rawmes ib,
S, 231—244,

* €8 ift febr widitig, ben Unterjdied zwijden bden ousgebehnten Teilen
be3 Rawmes und deffen unausgebehnten Zetlen, ben einfadien Punften, su
maden, benn nur auf Grund bdiefes Unterdyiebs Taffen fidh bie Beiben folgenben
Gefidtspuntte (Gefiditapuntt 8 und 4) wiberfprudialos aufftellen, da fie nur in
begug auf bie einfaden eile, nidht aber in beug auf die ausgedehnten, gelten.
Denn aud) in einem in begug auf die Puntte intonfefutiven Rawme finb bie
audgedefnten FTeile (3. B. bie Teiljtveden einer gangen Slvede) in lepter Sn-
ftang funizfuﬁnlunb ebenfo fann in einem Moume die Bahl der auggedehnien
Zeile (nad) oben) endlid) fein, wahrend bie Angahl der Puntte babei unendlidh ift

Uufjiellung alfer formell mdglidyen Raumformen, 7

Berige Mathematit nur ben jweiten, und jwav erft in der lefsten Beit,
voll beriitfidhtigt, wdbhrend fie in bem britten und vierten bis jetst

e die Merbmale der Jnfonjefution und der Unendlichteit beriid-

fidbtigt, bagegen bie entgegengefeten Merfmale ber Ronfefution und
ber Gnbdlidhfeit gang auBer adit gelaffen und in dem erften faft aus-
fdhlieBlid) Das Merfmal ber Qeerbeit in BVetvadyt gegogen. Der lehte
Grund biefes Nicytberiidtfidhtigens jo funbamentaler Merfmale liegt
in ber Nidtberiidfiditigung des dem lehtermifhnten entgegengefeften
Mertmald ber Realitit. Denn wenn einmal die Moglichfeit bes
veellen Raumes in Betvadit gegogen wird, dann lakt fidh Has Mext:
mal ber Diskretion von dbem Yeeven auf den reellen Raum itbertragen,
bann aber hinbert nidhts, bdie veellen Punite fidh als Fonfefutive u
benfen (was in bem leeven Raume wegen der Seerfeit ber Puntte un-
moglid) gu fein fdeint, ba bann ber jwijden jwei jolden Puntten
liegende Punft wieberum leer 3u fein jdeint, wabhrend Bei dem rveellen
Saume bie beiden Fonfefutiven Punfte einerfeits und bder fie trennende
oleere” Puntt anbererfeits ohne weiters jwei verjdhicbene Puntten-
avten barflellen), in weldem Falle bann aud) bie Moglidhfeit der end-
Tidden Anzahl der Raumpuntte leidht eingejehen mwird.

Dafp man aber das Merfmal ber Realitdt in ber reinen Mathe:
matit nidgt bevitdfichtigen will, Yiegt nur an einem Mifverflandnis
ihrer formalen Natur. Man glaubt ndmlid), durd die Beviidfichti-
gung Dbe3 rveellen Raumes jugleid) den formalen Boben der reinen
Mathematit verloffen und fih auj den Boden ber mathematifdhen
Meetaphyfit geftellt u Haben. Dies ift aber ein Sretum. Denn bie
veine Mathemaltif fann nidit von ber allgemeinen Mealitdtsivage bdes
Raumes (ber Frage, ob ber Raum ein befonbderes ,lecres” MWefen
neben bem veellen ihn exfiillenden Seinginfalte darftellt, oder mit
biefem lepteven — al3 beffen blofe formale Orbnungsjorm — U=
fammenfallt) in dem Sinne abftrabieren, bah fie iberhaupt Yeine NAn-
nafme iiber beflen Realitdtzart madht, jonbern nur in dem Sirtne,
baB fie fidh in bie Diskuffion ber Frage nadh bex Bervedhtigung einer
vort ihr vorausgefehten Realitdtsart nidt einlaft. St dem aber fo,
bann ift 3 infonfequent, in der reinen Mathematit nur den leeren
Roum alg formelle logifdhe Moglichteit ju bericfidtigen, veil bas
eben BeiBt, nur ein joldher Faum fei audy in der Wirklidteit dent:
bar, man ftellt fih alfo nur befto entjdiebener auj ben Boben bder
mathematijhen (und zwar einer Geflimmten mathematifchen) Meta-
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POORE, je mehr man nur den feeven Raum als logifjde Miglichteit
betont. Hiodftens fonnte man in ber reinen Mathematif von der
Realitatsirage des Raumes nod) in dem Sinne abftrafieren, daf man
feine beffimmte Annafhme in diefer Hinfidit iber den Raum maght,
nur darf man bamn, wie gefagt, nidht aus den Nugen verlieren,
bafy, fobald ber Raum al3 beftefhend gebadit werben joll, berfelbe
entweber al8 veell oder al8 Teer ju benfen ift, denn bebentt man dies
nidt, dann fann man leidht u dem falichen Schritt verleitet werben,
bie bloge Abjtrattion der vein geometrijen Seite bes Raumes au
einev befonbeven Mealititsart des Raumes ju madien, in weldhem Falle
man dann gleidjam 3u einer ,leeren” Raumform roeiter Poteny ge=
langen wilvbe (in Wabhrheit ift audhy bie |, leere” Raumform exfter
Poteny in erfer Neihe auf dhnliche Art und Weife aus der reellen
entftanben). Der von uns in diefem Abjdnitte eingenommene Stand-
puntt ift bemnady eingig und allein al8 ber wahre formelle Stand-
puntt bev veinen Mathematit ju bezeichnen, und wir aehen nunmehre
bagu iiber, aus ben obigen vier Gefichtspuntten alle bie itberhaupt,
b. b. alle bie formell benfbaren Raumformen ju deduieren,

Um nad) diefen vier Gefidhtapuntten alle bie itberhaupt denfbaren
FRaumformen gu befiimmen, ift e8 offenbar junachit notwendig feftyu-
ftellen, in was fiir Verhaltniffen die in diefen Gefidytapuntten ent-
haltenen Raumpraditate jueinanber ftehen, refp. welde von ihnen fid
ald Pridifate eined und desfelben Raumes benfen [affen und welde
nidgt. Die Reihenfolge, in der dies ju gejdhehen bat, evgibt fidh un-
mittelbar aus ber Reihenfolge jener viex Befiditapuntte,

DaB cin Raum, der Teer ift, fontinuierlidy fein fann, ift obne
weitered flav, da ja feit jeher bem leeren Maume die Gigenjdiaft dex
ftrengen Rontinuitat bGeigelegt worden ift. Und ebenfo ift e3 Har,
baB fidy ein veeller Raum als fontinuierlidher Raum denfen lagt.
Daf fid) berjelbe aber audy als diskreter Raum denten 1aGt, mup man
ebenjo jugeben, jobald man einen folden Raum itberhaupt ald denthar
suldpt. Denn der einfache veelle Punkt, alz bdex leste Beftandteil
eined foldhen Raumes, ift offenbar mathematijh garnj wohl benfbar,
ba ev ja nuv bas reale Korvelatum ber einfadjen arithmetifhen Gin-
Beit Darftellt, beren Denfbarfeit niemand in NAbrede wird ftellen
tomnen.' Lapt fich nun der veelle Raum diskret benten, fo fteht nichts

! Bgl. bavitber ,Pringipien ber Metaphyfit 10.”, ©. 203 im Bufammen-
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im Wege, fid) audy ben leeren Raum ald einen biskreten 3u benfen,
benn ber leeve einfache Punkft eines folden Raumes ift aus bemfelben
Grunde bentbar, aud dem es ber reelle einfache Raumpuntt ift.
Dafy ber leere Raum, wenn er als fontinuierlidher gebacht wird,
jugleidy infonfefutiv ift, folgt ohne weiteres baraus, daf Ronjefution
notwenbigeriveife getrennte Teile vborausfebt, ein fontinuierlider Raum
bemnad) nidht fonfefutiv fein fomne, alfo infonfefutiv fein mitfje, und
e8 ift leicht eingufehen, daff basjelbe audch fite Den reellen Raum qilt,
wenn er al8 fontinuierliher gebacit mwird, Daf der leere Raum
aber, wenn er al8 distreter gebacht wird, jowohl fonfefutiv alg in-
tonfefutiv fein fann, YaBt fidh nidht auf ben erften Blid einfehen.
Denn auf ben erjten Blidk fdheint es, bap berfelbe nur infonfefutiv
jein fdnne, da ber jwijdhen juwei fonfefutiv vorausgejeten leeven
Puntten notwenbigermweije liegenbde Buwifdenpuntt wieberum nur Teer
fein gu fonnen fdeint und demnady jwifden ihm und den Beiden
erften Puntien wicberum Teere Bwifdenpuntte liegen mitffen ufw.
in infinitum, fo bafy ber Yeere bistrete Raum nur als infonfefutiver
gebadt werben ju fomnen jdeint. Dem ift aber nidt fo. Denn
bev gwei leere Punfte des leeren Fonfefutiven Raumes trennenbe
Bwifdenpuntt ift nidt mehr al8 leer in demfelben Sinne zu denfen,
in bem biefe lebteren al§ foldhe gelten. Die leeren Puntte des leeren
Raumed find nur in dem Sinne leer gu mennen, bafy fie lepte Feile
bed veinen ,leeven” Seinsdinfalts, Des cben eine befonbere rounber-
bave ,leere” Wirtlichfeitsart barftellenden leeren Naumes find, nicht
aber in bem Sinne, daf fie itberhoupt feinen wirtlichen MWert refp.
JSnbalt befiken, in weldem Falle fie ja mit dem abjoluten Nidyts
ibentifd) wdven und das abfolute Nidts cben gar nidhts ift, alfo
aud) nidts Rdaumlides darftellen fann, Dagegen find bie ,leeren”
Bwijdenpuntte jwijden biefen , leeren” Mittelpuntten fiberhaupt mit
Teinem wirklidhen Smbalt mehr erfiillt, fie find in abjolutem Sinne
al8 Nidhtd zu Betvadjten, fie find eben blofe ZTrennungsgrengen
ber leeven Mittelpunite, fie Bebeuten eben Has bloBe unmittelbare
AuBereinanberfein der nebeneinanber beftehenben Yeeren einfachen
Mittelpuntte, find alfo ein Blofies Berhaltnia und Fein wirklider
Jnbalt. AlE foldye find fie feine Punfte im eigentlidhen Sinne, fon-
hang mit &, 138, lber bie allgemeine Moglidileit des einfaden Raumpunttes

Dat treffenbe Bemerfungen B, Ruffel in bejfen «Principles of Mathematiess,
vol. I, 1903, gemadt,
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bern einfade Raumbiftangen, bdie ifrer geometrijhen Natur nady
von ben leeven Mittelpuntten eben toto genere betfdjieden find,

Diefer Sadjverhalt wird nod viel einleuditenber Bei bem veellen
bigtreten Maume, Dex stoei veelle, fidh unmittelbar miteinanber Be-
rithrende Mittelpuntte trennende Bwifdenpuntt ift nidt |, leer” in
bemfelben Sinne zu nennen, in bem dies von bem Ieeren Mittel-
puntte des leeren Raumes nad) bem Obigen gilt. Denn ware er in
biefem Sinne leer, bann hatten wiy ftatt bes reellen Raumes, bei bem
Raum  und Materie (Seinsdinhalt) miteinander sujammenfallen, in
Wabhrheit einen leeren Raum, in bem bie biskrete veelle Materie
liidenlos verteilt ift, der irreelle Bwijdenpuntt fann bemnady in dem
veellen Raume nur ofg abfolutes Nidits Betradhtet werden, dag gar
teinen WirtlidhTeitsinGalt ivgendeiner At barftellt. it dem nun
aber Dei dem veellen Raume fo, bann ift e far, baf basfelbe aud
fitr ben Yeeren YonfeFutiven Raum gilt, baf alfo unfer obiger Nadh-
weis der MbglichEeit Heafelben auf Wabrheit berufht.

Wie man alfo Hieraus fieht, ift ein fonfefutiver bistreter Raum
gar nidt fo unmoglid), wie das gewdhnlid) Bingeftellt wird. 3
will midy Bier nicht ndber in die Distujfion feiner logifdhen Mig-
lichteit Bineinlaffen, will aber audbritclid) hervorfheben, baf die Grunb-
fbwierigteit, bie in dem Begriffe bes bistreten fonfefutiven Raumes
liegt — baB ndmlich ber irveelle Bwijdenpuntt eine lecre einfade nidt=
{eienbe Qiide barftellt —, vein metaphyiifdher Natur ift und die all-
gemeine mathematijdye MoglichFeit besfelben gar nidht tangiert.
Denn obgleich ber irveelle Bwijdenpuntt, der wijden jweien Mittel-
buntten eines foldhen Raumes liegt, auf Grund tieferer [ogijder Griinde
notiendigerweife al8 eine leere, einfadye, nidjtfeiende Qiide betrady-
tet werben mitfle, jo find dodj alfe biefe Griinde fdlieRlich vein meta-
vhyfifdher Natur, die man beshalb gelten laffen fann, aber ebenfoqut
beftreiten fann.! Damit ift aber bie allgemeine logifde Miglidhfeit

! Die Grundidwierigteit, bdie in dem WBegriffe bes bisFreten Yonfefutiven
Raumes liegt, baf ber ivreelle Awifdenpuntt in bemfelben nimlich nottvenbiger-
weife eine leeve einfade nidhifeiende Qicke bavftellen muf, ift offenbar vein meta-
phyfifder Natur. Denn nur wenn man behaupiet (vgl. weiter im Zecte), bak
awei Puntte fich nidt abjolut unmitterbar miteinanber beriifren fonmen, ohne
miteinanber gufommengufallen, ift biefe Sdywierigteit borhanden, biefe Me-
Bauptung ift aber eine qus bem Lebiten Wefen des Punties fidh ergebenbe, alfo

metaphyfijder Avt. Dan vergl. fiber bie obige Grunbjdwicrigteit « Pringibien
ber Metaphyfit 2.7, &, 250—256., .
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be3 bislreten Tonfefutiven Raumes gar nidgt in Grage geftellt, wie
id) bied Hier nadjweifen will.

A3 Hauptgrund fiiv die Behaubtung, bder irreelle Bwijden-
puntt bes Yonjefutiven Raumes milffe eine leere, einfadpe, nidtjeienbde
Qitde darftellen — bdie als joldhe notwenbdigerweife burdy Bejorbere
auBerfalb bdiefes Raumes liegenbe veelle Puntte, bie reellen Negations:
afte, erfiillt werben muf —, babe id) in meinem MWerke bie Jiot=
wendigleit, daf ihre Grife in geometrijhem Sinne = 1 fein mitfje,
angefihet.  In meinem Anffage , fber die Grofe der unmittelbaxen
Berithrung zweier Punkte, Beitrag jur Begriindung der bdiskreten
Geometrie”* Habe idh bann fiir dieje Tegtere Behauptung und damit in-
bivett fitv die exftere als Dauptgrunbd angefithrt, baf, wenn bie Groge
ber unmittelbaren Berithrung reier Mittelpuntte = 0 wire, dann
biefe Tetteren figh notwendigerweife als Gange miteinanber berithren und
bemnad) miteinander gujammenfallen miiften. Man fann nun fowohl
biefen lefsteven Grund unjerer grundlegenben Behauptung, daf bie Grife
bes irreellen Punttes in geometrijdem Sinne = 1, bagegen die Grife
bes veellen (xefp. , Leeren “) Punttes im distreten fonfefutiven Raume in
geometrifdem Sinne = 0 fein mitffe, beftreiten, wie die obige Tolgerung
aud dev lebteren, dafi namlidy der irreelle Buwifdenpuntt eine Teere,
einfadie, nichtieiende Qi e barftellt. Denn man fann behaupten, baf
swei reelle Punfte, audy wenn fie fih objolut unmittelbar berithren,
b. h. wenn ber irveelfe Bwijdenpuntt 3wijden ibnen in abfolutem
Sinne gar nidts ift, bod) 3wei joldhe Bleiben fonnen, bafy fie fich
rohl al8 Gange miteinander beriihren (ba bei Puntten nur eine jolche
At und Weife ber Berithrung dentbar ift), boch aber auBereinanper
bleiben, und bemnady biftinkte Raumpuntte fein Lonnen.2 Daz it
bag Erfte. Biweitens aber fann, obgleid) auf biefe Weife der irvreelle
Bwifdenpuntt in qualitativem Sinne abfolutes Nichts ift (b. 5. feine
leeve, einfadie, nichtieienbde Litde barftellt), dod feine geometrijde
Grofe gany qut = 1 fein.  Und war folgt bies Bweite wun-
mittelbar aud dem Grften. Denn jebt man einmal boraus, bah

P Erfd. in Oftwalds , Unnalen bex Taturphilofophie®, TV, Zh,, 2. ,

* 3In biefemt Falle mitgte man enfweber die Mioglichfeit ber intenfiven
uontitdt beftreiten, dba man bann fitr gwei Punfte, bie fif miteinanber un-
mittelBar Berithren, nottwenbigermeife Behaupten miigte, baf fie auseinanber
find, ober man mitfte fiix bie an eiem unb bemielben Rawmorte fidh Befindens

ben einanber burdibringenben Roumpuntte behaupten, fie berfifren fid) mitein-
anber nidi,
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swei Mittelpuntle, aud) wenn fie fih in abjolutem Sinne unmittel-
bar miteinanber beviihren®, gwei biftinfte Raumpuntte find, o ift
bamit eo ipso gefagt, dbap aud) bie geometrijie Grdfe bes irveellen
Bwifdenpunttes = 1 ijt, da dann ber ivreelle Bwijdenpuntt eben
bie einfadifte Raumbdiftany weier Mittelpuntte darftellt und in
bicfem Sinne bie Ginbeit diefer Diftany it. So wie bie BrioBe des
Mittelpunttes, trohdem baf feine Grofe in qualitativem Sinne = 1
ift, in geometrijdhem Sinne = 0 betrigt, weil der Mittelpuntt als
foldyer nod) feinen Raum darftellt, jondern der Raum erft mit bem
AuBereinander jweiev folder gegeben ijt, e¢benfo mup umgetehrt
bie Grife bes ivveellen Bwifdhenpunties in geometrifhem Sinne = 1
gefelit werben, weil Dderfelbe eben die Grlenfion, bie Diftany, bas
Raumlide bdes Fonjefutiven Raumes darftellt, obgleich beffen Grofe
in qualitativem Sinne = 0 ift.* ©o aljo bictet der Beqriff bes
fonfefutiven bdisfreten Raumes auf bem Standpuntie der formellen
TMathematif, dben wir hier einnehmen, gar feine logijdien Sdmierigs
feiten und ift in demfelben Sinne als Togijdhe Mbglichleit ju be-
tradyten, in bem bie8 von ben won ber Mathematit bisher eingig
und allein als ,logijdhe” Moglichleiten ugelafienen Raumformen bes
infonjetutiven fontinuierlidien und distreten Raumes gilt. Der bige
frete Mathematifer (b. §. der Bertreter Des Fonfefutiven distreten
Raumes) braudit fich aljo um bdie legten logifhen Sehwicrigleiten des
Begrifis des bistreten fonjefutiven Raumes ebenfowenig ju Himmern?,

L 3n abjolutem Sinne fid) beriihven, heilt fich fo bevithren, bal e8 qar
feine nidytfeienbe Sitde gibt, die bie fich Bevithrenben Tuntte voneinanber tremute.
Jn biefem Sinne mithten fidh bie vealen Negationspunite mit ben entipredenben
Roumpuntten, bie fie dvennen, berilfhren. Man vergl. baviiber » Pringipien ber
Metaphyfit x”., &, 271273,

? Man vergl. bavitber ,Pringipien ber Metaphyfif 2¢.”, ©. 251—253,

* Und bied um fo weniger, da, wie gejagt, diefe Edvierigleiten vein meta=
phyfifder Natur find. Man Lonnte ndmlid gang gut Gehaupten, dak wet rveale
Puntie, aud) wenn fie fidh abjolut unmittelbar miteinander berithren, nidt
riumlid) gujommenfallen werben, benn wenn bies fiir wei Raumpuntte gilte,
mitgte ¢3 mit bemfelben Medhte audh fiix ben vealen Negationsalt einerfeits
unb jeben eingelnen ber awei durd ihn getrennten Maumpuntte gelten. Ul
Metaphyfiter Halte i aber dodh an meiner urfpriinglidhen Behauptung feft, dak
ber irreelle Bwijdenpuntt eine leeve einfade niditfeiende Lncte barftellt, bie nux
burd) bie Borausfebung des realen Negationsaftes als olde veell Deftehen fann,
inbem id) goar anerfenne, dap jwet Punite, bie fich abjolut unmittelbor mit-
einander beviihren, wobl nidt in viumlidem Sinne miteinanber jufammeniallen,
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wie fid) der fontinuierlidhe Mathematiter (b. . ber Bertreter bes in-
fonjefutiven fontinuierliden und biskreten Raumes — man vergl, itber
biefe Ausdritde aud) ben zweiten Wbjdhnit) um bie lelten logijden
Sdywierigteiten dex von ihm vorausgefesten Raumformen nidht Eimmext,:

Was jdhlieplidy daz BVerhaltnis ber Pradifate bes Unendlidjen
und bdes Enblichen gum leeven ober veellen RNoume und au en itbrigen
Pradifaten betrifft, jo Bt fich Leicht einfelen, baB jowohl ber leere
wie ber reelle Raum fowohl unendlich wie enblid) gebacht mwerben
fonnen.  Gin fontinuierlicher Roum mup nun notwenbigerweije un-
enbdlid) fein, weil ev jo notwendigermeife infonjefutiv unbd ber infon-
fefutive Raum notwenbigertveife unendlidh fein miiffe (denn es ift in
einem folden Raume jwifden wei Bunkten immer ein dritter unb

b. B, audeinanber find (benn fonft Fonnte dex Jtegationdatt nidt auferhalb
ber vealen Raumpuntie fein), anbeverfeitd wieber bin idh (als Metaphyfiter)
nod) immer ber Meinung, bdaf gwei folde Puntte feine riumlide Strede
bilben tonnen, weil biefe notwenbigeriveife eine Beftimmte Ridtung bar=
ftellt, bie einfadhen Puntte aber, wenn fie fi al8 Gamge berfifren, offenbax
feine veridicbenen Seiten und Ridjtungen in bejug aufeinander Faben Yomunen,
ifr Auheveinanberfein alfo als ein gang unvdumlides gebadt wevben mufp.
Wie man aber Gievaus fieht, find alle biefe Griinde unb Gegenguiinbe rein
metaphyfifder vt und tangieven bie allgemeine mathematije Miglicifeit bes
fonjefutiven Distretums gar nidt.

t Denn bie Tepten logijden Edywierigleiten biefer lehteven Begriffe find
mit nidjten fleiner al3 diejenigen bes tonjefutiven Distretums, Wenn man in
bem riiumlidyen Uupeveinanderfein jweier fih berithrenden Puntte einen un-
mittelbaven Wiberiprud) finbet, fo fann man in bem Begriffe eines aus uns
getrennten Teilen beftehenden Naumes ehenfo einen unmittelbaven TWiber=
fprud) finben, ba ungetrennt unbd auBeveinanber mindeftens in eben demfelben
Grabe cinanber ausidlichen, wie bies filv bod Sid=Bevithren und Aufereinanders
fein gelten foll. Und ein analoger Wiberfprud) LBt fih in dem Begriffe des
aud einfacgen Puntten beftefenben infonfefutiven Raumes finben: benn einfacye
Puntte vorausiehen, die veell beftefien, unb bdie fidh bodh) nidht unmittelbax
miteinander Bevithren, fondern immer gwei von benfelben bdurd) einen britten
bagwifdentiegenden getrennt find, Geifit das nidht einen nod ardBeren Wiber=
fprudy ftatuieven, als g biejenigen bex BGeiben etften Fille find? Denn bie ein-
faden Puntie, die veell, b. b. getrennt vomeinander im Maume beftehen und bies
bod) nur durd) die bagwifGenliegenden Puntie tun, foldye einfachen Puntie
find in Wahrheit gar nidit voneinanber getrennt, bemn fie find tmmer wieberum
burd) Puntte getvennt, die wicberum burd) Puntte getvennt fein follen ufw.
in infinitam, wag offenbar einen logifdjen progressus in infinitum bebeutet,
alfo einen Wiberfprudy. Wie man alfo fiebt, find bie Tebten logijdhen Sdiwierig-
Teiten aller brei grundlegenden Roumformen minbeftens gleid) fdwer,




14 Erfter Abfdmitt. Anfitellung aller formell maogliden Raumformen. 15

bemnad) eine unendliche Menge von Puntten vorhanden). Ein bis-
freter faum fann dagegen jorwohl unendlich wie endlidh gebacht
werden: wenn er infonfefutiv ift, dann ift er notwendigermweife unend=
lid), wenn er aber fonfefutiv ift, dann fann er offenbar jowohl un-
endlid) wie endlid) fein, da man fidh eine endlide WAnzahl von fm.t[e=
futiven Puntten gany ebenjo denfen fann, wie man fidh eine unendliche
Anzahl von jolden (formel) dbenfen Fann.

Wiv wollen nunmehr bie gewonnenen Refultate iiber dag BVer-
haltnis ber mibglidhen ‘Bridifate eine8 Raumes in folgenden adit

Sdjemen anjdaulid) barftellen.

(1. ber Realitat fa) [eer ..
nady | b) veell fein

V. Der infonfefutive| 2, ber ZTeilung fa) Lontinuierlich ..
Raum fann nad) 1b) bistret e

3. ber Bahl nad)  umendlich fein

1. ber Realitdat [a) leer fei
nady b reery *"

[1. ber Teilung fa) fontinuierlidy . VI. Der fonfefutive |2. ber Feilung : :
nad {b) bigtret i Raum fann 1 nadh { bisfret fein
L Dex leere Raum | 2. ber Sequeny [a) infonfefutiv o a) unendlidh _ .
fann i nady \b) fonjefutiv f : 3. ber Bahl nad b) enblig e
a) unendlid ;
3. ber 3ahl nad . ein. 1. ber Realitat fa) leer ..
{b} enblid) nad \b) veell fein
Tei tinuierli .
oo A'Hit:;]g {E]] ng:::t“ . fein VIL. Der unendlidie]2. ber Teilung fa) fontinuierlich i
Raum Fann nad) \b) disfret s

II. Der veelle Raum |2, ber Sequeni [a) intonfefutiv fé

: 3. ber Gequeny [a) infonfefutiv .
b) § futiv
fann nad) 1’}:' D“i;:d:] _ nad {b} Fonfefutiv e
a) unenblid .,
3. ber Babl m&’{b) endligy o L ber Sealitat (o) fesr oo
1. ber Mealitat fa) Leer i nad Jlb) reell
nady |b) reell VIIL Der enblidie [2. der Teilung {f bistiet fe
isfret fein
III. Der fontinuier= |2, ber Sequeny J:' infonfefutiv fein j Raum fann nad
lihe Raum fann nad) } 3. ber 6equgt5 ! tonfefutiv fein.
na
3. ber 3ahl nadh  unendlid) fein. y L
; : Aus biefen Sthemen folgt nun ohne weiteres, baf nur folgenbe
( y
05t Zl%ea:;gif i;i iii;[ fein adt Raumformen als formell mbglid) suzulaffer find:
TV. Dev bisfrete Raum) 2. der Sequeny [a) infuniefuiiui. L. Der Raum fann 1. feer, 2. fontinuierlidy, 3. infonfe-
fann 1 nadh) \b) fonjefutivo Eutiv und 4. unendlid) fein,
) $ii5 IL Der Raum fann 1, reell, 2. fontinuierlid, 3. infonfe-
a) unendlio) . futiv und 4, unendlid fein.
3. ber Bahl nad {I:-) enblid jein. i

B e e e




16 Erfter Abfdmitt.

I Dex Raum fann 1. leer, 2. distvet, 3. intonfefutiv
und 4, unendlid) fein.
IV. Der Raum Ffann 1. veell, 2. distret, 3, infonfefutiv
und 4, unendlid fein,
V. Dex Raum fann 1. leer, 2. distret, 3. fonfefutiv und
4, unendlid) fein.
VI Der Raum fann 1. reell, 2. distret, 3. fonfefutiv und
4, unendlidy fein.
VIL Der Raum fann 1. leer, 2. bisfret, 3. fonjefutiv und

- 4, enblid) fein,

VII. Der Raum fann 1. veell, 2. distret, 3. fonfefutiv und
4, enblid) fein.

Wie man alfo fieht, haben wiv unter biefen adyt jormell mog:
lidden Maumformen viev leeve und vier veelle, wei fontinuierliche
unb fehs bistrete, vier infonfefutive und vier Fonfefutive unbd jehliek-
lidy fechs umendliche und gwei endlidhe Raumformen. Die exfte und
bie adfe bilden vollftandige Gegenjdhe sucinanber, ba jebes Prabifat
Der einen bas bdivefte Gegenteil desd entjprecienden Pridifats der an-
beren ift, wihrend bdie ibrigen fedhs ilbergangsformen zwifdhen diejen
beiden Ertremen darftellen. ©o widtig nun bie Pradifate des Leeven
und besd Reellen aud) find (in3befonbere waren fie died im Falle, wenn
bie [ogijde vefp. veelle Moglidyfeit bev obigen Raumformen in Frage
ftiinde), fo fonnen wir fie dodh in ber folgenden Betrachtung ber

Ginfadhheit BHalber auslaffen, ba fie mit allen iibrigen Praditaten -

ofne Nusnahme und jedes von ihnen in gleicher Weife Ffombiniert
werben fonnen, fo baB, wenn im folgenden von irgendeiner dburd) die
itbrigen Pradifate darabterifiecten Raumjorm bdie Rebe ift, man ein
filr allemal beffen eingebent jein muf, bap eine foldhe ftetd entweber
al8 leer ober al8 veell ju benfen ift. @8 bleiben alfo fiix bie nady-
folgende Betradtung nur die dbrei {ibrigen Gefidtdpuntte mapgebend
und von ben adyt obigen Raumfovmen verbleiben alfo nur vier iibrig,
bie ju beritdfidhtigen find.

Wenn wir nun dabei bon dem Gefidtspuntte ber Teilung als
bem maBgebenden audgehen, jo Haben wir unter biefen vier Raum=
formen nur eine fontinuierlidhe, wabrend bdie iibrigen buei biskret
find. Unter biefen vier Raumformen Baben wir alfo 1. ein in-:
Fonfefutives unendlidhes Kontinuum; 2. ein infonfefutives
unenblides Disdtretum; 3. ein fonjefutives unendlides

T
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%ﬂiaf?etum und 4. ein fonfefutives endlides Distretum.
Die bisherige Mathematit hat allein bie Heiden erften al8 bie formell

. mbgliden in Betradt gejogen und bisfutiert, bdie beiben anbexen

ba.gegen bat fie gar nidht bevitdfidhtigt, obgleidh fie, wie man aus bem
obigen erfieht, bod) gany ebenio formell miglid) find.! Das Ber-
jdumte wollen wiv nun in dem nadften weiten Abfdnitte unfecer
Abhanblung nadiholen, indem wix bavin bie geometrifde Struftue
all biefer verjdhicdenen Joumformen unterfudien werben.

L Benn die logijde Mglichteit biefer vier formell mpali -
: glidhen Raumformen
in Frage lommt, bann witd der Streit barfiber in folgenbe & i
. m
abiquateften Ausbruc finben: i e

Der Raum ift
Tontinuierlich bistret

infonfefutiv tonfefutiv

- unenblid enblid.

\ EE_B tulu-h fid alfo gunadft darum fanbeln Ju entjheiden, ob ber Maum
fnnimmerlhg ober bisfret ift. St ex bistret, bann wirh es fid barum Banbeln
u entfdjeiben, ob derfelbe infonfefutiv ober Tonfefutiv ju benfen ift, und jeilieR-=
Illrﬁ, wenn fonjefutiv, ob unendlidh ober enblid), Sm nddften %Tﬂ;’mim werben
bie fitr biefe Raumformen geltenben Geometrien aur Darftellung fommen,

Petvonievics, Die thpiiden Geometrien, 2




&) [ (D)

Zweifer Rb[dmnitf,

Die et Ippifden Raumformen und Geometrien
wnd bie geomefrifdie Bicnkine dves unendliden
Diskreiums,

Dap die erfte und bdie vierte von ben obigen vier Raumformen
alg vollftandige Gegenfahe nidht eine und diefelbe geometrijhe Strutur
refp. eine unbd biefelbe Geometrie hoben Tonmen, ift ohne weiteres far,
Denn der Raum bder erfen Roumform ift al8 abjolutes Kontinuum
efwad, was ald Ganges feinen Teilen vorausgeht, was nidt aus den
Zeilen entfteht vefp. jujammengejelt werden fann, vielmehr find die
eingelnen Raumteile in einem folhen Rauwme nur als (fittive) Ein-
jranfungen bes einen gangen Raumes denfbar: ein folder Raum
ift ein Totum, fein Kompofitum. Dagegen ift ber Raum bder
vierten Raumform etwas, wa3 aus der Jujammenfiigung aus feinen
einfadien FTeilen, den Raumpuntten, entjteht, Hier gehen aljo die Seile
bem Gangen voraus: ein joldher Raum ift alfo ein Kompojitum,
fein Totum. Aus bdiefem Gegenjahe folgt mit einlendhtender Not-
wenbigfeit, daf fidh in bem fontinuierlihen Totum alle geometrifdhen
Tiguren (Figuren im allgemeinflen Sinne eined Raumgebildes itber-
Baupt verftanden) denten laffen, die fibevhaupt denfbar find, bagegen
werben in“bem bistreten endlichen Kompofitum offenbar nur bie:
jenigen geometrijhen Figuren fih denfen lafjen, die aus der Bu-
fammenfiigung von einfaden Rawmpunften, die fidh unmittelbor
miteinanber beriihren (refp. fonfefutiv find), entjteben fonnen. Dok
fid auf biefe Weife nidyt alle die itberhaupt dentbaven geometrijdhen
Figuren ergeugen laffen, daf vielmehr nur eine duperft befhriintte
Unzahl von jolden ald mbglid) juritdbleibt, habe i) an einer anberen
Stelle ftrenge mathematifd) gegeigt’ und will Hier nur bie Haupt:

b 3n meinem oben evtodfnien MWerte ,Pringipien dev Metaphyfif :0.” und
ingbefondere in bem bie fyftematifhe Darftellung dev bisfreten Geometrie (iber
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rvefultate, bie fih miv in diefer Hinfidyt evgaben, Bier mitteilen. Jn
bem endliden Disfretum find:

L alle Erummen geometrifden Figuren ausgejdloffent
IL. Bon den gevablinigen driguren find:

. 1 bie unregelmafigen in potentiellem Sinne alle mig-
lid), in attuellem Sinne hingt ihre Moglidh¥eit von der Anzahl
ber Raumpuntte des gegebenen bdiskreten Raumes ab?;

2. von den regelméagigen:

a) in bem gweibimenfionalen Raume: a. ald einfadhe nur
bas Dreied, das Quadrat, und bHas Sediged®; b. afs ju-
fammengefehte nur Has Dreied, das Quabrat, da3 Sedsedt
und bad Jwhlfed miglidy, alle anberen unmiglidy?;

B) in bem dreidimenfionalen Raume: a) al8 einjache das
Tetvaeber, a8 Heraeder und das Dftaeder®; b) als jufams-

mengefehte nur dag Hegpaeder miglidy, bie anberen bagegen
unmiglid®;

7) in bem vierdimenfionalen Raume: a) alz einfadje das
Pentaeder, dbad Ottaedroid, bas Heradbeta — und bas Jtofa-

tetraedroid”; b) alz sufommengefebte nur bas Oftaedroid mig-=
lid), bie anderen dagegen unmbglid®;

8) in bem n:=bimenfionalen Raume: a) al8 einfade bdas
n~+1— (b. h. dag dem Pentacber) und das 2n — (b. B. bas bem

biefen Ausbrud vergl. weiter unten) enthaltenben Anhang , Elemente bex neuen
Beometrie”. Jd) twerbe im folgenben von min an beibe getrennt gitieven unbd
awar , Pringipien ber Metaphyfit® als oPro b LT und , Glemente ber neuen
Geometrie” al3 ,GL b. n. ®.", Jd) bemerte gugleich, daf bie Paginierung dex
Deiben in bem TWerke nigt getvennt wurbe.

P b WM, S, 278, 9, und im Bujommenhange bamit , 305, 6,

* Diefer Sap ift nirgends ausbritetlid) ausgefprodhen, ift aber eine un-
mittelbave Folge bex Lehriibe 11 und 18 im evften AbfHnitt ded evften Teils
ber €L b. n. B." (vexgl. ©. 353—355 und ingbefonbere die Anmerfung yum
Belrfage 11, &, 353), Die Zatfade ber unvegelmiBigen Figuren ift fibrigens
in Def. 58 (ib. ©. 344) inbegriffen, ZBas Gier fir den steibimenfionalen Raum
gilt, Taft fidh Yeicht auf den brei=, biex= und ben n-dimenfionalen itbertragen.

PuEL D 1 G 6. 351 — ¢ +EL b, n. 8., &, 382385,

#LBL b0 G, B, 412, — @ «EL b n @.7, &, 420,

T REL b n B, & 437, — @ «EL b.on, 8.4, B, 444,
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Herabefaedroid vefp. dem Oftaeder entfpredende) Gebilbe moglid!;
b) als jujammengefette find bagegen Feine mehr mbglich.?

Wie man hievaus fieht, ift bev distrete enbdlidhe Raum viel drmer
an geometvijhen Figuren ald ber fontinuierliche unendliche. Da fidy
nun ein einfadjerer Raum, ol8 ed berjenige ift, der distret und ENE
gleich endlid) ift, nicht benfen 1Bt unbd da fidh ein Maum, ber ju=
fammengefester b. h. an geometrijhem Jnhalt veidher wave, al5 o3
berjenige ift, bev Fontinuierlid) und unendlich ift, nicht benfen laft,
fo find biefe beiden Maume offenbar die typijden Raumformen
unb bie ihnen entfpredienden Geometrien ftellen typijdhe Geometrien
bar. Daf nun bdiefe Geometrien niht nur in dem Sinne typijd
find, bap fie Geometvien von jwei gany eigenattigen einanber ent=
gegentgefelten unb iiberhaupt eptremen Raumformen darftellen, fondern
baf fie Dies aud) in einem amberen erweiterten Sinme find, b. §. audy
in bem Sinne, bafy filv jede mdglidhe Raumform eine biefer beiden
Geometrien gelten muB, die8 ju zeigen ift die eigentliche Wnfgabe
diefes gweiten Abjdhnittes unjerer Abhandlung. Da e8 nun aufer diefen
beiben extremen RNaumformen nur nod) wei jolde gibt, bie 3ugleid
Tibergangsformen 3wijden ihnen darftellen und ba jede biefer Deiben
Raumformen ein unendlihes Distretum darftellt, o fann man aud
jagen, baf die Unterfudung ber geometrifdhen Steuttur ded unenbdlidjen
Distretums die eigentliche Aufgabe bdiefes Abjdhnitts unferer Abhand-
lung ift, und wir gehen nunmehr ju berfelben iiber.

Daf filr bas unendlidhe infonfefutive Distretum dbie Geometrie
bes fontinuierlichen Raumes ober Fury die fontinuierlide Geometrie
gilt (im Gegenfah 3u welder wiv die Geomelrie des endlidhen Dia-
fretum3 fury bie bistrete nenmen wollen), (aft fih unfdhwer jeigen.
Bunadift ift es Hor, daf, obgleidh das unenbdliche infonfefutive Diskre-
tum ein &ompofitum und fein Totum ift, dasfelbe fich bodh nidht aus
ber Bujommenfitgung von einfacjen Raumpuntten sujammenjesen (aft,
b. b. bosjelbe [aBt fih nidyt aus fonfefutiven unmittelbar aneinanber ans
gereiften Puntten evzeugen. Gin KRompofitum in eigentlichem Sinne ift e
alfo nidht, ein Rompofitum ift e8 nur injofern, inwiefern e8 aus getvenn-
ten Zeilen befteht, alfo bistret ift, die andere wefentlide Gigenjdaft des

! LJEL b.on B4, &, 437.

? Da nimlidy ber n-bimenfionale (pollfommen) ausgebreitete, b. §. (voll=
fommen) zujammengefehte Raum von n-Dimenfionen, wenn n > 4 fibexhaupt
unmdglidh ift. Bergl. ,EL b. n. G.%, &, 434, und bie Beridhtigung dagu.
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Kompofitums, bdie Entftebung aus einfachen Leilen, Hat e nid,
ba Ddiefe Feile nidht fonfefutiv find. Da ibm nun biefe anbere

- wefentlidhe Seite bes Kompofitums fehlt, die dem enblichen Distretum

eigentitmlid) und von diefem untvennbar ift, fo ift foviel gewify, daf
bie Geometrie diefes lehteven ober bie diskrete Geometrie, wie wir fie
oben ber Riirge Halber nannten, filr dasfelbe in ihrem vollen Lm-
fange nidgt gelten fann. Denn nur wenn die Puntte derfelben fon-
jefutiv wdren, fonnte man bdies letere behaupten, aber audy bann
nidt mit voller Sicherheit und jedenfalls night. ohne befonberen Be-
wei8, Da aber die Punite des diskreten Raumes nidyt fonfefutiv find,
jo fann offenbar bdie disfrete Geometrie in ihrem vollen Umfange
nidt mehr gelten unbd fie fonnte dann nur fo gelten, wenn ihr geo-
metrijder Jnhalt echeblid) evmeitert witede. O nun aber HGnliches
in begug auf bie fontinuierlidhe Geometrie 3u fogen ift, ober ob bdiefe
vielmehr nidt uneingejhvantt filr ein foldjes intonfefutives Diskretum
gelten miifte? Wenn nun bdie Fontinuierlidie Geometrie fitr ein foldes
Digtretum nicht uneingejhrantt gelten jollte, bann wiirhe fie, wie wix
gleid) febent roevden, fiir basjelbe itberhaupt pringiptell nidt gelten
und 3 wive bann bie bdisfrete Geometrie biefenige, die eine foldie
bringipielle @eltung in bejug auf basfelbe Batte,

Wo Tliegt nun ber pringipielle Puntt, der die fontinuierlide Geo-
metvie von ber disfreten jdeidet? G liegt in ber ZTatjade der
feummen  geometrijden Figuren. Denn bap bdiefe in einem aus in-
tonfefutiven Teilen beftehenden Raume mbglid) find, folgt olne weiteres
aud ber Definition einer Frummen Cinie bervor® (ba jedes Frumme
geometrijdje Gebilbe notwendigerweife Frumme Cinien enthalten muf),
alg einer Qinie, in ber e3 nirgends (mebreve) Puntte gibt, die in einer
unb berfelben Ridtung Yiegen. Denn da in einem jolthen Raume
ftets jwifdien wei Punften ein dritter und alfo eine unenbliche
Menge von foldyen Liegt, jo ift damit die Moglidyfeit dev Frummen
Linien ofne weitere8 gegeben, denn in einem jolden Raume fann
offenbar jeber Punft einer Qinie in einer anderen Ridtung liegen,
ba in einem jolthen Raume von einem Puntte aud die verjdjiedenten
Ridytungen gegeben find. Jn dem enblichen fonfefutiven Distretum
findb bagegen bie frummen Linien unmittelbar auszufdlieBen: benn
awar tonnten, cein formell genommen, aucy in bder frummen Qinie

t Bergl. bavfiber ausfiihrlier ,Pr. b. M.", &, 278, 9.
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awei Puntte beftehen, die in einer und derjelben Ridtung liegen (bas
finb die fogenannten ,im Unendlidjen benadjbarten” Punfte), aber
bie gwei Puntte bdiirften dann fein Linienftiict bilden’, wei Fonfefutive
Puntte des enbdlidhen Distretums bilben aber eo ipso ein Sinienftiic,
ndmlidy die einfadhfte Gerabe ober bie Clementargerabe?- aljo find bie
frummen Qinien und die Frummen geometrijen Gebilde iiberhaupt
in bem enblidien Distretum abfolut ausgefdiloffen. Aus biefer Aus-
filhrung folgt, daf, wenn in einem Rawme bie frummen Qinten
mbglid) find, fitr Denjelben bie fontinuieclicdhe, und wenn feine
folhen mdglich find, bie distrete Geometrie gilt.

DaB nun fiix den unendliden infonfefutiven distreten Raum die
Eontinuierliche Geometrie pringipiell gilt, folgt unmittelbar aus dex
obigen Ausfithrung. Denn wenn die Teile eined Raumes infonjefutiv
find, bann ift bie Anzahl biefer Teile gugleid) jlechthin unendlich
unbd bie beiden Bedingungen zur Criften ber frummen Qinien und
bemnad) der frummen geometvijdhen Gebilbe itberhaupt find ecfitllt.
Died beides nun trifft audy bei dem infonjefutiven distreten Naume
au. aljo gilt bie fontinuierlihe Geometrie pringipiell fiix benfelben.
Ob fie nun nidt nur pringipiell, jonbern aud) vollftandig und un-
eingefdhuantt fiir denfelben qilt? Dies hingt bavon ab, ob, ber
Definition dev fontinuierliden Geometrie gemdp, alle die iiberhaupt

' Jebe Rurve, bie eine Tangente hat, hat mit diefer (oie fidh diveft be-
weifen [dBL) nidht einen, wie dies aewdhnlih behauptet wird, fondern Jwet
Puntte gemeinfom, nur mup man bdabei bovausfeben, baf biefe Beiben Puntte
feine Sinie bilden, was fie in bem Kontinuum oud in ber Tat nidht gu tun
braudjen, ba hier gwei Puntie, bie fidh unmittelbay miteinanber Dexithren (unb
man muB von ben wei gemeinjomen Puntten ber furve und {ifrec Fangente
borausfeken, baf fie fih wnmittelbar miteinanber berifren), fein Sinienftiid
wifdeneinanber Gaben fonnen, ifre Diftang alfo = 0 fein muf. Su dem
endlidien Distretum bagegen mufp bie Diftany wijden gwei fid) unmittelbox
berithrenben Puntten, wie frither ausgefithet, = 1 fein, gwijhen Fwei jolden
Puntten liegt alfo ein Sinienfticd. Da nun eine Hurve nur in einem infonfe=
futiven Raume mdglidh ift, in biefem aber Feine fonjefutiven Punfte mbglicy
und bod) fitr die jwei gemeinfamen Puniie der Kurve unbd ber Tangente nur
bos Berhiltnis der Konfefution boraudgefet werben Yonne (benn fonjt Hitte
bie Tangente unendlid) viele Puntte mit der Kurve gemeinjam), jo fommen wic
bamit auf eine Sdwierigleit in bem Unenblidyfeitzbegriff, bie von pringipieller
Bebentung ift, auf bdie wiv aber hier nur hinweifen finnen und nur nodj be-
merfen wollen, baB Bier in biefex Siywierigleit boz Geheimnis dber Snfinitefi-
malmethobe liegt, wad wiv an einem anberen Orte ausfithelidy barlegen werben,

? LEBL b 1 B.", B, 342, Def. 16 und 17,
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bentbaven geometrifden Figuren in bem infonfefutiven Disfretum
ebenfo gegeben vefp. gebacht werben Fommen, wie bies in bezug auf

~ ben fontinuierlidhen Raum gilt. Da nun alle die itberhaupt denfbaren

geometrijden Figuren in dem Kontinuum nur deshalb gebadt werden
fonnen, weil bavin alle bie fiberhaupt denfbaven Frummen Tiguren
miglid) find — benn Ddiefe fehen in lepter Snftany als Bedingungen
ihver Moglichfeit die Unendlichfeit der Ridtungen von einem Puntte
aus und bie unendbliche Anzahl bder Raumpuntte boraud, unb wo
unendlidy viele Ridtungen von einem Puntte aus und wo eine un-
enbdlidhe Anzahl von Puntten gegeben find (mit jener erften Bedingung
ift bie gwette, nidht aber umgelehrt — vgl. dariber nody weiter unten
— gegeben), ba find offenbar audy alle bie iiberhaupt dentbaren gerab-
linigen (unbd jelbftverftandlich gemijdhten geradlinig-frummen) Figuren,
aljo aud) alle Figuren itberhaupt, mdglich —, und da in dem wunend-
lichen infonfefutiven Diskretum die beiden Bebingungen der Frummen
oiguren erfiillt find, fo find offenbar aud)y barin alle bdie itberhaupt
benfbaven Figuren mbglic), alfo gilt bie fontinuierlide Geometrie
nidt nur pringipiell, jondern audh uneingejdhrantt jir penfelben.t Die
mobernen Mathematifer, die die Distretheit bes Raumes lehren, haben

! Selbftverflindlid) gilt bies nur folange, folange man bie Formelfe Msglichteit
ber midgteutlivifhen Raumformen nicht in Betradpt zicht. Bieht man biefelbe in
Belradt, bann ift e3 offenbar, daf in jeber eingelnen diejer Raumformen nidt alle
bie geometrifen @ebilbe mdglidh finb, bdie in bem alfgemeinen eutlidijden n- (rejp
unendlid=) dimenfionalen infonfefutiven Raume ventbar find (3. B auf einer Rugel-
flache find viele geometvife Gebilde unbentbar, bie in bem breivimenfionalen eu=
tivifden Maum beftehen).

Der allgemeine Gefiditspuntt, von bem aus unjeve beiden typijden Geomefrien
aufgejlellt finb, unterjdhetdet fich von dem allgemeinen Gefiditspuntte, von bem aus bie
euflibijdie unb bie nidteutlivijdie Geometrle alz topijge Geometrien aufgeftelt worben
jind, barin, daf in bemfelben die Yegten elementaren Seiten He8 Naumes jum Bor-
jdiein fommen, wihrend ber leftere bie Uusbehnungsform bes Raumes als Gangen
in Betvadht gieht. Jm erften Falle Hanbelt ez fidh in Tegter Jnftany um die Yrt, in
et er Maum aus feinen Teilen aufgebaut iff, in bem stoeiten Falle dagegen Hanbelt
e fih um die Geftalt, in ber ber Raum als Ganges in feiner Ausdehnung gegeben
ift.  Formell genommen find alle bie nidjtentlivijgen Raumformen verjdiebenex
Dimenfion (und ebenfo eutlivijge Raumformen verfdhiedency Dimenfion) moglidy, und
beshalb milfte eine umfafjenbde Unterfudiung aller {ypifden Geometrien aud) bie
thpifhen @eometrien biefer Wrt in Betvadyt sichen. Do nun bies leghere mehrody
getan worden ift, jo Gaben wiv in ber vorliegenven Ubhandlung eine widtige Gr-
glingung biefer Unterfudungen der typijden Geometrien liefern wollen, allerdings
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alfo mit ihrer Behauptung rvedht, daf fitr benfelben bdie Fontinuier-
lide (ober bie geltende) Geometrie uneingefhrdantt gilt, ba fie Hen-
felben zugleidh al8 infonfefutiven unendliden Raum auffaffen.

eine Grginjung, bie mehr aols Ergingung ift, ba fie typijce Geometrien umfaft, die
viel fumbomentaler finb al5 bie Bisher berlidfichtigten.

Dok fid ber Gefichispuntt unferer Geometrien mit vemjenigen ber nicht:
eullidijden mehrfady Freupt, ifi leicht eimguiehen.  Erftens find, wie id bies anber-
wiirtts gejeiat Habe (vergl ,Pr. b. M.", &. 291), die nidteutlivijdhen Raumformen in
bem bisfreten endliden Maume gar nidgt denfbor wnd, wir fligen Bingu (vergl.
daviiber teiter unten), fie find Uiberfaupt in ben Réwmen, filv die die distrete Geo=
medvie gilt, unmbglidh. Pringipiell miglidh find fie nur in denjenigen Raumformen,
flir die die fontinuieliche Geometrie gilt und jwar gilt {iberfaupt die fontinuierlide
Geometrie in einer nidGteutlidvifhen Raumform ftels eingejdhrantt.

dd mup jdlieflic nodh ausdriidlic bemerfen, bah i in viejer Wbhandlung
nur von Riumen gefprodien habe, die [Hidenlos find, b.D. in benen 5 feine, jei
e5 auSgebebnte, fel 8 unausgevehnte Liden gibt. Bwar milffen, wic i bies an
einem anberen Orte ausfilhriid bargelegt Habe (veral, ,Pr. b. M*, &. 255), bie
ivreellen Puntte im disteeten fonfelutiven Maume leere nidjt'[cienbe Litden darftellen,
bodj find biefe Qiiden erftens einfady und sweitend lafjen fie fih durd) bdie veellen
Regationzalte, die aufercdumlid find, ausfitllen, auferdem Fomrnen diefelben, wie in
bem ecften Wbjdnitt nadgemwiefen, ouf vem Standpuntie der reinen Mathematit alz
nidyt Defteliend betvadhtet werden, fo baf ber bisfrete Yonfefutive Maum ale ein voll-
fommen liidenlofer belraditet werben fonme. Dic liidenBaften Riume betrachte i
fiberhoupt als Raume, die nidht einmal formell mdglidy find; denn man famn den
Roum nur als eine Tidenlofe Bielbeit (ober fogen wir meinetwegen Mannigfaltigeit)
bon Puntten vefinfeven (fei 8, dak die Puntte als wirtlid) gegebene ober fingierte
orauSgefeht wecden), jo Dok, bem Begrifie ber Formellen Mglichleit folgend, bex
lidenfafte Raum ald Formell unmbglidy ju Betvadyten ift, o derjelbe unmittelbar
gegen die Definition des Rawmes als jolde verfivht (Maumbiden witrben ausgedeinie
ober einfadfe niditfeiende HuSbehnungen beveuten und bem abfoluten Nidts als
folchem Yann body feine Logif Auzvefnung wie dberfoupt ivgendeine andere bem Te-
alen gufomutende Gigenfbaft jufdhreiben). Mur eine Wifjenfdaft, die aud) die jo-
genannten logijdy unmdglidhen Gegenftinbe in Betradt 30ge (wie Meinongs Gegen:
ftanbBtheorie bied fein will), fonute bie lidenhaften Roumformen in ihre Domane
siehen und wir diberlaffen 5 ihe gerne bies gu tun. Das Formel-Moglidye liegt eben
an der Grenge jwifhen bem Logifdh-Miglicen und dem Logifd-Unmigliden und ber
veinen Mathematit fann man nod evlauben, fih damit ju bejddftigen, wu muf jie
fid) balbiei vor ver Gefalhr Bitten, bos Fovmell-Mbalide mit dem Logiid-Unmbgliden
au berwedfeln. Bon biefem legteren Borwourfe find gerade bie modernften Mathema:
tifer nicht freizufpredien (jo gilt dies in hofem Make 3. B. filr ben aud) an fonftigen
logifdien Miingeln Leidenben Bexfud) Dav. Hilberts, bie Grunblagen der Geometrie in
umfafiender Weije 3u entwideln. Bergl. defien , Brundlagen der Geometrie”, 2. Uujl.,
1903),
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Daf dagegen fiir ben Eonfefutiven unendlicien bisfreten Raum
bie Fontinuietlide Geometrie nidht mebe qilt, bafy vielmehr fiir den-

felben pringipiell bdie bdistrete Geometrie, . b. bie Geometrie des

bistreften enblidhen Naumes gilt, das ift eine Behauptung, bie den
Bertretern dev geltenbden Unendlidyfeitsmathemati auf den erften Blid
vielleidht fehr parabor erjdieinen wird, deren Walbrheit aber unmittel-
bar aus unjerer Yusfithrung itber ben prinipiellen Punft, der bie
fontinuierlidie Geometrie von ber bdistreten jdbeibet, einlenditet. Denn
wenn bie Teile vefp. bie Punfte des Raumes tonjefutiv find, bann ift
biefer Raum disfret und bipuntiuell, die einfacien Diftangen wifden
gweien fid) beviilhrenben Punften eined jolden Rawmes (bie irreellen
Bwijdenpuntte) madjen aber, dba fie einfadje gerabdlinige Sinienftiide
bilben, frumme Qinien und demnad Frumme geometrifge Gebilbe
iiberhaupt in einem foldhen Raume unmiglich. Gs ift alfo ungweifel-
baft, baf bie bistrete Geometrie fiir bem unendlichen diskreten fonfe-
futiven Raum pringipiell gilt, und es fragt fih nur, ob fie fjiir
benfelben cbenfo uneingejdhrantt, d. §. in ihrem vollen Umfange gilt,
ie bies filr bie fontinuierlidhe Geometrie in besug auf bas infonfe-
futive unenbliche Distretum der Fall ift. Wabrend mun in der Gin-
fgvanfung ber Geltung ber fontinuierliden Geometrie in bivettem
Ginne bie Rede fein fann, b. B, diefe Einjdrinfung Bier nidht nur
in rein formel=begrifflidiem, jondern audy infaltlichem Sinne gilt, ift
bied bei ber bisfreten Geometrie nidst mehr ber Fall, hier bebeutet
offenbar bie Ginjdrinfung in jormell-begrifflihem Sinne eine Gi-
weiterung in infaltliem Sinme, ba bie bdistrete Geometrie (d. ¥
bie Geometrie des endlichen Digfretums) in begug auf den Reichium
an geometrijden Figuren offenbar das Minimum, die Eontinuierlide
bagegen dag Mazimuwm darjtellt, jene aljo mur evieitert, biefe ver:
engert werben fann, Wahrend nun Bei dem infonfefutiven Disfretum
nur gwei [pezielle Raumformen zu unterfdeiden find, je nadbem
basfelbe feimer Ausdehnung (und nidjt bloB Der Anzahl feiner
Puntte) nad) endlidh ober umendlich ift und wahrend biefe bHeiden
drormen offenbar eine und diefelbe Geometrie haben, find in biefer
Hinfidht bei bem Fonfefutiven unendlichen Distretum im wefentliden
folgenbe brei fpegielle Raumformen au unterfdyeiben:

L. Das unendlide fonjefutive Diskretum ift nur nad) oben un-
endlidh, nad) unten dagegen endlidh, . b. e3 exiftiert nur das unend-
lidh Grofe, dagegen Fein unenblich Kleines in bemfelben, ober, anbers
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ausgebritdt, jebe enbliche Strede in biefem Raume befteht aus einer

enbdliden Anzahl von Punkten. Wir werden biefe Raumform Fury

bag nad) oben unendlicdhe fonfefutive Diskretum nennen.

2) Das unenbdliche fonjefutive Distretum ift nur nad) unten
unendlid), nad) oben bagegen endlidy, b. §. es exiftiert nur bas un-
endlidy Rleine, bagegen fein unendlidy Grofes in bemjelben; jebe
endlide Strede in biefem Roume befteht aus einer unembdlichen Un-
3050 von Punften. Wiv werden bdiefe Raumform fury das nady unten
unendliche fonfefutive Distretum nennen.

3) Das unendlihe Ffonfefutive Diskretum ift Torwohl nad) oben
wie nad) unten unendlid), b, §. e8 exiftiert in demjelben forohl das
unendlich Grope wie dbas unendlidh Kleine; jede endlidhe Strede in
biefem Maume befteht aus einer unendlichen Anzahl von Punften.
Wiv werden diefe Raumform Fury bdas Beiderfeits unendlidge Fonfe-
futive Disfretum nennen.

Da wir nun nod) das Beftimmi-Unendlide von bdem fdhledthin
Unbeftimmi-Unendlidhen ju unterfdheiden Haben, fo wird jebe biefer
bret Hauptformen je zwei Mebenformen Haben. MWir wollen nunmelr
fiir jede biefer feci3 Fonfefutiven unendlichen Raumformen unterjudien,
ob fitv jebe berfelben bie disfrete Geometrie uneingefdrdantt gilt ober
nidt, und gwar werben wiv dies junadft fitr die drei beftimmt= unb
bann fiiv bie brei unbeftimmi=unendligen Raumformen tun.

Wi fommen nunmehr bagu, bdies filr bie erfte einfachfte und
natitelidifte von ihnen alfen ju tun, fiix bad nady oben beftimmt=un-
endlice Disfretum. €3 ift nun leidyt feftauftellen, baf fitv biejelbe
bie bisfrete Geometrie uneingejdhrantt gelten muf. Dies wollen wic
gunddyft an bem einjachften Beifpiele einer joldjen Raumform eigen,

an bem Beifpiele einer breiedigen Gbene. Iie
i) an einem anbdeven Otte ausfilfrlich davgelegt
babe, bilbet biefe bas erfte und einfadhfte Bei-
ipiel eines Raumes, befjen Dimenfionsanzahl

- = L ift, refp. bas einfachite Beifpiel bes Fwei=

ig. 1. dimenfionalen bigkreten Raumes.! Die Fig. 1
geigt ben endlidhen Feil einer foldhen Ghene. Sie befteht aug ein-
fadjen gleidjeitigen Dreieden, b. b. aus Dreieden, beren Seifen ein=
fadhe Elementargeraben barftellen, ba jebes foldhe einfacdhe Dreied aus

1P b MY, S, 263, und LEL b on 6.7, €. 377 und 353, 4.
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ber unmitielbaren Berithrung dreier (veellen) Puntte miteinander befteht
refp. entfteht. Ob fidh nun die innece geometrijde Struttur diefer Ehene
anbern wivd, wenn wir fatt der endlidhen nzabl von Mittelpuntten,

~auB benen fie entftebt, eine unendliche Anzahl von Joldyen borausjehen?

Offenbar nidht im geringften. Denn dann wird nicht jede veelle pber
imagindre @erade (refp. Seilgerade), bdie in biefem Raume befteht,
mur aud einer endliden Angahl von Mittelpuntten (vefp. den ent-
fpredjenden Berithrungsentfernungen) beftehen, jondern 8 wird daneben
aud) (gange) Geraben geben, die aus einer unenblichen Hnzahl von
foldhen Punften und Beviihrungsentfernungen Beftehen, fie werben
aber al8 joldye, obgleid) unendlich, ifhre geometrijde Natur als Gerabe
nidt verlieven. Ob fie bies legtere tun, wenn fie jdlechthin un-
beftimmt unenblid) werden, ift eine drage, die wir fpiter bei Gelegen-
beit ber unmbeftimmt-unendlidjen Faumformen 3u entidheiden [aben
werben, Daf fie e8 aber, folange fie beftimmt unendlidy finb, nidt
tun, ift obne weiters flav. Denn, wie i) die8 an eimem anberen
Orte ausfiihelicher gezeigt Habe, Fann fiy bie Gerabe in ben freis
folange nidit umwanbdeln, folange man fih in bem vaumliden Ge-
biete Des Deftimmt UUnendlichen Bewegt, weil dann bie fritmmung
be3 Rreifes nod) immer, wie grof audy ber unendlid) grofe freis-
tadiud geworden ift, eine beftimmte wenn audy unenblidy-fleine Grife
barftellt.' €8 fann alfo bie Borausfebung, bdie beftimmi-unendlich
grofe bisfrete Gevabe werde im Unendlidien aum Rreife, nidht ge-
madit werben. Wiire biefe Borausfeung ridtig, bann wiirhe alfo
an ber Grenge des8 nad) oben umendlidhen fonfefutiven Distretums
eine frumme Sinie aufteeten und bie disfrete Geometrie wiithe offen-
bar nidht mehr uneingedjrantt fiir basfelbe gelten, bann wiithe viel-
mebr filx basdfelbe feiltveife audy bie fontinuierliche Geometrie Geltung
baben, wie ja anbers aud) nidyt gu erwarten ift, ba eine Griveiterung
ber bistreten Geometrie offenbar mit ihrver teilweifen Aufhebung iden-
tifdy ift.

Dasfelbe, was Bier fir das nadg oben beftimmt=unenbdliche fon-
fefutive Distretum ausgefiihrt wurbe, qilt offenbar aud) filv das nach
unten Beftimmt-unendlide Fonfefutive Distretum. Denn hier fann
von einer Berwandlung der Gevaben in den Mreid Feine Jede fein,
ba eine folhe Verwandlung nur in bem Unendlidh-Grofen mbglid

!B b M, S, 235,
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ift, felbft wenn alfo iede endlide Strede in bem fonfefutiven Dis-
fretum aus einer (Beftimmd:Junendliden UAnzahl von Punkten befteht,
ift baburd) in ifrer geometrijdien Struftur gar nidts gedindert, fie
bleibt aus fonjefutiven PBuntten befteben, fitr bie entipredienbe bia-
frete Raumform muf alfo bie bistrete Geometrie uneingefdranft
gelten.

Gilt fie nun fiir die Geiden erften Fovmen bHes fonfefutiven Be-
ftimmt=unendlicien Distretums uneingefdrantt, dann muf fie aud
fitx bie britte uneingefdjeantt gelten, §o biefe ja nur die unter-
idbeidenden Merkmale ey beiden erften in fid vereinigt. Fiir bas
beftimmt-unenbliche fonfefutive Disfretum gilt alfo bie disfrete Geo-
metvie uneingejdjrantt,

©b fie bies aber aud fiir bas unbeftimmi=unendlidye fonfefutive
Disfretum tut? Die Untwort auf bdiefe grage fljeint quf ben] exften
Blid redit fhwierig au fein. Denn wenn wir aundadit bie einfadfte
Form eines folden Distretums, biejenige bes nady oben unbeftimmi-
unendlidien eindimenfionalen Raumes, in Betracht sieben, fo fdeint uns
auf den ecften Blid unmbglidy 3u fagen, ob fih der Kreis — und darauf
fommt es offenbar an — in bem HnEe[timmt=iIneanid;en, e biefes
fonfefutiv-bistret ift (unb nidt infonjefutiv), in bdie Gerade verwanbeln
with ober nidt. Daf fidh ber Kreis in dem infonfefutiven nady oben
unbeftimmi-unenbliden Raume in bie Gerabe verwanbeln witd, baran
fann es feinen Bweifel geben, da in biefem Falle, wie idh dies ander=
warts aejeigt Habe! und yie fidh bas leidit einfehen ldBt, bie
Sreilmmung Hes Rreifes gur abjoluten Tull wird. Daraus folgt aber
gar nidyt, bafy fid) bie Gerabe an ber Grenge bes unbejtimmt-unend-
lidhen fonfefutiven Diskretums in dent Kreis vermandeln wird, Denn
bei jener Umwandlung des Streifes in bdie Gevade in bdem infonfefu-
tiven unbeftimmt-unendlidien Raume wav eigentlid nicht das Un-
beftimmi-Unenbdlige, fonbern bdas Jnfonfefutive desjelben ent-
jdeibend, Das Unbeftimmi=1nendliche ift babei wohl bas conditio
sine qua non, e3 ift qber nidt die wollftandige Bedbingung jener
Umwanbdlung, vielmehr ift bas Snfonfefutive bie bingugefommene
Bedingung, bie bdiefelbe evmiglidt Hat, Denn damit bie friimmung
bes Rreifes zur abjoluten Mull toith, muf bie unenbdlid:-fleine Strede,
bie die Diftan; des freifes von der Geraben (al8 feiner Grenge im

1P b M, S, 235
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Unendlidhen) barftellt, ur abjoluten Rull werben Eonnen, was fie aber
offenbar, wie id) dies anderwirts geeigt Dabe!, in Hem fonfefutiven
bisfreten Raume nidht tun fann, el ia biev jwei fonfefutive Puntte
in einer Diftang voneinander liegen, bie nicht = 0 ift. Wenn nun
fo audy der nady pben unbeftimmi-unenbdlide fonfefutive bistrete Raum
bie geometrijthe Steuttur per bistreten Geomelvie uneingefdranft
befiken muf, dann [aBt fih dasfelbe Teiht aud) filr die Beiden an=
beven entpredienden Raumformen des Fonjefutiven unendlicdgen Dia-
Eretums einfefen. :

Was wir nun fo inbivett, burd) bie Betradtung ber Unmbg-
lidhfeit bex Umwandlung pes Rreifes in bie Gerabe in bem  unenb-
lichen Fonfefutiven Distretum, nadigewiefen  Haben, beR namlidy fite
alle migliden ipeziellen Raumformen pes unendlidhen fonfefutiven
Disfretums bdie bistrete Geometrie uneingejdrantt geften mug,
Tonnen wiv audy direft qus ber Matur bes fonfefutiven Distretums
nadweifen. Sn dem fonfefutiven Diskretum als foldem, wenn von
beffen Tegten Glementen wnp threr Anordbnung ausdgegangen Ivich
(ogl. Jig. 1), ift offerbax nivgends ein Rreis ju teeffen.  Bunadit
ift bied8 unmittelbar einleucitend fiiv Has endlidie Gebiet biefer Gle-
mente (mag biefes endlide Gebiet felbft in bem unendlich-Fleinen Ge-
biete ded gangen Maumes liegen), wir haben aber gar feinen Anlof
boraudgujeben, baf bem anbers in pem unenblid) groBen Gebiete
berfelben (vefp. dem endliden obex unendlid) grofen Gebicte Hes
gangen Raumes) fein wird, da bie Clemente offenbax audy in bem
Unendlidhen abfolut diefelben geometrijdien Begiehungen Fueinanber
bebalten werden. Die Behauptung, baf im Unendliden die Geraben
einted folden Raumes 3u RKreifen merben (und da infolgebefjen 3, B.
bie in Fig, 1 bargeftellte breiedige Ghene u eirter gejdloffenen un-
endlidh) grofien Rugelflade wird), ift eine diefen Raume gany frembe
Betradtung. Denn nur in einem Raume, in bem er freis als
Figuer Befteht, Bat es Sinn 3u behaupten, berfelbe werbe im 1nend-
liden 3ur Geraben unbd ez mitfie deshalb aud umgetehrt jebe Gerade
eined folden Raumes in Unendlichen ein fHreis jein. ©olange it
uns alfo ftreng auf bem Bobden pes fonjefutiven bisfreten Raumes
aufhalten, Baben wir Fein Redit, von einer wefentlichen %"Inbenung
feiner geometriffen Strutur (bie in biefem Salle allerbingd nuy

LPr b M, &, 237 Wnm,
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bie Geftaltform bes Raumes als Gangen, nidjt aber aud) feine inmere
geometrife Struftur betreffen wilvde) u jprechen; wenm wir aber
anbere Rdaume in Betvadt jiehen, in bdenen entfprediendes moglidy
ift, bann fehen wir audy ein, baf die wefentlichen Bebingungen, die
bie bei ihmen ermiglidien, bei unferem Fonfefutiven disfreten Raum
eben fehlen.

' Wenn nun fo die geometriffe Steubiuy bes Tonjefutiven Disfretums un-
gelinbert bleibt, aud) wenn bie Mngafhl feiner Puntte unendlidy ift, jo ift alfo unjere
Geometric mit dem Jnfinitismus ebenfo vereinbor, wie fie bies von vorneherein mit dem
Finitismus ift. Jn meinem TWerle Habe id bie diskrete Geomelric auf @rund ber
finitiftiien Doftrin entwidelt und will Hier die fundamentalen Puntte Hervorheben,
in benen meine Beweisfilhrungen wmgedindert werben mitffen, wenn man biefelbe Geo-
metrie auf infiniftitijher Grundloge entwideln wil,

S erjter Reibe ift 8 ber Lehriag I im erfien Wbjdinitt bes exften Teils (vergl.
«BL o n 8%, &.347), befien Beweisfiihrung von Grund aus umgeftaltet twerben
muf.  Diefer Vehrfof lowtet: ,Jeber Punft in der urfpriinglidhen ausgebreiteten
Ghene berfifret fid) unmittelbar mit fechs Puntten”. Derfelbe wirh bewiefen aus ber
Unmbglichleit einer unendlidhen Argahl ver Puntte im Raume (Agiom 2 pergl. ,GL
b0 @, ©.344). RNun, verfelbe Lehrfak 13kt fich aud) aug den blofen Ridhtungs-
verhiltnifien der entjpredjenden BVerithrungBentfernungen flthren, wie fidh bies leidt
seigen [aft, o daf die Ridjtigleit diefes Befrinkes unabhingig vom dem Finitis:
mus ift.

RWeiter ift & dann nod) Lehriag 59 cbenfo im erften Wbjdnitt ved erften Teils
(ib. ©. 382), ber, infofern er bile Unmoglidhfeit ves einfadjen Fiinfeds auf Srund
beg vovigen Delhufales Beauptet, dahin umzuinbern ift, baf bdiefes legtere midglich
wird, in weldem Falle dann bie Argumentation jum Lehefaty 1 bes jweiten Teiles
(ib. &.882), ber bie Unmiglichfeit bes brefecfigen (vefp. tetvaedrifen) dreidimen=
fionalen Raumes behauplet, infofern fich biefelbe auf die Unmbglidhfeit des einfadyen
Titnfeds qrilnbet, auf die entfpredenven Entfernungsverhiliniffe, die man leidht durd
Beredmung fefiftelen fann, ju fHilgen ift. 6§ muf im Jujammenfang mit diejen
Uusfiihrungen ausbrildlid) bemerfen, baf bdie Frage ver Miglidhfeit bes einfadben
Tiinfedd feine pringipielle Beveutung filr dle disfrete Geometrie fat.

Driffer RB[Hnitt,

Die fvanafnifen 3aflen und baz konlekutive
Diskrefum,

Naddem wir nun jo nadgewiejen Gaben, daB bas fonfefutive
Digfretum feine geometvijdhe Stouftur nidt dnbert, aud) wenn bdie
Babl feiner Puntte unendlid) twird, miiffen wir nunmehr unterfudhen,
ob bie Anzahl der Puntte in einem jolden Distretum wirflic) unendlidy
fein fonne ober nidyt, wiv wollen Bier alfo die Moglidykeit der Anwendbung
der transfiniten Jahlen auf dasd fonfefutive Disfretum unterjudien.

{lber transfinite Baflen find zwei verjdhiedene Theorien aufge-
flellt worben. Die exfte von ihnen, bdiejenige von Cantoy, ift ftvenger,
aber aud) abftrafter, bie jweite von ifnen, biejenige bon Bevonefe, ift
weniger ftrenge, aber anjdaulidier und fonfreter begriinbdet worben.
Wir werben die Anwendung beiber Theorien, zuerft berjenigen Cantors
und dann dberjenigen Beronefes, auf dad fonfefutive Distretum unter-
fudpen, wobei fid) BHerausfiellen witdb, da bdie beiben Theovien nidyt
gar fo grunbverjdyieden voneinanber finb, wie ihre Urheber died be-
baupten, und daf feine von ihuen auf dad fonjefutive Disfretum an=
wenbbar ift. Da died aud) filr die britte, jwijen ihnen in ber
Miitte ftehende (und, wie wic fehen werben, natitxlidiite und logijdefte)
gilt, jo wird fih uns baraus ald Enbergebnis ergeben, dap bie Un-
0Bl ber Punfte in dem fonfefutiven Disfretum nidht unendlidh fein
tonne, woraud wir dann nod) widtige Folgerungen in bejug auf bie
Ausbehnung nad) oben unbd unten bei den anberen Raumformen iehen
werden.

Die transfinite Bahlenlehre Cantors bildet einen Teil feiner all-
gemeinen transfiniten Mengenlelre.

Den Kern ber fransdfiniten Mengenlehre Cantord bildet befannt:
lih die Behre von ben wohlgeordneten Mengen, auf der bdie trans-
finite Bahlenlehre unmittelbar aufgebaut ift. Die wohlgeordneten
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Mengen bilden einen Spezialfall bHex einfad) georbneten Mengen.
Wabrend in einer einfad) georbneten Menge die eingelnen Glicder fo
geordnet find, bah 3wijden je jwei Glementen berfelben eine beftimmte
Rangordnung befteht, wonad) das eine von ihnen ben niedrigeven, bas
anbere den BHoheven Rang einnimmt, vefp. baz niedrigere vor dem
hoberem, bas hohere nad) dem niedrigeren u ftehen fommi?, find bie
Glemente einer wohlgeordueten Menge nod) den folgenbden soet  pe-
giellen Bebingungen unterworfen:

1) Jn jeber wohlgeordueten Menge gibt e8 ein bem Range
nad) niedevftes b. §. erftes Glement,

2) Jebes Glement einer wohlgeordreten Menge Hat, falls es nidit
bas hodfte ift, ein nddfihoheres b. §. die Glemente der wo}lge-
otbrieten Menge find unmittelbar aufeinanberfolgend ober, anders
audgebriict, fonfefutiv,?

Den Ordrungstypus einer einfadh geordneten Menge M (wir be-
fgvanten wns Bier nur auf die einfad) geovbmeten Mengen, da die
mehrfad) georbneten Feine pringipielle Bedeutung fiir unfere Unter-
fuchung Haben) definiert Cantor als oven Allgemeinbegriff, weldjer jidy
aud M ergibt, wenn wir nur von per Bejdjaffenfeit der Glemente m
abfteabieven, bie Rangorbnung unter ihnen aber behalten” b, §. der
Orbungstypus, den Cantor mit M begeidnet, ift felbft eine cinfady
georbriete Menge, deven Elemente aber lauter Einjen finb, bie die-
felbe Rangordnung untereinanber Daben wie bdie entfpredenden Gle-
mente von M, aus benen fie durd Ubfteaftion Hervorgegangen find.®
Diefer Definition gemdf wird nun offenbar der Orbnungstypus einer
wohlgeordneten Menge, ba beffen Glemente aus Ginfen beftehen, bie
vou einer erften Ging anfangend fonjefutiv aufeinanbderfolgen, eine
Babl darftellen und jwar joll ex nady Cantor bie jogenannte Ordinal
3abl daxftellen, ba, wie er vorausfelt, bie weiteve Abftraftion von ber
Orbrung der Elemente einer einfach georbneten Menge bie jogenannte

! Bergl. @. Gantor, o Beitrlge gur Begriindbung der transfiniten  Diengen-
lehre” in , Matfematijde nnalen”, Bh. 46, §7, &. 496, und €. Hundington, «The
continuum as a type of orders in e¢Annals of Mathematicss, vol. 6, & 12,
p. 157,

* Gantor, Mathematijde Annalen, Bb. 49, §12, &. 207, und 1. Sdybnflte,
«Die Entwidelung der Lehre von ben Punftmannigfaltigheiten® im wdnfresberidht ber
beutjden Mathematifer-Bereinigung”, 8. Bb., 2. Heft, ©. 36.

® Gantor, Math. Unnolen, By, 46, ©. 497,
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Rarbinalzahl ober iﬂtﬁcﬁtigfﬁi\t ergibt (Cantor begeichnet fie beshalb
mit M, wenn M eine einfady georbnete Menge darftellt).
Um einfadsften laffen fid) alle biefe Begriffe an Bahlen und Jahl=

'mengen felbft illuftrieren und zwar wenn jede Bableinbeit durd) ihren

natitclidfien und im Grunde eingig addquaten Reprafentanten barge-
ftellt with, ndmlidy durdh den einfadjen Raumpuntt. Dies will id
in ber §ig. 2 fun, die und jugleidy Jpater von groBer Bebeutung fein

(@+1)
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Fig. 2,

wicd. Die Bertifalreihen diefer Figur ftellen durdh ihre Punftmengen
die Bahlen 1, 2, 8, 4, 5, ....v....® dar (bie Stede be=
beutet basd in3 Unbeftimmte fich ausbehnenbde Gebiet der endlidjen
Bablen, wabhrend die Strede ben begrifflidhen Bujammenfang der
Bahl @ mit biefem Gebiet bebeutet). Sebe foldhe vertitale PBunttmenge
joll nun ein Glement ber Menge aller diefer Mengen bebeuten. IWie man
fiebt, ftellt biefe Gejamtmenge eine wohlgeordnete Mienge bar, benn in
ihr ift ein erftes mit 1 begeidhnetes Glement gegeben unbd auf jebes,
aufer bem lehten mit o begeidineten, folat unmittelbar ein nadhfolgen=

1 Ih, . 498,
Petronievicd, Die typliden Geometcien. 3
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bes, Ubftrabiert man nun in diefer Menge von der Bejdaffenbeit
ihrer Elemente und faBt man jebed von ihnen al3 eine cinfadie Eina
auf, fo lagt fidh die durd) eine folhe Abftvattion gewonnene Menge
refp. ber Orbnungstypus ober bie Ordnungsdzahl der erfteren ald bdie
burd) bie Hovizontalveihe ber Fig. 2 davgeftellte Punftmenge auffaffen,
und wir gelangen fo ju einer villig flaven anjhauliden Davftellung
ber Orbinalzahl einer wohlgeordneten Menge.

Da fidh nun bei einer endliden Menge (und jede endliche einfach
georbnete Menge ift jugleid), wie Teidht eingujehen ift, eine wohlge-
ovbriete Menge) der Ordbnungstypus derfelben nidt anbdert, man mige
bie gegenfeitige Stellung ifver Glemente wie immer dndern, fo
entfpridt einer und berfelben endlichen Karbinalzahl fiets eine und
nur eine endlidhe Ordinalzahl. Dagegen danbert fidh der Ordnungs-
typus einer unendlidhen Menge, wenn ihre Elemente in eine verdnberte
Stellung jueinander 3u ftehen fommen?, jo dap einer und berfelben
unendlidgen Rardinalzahl (die Kardinalzahl ift ja ihrer Definition
gemdB von ber Orbuung der Elemente unabhingig) unendlich viele
Ovbinalzablen entjpredjen. Alle bdie unendlich vielen transfiniten
Orbdinalzablen, bie au einer und bderfelben transfiniten Kardinalzafl
gehdren, bilden ein einbeitliches ujammenbhingendes Syjtem ober eine
trangfinite Babhlentlaffe. Unbd jwar bilben alle die unendlidh vielen
transfiniten Ordinalzahlen, bie aus der fleinften von ihnen, welde die
Gefamtheit aller enblidhen Ordinalzahlen barftellt unbd die Cantor mit
o begeidhnet, Dervorgehen und welde ber Madtigleit ber Gejamtbheit
alfer enbdlidjen Orbinalzahlen (ober ber Madytigleit von w) entjpreden,
bie erfte transfinite Safhlflaffe ober bdie Bahlentlaffe IT [die Baflen:
EHaffe (I) umfaft bie endliden Orbinalzahlen). So jollen weiter alle
bie unendlidhy vielen Ordinalzahlen, bie der Machtigheit der Gejamt:
Deit aller Bahlen ber Bahlentlafje (II) entfpredien, bie Bahlentlafie (IIT)
bilben ujw. in infinitum. Sdlielid follen alle bdie itberhaupt

! Der Oronungsinpus einer Wenge wird nad) Cantor nidt gedindert, wenn
ihre Elemente bei ifhrem Driswedfel mir folde Umformungen erfafren, welde fich anf
eine enblidje ober unenblidhe Folge von (gegenfeitigen) TranSpofitionen vonm je jmei
Glementen gurlidfilhven laffen. el einer (beftimmien) endlihen Menge find die ents
[predienden Umformungen fletd von diefer Wrt, fo baf ber Ordnungsiypus einer end=
lidjen Menge flets ungedinbert Bleibl. Bel ben unendlidhen Mengen ift bies nidt
mefir ber Fall unbd daber die entfpredjenve Unberung bes Ovbmungstypus; vergl.
Cantovs ,Mitteilungen gur Behre vom Tvansfiniten” in ,Jeitjdeift filr Philofophie
und philofophifdhe Kritit”, Vb, 91, &. 96, 7.
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bentbaren endlidhen und tvandfiniten DOrdinalzahlen, ihrer Grofe nad
georbnet, eine lete wohlgeorbrnete Menge, bie fogenannte Menge W

bildben, bie aber nad) Cantor feinen Ordnungstypusd und demnady feine

Machtigteit mehr Befiben foll,

Radydem wir und fo mit bem Wefentlichen unbd fitr unjere Unter=
fucdpung Unentbehrlidhen aus der trangfiniten Bablenlehre Gantors
befannt gemadht Haben, wollen wic nunmebr die Moglicdhfeit der Yn-
wenbung berfelben an bas fonfefutive Disfretum unterfudjen. Wi
werden bies an der exflen einfadiften Form beafelben, an dem nadh
oben unendlidh fein follenben Distretum, vornehmen, weil fidh bdie
bavan gewonnenen Rejultate fehr leidt audy auf bie iibrigen Formen
ibertragen lafjen. Das einfadite Beijpiel des nad) oben unendlidgen
Tonjetutiven Distretums ift offenbar eine gevablinige Puntenmenge,
berent Punftengahl gleid) Cantors w ift vefp. fein foll, IWir ftellen
fie in ber Fig. 3 dar, worin bdie Streden und bie
ihnen in ber Fig. 2 gegebenen Bedeutungen Haben. Da nun eine
jolche Punttenmenge ber Borausjebung gemdp aus lauter fonjefutiven

1. 2 8 4 v w
Fig. 3.

(:J ': 4 3 2 1
Fig. 4.

Puntten befteht, fo entjpricht jebem eingelnen ihver Punkte, von dem
mit 1 begeidhneten angefangen, eine beftimmte Orbinalzahl aus ber
woblgeordneten Menge endlicher Orbinalzafhlen 1,2, 8, 4, ....v,...,
wie dies aus dem Bevgleid) der Tig. 3 mit Fig. 2 leidyt eingujehen
ift. Dem lehten in ber Unendblichteit liegenden Punfte biefer Menge
entjpridit bie fleinfe transfinite Ordinalzahl, roeldie den Orbnungs-
typus jemer Menge aller endlichen Ordinalzahlen barftellt, aljo bie
Orbinalzabl o,

Die geometrijdhe Menge der Fig. 3, die fo ber arithmetifden wobl-
geordmeten Menge 1, 2, 3, 4, ....v, ....0 entfpridht, ift offen-
bar felbit eine woflgeorduete Menge, ba fie in folgenben Cigenfdaften
mit ihr dbereinftimmt: 1) fie at ein erftes Glement, e ift ber ber
Orbinalzabl 1 entfprediende Puntt; 2) jebes ihrer Glemente hat ein
ithm unmittelbar nachfolgendes, jo wie auf jebe endliche Ordinalzall
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eine nad)fthdhere rvefp. nachfigrdBere folgt; 3) ber ber Ordinalzahl
o entfprediende Puntt lieat ebenfo auBerhalb bes Gebietds der ben
endliden Ovdinalzahlen entfprechenden Puntte, d. . ex liegt in bejug
auf ben Punft 1 in unendlider, wahrend jeder einer endlichen Ordi-
nalzahl entiprediende Puntt in endlidher Entfernung von diefem Puntte
liegt, wie bie Ordinalzahl o auperhald des Gebiets enbdlicher Ordinal:
joblen liegt, d. h. in bie Meibe derfelben gar nidht Hineingehort. Anf
@rund Ddiefer brei vbllig ibereinftimmenden Gigenjdaften (aft fidh
aljo die geometrijdje wohlgeorbnete Menge der Fig. 3 gang wohl unter
bert Begriff der avithmetijden voohlgeordneten Menge 1, 2, 3, 4...v
+.«. ® fubjummicren und diefe Teptere alfo auf die erftere wenigftens
formell ganj tabellod anmwenben. Die geometrifde wollgeordnete
Menge der Fig. 3 hat aber gewiffe Cigenfdaften, durd) die fie fich von
bev entipredienden arithmetijhen woBlgeordneten Menge wefentlics
unterjdeidet, jo daB badurd) die Anwendung bes Begrifis der lehteren
auf die erfteve ju Wiberfpriichen fithet, die die transfinite Safhlenlehre
Cantors nidyt ju iiberwinden vermag, fo daf wiv baburd zu gemwiffen
funbamentalen Wmbilbungen biefer Lehre gendtigt find, duvd) die aber
bie eigentlicdhen Widerjpriiche des Unenblidhen mux defto offenfunbiger
jutage tveten.

Der erfte und jugleid) dev Degrifflich brimare Unterjdhied swifchen
bent beiden vten Der woblgeorbneten Mengen Defteht bavin, bof,
wifhrend bem hocbften Clemente w ber avithmetifden wohlgeordneten
Meenge 1, 2, 8, 4, ....v..., o (cbenfo wie dem erften Glement
berfelben) fein foldes unmittelbar vovausgeht — da 8 feine grofite
endliche Ordinalzahl gibt und nad) Cantor o — 1 (refp. @ — v iiber-
haupt) gleid) o fein joll —, bem Gichften Glemente bex entfpredenden
woblgeordneten geometrijdhen Menge der Fig. 3, b. h. dem ber Orbi-
nalzahl o entjpredenden Punkte, unmittelbar ein joldher borausdgeht,
ba ja biefe Menge ber Vorausfesung gemdh aus lauter fonjefutiven
Puniten befteht.

Der gweite aus diefem erften unmittelbar fich evgebende nidht
minber widtige Unteridiied befteht barin, dafi, wahrend die Umtehrung
dev atithmetijden roohlgeordneten Menge 1, 2, 8, 4...v,...w, b. ).
bev entfprediende inverfe Ordnungstypus *o + 1 unmbglid) iff — weil
bem Gliede o in diefer Menge Fein Glied unmittelbar vorausgeht —,

! Bergl. W. SchiinflieR, ,Jabhresberidit bev veutidhen Mathematifer-Bereinigung®,
B. 8, Heft 2, ©. 36.
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bie Wmlehrung Bei ber entfpredenden geometrijien wohlgeordneten
Mienge offenbar moglichy ift, benn Hier geht bem ber Ordinalzahl o

entjpredyenden Punfte unmittelbar ein andever Puntt voraus ujw.

Die Fig. 4 ftellt bdiefe Umbchrung ber geometrijhen Menge bder
§ig. 3 bar, indem barin ber ber Orbdinalzabl o entfpredjende
Puntt ber lefsteren der Ordinalzahl 1 entfpricht und umgelehrt ber
ber Orbinalzahl 1 entjprechende Punft der Ordinalzahl o in ihe
entfpridht. Auf Grund be3 erften wefentlichen Unteridhieds 3wijden
ber avithmetijden woflgeordneten Menge 1, 2, 3, 4 .. ..v.... 0
und ber entfprechenden geometrijdhen twohlgeordneten Menge e
Fig. 3 erhebt fidh die widhtige Frage, wos fitr einex Ordinalzahl der
dem lebten o=Puntte diefer lesteren Menge unmittelbar vorausgehende
Punit entjpricht? Auf diefe Frage find offenbar nux folgenbe brei
Untworten mbglih: 1) entweder entfpricdyt diefer Punkt einer von den
® vorausgehenden Ordinalzahlen bder obigen wohlgenrdneten arithmes
tijen Menge, alfo einer enbliden Ordinalzalhl; ober 2) diefer Puntt
entfpridht der Orbinalzahl o jelbft; ober 3) entfpricht biefer Puntt
einer gwijden ben endlidhen Orbinalzahlen und ber Orbinalzafl
liegenben Orbinalzahl, alfo einer von @ Fleineven transfiniten Orbi-
binalzahl.

Die etfte Antwort ift an und fir fich die natiiclichfte, weil fie
fid) unmittelbar aus ber vorausgefesten Natur bex geometrijden Menge
ber {ig. 3 ergibt. Denn ber Bovausfebung gemdf foll ja die An-
jabl aller bem lepten o-Punft diefer Menge vorausgehenden Buntte
glei © fein, woraus ohne weiteves folgt, daf jeber biefer Punfte
ebenfo einer endliden Ordinalzafl entjpredien muf, wie bie der Orbi=
nalzafl o vorausgehenden Ordinalzaflen alle endlich find. Nber vb-
gleicy diefe erfte Antwort die natiiclidjte ift, ift fie dodh augleich) bie
unmiglidyfte, toeil fie einen unmittelbaren Widerfprudy in fich enthalt.
Denn wenn bev bem w=Punkte der geometrijden Menge der Fig. 3
unmittelbar vorausgehende Puntt einer endlichen Orbdinalzahl ent-
fpridjt, fo bebeutet das nidit mehr und nicht weniger, als daf bie
Angahl der dem w-Puntte vorausgehenden Puntte jener Menge eine
endliche ift, woraus folgen miifste, daf bie Ordinalzahl o jelbft enb-
lidy ift, wag ein offenbaver Wiberfprud ift.* Diefe exfte Moglichteit

L Dicfer Widerfprud) entpricht dem jogenameten Wiberfprude ber unendliden

Bafl, vem evjten Grunmdroiveriprudie des Unendlichen. Bergl. dorilber ,Pr. b. WM.*,
&. 195.
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ift alfo gany audjuidliefen, wenn Gantors transfinite Bafhlenlehre
auf bag Yonfetutive unenblidhe Diskretum widerfprudslos angewandt
wecden foll.

Die weite Antwort fdeint dagegen die eingige legitime au fein,
wenn man auf bem Boden ber transfiniten Baflenlehre Cantors
flebt. Denn ba die geometrijthe Menge bder Fig. 3 umfehrbar ift,
fo ift e8 tatfachlidh) in begug auf diefe Menge einerlei, ob wiv in Hem
Husdbrud © — 1, die bie nad) Wegnahme eines Punftes aus biefer
Meenge itbrigbleibende Menge darftellt, diefen Punkt als den Anfangs-
ober al8 ben bem Endpuntte derfelben Menge boraudgehenden Puntt (da
ber Enbpuntt felbft nicht 3u der Punttmenge gehort) betradhten, jo daf
aljo, wenn, wie Cantor behauptet, © — 1 = @ ift, der bem Enbpuntte
o in jener Menge unmittelbar boraudgehende Puntt tatiadlich
wieberum nur ein o-Puntt fein Lonnte (5. §. die Anzahl aller thm
vorausgehenden Puntte wiirbe wieberum w fein). Auj Grund bes-
felben Avguments milfte bann aber aud) bder biefem unmittelbar
vovausgehende Punft wiederum ein o= Punkt fein ujw,, fo daf
ilberhaupt jeder dem Endpuntt o jener Menge borausgehende, in end=
lider Diftan von ihm fid).l':reﬁnbenbe Punkt wicderum nur ein ©-
Punft wirve.

©olange wir nun bei ber geometrijdhen fonfefutiven Menge
erfter Ovbnung verbleiben, liegt fein MWiberfprudy in biefer Antwort,
wenn die Miglichleit einer jolchen unendlichen fonfefutiven Menge
iberhaupt vorausgefet wird (was bdiefe Bypothetije Einjdyrantung
bedeutet, werben wiv erft fpater feben). Sobald wir aber eine aeo:
metrijdie fonfefutive Menge sweiter Orbnung in Betradt 3iehen,
fithet die Borausfeung, auf der die jweite Untwort berubt, 3u offen=
funbigen Widerfpriiden, die fich (allerbings nur borldufig) nur durdy
eine tiefgehenbe Umbilbung ber tranafiniten Bablenlehre Cantorsd ver=
meiden Yaffen. Wir betraditen alfo nunmehr eine geometrijde roohl=
geordnete Menge, beren leter, in bex Unendlidteit liegenber %uﬁfi
ber Ordinalzahl w-2 entipredhen foll. Die Tig. 5 ftellt eine foldge
Punftmenge dav: bdie Streden und haben in
biefer Figur bdie ihnen frither gegebenen Bedeutungen,

Wenn nun bie zweite Antwort auf bie oben geftellte Frage,
refp. beren Borausfebung, ridtig wive, fo lieke fih bie Puntten=
menge der {ig. 5 itberhaupt nicdht Yonftruieren. Die MoglidyFeit biefer
Punttenmenge fteht aber von vorneherein feft. Denn wenn bie be-
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ftimmt unenbliche, der Orbinalzahl o (refp. o 1) entjprediende Puntten-
menge ein leptes Glied, b. §. einen Endpuntt in ber Unendlidteit Hat,
bann fonnen diefem Puntte offenbar — und dies ift bei bder fonjefutiven
Raumform um fo einlendhtender, da hier fein wefentlicher Unterjhied
swifden Anfang und Enbe einer unendlidhen Strede befteht — mweitere
Puntte und alfo eine unendlihe Unzahl von folden BHingugefitgt
werben. Steht nunmehr die Mbglichfeit einer joldhen Punttenmenge
pon vornehevein feft, jo (Bt fih leicht zeigen, bap die Grundvoraus-
fehung o — 1 vefp.  — v fei = o, aus der fid) bie obige Antwort
erqab, fidh nicht mebr fefthalten lakt, wenn die Punttenmenge der Fig. 5
fonftruiert werden joll. Denn wenn jeder in enblider Diftanz von bem
leten ber Orbinalzabl o entfpredienden Punfte der geometrijthen
Menge der Fig. 3, die offenbar ben integrierendben Beftanbdteil bder
Punftenmenge der Fig. 5 bilben muf, liegende Punkt ebenjo ber Ordi=
nalzahl o entfpridt wie ihr legter Puntt, dbann fann, wenn die Punkt-
menge ber Fig. b moglidy fein joll, offenbar fein biefem lefiteren in
ber Punktenmenge 5 nadfolgende Puntt der Ordbinalzohl © mehr
entjpredjen, ba fie ben Orbinalzahlen o+ 1, 0 +2, o3 . ..
o -} v und jdlielidh w-2 entipredien mitffen. Jft dbem nun fo, bann
ergibt fidh) eine merfwilrdige Sdwierigkeit, die nur dburd) das Fallen:
laffen ber Grundvorausjehung, wonad) w —1 refp. @ — v gleidh) w
ift, behoben werden fann. Denn wenn jeder Puntt, der bem leten
Puntte ber erflen beftimmb-unendlidhen Strede in ber §Fig. 5, vom
mit 1 bejeichneten Punfte angefangen, vovausgeht, ebenjo wie biefer
ber Orbinalzahl o entfpridt, dann fann offenbar jeber biefer Punkte
mit gleichem Redhte al3 der lete in biejer Menge betraditet werben,
b. B. in ber beflimmi-unendlidhen Strede ieiter Orbnung ber Fig. 5
aibt e8 in bder mittleren RNegion feinen Beftimmien Punft, der ben
Tegten Puntt der erften Menge erfter Ordbnung unbd den Unfang bder
aweiten Wienge erfter Orbnung in bdiefer Menge bdarftellen wiixbe,
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Wwa3 nidyts andeves bebeutet, als dof es iberhaupt feinen foldhen qibt
(benm er miifite offenbar ein Beftimmter fein), woraus folgte, dafy bie
Punftenmenge ber Fig. 5 felbjt unmbglid) wdve, Man fann bies
audy anbers und jdhdrfer ausbritcen: ift jeber dem Punfte o vovaus-
gebende Punkt felbft ein w-Punkt, o mufp audy jeber dem (lefsten)
o=Punft nadfolgende Punkt ein o=Punft fein, benn jebex w=Puntt,
bem eint anbderer w=Punit votausgebt, ift ja in bejug auf ben lepteven
felbft ein nadjolgender Punkt, alfo ift in ber mitteven Region der
Punttenmenge ber Fig. 5 jeber Punkt ein o=Puntt, ein o 4 1-
vefp. o 4 v=Puntt fomit unmdglidy und bdieje Punttenmenge felbit
als Ganged unmiglid).

- Diefe Shwievigleit aft fich offenbar nur jo beheben, wenn bie
Grundvorausfebung, von bder wir ausdgingen, baf namlig o — 1,
refp. o —v = ift, filr faljd) eclart wird und affpo—1, 0 —2,
®—3, .....0—y, .., firvon e berjdyiedene, von ihr Hleinere
unendliche Bahlen erflart werben, wie +1L 0+2 ots,....
v, ....00n o verjdiederte von thr grdfeve unenbliche Bahlen
find. Wicd dies vovaudgefest, dann verfdmwindet bie obige Sdwierig:
feit von felbft. Denn dann aibt e8 in ber Punttenmenge ber Fiq. 5
einen gany beftimmten Punkt, der bas Gnpe ber erften Menge exfter
Ordnung und ben Anjang ber jweiten Menge erfter Ordbmung darin
barftellt, ba in ber Boraudfebung eines jolden Punftes fein Wiber-
fprud) mebr Gegt (felbftvevftanblicy ift bier nur von einem w=Luntte in
feftgeftelltem avithmetijdien Sinne bie Fede), weil fa dann jeder ber thm
vorausgehenden, in enblidher Diftang von ihm fih befinbenber Puntte
einev ber Bahlen 0 — 1, 0 — 2, o — 3 ...a—y, ... entjpricht
und aljo jeber ber ihm nadfolgenden ebenjo in endlicher Diftany von
ihm fidy befindenben Punkte einer per Bablen o+ 1, 0+ 2, o 3
o444, ..., 04y ..., entfpridht und demnady die Punttenmenge
ber Fig. 5 gany wohl miglidy ift.

©o batten wir alfo bdiefe Sdwierigleit, die fih aus der Un-
wendung ber fransfiniten Bohlen Cantors auf die geometrijdhen
woblgeordneten Mengen evgibt, burd) bie Borausfebung transfiniter
Bablen von der Form o — 1, 0—3 0—38 ....0—y, ...
glitdlid) iiberwunben. Um biefe lepteren Baflen u exmbglidien,
miiBte nun eine tiefgehende Umbildbung bder transfiniten Baflenlehre
Cantors vorgenommen wetben., Bon ben beiden @runbvumuﬁfegungen,
auf benen biefe Qehre berubht, ber Borausfebung ber Ordinalzahl o

== = e e———
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als bev Gefamibeit aller endlichen Orbinalzablen und der BVoraus:
jebung ber Gleidhheit ber Teilmenge einer unendlichen Menge mit

_bem Gangen dex Menge, muf namlidy biefe Jweite Borausjehung fallen

gelaffen werben, wenn bie Moglidhfeit der vbigen Ordinalzahlen ju=
gelaffen werben foll,

DaB nun diefe weite Bovausfeung fallen gelaffen werden fann,
D. §. Daf fie bon ber erften Borausjebung der Fahl unabhéangig
ift, ift leicht nodbauweifen. b will dies junddhft an einem Beifpiele
verdeutlichen. Nehmen wiv bie Gefamtbeit aller endlihen Ovbdinal:
jablen, wie fie, ihrev Grife nad) geovdnet, bie woflgeorbnete Menge
bon bem Orbnungstypus o bilben:

12 84, 5,8, oo Worson vnn
und vergleiden fie mit bex Gejamiheit aller gevaben enbdlichen Ou-
binalzahlen, bie, ihrer Grofe nad) geordnet, nadh Gantor wiecderum
eine wohlgeordnete Mienge vom Ordbnungstypus o bilden:

g 4 6,830, 18, ... 3% cnniinn

Dieje leteve wohlgeordnete Menge foll alfo nad) Cantor diefelbe
Unzahl von Glementen wie die erfle Menge befiben, weil jebem Gle-
mente Dev erften Menge ein foldhes in ber yweiten Menge entfpricht,
weil in der unendliden Menge aller endlichen Bablen jebe 3abl eine
aeimal von ihr groBere hat. Da aber alle Glemente ber weiten
Menge in der erften Menge aud) vorfommen, fo bildet fie offenbar
eie Teilmenge von ihr, alfo wiitde eine Teilmenge biefelbe Unzahl
vont Elementen enthalten wie bie gange Menge. IWie man hievaus
fieht, befteht bas Gleidhheitatriterium Gantors in bejug auf bdie Or-
binalzahlen (ex dehnt dasjelbe bann aud auf die Kardinalahlen aus,
wag und Bier jebod) nod) nichis angebt) in dem eindentigen Gin-
anberentfpredien der Glemente gweier unendliden Mengen
nad) ivgenbeinem befonbderen BVevhaltnis in bem piefe Ele-
mente jueinander ftehen.

Aufer diefem Gleidheitsbriterium fiix die unendlidhen Meengen nun
lapt fid) aber offenbar nod) ein anderes mit ebenfoldher Beredhtigung
benfen. Daf bie jwei obigen unenbdlidien Mengen im Sinne Can=
tors einanber gleid) (refp. dhnlic) find, ift ungweifelhajt. €& faun
aber die Frage erhoben werden, ob nidyt dasjenige Kriterium, dem-
gemdR eine unendlide Menge al3 Teilmenge einer anbeven unend-
lidgen Mienge u betvaditen ift oder nicht, ob biefes Sriterium, auf
bem ja fdliellicy dasjenige Cantors, inwicfern dasfelbe bie Gleich-
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Beit awifdien dem Gangen und dem Teile ftatuiert, berubt, nidt
ald Gleidyheitsbriterium filv die unendlidhen Mengen bienen fonnte?
lnb tatjadlid fann bdasdfelbe gang qut ald foldes gqelten. Diefem
Kriterium gemdp wiicben jwei unendlide Mengen nur bann
gleid) jein, wenn jie (qualitativ) diefelben Glemente ent-
halten, jo baf biefem Rriterium gemdp die beiben obigen TMengen
nidt gleidh fein wiltben, vielmehr wave die erfte Menge doppelt jo
grof wie bie jweite, b. §. bie Wnzahl ber Elemente in Dber erften
Menge wirve zweimal jo grof ald die Wnzahl ber Elemente in dex
jwoeiten Menge. Wenn die unendlichen TMengen gezahlt rerden
jollen, milgte, wm biefes Gleichheitstriterium anwenden zu fonnen,
bie qualitative Befdaffenbeit der Elemente in Betradt gejogen toerden,
bted milfte aber gleifhjam vor bem bftrattionsprogeh, burd) ben bie
Orbinalzahl im Sinne €antors entfteht, vovgenommen mwerben, um
feftauftellen, ob die beiben Miengen bdiefelben Elemente enthalten ober
nidt, demgemaf jie einanber gleidy ober veridhieben voneinander find,
weldhe Gleidhheit ober Lexidhiedenheit bann einfad) auf bdie ent=
fpredienden Orbdinalzahlen ju itbertragen wive.!

1 Daf mon ein Joldhes Bleicdgheitsfeiterium fiir bie unenblichen Mengen auf:
ftellen Fann, ift minbeftens ebenfo erlaubt, twie e8 erlaubt ift, das Gleidheitstriterium
Gantors fiir diefe Mengen aufjuftellen. Jur Belrafligung biejer Behauptung berufe
iy midh auf Ganfor feldjt, der in feinem Wufjoge ,Mitteilungen jur Lehre vom
Fransfiniten” (, Jeitjdrift fiir Bhilofophie und philofophijdhe Kritit”, Bd.91, S.123, 4)
dnd von ihm aufgeftelite Gleidheitstriterium nidht gleihbeveutend mit ber Behauptung,
JDaf den fonfreten Mengen M und M’ (wobei M die gange unmendliche Menge und
M’ eine Teilmenge von ihr bejeidnet) eime und biefelbe Realitit yuformme”, fein 1aft,
ja er gibt jogar inbvireft bie Mbglicdhleit bes zweiten Sleidgheitstriteriums ju, inbem
er fagt, baf ,ber alte, fo oft mwicherholte Saf: «Totum est majus sua partes
ofne Bemeis nur in begug auf bie, bem Gangen und dem Teile jugrunbde legenben
Gntitdten jugeflanden werben” barf. Mehr ald bies will aber aud) unfer Gleid:
Beitsfriterium nicht: flatt die einbeutige Buorbnung ber Elemente ciner unendlidhen
Meenge und ihrer Teilmenge jum Gleichheitsfriterivm Der unendlichen Mengen ju
maden, fnnen wiv fa, um in fbereinftimmung mit den endlidhen Mengen ju bleiben
(bei denen Hbevhaupt beide Gleichheitsfriterien jujammenfallen), bad Bechiliniz bes
Enthaltenjeing derfelben Elemente in iGnen (ober bder Mealitit in Cantors Spradie)
au einem foldien Rritevium maden, wie bied audy totjadlid von Veronefe in feiner
transfiniten Zaflenlehre (vargeftellt in feinem grofen erfe «Fondamenti di Geo-
metriar — befjen {lberjetung unter vem Titel , Brunbdzlige der Geometrie von mehreren
Dimenfionen” von A, Sdepp, Leipzig 1894 exfdyienen ift) getan worben ift. Da Can:
tor, mwie aug feinen obigen Wusfilhrungen exhellt, die Moglicifeit biefes vonm bem
jeinigen abweidenven @leidjheitslriteriums impligite jugibl, fo ift e8 um jo mehr zu
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Wie man hievaus fieht, ift das Gleidheitstriterium Cantors eine
fpegiclle Annafme, bie fih von feiner exften Borausjehung der Jahl

@ gang gut trennen [aBt und bie8 um fo mehr, ba jo bas Eni-

haltenfein berfelben Glemente das eingige benfbare Kriterium jur Gni:
jeibung ber Frage, ob eine unendlide Menge Teilmenge einex
anberen ift ober nidyt, bilbet und obhne bdasfelbe Cantors RKriterium
felbft iiberhaupt unbentbar wire, dba man ja bie Glemente jweier
Mengen nur nad) einem befonderen Buorbnungsgefes einanbder 3u=
ovbnen fann, ein foldes Gefely aber ofhne Riidficht auf bdie qualitative
Befdjaffenbeit ber Elemente undentbar ijt.

Wird nun fo dbad Gleidyheitstriterium Cantors fallen gelafjen unbd
basjenige Beronefes (vergl. die vorige Unmerfung) an feine Stelle
gefebt, fo werben bie Ordinalzahlen von ber Form 0 — 1, © —2,

©—3 w—4, ., ... 0—v. ... ganj wobl moglih. Denn
biefe Bahlen entfpreden bann bden wohlgeordueten Mengen
2 N T SRR S
Sl B Bp b o W owi sieres
A B B nin Ve e
5,6, v v i Ves ih s ’
wa3 aus bem BVergleid) diefer Mengen mit der wohlgeordneten Mienge
L0208 Aibeib on L oW, v

bervorgeht. Denn die erfte jemer Mengen enthalt alle Glemente ber
legteren auper bem einen (bem erften), bie jweite alle aufer zweien

berounbern, daf er in ben diesbesliglithen Ausfithrungen Beronefes (vergl. ingbejonbere
§ 45cund § 93, Bem. I, im Bufommenhong mit § 27, Def. I unb 1I, in bem
angefiifrien Terfe Beronefes) louter widerfpredhende Uufftelungen fat erbliden
Eonnen (verql. Gantor, , Mathematijde Annalen”, Bb. 46, &. 500, und dle Antwort
Beronefes bavauf in berfelben Jeitidrift, Bbv. 47, &. 4277.). {ibrigens Hat fifon Vol
dano (vergl. deffen ,Paraborien bes Unenbdliden”, 2. Aufl. 1889, § 21—-24, &. 81
bi& 36) ben Unterjdhicd beider @leidhheitslriterien Har auBeinanvergefest und fidh ent-
idhicven filv bosjenige Veronefes ausgeprodyen, obgleid) er in ber Unwendung auf
Eingelbeifpiele diefelben nod) nidht geniigend gu unterjdeiven weif (fo in bem Beifpiele
auf . 54, § 33, wo bas fehlerfafte Mefullat, baf bie ®rife ber Summe aller
Duabratjahlen in ber natielidien Babhlenreie grdfer ol bie Summe ber erften
Potengen diefer Jahlen fei, nur dbadurd) gewonmen wird, baf Bolzano einmal bas
Cantorfie und bann bag Beronefefdhe Gleidheitsbriterium antendet, wihrend bie
alleinige Untwendung jedes won biefen beiden Kriterien ju abweidenven Mefultaten
fithrt, diejenige bes Contorfen néimlid) jur Gleidhheit ber Beiben Summen, biejenige
bed Weronefefdien gum entgegengefeyten Mefjultate bes Grdferieing ber Summe exfier
Potengen).
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(bem exflen und dem weiten), bie britte alle aufer breien (bem
erften, sweiten unbd britten) uiw. ©obald alfo bas Gleidheits-
friterium Gantors fallen gelaffen wird, find audy unendliche Jahlen,
bie fleiner ald © findb, mbglidh), Wdahrend » bdie Gefamtbeit allex
enblidien Ordinalzafhlen barftellt, flellt o — 1 bdie Gejamtheit aller
enblidjen Ordinalzahlen auBer einer, o — 2 die Gefamtheit allex
aufer jweien, w — 3 bie Gejomibeit aller aufer dreien ujw.,
w —v bie Gejamtheit aller endblidhen Orbinalzahlen aufer v folden
ujw." Da ed nun feine grdhte endlide Ordinalzahl gibt, jo wicd
ed offenbar aud) Teine ¥leinfte unendliche Ordinalzahl o —v geben,
unb bdiefer lehteren Bahlen witd e5 offenbar nady dem Beronefejchen
Gleidyheitstriterium o geben, weil jedes Element bder Menge (w) in
ber Menge © —1, ©—2, ©—3, ... ©—v .., nu mit ne
gativen Borzeichen, vorfommt.?

Diefed lehtere Refultat ift nun an und fiiv fidh etwad fehr
Merfoiirdiges: die unendliden Sahlen von dexr Form o — 1, » —2,
o—3, .. ..v.... werden auj Grund bdedjelben Gleichheits-
Eriteriums, auf Grund bdefjen die Ordinalzahl o iauﬁ“ Eingigartig=
feit al3 bie fleinfte transfinite Ordinalzahl verliert, biefer Bahl unter=
geordmet, b, . buvd) biefelbe gezahlt. Die Sadje hat aber an fid
johlicRlidy nichts Wunberbares, wenn wiv bedenfen, dap die Orbinal-
30B0 © Dbegrifflich dem Ordinalzahlen won bder Form o —v vorvaus-
geben muB® und in diefem Sinne unter allen transfiniten Bahlen

! B ¢6 Feine grbfpte endlidhe Babl gibt, fo ift &8 fav, daf, vein avithmetijd
abjtratt genommen, die von der Fobl w abjuzichenden endlidhen Joahlen dem vordeven
Feile ber mwohlgeordneten Menae (w) angehiven werben, da ein hinterer Teil verfelben
ftreng genommen gor nidt exiftiect. Da aber die geomedrijde wohlgeordnete Menge
(w 4+ 1) umfehrbar ift, jo liegt Teine Shwierigleit der Wnwendung dicfer Jabhlen auf
biefelbe.

* Gewif ift bieje Behauptung, daB die Wnzahl der Jahlen von ber Form w—v
gleih ber ngahl der Jahlen v ift, parador, wenn man aber nun einmal folde
Baflen juldft, bann ift & offenbaxr, daf w—v nie einer enblihen Jabl gleidh werden
tann, o grof v aud) fein mag, und da & w=Fahlen von ber Form v gibt, fo muk
¢5 and) w-3ablen bon der Form w—v geben.

3 Daf bem wirkid) jo ift, Rt fid aud) folgenbermafen cinfehen, Die Bahl
w—1 ift nidt eine Bahl, die ber Jahl w o vovausginge. iwie elwa ber Fafhl 2 bie
Bahl 1 vorausgeht, denn wikrend 2—1 nur deshalh = 1 ift, weil 2=1 4 1, ift w nidht
in bemfjelben Sinne = w — 1 4 1, jondern, damit die Jahl w—1 als jolde begrifflich
miglid) werde, ift guvor der Vegriff der Bahl w nbtig. Denn bamit die Angahl aller
endlichen Bohlen oufier einex begrifflich moglid) werde, ift juvor ber Begriff einer
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eine Ausnahmeftellung einnimmt: fie ift eben die erfte transfinite
Orbinalzahl, die auf dem diveften Wege aus den endliden Or-

_ dinalzahlen entfteht, und bleibt unter den transfiniten Orbinalzaflen,

bie auf Grunb ber beiben befannten Erzeugungsprinzipe Cantors in
biefer bireften Weife entftehen, die fleinfte. Gantors transfinite
Bahlen im engeven Sinne bleiben affo aud) dann beftehen, wenn
jolde von ber negativen Form (0 — v, wv —v, ©’—y ujn.,

ba ja, fobald biejenigen von ber Form w —v aud biefe anberen

hoheren miglidy find) zugelaffen werben, fo baf aljo bie Abzahlung
ber lebteven buvd) bie erfteren nichts Wunberbares mebr an fidh Hat.

Wir fragen und nunmebhr, ob burd) bie Einfilhrung dber trans-
finiten  Bafhlen von ber Form o —v die transfinite Bahlenlefre
Cantors gu einer widerfprudhslofen Anwendung auf dad Fonfefutive
unendlide Distretum befahigt wirh, ober, mit anderen Worten, wiv
fragen uns, ob bdie Dritte Untwort auf bie oben geftellte Frage,
weldjer Ordinalzafhl der bem w-Punfte ber geometrijhen Menge der
&Fig. 3 unmittelbar vorausgehenbe Punft entjpricyt, richtiq fei ober
nidit? Die Untwort auf diefe Frage wollen wir nun mit Hiilfe ber
3ig. 6 geben. Die obere (Jiffern= vefp. Budftaben-) Reibe bdiefer
Figur entfpridht ber unteven Reibe der Fig. b von 1 Hi3 », die nad

[~ T~ U ]
1 3 3 4 ¥ laélam
1 2 3 4 v E 3 E E & & &
G B w ko B
oar.o-—l-
ig. 6.

unjeren bighevigen Ausfiilhrungen bdie ridhtige Deutung der geo-
metvijen Mienge dev Fig. 3 barftellt; die untere Reihe diefer Figur
entjpridjt bagegen Dev gangen unteren Reibe der Fig. 5 von 1 bis
-2, bie nad) unjeren bishevigen usfiihrungen die rvidhtige Deutung
bev Punttenmenge diefer lebteren Figur felbft darftellt (die obere Reife
wirde al8 in diefer Hinficht unvidhtig ausgelaffen). Die Fig. 6 bereinigt
Jabl, bie alle endlichen Jahlen umfaft, notwendig. Diefes Begriffsverhiilinis
gwijdhen beiden Joflenavten vithet foliehlich, wie leicht cingujehen, baBer, daf die
woblgeorbnete Menge, deren Orbnungstypus o ift, nur ein erftes, aber fein leftes
Glement hoi und baf bemnad) die Subtraftion von w gleidjom nur bon vorne boll-
jogen werden fann, fo baf bie Jahl w—1 ber Bahl o in der Johlenveihe 1, 2, 8,
IR, (ST TV 2 o ¢ Deguifflidh genommen, nidht unmittelbar vorausgeht.
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fomit in fid) bie Figuren 3 und 5: bie darin bargeftellte Puntten-
menge ift biejenige ber ig. 3 (bied ift burd) bie vbere Reibe aus-
gebritdt), die Orbinalzahlen abex, durd) bdie die Punkte diefer Puntten=
menge abgezahlt werben follen, entfpreden der Punftenmenge ber
&1g. 5, wad eben in ber unteren Reibe ausgedbriidt ift. Denn baf
bie Anzahl aller dem w-Punfte der geometrifhen Menge der TFig. 6
(cefp. ber ig. 3) vorausgehenden Punite gleidh -2 ift (ag in bex
digur fo angegeben ift, dap unter dem Beidhen o bas Feidjen ©-2
ftet), folgt aus bem oben Ausgefithrten, wonad die Anzabl der un-
enbdlidhen Orbinalzahlen von ber Form o —v gleidh © fein mug,
ofne weiter8, ba bie Puntte bdiefer Menge auBerdem nodh der urs
jpriinglidien Bovausfesung gemdf allen endliden Orbinalzahlen ent:
fpredjen, beven Unzahl ebenfo gleich o ift. Wie nun die Angahl aller
bem w-Punkte vorausgehenden Punfte jener Menge gleidh w-2 ift,
ebenfo ift nun weiter die Ungahl der dem o — 1:-Punkte diefer
Menge vorausgehenden Punfte w-2 — 1 (wad in der Figur jo an=
gegeben ift, Do bas Beidhen -2 — 1 unter dem Beidhen w —1 fteht),
— benn bie Punttenmenge (-2 — 1) umfaBt in bdiefem Falle alle
Punfte der Menge (0-2) auber dbem Punfte w-2—1 felbft (w-2-
Punit gehort jo bev Bovausfebung gemdf nicdht in bie Punttmenge
felbft Binein) — und ebenfo ift die Unzabhl aller dem w-2—2 vor-
audgehenden Punfte gleih w:-2—2 ujw., jo bdap iberhaupt bdie
Ungahl der dem ©-2—v-Puntte vorausgehenden Punfte gleidh
©:2—v ift, wo bie Punttenmenge (w-2—v) alle Puntte der Menge
(0-2) wmfaBt aufer den Punften ©:2—1, ©0-2—2, ©.2—3,
cevwe 2=y ., b B alle Puntte der Menge (0-2) auper
ben v erften, bem Gnbpuntte w-2 biefer Menge vorausgehenden
Puntte. Davaus erfieht man, daf bdie Orbinalzahlen w-2 und
@-2—v gur Abzahlung der bem Endpuntte einer geometrijdhen Menge
erfter Orbnung vorausgehenben Puntte fidh volfommen eignen.
©b aber bdiefe Abjdhlung, wenn fie nod) weiter fortgefest wird,
nidht auf Wiberjprithe fithet, die fih durch Feine Umbildbung der
trangfiniten Bahlenlehre Cantors mehr vermeiden laffen? Wenn wic
nun jene Abjahlung nod) weiter fortfehen, fo werben wir offenbar,
wenn alle Ordinalzahlen von ber Form ©-2—v exfdopft find, su
ber Ordinalzahl o fommen milffen (wie die8 aud) in ber unteren
Reibe ber Fig. 6 ausgedriidt fteht), und von bdiefer weiter ju den
Ordinalzahlen von der Form w—1, 0—2, @ —3, . .., w—y,
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; Wiv gelangen fomit, inbem wiv eine Punftenmenge mit der
Punttenangahl w-2 abzihlen twollten, wieberum u einer Punten-

~menge, deren Punttenanzahl gleidh o ift, refp. fein foll, und das ift

gevabe bie Punttenmenge, von ber wiv urfpriinglih ausdgingen, und
beven Punttenanjabhl wir noadyher gleidh -2 fegen mupten, um bie
transfinite Bablenlehre Cantors von ben ihr bei ihrer Unwendung
auf bas Ffonjefutive Distretum anhoftenden Widerfpriiden Befreien
gu Eommen. Wir drehen und fomit in einem SKreife, benn wic
milfen nunmehr aud) fidr die neue Punitenmenge (@), bdie als
Beftandteil ber urfpriinglidhen Punftenmenge (0) aufiritt, bdas-
jelbe vorausjeen, was wir filr diefe letere getan Haben, b. §. wit
miiffen aud) beren Punftengahl gleich w-2 feben, bann wird fidh aber,
wenn wiv bdiefelbe in obiger Weife abjifhlen, in ihr wiederum eine
Punttenmenge () ald Beftandteil ergeben, deren Punftenzahl wiederum
glei) @-2 gefet werben miiffe ufw. in infinitum. Man meine
nidht etwa, biefer progressus in infinitum lafie fidy einfady durch
bie Borausfehung beheben, die Punttenjahl der geometrijhen Menge
(o) fet fohlechthin unbeftimmt unendlich und abzahlbar aljo erft buvdy
bie wohlgeorbnete Menge aller dentbaven Orbinalzahlen iiberhaupt,
nimlid) dburd) die jogenannte Menge W:

lJ 24- Sr 4,..._‘J,.,.,w,m+1,m+2,(ﬂ+3,....
O+v, ... 02 03 04 ..., 09 ..., 6 of of
v l.l.lm m{um
] i e ) , W R I o S
R ol o)

Denn aud) dann beftande in ber Punttenmenge (W) die Puntten-
menge (o) ald Beftandteil, was ein einfader Blid auf die Bahlen=
menge W lehrt, und bann miif3te weiter dasfelbe aud fitr biefe Menge
() gelten, man mithte fo ju ber unbeftimmt-unendlich grofen Menge
von unbeftimmizunendlicy vielen Punttmengen (W) feine Bufludt
nehmen, eine folde Menge witrde aber offenbar wieberum die Menge
(w) ol8 Beftandteil in fidh) enthalten, dem Berhingnis wiitbe man
alfo aud) bamit nidht entrinnen.

JSn jemem progressus in infinitum fommt eben ein [ogifdyer
Bivlel gum Ausdrud, der fidh auf teine Weife vermeiden laft, da er
einen inneven Wiberfprud) dbarftellt. 1Und an bdiefem inneren Wiber-
fprud) gebt alle Hoffnung einer reiteren Umbildbung der transfiniten
Bablenlehre Cantors jur Grmbglidhung ihrer Wnwenbdung auf bas
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unendblidhe fonfefutive Disfvetum jugrunde. Denn bdiefer inneve
Widerjprud) erjdyitttert diefe Lehre in ihrer Grunbdiefte, in bder Bor-
audfeung der Grundiahl o felbft: wenn bie 3ahl w im Gebiete ber
fonfefutiven unendlichen Raumform mdglid) wive, dann miigte eine
Punftenmenge (o) Fonftruiert werden fomnen, eine foldje Puntten-
menge fann aber nidt fonflvuiert vevden, weil fie fidh felbft immer
wieder vovausfest, weil fie beftehen miifte, bevor fie befteht, was eben
wiberfpredhend und unmbglich ift, die Bahl o ift alfo im Gebiele ber
fonfefutiven Raumform unmoglid.

Wir fehen nunmehr vor einem Dilemma: . entweber Taht fidh
eine trandfinite Babhlenlehre benfen, in der bie Ordinalzahl w Ean:
tors iibevhaupt nidht mehr befteht, ober bas fonfefutive Disfretum
fann nidht aus einer unenbliden Anzahl von Puntten beftehen. Wiv
haben nun im Wnfang bdiefed Abjhnittd bemertt, daf Bevonefe bden
Berjud) einer von bexjenigen Cantord verjdiedenen transfiniten Bahlen-
lehre gemadyt Hat, die mit den Dbeiden Grundvorausjepungen ber
trangfiniten Babhlenlehre Cantord bridit und demnad) aud) bie trans-
finite Ovbinalzahl o Cantors umgeht. Nady den bishevigen Aus-
fithrungen, bie und bdie eine Grundbvorausiehung Cantors jugunften
berjenigen Vevonefed aufjugeben joangen, todre nun ju erwavten,
baf wir ebenfo ben obigen Widberfprud) durd) bdie Preidgabe ber
sweiten Grundvovausfehung Cantors und bie Unnahme bder ent=
jprechenden Grundvorausjehung Beronefes vermeiden. Um died u
entjdjetben, mitffen wiv juvor bdie trandfinite Bahlenlehre Beronefes
in thren Grunbziigen fennen levnen,

Pon den adt Hypothejen, in benen BVeronefe feine transdfinite
Bahlenlehre ausgedrviidt Hat, besiehen fidy bie exfen fiinf auf das
Unendlich-Grope und bie drei lehten auf dad Unendlih=-Rleine, Wir
werden Bier nur bie erften fitnf beviidfidytigen, da fie filr unfere
Unterjudhung ded nady oben unendlidhen fonfefutiven Distretums maf-
gebend find,

MWihrend Cantor feine tvansfinite Bahlenlehre auf rvein arvith-
metifder Grunblage aufgebaut hat, baut Beronefe die feinige auf an-
jdaulid-geometrijdher Grunblage, inbem er von bem Begriffe ber
Geraben ober der Grundjorm (Hyp. I) ald des ,in ber Lage feiner
Teile identijhen ©Spftems einer Dimenfion” (Hyp. II) ausgehend?

t BWergl, BVevonefe, a. a. O, § 71, & 77, 8, im Bufommenhang mit der
Def. I, § 68, und Def. I, § 70.
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batan unmittelbar feine auf das Unendlide fid beziehenden Hypo-
thefen anfdliept. Bevonefe felbft beleuditet den lnterfhied wifdhen
feiner Hypothefe IT und ber entjpredjenden Hypothefe Eantors, wunb
wir fonnen biefen Unterjdhied anjdhaulich in den Figuren 7 und 8
illuftrieven. Wihrend der Hyp. 1T Vevonefes gemah in der Ridtung
ber Geraden AB, e3 flets um ecinen Punft X jwei Segmente A, X
und XB, gibt, bie bem Segmente AB mit bem nfang A ibentifdh
find (Fig. 7), ift nady Cantor nur ein joldes Segment XB, — AB
notwenbigerioeife gegeben (o ift, wenn X cin co=Puntt ift, nadh Cantor
mir o 41> oo bagegen o — 1= oo, wihrend nody Beronefe

A B A X B:
L | | | |
| 1 ; | | |

Fig. 7.

A B X B
| | | |
| I " | 1

Fig. 8.

aud) oo —1<T oo fein miifie).’ Der Bier dargelegte Unterfdied
jwifhen Cantor und Bevonefe dritft nidhts andeve8 aus als den
Unterjchied ber beiden von ihnen veriretenen Gleidiheitstriterien in
begug auf bdie unendlidien Piengen.

Die Hyp. OT Beronefes britdt nun den andeven funbamentalen
Unterjdhied beider Jahlenlehren aus, Wibhrend Cantor namlidy von
bem avithmetijden Begriffe endlidher Jahlen ausgehend zu ber erften
transfiniten Zahl o ald der Gefamtbeit aller diefer Jahlen gelangt,
geht Bevonefe von bem geometrijdhen Begriffe bes Gebiets der Stala
enbliher Segmente aus und gelangt ju bem bdicfes Gebiet in jidh
umfafienden unendlidgroen Seqment, ohne dap diefes leptere aus
bem erfteren mit Notwenbdigteit hervorgehen foll. Unter ber Skala
verfteht Beronefe bie unbegrenzte Reibe von endlidjen, einem erften
endlidjen Seqment (AB, Fig. 7) in einer Geraden gleiden Segmente
und unter dem Gebiet der Stala bas unbegrengte, alle Glieber diefer
Reihe in fid umfoffende Seqment.® Wabhrend nad) Cantors Lehre
nun biefes unbegrenzte mit dem Gebiet ber Stala ibentijthe Segment
jugleid) bad unendlid=grofe Seqment erfter Ovbrung darftellt, foll

! Bevonefe, 0. a. ., §90, Hyp. I und Vem., I, €. 117, und Bem. IV, &, 119,
2 Bevonefe, o, a. 0., § 80, Def. I und IIT, &. 89,
Pelvonobics, Die topijden Geometrien. 4
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nady der Hyp. II von Beronefe bas unendlidh=grofe Segment exfter
Ordnung nidht mit bem unbegrengten Seqment pes Gebiets ber Stala
jelbft ibentijdh fein, fonbern Dasjelbe in fidh umfaffen.t Ober, anbers
auagebritdt, nad) Cantor joll bas Gebiet ber Sfala al8 joldes ein
erftes, aufierhalb biefes Gebiets liegendes Element (vefp. Punkt) be-
ftimmen (jo daf, wenn wiv benfelben mit Aw begeichnen unb ben Un-
jangspunft mit A, bann dag Segment Adw wmit bem Gebiet der
Sfala felbft ibentijdy ift), wahrend nad) Bevonefe e erfte, auferhalb
bea Gebiets ber Sfala im Unendlih-Grofen liegende Puntt gang un-
abhangig von dem Gebiet der Stala ju benfen, refp. u feten ift,
was Beronefe eben in feiner Hypothefe III ausdritdtt.®  Writhmetijdy
ausgebritdt bebeutet diefer Unterfdjied, baf die unendlidgrofe Babl
erfter Orbrung nady Beronefe nidt die Gejamtbeit aller endliden
Bahlen darftellen foll, dap alfo oo; (jo bezeidynet Beronefe feine un=
endlidh-qroBe Bahl erfter Ordnung) nidt gleidy Gantord o fein foll.*

3u unferen Bweden wdire dbas fiber bie transfinite Sablenlehre
Beronefes bisher Mitgeteilte genfigend, der Bollftandigfeit Halber
mitfjen wic aber weiter nod) feine Hypotheje IV und Hypothefe V
barlegen, ba in benfelben Beronefe eben den Verfud) madt, Cantors
o i ber transfiniten Baflenlehre vollftindig gu umgehen. = Wenn
nimlid dev im Unendlich-Grofen liegende Puntt auBerhalb des Bebiets
ber Sfala (endlicher Segmente) liegt, bann fdeint feine Stelle in ber
Grunbform gang unbeftimmt und willticlidh u fein, fo baf und an=
fdpeinend fein Mittel ju Gebote fteht, ju unterjdeiden, ob ein jolder

Punft das Unendlih=Grofe erfter, weiter, britter ufw. Ordnung ,

bacftellt, Die Hypotheje IV BVeronefes joll nun biefes Mittel dar=
bieten. Diefelbe befteht aus jwei Teilen unbd lautet folgenbexmagen:

MBenn man in dem in Hejug auf eine beliebige Einheit
(AA,) im Unendlidh=Grofen liegenden Gebiet 1. ein beliebiges
Glement B auswahit, jo exiftiert in dem Segment (AB)

1 Bevonefe, a. 0. O., § 82, Gag R, &. 101, 2.

: Beronefe, o 0. O., § 82, Hyp. IIT und Saf a und b, und Def. I,
. 96—99,

* Bergl. Beronele, a. a. O, § 90, Bem. IV und Sah b, ©.119. Beronefe
Befinbet fidh aber im Jrrtum, wenn ex hier meint, ¢& geniige Baflen bon ber Form
o0, —n borauszufegen, um Caniord o augguidiliefen, benn wir Haben frither ge=,
funpen, bdaf fi§ mit Cantors w gany gut Baflen von der Form w—v verfragen
fonnen.
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ein joldes Element X, dap AX unbd (XBle)) ebenfallsd in
bejug auf (AA,) unendlidg=grof find, und 2. exiftiert ein
frnld;eﬁ Glement Ale), bafy bad Seqgment (AX) fiix jebes be-

A A X A

} ! | | i i

| | | | —
ig. 9.

I'}eﬁiga X in begug auf (AA(o) endlidy ift". Der Ginn biejer
vietten Hypotheje Vevonejed lakt fidh an ber Fig. 9 erlautern. Wenn
AA(w) bag unendlidh-grofe, dad Gebiet der Sfala” mit bem Unfangs-
jeament AA, umfaffenbe Segment ift, dbann gibt e8 in biefem Segy-
ment einen Punft X, jo da AX und XAl®) in bejug auf AA; un=
endlidy= grof find (b. h. ba jebes von ifmen ein eigenes Gebiet ber
Gtala in fid) enthilt und jwar AX basjenige mit dem Segment
AA, unb XAlw) pagjenige mit bem Segment A()A,), in begug auf
A:A{m} aber endlidh, 3. B, AAw) =2 AX, DBeronefe modte diefe
.feme Hypothefe ald villig unabhingig von den fritheven Hinftellen, fie
ift 8 aber nidht, denn jie folat unmittelbar aus ben beiden fritferen
und feinem allgemeinen Gleidhheitstriterium,

! MWenn ndmlich nady dber Hypothefe 1T ber im Unendlid)-Grofen
liegenbe Puntt Aloe) ganz auperhald bed Gebietd der Sfala mit dem
Unfangsfegment AA; Tiegt, jo muf e8 nady ber Hypothefe II vom
Puntte Alo) qus in entgegengefepter Ridhtung ein ebenfoldhed Gebiet
bi}t Sfala mit bem Anfangdfegment Alw)A; = AA; geben.! Wenn
b':eﬁ nun fejtfteht, fo ift e8 flar, DaB e8 nad) Hypothefe III ebenjo
einen auperhalb bes Gebiets diefer sweiten Stala im Unendlid-Grofen
liegenden Punft geben mup, wie der Puntt Aloe) nady berfelben Hypo-
tﬁ.efe auBerhalb des Gebietd der erften Sfala liegt. Gewif braudt
bmfe!: Puntt voverft nicht aud) auBerhalb bes Gebiets ber lehteven Stala
ju liegen (e Fomne 3. B. ber UAnfangdpuntt A felber al3 jolder be-
tradytet werben), undb Bevonefe Hat vecht, baf aus ben Hypothejen II
mrtb IIT ber Puntt X, der auBerhalb des Gebiets beider Stalen liegt,
n}tﬁt unmittelbar folgt.? Diefer Puntt jolgt aber unmittelbar aus
biefen beiben Hypothefen unbd jeinem allgemeinen Gleidheitsfriterium,
aus bem aud) die Hypothefe II unmittelbar folgt.® Wenn ndmlid

1 Bevonefe, a. a. D., § 84, Sag b und ¢, &, 103—105.
* Beronefe, a. a. ., § 85, Bem. I, &, 105,

? Wevonefe, 0. a. O., § 90, Hyp. I und Bem. 11, &, 118,
4*
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L nidht = oo, ift (wie nad) Cantor o o, ba 2w =0 ift), bann

2 2
mup es wifden den Punften A und Alo) in dem unendlidh-grofen
Segment AA(oo) einen Punft X geben, fo baf AX = ‘%E und biefer

Punft Hat nun die Eigenjdhajten der beiben Teile der Hypoihefe IV
Teronejes, denn bad Segment AX (vefp. XAloo)) mup unendlide-grop
fein (jonft wave AA(eo) enblidh) und der Borausiehung nad) ift AAlow) =
2 AX, eiter folgt bann aber, baf in jebem ber umenblid-gropen
Segmente AX unbd XAlwo) e3 wiederum je einen Puntt X; geben mup,
ber wieberum in bejug auf biefe Segmente den beiden Eigenjdhaften
ber Hypothefe IV Beronefed geniigen muf ufio, in infinitum, jo dap
bas unendlid=groBe Segment AAloo) unendlicy viele Gebiete der Stalen
mit den endblidhen Unfangsfegmenten enthilt.

Mie nun dbasg unendlid=grofe Segment AAlo) in begug auf bas
endlidhe Unfangsfegment AA, (ober ein endlidhed Segment iber
haupt) das Unendlidh-Grofe erfter Ordnung dbarftellt!, jo wird ein un:
enbdlid-grofies Seqment AB (o), weldesd in bejug auf AAle) dad Un-
endlidh-Grofe erfter Orbnung barftellt (b. §. weldes bdas Gebiet ber
©fala mit dem unendlichen Unfangsiegment AA(o) in fidy umfaht),
bas unenblidh-groBe Segment jweiter Orbnung in bejug auf AA,,
barftellen ufw.® Wenn nun die Hypothefe IV unendlidy viele Male
auf ein unendlid= groBes Segment enblidher Ordnung angewenbet

wirh, bann entfteht das unendlich=grohe Seqment unendlicher Orbnung

und bies ift die Hypothefe V Veronefes®, die unsd hier nicht weiter
interejfiect.

Auf Grund der fiinf Hypothefen Bevonejes nun entjteht die ab-
jolut unbegrenzte Reihe von endlihen und unendlid=grofen Jabhlen,
beren jebe einem begrenjten endlicdhen obev unendlid-grogen Segment
ber Grunbform entjpricht:

L2 B . o an 5w BpooM, e holir—g, ®—3

ml_‘l,ml,ml—l"l,mi—l—g. °°1+3,..‘.m1+1], PR

1 {iberhoupt ftellt jeves in begug auf bas endlidhe Einheitsjegment AA, une
enblid-grofe Segment, weldhes dem IL Teile der Hyp. IV genilgh, nad) BVeronefe ein
unendlidh - grofes Segment exfier Ordnung bar. Bergl, Beronefe, a. . O, § 86,
Def. II, &. 111.

* Weronefe, a. a. O., § 86, Def. II, &, 111.

¢ Beronele, a. a. O, § 91, Bem. I und Hyp. V, &, 121,
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Wir wollen nunmehr, naddem wiv und mit ben Grundiigen
ber transfiniten Bahlenlehre Bevonefes befannigemadit Haben, aud
beren nwendbarfeit auf dbogd fonfefutive Disfretum unterjudien.

Das wollen wir nunmehr an der Figur 10 vornehmen, die das
Beronefejhe Unalogon dber Cantorjden Figur 2 in dem Fonjefutiven
Disfretum darftellt. Wahrvend in der Figur 2 die Strede

1.2 3 4 n COop-11 o0—1 00
L1 [ ] o ol e
e
b ® L ] L ]
=]

@
= ()

[ ]

)

Fig. 10.

bebeutet, baf ein begrifilicher Bufammenfang wijhen den endlichen
Bahlen 1, 2, 3, 4, . .. . v und der unendlidhen Bahl erfter Orb-
nung o befieht, bejeidinet in ber Figur 10 bdie unausgejogene leere
Gtrede jwijhen n und oo, —n refp. o, bah Tein unmittelbarer
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begriffliher Bufammenbang wijdhen den enbdlichen Rafhlen 1, 2, 3, 4,
..... n und der exften unendliden Zahl oo, Vevonefes befteht,
ba bie legtere micht die Gefamtheit der evfteven Bebeutet. Jft ies
legtere nun dber Fall, jo ift e8 Ilar, baB e8 awijden bem erften
Punfte 1 und dem bdad Ende des unendlich-groBen Segments erfter
Ordmung  darftellenden Tlefsten Punkte oo, der Figur 10 notwen-
bigerteife ecinen Punft geben muB, ber wijden beiden gleidymeit
entfernt ift. Weldher unendlichen Bahl im Sinne Bevonefesd entfpricht

nun biefer Puntt? Der 3abl i;? antwortet Bevonefe. Fragen wiv

nun nad) dem Grunde diefer Untwort, fo fann bdiefer Grund nur in
ber Behauptung liegen, baf ber Eﬁunﬁ oo, ¢hen bie unendlid=grope

Bahl exfter Ocbnung unbd ber EBunft L beshalb bie Hilfte biefer
Bahl darftellen wird. Fragen wir unﬁ nun aber, worin der begriff-
liche Unterjchied zwifjchen bem Puntte o, und % in bejug auf bag

®Bebiet dex enblidhen Stala refp. ber unenbdlichen Menge der endliden
Bafhlen 1, 2, 3, 4,....mn, ... . liegt, fo ift e8 offenbar, dah

Fein folder anzugeben ift, da beibe Puntte in gleider Weife aunper= |

Halb bdiefer Bahlen liegen, jo daf in begug auf das Gebiet der leh-
teren jeder auferfald Derfelben in der Ridiung bder Geraben 1o,
liegenbe Punft gleidermaBen ben im Unendlichen l(iegenben Puntt
o, barftellen fann. Dex Beqriff der unendlidh=grofen Jahl oo; Bero-
nefed ift aljo v6(lig unbeftimmt. Nur wenn man von vorneherein
bag Unendlidhe ald feftftehend betvaditet, (aft fih auf Bevonefeidhem
Wege nod), allerdingd aud) dbann nur fdheinbar, ju einem folden ge-
langen: wenn aber diefer Beguiff jugleid) die objeftive Gyifteny ded
Unendlidhen gemwdbrleiften foll, dann ift der Veromejefdhe Weg bdazu

vigllig ungeeignet. Jn der Tat unterfheidet fich der Punit 3 in

bejug auf bag Gebiet ber enblichen Bahlen 1, 2, 3, 4, N

begrifflid) in gar nidhts von dbem Punfte o, da Eethe ‘,Bunfte in
gleidhem Sinne auBerhald bdiefes Gebictes [tegen und bie dazwijden:
liegenben ©treden notwenbdigerieife jebe eime unendliche Menge von
Bebieten endlidher Sfalen enthalten mitffen. Teeilidh) tdnnte man
fagen, baf biefe unendlidhen Mengen nidht einanber gleid) finb, Ge-
wif find fie nidht gleid), wenn bdie unendlid=groBe Strede erfter Ordnung
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1 0, jdhon al8 beftehend voraudgefeht wird, denn bann ift bie Strede
(ogl. Figur 11) 3;1 offenbar <" oo, umd in hnfider Weife wird

1 2 3 4 n oo oo,_nooi—Sooi—Quol—qu,

°—2—< ‘% x, fein. ber bamit bie unendlidhgrofe Strede 190, be:
ftehen fann, miifiten jubor die Streden 13;} ].c%—
biefe Eannten aber mur bann beftehen, wenn twiv einen Grdenunter:
jihied awifhen den entjpredienden unendlichen Mengen barin enthaltener
enblicher Stalen, unabhangig von dem BVeronefejdien Begriffe der un-
endlidzgrofien Bahl exfter Ovdnung, feftitellen HWnnten, worin fid) eben
bie vbllige Unbeftimmtfeit diejes lehteren Vegrifid flar offenbart.
Auf Grund diefes Refultaid fann man nun leidgt einfehen, bafy
bie transfinite ahlenlehre Veronefed in ihrer Wnwendung ouf bas
fonfefutive Distretum 3u dhnlicen Widerfpritdhen fithrt, ju benen
und die Unmwendung der Cantorfdhen gefirhrt Hat. Wie wiv in bejug
auf bie lehtere fanden, baB bie aus Fonfefutiven Puntten beftehende
w-Menge in MWaheheit eine abjolut unbeftimmt- unendlide Anzahl
von joldjen Puntten enthalten miifite, und daB aud) in diefer letsteren
filr bie w=Teilmenge wieberum bosfelbe gelten miljte ujl. in in-
finitum, toorin fidh die vdllige Unbeftimmifeil biefer Menge in bem
fonfefutiven Distretum ergab, ebenfo ift e8 nad) bem Obigen leidht ein-
jufeben, daf Hei ber Anwenbdung der Veronefefhen 3ahlenlehre auf Das=
felbe bie oo, -Menge vdllig unbeftimmt wird, b. . bafk jie in Wahrheit
eine nﬁflﬁut unbeftimmt=unenblidhe Anzahl von jolden Mengen in fich
enthilt ufw, in infinitum, baB aljo bie oo -Tenge, aljo eine aud
einer unendlicdhen Unzahl von fonjefutiven Punften beftehende Menge,
audy wenn bdiefe in Veronefefhem Sinne gefaht wird, unmbglich ift.
G5 ergibt fich bavaus aber aud) ein widtiges Refultat in begug
auf bie Togifthe Begrindbung ber Beiben transfiniten Jablenlehren.
Sn ihrer Anwendung auf das fonfefutive Distretum treten bie Wiber-
ipriihe ber tranafiniten Bahlenlehre Cantord viel offenfunbiger al
biejenigen Beronefes einfach) deshalb Hevvor, weil bie exfteve logijd) in
ihrer exften Grundlage viel [darfer gefafit ift, inbem fie bie Gejamtbeit
aller endlichen Baflen au der erftem umenblidhen Bahl madt, und

2. beftehen fonnen,

e
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unendliche Mengen, die niht jahlenmdifig ausbriidbar waven, nidht
aulafien will, wahrend bie yweite dieje lesteren juzulafien genbtigt ift, ba-
burd) aber bie leste (ngijde Grunblage ded Begrifis der unenbdlid-grofen
Bahl erfter Orbnung verliert.! Cantords Ausgangspunft bilben bie
fonfefutiven Bahlmengen, Beromefed Uudgangspuntt bdie fonfefutiven
Seqmentdmengen, der Bielpunit Cantord liegt aber in ben infonjefu-
tiven Punttmengen, derjenige Veronefed dagegen fdallt jujammen mit
jeinem Ausgangspuntte, ECantors Ausgangdpuntt verfesite ihn in die
Lage, u bdem logifdh jdharf gefaBten Vegriffe der Sahl o 3u gelangen,
jein Bielpunft verhinberte ihn bavan, bie Unmiglidhteit der Unwen-
bung bderfelben auf die geometrijde Gerade einjujehen (denn, wie wir
fpater fehen werben, laffen fidy leicht bie Wiberfpriidhe ber aus fon-
fefutiven Puntten bHeftehenden unendlichen Geraden auf die aus fonfe-
tutiven Segmenten bejtehenden unendlidhen aus infonjefutiven Puntten
beftehenben Gevaden iibertragen), Beronefed Ausgangspuntt dagegen
verhinderte ihn ju dem logifd) jdharfen Begriffe der unendlidhen Jahl
erfte Ordbnung 3u gelangen, indem biefer Ausgangdpuntt jugleidh jein
Bielpunti war. Unjere Betvaditungen an bem fonjefutiven Distretum
jeigen und, bap eine tvansfinite Bahlenlehre, wenn fie nidht jdhon in
threm Unfang begrifflich vollig unbeftimmt daftehen joll, notwenbiger-
weife mit Cantord o anfangen muf, fie jeigen aber jugleid) aud
mit aller Dentlidyfeit, dafy die Wnwenbdbung biefer lehteren auf das-
jelbe zu unldpabaren Wideripriichen fithrt, worausd indiveft Hervorgeht,
baB bas tonjefutive Distretum iberhaupt nidht unendlich fein onne,
baf basdelbe nur enblidh gebadyt werben miiffe.

Dasfelbe Nejultat werden wiv nunmehr aud) birett gewinnen,
inbem wir ben lebten Urfprung aller biefer Wiberfpriihe aufzeigen
wollen.

Der lepte Urfprung oll bex Wiberfpriidhe, bie ausd der nwendung
ber transfiniten Jahlenlehre Cantord auf dad fonfefutive unendliche
Disfretum entipringen, liegt einfad) barin, da in einem folden Dis-
fretum bie Bahl @ von vorneherein auzgejdlofjen ift, daf das Wefen
besfelben mit bem Begriffe bev lehteren in einem uniberbriidbaren
Gegenfaly jteht. JIn einem foldjen Disfvetum bebeutet ndmlidh die
Wig. 2 nidht mebhr eine blofe bilblide Darftellung der Fahl o, fonbern

! Bie Ridtigleit biefes BVorrourfs wird evibent beim Fonjefutiven Distretum,

benn in diefem lefleren Tann e8 offenbar von vorneferein feine jablenmifig nidt
augbrildbaren unendlidien Mengen geben.
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fie hat in bemfelben eine unmittelbare veelle Bedbeutung, e8 (afit fidh
ndmlid) gang gut ein mit ber Fig. 2 vollftandig fibeveinflimmenbdes
vaumlides Didtvetum benfen, in bem jebe vertifale Bunftmenge bie
entfprecjende endliche Bahl unmittelbar bdarftellt. E8 laft fidh nun
leicdyt einfeben, baB in einem foldien Disfretum auf jebe vertitale
Punttenmenge, die einer endlidien Sahl entfprict, wiedevum nur eine
Puntterumenge folgen fann, die einer endlidhen Bahl entjpridit, ba ja
bie entfpredienden Punfte bder Horiontalmenge unmittelbar aufein-
anderfolgen, Ffonfefutiv find, fo daf in ber Meibe dicfer vertitalen
Punttenmengen nie eine unendlidhe Punktenmenge wird jolgen ¥onnen,
b. §. eine ber Zabl w entfprediende Menge. Wie namlid) dic Jahl
@ gan auferhalb der Menge ber enbliden Jahlen liegt, jo miifte
ebenfo Diefe entfprediende vertitale Punftmenge gany auferhald dex
Jeibe endlidher vertifaler Punftmengen liegen, was eben unmoglid
ift, ba ber Vorausfehung gemdp alle iberhaupt dentbaren vertifalen
Puntimengen bdiefer Art in einer und derfelben Reibe liegen, da fie
jo alle (refp. bie entipredienben Puntte der Hovizontalreihe) fonfefutiv
find. Gine vertifale, der Bahl @ entfprecdiende Punftmenge ift alfo
in bem FTonfefutiven Disfretum der wefentlichen Natur biefes lefteren
gemdf ausgefdhlofien und es ift bann fein Wunder, daf der Verfud,
biefelbe bod) darin ju ftatuieren, ju unldzbaren Widberfpriichen fithren
muf. Die Ridtigleit diefer Behauptung laft fidh gany ftrenge folgen=
bermafen begriinbden.

Die enbliden Bahlen der Reibe 1,2, 3,4,....v,.... entftehen,
wie gefagt, fo baB, von ber erften urfpriingliden Ginbeit, der Jahl 1,
audgehend, jeber vorbergehenden Babl eine newe Einbeit Hingugefiigt
wird, und e3 hat infolgebdefjen jebes Glied in diefer Reibe (jebe eingelne
endlidie Bahl), auBer bem erften, ein ihm unmittelbax borausdgehenbes
und ein ihm unmittelbar nadyfolgendes, jo daf, wenn von der quali-
tativen Befdiaffenbeit diefer Glieder abftrabiert wicd, b. h. ein jebes
foldjes al8 eine einfadie @inbeit betrachtet with, die Meihe aus lauter
fonfefutiven Ginfen beftebt. @Genau biefelbe Bejdhaffenteit Hat nun
aud) bie aus fonjefutiven Punften beftehende Punttenmenge, bie einen
etften Puntt bot. Denn fie ift in IWabhrheit nidts anbeves ald ein
vbllig abdquates fonfretes Beifpiel jemer abftraften Meihe: wie jebe
eingelne Cinbeit in jener Reihe unteilbav ift, o ift Hier jeder eingelne
Puntt vollfommen einfad), aljo eine fonfrete cinfadhe Ginbeit: und
wie bort jebe einfacbe Einbeit (auBer ber eften) eine ihr unmittelbar
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voraudgehende und nadfolgende Hat, ebenfo Hat aud) Hiev jeber Puntt
(auBer dem erften) einen ihm unmittelbar vovaudgehenden unbd einen
ihm unmittelbar nacdhfolgenben. Wenn nun in jener erjten Reibe dburd
bie fufzeffive Adbition einer Einbeit su ber vorausgehenden Jahl fets
eine endliche 3ahl entfteht unbd entftehen Yann, jo wird aud in diefer

jmeiten Menge durc) die jufseffive Abdition bes einen Punftes zu :

bem vorausgehenden nur eine endlicdhe Punftmenge entftehen Fonmen.
MWahrend wir und nun — und Hievin liegt der Schwerpuntt unjerex
Betveisfithrung —, rein abflvaft genommen, gang gut eine gang neue
Bahl ® benfen Fonunen, die die Gefamtheit aller enblidien Bahlen be=
Deutet, refp. bie die gange Feihe bev der erften Einbeit jutzeifive su ab-
dievenben Ginbeiten, zufammen wmit diefer erften felbft, enthalt, wweil e3
in einer foldien feine lebte Ginbeit gibt (refp. su geben braudyt), ift eine
entipredhenbe w=TMenge ei jener fontveten Punttmenge nidt moglidy,
da e8 bei biefer notwendigerweife einen lehten, die gange Heihe von
Puntten abjdlieenden Punft geben wmup. Denn wie bdie Gefamtpeit
aller enblichen Bahlen, in ber es feine grifte endliche Bahl gibt, ju
ber neuent unendlidhen 3ahl o fithet, die auferhalb diefer Reihe enbd-
licher Baflen liegt und auf fie alle unmittelbar folgt, ebenfo milpte
¢8 auBerhald der unendlich) vielen Puntten dbex Punttmenge », in der
¢8 feinen lehten Punft gibt (refp. geben foll), einen Puntt geben, bex
bie gange unendlicdhe Reihe jum Abjehlup bringt, bie betreffenbe Punkt-
menge 3u einer aftual unenblidhen (vefp. ju einer unendlid-grofen
Geraden exfter Orbrnung) madit. it aber ein foldher gegeben, bann
befteht ein beqrifflicher Unterfdhich mebhr jroifdhen einer foldjen w—+1—
Menge fein follenden Puntimenge und einer endlidhen PBunttmenge.
Denn in beiden qibt 8 einen erften und einen lekten Punkt, in beiben
Bat jeder Puntt auper bem erften und bem [eblen einen unmittelbar
voraudgehenden und einen unmittelbar nadyfolgenden Puntt, in jeder
ergibt die (im Geifte gemachte) Abdbition eines Punttes u ben voraus-
gehenben, wenn wvon bem erften Punite audgebend Dbiefe Adbbition
jufseffive ausgefithrt wird, immer eine endlidhe TPunitmenge. Pan
wirh vielleidht im Wnjdup an bdas Qeptere fagen: der begriffliche
Unterichied beftehe eben barin, dap in ber erfleven babei nie auf eine
lete enbdliche Punttmenge ju gelangen ift, wibhrend bies in bex joeiten
(relativ) Bald ber Fall fein mwird, Aber bied ju behaupten, BieBe in
cinem circulus vitiosus fid) Bewegen: benn bie Behauptung, jene exfte
Menge fei aus unendlidh vielen Puntten jufammengefest, muf fidy auf
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einten begrifflichen Unterfdhied in den beiben Mengen ftiken, folglid) fann
biefer begriffliche Untexjdhied nidht in ber Boransfebung der unenbliden

© Mnzabhl felbft liegen. Daf ein foldher begrifflicher Unteridhied swifdhen

Beiben Mengen in ber Tat nidyt befieht und beftehen fann — und bies
ift bod Entjdeibende —, ergibt fid) eben unmittelbar aus dbem Berqleich
ber beiben Punfimengen mit ben entfpredjenden Bahlmengen. Der Unter=
jchied wifdien einer endlichen Bahlmenge und der unendlichen Sahlmenge
(w + 1) befteht barin, dap, wdhrend die erfte aus Yauter fonjefutiven
Babhleinbeiten befteht, d. B. jebe Bableneinbeit barin, auBer der erften
unb ber legten, eine unmittelbar nadyfolgende und voraudgehende Hat,
bie gweite nidht aud lauter vollfommen Fonfefutiven Einfeiten befteht,
ba wohl aud) in ihr jebe Bahleinbeit, felbftverftandblich auper ber
erften 1 unbd ber lehten o, eine ihr inmittelbar nadhfolgende hat,
ber letitenn Bahl w darin aber Feine Jahl unmittelbar vorausgeht. | Da-
gegen befteht ein entjpredhender begrifflicher Unierfdyied jroifchen einex
endlichen und ber o + 1 — Punftmenge nidht, da beide einen erften
unbd einen leten Puntt haben und beide aus vollfommen fonjefutiven
Buntien beftehen, e3 entjpredien alfo beibe begrifflich vollfommen ber
endlidhen Bahlmenge, woraud fidh unmittelbar der folgende funda=
mentale Safy ergibt:

Eine aus fonfefutiven PBunfien beftehende Punfimenge,
die einen erften und lehten Puntt hat, ift endlid.

Daf biefer Sal ridhtig ift, wird man nod) dber obigen Aus-
fithrung nidht begweifeln fonnen. Durd) benfelben find alle einen
nfang und ein Enbe Habenden unendlidien Punttmengen refp. un-
endlidi=qroBen Geraben im fonfefutiven Distretum ausgeidloffen.
Durd) diefes Refultat gerdt aber unfer Denfen in feltfame Untino-
mien. Dennt wenn ivgendwo, o miifite qerabe im fonfefutiven Dis-
fretum die Bahl o und die aud ihr weiter entfiehenden trangfiniten
Bahlen, wenn fjie wirflid) logijd) mdglid rdrven, beftehen Tonnen,
Denn, wie wir frither jagten, in biefem Distretum bebeutet bie
Figur 2 nidt eine bloBe bHildlide Darftellung der Jahl w, jonbern
fie hat in bemfelben unmittelbare veelle Bedeutung, fie ift der vidllig
abdquate Fonfrete usbrud ber endlidjen unb ber unenblidhen Jahl-
menge, ba in ihr jede vertifale Punftmenge einen Fonfreten villig
abiquaten all einer (abftvatten) endlidhen ober trandfiniten Bahl
barflellt. Aber nur ein Blid ouf bie Figur iberzeugt uns, wenn
ber obige funbamentale ©af ju Hillfe genommen wird, bah in einem
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foldhen fonfefutiven Distretum (bie Figur ftellt einen bejonberen Fall
ber quabratijden bistreten Ebene dar)' bdie Bahl w und demnad) die
trangfinite Bahl iiberhaupt unmoglid iff. Denn wenn bie trans-
finite Bahl o in bemfelben beftehen Tonnte, bann mifte, wie in dex
Figur Dargeftellt, auf alle vertifalen enbdlichen Punftmengen eine
unendliche ber Bahl o entjpredyende vertifale Punftmenge folgen, bie
entjpredjende Yorizontale ‘Punftmenge, deren Puntenangafhl w41
fein miifte, hat aber offenbar, wie bie Figur zeigt, einen erften und
einen leften Puntt, unbd bda fie, der BVorvausfehung gemd, aus lauter
fonjefutiven Punften befteht, fo mup fie nad) dem obigen Safe enbd-
lih fein, aljo ift bie transfinite 3ahl © und jede anbere transfinite
Babl fiberhaupt in bem fonfefutiven Distretum unmiglid), diefes Dis-
fretum fann demnad) nidht unendlidh, fonbern nur endlid) fein.
Anbdererfeits wieder mup, gevabe deshalb, weil bas fonjefutive
Distretum, fpegiell der Figur 2, den vollfommen abiquaten Fonfreten
Nusbrud bder abjivaften arithmetijden Reihe endlider Babhlen bilbet,
in bemfjelben gang ebenfo bie Jahl w mibglid) fein, wie fie in diefer
abftvaften Reihe ber BVorausdfebung gemdh moglid) ift. Somit ge-
taten wiv in eine offenbave Wntinomic: einerfeitd fann infolge ber
bollen RKongrueny ber abftraften avithmetijdhen Reibe endblidier Bahlen
mit ber fonfreten geometrifdien Meife von Yonfefutiven Punften (mit
einem erflen angefangen) bie lehteve, ba fie ftetd8 aufer bdem erflen
aud) einen legten Punft Hat, nidht unendlidh fein, und anbeverfeits
muB fie fraft bexfelben Kongruen; aud) unendlid) jein Tonuen, bda bie
entfpredienbe arithmetifhe Reihe unendlid) fein fimne. Die WUntinomie
ift, fowie fie Hier formuliert worben, unzweifelhaft und man mup fie
nun ju [Bfen verfudhen. €& fjind nun offenbar nur bret Lojungen
perfelben mbglich, je nadybem ob man bdie eine ober die andeve Seite
berjelben gelten (aRt, ober ob man einfad) die gange Grundlage ber=
felben, dasd fonjefutive Distretum, filr eine Unmbglichfeit erflart.

! Mady ven Pringipien der distrelen Geometrie (vergl. ,EL b. n. .°, €. 345,
unb ,Pr. b, M., S. 252, 3) Defteht bie Gydfe einer veellen Gernden nur in ber
Summe ber ivveellen Bwijdenpuntie. File die Hier gefilhrien Beweisfihrungen ift 8
aber icrelevant, ob man bie ®roge der veellen Geraben in die Summe ber veellen
Punfte allein ober in dle Summe ber itrreellen Puntte allein ober in bie Summe
Deiver jeht, in jebem Falle find bie entfprechenden Puntte (rvejp. Glementargeraden)
fonjefutiv. ilber diefe verfdicdenen formellen Miglidieiten der Scdhikung ber Grofe
teeller Geradben (und der @eraden itberhaupt) in ver visfreton Geometrie vergl. man
meinen exwoihnten Muffo in ven ,Annalen ver Raturphilofophie”, IV, Bb., &. 239 ff.
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Die erfte und, meiner Wnfidt nady, die eingige logijh Haltbare
Lojung bder ntinomie befteht in ber Behauptung, dap eine aus fon-
fefutiven Puniften beftehenbde Puntimenge notwendigermeife einen exften
und einen lehten Punft haben und infolgedeffen, bem obigen un=
jweifelhajten Sage gemdp, endlid) fein mitffe und dak barvaus ju-
gleid), auj Grund jemer vollen Kongruen; ber beiben Reihenarten,
bie Endlidifeit der abfivaften aritbmetifdhen Meibe folgt. Der Sehein,
aug bem bie Untinomie in lepter JInflany entjpringt, Gefteht in ber
Moglidyteit ber potentiellen Forilehung dicfer lehteren ing lnbe-
ftimmte, b. h. die Endlidfeit ber abftvaften arithmelijchen Reibe ijt
nidgt bie beftimmte, jonbern bie unbeftimmte Enbdlidifeit. Sn bem-
jelben Sinne fann aber aud) die geometrijhe Menge unbeftimmt end-
lidy fein: gwar ift jede einmal gefehte Punttenmenge al3 beftimmt
endlid) su benfen,- nichts Hinbert aber bdiefelbe fidh nodh groBer u
benfen, wenn babei nuv nidt vergeffen wird, baf fie alg folde, ein-
mal gefelt, beftimmt endlidh ift.* Wie jebe Punftmenge, bdie Iir
uns, diefer Behauplung gemap, denfen, enbdlich ift, obgleih jede nod
grdper gedbadyt werben fonnte (durd) Hingufitgung neuer Puntte), ebenfo
ware jede Bahl, die wir uns denfen, endblich, obgleidh jebe, burd) Hin-
jufilqung einer neuen Ginbeit, vergrbfert werben Eonnte; und yoie
jebe fonfefutive Puntimenge einen lehten Punft Hatte, fo Hatte audy
jebe Beftimmte Bahlmenge eine lebte Bahl in fidh.2

Die jweite Bojung beftiinde davin, bie Notwendigleit dex Jahl
o alg ber Gefamtbheit aller enbliden Baflen 3u behoupten, ben ent:
fprechenden w:Punft ber w=-Punftmenge bagegen zu leugnen. Und
biefe Cbjung wive in der Tat die eingige logijdh denfbare, wenn man
ben Jnfinitismug bes fonfefutiven Distretums um jeden Preis retten
will.  Man fann in der Tat die BVorausfebung, von ber wir aus-
gingen, al8 wir bie Notwendigleit des auBerhald ber w-Punftmenge
liegenben o=Punttes als bes Korrelatums der auf alle endlidhen Sahlen
folgenben Bafl @ behaupteten, anjdeinend mit gutem Grunbde in Ab-

Y Man pergl. bariber ausfilfelig ,Pr. b M7, &. 173 §.

? {iber bie Motwendigheit der Borausiehung dbex griften enblidhen Zahl bex Raum=
puntte vergl. man dagegen ,Pr. b. M.", &. 307—312. Jd muf bier ausbritdlid
bemerfen, daf diefe Notoenbigleit nur auf berm Standpuntte bes firengen Finitidmus
ailt und bap bad Dilemma: entweder bie Bufillinleit der vielheitlidien TWelt ober bie
Rofwendigleit ber grivften endlidhenBahl (o 0. D., &.811) nit mehr gilt, wenn

bie Moglichleit bes Jnfinitismus auf bem Standpunfie ber neuen Geometrie (refp.
bie Bereinbarfeit beider) jugelaffen wird,
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vebe flellen. Senn wenn e in ber Bablemmenge (©), d. 5. in ber
Menge aller endlichen Bahlen, beven Babl w ift, Tein lehtes Glicd,
b. b. Yeine grdfite vefp. lete endliche Bahl gibt, bann fann es in ber
Punttenmenge (o) fein lebtes Glied, b. . feinen legten Punkt geben,
fo baB wir einfadh) nur die Punftmenge o als mbglid) vorauszujesen
aben, unendlidhe Puntimengen dagegen, bie grdper als o wdven,
ober, pragifer ausgebriidt, unenbdlide Punftmengen mit einem erften
Punfte (bem Anfang), die grofer ald o wiren, ald unmbdglide aus-
jujilicken DHaben, ba foldhe Tengen notwenbdigerwoeife die Punit=
menge (o + 1) al8 Zeilmenge enthalten miiten, diefe aber nady dem
obigen Funbamentaljage fiber Fonfefutive Punftmengen mit beiden
Gnben notwendigerweife endlich fein wmilhte, woraus dann aud) bie
Gnbdlichfeit der w-TMenge und alfo aud) bie Endlicdhfeit jeder nadh
einer endlichen ober unendliden Bahl vielfachen Punttenmenge folgen
wiiede (nidht nur alfo waven WMengen von der Form w-v, fonbern
aud die Pengen von der Form wv ufw. endlid), benn wenn die
w-Punttmenge endlidh ift, dbanm muf aud 3. B. die o-Puniimenge
endlidh fein, Da fie in Begug auf die erfte enbdlide w-Tienge felbit
eine o-Menge wive 2c.). Abftraft genommen wiitde war aud in
biefem Falle die unendlihe Bahl © auf alle endlichen Bahlen un-
mittelbar folgen, ihr wittbe aber im Gebiete dev fonjefutiven Punit-
mengen fein Punft mehr entipredien, ber Bahl o wilvde in biefem
Salle einfad) bie gefamte unendlidge Punftenveife der Puntmenge
(w) entjprechen.

Diefe Behauptung liepe fidh jogar vom abftratten Stanbpuntte
aus verteidigen. Denn dad Gigentiimlide ber Jahl o befteht eben
barin, daf fie die Gejamtheit aller endlichen Bahlen bebentet, baf jie
bie Mealifierung dev gefamten Reibe diefer Jahlen als gegeben und
vollogen fet, fo bafp man in diefem Voljug und Sehung Dbiefer
Reibe, die fein legtes Glied Hat, gleijam bdie eingige Aufgabe bder
Bahl o erblicfen fann. Auf die mit einem erften Punft beginnenbe
SPunttenveife fibertragen, wiirde aljo biefer Nujfafjung gemial die Jahl
o einfady die ben emblidhen Bablen entjprechenbde Realifierung bdiefer
gangen Reibe (was aus ber Fig. 2, wo jedem Punfte ber Horizon=
talen mit einem exften Puntte Heginnenden Puniiveibe eine vextitale,
ber enblichen Sahl entiprediende Punttenveihe entipricht, unmitielbar ju
erfehen ift) bebeuten, ofmne daB baburd) ein anBerhalb bdiefer gangen
Reihe liegender, der Jahl @ felbft entjprechender unb biefelbe im Un=
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endlidhen abfdjlichender Punft gefest werben miifte (in der Fig. 2
wiitbe aljo in biefem Folle auf alle die enbdlidhen vertifalen Puniten-
mengen feine unendlice vertifale Punttenmenge [w] folgen, fo bap aud
in ber horvizontalen Punttenmenge fein diefer vertifalen w=TMenge ent=
fprechender w=Punft vorfommen wiirhe).

Wenn man nun fragt, ob man bei biefer jweiten Lojung anberen
transfiniten 3ahlen auBer o eine geometrijfe Bebeutung beilegen
fann ober nidt, jo fann man fidh gang qut denfen, baB aud) ihnen
eine foldge jufommti. Denn bdie Zahl o bedeutet in diefem Falle nux
bie mit einem erften Puntte beginnenbe und mit feinem leften ab-
jdlieBende Punftmenge, d. h. biefelbe bebeutet eine aus fonjefutiven
Puntten beftehenbe, einen Wnjang, aber fein Enbe Habende Gerabe,
Da fith aber bie Fortfefung einer Geraden audy in der entgegens
gefeten Ridhtung denfen [aft, fo Hindert nidhts, daB die Geradbe von
bemjelben exften Puntte, wie in bem exften Falle anfangend, aud in
ber entgegengefehten Ridtung fid) ind Unenbdlicdhe exftvedt, b. §. ber
Bahl o entfpridit, wie dies die Fig. 9 geigt. Alerbings ift dies nur
fo mbglich, wenn bex tvansfiniten Jahlenlehre Cantors ftatt jeiner das

- -
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®leidheitstritevium Bevonefes ugrundbe gelegt wird, da eine Fort:
febung ber w=Punftmenge ebenjorwenig nad) vorne (in ber negativen
Ridtung) moglidh ift, wie fie nad) Hinten (in der pofitiven Ridtung)
unmbgli) war, jolange bag Gleichheitstriterium Cantors gall, Hier
ift died nod) viel einleuchtender, al 3 in jenem Falle ber Fall war.
Denn wenn nad) Cantor die Wienge
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gleid (vefp. @bnlidy) ift, bann ift fie aud) mit den Diengen
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gleidh (vefp. dhulidy), rooraus unmittelbar die Unmbglidyteit einer. &pth
fegung ber aus fonfefutiven Puntten heﬁeﬁenhen_ @erubgn in ber
negativen Richtung (wenn die erfte ald pofitiv begeidhnet wird) To?gen
wiltde, da jeder Punft, der dem Unfangspunkt ber in ber pnﬁhben
Richtung verlaufenden Geraden bhingugefitgt wird, ie[ﬁft. 3u-hte'§em
ihrem Unfangdpunite wirh. Wird bdagegen bas Gleidhheitsiritevium
Gantors aufgegeben (man vergl. davitber die Anmerfung &, 42), bat!n
feudhtet von felbjt bie Mbglichteit biefer Fortjebung dber Geraden in
ber negativen Midjtung ein und ed wilvbe demgemdp bie Angahl ber
Puntte einer jolden Feinen Anfang und fein Enbde habenben @em.ben
ber Gantorjden trandfiniten Bahl w-2 entfprecen. Den tranﬁﬁn-tten
Bahlen von dber Form o + v wiirden offenbar bie Teilgeraben biefer
Geraden entjpredien, die aus einer w=Punfte enthaltenden Halbgeraben
und v vor diefer liegenden Punktten beftinden. Den transfiniten Jahlen
®-3, w-4 ac. und bden bazwijdenliegenden Bafhlen von der Form
@-v -+ v witrhen nur nody ftrahlenformige und gebrodene (in einer Ebene
Tiegende) Qinien entfpredjen tonnen, wihrend 3. B. der Bahl w® offen:
bat ein Sedftel vefp. ein Biertel einer aus fonfefutiven Puntten beftehen-
ben unendlidhen (breiectigen oder quadratijdhen) Ebene entjprecien mwiicbe.
Allgemein gefprochen witrden unter den tvansfiniten Babhlen nur den
unendliden Bahlen von der Form o, ©-2, ... w-y, ... w? o, ..,
w® . feine Punfte im Raume entpredien, dagegen allen Jahlen von
per Form © + v, 0-v+v, 0 4, @ + v wiltben eingelne Puntte
entjpredien, gang ebenfo wie endliden Bahlen foldhe entiprechen, a.ﬂer=
bings mit dem widtigen Unieridyicde, daf, wabhrend ben Eﬂ‘bllﬁﬂ"l
Bahlen ofjne Unlerbredung bdie eingelnen *]Sunﬁ? eutfprecﬁ:m, bte?» bei
jenen transfiniten Bahlen nicht mehr der Fall ift, da wifdhen ihnen
Babfen vorhanben find, bdenen Feine foldye entfpredjen. _
Tie plaufibel diefe Sdjung auf den exften Blid aud erf&;emen
mag, fo filhet fie dodh, logifdh Fomfequent ausgedadyt, baju, bie 81.15[
o al3 jolde, d. . al8 eine befondere 3ahl, 3u Ieugneft, aljo nur eine
Fahlmenge (w) guzulafien, ofne diefer Wienge jelbit einen Orbnungs-
typus refp. eine Bahl gugujdhreiben. Denn es laft fidh nidyt leugnen:
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wenn die Jahlnenge (), b. §. bie Menge aller endlidhen (in Cantors
©pradye) Ordinalzahlen, al3 twoflgeordnete Menge aufgefaft einen
Ordrungstypus hat, und es alfo eine ahl diefer Menge gibt, dann
ift biefe Babl begrifilihy etwas gang Neued, was mit jener Menge
jelbft micht mebhr jujommenfallt, und e3 mup bann notwendigerweife,
wie auj alle bie endlidhen Bahlen ber Zahlmenge (o) die unendliche Jaht
o felbft unmittelbar folgt, ebenfo auf alle Punfte der YonfeFutiven
Punttmenge (o) ein o-Puntt folgen, dev diefe Menge im Mnenbdlidjen
ebenjo abjdiliept, wie die Bahl o ben begrifflichen AbjhIuE der Bapl=
menge () bilbet. Jft bem nun fo (bie Fig. 2 itbersengt uns un-
mittelbar von beflen Wabrheit), dbann muf, wenn bdie Punttmenge
(w) wiberfprudislos gedadit werben foll — wund fie (aft fidh, wie wir
faben, mur fo widexfprudyslos denfen, wenn fie feinen w-Punt aufer
fih im Unendlidhen Hat —, offenbar die Bujammenfafjung der Bajhl:
menge (w) in ein Ganges, b, §. bie Behauptung, daf dicfelbe einen
Orbnungstypus befigt, jallen gelaffen werben. Jn biefem Falle Hatten
nun bdie der Bahl o nadfolgenden Sahlen von der Form w41,
© + 2 ujw., wie alle trandfiniten Jahlen ftberhaupt, Feinen diveften
arithmetijhen Sinn mehr, fie wdren bloe Beichen dafiir, daf 3u der
Punttmenge (0) neue in derfelben Richtung nidht mehr legenbe Puntte
des fonfefutiven Distretums, deffen Beftandteil jene Punttmenge Hilbet,
bingugefilgt werben follen, vefp. baf e3 foldhe Punfie qibt.

Wenn wiv nun gu all diefem nod) Yingufiigen, bof auf Grund
besfelben ©ales, auf Grund defjen fonfefutive w-Punfimengen mit
einem (feften) Gnbe im Unendlichen unmiglidh find, aud unenblid
Ileine, ous fonfefutiven Punften beftehende Streden in bem Fonfe:
Tutiven Distretum ausgejdlofien find, — denn in biefem Falle mitfte
notwendigerweife eine endlidhe Stvede aus unendlich vielen folden
unenblidy fleinen Strecen, ben einfacien Elementargeraben, Beftehen,
aljo aud einer unendlichen Anzahl von fonfefutiven Punften, was
eben nad) jenem Sale unmbglidh ift, da jede enbliche Strede in biefem
galle eine einen exften und lepten Punft Habende, aus Tonjefutiven
Puntten beftehende (w + 1) Punftmenge bdarftellen witcbe (ugl. dariiber
ausfithelider weiter unten) — wenn wir, fage id), aud diefes in Be-
tradt ziehen, dann erft wird ung ¥lar wecben, wie drmlich einem fon=
fequenten Unendlichfeildvertveter bie Anwendbung ded Unendlidyfeits-
begrifid auf bas fonjefutive Distretum erjdheinen wird. Unbd dody ift

bies bas Juerfte, wa3 fich nod von bem Unendlicheitabegriff, wenn
Petvonievich, Die fopijHen Geomelvien, b
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man fidh nidt dabei in unldsbare und Hanbgreiflidhe Wiberfpriidhe
verwideln will, vetten Tann, wenn bderfelbe auf dag fonfefutive Distye-
tum angetoenbet werben, wenn aljo diefes lehtere unendlich fein foll.
TBie man aus dbem Obigen fieht, ftellt biejes in bem fonfefutiven Dis-
fretum nody mbgliche Unendliche Yogifd bdad Minimum bes Unend-
lidien baxr, eir Minimum ilbrigensd, weldes, wenn man nur fireng
Togifd Denfen will, gerabe an ber Guenge dexr Unmbglichteit fteht.
Denn wenn die Bahlmenge (w) felbft feine Bahl mehr Hat unbd
bie Punftmenge (o) feimen Vlehten biefelbe im Unendliden ab-
jolieBenden SPuntt, dann gibt 8 Feinen begrifflidhen Unterfdhied melpn
swifden ber unbeftimmten Enblidhleit der avithmetijthen Reibe end-
lidher Bablen, bie derfelben nad) unferer erften Cdjung sufommt,
und diefer vermeintlichen aftuellen Mnenbdlichfeit der Jahlmenge ('m}
einetfetts unb ber unbeftimmten GEnbdlidfeit der geometrijden Reibe
einer mit einem erften Punfte anfangenden fonfefutiven Punitmenge,
bie derfelben nady unferer erflen [ojung ufommt, und biefer vers
meintlicen aftuellen nenblideit der Puntimenge (0) anbererfeits.
Denn bie unbeftimmie Endlidhleit bder avithmetijdhen Reihe bedeutet
im erften Falle nichtd anbeves, als bap fid) diefe Meihe nie ald ein
®anges benfen Iaht, daf bie Unendlichfeit berfelben nur in potens
tellem, nidht aber in oftuellem Sinne befteht, bap eine umendliche
Bahl aller endlidhen Babhlen nidht befteht, bap vielmehr bdiefe Reibe
ftets mit eimem Yepen endlichen @liebe enbigt, daB fie alfo,
aftuell gegeben gedacht, ftetd (beftimmt) enblich ift, und Dbasjelbe
bebeutet die unbeftimmie Enbdlidfeit der mit einem exften Puntte
beginnenden fonfjefutiven Punftmenge. Hieraus ift e8 far, dap
— ba bie zweite Cdjung, wenn fie logijd Fonjequent durdhgefithrt
wird, fih von ber erften nur formell unterjdheidet —, e bie exfte
Qofung vidhtig ift, die weite nidht ridlig fein fann et vice versa.
Denn wenn die erfte Sofung fitr eine unvidlige exflirt wird, fo be-
peutet bas nidht mehr und nidht weniger, al3 dbap bdie unbefimmte
Gnblidhteit vefp. bie potentielle Unendlidhteit der arithmetifhen unbd
ber geometrifdhen Tonjefutiven Reihe als jolde unmiglid ift, daf biei.elﬁe
notwenbdigerweije su der Bovausfetung der aftuellen Unendlidyeit Imh_et
Reiben fithrt, roovaus dann, wie oben audgefithet, mit Notwenbdigleit,
wenn alle weiteren Wiberfpriidhe Ded Unendlichleitsbegriffs aufgehoben
wetben follen, die Ridjtigfeit dev sweiten Cojung folgen roitrde. _fiﬁer.m
fih aber bie erfte 8djung ftreng Togifd) beguitnben IiBt, wie id
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bie8 an einem fjlhon angefiihrten Ovte gegeigt GHabe, bann folgt
bavaus unjweifelhaft, daf fidh bag Tonfefutive Diskretum nur als

_enblidh benfen [apt.

Wie bem nun audy fei, jebenfalls wird fidh ein Tonfequenter
Unenblichteitsvertveter mit bev zweiten Sdjung, bie ihm nur bas
allertleinfte Minimum bder Realifierung feiner Sieblingsidee bietet,
nidt gufriedengeben, fondbern ev wirh feine Buflucdht ju einer dritten
redjt vodifalen Sbjung nehmen — er wivh namlidh einjodh bdie
Iogijde Moglidyfeit bes fonfefutiven Diskretums, bas ihn in folde
Berlegenfeiten bringt, in Abrede flellen. Damit wiixde die gange
Untinomie, aus der jene beiben Cdjungen entfprungen, Hinwegfallen,
benn fie fatte, fo fdeint e3 wenigftens, dann feinen Boben mehr, da
ihr bev Gegenftand, auf ben fie fidh) besieht, dadurd) wilrbe entzogen
werden. Denn mit der Anfhebung des aus fonfefutiven Puntten Be-
ftebenden HRaumes jeint der Unenbdlidfeitsvertreter aller obigen Sorgen
entledbigt 3u fein, ein joldjer Unenbliditeitsvertreter, wenn ex nur fon
fequent genug ift, wiixbe fogar Beveitwilligft jugeben, dof ein jolder
Faum nur endlid), jo nody mehr, nur beftimmt endlich feint Ebnune, ba er
Tonjequenterieife bie unbeftimmte Enblichleit eines jolden jur aftuellen
Unendlidyfeit (obiger Art) exheben mithte und da biefe unmoglich ift —
was er wieberum nody beveitwilliger jugeben wiithe —, fo wiiche ex
eben bavaus ben Sdluf ziehen, baf bas Fonfefutive Distretum mur
Geftimmt enblich fein Tonne. Da diefe beftimmie Enblidyfeit, Tonfe-
quent gebacht, au einer grdften endlichen Bahl der Fonjefutiven Raum:
bunite filhren miifte, fo wive dad nur ein Grund mehr, die Yogijde
Mioglicheit des Fonfefutiven Disfretums ju leugnen.?

Ware nun wirflid) dex Unenblidfeitsvertreter mit bdiefer feiner
Beftveitung der logiiden Moglicyteit des Tonjefutiven Diskretums mit
cinem ©dlage all bder Sorgen frei, die ihm diefes bereitete, folange
e8 nod) als logijdie Miglichteit galt? Qeider nidt. Denn wenn
man einmal den Unendlidyfeitsbeqrifi bei einem foldhen, dem Bahl-
bistvetum unmittelbar entfpredenden Naumbdiskeetum nad  feiner
Miglidhfeit gepritft Hat, banmn Hat man in ihm und damit aud) im
Begriffe bes unendlidhen Raumes mandje ShHwidgen und Mingel walr-
genommen, die fonft vdllig verborgen unbd unbemerft Blicben. Unbd wenn
man bann felbft bie logifde Moglichfeit eines folden Naumbdistretums
in Abrede ftellt, bleiben biefe Einficdhten in bie Shwaden und Mangel

U fiber bie grofte endliche Fahl vergl. man jevod) auch die Anmerfung auf S, 61.
o*
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bes Unenblidhteitgbeqrifiz in feiner Unwendung auf den Raum dabvon
unberiithet und man fann fie bann aud) auf andere Raumformen iiber=
tragen. Died wicd freilid) nur dann der Fall fein, wenn e8 gelinat, in
biefen lehteven eine At Tonfefutiver Teile ju entdeden, Denn find bie
Teile berfelben, mioge man unter diefen lehteren weldhe Teile tmmer ver-
fteben, ftets infonjefutiv, dann laffen fidy jene ©dywierigleiten ded
Unenblidteitsbeqrifis, die aus deffen Anwendung auf das fonfefutive
Digtretum entipringen, nid)t auf diefe andeven Roumformen iiber-
tragen.

Rur eine einfadie Tberfequng iberseugt ung nun davon, dap
foldhe fonfefutive Teile aud) bei biefen lebteven Raumformen exiftieren.
Denn nadh dem in dem erften Wbfdhnitt diefer Abhandlung Aus-
gefithrien bezieht fich bie Jnfonjefution der Teile in ber Fontinuier-
lichen und in ber infonfefutiv bidfreten Raumform nur auf bie
Teyten Teile, ausd benen biefelben (vefp. die Davin) beftehen, da3 Beipt
auf bie einfachen Raumpuntte, bagegen find bie ausgedehnien, bad
feit aujommengefeten Teile berfelben ftets Tonfefutiv, ba 3 B. in
einer ausgebehuten Strede die ausgedehnien Teile, aus denen fie befteht,
felbft wieberum audgedehute Streden find ufw. in infinibum., Dex
eingige Unterjhied, der in biefer DHinfidht swifdhen bem Fonfefutiven
Digkretum einerfeits und biefen beiben infonjefutiven Raumformen
anbererfeits befteht, liegt bavin, daf e8 in bem erfteven, ba bie aus-
gebehnte Strede eined jolden Raumes in lebter JInftang aus einjadjen
Tonfefutiven Punften befteht, eine Heinfte unteilbare Strede gibt (fie
fallt mit bem 3wei veelle Punfte trenmemben irveellen Punite 3u-
fammen), wihrend 8 in dem Tehteren Feine joldhe Heinfte Strede
gibt, ba e8 barin awijden zwoei Puntten fiets einen dritten und alfo
eite unendlidhe Mienge von fjoldhen qibt, die offenbar immer eine
Strede fonftituteven. Obgleich man nun fite eine qusd infonjefutiven
Puntten beftehende Stvede felbftverftandlidy nidht behaupten Fanm,
bap fie aus Fonfefutiven Teilen beftebt, wenm unter ben lehteren
bie einfadhen, fie Yonftituierenden (vefp. bavin af8 vorhanben ju bdenfen:
ben) Punkte jelbft verftanben werben, jo lapt fih) died offenbar gany
wohl fun, wenn unter biefen Teilen bdie Streen felbft verftanbden
wetben, aud benen fie befteht. Daf e8 in einer folden Strede feine
Heinfte ecinfadje Teilftvede gibt, ift babei offenbar ivrelevant, denn
wenn wir irgenbeine folde Zeilftvede zur Einbeitsfirede nehmen,
fonmen wic bann ftels die gange Strede ald aud einer (rationalen
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ober ivrationalen) ngabl von folden Teilftveden Beftehend auffafien,
indbem Dbiefe Teilfirecten unmittelbar aufeinanbderfolgend bie gange
GStrede ausmaden.

Wenn nun eine aud infonjefutiven Puntten beftehenbe Strede
(vefp. Gerabe) gany wohl ol aus fonjefutiven Teilen beftehend auf-
gefafit werben fanmn, fofern unter biefen bie fie fonftitutevenben Teil=
ftreden verftanden twerben, dann [aBt fih offenbar auf diefelbe ofne
Einjdyranfung bdie filv die aus fonfefutiven Puntten befiehende Gerabde
geltende Behauptung iberfragen, dbah namlid) eine jolde Strede nur
fo unendlich fein Tonne, wenn fie fein Ende im Unendlidhen Hat (und
baf fie, wenn bdies lebtere unmbglich ift, nur endlidy fein fonne). Denn
gibt man einmal bie Ridptigleit biefer Behauptung fitr die aud fonjetu-
tiven Puntten beftehende Gerade ju, dann muf man mit logijder Not=
wenbdigfeit biefelbe fiix jebe Gerade itberhaupt jugeben: denn daf bei
ber erflen Geraben bie Teilgeraben mit den fie fonftituierenden ein-
fadgen Teilen, den Mawmpunkten, in lebter Jnflang ujammenfallen,
ift nur ein befonberer Umftand, ber mit ber Konjefution ber Feil-
geraben einer Geraben iberhaupt, wenn bdie logijhe Mbglicteit
anderer Geradenarten (vefp. der aus infonfefutiven Punften beftehen:
ben) sugelaflen wirh, in feinem begrifilich notwendigen Bujammen=
hange ftebt, ba ja in biefen lefiteven fonfefutive Teilgerade Heftehen, ohne
baf bie einfachen Feile derfelben, bie Naumpuntte, TonfeFutiv find.!

1 E5 ift jogar mechwiledig feftyuftellen, bof die Willkiivlidhteit dex angenommenen
Eineitsfrede bei diefen Geraden alle BVebeutung verliect, wenn bie Frage nad) der

Unendlichleit einer joldhen Geraben erfoben wird, b. h. wenn vorausgefeht wird, eine
foldpe @evabe fei alfuell unendlid), Jn ber Fig. 13 ift eine Gerabe dargejtellt, die als

ig. 13.

ing Wnendlide fich erftrectend u denfen ift, in ber uerft eine mit 1 und 1, begeithnete
Strede gur Ginfeitsfivede genommen worden it und auferdem nod) eine gweite mit
2 unb 1, begeidinete Strede, bie bas Doppelte ber erflen Einbeitsfrede betriigt,
Mady bem Sleichheitstriterium Bevonefed ift nun offenbar bie unendlide Reife

g I e Wiat e i
jroeimal grofier als die unendlidje Reife
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MWenn dem nun fo ift, wenn alfo bie unendlih groe Gerabe
mit bem Endpuntt im Unendlichen nidht befteht, dann Tapt fid
barausd leicht ber merfwitcbige Sdyluk ziehen, daf fidh eine unendlich
feine ©trecde im HRaume, mbge bie Struftur besjelben wie immer
fein, itberhaupt nicht benfen laft. Daf in dem Fonfefutiven Dis-
fretum eine folde undentbar ift, folgt unmittelbar aus der Unmby-
lidhteit ber umendlidh groBen Strede mit dem im Unendliden liegen-
ben Gnbdpunfte in demfelben. Denn die unendlidy feine Strede exfter
Orbnung, wenn nur eine folde (um juniddit diefed einfadifte Beifpiel
in Betradt ju jiehen) ald mbglid) jugelaffen wird, wiivbe offenbar in
biefem Falle mit ber fleinften Strede im fonjefutiven Distretum ju-
jammenfallen, jo daB jebe endlihe Stredfe in bemjelben bann aus
unendlic) vielen fonfefutiven, unendlich leinen Teiljtrecden bdiefer Wrt
beftehen twiithe, alfo in bejug auf bie fleinfte Teilfivede eine unend-
iy gvoBe Gerabe mit Anfangs= und Enbpuntt darfiellen Mwilrde,
biefe leptere aber nady dbem oben Wnsgefithrien unmdglid ift (nod
unmittelbaver (aft fich died einfehen, wenn in Betradht gejogen wird,
baB jebe endblidje Strede in biefem Talle eine unendlide Puntten-
menge mit einem exften und leten Puntte darftellen witrde, die aber
nad) dem befannten Sale unmiglidy ift), woraus nur bie Unmbglich
feit Der unendlid) fleinen cinfadjen Teilftvede folgen wiirbe. Da nun
in jebem unendlich Kleinen belicbiger Ordbnung in bem fonfefutiven
Disfretum nottoendigerioeife bdied umnendlidh Kleine ber einfaden Teil:
ftrede al3 leter Beftandleil auftveten milgte (e8 geniigt aud) die un=
endlid) fleine Strede nddit niederer Ordnung in Betradit ju ziehen),
fo folgt baraus obne weiteres, baP jid) eine unendlid fleine Strede
in bem fonjefutiven®isfretum, wenn in bemfjelben bicunend-

fo baf, wenn w die Jahl jener exflen Reibe ift, -;—’ Dbiejenige ber gweiten fein wird,

Die unendlidhe Gerade, welde der erfien Reihe entfpridt, wird offenbar chenjo grof fein
wie die Gerade, die der gweiten Neibe entfpridt: denn bie Einfeitdfivede ber jiweiten
it sweimal grofer als diefenige bev erfien, fo baf, vbgleid) die Jabl biefer EinGeits-

fttccfen% ift, dle refullievenve Gevadengrbfe dodh diefelbe wie im erflen Falle
fein wird, ba UEJ « 9=, (Nhnlides wivve fid) evgeben, wenn jwei Geraben mit
pen Ginfeitsfireden 1 und 3 2 angenommen tecden.) Da nod) dem Gleidyheits-
Triterium Gantors von vorneferein % vefp. % (wo % bem Wusdruet v-w entfprift)

= w ift, jo folgt dbaraus ohne weiteres dasfelbe Nefultat.
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lidh grofe ©tvede mit bem Endbpunit im Unendliden nidht be-
fteht, nicht denfen Laft, dbak in bemfelben bann jebe enbliche Strede
aus einer endlichen Anzahl von Puntten vejp. fHeinften Teilftveden befteht.

Sragen wiv und nun, ob fid in dem intonjefutiven Distretum
bie unendblic) fleine Stvede denfen [Gft oder nidht, jo ift leidht ein-
sujeben, dah, wenn bdbie unendlidh grohe Strede mit einem
im Unendliden liegenben Enbpuntie bdberfelben in einem
jolden Disfretum unbentbar ift, aud) eine unendlidh fleine
Strede barin nidt wird gedadt werben fdnnen. Demn
wive eine folche benfbar, bann miifgte jebe endlidhe Strede aus einer
unendliden (©) Anzahl von folden unendlid) fleinen, fonfefutiven
Feilfteecen ecfter Orbuung beftehen, fie mitfte alfo in bejug auf bie
legtere al8 Ginbeitsftvede eine unendlidh grofe Strede (erfler Ord-
nung) mit einem im Unendliden liegenden Endpunfte darfiellen, die
aber ber Borausfehung gemdp unmbglih ift, jo bag bavaus un-
mittelbar die Unmdglidhfeit ber unendlich ¥leinen Strede in einem
foldgen Distretum folgt. Wahrend nun in dem fonfefutiven Distre-
tum unter der gemaditen Borausjebung jede endliche Strede aud einer
enbdlichen Anzahl vou einfodjen Teilftvecten refp. Punkten Heftehen mup,
[dRt fid) dies fitv bie endliche Strecte bed infonfefutiven Distretums nidyt
behaupten, da e in diefem feine Eleinfte enbdlidie Strede gibt, o bah
man in bejug auf biefelbe nuv behaupten fann, fie beftehe ftetd aus
eirter enblichen nzahl von fonjefutiven, endlichen Teilfiveden, diefe
wieberum aus einer endliden Anzahl von jolden ujy. in infinitum.
Denn wie ed in biefern Raume nad) oben feine grofte endlide Strede
qibt, b. h. feine enbliche Strede, von der fidh nicht eine grofere denfen
liege, und biesd [dlechthin ind3 Unendliche geht, obhne daf man dabei
auf eine Strede ftoBen wiirbe, bie nidht wicderum endlid) wéve, ebenjo
ift in bemfelben nady unten feine Sivede dentbar, die nidt endlid)
wive und von ber e8 nidt nod) eine fleinere endlidhe Strede gdbe.
Wie man Hievaus fieht, miigte man, fobald man in einem folden
Distretum die Unendlichleit nach oben in dem eben exbrterten Sinne
feugnen, b. §. fitr unmidglidy Halten wiivhe, mit Notwenbigteit aud
bie Unendlidhfeit nach unten in dem eben evdrterten Sinne Yeugnen,
in weldem Falle bdann aber in einem folden Raume bie Tatfade
einer fleinflen endliden Strede jugelafjen rodre, wodurd) fidh basd in-
fonfefutive Distretum notwendigerweife in bad fonjefutive verwanbeln
wiitbe, Hievausd folat alfo unyweifelhaft, daf das infonfefutive
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Distretum nad) oben notwendigerweife feiner Ausdehnung
nad unenblid fein muf, da basfelbe feiner wefentlidien Natur
(vefp. der Punttenanzahl) gemdh e8 nad) unten ift, wabhrend das fon-
jefutive Disztretum nad) oben audy endlidh fein fdnne, dba
basjelbe feiner wefentlichen Matur gemdB nad) unten — unter der
gemaditen Bovausdfebung — endlidh Jein mufp.

Die Nnenbdlidhleit nady oben und unten, von bder bGiex bei bem
infonfefutiven und bem Fonfefutiven Distretum bdie Mebe wax, ift nur
bie fein €nde im Unendlidhen Habende Unendlidhteit, und biefe fann,
wie frither ausdgefithet, nur Unendlichfeit der exften Ordnung fein. Fiix
unfere Ausfithrungen im nadften bjdnitt ift e8 aber von grofem Jn=
tereffe 3u exfabren, wie 3 fid) mit der Grifteny der unendlic) Heinen Strede
in dem infonjefutiven Dislvetum verfhalt, wenn unendlid) grofe Streden
hoherer Orvdnung davin ald moglid) ugelafjen werben, d. §. wenn bie
unendlidh grope Strede exfter Ovdnung al3 einen Endpunft im ln-
enblichen Habend aufgefaft wird. Sobald nun fiiv die aus enbdlichen
fonfefutiven Teilftredfen unmittelbar Dervorgehende umnendlich grofe
Btrede angenommen with, daf fie einen lehten Grengpuntt im Un=
endlichen Dabe (ber der transfiniten Bahl o Eantors entfpricht), muf
man audy eine unendlid) fleine Strede vovausjehen, beven im unend-
lidh Rleinen liegende Gremgpuntt ugleih die Grenge barjtellt, der bie
immey fleiner werbenden endliden Streden zuftveben, ofhne fie je zu
erveidhen. Um died ju vevanjdaulichen, bebienen wir ung der Figur 14,
worin eine endlidhe Stvede auerft in jwet Halften, bann jede von
biefen in wei Halften ufw. geteilt ift. Wenn die gange Strede
mit 1 begeidhret wird, bann wird fie offenbar aus 2 Stveden be-

e
4
|
I

Fig. 14.
ftehen, bie i:-urd; bargefttﬁt find, aus 4, die durd 4, und itber-

haupt ausg v foldhen, bdie dburd -; bargeftellt find, b. §. bie ben veten Teil

vort 1 darftellen. Jft nun bdie Strede 1 aus infonjefutiven Punkten
sufommengefest, jo wird fie ing Unendlidhe teilbar fein, b. . wie
qrop bie endlidge Bahl v aud) angenommen wird, with e8 nod) eine
au ber enblidhen Bahl v 1 entfprechende Fleinere Teilftvede der
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©trede 1 geben. Wenn nun die der Reibe endlider Jahlen 1, 2, 3,
4, vo ¥ ... entfpredienden Teilftreden einer ing Unendlidje
mntf)fenben endlidhen Strede einen lehten der Bafhl o entfprecenden
Puntt im Unenbdlihen Haben, bann muf ebenfo die Reihe der ben

Baflen 1, %, %, %, %, o+ 5 oo entfpredenden Teilftrecten

einer in8 Unenbdlidhe abnehmenden enbdlidhen Strede eimen Yehten bex
Bahl 5 entfpredjenden Punft im unendlih fleinen Gebiete Haben.

Man Eonnte nun gunddft meinen, diefer Puuft fonne mit bem Un-
fangdpuntte 0 ber Strede 1 jujammenfallen, jo daf, felbft wenn in
bem infonfefutiven Disfretum unendlich grofe Streden ver{diedener
Orbnungen jugelaffen werdben, man gar nidt gendtigt ift, die unenblidh
fleine Strede exfter und biejenigen hoherer Ordbnungen uzulajjen. Und
biefe ©dhluffolgerung Hatte wenigftens auf ben erften BIidk (vgl. jedod
bie nddfte Anmerfung unten) nidhts AniftoBiges, folange man die logijde
Moglidyteit des Tonfebutiven Distretums nidgt in Betvacht zieht, denn
jobald man biefelbe in Betvadit zieht, fieht man ein, daB eigentlic,
wenn ber im unendlid) Rleinen liegende Grenzpuntt einer ind lnend-
lidhe abnehmenben endlidhen Strede mit dem Unfangspuntt bdiefer

Strede ujommenfallt (ober in abjolutem Sinne é = 0 ift), diefe
bann in Wahrheit aus einer unendlich grofen Anzahl (ber Zahl w)
von folchen unmittelbar aufeinanderfolgenden Puntten beftehen witrde.
Denn tie bie Strede 1 aus v fonjefutiven vl=ieitﬁtccfen befteht,

ebenjo mitfite fie aus o fonfefutiven (%:Eeilﬂsed‘en beftehen, unb, wenn

:—l mit bem Anfangdpuntte refp. mit dem einfadien Punte jufammens

fallt, bemnad) aus o fonfefutiven einfachen Punften Beftehen. Sn
dbiefemt Tralle Hatten wir aber offenbar fein infonjefutives Distretum
mebr bor unsd, basdjelbe hitte fidh mit einem Schlage in bas fonfefutive
unendlidje Disfretum verwanbdelt. Will man alio diefes lebtere ver-
meibert, b. h. joll das infonfefutive Distvetum infonfefutiv fein unbd

bleiben, bann fﬂmni nidht mit bem Wnfangspunfte 0 der endlichen

©trede 1 jufammenfallen, fonbern basjelbe muf ecine unendlidh Heine
©trede barjtellen, beven im unendlidh leinen Gebiete liegende Enb-
puntt von dem Unfangdpunite 0 ber Stvede 1 verfdhieden iff.t it

 Denfelben Beweis Lonn man aud) unabhingtg von der Bovausiehung ded Yon-
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bem aber jo, bann muB aud, wie der Bafhl w-2 eine unendlid) grope
Strede entfpricht, deven im Unendlichen liegende Puntt von dem An-

fangspunite 0 die boppelte Entfermung de3 Puntted o Hat, ebenfo
ber 3albl ﬁ eine unendlid) fleine Strede entjprechen, deren im un=
endlid) {einen Gebiete liegende Enbpuntt bie halbe Entfernung ber-
jenigen Enifernung von bem Unfangspunfte O BHat, die bex ent:

fprediende Puntt bder unendlid) IHeinen Strede % pon diefem n:
fanggpuntte hat ujw. in infinitom.*

Hieraus folgt nun, baf, wenn in dem infonjefutiven
Digfretum bdie unendlid grofe Strede einen Punit im
Unenbdliden Hat, in demfelben die unendlidh fleine Strede
notwenbigerweife exiftieren muf.

Wasd wic nun in begug auf bie Crifteny der unendlidh Eleinen
Strede in dem infonfefutiven Distretum feftftellten, Yaht fidh ohne
Anberung auf das Sontinuum itbertragen. Wie im Falle, daf bie
unendlidh qrofe Strede in dem intonfefutiven Distretum feinen End-

fefuliven Digfretums fo faffen: wenn die unenblic) Fleine Strede in dem infonjefuliven
Disfretum mit bem Unfongspuntte 0 sujammenfalt (und fle braudt bies nur dann nidt
3u tun, wenn fein w-Puntt im unendlic) Grofen vorausgejet wird), daun beftelht jebe
enblidie Strede in demjelben ausd einfacdhen fonjefutiven Puntten (benn bie unendlidy
fleinen 0-Streden — Punfte — find eben ols Teilftveden Fonfefutiv), womit ecben
8 infonfefutive Distvelum a3 joldes aufgehoben ift (man fann dasfelbe Refultat
audg fo ausdeilden: aus Blofen Nullen — Null-Siveden — lift fidh Teine ausgedehnie
Strede jujommeniegen).

1 Nuf Grund biefer usfilhrungen ift e5 leidt einguiehen, dok ver Cantor-Peanojde
Betweis (vergl. Cantor, Beitfdvift fiir Philofophie und philofophijhe Rxitit, Bd. 91, &.112
big 114, und Peano, Rivista matematica, vol. IL, p. 58—62) file bie UnmdglidFeit
ber unendlid) Heinen Strede tm infonfefutiven Diskvelum, ba beide Forjder in vemielben

bent w-Puntt im Unendliden julafjen, von vorneherein unvidhig fein muf. Jn ber Tat

gelingt ihnen bicfer Veweis — idh laffe beifeite, ob er audy fo gang einwandfret ift —
nue fo, baf fie, woie fie ber unendlidy grofien Gevaben feinen (feften) Unfangspunit,
jo ber umendlidh Fleinen Sivede feinen (feften) @nbpunft jujdreiben. Wir Haben
aber gefehen, baf im Falle ver Julefiung eined w-Punltes im Unendliden, wenn
widyt von vormeherein bie Ynwendbung der transfiniten Jahlenlehre Cantors unmiglid
gemadyt werden joll, vas Gleidheitstriterium Cantors notwenbdigeriveife mit bemjenigen
Beronefed vertaujdt werben muf, wad wiederum, geomelrijh ousgebriid, Debemtet,
baf jebe Strede, fei fie unendlid) grof ober wnendlidy flein, nofwenbigerweife jorohl
cinen (feften) Mnfangs= wie einen (feften) Gnopuntt Hoben muf, womit die Geltung
be8 Gantor-Peanofden Beweifes pringipiell aufaehoben ift. Bergl. doriiber aud) bie
Bemerfungen Bevonefed in veffen ,Bvundzilgen der Beometrie”, S, 701705,
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puntt im Unendliden Hat, in demfelben bdie unenblich Heine Strece
nidt denfbar ift, ebenfo und aus bemfjelben Grunde ift cine jolde
Strede in biefein Falle aud) in dbem Kontinuum undenfbar. Wenn
bagegen die unendlich qrofe Strede einen Endpunit im Unendliden
Bat, bann wird im Kontinuum bdie unendlidy Heine Strede ebenjo
eziftieven milffen, wie fie in bem infonfefutiven Distretum exiftieren
mup, jo jogar ift diefe Notwendigteit Hiex nod) einleuchtenber. Denn
wibrend wir dort auf biefe Notwenbdigkeit davaus jdlofjen, daB man
fonjt ben einfaden Punft ald den Gvenywert der ind Unenbliche
abnehmenden enblidhen Strede annehmen mitgte, in teldhem Falle
fid bann aber dad infonfefutive Distretum in dasd fonfefutive ver:
wanbeln witrbe, fallt diefe Moglicyeit Hier von borneherein weg, weil
ber einfache Punft in bem Kontimuum feine reelle Bedbeutung Hat, nidht
al3 beffen wirtlidher Beftandieil exiftiert, fo dak aljo Yier aud vein
formell nux bie unendlidy Heine Stvede den Grenjwert der ing ln-
enblidhe abnehmenben enblidhen Strede veprafentieren fannm. Auper-
bem, wie wir filv dbad infonfefutive Diskretum feftftellten, daf bas-
felbe feiner Ausbehnung nach nad) oben notwendigertveife unendlidy Jein
mitfie, ebenjo und aus demjelben Grundbe mup bied aud) in bejug auf
bas Kontimmm gelten. Sobald man vorausfepen wiirde, daf Beide
nad) oben ihrer Ausdbehnung nad) enblidy find, witrben fich beibe mit
einem GSdlage in bad fonfefutive Diskretum verwandbeln, denn nug
biefes fann jowohl nad) oben wie nad) unten endlidy fein.

©obald man nun aber bie Mbglidteit dev unendlidh grofien
Glreden mit dem unendlid) fernen Endpunfte in dem infonfefutiven
Distvetum und bem Kontinuum juloflen wiivde, mithte man, nad
bem oben Ausgefithrien, mit demfelben Redste foldhe Geraden audh
in bem fonjefutiven Distretum ulaffen, in weldem Falle dbann in
biefem Tefgteven die unendlidh Fleinen Streden ebenjo wie in den Heiben
eften egiftieren witrden, nuv mit bem Unterjdyicde, daff, wahrend bie
felbert in ben erfteren notwenbig wiven, biefelben in ihm offenbar
mit bemjelben Redite jugelaffen toie beftvitten werben Tonnen. Freilid)
fonnten biefelben bdarvin nur jo jugelaffen werben, wenn es ge-
linge, all ber Wiberfpriide lodzuwerben, die fi) ber Anwenbung
ber transfiniten Bahlenlehre Cantord auj das fonjefutive Disfretum
wiberfegen. Wir wollen nunmehr vorausjeben, bied Unmbalice fei ges
Tungen, und untecjuden nunmebhr in bem nddften Abjdnitt, wie fid) bann
bieFrage nad) der jogenannten Machtigteit bes Kontinuums geftalten wich.
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Bemerkungen pon Ronfimoompeeblen,

Dad Kontinuumproblem befteht befanntli) in ber Frage, welde
Madytigleit der Gejamtheit aller veellen (gangen, gebroderen und
irvationalen) Baflen, vefp. aller veellen Bahlen, bdie zwifdhen 0 und
1 Tiegen, zufommt. Man gloubt allgemein, dafy bdie Antwort
auf biefe Frage zugleidh die Untwort auf bie JFrage ber Madtigteit
ber unendlidjen (infonjefutiven) Punftenmenge einer endlihen Strede
in fih jdliegt, da eine eindeutige Buordbnung der Punfte der lebleren
mit den 3afhlengliebern der erfteren ju beftehen fdheint. Da nun, wie
Gantor gegeigt Hat', die Midtigleit des unendlichen, infonjefutiven
Raumed von unendlid) vielen Dimenfionen mit der Madtigheit der
Punttmenge einer begrengten Strede (dbas lineare Sontinuum) ju-
jammenfallen joll, fo wird die Wntwort auj die Frage der Madytig-
feit be8 Babhlenfontinuums fiiv ibentijd mit der Unbwort auf bie
Jrage der Madptigleit bed Raumfontinuums gehalten.

Jm olgenden wollen wiv auf bie Frage ber Madtigheit bes
Bahlenfontinuums ald jolde gav nidt eingeben, wasd wir nadweifen
wollen, ift nur, dap die eben erwdhnte Bovausfehung bex Jdentitdt
biefer Madptigleit mit derjenigen ded8 Raumfontinuums unvidtig ift,
baf biefe beiden Fragen ganj unabhingig Yoneinander find, und dap
bie Frage nady ber Machtigeit ded8 Raumfontinuums, wenn fie ein:
mal von bevjenigen ded Bafhlenfontinuums getrennt wird, fidh leidht
beantworten [aft, wahrend bdiefe nadh wie vov offen bleibt.

Mm bie Richtigleit diefer unferer Txennung bed Jahlen= von dem
Roumbontinuum einfehen ju Ednnen, wollen wir unsd junddft mit dem
Problem bed Bahlentontinuums befannt madien, was wieberum juvor die
Betannjdhaft mit dev trangfiniten Madytigleitslehre Cantors vorausfest.

! Pergl. Cantor, ,Mathematijhe Unnalen®, Vb, 46, &. 488: ,Dag v-dimen=

fionale, twie bas p,-bimenfionale Sontinuwm Gaben bie WMadtigleit bes eindimens
fionalen Kontinuums”.
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Wir haben frither gefehen, bafp Cantor unter der Madtigeit
ober ber Rardinalzahl eine Jahl verfteht, in der nidt nur, wie in
ber Ordinalzahl, von ber Vejdaffenbeit der Elemente, jonbern in ber
aud) vor threr Ordbnung abftrahiert wird.! Wahrend nun bei ben
endlidgen Babhlen nur diefer vein begrifflide Unteridhied jwijden den
RKardinal= unb den Ordinalzahlen befteht, jo daf jeber endlichen
Kardinalzahl nux eine endlicdhe Ordinalzabl entjpridht, ift bet den un=
endliden Bahlen, wie wiv frither jaben, das nidht mehr ber Fall, bei
ihnen entfpricht einer und Derjelben RKardinalzahl eine unendlide
Menge von Orbinalzahlen. Denn die Orbinalzahl der unendlicdhen
Menge

1, 2, 3, 4, i
ift wohl von ber Dnhmnlg.uﬁ[ ber unenb[tﬁjen Eﬂlenge
1, 2, 8, 4, IS St
verfdjieden (bie exfte Hat bie ﬁtbmu[aa‘é’{ ®, hte jweite © + 1), ihre
Sardinalzahl ift dbagegen bdiefelbe, e8 ift bie erfte ober bie fleinjte
unendlide Kardinalzahl ¥, (Alef-Nul), welde bdie Gejamtheit aller
endlichen Kardinalzahlen :
188, 4 4 o
bebeutet. Denn die Wbftraftion von der Ordbnung der Elemente in
ber jweiten Mienge ift gleichbebeutend mit dem Seen berfelben in
irgendeine Ordnung, aljo aud) in bie Ordnung:
w, 1, 2, 3, 4, ¥
und in diefer lebteren Form hat he nﬁenﬁar bte[erbe Kardinalzapl

mit ber TMenge
1, 2, 3, 4,

alfo die Karbinalzah! Alef-ﬂluﬂz &E Iﬁﬁt [ui} weiter auf biejelbe
MWeife nadyrocijen, daf oudy die unendlicdhe Menge

1 MWenn man fih auf dben Stondpunit ber firengen Logif flellt, b. h. nur das-
jenige fliv logijd mdglidh juldft, wad aud) veell maglidh iff, dann ift e8 nidt jdroer
eingufehen, vaf bicfe Cantorjden Sardinalzaflen logijd gar ridt bentbar find. Denn
wenn unter dber Orbinalinhl die Jahl vou Einbeiten mit Beibehaltung ihrer Orbe
nung berftanden tird, bann ift Hberhaupt nur eine jolde Jahl benfbar, ba veelle
Ginbeiten (indbefondere bdie einfadjen Mauwms unb Jeitpuntle) nur Deftehen Hnnen,
wenn fie in einer beftimmten Orbuung gegeben find. Die Karbinalzohl Cantors ift
demnad) eine blofe logifch-formelle Fiftion, der in der Wickidleit gar nidis entfpridt.
ilber bie logifdien Mangel ber transfiniten Bahlenlehre Cantors bergl. man aud
meine ,Pringipien ber Metaphyfit 2.” bie Unmerfung &. 219,

* Man fieht Hlexaus am Geften, daf unfere Vehauplung in ber vorigen Wn=

— —
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1028, & Vi w0y @11,
weldjer bie Ordinalzahl © 42 entfpridt, ber Karbinalzahl 8, ent
fpricht ujw.  AMe bdie unendlichen Orbinalahlen nun, bdenen die
erjte unendlidhe Rarbinalzahl R, entjpricht, bilden nadh Cantor (vgl.
©. 34 biefer Abhandlung) die Bablen der Jahlentlafie (II), rodhrend
bie enblidjen Orbinalzahlen die ahlen der Bablentlafie (1) ausmadien.
Wie nun die Gefamiheit biefer lehteven Bahlen die erfte umenbdlide
Madytigteit oder bie Karbinalzabl ¥, hat, fo hat aud) die Gejamtheit
aller Bahlen ber Bahlentlaffe (IT) die jweitgrdBte unendliche Madhtig:
feit ober bie Rarbinalzahl ¥, (Alef-Ging). Auf diefelbe Weife ent-
fpricht dann der Gefamtheit aller Bahlen der Bahlenklaffe (ITI) bie
Madptigheit N, (Alef-3wei) ufw., o daf auf diefe Weife die un-
begrente Folge von unendliden Rardinalzahlen
o B W wnno B0y anes B

entftebt. Jn Diefer Weije fortidhreitend fommi man fhlieRlid zur
rage, ob der Gejamtheit aller enbliden und unendlichen Orbinal-
3ahlen itberhaupt, ber jogenannten Mienge W, eine Machtigleit, die
in biefem Falle die lefte wave, jufommt ober nidht. Jn bdiefer Frage
ftimmen befanntlidh die Vertreter der Mengenlehre nidht miteinander
iiberein,  Gantor jelbft betvadhtet die Menge W fitr eine ,infon-
fiftente”, b. B. fitx eine MMenge, bie feinen Ordnungdiypus und dem:
nadh) aud) teine Madjtigleit Hat.?

Mit diefer (dwierigen Frage nad) der Madtigleit der Menge
W verbinbet fid) weiter die JFrage nad) der Bevedhtigung ber Sahlen-
flaffen, bie Hoher al8 bie gweite finb, Da bdie Jahlen ber Hoheren
Bahlentlaffen auf Grund berfelben beiden Grundpringipe entftehen,

merfung, Gantord Rordinalzabl fei eine Bloge Fiftion, vichtig ift. Denn baf gwel
unendlide Ordinalzahlen eine und dicfelbe Kardinalzahl befien, gelingt e85 Gantor
nur fo nadjjumeifen, baf er bie ber einen von diefen Jahlen eigentiimlide Orbnung
ihrer Glemente auffebt und ihr bicjenige der andeven jubftituiert, woburd) bie Mns
miglidleil bed felbfldndigen BVeftehens der Kordinalzohl in jeinem Sinne am Deften
bofumentiert witd. Freilidh muf man ausdriedlich Gervorheben, bof bie Midigheit
ber transfiniten Orbinalablenfefre von ber Ridtigleit ber transfiniten Kardinal-
jablenlehre unabbingig ift und vaf audh, wenn'vie leglere gany berworfen wird (wie
bies 3 B. Vevonefe {ul), bos Komtinuumproblem nod) immer Gefteben Gleibt, nur
flifut fidg vasjelbe in diefemn Folle auf vos einfadfe Dilemma ber Geflimmien ober
unbeftimmten Unenblidjfeit (vergl. weiter unten) juritd,

! Bergl. bavitber 3 B. ven Wuijoy von F. BVernftein ,Mber die Reibe ber
trangfiniten Orbinalaflen” in , Mathematijgen Wamalen”, Vb. 60, 1904, &, 187—189.
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auf Grund beren bie Bahlen ber jweiten Jahlentlaffe entftehen und
in diefemt &inne alfo nur eine einfadje Fortfebung ber Yepteven ve-

prdfentieren, fo exhebt fih bie JFrage, 0b man benn iiberhaupt von

per Gefamibeit ber Babhlen weiter Bahlentlafle in bemjelben Sinne
au fprechen bevechligh ift, wie died von ber Gejamibeit ber Bahlen
ecfier Bablenflaffe ailt. Wud in diefer Frage ftimmen bdie BVertveter
ber Mengenlehre miteinandber nicht iiberein, e gibt unter ifhnen joldhe,
bie nur bdie Bablen zweiter Bablenflaffe zulaffen, wahrend Eantor
jelbft audy an den hoheven Bahlentlafen fefihalt.' Sollten nun alle
bie unendliden Ordinalzahlen der Menge W eine einyige Bahlen-

1 So 3. B. beftveitet DHobfon entidhicden die Erifteny Hoherer Bohlentlafien
(vexgl. Deffenr Mufjoy «The general theory of transfinite numbers» in «Pro-
ceedings of the London math. Society», Ser. 2, vol. III, in&bef. p. 185—187),
Sn ber Tat Hot Cantor fein bejonberes Pringip angegeben, bad fihig wire, bie
Gisheren Jahlentlafjen al8 befondere Abjdnitte der umendliden Meife ber Drdinal:
3ablen abjugrengen, Denn da bie Jabhlen ber jweiten unb aller iibrigen vorausgefesten
BahlElaffen auf Grund ber betden exften Pringipe der Eryeugung transjiniter Bahlen
(Pringip der Tonjefutiven Hingufiigung von Einbeiten und Bringlp der Limeszabl)
entfiehen, jo geniigt bas (britte) Jogenannte Madtigheitspringip al8 joldes nidht, um
biefe Balhlen in Jahlentlaffen abjuteilen, da fid) ber Begriff der Madgtigheit Auf dem
Begriffe ver Gefamtiheit griinbet, bie biesbeligliche Jujammenfafiung der transfiniten
Jaflen, bie auf Grund ber Dbeiden exften Pringipe entfiehen, in ein Gonged aber,
wenn diefe Jujammenfafjung nidt alle diefe Bahlen auf einmal wmfafjen jol,
offenbar ein newes befonderes Pringip vorvausjest und exforvert, Hiev liegt alfo eine
offenbave [ogifde Qiide in Cantors Vegriindung der transfiniten Jablenlehre, Wud
ift 5 febr jdoer, fidh ivgendeinen Weg su bdenfem, auf dem fie ju verneiden mwire.
Bielleicht Tiehe ¢8 fid) benfen, baf die Einfilhrung ber Hiheven arithmetijen Opeva-

w a .

tionen, ofne bie fidh Hbuigens tvansfinite Bahlen, bie grifer olf w

finb, mweder begrifflih ficieren nod) jeidenméfig darftellen lafjen, u einem joldjen
Biele fllhren fonnte. Wenn man bie Multiplitation al8 die exfte aus ber Addition
(3. B. gweier gleihen Sahlen) Hervorgehende hiohere Operation mit a 2o, bie Polen-
aierung mit a2 begeidhnet, banm fanm man die nadft Hohere aus der Potenzicrung
Derborgehenbe mit a2: ufw. Dejeidhnen, und fo wilvde man fHlicRlid su ciner
avithmetijden Opevation a2® Fommen milfien, und da licke ¢8 fid nun denfen, bk
biefe avifhmetijde Opervation unendlider Ordnung jugleid eine Jabhl liefert, deren
Miichtigeit nicht melhr pg, fei, die alfo Die exfte Bafl ber britten Johlentloffe dar=
ftellt, Donn witrde tweiter bie unendlide Opevation a2*®2 bie erfte Bahl ber vierten
Bobhlentlafje lefern ujw.  Jdh iberlaffe e8 ganglidh den Bertvetern bder Mengenlehue
ju pritfen, ob fi§ mit diefem Oefichispuntle etwas anfangen lifkt, und bemerfe nur,
baf i) aus allgemeinen logijdhen @riinben nidht an ben Grfolg ber Sade glawbe.
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faffe bilden, fo wiltbe man bann mur nod 3u fragen BHaben, ob bie
Gejamtheit berfelben eine Madytigeit Hat ober nicht.  Befteht eine
foldje, Dann Bitten wiv nur jwei iransfinite Madptigleiten, ¥, unbd
Ry, befteht eine folde nidyt, bann Batten wir nur eine eingige trans-
finite Machtigheit, eben die Madtigleit x,.

Taddem wiv ung fo mit der tvansfiniten Macptigteitslehre Can-
tovd befannt gemadjt Haben, wollen wir nunmele feine Formulierung
bes Rontinuumproblems befpredhen. Gantor Hat befanntlich 3wei For-
mulierungen bes Kontinuumproblems gegeben: in bder alteren Form

bat er e in mehr geometrifhem Sinne getan (wie ja fiberhaupt bas -

geometrijde Rontinuumproblem ber Ausgangapuntt feiner transfiniten
Bahlenlehre gewefen ift), in ber fpateren Form bagegen Bat ex e in
rein avithmetijfem Sinme getan. Wir wollen uns bier nur mit
biefer Tepteren befdaftigen.

Da3 Jablenfontinuum it nad Cantor und Debefind? ibentifd
mit ber Gejamibeit aller veellen Bahlen, b. §. mit bex Gefamtbeit
1. aller gangen pofitiven und negativen Bahlen mit Cinjodlup
ber Null;

oV, =5, —4, —8, —2, —1,0,1, 2 8, 4, 5, 6

¥

?. aIIe.t gebrodyenen pofitiven und negativen Bahlen, bie 3wifdhen
e ﬁIDEIEIl Bohlen der erften Reibe eingujdhalten feien (fo liegen 3. B.
awifhen 0 und 1 alle echten Britche, bie fich leidit in ihrer natiic-
lichen Ordrung gewinnen laffen auf Grund der Formel x = = _:: P
nT4q

B

wenn a =% und b=i jwei jdon befannte Britde find:

1.1 8% 1 4 8 2 8
O I I O S
?. am{: irvationalen pofitiven und negativen Bablen, bie jwifden
ie 3weien Suﬁ[en bev erften durd) die jweite ergangten Meife eingu=
jdhalten feien (jo 3. B. liegt V2 swifehen 1 und 2 in dex erften Meibe).

* {iber ben Wnterfdjied diefer beiven Definitionen bes Konfinuums Gantors ngl,
man ben Aufjol von L. Couturat «Sur 12’ definition du continues in «Revue de
Metaphysique et de Morales, 1900, p. 15711, '

* Bergl. Gantor, Math. Wnnalen, Bb. XXI, . 574, und Develind, ,Stelig-
Teit unb ivvationale Bafhlen”, 2, Aufl.,, 1892, § 3,
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Wenn bdie erfte Neihe burd) die jweite vervollftandigt wirh, bann
liegt in ber jo gewonnenen Menge aller pofitiven und negativen
rationalen 3abhlen zwifden je zwei Elementen ftets ein brittes, fo bap
bie Menge aus infonjefutiven Elementen befteht. Cantor nemnt
eine foldge infonfefutive Menge ,iberalldidt”.’ Jn bder dtberall-
bidhten Menge aller vationalen Bahlen (Bt fih nun jebe Babhl ald

Grengelement einer unendlichen Menge anberer Jahlen biefer Menge
I O (I |
batftellen (fo 3. B. ift 0 bda3 Grengelement der Reibe 5, 7 7 1

e 2 3 5
..... , fo ift 1 ba3 Grengelement bder Reibe -;—, TPE e

: b —
fo ift 2 bag Grengelement ber Reibe g, ;—, lg. R L

bad Grengelement, ber Reibe %, %, 116, ..... ufw.).  Jebe foldhe

unendlidhe Reihe von rationalen Jahlen Hat offenbar den Ordnungs-
thpus @ (ober *0) und witd von Cantor eine Funbamentalreihe
(exjter Ordnung) gemannt und jebes Glement einer Menge, diy Greng=
element einer Fundamentaleihe derfelben barftellt, nennt er bas
Hauptelement derfelben und eine Menge, in ber, wie in ber
Menge aller vationalen Bahlen, jedes Element derfelben ugleidh
Hauptelement ift, nennt ev ,infidhbidht".? Aus der Definition der
itberallbichten Menge folat, wie leidht eingujehen ift, dap biefelbe ju-
aleid) aud) infidhbicht fein mup.

Obgleid) nun jebed Glement ber Menge aller vationalen Jahlen
als Hauptelement, d. §. al3 Grengelement einer Fundamentalveibe in
berfelben au betvadhten ift, Yot umgefehrt nidht jebe Funbamentalreibhe
in berfelben ein Grengelement, ed gibt in biefer Menge jogar un-
endlich viele Fundamentalveihen, demen feine (vationalen) Grense
elemente entfprechen. ©o hat 3. B. die Funbamentalreibe bder Degi-
malbritdye

0.1, 0.12, 0.123, 0.1235, 0.12857, 0.1235711, .....
(in bemen die Degimalftellen aufeinanderfolgenden Primzahlen ent:
fpredien) fein Gremgelement in ber Menge aller rationalen Bahlen.
Dies ift nun der Grund, der und nad) Cantor und Debefind bdagu
nbtigt, die Menge aller vationalen Bahlen durd) irvationale Bahlen
ju ergdngen, jo dafy die fo vervollftandigte Menge aller veellen Bahlen

1 Eantor, Maih, Wnnalen, Bb. 46, § 9, &, 504.
2 ib, § 10, &. 509—510.
Petronienicsd, Die tybijden Seometrien.
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feine Sitden mebr Hat und in biejem Sinne baz abjolute Bafhlen-
fontinuum Ddarftellt, Gine Menge nun, in dber, wie in der Menge
allev veellen Bablen, jebe Funbamentalrveibe ein Grenzelement BHat,
nennt Gantor ,abgefdloffen”, unbd eine Menge, die, wie bie Mkenge
alfer veellen Bablen, nidht nur abgejdlofien, fondern auch infichbicht
ift, nennt ex eine ,perfefte” Menge.

Wuf Grund aller biefer Beftimmungen folgt, daf bas Bahlen:
fontinuum eine Menge darflellt, die 1. perfeft (b. h. infidhdicht und
abgefdlofien ift) und 2. fAberallbidht ift, und 3war fo @tberall-
bidt ift, baB jwijden je jwei Glementen bev Menge des
Bahlenfontinuums Elemente ber Menge aller vatio:
nalen Bahlen liegen. Und bamit ift eine exjchpfende Definition
bed Rontinuums im avithmetifhen Sinne gegeben,?

€8 erhebt i nun bdie Frage nad) der Madgtiateit diefer Menge,
unb in biefer Frage befteht das fogenannte Kontinuumproblem. Daf
bie Menge aller rationalen Bahlen die Madhtigleit X, Hat, bas laft
fidh leicht beweifen. Bunidft ift es leiht eingufehen, daf fich alle
rationalen Bahlen, bie ywijden O und 1 liegen, in bdie Fovm einer
einfacgen unendlichen Reibe bringen Iaffen, was in ber einfochiften
Weife fo gefdehen fanm, dap ber Nenner v einer jeben von ifnen
einer endlidhen Bahl in ber natiielidhen Jahlreihe entfpricht, im Bapler
aber Bafhlen von 1 i v—1 vorfommen, wobei Briide, die fdhon
vorfommen, ausgulaffen find. Man gelangt fo zu der folgenben
einfady unendlidhen Reihe aller echten Briidhe:

I 1 31 8 F & 8 @& 945 1

2' 8 8" 4" 4" 5" b" 5’ 5 6 6" T °*

Da diefe Neibe einfad) unendlicy ift (b. §. beren Ordnungstypus
ift), o Dat fie bie Madtigleit »,.°

Gbenfo Taffen fidh weiter alle pofitiven vationalen Bahlen in eine
einfady unendlidhe Reibe bringen, was in bem folgenden Sdema ge-

jeieht:

1 Goantor, Math. Unnalen, Vb, 46, § 10, &, 510,

3 Gantor jelbft pibt diefe Definition in ben Math. Wnnalen, Bv, 46, &, 511,
nur in begug auf dag Iineave Bahlenfontinmuum 0 . . . . 1 (bie Menge X, inbem
er Deffen Orbrungstypus mit © und ben entiprechendven Orbnungslypus der Menge
ber vationalen Jaflen 0 . . . . 1 (bie Venge R) mit = begeichnet.

* Bal, N. Baive, Legons sur les fonctions discontinues, 1905, p. 28.
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worin in jebem Brudy 3ahler und Nenner ohue gemeinjamen Teiler
find unbd daber jede rationale Bahl nur einmal vorfommt', und bas
man nue in biagonalen Ridtungen ju lefen braudt, um bdie Form
einer einfacjen unenblidhen Reibe su haben. Jn abnlicher Weife Lkt
fidh bann basfelbe fiir alle rationalen Babhlen itberhaupt nadweifen.
MWie aus diefen Wusfilhrungen exbellt, Hat dbie Menge ber rationalen
Baflen, bdie gwifhen 0 und 1 Yiegen, ober bie Menge R, mwie fie
Gantor nennt, bdiefelbe Madtigeit wie die Gefamtbeit aller ratio:
nalen Bahlen {iberhaupt.

Dementiprechend nun jdliept Cantor, dbaB aud) bie Madtigleit
alfer veellen Bahlen itberhaupt biejelbe ift wie bie Madytigleit ber
veellen Bablen, bdie wijden O und 1 Tiegen, Diefe lestere Menge
nennt ex die Menge bed , Linearfontinuums X" unbd beweift, daf bie:
jelbe nidht bie Madbtigkeit der Menge R hat, indem er ausfihet, dap
fidhy die Glicber derfelben nidht in bie Form einex einfachen unendlichen
Reibe bringen laffen. Weiter beweift ex dann, baB aud) die Menge aller
veellen Baflen itberhaupt nidt abzahlbar ift und jdhlieplidy, dak fie die
Madtigleit bes Cimearfontinuums X Hat. Grv vermutet, dap biefe
Madtigheit mit der jweitgriften Madtigleit ¥, ibentifd iff, aber
eiten ftrengen Beweis dafite hat ex nidt geliefert, fo baB bie Frage
biefer Madtigkeit nodh immer ungeldft ift, und darin befteht eben das
jogenannte Kontinuumproblem.

@antor und bie iibrigen Bertreter ber Mengenlehre find nun der
Meinurg, bap mit ber Lojung bdiefes Problems dber Madtigleit bes
Bahlenfontinuums ugleid aud) das Problem ber Madtigleit bes
Roumbontinuums geldft wdare. Wir wollen nunmebhr nadyweifen, dah
bies nidht ber Fall ift, dah das Problem bes Raumfontinuums ein
befonberes, von demjenigen bes Bahlenfontinuums unabhangiges ift.

Die eindeutige Buorbnung ndmlid, die man 3wijden den
Glicbern bed Bahlen= und denjenigen ded Raumfontinuums be-

' W, Saonflieh, Jahresberidit ber deutidjen Math,Bevein., Bb, VIIL .2, .12,
g%
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febend vorausjeht, befieht nidht. Dah jeber vationalen Bahl bder
fontinuierliden 3ahlmenge 0. .. .1 ein Punft in der infonjelutiven
Punttmenge einer begrensten Strede (vgl. Fig. 15) entfpricht, bas ift
etwad  Einfeuditendes. DaB aud) jeber iveationalen Bahl in dex
Tontinuietliden Bahlmenge 0. ... 1 ein Puntt in ber infonjefutiven

| |
| 1
0 1

| ——
W] et
20| pa—t—
o o
| so——

Hig. 15,

Puntimenge der Fig. 15 entipricht, ift etwas, was jwar nidht ebenfo
einleudytend ift, was aber notwenbigeriweife borausgefest werben muf,
wenn bdie infonfefutive Punftmenge feine Liiden in fich enthalten foll,X
Daf aber aud) umgelehrt jedem Punkte in dex infonjefutiven Puntt:
menge 0 ... 1 eine 3ahl in dev fontinuierlidhen Bahlmenge 0. .. 1
entipridyt, ift etwas, wovauf wohl ouf Grund ber beiden gleidh unten
anjufithrenden Unalogien swifdhen beiben gefloffen wird, was aber
ungereditfertigt ift, da eine tiefere Betraditung zeigt, baf biefe na-
Iogien nidht genmitgen, volle Jdentitit in der bejagten Begiehung
awifden beiden 3u ftatuieven. Die Analogien find folgende:

1. 3wijden je jweien Bahlen der Fontinuierlichen Bahlennenge
ift immex eine britte vorhanden, fo wie jwijden je zweien Puntten
ber fontinuierliden Punttenmenge cin dritter bazoifdyenliegt.

2, Jebe 3abl ber fontinuierliden Bahlmenge ftellt das Greng
element einer Funbamentalveihe von Bahlen berfelben Menge bar,
fowie jeder Puntt ber Fontinuierlidhen Punttmenge den Gremgpuntt
einev aud unendlid) vielen Punften beftehenden Teilmenge biefer
Menge barftellt.

Auf Grundb diefer beiben Analogien fommt wan bann jum
Sdluk, dbap jedem Punft der Fontinuierlidhen Punttmenge cine Jahl
in ber fontinuierlidhen Jahlmenge entfpricht, daf alfo bie unendliche
Menge ber Elemente bded Baflenfontinuums mit der uttenblidhen
Mienge ber Glemente des Raumbontinuums aquivalent ift. Sy will
nun beweifen, baf diefe Sdhluffolgerung auf Grund jemer Heiden
Unalogien nicdht gegogen werben fann.

! Bergl. bacliber Debelind, , Stetigleit und irvationale Zaklen”, 2. Wnfl, . 11,
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€3 braudt ndmlic) davaus, bap die Glieber der fontinuierlidhen
Bahlmenge infonfefutiv find, gar nidt ju folgen, daf aud) bie Puntte
per geraden ©trede infonfefutiv fein milfien, die8 wdve nur damn
ber Jall, wenn e3 bon vorneherein feftitiinde, daB jeder Puntt bex
geraben Strede einer Zahl in ber infonjefutiven 3ahlimenge entfpricht.
Gerade diefe Borausfehung ift e8 aber, die in JFrage fleht. Wi
fonnen ung in ber Tat gang gut eine aus fonfefutiven Puntlen be-
ftehende begrengte Strece benfem, in der e8 ju jeber Jahl der fon-
tinuierlidhen Sahlmenge entfprechendbe Punfte qibt, in ber e3 aber
aud) Puntte gibt, die diefen Jabhlen nidht entjprechen, und jwar ift
bie Moglidyteit einer joldhen Punfimenge nidht ju beftreiten, jobald
dic Moglichleit des fonfefutiven Disfretums in BVetradt gejogen wivd.
Denn bann ift e8 offenbar, bdaf bie begrenzte Sivede ber Figur 15
al8 eine aud einer unendlidgen Anzahl von fih miteinanber unmittel=
bar beriihrenben Punften Dbeftehende Strede gedbacht werden Fomne.
S einer foldjen ©trede aber ftellen bie einfaden ivveellen Bwifdiens
puntte offenbar unendlidy ¥leine Streden erfter Orbnung bar, und
ba bie Babhlen bder Fontinuieclichen Bahlenmenge 0....1 nur den
endlidhen Segmenten ber begrengten Strede ber Figur 15 entfpredien
tonnen vefp. nuv bden Punften, bdie mit dem Unjangdpuntte 0 in
endlidjen Abftanden liegen, fo ift 8 flar, daf e 3wijdhen je zweien
Puntten einer Jolden aud unendlich vielen fonfefutiven Punften be-
ftehenden Strede ftetds Puntte geben wird, denen Feine Babhlen in ber
fontinuieclidhen Bahlenmenge 0. ... 1 entfpredien (jo 3. B. entfpricht
bem erften Puntte, ber fich mit dem 0=Luntt bevithet, gar feine Bahl
in ber Bahlmenge 0...1, dba bad entjprechende Segment eben un=
endlid) tlein ift, und basdjelbe wird aud) fitr den jweiten, dritten ufiv.
Puntt gelten).

Jft bem nun fo fiiv die aud einer w-Anzahl von Punften be-
ftehende Fonjefutive Punflmenge, fo wirh e8 um fo mehr fiix die
aus irgenbeiner Deftimmien unendblidhen Orbinalzahl von Puntten
beftehende Punftmenge gelten und jdlieplidh oud) fiir die unend-
lidhe lineave Punftmenge, bderen Anzahl jdledithin unbeflimmt un=
endlidh, d. §. gleidh ber Menge W ift. Die Puntte bder leteren
wexben nun aber offenbar nidit mefhr fonfefutiv fein funen. Denun
jeBt man einmal Fonfefutive unendlide Puntimengen voraus, fo
ift e8 flar, bap, da eine jebe folde Punftmenge ein erftes8 und ein
lehtes Glieb BHat und bie Glicder vom erften angefangen aufein=
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anberfolgend find, bie GElemente bderfelben fidh nur bden Glementen
einer beftimmt-unendlichen Jeibe von enblidhen und unendlihen Or-
binaljaflen, bie ein lehtes Glied Hat, eindbeutig zuovbnen Ilaffen
werben, die lehtere aber ftetd einen Orbnungstypus Hhat und demnad
aud bie entjprecienbde unendliche, Tonfefutive, lineare Punttmenge einer
beftimmi-unendliden Ordinalzahl entfpreden wixh. Daraus folgt
bann umgefehrt, bap bie Menge W nidit melhr einer Fonjefutiven,
linearen, unenblidjen Puntimenge entjprechen fann, und daf, wenn
eite unenbdliche lineave Punttmenge exiftieren foll, die ihr entjpridt,
Diefelbe nur infonfefutiv fein fonne. Wlfo fann, da jede beftimmte
nod) fo grofie unendlidhe Ordbinalzahl einer Ffonfefutiven [lineaven
Punttmenge entjpridt, der infonjefutiven, lineaven Punfimenge nur
bie Gefamtheit aller endlichen und unendlihen Orbinalzahlen ober
bie Menge W entfprechen. ©Sobald man aljo bdie Moglidyleit einex
aus unendlid) vielen Fonjefutiven Puntten beftehenden endlid-linearen
Punttmenge in Betvadt jiecht, mup man einfehen:

1. bag nidt jedber Puntt bev begrenzten Geraden (ber
lineaven unenbliden Punfimenge) einer Jahl in ber fonti-
nuierliden Sahlmenge 0....1 entipridht, und

2. baf bie Anzah! der Punite in einer aus infonfefu-
tiven Puntten beftehenden begrenzten Geraben nur eine
unbeftimmt=unendlicdhe jein Ednne.

©ind Diefe beiben Sibe ridhtig (und fie fichen und fallen mit-
einander, da fie beibe ausd einem und demfelben gemeinfamen Grunbde,
ber Borausfehung der fonfefutiven, linearen, unendliden Punttmenge,
folgen), bann ift dbamit erftend unfere Behauptung, daf das Problem
bed Bahl= mit bemjenigen des Maumfontinuums nidt jujammenfallt,
bewieferr, und jweitens ift dbamit jugleih dad lebtere Problem prin-
jipiell geldft. Der pweite bev obigen Sabe ftellt namlid) feft, daB die
Anzahl dber Puntie in ber infonfefutiven linearen Punttmenge nuv eine
unbeftimmt=unendlide fein tonne, bak aljo dasd lineare Raumfonti-
nuum (und demnad das Rawmfontinuum itberhaupt) entweder die
hodfte moglidhe Machtigteit (wenn die Menge W nody eine foldhe
hat) ober iiberhaupt feine foldhe Hat. Wie man alfo Hieraus
fiebt, (apt fidh bas Problem des Raumfontinuums, jobald die Togijde
Moglicdkeit bes Fonfefutiven Disfretums in Betvadit gejogen wird,
ofne weiteves [ofen, wifhrend basd Problem des Babhlenfontinuums,
al ein bavon unabbingiges, nad) wie vor offen bleibt.

_—*wﬁi
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UAm Sdlujie unferer Ausfiihrungen angelangt, wollen wiv nun=
mebr nur nod) unfere Ldjung bes Problems bdes Raumfontinuums
mit ben thbijdhen Geometrien in Berbinbung bringen, was in folgen=
den beiden Saben feinen Ausbrud finbet:

1, Filr ein unenblidhes Diskretum, deffen %unfienmenge
eine beftimmte Machligleit Hat (ein beftimmies Alef) ober
beffen Puntltenangahl beftimmizunendlid ift, gilt bie dis-
frete Geometrie,

2. Fitr ein unenblides Disfretuwm, beffen Puntten-
menge feine Madtigfeit hat (e8 fei bemn bie Hidfte) vbex
peffen Punttenanzahl unbeftimmi=unendlid) ift, gilt die
fontinuiecliche Geometrie?

T Nur in einem Falle wiven unjere obigen Sehlufifolgerungen Hber das Nidt-
pujommenfallen bes Problems bes Raum: mit vemjenigen des Bahlenfontinuums un-
ridjtig, wenn man ndmlid in dem infonfefutiven Tawme nur unendlid grofe Gevaben
ofne einen Enbpunit im Unendlidien, gauy abgefehen bavon, vb man dabel bie Migs
Tidjleit bes Tonfefutiven Distvetums leugnet ober nidht, julafien wivde. Denn in biefem
Talle Wnnten, wie in dem vorigen WbjGnitt ausgeflihet, in vem intonfelutiven Dis-
Tretum unendlidh Weine Streden nidit exiftieven und die eindeutige Buorbnung bex
Puntte in der infonfelutiven (begrensten) linearen Punttmenge mit ben Glichern dev
fontinuieclicgen Bahlmenge wice wiberjprudslos.

Wenn gber in dem infonfefutiven Rauwme unendlich grofe Streden mit bem
Grdpuntt im Unendliden jugeloffen werben, bann [kt fidh leicht auf Grund unferex
Husfithrungen auf ©. 84 einfeben, baf, ba in diejem Falle, wie im vorigen b=
fdnitt ousgefilhrt, in bem infonfefutiven Saume notwenbigermweife unendlidy Heine
Sireden exiftieren miffen, jene einbeutige Buordbnung ber beiben Mengen nidit bes
flefl. ie man Hievaus fiebt, lofien fidh alfo unfere belven Funbamentaljige auf
Seite 86 aud) gany unabhiingig von ber Vovausiehung ver Toglidien Mglichleit bes
tonfefutiven Distretums filhren, fobald die Midtgleit wnferer Vehauptung in dem
vorigen Abjdinitle Wbev bdie unendlich fleinen Streden im infonfefutiven Distretum
augeftanben wirh, die ihrerfeits wiederum wnabbingly von bex Borausjehung bes
fonfefutiven Distretums Feftgeftellt wevben Fann (vgl. insbefonbere bie Wnmerlung auf
Seite 73). 5
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