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LES LOIS FONDAMENTALES DE L’ADDITION ARITHMETIQUE
ET LE PRINCIPE DE LINDUCTION MATHEMATIQUE

I

Dans son article bien copnu «Sur la nature du

raisonnement mathématique», — un des plus im-

portants que le grand mathématicien ait écrits, —
H. Poincaré s'est efforcé de montrer que I'induc-
tion mathématique, «inaccessible & la démons-
tration analytique et & lehperlence: est le véri-
table type du jugement synthétique a priori»!.

L’induction mathématique, c’est, d’aprés Poin-
caré, la démonstration par récwrrence: «On éta-
blit d’abord un théoréme pour z=1; on montre
ensuite que §’il est vrai de n—1, il est vrai de n
et on en conclut qu'il est vrai pour tous les nom-
bres entiers». Mais, pour une raison plus loin dé-
veloppée, nous deyons préférer la formule suivante
(démonstration par avance): «On établit d’abord
un théoréme pour z»==1; on montre ensuite que
s’il est vrai de », il est vrai de n -1 et on en
conclut qu'il est vrai pour tous les nombres en-
tiers ». .
- L'essence de ce raisonnement mathématique
consiste, d’aprés Poincaré, en ceci « quil contient,
condensés pour ainsi dire en une formule unique,
une infinité de syllogismes ».

Et il précise sa pensée de la maniére suivante:

«Ce sont bien entendu des syllogismes hypo-
thétiques.

Le théordme est vrai du nombre 1.

Or s'il est vrai de 1, il est vrai de 2

Done il est vrai de 2. |

Or sl est vrai de 2, il est vrai de 3.

Donc il est vrai de 3, et ainsi de suite.

On voit que la conclusion de chaque sy]logl.:me
sert de mineure au suivant.

De plus, les majeures de tous nos syllogismes |

peuvent éfre ramenées & une formule wunique.
_ i le théoréme est vrai de n—1, il l'est de 2.

On voit donc que, dans les raisonnements par
récurrence, on se borne i énoncer la mineure du
premier syllogisme et la formule générale qui
contient comme cas particuliers toutes les ma-
jeures. |

Cette suite de syllogismes qui ne finirait ja-
mais se trouve ainsi réduite & une phrase de quel-
ques lignes» (. ¢, p. 20).

Pour illustrer, prenons un exemple. I s'agit
de démontrer ]e théoréme: 1 -4+-34-547-..4

1. Voir H. PUIN(‘ARE La Science et UHypothese, ch. 1, p. 9-28.
Le méme article, mais plus eomplet, se trouve dans la Revue
de Metaphysique et de Murale, 1804, £, 1, p. 371-S4.

(2n—1)=mn2 Si le théoréme est vrai pour 7, il
est vral aussi pour n{-1, car 143 +..(8n—1)
+@u-1l)=42n+1=m-}1)2 Le théo-
réme est vrai pour n==2, car 1--3=4=22 Or
g'il est vrai pour n=2, il Vest pour n=3, etc... Il
suffit donc d'énoncer, comme dit Poincaré, la for-
mule générale: si le thésréme est vrai pour %,
il est vrai pour -1, et la mineure du premier
syllogisme : le théoréme est vrai pour n=2.

L'induction mathématique est, d'aprés Poincars,
«inacessible & la démonstration analytiques, parce
que, en essayant de  démontrer la légitimité du
raiscnnement par récurrence, «on arrivera tou-
jours & un axiome indémontrable qui ne sera au
fond que la proposition a4 démontrer traduite dans
un autre langages. Elle «ne peut nous venir non
plus de l'expérience», parce que celle-ci «ne
peut atteindre la suite indéfinie des nombres,
mais seulement une portion plus ou moins longue
mais toujours limitée de cette suite». Elle n’est
done que Pintuition directe que l'esprit posséde
de sa puissance «de concevoir la répétition indé-
finie d'un méme acte dés que cet auten est une fois
possible» (L. ¢, p. 22-24).

Enfin, l'induction mathématique va, d’aprés
Poincaré, dans le méme sens que I'induction ordi--
naire, « c'est-a-dire du particulier au général »
(L. ¢, p. 25).

It

Divers auteurs, mathématiciens et philosophes,
ent objecté & Poincaré que l'induction mathéma-
tique, ma.lgre sa. ressemblance avec linduction
ordinajre, ne va pas du particulier au général,
mais, tout comme la déduction syllogistique, du
général au particulier*. La méme objection a été
faite tout récemment aussi par M. Goblot, da:ns
son Traité de Logigue?.

D’aprés M. Goblot, I'induction mathemahqjue
se compose de deux parties: -

1. On démontre que, & supposer qu'une propriété.
soit vraie pour un nombre quelconque », elle est
vraie pour #-}1;

2. On vérifie que la propriété (1) est vraie pour

- un certain nombre, donc qu'elle est vraie pour le

nombre suivant et ainsi de suite indéfiniment.

1. Voir, par exemple, G. Mituavp, Le Rationnel, 1898, ¢h. 1v,
p..126-7, et le compte rendu de M. B. RusseL sur le livre de
Poincaré, dans The Mind, July 1903, p- 414.

2. V. E. Gopror, Traite de Logique, 1918, p. 270,
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«De ces deux parties de la démonstration
par récurrence», dit M. Goblotf, « M. Poincaré envi-
~ sage surtout la seconde. Comme il s'agit de com-
prendre le passage du singulier a l'universel, son
attention a surtout 6té attirée par l'opération qui
part du nombre singulier, 1 ou 2 ou quelque au-
tre, et passe au nombre suivant, puis au nombre
suivant encore, et ainsi de suite indéfiniment.
Mais c'est la premiére partie du raisonnement
qui est la plus importante: c’est mon dre it de gé-
néraliser que j'al démontre . |

nr

Je trouve qu'en cette confroverse, en tant qu’il
g'agit de la forme de linduction mathématique
seule admise jusqu’a présent, Poincaré a autant le
droit d’affirmer que l'induction mathématique va
du particulier au général que ses adversaires ce-
lui d’affirmer qu'elle va du général au particulier.
En effet, les deux cdtés du raisonnement en ques-
tion — la proposition générale allant de 2 2
n-+1 et la série indéfinie de syllogismes par-
ticuliers allant d’un nombre au nombre suivant —
sont inséparablement liés I'un & l'autre et tous

deux également essentiels 4 ce raisonnement dans

sa forme usuelle.

IV

Mais on peut aller plus loin; on peut établir
I'existence d’une forme d’induction mathématique
dans laquelle la proposition générale disparait
complétement, ou elle se réduit effectivement
3 une série indéfinie des majeures des syllogis-
mes particuliers. Nous voulons établir I'existence
de cette nouvelle forme d’induction mathémati-
que par une considération détaillée du mode de
démonstration par linduction mathématique des
lois fondamentales de I'addition arithmétique, ces
lois étant les plus simples de 'Arithmétique.

On démontre les deux lois fondamentales de
Paddition arithmétique, 4 savoir la loi de las-
sociativité : S

: a -+ b4 e)={a -+ b)+ ¢
et la loi de commutativité:
' a4 b=1"b-+ aqa,
de la maniére suivantel,

Voici d’abord la démonsiration da ithéoréme

de l'associativité: '
et (bt c)y=(¢+ b) + o

1. Comp. pour ces démonstrations, H. Poincaré, article
cité dans la Revue de Métaphysique, p. 315-11 ; cependant jlat
donné aux démonstrations de Poinearé une forme plus expli-
cite et plus rationneile, '

. sl

Supposons que ce théordme soit vrai pour un
nombre fini déterminé n et qu'en outre, la pro-
position @ -- (b --1) = (a+5) -1 soit considérée
comme démontrée ou comme axiomatique. On
démontrera alors gue: !

a[b -+ (1) =(a-+ b}t (n-+ 1)

Preuve. De
T e (btn)=(+b)+n
il s'ensuit immédiatement que:

[a~+ (b4 n)]-|- 1 == [{a 4 b) 4 n] + 1.

De ' .

e+t =(a+b+1
il s'ensuit alors d'une part que:
[a+-(b + m] 41 =a-+[(bn)+1J=e+[b-+n+ 1))
b-}-n pouvant étre remplacé par b,
et de l'auire: -
[(a + by 4+n] 1= (a4 b)f(n+ 1).
Il se vérifie donc que: -
a--[b+ (n 4 1]]=(a-b) 4 (n + 1),

a (b4 r)+ (a4 b+ n
comme nous lavons supposeé,

Mais comme ce dernier théordme est valable
pour ' :
n=1,[a 4 (b4 1) étant= (a4 b) + 1,

il sera valable aussi pour n==2, 3, etc,, et en gé-
néral, On aura doue: |

i - (b ey = (@ -~ b) + ¢, |
ou.a, b, ¢, désignent des nombres entiers guel-
CONGUES.

Essayons maintenant d’appliquer le méme mode
de démonstration & la proposition (supposée axio-
matique dans la preuve ci-dessus):

¢+ b 1)={e+ b+

Supposons que ce théoréme soit vrai pour un
nombre déterminé n et qu'en outre la proposition
a--(1--1)=(a-1)--L soit considérée comme axio-
matique, On doit démontrer alors que

a+fe--(+)i=(@+na+ (@41

Preuve, De | 7

a-+in--1y—=iatn)4 1

il s’ensuit immédiatement que : |

(@ (24 1)} + 1 =[le + n) 1]+
De | - |
a4 @mt+1)=(«d-n+1eta Al 1y = (o1, 1
il devrait s'ensuivre alors d'une part que:
[0+ (- 1] ¢ = = e k(1 0l
et de I'autre: ‘ :

(a4 nt 1]+ 1= (a+n+ (11
mais comme il n’est pas possible de remplacer,
dans (a-u)-Fl=a+(nt1), = par n-l (comme
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il était possible, dans la démonstration précédente,
de remplacer b-}n par b), il est 1mp0351ble de con-
clure de:

[a —{—(n—f— D]+ r1aad=[n41)-L0)

La  proposition a-}(b--1)=fu--b}-+1 ne peut
donc pas étre démontrée par linduction ma-
thématique L.

La loi de commmutativité :

a+b—==~"b-+a
se démontire comme suit,
On suppose eomme proposifi'on déja démontrée :
a-t1=1- a.

buppobons mainfenant que le théoréme soit

vrai pour b=n, on démontrera alors que:
a4 (141) =@+ 1) L a.
Preuve. De -

at+n==n-ta
il s’ensuit immédiatement:
(¢ +n)-+1=(n-La)4 1.
De o | o
at(b+1)=(e-4 byt 1etad1=14a

I. La démonstration abrégée de la loi de D'associativité
tt -+ (b +e)= (¢ + b} + ¢ par lmductmn mathématique qu’on
donne ordinairement (vair, par exemple, . Srorz, Theoire-
ftsche Arithmetik, 1902, s. 13, n'est pas exacte, parce quon
pourrait, de la méme maniére, démontrer aussi la proposition

a4+ 1) =(a+ b +1.
En effet, si nous coneluions des équations :
e +(h4e)]+ 1 =a+ [ +e)+1tl=a+ [b+ c—]—i)}
et [(@ 4+ 0] + ]+ 1= (¢ + b) + (¢ + 1),
en passant par I'équation :
[e+ b+l +1=[la+bj+e] +1
a I'identite :
a 4 [b 4 (e +1)]-. (@4 b) 3+ (e + 1)
nous devrions conclure aussi des équations :
[@ -+ b4+ 1) +1=a+4 [(b+ 1)+ l]_a+ 64 (14+1}]
et L+ 8) +1] 4+ 1= (a4 b + (1 +1j,
en passant par I'équation :
[0+ (b + 1)] +1 =[(e + b) 4+ 1] + 1
a I'identite :
a+{b+(1+1]=lad by (1 1)

Or, pour entrevoir I'inexactitude de la deuxieme conelusion
et la justesse de la premiere, il est nécessaire de donner i e,
dans Ia pmpuqtmn g4+ (b+e; ={a+b+4e etad, dans la
proposition @ --{h + 1) = {(a -}~ (;) <41, la valeur détermineée n.
ce que nous avens fait dans le texte ci- dessus.

Il est intéressant de remarquer que Ia propoqtmn a -+ (1--1)
= {n +1j-+ 1 n'est pas démonftrable méme par la démons-
Iration abrégée ordinaire par laquelle o 4 (6 1) = (o -+ h)+1
st faussement demontrable.,

En eifet, de :

at+{trly=+1j+letl +{14+1)=1+1)4-1
il devrait s’ensuivre, dans cette démonstration, -
7+ 0+ 1)+ 1=u4+[(1+1+ 1]_rz+[1+(l—1—1)1
mais comme il n'est pas possible de remplacer, dans

a« +{1 -+ ="{le+1)+1.1par1+ 1,
il est imposzible de conelure de
e+ a0+ Y]+ tae+[14+1; 1 1].

il s'ensuit d'une part:
-+ + t_a+(n+ I)
et de lautre
(n+la) 4 1=nd{a+1)=n4(x —I—a): (n41)4a.
Il se vérifie donc que: -
et (n+1j=@m+1)+a
S1 |
| a-+n=—mn -4 a.
Mais, comine ce dernier théordme est valable
pour n=1 (a-{-1 étant, par supposition, =1-}--a),
il sera valable aussi pour n=2, 3, cte,, et en gé-
néral. On aura donc a-tb==b-}-a.
Or, tandis que la loi d’associativité
a4+ (b4 1)y={a4 b) 41
n'était pas démonirable, la. loi- correspondante'
de commutativité a+1=1-fa lest parfaltemont
Voici sa démonstration,
On suppose comme propositions ax:m:matiques:
- It+~1=1-r1etr1r4(btr1j=(-b % 1.
Supposons que le théoréme soit vrai pour

- a=n, on démontrera alors que:

(n+1)+ =14 m+ 1)
Preuve, De
n-1=—mr1-t-n

1l s'ensuit immeédiatement

(1) f 1= +n)4+r1.
De | | B
t- (bt 1= b) 41
o a: ' N
(14+n)+1=14(n 1)

Il se vérifie donc que:

| Mty 1=1F(m-41)
si

n A4 r=1--an.

Mais, comme ce dernier théoreme: est valable
pour =1 (1--1 étant =1-41), il sera valable
aussi pour n==2, 3, efc, et en général. On aura
done a--1=1-}a.

vV

Si ‘nous nous demandons maintenant pourquoi
la. proposition a--(b--1)=(a-}b)-4-1 n'est pas dé-
menirable, tandis que la proposition, en appa-
rence plus simple, a--1=1-}-a¢ l'est, nous ne pou-
vons donner une réponsc satisfaisante 3 cette
question qu'en nous demandant préalablement:
pourquoi la proposition a-(b-{-c)=(a-1b)+c est
démontrable et la pr0p031t10n a-i-(b-H1)=(a--b)
--1 ne lest pas. -

Dans ce but, nous devons nous rendre compte
de la signification exacte de la proposition g--
(b-FL)=(a-[-b)-+1. Pour évaluer la somme de
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deux nombres a et ¢, nous devons poser comme
définition du mombre entier, ¢==b--1. Mals com-
ment évaluer la somme a--(b+1)? En posant
d’abord comme postulat (proposifion non démon-
trée) a-+(b-1-1)=(e--b)-+1. La somme de atec
se raméne donc & la somme a--b, b étant le pré-
décesseur du nombre ¢ dans la série des nom-
bres entiers. On doit appliquer le méme raison-
nement & la somme de a--b; elc, ¢t on doit enfin
arriver & poser b=1, c’est-d-dire & postuler la
proposition g-{-(1-{-1)=(a--1)-1.

Or, tandis que nous voyons immédiatement
que la proposition a-}-(1--1)==(e+-1)-1 est un
postulat indémontrable, un axiome, nous ne
voyons pas encore pourquol la proposition a--
(b--1)=(a—-b)-+1 ne pourrait stre déduite de la
proposition a+(1-4+1)j=(a-+1)41 [de la méme
sorte que la proposition a—l—(b ~Le)=(a-+b)-+}c est
~ déduite de la proposifion o (b—'—l)m(@—}—b)—-l]

Pour entrevoir la raison vraie de cetle impos-
sibilité, développons la série indéfinie des pro-
positions particuliéres, dont la proposition a--
(b-+-1)=(a--b)-1-1 représente Ia généralisation (la
conclusion générale), Nous obtenons: |

a4 (1-4-1)=(a~-1)L+1
a-L(a4d1)=(a-t2) 1
a3 -{-1)=1(ad+3) +1

---------------------------------------------------

[@ 4 (b + 1) = (a - ) 1]

Dans cette série, chaque ferme représente une
proposition particuliére, qu'on ne peut pas ra-
mener & la proposition précédente, qui en est
indépendante, En effet, essayons de ramener
a-t (2 1)=(a-}2)traat(xr+1)=(a'1) 4 1-

Nous aurions : '
a-t+(2-4+1)—a-f[(11+1)-+ xj*-a—{—[x-{-(t——li]#__

(a —hl)—[—(r—hx)_[(a—-—x)—-[—rj——x—- fa (11}
r={a -+ 2} 1. -

Mals cette réduction n’est pas possible, parce
que de a--[14-(1-+1)] il ne s’ensuit pas (a--1)-|-
(1--1), 1 ne pouvant pas étre remplacé par
1-}+1 dans a-+-(1-4+1)=(a-1)--1.

Comme on le voit, la série indéfinie des pro-
positions particulieres

a~-(1 -1)=(at1)-L1, e {2~ 1)_(a +2)--1, ete.,
est une série de propositions indépendantes,
Développons maintenant dans une série ana-
lcgue la proposition a-(b--¢)=(¢--b){-c, Nous
aurons : ’ '
(1J--(b 1= (a -+ by 1.

a (b e) = (I—l—[b—[—(l 4+ =+ [(b--1)-t1]=
(@ J-(b-L-1)}F1=[! at-by 41| 1r=la - b)-{1-L1)=

.__,(u )1 —F 2.
o - (b—}—s —=a [b—n(z—l—I)J—“(t—]—[(b—}-a)H—I
fa -+ (& - 2)] -1- 1 =[({a~}-b) -~ a]- 1= (a-}- b) -
‘ —r-:!—f—-l)“‘"(&—f—f)-{—,-—

REVUE GENERALE DES SCIENCES.

»

---------------------------------------------------

@ + (b -+ o) = (@ + b) + <.

Comme on le voit, tandis que, dans le premier

cas, Ia proposition a--(2-1-1)==(a--2)-}-1 était com-

pletement indépendante de la proposition a--
(1-41)==(a--1)-+1, dans le deuxiéme, la proposi-
tion a--(b42)=(a--b)--2 dépend de la proposi-
tion précédente a-i-(b--1)=(a-}-b)-}-1- et en dérive
analytiquement; la proposition a--(b+-3)=(a-|-b)
18 de la proposition précédente a--(b-12)=
(a--b)-1-2, et en général chaque proposition sui-
vante dérive analytiquement de la proposition
précédente dont elle présuppose la validité,
La raison derniére de l'impossibilité dune dé-
monstration, par le principe de linduction ma-
thématique, de la loi d'associativité a--(b-}-1)=

(a-+0)-1 et celle de la possibilité de cette

démonstration pour la loi d’associativité a-}-
(b-+-¢)=(a-+b)+e¢ sont maintenant claires. La
deuxidme loi peut &étre ramenée & une série in-
définie de propositions - particuliéres dont cha-

‘cune suppose la vérité de la précédente et en

dérive, tandis que dans la série indéfinie de
propositions particuliéres qui correspond 3 la
premiére loi, chaque proposition est indépendante
de la précédente,

VI

Mais, en développant chacune de ces deux
propositions générales dans une série indéfinie de
propositions particulieres, nouws avons, évidem-
ment, mis & jour deux nouvelles formes de l'in-
duction mathématique, La série indéfinie, dont
la proposition a-}-(b-1)=(a-+-b)--1 représente la
conclusion générale, est composée de propositions
particulidres  indépendantes: nous appellerons
ceite forme de I'induction mathématique I'induc-
tion directe & membres indépendants, La série in-
définie, dont la proposition a--(b-c)=(a-}-b)-i-¢
représente la conclusion générale, est, au con-
traire, composée de propositions particulieres de-
pendantes et nous appellerons la forme cor-
respendante de Tinduction mathématique Uinduc-
tion directe & imemibres dépendants, Par oppo-
sition & ces deux formes de I'induction mathéma-
{igue directe, linduection mathématique connue
jusqu’ds présent représente [linduction mathé-
matigue indirecte, parce quon v 6Stablit des
conclusions en partant de la validité hypothéti-
que de la proposition générale &4 démontrer et
non en allant dune proposition particuliére a l'au-

tre, comme dans les deux formes de l'induction

mathématique directe.
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VI

Appliquons maintenant le méme procédé aux
lois de commutativité '
a—f—b:b+aeta+x::_+a.
- La premiére de ces deux lois, développée en une
- série indéfinte de propositions particuliéres, pos-
seéde l'aspect suivant:

at+1=1-4a
at+a—=a-+(1t+1=(@4+1)F1=0G-+}a)F+ 1=
—;——g—(a+—{i)(:—]i—{—)(l( :)(I_l:}-l)—{(—a::z—}:a
a =a 2~ 1)=(a -2 1= (2-}a 1=
2+(a+1)_2—}—(1—{—a):(2—|—1 —{—a_—_-?:iT a
................. a_!_,n:,,_}_a
see ittt [a+b:b+a] ...................

La deuxiéme se résout dans la. série indéfinie
suivante ; -

I} 1 =1
Ife=1-4a+1)=0u-1 1= 23 -1
1 3=yt 1)y=(1F}a)+r1=(t1)+r1=3+}1
..... ,_!_.n_ﬂ_r_'l. cereesee
................. [I+a:a+1]

Comme on le voif, chacune de ces deux sé-
ries représenfte linduction directe a4 membres
dépendants, et cest pour cette raison seulement
que la proposition a4-1=1-+a est démontrable,

tandis que la proposition assoclahve a4 (b-+1)=

(a+b)--1 ne lest pas,
VIII

Revenons maintenant a la discussion entre
Poincaré et ses adversaires. Comme nous l'avons
remarqué, dans linduction mathématique indi-
recte, la proposition générale allant de » & -1
et la série indéfinie de syllogismes particuliers
-allant d’'un nombre au nombre suivant, sont in-
séparablement liées l'une & l'aufre, Or, dans les
cas démontrables de lois d’associativité et de
cemmutativitd, I'induction mathématique indirecte
etant remplacable par linduction mathématique
directe & membres dépendants, il est aisé d’entre-
voir que, dans ceite derniére, la proposition géné-
rale n’enfre pas comme majeure dans les syllo-
gismes particuliers (dans l'induction mathématique
directe & membres indépendants, il n'y a pas
¢vidlemment de syllogismes particuliers),

lllustrons cette différence des deux formes de
Iinduction mathématique renfermant des syllo-
gismes particuliers par la loi de commutativité
14a=a-1. Voici la série indéfinie des syllo-
gismes particuliers qui correspond A linduction
mathématique indirecte :

I

Si le théoréme 1-la=a-1 est valable POUT -,
il est valable pour a-}-1.

Le théoréme 1--g=a-|}1 est valable pour g=

Le théoréme 1-|-a==a-}-1 est valable pour a,--2

1]

Si le théoréme 1-f-a=a-1 est valable pour g, il
est valable pour a-1. .
Le théorémel-fa=a-|1 est valable pour ¢=2,
Le- théoréme 1-}-a==a-}-1 est valable pour a==3,

etc., efc... '

Donc le théoréme est valable en général,

Voici, d’autre part, la série indéfinie des syllo-
gismes particuliers qui correspond & Iinduction
mathématique directe & membres dépendants:

I
S$i 14-2=2--1, 1438 est égal & 341

| 1-49=2-11
Donc 1-+}3=3--1.

II

Si 1--8=8--1, 114 est gal & 4--1.
148=3-1.

Donc 1+4=4-}11
etc.., etc...

Done 1% est égal & n--1 ef, en général,
1+-a=a—+1.

Comme on le voit, la majeure des sylloglsmes
particuliers dans le premier cas est la méme dans
tous ces syllogismes: c’est la proposition géné-
rale hypothétique : si le théoréme est vral poura,
il est vrai pour a-}-1. Dans le deuxiéme cas,
la, majeure de chaque syllogisme particulier est
différente de la majeure du syllogisme précé-
dent ef représente une proposition particuliére
hypothétique, et la majeure générale de l'in-
duction mathématique indirecte n’est qu'une
expression sommajire de ces propositions particur
culiéres hypothétiques,

Par conséquent nous avons droit d’aifirmer
la disparition compléte de la proposition générale

1, Comime on le voit, il y a, par rapport & I'exemple cité,
une discordance entre la série des syllogismes particuliers
correspondant & 'induetion mathématique indirecte et la série
de ces syllogismes correspondant & I'induction mathématique
directe : la mineure du premier syllogisme, c¢’est l'identité
441 =141 dans le premier cas et l'identité 4 +2=2+1
dans le deuxiéme cas. La raison de cette différence se trouve
dans le fait qu'en développant Ja série indéfinie de proposi-
tions particuliéres correspondant & la proposition générale
i 4 a=a+1, on voit que la proposition £ +2 =2 4 1 ne
provient pas analytiquement de la proposition1 41 =1 41,
qu’elle en est indépendante, la dépendance de proposu:mns
successives I'une de lautre ne commencant qu’a partir du
nombre 2. :
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hypothétique de Uinduction inathématique indirecte
dans la série indéfinie de syllogismes de U'induction
mathématique directe @ membres dépendants.

IX

Regardons maintenant de plus prés le procédé
logique de cette derniére sorte d’induction ma-
thématique par comparaison avec l'induction or-
dinaire, toutes deux représentant, par opposi-
tion & la déduction syllogistique, le passage du
particulier auw général (de cas particuliers & la
‘proposition générale),

La premiére différence consiste en- ceci: tan-
dis que, dans l'induction ordinaire, chaque terme
particulier est ¢ndépendant de l'autre, c’est la
dépendance d'un terme du terme précédent (cha-
que syllogisme suivant présupposant la validité
du syllegisme précédent ou, pour mieux dire,
la conclusion d'un syllogisme supposant la vé-
rité de la conclusion du syllogisme précédent),
‘qui caractérise notre induction,

L’induction mathématique direete & membures
dépendants differe ensuite de linduction ordi-
naire par le nombre illimité des cas particuliers
qu'elle embrasse, tandis que ce nombre, quoi-
que pouvant étre irés grand, reste toujours ILi-
mité dans I'induction ordinaire,

Enfin, U'induction mathématique directe 4 mem-

bres dépendants est, par opposition a linduction

ordinaire, caractérisée par la cerfitude absolue
de sa conclusion générale, tandis que linduc-
tion ordinaire n'atteint jamais, dans sa conclu-
sion, cette certitude absolue,

D'oir vient la certitude absolue de Iinduc-
tion mathématique direcie & membres dépendants ?
Evidemment, elle est le résultat des deux carae-
téres premiers par lesquels cette induction dif-
fore de I'induction ordinaire, & savoir de la dé-
pendance des membres successifs et de illimi-
tation de leur nombre,

En effet, quand nous établissons la validité
d'une régle mathématique se rapportant aux nom-
bres entiers par I'induction ordinaire, nous consta-
tons la validité de cette régle dans un nombre de
cas particuliers sans établir aucun lien nécessaire
enfre le cas suivant et le cas précédent, Si nous
affirmons, par exemple, que la somme de 7 pre-
miers nombres impairs est égale & n® en partant
de cas particuliers: ‘ |

— ] — a2
I —I}-—{3— i:g ;_9-2: 32
135 5=16 =42
nous ne sommes sirs de la validité de cette régle
que pour le nombre de cas constatés; nous
n’avons aucun droit de I'élever en régle générale,
de laffirmer pour fous les nombres entiers,

Mais si nous constatons la méme régle en mon-
trant la dépendance d'un cas particulier du cas
précédent, c’est-d-dire si nous écrivons:

1+3=1-}(2-2 —1)=3.2=22

3 L B=—= 22 . — 2 — 32
S R T N

nous sommes alors sfirs que la, régle est générale,
parce que le nombre impajr étant par définition
la somme du nombre pair précédent et de I'unité,
nous pouvons tirer comme conclusion. de la série
en question la proposition:
14+ 354 on -1 =n2 J-an - 1= @m-41)?
Dans cette proposition, » désigne un nombre
fini déterminé, Mais que la proposition soit vala-
ble pour un nombre fini gquelconque, c'est-d-dire
qu’il s’agisse d'une proposition générale, cela s'en-
suit seulement de la prolongation & linfini de la
série des nombres entiers, ou, comme dit Poincaré,

de la capacité de notre esprit de réaliser, dans

un seul acte de pensée, cette série indéfinie des
nombres entierst,

Cependant, on pourrait objecter: la dépendance
d’un cas particulier au cas précédent et la réali-
sation idéale de la série indéfinie des nombres

~enfiers ne suffisent pas pour rendre valable la

proposifion. générale, On dira: comment savoir
que la dépendance constatée dans un cerfain nom-
bre de cas aw commencement de la série indéfinie
des nombres entiers, dans notre exemple, se main-
tiendra 3 travers toute cette série, si 'on ne sup-
pose pas comme démonirée préalablement la pro-
position générale n2-{-2n--1l=(n-|-1)?? |
Pour enlever & cette objection foute sa force,
nous nous rapporterons & un exemple plus simple
que I'exemple ci-dessus, Prenons la loi de commu-
tativité a--1=1--a. Nous connaissons la série
indéfinie qui vy correspond :
11 =1-4 5
ite—=1-t () =@G+1)fr1=2-1 |
1--3—=1-+(2--n)=(+ta)41==(2 +1)F1=341

s e s e ¥y e ks . F 8 s e ad e ¥ Fgaat s st g s redTaes

Par opposition & T'exemple ci-dessus, ce sont
ici deux propositions générales qu'on devait dé-

1. Cet acte de pens(;e_ ne doit pas éire concu comme ;'éali-.-
sation effective de la série infinie des nombres entiers. I'infini

 actuel de cefte série n’étant pas concevable pour notre esprit

que négativement, c¢’est-a-dire comme la prolongation & I'infini
de cette série, mais comme une prolongation dont la nécessite
inirinséque est apercue par notre esprit, Nous sentons, en
effet, que dans cette série, nous pouvons nous arréfer & un
membre déterminé n, autrement dit, que nous pouvons former
une sous-série finie, déterminée des nombres entiers succes-
sifs & partir du nombre un; mais nous sentons aussi qu'il
n'est pas nécessaire de s'arréter définitivement nulle part, que

Ja série ne posséde pas un membre dernier, que nous pou-

vons atteindre un nombre fini quelconque a en prolongeant
la série.

Cette remarque peut servir en méme temps de réponse aux
remarques critiques de M, Goblot (/. e., p. 271 s.), coneernant
« I'intuition du nomhbre pur » de Poinearé, )
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montrer (ou dont on aurait & regarder wne comme

axiomatique), & savoir la proposition 1--(b41)=

(1-}-b)-+-1 et la proposition 1-}-b==b--1. Mais la
premiére ne peut pas, comme nous lavons vu,
étre démonirée, justement parce qu'elle n'est que
Pexpression sommaire de la série indéfinie 3 mem-
bres indépendants:

1 (1) = (14 1)41

t4 (2= (1 49)+1
G 0=0 43 4

La deuxiéme proposition est ici la proposi-

fion 4 démontrer elleméme et, la proposition

1--(0--1)=(1}b)--1 n’étant que I'expression som-

maire d'une série indéfinie de propositions particu-

Liéres, elle doit 'étre évidemment aussi,
Or, s'il est vrai que dans le cas de la loi de

commutativité a--1=1-1a, la proposition géné-

rale 1-4(b-+1)=(1+b)--1 n’est que Dlexpression

sommaire (ou la conclusion générale) d'une série-

indéfinte de proposifions particulitres, la. proposi-
tion n2--2r-F1==(n-|-1)° peut, elle aussi, n'étre (ue
l’axpressilon sommaire dune série indéfinie de
propositions particuliéres,

Il en est ainsi en effet. Développons l'expres-

sion (n--1)?==n2-}-2n--1, dans une pareille série |

el nous aurons:

=041} (Fg=0+ ) +(+m
_..1-1—1_-1 1141 - 1=
=1 (1 + 11 4 12 =124 a.a1 -+ 12

2.2+ 1-2-4+ 21~ 1.1 =22 | (1 - 1)2 -] 12 =2
-+~ 2.2 4} 12
B+1=0+ )@+ 1)=0+13+(@3 + )1 =33
+134-Fr4 =34 (1 +1)3 F 12 =32
+ 3-8 - 12

Comme on le voit, les propositions particu-
litres dont se compose cette série sont indépen-
dantes l'une de l'aufre, comme les propositions
correspondantes de la proposifion 1--(5-{-1)=
(1--b)+1. Mais, tandis que cette derniére propo-
sition (et chaque proposition particuliére qui y
correspond) est une proposition axiomatique, la
proposition (n-1)2=n2-}-2x--1 est une proposition

analytiquement démontrable, comme chaque pro-

position particuliére correspondante,

Et en général, on peut affinuner que, comme
chaque proposition quion peut démontrer par
I'induction mathématique indirecte présuppose une
proposition générale dont elle provient, cette der-
niére proposition (proposition-raison) doit étre ou
démontrable elle aussi par linduction mathéma-
tique indirecte ou analyvtiquement démontrable ou
axiomatique, Il se peut aussi que la proposition-
raison soit démontfrable analytiquement, mais
qu'en cefte démonstration entre une autre proposi-

(234 )= (2 3 L

tion (proposition-raison de de‘u‘xiérﬁe ~ordre) qui
est démontrable par linduction mathématique in-

directel; et d’autres combinaizons de ce genre

sont encore imaginables, - e

1. En voici un exemple. La proposition
PBAB LIP3 ={14-243F..... n)2
peut étre démontrée par induetion ma,thématique indirecte

de la maniére suivante.
Supposans que le théoréme soit vrai pour =, sa validité pour

1+ 1 dérive de la proposition générale (proposition-raison) :

(U243 Foo o) (a4 1P =[1 424834 .n{(n41)]2,
qu'on démontre analytiquement comme Sl_lit:
+(n+i)°(n+1j_.

=(1+2+34 . . ... )2 tnn )2 HnH1 PR =423 .. L. n)2 4
i) )L R=(142 43 oL )21

+n{n+1)H(nH1) 2= 142434 .. .. n-(n-4-1)1=.

‘Le théoréme est valable pour n = 2, il est done valable en
général.

Comme on le voii, dans la démonstration purement ana-
Iytique de la proposition-raison
(14+243..... nE-t-(n+ 1P =f142434..... n-t (n4-1)32
enfre comme proposition-raison de deuxiéme ordre la propo-

- sition :

nn 1) =21+ 243 .....0).

Or, cette derniére proposition peut étre demontree par lin-
duction mathématique indirecte de la manigre suivante.

Supposons ue n{n -+ 1) soit = 20142434 ..... nJ.

Nous aurons alors :
(n+1)n +-2j=nn+1)4+2n4+1}=2[142 +.3+...n+n+1)]
et comme le théoréme est valable pour n = 2, il est valable en
général.

Au contraire, la proposition-raison de troisieme ordre,

(n+1jin4+2)=2 +24+3+ ...n+ 0+ 1],

nest pas démontrable, comme on le voit, gu'analy thuement.

La démonstration par l'induction mathématique qu'on donne
ordinairement de la proposition

13+0°+33+...7l‘—(1.—{—9+3+ n}o
ne fait pas entrevoir cette complew::t(, du cas. En éflet, dans
cette démonstration :

18 198 4 38 1 ... wt 4 (4 13 = [% nin 4 1)]2 +
+ (1) =.[(.};'n +(n+1)](n+ 1)2=

=-41-(n—i—9) (n+1)~-'% ‘(”'1‘1)[(?1—%1)-_;_-1]%3:

=[1+24+8+ ... +n+ @+ 1)R
c'est fa proposition-raison,

[-1”(” i ”]2 Fhrir= %( + 1)4[(7; +1) + 1] 2

seule qui entre en jeu et qui Nest demuntrahle qu’analytique-
ment.

Jai trouvé la démorstration ci-dessus, plus compllque
mais plus rationnelle que celle-cx, en développant la praposx-.
tion generale 13 -25 4383 -, ... e ={1+2+34...0°
dans une série mdeﬁnle de propositions particuliéres, dont la
premiere :

154232121 - 222 =124-22422=1 4 2)°

nous montre immédiatement la raison derniere de Fidentité
8428 =01+ ’)“, ¢'est-i-dire de la validité de la proposition
générale pour n =2, On peut trouver également la démonstra-
tion par lmduetmn mathématique lndlrecte de la proposition
nin 4+ 1) =2(1 + 2 -+ 3 +...+ n) en essayant d’abord de la dé-
montrer par induction mathemathue directe & membres
dépendants. Les trois premiers membres de la série correspon-
dante sont :

1.2=21
2.3 =21+ 9)
3.4=3(2 2} =23

}1; (12 b (1) =

23=2{14+2)-}-2.3=2(1+2+-3)
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On pourrait tirer des discussions qui précédent
plusieurs conclusions générales d’'une grande im-

portance au point de vue logique, On pourrait |

affirmer d’abord que le concept général du nom-

bre entier n’existe pas, que ce concept est rem-

placable par la série indéfinie des définitions
des nombres entiers successifs:

1 (indéfinissable)

2 ==1 -1
. 3 =g -l
ﬁ_—_—_:‘}-{—l

On pourrait affirmer ensuite que, comme cha-
que proposition générale de l'arithmétique pure
(science des nombres entiers finis positifs), qu'elle
soit démontrable par linduction mathématique
indirecte ou analytiquement, ou qu’elle soit axio-
matique, est remplacable par une série indéfinie
de propositions particuliéres (dépendantes ou in-
dépendantes), il n’y a pas de’ propositions géné-

rales proprement dites (se rapportant au concept
général du nombre), mais seulement des proposi-
tions universelles (se rapportant aux mnombres
individuels infiniment nombreux).

Ces conclusions générales, si importantes
quelles soient, ne peuvent &tre discutées icil.
Ce que nous avons voulu monftrer dans ce tra-
vaill" c’est que Dinduction mathématique indi-
recté peut étre ramenée a l'induction mathémati-
que directe 3 membres dépendants, et que cette
dernitre représente mun procédé logique qui,
comme linduction ordinaire, va du particulier
au général, résultat que Poincaré avait peut-
dtre soupgonné, mais quil n'avait su dégager.

B. Petronievics,

Professeur & I'Université de Belgrade

1. Dans la monographie sur I'Induction mathématique que
je prépare, cette induction sera considérée en détail au point
de vue logique aussi bien qu'au point de vue mathématique

(et histerique:. En outre, cette monographie sera accompa-

anée d'une bibliographie presque compléte sur la question de

- Pinduction mathématique.

REVUE DE ZOOLOGIE
- (POISSONS)

DEUXIEME PARTIE : BIOLOGIE DES POISSONS!®

Les travaux d’ichthyobiologie ne sont pas en
nombre aussi considérable que ceux de systéma-
tique et de morphologie pure. Toutefois ils cons-
tituent deux paragraphes importanis: 1° Pois-
sons cotiers et littoraux; 20 Poissons migrateurs.

Le paragraphe des poissons migrateurs sera
subdivisé en plusieurs parties concernant les An-
guillidés, les Salmonidés (saumons et truites),
les Scombridés (thons) et les Clupéidés (sardines,
harengs et anchois)

I. — PoIssoNs COTIERS ET LITTORAUX

Nous avons montré ailleurs? combien ces pois-
sons offrent d'intérét pour le naturaliste. Habitant
une région de Ia mer ol les conditions de vie sont
extraordinairement variées & cause du voisinage
immédiat de la cote, ils ont acquis eux-mémes
une diversité extréme dans leurs formes et dans
leurs meeurs.

1. Voir la premiera partie dans la Revue gén. des Sc. du
30 avril 1924, t. XXXV, p 237 et suiv. : '

2, L. BerTiy : Les caractéres adaptatifs des poissons lit-
toraux. La Nature, 1924, p. 81-8% et 116-120.

Beaucoup de ces poissons présentent un faisceau
de caractéres en rapport avec leur mode d'exis-
tence: ils sont mauvais nageurs et chassent
a Laffot; parfois ils se fixent au moyen de ven-
touses ou & laide de leur queue préhensile;
leurs couleurs sont vives ou mimétiques; sou-
vent existent des différences extérieures entre
les males et les femelles (dimorphisme sexuel);
enfin les ceufs, plus lourds gque leau et fixés,
sont gardés par les parents et pondus quelquefois
dans un nid. .

En ce qui concerne les ceufs et la ponte, nous
avons en vue les Syngnathidés, les Cottidés, les
Gobiidés, les Gastérostéidés et quelques autres
familles. Beaucoup d’autres, au contraire, ont des
ccufs flottant en haute mer et des larves pélagi-
ques qui assurent la dissémination de l'esptce sur
de- grandes étendues.

(Cest & ces ceufs floftants et & ces larves péla-
giques que s'est inféressé surtout Louis Iage L

1. L. Fac® : Shore-Fishes. Report on the Danish oceano-~
graphical Expeditions 1908-10to the M editerranean a.adjo-
cent seas, Copenhague, vol. I, fase. A3, 1918, 154 pages.



