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HOBO M3BOBESE HEEBKJ/IMJIOBMX
TEOMETPUJA

OJI 1I-pa BPAHVCIIABA TETPOHMJEBMRA

(Ilpuxasano na cxyny Axanemuje [Ipnpoauux Hayka 22. oxrodpa 1928.)

1
IIperxoxna npumeada

Kao wro je mnosuaro, Bowaj u Jobawescku sacuosanu cy
HeeBK/INIOBY reomeTpujy nonasehn on V-or Esknunosor nocrynara
(kora cy mermpanu), 10K Cy ce HajsHaTHWjU NPeTXOMHUIY BUXOBY,
Caxepu u Jlambepm, crasuan na jemHo omUITHje CTAaHOBUIITE, KOje
je nomywrano u neesknMAOBY reomerpujy ©es napanenne'. Cakepu
u JlaynGepm nocraBuiu cy nosHare Tpu XMnoTese (npaBor, owrpor u
Tynor yrna), npu uenmy je Caxepu Te xunorese (kao n CBOje fioKase)
3aCHOBAO HA PaBHOKPAKOM YeTBOPOYINY ca JBa Npasa yria, JOK je
JlamGepr uernopoyrao ca Tpu mpasa yria ynorpedno sa uctu wmm’,

Y oBoj pacnpasu nokymao caM garti jeaHo HOBO €lleMeHTapHO
ussoherme neeswmnoBux reomerpuja y nyxy Caxepuja n Jlamdepra®.

! M najycnennje nosuje sacuorame (eBximnose n) omnurre reomeTpuje, Koje
je maseo Nuwadepm Ha NOLIO3M jeJIHOT OICENKHOr CHCTEMA nocrynara (ymop. D).
Hilbert, Grundlagen der Geometrie, 5-te Aufl, 1922), M30CTaje y OBOM moryieny
uza Caxepn-JlamGeprosor cranoBuuira. Jep y XunGeprosom cucremy nocrynara
MOpajy ce uspecun moctynatu pesa (Anordnung) m Bese (Verkniipfung) npome-
uura (ynop. manp. V. Dieck, Nichtenklidische Geometrie in der Kugelebene,
1918, 5. 13—17) na 6u Ernunos nocrynar jeme napanesie Morao OHTH 3aMerbeH
HOCTYNATOM HujeJHe mnapanesiHe, JOK TakBa MNpOMeHa Huje moTpedHa ako ce
Esknunos nocrynar samenn NOCTynaroM ABejy napamenuux. Bugu o Ttome F.
Baldus, Nichtenklidische Geometrie, 1927, crp. 147 y pesu ca crp. 72 u n.

® Caxepujes u Jlamdepros cnuc npemramnann cy y Engel-Stickel, Die
Theorie der Parallellinien von Euklid bis auf Gauss, 1895, s. 45—135 u s, 152—207.

® Opo nasofjerse HA3MBAMO e/leMeHTApHHM 3aTO INTO OHO OAroBapa TAB.
eneMeHTapHOM mpasuy wuasoljeiba HeeBwinnoBux reomerpuja. Kao wmro je maume
IMo3HaTO, l]OC']'OiQ YriaBsHOM TP npasua Tora H3BO‘)€[‘h€l! e.muwu.impuu, M-



BPAHHECIAR HETPOHILJEBHT

Moja nonasna Tauka je craB o ersmucTeHuuju JBejy mpasux ca
3ajeHMYKOM YMpaBHCM, a MpM MOjUM J[OKasuMa, KOju Cy MHOro
npoctuju on Caxepujesux n JlamBeprosuy, ynorpedmenu cy kako
Caxepujes Tako u Jlamdepros uersopoyrao. [lame, Moje ussoheme
pas/nuKyje ce O IMXOBOI' M y TOME LITO ja HUIJEe Y CBOjHUM JlOKa=
suMa une ynorpedmasam Apaumedos nocmyaam'; xao um y TOMe
WTO WUXOBE TPH XWIOTe3e 3amemyjeM MocTynaTuMa jenuake, sehe
U Maihe yIpaBHe. :

Y capawmem unanky ussoljewe ue 10 cTaBoBa O eKBUIUCTAH=
11jH1, JUBEpreHIujil ¥ KOHBEpreHuuju JBejy MpaBUX Ca 3ajeJHHUKOM
ynpasuom. Y Oynyhem apyrom wranky Ouhe noxasanu crasoBum o
npaBuMa Koje Ce CeKy U He Ceky M O NapanelHuM U, Y Be3n ca THUM
nokasuma, Oufie na enemenTapan HauMH U3BEEHH, NIOPes] HeeBKIN0BIX
reoMeTpUjCKMX CHCTeMa, M HeapXUMeNOBU TeOMEeTPUjCKH CHCTEeMH
(yronuko cy omnpaspanu).

Wspohewe cnenyje kao nms Teopema npm uujeM KOKasuBaiby
ce, TMopej NMO3HATHX CTABOBA O KOHI'PYeEHUMjH TPOYI/IOBa, IpeTno=
cTaBmbajy na Baxe, MOpei MOCTynaTa KOHIpYeHIdje, i HeKOIMKH
NOCTY/IaTH pejla U Be3e Kao M HeKONMKHM Of HUX 3aBUCHI CTABOBH.

2
Teopeme

[Ipsa Teopema onHocm ce Ha npaBe Koje uUMajy 3ajeHHuKY
ypasHy, pyra Ha jeHaKOCT yI/IoBa y JBONPABOYI/IOM PaBHOKPAKOM
uerBopoyrny, Teopeme 3—I11 Tuuy ce dopmynucama nocrynara,
nok ce Teopeme 12—20 onmoce Ha 10Ka3 HUXOBE OMINTHOCTH,

prnko-dudieperui jaanit w npojermuenit (ynop. Haup, uianax b. bonoae, Ueber
die Parallelentheorie und iiber die nichteuklidischen Geometrien“ y ,Fragen der
Elementargeometrie” hgb. v. . Enriques, 1923, crp. 263, 274 u 285). Enemen=
TAPHUM HA3UBA CE Taj HAUMI 3aTO WTO je ce thume cayxno Eswing npu uasoleiny
(esxnunose) reomerpuje y cgojunm ,Enementuma®. Mma npecrasnuka neeswinaone
reoMeTpHje Kojit TBpAe, jia je Taj nauun ussohewa najreskn (ynop. nanp. M. Simon,
Nichtenklidische Geometrie in elementarer Behandlung, 1925, koju rawme (crp. 1):
JDer elementargeometrische Standpunkt ist ja geschichtlich der urspriingliche,
aber er ist zugleich weitaus der schwierigste®).

4 1 JlamGepr y cpojum mokxaszuMa mokasyje ounTy TeHACHIM]Y /la ce ocjio=
Boxu on osor nocrynara. Anu tex M. [leny n, nocne wera, 5. bonoaw nenano
je 3a pyKoM, Ja Ce NpH JIOKasy M3BECHHX CTABOBA OIIITE reoMeTpHje ocnobojie
nornyHo Apxumenosor hocrymnara (s. o rome B. Bonola, Die nicht-enklidische

Geometrie, 3-te Aufl. 1921, S. 27—31).
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Teopeme 21—38 canpxe craBoBe O CyMM yINOBa y TPOYLny u
yersopoyrny. Hanocnerky y reopemama 39—44 onpelyyjy ce opnocu
y BenuuuHu Koju mocroje usmely yrnosa u umsmelly ynpasanx y
clydajeBuMa TpHjy nocTy/ara.

Teopema 1

YV pasuu 0d ce ceakoj damoj npasoj nahu dpyea npasa koja ca
HOM UMA 3AJeOHUNEY YN pasHy.

Horas. Y jepuoj Tayum nare npase nocToju jeana (u camo jeaua)
ynpaexa Ha Ty npasy. Osa fie ynpasua ouesunno 6urn 3ajennuuxa
ynpaBHa 3a JaTy IpaBy W 3a [paBy Koja je ynpasHa Ha TOj yIpaBHOj
JarTe npase.

Teopema 2

Aro cy y 0sonpasoyeaom uemgopoyesy HeiaJeOHUNEN Epayu
npasuxz yeaoéa mehy cobom jeOnaru, jednaru cy mehy cobom u
dpyea dsa yead.

Horas. Y uersopoyrny ABCD (¢ur. 1) AABC xonrpyentan
je ca AACD(AB=CD, A=C=R,AC = AC), opakne cne-
ayje na je <J ACB =CAD un pame <) BAD = BCD . Ycnen Tora
je name AABD 2 BCD(AD = BC, BAD = BCD, AB= CD),
onmakne cnenyje < ABD = CDB,

Teopema 3

“Aro 0Oee npase umajy 3ajednuvky ynpaswy u axo je dpyea
YNPABHE NO 6eAUMUHU jeOHAKA CA 3AJeOHUUKOM YNPUBHOM, Y MPO-

B D B D

Dur, 1 Mur, 2



T BN N e L L SRR S S

24 BPAHNCIAB NETPOHUJEBOT:

npacoyeaom Hemeopoyeay koju Ha MQ] Hauui NOCMAje uemepmiu
y2ao je npas.

Jokas. V3 teopeme 2 cnenyije Heriocpenuo na he, ako je y
Tponpasoyriom yersopoyrny ABCD (¢ur. 2 ua 23 of crpann) CD =
=AB,< CDB(= ABD) durn = R,

Hanonena. Tlpernocrasky, na je mpyra yupasua jeanaka ca
3ajeliHMuKOM ynpashowm, uassafiemo nocmyaamon jednare ynpasue.

Teopena 4

Axo 06e npase umajy sajeduuiky ynpaswy w axo je dpyea
ynpasta geha 00 sajednuuke ynpasue, y Mponpasoyeiomn “emeopo-
yeay woju ma maj nawun nocmaje Oulie wemepmu yeao owmap.

_ D
B : B

. _ D

A G A c

Dur, 3 Dur, 4

Hoxas. Tlowrro je no npernocrasuu CD > AB (pur. 3), nexa
je CE = AB. Tapa he c jenue crpane dutu (no Esxmuny I, 16)
Y CEB>CDB,ac apyre crpaue (rno Teopemn 2) <) CEB = ABE.
[Ipema Tome 6uhe A CDB(<CEB="ABE)<R.

Hanoxena. Ilpernocrasky, na je nmpyra ynpasna seha on
3a;ennuqxe ynpasue, nassahemo nocmyaamomn eelie ynpasne.

Teopema 5

Aro dee npase umajy za/ednuiry ynpaswy w aro je dpyea
ynpacna marea 00 sajednuure ynpasue, y mponpasoy2iom Hemeopo-
yeay Koju ma mdj nawurn nocmaje Gule wemepmu yeao myn.
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Jlokas. TTomro je no npernocrasum CD < AB (¢ur. 4 na 24-0j
crpann), neka je CE = AB. Tana he c jenne crpane onru (Esrmn
I, 16) <1 CDB > CEB a c npyre crpane (no Teopemu 2) <) CEB =
= ABE . Tlpema tome je <J CDB(>CEB= ABE) > R.

Hanoscena. Ilpernoctisky na je apyra yinpasHa wmaiba OJ
sajenuuke ynpaste naspahemo nocmyaamos smare ynpasie.

Teopema 6

Ako dee npase umajy sajednuury ynpasny w arxo dpyea ynpasna
w ca dpysom mpasow 3arianc upae yedao, Opyea je ynpasna no
ceauuunl JeONard ¢ 3ajednuuKoM YR pAGHOM.

Jlokas. Ospe cy woryha D
tpu cnyuaja: i CD > AB nmm
CD < AB, unn CD = AB (pur. 5).

I G

P s D -
A ¥ A C

Dur. 5 Dur, 6

Kax éu 6uno CD > AB, mopao 6u, no Teopemn 4, < CDB
durn mamu oj [, WTO NpOTHBpeuM NpeTnocTaBuHy.

Kan 6u 6éuno CD < AB, mopao 6u, no Teopemu 5, < CDB
éatu sehn on I?, wro Takolhe mpormepeun rpernocTaBLy.

ITpema Tome Moxe jeauuo onru CD = AB.

~

Teopema 7

Awo 9ee npase umajy sajednuury ynpaswy u ako Opyea
ynpacna 3axaana owd@ap yeao ca dpyeom npasom, osa Opyea
ynpasna wopa Gumu eeha 00 zajednutke ynpaswe.
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Horas. Moryha cy 1pn cnyuaja: CD=AB, CD < AB n
CD > AB (¢ur. 6 na 25-0j cTpaHm).

Kan 6u duno CD = AB, MOpao Ou, no Teopemu 3, <\ CDB
Gutn = R, wro nporuspeun NpenrocTaBUy.

Kax 6u 6uro CD << AB, mopao 6u, no Teopemu 5, <J CDB
6uru >R, wro Taxohe mporuspeun NpeTnocTaBuy.

[Ipema Tome mosxe jemmuo Gurw CD>AB.

Teopema 8

Aro dse npase umajy 3ajednuury ynpasny u awo dpyea
ynpasna sakaana ca Opyeom npasom iy yeao, osa Opyea npasa
: Mopa-6umu marna 00 sajednuike
B8 ynpaswe.

Hoxas. Tpu cy cnyuaja mo=
ryhia: CD= AB, CD > AB n
CD < AB (¢ur. 7).

Kapn 6u 6uno CD = AB, wo-
pao 6n, no Teopemu 3, <J CDB
Sutn = R, wro nporuspeun
NpeTNnoCTaBIH.

Kan 6u 8uno CD > AB, wo-
A G  pao Ou, no Teopemu 4, < CDB

®ur. 7 Sutn < R, wro Taxohe npo=
TUBPEYH NpeTIOCTaBI.
Ilpema Tome moxe jenuno 6mru CD < AB.

Teopema 9

Aro 0dee npase umajy sajednuury ynpasny u axo je dpyea
ynpasua jednara ca sajednuuron ynpasrwom, y mponpasoyeiom
wemeopoyeny koju Ha maj wawun nocmaje Guke u dpyeu rpar
uemspmoe yead JeOHar ca cynpommos cmpanoa.

Hoxas. Y tponpasoyriom uersopoyrny ABCD y ¢ur. 2 Suhe,
no reopemu 3, <J,CDB = R. lo reopemu 6 mnax Guhe Taja oue=
BugHo u BD = AC,

Teopema 10

Aro 0Ose npase umajy 3ajednunry ynpasny w ako je dpyea
ynpasna seha 00 3ajednunke ynpasue, y mponpasoyeomn wemaopo
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yeay koju na maj Hawuw nocmaje Guke w Opyeu kpak uemspmoz
yeaa eehu 00 cynpomme cmpare.

Jloxas. Y Tponpasoyriom uersopoyriy ABCD y ¢ur. 3 Gufe,
no Teopemn 4, <J CDB < I, Ilo Teopemu 7 nax Guhe Tapa oue-
puauo u. BD > AC,

Teopena 11

Aro dse npase umajy sajednuury ynpasny u axo je Opyea
ynpasna mara 00 3ajednuure ynpasle, Yy MpoRPasOY2I0M emEo-
poyeay Koju Ha maj wawun nocmaje 6uhe w Opyeu Kpak wemgpmoz
yea mar’l 00 CYRpoOMHE CInpaie.

Jlokaz. Y tponpasoyriom uersopoyriay ABCD y ¢ur. 4 Sube,
no Teopemu 5, < CDB > R. Tlo Teopemu 8 mopa Taja o4eBHIHO
énrn u BD < AC.

Teopema 12

Axro dse npase umajy-zajednunky ynpaswy u ako je Opyea
Ynpasna JeOHaka ca 3ajeOHUNKON YRPAGHOM, onda he u ceaxa wmpeha
ynpasna 6umu no ceiuunu jeowaka ca BUJEOHUMKOM YNPABHOM.

Jlokas. Mopamo, npema mnonosxajy Tpehe ynpasie, pasnuko=
BaTH TpH Chyuaja.

IIpsu cayuaj. Tpeha ynpaBHa namasu ce 6ai npse 1pe, anu
Ha WCMOj CTpaHM Ha H
KOjoj je apyra.

Osne nocroje Tpu R D e
voryhuoctu: EF > AB, . .
EF< AB, EF=AB G
(pur. 8).

[Tpernocrasumo
na je EF>AB n
nanpasumo 1a je LG =
= AB(=CD).Tanahe
y uersopoyrny ABGE
dutn, no Teopemu 2,
J ABG=EGB n y
uerpopoyriny CDGE: _N K K
no MCTOj Teopemy, A r E
<) CDG = EGD. Kako Dur. 8
je mak (no Esxnnany I,

16) < FDG > DBG, 1o je <J ABG > CDG. Jlame je J EGB <
< EGD. Kaxo je mak c npyre crpane <) EGB > EGD (nowto je
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J EGB = ABG > CDG = EGD), 1o éucmo umanu J EGB=EGD,
wro je memoryhe. Ilpema Tome ne mowe EF durn > AB.

[Ipernocrasnmo, na je EF << AB u nanpasumo EH — AB =
= CD, Tana he (y uersopoyrny ABHE) éuru <) ABH — EHB
u (y uersopoyrny CDHE) <y CDH = EHD. Kaxo je (Esxnup I, 16)
JHDF >HBD, 1o je <JCDH > ABH. Ilpema Tome 6uo 6u
J EHB < EHD, ok je ¢ npyre crpane <) FHB > FHD, Vyann
Gucmo nawne nma je <) FHB=FLHD, wro je nemoryhe. [lpema
Tome £ F me moxe 6urn < AB. '

Kako £F wue moxe Surn un sehe um mame ox AL, 1o je
EF — AB(=CD). '

ITowro ce nax mokas sa ynpasny ~F na nowosurn 3a CBaKy
ynpasuy ose BpcTe, TO cpaka Tpeha ynpasua ose Bpcre Mopa Gutn
jenqnaka ca 3ajeqHUYKOM YNpPaBHOM.

Hpyeu cayuaj. Tpeha ynpasua nanasu ce usmely npyre nge.

[Tocroje Tpu moryhinoctn: £F >AB, EF < AB u EF = AB
(dpur. 9).

[Ipernocrasumo na je £ F > AB nnanpasumo G = AB(=C1)).
Tapa he 6uru J ABG=FEGB u < 7GD=CLG, Kako je nax

H (Em_{ngi)i [, 16) JEGB >GFB n
QEGH>GED, rohedurn <y EGB+

\ +EGD>2R. C npyre crpaue nax
F 5<D umamo na je < FGB + FGD < 2R
(]
G

B E/\ (nowro je <\ EGB= ABG<R wu

< LGD = CLG < R). Tlpema Tome
nmanu Sucsmo <) LGB + FGD =2R,
wTo je Hemoryhe. ££F ne mosxe naxie
Butu > AB,

IIpernocrasumo na je K F < AB
u Hanpasumo f7H = AB(=CD), Tana
hedntu I ABH=LEHBu< CDH=
= LHD, Vivann Sucmo name na je

a
QL EHE A P HD=2R, mro je nemo=
A o\ [o *lo rylie. Ilpema Tome ILF ne wmoxe
E

butn < AB,
®ur. 9 Ocraje nakne jenuno na je £F =
= AB.
IMowro ce nak mokas 3a ynpasuy ~F pa nouosurn 3a CBaKy
Apyry ynpasuy ose BpcTe, TO cpaka Tpeha ynpasia ose Bpcre Mopa
OWTH jelHaka ca 3ajeJiHMYKOM YIPaBHOM,
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Tpehv: cayuaj. Kako ce rpefin dopmanno moryhu cnyuaj, na
ce nanve Tpeha ynpassa nanasu BaH MpBe JiBe ajll Ha CyNpOTHO]
CTpanu, CBOAW Ha NpBM (NOWTO Ce 3ajeJiHUYKA ylpaBHA MOXe
cMarpaTu 3a Apyry, a JApyra 3a 3ajeflHuuKky), TO je THMe Hawa
Teopema HoKasaHa y CBOj CBOjOj ONMMITHOCTH.

Teopema 13

Awro Ose npage umajy sajednuury yinpasny u aro je dpyea
ynpasna eeha 0d sajednuw e ynpasne, mada he u cearxa impeha
yiapa wa 6umu eeha 00 sajednutre ynpa‘we. :

Joras. Mopamo, npema nonoxajy rTpefie ynpasue, pasnuko=
BaTu TpHU ciyuaja.

Il peu caywaj. Tpeha ynpasna nanasu ce éan npse nse, anu
HAa WCMO] CTpaHu HA KOjOj je Apyra ynpasHha.

Ogne nocroje Tpu moryhuoctu: KF = AB, EF < AB u EF >
> AB (¢ur. 10),

ah

C
Dur. 10
Kag 6u EF 6uno = AB rtaga 6m, no Tteopemu 12 mpyrn
cnyuaj, mopano u C'D duru = AB, mTo npoTnBpeyn npernocrasiy.
EF ne moxe nakne ourn = AB.

[Ipernocrasumo name naje LF < AB u nanpasumo £G = AD
n EH=CD, Tana fie 6utn £ ABG=EGB n xCDH=FHD,
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Kako je nax x HDF > GBD 10 je (nowro je % F'DC > h)x ABG <

"< CDH. Tlpema Tome 6u Suo « LGB < EH D, nok je ¢ apyre crpane

x EGB > EHD, Vimann 6ucmo naxne x LGB =—FEHD, mro je nemo=
ryhe. IIpema Tome £ F ne moxe Sutn < AB,

Ocraje maxne jenuno na je LF > AB.

Hpyeu cayuaj. Tpeha ynpasua nanasu ce usmehy npyre nse

(¢pmr. 11).
D Kap 6u EF 6uno = AP, tana

£ 6n, no rTeopemu 12 npeu cnyuaj,
B mopano 6utu u CD = AB, wro
NpOTHUBpEYN MNpeTnoCTaBLH.

Kan én éuno EF < AB, Tana
6u, To Teopemn 14 npem cnyuaj,
mopano Gutu m CD < AB, mro
Takof)e poTHBpeuy NpeTnocTaBuy.

[Tpema Tome moxe jemuno EF
dutu > AB.

Hanomena. Ilpu pokasy npyre
moryhHocT oBora ciyuaja mMu ce
nosuBaMo Ha mpBu ciyuaj mayhe

“ K K reopewme. Kako ce oaj npsn cnyuaj
A i E C nnyhe Teopeme fokasyje moTnyHo

Our, 11 He3aBuCHO of Teopeme 13, To Hema
Kpyra y HauleMm JOKa3nBaiby.

Tpetu cayuaj. Tpeha ynpassa nanasu ce 64H Opyrux npejy
anu Ha CYNpoMHO] CTPaHM.

Kako ce y osom cnyuajy ysex MoO)e, HA MCTOj CTpaHu Ha
K0joj je mpyra ynpashna, nahu jequa ynpasna koja nexu uin uamehy
3ajeuuuke M Jpyre ynpaBHe WIN BaH OBHMX JBejy a Koja je mo
BenuuuHu jemuaka ca Tpefiom ynpasHoM (oBa jemHakocT cnenyje,
nowro je AG= AE, uz xourpyenuuje tpoyrnosa ALB n AGB n
rpoyrnosa EFB u GHB — sugu ¢ur. 12 na cnenehoj crpaun),
To ce Tpefin copm mnm mHa mpyrum waM Ha NpBU Cyuaj.

Teopema 14

Ako dee npase umajy 3ajednuvky ynpusny u awo je dpyea
ynpasua mawa 00 3ajednuuke ynpasre, mcda je u ceaxa impekha
Yynpasnt marea 00 3ajednunke ynpasme.

Jlokas. Tlpema nonoxajy Tpehe ynpasue nocroje Tpu ciyuaja.
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Pl .

A G

Dur. 12

Ipeu caywij. Tpeha ynpasna nanasm ce 671 npyrux nsejy,
anu Ha UCMOj CTpaHu Ha KOjoOj je Apyra ympasHa.

Umm je EF = AB, unu EF > AB wm EF < AB (¢ur. 13).

Kag o6u EF
6uno = A B, mopano B D
6u, no Teopemu 12

apyru cnyuaj, u CD G
énu = AB, mro
NPOTHUBpEYH MPeTIo- H
craBuu.

[Tpernocrasu-
MO mame gaje I >

> AB n nanpaeuamo A
EG=AB u EH = (¥ E
=), -~ Tana. je Dur, 13
x ABG = EGB  u
2CDH = EHD. Kaxo je x HDF > GBF, 1o je (nowro je x FDC <
< h)x ABG > CDH. Tlpema Tome 6u 6uo % EGB > EHD, nok je
c npyre crpane ¥ EGB < EH D, Vimanu 6ucmo naxne na je x EGB =
=FEHD, wro je uemoryhe. [F' ue moxe makne dutn > AB.
[Tpema Tome FEI (n csaka Tpeha ympassa oBe BpcTe) mMopa
ontn < AL,
Hpyeu cayuaj. Tpeha ynpaswa wanasu ce uamehy npyrux
neejy (¢pur. 14).
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'F Kag 6n EF 6uno = AB,
Mopano 6m, no Teopemu 12 npsu
cnyuaj, u CD duru = AB, wro
NIPOTHBPEYN NpeTNoCTaBIH.
Kag 6u EF 8uno > AB,
Mopasno 6u, no Teopemu 13 npsn
cnyuaj, u CD durn > AB, mro
IPOTUBPEYN MPeTNOCTAaBIH.
“ [Ipema Tome £ F (xao u cBaka
A C Tpeha ynpasna ose Bpere) mopa
E Surn < AB,
Pur. 14 Tpehu cayuaj. Tpehaynpasua
Halasn ce 67H NpYrUX ABejy anu Ha CYnpomHoj crpan.

[lomro ce y osom cayuajy YBeK MOJXe, Ha MCTOj CTpaHu Ha
K0joj je npyra yupasna, nahu jengua ynpasna koja nexn umm namehy
3ajeflHNYKe 1 Ipyre ynpaBHe WM BaH OBUX JiBejy a Koja je 1o Benu=
unHK jexHaka ca Tpehom ynpashoMm, 1o ce oBaj Tpehu csomu um
Ha Opyra WIA Ha NPBH CIYYaj.

Teopema 15

Ako Je y jedmom mponpasoyzaomn wemeopoyeay CIMpPana Koja
npecmagiva Opyey ynpieny jedwawa ca cmparom KOJa npecmagiva
sajednunry ynpceny, ona he Gumun jednara ca osom Yy ceaxom
MAKGOM YUemeopoye.iy.

Hokrs. Axo je y Tponpasoyriom uersopoyrny ABCD (pur, 15
Ha crnenehoj crpann) CD = A B, onpa mopa /pso, no Teopemu 12,
Yy CBaKOM TPONpaBOYITIOM UETBOPOYIIY, unja je 3ajeqHuuKy ymnpapay
npecrasmajyha crpana A5 u unja npyry yupasny npectaembajyha
crpana nexu usmely (c ode crpane y Seckonaunocr TIPOMLYKEeHUX )
npasnx AC' mu BD, crpana xoja npecrasma Apyry ymnpasiy Surn
jemiiaka ca crpaunom koja IipecTaslba 3ajeiHuuRY ynpasny.

Axo ce nopen, Teopeme 12 yame y obanp u Teopema 3, duhie
dpyeo m y crakoMm TpompaBoyriom UeTBOPOYIIIy YOITe, Yija ce
sajeumuxy ynpasny npecrasmajyhia crpana nanasu nemehy (c obe
CTpane y OeckOHAUHOCT npopyennx) npasux AC u BD n unja
ce ochosnua Hanasu wm Ha ayxu AC wm ma (c obe crpane y
GeckoHauHOCT Mpofyskenoj) npasoj AC, CTpana Koja mpecTaniha
Apyry ynpasHy jejHaka ca CTpaHOM Koja Npecrasimba 3ajeHuuKy

ynpasny.
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3arum mpehe mopate, no Teopemu 9, n Y TPOIpaBOyIIOM
uersopoyrny ACBD éuru BD = AC nu npeMa TOMe, Ha OCHOBY
seh nokasamora, u y csakom TPONpABOYIJIOM YETBOPOYINIYy KOju Ce
Hanasn usmeby (y Seckonaunocr nponysxenux) npasux AB u CD,
CTpaHa Koja InpecTasba APyry ynpasuy Outu jenmaka ca CTpaHOM
KOja npecTasiva sajenunuky ynpasuy. Jame, uemepmo, naxo ce ysuha,
fla TO BaXu U 33 TpONpaBOyrile YeTBOPOyTIie Koju ce Hanase nameljy
npasux AL wu GI (opu. msmehy AG u El) xao u usmelyy npasux
AE" u G'I’ (opu. mamehy AG’ u ElYynry g

Hanocnerry, nemo, ro ncro MOpa BaXUTU U 332 TPONpaBOyTiIe
“€TBOPOyTIJIe uMja OCHOBULA 3akKiana ussecan yrao ca AC (ymop.
ueTsopoyrao AB'C’'D’ y xome ¢y AC' = AC u AB’ = AB yu KOj1
je xonrpyenran ca uersopoyriom ABCD ua OCHOBY KOHTpYeHIuje
Tpoyrnoa AB'C" u ABC wu rpoyrnosa B'C'D’ u BCD), u r. n.

Ha osaj naunn naxo ce ysuha na Teopema Baxn Yy CBOj CBO=
joj onwrHOCTH.

Hanomena. Kpahe na ce Teopema 15 u opako U3pasuTH:

Ako noemyaam jeonaxe ynpasne sascu Y jedwom cayuajy,
onda on eamcu y ceuma caynajesuma.

[nac 3
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Teopema 16

Ako je y jedmom mponpasoye.aom wemsopoyeay wemepmu yeao
upae, onda je 0n mo Y ceakom MAKOM UCMEOPOYR.LY.
Hokas. Cnenyje us Teopema 15 u 3,

Teopema 17

Axo je y jedwom mponpasoyeaom wemsopoyeny cmpana koja
npecmasiva dpyey ynpasny eeha 00 cmpane koja npecmasmwa
sajednunry ynpasny, ona he Gumu ceha 0d ose y ceaxom marson
yemeopoyeny.

Horas. Axo ce noje on rponpasoyraor uersopoyria y gur. 3
mopalie ce, na ocuoBy jemue ¢urype cimuue (purypu 15, npso no
Teopemu 13 sakmyuntn, na je y cBakom TpONpaBOYIVIOM uUeTBOpO=
yriy, umja je BsajefHuuky ynpasHy npecrtasmbajyha crpama AB n
Yuja Apyry ynpasuy npectasmbajyfia crpana nexn mamely (c ode
cTpane y OeckonaunocT mpoaysennx) npasux AC u BD, crpana
Koja mpecrasiba Apyry ynpasay Beha ox crpane kxoja mpecrasma
3ajelHUUKY YIpaBHYy.

Hame fie ce, ako ce nohe ox ca ueTBopoyrinom ABCD xoun-
IPYGHTHUX TPOMNpPaBOYIVIUX YETBOPOYINOBA, 0py20 omer HA OCHOBY
Teopeme 13 sakmyunty, na je y cpakom TpompaBOyIIOM ueTBOpO=
yriy, udja je sajesuuuky ynpasHy npecrasmajyha crpana jemmaxa
ca AB n umja ce ocuosuna Hanasm Ha (c obe cTpaHe y 0Gecko=
HAYHOCT npony’kenoj) npasoj AC, crpasa koja npecrasma Apyry
ynpasiy seha on crpamne Koja mpecrasma sajenHuuKy ympashy.

Hame ce naxo ysuha n1a je moxas nena, xoju onrosapa Tpehem ey
nokasa reopeme 15-¢, ananoran goxasy osora Tpefier gena. A cnuuuno
B2)KU 1 32 JIeNIOBE KOjU O/IrOBapajy YeTBPTOM U MeTOM J1e/1y OHOT JIOKa3a.

Ha opaj maunu nako ce ysuba, na Teopema Baxu y cpoj
CBOjOj OMUWTHOCTH,

Hanomena. Kpahe na ce Teopewa uspasutn m opako:

Ao nocmyaam eehe ynpaswe sancu y jeonom cayuajy, om
MOpa saycumic Y ceuma CIyUdjesuMda.

Teopema 18

Ako je iy jednom mponpasoye.nom uemeopoyey wemspmu yeao
owinap, onda je on Mo Y cearom MaKGoOM UeMmeopoya.iy.
Horas. Crnenyje ns Teopema 17 u 4,
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Teopema 19

Ako je y jedmom mponpasoyeion wemsopoyeay cmpana Koja
npecmagmva dpyey ynpasny marea 00 cmpane koja npecmasna
aajednuury ynpasuy, onda je ona marwa 0d ose iy ceakom Mareos
uemeopoyeny.

Hoxas. Kap ce nohe on Tponpasoyrior uersopoyria y ur.
4 joKa3 ce MMa M3BECTH, HA OCHOBY jemue ¢urypu 15 oj amnanore
¢urype a ysumajyhu y oSsnp Teopeme 14 m 11, cacsum amanoro
JOKasy MpeTxojiHe Teopeme.

Hanomena. Kpahe na ce reopema u osako (opmynucaTin:

Aro nocmyaam marse ynpusne eadncu y jedmom cayuajy,
onda maj nocmyaam eaxncu y ceuma Cuyuajecumd.

Teopema 20

Ako je y jednom mponpasoyenom wemesopoyzy UeIMEPIMU. 2ao
wyi, onda je on mo y ceakom mareomn UCMBO POY2LY.
Hokas. Teopema cnenyje us Teopeme 19 e u Teopeme 5-e.

Teopenia 21

Axo je y jednom mponpasoyeaom wemsopoyeny wemepmu yeao
dpas, 0 0a je y jedwom (y mwemy odzosapajyhem) npasoyeion mpo-
yeay 20up yeaosa = 2R,

Horas. 'Y npasoyrnome tpoyrny FCD, xoju ojiroBapa Tpo=
npasoyryiom uersopoyrny ABCD (¢ur. 16), 36up yriosa sato je

By D

@ur. 16
g%



FETEETLLIE R S .

a6 BEPAHHCJIAB HETPOHHJEBIT

= 2R, wro je x CFD = FDB. Ta jennaxocT cnenyje us KOHrpyeu=
unje Tpoyrnosa AFE n BDE (nowro je no koncrpyxunju £A = EB,
x AEF = BED u x FAE = EBD = R),

Teopema 22

Aro je y Jednome npasoyenome mpoyeay 351Lp yaaosa = 2,
onda je y jedornome (y wemy odeosapajiyhem) mipon pasoye.nos wemeopo-
yeay 3bup yeaosa = 4R,

Hoxas. VlcrmaurocT Teopeme cnenyje ms x EBD = EAF =R
(¢pur. 16), wro omer cnepyje u3 xourpyenuuje Tpoyrnosa BDE n
AFE (nowro je no wouctpykumju FF = ED,x AEF = BED n,
oner no KoHCTpykumju, % LDE = AFE),

Teopema 23

Ako je y jeomom npusoyeaom mpoyeay sbup yeaosa = 2,
onda je maj 36up = 2R uw y ceakom npasoyeaom mpoyeny.
Hoxas. Axo je y jednom mpasoyrnom Tpoyrny 30up yriuosa

= 2R, ouna je, no nperxonHoj Teopemu, y jedrHom (y mwemy onro=

Bapajyhiem) Tponpasoyrnom uersopoyriny Taj 36up = 412, Ilo rTeo=
pemu 16 mopa, ako je y jednom TponpaBoyrioM 4eTBOpOyray 36up
yrnoBa = 417, rTaj 30up Ouru 4/ y céarom TakBOM ueTBOPOYTINY.
[owro mak cBakoM MOjeAMHOM TPONPABOYINOM YETBOPOYINY OHrO=
Bapa jelaH MpaBoOyraM Tpoyrao (M o0paTHO), TO M y C6AKOM NpaBO=
yrioM Tpoyrny mopa (Ha ocHoBy Teopeme 21 koja Baxu 3a csaku
Takas nap) a3dup yraosa Sutun = 2/7.

Teopema 24

Ako je y ceakom npuasoyesom mpoyeay 36up yeaost = 2R,
onda je u y ceakom mpoyeny maj 36up marohe = 2R,

Hoxraz. Vissonn ce na mosHaT HaumH pasnarameM HENpaBoyTJIor
y IBa npaBoyria Tpoyria.

Teopema 26

Aro je y ceakom mpoyeay 36up yeaosa = 2R, onda je y
ceakom wemeopoyeny maj s6up = 4R,

Hokas. Crnenyje pasnaramem 4eTBOpOyria Ha fABa TpOyria U
y3uMarbeM y oO3up NperxojiHe Teopeme.
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Teopema 26
Ako je y jedwom mponpugoyenom Uemeopoyeny soup ienosu
= 4R, onda je maj 36up = 4R y ceakom wemsopoyeny.
Jlokaa. Cnenyje ns Teopema 21, 23, 24 u 25,

Teopema 27

Ako je y jedwnom Mmponpagoy2aoMm Hemeopoyeay uemepmu yeao
owitiap, 6uke y jednom (y reny odzosapajyhem) npasoyeaom mpo-
yeay abup yeaosr < 2R.

JHoras. Aunanoro nokasy Teopeme 21-e, a Ha OCHOBY jenHe
¢urypu 16 cnuune durype.

Teopema 28

Awo je y jedwom npacoyeiosm mpoyeay 36up yeavsn < 2R,
buhe y jedwom (y memy odeosapajyhiem) mponpasoyesom ueni6opo-
yeay sbup yeaosa < 4ft,

Jlokas. Amanoro mokasy Teopeme 22 e, a Ha OCHOBY jenHe
¢purypu 16 amanore ¢urype,

Teopema 29
Ako jJe y jeomom npasoyeom mpoyeay 36up yeaosa < 2R,
ouhe y ceaxom npasoyeaom mpoyeay maj sbup < 2R,
Joras. Aunanoro moxasy Teopeme 23.

Teopema 30

Aro je y ceakom npasoyesom mpoyeay soup yeaosa < 2R,
6uhe u y ceakom mpoyeay 36up yeaoss makohe < 2R,
Horas. Ha nosnaru naums,

Teopema 31

Aro je y ceakom mpoyewy sbup yeaosn < 2R, onda je y
ceakom uemsopoyeny maj zoup < 4R,
Hoxr1s. Ha nosnaru nauun,

Teopema 32

Ako je y jedwom mponpagoyenom uemeopoyeay 3oup Y20 i
< 4ft, maj je s6up y ceakom uemeopoyeny < 4R.
Hokas. Cnenyje 3 Teopema 27, 29, 30 u 31.
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Teopema 33

Awo je iy jedomom mponpagoyenom wemeopoyeny “emepmu y2ao
wyi, onda je y jedwom (y mwemy odeoeapajyhem) npagoyeiom mpo-
yeay sbup yenosa > 2.

Jloras. Aunanoro nokasy Teopeme 21, a na ocHoBy jenue gurypu
16 cnnuue gurype. '

Teopema 34

Ako je y jedwom npasoyenom mpoyeay aéup yeaosa > 2R,
6uhe y jeomom (y memy odzosapajyhes) niponpasoyeiom emeopo-
yeay maj sbup >4R,

Horaz. Aunanoro noxasy reopeme 22, a na OCHOBY jeane purypu
16 cnuune ¢urype.

Teopema 35

Ako Je y jedwom npasoyeaom mpoyeay 36up yeaosa > 21,
ondu je y ceakom npasoyeiom mpoyeny maj séup >2R,
Hokas. Ananoro nokasy Teopeme 23,

Teopema 36

Ako je y ceakom npasoyeaom mpoyeay sbup yeaosa > 21,
onda je u y ceakom mpoyeay maj sbup > 21,
Horas. Ha noswaru naumu.

Teopema 37
Awro je y ceakom mpoyeay 36up yeaosa >2R, onda je y
ceakom uemsopoyeay maj soup >4,
Horas. Ha nosuarn nauun,

Teopema 38

Ako je y jedwom mponpceoyzaos wemsopoyeny 36up yeaosa
> 4lt, onda je on mo y ceakom wemsopoyeay.
Jokas. Cnenyje us reopema 33, 35, 36 u 37.

Teopema 39

Ako dse npase umajy 3ajedHuMKY YnpasHy w AKO BUMNCIL NO-
cmyaam jeonake ynpasue, 6uhe y ceuma odzosapajylius mpon pago-
Yeaum wemeopoyeauma ceu yeiepitu yeaosu ey cobosn jeonaku.

Jlokas. Cnenyje us Teopema 12 u 3.
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Teopema 40

Aro Ose npase umajy 3ajedHUcky ynpasuy u Ar0 6aNCw No-
cmyaam eehe ynpaswe, Guhe y odz0eapajyhium mponpasoyeaum
yemeopoyeauma cearu caedehu owdmap yj2ao marsu 00 npemzodnoz2.

Hoxas. Moryha cy 1pm cayuaja: ¥ EFD =CDB,x EFD >
>CDB u x EFD < CDB (¢ur. 17).

G

A d C E

Dur. 17

Kap 6u 6uo x EFD = CDB, mopao 6u 30up yrnosa y 4eTBOpo=
yrny CDEF unsuocwrn 411, mro je mo Teopemu 32 uemoryhe.

Kapn 6u 6uo « EFD > CDEB, mopao 6u 38up yriosa y ueTBopo=
yrny CDEF éurn > 41, wro je omer nmo Teopemu 32 Hemoryhe.

[Ipema Tome mopa x EFD uru <CDB,

[Nowro ce ncru nokas na NpUMEHNTH M HA CBAKM Jaby OWITap
yrao, TO je TUMe [OKasaHa ONWTHOCT Teopeme.

Teopema 41

Aro Gee npase umajy zajednunky ynpaowy w ako eadxnsCcw no-
cmiyaam mare ynpasie, ouhe y odeosapajyhusm mponpagoyeaus
yemeopoyeauma cearu cacoehu wmyd yeao eefiu 00 npemxoodmoe.
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Hokas. Moryha cy r1pu cnywaja: x EFD=CDB,x EFD <
< CDB w x EFD>CDB (¢ur. 18).

Kan 6u 6uo x EFD =CDB, 36up yrnosa y 4eTBOpOYIIy
CDEF wopao 6u 6urn = 417, wro je no Teopemn 38 nemoryfhe.
D Kan 6u x EFD 6uo
B y mamn ox yrna CDB,

F  wmopao 6u 38up yrnosa

y uersopoyrny CDEF
G OSurn <4, mro je

omer no Teopemu 38

nemoryfie.

[Ipema TOMe wmopa

B . a Surn x EFD >CDB.

A C ==k Kako ce merum po=

i ka3 Ja NpPUMEHUTH U

Ha CBakM Haku TynN
yrao, To je TMMe J[OKasaHa ONLITHOCT Teopeme.

@ur, 18

Teopema 42

Ako Ose npage umajy sajednuuky YnpasHy U aAKO GANHCU N0~
cmyaam jeduake ynpasne, onda cy me dge npase csyda ioojeonako
yamene jedwr od dpyee (ome cy ekeuduciiauiume).

Jloras. Cnenyje nenocpenno ns teopeme 12.

Teopema 43

Aro dse npage umajy zajednuury ynpasuy u ako 6axicu No-
emyaam eetie ynpasre, Ouhe ceara domwa ynpasna geha 00 Oaudnce
u npage he ce cee suwe ydamagamu jed..a 00 Opyee (dueeprupatie)
na obema CMpaHama 3ajednudke ynpase.

Jokas. Moryha cy tpn caywaja: EF =CD,EF<CD n
EF>CD (par. 17).

Kapn 6n 6uno EI' = CD, mopao 6n (y wersopoyrny CEDF)
x EFD éuru = CDF, wro je nemoryfe, mowro je (no Teopemn
4xCDB < R na npema tome) X CDF >R a (no Teopemu 18)
x EFD < R. Tlpema Tome ne moxe ourn LF = CD.

[Ipernocrasumo mu na je EF <CD, nanpasumo LG =CD,
Tapa 6u (y uersopoyrny CDEG) 6uo x EGD = CDG, Kako 6n
nak ¢ jexue crpane d6uo % CDG > I a ¢ ppyre crpane (no Esw.

O —
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I, 16) x EGD< R, 10 6u 6no x EGD= R, wro je nemoryhe.
[Tpema Tome ne moxe Surn uu EF < CD .
Ocraje naxne jemuno na je EF >CD,

Teopema 44

Ako Ose npase umajy 8ajednunky ynpaswy u aro eaneu no-
cmyaam marse ynpasre, 6uke ceara dama yn Pasta marsa 00 6ausce
u npase ke ce npubiusncasamu jedna Opyeo] (koneeprupatie) na
obema cmpanama zajednuuxe ynpasHe.

HAoras. Moryha cy tpu cayuaja: EF =CD,. EF>CD »
EF < CD (¢ur. 18).

Kan 6u 6uno EF =D, wopao 6u (y uersopoyrny CEDF)
6urn x EFD = CDF, wro je nemoryhe, nowrto je (no Teopemu
5xCDB>R na npema Tome) x CDF< R 2 (mo Teopemu 20)
*EFD > R. Tlpema Tome ne moxe Sutn EF = CD. ;

I[lpernocrasumo nu na je EF > CD, nanpasumo EG = CD,
Tana 6u (y uersopoyrny CDEG) éno x EGD = CDG. Kako 6éu
nak c jenue crpase 6uo x CDG <R a ¢ apyre crpaue (Eskn. I,
16) x EGD > R, 1o 6u 6uo x EGD =R, wro je nemoryfie. [Ipema
ToMe He Moxe Outu vu EF > CD,

Ocraje nakne jenuuo na je EF < CD,

Hanomena, Teopema 44 yrephyje camo KOHBEpreHuujy nsejy
MpaBUX C€a 3ajeJHNYKOM YMpaBHOM y Cayuajy nocTynara Mare
ynpasue. la ce Te npase cexy (y jennoj mnm y nsema TauKama),
MOpa HapOYMTO Ja ce MoKaxe, 5



DEDUCTION ELEMENTAIRE DES GEOMETRIES
NON-EUCLIDIENNES
PAR Dr. B. PETRONIEVICS

(Résumé)

Tandis que Lobatschewsky et Polayi avaient fondé la géo-
métrie non-euclidienne en niant le cinquiéme postulat @’ £uclgde
et en le remplagant par le postulat des deux paralléles, leurs
deux prédécesseurs les plus importants, Sacheri et Lambert, s’étaient
placés sur un point de vue plus général qui embrasse aussi la
géomélrie riemanienne,

Dans le présent travail, I'auteur se place sur le point de vue
de S cheri Lanbert. Son point de départ, c'est I'existence; dans
le" plan, de deux droites ayant une perpendiculaire commune et
sa figure fondamentale est identique & celle de Lambert (le qua-
drilatére trirectangle). Mais il remplace les trois hypothéses de
Sacheri Lambert (’hypothése de I'angle droit, de I'angle aigu et
de I'angle obtus) par les postulats correspondants de la (deuxiéme)
perpendiculaire égale, supérieure et inférieure (3 la perpendicu-
laire commune), un procédé par lequel les preuves des propo-
sitions se simplifient considérablement et deviennent indépen-

dantes du postulat &’ Archiméde aussi bien que du principe de .

continuité.

La premiére partie du travail que nous publions ici se
compose d'une série ininterrompue de 44 propositions. De ces
propositions, la premiére se rapporte i I'existence de deux
droites ayant une perpendiculaire commune, la deuxiéme a I'éga-
lit¢ des angles au sommet du birectangle isoscéle, les proposi-
sions 3-11 concernent la détermination des postulats, tandis que
les propositions 12-20 en établissent la généralité. Les proposi-

tions 21-38 déterminent la somme des angles dans le quadrila- -

tere et le triangle, et les propositions 39-41, la grandeur relative

i — s e
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des angles successifs formés par les perpendiculaires successives
avec 'une des deux droites ayant une perpendiculaire commune.
Enfin, les trois derniéres propositions se rapportent a Péquidi-
stance, la divergence et la convergence de deux droites pareilles.

Dans la deuxiéme partie qui sera publiée plus tard, seront
introduites les droites non-sécantes et les paralléles et, en comr-
nexité avec alles, les systémes géométriques archimédiens et

non-archimédiens.









