
N. Lobatschewsky et J. Bolyai
Étude comparative d'un cas spécial d'inventeurs simultanés

~Pemarçue préliminaire e~ sources.

Qu'une même idée puisse apparaître en même temps, dans des
esprits différents, c'est un fait bien connu, qui représente un des
phénomènes les plus curieux et les plus importants dans la vie
intellectuelle collective de l'humanité. Il serait intéressant d'ob-
server de plus près la manière dont la même idée apparaît dans
l'esprit d'Inventeurssimultanés et de signaler en détail les ressem-
blances et les diEférences qui s'y rapportent. Cela va de soi qMe
des ressemblances existeront, parce qu'il s'agit de la même idée.
Et des différences devront aussi exister, à cause de la constitution
intellectuelle din'érente des créateurs.

Tandis qu'une comparaison des qualités intellectuelles et de
la grandeur intellectuelle relative est à peine possible chez les
créateurs dans des domaines différents, ici, pareille comparaison
me semble tout à fait possible. Et, en effet, en étudiant plusieurs
cas d'invention simultanée d'une idée théorique, je suis arrivé au
résultat général qu'il y a toujours parmi les deux ou plusieurs

inventeurs de la même idée ou théorie ou science l'un
d'eux qui représente /'f/:fefJeu/)r!C!pa/, tandis que les autres ne
sont que les inventeurs secondaires.

La différence ent~'e l'inventeur principal et l'inventeur secon-
daire est triple. D'abord, l'idée commune se montre chez le pre-
mier plus féconde que chez le deuxième, le nombre des consé-

quences tirées étant beaucoup plus grand "et plus important.
Ensuite, l'idée commune apparaît chez le premier sous une forme
plus systématique et plus logique pour ainsi dire que chez le



second. Enfin, t'inventent- principal développe l'idée commune
avec /)/HS de délails que l'inventeur secondaire'.

Parmi les cas nombreux de l'invention simultanée d'une idée..

mentionnons Leibniz et Newton comme inventeurs du calcul infi-
nitésimal", H. Mayer, Helmholtx et Joule, comme inventeurs du
principe de conservation de l'énergie; Lohatschewsky et Bolyai
.sont les deux inventeurs de la géométrie non-euclidienne,Mende-
leétT et L. Meyer, les deux inventeurs de la loi périodique des élé-

ments cnimiques, Darwin et Wallace, les deux inventeurs de la
théorie de sélection naturelle, etc.

Le cas Lobatschewsky-Bolyai se distingue des autres cas de ce
genre, non seulement par l'idée vraiment révolutionnaire, mais
aussi par l'indépendance absolue des deux inventions l'une à
l'égard de l'autre Et c'est justement dans ce cas que notre thèse
peut être le mieux appliquée et examinée, les déductions logiques
des deux Inventeurs se rapportant aux êtres géométriques, dont
ies différences et les similitudes peuvent être établies d'une
manière rigoureuse. Et le charme de cette comparaisonest encore

t. C.f~te différence entre l'inventeur principal et l'inventeursecondaire ne doit
pas être confondue avec la différence entre t'tnpenieur et le prédécesseur d'une
même idée. Cette dernière différence peut être formulée de la manière suivante.
Tandis que chez l'inventeur, l'idée commune n'est pas seulement conçue dans
sa /~rme générale, mais est si précisée et motivée qu'if est possible d'en tirer des
couc!usionsspeciales véritables par i'cxpérience, cette idée ne se trouve, chez le
prédécesseur, qu'à l'état plus ou moins embryonnaire, de telle sorte qu'il est
impossible d'en tirer des conclusions spéciales. Bref, tandis que l'idée commune
est féconde chez l'inventeur, elle reste stérile chez le prédécesseur.

Pourtant, il se peut qu'exceptionnellement un prédécesseur atteigne te rang
d'un inventeur, mais il me semble qu'il ne peut jamais atteindre que le rang
d'un inventeur secondaire. Nous trouvons dans le cas Lamarck-Darwin, les deux
promoteurs de l'idée évolutionuiste, un exemple typique de ce genre, Lamarck
étant un prédécesseur de Darwin ayant le rang d'un inventeur secondaire.

Comp. mes remarques respectives dans mon ouvrage Z/BM~utton universelle,
Pans, )'.)' p. i8 et t'7.

Eu tant qu'il me fut possible d'étudier jusqu'à présent le cas Leibniz-Newton,
il me semble que c'est Leibniz qui représente l'inventenr principal.

3. Aux trois derniers cas, j'ai consacré trois études spéciales. L'éfude sur
Lobatschewsky-Botyai a été publiée l'année 1914.. en langue serbe, dans Rad
~uoo;!<aMns~'eAkademije Znanosti i umetnosti à Zagreb; je la republie ici, remaniée
et complétée. L'étude sur Mendeléetr-L. Meyer a été envoyée à l'éditeurdu Monist
en Amérique,mais le manuscrit s'est égaré et n'a pu être retrouvé. En<]n l'étude
sur D.u'win-allace a été publiée dans L'Isis, t923, vol. VII, 1 p. 2S.57 sous le
titre Charles ~artt'tt und Alfred Russel Wallace. Beitrag zur /t0/tcrert Psychologie
und zur )t'jMensc/ta/'<s~?sc/nc/t<<

4. Comme on le sait, Lobatschewsky n'avait jamais appris l'existence de
Bolyai, et celui-ci n'a connu qu'un seul ouvrage de Lobatschewsky,bien après la.
publicatton du sien.



rehaussé par la nature non-sensible de"ces êtres géométriques.
Les sources pour notre étude sont les ouvrages suivants de

Lobatschewsky et de Bolyai.
Ceux de Lobatschewsky sont, par ordre chronologique
1. Sur les principes de la ~eo/H~/e,dans le~essa~e/'deKasan,

1829-1830, en russe;
2. Géométrie imaginaire, dans Crelles Journal, 1837,en français
3. Nouveaux principes de la géométrie avec une théorie complète

.des parallèles, dans A~/Koz'res seM/?~Mes de l'Université de
Kasan, 183S-38, en russe;

4. Geo/KefrMC~e Untersuchungen zMr r/zeorM der Parallellinien,
Berlin, 1840, une brochure en allemand et

5. Pangéométrie ou précis de géométrie fondée sur une théorie
générale et rigoureuse' des parallèles, Kasan, 1836, en français
dans un ouvrage collectif'.

Il n'y a qu'un seul ouvrage de Bolyai
Appendix scientiam spatii a&so/e veram exhibens a veritate

~uf falsitale ~la~/oma~'s A'/ Euclidei (a priori haud u/ua/H deci-
denda) independentem adjecta ad casum falsitatis quadratura
circuli geometrica. Maros Vasarhelyini, 183~.

t. Une collection complète des oeuvres géométriques de N. J. Lobatchewskyatté publiée par l'Université de Kasan en deux volumes (vol. f, i8S3, vol. U. 1886).
Les numéros 1 et 3 ont été publiés en traduction allemande par t''r. Enget,

&ous le titre ~gt~eontctrMC/ttiA&Aa~un~en,Leipzig, 1898. Le numéro 3 a été tra-
duit en français par F. Mallieux dans Mémoires de la société royale des .Scteftces de
~.t~e, 3° série, t. II et III, Bruxelles, 1900 et 190t.

Le numéro 4, par Houe<, sous le litre Recherches ~om~tr;gaes sur la théorie
des parallèles, Paris, 1895. Une traduction allemande de ta Pangeométrie a
.été publiée par H. Liebmann dans O~tpaMi! Klassiker der eja/fteM t~sss/Me/tu/tett

Autt. i0t2.
2. Cet ouvrageporte te titred'~ppendf'a;parce qu'il était imprimé comme Appendice

au tome 1 de l'ouvrage mathématique du père W. Botayi, le fameux Tentamen. tt
a été réédité séparément par l'Académiehongroise des Sciences, en l'année 1900.
!t a été traduit en français par J. Houet sous le titre La science absolue de l'espace.
nouvelle édition. Paris, t9i2. Une traduction allemande, faite par Bolyai lui-
même et complétée par l'éditeur, a été publiée dans n~o(/gan~ und Jo/MM Bolyai
.geometrischeUntersuchungen », Zn'eiterTeii (Stucke aus denSchriftenderbeiden
Bolyai), hgb. v. P. Stâckel, Leipzig, t9f3 (s. iSS-219). Dans ce volume, on trouve
publié aussi (s. 237-267) le fragment d'un ouvrage inachevé de J. Bolyai intitule
.Haunt~tre, dont l'auteur lui-même pourtant a voulu faire son ouvrage principal,
et certains autres travaux de Bolyai sur la géométrie non-euclidienne.

Enfin il ne seraitpeut-être pas sans intérêt de mentionner ici que les Rechercites
,géométriques de Lobatchewskyont été traduites et commentées en langue serbe
par l'auteur de cet article, en i9i4. Tout récemment (!928), il a traduit en serbe
.et annoté aussi l'ouvrage de Bolyai.



Aucun des ouvrages de Lobatschewsky n'expose la géométrie
non-euclidienne dans toute son étendue/comme le fait )'ouvrage
unique de Bolyai. Mais, d'aut.-e part. il suffit de prendre en consi-
dération les Recherches géométriques et la Pa~~o/7!e pour enavoir un exposé beaucoup plus complet que celui de Boiyai'. Et
en faisant, notre comparaison, nous nous fonderons sur ces deux
ouvrages de Lobatschewsky d'une part, et sur celui de Bo)yai, de
l'autre, et ne citerons leurs autres travaux qu'à titre decomp)é-
ments.

Nous allons maintenant faire notre comparaison en neuf sec-tions suivantes 1. théorie des parafiètes: 2. ligne-limite et sur-face-fimite: 3. ligne et surface équidistantes; 4. trigonométrie:
3. géométrie analytique: 6. aires et volumes; 7. constructions
non-euclidiennes: 8. la constante du plan non-euclidien et 9. la
question de validité et de réaiité de t'espace non-euclidien.

Enfin, dans la conclusion générate, nous donnerons un résumé
des résu)tatsde cette comparaison.

1. La théorie Jes/?ara//e/es.
Dans la théorie des paratièies, le point de départ des deux

inventeurs est le même c'est la négation directe du cinquième
postulat d'Euclide, dans la forme que celui-ci lui avait donnée~

~tais tandis que Lobatschewskv est conséquent dans sa né~a-
t. En effet, ces deux ouvrages se complètent admirablement, comme Lobats-chewsky lu.-même l'a fait indirectemment ressortir (Pg, p. 280). Tandis que lathéorie des parallèles se trouve exposée d'une manière presque complète dansles Recherches géométriques, on n'en trouve qu'une esquissedans la PanceométrieAussi, la base de la trigonométrie se trouve mieux exposée dans les L~-rc~tandis que l'exposé des formules trigonométriques est presque identique dans lesdeux ouvrages. De la géométrie analytique comme de ta mesure des aires et desvolumes, on ne trouve au contraire un exposé qu'en Pangéométrie. Deux autresouvrages de Lobatschewsky, Principes et les Nouveaux principes, se compfé-~nt aussi de telle sorte qu'on les pourrait prendre pour base de comparaison.Mais comme les Recherches ~o~ sont une abréviation des A~~pr~c.~ et la Pangéométrie plus complète que le mémoire Sur les principes, nouspréferons prendre pour base les Recherches et la P~om~. Nous citerons lesRecherchesGéométriques en original allemand comme G. U., les Nouveaux principes

comme N. A. <\eue Anfangsgründe), et la Paagéométrie comme Pg. en originalfrançais (réimprimée par la librairie A. Hermann, Paris, 1905, avec la paginationoriginale allant de la page 279 à la page 340). L'Appendix de Bolyai sera. cite
cjmme App. dans l'original latin. °' 'c

2. Rappelons ici ce fameux postulat..Si une droite, rencontrant deux droitessituées dans un même plan, fait d'un même coté des angles, intérieurs dont la
mnwc rm AOn(1 A f~ "s an~~



tion de ce postulat, Bolyai oscille entre cette négation et celle du-

postulat des parallèles. Cela ressort du fait que Lobatschewsky

donne deux définitions différentes de la ligne parallèle, tandis que
Bolyai.n'en donne qu'une'seule, la ligne parallèle étant pour
Lobatschewsky d'une part, la limite entre des lignes sécantes
et des lignes non sécantes (comp. fig. 1. dans G. U. § 16 et Pg.

p. 280) et d'autre part, la limite (supérieure) des lignes sécantes

(comp. G. U. § 16, p. 10) et pour Bolyai seulement la limite des
lignes sécantes. Les deux définitions de Lobatschewsky pro-
viennent de sa négation conséquente du cinquième postulat
d'Ëuclidefcomp. fig. 1), tandis que l'unique définition de Bolyai
correspondà la négation directe du postulat des parallèles

Si Bolyai avait introduit les parallèles non-euclidiennes en
niant tout simplement le postulat des parallèles~, cette intro-

duction constituerait une supériorité indubitable de Bolyai sur
Lobatschewsky. Mais comme elle a été faite par ce dernier d'une
manière plus conséquenteet plus complète, c'est Lobatschewsky

que revient la supériorité dans ce premier point de la théorie des

parallèles.
Pour mieux faire ressortir cette première différence entre les

deux inventeurs, nous donnons ici leurs deux premières figures

se rapportant à l'introduction des parallèles non-euclidiennes.

somme est moindre que deux droits, les deux droites, prolongées indéfiniment,

se rencontreront du cûté où la sommeest inférieure à deux droits. »

Ce postulat est souvent confondu avec le soi-disant postulat des parallèles
d'un point hors d'une droite, on ne peut mener qu'une seule parallèle à cette
droite. Pourtant, tes deux postulats ne sont équivalents que si l'on se place au
point de vue de la géométrie euclidienne ou si l'on n'envisage, dans la géométrie
générale, que la possibilité de la géométrie tobatschewskienne. L'équivalence
n'existe plus quand on admet aussi la possibilité de la géométrie riemanienne,
puisque, dans cette dernière, le cinquième postulat ti'Eue!Me est valable, tandis

que le postulat des parallèles ne l'est pas (Comp. P. Barbarin, La ~om~trte non-

McHdt~M. 3" éd., )928, S 14, p. 29-36).
1, En effet, dans le paragraphe 1 de son Appendix, après avoir donné ta défi-

nition de la droite parallèle, Bolyai introduitles parallèles non-euclidiennes en se
basant sur cette définition,sur le théorème28 du premier livre d'EucMe (la figure 1

de Bolyai est incomplète par rapport à ce théorème) et sur la négation du
cinquième postulat.

Il faut faire ressortir ici expressément que Lobatschewskya entrevu aussi bien
que Bolyai l'importance de sa deuxième définition des parallèles, celle-ci conte-
nant aussi d'après hjf le caractère spécifiquedu parallélisme et étant plus géné-
rale que l'autre (oomp. G. U. § 16, p. 10 et N. A. § 93; pourtant, on ne trbuve
mentionnée que la première dans la Pg., p. 280).

2. Comme Hilbert l'avait fait plus tard. Comp. D. Hilbert, Grundlagen der Geo-
metrie, 5" AuQ. 1922, Anhang m, s. 147.
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Les preuves pour des propositionsexprimant les propriétés des
paraHètes aussi bien que Perdre de ces propositions sont plus
logiques et plus naturelles

1chez Lobatschewsky que
chez Bolyai. La preuve se
rapportant à la conserva-
tion du parallélisme est
plus simple et plus naturelle
chez Lobatschewsky (G.U.,
§ 17, p. il et N. A., § 93;
App. 2). La preuve de la
réciprocité du parallélisme
estaussi plus naturelle chez
Lobatschewsky, qui la fonde
sur la proposition préeë-

Fig' L C'est la figure 1 de Lobats- Fig. 2. C'est la figure 1 de Bolyai, extraite
chewsky, extraite de ses «Rocher* de son « Appendix ».
ches géométriques~>.

dente et la (deuxième) définition des parallèles (G. U. § 18 et
N. A. 96); tandis que Bolyai emploie dans ce but (App., § 6)
trois propositions spéci aies démontrées auparavant (App. §§ 3, 4
et o), dont la première seule est nécessaire pour la démonstration
complète de la proposition en question (ce que Lobatschewsky

). Pourtant, la preuve de cette deuxième proposition est chez Lobatschewsky
u~ tm n e plus naturelle dans N. A. que dans G. U., parce que dans la preuve de

G. U. il emploie te mouvementdes figures, ce qui ne devrait pas avoir lieu dans
la géométrie pure.



avait prévu), mais dont les deux autres représentent une voie

détournée et artificielle~. Enfin, la preuve concernant la transiti-
vité du parallélisme est presque identique chez les deux inven-

teurs dans le cas où les trois parallèles sont situées dans le même
plan (G. U. § 25~; App. § 7). Mais dès qu'il s'agit de trois parat-

lèles dont l'une est située hors du plan des deux autres, la preuve
de Lobatschewsky (ib.) devient plus simple et plus logique que
celle de Boly ai (ib).

Quant à la preuve de la validité générale des deux postulats
(du postulat d'une et du postulat de deux parallèles), on doit

reconnaître que la démonstration de Bolyai (contenue dans les

paragraphes 13 et 14 de l'Appendix) est plus logique et plus
simple que celle de Lobatschewsky, qui procède ici indirectement

en s'appuyant sur les théorèmes de Legendre concernant la

somme des angles dans le. triangle (G. U., §§ 20 et 22). D'autre

part, ce procédé met Lobatschewsky à même d'entrevoir clai-

rement la connexité qui existe entre ces deux postulats et les

deux théorèmes correspondants sur la somme des angles dans le

triangle (N. A. §§ 90, 91 et 101, et G. U., § 19-22), tandis que
cette connexité n'est contenue qu'implicitementdans les énoncés
respectifs de Bolyai (App. §§ 41, 31 et 39).

De ce qui précède, on peut conclure que, dans la théorie des
parallèles, Lobatschewsky l'emporte sur Bolyai dans la plupart
des points spéciaux mentionnés.

1. D'ailleurs, Bolyai lui-même a reconnu expressément la supériorité de Lobat-
schewsky par rapport à cette preuve. Comp. sa critique des Recherches géomé-
triques de celui-ci dans son travail Bemerkungen über N. LobatscheMtijs
geometrische Unterchungen zur Theorie der Parallellinien (publié dans l'ou-

vra'*e cité Wolfgang und Johann Bolyai geometrische Untersuchungen i-ter
Teil, 1913) p. <42.

2. La preuve de Lobatschewskycontenue dans N. A. § 99 pour ce premier cas
est plus compliquée.

3. Il est bien intéressantde relever ici le fait que Bolyai considère (comp. sa
remarque au paragraphe 7) la possibilité de ramener la preuve du premier à
celle du deuxièmecas comme plus simpleet plus exacte(dans l'édition allemande
de l'Appendix, Bolyai a, en'etïet,. suivi cette voie inverse). Cette remarque est
très significative elle nous montreque la tendance naturelle de l'esprit de Bolyai
était plutôt celle d'arriver aussi vite que possible à un résultat, sans se soucier
si la voie y menant est naturelle ou non (puisqu'il s'agit ici pour Bolyai de la
démonstrationd'une proposition dans le plan par l'aide de l'espace).



2. f~g'~e-M~e e~ su/aee-/</7!~c.

Dans cette partie de leur œuvre commune, la similitude de
procédés et de résultats est plus grande entre Lobatschewsky et
Bolyai que n'importe où ailleurs.

Mcntiotinons d'abord que la ligne-limite est une figne courbe
uniforme dans le plan non-euclidien, qui n'a pas d'analogue dans
le plan eucfidien: comme aussi la surface-limite n'a pas d'ana-
logue dans t'espace euclidien.

Lobatschewsky donne deux définitions de la figne-fimite d'une
part, c'est une ligne courbe dont tous les axes sont paraitèles
entre eux (G. L' § 31), et d'autre part, c'est une ligne qui repré-
sente la limite d'un cercle, c'est-à-dire qui coïncide avec le cercle
de rayon infini (d'où te nom de cerc)e-)imite pour la figne-fimite;
d. L' 32). Bolyai n'en connaît que la première~ (App.§ 11 en
connexité avec§ 8j. Par rapport à la surface-Hmite, tous les deux
donnent la définition correspondanteà la première définition de la
Hgne-Hmite, en ajoutant que la surface-limitepeut être engendrée

par la révolution de ta ligne-limite autonr d'un <te ses axes
(G. L' § 34: App., § 11): et en outre, Lobatschewsky identifie la
surt'ace-fimite avec la sphère de rayon infini (d'où le nom de
sphère-fimite Pg., p. 282).

Que sur la surt'aco~fimite de l'espace non-euclidienest vafabie
la géométrie eucfidienne, quand on y considère les lignes-limite

comme correspondant aux droites du plan euclidien, cette propo-
sition fondamentafe de la géométrie non-eucfidienne a été
démontréed'une manière ditïérente par les deux inventeurs.

La démonstration de Bolyai consiste dans la preuve que le
cinquième postulat d'Euctide est valable pour les lignes-limite

sur fa surface-Hmite (App. 21). et cette preuve est basée sur la
proposition importante que, si la somme (te dièdres que deux
plans, passant par deux lignes parattètes situées dans un troisième

t. Dans ses Bemerkuas*etc. Bolyai conteste la tégitimité de cette iden-
tification de la tigne-timite (qu'il appelle ligne L) et de la surface-timite (qu'il
appelle surface F) avec le cercle et la sphère de rayons infinis en disant (t. c.
p. HO) Die Bemerkung, F sei eine Kugel und L ein Kreis von unendlichem
Radius, tst in dem Sinne, dass Kugel und Kreis einen Mittelpunkt haben. fatsch.
Mais il n'est pas nécessaire de supposer que le cercle et que la sphère de rayons
infinis soient fermés.



plan, forment avec ce troisième plan est < 2R, les deux plans
doivent se couper (App. § 9).

La démonstration de Lobatschewsky consiste dans la preuve
que dans un triangle sur la surface-limite dont les côtés sont des
lignes-limite, la somme des angles est égale à 2R (G. U., § 34;
N. A., § 121), et cette preuve est basée sur la proposition que la

somme de trois dièdres formés par trois plans se coupant suivant
des droitesparallèles est égale à 2R (G. U., § 28; N. A., § 100).

Si nous comparons maintenant les deux démonstrations, nous
constatons que celle de Bolyai est plus simple et plus logique,
un postulat étant plus simple qu'un théorème. Et en outre, le
procédé de Bolyai est plus simple et plus naturel aussi par rapport
à la preuve de la proposition-raison. En effet, la preuve de la
proposition, que deux plans doivent se couper si la somme de
deux dièdres qu'ils forment avec le troisième plan est < 2 R, est,
quoique assez compliquée en.soi, en tout cas beaucoup plus
simple que la preuve de la proposition correspondante de
Lobatschewsky, qui est obligée de s'appuyer dans cette preuve
sur une proposition dont l'emploi représente une vole détournée
et artificielle

Enfin, quant à la preuve que le rapport de deux arcs s et s'
(situés sur deux lignes-limite entre deux parallèles qui en sont
des axes) dépend de leur distance, la preuve en est presque iden-
tique chez les deux inventeurs (N. A. § il7~; App. § 24), tandis
que la formule correspondante(comp. sect. 8) est plus complète

/s' /schez Bolyai ~u – := e" ) que chez Lobatschewsky ( -? = e* ).

Comme on le voit de ce qui précède, de trois points se rappor-

t. 11 s'agit de la propositionqu'un trièdre est égal à la moitié de la somme de
ses angles dièdres moins un droit (G. U., § 27 N. A. § 68). Bolyai a même essayé
.de présenter la preuve de cette proposition comme iUégitime (comp. « Bemer-
kungen 1. c. p i44), en alléguant que la surface de la sphère ne peut pas être
égalée à 27r, comme Lobatschewsky le fait (G. U. § 27. p. 28; N. A. § 44). Mais
.comme le remarque P. Stackel (t. c. p. 145), ce reproche de Bolyai n'est pas juste.

Au contraire, cette égalisation faite par Lobatschewsky représente une idée
ingénieuse et très originale et mériteraitd'être employée par les mathématiciens
.(comp. Engel, Zwei geometrischeAbhandlungen, etc. p. 238).

2. La preuve dans G. U. § 33 est moins claire et moins complète.
3. Dans ie paragraphe 24 de l'App., le rapport de deux arcs-hmite est

nexprimé par la formule Y=X~ (pu Y et X désignent ce rapport pour. les dis-
tances y et x en supposant y > a:). Dans te paragraphe29, ce rapport est exprimé



tant à la ligne-limite et à la surface-limite, Lobatschewsky
l'emporte dans le premier et Bolyai dans le second.

3. Ligne équidistante et surface équidistante.

Tandis que Lobatschewsky ne mentionnedans ses écrits la ligne
équidistante qu'une seule fois (comp. « Ueber die Anfangsgrûnde
der Géométrie », p. 34), on la rencontre souvent dans l'ouvrage
de Bolyai, qui s'en sert dans ses démonstrations et ses déductions
(comp. App. §§ 27, 31, 32, 39, 40, 41). Parmi les propositions se
rapportant aux figures formées par des lignes éqùidistantes, il

faut mentionnerspécialement la proposition (App. §39) que dans
un triangle dont la base est une ligne équidistante et les deux
autres côtés rectilignes, la somme des angles est égale à 2 R. On
rencontre la surface équidistante chez Bolyai dans la démons-
tration du paragraphe 27 de t'App., et dans le paragraphe 32 on
trouve une formule pour faire d'une figure rectangte su:' la
surface-équidistante

Dans ce point, il y a donc une supériorité indubitablede Bolyai
sur Lobatschewsky. D'autre part, il ne faut pas perdre de vue que
l'emploi de ligne et surface équidistantes dans la déduction des
formules trigonométriques (comp. section suivante) est, pour une
large part, responsable de l'aspect artificiel de cette déduction.

4. La trigonométrie.

'\u)le part la différence de procédés de deux inventeurs n'est
si grande que dans leur trigonométrie. Ce n'est que le point de
départ initial qui leur est commun, tout le reste est aussi différent
que possible et très caractéristique pour la formation différente
de leurs esprits. Afin de mieux faire ressortir cette différence,

par la formule y ==
cotg~u(où

u = H (y) d'après !a notation de Lobatschewsky).

Enfln dans le paragraphe 30, on a la formule définitive ~~=Y==< où 1

désigne i'unité naturelle de longueur (que nous avons désignée dans le texte
avec la lettre k). Sur le concept de cette dernière, comp. le texte plus bas,
sect. 8.

f. Que sur la surface équidistance (l'hypersphère) est valable la géométrie non-
euclidienne, cette proposition est connue de Bolyai (comp. Bemerkungen ). c.

p. 158 et seet. 8 plus bas).



Fto. 3. – c'est la. figure as de rectanglesur ta suriace-ilmue~tnangte
Lobatscht-wsky extraite de ses &r"ï-f)anc)Hf!o~~r)fTr<).attif.hfw<)fv
~mAere/.M e<'om<'o~MM (Mition A~ (tanstattgutecieLobat&ctie\\bH),
originale', triangle cde dans la figure de Botyai).

En outre (et c'est ce qui est diu'erent dans les deux figures), la
figure de Lobats-

pto. 4. C'est la figure 10 dans i'.Ap/MtfH.c de Bolyai (extraite
Í

de l'édition originale et simplifiée, de telle sorte qu'elle (
''orrespond exactement à l'argumentationdu paragraphe 95 t
de l'App.). t

nous allons donner une analyse assez
détaillée de leurs trigononiéh'ies.

D'abord voici le point de départ ini-
tial commun. C'est une figure spatiale
qui est identique chez les deux inven-
teurs en tant qu'elle contient trois
plans se coupant suivant des lignes
parallèles (les lignes AÀ', BB' et CC'
dans la figure de Lobatschewskyl
comp. fig. 3 et a/K, bn et c/? dans
la figure de Bolyai comp. iig. 4), un
triangle rectangle rectiligne(ACB dans
la figure de Lobatchewsky, abc dans
celle de Bolyai) et un triangle-limite

n chewsky contient
un triangle sphé-
rique, et celle de
Bolyai la périphé-
rie du cercied~crit
par le rayon ac
dans le plan du
triangle rectiligne
abc et par le rayon
ec dans la surface-
limite du triangle-
limite cde.

En partant de sa
figure spatiale,
Bolyai déduit les
propositions et les
formules de la tri-
gonométrie n o n-
euclidienne en se



basant sur deux propositions et sur une formule fondamentales, à
savoir:

1. La proposition que la périphérie du cercle dans la surface-
limite coïncide avec la périphérie du cercle dans le plan non-
euctidien(App. §18').

2. La proposition que sur la surface-limite est valable la géo-
métrie euclidienne: et

3. La formule exprimant le rapport de deux arcs des lignes-

limites Y=X~.
Nous allons maintenant résumerbrièvement les paragraphes de

l'Appendix qui exposent la trigonométrie non-euclidienne.
La première proposition de celle-ci se trouve énoncée dans le

paragraphe 25 dans tout triangle rectiligne, les circonférences
des rayons égaux aux côtés (pour les circonférences Bolvai
emploie le signe 0) sont entre elles comme les sinus des angles
opposés.

Dans le paragraphe 26, Bolvai démontre, en s'appuyant sur
la proposition du paragraphe précédent, que pour le triangle
sphérique de l'espace non-euclidien, sont valables les mêmes
formules que celles valables pour le triangle sphérique de l'espace
euclidien: ou, autrement dit, que la trigonométrie sphérique est
indépendante du V'' postulat.

Dans le paragraphe 27, Bolayi démontre, en se servant de la
ligne équidistante (qui apparaît ici pour la première fois), la
proposition que le rapport entre une droite et sa ligne équidis-
tante est constant et égal à la valeur réciproque du sinus de
l'angle de parallélisme qui correspond à la distance de ces deux
lignes.

Le paragraphe 28 complète la formule exprimant le rapport
de deux arcs-limite, en démontrant la proposition,que ce rapport
est égal à sin u sin u. ou u et u sont les deux angles formés par
la diagonale d'un quadrilatère avec les axes des arcs-limite.

Le paragraphe 29 contient la clef de la trigonométrie non-
euclidienne, parce que c'est dans ce paragraphe que Bolyai déduit
la formule trigonométrique fondamentale, exprimant le rapport.

t. Cette proposition est connue aussi par Lobatschewsky (G. U., § 34; X. A.,
§ ))9; et Ueber die Anfangsgrunde, 1. c., p. 29).



qui existe entre l'angle de parallélisme et la distance correspon-
dante, à savoir la formule

Y==COtg~H,

'ou Y est le rapport des deux arcs-limite pour la distance y qui
représente en même temps la distance correspondanteà l'angle de
parallélisme u.

Mais cette formule est encore incomplète. Ce n'est qu'au
paragraphe suivant (§ 30), que Bolyai lui donne sa forme défini-
tive. Dans ce paragraphe, il démontre d'abord que dans la formule
'du paragraphe 24, c'est-à-dire dans la formule

7rY=~.
1 devient ==e (c'est-à-dire égal à la base des logarithmes népé-

riens) quand i désigne le rapport constant– Par ceci, Bolyai

'établit d'une part que l'Y du paragraphe précédent est égat à
B

en donnant ainsi à la formule fondamentale

cotg~n(y)=<~

sa forme définitive~ et d'autre part, il déduit la formule pour la
périphérie du cercle dans le plan non-euclidien~–Oy=~çi~eZ-e-¢l.Oy=~–e <J.

Enfin, dans le paragraphe 31, Bolyai déduit, en se basant sur
des propositionsprécédentes et sur la formule pour la périphérie
du cercle, les trois formules trigonométriques fondamentales

pour le triangle rectangle, dont tous les autres découlent. Ses
formules trigonométriques ont l'avantage d'exprimer immédia-

i. Dans la formule .–==oonst., rreprésente t,e rayon d'un cercle sur la sur-
face-limite, au diamètre duquel correspond, dans le plan, la sécante 2y, et
z représente l'angle comptémentaire à l'angle de paraHétismepour la distance y
~comp. flg. tS de t'App.).

2. Nous avons employé ici, pour mieux faire ressortir l'identitéet la différence
de leurs denx formules respectives, la notation de Lobatschewskypour l'angle u
dans la formule de Botyai. L'angle de parattétisme est connu par celui-ci,
mais il n'en déunit nulle part expressément le concept, comme Lobatschewskyle
fait (G. U. § 23; Pg., p. 281).

3. Cette formule découte des formules 0=2ttr (formulepour la périphérie du
-cercle de la surface-limite)et r == ti~z.



tement des rapports existants entre les côtés et les angles d'un
triangle 1.

Lobatschewsky consacre à la trigonométrie non-euclidienne les
paragraphes 35-37 de G. U. (auxquels correspondent les para-
graphes 133-146 de N. A.) et les pp. 285-301 de la Pg.

En partant de sa figure spatiale, Lobatschewsky déduit les
propositions et les formules de la trigonométrie non-euclidienne
en se basant

1. Sur la propositionconcernant l'existence des triangles corres-
pondants (sphériques et rectilignes);

2. Sur la proposition concernant la validité de la géométrie
euclidienne sur la surface-limite: et

3. Sur la formule exprimant le rapport de deux arcs-limite
<s=~s').

Dans le paragraphe 33 de G. U. Lobatschewsky établit d'abord
qu'à tout triangle sphérique rectangle correspondent deux
triangles rectangles rectilignes, d'où il s'ensuit qu'à tout triangie
rectitigne rectangle correspond un autre triangle rectitigne rec-
tangle (comp. aussi Pg., p. 385-7 et N. A. § 136). En développant
sa figure spatiale dans le plan, Lobatschewsky déduit d'une façon
purement géométrique les cinq formules trigonométriques qui
sont vatabtes aussi bien pour le triangle rectIHgne rectangie que
pour le triangle sphérique rectangle °. En remplaçant dans ces

t. Cela devient évident quand on introduit dans les formutes de Bolyai les
y

fonctions hyperboliques,dont la définition analytique contient le facteur e' de
ces formules. Voici les trois formules de Bolyai

°
1° 1 sin<x= (e – e j e* – e ou sina.sinh~==

sin/t-(t'equation pour a, c, a);–
2° cosx:sinp=,te -)-e ou cosx=sinp.cos/t*()'équation pour a. x,

p); et
3° eC

i
r3°

t ) rt ~rw'"l "~t+~e =2\< /v~e 7

ou cosh-.==cosh-coshb (l'équation pour a, b, c).

2. Voici les cinq formules
sin n (c) = sin n (a) sin M (6)



formules (comp. la remarque précédente) les signes désignant
les côtés du triangle sphérique par les lettres a; b, c et les signes
désignant ses angles par les lettres A, B, on obtient des formules
identiques à celles de la trigonométrie sphérique euclidienne'.
Ainsi, l'indépendance de la trigonométrie sphérique du V° pos-
tulat se trouve établie.

Dans le paragraphe 36 de G. U. Lobatschewsky déduit la for-
mule trigonométrique fondamentale,dans la forme

tglli~x)-c"
`

tg~)=<r-~

oun(a?) désigne l'angle de parallélisme correspondant à la lon-

gueur x et e la base des logarithmes népériens. Il fait cette
déduction en partant de deux équations spéciales qui expriment
les relations existantes entre les angles de parallélisme corres-
pondant aux côtés d'un triangle rectangle et les deux angles
aigus de ce triangle exprimés, eux aussi, ep angles de parallé-
lisme, et qu'il déduit géométriquement

En se basant sur les cinq formules trigonométriques valables

pour le triangle rectiligne rectangle et sur certaines équa-

sinn (p) = cos n (x) sin U (a)
sinn(K)==cosn(p)sinn(6)
cosflf&)==cosn(c)cosri(K)
cosH(a)=cosIl(c)cosn(P).

Il va de soi que ces formules, en tant qu'elles se rapportent au triangle recti-
ligne, ne possèdent pas tij. même significationlogique que quand on les rapporte
au triangle sphérique. Dans le premier cas, elles n'expriment que des relations
existantes entre les angles de parallélisme correspondants aux cotés [tes
angtesfifa), H(&), n(c)] et les angles mêmes du triangle [les angles n(o:). M(P)],
tandis que dans le deuxième cas, elles expriment des relations existantes eutre
les côtés eux-mêmeset les angles du triangle.

En outre, il faut mentionner que, dans la Pg. p. 287 S., la déduction de ces
formules est faite sur la figure spatiale elle-même sans développement dans le
plan.

1. Si l'on remplace, par exemple, dans la formule cosn(6)=cosll(c)cosn(x).
11 (b) par B, U(c) par b etn(K) par --A, la formuledevient identique avec la for-

mule connue de la trigonométrie sphérique euclidienne cosB = cosb sin A.
(comp. Pg., p. 289).

2. A la fin de cette déduction, Lobatschewskypasse, dans les G. U., de l'équa-

tion auxiliaire cotg~n(c)=<a à l'équation définitive, tandis que dans la Pg

(p. 294), c'est l'équation tg~n(l)=e-' qui joue te cote de l'équation auxiliaire,

ce qui est plus rationnel.



tiens trigonomëtriques spéciales déduites à l'aide de la formule

tg~I!(.E)=e-~

Lobastschewsky déduit, dans le paragraphe 37 de G. L' les

quatre formules trigonométriques suivantes, qui sont valables

pour tout triangle rectIMgne non-euclidien, à savoir les formules

sinAtangri(a)=sinBtgn(&),
sinn(&).sin!I(e)Il

cosAcosn(&)cosn(c)+-––sinnfa)

coa.~1 sin C siii II 1 b ) + cos C cos f1b)
cosAsinCsInIi(6)-r-cosC=~

cosC
sinBsinCC.cosA+cosBcosG=~~n~.

Cette déduction procède d'une manière presque purement ana-
lytique et quelquefoiselle semble être assez pénible.

Enfin le paragraphe 37 contient à sa fin la remarque importante

que ces quatre formules se transforment en les quatre formules
correspondantesvalables pour le triangle sphérique, quand on en
multiplie les côtés par le facteur imaginaire ~–1, en tenant
compte de certaines autres formules z.

Si nous comparons maintenant les deux trigonométriesen nous
bornant au point essentiel, nous constatons que la déduction des
formules valables pour le triangle rectiligne rectangle est chez
Lobatschewsky d'une simplicité vraiment étonnante par compa-
raison avec celle de Bolyai. En effet, tandis que Lobatschewsky,
après avoir établi la correspondanceentre triangles rectilignes et

1. Dans ces formules figurent, à côte des angles A. H et C, tes angles de
paraUéiisme n(a), )[<6) et H(c) correspondants aux côtés a, b, c. Pour remplacer
ces au~tes de parallélisme par les côtés eux-mêmes, it faut remplacer les fonc-
tions thgonométriques par des fonctions hyperboliques, ce qui s'effectue à l'aide
des équations ~Il~==~~=~.c"sIlM-=tg~,si n 11 (x) = er ~r = cos hx

cusIl(x)= é~ + é- = tg le.
2 1 r- e-((''g'~=,F~=sin'~ et cotgli~=~~=s.n~

(comp. Pg., p. 294).
2. Ce passage est connu aussi par Bolyai. Comp. la première partie de
)'/4ddt<anten<ttmdu père Bolyai à l'Appendix (Tentamen, t, U, p. 380-383 de

l'édition originale de l'année 1833), qui appartient indubitablement à l'auteur
de celui-ci. Comp. aussi Bemerkungen zu Nicolaus Lobatschefskijsgeometris-
chen Untersuchungen t. c. Erster Feil, p. 157.



sphériques, déduit immédiatementces formules en appliquant la
trigonométrie euclidienne de triangles-limite, Bolyai, pour y
arriver, est obligé, par la base même de sa trigonométrie, de
suivre une voie longue en passant par la déduction de la formule
trigonométrique fondamentale et par celle de la formule pour la
périphériedu cercle. Mais le procédé de Lobatschewsky n'est pas
seulement de beaucoup plus simple: il est aussi plus naturel,
les fonctions trigonométriques non-euclidiennes apparaissant
chez lui dans les formules respectives partout comme des cas
limites de fonctions trigonométriques euclidiennes au sens géo-
métrique primaire (rapports des côtés d'un triangle rectangle),
tandis que Bolyai, en les y remplaçant partiellement par des
expressions analytiques correspondant aux fonctions hyperbo-
liques, est obligé d'employer la formule pour la périphérie du
cercle. La trigonométrie de Lobatschewsky doit donc être
reconnue comme étant bien supérieure à celle de Bolyai '.)

Et cette supérioritéprovient de la formation différente innée des

{..La supériorité de Lobatschewskyest ici en somme si grande que Bolyai lui-
même la reconnatt indirectement, en exprimant son respect profond pour le
génie mathématique de Lobatschewskyen tant qu'il s'agit de sa trigonométrie.
En commentant le paragraphe 35 des G. U. de celui-ci, Bolyai dit (comp.

Bemerkungen, etc. c., p. !47) < Wie im Appendix der § 29 gewiss einer
der wesentlichsten Pankte ist, so bogiant hier Lobatschefskijs bedeutendste
Originalitât und seine wichtigste Âbweichûng vom Appendix. Und man muss.
zugeben, dass sein Werk, besondersvon hier an, ein schôpferischesGenie verrat,
und dass der Weg, den er befo)gt, besonders von hier an, und das Ergebniss, zu.
dem er geführt wird, ihn ohne Zweifel leicht auf einmal zu den Mathematikern.
ersten Ranges erheben. Seine Hauptidee ist klassisch. Mit feinem Takte sucht
und flndet er am richtigpn Ort, in einem \voh)verstecktenWinket die Wahrheit
und wenn er auch an manchen Stellen langwierig verwickelt sich abmüht
und thatsâcblich ziemlich weit zurückbleibt hinter der Vollkommenheit, die
erwünscht ist und die ich auch erreicht habe (?!), so muss man seine Arbeit
doch ais ein Meisterwerkanerkennen.

La supériorité de la trigonométrie lobatschewskienne est confirmée aussi par
le fait que la déduction des formules trigonométriques non-euctidiennes valables.
pour le triangle rectiligne rectangle suivie par les représentants actuels de la
géométrie non-euclidienne (et notamment par le plus original de ceux-ci,
H. Liebmann comp. sa Nichteuklidische Geometrie, 3-te AuM., 1923, p. 55-65
en connexité avec p. 32-37) prend pour son point de départ la correspondance
des figures de Lobatschewsky,qu'elle simplifie considérablement. Mais, d'autre
part, pour pouvoirrestreindreses considérationsau plan non-euclidien lui-même
et se passer de considérations spatiales de Lobatschewskyet de Bolyai (un pro-
cédé qui est plus logique et plus naturel que le leur, mais plus compliqué
comp. H. Hebmann, <. c.. p. 64), cette déduction est obligée de s'appuyer sur unélément essentiel appartenantpar son origine a l'Appendixde Bolyai (c'est l'arc-
limite correspondant a la constante du plan non-euclidien comp. plus bas,
seft. 7 Rt St-
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esprits des deux fondateurs de la géométrie non-euclidienne qui,
comme nous l'avons fait remarquer au début de cette section, ne
se montre nulle part si clairement que dans leurs trigonométries.
Bolyai y montre, en effet, le plus sa virtuosité dans des démons-
trations techniquement parfaites et formellement Irréprochables,
tandis que Lobatschewsky y développe sa maîtrise en des déduc-
tions géométriques semblables aux déductions géométriques
classiques des «

Éléments
» d'Euclide. Pour s'exprimer plus

brièvement encore, on peut donc dire que Bolyai est d'abord et
surtout un mathématicien technicien, tandis que Lobatschewsky
est plutôt un mathématicien logicien.

5. Géométrie analytique.

La géométrie analytique se trouve exposée par Lobatschewsky
dans la Pangéométrie, p. 301-338 et Ueber die Anfangsgründeder
Geo~~r/e, p. 29-64 (dans la traduction allemande d'Engel), et
chez Bolyai dans le paragraphe 32 de l'Appendix.

La géométrie analytique non-euclidienne(celle de l'espace aussi
bien que celle du plan) est mieux élaborée et plus complète chez
Lobatschewsky que chez Bolyai. En effet, tandis qu'on ne trouve
employé dans l'App. que le système de coordonnées rectangu-
laires, Lobatschewsky se sert aussi des systèmes de coordonnées
polaires et de coordonnées de cercles-limite (Pg. p. 321). Et
tandis que Lobatschewsky (en appliquant les formules trigono-
métriques des triangles) déduit plusieurs équations de la ligne
droite (Pg. pp. 304-306 et 309) et les équations de plusieurs lignes
courbes, Bolyai n'en déduit expressémentqu'une seule (l'équation
de la ligne-limite.) et ne donne que des indications courtes pour
la déduction d'un certain nombre d'autres.

Il v a donc, quant à la géométrie analytique, une supériorité
indubitable de Lobatschewsky sur Bolyai.

6. Aires et volumes.

Pour mesurer longueurs, aires et volumes, les deux inventeurs
de la géométrie non-euclidienne appliquent tous les deux (à peu

t. Dans la « Géométrie imaginaire », Lobalschewsky développe aussi sa géo-
métrie analytique non-euclidienne.
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d'exceptions près), les méthodes de la géométrie analytique et
du calcul infinitésimal. Mais les résultats de cette application
sont beaucoup plus nombreux chez Lobatschewsky que chez
Bolvai.

En effet, tandis que Lobatschewsky donne des formules diffé-
rentes pour l'élémentd'arc d'une ligne courbe (Pg. pp. 310 et 311),
pour l'élément d'aire (Pg. pp. 3i2 et 318) et pour l'élément de
volume (Pg. pp. 334 et, 336) Bolyai n'en déduit que la formule
pour l'élément d'arc (d'ailleurs incomplètementet en se servant
de la ligne équidistante) et ne donne que des indications courtes
pour la déduction des deux autres. Et tandis que Bolyai ne déduit
qu'un nombre restreint de formules pour les longueurs, les aires
et les volumes, et pour la plupart sans indiquer la voie parl'
laquelle il y est arrivé, Lobatschewsky a déduit un nombre
beaucoup plus considérable de ces formules en indiquant par-
tout la voie par laquelle on les obtient.

Dans ce point, comme dans le point précédent, il y a donc une
supériorité incontestée de Lobatschewsky sur Bolyai

t. La supériorité dans ces deux points a. été d'ailleurs reconnue par un juge
aussi compétent que Fr. Engel. Dans sa courte comparaison des deux inventeurs
(comp. la biographie de Lobatschewsky, <. c., p. 393), il dit à cet égard (après
avoir comparé en général la première publication de Lohatschewsky avecr~pendt'a;) Hinwicderum darf man nicht übersehen, dass bei Lobatschewsky
die neue Géométrie gteich in einer für die Anwendungen brauchbaren Gestalt
erscheint die'zur Berechnung geometrischer Figuren nôthigen Formeln sind
systematisch entwickctt und eine grosse Anzahi dahin gehoriger Auf"aben
getost. J. botyai giebt in dieser Beziehong nur das aiternothdurftigste mansieht zwar dt~s er den Gegentand votfstaadig (?) beherrscht, aber man wurde
doch no&h eine hetracittUchegeistiga Arbeit aufwenden mu!-sen. wo)[te man aufGrund der And~utungen dns Appendix setbstândig derartige Aufgaben in
AngrifI nehmen. »

La supériorité de Lohatschewskysur Bolyai dans ces deux points est confirmée
aussi par l'opinion suivante de P. Stackcl, concernant leurs efforts respectifs
pour résoudre le problème difficile de la cubature du tétraèdre Es lohnt sich,
cinen Blick zuruckzuwerfen und die Gesammtieistung Johann Bolyais für die
Aufgabe der Hubierung des Tetraeders in's Auge zu fassen. – Es ist ihmjedoch
nicht gctungen, die Formpfn für den [nhaftdes Tetraeders auf eine einfache
für die Berechnung geeignete Gestalt zu bringen. Dagegemhat Lobatschefsky
ausfuhriiche Untersuchungen angesteUt, durch die die analytische DarsteUung
der lntegralformeln für das Tetraedervolumen erbebtich gefôrdert worden ia,
und man wirtd .ihm in dieser Beziehung den Vorrang vor Juftann "ehenmüssen "<W. und J. Botyai geofhetrisehe Untersuchungen, Erster Tei), p?it8-
pp. i09-ii8 contiennent l'exposé des notes posthumes de J. Bolyai concernant lacubature du tétraèdre).



7. Les coMs~ue~'ons tton-euclidiennes.

Dans l'App. de Bolyai, on trouve exposées plusieurs construc-
tions non-euclidiennes. dont les quatre suivantes sont les plus
importantes 1° la construction de parallèle pour une distance
donnée (§34): la construction de parallèle pour un angle de
parallélisme donné (§ 3o): 3° la construction approximative de
1 unité de longueur en connexité avec une construction plus
générale (~ 3S) et 4° la célèbre quadrature du cercle (§ 43). Dans
les ouvragesde Lobatschewsky,on n'en trouve aucune et on peut
seulement soupçonner que )ui aussi a connu les deux premières

Quoique les constructions ne possèdent dans la géométrie
non-eucfidienne qu'une signification purement théorique (démon-
.stratton de l'existence de figures), néanmoins la supériorité
presque absolue de Bolyai sur ce point doit être envisagée comme
très sérieuse dans notre comparaison.

La cons~an/e ~u/)/a/! non-euclidien.

Dans la formule tria-ométrique fondamentalede Botyai

cotg-n(;c)=e~

apparaît la constante k qui manque dans la formule correspon-
dante de Lobatsche\vsky

cots'~tf
(a;) = e~.

La constante A- (que Bolyai lui-même désigne par-la lettre ;')

apparaît ctiez Bolvai aussi dans la formule exprimant le rapport
de deux arcs-limite -~==e~ tandis qu'elle manque dans la for-

mule correspondantede Lobatschewskv~: -~==e"~).

1. i''r. Engel, après avoir parlé des constructions contenues dans l'App.,
s'exprime à cet égard par rapport à Lobatschewsky de la manière suivante (1. c.,
p. 394) « In den~euen Anfangs~rundea Lobatschehkijs und in dessen
ubrigen Arbeiten wurden Fra~Rn dieser Art nirgends beruhrt, nur in der ersten
Abhandiung Ueber die Anfangsgründe» giebt es Spuren, aus denen mitgrosser
Wahrscheiniichkeit hervorgeht. dass auch er im Besitze von Konstruktionen
war, die zur Losung der beiden zuerst erwâhnten Aufgaben dienen konnen.Dans sesBemerkungen etc. Bolyai reproche à Lobatschewsky (t. c.,



Cette constante k signifie donc d'une part la longueur pour
laquelle jcotg!!(A-)==e et d'autre part, la longueur pour laquelle

= e, et elle est appelée pour cette raison 'par Bolyai l'unité

naturellede longueur (e étant la base de logarithmesdits naturels,
l'App. 33, IH). Gomme le plan non-euclidien est absolument
homogène, les différentes valeurs de k (entre 0 et cc ) signifient

d'après Bolvai qu'il y a une .infinité de plans non-euclidiens,

/f ayant dans chacunde ces plans partout la même valeur et repré-

sentant ainsi l'unité de longueur pour un pareil plan (comp. l'App.

§ 32 après 3, VII et § 33, î-111). Pour Lobatschewsky, au contraire,

k ne possède qu'une seule valeur (A-= 1 comp. p. ex. Pg. p. 306),

et par conséquent, il n'y a pour lui qu'un seul plan non-euclidien.

Comme on le voit, nous nous trouvons ici devant une différence
fondamentale entre les deux inventeurs. On pourrait affirmer que
du point de vue philosophique,Lobatschewsky est peut-être plus
proche de la vérité que Bolyai. Mais du point de vue mathéma-

tique, on ne peut que donner raison à Bolyai. Et comme c'est au
point de vue mathématique que nous nous p!ac,ons dans ce travail

de comparaison, nous devons reconnaîtreque l'introduction de la

constante du plan non-euclidien représente indubitablement une
supériorité de Bolyai sur Lobatschewsky.

p. 130-153), de n'avoir pas démontré rigoureusement l'identité de la quantité e

dans les deux formules
tg~fl(~=~ et ~=~-

Comme le temarque P. Stacket (1. c., p. i5t-t32), ce reproche est juste en tant
qu'il s'agit de Geometrisohe Untersuchungen », le seul ouvrage de Lobats-
chewskv connu par Bolyai, mais que la démonstration de cette identité se trouve

non seulement dans la Pangéométrie, mais même dans la première publication
de Lobatschewsky (comp. Ueber die Anfangsgründe der Geometrie, chez Engel,

l. c. p. 33). En etïet, dans la Pangéométrie, Lobatschewskydésigne d'abord le

rapport de deux arcs-limite, pour la distance éga)e à l'unité de longueur, par la

lettre E (Ps;. p. M3-4) et il ne démontre que plus tard (Pg. pp. -Mt, 30i. et 306) que
E dans la formule s' = ~E-~ est identique à e dans ta formule

tg~n(~==<

(il le fait en passant par les équations

2tgn()-)=tgn(a). s=cotgtl(y), s==cosn(<t),
cosn(y)==cosll(a)< ett s'=M-).



U. La ~ues~o~ de validité et de réalité de /'es/)Mce non-euclidien.

La question de validité de l'espace non-euclidien doit être nette-
ment séparée de celle (le sa réalité. Dans le premier cas. il s'agit
du concept pur de cet espace, c'est-à-dire de son existence pure-
ment mathématique ou apriorique. Dans le deuxième cas, de son
existence apostériorique ou empirique.

Les deux inventeurs de la géométrie non-euctidienne distin-
guent bien ces deux questions, mais pas toujours assez nettement,
ce qui d'aittem-s arrive ptus souvent chez I~otyai que chez Lobats-
c)ie\vskv*. Par rapport à la première question, ils se sont efforces
tous )es deux de démontrer la cohérence Ionique innée et l'ab-
sence de toute contradiction dans la géométrie non-euclidienne,
et ifs croyaient tous les deux que cette démonstration analytique
impliquait en soi la nature spatiale de l'être mathématique ainsi
déterminée Mais en ce qui concerne la droite et le plan non-
euclidien. les deux inventeurs ne semblent pas être arrivés à des

1. On peut même trouver chez Bolyai des passages où il confond nettement
les deux questions. C'est notamment le cas dans te paragraphe 32 de l'Appendix,
où (après la sect. Vtt!, it explique comment les formules non-euctidiennes se
transforment en formules euclidiennes quand la constante i devient infinie.

2. C'est surtout l'absence de toute contradiction dans la trigonométrie du plan
non-euclidien qui, pour Lobatschewskyreprésente la raison principate pour la
validité apriorique de la géométrie non-euclidienne (G. U. § 37. p. 60; Pg.
p. 338). Uans ses « Bemerkungen (L c., p. 04). Bolyai trouve insuftisante cette
atttrmaUon de Lobatschewsky.Comme le montrent ses notes posthumes publiées
par P. Stackct (op. c., Erster Teif. p. t85-t87), Botyai reconnaît )a vatidité aprio-
rique de la géométrte non-euclidienne en tant qu'il s'agit de la géométrie plane.
Mais par rapport à la géométrie de l'espace, il exprime ses doutes, et il n'est
.jamais arrive à s'en affranchir. U croyait même, pendant un certain temps, en
considérant les relations de cinq points dans l'espace, être arrivé à démontrer la
fausseté de ta géométrie non-euctidienne de l'espace, mais plus tard, il constatait
tui-méme t'inexactitude de cette démonstration (1. c., p. i86).

P. Stacke) (). c., p. 187) trouve ici une supériorité de Bolyai sur Lobatschewsky,
qui n'avait jamais posé la question de la validité apriorique de la géométrie
non-fuciidienne de l'espace ou. pour mieux dire, qui croyait cette question
tésotue par celle de la validité apriorique de la géométrie non-euctidienneplane.
Mais quoique on pourrait invoquer l'impossibilité de l'espace extensifdiscret sur-
passant quatre dimensions, démontrée par l'auteur de cet article (eomp. p. 300
et 301 de i'étude « L'espace discret et la géométrie non-euclidienne parue
dans Archiv fur systematische Philosophie und Sociotogie Bd XXX!. 1928,

p. 297-395), comme une analogie lointaine en faveur de cette affirmation de
Stâckel, il est très peu prohahte que, vu la nature continue de cet espace,
l'espace non-euctidien de trois dimensions (et de dimensions supérieures) pour-
rait être inexistant (dans le sens mathématique), l'existence mathématique du
plan non-euclidien une fuis reconnue.



conclusions nettes. La droite non-euclidienne est-elle absolument
identique à la droite euclidienne ou ne représente-t-ellepas, par
comparaison avec celle-ci, une ligne courbe? On ne trouve aucune
réponse précise à cette question chez eux*. Que le plan non-
euclidien ne soit pas absolument identique au plan euclidien,

c'est bien là une conviction des deux inventeurs"; mais on ne

trouve nulle part chez eux non plus l'affirmation que ce plan
pourrait être regardé comme une surface courber D'ailleurs,

il ne faut pas s'étonner de ces imprécisions, les questions de la

droite et du plan non-euclidiens étant encore de nos jours irré-
solues~.

Ouant à la question de réalité de l'espace non-euclidien, c'est
Lobatschewsky presque seul qui s'en occupe. Dans sa première
publication (comp. Ueber die Anfangsgrüncteder Geometrie, ). c.,

t. Lobatschewsky donne dans les G. U. p. 5 aussi bien que dans N. A. § 25

(comp. aussi Geber die Antangsgründe der Géométrie, I.c., p. 7) une définition de

la ligne droite qui s'applique a. la droite non-enclidienne aussi bien qu'à la droite
euclidienne, mais il ne dit nulle part expressément que ces deux droites doivent
être considérées comme absolument identiques. Dans l'App., il n'y a aucune défi-
nition de la droite. Bolyai la suppose connue (ce n'est que dans sa posthume
Raumlehre, publiée par P. Stacket, que celui-ci donne une définition de la droite,
d'ailleurs assez compliquée i. c. zweiter Teil, p. 239).

2. Par rapport à cette conviction,comp. l'App., § t5 et G. U. §§ 16 et 22.
3. Comme nous l'avons vu dans la section précédente, Lobatschewskyne eonnatt

qu'un seul plan non-euclidien, tandis que Bolyai en connaît une infinité. Néan-
moins celui-ci n'en tire nulle part la conséquence que le plan non-euclidien
devait être regardé comme une surface courbe, quoiqu'il affirme (dans ses
« Bemerkungen etc. I. c., p. 137-8), que le plan non-euclidien pourrait être
considéré comme l'hypersphère (surface équidistante comp. section 3) ayant
un rayon imaginaire.

j.. En effet, les opinions de différentsauteurs (mathématiciens et philosophes).
sont ici des plus divergentes. Citons-enquelques-unes, à titre d'exemples.Tandis

que P. Mansion, en admettant un ~enre (communaux trois géométries) et trois
espèces de .la droite et du plan (comp. son article Pour la géométrie non-eucli-
dienne. pubtié dans Mathesis, 1898, p. 33-43), affirme la différence entre le plan
riemanien et la sphère euclidienne (comp. son article Le plan riemanien est-il
identique à ta sphère euclidienne? paru dans les Annales de la Société scien-
tifique de Bruxelles, 1890), G. Lechalas (dans son Introduction à la géométrie
générale, p. 33-37), les identifie complètement. Et tandis que ce dernier (dans
son remarquable article La courbure et la distance dans la géométrie générale

»

paru dans la Bévue de métaphysiqueet de morale », 1896, p. 197-09) affirme
i'identité absolue de l'horicycle et de l'horysphère de l'espace lobatschewskien
avec la droite et le plan euclidiens (et dit, p. 198, expressément que la droite
euclidienne est une courbe par comparaison avec la droite lobatschewskienne),
P. Barbarin (dans La géométrie non-euclidienne 3' éd. 1928, p. 94-5) ne veut
guère admettre ces identités.

Ajoutons que ces questions resteront peut-être encore pour longtemps pen-
dantes, les philosophes n'étant pas assez mathématiciens pour les résoudre et les
mathématiciens pas assez philosophes pour les aborder.



p. 22-24), il la discute en détail et il y revient brièvement à la fin

<)e la Pangéométrie, p. 339-~0'.
Comme on le voit, dans la première des deux questions, celle de

l'existence mathématique de l'espace non-euctidien, les mérites
des deux inventeurs sont sensiblement les mêmes, tandis que
dans ta question de réalité, c'est Lobatschewsky qui l'emporte sur
Botyai.

Conclusion générale.

Nouh allons maintenant très brièvement résumer notre exposé.
Des neuf points considérés, nous avons, en appliquant les trois

critères expliqués au début, constaté une supériorité de Lobats-
che\vsky sur Botyai dans les cinq points suivants 1. la théorie
des parallèles: 2. la trigonométrie: 3. la géométrie analytique:
4. la mesure des figures géométriques et a. dans la question de
réatité de t'espace non-euclidien; la supériorité de Bolyai dans les
trois points concernant i. ligne et surface équidistantes; 2. les
constructions non-euctidiennes et 3. la constante du plan non-
euctidien: tandis que dans les points restants (concernant la ligne
et la surface limites et la question de l'existence mathématiquede
t'espace non-euclidien) leurs mérites respectifs ont été trouvés
sensiblement les mêmes. Il y a donc une supériorité de Lobats-
chcwskv sur Botyai. même en comptant les points. Mais cette
supériorité devient encore plus considérable quand on les pèse,
tes points de supériorité de Lobatschewsky ayant indubitablement

une importance bien plus considérableque ceux de Botyai~.

1. Dans G. U. § 37, p. 60, en se référant à ses observations antérieures,
Lobatschewsky dit que dans les triangles accessibtes à nos mesures la différence
entre la somme de ses angles et deux droits est moindre de la centième partie
d'une seconde. Dans ses « Bemerkungen, etc.(t. c. Erster Teii, p.i54-7)Bo)yai,
en venant à cette affirmation de Lobatschewsky, remarque que les mesures
terrestres sont incapables de décider la question de réalité, mais qu'une méthode
cosmique (qu'il précise insuffisamment) pourrait y suppléer.

Il y a encore des points secondaires que l'on pourrait comparer, dont les
deux suivants sont les plus importants. D'abord la différence entre la géométrie
générate et la géométrie absolue, la première renfermant l'ensemble des deux
géométries et la deuxième les théorèmes indépendants du cinquième postulat.
Cette différence est connue par les deux inventeurs (au début des G. U. Lobats-
che\vsky énumére une série de théorèmes indépendantsdu cinquième postulat
et Bolyai démontre la plupart des théorèmes de t'App. comme étant indepen-
dants de ce postulat, ce qu'il annonce dans le titre même de son ouvrage), mais



Ainsi, dans le cas Lobatschewsky-Bolyai, nous croyons avoir
démontré la justesse de notre thèse fondamentale expliquée dans
la remarque préliminaire.

Mais arrivés'à la fin de notre exposé, ajoutons que ma)gré toute
cette supériorité de Lobatschewsky, Bolyai reste un génie éton-
nant et que nous publions ici cette étude à l'occasion du cente-
naire de la première publication sur la géométrie non-euclidienne
(Lobatschewsky, 1829) comme un nouvel'hommage réparateur à
la mémoire de ces deux génies infortunés qui sont restés toute
leur vie inconnus au mondeintellectuel.

B. PETROXIEYICS.

c'est Bolyai seul qui définit expressément le concept de la géométrie absolue.
Comme cette diBférence a été mieux entrevue par Bolyai que par Lobatschewsky,
te premier t'emporte sur ce point. Dans le deuxième point, au contraire, qui se
rapporte à l'emploi du principe de continuité, c'est Lobatschewskyqui l'emporte,
comme cela a été déjà constaté par Fr. Engel (t. c., p. 393, celui-ci dit quele nombre de passages dans Neue Anfangsgründe où Lobatschewsky se sert du
principe de continuité est « âusserst gering D, tandis que Bo)yai « unter dem
Zwange des Strebens nach ausserster K.iirzeundKnappheit en a fait einen
nur allzu ausgiebigen Gebrauch *).


