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Bemerkungen i.iber das Wesen des
mathematlschen Beweises

von

DR. B. PETRONIEVICS

In bezug auf das Wesen des mathematischen Beweises stehen
lolgende zwei Hauptansichten einander gegenilber:

1. Obgleich an einem Einzelbeispiel ausgefiihrt, bezieht sich
der mathematische Beweis auf den in diesem Einzelbeispiel reali-
sierten aligemeinen Begriff, daher seine Allgemeingiiltigkeit;

2. Die Allgemeingiiltigkeit eines zu berveisenden mathema-
tischen Satzes beruht auf der M0glichkeit der Wiederholung des-
selben Beweises an jedem neuen Einzelbeispiel der gleichen Art.

Der Unterschied der beiden Ansichten l?isst sich am deut-
llchsten an dem bekannten geometrischen Satze von der Winkel-
summe im (euklidischen) Dreiek illustrieren.

Nach der ersten Ansicht, als deren typischen Vertreter wir
Losskij anftihren k0nnen, beweisen wir den Satz von der Winkel-
summe nicht ftir das spezielle Dreiek der gegebenen Figur (2. B.
der Fig l), sondern wir beweisen den Satz fiir das allgemeine
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Dreieck, welches wir uns in das gegebene Dreieck hineindenken.

Da nun der Satz fltr das allgemei.ne Dreieck gilt, muss derselbe auch

lnr jedes einzelne gelten, da sich ja das Einzeldreleck von dem

allgemeinen in Eigenschalten unterscheidet (bestimmte Grdsse der

Seiten und Winkel), aul die der Beweis keine Riicksicht nimmt'')
Nach der zweiten Ansicht dagegen, als deren typischen

Vertretet wir lVund-t betrachten kcinnen, bezieht sich unser Be-

weis unmittelbar aul das in der Figur gegebene spezielle Dreieck
und gilt allgemein nur dadurch, dass er liir jedes andere Einzel-
dreieck (vgl. Fig. 2) ungeandert wiederholt werden kann.r)

C l)

Bt,

A B b i
Fig. 2

r) [n seinem bekannlen .Handbuch der Logih' (deutsche Uebersetzuflg
von W. Sesemann, 1927) fnhrt Losshij als Beispiel den Satz von der Flechen-
grosse des Dreiecks an. Nachdem er dessen Beweis (S. 377) und die (welter
unteo von uns reproduzierte) Erklaflrng Wundts angeiiihrt, Iehrt Losshij lotti

,Dieser Erklarung Wundts kttnnen wir nicht beipflichten. Der eben ange-
fthrte Beweis bezieht slch unmlttelbar auf jedes Dreieck; den Grund fiir den abge-

lelteten Lehrsatz bildeo ia die Eigenschaften, welche nicht nur dem vorliegenden
Dreleck ABC, sondern jedem Dreiech llberhaupt zukommen. Man muss daher
flicht glauben, der Beweis \r,erde anfangs nur ifl bezug aut dieses eine Dreleck
gefuhrt und werde weiterhln durch die Erwdguflg ergdnzt, dass er in ganz afla-

loger Weise in bezug auf das zwelte Dreleck, das drltte usw. - kurz ifl berug
auf jedes beliebige Drerieck wiederholt werden kann. Schon von Aflfang an, beim
Ziehen der Linie CD llAB, haben wir, gleichsam durch das anschauliche Bild des

gegebenen Dreiecks hindurchsehend, die hlee de$ Dreiechs aberbatpt im Ange
und gelangen daher au, spekulativem Wege zu Wahrheiten, die sich auf dle
ldue des Dreiecks oder auf dle Klasse der Dreiecke bezieheo.. - -" (a. a, O.
s.378).

2) Seioe Anslcht hal Wutdt folgendermassen zu begritnden versucht:

,A!f geometrischem Cebiete ist es die Aflalogie, welche das in elner einzelnen

Konstruktion anschautich Gegebene ohne weiteres aqf alle Raumgebilde gleicher
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Welche von den zwei Ansichten lst nun als dle rlchtlge zu

betrachten? Wir glauben behaupten zu kOnnen, dass belde als

rlchtig anzusehen slnd, je nach dem loglschen Standpunkt au1

den man sich stellt.

Vom Standpunkte der subjektiven Logik ist die erste Ansicht

als die richtige zu betrachten. Denn wenn Allgemeinbegriffe

bestehen - und deren Existenz als subiektiver Denkgebllde muss

die subjektive Logik anerkennen - dann kann sich der mathe-

matische Beweis nur auf den in einem Einzelbeispiel realislerten

Allgemeinbegrlff beziehen.

Vom Standpunkte der objektjven Logik dagegen, die die

objektive Existenz der Allgemeinbegrilfe abzulehnen genotlgt ist,3)

ist dle zwelte Antwort als die atleln richtige z[ betrachten. Denn

wenn Allgemeinbegrille nlcht bestehen, dann kann dle Allgemein-

gultigkeit eines mathematischen Satzes offenbar nur aul der Wie'

derholung desselben Beweises in jedem Einzelfall beruhen.

Die Rlchtigkeit dieser zwelten Ansicht (resp. die Berechti-

gung des Standpunkts der objektiven Loglk neben demjenigen

der subjektiven) wlrd indlrekt durch dlejenlgen Formen mathe-

matischer Beweisfiihrung bestiitigt, die geradezu aul Wiederholung

beruhen. Wir werden zwei Beispiele solcher Formen anf[hren.

In der nichteuklidischen Geometrle (Postulat der gr0sseren

Senkrechten, resp. Hypothese des spitzen Winkels) wlrd der Satz:

\Y'enn zrttei Gerad.e eine gemelnsame Senkrechtc besltzen

und. oenn d.as PostuLat cler grdsseren Senkrechten gilt, d-dnn lst
in den d.abei entstehenden dreirechhainkeltgen Vierecken jeder

lachlolgende spitze llinket kleiner als der vorhergehende'

folgendermassen bewiesen.

Art iibertragt, um so der io einem einzelnen Fall erkanflten Tatsache den Wert

cines allgemeinen Gesetzes zu sichern. Diese Analogte ist elne exakte, weil sle

slch auf tie Unmogltchkelt stiitzt, andere Raume ausser dem in der wlrkllchen

Anschauung gegebenen sich vorzustellen" (vgl. dessen Logih, Bd' II, 4-te Aufl'

1920, s. 145).

t) Vgl. da iber meine ,Principien der Metaphysik", h, lgl2, S 547-551

snd ,HEuptsetze der Metaphysik', 1930, Satz 68, S. 7l-73

I
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Wiire { EFD: CDB (vgl. Fig. 3), dann mtisste die Winkel-
summe im Viereck CEDF gleich 4Q sein, was unm6glich ist.
Wiire { EFD > CDB, dann mrisste die Winkelsumme im Viereck
CEDF grosser als 4R sein, was ebenfalls unm0glich ist. Es muss
somit { EFD < CDB sein. Da man nun denselben Beweis an
jedem Paar der betrelfenden Winkel wiederholen kann, so gilt
der Satz allgemein.

Wie man hieraus ersieht, beruht die Allgemeingiiltigkeit des

Satzes in diesem Falle auf der Moglichkeit der Wiederholung
desselben Beweises an jedem neuen Paar zusammengeh6riger
Glieder.

Bei den Beweisen der mathematischen Induktion. kommt
diese Wiederholung noch deutlicher zum Vorschein. Freillch,
wenn die mathematische Induktion auf einen einzigen hypothe:
tischen Syllogismus zuriicktrihrbar wIre,{) dann wiirde sle eine
neue Stiitze ftir die ausschliessliche Geltung der ersten Antwort
abgeben. Wie ich aber anderswo ausfiihrlich dargetan habe, ist

4) Die Mehrzahl der Logiker (Milhaud, Russel, Goblot, Johnsop etc.) hfll{
dieseZur0ckftihrung ftir mdglich. Ygl. z. B. l(/. E. Johnson, Logic, Part II, 1921,

p. 133-135.
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diese Ziiriickfrihrung unm6glich5) und die mathematische Induk-
tion entweder als eine Kette von unendlich vielen hypothetischen
Einzelsyllogismen, in denen eine und dieselbe allgemeine Prae-
misse als Obersatz wiederholt wird, oder als eine Kette von
unendlich vielcn aus partikuldren Praemissen bestehenden Einzel-
syllogismen aufzufassen.6) In jedem dieser beiden Fiille aber be-
ruht die Allgemeingiiltigkeit des zu beweisenden Satzes auf der
Mdglichkeit der Wiederholung derselben Schlussweise an jedem
sukzessiven Paar zusammengeh6riger Clieder.

Es kann also kein Zweifel dariiber obwalten, dass die Be.
weisfrihrung der mathematischen Induktion auf der Wiederholung
beruht, und dass somit auch alle die anderen Formen der mathe-
matischen Beweisfrihrung als auf Wiederholung beruchend aufge-
fasst werden kdnnen.

o) Vgl. den Aufsatz des Verfassers -Les lois fondamentales de I'addition
arithmitique et le principe de I'induction mathdmatique", erschienen in Revue
g6n6rale des Sciences, 1924; vgl. auch dessen Aufsatz ,Aber das Wesen der
mathematischen Induktion", erschienen in Massaryk-Festschrift, 1930.

0) Die Syllogismenkette lautet ftir den Satz a f b:b * a nach der ersten
Auffassungsweise folgendermassen :

1.

Wenn a{n:nf a, dann ist a*(n*1):(nf l)f a

afl:1fa
a{2-2!a

2.

Wenn a f n:n f a, dann ist a*(n * 1)-(n f 1)f a

al2:2 la
af3:3fa

etc. etc.
Es ist somit allgemein af b:b-l-a.

Nach der zweiten Aulfassungsweise lautet die Syllogismenkette

1.

Wenn a+ l-l f a, dann ist af 2 :2|a
all:1fa
a12:2la

2.

Wenn a{2-2 ta, dann ist a*3:3*a
a{2:2la

etc. etc. 
a*3:3*a

Es ist somit allgemein af b:bla.
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