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Beitrag zur elementaren Losung der zwei speziellen Falle des Dreikorperproblems. 
Von A. BiZimovitcA und B. Pet~onievics .  

E i n l e i t e n d e  V o r b e m e r k u n g .  Es la13t sich, wie be- 
kannt, das Dreikorperproblem exakt in endlich-geschlossener 
Form nur losen in den zwei folgenden speziellen Fallen: 
I .  wenn die drei Massenpunkte auf einer Geraden, und 2 .  wenn 
sie in den Ecken eines gleichseitigen Dreiecks liegen. Der erste 
Fall wurde zuerst von EzZerl)  und bald darauf auch von 
Lagrange2) cntdeclct. In  derselhen Abhandlung entdeckte 
Lagrange auch den zweiten Fall. Die Losung wurde von 
beiden Forschern auf dem Wege der analytischen Geometrie 
und der Infinitesiinalrechnung bewerkstelligt, indem sie die 
relative Bewegung zweier Massen urn die dritte untersuchten. 
Eine erheblich einfitchere Losung der beiden Falle, bei An- 
nahme absoluter Bewegung der drei Massen urn den gemein- 
samen Massenmittelpunkt, gab LapZace3), wiederum ver- 
mittelst analytischer Geometrie, aber ohne Infinitesimal- 
rechnung. Spatere Forscher, inshesondere Hargreaue4) und 
DeZaznay5), haben eine noch einfachere Losung der lxitlcn 
Falle ermoglicht durch den Nachweis des wichtigen Sutzcs, 

innerhalh des Massendreieclcs in einein gemeinsaiiien l'unkte 
schneiden, diesen Nachweis fiihrtcn sic aber cbcnfalls auf 
analytischem Wege. Eine clemcntar-geometrische Losung der 
beiden FHlle, bei Annahme relativer Bewegung, gab zuerst 
Tschemy 6). SchlieRlich hat MiZaakovzfch in seiner unlangst 
publizierten ))Himmelsmechanik(c auf Grund des Hargreave- 
Delaunayschen Satzes cine vollstandige Losung der beiden 
FBlle bei Annahme absoluter Bewegung auf vektoriellem 
Wege bewerkstelligt '). 

Unser Aufsatz stellt sich zur Aufgabe, eine elementar- 
geometrische Ableitung der grundlegenden Satze und For- 
meln zu liefern, die eine vollstandige elementare Losung der 
beiden Falle bei Annahme absoluter Bewegung der drei 
Massenpunkte um den gemeinsamen Massenmittelpunkt er- 
moglichen. Dan eine solche elementare Ableitung miiglicher- 
weise bestehe,, war eine vom zweiten Verfasser seit langem 
gehegte Vermutung. Und er legte darob dem ersten Ver- 
fasser eine Anzahl bestimmt formulierter Satze vor mit der 
Bitte, eine elementar-geometrische Ableitung derselhen zu 
versuchen, was diesem bald gelang. A.uf Grund der dabei er- 
zielten Resultate gelang es dann auch den: zweiten Verfasser, 
einige Satze und Formeln selhstandig abzuleiten. - In  dem 
Aufsatze selbst stamrnen die Beweise des ersten, zweiten und 

da13 sich die Richtungen der drei resultierenden Kr a f tc stcts 

vierten Lehrsatzes, sowie die zweite kurze Ableitung im funften 
von dem ersten, die Beweise rles dritten (die Anrnerkung aus- 
genommen) und des sechsten. sowie die erste Ableitung im 
funften vom zweiten Verfasscr her. Der Aufsatz wurde vom 
letzteren verfaBt, der erste Verfasser hat ihn aber aufmerksam 
durchgelesen und stellenweise ergiinzt. 

Lehrsatz 1. Befinden sir11 drei hlassenpunkte m,, m,, 
m 3 ,  die sich nach den: Tentonschen Gesetz anziehen, in den 
Ecken eines Dreiecks, so srhnciden sich die Richtungen der 
drei resultierenden Reschlerinigungen in einem Punkte inner- 
halh des Dreieclcs. 

Beweis. Es sind zunlichst die folgenden zwei HilfssHtzc 
zu beweisen: 

I .  Fur zwei Beschleunigungen eines Massenpunlrtes 
sind die Produkte aus dcnselbcn und den auf ihre Richtungen 
von einern beliebigen auf der Richtung ihrer resultierenden 
Ikschleunigung gelegenen Punkte gefallten. Senkrechten ein- 
andcr glcich. 

2 .  Wenn fur zwei Beschleunigungen eines Massen- 
punktes die Produkte aus denselben und den auf ihren Rich- 
tungen errichteten Senkrechten einander gleich sind, dann 
mu13 der Schnittpunkt dieser Senkrechten auf der Richtung 
der resultierenden Beschleunigung liegen. 

Der Beweis fur den ersten Hilfssatz ist folgendermanen 
zu fuhren. 

Stellen die Strecken a und b ihrer Lange und ihrer Rich- 
tung nach die zwei Beschleunigungen des Massenpunktes wz 
dar (vgl. Fig. I), so wird man (auf Grund der Flachengleich- 
heit der entsprechenden Dreiecke ini Beschleunigungsparallclo- 
gramm) haben: 

a h ,  = bh, 

oder a/b = hz/hi . 

Identitiiten : 
Aus c!cr Figur folgen weiter die 

h,'//zl = h2'/h2 oder h2/hl = h,'/hl' 

und hieraus und aus der vorhergehen- 

A 
,h, f i z  U 

b m 

Fig. I .  den Identitiit: 

a/b = h,'/hl' und a hi' = 6 h2' 

woinit der Satz bewiesen ist ,  

l) L. Euler. Considerations sur le problkne des trois corps, Histoire de l'AcadCmie, Berlin I;;o. 
2) ./. L. Lagrange. Essai sur le probliime des trois corps, Prix de 1'AcadCmie Paris 9, 17;z [wieder ;tligdruckt in eOcuvres dc i u g g m ~ ~ p ,  

3, P. S. Lafitace. Trait6 de Rirkanique celeste 4, Paris 1805 (Kapitel #Sur quelques cas oh I'on peut rigoureusement ohtenir le mouvenicnt 

4) Ch.-T. H a y r e a u r .  On the pro1)lem of three bodies, ))Proceed. Royal Societys 9 (1859). 
") N.  Deluziway. Sur le problhme de trois corps, in rverhandl. d. 3 .  internat. Math.-Kongresscscl, Heidelberg 190j. 
6) S. Tschemy.  Geometrische Losung zweier spezieller Falle des Problems der drei Korper, AN 171.129, 349 (1906). 
7) M ,  Alz'/unkovz'tch. Himmelsmechanik, Beograd, 1935 (serbisch). Bereits in einem im G l a s  srpske kraljevske Akademijca 191 I serbisch er- 

6 (1873)) .  

d'un systcme de corps qui s'attirenta). 

schienenen Aufsatze hatte ~J4i(anho-ciir/t den Hargrenve-Dclaunnyschen satz selbstindig cntdeckt und vektoricll Lewicsen. 
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Der Beweis des zweiten Hilfssatzes (der Umkehrung des 
ersten) lautet folgendermaBen. 

Nehmen wir an, da13, 
beim Bestehen der Identitat 
ah,’=bh,‘, der Schnittpunkt 
der Senkrechten A,’ und A,‘ 
nicht auf der Richtung der 
resultierenden Beschleunigung 
liege (vgl. Fig. 2). Ziehen wir m 
dann von diesem Schnittpunkt 
eine Parallele zu der Beschleu- 
nigungsrichtung a und fallen vom Schnittpunkte dieser Par- 
allelen rnit der resultierenden Beschleunigungsrichtung die 
Senkrechte /Il ,  so wird h,=h,’ sein. Wird weiter auch die 
Senkrechte h, auf die Beschleunigungsrichtung b gefallt, dann 
wird man auf Grund des ersten Hilfssatzes haben: 

ah,  = & A , .  
Da aber der Voraussetzung gemail) a h,’ = b A,’ , so wird somit 
auch A,= h,’ sein. Die letztere Identitat kann aber statthaben, 
nur wenn h,’ rnit A, zusammenfallt (wobei selbstverstandlich 
auch h,‘ rnit h1 zusammenfallen muD). Es mu13 also der 
Schnittpunkt der Senkrechten h,’ und A,’ auf der resultierenden 
Beschleunigungsrichtung liegen, was zu beweisen war. 

Es 1aDt sich nunrnehr der Beweis des Lehrsatzes selbst 
leicht fuhren. 

Bezeichnen wir die 
drei Seiten des Mas- 

Fig. 2. 

sendreiecks (vgl. Fig. 
3) rnit sl, s, und s,. 
Dann werden 
km21s,2 und krn3/sZ2 

die Beschleunigungen 
des MassenDunktesm, Fig. 3. 

sein, krn,/s12 und km3/s,2 des Massenpunktes m2 und km,/sZ2 
und krn,/s,2 des Massenpunktes m,. Wenn wir nunmehr vom 
Schnittpunkte der resultierenden Bcschleunigungsrichtungen 
der Massenpunkte m, und m3 (der offenbar innerhalb des 
Dreiecks liegt) auf die Seiten s,, s3, s, die Senkrechten A, ,  
A,, h, fallen, dann wird man, auf Grund des ersten Hilfs- 
satzes, einerseits haben: 

Km, A,=+ k m  A, 

km, k m  
53 s2 

S12 s3 
und andererseits : 

2 A2=+ h 3 .  

Werden die entsprechenden Seiten dieser Identitaten mitein- 
ander multipliziert, so bekommt man: 

k m ,  km, - 
s12 A1 =y 4, * 

s, 

Aus der letzteren Identitiit folgt aber, auf Grund des zweiten 
Hilfssatzes, daB die resultierende Beschleunigungsrichtung 
des Massenpunktes m, durch den Schnittpunkt dcr re- 
sultierenden Beschleunigungsrichtungen der Massenpunkte 
m2 und m3 hindurchgehen muD, womit der Lehrsatz be- 
wiesen ist. 

Lehrsatz 2. Wenn im Dreieck der Massenpunkte m,, 
m2 und m,, die sich nach dem Newtonschen Gesetz anziehen, 
der Schnittpunkt der drei resultierenden Beschleunigungs- 
richtungen rnit dcm gtmeinsamen Massenmittelpunkt zu- 
sammenfallt, so ist das Massendreieck ein gleichseitiges. 

Beweis. Ziehen wir vom Eckpunkt m1 die Transversale 
dl so, daB sie durch den Massenmittelpunkt C hindurchgeht 

(vgl. Fig. 4). Nehmen wir 
zunachst an, daD die Rich- 
tung der resultierenden Be- 
schleunigung der Masse 
m, rnit der Richtung der 
Transversale d, nicht zu- 
sammenfalle, und bezeich- 

rn, nen wir dabei rnit a, und a, 
die beiden Winkel, die die 
Transversale rnit den Sei- 

ten s1 und s,, rnit 8, und p2 die Winkel, die die Beschleunigungs- 
richtung der Masse m, mit diesen Seiten bildet, wahrend p die 
Entfernung des Schnittpunkts von a‘, und s, von der Masse m 2 ,  
q die Entfernung desselben Schnittpunkts von der Masse m3 
bezeichnet (wobei dieser Schnittpunkt den Mittelpunkt der 
beiden Massen m2 und m3 darstellt). 

m, 

P ‘I 9 
Fig. 4. 

Dann wird aus der Figur einerseits folgen: 

und andererseits erstens : 
sina, q 

sinA, d, sinA, dl 
sinal - p und - 

dann hieraus zweitens : 
sina, sinA, 
sins, q sinA, 
.. - - - . . - 

und schlie13lich (da sin A,/sin A,  = s2/sl und p ip  = m,/m,) : 
sina, m3s2 
sina, mzsl‘  
.- - 

Setzen wir nunmehr (der Forderung des Lehrsatzes 
gema13) a l = p ,  (d. h. setzen wir voraus, die resultierende Be- 
schleunigungsrichtung der Masse rn, falle mit der Transversale 
d, zusammen), dann wird (da a, + a, = 8, -t 8,) auch a, = 6, sein, 
und demgeman : 

m s 2  und __3_ - mA2 . sina, sinp, - ~ - 
sina, sinP2 m2s22 - mzsl 

Aus der letzten Identitat folgt aber s,2/s: = s2/s1, d. h. s: = s ~ ? ,  
und hieraus s1 = s,. In ahnlicher Weise wird man, durch Ziehen 
der Transversale a‘,, schlieBen, da13 s1 = s,. 

Es ist somit s1=sz=s3, womit der Lehrsatz bewiesen ist. 

Lehrsatz 3. 1st das Dreieck der drei Massenpunkte m,, 
m,, m,, die sich nach dem Newtonschen Gesetze anziehen, ein 
gleichseitiges, so mussen die drei resultierenden Reschleuni- 
gungsrichtungen durch den gemeinsamen Massenmittelpunkt 
gehen. 

Beweis. 1st s1=s2 (Fig. 4), dann wird sinA,=sinA, 
sein und wir werden einerseits haben : 

sina, p m3 
sina, q rn2 

- -  
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und andererseits : sin,??, m3 
sinp, m2 

sina, sin,??, woraus folgt : 

sins, sin6, 

- 

- - 

und hieraus (da a, + a2 = P1 + 8,) : 
a,=& und a,=&. l) 

Es wird somit, wenn s1 = s2 ist, die resultierende Beschleuni- 
gungsrichtung der Masse m, mit der Transversale dl zusam- 
menfallen und durch den Massenmittelpunkt hindurchgehen. 
In iihnlicher Weise wird aus den Voraussetzungen s2 = s3 und 
s1 = s3 folgen, daB auch die zwei ubrigen Beschleunigungs- 
richtungen durch den Massenmittelpunkt hindurchgehen 
werden, womit der Lehrsatz bewiesen ist. 

Lehrsatz 4. 1st das Dreieck der drei Massenpunkte m,, 
m 2 ,  m3 ,  die sich nach dem Sewtonschen Gesetze anziehen, 
ein gleichseitiges, dann ist die GroBe seiner Seite s1 ( = s, = s3 = s) 
durch die Formel bestimmt: 

( m , + m , + m  )TI .. 

V(m22 + m2m3 + m3') . 1- 

Beweis.  Ziehen wir in dem gleichseitigen Massen- 
dreieck die durch den Massen- 
mittelpunkt hindurchgehende 
Transversale d,  (vgl. Fig. s), 
so wird (der Definition des Mas- 
senmittelpunktes gemiiB) diese 
Transversale dic Seite sB iin 
Mittelpunkt der beiden Massen 
m2 und m3 treffen. Dann folgt 
aus den Gleichungen : 
m2p = m3q bzw. p : q  = m 3 :  m2 S, 

m 

m, 

Fig. 5. 
P : ( P + q ) = m s : ( m , + m , )  

die Gleichung : p . 3 -  s m  

m2 + m3 
Und in ahnlicher Weise: 

'3 m2 

m2 + m3 
q=-- --* 

Es wird weiter aus 
"1 '1 = ( m 2  f nz3)pl 

Y l  : p1= (m, + m3) : m, 
folgen : 

rl : d, = (mZ + ma) : (ml  + m2 + m3) 
- .- .- -. -- - - 

(m -k mn -t m3) Y l  d - -2 .--- 

und hieraus : 
1 -  

m2 + m3 

Da s3 = sl, so wird andererseits 
d12 = s12 -p2  - 2 slP cos G O O  = s12 + p 2  -SIP = 

sein. Wird in der Formel 
li(mZ2 + m2m3 + m32) d --s .- 

m2 + m3 
1- 1 

der obige Wert von dl eingesetzt, so cntsteht schlieBlich die 
gesuchte Formel : 

J - (m1+ m2 f %px. 
- I/(miz + m2m3 + m32> ' 

(m + m  + m 3 ) r 2  
J - - 1 . 2  .. 

In ahnlicher Weise entstehen die Formeln: 

2 -  
v ( m 1 2  f m 1 m 3 + m 3 2 )  

( m l  + m 2  + ~- m3> y3 
7 
. 3-pq + m, m2 + m:) ' 

Lehrsatz 5. 1st das Dreieck der drei Massenpunkte m,, 
m 2 ,  m3 ,  die sich nach dem Newtonschen Gesetze anziehen, 
cin glcichseitiges, dann gilt fur die resultierende Beschleuni- 
Rung yr, die Formel: 

( m 2 ; m  m +m2)"9 I 
- R . . 2- ..-2--"..3 . - 

(m, 4- m2 + m3)2 r12 * 71 - 

E r s t e A b le i t  u n g. Der allgemeinen fur das allgemeine 
Massendreieck geltenden Formel fur die resultierende Be- 
schleunigung der Masse m1 in der Richtung Y ,  gemiiB (Fig. 3) 

m m 

SI s2 
y,, = K -; cos ( X I ,  rl) + R -- ; cos ( sp ,  r , )  

wird, da  s2 = s1 (Fig. s), 
K 

51 
yrl = -. [m, cos (s, , Y ] )  i m3 cos (s2, r , ) ]  

sein. Werden in die letzte Formel die Werte ' 

s12 + d12 -p2 s12 + d 2 - 9 2  cos (s, , 7,) = -_ -- und cos (s2, 7,) = --- --l- 
2x1 4 2x1 4 

eingesetzt, so wird 

l) Dan aus deli beiden Voraussetzungen : 
sina, /s ina2=sin~, js inp,  und a, + a 2 = ~ ,  +$, 

sina,  -. . . - -sina2-sini3, .. . . - - -- -sin?, 
sin% +s ina ,  sing, +s in& 

die Identitaten a, = untl a? = F, folgen, IaOt sich folgendermaDen bewcisen. Xus der crsten Voraussetzung folgt: 

und hieraus (durch Anwendung der Formeln fur die Summe und Differenz der sin zweier Winkel): 
zsin '!?(al -a,) cosljz('*l t ao) - zsin'/,(P, -p2) cos1/,(9, +P,)  odcr sin '/,(~, -a,) C O S ~ / ~ ( Z ,  -+ -. a,) -sin _- 1/2(i31 -3,) sini/,(a, + -- _.___ ~- . .~ 

' 2cos ,!,(a, -a,) sinl/z(al -- a,) Z C O S ' / ~ ( ~ ~  -9,) sin '/,(?, +&) cosl/z(B1 + 8,) cos1i2(B1 -.P2) sin1/,($, + P 2 ) .  

tg'/*(a, -a,) =tg1/*ce1 -M 
uiid hieraus (da die Winkel im ersten Quadranten liegen): a1 -a,=$, - 3 , .  
SchlieDlich ergeben sich aus den Gleichungen: a, -aZ-P1 -p,  3, + a,=$, ?, 
die beiden Identititen: a,;=$, a?=?,. 

Da aber sin(a, +a2) =sin@, +p?)  und cos(a, +a2)=cos(?1 +P2), so folgt aus der letzten Gleichung: 
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und hieraus : 

sein. Werden in diese Formel fur s,, d,, p und q ihre fruher 
gefundenen Werte eingesetzt und m, + m2 + m3 = M gesetzt, so 
wird 

+ (m: + m2m3 + m32) (m, + m3)-??z2m32-m3m2 

(mZ2 + ~ ~ 2 1 1 2 3  + m3,) (m2 + m3)2 
und hieraus : 

kMr,  
Yr, = 713 

(m22 + m,m3 + m32)5's 

sein. Durch Einsetzen des Wertes von s1 in diese Formel ent- 
steht schliel3lich die gesuchte Formel: 

I 
~~ - .  _ _  yr, = k -~ 

(ml + m, + m3), y12 . 
In ahnlicher Weise gewinnt man die Formeln: 

(m12 + mlm3 + m32)"2 I y"-k-.-- . ~ -_._- 
(m, + m2 + m3), y22 

(mlz + ml_m2 + m2)"* _ _ . - _  I 
+ 172, t m3)2 Y32 . 

Y. - 

yy3 = 
- 

Zweite  Ablei tung.  Aus Fig. 5 folgt einerseits: 

und andererseits : 
d, sina 
sin Goo ' 

q : dl = sina, : sin 60" bzw. q = ---3 

Multipliziert man die entsprechenden Seiten der beiden 
Gleichungen, so wird 

und hieraus [durch Einsetzen von dl = Mr,/(m2 + m,) und 
q = s1m2/(mz + m,)] : 

k M Y ,  

s13 
YY," ~ ~- 

sein. 
Lehrsatz 6.  Befinden sich die drei Massenpunkte m,, 

m2, m3,  die sich nach dem Newtonschen Gesetz anziehen, in 
dieser Reihenfolge auf einer Geraden und sind ihre Entfer- 
nungsverhaltnisse dabei konstant, so gilt, bei der Voraus- 
setzung, dal3 sich der gemeinsame Massenmittelpunkt zwischen 
m, und m2 befindet, fur die resultierende Beschleunigung des 
Massenpunktes m1 die Formel: 

[m2+m3(I  +a)]' [m2(1 +a),+m,] I ._  y7, = k 
(m, + mE + m3),( I + a), Y,2 * 

Beweis. Bezeichne C den Massenmittelpunkt der drei 
Massen (vgl. Fig. 6). 

Y I ,  -. 
C, den Mittelpunkt der m,ce3< !! -. ' 
Massen m2 und m3, rl r, \ * I " L '  C < 5  .; ,c 

3; I den Abstand der Masse 3, 

m, von C,  p, den Ab- Fig. 6. 

stand der Massenmittelpunkte C und C, voneinander. Es seien 
weiter r2 und r3 die Abstande der Massen m2 und m3 von C ,  
s, der Abstand der Masse m, von m,, s2 der Abstand der Masse 
m, von m3 und s, der Abstand der Masse m2 von m 3 , p  und q 
die Abstande der Massen m2 und m3 von ihrem Mittelpunkte C,. 

Aus der Figur folgt dann: 

m2P =m3q 
p : q = m 3 :  m, 
p : s3=m3 : (m, +m3)  
q : s3=m2 : (m, +m3) 

und 
p = -  s3m3 q=-. s3 m2 

m2 + m3 m2 +m3 
Es wird weiter aus 

"l~,=Pl(m2+m3) 

Yl : p, = (m, + ma) : 172, 

~ 1 :  ( Y ~ + P ~ ) = ( ~ , + v z , )  : (m1+m,+m3) 
Yl : (s, + p  ) = (m, + ma) : (m, + m, + m,) 

folgen (wenn m, + m2 + m3 = M gesetzt wird) : 

r l :  (s ,+-53m_3_)=(m,+m3):M m, + m3 

und hieraus (wenn das konstante Verhaltnis s3/s1 = a ,  resp. 
s3 = s1 a gesetzt wird) : 

m, + m,) - m, +m3 

MY --.----1- 
' - m 2  + m3 + a m 3 .  

Yl : (s, - q) = (m, + m3) : M 
In  Bhnlicher Weise wird aus 

wenn s3 = s,6 gesetzt wird, folgen: 
My, s2 = --___ . 

m2 + m3 -6m, 
Da aber 

s2 s 
3 - a + ~  

[es folgt namlich aus s3 : s1 = a die Proportion s3 : (s3 i- sl) = 
a : ( a +  I), resp. s3 : s2=a : (a  + I)], so ist 

a b = - -  
a + I  

und 
MY,  (a  + I) 

m , + m 3 + a m 3  $2 = __-- - 

Werden die gefundenen Werte von s1 und s2 in die Formel fur 
die resultierende Beschleunigung der Masse m,: 

eingesetzt, so bekommt man: 

- [m2(m2 + m3 + am3)2(I + a)2 + k 
y r 1 = y , 2 ~ ( I  +a)2 

+m3(m2+m3+am3)2]  
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oder : 

also die gesuchte Formel. 

A n m e r k u n g .  Aus Fig. 6 lassen sich auch die resul- 
tierenden Beschleunigungen dcr Massen m2 und m3 ableiten. 

Es folgt n5mlich aus 
r2=s1-r l  und 7 l = S 1 - ? ’ 2  

[m2(1 + a ) 2 + m 3 ]  [m,+m,(~ +a)I2 . -  I 

M2(1 +a)2 712 
71 - 

da5 
M(%- 7 2 . -  ) 

m2 + m3 + am3 

My2 

ml-am3 

MY, a 

1 -  

und hieraus zunachst : 

s 1- 

und weiter, da s3 = s1 a, 

s --__ 
3 -  ml - a m3 . 

1 Werden die Werte von s1 und s3 in die Formel 

y * - & -  m km, ~ . Z .  
r -  

51 J3 

eingesetzt, so entsteht die Formel: 

(m1a2 - m3) (ml - am3)2 I ,, ,-k ~ _ _ _ ~  __._. 
M 2  a2 72 - r -  

In ahnlicher Weise wird aus 

MY, a 
s - 

MY,(I  +a) 
nzl+aml+am, 

s2 = .’ - m, + aml + am2 
die Formel folgen: 

Y%=k 
[ m 2 ( ~ + a ) 2 + m , a 2 ]  [m,((r +a)+m2aI2  I 

- -___-__. - 
M2a2(r  Ta)2  r32 * 

Belgrad, 1935 Okt. 16. 
A .  Bibmovitch, R. Petronievics.  

Korrektionsformeln im Himmelspol. Von J. Czwea. 
Es gibt fur den Fall einer Platte, deren Zentrum mit 

irgendeinem Punkte des Himmels zusammenfallt, zahlreiche 
Formeln fur die Berechnung der Refraktions- und Aberrations- 
korrektion der rechtwinkligen Koordinaten eines Sterns, wie 
z. B. die von Henry1), BaiZZaud2), Jac0bi3), Kapteyn4), 
Rambauts), de Ball‘), Bergstmad7), %ztvhe/k?z8), Rayetg), etc:. 

Fur eine Plntte iihcr, dcrcn Mittc geradc irn Kimmelspol 
oder in dessen unmittclbarcr Niihc liegt, sind diese Formeln 
nicht mehr gultig. Sie konnen auch nicht gleich in andere 
brauchbare umgestaltet werden, weil ihre Elemente im all- 
gemeinen im Pole keinen Sinn mehr haben, wie z. B. die 
Rektaszension des Plattenzentrums. 

Es scheint darum nicht nutzlos zu sein, auch fur diesen 
Fall Fornieln herzustellen. So weit unsere Kenntnis reicht, 
sind solche Formeln nur in ein paar Sonderarbeiten erwahnt. 
So finden wir in K. I;. Swzdmans: ))Etude d’un clichC pris 
avec le tube polaire de l’observatoire de Helsingforscclo) eine 
nicht abgeleitete Formel fur die Refraktionskorrektion im 
Poll’). Im folgenden wollen wir Formeln nur fur diesen Fall 
ableiten, die uns die Differentialkorrektionen der Refraktion, 
der jahrlichen Aberration und der Parallaxe rechtwinkliger 
Koordinaten liefern. Die Formeln der Refraktion werden 
von den eben genannten etwas abweichen. 

Die Refrak t ionsformeln .  Fur die Herleitung unserer 
Refraktionsformein werden wir alle Glieder der Form kp, Kp2 
und p . dk/d{ berucksichtigen, wobei k die Refraktionskonstante, 
p der Abstand irgendeines Punktes von dem Plattenzentrum, 
und dk/dl: der Differentialquotient der Refraktionskonstante 
mit Bezug auf die wahre Zenitdistanz { ist ; wir vernachlassigen 
aber die Glieder der Form kp3, kzp, p2- dk/d[ und selbstverstand- 
lich alle Glieder, die kleiner als diese sind. Eine solche Genauig- 
keit genugt vollkommen fur die heutigen Anforderungen. 

Wir bezeichnen (Fig. I) mit 
P, Z und S die Lage des Him- 
melspols, des Zeiiites und eines 
Sterns. Die Refraktion erhebt den 
Pol von P bis zu P’ und den Stern 
von S bis zu S‘, so da13 PP’= 
Kctg4, SS’=k, tg<,  wohundk,  
die den wahren Zenitdistanzen 
(90” -4) und 6 der Punkte P und 
S entsprechenden Refraktions- 

p konstanten sind. Durch den zu 
Z P senkrecht gezogenen Bogen 
SQ entsteht ein System von zwei 
sphiirischen Koordinaten a = S Q, 
/3 = P Q . Die Refraktion bewirkt, 
da13 wir die Bogen a’=S’Q’, 
/3‘ = P‘ Q’ statt a und /3 inessen. Die 
Refralctionskorrektionen werden 
also bestimmt sein, wenn die Mog- 
lichkeit gefundenist, vondenKoor- 
dinaten a’, /3’ auf a, /3 uberzugehen. 

Zu diesem Zweck nennen wir A den Positionswinkel 

I I ,/ 
I ‘  / 

I?/ fi’ 
c 

Fig. I .  

S Z P .  In den Dreiecken Z S Q ,  ZS‘Q‘haben wir 
sina = sin h sin 5 
sina’ = sin h sin (5 - k, tg 5) 

aus welchen sich durch Vernachliissigung von k12 und (a‘ - a ) 2  

ergibt. Bei denselben Dreieckcn konnen wir noch schreiben: 
a’-a= -k, tga (1) 

cosh=ctg< ctg(4 +/3) =ctg({1- k1 tg{) ctg(4 +/3’ + k ctg+). 
Da aber 

, y  y\ sinc-k, sin5 
cos{+K1 sin5 tg{ ‘b 5 /  - 

‘j) AN Nr. 3652. l) Bull. p. la C .  d. C. 2.308. z, Idcm, 3.19. 7 3.4. 4, 3.54. 5, AN Nr. 3125. 
7) Undersokningar . . . . Stockholm 1898. 
y, -4nn. d‘Obs. Bordeaux 1900,9. 
11) Siehe auch: H. N .  RusseZL: rOn the Reduction of Polar Trail Platesci, MN 73, 9 Supp. (1913). 

8) Darlegung und Kritik . . . . Frankfurt a. M., 1904, p. 23. 
1”) Ofersigt af Finska Vetenskaps-Societetens Forhandlingar 59 (1916-17); Afd. A. Nr. 5. 




