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Beitrag zur elementaren Loésung der zwei speziellen Fille des Dreikorperproblems.
Von 4. Bilimovitch und B. Petronzevics.

Einleitende Vorbemerkung. Es a3t sich, wie be-
kannt, das Dreikorperproblem exakt in endlich-geschlossener
Form nur losen in den zwei folgenden speziellen Fillen:
1. wenn die drei Massenpunkte auf einer Geraden, und 2. wenn
sie in den Ecken eines gleichseitigen Dreiecks liegen. Der erste
Fall wurde zuerst von Euler') und bald darauf auch von
Lagrange?) cntdeckt. In derselben Abhandlung entdeckte
Lagrange auch den zweiten Fall. Die Loésung wurde von
beiden Forschern auf dem Wege der analytischen Geometrie
und der Infinitesimalrechnung bewerkstelligt, indem sie die
relative Bewegung zweier Massen um die dritte untersuchten.
Eine erheblich einfachere Losung der beiden Fille, bei An-
nahme absoluter Bewegung der drei Massen um den gemein-
samen Massenmittelpunkt, gab Zaplaced), wiederum ver-
mittelst analytischer Geometrie, aber ohne Infinitesimal-
rechnung. Spatere Forscher, insbesondere Hargreavet) und
Delaunay®), haben eine noch einfachere Ldsung der beiden
Fille ermoéglicht durch den Nachweis des wichtigen Satzes,
daB sich die Richtungen der drei resultierenden Krifte stets
innerhalb des Massendreiecks in einem gemeinsamen Punkte
schneiden, diesen Nachweis fiihrten sic aber cbenfalls auf
analytischem Wege. Eine clementar-geometrische Losung der
beiden Fille, bei Annahme relativer Bewegung, gab zuerst
T'scherny®). SchlieBlich hat Milankovitck in seiner unlingst
publizierten »Himmelsmechanik¢ auf Grund des Hargreave-
Delounayschen Satzes eine vollstindige Losung der beiden
Fille bei Annahme absoluter Bewegung auf vektoriellem
Wege bewerkstelligt?).

Unser Aufsatz stellt sich zur Aufgabe, eine elementar-
geometrische Ableitung der grundlegenden Sitze und For-
meln zu liefern, die eine vollstindige elementare Lésung der
beiden Fille bei Annahme absoluter Bewegung der drei
Massenpunkte um den gemeinsamen Massenmittelpunkt er-
moglichen. DaB eine solche elementare Ableitung méglicher-
weise bestehe, war eine vom zweiten Verfasser seit langem
gehegte Vermutung. Und er legte darob dem ersten Ver-
fasser eine Anzahl bestimmt formulierter Sitze vor mit der
Bitte, eine elementar-geometrische Ableitung derselben zu
versuchen, was diesem bald gelang. Auf Grund der dabei er-
zielten Resultate gelang es dann auch dem zweiten Verfasser,
einige Sitze und Formeln selbstindig abzuleiten. — In dem
Aufsatze selbst stammen die Beweise des ersten, zweiten und

vierten Lehrsatzes, sowie die zweite kurze Ableitung im fiinften
von dem ersten, die Beweise cles dritten (die Anmerkung aus-
genommen) und des sechsten, sowie die erste Ableitung im
finften vom zweiten Verfasser her. Der Aufsatz wurde vom
letzteren verfalt, der erste Verfasser hat ithn aber aufmerksam
durchgelesen und stellenweise crginzt.

Lehrsatz 1. Befinden sich drei Massenpunkte z,, #,,
mg, die sich nach dem Newtonschen Gesetz anziehen, in den
Ecken eines Dreiecks, so schneiden sich die Richtungen der
drei resultierenden Beschleunigungen in einem Punkte inner-
halb des Dreiecks.

Beweis. Es sind zuniichst die folgenden zwei Hilfssitze
zu beweisen:

1. Fir zwer Beschleunigungen eines Massenpunktes
sind die Produkte aus denselben und den auf ihre Richtungen
von cinem beliebigen auf der Richtung ihrer resultierenden
Beschleunigung gelegenen Punkte geféllten Senkrechten ein-
ander gleich.

2. Wenn fiir zwei Beschleunigungen eines Massen-
punktes die Produkte aus denselben und den auf ihren Rich-
tungen errichteten Senkrechten einander gleich sind, dann
mul der Schnittpunkt dieser Senkrechten auf der Richtung
der resultierenden Beschleunigung liegen.

Der Beweis fiir den ersten Hilfssatz ist folgendermaBien
zu fithren.

Stellen die Strecken < und 4 ihrer Linge und ihrer Rich-
tung nach die zwel Beschleunigungen des Massenpunktes 2
dar (vgl. Fig. 1), so wird man (auf Grund der Fliachengleich-
heit der entsprechenden Dreiecke im Beschleunigungsparallelo-
gramm) haben: ahy=bhy

a/é = /22/121 .

Aus der Figur folgen weiter die
Identititen:

iy [hy= I [y oder  hofhy=hy'[hy
und hieraus und aus der vorhergehen-
den Identitiit:

alb=1y' [y und  ak/=bhy

womit der Satz bewiesen ist.

oder

1y L. Euler. Considérations sur le probléme des trois corps, Histoire de I Académie, Berlin 1770.
2y /. L. Lagrange. Essai sur le probléme des trois corps, Prix de ’Académie Paris 9, 1772 {wieder abgedruckt in »Ocuvres de Lagranges,

6 (1873)].

8y P.S. Laplace. Traité de Mécanique céleste 4, Paris 1805 (Kapitel »Sur quelques cas ol 'on peut rigoureusement obtenir le mouvement

d’un systéme de corps qui s’attirent«).

4 Ch. /. Hargreave. On the problem of three bodies, »Proceed. Royal Society« ¢ (1859).

3 N. Delaunay. Sur le probleme de trois corps, in »Verhandl. d. 3. internat. Math.-Kongresscs«, Heidelberg 1903.

8y S. T'scherny. Geometrische Losung zweier spezieller Falle des Problems der drei Kérper, AN 171.129, 349 (1906).

YN M. Milankovitch. Himmelsmechanik, Beograd, 1935 (serbisch). Bereits in einem im »Glas srpske kraljevske Akademije« 1911 serbisch er-
schienenen Aufsatze hatte Milankovitch den Hargreave-Delaunayschen Satz selbstandig entdeckt und vektoriell bewicsen.
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Der Beweis des zweiten Hilfssatzes (der Umkehrung des
ersten) lautet folgendermaBen.

Nehmen wir an, daB,
beim Bestehen der Identitit
ah)'=bky, der Schnittpunkt
der Senkrechten 4, und 4,
nicht auf der Richtung der
resultierenden Beschleunigung
liege (vgl. Fig. 2). Ziehen wir m
dann von diesem Schnittpunkt
eine Parallele zu der Beschleu-
nigungsrichtung ¢ und fillen vom Schnittpunkte dieser Par-
allelen mit der resultierenden Beschleunigungsrichtung die
Senkrechte #%,, so wird 4, =4, sein. Wird weiter auch die
Senkrechte /%, auf die Beschleunigungsrichtung 4 gefillt, dann
wird man auf Grund des ersten Hilfssatzes haben:

ahi=bhy.
Da aber der Voraussetzung geméB a4,'=44,", so wird somit
auch 4,=4, sein. Die letztere Identitdt kann aber statthaben,
nur wenn 4, mit 4, zusammenfillt (wobei selbstverstindlich
auch 4, mit 4, zusammenfallen muBl). Es muB also der
Schnittpunkt der Senkrechten £,” und 4,’ auf der resultierenden
Beschleunigungsrichtung liegen, was zu beweisen war.

Fig. 2.

Es 1aBt sich nunmehr der Beweis des Lehrsatzes selbst

leicht fithren.

Bezeichnen wir die
drei Seiten des Mas-
sendreiecks (vgl. Fig.
3) mit §;, s, und s;.
Dann werden
Emy[s,® und Zmg[s,?
die Beschleunigungen % , o
des Massenpunktes »z, Fig- 3.
sein, 4, [s,? und Amy[s,? des Massenpunktes m, und 4, [s,?
und £m,[ss? des Massenpunktes 72;. Wenn wir nunmehr vom
Schnittpunkte der resultierenden Beschleunigungsrichtungen
der Massenpunkte s, und m, (der offenbar innerhalb des
Dreiecks liegt) auf die Seiten s,, 55, s, die Senkrechten 4,
Ay, %4 fallen, dann wird man, auf Grund des ersten Hilfs-
satzes, einerseits haben:

km km
—21 /’1=—23 %

51 S3

und andererseits:
kmy km,
—5 = Ay
S3 592

Werden die entsprechenden Seiten dieser Identitiaten mitein-
ander multipliziert, so bekommt man:

kmzé _kmall
2 1~ 2 3
5 Sq

Aus der letzteren Identitit folgt aber, auf Grund des zweiten
Hilfssatzes, daB die resultierende Beschleunigungsrichtung
des Massenpunktes 2, durch den Schnittpunkt der re-
sultierenden Beschleunigungsrichtungen der Massenpunkte
my und my hindurchgehen mufl, womit der Lehrsatz be-
wiesen 1ist.
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Lehrsatz 2. Wenn im Dreieck der Massenpunkte »z,,
my und g, die sich nach dem Newtonschen Gesetz anziehen,
der Schnittpunkt der drei resuitierenden Beschleunigungs-
richtungen mit dem gemeinsamen Massenmittelpunkt zu-
sammenfallt, so ist das Massendreieck ein gleichseitiges.

Beweis. Ziehen wir vom Eckpunkt »z, die Transversale
d, so, daB sie durch den Massenmittelpunkt C hindurchgeht
(vgl. Fig. 4). Nehmen wir
zunichst an, daB die Rich-
tung der resultierenden Be-
schleunigung der Masse
m, mit der Richtung der
Transversale &, nicht zu-
sammenfalle, und bezeich-
nen wir dabei mit a, und a,
die beiden Winkel, die die
Transversale mit den Sei-
ten s, und s,, mit B, und B, die Winkel, die die Beschleunigungs-
richtung der Masse »2, mit diesen Seiten bildet, wihrend p die
Entfernung des Schnittpunkts von &, und s; von der Masse z,,
¢ die Entfernung desselben Schnittpunkts von der Masse
bezeichnet (wobei dieser Schnittpunkt den Mittelpunkt der
beiden Massen s, und 7, darstellt).

Fig. 4.

Dann wird aus der Figur einerseits folgen:

sinB, 4my Am, mgs,
Sm—ﬁz - —S_E— . F 7y 55°
und andererseits erstens:
sina, 2 sinay, ¢
sind, d, sindy d

dann hieraus zweitens:
sing; 2 sind,
ina, ¢ sind,
und schlieBlich (da sin4,[sindy=s,[s;, und p/g=mslm,):

sina, 7,8,

sina,

sinay my$;

Setzen wir nunmehr (der Forderung des Lehrsatzes
gemiB) a, =8, (d. h. setzen wir voraus, die resultierende Be-
schleunigungsrichtung der Masse »z, falle mit der Transversale
d, zusammen), dann wird (da a, + a, =, + f,) auch a, =B, sein,
und demgemaB:

sina, sinf,
~ singB,
Aus der letzten Identitit folgt aber 5,2[s.? = s5,fs;, d. h. 52 =53,
und hieraus s, =s,. In dhnlicher Weise wird man, durch Ziehen
der Transversale o, schlielen, dal} s, =s;.

2

Mg S

und 8L -
MySsy

738y

sina, mysy

Es ist somit s,=s,= 55, womit der Lehrsatz bewiesen ist.

Lehrsatz 3. Ist das Dreieck der drei Massenpunkte »z,,
my, m4, die sich nach dem Newtonschen Gesetze anzichen, ein
gleichseitiges, so miissen die drei resultierenden Beschleuni-
gungsrichtungen durch den gemeinsamen Massenmittelpunkt
gehen.

Beweis. Ist s, =5, (Fig. 4), dann wird sin4,=sin 4,
sein und wir werden einerseits haben:

sina, p wmy

sina, ¢ m,
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und andererseits: sinf, m,
sinf,  m,
woraus folgt: sina, sinf,
sina, sinB,
und hieraus (da a; +a,=f; +8,):

a;=B; und a;=B;. Y

Es wird somit, wenn s, =s, ist, die resultierende Beschleuni-
gungsrichtung der Masse 7z, mit der Transversale &, zusam-
menfallen und durch den Massenmittelpunkt hindurchgehen.
In ahnlicher Weise wird aus den Voraussetzungen s, =s; und
s, =S5, folgen, daB auch die zwei ibrigen Beschleunigungs-
richtungen durch den Massenmittelpunkt hindurchgehen
werden, womit der Lehrsatz bewiesen ist.

Lehrsatz 4. Ist das Dreieck der drei Massenpunkte 7z,
m,, my, die sich nach dem Newtonschen Gesetze anziehen,
ein gleichseitiges, dann ist die GroBe seiner Seite s, (=5, =53=15)
durch die Formel bestimmt:

(my +my+mg)7,
& _V(’”z2 +momg +mg?)

Beweis. Ziehen wir in dem gleichseitigen Massen-
dreieck die durch den Massen-
mittelpunkt hindurchgehende
Transversale &, (vgl. Fig. 3),
so wird (der Definition des Mas-
senmittelpunktes gemaB) diese
Transversale die Seite im
Mittelpunkt der beiden Massen
m, und m, treffen. Dann folgt
aus den Gleichungen: /

my =
map=mgq bzw. prg=my:m, 5

P:(p+q)=mgz:(my+my)

S5

die Gleichung: Sy My
T
Und in dhnlicher Weise:
N
i

Es wird weiter aus
m 7y =(my+m3)p,
71 p1=(my+my) oy

folgen:

7y dy=(my+mg) : (my + my + mg)

1) DaB aus den beiden Voraussetzungen:
sin®, /sin &, =sinf,/sin B,
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und hieraus:
g = myry
-

my + 1y
Da 53 =15, so wird andererseits
di¥=52+p%— 25 pc0s60° =52 +p2—5,p=
72+ mymg + My’
1 (my +mg)?
sein. Wird in der Formel

V(mo? + momy + m,2)
dy=s"— :

me + mg

der obige Wert von &, eingesetzt, so entsteht schlieflich die
gesuchte Formel:
my g 2y

$1= : .
V(omy? + mymy + my?)

In dhnlicher Weise entstehen die Formeln:

(mmy +my+my)7e

§o = ——=

.=
V(e ® +mymg+ my?)

(my +my+my) 7y

Sq= .
? V(m® + mymy + my?)

Lehrsatz 5. Ist das Dreieck der drei Massenpunkte 2,
my, my, die sich nach dem Newtonschen Gesetze anziehen,
ein gleichseitiges, dann gilt fir die resultierende Beschleuni-
gung y-, die Formel:

Erste Ableitung. Der allgemeinen fiir das allgemeine
Massendreieck geltenden Formel fiir die resultierende Be-
schleunigung der Masse #z, in der Richtung », gemiB (Fig. 3)

m m
yr =k S—l—g cos(s,, 7,) + 4 }-22 cos (sp, 71)
wird, da s,=s, (Fig. s),

A
Yty [mg cOS(sy, 7,) + 75 COS(Sy, 71)]
1

’

sein. Werden in die letzte Formel die Werte
52 +d?—p?

cos(sy, 7)) = und  cos(s,, 7)) =

25,dy 25,d,

eingesetzt, so wird

V4
P S [y (s:® + &y~ p%) +my (5,2 + 2 — ¢®)]
25.3d;

und o« + %, =8, +§,

die Identitaten &, =B, und «, =§, folgen, 148t sich folgendermaBen bewcisen. Aus der crsten Voraussetzung folgt:
sin®, —sin®, _sind, —sind,

sina, +sina,

sind; +sinf,

und hieraus (durch Anwendung der Formeln fiir die Summe und Differenz der sin zweier Winkel):

2sin (o — ;) cos?/p(% + &) _ 25in?/y (B, —By) cos?/p (3, +B,)
2c081/y(® —&,) sin?/ (@) ~&,) 2cos l/z(ﬁl —By) sin 1/, (Bl + Bz)

sin 1/p(%) — &) cos' [, (2 + %) _sin 1/, (B, —Bp) sinl/p (@ + %y)

€05 1/, (%) —&y) cos'/, (By + B2) cos o (By —By) sin/y (3, + 32) )

Da aber sin(x, +@,) =sin(8, +B,) und cos(a, + &) =cos (B, +§,), so folgt aus der letzten Gleichung:
tg /s (% — %) =tg s (B, —By)

und hieraus (da die Winkel im ersten Quadranten liegen):
SchlieBlich ergeben sich aus den Gleichungen:
die beiden Identitaten:

“1—“2'—‘31“32

o =8 =«

o =% =3, — 8, .

%yt %y =5; T8,

2:32-
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und hieraus:
k
yr=——55 [+ P (s +m3) — myp? —my g
25,3d,

sein. Werden in diese Formel fiir 5,, &y, p und ¢ ihre frither
gefundenen Werte eingesetzt und me, +m, +mg = M gesetzt, so
wird
ko my+mg
25t Mr
[(_7@ + )3 + (o2 + Mgy + M%) (Mg + Mmig) —m2m32—m3m22}
(mo? + momy + my?) (my + mg)?

2, 2
Vr, MEr2x

und hieraus:
EM 7,
T
sein. Durch Einsetzen des Wertes von s, in diese Formel ent-
steht schlieBlich die gesuchte Formel:
(mo? +mgmg+m @) 1
=k ez yar
my + my+mg) 7
In dhnlicher Weise gewinnt man die Formeln:
(m2+mymg+m® 1

iy .
e (my + my + my)? 79

gy p TPt ) 1
: (g + my + mg)? 74

Zweite Ableitung. Aus Fig. 5 folgt einerseits:

km sin6o® Zm
2 - -
yr,t —5 =sin6o’:sina, bzw. yy == “2-2

8y _ sina, &
und andererseits:

] ] dy sina
g:dy=sina,:sin6o® bzw. g=-1—-72
sin 6o

Multipliziert man die entsprechenden Seiten der beiden
Gleichungen, so wird

kmy dy
Y= s
St 4

und hieraus [durch Einsetzen von d&;=M#[/(my+mz) und
g =51m[(my+m3)]:
kMr,
Y= 513
sein.

Lehrsatz 6. Befinden sich die drei Massenpunkte #,,
my, mg, die sich nach dem Newtonschen Gesetz anziehen, in
dieser Reihenfolge auf einer Geraden und sind ihre Entfer-
nungsverhiltnisse dabei konstant, so gilt, bei der Voraus-
setzung, daf sich der gemeinsame Massenmittelpunkt zwischen
my und s, befindet, flir die resultierende Beschleunigung des
Massenpunktes »; die Formel:

[ms+ms(1 +2)] [ (x +2)* +m3] 1
(my + 5+ m3)2 (1 +2)? 2’

Y7 =k

Beweis. Bezeichne ' den Massenmittelpunkt der drei
Massen (vgl. Fig. 6),

C, den Mittelpunkt der ,, ———*———" 7 9
Massen m, und m,, 7; . N o
den Abstand der Masse =

m, von C, p; den Ab- Fig. 6.
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stand der Massenmittelpunkte C und C, voneinander. Es seien
weiter 7, und »; die Abstinde der Massen s, und g von C,
syder Abstand der Masse »z, von m,, s, der Abstand der Masse
m, von mg und s, der Abstand der Masse m, von g, p und ¢
die Abstande der Massen », und #z; von ihrem Mittelpunkte C,.

Aus der Figur folgt dann:

Mo p =m3q

Pg=mgy: my

P Sg=my: (my+my)

g Sg=my: (my+my)
und

Sg#y Sgly

My + Mg My + My

Es wird weiter aus
my 7y = py(Mmy + )
7yt pr=(ma+ms) : my
7y (ry+py) = (my +mg) : (2 + mg + m3)
#y: (s 42 ) =(my+my) : (my+my+my)
folgen (wenn me, + my+ mg =M gesetzt wird):
71t (sl +iﬁ—3) =(mg+mg): M

und hieraus (wenn das konstante Verhiltnis syfs,=a, resp.
s3=s5;a gesetzt wird):

amg Mr
spf1+ = !
my+mg)  my+ g
Mr,

.
In dhnlicher Weise wird aus
ry:(sg—q)=(mg+mg) : M
wenn s3 = 5,6 gesetzt wird, folgen:
Mry

Sg=" —
2 g+ my—bmy
Da aber
Sqa
sy=2%
a+1

[es folgt namlich aus s3:s5; =« die Proportion s;: (s53+ )=
a:(a+1), resp. s3:sp=a:(a+1)], so ist

PR
a+1
und
Mry(a+r)

Sg=r——rts .
My + Mg+ amg
Werden die gefundenen Werte von s; und s, in die Formel fur
die resultierende Beschleunigung der Masse sz,:
My 73
Vr, = Y }?3 + £ ;2‘2
eingesetzt, so bekommt man:

k
7&=;§Eﬁazzﬁ[mﬂm2+m3+am9%1+ay+

+ g (my +mg + amy)?]
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oder: _z [m5(1 + @)2 + 5] [y + 5 (1 + )2 T
Y7, M2(1 +a)? 7d

also die gesuchte Formel.

Anmerkung. Aus Fig. 6 lassen sich auch die resul-
tierenden Beschleunigungen der Massen m, und m, ableiten.

Es folgt namlich aus

ro=8;—7, und 7 =5 —7,

daB3
__ Ms—ry)

$1=
My + Mg+ amy
und hieraus zunichst:

Mr,
Sp=—
my—amyg
und weiter, da s3=s5, 4,
Mrya
Sg=—
my—amg
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Werden die Werte von s; und s; in die Formel

my  kmg
yro=#% PEIPE
eingesetzt, so entsteht die Formel:

-2 (mmya®—msy) (my —amg)® 1

Y= .
M?2a? 7ol
In dhnlicher Weise wird aus
Mry(1 +a) Mrya
- _ fy=- .

2—ml+am1+am2 '—m1+am1+am2
die Formel folgen:
, _p et @+ mya’] [ (1 +a) 4 myal 1
¢ M2 (1 +a)? 732’
Belgrad, 1935 Okt. 16.
A. Bilimovitch, B. Pefronievics.

Korrektionsformeln im Himmelspol. Von ¥. Curea.

Es gibt fiir den Fall einer Platte, deren Zentrum mit
irgendeinem Punkte des Himmels zusammenfillt, zahlreiche
Formeln fiir die Berechnung der Refraktions- und Aberrations-
korrektion der rechtwinkligen Koordinaten eines Sterns, wie
z. B. die von HenryY), Bailland?), Jacobi®), Kapteyn?),
Rambaut®), de Ball®), Bergstrand™), Zurhellen®), Rayet®), etc.

Tiir eine Platte aber, deven Mitte gerade im Himmelspol
oder in dessen unmittelbarer Nihe liegt, sind diese Formeln
nicht mehr giiltig. Sie kénnen auch nicht gleich in andere
brauchbare umgestaltet werden, weil ihre Elemente im all-
gemeinen im Pole keinen Sinn mehr haben, wie z. B. die
Rektaszension des Plattenzentrums.

Es scheint darum nicht nutzlos zu sein, auch fiir diesen
Fall Formeln herzustellen. So weit unsere Kenntnis reicht,
sind solche Formeln nur in ein paar Sonderarbeiten erwihnt.
So finden wir in K. F. Sundmans: »Etude d’un cliché pris
avec le tube polaire de U'observatoire de Helsingfors«!0) eine
nicht abgeleitete Formel fiir die Refraktionskorrektion im
PolM). Im folgenden wollen wir Formeln nur fiir diesen Fall
ableiten, die uns die Differentialkorrektionen der Refraktion,
der jahrlichen Aberration und der Parallaxe rechtwinkliger
Koordinaten liefern. Die Formeln der Refraktion werden
von den eben genannten etwas abweichen.

Die Refraktionsformeln. Fiir die Herleitung unserer
Refraktionsformeln werden wir alle Glieder der Form &p, Zp®
und p-d4/d{ beriicksichtigen, wobei £ die Refraktionskonstante,
p der Abstand irgendeines Punktes von dem Plattenzentrum,
und d4/d{ der Differentialquotient der Refraktionskonstante
mit Bezug auf die wahre Zenitdistanz f ist; wir vernachlissigen
aber die Glieder der Form £p3, #%p, p?- d4/d{ und selbstverstand-
lich alle Glieder, die kleiner als diese sind. Eine solche Genauig-
keit geniigt vollkommen fiir die heutigen Anforderungen.

1) Bull. p. la C. d. C. 2.308. 3 3.4.
7) Undersokningar . . . . Stockholm 1898,

)
%) Ann. d'Obs. Bordeaux 1900, 9.
)

1

2) Idem, 3.19.

Wir bezeichnen (Fig. 1) mit
P, Zund S die Lage des Him-
melspols, des Zenites und eines
Sterns. Die Refraktion erhebt den
Pol von P bis zu P’ und den Stern
von .S bis zu S’, so daB PP’ =
kctgd, SS =412, wo Aund &,
die den wahren Zenitdistanzen
(g0° —¢) und { der Punkte P und
S entsprechenden Refraktions-
konstanten sind. Durch den zu
Z P senkrecht gezogenen Bogen
S Q entsteht ein System von zwel
sphitrischen Koordinaten a=.SQ,
B=/F Q. Die Refraktion bewirkt,
daBl wir die Bogen o' =.5'Q’,
e B’ = P’ Q' statt a und B messen. Die
Y Refraktionskorrektionen werden
also bestimmt sein, wenn die Mog-
lichkeit gefundenist, vonden Koor-
dinaten o', 8’ auf «, 8 iiberzugehen.

Z 7

Fig. 1.
Zu diesem Zweck nennen wir A den Positionswinkel
SZ P. In den Dreiecken Z.SQ, Z.S' Q" haben wir
sina =sinA sin{
sina’ =sin A sin({ — £, tg{)
aus welchen sich durch Vernachliissigung von 4,2 und (a’ —a)?
(1)
ergibt. Bei denselben Dreiecken kénnen wir noch schreiben:
cosA=ctgf ctg(p+B) =ctg(ly — 4 tgl) ctg($+f' +4ctgd).
Da aber sinf — &, sin{

el teD=rp o p =8 A el Al

o' —a= —4k tga

4 3.54. % AN Nr. 3125. %) AN Nr. 3652.

¥ Darlegung und Kiritik . ... Frankfurt a. M., 1904, p. 23.
10) Ofersigt af Finska Vetenskaps-Societetens Forhandlingar 59 (1916-17), Afd. A. Nr. 5.
Siehe auch: H. V. Russell: »On the Reduction of Polar Trail Plates¢, MN 73, 9 Supp. (1913).





