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Quelques théorémes nouveaux dans le
probléme des trois corps

Par
Branislay Pefronievics

" Dans un article antérieur '), nous avons, M. Bilimovitch et moi,
démontré, par des considérations de Géométrie élémentaire, les six
théoremes suivants du probleme des trois corps:

1. Si les trois points matériels ayant des masses m,, iy, Iy,
qui S'attirent d'aprés la loi newtonienne d'accélération, se trouvent
aux sommets d'un triangle, les directions de trois accélérations
résultantes se coupent en un point situé a lintérieur du triangle

(Fig. 1);

Fig. 1

1y Comp. A. Bilimovitch et B. Petronievics, Beitrag zur elementaren
L.osung der zwei speciellen Félle des Dreikorperproblems. Dans ,Astrono-
mische Nachrichten”, Bd. 258, 1936, p. 209—218 (avec 6 fig. dans le texte).



2. Si dans le triangle de masses m,, m, m,, qui Sattirent
d'aprés la loi newtonienne, le point ol se coupent les directions des
trois accélérations résultantes coincide avec le centre commun de
gravité des masses, le triangle sera équilatéral (Fig. 2);

3. Si le triangle des masses, m,, m,, m,, qui s'attirent d'aprés
la loi newtonienne, est équilatéral, les directions de leurs accéléra-
tions résultantes passent par leur centre commun de gravité (Fig. 2);

4. Si le triangle des masses m,, m,, m,, qui S'aitirent d'aprés
la loi newtonienne, est équilatéral, la longueur de son coété s,
(=s8,=5,~5) sera déterminée par la formule:

o= Mt Mt m) iy gy,

. [/(m_i{—mz ma—i—mz)

5. Si le triangle des masses m,, m,, my, qui Sattirent d’aprés
la loi newtonienne, est équilatéral, !'accélération résultante de la
masse m, sera déterminée par la formule :

3
(m+ my my+m?) 2

1*": . e (Fig. 1 et 3); et

6. Si les trois masses m,, m,, m,, qui s attirent d'aprés la loi
newtonienne, sont rangées dans cet ordre sur une droite ct si le rap-
port de leurs distances est constant, on aura, en supposant que leur
centre commun de gravité se trouve entre m, et m,, pour ['accéléra-

tion résultante de la masse m, la formule :

i 1+a)F [my (14+aP+mg] 1 ;
__k__lf?_?;ﬂ_-'-’ls( 11y . 2 (Fig. 4).
Tr, (my+my+my)t (1+a)t ry (Fig. 4)
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Fig. 4

En s’appuyant sur les preuves de l'article en question, son
deuxieme auteur a démontré encore un certain nombre de théo-
remes. Voici ces théorémes et leurs preuves.

1. Dans le triangle des masses m,, m,, m, qui Sattirent
daprés la loi d'accélération y=x - r* (ol n désigne un nombre
entier positif ou négatif et X une constante correspondant a la
constante de gravitation), les directions des trois accélérations résul-
tantes se coupent en un point situé a lintérieur du triangle.

Preuve. On doit distinguer deux cas différents, suivant que
n est un nombre positif, ou qu’il est négatif.

Premier cas. — En remplagant dans la Fig. 1 les accéléra-
tions k;:“ %‘3 etc. par des accélérations xm,s,”, xm,s," etc., on

aura, d'une part:

Xm,s;" . By = xmg8," . A,
et d'autre part:

XM.Ss" . iy =Xm,S." . Ry,
d'oit par multiplication:

Xm,S," . h, = XmgS," . hy.



On en conclut (en vertu du deuxieme des deux théoremes auxi-
liaires!), qui sont a la base du théoreme 1 de l'article cité) que le
théoreme est valable dans ce premier cas.

Deuxiéeme cas. — En remplagant dans la Fig. 1 les accélé-
. - . Iy (T~
rations k;’f.l, k?mg etc. par des accélérations X—R—‘, Xt etc., on aura,
1~ 2
1 4
d'une part:
L L )
s - { Sont 2)

et d'autre part:

n £an
Ss 2
d'oit par multiplication:
Xy, p XT3 p
s 1 s, 3+

Le théoreme est donc valable aussi pour le deuxieme cas.

Remargue. Ce théoreme représente le théoreme 1 de ['article
cité généralisé.

2. Dans le triangle des masses m,, m., m,, qui s'attirent d'apreés
la loi d’accélération vy =x.r, le point d’intersection des accélérations
résultantes coincide avec le centre commun de gravité des masses.

Preuve. Nous aurons dans la Fig. 2 (oli I'on doit remplacer
ki ot kg

les accélérations 52 2

par des accélérations xm,s,, et xm,s.)
d'une part:

Sin Py XMgSy Mgy
Sin By XIMaSy  IMyS;’

et d'autre part:

d'oil:
sin ay _sin
Sin os  Sin By’

et par conséquent (o, +c, etant=8,+3,):

oy =By et a,=5,,

1) Ces deux théorémes auxilaires se trouvent reproduits dans l'article
de Michel Peétrovitch, Quelques contributions élémentaires récentes au pro-
bleme des trois corps, paru dans , Mémoires” pour 'année 1936 (p. 20).

1

ce qui veut dire que I'accélération de la masse m, coincidera avec
la transversale d, et passera par le centre de gravité. On démontre
le méme pour les deux autres accélérations,

3. Si dans le triangle des masses m,, m,, m, qui S'attirent
d'aprés la loi d’'accélération y .. r* (o n désigne un nombre entier
positif, excepté I'unité, ou négatit), les accélérations résultantes passent
par le centre commun de gravité, le triangle sera équilatéral.

Preuve. On doit distingeur deux cas différents, suivant que
n est un nombre positif autre que 1' unité, ou qu'il est négatif.

Premier cas. En remplacant dans la Fig. 2 les accélérations

kmg
2 ot e

par des accélérations xm, s*, et ym, s",, on aura d'une part:

. n n
sin By xmgz Sz my S,
Sin By XMy gt  my gn’

1 1

et d'autre part:
sin «y p.sin A, mg s,

sin «y  g.sin Ay ma S °

e N . sin oy sin By
Si l'on suppose maitenant que P~

on, aura:

n—1
S» Sy
== ol ep= ]
s 5 n—l1 ]

5

Lo

h
1

d'oit (n étant > 1) s, =5, .
On démontre de méme que s,=5, .
Deuxiéme cas. En remplagant dans la Fig. 2 les accélérations
XMy ot XMs
n

km, . kmg AL
;l-s—et?zg par des accélérations —i; @

5

, on aura d' une part:

: n
Sin Py XMy XMy Mg 8§

Sin Ba n ° o on m A
Pz s, sy 2 8,

et d’autre part:
sin«y p.sinAy mg S,

sin oy g.Sin A, m, S

. s sin sin 3
Si I'on suppose maintenant que o2t S Pt
Sin oy SN Ba
on aura:
& a n+1 n+-1
1 2 =
S_n = El on §, =8, ;
1 > i
d'olt 5, =5,.

On démontre de méme que s, =S,.



4. Si le triangle des masses m,, m, m, qui s'attirent d'aprés
la loi d'accélération y =x.r™ (oit n est un nombre entier positif ou
négatif), est équilatéral, les accélérations résultantes passeront par
le centre commun de gravité.

Preuve. Quand on remplage dans la Fig. 2 les accélérations
km., kms

par des accélérations correspondant a la loi y=x.r",

la preuve de ce théoréme sera la méme que celle du théoreme 3
de Il'article cité.

5. Dans le triangle isocéle des masses m,, m,, ms, qui S'attirent
d'aprés la loi y =x.r" (oit n est un nombre entier positif ou néga-
tif), la transversale issue du sommet des cotés égaux passe par le
centre commun de gravité et par le point d'intersection des accélé-
rations résultantes.

Preuve. Si (dans la Fig. 2) s,-s, , o,=B, et a,=B,,1a
transversale d, de la masse m, passera, en vertu de la preuve du
théoreme 3 de l'article cité, par le centre de gravité des masses
et, en vertu du théoreme 1 de [larticle cité, par le point d'inter-
section des accélerations résultantes,

6. Dans le triangle des masses m,, m, m,, qui sattirent
d'aprés la loi y=x.r, on aura pour l'accélération résultante de la
masse m, la formule:

Yry=X (m,+my+my)r,.

9

Preuve. On aura, d'apres la Fig. 5, pour cette accélération
d'abord la formule:

Yy = X,S, COS ':511 dl)"xmasz cos (Sz’ dll ’

et, quand on y remplace cos (s,,d,) et cos (s, d,) par:

§2+d?— f _S524-d?- ¢
cos (s,,d) - 2,d; et Ccos (S, ,d,) = ol
on aura:
+di- si+di-gt
- xm, 51 7" 1 ¢

ZSJdl o L A
~2d;, [mz(‘I - di—p?) +my(sh+ di - %)]

5 Zig_[mz(dlz +p*—2pd,cosA + di - p*) + my(di +p*

2qd,cosB + d? pz)]“

ﬂ-—-——[Zmzd. . 228 d cosA+ 2myds — my 220 dcosB]

M+ IH. . Mo -+ 1l

= a,l [afﬁ{ﬂrm2 -+ IM,) — f;”f; d,(cosA + cosB) ] ;

d'oil (cos A-+cos B étant=0 et d, - L 4 m’*m")").

g -
v =X(my+m, -+ my)r, .

Remarque. Tandis que le théoréme 2 est tout a fait nouveau,
la formule de ce théoreme a ét€é déduite, par un autre procédé,
déja par Newton (comp. ,Principia“, lib. I, sect. XI, prop. LXIV),
qui montrait en méme temps, que le probleme des trois (et méme
de n) corps est completement résoluble pour la loi y=x.r. Mais
la vraie raison de cette résolublilité n'est donnée que dans notre
théoreme 2 : c'est la coincidence du point d'intersection des accé-
lérations résultantes avec le centre de gravité. Cette conclusion est
confirmée par les cas spéciaux résolubles du probleme des trois

corps pour la loi y = % (comp. les théoremes 2, 3, 4 et 5 de l'article



10

cité). D'oli l'on entrevoit I'importance fondamentale du point
fr;r;;e;ii;;on des accélérations résultantes pour le probleme des er: --nga_m[m.:(p"-r-df—zpd; cos B,+dz2—p?)

1. Dans le triangle isocéle des masses m,, ms, Mg, qui S'at-
tirent d'aprés la loi newtonienne d'accélération, on aura pour l'accé-
lération résultante de la masse m,, placée au sommet des cOtés
égaux, la formule:

+my(g®+d,*—2qd, cos B, +d;— q”}] =

k
s3d1[,m-.d' -m:«m d, cos By+2mgd, — 2my— m.+ dl cos B,]

I

_-—-k— 2 Syln. zmad B B
~ %4, di(my-+my) o (cos By+cosBy) | .

et enfin (cosB, +cos B, étant - cos B, —cos B, =0):

kM
Yry = d (my -+ mg) = = r‘ 4

P B

Mig+mMm3

a3
Fig. 6

B2

Preuve. Quand on pose dans la formule générale (comp. Fig 1):
km“ cos (s, ,r1)+k 3C0s(Sy,1,)

2.
= 5176 p _SP+di ¢t
§,=5, et cos (s,,r)= 231d1 .cos (S5,71) - ol

on aura d'abord:

k
= m[mﬁ(‘s]z +d®—p*)+my(s,*+d, - ‘?2)]

et ensuite (s,® étant dans la Fig. 6 = p*>+d;*-2 pd, cos B, et
§,2=¢*+d*—2qd, cos B,):




