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I.

Comme on Ie sait, les nombres entiers naturels Iorment
une s€rie qui commence avec le nombre un, dont chaque terme
suivant est la somme du terme prec€dent et de I'unit€, et qui
se prolonge ind€liniment.

Le nombre entier naturel peut Ctre d€fini de deux manid-
res bien diffdrentes: ou comme la r€union des unit€s (m : I *
+ I + 1 . . ...+ l), ou comme la rdunion de l'unit€ avec le
nombre precedent (m : n f l). On appelle la premidre de ces

I

Sous le nom d'Arithmdtique g6n€rale nous enlendons la
science des nombres, en tant qu'elle dEsigne ceux-ci par des
lettres (signes gen€raux). Nous la divisons en Arithm€1ique pure
et Algdbre, la prmidre ne s'occupant que des nombres entiers
naturels, landis que la deuxidme €tend le domaine des nombres
par l'introduction de nouvelles espCces (du z6ro, des nombres
negatifs etc . . .).

Dans la premidre partie de cet article nous nous proposons
d'exposer bridvement les propositions fondamentales de l'Arithm6-
tique pure, et dans la deuxidme nous discuterons un certain
nombre des questions gen€rales de l'Algdbre.
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deux d6finitions, delinition inddpendante, parce qu'on y congoit

chaque nombre comme un terme dont l'existence est tout-i-fait
inddpendante du terme pr€cddent de la sErie ci-dessus, tandis que

la deuxidme, dans laquelle la d€linition d'un terme de cette s6rie

est conditionn€e par la d6finition du terme pr€cddent, est appel-

l€e d6finition rdcurrznte. Dans la premidre l'uni16 n'est que

l'616ment et c'est deux qui est vraiment le premier trombre de

la s6rie, tandis que, dans la deuxidme, I'unit6 reprdsente aussi

bien l'6l6ment que le premier nombre.

Les nombres entiers naturels, reprdsentds par des collections
de traits verticaux

I, II, III, IIll, IIIII, IIIIII, etc. . . ,

sont d6signds par des chif{res :

1, 2, 3, 4, 5, 6, etc. . .

Or, au commencement de I'Arithm€tigue pure, on devrait
ddsigner chacun d'eux par un chiffre diff6rent, les systdmes de

num€ration ne pouvant €tre introduits qu'aprds la d6finition des

op6rations. Heureusement, les neuf premiers nombres de notre

svstCme d€cimal 6tant d€sign6s ainsi, on peut illustrer sur eux

toutes les op6rations fondamentales de l'Arithmdtique pure.

Dans le domaine des nombres entiers naturels on ne peut

admettre que des opdrations dont le r6sultat est, lui aussi, un

nombre entier naturel. Il en ,:xiste deux espdces, opdrations di-
rectes (addition, multiplication, 616vation) et inverses (soustraction,

division, extraction des racint s, d6termination des logarithmes).

En conformit6 avec les deux dCfinitions du nombre entier
naturel, chaque opdration directe possdde, elle aussi, une d6fini-
tion ind€pendante et une d€finition r6currente.

Voici 1a d€finition ind6pendante de 1'addition : additioner
dewr nornbres entiers naturels, c'est en trouver un troisiDme qui
contienne autant d'unites que les deux autres, c'est d. dire

af b: (1 + r + r +....+r)+(1 + I +. .+ 1) :
a b

:1+1+l+1+1+
C

+r
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Et voici sa d6linition rdcurrente: additioner deux nombres
entiers naturels, c'est ajouler sucussinement les unitis de I'un
d.'eux it l'autre, c'est d dire

a+b :a+ (n+1) : (a l-n) +l:
:(tt,+1)+rt+1)+r+

En comparant les deux d€linitions, on arrive aisdment i la
conclusion que l'addition ne peut etre pratiquement effectuEe
qu'en suivarrt le procede de la deuxiEme.')

L'addition est souurise aux trois lois fondamentales suivantes:

l. d la loi de commutation af b:bf a;

2 d'association a + (b + c): (a * b) f c, et

(r*b)fc:(a.fc)fb.
r)-En eiiet, l'addition de deux nombres entiers naturels, p ex. des nom-

bres 7 et 5, s'efiectue de la manidre suivante.
On obtient d'abord, en apppliquant la formule

a + (fl | I r (a + n) F 1. Ia serie regressive:

7+5 7+(4+1) (7+4)+r,

7+4:7+(3+l):(7+3)+r,
7+3 7+(2+1): (7+2)+1,

7+2 7+(1 +1) =(7+1)+1.

Et ensuite, par l'application de la iormule

" +b:{l(a + 1) + r 1+ r )+ I .. .,la s6'ie prosrcssive:

(7+1)+l:8+1,
(8+r)+r, e+r,

(9+r)+r==10+1,

(r0 + r)+ 1:11 + 1,

11+ l:12.
li
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Les deux premidres de ces lois ne peuvent €tre d€montr6es
rigoureusement que par I'induction math6matique (c'est-i-dire par

r€currence)z), tandis que la troisidme d6rive analytiquement des

deux premiEres3).

Voici la preuve r6currente de la loi de commutation.

On d€montre d'abord Ia loi plus simple a + I : I * ,
de la manidre suivante.

En se basant sur la dEfinition r6currente de I'addition on
suppose vraie l'egalit€:

l+(b+1)-(l+b)+1
Supposons maintenant que la loi soit valable pour a : n

(c'est-d-dire pour un nombre d6termin6 de la sdrie de nombres
entiers uaturels), on aura alors d ddmontrer que

(n*1)+l-l*(n-|1)

Preuve. De

n+1:1*n
il s'ensuit imm€diatement

(n*l)+l-(1fn)f1,
et de

r+(b+1):(1+b)+r
2) Que la preuve ind6pendante de la loi de commutation est impossible,

onpeutl'entrevoir aisdment. Supposonsa> beta:b+c. On aura alors

afb:(b*c)*b:b*(c*b). Or, on ne pourrait poser clb:a
qu'en supposant c * b : b * c, c'est-i-dire la loi de commutation.

3) En effet, on a d'une part:

a * (b * c)-a + (c t b):(a f c) f b

et d'autre part:

a+(b+c):(a*b)*c,
d'ot

(a*b)+c:(a*c)*b.

I
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on aura

a

t*(n+l):(1fn)fl

Il se vdrifie donc que

(n*1)+1:1*(nfl)

S1

l*n:n+1.
Or, cette dernidre 6galit6 €tant valable pour tr:1, elle doit

€tre valable aussi pour n =- 2, 3 etc. . . , donc en g6n6ral (c'est-
d-dire qu'on aura lf a-a+l).

Et on d€montre ensuite Ia loi compldte de la manidre suivante.

La loi I * a: a f I 6tant d6montr6e, on suppose en outre
comme vraie I'6galit6 a + (b + 1): (a f b) f t (la d€finition
r€currente de l'addition).

Supposons que la loi soit valable pour b: o, ofl aua d

ddmontrer que

a+(n+1)-(nf1)fa

Preuve. De

a+n:n*a

il s'ensuit immddiatement

(a*n)+l-(nfa)f1.
De

a+(b+ l)-(a*b)f I et 1 f a-af I

on aura d'une part :

(a*n)+1:af(nfl)

I
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et d'autre part

(n* a) + I :n *(a + 1):n +(l * a):(n f 1) f a

Il se vErifie donc'que

a*(n+1)-(nfl)fa

si

a+n:n+a

Or, cette dernidre 6galit6 €tant valable pour n:1, elle doit
€tre valable aussi pour fl-2, 3 etc., donc en g6n6ral (c'est-d-

dire qu'on aura a+b:b*a).')
La ddfinition iud6pendante de la multiplication est exprimde

par la lormule :

a.b-a.(1+1+l +.. . + 1)-a.lfa.1*a.1f a.1-
b b-fois

:afa*a* .la,
b-fois

et la d6finition r6currente par la formule

a.b:a.(n* l):a.n+ a. 1 :a.n +a:

-{ttr.1*a)a11 -pr}+

4) La d6monstration ci.dessus se trouve dans I'article de l'auteur ,Zes
lois fondamentales de I'addition arithmdtique et le principe de I'induction
mathdmatique", publid dans la Reoie gdndrale des Sciencas, No du 30 Juin,

1934. On y trouvera aussi la demonstration par r6currence de la loi d'association

a+(b+c)-(a*b)*c
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La multiplication est soumise aux lois fondamentales suivantes:

l. d la loi de commutation a. b-b.a,

2. , ,, distribution a.(b+c)-a.bf a.c,

3. D , ,, (a+b).c:a.cfb.c,

4. u ,, , a.(b+c)-a.(c*b),

5. d ,, d'association a . (b . c)=: (a . b) . c, et

6. ,, tr , (a.b).c-(a.c).b.

De ces lois, la premiBre, la deuxidme el 1a troisiEme peuvent

€tre d€montrdes inddpendamment aussi bien que par r6currence,

la cinquieme n'est d€montrable que par rdcurrence, mais elle

d€rive aussi analytiquement de la premidre et de la sixidmes), la

sixidme n'est ddmontable qu'inddpendamment, mais elle d6rive

aussi analytiquement de la premidre et de la cinquidme, tandis

que la quatridme ne ddrive qu'analytiquement de la premiEre et

de la deuxidmeo).

Voici p. ex. la preuve ind6pendarrie de la loi de commutation:

5) Si I'on suppose

a.b-b.a
et

(a.b).c-(a.c).b
on aura

(a. b). c:(b . a). c:(b. c). a : a. (b. c).

Comp. E. Schrader,Lehrbuch der Arithmetik und Algebra, Bd. I, 1873, p. 79

o) En effet, de

et
a.(b+c)-a.bfa.c

a'(c+b)-u'cfa,b

b * a.c 6tant - a. c f a. b):

. a.(b*c)--a.(c*b).

on aura (a
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a

l+1+... +l
a

2-+\
+r+l+...-11

a

+

+

+l+....+l
a. b-a*a*a*....ta_-_-b :b+b+....+b: b.a.')

b-iois a-fois

+ +1+....+1
Et voici sa preuve rdcurrente, qui est beaucoup plus com-

pliqu€e.
On ddmontre d'abord la loi plus simple a. I : I . a de la

manidre suivante.
On considdre comme valables les 6galit6s:

(a*1).1:a.l+1,

l . (b + l): 1 .b + I .

Supposons que

n. 1.: I . n,

on aura alors d ddmontrer que

(n*l).1:1.(n*l).

z) Comp. E. Schrddcr, 1. c., p. 75.

On trouve souvent (comp. p. ex., M. Stuoaert, Introduction d la Mdtho-
dologie math€matique, 1923, p. 24) la preuve inddpendante suivante de la loi
en question: a. b-(l + I + I +.... + 1 b:l.b+ l.b+...+1.b--

a-fois

:b + b + ....*b: b.a,
a-fois

mais cette peuve est moins rigoureuse que Ia preuve ci-dessus

a
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Preuve. De

n.1:l.n

il s'ensuit imm€diatement

n.1+1:l.n+1.
De

(atl).7-a. 1+l

on aura d'une part:

(n*l).1:n.l+1,

et de

l.(b+r)-l.b+l

on aura d'autre part:

Si

1.(nl-l):l.n-l-l

II se verifie donc que

(n*l).1:1.(n*l)

n.l-1.n.

Or, cette derniEre dgalit€ 6tant valable pour n - l, elle sera
valable aussi pour fl-2,3 etc., donc en g€n6ral (c'est-d-dire
qu'on aura a.l-l.a.t)

8) La preuve ind6pendante de Ia loi a. l:1 . a estbeaucoup plus simple.
On a d'une part par d6finition: a. 1 - a, et on a d'autre part:

l.a:l I + r +1+...+l) :r.l + t.t + l.t + +l.l-
a

-1+l+1+...ir:a,s-Y-J
a

d'ot a,l :1 . a.
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Et on d6moutre ensuite la loi compldte de la miinidre

suivante.
On considdre comme valables les trois 6galitds :

a.7:7.a,

a.(b+l):a.b{a.l

(b+l).a-b.a+1'

Supposons que

2.fl:II .3,

on aura alors d dEmontrer que

a.(n*1)-:(n*l).a.

Preuve. De

a.n-n.a

il s'ensuit imm€diatertrent

a.n+z.:n.a+a

De

(b+1):a.b*a.1

on aura d'une part

a.n+d:a.(n*1),

et de

(b+l).a-b.a+a

on aura d'autre part

n a+a-(nt1) a.



Corrtribution aux fondements de l'Arithmetique generale ll

I1 se v€rifie donc que

a.(n * 1): (n * 1).a
SI

a.fl:h.8

Or, la dernidre 6galit6 6tant valable pour n: l, elle sera
valable aussi pour n : 2,3 etc, donc en g€ndral (c'est-i-dire qu'on
aura a. h: b . a).

La definition ind6pendante de l'6l6vation aux puissances est
exprim€e par la formule:

b

I +l+1+....+l -a.ta.1 a.l ...a| 4. 4. 4. . .4,
b

a -a b-fois

et la r6currente par la formule :

ab:an*l-a.nal-a.na: -1r,, a) ,I., ). ,.J

L'6levation est soumise aux lois fondamentales suivantes

1. d la

,

3.

4.,

5.n

loi de distribution ab f ": ab.a.,

t , , obfc:2cfb,

u D , (a.b)t:ilt.bt,

, d'association (ar;" : ab', et

n , ,, (uo)" : (r')0.

De ces lois, la premidre, la troisidme et la quatridme peu-
vent €tre d6montrdes inddpendamment aussi bien que par r€cur-
rence, la cinquidme ne peut €tre d6montr6e qu'inddpendamment,
tandis que la deuxidme ddrive analytiquement de la premidre
et de la loi de commutation pour la multiplication.

Voici p. ex. la preuve indEpendante de la loi d'association
.c b

(ab) : (a') :
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(ro)'- ab . ab .ab. . . ab - a.a.a ..a)b:(a.)0.,)
s---

c-iois c-fois

Et voici la preuve rdcurrente de la loi d'association

(au)': 6u..

On considdre comme valables les trois dgalitees:

(au)r - 2u,

ab. n: ab *1,

gb. 2c : 2b *..

Supposons que

(ab)n - 3bn,

on aura alors a demontrer que

(ro)n 
+' : uo 1n a 

'1

Preuve. De

(ab)n - 2un

il s'ensuit imm€diatement

(ro)n .sb :2bn . 2b .

De

ah.a_ab+l

on aura d'une part:

(ro)n . (ao) : (ro)n 
f',

e) Comp. E. Schroder, l. c., p. 105.
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et de

2b.2c-2bfc

1

I

on aura d'autre part:

abn.ab:2b(nfl).

Il se v€rifie donc que

(uo)"*l:2b(nfr1

SI

(au)n - 2un.

Or, la dernidre 6galitd 6tant valable pour n : I, elle
sera valable aussi pour n - 2, 3 etc., donc en g€n€ral

I c'est-d-dire quron aura (ro)' : ruc ]ro;.

La soustraction est I'op6ration inverse de l'addition. Dans
celle-ci nous ajoutons les unitds du nombre b aunombre a pour
obtenir 1e nombre-somme c; dans la soustraction, on retranche
du nombre c les unitds du nombre b pour obtenir le nombre
primitif a. Ainsi 1a formule

c b:a

\

I

ro; La loi de commutatio, ub : ba n'est pas valable pour 1'6l6vation. Car

la preuve r€currente de cette loi devrait avoir pour point de d6part la loi plus

simple al : Ia qui n'est pas valable (al 6tant:a et 1u: l). Dans la preuve

r€currente de laloid'association a(b'):(ab)", qui n'est pas valable non plus,

on aurait u (bt) : (ab)l , mais d6jd a (u21 n'est pas - (ro)'.
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ou

c (r+1+l+....+1 ) {k'- ', rl
b

reprdsente la d€finition de la soustraction.

Mais d cotd de ld soustraction ainsi ddfinie on peut con-
cevoir encore une opdration inverse de 1'addition, par laquelle
on ddtermine le nombre inconnu b en partant des nombres

donn€s a et c, et que nous d6signerons par cva:b. Ce
n'est qu'en vertu de la loi de commutation af b:bf a que

nous la reduisons e la soustraction. Car, si de a f b: c s'ensuit
c - b: a, on aura aussi de b f a: c, c - a: b (c'esti-dire
qu'on aura c-a:c-a).

La division est l'opdration inverse de la multiplication.
Dans celle-ci nous ajoutons Ie nombre a d lui-m€me autant de

fois qu'il y a d'unit€s dans le nombre b, pour obtenir le pro-
duit c; dans la division (et c'est sa definition logique primaire)
nous retranchons le nombre b du nombre c autant de fois n6-

cessaires pour qu'il soil completemenl epuise. Ainsi [- :a siS-

nilie que

c-(b+b-rb+......) t

l
(c-b)-b b b

x-fois

or)

c:(bfb*bf.....;.tt;
x-fois

Ici aussi on peut concevoir A c6te de la division encore
une opdration inverse de la multiplication, par laquelle on ddter-

rr) L'expressioo c : (b + b + b +...) de l'Arithmdtique pure est equi-

xlois
valente e l'expression algebrique c -(b + b + b + ):0

x-iois

I

I
1

I
I
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mine le nombre inconnu b en partarrt des nombres donnds a et
c, et que nous d€signerons par cla : b. Et ici aussi nous 16_

duisons cette duexidme opdration d la premidre en vertu de la
loi de commutatlon (a.b:b.a). Car, si de a.b:c s'ensuit

f, : ,, on aura aussi de b. a : .,* : b (c'est.d-dire qu'on aura

c/a:9).,a
t

Et on entrevoit aisdment que, la loi de commutation n,d-
tant valable pour l'dldvation aux puissances, ses deux op6rations
inverses (l'extraction des racines et la d6termination ges Ioga-
rithmes) ne peuvent pas €tre rdduites d une seule. Mais si nous
pouvons concevoir la division comme une soustraction r6p6t6e,
nous pouvons, d'une maniere analogue, concevoir la d6termi-
nation des logarithmes comme une division r6p6t6e, ce qui est
exprim6 par la formule:

roguc:{[n,a-lg] a
1 

--Jx-fois

ou
I
t

ul-]--,(c :l

L'extraction des racines iC : a), au contraire, ne peut €tre
conque que comme un invertissement de l'€ldvation (en effet,
nous ne pouvons ddterminer la racine, dans les cas les plus
simples, que par I'invertisse ment pur et simple).

Enfin, remarquons que dans le domaine des nombres en-
ties naturels la soustraction l'est posible que si c > b (ou, autre-
ment dit, si c : b f n, oir n est 6gal successivement d 1, 2, 3
etc.), la divisisn que si c est 6gal i bn, l'extraction des racines
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que sic : flb, etla dEtermination des logaritbmes que si c : bn'")

12)Touchonstrdsbridvementlaquestiondesop6rationsarithmetiques
sup6rieures.

Dansuntravailr6centpubli6enserbedansles,Memoiresdel'Acadd-
mie royale serbe" (Glas Srpske Kraljevske Akademije, vol' CLXXIX' 1939 p'

3l - 39) l'auteur de cet article a s6par6, dans la quatridme op6ration d.irecte

(qu'il appelle premiire dldoation supirieure),1'opdration gdnhale (qu'il ddsigne

par ba, dont la valeur est muttiple)dessestrois opirations sptlciales (d6sign€es

fparn*1a,2na et t1na, qui sont univoques). L'op6ratlon g6n6rale y est

fixde par les deux d6finitions suivantes:

bo a

o"

'fi'r
d

+ CL
o.

ft a llr'
a cl' : (no)(,''a) ,a+ rn CL :,CL

tandis que les trois op6rations spdciales sont definies par des formules

1. n+1e _ $A)a __

2. hn)o -
/,

oqh"\ t oalaa)
{}

{["
l*na=alno) =0l..o'

,'",11 :,,#,
3

l[,,,*1" l:^#
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II

La premidre extension du domaine des nombres consiste
dans l'introduction dt z6.ro, avec laquelle commence la science
de l'Algdbre. On y ddfinit le zero comme la diffdrence de deux
nombres dgaux (a - a: 0), cette diff{rence (qui n'est pas admise
dans l'Arthm6tique pure) dtant ici conque comme un nombre
spdcial, moindre qui l'unitd (la diff6rence I - I 6tant pos6e : 0)1s).

Mais la diff6rence I - I : 0 une fois admise, pourquoi ne
pas admettre des dilf€rences l-2 (ou0-l), l-8, l- 4
etc . . . ? L'Algdbre est ainsi amen€e ii introduire la s6rie des
nombres entiers n6gatifs:

- l, -2, --3, n,....,

dont chaque terme est d'une unitd plus petit que le terme prd-
cddent.

Par leur ddfinition m€me les nombres entiers ndgatifs
6tant plus petits que zd.ro, on considere les nombres entiers na-
turels pour plus grands que zdro et, partant, pour positifs. Mais
est-ce qu'on doit ndcessairement les consid6rer pour positifs ?

On l'a toujours fait jusqu'd prdsent sans se poser m6me cette
question. Pourtant, d cot6 de la supposition, qu,ils soient po-
sitifs, une autre supposition est aussi (au moins formellement)
possible. On peut trds bien supposer, que les nombres entiers
naturels ne soinet comme tels ni positifs, ni ndgatifs, et qu,ils
deviennent positifs quand on les imagine plus grands, et n€ga-
tifs quand on les imagine plus petits que z6ro. Ainsi deux con-
ceptions bien diff6rentes sur le rapport de leur grlndeur au z€ro
deviennent possibles.

Dans la premidre conception le nombre entier naturel est
comme tel positif, et le nombre positif la vaieur absolue du
nombre n6gatif:

a:fa:l-al,
tandis que dans la deuxidme, le nombre entier naturel est la

13) Il faut bien distinguer le z6ro-position
est d la base de ses systdmes de num€ration,

de l'Arithmdtique pure, qui
du z6ro-nombre de l,Algdbre.

2
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valeur absolue du nombre positif aussi bien que du nombre

ndgatif correspondant:

a:l+al:l-al.
Dans la premidre conception le nombre ndgatif reprdsente le

resultat de la soustraction du nombre positif de z€ro:

0-(+a):0-a:=-a,

tandis que dans la deuxidme la positivit6 et la ndgativitd d'un

nombre entier est tout-d-fait inddpendante des opdrations de

l'addition et de la soustraction:

f a (resp, + l) > 0et- a (resp. - 1)< 0.'o)

Maintenant nous allons d'abord d6duire les formules algd-

briques fondamentales de l'addition, de la soustraction et de la
multiplication dans la premidre, et ensuite les m€mes formules
de I'addition et de la multiplication dans la deuxidme concep-

tion. Enfin, dans une remarque finale, nous 6numdrerons les

c6tds positifs et les difficult6s des deux conceptions.

Premiire conception

A. Addition

l.(+a) + (+b): (puisque+a:=a et +b-'b):af b;

2. (+ a) + (-b):a+(0 -b):a+0--b:(a+0)-b:
:a-bpoura>b;

14) On pourrait essayer d'affirmer (et cela serait une troisidme conception),

que le nombre entier uaturel n'est comme tel ni positif ni ndgatif, mais que le

nombre positii est le rdsultat de l'addition du nombre entier naturel aa z(ro et

le nombre ndgatif le r€sultat de sa soustaction du zdro, c'est-ir-dire

+a-0+a et -a:0-a'
Cependant, une telle affirmation n'est nullement possible, puisque de

* a:(a-a) * a:u-E-|3-u
d'une part et de

d'autre part, il s'ensuivrait
o*a':*a

a:+a.
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3. (+ a) + (- b):a + (0-b) : (0_ b) + a:0_b*a_
:-0 - (b - a) :- (b -- a) pour a( b;t)

4. (--a)+ (+b) : (0- a) +b : 0- a -l_ b : 0_ (a_b) :
:_(a_b)pouralb;

5. (--a) + (+ b) : (0-a) +b : b+ (0_a) : b * 0 _ a :
:b-apoura(b;

6. (- a) +(-b) : (0-a)+(0- b) : 0 _ a+0_b :
:0-(a-|b):-(a*b).

B. Soustraction

1. (+a)-(+ b) : a - b pour a ) b;

2. (+a) - (+b) : a -b - a +(0 - b) : (0 _b) * a .__

:0- bfa:0--(b -a): _ (b_a)poura( b;

3. (+a) -(-b) : a - (0 -b) :, -0+ b : a*b;
4. (- a)-(+b): (0-a) -b:0 -a- b:0- (a*b):

:_(a*b);

5. (-a)-(-b):(0-a)- (0 - b) : 0 _ a _ 0 + b:
:0 - (a -- b) : - (a - b) poura )b;

6. (-a) - (- b) : (0 -a)- (0-b) : (0 _a)+b :b+
+0-a - b-apoura(b.

C. Multiplicatiort

1.(+a).b:.ab;

2. (- a).b.- (0 - a). b-0. b - ab-=0 - ab:- ab;

3.a.(_|b)..-ab;

15) Nous appliquons ici d'abord la loi de commutation de l,Arithm6tique
pure, en l'etendant au z{to; et ensuite la rdgle des parenthdses de l,Arithm6-
tique pure.

2*

a-

L-
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b:0 -ab--ab;4. a. (-b):a. (0 -b):a' o - a

5.(+a).(+b):ab;
6. (+ a) . (- b) : a . (- b) : (d'aprds la {ormule 4): - ab;

7. (-a) . (+ b) : (- a) ' b: (d'aprds la lormule 2) : - ab;

8. ( - a) . (- b) : (0 - a) ' (0 - b) : (0 - a) ' 0 - (0 - a) ' b :

:0 - (0-ab):0 -0f ab: f ab'16)

Deuxi0me concePtion

A. Addition

I. Formules axiomatiques

1.4*P-T;")
2. (+a) + (+ b) - ]- (" * P) : * c;

3. (-a)+(-b) : - ('*P) : - c'

II. Formules ddduites en supposant 

"tl;i; 
nombre posttlf soit 6gal au

1. (f a)+(+b) : (sil'onsupposef a : aet * b : 9) :
:u*P:l-(r*P);

2. (+a) + (-b) : t (cr - F) : cL- p pour alp'car si

(* a) * (- b) 6tait : f (o f p) on aurait (d'apr€s la lormule

pr6c6dente) (+,) +i- rll : fia)+(+b)'donc -b: *b'
ce qui est imPossible;

-) -*s appliquons ici d'abord 1a formule (a-b) (c-d):1a-b) c-

-(a-b)d 
de f'eritmetiq'e p"t' 

"n1'6tendant 
an zeroi et ensuite la r0gledes

o.,."tT:;^,0;i*'tx[:1ffi 111i",,, 
. 
de la. m 0m 6 f orm ure, par |application de

1a m6me r0g1e, la tor*rrJlig.urigo. 1u _ 
h) (. -- d) : ac - bc - ad * bd'

.u", 
"*pfoy"ar 

les lormules 2' 4 el 8 ci-dessus'

r7) Comme aunt fuit'*iEme conception' la dift6renceentre les nombres

entiersnaturelsd'unepu't"tlt'nombresentierspositiisetndgatitsd'autrepart
est une difference complbte, nous designerons, pour mieux faire resortir la nature

des formules i d6duire,^;;'p;;;t";t p"ar des lettres grecques et les deuxidmes

par des lettres latines'

Branislav Petronievics
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3

)

(*a)t(-b):- (p-a) pour a(p (par preuve in-
d CC e

4. C- r) + (+ b) == - (a - p)poura ) p,carsi (-a)f
f (f b) etait : -l (" - p), on aurait (d'aprts ta formute 2) (- a) *
+(+b): (f a)f (-b), donc a:la et+b: - b, ce
qui est impossible;

5. (-a)+(+b): +(p-c)poura ( F (par preuve in-
directe);

6. (- a) + (- b) : (d'apres la troisieme formule axioma-
tique):-("*P);

7. 
" * (* b) : (d'aprCs la formule l) : * (" * 0) ;

8. af (-b): ( 2) -- * (" -- p) pour
d>p;

9.a*( b):( 3) : + (p a) pour
a(P

10 (fa)*P:(
(-a)*P:(

t):*(,*P) ;

4) : -- (" p) pour11

a ) P;

12. (- a) f p : (d'apres Ia Iormule 5) : + (p u) pour
a(P

III. Formules d€duites efl supposant que le nombre negatif soit 6gal au
nombre absolu

,

l. (- a) * (-b) : (si l'onsuppose -a : q,-U : p) :
:o+P:--("*lj);

2. (-a I (+b) : - @ - ilpour e > p, carsi (-a) ff (f b) €tait : - (a f p) on aurait (d'apres la formule prdc€dente)
(-a)*(+ b) : (-a)* (--b), donc+ b : -b, ce qui est
impossible;

3. ( a)+(+b) : +(p-a) pour a q p (par preuve
indirecte);
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4 (

);
(

);

* a) *(-- b) : * (* - p) pour a I P (pur preuve

*a) *(-- b) : - (P-a) pour a ( P (par preuve
indirecte

5.

indirecte

O. (+ a) + (+ b) : (d'aprEs la deuxi0me formule axio-
matigue):*("*P);

7. " * (- b) : (d'aprds la formule 1) : - (" * P) ;

8."*(+b):(
a ) F;

9.n*(*b):(
o ( P;

2):-(a-13)pour

3):-(pfa)pour

10.(-a)+p : ( l):-(n*F);
4):*(a-p)pour11.(+a)*|3 : (

d

d.

P;
l2
a
P.

(*a)*I: --( 5):-(p-a)pour

B. Multiplication
I. Formules axiomatiques

l. a. P: Y'

2. (+a). P : (t e) * (* a)*... (*a
P-tots: *(q* c'*... + a) : + (r. 0);

p-fois

3.( a) P:( a) +(-a...*(-a

-@+..'+...+
p-fois

: - (". P).

p-fois
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II. Formules ddduites en supposant que le nombre positif soit 6gal au

nombre absolu

d,

l. (* a).(+ b) : (sil'onsuppose f a : det + b : F) :
P : + (".P);

2. (- a .(+ b) : (pour + b : P) : (-a) . p : (d'aprds la
troisidme formule axiomatique) : - (" . P);

3. (+ a) . (- b) : - (".P), car si (f a). (- b) 6tait :
- * (o.9) on aurait (* a).(- b) : (+ a).(+ b), donc

-- b : f b, ce qui est impossible;

4. (- a).(- b) : + (a . p), car si (- a) . (- b) 6tait :
: - (a . P) on aurait (d'aprds la formule 2) (- a) . (- b) :
:(- a). (+ b), donc - b : + b, ce qui est impossible;

5. ".(+ b) : + (o.P);

6. ".(- b) : - (".P);

7.(+a).p:*(".P);
B.(-a).p:-(".F)

lll. Formules d6duites en supposant que le nombre ndgatif soit 6gal au
nombre absolu

l. (-a).(- b):(pour-a: a et - b:P):c.p:: - (". F);

Z. (+ a) . (- b) : (+ a) . p : (d'aprEsla deuxidme formule
axiomatique) : * (".F);

3. (- a).(+ b) : + (o.F), car si (- a).(+ b) 6tait :
:- (a.P) on aurait (- a) .(+ b) : (- a).(- b), donc + b:
- - b, ce qui est impossible ;

4. (+ a) .(+ b) - (a. p), car si (+ a).(+ b) dtait:
- * (" . P) on aurart (d'aprds la formule 2) (+ a) . (+ b):
: (+ a). (- b), donc + b : - b, ce qui est impossible;

J



5.".(- b) : - (".P);

6. ".(* b) : * (n.P);

7. (- a).P : -(",F);
8. (+ a) .P : * (o. 9).

Remarque tinale

Si nous comparons maintenant les deux conceptions par

rapport A leurs cdtds positifs et leurs difficultds, nous arrivons
aux conclusions suivantes.

La premidre conception est sup6rieure d la deuxidme en

tant qu'on y ddduit directement les formules fondamentales des

opdrations envisagdes, tandis que leurs preuves sont pour la
plupart indirectes dans la deuxidme.

La premiere conception semble €tre supdrieure A la deu-

xidme aussi en tant qu'elle ne mdne qu'd un seul systdme algd-

brique, tandis que dans la deuxidme on arrive aux deux systdmes

algdbriques diffdrents, dont le premier est, par ses formules,
identique au systdme alg6brique de la premidrel').

Mais les difficultds logiques de 1a premidre conception
sont, par contre, beaucoup plus grandes que celles de la deu-

xidme. Car si les nombres entiers naturels dtaient comme tels
positifs (c'est-d-dire plus grands que zdro), comment ces m€mes

nombres pourraient-ils 6tre, en m6me temps, n6gatifs (c'est-

A-dire plus petits que z6ro)? Il est bien 6vident, que cela n'est
gudre possible et que les nombres n€gatifs, s'ils existent (au

sens mathdmatique), ne pourraient €tre dans ce cas des nombres
entiers. Ou, autrement dit, le nombre entier ndgatif reprdsente,
dans la premidre conception, une contradiction flagrante.

Dans la deuxidme conception, au contraire, cette con-

tradiction disparait completement. Car si les nombres entiers
naturels ne sont comme tels ni positifs, ni ndgatifs, on peut,
sans difficult6, les imaginer aussi bien comme positifs que

comme ndgatifs.

18) Tandis que le deuxidme pourrait €tre regard6 en quelque sorte comme
systime non-euclidien de l'Alg€bre.

24 Branislav Petronievics
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Une deuxidme difficultd de la premidre conception consiste
dans l'usage beaucoup plus frdquent du z6ro (dont la nature
logique hybride - nombre et non-nombre en m6me temps,
nombre positif et n€gatif en m€me temps - repr6sente une
difficultd inh6rente aux deux conceptions dgalement). Car les
formules algdbriques fondamentales ne peuvent €tre rigoureu-
sement ddduites, dans la premiere conception, qu'en se servant
du zdro.

Ayant ainsi exposd les c6t6s positifs et les difficultds
principales des deux conceptions, nous voulons nous abstenir
de nous prononcer ici sur leur valeur logique ddfinitive.te)Nous
laissons au lecteur (et surtout au lecteur mathdmaticien) d en
faire le choix.

D'ailleurs, le but principal de cet article, c'6tait de faire
une s€paration nette entre l'Arithmetique pure et l'Algdbre20),
et de montrer que la premidre reprdsente une discipline math6-
matique absolument exacte, tandis que, avec la deuxidme, com-
mencent les conventions, les incertitudes et les difficult6s de la
science mathdmatique.2l)

le) On pourrait affirmer p. ex., que la premidre n'est qu'nn cas spdcial
(la supposition * a: n) de la deuxi0me.

zo; Il y a trBs peu d'auteurs qui admetteut cette sdparation, Pourtant elle
est importante aussi en tant qu'elle nous fait entrevoir clairement, que tous Ies
genres des nombres proprement alg6briques (zero, nombres entiers positifs aussi
bien que n6gatifs, nombres fractionnaires etc. . .) peuvent Otre regardds, par
comparaison aux nombres entiers naturels, pour des nombres fictifs.

3l) Dans cet article (comme dans nos travaux ant6rieurs de philosophie
math6matique) nous soumettons, d l'oppos6 de la logistique (qui applique sans

critique pr6alable la math6matique ii la logique) la scienee math€matique A la
critique d'une logique prdmath6matique.
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