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CONTRIBUTION AUX FONDEMENTS DE L’ARITHMETIQUE
GENERALE

PAR
BRANISLAV PETRONIEVICS

Sous le nom d’Arithmétique générale nous entendons la
science des nombres, en tant qu’elle désigne ceux-ci par des
lettres (signes généraux). Nous la divisons en Arithmétique pure
et Algébre, la prmiere ne s’occupant que des nombres entiers
naturels, tandis que la deuxiéme étend le domaine des nombres
par l'introduction de nouvelles espéces (du zéro, des nombres
négatifs etc...).

Dans la premiére partie de cet article nous nous proposons
d’exposer brievement les propositions fondamentales de I'Arithmé-
tique pure, et dans la deuxidme nous discuterons un certain
nombre des questions générales de I'Algébre.

L

Comme on le sait, les nombres entiers naturels forment
une série qui commence avec le nombre un, dont chaque terme
suivant est la somme du terme precédent et de I'unité, et qui
se prolonge indéfiniment.

Le nombre entier naturel peut étre défini de deux manie-

res bien difiérentes: ou comme la réunion des unités (m = 1 4

) (=0 (S + 1), ou comme la réunion de I'unité avec le

nombre précédent (m = n 4 1). On appelle la premiére de ces
1
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deux définitions, définition indépendante, parce qu’on y congoit
chaque nombre comme un terme dont I'existence est tout-a-fait
indépendante du terme précédent de la serie ci-dessus, tandis que
la deuxiéme, dans laquelle la délinition d’'un terme de cette série
est conditionnée par la définition du terme précédent, est appel-
lée définition récurrente. Dans la premiere l'unilé n’est que
I'élément et c’est deux qui est vraiment le premier nombre de
la série, tandis que, dans la deuxiéme, I'unité représente aussi
bien I'élément que le premier nombre.

Les nombres entiers naturels, représentés par des collections
de traits verticaux

L, A VL HIL ML ete .. .,
sont désignés par des chiffres:

I 25 30 4 9, 6, etc. -

Or, au commencement de I’Arithmétigue pure, on devrait
désigner chacun d’eux par un chiffre différent, les systemes de
numération ne pouvant étre introduits qu’aprés la définition des
opérations. Heureusement, les neuf premiers nombres de notre
systéme décimal étant désignés ainsi, on peut illustrer sur eux
toutes les opérations fondamentales de I’Arithmétique pure.

Dans le domaine des nombres entiers naturels on ne peut
admettre que des opérations dont le résultat est, lui aussi, un
nombre entier naturel. 1l en .xiste deux especes, opérations di-
rectes (addition, multiplication, élévation) et inverses (soustraction,
division, extraction des racinc¢s, détermination des logarithmes).

En conformité avec les deux définitions du nombre entier
naturel, chaque opération directe possede, elle aussi, une défini-
tion indépendante et une définition récurrente.

Voici la définition indépendante de I'addition: additioner
deux nombres entiers naturels, c'est en trouver un troisiéme qui
contienne autant d’'unités que les deux autres, c'est a dire

atb=(41+14....+D+A L1+ .+ D=

g

a b

R o e o o e o W + 1.

c
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Et voici sa définition récurrente: additioner deux nombres
entiers naturels, c'est ajouler successivement les unités de ['un
d'eux a [autre, c’est a dire

at+b=asd- 1) = @50 Fl= i lcoiisiancues =
:{[(a+1)+11+1}+1+ ........

En comparant les deux délinitions, on arrive aisément a la
conclusion que l'addition ne peut étre pratiquement effectuée
qu’en suivant le procédé de la deuxiéme.')

L’addition est soutise aux trois lois fondamentales suivantes:

1. 4 la loi de commutation a +b=b -+ a;
2:i o d’association a + (b +c¢)—(a + b) + ¢, et
3 e : (a-+Db)4c=(a-4c) 4 Db

1)'En effet, 'addition de deux nombres entiers naturels, p ex. des nom-
bres 7 et 5, s’effectue de la maniére suivante.
On obtient d’abord, en apppliquant la formule
a+(n4 1)=(a+ n)+ 1, la série régressive:
T+56=T4+@+D)=T+44+1,
T+4=7T+@+D=T+3+1,
T4+3=T+Q@+ D=0+ +1,
T+2=T+(14+1)=(T+1)+1L
Et ensuite, par I'application de la formule
a +b={ [@+D+1]4+1 }-—i— 1.. ., la séric progressive:
7T4+DH+1= 8+1,
B+1)4+1=9+1,
O+1)+1=10+1,
(1041 4+1=11+41,

4 1=12
l’r
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Les deux premiéres de ces lois ne peuvent étre démontrées
rigoureusement que par I'induction mathématique (c’est-a-dire par
récurrence)?), tandis que la troisiéme dérive analytiquement des
deux premigres?).

Voici la preuve récurrente de la loi de commutation.

On démontre d’abord la loi plus simple a4+ 1=1-4a
de la maniére suivante.

En se basant sur la définition récurrente de I’addition on
suppose vraie l'égalité:

b oAb - X)L - B) - 1

Supposons maintenant que la loi soit valable pour a=n
(c’est-a-dire pour un nombre déterminé de la série de nombres
entiers naturels), on aura alors a démontrer que

M+ D+1=14 @4 1).

Preuve. De
n+1=1+n

il s’ensuit immédiatement

(1) 4 L=+ 1,
et de

14+ (b+1)=(14b)+1

?)Que la preuve indépendante de la loi de commutation est impossible,
on peut I'entrevoir aisément. Supposons a > b et a=b 4 c. On aura alors
a+b=((b+c)+b=Db+(c+b) Or, on ne pourrait poser c +b =a
qu’en supposant ¢ + b = b + ¢, c'est-a-dire la loi de commutation.

3) En effet, on a d'une part:

a4+ (b4+c)=—=a+(c+b=(a+c)+b
et d’autre part:
a+b+o=(@+b+c

d'ott

(a+b)4+c=(a+c)+ b
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on aura
1+@+1)=>0+n)+ 1.
[l se vérifie donc que
b+ +1=14+Mm+1)
Si
l4+n=n+1.

Or, cette derniére égalité étant valable pour n =1, elle doit
étre valable aussi pour n—2, 3 etc..., donc en général (c’est-
a-dire qu'on aura 1 4+ a=a-1).

Et on démontre ensuite la loi compléte de la maniére suivante.

La loi 14 a=a+ 1 étant démontrée, on suppose en outre
comme vraie I'égalité a4 (b+41)=(a+ b)4 1 (la définition
récurrente de I'addition).

Supposons que la loi soit valable pour b—n, on aura 2
démontrer que

a+(Mn41)=(n+1)+a

Preuve. De
a4+n=n-a
il s’ensuit immédiatement

(@a4+n)+41=(n+a)+ L
De

at+((Mb+1)=(a+b)-}1letl+a=a-f1
on aura d’'une part:

@+m+1=at(n+1)
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et d’autre part:

m+a)+l=n+(a+1)—n+4(1+a)=mn+41)4a.

Il se vérifie donc que
a+Mm+41)=(Mn+41)+a
si

a+n=n+a

Or, cette derniere égalité étant valable pour n =1, elle doit
étre valable aussi. pour n=2, 3 etc., donc en général (c’est-a-
dire qu'on aura a + b-b-} a).?)

La définition iudépendante de la multiplication est exprimée
par la formule:

a.b=a.(l14+141+4..... + 1)=a.l4a.l4a.l4a.l=
b b-fois

et la définition récurrente par la formule :

a.b=a.n+1)=a.nd4a.l=a.n+fa=...... =
~{[@.1+a) +a]+a}+.....

4) La démonstration ci-dessus se trouve dans larticle de l'auteur ,Les
lois fondamentales de l'addition arithmétique et le principe de l'induction
mathématique®, publié dans la Revie générale des Sciences, No du 30 Juin,
1934. On y trouvera aussila démonstration par récurrence de la loi d'association

at+(b+c)=@+b)+c
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La multiplication est soumise aux lois fondamentales suivantes:

1. 4 la loi de commutation a.b—Db. a,
2 5 » distribution a.(b4c)—a.b+4 a.c,

B b ” k. (a4+b).c=a.c+b.g

4 5 = a.(b-+4c)=a.(c+Db),
B s , d'associationa.(b.c)=(a.b).c, et
6. , A ,, (A:b).ec=fa.c). b

De ces lois, la premiére, la deuxieme el la troisieme peuvent
étre démontrées indépendamment aussi bien que par récurrence,
la cinquidme n’est démontrable que par récurrence, mais elle
dérive aussi analytiquement de la premiére et de la sixiéme?®), la
sixieme n’est démontable quindépendamment, mais elle dérive
aussi analytiquement de la premiere et de la cinquiéme, tandis
que la quatriéme ne dérive qu'analytiquement de la premiere et
de la deuxiéme®).

Voici p. ex. la preuve indépendanie de la loi de commutation :

5) Si I'on suppose

a.b=>b.a
et
(a.b).c=(a.c).b
on aura:
(a.h).c=(b.a):¢=(b.c).a==4.(b:c)
Comp. E. Schrader, Lehrbuch der Arithmetik und Algebra, Bd. 1, 1873, p. 79,
6) En effet, de
a.(b+c)—a.b4a.c
et

a.c+b)=a.c+a,b
on aura (a .b+a.c étant=a.c+a.b):

a.(+c)=a.(c+ b)
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a

—_—
ER

a

——
9 [ T e

SO, S
+ 141441
a.b=a+ta+ta+}....4a=b =b+4b-4....4b=Db.a’)
b-fois =+ a-fois

; a
R i T

Et voici sa preuve récurrente, qui est beaucoup plus com-
pliquée.

On démontre d’abord la loi plus simple a.1=1.a de la

maniére suivante.
On considere comme valables les égalités:

(a41).1=a.141,
1 S e O

Supposons que

on aura alors 4 démontrer que

m41).1=1.(mn++1).

7y Comp. E. Schroder, 1. ¢, p. 75.

On trouve souvent (comp. p. ex., M. Stuvaert, Introduction & la Métho-
dologie mathématique, 1923, p. 24) la preuve indépendante suivante de la loi
en question: a. b=(14+14+14....41) .b=L. b4+ 1.b+...4+1.b=

a a-fois

=b 4+ b4+ ....+b=D.3
a-fois
mais cette peuve est moins rigoureuse que la preuve ci-dessus.




Contribution aux fondements de I'Arithmetique generale 9

Preuve, De

il s’ensuit immeédiatement

n.l14+1=1.n-1.
De

@1 l=2.141

on aura d’'une part:

m4+1).1=n.141,

et de
l.b4+1)=1.b41
on aura d’autre part:
l.n4+1)=1.n+41.

Il se vérifie donc que

n41).1=1.(n+41)
si
=101

Or, cette derniere égalité étant valable pour n— 1, elle sera
valable aussi pour n—2,3 etc, donc en général (c’est-a-dire
qu'on aura a.l=1, a.®)

#) La preuve indépendante de la loi a.1=1.a estbeaucoup plus simple.
On a d'une part par définition: a. 1 = a, et on a d’autre part;
lla=L(04+1+4+14...41) —.1_.l+l.l+l.l+....+l.l‘=
a a-fois
=14+14+14...+ 1=3,
a

dota,l=1.a.
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Et on démontre ensuite la loi complete de la
suivante.
On considere comme valables les trois égalités:
&l =S
a.b4+1)=a.bta.l,
(b+1).a=b.a+41.a
Supposons que
e e i L

on aura alors a démontrer que

a.n+1)=(Mn-41).a

Preuve, De
a2, n=nt.a
il s’ensuit immédiatement
a.n—l—a=.n.a—1—a.
De
a.(b41)=a.b+a.l
on aura d’une part:
a.n+a=a.@n+41),
et de
(b+1).a=b.a- a
on aura d’autre part:

n.at+a=M0-+1).a

maéaniére
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I se vérifie donc que

a.mM+1)=Mm+1).a
si
a.n—1l.a

Or, la derniere égalité étant valable pour n =1, elle sera
valable aussi pour n = 2,3 etc, donc en général (c’est-a-dire qu’on
aura a.b=>.a).

La définition indépendante de I'élévation aux puissances est
exprimée par la formule:

b
Lo IRIHT 4T =alalal. 2 =22 8.0
g=1 b-fois

et la récurrente par la formule:
a? —attl—angll—gng =...=][a‘.a).a].a}. By i

L'élévation est soumise aux lois fondamentales suivantes :
1. a la loi de distribution ab + ¢<— ab, ac,
2 qb+c — ac + b,

R EL el .  (a.byr—=ac.be,

£

o ” C
4. , , d’association (aP) = abc, et

5. n m w » (ab)c Ty (ac)b‘

De ces lois, la premiére, la troisieme et la quatriéme peu-
vent étre démontrées indépendamment aussi bien que par récur-
rence, la cinquiéme ne peut étre démontrée qu'indépendamment,
tandis que la deuxiéme dérive analytiquement de la premiére
et de la loi de commutation pour la multiplication.

Voici p. ex. la preuve indépendante de la loi d’association

(@) = (@)
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(ab)°=ab.ab.ab...ab= (a.a.a...a)P=(a)"9)

c-fois c-fois

Et voici la preuve récurrente de la loi d’association

(a® )‘ — gbe.

On considére comme valables les trois égalitées:
1
(ab) == ab’
ab.a—ab+!,
ab. a¢ — ab +¢,
Supposons que
(a b)n .- abn’

on aura alors 4 démontrer que

(ah)"H — gb(n41)

Preuve. De
(ab)". _gbn
il s’ensuit immédiatement
n
(aP) .a® =a", ab,

De

aP.a=ab+!
on aura d'une part:

(a)" . @) — @)" ",

9) Comp. E. Schroder, 1. c., p. 105.
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et de

¥ .8t gtk

on aura d'autre part:
abn  gb — gb (a4 1),

Il se vérifie donc que

(ab)"+':ab(n+1}

si
(ab)" — gbn_

Or, la derniere égalité étant valable pour n = 1, elle
sera valable aussi pour n = 2, 3 efc, donc en général

[ c’est-a-dire quon aura (ab)® —abe Ji0),

La soustraction est l'opération inverse de I'addition. Dans
celle-ci nous ajoutons les unités du nombre b aunombre a pour
obtenir le nombre-somme c; dans la soustraction, on retranche
du nombre ¢ les unités du nombre b pour obtenir le nombre
primitif a. Ainsi la formule

c-—b=a

) La loi de commutation a® —b? n'est pas valable pour I'élévation. Car
la preuve récurrente de cette loi devrait avoir pour point de départ la loi plus
simple a' — 12 qui n’est pas valable {al étant—a et 1* =1). Dans la preuve

récurrente de la loi d’association a (*°) =(ab)c, qui n'est pas valable non plus,

2
on aurait a(b‘] :{ai’)'. mais déja a{bz) n'est pas— (a®)".
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ou

c——(1+1—[—1—|—....—|—])-{[(c_l)1]~1}—1
b

représente la définition de la soustraction.

Mais & coté de la soustraction ainsi définie on peut con-
cevoir encore une opération inverse de l’addition, par laquelle
on détermine le nombre inconnu b en partant des nombres

donnés a et c, et que nous désignerons par c~—a=D>b. Ce
n'est qu'en vertu de la loi de commutation a-+b—b -} a que
nous la réduisons a la soustraction. Car, si de a 4 b —c s’ensuit
¢c— b=a, on aura aussi de b+a=¢, c—a=>b (c'est-a-dire
qu'on aura ¢~ a=c — a).

La division est l'opération inverse de la multiplication.
Dans celle-ci nous ajoutons le nombre a 4 lui-méme autant de

fois qu'il y a d'unités dans le nombre b, pour obtenir le pro-
duit ¢; dans la division (et c’est sa définition logique primaire)
nous retranchons le nombre b du nombre ¢ autant de fois né-

cessaires pour qu'il soit completement épuisé. Ainsi % =a Sig-

nifie que

c—(b4b4bf.... 1)

x-fois

Ici aussi on peut concevoir a cote de la division encore
une opération inverse de la multiplication, par laquelle on déter-

) L’expressionc=(b 4+ b 4+ b 4+ ...) de I'Arithmétique pure est equi-
x-fois
valente 4 l'expression algébrique ¢ —(b4+b4+b+4...)=0.

x-fois
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mine le nombre inconnu b en partant des nombres donnés a et
¢, et que nous désignerons par c/a = b. Et ici aussi nous ré-
duisons cette duexiéme opération a la premiére en vertu de la
loi de commutation (a.b=b.a). Car, si de a.b—c s’ensuit

£ : ; c il =

5= a, on aura ausside b.a = c, T b (c’est-a-dire qu'on aura
c

¢fa=—).

8=}

Et on entrevoit aisément que, la loi de commutation n’é-
tant valable pour I'élévation aux puissances, ses deux opérations
inverses (I'extraction des racines et la détermination ges loga-
rithmes) ne peuvent pas étre réduites 2 une seule. Mais si nous
pouvons concevoir la division comme une soustraction répétée,
nous pouvons, d'une maniére analogue, concevoir la détermi-
nation des logarithmes comme une division répétée, ce qui est
exprimé par la formule:

log.c = [(c:a):a]:a}-:a ....... ;

L’extraction des racines (]?’"E = a), au contraire, ne peut étre
concue que comme un invertissement de I'élévation (en effet,
nous ne pouvons déterminer la racine, dans les cas les plus
simples, que par l'invertisse ment pur et simple).

Enfin, remarquons que dans le domaine des nombres en-
ties naturels la soustraction n’est posible que si ¢ > b (ou, autre-
ment dit, si ¢ =b 4 n, olt n est égal successivement a 1, 2, 3
etc.), la divisisn que si c est égal & bn, I'extraction des racines
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que sic = n’, et la détermination des logaritbmes que Sie =101

12) Touchons trés brievement la question des opérations arithmétiques
supérieures.

Dans un travail récent publié en serbe dans les ,Memoires de I'Acadé-
mie royale serbe* (Glas Srpske Kraljevske Akademije, vol. CLXXIX, 1939 p.
31-39) l'auteur de cet article a séparé, dans la quatriéme opération directe
(qu'il appelle premiére élévation supérieure), lopération générale (qu'il désigne

par by, dont la valeur est multiple) des ses trois opérations spéciales (désignées

fpar" t1a, 2" 4 et '+ M3, qui sont univoques). L'opératlon générale y est
fixée par les deux définitions suivantes:

tandis que les trois opérations spéciales sont définies par des formules:
3 ya
; a’ %

{

2. 2% _ [(aa](aaq[{aa)(aa}]
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11

La premiére extension du domaine des nombres consiste
dans lintroduction du zéro, avec laquelle commence la science
de I'Algeébre. On y définit le zéro comme la différence de deux

nombres égaux (a —a = 0), cette différence (qui n’est pas admise
dans P'Arthmétique pure) étant ici concue comme un nombre
spécial, moindre qui I'unité (la différence 1 — 1 étant posée = 0)13),

Mais la différence 1 — 1 =0 une fois admise, pourquoi ne
pas admettre des diiférences 1 —2 (ou0—1), 1 —3, 1 — 4
etc...? L'Algeébre est ainsi amenée & introduire la série des
nombres entiers négatifs:

—1, -2 -3,...., — n,....,

dont chaque terme est d'une unité plus petit que le terme pré-
cédent.

Par leur définition méme les nombres entiers négatifs
étant plus petits que zéro, on consideére les nombres entiers na-
turels pour plus grands que zéro et, partant, pour positifs. Mais
est-ce qu'on doit nécessairement les considérer pour positifs?
On T'a toujours fait jusqu'a présent sans se poser méme cette
question. Pourtant, & coté de la supposition, qu’ils soient po-
sitifs, une autre supposition est aussi (au moins formellement)
possible. On peut trés bien supposer, que les nombres entiers
naturels ne soinet comme fels ni positifs, ni négatifs, et qu’ils
deviennent positifs quand on les imagine plus grands, et néga-
tifs quand on les imagine plus petits que zéro. Ainsi deux con-
ceptions bien différentes sur le rapport de leur grandeur au zéro
deviennent possibles.

Dans la premiére conception le nombre entier naturel est
comme tel positif, et le nombre positif la vaieur absolue du
nombre négatif; :

a=+4a—=|—a|,
tandis que dans la deuxiéme, le nombre entier naturel est la
13) Il faut bien distinguer le zéro-position de I'Arithmétique pure, qui

est & la base de ses systtmes de numération, du zéro-nombre de 1,Algeébre.
2
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valeur absolue du nombre positif aussi bien que du nombre
négatif correspondant:
a=|+a|=|—al.
Dans la premiére conception le nombre négatif représente le
résultat de la soustraction du nombre positif de zéro:
0—(+a)=0—a=—a,

tandis que dans la deuxiéme la positivité et la négativité d'un
nombre entier est tout-a-fait indépendante des opérations de
I’addition et de la soustraction:

+ a(resp. + 1) > Oet—a (resp. — 1)< 0.%)

Maintenant nous allons d’abord déduire les formules algé-
briques fondamentales de l'addition, de la soustraction et de la
multiplication dans la premiére, et ensuite les mémes formules
de I'addition et de la multiplication dans la deuxiéme concep-
tion. Enfin, dans une remarque finale, nous énumérerons les
cOtés positifs et les difficultés des deux conceptions.

Premiére conception
A. Addition
1. (+a) + (4 b) = (puisque +a—a et +b—=>b)=a 4 b;
2. (+2) +(—b)—a+0—-b—a40—b—=(a+0)—b=
—a—Db pour a > b;

14) On pourrait essayer d’affirmer (et cela serait une troisi¢éme conception),
que le nombre entier uaturel n'est comme tel ni positif ni négatif, mais que le
nombre positif est le résultat de I'addition du nombre entier naturel au zéro et
le nombre négatif le résultat de sa soustaction du zéro, c'est-a-dire

+a=—0+4a et —a=0—a.
Cependant, une telle affirmation n’est nullement possible, puisque de
+a—(@—a)+a—a—ata—a
—

d'une part et de
O+a— +a
d’autre part, il s’ensuivrait
a—-a.
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1.

2;

3.

(+a)+(=b)—a+ (0—b) = (@—b)+a—0—b+a—
=0 — (b —a)—— (b--a) pour a< b;)

. (——a) 4 (4 b) :(O—a)+b=0—a—|—b=0—(a—b) =

= — (a — b)poura>b;

(—a)+(+b)=0—a) +b=b+(©0—a)=b+0—a=
=b—apoura<b:

(@) +(=b)=(0—a)+(©0—b) =0 - a+0—b=
= 0—(@+b)=—(a+b).

B. Soustraction

. (+a)—(+b)=a—b pour a>b;
(FaA—(+b)=a—b=a4(0-b)=(©0—b)+a=

=0-b4+a=0-—(b —a)= - (b —a)poura < b;

(+8) —(—b)=a—(0—b)=a—0+b=adfb;

+(—a)—(+b)=(0—a) —b=0—a—b=0— (a4 b) =

= —(a--Db);

(=8 —(~b)=(O0—a)— (0 —b) =0 —a— 04 b

=0—(a—b)=—(a—b)poura>hb;

(=8 —(=b) =0 -a)—O0—b=0—a)+b=b+

+0—a — b—apoura<hb.

C. Multiplication

(+a).b=ab;
(— a).b=(0—a).b—=0.b —ab—0— ab— — ab,
a.(+ b)=ab;

') Nous appliquons ici d’abord la loi de commutation de I'Arithmétique

pure, en I'étendant au zéro; et ensuite la régle des parenthéses de I’Arithmé-
tique pure.

2%
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& bbby et Mg 8 Dy G = 0

5. (+a) . (+b) = ab;

6. (4 a) . (—b) — a . (— b)— (d'apres la formule 4) =— ab;
7. (—a). (4 b) —(—8) . b— (d'apres la formule 2) = — ab;

8 (—a).(—b)—=(0—2).0—b)—=0—a.0—(0—2).b=
— 0 — (0 —aby==0 —0-+ab = + ab.1®)

Deuxiéme conception
A. Addition

I. Formules axiomatiques
Ioa4p=1"
9. (+a)+(+b) =+ @+p="+c
3 (—a)+(—b) = —@=+Bp=—¢

II. Formules déduites en supposant que le nombre positif soit égal au
nombre absolu

1. (4+ a) + (+b) — (sil'on suppose +a = aet +b =) =
=etf=+@+0);

9. (d-a)+ (—b)=+(a—p)=c—p pour o > b, car si
(+2a)+(—=Db) était = + (x4 B) on aurait (@aprés la formule
précédente) (+-a) 4+ (= b) =(+ a) + (4 b), donc — b = -+ b,

ce qui est impossible;

16) Nous appliquons ici d’abord la formule (a —b)(c—d)=(a—Db) c—
—(a—Db)d de I'Aritmétique pure, en I'étendant au zéro; et ensuite la régle des
parenthéses de 'Arithmétique pure.

Remarquons qu'on peut obtenir, de la mémé formule, par I'application de
la méme régle, la formule algébrigue (a—b)(e—d) = ac — pbe — ad + bd,
sans employer les formules 2, 4 et 8 ci-dessus.

17) Comme dans l1a deuxiéme conception, la diftérence entre les nombres
entiers naturels d’une part et les nombres entiers positifs et négatifs d’autre part
est une différence compléte, nous désignerons, pour mieux faire resortir la nature
des formules a déduire, les premiers par des lettres grecques et les deuxiemes
par des lettres latines.
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3. (+a)+(—b) =~ (B— &) pour «<<P (par preuve in-
directe) ;

4. (-—a) 4+ (4 b) = — (« — B) poura > B, carsi (— a) +
+ (+ b) était = < (« — B), on aurait (d’aprés la formule 2) (— a) +

+(+b)=(+2a)+(—b), donc—a=4+aet+b = — b, ce

qui est impossible;

5. (—a)4(4+b) = 4+ (B — «) pour @ < B (par preuve in-
directe) ;

6. (— a) 4+ (— b) = (d’apres la troisiéme formule axioma-
tique) = — (a + B);

7. a ~+ (4 Db) = (d’'aprés la formule 1) = + (a« + B);

S .adl=b)=( 5y u 02 iR f) pour
@ >3;

k 9a—]—(—b)=( » » » 3)=+(E’*°") pour
< B,
10. (+a)+B=( . "% » D=-+p;

U, (—a) g Sl o 6B pour
o> f; 3

12. (—a) 4 B = (d’aprésla formule 5) = 4 (B — «) pour
o< B

IIl. Formules déduites en supposant que le nombre negatif soit égal au
nombre absolu

l. (—a) 4 (—b) = (si l'onsuppose —a =a, —b = B) =
=0a 4§ =-—(a+f);

2. (—a 4 (+b) = — (« — B) pour @ > B, carsi (— a) +
+ (+ b) était = — (« 4 §) on aurait (d’aprés la formule précédente)
(—a)+4+(+Db)=(—a)+ (——b),donc+ b= — b, ce qui est
impossible;

3. (—a)+ (+b) =4 (3 — ) pour « < B (par preuve

indirecte);
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4 (+2) 4 (—b) = + (« — §) pour & > § (par preuve

indirecte) ;

5. (+a)+4+ (—Db) = — (f— «) pour @ < § (par preuve
indirecte) ;

6. (+ a) -+ (+ b) = (d’aprés la deuxiéme formule axio-
matigue) = + (x + J3);

7. @ 4+ (— b) = (d’aprés la formule 1) = — (x4 §);
B a4 (b=l 4 Ta 0 2) == (e—Plipour
o > fi

LaRy e ey w 3)=—(3+ ) pour
o < f;
0. (—8+F = w & o D=—ELH;
Vit =L » » 4) =+ («—p) pour
a > B;

B+ =C o o 5 B =—1(p—a)pout
a < f.

B. Multiplication

I. Formules axiomatiques

L. & B="Y}
2 (+a). =)+t . (+a)-
p-fois
~+@tot. . +a)=+(. B

ﬁ;fois

d(—a).f=(at(a. .. .+( 3=
f-fois
—@4a+t...4+a)=—(.f)

ﬁjois
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II. Formules déduites en supposant que le nombre positif soit égal au
nombre absolu

I. (+ a).(4 b) = (silonsuppose + a = aet 4 b = §) =
=a.f =4 (2.0);

2. (—a.(+ b) = (pour + b = ) = (—a) . § = (d’aprés la
troisieme formule axiomatique) = — («. §);

3. (+a).(—b)=—(«.B), car si(+ a).(— b) était =
— + (@.f) on aurait (4 a).(— b) = (+ a).(+ b), donc
—b = -+ b, ce qui est impossible;

4. (—a).(—b) =+ («.p), car si(— a).(— b) était =
= — (& .f3) on aurait (d’aprés la formule 2) (— a).(— b) =
= (—a). (+ b), donc — b = + b, ce qui est impossible;

5. a.(+b) =+ (=.p);

—(=.0);
7. (+2).5 =+ (=.9);
8. (—a).p=—(x.h).

6. 2. (— b)

I

. Formules déduites en supposant que le nombre négatif soit égal au
nombre absolu

l.(—a).(-b)=(pour—a=aet —b=F =a.f=
= —(«.f);

2. (+a).(— b) = (+ a) . p = (d’apres la deuxiéme formule
axiomatique) = - (. B);

3. (—a).(+b) =4 («.8), car si(— a). (4 b) était =
= — (« . f) on aurait (—a).(+ b) = (—a).(—b),donc +b =
— — Db, ce qui est impossible;

4. (+ a).(+ b) = — (a.p), carsi (+ a). (4 b) etait=
— + («. 3) on aurait (d’aprées la formule 2) (4 a) . (4 b) =
= (+a).(— b), donc + b = — b, ce qui est impossible;
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5. a.(=b) = — (2.B);
6. a.(4b) = + (2. );
7. (—a).p = — (@, B);
8 (+a).5 =+(@.B).

I

Remarque finale

Si nous comparons maintenant les deux conceptions par
rapport & leurs cOtés positifs et leurs difficultés, nous arrivons
aux conclusions suivantes.

La premiére conception est supérieure a la deuxiéme en
tant qu'on y déduit directement les formules fondamentales des
opérations envisagées, tandis que leurs preuves sont pour la
plupart indirectes dans la deuxiéme.

La premiére conception semble étre supérieure a la deu-
~iéme aussi en tant qu'elle ne méne qu’a un seul systéme algé-
brique, tandis que dans la deuxiéme on arrive aux deux systémes
algébriques différents, dont le premier est, par ses formules,
identique au systéme algébrique de la premiére'®).

Mais les difficultés logiques de la premiére conception
sont, par contre, beaucoup plus grandes que celles de la deu-
xieme. Car si les nombres entiers naturels étaient comme tels
positifs (c’est-a-dire plus grands que zéro), comment ces mémes
nombres pourraient-ils étre, en méme temps, négatifs (c’est-
a-dire plus petits que zéro)? Il est bien évident, que cela n’est
guére possible et que les nombres négatifs, s’ils existent (au
sens mathématique), ne pourraient étre dans ce cas des nombres
entiers. Ou, autrement dit, le nombre entier négatif représente,
dans la premiére conception, une contradiction flagrante.

Dans la deuxiéme conception, au contraire, cette con-
tradiction disparait complétement. Car si les nombres entiers
naturels ne sont comme tels ni positifs, ni négatifs, on peut,
sans difficulté, les imaginer aussi bien comme positifs que
comme négatifs.

18) Tandis que le deuxiéme pourrait étre regardé en quelque sorte comme
systéme non-euclidien de I'Algébre.
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Une deuxiéme difficulté de la premiére conception consiste
dans l'usage beaucoup plus fréquent du zéro (dont la nature
logique hybride — nombre et non-nombre en méme temps,
nombre positif et négatif en méme temps — représente une
difficulté inhérente aux deux conceptions également). Car les
formules algébriques fondamentales ne peuvent étre rigoureu-
sement déduites, dans la premiére conception, qu'en se servant
du zéro.

Ayant ainsi exposé les cOtés positifs et les difficultés
principales des deux conceptions, nous voulons nous abstenir
de nous prononcer ici sur leur valeur logique définitive.'’)Nous
laissons au lecteur (et surtout au lecteur mathématicien) a en
faire le choix.

D’ailleurs, le but principal de cet article, c'était de faire
une séparation nette entre I'Arithmétique pure et I’Algébre??),
et de montrer que la premiére représente une discipline mathé-
matique absolument exacte, tandis que, avec la deuxiéme, com-
mencent les conventions, les incertitudes et les difficultés de la
science mathématique.??)

19) On pourrait affirmer p. ex., que la premitre n'est qu'un cas spécial
(la supposition + a=—«) de la deuxiéme.

20) 11 y a trés peu d’auteurs qui admetteut cette séparation, Pourtant elle
est importante aussi en tant qu'elle nous fait entrevoir clairement, que tous les
genres des nombres proprement algébriques (zero, nombres entiers positifs aussi
bien que négatifs, nombres fractionnaires etc...) peuvent étre regardés, par
comparaison aux nombres entiers naturels, pour des nombres fictifs.

1) Dans cet article (comme dans nes travaux antérieurs de philosophie
mathématique) nous soumettons, a l'opposé de la logistique (qui applique sans
critique préalable la mathématique 4 la logique) la scienee mathématique a la
critique d’'une logique prémathématique.
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