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BEMERKUNGEN
ZUR VIERTEN DIREKTEN RECHENOPERATION

VON

BRANISLAV PETRONIEVICS

Addition, Multiplikation und Potenziren, die drei ersten di-
rekten Rechenoperationen, kénnen im Gebiete der natiirlichen
ganzen Zahlen sowohl in independenter wie in rekurrenter Weise
definiert werden.

Die independente Definition der Multiplikation lautet:

a.b:a.(l—i—]—|—l+...+1)=a+a+a—|—...+a,
wb b - mal

und die rekurrente :

a.b=a.(n+1)=a.n—[»a.1=a.n+a=....=
{
={[(a,.1+a)+a]+a}+a+.....
t

Die independente Definition des Potenzirens lautet :

b

—— e
o =gttt =q.06.4a..,.4a,
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und die rekurrente:

ab:a’”"ma".a.'=a"-a-—....z{[(al.a).a].a‘

{

Fiir die Multiplikation gelten die Distributionsgesetze:

l.a.(b+c¢)=a.b+a.c,
2. fa+b).c=a.c+ b.c,

3.a.(b+tc)=a.(c+8),

und fiir das Potenziren die Distributionsgesetze :

und

9. ab-{-c s ac-[—b.

Auf Grund des dritten Distributionsgesetzes fiir die Multi-
plikation und des zweiten fiir das Potenziren ldsst sich schliessen
(vgl. weiter unten), dass fiir bestimmte Werthe von a und & die
Ausdriicke @ . & und a® nur einen einzigen Werth besitzen. Da
die vierte direkte Rechenoperation in dem wiederholten Poten-
ziren durch dieselbe Zahl besteht, so ist sie durch den Ausdruck:

a

oot
ba: d,a/b’/f'n ?

dargestellt. Im Gegensatz zu den beiden fritheren Ausdriicken
aber ist dieser Ausdruck fiir bestimmte Zahlen a und & vielwer-

tig (so hat *3 zwei verschiedene Werthe, jenachdem i3 = (33)3 und

95— 3t ist). Daher muss bei der vierten Operation (die wir als
erstes hoheres Potenziren benennen konnen) die allgemeine Ope-

ration a®® von den speciellen Operationen (a%)°, a®? etc.
streng unterschieden werden, da jeder bestimmte Werth des Aus-
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und die rekurrente:

J

Fiir die Multiplikation gelten die Distributionsgesetze:

a"’:a"“:a".a'=a“-a;....={[(a!.a).a].al....

l.a.(b+c¢c)=a.b+a.c,
2. (a+b).c=a.c4+ b.c,
3.a.(b+t+c)=a.(c+05),

und fiir das Potenziren die Distributionsgesetze :

und

9. ab—l—c _ ac+b.

Auf Grund des dritten Distributionsgesetzes fiir die Multi-
plikation und des zweiten fiir das Potenziren ldsst sich schliessen
(vgl. weiter unten), dass fiir bestimmte Werthe von a und & die
Ausdriicke a. b und a® nur einen einzigen Werth besitzen. Da
die vierte direkte Rechenoperation in dem wiederholten Poten-
ziren durch dieselbe Zahl besteht, so ist sie durch den Ausdruck:

a

ook
bg:a%*/"" !

dargestellt. Im Gegensatz zu den beiden fritheren Ausdriicken
aber ist dieser Ausdruck fiir bestimmte Zahlen a und b vielwer-

] 3
tig (so hat °3 zwei verschiedene Werthe, jenachdem 3 = (33) und

3 =3¢ ) ist). Daher muss bei der vierten Operation (die wir als
erstes hoheres Potenziren benennen konnen) die allgemeine Ope-

ration a®® von den speciellen Operationen (2%)°, a® etc.
streng unterschieden werden, da jeder bestimmte Werth des Aus-
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drucks "a, wie wir sehen werden, auf eine Specialoperation
hinweist.

Die allgemeine Operation der vierten Rechnungsstufe ist
durch die zwei Definitionen :

a
B A
b= T Hg = @arp "

fixiert, wobei n 4 m als aufgegebene und nicht als ausgefiihrte
Summe aufzufassen ist.!)

Die zweite Definition entspricht dem ersten Distributions-
gesetz der beiden fritheren Operationen, wihrend das Analogon
des dritten Distributionsgesetzes der Multiplikation und des zwei-
ten des Potenzirens bei der vierten nicht besteht, da

n+ma im—]—-ﬂa,

wie man das folgendermaassen nachweisen kann.
Das dritte Distributionsgeselz der Multiplikation

a.(b+c)=a.(c+ b)

ist giiltig nur, weil fiir die Addition das Kommutationsgesetz gilt.
Denn dasselbe folgt aus

a.(b+c)=a.b+a.c
und

a.(c+b)=a.ct+a.b,

a.bta.c=a.c+a.b

weil

ist.

1) Denn nur in diesem Falle ist die zweite Formel eine Definition und
nicht ein zu beweisender Satz.
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Auf dieselbe Weise lolgt aus

ab-[—.-:':ab.ac

und

ac+b c- b

da a®.a°=a‘.a” ist, das Distributionsgesetz des Potenzires
e P )
Da aber nach der zweiten Definition
ttma=("a) ("a) und "t a = ("a) ("a)
ist und, infolge der Ungiiltigkeit des Kommutationsgesetzes
a’=15"%
(a) O 2 rad T,

so ist das Distributionsgesetz "t ™a ="""q fir die allge-

meine Operation der vierten Stufe ungiiltig.
Auf grund der zweiten Definition und der Ungiiltigkeit des

Distributinsgesetzes "1™ a="7"a lassen sich bei der neuen
Operation die folgenden drei grundlegenden Specialoperationen
unterscheiden :

19 e
a:’ a: ~al
1. e =Ea)%= [la“)“] = a“ﬂ/'"m/ = qla*,
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Die Existenz der ersten Specialoperation folgt aus der Reihe :

1lg=a

1
. 2g=l*1g =(;a)( a) =q2,

sg=141q = 0a)'® =(a®*=a'?

—..-——-.-—.—.....——.—--—-—q—-a.-

114:10._2(11‘3.,')(1 aa‘y'{.ﬂ a(a

die Existenz der zweiten aus der Reihe:

a=a%,

at)g = 4q =241 = (00 =(a (7Y

(a9
(23 =Bq—4+4q =(4q)'a)= [(aa)(a )][(a“) ]

g PR [( aa}(aa)] [(aa)laa)]



32 Branislav Petronievics

und die Existenz der dritten aus der Reihe:

3g =1+2g =(1g)*) = AC
4q =1+3q = (1)’ = gla®’],

Sq = 1+4q =(1q)"0) = a{a[a(aa)]} ,

@
a.
l+ﬂa= (ia)("a)= a(at “"ma

wodurch jede von ihnen in rekurennter Weise definiert ist.2) Die-
selben fangen an sich voneinander zu unterscheiden fiir n > 1.

Neben den drei grundlegenden bestehen auch andere Spe-
cialoperation. Dies wird am leichtesten aus dem speciellen Bei-

spiel "3 ersichtlich werden, dessen Werthe wir fiir n = 12,8 .
ihrer Anzahl nach bestimmen wollen.

'3 =13 besitzt einen einzigen Werth;

. zwei verchiedene Werthe:

%) Wie die rekurrente Definition des Potenzirens aus der Reihe folgt:
a =a,
a’=a't'=4'.a'=a.a,

a®= g%t g%, a=(a.al.a,

oA o SRS S e [(a.a}.a].a,

attl_an gl =(a:d).a) . 0. ) . al

n+1-mal




Bemerkungen zur vierten direkten bechenoperation 33

33 =215 =
33 st 1+23

33
4’3= 33

(23)° =(32)’=3°,

= 33 33 327;

hat fiinf verschiedene Werthe :

‘13= 3+13 =(2+1I+13 33\3 (39)

4y 3y =(1+2)+13___[3(3)] =323

43 _2+23 _(33)(3°) _ 9727

3
43 =1+33 o 11-(24-1)3 2| 3[(33) ] =3(39) :

3
43=1+33=1+(1+2)3:3[3(5 )] —3(3®") :

53 hat vierzehn verschiedene Werthe, und zwar:

Liir5=44+1=@+D+1=[@+D+1]+1,

2

3.

4,

10.

11

13.

, =44+ 1=@+D+1=[01+2+1]+1,

Ll T e SR
5=4+1=(0+3)+1=[1+C+D]+1,
5=4+1=(0143)4+1=[1+01+2]+1,
. g, SR S PR
5=3+4+2=(01+2+2
B Qe Some Birk= (2 -+ 1)
5=2+3=2+4(142),
=1l d4=14+EB+=TFIF+D+1]
5=1+4=14+@+1=1+[14+2+1]
5=1+4=1+@+2),
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3. , 5=1+4+4=14+00+3) =1+ [1++1)];
Tdsm 5=l+4=l+(1+3)=1+[1_|_(1+2)]‘

n. s w., u. S w.

Aus dem Angefithrten ersieht man, dass ?3 deshalb zwei ver-
schiedene Werthe besitzt, weil 3 entweder = 241 oder 1 -2

ist; dass *3 fiinf verschiedene Werthe besitzt, weil 4 entweder
=341 oder 14+3,3 (in3 41 und 14 3) entweder =241
oder 1 + 2 ist, und ausserdem noch 4 =2 -2 ist; dass "3
vierzehu Werlhe besitzt, weil 5 entweder = 4 -+ 1 oder 1 44
Ist (wobei 4 in jedem dieser Falle fiinf verschiedene Werthe
besitzt), und ausserdem noch 5 =3+ 2 und 2 + 3 ist (wodurch
vier neue Werthe entstehen).

In dhnlicher Weise lasst sich weiter zeigen, dass 3 zwei
und vierzieg Werthe bezitzen wird, von denen 14 dem Falle
6 =51, andere 14 dem Falle 6 = 1 4 5, wieder andere 14
den Fillen 6 = 4} 2 (5 Werthe), 6 =343 [4 Werthe, und
awar fir 2+ 1)+ @2+ 1), 2+ 1)+ 0+2), A +2)+2+1)
und (1 +2)+ (1 +2)] und 6 = 2 +4 4 (5 Werthe); dass '3 hun-
dert zwei und dreissig Werthe besitzt, u. s. w.

Aus dem Angefithrten ersieht man noch, dass die zwei
Werthe von °3 den beiden extremen grundlegenden Specialope-
rationen (der ersten und der dritten) entsprechen; dass in 3 neben
diesen auch die zweite grundlegende Specialoperation auftritt;
dass aber in °3, neben den beiden extremen, auch Operationen
auftreten, die die drei grundlegenden als Bestandtheile in sich ent-
halten (wihrend ndmlich der erste und der vierzehnte Fall den
beiden extremen Operationen entsprechen, ftritt in dem dritten
und dem zwoliten Fall die zweite Operation als Bestandtheil
auf), die zweite grunglegende Spetialopetation als reine Operation
fehlt dagegen vollstindig; auch in 3 ist sie abwesend (sie er-
scheint wieder erst in °3), wihrend hier die Fille 343 =
=24+1D)+@2+1) und 343 =(14+2)+ (1 +2) die ersten
Anfinge zweier gemischter Specialoperationen vom Typus 3.2"
darstellen (worin n reihenweise =1, 2,3... zu setzen ist).

Man muss demnach neben den drei grundlegenden Speci-
aloperationen, die als reine Specialoperationen zu bezeichnen
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sind, auch Specialoperationen in unbestimmter Anzahl zulas-
sen, die als gemischte zu bezeichnen sind. Die Reinheit der
beiden extremen grundlegenden Specialoperationen besteht
darin, dass in denselben & als (aufgegebene) Summe aus
der vorhergehenden Zahl (#) und der Einheit, die vorhergehende
Zahl wiederum als eine ebensolche Summe «. s. w. aufzufasen ist.
Um diese Reinheit der beiden auch é#usserlich zum Vorschein
kommen zu lassen, wollen wir fortan die erste von ihnen mit

—
dem Ausdruck "t !a bezeichnen, und die zweite mit dem Aus-
druck X%4.
Aehnlih der vierten kann auch die fiinfte allgemeine direkte
Rechenoperation durch die folgenden zwei Definitionen fixiert
werden :

wobei wiederum n + m nicht als ausgefiihrte sondern als auf-
gegebene Summe aufzufassen ist.

Wie “14 die fiinfte, so wiirde “2a die sechste, *®a die sie-
bente, ’ng die n- 4 -te direkte Operation bezeichnen, und
jede von ihnen wire durch die dhnlichen zwei Definitionen fixier-
bar, nur liessen sich diese Definitionen schwerlich in der Ebene
des Papiers zur Darstellung bringen.

Von der wenig umfangreichen Litteratur iiber die vierte
und die hoheren Rechenoperationen war dem Verfasser vor der
Abfassung dieser Abhandlung in serbischer Sprache nur die Ab-
handlung von H. Gerlach aus dem Jahre 1882 bekannt®). Seitdem

3) Vgl. Dr. H. Gerlach, Zur vierten Rechnungsstufe, erschienen in ,Zeit-

schrift fiir den mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterricht®,
Jahrgang 13, 1882, s 423—436.

¥
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hat der Verfasser noch die wichtige Abhandlung von F. Woepcke
einsehen konnen.') Woepcke war der erste der den Unterschied der
beiden extremen Specialoperationen erkannte, er kennt aber unse-
ren Unterschied der allgemeinen von den Specialoperationen eben-
sowenig wie Ge rlach. Wiahrend Woepcke der ersten Specialope-
ration ernste Aufmerksamkeit widmet, beschiftigt sich Gerlach
ausschliesslieh mit der zweiten, fiir die er die bequeme Bezei-

chnung ”a vorschlagt, die wir fiir die allgemeine Operation be-
nutzten. Die wenigen Begeln, die Woepcke und Gerlach fiir die
beiden extremen Specialoperationen aufgestellt haben, miissten
im Lichte unserer neuen Auffassung derselben nachgepriift werden.

a\?

4) F. Woepcke, Note sur I'expression ((aﬂ) ")' ) et les fonctions fn-
verses correspondantes, erschienen in ,Journal fir die reine und angewandte
Mathematik* (Crelle’s Journal), Bd. 42, 1851, s. 83—90.

Den in der ,Encyklopddie der mathematichen Wissenschaften* (Bd. ],
H. 1, s. 26 1) zitierten Aufsatz von E. Schulze (Archiv far Mathematik, 1886)
konnte der Verfasser noch nicht einsehen,





