
BIBt IOII(A TI I OZOTSKO(i I-AKUITITA

C €ffi}
ffi6u

11736
=

t

ril illll I lll lllll lll lil ll lll lil ll llllll
COBISS O YIIE ROYALE SERBE01001 1 /36

BULLETIN
DE

L'ACADdMIE DES LETTRES

N3

BELGRADE
1939



ACADEMIE ROYALE SERBE

Bemerkungen

zur vierten direkten Bechenoperation

Ne ar)

BELGRADE
1939



I

BEMERKUNCEN
ZUR VIERTEN DIREKTEN qECHENOPERATION

VON

BRANISLAV PETRONIEVICS

Addition, Multiplikation und potenziren, die drei ersten di_
rekten Rechenoperationen, konnen im Gebiete der natiirlichen
ganzen Zahlen sowohl in independenter wie in rekurrenter Weise
deliniert werden.

Die independente Definition der Multiplikation iautet:

a.b:a.(l+t+l r-...+)\:a t a +r+... i_a.
b b-mat

und die rekurrente:

a.b: a.(n* l): a.n+ a.t: a. + u:....:

{
t

(a.lla)la !a *a*

Die independente Definition des potenzirens lautet:

b,---
a:a l + l+ r+. _.+r : a -d. a-...a,

b-mal
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28 Branislav Petronievics

und die rekurrente

b n.,].-l n 1 n
A -.A :d.A:A.A: : lt'' a) .a a I

I

I Fiir die Multiplikation gelten die Distributionsgesetze:

1. a.(b+c):a.b!a.c,

2.(a*b).c:a.clb.c,

3. a.(b*c):a.(c{b),

und fiir das Potenziren die Distributionsgesetze:

1. au*': ab.ar

und

2. au*' : a'rb.

Auf Grund des dritten Distributionsgesetzes ft-ir die Multi-
plikation und des zweiten ftir das Potenziren liisst sich schliessen
(vgl. weiter unten), dass ftir bestimmte Werthe von a und D die
Ausdriicke a . b und ab nur einen einzigen Werth besitzen. Da
die vierte direkte Qechenoperation in dem wiederholten Poten-
ziren durch dieselbe Zahl besteht, so ist sie durch den Ausdruck:

bo

o"

= oq4in ?

dargestellt. Im Gegensatz zu den beiden frtiheren Ausdriicken
aber ist dieser Ausdruck Iflr bestimmte Zahlen a und 6 vielwer-

tig (so hat 33 zwei verschiedene Werthe, jenachdem 33 : 133)3 und

'3 : 3('') lst). Daher muss bei der vierten operation (die wir als

erstes haheres Potenziren benenrren konnen) die allgemeine Ope-

ration aoo von den speciellen Operationen (oo)o, a0") elc.

streng unterschieden werden, da jeder bestimmte Werth des Aus-
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drucks 'a, wie wir sehen werden,,
hinweist.

Die allgemeine Operation der
durch die zwei Definitionen:

auf eine Specialoperation

vierten Rechnungsstule ist

a
U

bA-i+l+1.+"'*Ld - Ad#e,
o

11
+ a d

d.
d' : (,'a)('41

fl.+m d 
- d ft

fixiert, wobei n + m als aufgegebene und nicht als ausgefiihrte
Summe aufzufassen ist.t)

Die zweite Definiti6n entspricht denr ersten Distributions-
gesetz der beiden friiheren Operationen, wdhrend das Analogon
des dritten Distributionsgesetzes der Multiplikation und des zwei-
ten des Potenzirens bei der vierten nicht besteht, da

n*m ml n' a+ a,

wie man das folgendermaassen nachweisen kann.
Das dritte Distributionsgeselz der Multiplikation

a.(b+c):a.(ctb)

ist gtiltig nur, weil fiir die Addition das Kommutationsgesetz gilt.
Denn dasselbe folgt aus

a.(b+c):a.b!a.c
und

weil
a.(c*b):a.cla.b,

a.b+a.c:a.c{a.b
ist.

r) Denn nur in diesem Falle ist die zweite Formel eine Definition und
nicht ein zu beweisender Satz.

I
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Aui dieselbe Weise lolgt aus

ab+':ab.A'

und

ac*o : a' .ab,

da ab.a':a".ab isl, das Distributionsgesetz des Potenzires

ab+': gctb,

Da aber nach der zrveiten Definition

n*m a: (, a) (- o) 
unaml-n ,. - ,* o1( o)

ist und, infolge der Ungnltigkeit des Kommutationsgesetzes

b taA :O,

(o)( n) + ( o1( o) 
,

so ist das Distributionsgesetz n*m a - -t'a lilr die allge-
meine Operation der vierten Stufe ungtiltig.

Auf grund der zweiten Definition und der Ungiiltigkeit des

Distributinsgesetzes n*m a : ** 'a lassen sich bei d,er neuen

Operation die folgenden drei grundlegenden Specialoperationen

unterscheiden :

1". n+1.s-(aela:{[t*r1" 

f=rrd 
=dt*o)

2' 
"^' 

o =foatt as][' *"'\l ]

3 7+no=riat-]r[' '"1] =*#'
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Die Existenz der ersten Specialoperation folgt aus der Reihe :

la=a
La=t+ta = (lo)(l4) :oa t

! d:r+t a: (ta)(lo) - (oa)a = q\a') ,,

4a:3+!a= 1sr1(ld - (oo)o)o - 4(as) ,

t9
airo 

= 1noflo) -- *.a\:Wi" -- a({)

1d =aQ ,

Gzl s = + a = z,zo: 1eoy''a) :1 oc;(oa),

bol
(aa)

brto:Bo--t-.+ o =,ro1o"l: [o"loo)]

l2ala :ro a:a*to: ieol(Ea): oekel
[r""rt""t1

l{}

(2n!,4 
= [to"/"rl

[to"rto"t1
t
I
l

{}

die Existenz der zweiten aus der Reihe:
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t+na:(a)(a)- a(Q^'l
wodurch iede von ihnen in rekurennter Weise definiert ist.) Die-
selben langen an sich voneinander zu unterscheiden flir n > 1.

Neben den drei grundlegenden bestehen auch andere Spe-
cialoperation. Dies wird am leichtesten aus dem speciellen Bei-
spiel ' 3 ersichtlich werden, dessen Werthe wir ltir z : 1,2,3, . . .

ihrer Anzahl nach bestimmen wollen.

'3 : 3 besitzt einen einzigen Werth;

'3: 3'

'3:3t'

und die Existenz der dritten aus der Reihe:

2q =L+ta= ( a)(dl =ad .,

ta =L+zA=( a)Pal = o@q),
+s - t + r q = ( o.)Q d = ola@9),

sq = t\4 4= 1ra;tao) = alaLa"y,

zwei verchiedene Werthe :

2) Wie die rckurreote Definition des Potenzitens aus der Reihe ,olgt:

a2-al+r:ar.al:a,a,
az - a2+l : a2 , a: (a. a). a,

a4: ozat : o3. ar - l{o.O.o).o,

an+1 a n , a t : (a . a) . a) . a . . . ) . a .

n+l-mal
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33 = 2+r3 = 11 3)l : (3s)3= 3s

33 : 1+23 : 3('t): 3tfs): rzi .

'{3 = 3 
333 hat ftinI verschiedene Wer.the 

'
 g= !+tg: (z+1)+13 

= 13 
1)'= (3s)!: 3ez,

43= 3-r3 :(r+z)+r, =[a{.{'= arr., ,

15 =L+23 =(33)(33) :2727,
,r3 

= r+33 - r|(2+1)3 : rkl,t'J :3(rr),
49 : r +33 : 1+u*r,, : r[r(r2 = 3(lzr) .

53 hat vierzehn verschiedene Werthe, und zwar:

l. rrir 5 : 4+ I : (3+ l)+1 : ft2+l)+11+ I'

2., 5 : 4+ | :(3+ l)+1 :[(t+2)+l]+ 1,

3. ,,5:4+1--(2+2)+1,
4., 5 :4+ I :(l +3)+l :[1 +(2+l)]+l'
5.,, 5: 4+1 :(1 +3)+l :[t+(l+2)l +1'

6.,,5-3+2:(2+1)+2,
7. " 5:3+2:(t+2)+2,
8. , 5:2+3:2+(2+1),
e. , 5:2+3:2+(1 +2),

10., 5 -: 1+4: 1+(3+1): 1+ (2+ l)+ll,

11., 5: l+4: l+(3+1): I + (l+2)+11,

13.,,5:1+4:1+(2+2), 
3
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5: r* 4:r*(1 +3): l+ [t+(z+t)];

5: r+4: l *(r +3): l + [t+(t+2)],
lL, s, w,, a, s. 7a

Aus dem Angefiihrten ersieht man, dass 33deshalb zweiver-
schiedene Werthe besitzt, weil 3 entweder :2+ 1 oder I f 2

ist; dass 
n 3 funf verschiedene Werthe besitzt, weil 4 entweder

: 3+l oder l+3,3 (in3f 1 und I +3) entweder :2+l
oder I f 2 ist, und ausserdem noch 4:2 +2 ist; dass 53

vierzehu Werthe besitzt, weil 5 entweder :4+ l oder 1f 4

lst (wobei 4 in jedem dieser Fiille ftinf verschiedene Werthe
besitzt), und ausserdem noch 5:3f 2 und 2+3 ist (wodurch
vier neue Werthe entstehen).

In iihnlicher Weise lasst sich weiter zeigen, dass 63 zwei
und vierzieg Werthe bezitzen wird, von denen 14 dern Falle
6:5*1, andere 14 dem Falle 6: l+5, wieder andere 14

denFiillen 6-4+2 (5Werthe),6:3+3 [4 Werthe, und
zwarliir (2+ 1)+(2+ 1), (2+ l)+(l +2), (t +2)+(2+1)
und (1 +2)+ (l +2)l und 6 :2+4 (5 Werthe); dass'3 hun-

dert zwei und drerssig Werthe besitzt, u. s. w.

Aus dem Angeftihrten ersieht man noch, dass die zwei

Werthe uo,-r '3 den beiden extremen grundlegenden Specialope-

rationen (der ersten und der dritten) entsprechen; dass in a3 neben

diesen auch die zweite grundlegende Specialoperation aultritt;
dass aber in 53, neben den beiden extremen, auch Operationen
auftreten, die die drei grundlegenden als Bestandtheile in sich ent-

halten (wiihrend niimlich der erste und der vierzehnte Fall den

beiden extremen Operationen entsprechen, tritt in dem dritten
und dem zwdllten Fall die zweite Operation als Bestandtheil
auf), die zweite grunglegende Spetialopetation als reine Operation
fehlt dagegen vollstiindig; auch itr 63 ist sie abwesend (sie er-

scheint wieder erst in 83;, wiihrend hier die F?ille 3+ 3 :
: (2+ 1)+(2+ l) und 3 +3 : (1 +2)+ (l l2) die ersten

Anliinge zweier gemischter Specialoperationen vom Typus 3 . 2'
darstellen (worin p reihenweise : 1, 2,3 . .. zu setzen ist).

Man muss demnach neben den drei grundlegenden Speci-

aloperationen, die als reine Specialoperationen zu'bezeichnen

34 Branislav Petronievics
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sind, auch Specialoperationen in unbestimmter Anzahl zulas-
sen, die ds gemischte zu bezeichnen sind. Die Reinheit der
beiden extremen grundlegenden Specialoperationen besteht
darin, dass in denselben D als (aufgegebene) Summe aus
der vorhergehenden Zahl (n) und der Einheit, die vorhergehende
Zahl wiederumals eine ebensolche Summeu. s. zo. autzufasen ist.
Um diese Reinheit der beiden auch eusserlich zum Vorschein
kommen zu lassen, wollen wir fortan die erste von ihnen mit

dem Ausdruck '*ra bezeichnen, und die zweite mit dem Aus-
OrUCk .-/ A.

Aehnlih der vierten kann auch die llinfte a'llgemeine direkte
Rechenoperation durch die lolgenden zwei Definitionen lixiert
werden:

he

aa.
4 'c a

a, 'o
a (''a)(n.o) 

.'trr+ hro :

wobei wiederum n ! m nicltt als ausgeiiihrte sondern als auf-
gegebene Summe aulzulassen ist.

Wie D : a die fiinfle, so wairde ''a die sechste, '" a die sie-

bente, b,a die zf 4-te direkte Operation bezeichnen, und
jede von ihnen were durch die iihnlichen zwei Definitionen fixier-
bar, nur liessen sich diese Definitionen schwerlich in der Ebene
des Papiers zur Darstellung bringen.

Von der wenig umfangreichen Litteratur iiber die vierte
und die hdheren Rechenoperationen war dem Verfasser vor der
Abfassung dieser Abhandlung in serbischer Sprache nur die Ab-
handlung von H. Gerlach aus dem Jahre 1882 bekannt3). Seitdem

3) Vgl. Dr. H. Aerhch, Zur vierten Rechnuflgsstufe, e$cl1ienen in ,Zeit-
schrift f r den mathefiatischen und natur@)issenschaftlichen Unterricht",
Jahrgang 13, 1882, s 423-436.

3f

-rfr
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lrat der Verfasser noch die wichtige Abhandlung von ^F. Woepcke

einsehen konnen.a) lVoepcke war der erste der den Unterschied der
beiden extremen Specialoperationen erkannte, er kennt aber unse-

ren Unterschied der allgemeinen von den Specialoperationen eben-

sowenig wie Ge rlach. W|hrend Woepche der ersten Specialope-
ration ernste Aufmerksamkeit widmet, beschiiftigt sich Gerlach
ausschliesslieh mit der zweiten, fiir die er die bequeme Bezei-

chnung aa vorschlAgt, die wir fiir die allgemeine Operation be-

nutzten. Die wenigen Begeln, die lVoepche lund Gerlach fiir die
beiden extremen Specialoperationen aufgestellt haben, mtissten
im Lichte unserer neuen Auffassung derselben nachgepriift werden.

I a\a
a1 f. lhoepche, Note sur l'expressio" lfur)") I et les tonctions fn-

verses correspondantes, erschienen in ,Journal ffir die reine und angewandte

Mathematik" (Crelle's Journal), Bd. 42, 1851, s. 83-90.
Den in d.er ,Encyklopttdie der mathematichen V/issenschaften" (Bd. I,

H. 1, s.26f.) zitierten Aufsatz von E. Schulze (Archioftlr Mathenatik, 1886)

konnte der Verfasser noch nicht einsehen,

8e'lf 3
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