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БРАНИСЛАВ ПЕТРОНИЈЕВИЋ 

ПРИМЕНА ХИПЕРБОЛНИХ ФУНКЦИЈА НА ИЗВОЂЕЊЕ 
ТРИГОНОМЕТРИЈСКИХ ФОРМУЛА ПРАВОЛИНИЈСКОГ 

ПРАВОУГЛОГ ТРОУГЛА ЛОБАЧЕВСКОВЕ РАВНИ 

ЧИСТО ПЛАНИМЕТРИЈСКИМ ПУТЕМ 

Претходна Прuмедба 

док су творци неевклидове геометије, Лобачевскu и Бољај, 
могли да изведу те тригонометријске формуле само узимајуhи у 
помоh фигуре тродимензионалног простора, дотле је немачки 
математичар Лuбман успео да те формуле изведе чисто планиме­
тријски применом хиперболних функција и граничних лукова.l ) То 
извођење донекле је упростио енглески математичар Со.мервuл.2) 

У следеhим редовима писац је покушао да Либман-Сомер­
вилово . извођење још више упрости, при чему му је било од 
извесне помоhи и Каганово извоljење уз руски превод "Гео.ме­
шрuјскuх uсiiuшuваНЈа" Лобачевскога. В) 

Полазну тачку за ово извоljење претставља гранични лук 
код кога је тангента у једној крајњој тачци (тј. управна на осу 
која пролази кроз ту тачку) паралелна са осом која пролази кроз 
другу крајњу тачку. Тај се гранични лук означава са S, а сваки 
други гранични лук са s. 

1) Први пут је то извоljење Лuб.ман саопштио у једној расправи И3 1907-e Г., 
па затим у другом издању своје "Nichteuklidische Oeoтefгie", 1912-e. У трећем 
издању од 1923-е то се извоljење налззи на сТр. 32 ff и 55 ff. 

2) D. М. Soттeгville, The Elements of Noneukleadean Geometry, 1914 
(р. 61-74), 

З) Кэганов превод иззшао је у првој свесци новог издања целокупних дела 
Лобаqевскога од стране совјетске Академије наука у Москви 1945 г. под насловом: 
Н. М. Лобачевскuй, Геометрические иследования по теориипаралелных линиЙ. 
Перевод ... В. Ф. Кагана. 

у том преводу одговарајуће излагање .налази .се у .Приложенiе VII", 
стр. 164-166 (Т. 14 и 15). 

У следеhем биhе цитиран и мој српски превод Лобачевскога, чије је друго 
издање издала српска Академија наука у 3бирци .Класични науqни списи', књ. 
Ш, 1951 (и то биhе цитирани .Додатци", и парагра.фи). 

19 Зборник 
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у фиг • .} гранични луци АВ, СО, ОН и РЈ једнаки су и равни 
луку 8, док је гранични лук DO = s, тако да је лук CD ,;.. 8 - s, а 
лук DH = 8 + s. Даље' је (ако са О означимо тачку пресека 
двеју паралелних у бесконачности) во.1 11 Ао.1' ОО! 1I Со.1 и (према 
ставу 25-0М) Во.! 11 00.1' Ако се дуж ЕО означи са t, биhе 

Фиг. 1 

<t OED "'" П(t), пошто је Ео.2" 002' Како је <t 01ЕВ =OED, то 
је и ВЕ = t. Како је пак ро.51, Јо.о, 00511 но.5 и Ео.о" РОО, то је 
и ЕР = t (и DF = t - и). 

Ако се дуж ED означи са и, следоваhе непосредно из фигуре 
да је (пџема формули s = s'· еХ из става 33): 

S: (8 - s) = et + u, (8 + s) : 8 = et - u, 

а одавде 

8 -s = 8e-(t+u), 8 + s = 8et- u. 

Сабирањем последњих двеју једначина следоваhе 

2 S = 8 (е! е-и + е- ! е-и) 0= 

=8 е-и (е! + e- t ) , 

а одавде 

е' + е-ј 
еи = ---- =о cosh t· 

2 ' 

одузимањем (претпоследње од последње) следоваhе 

2 s = 8 (е' е-и - е-! е-и) = 

= 8 е-и (е' - e-t ) = 

2 
= 8 (е! - е-'), 

е' + е-' 
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а одавде 

et - e- r 
s = $ ~ $tght. 

et + e- t 

Ако се лук ЕК означи са s', биhе 
. sinht . 

s' = seU = Stght coslIt =$ -- cosht = $sшht. 
- cosh t 

Ако се напослетку управна DL означи са У, биhе (пошто је 
У истом односу према ЛУКУ s у коме је t према s') 

s = $ sinh у. 

11 

Тригонометријске формуле за праволинијски правоугли тро­
угао Лобачевскове равни изводе се овако (хиперболне функције 
изложене су у »Додатку 11"). 

Нека је у фиг. 2 АВС праВОЛИlJијски правоугли троугао са 
правим углом С и странама а, Ь, с. Продужимо страну с иза темена 
В до тачке D тако, да управна у тачци D на то продужење буде 
паралелна са продужењем стране Ь иза тачке С, тј. да буде 
DU 11 А О. Ако растојање AD означимо са Z, биhе према томе 

ФИГ.2 

<r- Ј... =П(l). Повуцимо из темена В полуправу ВО 11 DO, тада ће 
<r-DBO бити =П(I-с). Повуцимо даље из тачака В и D граничне 
луке s и Sl+S2, чије ће осе бити паралелне СО, ВО и DO. 

Како је (на основу формула изведених у претходној фигури) 
с једне стране 

а с друге 

S1 +S2 = S tgh"Z . 

siпh а 
Sl+ S2=S +Stgh(l-c), 

cosh (1- с) 



~92 · Бранислав Петрониј~В!'Јhј' 

[пошто је 

дакле 

и 

то је 

s=8;;i~ha, eu=cosh(l::-c), 

-и sinh а 
S1= se =8----

cosh (1- с) 

S2 = 8 tgh (1- с) ] , 

8 tghl = 8 sinh'a + 8 tgh (l- с) , 
cosh (l- с) 

siпh [ 

coshl 

sinha 

cosh (1- с) 
+ 

sinh (1- с) 

cosh ([- с) 
дакле 

sinh 1 cosh (1- с) = sinh а cosh [+ sinh (1 - с) cC!sh [. 

Али како је 

то је даље 

cosh (l - с) = cosh 1 coshc - sinh [ sinh с, 

sinh (1- с) = sinh [ cosh с - cosh [sinh с, 

sinh [ (cosh [ cosh с - sinh [ sinh с) = 

= sinh а cosh l + cosh [ (sinh [ cosh с - cosh [ sinh с) , 

sinh с (cosh2 [- sinh2 [) = sinh а cosh 1, 

sinh с = sinh а cosh [. 

Ово је основна формула тригонометрије правоуглог троугла 
Лобачевскове равни, у којој се јављају само хиперболне функ. 
ције страна троуглових (а и Ь) и дужи паралелизма (угла л), а 
која је изведена чисто планиметријски, без употребе сферног 
троугла. Остале формуле изводе се чисто планиметријски на 
основу кореспонденције која постоји између правоуглог троугла 
и троправоуглог (тзв. Ламбертовог) четвороугла. 

1II 

Та се кореспонденција утврђује на следеhи начин. 

у фиг. 3 полазну тачку сачињава правоугли троугао АВС са 
правим углом у С, оштрим угловима л и 11 и странама с, а и Ь. 
Како претпостављамо да је л = П(l)и 11~П(т), то је хипотенуза с 
продужена иза тачке А' за [, и иза тачке В за т, а из крајњих 
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тачака тях продужења D Q Е ПОД8гнуте су управне .• , Даље је 
катета : а продужена Qза В тако да В01 буде 11 Е01 ,' катета Ь 

Фиг. 3 

продужена иза А тако да А02 буде 11 О02 , а из тачака А и В 
повучене полуправе АОI и В0 1 тако да је <t. 02 ВС=. cr.=П(а),. а 
<t. ОЈ АС=~=П(Ь). 

(1) 

(l ') 

Тада Ье из фиг. 3 следовати да је: 

П(с+l)=cr. -jl., 

П(с+т)=~-А. 

у фиг. 4 на хипотенузи с правоуглог троугла АВС подиг' 
нута је у тачци D, која дели хипотенузу на одсечке ОВ = с-l 
и ОА,с 1, управна ООI , тако да је 
В0 1 11 О01 и A01 !1 DO I . Даље је из 
тачке Е на хипотенузи С, која ову 
дели на одсечке ВЕ=т и АЕ= с-т, } 
подигнута управна ЕО.,. тако да је ("'JN 

В02 11 Е02 • а из тачке А повуче на vj 

полуправа АО2 I1 СО2 тако да је 
~ =П(Ь). 

Тада Ье из фигуре следовати 
да је: 

(2) 

(2') 

П(с-l}=а+jl., 

П(с-т)=~+Л. Фиг.4 

Лако се да показати да би исти резултат следовао и за 
случајеве када је l>с и !=с. 
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у фиг .. 5 катета а правоуглог троугла Аве продужена је 
иза тачке С до тачке D тако да је BD=m, а катета Ь иза тачке 

Фиг.5 

А до тачке Е тако да је АЕ = 1. Даље је катета а продужена иза 
тачке В до тачке Р тако да је ВР = т, а катета Ь иза тачке С до 
тачке а тако да је А а = 1. Напослетку у тачкама D, Е, Р и а подиг­
нуте су одговарајуће управне тако да је СО, 11 D01 , С01 11 Е01 , 
С02 11 002 и С02 11 Р02 • 

Тада ће из фигуре следовати да је: 

(3) П(т-а) + П(l+Ь)=1tј2, 

(3') П(т+а) + П(l-Ь)=nј2. 

Нек!\- је У троправоуглом четвороуглу ABCD (фиг. б) АС = и, 
AB=v,BD.-w, CD=t и оштри угао =6. Ако продужимо страну t 

иза тачке С до тачке Е за дуж и' 
D И У крајљој тачци Е подигнемо 

t ГI-----;г-т---'-----т---:-:::~ уп равну, а и з тачке D овој па­
ралелну DQ, биhе: 

(1) П(t+u') + П(w)=6. 
На сличан начин следоваhе 

из исте фигуре да је: 

(11) П(w+v') + П(t)=Э . 
. у фиг. 7 страна троправо-

Фиг. 6 углог четвороугла АВС подељена 
је тачком Е на одсечке и' и t - и', 

У тачци Е подигнута је управна ЕО, а из тачке D овој паралелна 
DO. Тада из фигуре следује да је: 

(1') П(t - и') - п(w) = Э. 
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На сличан начин следоваhе (одговарај.уhОМДОПУJiO~,фигуре): 

(11') П(W-V')-П(t)=е.' ',:.,. 

у фиг. 8 страна v троправоуглог четвороугла АВёDiфоду­
жена је иза тачке В до тачке Е тако да је AE=u',BE=a'-v, у 

Фиг.7 Фиг.8 

тачци Е подигнута је управна ЕО, а страна w продужена иза тачке 
D за дуж DF ~ t и из тачке Р повучена управна РО. 

Тада из фигуре следује да је: 

(IIl) П(а'-'V) + п(w+t) = '1t/2. 

На сличан начин следоваhе (одговарајуЬом допуном фигуре): 

(Ш) п(v'-u) + п(t + f) ~ '1t/2. 

Како је троправоугли четвороугао одређен са два од својих 
пет комада (четири стране а, v, w и t и оштри угао е), то ћемо 
да бисмо доказали да му одговара правоугли троугао са странама 
а, Ь, с, и угловима л. и р., ставити t = с (тј. претпоставити да је 
горња страна четвороугла равна хипетонузи троугла) и а = т' 
(Тј. претпоставити да је предња страна и четвороугла равна до­
пунској дужи паралелизма угла џ.). Како је тада 

П (с + т) = П (t + и') 
и 

п (е - т) = П (t - и'), 

то ће ид l' и 1 следовати 

П (е -+- т) = е, - п (w) = ~ - Л, 
а из 2' и 1': 

п (с - т) = е + п (w) = ~ + л. 
Сабирањем идентитета е - п (w) ~ ~ - л и е + п (w) = ~ + л 

следоваhе да је 2 е = 2 ~, дакле е = ~, тј. оштри угао е тропра­
воуглог четвороугла ABCD биhе једнак углу П (Ь) = /3 правоуглог 
троугла АВС. А из одузимања тих идентитета следоваhе да је 
П (w) =-= Л, тј. да је задња страна w троправоуглог четвороугла 
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једН8кадужи 'Пзралетtзма 1 УI:ла А правоуглог Тр0угла .(П (1.)=1). 
Како је даље П (f) = е = ~ '"'" П (Ь), то је и f = Ь. . 

Напослетку, како је и' = т, из III н 3 следоваhе: 

П (т - v) = тr./2 - П (1 + Ь) = П (т - а), 

а одавде v = а. 

Као 'што се види, тронравоуглом четвороуглу С, т', а, 1, П (Ь) 
одговара доистаправоугл'и троугао С, а, Ь, П(l), п (т), одн. право~ 
угли троугао с, а, Ь, л, р.(фиг. 9). 

Фиг.9 

1. с, а, Ь, П (1), 

2 .. 1, Ь, т', П(а'), 

3. а' т' с' П (Ь') , " , 
4. Ь', с', l' , п (т), 

.' .. 
5. т, '1', а', П (е), 

IV 

На сдичан наqин :од­
говараће.свакомод чети.ри 
ЈРQПраВОУГА8 четвор:оу­
гла, који ;су још могуhи, по 
један нов правоугли тро­
угао. Имаhемо према томе 
у свему следеhих пет (тзв. 
асоцираних или придру­

жени х) правоуглих тро­
углова: 

пет) ; 

П(е) ; 

П (1) , 
П(а') ; 

П(Ь'). 

Хиберболне формуле добијају се применом формуле 

1. sinh с = sinh, а cosh 1, 

која је изведена чисто планиметријски за троугао с, а, Ь, П (1), пет), 
на сваки од остала четири придружена троугла. На тај начин 
добијају се ове четири формуле: 

2. sinh 1 = sinh Ь cosh а' 

3. sinh а'= sinh т' cosh Ь', 

4. sin\l Ь' = sinh с' cosh т, 

'5. эiпh m= siпhl'соsh е. 

. Да бисмо дошли до дефинитивних формула, треба се <Усло'-
бодитичланова са 'Зкцентима '. (тј. 'д<Упунских дужи). То бива на 
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основу следеhе четири трансформационе Формуле: 

1'. sinh а = [cotg .7 (а) = cotg а = tg ех' = tg П (а') = Ј -. -­
sшh а' 

2'. cosh а = [_1_ = _1_ = _1_ = i =]cot h а" 
siпП(а) sina COSa' соsП(а') g, 

3'. sinh а'= [cosh а =] _._1_; 
sшhа 

4'. cosh а' = cotgh а. 

Применом четврте од ових формула претвара се формула 

sinh 1 == sinh Ь cosh а' = sini1 Ь cotgh а = sinh Ь _1_ 
tgha 

у формулу 
2. sinh Ь = sinh т tgh а. 

На тај начин добијају се дефинитивне формуле: 

3. sinh а = sinh т tgh Ь, 

4. sinh с = sinh Ь cosh т, 

5. cosh с = sinh 1 snih т. 

Из дефинитивних формула 2, 3 и 5 следује нова формула: 

6. cosh с = cosh а cosh Ь 

на следеhи начин. 

Из 
sinh Ь 

sinh b=tgh а sinh 1 биhе sinh 1 = - , 
tgh а 

из 

sinh а 
sinh а = tgh Ь sinh т биhе sinlJ т = - , 

tgh Ь 
према томе из 

cosh с ~ sinh 1 sinh т . 
следоваhе заменом: 

cosh с = cosh а cosh Ь 

Кад се овако добијена формула .]римени на придружене 
троугле 2, 3, 4 и 5 добиhе се најпре формуле: 

cosh 1 = cosh Ь cosh т', 

cosh а' = cosh т' cosh с', 

cosh Ь' ~ cosh с' cosh 1', 

cosh т = cosh l' cosh а, 
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па затим дефинитивне формуле: 

7. cosh l=cosh Ь cotghm, 

8. tgh а = tgh т tgh с, 

9. tgh Ь= tgh с tgh 1, 

10. cosh т = cotgh l cosh а. 

v 
Кад се у ових десет формула, у којима се јављају само 

хиперболне функције (страна троуглових а, Ь, с и дужи парале­
лизма 1 и т) место хиперболних функција дужи' паралелизма 1 и 
т уведу .тригонометријске функције одговарајуhих углова пара­
лелизма П(l) и пет), одн. углова}.. и }1, што бива на основу нама 
веЬ познатих трансформационих формула (В. »Додатак Ш"): ; 

sinh l=cotg }..~cotg П(l), 

. 1 1 
coshl=--=--­

sin }.. sin П(l) , 

tgh l=cos }..=cos П(l), 

1 1 
cothl=--= , 

cos}.. cos П(l) 

добиhе се следеhих десет полутригонометријских формула: 

1. sinh а = sinh с sin П(l), 

2. sinh Ь = tgh а cotg П(l), 

3. sinh а = tgh Ь cotg П(т), . 

4. sinh Ь = sinh с sin пет), 

5. cosh с = cotg П(l) cotg П(т), 

6. coshc = cosh а cosh Ь, 

7. cos П(т)= cosh Ь sin П(l), 

8. tgh а = tgh с cos П(т). 

9. tgh Ь = tgh с cos П(l), 

10. cos П(l)= cosh а sin П(т). 

у ових десет формула налази се и оних пет (одн. седам) 
формула које су изведене у »Додатку Ш" (то су формуле 6-10 
и формуле 4 и 1). 

Напослетку, кад се у ових десет полутригонометријских 
формула замене и хиперболнефункције страна оДговарајуhим 
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угловима паралелизма П (а), П (Ь), П (е), добиће се следеhих десет 
чисто тригонометријских формула за правоугли траоугао: 

1. tg П (е) = tg П (а) sin П (1), 

2. tg П (/) = cos П (а) tg П (Ь), 

3. tg П (т) = cos П (Ь) tg П (а), 

4. tg П (е) = tg П (Ь) sin П (т), 

5. sin П (е) = tg П (/) tg П (т), 

6. sin П (е) =- sin П (а) sin П (Ь), 

7. sin П (1) =, sin П (Ь) cos П (т), 

8. cos П (а) = cos П (е) cos П (т), 

9. cos П (Ь) = cos П (е) cos П (1), 

10. sin П (т) = sin П (а) cos П (/). 

у ових десет формула налазе се и оних пет чисто тригоно­
метријских формула (то су и овде формуле 6-10) које је Лоба­
чевски извео у §-у 35-0М (В. И "Додатак II1"). 

А~РLIСАТЮN DES FОNСТЮNS HYPERBOPQUES А. 
LA RЕDUСТЮN DES FORMULES ТRЮОNОМЕТRIQUЕS DU 

TRIANGLE RECT ANGLE DANS LE PLAN DE LOBA TSCHEWSKY 

Par 

BRANISLA V PETRONIJEVIC 

Les deux inventeurs de la geometrie non-euc1idienne n'ont pu 
deduire les formules trigonometriques du triangle гесtапglе dans leur 
plan qu'en se servant des figures spatiales. иеЬтапп etait le premier 
qui, еп appliquant les fonctions hyperboliques, а ри effectuer cette 
deduction d'une maniere purement planimetriques. Sommeгville а, qlus 
tard, simpIifie le procede planimetrique de иеЬтапп. Et l'auteur, 
dans cette etude, а voulu simpIifier encore davantage le procede 
de Sommeгville. 


