IHaprunuje Juckpernux Ckynosa Tayaka

Jopuma Kynuh

YBoa. [po6aem maprumyje (moaene) cKyma Tadyaka, i FTeHEPaIHO CKyMa 00jeKara, jaBiba ce
Kao (pyHIamMeHTaHu MpobjeM y MHOTHM 00JIaCTHMa MaTeMaTHKe (Teopuju OpojeBa, KOMOMHATOPHIIY,
IMCKPETHO] TeoMmeTpuju, bymoBum anreOpama, WTA.) W padyHapcTBa (pauyyHapCKOj T'€OMETPHjH,
HEypaJIHIM MpekamMa, MAaIlMHCKOM Y4eky, IpEro3HaBamy OONHMKA, aHAJIM3W CIMKA, ¥ MHOTHM
JIPYTHUM).

VY 0BOM HCTpa)XHBauYKOM MOTJIaBJbY JUCKyTOBaheMO mapTUIMje AUCKPETHUX CKYIOBa Tavyaka.
Taj mpoOnem je MaTemaTHIKy TpoOIEM, y CBOjOj CYIITHHH, aTH OCTBAPEHH PE3YNITATH MUMa]y YTHIIA]
Ha pa3Boj BUIIIE 00JACTH pauyHapCTBa. Y OBOM KpaTKOM IOIJIaBJby, y BHUIIE J€Taba, TUCKyToBaheMo
CaMo HEKe O FbHX.

Heku ox xjgacH4HHX MaTeMaTHYKuX mpobiema, kao mto ¢y Gauss Circle Problem (Johann
Carl Friedrich Gauss, 1777 —1855) unu Dirichlet Divisor Problem, (Johann Peter Gustav Lejeune
Dirichlet, 1805-1859), mory Outu cxBahieHn Kao Bep3uje MmocMarpaHor mpobieMa Ha
JIBOJMMEH3HOHOj IIeJ00p0jHO] Mpeku (MapTHIlMje pealu3oBaHe MOMONy KpyroBa W xurepOosa).
TeopeTcke OcHOBE MHOTHX alropuTamMa W Mpolenypa y pa3MuuTHM OO0JIaCTHMMa padyHaHapCTBa
MOTHYY W3 TeOopHje mapTuija (1eIo0pojHO MporpaMupame, YIpaBibalkbe poO0THMA, KICH(HUKOBAKE
o0jekara, Teopuja koaupama). Ore hemo moceOHO MOMEHYTH M IpobJeM xodupara napmuyuja,
KOju MOke OuTH cxBalieH Kao jelaH oJi CaBPeMEHHUjUX MpodsieMa y TeOpUjU MapTUIlUja, MOTUBUCAH
norpbama Koje MOTHYy U3 TEeOpHje pauyHapCcTBa, padyyHapCKe MHIYCTpHje, OMHOCHO MOoTpedama 3a
YCIIOCTaBJbakhe TEOPHjCKUX OKBUPA THUX JTUCIUILIHHA.

[IpoGiiem koaupama napTuiikja, Moxe OMTH cxBalieH Kao MpoOJieM MPOHANIAXKEHha MOT0THE
o3Hake (J1aberne) 3a CBaKy MapTHIW]y, U3 MOCMATPAHOT CKyIa MapTulidja, nocebno. To je BaxkaH u
NPUMEHJBHB MPOOENIM y CBHM AMMeH3HjaMa. My heMo MOCBeTHUTH MaKkby KOIUpamy MapTHUlldja,
JIaTOT JUCKPETHOT CKyIa Tayaka, y MPOU3BOJHHO JUMEH3MOHOM MPOCTOPY, Ca HEKOJIMKO MOBPIIMHA
(omHOCHO JHHHja, y JBO-AUMEH3HOHOM mpoctopy). IlocBernhemMo W maxmwy mnaprundjama d-
JuMen3noHe 1enobpojae Mpexe {0,1,..,m}% u muxoBOM Komupamy nomohy oapehenor ckyma
JHMCKPETHUX MOMEHaTa, MOrjio Ou ce pehn, MeTonoM Beh MHTEH3MBHO KOpHIIhEHOM y JHTEpaTypH.
Jla 6u ce o00e30enuiao edUKACHO KoaHMpame, MOTPEOHO je 00e30eauTH Ja BEIMYMHA U Opoj
KopuitheHnX JAUCKPEeTHUX MOMeHarta Oyay Oupanu Jia Oyay IITO MamH -- IPYTUM pedrMa, MoTpeOHO
je Gamancupatu uzemely BennuuHe KOpUIINEHHWX IUCKPETHUX MOMEHaTa W HBUXOBOI Opoja, Ha Taj
HAa4YMH C€ OCTBapyje IITO MamUd MEMOPHJCKH IMPOCTOp, MOTpeOaH 3a 4YyBame (CKIAJUIITCH:E)
MPUIPYXKEHOT Koja (j1aberie) mocMaTpaHe mapTHIIHje.

Eduxacno kogupame Tpeda na omoryhu:

e [Iponanaxeme Op3or oaroBopa Ha nurame. [la nmu cy e maprunuje jeanake? Ja nmm
nocMaTpana napruuyja seh mocroju y kopumhenoj 6a3u nogaraka?

e EdukacHo kopuiheme MEMOPH]jCKOT IPOCTOPa MOTPEOHO 3a CMEIITa] KOA0BA, MPUAPYKEHUX
MOCMaTpaHuM napTuimjama (Manu Opoj OMTOBa, 1O KOAWPAHO) NAPTULMjU, MOKE OUTH jeaH
0]l 3aXTeBa, a MOTYhU Cy U HEKH JIPYTH KPUTEPU)jyMH).



Jla 6u 6mio Moryhe oATrOBOPUTH KOJMKO je e(hUKACHO MPEII0KEHO KOAUpame, IOTPEOHO je
ypaauTH JAojAaTHa HCTpaxuBama. Hajuemhu cueHapuo mpeTocTaBjba Npelu3Hy oueHy Opoja
nocMaTpanux naptunyja. [lomTo je TakBa oneHa ypaheHa, qyxuHa epUKacHOT Koaa (MpU KOAUPAbY
I7Ie je KOJ KOHCTaHTHAae Iy)XKWHE NPUAPYKEH CBaKOj MAPTHIMjH) CE OIelkyje Kao JorapuTam
MpOLIel-eHe BPEIHOCTH Opoja MmocMarpaHe Kiace maprtuiija. HapaBHO mocroje W APYrH MOCTYIIIH
olieHe e(pUKaCHOCTH MPEJIOKEHNX MOCTYIKa Koaupama. Pennmo, npocevna ayxnHa Koja (ako HHCY
MIPeJIOXKEHN KOJAOBH UCTE AYKHHE) MOXKe OWTH KopHITheHa Kao KpUTEPHjyM YCIEITHOCTH, WU TaK
MpoceYHa MAy)XKHMHAa KOJOBa OOpadyHaTa y3 NPETXOJHO JOJaBame TEKHHCKUX Koe(HIrjeHTa
(mpeanokeHUUX KOIOBa) onxpeheHHX y 3aBHCHOCTH O] YYECTAJOCTH I0jaBJbHBaMba MPHIPYKCHE
napTunmje y "peaJHuM arrkanyjama’.

Onena Opoja mapTuigja, W3 TOCMAaTpaHe KIlace NapTUIMja, j€ MaTeMaTHYKHU IPoOJieM
pasMaTtpaH OjA CTpaHE BENHMKOT Opoja HCTpaXuBaya U3 pa3IMUUTHX 00JacTH MaTeMaTHKe
(xomOnHaTOpHKE, TeOpHje OpojeBa, CTATUCTHKE, UTA.), YaK M aKO METOJ 3a OIeHy Opoja MapTHIlHja
HEe BOAM Ka e(MKacCHOM IOCTYIIKY 3a KOIMpame MapTHIMja W3 rmocMarpane kmace. Kao mpumep 3a
HaBeJEHO MOTY ce y3eTH NapTuluje leaoobpojHe kpaapathe mpexke {0,1,..,m}? kopumhemem
KOHBEKCHHUX TOJIUTOHA, YMja TEMEHA Cy Tauke ca Te Mpexe. [1o3HaTo je aa je koaupame MmapTHilyja,
u3 Tor ckyma, moryhe xopumhemem O(m?/3) GuroBa mo cBaKoj KOAMPAHO] MAPTHIHjH, amd je
MIOCTYIIaK KOMpama KOju OW JOCTUrao TaKBY YCIICIIHOCT M Jajbe Hemo3Har. Mako je TakaB moCTyIak
OMo TemMa WCTaXWBaka MHOTHUX HCTpaXMBada KOjH ce OaBe IWUTHTATHOM T'€OMETPHjOM TaKaB
MOCTYTIAK jOIl YBeK Huje nmpoHalheH. HamomeHnMo a OCTOjU XHIoTe3a Ja Oun Koaupame y3 momoh
TAaKO3BaHWX "TUTHUTATHUX TPABOJIMHUjCKUX cerMeHeara' NOCTHUIJIO ONTHMAaTHy e()HKAcCHOCT, aal Ta
XHUIIOTe3a HUje HUje ToKazaHa (HU oOujeHa).

Ocum TeopeTcke (YriIaBHOM MaTeMaTHUKe) olleHe e(DMKACHOCTH JATOT TOCTYIIKA KOAHpamba,
NPUXBATJEUBO j€ M €KCIIEPHIMEHTATHO OLCHUBAakhE YCHEeNTHOCTH KopuiheHor nocrynka. [lo3natu cy
pe3ysTaTH, TaKBHX OlLCIHBama, ypaljenn Ha ckymosuma 2D and 3D OuHapHuHX cimka (OJHOCHO
napTUidjama {0,1, ...,m}2 and {01, ...,m}3), 3aTUM Ha MOCTYyMIMMa Koaupama "multi-level
threshold" dynximja neduHicanuX Ha GHHAPHOM yasy (ogHOCHO maptuimjama {0,1}¢ kopumhemem
HEKOJIMKO TOBPIIIN), WIIH, jOII OIIITHje, Koaupame Tako3Banux "multi-level multi-valued threshold"
dynximja (koje KopecnoHaMpajy ca mapummjama ckyna {1,2,...,m}%, npuuemy u m u d Bapupajy)
3HAYajHUX Y TEOPHjH HEYPATHUX MpeKa.

KoHa4yHO, TOMEHUMO U mapTuiuje ckymoBa {1,2,..,m}%, npuyemy cy u m u d cy jako
BEJIMKH, j€ OIl MHTEpeca y CTyAMjaMa BE3aHHM 3a XUIIEPCIEKTPaJHE CIMKe. 300T BEJIMYMHE TAKBHX
CIMKa M KOJW4YMHE WH(pOpMalMja Koje OHE HOCe, CBAKO YCICIIHO Koaupame (He 00aBe3HO W
ONTUMAJTHO) OWIJIO OU OJ1 BEJIMKE KOPHCTH Y MaHUITYJIUCAY Ca TAKO EKCTPEMHO BEJIIMKAM 00jeKTHMA,
ca KojuMa je TEIIKIl MaHMITYJIHCcaTH 300T BUXOBe BennuuHe. McTpakuBama Ha OBY TEMY Cy CaBUM
HOBA, T€ je M HeJOCTaTaK 3HA4YajHUjuX pe3ysiTaTa Ha OBO TEMY OYEKHBAH.

IHaprunuje peanunzoBane mnomohy pasamuuror Opoja mnoBpmm. Ilaprunuje
JIMCKPETHUX CKymoBa Tadaka S C R% ca Bumme NOBpIHM, ca MOCHHHM OCBPTOM HA Clydaj S =
{0,1, ..., m}? cy ox nocenor 3nauaja. Takpe mapuuuje 30Bemo Multi-surface partitions.

OuurnenHo je a MapTUIMje MOMOIYY BHIIEC MOBPIIMHA I'€HEpaIM3yjy HapUlMje Koje MOry
OWTH peayM30oBaHa KOpHUIINEHEM caMoO jeJlHe IMOBPIIMHE (TakBe MapTHIMje Cy Beh HWHTEH3WBHO
cryaupane y smteparypu). [loctoju Benmuku Opoj Bepsuja oBor mpoOiema, Koje cy pazMarpaHe y
paznuuuTUM o0NacTMMa MaTeMaTWKEe M pPavyyHapcTBa, y 3aBUCHOCTH O JUMEH3MOHAIHOCTU
MPOCTOpa, KapIMHAITHOCTH U CTPYKTYpE CKyIa Ha KOME ce BpIlie MapTHIIUje, U HapaBHO OJI BPCTE U
Opoja NOBpIIIMHA Koje Cy KopuIlheHe 3a mojerny nmocMarpanor ckyna (Cimka 1 unyctpyje Heke ox Beh
cryaupanux mpobnema). [laprtunmje peannzoBane nomoly jeaHe NHMHUje WM TOMONy jeqHe
KpyxHulle (y ABe TUMEH3H]e), OJHOCHO ca jeJIHOM XHUIIep-PaBHU WM jeTHOM Xutep-chepom (y Bulle
JMIMEH3HWja) Cy HajBUILIE CTYIMPaHe, alli Cy CTyIUpaHe U MapTUIFje MOMONy BHIIE MMOBPIIMHA, H TO Y
Pa3NUYUTUM aruIMKalyjama.
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Cimka 1. () Ucnpexuoane u neucnpexuoane unuje npouzsooe udeHmuyHe napmuyuje 0amoe
ckyna mavaxka (knaca 1. ypue mauke; knaca 2: ypeene mauke). Osaj jeOnocmasan npumep
unycmpyje 0a jeonauure kopuwhenux 1uHuja He modice bumu xopuuthen 3a Kooupare, jep o6u maoa
ceaka maxeéa napmuyuja umana 6e30poj npuopyscenux kooosa. (D) Peannu mpoyeao Oeau
npeocmasmenu OUCKPemHU CKYI madaxka Ha 08a Oeid: jedaH 0eo YuHe mauke YHYmMap mpoyeid u
opyeu Oeo Koju uune mauke uzean mpoyena. Mooice ce pehu Oa je osakea nodena ocmeapena ys3
nomoh mpu nunuje. (C) Ilocmasma ce numarse Koju cKyn OUCKpemHUX MOMeHama nokazyje 0d au ce
CKYn madaxka yHymap mpoyeana pasiukyje o0 npeseHmosanoe ckyna mauaxa? /la au maxag ckyn
NPUOPYHCEHUX OUCKPEMHUX MOMEHAMA Cy2epuuie 0d je pasiuka usmely nomenymux cKynoga mavaka
mana? (d) Peanan kpye denu yenobpojuy mpedxcy Ha 08a Oeld: jedan 0eo uune mauxe ynymap Kpyed,
00K Opyau Oeo yume mauke 6am meea. lloznamo Oa je ckyn mauaka yHymap kpyea jeounu 24-
opounanu noockyn 00 N? wuju cy oukpemmu momenmu npgoz peoa U10 =89 u pyo=96.

Ha kpajy oBor kpatkor nperiena, IOMEHMMO HEKE O JI0 cajia pa3MaTpaHux npodiema:

* V obnatu mpeno3HaBama obOnuka (pattern recognition), objexTu koje Tpeba kimacudukoBaTé Cy
Mpe/CcTaB/beHH MMOMONY BHIIE TUMEH3MOHAJIHHUX BeKTOpa (Tavaka). KommoHeHTe (KoopanWHATe) THX
BEKTOpa Cy CEJIeKTOBaHE HyMEpHYKEe KapaKTEepUCTHKE KOpWIIheHe 3a paslHKOoBame ol0jekara W3
pasnumuutux kiaca. [lomenme y Tako (OPMHpPAHOM BHIICAMMEH3MOHOM MPOCTOPY, YCTBapH,
omoryhaBajy xeJbeHy KJacHPUKaLHUjy y CKyIly IOCMaTpaHux oOjekara. Y OBaKkBHUM CIIy4ajeBUMa
KOOpJIMHATE BEKTOPa, MPHUIPYKEHUX 00jeKTUMa, HE MOpajy HY>KHO OMTH 11eTi OpojeBH.

* V o0nacTiMa padyHapKor IpoLecHparma CIMKa, PeaTHH 00jeKTH Cy MPEATaBJbEHH IMOACKYIIOBHMA
ckyna {0,1,..,m}?, npu yemy cBaka 1eJ00pOjHa Tauyka HpeJCTaB/ba OAroBapajyhu mukcen ca
[oCMaTpaHe JAWIUTAJIHE CIMKe. bpoj Tako3BaHMX JMHEAPHHX IuUXoToMHuja (mojena momohy jeaHe
nunmje) ckyna {0,1, ...,m}? je npBo cTyaupaH, aqu Cy HapTHIHjE Y3 TIOMOR Kpyrosa M KOHBEKCHHX
MOJIMTOHA TaKohe aHaIn3upaHe.

«  Bpoj pasmuumTEX N-TouwiaHUX ckymoBa S € N? koju Mory GMTH pa3BOjeHH O HHXOBOT
xommaementa N \ S y3 momoh jenHe xumep paBHH je Tarohe pasMaTpad — MOTHBAIMja Ce jaBJba y
Teopuju rpymna. [Ipobsem je Takohe ox nHTEpeca y TEOPHjH JTMHEAPHOT MPOrpaMUpPamba.

* ['eomeTpujcka cenapabmiHocT bynoBux (yHKIH]ja je Takohe aHanu3upaHa.



« Bemuka maxma je mocehena momemama ckyma S = {0,1}¢ y3 momoh jenHe Xwumep-paBHH.
MortuBanyja 3a pemaBamke OBOT MPoOJIeMa MPOM3MIA3H U3 OONACTH TeopHje HEeypaHUX Mpexka U
ananuse auHeapHux "threshold" ypehaja.

« TTaprummje cxymna {0,1}¢ y3 momoh moBpimm neduHUCAHNX ca X1 pn)ES Xy pr xf 1oLxbr =

const., rue je ap, . p, ER u rmejeS C {0,1}¢ matw ckym, cy pa3MaTpaHe Be3aHO 3a Tako3BaHe "S-
threshold” pynxkuuje.

« Maptumje ckyna {0,1}% pomohy mapanenHux Xurmep paBHU cy Takohe pazMaTpaHe y TMTepaTypHu.

Crneneha nmucta cagpxu 10 cerexToBaHMX MyOIMKaIMja KOje CaapKe ayTOPCKE U KO-ayTOPCKe
pesynTare ayTopa OBOT IpErjesa, a KOju ce OJHOCE Ha AUCKYTOBAHY HCTPAKHBAUKY TEMY.
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