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Miloš Milovanović
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TEORIJA ALGEBARSKIH JEDNAQINA MIHAILA
PETROVI�A

SINIXA CRVENKOVI�*

A p s t r a k t. – Mihailo Petrovi� je predavao petnaest matematiqkih
predmeta u svojoj karijeri profesora univerziteta. U bogatoj literaturi o
�ivotu i radu ovog naxeg velikana najmaǌe je bilo reqi o algebarskim jed-
naqinama. Matematiqki fakultet u Beogradu i Departman za matematiku i in-
formatiku Prirodno-matematiqkog fakulteta u Novom Sadu baxtine dva teksta
predavaǌa Mihaila Petrovi�a o algebarskim jednaqinama. U naxem radu bi�e
reqi o ovim tekstovima koji predstavǉaju pravi biser matematiqke literature.

Kǉuqne reqi: algebarska jednaqina, korenovaǌe

Everything about him was old except his eyes and they were
the same color as the sea and were cheerful and undefeated.

Ernest Hemingway, Old man and the sea

1. Uvod
Matematiqari provode svoj �ivot okru�eni kǌigama. Matematiqke kǌige

su zbirke ideja i misli iz proxlosti i budu�nosti. Matematiqar mo�e pre-
poznati svoju kǌigu zatvorenih oqiju. Neposve�enima nije dozvoǉeno uzimati
u ruke kǌige matematiqara. Nazovimo ovo aksiomama Teorije kǌiga.

Na polici uspomena naxe mladosti krije se mala �uta kǌiga. Na kori-
cama pixe Mihailo Petrovi�,qovek, filozof, matematiqar. Izdavaq je bio Za-
vod za izdavaǌe u
benika Socijalistiqke Republike Srbije, Beograd 1968. Kǌiga
je xtampana u oviru quvene �ute serije qiji je naziv Matematiqka biblioteka.
Proqitali smo kǌigu o Mihailu Petrovi�u za jedan dan.

* Departman za matematiku i informatiku, Prirodno-matematiqki fakultet, Univerzitet
u Novom Sadu, i-mejl: sinisa.crvenkovic@dmi.uns.ac.rs
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Sa nestrpǉeǌem smo qekali izlazak iz xtampe nove kǌige �ute serije.
Istina, dobar deo nauqnih radova nismo razumeli. Glavni urednik Mate-
matiqke biblioteke bio je Dragoslav Mitrinovi�, quveni profesor Elek-
trotehniqkog fakulteta u Beogradu. Profesor Mitrinovi� je bio jedan od
uqenika Mihaila Petrovi�a zvanog Mika Alas.

U maloj �utoj kǌizi postoji fotografija Mike Alasa. Na ǌoj je brkati
qikica, �ivahnih oqiju, koji kao da nikad nije bio mlad. Bar se to nama sred-
ǌoxkolcima tako qinilo. Diploma Mihailo Petrovi� Alas dodeǉivala se na
kraju sredǌe xkole za uspehe iz matematike.

Onda je na naxim studijama Mihailo Petrovi� potonuo u zaborav.
Mo�da smo quli nekoliko reqi o ǌemu u okviru kursa Teorije diferenci-
jalnih jednaqina. Malo ǉudi je znalo da postoje tekstovi iz Teorije alge-
barskih jednaqina pisanih po predavaǌima Mihaila Petrovi�a. Kakva xteta.
Umesto da smo uqili da rexavamo algebarske jednaqine iz Petrovi�evih pre-
davaǌa, mi smo hitali u modernu algebru. U ovom tekstu pokuxavamo donekle
da ispravimo ovu nepravdu. Tekst oznaqen italikom u ovom radu preuzet je
doslovce iz kǌige Petrovi�evih predavaǌa.

Petrovi�eva predavaǌa o jednaqinama su starog kova, kao xto je, na
primer, kǌiga William-a Burnside-a i Arthur-a Panton-a, Theory of Equations, iz
1881. godine. Mo�emo re�i da je kǌiga Leonard-a Dickson-a, First Course in the
Theory of Equations, John Wiley & Sons 1922, sliqna Petrovi�evim predavaǌima,
ali daleko slabija. U ovim kǌigama se ne spomiǌe Galoa.

2. O tekstovima
Matematiqki fakultet u Beogradu baxtini dva teksta o algebarskim jed-

naqinama. Prva skripta, pod naslovom Teorija algebarskih jednaqina, pisana su
rukom. Primetno je da se u izlagaǌu gradiva koriste dva razliqita rukopisa.
Nijedan ne liqi na Petrovi�ev rukopis. Pretpostavǉam da su to belexke
studenata koji su sluxali Petrovi�eva predavaǌa iz Teorije algebarskih
jednaqina. Drugi tekst je dat u vidu kǌige i nosi naslov Teorija algebarskih
jednaqina.

To je kǌiga o kojoj �emo priqati u ovom radu. Xtampana je 1927. godine
i prava je matematiqka poslastica, koja na prirodan naqin spaja algebru i
analizu.

Dobar deo formula u drugoj kǌizi pisan je rukom. Kao izvori, u
izlagaǌu gradiva, korix�ena su dela stranih autora Abel-a, Wanstel-a, Lau-
rent-a, Comberousse-a, Camberome-a i srpskog matematiqara Dimitrija Nexi�a.
Starim jezikom teqe priqa o algebarskim jednaqinama, kao reka. Petrovi�eva
predavaǌa dopuǌuju i daleko prevazilaze kǌigu Dimitrija Nexi�a Teorija
algebarskih jednaqina, iz 1883. godine.
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Slika 1. Naslovna strana

Predavaǌe o algebarskim jednaqinama poqiǌe definicijom:
Svaka algebarska jednaqina sa jednom nepoznatom koliqinom, mo�e se uvek

pisati u obliku

A0x
m +A1x

m−1 + · · ·Am−1x+Am = 0. (1)

Izraz koliqina preuzet je od Nexi�a. Daǉe se ka�e:
Ako su koeficijenti dati u simbolima (slovima) onda se ta jednaqina

naziva opxtom jednaqinom; ako su pak ti koeficijenti brojevi, onda se takva
jednaqina naziva brojnom jednaqinom.

Texko je poverovati da je prva, rukom pisana, kǌiga o algebarskim jed-
naqinama Petrovi�eva. Za Abela se ka�e da je xvedski matematiqar.

U drugoj kǌizi, na strani 3 stoji:
Opxtu jednaqinu, qiji je stepen vixi od qetvrtog stepena je nemogu�e re-

xiti, kao xto su pokazali Abel i pre svega ali nedovoǉno taqno, Wanstel.
Petrovi� i Saltikov se pozivaju na Abelove Ouvres complete, Camber-

ousse-ov Cours de mathematique i Wanstel-ov rad u Journale de l’ecole Polytechnique.
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Gotovo je sigurno da je ime Wanstel, koje je navedeno kao referenca, u
stvari pogrexno napisano ime Wantzel. Req je o poznatom francuskom matema-
tiqaru qije ime je Pierre Wantzel (1814–1848). To je qovek koji je rexio Pro-
blem udvajaǌa kocke i Problem trisekcije ugla. Naime, kao xto znamo, Wantzel je
pokazao da nije mogu�e izvrxiti tra�ene konstrukcije xestarom i ravnalom.

Godine 1927. se dobro znalo ko je Évariste Galois. Abel je pokazao da za
jednaqine stepena n > 5 ne postoji formula koja daje sve korene, kao xto je,
na primer, formula za korene kvadratne jednaqine. Ovaj Abelov rezultat ne
znaqi da svaka posebna jednaqina nema svoju formulu za korene. Mla�ahni
Galoa je uradio mnogo vixe. Naime,

Algebarska jednaqina je rexiva korenovaǌem ako i samo ako je odgovaraju�a
grupa Galoa rexiva.

Évariste Galois stupa 1870. godine na veliku matematiqku scenu kǌigom
Camille Jordan-a, Traite des substitutions et des equations algebrique. Izdavaq je bio
Gautier-Villars. Petrovi� je ovu kǌigu morao imati u rukama. Odluqio se, s
pravom, da studentima predaje algebarske jednaqine elementarnim metodama.
U Petrovi�evim predavaǌima Galoa se ne spomiǌe.

Znameniti Florian Cajori, u svojoj kǌizi The Modern Theory of Equations,
New York, London, 1904. godine uvodi u priqu grupe permutacija korena u
rexavaǌu algebarskih jednaqina, kako je to radio Galoa odnosno �ordan.
Edgar Dehn u kǌizi Algebraic Equations an introduction to the theories of Lagrange and
Galois, Columbia University 1930, idu�i stopama Lagran�a, Galoe i �ordana,
izla�e svoje vi�eǌe teorije jednaqina. Po mnogim autorima, kǌiga B. L. van
der Waerden-a, Moderne Algebra, xtampana 1930. godine u Berlinu, predstavǉa
osnovu onoga xto danas nazivamo Klasiqna algebra. Van der Waerden je bio stu-
dent velike matematiqarke Emmy Noether. Kǌi�ica Emil-a Artin-a, Galois The-
ory, xtampana na Ameriqkom univerzitetu Notre Dame, 1942. godine, naravno
posleratnim izdaǌima, dovodi do toga da Teorija Galoa postane sastavni deo
matematiqkih studija. Burbakisti kre�u u svoj pobedonosni pohod 1935. go-
dine. Algebarske jednaqine postaju xkolski deo nove samostalne matematiqke
discipline koju zovemo Algebra.

3. Osnovna teorema algebre
Na strani 3 kǌige predavaǌa, pod naslovom Delovni princip, se ka�e
Najglavniji princip u teoriji algebarskih jednaqina je t.zv. D’Alambert-ova

teorema. Ona glasi: Svaka algebarska jednaqina ima najmaǌe jedan realan ili
imaginaran koren.

Jean le Rond d’Alambert je 1746. godine, koriste�i tehniku analize,
pokuxao da doka�e ovaj princip. To se danas naziva Osnovna teorema algebre.
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Praktiqno od 1746. godine nastaje prava lavina dokaza ove teoreme u pokuxaju
da se ona doka�e algebarski.

Veliki Gaus se dosta negativno izrazio o dokazima Osnovne teoreme al-
gebre, koje su dali d’Alambert i Euler. Sam Gaus je dao nekih pet dokaza Osnovne
teoreme algebre. Prvi dokaz dao je u svojoj quvenoj doktorskoj disertaciji koju
je, kao xto znamo, naslovio Disquisitiones Arithmeticae. U savremenim u
benicima
algebre navodi se da je Gaus prvi dokazao ovu teoremu. Me�utim, Gaus je po-
drazumevao, kao intuitivno jasno, da svaka neprekidna funkcija, koja meǌa
znak na nekom intervalu, ima bar jednu nulu na tom intervalu. Interesantno
je da je ovo prvi dokazao qexki matematiqar Bernhard Bolzano 1817. godine.

U nastavku teksta predavaǌa o jednaqinama, Petrovi�a i Saltikova, au-
tori pokazuju osnovne stavove o polinomima kako se to i danas predaje. Ko-
eficijenti polinoma su realni ili kompleksni.

Rukom pisani tekst sadr�i simpatiqan naziv za konjugovano kompleksne
korene polinoma. Oni se nazivaju uobra�eni, xto je preuzeto iz Nexi�eve
kǌige.

Da bi dokazali da svaka algebarska jednaqina sa realnim koeficijen-
tima, koja ima imaginaran koren, ima i ǌemu konjugovan imaginaran ko-
ren, autori kǌige predavaǌa razvijaju polinom u Tejlorov red. Ovo je, na-
ravno, nepotrebno jer se tvr�eǌe lako dokazuje koriste�i osobine operacije
konjugovaǌa.

Me�utim, u nastavku priqe, metodiqki sasvim opravdano, se ka�e
Treba dobro imati na umu da ova osobina imaginarnih korena va�i samo

ako su svi koeficijenti date jednaqine realni.

Primer 1. Jednaqina sa imaginarnim koeficijentima

x2 − ix− 1− i = 0.

qiji su koreni x = 1 + i i x = −i ne�e imati koren x = 1− i.
Jasno, grexka u prepisivaǌu s table. Req je o jednaqini

x2 − x+ 1− i = 0.

U nastavku predavaǌa, metodiqki postupno prezentiranim tekstom,
dokazuju se Vijetove formule koje daju vezu korena i koeficijenata jednaqina
proizvoǉnog stepena. Dobija se n jednaqina sa n nepoznatih α1, α2, ..., αn, gde
su αi koreni polazne jednaqine. Zatim se ka�e

Potrebno je naglasiti ovde da nas rexavaǌe tih jednaqina sa n nepoznatih
koliqina α1, α2, ..., αn ne dova�aju do kakvih novih rezultata, jer kad bi iz tih
jednaqina eliminisali n−1 nepoznatih α2, α3, ..., αn doxli bi do jednaqine F (α1) =
0, t.j. do prvobitne jednaqine od koje smo poxli, u kojoj je slovo x smeǌeno sa α1.
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Autori konstatuju da se radi o simetriqnim funkcijama korena i nalaze
zbir kvadrata korena koji je izra�en koeficijentima jednaqine. Ne xire�i
daǉe priqu o simetriqnim funkcijama korena, u tekstu se ka�e

Ko �eli vixe da zna o simetriqnim funkcijama neka vidi u dole spomenu-
tim delima.

Ipak, simetriqne funkcije korena obra�ene su u tekstu kasnije. Daǉe se
zadaju specijalne jednaqine sa unapred datim vezama korena. Na primer

Kakav uslov treba da zadovoǉavaju koeficijenti date jednaqine

x3 +A1x
2 +A2x+A3 = 0

pa da ǌeni koreni budu qlanovi jedne geometrijske progresije, i u tom sluqaju
datu jednaqinu rexiti.

U delu koji nosi naslov O zajedniqkim korenima dveju algebarskih jedna-
qina tra�i se najve�i zajedniqki deliteǉ dva polinoma. Koreni ovog poli-
noma predstavǉaju rexeǌa datog sistema jednaqina. Praktiqno, daje se Eu-
klidov algoritam za nala�eǌe najve�eg zajedniqkog deliteǉa dva polinoma.
Prirodno, odmah zatim, sledi odre�ivaǌe vixestrukosti korena. Dokazuje se
da

Jedan vixestruki koren l-tog reda jednaqine F (x) = 0 je vixestruki koren
l − 1 reda izvodne jednaqine F ′(x) = 0.

Pokazuje se da va�i

Teorema 1. Ako je α jedan koren l-tog reda jednaqine F (x) = 0 tada je on u isto
vreme koren svih jednaqina

F ′(x) = 0, F ′′(x) = 0, ..., F (l−1)(x) = 0.

Prikazujemo dokaz ove teoreme zbog ǌegove elegancije. Neka je

f(x) = A0(x− α1)
l1(x− α2)

l2 · · · (x− αk)lk

Grupixemo sve korene prvog reda, drugog reda, ..., k-tog reda

X1 = (x− α11)(x− α21) · · · (x− αr11)
X2 = (x− α12)(x− α22) · · · (x− αr22)

. . .

Xk = (x− α1k)(x− α2k) · · · (x− αrkk)

Dakle,
f(x) = A0X1X

2
2X

3
3 · · ·Xk

k .
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Ako na�emo sve Xi, i = 1, 2, . . . , k, rexili smo jednaqinu. U tekstu je dat primer
za k = 4.

f(x) = X1X
2
2X

3
3X

4
4 .

NZD(f(x), f ′(x)) je
D(x) = X2X

2
3X

3
4 .

Potra�imo NZD(D(x), D′(x)) i dobijamo D1(x) = X3X
2
4 . Daǉe je

NZD(D1(x), D′1(x)) = D2(x) = X4.

Prema tome,

f(x)

D(x)
= Q(x) = X1X2X3X4

D(x)

D1(x)
= Q1(x) = X2X3X4

D1(x)

D2(x)
= Q2(x) = X3X4

D2(x) = X4.

Sledi

X1 =
Q(x)

Q1(x)
, X2 =

Q1(x)

Q2(x)
, X3 =

Q2(x)

D2(x)
, X4 = D2(x).

Jasno je kako se ovaj postupak mo�e uopxtiti. Naravno, konstatuje se da se ovo
pravilo mo�e primeniti na izraqunavaǌe vixestrukosti korena samo onda kad
nam je dotiqni koren poznat.

Na strani 40 Petrovi�evih predavaǌa, imamo primenu homogenih funkci-
ja u nala�eǌu vixestrukih korena. Naime, ako je data jednaqina

F (x) = A0x
n +A1x

n−1 + · · ·+An−1x+An = 0,

zameni se x sa x
y i sve se pomno�i sa yn. Dobija se jednaqina

ynF (
x

y
) = ϕ(x, y) = A0x

n +A1x
n−1y + · · ·+An−1xy

n−1 +Any
n = 0.

Jasno, ϕ(x, 1) = F (x). Ojlerov identitet za homogene funkcije glasi

xϕ′x(x, y) + yϕ′y(x, y) = nϕ(x, y).
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Ako je F (a) = 0 i F ′(α) = 0, imamo

ϕ(α, 1) = 0 i ϕ′x(α, 1) = 0.

Dobija se ϕ′y(α, 1) = 0, pa je svaki dvostruki koren jednaqine F (x) = 0 zajed-
niqki koren jednaqina

ϕ′x(x, y) = 0 i ϕ′y(x, y) = 0,

za y = 1. Daǉe se mo�e, na sliqan naqin, nastaviti postupak, u sluqaju da jed-
naqina ima koren ve�eg reda. Opet je i ova metoda ilustrovana mnogobrojnim
primerima.

U delu o transformacijama jednaqina daje se niz interesantnih primera.
Na strani 58, u xestom zadatku, se ka�e

Primer 2. Obrazovati jednaqinu qiji su koreni kvadrati korena date jednaqine

Smena y = x2, odnosno x =
√
y daje jednaqinu F (

√
y) = 0. Dakle,

F (
√
y) = An +An−1

√
y +An−2y +An−3y

√
y + · · · = 0.

Grupisaǌem qlanova koji sadr�e
√
y dobijamo

(An +An−2y +An−4y
2 + · · · ) +

√
y(An−1 +An−3y +An−5y

2 + · · · ) = 0

ili √
y(An−1 +An−3y +An−5y

2 + · · · ) = −(An +An−2y +An−4y
2 + · · · ).

Kvadriraǌem imamo

y(An−1 +An−3y +An−5y
2 + · · · )2 = (An +An−2y +An−4y

2 + · · · )2

i vra�aǌem y = x2 u igru, dobijamo tra�enu jednaqinu po x.
Pogledajmo zadatak 16 na strani 62.

Primer 3. Ako su αr, r = 1, 2, 3, . . . , n koreni jednaqine n-tog stepena f(x) = 0,
izraqunati izraze

n∑
r=1

1

x− αr
i

n∑
r=1

1

(x− αr)2
.

Iz tog dokazati dakle da kad su svi koreni jednaqine f(x) = 0 realni, jednaqina

F (x) = f(x)f ′′(x)− (f ′(x))2 = 0

ima sve korene imaginarne.
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Neka su svi koreni razliqiti. Izdvajamo ovaj primer zbog elegancije
rexeǌa datog u tekstu.

f(x) = (x− α1)(x− α2) · · · (x− αn).

Logaritmovaǌem dobijamo

logf(x) = log(x− α1) + log(x− α2) + · · ·+ log(x− αn),

naravno, pod uslovom da je sve definisano. Diferenciraǌem po x dobijamo

1

x− α1
+

1

x− α2
+ · · ·+ 1

x− αn
=
f ′(x)

f(x)
.

Ponovnim diferenciraǌem imamo

−
n∑
r=1

1

(x− αr)2
=

(f ′(x))2 − f(x)f ′′(x)

f2(x)
.

Leva strana ovog identiteta ne mo�e biti nula ni za jedno realno x, pa jed-
naqina

f(x)f ′′(x)− (f ′(x))2 = 0

nema realne korene.
Na strani 64, druge kǌige o jednaqinama, poqiǌe priqa o simetriqnim

funkcijama. Data sa interesantnim primerima simetriqnih funkcija, ova ma-
terija mo�e i danas, devedeset godina kasnije, biti deo gradiva savremenih
u
benika algebre.

4. Rexavaǌe kubne jednaqine
Rexavaǌe opxtih algebarskih jednaqina poqiǌe na 78. strani teksta.

Odmah se konstatuje da
Rexavaǌe opxtih algebarskih jednaqina vixih od qetvrtog stepena je

nemogu�e, kao xto je dokazao Abel. Jednaqine vixih od qetvrtog stepena mogu
se samo pribli�no rexiti samo ako su ǌihovi koeficijenti dati u brojevima, a
ova rexeǌa �emo docnije videti.

Starinski jezik je deo xarma ovog teksta. Postepeno se dolazi do rexeǌa
kubne jednaqine.
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Primer 4.

Polaze�i od jednaqine
x3 −A = 0,

i stavǉaju�i da je

A = reiα = re(α+2kπ)i = r[cos(α+ 2kπ) + i sin(α+ 2kπ)]

gde je r = |A|, dobija se

x =
3
√
A = 3

√
re

α+2kπ

3
i = 3
√
r[cos(

α+ 2kπ

3
) + i sin(

α+ 2kπ

3
)].

Ako sad dajemo koliqini k vrednost 0,1,2 dobijamo tri razliqite vrednosti za
x i to

x1 = 3
√
r[cos(

α

3
) + i sin(

α

3
)]

x2 = 3
√
r[cos(

α+ 2π

3
) + i sin(

α+ 2π

3
)]

x3 = 3
√
r[cos(

α+ 4π

3
) + i sin(

α+ 4π

3
)].

Damo li mi koliqini k jox druge vrednosti, vrednosti za x �e se uvek
poklapati sa jednim od triju gore navedenih izraza.

Daǉe se dokazuje da, ako je α jedan od tri navedena korena a

ε = cos(
2π

3
) + i sin(

2π

3
),

onda su α, εα, ε2α koreni polazne jednaqine.
Prelaze�i na rexavaǌe opxte jednaqine, eliminacijom kvadratnog qlana,

dolazi se do ekvivalentne jednaqine

x3 + px+ q = 0.

Postupak nala�eǌa korena isti je kao kod Kardana, odnosno Tartaǉe, pa se
ka�e

Ova nam formula predstavǉa opxti oblik rexeǌa jednaqine tre�eg ste-
pena; ǌu je prvi naxao Tartaglia, i ako se zove Cardan-ova formula.

Dvadeset godina pre Tartaǉe, Scipione del Ferro, profesor matematike u
Boloǌi, je 1515. godine rexio jednaqinu oblika

x3 + px = q.
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Tartaǉa je isti oblik jednaqine rexio 1535. godine uoqi matematiqkog
dvoboja sa uqenikom Xipiona del Fera. Vrlo je verovatno da je Tartaǉa znao
da rexi i jednaqinu oblika

x3 + px2 = q.

Sve ostalo je rexio Girolamo Cardano u svojoj kǌizi Ars Magna iz 1545. godine.
Zato se formula za korene jednaqine tre�eg stepena zove Kardanova. Prebaci-
vaǌe q na levu stranu znaka jednakosti za sve ǌih je bila prava texko�a. Znak
= je uveo engleski matematiqar Robert Recorde 1557. godine, jer ga je podse�ao
na paralelne du�i.

Prenosimo rexeǌe kubne jednaqine iz Petrovi�evih predavaǌa. Kao xto
je poznato, jednaqina

x3 + px+ q = 0

se rexava tako xto uvedemo smenu x = u + v. Vra�aǌem x u gorǌu jednaqinu
dobijamo slede�e veze za u i v

u3v3 = −(
p

3
)

u3 + v3 = −q.

Rexavaǌem ovog sistema po u3 i v3 dobijamo da je

x =
3

√
−q

2
+

√(q
2

)2
+
(p

3

)3
+

3

√
−q

2
−
√(q

2

)2
+
(p

3

)3
,

gde je

u =
3

√
−q

2
+

√(q
2

)2
+
(p

3

)3
,

v =
3

√
−q

2
−
√(q

2

)2
+
(p

3

)3
.

Oznaqimo sa A jednu vrednost kubnog korena od u i sa B jednu vrednost kubnog
korena od v. Dobijamo po tri vrednosti za u i v

A, εA, ε2A

B, εB, ε2B.
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Lako se pokazuje da su koreni polazne jednaqine

x1 = A+B

x2 = εA+ ε2B

x3 = ε2A+ εB,

odnosno

x1 = A+B

x2 = −A+B

2
+ i

A−B
2

√
3

x3 = −A+B

2
− iA−B

2

√
3

gde je ε = −1+i
√
3

2 , kubni koren iz jedinice.
U zavisnosti od toga koju vrednost ima diskriminanta

D =
(q

2

)2
+
(p

3

)3
,

unapred znamo kakvi su koreni jednaqine. Ako je D > 0, onda je
√
D realan

broj, pa uzimaju�i za A i B realne vrednosti, dobijamo, u opxtem sluqaju,
jedan realan i dva kompleksna korena.

Zanimǉivo je da se u tekstu kǌige predavaǌa navodi Hudde kao autor ovog
metoda rexavaǌa kubne jednaqine. Verovatno se misli na holandskog mate-
matiqara Johannes van Waveren Hudde-a, gradonaqelnika Amsterdama od 1672.
do 1703. godine. Na strani 84 razmatra se sluqaj kad je D < 0, koji autori
nazivaju nesvodǉiv sluqaj (casus irreducibile). U tekstu se ka�e

No poxto su

u = 3

√
−q

2
+
√
D1 i v = 3

√
−q

2
−
√
D1,

gde je D = −D1 tako da je D1 > 0, dve, imaginarne kon jugovane veliqine, to ako
jedna od vrednosti u ima oblik A = a + ib, jedna �e vrednost od v imati oblik
B = a− ib. Tada �emo imati vrednosti za u

a+ ib, ε(a+ ib), ε2(a+ ib)

a za v
a− ib, ε(a− ib), ε2(a− ib).
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Koreni �e biti dati izrazima

x1 = (a+ ib) + (a− ib) = 2a

x2 = ε(a+ ib) + ε2(a− ib) = a(ε+ ε2) + ib(ε− ε2)
x3 = ε2(a+ ib) + ε(a− ib) = a(ε+ ε2)− ib(ε− ε2)

Kako je pak

ε+ ε2 =
−1 + i

√
3

2
+
−1− i

√
3

2
= −1

ε− ε2 =
−1 + i

√
3

2
− −1− i

√
3

2
= i
√

3

to su sva tri korena

x1 = 2a

x2 = −a− b
√

3

x3 = −a+ b
√

3.

Problem je na�i a i b. Ovo se ne mo�e uraditi korenovaǌem. Petrovi� i
Saltikov ovako obrazla�u casus irreducibilis:

x1 = 2a, x2 = −a− b
√

3, x3 = −a+ b
√

3,

znamo da postoje slede�e veze

x1 + x2 + x3 = 0, x1x2 + x1x3 + x2x3 = p, x1x2x3 = −q.

Ako u ǌima smenimo gorǌe vrednosti, prva �e veza biti indentiqno zadovoǉena,
a iz druge dve dobijamo

a2 + b2 = −p
3
, 2a3 − 6ab2 = −q.

Eliminixemo li iz ove dve jednaqine b2, dobijamo

2a3 − 6a
(
− p

3
− a2

)
= −q,

ili
a3 +

p

4
a+

q

8
= 0.
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U ovoj jednaqini je tako�e

D1 =
(p

4
· 1

3

)3
+
( q

2 · 8

)2
< 0

jer je D1 = 1
64D, a D < 0 po predpostavci.

Ova jednaqina ima prema tome tri realna i razliqita korena, i rexavaǌe
te jednaqine nam zadaje isto toliko texko�a kao i rexavaǌe prvobitne jedna-
qine.

Naravno, sve ovo samo znaqi da se tim putem ne mo�e do�i do korena.
Mo�da bismo nekim drugim algebarskim smenama doxli do izraza za korene.

U danaxǌim u
benicima algebre dokazuje se slede�e tvr�eǌe:
Casus irreducibilis. Ako je f(x) = x3 + px + q ∈ R[x] nesvodǉiv polinom koji

ima razliqite korene, onda bilo koja korenska ekstenzija K|Q(p, q) koja sadr�i
poǉe razlagaǌa polinoma f(x) nije realna; to znaqi K * R. Napomenimo da
je upravo Casus Irreducibilis bio motivacija za uvo�eǌe kompleksnih brojeva u
matematiku.

U nastavku autori daju rexeǌe kubne jednaqine x3 + px + q = 0 u
trigonometrijskom obliku. Koristi se poznati trigonometrijski identitet

cos ϕ = 4 cos3
ϕ

3
− cos

ϕ

3

cos ϕ = cos
(
ϕ+ 2kπ

)
,

pa sledi
4 cos3

(ϕ+ 2kπ

3

)
− 3 cos

(ϕ+ 2kπ

3

)
− cos ϕ = 0.

Ako uvedemo smenu

cos
ϕ+ 2kπ

3
=
x

ρ
,

dobijamo jednaqinu

4
x3

ρ3
− x

ρ
− cos ϕ = 0.

Ova jednaqina ima korene

x = ρ cos
(ϕ+ 2kπ

3

)
, k = 0, 1, 2.

Polazna jednaqina
x3 + px+ q = 0
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pretvara se u gorǌu, trigonometrijsku jednaqinu, smenom

−3ρ2

4
= p,

−ρ3 cos ϕ

4
= q,

pa je

ρ = 2

√
−p

3
, cos ϕ =

3q

2p
√
−p

3

.

Koreni su dati izrazom

x = 2

√
−p

3
cos
(ϕ

3
+

2kπ

3

)
, k = 0, 1, 2,

pod uslovom da je cos ϕ 6 1, odnosno

3q

2p
√
−p

3

6 1

ili
q

2
6

√(
− p

3

)3
.

Posledǌa nejednakost va�i ako i samo ako je(q
2

)2
+
(p

3

)3
6 0.

Kao xto znamo, ovo je uslov da koreni budu realni. Svakako mora biti p 6 0.
Na strani 90, u zadatku 2, se ka�e

Primer 5. Razdeliti polovinu kugle u dva jednaka dela jednom ravni paralelnoj
bazi.

Tra�i se visina x odseqka sfere qija je zapremina qetvrtina zapremine
sfere. Dakle,

1

3
πR3 =

1

3
πx2(3R− x)

xto je ekvivalentno jednaqini

x3 − 3Rx2 +R3 = 0.

Smena x = Ry daje
y3 − 3y2 + 1 = 0.
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Zbog kvadratnog qlana uvodimo smenu, y = z + 1 i dobijamo

z3 − 3z − 1 = 0

D =
(q

2

)2
+
(p

3

)3
=

1

4
− 1 = −3

4
< 0.

Rexavamo trigonometrijski

ρ =

√
−p

3

27
=

√
27

27
= 1, cos ϕ = − q

2ρ
=

1

2
.

Dakle,
ϕ = 60◦,

ϕ

3
= 20◦

i koreni su

z1 = 2 cos 20◦

z2 = 2 cos(20◦ + 120◦) = 2 cos 140◦

z3 = 2 cos(20◦ + 240◦) = 2 cos 260◦

odnosno
z1 = 2 cos 20◦, z2 = − cos 40◦, z3 = 2 cos 100◦.

z2 i z3 su negativni pa je x = 2R cos 20◦. Lepo i korisno.

5. Rexavaǌe jednaqine qetvrtog stepena
Na 92. strani teksta se ka�e
Naqin rexavaǌa jednaqine 4-tog stepena naxao je Euler, i on je sliqan naq-

inu po kojem smo rexavali jednaqinu tre�eg stepena.
Ipak, naqin rexavaǌa jednaqine qetvrtog stepena prvi je naxao Ludovico

Ferrari, Kardanov uqenik, a ne Ojler. Kardano je Ferarijevo rexeǌe prezenti-
rao u kǌizi Ars Magna 1545. godine. U rukom pisanom tekstu Teorija jednaqina,
kao autor rexeǌa jednaqine qetvrtog stepena navodi se Tartaǉa.

Nema dokaza da je Tartaǉa znao da rexi bilo koji netrivijalan oblik
jednaqine qetvrtog stepena. Uostalom, Tartaǉa je odbio da se jednaqine uvrste
u probleme dvoboja sa Ferarijem u Milanu 1548. godine.

Ako pogledamo kǌigu Kardanovog savremenika Rafael-a Bombelli-ja L’Algebra,
Bologna, 1572, vidimo da on nema lepo mixǉeǌe o Tartaǉi.

U novije vreme Tartaǉino mesto u istoriji matematike odredio je jedan
od vode�ih nauqnika danaxǌice Sir Roger Penrose u kǌizi Shadows of The Mind
iz 1995. godine.
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Jednaqine qetvrtog stepena obra�ene su u drugoj kǌizi na veoma elegan-
tan naqin. Vaǉa re�i da je ovaj pristup rexavaǌu jednaqina qetvrtog stepena
koristio i Dimitrije Nexi�. Nexi�, kao izvornu literaturu za svoju kǌigu,
navodi nemaqke autore i praktiqno nema preseka sa literaturom koju navode
Petrovi� i Saltikov.

Prezentirani naqin rexavaǌa jednaqine qetvrtog stepena, u Petrovi�e-
vim predavaǌima, prirodno se nadovezuje na Kardanov metod rexavaǌa jedna-
qine tre�eg stepena. Naime, uvodi se smena

x = u+ v + t

prema tome,
x2 = u2 + v2 + t2 + 2(uv + vt+ tu)

ili
x2 − (u2 + v2 + t2) = 2(uv + vt+ tu)

Kvadriraǌem dobijamo

x4 − 2x2(u2 + v2 + t2) + (u2 + v2 + t2)2 = 4(u2v2 + v2t2 + t2u2) + 8uvt(u+ v + t).

Vra�aǌem x = u+ v + t, dobijamo

x4 − 2(u2 + v2 + t2)x2 − 8uvtx+ [(u2 + v2 + t2)2 − 4(u2v2 + v2t2 + t2u2)] = 0.

Ako je polazna jednaqina, koja se dobija posle eliminacije kubnog qlana,

x4 + px2 + qx+ r = 0,

onda, izjednaqavaǌem sa koeficijentima prethodne jednaqine dobijamo

−(u2 + v2 + t2) =
p

2

u2v2 + v2t2 + t2u2 =
p2

16
− r

4

−u2v2t2 = − q
2

64
.

Rexavaǌem ovog sistema dobijamo kubne jednaqine po u2, v2, t2.
Interesantno je da Ferari nije ovako rexavao jednaqinu qetvrtog ste-

pena. On je svodio jednaqinu na jednakost dva kvadrata kvadratnih trinoma
i odatle dobijao rexeǌa korenovaǌem leve i desne strane identiteta. Re-
cimo i to da se danas u u
benicima algebre, pored Ferarijeve metode, koristi
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i Dekartova metoda rexavaǌa quartic-a. Naime, Dekart, jednostavno, polinom
qetvrtog stepena rastavǉa na proizvod dva kvadratna trinoma i, metodom jed-
nakih koeficijenata, dobija dve kvadratne jednaqine.

6. Opxta jednaqina n-tog stepena
U nastavku teksta, autori kre�u u rexavaǌe specijalnih jednaqina

proizvoǉnog stepena. Polazi se od Binomne jednaqine

xn −A = 0

i, prirodno, svode�i ovu jednaqinu na

yn − 1 = 0

i ǌene korene

ε0 = 1

ε1 = cos
2π

n
+ i sin

2π

n
...

εn−1 = cos
2(n− 1)π

n
+ i sin

2(n− 1)π

n

autori teksta dobijaju korene polazne jednaqine

xr = εr
n
√
A, r = 0, 1, . . . , n− 1.

Daǉe se, analogno, daje rexeǌe sluqaja kad je A kompleksan broj.
Na strani 99 posmatra se klasa jednaqina oblika

A0x
rn +A1x

(r−1)n + · · ·+Ar−1x
n +Ar = 0,

qije rexeǌe se tra�i smenom
y = xn.

Novodobijena jednaqina

A0y
r +A1y

r−1 + · · ·+Ar−1y +Ar = 0,

razmatra se za r 6 5.
Slede primeri.
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Primer 6.

x2n − 2axn cosα+ a2 = 0,

gde je a realna koliqina. Jasno, smena y = xn daje kvadratnu jednaqinu

y2 − 2ay cosα+ a2 = 0,

qiji su koreni

y1 = a(cosα+ i sinα) i y2 = a(cosα− i sinα).

Ostalo je primena Moavrove formule.
Drugi odeǉak se zavrxava reciproqnim jednaqinama. To su jednaqine

koje imaju osobinu da, ako je α jedan koren date jednaqine, onda je 1
α tako�e

koren te jednaqine. Ne raqunaju�i sluqajeve kad su koreni 1 ili −1, dobijamo
jednaqine parnog stepena.

Primer 7.

U tekstu se reciproqna jednaqina oblika

A0x
2n +A1x

2n−1 + · · ·+Anx
n + · · ·+A2n−1x+A2n = 0,

rexava tako xto se uvodi smena

z = x+
1

x

podeli se leva i desna strana sa xn i dobija jednaqina oblika

B0

(
xn +

1

xn

)
+B1

(
xn−1 +

1

xn−1

)
+ · · ·+Bn−1

(
x+

1

x

)
+Bn = 0.

Oqigledno, treba
(
xi + 1

xi

)
izraziti pomo�u z. Koristi se identitet

(
xr +

1

xr

)(
x+

1

x

)
= xr+1 +

1

xr+1
+ xr−1 +

1

xr−1
,

odnosno
xr+1 +

1

xr+1
= z
(
xr +

1

xr

)
−
(
xr−1 +

1

xr−1

)
.
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Tako je

x2 +
1

x2
=
(
x+

1

x

)
z −

(
x0 +

1

x0

)
= z2 − 2

x3 +
1

x3
=
(
x2 +

1

x2

)
z −

(
x+

1

x

)
= z3 − 3z

x4 +
1

x4
=
(
x3 +

1

x3

)
z −

(
x2 +

1

x2

)
= z4 − 4z2 + 2.

Vidimo da je xn + 1
xn polinom po z n-tog stepena. Poglavǉe se zavrxava svo�e-

ǌem jednaqina
x2n − 1 = 0

i
x2n + x2n−1 + · · ·+ x2 + x+ 1 = 0

na jednaqine n-tog stepena.

7. Numeriqko rexavaǌe jednaqina
Tre�i odeǉak nosi naziv Rexavaǌe brojnih jednaqina. Danas ka�emo, bro-

jevnih. Imaju�i u vidu da je svaki realan polinom neprekidna funkcija, uko-
liko postoje dve vrednosti tog polinoma koje su razliqitog znaka, polinom
ima realnu nulu. Broj realnih nula, u intervalu u kome polinom meǌa znak,
je neparan. U tekstu se autori jednostavno pozivaju na sliku. Tako�e, u doka-
zima se koristi znak∞ kao beskonaqno velika vrednost i qesto se ǌime mno�i,
deli i sabira. Na primer, na strani 114 kao pravilo III navodi se slede�e,
pod uslovom da je vode�i koeficijent pozitivan.

Ako je zadǌi koeficijent jedne algebarske jednaqine negativan, ona ima naj-
maǌe jedan pozitivan koren. Jer ako uvrstimo u datu jednaqinu F (x) = 0 umesto
x− a 0 i ∞, to �e ona imati znake

F (0) F (∞)

− +

Dakle, izme�u 0 i ∞ mora se nalaziti najmaǌe jedan koren.
Jasno je da vode�i monom najbr�e raste, pa autori odmah zakǉuquju da

je F (∞) > 0.
U ovom odeǉku Petrovi� je kod ku�e i gradivo je puno lepih primera.

Prvo se odre�uju granice korena. Prva metoda odre�ivaǌa granice realnih
korena pripada MacLaurin-u. Dakle, pod uslovom da je vode�i koeficijent poli-
noma pozitivan, imamo

26



Gorǌu granicu pozitivnih korena jedne algebarske jednaqine dobijamo ako je-
dinici dodamo apsolutnu vrednost najve�eg negativnog koeficijenta jednaqine,
podeǉenog sa koeficijentom najvixeg stepena od x.

Slede ǋutnova metoda i metoda grupisaǌa qlanova.
Na strani 119 se prelazi na odre�ivaǌe racionalnih korena.
Ako jednaqina sadr�i iracionalne koeficijente, mi �emo mesto ǌih osta-

viti ǌihove pribli�ne vrednosti izra�ene racionalnim brojevima i na taj
naqin iracionalne koeficijente pretvoriti u racionalne.

Odmah zatim prelazi se, prirodno, na jednaqine sa celobrojnim koefi-
cijentima. Pored poznatog kriterijuma za celobrojne nule polinoma, navodi
se i slede�e

Ako ni jedan od brojeva

(III) F (1), F (0) = An, F (−1)

nije deǉiv sa 3, jednaqina F (x) = 0 nema ni jednog celog korena.
Dokaz je lep i jednostavan. Naime, neka je a celobrojni koren. Sledi da je

F (1) = −(a− 1)F1(1)

An = F (0) = −aF1(0)

F (−1) = −(a+ 1)F1(−1).

Kako jedan od brojeva a−1, a, a+1 mora biti deǉiv sa 3, sledi tvr�eǌe. Zatim
se ka�e

Obratno pravilo ne va�i, t.j. ako je jedan od brojeva (III) deǉiv sa 3, jed-
naqina ne mora imati cele korene.

Sledi poznati algoritam nala�eǌa racionalnog korena celobrojnog
polinoma i mnoxtvo lepih primera. Kod nala�eǌa iracionalnih korena pri-
stupa se odre�ivaǌu broja realnih korena i ǌihovom razdvajaǌu. Za dva
susedna qlana nekog brojevnog niza, koji su suprotnog znaka, autori ka�u da
predstavǉa jednu menu. Ako su istog znaka, onda oni predstavǉaju jedan sled.
Posle kra�e diskusije o menama niza koeficijenata jednaqine, prelazi se na
dokaz poznatog Dekartovog pravila koje glasi

U jednoj algebarskoj jednaqini broj pozitivnih korena R ne mo�e nikad biti
ve�i od broja mena M, a ako je maǌi, tada je razlika M −R jedan paran broj.

Kao posledica prethodnog tvr�eǌa dokazuje se slede�e pravilo
Broj imaginarnih korena jednaqine ne mo�e biti maǌi od n− (M +M ′), gde je M
broj mena jednaqine F (x) = 0 a M ′ broj mena jednaqine F (−x) = 0.
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U dokazu se ka�e
Ovo pravilo je oqevidno poxto broj P ne mo�e biti ve�i od (M + M ′). Kad
oznaqimo sa J broj imaginarnih korena imamo dakle

n− J = M +M ′,

t.j.
J = n− (M +M ′).

Odmah zatim se odredi maksimalan broj korena u datom intervalu. Sledi,
ponovo, mnoxtvo lepih primera.

Strana 138 poqiǌe Fourier-ovom metodom odre�ivaǌa maksimalnog broja
korena jednaqine, koji se nalaze u datom intervalu. Danas se ovo gradivo
predaje na studijama matematike u okviru grupe predmeta koji spadaju u Nu-
meriqku matematiku.

Slede�a metoda je Rolle-ova metoda koju navodimo iz sentimentalnih
razloga.

Izme�u dva uzastopna korena jednaqine F (x) = 0 nalazi se najmaǌe jedan
koren izvodne jednaqine F ′(x) = 0 a, ako ih ima vixe, ǌihov broj je neparan.

Izme�u dva uzastopna korena izvodne jednaqine F ′(x) = 0 mo�e se nalaziti
samo jedan koren F (x) = 0 ili ni jedan.

Slede primeri koji i danas mogu imati svoje mesto u bilo kom u
beniku
numeriqke matematike.

Sturm-ova metoda je data na strani 156. Problem nastaje kad ne mo�emo
rexiti izvodnu jednaqinu. U tekstu se ka�e

Me�utim ako mi izvodnu jednaqinu ne mo�emo rexiti, Roleova se metoda
ne mo�e primeniti. Ako nam pored toga Dekartova i Fourier-ova metoda ne
daju dovoǉno taqne rezultate, to treba primeniti Xturmovu metodu, koja
nam potpuno taqno odre�uje broj realnih korena, koji se nalaze u jednom datom
intervalu.

Potom sledi dokaz vaǉanosti Xturmovog algoritma i niz zadataka, od
kojih su neki kompletno rexeni.

Na strani 165 pristupa se Pribli�nom izraqunavaǌu iracionalnih korena.
Date su poznate numeriqke metode regula falsi i ǋutnova metoda i sve to sa
primerima.

Zatim sledi kratko poglavǉe o Odre�ivaǌu imaginarnih korena jedne brojne
jednaqine.

Polazi se od jednaqine
F (x) = 0,
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qiji imaginarni koreni imaju oblik

z = x+ iy.

Problem se svodi na izraqunavaǌe realnih brojeva x i y. Zamenom dobijamo

F (x+ iy) = 0,

ili
F (x+ iy) = P (x, y) + iQ(x, y),

xto je ekvivalentno
P (x, y) = 0 i Q(x, y) = 0.

Razdvajaǌe jednaqine F (x+iy) = 0 dobijamo tako xto polinom F (x+h) razvijamo
u Tejlorov red i u ǌemu stavǉamo h = iy. Dakle,

F (x+ iy) = F (x) + i
y

1!
F ′(x)− y2

2!
F ′′(x)− iy

3

3!
F ′′′(x) + · · · =

=
(
F (x)− y2

2!
F ′′(x) +

y4

4!
F (iv)(x)− · · ·

)
+ iy

(
F ′(x)− y2

3!
F ′′′(x) + · · ·

)
.

Prema tome

P (x, y) =
(
F (x)− y2

2!
F ′′(x) +

y4

4!
F (iv)(x)− · · ·

)
Q(x, y) = y

(
F ′(x)− y2

3!
F ′′′(x) +

y4

5!
F (v)(x)− · · ·

)
,

i rexavaǌe polazne jednaqine svodimo na rexavaǌe dve jednaqine sa dve
nepoznate

P (x, y) = 0

Q(x, y) = 0.

Naravno, P (x, y) i Q(x, y) su konaqne sume, jer se posle odre�enog broja koraka
izvodi anuliraju. U primeru koji je dat, lako se eliminixe y, pa se priqa
svodi na jednaqinu sa jednom nepoznatom.

qetvrti odeǉak, posledǌi, pravi je izazov za rexavaǌe. Req je o trans-
cendentnim jednaqinama. Razumǉivo, radi se o jednaqinama u kojima figurixu
transcendentne funkcije.
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U uvodu poglavǉa navode se suxtinske razlike me�u realnim polinomima
i transcendentnim funkcijama. Odmah se konstatuje da se Dekartova i Furi-
jeova pravila ne mogu primeniti na transcendentne jednaqine. Me�utim,

Rolle-ova se metoda mo�e primeniti na transcendentnu jednaqinu
F (x) = 0 kad god su funkcije F (x) = 0 i ǌen izvod F ′(x) = 0 neprekidne

funkcije.
I ovde imamo dva ilustrativna primera. Autori teksta se koriste i

graficima funkcija u odre�ivaǌu korena. Najpre se jednaqini F (x) = 0 na�e
ekvivalentan izraz u obliku

ϕ(x) = ψ(x),

a zatim se tra�i presek tih krivih.

Primer 8.

F (x) = ex − ax = 0

se, jasno, prevodi u
ex = ax,

i onda se, za realne vrednosti a, tra�e preseci pravih y = ax sa y = ex.

Primer 9.

Malo slo�enija je jednaqina

F (x) = xx − 100 = 0.

Ona se transformixe na oblik

xx = 100,

pa se ka�e
i kad uzmemo Briggs-ov logaritam obeju strana jednaqine dobijamo

xlogx = 2,

t.j.
F1(x) = xlogx− 2 = 0.

No mi tu jednaqinu mo�emo pisati u obliku

logx =
2

x
.
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U preseku hiperbole i logaritamske krive dobija se rexeǌe transcendentne
jednaqine

F (x) = 0.

Precizna vrednost korena, na xest decimala, odre�uje se ǋutnovom metodom
kombinovanom sa metodom Proporcionalnih priraxtaja.

Ovaj zanimǉiv tekst zavrxava se primenom Metode uzastopnih pribli�a-
vaǌa. Naime, jednaqina F (x) = 0 se transformixe u izraz

x = ϕ(x),

pa �e koren od F (x) = 0 biti fiksna taqka ϕ(x). Priqa ide ovako
Predpostavimo da znamo jednu pribli�nu vrednost korena date jednaqine.

Neka je ta vrednost x = x0 a neka je x = a taqna vrednost korena t.j.

α = ϕ(α).

Dobija se niz
x0, x1, x2, ..., xr, xr+1, ...

gde je
xi = ϕ(xi−1), i = 1, 2, ...

Ako se qlanovi niza pribli�avaju korenu, mora biti

|xr+1 − a| < |xr − a|

za sve vrednosti r. Znamo da je x = ϕ(x) i α = ϕ(α), xto nam daje nejednakost

|ϕ(xr)− ϕ(α)| < |xr − a|

ili ∣∣∣ϕ(xr)− ϕ(α)

xr − α

∣∣∣ < 1.

Teorema o sredǌoj vrednosti daje

ϕ(xr)− ϕ(α)

xr − α
= ϕ′(βr),

gde je βr ∈ [α, xr]. Ovo znaqi da je

|ϕ′(x)| < 1,
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kad x varira u intervalu [x0, x
′
0] u kome se nalazi α. Zakǉuqak u tekstu je tada

niz
x0, x1, x2, ..., xr, xr+1, ...

ima za granicu dotiqni koren.
Slede konkretni zadaci u kojima se vrednost korena izraqunava na xest

decimala.

8. Zakǉuqak
Malo je verovatno da su autori pa�ǉivije gledali ovaj tekst. Si-

gurno ne bi bilo toliko xtamparskih nedostataka. Me�utim, sigurno je da
su to belexke sa Petrovi�evih predavaǌa. ǋegov duh prisutan je na svakoj
stranici teksta.

Neosporno je i to da Petrovi� nije u ova predavaǌa ukǉuqio svoje ori-
ginalne rezultate iz geometrije polinoma, ǌegove omiǉene matematiqke teme.

O Petrovi�evim originalnim doprinosima algebri videti u kǌizi
Algebra, kǌiga 4, edicije Sabranih dela Mihaila Petrovi�a. Kǌigu je
znalaqki priredio profesor �arko Mijajlovi�. Ediciju Sabrana dela Mi-
haila Petrovi�a xtampao je Zavod za u
benike i nastavna sredstva, Beograd
1988. godine.

Doprinose Teoriji polinoma Mihaila Petrovi�a citirao je matemati-
qar Morris Marden u kǌizi Geometry of polynomials, u izdaǌu Ameriqkog mate-
matiqkog druxtva, iz 1949. godine.

Mo�e se re�i da radovi Mihaila Petrovi�a, o lokaciji korena alge-
barskih jednaqina, danas spadaju u oblast Numeriqke linearne algebre, koju
popularno nazivamo Gerxgorinovi krugovi.

Teorija algebarskih jednaqina se danas predaje na svim matematiqkim
fakultetima sveta. Kruna priqe o algebarskim jednaqinama je Teorija Galoa.
Putevi algebre su nedokuqivi. Istorijski gledano, rexavaǌe algebarskih jed-
naqina dovelo je, pre svega, do razvoja Teorije grupa. Me�utim, dokazivaǌe Ve-
like Fermaove teoreme prirodno je vodilo do pojmova prstena i poǉa. Razvoj
raqunarstva podstiqe razvoj mnogih algebarskih uopxteǌa grupa, prstena i
poǉa. U Srbiji, ovim se bave Petrovi�evi nauqni potomci.

Matematiqko potomstvo Mihaila Petrovi�a dalo je i daje interesantne
doprinose Teoriji polinoma. Ova tema zavre�uje poseban zbornik preglednih
radova doma�ih autora.

Sitne grexke u tekstu predavaǌa Mihaila Petrovi�a i Saltikova
potiqu, pre svega, od brzopletog prepisivaǌa tadaxǌih studenata.

Xestog maja, ove godine, navrxilo se 150 godina od ro�eǌa Mihaila
Petrovi�a, uqiteǉa mnogih generacija. Preselimo se u mislima, za trenu-
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tak, u Petrovi�eva vremena. Tadaxǌi mladi profesor matematike, koji je
odsluxao predavaǌa o algebarskim jednaqinama, je vrlo dobro znao da re-
xava jednaqine. Skupǉaqi bodova danaxǌih studija matematike jednostavno ne
sti�u da svoje apstraktno znaǌe oprobaju na konkretnim primerima.

Veliqina jednog matematiqara ne meri se odsustvom grexaka, zabluda i
promaxaja, ve� metodama i konceptima koji vode budu�e generacije. Svi na-
rodi imaju svoje velikane. Mi poxtujemo i volimo naxeg Mihaila Petrovi�a.
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Sinǐsa Crvenković

THEORY OF ALGEBRAIC EQUATIONS OF MIHAILO PETROVIĆ

S u m m a r y

We can say that the lectures about algebraic equations, held by Mihailo Petrović, are
mathematical cookies which in a natural way show the unity of algebra and analysis. Lost
in space and time, the lectures were waiting for decades to be presented for students of
mathematics. Our text recommends Theory of Algebraic Equations by Mihailo Petrović,
as a required lecture in mathematical education of young generations.
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DELO MIHAILA PETROVI�A
,,RAQUNAǋE SA BROJNIM RAZMACIMA”

I INTERVALNA MATEMATIKA

DUXAN TOXI�*

A p s t r a k t. – Mihailo Petrovi� objavio je svoju kǌigu ,,Raqunaǌe
sa brojnim razmacima” 1932. godine na srpskom jeziku. Izdaǌe je ponovǉeno
1969. u redakciji dr Petra Vasi�a i dr Milorada Bertolina. Xezdesetih go-
dina 20. veka zapoqiǌe razvoj intervalne matematike qiji glavni protagonista
je bio R. E. Moore [3]. Intervalna matematika je brzo postala jedna od va�nih
oblasti matematike i naxla je veliku primenu u raqunarstvu. Nastao je ve-
liki broj radova iz ove oblasti. Postavǉa se pitaǌe: ,,Da li je rad Mihaila
Petrovi�a uticao na razvoj intervalne matematike?” Razvoj intervalne mate-
matike je zapoqeo sa intervalnom aritmetikom i bio je inspirisan elektron-
skim raqunarima. Ne mo�e se re�i da je rad Mihaila Petrovi�a uticao na
poqetak razvoja intervalne matematike. Me�utim, ovaj rad je veoma znaqajan
zbog xirokog spektra matematiqkih disciplina (poqev od aritmetike, preko
geometrije do diferencijalnih i integralnih jednaqina) u kojima su prime-
ǌeni intervali. Radovi ruskih matematiqara (posebno Qapligina [7]), nastali
kasnije, pokazali su koliko su bile znaqajne ideje Mihaila Petrovi�a u rexa-
vaǌu poqetnog problema kod obiqnih diferencijalnih jednaqina.

Kǉuqne reqi: Mihailo Petrovi�, razmak, intervalna matematika

1. Uvod
Mihailo Petrovi� je nekoliko godina dr�ao predavaǌa na Beogradskom

univerzitetu, a koja su se odnosila na operisaǌe brojnim razmacima, tj. inter-
valima. Nakon serije kurseva, 1932. godine publikovao je kǌigu ,,Raqunaǌe sa
brojnim razmacima”. To je jedna od prvih kǌiga u istoriji matematke gde se

* Matematiqki fakultet, Univerzitet u Beogradu, i-mejl: dtosic@matf.bg.ac.rs
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sistematski obra�uju intervali. Pod razmakom M. Petrovi� ne podrazumeva
samo linijski interval na brojnoj osi, ve� i neku ograniqenu povrxinu,
odnosno, deo prostora. Ova kǌiga je originalno delo i u vezi sa ǌom pojavǉuje
se niz interesantnih pitaǌa, kao xto su: koje izvore je koristio Petrovi�
prilikom pisaǌa kǌige, da li je kǌiga klasiqan u
benik ili monografija,
da li je neposredno (ili posredno) uticala na nastanak intervalne analize,
kakav uticaj je imala na razvoj matematike u Srbiji itd. Nadaǉe, u ovom radu,
nastoja�emo da odgovorimo na postavǉena pitaǌa.

2. O kǌizi ,,Raqunaǌe sa brojnim razmacima”
Kǌiga ,,Raqunaǌe sa brojnim razmacima” je napisana na srpskom jeziku.

Nakon prvog izdaǌa, ponovo je xtampana 1969. godine (videti [1] i [2]). Kǌiga
ne sadr�i podatke o korix�enoj literaturi, niti postoje neke reference u
celokupnom tekstu. Tako�e, u drugim radovima Mihaila Petrovi�a nema po-
dataka o mogu�im izvorima ili uticajima. U radu [3] pomiǌu se radovi J.
C. Burkill-a iz 1924. godine i R. C. Young-a iz 1931. kao prvi radovi iz mate-
matike u kojima se operixe intervalima. Malo je verovatno da je Mihailo
Petrovi� znao za ove radove jer je mahom bio orijentisan na francusku lite-
raturu. Osim toga, pristupi intervalima u ovim radovima bitno se razlikuju
od pristupa koji je koristio u svojoj kǌizi. Kǌiga se sastoji iz 3 odeǉka:

a) Brojni razmaci u elementarnim raqunima;
b) Brojni razmaci u infinitezimalnom raqunu;
v) Brojni razmaci za integrale diferencijalnih jednaqina.

(U tre�em odeǉku M. Petrovi� koristi termin ,,Integral diferenci-
jalne jednaqine”, a danas bismo rekli ,,Rexeǌe diferencijalne jednaqine”.)
Iz naziva odeǉaka mo�e se zakǉuqiti da M. Petrovi� koristi intervale
u raznim oblastima matematike, ali najvixe u infinitezimalnom raqunu i
diferencijalnim jednaqinama.

Za kurseve, koje je dr�ao o brojnim razmacima slobodno se mo�e re�i da
su bili originalni i jedinstveni. Mihailo Petrovi� je pose�ivao razne uni-
verzitetske centre u svetu i sigurno je bio upoznat sa kurikulima iz oblasti
matematike. Bez obzira xto tamo nije bilo kurseva vezanih za operisaǌe
intervalima, on se nije ustezao, ve� je hrabro takve kurseve dr�ao na Beograd-
skom univerzitetu. Kako je kǌiga ,,Raqunaǌe sa brojnim razmacima” nastala
iz originalnih ideja Mihaila Petrovi�a prezentovanih na predavaǌima, da
li predstavǉa monografiju? U predgovoru drugom izdaǌu, profesor Mitri-
novi� tretira ovu kǌigu kao u
benik, me�utim, prire�ivaqi izdaǌa, profe-
sori Vasi� i Bertolino, u predgovoru, ka�u da se kǌiga mo�e tretirati i kao
monografija. Na �alost, u kǌizi nije navedena korix�ena literatura (niti
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postoje ikakve reference) i nije napisana ni na jednom od svetskih jezika. Bez
sumǌe, kǌiga predstavǉa u
benik, ali, zbog navedenih nedostataka, ne mo�e
se tretirati kao monografija, i pored toga xto obiluje originalnim idejama.
Mo�emo konstatovati da je xteta xto kǌiga nije prevedena na neki od svetskih
jezika jer bi, verovatno, imala veliku ulogu u istoriji matematike.

3. Intervalna analiza i ,,Raqunaǌe sa brojnim razmacima”
Mihaila Petrovi�a
Xezdesetih godina 20. veka zasnovana je nova matematiqka disciplina

– intervalna matematika. Req je o matematiqkoj oblasti koja se odnosi na
operisaǌe intervalima. Veoma brzo ova oblast je postala vrlo aktuelna jer
se izdvojila kao znaqajna teorijska osnova raqunarstva. Veliki broj matema-
tiqara zainteresovao se za intervalnu analizu, nastao je obiman skup radova
i odr�ane su brojne konferencije koje su se odnosile na ovu oblast. Osnivaqem
intervalne analize smatra se Ramon Moore qija kǌiga Interval analysis ([3]) je
podstakla mnoge nauqnike da se zainteresuju za ovu oblast. Kako je kǌiga M.
Petrovi�a ,,Raqunaǌe sa brojnim razmacima” nastala 40-ak godina ranije,
postavǉa se pitaǌe da li je ona inspirisala Moore-a da oformi novu mate-
matiqku disciplinu – intervalnu analizu. (Intervalna analiza je podstakla
primenu intervala u raznim matematiqkim disciplinama i tako je oformǉena
intervalna matematika.) Ako kǌiga M. Petrovi�a nije direktno uticala na
Moore-ov rad, da li je mo�da posredno, tj. da li je uticala na autore qije
rezultate je potom koristio Moore? Najznaqajnije rezultate u radu sa interva-
lima, pre Moore-a, imali su japanski matematiqar T. Sunaga i poǉski matema-
tiqar M. Warmus (videti [4]). Rezultati do kojih su doxli su znaqajni i Moore
je bio upoznat sa nekima od ǌih, posebno sa rezultatima T. Sunaga-e. Rezultati
do kojih su doxla ova dva matematiqara su dobijeni pribli�no u isto vreme
i, po svemu sude�i, nezavisno jedan od drugog. Nema nikakvih podataka da su
oni bili upoznati sa radom M. Petrovi�a. Ovo se mo�e zakǉuqiti na osnovu
korix�ene notacije, odnosno, na osnovu naqina pristupa intervalima svakog
od autora.

3.1. Pristup intervalima u intervalnoj analizi
Osnovne operacije u intervalnoj analizi su 4 aritmetiqke operacije nad

intervalima. Neka su X = [x, x] i Y = [y, y] dva intervala od kojih je svaki
odre�en doǌom i gorǌom granicom, a koje predstavǉaju realne brojeve. Tada
mo�emo definisati slede�e operacije:
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X + Y = [x+ y, x+ y],

X − Y = [x− y, x− y],

X ∗ Y = [minW,maxW ] pri qemu je W = [x ∗ y, x ∗ y, x ∗ y, x ∗ y],

1/Y = [1/y, 1/y] pri qemu 0 6∈ Y .

Akcenat u intervalnoj analizi je na pouzdanosti rezultata. Naime, po-
znato je (videti [5]) da pri raqunaǌu sa brojevima u pokretnom zarezu na
elektronskim raqunarima mogu da se dobiju nekorektni rezultati. R. Moore je
bio qlan nekoliko timova koji su radili na prvim elektronskim raqunarima
i zakǉuqio je da pomo�u intervala mo�e da se garantuje pouzdanost rezul-
tata. Ako je pri tom interval dovoǉno mali, tj. ako je razlika izme�u doǌe i
gorǌe granice intervala maǌa od zahtevane taqnosti, onda se bilo koji broj iz
intervala mo�e uzeti kao rexeǌe. Dakle, pored pouzdanosti, akcenat u inter-
valnoj analizi je i na taqnosti. Stoga je jedan od glavnih ciǉeva intervalne
analize razvijaǌe metoda za su�eǌe (smaǌeǌe du�ine) intervala rezultata.
Za detaǉnije upoznavaǌe intervalne analize videti [6].

3.2. Pristup intervalima M. Petrovi�a
Umesto direktnog operisaǌa sa krajevima intervala (kao xto je ura�eno

u intervalnoj analizi) M. Petrovi� uvodi pojam raqunski predstavnik raz-
maka preko kojeg posredno operixe razmacima (intervalima). Pojam raqunski
predstavnik razmaka M. Petrovi� definixe na slede�i naqin:

,,Kad je dat razmak (a, b), gde je a ǌegov predǌi a b ǌegov zadǌi kraj, mo�e
se, i to na razne naqine, formirati jedna funkcija f(w) jednoga parametra w
takva:

1. da se za jednu datu vrednost w = w1, vrednost funkcije poklapa sa a,
za drugu jednu datu vrednost w = w2 vrednost funkcije poklapa sa b;

2. da, dok w prelazi redom izme�u w1 i w2, vrednost funkcije prolazi
kroz sve brojeve koji se nalaze u razmaku (a, b). Takvu jednu funkciju f(w)
nazva�emo raqunskim predstavnikom razmaka (a, b); razmak (w1, w2) nazva�emo
parametarskim razmakom. Raqunski predstavnik jednoga razmaka obuhvata u
obliku jednog raqunskog izraza, sve brojeve sadr�ane u tome razmaku.

Stavivxi, kratko�e radi:

α =
w − w2

w1 − w2
i β =

w − w1

w2 − w1

za raqunski predstavnik razmaka (a, b) mo�e se uzeti koja bilo od funkcija:

f(w) = α ∗ a+ β ∗ b,
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f(w) = (α ∗ am + β ∗ bm)
1

m ,

f(w) = aα ∗ bβ.”

Koriste�i uvedeni pojam, M. Petrovi� operixe intervalom samo pomo�u
jednog realnog broja – raqunskog predstavnika tog intervala. Za razliku od
intervalne analize, M. Petrovi�u nije glavni ciǉ su�eǌe razmaka, tj. nije
akcenat na preciznosti.

4. Doprinos kǌige ,,Raqunaǌe sa brojnim razmacima”
Ukoliko kǌiga M. Petrovi�a ,,Raqunaǌe sa brojnim razmacima” nije

direktno doprinela razvoju intervalne analize, postavǉa se pitaǌe: kakav
znaqaj ima i koliki je ǌen doprinos razvoju matematike? Slobodno se mo�e
konstatovati da ova kǌiga predstavǉa znaqajan doprinos srpskoj pa i svet-
skoj matematici. Sama ideja da se uvedu intervali kao matematiqki objekti
(ne samo preko brojne prave, ve� u ravni i prostoru) i da se oformi kurs
zasnovan na razmacima je bila revolucionarna za taj period. M. Petrovi� je
,,naslutio” da su intervali znaqajni matematiqki objekti i stoga im je poklo-
nio veliku pa�ǌu. Uvode�i kurseve o intervalima u visokoxkolsku matema-
tiku, krajem dvadesetih i poqetkom tridesetih godina 20. veka i publikovaǌem
u
benika, M. Petrovi� je pokazao da je bio ispred vremena u kojem je �iveo
(u [4] se ka�e da ih je uveo u matematiku pre vremena) jer se tek kasnije (sa
pojavom elektronskih raqunara) pokazuje od kolikog su znaqaja.

Pored idejnog znaqaja, kǌiga je doprinela:

a) da se pojavi znaqajan broj radova vezanih za nejednakosti;
b) da se neke ideje M. Petrovi�a primene u intervalnoj analizi;
v) razvoju kvalitativne analize diferencijalnih jednaqina na

Beogradskom univerzitetu.

Kǌiga ,,Raqunaǌe sa brojnim razmacima” obiluje nejednakostima. To je i
razumǉivo jer se, prilikom rada sa razmacima, uvek ispituje da li je neka
vrednost izme�u doǌe i gorǌe granice razmaka. U kǌizi su prisutne ele-
mentarne nejednakosti, ali i slo�ene nejednakosti vezane za diferencijalne
jednaqine. Veliki broj radova, vezanih za nejednakosti, objavili su D. Mitri-
novi� (doktorirao kod M. Petrovi�a) i ǌegovi doktoranti.

Neke ideje M. Petrovi�a primenǉive su i u intervalnoj analizi. Tako E.
R. Hansen ([8]) uvodi pojam uopxtenog intervala operixu�i intervalom samo
pomo�u jednog realnog broja kao xto qini M. Petrovi� pomo�u raqunskog
predstavnika razmaka. Posebno su interesantni rezultati vezani za diferen-
cijalne jednaqine jer se, u kombinaciji sa rezultatima Qapligina, mogu uspe-
xno koristiti u intervalnoj analizi.
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M. Petrovi� je posebno zaslu�an za oformǉeǌe i negovaǌe kurseva kva-
litativne analize diferencijalnih jednaqina na Beogradskom univerzitetu.
Veliki broj profesora (T. Pejovi�, D. Mitrinovi�, P. Vasi�, M. Bertolino
i dr.), doktoranata M. Petrovi�a i ǌihovih uqenika, bavio se kvalitativnom
analizom diferencijalnih jednaqina. Poseban uticaj, na razvoj kvalitativne
analize, imao je tre�i odeǉak kǌige ,,Raqunaǌe sa brojnim razmacima”. U
ovom odeǉku opisan je postupak za ograniqavaǌe oblasti u ravni (interval
u ravni) u kojoj se nalazi rexeǌe diferencijalne jednaqine. Ovo je va�an
poqetni korak u kvalitativnoj analizi koji omogu�ava odre�ivaǌe nekih svoj-
stava rexeǌa diferencijalne jednaqine, bez nala�eǌa samog rexeǌa.

4.1. Razmaci M. Petrovi�a u diferencijalnim jednaqinama
Neki rezultati iz odeǉka o diferencijalnim jednaqinama mogu se uspe-

xno i danas upotrebiti pa �emo stoga ovom odeǉku posvetiti malo vixe
pa�ǌe. M. Petrovi� pixe: ,,...bilo da je taqna integracija mogu�a ili
nemogu�a, postoje metode za odre�ivaǌe integrala u obliku razmaka, tako da
se za svaku vrednost x sadr�anu u jednom razmaku (a, b) mo�e odrediti odgo-
varaju�i razmak (A,B) u kome se nasigurno nalazi vrednost uoqenog integrala
date diferencijalne jednaqine. Takav je razmak, kao xto se vidi, promenǉiv,
jer se on meǌa od jedne vrednosti x do druge. Kad se x postupno meǌa u raz-
maku (a, b), krajevi A i B integralnog razmaka (A,B) opisuju po jednu liniju
u ravni xOy: to su graniqne linije integrala u tome razmaku promenǉive x,
i to doǌa i gorǌa graniqna linija L i L′.” (Slika 1 – originalna slika iz
[1]).

Ako je zadat poqetni problem:

y′ = f(x, y), y(x0) = y0

M. Petrovi� razmatra opxti postupak za odre�ivaǌe doǌe granice u0(x) i
gorǌe granice v0(x) izme�u kojih se nalazi rexeǌe datog poqetnog problema,
pod uslovom da va�i y(x0) = u0(x0) = v0(x0) = y0 na intervalu [x0, x0 + h], h > 0
(slika 2). Na konkretnim primerima on pokazuje kako se ovaj postupak mo�e
primeniti. Sledi jedan pojednostavǉen primer iz [1], ali dovoǉno uopxten
da demonstrira matematiqko ume�e M. Petrovi�a u odre�ivaǌu graniqnih
funkcija u0(x) i v0(x).
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Slika 1. Povrxinski razmak u kojem se nalazi rexeǌe diferencijalne jednaqine

Slika 2. Interval rexeǌa odre�en je pravama x = x0, x = x0 + h i funkcijama
u0(x), v0(x).
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Primer 10. Neka je zadat poqetni problem za Rikatijevu diferencijalnu
jednaqinu:

y′ = y2 + f(x), y(x0) = y0.

Za funkciju f(x) pretpostavǉamo da je bez singulariteta, f(x0) > 0 i da va�i
M 6 f(x) 6 N za x ∈ [x0, x0 + h]. Koriste�i predlo�eni, uopxteni postu-
pak za nala�eǌe ograniqavaju�ih funkcija tra�enog rexeǌa y(x), M. Petrovi�
odre�uje:

u0(x) =
y0
√
N +Ntg[(x− x0)

√
N ]√

N + y0tg[(x− x0)
√
N ]

, v0(x) =
y0
√
M +Mtg[(x− x0)

√
M ]√

M + y0tg[(x− x0)
√
M ]

.

4.2. Qapliginov metod za dvostranu aproksimaciju rexeǌa
obiqne diferencijalne jednaqine
Ruski matematiqar Qapligin ([7]) predlo�io je analitiqki, iterativni

postupak za dvostranu aproksimaciju rexeǌa poqetnog problema obiqnih
diferencijalnih jednaqina. Neka je:

y′ = f(x, y), y(x0) = y0.

Kada su poznate poqetne ograniqavaju�e funkcije u0(x) i v0(x) za koje va�i
y(x0) = u0(x0) = v0(x0) = y0, onda se metodom Qapligina (slika 3) mo�e odrediti
niz aproksimacija un(x) i vn(x), (n = 1, 2, 3, ...) za koje va�i:

u0(x) 6 u1(x) 6 ... 6 uk(x) 6 y(x) 6 vk(x) 6 ... 6 v1 6 v0(x).

Slika 3. Grafiqki prikaz jedne iteracije Qapliginovog metoda
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Bitna karakteristika Qapliginovog metoda je brzina konvergencije.
Naime, za n−tu iteraciju funkcija un(x) i vn(x), (n = 1, 2, 3, ...) va�i:

|vn(x)− un(x)| < C

22n−1 ,

gde je C pozitivna konstanta. Qapliginov metod omogu�ava da se brzo su�avaju
povrxinski intervali u kojima se nalazi rexeǌe datog poqetnog problema.
Na taj naqin se posti�e preciznost bitna za intervalnu analizu. Va�an ko-
rak u Qapliginovom metodu je odre�ivaǌe poqetnih aproksimacija u0(x) i
v0(x). Ve� smo konstatovali da je ovaj korak va�an i za kvalitativnu analizu
diferencijalnih jednaqina. Qapliginov metod je nastao 20-tak godina nakon
publikovaǌa kǌige ,,Raqunaǌe sa brojnim razmacima” i nije mogao biti po-
znat M. Petrovi�u. Da je ovaj metod bio poznat M. Petrovi�u, verovatno bi
kǌiga o razmacima bila mnogo bogatija. Qapliginov metod je analitiqki i
posle nakoliko koraka izrazi za raqunaǌe aproksimacija postaju vrlo kom-
pleksni. Jedan od naqina da se implementira je diskretizacija. Postoji niz
texko�a prilikom diskretizacije Qapliginovog metoda (videti [9]). U prin-
cipu, mogu�e je izvrxiti diskretizaciju na vixe naqina, ali se time ovde
ne�emo baviti.

5. Zakǉuqak
Kǌiga ,,Raqunaǌe sa brojnim razmacima” je jedna od prvih u istoriji ma-

tematike u kojoj se sistematski operixe intervalima. I pored toga, ne mo�e
se re�i da je uticala na nastanak intervalne matematike. Me�utim, kǌiga je
imala veliki uticaj na razvoj matematike u Srbiji. Uticala je na nastanak
velikog broja radova o nejednakostima, ali posebno je znaqajna za oformǉeǌe
kurseva iz kvalitativne analize diferencijalnih jednaqina na Beogradskom
univerzitetu. Pojedini rezultati iz kǌige mogu se i danas upotrebiti u in-
tervalnoj analizi. Za to je potrebno detaǉnije upoznavaǌe tih rezultata, xto
mo�e biti predmet nekog budu�eg istra�ivaǌa.
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Dušan Tošić

THE WORK OF MIHAILO PETROVICH “CALCULATION WITH NUMERICAL
INTERVAL” AND INTERVAL MATHEMATICS

S u m m a r y

Mihailo Petrovich first published “Calculation with numerical intervals” in 1932 in the
Serbian language. The realese was reprinted in 1969 in the editorial Dr. Petar Vasic and
Dr. Milorad Beretolino. The development of interval mathematics began in the 1960s with
R. E. Moore [3] as its main protagonist. The interval mathematics quickly became a signif-
icant field in mathematics with prominent use in computer sciences and numerus papers
were published in this field. The key question is: “Did M. Petrovich influence the devel-
opment of interval mathematics?” The development of interval mathematics commenced
with interval arithmetic and it was inspired by electronic computers. One could not make
a strong claim that the work of M. Perovich directly influenced development of interval
mathematics. However, his groundbreaking work was very important for a wide spec-
trum of mathematical disciplines in which the intervals are applied (arithmetic, geometry,
differential and integral equations, to name a few). Subsequent publications by Russian
mathematicians (especially Chaplygin [7]), pointed out the significance of M. Petrovich’s
ideas in solving the initial value problem at ordinary differential equations.
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ZNAQAJ PETROVI�EVIH SPEKTARA U ZASNIVAǋU
MATEMATIKE

MILOX MILOVANOVI�*

A p s t r a k t. – Fenomenologiju Mihaila Petrovi�a i ǌegove spektre
povezuje namera da se iniciraju discipline koje bi matematici i ǌenim prime-
nama znaqile suxtinski podsticaj. No dok je fenomenologija od svog nastanka
privlaqila pa�ǌu javnosti i bila predmet istra�ivaǌa, za spektre se to ne
mo�e re�i – premda je Petrovi� nedvojbeno izra�avao nadu da �e se upravo na
ovoj teoriji zasnovati efikasna i univerzalna metoda. Matematiqki spektri pri
tom ocrtavaju dva principa od znaqaja tokom posledǌe decenije ǌegovog �ivota:
linearizaciju podataka prilikom raqunske obrade i postupak ,,gedelizacije”
koji kodira jezik pomo�u prirodnih brojeva [1]. Gubi se iz vida me�utim da
Petrovi�ev kod nije predstavǉen prirodnim, nego realnim brojevima koji u tom
pogledu sa�imaju celokupni predmet matematiqke analize. Tako shva�ena, ma-
tematika odgovara spektralnom postupku qine�i jedinstvo sa svojim primenama
u fizici, hemiji i drugim oblastima. Kategoriqki skelet ove metode je pojam
kontinuuma, qime se ukazuje srodnost sa intuicionizmom Brauvera kod kog je to
osnovna struktura svesti [2]. Po Brauverovom nazoru, ona je ustanovǉena intu-
icijom vremena – xto nagovextava ǌegovu va�nost u zasnivaǌu matematike. Od
znaqaja je razmotriti Petrovi�evu teoriju iz tog ugla, qime bi se ukazala veza
sa matematiqkom fenomenologijom koja vremenu tako�e pridaje naroqito mesto
[3].

Kǉuqne reqi: realni i p-adski brojevi; kontinuum; intuicionizam; vreme;
matematiqka fenomenologija

Spektralna metoda se sastoji u rasipaǌu nepoznatih u numeriqki spektar
kao xto analizator pri spektralnoj analizi rasipa snop zrakova u svetlosni
spektar. Nepoznate se u numeriqkom spektru nalaze kao spektralne pruge i li-
nije na naqin na koji se odre�uju nepoznati elementi u nekoj supstanci. Glavna

* Matematiqki institut SANU, i-mejl: milosm@mi.sanu.ac.rs
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karakteristika prugastog spektra igra ulogu xto odgovara snopu svetlosti koji
ispuxta analizirana supstanca, dok spektralna generatrisa odgovara prizmi ko-
jom se analiza izvodi.

Kada su prvobitne nepoznate celi brojevi, analizu ǌihovog kompleksa
neposredno vrxi spektralna generatrisa – one su rasute u spektru kao xto
su to spektralni indeksi karakteristiqni za elemente izmexane u usijanom
telu. Kada nepoznate nisu celi brojevi, potrebno ih je podvrgnuti prethodnoj
pripremi pre nego xto se unesu u spektralnu generatrisu kao xto se podvrgava
odre�enoj modifikaciji svetao snop koji emituje analiziranu supstancu pre no
xto se propusti kroz disperzivnu prizmu (npr. stavǉaǌem na put svetlosti
koja se analizira staklenog balona sa odre�enim parama). Ovde bi se ta priprema
sastojala u nekoj transmutaciji saglasnoj sa nizom nepoznatih.

Analogija se nastavǉa jox mnogo daǉe kad se zapazi da se disperzija pruga-
stog spektra meǌa sa karakteristikom spektralnog ritma koji onaj ko raquna
mo�e po voǉi modifikovati. Na sliqan naqin se disperzija svetlosnog spek-
tra meǌa sa uslovima eksperimenta koji se modifikuju za istu supstancu pod-
vrgnutu analizi (meǌaju�i temperaturu, pritisak, gustinu itd.). Ravnomerna
disperzija numeriqkih spektara nalazi svoj analogon u masi sluqajeva koje pru�a
spektralna analiza u hemiji (takav je, na primer, sluqaj izvesnih delova spek-
tra sumpora proizvedenog pomo�u oblo�ene cevi); isto va�i i za ravnomerno
rastu�u disperziju (na primer u sluqaju obiqnog spektra sumpora kod kog rasto-
jaǌa izme�u maksimuma ravnomerno rastu u smeru ǉubiqaste boje).

Promene disperzije numeriqkih spektara nisu specifiqne za izvesni niz sa
kojim se spektar dovodi u vezu. Kada se meǌaju elementi koji utiqu na karakteri-
stiku ritma, modifikuje se disperzija spektra bilo kog niza i to u istom smeru.
Isto tako, promena temperature ili pritiska modifikuje disperziju spektara
neke svetlosti u istom smislu za razliqite zrake podvrgnute analizi.

Postoje pri tom transmutacije koje izvesnu funkciju pretvaraju u vred-
nost koja ne zavisi od polazne i koja na proizvod ne ostavǉa nikakav trag, a ta
transmutacija se mo�e sastojati i u svo�eǌu svake funkcije na nulu. Spektar
koji bi odgovarao takvoj transmutaciji mo�e biti i kontinuiran tj. spektar
koji qine samo nule, mada �e druga transmutacija proizvesti diskontinuiran
spektar sa linijama. Ova qiǌenica ima svoj analogon u spektralnoj analizi kada
vodonik, ugǉenikov oksid ili sumporisani vodonik gore u kiseoniku – spektar
plamena pri analizi pomo�u prizme nema nijednu liniju, mada je u drugim okolno-
stima spektar istih gasova diskontinuiran.

Takve analogije kao i veliki broj drugih koje postoje izme�u matematiqkih
i svetlosnih spektara opravdavaju naziv koji smo dali izlo�enom postupku [4].
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1. Uvod
Celokupna filozofija matematike u osnovi se deli na dva stava – pla-

tonizam i pitagorejstvo. Oba stavǉaju naglasak na aritmetiku, ali se pri
tom bitno razilaze po pitaǌu ǌenog poimaǌa. Za idealistiqku filozofiju
Platona, brojevi predstavǉaju ideje koje su savrxene, veqne, bezvremene i
qiju bledu senku qine prirodne pojave. Svet ideja uslovǉava tvorca koji ma-
teriju oblikuje sapet ovim pojmovima xto ocrtavaju granicu ǌegove slobode.
Moderna nauka zauzima ovo stanovixte, uz retke izuzetke koji se smatraju
zaqecima postmodernih shvataǌa [5].

Po Pitagorinom nazoru pak, brojevi su stvari xto bi znaqilo da arit-
metika predstavǉa granu matematiqke fizike. On s tim u vezi naroqiti znaqaj
pridaje muzici, a potom i astronomiji i geometriji qiji je status podu-
daran sa onim xto ga zastupa teorija relativnosti [6].2 I ne samo da je
ovo stanovixte podr�ano savremenom fizikom, ve� prisustvuje i u matema-
tici qime se dilema izme�u platonistiqkog i pitagorejskog stava odra�ava
na pitaǌe ǌenog zasnivaǌa. Prvi od ǌih bi odgovarao Hilbertovom forma-
lizmu, a drugi intuicionizmu Brauvera.

Za razliku od Hilbertovog programa koji matematiku svodi na formalni
jezik, intuicionizam je smatra izgradǌom sve slo�enijih struktura qime se
vreme ispostavǉa osnovom svesti. Brauver s tim u vezi uvodi pojam vremenskog
kontinuuma koji je kategoriqki skelet ove metode, podrazumevaju�i pri tom
dinamiqki identitet nalik Jungovoj psihologiji gde prirodni brojevi nose
�ig vremena [7]. Oni oznaqavaju skale kontinuuma koji se u tom pogledu razvija
i qiji izraz predstavǉaju svekolike strukture matematike.

Uvideti odnos koji pojedine strukture utapa u kontinuum ipak je ne-
trivijalan zadatak od suxtinskog znaqaja za intuicionistiqko zasnivaǌe.
S pravom tvrdimo da je Petrovi�eva teorija matematiqkih spektara ǌemu
posve�ena. Po sredi je bez sumǌe pitagorejski stav, xto se vidi iz navoda na
poqetku ovog rada koji izla�e autorov nazor o jedinstvu matematiqke metode
i ǌenih primena – zasnivaju�i je u analogiji sa fizikom, ili pak fiziqkom
hemijom. Xtavixe, Mihailo Petrovi� na ovo i neposredno ukazuje tvrde�i
kako ǌegova teorija daje pravi smisao filozofiji Pitagore [8].3

2 Usled postojaǌa toga stanovixta mo�e se re�i da geometrija uvire u fiziku; u jedin-
stveno gledaǌe na prirodu, iz koga je nekad, pre vixe od dve hiǉade godina geometrija potekla.

3 Konstatuju�i ovakvu uzajamnost izme�u pojava i brojnih spektara, nemogu�no je oteti
se od razmixǉaǌa o mistiqnim slutǌama starih filozofa koji su u svemu xto postoji ili
se dexava nalazili brojeve i privi�ali igru brojeva. Za Pitagorino se ime naroqito vezuje
te�ǌa za izra�avaǌem stvari i fakata brojevima i jedna famozna ǌegova formula glasi ,,stvari
(bi�a) su brojevi”. Dok je Platon stavǉao brojeve, kao atribute pored stvari, koje se mogu
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2. Matematiqki spektri
Pojam spektra prisustvuje u iskonskom smislu koji se javǉa jox

kod ǋutna, oznaqavaju�i sliku dobijenu razlagaǌem svetlosti [9]. ǋegova
razrada u harmoniji i muzici upotpunila mu je znaqeǌe dovode�i ga u vezu
sa diferencijalnim jednaqinama i teorijom operatora, xto va�i i za matema-
tiqke spektre Mihaila Petrovi�a koji se mogu izlagati na taj naqin. On to
me�utim ne qini upravo zbog insistiraǌa na fizikalnosti matematike koja
je pitagorejcima bila, ali modernim shvataǌima nije bax tako oqigledna. S
tim u vezi, i muziqka harmonija se qesto razmatra u pojmovima idealizma koji
je svodi na puku apstrakciju qemu se s pravom protive sami muzikolozi [10].4

Mihailo Petrovi� se muzikom bavio bezmalo profesionalno predvode�i
sviraqko druxtvo Suz, osnovano 1896. godine, na qije se sastanke nije moglo
lako u�i i o kojima se mnogo priqalo. Estetski dojam suxtinski skopqan sa
etiqkim naqelom qinio je beskompromisni osnov ǌegove liqnosti od kog nije
odstupao ni za jotu [11].5 Petrovi�evo shvataǌe estetike bilo je prema tome
delatno, ali i saznajno budu�i da matematiqki spektri u celini predstavǉaju
teoriju muzike – ukoliko se pojmi kao matematiqka metoda.

qulno opa�ati, pitagorejci su tvrdili da su brojevi same stvari. Uzajamnost izme�u fakata i
brojnih spektara daje pravi i taqan smisao takvim neodre�enim mistiqnim refleksijama.

4 Muzikom je vreme organizovano i kondenzovano u jedan skoro opipǉiv koncentrat. No po-
smatrana sa te taqke gledixta, muzika je bezmalo vixe u domenu teorijske fizike nego estetike.
I mo�da je zbog toga malo ko propuxtao da uoqi xansu koju muzika pru�a; ali se malo ko ǌome
stvarno koristio.

5 Ja ga nisam video kako se glasno smeje. Samo sam zapamtio ǌegov otmeni smeh usnama i
oqima. Tako sam video da se smeju neki ugledni seoski doma�ini na koje bi Petrovi� vrlo liqio
da je navukao guǌ. Ispod ǌegove prividne pitomosti, probijala se beskompromisna qvrstina.
Ispod jednostavnosti, na izgled, iskustvom u dr�aǌu otkrivala se vrlo slo�ena priroda. Is-
pod nauqniqkog mira, krio se strasni nemir jednog intelektualca koji ume da poxtuje tu�e
nazore, ali koji ne odstupa od svojih uvereǌa. A umeo je da bude i �estok. I sasvim sam
razumeo kada je sa �estinom reagovao na pomen jednog poznatog publiciste koji je u Solunu,
Prvog svetskog rata, doveo u sumǌu ǌegov, Petrovi�ev, patriotizam zbog nekih spletaka oko
bivxeg prestolonaslednika �or�a. Mixi�i su mu na licu zaigrali i izgovorio je texku req,
punu prezira i neopozivu, protiv onih koji su u staǌu za ǉubav raqunice i karijere da prǉaju
ǉude. Ka�em, tu moralnu pobunu sam razumeo i qinilo mi se da Petrovi� mo�e samo tako da
reaguje. Ali mi se, drugom prilikom, uqinilo malo neobiqno kada se povela req o jednom opet
uglednom qoveku koji je za�eleo da do�e na veqeru ,,suzovaca” i nekako uspeo da bude pozvan.
Ponesen nekontrolisanim raspolo�eǌem, u jednom trenutku dok su Mikini prsti drhtali po vi-
olinskoj �ici, taj qovek je dohvatio sa stola qaxu i tresnuo ǌome o veliko kafansko ogledalo.
Priqaju�i o tome, Petrovi� nije mogao, ni posle nekoliko godina, da savlada �estinu: ,,I sa
ǌim je tada bilo svrxeno! Prvi i posledǌi put! Nikada vixe ne�e mo�i da kroqi tamo gde
mi sedimo! Mi u�ivamo. A kad u�ivamo ne lomimo namextaj.” Dakle, ne samo onda kada mu je
ozle�eno etiqko nego i kad mu je neko povredio estetsko ose�aǌe on je kidao zauvek s takvim
qovekom i nije moglo biti ni govora o pomireǌu.
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Spektralna metoda je oceǌena kao vrlo oxtrouman naqin aritmeti-
zacije raznovrsnih problema, qak i po cenu velikog broja operacija praktiqno
neizvodǉivih u doba kada raqunari jox nisu bili razvijeni [12]. Po Duxanu
Adamovi�u, Petrovi�evi spektri anticipiraju dva metodoloxka principa
primeǌivana u matematici perioda koji poqiǌe u posledǌoj deceniji ǌegovog
�ivota: prvi od ǌih je linearizacija podataka prilikom raqunske obrade, a drugi
postupak ,,gedelizacije” kojim se svi simboli, formule, teoreme i dokazi izvesne
teorije izra�avaju prirodnim brojevima [13].6 Ono xto Adamovi�, me�utim, po
svoj prilici namerno previ�a tiqe se qiǌenice da ova metoda matematiku ne
predstavǉa prirodnim ve� realnim brojevima. Ni pojam linearizacije s tim
u vezi nije posve adekvatan budu�i da ǌegovo znaqeǌe obiqno podrazumeva ko-
naqan niz podataka, dok su u ovom sluqaju po sredi prebrojivi nizovi cifara.

Prema tome, matematika je za Petrovi�a kontinuum i ni maǌe ni vixe
od toga. On ovo stanovixte obrazla�e naxiroko tvrde�i kako nikakva klasa
funkcija koja ima ve�u mo� od kontinuuma ne mo�e biti predmet matematiqke
analize, a jox maǌe instrument ǌene primene [8].7 Petrovi� se dakle qvrsto
dr�i pitagorejskog stava o jedinstvu matematike sa primena, qime se pri-
bli�ava Brauverovom shvataǌu da je osnov matematike vremenski kontinuum
koji prevazilazi jezik predstavǉaju�i qin stvaraǌa. Brauver pod tim prevas-
hodno podrazumeva formalizam Hilbertovog programa koji je u svojoj suxtini
diskretan, te niukoliko nije kadar iscrpsti stvaralaqku mo� kontinuuma [5].

3. Spektralna metoda
Uobiqajeni postupci odre�ivaǌa analitiqke funkcije diskretnim uslo-

vima zahtevaju beskonaqno mnogo podataka kao xto su koeficijenti redova koji
odgovaraju funkciji, ǌene vrednosti itd. Pokazuje se me�utim da je funkcija
potpuno odre�ena u nekoj oblasti samo jednim podatkom sa ǌom na pogodan
naqin skopqanim, uz dopunske uslove koji su kvalitativne prirode. Tako je ona
definisana bez ikakve dvosmislenosti u okolini taqke x = 0 uslovom da koefi-

6 Ovaj drugi postupak primeǌivan u dokazu Gedelovih teorema od esencijalne je va�nosti
za savremene poglede na zasnivaǌe i suxtinu matematike.

7 To stoga xto se u raqunaǌima radi samo sa funkcijama od kojih je svaka odre�ena prebro-
jivim nizom elemenata. A za takve funkcije Berovim ispitivaǌima je jasno ograniqena realna
funkcionalna oblast koja je dovoǉna za sve potrebe matematiqke analize i izvan koje svaka ge-
neralizacija izgleda da �e zauvek ostati besplodna i uzaludna. S druge strane, svaka funkcija
takve vrste mo�e se smatrati kao da odgovara jednoj taqki funkcionalnog prostora u kome bi
jedna klasa ili jedna kategorija funkcija predstavǉala jedno funkcionalno poǉe. Xtavixe,
prema opxtoj teoriji skupova, funkcionalni prostor mo�e se svesti na element realne prave
ograniqen taqkama 0 i 1. To znaqi da se funkcije mogu numerisati pomo�u decimalnih razlo-
maka xto se nalaze izme�u 0 i 1. Po takvim se numerama razlikuje jedna funkcija od druge iste
klase. Svaka od ǌih je spektar funkcije na koju se odnosi.
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cijenti ǌenog razvoja u stepeni red budu celi brojevi poznatog znaka i vred-
nox�u koju uzima za pogodno izabranu nezavisnu promenǉivu. U sluqaju kada
su svi koeficijenti pozitivni celi brojevi maǌi od 10 i kada je f(0.1) = 1

3 ,
funkcija mora biti f(x) = 3x

1−x [14].
Ukoliko je dakle f(x) = A0 +A1x+ . . . analitiqka funkcija qiji su koefi-

cijenti jednocifreni, ona je odre�ena vrednox�u S = f(10−1) = A0.A1 . . . koja
se dobija re�aǌem ovih cifara. Na taj naqin dobijen broj S se naziva ǌenim
spektrom jediniqnog ritma, a funkcija F (x) = f(10−1x) takva da va�i S = F (1)
generatrisom spektra. U sluqaju da se koeficijenti razvoja sastoje od vixe
cifara, potrebno je ritam spektra uskladiti sa odgovaraju�im brojem mesta
za predstavǉaǌe svakog od ǌih, koja se nazivaju spektralne pruge. Ritam mo�e
biti ravnomeran – kada svakom od koeficijenata odgovaraju pruge iste xirine
– ili pak neravnomeran – kada to nije sluqaj – a koji mo�e biti ravnomerno
ili neravnomerno ubrzan. Upotreba kinematiqkih pojmova za opis spektralnog
ritma nagovextava da cifarska mesta pozicionog sistema oznaqavaju vreme,
bax kao xto je sluqaj u vremenskom kontinuumu Brauvera koji se razvija
skaliraǌem.

Ukoliko koeficijenti nisu celobrojni, potrebno je primeniti trans-
mutaciju ∆ koju funkcija f dopuxta – takvu da se razvoj ∆[f ] = B0 +B1x+ . . .
sastoji od celih brojeva. Funkcije koje u nekoj oblasti dopuxtaju izvesnu
transmutaciju qije je dejstvo obostrano jednoznaqno qine spektralnu klasu.
Ona je prema tome odre�ena oblikom sa ǌom saglasne transmutacije ∆, kao
xto je klasa povrxi odre�ena metriqkim tenzorom ds2 [4]. Ova opaska ukazuje
na suptilnu vezu izme�u matematiqkih spektara i teorije relativnosti koja
se iskazuje jezikom diferencijalne geometrije. Spektralni postupak sastoji
se u izraqunavaǌu svih koeficijenata istovremeno pomo�u decimala izvesnog
broja [15] – bax kao xto je u relativistiqkoj kosmologiji vreme integrisano
u geometrijsku strukturu teorije.

Spektralna metoda se primeǌuje na sve probleme izme�u qijih se nepo-
znatih i izvesnog stepenog reda sa celim koeficijentima mo�e uspostaviti ko-
respondencija. Blagodare�i proizvoǉnosti te korespondencije, na takve pro-
bleme se nailazi u svim granama raquna od aritmetike, algebre i teorije
verovatno�e do raznih problema infinitezimalnog raquna i teorije funkcija
[16]. Efikasnost metode ilustrujemo primerom iz algebre koji se tiqe fak-
torizacije u prstenu polinoma sa celobrojnim koeficijentima. Kako se radi o
konaqnim nizovima koeficijenata, u ovom sluqaju je primereno koristiti tzv.
celobrojne spektre koji se dobijaju re�aǌem cifara levo od decimalne taqke.

Neka su dati polinomi P1(x) = 46x2 − 54x + 18 i P2(x) = 26x2 + 21x − 23.
ǋima dodeǉujemo celobrojne spektre ravnomernog ritma 4 koji je odre�en
u skladu sa koeficijentima polinoma. Oni glase S1 = P1(104) = 45|9946|0048
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i S2 = P2(104) = 26|0020|9977. Spektar proizvoda P = P1 · P2 u istom ritmu
– takav da va�i S = P (104) – dobija se mno�eǌem pojedinaqnih spektara
S = S1 · S2 = 1195|9561|9056|2249|8896. Ovom spektru odgovara polinom P (x) =
1196x4 − 438x3 − 944x2 + 2250x − 1104. Metoda je tako�e primenǉiva na rasta-
vǉaǌe polinoma, kao i odre�ivaǌe najve�eg zajedniqkog delioca i najmaǌeg
zajedniqkog sadr�aoca svode�i ove probleme algebre na qistu aritmetiku.
Postupak najpre podrazumeva iznala�eǌe odgovaraju�eg ritma koji je kadar
predstaviti spektrima kako postavku problema, tako i ǌegovo rexeǌe [17].

Upotreba celobrojnih spektara, kao i zapisivaǌe negativnih koeficije-
nata u spektru, otkriva vezu ove teorije sa p-adskom aritmetikom. Pri tom su
p-adski brojevi i ustanovǉeni u analogiji sa razvojem analitiqkih funkcija,
koji ih predstavǉa stepenima nerastavǉivog elementa. Na isti naqin, prsten
p-adskih celih qine stepeni redovi oblika C0 +C1p+ . . . gde je p element koji
smatramo nerastavǉivim. Budu�i da se razvijaju u smeru nalevo od decimalne
taqke, oni su neuporedivo pogodniji za izraqunavaǌa zdesna nalevo [18]. U
tom pogledu, teorija matematiqkih spektara se znatno adekvatnije iskazuje u
pojmovima p-adike, premda na to niko – ukǉuquju�i i Mihaila Petrovi�a
– nije obratio pa�ǌu. Xtavixe, matematiqki spektri predstavǉaju izvrsnu
metodologiju za uvo�eǌe p-adskih brojeva u nastavi numeriqke matematike
imaju�i na umu da ih aktuelni sistem xkolstva ne zastupa qak ni u visokom
obrazovaǌu.

4. Razvojni put spektara
Odjek Petrovi�evih spektara u nauqnoj javnosti nije bio zavidan. Iako

su rasprave i monografije o matematiqkim spektrima objavǉene na svetskom
jeziku, interesovaǌe nije postojalo. Pojedini matematiqari, me�u kojima su
bili Okaǌ, Borel, Poja, Bul, Fer i Frojdental, pisali su prikaze u refe-
rativnim qasopisima. Prikazi su bili uglavnom korektni i delimiqno uz-
dr�ani, a jedan od ǌih se smatra negativnim – potekao od �er�a Poje – usled
autorove tvrdǌe da u kǌizi nije naxao nijedan rezultat koji bi tek spek-
tralna metoda uqinila dostupnim [19].8 Ovo je gledixte napokon usvojio i
Mihailo Petrovi� koji je, po svedoqeǌu Dragoslava Mitrinovi�a, bio razo-

8 Kako potencijalni redovi imaju mo� kontinuuma, mogu�no je svakom potencijalnom redu
pridru�iti jedan decimalan broj, i svaki problem koji se odnosi na potencijalni red shvatiti
kao problem koji se odnosi na odgovaraju�i decimalni broj. Pisac sebi postavǉa zadatak da
ovu korespondenciju ,,efektuira” i da razne probleme o potencijalnim redovima prevede u one
sa decimalnim brojevima. Decimalni broj pridru�en potencijalnom redu naziva se ,,spektar”.
Ukoliko su koeficijenti M0,M1,M2, . . . potencijalnog reda

f(x) = M0 + M1x + M2x
2 + . . .
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qaran svojom teorijom smatraju�i da se spektri mogu koristiti samo ukoliko
je neki algoritam ili rezultat unapred poznat. Mitrinovi� tome dodaje da su
besplodnost teorije pokazali svojim radovima malobrojni beogradski matema-
tiqari koji su joj se odali i da mu nije poznato da se matematiqkim spektrima
iko bavio u inostranstvu [20].9

Ovaj sud, izreqen definitivno, nije me�utim sasvim na mestu. Mate-
matiqkim spektrima su se, pored Mihaila Petrovi�a, zanimali Konstantin
Pavloviq Orlov, Borivoje Mihailovi�, Frantixek Pecka i Maks Arije Vo-
tulo – xto govori da su ve�inu qinili stranci. Orlov je naime bio Rus, Pecka
je Qeh, a Votulo Indone�anin. To xto je Beograd i pored svega ostao u celom
svetu jedini centar ove teorije govori o kosmopolitizmu ǌe i ǌenog osnivaqa,
a izme�u ostalog i ǌegove prestonice. Ni izjavu Duxana Adamovi�a kako su
,,xiroki i plodni” tokovi matematike zaobixli i iza sebe ostavili spektre
pre no xto su oni uspeli da zadobiju pravi oblik i steknu punu delotvornost
ne smatramo konaqnom i neopozivom [1].10 Ipak, ostaje ǌegova tvrdǌa da
u radovima Petrovi�evih sledbenika preovla�uje tretiraǌe pojedinaqnih
problema i tehniqke preokupacije, najqex�e uz korix�eǌe samo konaqnih
spektara, pri qemu je glavna pa�ǌa posve�ena algoritamskoj ekonomiqnosti
izraqunavaǌa. Iako je po tom pitaǌu dobijen ve�i broj zanimǉivih rezultata,
celokupna problematika je umnogome izgubila na znaqaju neslu�enim razvojem
digitalnih raqunara. Unekoliko paradoksalno zvuqi qiǌenica da je razvoj

celi brojevi, spektar se dobija ako se brojevi M0,M1,M2, . . . pixu jedan za drugim. Ako brojevi
M0,M1,M2, . . . nisu negativni i maǌi su od 10, broj f(10−1) daje jedan spektar. Broj f(10−2) mo-
gao bi se nazvati ,,spektralna pruga” u kojoj se tamne i svetle pruge (tj. cifra 0 i koeficijenti
od f(x)) me�usobno izmeǌuju. ,,Spektralna metoda” sastoji se u tome da se razliqiti problemi
svedu na prouqavaǌe spektara, xto je naravno mogu�no uraditi pomo�u najraznovrsnijih trans-
formacija, a u svim sluqajevima se pribli�no posti�e. Bez dokaza su navedeni rezultati raznih
novijih radova iz teorije funkcija o potencijalnim redovima sa celim i racionalnim koefi-
cijentima (Hurvic, Borel, Fatu, Poja, itd.). Citirano je i qetvrto Hilbertovo saopxteǌe o
integralnim jednaqinama, poxto je tu tako�e upotrebǉen izraz ,,spektar”. Nove rezultate koje
bi tek spektralna metoda uqinila pristupaqnim referent nije naxao u ovoj kǌizi.

9 I tom prilikom Petrovi� mi je rekao da je razoqaran svojim spektrima. To mi je izjavio
i ranije vixe puta. Prvi put sam od ǌega quo da nema smisla da se neko bavi ǌegovim spektrima
u vreme kada mu je K. Orlov saopxtio da priprema disertaciju iz te oblasti. Dobro se se�am
da je Petrovi� rekao da je savetovao Orlovu da se ne bavi spektrima i dodao mi je da spektri
mogu da se koriste onda kada je neki algoritam ili rezultat poznat. Uostalom, besplodnost
teorije spektara pokazali su svojim radovima malobrojni beogradski matematiqari koji su se
odali ovoj teoriji. Nije mi poznato da se ma ko bavio spektrima u inostranstvu.

10 Ono xto ovoj Petrovi�evoj zamisli i nastojaǌima, ǌegovim i ǌegovih sledbenika, ipak
daje odre�enu, ne bax malu, vrednost – inspirativnu, dokumentarnu i istorijsku – pored ve�eg
broja vixe ili maǌe uspelih i inventivno dobijenih partikularnih rezultata, qini to xto
oni sadr�e svojevrsnu (istina, u rudimentarnom obliku) anticipaciju nekih va�nih podruqja
danaxǌe matematiqke teorije i ǌenih primena.
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raqunarstva, koji je bio neophodan preduslov sveobuhvatnoj primeni teorije,
ujedno doveo i do ǌenog suzbijaǌa.

U predgovoru Petrovi�evoj kǌizi koja je objavǉena 1919. godine, Emil
Borel napomiǌe da su decimalni zapisi najpristupaqniji oblik beskonaqno-
sti kako za shvataǌe tako i za barataǌe ǌome [16]. Shodno tome, ako je mogu�e
svesti matematiqku analizu na prouqavaǌe izvesnih decimala – time se u
najmaǌu ruku dobija naqin izlagaǌa ili raqunski postupak, koji bi bili
dragoceni. Na samom poqetku Borelovog izlagaǌa, spektralni postupak se
opravdava praksom mereǌa xto je veoma dalekovida opaska koja se�e do sr�i
decimalnog sistema. Sameravaǌe veliqina Euklidovim algoritmom naime
zadaje veri�ni razvoj qiji svaki qlan, u skladu sa Lohsovom teoremom, na-
stoji skoro sigurno opredeliti decimalu po decimalu broja [2]. Matematiqki
spektri dakle, pored metodoloxke, bez sumǌe zadr�avaju i fundamentalno-
teoretsku vrednost koja se tiqe ǌene filozofije i ontoloxkog zasnivaǌa. Ovo
postaje naroqito vru�a tema po slomu Hilbertovog programa, xto se u os-
novnim crtama zbilo za Petrovi�evog �ivota. Nemogu�nost da se matematika
formalno zasnuje otvorila je vrata pitagorejskim shvataǌima me�u kojima
je intuicionizam svakako na prvom mestu, a qiji potencijal razrade poseduje
spektralna metoda. Najavǉuju�i zalazak i konaqan pad formalizma, Gregori
Qejtin smatra da pitaǌe kako bi ubudu�e trebalo raditi matematiku iziskuje
barem naredni naraxtaj matematiqara [21]. Kada �e on i kako nastupiti za-
visi pre svega od naxe smelosti da preispitamo temeǉna naqela vlastitog
postojaǌa.

5. Spektri i fenomenologija Mihaila Petrovi�a
U okvirima izvesne klase, spektar funkcije varira ne samo sa ǌom ve�

i sa transmutacijom koja uspostavǉa vezu izme�u date funkcije i spektra.
Ovo nalikuje uobiqajenim postupcima xifrovaǌa i dexifrovaǌa, pri qemu
je funkciji dodeǉena uloga qistog teksta, ulogu kǉuqa igra transmutacija
primeǌena u obrazovaǌu spektra, a ulogu kriptograma sam spektar. Svaka
funkcija koju je mogu�e prikazati analitiqki mo�e se tako xifrovati nekim
realnim brojem, xto se svodi na numerisaǌe funkcija u klasi. Kako prebro-
jivi skup funkcija koje pripadaju razliqitim klasama ima najvixe mo� kon-
tinuuma, mo�emo im obrazovati zajedniqki spektar. Tako se svaka pojava –
bilo kakva da joj je priroda, vrsta i slo�enost – koju je mogu�e izraziti pre-
brojivim skupom jednaqina, na isti naqin xifruje u skladu sa spektralnom
metodom [4].

Visprenox�u ovog zakǉuqka, Mihailo Petrovi� prevazilazi sopstvene
uvide otvaraju�i put razmatraǌu svoje teorije iz sasvim drugog ugla – ne
radi se pak o xifrovaǌu, ve� upravo o dexifrovaǌu prirodnih pojava. Ako
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naime usvojimo Brauverovo stanovixte da je vreme osnovna intuicija svesti,
onda je oqigledno po sredi ǌeno razotkrivaǌe koje svekolike strukture ma-
tematike smatra izrazom vremenskog kontinuuma. Ovo bi odgovaralo pojmu
analoxkog jezgra – ili fenomenoloxkog tipa fakata, iliti fenomenoloxkog
preslikavaǌa – qija primena na matematiqke strukture jox nije dala posled-
ǌu req. Petrovi�eva fenomenologija se pre�utno zasniva na principu opxteg
jedinstva, jer je samo tako pojmǉivo postojaǌe analoxkog jezgra u disparatnim
pojavama [12].11 Jezik teorije kategorija ovo naziva kategoriqkim skeletom, pa
je prema tome kontinuum kategoriqki skelet spektralne metode.

Pokuxavaju�i da sa stanovixta samog autora sa�me fenomenoloxku dok-
trinu, Duxan Nedeǉkovi� istiqe kako on eliminixe materijalistiqke poj-
move gravitacije, afiniteta, vitalne sile itd. posmatraju�i samo elemente
analogija koji saqiǌavaju zakone slojevite stvarnosti [22].12 Po ǌegovom sve-
doqeǌu, Petrovi� se uglavnom slo�io sa ovim prikazom primetivxi ipak kako
ga je zaqudilo kad je video da je prexao preko mehaniqkih osnova ǌegove
fenomenologije. Nedeǉkovi� mu je pri tom odgovorio da to ne bi bila jaka
strana ve� pre ograniqenost koncepcije u kojoj bi se, kao u kvantnoj mehanici,
mogao na�i i drugaqiji put tumaqeǌa od onog xto ga pru�a klasiqna [23].13

Matematiqka fenomenologija Mihaila Petrovi�a je ve� od prvog iz-
daǌa 1921. godine stala u red vrhunskih dela prirodne filozofije i episte-
mologije, koja su najqex�e upravo sa mehanistiqkih pozicija qinila napore
i otvarala puteve da se mehanicizam prevazi�e [24]. U osnovi ǌegovih istra-
�ivaǌa ostale su konkretne suprotnosti koje su pozivale na nova i daǉa pro-
dubǉivaǌa, te svestranija i celovitija sagledavaǌa i ovladavaǌa prirodnim po-

11 On nedvosmisleno istiqe da matematiqke analogije ,,nisu sluqajnosti, ve� da imaju svoje
podloge i dubǉeg razloga u egzistenciji neqeg zajedniqkog u samoj suxtini pojava i ǌihovih
mehanizama”. Otuda istovetnost matematiqkih relacija za kvalitativno razliqite procese.

12 Proniknuti u ono xto je analogno i zajedniqko u disparatnim fenomenima (fiziqkim,
hemijskim, bioloxkim, ekonomskim, druxtvenim itd.), razlikovati u ǌemu analoxke grupe,
odrediti u ovim grupama tipiqne sheme i formule, koji su samo delovi vixe celine i koji,
komplikuju�i se izvesnim socijalnim karakteristikama i parametrima, mogli bi matematiqki
objasniti svekoliko mnoxtvo stvari – to je zadatak koji je Petrovi� postavio preda se os-
nivaju�i svoju matematiqku fenomenologiju – tu zanimǉivu doktrinu koja zameǌuje posebne
prirodne zakone opxtim shemama koje se prema ǌima odnose kao celina prema delovima koje
postavǉa.

13 Uvek i sa mla�im kolegama prisan i duhovit odgovorio mi je da bi bez Dekarta i
klasiqne mehanike nekako ose�ao da u svojoj matematiqkoj fenomenologiji gubi qvrsto tle pod
nogama. Rekao sam mu da je to svakako taqno, ali je taqno i da je sama ǌegova fenomenologija
jedan od mo�nih originalnih i donekle izgra�enih puteva da se ne samo to ve� i sama
fenomenologija prevazi�e, na xta je on slegao ramenima i sumǌaju�i, ali i odobravaju�i
dopuxtao sa: ,,Mo�da” ... ,,Ima i toga”.

56



javama [23].14 Osnovnim razlogom xto ona zaista nije imala neposrednih sled-
benika Nedeǉkovi� smatra to xto u konkretnim analizama pokazuje upravo
suprotno od striktnog mehanicizma koji bi u poqetnom i osnovnom usmereǌu
htela dokazati.

Razvijaju�i svoje uvide, Petrovi� dospeva do metafora i alegorija u
posthumno objavǉenom delu koje sadr�i testamentalne misli i poglede au-
tora [25]. Nasuprot kauzalnom determinizmu ǌegove fenomenologije, ova kǌiga
se ve� prvim odeǉcima posve izriqito otvara obiqnom �ivotu, poeziji i
nauci ukazuju�i obiǉem konkretnih primera na prirodnu upotrebu analoxkog
izra�avaǌa. Na taj naqin, matematiqka fenomenologija biva utkana u burni
razvoj sveopxteg stvaralaxtva, koji je suxtinsko obele�je revolucije u nauci
dvadesetog veka [23].15

On zapravo na tome radi jox od svoje kǌige o fenomenoloxkom presli-
kavaǌu iz 1933. godine, koja naroqito izbegava matematiqki jezik u potrazi
za analoxkom metodom kadrom da obuhvati i rasvetli revoluciju u nauci od
lorda Kelvina do Ajnxtajna. Ovo delo principijelno otklaǌa mehanicizam
fenomenologije, ograniqavaju�i ga samo na mehaniqke pojave [26].16 Ono pred-

14 ... od matematiqkih i fiziqkih do druxtvenih i psihiqkih u nerazdvojnoj celini ǌihove
uzajamne dijalektiqke povezanosti i uslovǉenosti, u kojoj bi postalo jasno da u celokupnom
prirodnom ,,toku razvoja” svako kretaǌe u svojoj suxtini i zametku je samokretaǌe koje posle
niza kvalitativnih skokova u danaxǌem razvitku druxtva i qoveka ostvarava i skokovit prelaz
iz sveta nu�nosti u svet slobode.

15 Tako, poxavxi ovog puta od metafora i alegorija iz �ivota i kǌi�evnosti i nabra-
jaju�i ih na stotine i hiǉade, Petrovi� ukǉuquje svoju analoxku prirodnu filozofiju u burni
razvitak samog stvaralaqkog analoxkog preslikavaǌa, predvi�aǌa i modelovaǌa uopxte, ko-
jim je izme�u ostalog okarakterisan revolucionarni preokret delatnog dijalektiqkog razvitka
metodologije prirodnih, tehniqkih, druxtvenih i filozofskih nauka, kao i mixǉeǌa uopxte
u �ivoj praksi i umetnosti. I kao xto se ovde sasvim prirodno okre�u le�a jednostranosti
svakog matematizma, jer, iako istiqe izvanredan znaqaj ,,mehanistiqkog preslikavaǌa” koje se
,,ostvarava pomo�u mehaniqkih modela” na poǉu fiziqkih nauka, Petrovi� usvaja da na raznim
stupǌevima razvitka sveta ,,vladaju zakoni sasvim drukqije vrste” i da je pogrexno svoditi na
mehaniqke one koji to nisu, kao xto su bioloxke, fizioloxke, druxtvene, ekonomske, estetiqke
itd., pixu�i: ,,To se svodilo na izvextaqeno mehanistiqko objaxǌeǌe svega i svaqega, nate-
gnuto, neprirodno i lixeno svake logiqke osnovice, osim neke ovlaxne i nedovoǉne sliqnosti.
Dovoǉno je podsetiti na pomenuta nekadaxǌa jatrohemiqarska objaxǌeǌa fizioloxkih pojava
zakonima mehaniqke ravnote�e i kretaǌa.”

16 Jox Dekart je kazao da treba te�iti tome da se prirodne pojave predstave i objasne ,,per
figuras et per movement”. To je i dalo povoda onome xto Mah naziva ,,mehanistiqkom mitologijom”,
koja je pokuxala da sve xto se dexava u svetu materijalnih fakata, svede ne pojave ravnote�e
i kretaǌa materijalnih sila. Me�utim, moderne fiziqke koncepcije kao xto su npr. one u
talasnoj mehanici De Broja i Hajzenberga, pokazuju da je to nemogu�no qak i za mnoxtvo pojava
materijalne prirode. To �e utoliko pre biti sluqaj i za prostrani svet impoderobilnih pojava,
gde se mogu�nost ili nemogu�nost toga ne mo�e ni dokazivati.
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stavǉa pokuxaj filozofske sistematizacije metodoloxkog preokreta koji je
nastupio, xto se smatra novom mitologijom nauke [23].17 Petrovi� prime�uje
kako mehanistiqka mitologija ovim prerasta u prozaiqnu mitologiju fakata
svode�i se na puku geometriju [26].18 Postuliravxi linearno vreme koje je
izraz kartezijanskog naqela, on nevoǉno prime�uje kako nova mitologija pri-
meǌena na ovaj model bilo kakvu fenomenologiju qini bespredmetnom. Upravo
stoga i ostaje do krajnosti skeptiqan prema teoriji relativnosti, upitan ne�e
li se vreme ponovo uspeti na istaknuto mesto koje mu je oduvek pripadalo [3].19

Req je o alegorijama, metaforama i aforizmima koje vremenu pridaju
naroqitu va�nost, objavǉenim u Petrovi�evom qlanku iz 1931. godine. On
ih me�utim sve ostavǉa po strani rukovode�i se doslednim kartezijanstvom,
qije preimu�stvo nikada nije dovodio u pitaǌe. Upravo stoga, izvan ǌe-
govog dometa ostaju pre svega xiroka prostranstva kvantne fizike nedokuqiva
kartezijanskom naqelu. No bax je ǌeno zasnivaǌe u pojmovima funkcionalne
analize dovelo do operatorske formulacije kompleksnih sistema koji se odre-
�uju operatorom svojstvenog vremena skopqanim sa nepovratnim i inovativnim
zbivaǌima [27]. U tom pogledu, ova teorija je oslobodila vreme iz okova linea-
rnosti, raskrivaju�i mu iskonski znaqaj koji nagovextavaju Petrovi�evi
spektri. Pokuxaj da se Brauverov intuicionizam iska�e u pojmovima vre-

17 U posledǌoj glavi pod naslovom ,,Mitologija fakata”, Petrovi� razmatra razvitak
svekolikog ǉudskog saznaǌa kao ,,mitskog preslikavaǌa” koje poqiǌe stupǌem drevne verske
antropomorfne mitologije, nastavǉa stupǌem razvitka mehanistiqkog preslikavaǌa racio-
nalne i nebeske mehanike kao ,,mehanistiqke mitologije” koja je u Laplasovo doba, kako
Petrovi� kritiqki veli, ,,bila uzela maha i bila u modi i tamo gde joj nimalo nije bilo
mesta”, i koja se na danaxǌem stupǌu matematiqkim fenomenoloxkim preslikavaǌem prevazi-
lazi u ,,fenomenoloxku mitologiju”, ili kako Petrovi� veli: ,,Antropomorfistiqka mitologija
ustupa mesto prvo onoj koju je Mah nazvao mehanistiqkom mitologijom, koja sve xto se mo�e
preslikava na svet pojava ravnote�e i kretaǌa, a ova zatim fenomenoloxkoj mitologiji koja
sve svodi na kombinacije apstraktnih tipova, uloga i manifestacija ǌihove saradǌe i koja �e,
nesumǌivo, u svoje vreme obuhvatiti celokupan svet faktora pristupaqan ǉudskome saznaǌu i
ǉudskoj izra�ǉivosti”.

18 Ta su pitaǌa stvorila jednu vrstu nauqne mitologije fakata koja se iz osnove razlikuje
od svih dosadaxǌih mitologija, u kojoj nestaje svih i mehanistiqkih i fenomenoloxkih en-
titeta qijom bi se zakulisnom igrom stvarali materijalni fakti, i u kojoj su ti entiteti
smeǌeni qisto geometrijskim entitetima u qetvorodimenzionalnom prostoru.

19 Me�utim, nije potpuno sigurno da �e se nova slika odr�ati i da se Hronos ne�e opet
uspeti na mesto koje su mu odredile ǉudska maxta i pozitivna nauka. Jer mo�e lako ispasti da
takve slike ne proizilaze od same suxtine stvari, ve� od naqina kako se posmatra i meri vreme.
Izrazita i duhovita slika engleskog relativiste Edingtona upotrebǉena u drugoj prilici, to
vrlo lepo ilustruje: ,,Otkrili smo qudne otiske stopala na obali onoga xto se ne zna. Da bismo
sebi objasnili otkuda ti otisci, konstruisali smo teorije sve oxtroumnije i dubǉe jedne od
drugih. Na posletku smo uspeli rekonstruisati stvora koji je ostavio te otiske, i naxli smo
da je taj stvor niko drugi do mi sami!”
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menskog operatora urodio je plodom [2] – pa prema tome matematiqke spektre
s pravom smatramo ǌenom metodom.

6. Zakǉuqak
Fenomenologiju Mihaila Petrovi�a i ǌegove spektre povezuje namera

da se iniciraju discipline koje bi matematici i ǌenim primenama znaqile
suxtinski podsticaj. No dok je fenomenologija od svog nastanka privlaqila
pa�ǌu javnosti i bila predmet istra�ivaǌa, za spektre se to ne mo�e re�i –
premda je Petrovi� nedvojbeno izra�avao nadu da �e se upravo na ovoj teoriji
zasnovati efikasna i univerzalna metoda [1]. To bi po svoj prilici i bio
sluqaj da je imao spremnosti na te�ak podvig ǌenog utemeǉeǌa, koji bi zahte-
vao znaqajan iskorak u poimaǌu nauqne zasnovanosti. Ishod ovog poduhvata
mo�e se smatrati opxtom crtom doba u kom je �iveo i stvarao – doba koje
je bilo kadro nagovestiti postmoderna stremǉeǌa, ali ne i opredeliti im
zakǉuqni oblik.

Zahvalnica. Rad je podr�alo Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog
razvoja Republike Srbije kroz projekte OI 174014 i III 044006.
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Miloš Milovanović

LA SIGNIFICANCE DES SPECTRES DE PETROVITCH
POUR LES FONDEMENTS DES MATHÉMATHIQUES

R é s u m é

La phénoménologie de Michel Petrovitch et ses spectres sont liés par l’intention d’initier les
disciplines qui seraient le stimulant subsentiel pour les mathématiques et leurs emplois. Or,
tandis que la phénoménologie attirait l’attention du public et était le sujet des recherches
depuis son apparition, ce n’était pas le cas pour les spectres – bien que Petrovitch ait eu
sans aucun doute l’espoir que la méthode efficace et universelle sera fondée justement sur
cette théorie. Les spectres mathématiques reflètent deux principes importants pendant la
dernière décennie de sa vie: la linéarisation des données utilisées dans la procédure du
computation et la méthode du “gödelisation” qui code le langue mathématique à l’aide
des nombres naturels [1]. Cependant, on ne tient pas compte du fait que le code de Petro-
vitch n’est pas présenté en tant que les nombres naturels mais les nombres réels qui,
dans ce sens là, résument le sujet entier de l’analyse mathématique. Ainsi conçue, les
mathématiques correspondent à la méthode spectralle en créant l’unité avec ses usages en
physique, chimie et dans les autres disciplines. La squellete catégorique de cette méthode
est le concept du continuum ce qui montre le rapport avec l’intuitionnisme dont c’est la
fondation de la concsience. Selon Brouwer, elle est instaurée par l’intuition du temps ce
qui indique son importance par les fondements des mathématiques [2]. C’est important
d’envisager la théorie de Petrovitch de ce point de vue ce qui permettra détablir le lien
avec la phénoménologie mathématique qui accorde aussi un rôle important au temps [3].

Miloš Milovanović

THE SIGNIFICANCE OF PETROVICH’S SPECTRA
FOR THE FOUNDATIONS OF MATHEMATICS

S u m m a r y

Phenomenology of Michael Petrovich and his spectra are combined by a common ten-
dency to initiate disciplines that should constitute a substantial stimulus to mathematics
and its application. But whilst phenomenology has attracted the public attention since
its publication and has been the subject of research, it cannot be said for spectra – al-
though Petrovich was expressing the strong hope an efficient and universal method to be
based upon this theory. The mathematical spectra anticipate two principles which were
significant during the last decades of his life: linearization of the data in computer pro-
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cessing and procedure of “gödelization” that is coding mathematical language by natural
numbers [1]. It has been out of sight however that Petrovich’s code is not represented
by the natural, but the real numbers summarizing in that respect the entire subject of
mathematical analysis. So conceived, mathematics corresponds to the spectral method
being unified with applications in physics, chemistry and other domains. The categorical
skeleton of the method is the concept of the continuum, which discloses a relationship to
intuitionism that considers it to be the fundament of consciousness. According to Brouwer,
consciousness is established by an intuition of time which indicates its significance for the
foundation of mathematics [2]. It is important to consider Petrovich’s theory from that
viewpoint, which should elucidate a relation to the mathematical phenomenology, which
also attributes time a special significance [3].
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LIFE OF A STUDENT-CORPORAL MIHAILO MAKSIĆ –
STUDENT OF MIHAILO PETROVIĆ-ALAS AND MILUTIN

MILANKOVIĆ

NATALIJA JANC*

A b s t r a c t. – The biography of Mihailo Maksić (Belgrade, 1894 – Knjaževac, 1915)
is a story about broken youth, unrealized beauty, and unfulfilled ambitions. He wanted to put
his wisdom and knowledge into the service of his recently liberated country, but the country
wanted from him something else – his life. He made this ultimate sacrifice. Mihailo Maksić
was a very ambitious student of Mihailo Petrović-Alas and Milutin Milanković. Certificates
from colloquia have been preserved in which the top scores, grades 10, were signed by these
professors. His name is engraved in a marble memorial plaque dedicated to the students
and professors of the Belgrade University who died in the wars for liberation, located in the
Rectorate of the University of Belgrade, Studentski trg 1. On page 34 of the publication
“A memorial to students of the Belgrade University that died in the wars for the liberation
and unification of 1912–1918” it is written “Mihailo -D. Maksić, a student of philosophy, a
student and corporal; died in October 1915 in Knjaževac.”

Keywords: Mihailo Maksić, Mihailo Petrović Alas, student-corporal, student, First
World War

1. Introduction

Biography of Mihailo Maksić (1894–1915) (Figure 1) is a story about the youth
cut short, beauties not experienced, ambitions not fulfilled. He wanted to serve the re-
cently liberated Serbia with his wisdom and knowledge, but his homeland asked from him
something else – his life; and he gave it to Serbia.

* Baltimore, Maryland, USA, e-mail: natalijanc@earthlink.net
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Figure 1. Mihailo Maksić (1894–1915) [Mihailo Maksi� (1894–1915)]

2. The Family of Mihailo Maksić

Mihailo Maksić’s father was -Dord-e Maksić (Orašje, 1856 – Beograd, 1915) (Figure 2).
He wanted to become a priest under the influence of his mother, and primarily of her
brother. His uncle was Vasilije, Vasa, Pelagić (Gornji Žabari, now Pelagićevo, 1833 –
Požarevac, 1899), who graduated from the Faculty of Theology in Belgrade. Pelagić was a
writer, physician, educator and clergyman. -Dord-e Maksić enrolled in the Serbian Orthodox
Seminary in Banja Luka, which was the first secondary school in Bosnia. Vasa Pelagić was
the Dean of the School at that time. But Pelagić fell into disfavor with Turkish authorities
who forced him into exile to Kutahya in Asia Minor in 1869. Due to this unfortunate
situation, -Dord-e Maksić had to leave the Seminary and with it his dream to become
a priest. He came soon to Serbia to engage in the barrel-making trade. Then he went to
Germany for further vocational training, where he spent six years and passed the craftsman

64



Figure 2. -Dord-e Maksić (1856–1915) and Yelisaveta Maksić (1861–1922)
[�or�e Maksi� (1856–1915) i Jelisaveta Maksi� (1861–1922)]

exam in the city of Kassel. When he returned, he worked in barrel-making workshops in
Aleksinac and in the area of Obrenovac – Umka.

In Belgrade, -Dord-e Maksić met Yelisaveta Predić (Pančevo, 1861 – Šid, 1922), (Fig-
ure 2), a widow at that time. Yelisaveta had been married to the brother of the painter
Uroš Predić (1857–1953). She lived in Pančevo with her husband, and when the Serbian-
Bulgarian war commenced, her husband joined the Serbian Army as a volunteer. Unfor-
tunately, he was wounded and the wound “turned from bad to worse” so he died young,
in his twenties.

-Dord-e and Yelisaveta Maksić were married and started a nice and happy life together,
hoping to keep it that way. -Dord-e opened his own workshop first in Topčider, and then in
Belgrade, at the banks of the river Sava. Barrel-making business was blooming, especially
at the time of the great exports to Austria-Hungary.

The birth of the first child, Mihailo, in the cold winter, on January 22, 1894 brought
immense joy to parents who were in their thirties what was at that time considered as
quite some age for expecting a first child. They lived in Kraljević Marko Street in the
vicinity of Karad-ord-eva Street.
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Figure 3. Mihailo Maksić, circa 1900. and Mihailo and Olga Maksić, circa 1905
[Mihailo Maksi�, oko 1900. i Mihailo i Olga Maksi� oko 1905]

Almost six years after the birth of their son, while the cold Belgrade was white under
the snow, they had a daughter Olga on December 28, 1899. Brother and sister (Figure
3) received plenty of love, tenderness and care and they shared it between themselves
unselfishly. They were very close, despite different interests and affinities.

For his sister Olga, Mihailo was an idol, the best and the smartest person. She was
very proud of his knowledge of mathematics. Whenever it was necessary he helped her
with her homework. Olga did not have the affinity for mathematics; she was attracted
to drawing. That is why her parents arranged the lessons for her with Nadežda Petrović
(1873–1915), a well-known Serbian painter.

3. The Boyhood and Youth

Mihailo in his childhood days spent every free moment carefree, running barefoot
along the banks of the river Sava, swimming and fishing. The Sava influenced the way
of life, as for all the others that were growing along it. He even attended the “Primary
School on the Sava” in Belgrade. He finished the fourth grade on June 29, 1905 with all
“excellent” marks.

He sat for the entrance exam at the Second Belgrade High School on August 12,
1905. The exam consisted of three subjects: Serbian language, Mathematics and History.
He passed them all with “excellent” marks.
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He enrolled in the first year of the high school known as Realka in the fall of 1905.
That was the only year when he had a “very good” mark in Math. In all the following
years he obtained “excellent” marks in that subject.

School life in Belgrade went as usual. At that time, an exam, “lower school exam”
had to be passed at that level after the first four finished years of the secondary school.
Mihailo passed it on June 15, 1909 with “excellent” marks in Religious Instruction, Serbian
Language, German, French, Geography, History, Chemistry and Mathematics. His only
“very good” mark was in the Arts.

He enrolled in the fifth year of Realka in 1909. The number of subject increased in
that year: Religious Instruction, Serbian, German, French, Geography, History, Natural
Sciences, Chemistry, Mathematics, Arts, Shorthand (Stenography), and Physical Educa-
tion. He excelled in all of them, except in Physical Education, where he earned a “very
good” mark. He studied Stenography only in the fifth year. In the seventh and eighth year,
Russian Language was added to the list of foreign languages.

Mihailo started the eighth year in 1912 when Serbia started the war for final libera-
tion and realizing the five-century dream of freedom and independence. The first Balkan
war lasted from October 1912 to May 1913. At that time, there were only around 400 stu-
dents capable for heavy military duty. Many young men went to the combat but Mihailo’s
time had not yet come.

The Second Balkan War started immediately after the First. The war started on
June 29/30 and finished on August 10, 1913 by signing the peace treaty in Bucarest,
Romania. Serbian intelligence suffered great losses in bloody battles. Many of Mihailo’s
friends and cousins participated in it, being just a few years older. However, his time had
not yet come. The Second Balkan War started that year. Mihailo was not mobilized yet.

Mihailo was not a boy anymore. He grew to a tall, slender and strong young man. He
gained strength by helping his father in their workshop and there was always a lot to do.

During the entire schooling, Mihailo Maksić was a diligent pupil, with exemplary
manners and commendable behavior. He passed the Maturity Exam after finishing the
eighth year of Realka. He was preparing it during the time when heavy battles were
fought on the remote fronts. He passed the exam in the first attempt. The exam started
immediately after the end of the war, it lasted from August 12 to 18, 1913.

Since he was always an excellent student and showed on the written Maturity Exams
excellent results in all the subjects, on the basis of the Article 16, Item “a” of the “Rules
of the Higher Exam” he did not have to pass the oral part of that exam. On the basis of
the achieved results, the examiners “affirmed his maturity and the qualifications for the
University, Polytechnics.”

4. Student Days

Mihailo Maksić loved Mathematics and after finishing Realka in 1913 he enrolled
at the Faculty of Philosophy in Belgrade (Figure 4). Dedicated to his books and his
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Figure 4. The Rector’s Office of the University of Belgrade, 1 Studentski trg,
(Photo: N. Janc, 2015)

[Zgrada Rektorata Beogradskog univerziteta, Studentski trg br. 1,
(Foto: N. Janc, 2015)]

work, he excelled among the best students of the professors that were the legends of the
Serbian science, Mihailo Mika Petrović-Alas and Milutin Milanković. Mihailo Maksić drew
attention and became the favorite student of professor Mika Alas who brought the young
student even closer to mathematics. Professor Mihailo recognized himself in his namesake
student Mihailo, as modest in life, diligent and excellent student, and his heart filled
with love for mathematics. And for both of them in their veins did not flow blood but
the river water.

Two most important and most difficult exams Mihailo passed in one day, on March
14, 1914 and we have preserved exam certificates (Figure 5).

“Mihailo -D. Maksić, student of mathematics, attended lectures and exercises in
theoretical mathematics regularly and at the exam earned the ‘excellent’ grade (10).”
This was signed by Mihailo Petrović.

“Mihailo -D. Maksić, student of mathematics, attended regularly the lectures in ap-
plied mathematics and at the exam earned the ‘excellent’ grade (10)”. This was signed by
Milutin Milanković.

In June, the end of the exam period came followed by the beginning of summer
vacation, menaing the season of swimming on the river Sava could begin. At the same
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Figure 5. The exam certificates, “excellent” grades (10), in theoretical mathematics from
professor Mihailo Petrović and in applied mathematics from professor Milutin Milanković

[Potvrde o polo�enom kolokvijumu i ocenama (10) iz teorijske
matematike kod profesora Mihaila Petrovi�a i iz primeǌene matematike kod

profesora Milutina Milankovi�a]

time, different plans were made in other places. In Sarajevo, Bosnia, on June 28, 1914, the
Austrian-Hungarian heir to the throne, Archduke Franz Ferdinand, was assassinated. And
thus, when Mihailo only finished the first year of the University, in the summer of 1914,
Serbia was attacked by the Austria-Hungary and was forced into the war. Three wars in
three years.

5. The Time Came for Mihailo’s Battles

The generation of 1894 was of age and was drafted. That was the generation of
Mihailo. His time for bloody battles had come. Already at the beginning of heavy and
bloody fighting, 85 students of the Belgrade University were killed and 350 were wounded.
After only three months of military training, Mihailo, together with 1500 secondary school
and University students, was ready for the front where they filled in the reduced ranks of
officers.

Mihailo Maksić got the rank of a student-corporal. Being young and inexperienced
in warfare, he soon got a serious wound in his leg. He was hospitalized in Knjaževac, at
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the foothill of the Old Mountain (Stara planina). His joy was in corresponding with his
family and occasional package that arrived from home. Only one letter survived, but even
that is enough to reveal all family harmony and their closeness and it also speaks about
Mihailo himself.

Knjaževac, March 8, 1915

Dear parents and my darling sister,

I received your letter of the 4 th of this month and it brought joy to me, for
knowing that you received the news from me, as your son, and second, for
receiving the news from you. It touched my heart to read that my father goes
to work early every day and how you, my sister and my mother see him off,
and how you, my sister diligently help your mother and how mother worries
so much about me! I know quite well how difficult it is for our father to be so
troubled in his old days having me so young, but one day the Sun will shine on
us and the situation will soon improve for us, only with health and patience.
You are well aware that I was always good and grateful son, although you were
often angry for my minor faults, but now I am still in different situation.
With God’s permission we shall see each other soon. I long to see you all, but
it seems to me, most my mother; only now I can fathom the mother’s heart
and mother’s love.

My every other word is: mother, mother and only mother. My father and my
sister, do not be sad about this (as I am writing this, two tears dropped which
is something most unusual in my life), but I know that my mother did not
make a step without thinking of me, her son, who is so far from her on this
duty delegated to me by my country. Oh, my mother, how you nursed me in
my many illnesses while I was a little boy, three cases of pneumonia and when
I suffered the most difficult stage of typhoid when you spent so many nights
besides me, ready to die yourself (I will not forget those nights). Then I felt
the full meaning of being a mother. That is why you deserve that we see each
other soon, and God permit, it will happen. But my father has never forgotten
me, too. I know very well that because of me he suffers such difficult problems
at the threshold of his old age. And my sister, what am I to tell you, my sister
never let her brother down.

I told something to all of you and now I am going to tell you something about
myself. I am still lying here eagerly awaiting the day when I shall come to
Belgrade to embrace you. After all the troubles I experienced here and that had
to be experienced, I hope that finally all will end well, you know in what sense.

I do not know how long I shall stay here since I am already planned for wound
revison in Zaječar but I can not go there before the 18 th due to train schedules.
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I shall have to wait to see what they will tell me about my leg, because it all
depends on that since it causes me great pains and troubles. But, anyway, do
send me cakes for the Easter. It can be addressed to the hospital like the letter
you had sent. Oh, how I long now for all the cakes that before I did not want
even to taste. (Without signature)

He eagerly waited to be sent to Belgrade. But war conditions did not permit that, so
he stayed at the same place. In the autumn of 1915, strong military pressure was exerted
on Serbia by the armies of Germany, Austria-Hungary and the Kingdom of Bulgaria. The
epic retreat of the Serbian Army to the island of Corfu, Greece, occurred. This Army
included University-educated people, recruits, high school and University students. Very
few of them stayed in the country, mostly those heavily wounded and sick. Mihailo Maksić
stayed as one of those heavily wounded. His leg was getting worse. There was not any
chance that he could at least go to his mother for her care in Belgrade. He died of typhoid
fever on a rainy and cold October day of 1915 in Knjaževac. Mihailo Maksić was one of
350 students that lost their lives during the seven war years, from 1912 to 1918 (Figures 6,
7, and 8).

Figure 6. Volume commemorating students of Belgrade University that lost their lives in the
liberation and unification wars

[Spomenica studentima Beogradskog univerziteta poginulim u ratovima za
oslobo�eǌe i ujediǌeǌe 1912–1918. god.]
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Figure 7. Marble commemorative plaque dedicated to students and professors of Belgrade
University that lost their lives 1912–1919. The name of Mihailo -D. Maksić is carved in the first

plaque from the left at the entrance into the hall of the Rector’s Office of the University of
Belgrade, Studentski trg 1; an endowment of Captain Mǐsa Atanasijević,

(Photo: N. Janc, 2015)
[Mermerna spomen-ploqa posve�ena poginulim studentima i profesorima

Beogradskog univerziteta 1912–1919. Ime Mihaila Maksi�a je uklesano u prvu
ploqu levo od ulaza u auli Rektorata Univerziteta u Beogradu, Studentski trg 1,

Zadu�bina kapetana Mixe Atanasijevi�a,
(Foto: N. Janc, 2015)]
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Figure 8. The name of Mihailo -D. Maksić (first) carved in the commemorative plaque (detail)
(Photo: N. Janc, 2015)

[Ime Mihailo �. Maksi� urezano u spomen-ploqu (detaǉ)
(Foto: N. Janc, 2015)]

That same October, bombs and howitzer shells were falling on Belgrade from the
other bank of the river Sava. The house of the Maksić family was near the river bank.
One morning, while the father -Dord-e was sitting at the sewing machine, a shell hit the
wall behind it. It did not explode but the force of it made the sign “Singer” of the sewing
machine break and hit -Dord-e and he died of it. Mourning overcame the once happy family.

6. Epilogue

The purpose of this paper was to keep the memory of unfortunate and forcefully
cut life of a talented and diligent young man, Mihailo Maksić. It was the short road from
leaving his footprints on the soft and warm bank of the river Sava to his engraved name
on the hard and cold marble commemorative plaque.
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Natalija Janc

�IVOTOPIS �AKA-KAPLARA MIHAILA MAKSI�A – STUDENTA
MIHAILA PETROVI�A-ALASA I MILUTINA MILANKOVI�A

R e z i m e

�ivotopis Mihaila Maksi�a (Beograd, 1894 – Kǌa�evac, 1915) je priqa
o prekinutoj mladosti, nedo�ivǉenim lepotama, neostvarenim ambicijama.
�eleo je da tek oslobo�enoj Srbiji stavi u slu�bu svoju mudrost i znaǌe, ali
ota
bina je od ǌega tra�ila nexto drugo – ǌegov �ivot, i on joj je i to pru�io.
Mihailo Maksi� bio je veoma ambiciozan student Mihaila Petrovi�a-Alasa
i Milutina Milankovi�a. Saquvane su potvrde sa polo�enih kolokvijuma
na kojima je dobio najvixe ocene (10), sa potpisima profesora. Ime Mi-
haila Maksi�a je ugravirano u mermernu spomen-ploqu posve�enu studen-
tima i profesorima Beogradskog univerziteta koji su poginuli uqestvuju�i u
oslobodilaqkim ratovima. Spomen-ploqa se nalazi u auli Rektorata Beograd-
skog univerziteta, Studentski trg 1. U publikaciji ,,Spomenica studentima
Beogradskog univerziteta poginulim u ratovima za oslobo�eǌe i ujediǌeǌe
1912–1918. god.” Na strani 34 zapisano je: ,,Mihailo �. Maksi�, student
filosofije, �ak kaplar; umro oktobra 1915 u Kǌa�evcu.”
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SAVREMENI POGLED NA DISERTACIJU
MIHAILA PETROVI�A

ALEKSANDAR T. LIPKOVSKI*

A p s t r a k t. – Mihailo Petrovi� je svoju doktorsku disertaciju
odbranio u Parizu 1894. godine pred komisijom koju su qinili Ermit, Pikar
i Penleve. Od tada do danas mnogo je pisano o Mihailu Petrovi�u, o ovim i
drugim ǌegovim rezultatima, kao i o ǌegovom uticaju na srpsku matematiku
i matematiqare. Pa ipak, do danas nema nijedne suxtinske analize kombina-
torno-geometrijskih metoda koje je Petrovi� koristio u svojoj disertaciji.
Ciǉ predavaǌa je da ovu qiǌenicu promeni i sa savremenog stanovixta objasni
poreklo i znaqaj Petrovi�eve metode, kao i da pokuxa da dâ neke smernice za
nastavak ǌegovog rada.

1. Tema i metod Petrovi�eve disertacije
Mihailo Petrovi� Alas zavrxio je Veliku xkolu u Beogradu 1889. go-

dine i otixao u Pariz da nastavi studije, upisavxi se posle polo�enog pri-
jemnog ispita 1890. na École normale supérieure (Section des Sciences). Tamo je za-
vrxio studije (licence) iz matematike 1892. i fizike 1893, i 29. juna 1894. dok-
torirao sa temom ,,Sur les zéros et les infinis des intégrales des équations différentielles
algebriques” pred komisijom koju su qinili najve�i francuski matematiqari
toga vremena razliqitih generacija: Xarl Ermit2 kao predsednik i Emil
Pikar3 i Pol Penleve4 kao ispitivaqi. Petrovi� je svoj rad posvetio mate-
matiqarima �ilu Taneriju5 i Polu Penleveu, odakle se mo�e zakǉuqiti da su

* Matematiqki fakultet, Univerzitet u Beogradu, i-mejl: acal@matf.bg.ac.rs
2 Charles Hermite, 1822–1901.
3 Charles Emile Picard, 1856–1941.
4 Paul Painlevé, 1863–1933.
5 Jules Tannery, 1848–1910.
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oni bili glavni mentori i inspiratori Petrovi�evog rada. Iste te 1894. go-
dine Petrovi� postaje profesor na Velikoj xkoli u Beogradu, nasledivxi na
tom mestu matematiqkog doajena u Srbiji Dimitrija Nexi�a [1]. Petrovi�eva
disertacija je prevedena na srpski jezik i objavǉena [2].

Kao pravi uqenik francuske matematiqke xkole toga vremena, Mihailo
Petrovi� je prouqavao kvalitativne osobine diferencijalnih jednaqina. Kraj
19. veka obele�en je naporima na prouqavaǌu kvalitativnog ponaxaǌa rexeǌa
odre�enih klasa diferencijalnih jednaqina, xto je kulminiralo Poenkare-
ovim vi�eǌem Analysis Situs – analize polo�aja. Petrovi�evi matematiqki
uzori imali su sliqan put. Taneri je doktorirao kod Ermita dvadeset go-
dina pre Petrovi�a, 1874. godine sa temom ,,Propriétés des intégrales des équations
différentielles linéaires à coefficients variables”. Penleve je bio Pikarov uqenik i dok-
torirao je kod ǌega 1887. godine sa temom ,,Sur les lignes singulières des fonctions
analytiques”, mada je smernice za nauqni rad dobijao i iz Getingena, od Feliksa
Klajna6 i Hermana Xvarca7. Petrovi�ev doktorat bio je posve�en specijal-
nim uslovima pod kojima opxte rexeǌe date diferencijalne jednaqine ima
nepokretne nule i polove (tj. nule i polove koji ne zavise od izbora konstanti
u opxtem rexeǌu).

Znaqajno je pitaǌe istorije srpske matematike zaxto Petrovi�evi rezul-
tati iz disertacije nisu privukli druge matematiqare da ih nastave i
poboǉxaju. Odgovor se obiqno tra�i na dve strane. Prvo, Petrovi� je doxao
iz ,,matematiqki slabe” Srbije i vratio se u ǌu, pa drugi krupni matema-
tiqari nisu ozbiǉno analizirali ǌegove rezultate. Drugo, u matematiqkoj
sredini u Srbiji niko nije bio u staǌu da ozbiǉno shvati i unapre�uje ǌe-
gove rezultate, promovixu�i ǌegove revolucionarne ideje, a i sam Petrovi�
bexe zahva�en vrtlogom burnih istorijskih doga�aja po svom povratku. Na
�alost, ovakva se situacija odr�ava do danaxǌeg dana. Postoje mnogi prikazi
Petrovi�eve disertacije u srpskoj literaturi (M. Tomi� [3], B. Stankovi� [4]
i dr.), ali niko, barem koliko je poznato autoru ovih redova, nije prouqavao
Petrovi�ev rad sa stanovixta ǌegovih metoda, i nije pokuxao da ga nastavi.
Ali, po mixǉeǌu autora, to nisu jedini razlozi ovakvog istorijskog razvoja
doga�aja. Kao xto je reqeno, Petrovi�ev doktorat bio je posve�en istra�iva-
ǌu kritiqnih taqaka opxtih rexeǌa date diferencijalne jednaqine. On je po-
kuxao da dâ analizu nepokretnih (tj. nezavisnih od integracionih konstanti)
nula i polova rexeǌa obiqne diferencijalne jednaqine koriste�i svoju
kombinatorno-geometrijsku metodu u kojoj centralno mesto ima jedan konveksni
ravanski poligon povezan sa tom jednaqinom. U drugom delu svoje disertacije,
Petrovi� pokuxava da prenese svoje rezultate na vixedimenzioni sluqaj.

6 Christian Felix Klein, 1849–1925.
7 Karl Hermann Amandus Schwarz, 1843–1921.
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2. Pregled istorije, razvoja i primena ǋutnovog poligona
pre Petrovi�a
Metode Petrovi�evog tipa imaju dugu i veoma sliqnu istoriju. One se

pojave u inspiraciji genija, a onda padaju u zaborav, jer od matematiqara koji
bi se ǌima bavio iziskuju duboko poznavaǌe vixe matematiqkih oblasti. U
vremenu uske specijalizacije i ome�ivaǌa oblasti matematike to je bivalo
sve te�e i te�e. I tako to traje, sve dok ne do�e nova inspiracija genija, koja
metodu o�ivi i doprinese daǉem razvoju da bi, kao po nepisanom pravilu,
u narednoj generaciji matematiqara sve opet palo u zaborav, sre�om (ili
Bo�jim provi�eǌem) privremeni.

Nije jasno kada se prvi put pojavila reprezentacija monoma xmyn taqkama
ravni (m,n) i odgovaraju�eg konveksnog omotaqa. Prvo zapisano pomiǌaǌe
takve metode u istoriji matematike zabele�eno je u privatnoj prepisci ne-
sumǌivog matematiqkog genija, Isaka ǋutna. U svom pismu Oldenburgu8 [5]
datovanom 26. oktobra 1676. godine ǋutn je opisao geometrijsko-kombinatornu
metodu za nala�eǌe rexeǌa algebarskih jednaqina f (x, y) = 0 u obliku (for-
malnih) stepenih redova y = y (x). Metoda je mnogo kasnije nazvana po svom
pronalazaqu metodom ǋutnovog poligona. Pismo je deo prepiske koju je ǋutn
preko Oldenburga vodio sa Lajbnicom i Qirnhauzom9. ǋutn razmatra kombi-
natorne veze me�u monomima xmyn u f odnosno, sa danaxǌeg gledixta, odnose
odgovaraju�ih taqaka celobrojne mre�e (m,n) ∈ N2

0. U prethodnom pismu, da-
tovanom 13. juna, ǋutn pokazuje kako rexiti jednaqinu

y3 + axy + a2y − x3 − 2a3 = 0

nizom aproksimacija

y = a+ p

p = q − x/4
q = r + x2/64a

r = ...

s = ...

Oldenburg tra�i detaǉnija objaxǌeǌa, i u narednom pismu ǋutn objaxǌava
da ako konstruixemo poligonalnu liniju koja je konveksni omotaq odre�enih

8 Henry Oldenburg, 1615–1677, nauqni sekretar Londonskog kraǉevskog druxtva.
9 Gottfried Wilhelm Freiherr von Leibniz, 1646–1716; Ehrenfried Walther von Tschirnhaus, 1651–

1708. Za nas je mo�da zanimǉivo da su obojica bili Lu�iqki Srbi.
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taqaka u ravni koje odgovaraju datoj jednaqini, mo�emo da reximo ,,slovnu”
jednaqinu

y6 − 5xy5 +
1

a
x3y4 − 7a2x2y2 + 6a3x3 + b2x4 = 0

U ǋutnovom opisu kǉuqni su qlanovi y6, x2y2, x3 koji se mogu videti na nared-
nom dijagramu. Primetimo da su x i y zamenili mesta u odnosu na danas uo-
biqajene konvencije: x je vertikalno a y horizontalno, kao i da je ǋutn taqke
stavǉao u kvadrati�e, a ne na preseqne taqke mre�e, kako to radimo danas.

ǋutn u stvari sugerixe da prva aproksimacija rexeǌa odnosno poqetni
qlan razvoja rexeǌa y = y (x) u (formalni, jer se u ǌegovo vreme matemati-
qari nisu brinuli o konvergenciji redova: svi znaqajni redovi ionako konver-
giraju) stepeni red treba da sadr�i one qlanove qije se odgovaraju�e mre�ne
taqke nalaze na rubu ǋutnovog poligona, kako bismo to danas rekli. Odliqan
prikaz sadr�aja i komentar ovih pisama dat je u [6].

ǋutnova metoda je na�alost pala u zaborav, sve dok je dva veka kasnije
u svom radu [7] nije ponovo otkrio francuski matematiqar Viktor Pizo10.
Razvijaju�i teoriju algebarskih funkcija i prouqavaju�i singularitete al-
gebarskih krivih, Pizo je uveo stepene redove sa razlomǉenim, racionalnim
eksponentima i u teoremi koja se danas naziva ǋutn-Pizoovom teoremom za-
kǉuqio da se svaka grana algebarske krive u okolini singularne taqke mo�e
izraziti takvim jednim redom. Algebarski gledano, poǉe Pizoovih redova je
direktan limes induktivne familije pôǉa Loranovih redova Kn

∼= k((x)) u ko-
joj je vezuju�i homomorfizam Km −→ Kn dat sa x 7→ xn/m kada m deli n. U kon-
strukciji tog rexeǌa odnosno grane odluquju�u ulogu ima ǋutnov poligon.

10 Victor Alexandre Puiseux, 1820–1883.
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3. Epistemoloxki koreni Petrovi�eve metode
Veoma je zanimǉivo pitaǌe kako je Mihailo Petrovi� kao mlad student

koji je, kad se obreo u Parizu, imao 22 godine a doktorirao sa 26 godina,
doxao na jednu takvu neobiqnu i znaqajnu ideju. Bio je to svakako trenutak
inspiracije pripremǉen ǌegovim radom u toku qetiri godine. Da li je mo�da
mladi Petrovi� bio upoznat sa metodom ǋutnovog poligona? Odgovor na ovo
pitaǌe se mo�e na�i pa�ǉivim qitaǌem ǌegove disertacije. Ona se naravno
bazira na radovima ǌegovih matematiqkih uzora Poenkarea, Pikara i Pen-
levea, ali se na vixe mesta u ǌegovoj disertaciji pomiǌu i Brio i Buke.
Dragan Trifunovi� je u [8] na jednom mestu sabrao sve reference na litera-
turu koju Mihailo Petrovi� u svom doktorskom radu citira. Ima ih samo
osam. Me�u ǌima je samo jedna kǌiga: u
benik Brio i Bukea ,,Teorija elip-
tiqkih funkcija” [9]. O kakvoj kǌizi je req? Dva autora Xarl Brio i �an
Klod Buke su svoje poznanstvo zapoqeli jox u xkoli, da bi kasnije studi-
rali u École normale supérieure i doktorirali na Faculté des sciences. Objavili
su zajedno veliki broj radova i kǌiga, predstavǉaju�i tako redak primer
zajedniqkog rada u XIX veku. U matematici su ostali zapam�eni po klasi-
fikaciji obiqnih diferencijalnih jednaqina jednog odre�enog tipa, koji se
danas zove jednaqina Brio–Buke. Kǌiga o kojoj je req predstavǉa u
benik iz
u to doba veoma znaqajne matematiqke teorije – teorije eliptiqkih funkcija.
Mihailo Petrovi� je svakako kǌigu veoma ozbiǉno izuqavao. Prelistavaǌem
ove kǌige, xto je u veku interneta uz Projekat Gutenberg danas postalo do-
stupno, u taqki 34 drugog poglavǉa prve kǌige (str. 37–39) nailazimo upravo
na ǋutnove poligone. Istina, Brio i Buke ne pomiǌu ǋutna, pripisuju�i
otkri�e ove metode Pizou. Da li je u pitaǌu francuski nacionalizam, ili
je Viktor Pizo zaista uqinio nezavisno ponovno otkri�e metode, texko je
re�i. Svakako je mladi Petrovi� u ovoj kǌizi naxao jednu neobiqnu kombina-
torno-geometrijsku metodu za nala�eǌe razvoja rexeǌa algebarskih jednaqina
u stepene redove. Odatle do razvoja analogne metode za algebarske diferen-
cijalne jednaqine je samo jedan korak. Za taj korak je svakako bilo potrebno
Petrovi�evo nadahnu�e, jer je od izlaska kǌige 1875. do Petrovi�eve diserta-
cije 1894. proteklo skoro dvadeset godina a da niko pre ǌega u toj izuzetno
aktivnoj matematiqkoj sredini nije doxao na takvu ideju.
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4. O razvoju ǋutnovih poliedara u XX veku i predlogu
nastavka Petrovi�evog rada

Petrovi�ev doktorat se sastoji iz dva dela. U prvom delu uvodi svoj
poligon i primeǌuje ga na algebarske (polinomijalne) obiqne diferencijalne
jednaqine oblika ∑

fi,j (x) yiy′j = 0.

Petrovi� analizuje ponaxaǌe nula i polova rexeǌa ove jednaqine pomo�u geo-
metrijskih osobina poligona koji predstavǉa konveksni omotaq skupa taqaka
(i, j) koje odgovaraju svim qlanovima gorǌe jednaqine, daju�i zaokru�enu
celinu u nekoliko teorema.

U drugom delu svoje teze Petrovi� pokuxava da metodu uopxti na alge-
barske ODJ vixeg reda, oblika∑

fi1,i2,...,ik (x) y
i1
y′
i2
...y(k)

ik
= 0.

Konstrukcija koju nudi je analogna: on uvodi ravni poligon odre�en taqkama
koje uzimaju u obzir sve eksponente (i1, . . . , ik). Me�utim, ovaj poligon u stvari
ne mo�e da predstavi sve mogu�nosti kombinatornog rasporeda u ovom vixe-
dimenzionalnom sluqaju. Petrovi� dobija delimiqne rezultate, formulisane
u nekoliko teorema, ali ni sam nije do kraja zadovoǉan ura�enim. U vezi sa
tim, postavǉaju se dva va�na pitaǌa. Prvo, zaxto ni Petrovi�, ni niko od
ǌegovih uqenika u Srbiji nikad nisu pokuxali da nastave ovaj rad na zado-
voǉavaju�i naqin. Delimiqan odgovor dat je na poqetku ovog priloga. Drugo
pitaǌe je nexto konkretnije: da li je Petrovi�ev poligon u obliku u kom
ga on primeǌuje, uopxte odgovaraju�i za opis mnogo slo�enijeg ponaxaǌa u
vixedimenzionalnom sluqaju. Razvoj tehnike ǋutnovog poligona u dvadese-
tom veku mo�da mo�e da dâ odgovor na ovo pitaǌe. Kao xto je ve� pomenuto,
kombinatorno-geometrijska tehnika ǋutnovih poligona je vixe puta otkri-
vana i zaboravǉana. U jeku Drugog svetskog rata, quveni ruski matematiqar
Qebotarjov11 napisao je povodom tristote godixǌice ǋutnovog ro�eǌa pre-
gledni qlanak posve�en metodi ǋutnovog poligona [10], u kome pored ǋut-
novog pomiǌe i Pizoov rad. Qudno je, ipak, da ni reqju ne pomiǌe poligon
Mihaila Petrovi�a. Oqigledno, ni Qebotarjov nije bio svestan principi-
jelne veze izme�u ove dve kombinatorne metode. Daǉi razvoj ǋutnovog po-
ligona teqe prenosom ,,sa dede na unuka”. Jedan od najznaqajnijih uqenika
Qebotarjova bio je veliki ruski matematiqar Igor Xafareviq, koji je imao

11 Qebotar�v Nikoláǐ Grigór~eviq, 1894–1947.
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izuzetan uticaj na plejadu svojih uqenika iz moskovske matematiqke xkole
xezdesetih i sedamdesetih godina dvadesetog veka. Pomenu�u samo dvojicu:
Jurija Maǌina i Vladimira Arnoǉda. Potoǌi je u svom seminaru 1970-tih
sa svojim uqenicima o�iveo metodu ǋutnovih poligona i u seriji radova
doveo ǌenu primenu do neslu�enih razmera. Metoda je preneta u vixe di-
menzije kao metoda ǋutnovih poliedara i primeǌivana na xiroki spektar
matematiqkih problema, od prebrojavaǌa rexeǌa algebarskih sistema jedna-
qina (Kuxnirenko [11], Bernxtajn, Hovanski [12]), do klasifikacije singula-
riteta i analize brzo osciluju�ih integrala (Varqenko, Gusein-Zade, Arnoǉd
[13]). Prouqavaju�i klasifikaciju singulariteta ravnih krivih, a budu�i
upoznat sa radovima xkole Arnoǉda, i autor je svojevremeno u svom doktoratu
,,Jednograni singulariteti algebarskih mnogostrukosti i nerastavǉivost u
prstenima formalnih stepenih redova” iz 1985. koristio metodu ǋutnovog
poligona za prouqavaǌe faktorizacije u prstenu formalnih stepenih redova
i delimiqno je uopxtio na vixedimenzioni sluqaj [14]. Podsticaj za to je bila
jedna neoprezna konstatacija Bernara Tesijea u [15].

Koriste�i pomenutu tehniku, bilo bi veoma zanimǉivo da se pokuxa do-
puna Petrovi�evih rezultata o algebarskim ODJ baziraju�i se na vixedimen-
zionalnom analogonu ǌegovog poligona, koji se dobija potpuno analogno dvo-
dimenzionalnom sluqaju. Mo�da bi to dalo boǉu sliku povezanosti ponaxaǌa
nula i polova rexeǌa date diferencijalne jednaqine sa vixedimenzionalnim
osobinama odgovaraju�eg ǋutnovog ili Petrovi�evog poliedra, asociranog
sa ovom jednaqinom. Nadajmo se da �e do realizacije ovog plana ubrzo do�i.
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[7] V. Puiseux, Recherches sur les fonctions algébriques, Journal de Mathématiques pures et

appliquées, t. XV (1850).
[8] D. Trifunovi�, Literatura. U kǌizi Mihailo Petrovi�: Sabrana dela, Kǌiga 1.

Zavod za u
benike i nastavna sredstva, Beograd (1999), str. 379–381.

81



[9] Ch. Briot, J. C. Bouquet, Théorie des fonctions elliptiques, Gauthier-Villars, Paris (1875).
[10] N. G. Qebotar�v, Mnogougol~nik N~�tona i ego rol~v sovremennom razvitii mate-

matiki (iz sbornika ,,Isaak N~�ton”). AN SSSR (1943).
[11] A. G. Kuxnirenko, Mnogogranniki N~�tona i teorema Bezu, Funkc. analiz i ego

pril., t. 10, vyp. 1 (1976), s. 82–83.
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otobra�eniǐ (ODO-2), Nauka, Moskva, (1984).
[14] A. Lipkovski, Newton polyhedra and irreducibility, Math. Z., 199 (1988) pp. 119–127.
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Aleksandar T. Lipkovski

A CONTEMPORARY VIEW OF MIHAILO PETROVIĆ’S DOCTORAL THESIS

S u m m a r y

Mihailo Petrović (1868–1943), the most prominent and influential Serbian mathe-
matician, defended his doctoral thesis entitled “Sur les zéros et les infinis des intégrales des
équations differentielles algébriques” in Paris 1894, in front of the highly prominent defence
committee: Hermite, Picard and Painlevé. Since then, much has been written about Petro-
vic himself, his thesis and other scientific achievements, and about the influence he had
on Serbian mathematics, mathematicians and society in general. However, until this very
day, there has been no proper analysis of the original combinatory geometrical method
he used in the thesis. The purpose of this paper is to change this fact and to clarify the
origins and the importance of Petrović’s method, as well as to give some directions for
continuation of his work, which has not been satisfactory even today.
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MIHAILO PETROVI� ALAS – NAX VODE�I
KRIPTOGRAF IZME�U DVA SVETSKA RATA

RADOMIR S. STANKOVI�*

MIODRAG MIHAǈEVI�**

A p s t r a k t. – Xifrovaǌe je danas jedan od standardnih pristupa za
ostvarivaǌe bezbednosti i privatnosti u digitalnom prostoru i postoji ve-
liki broj eksperata koji se bave xifrovaǌem kako sa nauqno-istra�ivaqkog
stanovixta tako i u domenima velikog broja razliqitih primena. U vreme Mi-
haila Petrovi�a Alasa, bavǉeǌe xifrovaǌem je bilo veoma redak i veoma
specifiqan posao, a on je istovremeno bio i glavni nauqnik-istra�ivaq i glavni
dr�avni savetnik odgovoran za xifre izme�u dva svetska rata. O ovom, za to
vreme i istoriju, veoma bitnom segmentu rada i dostignu�a M. P. Alasa ostalo
je relativno malo zapisa u formi vojnih dokumenata ali koji nesporno ukazuju
na velike zasluge M. P. Alasa za naxu dr�avu u domenu kriptologije i pre nego
xto je ona oformǉena kao svetska nauqna disciplina [4]. Ovaj rad, na osnovu [1]
– [3] i [5] – [6], sumira neke od istorijskih qiǌenica o M. P. Alasu kao naxem
glavnom kriptografu izme�u dva svetska rata.

U pomenutim dokumentima je zabele�eno da su se rad M. P. Alasa i
rezultati ovoga rada nalazili u: (1) metodama za xifrovaǌe, (2) metodama za
,,razbijaǌe” xifara i (3) edukaciji o tehnikama xifrovaǌa i razotkrivaǌu
poruka koje su bile predmet xifrovaǌa.

Istorija priznaje, a zbog rastu�eg znaqaja oblasti u kojoj je ostavio trag,
istorija �e jox vixe isticati rad Mihaila Petrovi�a Alasa u domenu dr�avne
xifre izme�u dva svetska rata.

Kǉuqne reqi: zaxtita tajnosti, xifrovaǌe, kriptografija

* Matematiqki institut SANU, i-mejl: radomir.stankovic@gmail.com
** Matematiqki institut SANU, i-mejl: miodragm@turing.mi.sanu.ac.rs
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1. Uvod
Neposredno pred Prvi svetski rat u Kraǉevini Srbiji, za vreme rata,

zatim u Dr�avi Srba, Hrvata i Slovenaca, i kasnije u Kraǉevini Jugosla-
viji, svest o potrebi i znaqaju xifrovaǌa u vojnoj i diplomatskoj dr�avnoj
prepisci bila je na vrlo visokom nivou o qemu jasno svedoqe brojni doku-
menti i priruqnici za obuku kadrova iz ove oblasti. Slika 1 prikazuje ko-
rice nekih od svezaka posve�enih kriptografiji a nameǌenih obuci ǉudstva
u Obavextajnom odeǉeǌu �eneralxtaba Kraǉevine Jugoslavije.

( )a ( )b ( )c

Slika 1. Korice dokumenata o kriptografiji – xifrovaǌu (a) Xifrovaǌe metodom
zamene i analiza ovih xifrata, (b) Metod xifrovaǌa i dexifrovaǌa pomo�u

naroqitih sprava, (c) Xifrovaǌe pomo�u Kodeksa – Reqnika za tajnu
korespondenciju

Imaju�i u vidu znaqaj ovakvih poslova, sasvim je prirodno da je na tome
bio anga�ovan Mihailo Petrovi� kao jedan od najobrazovanijih i najumni-
jih gra�ana toga doba. Rade�i u ovoj oblasti Mihailo Petrovi� je ostvario
znaqajna dostignu�a u

1. projektovaǌu i analizi xifarskih sistema,
2. edukaciji kadrova koju su operativno radili u oblastima xifrovaǌa

za dr�avne potrebe.
U ovom radu ne�emo se baviti analizom sigurnosti tehnika xifriraǌa

korix�enih u doba kada je Mihailo Petrovi� radio u ovoj oblasti. Sasvim je
razumǉivo da su napretkom nauqne misli kao i tehnoloxkim dostignu�ima ove

86



metode prevazi�ene. Uostalom, Mihailo Petrovi� je jako dobro razumeo pro-
bleme i nesavrxenosti svih ovakvih sistema o qemu svedoqi ǌegovo tvr�eǌe

Pouzdano se zna, da za vreme posledǌeg svetskog (Prvog) rata ni jedan
metod, naqin ili sistem tajne prepiske nije se mogao du�e vreme upotrebl-
javati [1].

Ciǉ izlagaǌa je da se istakne uloga i znaqaj dela Mihaila Petrovi�a
Alasa u nauqnoj disciplini danas poznatoj kao kriptologija, a koja u vre-
menu od 80 do 100 godina unazad nije bila uobliqena kao nauka kakvu danas
poznajemo i qije rezultate koristimo u svakidaxǌoj praksi. Kao ilustraciju
nivoa znaǌa u Srbiji u oblasti kriptologije u vreme Mihaila Petrovi�a,
navex�emo neke od metoda korix�enih u praksi od strane vojnih i dr�avnih
institucija u Srbiji u to vreme, a predstavǉale su osnovu za daǉu razradu
i poboǉxaǌa od strane Mihaila Petrovi�a kao i ǌegov rad na pripremi
priruqnika za obuku kadrova u odgovaraju�im slu�bama.

2. Regleta
Jedna od pomenutih svezaka o kriptografiji sadr�i opis Metoda

xifrovaǌa i dexifrovaǌa pomo�u naroqitih sprava, pod qim se podrazumeva rad
sa regletom za izvrxavaǌe Vi�enerove metode nazvane po Blaise De Vigènere-u
koji je jox u 16-tom veku razradio metod najpre originalno predlo�en 1550.
od strane �ovanija Batiste Belaso (Giovani Battista Bellaso). Metod je bio to-
liko pouzdan da je tek 1863. Fridrih Kasiski (Friedrich Kasiski) objavio opxti
naqin ǌegovog dexifrovaǌa.

Regleta je jednostavna sprava koja se sastoji od jednog pokretnog i jednog
ili dva nepokretna dela koji svi podse�aju na drveni leǌir. Na svim de-
lovima ispisan je alfabet koji se koristi za ispisivaǌe jasnog teksta, pri
qemu alfabet mo�e biti ispisan u normalnom ili permutovanom redosledu
radi pove�aǌa slo�enosti postupka a time i ǌegove pouzdanosti. Pomeraǌem
pokretnog dela odre�uju se slova kojima se zameǌuju slova jasnog teksta kako
bi se dobio xifrat. Pouzdanost xifre se zasniva na broju mogu�ih kombi-
nacija zamene slova. Ukoliko se koristi svih 30 slova, broj kombinacija je
30× 30 = 900. U xifriraǌu se najqex�e radi bez akcentovanih slova q, �, �,
ǉ, ǌ, x, 
, u kom sluqaju je broj kombinacija 22× 22 = 484.

Belaso je koristio takozvane tabele sa 5 alfabeta, dok je Vi�ener radio
sa 10 alfabeta. Tako�e, u originalnom Belasovom metodu xifre su bile zasno-
vane na prvom slovu reqi, dok je Vi�ener koristio slovo unapred usaglaxeno
izme�u strana koje komuniciraju. U suxtini, ovde se radi o dobro poznatoj
Cezarovoj xifri gde se svako slovo zameǌuje slovom koje odgovara alfabetu
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Slika 2. Primer xifrovaǌa Vi�enerovom metodom

pomerenom za neku vrednost. Na primer, niz (A,B,C,D,E, F,G,H, I, J,K, . . . )→
(D,E, F,G,H, I, J,K, · · · ). U tom smislu, Vi�enerov metod je primena vixe
Cezarovih xifri za razliqite pomeraje. Pri tome izbor alfabeta za dato
slovo zavisi od ponovǉene kǉuqne reqi do du�ine jasnog teksta. Slika 2
ilustruje ovaj postupak xifriraǌa koji je bio opisan u pomenutim Sveskama
nameǌenim obuci kadrova u Srbiji zbog ǌegove jednostavnosti i relativne
pouzdanosti.

3. Tehnike frekventiraǌa simbola xifrata
Slika 3 je izvod iz Sveske 1, koji potvr�uje dobro poznavaǌe naqina za

razbijaǌe xifre zamene primenom tehnike frekventiraǌa simbola xifrata.
Tehnika se sastoji u zapa�aǌu da ako je u kriptogramu najfrekventnije slovo
K, a drugo po frekvenciji slovo D, tada su ǌihove dekripcije slova E i T
kao najfrekventnija slova latinskog jezika. Va�no je uoqiti da se u to vreme
u Srbiji bilo u toku sa savremenim dostignu�ima u ovom podruqju.

4. Metoda xifrovaǌa pomo�u Kodeksa
U kontekstu xifriraǌa, Kodeks je lista ili tablica u koju su alfabet-

skim poretkom uneta slova, reqi, odlomci reqi i izrazi koji su najvixe u
upotrebi u nekom jeziku. Elementi iz liste ili sveske zameǌuju se grupom od
2 do 5 slova ili cifara.

Slika 4 prikazuje prvu stranu sveske u kojoj se obrazla�e postupak xi-
friraǌa primenom Kodeksa posmatranog kao reqnik za tajnu korespondenciju.
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Slika 3. Ilustracija poznavaǌa tehnike frekventiraǌa
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Slika 4. Ilustracija poznavaǌa tehnike xifriraǌa pomo�u Kodeksa
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Postupak xifriraǌa Mihailo Petrovi� je objasnio slede�im reqima
Prvu req jasnog teksta tra�imo u tablici. Ako istu na�emo, ǌu zameǌu-

jemo ǌenim odgovaraju�im brojem i to prvo uzimamo broj vertikalnog, a zatim
horizontalnog reda i na ovaj naqin dobivxi dvocifreni broj dobijamo xifru za
prvu req.

Ako se pak desi, da prvu req jasnog teksta u tablici nemamo, tada �emo
istu sastaviti pomo�u ostalih slova i slogova iz iste tablice, pa svako uzeto
slovo ili slog ove reqi, zameǌujemo ǌemu odgovaraju�im dvocifrenim brojem.

Kada smo na ovaj naqin izvrxili xifrovaǌe prve reqi jasnog teksta, pre-
lazimo na xifrovaǌe druge reqi na isti naqin i tako redom do kraja.

Kada smo sa ovim zavrxili, dobijenu xifru delimo na xifarske grupove od
po qetiri cifre u svakom grupu, a time smo i posao na xifrovaǌu zavrxili.

5. Numeriqki spektri i kriptografija
Zanimǉivo je uoqiti da je uporedo sa praktiqnim radom u kriptografiji,

Mihailo Petrovi� u istom razdobǉu radio na definiciji i razvoju teorije
numeriqkih spektara. O vezi izme�u ovih gotovo paralelnih delatnosti najbo-
ǉe svedoqe reqi Petrovi�evog najpotpunijeg i najposve�enijeg biografa prof.
dr Duxana Trifunovi�a [6].

Pogrexno je mixǉeǌe da su numeriqki spektri direktna posledica analogija
u fiziqkim i hemijskim naukama. Xifrovaǌe diplomatske poxte (kriptografija),
koje iziskuje nala�eǌe odre�enog koda izme�u pisma jednog jezika i cifara
dekadnog sistema, bilo je presudno u Petrovi�evom pronalasku.

Petrovi� je svoje spektre postavio kao vrstu koda – funkcionale ili ope-
ratora izme�u funkcije i skupa decimalnih brojeva. Petrovi� je spektre prona-
xao u vremenu kada je najvixe radio na kriptografiji (1917–1918 ) pod direkt-
nom kontrolom Nikole Paxi�a, predsednika vlade Kraǉevine Srbije u to vreme.
U docnijem radu Brojni spektri pojava Petrovi� je ove poverǉive qiǌenice i
javno objavio [2].

Petrovi� je 1917. godine definisao numeriqke spektre i realizovao svoj
poznati sistem xifrovaǌa i dexifrovaǌa Tri kartona koji pojmove opisane
reqima kodira ciframa dekadnog sistema za potrebe vojske i diplomatije [3].
Predlo�eni metod je bio tako uspexno rexen da je ostao u va�nosti sve do
1926. godine.

Koliko je rad Mihaila Petrovi�a bio od znaqaja za Srbiju jasno govori
podatak da je o tome liqno vodio raquna tadaxǌi predsednik vlade Nikola
Paxi�, koji mu na tome zahvaǉuje posredstvom dr Slavka Gruji�a poslanika
Kraǉevine Srbije u Xvajcarskoj u pismu od 13. marta 1917. godine prikazanom
na slici 5.
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Slika 5. Pismo dr Slavka Gruji�a u kome se prenosi zahvalnost predsednika vlade
Nikole Paxi�a Mihailu Petrovi�u za rad na xiframa za potrebe Kraǉevine

Srbije

Mihailo Petrovi� je nastavio rad u oblasti kriptografije i nakon Pr-
vog svetskog rata, a u vezi sa tim zadacima oktobra 1919. godine boravio je u
Francuskoj po nalogu Ministarstva ishrane i obnove zemǉe i Ministarstva
spoǉnih poslova jer je radio na izradi novog sistema xifrovaǌa diplomat-
ske poxte. Kao rezultat tog rada, 5. decembra 1919. predaje dora�enu verziju
sistema Tri kartona ministru spoǉnih poslova uz slede�u prate�u poruku:

Po poruci Ministarstva qast mi je podneti nov sistem za xifrovaǌe
depexa, o kome sam ranije imao sporazum sa pomo�nikom Ministra g. dr Mihailom
Gavrilovi�em.

92



Prednosti ovog novog sistema u odnosu na dotada korix�eni Mihailo
Petrovi� je sumirao na slede�i naqin

1. xto je xifrovaǌe po ǌemu boǉe sakriveno, jer se i posledǌa cifra
xifruje, a ne dopisuje onakva kakva je, kao do sada,

2. xto jedan pribor za xifrovaǌe daje 720 raznih kǉuqeva na mesto 196 kao
do sada,

3. xto se u ǌemu promena kǉuqa vrxi samo jednom petocifrenom grupom,
koja i izvextava dexifrera o toj promeni i daje u isto vreme nov kǉuq, xto se
do sada postizalo pomo�u dveju petocifrenih grupa,

4. xto se ne zahteva nikakav aparat, ne kvari se, zauzima veoma mali pro-
stor i lako se quva i prenosi,

5. xto se posle izvesnog vremena mogu lako promeniti svih 720 kǉuqeva.
Promena se sastoji samo u tome da se na ve� postoje�ih 10 kartona, ne meǌaju�i
im centralnu tablicu, ni numere na naliqju, preko crnih xifara prelepe dve
uzane trake od hartije na kojima su odxtampane dve nove permutacije cifara
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, (takvih permutacija ima na hiǉade milijardi).

Slede�i detaǉi mnogo govore o naqinu razmixǉaǌa i rada Mihaila
Petrovi�a, ǌegovom pristupu ka poslu i efikasnosti pri tome, xto je i razlog
i opravdaǌe za ǌihovo navo�eǌe.

Uzimaju�i u obzir obuku nadle�nog osobǉa, Mihailo Petrovi� nadaǉe
izvextava da se mehanizam xifrovaǌa i dexifrovaǌa ne razlikuje mnogo od
dosadaxǌeg, tako da �e se oni koji su ve� radili po dosadaxǌem sistemu, lako
i sa malo pa�ǌe prlagoditi novom.

U ovom podnesku Ministarstvu Mihailo Petrovi� izvextava da je pri-
bor izra�en u 100 primeraka od kojih svaki staje po 4 dinara. Daǉe navodi

Te primerke predajem Ministarstvu zajedno sa uputstvom za xifrovaǌe
i dexifrovaǌe. Sve je izra�eno u definitivnom obliku tako da se mo�e odmah
razaslati Poslanstvima i pustiti u rad poqevxi od jednog odre�enog dana.

U prate�em pismu resornom Ministru Mihailo Petrovi� navodi
Po poruci Ministarstva Spoǉnih poslova isplatio sam za raqun Mini-

starstva za 100 primeraka pribora za xifrovaǌe depexa (sistem Tri kartona)
i to za 1000 kartona, xtampaǌe u dve boje i numerisaǌe kartona i za 100 komada
kuverata za pribor, sumu od 400 (qetiri stotine) dinara u srebru.

Iz ovih detaǉa se jasno vidi da je Mihailo Petrovi� nalazio za
potrebno da kompletan posao uradi do konaqnog proizvoda i preda ga spremnog
za neposrednu primenu praktiqno od momenta predaje. Tako�e, zanimǉivo je
primetiti da je smatrao jednostavnijim da u realizaciju najpre ulo�i sop-
stvena sredstva, a kasnije tra�i nadoknadu, izbegavaju�i pri tome verovatno
slo�enu komunikaciju i proceduru sa dr�avnom administracijom xto bi moglo
da utiqe na efikasnost izvrxavaǌa posla. Qini se da i ovom prilikom do pot-
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punog izra�aja dolazi izvanredna kombinacija ǌegove svestrane, nauqniqke,
i praktiqne, ribarske, prirode i naqina razmixǉaǌa.

6. Zavrxni komentari
Prema raspolo�ivim podacima, o qemu s obzirom na predmet razmatraǌa,

iz razumǉivih razloga nema mnogo zapisa i dokumenata, Mihailo Petrovi� je
za vreme Prvog svetskog rata, konkretno od 1916. i posebno 1917, i nadaǉe vixe
godina po zavrxetku rata, bio vode�a liqnost u Srbiji na poslovima izrade
metoda xifrovaǌa i dexifrovaǌa dr�avnih dokumenata i vojne i diplomatske
prepiske. Jednako va�no, radio je na praktiqnoj realizaciji odgovaraju�ih
sistema do ǌihove spremnosti za naposrednu primenu, kao i na pripremi ma-
terijala za obuku kadrova odgovaraju�ih dr�avnih institucija.
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Radomir S. Stanković
Miodrag Mihaljević

MIHAILO PETROVIĆ ALAS – OUR LEADING CRYPTOGRAPHER
BETWEEN THE TWO WORLD WARS

S u m m a r y

Encryption is today one of standard approaches for achieving security and privacy in the
digital space, and a large number of experts works in this area both from a scientific and
research perspective and in the domains of a large number of different applications. At the
time of Mihail Petrović Alas, dealing with encryption was a rather rare and very specific
job, and he was at the same time the main scientist-researcher and chief state advisor
responsible for the codes between the two world wars. It is preserved a relatively small
number of records mainly in the form of military documents about this very respectable
segment of work and achievements of Mihailo Petrović that was very important at that
time and is also important and interesting from the historical perspective. These docu-
ments undoubtedly indicate great merits of M. P. Alas for our country in the domain
of cryptology even before it was established as a world level scientific discipline [4]. This
paper summarizes, based on [1] – [3] and [5] – [6], some of the historical facts about the
M. P. Alas as our main cryptographer between the two world wars.

In the mentioned documents, it was noted that the work of M. P. Alas and the results
of this work can be found in: (1) Methods for encryption, (2) methods for “breaking” the
codes and (3) education on encryption techniques as well as deciphering of encrypted
messages.

History acknowledges, and due to the growing importance of the area in which M.
P. Alas has left his mark, history will even further emphasize the work of Mihailo Petrović
Alas in the domain of the development of the Serbian state ciphering methods between
the two world wars.
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GEOMETRIJA POLINOMA U RADOVIMA MIHAILA
PETROVI�A I ǋEGOVIH NASLEDNIKA

RADOX BAKI�*

�ARKO MIJAJLOVI�**

GRADIMIR V. MILOVANOVI�***

A p s t r a k t. – Pored Diferencijalnih jednaqina, gde je Mihailo Petrovi�
bio najuspexniji, Geometrija polinoma je jox jedna matematiqka oblast u kojoj
je on bio veoma uspexan i gde je postigao znaqajna dostignu�a. Ne samo da je
doneo ovu oblast kod nas, ve� je zahvaǉuju�i ǌegovom uticaju, vixe znaqajnih
srpskih matematiqara radilo u toj oblasti i imalo prepoznatǉive i vredne
priloge. Pored pregleda Petrovi�evih rezultata iz ove oblasti, u ovom radu
dajemo kratku istoriju razvoja oblasti, doprinose Petrovi�evih naslednika,
kao i opxti trend u razvoju oblasti u posledǌim decenijama.

Kǉuqne reqi: geometrija polinoma, nule polinoma, trigonometrijske sume,
nejednakosti

1. Uvod
Glavni doprinosi Mihaila Petrovi�a u matematici nalaze se u oblasti

diferencijalnih jednaqina, zatim u realnoj i kompleksnoj analizi. Mada
je skoro qetvrtina ǌegovog nauqnog opusa klasifikovano u algebru (videti
Letopis �ivota i rada Mihaila Petrovi�a autora D. V. Trifunovi�a [47]),
i od toga vixe od polovine je objavǉeno u inostranstvu, uglavnom u fran-
cuskim qasopisima, ovi radovi tako�e su pro�eti idejama i metodama mate-
matiqke analize i teorije diferencijalnih jednaqina. Skoro da nema radova

* Uqiteǉski fakultet Univerziteta u Beogradu, i-mejl: rados.bakic@uf.bg.ac.rs
** Matematiqki fakultet Univerziteta u Beogradu, i-mejl: zarko.mijajlovic@gmail.com
*** Srpska akademija nauka i umetnosti, i-mejl: gvm@mi.sanu.ac.rs
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qisto algebarskog karaktera. Ipak, prvi Petrovi�ev rad O jednoj modifikaciji
Grefeovog metoda rexavaǌa vixih brojnih jednaqina, ima algebarsko obele�je.
Spomenimo da je Petrovi� ovaj rad napisao ve� u devetnaestoj godini, kao
student prve godine Velike xkole u Beogradu 1886. godine. Rad nije objavǉen
i postoji samo u rukopisu.

Petrovi�evi radovi iz algebre mogu se razvrstati u tri oblasti: teoriju
polinoma, teoriju brojeva i teoriju determinanata. U okviru teorije poli-
noma zanimao se za nekoliko tema: geometriju polinoma, tj. raspored nula
polinoma (sa realnim i kompleksnim koeficijentima) u kompleksnoj ravni,
opxte probleme u vezi sa algebarskim jednaqinama, teoriju simetriqnih
funkcija i numeriqko rexavaǌe algebarskih jednaqina. U teoriji brojeva
Petrovi� je imao naroqito interesovaǌe za svojstva prostih brojeva i Vil-
sonovu teoremu. Iz teorije determinanata ima zapravo par radova koji se
uglavnom odnose na ǌihovu primenu, pre svega u teoriji polinoma, ali i van
matematike, na primer u hemiji.

Daleko najznaqajniji i najdubǉi Petrovi�evi radovi iz algebre pri-
padaju oblasti geometrija polinoma. Pogledajmo na xta se taqno odnose ovi
Petrovi�evi radovi.

Veliki broj rezultata koji se odnose na polinome uspexno je prenet
na va�ne klase drugih funkcija, kao xto su na primer, cele i meromorfne
funkcije, i uopxte funkcije kompleksne promenǉive predstavǉene Tejlorovim
redovima. Petrovi� je upravo u ovoj oblasti ispoǉio veliki talenat i
originalnost. Rad u oblasti geometrije polinoma i generalno u teoriji
funkcija zapoqiǌe pod uticajem Ermita (C. Hermite) i Adamara (J. Hadamard).
Petrovi�evi radovi iz geometrije polinoma dodiruju veliki broj napred
opisanih tema i metoda.

U narednim sekcijama razmotri�emo ukratko Petrovi�eve radove iz ove
oblasti, kratku istoriju razvoja oblasti, kao i doprinose Petrovi�evih
naslednika i opxti trend u razvoju oblasti u posledǌim decenijama.

2. Doprinos Mihaila Petrovi�a u geometriji polinoma
Jedan od prvih radova iz geometrije polinoma je [23] iz 1899. Rad se

odnosi na raspored korena u kompleksnoj ravni algebarske jednaqine f(x) = 0
u odnosu na datu kru�nicu C sa centrom u koordinantnom poqetku O. Ovde
Petrovi� odre�uje uslove za spoǉaxǌi i unutraxǌi polupreqnik kru�nog
prstena P , tako�e sa centrom u O, a koji sadr�i kru�nicu C. Na osnovu
polupreqnika kru�nica kojim je definisan prsten P nalazi algebarski izraz,
odakle odre�uje taqan broj p ,,unutraxǌih” korena ove jednaqine, tj. nula
sadr�anih unutar kru�nice C. Ovaj izraz je logaritamski izvod trans-
formisanog polinoma f(x). Transformacija koju primeǌuje na polinom dobija
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se iteracijom algebarskog preslikavaǌa x 7→
√
x. Spomenimo da je rad prezen-

tovao Ermit u okviru geometrijske sekcije u qasopisu u kojem je objavǉen.
U radu [25] (1901), xtampan u Biltenu francuskog matematiqkog druxtva,

Petrovi� se bavi odre�ivaǌem doǌih granica modula nula datog Tejlorovog
reda uz pretpostavku da postoji zavisnost u nizaǌu koeficijenata reda, ili
bar numeriqke vrednosti dovoǉnog broja tih koeficijenata. U odre�ivaǌu
ove ocene polazi od Adamarove nejednakosti koja se odnosi na normu de-
terminante i modula vektora vrste iste determinante. Tako�e navodi vixe
primera na kojima su te ocene ilustrovane. Ovim radom Petrovi� zapravo na-
stavǉa istra�ivaǌe ponaxaǌa funkcija predstavǉenih Tejlorovim redovima
koje je zapoqeo Adamar. Naroqito je zanimǉiv Petrovi�ev rezultat o krugu
u kojem takve funkcije nemaju nula. Ne samo rezultat ve� i ideja dokaza su
Petrovi�eva originalna zamisao. Rad je privukao pa�ǌu nekoliko poznatih
matematiqara onog vremena. Na primer, nemaqki matematiqar E. Landau (E.
Landau) izuqava ovaj rad i qetiri godine kasnije u istom qasopisu detaǉno
analizira pomenuti Petrovi�ev rezultat. Tako, dokazuje da je on posledica
Jensenove nejednakosti. Zanimǉivo je da je danski matematiqar Jensen (J.
Jensen) dokazao svoju nejednakost iste godine kada je Petrovi� objavio ovaj
rad. I drugi poznati matematiqari se nadovezuju i dopuǌuju Petrovi�ev rad:
Fejer (L. Fejér), Hardi (G. E. Hardy), Montel (P. Montel).

U radu [27] (1906), Petrovi� utvr�uje za jednu xiroku klasu polinoma
oblast kompleksne ravni koja sadr�i sve nule polinoma iz te klase. Req je o
polinomima J(x) =

∑
k≤n akx

k gde su koeficijenti predstavǉeni integralom:

ak =

∫ b

a
A(t)r(t)k dt,

gde su A(t) i r(t) razne funkcije promenǉive t, realne i pozitivne za sve vred-
nosti t u razmaku integracije. Oblast se sastoji iz preseka sektora i kru�nih
prstena, a uglovi sektora i preqnici kru�nih prstena se precizno opisuju
utvr�ivaǌem argumenata i ocene modula polinoma p(x). Zanimǉivo je da se
ocene vrednosti argumenata jednostavno odre�uju na osnovu promene znaka tri
funkcije sin(x), sin(nx) i sin((n + 1)x). Rad sadr�i veliki broj interesant-
nih primera za koje su izvedene ocene konkretizovane, tj. taqno su opisane
oblasti kompleksne ravni navedene vrste. Tako�e utvr�uje realan interval
koji sadr�i sve realne korene polinoma J(x).

Prvi deo rada [29] (1908) delimiqno se prepli�e sa jednim prethod-
nim Petrovi�evim radom [28] i odnosi se na simetriqne funkcije. Pri tome
uvodi niz racionalnih funkcija Nk(x) pridru�enih datom polinomu primenom
logaritamskog izvoda na prethodne qlanove niza. U drugom delu rada bavi
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se rasporedom nula u kompleksnoj ravni date algebarske jednaqine. Utvr-
�uje prirodnu vezu izme�u niza Nk(x) i broja korena jednaqine qiji modul
je ograniqen nekim pozitivnim realnim brojem %. Kao i ostali radovi, i ovaj
je ilustrovan brojnim numeriqkim primerima.

U radu [30] (1913) Petrovi� najpre izvodi, polaze�i od osnovne Adamarove
nejednakosti, nekoliko novih nejednakosti – ocena maksimalnog modula deter-
minante D n-tog reda nad poǉem kompleksnih brojeva. Tako, koriste�i odnos
aritmetiqke i geometrijske sredine nalazi:

|D| ≤ Bn

√
nn
,

gde je B kvadratni koren iz sume kvadrata modula svih elemenata determi-
nante. Potom koristi ove nejednakosti za razne ocene rexeǌa algebarskih
jednaqina i sistema linearnih jednaqina. Na primer, izvodi ocenu modula
osnovne simetriqne funkcije

sn = αk1 + αk2 + · · ·+ αkn

korena αi algebarske jednaqine n-tog reda. Nadovezuju�i se na Adamarove teo-
reme, Petrovi� daje ocene nula celih funkcija. Na kraju, koriste�i samo citi-
ranu nejednakost o modulu determinante, daje direktan i u osnovi elementaran
dokaz teoreme koja se odnosi na nule najmaǌeg modula Tejlorovog reda. Ovaj
dokaz posebno je zanimǉiv s obzirom da je Landau dokazao istu teoremu na
sasvim drugi (i te�i) naqin koriste�i aparat analitiqkih funkcija.

U radu [31] (1913) Petrovi� se bavi slede�im problemom: Odrediti ni-
zove ω0, ω1, . . . realnih brojeva takve da ako algebarska jednaqina

a0 + a1x+ · · ·+ anx
n = 0

ima sve korene imaginarne, onda i jednaqina

ω0a0 + ω1a1x+ · · ·+ ωnanx
n = 0

tako�e ima sve korene imaginarne.
Sliqan zadatak, ali za realan sluqaj, raspravǉao je Lager (E. La-

guerre). Petrovi� daje opxte rexeǌe problema u vidu proizvoda relativno
jednostavnih integrala. Zatim navodi vixe zanimǉivih primera biraju�i
konkretne primere integrala. Isti problem varira, da svojstvo realnosti,
odnosno imaginarnosti korena bude odr�ano u sluqaju da se ispusti odre-
�en broj qlanova polinoma. U drugom delu rada raspravǉa sliqne probleme,
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ali sada u sluqaju stepenih redova. Sve ove rezultate koristi u odre�i-
vaǌu rasporeda nula ovih funkcija, na primer, u nala�eǌu doǌe granice
modula nula funkcija predstavǉenih Tejlorovim redom. Rad je bogato ilu-
strovan zanimǉivim primerima. Delove ovog rada Petrovi� je saopxtio na
Me�unarodnom kongresu u Rimu 1908. godine i rezultati rada imali su za-
pa�en odjek. Na primer, daǉa proxireǌa i generalizacije dao je Polia (G.
Pòlya), dok R. Jenq (R. Jentzsch) navodi isti rad u svojoj tezi. Prema reqima
akademika M. Tomi�a, Jenqova teorema da odseqci Tejlorovog reda imaju
taqke nagomilavaǌa na celoj periferiji kruga konvergencije predstavǉa samo
krajǌi domet ove vrste stavova.

Jedan od posledǌih Petrovi�evih spisa posve�en u potpunosti geo-
metriji polinoma je rad [33] (1919). I ovde se Petrovi� bavi rasporedom nula
algebarske jednaqine f(x) = 0 u kompleksnoj ravni. Naime, odre�uje kru�ni
prsten C u kojem polinom f(x) ima bar jedan koren i to najmaǌeg modula.
Dakle, f(x) nema nula okru�enih prstenom C. Primerima polinoma pokazuje
da je tako dobijen prsten C najboǉe odre�en. Ovaj rad je u vezi sa rezulta-
tima nekoliko drugih matematiqara koji su se bavili istim pitaǌem, izme�u
ostalih Fejera i Landaua.

U jednom broju radova Petrovi� se bavi raznim pitaǌima iz teorije
algebarskih jednaqina koja nisu u neposrednoj vezi sa geometrijom polinoma.
Ovi problemi naj�ex�e su vezani za razne algebarske i transcendentne trans-
formacije algebarskih jednaqina, simetriqne funkcije, nejednakosti i suma-
cione formule iz analize. Zanimǉivo je da u osnovi nekoliko radova le�i
Grefeova (K. H. Graeffe) transformaciona metoda za izdvajaǌe nula najve�eg
modula date algebarske jednaqine. Podsetimo se da je Petrovi� prvi put
o tome pisao jox kao student i ve� u ǌemu imao originalnih doprinosa.
Detaǉnu analizu ovog rukopisa uradili su M. Stojakovi� i D. Trifunovi� u
qlanku Petrovi�eva modifikacija Grefeove metode za rexavaǌe algebarskih jed-
naqina koji je objavǉen u kǌizi povodom stogodixǌice Petrovi�evog ro�eǌa,
,,Spomenica Mihaila Petrovi�a, 1868–1968”. Stoga se ovom prilikom ne�emo
detaǉno baviti ovim rukopisom, ali zato pogledajmo o qemu je Petrovi� pisao
u ostalim radovima iz ove oblasti.

U dosta opse�nom radu [24] (1899) Petrovi� primeǌuje transcendentne
transformacije na algebarske jednaqine, ali tako da transformisana jedna-
qina ostaje algebarska. Petrovi� zapravo rexava slede�i problem: obrazo-
vati novu algebarsku jednaqinu J ′ iz date algebarske jednaqine J takvu da
izme�u korena αi jednaqine J i korena βi jednaqine J ′ postoji veza oblika

βi = R(erαi , erαj , . . .)
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ili
βi = R(sin(rαi), sin(rαj), . . .)

ili
βi = R(cos(rαi), cos(rαj), . . .),

gde R oznaqava nekakvu algebarsku, racionalnu ili simetriqnu funkciju. Kao
xto vidimo, u ovom radu se pojavǉuje odsjaj ideja iz prvog Petrovi�evog neob-
javǉenog rukopisa. Istina, ovde se ne bavi postupcima za numeriqko izraqu-
navaǌe korena polinoma ve� ove transformacije uvodi sa ciǉem da utvrdi
raspored i broj nula datog polinoma u kompleksnoj ravni. Dakle, ovde na-
javǉuje temu kojom �e se sa velikim uspehom baviti u slede�e dve decenije. U
samom radu rexava nekoliko problema. Prvi je u vezi sa Hurvicovom teore-
mom, da se odredi broj kompleksnih korena algebarske jednaqine qiji je realni
deo maǌi od nule. Drugi zadatak koji rexava je da se za datu algebarsku jed-
naqinu odredi polinom qije su nule jednake parcijalnim zbirovima korena
polazne jednaqine. Najzad, u tre�em delu, koriste�i ve� dobijene rezultate,
daje metod za izraqunavaǌe jedne klase integrala. Spomenimo da je Petrovi�
ovaj rad objavio u Rad-u JAZU, neposredno po prijemu u qlanstvo JAZU.

U radu [26] (1906) Petrovi� daje nov, i u osnovi elementaran, dokaz
jedne ǋutnove teoreme koja daje dovoǉne uslove za koeficijente polinoma da
data algebarska jednaqina ima koren koji nije realan. Mada je ǋutn teo-
remu formulisao, dokaz nije objavio, niti je ostavio nagovextaj dokaza u
bilo kojem vidu. Prvi dokaz ǋutnove teoreme potiqe od engleskog matema-
tiqara Silvestera (J. J. Sylvester) iz 1866. godine. Zapravo ova teorema je
posledica jedne opxtije Silvesterove teoreme o broju realnih korena alge-
barske jednaqine u datom intervalu. U svom dokazu Petrovi� uvodi niz al-
gebarskih transformacija da bi na kraju primenio Rolovu teoremu. U dru-
gom delu rada detaǉno analizira primenu teoreme u sluqaju kubne jednaqine.
Na kraju izvodi primenom ǋutnove teoreme zanimǉivu nejednakost za realni
polinom f(x) = a0x

n+a1x
n−1 + · · ·+an, stepena n, sa pozitivnim koeficijentima

i qije su sve nule realne:

f(x) ≤
(

1 +
a1
na0

x

)n
.

U radu [28] (1907) Petrovi� nalazi analitiqki izraz za jednu simetriqnu
funkciju korena datog polinoma. Ovaj obrazac Petrovi� izvodi na dva naqina.
U prvom koristi svojstva logaritamskog izvoda, dok u drugom izvo�eǌu
primeǌuje Grefeovu metodu, vrxe�i transformacije na polaznoj jednaqini
tako da su koreni transformisanog polinoma dobijeni primenom iteracije ko-
rene funkcije na nule prvobitnog polinoma. Sliqnim postupkom izvodi odgo-
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varaju�u formulu za simetriqne funkcije celih funkcija. Jedan deo rada
odnosi se na problem razdvajaǌa nula polinoma u kompleksnoj ravni. Rad
sadr�i nekoliko detaǉnih primera koji ilustruju Petrovi�eve metode.

Preostala dva rada u ovom izboru iz teorije algebarskih jednaqina ne-
maju istu te�inu kao ostali radovi na ovu temu. Ipak i ovi qlanci ilustruju
odre�ene Petrovi�eve ideje. Tako, u radu [32] (1914) Petrovi� je uoqio da se
polinom f(x) parnog stepena 2n mo�e predstaviti u obliku f(x) = P 2+Q2−M2,
gde su P , Q i M polinomi stepena n. Koriste�i ovo svojstvo Petrovi� daje
postupak svo�eǌa algebarskih jednaqina parnog stepena na algebarske jedna-
qine dvostruko maǌeg stepena. Ovaj postupak primeǌuje i detaǉno analizira
u sluqaju algebarskih jednaqina stepena 4 i 6. U radu [34] (1933), Petrovi� se
bavi beskonaqnim sumama S niza polinoma istog stepena. Uz pretpostavku da
proizvod koeficijenata polinoma uz x2k i broja n2k zavisi jedino od k, dokazuje
da je suma S jednaka vrednosti jednog polinoma f(x) za x = π2. U osnovi dokaza
le�i poznata formula:

∞∑
n=1

1

n2k
= A2nB2nπ

2k,

gde je A2k odre�ena racionalna konstanta i B2k je Bernulijev broj.
Petrovi� je bio veoma plodan i raznovrstan matematiqar. Objavio je par

stotina radova, ve�inom u najpoznatijim stranim qasopisima. Izneo je nove i
originalne ideje i uqinio znaqajne prodore u svetskoj nauci. Ova qiǌenica
mora se naroqito ceniti imaju�i u vidu okolnosti i vreme u Srbiji kada je
Mihailo Petrovi� stvarao. ǋegovi rezultati iz algebre koji su tesno vezani
za teoriju funkcija, bili su prepoznati, citirani i daǉe razvijani od strane
vode�ih matematiqara: Ermita, Landaua, Polia, Fejera, Hardija, Montela i
drugih.

U nemaqkom referativnom �urnalu iz matematike Zentralblatt MATH, koji
se sada ure�uje od strane Evropskog matematiqkog druxtva i Hajdelberxke
akademije nauka, i qija je baza 2003. godine oboga�ena sadr�ajem sliqnog �ur-
nala Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik (JFM), koji je egzistirao u peri-
odu 1868–1942, nalazi se 228 Petrovi�evih publikacija, ukǉuquju�i 12 kǌiga
(pretra�ivati kao ,,ai:petrovitch.michel”). ǋegove teoreme i radovi iz geo-
metrije polinoma zabele�eni su u najpoznatijoj monografiji iz ove oblasti:
Morris Marden, Geometry of Polynomials, American Mathematical Society, 1949 (drugo
izdaǌe 1966. god.). Citirana su qetiri Petrovi�eva rada: [23, 25, 29] i [31].
Spomenimo da je u ovoj monografiji citirano i nekoliko drugih naxih mate-
matiqara: J. Karamata, M. Tomi�, B. Bajxanski, D. Markovi� i X. Raǉevi�.

Stoga se sa razlogom mo�e prihvatiti mixǉeǌe akademika Tomi�a, da je
geometrija polinoma, zajedno sa teorijom funkcija (oblasti koje se texko mogu
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razdvojiti), mo�da najznaqajnija Petrovi�eva oblast i da je u ǌoj postigao
najve�e dostignu�e. Tako�e vidimo da je Petrovi� doneo ovu oblast kod nas
i da je zahvaǉuju�i ǌegovom uticaju vixe znaqajnih srpskih matematiqara
radilo i tu imalo prepoznatǉive i vredne priloge.

3. Kratka istorija razvoja oblasti
Geometrija polinoma prepoznata je i pod drugim nazivima, kao xto su

geometrija nula polinoma kompleksne promenǉive, zatim analitiqka teorija
polinoma, ili analitiqka teorija jednaqina. Req ,,analitiqka” ovde se ko-
risti da bi se naglasilo da se jednaqine polinomnog tipa izuqavaju sa neal-
gebarskog stanovixta, odnosno metodama teorije funkcija. Ipak, preovladao je
jednostavan naziv geometrija polinoma s obzirom da glavno mesto u izuqavaǌu
ovih jednaqina ima geometrijska teorija funkcija kompleksne promenǉive.
Problemi ove teorije uglavnom se odnose na razmatraǌe rasporeda nula u kom-
pleksnoj ravni polinomne funkcije f(z) kao funkcije nekih, unapred izabranih
parametara. Ovi parametri najqex�e su koeficijenti polinoma f(z), ili nule,
ili koeficijenti nekog pridru�enog polinoma dobijenog algebarskom trans-
formacijom iz f(z), na primer primenom operatora diferenciraǌa. Ako se
parametri variraju u nekoj oblasti kompleksne ravni, centralni je problem
odrediti geometrijsko mesto taqaka G nula polinoma f(z). Skup G se mo�e
sastojati iz nekoliko disjunktnih regiona G1, G2, . . ., Gm, i tada se mo�e
postaviti pitaǌe odre�ivaǌe skupova Gi, kao i broja nula u svakom regionu
Gi. Drugo pitaǌe od interesa je, na primer, odre�ivaǌe regiona koji sadr�i
unapred zadat broj nula, ili nula najmaǌeg modula polinoma f(z). Mo�e se
desiti da je odre�ivaǌe regiona G isuvixe komplikovano i u tom sluqaju G
se aproksimira nekim jednostavnijim skupom, na primer krugom ili kru�nim
prstenom S koji sadr�i G. Tada taqno odre�ivaǌe polupreqnika kruga S daje
gorǌu granicu modula nula polinoma f(z), dok se u sluqaju prstena dobija
ocena gorǌih i doǌih granica modula nula.

Metode istra�ivaǌa ukǉuquju geometrijske operacije nad kompleksnim
brojevima, primenu raznih nejednakosti i ocena, zatim primenu izvesnih prin-
cipa na kojima su ove konstrukcije bazirane. Me�u ovim najpoznatiji je tako-
zvani Princip argumenta i ǌegove posledice: Rouché-ova teorema, Cauchy-eva
indeksna teorema, teorema o neprekidnosti nula i Hurwitz-ova teorema. Dakle,
ne samo po prirodi problema, ve� i po metodama ova oblast najve�im delom
pripada geometrijskoj teoriji funkcija.

Prvi problemi vezani za polinome i ǌihove nule javili su se mnogo
ranije nego sam pojam polinoma. Naime, u istoriji civilizacije vrlo rano se
javila potreba za rexavaǌem linearne i kvadratne jednaqine. Sve drevne ci-
vilizacije (Vavilon, Grqka, Kina, Indija, Egipat) su vixe ili maǌe uspexno
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rexavale problem rexavaǌa kvadratne jednaqine. Pri tome su qesto rexavani
samo neki oblici ove jednaqine, a negativna i pogotovu kompleksna rexeǌa su
po pravilu zanemarivana. Jednaqine tre�eg i qetvrtog stepena su uspexno
rexene u 16. veku naporima italijanskih matematiqara (G. Cardano, L. Ferrari,
N. Tartaglia).

Kao jasno formulisan matematiqki objekat, polinomi se u savremenom
obliku javǉaju prvi put kod Dekarta (R. Decartes). Prethodno se ve� bila
pojavila potrebna notacija u radovima Simona Stevina (S. Stevin) i Fran-
soa Vijeta (F. Viète). Dekart je u svom radu La geometrie iz 1637. godine uveo
neke elemente notacije koji se koriste do danaxǌih dana, kao na primer ko-
rix�eǌe latiniqnih slova sa kraja alfabeta za obele�avaǌe promenǉive, a
sa poqetka za obele�avaǌe konstanti. U to vreme javǉaju se i prva tvr�eǌa o
polinomima koja nisu vezana za problem odre�ivaǌa ǌegovih nula. Tako Vijet
otkriva pravila, tj. vezu izme�u nula polinoma i ǌegovih koeficijenata (koja
su po ǌemu i nazvana), dok Dekart dokazuje da je svaki polinom p(x) deǉiv
sa x − a, ako je a jedna ǌegova nula. Dekart je tako�e u svom pomenutom delu
La geometrie dokazao svoje poznato pravilo (tzv. Dekartovo pravilo) kojim se
za dati polinom sa realnim koeficijentima daje procena broja ǌegovih pozi-
tivnih, odnosno negativnih korena, i to polaze�i od broja promena znakova
susednih koeficijenata.

Slede�i va�an momenat u razvoju oblasti, ali i matematike generalno,
vezan je za tzv. Osnovnu teoremu algebra koja tvrdi da svaki nekonstantni poli-
nom sa kompleksnim koeficijentima ima bar jedan koren u skupu kompleksnih
brojeva. Na ovom problemu su radili najve�i matematiqari 18. veka ali sa
poloviqnim uspehom. Prvi (nekompletan) pokuxaj dokaza dao je Dalamber (J.
d’Alembert) 1746. a zatim su sledili novi pokuxaji da se doka�e ovo funda-
mentalno tvr�eǌe, i to praktiqno od strane svih velikih matematiqara koji
su �iveli u to vreme. Tako Ojler (L. Euler) (1749), Foncenek (F. D. Foncenex)
(1759), Lagran� (J. L. Lagrange) (1772) i Laplas (P. S. Laplace) (1795) rexa-
vaju ovaj problem uslovno. To znaqi da su oni dokazali egzistenciju komplek-
snog korena, ali pod pretpostavkom da taj koren uopxte postoji (pri qemu se
apriori nixta ne zna o tome da li je on kompleksan ili ne). Drugim reqima,
oni su pretpostavili egzistenciju onoga xto �e kasnije biti nazvano poǉe ra-
zlagaǌa polinoma ili korensko poǉe polinoma. U nekompletne dokaze ubraja se
i Gausov dokaz iz 1799. godine, koji je kompletiran tek 1920. godine. Gaus
(K. F. Gauss) je dao jox tri dokaza: dva 1816. i jox jedan 1849. godine. U
ovim radovima Gaus je dao i procene veliqine korena, a ne samo dokaz ǌihove
egzistencije. Tako je u dokazu iz 1799. pokazao da su svi koreni polinoma
p(z) = zn + A1z

n−1 + · · ·+ An−1z + An, sa realnim koeficijentima, po modulu ne
ve�i od R, gde je R = max(1,

√
2S) i S je zbir pozitivnih koeficijenata Ai. U
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dokazu iz 1849. godine pokazao je da se za R mo�e uzeti R = max
(√

2nbAkc
)1/k

,
k = 1, 2, . . . , n. Najzad, u radu iz 1849. pokazao je da se za R mo�e uzeti pozi-
tivni koren jednaqine

zn −
√

2
(
bA1czn−1 + · · ·+ bAnc

)
= 0,

pri qemu koeficijenti mogu biti i kompleksni.

4. Doprinos Petrovi�evih naslednika i daǉi trendovi
Mihailo Petrovi� se pojavio na me�unarodnoj sceni u trenutku kada

je geometrija polinoma poqela da se postepeno uobliqava kao relativno
samostalna matematiqka disciplina. ǋegovo interesovaǌe za polinome i
ǌihove nule u stvari potiqe od najranijih dana. Kao xto je opisano u uvodu,
ǌegovo interesovaǌe za ovu oblast je daǉe produbǉeno boravkom u Francuskoj,
xto je logiqno, posebno kada se uzme u obzir tradicija koja je postojala u jed-
noj tako velikoj matematiqkoj xkoli kakva je francuska. Iz istorijata ove
oblasti se vidi da se ta tradicija protezala unazad sve do Dekarta. Zbog
toga je bilo vixe nego prirodno da se zahvaǉuju�i Mihailu Petrovi�u ova
oblast razvije i u srpskoj matematiqkoj xkoli i to od samih ǌenih poqetaka,
pri qemu se istra�ivaqka nit prote�e sve do danaxǌih dana.

Jovan Karamata (1903–1967) bio je doktorand Mihaila Petrovi�a kod
koga je doktorirao 1926. godine sa tezom pod nazivom ,,O jednoj vrsti granica
sliqnih odre�enim integralima”. Bavio se uglavnom raznim aspektima analize
koji su u to vreme bili aktuelni. U svetu je poznat po svojoj teoriji sporo
promenǉivih funkcija. U svojoj quvenoj monografiji [10] Geometry of Polynomi-
als, Moris Marden u spisku referenci navodi dva ǌegova rada.

Miodrag Tomi� (1912–2001) bio je doktorand Jovana Karamate kod koga
je doktorirao 1950. godine sa tezom ,,O trigonometrijskim zbirovima” [43].
Bavio se analizom, trigonometrijskim polinomima i redovima, kao i dife-
rencijalnim jednaqinama.

Poznatu teoremu Enestrema (G. Eneström) i Kakeia (M. S. Kakeya) po kojoj
polinom p(z) =

∑n
k=0 akz

k, sa realnim koeficijentima za koje va�i an ≥ an−1 ≥
· · · ≥ a1 ≥ a0 > 0, ima sve nule u jediniqnom disku |z| ≤ 1, uopxtio je M. Tomi�
[42] geometrijskom interpretacijom sume

∑n
k=0 ake

ikθ (ak ≥ ak+1) i isti metod
primenio na odre�ivaǌe granica trigonometrijskih polinoma i redova.

Za realni polinom p(z) =
∑n

k=0 akz
k za qije koeficijente va�i

am − am+1 ≥ am−1 − am+1 ≥ · · · ≥ a1 − a2m ≥ a0 − a2m+1 ≥ 0,
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gde su m = [n/2] i a2m+1 = 0 ako je m parno, Tomi� je dokazao da se ne anulira
na jediniqnom krugu. Ako je jox ispuǌen uslov am ≥ am−1 ≥ · · · ≥ a1 ≥ a0, tada
ovaj polinom ima taqno m nula u jediniqnom disku.

Interesantno je da su 1967. godine Jojal (A. Joyal), Label (Q. Labelle)
i Rahman (Q. I. Rahman) odbacili pretpostavku o pozitivnosti niza ak i
zadr�ali samo uslov monotonosti u originalnoj teoremi Enestrema i Kakeia,
i tada dokazali da sve nule polinoma le�e u disku |z| ≤ (an − a0 + |a0|)/|an|.
Nakon toga pojavǉuje se niz radova na ovu temu i to traje sve do danaxǌih
dana. Nedavno su Gardner (R. B. Gardner) i Govil (N. K. Govil) publikovali
istorijski pregled [6] o razvoju teoreme Enestrema i Kakeia.

Koriste�i svoj geometrijski metod Tomi� [42] je dokazao pozitivnost
sinusne sume

n∑
k=0

ak sin

(
k +

1

2

)
θ, 0 < θ < 2π,

pri qemu koeficijenti ak qine nerastu�i niz a0 ≥ a1 ≥ · · · ≥ an > 0.
Kako sam konstatuje u svojoj tezi [43], kao povod za ispitivaǌe pozitivnosti
trigonometrijskih redova, pored ostalog, poslu�ila je i Fejerova hipoteza iz
2010. godine da je, za svako n ∈ N,

Sn(θ) =

n∑
k=1

1

k
sin kθ > 0, 0 < θ < π,

koju su kasnije dokazali �ekson (D. Jackson) (1911), Gronval (Th. Gronwall)
(1912), Landau (E. Landau) (1933), kao i sam Fejer (1928). Koriste�i isti geo-
metrijski metod, Karamata i Tomi� [8] su dokazali (videti tako�e Tomi�evu
doktorsku tezu [43]) da za opxtiju sinusnu sumu

S(α,β)
n (θ) =

n∑
k=0

ak sin(αk + β)θ, α, β ∈ R,

pod uslovima ak−1 ≥ ak (k = 1, . . . , n), va�e slede�e nejednakosti za 0 < θ < π

−a0 sin2
(
β − α

2

) θ
2
≤ sin

αθ

2
S(α,β)
n (θ) ≤ a0 cos2

(
β − α

2

) θ
2
.

Tomi� [43] je, tako�e, svojom geometrijskom metodom dokazao jedan Fejerov
rezultat iz 1925. godine o pozitivnosti kosinusne sume

Cn(θ) =
1

2
a0 +

n∑
k=1

ak cos kθ, 0 < θ < 2π,
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pod uslovom da je niz ak dvostruko monoton, tj. da va�e nejednakosti a0 ≥ a1 ≥
· · · ≥ an ≥ an+1 = 0 i ∆2ak = ak+1 − 2ak + ak−1 ≥ 0, k = 0, 1, . . . , n − 1. Xtavixe,
Tomi� je dobio i gorǌu granicu,

Cn(θ) ≤ a0 − a1
2

cosec2
θ

2
, 0 < θ < 2π,

kao i niz drugih nejednakosti, pretpostavǉaju�i monotonost vixeg reda.
Posebno je interesantna suma Cn(θ), u sluqaju specijalnog niza a0 = 0 i
ak = 1/k (k ≥ 1), za koji je Jung (W. H. Young) 1913. godine dokazao nejednakost
Cn(θ) > −1 za 0 ≤ θ ≤ π. Tomi� [46] je poboǉxao ovaj rezultat dokazuju�i egzi-
stenciju pozitivne konstante K, nezavisne od n i θ, tako da va�i Cn(θ) > −1+K
(na primer, takva jedna konstanta je K = 1/20, tj. Cn(θ) > −19/20. Braun (G.
Brown) i Koumandos (S. Koumandos) su 1997. godine odredili najboǉu mogu�u
granicu za n ≥ 2, tj. Cn(θ) > −5/6, a nedavno su Alcer (H. Alzer) i Kvong (M.
K. Kwong) [1] proxirili ovaj rezultat dokazuju�i da svako n ≥ m − 1 (m ≥ 3)
va�i

Cn(θ) ≥ Cm(π) =

n∑
k=1

(−1)k

k
,

kao i nejednakosti Turanovog tipa

− 5

12
≤ Cn−1(θ)Cn+1(θ)− Cn(θ)2 ≤ 7

12
, n ≥ 2.

Sliqno Jungovom trigonometrijskom polinomu, Rogozinski (W. W. Ro-
gosinski) i Sege (G. Szegő) su razmatrali specijalni kosinusni polinom

C(1)
n (θ) =

1

2
+

cos θ

2
+

cos 2θ

3
+ · · ·+ cosnθ

n+ 1
,

za koji su dokazali nenegativnost za svako realno θ i svako n ∈ N. Tomi� [46]
je i za ovaj polinom naxao poboǉxaǌe za svako realno θ i svako n ≥ 2,

C(1)
n (θ) > K >

1

168
.

Na osnovu Tomi�eve ideje, konstanta K se u ovoj nejednakosti mo�e za-
meniti sa 1/73, a za svako n ≥ 4 mo�e se dokazati da je K > 1/67, kako je nave-
deno u monografiji [19] Milovanovi�a, Mitrinovi�a i Rasiasa iz 1994. go-
dine pod naslovom Topics in Polynomials: Extremal Problems, Inequalities, Zeros, u
izdaǌu World Scientific.
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Dragoslav S. Mitrinovi� (1908–1995) bio je doktorand Mihaila
Petrovi�a sa tezom ,,Istra�ivaǌa jedne va�ne diferencijalne jednaqine prvog
reda” (1933), a bavio se diferencijalnim i funkcionalnim jednaqinama, ne-
jednakostima, teorijom brojeva, specijalnim funkcijama i kompleksnom anal-
izom. ǋegov doktorand je Gradimir V. Milovanovi� sa tezom ,,O nekim
funkcionalnim nejednakostima” (1976). Bavi se numeriqkom analizom i teori-
jom aproksimacija, a posebno ortogonalnim sistemima, interpolacionim i
kvadraturnim procesima, kao i ekstremalnim problemima, nejednakostima i
nulama polinoma.

Slika 1. Monografije o polinomima [10] i [19]

Dragoǉub Markovi� (1903–1965) bio je doktorand Mihaila Petrovi�a,
sa tezom pod nazivom ,,O granicama korena algebarskih jednaqina” (1938). Kao
xto se vidi, ǌegov doktorat je bax iz oblasti geometrije polinoma, a ova
oblast je i ostala ǌegovo glavno poǉe rada. U svojoj monografiji, Marden u
spisku referenci navodi qak sedam Markovi�evih radova. U samom tekstu ek-
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splicitno su data dva Markovi�eva rezultata koja �emo ovde navesti. U prvom
radu [11] je dato doǌe ograniqeǌe za module nula polinoma p(z) =

∑n
k=0 akz

k.
Naime, neka je dato t > 0 i neka je M = max{|ak|tk, k = 1, 2, . . . , n}. Tada sve
nule polinoma p(z) le�e u oblasti |z| ≥ |a0|t/(|a0| + M). U drugom radu [12]
Markovi� je odredio disk |z| ≤Mr u kome se nalaze sve nule tzv. kompozitnog
polinoma f(z) =

∑n
k=0 akbkz

k. Ovde, r je pozitivni koren jednaqine

|an|zn =

n−1∑
k=0

|ak|zk,

a M = max |bk/bk+1|
1

n−k , 0 ≤ k ≤ n− 1.
Jovan J. Petri� (1930–1997) bio je doktorand Markovi�a, sa tezom

,,Odre�ivaǌe nula algebarskih i trigonometrijskih polinoma pomo�u repeti-
tivnog diferencijalnog analizatora i primena na ispitivaǌe dinamiqke sta-
bilnosti” (1960). Interesantno je da je tre�epotpisani autor ovog qlanka
diplomirao kod Petri�a sa temom ,,Metoda za simultano nala�eǌe nula al-
gebarskih jednaqina i ǌena primena na ispitivaǌe stabilnosti sistema auto-
matske regulacije i rexavaǌe nekih diferencijalnih, diferencijskih i trans-
cendentnih jednaqina” (1971), xto je na neki naqin opredelilo ǌegovu usme-
renost ka polinomima i numeriqkoj analizi. Inaqe, jedan iterativni metod
za numeriqku faktorizaciju polinoma i simultano nala�eǌe ǌegovih nula
objavio je Slavixa Prexi� (1933–2008) u radovima [37] i [38]. Prexi� je
bio doktorand Tadije Pejovi�a, sa tezom pod nazivom ,,Prilog teoriji alge-
barskih struktura” (1963). Pored algebre bavio se i logikom, teorijskim pro-
gramiraǌem, funkcionalnim jednaqinama, numeriqkom analizom, i geometri-
jom polinoma.

Iz posledǌe navedene oblasti Prexi� je objavio nekoliko radova od
kojih se posebno izdvaja rad [35] iz 1970. godine, u kome on na elegantan naqin
dokazuje rezultat iz teze grqkog matematiqara Zervosa (S. P. Zervos) [48], koji
navodimo u daǉem tekstu. Neka je dat polinom p(x) = xn − (a1x

n−1 + · · · + an),
pri qemu su svi ak nenegativni, a bar jedan je pozitivan. Neka su I1, I2, . . . , In
konaqni skupovi nenegativnih brojeva θi,j ∈ Ii i neka je

∑
j θi,j = i − t, gde je t

fiksni broj, 0 < t ≤ 1. Ako definixemo funkciju

F (α1, α2, . . . , αn) =

(
n∑
i=1

ai∏
j α

θi,j
i

)1/t

,

tada, za proizvoǉne pozitivne α1, α2, . . . , αn, va�i da su sve pozitivne nule ovog
polinoma po modulu ne ve�e od ξ, gde je ξ = max{α1, α2, . . . , αn, F (α1, α2, . . . , αn)}.
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Varijacijom parametara α1, α2, . . . , αn, Zervos je uspeo da kao specijalne sluqa-
jeve svoje teoreme dobije qitav niz poznatih rezultata qiji su autori Koxi
(A.-L. Cauchy), Landau, Montel, Jensen, Birhof (G. D. Birkhoff), Markovi�,
Karmixel (R. D. Carmichael), Volx (J. L. Walsh), Kojima (M. Kojiima), itd.
Prexi� je, me�utim, u radu [35] primetio da je uslov p(α) = 0 ekvivalen-
tan sa F (α, α, . . . , α) = α. Stoga, za pozitivne α1, α2, . . . , αn, i pozitivni koren
α polinoma p(x), va�i slede�e: ako je α ≤ max{α1, α2, . . . , αn}, tada teorema
Zervosa sledi neposredno. U suprotnom, iz qiǌenice da je F (α1, α2, . . . , αn)
opadaju�a funkcija po svim argumentima (ako su pozitivni), sleduje da je
F (α1, α2, . . . , αn) ≥ F (α, α, . . . , α) = α, pa prema tome teorema Zervosa opet va�i.
Mala ekstenzija ovog rezultata je data u radu [41]. U radu [36] Prexi� daje
metod za nala�eǌe minimalnog rastojaǌa izme�u nula polinoma, pod pret-
postavkom da su sve nule razliqite.

Prethodno pomenuti radovi [37] i [38] tretiraju problem numeriqke fak-
torizacije polinoma. Na�alost, prva skra�ena verzija [37] se pojavila na
samo dve stranice na francuskom jeziku u opxtem qasopisu Francuske aka-
demije nauka, dok je kompletna verzija rada [38] xtampana na srpskom jeziku
dve godine kasnije (1968), tako da je rad ostao nezapa�en. Tako�e, postojao
je jox jedan hendikep u prezentaciji rezultata, xto je prenaglaxen deo o
1−1−· · ·−1 faktorizaciji, a xto �e se kasnije pokazati da je to ve� poznat Va-
jextrasov (K. Weierstrass) rezultat iz 1903. Inaqe, Prexi�evi radovi sadr�e
dokaz opxte faktorizacije. U kǌizi [18] autor se osvrnuo na varijantu metoda,
poznatog u literaturi kao Grauov metod (objavǉen u presti�nom specijali-
zovanom qasopisu SIAM J. Numer. Anal.), uz komentar da je Prexi�ev pristup
faktorizaciji mnogo elegantniji od Grauovog (A. A. Grau), a uz to se pojavio
pet godina ranije.

Xefkija Raǉevi�, sa tezom pod nazivom ,,O jednoj klasi polinoma i ra-
sporedu ǌihovih nula” doktorirao je pod rukovodstvom Jovana Karamate 1955.
godine. Zanimǉivo je pomenuti da je u svom radu [39] pokazao da je jedna teo-
rema Mardena nekorektna u svom iskazu.

Bogdan Bajxanski (1930–2010) bio je doktorand Nikole Saltikova i
Jovana Karamate, sa tezom pod nazivom ,,Opxti postupci zbirǉivosti Euler-
Borel-ovog tipa i ǌihova primena na analitiqko produ�eǌe” (1956). U svom
radu [3] dao je jedno zanimǉivo uopxteǌe quvene Gaus-Lukaxove teoreme za
racionalne funkcije.

Radox Baki� je doktorand �arka Mijajlovi�a, sa tezom ,,Semidirektna
faktorizacija konaqnih grupa” (2002). Pored radova iz algebre, objavǉuje
radove iz kompleksnih nejednakosti i geometrije polinoma. Ako za polinom
p(z) stepena n, pretpostavimo da krug K (otvoreni ili zatvoreni) sadr�i
ǌegovih n − 1 nula (raqunaju�i i vixestrukost), pri qemu se ǌegov centar
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nalazi u ǌihovoj aritmetiqkoj sredini, Baki� [4] je dokazao da se u krugu K
mora nalaziti bar [(n− 1)/2] kritiqnih taqaka datog polinoma.

�arko Mijajlovi� je doktorand Slavixe Prexi�a, sa tezom pod
nazivom ,,Prilog teoriji modela i Bulovih algebri” (1977). Bavi se mate-
matiqkom logikom, algebrom, teorijom brojeva, kombinatorikom, teorijom re-
lativnosti i gravitacionom teorijom, raqunarskim naukama, kao i problemima
digitalizacije nauqne i kulturne baxtine.

Na kraju dajemo nekoliko detaǉa o prethodno pomenutoj monografiji [19],
koja je u svetu poznata kao Biblija o polinomima. Monografija sadr�i naj-
va�nije rezultate iz analize polinoma i ǌihovih izvoda. Pored fundamen-
talnih rezultata, kǌiga obezbe�uje pregled rezultata u oblasti ekstremalnih
problema za polinome, kao i nejednakosti za trigonometrijske sume i alge-
barske polinome. Posebna pa�ǌa je posve�ena hipotezi Sendova, kao i grani-
cama za nule polinoma i ǌihov broj u datoj oblasti (videti, tako�e, radove
[21] i [22]). S obzirom na znaqaj, nejednakosti povezane sa trigonometrijskim
sumama i ortogonalnim polinomima se tretiraju u posebnoj glavi. Napomenimo
da je jedna od takvih nejednakosti,

n∑
k=0

P
(α,0)
k (x) > 0, −1 < x < 1,

gde je P (α,β)
k (x) Jakobijev polinom, ortogonalan na intervalu (−1, 1) u odnosu na

te�insku funkciju (1− x)α(1 + x)β, bila kǉuqna u dokazu poznate Biberbahove
hipoteze (1916), koju je dokazao Luj de Bran� (L. de Branges) 1985. godine [5].
Inaqe, ova nejednakost je partikularni sluqaj jedne opxte nejednakosti koju
su dokazali Aski (R. Askey) i Gasper (G. Gasper) 1976. godine [2] (za detaǉe
videti odeǉak 4.2.7 u [19] ili [20]).

Zahvalnica. Rad G. V. Milovanovi�a je podr�an projektom SANU (Φ-96).
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[18] G. V. Milovanović. Numerička analiza i teorija aproksimacija – Uvod u numeričke procese i
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Sci. École Norm. Sup., 1960, (3) 77, 303–410.

115



Radoš Bakić
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MIHAILO PETROVIĆ AND GEOMETRY OF POLYNOMIALS

S u m m a r y

Works in the field of geometry of polynomials occupy a prominent place in the scien-
tific opus of Mihailo Petrović. He demonstrated interest in this field since his earliest days.
His first scientific work, written at the age of 19, relates to one method for determination
the roots of a polynomial. Petrović appeared on the international arena at a time when
this field began to form as a relatively independent mathematical discipline. During his
stay in France, his interest in this field deepened, among other things, and because the
French mathematical school has traditionally dealt with these problems. The geometry of
polynomials is one of those areas that Petrović founded and started in Serbian mathemat-
ics. The paper presents a short history of this area as well as the contribution of Mihailo
Petrović and his students until today.
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ALGEBARSKO NASLE�E MIHAILA PETROVI�A
ALASA I SRPSKA ALGEBARSKA XKOLA

MIROSLAV �IRI�*

A p s t r a k t. – U ovom radu dajemo kratak istorijski pregled razvoja
algebre u Srbiji, sa posebnim osvrtom na nasle�e Mihaila Petrovi�a Alasa,
rodonaqelnika srpske matematike, i ǌegovu ulogu u stvaraǌu Srpske algebarske
xkole.

Kǉuqne reqi: istorija matematike, istorija algebre, algebra u Srbiji,
Mihailo Petrovi� Alas

Matematika je u 19. veku proxla kroz veoma krupne promene. Pojava neeu-
klidskih geometrija dovela je do revizije tradicionalnog koncepta matemati-
qke istine, a nov naqin gledaǌa na algebru, koji su inicirali qlanovi Bri-
tanske algebarske xkole, doveo je i do novog naqina gledaǌa na matematiqke
teorije i matematiku u celini. Te promene su uvele matematiku u novu etapu
svog razvoja, koju A. N. Kolmogorov [3] naziva period savremene matematike.
Me�utim, razvoj matematike u Srbiji imao je sasvim drugaqiji tok. Srpska
dr�ava se tek obnavǉala, druxtvene institucije su bile na samom poqetku iz-
gradǌe, a matematika, kao i nauka uopxte, bila je u povoju. Ipak, kako istiqe
S. Lawrence u [4], za relativno kratko vreme pre�en je put od staǌa kada je
u Srbiji bilo malo ili nimalo matematiqke kulture, na poqetku 19. veka, do
staǌa kada su srpski matematiqari postizali nauqne rezultate svetskog nivoa
i publikovali ih u vode�im inostranim qasopisima, na kraju 19. i poqetku
20. veka. Ogromnu zahvalnost za to srpska matematika duguje qitavoj plejadi
srpskih matematiqara tog doba, a ponajvixe najpoznatijem od ǌih, Mihailu
Petrovi�u Alasu2 (1868–1943).

* Prirodno-matematiqki fakultet, Univerzitet u Nixu, i-mejl: miroslav.ciric@pmf.edu.rs
2 Vixe o Mihailu Petrovi�u Alasu mo�e se na�i u qlanku J. Keqki�a [3] i drugim

qlancima u ovoj kǌizi.
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Formiraǌe dr�avne administracije i druxtvenih institucija u Srbiji
u prvoj polovini 19. veka stvorilo je potrebu za visoko obrazovanim
kadrovima, xto je dovelo do osnivaǌa Liceja, prve vixe xkole u Srbiji. Licej
je osnovan 1838. godine u Kragujevcu, tadaxǌoj prestonici Srbije, a kada je
1841. godine za prestonicu proglaxen Beograd, tamo je premexten i Licej.
Matematika se na Liceju uqila u okviru predmeta ,,qista matematika”, na
prvoj godini, i praktiqna geometrija (geodezija), na drugoj godini. Prvi pro-
fesor matematike na Liceju, a tako�e i prvi rektor Liceja, bio je Atanasije
Nikoli� (1803–1882), koji je studirao u Bequ i Budimpexti. ǋegov glavni
zadatak bio je da napixe prve visokoxkolske u
benike na srpskom jeziku, i ve�
1838. godine xtampan je ǌegov u
benik ,,Algebra – ustrojena za upotrebǉeǌie
slixateǉa filosofije u Liceumu Kǌa�evstva Serbije”, dok je 1841. godine
xtampan i u
benik iz elementarne geometrije [8]. Kada se govori o prvim vi-
sokoxkolskim u
benicima iz matematike, posebno o u
benicima qiji sadr�aj
zadire u algebru, treba pomenuti i kǌige Emilijana Josimovi�a (1823–1897),
koji je predavao matematiku na Liceju i Artiǉerijskoj xkoli, a kasnije i
na Velikoj xkoli. Josimovi� je autor trotomnog dela ,,Naqela vixe mate-
matike”, prvog u
benika vixe matematike na srpskom jeziku. Prvi tom je iz
xtampe izaxao 1858, drugi 1860, a tre�i 1872. godine. U drugoj kǌizi prvog
dela obra�uju se teme iz algebre – polinomi, algebarske jednaqine i ǌihovo
rexavaǌe [6].

Jedan od kǉuqnih momenata u razvoju visokog xkolstva u Srbiji bilo je
pretvaraǌe Liceja u Veliku xkolu, 1863. godine. Velika xkola sastojala se od
Filozofskog, Tehniqkog i Pravnog fakulteta, a sve do 1873. godine vixa mate-
matika se izuqavala samo na Tehniqkom fakultetu. Te godine je u okviru Filo-
zofskog fakulteta formiran Prirodno-matematiqki odsek, sa Katedrom za ma-
tematiku, gde su po prvi put krenule studije matematike u Srbiji. Od nastanka
Velike xkole do 1887. godine, jedini profesor matematike i na Filozofskom
i na Tehniqkom fakultetu bio je Dimitrije Nexi� (1836–1904).3 On je studi-
rao matematiku u Bequ i Karlsrueu, i ǌegovim dolaskom na Veliku xkolu
doxlo je do kvalitativnog skoka u nastavi matematike. Izvrxio je moderni-
zaciju visokoxkolske nastave matematike i napisao veoma znaqajne u
benike
,,Trigonometrija” (1875), ,,Nauka o kombinacijama” (1883), ,,Algebarska ana-
liza” (1883) i ,,Teorija algebarskih jednaqina” (1883). Osim toga, bio je jedan
od prvih srpskih matematiqara koji su se bavili nauqnim radom. I pored sil-
nih obaveza u nastavi, pisaǌu kǌiga i raznih drugih akademskih i druxtvenih
aktivnosti, smogao je vremena i snage da napixe sedam originalnih nauqnih

3 O Dimitriju Nexi�u su pisali B. Jovanovi� i J. Petkovi� u [1], pa ovde navodimo samo
neke osnovne detaǉe.
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radova. Dva od tih sedam radova su iz kombinatorike, matematiqke discipline
koju tradicionalno ubrajaju u oblast algebre.

Predmet matematika je 1885. godine podeǉen na vixu i ni�u matema-
tiku. Vixu matematiku je zadr�ao Dimitrije Nexi�, dok je za ni�u mate-
matiku, izme�u vixe kandidata, 1887. godine izabran Bogdan Gavrilovi�4

(1864–1947), koji je te 1887. godine stekao doktorat u oblasti matematiqkih
nauka na Univerzitetu u Budimpexti (danas Eötvös Loránd University).5 Tema
ǌegove doktorske disertacije bila je u oblasti teorije funkcija kompleksne
promenǉive, a kasnije je, osim u toj oblasti, istra�ivao i u oblasti algebre
i analitiqke geometrije. U algebri, Bogdana Gavrilovi�a su posebno zani-
male kombinatorika, teorija brojeva i linearna algebra. Objavio je dvadese-
tak nauqnih radova i dve kǌige: ,,Analitiqka geometrija” (1896) i ,,Teorija
determinanata” (1899). Me�utim, matematika nije bila jedina oblast in-
teresovaǌa Bogdana Gavrilovi�a. Pisao je i rasprave koje su se ticale filo-
zofije, istorije, jezika, obrazovaǌa, kulture i politike. Obavǉao je i va�ne
administrativne du�nosti. Izme�u ostalog, bio je dekan Tehniqkog fakul-
teta (1909–1910), rektor Beogradskog univerziteta (1910–1913, 1921–1924) i
predsednik Akademije nauka (1931–1937).

Kada 1894. godine Dimitrije Nexi� odlazi u penziju, na ǌegovo mesto,
tako�e izme�u vixe kandidata, izabran je Mihailo Petrovi�, koji je te iste
godine stekao doktorat iz matematiqkih nauka na Univerzitetu Pariz IV –
Sorbona, pod mentorstvom quvenih matematiqara Xarla Ermita (Charles Her-

mite, 1822–1901) i Xarla Emila Pikara (Charles Émile Picard, 1856–1941), i sa
Polom Penleveom (Paul Painlevé, 1863–1933), kao qlanom komisije. Na studijama
u Parizu uqio je i od Anrija Poenkarea (Jules Henri Poincaré, 1854–1912), jednog
od najve�ih matematiqara tog doba. Iste 1894. godine se izdvaja nastava ma-
tematike za studente Tehniqkog fakulteta, koju preuzima Bogdan Gavrilovi�,
dok Mihailo Petrovi� ostaje na Filozofskom fakultetu. Od tada, pa sve
do Drugog svetskog rata, tandem Petrovi�–Gavrilovi� igra glavnu ulogu
u razvoju matematike u Srbiji. Godine 1894. osniva se i biblioteka Mate-
matiqkog seminara, o kojoj sve do Prvog svetskog rata brinu Gavrilovi� i
Petrovi�, a 1900. godine osniva se Seminar za matematiku, mehaniku i teo-
rijsku fiziku, gde ǌih dvojica tako�e igraju glavnu ulogu. Velika xkola
se 1905. godine transformixe u Univerzitet, i ǌih dvojica dobijaju vode�u
ulogu u organizaciji nauqnog rada i nastave na novoosnovanom univerzitetu.

4 Bogdanu Gavrilovi�u pixe �. Mijajlovi� u [6].
5 Ilustracije radi, spomenimo da je u 19. veku bilo samo xest matematiqara srpskog

porekla koji su stekli zvaǌe doktora matematiqkih nauka: Dimitrije Dani� (Jena, 1885), Bog-
dan Gavrilovi� (Budimpexta, 1887), Vladimir Vari�ak (Zagreb, 1891), �or�e Petkovi� (Beq,
1893), Mihailo Petrovi� (Pariz, 1894) i Petar Vuki�evi� (Berlin, 1894).
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Na ǌihov predlog, Beogradski univerzitet iz Beqa poziva Milutina Mi-
lankovi�a (1879–1958), jox jedno ime koje �e proslaviti srpsku nauku, i on
1909. godine postaje profesor primeǌene matematike.

Po opxtem mixǉeǌu, Mihailo Petrovi� i Bogdan Gavrilovi� su
postavili temeǉ Srpske matematiqke xkole. Me�utim, sa aspekta nauqnog rada
i razvoja nauke mora se posebno naglasiti uloga Mihaila Petrovi�a. On je
bio prvi srpski matematiqar koji je postizao rezultate svetskog nivoa i ob-
javǉivao u uglednim inostranim qasopisima (uglavnom na francuskom jeziku).
Do 1905. godine ve� je imao 60 objavǉenih nauqnih radova6 i stekao je zavidan
ugled u svetu. Mladim saradnicima je davao podstreka za nauqni rad, ali je
postavio stroge nauqne kriterijume i od uqenika zahtevao da ih ispune. To
je dovelo do znatnog podizaǌa nivoa nauqnog rada srpskih matematiqara i
stvara se nova generacija srpskih matematiqara koji i sami posti�u vrhunske
nauqne rezultate. Prema Jovanu Keqki�u, u periodu od 1912. do 1938. godine
Mihailo Petrovi� je bio mentor 11 doktorskih disertacija. Xtavixe, go-
tovo svi matematiqki doktorati u Srbiji pre Drugog svetskog rata bili su
ra�eni pod ǌegovim mentorstvom. Jovan Keqki� u [3] pixe: ,,Petrovi�ev uti-
caj na razvoj matematike u Srbiji bio je ogroman a ǌegov uspeh u stvaraǌu
nauqnih i nastavnih kadrova izvanredan. Kada je 1894. godine postao profesor
Velike xkole, on je na Filozofskom fakultetu bio sam. Kada je 1938. godine
otixao u penziju iza sebe je ostavio ,,koxnicu nauqnog rada” kako je napisano
u ,,Politici” od 8. maja 1938. u reporta�i posve�enoj Mihailu Petrovi�u.”

Mihailo Petrovi� je preminuo 1943. godine, ali oni ǌegovi uqenici koji
su ostali u zemǉi nakon rata nastavǉaju rad na razvoju matematike. Ve� 1946.
godine je osnovan Matematiqki institut SANU, koji postaje epicentar mate-
matiqkih istra�ivaǌa u Srbiji, a 1948. godine je formirano Druxtvo mate-
matiqara i fiziqara Srbije, qiji je osnivaq i prvi predsednik bio Tadija
Pejovi� (1892–1982), jedan od doktoranata Mihaila Petrovi�a. Pedesetih i
xezdesetih godina osnivaju se brojni fakulteti u Novom Sadu, Nixu, Kragu-
jevcu i Prixtini, najpre kao odeǉeǌa Univerziteta u Beogradu, a potom iz
ǌih izrastaju univerziteti u Novom Sadu (1960), Nixu (1965), Prixtini
(1969) i Kragujevcu (1976). Studije matematike pokre�u se u Novom Sadu
(1954), Prixtini (1960), Nixu (1971) i Kragujevcu (1972). Znaqajnu pomo�
u kreiraǌu studijskih programa, izvo�eǌu nastave i obezbe�eǌu nastavnog i
nauqnog podmlatka pru�aju profesori sa Univerziteta u Beogradu. Dr�ava
podstiqe pove�aǌe broja fakultetski obrazovanih ǉudi, usled qega dolazi do
rasta broja studenata i javǉa se potreba za novim nastavnicima i asisten-
tima. Nastavni planovi i programi se inoviraju, uvode se novi predmeti i

6 U bazi Zentralblatt MATH indeksirane su 232 publikacije Mihaila Petrovi�a
(ukǉuquju�i i 12 kǌiga).
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sadr�aji iz modernih oblasti matematike, mada na raqun smaǌeǌa sadr�aja
iz srodnih nauka i udaǉavaǌa od mehanike, teorijske fizike i astronomije.
Sve to dovodi i do xireǌa oblasti nauqnog interesovaǌa srpskih matemati-
qara, i poqev od pedesetih godina dvadesetog veka nauka u Srbiji poqiǌe da
se oboga�uje novim, modernim matematiqkim disciplinama.

Do druge polovine 20. veka malobrojni srpski matematiqari su se ba-
vili istra�ivaǌima u oblasti algebre. Ve� je reqeno da su nauqne radove
u oblastima koje se tradicionalno ubrajaju u algebru imali samo Dimi-
trije Nexi� i Bogdan Gavrilovi�. Mihailo Petrovi� je jedan broj svojih
radova posvetio algebarskim jednaqinama, ali je u ǌima koristio iskǉuqivo
ideje i metode matematiqke analize. Isto va�i i za doktorsku disertaciju
Dragoǉuba Markovi�a (1903–1965) ,,Granice korena algebarskih jednaqina”,
koja je ura�ena pod mentorstvom Mihaila Petrovi�a i odbraǌena 1938. go-
dine u Beogradu. Prva doktorska disertacija srpskog matematiqara, za koju
se bez rezerve mo�e re�i da je iz oblasti algebre, je disertacija Mirka Sto-
jakovi�a (1915–1985). Naziv disertacije je bio ,,Prilog teoriji matrica”,
ura�ena je pod mentorstvom �ure Kurepe i odbraǌena 1953. godine u Zagrebu.
Tih godina u nekoliko matematiqkih centara tadaxǌe Jugoslavije prodiru
i ideje savremene apstraktne algebre. Tako 1956. godine Vladimir Devide
(1925–2010) u Zagrebu brani doktorsku disertaciju pod nazivom ,,Jedna klasa
grupoida”, a Gorgi Qupona (1930–2009) 1959. godine u Skopǉu brani doktorsku
disertaciju koja se bavi algebarskim strukturama, ura�enu pod mentorstvom
Vladimira Devidea. Xireǌe ideja savremene algebre u Beogradu je zapoqeo
napred pomenuti Dragoǉub Markovi� [7]. Na studijama matematike u Beo-
gradu, sve do pedesetih godina 20. veka, algebra se nije sluxala kao poseban
predmet. Teme iz klasiqne algebre bile su ukǉuqene u sadr�aje opxtih kur-
seva matematike, a kasnije u sadr�aj predmeta Analiza. U nastavnom planu
iz 1952. godine, na inicijativu Dragoǉuba Markovi�a, kao posebni predmeti
se uvode Algebra, sa temama iz klasiqne algebre, i Algebra II, sa temama iz
savremene algebre (grupe, poǉa i teorija Galoa). Predmet Algebra II je pre-
davao Dragoǉub Markovi�, a jedan od studenata koje su ta ǌegova predavaǌa
privukla ka savremenoj algebri bio je Slavixa Prexi� (1933–2008). On je
1963. godine u Beogradu odbranio prvu doktorsku disertaciju u Srbiji sa
temom iz moderne algebre, pod nazivom ,,Prilog teoriji algebarskih struk-
tura”. Mentor ove disertacije bio je Tadija Pejovi�, a qlan komisije za
odbranu bio je i Dragoǉub Markovi�. Nexto kasnije, 1966. godine, jox jedan
srpski algebrista, Veselin Peri� (1930–2009), odbranio je u Zagrebu dok-
torsku disertaciju ,,Prilog teoriji ideala”, pod mentorstvom �ure Kurepe.
Ovde treba re�i da se u razvoju algebre u Srbiji uslovno mogu razlikovati

121



dve glavne linije.7 Brojnija linija, koju qine akademski potomci Mihaila
Petrovi�a,8 preko T. Pejovi�a i S. Prexi�a, uglavnom je razvijala modernu
algebru, odnosno algebarske strukture. Drugu liniju su qinili akademski po-
tomci �ure Kurepe, koji su se prevashodno bavili problemima srodnim onima
iz klasiqnih algebarskih disciplina, mada je i tu bilo onih koji su se bavili
algebarskim strukturama.

Razvoj savremene algebre u Srbiji se intenzivirao 1970-tih godina, a
glavnu ulogu u ǌenom razvoju u tom periodu odigrao je Slavixa Prexi�.9

Iako se kasnije okrenuo ka razvoju matematiqke logike, krajem 1960-tih je
formirao grupu algebrista koja se bavila teorijom kvazigrupa, i poqetkom
1970-tih u toj oblasti doktorske disertacije brane Janez Uxan (1971), Sve-
tozar Mili� (1972) i Branka Alimpi� (1973), pod mentorstvom S. Prexi�a,
Zoran Stojakovi� (1974), pod mentorstvom S. Mili�a, i Aleksandar Krape�
(1980), pod mentorstvom B. Alimpi�. Pod mentorstvom S. Prexi�a brane se
i disertacije Nataxe Bo�ovi� (1975), sa temom iz teorije grupa, i �arka
Mijajlovi�a (1977), sa temom iz teorije modela i Bulovih algebri. Znaqajno
mesto u razvoju algebre 1970-tih godina imao je i �uro Kurepa, pod qijim
mentorstvom je u tom periodu ura�eno pet doktorskih disertacija, koje su se
prete�no bavile klasiqnim algebarskim temama. To su disertacije Dragomira
Simeunovi�a (1969) i Marice Prexi� (1972), koje su se bavile korenima poli-
noma, Aleksandra Ivi�a (1975) i Zorana Xamija (1978), iz teorije brojeva,
i disertacija Ratka Toxi�a (1978), koja se bavila Bulovim algebrama.

Do velikih promena u srpskoj algebri dolazi 1980-tih godina. Posle
perioda apsolutne dominacije Beograda, koji je bio centar nauqnih istra-
�ivaǌa u oblasti algebre i gde su do tada braǌene sve doktorske diserta-
cije u Srbiji iz te oblasti, primat u razvoju algebre preuzima Novi Sad.
Najve�e zasluge za to ima Svetozar Mili� (1934–2008), za koga se mo�e slo-
bodno re�i da je rodonaqelnik Srpske algebarske xkole. Mili� 1974. godine
prelazi na Prirodno-matematiqki fakultet u Novom Sadu, gde okupǉa grupu
mla�ih kolega, uvodi ih u probleme savremene algebre i nauqni rad u toj
oblasti. Pod ǌegovim mentorstvom se u Novom Sadu brane disertacije Sto-
jana Bogdanovi�a (1980) i Sinixe Crvenkovi�a (1981), sa temama iz teorije
polugrupa, i Branimira Xexeǉe (1981), sa temom iz univerzalne algebre.

7 Odredba uslovno stoji jer dve pomenute linije nisu bile me�usobno izolovane. Naprotiv,
one su oduvek imale veliki uticaj jedna na drugu.

8 Termin ,,akademski potomak” ovde ima isto znaqeǌe kao ,,descendant” u Mathematics Ge-
nealogy Project.

9 Slavixa Prexi� je najve�i doprinos dao razvoju matematiqke logike u Srbiji i smatra
se rodonaqelnikom Srpske logiqke xkole [7]. Bio je mentor 14 doktorskih disertacija odbran-
jenih na Univerzitetu u Beogradu.
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To su bile prve doktorske disertacije u Srbiji u oblasti algebre odbra-
ǌene van Beograda. Na taj naqin je na Prirodno-matematiqkom fakultetu u
Novom Sadu formirana u to doba najjaqa grupa algebrista u Srbiji, No-
vosadska algebarska xkola, koju su 1980-tih godina qinili Svetozar Mili�,
Stojan Bogdanovi�, Sinixa Crvenkovi�, Branimir Xexeǉa, Janez Uxan, Zo-
ran Stojakovi�, Gradimir Vojvodi� i �ura Pauni�. Do 1980. godine, alge-
bristi u Srbiji su se najvixe bavili teorijom kvazigrupa, a 1980-tih glavna
oblast nauqnog interesovaǌa srpskih algebrista postaje teorija polugrupa,
i to ostaje sve do kraja 1990-tih. Osim ve� pomenutih doktorskih disertacija
Bogdanovi�a i Crvenkovi�a, u Novom Sadu i Beogradu se osamdesetih brani
jox xest doktorskih disertacija i publikuje se veliki broj radova sa temama
iz teorije polugrupa. U Beogradu osamdesetih doktoriraju i Gojko Kalaj
i�
(1982), u oblasti teorije prstena, pod mentorstvom �. Kurepe, i Aleksandar
Lipkovski (1985), u oblasti algebarske geometrije i komutativne algebre, pod
mentorstvom �. Kurepe i V. Peri�a, a u Novom Sadu doktorske disertacije
brane �ura Pauni� (1987), u oblasti algebarskih n-arnih struktura, pod men-
torstvom Z. Stojakovi�a, i Rozalija Madaras (1989), u oblasti univerzalne
algebre, pod mentorstvom S. Crvenkovi�a.

Posle Beograda i Novog Sada, osamdesetih godina poqiǌe razvoj alge-
bre i u Nixu. Rodonaqelnik algebre u Nixu je Stojan Bogdanovi� (1944–), u
to vreme docent na Prirodno-matematiqkom fakultetu u Novom Sadu, koji je
1982. godine anga�ovan za izvo�eǌe nastave iz predmeta Algebra I za stu-
dente matematike na Filozofskom fakultetu u Nixu. Po dolasku u Nix,
on sa Vladimirom Rakoqevi�em pokre�e Seminar za teoriju polugrupa i
funkcionalne jednaqine, koji je kasnije podeǉen na dva seminara, jedan za
teoriju polugrupa, a drugi za funkcionalnu analizu. Oko Seminara za teoriju
polugrupa Bogdanovi� okupǉa grupu nixkih matematiqara i stvara Nixku
algebarsku xkolu, u svetu poznatu kao Nixka xkola za teoriju polugrupa [1].

Uprkos velikoj druxtvenoj i ekonomskoj krizi, devedesetih godina je
nauqna produkcija srpskih algebrista znaqajno porasla, i za razliku od
prethodnih decenija, kada se objavǉivalo uglavnom u doma�im qasopisima,
devedesetih dolazi do naglog porasta broja radova objavǉenih u uglednim
me�unarodnim qasopisima. Posebno veliku nauqnu produkciju su u to vreme
imali nixki algebristi, koji su tada preuzeli vode�e mesto u srpskoj alge-
bri. Tih godina na nauqnu scenu stupaju i neki novi matematiqari, koji
�e u godinama koje slede voditi algebru u Srbiji. U Nixu nauqnu kari-
jeru poqiǌe Miroslav �iri� (1964–), koji 1991. godine u Beogradu brani
doktorsku disertaciju iz oblasti teorije polugrupa, pod mentorstvom Sto-
jana Bogdanovi�a. U Novom Sadu, doktorsku disertaciju iz teorije mre�a,
pod mentorstvom S. Mili�a, 1993. godine brani Andreja Tepavqevi� (1964–),
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a 1999. godine doktorsku disertaciju sa temom iz univerzalne algebre, pod
mentorstvom R. Toxi�a, brani Dragan Maxulovi� (1969–). Zoran Petrovi�
(1965–) iz Beograda odlazi na doktorske studije u Baltimor, SAD, gde je
1996. doktorirao u oblasti teorije matrica i algebarske topologije, nakon
qega se vratio na Matematiqki fakultet u Beogradu. Podmla�ivaǌe Srpske
algebarske xkole nije se zavrxilo na tome, jer su nove nade srpske algebre
stizale i naredne decenije. U Novom Sadu, 2000. godine Igor Dolinka (1973–)
brani disertaciju qija tema su primene univerzalne algebre u teoriji for-
malnih jezika, pod mentorstvom S. Crvenkovi�a, a iz Sjediǌenih Ameriqkih
Dr�ava se vra�a Petar Markovi� (1974–), koji je 2003. godine na Vanderbilt
univerzitetu doktorirao sa temom iz univerzalne algebre, pod mentorstvom
R. Mekenzija. U Nixu na nauqnu scenu stupa Jelena Igǌatovi� (1973–), koja
je 2007. godine, pod mentorstvom Miroslava �iri�a, odbranila disertaciju
koja se bavila fazi relacijskim sistemima i ǌihovim primenama u algebarskoj
teoriji automata, a iste godine u Beogradu Branko Malexevi� (1965–) brani
disertaciju u oblasti teorije poǉa, pod mentorstvom �. Mijajlovi�a.

Zaslugom svih onih koji su ovde pomenuti, ali i jox mnogih drugih koje
nije bilo mogu�e pomenuti u ovako kratkom tekstu, algebra u Srbiji je posled-
ǌih pedeset godina do�ivela svoj puni razvoj, a srpski algebristi su posled-
ǌih decenija svojim rezultatima dosegli sam svetski vrh. Posle velikog skoka
u broju publikovanih radova srpskih algebrista, do kojeg je doxlo osamde-
setih i devedesetih godina, taj broj i daǉe bele�i umeren rast,10 pri qemu se
publikuje u sve kvalitetnijim qasopisima. Od samog poqetka razvoja algebre
u Srbiji, xezdesetih godina, po broju publikovanih radova predǌaqe novo-
sadski algebristi, a prate ih algebristi iz Nixa i Beograda. Nakon kvazi-
grupa, koje su bile dominantna tema istra�ivaǌa srpskih algebrista 1960-
tih i 1970-tih, i polugrupa, koje su to bile 1980-tih i 1990-tih, devedesetih
godina su srpski algebristi znaqajno proxirili svoje oblasti nauqnog in-
teresovaǌa. U Novom Sadu su pa�ǌu privukli opxti algebarski sistemi (uni-
verzalna algebra), mre�e i algebarski aspekti teorije fazi skupova, i zajedno
sa polugrupama su postali dominantne teme novosadskih algebrista u posled-
ǌih dvadeset godina. U Nixu je sredinom devedesetih napravǉen bla�i, a
sredinom 2000-tih jox oxtriji zaokret od teorije polugrupa ka raqunarskim
naukama, i posledǌih desetak godina glavni predmet interesovaǌa nixkih
algebrista postaju relacijski i matriqni raqun, a sistemi relacijskih i ma-
triqnih nejednaqina i jednaqina se koriste u rexavaǌu fundamentalnih pro-
blema teorije automata i analize socijalnih mre�a. Beogradski algebristi
u novije vreme posti�u izuzetne rezultate u teoriji poǉa, komutativnoj alge-

10 Analiza broja radova ura�ena je na osnovu podataka iz baze Zentralblatt MATH (zbMATH).
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bri, algebarskoj geometriji i teoriji matrica. Od 1963. godine, u Srbiji je
odbraǌeno 94 doktorskih disertacija sa temama iz oblasti algebre,11 od qega
45 u Beogradu, 31 u Novom Sadu, 15 u Nixu i 3 u Prixtini.12
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�. V. Prohorov (gl. red.), Sovetska� �nciklopedi�, Moskva, (1988), str. 7–38.

[5] S. Lawrence, A Balkan trilogy: mathematics in the Balkans before World War I. In: E. Robson
and J. Stedall (eds.),The Oxford Handbook of The History of Mathematics, Oxford University
Press, Oxford, (2009), chap. 2.4.

[6] �. Mijajlovi�, Bogdan Gavrilovi� (1863–1947 ). U: �ivot i delo srpskih nauq-
nika, kǌ. 2, M. R. Sari� (ur.), Srpska akademija nauka i umetnosti, Beograd,
(1997), str. 71–103.
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Miroslav Ćirić

ALGEBRAIC HERITAGE OF MIHAILO PETROVIĆ ALAS
AND SERBIAN ALGEBRAIC SCHOOL

S u m m a r y

In this paper we provide a brief historical overview of the development of algebra in
Serbia, with special emphasis on the legacy of Mihailo Petrović Alas, the father of Serbian
mathematics, and its role in the creation of the Serbian algebraic school.
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MIHAILO PETROVI� – METAFORE DETIǋSTVA

DUXICA MARKOVI�*

A p s t r a k t. – ,,Ima stvoreǌa na kojima zlo ne ostavǉa nikakvog
traga, ona su kao dijamant na kome se istupi najtvr�i qelik” je citat Mi-
haila Petrovi�a iz ǌegovog dela Metafore i alegorije, a ovaj rad govori o
qemu treba ǌemu kao dijamantu izuzetne intelektualne i duhovne qistote i
vrednosti. Ciǉ rada je da simbole detiǌstva, koji su opredelili strukturu
liqnosti Mihaila Petrovi�a, prika�e kao prasliku ǌegovog kasnijeg �ivota.
Odrastaǌe uz parabole i alegorije duhovnih kǌiga porodiqne biblioteke i hu-
maniore, uz tanane metafore epskog predaǌa, oblikovalo je sna�nu emotivnu kon-
strukciju i jasne kognitivne i intuitivne predstave, budu�eg nauqnika. Tako su
,,metabolizam i motorika” same prirode preslikani u formule diferencijalnih
jednaqina, u prvim radovima Mihaila Petrovi�a predstavǉale svojevrsno
metaforiqko pridru�ivaǌe. Kroz preslikavaǌe ,,fenomenoloxkog ogledala”
opa�ao je simbole i objaxǌavao ǌihovo vixeznaqje. Tako i izrezbarena kontura
ribe, na ulaznim vratima ǌegovog doma, govori o ulovu sa qistih putopisnih
dubina racionalnog i iracionalnog, u shvataǌu velikog matematiqara. Slika
�ivota i dela Mihaila Petrovi�a je tako kristalno qista, da otkucaji ǌegovog
intelekta i danas virtualno �ive kroz matematiqku xkolu i bogato, razgranato
stablo ǌegovih uqenika.

Kǉuqne reqi: metafora, detiǌstvo, preslikavaǌe

1. Uvod
Kada je, 27. februara 1905. godine Skupxtina izglasala predlog o osni-

vaǌu Univerziteta od 117 prisutnih, za zakon je glasalo 110 poslanika.2 Tako
je stale� zanatlija i seǉaka, izlazak iz siromaxtva prepoznao u obrazovaǌu.

* Osnovna xkola ,,Stefan Nemaǌa”, Nix, i-mejl: dusicamarkovic33@hotmail.com
2 Zbornik zakona i uredbi o Liceju, Velikoj xkoli i Univerzitetu u Beogradu, (priredio

Dragoǉub Barali�), Nauqna kǌiga, Beograd 1967. godine.
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Imenovano je osam redovnih profesora, a katedra za matematiku pripala je
Mihailu Petrovi�u. Ovaj interdisciplinarni poliglota koji je u domenu ma-
tematiqkih disciplina dao novu paradigmu, a u razliqitim nauqnim i umet-
niqkim oblastima otkrio identiqno jezgro, zajedno sa Ru�erom Boxkovi�em i
Milutinom Milankovi�em, kao jedinim matematiqarima, nalazi se me�u sto
najznamenitijih Srba. Jer ,,ne mo�e se grad sakriti kad na gori stoji”.3

Ciǉ rada je tumaqeǌe onog dela liqnosti nauqnika koja privodi stva-
ralaxtvu, kroz dexifrovaǌe ,,kodiranih” poruka ostavǉenih u vidu brojnih
radova i postavǉaǌe detiǌstva kao mogu�e metafore budu�eg �ivota. To je
tragaǌe koje vodi do najranijeg detiǌstva i onih slika i simbola koje obele�e
karakter pojedinca. Jer razumevaǌe i tumaqeǌe alegorija i metafora nosio
je Mihailo u srcu kao zavet koji je imao ispuniti. Parabolu o talantima:
,,I jednome dakle dade pet talanata, a drugome dva, a tre�em jedan, svakome
prema ǌegovoj mo�i. A onaj xto primi pet talanata otide te radi sa ǌima
i primi jox pet talanata”,4 do�iveo je kao svoj liqni dug i pohvalu uni-
verzumu. Stilovi vaspitaǌa i obrazovaǌa, znaqaj porodice u procesu otkri-
vaǌa i negovaǌa obdarenosti, filozofske i nauqne doktrine druxtvenih i
okolnosti vremena, jesu indikatori koji su oblikovali konaqne zakǉuqke po-
smatraǌa. U procesu rasu�ivaǌa veliki je udeo mudrosti Solomona, da je ciǉ
uqeǌa razlikovaǌe dobro od zla i mo�e se smatrati poqetkom i suxtinom ovog
procesa. U radu je naglaxen momenat detiǌstva kao mogu�a praslika budu�ih
do�ivǉaja i odluka velikog nauqnika. Vizualizacije i ideje, deskripcija i
naracija, sintetixu i generalizuju nekoliko nezavisnih metodoloxkih fak-
tora istra�ivaǌa. Analiziraju�i stvaralaxtvo nauqnika iz matematiqke,
filozofske i kǌi�evne perspektive, na osnovu pisama, prouqavaǌem istori-
jskih, druxtvenih i kulturnih okolnosti vremena u kome je �iveo, posma-
traju�i muzejske eksponate dostupne materijalne zaostavxtine i na osnovu
svedoqanstava onih koji su profesora poznavali, data je refleksija detiǌstva
na kasniji �ivot i rad. Jer mnogo je simbola i preslikavaǌa kojima se mo�e
argumentovati uzroqno-poslediqna korespondencija vaspitaǌa i vaspostavǉa-
ǌa liqnosti.

2. Tajna jeguǉe
Razliqito u pojavnom obliku ne znaqi funkcijski disjunktno. Zato

pronala�eǌe zajedniqkog u disparatnim oblastima nauke i �ivota, mo�e
jednim modelom, razrexiti vixe fenomenoloxkih zagonetki. Ilustracije
radi, ukoliko se req jeguǉa, zameni vaspitaǌem, uz minimalne jeziqke ko-

3 Jevan�eǉe po Mateju, glava 5, stih 14.
4 Jevan�eǉe po Mateju 25:15; 25:16.
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rekcije, uvodna req o misteriji ǌenog postojaǌa u ,,Romanu Jeguǉe” Mi-
haila Petrovi�a, mogla bi postati uvodnom ,,misterijom” vaspitaǌa u kakvoj
pedagoxko-psiholoxkoj literaturi: ,,Jeguǉa je od vajkada smatrana kao �ivi
stvor kome niko ne zna ni poqetka ni kraja. Pitaǌe o tome kako jeguǉa postaje,
bila je zagonetka koja je dr�ala radoznalost i maxtu prirodǌaka i filo-
zofa svih vremena. Ono je zanimalo i Aristotela, koji je misle�i o ǌemu,
nalazio da je to nerexǉiva zagonetka, kao i pitaǌe o tome na koji naqin je-
guǉa zavrxuje svoj �ivot. Misterija je toliko uzbuǌavala svet da se, kad se
videlo da o ǌoj ne mo�e niko nixta da ka�e, stvorilo mixǉeǌe da je ona nedo-
kuqiva, ǉudskom razumu za veqita, vremena nepristupna i da zalazi u oblast
misterije religije. Herodot je, pixu�i o jeguǉi, kazao da je to sveti stvor o
kome samo bo�anstvo mo�e dati raquna”.5 Posle jeziqkih korekcija na konaq-
nom broju reqi, odnosno posle preslikavaǌa koje jednom znaqeǌu pridru�uje
drugo, ponekad i disparatno:

tekst glasi: Obrazovaǌe je od vajkada smatrano kao �ivi proces kome niko
ne zna ni poqetka ni kraja. Pitaǌe o tome kako obrazovaǌe postaje, bila je
zagonetka koja je dr�ala radoznalost i maxtu prirodǌaka i filozofa svih
vremena. Ono je zanimalo i Aristotela, koji je misle�i o ǌemu, nalazio da je
to nerexǉiva zagonetka, kao i pitaǌe o tome na koji naqin obrazovaǌe zavr-
xuje svoj rast. Misterija je toliko uzbuǌavala svet da se, kad se videlo da
o ǌoj ne mo�e niko nixta da ka�e, stvorilo mixǉeǌe da je ona nedokuqiva,
ǉudskom razumu za veqita vremena nepristupna i da zalazi u oblast misterije
religije. Herodot je, pixu�i o obrazovaǌu, kazao da je to sveti proces o kome
samo vaspitaǌe mo�e dati (dovesti do) rezultata. Tekst je dat u svrhu apos-
trofiraǌa analogije kojom se Mihailo Petrovi� bavi u svojim filozofsko-
matematiqkim radovima.

3. Na rubu nauke i poezije
Rad Metafore detiǌstva je na rubu nauke i poezije jer prepoznaje da

stvaralaxtvo Mihaila Petrovi�a gravitira istini i lepoti istovremeno.
Ako izuzmemo nauqne radove i struqnu matematiqku literaturu, profesor

5 ,,Roman Jeguǉe”, Mihailo Petrovi�, strana 3. Antologija srpske kǌi�evnosti
www.ask.rs 2009.
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umnogome bira jezik metafore i alegorije, kao zajedniqki izraz logiqke deduk-
cije i predvi�aǌa i impresije stvaraoca. Veoma slikovito u delu Metafore
i alegorije6 objaxǌava strukturu apstrahovaǌa kao bitan korak kognitivnog
procesa: ,,Metafore i alegorije imaju mnogo dubǉi smisao i dubǉi koren
u ǉudskoj svesti: one odgovaraju jednoj instinktivnoj i neodoǉivoj potrebi
duha, koja se ispoǉava u svima fazama razvi�a svesti”. Za razliku od Seneke
koji je svoje ,,Preziraǌe bogatstava” pisao na stoqi�u od zlata Mihailo
Petrovi� je jednostavnim i skromnim naqinom �ivota oslikao svoje vixe-
slojno poimaǌe ǌegovog smisla. Svoje prve godine �ivota, koje poput kakve
matrice upisuju do�ivǉaje i emocije, proveo je na ux�u dve reke, u porti
Sabornog hrama, na beogradskoj kaldrmi ili na obli�ǌim atarima dok je sa
dedom obilazio vinograd. Ro�eǌe u qestitoj porodici intelektualaca, oca
Nikodima koji je teoloxke nauke doktorirao u Novgorodu i Kijevu i majke
Milice, ne�nog i pobo�nog zaxtitnika, predstavǉa harmoniqne preduslove
dobrog vaspitaǌa. O sebi je malo govorio, a nije se razmetao priqama ni
uspomenama iz detiǌstva. Req je o prefiǌenoj hrix�anskoj etici koja u skrom-
nosti, tixini i uzdr�aǌu pokazuje svoje plodove. Zato se u tom delu rad
ne mo�e potkrepiti materijalnim dokazima. Zakǉuqci su izvedeni na osnovu
liqnih vizualizacija i predstava autora i predstavǉaju sintezu komplemen-
tarno logiqkih tvr�eǌa na osnovu uzroqno-poslediqne povezanosti doga�aja.
Nedostatak autentiqnog u svrhu postavǉaǌa dobrog modela vaspitaǌa i obra-
zovaǌa, zameǌen je alternativnom, ,,rekonstruisanom” gra�om. Taj deo pripada
intuitivnoj, podsvesnoj predstavi, koja vremenom mo�e biti potkrepǉena va-
ǉanim dokazima ili opovrgnuta jednim primerom kada se do relevantnih sa-
znaǌa do�e. Pismo Pavlu Pavlovi�u svom xkolskom drugu, delimiqno argu-
mentuje reqeno. Napisano je u Parizu 8. oktobra 1887. godine: ,,Dragi Pajo,
Sino� ispratih dedu, pa sad do�e na red da ti pixem. Ne�u ti pisati kako mi
je sada, kako se ose�am u ovakvim prilikama, u ovakvom svetu, ovako odvojen
od ku�e od koje se nikad nisam odvajao i koja je za mene uvek bila mesto u
kome sam bio sretan i zadovoǉan, ne�u ti o tome pisati, jedno zato da ti ne
dosa�ujem kazivaǌem onog xto i sam unapred znax; drugo, zato, xto sam se
ja nekad smejao Marku, kad mi je u pismima tugovao; i najzad za to, da ti ne
izgledam maloduxan kakav u ovoj prilici nisam.”

4. ,,Oqi i uxi su loxi svedoci ako duh nije obrazovan”7

Sveto pismo u vidu mnogih parabola daje metaforiqke odgovore na znaqa-
jna �ivotna pitaǌa. Unuk svextenika Novice Lazarevi�a, sa ovog kladenca

6 ,,Metafore i alegorije” strana 23. Srpska kǌi�evna zadruga, kolo LX, kǌiga 405.
7 Heraklit.
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pio je slatku i �ivu vodu poduqavaǌa, da nikada ne o�edni. Sluxaǌe i qi-
taǌe molitava od najranijeg detiǌstva moralo je oplemeniti ǌegov karak-
ter unutraxǌim, skrivenim mirom i skromnox�u. Ovu smernost posedovao
je celog �ivota. Tiha radost ogleda se u qistoti ,,deqijeg” pogleda saqu-
vanim na fotografijama i portretu koji je naslikao Urox Predi�. A qi-
stota duha najradije koraqa u potrazi za istinom. U porodici koja je nego-
vala prosvetiteǉski duh, razboritost je morala tra�iti i postavǉati svoje
uporixte: ,,Nije po jakosti kadrosti besedǉivca, nego beseda je po razbiraǌu
sluxaocem. Zapline li qovek, ne lasno ispliva: pismo se xiri, ni ga ko ikad
mo�e precrpsti, ni mu kraja na�i. Nego koliko je ko sobom kadar polneti to-
liko uqeǌa i zahvata”8 – pisao je u svojoj kǌizi Gavrilo Stefanovi� Venc-
lovi�. ǈubav unutar doma, ro�eǌe trojice bra�e i jedne sestre, uqinili su
da se kod dece razvije ose�aj pripadnosti, svojstvo da se ima xta podeliti,
pokloniti ili ko utexiti. U vreme velike gladi 1920. godine, zabele�eno je
da je Mika Alas, ulovǉenu ribu poklaǌao na pijaci koja se nalazila na mestu
danaxǌeg Studentskog parka.

5. ,,Od dudovog lista vreme pravi svilu”9

Druxtvene okolnosti i prosvetiteǉski duh nauke koji je sna�no zahvatio
iznova slobodnu srpsku dr�avu nastavǉa intenzivnije da razlistava bogato
stablo stvaralaxtva ǉudi sa ovog podnebǉa. Kolektivni duh stradaǌa i ra-
dosti jednog naroda, poqeo je da se kroz nove pupoǉke romantizma i impre-
sionizma u kǌi�evnosti, slikarstvu i muzici iznova osna�uje. I nauka je
dala svoje izdanke. Bilo je to vreme koje je tra�ilo hrabrost: ,,Junaxtvo je
car zla svakojega, a i pi�e najsla�e duxevno, kojijem se pjane pokoǉeǌa.”10

Mihajlo je bez oca ostao kada mu je bilo sedam godina i bez bra�e u narednih
nekoliko godina �ivota. Zabele�eno je da se jedino sestra Marija udala i
da su tim povodom iz Pariza doxle kolege i profesori sa Sorbonskog uni-
verziteta. Za ǉude koji su u ranom detiǌstvu izgubili nekog od najdra�ih
ka�u da dobijaju poseban dar razumevaǌa doga�aja iz perspektive veqnosti i
vremena koje je nepromenǉivi parametar. Sticaǌe uzvixenijeg stava u odnosu
na materijalnu i imponderabilnu prirodu bi�a i qiǌenica i svo�eǌe ǌi-
hove intimne prirode na simbole, koji mogu biti broj, poredak ili neka druga
kategorija, postaje ǌihov dar. To privodi shvataǌu ,,da u imponderabilnom
svetu, pored opxtih prirodnih zakona, vlada qitav jedan splet zakona sasvim
druge vrste, posledica qisto ǉudskih pogleda i motiva, koji u sebi nemaju

8 Gavrilo S. Venclovi�, Crni bivo u srcu, izbor, predgovor i redakcija Milorad Pavi�,
Beograd 1966.

9 Narodna poslovica.
10 Gorski vijenac, stih 603–611.
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niqeg apsolutnog, ve� proizilaze iz ǉudskih utilitarnih, etiqkih, estet-
skih, verskih i dr. principa i konvencionalnosti, a koji su neosporno, i
potrebni, neophodni i vrlo korisni za ǉudske zajednice, ali nisu nexto xto
nosi obele�je apsolutnoga, veqitog, nezavisnog od ǉudskih shvataǌa, potreba
i celishodnosti.”11 Postavǉaǌe etiqkih pitaǌa, borbe savesti i ose�aǌa
du�nosti, duhovne uravnote�enosti, istog su fenomenoloxkog smisla kao i
poreme�aj ravnote�e u materijalnom svetu. Da li to dovodi do zakǉuqka da
su i tipske posledice iste samo na drugi naqin ispoǉene? Svo�eǌe pojava na
isti problem i pronala�eǌe matematiqkog modela, odnosno teorije koja bi kao
posledicu imala predvi�aǌa doga�aja ili oblika manifestacije, jeste ideja
koja je razra�ivana u fenomenoloxkoj raspravi. Junaxtvo je jedna kategorija
i ǌime se svako zlo savla�uje. Metafore o junaxtvu kao velikom moralnom
principu i svakodnevnom ratovaǌu unutar sebe, ali i sa nadolaze�im okolno-
stima, vazda su prisutne. ǋegox poduqava: ,,Blago tome ko dovijek �ivi, imao
se raxta i roditi! Vjeqna zubǉa vjeqne pomrqine, nit’ dogori niti svjetlost
gubi”12 i Mihailo Petrovi� se ne koleba. Junaxtvo je najsla�e pi�e duxe
za sva pokoleǌa. Ovakve mudrosti, sliqno kao i motivi i simboli epskih na-
rodnih pesama, formiraju takvu mentalnu strukturu koja prihvata i �ivi po
kodeksima uzvixenog morala i hrix�anske etike. Ukoliko znamo da je ro�eni
brat bake po majci, Sima Nexi� iz ugledne trgovaqke porodice, poginuo od
Turaka na Qukur-qesmi, nema sumǌe da se epsko pesnixtvo sluxalo u domu
Petrovi�a: ,,Jer, tako me vjera ne ubila... Nego sutra mislim na Kosovu, za
rix�ansku vjeru poginuti!”13 Iz ritmike deseterca razvio je svoju kripto-
grafsku rimu 1898. godine. Navedena razmatraǌa bi mogla da se svedu na
xematizovani prikaz, preslikavaǌe, gde ure�ene parove treba shvatiti u naj-
dubǉem, vixeznaqnom i simboliqkom smislu: (matematiqar; tumaqeǌe Sve-
tog pisma), (putopisac; avanturistiqki romani), (kriptograf; epska poezija),
(alas; molitve), (stvaralac; narodno predaǌe i humaniore). Ovakvo rasu�i-
vaǌe privodi zakǉuqku da je otkrivaǌe simbola i ǌihovog znaqeǌa jedan od
najva�nijih zadataka obrazovaǌa. To je proces emotivnog i intelektualnog
uzrastaǌa tokom qitavog �ivota. Jer Mihailo Petrovi� je svoju mre�u ba-
cao na velike dubine, razliqitih podruqja nauke i umetnosti, privode�i ih
jedinstvenom jezgru apsolutne istine.

11 Mihailo Petrovi�, Metafore i alegorije, strana 171. Srpska kǌi�evna zadruga, kolo
LX, kǌiga 405.

12 Gorski vijenac, stih 609–611.
13 Kne�eva veqera.
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6. Jednostavnost i skromnost
Sna�no je svedoqanstvo Milutina Milankovi�a o svom prvom susretu sa

profesorom Mikom, s poqetka 1905. godine u zgradi tadaxǌe Velike xkole,
danas zgrade starog Univerziteta. Kada se obratio doma�inu, starijem qiqici
reqima da �eli da govori sa gospodinom doktorom Mihailom Petrovi�em: ,,On
me premeri od glave do pete pa reqe: ,,Ne poznajem”. ,,Kako ga ne poznajete?”,
uzviknuh, ,,naxeg slavnog matematiqara, poznatog u celom svetu!” On se tada
priseti: ,,Jes’, jes’, to je nax Mika! Sad �u da vidim!” ... Popeh se gore u
Petrovi�evu sobu, gde me on prijateǉski doqeka, mi se upoznasmo i stupismo
u razmenu naxih nauqnih publikacija”.14 Qovek koga odlikuje tako sna�na
stvaralaqka energija tumaqi komplikovane relacije i manifestacije doga�a-
ja sa jednog posve tihog stanovixta. Potpuno samostalan te�i originalnom
izrazu. Opredeǉuje se za skroman �ivotni prostor, jer sna�na suxtina ne
trpi kitǌastu formu. U jednostavno ure�enoj sobi, ,,gvozdeni” krevet ne opre-
deǉuje visinu snova, a skromni pisa�i sto dubinu nauqnih istina. Kǌige i
nekoliko majstorskih pisama na zidu, za povrxnog posmatraqa predstavǉaju
odsustvo avanturistiqkog duha. A upravo je to jox jedna odlika deteta koju
je Mihailo Petrovi� saquvao qitavog �ivota. Avanturistiqki romani koje
je kao dete voleo da qita, a deda ih je kradimice poturao kako bi pospexio
radoznalost malixana, podstakli su maxtu koja najdubǉom biti podse�a, na
maxtu �il Verna. Originalni koncepti i ideje poput amfibije, pronalaze
izraze i u nauci i u umetnosti. I neprestano su u potrazi za podsticajem,
od onih lako dostupnih, gde je kao alas uqestvovao u ribolovu do skupih
istra�ivaqkih ekspedicija francuskih nauqnika. Koliko nadahǌuje boravak
na polarnom snegu i ledu, plovidba do Bermudskih ostrva i Sargaskog mora
prikazuju putopisna kazivaǌa Mihaila Petrovi�a. Pored neizvesnosti istra-
�ivaqa, nauqnika su poput kakvih misaonih igara okupirale i strategije ra-
tova. Velikog Napoleona je smatrao za metaforu junaqkog i mudrog vojevaǌa i
u vixe navrata citirao ǌegova razmixǉaǌa i stavove: ,,U svemu xto se pre-
duzme, treba dati dve tre�ine razumu, a ostaviti ostalu tre�inu sluqaju;
pove�ati prvi razlomak, znaqi neodluqnost, pove�ati drugi, znaqi prete-
ranu smelost.”15 I sam je uqestvovao u balkanskim, Prvom svetskom ratu, a
sa sedamdeset godina nije imao dilemu da li treba da kao kraǉev vojnik stupi
u odbranu svoje domovine. Zarobǉen je 1941. i odveden u nemaqko zarobǉen-
ixtvo.

14 ,,Mika Alas, belexke o �ivotu velikog matematiqara Mihaila Petrovi�a”, Milutin
Milankovi� i Jelenko Mihailovi�, priredio Vlado Mili�evi�, Beograd – Kalgari 2012.
godine.

15 Mihailo Petrovi�, Metafore i alegorije, strana 176. Srpska kǌi�evna zadruga, kolo
LX, kǌiga 405.
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7. Filozofija ili misterija broja
U svom radu, Petri� o tajnama broja, Stipe Kutlexa16 citira raspravu

Petri�a o brojevima. ,,Ako bi neko od ǉudske prirode oduzeo broj mi nikada
ne bismo bili razboriti.”17 Da li je sve u prirodi ure�eno po principu
broja, kako su tvrdili pitagorejci ili se matematika bavi suxtinom, odnosno
idejom kako je mislio Platon, svakako je na poqetku svog opxteg obrazovaǌa
rasu�ivao i Mihailo Petrovi�. Svestan iluzije i texko�e definisaǌa be-
skonaqnosti i nesposobnosti shvataǌa transfinitnog, jer one ,,potiqu od same
suxtine naxeg duha”, govori o baziqnom poǉu istra�ivaǌa, problemu bro-
jeva i ǌihovoj konstrukciji: ,,Ovaj pojam decimalnog broja postao nam je to-
liko blizak i qini nam se toliko jednostavnim da imamo prirodnu sklonost
da isto tako smatramo beskonaqan decimalni razlomak najednostavnijim od
onih matematiqkih bi�a u qiju definiciju ulazi pojam beskonaqnosti ili,
preciznije, prebrojive beskonaqnosti... Postoji ovde jedno neograniqeno poǉe
istra�ivaǌa, u kojima se glavna potexko�a, kao i mnogim drugim matemati-
qkim pitaǌima, sastoji u izboru interesantnih i plodnih logiqkih formi
me�u beskonaqno mnogo ǌih koje nam se nude.”18 Sintezu matematiqkih istina
sa tajnama prirode objasnio je kroz svoj nauqni rad u domenu logike. Na
granici nerealnog i neshvatǉivog, tajni prilazi da bi je istra�io i prouqio.
,,U nas ima req sluktiti, qovek slukti, ose�a pojave, doga�aje i procese. To
je vrlo qesto sluqaj s nauqnim problemima... Mo�da je to staǌe inkubacije
dubokih promatraǌa ideja”19 – opisivao je Jovan Cviji� intuitivne pred-
stave stvaraoca. Zaista celokupan rad Mihaila Petrovi�a, ,,slukti” kom-
plementarnost disparatnih oblasti privode�i ideji suxtine, lepote i har-
monije. ǋegova qistota otkrivaǌa egzaktnog ogleda se u pronala�eǌu pre-
slikavaǌa koja privode zamixǉenim formama, qija je egzistencija izvesna.
Na tasu stvaralaxtva teorijski i praktiqni rad Mihaila Petrovi�a stoje u
ravnote�i.

8. Zakǉuqak
Mihaila Petrovi�a je karakterisalo elegantno nauqno izlagaǌe, lako�a

pripovedaqa, optimalnost matematiqara i posve�enost filozofa, dubokog,
poetiqnog sklada. Jednoznaqna, vixeznaqna ili nemogu�a rexeǌa jednaqina
imaju svoje analogne predstave u doga�ajima i svakodnevnim iskustvima po-

16 Stipe Kutlexa, Petri� o tajnama broja, 2006, strana 172.
17 Franciscii Patrici, De numerorum mymisteris opuskulum anno 1594 scriptum poglavlje 1 ,,. . . si quis

ab hominum natura numerum auferat, numquam prudentes nos fore. . . ”
18 Brojni spektri, Mihailo Petrovi�, Predgovor Emil Borel, Pariz, jul 1919.
19 J. Cviji�, O nauqnom radu i o naxem Univerzitetu, Beograd, 1907, strana 36.
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jedinaca. Divergentno mixǉeǌe koje rasipa razliqita idejna rexeǌa i kon-
vergentno koje privodi jedinstvenom, su naxe predstave o prirodi i razno-
likosti �ivota. Znaqaj reqi le�i u ǌenoj metamorfozi i verovatno�i da se
tumaqi na vixe naqina. Nauqni rad i umetniqko delo imaju snagu da pokrenu
promenu i preobra�aj, potaknu neprestani rast. Dr Duxan Nedeǉkovi� emo-
tivno i sna�no govori o svom vi�eǌu matematiqko-metaforiqkih predstava
profesora Mihaila: ,,Toliko je buran dijalektiqki razvitak Petrovi�eve
analoxke prirodne filozofije, verna slika revolucionarnog razvitka novih
metoda analogije i modelovaǌa savremene nauke i filozofije danaxǌice...ali
i toliko je raznolikih, razvojnih dubinskih otvorenih i pre�enih novih
metodoloxkih i principijelnih perspektiva...”.20

Konaqno, sve xto je vezano za ime Mihaila Petrovi�a, poseduje savrxen-
stvo jednostavnih formi i dubinu suxtinskih istina, u koje metafora �ivota
i ǌegovog smisla, �eli da nas uputi.
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Dušica Marković

MIHAILO PETROVIĆ – METAPHORS OF CHILDHOOD

S u m m a r y

“There are creatures never influenced by evil, they are like diamonds that blunt the hardest
of steel” is a quote from Mihailo Petrović’s piece Metaphors and allegories; and this piece
demonstrates himself as a diamond of an exceptional intellectual, and spiritual purity and
value. The aim of this piece is to show symbols of Mihailo Petrović’s childhood, which de-
termined his personality, as a prior picture of his later life. Growing up with parabolas and
allegories of spiritual and humanities books from his family library, with slight metaphors
of epic literature, shaped a strong, emotional construction of his mind and clear cognitive
and intuitive performance for the future scientist. In that way “metabolism and motoric”
of nature are translated into differential equations, in the first pieces of Mihailo Petrović’s
work, and they showed certain metaphoric associations. Following “phenomenological mir-
ror” he observed symbols and explained their multiple meanings. In that sense, even carved
contour of a fish, at the main entrance of his home, talked about a catch coming from
pure depths of his travelogue into what is rational and irrational, in comprehensions of
this great mathematician. The picture of life and work of Mihailo Petrović is so crystal
clear that beats of his intellect, even today, virtually live through a school of maths and
rich, ramose tree of his pupils.
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STOHASTIQKA GRANA MATEMATIQKOG
GENEALOXKOG STABLA MIHAILA PETROVI�A

ALASA

SVETLANA JANKOVI�*

MIǈANA JOVANOVI�**

A p s t r a k t. – Akademik Mihailo Petrovi� Alas je najve�i srp-
ski matematiqar i osnivaq Srpske matematiqke xkole koji je odigrao kǉuqnu
ulogu u razvoju matematiqkog obrazovaǌa i nauke, ne samo u Srbiji, ve� i u
ǌenom okru�eǌu. Izuzetna kreativnost, inventivnost i univerzalnost bile su
glavne karakteristike nauqnog rada Mihaila Petrovi�a Alasa. Iako se nije
neposredno bavio stohastikom, indirektno je uticao kroz svoje doktorande, pre
svega Dragoǉuba Markovi�a, Tadije Pejovi�a i Jovana Karamate, kao i mla-
�ih nauqnika posle ǌih, na razvoj verovatno�e i statistike u univerzitetskim
centrima u Srbiji. Svrha ovog rada je da se razmotri stohastiqka genealoxka
grana Mihaila Petrovi�a Alasa, pre svega kroz grane Tadije Pejovi�a i Jo-
vana Karamate, kao i da se prezentuje nauqno-istra�ivaqki razvoj verovatno�e
i statistike u Srbiji kroz ura�ene doktorske disertacije.

Kǉuqne reqi: genealoxko stablo M. Petrovi�a, verovatno�a, statistika

Istorijski, prvi probabilistiqki pojam u obrazovaǌu u Srbiji javǉa
se jox daleke 1838. godine u nastavnom programu Vixe xkole – Liceja, kao
naslednika prve Velike xkole, tzv. ,,Ustaniqke velike xkole”, osnovane 1808.
godine, u kome se pored ostalih predmeta predaju qista matematika i sta-
tistika, ma xta da se pod tim pojmovima podrazumevalo. Ove predmete je
predavao Petar Radovanovi� (ro�en 1808). Reformom Liceja 1863. godine
osnovana je Velika xkola, koja je 1905. prerasla u Univerzitet u Beogradu.

* Prirodno-matematiqki fakultet, Univerzitet u Nixu, i-mejl: svjank@pmf.ni.ac.rs
** Prirodno-matematiqki fakultet, Univerzitet u Nixu, i-mejl: mima@pmf.ni.ac.rs
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Rad Velike xkole odvijao se u okviru tri fakulteta: Filozofskog, Pravnog i
Tehniqkog. Godine 1873. osnivaju se na Filozofskom fakultetu dva odseka,
Istorijsko-filoloxki i Prirodno-matematiqki, koji je 1947. prerastao u
Prirodno-matematiqki fakultet. Matematika se predavala na Prirodno-
-matematiqkom fakultetu, a me�u osam obaveznih predmeta na Filozofskom
fakultetu nalazio se i predmet Statistika.

Xkolske 1885/86. na Prirodno-matematiqki odsek Filozofskog fakul-
teta upisao se Mihailo Petrovi�. Ubrzo po diplomiraǌu 1889. godine otixao
je u Pariz, gde je na Pariskom univerzitetu juna 1894. stekao doktorat
iz matematiqkih nauka, preciznije, iz oblasti diferencijalnih jednaqina.
Neposredno potom vratio se u Beograd i otpoqeo svoju univerzitetsku ka-
rijeru kao profesor matematike na Filozofskom fakultetu. Pored impre-
sivnog nauqnog rada koji se prvenstveno odnosi na kvalitativnu analizu dife-
rencijalnih jednaqina i rexavaǌe pomo�u redova, na specijalne funkcije,
pre svega eliptiqke funkcije, na odre�ivaǌe korena algebarskih jednaqina,
itd., i na ǌegova kapitalna dela Elementi matematiqke fenomenologije
(1911) i Fenomenoloxko preslikavaǌe (1933), intenzivno se bavio pedagoxkim
radom i razvojem visokoxkolskih ustanova. U periodu od 1912. do 1939.
godine jedanaest vrsnih matematiqara, od kojih je svaki ostavio znaqajan
trag u razvoju i utemeǉeǌu teorijske i primeǌene matematike na Uni-
verzitetu, odbranilo je svoje doktorske disertacije pod mentorstvom Mihaila
Petrovi�a (otixao u penziju 1938). Me�u ǌima posebno treba apostrofirati
Dragoǉuba Markovi�a (1903–1965) i Tadiju Pejovi�a (1892–1982) zbog ǌi-
hovog neposrednog uticaja na formiraǌe nastavnog kadra iz verovatno�e, kao
i Jovana Karamatu (1902–1967) koji je zasnovao teoriju pravilno promenǉivih
funkcija koje su, izme�u ostalog, od posebne va�nosti za graniqne teoreme u
teoriji verovatno�a.

Od osnivaǌa Prirodno-matematiqkog fakulteta 1947. godine, Odsek za
matematiku je jedan od pet odseka. Nastavnim planom iz 1949. godine uveden
je na tre�oj godini studija matematike predmet Teorija raquna verovatno�e, a
izmenom plana 1952. studenti tre�e godine sluxaju jedan od dva predmeta,
Algebru II (algebarske strukture) ili Teoriju verovatno�e. Ove predmete
predaje Dragoǉub Markovi� i time zvaniqno postaje prvi predavaq teorije
verovatno�e u Srbiji. On je bio i prvi rukovodilac kasnije formiranog
Odseka za teoriju verovatno�e i matematiqku statistiku, sve do svog odlaska
u penziju.

Iako se samo sporadiqno bavio verovatno�om, jer je glavna oblast ǌegove
nauqne delatnosti bila algebra, Dragoǉub Markovi� je prepoznao znaqaj naj-
mla�e matematiqke discipline, teorije verovatno�e, aksiomatski zasnovane
1933. godine od strane ruskog matematiqara A. N. Kolmogorova (1903–1987),
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jednog od najve�ih matematiqara dvadesetog veka. Zbog toga je podsticao mla�e
kolege da verovatno�a postane predmet ǌihovog izuqavaǌa. U tome je imao
nesebiqnu podrxku Tadije Pejovi�a, koji se nije bavio verovatno�om, ali
je podsticao mla�e saradnike da provedu du�e studijske boravke na poznatim
inostranim univerzitetima da bi na izvoru stekli potrebna znaǌa za bavǉeǌe
naukom u oblasti stohastike. Sa punim povereǌem u ǌihov rad i inovacije,
preuzimao je mentorstvo na ǌihovim doktorskim disertacijama.

Prvu doktorsku disertaciju iz verovatno�e na Prirodno-matematiqkom
fakultetu u Beogradu, O strogom zakonu velikih brojeva, odbranio je Qaslav
Stanojevi� (1928–2008) 1955. godine pred komisijom Nikola Saltikov, Tadija
Pejovi� i Dragoǉub Markovi�. Po odlasku Dragoǉuba Markovi�a u penziju,
on predaje Teoriju verovatno�e i Primenu teorije verovatno�e, sve do svog
odlaska u SAD 1962. godine, gde je ostvario zavidnu univerzitetsku karijeru.

Sredina xezdesetih godina je bila izuzetno plodna za razvoj probabi-
listiqke misli na Prirodno-matematiqkom fakultetu. Zoran Pop-Stojanovi�
(1935–2011) je 1964. odbranio doktorsku disertaciju Primena filter trans-
formacije sluqajne Lebesgue-ove mere na sluqajna poǉa pred komisijom koju su
qinili Tadija Pejovi�, Dragoǉub Markovi� i Borivoje Raxajski. ǋegova di-
sertacija je bazirana na rezultatima koje je dobio borave�i xkolske 1962/63.
na Hebrejskom univerzitetu u Izraelu. On napuxta Srbiju 1965. godine i
odlazi u SAD na Univerzitet Geinsvil na Floridi i ostvaruje izuzetno plodnu
univerzitetsku karijeru u oblasti stohastiqke analize, godinama sara�uju�i
sa poznatim matematiqarem Murali Raom. Iako je odavno napustio Srbiju,
ostao je u kontaktu sa mnogim svojim kolegama i nesebiqno im je pomagao u
svakom smislu pri ǌihovom boravku u SAD. Pri kraju svoje univerzitetske
karijere, a posebno po penzionisaǌu, svake godine je dolazio u Beograd i akti-
vno uqestvovao u radu Seminara za stohastiku pri Matematiqkom institutu.

Jox dve doktorske disertacije iz verovatno�e su odbraǌene 1964. godine.
Petar Todorovi� je odbranio doktorsku disertaciju Sluqajne transformacije
strukture statistiqkih skupova, a Zoran Ivkovi� (1934–2011) O predvi�a-
ǌima sluqajnih procesa, obe pred istom komisijom u sastavu Tadija Pejovi�,
Dragoǉub Markovi� i Borivoje Raxajski.

Na razvoj stohastike na Univerzitetu u Beogradu, kao i na univerzite-
tima u Nixu, Novom Sadu i Kragujevcu, neposredno ili posredno najzna-
qajniji je doprinos Zorana Ivkovi�a, pod qijim je mentorstvom odbraǌeno
jedanaest doktorata i vixe od dvadeset pet magistarskih teza, o qemu go-
vori i ǌegova bogata bibliografija. Odr�ao je vixe predavaǌa po pozivu
na me�unarodnim i doma�im kongresima i konferencijama i bio na studij-
skom boravku na Pariskom univerzitetu 1961. godine, Moskovskom dr�avnom
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univerzitetu Lomonosov 1967. godine i na Univerzitetu Misuri-Rola, SAD,
xkolske 1969/70. godine.

Smer za statistiku, uveden xkolske 1966/67. kao qetvorogodixǌe stu-
dije primeǌene matematike, u znaqajnoj meri je kompletirao svoj nastav-
niqki i nauqni kadar poxto je Stevan Stojanovi� odbranio doktorsku di-
sertaciju Problemi upravǉaǌa i optimizacije matematiqke teorije masovnog
opslu�ivaǌa 1969. godine pod mentorstvom �ura Kurepe. Iako nije direk-
tno ukǉuqen u stohastiqku granu genealoxkog matematiqkog stabla Mihaila
Petrovi�a, Kurepa je indirektno uticao na vixe pripadnika ove grane. Xkol-
sku 1966/67. godinu Stevan Stojanovi� je proveo na nauqnoj specijalizaciji
na Moskovskom dr�avnom univerzitetu Lomonosov pod rukovodstvom B. V. Gne-
denka, akademika AN USSR. Otixao je u penziju kao xef Katedre za teoriju
verovatno�a i matematiqku statistiku.

Posle nauqnog usavrxavaǌa kod profesora A. M. Jagloma na Moskovskom
dr�avnom univerzitetu Lomonosov xkolske 1966/67, Jovan Malixi� je 1973.
godine odbranio doktorsku disertaciju Ekstrapolacija i drugi linearni pro-
blemi jedne klase stacionarnih sluqajnih procesa sa neracionalnim spektralnim
gustinama pod mentorstvom Zorana Ivkovi�a. Nastavniqkim tandemom Zoran
Ivkovi�, Stevan Stojanovi� i Jovan Malixi� je kompletirana nauqna baza
za daǉe bavǉeǌe naukom u oblasti verovatno�e i matematiqke statistike.
U narednih petnaestak godina doktorske disertacije su pod ǌihovim mentor-
stvom odbranili: Jelena Bulatovi� (Spektralna analiza sluqajnih procesa dru-
gog reda sa neseparabilnim prostorima, 1975, mentor Z. Ivkovi�), Dragan Ban-
jevi� (Optimalni planovi za neke modele kontrole u teoriji pouzdanosti, 1976,
mentor S. Stojanovi�), Slobodan Jankovi� (Neergodiqki izvori u teoriji in-
formacija, 1979, mentor Z. Ivkovi�), Ratomir Pa�anin (Invarijantnost spek-
tralnog tipa sluqajnog procesa u odnosu na transformaciju vremena, 1980, men-
tor Z. Ivkovi�), Fuat Ritvanoli (Metod Hilbertovih prostora reprodukuju�ih
jezgara u ispitivaǌu spektralnog multipliciteta sluqajnog procesa, 1982, men-
tor Z. Ivkovi�), Predrag Peruniqi� (Nekonstantno rexetaǌe procesa ob-
navǉaǌa, 1984, mentor S. Stojanovi�), Slobodanka Jankovi� (Prilog teoriji
sumiraǌa i maksimuma sluqajnog broja sluqajnih promenǉivih, 1985, mentor S.
Stojanovi�), Pavle Mladenovi� (Oceǌivaǌe spektra stacionarnog niza, 1985,
mentor J. Malixi�), Blagota Luqi� (Vremenska analiza uopxtenih sluqaj-
nih procesa, 1985, mentor Z. Ivkovi�), ǈiǉana Petruxevski (Stohastiqki
procesi Ito u separabilnom prostoru (ekvivalentnost Wiener-ovom procesu),
1986, mentor Z. Ivkovi�), Tibor Pogaǌ (Singularni sluqajni procesi Pade-
aproksimacija i sredǌekvadratna konvergencija, 1986, mentor J. Malixi�), Zo-
ran Glixi� (Kvantilni procesi i ǌihova primena za testiraǌe statistiqkih
hipoteza, 1987, mentor Z. Ivkovi�), Svetlana Jankovi� (Neki iterativni pos-

142



tupci i graniqne teoreme u teoriji sluqajnih diferencijalnih jednaqina, 1987,
mentor Z. Ivkovi�, komentor J. Stojanov), Slobodanka Mitrovi� (Jedna klasa
sluqajnih procesa multipliciteta jedan, 1987, mentor Z. Ivkovi�), Dra�en
Panti� (Rexavaǌe jednaqina kretaǌa stohastiqkom simulacijom, 1988, mentor
Z. Ivkovi�), Biǉana Popovi� (Prognoze i ocene parametara ARMA serija sa
eksponencijalnim raspodelama, 1990, mentor J. Malixi�), Vesna Jevremovi�
(Statistiqka svojstva vremenskih serija sa eksponencijalnom marginalnom
raspodelom i mexavinama eksponencijalnih raspodela, 1991, mentor J. Mali-
xi�), Viktor Obuǉen (Teoreme kodiraǌa za neke nestacionarne kanale veze,
1997, mentor Z. Ivkovi�), Dragan �ori� (Statistiqka analiza modela vre-
menskih serija sa pragovima, 2002, mentor J. Malixi�).

Pod mentorstvom Dragana Baǌevi�a je Ranko Nedeǉkovi� odbranio dok-
torsku disertaciju Optimalni planovi preventivnih zamena u sistemima sa
nepotpunom kontrolom 1993. godine.

Po odbrani doktorske disertacije 1985. godine u rad sa doktorantima
se ukǉuquje Pavle Mladenovi�, a od 2008. godine i Slobodanka Jankovi�
po dolasku na Matematiqki fakultet. Pod mentorstvom Pavla Mladenovi�a
su odbranili doktorske disertacije: Sinixa Stamatovi� (Asimptotsko
ponaxaǌe procesa odre�enih statistikom sa vremenskim pomeraǌem, 1993), Jo-
van Vukmirovi� (O brzini konvergencije u graniqnim teoremama za ekstremne
vrednosti, 2010), Ivana Ili� (O oceǌivaǌu indeksa repa raspodele pomo�u
nekompletnih uzoraka, 2013), Jelena Jockovi� (Stohastiqki modeli preko-
raqeǌa visokog nivoa i problemi qekaǌa, 2013), Ehfayed Shneina (Ekstremne vred-
nosti u nizovima nezavisnih sluqajnih veliqina sa mexavinama raspodela, 2013),
Jelena Stanojevi� (Statistiqki problemi oceǌivaǌa koliqnika disperzija i
visokih kvantila raspodela, 2015), Milan Jovanovi� (Oceǌivaǌe parametra
pouzdanosti dvokomponentnog sistema, 2015), Bojana Miloxevi� (Asimptot-
ska svojstva neparametarskih testova na U-statistikama i V-statistikama
sa nedegenerisanim i slabo degenerisanim jezgrom, 2016, komentor J. Nikitin),
Lenka Glavax (Graniqne raspodele parcijalnih maksimuma ravnomernih AR(1)
procesa, 2016), Kristina Veǉkovi� (Kontrola kvaliteta pra�eǌem centralne
tendencije negausovih sluqajnih veliqina, 2016).

Pod mentorstvom Slobodanke Jankovi� su odbranili doktorske di-
sertacije Marko Obradovi� (Karakterizacije nekih raspodela i Bahadurova
asimptotska efikasnost testova saglasnosti, 2015, komentor J. Nikitin) i
Halima Elfaghihe (Konstrukcija i osobine kontrolnih kartica za stacionarne i
nekorelisane podatke, 2016).

Nastavnim planom od 2005. godine smer Verovatno�a i statistika dobija
nov naziv Statistika, finansijska i aktuarska matematika, koji u potpunosti
opisuje sfere interesovaǌa nastavnog kadra iz stohastike na Matematiqkom
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fakultetu. Naime, po prestanku rada Zorana Ivkovi�a i po odlasku nekih
ǌegovih mla�ih kolega i saradnika u inostranstvo, gde su mahom ostvarili
zavidne karijere, slabi interesovaǌe za bavǉeǌe sluqajnim procesima i sto-
hastiqkom analizom, dok se te�ixte pomera ka prouqavaǌu vremenskih serija,
teoriji ekstremnih vrednosti i ǌihovoj primeni u finansijskoj i aktuarskoj
matematici, xto se mo�e zakǉuqiti iz naziva doktorskih disertacija odbra-
ǌenih na Matematiqkom fakultetu posledǌih desetak godina.

Ovim izuqavaǌe teorije sluqajnih procesa nije zapostavǉeno u Srbiji,
jer su u drugim univerzitetskim centrima, pre svega u Nixu i Novom
Sadu, stasali timovi istra�ivaqa koji se uspexno bave ovom oblax�u. Na
Prirodno-matematiqkom fakultetu u Nixu prvenstveno se izuqavaju pro-
blemi egzistencije, jedinstvenosti, stabilnosti, analitiqkog i numeriqkog
rexavaǌa razliqitih tipova stohastiqkih diferencijalnih jednaqina, na
temeǉima koje je postavio jedan od autora ovog teksta, Svetlana Jankovi�,
posle odbrane svoje doktorske disertacije 1987. godine. Pod ǌenim men-
torstvom odbranile su doktorske disertacije Miǉana Jovanovi� (Pertur-
bovane stohastiqke diferencijalne jednaqine, 2002), Jasmina �or�evi� (Bek-
vard stohastiqke diferencijalne jednaqine sa perturbacijama, 2013), Biǉana
Tojtovska (Opxta stabilnost stohastiqkih neuronskih diferencijalnih jed-
naqina (neuronskih mre�a), 2014, odbraǌena na Univerzitetu �irilo i
Metodije u Skopǉu) i Gorica Pavlovi� (Opxti tip stabilnosti stohasti-
qkih funkcionalnih diferencijalnih jednaqina, 2014). Pod mentorstvom Miǉane
Jovanovi� doktorske disertacije su odbranile Marija Miloxevi� (Numeriqke
i analitiqke aproksimacije rexeǌa stohastiqkih diferencijalnih jednaqina,
2011), Maja Vasilova (Stohastiqki Gilpin-Ajala model kompeticije, 2012)
i Marija Krsti� (Uticaj Gausovog belog xuma na stabilnost nekih popula-
cionih i epidemioloxkih modela, 2013). Suxtinski, u ve�ini ovih disertacija
su klasiqni problemi teorije obiqnih diferencijalnih jednaqina, pre svega
egzistencija, jedinstvenost i stabilnost rexeǌa, pribli�no rexavaǌe, re-
xavaǌe pomo�u redova, numeriqko rexavaǌe, preneti u teoriju stohastiqkih
diferencijalnih jednaqina. Imaju�i u vidu da su obiqne diferencijalne jed-
naqine bile glavni predmet izuqavaǌa Mihaila Petrovi�a i ve�ine ǌegovih
doktoranata, potpuno je oqekivana pojmovna povezanost u genealoxkom stablu
ove grupe stohastiqara sa Prirodno-matematiqkog fakulteta u Nixu sa Mi-
hailom Petrovi�em, preko Tadije Pejovi�a i Zorana Ivkovi�a. Zbog aktuel-
nosti stohastiqkog modeliraǌa raznorodnih pojava u prirodnim i druxtvenim
naukama stohastiqkim diferencijalnim jednaqinama istog tipa, na primer u
medicini, ekologiji i ekonomiji, xto je direktna asocijacija na analogije
u matematiqkoj fenomenologiji Mihaila Petrovi�a, ne iznena�uje intereso-
vaǌe znaqajne grupe mla�ih istra�ivaqa za ovu oblast.
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Na Prirodno-matematiqkom fakultetu u Nixu stasao je i tim istra�i-
vaqa koji se prvenstveno bave prouqavaǌem vremenskih serija. Ovo prouqa-
vaǌe je zapoqela Biǉana Popovi� koja je mentor doktorskih disertacija
Miroslava Risti�a (Stacionarni uniformni autoregresivni procesi, 2002)
i Vladice Stojanovi�a (Vremenske serije kao nelinearni stohastiqki modeli,
2007), dok je Miroslav Risti� mentor doktorskih disertacija Bo�idara
Popovi�a (Neki modeli vremenskih serija sa marginalnom aproksimiranom beta
raspodelom, 2011), Aleksandra Nasti�a (Doprinos analizi vremenskih nizova
sa negativnim celobrojnim vrednostima generisanim geometrijskim brojaqkim
nizovima, 2012), Ane Mileti� Ili� (Vremenski nizovi sa nenegativnim celo-
brojnim vrednostima generisanih zavisnim brojaqkim nizovima, 2014), Predraga
Popovi�a (Modelovaǌe dvodimenzionalnih autoregresivnih vremenskih nizova sa
negativnim celobrojnim vrednostima, 2015) i Miodraga �or�evi�a (Doprinos
analizi vremenskih nizova sa celobrojnim vrednostima, 2016).

Na Prirodno-matematiqkom fakultetu u Kragujevcu je ǈiǉana Petrovi�
1988. godine odbranila doktorsku disertaciju Uzroqnost i markovsko svoj-
stvo pod mentorstvom Jovana Malixi�a. Bave�i se kontinuirano teorijom
uzroqnosti, ona je u svoj rad ukǉuqila mla�e saradnike i mentor je doktorskih
disertacija Dragane Vaǉarevi� (Statistiqka teorija uzroqnosti, stohasti-
qke diferencijalne jednaqine i martingalne reprezentacije, 2013) i Sla�ane
Dimitrijevi� (Statistiqka teorija uzroqnosti u neprekidnom sluqaju, 2013).

Uzroqnost, odnosno aktivitet uzroka je, pored analogija, fundamentalan
pojam u matematiqkoj fenomenologiji Mihaila Petrovi�a. Ovom pojmu je on
posvetio najve�i deo monografije Elementi matematiqke fenomenologije i
nekoliko qlanaka i rasprava. Xtavixe, o ǌemu je odr�ao pristupno preda-
vaǌe, tj. akademsku pristupnu besedu, O matematiqkoj teoriji aktivnosti
uzroka, pri proglaxeǌu za redovnog qlana Srpske kraǉevske akademije 4.
februara 1900. godine. Pod uzrokom on podrazumeva ,,svaki fenomen koji te�i
da meǌa kakvo staǌe ili da unosi perturbacije u kakav drugi fenomen, a
ǌegov aktivitet je ǌegova dinamiqka strana ... oliqena ... svojim smislom i
intenzitetom”. Jasno, pod intenzitetom uzroka se u terminima verovatno�e
podrazumeva verovatno�a doga�aja (uzroka). S obzirom na prethodna tri dok-
torata u kojima uzroqnost ima probilistiqki smisao, jasno je da je od Eleme-
nata do danas u matematiqkim naukama koje se bave pojmom uzroqnosti pre�en
ogroman razvojni put.

Grana matematiqkog genealoxkog stabla Mihaila Petrovi�a koja preko
Karamatine linije dovodi do izuqavaǌa stohastike posebno je znaqajna za
Prirodno-matematiqki fakultet u Novom Sadu. Karamatin student Bogoǉub
Stankovi� (1924–2018), a potom i ǌegov student i mla�i kolega Stevan
Pilipovi�, postigli su znaqajne rezultate u funkcionalnoj analizi, posebno
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u teoriji uopxtenih funkcija. Stevan Pilipovi� i ǌegovi saradnici ve�
du�e vreme intenzivno izuqavaju uopxtene stohastiqke procese sa primenama
na stohastiqke diferencijalne jednaqine. Neki od rezultata tih istra�iva-
ǌa su delovi doktorskih disertacija Zagorke Crvenkovi� Lozanov (Prilog
teoriji uopxtenih sluqajnih procesa, 1989, mentor S. Pilipovi�), Dore Se-
lexi (Uopxteni stohastiqki procesi u beskonaqnodimenzionalnim prostorima
sa primenama na singularne stohastiqke parcijalne diferencijalne jednaqine,
2007, mentor S. Pilipovi�) i Tijane Levajkovi� (Maliavenov raqun za haos
ekspanzije uopxtenih stohastiqkih procesa sa primenama u nekim klasama dife-
rencijalnih jednaqina, 2012, mentor D. Selexi), odbraǌene na Prirodno-
-matematiqkom fakultetu u Novom Sadu. Neke klase Karamatinih pravilno
promenǉivih funkcija su od fundamentalnog znaqaja u teoriji i primenama
vixe oblasti stohastike, na primer, u teoriji informacija, aktuarskoj mate-
matici, pre svega u teoriji rizika, teoriji masovnog opslu�ivaǌa i stati-
stiqkoj mehanici.

Pored stohastiqara koji se nalaze u ove dve grane genealoxkog stabla
Mihaila Petrovi�a, postoje i oni koji su posredno povezani sa ǌim. Takav
je sluqaj sa Milanom Merkleom koji je 1984. godine doktorirao na Depart-
manu za verovatno�u i statistiku Miqigenskog dr�avnog univerziteta, ali je
bio blizak saradnik Dragoslava Mitrinovi�a, jednog od najuspexnijih dok-
toranata Mihaila Petrovi�a.

Nauqni rad stohastiqara sa razliqitih fakulteta univerzitetskih cen-
tara u Srbiji jednim delom se odvijao, a i danas se odvija, na seminarima.
Tokom osamdesetih i u prvoj polovini devedesetih na Prirodno-matematiqkom
fakultetu u Beogradu je radio seminar pod nazivom Verovatno�a i primene ko-
jim su rukovodili Zoran Ivkovi� i Dragan Baǌevi�. Od 1996. godine seminar
meǌa naziv u Teorija verovatno�a i matematiqka statistika i od tada ǌime
rukovodi Pavle Mladenovi�. Pored toga, u Matematiqkom institutu SANU,
kao vode�oj instituciji koja okupǉa matematiqare u Srbiji, 1996. godine je
poqeo sa radom Seminar za stohastiku, kojim su naredne dve godine rukovodili
Slobodanka Jankovi� i Dra�en Panti�, a od 1998. do 2007. godine Slobo-
danka Jankovi� i Svetlana Jankovi�, posle qega je seminar prestao sa radom.
Na seminarima na Prirodno-matematiqkom fakultetu, kasnije na Matemati-
qkom fakultetu, i u Matematiqkom institutu predavaǌa su pored doma�ih,
dr�ali i mnogi priznati stohastiqari iz inostranstva. Tako je Zoran Pop-
Stojanovi� nekoliko posledǌih godina rada Seminara za stohastiku u Mate-
matiqkom institutu dr�ao blokove predavaǌa iz stohastiqke analize, xto se
veoma pozitivno odrazilo na nauqno usavrxavaǌe mla�ih uqesnika seminara.

Pored svojih redovnih anga�ovaǌa u nastavi i nauci, stohastiqari iz
svih univerzitetskih centara su uqestvovali u radu mnogih doma�ih i me�u-
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narodnih konferencija, simpozijuma i letǌih xkola, uspostavǉaju�i pritom
saradǌu sa stohastiqarima iz inostranstva, qesto preko projekata Mini-
starstva za nauku i me�unarodnih projekata.

Na osnovu matematiqkog genealoxkog stabla Mihaila Petrovi�a, preko
grana koje vode od Dragoǉuba Markovi�a i Tadije Pejovi�a, odnosno Jovana
Karamate, Bogoǉuba Stankovi�a i Stevana Pilipovi�a, mo�e se zakǉuqiti
da je pre�en veoma dug ali uspexan put u formiraǌu nauqnog kadra iz sto-
hastike i u razvoju probabilistiqke misli u Srbiji. Xtavixe, poxto je
sluqajnost prate�i fenomen skoro svih pojava u prirodnim i druxtvenim
naukama, stohastika je nezaobilazno prisutna u teoriji i primenama ovih
nauka. Zbog toga je logiqno oqekivati u narednim godinama intenzivan rast i
vixestruko granaǌe stohastiqke grane matematiqkog genealoxkog stabla Mi-
haila Petrovi�a.
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Svetlana Janković
Miljana Jovanović

THE STOCHASTIC BRANCH TO THE MATHEMATICAL GENEALOGICAL TREE
OF MIHAILO PETROVIĆ ALAS

S u m m a r y

Academician Mihailo Petrović Alas is a great Serbian mathematician and founder
of the Serbian School of Mathematics who played a crucial rule in the development of the
mathematical education and research, not only in Serbia, but in its neighborhood. The out-
standing creativity, inventivity and universality were the main characteristics of the scien-
tific work of Mihailo Petrović Alas. Although he was not directly interested in stochastics,
he indirectly influenced it through his doctorands, first of all through Dragoljub Marković,
Tadija Pejović and Jovan Karamata, and also through younger scientists who came after
them, in the development of Probability and Statistics in the university centers in Ser-
bia. The purpose of this paper is to review the stochastic genealogical branch of Mihailo
Petrović Alas, first of all through the branches of Tadija Pejović and Jovan Karamata, as
well as to present the scientific development of Probability and Statistics in Serbia through
received doctoral theses.
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MIHAILO PETROVI� ALAS I KRIPTOGRAFIJA

MIODRAG �IVKOVI�*

A p s t r a k t. – Prikazana je uloga Mihaila Petrovi�a u xifrantskoj
slu�bi na osnovu raspolo�ivih dokumenata o xkoli kriptografije, odnosno
opisa xifarskih sistema korix�enih u Kraǉevini Jugoslaviji.

Kǉuqne reqi: kriptografija, xifrovaǌe, dexifrovaǌe, dekriptiraǌe

1. Uvod
Kriptografija je nauka koja se bavi naqinima oquvaǌa tajnosti podataka,

a Petrovi� je u tome postigao velike rezultate. O ǌegovom bavǉeǌu krip-
tografijom nema mnogo pisanih tragova, xto se mo�e razumeti, s obzirom na
tajnovitost kojom je kriptografija okru�ena. Dragan Trifunovi� u kǌizi [1]
ka�e:

,,Jox poqetkom 20. veka Mihailo Petrovi�, kao matematiqar, koji je po-
znavao diskretnu matematiku i kombinatoriku, bavio se xifrovaǌem, odnosno
kriptografijom za diplomatsku i vojnu poxtu. Za Krfsku deklaraciju, sasta-
nak vo�a Kraǉevine Srbije, Kraǉevine Crne Gore, Hrvatske, Slavonije, Voj-
vodine iz Austrougarske, Nikola Paxi� je zahtevao od Mihaila Petrovi�a da
napravi xifre preko kojih �e te delegacije, dok rat jox traje, da se obavexta-
vaju, a da neprijateǉ ne dozna sadr�aj pisma-poruke. Tako je poqelo. Izme�u
dva rada Mihailo Petrovi� je u Generalxtabu, u Obavextajnom odeǉeǌu,
dr�ao qasove iz xifrovaǌa i vodio ovu slu�bu.

Mihailo Petrovi� je mobilisan u 73. godini kao potpukovnik i ti ofi-
ciri su imali zbeg u Sarajevu.”

Ponekad i obiqnim smrtnicima bude omogu�eno da steknu uvid u svet
posve�enih ǉudi koji se bave kriptografijom. Zanimǉiva slika o tome mo�e

* Matematiqki fakultet, Univerzitet u Beogradu, i-mejl: ezivkovm@matf.bg.ac.rs
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se na�i u filmu2 The Falcon and the Snowman �ona Xlezin
era. Bojsa, glavnog
junaka qovek iz obezbe�eǌa dovodi do vrata sa elektronskom xifrom3. On ima
xifru, a qovek iz obezbe�eǌa – ne. Unutra nailazi na saradnike posve�ene u
tajnu. Qiǌenica da u te prostorije imaju pristup samo oni utiqe na prirodan
naqin na ǌihovo ponaxaǌe: u texkoj kasi za tajne dokumente quvaju alkohol;
maxinu za seckaǌe dokumenata koriste kao mikser da smu�kaju koktel. Na-
ravno, pravila koja va�e za ǉude u ovakvom okru�eǌu pre svega podrazumevaju
strogu obavezu quvaǌa tajne. Mihailo Petrovi� Alas kao glavni kriptograf
imao je vrhunsku odgovornost za xifrantsku slu�bu.

1.1. Osnovni pojmovi
Uobiqajeni model xifrovane komunikacije ima tri uqesnika: poxiǉaoca

A, primaoca B i ,,prisluxkivaqa” C. Pre nego xto A poxaǉe poruku (jasni
tekst) M nameǌenu primaocu B, on je xifruje, primeǌuju�i na ǌu xifarsku
transformaciju FK sa kǉuqem K, i tako izraqunava xifrat FK(M). Izraqu-
nati xifrat on xaǉe primaocu B posredstvom javnog (nesigurnog) kanala.
Kada B primi xifrat, on ga dexifruje primenom inverzne transformacije
F−1K : M = F−1K (C). Tre�i uqesnik C prisluxkuje kanal veze, i tako dolazi do
xifrata C. Na osnovu toga on pokuxava da rekonstruixe poruku M . Uobiqa-
jena pretpostavka je da postupak (algoritam) xifrovaǌa – transformaciju F
znaju svi, A, B i C, ali da kǉuq K znaju samo A i B. Dakle, C ho�e da proqita
(dekriptira) poruku, iako ne zna kǉuq K. ǋegova osnovna ideja je da isproba
sve mogu�e kǉuqeve. Zbog toga svi xifarski sistemi koji pretenduju na to da
budu sigurni, imaju astronomski veliki broj mogu�ih kǉuqeva. Dekriptiraǌe
proveravaǌem svih mogu�ih kǉuqeva je ponekad mogu�e, i za takve potrebe C
obiqno ima na raspolagaǌu izuzetno mo�ne raqunare.

Od davnina kriptografiju primeǌuju posebno vojska, diplomatija. U
danaxǌe vreme su oblasti primene jako raxirene, izme�u ostalog i za in-
ternet stvari (Internet of Things).

1.2. Primeri xifri iz najnovije istorije
Sa xiframa se mora pa�ǉivo rukovati. Izme�u ostalog, to je razlog

zaxto se o (pravim) xiframa malo zna. Neki od primera koji pokazuju da po-
stoje izuzeci od ovog pravila su xifre o kojima se iz raznih razloga ponexto
saznalo, kao xto su

• Enigma i druge nemaqke i japanske xifre iz Drugog svetskog rata,
• naxi ure�aji za xifrovaǌe korix�eni u ratu u Bosni,

2 https://en.wikipedia.org/wiki/The Falcon and the Snowman
3 https://www.youtube.com/watch?v=YzzeMDJ4lvk, pogledati deo koji poqiǌe od 4:20
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• xifarski sistemi Kraǉevine Jugoslavije koje je smislio Mihailo
Petrovi� Alas.

Zanimǉivo je da se podaci o naxim kripto ure�ajima mogu na�i u holand-
skom muzeju kriptografije.4 Ure�aj za xifrovaǌe govora KzU-63 igrao je
znaqajnu ulogu u ,,jugoslovenskim ratovima” (1991–2001) u toku kojih je ko-
rix�en za zaxtitu nekih va�nih radio komunikacija. Skra�enica KzU nastala
je od Kripto-zaxtitni ure�aj. Za razliku od prethodnog, nesigurnog skrem-
blera KzU-61, ure�aj KzU-63 obezbe�ivao je sigurno xifrovaǌe digitalizo-
vanog govornog signala5.

Ure�aj KzU-42 slu�i za ruqno xifrovaǌe ili dexifrovaǌe poruka u
lokalu, posle qega bi te poruke bile prenoxene kurirom, Morzeovom azbukom,
teleprinterom ili glasom pomo�u radio ure�aja ili telefona. Korix�en je
u JNA6.

Hrvatska vojska koristila je ameriqki ure�aj, skrembler KY-189 7, kao i
xvajcarski ure�aj HC-5205 CRYPTOMATIC Electronic Message Unit za prenoxeǌe
poruka sa ugra�enim xifrovaǌem (razvijen u Crypto AG u Cugu oko 1988. go-
dine).8

O ovim naxim ure�ajima mo�e se na�i i u zapisnicima Haxkog tri-
bunala, posebno u svedoqeǌu Ne�a Blagojevi�a zadu�enog za veze u Vojsci
Republike Srpske (1992–1997).9

2. Xifarska slu�ba u Kraǉevini Jugoslaviji – xkola krip-
tografije
Serija dokumenata [2] slu�ila je za obuku xifranata, odnosno razbijaqa

xifri. Prikaza�emo ukratko neke delove prve dve od ovih svezaka.

2.1. Kriptografija – opxti pojmovi
Ova sveska nudi uvod u kriptografiju. Uvode se osnovni pojmovi, na naqin

karakteristiqan za ono vreme. Ilustrova�emo to sa nekoliko karakteristiq-
nih pasusa.

4 http://www.cryptomuseum.com
5 http://www.cryptomuseum.com/crypto/yugo/kzu63/img/302088/026/full.jpg
6 http://www.cryptomuseum.com/crypto/yugo/kzu42/img/302210/028/small.jpg
7 http://www.cryptomuseum.com/crypto/usa/ky189/img/ky189 controls.png
8 http://www.cryptomuseum.com/crypto/hagelin/hc5205/img/302206/009/small.jpg
9 International Criminal Tribunal for the Former Yugoslavia. Case IT-05-88-T. Prosecutor ver-

sus Vujadin Popovic et al. 17 June 2008 (Transcript). http://www.icty.org/x/cases/popovic/trans/en/
080617IT.htm
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Suxtina tajne prepiske vidi se iz samoga ǌenoga naziva. Drugim reqima,
ako dve osobe ho�e i �ele da jedno drugom nexto jave, saopxte ili poruqe, a da
to ostane tajna za svakog drugog, oni �e me�usobno morati utvrditi i naqin
kojim �e se poslu�iti, te da to ostane apsolutna tajna za ostale.

�eǉa, a vrlo qesto i preka potreba tre�eg lica da u tu�u tajnu po svaku
cenu prodre, natera�e ga da upotrebi sva mogu�a i nemogu�a sredstva, dok u ovom
na bilo koji naqin ne uspe, o qemu �e biti govora docnije.

U sluqaju da tajna prepiska do�e u ruke nenadle�nog lica, zaxto se on
istom ne mo�e koristiti? U qemu se sastoji ta tajna? U ugovorenom kǉuqu
izme�u dve strane, i sve dotle, dok se ne do�e do kǉuqa, tajnu prepisku je vrlo
texko, ali ne i nemogu�e odgonetati.

U nastavku se izla�u va�ni pojmovi i ǌihove definicije:

• Kriptografija, nauka o tajnom pisaǌu
• Kriptograf – qovek koji se praktiqno bavi ovom naukom; takvi se
ǉudi zovu jox: xifreri i dexifreri. ǋihov se rad naziva:
xifrovaǌe i dexifrovaǌe.

• Kriptogram-xifra, je rezultat krajǌega rada xifrera. Drugim
reqima – xifra-kriptogram je skrivenost pravog – jasnog teksta
izvesnim ugovorenim znacima, koji za nepozvana lica qine – tajnu.

Va�an deo uputstva qine pravila ,,rukovaǌa sa tajnim sredstvima”.
Nabrojane su mere opreza, izme�u ostalog

• pre samog xifrovaǌa treba nastojati da se nepozvana lica odstrane
pa i onda, kad je req o prijateǉskoj osobi ili qlanu porodice;

• kod dexifrovaǌa se moraju preduzeti iste mere sigurnosti kao i kod
xifrovaǌa.

2.2. Xifra proste zamene i ǌeno dekriptiraǌe
U Svesci br. 1 opisan je osnovni naqin xifrovaǌa, prosta zamena sastoji

se od ,,zamene slova ili brojeva neqim drugim”. Kod proste zamene, na primer,
koristi se fiksirana tabela u kojoj se u prvom redu nalaze sva slova alfabeta
(,,normalan alfabet”), a u drugom redu sva slova alfabeta, ali izmeǌenim
redosledom (,,alfabet zamene”). Jednostavan primer takve tabele je slede�i:
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A B V G D � E � Z I normalan alfabet

ǋ O P R S T � U F H alfabet zamene

J K L ǈ M N ǋ O P R normalan alfabet

C Q � X A B V G D � alfabet zamene

S T � U F H C Q � X normalan alfabet

E � Z I J K L ǈ M N alfabet zamene

Primer 11. Xifrovaǌem poruke
,,veqeras polazim doqekaj me”
dobija se xifrat
,,p�ǉ��ǌe dg
ǌfha sgǉ�qǌc a�”.

Navedena tabela nije karakteristiqna za opxti sluqaj, jer je u ǌoj al-
fabet zamene dobijen cikliqkom permutacijom normalnog alfabeta. U opxtem
sluqaju primeǌuje se proizvoǉna permutacija normalnog alfabeta. Za dekrip-
tiraǌe (,,dexifrovaǌe” je izraz koji se u sveskama koristi i kada se zna, i
kada se ne zna kǉuq) koristi se histogram frekvencija slova, odnosno qi-
ǌenica da su proseqne uqestanosti pojavǉivaǌa pojedinih slova u tekstu na
svakom, pa i naxem jeziku pribli�no proporcionalne du�ini teksta. Te uqe-
stanosti dakle karakterixu nax jezik. U tekstu od 10000 slova ukupno oko 8500
slova je neko od slova iz slede�e tabele, u kojoj su prikazane i uqestanosti
pojavǉivaǌa tih slova.

A 1159 N 517 U 393 K 343

O 980 T 480 D 381 P 311

I 881 S 476 M 363 L 273

E 862 R 470 V 357 J 268

U nastavku se detaǉno navode ostale osobine naxeg jezika – slova koja
prethode ili sleduju nekom drugom slovu, posebno za samoglasnike i sugla-
snike; uqestanosti parova slova (bigrama), itd.

Termin te�ixte svake xifre odnosi se na va�ne reqi koje se mogu oqeki-
vati u otvorenom tekstu. Ove reqi olakxavaju dekriptiraǌe.

Ako se u vremenu rata uhvati neka vojna xifra, prirodno je, da u ǌoj treba
tra�iti element, koji je u neposrednoj vezi sa ratom. Ti elementi su qisto
vojniqke i ratne prirode i treba ih tra�iti u reqima vojne terminologije kao:
neprijateǉ, korpus, armija, divizija, artiǉerija, pexadija, puk, bataǉon, napad,
municija, komora, popuna itd.
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Ili pak, ako se tiqe neke mirnodopske diplomatske xifre, prirodno je, da
se u ǌoj ne�e tra�iti gorǌi elementi, ve� neki sasvim drugi kao: vlada, mini-
star, nota, kriza, protest, predsednik, ve�ina, opozicija, ili imena va�nijih
politiqkih liqnosti, zemaǉa, aktuelni doga�aji itd., a xto se sve mo�e za-
kǉuqiti iz dnevne xtampe pojedinih zemaǉa.

Za rad na dekriptiraǌu xifrata koristi se termin kriptografska
studija. Organizacija rada prilikom kriptografske studije prema uputstvu
sastoji se od tri faze:

• prve faze: brojaǌa slova, bigrama; uoqavaǌe ponavǉaǌa u xifratu;
iz tablice bigrama se mo�e sa mnogo verovatno�e re�i koje slovo
xifre predstavǉa samoglasnik, a koje suglasnik ...

• druge faze: tumaqeǌa rezultata iz prve faze;
• tre�e faze: iznala�eǌa (po smislu) slova, slogova, reqi i odlomaka
reqi koje se nisu mogle ustanoviti u drugoj fazi.

Ova uputstva za dekriptiraǌe propra�ena su konkretnim zadacima – ve�-
baǌima.

Ostale sveske iz ove serije odnose se na analizu drugih, komplikovanijih
sistema xifrovaǌa.

3. Xifarski sistemi Kraǉevine Jugoslavije
Zanimǉivo je da su saquvani opisi xifarskih sistema korix�eni u Kra-

ǉevini Jugoslaviji. Sistemi 1a, 1b, 2a, 2b, 3a, 4a, 5, 6a, 6b, 7a, 7b, 8, 9, 10a,
10b, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18 opisani su u posebnim xtampanim dokumen-
tima [3].

3.1. Xifarski sistem 1a
Pribor za xifrovaǌe qine tri reglete (trake) sa ispisanim nizom slova.

Plava (oznaqena sa X) i crvena (oznaqena sa D) su sa ispreturanom azbukom,
a sredǌa, bela je sa normalnom azbukom. Trake su nepomiqne i ispisane za-
jedno jedna ispod druge u obliku tablice. Iznad plave reglete nalaze se redom
ispisani brojevi od 1 do 30 koji daju redni broj slova normalne azbuke. Takvih
tablica ima 30 i svaka je numerisana jednim slovom azbuke.

Drugim reqima, koristi se 30 tablica sa prostom zamenom, pri qemu se
uz svaku permutaciju X (plavu) azbuke zajedno sa ǌom nalazi i ǌena inverzna
permutacija D (crvena). Kao primer navode se tri tablice, oznaqene slovima
P, F i O.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 P

k m u a z � n h � u q j i f e X

a b v g d � e � z i j k l ǉ m

g q ǌ p s x m � d l k a u r b D

16 17 18 18 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 P

s v r g ǉ d x ǌ l t p 
 b o � X

n ǌ o p r s t � u f h c q 
 x

e � 
 h o n f z v ǉ � i j u t D

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 F

z o r ǉ x k s n � f i m t d u X

a b v g d � e � z i j k l ǉ m

u 
 s r ǉ o f z a j q � q g k D

16 17 18 18 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 F

h l � 
 g v p c a s � q j b ǌ X

n ǌ o p r s t � u f h c q 
 x

� x b t v s l h m i n � c p d D

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 O

l ǌ � v u 
 � f o m b s � x t X

a b v g d � e � z i j k l ǉ m

c j g 
 t l a n ǌ f g x h r i D

16 17 18 18 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 O

� z r c ǉ n d q h i l a j g k X

n ǌ o p r s t � u f h c q 
 x

s b z v o k m e d � u p � � l D

Postupak xifrovaǌa poqiǌe time xto xifrer ispred jasnog teksta stavǉa
proizvoǉno DVA slova, na primer pi. Prvo slovo je redni broj tablice koja
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se koristi, a drugo svojim rednim brojem kazuje broj slova grupe koja �e se
xifrovati po toj tablici. Poxto je ovih deset slova xifrovao, stavǉa ponovo
dva proizvoǉna slova, na primer fe i narednu grupu od 7 slova (jer je 7 redni
broj slova e) xifruje po tabeli f itd.

Pri zavrxetku jasnog teksta, kad ostane nekoliko slova, na primer 12,
onda kao drugo slovo uzeti 12-to slovo, tj. slovo k.

Samo xifrovaǌe pojedinih grupa vrxi se tako xto se slovo jasnog teksta
tra�i na sredǌoj, beloj regleti i zameǌuje naizmeniqno odgovaraju�im slovom
prvo sa plave reglete, drugo sa crvene, tre�e sa plave itd.

Primer 12. Jasan tekst NEPRIJATEǈ JE U POVLAQEǋU mo�e se xifrovati
na slede�i naqin.

Numera tablice Broj slova grupe

p i n e p r i j a t e ǉ

s m g o c k k f n r

f e j e u p o v l

i f a t � s t

o d a q e ǌ u

s � � b h

Dobijeni xifrovan tekst je pismgockkfnrfeifat�stods��bh.

Postupak dexifrovaǌa je sliqan. Slova xifre tra�e se na beloj regleti
i naizmeniqno zameǌuju odgovaraju�im slovima prvo sa crvene reglete, drugo
sa plave, tre�e sa crvene itd.

Zapa�a se da sam xifrer bira koje �e tablice da koristi. U uputstvu
se ka�e da se ǌemu mo�e dati neki podskup tablica. Od ǌega se oqekuje da
nepravilno meǌa broj slova u grupama.

Za Sistem 1a sa latinicom koriste se 22 tablice numerisane slovima od
a do z.

Zanimǉiv detaǉ je da je na margini teksta uz primer otisnut peqat sa
natpisom

MINISTARSTVO VOJSKE I MORNARICE
Kraǉevine Jugoslavije

3.2. Xifarski sistem 1b
Sistem 1b koristi sliqan sistem tablica sa tri reglete: plavom i cr-

venom sa ispreturanom azbukom i belom sa normalnom azbukom.
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Naroqitim kǉuqem u binarnoj azbuci od dva znaka, plavog i crvenog,
odre�uje se redosled kojim �e se upotrebǉavati plava, odnosno crvena re-
gleta. Taj kǉuq se dostavǉa na jedan od qetiri naqina i ostaje isti za celu
depexu.

I naqin U posebnim tablicama napisani su jedan ispod drugog 30 kǉuqeva koji
su numerisani redom slovima azbuke. Kǉuq se dostavǉa tako xto se slovo
koje ga odre�uje stavi kao indikator ispred xifrovanog teksta.

II naqin Za dostavǉaǌe kǉuqeva mo�e se uzeti tekst jedne ugovorene kǌige
koja ima najmaǌe 30 strana. Prvo slovo xifrovanog teksta je indikator,
koji svojim rednim brojem odre�uje stranu kǌige. Poqev od prvog slova
oznaqene strane latiniqne kǌige ispisuje se binarni kǉuq (plavo, crveno,
odnosno ·, −) na taj naqin xto se ispod svakog samoglasnika stavi plavo
ili ·, a umesto svakog suglasnika crveno ili − (xifrer sam bira naqin
oznaqavaǌa).

III naqin Ispred xifre stavǉa se indikator od pet slova. Ta slova ispisana
Morzeovom azbukom daju binarni niz (·, −, odnosno plava, crvena crta)
koji se koristi kao kǉuq. Na primer, kǉuqu Girfo odgovara niz

− − · (g), · · (i), · − · (r), · · − · (f), − − − (o).

IV naqin Datum i mesec na depexama ne xifrovati, ve� ga na depexe jasno
napisati. Datum preveden na Morzeovu azbuku daje binarni niz kǉuqa
(plavo, crveno, odnosno ·, −). Na primer, datum 3. mart 1940. odre�uje
kǉuq

· · · − − (3), − − (m), · − (a), · − · (r), − (t).

Postupak xifrovaǌa poqiǌe podvlaqeǌem jasnog teksta crvenim ili
plavim crtama, odnosno sa · ili −. Ako se kǉuq iscrpi, ponavǉa se istim
redom do kraja teksta. Svako slovo jasnog teksta tra�i se na sredǌoj beloj
regleti tablice oznaqene sa X i zameǌuje se (xifruje) odgovaraju�im slovom
crvene, odnosno plave reglete prema tome kojom je bojom slovo podvuqeno. Is-
pred xifrovanog teksta stavǉa se indikator kǉuqa, qiji broj slova zavisi od
izabranog naqina dostavǉaǌa kǉuqa.

Primer 13. Poruka ,,Neprijateǉ je u povlaqeǌu” se xifruje kǉuqem b na prvi
naqin. Elementi binarnog kǉuqa su u tabeli oznaqeni slovom c (crvena boja) ili
p (plava boja).

b

N e p r i j a t e ǉ j e u p o v l a q e ǌ u

c p p c p c p p c p p c c p c c p p c c c p

p ǉ n � p b z e t e b t b n d j t z r t v k

157



Poxto se doda indikator b, dobija se xifrovani tekst (podeǉen u grupe po
pet slova)

bpǉn� pbzet ebtbn �tzr tvk

3.3. Xifarski sistemi 6a
Ne koristi se nikakav poseban pribor. Datum daje kǉuq. Datum se ne

xifruje, ve� se na depexi jasno ispixe. Dan i mesec datuma se ispixu
Morzeovom azbukom i tako dobijenim nizom Morzeovih znakova ispodvlaqe se
slova jasnog teksta, i to: taqkom dva, a crtom tri slova. Kad se kǉuq iscrpi,
on se ponavǉa do kraja depexe.

U toku xifrovaǌa slova oznaqena taqkom xifruju se tako da se prvo
slovo zameni prethodnim, a drugo narednim slovom normalne azbuke. Slova
oznaqena crtom xifrovati ovako: prvo slovo zameniti prethodnim, drugo ne
xifrovati, a tre�e zameniti narednim slovom normalne azbuke. Ako se tekst
zavrxava sa jednim slovom podvuqenim crtom, ono se zameǌuje prethodnim
slovom; ako se tekst zavrxava sa dva slova podvuqena crtom, prvo se zameǌuje
prethodnim, a drugo narednim slovom.

Primer 14. Potrebno je xifrovati jasan tekst
23 mart 1940

Neprijateǉske trupe se povlaqe
Kǉuq se formira na osnovu datuma iz jasnog teksta:

2 3 m a r t

· · − − − · · · − − − − · − · − · −

Postupak xifrovaǌa prikazuje slede�a tabela:

N e p r i j a t e ǉ s k e

· · − − −

m � o s z j b s e m r k �

t r u p e s e p o v l a q e

· · · − − −

s i � r 
 t 
 p p b l b c �

Prema tome, xifrat poruke je
23 mart 1940

m�osz jbsem rk�si �r
t
 ppblb c�
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Zapa�a se da ovaj postupak nije siguran, jer se kǉuq – datum ispisuje na
depexi. Neko ko neovlax�eno do�e do depexe mo�e da je bez problema proqita
ako zna za primeǌeni sistem, jer se kǉuq za dexifrovaǌe mo�e rekonstruisati
na osnovu poruke koja mu je u rukama.

4. Zakǉuqak
Mihailo Petrovi� imao je znaqajnu ulogu u xifarskoj slu�bi u Kra-

ǉevini Jugoslaviji. Xifarski sistemi koje je kreirao su zanimǉivi imaju�i
na umu vreme u kom su nastali. Neke varijante usaglaxavaǌa kǉuqa izme�u
poxiǉaoca i primaoca xifrovane poruke su bili problematiqni.

Zahvalnica. Zahvaǉujem se profesoru �arku Mijajlovi�u za pomo� prilikom
nabavke [2, 3].

Rad je podr�an od strane Ministarstva obrazovaǌa, nauke i tehnoloxkog
razvoja, projekat 174021.
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Miodrag Živković

MIHAILO PETROVIĆ AND CRYPTOGRAPHY

S u m m a r y

The role of Mihailo Petrović in cryptographic service of Kingdom of Yugoslavia
is presented, based on documents about school of cryptography and on descriptions of
cryptographic systems.
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OD BEOGRADSKE XKOLE MIHAJLA PETROVI�A
ALASA DO SARAJEVSKE XKOLE ANALIZE

MIRJANA VUKOVI�*

A p s t r a k t. – Nakon kra�eg osvrta na Mihajla Petrovi�a Alasa, osni-
vaqa u svijetu poznate Beogradske xkole matematike, govori�u o Sarajevskoj
xkoli analize koja je izrasla iz Beogradske xkole, a koju su qinili beograd-
ski studenti Vera Popovi� (udata Xnajder) – prva �ena matematiqar u BiH
koja je ujedno bila i autor prvog nauqnog rada kojeg je objavio autor ro�en
na prostorima BiH u Kontrandiju (Comptes Rendus) Francuske akademije nauka
u Parizu (1931), akademik Mahmut Bajraktarevi�, prvi doktor matematiqkih
nauka iz BiH, koji je doktorirao na pariskoj Sorboni (Sorbonne) 1953, pro-
fesori Xefkija Raǉevi�, Milenko Xtekovi�, akademik Branislav Marti� i,
posebno, akademik Manojlo Maravi�, koji je, po zavrxetku Drugog svjetskog rata
i studija matematike, akademsku karijeru zapoqeo kao prvi asistent na Matema-
tiqkom institutu SAN i asistent Jovana Karamate na Prirodno-matematiqkom
fakultetu u Beogradu, po kojem sam i ja, kao ǌegova doktorantica, potomak Beo-
gradske xkole matematike.

Kǉuqne reqi: Beogradska xkola matematike, Sarajevska xkola matematike

O akademiku Mihajlu Petrovi�u Alasu, osnivaqu Beogradske xkole ma-
tematike se pisalo mnogo, kako o ǌegovim matematiqkim rezultatima, ǌegovim
putopisima i filozofskim raspravama i esejima, tako i o ǌegovom ribareǌu,
ǌegovom orkestru i boemskom �ivotu. Ovdje �emo spomenuti samo neke od mo-
menata znaqajnih za razvoj matematike u Beogradu i Srbiji, u kojim je on
odigrao kǉuqnu ulogu.

* Autorka pripada vertikali Beogradske matematiqke xkole kao doktorandica akademika
Manojla Maravi�a, doktorirala 1979. Akademija nauka i umjetnosti Bosne i Hercegovine, i-
mejl: mvukovic@anubih.ba, mvukovic@anubih.ba
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U prvoj polovini proxlog vijeka, pred izbijaǌe Prvog svjetskog rata,
1905. godine osnovan je Beogradski univerzitet u qijem osnivaǌu su va�nu
ulogu imali Mihajlo Petrovi� Alas i Bogdan Gavrilovi�, kao i u organi-
zovaǌu Matematiqkog seminara koji je poqeo sa radom 1896. godine. Zatim,
na Beogradski univerzitet, dolazi Milutin Milankovi� i ve� 1912. i 1913.
godine, na Univerzitetu, kre�u odbrane prvih doktorata. Tako rad Mihajla
Petrovi�a polako prerasta u pravu xkolu matematike, koja �e dovesti do
stvaraǌa quvene Beogradske xkole matematike. Zahvaǉuju�i ǌemu u Beograd
sti�e duh francuske xkole, koja je, uz ǌemaqku, u to vrijeme, bila najznaqaj-
nija xkola matematike u Evropi, xto �e biti od posebnog znaqaja za razvoj
matematiqkih nauka i ukǉuqivaǌe Beograda u evropske centre nauke.

O znaqaju i doprinosu Mihajla Petrovi�a za razvoj matematike su osta-
vili zapise skoro svi ǌegovi uqenici, ali najdragocjeniji su oni koje su
pisali ǌegovi prijateǉi poput Milutina Milankovi�a, jednog od najznaqaj-
nijih srpskih nauqnika. Zahvaǉuju�i tim zabiǉexkama, Mihajlo Petrovi�
Alas je predstavǉen kao ikona Beograda.

U qlanku �u govoriti, najprije, o znaqaju Mihajla Petrovi�a Alasa
i Beogradske xkole matematike za nastanak Sarajevske xkole matematike,
posebno xkole matematiqke analize. O tome se malo govorilo, tako da se skoro
ni ne zna da je u ǌenom nastanku bitnu ulogu odigrala Beogradska xkola i da
je Mihajlo Petrovi� Alas bio uqiteǉ prvih matematiqara iz Bosne i Herce-
govine (BiH), kao i da je ve�ina prvih bosanskohercegovaqkih matematiqara,
preko linije matematiqkog genealoxkog stabla J. Karamate i V. Avakumovi�a
izraslo iz stabla Mihajla Petrovi�a.

Dok su budu�i ǉekari, slikari i ini iz BiH, odlazili na studije u Beq
i Prag, matematiqari su se xkolovali u Beogradu, jer ni jedan od pomenutih
centara nije bio puno boǉi, a Beograd je bio bli�i.

Prvi profesori matematike na Sarajevskom univerzitetu bili su stu-
denti Beogradskog univerziteta: Vera Popovi� (udato Xnajder) (1904), za-
tim Mahmut Bajraktarevi� i Xefkija Raǉevi� (1909), Milenko Xtekovi�
(1915), ro�eni u BiH i Manojlo Maravi� (1919) i Branislav Marti� (1923)
rodom iz Hrvatske, odnosno Srbije.

Recimo da su oni, u pravom smislu, bili sǉedbenici Beogradske xkole.
Kroz svoj struqno i pedagoxki obavǉan nastavniqki rad, davali su vrlo znaqa-
jan dugogodixǌi, pionirski doprinos razvoju obrazovaǌa, kako visokog, tako i
osnovnog i sredǌeg, anga�ovaǌem na izradi planova i programa xkola, recen-
ziraǌem u
benika i preporuqivaǌem najboǉih, a pokretaǌem postdiplomskog
studija obrazovane su i odgajane generacije mladih matematiqara, xto je bilo
od posebnog znaqaja za razvoj nauke u BiH.
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Prof. Vera Popovi� Xnajder (Reǉevo 1904 – Sarajevo 1976)
– prva �ena matematiqar

Svoju priqu zapoqe�u priqom o Veri Popovi�, mladoj
djevojci koja �e, iako je, u to vrijeme, bila prava rijetkost
da se �enska djeca xkoluju, prva krenuti na studij mate-
matike u Beograd i tako postati prva profesorica mate-
matike u BiH, ali ne samo zbog toga, nego i zato xto je u
Sarajevo prenijela duh Beogradske xkole, a zatim odigrala
bitnu ulogu u pokretaǌu studija matematike u Sarajevu i

stvaraǌu Sarajevske xkole matematike, o kojoj �emo kasnije re�i nexto vixe.
Vera Popovi� je ro�ena u Reǉevu kod Sarajeva, gdje se, u to vrijeme,

nalazila pravoslavna Bogoslovija, na qijem qelu se, kao rektor, nalazio ǌen
otac. Poticala je iz ugledne porodice u kojoj je postojala tradicija do-
brog obrazovaǌa, a koja je bila dobrostoje�a, tako da ju je mogla poslati
na studij u Beograd. Odmah po zavrxetku Klasiqne gimnazije u Sarajevu,
xkolske 1922/23. godine, Vera Popovi� upisuje, na Filozofskom fakultetu
u Beogradu, studij matematike, grupa: primjeǌena matematika, teorijska ma-
tematika i eksperimentalna fizika. Po zavrxetku studija, kratko radi kao
profesor �enske gimnazije u Sarajevu, a zatim, kao jedan od najboǉih stude-
nata generacije, dobija stipendiju Francuske vlade i odlazi, u Pariz, na In-
stitut ,,Anri Poenkare” (Henri Poincaré, 1929), iako je imala preporuku, dvojice
velikana Beogradske xkole: Milutina Milankovi�a i Antona Bilimovi�a, za
rad na doktorskoj disertaciji u ǋemaqkoj.

Tokom boravka u Parizu Vera Xnajder uqestvuje u radu Nauqnog Semi-
nara, ali radi i u Laboratoriju Instituta. Poxto se istakla u Seminaru, do-
bija ponudu za rad u svojstvu honorarnog saradnika u Laboratoriju za hidro-
dinamiku na Sorboni (Université Paris IV – Sorbonne), koju ona prihvata. Posebno
je znaqajno istaknuti da, u toku studijskog boravka u Parizu, Vera Xnajder
objavǉuje, u ,,Komptrandiju” (Comptes Rendus) – nauqnom qasopisu Francuske
akademije nauka, svoj prvi nauqni rad (1931), koji je ujedno bio i prvi nauqni
rad u oblasti matematike kojeg je objavio autor ro�en u BiH.

Postoji dokument, iz kog se vidi da je Veri Popovi� nu�en i anga�-
man u Ministarstvu vazduhoplovstva Francuske, ali, naxa Marija Kiri (Marie
Curie), i pored postignutih uspjeha, odluquje da se vrati u Sarajevo (1932),
gdje je qeka Marsel Xnajder.2

2 Profesor filozofije i matematike i jedan od prvih doktora filozofije u BiH; kao
Jevrej i istaknuti intelektualac ǉeviqar posta�e jedna od prvih ustaxkih �rtava, qiji grob
nije nikada prona�en.
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Godine 1950, Vera Xnajder uqestvuje u osnivaǌu Filozofskog fakulteta
u Sarajevu, posebno u stvaraǌu i organizovaǌu Katedre za matematiku koja
1960. godine prerasta u Odsjek za matematiku Prirodno-matematiqkog fakul-
teta. Xkolske 1950/51. godine, je prvi put organizovan studij matematike u
BiH, a 1951/52. Vera Xnajder je izabrana za dekana Filozofskog fakulteta u
Sarajevu i tako uxla u istoriju kao prva �ena dekan, ne samo jednog od prvih
bosanskohercegovaqkih fakulteta, nego i jednog jugoslovenskog fakulteta.

Rat i duboka liqna tragedija, koja ju je zadesila, hapxeǌem i ubistvom
supruga Marsela, loxe zdravstveno staǌe, brojne obaveze i brige o maloj
k�erki, majci i bratu, sprijeqili su Veru Xnajder, da se vrati u Pariz
i produ�i rad na svom doktoratu. Ali, ona, misle�i na dobrobit Fakulteta,
u Pariz, na Sorbonu, xaǉe kolegu Mahmuta Bajraktarevi�a.

Nexto kasnije �e obezbijediti po jednu stipendiju za Moskovski dr�avni
univerzitet Lomonosov, na koji �e poslati Fikreta Vajzovi�a, jednog od naj-
boǉih uqenika Svetozara Kurepe i, za Univerzitet u Getingenu (Göttingen) –
za koji se vezuje quvena algebarska xkola Emi Neter (Amalie Emmy Nöther),
na koji xaǉe Veselina Peri�a – zagrebaqkog uqenika �ure Kurepe, koji, na
jugoslovenske prostore, prvi donosi modernu algebru. Svetrojica pomenutih
matematiqara �e kasnije postati okosnica Odsjeka za matematiku, kao i mate-
matike u BiH.

Na Katedri za matematiku, kasnije Odsjeku za matematiku, Vera Xnajder
je predavala Diferencijalnu geometriju i Racionalnu mehaniku, a povremeno,
naroqito prvih godina, i Linearnu algebru i Uvod u algebru.

U svom nauqnom radu Vera Xnajder se bavila Rimanovom i Finslerovom
geometrijom u racionalnoj mehanici, daju�i integralnim principima racio-
nalne mehanike geometrijsku interpretaciju.

Ipak, ǌena najve�a zasluga je bila da je, u Sarajevo, donijela duh beo-
gradske matematike, a kasnije i francuske i odigrala bitnu ulogu u formi-
raǌu, prvo Katedre, a zatim Odsjeka za matematiku i pokretaǌu studija ma-
tematike, kao i xkolovaǌu univerzitetskog nastavno-nauqnog kadra. Tako, za-
hvaǉuju�i ǌoj, Sarajevo hvata korak s jugoslovenskim centrima.

Akademik Mahmut Bajraktarevi� (Sarajevo 1909 – Bugojno 1985)
– prvi doktor matematiqkih nauka

Osnovnu xkolu i gimnaziju Mahmut Bajraktarevi�
je zavrxio u Sarajevu. Nakon mature 1929. godine upi-
sao se na studij matematike, na Filozofskom fakultetu
u Beogradu, i to na prvoj grupi predmeta: matematika,
racionalna mehanika s teorijskom fizikom i eksperimen-
talna fizika. Diplomirao je 1933. godine, a doktorat mate-
matiqkih nauka stekao 1953. godine, na Sorboni s diserta-
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cijom: ,,Sur certaines suites itérés” (O nekim iterativnim nizovima), pod rukovod-
stvom �ana Favara (Jean Favard). Tako je postao prvi doktor matematiqkih
nauka u BiH.

Od 1934. godine do rata, kao i poslije rata, do osnivaǌa Vixe pedagoxke
xkole, radio je na sarajevskim sredǌim xkolama. Od aprila 1950. do kraja
1960. godine M. Bajraktarevi� radio je na Filozofskom fakultetu Uni-
verziteta u Sarajevu, kada se dotadaxǌi Prirodno-matematiqki odsjek Filo-
zofskog fakulteta izdvojio u zaseban fakultet.

Mahmut Bajraktarevi� je, zajedno s Verom Xnajder i Xefkijom Raǉe-
vi�em bio osnivaq Odsjeka za matematiku novoosnovanog Prirodno-matema-
tiqkog fakulteta.

Prof. Bajraktarevi� je objavio xezdesetak nauqnih radova. ǋegov nauq-
ni interes bio je usmjeren uglavnom ka dvjema va�nim oblastima matematiqke
analize: Teoriji funkcionalnih jednaqina, odnosno Teoriji nizova i Sum-
abilnosti u kojoj je posebno prouqavao, kako sumabilnost iterativnih ni-
zova, pomo�u uopxtenih sredina, tako i brzinu ǌihove konvergencije. U svo-
jim prvim radovima, koji su se odnosili na nizove dobijene iteracijama, M.
Bajraktarevi� je ispitivao konvergenciju odre�enih iterativnih nizova, a
zatim graniqne funkcije tih nizova dovodio u vezu s rjexeǌima raznih funk-
cionalnih jednaqina, odnosno sistema funkcionalnih jednaqina, kao xto su
Xrederova (Schröder), odnosno Abelova (Abel) jednaqina. Tako dobiveni rezul-
tati M. Bajraktarevi�a predstavǉaju modifikacije i poboǉxaǌa rezultata
nekih drugih autora, kao xto su Morgan (Morgan), Fuler (Fuller), Korkin (Ko-
rkin), Benet (Bennet).

Velika ve�ina radova M. Bajraktarevi�a odnosila se direktno na
funkcionalne jednaqine ili su, na neki naqin, povezivani sa ǌima, kao xto
je sluqaj s integro-funkcionalnim jednaqinama. M. Bajraktarevi� se bavio i
raznim pitaǌima vezanim za sumabilnost i u okviru te problematike postigao
je znaqajne rezultate.

Znaqajno je, ista�i da su radovi M. Bajraktarevi�a, u vrijeme kada
su nastajali, imali qisto teoretski karakter, ali su, neki od ǌih, razvo-
jem kompjuterske geometrije, postali interesantni i za primjeǌenu matema-
tiku. Tako je, primjenom Mepla (Maple), dokazano da se fraktalne krive mogu
dobiti kao rjexeǌa neke funkcionalne jednaqine s tzv. Rid–Bajraktarevi�
(Read–Bajraktarević) operatorom.

ǋegovi nauqni radovi pobu�ivali su zapa�en interes kako kod doma�ih,
tako i kod stranih matematiqara tako da su, pored vrlo povoǉnih ocjena u
me�unarodnim referentnim �urnalima, ukǉuqivani i u poznate monografije,
J. Acela (J. Aczel), M. Kuqma (M. Kuczma), Varxava (Warszawa), K. Zeler i V.
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Bekman (K. Zeller, W. Beckmann), Springer-Verlag, 1970; Itogi nauki i tehniki.
Mat. analiz, Moskva, 1974, u kojima su citirani.

M. Bajraktarevi� je 1961. godine izabran za dopisnog qlana Nauqnog
druxtva NR BiH da bi 1966. godine, prerastaǌem Nauqnog druxtva u
Akademiju nauka i umjetnosti BiH, prexao u sastav Akademije, najprije kao
ǌen dopisni qlan, a od 1967. godine, redovni qlan.

Akademik Manojlo Maravi� (Dre�nica 1919 – Beograd 2000)
– tvorac Sarajevske xkole

Osnovnu xkolu je poha�ao u Dre�nici i Ogulinu. Po
zavrxetku gimnazije u Karlovcu, 1938. upisuje se na studij
matematike na Filozofskom fakultetu u Beogradu koji izbi-
jaǌem rata prekida, vra�a se u Dre�nicu i ukǉuquje u
NOB, u kojoj uqestvuje od poqetka 1941. do oslobo�eǌa 1945.
godine.

Poslije rata, odmah po zavrxetku studija, zapa�en kao
izrazito talentovan i vrijedan student, M. Maravi� zapoqiǌe univerzitetsku
karijeru kao jedan od prvih asistenata na Odseku za matematiku Prirodno-
-matematiqkog fakulteta u Beogradu i kao saradnik na Matematiqkom in-
stitutu SANU (1947). U Sarajevu je, 1953. godine izabran za docenta na
Tehniqkom fakultetu, a 1956. stekao doktorat na Filozofskom fakultetu,
odbranivxi doktorsku disertaciju ,,O jednom postupku zbirǉivosti divergent-
nih redova”, koju je uradio pod mentorstvom Vojislava Avakumovi�a. Manojlo
Maravi� je tako postao prvi matematiqar iz BiH, koji je doktorirao na Uni-
verzitetu u Sarajevu.

Nauqna djelatnost M. Maravi�a odvijala se u dvjema va�nim obla-
stima matematiqke analize: Teoriji sumabilnosti i Furierovoj analizi. Dok-
torskom disertacijom zapoqeo je istra�ivaǌa u oblasti teorije sumabil-
nosti, za koju je ostao trajno vezan, bilo da je u ǌoj zapoqiǌao nova istra�iva-
ǌa ili je ǌene rezultate koristio u drugim oblastima. Druga oblast, u kojoj
je intenzivno radio i postigao znaqajne rezultate, bila je Furierova analiza
i sa ǌom povezana pitaǌa teorije diferencijalnih jednaqina, u okviru koje je
posebno prouqavao primjenu teorije sumabilnosti na vixestruke Furierove
redove i sumabilnost razvitka funkcija po sopstvenim funkcijama Laplasova
operatora u n-dimenzionalnom prostoru. Spomenu�u samo neke od ǌegovih naj-
znaqajnijih rezultata:

U radovima koji pripadaju oblasti Teorije sumabilnosti, M. Maravi�
je postigao niz znaqajnih rezultata od kojih posebno izdvajam rad u kojem
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je dokazao jednu, od svega dvije, do tada poznate, teoreme konveksnosti3, za
Avakumovi�ev G – postupak sumabilnosti.

U radovima koji se odnose na probleme G – sumabilnosti razvitaka
funkcija iz klase L2, po sopstvenim funkcijama Laplasovog operatora u
n-dimenzionalnom prostoru odredio je potrebne i dovoǉne uslove pod ko-
jim je G – sumabilnost lokalna osobina funkcije, u taqki u kojoj se ona
razvija. Svakako treba ista�i i one radove, koji se odnose na spektralnu
funkciju Laplasovog operatora, u kojim je M. Maravi�, polaze�i od rezul-
tata Avakumovi�a, Tiqmarxa, (Tichmarsh), Levitana, Avadhanija (Avadhani) i
Minakxisundarama (Minakshisundaram), proxirio niz klasiqnih rezultata i
otvorio niz novih istra�ivaǌa.

Ve�ina preostalih nauqnih radova Manojla Maravi�a pripada Teoriji
vixestrukih Furierovih redova funkcija iz klase L1. Polaze�i od fundamen-
talnih rezultata Bohnera (Bochner) i Qandraseharana (Chandrasekharan), M.
Maravi� dobija niz rezultata u ovoj oblasti, me�u kojim posebno mjesto pri-
pada, poopxteǌu osnovne Bohnerove teoreme u kojoj izra�ava Risove (Riesz)
sredine parcijalnih sfernih suma vixestrukog Furierovog reda posmatrane
funkcije, pomo�u ǌene sferne sredine vixeg reda.

Posǉedǌi radovi M. Maravi�a bili su vezani za Risovu sumabil-
nost kompleksnog reda vixestrukih Furierovih redova, koju je uveo poznati
ameriqki matematiqar Elias Xtajn (Elias Stein).

U rjexavaǌa problema, koje je sam izuqavao, Manojlo Maravi� je ukǉu-
qio i svoje doktorante: Mihajla Gali�a (1934– ), doktorirao sa tezom: O jednoj
klasi postupaka sumabilnosti i o ǌihovoj primjeni na generalisane Furierove re-
dove, PMF, Sarajevo, 1974; Kalmija Fincija (1926–1996), doktorirao sa tezom:
O nekim problemima sumabilnosti razvitka po sopstvenim funkcijama, PMF,
Sarajevo, 1977; Semihu Xlakovi� (1929–2002), doktorirala sa tezom: O nekim
problemima sumabilnosti Dirihleovih i generalisanih Furierovih redova, PMF,
Sarajevo, 1978. i Mirjanu Vukovi� (1948– ) O nekim problemima sumabilnosti
o primjenama na generalisane Furierove redove, PMF, Sarajevo, 1979.

Tako, preko Maravi�eve linije matematiqkog genealoxkog stabla Miha-
jla Petrovi�a izrasta jedna grana matematiqara u BiH koji se bave Teori-
jom sumabilnosti, Furierovom analizom i Karamatinom teorijom. Grupu
matematiqara, okupǉenu oko M. Maravi�a, izvjestiteǉ B. Krstiqi (B.
Crstici), u ǌemaqkom referativnom �urnalu ,,Zentralblatt für Mathematik”, naziva
uqenicima Sarajevske xkole [1979; Zbl. 0435.42001, 238].

Akademik Manojlo Maravi� je objavio preko 40 nauqnih radova i
jednu nauqnu monografiju ,,Sumabilnost razvitka po sopstvenim funkcijama

3 Prvu teoremu konveksnosti je dokazao M. Ris (M. Riesz).
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Laplasova operatora u n-dimenzionalnom prostoru”, koja je publikovana u
ediciji ,,Djela ANUBiH” Odj. Teh. Nauka, LV/8 (1979), pp. 151. [1979; Zbl.
0435.42001, 237–238].

O nauqnim radovima akademika Manojla Maravi�a dati su vrlo pozi-
tivni prikazi u najuglednijim svjetskim referativnim qasopisima kao xto
su: Mathematical Reviews, USA; Referativnii �urnal Akademije nauka SSSR i
Zentralblatt MATH kojeg sada ure�uju Evropsko matematiqko druxtvo i Hajdel-
berxka akademija nauka. Osim toga, citirani su u monografiji K. Zeller-W.
Beckmana, Theorie der Limitierungsverfahren, Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New-
York, 1970, a niz radova M. Maravi�a citiran je i u publikaciji Svesaveznog
Instituta nauqnih i tehniqkih informacija Akademije nauka SSSR – ,,Itogi
nauki i tehniki”, serija Matematiqka analiza.

Zahvaǉuju�i svojim rezultatima, Manojlo Maravi� je, na poziv Daniela
Votermana (Daniel Waterman) proveo 2 godine kao gostuju�i profesor na Wayne
State University, USA.

I ne samo od D. Votermana, stizali su pozivi da dr�i predavaǌa, o
svojim rezultatima, i na brojnim odsjecima, katedrama i matematiqkim in-
stitutima. Nabroja�emo samo neke od ǌih: University of London; University Col-
lege; Woolwich Polytechnic (svi iz Londona, Engleska); Syracuse University, Syracyse,
New-York; University of South Florida, Tampa, Florida; University of California (UCLA),
Los Angeles (svi iz USA).

Pored nauqne monografije, M. Maravi� je napisao, prekrasnim �iriliq-
nim rukopisom, Zbirku (rijexenih i nerijexenih) zadataka iz Kompleksne ana-
lize koje je J. Karamata sastavǉao i davao na ispitima, u vrijeme kada je on
bio ǌegov asistent, a uqestvovao je i u pisaǌu kǌige ,,Partizanska Dre�nica”
(Historijski arhiv u Karlovcu, Zbornik 12, Karlovac 1982) u kojoj je obradio
vremenski period od doseǉavaǌa Srba na podruqje Dre�nice do 1918. godine,
uz svesrdnu pomo� svog uqiteǉa vjeronauke Milana Radeke, veoma obrazovanog
qovjeka, koji je bio izuzetan poznavalac istorije Srba iz Hrvatske.

Akademik Manojlo Maravi� je spadao me�u najznaqajnije matematiqare
posǉeratne plejade matematiqara BiH. Dobio je brojna veoma znaqajna pri-
znaǌa i nagrade za nauku: ,,Veselin Maslexa”, 27-julska i ZAVNOBiH.

Akademik Branislav Marti� (Vaǉevo 1923 – Sarajevo 1985)

Branislav Marti� je xkolovaǌe zapoqeo u Sarajevu i
prekinuo ga 1941. godine, kao uqenik 7. razreda gimnazije,
kada je izbjegao u Srbiju. Kao uqenik 8. razreda gimnazije u
Vaǉevu, uhapxen je i odveden u logor Dahau u ǋemaqkoj. U
maju 1944, poslije bjekstva iz logora, prikǉuquje se partiza-
nima u Sloveniji i u ǌihovim redovima ostaje do kraja rata.
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Poslije oslobo�eǌa zavrxava gimnaziju i studij matematike, na Prirodno-
-matematiqkom fakultetu u Beogradu (1950).

Godine 1954. je izabran za asistenta, a 1960. za predavaqa Tehniqkog
fakulteta u Sarajevu. Ubrzo, nakon toga je, na Prirodno-matematiqkom fakul-
tetu Univerziteta u Sarajevu odbranio doktorsku disertaciju ,,O jednom skupu
dvoparametarskih postupaka zbirǉivosti i ǌihovim primjenama” (1961) i, iste
godine, izabran za vanrednog profesora Elektrotehniqkog fakulteta u Sara-
jevu. Za redovnog profesora na Prirodno-matematiqkom fakultetu u Sarajevu
izabran je 1975. godine.

Branislav Marti� je bio dopisni qlan ANU BiH od 1971. godine. Za
svoj rad dobio je 1984. godine najve�u republiqku nagradu za nauku ,,Veselin
Maslexa”.

Plodna nauqna djelatnost prof. Marti�a trajala je neprekidno preko
25 godina, sve do smrti. U tom periodu objavio je vixe od 100 nauqnih
radova iz raznih oblasti matematike. U ǌima je obra�ivao problematiku iz
teorije sumabilnosti, teorije funkcija kompleksne promjenǉive, teorije spe-
cijalnih funkcija, funkcionalnih jednaqina, analitiqkih jednakosti, matema-
tiqke logike i algebre, te obiqnih i parcijalnih diferencijalnih jednaqina.
Vixe od jedne tre�ine ǌegovih radova pripada oblasti teorije sumabilnosti,
kojom je B. Marti� zapoqeo svoj nauqni rad i u kojoj je postigao najznaqajnije
rezultate. U svojoj doktorskoj disertaciji zapoqeo je istra�ivaǌe jedne klase
dvoparametarskih postupaka sumabilnosti, gotovo potpuno ispitao neke oso-
bine tih postupaka, dokazao razne relacije inkluzija za ǌih i razmotrio neke
mogu�nosti ǌihovih primjena. Istra�ivaǌa ovih postupaka nastavio je u nizu
daǉih svojih radova, kojima je u velikoj mjeri zaokru�io ovu problematiku.
Ti radovi, kao i drugi ǌegovi radovi iz teorije sumabilnosti, naixli su na
xirok odziv matematiqara.

Rezultati vixe radova B. Marti�a uxli su u vixe poznatih mono-
grafija, kao xto su: K. Zeller, W. Beckmann, Theorie der Limitierungsverfahren,
Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New-York, 1970 (citiran 21 rad) i Itogi nauki
i tehniki, Svesavezni institut nauqne i tehniqke informacije Akademije
nauka SSSR, Tom 12, 1974 (citirano 20 radova).

Ovi rezultati afirmisali su profesora Marti�a kao znaqajnog matema-
tiqara u me�unarodnoj matematiqkoj javnosti.

Branislav Marti� bio je izvanredan nastavnik i predavaq. Tragovi pre-
davaǌa brojnih kurseva koje je dr�ao ostali su ne samo u sje�aǌima ǌegovih
sluxaoca, nego i u obliku vixe vrlo uspjexnih u
benika i skripata koje je
pisao �iriliqnim pismom i koja su umno�ena ,,ofset” tehnikom.

Po obimu i znaqaju svog nauqnog opusa Branislav Marti� predstavǉa
jednog od najplodnijih i najznaqajnijih matematiqara u BiH.
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Prof. Xefkija Raǉevi� (Mostar 1909 – Sarajevo 1976)

Osnovnu xkolu i gimnaziju Xefkija Raǉevi� je zavrxio u rodnom Mo-
staru. Nakon mature, 1930. godine, upisao se na studij matematike na Filozof-
skom fakultetu u Beogradu, koji je zavrxio 1934. Poslije toga, radio je kao
profesor matematike, u Realnoj gimnaziji u Trebiǌu i Dr�avnoj uqiteǉskoj
xkoli u Mostaru, a nakon rata, do pokretaǌa Katedre za matematiku na Fi-
lozofskom fakultetu u Sarajevu (1950) bio je direktor Realne gimnazije u
Prijedoru.

Doktorsku disertaciju, pod naslovom ,,O izvjesnim klasama polinoma i o
rasporedu ǌihovih nula”, uradio je pod mentorstvom Jovana Karamate, jednog
od najznaqajnijih predstavnika Beogradske xkole matematike. Odbranio ju je
u Srpskoj akademiji nauka i umjetnosti (SANU), u Beogradu, 1956. godine.

Nauqni interes Xefkije Raǉevi�a ostao je trajno vezan za geometriju
nula polinoma. Toj problematici posve�ena je ve�ina ǌegovih radova, kao i
ǌegova doktorska disertacija.

Predavao je vixe predmeta, uglavnom iz raznih oblasti geometrije, kao
xto su Analitiqka geometrija, Geometrijska preslikavaǌa i Vixa geometrija,
preciznije Geometrija Lobaqevskog. Za Analitiqku geometriju napisao je
jedan od prvih u
benika na Odsjeku za matematiku pod naslovom: Osnove vek-
torske algebre I i II s primjenama u geometriji (1962). Xefkija Raǉevi� je
osim nauqne i nastavne, imao bogate i druge aktivnosti na Fakultetu, Uni-
verzitetu, Druxtvu matematiqara, fiziqara i astronoma BiH i Jugoslavije i
dr. Bio je dugogodixǌi dekan Fakulteta i u tom periodu dao veliki doprinos
razvoju Prirodno-matematiqkog fakulteta.

Prof. Milenko L. Xtekovi� (Klaxnica, Baǌa Luka 1915 – Sarajevo)

Milenko Xtekovi� je ro�en u Klaxnici kod Baǌa Luke, gdje je zavrxio
osnovnu xkolu. Gimnaziju je poha�ao u Prijedoru i Baǌoj Luci. Studij mate-
matike je zavrxio na Odseku za matematiku i fiziku Prirodno-matematiqkog
fakulteta u Beogradu, prije rata. Univerzitetsku karijeru je zapoqeo 1950.
godine, izborom za asistenta na Arhitektonskom fakultetu u Sarajevu. Dvije
godine (1955. i 1956) proveo je na postdiplomskom studiju u �enevi. Doktori-
rao je 1956. godine na Odsjeku za matematiku Prirodno-matematiqkog fakul-
teta u Sarajevu, odbranom doktorske disertacije: ,,Teorija rax�eǌa koja se za-
sniva na ispitivaǌu ure�enih skupova na osnovu lokalnog ponaxaǌa funkcija”
koju je uradio pod mentorstvom Jovana Karamate.

Nauqni rad Milenka Xtekovi�a zasnovao se na prouqavaǌu realnih
funkcija u domenu Hardievog (Hardy) tijela za koja je bila vezana i ǌegova
doktorska disertacija.
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Zakǉuqak
1. Mo�e se zakǉuqiti da je Srbija poqetkom proxlog vijeka bila

naprednija i liberalnija od Evrope. Na Univerzitetu u Beogradu, studi-
ralo je malo �ena, ali, za razliku od evropskih univerziteta, �enama nije
bilo zabraǌeno da se upisuju na studij i da studiraju. Primjer je prof.
Vera Popovi� Xnajder.

Za razliku od ǌe, sjetimo se dviju velikih matematiqarki: Sofije Kova-
ǉevske (1850–1891) i Amalie Emi Neter (Amalie Emmy Nöther) (1882–1938) koje
su, samo sticajem okolnosti, zavrxile studij matematike, a da ga nikada nisu
ni upisale: Sofija zahvaǉuju�i velikom matematiqaru Karlu Vajerxtrasu
(Weierstrass), koji ju je privatno poduqavao, dok je Emi mogla prisustvovati
predavaǌima, na Univerzitetu u Erlangenu, samo zahvaǉuju�i ocu Maksu, koji
je na tom Univerzitetu bio profesor matematike. Ali, u rodnoj ǋemaqkoj, kao
�ena, nije nikada dobila posao.

2. Ali, ako bismo se upitali ko je me�u sarajevskim matematiqarima
bio najuniverzalniji, onda bi to sigurno bio Manojlo Maravi�, koji je bio
dvostrukim nitima vezan za Beogradsku xkolu matematike: preko Jovan Kara-
mate qiji je bio asistent, i Vojislava Avakumovi�a, koji mu je bio mentor,
dakle, dvojice tada najznaqajnijih potomaka Beogradske xkole. Manojlo Ma-
ravi� je bio izuzetan matematiqar i nauqnik, autor nauqne monografije, vri-
jedne zbirke zadataka koje je sastavǉao i davao na ispitima Jovan Karamata
u vrijeme kada je bio ǌegov asistent, radio na xkolovaǌu podmlatka i tako
postao tvorac xkole matematike u Sarajevu, bio je gostuju�i profesor i pre-
davaq po pozivu na brojnim univerzitetima, ukǉuquju�i i Wayne State Uni-
versity (na kom mu je nu�en stalni posao) i nauqnik s prepoznatǉivim stilom
Beogradske, posebno Karamatine xkole: uz xto je mogu�e maǌe pretpostavki
do�i do xto je mogu�e vixe zakǉuqaka, vode�i raquna da i pored kratko�e sve
bude kristalno jasno. Ako jox dodamo da je volio i putovaǌa i da je o ǌima
umio vrlo interesantno da priqa, da je bio patriota – dobrovoǉac 1941. kada
je trebalo da se Zemǉa brani, onda mo�emo zakǉuqiti da je bio pravi uqenik
velikog uqiteǉa Mihajla Petrovi�a Alasa.
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Mirjana Vuković

FROM THE BELGRADE SCHOOL OF MIHAJLO PETROVIĆ ALAS
TO THE SARAJEVO SCHOOL OF ANALYSIS

S u m m a r y

After a short review of Mihajlo Petrović Alas, the founder of the world-famous
Belgrade School of Mathematics, I will speak about the Sarajevo School of Analysis that
grew out of the Belgrade School, and which consisted of Belgrade students: Vera Popović
Šnajder – the first female mathematician in Bosnia and Herzegovina and the author of the
first scientific work published by an author born in Bosnia and Herzegovina in Comptes
Rendus de l’Académie des Sciences de Paris (1931), academician Mahmut Bajraktarević,
first Doctor of Mathematical Sciences in Bosnia and Herzegovina (acquired a doctorate
at Sorbonne University) and professors Šefkija Raljević, Milenko Šteković, academician
Branislav Martić, and, particularly, academician Manojlo Maravić, who at the end of the
war and the studies started his academic career as the first assistant at the Institute of
SAN (Serbian Academy of Sciences) and assistant to Jovan Karamata, by whom I am a
descendant of the Belgrade School as well.
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