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EZ, PN. 
EZ, 

PN. 

MPN 
i.\EZ, 

MPN, 
6.EZ, 

MPN, 

( 

-6 

LE. 

24. 
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Заиста, нека је тело г~eH Обухваhено паралелним рав­
нима АГ, HZ, ~Z, BZ, АЕ. Тврдим да су наспрамне равни 
једнаки паралелограми. 

Заиста, пошто су .. две паралелне равни ВН и ГЕ пре­

сеченеса равни АГ, њихови заједнички пресеци паралелни су. 

Према томе је АВ паралелно са ~Г. Даље, пошто су две 

паралелне рзвни BZ и АЕ пресечене са равни АГ, њихови 

заједнички пресеци су паралелни. Према томе је ВГ, пара­
лелно .са A~. А доказано је да је и АВ паралелно са ~Г. Према 

томе је АГ паралелограм. На 
сличан начин се доказује да је 

и сваки од ~Z, ZH, НВ, BZ, 
АЕ паралелограм. 

Спојимо А0, ~Z. Пошто 

је АВ паралелно са ~Г, а В0 

са rz, имамо две дужи' АВ, 

ве,које .се секу, паралелне са 
двема дужима ~Г и rZ, I}оје 

8 

са секу, но не у истој равни. Оне чине једнаке углове. Према 

томе је угао Аве једнак углу ~rZ. и пошто су две дужи, 
АВ и ве једнаке двема дужима ~Г и rZ, и угао Аве једнак 
углу ~rZ, бнhе и основица А0 једнака основици ~Z, и тро­

угао Аве једнак троуглу ~rz. и удвостручени троугао Аве 

је паралелограм ВН, а удвостручени троугао ~rz је пара­

лелограм ГЕ. Према томе је паралелограм ВН једнак парале­

лограму ГЕ. На сличан начин се доказује да је и парале­

лограм АГ једнак паралелограму HZ, а и АЕ паралело­

граму BZ. 
На овај начин, ако је тело обухваhено паралелним рав­

нима, наспрамне равни су једнаки паралелuграми. А то је 

требало Доказати.82 

25. 

Ако је паралелепипед пресечен са равни паралелном 

његовим супрот"им паралелним равнима, одиосиhе се основа 

према основи као тело према телу. 

Заиста, нека је паралелепипед ABГ~ пресечен са равни 

ZH, паралелном супротним равнима РА и ~e. Тврдим да је 
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основа АЕZФ према основи EerZ као тело ABZY према 

телу ЕНГ6.. 

Заиста, проДужимо Ае на обе стране и одмеримо, ко­
лико желимо, дужи АК, КА једнаке АЕ, дужи ем, MN 
једнаке Ее и допунимо паралелограме ЛО, КФ, ех, ML и 
тела ЛП, КР, 6.М и МТ. Пошто су дужи ЛК, КА, АЕ једнаке 

међу собом, биhе једнаки међу собом и паралелограми КЗ, 
КВ, АН, а исто тако 14 паралелогра,.и А W, КП, АР једнаки међу 
собом, јер су на,спрамни. Из' истих разлога су и паралело­

грами ЕГ, ех, ML једнаки међу собом, и паралелограми' ен, 

01 и IN једнаки међу собом, а такође и 6.е, МО, NT; значи 
три равни ЛП, КР и А У тела једнаке су трима раВQима. 

Али ове три једнаке су трима.. ~аспрамним. Према rоие су и 

три тела ЛП, КР и А У једнака међу собом. Из истих разлога 

су и три тела Е6., 6.М и МТ једнака међу собом. Према томе 

колики је основа ЛZ мултиплум основе AZ, толики је и тело ,,-
АУ мултипл ум тела АУ. Из истих разлога колики је OCH~Ba 

NZ мултиплум основе ze, толики је му.llТИПJIУМ и теnо NY 
тела еУ. Те ако j~ основа AZ једнака основи. NZ, биhе и 
тело Л У једнако тenу NY; ако је основа AZBeba од основе 
HZ, биhе и тело Л У веЬе од тела NY, а ако је мања, биЬе 

мање. Дакле, од четири уочене величине, две основе AZ и 

ze, и два тела АУ, и У0, узети tY једнаки мултиплуми 

основе AZ и 1;еnа А У, ... ТО основ.а лz и теnо Л V, а од основе 
ez и од тепа 0У основа NZ. и. tело NY, и доказано је да Ье, 
аК9 је основа AZ веЬа од осн.ове ZN, бити и ТfЛО А У веЬе 
од тела. NY; ако је једнака, биhе . ~jeДHaKO, а ако јеl4ања, 
биhе мање. На овај tlачин је основа AZ према осиови Z0 
као тело А У према телу уа . .А то је требало Доказати·З • 
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26. 

На датој правој и у. датој тачки на њој конструисати 

рогаљ једнак датом рогљу. 

Нека је дата права АВ и на њој дата тачка, тачка А; 

и дат је рогаљ код тачке д обухваhен равним уг ЛОВИМ8 ЕдГ, 

E.1Z и Zdr. Треба на правој АВ и У датој тачки А на њој 
конструисати рогаљ једнак рогљу код тачке д. 

Заиста, узмимо на 4Z произвољну тачку Z и повуцимо 
кроз Z нормалу ZH на раван правих Ед и дГ; нека ОН8 

просеца ту раван у тачки Н, па повуцимо дН; и на правој 

АВ у њеној тачци А конструишимо угао ВАЛ јеДНaI< углу 

ЕдГ, угао ВАК једнак углу Е4Н; одмеримо АК једнако дН, 

поставимо кроз тачку К нормалу ЮЭ на равни ВАЛ, одме· 

z 

Е 

римо К0 једнако HZ, и спојимо еА. Тврдим да је равним 

угловима ВАЛ, ВАе и eA~ обухваhен рогаљ код тачке А 

једнак угловима ЕдГ, E4Z и Zdr Обухваhеном рогљу код 

тачке д. 

Заиста, одмеримо једнаке дужи АВ и дЕ. и спојимо 

ев, КВ, 'ZE и НЕ. Пошто је ZH нормала на основној равни, 
она чини прав угао С8 сваком правом која је сече и налази 

се у основној равни. Значи да је прав и сваки од углова 

ZHl!! и ZHE. ИЗ истих разлога је прав и сваки од' углова 

вКА и екв. и' пошто су две дужи КА и АВ једнаке двема 
"УЖИМ8 Нд _и дЕ, свака свакој, и обухватају једнаке углове, 
бuhе оси.овица КВ једнака основици НЕ. Исто тако је и К8 

ЕУ'Л.АО •• е .. ементи .~. 11 Ј 
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једнако KZ, и обухэатају праве углове. Према томе је и 0В 
једнако ZE. даље, пошто су две дужи А1{ и Ке једнаке 

двема дужима ~H и HZ, и обухватају праве, углове, биhе 

основица Ае једнака основици Z~. А и АВ је једнако ЛЕ. 

Па су две дужи 0А и АВ једнаке двема дужима 6.Z и 6.Е. 

И основица 0В једнака је основиии ZE. Према томе је угао 
ВАе једнак уг лу E~Z. ИЗ истих разлога је и угао вАЛ 

једнак углу Z~r [ако одмеримо једнаке АЛ и ~Г па пову­

чемо КЛ, ел, НГ, zr, пошто је цео угао ВАЛ једнак целом 
углу E~Г, а и део ВАК једнак је делу E~H, биhе и остатак, 

угао КАЛ, једнак остатку, углу H~Г. И пошто су две дужи 

КА и АЛ једнаке двема дужима H~ и ~Г _ и обухватају 

једнаке углове, биhе основица КЛ једнака основици НГ. 

А и К0једнако је HZ. дакле две дужи ЛК и К0 једнаке 
су Двеf:fа дужима ГН и HZ. И обухватају праве углове. Значи 
щ:новица 0Л једнака је основици Zr. А како су две дужи еА 
I:i АЛ једнаке двема дужима Z~ и ~Г, и ОСНОВlща ел једнака 
основици zr, биhе угао еАЛ једнак углу z~r]. Исто тако 

је и угао ВАЛ једнак углу E~Г. 

На овај начин, на датој правој и у датој тачки на њој 

конструисан је рогаљ једнак датом рогљу. А то је требало 

извести.З4 

27. 

На датој правој конструисати паралелепипед сли~ан и у 

сличном положају према датом паралелепипеду. 

Нека је АВ да­

та права и Г ~ дати 

паралелепипед. Тре- z r-t----~ 
ба на датој правој 

АВ конструисати па­

Р8лелепипед сличан 

и у сличном положају 

према датом парале· 

лепипеду Г~. 

н 

.. 

А в 

Заиста, конструишимо на правој АВ, у датој тачки А 

на њој, рогаљ једнак рогљу код тачке Г са равним угловима 

БАе, 0АК, КАВ и то -тако да угао ВАе буде jeAilaK углу 
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ErZ, угао ВАК - углу ЕГН и угао КАе - углу HrZ; и 
подесимо да ЕГ буде према ГН као ВА према АК, и НГ 
буде према rz као и КА према Ае. Исто тако да ЕГ буде 

према. rZ као и ВА према Ае. и ДОПУНИ,мо парале,1l0грам ев 
и тело АА. 

• Како је ЕГ према ГН као ВА према АК и према томе 
су краци једнаких углова ЕГН и ВАК пропорционални, биhе 

паралелограм НЕ сличан параралелограму КВ. Из истих 

разлога је и паралелограм ке сличан паралелограму HZ, и 
ZE паралелрграму ев. Према томе су три паралелограма 

тела Г II слична са три паралелограма Te/la АА. Али овим трима 

паралелограмима· одговарају једнаки и слични наспрамни 

паралелограми; значи и ова три наспрамна паралелограма 

једног паралелепипеда једнаки су и слични са три наспрамна 

паралелограма другог паралелепипеда. Према томе је и цело 

тело Г II слично са целим телом АА. 
На овај начин је на датој правој АВ конструисан пара­

лелепипед АА сличан и у слично м положају са датим пара­

лелепипедом rll. 'А то је требало извести. 

28. 

Ако раван, која пресеца паралелепипед, пролази кроз дија­

гонале йаспрамних страна, тело је преполовљено том равни. 
Заиста, нека је паралелепипед АВ пресечен са равни 

Г ~EZ, која пролази кроз дијагонале rZ и llE наспрамних страна. 
Тврдим да је тело АВ пре'пОJlовљено са равни rdEZ. 

Заиста, пошто је троугао rHZ једнак троуглу rZB, A~E 
троуглу dEe, паралелограи Г А једнак паралелограму ЕВ, јер 
су наспрамни, и паралелограм НЕ паралелограму ге, биhе и 
призма обухваhена са 'два троугла 

rHZ и AllE и са три паралелограма 
НЕ, АГ, ГЕ једнака призми обу­

~BabeHoj са два троугла rZB и 

llEe и три паралелограма ге, ВЕ ry 
и ГЕ. Према томе су оне обухвэ­

Певе равнима истим и по броЈу и 

по велилини. На овај начин је цело 

тело АЈ3 преполовљено са равни 
Г AEZ. А то је требало дОказати. 85 

в z 

.4 
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29. 

Паралелепипеди са истом основом, истом висином и боq­

ним ивицама чији су крајеви на истим правима - ј~днаки су 

међу собом. 

Нека су паралелепипеди ГМ и rN на истој основи, АВ, 

са истом висином, и боqним ивицама АН, AZ, ЛМ, ЛN, Г&, 
ГЕ, ве, вк са крајевима на истим щ:iэвима ZN и &к. Тврдим 
да је тело ГМ једнако телу rN. 

Заиста, пошто је CBaKv. од qетвороуглова ге и ГК пара­

лелограм, дуж ГВ је једнака свакој од дужи &е и ЕК. Прека 

томе је дуж Ае једнака дужи 

Ек.Како је .Ее њихов зајед-, 

нички део, биве остатак &Е јед­

z '\\-tт-------.Ј~---1е4,V нак остатку ек. Према томе је 
и троугао АГЕ једнак троуглу 

евк, а паралелограм АН - па­

ралелограму 0N. Из истих раз­
A'-------~;\ лога је и троугао AZH једнак 

троуглу МЛN. А и паралело­

грам rz једнак паралелограму вм, и паралелограм ГН -
паралелограму BN, јер су наспрамни. И на тај наqин је призма, 
обухваhена са два троугла AZH и АГЕ и са три п,ралело­

грама АА, АН и ГН, једнака призми обухваћеној са два тро­

угла MAN и ввк и три паралелограма вм, 0N и BN. Додајмо 
заједну.qко тело, qија је основа пзлалелограм АВ и наспрамиа 

страна НЕвм, па ве тада цео парэлелепипед ГМ бити једнак 

целом паралелепипеду rN. 
На овај наqин, паралелепипеди са истом основом, истом 

висином и са бочним ивицама, qији су крајеви на истим пра­

вима - једнаки су међу собом. А то је требало доказати." 

30.-
Паралелепипеди са истом основом, истом висином и бочним 

ивицама qији крајеви нису на истим правима - једнаки су 

међу собом. 

Нека су ларалелепипеди ГМ }{ fN на истој основи АВ, 
са истом висином и· боqним ивиЦама AZ, АН, ЛМ, Лђl, Га, ГЕ, 
ве и вк са крајевима који нису на истим правима. Тврдим, 

да је тело ГМ једнако телу fN. 
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Заиста, продужимо NK и д0 и нека се оне сусреЬу у 

тачки Р. Продужимо још ZM и НЕ до О и П, и повуцимо А'Е., 
ЛО, ГП, ВР. Сад је тело ГМ са основом паралелограмом АГВА 

и наспрамном страном Zll0M 
једако телу ГО са основом па­

ралелограмом АГВА и наспрам­

нам страном ЕПРО, јер су она 

на ИС11Ој основи АГВА, са йстом 
висином и бочним иви\ама AZ, 
A'i., ЛМ, АО, Гд, ГП, В0, ВР, 

чији су крајеви на истим пра­

вама ZO и дР. Но тело ГО са 
основом паралелограмом АГВА 
и наспрамном страном ЕПРО 

једнако је телу rN са основом 

N о 

г 

паралелограмом АГВА и наспрамном страном HEKN, пошто су 
она на истој основи АГВЛ, са истом висином и бочним иви­

цама АН, А'Е., ГЕ, ГП, AN, АО, ВК, ВР чији су крајеви на 
истим правама НП и NP. Па према томе је тело ГМ једнако 
телу rN. . 

На овај' начин, паралелепипеди са истом основом, истом 

висином ,. бочним ивицама чији крајеви нису на истим правима 
- једнаки су међу собом. 

. 31. 

Паралелелипеди са једнаким основама и истом висином 

једнаки су међу собом. 

H~Ka су АЕ и rz паралеЛепипе.ll.И са једнаким основама 
АВ и Гд и истом висином. Тврдим, да је тело АЕ једиако 

телу rZ. 
• 

Нека су, прво, бочнt. ивице 0К, ВЕ, АН, АМ, ОП, !!J.Z, 
ГЕ, P~ управне на основама АВ и Г д .. Одмеримо дуж . РТ У 
продужењу праве ГР и конструишимо на правој РТ код тачке 

р угао ТРУ једнак углу АЛВ, одмеримо РТ једнако АЛ и РУ 

једнако ЛВ и Допунимо осиову РХ И тело IVУ. Пошто су две 

стране ТР н РУ једнаке двема странама АЛ и АВ •. и обухва­
ћеии углови ј е,днаки, бнhе једнак и сличан парвлtлограм РХ са 

паралелограмом 0А. И пошто је, даље, АА једиако РТ,АМједнако 
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Р}:, а обухваhени углови прави, биhе и паралелограм PW једнак 
и сличан паралелограму ЛМ. Из истих раЗЛОt'а је и паралело­

грам ЛЕ једнак и сличан паралелограму ~Y. Према томе су 

fl 

() 

-
/ 

/' 

Z 

Р 

три паралелограма тела 

ЛЕ једнака и сл~чна са 

три парanелограма тела 

\VY. А како су прва три 
паралелограма једнака и 

слична трима супрот­

ним, а и друга три јед­

нака и слична трима 

супротним, биhе и цео 

паралелепипед АЕ јед­

нак целом паралелепи­

педу WY. Продужимо 

LlP и ХУ и нека се су­

среЬу у тачки О. По­

вуцимо кроз Т праву 

lаТВ паралелно LlO и 

продужимо OLl до lа, 
А ·1 И Допунимо тела' ОЧГ и 

PI. Тада Ье тело. \lf0 Kot.te је основа парanелограм PW и 

супротна страна паралелограм О J~ бити једнако телу WY коме је 
О(:нова паралелограм PW и супротна страна парзлелограм УФ, 
јер'СУ она на истој основи PW, са истом висином и бочним иви­
цама РО, РУ, ТВ, ТХ, ~б, ~e, W I р, WФ чији су крајеви на истим 
правама ОХ и lР Ф. Но тело WY једнако је телу АЕ, па је према 
томе и тело WO једнако телу АЕ. И 'пошто је паралеЛОГРdМ РУХТ 
једнак паралелограму ОТ, јер су на ~Toj основи и између па­

ралелних РТ и ОХ, а паралелограм РУХТ једнак паралеЛQграму 

ГLl, пошто је једнак и са АВ, Qиhе стога и паралелограм 

ОТ једна.к паралелограму fLl. Но LlT је други паралелограм-, 

И према томе ће ОТ бити према LlT као основа [~ према LlT. 
А пошто је паралелепипед П пресечен са равни" PZ паралелно 
са супротним странама. биhе основа ГLlпрема основи ~T као 

тело rz према телу PI. Из истих разлоrа ће, пошто је пара­
лелепипед 01 пре'сечен са равни Р1II"' паралелне са супротним 
странама, б"ти основа"ОТ према основи TLl као тело 0111" према 
телу РI. Но основа Г ~ је према Ll Т као АТ према .1 Т. Дакле, 
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и тело rZ је према телу РI као тело очг према телу РI. Према 
томе је свако од тела rZ и очr У истом односу према т~лу 

РЈ. Стога је тело rZ једнако телу очr. Но тело Очr је, како 
је доказано, једнако телу АЕ. На овај начин тело АЕ једнако 

је телу rz. 
Нека сад бочне ивице- АН, 0К, ВЕ, ЛМ, Г2, ОП, ДZ, Pl: 

нису управне, на основама АВ и Г д. Опет тврдим да је тело 

АЕ једнако телу ГZ. Заиста, спустимо из тачака К, Е, Н, М, 

н If п z 

Af Н-+-----{ 

л в 

р 

П, Z, 2, L нормале KN, ЕГ, НУ, МФ, ПХ, Z'V, 20, 2}I на 

основну раван'И нека су подножја тих нормала тачке N, Г, 

У, Ф, Х, ч,., О, Ј и спојимо Nr, NY, УФ. ГФ, хчr, ХО, ОЈ, Јчr. 
Тело КФ је тада једнако телу ПI, јер су она са једнаким 

основама КМ И ПL, ИСТОМ висином И бочним ивицама управ­

ним на основама. Али и тело КФ једнако је телу АЕ, а тело 

ПЈ тел~ Г2, пошто су она са истом основом, истом висином 

и бочним ивицама чији' се крајеви не налазе на истим пра­

вима. Према томе и тело АЕ једнако је телу rz. 
На овај начин, паралелепипеди са једнаким основама 

и истим висинама једнаки су међу собом. А то је требало 
доказати .. 

32. 

Паралелепипеди са истом висином се односе један према 

другом као основе. 

Нека су' паралелепипеди АВ и Г Д исте висине. Тврди~ 

да се паралелепипtди АВ _И Гд односе' један према другом 
као основе, тј. да је основа АЕ према основи Г2 као тело 

АВ према телу Гд. 

Заиста, КОJ:lСТРУИШИМО са ZH паралелограм Z0 једнак 
паралелограму АЕ и на основи 20 са висином истом као 
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и код тела Г1\ Долунимо паралелепипед НК Биhе тада тело 

АВ једнако, телу НК, јер су са једнаким ОСН06ама АЕ и 20 
и истом висином. И пош;о је паралелелипед ГК пресечен Са 

1:1 L1 К 

~A'O ,ОО 
А r н FJ 

равни 1\Н паралелном супротни.м странама, биhе основа Г2 

према основи 20 као тело Г 1\ npef!{a телу 1\0. Но основа 
20 једнака је о<;нови АЕ и тело НК телу АВ. Према томе 

је основа АЕ према основи Г2 као тело АВ према телу Г 1\. 
На овај начин, паралелепипеди исте висине се односе 

један према другом као основе. А то је требало доказати. 

33. 

Размера сличних паралелепипеда је трипут виша од 

размере хомологних ивица. 

Нека су АВ и Г 6. слични паралелепипеди и ивица АЕ 

хомологна са ивицом Г2. Тврдим да је размера тела АВ 

према телу Г 6. трипут виша од размере АЕ према rz. 
Заиста, продужимо АЕ, НЕ и 0Е за ЕК, ЕЛ и ЕМ и 

одмеримо ЕК једнако Г2, .ЕЛједнако ZN, ЕМ једнако 2Р 
и допунимо паралелограм КЛ и тело ко. 

Међутим, како су две дужи КЕ и ЕЛ једнаке двема 

дужима rZ и ZN, а и угао КЕЛ једнак углу rZN, и угао 
АЕН једнак углу rZN због сличности тела АВ и Г6., биhе 

једнак [и сличан] паралелограм КЛ параnелограму rN. Из 
истих разлога је и паралелограм КМ једнак и 

сличан [паралелограму] ГР, и ЕО - 6.Z. Према 
томе су три паралелограма тела КО једна"а 

и слична са три паралелограма тела Г6.. А прва 
три су једнака и слична трима С,упротним, па 

и три друга су једнака и слична трима су­

протним. Због тога је и цело тело КО јед-

нако и слично целом телу Г6.. донувнмо па-
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ралелограм НК и на основама· НК и КЛ, са висином једиа· 
ком висини тела АБ, Допунимо тела EZ и лп. Пошто је, 

због сличности тела АБ и Г6, АЕ према rZ као ЕН према 
ZN, и Е0 према ZP и rZ је једнако ЕК, ZN једнако ЕА и 
ZP - ЕМ, биhе АЕ према ЕК као НЕ према ЕА и 0Е према 

ЕМ. Но АЕ је према ЕК као (паралелограм) АН према пара· 
лелограму НК, НЕ је према ЕА као НК, према КА, а 0Е је 

према ЕМ као ПЕ према КМ. Према томе је паралелограм 
АН према НК као НК према КА и ПЕ према КМ. Но АН је 

према НК као тело 

АБ према телу ЕЕ, В:--
~ а НК је према КА 

као тело ЕЕ према 

телу ПА и ПЕ је 

према КМ као тело 

ПА према телу КО. 

Према томе је тело 

АБ према телу ЕЕ 

као ЕЕ према ПА и 

ПА према КО. Али, 

ако су четири веJtи­

чине у непрекидној 

пропорцији, биhе ра-

~ 
4 

н 

r\д 
1\ 

~ 
е I~I\ 

"'\ 
о 

I\n 
1\ 

1\ Ј( 
~ 

'\ 

змера прве према четвртој трипут виша од рззмере прве 

премCI другој. Према томе размера тела АБ према телу КО 

је трипут виша. од размере АБ према ЕЕ. Но АБ је према 

ЕЕ као >лsралелоtрам АН према НК и дуж АЕ према ЕК . 
. Значи тело АБ је према телу КО у размери трипут вишој 

од размере АЕ према ЕКо Но тело КО једнако је телу Г~, 
а дуж ЕК дужи rz и према томе је ·рззмера тела АБ према 

телу ГА :rpицу:г виша ол размере ивице АЕ према ХОМOJIог­

ној ИВIЈЦИ rz. 
На овај рачин,разъsера сличних паралелепипеда је тркпут 

виша од размере хомологних ивица. Ато је требало доказати. 

3аЈ<ључак 

. Qл.авде· је 'јасно да ће, ако СУ четири дужи пропор· 
ционuне,. бити првз према четартој као паралелепипtл НII 
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првој· према слиqном и слично конструисанnм параnелепипеду 
на другој, пошто је прва према четвртој у трипут вишој 

размери од размере прве према другој. 

34. 

Код паралелепипеда једнаке запремине основе су обр· 

нуто пропорционалне висинама. И ако су код паралелепипеда 

основе обрнуто пропорционалне висинама, они су једнаке 
запремине. 

Нека су запремине паралелепипеда АВ и Г~ једнаке. 

Тврдим да су основе паралелепипеда АВ и Г~ обрнуто про· 

порционалне висинама, и да је основа Е0 према основи NП 

као висина тела Г ~ према висини тела АВ. . 
Заиста, нека су, прво, бочне ивице АН, EZ, АВ, 0К, 

ГМ, N?:, ОЬ, ПР. нормалне на својим основама. Тврдим, да је 

основа Е0 према основи NП као ГМ према АН. 

Ако је сад основа Ее једнака основи NП и тело АВ 

једнако телу Г~, биhе једнака и дуж гм дужи АН. Заиста, 

паралелепипеди исте висине се односе међу собом као основе 

(јер, ако при једнаким основама Е0 и NП висине АН и ГМ 

нису исте, неЬе бити ни тело АВ једнако телу Г~. А по 

претпоставци једнако је. Према томе висина ГМ неће б.ити 

неједнака висини АН. Значи једнака је]. и основа Е0 је 

Ir в 

н t--+----{ 

А Е 

р .d према основи NП као ГМ 

r 

према АН, те је очигледно 

да су основе паралеn~пи· 

педа АВ и Г ~ обрнуто 

пропорционаnне висинама. 

Нека сад основа Е0 

није једнака основи NП, 

већ је Е0 .већа. Но тело 

АВ је једнако телу Г~, 

N па је стога. и висина ГМ 
већа од виснне АН. '[ јер­

ако није, неће тада ни тела АВ и Г~ бити једнака, а прет, 

постављено је, да су једнака]. Па одмеримо ГТ једнако АН 
и Допунимо на основи NП са висином ГТ параnе{lепипед Ф(. 
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Пошто је тело АВ једнако телу Гд, а постоји и тело ГФ, 

а Једнаке (величине) су у истој размери према истој (вели­
чини), биhе тело АВ према телу ГФ као и тело fLl према 

плу ГФ. Но тело АВ је према tелу ГФ као основа Е0 према 

основи NП, јер 1СУ тела АВ и ГФ са истим висинама. Тело 

Г Ll је према телу ГФ као основа МП према основи ТП и 

висина ГМ према висини ГТ. Према томе је основа Е0 према 

основи NП као висина МГ према висини ГТ. Но ГТ је јед­

нако АН, и на овај начин је основа Е0 према основи NП 

као МГ према АН. Дакле, основе паралелепипеда АВ и Гд 
обрнуто су пропорционалне висинама. 

Даље, нека основе паралелепипеда АВ и Гд буду обр· 

нуто проiюрционалне висинама и нека је основа Е0 према 

основи NП као висина тела Г д према висини тела АВ. Тврдим 
да је тело АВ једнако телу Гд. 

, [ Заиста, ] нека су поново конструисане бочне ивице 

управне на основама. И ако је основа Е0 једнака основи NП, 

и основа Е0 је према основи NП као висина тела Гд према 

висини тела АВ, биhе висина тела Гд једнака висин,И тела АВ. 

~ешто--еу-паралелепипеди са једнаким основама и са истим 

висинама једнаки међу собом, биhе тело АВ једнако телу Гд. 
Нека основа Е0 није једнака [основи] NП, него је већа 

Е0. Према томе је и висина тела Г д већа од висине тела АВ, 

тј. ГМ од АН. ОДtrfеримо поново ГТ једнако АН и на сличан начин 

Допунимо тело ГФ. Пошто је основа Е0 према основи NП као 

МГ према АН, а АН је једнако ГТ, биhе основа Е0 према 

основи NП као МГ према ГТ, Али [основа] Е0 је према 

основи NП као тело АВ према телу ГФ, јер су тела АВ и ГФ 

са једнаким висинама. Но ГМ је према ГТ као основа МП 

према основи ПТ и тело Гд према телу ГФ. Према томе је 

. тело АВ према те.IJУ ГФ као тело Г д преtrfа теnу ГФ. Дакле 
свако 0/1. тела АВ и [д је у истом односу према ГФ. На овај 
начин, тело АВ је једнако телу Гд. [А то је требаnо доказати]. 

Нека сад конструисане бочне ивице ZE, ВА, НА, 0К, ZN, 
да, МГ, РП нису управне' на својим основама. Повуцимо KPO~ 

тачке Z, Н, В, К, Е, М, Ll, Р нормале на равни Е0 .и NП и 

века њихова подножја у тим равнима буду тачке L, Т, У, Ф, 

Х, qr, О, d' па допуни мо те,ла ZФ и ZO. Тврдим, да су ,И у 

том случају, под УСnОВИМ8 да су тела АВ и Гд једнака, 
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основе обрнуто пропорционалне висинама, наиме: основа Е0 

је према основи NП као висина тела rLl према висини 

тела АВ. 

Пошто је тело АВ једнако телу Г~, а тело АВ једнако 

телу ВТ, ј.ер су са истом основом ZK и са истом висином 

в 

r 

[а крајеви БОЧ8ИХ ивица 

нису на истим правима]. 

И тело Г Ll једнако је те­

лу Ll 'У, јер су опет са 

истом основом РЗ: и c~ 

истом висином [а крајеви 

бочних ивица нису на 

истим правима]. Према 

томе и тело ВТ једнако 

је телу LlW. [Код једнаких 
паралелепипеД8, под усло-

вом да су висине управне на 

р основе, основе су обрнуто 

пропорционалне висинама]. 

AI r Према томе је oc.,o~a ZK 
према основи Р:Р као ви­

сина тела Ll'V према висини тела ВТ. Но основа ZK је једнака 
основ н Е0, а основа З:Р једнака основи NП. Према томе је 

основа Е0 према основи NП као висриа тела А 'У. према висини 

тела ВТ. Али су висине код тела АЧГ и ВТ исте као н код 

тела АТ и ВА. Према томе је основа Е0 према основи NП 

као висина тела АГ према висини тела АВ. На овај начин, 

код паралелепипеда АВ и rLl основе су обрнуто пропорци­
оналне' висинама. 

Нека су сад код параnелепипеда АВ и Г А основе обр­

нуто пропорционалне висинама, наиме: основа Е0 је према 

основи NП као висина тела ГА према висини тела АВ. Твр­

дим да су тела АВ и Г А једнака. 

Заиста, са истим конструкцијама,· пошто је основаЕ0 

.рема основи NП као висина тела ГА према висини тела АВ" 
а основа Е0 једнака је основи ZK.~ основа NП основи :SP 
биhе основа ZK прем~ основи ЕР као висина тела ГА према 

висини тела АВ. Аnи су тела АВ и Г А са истим висинама 

--
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као и тела ВТ и S\II'. Према томе је oCHoBaZK према основи 
2Р као висина тела S\II' према висини тела ВТ. Основе пара­
лелепипеда ВТ и ~ЧГ су обрнуто пропорционалне висинама' 

[тела оних паралелепипеда код кqјих су висине управне на 

основама, а основе обрнуто пропорционалне висинама, једнака 

су]. Према томе је тело ВТ једнако телу Д'V. Но ВТ је 

једнако ВА, пошто су са истом основом, ZK, и са истом 

висином [а крајеви њихових бочних ивица нису на истим 

правима). и тело ~ W једнако је телу ~Г [п~што су и она 
са истом основом Э:Р и са истом висином, а крајеви бочних 
ивица \ нису на истим правима]. На овај начин, тело АВ је 

једнако телу Г~. А то је требало доказати. 

35. 

Ако су дата два једнака равна угла и кроз њихова 

,темена повучене, изнад равни тих углова, праве,. које обра­

зују' једнаке углове са крацима углова, свака са сваким па 

се на повученим правима узму ПРОИЗВОЈЪре тачке и из њих 

спусте нормале на равни полазних углова, и подножја тих 

нормала споје са теменима полазних углова, биЬе углови 

између тих спојница и ван равни повучених правих једнаки 
међу собом. . 

Нека су ВАГ и E~Z два праволиниска угла и АН и ~M 

из тачака А и f1 повучене ван равни тих углова праве, које 
образују једнаке углове са крацима полазних углова, свака 

са сваким, угао M~E једнак је углу НАВ и угао M~Z -
• 

углу НАГ; нека су на правима АН и ~M узете. произвољне 

тачке Н и М, из тачака, Н и М, спуштене нормале на равни 

кроз ВАГ и кроз E~Z. нека су тачке N и А подножја нор­
.. ала MN и НА, на тим равнима и повучене спојннце АА и 

N~. Тврдим да је угао НАА једнак УГЛУ M~N. 

Узмимо Ае једнако ~M и повуци мо кроз тачку е праву 

@К паралелну НА. Пошто је НА нормална на равни кроз 

ВАГ, биЬе и 0К нормална на равни кроз ВАГ. Повуцнмо из 

тачака К и N нормале КГ,. NZ, КВ, NE на праве АГ, ~Z, 
АВ, ~E и узмимо спојнице ег, ГВ,. MZ,ZE. Пошто јеква­
Jl.рат . на еА једнак збнру квадрата на 0К· и КА, а квадрат 

на КА једнак збнру квадрата на КГ и на Г А, биЬе квадрат 
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на еА једнак збиру квадрата на ек, на кг и на ГА. А пошто 

је збир квадрата на вк и на КГ једнак квџрату на ег, биhе 

квадрат на еА једнак збиру квадрата на ег и на ГА. Према 

томе је угао еГА прав. Из истих разлога и угао 6.2М је прав. 

дакле, угао еАГ једнак је углу М6.2. Постоје два троугла 

н 

М6.2 и еАГ, који имају по два једнака угла, сваки сваком, 

и по једну једнаку страну, еА једнаку М6., спрам једнаких 

углова. Према томе су и остале стране једнаке осталим стра­

нама. Значи и АГ једнака је 6.2. СЛQЧНО се доказује да је ~ 
АВ једнака LiE [и то овако: спојимо ев и МЕ. Пошто је 

квадрат на А0 једнак збиру квадрата на АК и на К0, а ква­

драт на АК једнак збиру квадрата на АВ и на ВК, биhе збир 

квадрата на АВ, на ВК и на ке једнак квадрату на Ае. Али 
збир квадрата на вк и ке једнак је квадрату на ве, јер је 

угао екв прав, као, угао нормале на основној равни. Према 

томе је квадрат на Ае једнак збиру квадрата на АВ и Be
l 

Значи ~yгao Аве -је прав. Из истих разлога и угао 6.ЕМ је 

прав. А и угао _ ВАе једнак је углу Е6.М по претпоставци, 

и Ае је једнако 6.М, значи и АВ је једнако 6.Е]. Пошто је 

сад АГ једнако 6.2 и АВ једнако 6.Е, две дужи Г А и АВ 

једнаке су двема дужима 26. и 6.Е, а и угао Г АВ једнак је 

углу 26.Е, биhе основица ВГ једнака основици Е2, троугао -
троуглу и остали углови осталим угловима, те према томе 

је и угао АГВ једнак- углу 6.2Е. А таКОђе је и прав угао 
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ЛГК једнак правом углу 62N. Дакле и преостали угао ВГК 
једнак је преосталом углу E2N. Из истих разлога и угао 
ГВК једнак је углу 2EN. Постоје два троугла ВГК и E2N, 
који имају по два једнака угла, сваки сваком и по једну 

једнаку страну ВГ и Е2 спрам једнаких углова, према томе 
су и остале стране једнаке осталим странама. Значи да је ГК' 

једнако ZN. А и ЛГ једнако је 62. Щве дужи ЛГ и ГК јед­
наке су двема дужима 62 и 2N и чине праве углове. Преме 
томе и основица ЛК једнака је основици 6N. И пошто је АЭ 
једнако 6М, 6иhе једнак и квадрат на ле квадрату на 6М. 

Али квадрат на ле једнак је збиру квадрата на ЛК и ца ке, 

јер је угао Аке прав. И крадрат на 6М једнак је збиру ква­

драта на 6N и на NM, јер је и угао 6NM прав. На тај начин 
збир квадрата на АК и Н8 ке једнак је збиру квадрата на 

6N и NM, од којих је квадрат на АК једнак квадрату на 

6N, па је стога и преостали квадрат на ке једнак K~aдpaTY 
на NM. Према томе је ек једнако MN. И пошто су две дужи 
еА и АК једнаке двема дужима М6 и 6N, свака свакој, 

и OCHOB~цa ек једнака основици MN, биhе и угао еАК једнак 
углу M6N. 

На овај начин, ако су дата два једнака равна угла и 

тако даље како је у тексту теореме. [А то је требало до­

казати Ј.З1 

Последица 

Из овог је· јасно, да ако постоје два једнака равна угла 

и ако су кроз њихова темена повучене изнад равни тих 

углова једнаке дужи, које образују једнаке углове са кра­
цима полазних углова, свака са сваким, биhе нормале, пову­

чене из крајева тих дужи на равни полазних углова, једнаке 

међу собом. А то је требало доказати. 

26. 

Ако су три дужи (непрекидно) пропорционалне, биЬе 

запремина паралелепиледа састављеног од њих (као ивица) 
jeд~aKa запремини једнакоив~чног паралел~пипеда, саставље­

ног од средње дужи са угловима једнаким угловима лолаэног 

( паралелепиледа). 
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Нека су А, В, Г три (непрекидно) пропорционалне дужи, 
тј. нека је А према В као В према Г. ТВРДИМ, да је запре­

мина паралелепипедаt:а ивицама А, В, Г једнака запремини 

једнакоивичног паралелепипеда са ивицом В и са угловима 

једнаким угловима пр'вог паралелепипеда. 

Конструишимо код тачке Е рогаљ обухваhен са liEH, 
HEZ и ZEli, , одмеримо liE, НЕ, EZ сваку једнаку дужи В 

и Допунимо паралелепипед ЕК. Одмеримо затим ЛМ једнако 

А, конструиwимо на дужи ЛМ, код тачке л, рогаљ једнак 

рогљу код тачке Е, обухваhен угловима NЛ3, 3ЛМ и МЛN 

и Одtyfеримо ЛЕ je.1l:HaKO В и ЛN једнако Г. Пошто је А према 

А------.-:...-

f{ -----

{' 

в као В према Г, а А је једнако ЛМ, В сваком од Л:Е и 

Eli, и Г jeд~aKO ЛN, биhе ЛМ прем~ EZ као liE према ЛN. 
А код једнаких углова NЛМ и liEZ краци су обрнуто про­

порционални, према томе је паралелограм MN једнак ,пара­

.1еЛограму liZ. И пошто су два равна праволиниска угла liEZ 
и NЛМ једнака и над њима су конструисане једна другој 

једнаке дужи Л3 и ЕН, које са полазним правима образују 

једнаке углове, сваки сваком, биhе једнаке међу собом и нор­

мале спуштене из тачака Н ,и :Е на равни кроз NЛМ и кроз 

liEZ. Према томе су тела ле и ЕК, свако, исте висине. 

А паралелепипеди са једнаким основама и истим висинама 

јцнаки су међу собом. Због тога је тело ел једнако телу 

ЕК. А тело ле је састављено од : А, в, Г, а тело ЕК од В. 

На овај начин, запремина паралелепипеда састављеног 0.1{ А, 

В, Г једнака је запремини једиак,*вичвог паралелепипеда 

(астављеног од В, са угловима једи~ким угловима првог пара­

лелепипеда. А то је ,требало до~азати. а8 
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Ако су четири дужи пропорционзлие, пропорционални 

су и слични паралелепипеди, слично конструисан и на тим 

дужима. И ако су слични паралелепипеди, а слично конструи­

сани на дужима, пропорционални, онда су пропорционалне 

и саме ове. дужи . 
. Нека су АВ, Г д, EZ, не четири пропорционалне дужи, 

наиме: АВ је према Гд као EZ према не. Конструишимо на 
АВ, Гд, EZ и не сличне и слично конструисане паралеле­

пипеде КА, лг, МЕ и NH. Тврдим да је КА према ЛГ као 

МЕ према NH. 
Заиста, пошто је паралелепипед КА сличан ЛГ, биhе 

размера КА према ЛГ трипут виша од размере АВ према Гд. 
Из истих разлога је размера .МЕ према NH трипут виша од 
размере EZ према не. А како је АВ према Гд као EZ према 
не, биhе .и АК према ЛГ као тело МЕ према NH. 

Но нека је тело АК према телу ЛГ као тело МЕ према' 

NH. Тврдим, да је дуж АВ према Гд као EZ према не. 
Заиста, пошто је, опет, размера КА према ЛГ трипут 

виша од размере АВ према Г д, а и МЕ је према NH у. раз­
мери трипут вишој од размере EZ према не, а КА је према 
АГ као МЕ према NH, биhе и. АВ према Гд као EZ према не. 

На овај начин, ако су четнри дужи пропорционалне, 

Оllда су и тако' даље, као у тексту теореме. А то је. тре­

бало Доказати.l' 

EYKJlK.to •• е .. ементм ањ. 11 .. 
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38. 
\ 

Ако су [ивице наспрамних страна коцке (куба) пре по· 

ловљене и кроз деоне тачке "овучене равни, заједнички пре­

сек тих равни и дијагонала коцке се полове. 

Заиста, нека су ивице наспрамних страна ГZ и Ае коцке 

AZ преполовљене тачкама К, Л, М, N, Е, П, О, Р, кроз пре­

секе конструисане равни KN и ЕР, чији је заједнички пресек 
y~, и ~H дијагонала коцке. Тврдим да су једнаке дужи: 
УТ са TL и ~ Т са ТН. 

Заиста, спојимо ~ У, УЕ, BL и LH. Пошто је ~E пара­
лелно са ОЕ, биhе унакрсни углови ~'8.Y и УОЕ једнаки 

II 
међу собом. И ПОW1;'о је 

~З: једнако ОЕ и ЗУ јед­

нако УО и обухватају 

једнаке углове, биhе о­
сновица ~ У једнака УЕ, 

троугао ~EY једнак тро­

углу ОУЕ, а остали угло­

ви једнаки осталим уг ло­

вима. Према томе је угао 

ЗУ ~ једнак углу ОУЕ. 
в Због ТОГ,а је ~ УЕ права 

линија. Из истих разлога 

је и BLH права линија и 

ю: једнако LH. И пошто 
А ЈУ је Г А једнако и паралелно 

са ~B, а Г А је једнако и 

паралелно и са ЕН, биhе ~B једнако и паралелно са ЕН. 

А спајају их дужи ~E и ВН. Према томе су паралелне и 

дужи ~E и· ВН. Због тога је угао E~T једнак углу ВНТ, 
јер су унакрсни, а и угао ~TY једнак је углу HTL. Постоје 
два троугла ~TY, HT~, који имају два угла je~~~Ka са два 

угла и једну страну једнаку једној страни, спрам једнаких 

углова, тј,. ~ У и HL, јер су половине дужи ~E и ВН. Стога 
су и ОСТ8ђестране.јеДнаке осталим странама. ПремаТQме је 
~ т једнако' ТН и УТ једнако П:. . 
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На овај начин, а'}(о су ивице наспрамних страна коцке 

(куба) преполовљен е и кроз деоне тачке ~овучене равни, 

заједнички пресек тих равни и дијагонала коцке се полове. 

А то је требало доказати.4О 

39. 

Ако је код једне од две призме са истом висином 

основа паралелограм, а код друге троугао и паралелограм 

двапут веhи од троугла, призме су. једнаке. 

Нака су АВГ ~EZ и HeKAMN две призме са истим виси­
нама и нека је -код једне основа паралелограм AZ, код друге 
троугао _ нек и паралело-

о грам AZ двапут веhи од в .1 N 

троугла нек Тврдим, да ~' ~ 
је призма АВГ LlEZ једнака \ l' Е \ Л' 
призми HeKA~N. А -- fЭ 

Заиста, Допунимо те- l: Z 

ла АЕ и но. Пошто је 

паралелограм AZ двапут 

н Ј( 

веhи од троугла нек, а паралелограм ек исто тако двапут 

веhи од троугла нек, биhе паралелогра~ AZ једнак парале­
лограму ек. Како су паралелепипеди са једнаким основама 
и истим висинама једнаки међУ себом, биhе тело АЕ једнако 

телу НО. Но призма ABr~EZ је половина тела АЕ, а· призма 

HeKAMN је половина тела НО. Према томе је и призма 

ABr~EZ једнака призми HeKAMN. 
На овај начин, ако је код једне од две призме са истом 

висином основа паралелограм, 8 код друге троугао и пара­

лелограм двапут веhи од троугла, призме су једнаке. А то 

је требало Доказати.41 



КОМЕНТАР 



1 О логичкој структури ових двадесет осам дефиииција 

Еуклидове стереометрије могло би се поновити све оно што 

смо казали уопште о дефиницијама Еуклидове планиметрије 

у првој књизи. И овде више дефиниција имају описни Kapa~­
тер и могу се сматрати као, више или мање, јасни закључци 

из претходних геометриских знања добивених у. ранијем 

индуктивиом периоду геометрије . • 
2 У овој дефиницији "тела· Еуклид наводи три димен-

зије овог просторног објекта - дужину, ширину и, према 

једном тумачењу, дубину ('to Џ&o~), како то стоји, наПI1. код 
Heath'a (depth) и Мордухай-Болтовског (глубина). Али 

'to Џ&o~, како се то налази у неким речницима, значи и висина. 
Види, напр., код О. Е. Вепsеlеr'а и К.Sсhепkl'а у 13-0М издању: 
'to Џ&ОIj; - 1) Tiefe, Нбhе, је nach dem Standpunkt или код 

А. д. Вейсмана у 3-Ьем издању: Џ~ОIj;, ЕОС;, 'to глубина; иногда . 
значит: высота. Савремена школска nитература је усвојила 

као главну треЬу димензију тела - висину. Али на овом 

месту код Еуклида 'to ~ci&OIj; ипак значи дубина, јер у овој 

истој књизи, кад је реч о висини у савременом смислу, Еуклид 

редовио употребљује другу реч, наиме 'to uфОIj;, напр.: Та 

7tapIXAA'ljM1tt1tBOIX 07to' 'tO IXOto I}фОIj; -паралелепипеди са истом 
висином. 

у вези са овом првом Еуклидовом дефйницијом у овој 
књизit учинимо још једну важну примедбу. КодЕуклида реч 
• O't6pBOY " има двојако значење,. као што, напр., у српском 

језику реч "поершина" има двојако значење - геометриског 

облика и веЛ~чине. Тако и " СЈtЦЕОV " значи и геометриск}( 

облик и величину тог' геометриског облика, тј. запремину. 

Те, према томе, тело једног паралелепипеда може бити или 

исто «(XOt-ОУ)са телом' другог парвлелепипеда, или једнако. 
(rCJOV); у п'рвом случају паралелепипеди се могу поклопитн, 

у другомсу им једнаке запремине. У нашем преводу задр-
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жавамо, као и други преводиоци, Еуклидову реч "тело· за 

оба случаја. 

з Према предлогу проф. М. Радојчиhа ту би требало 

ставити реч "површ· у смислу латинске речи superficies или 
руске - поверхность, а реч "ПОВрШИН1Ј" задржати у смислу 

агеа, руска реч - площадь. 

4 у овој дефиницији јасно се види индуt<тивна природа 

њена. Ст'рого логичка структура дефиниције не Допушта да 
се унапред говори о равни која пролази кроз више од две 

праве које се секу. У савременом логичком излагању геоме­

трије могућност Еуклидове форме ове 'дефиниције следује 

тек посл~ доказа познате теореме о положају сваке треће 

праве која стоји управно на датој правој. 

Ii И ова дефиниција има недостатак претходне дефини­

ције. Ова форма дефиниције оставља отворена цитања: да ли 

можемо произвољно бирати нормале у једној. равни .. ~ да ли 
услов дефиниције зависи од тога коју раван. узимамо као 

прву раван? 
8 Као што је познато, Еуклид не разликује појам праве, 

Koj~ fdоже бити продужена било у оба правца било само 
у једном (полуправа), од појма дужи. Текст ове дефин"ције 

. се може изложити јасније ако се употреби ПQјам дужи, јер, 

према Еуклидовом тексту, она има горњи и доњи крај. 

7 И ова дефиниција претпоставља, као очевидно, да т.ај 
"оwтар"' угао (зашто баш' оштар?) не зависи од положаја 
тачке на пресечној правој тих равни. 

8 Еуклидова реченица гласи: ,,,ПараЛЛУЈЛG:61i:tтr;tМ ЁdtL ta 
dсЈUј!ittЮ'tcl:. у ступајуhи савременој. форми дефиниције. параnел­

ности, употребио сам у првој књизи у дефиницији паралел­
ности правих израз: "које' се не секу једна са ДРУГОМ·ј 

међутим, држеhи се ближе ЕУКЛИДО80Г текста, треба упо­

требити и овде и тамо појам. стицања. Боље је Н&i'1исати· у 

првој књизи: које се не стичу. У томе смислу грчка реч. 

cicJuj.l.1tt{J)t'O~ је ушла и у caBp~MeHY математичкутерминологију. 

~ у овој дефиницији се поста~ља појам "сличних про­

сторних фигура (Oj.l.OLG: СТСЕРЕI% ax~J1G:ta), при чему се појам 
фигуре очевидно сматра као добро' познат. У грчком језику 

реч .tO CJXf)llG:" има много значења: спољашњи .изглед; облик, 
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форма; држање тела, став, понекад и леп изглед, лепота; В,ИД 

(под видом), предлог (учииити предлог); положај у животу, 

стање, улога; одело и, најзад, као стручни израз -:-:- геоме-

триска фигура.' . 
Савремени читалац ће врло тешко разу~ети та<Јан сми­

сао ове дефиниције. Пре свега 'под равнима треба разумети ' 
равне слике и то у Датом случају Многоуглове. Даље, ништа 
није наведено о распореду тих сличних и у истом броју 

многоуглова. Међутим тај распоред игра врло в,жну улогу 

У конструкцији полиједаРа. Довољно је навести пример два 

неправилна тетраедра симетрична у односу на раван основе: 

њихо.е стране су чак н ~eДHaKe, па ипак та два тела нису 

слична. 

10 Примедба на претходну дефиницију се односи и на 

ову дефиницију. Еуклидови услови нису довољни за једна­

кост полиједара. 

11 Пре свега треба навести разилажење код преводи­

лаца у тумачењу те дефиниције. У тексту стоји .060 rpaf1J1WV" 
и на другом MeciГY .'tЩ-I: ypa:J1p.~., 

а "ypaJ1J1~" значи линија уопште, 

а не специјално' права (e~era). 
Прем~ томе овој дефиницији, од­

говара геометриски облик (сл. 1, а) 
са криволиниским ивицама. И у 

планиметријl{ Еуклид је' увео сли­
чан појам (деф. 8, књ., 1)., Ово 
тумачење се још појачава rиме, 

што. се у том делу," деФllщщије 

говори о граничним површинама, 

а не Ь равнима. Са друге стране, 

у другрј варијанти'ове Д~фини­
ције ЕУКЛI4Д говори (, paoHilMa, 
које се сусреЬ у у ~CToj тачки,' 
а тада су ивице праврлиниске, 

(сл. 1, Ь)." Разуме се, да две варијанте могу "м~ти И разли­
чити садржај. 

Грчки термин '.:tiepea rюv€«" преводим са, УСВ9јеuим 
ШКОЛСКИм називом '. рргаЈЬ·; Али сматрам да нааНвн .• ,те~есни 
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угао" или .запремински угао" више би одговарали и грчком 

тексту и примље-ној терминологији у другим језицwма, иаиме: 

латински - solidus angulus франц. - angle solide, енгл. -
so1id angle, немачки - kбrреrliсhе Ecke, руски - телесный угол. 

Приметимо да llеЕуклидов појам рогља односио, како 

то следује из садржаја теореме.21. ове књиге, само Н8 кон­

вексне- рогљеве, тј. такве, чија област се налази само са једне 

стране од равни сваког равног рогљевог угла. 

12 • LX'ijf.11X OtEPEOV преводим са • просторна фигура". Реч 

.слика ~ _ је OCTaBљe~a за облике у равни, а фигура може 

бити и ~ равни Q у простору. 

lSИз ове дефиниције јасно проистиче да се под рав­

ннма овде разумеју многоуглови. У планиметрији су, код 

Еуклида права и дуж обухваhене истим термином - EMet'lX, 

исто тако у Стереометрији истим термином €'It~1tEOOV су обу­

хваћене раван и многоугао. 

н у овој дефиницији Еуклид уноси у Геометрију елео 

мент KpeTa~a, тачније, померања, промене места, без учешhа 
времена. Тај индуктивни елемент Еуклид сматра као јаснији 

и природнији од појма геометри.ског места. Ипак у Планиме­

трији при дефиницији круга (деф. 15, књ. 1) Еуклид наводи 
само _осо~ину једнакоу даљеНQСТИ. 

1. у српском језику две речи .оса" и .осовина" имају 

исти садржај, али постоји тенденција' да се за .осу· повеже 

чисто геометриски облик праве линије; чак и у широким- кру­

-говима, а за .осовину" - материјално тело, око којег се 

обрhе друго материјално тело. 

'18 Текст ове дефиниције оправдава тврђење, да Еукли­
дова реч .cr<plXt'pCX" значи тело, лопту, јер стоји: .U'ltO 't7j~ 

€'It~TlXv.eCcx<;; 't''ij<;; G<pftlptX<;;" , тј .• сферном површином·. У српском 
језнку постоји тенденција Д8 сеЗ8 тело употребљава реч 

';лопта" , а за површину лопте - -.сфера", напр., небеска 

сфера, сферни троугао. 

17 Савремени појам конуса 'и конусне tlOВl'шине је.шири 

од наведеног Еуклидовог појма. Еуклидов појам је еК8ива­
леlfrан у савременој српској шкоnској литератури. појму 

.праве купе".-
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18. Савремени појам и цилиндра и цилиндарске површине 

је шири од Еуклидовог појма. Код Еуклида је реч о правом 

кружном цилиндру или ваљку. 

19 Еуклид је, наводеhи у дефиниЦијама 25- 28 правилне 
полиједре, изоставио правилни тетраедар. Можда је то слу­

чајан пропуст у оним грчким рукописима, којима је распо­
лагао 1. L. HeiЬerg. Немачки преводилац Ј. К. F. Hauff (1797) 
уноси под бројем 26 још једну, двадесет девету дефиницију, 
дефиницију тетраедра. Она би овако гласила: Тетраедар је 

просторна фиг'ура обухваhена са четири једнака, једнако­

страна троугла. Али' се може поставити и друга хипотеза. 

Можда је већ у Еуклидово' време реч тетраедар (t8tFUЕгр6v) 
эначила сваки тетраедар уопште, а не само правилан и зато 

није ушла у дефин:ицьје правилних полиједара, а· полиједри ' 
уопште нису били дефинисани. 

10 Ова прва теорема замењена је у савременом изла­

гању Стереометрије аксиомом: Ако права С8 равни има две 
заједничке тачке, свака њена тачка је у тој равни (аксиома 
праве и равни). 

у формулисању И доказу како ове теореме тако и неких 
других ЕуклиД употребљава израз "tO ЬЛО,\ЕlJ.L€VОV lpt1t600V који 
се може превести '.раван доле, .доња"' или .основна раван· 

и други израз - J1Et€roPOtEpq>" који означава .горе" или 

~издигнут". Можда је то одговарало, оној хоризонталнај 
равни у односу ва коју је Еук.iJид изводио конструкције за 

време својих предавања. 

11 у овој теореми Еуклид наводи само јед/ш начин за 
одређивање положаја равни 'у . простору, . наиме помоћу две 
праве које 'се секу. Остали начинИ.пом6hу: 1. три· TaQKe, које 
не припадају истој' правој; 2. праве 'н тачке ван те праве, и 

. 3. две паралелне праве могу се свесtи на одређивање помоћу 
две праве које се секу. 

22 Ова Еуклидова теорема сад се замењује теоремом: 

Ајс'о ДlJе равни имајУ заједничку тачку,' оне имају бар "једну 
заједничку праву. 

28 Еуклидова теорија' нормале на равни има тај недо­
статак 'шrо ")зимабез . доказа постојање у простору праве 

нормалне на двема правима које се секу. У саьременој 



60 

школској литератури, која се прkдржава строжијег ма и 

компромисног дедуктивног излагања, прво се показује да је 

могуле конструисати у простору прав у нормалну на двема 

правима које се секу., То се постиже иа тај начин што се 
кроз тачку на пресеку двеју равни повуку 'нормале на тај пре­
секу свакој равни. 

У школској литератури Еуклидов доказ ове теореме је 

замењен Кошијевим доказом, који се разликује од Еуклидо­
вог не суштином логичког раСУђивања, вел прег ле.цношhу 
конструкције. Код Еуклида се оба дела конструкције 'налазе 

- са исте стране равни, а код Кошија са разн.их c,тl?aHa равни 
и то у положају симетричном према равни. Ова врло попу­

ларна теорема била је предмет доказа и других писаца 

(Лежандр, Безу, Адамар и др.). При индуктивном излагању, 
теорија ИQрмале на равни се заснива на елементарним, кон­

кретним геометриским претставама, наПр. на отвореној књнзи 

(Е. Борел). " 
'24 У вези са садржајем како ове, тако и других теорема 

наведимо ову примедбу. У својим излагањима Еуклид џе 
разликује три појма, које обухвата истом речју - "Еб&Е!а;" -
права. То су, како смо већ наво.дили, права, полуправа и,Дуж. 

Услед тога при тачном формулисању неких CTaBOB~ и доказа 
настају, нарочито у Стереометрији, понекад формалне ком: 
пликације и нејасности и то при одређивању положај~ једног 

од тих облика у односу на други. И употреба О.lr.rоварајуhИХ 
глагола мо.же бити незгодна. Тако је, напр., Незго.Дно казати 
да се две по.луправе секу, Кад су њихови крајеви у истој 
таqКИ,а незгодно је упо.требит~ и' глаг()лдо.дирују,јер појам 
додира у савремено.ј математици има Сасвим други геометри­
ски садржај. Једино због то.га што. су одговарајућа расуђи­

вања врло једноставна Еуклидова употреб'а сам6Једне речи 
и примена, можда, и н~одговараiУпих г.iIа~Ола не' ИЗ'Јзива 
неспоразуме о суштини предмета . 

. 25 У овој .теореми <> углов'има са паралелни~ крацима. 
Еуклид изоставља случај кад је збир таквих 'у'I;'лС?ва јџнак 
двама правим угловима. Овај пропуст је врл() }~арактери­
стичан за Еуклидову геометрију, г'еометрију"не променљивих 
геометриских облика у разним могуhим ПОЛО)i{аtима,' Qеђ 
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тога је тој геометрији апсолутно стран '"!ојам смера рецимо, 

датог правца. 

Овај Еуклидов пропуст показује, карактеристичну за 
Еуклида, нарочиту особину излагања. Еуклид се строго при­

држава у доказу само ОЈIИХ података који непосредно сле­

дују из конкретних слика и фигура. 

У вези са садржајем o~e теореме ПРliметимо да се са­

времени појам угла, изгледа од XVIII столеhа, односи не 
само на угао две праве које се секу, веЬ и на две мимо­

илазне праве. За угао такве две праве c~ узима угао правих 

које су паралелне датим мимоилазним правима и пролазе 

кроз исту произвољну тачку. Узимаље одр.еђених смеровз 
на правим једног и другог пара .прецизира одређивање, наро­
чито величине тих углова. Ово проширење појма уrла стоји 

у природној В6Ви са улогом угла као геометриским еле­

ментом, који служи за оцењивање промене положаја једног 

геометрискor објекта у односу на' други, нарщЈИТО са обра­
зовањем нове форме. Угао треба сматрати као геометриски 
параметар форме (B-.~ ЧЈЈа.Иак: "О геометриским параме­

трима·. Зборник радова Математичког ИНСТИЧТ8 Српске 
Академеје наука. Књ. 5. 1957). • . 

26 У овом ставу Еуклид решаВ8 први КОНСТРУ4<ТИВНИ 
просторни задатак. Пре. тога Еуклид не наводи оне основне 
просторне конструкције· на које треба да. се сведе сваки кон­
структивни задатак у простору. 

При прорачунавању наведене Еуклидове ~онструкције 
прирорно се појаВЉУЈе, у' вези са произвољним увођењем 
праве БГ у датој равни, питање о јединствености добивене 
нормале. доказ те јединствености није тежак. 

У вези са овом конструкцијом приметимо да код Еукли­

да не постоји ·теорема три нормале-, коју је увео Луј 
Бертран и која је стекла нарочиту популарност пошто ју је 
Лежандр (1752 - 1834) унео у своје "Елемент-е- (Elements 
de Geometrie расА.,М" Legendre~ Ouvrage adopte рас l'Uni­
veriIte .. У нашим PYK~Ma је 38.. издање без ознаке - године 
издања, 'према . o~!I~ajy француске школске литературе). 
у нашој редакцији (в'., вапр., Билимовиh - АнђелиЬ. Геоме-
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трија за VI разред средњих школа. Стереометрија, Б. 1943 г.) 
ова теорема r ласи: Нека је NA нормала са подножјем А на 

равни а и р права у тој р'авни. Ако је Р подножје нормале 
из А на р, онда је и права NP нормала на правој р (теорема 
три нормале). ' 

27 Нека је у датој равни а дата тачка А. Треба из А кон­

струис'!ти нормалу на равни а. Узмимо кроз тачку А у равни 
а праву р и поставимо кроз ту праву две равни ~1 и ~2' а У 

тим равнима две нормале П1 и П2 на правој р. Раван тих 

нормала означимо са у. Нека та раван сече раван а дуж 

праве q. l:iормалап у равни у на правој q у тачки А је 
нормала из тачке А на равни а. 

28 Интересантно је да је Еуклид нашао за потребно да 

доказује јединственост нормале само за нормалу кроз тачку 
, . 

на равни, а изоставио је случај тачке ван равни. 

29 Теореме од 14. до 19. завршавају низ Еуклидових 
теорема које се односе на проучавање релативног положаја 

у простору тачака, правих и равни. У савременим уџб'ени­
цима геометрије тај низ се попуњава са још неколико група 

теорема. У те групе ,спадају теореме о просторним УГЛ,?ВИft(а, 

о симетрији, о мимоилаз~им правима, о кореспонденцији 
између елемената у равни и елемената у простору и др. 

, 80 Теореме 20. - 23. третирају особине рог,љеве. Текст 

теореме 21. се однцси само на конвексне, испуnчене рогљеве. 
Претстава о другим рогљевима Еуклид, изгледа, није иr,tао, 

па према 'томе није могао да наведе ни тачније фОРl'tfулисаtЬе 
теореме 21. 

31 Навођење ове леме, чији је садржај непосредна, по­

следlща Питагорине теореме, доказује да у ЕУКЛИДQfЮ време 

ова теорема, основа метрике, није заузимала оно Mec~o које 

заслужује. , 
" • 32 У тексту ове, теореме задржа вамо Еуклидове речи 

.наспрамне paBHI:I 8 (~(%ci7t$V«XV't[9V ••• E1[l7tE!'>«X) да још једанпут 

ПОДIJ учемо двозначнqст'" Е уклидовог пој ма. раван· (E.ltt7tESOV). 

38 У овом стаJlУ j~' први, пут џеведен појам "atE(JEOV 

'1t«Х(Ј<ХЛЛ1јАЕ1tt1tЕоr;v К без 'пречодче дефиit~цtиЈе. Mo~ece преве­
сти .паралеЛепипедно ,теЛ<!:·'!Й!fџј~!1.нО~Та~ti~ '''!I~РаЛеле!1иriед~ 
што више oArOBapacaB~~M~W>J, :,еР"ИНОс~,Ог,~" ' ' 
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s4 Овај ~онструктивни задатак је одвојен од теореме 

о рогљевима очевидно из разлога што служи као помоh8И 

став за наредни задатак ~онструкције парsлелепипеда. 

З~ у вези са овом једноставном теоремом учинимо две 

примедбе: 1. И У овој и У другим теоремама Еуклид ни~~д 

не искоришhава ме'тоду поклапања једног тела са другим. 

Његова геометриска апстракција није још дошла до тог сте­

пена да се може једно тело поклопити са другим. Матери­

јалност физичкогтела још је кочила просторну апстракцију. 

2. Као услове за једнакост тела Еуклид узима да једнак.а 

тела буду обухваhена равнима истим и по броју и по вели­

чини. Јасно је да су такви услови недовољни за утврђивање 

једнакости два геометриска тела. Узмимо две коцке. На горњу 

основу једне ставимо правилну квадратну пирамиду са осно­

вом стране коцке и са висином половином висине јкоцке. 

Од друге коцке исте величине одузмимо правилну квадратну 

пирамиду са основом горње основе коцке и врхом у центру 

коцке. Прво тело - коцка са пирамидннм додатком и друго 

тело - коцка са пирамидвим удубљењем обухваhени су 

равнима истим и по броју и по величини, али оба тела нису 

једнака. 

зе у теоремама 29. -31. развијена.је позната Еуклидова 

теорија упоређивања запремина два паралелепипеда са једна­

ким основама и висинама, али различите форме. У теореми 

32. то упоређивање се проширује на паралелепипеде који 

имају једнаке само висине, а у теореми 33. на сличне пара­
лелепипеде. У теореми 34. су наведени два обрнута става. 

87 у вези са овом теоремом о углу праве и њене про­

јекције на раван од интереса је приметити да Еуклид за 

конструкцију те пројекције не примењује непосредну, савре­
мену методу, веЬ употребљава две помоћне праве које много 

отежава ју расуђивање. 

98 Тој геометриској теореми одговара ово алгебарско 

извођење. Ако су а:Ь=Ь:с, биhе ас=Ь2 и према томе аЬс=Ь'. 
89 Овом ставу одговара: првом делу 

цз а : Ь=С : d следује аВ : Ь9 =с8 : d' 
и другом 

следује а : Ь=С : d. 
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40 У овој теореми могу се напи трагови претстава о гео­

метриској симетрији. 

41 Савременом qитаоцу ~KCT ове теореме изгледа по­

грешан, јер смо навикли да су основе nризме nаралне равни. 

Међутим код једне од наведених nризама за основу. изгледа 

хоризонталну. узета је боqна страна nризме .. 
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ЛРЕДГОВОР 

Ова, дванаеста, књига Еуклидових елемената је важна 

како по садржају ставова који су у њој. изнесени, тако и по 

новој методи коју је Еуклид употребио у доказима теорема 

ове књиге. 

Садржај је посвеЬен упоређивању величина оних гео· 

метриских објекатг који се не могу упоређивати поделом 

на конгруентне делове или путем допуне до конгруентних 

објеката. Ти геометриски објекти су: кругови, пирамиде, 
купе, В8ЉЦИ и лопте. 

Метода која је употребљена, то је метода ексхаустије 

(лат: exhaustio) или исцрпљивања. 
И садржај ове књиге и метода ексхаустије служили су, 

а служе и сада, као материјал за проучавања са разних гле· 

дишта. Осо.бито богата методска литература посвеhена је 

оним Iпитањима елементарне геометрије, која у настави још 

нису добила дефинитивна решења. Наш скроман коментар 

нема за циљ да се упушта у разматрањ~ свих оних питања 

која су у вези са овом дванаестом књигом. 

Лри израдИ' и ове књиге су ми помогле колеге В. В. Ми· 

ШКОВИћ и Т. П. Анђелиh, на чему им овде изјављујем З3-

хвалност. 

А. Б. 



ТЕКСТ 



1. 

Слични многоуглови, уписани у кругове, односе се један' 

према другом као квадрати на пречницима. 

Нека су АВГ, ZH0 кругови, и ABrLlE, ZH0KA уписани 
слични многоуглови, и нека су ВМ, HN пречници кругова. 
Тврдим да је квадрат на ВМ према квадрату на: HN као 

многоугао ABrLlE према многоуглу ZH0KA. 
Заиста, повуцимо ВЕ, АМ, НА, ZN. Пошто је много­

угао ABrLlE сличан многоуглу ZH0KA, угао ВАЕ је једнак. 

А z 

углу HZA и дуж ВА је према дужи АЕ као Н2 према ZA .. 
Сад имамо два троугла, ВАЕ и HZA, и угао ВАЕ једног 

једнак је углу HZA другог, а краци тих 'углова су пропор­

ционални. Тада троуглови АВЕ и ZHA имају једнаке углове. 
Према томе је угао АЕВ једнак углу ZAH.· Али угао АЕВ­

је једнак углу АМВ, пошто су над истим луком. И угао· 

ZAH је једнак углу ZNH; па и угао АМВ' је' једнак углу 
ZNH. А и прав угао ВАМ је једнак правом углу HZN. Стога 
је н преостали угао једнак преосталом углу. Према томе­

троуглови АВМ и ZHN имају једнаке углове.· Дакле, размера 
ВМ према HN једнака је размери ВА према HZ. Али размера­
двапут виша од размере ВМ према HN је једнака размеРИЈ 
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квадрата на ВМ према квадрату нн HN. А размера двапут 

виша од размере ВА према HZ је једнака размери много­

угла ABГ~E према многоуглу ZH0KA. Према томе је ква­

Арат на вм према квадрат у на HZ као М1Јогоугао АВГ 6Е 

према многоуглу ZH0KA. 
На овај начин, сл.ични многоуглови, уписани у кругове, 

·одн.осе се један према другом као квадрати на пречницима. 

А то је требало Доказати. 1 

2. 

Кругови се односе један према другом као квадрати 

на пречницима. 

Нека су АВГ ~ и EZH0 кругови, а B~ и Z0 њихови 

пречници. Тврдим да се круг АВГ ~ односи према кругу EZH0 
.као квадрат на Вд према квадрат у на Z0. , 

Заиста, ако се круг АВГ ~ не односи према кругу EZH0 
као квадрат на B~ према квадрат у на Z0, биhе размера ква­
драта на Вд према квадрату на Z0 једнака размери круга 

АВГ ~ према површини или мањој или већој од површине 

А 

;f'-------4(j т 

Bt---------j 

н 

г 

круга EZH0. Нека буде, прво, према мањој L. Упишимо у 

круг EZHe квадрат EZH0. Тај уписани квадрат је веhи од 

половине круга EZH0. Јер, ако кроз тачке Е, Z, Н, 0 ~OBY· 
чемо тангенте на круг, половина описаног кв.адрата једнака 

је квадрату EZH0; а како је описани квадрат веhи од круга, 
биhе уписани квадрат EZH0 веhи од половине круга EZH0. 
Преполовимо лукове EZ, ZH, Н0, 0Е тачкама К, А, М, N и 
повуцимо дужи ЕК,. KZ, ZЛ, АН, НМ, Me,0N и NE; тада је 



11 

<ваки о.д тро.угло.ва EKZ, ZAH, нме, eNE веhи о.д по.ло.вине 
о.дго.варајуЬег кружно.г cefMeHTa. Јер, ако. кро.з тачке К, Л, м, N 
по.вучемо. тангенте на круг и на правима EZ, ZH, не, еЕ 
'Ко.нструишемо. паралело.граме, сваки о.д тро.угло.ва EKZ, ZAH, 
НМ0, eNE једнак је по.ло.вини о.дго.варајуЬег паралело.грама; 

.а сваки кружни сегмент је мањи о.д паралело.грама. Према 

то.ме је сваки о.д тро.угло.ва EKZ, ZAH, нме, eNE веhи о.д 

по.ло.вине o.дro.Bapajyьeг кружно.г сегмента. Ако. сад препо.ло.­

вимо. кружне луко.ве, ко.ји настају по.сле претхо.дне по.деле, 

,спо.јимо. но.ве део.не тачке дужима и тај по.ступак про.дужимо. 

непрекидно., до.биhемо. кружне ,сегменте чији је збир мањи о.д 

разлике круга и мање површине L. Заиста, према прво.ј тео.­

реми десете књиге, ако. имамо. две неједнаке величине, исте 

приро.де, па о.д веЬе о.дузмемо. величину веЬу о.д љене по.ло.­
вине, о.д остатка о.дузмемо. по.ново. величину веЬ) од половине 

тог о.статка и тај поступак про.дужимо непрекидно., о.стаЬе 
нека 'величина ко.ја је мања о.д мање од по.лазних веЛltчина. 

Нека тако. буде ч нека збир ко.нструисаних кружних сегме­

ната ЕК, KZ, ZA,' АН, нм. ме, eN, NE Kpy~a EZH0 буде 

мањи о.д разлике круга EZH0 и по.вршине L. Тада је остатак, 
мно.гоугао-ЕКLAНМ0N. веђи о.д по.вршине L. Упишимо. 

и у круг ABrLl мно.гоугао. A8BOrnLlP, сличан мно.го.углу 

EKZAHM0N. Тада је квадрат на BLl према квадрату на Z0 
као. много.угао. АЕВОГПLlР према многоуглу EK2AHM0N. 
Али квадрат на ВА према квадрату . на 20 одно.си се као. 
круг ABrLl према по.вршини ~. Према то.ме је круг ABrLl 
према по.вршини L као. мно.го.уг'!о. АЕВОГПLlР према мно.то.­

углу !EKZAHM0N. Према то.ме, после промене реда, круг се 
о.дно.си према у њ уписаном мно.гоуглу као. површина L према 

мно.гоуглу EKZAHM0N. Али круг је веhи о.д много.угла УhИ­
,саног у њ, па према томе је Ие"овршина ~ већа о.д мно.го­

угла ЕКZЛНМ0N. Но о.на је и мања. А то. је немо.гуће. Према 
томе није квадрат на BLl према квадрату на Z0 као круг 

ABrLl према површиии мањој од круга EZH0. Слично. се 

до.казује да и квадрат иа' ze према квадрату на BLl није 

као. круг EZHe према по.вршиии мањој од круга АВГ Ll. 
Тврдрм, 'такође, да ии квадраr на BLl према квадрату на 

Z0 неЬе бити ,,\ао. круг ABrLl према површини ко.ја је већа 

·од круга EZH0. 
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Заиста, ако је 1'0 могуће, нека буде према већој површинИ' 

Т. Значи, посл~ промене реда, квадрат на ZC:> је према ква­

драту на ~B као· fювршина Т према кругу ABrLl. Али повр­

шина Т се односи према кругу АВГLl као круг EZH0 према 
површини мањој од круга ABГ~. На овај начин квадрат на 

ze је према квадрату на BLl као круг EZH0 према површини 
мањој од круга ABГ~. А доказано је да је то немогуЬе .. 
Према томе квадрат на BLl према квадрату на Z0 не односи 
се као круг ABrTh према површини већој од круга EZH0, А 
доказали смо да није ни као тај круг прама мањој површини. 

Према томе је квадрат на BLl према квадрату на Z0 као круг 
АВГ Ll према кругу' EZH0. 

На ов.ај начин, кругови се односе јеД8К према другом 

као квадрати на пречницама. А то је требало Доказати. 2 

Ле ма 

Тврдим, да ако је површина ~ веЬа Qд . круга EZH0,. 
ОНД8 је површина L према кругу ABГ~ као круг EZHe 
према површини мањој од круга ABrLl. 

Заиста, начинимо тако да површина t буде према кругу 
АВГ ~ као круг EZH0 према површини Т. Тврдим да је по­

вршина Т мања од круга ABfLl. 
Заиста, пошто је површина :Е према кругу АВГ Ll као 

круг EZHC:> према површини Т, то Ье, после промене реда;' 

површина L бити према кругу EZH0 као круг ABfLl према 

површини Т. Но површина L је веЬа од круга EZH0, па 

према томе је и круг ABГ~ веhи од површине Т. на тај 

начин је површина L према површини ABГ~ као круг EzH0 
према површини мањој од круга АВГ 6.. А то је требала. 

докаЗ8ТИ. S 

11" 
~ 3. 

Свака пирамида са троуглом основом може се поделити 

на две једнаке пирамиде са троуглим основама, сличне једна. 

другој и целој пирамиди, и на две једнаке призме; збир те 

"две призме је веnи од lЮловине целе пирамиде. 

Нека буде дата пирамида са троуглом основом дВГ и 
врхом У тачки 6.. Тврдим да се ПИР8мида ABГ~ може поде-
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лити на две једнаке пирамиде са троуглим основама, сличне 

једна другој и целој пирамиди, и на две једнаке призме, и 

да је збир те 'две призме веhи од половине целе пирамиде. 

Заиста, преполовимо АВ, ВГ, ГА, А!::., !::.В,!::.Г тачкама 

Е, Z, Н, е, к, л и спојимо еЕ, ЕН, не, ек, КЛ, ле, KZ, ZH. 

А 

Пошто је АЕ једнако ЕВ и Ае 

једнако !::.е, права Е0 је пара­

лелна првој !::.В. Из истих ра­

злога биhе и права еК пара­

Jlелна правој АВ. Према томе 

је еЕВК паралелограм. Стога је 
Е>К једнако ЕВ. Но ЕВ је јед­

нако ЕА, па је стога и АЕ 

једнако ек. И Ае је једнако 

е!::.. Две дужи АЕ и Ае једна­

ке су двема дужима ке и е.!::., 

в свака свакој; и угао ЕАе јед-

нак је углу ке!::., па је, значи, и 

основица Ее' једнака основици КЛ. Према томе је троугао 

АЕе једнак и сличан троуглу ек!::.. Из истих разлога и тро­

угао Аен једнак је и сличан троуглу ел!::.. и пощто су две 

праве Ее и ен, које се секу, паралелне са двема пра,вима 
К!::. и !::.л, које се секу, а прве праве нису у истој равни са 

другим, оне образују једнаке углове. Према томе је ј'гао 

Еен једнак углу К!::.Л. И пошто су две дужи Ее и ен јед­

наке двема дужима К.!::. и !::.Л, свака свакој, и угао ЕеН 
једнак углу К!::.Л, биhе и основица ЕН једнака основици 

кл. На овај начин троугао ЕеН једнака је и сличlJа троуглу 
К.!::.Л. Из истих разлога је и троугао АЕНједнак и сличан 
троуглу екл. На овај начин је пирамида којој је основа тро­

угао АЕН и врх у тачки е једнака и слична пирамиди којој 

је основа троугао екл и врх у тачки !::.. И пошто је у ТРО­
углу А.!::.В повучена права ек парзлелно једној од страна, 
страни АВ, троугао А!::.В имаhе једнаке уг лове као и троугао 

!::.ек, а стране су им пропорционалне. Према томе је троугао 
А.!::.В сличан троуглу !::.ек Из истих разлога и троугао .!::.ВГ 

бице сличан троуглу !::.КЛ, а троугао Л!::.Г троуглу !::.ле. И 

пош'W су две праве ВА и ЛГ, које се секу, паралелне са 
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двема правима К0 и вА, које се такође секу, али са првима 

нису у истој равни, оне образују једнаке углове. Дакле 

угао ВАГ једнак је углу К0Л. И пошто је ВА према АГ као 
К0 према ел, биhе троугао АВГ сличан троуглу 0КЛ. И на 

тај начин је пирамида којој је основа троугао АВГ и врх у 

тачки ~ сличиа пирамиди којој је основа троугао екл и врх 

у тачки~. Доказано је међутим да је пирамида којој је 

осн()ва троугао 0КЛ ,и врх У тачки 6. слична пирамиди којој 

је основа троугао АЕН и врх У тачки е ["јер је и пирамида 
којој је основа троугао АВГ и врх У тачки !1 слична пира­

миди којој је основа Tpoyrao АЕН и врх У тачки е]. Према' 
томе је свака од пирамида АЕнв и 0КЛ6. слична целој пира­
миди ABГ~. 

и пошто је BZ једнако zr, паралелограм EBZH је два­
пут веhи од троуtла HZf. А како су две призме, ако имају 

једнаке висине и једна за основу паралелограм, а друга 

троугао, уз то паралелограм двапут веhи од троугла, једнаке. 

биhе и призма обухваhена двама троуглима, BKZ и Е0Н, и 
трима паралелограмима, EBZH, Евке, eKZH" једнака призми 
обухваhеној двама троуглима Hzr и 0КЛ и трима паралело­
грамима KZf л, лгне и 0KZH. И јасно је да ће свака призма, 
наим.е, прва, којој је основа паралелограм ЕБZН и наспрамна 

ивица вк, и друга којој је основа троугао HZf й наспрамни 
троугао 0КЛ - бити већа од сваке пирамиде са основама 

АЕН и 0КЛ и врховима у тачкама е и ~, ПОШТО, ако пову­

чемо праве EZ и ЕК, биhе призма чија је основа паралело­

грам EBZH и наспрамна ивица вк већа од пирамиде којој 
је основа троугао EBZ и врх тачка К. Међутим је пирамида 
којој је основа троугао ЕБZ и врх тачка К једнака пирамиди 

којој је основа троугао АЕН и врх тачка е, пошто су оне 
обухваhене једнаким и сличним равнима (многоуг ловима). 
На тај начин је и призма којој је основа паралелограм EBZH 
и наспрамна ивица ек већа од пирамиде којој основа тро­

угао АЕН и ~px У тачки 0. Но призма којој је основа пара­

лелогра\f EBZH и иаспрамна ивица вк једнака је призми 

којој је основа троугао HZf и наспрамни троугао 0КЛ. 

А 'I1ирамида којој је основа троугао АЕН и врх У тачки 0 
једнака је пирамиди. којој је основа троугао екл и врх 
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у Т8ЧКи !i. Значи две наведене призме веЬе су од две HaBe~ 

дене пирамиде, чије су основе троугловн АЕН и 6)Ј(Л и ВР· 

хови У тачкама е и !i. 
На <овај начин цела пирамида којој је троугао АВГ у 

основи и врх у тачки А може се поделити на две међу собом 

једнаке (сличне целој) пираМlfде' и на две једнаке лриэме. 

чији је збир веhи од половине целе пиремиде. А то је тре ... 
бало доказати.· 

4. 

Ако постоје две пирамиде са истом висином, чије су 

основе троуглови, и сваку поделимо на две једнаке пирамиде~ 

сличне међу собом и са целом пирамидом, и на две једнаке 

призме, основа једне пирамиде односиће се према основи друге 

пирамиде као све призме прве пирамиде према свима, у исто'м 

броју, призмама друге пирамиде. 

Нека постоје две пирамиде са истом ВИСИ/:lОМ, чије су 

основе троуглови АВГ и !iEZ и врхови У тачкliма Н и в, 

и нека је свака подељене на две једнаке пирамиде, сличне-

н 

А 

Е 

међу собом и целој пирамиди, и на две једнаке призме. TBP~' 

дим да је основа АВГ према основи !iEZ као и све ПРИ3ме 
пирамиде АВГН према призмама у истом броју пирамиде' 

!iEZe. 
Заиста, пошто је ВЕ једнако ЕГ, а АЛ јеАнако ЛГ, 6иће: 

права ЛЕ паралелна АВ и троугао АВГ сличан троуглу л:аг. 
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Из истих разлога је и троугао ~EZ сличан троуглу РФZ. 

и пошто је ВГ двапут веће од Г:::, а EZ од ZФ, биhе ВГ 
према ГЕ као EZ према ZФ. На тај начин су на ВГ и на ГЕ 

конструисане, сличне и у сличном положају праоолиниске 

слике АВГ и ЛЕГ, а на EZ и на ZФ .сличне и у сличном 

положају праволиниске слике L\EZ и РФZ. Према томе је 

троугао АВГ према троуглу ЛЕГ као троугао ~EZ према 

троуглу РФZ. Или, после промене реда, троугао АВГ је 

према троуглу ~EZ I<.ao троугао ЛЕГ према троуглу' РФZ. 

Међутим је троугао ЛЕГ према троуглу РФZ као призма 

којој је основа троугао' АЕГ и наспрамни троугао OMN према 
призми којој је основа троугао РФZ и наспрамни троугао 

~TY. Те је према томе троугао АВГ према' троуглу L\EZ као 
призма, којој је основа троугао ЛЕГ и наспрамни троугао 

OMN, према nризми, којој је основа троугао РФZ и наспрамни 
троугао ~Tr-. Но наведене призме се једна према друrој 
односе као призма којој је основа паралелограм КВЕЛ а на­

спрамна ивица ОМ према призми којој је основа паралело­
'грам ПЕФР а наспрамна. ивица ~T. А.у истој размери је и 

збир две призме: једне, којој је основа паралелограм КВЕЛ 
и наспрамне ивица ОМ, и друге, којој је основа ЛЕГ и на­

епрамни троугао OMN, према збиру призама, једне којој је 

основа ПЕФР и наспрамна ивица ~T и друге којој је основа 

троугао РФZ а наспрамни, троугао ~TY. На овај начин се 

збир две наведене призме односи према збиру две друге 

наведене призме као основа АВГ према основи ~EZ. 

На сличан начин, ако се пирамиде OMNH н ~TTe по­
деле на две призме и на две пирамиде, биће основа OMN 
према основи ~Tr као две призме у пирамиди OMNH према 
'двема призмама у пирамиди ~Tre. Али основа OMN је пре­

ма основи ~Tr као основа АВГ према основи ~EZ, јер је 

сваки од троуглова OMN и ~Tr једнак сваком од троуглова 

АЕГ и РФZ. и на тај начин је основа АВГ према основи ~EZ 

као четири призм-е према четири призме. Исто тако ће, ако 
ее преостале пирамиде поделе на две пирамиде и на две 

призме, основа АВГ бити према основи ~EZ као све ПРИ:ilме 

у пирамиди АВГН према свима призмама у истом броју У 
пирамиди ~EZe. А то је требало доказати.' 
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Лема 

А да је троугао ЛЗГ према троуглу РФZ као призма 

којој је основа троугао 'лзг, а наспрамни троугао OMN, према 
призми којој је основа троугао РФZ, и наспрамни троугао 

LTr, то треба доказати. 
Заиста, замислимо на истој слици две нормале спуштене 

из тачака Н и 0 на равни АВГ и LlEZ; оне су, очигледно, 

једнаке, јер се претпоставља да су пирамиде са истим виси­

нама. Пошто су две праве НГ и нормала из Н, пресечене 

двема паралелним равнима АВГ и OMN, оне су пресечене у 
истој размери. А како је дуж НГ преполовљена пресеком 

са равни OMN у тачки N, биhе преполовљена пресеком са 

равни OMN и нормала спуштена из тачке Н на раван АВГ. 

Из истих разлога биhе преполовљена пресеком са равни 

LTr и нормала спуштена из тачке 0 на раван ДЕZ. Но нор­

мале спуштене из тачака Н и 0 на равни АВГ и дЕZ једнаке 

су, па према томе су једнаке и нормале спуштене из тачака 

троуглова OMN и LTr на равни троуглова АВГ и LlEZ. 
Према томе призме којима су основе троуглови лзг и РФZ, 

а наспрамни троуглови OMN и 2:Tr, имају исте висине. Значи 
и паралелепипеди, конструисани од тих, призама, имају исте 

висине и у размери су један према другом као основе. Према 

томе су и њихове половине, наведене призме, једна према 

другој у односу основе АЗГ према основи РФZ. А то је 

требало Доказати.6 

5. 

Пирамиде једнаких висина и са троуглим основама у 

размери су 'једна према другој као основе. 

Нека су дате пирамиде са основама АВГ и LlEZ са истом 
висином и са врховима у тачкама Н и 0. Тврдим, да се 

основа АВГ према основи LlEZ односи као пирамида АВГН 

према пирамиди LlEZ0. \ 

Заиста, ако основа АВГ не би била према основи LlEZ 
као пирамида АВГН према пирамиди LlEZ0, онда Ье основа 
АВГ бити према осввои дЕZ, као пирамида АВГН према вели­

чини мањој или веЬој од пирамиде LlEZ0. Нека буде, прво, 
2 Еуклџови елементи " •• 12 
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Јtремз мањој вели~ини Х; и поделимо пирамиду дЕZ0 на две 

једнаке пирамиде, сличне међУ собом и целој пирамиди, и на 

две једнаке призме, при чему је збир две призме веhи од 

половине целе пирамиде. Затим пирамиде доба вене после 

г z 
А 

в Е 

поделе поделимо понове на сличан начин и тако ћемо посту­

пати све док од пирамиде дЕZ0 не остану такве пирам"де 

које су мање од разлике пирамиде дЕZ0 и тела Х. Нека 

остану и нека то буду, напр., пирамиде ДПРL и ~П·0. Тада 

су све остале призме у пирамиди дЕZ0 веће од тела Х. 

Поделимо и пирамиду АВГН, на сличан начин и на исти број 

делова, као што је подељена пирамида ДЕZ0. Тада се основа 

АВГ према основи дЕZ односи као призме у пирамиди АВГН 

према призмама у пирамиди ДЕZ0. Али основа АВГ је према 

основи дЕZ као пирамида АВГН према телу Х. Према томе 

је пирамида АВГН према телу Х I<ао призме у пирамиди 

АВГ д према ПрАзмама у пирамиди ДЕZ0. На тај начин, после 

промене реда, пирамида АВГН је према призмама у њој као 

тело Х према призмама у пирамиди ДЕZ0. Но пирамида АВГН 

је већа од призама у њој, па према томе и тело Х је веће 

од призама у пирамиди ДЕZ8. Али оно је и маље. А то је 

немогуће. Према томе основа АВГ према основи дЕZ није 

у размери пирамиде АВГН према, телу мањем од пирамиде 

ДЕZ0. На сличан начин се доказује да основа дЕZ према 
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основи АВГ није у размери пирамиде ~EZ0 према телу мањем 
од пирамиде АВГН. ' 

Али тврдим да основа АВГ према основи ~EZ није у 

размери пирамиде АВГН ни према телу веЬем од пирамиде 
~EZ0. 

Заиста, ако је могуЬе, нека буде према веЬем телу Х. 

Значи, обрнуто, основа ~EZ је преме основи АВГ као тмо 
Х према пирамиди АВГН. Али тело Х 

према пирамиди АВГН је као пирамида 

~EZ0 према телу мањем од пирамиде 

АВГН, како је било доказано. Дакле, 

основа ~EZ је према основи АВГ као 

х 

пирамида ~EZ0 према телу мањем од пирамиде АВГН, а до­

казано је да је то бесмислено. Према томе основа АВГ према 

основи ~EZ није у размери пирамиде АВГН према телу већем 

од пирамиде ~EZ0. А доказано је да није ни према мањем. 

На овај начин основа АВГ је према Основи ~EZ као пира­

мида .дВГН према пирамиди ~EZ0. А то је требало даказати.т 

б. 

Пирамиде једнаких висина и са многоугловима у осно­

вама у размери су једна према другој као основе. 

Нека су дате пирамиде једнаких висина, којима су 

основе многоуглови АВГдЕ и ZH0KA, а врхови у тачкама 

М и N. Тврдим .да је основа АВГдЕ према основи ZH0KA 
као пирамида АВГ ~EM према пнрамиди ZH0KAN. 

Заиста, повуци мо АГ, Ад, 20, 2К. Сад, пошто две пи­

рамиде АВГМ и АГдМ имају у основама троуглове, а висине 

су им једнаке, оне стоје у размери основа. Према томе је 

основа АВГ према основи АГд као пирамида АВГМ према 

пирамиди АГ4М. И после састављања биhе основа АВГд 

према основи АГд као пирамида АВГдМ према пирамиди 
AГ~M. Али је и основа АГд према основи АдЕ као пира­

мида АГ дМ према пирамиди АдЕМ. Значи, према једнако­

у даље ности је основа АВГ д према основи А4Е као пира­

мида АВГдМ према пирамиди АдЕМ. И опет, после саста-
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в.ъања, биlје основа АВГ6.Е према основи А6.Е као пирамида 

ABrl\EM према пирамиди A!\EJv\. СЛИЧНО се доказује, да је 

И основа ZН0КЛ према основи ZHt:) као пирамида ZH0KAN 
према пирамиди ZH0H. Пошто две пирамиде А6.ЕМ и ZH0N 
једнаких висина имају за основе троуглове, биhе основа A~E 

према основи ZH0 као пирамида A~EM према пирамиди 

N 
и 

н 

Е z 

ZH0N. Али је основа Al\E према основи АВГ 6.Е као пира­
мида A~EM према пирамиди АВГ ~EM. Значи због једнако­

удаљености односиhе се основа ABГ~E према основи ZH<:) 
као пирамида ABГ~EM према пирамиди ZH0N. Но и основа 
ZH0 је према основи ZH0KA као пир.амида ZH0N према 
пирамиди ZH0KAN. На овај начин; због једнакоудаљености, 

основа ABГ~E је према основи ZH0KA као пирамида ABГ~EM 
према пирамиди ZH0KAN. А то је требало Докаэати. 8 

7. 

Свака призма са троуглом у основи може се поделити 

на три међу собом једнаке. пирамиде са троугловима у 

основама. 

Нека је дата призма којој је троугао АВГ у основи и 
наспрамни троугао llEZ. Тврдим да се призма ABr6.EZ може 
поделити на три међУ собом једнаке пирамиде са троугловима 

у основама. 



Заиста, повуцимо B~, ЕГ и z 
Г~. Пошто је ABE~ паралелограм, 

а B~ је његова дијагонала, биhе ER--~_-\-_~ 
троугао AB~ једнак троуглу EB~. 

Према томе је пирамида којој је 

троугао AB~ у основи и врх у 

тачки Г једнака пирамиди којој 

је троугао ~EB у основи и врх 

у тачки Г. Али пирамида којој је 

основа троугао ~EB и врх У тач-
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I<И Г иста је као и пирамида ко- А 

јој је основа троугао ЕВГ и врх 

У тачки ~, јер су оне обухваhене истим равнима. И према 

томе је пирамида којој је основа троугао AB~ и врх У тачки 

Г једнака пирамиди којој је основа троугао ЕВГ и врх у 

тачки ~. даље, пошто је zrBE паралелограм, а ГЕ његова 

дијагонала, троугао rEZ једнак је троуглу ГВЕ. И на тај 

начин је пирамида којој је основа троугао ВГЕ и врх у тачкн 

~ једнака пирамиди којој је основа троугао Erz и врх у 

тачки ~. А доказали смо да је пирамида којој је основа тро­

угао ВГЕ и врх У тачки ~ једнака пирамиди којој је осн()ва 

троугао AB~ и врх У тачки Г. Према томе је пирамида којој 

је основа троугао rEZ и врх У тачки ~ једнака пирамиди 

којој је основа троугао AB~ и врх У тачки Г. На овај је 

начин пр.изма АВГ ~EZ подељена на три међу собом једнаке 

пирамиде са троугловима у основама. 

И пошто је пирамида којој је основа троугао AB~ и врх 

У тачки Г иста са пирамидом којој је основа троугао Г АВ и 

врх У тачки ~, јер су оне обухваhене истим равнима, а, како 

смо доказали, пирамида којој је основа троугао AB~ и врх 

У тачки Г је једна треhина призме којој је основа троугао 

АВГ и наспрамни троугао ~EZ, бнhе, према томе, пирамида 

којој је основа троугао АВГ и врх у тачки ~ једна треhина 

призме којој је основа исти троугао АВГ и наспрамни тро­

угао ~Ez.g 

Последица 

Одавде је јасно да је свака пирамида треhи део оне призме 

која има исту основу и исту висину [јер ако би призма 



имала I<ЗО основу неку другу, с,ем троугла, праволиниску 

слику, I(ао и наспрамну слику, та призма се може подеЛИТ;i 

на призме којима су основе троуглови и са наспрамним тро­

угловима, и цела основа према свакој ... ]. А то је требало 

Доказати. IО 

8. 

Размера СЛИЧНИХ пирамида кqјима су основе троуглови 

трипут је виша од размере хомологних ивица. 

Нека су дате сличне и у сличном положају пирамиде 

којима су основе троуглови АВГ и ~EZ и врхови У тачкама 
Н и е. Тврдим да је размера пирам~ще АВГН према пира­

миди ~Eze трипут виша од размере BI::. према EZ. 

А 

A ___ .+--~ 

в Е 

о 

Заиста, Допуни­

мо паралелепипеде 

ВНМА и Е8ПО. По­

што је пирамида 

АВГН слична пира­

миди ~E Z в, биhе 
угао АВГ једнак углу 

р 

k--~-t---j ~EZ, угао НВГ углу 

eEZ и угао АВН 

углу ~Ee, и АВ пре-

ма ~E као ВГ према 

EZ и као ВН према Е0. А како је АВ према ~E као ВГ 

према EZ, а то су пропорционални краци једнаких углова, 

биhе паралелограм ВН сличан паралелограму . ЕП. Из истих 
разлога је и паралелограм BN сличан ~аралелограму ЕР, и 
ВК-Е3. На тај начин су три паралелограма ВМ, ВК, BN 
слична трима паралелограмима ЕП, Е3, ЕР. НО три парале­

лограма ВМ, ВК, BN су једнака и слична трима наспрамним 

паралелограмима, а исто тако су и три паралелограМ9 ЕП, Е3, 
ЕР једнака и слична својим наспрамним. На тај начин су тела 

ВНМА и Еепо обухваhена сличним равним површинама у 

истом броју. Према томе је тело ВНМА слично телу Е0ПО. 
Но размера сличних паралелепипеда је трипут виша од размере 

хомологних ивица. На овај начин је тело ВНМА према телу 

Еепо у трипут вишоi размери од размере хомологне ивице 
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ВГ према хомологној ивици EZ. Али теЈlO ВНМА је према 

телу Еепо као пирамида АВГН према пирамиди дЕzе, јер 

је пирамида шести део паралелепипеда, чија је половина, као 

призма, једнака утрострученој пирамиди. И на тај начин је 

размера пирамиде АВГН према пирамиди дЕzе трипут виша 

од размере ивице ВГ према ивици EZ. А то је требало 

доказати. 

Последица 

Из овог је јасно, да је и размера сличних пирамида којима 

су многоуглови у основама трипут више од размере хомО­

ЛОГНИХ ивица. Заиста, ако их поделимо на њихове пирамиде 

које имају троуглове у основама и то поделом сличних основа 

на сличне троуглове у истом броју и У сличном положају 

према целим пирамидама, биhе једна пирамида којој је тро­

угао у основи у једној целој пирамиди према једној пирамиди 

којој је троугао у основи у другој целој пирамиди као збир 

пирамида којима су троуглови у основи једне целе пирамиде 

према збиру пирамида којима су троуг лови У основи друге 

целе ПИРilмиде, тј. као једна пирамида са многоуг лом у 

основи према другој пирамиди са многоуг лом у основи. А 

како је размера пирамида којима су троуглови у основама 

трипут виша од размере хомологних ивица, биhе и размера 

пирамида којима су слични многоуглови У основама трипут 

виша од размере хомологни:: ивица. Ј 1 

9. 

Код једнаких пирамида које имају троуглове у основама 

основе су обрнуто пропорционалне висинама; и ако су код 

пирамида које имају троуглове у основама основе обрнуто 

пропорционалне висинама, пирамиде су једнаке. 

Нека су дате једнаке пирамиде са троугловима АВГ и 

дЕZ У основама и са врховима у тачкама Н и е. Тврдим да 

су код пирамида АВГН и дЕZ0 основе обрнуто пропорци­

оналне висинама, тј. да је основа АВГ према основи дЕZ као 

висина пирамиде дЕZ0 према висини пирамиде АВГН. 

Заиста, допунимо паралелепипеде ВНМА и Еепо. Пошто 

је пирамида АВГН једнака пирамиди дЕzе а тело ВНМА је 
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шест пута веЬе од пирамиде АВГН и тело Е0ПО шест пута 

веће O~ пирамиде 6EZH, биhе тело ВН1ЧА једнако телу 
Е0ПО. Али су код једнаких паралелепипеда основе обрнуто 

ПРОПОРЦИQналне висинама. Но основа ВМ је према ЕП као 

В
А 

H~ ............ ј,1 \~ 

1/-1 '-~ ___ J/ 
в 

п 

троугао АВГ према тро­

углу 6.EZ. Значи троугао 
АВГ се односи према тро­

углу 6.EZ као висина тела 
Е0ПО према висини тела 

ВНМА. Али висина тела 

Е0ПО је једнака висини 

пирамиде 6.EZ0 и висина 

тела ВНМА је једнака ви­

сини пирамиде АВГН. На 

тај начин се основа АВГ 

односи према основи 6.EZ 
као висина пирамиде LlEZ0 према висини пирамиде АВГН. 

Према томе су код пирамида АВГН и 6.EZ0 основе обрнуто 
пропорционалне висинама. 

Нека су сад код пирамиде АВГН и 6.EZ0 основе обрнуто 
пропорционалне висинама, тј. основа АВГ је према основи 

6.EZ као висина пирамиде 6.EZ0 према висини пирамиде 

АВГН. Тврдим да је пирамида АВГН једнака пирамиди LlEZ0. 
Заиста, после исте конструкције, пошто је основа АВГ 

према основи 6.EZ као и висина пирамиде 6.EZ0 према висини 
пирамиде АВГН, а основа АВГ је према основи LlEZ као 
паралелограм ВМ према паралелограму ЕП, биhа паралелограм 

ВМ према Ilаралелограму ЕП као висина пирамиде LlEZ0 
према висини пирамиде АВГН. Но висина пирамиде 6.EZ0 је 

једнака висини паралелепипеда Е0ПО, а висина пирамиде 

АВГН је једнака висини паралелепипеда ВНМА. Према томе 

је основа ВМ према основи ЕП као висина паралелепипеда 

Е0ПО према висини паралелепипеда .вНМА. Али ако су код 

неких паралелопипеда основе обрнуто пропорционалне виси­

нама, такви су паралелепипеди једнаки. Значи, паралелепипед 

ВНМА једнак је паралелопипеду Е8ПО. А како је пирамнда 

АВГН шести део од ВНМА, а пирамида 6.EZ0 шести део од 

паралелепипеда Е0ПО, биhе и пирамида АВГН једнака пира­

миди LlEZ0. 



25 

На тај начин, код једнаких пирамида које имају тро­

угnове у основама основе су обрнуто пропорционаnне виси­

нама; и ако су код пирэмида које имају троугnове у осно­

вама основе обрнуто пропорционалне висинама, пирамиде су 
једнаке. А то је требало доказати.12 

Ја. 

Свака купа (КОНУС) је треnина ваљка (циnиндра), ако 
имају исту ОСНО!;!У И једнаке висине. 

Нека купа и ваљак имају исти круг АВГ Д за основу и 

једнаке висине. Тврдим да је купа треnина ваљка, тј. да је 

ваљак трипут веnи од купе. 

Заиста, ако ваљак није 

трипут веnи од купе, он п е 

бити веn8 или више но три­

пута или мање но трипута. 

Нека прво буде вепи више 

но трипута. У пишимо У круг 

АВГд квадрат АВГд. Тај ква­

драт je-BenlLOД ПОдОВИне кру­

га АВГД. Конструишимо над 

квадратомАВГдпризму са ви­

сином једнаком висини ваљка. 

Конструисана призма је веnа 

од половине ваљка; јер, ако 

око круга АВГд опишемо 

.Ј 

г 

квадрат, уписани квадрат је половина описаног, а тела кон­

струисана над љима су призме једнаких висина. А како су 

призме једнаких висина у размери љихових основа, биnе 

призма конструисана над квадратом АВГд једнака половини 
призме над квадратом описаним око круга АВГ д. А како је 

ваљак маљи од призме конструисане над квадратом описа­

ним око круга АВГ .1, биnе призма конструисана над квадра­
том АВГд са висином једнаком висини ваљка већа од поло­

вине ваљка. Препоnовимо кружне лук ове АВ, ВГ, Гд, дА 

тачкама Е, Z, Н, е и повуцимо АЕ, ЕВ, BZ, Zr, ГН, Нд, .18, 
еА. Тада је сваки од троуглова АЕБ, BZr, ГНД, деА веnи 
од половине отсечка круга АВГ .1, како смо раније доказали, 
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КОНСТРУИUlимо иад сваким од троуглова АЕВ, вzг, ГH~, ~eA 
ПРизму која има висину једнаку висини ваљка. Тада је и 

Свака од КО8струисаних призама веЬа од половине отсечка 

ваљка, јер, ако кроз тачке Е, Z, Н, е повучемо праве пара­
лелне са АВ, ВГ, Г~, ~A допунимо !1аралелограме на АВ, ВГ 
Г~, ~A и иад љима конструишемо паралелепипеде са виси­

нама једнаким висиии заљка, половина сваког је призма кон­

струисана над троугловима АЕВ, BZr, ГH~, ~eA. и отсечци 
ваљка су маљи од конструисаних паралелепипеда. На тај 

начин су призме конструисане иад троугловима АЕВ, Bzr, 
ГH~, 6(~A веЬе од половине отсечака. Ако преполовимо 
преостал'е кружне лукове, повучемо праве и конструишемо 

над сваким троуглом призму са висином ваљка, онда, посту­

пајуhи тако непрекидно, добиhемо на крају такве отсечке 

ваљка чији Ье збир бити маљи од разлике ваљка и утро­

стручене ку п е-. Нека је то постигнуто са отсечцима АЕ, ЕВ, 

BZ, zr, ГН, H~, ~0, еА. Тада је преостала призма, са осно­

вом многоуглом AEBZrH~0 и висином ваљка, веЬа од утро­

стручене купе. Но призма којој је многоугао AEBzrH~e у 

основи и висина једнака висини ваљка једнака је трострукој 

пирамиди којој је многоугао AEBZrH~e основа и врх у врху 

купе. Према томе је пирамида ~ojoj је многоугао AEBzrH~0 

Основа и врх у врху купе веЬа од купе са кругом АВГ ~ у 

основи, али је она и маља, јер је она обухваhена купом. 

А то је немогуЬе. Према томе ваљак неЬе бити веhи од 

утростручене купе. 

Тврдим да ваљак неЬе бити ни маљи од утростру­

чене купе. 

Заиста, ако је могуЬе, нека ваљак буде маљи од утро­

стручене купе; значи, обрнуто, купа је . веЬа од треhине 

ваљка. Упишимо у круг ABГ~ квадрат ABГ~. Тада је ква­

драт ABГ~ веhи од половине круга ABГ~. Конструишимо 

над квадратом AГB~ пирамиду са врхом у врху купе. Кон­

струисана пирамида је веЬа од половине купе, јер, како смо 

веЬ доказали, ако опишемо око Kpyra квадрат, квадрат АВГА 
биhе једнак половини квадрата описаног око круга. И ако 

.на квадратнма конструишемо паралелепипеде, који се зову 

и призме, са висинама једнаким висини купе, биhе призма 

1.·111 

li 

1

1.'.: :, 
: 

, 
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конструисана над квадратом АВГ t; ЛО,10вина лризме конструи­

сана над квадратом описаним око круга, јер су оне у раз­

мери једна према другој као основе. А у истој су размери 

и њихове треhине. Према томе је пирамида којој је квадрат 
АВГ t; у основи половина пирамиде конструисане над квадра­

том описаним око круга. А пирамида конструисана над ква­

дратом описаним око круга је веЬа од купе, јер она купу 
обухвата. Према томе је пирамида којој је квадрат ABГ~ у 

основи и врх у врху купе веђа од половине купе. Пре по­

ловимо кружне лукове АВ, ВГ, Г~, ~A тачкама Е, Z, Н, 0 
и новуцимо АЕ, ЕВ, BZ, Zf, ГН, H~, ~e, 0А; тада је сваки од 

троуглова АЕВ, BZf, ГH~, ~eA веhи од половине одговарајућег 
отсечка круга. Сад конструишимо над сваким од троуглова 

АЕВ, BZf, ГH~, ~0A пирамиду са истим врхом као и купа. 
Свака од конструисаних пирамида биhе, на основу изведе­

них расуђивања, већа од половине одговарајућег отсечка 

купе. Ако преполовимо преостале кружне лукове, повучемо 

праве и конструишемо над сваким од троуг лова пирамиду 

са врхом у врху купе, онда ћемо, тако поступајуhи непре­

стано, добити на крају такве отсечке купе, чији ме збир 

бити мањи од разлике купе и треЬег дела ваљка. Нека је то 

постигнуто са отсечцима АЕ, ЕВ, BZ, zr, ГН, H~, ~e, 0А. 
Тада је преостала пирамида, којој је многоугао АЕВZГН~0 

у основи и врх у врху купе, већа од треhине ваљка. Али је 

пирамида којој је многоугао AEBzrH~e основа и врх у врху 

купе треhина призме којој је многоугао AEBzrH~0 у основи 

и висина једнака висини ваљка. Према томе је призма којој 

је многоугао AEBzrH~0 у основи и висина једнака висини 

ваљка веЬа од ваљка са кругом AHГ~ у основи. Али је она 

и мања, јер је ваљак обухвата. А то је немогуЬе. На овај начин 

ваљак неЬе бити мањи од утростручене купе. А доказано је 

да неће бити ни веhи од утростручене купе. Према томе је 

вељак утростручена купа, дакле купа је треhина ваљка. 

На овај начин је свака купа треhина ваљка, ако имају 

исту основу и једнаке висине. А то је требало доказати. 11 

11. 

Купе и ваљци са истом висином односе се једно према 

другом, посебице, као основе. 
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Нека су дате купе И ваљци исте висине, њихове основе 

су кругови АВГ.:.\ н Еzr'ю, осе -- КА, MN, Г.iJечници основа 

АГ и I::H. Тврдим, да се круг АВГ.:.\ односи према кругу 

EZI-I& као купа АА према КУПИ EN. 

Заиста, ако није, нека је круг АВГ.:.\ према кругу EZH0 
кэо купа АЛ. према КУПИ или мањој од купе EN или Behoj. 
Нека, прво, буде према мањој :=: и нека је тело IV једнако 
разлици између купе EN и тела 2. Према томе је купа EN 

једнака збиру тела :=: и 'V. Упишимо у круг EZH0 квадрат 

EZH0. Према томе је тај квадрат веhи од половине круга. 

Конструишимо над квадратом' EZH0 пирамиду са висином 
купе. На овај начин конструисана пирамида је већа од поло­
вине купе, јер, ако око круга опишемо квадрат и над њим 

конструишемо пирамиду са висином купе, биhе уписана пира­

мида половина описане, пошто су оне у размери основа. А 

купа је мања од описане пирамиде. Преполовимо кружне 

лукове EZ, ZH, Н0; 0Е тачкама О, П, Р, L и повуцимо 

праве 00, ОЕ, ЕП, ПZ, ZP, РН, HL, L0. Према томе је сваки 
од троуглова еОЕ, ЕПZ, ZPH, HL0 веhи од половине одго· 
варајувег кружног отсечка. Конструишимо над сваким од 

троуглова 00Е, ЕПZ, ZPH, HL0 пирамиду са висином једна­
ком висини купе. И тада је свака од конструисаних пирамида 
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већа ОД [Ю.1Јовине оДговарајулег отсечка купе. Ако преполо­

вимо преостале кружне лукове, повучемо праве и констру­

ишемо над сваким троуглом пирамиду са висином једнаком 

висини купе, добиhемо, тако поступајуhи непрекидно, отсечке 
купе, чији је збир маљи од тела ЧЈ. Нека је то постигнуто 

са !:)ОЕ, ЕПZ, ZPH, Н2:0. Према томе је преоста.~а пирамида, 

којој је многоугао 00ЕПZРН:2: основа, висина једнака ВИСИНИ 
купе, вела од тела :::. Упишимо и у круг ABГ~ многоугао 

~ТАrвФгх, сличан и у сличном положају са МНОГОУГЛQМ 

00ЕПZРН1:, и конструишимо над љим пирамиду са висином 

купе АА. Пошто је сад ЮНlДрат на АГ према квадрату на ЕН 

као многоугао ~ Т АrвФгх према многоуглу 00ЕПZРН2:,' а 

квадрат на АГ је' према квадрату на ЕН као круг АВГ ~ 

према кругу EZH0, биhе круг ABГ~ према кругу EZH0 као 
многоугао ~ ТАrвФгх према многоуглу еОЕПZРН2:. Али 

круг АВГ ~ је према кругу EZH0 юro купа АА према телу 
:::, а многоугао дТАrвФгх према многоуглу 00ЕПZРН2: као 

пирамида којој је многоугао ti Т АХВФГХ основа и врх у тачки 
Л према пирамиди којој је многоугао 00ЕПZРН2: основа и 

и врх у тачки N. И на тај начин је купа АЛ према телу ::: 
као пирамида којој је многоугао дТАfВФГХ основа и врх у' 

тачки Л према пирамиди којој је многоугао 00ЕПZРН2: 

основа и врх у тачки N. На тај начин, после промене реда, 

купа АЛ се односи према пирамиди у љој као тело 2 према 
пирамиди у купи EN. Но купа АЛ је веЬа од пирамиде у 

љој. Па према томе је и тело ::: веЬе од пирамиде у купи 

EN. А оно је маље. А то је бесмислено. И тако се круг 

АВГ ~ не односи према кругу EZH0 као купа АЛ према телу 
маљем од купе EN. Слично се доказује да се ни круг EZH0 
не односи према кругу АВГд као купа EN према телу маљем 
ОД купе АЛ. 

Тврдим да се ни круг АВГ ~ непе односити према кругу 

EZH0 као купа АА према телу веЬем од купе EN. 
Заиста, ако је могуЬе, нека буде према веЬем телу :::. 

Значи, обрнуто: круг EZH0 је према кругу ABГ~ као тело 

:а:: према купи АЛ. Но тело ::: је према купи АА као купа 

EN према телу маљем од купе АА. И према томе је круг 
EZH0 према кругу АВГ д као купа EN према телу маљем од 
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купе АА. А ово је, како смо доказали, немогуће. На тај 
начин не ОДНОСИ се круг ABГ~ према кругу EZH0 као купа 
АЛ према телу већем ОД купе EN. А доказано је да се не 

односи ни према маљем. Према томе је круг АВГ ~ према 

кругу EZH8 као купа АЛ према купи EN. 
Но купа је према купи као ваљак према ваљку, јер је· 

свако трипут веhи од сваког. И према томе се круг АВГА 

односи према кругу EZH0 као и ваљци конструисани ИЗll 

љима, са једнаким висина\'Ја (са купа-ма). 

На овај начин, купе и ваљци са истом висином односе 

се једно према другом, посебице, као основе. А то је тре­

бало доказати. а 

12. 

Сличне купе међу собом и слични ваљци међу собом су 

у размер" трипут вишој од размере пречника љихових основа. 

Нека су дате сличне купе и слични ваљци чије су 

основе кругови ABГ~ и EZH0, пречници B~ и Z0, а осе 

купа и ваљака КА и MN. Тврдим да је купа којој је основа 

круг АВГА и врх У тачки А према купи којој је основа круг 

EZHe и врх у тачки N у размери трипут вишој од размере 
ВА према ze. 

Заиста, ако купа АВГАА није према купи EZH0N у раз· 
мери трипут вишој од размере ВА према Z0, биhе онда купа 
АВГ ~Л у размери трипут вишој ИЈШ према телу маљем од 

купе E2H0N или према већем телу. Нека, прво, буде према 
мањем телу 3. Упишимо у круг Е2Н0 квадрат EZH0. Тада 
Је квадрат Е2Н0 веhи од половине круга Е2Н0. И констру' 

ишимо над квадратом Е2Н0 пирамиду са врхом у врху купе. 

Конструисана пирамида је већа од половине купе. Преполо· 

ловимо кружне лукове EZ, 2Н, Н0, вЕ тачкама О, П, Р, 2: 
и повуцимо праве ЕО, 02, 2П, пн, НР, ре, 0~, 2:Е .. Сваки 
од троуг лова Е02, ZПН, НР0, 02:Е је мањи од половине 

одговарајућег отсечка круга. Сад конструишимо над сваким 

од троуглава Е02, zпн, НР0, 02:Е пирамиду са врхом у врху 

купе. И свака од конструисан их пирамида је већа од поло­

вине одговарајућег отсечка купе. Ако преполовимо преостале 
кружне лукове, повучемо праве и конструишемо над сваким. 
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троуглом пирамиду са врхом у врху купе, онда Ьемо, посту­

пајуhи тако непрестано, добити на крају отсечке купе чији ће 

збир бити мањи од разлике купе EZH0N и тела Е. Нека је 
то постигнуто са ЕО, OZ, ZП, ПН, НР, Р0, 0L. LE. Тада је 
преостала пирамида којој је многоугао ЕОZПНРЕ>L у основи и 

врх у тачки N већа од тела Е. Упишимо И У круг АВГд 

мнсгоугэо АТВ1ТФдХ сличан и у сличном положају са 

многоуглом ЕОZПНР0~, и конструишимо над многоуглом 

А TB1T АдХ пирамиду са врхом у ,врху купе, и нека је ЛВТ 

један од троуглова бочне површине пирамиде којој је много­

угао АТВlТФдХ у основи и врх у тачки Л, а NZO један од 
троуг лова бочне површине пирамиде којој је многоугао 

ЕОZПНР0L у основи и врх у тачки N, и повуцимо КТ И МО. 
Пошто је купа АВГдл слична купи EZH0N, биhе Вд према 

према ze као оса КЛ према оси MN. И Вд је према Z0 као 
ВК према ZM. И према томе је ВК према ZM као КЛ према 

MN. Но краци једнаких углова су пропорционални, према 

томе је троугао ВКА сличан троуглу ZMN. Затим, пошто је 
ВК према КТ као ZM према МО и то су краци једнаких 

углова ВКТ, ZMO, јер је угао ВКТ исти део од четири права 
угла код центра К, који је и угао ZMO од четири права 

угла код центра М. Пошто су сад код једнаких углова краци 
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пропорционални, биhе троугао НКТ сличан троуглу ZMO. 
Затим, пошто је доказано да је ВК према УА као ZM према 
MN, ВК једнако КТ, а ZM-OM, онда је ТК према КА као 

ОМ према MN. И то је код једнаких углова ТКА и OMN, 
јер су они прави. Како су стране пропорционалне, троугао 

ЛКТ је сличан троуглу NMO. И пошто је, због сличности 

троуглова ВКТ и ZMO, КВ према ВТ као MZ према ZO. 
Затим, пошто је, због сличности троуглова ЛТК, NOM, ЛТ 
према ТК као NO према ОМ и, због сличности троуглова 

ТКВ и OMZ, КТ је према ТВ као МО према OZ, биhе, због 
једнакоудаљености, ЛТ према ТВ као NO према OZ. А дока­
зали смо да је и ТВ ррема ВЛ као OZ према ZN. На тај 

начин, због једнакоудаљености, Т Л је према ЛВ као ON према 
NZ. Према томе су стране троуглова АТВ и NOZ пропор­

ционалне. Значи троуглови АТВ и NOZ имају једнаке углове, 
те су према томе слични. На тај начин је пирамида којој је 

троугао ВКТ у основи и врх тачки А слична пирамиди којој 

је троугао ZMO у основи и врх у тачки N, јер су оне обу­
хваћене сличним равнима у истом броју. Ал .. је размера слич­
них пирамида које имају троуглове у основама трипут виша 

ад размере хомологних ивица. Према доме је размера пирамиде 

ВКТЛ према пирамиди ZMON трипут виша ид размере ВК 

према ZM. На сличан начин, ако повучемо праве из А, Х, .::\., 
Ф, Г, r ка К из Е, L, в, Р, Н, П ка М и конструишемо над 

свим троугловима пирамиде са врховима у врху купа, може се 

доказати да је размера сваке од пирамида према свакој пира­

миди у сличном положају виша од размере ивице ВК према 

хомологној ивици ZM, тј. размере В.::\. према ZE>. И пошто је 
један претходни према једном наредном као збир свих прет­

ходних према збиру свих наредних, биhе пирамида ВКТА 

према пирамиди ZMON као цела пирамида којој је многоугао 

АтвrгФдх у основи и врх у тачки Л према лелој пирамиди 

којој је многоугао ЕОZПНРЕ>L у основи и врх у тачки N. 
Према томе је размера пирамиде којој је многоугао А твrгФ.::\.х 
у основи и врх у тачки Л према пирамиди којој је многоугао 

ЕОZПНРЕ>L у основи и врх у тачки N трипут виша од раз­
мере Вд према ze. А претпоставља. се да је и размера купе 

којој је круг АВГ.::\. У основи и врх у тачки Л према телу Е 
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трипут виш~ од размере B...l према Z(:1. На овај начин је купа 
којој је !<руг ABf.1 у основи и врх у тачки ;\ према телу 
З као пирамида којој је много}'гао АтвrгФ.1Х основи и 

ВрХ у тачки А према пирамиди којој је многоугао ЕОZПНР8:L 
у основи и врх у N. Или, после промене реда, купа којој је 
!<руг АВГ.1 у основи и ВрХ у Л се односи према својој пира­

миди којој је многоугао Атвrгф.1Х у основи и ВрХ у тачки 

Л КЗ0 тело::: према пирамиди којој је много угао ЕОZПНР8:L 

у основи и ВрХ у N. Али поменута купа је веЬа од пирамиде, 
јер је обухвата. Према томе и тело З је веЬе од пирамиде 

којој је многоугао ЕОZПНР8:L у основи и ВрХ у N. Но оно 
је и мање. А то је немогуЬе. На овај начин купа којој је круг 
ABr.1 У основи и врх у А неЬе бити у размери према неком 
телу мањем од купе којој је круг EZHe у основи и врх у N У 
трипут вишој размери од размере B.1 према Z8. Слично се 

доказује да и купа EZH6N неЬе бити према телу мањем од 
купе АВГ .1Л у размери трипут вишој од размере zв према B.1. 

Тврдим да купа ABr.1A неЬе бити ни према телу веЬем 
од купе EZH6N у. размери трипут вишој од размере B.1 
према Z8. 

Заиста, ако је то могуве, нека буде према веЬем телу 

з. Према томе, обрнуто, тело З је према купи АВГ.1Л у 
размери трипут вишој од размере Z6 према B.1. Тело 2 је 

је према КУПИ ABr.1A као купа EZHeN према телу мањем 

од купе АВГ .1A. Дакле, купа EZHeN је према телу мањем од 
купе АВГ .1Л у размери трипут вишој од размере Z6 према 

B.1. А доказано је да је то немогуЬе. Према томе купа АВГ .1A 
према телу веЬем од купе EZH8N није у размери трипут 

вишој од размере B.1 према Z6. А доказано је да није ни 
према мањем телу. На овај начин купа ABr.1A је према купи 
EZH6N у размери трипут вишој од размере B.1 према Z8. 

Али купа према купи је као ваљак према ваљку, јер је 

ваљак трипут веnи од купе са истом основом и висином. 

Према томе је и ваљак према ваљку у размери трипут вишој 

од размере B~ према Z8. 
На овај начин, сличне купе међу собом и слични ваљци 

међу собом су у размери трипут вишој од размере пречника 

њихових основа. А то је требало доказати.15 

Еуклидови елементи 3 
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13. 

Ако је В8љак пресечен неком равни паралелном са 

наспрамним равнима, односиhе се оса према оси као ваљак према 

ваљку. 

Нека је ваљак А!1 пресечен са равни не, која је пара­

лелна са наспрамним равнима АВ и Г!1, и нека раван не 

сече осу у тачки К. Тврдим да је ваљак ВН према ваљку 

нА као оса ЕК према оси KZ. 
Заиста, продужимо осу EZ на обе стране до тачака Л 

и М, одмеримо неколико дужи EN, NA једнаких ЕК, и неко­
лико дужи ZE, АМ једнаких ZK, и замислимо на оси ЛМ 

ваљак ОХ коме су кругови ОП и ФХ основе. Па кроз тачке 

о р А сl Г Т Ф-

ОЈ (Э СЈ е)(Э(Эf) 
п в т х 

N и Е конструишимо равни паралелне са АВ и ГА и са осно­
вама ваљка ОХ и добиhемо кругове Р:Е и Tr са центрима 

N и Е. Пошто су осе AN, NE, ЕК једнаке међу собом, одно· 
сиhе се В8ЉЦИ ПР, РВ, ВН међу собом као основе. Али и 

основе су једнаке. Према томе су и ваљци ПР, РВ, ВН 

јеДН8КИ међУ собом. Пошто су сад осе AN, NE, ЕК једнаке 

међУ собом, а и ваљци ПР, РВ, ВН међу собом, и број ј~дних 

једнак је броју других, биhе оса КА исти мултиплум осе ЕК 

који је и В8љак ПН мултиплум ваљка НВ. Из истих разлога је 

и о·са МК исти мултиплум осе KZ који је, и ваљак ХН ваљка 
НА. И ако је оса КА једнака оси КМ, биhе и ваљак ПН 

једнак ваљку НХ, ако је оса веЬа од осе, биЬе и ваљак веhи 

од ваљка, и ако је мања, биhе мањи. Од четири величине, 

наиме две осе ЕК и KZ, и два ваљка ВН и Н!1, начињени су 

исти мултиплуми, од осе ЕК· и од ваљка ВН, ОС8 АК и ваљак 
ПН, а од осе KZ и од ваљка Н!1-0са КМ и ваљак НХ, и 

доказано је да Ье, а1<О је оса КА веЬа од осе КМ, бити и 

ваљак ПН веhи од ваљка НХ, ако је једнака, једнаки, а ако 
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је маља, маљи. На овај начин се оса ЕК односи према оси 

KZ као ваљак ВН према ваљку Нд. А то је трабало дока­

зати. 1 ' 

14. 

Купе и ваљци са једнаким основама су у размери 

висина. 

Нека ваљци ЕВ и ZД имају једнаке кружне основе АВ 

и Г д. Тврдим да је ваљак ЕВ према ваљку ZД као и оса 

не према оси КЛ. 

Заиста, продужимо осу КА према тачки N, одмеримо 
дуж AN једнаку оси не и замислимо око осе ЛN ваљак ГМ. 
Пошто су сад ваљци ЕВ и ГМ исте висине, они су у размери 

основа, а ако су основе једнаке, и ваљци ЕВ и ГМ су 

једнаки. И како је ваљак ZM пресечен равни Г .1, која је 

А 

паралелна са наспрамним рав­

нима, биhе В8љак ГМ према 

ваљку ZД као оса AN према 
оси КА. Но ваљак ГМ једнак 

је ваљку ЕВ, а оса AN оси 

не. Према томе је ваљак 

ЕВ према ваљку ZД као оса 

не према оси КА. Али је 

ваљак ЕВ према ваљку ZД 

као купа АВН према купи 

Г ДК. На овај начин је оса 

не према оси КА као купа 

АВН према купи Г ДК и као 

ваљак ЕВ према ваљку zд. А то је требало доказати}? 

15. 

Код једнаких купа и ваљака основе су обрнуто пропор­
I 

ционзлне висинама. Купе и ваљци, код којих су основе 

обрнуто пропорционалне висинама, једнаки су. 

Нека су дате једнаке купе и једнаки ваљци, који имају 

кругове АВГд и EZHe у основама, и пречнике АГ и ЕН, 8 
осе КА и MN, које су и висине купа и ваљака, па допунимо 
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взљке А'?. н ЕО. Тврднм да су код ваљкз А2 н ЕО основе 

обрнуто ПРОПОРЦИQналне висинама, тј. 'основа АВГ.). је према 
основи EZHB КЗ0 виенна MN премз висини кл. 

о s н 

.41---'---1 ~z 
в р у Е 

Заиста, висина ЛК је или једнака висини MN или није. 
Нека је, прво, једнака. Но и взљак АЕ једнак је ваљку ЕО. 

Али I,упе и ваљци са истом висином су у размери међу собом 

као основе. Према томе је и основа АВГ!1 једнака основи 

EZH8. И обрнуто, основа АВГ!1 према основи EZHB је као 

висина MN према висини КЛ. 
Нека међутим висина ЛК не буде једнака висини MN, 

Beh ова, MN, Beha. Одузмимо од MN висину ПN, једнаку 

КЛ, и пресецимо ваљак ЕО са равни T~J кроз тачку П, 

равни која је паралелна са равнима - EZH8 и круга РО - и 
над кругом EZHB као основом замислимо ваљак E~ са 

висином NП. Пошто је ваљак А2 једнак ваљку ЕО, биhе 
ваљак А2 према ваљку E~ као ваљак ЕО према ваљку_ E~. 

Но ваљак А2 је према ваљку E~ као основа АВГ!1 према 

основи EZH8. јер ваљци А2 и E~ имају исту висину. Но 

ваљак ЕО је према ваљку E~ као висина MN према висини 
ПN, јер је ваљак ЕО пресечен са равни која је паралелна са 

наспрамним равнима. Према томе је основа АВГ!1 према основи 

EZN8 као висина MN према висини ПN. Али је висина ПN 

једнака висини кл. Дакле, основа АВГ!1 је према основи EZN8 
као висина MN према висини КЛ. На овај начин су код ваљака 

А2 и ЕО основе обрнуто пропорц~оналне висинама. 

Нека су сад код ваљака А2 и ЕО основе обрнуто про· 

порционалне висинама, тј. основа АВГ!1 је према основи EZN0 
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као висина EN према висини КЛ. Тврдим да је ваљак А'Е. 

једнак ваљку ЕО. 

Заиста, после истих конструкција закључујемо, да пе се, 

пошто је основа АВГ.1 према основи EZH8 као висина MN 
према висини КА, а висина КА једнака висини ПN, основа 

АВГ.1 односити према основи EZH8 као висина MN према 

висини ПN. Али основа АВГ.1 је према основи EZHt1 као 

ваљак А'Е. према ваљку EL, јер су они са истом висином. И 
висина MN је према висини ПN као ваљак ЕО према ваљку 

EL. Према томе је ваљак АЕ према ваљку EL као ваљак ЕО 
према ваљку EL. На овај начин је ваљак АЕ једнак ваљку 

ЕО. Исто и са купама. А то је требало Доказати. 18 

1 б. 

Ако су дата два кругз са истим центрима, уписати у 

вепи _круг једнакострани многоугао, са парним бројем страна, 

који не додирује маљи круг. 

Не){а су дата два круга АВГ.1 и EZHE> са истим центром 
К. Треба у вепи круг A8rL'1 уписати једнакострани многоугао 
са парним бројем страна који не додирује круг EZH8. 

Повуцимо кроз центар К праву BKL'1, а кра:, тачку Н 

праве 8L'1 повуцимо, под правим углом,. праву НА и проду­

жимо је дО Г. Права АГ је, 

према томе, тангента круга 

EZH8. Преполовимо лук BAL'1 
и љегову половину поново 

преполовимо; поступајупи та­

ко стално, добипемо лук маљи 

од AL'1. Нека је то постигнуто 
и не){а то бу де AL'1; и из тачке 
А спустимо на 8.1 нормалу 

ЛМи продужимо дО N, и 

повуцимо Л.1 и дN; тада је 

ЛД једнако .1N. Пошто је AN 
паралелна са АГ, а АГ тангента круга EZH8 права ЛN неће 
додиривати круг EZH8. Утолико пре дужи Л.1, дN неЬе 

додиривати круг EZH8. Према томе, ако у кругу ABrd 
почнемо цртати праве једнаке Ад, биhе у круг АВГ d уписан 
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једнзкостран многоугзо. са пзрним бројем страна, који не 

додирује мањи круг EZHe. А то је требало извести. 19 

17. 

Ако су дате две сфере са истим центром, уписати у 

већУ сферу полиједарско тело које не додирује површину 

мање сфере. 

Нека су дате две сфере са истим центром А. Треба у 

већу сферу уписати полиједарско тело које не додирује повр­

шину мање сфере. 

Пресецимо ове сфере неком равни кроз центар. Тада су 

пресеци кругови, јер се сфера добива обртањем полукруга 

око непомичног пречника, те тако ма у ком положају ми 

Е 

'А Г 

замислимо тај полукруг, раван кроз исти даје круг на повр­

шини сфере. И јасно је да је тај круг н~јвеhимогуhи, јер је 

пречник сфере, који је у исто времепречник и полусфере, а 
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природно, и круга, највеЬа дуж која може да стане у круг 

или у сферу. Нека сад ВГдЕ буде круг веЬе сфере, а ZH8 
круг мање сфере; повуцимо два пречника Вд и ГЕ, управна један 

на други. То су два круга са истим центром, BГ~E и ZH8 па 
упишимо у веhи круг ВГдЕ једнакострани многоугао са пар­

ним бројем страна, који не додирује мањи круг ZH8. Нека су 
ВК, КА, АМ, МЕ његове стране у квадранту ВЕ; па пову­

цимо праву КА, продужимо дО N, затим из тачке А повуцимо 
нормалу А2 на раван круга ВГ дЕ и нека ова сече површину 

сфере у тачки Е, па кроз АЕ и сваку од Вд и KN констру­
ишимо равни. Оне Ье на површини сфере образовати велике 

кругове. Узмимо да образују оне кругове којима припадају 

полукругови ВЕд и KEN на преч ницима Вд и KN'
J 
Пошто 

је ЕА управна на равни круга ВГ дЕ и свака 'раван кроз 

ЕА је управна на равни круга ВГдЕ, биhе и полу кругови 

ВЕд и КЭ:N управни на равни круга ВГдЕ. А К8КО су ВЕд, 

ВЕд и KEN једнаки полукругови, јер су на једнаким преч­

ницима Вд и KN, биhе једнаки међу собом и квадранти ВЕ, 

ВЕ и КЕ. И према томе колико је страна многоугла у ква· 

дранту ВЕ, толико Ье бити дужи једнаких ВК, КА, ЛМ, МЕ 

У једнаким квадрантима ВЕ и КЕ. Упишимо и нацртајмо ВО, 

ОП, ПР, РЕ, KL, LT, ТУ, УЕ, затим спојимо 1:0, ТП, УР, па 
из тачака О и L спустимо нормале на раван круга ВГ дЕ. Оне 
Ье пасти на Вд и на KN, што су пресеци равни, јер су равни ВЕд 
и KEN управне на равни круга ВГдЕ. Нека то буду нормале ОФ 
и LX, па повуцимо ХФ. И пошто су на једнаким полукруговима, 
ВЕд и KEN, одмерени једнаки лукови, ВО и KL, и повучене 

нормале ОФ и LX, биhе ОФ једнако 1:Х и ВФ једнако КХ. 

А пошто је цело ВА једнако целом КА, биhе и остатак ФА 

једнак остатку ХА. Према томе је ВФ према ФА као КХ према 

ХА и ХФ је паралелно са КВ. А пошто је свако од ОФ и :2:Х 

управно на равни круга ВГ дЕ, биhе ОФ паралелно :2:Х. А 

доказано је и да је једно другом једнако. Према томе су ХФ 

и LO међу собом једнаки и паралелни. И пошто је ХФ пара­
лелно LO, а ХФ је паралелно КВ, онда је и :2:0 паралелно КВ. 
Сад повуцимо ВО и KL. Тада је KBOL раван четвороугао, 

јер, ако постоје две паралелне· праве и на свакој од њих су 



узете две произвољне тачке, две праве, које спајају те тачке, биhе 

у равни паралелних правих. Из истих разлога је и сваки од 

четвороуглова LОПТ и тпру у равни. А и троугао урз је 

у равни. Ако замислимо праве што спајају тачку А са 

тачкама О, ~, П, т, р, У, онда се образује нека полиједар­

ска фигура која се налази између лукова в::; и К3 и која 

је образована од пирамида које имају у основама четвороу­

глове KBOL, LОПТ, ТПРУ и троугао ур::;, а врх у тачки А. 

Ако на свакој од страна КЛ, ЛМ, МЕ извршимо исте конструк­

ције као и на ВК, а исто тако и у осталим трима квадрантима, 

добива се фигура полиједра уписаног у сферу и састављеног 

од пирамида са четвороугловима и троуглом ур::; У основама, 

а таКОђе и од основа у сличном положају са њима, и са 

врхом у тачки А. 

Тврдим да наведени полиједар неве додиривати површину 

мање сфере на чијој је површини круг ZHE>. 
Из тачке А спустимо нормалу А Ч/ на раван четвороугла 

KBOL и нека она продире ту раван у тачки 'У, па повуцимо 

\VB и \VK Пошто је А \V нормала на равни четвороугла 

KBOL, она ве бити управна и на свакој правој у тој равни 

која је сече. Према томе је Аф' управна и на свакој од 

правих Вф' и WK и пошто је АВ једнако АК, биhе и квадрат 
на АВ једнак квадрату на Ак. Но квадрат на АВ једнак је 

збиру квадрата на А \V и на 1li-В, јер је угао код W прав. И 
квадрат на АК једнак је збиру квадрата А \V и на 'Ук. Значи 

збир квадрата на А'У и WB једнак је збиру квадрата на А 'V 
и на WK Одузимамо 'заједнички квадрат на AW. Тада је и 

преостали квадрат на B\V једнак преосталом квадрату па WK. 
Значи и BIJГ једнако је WK. На сличан начин се доказује да 

су и праве повуче не из W у О и у L једнаке свакој од пра­
вих Вф' и Ч'к. Према tOMe круг коме је центар у 'V и дужи 

'УВ и \VK као полупречници прови ве и кроз тачке О и L, а 
четвороуг~:ю КВО! биве у кругу. 

И пошто је КВ веЬе од ХФ, а ХФ је једнако LO, Behe 
је и КВод LO. Но КВ је једнако и KL и ВО. Према томе 

је и свако од KL и ВО веЬе од LO. И пошто је чет~ороугао 
KBOL у кругу, дужи КВ, ВО, KL су једнаке, а OL је мање 
и BIJГ је полупречник, .биhе квадрат на КВ веhи од удвостру-
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ченог квадрата на ВЧ/. Повуцимо ИЗ 1\ нормалу КО на ВФ. 

Сад пошто је BL\ мање ОД двоструког ~O, и B~ је према 

L\O као правоугаоник од L\B и ВО према правоугаонику од 

L\O и ОВ, онда ће, кад се на ВО I<онструише квадрат и 

допуни паралелограм на O~, правоугаОНИI< од L\B и ва бити 

мањи од двоструког правоугаоника од М2 и ОВ. И зко се 

повуче KL\, биhе правоугаоник од L\B и ВО једнак квадрату 

на ВК и правоугаоник од Ы2 и ~2B једнак квадрату на КО. 

И прем~ томе је квадрат на КВ мањи од удвострученог 

квадрата на ВО. Али квадрат на КВ је веhи од удвострученог 

квадрата на B\V, па је према томе и квадрат на КО веnи од 

квадрата на B'V. Но како је ВА једнако КА, биhе и квадрат 
на ВА једнак квадрату на АК. И збир квадрата на ВЧЈ и на 

\V А једнак је квадрату на ВА, а збир квадрата на КП и на 

ОА квадрату на КА, па је према томе збир квадрата на BllT 

и' на qr А једнак з6иру квадрата на КО и на ОА, али квадрат 

на ~O је' веhи од квадрата на B'V. Значи, преостали квадрат 
на ОА мањи .је од квадраТЈ на W А. Због тога је А W веће од 
АО. Тим пре је AW веЬе од АН. И А 'V је нормала спуштена 
на једну од основа полијецара, а АН је нормала повучена 

према површини мање сфере. Према томе полиједар не доди· 

рује површину мање сфере. 

На овај начин, за две сфере са истим центром у веЬу 

сферу је уписано полиједарско тело које не додиру је повр­
шину мање сфере. А то је требало извести. 2О 

Последица 

Ако се и у другу сферу упише полиједарско тело слиqно 

полиједарском телу уписаном у сферу BfL\E, биhе размера 
полиједарског тела уписаног у сферу ВГ L\E премз полиједар­
ском телу уписаном у другу сферу трипут виша од размере 

пречникз сфере ВГ L\E према пречнику друге сфере. Заиста, 

зко поделимо оба тела на исти број пирамида са СЛИЧНИМ 

распоредом, биhе пирамиде сличне. Но размера СЛИЧНИХ пира­

мида је трипут виша од резмере хомологних ивица. Према 

томе је размера пирамиде којој је основа KBOL и ВрХ У 

тачки А према пирамиди која има сличан положај у другој 

сфери трипут виша од размере хомологне ивице према ХОМО-
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логној ИВИЦИ, тј. полупречника АБ сфере којОЈ Је центар У 

А према ПОЈlупречнику друге сфере. Слично -:-оме је и размера 

сваке пирамиде у сфери којој је Ц~HTap у А према пирамиди 

која има сличан положају другој сфери је трипут виша од 

размере АВ према полупречнику друге сфере. Али како је 

један од претходних према одговарајуЬем наредном, тако је 

и збир свих претходних према збиру свих наредних. Због 

тога је размера целог полиједарског тела уписаног у сферу 

којој је центар у А према целом полиједарском телу упи­

саном у другу сферу трипут виша од размере АБ према 

полупречнику друге сфере, тј. пр~чника Б~ према пречнику 

друге сфере. А то је требало извести. 21 

18. 

Размер,,: једне лопте према другој је трипут виша од 

размере њихових пречника. 

Замислимо лопте АВГ и ~EZ; нека су им пречници БГ 

и EZ. Тврдим да је размера лопте АБГ према лопти LlEZ 
трипут виша од размере' БГ према EZ. 

А 

EI-+~-----=';:"HZ 

Заиста, ако ра­

змера лопте АВГ пре­

ма лопти LlEZ није 

трипут виша од ра­

змере БГ према EZ, 
биhе размера лопте 

АБГ трипут виша Од, 

размере БГ према EZ 
или према лопти ма­

њој од лопте LlEZ 
или према веЬој. Не­

ка бу де, прво, према 

. мањој, наиме према 

нек. Замислимо лоп­

те LlEZ и нек око истог центра. Упишимо у веЬу лопту LlEZ 
полиједарско тело тело које не додирује површину мање 

лопте нек. Упишимо и у лопту АВГ полиједарско тело 

слично полиједарском телу уписаном у лопту LlEZ. Тада је 

размера полиједарског тела уписаног у лопту АБГ према 
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полијадарском телу уписаном у лопту .1EZ трипут виша од 

размере ГВ према EZ. Али и размера лопте АВГ према лопти 
нек је трипут виша од размере ВГ према EZ. Према" томе 
се лопта АВГ односи преМd лопти нек као полиједарско 

тело уписано у лопту АВГ према полиједарском телу упи­

<:аном у лопту .1EZ. После промене реда, лопта АВГ се 

односи према њеном полиједру као лопта нек према пали­

једарском телу уписаном у лопту .1EZ. И лопта АВГ је већа 
-од њеног полијепра. ВеЬа је према томе и лопта нек од 

полиједра у лопти .1EZ. Али је и мања, јер је она њиме 

обухваhена. Значи, лопта АВГ није према мањој лопти .1EZ 
у размери трипут вишој од размере пречника ВГ према EZ. 
Слично се доказује да ја лопта .1EZ према лопти мањој од 
лопте АВГ у размеру трипут вишој од размере EZ према ВГ. 

Тврдим да лопта АВГ није ни према лопти веЬој од 

лопте .1EZ у трипут вишој размери од размере ВГ према EZ. 
Заиста,· ако је могуЬе, нека буде према веnој AMN. 

Значи, обрнуто: лопта AMN је према лопти АВГ у трипут 
вишој размери од размере пречника EZ према пречнику ВГ. 
Али се лопта AМN односи према ЈIOПТИ АВГ као лопта .1EZ 
према некој мањој лопти од лопте АВГ, пошто је лопта AMN, 
како је раније доказано, већа од лопте L\EZ. На овај начин 
лопта .1EZ се односи према лопти мањој од лопте АВГ у 

трипут вишој размери од размере EZ према ВГ. А доказано 

је да је то немогуће. Према томе лопта АВГ није према 

лопти веЬој од лопте .1EZ у размери трипут вишој од раз­

мере ВГ према EZ. А доказано је да није ни према мањој. 

На овај начин лопта АВГ је према лопти .1EZ у размери 
трипут вишој од размере ВГ према EZ. А то је требало 

доказати.22 





КОМЕНТАР· 





1 Ова сrереометриска књига почиње са две планиметри­

ске теореме. У првој, коју треба сматрати као лему за другу, 

доказује се једнакост размере површина сличних многоуглова, 

уписаних у кругове, са размером квадрата пречника тих 

кругова; у другој се са том истом размером квадрата преч­

ника иэједначује размера површина самих кругова. 

Било би природније да је та прва теорема била став­
љена у шесту планиметриску књигу, заједно са другим (4, 5, 
6, 7, 18, 19, 20, 21, 22, 25, 31) теоремама о сличним много­

угловима, јер је она непосредни закључак 20. теореме те 

књиге. Али Еуклид је дао веЬу важност другој страни ове 

теореме. Она чини део оног комплекса теорема, које су ве­

зане за методу ексхаустије (исцрпљивања), а та метода је 

ЈЮfичка-~рж дванаесте књиге. Тако је и ова прва, у суштини 

планиметриска теорема, дошла у ову стереометриску књигу. 

2 АнализираЈмо доказ ове теореме: 

Нека К I И К 2 бу де површине кругова пречника d1 и d2 • 

Треба доказати да је 

К 1 : K2 =df: d~. 

Претпоставимо да то није тако и да је 

(*) 
2 2 

d j : d2=K1 : К, 

где је К нека површина, прво, мања од К2 • Тада можемо 

конструисати, почев од квадрата, такав правилан MHoгoyгao~ 

уписан у К2 , површине Р2' да разлика К2 -Р2 буде мања од 
разлике К2 -К, тј. 

(**) 

Та конструкција има за циљ да учини разлику К2-РЈ 
што мањом, да исцрпи разлику К2-К која може бити про­

извољна. ()во је расуђивање праизвор савремене еПСИЈ10нтике. 
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И3 С"*) следује неједнакост 

p~>K . 

Ако сад конструишемо правилан многоугао Рl' уписан 

у круг К1 , сличан многоуглу Р2' имамо за површине Р! и Р2, 

према претходној теореми, пропорцију 

2 :1 
dl : d2=Pl :Р2' 

Сад из ове једнакости следује, после повеЬања првог 

члана десне размере на К1 и смањења другог члана на К, 

ова неједнакост 
2 
~<Kl 
d~ К 

а она је у противуречности са претпостављеном једнако­

шhу (*). Према томе површина К не може бити мања од К2 • 

Свођењем на овај случај, а на основу наредне леме, 

доказује се да К не може имати неку вредност L веЬу од 
К2 и тиме се утврђује садржај теореме. 

у овој једноставној теореми се види суштина методе 

ексхаустије, кад се разлика између непознате величине, у да­

том случају површине круга, и познате, у датом случају 

правилног уписаног многоугла, може после примене одређе­

ног поступка начинити колико год желимо малом, исцрпљеном. 

Еуклидов формалан поступак је правилан, али разлика 

између његовог и савременог расуђивања је у трме што 
Еуклид сматра површину круга као величину јасну са.мУ по 

себи, а у савременом излагању та величина, као и друге 

величине, подлеже претходној дефиницији. Као и на другим 

местима Еуклид искоришhава такозвани очигледан елемент, 

који у строго логичком излагању треба да буде искључен. 

Како овде тако и у претходним књигама Еуклид ништа 

не говори о израчунавању ни површине круга ни дужине 

његове периферије. Еуклид је, разуме се, знао нека практична 

правила за израчунавања тих геометриских величина, но он 

није имао логичку методу за права' израчунавања тих вели­

чина и због тога је одлучио да то питање преhути. 

$Цд 
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Тек је Архимед (287 -212 пре наше ере), у СВОЈОЈ ра­
справи - Кuхлоu f1Еt"Р7ЈСЩ; - . мерење круга - дао методу за 
израчунавање перифер.ије и површине круга. Следеhи при­

меру многих коментатора, навешhемо и ми укратко, са савре­
меним ознакама, Архимедов поступак при израчунавању 

Архимедовог размака за број 11". 

Архимед рачуна обим 

Р96 правилног многоугла, од 

96 страна, описаног око круга 
полупречника г ~ 1, при чему 
искоришhује једноставну 

слику само са једном страном 

(сл. 1). Пре свега узима 
страну правилног шестоугла 

06 са вредношhу 

АВ=06= 2г/У3 

и рачуна однос полупречни­

ка према половини стране 

г .. 
ОС : ВС = г : -.:;;; = у 3 : Ј. 

УЈ 

В 

!) 

Е 

С 

А 

/ 

/ 

О 

r 

\. 
\ 

Сл. 1. 

За УЗ узима мању приближ~у вредност једнаку броју 
265/153. Како је Архимед израчуна вао вредности квадратног 

корена, то у наведеној његовој расправи није објашњено. 

Неки коментатори дају о томе своја' објашњења, али у то 

неЬемо улазити. Са добивеном вредношhу корена имамо за 

1 
ВС = - а6 ову неједнакост 

2 
ОС:ВС>265: 153. 

Даље, .искоришhавајуhи особину бисектрисе уг ЛЭ, премэ 

којој она дели супротну страну на делове пропорционалне 

странама троугла које чине тај угао, Архимед долази до 

1 
резултата да је за DC = - 012 

2 

OC:DC>571: 153. 
4 ЕУkЛИ.lОВН елементи К .... 12 
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Продужујуhи слична израчунавања Архиме.з. за ен ~ 

1 
=- а 96 долази до резултата 

2 
ОС: не> 4673+: 153. 

Одавде следује да је за d=2r 

~> 46731 
Р96 153·96 

и 

Р < 14б8~ d < 3 ~67 t d """ 3 ~ d 
96 4673+ 4672+ 7 ' 

при чему је, при извођењу дељења после издвајаља целог 

броја, Архимед тројку у имениоuу заменио двојком и тако­

добио једноставан заокругљен резултат. Пошто је перифе­

рије круга, коју Ьемо означити са Р, мања од периметра. 

описаног иногоугла, имамо KOHaQHO 

Р< 3~d 
7 

и, према томе, Архимедова горња граница за 11: постаје 

22 
1[ < - =3,(142857). 

7 

За изра..Qунавање друге границе Архимед је употребио­

другу елементарну геометриску методу и помоhу уписаног 

правилног 9б.-угла нашао вредност 

ИЗ граница 

10 
1Т> 3 - =3,(140845 ... ). 

71 

10 1 
3-<1[<3-

71 7 

следује Да је Архимед први дао вредност броја 1t са три 

в редносне цифре. 

Историја броја 11: заједно са питањима ректификације 
периферије круга и његове квадратуре саQињава велику и 

и знаqајну главу у историји математике уопште, која ни. 

данас није довршена. Овде није место да улазимо у садржаi 
те велике главе. 
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s Ова лема је искоришhена у претходној теореми. Са 

'ознакама употребљеним у коментзру претходне теореме ова 

.лема би гласила. 

Ако је L веЬе од К 2, онда је 

где је К<КЈ • 

Тачност овог резултата непосредно следује, напр., из 

једнакости 
LK=K1 К2 • 

Према овој леми други случај претходне теореме c~ 

овако доказује. Треба свести на први случај једначину 

2 d. К Ј 
d~ = -L-

тдејеL>КЈ • 

. После промене реда у С") имамо 

d~ L 
dI = К1 

Десну размеру на основу (О) мож~мо сменити са К2 : К и 

.. ада добивамо пропорцију 
2 dz К2 

d~ = К ' 

тде је К < К1 • А та пропорција своди други случај на први, 

како је то наглашено у теореми. 

4 Ову теорему треба сматрати као припремну за изра­

чунавање запремине пиримиде путем примене методе ексхау­

стије. Тек после седме теореме Еуклид долази до резултата 

.да је запремина пирамиде једнака једној треhини запремине 

одговарајуЬе призме. Међутим на основу веЬ познатих особина 

тела и само једног алгебарског става, наиме вредности збира 

бескрајно опадајуhе геометриске прогресије, који је био познат 

Архимеду, из ове теореме следује вредност запремине пира­

миде. Заиста, ако нашу пирамиду са запремином V допунимо 
до призме. запремине П, са основом АВГ и бочном ивицо)! 
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Г~, призма НZГАК8 биhе осмина призме П, јер, 110 теореми 

33, ХI запремине ових сличних те.'1а стоје у размер и кубова 

одговара јуhих ивица, а ивица ГЛ је дваl1УТ мања од ивице Г,i. 

Како наша пирамида садржи две оДговарајУће призме, тај 

1 
део запремине V износи - п. Од две преостале пирамwде 

4 
тела V поново можемо издвојити по две призме, чија зајед-

ничка запремина износи 2· Ј..- . ~ = (Ј..-)2 део запремине I1ризме 
8 4 4 

п. 'На тај начин, одузимајуhи увек по две призме од двеју 

преосталих пирамида, добиhемо овај ред за запремину пирамиде 

V = - + - + -) +... п. [
1- (1)% (18 ] 
4 ,4 ,4 

К . . б· 1 ('1 1) 1 ако Је таЈ з ир Једнак - : - - = -, долазимо ко-
4, 4 3 

1 
начно до резултата V = -- п. 

3 

Приметимо да са строгошhу античке матеМi;lтике вредност 

збира наведене прогресије (оп ~ О и Sn - SN _I~ О) непосредно 

следује из једна чине 

- + - + ... =S= -(I+S). 1 ( 1 )Z I 
4 4 4 

Али је за Еуклида циљ ове теореме само у томе да 

искористи запремину пирамиде као величину, од које се у 

току даљег расуђивања одузима величина већа од половине 

те величине. 

5 у овој теореми се показује да су код пирамида јед­

наких висина и са троугловима у основама запремине призама, 

и то не само првих које су конструисане према претходној 

теореми, већ свих које се конструишу 110 том истом правилу 

редом у све мање пирамиде, - запремине свих тих одгова­

рајуhих I1ризама пропорционалне основама полазних пирамида. 

То је друга припремна теорема. 

6 у току доказа претходне тещ)еме требало је искори­

стити елементарну особину две одговарајуЬе призме наведену 
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у леми. У овој Jlеми та особина је потврђена у детаљима. 

1. L. Heiberg МИС!!И да ова лема не припада Еуклиду. Неки 

преводиоци (нпр. С. Thaer) изостављају ову лему, 

7 Структура доказа ове теореме је иста као и структура, 

рецимо, теореме 2. ове књиге, где се примењује метода 

ексхаустије. Тамо су за упоређивање кругова били узети 

правилни МНОГОУГJlОВИ, а овде су за упоређивање пирамида 

узете двоструке вредности запремине призаиа смештених у 

пирамиде. 

8 Алгебарски садржај теореме овако се изражава. Нека 

су Vp V2 , ••• , V п запремине пирамида које су настале после 

поделе целе пирамиде запремине V = V1 + V~+ ... + Vn на пира­

миде са троугловима SI' S2"'" Sn У основама. Из низа 
једнаких размера 

Vt = V2 = Vn 

SI S2 Sn 
непосредно следује 

V V, 
-~=~, 

S SI 

где је S=SI +S2+ ... + S~. За другу пирамиду бисмо Иf.lали 

где су ознаке очигледне. Пошто на основу теореме за тро­

стране пирамиде имамо 

долазимо до пропорције 
V :S= V' :S', 

која изражава тражену теорему, 

9 Ова теорема се заснива на растављању тростране 

призме на три пирамиде истих ззпремина. Важно је да се 

обрати пажња на то да ове три пирамиде нису конгруентне 

и да се њихова једнакост може доказати тек после доказа 

раније наведених теорема. Према томе у основи ДОI<аза ове 

теореме .'Ieжи оно што се обично не уводи у строгој форми 
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у школску геометрију. Једна!<ост пирамида једнаких висина 

са једнаким троугловима у основи може се доказати или 

методом ексхаустије или методом прелаза на граничну вред­

ност. Такозвана Кавалијеријева метода или метода интегралног 

рачуна је модификована претходна метода. Методи ка изла­

гања овог питања у елементарној, нарочито школској, геоме­

трији није ни досад добила неку јасну стандардну форму_ 

Многи геометри су покушавали да примене методу поделе на 

конгруентне делове или методу допуњавања познатим телима 

до конгруентних делова, односно до целине, али су сви ти 

покушаји остали безуспешни у општем случају произвољне 

тростране пирамиде. Сад су ови покушаји напуштени, јер је 

1902 године математичар М. ден (Оећп) доказао да је таква 

подели у општем случају немогуЬа. Оно што је могуЬе за 

призму, односно за паралелепипед, немогуће је за пирамиду, 

Сл. 2. 

односно за тетраедар. Приметимо 

да денова теорема не искључује 

могућност поделе односно допуне 

пирамиде специјалног облика. Та-

ко, напр., коцку можемо поделити 

на шест конгруеНТRИХ пирамида 

са квадратном основом (сл. 2), 
односно на дванаест конгруентних 

пирамида са троуглом у основи. 

10 Текст доказа ове после­

дице је скраЬен; тако стоји и у 

Хајберговом грчком тексту. 

у вези са дефинитивним резултатом о запремини пира­

миде наведимо један историски податак. 

Постоји такозвани Московски папирус, са збирком мате­
матиqких задатака. у l4-0M задатку се одређује запремина 

зарубљене купе, при чему поступак на конкретном примеру 

одговара обрасцу 

v~ ~h (a2 +ab+bt ) , 
3 

где је h висина куп~, а а и Ь стране KBa~paTa једне и друге 

основе. Егип'l'ОЛОЗИ сматрају да се тај папирус односи на 
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почетак другог милениума пре наше ере. Према томе ОД тог 

времена до наших дана прошло је готово четири хиљаде 

година. 

Интересантно је да ни у Московском папирусу, ни у 

вавилонском тексту папируса Британског музеја нема при­

мера за израЧУН8вање запремине пуне пирамиде, веЬ само 

примере на зарубљену пирамиду у облику јаме. Вавилонски 

математичар је рачуна помоЬу обрасца 

који 

члан 

V=h [(а;Ь)2 + ~ (a~b)2], 

претставља модификацију претходног обрасца. Први 

h (а; Ь)" има вредност запремине призме са средњим 
пресеком, а други одговара запремини осам пирамида у теме­

нима са висином h/2 и квадратном основом којој је страна 

1 
- (а-Ь). 
4 

11 Теорема 8. са последицом односи се на сличне пира­

миде које имају троуглове, односно многоуглове у основама. 

Из алгебарских израза за запремине 

1 1 
V1--h1 S 1 , Vз =-h2 S2, 

3 3 

и из услова за сличност 

h1 : hз =а1 : а2, S1: St=ai: a~, 

где су а\ и а2 хомологне ивице, следује непосредно садржај 

теореме и последице: 

У1 h1 S1 а 1 ai a~ 
-=--=-'2=5' 
VЗ h2 S2 02 02 02 

12 И теорема 9. се овако може доказати алгебарским 

путем. 

Ако је У1 = У2, онда је 

а одавде можемо написати 

(..Ј..Ј) 



н ова пропорција одговара првом делу геореме. Други део, 

обрнута теорема, непосредно се изводи ИЗ С-'-'), које доводи 

до (-'), а из тога следује једнакост V1 = ~!!' 

1.3 За доказ. ове теореме Еуклид исто тако примењује 

методу ексхаустије, при чему за упоређивање ваљка и купе 

служе правилне уписане призме и .пирамиде. Излагање 

се врши готово ПО истом калупу као и у претходним 

случајевима. Алгебарски теорема се изражава једначином 

Vk ~·· } I! h h S 8 k Ь = -- v под условом k= о, .t= о, где индекси и 3 tJ 

означавају купу и ваљак. 

н И ова 11. теорема се доказује код Еуклида методом 

ексхаустије. Алгебарски теорема се изражава једначином 

Vt : V2 =St :82' под условом да је ht=h., а SI и S2 - основе. 
16 И при доказу 12. теореме се примењује метода екс-

хаустије. Алге6арски садржај теореме гласи: V1 : Vz=dr : d~, 
ако је ht : h2 =d1 : d2 • 

16 Доказ ове теореме, која се алге6арски изражаВ;:I једна­

чиним 

Vt : V2 =ht : ћЈ (81 =82) 

Еуклид заснива на непосредној примени дефиниције пропорци· 

оналних величина. 

11 Алгебарски садржај теореме 14. се, изражава овако 

Vo : Vb'=h : ћ', 

Vk : V,/=h : ћ', 
под условима 

8ь~8o', Sk=8/. 

is Садржај ове 1И. теореме гласи: 
Први дeo~ ако је Vk = Vk', онда је 8 k : S.t'=hk' : ћ" и ако 

је Vo = V'o, онда је 80 : So' = ћь' : ћь . 

Други део: ако је Sk: 8 k'=hk' : hk , онда је Vk = Vk' и ако 

се претходна пропорција односи на ваљк, онда је Vb = Vo'. 

Како ова тако и претходне теореме које се односе на 

размере и попорције још једанпут и на овом месту показују 

какво огромно упрашhавање уводи алгебра у доказе геоме­

триских теорема са алгебарском суштином. 

" ~ I • 
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ј9 Овај планиметарски задатак игра улогу претходне 

конструкције за нар':."дни конструктивни задатак, }{оји је 

потр~бан за доказ flОс::\>.дње 18. теореме ове нњиге о запре­

минама две лопте. 

КОНСТРУКЦ;iја се своди на Ј{ОНСТРУЮI~ју ТЈнгенте на мањи 

круг у датој тачки (Т;Јчка Н) в на де.ъење полукруга BAL1 
на 2, 4, 8, ... итд. делова, док лук L1,\ не постане маљи од 

лука t::.A. Дуж t::.A је страна уоченог, у веhи круг АВГ ~ упи­

саног, многоугла који не додирује мањи круг. 

:0 у другом КОНСТРУКТИВНОМ задатку треба уписати у 

сферу Behe лопте по.ll!ј~дарско тело и то такво да његова 

површина нигде не додирује сферу маље лопте истог центра 

нао и веЬа лопта. Код Еу!{.~ида је излагање и саме конструк­

ције и њеног доказа прилично дуго. Излагаље се може знатно 

скратити, ако употребимо појмове екватора и меридијана. 

Конструкција траженог полиједарског тела се постиже 

овако. Замислимо у истој равни два екватора, један за веllУ 

и други за мању лопту. То су два концентрична !{руга. Према 

претходном задатку упиши:\ю у Веlш екватор правилан мно­

гоугао са парннм бројем страна, и то тако дз овзј не додирује 

мањи еквзтор. Кроз тсмена тзквог МНОГОУГЛ3 I<ОНСТРУИШИМо 

меридијане и, почев од СКВЈтора, подслимо их на исти начин 

као и еквзтор. Спојимо тачке на меридијанима и тачке на 

истим паралелима. добиhсмо низ четвороуглова и троуглове 
око полова. Ти чет.вороуглови и ТрUУГ.10ВИ претстављају 

стране траженог ПО.1иједарског тела. Еуклид подробно ДОЈ{а­
зу је да су то заиста рзвни четвоrоуглови и да су дужине 

нормала спуштсних аз центра из Те равни увек веће ОД полу­
пречника мале ло!пе. 

у Хајберговом IНдaњy Слика з Ј ову теорему је доста 

незгодна. Пажљивом читаоцу је ЗГQдније нщртзти нову СЛИКУ 

са обични:м положајем еЈ{ватора и меридијана у просгору и 

према тој слици пропрзтитнти доказ конструкције. 

21 Алгебарски се ова последицз овако изра·жана. Озна­

чимо са V1, Vz"'" V п ззпремИ!-,е пирамидз на које се може 

поделити наше lJолвј('дарско тело уписано у Behy сферу, а 
са V I1 V2"'" V n одговарајуЬе сличне пирамиде на које се може 



ПодеJIНТИ маље тело. Ако се R и r 03Н:1ЧИМО полупречнике 
веће и маље лопте, имамо низ пропорција 

Из тога низа, према познатом ставу, имамо 

v 
V1 +V2+ ... +~tn - -; = -;з = d3 ' 

где су V и v запремине одговарајуhих полиједарских тела, а 

D И d пречници веће и маље лопте. 
22 доказ ове теореме се изводи такође методом ексха­

устије, при чему се за упоређивање . запремина усютребљава 
оно полиједарско тело чију конструкцију чини садржај прет­

ходног задатка. Сама метода ексхаустије је примељена у овој 

теореми у мало друкчијој форми него ШТО је била приме­

љена у ранијим теоремама. 
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ПРЕДГОВОР 

у овој књизи дајемр текст и коментар тринаесте, 

последње књиге Еуклидових елемената и два додатка који 

се ~често ЗОВУ четрнаеста и петнаеста књига Еуклидових 

елемената. 

Последња, тринаеста књига ЕУКЈЈИДОВИХ елемената посве­

Ьена је углавном проучавању правилних полиједара - тетра­

едру и икосаедру којима су стране троуглови, коцки којој 

су стране квадрати и додекаедру коме су стране петоуглови. 

Њихове основне особине се проучавају у првим теоремама 

ове књиге. При излагању тих претходних теорема врло важну 

улогу игра непрекидно дељење дужи (златни пресек). На тој 

теорији се заснива и теорија икосаедра:и додекаедра. 

Такозвана четрнеста књига припада .грчком математичару 

Хипсиклу. у њој се даље развија теорија правилних тела. 

Најзад, такозвана петнаеста књига садржи исто тако 

продужење теорије правилних тела и углавном је посвеhена 

такозваном Исндоровом проБЈЈему одређивања просторних 

углова код правилних тела. 

3авршавајуhи ову, последњу књигу Еулидових елеме­

ната дозволио сам себи да напишем и закључак, у облику 

поговора. 

При изради и ове књиге су ми помогле колеге В. В. 
Мишковиh и Т. П. Анђелиh, на чему им овде изјављујем 

захвалност. 

А. Б. 





ТЕКСТ' 





1. 

Ако је АУЖ подељена непрекидно, биhе квадрат на збиру 

већег дела и половине целе дужи једнак петоструком ква­

драту на тој половини. 

, Нека је ДУЖ АВ тачком Г подељена непрекидно и нека 
је АГ веhи део; продужимо ДУЖ ГА преко А за ДУЖ А!::. и 
нека је А!::. једнако половини АВ. Тврдим да је квадрат на 

Г!::. једнак петоструком квадрату на t::.A. 

.. N 

Заиста, кuнструишимо на АВ 

и на t::.r квадрате АЕ и t::.z и у <lZ на-

цртајмо уобичаЈену слику и пролу­

жимо Zr до Н. Пошто је АВ тачком 
Г подељено непрекидно, биhе пра­

воугаоник Обухваhен од АВ и ВГ 

,I<--_+---~/'---'B једнак квадрату' на АГ. Но право-
Ј А угаоник од АВ и ВГ једнак је ора­

воугаонику ГЕ, а квадрат на АГ 

једнак је квадрату ze. Према томе 

је ГЕ, 'једнако ze. и пошто је ВА 

)( 11 
двоструко At::., и ВА једнако КА, а 

А!::. једнако Ае, биhе и КА двостру-

ко Ае. Али КА је према Ае као ГК 

према ге, па је, значи, ГК двоструко ге. Но, и збир ле и 

еГ је двоструко ге. А, доказано 'је да је и ГЕ једнако 0Z. 
Према томе је цео квадрат АЕ једнак гномону MNE. И пошто 
је ВА удвостручено At::., биhе квадрат на ВА четвороструки 

квадрат на At::., тј. АЕ четвороструко Д0. Али АЕ је једнако 

гномону MNE, па према томе је гномон MNE четвороструко 

АО. А цео t::.z је петоструко АО. Но t::.z је квадрат на t::.r, а 
АО на t::.A, па је стога квадрат на Г д петоструки квадрат 

на t::.A. 
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На овај начин, ако је дуж подељена непрекидно, биhе 
квадрат на збиру већег дела и половине целе дужи једнак 

петоструком квадрату на тој половини. А то је требало 

доказати. 1 

2. 

Ако је квадрат на некој дужи пет пу~а веhи од ква­

драта на једном њеном делу и удвостручени тај део подељен 

непрекидно, биhе преостали део полазне ду.и веhи део. 

Нека је квадрат на дужи АБ пет пута веhи од квадрата 
на АГ и нека је удвостручено АГ дуж Г~. Тврдим да је ГВ 
вепи део дужи Г ~ подељене непрекидно. 

Аг-____ -r ______ ~z 

, , 

.У .. ,." -- ..... 

Заиста, конструишимо на 

свакој од дужи АВ и Г ~ ква­

драте AZ и ГН,у AZ нацртајмо 
уобичајену СЈ[Ику и продужимо 

ВЕ. Пошто је квадрат на ВА 
пет пута веhи од квадра.та на 

АГ, биhе AZ петоструко Ае. 

Према томе је гномон MN::: 
~ __ ~ ___ ~Bc..-.~,d четвороструко Ае. и пошто је 
А г ~Г двоструко Г А, биhе I.<вадрат 

иа ~Г четвороструки квадрат 

на Г А, тј. ГН од А0. А дока­

зано је да је и rHQMOM MN::: 
четвороструко Ае. Према томе 

је гномон MNE једнак гн. И 

к Е 
пошто је ~Г двщ:труко Г А, ~Г 

н је једнако ГК, а АГ једнако ге 
[па, према томе, и КГ је удво­

стручено ге], биhе И КВ двоструко ве. Такође је и збир 
Л0 и ев једнак двоструком 0В. Према теме је КВ једнако 

збиру Л0 и ев. А доказано је да је и цео гномон MNE 
једнак целом ГН, те је и остатак ez једнак ВН. Но право­

угаони к ВН је обухваhен дужима Г ~ И ~B. јер је Г ~ једнако 
~H, а ez је квадрат на ГВ. Према' томе је правоугаоник 
обухваhен од Г ~ и .~B једнак квадрату на ГВ. На тај начин 
је ~Г према ГВ као ГВ према ВД. МеђУТИМ ~Г је веће од 

I 
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ГВ, а према томе и ГВ је веле од В6. Дакле ГВ је вели део 
дужи Г 6 подељен~ непрекидно. 

На овај начин, ако је квадрат на некој дуж и пет пута 

већи од квадрата на једном, њеном делу и удвостручени тај 

део је подељен непрекидно, биле пр~остали део полазне дужи 

веhи део. А то је требало доказати. 2 

Лема 

А да је двоструко АГ В'еће од ВГ, овако се доказује. 

Заиста, ако то није тако, онда нека буде, ако је ово 

могуће, ВГ двоструко ГА. Тада је квадрат на ВГ четири пута 

веhи од квадрата на ГА. А збир квадрата на ВГ и на Г А је 
пет пута веhи од квадрата на ГА. Али се претпоставља да је 

квадрат на ВА пет пута веhи од квадрата на ГА. Па према 

томе је квадрат на ВА једнак збиру квадрата на ВГ и на ГА. 

Но то је немогуЬе. Значи ГВ није двоструко АГ. Слично се 
доказује да и дуж мања од ГВ није двострука од дужи Г А, 

јер је то још више бесмислено. 

На овај начин, удвостручено АГ је веЬе од ГВ.·д то је 
требало доказати. s 

3. 

Ако је нека дуж подељена непрекидщ>, биhе квадрат 

збира мањег дела и половине већег дела пет пута веhи од 

квадрата на половини већег дела. 

Нека је дуж АБ подељена А r в 
тачком Г непрекидно, и нека је г----г---,..-----:'I 

веhи део АГ, и АГ преполовљено .,:~- . ,~ 
тачком .1. Тврдим да је квадрат Pt----H-t----:t=---+-_-1M 
на BL\ пет пута веhи 011 квадрата 

на L\r. 
Заиста, конструишимо на АБ €Jг--~>f"=::--+::---N 

квадрат АЕ и нацртајмо двоструку 

слику. Пошто је АГ двоструко 

6Г, биhе квадрат на АГ четири 

пута веhи од квадрата на 6Г, тј. 
А Е 

Р1: од ZH. И пошто је правоугаоник обухваhен од АБ и ВГ 
једнак нв"адрату на АГ, а исти правоугаоник, обухваhен од 
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АВ и ВГ, једнак и ГЕ, биhе ГЕ једнако P~. Но Р2: је четво. 

РОСТРУКО ZH. Дакле, и ГЕ је четвороструко ZH. Даље, 

ПОШто је А6. једйако 6.Г, бипе и ек једнако KZ. Те према 
томе је и квадрат HZ једнак КВi2драту ел. А како је НК 

једнако КА, а и MN - NE, биhе и MZ једнако ZE. Али MZ 
је једнако ГН, па према томе је и ГН једнако ZE. Додајмо 
им исто fN; тада Ье гномон :::ОП бити једнак ГЕ. Али веЬ 

је доказано да је ГЕ четвороструко HZ. И према томе је и 
гномон :::ОП Qетвороструки квадрат ZH. Значи, збир гномона 
:ЕОП и квадрата ZH' је петоструки квадрат ZH. Но збир 
гномона :::ОП и KBaдpaT~ ZH је 6.N. А 6.N је квадрат на 6.В, 

а HZ квадрат на 6.Г. На овај начин квадрат на 6.В је пето­
струки квадрат на 6.Г .. А то је требало доказати.· 

4. 

Ако је дуж подељена непрекидно, бипе збир квадрата 
на целој дужи и на мањем делу једнак троструком квадрату 
на вепем делу. , 

Нека је дуж АВ подељена тачком Г непрекидно и нека 
ја АГ веhи део. Тврдим да је збир квадрата на АВ и на БГ 
трипут вепи од квадрата на ГА. 

А Г В Заиста, конструишимо на АВ 
г--------,----.,. квадрат А6.ЕВ и нацртајмо слику. 

,/ " '.f1 Пошто је сад АВ тачком Г подеље-
i К но непрекидно и вепи део је АГ, 

А z./ биhе правоугаоник обухваhен од АВ 
N _/ и ВГ једнак квадрату на АГ.· И 

пошто је АК· правоугаоник обухва­

пен од АВ и ВГ, а квадрат на АГ 

н Б 
је 0Н, биhе АК једнако 0Н. И пошто 
је AZ једнако ZE, додајмо им исто 

ГК. Тада је цело АК једнако целом 

ГЕ, па је према томе збир АК и ГЕ двоструко Ак. Али збир 
АК и ГЕ је збир гномона ЛМN и квадрата ГК. Пр~ма томе 

је збир гномона ЛМN и квадрата ГК двоструко Ак. Али веЬ 

је доказано да је АК једнако и 011. Према томе, гномон 

ЛМN и [квадрат ГК су. двапут вепи од квадрата 0Н и значи 

гномон ЛМN и] квадрати ГК и 0Н трипут су вепи од ква-
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драта 0Н. НО' гнО'мО'н AMN и квадрати ГК и 0Н чине цео 

квадрат АЕ и квадрат ГК, а тО' су квадрати на АВ и Н8 ВГ, 

дО'к је Н0 квадрат на АГ. На овај начин је збир квадрата на 

АВ и на ВГ једнак трО'струкО'м квадрату на АГ. А тО' је тре­

балО' ДО'казати. 5 

., 5. 

АкО' ја нека дуж пО'дељена непрекиднО', па ЈОЈ се дода 

веhи деО' пО'дељене дужи, биhе и цела ДО'бивена дуж пО'де­

љена непрекидно и њен веhи деО' је пО'лазна дуж. 

Нека је дуж АВ подељена тачкО'м Г непрекиднО' и нека '" 
је веhи деО' АГ. ОдмеримО' А!Ј. једнакО' АГ. Тврдим да се 

дуж !Ј.В дели тачком А непре}(иднО' и да је веhи деО' пО'лазна 

дуж АВ., 

Заиста, конструишимО' на 
d 

АВ квадрат АЕ и нацртајмО' 

слику. ПОШТО' је АВ пО'дељенО' 

тачкО'м t непрекиднО', биhе 
правО'угаО'ник О'бухваhен О'Д АВ 

и ВГ једнак квадрату на АГ. А 

Али правоугаО'ник О'бухваhен 

О'Д АВ и ВГ је ГЕ, а квадрат 

на АГ је [0. Према тО'ме је 

А г в 

ГЕ једнакО' 0Г. Но ГЕ је једнако 0Е, а 0Г - !Ј.0. На тај 

начин !Ј.0 је једнако 0Е [а додајемО' ИСТО' 0В 1. Према тО'ме је 
целО' !Ј.К једнакО' целО'м АЕ. НО' !Ј.К је правО'угаО'ник О'бухваhен 

О'Д В!Ј. и !Ј.А једнак квадрату на АВ. А О'туда следује да је 
!Ј.В према ВА каО' ВА према А!Ј.. КакО' је !Ј.В веће од ВА, 
биhе и ВА веће О'Д А!Ј.. 

На тај начин тачка А дели !Ј.В непрекиднО' и веhи деО' 
је АВ. А ТО' је требалО' ДО'казати. 6 --

6. 

АкО' је рациО'нална дуж пО'дељена непрекиднО', биhе сваки 

од делО'ва ирациО'налан, такО'звана апО'тО'ма. 

Нека је АВ рационална ,цуж пО'дељена тачкО'м Г непре­

КИДНО' ~ нека је АГ веhи део. Тврдим да је свака О'Д АГ и ГВ 

ирацио-налн;!, такО'звана апО'тО'ма. 
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Заиста, продужимо ВА и одмеримо Ад као половину 

ВА. Пошто је дуж АВ подељена тачком Г непрекидно и 
вепем отсечку АГ додата дуж Ад једнака половини АВ, биhе 

А г 
I 

в 
квадрат на Г Д пет пута ве-hи 

од квадрата на дА. Према томе 

КВf\Драт на Г Д се односи према 

квадрату на дА као број према 
броју. Значи квадрат на Гд је самерљив С8 квадратом на 

дА. Но квадрат на дА је рационалан, јер је рационално дА 

као половина рационалне дужи АВ. Те према· томе је раци­

оналан и квадрат на Гд; значи рационално је и Гд. и пошто 

квадрат на Г д према квадрату на дА није у размери ква­

дратног броја према квадратном броју, ?иhе Гд несамерљиво 

по дужини са дА. Према томе су Гд и дА рационални али 

самерљиви само у степену. На овај начин АГ је апотома. 

Даље, пошто је АВ подељено непрекидно иАГ ја веhи део, 

биhе правоугаоник обухваhен од АВ и ВГ једнак квадрату 

на АГ. На тај начин квадрат на апотоми АГ претворен у 

правоугаоник са рационалном дужином АВ И ширином ВГ. 

Но квадрат на апотоми претворен у правоугаоник са раци. 

оналном дужином има за ширину прву апотому. Према томе 

је ГВ прва апотомз. А доказано је да је и ГА апотома. 

На тај нач·ин, ако је рационална дуж подељена непре­
кидно, биhе сваки од делова ирационалан, такозвана апотома. 

А то је требало доказати. т 

7. 

Ако су код једнакостраног петоугла три угла, била 

узастопна или не, једнака међу собом, петоугао је једнакоугли. 

Нека су, прво, три узастопна угла, А, В, Г једнакостраног 

петоугла АВГдЕ једнака међу собом. Тврдим да су сви 

углови петоугла АВГдЕ једнаки међу собом. 

Заиста, нацртајмо спој нице АГ, ВЕ, Zд. Пошто су две 

стране ГВ и ВА једнаке двема странама ВА и АЕ, свака 

свакој, и угао ГВА једнак углу ВАЕ, биhе и основица АГ 

једнака основици ВЕ, троугао АВГ једнак троуглу АВЕ, и 

преостали углови једнаки преосталим УГЛОВflма, који су спрам 

једнаких страна, наиме угао ВГ А углу ВЕА, и угао АВЕ углу 
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r АВ, па Ье стога и страна AZ бити једнака страни BZ. А 

доказано је да је и цело АГ једнако целом ВЕ. Дакле, и остатак 

Zf једнак је остатку ZE. А и Г ~ је једнако ~E. Две стране 
Zf и Г ~ једнаке су двема стра­
нама ZE и E~, а основица Z~ 

је заједничка. Према томе је 

угао zr~ једнак углу ZE~. А 

доказано је да је и угао ВГ А 

једнак углу АЕВ. Према томе 

је и цео угао ВГ ~ једнак целом 

углу AE~. Али по претпоставци 

угао BГ~ једнак је угловима 

код А и В, па је према томе и 

угао AE~ једнак угловима код 

А и В. Сnично се доказује да 

је и угао Г ~E једнак уг nо-

А 

B~----~----------~E 

г 

вима код А, В, Г. На овај начин петоугао ABГ~ једнакоугли. 

Нека су сад једнаки не три узастопна угла, веЬ углови 

код' тачака А, Г, !!.. Тврдим да је и тада петоугао ABГ~E 

једнакоугли. 

Заиста, нацртајмо В!!.. Пошто су две стране ВА и АЕ 
једнаке двема странама ВГ и Г~ и обухватају једнаке углове, 

биЬе основица ВЕ једнака основици B~, троугао АВЕ једнак 

троуглу В Г!!., и остали, углови једнаки осталим угловима, који 

су спрам једнаких страна. Према томе је угао АЕВ једнак 

углу Г~B. А и угао BE~ једнак је углу В!!.Е, пошто је страна 

ВЕ једнака страни B~. На тај начин је и цео угао АЕЛ 

једнак целом углу Г~E. Али угао Г~E, по претпоставци, 

једнак је угловима код А и код Г, па је према томе и угао 

АЕд једнак угловима код А и Г. Из истих разлога и угао АВГ 

једнак је угловима код А, Г и ~. На овај наrшн петоугао 

АВГ ~E је једнакоуг ли. А то је требало доказати. 8 

8. 
Ако код једнакостраног и једнакоуглог петоугла две 

- дужи спајају углове преко једног, оне деле једна другу 

непрекидно и њихови веnи делови једнаки су страни петоугла. 

Нека у једнакостраном и једнакоуглом петоуглу ABГ~E 

дужи АГ и ВЕ, које спајају И3 темена А и В углове преко 
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једног, секу једна другу у тачки 0. Тврдим, да је свака од 

њих подељена тачком 0 непрекидно и да су њихови веhи 

делови једнаки страни петоуг ла. 

А Заиста, опишимо око петоугла 

АВГ ~E круг АВГ ~E. Пошто су две 
дужи ЕА и АВ једнаке двема ду­

F-----\'''---~,B жима АВ и ВГ и оне обухватају 
једнаке углове, биhе и основица ВЕ 

једнака основици АГ, троугао АВЕ 

једнак троуглу АВГ, и преостали 

углови једнаки преосталим угловима, 

сваки сваком, који су обухвапени 

једнаким странама. Према томе је 

угао ВАГ једнак углу АВЕ. Значи, угао А0Е је удвостру­

чени угао ВА@. И угао ЕАГ је двапут вепи од угла ВАГ, 

јер је лук E~Г Д'Аапут веhи од лука ГВ. Према томе је угао 
0АЕ једнак углу А0Е. Значи. и дуж 0Е једнака је АЕ, тј. 

једнака је и АВ. И пошто је дуж ВА једнака дужи АЕ, бипе 

и угао АВЕ једнак углу АЕВ. Но доказано је да је угао 

АВЕ једнак углу ВА0. Према томе је и угао ВЕА једнак 

углу ВА0. И код два троуГ.IIа АВЕ и АВ0 угао АВЕ је 

заједнички. Дакле, преостали угао ВАЕ једнак је преосталом 

углу Аев. Према томе троуглови АВЕ и АВ0 имају једнаке 

углове. И на тај начин имамо пропорцију: ЕВ је према ВА 
као АВ према В0. Но ВА ја једнако Е0, значи, ВЕ је према 
Е0 као Е0 према 0В. Но ВЕ је веие од Е0, па пе и Е0 бити 

веће од 0В. На овај начин ВЕ је подељено тачком 0 непре­
кидно и веhи део вЕ је страна петоугла. Слично се доказује 

да је и АГ тачком е подељено непрекидно и да је Г0 

једнако страни петоугла. А то је требало доказати. 9 

9. 

Збир стране шестоуг ла и десетоуг ла, уписаних у исти 

круг, подељен је непрекидно и веhи део је страна шестоугла. 

Нека је АВГ круг и од слика уписаних у круг АВГ 
нека је ВГ страна десетоугла, а Г~ - шестоугла и нека су 

надовезане на истој. правој. Тврдим да се цела Bt. дели 
непрекидно и да је веhи део Г~. 
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Заиста, узмимо за центар тачку Е, повуцимо ЕВ, ЕГ, E~, 

и продужимо ВЕ дО А. Пошто је ВГ страна једнакостраног 

десетоугла, лук АГВ је пет пута веhи од лука ВГ. Према 
томе је лук АГ четири пута веhи 

од лука ГВ. И лук АГ је према 

луI<'y ГВ као угао АЕГ према 

углу ГЕВ. Значи, и угао АЕГ је 

четири пута веnи од угла ГЕВ. в l-----.,;::-----;A 

И пошто је угао ЕВГ једнак углу 

ЕГВ, биnе угао АЕГ двапут веnи 

од угла ЕГВ. И пошто је дуж 

ЕГ једнака дужи Г~, јер је свака 

од њих једнака страни шестоугла 

уписаног у круг, биhе и угао 

ГE~ једнак углу Г ~E, а угао 

ГЕВ двапут веhи од угла E~Г. А 

доказано је да је и угао АЕГ двапут веnи од угла ЕГВ, па 
према томе је угао АЕГ четири пута веhи од угла E~Г. 

Дакле, угао E~Г је једнак углу ВЕГ. Код два троугла ВЕГ 

и BE~ угао EB~ је заједнички. И преостали угао BE~ једнак 

је углу ЕГВ. Према томе троугловн EB~ }f ЕВГ имају једнаке 

углове. Значи, постоји пропорција: ~B је према ВЕ као ЕВ 
према ВГ. А ЕВ је једнако Г~. Према томе BL\ је према ~Г 

као L\f према ГВ. И веЬа је дуж B~ од ~Г, па је и ~Г веЬе 
од ГВ. На тај начин дуж B~ је подељена (тачком Г) н'епре­
кидно и веhи њен део је ~Г. А то је требало доказати. 1О 

10. 

Ако је у круг уписан једнакостра'н петоугао, биhе ква­
драт стране петоугла једнак збиру квадрата стране шестоугла 

и стране десетоугла уписаних у исти круг, 

Нека је ABfL\E круг и ABГ~E једнакостран петоугао 

уписан у круг ABГ~E. Тврдим да је квадрат стране петоугла 

ABГ~E једнак збиру квадрата стране шестоугла и стране 

десетоугла уписаних у круг АВГ L\E. 

Заиста, узмимо за центар круга тачку Z, и продужимо 
AZ до тачке Н, нацртајмо ZB, и из тачке Z повуцимо нор-

2 Еукли.ЈОВИ елементи ' •• 13 
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малу Z0 на праву АБ, продужимо је до тачке К, нацртајмо 
АК И КВ, па из тачке Z повуцимо ZA, нормалу на АК, про­

м 
А 

ДУЖИМО је до М и нацртајмо 

KN. Пошто је лук АВГН јед­
нак луку AE~H И једнаки су 

њихови делови АВГ и AE~, 

биhе и остатак ГН једнак о­

статку H~. Но Г~ је лук пе-

'тоугла, па је према томе ГН 
лук десетоугла. И пошто је ZA 
једнако ZB, а Z0 је нормала, 
биhе угао AZK једнак углу KZB 
те према томе и лук АК једнак 

луку КВ. И лук АВ је двапут 

веhи од лука ВК, значи, дуж 

АК је страна десетоугла. ИЗ ИСТИХ разлога и лук АК је двапут 

веhи од лука КМ. И пошто је лук АВ двапут вепи од лука ВК, 

а лук Г~ једнак луку АВ, биhе и лук Г~ двапут вепи од лука 

ВК. Но лук Г ~ је двачт вепи од лука ГН, па је, значи, и лук 

ГН једнак луку ВК. Али лук ВК је двапут веhи од лука КМ, 

као и лук КА. Па и лук ГН је двапут веhи од КМ. Но и лук 

ГВ је двапут веhи од лука ВК, јер је лук ГВ једнак ВА. 

Значи, цео лук НВ је двапут вепи од ВМ. Те је према томе и 

угао HZB двапут вепи од угла ZAB. И на тај начин је угао 

ZAB једнак углу ABZ. И угао BZN једнак је углу ZAB. Код 
два троугла ABZ и BZN угао ABZ је заједнички, па и прео­

стали угао AZB јеn.нак је преосталом углу BNZ. Дакле тро­

углови ABZ и BZN имају једнаке углове. Значи постоји про­
порција: дуж АВ је према дужи BZ као дуж ZB према дужи 
BN. И према томе је правоугаоник обухваhен од АВ и BN јед­
нак квадрату на BZ. Затим, пошто је АА једнако АК, а нор­

мала AN је заједничка, биhе основица KN једнака основици 
AN и угао AKN једнак углу AAN. Но угао AAN једнак је 

углу KBN, значи и угао AKN једнак је углу KBN. И код два 
троугла АКВ и AKN угао код А је заједнички. Па и прео­

стали угао АКВ једнак је преоста~ом углу KNA. Према томе 
троуглови КВА и KNA имају једнаке углове. Значи, постој~ 

пропорција: дуж ВА је према дужи АК као КА према AN. И 
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правоугаоник обухваЬен од ВА и AN једнак је квадрату на 

на АК. А доказано је да је и правоугаоник обухваЬен од АВ 

и BN једнак квадрату на BZ. Но збир правоуг~оника обухва­
Ьеног од ВА и AN и правоугаоника обухваЬеног од АВ и BN 
чини квадрат на ВА, који је према томе једнак збиру квадрата 

на BZ и Щ:\ АК. И ВА је страна петоугла, BZ - шестоугла и 

АК - десетоугла. . 
На овај начин, квадрат стране fiетоугла једнак је збиру 

квадрата стране шестоугла и стране десетоугла, уписаних у 

исти круг. А то је требало доказати. н 

11. 

Ако је у круг са рационалним пречником уписан једнако­

стран петоугао, његова страна је ирационална, такозвана 

.мања" . 
Нека је круг АВГ дЕ са рационалним пречником уписан 

једнакостран петоугао АВГДЕ. Тврдим да је страна петоугла 
[АВГдЕ) ирационала, такозвана .мања". 

Заиста, узмимо за центар круга тачку, Z нацртајмо AZ 
и ZB и продужимоих до тачана--Н и 0; нацртајмо АГ И, 

одмеримо ZK, четвртину од AZ. AZ је рационално, па према 

томе је рационално и ZK. Рационално је' и BZ, а значи рацио­
нално и цело ВК. И пошто је .'1ук АГН једнак луку АдН, а 

једнаки су и њихови делови, ЛУК АВГ и лук АЕд, биЬе и 

остатак ГН једнак остатку А 

Нд. И ако нацртамо Ад, 

онда су углови код тачке 

Л прави и гдједвапут веЬе 

од ГЛ. Из истих разлога 

су и код тачке М УГJlОВИ 

прави и АГ је двапут веЬе 

од ГМ. Пошто је сад угао N 
ААГ једнак углу AMZ, 
угао ААГ заједнички за 

троуглове АГ А и AMZ, 
биhе и преостали угао АГ л 

једнак преосталом MZA. Према томе троуглови ДГЛ и AMZ 
имају једнаке углове. И на тај начин постоји пропорција: АГ 

је према Г А као MZ према ZA. И од удвостручених прет-
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ходних имамо: у двостручено АГ је према ГА као удвостручено 

MZ према ZA. Но удвостручено MZ је према ZA као MZ 
према половини ZA, па, значи удвостручена АГ је према Г А 
као MZ према половини ZA. И од наредних половина имамо: 
у двостручено АГ је према половини Г А као _MZ према четвр­
тини ZA. Но удвостручено АГ је ~Г, а половина од ГА је ГМ, 
а четвртина од ZA је ZK Према томе ~Г је према ГМ као 

MZ према ZK И после сабираља: збир ~Г и ГМ је према 

ГМ као МК према' KZ. дакле, квадрат на збиру ~Г и ГМ је 
према квадрату на ГМ као квадрат на МК према квадрату 

на KZ. И пошто је код дужи која спаја две стране петоугла 
(дијагонале), напр. код дужи АГ, подељенr. непрекидно, веhи 

део страна петоугла, тј. ~Г, а квадрат на збиру веЬег дела и 

половине целе дужи је пет пута веhи од квадрата на ПОЛОВини 

целе дужи, и половина целе АГ је ГМ, биhе квадрат на збиру 

~Г и ГМ пет пута веnи од квадрата на ГМ. Али, како је 

доказано, квадрат на збиру ~Г и ГМ се односи према ква­

драту на ГМ као квадрат на МК према квадрату на KZ. Према 
томе је квадрат на МК пет пута веhи од квадрата на KZ. НО 
KZ је рационално, јер је рационалан пречник, па према томе 

је рационалан и квадрат на МК, дакле, рационално и МК [али 

само у степену]. И пошто је BZ четири пута веЬе од ZK, 
онда је ВК пет пута веЬе од KZ, значи, квадрат на ВК два­
десетпет пута веhи од квадрата на BZ. НО квадрат на МК 

је пет пута веnо од квадрата на KZ, дакле, квадрат на ВК 

је пет пута веnи од квадрата на КМ. И према томе квадрат 

на ВК према квадрату на КМ није у .односу квадратног броја 

према квадратном броју. На тај начин ВК није самерљиво по 

дужини са КМ. А свако од љих је рационално. Према томе 

су ВК и КМ рационалне дужи, самерљиве само у степену. 

Међутим ако се од раЦ,ионале дужи одузме рационална дуж 

самерљива са .целом само у степену, биhе остатак ирациона­

лан, ап<?тома. Значи МВ је апотома, а МК је љена допуна. Твр­

дим, да је то четврта апотома. Нека је оно, за колико је ква­

драт на ВК веhи од квадрата на КМ, једнако квадрату на дужи 

N. Значи, квадрат на ВК је веhи Од квадрата на КМ заква­

драт на N. Пошто је. KZ самерљиво са ZB, биhе и састављено 
КВ самерљиво са ZB. Али BZ је самерљиво са ВО, па значи 
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и ВК самерљиво са ве. и пошто је квадрат на вк пет пута 

веhи од квадрата на КМ, 6иhе квадрат на вк према квадрату 

на КМ у размерli 5 према 1. Према томе, после замене једног 
дела другим, квадрат на вк према квадрату на N је у размери 
5 према 4, не као квадратни број према квадратном броју. 

Значи вк није самерљиво са N и квадрат на вк је веhи од 

квадрата на КМ за квадрат на дужи која је несамерљива са 

вк. Сад, пошто је квадрат на целој дужи вк веhи од КВ8-

драта на њеној допуни КМ за квадрат на дужи која је неса­

мерљива са вк, и цело вк је самерљиво са повученом рацио­

надном дужи ве, биhе МК четврта апотома. И правоугаоник 

обухваhен рационалном дужи и четвртом апотомом је ирацио­
налан, и страна квадрата једнаког љеговој површини је ира­

ционална,и зове се "мања". Дуж АВ је страна квадрата јед­

наког правоугаонику обухваhеном од ев и ВМ, јер је повла­

чењем дужи Ае добива троугао Аве који има са троугло_м 

АВМ једнаке углове, па Ье бити ев према ВА као АВ према ВМ. 

На овај начин је АВ, страна петоугла, ирационална' 

такозвана "мања". А то је требало доказати. 12 

12. 

Ако је у круг уписан једнакостран троугао, квадрат на 

страни тог троугла је трипут веhи ОД квадрата на полу­

пречнику. 

Нека је АВГ круг и АВГ У њ уписан једнакостран тро­

угао. Тврдим да је квадрат на страни троугла АВГ једнак 

трострукој вредности квадрата на lIолупречнику. 

Заиста, узмимо центар д круга АВГ и праву што спаја 

А и д, продужимо до Е и нацртајмо ВЕ. Пошто је троугао 

A~Г једнакостран, биhе ЛУК ВЕГ А 

треhина кружног лука АВГ. И пре­

ма томе је лук ВЕ шестина кру­

жног лука АВГ. Значи ВЕ је страна 

шестоугла и она је, на тај начин, 

једнака полупречнику. А како је АЕ 

двапут веЬе од дЕ, биhе квадрат 

АЕ четири_ пута веhи од квадрата 

на Ед, тј. од квадрата на ВЕ. Но 
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квадрат на АЕ једнак је збиру квадрата на ЛВ и на ВЕ. Значи, збир 

квадрата на ЛВ и на ВЕ једнак је четвороструком квадрату 

на ВЕ. Стога, после одузимаља, тврдимо да је квадрат на 
АВ трипут веhи од квадрата на ВЕ. А ВЕ је једнако ~E и 

према томе квадрат на АВ трипут веhи од квадрата на ~E. 

На овај начин је квадрат на страни троугла трипут веhи 
од квадрата на полупречникуУ 

13. 
Конструисати пирамиду, обухватити је датом сфером, 

и доказати да је квадрат на пречнику сфере један и по пута 

веhи од квадрата на ивици пирамиде. 

Одмеримо дуж АВ, једнаку пречнику дате сфере, и 

пресецимо је тако тачком Г да АГ буде двапут веЬе qA ГВ. 
Нацртајмо на АВ полукруг A~B, конструишимо кроз тачку Г 

дуж Г~ управну на АВ и спојимо А и ~ правом A~. Нацртајмо 

круг EZH полупречника Llr, 
. L1 
~~ упишимо У круг EZH једна-

/ / \.'" костран троугао EZH, узми-1.. ! "'\ мо за центар круга ЕтаеЧКУе0z·, 

L 
// \ \ и <4ЈОВУЦИМО дужи • , • , 

/ \ \ еН1). И из тачке е констру-
~/ !1' ишимо праву ек нормалну 

в на раван круга EZH. И од-А 

меримо на еК дуж еК јед­
наку АГ. Повуцимо КЕ, 

KZ, КН. И пошто је права 

ке нормала на равни l<pyra 
EZH, она образује праве 

углове са свим правима које 
је секу и налазе се у равни 

круга EZH. Но сече је свака 
од правих еЕ, ez, ен, па 
према томе је 0К управна 
на свакој од 0Е, ez, ен. 
И пошто је АГ једнако ек, 

а Г ~ једнако еЕ и образују 

прав угао, биhе и ОС,новица ~A једнака основици КЕ. И.з истих 

разлога и свако од KZ и КН једнако је ~A. Према томе су 

1) У коментару Је наведена Још једна слика за ову теорему. 
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три дужи КЕ, KZ, КН једнаке међУ собом. И пошто је АГ • • двапут веће од ГВ, биhе АВ трипут веће од ВГ. Но, како 

ћемо то доцније доказати, АВ је према ВГ као квадрат на 

Ад према квадрату на ДГ. Према томе је квадрат на Ад 

трипут веhи од квадрата на ДГ. И квадрат на ZE трипут 
веhи од квадрата на ЕО, а дГ је једнако Е0. Дакле, и дА 

једнако је EZ. Али, како је доказано, и свако од КЕ, KZ, 
КН једнако је дА, па је значи, свако од EZ, ZH, НЕ једнако 
сваком од КЕ, KZ, КН. Према томе су четири троугла EZH, 
KEZ, KZH и КЕН једнакострани. На овај начин ја образована 

пирамида од четири једнакострана троугла, чија је основа 

троугао EZH, а врх тачка К. 

Али се тражи да буде обухваhена датом сфером и да 

се докаже да је један и по квадрат на пречнику сфере једнак 

квадрату на ивици пирамиде. 

Заиста, продужимо у правцу праве К0 праву 0А и 

одмеримо 0А једнако ГВ. И пошто је АГ према Гд као Гд 

према ГВ, а АГ је једнако К0, и Гд једнако вЕ и ГВ једнако 

0А, биhе К0 према 0Е као Е0 према 0А. И према томе j~ 

правоугаоник обухваhен од К0 и 0А једнак квадрату на Е0. 

И сваки од углова К0Е и Е0А прав. Значи полукруг, кон­
струисан на КА, пролази кроз Е [пошто ће, ако констру­

ишемо ЕЛ, угао ЛЕК бити прав, јер је троугао ЕЛК са истим 

угловима као и сваки од троуглова ЕА0 и Е0К]. Ако се 

при непокретном КА, полукруг при оБРТ8ЊУ поново врати 

у почетни положај од којег је почео обртање, он ће проhи 

и кроз тачке Z и Н, јер, ако се повуче ZA и ЛН, углови 

код Z И Н ће на сличан начин бити прави и пирамида бити 

обухваhена датом сфером. Заиста, КЛ, преч ник ове сфере, 

једнак је пречнику АВ дате сфере, јер је К0 одмерено 

једнlIКо АГ и 0А једнако ГВ. 

Тврдим таКОђе да је квадрат на пречнику сфере један 

и по пута веhи од квадрата на ивици прирамиде. 

Пошто је АГ двапут веће од ГВ, биhе АВ трипут веће од 

ВГ, а после замене једног дела другим, биhе ВА један и по пута 

веће од АГ. Но ВА је према дГ као квадрат на ВА према квадра­

ту на Ад [пошто ће, ако се повуче дВ, ВА бити према Ад као дА 

према АГ, и то на основу сличности .троуг лова дАВ и дАГ и стога 
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што је прво према TpelleM као квадрат на првом према квадрату 
на друr·ом]. Према томе је квадрат на Вј' два и по пута 

веhи од квадрата на At:.. А ВА је пречник дате сфере и А!::. 

ивица пирамиде. 

На овај начин је квадрат на пречнику сфере један и по 

пута веhи од квадрата на ивици пирамиде. А то је требало 

доказати. н 

Лема 

Доказати да је АВ према ВГ као квадрат на А!::. према 

квздрату на ~Г. 

Заиста, уочимо слику полукруга, повуцимо t:.B, ·па нацр­
тајмо квадрат ЕГ на АГ и допунимо паралелограм ZB. Пошто 
је сад, због једнакости углова у троугловима t:.AB и t:.Af, 

/ 
A~ 

I 

I 

::------___ ..1-_____ ј 

F z 

дуж ВА према дужи 

At1 као t1A према ДГ, 

биhе правоугаоник обу­

xBaheH од ВА и дг јед­
нак квадрату на At1. 
И пошто је АВ према 

ВГ као ЕВ према BZ и 
ЕВ је правоугаони~ 0-

бухваhен од ВА и АГ, 

јер је ЕА једнако АГ, 

а BZ је правоугаоник 

обухваhен од АГ и ГВ, 

биhе АВ према ВГ "као 

правоугаоник обу хва­

heH од ВА и АГ према 
правоугаонику обухва­

Ьеном од АГ и ГВ. И 

правоугаоник обухваhен од ВА и АГ једнак је квадрату на 

At1, а обухваhен од АГ и ГВ - квадрату на t1f, јер је нор­
мака t1f средња пропорционала отсечака АГ и ГВ основице 

зато што је угао At1B прав. И према томе -је АВ према ВГ 

као квадрат на At1 према квадрату на t1f. А то је требало 

доказати. 1Ь 

, 111' 
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14. 

Конструисати октаедар; обухватити га сфером, као у 

претходном случају, и доказати да је квадрат на пречнику 

сфере двапут веhи од квадрата на ивици октаедра. 

Одмеримо преч ник дате сфере АВ, препо.'IОВИМО га тачком 

Г и нацртајмо на АВ полукруг АдВ. Затим из тачке r пову­

цимо праву нормалну на АВ; повуцимо L'1B и узмимо квадрат 

EZH0 чије су све стране 

једнаке ДВ. Даље, повуци­

мо 0Z, ЕН, па из тачке К 

повуцимо, под правим угдо­

вима према равни квадрата 

EZH0, праву КЛ, продужимо 
је са друге стране равни 

I<ао КМ. На свакој од КЛ и 

КМ одмеримо праRе КА, КМ 
једнаке једној од ЕК, ZK, 
НК, 0К и нацртајмо ЛЕ, ЛZ, 

АН, Л0, МЕ, MZ, МН, М0. 
Пошто је КЕ једнако К0 и 

угао ЕК0 прав, биhе ква­

драт на 0Е двапут веhи од 

I<Ba;ipaTa на ЕК. Затим, по­
што, је ЛК једнако КЕ и 

угао ЛКЕ прав, биhе ква­

драт на ЕЛ двапут веhи од 

квадрата на Ек. А доказано 

је да је и квадрат на 0Е два­

пут веhи од квадрата на ЕК. 

.:Ј 

~~ 

(/ 1<\ 
, i ""''''' \ L ____ -L _________ ~ 

А Ј' В 

A'r---I~----='"'"'I (у 

Према томе је квадрат на ЛЕ једнак квадратуна Е0; дакле 

и ЛЕ једнако Е0. Из истих разлога је и Л0 једнако ВЕ. 

Дакле је троугао ЛЕ0 једнакостран. С.'Iично се доказује да 

је једнакостран и сваки од преосталих троуглова чије су 

основице стране квадрата EZH0 и врхови У тачкама Л, М. 

На овај начин је конструисан октаедар омеЬен са осам једна-

костраних троуглова. 
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Треба га обухватити датом сфером и доказати да је 

квадрат на пречнику сфере двапут веhи од квадрата на 

ивици октаедра. 

Пошто су три дужи ЛК, КМ, КЕ једнаке међу собом, 

то ће полукруг нацртан на ЛМ проhи и кроз тачку Е. Из 

истих разлога, ако се, при непокретном ЛМ, полукруг обрне 
и поново врати у почетни положај, он ве проhи И кроз тачке 

Z, Н, 0 и октаедар ће бити обухваhен сфером. Тврдим да је 

то дата сфера. Заиста, пошто је ЛК једнако км, а КЕ је 

заједниqко и обухватају праве углове, биhе И основица ЛЕ 

једнака основици ЕМ. И пош:го је угао ЛЕМ прав, јер је у 

полукругу, биhе квадрат н'а ЛМ двапут веhи од квадрата 

на ЛЕ. Затим, пошто је АГ једнако ГВ, биhе АВ двапут веhи 

од ВГ. НО АВ је према ВГ као квадрат на АВ према квз­

драту на BIl. Према томе је И квадрат на АВ двапут веhи 

од квадрата на BIl. А доказано је да је и квадрат на ЛМ 

двапут веhи од квадрата на ЛЕ. И квадрат на IlB једнак је 
квадрату на ЛЕ, јер је узето Е0 једнако IlB. Према томе је 
квадрат на АВ једнак квадрату на ЛМ, дакле, и АВ једнако 

ЛМ. А како је АВ преqник дате сфере, биhе и ЛМ преqник 

дате сфере. 

На овај начин је октаедар обухваhен датом сфером и у 

исто време је доказано да је квадрат на преqнику сфере 

двапут веhи од квадрата на ивици октаедра. А то је тре­

бало Доказати. 16 

15. 

Конструисати коцку, обухватити је сфером, као и пира­

миду, И доказати да је квадрат на преqнику сфере трипут 

веhи од квадрата на ивици коцке. 

Одмеримо АВ као пречник дате сфере и подеЛИМQ га 

тачком Г тако да АГ буде двапут веће од ГВ. Даље, нацр­

тајмо на АВ полукруг AIlB, из г' подигнимо нормалу Г 11 на 
АВ, повуцимо IlB, КОНСТРУИШИМО квадрат EZH0 коме је 

страна једнака IlB. Па кроз тачке Е, Z, Н, 0 У равни ква­

драта EZH0 повуцимо нормале ЕК, ZЛ, НМ, 0N, одмеримо 
на свакој од ЕК, ZЛ, НМ, 0N дужи ЕК, ZЛ, НМ, 0N од 
којих је свака једнака једној од дужи EZ, ZH, не, 0Е и 
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спојимо К са Л, Л са М, М са N и N са К. Тако је начи­

њена коцка ZN обухваhена са шест једнаких квадртз. 

Е 

___ -_дА 

I 
А в 

Треба је обухватити датом сфером и доказати да је 

квадрат на пречнику сфере трипут вепи од квадрата на 

ивици коцке. 

Заиста, нацртајмо КН и ЕН. И пошто је угао КЕН 

прав, јер је КЕнормала на равни ЕН, дакле, и на правој ЕН, 

то ће полукруг конструисан на КН пропи и кроз тачку Е. 

Затим пошто је HZ нормално према сваком од ZЛ и ZE, 
биhе HZ нормално и према равни ZK; према томе, ако кон­

струишемо ZK, биhе HZ нормално и према ZK. И из истих 
разлога, поново, полукруг конструисан на НК проhи ће и 

кроз тачку Z. А проhи ће, слично, и кроз преостале тачке 

коцке. Ако се, прн непокретном КН, полукруг обрне и поново 

врзти У почетни положај, биhе коцка обухвапена сфером. 

Тврдим да је то дата сфера. Заиста, пошто је HZ једнако 

ZE и угао код тачке Z је прав, биllе квадрат на ЕН двапут 

веhи од квадрата на EZ. Но EZ је једнако ЕК. Значи, ква­

дват на ЕН је двапут веhи од квадрата на ЕК, а збир ква­

драта на ЕН и на ЕК, тј. квадрат на НК, је трипут вепи од 

квадрата на ЕК. И пошто је АВ трипут веће од ГВ и АВ је 
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је према ВГ I<ао квадрат на АВ према квщрату на B~, 'биhе 

квадрат нз АВ трипут веlш од квадрата на B~. А доказано 

је да Ii I<вадрат lIа НК трипут веhи од квадрата на КЕ. И КЕ 

је узето једнако llB. Па према томе је и КН једнако АВ. 

А I<ако је АВ једнако пречнику дате сфере, биhе и КН 

једнако пречнику дате сфере. . 
На овај начин, коцка је обухваhена датом сфером. И, 

у исто време доказано је да је квадрат на пречнику сфере 

трипут веhи од квадрата на ивици коцке. А то је требало 
доказати. 17 

16. 
Конструисати икосаедар, обухватити га сфером, као и 

раније наведена тела, и доказати да је ивица икосаедра ира­

ционална и то такозвана »мања", 

Одмеримо АВ као џречник дате сфере и поделимо га 

тачком Г тако да АГ буде четири пута веће од ГВ. Даље, 
нацртајмо на ~B полукруг A~B, повуцимо из Г нормалу Г~ 

А 

г t-------LJ 

в 

на АВ, нацртајмо ~B, и конструишимо 
круг EZH0K полупречника ~B. Па упи-
шимо у круг EZHeK једнакострани и 
једнакоугли петоугао EZHeK, преполо­
вимо лукове EZ, ZH, не, ек, КЕ тач­
кама л, М, N, :::, О и нацртајмо ЛМ, MN, 
NЗ, :::0, ол, ЕО. Биhе тада ЛМN:::О 

једнакостран и једнакоуг ли петоугао и 

ЕО страна десетоугла. И кроз тачке Е, 

Z, н, е, К у равни круга повуцимо н?р­
мале ЕП, ZP, HL, ет, КТ једнаке полу­
'пречнику круга EZHeK, и споји~о ПР, 
PL, LT, ту, rп, ПЛ, ЛР,РМ,МL, LN, 
NT, т:::, :::r, {"О, ОП. И пошто је свака 

од ЕП и Kr нормална на истој равни, 
биhе ЕП паралелно са Kr. А оне су и једнаке. Али праве које 
спајају са исте стране крајеве једнаких и паралелних ду.~и јед­
наке су и паралелне. Према ~OMe су праве пr и ЕК једнаке,и пара­

лелне. Но ЕК је страна једнакостраног петоугла. Па значи да 
је и пr страна једнакостраног петоугла уписаног у Kpyr 
EZHeK Из истих разлога и свака од дужи ПР, PL, LT, тт 
је страна једнакостраног петоугла уписаног у круг EZH0K 
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Дакле петоугао ПРLТI је једнакостран. Пошто је ПЕ страна 

шестоугла, а ЕО - десетоугла И угао ПЕО је прав, биhе 

ПО страна петоугла, јер је квадрат стране петоугла једнак 

збиру квадрата стране шестоугла И стране десетоугла УПИ­

саних у исти круг. Из истих разлога И ОУ је страна петоугла. 

Такође И пr је страна пегоугла. Према томе је троугао 

поr ·једнакостран. ИЗ ИСТИХ разлога и сваl<И од троуглова 
ПАР, PM~, 2:NT, ТЕТ је једнакостран. И пошто је доказано 

да је свака од дужи ЕА И ПО страна петоугла, а такође И 

т 

АО страна петоуглз, биhе и троугао ПАО једнакострзи. Из 

истих разлога И сваки од троуглова АРМ, MLN, NTE, ЕУО 
је једнзкостран. Узмимо за центар круга EZH0K тачку Ф. 

Из тачке Ф спустимо нормалу ФО на раван I<руга И . проду­
жимо "ао ФW на другу страну. Па одмеримо страну шесто­

угла ФХ и сваку ФW, ХО као стране десетоугла И спојимо 

ПО, ПХ, уо, ЕФ, АФ, А 'У, WM. И пошто је свака од ФХ и 

ПЕ. нормала на равни круга, онда су ФХ И ПЕ паралелне, а 

оне су И једнаке. Значи, и ЕФ и ПХ су једнаке и паралелне. 

Но ЕФ је страна шестоугла, те према томе и ПХ је страна 
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шестоугла. И пошто је пх страна шестоугла, хо страна 

десетоугла и угао ПХО прав, биhе ПО cTpada петоугла. Из 

истих разлога и Уа је страна пето угла, јер, ако повучемо 

ФК и xr, они су једнаки и супротног положаја; а како је 

ФК, као полупречник, страна шестоугла, биhе и xr страна 

шестоугла. Но XW је страна десетоугла и угао УХО прав, 

значи и Уа је страна петоугла; а If Пf је страна пеiоугла. 

Према томе је и троугао пrо једнакостран. Из истих разлога 

и сваки од преосталих троуглова са основицама ПР, PL, 1:Т, 

Tr и са врхом у тачку О је једнакостран. Затим, пошто је 

ФА страна шестоугла, а Ф'V десетоугла и угао АФ'V прав, биhе 

А 'V страна петоугла. Из истих разлога, ако узмемо дуж МФ, која 
је страна шестоугла, биhе и M'V страна петоугла. Но и ЛМ је 
страна петоугла. Према томе је троугао ЛМW једнакостран. На 
сличан начин се доказује да је и сваки од преосталих троуглова 

са основицама MN, N~, ~a, ал и врхом у тачки 'V~једнако­
стран. На овај начин је конструисан икосаедар обухваhен 

са двадесет једнакостраних троуглова. 

Треба га обухватити датом сферОМ и доказати да је 

ивица икосаедра ирационална и то такозвана "мања". 

Заиста, пошто је ФХ страна шестоугла, а ХО - десе­

тоугла, ФО је подељено тачком Х непрекидно и веhи део је 

ФХ; значи ОФ је према ФХ као ФХ према ХО. Али ФХ је 

једнако ФЕ, а ХО једнако Ф'V. Према 'томе је ОФ према ФЕ 
као ФЕ према ФW. И углови ОФЕ и ЕФ\У су прави. Значи, 

ако узмемо дуж ЕО, биhе и угао WEO прав због сличности 
ТРОУГЛОВ8 WEO и ФЕО. Из истих разлога, пошто је. ОФ 
према ФХ као ФХ према ХО, а ОФ једнако 'Vx и ФХ једнако 

. хп, биhе \VX према ХП као ПХ према хо. Затим, из истих 

разлога, ако узмемо nW, биhе угао код П прав. Према томе 
полукруг конструисан на 'VO пропи ће и кроз rачку П. И 
ако се, при непокретном 'VO, полукруг обрне и поново врати 
у почетни положај од којег је почео обртање, он Ье пропи 

кроз тачку П и кроз преостале тачке икосаедра и биhе икосаед&р 

обухваhен сфером. Тврдим да је то дата сфера. Заиста преполо­

вима ФХ тачком А'. И пошто је дуж ФQ подељена тачком Х 

непрекидно и њен мањи део је ох, биhе квадрат на збиру ОХ н 

половине већег дела' ХА' пет пута веhи од квадрата на поло­
вини веЬег дела. Према томе је lCВадрат---нэ--i}А'-пет пута 
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веhи од квадрата на А'Х. НО Оч! је двапут веће од ОА', а 

ФХ двапут веће од А'Х. Значи квадрат на Оч! је пет пута 

веhи од квадрата на ХФ. И пошто је АГ четири пута веће 

од ГВ, биhе АН пет пута веЬе ВГ. Но АБ је према ВГ као 

квадрат на АВ према квадрату на B~, па према томе је 

квадрат на АВ пет лута веhи од квадрата на B~. А доказано 

је да је и квадрат на QW пет пута веhи од квадрата на ФХ. И 
~B је једнако ФХ, јер је свако од њих полупречник круга 

EZH0K Према томе је и АВ једнако WO. Али АБ је пречник 
дате сфере. Дакле, и WO је пречник дате сфера. На овај 

начин је икосаедар обухваhен датом сфером. 

Тврдим да је ивица икосаедра ирационална, такозвана 
.мања К • Заиста, пошто је пречник сфере рационалан и квадрат 

на њему пет пута веhи од квадрата на полупречнику круга 

EZHeK, 6иhе и полупречник круга EZHeK рационалан, дакле 
рационалан је и његов пречник. Но ако се у круг са раци­

оналним пречником уписује једнакостран петоугао, онда је 

страна петоугла ирационална, такозвана "мања". Но страна 

петоугла EZHeK је ивица икосаедра. На овај начин је ивица 

икосаедра ирационална, такозвана "мања а. 

Последица 

Из овог је јасно да је квадрат на пречнику сфере пет 

пута веhи од квадрата на ПОJlупречнику круга помоћу ког се 

описује икосаедар, и да је пречник сфере једнак збиру стране 

шестоугла и две стране десетоугла уписаних у тај круг. А 

то је требало доказати. 18 . 

17. 

Конструисати додекаедар, обухватити га сфером, као и 

раније наведена теле (фигуре), и доказати да је ивица доде­

ка-едра ирационална, такозвана апотома. 

Узмимо две, једна на другој управне, равни АБГд И 

fBEZ, раније поменуте коцке. Сваку од ивица АБ, БГ, Г~, ~A, 
EZ, ЕВ, Zf преполовимо тачкама Н, 0, К, л, м, N, Е спојимо 

НК, ел, ме, NE, и поделимо сваку од NO, ОЕ, еп непре­

кидно тачкама Р, L, Т. И нека су РО, OL:, ТП веnи делови. 

Па из тачака Р, L, Т подигнимо нормале на равнима коцке са 
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спољашње стране, одмеримо дужи Pi', Z:Ф, ТХ једнаке 

дужима РО, 02:, ТП и спојимо 1"В, ВХ, ХГ, ГФ, ФС Тврдим 
да је iЂХГФ једнакост ран раван петоугао и да има једнаке 

р Аl Z углове. Заиста, узми-
Ф мо РВ, 2:В и ФВ. 

r----r--f--~ 

х 

Hг---------~~------~K 
П 

А А 

Пошто је дуж NO 
подељена тачком Р 

непрекидно и веhи 

део је РО, биhе збир 

квадрата на ON, и 

NP трипут веhи од 

квадрата на РО. Но 

ON је једнако NB и 

ОР једнако РУ. Пре­

ма томе је збир ква­

драта на BN и на 

NP трипут веhи од 

квадрата на РУ. Но 

збир квадрата на BN 
и на NP једнак је 

квадрату на ВР. Зна-

чи, квадрат на ВР је 

трипут веhи од ква-

драта на РУ. Тако, 

да је збир квадрата ва ВР и на РХ" четири пута веhи од квадрата 

на РУ. НО збир квадрата на ВР и на ру једнак је квадрату на ВУ. 

Према томе је квадрат на ВУ четири пута веhи од квадрата на УР, 

дакле, ВУ'је двапут веЬе од РУ. НО и ФГ је двапут веЬе од 

IP, пошто је 2:Р двапут веће од ОР, тј. од PI. На овај начин 
ВУ је једнако {Ф. Слично се доказује, да је и свако од ВХ, 

ХГ, ГФ, једнако сваком од ВХ" и rФ. Дакле, петоугао вrФгх 
је једнакостран. Тврдим да је и раван. Заиста, повуцимо 

кроз тачку О са спољашње стране коцке праву 00/ пара­

лелну свакој од правих ру и 'LФ и повуцимо \V0 И ех. Тврдим 
да је W0X права. Заиста, пошто је дуж 011 подељена тачком 
Т непрекидно и веhи њен део је ПТ, биhе 0П према ПТ као 

ПТ према Т0. Но 0П. је једнако ео, а ПТ свакој од ТХ и ow, 
дакле, 00 је према OW као ХТ према Т0. И дуж 00 је паралелна 
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са ТХ, пошто је свака од њих нормална на равни Вд. И дуж 

те је паралелна са OW, јер је, заиста, свака нормална на 
равни BZ. Но ако су два троугла, woe и етх, са по две 

пропорционалне стране, у таквом положају да су два крак! 

угла ј едног троугла па ралелна са хомологним крацима угла 

другог троугла, онда су љихове преостале стране У истој 

правој. Према томе су we и ех на истој правој. Но свака 
права је у истој равни, па је према томе петоугао rвхгФ у 

једној равни. 

Тврдим да он има једнаке углове. 

Заиста, пошто је дуж NO подељена тачком Р непре­

кидно и веhи део је ОР [биhе и збир NO и ОР према ON 
као ON према ОР], а ОР је једнако 02: f значи, 2:N је према 
NO као NO према O~], према томе, N2: је подељено тачком 

О непрекидно и вепи део је NO. Значи, збир квадрата на 

N2: и на 2:0 је трипут веhи од квадрата на NO. Но NO је 
једнако NB и 02: једнако 2:Ф. Према томе је збир квадрата 

на N2: и на 1;ф трипут вепи од квадрата на NB. Тако да је 

збир квадрата на Ф2:, 2:N и NB четири пута већН од квадрата 
на NB. Но збир квадрата на 2:N и на NB једнак је квадрату 
иа 2:В. На тај начин збир квадрата на В2: и на 2:Ф, а то је 

квадрат на ВФ 1 јер је угао Ф2:В прав 1, четири пута је веhи 
од квадрата на NB. Знач'и ВФ је двапут веЬе од NB. Али и 

ВГ је двапут веће од BN. Према томе је ВФ једнако ВГ. И 

пошто су две стране Br и rф једнаке двема странама ВХ и 
ХГ и основица ВФ једнака је основици ВГ, биhе и угао 

вrф једнак углу ВХГ. Слично се доказује да је и угао IФГ 

једнак углу ВХГ. Према томе су три угла ВХГ, ВIФ и IФГ 

једнака међу собом. Али ако су код једнакостраног петоугла 

три угла једнака међу собом, петоугао има једнаке уг лове. 

Једнаке углове има и петоугао вrФгх. А доказано је да је 

он и једнакостран. На тај начин петоугао вrФгх је једна­

костраи и једнакоугли и налази се на ивици ВГ коцке. Према 

томе, ако на свакој од дванаест ивица коцке извршимо исто 

то, добиhемо nросторну фигуру обухваhену од дванаест 

једнакостраних и једнакоуглих петоуглова, која се зове доде­

каедар. 

Треба такође и њега обухватити датом сфером и дока­

зати, да је ивица додекаедра ирационална, такозвана апотома. 

f.УКЛМАОВИ @лемеити 3 
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Заиста, продужимо WO за чУQ. Према томе се \VO пресеца 
са дијагоналом коцке и полови је, како је то доказано у 

претпоследњој теореми једанаесте књиге. Нека се оне секу 

у тачки О. Према томе је Q центар сфере кија обухвата 

коцку и ОО је половина ивице коцке. Узмимо ТО. И пошто 

је дуж N~ подељена тачком О непрекидно и веhи део је 

NO, биhе збир квадрата на N~ и на LO трипут веhи од 

квадрата на NO. Но N~ једнако је 'VO, пошто је и NO 
једнако ОО, а \VO једнако O~. Али је и O~ једнако 1џr, 

пошто је једнако РО. Према томе је збир квадрата на О'У и 

на wr трипут веhи од квадрата на NO, Но збир квадрата на 
OW и на wr једнак је квадрату на ТО, значи и квадрат на 

то је трипут веhи од K~aдpaTa на NO, Али и квадрат на полу­
пречнику сфере која обухвата коцку трипут је веhи од 

квадрата на половини ивице коцке, јер је раније показано 

како се конструише коцка и обухвата сфером и како се 

доказује да је квадрат на пречнику сфере трипут веhи од 
квадрата на ивици коцке. Но цело је према целом као и пол~­

вина (првог) према половини (другог). Али NO је половина 

коцкине ивице, а [О је једнако полупречнику сфере која 

обухвата коцку. И Q је центар сфере која обухвата коцку. 

Према томе је 1" тачка на сферној површини. Слично се 

доказује да се и свако од осталих темена додекаедра налази 

на сферној површини. Додекаедар је према TOM~ обухваhен 

датом сфером. 

Тврдим да је ивица додекаедра ирационална, такозвана 

апотома. 

Заиста, пошто је дуж NO подељена непрекидно и веhи 
део је РО, а при непрекидној подели дужи ОЕ: веhи део је 

O~, биhе, при непрекидној подели целе дужи NZ, веhи део 

Р1:. Пошто је NO према ОР, као ОР према PN, а у истој су 
размери и удвоструqени, јер су делови у истој размери као 

и мултиплуми исте вишеструкости. Према томе је N?: према 
P~ као Р1: према збиру NP и LE:. НО веЬе је NE: од PL. 
Због тога је и Р2: веће од збира NP и LE:. На тај начин је 
дуж NE: подељена непрекидно и ,веhи део је Р1:. Но PL је 

једнако rФ, према т,оме дуж NZ подељена је непрекидно и има 
веhи део fф. А пошто је пречник сфере рационал;ш и квадрат 

'il 
ill ,,1 
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на њему трипут веhи од квадрата на коцкиној ивици, биле 

рационална и дуж NE, ивица коцке. Но ако се рационална 

дуж дели непрекидно, сваки део је ирационалан и то апотома. 
На овај начин је дуж rФ, ивица додекаедра, ирационална 

и то апотома. 

Последица 

Из овог је јасно, да је при непрекидној подели ивице 

коцке веhи део ивица додекаедра. А то је требало доказати. а 

18. 

Одредити ивице пет проучених тела и упоредити их 

међу собом. 
Узмимо АВ као пречник дате сфере и тачком Г га тако 

поделимо да АГ буде једнако ГВ и тачком Ll тако да ALl 
буде двапут веЬе од LlB, па 

fJ на АВ конструишимо полу­

I\PYf АЕВ, кроз Г и Ll пову­
цимо нормале ГЕ и LlZ на 

АВ-и-спојимо AZ, ZB, ЕВ. 
Пошто је ALl двапут веће 

[\ 
Е 

од LlB, биhе АВ трипут веће 
од BLl. Или, после замене 

једног дела другим, ВА је 

један и по пута веће од ALl. 
Но ВА је према ALl као 

квадрат на ВА према ква- А 

драту на AZ, јер троугао 

(1'( 

~\I 
/(, r дА в 

AZB има исте углове као и троугао AZLl. Према томе је 

квадрат на ВА један и по пута веhи од квадрата на AZ. Но 
и квадрат на пречнику сфере је један и по пута веhи од. 

квадрата на ивици пирамиде. Како је АВ преч ник сфере, биле 

AZ једнако ивици пирамиде. 

Затим, пошто је ALl двапут веће од LlB, биhе АВ трипут 
веће од BLl. На АВ је према BLl као квадрат на АБ према 

квадрату на BZ. И квадрат на АВ је трипут веhи од квадрата 
на BZ. Но и квадрат на пречнику сфере је трипут вели од 

квадрата на ивици коцке. А како је АВ пречник сфере, биhе 

BZ ивица коцке. 
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и пошто је АГ једнако ГВ, биnе АВ двапут веће од вг. 

Но АВ је према ВГ као квадрат на АВ према квадрату на 

ВЕ. Према томе је квадрат на АВ двапут веhи од квадрата 

на ВЕ. Но и квадрат на пречнику сфере је двапут веhи од 

ивице октаедра. А како је АВ пречник дате сфере, биhе ВЕ 

ивица октаедра. 

Повуцимо из тачке А праву АН управну на АВ, одме­

римо АН једнако АВ и спојимо Н са Г. Па из тачке 0 ПО ву­
цимо нормалу вк на праву АВ. И пошто је НА двапут веЬе 

од АГ, јер је НА једнако АВ, а НА је према АГ као вк 

према АВ, биnе и вк двапут веће од КГ. А квадрат на 

вк је четири пута веhи од квадрата на КГ. И према томе 

збир квадрата на 0К и на кг, а то значи на 0Г, биhе пет 

пута веhи од квадрата на НГ. Но 0Г је једнако ГВ, те према 

томе је квадрат на ВГ пет пута веnи од квадрата на гк. 

И пошто је АВ двапут веЬе од ГВ, а А6. двапут веЬе од 

6.В, биhе и остатак В6. двапут веnи од остатка 6.Г. Према 

томе је ВГ трипут веЬе од Г 6., а квадрат на ВГ девет пута 

веhи од квадрата на Г 6.. Но квадрат на ВГ је и пет пута 

веhи од квадрата на гк. Према томе је квадрат на ГК вепи 

од квадрата на Г 6., дакле, и ГК је Behe од Г 6.. Одмеримо 
ГЛ једнако ГК, кроз Л повуцимо ЛМ управно на АВ и спо­

јимо МВ. Пошто је квадрат на ВГ пет пута веhи од квадрата 

на ГК и АВ је двапут веће од ВГ, а КЛ је двапут.,веhе од 

ГК, биhе и квадрат на АВ пет пута веnи од квадрата на КА 

Но и квадрат на пречнику сфере је пет пута веhи од ква­

драта на полупреЧЈlИКУ круга помоhу којег се конструише 

икосаедар. Како је АВ пречник сфере, биhе КЛ полупречник 

круга помоhу којег се конструище икосаедар. Према томе је 

КЛ страна шестоугла поменутог круга. И пошто је пречник 

сфере једнак збиру стране шестоугла и две стране десето­

угла уписаних у :поменути круг, и АВ је пречник сфере, 

КЛ - страна шестоугла и АК једнако АВ, то је свака од 

АКи АВ страна десетоугла уписаног у круг, помоhу ког се 

конструише икосаедар. И пошто је АВ страна десетоугла, 

а МЛ - шестоугла, јер је МА једнако дужи кл, као и дужи 

вк, и то због тога што су подједнако удаљене од центра 
и што је свака од 0К' и КА двапут веЬа од КГ. Према томе 

! , 
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је МВ страна петоугла. Али страна петоугла је и ивица ико­

саедра. На тај начии МВ је ивица икосаедра. 

И пошто је ZB ивица коцке, поделимо је тачком N не­
прекидно и нека вепи део буде NB. Према томе NB је ивица 
додекаедра. И пошто је квадрат на лречнику сфере један 

и по пута вепи од квадрата на AZ, ивици пирамиде, двапут 
веЬи од квадрата на ВЕ, ивици октаедра, трипут веnи од 

квадрата на ZB, ИВИЦИ коцке, онда, од шест делова (једи­

ница) квадрата на пречнику сфере квадрат на ивици пирамиде 

садржи четири, квадрат на ивици октаедра - три и на ивици 

коцке два дела. Према томе је квадрат на ивици пирамиде 

један и треhину пута веhи од квадрата на ивици октаедра, 

двапут веhи од квадрата на ивици коцке, а квадрат на ивици 

октаедра је један и по пута веhи од квадрата на ивици коцке. 

Према TOM~, тврдим, да се ивице три поменута тела, - пира­
миде, октаедра и коцке,- налазе међу собом у рационалним 

размерама. А ивице остала два, - икосаедра и додекаедра, -
тврдим, не налазе се, ни међу собом ни према раније наве· 

деним, у рационалним размерама, јер су оне ирациоиалне -
"мања" и алотома. 

докажимо сад да је ивица М8 икосаедра већа од ивице 

додекаедра. 

Заиста, пошто Tpoyrao Z6.B има исте углове као и тро­

yrao ZAB, постоји пропорција: 6.8 је према 8Z као BZ према 
ВА. А кад су три дужи пропорционалне, бwhе прва према 
трећој као квадрат на првој према квадрату на другој. Према 

томе је 6.В према ВА као квадрат иа 6.8 према квадрату на 8Z. 
И обратно:· АВ је према В6. као квадрат на ZB према ква­
драту на ва. Али АВ је трипут веће од 86., па је и квадрат 
на ZB трипут веnи од квадрата на 86.. Но квадрат иа А6. 
је четири пута вепи од квадрата на 6.8, јер је А6. Дmtlут 

веЬе од 6.В. Према томе је квадрат иа А6. веhи од квадрата 

на ZB. Дакле, и А6. је веЬе ОД ZB. Утолико пре је и АЛ 

веЬе од ZB. И при подели АЛ у непрекидној размери веhи 

део је КЛ, пошто је ЛК страна шестоугла, а КА - десето­

угла. А при непрекидној подели ZB веhи део је NB. Према 
томе је КЛ веЬе од NB. Но КЛ је једнако ЛМ, значи и ЛМ 
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је веће од NB [а МВ је веће од ЛМ Ј. Према томе утолико 
пре је МВ,ивица икосаедра, већа од NB, ивице додекаедра. 
Д то је требало Доказати. 2О 

Тврдим, да се сем пет· поменутих тела не може кон. 

струисати ниједно друго тело, које би било обухваhено јед. 

накостраним и једнакоуг лим многоуг ловима. 

Заиста, од два троугла или ма које равне слике рогаљ 

се не може саставити. Од три троугла (се образује) рогаљ 

пирамиде, од четири - октаедра, од пет - икосаедра. Од 

шест једнакостраних и једнакоуглих троуглова састављених 

код једне тачке рогаљ се не може образовати; заиста, пошто 

угао једнакостраног троугла износи две треhине правог угла, 

то је шест таkвих углова једнако четири права угла, а то је 

немогуће, јер је сваки рогаљ обухваhен угловима, чији је 

збир мањи од четири права угла. Из истих разлога се не 

може образовати рогаљ ни са више од шест таквих углова 

у равни. Са три квадрата је обухваhен рогаљ коцке. Са четири 

је немогуће, јер се добивају поново четири права угла. Од 

једнакостраних и једнакоуглих петоуглова се са три образује 

додекаедар. А од qетири је немогуће, јер угао једнако-

I страног пето угла износи прав угао и једну петину, па према 

томе су qетири угла заједно веhи од qетири права угла, 8 то 
је немогуће .. Из истих разлога се не може образовати рогаљ 
ни помоћу других многоуглова. 

На овај наqин сем пет поменутих тела не може се 

конструисати ниједно друго тело које би било обухваhено 

једнакостраним и једнакоуглим многоугловима. А то је тре· 
бало Доказати.21 

Ле ма 

да угао једнакостраног и једнакоуглог пеТОУГЛ8 износи 

прав угао и петину правог, доказује се овако. 

Нека је ABfD.E једнакострани' и једнакоугли петоугао; 

опишимо око њега круг ABfD.E; узмимо му за центар Z и 
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спојимо 2А, 2В, 2Г, 2.1, 2Е. Ове праве полове углове КОД 
А, В, Г, .1, Е. Пошто је пет углова КОД 2 једнако четири 

А 

права угла и они су једнаки, један од њих, напр. А2В, 

износи прав угао без једне петине правог. А збир остала 

два, 2АВ и АВ2, износи прав угао и једну петину. Како 

је угао 2АВ једнак 2ВГ, биhе и цео угао АВГ једнак правом 

углу и једној петини. А то је требало доказати. 
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Ј Аналитичко извођење ове теореме је врло кратко. 

Нека су а и а1 цела дуж и веnи део дужи а поде­

љене непрекидно. Тада је 

а: а1 = а1 : (а-а1 ). 

Према томе је 

или 

2 2 
аl+аа1 =а. 

Одатле, на основу елементарне методе "допуњавања до 

потпуног квадрата", изводимо 

a~+2al' ~ a+(+a)2=a2+(~ а)2, 
или 

а то и,одговара тексту ове Еуклидове теореме. 

Интересантно је пропратити, исто тако у аналитичкој 

форми, узастопна расуђивања Еуклидовог доказа ове теореме 

као веж6у. 

2 Аналитички ову теорему можемо формулисати овако. 

Ако је 

(*) a=a~ +а2 
и 

(**) а2 =5 a~ 

биhе а2 веЬн део кад се 2 а1 подели непрекидно. 

Заиста, ако у (**) ставимо (*), до6иhемо 

(tl1 + a2)!~ 5 a~ , 
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или 

одакле је 

2 а1 : а2 =а2 : (2 а 1 -а:2)' 

а то и потврђује нзведену теорему. 

з 1. L. Heiberg сматра да је ова лема била укључена 

доцније и да по стилу излагања не одговара Еуклиду. 

, Аналитички ову теорему можемо изразити и овако. 

Ако је 

мора бити: 

Потврда тачности се врши на овај начин. Из пропор· 

ције следује 

одакле закључујемо: 

а то и доводи до једначине 

(а2 + ~al)2=5(~al)2, 
која потврђује садржај теореме. 

5 Аналитички ова теорема тврди да из услова 

(а 1 + а2) : а1 = а1 : а1. 
следује јеДRачина 

(а. +a2)2+a~ = 3 a~. 

Заиста, из услова 

и замене 



проистиче 

2 
(а1 + а2)2-2 а2 (а1 + а2) +а2=(а1 +а2) а2 ; 

одатле закључујемо да је 

(а 1 +a2)2+a~=3 (а Ј +а2) а2 =3 a~, 
а то и потврђује теорему. 

• Аналитички ову теорему можемо изразити овако. 

Ако је 

онда је и 

(а1 +а2 +а1): (а 1 +a~)=(al +а2): а1 • 

Из последње пропорције треба да следује: 

(а 1 +а2)2=аЈ (а 1 +й2 +а1), 

што после извршеног множења даје 

a~=(al+a!)a2' 
а то се потврђује на основу прве пропорције. 
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1 Теореме 1-6 припадају теорији »златног пресека-. 

Један део ове теорије, изложен на други начин, био је пред­

мет проучавања и у другој књизи »Елемената". Врло је инте­

ресантно, и са логичког и са историског гледишта, упоредно 

проучавање како поделе' материјала у другој и у овој књизи, 
тако и математичког стњпз излагања. Тим упоредltим' проуча­

вањем се бави више коментатора. 

8 Ову једноставну теорему Еуклид искоришhује при 

извођењу особина додекаедра. 

9 Савременим математичким језиком текст ове теореме 

згодније је кратко изразити на овај начин: Дијагонале пра­

вилног петоугла се деле златним пресек ом и веhи део је страна 

правнлног петоугла. 

10 Из ове теореме, коју алгебарски можемо формули-

сати овако 

(Г+ЙI0): f=r: йЈО' 

где је: г= ав полупречник 4Сруга и страна уписаног правилног 
шестоугла, аl0 - страна уписаног правилног десетоуг ла, непо-
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средно следује ова вредност стране уписаног правилног десе-

тоугла 

1 ,--
а10 = - г CV5 -1). 

2 

11 Ова теорема омогуЬава да се помоЬу стране правил­

ног уписаног десетоугла, која је одређена у коментару прет­

ходне теореме, и полупреqника круга израчуна страна пра­

вилног уписаног петоугла. 

Заиста, према овој теореми имамо 

2 2' 2 
а[)= а6+ alO, 

1 -
а како је ав=г и й 1О = -г (v5-1), добива се 

2 

Помоhу вредности а5 лако је поставити једначину 

a~+ d~=5 г2, 

где је ds дијагонала пра­

вилног петоугла уписано г 

у круг полупречника г. 

Изнесимо још Пто­

лемајову конструкциј у 

стране петоугла и десе­

A\-----+------,,-j----'-:c-----I с тоугла,коју је Пто~емај 

D 

Сп. 1 

навео у Алмагесту. 

Нека су АС и ВО 
(сл. 1) два управна преч­

ника, М средина полу­

пречника ОС и MN = МВ. 
Тврдим да је BN страна 

петоугла и ON страна 

десетоугла уписних у иацр-

таии круг. 

Заиста, непосредно из слике имамо 

NMI=BM2=OB~+OM2, 

I 
1· 



или 

( 
1)2 2 1! 

а,о + 2' г =г + 4 г, 

одакле добивамо потребну вредност 

За ai слика даје 

1 -
а10 = - г СУ5 -1). 

2 

а то је управо она једначина што одређује аБ' 
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12 Пре свега треба обратити пажњу на једну новину у 

Еуклидовим ознакама, коју је он употребио први пут при 

излагаљу доказа ове теореме. Збир две дужи, напр . .1Г и ГМ, 
Еуклид означује са .1ГМ и онда кад те две дужи не припа­

дају истој правој.' У пзш те:{ст ~.Ш не уносимо ту Еукли­

дову ознаку. 

Аналитички садржај теореме састоји се у изражаваљу 

стране петоугла а5 као апотоме, тј. разлике две ирационалне 

величине а1 и 02' тј. 

и то четврте апотоме (теорема 76, Х књиге) или "маље", за 

коју а1 и аЈ задовољавају ове услове; 

2 2 
ОЈ + 02 = рационално, 

а1 02 = медијално. 

Пошто је из претходног коментара 

1 --~---= 
05= -г "У10-2У5 

2 

. 1 - 1 ,-
треба одредити 01"="2 г "УА , a~ = 2 г 'i В , тј. ставити 

1 ,1 1 - -
05="2' VlO-2VS=2'(VА -УВ), 

или 
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Пошто је после Jf.изања на ,{вадрат 

lO-2'15=А +8-2'/ АВ 

имамо две једначине за А и В: 

А +8= 10, А8 =5, 

чије решење 

А=5+2'/5, 8=5-2{5 

одговара нашем задатку и долазимо до резултата 

а5= ~ 'УБ + 2'/5- ~ 'у-s- 2'15, 

а то је чеТВРТ8 апотома, јер збир квадрата износи 

а то је рационално,' а производ 

~ 'v 5 + 2'/5' ~ ,у;----; y~ = ~ ,! {5 , 

а то је медијално. Према томе је аналитички доказана ова 

Еуклидова особина стране петоугла. Интересантно је пропра­

тити аналитички и Еуклидов доказ, како то ради, например, 

Т. L. НеаЉ. 
19 То је, можда, најједноставнија теорема, чији се резул­

тат непосредно чита са слике. На основу Питагорине теореме 

из троугла А8Е читамо: a~=(2 ,)2 - ,2=3 ,2, а то и одговара овој 
теореми. 

14 Ова теорема је посвеfiена конструкцији и метричким 

особинама правилног тетраедра уписаног у сферу. 

Интересантно је приметити да се тај просторни објект' 

који се сада зове правилни тетраедар, зове једноставно у 

тексту теореме пирамида, без обзира на то што је појам 

у Еуклидовим дефиницијама много шири. Таква нелогичност 

у примени терминологије се појављује код Еуклида и у дру­

гим појмовима. Од овог Еуклидовог недостатка није пошт~­

ђена ни данашња школска литература елементарне геометрије. 
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Пошто је у Heiberg'oBoM издању доста' незгодна слика, 
а ми у тексту репродукујемо оригиналне слике тог издања, 

наводимо овде другу слику, природнију са данашњег гледишта 

на распоред просторних елемената, нарочито при првом проу­

чавању тих елемената. 

А 

Сл. 2 

у вези са решавање.м конструктивног задатка ове Teo~ 

реме треба нагласити да то решење има вештачки карактер, 

ако се претходно задатак не анализира. Није јасно, зашто 

Еуклид баш непосредно у почетку, без анализе просторних 

односа, узима дуж, будуhи пречник сфере, и дели је у 

односу 2: 1. 

Карактеристично је за излагање и то да Еуклид чак и 

елементарну метричку особину правоуглог троугла издваја у 

засебан став као лему. 

Докажимо аналитички у теореми наведену метричку 

особину правилног тетраедра и описане сфере. 

Ако за елементе просторне слике и троугла АВГ уведемо 

кратке ознаке 

4 Еу"ли,lОВИ еле .. енти "., 13 
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KE=ZE=Ali=ap (ивица пирамиде), 

AB=KA=d (пречниксфере), md=Ar (висина пирамиде), 
nd=rB, (m+п=l), eE=Г~=,г (полупречник круга Опи­

саног око основе пирамиде), 

можемо на основу геометриских особина написати ове три 

једна чине: 

a~=3 г2 (према теореми 12. за једнакостран троугао), 

(md)2= a~ - г2 (према Питагориној теореми), 
mnd2 =r2 (према последици Питагорине теореме). 

Одавде, после елиминисања ар, r и d долазимо до резултата 

2 1 
т: п = 2: 1, т = з' п = з' 

који Еуклид претпоставља у почетку теореме. После тога 

остаје само две једначине 

a~ = 3г2 , (~ d) 2 = 2г2 , 

које дају метричку везу 

Доказану у теореми. 

3 2 
~=-a 2 р' 

Видимо да при том извођењу садржај наредне леме није 

ни потребан . 
. 15 Ако задржимо ознаке коментара претходне 13. теореме 

н означимо дуж ГВ С8 С, садржај леме се може овако изра­

зити: 

d: с =а;:г2• 

Видимо да та пропорција садржи две величине , и с, 

које не учествују у формулисању дефинитивног резултата; 

како смо помоћу само једне помоЬне величине " под 

условом т : п = 2 : 1, извели тражену везу, и то ·врло једно­
ставно, јасно је да је друга величина с сувишна. Она је 

сувишна и због тога што се изражава, и то много једно-

ставније, помоЬу основне величине проблема, јер је с- ~ d, 
• 3 

а са таквом вредношЬу садржај леме се своди на једначину 

a~=3 г2, 



која је наведена као теорема 12. и коју је ЕуклиД 8еЬ иско­

ристио у доказу теореме 13. 
16 Расуђивања ове теореме су изведена по истој схеми 

као и расуђивања претходне теореме, само су једноставнија 

према простијој природи садржаја теореме. 

Између ивице октаедра Оо)(т. и полупречника R описане 
сфере лако се поставља ова веза 

Оокт. =R '12. 
17 И У извођењ у овог става о коцки расуђивања су извр­

шена по схеми претходних теорема о тетраедру и октаедру. 

Веза између ивице коцке акоц• и полупречника описане 

сфере изгледа овако 

2 -
Окоц. = :3 R V 3 . 

А 
А 

в 

Сл. З 

18 Изведимо кратко конструкцију икосаедра по Еукли­

довом рлану. Пошто слика у Heiberg'oBoM издању није згодна, 
дајемо другу слику (сл. 3). 
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Основа Еуклидове конструкције икосаедра, уписаног у 
дату сферу, је пречник сфере, зваhемо га основни, са два 
мала паралелна једнака круга управна на основном пречнику. 

Ако са R означимо полупречник сфере, са ( полупречник 

наведених малих кругова, за утврђивање везе измеђУ ( и R 
Еуклид наводи пре свега слику у равни (сл. З, а), где је 

AB=2R, ВГ:ГА=I:4, В6.=(. 

Са те слике се 

(1) 

одређује вредност 

2 
(= -=R. "5 

Пречник AB=2R се дели на делове AO=BO'=h, ОО'=Н, 
г.!!-е су О и О' центри малих кругова полупречника (; тада 

имамо 

2 
Н= -=R=(, 

'15 

пошто је (2= (R+ ~ Н) (R- ~ Н) , па је, значи, -±- RZ = 
5 

= R2 -,~ Н2, а одавде и одређујемо написану вредност Н. 
4 

После тога добивамо за h : 

h= ~ ("5-1) = ~ ("5-1)=а10 , 
"5 2 

јер је 

1 R - (-
h= - (2R-H)= -= ("5- 1) = - (" 5-1) 

2 '15 2 ' 

а то је вредност стране десетоугла уписаног у круг полу­

пречника (. 
После наведене поделе основног пречника можемо извр­

шити ПРОСТОРНУ конструкцију икосаедра (сл. г, Ь). Кроз тачку 

О повуцимо раван управну на пречник АВ и у круг те равни 

упишимо петоугао. Његова страна износи 
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После тога из троугла А OL одређујемо хипотенузу А [: 

1 - 1 "\1-
А[2=,%+ћ2 =,2+ - ,2 ('15-1)2= ~(lO- 2,5). 

4 4 

Ова једначина тврди да је AL =а5 • Према томе је пира­

мида _са врхом А једнакоивична са ивицом а6 • Исто вреди и 

за пирамиду са врхом у тачки В. -

Појас између два паралелна круга се испуњава ТРОУГЛО­

вима и то тако да се, кад је основица троугла страна уписаног 

петоугла у једном малом кругу, његов врх налази на другом 

малом кругу. Покажимо да је бочна страна сваког таквог 

троугла једнака наведеној дужини а5 • Заиста, из троугла [КМ, 

где су Н=" МК =010 иыамо 

1 - 1 - 2 
[М2=Н%+КМ2=,2+ - ,2 СУ5 _1)2 = - ,2 (10-2 '15) = а5. 

4 . 4 

На тај начин је конструисан икосаедар уписан у сферу 

пречника 2 R. 

Није тешко покttзати да се израз за његову ивицу, 

1 ,г-о -­
а5 = 2' v 10-2 1/5, 

може претворити у ову разлику 

05= ~ ,[ V5+2V5 - "y~-21/5 Ј' 
а то је такозвана .мања" ирационаJIНОСТ. 

При томе једначина -(1) потврђује први део последице, 
јер је 

а извршена подела пречника потврђује други део последице, 

јер је 

Сем Еуклидове конструкције икосаедра постоје и друге 
конструкције, у чију анализу нећемо улазити. 

18 . Еуклидова конструкција додекаедра полази од коцке, 

на чијој се свакој страни конструишу делови четири пра-
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вилна петоугла у косом положају према рав~\има коцке. КОН­

струкција једног петоугла је показана на слици у тексту. 

Овде додајемо допунску слику конструисаног целокупног 

додекаедра (сл. 4). 
у 

Сл. 4 

Кратко Еуклидову конструкцију у мало измењеној 

форми можемо приказати овим редом. 

1. Конструише се коцка. 
2. Спајају се средине N и Е наспрамних ивица коцке и 

одређује се средина дужи NE, TaqKa О. 
3. TaqKaMa Р и ~ се деле непрекидно дужи NO и ОЕ 

и то тако да ОР и O~ буду веhи делови; дужину P~ озна­
qимо са а; то Ье бити ивица додекаедра. 

4. Из TaqaKa Р и ~ подижу се нормале на раван коцке 
1 . 

са једнаком дужином ру = ~Ф= - а. TaqKe В, r, Ф, г су 
2 

темена оног дела правилног петоугла у облику трапеза, који 

'је над изабраном равни коцке. 

5. Последље теме Х се добива као теме једнакокраког 

троугла, у равни конструисаног трапеэа, коме је основица ВГ, 
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ивица коцке и дијагонала правилног петоуг ла, а бочна страна 

једнака о. 

Доказ изведене конструкције у детаљима се налази у 

Еуклидовом тексту. Изведимо неке аналитичке особине уве­

дених геометриских елемената. 

уф = П~ = О, то је ивица додекаедра. 

1 
Ако са с означимо ивицу коцке, ОР = - о се добива 

2 
1 

као веhи део ON = - с подељене непрекидно, тј. 
2 

одакле је 

(1) 

Пошто је 

ВУ2=РУ2+ВР2= (;)2 + (~)2 + (~ _ ~)2 =а2, 

и то на основу једначине (1), закључујемо да и ву =а ивица 
додекаедра. Слично се потврђује да је и ГФ једнако а. Даље, 

код Еуклида се показује да преостало теме Х задовољава 

оне услове, који су наведени код нас у петој тачки. 

За извођење везе између преч ника 2 R описане сфере 

и ивице додекаедра узмимо троугао YWO, из којег имамо 

R2 = Y\V2+ 'VQ2 = (~)2 + (~ + ·~)2, 
\ 2 2 2 

одакле, на основу (1), изводимо: 

(2 R)2=3 с2 • 

Како из исте једна чине (Ј) имамо 

. а -
с= -(\15+1) 

2 

претходна једначина даје тражени резултат 

а= -~(Y5-1) = ~(yI5-yз). 
'13 3 
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Пошто је R рационално, ивица додекаедра је разлика 

две ирационалне велицине и, према томе, претставља апотому. 

20 у нашем коментару навели смо алгебарске вредности 

ивица правилних полиједара у функцији полупречника опи­

сане сфере и то за: 

тетраедар уа 

октаедар у18 

коцку уН 

икосаедар у18 

додекаедар уа 

2 -
ашр• = 3" R '16 

аокт . = R '12, 

акоц• = ~. R '13, 

1 ,1 -
а.кос . = 5 R V 10(5- '15), 

1 - -
а1.0 .... -= зRV15-V3). 

у овој последњој теореми Еуклид даје конструкцију у 

равни за одреi1ивање свих тих ивица као функција пречника 

2 R описане сфере. . 

Пошто овај, врло интересантан, резултат није довољно 

познат, понављам ra у краћој форми и дајем кратак анали­
тицки доказ. Придржавамо c~ слике у тексту. Из те слике 
непосредно имамо: 

2 4 2 -
Ar=rB=R, А!1= -·2R= -R !1B~ -R rH=R "5, 

3 3' з' 

1 '1 -
КГ=ГА=-= R = - R'I5. 

1/5 5 

На основу тих података лако добивамо 

AZ2=AB· А!1=2 R· i. R = ~ R:t 
з·з ' 

одакле је 

(1) 

а то је ивица тетраедра. 

2 -
AZ= - R'I6, 

3 



Даље, рачуна мо 

(2) 

а то је ивица октаедра. 

За BZ имамо 

BZ2=AB!I-AZ2=(2 R)2- ~ R'= i. RJ , 

3 3 
одакле је 

2 -
BZ~ -R\'3, 

3 
а то је ивица коцке. 

али 

За икосаедар израчунавамо ВМ, и то овако 

ВМ2=АВ ·ЛВ, 

R 1 -
ЛВ=ВГ -ГЛ=R- -= = -= R (V5-1) 

\'5 -У5 ' 
па према томе имамо 

одакле је 

ВМ2= -у25 R' (У5 -1) = ~ R' (5- \'5), 

1 1/-----=­
ВМ= 5 R V 10(5- У5). 
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Најзад, за додекаедар треба узети вепи део BN дужи 
BZ, подељене непрекидно. Пошто дуж BZ има вредност 

BZ= ~RV3, 
3 

а веhи део неке дужи т подељене непрекидно износи 

1 -2 m (V5-1), 

закључујемо да је 

1 - 2 -1 --
BN = 2 ("5 -1)· 3 R -У3 = 3 R ()' 15- "3), 

а то је ивица додекаедра. 
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lUTO се тиче пропорције 

2 2 2 (2 R)2 : атстр. : аок1' . : а коц . = б: 4: 3: 2, 

она непосреДIIО следује из написаних вредности ивица наве. 

дених тела. 

Р 2 2· 
азмера анкос.: а"'О)1. Је ирационална, и анкос. > а ... О .... , јер је 

~ R V 10(5- V5) > ~ R (V15- "3). 

а то се потврђује непосредним дизањем леве и десне стране 

на квадрат. 

21 Други део ове теореме садржи расуljивање о томе 

да правилннх тела може бити само пет наведених. о.во кратко 

расуljивање је постало основно и улази у све уџбенике еле­

ментарне геометрије готово у истој форми. 

Теорија правилних полиједара игра врло 'важну улогу 

не само у теориск()ј математици - анализи (теорија група) и гео­

метрији, већ и у примењеној математици, механици и физици. 

Теорија пол'иједара разноврсних облика данас претставља 

посебну област која је, нароqито у вези са кристалографијом, 

постала и засебна грана науке о природи, наука о природним 

формама. Као специјални део она улази и у ТQпологију". 

После правилних тела, која имају једнаке правилне рогљеве 

и једнаке правилне стране и која се зову Платонови полиједри, 

први типови полиједара са најмањимотступањем од правил­

ности то су такозвани Архимедови полиједри: једнакорогља­

сти полуправилни пол~једри и једнакострани полуправилни 

полиједри. Прву .категорију Архимедових полиједара искори­

стио сам у једном свом раду1) као пример проблема п тела, 

који се може решити помоhу елиптичких функција. Прва и 
друга категорија Архимедових полиједара садржи по 15 тела. 
Наведеном раду приложени су фотографски снимци 15 модела 
једнакорогљастих полиједара. Сами модели су изгорели за 

време рата заједно са библиотеком Математиqког семинара 

Београдског универзитета. 

1) Улога Једнакорогљастих Архимедових полиЈедара у проблему више 
тела. Глас. CLXXXV САН. 19Н. 
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Таl\озвана четрнаеста И петнаеста књига 

Еуклидових елемената 

у свом издању грчко-латинског текста .EucJides Elementa M 

1. L. Heiberg даје још две књиге: четрнаесту, која припада 

грчком математичару Хипсиклу, живео је око 200 г. наше ере, 
и петнаесту, чији је аутор непознат. Из текста петнаесте књиге 

се може закључити да је она била написана много доцније, 

можда чак у VJ веку н. е. Како се ове две књиге и по садр­

жају и по начину излагања знатно разликују од правих Еукли­

дових, књига, оне су добиле назив п такозваних књига м Еукли­

дових елемената. 

Како ове две књиге имају више историски значај и њихов 

геометриски садржај је врло скроман, дајемо, као и други 

ЕуклиДови преводиоци, превод само важнијих места из тих 

књига и то са коментаром. 

Четрнаеста књига 

Тексту књиге претходи овај предговор. 

а Протарху, кад је Василије (Баэилејдес) из Тира дошао 

у Александрију и састао се са мојим оцем, он је веЬи део 

свог боравка провео са мојим оцем, јер их је спајао заједнички 

интерес према математици. И тако, једног дана, док су проу­

чавали Аполонијеву књигу о упоређивању ,цодекаедра и ико­

саедра уписаних у исту сферу, наиме у каквом су они односу 

један према другом, ДОIЏли су Василије и мој отац до закључка 

да оно што је написано код Аполонија није тачно, те су, како 

сам чуо од оца, написали сами исправљени текст. Доцније је 

и мени дошла у руке друга књига, коју је издао Аполоније, 
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са неким доказом који се односи на поменуто питање, па са .. 
са великим одушевљењем почео да се бавим тим питањем. 

Сад, изгледа, сваки може да се упозна са' књигом коју је 
издао Аполоније, пошто се она налази у промету и то у новој 

обради, која је, мислим, пажљивије написана. И ја, кад сам 

написао у облику коментара све што ми је изгледало потребно, I 

решио сам да се са овим рукописом обратим .теби, с једне 

стране стога што СИ ти, због твог успеха у свим гранама 

математике, нарочито у геометрији, у стању да, са пуним 

познавањем ствари, судиш о ,свему што ћудаље написати, -
са друге стране због тога, што hеш ти, добро познат са мојим 

оцем и расположен према мени, добронамерно обратити своје 
уво мојој расправи. На овом, изгледа, треба завршити мој 
предговор и приступити самом излагању. 

1. 

Нормала спуштена из центра круга на страну у raj круг 
уписаног пето угла једнака је половини збира стране шестоугла 

и стране десетоугла уписаних у исти круг. 

Покажимо кратак доказ ове теореме. 

Нека је у кругу АВГ полупречника [12-г дуж ВГ страна 

уписаног петоугла, ~EZ нормала на ВГ, ГН - симетрала угла 

~fZ. Из елементарног посматрања углова троугла ~rz са 

симетралом ГН следују једнакости 

и 

~H=Hf=rZ=alC' 

EZ=EH. 

Према томе за висину ~E можемо написати два израза: 

~E = ~H + ЕН = а10 + ЕН, 
~Е=~Z-ЕZ=г-ЕН, 

одакле, после сабирања, добивамо једначину 

2 ~E=r+a10=a6+a10' 

која ПОТВрђује теорему. 
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2. 

Ако је у круг уписан једнакострани и једнакоуглit пето­

угао, збир квадрата на његовој дијагонали и на његовој страни 

једнак је нетоструком квадрату на полупречнику "руга. 

А 

г 

Сл. 1 

в 

g 

Сл. 2 

r 

н ека је у кругу АВГ полупреЧНИl<а ~E =, дуж АГ = а5 
страна уписаног петоугла, а AB=d5 његова дијагонала. Треба 

доказати да је 

~+ a~=5,2. 

Из правоуглог троугла АВЕ имамо 

d~+ 0~0=4 ,2, 
но између а5 и а10 постоји (10, "њ. ХШ) веза 

2 2 2 
а5= аlО+' ; 

сабирањем чланова написане две једначине после елиминисања 

810 долазимо до једначине 

d~+ 0;=5 ,2, 
"оја потврђује теорему. 

3. 

Јадаи исти круг обухвата и петоугао додеl<аедра и тро­

угао икосаедра, који су уписани у исту сферу. 

ХИПСИI<Л на овај начин доказује ову теорему. 
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Нека је АВ пречник сфере; нека су у њу уписани даде. 

каедар и икосаедар и нека је rilEZH један од пеТОУГлова 
додекаедра, а КА0 један од троуглова икосаедра. Тврдим да 

су полупречници око њих описаних кругова једнаки, тј. да 

исти круг обухвата и петоугао Г ilEZH и троугао КА0. 

r А в 
I • 

к 

f-------4H 

/.fL-------------~ 

м $ N 
! I 4 

lл. 3 

Повуцимо ilH. ilH ће бити ивица коцке. Узмимо сад 

праву MN тако да квадрат на АВ буде пет пута већи од 

квадрата на MN. Но и квадрат на пречнику (2 R) сфере је пет 
пута веhи од квадрата на полупречнику (г) оног круга помоћу 

кога се конструише иi<осаедар. Према томе MN је ПОllупреч· 

ник оног круга помоћу кога се конструише икосаедар. Поде­

лима тачком ?: дуж MN непрекидно и нека је М?: већи део. 

М?: ће бити страна десетоуг ла. И пошто је квадрат на АВ пет 
пута већи од квадрата на MN, а квадрат на АВ је трипута 

веhи од квадрата на ilH, биhе три квадрата на ilH једнака 
са пет квадрата на MN. Према томе три квадрата на ilH се 
односе према три квадрата на ГН као пет квадрата на MN 
према пет квадрата на МЗ. Али збир пет квадрата на М?: и 

пет квадрата на MN једнак је петоструком квадрату на КА. 

Према томе је пџ квадрата на КА једнако збиру три ква· 

драта на ГН и три квадрата на ilH .. Но пет квадрата на КА 

једнако је 15 квадрата на полупречнику круга описаном око 
'троугла 0КА, а збир три квадрата на АН и три квадрата на 
ГН једнак је 15 квадрата на полупречнику круга описаном око 
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г ~EZH, јер је раније било показано да је збир квадрата на 

~H и на ГН пет пута веhи од квадрата на полупречнику круга 

описаног око петоугла Г~EZH. Према томе 15 квадрата на 
једном полупречнику једнако је 15 квадрата на другом полу­
пречнику. Значи један полупречник једнак је другом полу­

пречнику, 

На овај начин, један исти круг обухвата и пе!тоугао 
додекаедра и троугао икосаедра обухваhених истом сфером. 

Такав је Хипсиклов доказ ове теореме. 

ПОЛ8зеhи од оних аналитичких резултата које смо добили 

у . коментару у вези са одреljивањем ивице додекаедра и 

икосаедра резултат наведене теореме можемо потврдити и 

на овај начин. 

За ивицу 012 додекаедра и ивицу 020 икосаедра имали 

смо ове вредности 

1 - - 1 '-------=-
012= зR(V15- "Ј3). а28 = SRV 10 (5-V5) , 

где је R ПОllупречник сфере. Са друге стране за страну 0i 

петоуг ла и страну аз троугла можемо написати 

а5 = ~ '1 -YI0-2~5, ОЗ='2'1з, 

где су '1 И '2 полупречници кругова описаних око тих 

полигона. 

Треба доказати да је '1 ='2' 
Како је 012=0, и а20 =05' имамо два услова: 

ИЗ којих одређујемо однос 

2.5 V3 
3 

V15- V3 

чија вредност потврђује истинитост теореме. 

f,УКЛИДОВИ елементи 

= 1, 

5 t 
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4. 

Ако постоји једнакостран и једнакоугли петоугао и око 

њега описани круг и из центра круга спуштена нормала на 

једну његову страну, биhе тридесет правоугаоника обухва­

hених страном петоугла и наведеном нормалом једнако повр­

шини додекаедра. 

Овај резултат непосреДIlО следује после израчунавања 

површина 12 х 5 = 60 троуглова, на које можемо поде­

лити цеЛОКУПIlУ површину додекаедра. Према слици' имамо: 

1 
60·--· Г~·ZН=ЗО·Г~· ZH. 

2 
5. 

Ако је АВГ једнакостран троугао у кругу, ~ је њеГ08 
центар и ~E нормала спуштена из ~ на ВГ, бlthе тридесет 

правоугаоника обухваhених од ВГ и ~E једнако површини 

икосаедра. 

А А 

Сл. 3 Сл. 4 

и овај резултат непосредно проистиче после поделе 

сваког троугла површине икосаедра на три троугла, јер З8 

ту површину имамо 

L - . ВГ . ~E . З· 20 = ЗО· ВГ . ~E. 
2 

Последица 

Површина додек.аедра је према површини икосаедра као 

правоугаоник обухваhени ивицом првог и нормалом спуштеном 
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на њу из центра круга петоугла АВГдЕ према правоугаонику 

обухваhеном ивицом икосаедра и нормалом спуттеном на њу 

из центра круга троугла, а под условом да су додекаедар и 

икосаедар обухваhени истом сфером. 

8. 

Повртина додекаедра је према lIовртини икосаедра 

као ивица коцке према ивици икосаедра. 

Узмимо круг АВГ који 

обухвата петоугао додекаедра 

и троугао икосаедра уписаних 

у исту сферу. Нека је АГ = 05 

страна петоугла иГД=аз страна 
троугла уписаних у круг АВГ. 

Из центра Е спустимо нормале 

ЕН=пџ и ЕZ=пз на АГ и на 

Гд. Продужимо ЕН до тачке 

В на кругу, ВГ=а10 6нЬе стра­
на у круг уписаног десетоугла. 

Означимо полупречник круга 

са" ЕВ =г и дијагоналу петоугла 

са d5• 

Сл. б 

Према претходној последици имамо 

(повртина додекаедра) = ~5' П6_ 

(1) 

(повртина икосаедра) а. 'Ils 

докажимо да је 

05' П5 -d 
- 5' 

П в 

где је d~ у исто време и ивица коцке која је послужила за 

конструкцију додекаедра. 

(2) 

Кратко Н8значимо низ закључака. 

(г+о10):г=г :а 10 , 

1 
ПБ = - (г+ а10), 

2 
1 

пз = -г. 
2 

(ХIII,9) 

(XIV,l) 
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(3) 

(4) 

Из (2) 
п s :ПЗ~~П3 : (пi-пз )· 

Са друге стране, 

d5 : а5 =а5 : (d5 -аS )' 

Из упоређивања (3) и (4) изводимо 

(ХI1I,17, последица). 

одакле следује (1). 
И према томе коначно имамо 

(површина додекаедра) Ја (ивица коцке), 
= --= --~----------~--

(површина икосаедра) а, (ивица икосаедра) 

а то и потврђује иаведену теорему. 

Хипсикл даје и други доказ ове теореме, много једно­

ставнији и непосреднији. Ако при томе искористимо још и 

операције са разломцима, доказ постаје сасвим једноставан, а 

в 

\ 

А 

Е! 

Д 

'7 

""' 

z;; 

Сп. 7 

~, 
\ 

f"J 

А 

z 
Сл. 8 

неки елементи са Хипсиклових слика сувишни. 

За површину петоугла из троугла AB~ имамо 

1 5 
површина петоуг ла = 5· --. A~· ВН = -- rdr. , 

2 4 

а за целокупну површину додекаедра имамо 

(5) површина додекаедра = 15 г . d5 , 

где је, као и раније, дијагонала петоугла и ивица коцке. 



С8 друге слике, за површину троугла А.1М имамо 

1 3 3 
површина троугла = 2' 2 Г· аа= 4 Г· а" 

а за целу површину икосаедра 

3 
површиоа икесаедра = 20· - r . ав = 15 Г· аз. 

4 
(6) 

После упоређивања (5) и (6) долазимо до закључка 

(површина додекаедра) = d5 , 

'(површина икосаедра) 

а то и потврђује теорему. 

(ивица коцке) 

(ивица икосаедр~)' 
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Тачке е и z на првој слици и тачка 0 на другој уве­

дене су ради замене операција са разломцима поделом дужи 

НГ тачком е на два дела у размери' 2 : 1 и поделом полу­
пречника .1Е, тачком Z, у размери 1 : 1. 

7. 

Ако је нека дуж подрљена непрекидно, онда је збир 

квадрата на целој дужи и на веnем делу према збиру ква-

драта на целој дужи и на мањем А 

саедра. 

Нека је А0В круг који 

делу као квадрат на ивици коцке (~-,.~. 
према квадрату на ивици ико-

обухвата петоугао додекаедра д , 

\ г-о -----"---<!В и троугао икосаедра уписаних 

у исту сферу, тачка Г ЊИХQВ 

центар, гд веnи део дужи ГВ 

подељене тачком .1 непрекидно. 
Гд је страна десетоугла упи­

саног у исти круг. Узмимо 

ивицу икосаедра Е, додекаедра 

\~ // 
', ____ е ~// 

E~-------------~ Z и коцке Н. Тада је Е страна 1 

једнакостраног троугла, Z стра- Z>-I ----------~ 

; 

на пе}оугла Уl1исаног у исти 8'>-1 ______________ ~ 
круг И Z је веnи део дужи Н 
подељене непрекидно. Пошто Сл. 9 
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је Е страна једнакостраног троугла, а квадрат на страни 

једнакостраног троугла једнак је тространом квадрат у на БГ 

[тј. квадрат на Е је утростручен квадрат На БГ], а таКОђе и 

збир квадрата на ГБ и на Б~ је трипут веhи од квадрата на 

Г~, онда је квадрат на Е према квадрату на ГБ као збир 

квадрата на ГВ и на B~ према квадрату на Г~. После перму­
тације: квадрат на Е је према збиру' квадрата на ГВ и на 
B~ као квадрат на ГВ према квадрату на Г~. Но квадрат на 

ВГ је према квадрэ.ту· на Г~ као квадрат на Н према ква­
драту на Z, јер је Z веhи део од Н. Према томе је квадрат 

на Е према збиру квадрата на ГВ и на B~ као квадрат на 

Н према квадрату на Z. иш,., после промене реда и то на 

обрнути: квадрат на Н је према квадрату на Е као квадрат 

на Z према збиру квадрата на ГВ· и на B~. Но збир квадрата 
на ВГ и на Г ~ једнак је квадрату на Z, јер је квадрат на 

страни петоугла једнак збиру квадрата на страни шестоугла 

и десетоугла уписаних у исти круг. Према томе се квадрат 

на Н односи према квадрату на Е као збир квадрата на ВГ 

и на Г ~ према збиру квадрата на ГБ и на Б~. И на тај начин 

квадрат на Н је према квадрату на Е, при непрекищюј 

подели дужи, као збир квадрата на целој дужи и на већем 
делу према збиру квадрата на целој дужи и на Malf1eM делу. 

И Н је ивица коцке, а Е - икосаедра. 

И затим, слично Еуклиду, Хипсикл понавља текст теореме. 

Аналитички ову теорему можемо доказати овако. 

Ако је нека дуж а подељена непрекидно, њен веhи део 

х има вредност 

1 -
х = - а (У 5 - 1 ). 

2 

После тога можемо израчунати однос 

1 -
(а 2 +х2): [а%+ (а-х)2]= - (5 + У5). 

б 

Са друге стране, за ивицу коцке и ивицу икосаедра 

смо имали изразе: 

2 -
акоц.= 3" R У'Ј, 
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] ,---------------------

Оикоr.= SRV 10(5- У5); 

и прећ1а томе за однос њихових квадрата 

4 5 1 , 
"3'2 (Б-=-У5) = (3 (5 + v 5), 

а тиме је доказана наведена теорема, јер је тај израз једнак 

претходном изразу. 

8. 

Ивица коцке је према ивици икосаедра као запремина 

додекаедра према запремини икосаедра. 

Доказ- ове теореме је врло кратак, јер за додекаедар и 

икосаедар, уписане у исту сферу, полупречници кругова опи­

саних око петоугла додекаедра и троугла икосаедра имају 

исту вредност, коју смо означавали са г. У таквом случају 

имају исту висину h пирамиде којима су основе петоугао и 

троугао 'и врхови у центру сфере, јер је 
h2 =R2_ r 2, 

где је I( полупречник сфере. 
Како запремина додекаедра износ~ 

1 ] 
. Vдод =12·_·h,(површ.петоугл.)= -h,(површ.дод~каедра), . 3 3 

а запремина икосаедра 

1 1 
V НКОС. =20."3. h ,(површ. троугл.)= -3 h . (површ. икосаедра), 

за размеру тих запремина добиhемо 

V Ј,од. : V ИкОС. = (површ. додек.) : (површ. икосаедра). 

Но размера ових површина, према б. теореми, једнака 

је размери ивице коцке према ивици икосаедра, па према 

томе долазимо до резултата: 

Vдо •• : VИКОС.= (ивица коцке): (ивици икосаедра), 

а то је садржај ове теореме. 

9. 

Ако су две дужи подељене непрекидно, њихови делови 

су у истој размери. 
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Нека тацка Г дели дуж АВ, а тачка Z дуж ~E непре­

кидно. Веhи део прве је АГ, а друге ~Z. Тврдим, да је цела 

дуж АВ према АГ 1<80 цела дуж ~E према већем делу ~Z. 

А 
• 

сд. 10 

г 
I 

z 
I 

в 

F 

Ако уведемо очеВИD.не крат­

ке ознаке, имамо две пропорције 

а:х=х:(а-х), 

Ь: у=у: (Ь-у), 

из којих треба да изведемо пропорцију 

а:х.=Ь:у. 

Хипсикл поступа овако: из пропорција следује 

х2 =а (а-х), у2=Ь (Ь-у), 

и према томе узастопце закључујемо 

а(а -х) = Ь(Ь-у), 

х2 у2 

4а(а -х) 4Ь(Ь-у) 

4а{а-х)+х2 4Ь(Ь-у)+у2 
-~-_. ---- ------- --- = 

(2 а -хј2 (2 Ь- у)2 

х2 у2 

2а-х 2 Ь-у ._.---- = ~--~~-
х у 

а:х=Ь:у, 

а то је и требало доказати. 

На крају књиге стоји овај закључак. 

Ако је АВ=а нека дужина подељена тачком Г непре­
кидно и АГ = т веhи део, а ГВ = п мањи, и ак()имамо коцку, 
додекаедар и икосаедар, уписани у исту сферу, онда је 
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1. (ивица" коцке) : (ивици икосаедра) = ~а2+-mZ-: Уаг:tfl2 , 
2. (површина додекаедра): (површини икосаедра) = 

=(ивица коцке): (ивици Иl<осаедра), 

3. (запремина додекаедра) : (запремини икосаедра) = 
= (површина додекаедра): (површини икосаедра), 

4. (запремина додекаедра): (запремини икосаедра) = 

= ~ a~ + n12: Уаl + n%. 

Петнаеста књига 

Садржај "такозВ<!не" петнаесте књиге много је слабији 

од садржаја Хипсиклове књиге. НеКИ истраживачи су ми­

шљења, Дif књига има карактер ђачке бележнице и да можда 

и није припадала истом писцу. Не може се тачно установити 

ни време кад је она написана. Шта више као на време 

постанка ове књиге мисли се на интервал од првог столеhа 

ире до-ше-(;тог сголеhа иОСле наше ере. 1. L. Heiberg посве­
Ьује овој књизи 14 страна грчког текста. Т. 1. НеаЉ доде­
љује јој само две непуне стране, F. Eniiques - две стране, 

Д. д. Мордухай-Болтовской посвеЬује девет страна текста 
и пола стране коментара. Што је могуЬе краЬе изложиhемо 

ипак целокупан геометриски садржај ове I<њиге. 

1. 

У дату коцку уписати пирамиду (тетраедар). 

Нека је дата коцка АВГ L1EZHe, Е н 
уписати у њу пирамиду. Спојимо АГ, 

АЕ, ГЕ, Ае, Ее, ег. Јасно је да су Zf---++--'"<-----"'!< 

троуглови АЕГ, АеЕ, Аег, еГЕ једна- I 
кострани, јер су њихове стране дија­

гонале квадрата. На овај начин, АЕге 

је пирамида, и она је уписана у дату 

коцку. 

2. 
у дату пирамиду (тетраедар) упи- .d 

сати октаедар. 

.в 

Сл. 11 
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H~Ka је АВГ6. дата пирамида са врхом у тацки 6., упи. 

сати у њу октаедар. Гlреполовимо тачкама Е, Z, Н, 0, К, Л, 

r дужи АВ, АГ, А6., В6., ВГ и 

спојимо 0К, 0А, EZ, ZH, а и 

преостале. И пошто је АВ 

двапут веће од сваке од дужи 

0К и HZ, биhе 0К једнако и 

паралелно са ZH. Према томе 

је (четвороугао) 0KZH једнако­
стран. Тврдим да је он и пра· 

воугаони. Заиста, ако из Кл 

спустимо нормале на равни 

А z 
Сл. 12 

В EZBH, ZrEH, EZ0K, КЛАН 

чин доказује да су 

кострани. * 

(штампарска грешка у ГРЧКОм 

тексту), онда ~e н.а сличан на­

троуглови и над квадратом 0KZH једна-

З. 

у дату коцку уписати октаедар. 

Нека је АВГ 6.EZH0 ко­

цка. Узмимо центре К, А, М, N 
вертикалних квадрата и спојимо 

их са КА, АМ, MN, Nк.,тврдим 
да је KAMN квадрат (доказ изо­
стављам. А. Б.). Узмимо центре 

Р и L квадрата В6. '.{ ЕН и 

спојимо РА, РМ, РК, PN, LK, 
LЛ, LM, ~N. Јасно је да су тро- 4"c---r----"~-f-~___\.; 
углови добијеног октаедра јед­

накострани, што се показује 

на сличан начин. 

4. 

У дати октаедар уписати коцку. 

Сл. 13 

в 

Узмимо центре Н, 0, К, А кругова описаних око тро­

углова АВГ, АГ6., АВЕ, А6.Е и спојимо их са не, НК, 0А, АК. 

* Ово место Heiberg'oBor текста Је дефектно. 
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Тврдим да је некл квадрат, (доказ изостављам. А. Б.). Ако 

узмемо и преостале центре троуглова и спојимо их на сли~ан 

А начин, Доказаhемо да су и пре­

z 
Сп. 14 

Qстали квадрати; и на тај начин 

добиhемо коцку уписану у дати 

октаедар. 

5. 

у дати икосаедар уписати 

додекаедар. 

Узмимо петоугао АБГдЕ и 

центре Н, е, К, Л, М кругова 

А 

Сл. 18 

описаних око троуглова AZE, AZB, BZr, ZГд, дZЕ и СПQјимо 
их са не, ек, КЛ, ЛМ, МН. Затим продужимо ZH, 2е, ZK 
ка тачкама :::, N, О: Ове тачке полове дужи ЕА, АВ, БГ. И 

NE је према NO као не према ек. Значи, и ен је једнако 

ек. На сличан начин се доказује да су и преостале стране 

петоугла неклм једнаке. Тврдим да и он има једнаке углове. 

Затим се доказује да је наведени петоугао раван. На 

томе се зауставља излагаље конструкције и љеног доказа. 

Излагаље је, према томе, недовршено. 

Даље следују врло елементарна расуђиваља о броју 

страна и броју темена код проучених полиједара. 

Кl:Ьига се завршава проучаваљем проблема који је 

поставио Исидор, "велики наш учитељ· ('IaU3wpo~ 6 ~џ.€tЕРО~ 
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&'prIY~O':X'tG f1Eya,;; O~Ma)(.aA(j:;), како га велича аутор КЊиге. 

Неки коментатори мисле, да је то Исидор из Милета, архи­

текта који је руководио зидањем цркве СВ. Софије у Цари­

граду завршене 537' године, али је то мало вероватно. Иси­
доров проблем састоји се у одређивању углова измеђУ равни 

страна пет правилних полиједара. Решење тог проблема 

састоји се у овом. 

Јасно је да су ти угловикод коцке прави. 

За пирамиду (тетраедар) узмимо један троугао њене 

површине и из крајева једне стране тог троугла нацртајмо 

лукове полупречником једнаким висини троугла. Нека се ти 

лукови секу у тачки; тада праве што спајају ту тачку пре­

сека са центрима лукова одређују нагиб равни пирамиде. 

За октаедар на страни троугла конструишимо квадрат 

и из крајева његове дијагонале, као центара, нацртајмо лукове 

полупречника опет једнаког висини троугла; тачку пресека 

тих лукова спојимо са центрима, добијени угао допуњава 

угао измеђУ две равни површине октаедра до два права угла 

(јер се добива унутрашњи угао OKTaeдpa~. 

За икосаедар на страни троугла конструишимо петоугао 

и из крајева његове дијагонале, као центара, нацртајмо 

лукове полупречника поново једнаког висини троугла; тачку 

пресека тих лукова спqјимо са центрима, добијени угао 

допуњава угао измеђУ две равни површине икосаедра до 

два права угла. -
То је решење поменутог "славног човека", наводи аутор 

књиге. Како докази тих конструкција нису били за аутора 

књиге довољно јасни, он даје своја објашњења за све кон­

струкције и, пре свега, за пирамиду (тетраедар). 

Наводимо ({ратко пишчев доказ. 

Узмимо тетраедар ABГ~ са основом АВГ и врхом У ~. 

ИЗ крајева В и Г стране троугла основе спустимо нормале 

ГЕ .,и ВЕ на ивицу А6., то су висине троуглова A~Г и А6.В 

са заједничком тачком Е. Угао између тих правих је. y~ao 
нагиба две равни тетраедра, јер оне .леже у тим равнима и I 

управне су на њихов .пресек. После мале анализе о пресеку 

лукова са центрима у В и Г и П01упречницима једнац:им 



77 

висини троугла писац долази до закључка да је ИСИДОРОВ8 

конструкција за тетраедар тачна. 

За октаедар замислимо пирамиду са квадратом АВГ d 
као основом, врхом у Е, и бочним странама једнакостраним 

троугловима. Таква пирамида је половина октаедра. Из кра­

јева дијагонале Bd квадрата спустимо нормале 6.Z и BZ на 

" 
4 

А 

в r г 

Сл.lб Сл. 17 

ивицу АЕ; то су висине троуглова АЕ6. и АЕВ са заједничком 

тачком Z. Угао између тих правих је туп угао између две 
равни октаедра, јер оне леже 

у тим равнима и управне су 

на њиховом пресеку. А како 

се за угао нагиба две равни, 

према Еуклидовој дефини­

цији, сматра увек ошта р угао 

између тих равни, биhе на­

ведени угао BZ6. троугла 

B6.Z допуна угла нагиба до 

два права угла. При томе се 

и овде врши анализа кон­

струкције у равни троугла 

BZ6. и то У облику доказа -да 
је свака од дужи BZ и 6.Z 
већа од половине Вд. 

в 

А 

Е 

Сл. 18 

Слично се изводи и доказ наведене конструкци}е за 

икосаедар. Узмимо једнакостран и једнакоугли петоугао АВГ6.Е 
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за OCHOBV пирамиде са врхом у Z; бочне стране су једнако­

страни троуг лови. Пирамида ABfLlEZ је део икосаедра. Из кра­
јева В и Ll дијагонале петоугла основе спустимо у равнима тро­
углова Brz и Llrz нормале ВН и LlH на ивицу rz, то су 
висине троуглова rBZ и r~z са заједничком. тачком Н. Угао 
између тих нормала је туп и служи као допуна нагиба између 

две равни икосаедра. Тиме се доказује наведена Исидорова 

конструкција икосаеДра. Као допуна служи анализа о могу­
hности ИЗВОђења те конструкције. Интересантно је забележити 

да се овде први пут говори о nинструментној конструкцији· 

(E1tt 1:~~ O()YIX'm(.~; XIX1:lXcrxeu1j;), тј. конструкцији помоhу неког 

инструмента, вероватно шестара. Аутор сматра такву природу 

конструкције као неки доказ конструкције. Али сем тог 

доказа писац наводи и овај JlОГИЧКИ доказ са засебном СJlИКОМ. 

е ЗаМИСJlИМО засебно 'једна-

/1\ кколстран троугао 0КЛ, на 
конструишимо петоугао 

КМN:SЛ, спојимо мл и по-

/' вуцимо висину 00 ТРОУГJlа 
f( / I О А 0КЛ. Тврдим да је 00 веће од 

п 

N 

Сл. 19 

ПОJlовине МЛ. Повуцимо ИЗ К 

нормаJlУ КП на МЛ. Пошто је 

угао КЛП веhи .од једне тре­

hине правог угла, тј. од угла 

К00, конструишимо угао ПЛР 

.. једнак углу К00. Према томе 

ПЛ је висина једнакокраког 

троугла са страном Р л и значи 

квадрат на РЛ према квадрату 

на АП као 4: 3. Но КЛ је веће 
од АР и, . према томе, размера 
квадрата на КЛ према квадрату 

на ЛП Beha од размере 4 према 3. Но размера квадрата на 

кл према квадрату на 00 једнака је размери 4 према 3. 
Према томе кл има већу размеру према ЛП него према 00. 
На овај начин 00 је Behe од ЛП. 

Са додекаедром ствар стоји овако. Нека један од ква_ 
драта коцке на којима се конструише додекаедар буде ква-
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драт АВГд и две равни AEBZH и Нд0ГZ додекаедра. Тврдим 
да је и у овом случају дат нагиб две равни додеК8едра. 

Преполовимо ZH тачком К и из тачке К ивице ZH у .свакој 

од равни ловуцимо нормале КЛ и км на ивицу ZH и спојимо 
мл. Аутор прво тврди да је угао МКЛ туп. Заиста, у три­

наестој књизи Елемената, где се говори о конструкцији доде­

каедра, доказано је да је нормала из К на квздрату АВГ А 

једнака половини стране петоугла, према томе је она мања од 

половине мл, а услед тога је угао МКЛ туп. Уједно се у 

в /' 

Сл. 20 

тој теореми доказује и да је квадрат на кл једнак збиру 

квадрата на половини ивице коцке и на половини стране 

петоугла. На овај начин дужи КЛ и км, које су једнаке, 

веће су од половине дужи мл. Према томе, ако је угао 

МКЛ дат, биhе одређена и величина нагиба уочених равни, 

која је допуна тог угла до два права угла. Даље, пошто је 

страна квадрата АВГ д дијагонала петоуг ла са датим странама, 

јер је петоугао дат, дато је и мл. А дата је и свака од дужи 

МК и кл, јер су то нормале из средине дијагонале на пара­

лелну страну HZ петоугла. Значн, дат је и угао ЛКМ, који 

је, како је било. речено, допуна траженог нагиба до два 

права угла. Дакле. добро је рекао Исидор о инструментној 

конструкцији, да је потребно у датом петоуглу повуhи дија-. 

гоналу, која је једнака ивици коцке, затим из крајева те 

дијагонале, као центара, нацртати два лука полупречником 

једнаким отстојању дијагонале петоугла од паралелне стране, 



80 

на слици' су то кл и км, па из Ta<lKe пресека тих лукова 

повуhи дужи ка центрима, које образују угао чија је допуна 

ДО два права угла нагиб две равни додекаеllра. А да је КЛ 

веЬе ОД половине МЛ, то је, како је речено, веЬ доказано у 
Елементима. 

Читалац, који је прегледао како садржај ове књиге, 
Ta\So и облик излагања, могао је лако доhи до закључка да 

се ова • такозвана" ХУ књига знатно разликује како од 

тринаест оригиналних ЕУКЛIfДОВИХ књига, тако и од Хип­

сиклове • такозване четрнаесте књиге Еуклидових елемената. 



ПОГОВОР 

у сUо.мени .мог сина 

у последње време интерес према Еуклидовим елемен­

тима јако је порастао. У Америци је изашло ново издање 

капиталног дела Т. L. НеаЉ'а - Тће thirteen books 01 Euc!id's 
Elernents; у Италији под редакцијом F. Enriques'a I1зашао је 

нов превод са коментаром; у Совјетском савезу такође је 

изашао нов превод Д. Д. Мордухай-Болтовског са врло 

опширним коментаром, који је делимично написао И. Н. Весе­

ловский; у Немачкој је штампан у Otswald'oBoj збирци нов 

превод Clernens'a Thaer'a. 

Не наводимо ове податке и земље као да у њима култ 

античке култу~е није· био довољно развијен па се сад тек 

појавио, веЬ, обратно, као примере за земље у којима су или 

сами Еуклидови елементи И,1IИ "геометрија по Еуклиду" били, 

У веЬој или мањој мери, основа математичког образовања 

широких слојева, и баш у овим земљама поново је оживео 

интерес према Еуклиду, Еуклиду у оригиналу. 

Сама та чињеница да су ЕУКЈЈИДОВИ елементи зборник 

истин?, које су задржале своју тачност у току више од две 

хиљаде година, да су широки слојеви културних народа у 

у току више столеhа врло пажљиво проучавали те I1CTI1He, да 
је опадање ИЛI1 повеЬање интереса према тим истинама ишло 

заједно са замирањем или процватом културе уопште - сама 

та чињеница је довољан разлог за појачање интереса према 

Еуклидовим елементима баш у данашње време, кад се не само 

поједини стручњаци, веЬ и широке масе интересују за све што 

је везано за развитак људског знања. 

Али има и специјалних разлога за повеhање интереса 

према. Еуклидовим елементима у данашње време. 

RУКЛНАОВИ елементи б 
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Без обзира на нагло развијање математике у свим прав­

цима, с једне стране, у вези са захтевима које математици 

постављају блиске науке - механика у разним својим формама, 

физика, хемија, па чак и такве научне дисциплине које су до 

последњег времена биле врло далеке од математике, са друге 

стране, у вези са огромним поьеhавањем кадрова који се спе­

цијално баве наставом савремене математике, преглед основа 

математике, нарочито са логичког гледиш,а, баш сада је постао 

врло актуалан. 

Пошто су Еуклидови елементи по времену први и по 

форми и садржају изванредни узорак логичког, нарочито 

дедуктивног, излагања матемаТИЧКЮf исти»а, а пошто се 

озбиљна расуђивања о логичкој структури математике уопште 

не могу заснивати на изворима компилативног, уџбеничког 
карактера, веЬ се мора обратити на основне изворе, а такав 

извор су пре свега Еуклидови елементи, јасно j~ да свако ко 

хоЬе да озбиљније раЗМIIСЛИ о основама математике, а наро­

чито и са ИСТОРИСКОЈ гледишта, мора пре свега узети у руке 

ово математичко јеванђеље. 

други разлог за јачање интереса према ~у~лидовим еле­

ментима везан је за питање елементарне геометрије у савре­

меној школи. Јасно је да књига Еуклидових елемената, која 

је била написана за врло узак круг грчких мислилаца, евен­
туално за студенте александриске академије, не . може бити 

дата непосредно у руке савременом омладинцу у_оном узра­

сту кад он почиње учити геометрију. 

Ипак дуги низ година ортодоксна настава геометрије је 

зздржавала, ако не самог Еуклида (Енглеска), онда Еуклидов 

систем, у више или мање компромисном облику, али увек у 

деДУК1'ивној форми.' Заступници тог система су сваком нова­

тору пре свега постављали питаље: "Јесте ли читали Еуклида 
у оригиналу или бар у преводу?- Па ако би одговор био нега­

тиван, дискусија се завршавала речима: "Прочитајте га'" 

Сам аутор ових редова придржава се концентричног 

система наставе геометрије са индуктивним почетком, који је 

и у историском раЗ8иhу претходио дедуктивном систему, а 

са садржајем приступачним чак и осиовцу; тај систем у даљим 

концентрима може постиhи, због веЬ развијених просторних 
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претстава, боље резултате како у односу на утврђивање јаче 
логике, тако и у развијању веЬе моhи апрастракције; но при 

извођењу тог система у индуктивним концентрима треба се 
придржавати индуктивне логике, која исто тако постоји као 
и дедуктивна и не мешати их са дедуктивним концентрима. 

При мешању настаје логички хаос, који се не може правдати 

споредним разлозима постепеног прилагођавања, које баш оду­

зима смисао понављања исте геометриске истине на два начина 

- индуктивно и дедуктивно. Према томе читалац овог пре­

вода би стекао погрещну претставу о преводиочевој намери, 

ако би помислио, да он позива на јаче УТВРђивање Еуклидо­
вих принципа у настави геометрије и само њих. Не, обратно, 

овај превод треба да иде у корист баш новаторима, да постану 

свесни реформатори наставе геометрије у новој школи и да 

на питање: .Јесте ли читали Еуклида?" одговоре: "Јесте, 
читали смо и зато баш свесно уносимо у наставу геометрије 
индуктивни концентар"., Претставници других земаља са одавно 

добро развијеном математичком културом не могу више да 

потцењују наше тежње у реформама наставе геометрије 
замерком да је то земља која још и ПQсле две хиљаде година 

нема Еуклидових елемената за употређУ широких-кругова на 

сврм језику. 

Нисам имао у плану свог научног рада превод Еукли­

дових елемената. То је сувише Rелики и сувише тежак посао 

за који нисам хтео да потрошим онолико времена колико он 

захтева. Прву књигу сам превео Са намером да југословен­

ском читаоцу, који недовољно влада страним језицима на којима 

су објављени други преводи, покажем огромну вредност тог 

изванредног извора математичке културе. Тиме сам желео да 

попуним, бар у минималној форми, ону празнину, која постоји 
код наших народа у поређењу са другим културним народима. 

Почетак тог рада је био још за ,време живота мог покојног 

сина, доктора медицине Арсена Билимовиhа. Видевши мој рад, 

син ми је саветовао да продужим тај рад и после његове 

смрти, јер тај рад "над памятником кла~сического спокојствия", 
рекао је, може ублажити мој бол. Ја сам поступио према 

његовој жељи. Полако сам рэ-дио и тај посао уколико НИСам 

био одвајан од њега својим другим, научним и педагошки м 

радовима. 
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Разуме се, трудио сам се да превод буде што бољи, али 

на путу оствареља имао сам много тешкоhа :! у погледу тер­

МИНОЛQшке доследности и у погледу основних израза којима 

се нарочито каректерише грчки текст и који су супротни 

стилу српскога језика. Као главни циљ ставио сам себи да што 

тачније пренесем математички садржај ЕУКЛИДQВОГ текста и 

да дам што јаснију српску форму без обзира на то што при 

томе отступам од филолошког превода. При изради српског 

текста много су ми помогли колеге академик В. В. Мишковиh 

и професор универзитета Т. П. АНђелиh, за које је то био 

таКОђе велики труд, јер је било потребно решавати колебљива 

питаља српске терминологије. На. томе им и овде изјављујем· 

дубоку зах·валност. 

Што се тиче Коментара, ограницава о сам се само на оно, 

што ми је изгледало да треба навести без икакве тенденције 
ка дубоком научном ПРQучаВ8ЉУ, како самог текста тако. и 

садржаја, нарочито са историског гледишrа с обзиром на време 

како до Еуклида тако и после ЕуклиДз.До наших дана. Чита­

лац кога то дубље итересује може се обратити на стручна 
дела, пре свега на поменуто дело Т. L. НеаЉ'а, који је' посве· 
тио знатан део свог живота проуцаваљу грчке математике. 

. Моја неодлучност да после друге кљиге преведем и треЬу, 
а затим и остале, била је разлог што је свака кљига излазила 

засебно, са засебном пагинацијом, :ГО одузима овом преводу 

извесну целину, али спољашљег формалног карактера. За оне 

који би желели да повежу у једну све кљиге шта'мпарија је 
приложила листиh са заједничким насловом. . 

Слике у Heiberg'oBoM издаљу понекад не одговарају 

тачно тексту, оне често имају само схематски карактер, но те 

H~ДOCTaTKe ни-сам хтео исправљати, јер би те исправке оду­

зеле оригиналу љегов карактер. Знатан део слика је пр~цр­
тавао беспрекоран цртач Математицког института САН М. 
Чавчиh коме изјављујем моју захвалност. 

Штампаље српског текста са грчким словима за ознаке 

геометриских објеката изведено је из разлога да би читалац, који 

би желео да упореди текст превода са грчким текстом ори­

гинала, могао без тешкоhе наhи одгеварајуЬе речи и реценице 

у оригиналу. Ово је чинило извесну тешкоhу слагачима штам-

'11 
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парије .. Академије, чијем колективу, на челу са директором 
предузеhа М. Гавриловиhем, изјављујем нарочиту захвалност 
за савесно савлађивање овог тешког посла. 

Издавач кој установи САН »Научно дело·, са њеним 
управником С. Рајковиhем, исто тако изјављујем срдачну 

захвалност за предусретљивост при остварењу овог дела. 

Најзад сматрам за своју дужност да иэразим највеЬу 

захвалност Управи Математичког института Српске академије 
наука и његовом управнику академику Р. Кашанину који су 

омогуhили штампање овог издања. 

1 мај 1957 г.од. А. Б. 


