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ПРЕДГОВОР 

У току времена од 1955 до 1968 године објавио сам неколико 
:радова из теорије правилних верижних разломака и њихових примена 
-(радови под бр. 3, 4, 5, 6, 7,8,9, 10 и 11). У тим радовима употребљавао 
сам уређене комплексе целих бројева и операције са њима (дефинисане у 
радовима под бр. 3 и 4) .. Тако сам увидео да би се читаВа теорија пра
вилних верижних разломака могла изградити служећи се само том апара
туром. Ова књига представља такав покушај. У излагању сам ипак, али 
само понекад, прибегавао класичној аритметичкој методи (на пример у 
доказима ставова 6.1, 6.2 и 9.6). 

Уређене комплексе природних бројева увео је у теорију правилних 
верижних разломака Frobenius 1913 године (рад под бр. 13), али су ње
гови комплекси састављени само од природних бројева, а од операција 
увео је само инверзију. Ипак подстицај и оправдање за увођење уређених 
комплекса целих бројева у теорију правилних верижних разломака нашао 
сам у радовима А. А. Markova: Sur les formes quadratiques binaires indefinies 
1 i 11. Math. Anп. Bd. 15 и 17 (1879 и 1880). 

Неоцењиву помоћ за израду ове монографије, како у избору материје 
тако и у мери при том избору, имао сам од монографије prof. Dr. Oskara 
Репоп-а: Die Lehre Уоп den Kettenbrtichen, Band 1 (1954). Истичем исто 
тако и помоћ коју ми је prof. Репоп указао својим писмима при де фи
Ћисању уређених комплекса и операција са њима 

Београд 

19. 10. 1969 
Божugар П. ЂерасиМО8ић 



, ... II:щtrt .М! ., "" 



1. УРЕЂЕНИ КОМПЛЕКСИ ЦЕЛИХ БРОЈЕВА 

Ц. ПОЈАМ И ВРСТЕ УРЕЂЕНИХ КОМПЛЕКСА 

Уређене комплексе означавамо великим латинским словима А, В, С, 
Б, ... , а љихове чланове малим словима а, Ь, с, ... , а1 , а2 , аз ; ••• , Ь1 , 
ЈЈ2 , Ьз ,"', е1 ,е2 ,ез , .... На пример А=а1 а2 аз •.. ат , В=Ь1 Ь2 Ьз ... Ьn , 
Е = е1 е2 ез • " ев , где су т, п и s природни оројеви, који означавају 
бројеве Чланова наведених комплекса. 

Д е Ф и н и Ц и ј а 1.1, 1 о. Уређени комuлекс А = а! а2 аз ••• ат чији су 
чланови а1 , а2 , ' •• , ат цели бројеви, а upupOgHU број т број њејових чланова, 
.назива се уређеним комuлексом целих бројева. Уређени комйлекс је cйla
бuлан, ако је 

a7~0 за 'Ј=2, 3, ... , т-l, 

у йрошивном, ако је та jegaH og чланова а2 , аз , ••• ,ат-! нула, комuлекс 
је неcUiабилан. 

20. Уређени комйлекс А = а1 а2 ••• ат чији су крајни чланови а1 и ат 
цели, а осшали чланови а2 , аз , • •• , ат-I upupogHU бројеви, назива се уређеним 
.комUлексом UpupOgHUX бројева. 

30. Празан комuлекс означавамо са V. [3] 

Примери: 

-5,2, -1, 1, -3, О; 

2, О, 3, -5, О, О, 7 

1, О. 1, О, 1; 

-1, 1,2, 5, 1, 1, О; 

2,3,2,2, 1, -7. 

Први, четврти и пети од наведених комплекса су стабилни, а други 
и трећи нестабилни. Последља два су уређени комплекси природних бројева. 

1.2. ЈЕДНАКОСГ УРЕЂЕНИХ КОМПЛЕКСА 

(1) Дефиниција 1.2. 10. Два сшабилна уређена комйлекса целих 
бројева А = аI а2 • " ат и В = Ь! Ь2 • " Ьn међусобно су jegHaкu, ако је 
т=n, а1 =ы' а2 =Ь2 " •• , ат=Ьn . 
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20. Ако се у несшабилном уређеном комйлексу члан који је jegHaK 
нули замени збиром cycegHUx чланова, а cycegHU чланови изосшаве, gобија 
се комйле1СС jegHa1C йрвобишноме: 

(1.1) а, а2 ... ak-, О ak+l ... ат= а1 а2 ... ak-2' ak-' + ak+" ak+2 ... ат' 

Примери: 

а, О, Ь=а+Ь; 

2, 0,3, -5, О, О, 6=5, -5,6; 

1, 0,1, 0,1=2, 0,1=3, 

а, О, О=а 

а, О, О, О=а+О, О=а, О. 

(2) ИЗ дефиниције 1.2 следује закључак: 

Ако је А =В онда је 

т==n (mod 2). 

(3) Према дефиницији 1.2, релација једнакости уређених комплекса 
има ове особине: 

10 А=А; 

20 ако је А = В онда је и В = А; 
30 ако је А = В, В = С онда је и А = С. 

1.3. ОПЕРАЦИЈЕ НА ЈЕДНОМ УРЕЂЕНОМ КОМПЛЕКСУ 

(1) Дефиниција 1.3. На jegHoM уређеном 1Сомйлексу целих бро
јева А = а, а2 ... ат' ige је т"> 1, моју се вршиши oйepaцuje: 

1 о Инверзија: 

(1.2) 

20 И зосшављање чланова 

(1.3) 

ige је k= 1,2. 3, ... , т. 

(1.4) 

Ойерација uзосшављања чланова врши се само на сшабuлном комЙлексу. 

30 Ойерација .. *" 

*А=I, а,-I, 'А; А*=А', ат-l, 1. [3] 

____ .~..... ....,._'"*_~ ___ I' ... · _'_ ....... ~ п_Н ...... , ........ , ........ '_ .. ' .. 0,. ... ' _: _:_ 



Примери: 

1. Уређени комплекси целих бројева 

3, 2, -1 = -1, 2, 3; 

{-2, -3,4, 0},=-2, -3, 4; 

{5, О, 3, -1, О, 0,1, О, 3}'={8, -1, 4}'=8. -1; 

А(т) = V; (т)А = V; {а}' = V; 

*{3, 2, 4} = 1,2,2,4; 

{а, Ь, 1}*=а, Ь, 0,1 =а, Ь+ 1; 

1*=0,1; *0= 1, -1. 

9 

(2) Д е Ф и н и Ц и ј а 1.4: Kag је на jegHoM уређеном комйлексу назна
чено више ойерација, oHga се йрво врши ойерација инверзије, йа зашим gве 
оciiiале, и шо, ако су са исше сшране, йрво она чији је знак ближи слову 
које означава комйлекс, а ако су са разних сшрана, oHga йрво ойерација ,,*" 

Примери: 

~*={~*=aтaт-l'" а2 , а1 -1, 1; 

'~ = '{ ~ = ат-) ат-2 ••• а2 а1 ; 

*'А = *{'А} = 1 а -1 "А' '2 , , 

*А'={*А}'={I, а)-I, 'А}'=I, а1 -1, 'А'; 

*{а}'={I,а-l}'=I; {а}*'={а-l,I}'=а-l; 

*{а}* =*{{а}*} = {*{а}}* = 1, а-2, 1; 

{а, Ь, 1}*'={а, Ь, О, 1}'={а, Ь+ 1}'=а. 

(3) На основу дефищщија 1.3 и 1.2, операција инверзије има ове 
особине: 

10 Ако је В=А, oHga је В=А Шј. 

(1.5) 

20 Ако је А =В, oHga је А =В и обрнушо: 

д о к а з: 1 о Ако је А = аl а2 ••• ат онда је В = А = ат ат1 .,. а2 ај , 
па је В=атат-1 •• • а2 а1 =а1 а2 •• , ат=А. 

20 Ако је А=а1 а2 ••• ат' В=Ь1 Ь2 '" Ьn онда из А=В следује 
а1 =Ь1 , а2 =Ь2 , ••• , ат=Ьn , m=n, па је и ат ат-1'" а2 а1 =bn bn- 1 ••• Ь2 Ь1 , 
тј. А=В. 

(1.6) 

Обрнут закључак је последица т. 1 О. 
(4) На основу дефиниција 1.3 и 1.2 операција ,,*" има ове особине: 
10 Ако је В=А* oHga је В*=А Шј. 

{А*}* =А. 
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па је 
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20 Ако је А=В, oHga је А*=В* u обрнуто. 

Д о к а з: Ако је А = a1 а2 ••• ат онда је 

=a1 а2 '" am-l' ат-l, О, 1 = 

= a1 а2 ••• am-l' ат = А. 

20 Ако је ат=Ьn , тврдља је очевидна, али ако је am=Fbn на пример 

онда је 

В* =А', ат-Ьn , О, Ьn-l, 1 = 

=А', ат-l, 1 =А*. 

Обрнут закључак је последица тачке 10. 
(5) На основу дефиниција 1.3 и 1.2 операција изостављаља чланова 

има ову особину: 

Ако је А=В u ат=Ьn oHga је и А'=В'. 

1.4. ОПЕРАЦИЈЕ У СКУПУ УРЕЂЕНИХ КОМПЛЕКСА ЦЕЛИХ БРОЈЕВА 

(1) у скупу уређених комплекса целих бројева дефинишемо две опе
рације. Прва од љих је конкатенација. 

Д е Ф и н и Ц иј а 1.5 Израз АВ (читамо "а Ье"), ige су 

A=a1 a2 ••• ат' B=b1 b2 ••• Ьп" 

уређени комйлекси целих бројева, такође је уређени комйлекс целих бро
јева, u то [13]: 

(1.7) AB=a1 а2 ••• ат Ь1 Ь2 ••• Ьn · 

Према овој дефиницији за конкатенацију важи асоцијативни Закон 

(1.8) {АВ} С=А {ВС} =АВС, 

па је једнозначно одређен и смисао израза 

(1.9) ak = ааа ... а, Ak= ААА .,. А 
'---.--" "-------' 

kп~а kп~а 

где је k природан број, као и израза 

(1.1 О) 



1. Уређени комплекси целих бројева 

Исто тако важеи једнакости 

тде је р>О, q>O. 

(2) Ако су 

А=а1 а2 ••• ат, В=Ь1 Ь2 ••• Ьn , С=С1 С2 '" Ср 

11 

:уређени комплекси целих бројева, на основу дефиниција 1.2, 1.3 и 1.5, 
.конкатенција има ове особине 

10. Ако је А=В ониа је и АС=ВС .. 

20 Ако је АС=ВС ониа је и А=В. 

Д о к а з: Ако је А = В и ако су А и В доведени на стабилни облик, 
·онда је m=n, а1 =Ь1 , а2 =Ь2 , ••• , аm=Ьn , па је и АС=ВС. 

{1.11) 

20 Овај закључак је непосредна последица закључака под (5) у т. 1.3. 

(3) Празан комплекс V је неутрални елемент за конкатенацију 

Како је, према дефиницији 1.2 под 20; 

А, О, О=А, 

О, О, А=А, 

А, О, О, В=АВ, 

Ћа основу закључка 20 у т. 1.4 (2) следује: 

с т а в 1.1. Празан комuлекс је јеинак ком uлексу чији су чланови 

.иве нуле: 

(1.12) V=O, О. 

Тако се операција ,,*" и операција изостављања чланова могу при
менити и на празан комплекс: 

(1.13) 

(1.14) 

{1.15) 

I 
V*={O, О}*=О, -1, 1; 
*V=*{O, 0}=1, -1, О; 

*V* = *{О, О}* = 1, -1, -1, 1; 

I 
V'={O, О}'=О; 

'V='{O,O}=O; 
'V'='{O, О}'= V=O, о. 

(4) Према дефиницијама 1.2 и 1.5 и обрасцима (1.13) вреде обрасци 

{АВ}*=АВ*, *{АВ}=*АВ 
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за т>О, n>О. Ако је n;;.1 или т;;. 1, онда су-према дефиницији· 
операције ,,*" - обрасци очевиДНи, али они вреде и за п = О односн{» 
т=О заиста: 

{AV}*=AV*=A, О, -1, 1 =А', ат-l, 1 =А*. 

(5) Потребно је нагласити да је, пре него што се изврши операција. 
изостављања чланова у изразима 

{AВ}(k) , (k>{AB} 
потребно комплекс АВ довести на стабилан облик: 

(6) Другу операцију у скупу уређених комплекса целих бројева нази
ваћемо: операција ,,1" ("црта"). 

Д е Ф и н и Ц иј а 1.6: Израз А 1 В (чишамо "А црша В"), ige су 

A=a1 a2 ••• f1m, B=b1 b2 ••• ЬП 
уређени 1Сомuле1Сси целих бројева, ша1Сође је уређени 1Сомuле1СС целих бро-
јева, и шо: 

(1.16) АIВ=А, -1, *В. 

Примери: 

и за операцију 
" 1" 

(1,17) 

V\A=-I, *А; 

АI V=A, -1,1, -1, О; 

УI V=-l, 1, -1, о. 

вреди асоцијативни закон. 

{А 1 В} I С=А I {В I С}, 
јер је: 

{А, -1, *В}, -1, *С=А, -1, *{В, -1, *С}=А, -1, *В, -1, *С, 

Тако можемо писати 

А\В\с. 

(7) Потребно је нагласити да је 

(1.18) 

јер је: 

{АI B}:;i:!!I~, 

{АIВ}={А, -1, *В}=!!*, -1, ~ 

!!I~=!!, -1, *~. 

1.5 СИМЕТРИЧНИ УРЕЂЕНИ КОМПЛЕКСИ 

[4}; 

Д е Ф и н и Ц и ј а 1.7 Сiliaбилни уређен 1Сомuле1СС К = a1 а2 ••• ар 1Coju~ 
је jegHa1C своме uнверзном 1Сомuле1ССУ К: 

(1.19) К=К 

назива се симешричнuм 1СомUле1ССОМ. 
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Према (1.19), чланови комплекса К који су подједнако удаљени од 
храјева, једнаки су међусобно: 

а1 = ар, а2 = ар-1 , аз = ар-2 , •••• 

Симетрични су, на пример, комплекси: 

који се краће могу написати у облику 

{1.20) S=AA, Т=АаА, 

где је А =а1 а2 ••• ат' Први од ових комплекса има паран, а други 
1Iепаран број чланова. 

Симетричан је и празан комплекс: 

v= V=O, О. 

2. EULER-OBA ФУНКЦИЈА ЈЕДНОГ УРЕЂЕНОГ КОМПЛЕКСА 

2.1 ФУНКЦИЈА [А] 

(1) Увођењем Еulег-ове функције уређеног комплекса, може се сваком 
уређеном комплексу целих бројева доделити један цео број. 

Дефиниција 2.1, Израз [А], [ое је А=а1 а2 ... ат уређени КОМ
uлекс целих бројева, зове се Еи[ег-ова функција комuлекса А, краће "фУНК
ција [А]", а љена вреgносш је увек цео број, и шо 

(2.1) [А] =ат[А'] + [А"], 
[ое је т нула или uрирооан брОј, и uосебно за т = 1: 

(2.2) [а] =а. 
Према (1.12) и (2.2) је: 

[V'] =[0] =0, 

па се поређењем образаца (2.1) и (2.2) за А =а добија 

(2.3) [V] = 1. 

Тако се из образаца (2.2), (2.1) и (2.3) поступно добија 

(2.4) 
{ 

[а1] =а1 

[а1 a~ =а2 [а1] + [V] =а1 а2 + 1, 

[.~1 ~2 ~3]. ~.~3 .[~1.~2~.~ ~a~~ ~.a~ .a~ ~~ ~.~1.~ ~~' 
(2) За нумеричко израчунавање вредности функције 

= а1 а2 ••• ат дати комплекс, можемо ставити 

Av =a1 а2 ••• av ' v= -1, о, 1,2, .. " т, 

[А], где је А = 
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па се образац (2.1) може написати у облику 

(2.5) 

Тако се, полазећи од А-1 = У' И Ао = V, добијају редом вредности [Av] за. 
v= 1,2, ... , m. Израчунавање обично сврставамо у таблицу: 

v I .:-1 I о I 1 I 2 I 3 I · .. 

ау I I а, I а2 I аз I · .. 

[Ау] I о I 1 I а1 I а1 а2 + 1 I аз (а1 а2 + 1) + а1 I · .. 

На пример, израчунавање вредности [2, 3, 1, 1, 5, 21 сврстано је у 
таблицу 

v I 
ау I 
[Ау] I 

То значи да је 

а у исто време: 

-1 I О I 1 I 2 I 3 I 4 I 5 I 
I 2 I з11 I 1 I 5 

I 

о I 1 I 2 I 7 I 9 I 16 I 89 

[2, 3, 1, 1, 5, 2] = 194 

[1]=2, [2,3]=7, [2,3,1]=9, 

[2,3,1,1]=16, [2,3,1,1,5]=89. 

2.2. ФУНКЦИЈА [АБ] 

I 
I 

6 

2 

194 

Став 2.1 Пореg обрасца (2.1) за функцију [К] вреgе и рекуреншнu: 
обрасци [3] 

(2.6) 

(2.7) 

ige је 

[АВ] = [А] [В] + [А'] ['В], 
[А] = a1 [' Ај + ["А], 

A=a1 a2 ••• ат, B=b1 b2 ••• Ьn,· 

Д о к а з: Из обрасца (2.1) следује: 

[А b1] = b1 [А] + [А'] = [А] [ЬЈ ] + [А'] [У], 
[А b1 Ь2] = (Ь1 Ь2 + 1) [А] + Ь2 [А'] = [А] [Ь1 Ь2] + [А'] [Ь2], 

па ако се претпостави да је 

[АВ"] = [А] [В"] + [А'] ['В"], 
[АВ'] = [А] [В'] + [А'] ['В'], 

._-~--___ ~ _____ -"'_~" __ <· ..... ~ __ • ___ It ......... , __ j ._IН _ .... , _ .. ____ _ 
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онда је 

[АВ] =Ьn [АВ'] + [АВ"] = . 

= ЬN [А] [В'] + Ьn [А'] ['В'] + [АНВ"] + [А'] ['В"], 
тј. 

[АВ] = [А] {Ьn [В'] + [В"]} + [А'] {Ьn ['В'] + ['В"}, 

одакле, према (2.1), следује образац (2.6). Образац (2.7) се добија из: 
обрасца (2.6), ако се у љему А смени са ај , а В са 'А. 

2.3. ФУНКЦИЈЕ [К] ЈЕДНАКИХ КОМПЛЕКСА 

С т а в 2.2. Ако је 
К=Н 

јие су К и Н уређени ко.мЙлекси целих бројева, онва је 

(ос) [к] =[Н], ['К] = ['Н], [К'] = [Н'}, ['К'] = ['Н'], 

независно Ои шоiа иа ли су К и Н сшабилни или несшабилни ко.мЙлексни,. 
или је јеиан сшабилан а ируји неcйiабuлан. 

Док аз. Ако су К и Н стабилни комплекси, онда је - према дефи
ницији 1.2 - став 2.2 очевидан. Али, претпоставимо да је 

К=А, О, В 

где је 

па, ако се још стави 

Н=А', ат+Ьј , 'В, 

онда је К =Н. Према обрасцу (2.6) тада је 

[к] = [А, О, В] = [А, О] [В] + [А] ['В] 
а како је, према (2.1): 

[А, О] = О [А] + [А'] = [А'], 
то је: 

LK] = [А'] ТВ] + [А] ['В]. 
Даље је, према (2.7) и (2.1) 

[к] = [А'] {Ьј ['В] + ["В]} + {ат [А'] + [А"]} ['В], 
тј. 

[к] = [А'] {(ат + Ьј) ['В] + ["В]} + [А"] ['В[, 
или, према (2.7): 

[К] = [А'] [ат + Ьј , 'В] + [А"] ['В], 
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па је најзад, према (2.6): 

[К]=[А', ат+Ь1 , 'В] = [Н]. 

На исти нач:ин се доказују и једнакости: 

['К]=['Н], [К'l=Щ'], ['К'] = ['Н]. 

Потребно је нагласити да изложени доказ вреди чак и ако је један од 
комплекса А или В празан или једночлз.н. Тако је став 2.2 доказан 
у целини. 

Једнакости (!Х) претстављају само uошребне услове за једнакост ком
плекса К и Н јер обрнуш сшав не важи. На пример, комплекси 

К=3,5 и Н=2, 1, -2, -1, 1, 3 

задовољавају услове (!Х): 

[К] =[Н] = 16, ['К]=['Н] = 5, [К'] = [Н') = 3, ['К'] = ['Н'] = 1, 

а као што се види нису међусобно једнаки. 

2.4. ФУНКЦИЈА [А] 

с т а в 2.3. Инверзија комuлекса А = а1 а2 ••• ат не мења вреgносш 
Еи[ег-ове функције [А]: 

(2.8) [А) = [А]. 

д о к а з. Према (2.4) је: 

[а\ а2) =а\ а2 + 1 =[а2 а\] 

[а1 02 0з] = а1 а2 аз + а) + а2 = [аз а2 а1], 

па ако се претпостави да је 

[A"]=["~], [A']=['~], 
онда је, према (2.7) 

[~] = ат ['~] + ["~] =ат[А'] + [А") = [А], 
те је став 2.3 доказан. 

2.5 НЕКОЛИКО ОБРАЗАЦА 

Као најважније последице рекурентних обрацаца (2.1), (2.6), (2.7) и 
обрасца (2.8) могу се још истаћи обрасци: 

(2.9) 

(2.1 О) 

(2.11 ) 

(2.12) 

[А*] = [А], [* А] = [А], 

[А*'] = [А]-[А'], ['* А] = [А]-['А], 

[А, О] = [А'], [О, А] = ['А], 

[А, -а]= -[А*, а-l], [-а, А]= --[а-l, *А], 

_______ ~_..-.. •• ~~- ..... -_--, ..... , 1 __ ""· .... • ... 1 ... It""', ......... ~. ,-_ •• - ... , "',,"', Ј,. 
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где је 

А = а1 а2 • •• ат' т;;. О. 

Д о к а з: (2.9): обрасци следују из дефИНИЦИје (1.4), на основу обра
заца (2.1) и (2.7). 

(2.10): ИЗ дефиниције (1.4) узимајући у обзир став 4, следује: 

[А*'] = [{А', ат-l, 1}']=[А', ат-l]. 

Затим, на основу обрасца (2.1): 

[А*'] = (ат-l) [А'] + [А"], 
тј. 

[А*'] = {ат [А'] + [А"]}-[А'], 
одакле се, на основу обрасца (2.1), добија први од образаца (2.10). Други 
-следује из првог, на основу обрасца (2.8). 

(2.11). Први од образаца (2.11) је доказан у току извођеља доказа 
става 4, а други следује из првог на основу обрасца (2.8) .. 

(2.12): На основу обрасца (2.1) добија се: 

[А, -а] = -а [А] + [А'], 
тј. 

(А, -а] = -{(а-l) [Аl+ [А)-[А']}. 

З:пим, на основу (2.9) и (2.10) 

[А, -а1 = -{(а-l)[А*] + [А*']) 
одакле, на основу обрасца (2.1) следује први од 05разаца (2.12). Други 
следује из првог на основу обрасца (2.8), 

2.6 ФУНКЦИЈА [А I ВЈ 

о Еulег-овој функцији комплекса А I В где су 

А=а1 а2 ... ат, В=Ь1 Ь2 ••• Ьn (m>О, n>О), 

уређени комплекси целих бројева, говори 

С т а в 2.4: 1 о За Еи!ег-ову функцију комuлекса А 1 В вреgи образац: 

(2.13) [А 1 В] = [А'] [В]-[А] ['В]. 

20. Ойерација ,,1" gозвољава СКраћивање jegHaKUx чланова, ако се на
лазе са разних сшрана црше, неuосреgноуз њу, Шј.: 

(2.14) [АКI !В] = (-l)k [А 1 ВЈ, 

ige је К ма који уређени комйлекс целих бројева, ak број њеfових чланова. 

2 Правиnви верижии разломци 
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30. За функцију [А Ј В] вреgи образац [4] 

(2.15) ~J~]=-[AJB]. 

Д о к а з: 10 На основу дефиниције 1.16 и образаца (2.6), (2.1), (2.9) 
и (2.1 О), добија се: 

[АЈВ]=[А, -1, *В]=[А, -1][*В] + [А]['*В] , 
тј. 

[А Ј В] = {-[А] + [А']} [В] + [А] {[В]-[' В]} 
одакле следује образац (2.13). 

20. Према обрасцу (2.13) је 

[А а Ј аВ] = [А] [aB]-[А а] [В], 

тј. према (2.7) и (2.1): 

[А а Ј аВ] = [А] {а [В] + ['В]}-{а [А] + [А']} [В] 
и најзад, према (2.13): 

[Ааl аВ]= -[А/ В]. 
30 Према (2.13) је: 

тј. 

[~/~] = [~'] [~]-[!J ['~], 

[~J ~ = ['В] [А]-[В] [А'], 

те, према (2.13), следује образац (2.15). 
Тако је став 6 доказан у целини. 

Примери: 

(2.16) {
[A/V]=[A'], [V/A]=-['A], [V/V]=O, . 

[АЈ VJ V]=-[A], [VJ V/A]=-[A], [А/ VJB]=-[AВ]. 

2.7. ОСНОВНА РЕЛАЦИЈА 

Помоћу образаца (2.13) и (2.14) Доказаћемо основну релацију коју 
задовољава сваки уређени комплекс целих бројева. 

С т ав. 2.5: Сваки уређени ко.мЙлекс целих бројева 

А = а1 а2 • •• ат, (т;;. О), ~ 
заgовољава иgеншиЧ1l0СШ: 

(2.17) [А] ['А']-[А'] ['А] = (-I)т. 

д о к а з: На основу обрасца (2.13) леву страну једнакости (2.17) 
можемо написати у облику ['А /.!], а затим, на основу обрасца (2.14) 
добијамо: 
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Из става 2.5 непосредно следује 

Последица става 2.5: Цели бројеви [А] и ['А], као и бројеви 
[А] и [А'] су узајамно ЙросШи. 

2.8 НЕКОЛИКО ИДЕНТИЧНОcrи 

На крају одељка о Euler-овој функцији [А] дајемо још неколико 
идентич:ности које често могу бити корисне. Т<;) су: 

(2.18) [А, О, В] = [А'][В] + [А]['В], 

(2.19) [А, О I В] = [А] [В]-[А'] ['В], 

(2.20) [А, Х"В] = х [А] [В] + [А, О, ВЈ, 

(2.21) [А, -а, В] = -[А*, а-2, *В], 

(2.22) [АВ] + [' АВ'] = [ВА] + ['ВА'], 

(2.23) [АВ] [С]-[АС] [В] = [А'] [~I С], 

(2.24) [В] [АВС] = [АВ] [ВС] + ( -1)n [А'] [' С], 

(2.25) [АВ']-['АВ] = [В I А] + ['В I А'], 
(2.26) [КE~']-['KE~ = (-I)Тс {[Е']-['Е]}, 

(2.27) [ВАУ+1) = {[А] + ['А']} [ВАУ]-( -l)m [ВАУ-l], 

(2.28) ['Е'] [ZP-{[E'] + ['Е]} [Z] ['Z] + [Е] ['Z)2 = -[~ I Е I Z], 

где су: 

А=а1 а2 ···аm , В=Ь1 Ь2 ···Ьn , С=с1 с2 ···ср , 

K=gl g2" ·glc' Е= е1 е2 · .. ев , Z =Zl Z2'" Zq, 

уређени комплекси целих бројева, а v природан број. 

Д о к а з. ИдентиЧНОСТИ (2.18), (2.20) и (2.22) су непосредне после
дице обрасца (2.6), а идентич:ност (2.19) последица обрасца (2.13). 

(2.21): на основу идентич:ности (2.20) и (2.18) лева страна се може 
написати у облику: 

-а [А] [В] + [А'] [В] + [А] ['В], 
па затим 

-(а-2) [А] [В]-{[А]-[А']} [В]-[А] {[В]-['В]}, 

тј. на осносу образаца (2.9) и (2.10): 

-(а-2) [А*] [*В]-[А*'] [*В]-[А*] ['*В]. 

2* 
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Ако се узме у обзир и образац (2.1) добија се 

-[А*, а-2] [*В]-[А*] ['*В], 

одакле, на основу обрасца (2.6), следује десна страна идентиt:fности (2.21). 
(2.23): На основу обрасца (2.6) лева страна се може написати у облику 

[А'] {['В] [С]-[В] ['С]}, 
тј. 

[А'] {~'] [C]-~] ['С]}, 

Qдакле, на основу обрасца (2.13), следује десна страна. 
Идентичност (2.24) је непосредна последица ИДентиt:fНОСТИ (2.23), ако 

се комплекс С смени са в, а комплекс В са вс. 

Идентичност (2.25) је непосредна последица образаца (2.6) и (2.13). 
Идентичност (2.26) СЛедује из идентиt:fНости (2.25), ако се у њоЈ 

стави А=КЕ, В=К 

(2.27): На осНову обрасца (2.6) добија се: 

[ВАН!) = [BAV] [А] + [ВАЧ А'] ['А], 
а из обрасца (2.13): 

[ВАУ I~] = [ВАН А'] [~']-[BAV] ['~'], 
тј. 

(-_l)m-l [BAV-!) = [ВАН А'] [' A]-[BAV]['A']. 

Одузимањем последње од ових једнакости од прве, добија се 

[ВАУ+l]_( _l)m-l [ВАЧ] = [ВАУ] [А] + [BAV] ['А'], 

одакле следује образац (2.27). 
(2.28): Лева страна се може написати у облику: 

-{[~ I Е'] [z]_.[~ I Е] ['Z]}, 

одакле следује десна страна. 

3. КОНАЧНИ ПРАВИЛНИ ВЕРИЖНИ РАЗЛОМЦИ 

3.1 ПОЈАМ И ВРЕДНОСГ КОНАЧНОГ ПРАВИЛНОГ ВЕРИЖНОГ РАЗЛОМКА 

(1) KOHat:faн верижни разломак 

1 
y~=al +--- -:"1---

a2+-~---
аз + 

+----=-1 
ат - 1 +

ат 
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је йравuлан, ако је љегов први 'lЛан а1 ма који цео број, а остали чланови 
а2 , аз , • •• , llт йрироони бројеви. Такав разломак краће означавамо симболом: 

'(1 = (а1 а2 ••• ат) 

или 

(3.1) '(1 = (А), 

где је А = а1 а2 ••• ат уређени комплекс формиран од 'lланова датог 
разломка. 

Вредност коначног правилног верижног разломка је рационалан број, 
ер се такав разломак састоји од KOHa'lНOГ броја рационалних бројева, 
везаних операцијама сабираља и дељеља. Како се, осим тога, разломак 
(3.1) може написати у облику 

(3.2) 
/ 1 

(А)=а1 +
('А) 

следује да је бројилаu. разломка ('А) јевнак имениоцу разломка (А). Ако 
бројилац разломка (А) означимо са 'р (А), онда је 

(А) = <р (А) ('А) = <р('А) 
<р (' А) , <р (О А) , 

па је, према (3,2) 

Како је, осим тога 

'р (а1) = ар 'р (а], а2) = а1 а2 + 1, 

из једнакости (2.4) и (2.7) следује да је функција 'р (А) истоветна са функ
цијом [А], па је: 

(3.3) (А) = [А] • 
['А] 

Напомиљемо да су, према последици става 2.5 [А] и ['А] узајамно про
сти бројеви. 

(2) Из обрасца- (3.3) следују два закљу'lКа: 

1 о Број 'lЛанова сваког коначног правилног верижног разломка може 
се, не мељајући љегову вредност, повећати или смаљити за 1, и то, по
већати ако је љегов последљи 'lЛан аm >2, а смаљити ако је ат= 1. 

тј. 

(3.4) 

Из образаца (3.3) и (2.9) следује: 

(А) = [А] = [А*] = (А*) 
['А] [' А*] , 

(А) = (А*), 

.где је и А* стабилан комплекс. 
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Према томе, сваки коначан правилан верижни разломак, чији је пос
ледљи члан ат:> 2, можемо претворити у други разломак, једнак првоме, 
који се завршава јединицом, али који има један члан више, и обрнуто. 

На пример, (-1, 5, 1, 7) = (-1, 5, 1, 6, 1). 

20 Однос према јединици и знак верижног разломка (А) зависи од 
величине првог члана а1 , и то: 

а) ако је а1 :> 1, онда је (А» 1; 

б) ако је а1 =0, онда је О<..(А)< 1: 

ц) ако је а1 ..;; ~ 1, онда је (А)<О. 

Заиста, како су а2 , аз , ... , природни бројеви, према обрасцу (2.7), 
увек је: 

па је: 

['А] > ["А] >0 

[А]>['А], ако је а1 :> 1; 

[А] = [" А], ако је а1 = О; 

[А]<О, ако је а1 ..;; -1, 

одакле, на основу обрасца (3.3), следују наведени закључци. 

3.2 ПРИБЛИЖНИ РАЗЛОМЦИ 

(1) Дефиниција 3.2: йриближним разломцuма верижноi разломка 

~=(A), 
q 

ige је А=а1 а2 , ••• , ат' називају се коначни верижни разломци 

(3.5) ~=(Av), 'Ј= 1,2, ... , т 
q. 

где је 

(3.6) AV=ala2"'~' 'Ј=1,2, ... ,т. 

Разломци pv!qv називају се шакође· йриближним разломцима и рацио
наЛНОi броја p/q. 

На основу једнакости (3.3) је: 

(3.7) ~=(A)=[A.] {V=I,2, ... ,т 
q. ''V ['А. ] , 

AV =a1 а2 ••• av 

па приближне разломке израчунавамо применом обрасца (2.5): 

{ 
[Av] = ~ [AV- 1] + [AV- 2]; 

['Av] =av ['Av-]] + ['AV- 2]' 'Ј= 1,2, ... , т, 
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тј. 

(3.8) {Pv = йvРV-l + PV-2' 
qv = clv qV-l + QV-2 , V = 1, 2, ... , т, 

полазећи од почетних вредности 

Р-l = [А-1] = [V'] = О, q-l = [' А-1] = ['V'] = 1, 

Po=[AoJ=[V]= 1, Qo=['AoJ =['V] =0. 

Израчунавање оби1{НО сврставамо у таблицу 

v I -1 I О I 1 I 2 I з I 
ау I I а1 I а2 I аЈ I 
Ру I о I 1 I а1 I а2 а1 + 1 I аз (а2 а1 + 1) + а1 I 
qy I 1 I о I 1 I а2 I аз а2 + 1 I 
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· .. 
· .. 
· .. 
· .. 

у следећој таблици, на пример, налази се изра'iyнавање приближних 
разломака верижног разломка 

Р -=(2,3, 1, 1,5,2) 
q 

-I 

I I I I I I I v I -1 О 1 2 З 4 5 6 

ау I I 2 I з I 1 I 1 I 5 I 2 

РУ I О I 1 I 2 I 7 I 9 I 16 I 89 I 194 

qy I 1 I о I 1 I з I 4 I 7 I З9 I 85 I 
тако је 

Р1 2 -=-, 
q1 1 

Р. 16 Р. 89 Рб=~=194 
q. ="7' qs = З9' qб q 85' 

јер приближни разломак највишег реда представља вредност коначног 
верижног разломка. 

(3.9) 

З.З ПОТПУНИ КОЛИЧНИЦИ 

(1) Дефиниција 3.2: Верижни разломци 

Yv = «Y-l)А), за v = 2, 3, ... , т, 

ige је А = а1 а2 ••• ат, називају се uошuунuм колuчнuцима верuжноi раз,. 

ломка (А), а шакође uошuунuм колuчницuма и броја Уl = (А). 
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На основу ове дефиниције. према закључку под 20 а) у т. 3.2 (2), 
ако је (А) правилан верижни разломаR, увек је 

(3.10) yv>1 за у=2,3, ... ,т-l, 

а, ако је ат;;' 2, онда је и 
(3.11) Ут>l. 

Осим тога, на основу дефиниције 3.2, ма која два узастопна потпуна ко
личника везана су релацијом 

(3.12) 
1 

yv=av+-, за у= 1,2, ... , т-l, 
Yv+l 

где је Уl = (А), а за у=т је 

(3.13) Ут=ат · 

Према томе, на основу (3.10) и (3.11) из релација (3.12) и (3.13) 
следује да је av највећи цео број који није већи og Yv: 

(3.14) Ilv = [Yv]' v = 1, 2, ... , т, 

што значи да је низ једнакости (3.12) и (3.13) настао применом Euklidovog 
алгоритма на рационалан број У 1. 

(2) Ако су К и Н уређени комплекси чији су сви чланови природни 
бројеви, осим првог члана комплекса К, који може бити ма који цео 
број, онда се, на основу образаца (3.3) и (2.6) добија 

тј. 

(3.15) 

(КН) - [К] [Н] + [К'] ['Н] 
- ['К] [Н] + ['К'] ['Н] 

К = [К] (Н) + [К'] 
( Н) [' К](Н) + ['К'] . 

Применимо добијени образац на један дати правилан верижни раз
ломак Уl = (А) где је А = а1 а2 ••• ат, стављајући 

К = а1 а2 ••• av , Н = aV+1 av+2 ••• ат, 

где је 1 <;;;у<;;;т-l. Тада је 

[К] =Pv , ['КJ=qv' [K']=PV-l' ['К'] = QV-l , (Н) =YV+l , 

па образац добија облик 

(3.16) 

где је 1 <;;; v <;;; т -1. Овај образац се може написати и у облику 

(3.17) 

где је 

Ћ =(а1 а2 ,···, av, YV+l)' у= 1,2, ... , т-l, 
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(3) Обрнуто; ако је К = а1 а2 , ••• ,ат' Н = Ь1 Ь2 , ••• , Ьn , где је a1 ма 
који цео број, а остали llv и сви bv природни бројеви, онда је на основу 
обрасца (2.18) 

(3.15') [К](ОН)+[К'] =(К' а +Ь 'Н), 
['К](ОН) + ['К'] 'т l' 

што се може написати и у облику 

(3.15") 

З.4 ПРЕДСТАВЉАЊЕ РАЦИОНАЛНИХ БРОЈЕВА 
КОНА ЧНИМ ВЕРИЖНИМ РАЗЛОМЦИМА 

(1) Ако је дат рационалан број "(1 =p!q, где је (р; q)= 1, р>О, онда 
се применом Euklidovog алгоритма добија: 

-) :::~~::~', ~::~:~:, 
(3.18) 71 =аз 72 +7з , 0<7з<72' 

l ~,-,~a,,~: +", .O~"<'~" 
Низ бројева q,7p '2" .. , 7v ,· .. је ойаgајућu нuз upUpOgHUX бројева, па увек 
постоји једно v=m, за које је '116=0. Тако се низ (3.18) завршава 
једнакостима: 

(3.18') { 
7116-3 =ат-1 '116-2 + 7116-1' 0<'т-~<7т-2' 
7116-2 -aт'т-l' '116- О. 

Пошто је (р; q)=I, 7m =0, увек је '116-1=1, ат ='т-2>2. Ако једнакости 
(3.18) напишемо у облику 

l!....=a+~ q 1 q' 

!L=a+~ 
'1 2'Ј' 

'1 'з -=аз +- , 
'2 '2 

(3.19) '.-2 ,. 
-=av+-' ,.-1 ,.-1 

'т-з 'т-I 
-=ат-1 +-, 
'т-2 'т-2 

'т-2 
;'т-I =ат , 

0<~<1, 
q 

0<'2 < 1, 
'1 

0<~<1, ,.-1 

7m =0, 
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па елиминишемо количнике q/r1 

ломак: 

добијамо верижни раз-

Низ једнакости (3.18) је истоветан са низом једнакости (3.12), што 
значи да потпуни количници броја У1 = p/q имају вредности: 

q 'Ј '>n-2 
У2=-' УЗ=-""'Ут=--' 

ђ '2 'n-' 
Јединост овако добијеног верижног развитка, са последњим чланом 

ат:> 2, осигурана је једнакостима (3.18), јер је члан а1 једнозначно одређен 
као највећи цео број који није већи од У1 = p/q, а2 као највећи цео број 
који није већи од Y2=q/r1 итд. 

(2) Према томе, имајући у виду једнакост (3.4), можемо исказати: 

С т а в 3.1: Сваки рационалан број може се на јеиан и само на јеиан 
.начин изразиши у облику коначноi йравилноi верижноi разломка, чији је 
йослеgњи члан ат >2 (или чији је йослеgњи члан ат= 1). 

Водећи рачуна да се бројеви чланова комплекса А и А* разликују за 
1, на основу једнакости (3.4) и става 3.1, можемо исказати: 

Став 3.2: Ако су A=a10z .. · От, B=b1b2 ••• Ьn , уређени ком
йлекси чији су йрви чланови а1 и Ь1 ма који цели бројеви, а сви остали 
чланови йрироgни бројеви, и ако је 

(А) = (В), m=n (mod 2), 

ониа је 

А=В. 

(3) Развијање датог рационалног броја p/q у правилан верижни раз
.ломак обично сврставамо у шему: 

~ 'з ~ 
р : q 'Ј :'2:'" 

-а, q -a~ -аз '2 ... 
'2 

На пример, ако је дат рационалан и број У1 = 194/85: 

према томе је: 

2 3 1 1 5 2 

194 : 8s : 24 : 13 : 1i : 2 : l' 
-170 -72 -13 -11 -10 -2 
~1311-2-0 

194 
8"5=(2,3, 1, 1, 5,2). 
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а исто тако је, према обрасцу (3.4) 

194 -=(2, 3, 1, 1, 5, 1, 1). 
85 

3.5 РАСПОРЕД ПРИБЛИЖНИХ РАЛОМАКА РАЦИОНАЛНОГ БРОЈА 
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Испитивање распореда приближних разломака рационалног броја 

!!....=(А), А=а1 а2 ••• ат' (р; q)= 1, 
q 

:као и положаја тога броја према њима, извршићемо посматрањем разлике 

тде је 

А" = а1 а2 ••• а" за k = v, f.L. 

Применом образаца (3.7) и (2.13) добија се 

·тј. 

(А,.)-(Аџ.) = [Ау)[' Аџ.]-[Аџ.](' Ау ] 
['Аџ.] [' Ау] 

Затим, према (2.14): 
(А )-(А )= (_ I)џ. [VI аџ.+1 ау+2, .. :, ау] 

v џ. [' Аџ.] [' Ау] , 

'и најзад, опет према (2.13): 

(3.20) 

тде је 

1 <f.L<v<т. 

Водећи рачуна да десна страна обрасца (3.20) има знак (-I)џ.+l јер 
-су а2 , аз , ... , ат природни бројеви; и узимајући у том 'обрасцу прво да 
-су f.L и v обоје непарни, затим обоје парни и најзад један паран а други 
непаран, долазимо до ових закључ:ака: 

10. Приближни разломци непа3ног реда расту кад њихов ред расте: 

20. Приближни разломци парног реда опадају кад њихов ред pacт~ 

.•. <Р2" < ... <Р4 <l!.2. . 
. q2k q. q2 
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30. Сваки приближни разломак непарног реда маљи је од сваког 

приближно г разломка парног реда: 

P2k+I<P2! . 
q2k+1 q21 

На основу тога, узимајући у обзир да је рационалан број p/q при
ближни разломак навишег реда p/q = pт!qm, можемо исказати: 

С т а в 3.3: Сви йриближни разламци нейарнаi pega рацианалнаi браја 
p/q су мањи ag iйa! браја, а имају све већу epegHaciй шiйа им је peg већи. 
На йра iйив , сви йриближни разламци йарнаi pega су већи o.g p/q, а имају 
све мању вреgнаст што им је peg већи: 

(3.21) 

4. ИЗРАЖАВАЊЕ ·ПРИРОДНИХ БРОЈЕВА У ОБЛИКУ ФУНКЦИЈЕ А 

4.1 ПРИМИТИВНИ ИЗРАЗИ [А] ПРИРОДНИХ БРОЈЕВА 

(1) Сваки природни број р може се на неогранИЧеНО много начина. 
изразити у облику функције [А], где је А = а1 а2 • •• ат уређени комплекс 
йрuраgнuх бројева, али се помс>ћу одређеног, коначног броја таквих израза 
могу написати сви остали. Ради тога уводимо појам примитивног из-· 
раза [А]. 

Д е Ф и н и Ц и ј а 4.1: Израз йрuраgноi браја у аблику функције [А], на
зива се йрuмиiйивнuм изразом, ако је А = а1 а2 ••• ат уређени комuлекс Йри-· 
pOgHUX бројева чији су йрви и йослеgњu члан већи og јеgинице: 

(4.1) 

Обрасци (2.9), (2.11) и (2.12) казују да се сви остали изрази [А], у 
којима је А уређени комплекс природних бројева, могу свести на прими
тивне, и обрнуто, да се ма који од њих може доби.LИ из одговарајућег 
примитивног израза. 

(2) За примитивне изразе природног броја р вреди 

С т а в 4.1 1 о Израз [А], ige је А = а1 а2 ••• ат, је йрuмиiйивни израз

йрuроgноi броја р oHga и само oHga, ако је 

(4.2) Е.= (А), 
q 

ige је 

(4.3) 

а верuжни разломак (А) има uослеgњи члан ат:> 2. 



4. Изражавање природних бројева у облику функције [АЈ 29 

20. Ако је [А] Йри.миШивни израз броја р, ониа је и ~] њејов Йрu.мuШи
.вни израз. 

30. Број Йри.миШивних израза йрироиној броја р> 3 је 

{4.4) 
1 

N=2~(P), 

Јие је ~ (р) функција инguкашриса броја р. 

д о к а з. 1 О. Ако је дат ма који примитивни израз [А] броја р онда 
је ['А]>О, па постоји верижни разломак 

[А] = (А). 
['А] 

Како је a1 :> 2, то је [А]>2 [ЈА], што значи да су услови (4.3) задовољени. 
-Обрнуто, из верижног развитка сваког разломка 

!!.. = (А), 
q 

чији именилau, q задовољава услове (4.3), добија се примитивни израз 
.р=[А], јер је p/q>2, па је a1 :>2, а увекможебитиат >2(т.3.Ц2; под 10). 

20. Према ставу 2., сваки уређени комплекс задовољава једнакост 

[А] = [А], 

. а осим тога, ако комлекс А задовољава услове дефиниције 4.1, задовољава 
их и комплекс А. Потребно је још само нагласити да из комплекса А 

јеgнозначно сзедује комплекс А и обрнуто, јер, према т. 1.3 (3) под 10, ако 
је А=В онда је В=А тј. 

{4} =А. 

30. Ако је (р: q)= 1, онда је и (p,p-q) = 1, што значи да су природни 
'бројеви, који немају заједничких ч:инилаца са бројем р, а мањи су од њега, 

симетрично распоређени у OДНOCY~Ha р/2. Према томе, у интервалу [1,~) 
налази се половина њиховог броја. Број 2 има само један примитивни 
-израз [2]. 

(3) Пример 1. Примитивни изрази броја 21 су: 

[21] за q= 1, 

[10, 2] за q= 2, 

[5,4] за~q=4, 

[4, 5] за q = 5, 

[2, 1, 1, 1, 2] за q= 8, 

[2, 10] за q= 10. 
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Пример 2. Примитивни изр:ви броја 46 су: 

[46] за q = 1, 

[15,3] за q=3, 

[5,9] за q=9, 

[4, 5, 2] за q = 11, 

[9, 5] за q = 5, 

[6,1,1,3] за q=7, 

[3,15] за q= 15, 

[2, 1,2,2,2] за q= 17, 

[3, 1, 1, 6] за q= 13, [2,2, 2, 1,2] за q= 19, 

[2, 5, 4] за q= 21. 

Пример 3. Примитивни изрази броја 65 су: 

[65] за q= 1, 

[32,2] за q=2, 

[21,1,2] за q=3, 

[16,4] за q=4, 

[10, 1, 5] за q = 6, 

[9,3,2] за q=7, 

[8, 8] за q = 8, 

[7,4,2] за q= 9, 

[5, 1, 10] за q= 11, 

[5, 2, 2, 2] за q = 12, 

[4, 1, 1, 1,4] за q= 14, 

[4, 16] за q= 16, 

[3, 1,4, 1,2] за q= 17, 

[3, 1, 1, 1, 1, 3] за q= 18, 

[3, 2, 2, 1, 2] за q= 19, 

[3, 10, 2] за q= 21, 

[2, 7, 21] заq = 22, 

]2,1,4,1,3] за q=23, 

[2, 1,2,2,3] за q=24, 

[2, 2, 2, 5] за q = 27, 

[2, 3, 9] за q= 28, 

2, 4, 7 за q = 2 9, 

[2,10,3] за q=31, 

[2, 32] за q = 32. 

4.2 ИНВЕРЗНИ И СИМЕТРИЧНИ ПРИМИТИВНИ ИЗРАЗИ ПРИРОДНИХ БРОЈЕВА 

За инверзне и симетричне уређене комплексе природних бројева, као 
и одговарајуће пирмитивне ИЗРlзе природних бројева вреде следећа четири 
става: 

(1) С т а в 4.2. Уређени ко.мUлексни UpupOgHUX бројева А = а1 а2 • •• ат, u 
В = Ь1 Ь2 ••• Ьn инверзни су jegaH gpyioMe oHga и са.мо oHga, ако су заgо-
вољене јеgнакосши: 

(4.5) 
f 
[А] = [В], 

[А'] = ['В], 

1 ['А] = [В'], 
t ['А'] = ['В']. 

._---......_~ •• ~._ .... _____ .""\_--> ........ ,_ •• ~ ...... ,~ _,_ ........... Н __ "'tФ 1 .... Ь .""'не .... ' .... ' __ ... ф ..... _1.'."" .... 1II1II""'''''''' 
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Доказ. Ако је В=А, онда су једнакости (4.5) задовољене. 

Обрнуто, г.ко су дате једнакости (4.5), из релације (2.17) следује 

m=n (mod 2). 
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Осим тога, пошто су А и В уређени комплекси природних бројева са нај-
маље два члана, увек је ['А'] > О, ['В'] > О, па се деобом друге и треће 
једнакости (4.5) четвртом добијэ.ју једнакости: 

(А') = (В'), (А') = (В'). 

Према ставу 3.2, из ових једнако~"Ти следује: 

А'=В', А'=В' 

па је 

В=А. 

С т а в 4.3. Уређени -комйлекс йрироgних бројева А = а1 а2 • •• ат' си
мешричан је oHga и само oHga, ако је заgовољена јеgнакосш 

(4.6) 

[Frobenius 13]. 

[А'] = ['А]. 

Д о к а з. Став 4.3 је непосредна последица става 4.2, јер ако је А = A~ 
онда се једнакости (4.5) своде на једну једину једнакост (4.6). Ипак да
јемо посебан доказ става 4.3. 

па је 

Сваки симетрични комплексS задовољава једнакост 

S'=S' 

[S'] = [S'J = [' SJ. 

Обратно, ако је А уређени ксмплекс природних бројева чији је број чла
нова m>2, онда је ['А'l>О, па ако је 

онда је и 

тј. 

[А'Ј = ['А], 

[А'] = ['А] 

['А'Ј ['А'] 

(А') = (А') 

што, према ставу 3.2, знаt{И да је А' =~'. Одатле непосредно следује а1 =ат 
и затим А=А. 

(2) Став 4.1 казује да се примитивни изрази [АЈ природних бројева 
јављају у паровима инверзних израза [А] и [А] или да су симетриt{Ни, ако 

је А = А. О одређиваљу парова инверзних -израза говори став 4.4, а о 
одређивању симетрИtfНих став 4.5. 
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Став 4.4. Из верижних развишака разломака p/q и р/' gобијају се 
йримишивни инверзни изрази йрироgноf броја р oHga и само oHga, ако се 
имениоци q и r налазе у uншервалу [1, р/2) и ако заgовољавају конСруенцију. 

(4.7) qr+e=O (mod р), 

ige је е = + 1 или е = -1. У йрвом случају йрuмишивнu изрази имају йаран, 
а у gpyioM случају нейаран број чланова. 

За сваки gаши број qE[l, р/2) који нема зајеgничких чинилаца са 
бројем р, йосшоји jegaH и само jegaH број 'Е[l, р/2) који заgовољава кон
Јруенцију (4.7). 

Доказ. Ако је 

~ =(А), ~=(~, 
где је 

А=а1 а2 ••• ат и (р; q)=l, (р; ,)=1, 
онда је 

р= [А], q= ['А], '= [А'], 

па из релације (2.17) следује 

р ['A']-qr=(-l)т, 

ТЈ· 

qr+(-l)т=О (mod р). 

Обратно, ако разломке p/q и p/r, где су q и r бројеви који задовољавају 
конгруенцију (4.7), развијемо у вравилне верижне разломке са парним 
бројем чланова, ако је е= + 1, или непарним ако је е= -1, добијамо: 

{
А=а1 а2 • ., ат' 

~= (А), ~= (В), где је В= Ь1 Ь2 ••• Ьn , 
q r 

( -l)т = ( - l)n = е. 

Из ових разломака следује; 

(4.8) р=[А]=[В], q=['A], ,=['В], 

па су задовољене релације 

тј. 

р [' A']-q [А'] = е, 

р [' В']-, [В') = е, 

q[A']+e=O (mod р), 

r [В') + е=О (mod р). 

Ако се сад од дате конгруенције 

qr+e=O (mod р) . 
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одузме свака од претходних добијају се кошруенције 

(4.9) 

Пошто је 

то је и 

{
q {г-[А']} =0 (mod р), 

r{q-[B']}=O (mod р). 

г<р, [А'] <р, q<p, [В'] <р, 

I г-[А'] I <р, I q-[B'] I <р. 
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а пошто је и (р; q)= 1, (г; р)= 1, конгруенције (4.9) могу бити задовољене 
само ако је 

г = [А'], q = [В']. 

То значи, према (4.8), да је 

[А] = [В], [А'] = ['В], ['А] = [В'], 

а како је т=n (mod 2), то је према (2.17), и ['А'] = ['В1- Према томе, 
комплекси А и В задовољавају услове (4.5), па је, на основу става 4.2: 

В=А. 

Да за свако дато q{(p; q)= 1, qE[I,p/2)} постоји једно- и само једно 
гЕ[1, р/2), које задовољава конгруенцију (4.7), казује нам 

л е м а 4.1 Јеина и само јеина ои конјруеllција 

(4.10) qx+ 1=0 (mod р); qx-l=О mod р), 

има решење у иllшервалу 

(4.11) 

Д о к а з ле м е. Познато је да свака од конгруенција (4.1 О), пошто 
је (р; q)= 1, има по једно и саМО по једно решење у интервалу xE[I,p-l], 
Ако је х = г реII1ење прве, тј. ако је 

qr+ 1=0 (mod р) 
онда је 

q(p-r)-I=O (mod р) 

што значи да је х=р-г решење друге, а један од бројева г и р-г 
налази се у интервалу (4.11). 

На крају је потребно напоменути да став 4.4 вреди и ако се qE[I,p-l] 
и rE[l, р-l] не налазе оба, али Чак ни један, у интервалу [1, р/2), али 
тада добијени изрази [А] и [А] вису примитивни. 

С т ав 4.5. Из верuжноi развuшка разломка p/q gобија се йримишивни 
симешрични израз йрироино! броја р ониа и само ониа ако се uменuлац q 
налази у uншервалу [1, р/2) и ако заgовољава конјруенцију 

(4.12) q2+e:=0 (mod р), 

з Правилви верижии разломци 
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fge је е: = + 1 или е: = - 1. У йрвом случају йримишuвllU сuмеШРUЧllU израз 
има йараll, а у gpyiOM случају llейараll Број чланова. 

Доказ. Став 4.5 је непосредна последица става 4.4, јер ако је А=А, 
онда је ['А] = [А'], тј q = r па се конгруенција (4.7) своди на конгруёНцију 
(4.12). Ипак дајемо посебан доказ става 4.5. 

Ако је 

~ = (S), (р; q)=l, 

где је S симетриЧ:ни комплекс, онда је 

р = [S], q = ['S], 

па је, према (4.6) и (2.17) задовољена релација 

р ['S']-q2=(-1)8, 

где је s број чланова комплекса S. Тада је и 

q2+(-1)S=O (mod р), 

што знаЧ:и да је услов (4.12) потребан. 

Обратно, ако разломак p/q, где је qE[l, р/2) број који задовољава 
услов (4.12) развијамо у правилан верижни разломак, са парним бројем 
чланова, ако је е:= + 1, или непарним ако је е:= -1, добијамо 

р (А) . {А = а1 а2 ••• ат -= ,где Је 
q (_l)m=e:. 

Из овог разломка следује 

(4.13) р=[А], q=['A], 

па је задовољена релација 

р [' A']-q [А'] = е, 

тј. 

q [А'] + е:=О (mod р). 

Ако се ова конгруенција одузме од дате 

добија се 

(4.14) q {q-[A']}=O (mod р). 

Пошто је q<p, [А'] <р, то је и Iq-[А']I<р, те конгруенција (4.14) једино 
може бити задовољена, ако је 

q= [А'], 
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јер је (р; q)= 1. Тацо је, према (4.8): 

['А] ~ [А']. 

ТО значи, на основу става 4.3, да је А =А.' 

Потребно је напоменути, 'да уколико коогруенција (4.12) има решеље 
qE[1,p/2), онда је љено решеље и Ql=P-q. Из првог решеља се добија, 
примитивни симетрични израз [s] а из другог опет симетричан израз [*S*], 
али који није . примитиnан~ . , 

(3) Следећа два' става говоре о неким особинама природних бројева 
који 'се' м6гупретставити изразом [S], где је S симетрични уређеЙи 
компле1<С." " 

С т а в 4.6. Прироgни број [S], ige је S симешрични уређени комйлекс 
йрироgних йројева са Й,qР1;lим Рројем. чл{щова, може, се ,йрешсшавиши у 
облику збира кваgраша gва узајамно йросша броја: 

(4.15) [Н И] = [Н]2 + [' НР. 

д <> к аз. Из обрасца (2.6) следује 

[Н н] = [н] [н] + [Н'] ['Н], 
али ако Је 

[Н] = [Н],' [Н'] = ['Н], 
- -, 

добија се образац (4.15). 

Став 4.7. Примишивни израз [s], ige је S симешрични уређени ком
йлекс са нейарним бројем чланова, који има најмање шри члана, не може 
йреШсшављаши ciЛейен йрви или виши нейаРНОј йросшоi броја, ниши gвос
шруки шакав сШеЙен. 

Д о к а з. Применом обрасца (2.6) добијају се идентичностти 

(4.16) { [Н, 2а, Н] =2 [н] [аН], 

С!!, 2 а+ 1, н] = [н] [2, а, Н], 

а пошто су [Н,'2а, н] и [Н, 2а+ 1, н] примитивни изрази са најмаље 

три члана, то јё [Нl>2. Осим тога је 

([н]; [а н]) = 1, ([Н]; [2, а, Н]) = 1 или 2, 
јер је ' 

[2, а, Н]=(2а+ 1)[Н]+2 ['Н]. 

Према томе примитивни израз [Н, 2 а, н] претставља паран број, који 

осим ч:иниоца 2, има још бар два узајамно проста чиниоца, а израз 
[Н, 2а+ 1, Н] је производ два непарна узајамно проста чиниоца или је 

Дељив са 4. 
(4) На крају овог одељка Доказаћемо један став за примитивне 

изразе простих бројева облика р = 4 п + 1, као непосредну последицу ста
вова 4.1 и 4.7. 
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с т а в 4.8. Сваки йросш број облика р = 4 п + 1 може се йрешсшавишu 
симешричним йримишuвним изразом [s] са йарним бројем чланова. 

Д о к а з. Ако је р = 4 п + 1, онда је 

(ј)(р)=р-l=4n, 

па је број примитивних израза броја р паран број N = 2 n. Како, осим 
тога сваки природни број р иМа примитиван једночлани симетрични израз 
[р], а несиметриЧни изрази јављају се у паровима један другом инверзних, 
посматрани број р = 4 п + 1 има још један симетрични израз са два или 
више чланова. Тај израз, према ставу 4.7, не може имати непаран број 
чланова, те је став 4.8 доказан. 

4.3. НЕКОЛИКО РЕЗУЛТАТА ИЗ ЕЛЕМЕНТАРНЕ ТЕОРИЈЕ БРОЈЕВА 

(1) Линеарна Диофаншова јеgначина са gee нейознаше 

Линеарна Диофантова једначина са две непознате обично се пише 
у облику 

(4.17) ах-Ьу=с, (а; Ь; с)= 1, 

где су а, Ь и с дати, а х и у непознати цели бројеви. Претпоставимо да 
је (а; Ь)= 1 и да једначина (4.17) има једно решење х=хо ' У=Уо, па је 
идентички 

( 4.18) 

Одузимањем једначина (4.17) и (4.18) добија се 

( 4.19) 

Пошто Је (а; Ь)= 1, последња једначина ће бити задовољена једино ако је 

(4.20) х-хо = Љ, У-УО= (а 

где је ( йроизвољан цео број. Према томе, ако једпачина (4.17) има једно 
решење хо ' уо' она их има бесконачно много, и то: 

(4.21) x=xo+tb, у=уо+(а, (=0, ±1, ±2, .... 

Обрнуто, ако је х1 , у1 ма које решење једначине (4.17) онда је задовољеН!l 
и једначина (4.19) 

а (x1-XO) = b(YI-УО) 

што значи да је заједничка вредност количника 

Х,-ХО = У,-УО 
Ь а 

цео број, јер је (а; Ь)= 1. Према томе, обрасци (4.21) садрже сва решеЊ!l 
једначине (4.17). 



4. Изражавање природних бројева у облику функције [А] 37 

Ако би било (а; b)=d>l, онда је a=a1d, b=b1 d где су а1 и b1 
цели бројеви, па се једначина (4.17) може написати у облику 

с 
аЈ х-Ь1у=-, d 

а пошто с није дељиво са d, ова једначина не може бити задовољеља 
целим бројевима х и у, што значи да у том случају једначина (4.17) 
нема решеља. 

Да бисмо доказали да једначина (4.17) има решеља, ако је (а; Ь) = 1 
и нашли једно решеље посматрајмо верижни развитак разломка а/Ь са 
uарним бројем чланова 

а 
- = (А). А = аl az ... ан:. 
Ь 

Тада је а=[А], Ь=['А] па је, према (2.17): 

а ['А']-Ь [А'] = 1, 
тј. 

а(с ['А'])-Ь (с [А']) = с, 

па се поређељем са једначином (4.17), добија једно љено решеље 

хо = с ['А'], уо = с [А']. 

Према шоме, јеgначина (4.17) има решења ониа и само ониа, ако је 
(а; Ь)= 1 и сва њена решења су gаша обрасцима 

(4.22) {Х= с ['А'] +bt, {~=(A)' 
у = с [А'] + at, где је Ь 

t=O, ±1, ±2, ±3, .... 

(2) Линеарна конiруенција са јеином неuознашом 

Конгруенција 

(4.23) ах+Ь=О (mod т), 

где је (а; т)= 1, може написати у облику Диафантове једначине 

ах+Ь=ту 

где је у цео број. Поређељем са једначином (4.17) и решељем (4.22), 
добијају се сва решеља конгруенције (4.23) у облику 

(4.24) r =(А), А =a1az · .. aZk' 
x=b[A']+тt, где је а 

=0, ± 1, ±2, .... 

(3) Збир кваgраша ива узајамно йросша броја 

(1) Из ставова 4.6 и 4.8 непосредно следује познати и веоМа лепи 
Fегmаt-ов став: 
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С т а в 4.9~· Сваки йросш број облика 4 n+ 1 може се изразиши у облику 
збира кваgраша gва узајамно йросша броја. [Euler 12, Gauss 15]. 

(2) Из познате идентич:ности 

(а2 + Ь2) (х2 + у2) = (Ьх + ау)2 + (ах-Ьу)2 
следује закључак, ga се йроизвоg gea броја који се моју изразиши у облику 
збира gea кваgраша и сам може изразиши у исшом облику. 

Да бисмо показали да вреди. и оБрнут став, доказаћемо' две леме. 

Л е м а 4.2. Сваки gелилац р целоi броја облика q2 + 1 може се изра
зиши у облику збира кваgраша gва узајамно йросша броја. 

Лема је непосредна последиц:!. С1авова 4.5 и 4.6, ако је q<p. Ако 
је q > р, онда увек постоји природан број 0< q - л р <р, па је р делилац 
и броја 

(q-лр)2+ 1 
ако је делилац броја q2 + 1. 

Лема 4.3. Сваки gелизац целоi броја облика а2 +Ь2 , ige је (а; Ь)= 1, 
gелилац је и' некоГ целоi броја облика q2 + 1. 

Заиста, у ИДентичности 

(а2 + Ь2) (х2 + у2) = (Ьх + ау)2 + (ах-Ьу)2 
могуће је тако изабрати х и у, да буде 

ax~by= 1, 

јер је (а, Ь) = 1, па десна страна доБЙја облик q2 + 1. 

На основу лема 4.2 и 4.3 можемо исказати. 

С т а в 4.9. Сваки gелилац йрироgllоi броја облика а2 + Ь2 ige су а и Ь 
узајамно йросши бројеви, и сам има исШи облик cx.2+~2 ige су сх. и ~ уза
јамно йросШи бројеви. 

5. БЕСКОНАЧНИ ПРАВИЛНИ ВЕРИЖНИ РАЗЛОМЦИ 

5.1 ДЕФИНИЦИЈА БЕСКОНАЧНОГ ПРАВИЛНОГ ВЕРИЖНОГ РАЗЛОМКА 

(1) Ако је дат низ 

(5.1) 

чији је први члан а\ ма који цео број, а остали чланови а2 , аз , а4 , ••• , 

йрироgllИ бројеви, можемо формирати низ рационалних бројева 

(5.2) 
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за n= 1,2, З' .... Чланови овог низа су правилни верижни разломци, а 
сваки од њих постаје Кад се претходном допише један нов 'lЛaн - одго
варајући члан низа (5.1). Такав закон формирања идентичан је са законом 
формирања приближних разломака датог конаЧ:ног верижног разломка, са 
једином разликом што су сад чланови аn дати низом (5.1). Заиста, кад 
се уочи ма који члан низа (5.2), онда су сви претходни чланови истог 
низа љегови приближни разломци. Према томе, за верижне разломке 
(5.2) вреде обрасци (З.8). На пример, за имениоце qn разломка (5.2) вреди 
рекурентни образац 

одакле је 

јер је аn :;;, 1 за п:;;' 2. Низ qn је, према томе, монотоно растући низ при
родних бројева, што значи да је неоlранuчен: 

(5.З) 

Из обрасца (3.20), на исти начин као у т. 3.5 произилази распоред 
разломака (5.2), истоветан са показаним расџоредом приближних разло
мака, са једином разликом што сад разломци неиарног и разломци пар
ног реда чине монотоне бројне низове 

(5.4) Р1 <Р3 < ... <P2k+1< ... <P2k < ... <Р. <Р2 • 
q1 qз q2k+1 q2lc q. q2 

Оба посматрана монотона низа су, према томе, ограничени, и то низ 

разломака непарног реда са горље стране (на пример разломком P2/Q2)' 
а низ разломака парног реда са доље стране (на пример разломком Pt/ql). 
То значи да оба низа конвергирају, па ћемо њихове граничне вредности, 
означити - на пример - са ~ и УЈ: 

Према (5.4) је: 

па је 

тј., према обрасцу (2.17): 

lim Р2Н1 =~, limP2k =УЈ. 
k-+r» q2k+1 Q21c 

P2H1<~<YJ<P2k , 
q2k+1 q2lc 

0<YJ_~<P2lc_P2H1 , 
q2k q2k+1 

O<YJ-~<---
q2kq2k+1 

Према (5.3) десна страна ове неједнакости тежи нули, кад k-+oo, па Је 
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што значи да низ разломака (5.2) конвергира: 

(5.5) 

на основу изложеног, помоћу низа (5.1) може се дефинисати бес
коначни йравuлни верижни разломак и може му се доделити вредност дата 

граничном вредношћу (5.5). 

(5.6) 

Д е Ф и н и Ц и ј а 5.1. Вреgносш бесконачноi разломка 

(аЈ а2 аз •.. аn · .. ) 

jegHaKa је iраничној вреgносши 

(аЈ а2 аз • .. аn . .. ) = lim (Аn) = ~ 
п-со 

ige је 
Аn = аЈ а2 аз ..• аn , п = 1, 2, 3 .... 

Реалан број ~ не може бити рационалан, јер сваки рационалан број 
има коначан верижни развитак. Према томе сваки бесконачан верижни 
разломак претставља ирационалан број. 

(2) Из изложеног следује: 

с т а в 5.1. Сваки бесконачан йравилан верижни разломак 

(аЈ а2 аз ··· аn · •• ) 

је конвеРlеншан и йреgсШавља јеgнозначно оgређен ирационални број ~, који 
је gаш iраничном вреgношћу 

~= lim (An) 

ige је А= аЈ а2 аз ..• аn . 

(3) Разломци (5.2), на тај начин постају приближни разломци бес
коначног верижног разломка (5.6), односно ирационалног броја ~. 

(4) Појам потnyних количника, дат у т. 3.3 за рационалне бројеве, 
проширује се такође без ташкоће и на ирационалне бројеве. Тако су 
поmуни КОЛИЧНИЦи разломка (5.6), односно ирационалног броја ~ који 
претставља тај раломак: 

~2 = (а2 аз ... ), 

~з = (аз а4 ••• ), 

~n = (аn аn+ Ј ••• ). 

Сви су они бесконачни правилни верижни разломци, односно ирационални 
бројеви, а сваки је већи од јединице: ~n> 1, за n= 2, 3, .... 
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Ако ставимо 

онда је идентички 

(А )= [А"Ј(В"+I.т)+[А"-11 
т ['А"Ј(В"+I.т) + ['А"-11 ' 

па ако m--... оо, добија се образац: 

~ = [АЈ ~"+I + [А,,_ 11 

[' А,,1 ~"+I + [' А"-11 ' 
који је истоветан са обрасцем (3.16) доказаним за KOHa'lНe верижне раз
ломке. Овај образац се може написати у облику 

(5.8) 

а према (5.2) и у облику: 

(5.9) ~=P";"+I+P"-I 
Q";"+I+Q"-I 

Исто тако потребно је приметити да и образац (3.15') односно 
(3.15") важи и кад број чланова комплекса Н неограничено расте. 

5.2 ПРЕДСГАВЉАЊЕ ИРАЦИОНАЛНИХ БРОЈЕВА 
ПРАВИЛНИМ ВЕРИЖНИМ РАЗЛОМЦИМА 

(1) Ако је дат иразионалан број ~ и ако је а1 највећи цео број који 
није већи од ~, онда је 

и затим 

па се може ставити 

(5.10) 

1 
-->1, 
;-аl 

На исти начин даље следује једно за другим 

1 
~2 = а2 + ~' ~з > 1, 

(5.11) 

1 
~з = аз + - , ~4 > 1, ;4 

1 
~n = аn + ;:--, ~n+1 > 1 , 

'""+1 
too оо оо оо оо оо оо оо оо оо 
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где Је аn највећи цео број који није већи од ~n за п = 2, 3, 4, . . .. Из 
ових једнакости, као у т. 3.4 следује 

(5.12) ~=(al' а2 ,···, аn , ~n+l)' 

Пошто j~ ~ ирационалан број, ирационални су исто тако и потпуни 
количнипи ~2' ~з, ~4' ••. , ~n, .. " Тако се у наведеном поступку - који је 
у ствари Euk1idov алгоритам - никад не може десити да неки потпуни 
количник ~n буде цео број, што значи да се поступак неограничено про
дужава и увек добија бесконач:ан правилан верижни разломак 

(5.13) (а1 а2 аз ... аn ... ). 

(2) Разломак (5.10), према ставу 5.1, претставља неки ирационалан 
број, само је потребно утврдити да ли је то дати број ~, или можда 
неки други. Одговор се добија применом једнакости (5.12). Према обрасцу 
(5.9), она се може написати у облику 

где је 

па је, према (2.17): 

(5.14) 

~ Pn~n+l+Pn-l 
qn~n+l+q,,-1 

Р"=(Аn), n=1,2,3, ... , 
q" 

~_Pn= (-1)"-1 

qn qn(q"~n+l+qn-l) 

Пошто је ~n+l > 1, Qn-l > О, из ове једнакости следује неједнакост: 

где је ~ дати ирационалан број. 

Према ставу 5.1, кад n~QO, низ pn/qn тежи вредности разломка 
(5.13), а према последњој неједнакости низ Pn/Qn тежи броју ~. То знаЧ:И 
да добијени разломак (5.13) заиста претставља дати број ~. 

(5.15) ~=(аlа2аз ... ). 

(3) Потребно је одговорити још на последње питање: да ли се дати 
ирационалан број може само на један или на више начина представити 
у облику правилног верижног разломка. 

Ма која два узастопна потпуна количника везана су релацијама 

1 
~n=an+--, n=2, 3,4, ... , 

~n+1 
(5.11 ) 

па .како је ~n > 1, ~n+l > 1, то је аn највећи цео број који није већи од ~n, 
те Је увек једнознач:но одређен. 

- ______ 1- ~'.'D~."'1"'--I""-__t, .... , _, ..... ~_. 1 ... _ .... 10_.' ... ' ... ' .... , ... ·щt ..... _ ... _. "'" ~"""'''''''''1 
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Тако се може исказати: 

С т а в 5.2. Сваки реалан ирационалан број може се на jegaH и само 
на jegaH начWl йреgсшавиши у облику йравилноi верижноi разломка. Доби
јени разломак је увек бесконачан. 

Пример. Верижни развитак броја 7t није познат, али је израч:унато 
.више стотина љегових чланова. Поч:етни део гласи: 

7t=(З, 7,15,1,292,1,1,1,2,1, З, 1, 14,2,1,1, ... ). 

6. ПРИБЛИЖНИ РАЗЛОМЦИ РЕАЛНИХ БРОЈЕВА 
КАО ЊИХОВЕ ПРИБЛИЖНЕ ВРЕДНОСТИ 

6.1 ГРЕШКА АПРОКСИМАЦИЈЕ ПРИБЛИЖНИХ РАЗЛОМАКА 

(1) Приближни разломци реалних бројева су љихове врло повољне 
лриблиљне вредности. Према (5.14), грешка апроксимације приближног 
разломка pn/qn реалног броја ~, дата је обрасцем 

(6.1) 
Р,. (_1)"-1 

~--= ,n=1,2,З, ... , 
q" q" (qf. ~"+1 + q"-I) 

где је qn-l именилац претходног приближног разломка (qo = О), ~n+l сле
дећи потпуни колиЧ:ник. На основу обрасца (6.1), из (5.4) следује не
једнакост: 

(6.2) ћ..<Рз < ... <Р2Н1< . .. <~< ... <PZfc< . .. <Р. <Р, . 
q1 qз qzk+1 q2fc q. q2 

Осим тога, из (6.1) следује образац за апсолутну вредност грешке 
апроксимације 

(6.З) ------, n=1,2,З, ... , 
q" (q" ~n+1 +qn-д 

јер су све велич:ине у имениоцу разломка на десној страни позитивне. 

(2) Из једнакости (6.З) и неједнакости (6.2) следује: 

. С т а в 6.1. 10. Айсолушна вреgносш iрешке айроксимацujе йриближноi 
разломка Pn/Qn реалноi броја ~ лежи у размаку 

(6.4) 

20. Реалан број ~ налази (е између ма која gва своја узасшойна йри
ближна разломка, а ближи му је разломак вишеi paнla. 
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зо• Айсолушна вреgносш iрешке аЙрокси.мацuје йриближноi разло.мка 
pn/qn реалноi броја ~ .може се наuисаши у облику 

(6.5) 

ige је 

(6.6) 

[Lagrange 18] 

сп> 1. 

Доказ. 10. Неједнакост (6.4) следује из једнакости (6.З) на основу 
неједнакости 

an+l <~n+l <an+t + 1. 

20. Према (6.2) разломци pn/qn И pn+Jqn+2 налазе се са исте стране 
броја ~, а други му је ближи од I1pBor, па је: 

тј. 

1 
~-p" 1> а"+2 

q" q"q"+2 ' 
те је, тим пре 

ер је аn+2> 1, Qn+l>Qn. Тако је, према неједнакости (6.4): 

ЗО • Према (6.З) је: 

(6.7) t q"-l З СП = <'n+l + --, п = 1, 2, , ... , 
q" 

па је сп> 1, јер је ~n+] > 1. 

6.2 УСЛОВИ ДА ДАТИ РАЗЛОМАК БУДЕ 
ПРИБЛИЖНИ РАЗЛОМАК ДАТОГ РЕАЛНОГ БРОЈА 

(1) Понекад је потребно утврдити да ли је дати рационални разломак 
p/q, где је (Р; q)= 1, приближни разломак датог реалног броја ~. Према 
ставу 6.1, под ЗО, сваки приближни разломак задовољава неједнакост 

(6.8) 1 ~_E..I<~' q q2 

што значи да та неједнакост претставља uошребан услов да разломак pJQ 
буде приближни разломак броја ~. Потребан и довољан услов наћи ћемо 
на следећи начин. 
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Претпоставимо ЩЈ. дати разломак задољољава услов (6.8), па је 

;_1:.=-=-
q cq2 

где је е = + 1 или е: = -1 и с> 1. Развијемо тада разломак Р/ q у верижни 
ралзомак са п ч:ланова: 

1:. = (А), где је А = а1 а2 ••• а1l , 
q 

тако да је е = (_1)11-1, па је 

Рn = [А] = р, qn';; [' АЈ = q, Pn-l = [А'Ј, Qn-l = [' А'Ј 
и 

(6.9) 

Уводимо затим број (iI једнакошћу 

(6.10) ; =Р" ОО+Р,,_! , . 

q"oo+q,,-t 
одакле је 

(6.11) ~_P"= (_1)"-1 

q" q" (q" оо +q,,-t> 

па се поређељем са (6.9) добија 

(6.12) 

што значи да је (iI>O, јер је с>l. 

Сада можемо раликовати два случаја: (iI>1 и (iI<: 1. 
у првом случ:ају је 

(iI = (Ь1 Ь2 • .' .) 

где је b1 > 1, па је, према (6.10) и (3.15) 

;=(а1 а2 ••• аnЬ1 Ь2 • :.), 

што значи да је 

йрuБлuжни разломак Броја ~. 

Ако је .(iI< 1, онда је 

(iI=(O, b1 , Ь2 ••• ), b1 >1, 

Па је, према (6.10) и (3.15') 

;=(a1 a2 .'··a1l- p ап +Ь1 , Ь2 ,·· .), 
што значи да p/q није йрuближнu разломак_БРОја;. ; 
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Према томе, на основу (6.12), нејеgнакосш 

(6.13) 

йрешсшавља йошреБан и gовољан услов ga разломак рј q = (А) Буgе йриБлижнu 
разломак Броја ~. [Legendre 19] 

Ако је с;;;. 2, онда је HejeДНlKocT (6.13) увек задовољена, јер је 

qn-l <qn, па можемо исказати: 

С т а в 6.2. Ако gаши разломак p/q заgовољава нејеgнакосш 

'1'~_~1<_1 
q 2 q2 

oHga је р jq йриБлижни разломак Броја ~. [Legendre 19] 

7. ЕКВИВАЛЕНЦИЈА УРЕЂЕНИХ КОМПЛЕКСА ЦЕЛИХ БРОЈЕВА 

7.1. ПОЈАМ И ОСОБИНЕ ЕКВИВАЛЕНЦИЈЕ УРЕЂЕНИХ КОМПЛЕКСА 

(1) Имајући у виду став 2.2, може се, у односу на функцију [А],. 
дефинисати еквиваленција уређених комплекса целих бројева. 

Д е Ф и н и Ц иј а 7.1. Два уређена комйлекса целих Бројева А и В екви-
валеншни су jegaн gpyiOMe 

А,..;..., В, (е:) 

ако су заgовољене јеgнакосши: 

(~) 
[[А] = е: [В], [А'] = е: [В'], 

l[' А] = е: ['В], [' А'] = е: ['В'], 

ige је е: = + 1 или е: = -1, у све чешири јеgнакосши исши Број. [4] 

На пример: 

3, -3, 1,5",,2, 1. 1,6 

2, 1, -2, -1, 1, З",,3, 5 

(-1), 

(+ 1). 

(2) Из услова (~), на основу релације (2.17), непосредно следује 
закључ-ак: 

Ако је А""В, oHga је 

m=n (mod 2) 

ige су т и п Бројеви чланова комйлекса А и В. 

(3) Према дефиницији 7.1, релација еквиваленције уређених комплекса_ 
има ове особине: 
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1. А"-'А. 

2. Ако је А",В (е:), oHga је и В",А (е:). 

З. Ако је А,......,В (е:1) и В",С (е:2), oHga је А",С (е: Ј е:2). 

(4) Према дефиницији 7.1. и ставу 2.2, йојам еквиваленције је шири 
og йојма јеgнакосши уређених комйлекса, јер ако је 

А=В 

онда је и 

А ""'в (+ 1), 
али обрашно не мора биШи. 

(5) За еквивалентне комплексе А = аЈ а2 ••• ат и В = ЬЈ Ь2 ••• Ьn вреди став: 

С т а в 7.1. И з еквиваленције gва уређена комйлекса целих бројева 

(а) (е:) 

слеgују еквиваленције 

(Ь) 

(с) 

(е:) 

(е:). 

д ь К а з. Еквиваленција (Ь) је последица обрасца (2.8), јер 'ако су 
задовољени услови (~), онда је 

[А] = е: [В], [А'] = е: [В'], - -

C~] = е: ['~], ['~] = е: ['~]. 

Исто тако из услова (~), на основу обрасца (2.9) и (2.10) следују екви
валенције (с). Заиста: 

[А*] = [А] = е: [В] = е: [В*] 

[А*'] = [А] -[А'] = е: {[В]-[В']} = е: [В*'], итд. 

За два пара еквивалентних КОМПлекса вреди став 

Став 7.2. Ако су А, В, М и N уређени комйлекси целих бројева 
и ако је 

oHga је и 
AM,,-,BN (е:1 е:Ј, 

А I М,,-,В I N (е:1 е:2)· 

Д о К а з. На основу -услова еквиваленције и обрасца (2.6) добија се 

[АМ]=[А][М]+ [А']['М] = е: 1 е:2 {[B][N] + [B']['N]} =е:1 e:2 [BN], 

[АМ'] = [А][М'] + [А'][' М'] = e:1 е:2 {[B][N'] + [B']['N']} = е:1 е:2 [BN'], 
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ИТД., па је прва од изведених еквиваленција доказана. На исти наqин, 
служећи се обрасцем (2.13) доказује се и друга. 

7.2. ЕКВИВАЛЕНЦИЈА УРЕЂЕНИХ КОМПЛЕКСА ПРИРОДНИХ БРОЈЕВА 

(1) За уређене комuлексе UpupOgHUX бројева вреgи основни сшав: 

Став 7.3. Ма какви били цели бројеви ~, ~, У и 3, (3)0), који за
gовољавају релацију 

(7.1) 

fge је е = + 1 или е = -1, uосiUoји jegaH и само jegaH уређени комuлекс 
upupOgHUX бројева А = а1 а2 . .. ат, шако ga је 

(7.2) 

u шо: 

{[А] = ~, [А'] = ~, 
[' А] = у' [' А'] = 3. 

: = (А'), aт=[~], (-l)m=е. 

Ако је 3 = О, ~ = У = 1, комuлекс А је јеgночлан: А = ~. 

Ако је 1> < О или 1> = О, ~ = У = - 1 или 1> = О, ~y = - 1 уређени комuлекс 
йрироgних бројева који заgовољавају јеgнакосш (7.2) не UосШоји. 

Д о к а з. Ако је 3>0, разломке ~/1> и у/1> можемо изразити правил
ним верижним разломцима, па ставимо 

(7.3) : = (М'), ~ = (N'), 

где је М=а1а2 ... ат, N=bJ b2 ... bn а т и п су парни ако је е= +1, а 
непарни ако је е = -1. Тако је 

(7.4) ~ = [М'], "( = [N'], 0= ['М'] = [' N'], 

па су, према (2.17), задовољене релације: 

[М]о-['М] ~= е. 

[N] 1>-['NJ У = е. 

Одузимањем ових једнакости од дате једнакости (7.1), добија се 

о {Ot-[М]}= ~ {у-['М]}, 

1> {Ot-[NJ} =У {~-['NJ}. 
Пошто је (~; о) = 1, (У; о) = 1 ИЗ ових релација следује: 

{Ot-[М]=Л~, у-['М]=л1>, Ot-[N] = !LY, ~-['N]= !Lo, 
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где су л и џ. произвољни цели бројеви. Узимајући у бзир је~Њ-и 
(7.4), из последњих једнакости добијамо: ':,,).,~, ", 

~'jYj::;..~-

па ако ставимо: 

(7.5) 

IX=[М', ат+л]=[N', b1l +!L], 

{3=['N', Ь1l +џ.], 

у=['М', ат+л], 

А=М', ат+л, B=N', Ьn+џ., 

и узмемо у обзир и једнакости (7.4), следује: 

[А] = [В], [А'] = ['В], 

['А] = [В'] ['А'] = ['В']. 

Из ових једнакости, на основу става 4.2, следује закљу'lак 

В=А. 

'>; ... "". 

Како је, према (7.5): А'=М', B'=N' из једнакости (7.3) и последње 
једнакости добијамо једнакости 

(7.6) ~ = (А'), :r. = (А'), 
8 8-

којима је комплекс А једнозна1ЈНО одређен. 

Ако је А уређени комплекс природних бројева онда је ['А'];;;. О, па 
ако је ~ < О, комплекс А не постоји. 

Ако је ['А']=О, а А је комплекс природних бројева онда је 'A=A'=V, 
па једино мора бити (3=у= 1. Тиме је став (7.3) доказан у целини. 

Пример. Ако је IX = - 7, (3 = - 17, у = 2, ~ = 5 онда је 

А= -4, 1, 1,2, О. 

(2) Као нейосреgна йослеguца сшава 7.3, слеgује 

с т а в 7.4. Ако су вва уређена комuлекса uрировних Бројева јеван 
gpyfOM еквuваленiйнu, онва су U јевнаки. 

Д о к а з: Ако су А и В уређени коМплекси природних бројева, онда 
је ['А'];;;. О, ['В'];;;. О па коефицијент еквиваленције А......,В има вредност 
Е= + 1, те је: 

[А] = [ВЈ, [А'] = [В'], 

[' АЈ = ['ВЈ, [' А'Ј = [' В'Ј, 
што, према ставу 7.3, значи да је и А=В 

4 Правилнн вернжви раэломци 

'~>::;i'{ 
... ,- /. 
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(3) На онову става 7.4, може постојати само један уређени комплекс 
природних бројева који је еквивалентан датом уређеном комплексу целих 
бројева. О условима постојаља тога комплекса говори 

Став 7.5. Уређени -комuле-кс upupOgHUX бројева А -којије еквиваленшан 
gашом уређеном комйлексу целux бројева В, йосшојu OHgp, и само oHga ако је 

а) ['B']:i:O, 
или ако је 

Ь) ['В'] = О i ['В] = [В'] = ± 1. 

у случају Ь) комuлек А је јеgночлан. 

Д о к а з. Ставимо: 

ОС= Е [В], ј'=Е[В'], 

~ = Е ['ВЈ, l) = Е [' В'Ј, 

где Е има исти знак као ['В'], или ако је ['В'] = О, као ['В], Тако став 7.5. 
следује из става 7.3. 

Примери: 

2,3,1,1,-1,2,5"""1,1,1 (+1), 

2, 1,-2, 1,--:-5.....,-1 (-1), 

али комплекс В = а, 1, - 1, Ь нема еквивалентног комплекса у скупу уређених 
комплекса природних бројева, јер је 

['В'] = О, ['В] = 1. [В'] = -1. 

(4) Ако су А=а1 а2 ••• ат i В=Ь1 Ь2 ••• ЬN уређени комплекти целих бро-
јева (т;.. О, п;.. О), према обрасцу (2.21) вреде једнакости: 

[А, -а, В]= -[А*, а-2, *В], 

['А, -а, В]= -['А*, а-2, *В], 

[А, -а, В'] = -[А*, а-2, *В'], 

[ЈА, -а, В'] = -['А*, а-2, *В'], 

па на основу услова (~) следује еквиваленција 

(7.7) А, -а, В,.....,А*, а-2, *В (-1). 

Добијена еквиваленција омогућава уклаљаље неiашивнuх чланова да
тог комплекса-који не стоје ни на првом ни на последљем месту-уко
лико дати комплекс задовољава услове из става 7.5. 

Примери: 

1. 
3, -3,1,5--3*,3-2, *{1, 5} (-1) 

~ / .• 



7. Еквиваленција уређених комплекса целих бројева 51 

тј. 

3, -3, 1,5"'2, 1, 1,6 (-1). 
2. 

2, 1, -2, 1, -5"'{2, 1}*, 2-2, *{1, -5}, 
али је 

{2, 1}*, 2-2, *{1, -5} = 3, О, -4= -1, 
па је 

2, 1, -2, 1, -5",-1 (-1). 
3. 

2,3, 1, 1, -1, 2, 5--{2, 3}*, -1-2, *{1, -1, 2, 5} (-1), 

али је: 

{2, 3}*, -1-2, *{1, -1, 2, 5}=2, 2,1, -3, О, 2,5=2,2,1, -1,5. 

Ако на последљи комплекс опет применимо еквиваленцију (7.7), добијемо 

2,2, 1, -1, 5",2*, -2-2, *{1, -1, 5} (-1), 
али како је 

то је најзад 

4. 

Дакле 

2*, -2-2, *{1, -1, 5} = 1, 1, -4, О, 5 = 1, 1, 1, 

2,3,1, 1, -1,2, 5,,-,Ј, Ј, 1 (+ 1). 

4, 3, - Ј, 2, 5",З, 1, -5, 1, -2, 2, 5 (-1), 

3, 1, -5, Ј, -2,2,5,,-,3, Ј, -4, О, Ј, Ј, 5 (~1), 

3, Ј, -4, О, Ј, Ј, 5=3, Ј, -3, 1,5, 

3, Ј, -3, Ј, 5,,-,4, Ј, 6 (-1) 

4,3, -1,2, 5"-'4, 1,6 (-1) 

7.3. КОМПЛЕКС А јВ, 

(1) У т. 2.6 видели смо да у изразу [А јВ] можемо скратити једнаке 
чланове, ако се налазе са разних страна црте, непосредно уз њу. Доказаћемо 
да се таквим скраћивањем у комплексу А I В добија еквивалентни комплекс, 
тј. да вреди еквиваленција: 

(7.8) 

где је k број чланова комплекса К. 

Заиста, AalaB=A,a, -Ј, J,a-l,В, 
тј. 

AaJaB"-'{А, а, -1, 1}* -а -1, *В (-1), 

. "'. 
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затим 

AalaB,-...;А, а, О, -а -1, *В (-1), 

и најзад 

AalaB,-...;А, -1, *B=AIB (-1). 

(2) За операцију "1" вреде и следеће две еквиваленције 
(7.9) 

(7.1 О) 

{А I B}"-'~ 1.1 (-1), 

А I VI В""АВ (-1), 

који су у сагласности са обрасцем (2.15) и последњим од обрасца (2.16). 

3атста, {А I В} = А, -1, *В= !!.*, -1, ~, 

па затим применом еквиваленције (7.7): 

Исто тако је: 

тј. 

затим 

и најзад 

{А 1 В}"'!!.' -1, *~=!!.I~ (-1). 

А I VI В=А, -1, *V, --1, *В, 

АI VIB""""'A*, -1, V, -1, *В (-1), 

АI VIB,....".,A. -1,1, -2, *В (+1), 

АI VIB,....,A, О. О, В=АВ (-1). 

(3) За комплекс А I В где су А и В уређени комплекси uрировних 
бројева, вреди . 

С т а в 7.5. Уређени комuлекс uрироиних бројева С који је еквиваленшан 
комuлексу А I В: 

С,....,А IВ (Е), 

јие су А = а1 az . .. ат и В = Ь1 bz ... Ьn уређени комuлекси uрироиних бро
јева (am :f-:b1), uосшојu ониа u само оuиа, ако бар јеиан ои комuлекса А u В 
није јеgночлан. 

При шоме је 

(7.11 ) 

јие је 

[А I В]=е; [С) 

е; = - 1, ако је т = 1, п;;;. 2, 

Е= + 1, ако је m;;;.2, n= 1, 

Е= sgn (b1-am), ако је т;;;. 2, п;;;. 2. 

Ако је јеиаu ои комuлекса А u В uразаu, смашра се као gвочланu комuлекс 
V=O, О. [4]. 
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Доказ. Премз ставу 7.5, комплекс С п)стоји LKO је ['AIB'J:;i:O или 
.ако је ['А I В'Ј = О, али ['А I ВЈ = [А I В'] = ± 1. Према томе могу се резоновати 
-ови случајеви 

а) Ако је m=1, n=1 онда је ['А']=О, ['В']=О П2 је и ['АIВ']=О, 
али су изрази ['А I ВЈ = - 1, [А I В'Ј = 1 различити, што зна чи да комплекс 
С не постоји. З2.иста: 

а!Ь=а, -1, 1, Ь-l. 

б) Ако је m= 1, п;;. 2, онда је ['А']=О, али је ('А] = 1, ['B']:;i:O, па је 
и ['А! В'Ј, што значи да комплекс С постоји. Исти је случај кад је т;;. 2,. 
n= 1. 

в) Ако је т;;. 2, п;;. 2, испитајмо случај кад је ['А I В'] = О. Тада је 
('A']:;i:O, ['B']:;i:O, па је једнакостт ['АIВ']=О еквивалентна једнакости 

(В') = (А') 

из које следују две могућности 

В'=А' или В'=А'*. 

у првом случају је 

што значи да се А и В своде на једночлане КОМI1Лексе, па комплекс С не 
постоји. У другом случају је 

А 1 В"",А I~'*, Ьn"-'а1 а2 1 а2- 1, 1, Ьn, 
те је 

['А IВ]=[А I В'] = ± 1, 

што значи да комплекс С постоји и да је једнOtfлан. Заиста: 

А I В,....,а1 + ЬN + 1. 

у свима осталим случајевима је ['А I B']:;i:O, те комплекс С постоји. 
Вредности е: у једнакости (7.11) добијају се једноставном применом 

обрасца (2.13). 
(4) Став 7.2 омогућава да се еквиваленције облика 

AIB"-'C и ABr-..;С 
где је 

А = а1 а2 • •• ат, В = ЬЈ Ь2 • •• Ьn, С = С1 С2 • •• Ср 

реше по сваком комплексу који фигурише у љима. 

Тако из еквиваленције 

следује 

AIBI~"""CI~ (е:), 
тј. према (7.8): 

А I V I V""C: I ~ (е: ( -1 ћ 
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и најзад, према (7.1 О): 

Исто тако би се добило 

B"-'~IC (<:(_l)m-l). 

На исти начин, из еквиваленције 

АВ,,-,С (<:) 
следује 

тј, 

и најзад 

Исто тако се добија 

АI VI V......,CI~I V (<:(-l)n) 

A"-'CI~I V (<:(_l)n-l). 

B,",",VI~IC (е:(-l)m-l). 

7.4. НЕГАТИВНИ СТЕПЕНИ УРЕЂЕНИХ КОМПЛЕКСА 

(1) У т. 1.4 дефинисали смо смисао израза АУ, где је v природан 
број или нула. Сада можемо то да у'fiiнимо и за негативне вредности ек

спонента 'Ј. 

Дефиниција 7.2. Израз А-l, ige је А уређени ком,uлекс йрироgnих 
бројева, је уређени ком,uлекс uрироgних бројева који заgовољава еквивале
нцију. 

(7.12) 

тј. 

(7.13) 

AA-l,,-,V (±1). 

Из ове д~финиције следује 

Примери: 

VI~IАА-l"""'VI~1 V 

{3, 1, 5}-1=-1, 1,4,1,2,1, -1; 

{1, 1, 1, O}-l = -2, 1, 1, -1; 

V-l= V; 

а-1 =-1, 1, а-2, 1, -1, а>2; 

2-1=-1,2, -1; 

1-1=-2,1, -2; 

{-а}-1=0, а, О, а>О; 

0-1=0. 

[4] 

......, 1" ; 
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(2) Према (7.13) и (7.10) је 

(7.14) A-v",VI~v I V. 

(3) Потребно је нагласити да је и 

А-l A,.....,V. 
Заиста, према (7.13) је 

А-l A"'VI~IA"""'VI VI V,.....,V, 

(4) Исто тако, наглашавамо да је 

{А-l}-l =А. 

Заиста: 

{A-l}-l"'{VI~ I V}-l",VI Vj А I VI V",A. 
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(5) Потребно је још испитати егзистенцију комплекса А-l, ако је А 
дати уређени комплекс природних бројева. 

Ако је В=А-l, онда из еквиваленције (7.13) следује: 

[В] = -е:['А'], 

['В] = е ['А], 

[В'] = е: [А'], 

['B']=-е:[А], 

где је е:= ±1, тако изабрано да буде ['В']>О, или-ако је ['В']=О-да буде 
['ВЈ>О. Према томе, на основу става 7.5, комuлекс В=А-l uосшоји, ако је 

[А] *0, 
или, ако је 

[А] =0, [А']=['АЈ= ± 1, 

Найрошив, комйлекс В=А-l, не йосшоји, ако је 

[А]=О, ['А] = ± 1, [А'] = =F 1. 

Такви су, на пример, комплекси 1, -1 и -1, 1, а, О. 

8. ЕКВИВАЛЕЛЦИЈА ИРАЦИОНАЛНИХ БРОЈЕВА 

(1) Дефиниција 8.1. Два ирационална броја ~ и 1) су еквиваленшни 
jegaH gpyioMe, ако заgовољавају релацију 

(8.1) 

ige су <x,~, r и 8 цели бројеви, и то 

(8.2) 
Како је из (8.1): 
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исказ је симетричан. Зато је у дефиницији речено "један другоме". Исто 
тако исказ је рефлек.сиван, јер је сваки ирационални број еквивалента.н са
мом себи (сх=1, ~=O, у=О, а=1).) 

Ако је 

уз услове 

онда је 

При томе је 

(сха) +~) Y)(~Yl +aa))-(СХУl +yal)(cx)~+~) a)=(cxa-~y)(cxla)-~lYl)= ± 1, 

што значи да исказ у дефиницији 8.1 има и особину транзитивности. 

(2) Претпоставимо сад да верижни разломци који представљају два 
ирационална броја ~ и "уј имају облике: 

~=(BA), "уј = (СА) 

где су В и С коначни комплекси 

В = Ь1 Ь2 • •• ЬrrИ С = С) С2 • •• Ср, 

а А комплекс са бесконачно много ч:ланова 

тада је, према (5.7): 

где је 

А= а1 а2 аз ... 

[В](н [В'] 

~= ['В]ы + ['В'] , 
[С]ы+[С'] 

"УЈ = ['С]ы + ['С']' 

(ј) = (А). 

Према дефиницији еквиваленције и њеним особинама значи да су ~ и "уј 
еквивалентни један дру:rом. 

Обрнуто, ако ирационални бројеви ~ и "уј задовољавају релацију (8.1): 

ot~+ ~ 
"Yj=y~+a 

уз услове 

cxa-~y= ± i, a=Fo, 
онда се увек може подесити да буде а>о, па-према ставу 7.3-постоји 
такав уређени комплекс upupogllUX бројева 

K=k1 k2 ••• ks 



да је 

8. Еквиваленција ирационалних бројева 

[К1 = 0(, [К1 = ~ 

('К]=у, ['K']=~. 
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Ахо је ~ = О, ~ = у = ± 1 онда је К = ± 0(. Ако је затим верижни развитак 
броја ~: 

~ =(А), 

где је А=ај а2аз ... онда је 
[К] (А) + [К] 

1) = [' К](А) + [' К'Ј' 
Ставимо 

Ар = аЈ а2 • •• ар, (Р)А = аР+l' ар+2 , ••• , 

па претходна релација добија облик 

[К](Ар (р) А) + [К'] 
['А](Ар(Р)А) + ['К'] , 

што се, према (3.15) и (2.6) може написати у облику 

[КАрЈ( (р) А) + [К А' р]-
[' КАрЈ«р) А) + ['КА' р] 

Ако је Н уређени комплекс природних бројева који је еквивалентан ком
плексу КАр: 

Hf"oJKAp , 

онда је, ако се узме довољно .велико р, увек последњи члан комплекса 
Н природан број, па је 

1) = (Н (р) А). 

Остао је још случај када је ~ = О, ~ У = -1. Тада је 

1 
1)= ±ОС-Т' 

што се, према (2.10), може написати у облику 

1) = (Н(Р) А), 

где је 

Hf"oJ ± 0(-1, *Ар . 

Према томе можемо исказати став: 

Став 8.1. Верижнu разломци који йреgсшављају gва ирационална броја 
йоклайају се og jegHol члана йа на gаље, oHga и само oHga ако су ши бро
јеви еквиваленшни jegaH gpylOM. [211. 
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(9.1) 

Б. Ћерасимовић 

9. ПЕРИОДИЧНИ ПРАВИЛНИ ВЕРИЖНИ РАЗЛОМЦИ 

9.1. КВАДРАТНИ ИРАЦИОНАЛНИ БРОЈЕВИ. 

(1) Д е Ф и н и циј а 9.1. Ирационалан број 

e:VD+P, е= +1 или е=-I, 
Q 

ige су Р и Q цели бројеви, Q:;60, а D йрироgан број који није Uoшйун ква
gраш, назива се кваgрашним ирационалним бројем. 

Примери: 

V- -У7-1 3, ---, 
2 

VS-2 У18+7 
--, __ О 

-3 4 

(2) Дефиниција 9.2. Кваgрашни ирационални број 

e:VD+P 
~--, е= +1 или е=-I, 

Q 

је у нормалном облику, ако су заgовољени услови: 

(9.2) 

(9.3) 

(9.4) 

(9.5) 

Q=O, 

D-Р2= О (mod Q), 

(Q; Р; Q')= 1, ige је 

Q'= ID -
p2 1. 

Q 
[5] 

Скраћивањем или проширивањем, сваки квадратни ирационални број 
се може довести на нормални облик. На пример, ако D-p2 није дељиво 
са Q, довољно је посматрани број проширити погодним целим бројем л: 

е: V)1Ђ+ЛР 
л Q , 

па се увек л може тако изабрати да израз 

л2 D-(ЛР)2 
-----

лQ 

л (D_P2) 

Q 

буде цео број, а да буде задовољен и услов (9.4). Тако нормални облик 
броја cV5+2)j3 гласи (V45"+6)j9, па је D=45, Р=6, Q=9, Q'=l. 

Д е Ф и н и Ц иј а 9.3. Скуй свих кваgрашних ирацио1ШЛНИХ бројева који 
у нормалном облику имају исшу gискриминанШу D чини класу gискpuми-
1lанШе D (D = 2, 3, 5, 6, 7, ... ). 

f 'ФМ"" , Ј 
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На основу ове дефиниције Доказаћемо 

с т а в 9.1. А1СО 1Сваgрaillни ирационалан број upuuaga 1Сласи guc1CjJu
минанше П, oHga и сви њеiови йошuуни 1Соличници upuuagajy исшој 1Слаcu. 
Обрнушо, а1СО jegaH йошйуни 1Соличuи1С 1Сваgрашноi ирационалноi броја upuuaga 
1Слаcu gиС1СјЈиминанше П, и сам шај број upuuaga исшој 1Слаcu. 

Доказ: Ако је 

~= eYD+P {€= + 1, Q>O, 
Q n-p2=€1 Q Q', 

и ако је Ь највећи цео број који није већи од ~, онда је 

где је е:2 = ± 1 тако изабрано да буде Ql>O. ИЗ ове релације следују 
једнакости: 

(9.5) {Р1 = €2 Ь Q-e:2 Р, 

Ql =е:1 e:z Q' +2 e:2 bP-е:2 Ь2 Q, 

па Је ! n-Р12!Юl = Q цео број. Осим тога из једнакости (9.5) следује 

(Q; Р; Q') = (Ql; Р1 ; Q), 

те је став 9.1 доказан. 

(3) Д е Ф и н и Ц иј а 9.4. Кваgрашни ирационалан број ~ 1Соји је већи 

.(Jg 1, а чији 1Соњујовани број ~ лежи у разма1СУ 

-1<~<O, 

яазива се pegyцupaHUM 1Сваgрaillним ирационалним бројем. 

Ако нормални облици два коњугована броја гласе 

онда из услова 

(9.6) 

следује 

"ТЈ. 

!: = УБ+Р "F" = -уБ+р 
<., Q' <., Q' 

~> 1, -1<~<O 

2Р О 2уЂ 1 
Q">'(Г> , 
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што значи да је Q>O, р>о. Најзад, из "«О, р>о следује 

(9.7) 

а из ~-~> 1, Q>O: 

(9.8) 

o<p<VD, 

0<Q<2 VD. 

На основу неједнакости (9.7) и (9.8) можемо исказати 

с т ав 9.2. Посшоји само коначан број pegyu,upaHUX кваgрашних ира
ционалних бројева, који йрийаgају класи jegHe gискриминанше D. [18]. 

9.2. ВЕРИЖНИ РАЗВИТАК КВАДРАТНОГ ИРАЦИОНАЛНОГ БРОЈА 

(1) Верижни разломци који представљају квадратне ирационалне 
бројеве су Йериоgични. Да бисмо доказали тај Lagrange-ов став, дока
заћемо две леме. 

л е м а 9.3. Ако је ~, ~ ма који йар коњујованих кваgрашних ирацио
налних бројева, йосшоји йар 1), 1) (1»1)), који су еквиваленUlни бројевима 
~, ~, а између којих лежи бар jegaH цео број. [11]. 

Д о к а з: Пошто сваки бесконач:ан прз.вилни верижни разломак пред
ставља једнознач:но одређен ирационалан број, верижни разломци КОЈИ 

представљају ~ и ~ разликују се ПОЧ:ев од неког Ч:Лана. Зато можемо пред-· 
поставити да љихови верижни развици имају облик 

~ = (RК), ~ = (RН) 

где је R = а1 а2 ••• ат конач:ан, а К = Ь1 Ь2 Ьз ... , н = С1 С2 СЗ • •• бесконач:ни 
уређени комплекси, уз услов Ь1 :f;c1 • Ако је Ь1 > С1 онда можемо ставити_ 

па је 

Ако је Ь1 < с1 , стављамо 

1) = (К), 1) = (н) 

1)=b1 +C1-·(К)=(с1 -1, *'К) 

~=Ь1 +с1-(Н)=(Ь1 -1, *'Н) 

па је опет 1»1), 1)1"-'~, 1)I"-'T Тиме је лема 9.3 доказана 

л е м а 9.4. Ако се између jegHol кваgраШНОi ирационаЛНОi броја ~ и' 

њему коњУјоваllOј броја ~ (~>ђ, налази бар jegaH цео број, йошйуни колич
ници броја ~, йочев og ~з' (~= ~1)' су реgуцирани кваgрашни ирационални: 
бројеви. [11]. 
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д о к а з: Ако је аl највећи цео број који није већи од ~, онда је 

~=al+-!.' где је ~2>1. 
~2 

Кад у овој једнакости променимо знак пред VБ, она добија облик 

- 1 
~=al +=-, 

~2 

а пошто је, према предпоставци ~<al' то је 1/~<O тј. ~z<O, Ако је, 
затим, az највећи цео број који није већи од ~2' (az> 1), онда је 

1 
~2=a2+- , 

~3 
где је ~з > 1, па следује 

-,;- 1 
~z=a2 +=-. 

~3 

Пошто је ~<O, то је 1/"f:з<-а2 , што значи да је 

-1<~з<О. 

Према томе потпуни I<ОЛИЧНИК ~з је редуцирани број, а пошто је аз > 1, 
~<O, онда је и ~4 редуциран број, итд. Тиме је лема 9.4' доказана 
у целини. 

(2) На основу лема 9.3 и 9.4 закључујемо да су од једног ранга па 
даље потпуни количници сваког квадратног ирационалног броја редуЦИ
рани бројеви. Пошто је, према ставу 9.2, љихов број коначан, можемо 
исказати 

с т а в 9.5. Верижни развишак свакој KBagpaiilHOi ирационалноi броја 

је Йериоgичан. [18]. 

(3) Примери: 

1. ~=V7=2+(V7---':2), 

~ =_1_=V7 +2 =1+ V7- 1 
2 П-2 З з' 

~ =_З_=V7+1=I+ V7- 1 
з П-1 2 2' 

~ =_2_= V7+1 = 1 + V7-2 
4 П-1 3 з' 

~5= V.! =V7 +2 =4 + (V7-2). 
7-2 
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3на'IИ да је ~2 = ~6' па је тражени верижни разломак: 

у'7 = (2, 1, 1, 1, 4). 

2. 

ЈГз7з+4=(з, 2,1). 

З. 

-V99 + 17 -5- = (1, 2, 2, З, 1, 1). 

(4) ПеРИОДИ'lНе верижне разломке писаћемо у облику 

~=(BA) 

где је В = Ь1 Ь2 ••• ыl йреgйерuоgа, а А = а1 а2 ••• ат йерuоgа, п број 'lЛанова. 
предпериоде, а т број 'lЛанова периоде. Ако је В = V, разломак је чuсшо 
йерuоguчан: 

(5) За верижни развитак редуцираних квадратних ирационалних бро
јева вреди 

С т а в 9.6, Верuжнu развuШак реиуцирано! кваgрашноi ирационаЛНОi 
броја је чисШо Йериоguчан. [Galois 14] 

Д о к а з: Дат је квадратни ирационалан број ~: 

~> 1, -1 <~<O, 

па, предпоставимо да је његов верижни развитак 

Тада је 

а ПОшто је ~1I+1 = ~+т+l' једнакост постаје 

~lI-~n+т= ыlат• · 

Ако сада променимо знак пред VЂ", једнакост добија облик 

~n-~lI+m= Ьn-Om· 

Пошто су, према доказу леме 9.4, сви потпуни коли'lНИЦИ ~ ('1= 1,2, З, .. ,) 
редуцирани бројеви, лева страна последње једнакости је по апсолутној 
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вредности мања од 1, а десна страна је цео број. То значи, да једно 
може бити 

Понављањем овог поступка долази се до закључка да је B=V, па је став 
9.6 доказан. 

9.3. ВРЕДНОСТ И ОСОБИНЕ ПРАВИЛНИХ 
ПЕРИОДИЧНИХ ВЕРИЖНИХ РАЗЛОМАКА 

(1) Да бисмо нашли реалан број који представља правилан перио
дичан верижни разломак 

(9.9) ~=(BA), где је {в=ь1 ь2 ••• Ьn , 
А=а1 а2 •• .ат , 

ставимо е = (А), па из (9.9) следују релације 

~=(B, е), е=(А, е) 

тј. 

~ = [В] в + [В'] , е = [А] в + [А'] . 

[' В]в + ['В'] ['А] в + ['А'] 

Пошто из ових релација слиминишемо е, добијамо 

[В']-['В'Н [В I ~]-['B I ~H 
---= --=---=---
['B]~-[Bl [Bli']-['Bli']~ 

Уведемо ли затим уређени комплекс природних бројева С: 

(9.10) 

последња једначина, после сређиваља, добија облик 

['B~'J~2_{[B~'J +['B~J} ~ +[В9 =0. 

Посматрајући ову једначину видимо да је реалан број ~ квадратни 
ирационалан број, а коефицијенти казују да ~ зависи само од једног 
уређеног комплекса целих бројева ВС. Зато уређени комплекс upupogfIUx 

бројева Е: 

(9.11) Е,....."ВС 

називамо ЈеЗlрОМ квадратног ираДионалног броја ~. Тако претходна квад
ратна једначина добија облик 

(9.12) ['E'J~2_{[E'] +['EJ}~ +[Е]=О. 
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Квадратна једначина (9.12) има два решења: тражени број ~ и њему 
коњугован број ~, па се поставља питање може ли се одредити језгро 
броја ~. Ако је то језгро комплекс Е), онда је квадратна једначина 

(9.13) 

еквивалентна једначини (9.12), што ЗЮ.чи да су задовољене релације 

[Е.'] + [' Е,] = [Е'] + [' Е] [Е,]_ = [Е] 

['Е,'] ['Е'] [Ђ'] ['Е'] 

Из ових релација следују четири нове релације: 

[ЕI Е)]= [Е) I Е], [ЕI Е)']= [Е) I Е'], 
['ЕI Е)] = ['ЕI Е], ['ЕI Е/] = ['E11 Еl, 

из којих, према дефиницији 7.1, следује еквиваленција 

Тако се одређивање траженог КОМПЛекса Е) своди на решавање екви
валенције (9.14) по Е). 

Према (9.10) и (9.11) је: 

(9.15) E,,",BAI~, 

па, ако се то унесе у еквиваленцију (9.14) и у њој изврши смена непознате 

(9.16) 

где је Х нова непозната, еквиваленција (9.14) добија једноставни облик 

(9.17) АХ'''''ХА. 

Узимајући у обзир чињеницу да се неће изгубити ни једно решење ове 
еквиваленције, ако се предпостави да је комплекс Х саСтављен само од 
природних бројева (одељак 7), а пошто је и А такав комплекс, према 
ставу 7.4, еквиваленција (9.17) претвара се у једнакост 

АХ=ХА. 

Упоређивањем леве и десне стране ове једнакости, члан по члан, под 
условом да је А примитивна периода, добијамо сва њена решења у облику 

Xv=AV, где је v=O, ± 1, ±2, ±3, .... 

Према (9.16), одговарајућа решења еквиваленције (9.14) дата су низом 

(9.18) 

..! ОН ,,.. .... .-... __ _ 
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тј., према (9.10) 

(9.19) Еу",ВАЧ~, у=О, ±1, ±2, ±з, .... 

За v = 1, 2, З, ... добијају се језгра 

(9.20) Ey=BAY-l~, у=l, 2, з, ... , 

тј. језгра ВС, ВАС, ВА2 С, ... , која одговарају броју ~. Решеље Eo"'V I V 
не одговара -проблему, јёР тада сви коејицијенти једначине (9.1З) постају 
једнаки нули. Најзад за у=-I, -2, -з, ... , преМа (9.18), добија се низ 

тј. према (9.10): 

(9.21) 

па је E-v=~v' 

E-v"'ВА-v I!"'B I ~y Ј!., 

E_y",C~Y-l!!., v = 1, 2, з, ... 

Добијена језгра не одговарају броју ~, те једино могу припадати 

броју~. Ако упоредимо еквиваленције (9.20) и (9.21), видиМо да су ком
плеКси В и С прОМенили улоге, а да је комплекс А замељен комплексоМ 

А. Према тоМе, ако је претпоставка тачна, верижни развитак броја ~ 
Имао би облик 

~=(cA). 

Заиста, ако формирамо квадратну једначину ЧИЈе Је Једно решење вред
ност овог разломка, према (9.10), добијамо једначину 

(/Cl!...']~_{(/Cl!..J+(C!!.']}~+(C~=O, 

која је истоветна се једначином (9.12). Осим тога сваки реалан број Може 
се на један и само један начин представити у облику правИЈШОГ верижног 
разломка, те је 

(ВА) # (СА), 

што значи да једино Може бити (СА) =~. Према тоМе МожеМо исказати 

Став 9.7. Периоgичнu йравuлнu верuжfU разломак 

!:" (ВА-) . {А =а1 а2 ••• ат, 
с,= , где Је 

В=Ь1 Ь2 ••• Ьn , 

йреgсшавља кваgрашнu ирационалан број, а њему коњуiован број йреgciliaвљен 
је йериоgичним верuжнuм разломком 

~=(c~, 

5 ПравlIJШИ верижни разломци 
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који има йериоgу инверзну йериоgи gаШОi разломка, а чија је йреgйериоgа 

С = Сј С2 ••• Ср gаша еквиваленцијом 

[Galois 14, Serret 21, Е. 4]. 

(2) Кад је дат qисто периодиqан разло:м:ак 

~ = (А), где је А = аЈ а2 ••. ат, 
онда је В= V, па је 

те је 

~=(-1, *А,.4) 

што знаqи да је: -1 «<О. Тако :М:оже:М:о исказати: 

С т а в 9.8: Чисшо йериоgичан йравилан верижни разломак йреgсшавља 
ре.qуцирани кваgрашни ирационалан број. [Galois 14] 

(9.22) 

Пре:М:а (9.12), квадратна једНаqина qија су решења ~ и ~ гласи 

['А] ~2-{[A]-['A']) ~-[A']= О. 

(3) ВредНОСТ ~ периодиqног разло:М:ка 

~=(BA) 

је једно од решења једнаqине (9.12), где је Е језгро броја ~. Да бисмо 
сазнали да ли је ~ већи или маљи корен те једнаqине, пос:м:атрај:М:о раз-

лику ~-~. Оqевидно је B=t С"-'В I ~, па је 
sgn (~-ђ= sgn {(В)-(С)} = sgn [~I В], 

тј., пре:м:а (9.11) и ставу 7.5 

sgn (~-ђ = е: sgn [А I!!.I В] 
где је: e:=-l за n=О, е:=1 за n=l, e:=sgn(bn-am) за n;;;.2. Зати:М:, 
пре:м:а (2.14) и (2.16): 

sgn (~-ђ= -е: (_l)n. 
Следује 

С т а в 9.9. Каи је ~ gаши йериоgичан верижни разломак 

~ = (ЬЈ Ь2 ••• ЬN аЈ а2 ••• ат) 

јие је bni=am, а ~ њему коњУјован број, 01lиа је 

1. За n=О u n= 1 увек ~>~; 
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2. За п;;;' 2 разлика ~ - ~ има знак израза 

(3) 

(4) Примери; 

1. Наћи ~, ако је 

~ = (1, 3, 2, 5, 2, 1). 

Тада је В= 1,3,2, А=5, 2,1 па је према (9.10): 

С""I, 3, 211, 2, 5",,1, 4, 1, 5 

те Је 

~=(1, 4, 1,5, У,2--;-5). 

2. Наћи пар коњугованих квадратних ирационалних бројева ~ и ~ ако 
су предпериоде њихових верижних развитака В=3,2, 1,6 и С=3, 6,1. 

Према (9.10) је: 

A""~IEt"I, 6, 3 I 3,2, 1,6",,1,3,7 

па Је 

~=(3, 2,1,6, 1,3, 7), ~=(3, 6, 1, 7, 3,1). 

3. Наћи вредност разлоМКа 

~=(1, 2, 2,3,1,1). 

Из (9.1 О) следује: 

па је, према (9.11): 

Е""ВС=·I, 2, 2, 5. 

Тако је ~ решење једначине 

5 ~2-34 ~+ 38 =0. 
с друге стране је 

sgn(~-ђ =( -1)2sgn(I -2) = -1, 

што значи да је ~ маљи корен добијене једНачине 

1: = -V99+17 
<, 5 . 

(5) Приликом развијања датог квадратног ирационалног броја ~ у 
правилан верижни разЛОМак може се унапред одредити број чланова пред-

периоде, ако је ~ >~. о ТОМе говори 

S· 
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с т а в 9.10. Ако су ~ и ( gва узајамно коњуiована кваgрашна ира
ционална броја и ако је ~>"(, oHga: 

1. Ако се између ~ и ~ налазе gва или више целих бројева, oHga и 
само oHga upeguepuoga верижноi развишка броја ~ има jegaн члан (ако је 

(>0 или ~<-1) или је верижни развиUtaк броја ~ чисшо иериоgичан (ако 
је -1<~<0). 

2. Ако се између; и ~ налази само jegaH цео број, oHga и само oHga 
upeguepuoga верижноi развишка броја ~ има gва члана. 

3. Ако се између ~ и ~ не налази ни jegaH цео број, oHga и само oHga 
upeguepuoga верижноi развишка броја ~ има шри или више чланова. [3]. 

Д о к а з 1. Ако ~ има облик ~ = (b1 .I.ђ, (b1 =1= ат или Ь1 = ат), онда је, 
на основу става 9.7 

C=b1-am-l, *'~ 

тј. ~<bl-1. Обрнуто, ако је %<b1-1, онда је 

-1<~<0 
~-bl ' 

а пошто је 11 (~-bl» 1, онда је 11 (~-bl) редуцирани број, па је љегов 
верижни развитак чисто периодичан 

1 -. -
- = (А), ТЈ. ~ = (Ь1 А). 
~-bl 

2. Ако је ~=(blb2A) уз услове ~>"(, Ь2 =1=ат, онда је, према ставу 9.9 

(-1)2 (ат -Ь2»0 тј. Ь2 <ат , 

па на основу става 9.7: 

што значи да је 

bl-1<~<bl' 

Обрнуто, из тог услова следује 11 ~-bl)< 1, а пошто је 11 (~-bJ> 1, 
онда је на основу тачке 1 овог става: 

тј. 

3. Доказ следује из 10 и 20. 
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10. КВАДРАТНИ КОРЕН РАЦИОНАЛНОГ БРОЈА. 
ПЕЛОВА ЈЕДНА ЧИНА 

10.1. ВЕРИЖНИ РАЗВИТАК КВАДРАТНОГ КОРЕНА РАЦИОНАЛНИХ БРОЈЕВА 

(1) Дат је квадратни корен рационалног броја D>I: 

~=VЂ, 

па је ~ = - v D, што значи да је предпериода верижног развитка VD 
једно члана: 

(10.1) 

где је A=a1 а2'" ат периода. Према ставу 9.7, предпериода верижног 
развитка коњугованоr броја ~. 

с ,,-,в l-i"-'b I-i.,,-,b-am-l *'-i, 
па верижни развитак броја ~ има облик 

~= -VD=(Ь-аm-l, *'.{А). 

Према тоМе, верижни разломак (10.1) задовољава једнакост: 

(ЬА)= -(Ь-am-1, *'АА): 
тј., према (З.4') 

Овде следују једнакости 

Ь=ат-Ь, А'='А, 

што значи да је ат = 2 Ь, а комплекс А' симетриЧаН 

А' = '~ = S = a1 а2 ••• а2 a1 

Према тоМе, разломак (10.1) има облик 

VD= (Ь, S, 2 Ь). 

(2) Обнуто, кад је дат разломак 

~=(b, S, 2Ь), 

где је Ь природан број, а S СИМетричан комплекс, онда је предпериода 

lCоњугованог броја ~: 
С,...",-Ь-l, *S, 

па језгро броја ~ има облик 

Е=Ь, S*, -Ь-l, 
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тада је: 
['Е'] = [S*] = [S], 

['Е] + [Е'] = [S*, -Ь-l]+[ЬS*]=О, 

[Е]=[Ь, S*, -Ь-l]= -[ЬSЬ], 

па је, преМа (9.12), ~ већи корен једна~ине 

[S] ~2-[b S Ь] = О. 

(3) Тако можемо исказати 

С т а в 10.1. Правилан верижни разломак који йреgсшавља кваgрашни 
корен рационално! броја п> 1 има облик 

(10.2) 

ige је Ь upupogaH број, а S симешричан комйлекс S = а1 а2 • •• а2 а1 upupOgHUX 
бројева. Обрнушо, верижнu разломак шакво! облика йреgсшавља кваgрашнu 
корен рационално! броја 

(10.3) D=[bSb] . 
[S] 

Потребно је напоменути да је уопште 

(10.3') 
D=[bS{2b,S},,-I,Ь] • 

[S {2 ь, S},,-I] 

[Legendre 19] 

где је \1 = 1, 2, 3, ... , јер се као периода верижног развитка VD може 
сматрати сваки коМплекс {S, 2 Ь}У, где је \1 природан број, а као симе
трични део периоде комплекс S, {2 Ь, S}". 

(10.4) 

па је, 

(10.5) 

(4) Примери: 

!-f = (1, 3,2), 

[39 
\)5=(2, 1,3, 1,4), 

V29=(5,2, 1, 1,2,10). 

(5) Сви потпуни колич:ници VD су редуцирани бројеви. Означ:иМО их са 
- VЂ+Pv 

~v=(Аv)=Q-;-' \1=1,2, 3, ... m, Av=ClvClv+l···amal···aV-l 

преМа (9.22) 

{

pv = 2 ~ ПAv]-[' Av,]}, 

Qv=~['Av] 
. f) 
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где је l/v повољно изабрани фактор да потпуни lCоличници буду у нор
малном облику. Например, ако је D природан број, онда је v = [S]. 

Ако симетрични део периоде S напишемо у облику 

S=RHR, 

где је R=a1 a2 ••• ar1 , H=V кад је т непэрно или Н=ат , кад је т парно 
(т = 2 г-l или т = 2 г), онда се Av може написати у облику 

(10.6) 

где су Sy и Ту симетрични коМПлекси 

па је 

Sv = Оу+1 Оу+2 ••• аГ1 Н aT- 1 ••• аТ+2 аТ+1 , 

Ту = aY- 1 Оу-2 ••• а1 , 2 Ь, а1 а2 ••• llv-1' 

АУ+1 = Sv ау Ту Оу} _ 1 2 _ 1 
у- , , ... , r . 

Ат-у = оу Ту оу Sv 

Упоређивањем израза Av, АУ+1 и Аm-у добија се 

(10.7) -- v = 1, 2, ... , г-l. АУ+1 =Amrv } 
'Ay=A'm-у 

Према (10.5) из прве од једначина (10.7) следује: 

Ру+! =Рт-у за v = 1,2, ... , г-l. 

Али како прва од једначина (10.7) вреди и за у=О, то је и Р1 =Рm • 

Из друге од једначина (10.7) следује· 

Qy = Qm-y' v = 1, 2, ... , г-l. 

ОсИМ тога, ако се стави ~o = VБ, лако је уочити да је Qo = Qm, па можемо 
исказати ле:м:у: 

л е м а 10.2 Нuзовu upUpOgHUX бројева 

су cuмеш.РUЧНU, Шј. 

l'Y+1=Pm-У' у=О, 1, ... , т-l, 

Qy=Qm-у, у=О, 1, ... ,т. [Muir 20Ј 
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(6) Због испитиваља неких особина разлоМка (10.2), ако је D при
родан број, потребно је утврдити да ли два узастопна ч:лана низа Pv 
могу бити једнаки, тј. да ли Може бити 

PV =PV+1 • 

Ако би то било, онда пошто је Р 'Ј+l = Р m--v, Qv = Qm--v онда би ;" = 
= ~m-v' што је немогуће. Зато је та неједнакост задовољена саМо у складу 
са лемом 10.2, тј. у средини низа Pv, ако је т парно 

Ру =Ру+1 , ако је m=2r. 

Тако можеМо исказати ле:м:у: 

ЛеМа 10.3. Јеgнакосш 

заgовољена је jegUHo Kaga је т йарно (т = 2 r) и ШО за v = r 

Ру =Ру+1 • [20] 

10.2. ВЕРИЖНИ РАЗВИТАК КВАДРАТНОГ КОРЕНА ПРИРОДНИХ БРОЈЕВА 

(1) У верижном разло:м:ку који представља квадратни корен природ
ног броја, чланови сИМ:етричног дела периоде подвргнути су неким огра
ничељима. Да бисмо то испитали ДоказаћеМо лему: 

Лема 10.4. Посшоји само jegaH реgуцирани број сваке gискриминанше 
п> 2 са имениоцем 1 и са имениОЦем 2. 

Даказ: Ако је 

редуцирани број, онда је 

VD-l<Р<VD, 

што знач:и дз. једино може бити Р = Ь, где је Ь највећи цео број који 

није већи од VD. 
Ако је Затим 

редуцирани број, онда је 

VD-2<P<J!D, 
па постоје саМо две могућности Р = Ь или Р = Ь- 1. Обе за исто D не 
долазе у обзир, јер је 

D-Ь2ф.D-(Ь-l)2 (mod 2). 

Тако је доказана лема 10.4. 
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Предпоставимо сада да је D природан број, па пос:матрајмо верижни 
развитак 

(10.8) 
{

R=a1 а2 ··· а,l' 
Н= V, m=2r-l 

VD=(b, R, Н, R, 2 Ь) где је 
- или 

H=ar , m=2r. 

Сви потпуни количнициVD су редуцирани бројеви, а према леМи 10.2, 
ИМениоци два симетрична количника ~y и ~т') (за у=l, 2, З, ... , r-1) су 
једнаки, али су одговарајући потпуни количници различити. ПреМа леМИ 
10.4, пошто се ту појављују по два редуцирана броја са истиМ иМениоцеМ, 
љихови имениоци не могу бити 1 или 2, тј. 

Qу>З, Qm--v>3' за у=l, 2, ... , r-1. 

Пошто је највећи цео број, који није већи од бројиоца гп + P~ потпуног 
количника ~ највише 2 Ь, јер су сви ~y редуцирани бројеви, из последњих 
неједнакости следују нове 

(10.9) п <2Ь за"'"v= 1,2, ... , r-1. 
-v 3 -

Како последњи потпуни количник у периоди (~т> може ИМати саМо 
именилац 1, јер је ат = 2 Ь, ИМенилац потпуног количника ~r' ако је Н = ar , 
тј. т = 2 r, може бити најмаље 2. Према томе, срецњи члан ar СИМетрич
ног дела периоде може највише иМати вредност b(ar<.b). 

Остало је још да покажемо да У неједнакости (10.9) не може бити 
задовољен знак једнакости. Два узастопна потпуна количника ~y И ~1 
задовољавају релацију 

из које следује' 

Ру + РУ+1 =Оу Qy. 

Ако је оу = 2 Ьј3, онда је Qy = З Па последља једнакост добија облик 

тј. 

јер је Ру<.Ь, Ру+! <.Ь. Према леМи 10.3, последња једнакост Може бити 
задовољена саМО за v = r, ако је т = 2 r, што значи да ни једнакост 
Оу=2Ьј3 не Може бити задовољена ни за једно у= 1,2, ... , r-l. Тако 
Можемо исказати 
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с т а в 10.5. У ·верuжном развиш/Су /Сваgрашноi /Сорена йрироgноi броја, 
чланови симешриЧНОi gела uepuoge заgовољавају нејеgна/Сосшu 

и 

2Ь a.v<- за '01= 1,2, ... , г-1 
3 

ar<b за т=2г, 

ige је Ь највећи цео број /Соји није већи og V D. 

(2) ПоказаћеМо да се проблем изражавања квадратног корена при
родног броја верижни:м разломком Може Поставити и обрнуто. 

Наиме, у:м:есто да дати VD развијамо у верижни разломак, Можемо 
поћи од датог симетричног дела S периоде VD и одредити тако цео 
број Ь - што је под одређеним условима могуће на бесконачно Много 

начина - да разлоМак (Ь, S, 2 Ь) представља квадратни корен природ
ног броја. 

Сваки дати сиМетрични коМплекс S = а1 а2 ••• а2 а1 , чији су сви чланови 
природни бројеви, преМа ставу 10.1, је сИМетрични део периоде верижног 
развитка квадратног корена рационалних бројева 

D=[bSb] 
[S] , 

где је Ь произвољан природан број. Ако ову једначину напишеМО у облику 

(10.10) [S] (D-b2)-[S']. 2 Ь = ['S'], 

видиМО да је можеМо сматрати као линеарну Диофантову једначину са две 
непознате D-b2 и 2Ь. Према (4.22), њена су решења 

(10.11) {
2 Ь = t [S] + (-1)8 ['S'] [S'], 

D=b2 + t[S'] + (-1)8['S')2, 

где је s број чланова комплекса S, а t произвољни природни број. 

Да бисМо и за Ь добили цеобројна решења, потребно је и довољно 
да се цео број (, на десној страни првог од образаца (10.11) Може тако 
одредити да десна страна буде паран број. То зависи од целих бројева 
['S'], [S'] и [S]. 

Тако можемо исказаТи 

с т а в 10.6. Kag је у верижном развиш/Су 

VD=(b, s,21) 
gаш симей1рuчан geo йериоgе S, шаgа је йошребно и gовољно аа D буgе 
йрироgни број, ако је 

Ь = t [8] + (-1)8 [S'] ['S'] 

2 
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ige је t цео број, uog условом ga је 

[8]= 1 (mod 2), 
или, ако је 

[8]=0 (mod 2), 
ва је и 

['8']=0 (mod 2) 

и ga t буgе шако бирано ga Ь буgе цео број. 

Пример. Симетричви комплекс 8= 1, 3, 1 ИМају верижни разломци 

У25т2-52т+27=(5т-6, 1,3,1, 10т-12), т=2, 3' .... 

На пример 

У23 = (4, 1, 3, 1,8). 

(3) Примена става 10.6 може се и систеМатизовати према броју 
чланова комплекса 8. 

10. 8=V 

УЬ2 +1=(Ь, 2Ь). 

Yb2 +t=(b, 2
t
b, 2Ь). 

Из ове формуле, на пример следује 

30. 8=а1 а1 
Према ставу 10.6 је: 

VЪ2+2 = (Ь, ь," 2 Ь ), 

У9т2 +3=(3т, 2т, 6 т), 

V4т2 +4=(2т, т, 4т). 

што значи да а1 и t морају бити парни, па се добцја 

Ь == т (4 n2 + 1) + п, 
где су т и п цели бројеви тј. 

У{т(4n2 +n)+n}2+4тn+ 1 =(т(4n2 +n)+n, 2n, 2n, 2т(4n2 +n)+2n). 

На пример за n= 1: 

V25т2 + 14т+2=(5т+ 1, 2, 2, 10т+2). 
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10.3. ОБЛИЦИ СИМЕТРИЧНОГ ДЕЛА ПЕРИОДЕ ВЕРИЖНОГ РАЗВИТКА 
КВАДРАТНОГ КОРЕНА ПРИРОДНИХ БРОЈЕВА 

(1) Према облику симетричног дела периоде S верижног развитка 

VD= (Ь, S, 2 Ь) 

могу се одредити неке особине природног броја D. При томе се могу 
разликовати три случаја 

10. Периода има непаран број чланова 

S=RR; 

20. Периода има паран број чланова са парним средњим чланоМ: 
симетричног дела 

S=R, 2а, R 

30. Периода ИМа паран број чланова са непарним средњим чланом 
симетричног дела 

S=R, 2а-l, R 

где је R = а1 az ... аГ1 уређени комплекс чији су сви чланови природни 
бројеви, а а и Ь природни бројеви. 

(2) у ПРВОМ: случају кад периода има непаран број чланова, симе
трични коМ:плекси 

S=RR и bSb=bRRb 

имају паран број чланова, па на основу обрасца (10.3) и ставова 4.6 и 
4.9 можемо исказати 

с т а в 10.7. Ако uepuoga верижроl развишка кваgраШНОl корена йри- . 
роиНОl броја има нейаран број чланова, број има облик 4 k + 1 или 2 (4 k + 1) 
и може се йреgсшавиши у облику збира кваgраша ива узајамно йросШа броја. 

Обрнуш сшав не важи, јер је на йример 

VЗ4=(5, 1,4,1,10),34=52+32. 

(3) У другом случају када је средњи члан симетричног дела периоде 
I1apaн број, добија се на основу обрасца (2.6): 

па, према (10.3), 

(10.12) 

[S] = [R, 2 а, ~] = 2 [R] [Ra], 

[bSb]=[bR, 2а, ~b]=2[bR][bRa], 

D има облик 

D=[bR][bRa] • 

[R] [Ra] 
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Како је 

([Ь R]; [R]) = 1, ([Ь R а]; [Љ]) = 1, 

а D је цео број, [bR] је дељиво са [Ra], а [bRa] са [R], па су 

(10.13) л=[ЬRЈ [bRaJ 
[RaJ' !L=[RJ 

upupOgHU бројеви. При ТОМе је 

(10.14) 

јер је ([Ь R]: [Ь R а]) = 1. 

Чинилац л је увек већи од 1, јер се за л = 1 добија 

b-а=(ОR)-(ОR) 

одакле је 

Ь=а, R=R 

што значи да периода S, 2 Ь није више примитивна. ОсиМ тога је увек 
Л<fl., јер је 

за а;;. 1. 
Из идентичности 

преМа (10.13), следује 

(10.15) 

а одатле 

(10.16) 

[Ь R] [R] <[Ь R а] [R а] 

[bRa] [R]-[ЬR] [Ra] = (-1)'-1, 

л[R aJ2-fl. [RJ2 = (-1)', 

п=)..2 [Ra]2-(-lY)... 

[R]2 

Из овог израза закљ учујемо да D може имати све облик 8 k + 1, где је 
1=0, 1,2, ... 7. 

Тако можемо исказати 

став 10.8. Kaga је уn йреgcillављен верижни.м развиШко.моблика 

YD=(b,R, 2a,R, 2Ь), где је R=a1 a2 ••• ar1 , 

oHga је upupOgHU број п. увек сложен број, који може имаши ма који ои 
облика 

D=8k+l, (/=0.1,2, ... ,7). 

Број D је шаgа йроизвоg gва цела узајамно йросШа чиниоца 

л=[ЬRЈ, [bRa} 
[Ra] fl.=[Rj' 
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који заgовољавају llејеgllакосш 

[7Ј 

(4) У трећем случају, :када је средњи члан симетричног дела периоде, 
непаран број, добија се на основу обрасца (2.6). 

Па из (10.3) следује: 

(10.17) 

[S]=[R, 2а-l, ~]=[R][R, а-l, 2], 

[bSb]=[bR][b, R, а-l, 2], 

D= [Ь R][b, R,a-l, 2] • 

[R] [R, а-l, 2] 

Истоветним резоноваљем:, :као под (3), долази се до закључка да су 

(10.18) л=~L, [b,R,a-l,2] 
[R 1 2] !L= [R] ,а- , 

йрироgllи бројеви. Тако је 

D=Л!L. 

Из једнакости 

[Ь, R, а-l, 2] = (2 a-l)[Ь R] + 2 [Ь R'], 

на основу (10.18), лакључујем:о да су л и !L или узајамно просm (и тада 
су оба непарни), или да иМају заједнички чинилац 2. При тоМ:е је увек 
Л<!L, јер је 

[bR][R]<[b, R, а-l, 2][R, а-l, 2] 

за а> 1. Доцније ћемо показати да у овоМ: случају чинилац л може иМати 
и вредност 1. 

на основу (2.13) и (2.14) је 

[bR, a-l, 2][R]-[ЬRј[R, а-l, 2]=[~blbR, а-l, 2]=(-IУ-1 2, 

па се према (10.18), добија 

(10.19) 

Најзад, из последље једначине је: 

D=).2 [R, а-l, 2]2-(-1)'2), • 

[R]2 
(10.20) 

Први од образаца (10.18) може се написати у облику: 

['R] = 2 л [R']-{b-(2 а-l) л} [R], 

" IЩ , "" 
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па закључујемо да је [R] увек нейаран број. Затим, из једнакости 

[R, а-1, 2]=(2a-1)[R] + 2 [R'] 

закључујемо да је и [R, а-1, 2] исто тако увек неЙарно. На основу тога, 
из обрасца (10.20) можемо закључити да D има облик 

(10.21) D= 8 k + [л-(-1/)2-1, 

а одатле - за разне облике броја л - да D може иМати само три обли
ка: 8 k, 8 k + З и 8 k + 7. 

Тако можемо исКазати 

Став 10.9. Kag је VD йреgсшављен верижним развишком облика 

VD=(b,R, 2а-1,!!:, 2Ь), ige jeR=ala2" .агј , 

oHga йрироgни број D може имаши само jegaH og облика 

8 k, 8 k + З и 8 k + 7. 

. Број D је шаgа йроизвоg gea цела чиниоца 

л= [bR] ,fL=[ь,R,а-1,2Ј , 
[R, а-1, 2] [R] 

који су узајамно йросши Kag је D нейарно, а имају зајеgнички чинила/{ 2 
Kag је D Йарно. ЧИllИОЦИ л и џ. заgовољавају нејеgнакосш: 

1.;;;; Л<џ..;;;;D. 

(5) ИЗ ставова 10.7, 10.8 и 10.9 следује 

С т а в 10.10. Kag йрироgнu број D има облик 8 k + 4 или 8 k + 6 
вериЖllи развишак V D има uepuogy са йарним бројем чланова и uарним 
среgњим чланом симешричноi gела. 

(6) у одељку 10.2 (1) показали смо да средљи члан симетричног 

дела периоде верижног развитка VD може највише имати вредност Ь или 
Ь-1, и то кад именилац одговарајућег потпуног количника ~r има вред
ност Qr = 2. У ова два случаја природни број D може имати неке посебне 
особине, па су зато таквИМ периодама, да бисмо их издвојили, дата посебна 
имена. Наиме, ако је ar = Ь, периода се зове кулминирајућа, а ако је ar = Ь-1 
скоро кулминирајућа. 

Посматрајмо посебно ове случајеве. 

(а) Ако је средљи члан периоде паран број, онда је 

~r=(2a, R, 2Ь, R), 
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[R, 2 Ь, R] [Ь R] 
Qr= [R, 2а, ~] =[Ra] = л, 

па се за Qr = 2 добија једнакост 

[bR] = 2 [Ra], 

која се може написати у облику 

(10.22) 

тј. 

(Ь-2 а) [R] = 2 [R']-l'R], 

Ь-2 а= 2 (О R)-(OR). 

Из ове једнакости закључ:ујемо да разлика Ь-2 а може имати само две 
вредности О и 1, тј. 

2а=Ь или 2a=b-l. 

у првом случају периода је кулминирајућа, а једнакост (10.22) добија облик 

(10.23) [' R] = 2 [R'], 

а у другом случају периода је скоро кулм:инирајућа, а једначина (10.21) 
добија облик 

(10.24) [R] = 2 [R']-['R]. 

Из последљих двеју једнакости следује да је у оба случаја [R] непаран 
број, па из једнакости (10.16), за л=2, закључујемо да сада D може имати 
само три облика: 2 (8 k+ 1), 2 (8 k+ 3) и 2 (8 k+ 7). 

Следује: 

Став 10.11: Каи верижнu развишак VD има кулминирајућу или скоро 
кулмuнирајућу йериоиу са йарним среињим чланом симешриЧНОi gела, ониа D 
има јеиан ои шри облика: 2(8k+l) (за r йарно или не йарно) , 2(8k+3) (за 
r нейарно) и 2 (8 k + 7) (за r Йарно). [7] 

(б) Ако је средљи члан периоде HenapaH број, онда је 

~=(2a+ 1, ~ 2Ь, R), 

па је 
[R, 2 Ь, R] 2 [Ь R] 

Qr=-=--= = 2л . [R,2a +1,~] [R, а-l, 2] , 

па се за Qr = 2, добија једнакост 

тј. 

(10.25) 

[Ь R] = [R, а-l, 2], 

(Ь-2а+ I)[R] = 2 [R']-['R] , 



10. Квадратни корен рационалног броја Pelova једнач:ине 

одакле се деобом са (R] добија 

Ь-2а+ 1 =2(0~)-(OR). 

Опет су могуће само две вредности за 2 а-l : 

2 а-l =Ь и 2 а-l =Ь-l, 

а једнакост (10.25) добија облике (10.23) и (10.24). 

Тако на основу једнакости (10.21) Можемо исКазати 
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С т а в 10.12: Kag верижни развишак VD има кулминирајућу или скоро 
кулминирајућу uepuogy са нейарним среgњим чланом, симeйlричноi gела, 
йрироgни број D има jegaH og gBa облика 

8 k+ 3 (за r не йарно) , 8 k+ 7 (за r Йарно). 

(в) На основу ставова 10.8, 10.9, 10.11 и 10,12 можеМо извести 
следеће ставове: 

С т а в 10.13. Kaga је D gвосшруки йросШ број облика 8 k + 3 или 
8 k + 7 или gвосШруки сШейен шаквоi броја, oHga верижни развишак V D има 
кулмuнирајућу (ако је Ь йаран број) или скоро кулминирајућу (ако је Ь 
нейаран број) uepuogy са йарним среgњим чланом cuмeiiiриЧНi gела. 

Став 10.14. Kaga је D йросШ број облика 8k+3 или 8k+7 или 
нейаран сШeUен шаквоi броја, oHga верижни развишак VD има лулмuнирајућу 
(ако је Ь нейаран број) или скоро кулминирајућу (ако је Ь йаран број) 
йериоgу са нейарним среgњим чланом симешричнi gела. 

Д о к а з: Према ставу 10.7 не долази у обзир периода са непарним 
бројем чланова. Затим, у првом случају могуће је само л=2, а у другом 
само л= 1. 

10.4. ПЕЛОВА ЈЕДНА ЧИНА 

Диофантова једначина 

(10.26) 

где је п> 2 природан број који није потпун квадрат, назива се Пеловом1) 
једначином. Ми ћемо ову једначину ПОСМатрати заједно са једначином 

(10,27) х2-пу2=-I, 

те обе једначине можеМо писати заједно: 

(10.28) x2-пу2=Е, Е= + 1 или Е= -1. 

1) Јоhn РеП, математич:ар - аматер, Еulег-ов пријатељ, бавио се решавањем 
ове једначин:е. 

6 Правилни верижни разломци 
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(1) Предпоставимо да једначина (10.28) има Једно решеље х = р, 
y=q, (р>О, q>O), па је идентички 

p2-Dq2=e:. 

Ако је Ь највећи цео број који није већи од vn; онда из последље 
једнакости следује: 

тј. 

L;:;.b. 
q 

ИЗ исте једнакости, осим тога следује 

а одатле 

(10.29) IL_VD!<_l , 
q 2 Ь q2 

јер је p/q ;:;.Ь, VD>b. То значи, према ставу 6.2, да је p/q приближни 
разломак VD. 

Према томе, решеља једначине (10.28) можемо тражити само помоћу 
приближних разломака pv!qv (\1= 1,2,3, ... ) квадратног корена VJ5, с тим 
да узмемо X=Pv' y=qv· 

Неједнакост (10.29) казује који приближни разломци долазе у обзир. 
Заиста, једначинама (6.5) и (6.7) дејинисан је коефицијент 

1= qv-' cv ='>v+l +-, 
q'l 

а из неједнакости (10.29) је c'l> 2 Ь, па се добија 

~+1 + q'l-'>2 Ь 
q'l 

тј. 

~+1> 2 Ь-q'l-'> 2 Ь-1. 
q'i 

Из ове неједнакости, према облику верижног развитка VD и става 10.5, 
закључујемо да долазе у обзир само приближни разломци p'l/q'i за \1 = т, 
2 т, 3 т, ... , где је т број чланова периоде верижног развитка 

VD=(b, S, 2Ь). 
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Према томе, једина могућа решеља једначине (l0.28) су 
(10.30) xv=[bS{2b, S}V-l], Yv=,;[S{2b, S}v-1) за .V= 1'2'3' .... 

Применимо ли ид~нтич~ост (2.17) на симетрични комплекс bS {2 ь, S}V-1 ь, 
за V= 1, 2, 3, ... , доБИЈамо Једнакост 

[bS{2b, S}v-1 Ь][S{2Ь, S}v-1)-[ЬS{2Ь, S}V-1)2=(-l)vтч,' 

где је т број чланова примитивне периоде y'D. Према (10.3') и (10.30) 
последља једнакост добија облик 

xi-DУi=(-l)vт, за v=l, 2'3' .... 

Поређењем добијене једнакости са једначином (10.28), сазнајемо да једна
чина (10.26) има увек решења, а једначина (10.27) само када је т непарно. 
Тако можемо исказати 

Став 10.15. Пелова јеgначuна x 2-Dy2 = 1 има увек безбројно МНОјо 
решења, и шо, ако је верижни развишак V D 

VБ=(ь, S, 2 ь), 

а т број чланова йериоуе, решења 

(10.30) х" = [ь S {2 ь, S}v-1), У" = [S {2 ь, S}V-1] 

за {
" = 1, 2, 3, . .. кауа је т йарно, 

V = 2, 4, 6, . .. кауа је т неЙарно. 

Јеgначина Х2-пу2 = 1 има решења онуа и само онуа кауа је т нейарно 
и шаgа су њена решења gаша низом (10.30) за v=l, 3, 5, ... [19,16,17]. 

(2) Ма које решење једначине (10.28) може се добити једноставним 
поступком, ако је познато најмање решење Х1 =[Ь8], У1 =[8]. У том циљу 
посматрајмо производ 

(10.31) (х" + У" VD) (Х1 + У1 VD) = (Х1 Х" + D УЈ Yv) + (х1 у" + xvYJ) VD. 
Из обрасца (10.3) и (10.30) добија се: DYJ=[bSb], па је 

Х1 х" + D УЈ У" = [ь S] [ь S {2 ь, S}V-1] + [ь S b][S {2 ь, S}v-1], 

и затим, према (2.18): 

x1xv+DYJYv=[bSb, О, bS{2b, S}v-1)=[ЬS{2Ь, S}v]=Xv+1 • 

Исто тако је 

X1 YV +XII Y1 =[S{2b, SИ=УII+1' 
па једнакост (10.31) добија облик 

(х" + У" VЂ) (Х1 + У1 VD) = XV+1 + YV+1 jIJ5, V = О, 1, 2, 3, ... , 

6· 
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одакле се, итерацијом добија 

(10.32) xv +Yv J!D=(x1 +YJJ!D)', v=O, 1'2'3' .... 

(3) Постоји још један начин једноставног израчунаваља решеља једна
чине (10.28), али редом, једнога за другим. Ако се у обрасцу (2.27) v 
с:мени са v-l и стави B=bS, (или B=S), А=2Ь, S, водећи рачуна да је 
Х1 = [Ь S], У1 = [S], добијају се рекурентни обрасци 

(10.33) 
{

XV+1 = 2 Х1 XV-( -l)m XV- 1 , 

Y V+1 = 2 x1Y V-( -l)т Y V-l' 

Полазећи од тривијалног решеља Хо = 1, Уо = О и најмањег решеља Х1 , У1' 
добијају се редом сва решеља. 

Пример. Једначина х2- 5 у2 = ± 1 има најмаље решеље Х1 = 2, УЈ = 1 
(које одговара негативној десној страни једначине), па образац (10.32) 
има облик: 

Х" + У" v5 = (2 + Vs)v, 
те се добија х2 =9, У2=4; хз =38, Уз=17, .... Рекурентни обрасци (10.33) 
имају облик 

Х"+1 = 4 Х" + XV- 1 , 

YV+l = 4 У" + YV-l , 

па се редом добијају иста решеља. (Решеља са парним индексима одго
варају позитивној десној страни, а са непарнм негативној). 

11. ВЕРИЖНЕ РЕПРЕЗЕНТАЦИЈЕ КВАДРАТНИХ 

ИРАЦИОНАЛНИХ БРОЈЕВА 

у овом одељку показаћемо да се периодични верижни разломци могу 

додели ти и неким комплексним бројевима облика (VD+P)/Q чија је ди
скриминанта D= -1 или D= -3. Именом квадратрног ирационалног броја 
називаћемо у будуће сваки број облика <V"D+P)/Q где су D, Р и Q цели 
бројеви (D:;60 и није потпуни квадрат рационалног броја) 

11.1 ЈЕЗГРО КВАДРАТНОГ ИРАЦИОНАЛНОГ БРОЈА 

(1) Д е Ф и н и Ц и ј а 11.1. Уређени комuлекс UpUpOgHUX бројева Е = 
= е1 е2 ••• еа , (3) 2), називамо језiром кваgрашноi uрационалноi броја ~, чији 
је нормалнu облuк 

(11.1) 
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ако је ~ решење јеgllаЧUllе 

(11.2) ['Е'] t2-{[E'] + ['Е]} t + [Е] = О 

и ако је 

(11.3) е: = sgn {[Е']-[' Е]} 

Дефиниција непосредно омогућава да се одреди број ~ који одговара 
датом језгру Е, формираљем и решаваљем једначине (11.2). Обрнут по
ступак, тј. поступак одрс;ђиваља језгра Е датог броја ~ нешто је сложенији. 

Из дефиниције 11.1 непосредно следује да је инверзни комплекс Е 

језгро броја ~ кољукоганог са ~, што значи да је једначина (11.2) еквива
лентна са једначином 

где је 

(11.5) 

Qt2-2Pt-Q' =0 

Q,=D_P2 

Q 

Поређељем једначина (11.2) и (11.4) добија се 

(11.6) 
{

['E']=QV 

[Е'] + ['Е] =2Pv, 

[Е] = -Q'v 

где је v фактор пiюпорционалности. Из ових Једначина следује 

{[Е'] + [' Е]}2_4 [Е][' Е'] = 4 v2 (Р2 + Q Q') 
тј. 

([Е']-['Е]}2_4( -1)8=4 v2D 

где је s број чланова комплекса Е. Ако се још стави 

(11.7) u 
[Е']-['Е] 

2 

претходна једначина добија облик 

(11.8) 

Предпоставимо да једначина (11.8) има једно решеље и, v(v>O) Тада 
из једначина (1 1.6) и (11.7) следују вредности 

(11.9) {[Е]= -Q'v, ['Е] = -u+Рv, 
[Е']=и+ Pv, ['Е'] = Qv 

Према ставу (7.3), комuлекс Е uосШоји шаgа и само шаgа, ако су ове вре
g1l0сши за [Е], [Е'], ['Е] и ['Е'] цели бројеви и Q v> о. Ако је тако, из ј(
дначина (11.9) следује 

(11.10) (Е') = u+Pv , 
Qv 

_[-u+РV] 
е,-

Qv 
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при чему је, према (11.3) и (11.7); знак решења и тако изабран да је 
е:и>О. 

(2) Вредности дате једнакостима (11.9) биће цели бројеви, ако су 
Q' v, Qv, 2и и 2 Р v цели бројеви, при чему је 2 и= 2 Pv (mod 2). На основу 
друге од једнакости (11.6) и једнакости (11.7), водећи рачуна о услову 
(Q; Р; Q') = 1, то ће се десити само у два случаја. 

10. Када је решење и, v целобројно решење 
20. Када је решење и, v облика 

(11.11) 
2а.+l 

и=--, 

2 

2~+1 v=--, 
2 

где су ос и ~ цели бројеви, ако су уз то Q и Q' парни, а Р непаран број. 
у случају 20. разлика [Е']-['Е] је непаран број, што значи да је један 

од броја [Е'] и ['Е] паран, па су [Е] и ['Е'] непарни. Према томе, на осно
ву једнакости (11.7) и (11.9), цели бројеви Р, Q, Q' и D тада имају облике: 

(11.12) {Р:=l (mod 2), Q:=2(mod 4), 
Q':=2(mod 4), D=5(mod 8). 

(3) С обзиром на претходне резултате, анализирајући случај еве кад 
једначина (11.8) има целобројних решења или решења облика (11.11) до
казујеМО 

С т а в 11.1. Кваgрашни ирационални број, gаш својим нормалним обли-

ком ~ = (е: VЂ + Р)ј Q ige је е: = ± 1, има језiро Е oHga и само oHga Kaga је: 

10. D йрироgан број који није йошйун кваgраш целоi броја; 
20. D=-l; 
30. D= -3, ако gаши број заgовољава услове (11.12) 

Д о к а з: У случају 10, једнач:ина (11.8) има безбројно много цело
бројних решења, а ако D има облик D = 8 k + 5, онда и решења облика 
(11.11). у случају 20 једначина (11.8) има само решење и=О, v=1 итоза 

парно s. У сличају 30 једначина (11.8) има само решење и= ±..!..), !';=..!.. 
21 ,ј 2 

за парно s. У осталим случајевима, једначина (11.8) нема ни цело бројних 
решења, ни решења облика (11.11)(D*O, D*I). 

11.2. ВЕРИЖНЕ РЕПРЕЗЕНТАЦИЈЕ КВАДРАТНОГ ИРАЦИОНАЛНОГ БРОЈА 

(1) Поделимо језгро Е квадратног ирационалног броја ~ произвољно 
на делове В и С, тако да је 

(11.13) Er-.lВС 

и уведимо нов комПлекс А еквиваленцијом 

(11.14) A"""'~IB. 

r '8 Ј 
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Тада је 

~"'C~ ~"'~I С. 
На овај начин се у свим случајевима наведених у ставу 11.1 квадратрим 
ирационалним бројевима ~ и ~ могу доделити по два уређена комплекса 
природних бројева,}Ј то броју ~ комплекси В и А, а коњугованом броју 

~ комплекси С и А. 
Ако је дескриминанта D бројева ~ и ~ природан број, који није по

тпун квадрат, онда је језгро Е увек може тако поделити на комплексе 
В и !:.' да комплекс А буде састављен само од природних бројева (одељак 
9.3 и ставови 9.7 и 9.10), па су ~ и ~ представљени периодичним вери
жним разломцима: 

(11.15) ~=(B4), ~=(CA), 

где су В и С предпериоде, а А и А периоде. По аналогији са овим слу

чајем, уводимо појам верижне реuре;еншације квадратног ирационалног броја. 

Д е Ф и н и Ц иј а 11.2. Ако су Е и Е јеЗipа коњуfованих кваирашних ира
ционалних бројева ~ и ( и ако су комuлекcu В, С и А gефинисани еквивален
циама. 

ониа су верижне реuрезеншације бројева ~ и ~ uарови комuлекса 

(11.16) ~={B; А}, (={c;~}. 

Комuлексе В и С називамо uреиuериоиама, а комuлексе А и А йериоиама ве

рижнux реuрезеншација (11.16). 

(2) Једном датом пару ~ и~, који има језгра Е и Е може се на 
овај начин gоgелиши неоiраничено мнојо верuжних реЙрезенШација. Заиста, ако 
је R који било уређени комПлекс целих бројева, па се стави 

Br =BR-l, ct=c-!!:. 

где је ВС која било подела језгра Е на предпериоде, онда је 

ВТ Cr",BR-l RC",BCf"'o,JE, 

Ст I Brf"'o,JR~ I BR-lf"'o,JRАR-l",Аr, 

па тражене верижне репрезентације имају облик 

~ = {BR-l; RAR-1} 
(11.17) 

~={C~; R-IAR}. 
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Ако се стави R = В, онда је ~ представљен чисто периодичном верижном 
репрезентацијом 

(11.18) ~={V; ЕI V}, 

где је Е I V периода. 

Обрнуто, из ма које верижне рейрезенШације броја ~ јеgнозначно сле
уује језfpО Е и број ~. Заиста, на основу еквиваленције (11.14), из прве од 
верижних репрезентација (11.16), следује 

(11.19) 

па је, дрема (11.13) 

(11.20) 

На исти начин из прве од верижних репрезентација (11.17) следује 

E,....,BR-l RAR-ll~-l !!.,....,ВА I!!.. 

Периоду А, дату еквиваленцијом (11.14), која се не може написати у 
облику Aok, где је Ао уређени комплекс делих бројева, а k>2 природан 
број назваћемо йримишивном йериоgом, а језгро из кога је таква периода 
добијена, йрuмишuвнuм језiром. 

(3) у одељку 9.3 (1) показали смо да сваки реалан квадратни 
ирационални број има безбројно много језгри. Ако је љегово примитивно 
језгро Е,....,ВС и ако је A,....,~I В онда су сва љегова језгра дата низом (9.20): 

Ev,....,BAv-l~, v= 1,2, 3, ... , 

а језгро кољугованог броја низом 

E--v,....,С!V-1 !!,....,ь, v= 1,2,3, ... , 

На основу дефиниције 11.1 све изложено важи не само за реалне 
него и за све квадратне ирационалне бројеве који имају језгро. 

Потребно је само додати да се низови (9.20) и (9.21) могу писати 
у облику 

(11.21) 

што значи да су језгра Ev и E--v за v = 2, 3, ... , независна од избора ве
рижне репрезентације, него да зависе само од примитивног језгра, односно 
од броја коме припадају. 

Језгра (11.21) одговарају низу целобројних решеља и решеља облика 
(11.11) једначине (11.8). Примитивно језгро следује из најмаљег решеља 
једначине (11.8). 

.,........ t 11 '" , f1 
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11.3 ЕквивАлЕНЦИЈА КВАдРАТНИХ ИРАЦИОНАЛНИХ БРОЈЕВА 

(1) Према ставу 8.1, за еквиваленцију квадратних ирационалних бро
јева може се исказати следећа дефиниција: 

Д е Ф и н и Ц и ј а 11.2. Два кваgрашна ирационална броја су еквивале
ншни међу собом, ако су йримишивне uepuoge љихових верижних рейрезен
шацuа jegHaKe. 

Ако су Е и F примитивна језгра бројева ~ и си, онда се, на основу 
дефиниције 11.2 и образаца (11.13) и (11.14), могу тако поделити на пред-
периоде 

да буде 

Из ове еквиваленције следује 

(11.22) 

где је К комплекс пропорционалности, па се добија 

М",КВ, N",KC, 
те следује 

(11.23) Р",КЕК. 

Обрнуто, аКо језгро F има облик F ",КЕК, онда увек можемо извр

шити поделе 

Е",ВС, F ",КВСК, 

па узимајуl;i.и да је М",КВ, N,.....,KC, добијамо 

~ I м ",q!IKB",~ I В, 
што значи да Е и F припадају еквивалентним квадратним ирационалним 
бројевима. 

Према томе верижне репрезентације бројева ~ и си гласе 

(11.24) ~ = {В; А}, си = {КВ; А}, 

где је А заједничка периода 

Како су језгра бројева ~ и си комплекси Е и F ",KEJF, ~ и си су ре
шеља квадратних једначина 

(11.25) {['Е'] ~2-{[E'] + ['Е]} ~ + [Е] = О 

['Р'] си2 -{[Р'] + ['Р]} си + [Р] = О 
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Осим тога, ако су ~ и 6) реални квадратни ирационални бројери, онда се 
верижне репрезентације (11.24) претварају у верижне разломке, па су-пре
ма обрасцу (5.7)-~ и 6) везани релацијом 

(11.26) 6)= [К]~+[K'] , 
['К] ~+ ['К'] 

Ако у другој од једначина (11.25) извршимо смену дату обрасцем 
(11.26), добија се једначина 

(11.27) 

где је: 

0(.= -[~I~I к], 

2 ~ = [~I !.I к] + [~I! I К'], 
у= -['!5I!.IК']. 

Али како је F /"ОЈ КЕК, то је 

па је 

0(.= [' В'], 2 ~ = [В'] + [' В], У = [В], 

што значи да је једначина (11.27) еквива:uентна првој од једначина (11.25). 
Према томе бројеви ~ и 6), дати верижним репрезентацијама (11.24) су 
везани релацијом (11.26). 

Тако је доказан 

Став 11.2 Два кваgрашна ирационална броја су еквиваленшна међу 
собом oHga и само oHga ако језiро jegHoi og њих има облик КВК, ige је 
В језiро gpyioi, а К комйлекс йрироgних gројева независан og .е. Дискрими-
1Шнше нормалних облика ових бројева су jegHaKe, а они су везани релацијом 

(11.28) 6)= [K]~+[K'], или 6)= {К, ~}. 
['К] ~ + ['К'] 

(2) Потребно је на крају посматрати случај када је квадратни ираци
ционални број ~ еквивалентан своме коњугованом броју ~. Тада се одго
варајућа језгра В и F =!!. могу написати у облику 

В/"оЈВС, В/"оЈКВСК, 

где су В и С предпериоде верижних репрезентација бројева ~ и~. Из ових 
еквиваленција следује 

КСВК/"оЈВС. 

Како је С/"оЈВ I~, где је А периода броја ~, добија се даље 

~I КВ I ~~~ IВ/"оЈ V I А, 
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па ако се ради краткоће стави 

R"-'~I КВ, 

добија се 

и наЈзад 

Уведимо још KOМIUIeKC Н, тако да је 

A=HR, 

па претходна еквиваленција добија облик 

Пошто су R и Н уређени комплекси природних бројева из ове еквивален
ције следују једнакости 

R=R, Н=Н, 

што ЗНачи да су комплекси R и Н симетрични 

H=S, R=T 

па се добија А = ST. 

Како се верижна репрезентација броја~, аКО је А = ST може напи
сати у облику 

~={C; TS}={CT; ST}, 
слеДУЈе 

С т а в 11.3. Кваgрашни ирационални број је еквиваленшан своме коњу
[ованом броју oHga и само oHga, ако uepuoga њеioве верижне реuрезеншације 
има облик 

A=ST 

ige су S и Т симeiйрични комUлекси. 

11.4. НЕКОЛИКО ПРИМЕРА ВЕРИЖНИХ РЕПРЕЗЕНТАЦИЈА 

(1) Квадратни корен рационалног броја 

где су r и s цели узајамно прости бројеви (s> О), је решење једначине 

(11.29) st2-r=0 
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Ако дискриминанта D = rs нормалног облика броја ~ припада једном од 
случајева става 11.1, онд број ~ има језгро. Поређељем једначине (11.29) 
са једначином (11.2), добија се 

(11.30) ['E']=sv, [Е'] + ['Е] = О, [Е] = -rv, 

где је v фактор проnорционалности. 
Из друге од једнакости (11.30) следују четири једнакости: 

[ЕI 0]= -[О I~], [EI V]= -[О I ~'], 
['EIO]=-[VI~], ['EI V]=-[VI~'], 

одакле следује еквиваленција 

(-1), 

што значи да је уређени комплекс природних бројева еквивалентан ком
плексу Е I О симетричан, па можемо ставити: 

ЕЈ O,....,b,S,b 

где је Ь произвољан цео број, а S произвољан симетрични комплекс целих 
бројева. из последље еквиваленције следује 

(11.31) Е,....,Ь, S*, -Ь -1. 

Ако се стави В,....,Ь, C,....,S*, -Ь -1, добија се периода 

A,....,S*, -Ь -1 \ b,....,S, 2Ь. 

па следује верижна репрезенталија: 

(11.32) 
r --

~
-

-;={Ь; S, 2Ь}. 

Истовремено, из прве и треће једнакости (11.30) добија се 

(11.33) ~ = [bSb] , 
s [S] 

На пример, ако се стави Ь= 1, S= 1: 

vз = {1; С2}, 
а за Ь=-I, S=I: 

(11.34) ±Ј! 1={-1; i, -2}, Е,...., 0,0. 

(Знак пред V 1 остаје неодређен, јер се услов (11.3) не може применити, 
пошто је [Е']- [' Е] = О). 

(2) Квадратни ирационални број облика 

~: +1 
~=---

2 
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где су r и s цели узајамно прости бројеви (s> О), је решеље једначине 

(11.35) 4st2-4st+ (s-r) = О. 

Предпоставимо да ~ има језгро Е, па се поређељем једначине (11.35) са 
једначином (11.2) добија 

(11.36) ['E']=4sv, [E']+['E]=4sv, [Е] = (s-r)v, 

где је v фактор пропорционалности. Из прве и друге од једначина (11.36), 
добија ·се 

[Е'] + [' ЕЈ = [' Е'Ј 

што се може написати у облику 

['Е 11] = -[VI ~], 
одакле следује еквиваленција 

Ell,....,IIE (-1). 

То знми да је уређени комплекс природних бројева који је еквивалентан 
комплексу Е 11 симетричан 

Ell,....,b, S, Ь, 

па се добија језгро 

Е,....,Ь, S*,-b 

и верижна репрезентација 

~ r +1 
S ={Ь; S, 2Ь -1}. 
2 

Из прве и треће једнакости (11.36) следује 

.!.- = [2, Ь-l, S, Ь-l, 2] 

s [S] 

На пример, за Ь = 1, S = 1 добија се 

V5+1 - --2-={1; 1, l}={V; 1}; 

За ь=о, S= 1: 

V-3+1 --
2 {О; 1, -1}, E,....,l,O; 

и најзад за Ь= 1, S= -2: 

(11.37) ±Г-1+1 ._- --
2 ={1; -2, l}={V; 1, -2}. 

(иста напомена као за једнакост (11.34). 
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(3) Комплексан број 

(11.38) Е= ±1, 

налази се у нормалном облику аКо је задовољен услов 

р2+ 1:=0 (mod Q). 

Одговарајућа Пелова једначина гласи 

U2 +V2= 1 (s парно), 

и има једно једино задовољавајуће решење (v>O): и=О, v= 1. Према (11.7), 
тада је 

[Е'] = ['Е], 

па следује еквиваленција 

(+ 1), 

што значи да је Е симетричан уређени комплекс природних бројева са 
парним бројем 'lЛанова (јер је s парно): 

Е,....,НН, 

где је Н произвољни комплекс природних бројева. Осим тога, према 
обрасцу (11.10) је: 

(Е') = Р, 
Q 

Ако језгро напишемо у облику 

Е,....,Н, О, -1, 0,1, Н, 

можемо ставити В=Н, О, -1, С,....,Н, 1, О, па се добија периода 

А,...., О, 1 HIH, О, -1,....,1, -2. 

Тако се добија по једна верижна репрезентација бројева ~ и ~: 

(11.39) {~={H' О, ~1; 1, 2), 

~-{H, -1, 1, -2}. 

у овом случају услов (11.3) не може се приметити, јер је [Е']-['Е] = О, 
па Е у изразу (11.38) остаје неодређено. Мада примене на бинарне квадра
тне форме то не захтевају, може се поставити нов критеријум на следећи 
начин. Према (11.34), узмимо да је 

(11.40) V-1={-I; 1,-2}, 
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па из (11.39), на основу (11.28), следује 

тј. 

(11.41) 

~={H,O, -1; 1, -2}={Н,О,i} 

~={H, -1; 1, -2}={H,i}, 

(_1)11-1 i +[Е'] -

['Е') • ~ 
(-1)11 ј+[Е'] 

['Е') 
• 

где је h број чланова комплекса Н. Тако се добија образац 

e:=(-I)h-T 

где је h број чланова комплексан Н. 

На пример, ако је 

добија се Н=2, 1, 1, 1, ћ=4, па је: 

V-1+34 -- -Н+34 --
13 ={2, 1,1,1, -1; 1, -2}, --13-={2, 1,1, О; 1, -2}. 

у једнакости (11.37) десној страни одговара знак 

-Н+1 ={V· 1 -2} 
2 '" 

јер је ћ=2, Н=О, 1. 

Потребно је нагласити да је у овом случају 

што значи да број ~ има само примитивно језгро Е,....,НН, 

(4) Према ставу 11.1, комплесан број 

(11.42) !:=е:н+р, 1 
<, Q е:=± , 

ИМа језгро, ако су за.п:овољени услови 

(11.43) {Р= 1 (mod 2), Q=2 (mod 4), 

Р2+ 3=0 (mod Q). 

OдroBapajyћa Пелова једначина гласи 

(8 парно), 

и има решеља 

1 1 
и= ±-. v=-' 

2 2 

I пред V 1-
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Тако је, према (11.7): 

(11.44) [Е']-['Е] = е:, е:= ±1. 

Из ове једнакости следују ч:етири једнакости 

[EIE] =e:[~], ['Е' ЕЈ =е: ['~], 

[ЕIЕ']=е:@'], ['EIE']=e:['~'], 

из којих следује еквиваленција 

(11.45) Е! E"'~: 
Из облика ове еквиваленције видимо, да ако она имз. једно решеље 

Е=Х, онда љу задовољава и сваки комплекс Е=НХН, где је Н произво-

љан комплекс. Зато извршимо смену непознате 

(Il.46) Е......,НХН 

где је Н произвољан уређени комплекс природних бројева, а Х нова не
позната. При томе смемо предпоставити да су йрви u йослеgњu члан КОМ
йлекса Х разлuчuШu. После смене (11.46), еквиваленција (11.45) добија 
облик 

(11.47) 

Пошто лева страна има паран број чланова, следује да и комплекс Х има 
паран број чланова, па пробаљем решеља X=V, Х=а,Ь, X=a,b,c,d, ... 
и упоређиваљем чланова леве и десне стране, добијамо једина решеља 

Х = а, а + 1; Х = а + 1, а, 

где је а произвољан цео број. Због присуства произвољног комплекса Н 
у изразу (11.46) можемо ставити а=О, па су решеља еквиваленције (11.45) 

(11.48) 

(11.49) 

Е......,Н, 0,1, Н, 

Е,.....,Н, 1, О, Н, 

е:=(-1)1I-1, 

е:=(-I)", 

где је h број чланова комплекса Н. Знак е: је одређен из једнакости (11.44), 
према обрасцу (2.26). У сваком појединач:ном случају Е добијамо из об
расца (11.10), који, за број ~ дат једнакошћу (11.42), добија облик 

(11.50) 

где је s паран број. 

Ако предпоставИМо да дато:м: броју ~, облика (11.42), одговара језгро 
(11.48) можемо ставити В",Н, С",Н, 1, О, па се добија периода 
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те следују верижне репрезентације 

~={H; Ј, -Ј}, 

~={H, О; Ј, -1}. 

97 

Ако језгро има облик Е,......,Н, Ј, О, Н верижне репрезентације бројева ~ и ~ 

мељају улоге. 

На пример, ако је 

добија се Е,.....,,0,2, Ј,О, Ј, 1,2,0 тј. Н=0,2, Ј, h=3, па су верижне репре
зентације 

Ако је 

~ = {О, 2, Ј; Ј, -Ј}, ~ = {О, 2,2; -т,-ђ. 

~ = Гз+21 
6 

добија се Е=3, Ј, Ј, 0,1,3, тј. Н=3, Ј, h=2, па су верижне репрезентације 

~={3, 1,0; 1,-1}, ~={3, 1; 1,-1}. 

Потребно је нагласити да је у овом случају 

што значи да број ~ има само примитивно језгро. 

12. БИНАРНЕ КВАДРАТНЕ ФОРМЕ 

12.1. БИНАРНА КВАДРАТНА ФОРМА И ЊЕНИ ОБЛИЦИ 

(1) Квадратна функција двеју променљивих х и у 

(12.1) ј(х,у)=ос х2 + 2 ~ ху+ r у2, 
где су ОС, ~ И r цели бројеви, назива се бинарном KBagpaiй1loM формом. 
Израз 

(12.2) 

је љена дискриминанта. 

ДеФиниција 10.1. Бинарна KBagpaiilna форма 

ј(х, у) = осх2 + 2 ~xy+y у2 

7 Правилни верижви разломци 
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налази се у нормалном облику, ако је 

сх:>О, (cx:;~; у)= 1. 

Према дефиницији 9.2, ако се форма ј(х,у) налази у нормалном облику, 
онда се и решеља једначине 

(12.3) 

и то 

(12.4) 
- -YЂ-~ 
~= , 

о( 

исто тако налазе у нормалном облику. 

(2) Показаћемо да се форма ј(х, у) може изразити у облику Euler-ove 
функције [К], ако је задовољен један од услова: 

{

10
• Дискриминанта D је природан број који није потпун квадрат 
целог броја 

(12.5) 20. D= -1, 

30. D=-3, cx:=2(mod4), ~=1(mod2). 

Заиста, према ставу 11.1, ако је задовољен један од услова (12.5) 
решеља једначина (12.3) имају језгра. Ради тога предпостављамо да је 
уређени комплекс Е = e1 е2 ••• е 8 језгро једнога од решеља једначине (12.3), 
на пример броја ~. Ако је, затим, и, v најмаље решење одговарајуће Пе
ловеједнач:ине 

(12.6) U2-Dv2 =(-1)8, 

где је s број ч:ланова језгра Е, онда је, према (11.6): 

cx:=~['E'], 
v 

2 ~= -~ {[Е'] + ['Е]}, 
v 

1 
у=-[Е]. 

v 

Кад ове изразе за сх:, ~ и у сменимо у квадратној форми ј(х, у) и осим 
тога извршимо смену променљивих 

(12.7) ~=(Z), тј x=[Z], y=['Z], 
у 

где је Z произвољан уређени комплекс природних бројева, онда-према 
обрасцу (2.28)- форма ј(х,у) добија облик 

(12.8) ј(х, у) = -~ [Z I Е I Z]. 
. v -



12. Бинарне хвадратне форме 99 

12.2. ВРЕДНОСГИ БИНАРНЕ КВАДРАТНЕ ФОРМЕ 

(1) ОблИЈ( (12.8) квадратне форме ј(х,у) омогућава да се реши про
блем представљања целих бројева у облику те форме за узајамно просте 
целе вредности променљивих х и у кад њена дискриминанта задовољава 
један од услова (12.5). Захваљујући изразу (12.8), Диофантова једначина 

(19.9) ј(х, у)==осх2 + 2 ~ ху + у у2 =е:8 

где је 8 дати природан број, е:= + 1, или е:= -1 а х и у непознате вели
чине, претвара се у једначину 

(12.10) [~IEIZJ= -e:v8, 

у којој је једина непозната уређени комплекс целих бројева Z. Сваком ре
шењу Z јеДНач'ине (12.10) одговара једно решење Х,у једнач:ине (12.9), при 
чему је (х; у) = 1. 

Предпоставимо да једначина (12.10) има једно решеље Zo' То значи 
да постоји такав комплекс F, чији је облик 

(12.11) 

а који задовољава једнакост 

(12.12) [F]=-e:v8, 

где је е: има једну од вредности е: = + 1 или е: = -1. Ако се стави 

(12.13) 

еквиваленција (12.11) добија облик 

(12.14) F,....,KEK, 

што, према ставу 11.2, значи да је F језiро неко; кваgраШНОl ирационално! 
броја 6) који је еквиваленшан јеином ои корена јеиначине J(t, 1) =0. 

Обрнуто, ако постоји квадратни ирационални број 6), који је е:кви
валевтан једном од решења једначине J(t, 1) =0, а чије језгро F има 
облик (12.14), па кад се стави 

еквиваленција (12.14) се претвара у еквиваленцију (12.11), што значи да 
је комплекс Zo једно решење једначине (12.10). 

Према томе једначина (12.10) има решења ониа и само ониа ако 
uосшоји кваgрашни ирационални број 6), који је еквиваленшан јеином ои 
решења јеgначине J(t, 1) =0, а чије језipо F заgовољава јеgнакосШ (12.12). 

(2) Чиљеница да језгро F броја 6) задовољава једнакост (12.12) може 
се исказати и на погоднији начин. 
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Према ставу 11.2. нормални облик броја u> гласи 

(12.15) 
,/_ {р, q цели бројеви, 

±vD+p . 
ы= , где Је ID-p21 . 

q = ql цео БРОЈ, 
q 

где је D дискриминанта квадратне форме Ј (х, у) = О. Ако формирамо број 

1 
U>l =а+-(12.16) 

ы 

где је а произвољан цео број, онда је његово језгро а F а, па именилац 
ql његовог нормалног облика, према првој од једнакости (11.6) и ставу 
9.1 има вредност 

тј. према (12.12) 

(12.17) 

Тако се може исказати 

С та в 12.1. Цели бројеви а и -а, или саМ.о jegaH og њих, моју се 
йреgсшавиши у облику бинарне кваgрашне форме 

чија gискриминанша заgовољава jegaH og услова (12.5), за целе узајамно 
йросше вреgносши х, у, oHga и само oHga, ако је а именилац нормаЛНОf 
облика некој кваgраШНОi ирационално! броја који је еквиваленшан jegHoM og 
решења јеgначине J(t, 1) =0. 

(3) Из једнакости (12.15), (12.16) и (12.17) следује 

(12.18) !p2-D! =q а, 

што значи да је 

(12.19) 

Конгруенција (12.19) и једнакост (12.18) омогућавају нам да нађемо 
квадратни ирационални број ы, разуме се ако конгруенција (12.19) има 
решења по р. 

Сваком пару решења р, -р конгруенције (12.19), према (12.18), 
одговара један квадратниирационалан број u> облика (12.15). Љегово 
језгро F казује дали је он еквивалентан једном од решења једначине J(t, 1) = О 
или не. У потврдном случају језгро F има облик 

(12.20) 

где је Е језгро оног решеља једначине J(t, 1) =0 коме је u> еквивалентан. 
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(4) Кад је добијен комплекс Р, облика (12.20), решеље једначине 
(12.10) биће, према (12.11), (12.12) и (12.14), сваки комплекс Z, који 
задовољава еквиваленцију 

(12.21) ~ I Е' Z",KE~. 
Као што ћемо показати ова еквиваленција има неограничено много 

решеља по Z. Да бисмо их нашли предпоставимо да су Е и Е примитивна 

језгра решеља ~ и ~ једначине f(t, 1) = О, а љихове верижне репрезентације 

(12.22) ~={B; А}, ~={C, ~}. 

Предпоставимо осим тога да су верижне репрезентације броја си и љему 

кољугованог броја (;): 

(12.23) си = {М; А}, (;)={N;~}, 

при чему је, према (12.20): 

(12.24) 

јер је ~,...,."cи, ~,...,.,,"(;). 

Најзад у еквиваленцији (12.21) извршимо смену непознате 

(12.25) 

где је W нова непозната, па та еквиваленција добија облик 

(12.26) 

Последља еквиваленција има исти облик као еквиваленција (9.14), 
коју смо већ решили. Према томе, на основу (9.19) и (12.22) скуп свих 
решеља еквиваленције (12.26) дат је низом 

Wv",BAv-l С (v = О, ± 1, ± 2, ± 3, ... ), 

одакле следују решеља еквиваленције (12.21): 

Zv",BAv-l С К, (v = о, ± 1, ± 2, ± 3, ... ), 

тј. према (12.24): 

(12.27) Zv",BAv-IN (v=O, ± 1, ±2, ±3, ... ). 

Ако заједничка периода бројева ~ и си има облик А = ST, где су S и 
т симетрични комплекси, онда је према ставу 11.3, ~"'~' си,.....,(;), па је и 
~"'"(;). Верижне репрезентације бројава си и (;) могу се сада написат;r 
у облику 

(12.28) "(;)={N!S!V; А}, cи={N!AS; ~}, 



102 Б. Ћерасимовић 

па на основу обрасца (12.27) пару решеља р, -р кошруенције (12.19) 
одговара и други систем решеља еквиваленције (12.21): 

(12.29) 

Према свему изложеном можемо исказати 

с та в 12.2. Скуй решења х, у, «х, у) = 1), Диофаншове јеgначине 

ј(х, у)=о:х2 + 2 ~xy +у у2= ±а, 

[ое је (о:; ~; у) = 1, а чија gискриминанша D = ~2_ о:у заgовољава јеоан оо 
услова (12.5), ооређен је скуйом 'йарова решења 7<0нјруенције 

(mod а) 

који имају особину оа је кваgрашни ирационални број 

(ј) = VD
q 
+ Р, јое је q = I D~p21 

еквиваленшан јеоном оо решења ~ или ~ јеgначине ј (t, 1) = о. 

Ако је (j),",,~, онва су верижне рейрезеншације 

~={B; А}, %={С; ~}, 

(ј) = {М; А}, ~ = {N; ~}, 

;ја йару р, -р, оојовара јеоан сисшем решења 

(12.30) х .. = (2 .. ), \1 = о, ± 1, ± 2, ± 3, ... , 
У .. 

у коме се најмање решење gобuја из ко.мЙлекса 

(12.31) 

.а осшала решења из комuлекса 

(12.32 { 
2 .. ""ВА"-1 '!!' 
2_ .. ""СА"-1 М 

Ако је А= ST, Шј. ~""%' оноа иару р, -р, оојовара и орУји cиcйie.м 
решења 

(1) 
Х.. (1) 
-=(2 .. ), \1=0, ± 1, ±2, ±3, .... 
y~1) 

(12.33) 

у коме се најмање решење gобија из комйлекса 

(12.34) 

... I 
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а оcfйала решеља из комйлекса 

Z~I) ",BAV S I N, 
(12.35) {-

Z~~",CAV-2 TN. 

(4) Системи решења Xv , Yv (v=O, ±1, ±2, ±3, ... ) могу се добити 
и познатим аритметичкнм обрасцем [ВасЬтап 2Ј, али йолазећи og йознаШОi 
најмање! решења шоiа cиcfйeMa. 

Ради тога посматрајмо разломак 

[BAv-l L]-['ВАv-l L] (BAk) 

[BAV-I]_['BAV-l] (ВА") 

где су А, В и L проџзвољни уређени комплекси природних бројева (сви 
чланови комплекса А и В су природни бројеви, осим првог члана ком
плекса В, који је цео број), v>O и k>v цели бројеви. Ако се тај разломак 
напише у облшсу 

[BAv-l L] ['BAk]_['BAv- 1 L] [BAk] 

[BAV-I] ['BAk]_['BAv- 1] [BAk] , 

па на бројилац и именилац примене обрасци (2.13) и (2.14), добија се 
разломак 

[AkBIBAv-1L] 

[Аk~IВАv-l] 

[~k-v+l I L] 

~k-v+l I У] 

После још једне примене обрасца (2.13), последљи разломак добија облик 

[LJ-['LJ (А1Н+1). 

Тако је доказана идентичност 

(12.36) [ВАН Д-['ВАН LJ (BAk) = {[BAv-IJ-['ВАv-1Ј (BAk)} {[LJ-['LJ (Ak-V+l)} •. 

Ако ставимо: 

~ = (ВА), ZV = [BAV-l LJ-['BAV-l Д~, 

. иv=[ВАV-IJ-['ВАV-1Ј~, 6 = [АЈ-['АЈ сА), 

и пустимо да k неограничено расте, онда је 

1im (BAk) = (ВА), 
k~oo 

lim (Ak-V+l) = СА), 
k-+oo 

па идентичност (12.36) добија облик 

(12.37) ZV = иv ([LJ-['L](A)}, v = О, 1, 2, 3, .... 
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За L = А, последња једнакост постаје 

uV+1 =uv 6, v=O, 1, 2, 3, ... , 
па је 

(12.38) 

Из једнакости (12.37) се добија 

Zv Uv 

па је, према (12.38): 

(12.39) 

Ако је ~ = (ВА) једно решење једнач:ине Ј (t, 1) = о онда су, према 
(1.27) и (12.7): 

Xv = [BAV-1 NЗ, Yv = [' BAv-l N], v = о, ± 1, ± 2, ± 3, .... 

Према томе, ако у изразу за ZV ставимо L = N, образац (12.39) добија 

облик: 

(12.40) 

где је 

6 = [А]-[' А] (А). 

Помоћу обрасца (12.40) могу се добити сва решења једног система 
Диофантове једна чине (12.9), ако се зна најмање решење хо ' Уо, а ово 
решење добија се помоћу обрасца (12.31), односно (12.34). 

(5) Величина 

(12.41) 6 = [А]-[' А] СА) = [А] + [' А'[ -У{[А] + [' А1}2_4 (-l)т 
2 

је јединица у телу VЂ, јер је 

где је т број чланова периоде А. Потребно је само напоменути да 6, и 
кад је А примитивна периода верижне репрезентације једног квадратног 
ирационалног броја, H~ мора бити основна јединица. На пример, ако је 
А= 3, онда је 

6= з-vтз 
2 ' 

али ако је А= 1, 1, 6, 1, 1, онда је 

6=18-5 VТЗ=С-:13)3. 

'''111 ы \ I а 
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12.3 СПЕЦИЈАЛНИ СЛУЧАЈЕВИ 

(1.) с т а в 12.3 Диофаншова јеgначина 

ј(х, y)=ocx2+2~xy+yy2= ± 1, 

Жие је ос>О, (ос; 2~; у) = 1, а gискриминанша D заgовољава јеиан ои услова 
(12.5), има највише јеиан сисшем решења, и шо ониа и само ониа, ако су 

корени јеgначине ј (!, 1) = о еквиваленшни са jIЂ. 

Ако су 
rr; -- --
у D={b, S, 2Ь}, ~={B, S, 2Ь}, 

јие је В уређени комйлекс йрироиних бројева, верижне рейрезеншацuје VD и 
~, ониа је најмање решење 

и 

ХО = (В') 
Уо 

ј(хо, Уо) =(_1)n-l 8gn(~-~) 

ige је п број члаова йреийериоие В. 

Доказ. Пошто је ~=1, конгруенција p2=D (mod 1) задовољава 
сваки цео број р, па је q=D-р2 и 

ако је 

V15+p --} 6)=--={0, Ь-р, S, 2Ь , 
D_p2 

VD={b, S 2 Ь}. 

Тиме је доказан први део става. Даље, из еквиваленција (12.31) и (12.34) 
добија се 

Zo,....",B'*, Ь-р-Ьn-l, О, 

z~t),....",', Ьn-р-Ь, О, 

где је ЬN последњи члан комплекса В.Према (2.11), из оба КОМПлекса 
добија се једно решење 

хо = [В'], уо = ['В'Ј. 

Последњи образац добија се применом обрасца (12.8), јер је v = [8]. 

(3) Став 10.15 је нейосреина йослеguu,а сшава 12.3. 

(3) С т а в 12.4 Диофаншова јеgllачина 

ј(х, у)=осх2 +2 ~ ху+ у у2 = ±2, 

јие је ос>О, (ос; ~; у) = 1, чија gискриминаllша D је йаран број и заgовољава 
јеиан ои услова (12.5), има највише јеиан сисшем решења и шо ониа и само 
01lиа, ако су решења јеgнаЧUllе Ј(!, 1)=0 еквивалеllШllа са ј!Ђ/2. 
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уЂ --
-={Ь; s, 2Ь}, ~={B; S, 2Ь} 

2 

верижне рейрезеншације бројева VЂ и ~, шаgа је најмаље решеље gаше 
2 

јеgначине 

и 

ХО = (В') 
Уо 

ЛХо, Уо) = (-l)n-l sgп (~-ђ. 2. 

Доказ је исти као за став 12.3. 

(2) С т а в 12.5 Диофаншова јеgllачина 

ј(х, y)==ocx2+2~xy+yy2= ±2, 

јие је ос>О, (ос; ~; у)= 1, а чија gискриминанша D је нейаран број и заgо
вољава јеиан ои услова (12.5), има највише јеиан сисшем решеља и шо само 
ониа, ако су решеља јеgllачине ј (t, 1) = о еквиваленшна са (VЂ + 1)/2. 

Ако су 

верижне рейрезеншације бројева <Ј!Ђ + 1)/2 и ~, ониа је најмаље решеље 
йосмашране јеgначине: 

и 

ХО = (В') 
Уо 

Д о к а з. Конгруенција 

p2==2g+1=D (mod 2), 

где је g = -1, g = - 2 или природан број има једно решење р = 1 па је 
q=g и 

(Ј)= У2с+1+1 ={О, Ь-l, S, 2Ь-l}, 
g 

ако је (Ј!Ђ+l)/2={Ь; S, 2Ь-l}. Остале тачке доказа су као за став 12.3: 

(5) Као непосредна последица става 12.5, следује 

Став 12.6. Диофаншова јеgначина 

x2-xy-gy2= 1 
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ige је g = -1 или upupogaH број, има увек jegaH и само jegaH сисШем решења, 
и шо, ако је 

oHga су решења йосмaiйране јеgначине 

(12.42) 

за 

Наuрошив, јеgначина 

{
x,,=[bS{2b-l, S}"-l], 

y,,=[S{2b-l, S}V-1] , 

v=l, 2,3, ... ако је т йарно, 

v=2, 4, 6, ... акО је т неЙарно. 

x2 -xy-gy=-1 

има решења oHga и само oHga Kag је т неЙарно. И шаgа су Х'" у" gaiйu 
изразима (12.42), али само за v= 1, 3,5, .... 

(6) Став 12.7. Диофаншова јеgначина 

(12.43) 

ige је 0(>0, п=~2_O(y= -1 има решења oHga и само oHga ако се upupOgHU 
број ~ може изразиiйи у облику збира кваgраша gва узајамно йросша йри
pogHa броја. 

Сваком йару решења р, -р КОНipуенције 

(12.44) (mod ~) 

оgiоварају шаgа чешири решења јеgначине ј(х, у)=8. Ако је Е=НН језlро 

броја 

а' F = LL језiро брОја 

V-l+p 
(Џ= , 

q 

р2+1 
q=--, 

~ 

oHga су решења оgређена комuлексима 

(12.45) 
{ 
Zo",H I ~ Z~I)",и I О!:" 
Zl",HL zр)",и, О, L. 

- -
До I< аз. lедначина (12.43) има решеља .кад и I<онгруенција (12.44), па 

одатле следује облик броја д. Осим тога, сви бројеви облика (± V=Т + P)/Q, 
где је р2 + 1 ==0 (mod Q) су еI<ВИВалентни међу собом. Тако следује ПРВИ део 
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става. Број решења се своди на четири, јер је, према 11.4 (3): А2 = Рl- 2}2"" V. 
Тако се, према (12.27) и (12.29) сваки систем решења своди само на два 
решења. 

Напомињемо да једначина f (х, у)= -д нема решења, јер је увек 
ј(х,у»О, ако је а>О. 

(7) С т а в 12.8. Дuофаншова јеgначuна 

(12.46) f (x,y)= IX X2 +~, ху+ у y2=~, 

све су IX,~ U У nейарни бвојевu (IX>O, (1X;~;y)=1), D=~2-4IXY=-3, има 
решеља онва и само онва ако се йрироgни број ~ може изразишu у оБЈ.uку 
а = m2 + 3n2, све су т и п узајамно ЙРОСШU йрироgни бројеви. 

Сваком йару решеља р, -р консруенције 

(12.47) 

ОВјоварају шаgа шесш решеља јеgначине j(x,y)=~. Ако је Е=Н, 1, О, Н. 

(или Н, 1, О, н) језlpО броја 

а F=L, О, 1, L (или L, 1, О, L) језСро броја 

V-з+р 
(u = -'----=-q , 

онва су решеља gаша комйлекcuма 

(12.48) 
{ 

Zo"" Н/ L, 

Zl""H, О, 1,!:., 

Zz""H, 1, О, L, 

Z~I)""H/O !:.' 

zf!)"" Н, О, 1, О, !:.' 
zi1)",H, 1, !:.' 

д о к а з. П рема наведеним условима, из 11.4 (3) произилази да ре
шења једначине f (t, 1) = О имају језгра. Да би квадратна форма на левој 
страни једначине (12.46) била у нормалном облику, множимо обе стране 
са 2, па одговарајућа конкруеlЩија има облик (12.47). Облик броја ~ сле
дује из познатог Lagrange-ovog става [Perron 1]. Тако је доказан први део 
става. Број решења сваког система своди се на три, јер је према 11.4 (3) 

А3={1, -1}3=V. 

12.4. Примери: 

(1) Диофантовој једначини 

12х2-22 ху + 7 у2 = ± 47 
одговара конгруенција 

(mod 47). 
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чији је једини пар вешења р = ± 15, те је q = 4. Тако се добија 

~ т+l1 --
<, = 12 =(1,2,2, 1, 3), 

- -VЗ7+11 --
~ = 12 =(0, 2, 2, 3, 1, 2), 

-VЗ7+Ј5 --
6)=--4 -=(2,4,2,1,3), 

- VЗ7+15 --
6)= 4 (5,3,1,2), 

па је А=2, 1,3, В=I,2, с=о, 2, 2, М=2, 4, N=5. 

Тако је, према (12.31) најмање решење: 

Zo",C/N",O, 2, 2/5 
тј. 

Zo"'o, 1, 1, 2 

па је Хо =3, уо=5 и то: 

12·32-22·3·5 + 7·52 = -47· 
(2) Једначини 

одговара конгруенција 
(mod 43) 

која има један пар решења р= ± 14, те је q=4, Тако се добија: 

V24+28 
~ = 19 =(1, 1,2, 1, 2, 1, 1), 

- -V24+28 
~= 19 (1,4,1,1,1,2,1), 

V24+ 14 6) = 4 =(4, 1,2, 1, 1), - -V24+14 6)= 4 (2,3,1,1,1,2,1), 

те је А= 1,2, 1, 1, (8= 1,2, 1, Т= 1), В= 1, 1,2, 
С=I,4,1, М=4, N=2, 3,1. 

Једначина има два система решења, у којима су H~jMaњa: 

Zo=2, 1 и Z&I)=I, 1,5, 
ТЈ· 

3 1· (1) 11 (1) 6 
хо = , уо = , хо = , уо = . 

(3) Према ставу 12.5, једначина 

29 х2-135 ху + 157 у2 = ± 1 

има решења, јер је 

VТЗ+IЗ5 - VП+l -
~= (2,3,1, 3), -2-=(2,3). 

58 

Најмање решење је 

Zo=B' =2,3 
тј 

хо =7, Уо=3' 

109 
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(Решеље одговара негативној десној страни) 

(4) Лева страна једнач:ине 

17 х2-128 ху + 241 у2 = 73 

има дискриминанту D = - 1, па према ставу 12.7, једначина има решеља, 
јер је 73 = 82+ 32. Конгруенцији 

р2+ 1 =0 (mod 37) 

има саМо један пар решеља р= ±27, па је q= 10 и 

V-1+27 
(ј) Р=2, 1,2,2,1,2, 

10 
Осим тога је 

1: =Н+64 ~ 17 ' E=3,1,3,3,1,3. 

Према томе једначина има само четири решеља (два система по два), и то: 

х 1 13 132 108 77 

у i 4 35 29 20 

(5) За једначину 
7 x2-19 ху+ 13 у2= 37 

је: D = - 3, 37 = 52 + 3 . 22, што, према ставу 12.8 значи да једначина има 
решеља. Даље је: l' • 

V-З+ 19 
~=- 14 ,Е=I, 2,1, О, 2,1. 

Конгруенција 
(mod 74) 

има само један пар решеља р = ± 21, па је 

V=З+21 
(ј)= 6 ' Р=3, 1, 1, 0,1,3 

Према томе једначина има само шест решеља (два система по три), и то: 

х I 5 19 24 9 16 25 

у I 2 15 17 5 13 18 

(б) Према ставу 12.7, једначина 2б5х2-122бху+ 1418у2=1 има ре
шеља, јер је п= -1, а према ставу 12.3, број решеља се своди на два 
(само један систем). Следује 

Н=2, 3, 5, L=O 
и 

хо =7, уь=3, ћ=lб 

~ .... ,_",1,.. 



(7) За једначину 

је 

D=-3, 

па су решења 
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313 х2-1449 ху+ 1677 у2 = 1 

1 = Р+ 3.02, Н=2, 3, 5, L=V 

х I 7 44 37 

у I 3 19 16 

(8) Према ставу 12.7, једначина 82х2-182ху+l0lу2=2 

има решења, јер је D = -1, 2 = l2 + Р. Следује 
Н=I, 9, L=1 

па су решења 

хо =9, уо=8; xl=ll, ћ=10 
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Скуп решења се своди на један систем (два решења), према ставу 12.5. 
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