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OPELrLOBOP
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{(pagoen mox 6p. 3, 4, 5, 6, 7,8,9, 10 u 11). ¥V taM pamosuMa ynorpebipaBao
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1. VYPEBEHI KOMIIJIEKCHU LEJUX BPOJEBA

1.1. TOJAM " BPCTE VPEBEHHNX KOMIIJIEKCA

Vpeliere kKoMIekce 03HaYaBaMO BeIHKHAM JaTHHCKAM ciposuMa A, B, C,

E,..., a mHX0oBe WaHOBe MaJHM CloBuUMa .4, b, ¢,..., a;, a,, a;,..., by,
b5 by, ..., 1, €, 65,.... Ha mpumep A=aya,0;...08,, B=bb,b;...b,,
E=ee,e;... ¢, THe CYy m, n U § OPUPOHNHE OpOjeBH, KOjH O3HAYaBajy

O6pojeBe 4MaHOBA HaBeNE€HHX KOMITJIIEKCA.

Hebunnunmja 1.1. 1°. Vpelenu xomiisexc A=a,a,a,...a, uuju cy
yaaHosU a, , a,, ..., Gy Heiu Opojesu, a GpupogHu Gpoj m Opoj reiosux uianosa,
Hasuea ce ypefenum KoMisexcom ueaux Opojesa. Ypeliemu romiinexc je cila-
bunan, axo je

a,#0 3a v=2,3,...,m—1.

Y idpoitiugnom, axo je ma jegan og uaanosa a,, Gs,..., Ay, HYAQ, KOMUAEKC
_Je Heciiabuaan.

2°. Vpehenu xomiiaexc A=a,a, ... a, uuju Cy Kpajuu uAqHoeu a, U a,,

yeau, @ OCHAAU YAAHOBYU Gy, Gy, . .., Gy UPUPOGHU Opojeeu, HA3Usa ce ypeleHum
Komilaexcom @pupognux Opojesa.
3°. Ilpazan komiisexc osnavagamo ca V. [3]
Hpamepn:

—-5,2,—1,1, —3,0;
2,0,3, —5,0,0,7

1,0,1,0, 1;
—1,1,2,5,1, 1, 0;
2,3,2,2,1, —17.

IIpBu, 9eTBpTH U NETH O HaBeACHUX KOMILIEKCA CY CTaOMJIHH, a OpYrH
u Tpelin mectabmuau. Ilocnenma nBa cy ypeheHu xoMIekcH IpupoJHEX OpojeBa.

1.2. JEAHAKOCT YPEBEHUX KOMIIJIEKCA

(1) Jebmrunmja 1.2. 1°. Hea ciadusna ypehena xomisexcad ueaux
opojesa A=a a,... a,, u B=bb,... b, mehycodno cy jegnaxu, axo je
m=n, ay=b,. a,=b,,..., a,=>b,.
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2°. Axo ce y Heciiabusnom YpeheHom KomilaeKCy wuAaH Koju je jeguak
HYAU 3AMEHU 30UPOM CYCegHUX YAaHO8d, a4 CycegHU UY4aHoeu usociliase, goduja
ce Komiliexc jegnak #peoduiinome:

(1.1 A ay ... gy O Guey ... Qu=0,0, ... Ay, Ay—1t Qgrys Qg - -« App-
1Ipamepn:
a,0,b=a+b;
2,0,3 —5,0,0,6=5, —5, 6;
1,0,1,0,1=2,0,1=3,
a,0,0=a
a,0,0,0=q+0,0=q, 0.
(2) Uz pedmummuje 1.2 cienyje 3akibyyak:
Axo je A=B ovpa je
m=n (mod 2).

(3) Opema npedmmumuwju 1.2, penanuja jemuaxocTH ypelheHux koMirekca
uMa OoBe ocobume:

1° A=A4;
2° axo je A=B oHna je u B=4;
3° axo je A=B, B=C oupma je u A=C.

1.3. ONEPAUMJE HA JEJHOM VPEBEHOM KOMILJIEKCY

(1) Oedbununuja 1.3. Ha jegnom ypehenom Komiirexcy ueaux Opo-
jesa A=a,a, ... ay, ige je m>1, moly ce epwuiiu oiepayuje:

1° Hueepsuja:
1.2) A=anap- ... aya40,.
2° Hszocitiasparee 4aanosa
‘A=a,ay...a,, A =aa,... ay,
"A=asa, ...y, A'=aa, ... ay,,
(1.3) W4 =ayy gay . -« gy, AB=a, a, ... apy,

ige je k=1,2.3,..., m.
Oitiepayuja u30ciliasbarba uAaHO8d 6PUILL Ce CAMO HaA ClAOUHOM KOMUAEKCY.

3° Oiiepauyja ,,**
(1.4) *4=1, a,—1, ‘4; A*=A4, a,—]1, 1. 3]
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Ilpavepn: !
3,2, —1=—1,2,3;
{—2,—-3,4,0=—2, —3, 4
{5,0,3,—1,0,0,1,0, 3})={8, —1, 4} =8. —1;
AM=V; MA=V; {a} =V;
*(3,2,4}=1,2,2,4;
{a, b, 1}*=a, b, 0, 1 =a, b+1;

1¥*=0,1; *0=1, —1.
(2) Hebununuja 1.4: Kag je na jegnom ypeljenom romiiaexcy nasna-
Yyeno euwe oiepauuja, oHga ce Upeo epwiu ouepauuja uHeepsuje, ua 3ailium gee
ocitiane, u W0, aKo Cy c€a uciie Ciipane, Up60. OHA wuju je 3HAK Oauxu caoey
Koje 03Hauaga KOMUAEKC, @ GKO CY €A PA3HUX Cilipana, oHga upeo oilepauuja ,,%‘‘
ITpumepn:
A ={AP=anap ... 4, q—1, 1

A="{A}=tp 0y - - - @y

¥A=*'A}=1, a,—1, "4;

*A'={*4}Y ={1, a—1, 'A} =1, a,—1, '4;

@ = (a1 t; (@7 =1, 1Y ma
Hap =*{a}}={*{a}}* =1, a2, 1;

{a, b, 1}* ={a, 5,0, 1}’ ={a, b+ 1} =a.

(3) Ha ocuoBy pebmmunmmja 1.3 um 1.2, omepammja muBEp3Hje WMa OBE
ocobuue:

1° Ako je B=4, onga je B=A wj.
(1.5) {£}=A.

2° Axo je A=B, onga je A=B u obpnyio.

Hokas: 1° Axo je A=aa,...a, oHAa je B=A=a, ay, ... a, a;,
ma je B=apdmpy ... ,4,=0,0, ... ap=A. -

2° Axo je A=a,a,...a,, B=bb,...b, oHna W3 A=B cnenyje
a=b, ay=by,...,ap=b,, m=n, N2 je B Apay ... 08,8 =byby,...bb,
Tj. 4=B.

O6pHYT 3aKibyuak je mociemura T. 1°.

(4) Ha ocuoBy nedunmuuja 1.3 m 1.2 omepanuja ,,+° uMa oBe ocobume:

1° Axo je B=A* onga je B*=A ijj.

(1.6) {A*}* = A.
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2° Axo je A=B, onga je A*=B* u obdpnyino.
Hokas: Axo je A=aa,... a, oHga je
F=A*=a,a,... ap, an—1, 1,
na je '
B*={aja, ... dp-, ap—1, 1}*=
=005 .. gy, Gp—1, 0, 1 =
=a,dy ... Ay, Ap=A.
2° Axo je a,=b,, TBpOma je OYEBMAHA, aNH aKO j¢ d,7#b, HAa IpHMEp

B=4,a,—b,,0,b,,
OHHIA je
B¥*=4,a,—b,, 0, b,—1, 1=

=A,a,—1, 1 =A4*,
OOpHYT 3aKk/byd¥ak je Hocneduua Tauke 1°,

(5) Ha ocHoBy medummnuja 1.3 m 1.2 onepaumja M30cTasbamka 4IAHOBA
uMa OBy OcobuHy:

Axo je A=B u a,=0>b, onga je u A'=FH'.

1.4. OIEPALIMIE V CKYITY VPEBEHUX KOMIIJIIEKCA IEJINX BPOJEBA

(1y V cxyny ypelierux xommnekxca menux OpojeBa medMHUINEMO 1Be OIle-
panmje. IlpBa on BUX je Kowxaienauuja.

Hebuuvunuja 1.5 Hspaz AB (uuibamo ,,a be*), ige cy
A=aya,... ay, B=bb,...b,,

ypeheHu Komilaekcu ueaux Opojesa, iaxohje je ypehenu Komisexc yeaux Opo-
Jesa, u o [13]:

1.7 AB=a,a,... aubb,... b,.
IlpeMa oBoj meduHMIME 3a KOHKAaTECHAIM)Y BaX¥ ACOIMjATHBHH 3aKOH
(1.8) - {AB}C=A{BC}=ABC,
Ia je jeZHO3Ha9HO OfpeljleH W CMHCA0 HM3pa3a
(1.9) a"=w...£ Ak:i’i’_‘l_‘:_{.,
knyTa kyTa

rae je k mpupomaH 6poj, ka0 E mM3pasa

(1.10) =V, £2=V.
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 Hcto Tako Baxe W jeAHAKOCTH
avtl=qP gt, AP+ = 4P A4,
Tae je p>0, g>0.
(2) Axo cy
A=aa, ... ap, B=bb,...b,, C=cic,... ¢,

‘ypehenu koMiutekcH mnennx Opojesa, ‘Ha OCHOBY nedmnnun}a 12, 1.3 m 1.5,
XOHKaTeHIHja uMa oBe ocobmHe

1°. ‘Ako je A=B onga je u AC=BC.
2° Axo je AC=BC oHnga je u A=2B.

Hoxa3s: Ako je A=B u ako ¢y 4 m B jmobemenw Ha cTabmmu o6mnmxk,
OHIHa je m=n, a,=b,, a,=b,,...,a,=b,, na je u AC=BC.

'2° OBaj 3aKiBy9aK je HemOCpeAHa MOCAEAMNA 3aK/by4aKa IO (5) yT. 1.3.
(3) Ilpasam xoMiuekc V je HeyTpajiHM €II€MEHT 32 KOHKATCHALH)y
{1.11) VA=AV =A.
Kako je, mpema nebmmmnuju 1.2 mox 2°;
A,0,0=4,
0,0,4=4,
A4,0,0, B=AB,
‘Ha OCHOBY 3akbydka 2° y T. 1.4 (2) cuenyje:

CrtaB 1.1. Ilpasan Komiisekc je jegHax KOMUAEKCY 4uju cy UaaHO8u
gee Hyae:

(1.12) V=0, 0.

Tako ce onepallija ,,*° H olepanuja M30CTaBlhalba IIaHOBA MOTY IpH-
'MEHHATH H HA Hpa3aH KOMILIEKC:

V*={0, 0} =0, —1, 1;

(1.13) *V=*{0,0}=1, —1, 0;
—*0,0)*=1, —1, —1, 1;
—{0, 0} =0;
(1.14) 'V ="{0, 0} =0;

V' ="{0, 0} =¥V=0, 0.
(4) Ilpema pedpunmr@jama 1.2 m 1.5 m ob6pacumma (1.13) Bpene obpacmu
(1.15) {AB}*=AB*, *{4B}=*A4B
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3a m>»0, n>0. Axo je n>1 wim m>1, omma cy — mpeMa AebhuEnnEE
omepanyje ,,x*° — obpaclm OdYeBHIHH, ATMM OHH Bpele ¥ 3a n=0 oxHOCHO
m=0 3amcTa:

{AV}*=AV*=A4,0, —1, 1=4', a,—1, 1 =4*,

(5 IloTpebuo je HariacUTH Ja je, Ipe HErO LITO CE HM3BPINM ONEpalHMja.
H30CTaBhaka WIAHOBA Y M3pasmMa

{AB}®, (4B}
noTpebHO KoMILTeXC 4B moBecTd Ha crabumaw oOJHK:

(6) Hpyry omepammjy y ckymy ypeleHHX KOMIUTeKca Ieamx 6pojeBa Hazu-
Baliemo: omepammja ,,|* (,,mpTa‘c).

Nebnuunuja 1.6: Hspas A|B (uuimamo ,,A ypia B*), ige cy
A=aa,...a,, B=bb,... b,

ypebenu xomilsexcu uesux Opojesa, wiaxohe je ypelienu xomiinexc ueaux Gpo--
Jjesa, u tuo:

(1.16) A|B=4, —1, *B. (4],

IIpumepn:
ViA=—1, *4;

A|V=4, —1,1, —1, 0;
Viv=—1,1, —1,0.
U 3a omepauujy ,,\“ BpelH acOUMjaTHBHH 3aKOH.
17 {A4|B}|C=4|{B|C},

jep je:
{4, —1,*B}, —1, *C=4, —1, *{B, —1, *C} =4, —1, *B, —1, *C,

Tako MoOxeMo nucaTu
A ( B [ C.

(7) IloTpebHO je HarjacuTH Oa je
(1.18) {A|B}+#B| 4,

jep Je:
{A|B}={4, —1, *B}=B*, —1, 4

B|A=B, —1,%4

1.5 CUMETPUYHM VPEBEHH KOMIIJIEKCH

NDedbumuunuja 1.7 Cimabusnu ypehen romisexc K=a a, ... a, rxojuw
Je jegnax ceome ungepsnom romiisexcy K:

(1.19) K=K
HA3ued ce CUMEIHDUYHUM KOMUAEKCOM.
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Ipema (1.19), wranoBn kommiexca K KojH Cy TOAjeAHAKO YAAJLEHA O
XpajeBa, jemHakd cy melycobmo:
' a=ap, Gy=0p1, G3=0pp,....

CHMETpHIHH CY, HA IpPHMeEp, KOMILIEKCH:

S=a,a,...anay ... aya;, T=aya,... anaa,...a,q

Koju ce Kpahe Mory Hamucatrd y oOJIHKY
(1.20) S=Ad, T=Aa4,

rone j¢ A=aya,...a,. IlpBrm o OBHX KOMIIEKCAa HMa HOapaH, a [pyrH
HemapaH Opoj 4JaHOBA.

CuMeTpHYaH je ¥ UpasaH KOMILIEKC:
V=¥V=0,0.

2. EULER-OBA ®VYHKIUJA JEJHOI YPEBEHOI' KOMIIJIEKCA

2.1 ®YHKIIMJA [A]

(1) VBohewem Euler-oBe ¢ynxmuje ypeliemor xommiekca, MOXE ce CBAKOM
ypehenoM xoMIutekcy meiMx OpojeBa HOOENUTH jeNaH 1eo Opoj. .

HDeburmunmuja 2.1, Hspasz [A], ige je A=a,a,...a, ypehenu kom-
iinexc wyeaux Opojesa, 30ee ce Euler-osa dynxuuja xomiaexca A, xpakhe ,,Qyux-
uuja [A)c, a rena epegnocii je ysex ueo Opoj, u o

(2.1 (4] =an [47+[47],
ige je m uyaa uau dpupogan 6poj, u #ocebno 3a m=1:
2.2) [a]l=a.
Ilpema (1.12) u (2.2) je:
[V'1=[0]=0,
ma ce mopehemeM obpasana (2.1) u (2.2) 3a A=a pobuja
2.3) Vi=1.

Tako ce w3 obpasana (2.2), (2.1) m (2.3) mocTynso mobuja
[a]=a, 7
(2 4) [al a2]=az [a1]+[V]=al a2+ 1’
[a,a; @] =aya, 4] +[a)) =a, a, 0, + @, + a3,

(2) 3a myMepmdko H3padyHaBame BpemHocTH Gynxmumje [A4], roe je A=
=a,a, ... ay, JAaTH KOMILIEKC, MOXEMO CTaBHUTH

Av=alaz el a

v v=—1,0,1, 2,..,,m,
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na ce obpasan (2.1) Moxe HamucaTh y o6iuky

(2.5) [4y]=ay [4y-] +[4,-,]-
Tako ce, momasehm ox A- =V’ w A,=V, nobujajy pemom spemHocTh [4,] 3a
v=1, 2,..., m. VI3padyHaBame OOMYHO CBpCTaBaMo y Talammy:
v | =1 | 0o | 1 2 3
av a a, a,
[4v1] 0 1 a, aa,+1 |a;(a a,+1)+a,

Ha npumep, m3pauyHaBame Bpemnoctd [2, 3,1, 1, 5,2] cBpcraso je y
Tabuny

v -1 0 1 2 3 4 5 6

av 2 3 1 1 5 2

[4v] 0 1 2 7 9 16 89 194

To 3Haum Ha je
[2,3,1,1,5,2}=194
a y HCTO BpeMe:
[11=2, [2, 3]=17, [2, 3, 1]=9,

[2,3,1,1]1=16; [2,3, 1, 1, 5]=89.

2.2. ®VHKIIUJA [4B]

CraB 2.1 Ilopeg odpacya (2.1) 3a ¢yuxyujy [K} epege u pexypeniiinuw
obpacyu [3]

(2:6) [4B]=[4] [B]+[4['B],
) [A]=a, [ 4j+["4],
ige je

A=a,a,...a, B=bb,...b,.
Ooxas: M3 obpacma (2.1) cuenyije:
[45,] =b, [4]+[4]=[4] [b,] +[4][V],
[4 by b,] = (b b, + 1) [A] + b, [4'] = [4] [b, b,] + [4'} [b,],
Ia aKo ¢e¢ MmPeTIOCTABH M4 je
[4B")=[4] [B"]+14]1['B"],
[4B')=[4][B']+[4]1[B,
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oHHA je
[4B] =b,[4B]+[4AB"] =

= b, [A11B]+ b [4T[ BT+ [41[B"] + [41[ B,
Tj.
[4B]=[4] (b0 B+ (BT + [4] (ba [ B1 + B,

opakie, mpema (2.1), cmemyje obpasanm (2.6). OOpasam (2.7) ce mo6mja u3:
obGpacha (2.6), ako ce y meMy A cMeHM ca a4, a B ca ‘A.

2.3, ®VYHKIIMIJE [K] JETHAKHX KOMIUIEKCA

CrtasB 2.2. dxo je

K=H
ige cy K u H ypehenu xomiirexcu uesux Opojesa, onga je
(0{) [K]= [H]’ [’K] = ['H]’ [Kl] = [HIL [IKI] = [IH’]’

Hesagucho og whoia ga au ¢y K u H ciliaduanu uau Hectliaduanu Kominexcnu,
uau je jegan cimiabusan a gpyiu neciliabunan.

Hoxas. Axo cy K u H crabunHM KOMIJIEKCH, OHIA je - mpeMa medu-
HAoUjH 1.2 — cTaB 2.2 odeBHAaH. AlHd, NPETIOCTABAMO Ja je

K=4,0, B
e je
A=a,a,...a,, B=bb,...b,,
ma, ako C€ joul CTaBU
H=A4, a,+b,, 'B,
ouga je K=H. Ilpema obpacny (2.6) Tanma je
[K1=[4, 0, B]=[4, 0] [B] + [4]['B]
a kako je, mpema (2.1):
[4, 0] =0[A] +[4]=[4],
TO je:
LK]=[47T1B]+ [4]['B].
Hame je, mpema (2.7) u (2.1)
[K)=[47{b, ['BI+["Bl} + {an[A]+[A"1} ['B],
Tj.
[K1=[41{(an+b,) [B] + ["BI} -+ [4"]['B[,
wid, npema (2.7):
[K]=[41[an+b,, "B]+[4"]['B],
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ma je Haj3anm, npema (2.6):
[K]=[4', an+b,, 'B]=[H].
Ha wctn HaumH ce moXa3yjy M jeHAKOCTH:
[Ki=[H], [KT={], [K]=[H]

IToTpeSHo je wariacuTH [Oa H3JOKEHH J0Ka3 BpeIH 4Yak M aKko je jemaH on
xoMmiyiekca 4 win B mpazan uam jegHounman. Taxo je craB 2.2 Ioka3ad
Yy LeIUHH.

JemHakocTH (o) LpeTCTaBIBAjy CaMo #oilipedne ycioge 3a jJEOHaKOCT KOM-
miexca K v H jep obpuyii ciias He Baxu. Ha mpmMep, kKOMIIEKCH

K=3,5un H=2,1, -2, —1,1,3
3a70BOJbABAjY ycioBe (o)
[K]=[H]=16, [K]=['H]=5, [K']=[H]=3, [K|=[H]=1,

a xao mTo ce BHAM Hucy MelycoOHO jemmakm.

2.4. ®VHKIWIA [4]

CraB 2.3. Hueepsuja Komiiaexca A=aa,...a, He Mmewa 6pegHOCIl
Euler-ose gynxuyuje [A]:

(2.8) [4]=[4].
Hdoxa3s. Ilpema (2.4) je:
[a,a]=a,a,+ 1 =[a,a)]
g, a)l=a,a,a,+ a0, +a,=[a; 0, 4],

Ta aKo ce IPeTHOCTaBH Ja je

[47]=["4], [4]1=[4],
OHpa je, mpema (2.7)

M =an[ A+ A] = ap 4]+ [4"]=14],

Te je cTaB 2.3 HOKa3aH.

2.5 HEKOJIMKO OBPA3AIIA

Kao majsaxkHuje noclemune peKypeHTHHX obpamama (2.1), (2.6), (2.7) u
obpacma (2.8) Mory ce jom mcralim obpaciu:

2.9) [4*]=14], [*4]=[4],

(2.10) [4*]=[4]—[4), [*4]=[4]—[4],
(2.11) [4, 0]=[4], [0, A]=["4],

(2.12) [4, —a]l=—[4%, a—1], [—a, A= —]a—1, *4],
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rae je
A=aya,... ap, m>0.

Hoxas: (2.9): obpacou cuenyjy m3 mebuummuje (1.4), Ha ocHOBY 06pa-
3ama (2.1) v (2.7). :

(2.10): U3 pepmmunmje (1.4) ysmmajyhm y o03up craB 4, crenyje:
[A¥]=[{4', ap—1, 1}1=[4, amn—1].
3atuM, Ha ocHOBY obpacma (2.1):
[4*]=(an—1)[4]+[4"],
Tj.
[4*] = {an[4]+[4"]} —~[4],

oIakie ce, Ha OcHOBy ofpacma (2.1), mobuja nps# onm obGpasama (2.10). Hpyrm
cllefyje W3 HpBOr, Ha ocHOBY ofOpacua (2.8).

(2.11). Ilper ox obpasama (2.11) je mokasam y TOKy m3Bohema HoXa3a
cTasa 4, a Apyrm clledyje ®3 TpBor Ha OcHOBY o6pacma (2.8). -

(2.12): Ha ocmoBy ofpacna (2.1) modmja ce:
[A, —a]= —a[A]+[A4]],
Tj.
[4, —a]=—{(a—1) [A]+[4]—[AT}.
3atum, Ha ocaoBy (2.9) m (2.10)
[4, —a]=—{(a—1)[4*]+[4*]}
onmakie, Ha ocHoBy oOpacma (2.1) crexyje upsBu om oSpasaua (2.12). Hpyra
Cleilyje W3 IpBOr HA OCHOBY oOpacua (2.8),
2.6 ®YHKILINIA [4] B
O Euler-oBoj ¢yuxoujr xommnekca 4|B rae cy
A=aa,... ap, B=bb,... b, (m>0, n>0),
ypeljeHN KOMIUIEKCH IeNuX OpojeBa, TOBOPH
Crtas 2.4: 1° 3a Euler-osy dgynxuujy xomiinexca A|B epegu obpasay:
@2.13) [4] Bl =[4] [BI—[4]['B].

2°. Ouepauuja ,,|* gossomasa ckpahuedrse jegnakux 4aaHO6d, GKO Ce HA-
Adse €a pasHux CHIpAaHa ypile, HeluoCpegHO Y3 Y, Wj.:

2149 - [4K| KB]=(—1)*[4|B],
ige je K ma xoju ypelienu xomiaexc yeaux Opojesa, a k Opoj reefosux waanosa.

2 TIpaBAJIHH BEPHKHHA DPA3JTOMIK
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3°. 3a dynxuujy [A|B] epegu obpaszay [4]
(2.15) [B| 4]=—[4]| B].

Hoxa3: 1° Ha ocmoBy nepmmmmuje 1.16 m obpasama (2.6), (2.1), (2.9)
u (2.10), nobuja ce:

‘ [4]|B]=[4, —1, *B]=[4, —1][*B]+[4]['*B],
Tj.
[4|B]={—[4]+[4T} [B] + [4] {{B]—['B}

omaxie cuenyje obpasarm (2.13).

2°. TIpema obpacny (2.13) je

[da|a B]=[A][aB]—[44d][B],
1j. Opema (2.7) m (2.1):
[4a|aBl=[A] {a[B]+[Bl}—{a[4] +[AT} [B]
W Haj3an, mpema (2.13):
[Aa|aB]=—[4|B].
3° IIpeMa (2.13) je:
. [B| 41=[B'1[A—I[B]['4],
Tj.
[B| A =['B) [4)—[B][4,

Te, mpeMa (2.13), cienyje obpaszam (2.15).

Tako je craB 6 moKa3zaH y LETHHH.

IIpnmepn:

(2.16) {[AIV1=[A’L V| A= —T4), [V] ¥1=0,
[4|V| V1= —14}, [V| V| 4= —[4], [4| V| B]=—[4B]

2.7. OCHOBHA PEJIALINJA

ITomohy ob6paszama (2.13) m (2.14) mokxazalieMo OCHOBHY pellalidjy Kojy
3a70BOJbaBa CBakd ypehenm kxoMmiuiekc mesmx GpojeBa.

CtaB. 2.5: Ceaku ypehenu xomiiaexc ueaux Opojesa

A=aya,... an, (m>0),,
3ag060/6a6a UGEeHWIUUHOCTL:
(2.17) (A [ 41— [4][ 4] =(—1)™
Jdoxas: Ha ocmHoBy obpacma (2.13) neBy crpaHy jemmaxoctd (2.17)
MOXeMO HanmcaTd y o6mmEky [4| _A], a 3aTHM, Ha OCHOBY ofpacua (2.14)

nobujamo:
[A]dl=(=1)m1[V]|a]=(—1)"
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W3 ctaBa 2.5 HemocpenHo ciefyje

Nocnenuma ctaBa 2.5: Leau Opojesu [A] u ['A], xao u 6bpojesu
[A] u [A] ¢y y3ajamuo dipocitu.
2.8 HEKOJIMKO UOIEHTUYHOCTHU

Ha xpajy ozemka o Euler-oBoj ¢yHkummjm [4] HajeMo join HeKOIHKO
HIEHTAYHOCTH Koje decTo Mory Gmrm xopucee. Te cy:

(2.18) [4, 0, B]=[A1[B] +[A]['B],

(2.19) [4, 0| B]=[4][B]—[41'B],

(2.20) [4, x, B]=x[4][B] +[4, 0, B],

(2.:21) [4, —a, B]= —[4*, a—2, *B],

(2.22) [AB]+[AB'1=[BA]+['BA},

(2.23) [4B][C]—[AC][B]=[4][B| C],

(2.29) [BI[ABC]=[4B][BC]+(—1)*[4]['C),
(2.25) [AB'|—['AB]=[B| A] +['B| 41,

(2.26) [KEK'|—['KEK]=(—1*{[E']-['E]},
(2.27) [BA)={[A] +[' 4]} [BA]—(—1)"[B4"1],
(2.28) UENZP—{(ET+[E}} (Z1['Z] + [EI[Z; = —[Z| E| Z},
Ioe cy:

A=aya,...ap, B=bb,...b,, C=c,c;...cp,
K=g,8...8c, E=ee,...6;, Z=2,2,...2,,
ypebern xommnekcu ueinx 6pojeBa, a v mpupomax Gpoj.

Hoxa3. Mpeatudnocrn (2.18), (2.20) m (2.22) cy HemocpeaHe mocie-
gune obpacma (2.6), a muentHaHoct (2.19) mocmenmma obpacuma (2.13).

(2.21): Ha ocmOBY mueHTH9HOCTH (2.20) u (2.18) neBa cTpama ce MoOXe
HAIHCATH yV OOJIHKY:

—al4][B]+[4'](B] +[4]['B],
ma 3aTEM
—(a—2) [4][B]—{[4]—[41} [B]—[4] {[B]—['BI},
Tj. Ha ocHOcy obpaszama (2.9) m (2.10):
—(a—2)[4*][*B]—{4*] [*Bl—[4*] [*B].

2*
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Axo ce y3me y o03up u obpasan (2.1) mobuja ce
—[4*, a—2][*B]—[4*][*B],

ojakjie, Ha OCHOBy obpacna (2.6), cienyje mecHa cTpaHa uiewtudsoctu (2.21).
(2.23): Ha ocBoBy obpacua (2.6) yeBa cTpaHa ce MOXe HANKCATH y 06IUKY

[41{['BI [C]—[BI['C]},
[4T{BT{C]-[BI[ CT},

ofaknie, Ha ocHOBY obpacma (2.13), cienyje necHa crpaHa.

i,

Wpertranoct (2.24) je memocpenna Noclemmua uaeETHYHOCTH (2.23), ako

ce xommuekc C cMeHM ca B, a xommiekc B ca BC.

Wpentuunocr (2.25) je HelocpemHa moclepuua obpasama (2.6) m (2.13).
Wnentuysoct (2.26) cnciyje B3 HOeHTHYHOCTH (2.25), ako ce y 1B0j

ctaBu A=KE, B=_1_<.

(2.27): Ha ocuoBy obpacma (2.6) nobuja ce:

[BA1]=[BA] [4] + [BA*1 4'][ 4],
a n3 obpacma (2.13):
[BAY| 4] =[BA A][A]—[BAI[' 41,
Tj.
(—1ym-1 [BA*1] = [BA*1 A] [ A]—[BA] [ 4]
OpnysaMameM Nochelme O OBUX jeAHAKOCTH OX HpBe, mobmja ce
[BA™1]—(—1yn-1 [BA~1] = [BA] [4] + [BA[' 4],

opaxire cienyje obpasaxy (2.27).

(2.28): JleBa crpaHa ce MOXe HAamACATH Y OOJHKY:

—{[Z|E'l[Z]-|Z ]| E]l'Z]},

oJaxjie Cliefiyje JecHa CTpaHa.

3. KOHAYHY IIPABWJIHU BEPVXXKHU PA3JIOMIIU
3.1 TIOJAM 1 BPEOHOCT KOHAYHOT TIPABUJIHOT' BEPMXXHOT PA3JIOMKA

(1) Konadas BepwXHH pa3yoMax

Y:=a + -

g s e e ey
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je #ipasuaan, axo je WETOB INpBH WiIaH a, Ma Koju yYeo 6poj, a OCTAJH 4NaHOBU
Qy, Qs, . - - , Gy Hpupognu Opojeeu. Takap pasznoMak kpalie 03HagaBaMoO CHMGOJIOM:

Yi=(@a,...a,)
HIIA

roe je A=aa,...a, ypehemu xommiexc ¢opMmpaH oOX WIaHOBa OATOT
pasioMka.

BpedEOCT KOHAYHOTI IPABHJIHOF BEPMKHOT DA3NOMKa je payuonasan Opoj,
€p Ce TakaB pa3loMak cacTojd Of KoHayHOr Opoja pammoHanHEx Gpojesa,
Be3aHAX OllepalljaMa cabupama u Jebema. Kako ce, ocuM Tora, pa3yioMak
(3.1) Moxe HanmcaTH y obnHAKy

3.2 A) = —_
(3.2) A)=a,+ 4
crenyje na je Opojusau pazaomxa (‘A) jegrax umenuouy paszsomxa (A). Axo
Opojunan, pasnoMka (A) o3nauymMo ca ¢ (4), onAa -je
=2 . (4 _e4 ,
: ) (4 4 ("4
ma je, mpeMma (3,2)
e(A)=a,9(4)+o("4).
Kaxko je, ocum Tora
e(a)=a,, ¢(a;, @)=a;a,+1,

B3 jemHaxoctH (2.4) m (2.7) cnenyje na je oymxumja ¢(A) HcToBeTHA ca ¢yHK-
mujoM [4], ma je:
A]
3.3 A=t
(33) =20 |
HanoMumeMo fOa cy, IpeMa uociequmu crasa 2.5 [A] u ['A] y3ajammo mpo-
cta Gpojesu. o

(2) A3 obpacma (3.3) cnenyjy mBa 3akibydka:

1° Bpoj 4naHOBa CBAaKOr KOHAYHOT IPABHJIHOI BePHXKHOT pasiioOMKa MOXe
ce, He Memajylim BeroBy BpemHOCT, noseliaTw mwim cmawmutd 32 1, ¥ TO, IO-
BellaTH ako je Beros MOCIeABH WIAH d,>2, a CMABHTH axo j& d,=1.

W3 obpazama (3.3) m (2.9) cuenyje:

M _ AT _ e
. =™ pa~
Tj. :
(3.4) (A)=(4%),

rae je m A* crabHian KOMINIEKC.
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IIpeMa ToMe, CBaKd KOHa4aH IpaBWIAH BePHXKHH Pa3JIOMaK, YHjH je IOC-
IelBE WIAH dy,> 2, MOXeMO HpPeTBOPHTH Yy APYTH Da3fioMak, jelHak IpBOME,
KOjA Cce 3aBpilaBa jeJWHUIIOM, aJHM KOjH ¥Ma jeJlaH YiaH BHIIE, W OOpHYTO.

Ha mpmmep, (—1, 5,1, 7)=(—1, 5,1, 6, 1).

2° OpgHOC TIpeMa jeMMHMIM ¥ 3HaK BePIDKHOr pasioMxa (A) 3aBHCH OX
BeJWYHHE IPBOT YaHa &, M TO:

a) ako je q;>1, onma je (A)>1;
6) ako je a;=0, onma je 0< (4)<1:
m) axo je a;<—1, ouna je (4)<0. S
3aucra, kako cy a,,d,,..., OpUpomHnm Opojesu, mpema obGpacmy (2.7),
yBeK je:
[A]>['4]>0
na je:
[4}>['4], axo je a;>1;
[4]=]["A4], axo je a,=0;
[4]<0, ako je g;< —1,

ojakiie, Ha OCHOBY oOpacma (3.3), cienyjy HaBeNeHH 3aKJby9YIlH.

3.2 MTPUBJIVDXKHI PA3JIOMIA

(1) Aebunuumuja 3.2: Gpudiuxrnum passoMuyuma BepurHoi pasiomMKa

=,
ige je A=a,a,,..., ay, HA3UBAjy ce KOHAYHU 6EPURHU DA3IOMUU
(3.5) ‘;—:=(Av), v=1,2,...,m
The je
(3.6) A,=aia,...q,, v=1,2,...,m.

Pazgomyu p,lg, Hasusajy ce ihaxolie GpuSMKHUM PA3AOMUUMA U pAUUO-
naanoi bpoja plq.

Ha ocroBy jemmaxoct: (3.3) je:

[Av] V=1,2,...,m

(37) 2 4)=151, {
K 4) r4v] A,=aa,...aq,
na NpHOIMKHE pa3jOMKe M3padyHaBaMO IpEMeHOM obpacua (2.5):
[ 4] =a, (4] + [4y-5],
[’Av] =a,[ 4]+ [y, v=1,2,...,m,
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.

(3.8) [

nonaszehd ofi MOYETHHX BPeAHOCTH
P =[A-]=[V]=0, g =[4-]=[V1=1,
Po=[4]=1V]=1, q,=[A4]=[V]=0.

H3pauynaBame OOHYHO cBpcTaBamMo y Tabimmy .

v = ay Dy— +Pv—2 ’
Qv =4y Gy-1+ dy-2>

v=1,2,...,m,

23

v —1 0 1 2 3
. ay a; a, a;
Py 0 1 a, a,a;+1 |a,(a,a,+ 1) +a,
qv 1 0 1 a, asa,+1

VY crnepehoj Tabmumu, Ha npuMep, Halla3® ce H3pavYyHaBame HPAOIKHAX
pa3ioMaKa BepHXXHOI pPa3JIOMKa

2.(2,3,1,1,5,2)
q

v | -1 o | 1] 2 s | s | 6
ay 2 3 1 s 2
P 1 2 | 7 o | 16 | 89 | 1904
o |1 0 1 3 | 4 | 7 wl 85
Taxo je

p_2 p_ T ps_ 9

¢ 1 g 3 ¢ 4’

pe_16 ps 8 ps_p 194

q, 7° qs 39’ qs q 8s ’

jep mpuONMKHE pa3ioMak HajBALIEr peAa MpeACTaBiba

BEPHXKHOI pas3iOMKa.

3.3 IOTHVHU KOJWUYHULIN

¢)) I[e_:(bnnnn;nja 3.2: Bepuxuu pazioMuu

(3.9)

Yy=(0"14), 3a v=2,3,...,m,

BpeOHOCT KOHAYHOr

ige je A=a,a,...ay,, Ha3useqajy ce UOMWHYHUM KOAUNHUUUMA 6epuXHOl pas-
aomra (A4), a ihaxole #oimiyHum Koauynuyuma u Opoja y,=(4).
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Ha ocHoBy oBe Hebumwouje, mpeMa 3akibyuky mox 2° a) vy T. 3.2 (2),
ako je (A4) mpaBuyiaH BEpHXKHHM DPa3lIOMax, yBeK je

(3.10) vw>13av=2,3,...,m—1,
a, aKo je a,>2, OHJA je U
(3.11) Ym>1.

OcyM TOr2, Ha OCHOBY Hebmmunmuje 3.2, Ma Xoja IBa y3acTONHA NOTIYHA KO-
JMYHNKA Be3aHa Cy pejlamijoM

(3.12) Yy=a,+ ,3av=1,2,...,m—1,
Yv+1

rae je y,=(4), a 3a v=m je

(3.13) Y= Oy

Ilpema TOMe, Ha ocmoBy (3.10) w (3.11) u3 penammja (3.12) u (3.13)
cuenyje na je a, Hajeehiu ueo 6poj xoju nuje eéehu og v,:

(3.14) a, =[], v=1,2,...,m,

mTO 3Hay® jaa je HM3 jemHakoctd (3.12) m (3.13) Hactao nmpuMenoM Euklidovog
aIropUTMa Ha pan@oHadaH 6poj v, .

(2) Axo ¢y K m H ypebeHU KOMILIEKCH 4Hji Cy CBH WIAHOBH IPHPORHH
6pojeBn, ocmMm @pBOr wiaHa koMmiekca K, KoOju Moxe OHTH Ma Xoju HeO
6poj, onma ce, Ha OocHOBY obpa3ana (3.3) u (2.6) nmobuja

(KH)= (KI{H]+[K'] [ H]

UK][H]+{'K']['H]
Tj.
: [K](H)+[K"]
3.15 KH)= 2222072 0
G135 (KH) K] (H)+[K]

IMpumennMo poOmjeHnm oO6pasal, Ha jemaH HaTH NpaBWIaH BEepHXKHH pa3-
moMak v,=(A4) roe je A=a,a,...a,, cTaBmbajyhn

K=aja,...a,, H=a,,, 0,4, .. .4y,
e je 1<v<m—1. Tana je
[K] =Dy [’K] =dqy [K,] =Dy-1» [’K,] =d4y-1, (H) =Yy+1»
na obpaszam mobuja obimK

+ pv—
(3.16) Y1___.'17v Yv+1 4+ Ppv—1 ,
qv Yv+1+gv--1

roe je 1<v<m—1. OBaj o6pasan ce Moxe HANHUCATH H y 06GIAKY
3.17) V=@ ..., @G, Yyus) v=1,2,..., m—1,
roe je

Yor1 = (@15 Gyezs - - - 5 Q).




3. KOHa4YHU NPAaBANHA BEPHXHR Da3liOMIR 25

(3) O6pnyro, axo je K=a,a,,...,4,, H=5bDb,,...,b,, roe je a, Ma
koju meo Opoj, a ocrasu a, H cBH b, mpuponuu GpojeBH, OHAA je HA OCHOBY
obpacna (2.18)

, [KI(OH) +IK _ ,pr ,
3.15 LoD+ _x, b,, 'H),
(3.15) UKIOH)+['K'] (K> a1, "H)
IITO C¢ MOXe HANHCATU H y O6NHKY

1
3.15” K, ——)= K, a,+b,, 'H).
(3.15") (K ) =K' an+bi, “HD

3.4 ITPEJICTABJBAILE PAIIMOHAJTHUX BPOJEBA
KOHAYHUM BEPMXKHUM PA3JIOMIIMMA

(1) Axo je zat panuonanas 6poj y,=p/q, voe je (p; 9)=1, p>0, onna
ce npuMeroM Fuklidovog anroputMa noGHja:

p=aq+r, 0<r<gq,
g=a,r+r,, 0<r,<r,,
(3.18) n=asr,+r;, 0<ry<ry,

Ty =ayly—+ 1, 0<r,<r,,

Hus GpojeBa q, 1, ry,..., 1y,... je ofiagajyhu nu3z iapupognux 6pojeéa, Na yBEK
MOCTOJH JEMHO Vv=m, 3a KOje je r,=0. Taxo ce mm3 (3.18) 3aBpIaBa
jemHaKoCTAMA:
(3.18") { T3 =t P2 + Fmm15 O<FPipy <Pmp—p»
Y2 = Qm Tm—1 > rm=0.

ITomrro ‘je (p; ¢)=1, rp=0, yBex je rp =1, ap=ry—,>2. Axo jeIHAKOCTH
(3.18) Hammmemo y obimky

P r n -
—=q,+— 0<—<1
q 1 q y q< b
4_,.n 2
r, az+,‘ , 0<"1<1’
Nt o
rz—a3+r2, 0<r2 1,
Fv—2 r r
hd =av+_v_, 0< v <1’
ryv—1 rv—1 ryv—1
Yy — | . Fm—
m 3_a1rr-1+ m 1’ 0< m l<1,
Ym—2 m—2 Tm—2
Vi
t=ay,, rm=0,

{ Tm-1
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I'm— .
1a eNUMHMHHINEMO KOJIWYHUKE ¢fr, rifr,,..., r’" ?, nobHjaMo BepHKHH pa3-

m-1

JIOMaK:

=(a,a,...0m)

Q|

Huz jemnakoctu (3.18) je wucToBeTaH ca HH30OM jenHakocrd (3.12), mro
3HaY# [a NOTNYHH KOJHYHHUH Opoja y,=p/q MMajy BPeOHOCTH:

q oo  Tme,

Y2=r—l“, Y3=,Tz“$"-’ Ym= P
JenmuaocT oBako HOOHMjeHOT BepMXHOT Da3BHTKA, Ca NOCICHHbHM WIAHOM
am>2, OcHTypaHa je jemHakoctuma (3.18), jep je wmam a; jemHosHawHO oxpelied
xao HajsehH meo 6poj koju HHje BehiM on v, =p/q, a, ¥ao HajBehd meo 6poj
x¥oju muje Behm ox vy,=gq/r, UTH . /

(2) MMpema TOMe, WMajyhm y BHZY jenHakocT (3.4), MOXEMO HCKA3aTH:
CraB 3.1: Cgaxu payuonasan &poj MoxXe ce HA jegan u Camo HA jegan

HAUUK U3pasuiiu Y 06auKY KoHQuMoi UPAGUAHOT 6EDUXHOI pAzAoMKaA, uYuju je
docaegrou uAGH Q> 2 (uau uuju je tocaegru 4AGH Gn=1).

Bonehy padyma ma ce OpojeBm unaHOBa KoMmiiekca A W A* pasnukyjy 3a
1, Ha ocHoBy jemHakoctd (3.4) m crasa 3.1, MOXEMO HCKa3aTH:

Ctae 32! Axo ¢y A=aya,... ay,, B=bb, ... b,, ypehenu xom-
daexcu uuju cy upeu uaanosu a, u b, ma xoju ueau bpojesu, a csu ocwigiu
YaaHo8u Tipupogru 6pojesu, u axo je

(A)=(B), m=n (mod 2),
oHga je
A=B.

(3) Pasemjame paTor paldOHAanHOT Opoja p/g y NpaBWIAH BEPHXHU pas-

JloMax OGMYHO CBPCTABAMO Y IMIEMY:

a a. a.
] 9 9

. ~ . .
)2 T U S
—a:q4 —a,r, —a3r,
r r ry

Ha nmpumep, ako je naT panmuoHananu 6poj y,=194/85:

g 2 L1
194 :85 :24 113 : 11
—170 —72 —13 —11 —10 —

24 13 11 2 1 0

2
01

™ (e

JipeMa ToMe je:

(23,1152,



3. Kopaunu NpaBWIHKH BEPUKHH pa3lioMak 27

a ¥CTO Tako je, mpema obpacmy (3.4)
194

—8—5-=(2, 3,1,L5 1, 1)
3.5 PACIIOPE]I IIPUBJIKHUX PAJIOMAKA PAIIMOHAJIHOI' BPOJA

McouruBame pacnopeia NpEONMKXHMX pa3sioMaKa pamdoHadHOr Opoja
5—=(A), A=a,a,...a,, (p;9)=1,

¥a0 W mosioxaja tora Opoja OpeMa mEMa, H3BpIIANEMO IMOCMAaTpameM Pa3iIuKe
(Av)‘“'(Au)» I< P‘< v<m,
TOE je
A,,-——al a,...aq 3a k=V, L.

ITpumenoM oOpasana (3.7) u (2.13) mobumja ce

[ A (A —[Au]['4v ]
—(4,)=
(4)—(4,) AT A
“Tj.
[Ap | 4]
—(4,) ="
(4,)—(4,) P A
BarumM, npema (2.14):

(V]ap+1avt2,. .., al
4)—(4)=(—1) ,
( v) ( u) ( ) [ Ay ['_A"]

‘W Haj3afg, omeT nmpema (2.13):

[ap+2ap+3,..., ay]
3.20 —(A4)=(—1)n+1
(3.20) (4)—(4)=(=1) IRTF

TAC je
I<p<vsm,

Bonehn padyma ma JecHa cTpaHa obpacma (3.20) uma 3max (—1)*+1 jep
Cy 4y, ay,. .., Gy OpApOOEN OpojeBm; W y3uMmajyhim y ToMm 'ofpacimy mpBo naa
€y @ H v oboje HemapmM, 3aTEM 000je IapHH H Haj3aj jeJaH HapaH a APYTH
HelapaH, JONa3MMO [0 OBHX 3aKJbydaKa:

1°. TTIpubnmxHE pa3sgoMOH HeHa3HOT pefa pacTy Kaj BHXOB pel pacre:

P D -
_‘<_3_<p_5< . <p___.“‘+1<
q: 493 4s 92k+1

2°. IIpuONmXHA pa3IOMIOM NApHOT pefa Omanajy KaX BUXOB peX pa(rré

P2k

e e <
. T2

9 4
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3° Cpaku npuOIMKHA pa3joMaKk HENapHOT pela MambH je OJ CBAKOr
NpAbIMKHOT pPa3ioMKa TAPHOT pela:

P2k+l<P_21.
d26+1 4921

Ha ocuoBy Tora, ysmMajyhu y o63up na je paumonaman Opoj p/q mpu-
OJNDKHYM Pa3iOMaK HABHINET pela p/q=Pp/qm, MOXKEMO HCKA3aTH:

CraB 3.3: Ceu apubmuknu pasioMuyu HefdapHoi pega pauuoHasnoi Opoja
plq ¢y marou og woi bpoja, a umajy cee eehy epegHocili wilio um je peg aehu.
Haiipowiue, ceu tipubausxnu paszsomyu Hapnoi pega cy eehu og plq, a umajy
cee marby epegHOCUl Willo um je peg eehu:

Prv_ . . _Pu Py

(3.21) Pr Py et P
4 q 9k 9 4

q2k+1

4. U3PAXABAIGE TIPUPOAHUX BPOJEBA V OBJIMKY ®YHKHWIE 4

4.1 TIPMMUTUBHU W3PA3U [4] IIPUPOJHNX BPOJEBA

(1) Ceakn mpupomum 6poj p MOXe ce Ha HEOIrpaHWICHO MHOIO HavHHA.
u3pasuTd y obmmky odyuxmuje [4], rme je A=a,a,...a, ypeheHH XoMIUIeKC
dpupognux 6pojesa, anm ce moMohy oxppeheror, KoHadHOT Opoja TaKBHX H3pasa
MOTy HallucaTH cBu octand. Pagm Tora yBOAMMO IIojaM HIpPUMHTHBHOT H3-
pasa [A].

Debununuja 4.1: Hspas apupogrol Opoja y obauxy @Pyuxyuje [Al, na-
3UeA ce UPUMUTGUGHUM U3DPA3OM, aKo je A=a a,...a, ypehenu Komilaexc upu--
pogHux Opojesd uuju cy #@péu u Hocaegru uasan eehu og jegunuue:

“.1 a,>2, ap>2.

O6Gpacou (2.9), (2.11) u (2.12) xa3yjy Za ce cBH ocTaid H3pasd [A], ¥y
xojuMa je A ypehenm KoMImekc TpupoaHux OpojeBa, MOTY CBeCTH Ha IpHMH-
THBHe, ¥ OOpHYTO, Ia ce Ma KOjH OJ IHHX MoOxXe mo0uim w3 oxromapajyher
OPUMHTHBHOT H3pa3a.

(2) 3a mpuMuTHBHEe H3pade mpHponHor 6poja p Bpenu

Crtas 4.1 1° Hspaz [A), ige je A=a,aq,...a,, je Gpumuiiuenu uspas
iipupognoi Opoja p onga u camo owga, ako je

(4.2) L~(4),
q
-ige je -
cg) = 2
(4'3) (p’ q)_ 1’ ‘IE[], 2) ’

a eepuxnu pazsomax (A) uma idocaegrou uasan Qp > 2.

L e ol s
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2°. Axro je [A] dpumuitiuenu uspasz Opoja p, onga je u [iﬂ roeios dpumuiiiu-
6HU U3pa3.
3°. Bpoj dipumuiiuenux uspasd dpupogroi opoja p>3 je

(4.4) N =§ ¢ (p),

ige je o (p) dynxyuja unguxaiipuca opoja p.
Hdoxas. 1°. Ao je maT Ma KOju HpMMHTHBHE m3pa3 [4] 6poja p oupma

Jje [A]>0, ma mocToju BEpHXHA DPA3JIOMAaK

A _ 4.

4
Kako je a,>2, 10 je [A]>2[ 4], mTo 3Haym ma cy ycnosH (4.3) 3aH0BOJBEHH.
‘OBpHYTO, M3 BEPIDKHOT pa3BHUTKa CBAKOI Da3JIOMKa
V4
= =(4),
q
UMjE UMEHMNIAL g 3al0BOJbaBa ycnoBe (4.3), mobHja ce IPUMMTHBHH H3pa3

p=[4), jep je p/g>2, na je a,>2, a yBeK Moxe GUTH a,,>2 (T. 3.1(2; nox 1°).
2°. Ilpema ctaBy 2., cBak¥M ypeljleHH KOMIUIEKC 3aJ0BOJbaBa jeNHAKOCT

[4]=[4],

.4 OCHM TOra, ako koMilekc A 3amoBoibaBa ycioBe nebmpanuje 4.1, 3a10BOIbaBA
mx # xoMmmiekc A. ITorpebHO je jomr caMo HarnacuTH Ja M3 KOMIUIeKca A

_jegHosnauno c3emyje KOMILIEKC A n obpuyTo, jep, mpeMa T.1.3(3) mox 1°, axo
je A=B oupa je B=A Tj.

i/_i} =A.

3°. Axo je (p:g)=1, ouma je u (p,p—¢q)=1, mMTO 3HAYM 3 Cy NPHPOIHU
‘0pojeBr, KOjE HeMajy 3ajeIHMYKHMX YHHMIAOAZ ca OpojeM p, a MamH Cy OX mera,

CHMETpUYHO pacmopeherr y ommocy Ha p/2. Ilpema Tome, y HHTepBaly [1,%)
HaJla3d Ce NOJIOBHHA BHXoBOr ©Opoja. Bpoj 2 mMa caMo jemaH NpAMHTHBHA
H3pa3 [2].
(3) IIpumep 1. IlpEMuTHBHEH H3pa3u O6poja 21 cy:
[21] 3a ¢=1, [4, 5] 3a g=35,
{10, 2] 3a ¢g=2, [2,1,1, 1, 2] 3a g=38,
[5,4] 3a g=4, [2, 10] 3a g=10.
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Tpumep 2. IMpumutusHu m3pasm 6poja 46 cy:

[46] 32 g=1,

[15, 3] 3a g=3,
[5,9] 3a ¢=9,

4, 5, 2] 3a g=11,
{3,1,1, 6] 3a g=13,

[9, 5] 3a g=35,
[6,1,1,3] 3a g=17,
[3,15] 32 g=15,
2,1,2,2,2)3a ¢g=17,
[2,2,2,1,2] 3a g=19,

[2, 5, 4] 3a g=21.

Ilpumep 3. IlpumuTHBHEM u3pasu 6poja 65 cy:

[65] 3a g=1,

[32, 2] 3a g=2,
[21, 1, 2] 3a g=3
[16, 4] 3a g=4
[10, 1, 5] 3a g=6,
[9, 3,2] 3a g=7
{8, 8] 32 g=28
[7,4, 2] 3a g=9,

[5, 1, 10] 3a g=11,
[5,2,2,2] 3a g=12,
[4, 1, 1, 1, 4] 3a g=14,
[4, 16] 3a g=16,

3, 1,4, 1, 2] 3a g=17,
[3,1,1,1,1,3] 3a g=18,
[3,2,2,1,2] 3a ¢g=19,
[3, 10, 2] 32 g=21,
12,7, 21] 3a g=22,
12,1,4,1,3] 3a g=23,
2,1, 2,2, 3] 33 g=24,
{2, 2,2,5] 3a ¢g=217,
[2, 3, 9] 3a ¢g=128,
2,4,7 3a g=29,

{2, 10, 3] 3a ¢=31,

[2, 32] 3a q=32.

4.2 UHBEP3HY 1 CUMETPUYHHN ITPUMUTHUBHU U3PA3M ITPUPOJHUX BPOJEBA.

3a WHBEP3HE M CHMeTpHYHE ypeljeHe KOMIUIeKCe NPHPOIHEX 6pojeBa, Kao
¥ ojaropapajylie ITHPMHTHBHE H3pa3e NPHPOIHHX Opojea Bpene ciegeha werupm:
cTaBa:

(1) Ctas 4.2. Vpelenu xomiinekcnu dpupognux Opojesa A=a, a,...am, w
B=b,b,... b, uneepsuu cy jegan gpyiome OHgA u camo oHgA, aKo CY 3Ago-
80/b€HE JegHaKoCHiu:

[4]=1B],

[41-TB],
[4]-1B],
\r41=157.

4.5)
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Jokas. Axo je B=A, oHza cy jeQHAKOCTH (4.5) zamoBobene.
OO0pHyTO, 2K0 Cy ,aaT; jem{éKocrn (4.5), u3 penanmje (2.17) cneapyje
m=n (mod 2).
OcuMm Tora, momro ¢y A n B ypelenn komnnexcm npmpomuux Gpojesa ca Haj-

Mame JjBa wWiaHa, yBek je [[4]1>0, ['B']>0, ma ce meo6om npyre m Tpehe
jemuaxoct: (4.5) 9eTBpTOM noOHWj2jy jeAHAKOCTH:

A)=(B"), A)=(B").

Ilpema craBy 3.2, U3 OBMX JEJHAKOCTH Cliefyje:

Al — BI’ AI = BI
na je

B=A.
CtaB 4.3. Vpehenu -xomiisexc -tipupognux Opojesa- A=a, a,...ay, cu-

Meipuuan je onga u caMo onga, axko je 3agoeo/beHa jegHaKoCil
4.6) : [A'1=T'4].
[Frobenius 13].

Hoxa3. CraB 4.3 je memocpeina mocienuna crasa 4.2, jep ako je A=A,
ouna ce jemmaxocTd (4.5) cBome Ha jemHy jemuny jemHakoct (4.6). HMmax nma-
jeMo moceban noxa3 crtasa 4.3.

CBaxku CHMETPHYHH KOMIUIEKC S 3aJ0BOJbABA. jeJHAKOCT .

S'=5
na je
[S71=[81=['S].

O6patHo, aKo je A ypeljeHE XcMOllekCc npHpoAHEX OpojeBa umjH je Gpoj wia-
HOBa m>2, onpa je ['4A’]>0, ma axo je

[47=["4],
oHAA je H

w1 _r4

[IAIJ [1AI]
Tj.

(A)=(4)
mTo, mpema cTaBy 3.2, 3HavM nHa je A4'=A'. Onariie HeNOCpenHO crenyje @, =ay,
u 3aTEM A=A.

(2) Ctas 4.1 Kasyje na ¢z IPUMHTHBHH H3pa3d [4] mpHpomHEX 6pojeBa
jaBJbajy 'y HapoBAMa HMHBep3HMX H3pa3a [4] n [,_4_] HIH [a ¢y CHMETpPHYHH, aKo
je A=4. O olpeldBamy DapoBa HHBEP3HHX H3pa3a roBOpH cTaB 4.4, a o
olpehuBamky CHUMETpHYHHEX CTaB 4.5.
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Ctap 4.4. M3 eepuknux passuiliaka paziomaka plq u plr gobujajy ce
UPUMUTIUGHY UHBEP3HU U3paA3U  UpUpogroi opoja p onga u camo ouga, axo ce
uMenuoyy q u r Hasasze y uniiepsasy [1, p/2) u axo 3agosomasajy Komipyenyujy.
4.7 gr+e=0 (mod p),
ige je e=+1 uau e=—1. ¥V dpeom cayuajy tipumuiliuenu uspasu umajy adpan,
a y gpyiom cayuajy Heidpan Opoj uaanoea.

3a ceaxu gaimu bpoj q€|[l, p/2) roju Hema 3zajeguuurux uunuAdua ca
bpojem p, wocwoju jegan u camo jegan opoj r&[1, p/2) xoju 3agosomasa xou-
ipyenuujy (4.7).

Hdoxas. Axo je

P b _
7=, T=),
rae je
A=aa,...ap u (p; =1, (p;r)=1,
OHIA je

p=I[4], g=[4], r=[4]),
na u3 penanuje (2.17) cienyje
plA)—gr=(—1)",
Tj.
gr+(—1y*=0 (mod p).

O6paTHo, axo pa3nToMKe p/q U p/r, Toe CY g U r DpOjeBH KOju 3aNOBOJbABAjY
KOHrpyeHUHjy (4.7), paBBHJeMO y BpaBUIHE BepWXHE pa3IOMKe ca IapHHM
6pojeM WiaHOBa, aKO je &= 41, WK HelNapHAM axo je e= —1, nobujamo:

A=aa,...ay,
_’;_=(A), £—(B), rae je {B=b,b,...b,,
(=hm=(—1r=e.
M3 oBux pasnoMaka Ciexnyje;
(4.8) , p=[A]=[B], ¢=['4], r=[B],
ma cy 3aJOBOJbeHe pellanuje
pl41—q[4]=r¢,
pIB]—r[B]=¢,
Tj.
q[4']1+e=0 (mod p),
r{B1+e=0 (mod p).
Axo ce cam Of AaTe KOHTPyeHRHje

gr+e=0 (mod p)
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ofy3Me CBaka OJ IpeTXOAHAX NoGHjajy ce KOHTpyeHUuje

(4.9) {q {r—[41}=0 (mod p),
' r{g—[B1}=0 (mod p).

r<p, [41<p, 9<p, [B]<p,

ITomTo je

T0 je ¥
|r—[41]<p, |g—[B1|<p.

a momTo je u (p; ¢)=1, (r; p)=1, xourpyeanuje (4.9) Mmory 6uTH 3aH0BOJECHE
caMo akKo je

r=[41, g=[81.
To 3uaum, npema (4.8), na je
[4]1=[B], [A]=[B], [4]=[B),

a kxako je m=n (mod 2), 10 je mpeMa (2.17), u ['A’]=[B’]. IIpema Tome,
koMinekck A H B 3amoBoimaBajy yciose (4.5), ma je, Ha ocHOBY craBa 4.2:

B=A.

Ha 3a cBaxo mato q{(p; 9)=1, ¢€[1, p/2)} mocrojr jempo m caMo jejHO
rcll1, p/2), xoje 3amoBosbaBa KoHTpyeHUH)y (4.7), ka3dyje HaM

Jlema 4.1 Jegna u camo jegna og xouipyenuuja

(4.10) gx+1=0 (mod p); gx—1=0 mod p),
uMa pewerse y UHIIEPEALY
(4.11) [1, %)

Hoxa3 neme. Ilo3Hato je ma cBaka of XoHrpyeHudja (4.10), momro
je (p; @)=1, EMa TIO jexHO ¥ caMo WO jeOHO pellieke y MHTepBany x&[1, p—1],
AXO je x=r pelleme IpBe, Tj. ako je

gr+1=0 (mod p)
OHIA je
q(p—r)—1=0 (mod p)
TO 3Ha4yd Ja je X=p—r pelliele Apyre, a jexad of OpojeBa r W p—r
Hajasu ce y wurepsany (4.11).

Ha xpajy je noTpeGHO HAMOMEHYTH Aa cTaB 4.4 Bpeau u ako ce ¢&[1, p—1]
u r&(l, p—1] He Hanasze o6a, anu Yak HM jenaH, y mHTepBany [l, p/2), amm
Tapa nobujenm m3pasu [A] u [4] BACY npUMHUTHBHH.

Crtas 4.5. U3 sepuxnol pazeuitixa paziomka plq goduja ce GpuMuiiueHu
CUMEIPUYHY U3pa3z HpupogHoi Opoja p OHga u CaMO OHGA aKO ce uMenuaay g
Hasasu y uniliepsasy [1, p/2) u axo 3agoeomasa KouipyeHuujy

(4.12) g2 +e=0 (mod p),

3 IIpaBHIBE BEPHXEHH Pa3ICMOM
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ige je e=+1 um e=—1. V dpsom cayuajy tpumuiiuenu cumeilipuunu uspas
uMa #apan, a y gpyiom cayuajy neiiapan Opoj uaanosa.

Ooxas. CraB 4.5 je Hemocpenna Hocnemuuma craBa 4.4, jep axo je A=4,
ouma je [A]=[4], Tj g=r ma ce xoHrpyeHuuja (4.7) cBOOM Ha KOHIPYCHIH]Y
(4.12). Vlmak najeMo mocebad jmoka3 crasa 4.5.

Axko je

P _ )=
2o m9-1,

rrae je S cAMEeTpWYHHA KOMIJIEKC, OHZA je
p=I[5], ¢=[§],
ma je, npeMa (4.6) u (2.17) 3amoBoJbeHA pellaniyija
pIST—g=(—1),
rae je s 6poj wraHoBa komiuiekca S. Tapa je m
g2 +(—1’=0 (mod p),
mTo 3Hauh Ja je ycios (4.12) morpe6an. '

Obpatro, axo pasiaoMak p/q, rae je g&[1, p/2) 6poj xoju 3amosoibaBa
ycios (4.12) pa3BI/I_]aM0 y TpaBuiiaH BEpHXHH DPa3llOMak, c2 HapruM OpojeM

49J1aHoBa, ako je €= + 1, Wik HelIApHHM aKo je e=—1, mobmjamo
. (A=ag,a,...q
£ _(4), rae je { 172 ™
q (—1)ym=¢

W3 oBor pa3moMka cliegyje

(4.13) p=[4], g=4),
na je 3af0BOJbeHA pellanifja
plA]—q[4]=e,
.
. q[A4']+e=0 (mod p).
AXo ce OBa KOHTpyeHIHja OLy3Me OX HaTe
g?+e=0 (mod p),
mobuja ce v
(4.14) q{g—[47}=0 (mod p).

Ilowto je g<p, [A1<p, TO Je u|g— [A]|<p, Te xoHrpyeHmuja (4.14) jemmno
MoXe OWTH 3afOBOJbEHA, aKO je

g= [A,]s
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jep je (p; q)—l Taxo je, nmpema (4.8):
| [4]=[4]

To 3Ha4yW, Ha OCHOBY cTasa 4.3, nma je A=A4.

ITorpe6HO je HamoMeHyTH, fia YKOJMKO kKoorpyeHUuja (4.12) uMa peulewe
g€[l, p/2), oupma je BeHO pemlieke M ¢;=p—g. VI3 mpBor pelllera ce n06Hja,
HpHMHTMBHPI CHMETPHYHH H3pa3 [S] a 3 JIpyror omeT CHMeTpHYaH uspas [*S*],
alln KOju HHje npnMnTnBaH
' (3) Crmepeha  nBa “craBa roBope O HEKHM 0COGHHAMA TNIPUPOIHAX 6pojesa

KOJH - Ce - MOry npeTCTaBnm H3pa30M [S], rme je S cheTpnq}m ypteeHn
KoMILIEeKC. S '

Ctas 4.6. Ilpupognu O6poj [S], ige je S cumeiipuunu ype}}“enu Komiiiexc
ipupognux  iipojesd ca dapuum  bpojem Yaanosa, moxe, ce  iipemiciddsui@u y
0bauky 3bupa Keagpama gsa ysajamwo #pocitia poja:

(4.15) | - [HH)=[HP+[HP.
" IToxas. M3 obpacna (2.6) cienyje |
[H H]=[H][H]+[H']['H],

ajy axo je
| - [H] - [H], [H]=[H],

no6uja ce obpasan (4.15).

CtaB 4.7. Ilpumuiiusnu uspas [S], ige je S cumeitipuunu ypehenu xom-
iiaexc ca Heddpnum Opojem uaaHO8a, KOjU UMA HajMaree IAPU UYAGHA, HE MOXKeE
tpeiliciliasmatiu  Cilletien #peu uau euwu Heidldprol #Upocinol Opoja, Huimu gsoc-
WpyKu iaxas ciieien.

Moxas. ITpumenoM obpacma (2.6) mobumjajy ce MAEHTHYIHOCTTH

(4.16) [ [H, 2a, H)=2[H][a H],
' [H, 2a+1, Hl=[H][2,q, H],

a momTo cy [1_‘_1,'2 a, Hl u [H, 2a+]1, H] OpUMMTHBHH H3pa3sH ca HajMambe
Tpu wwiama, To je [H]>2. Ocum Tora je

(H; [a H) =1, (H]; [2, a0, H) =1 wm 2,
[2, a, Hl=(2a+1)[H]+2[ H].

TIpema ToMe upuMuTHBHHE u3pa3 [H, 2a, H] mpercraBiba mapan Opoj, xoju
oCcHM vupHMoUA 2, MMa jomx 6ap jABa y3ajaMHO IpoOCTra YHMHWONA, -4 M3pa3
[H,2a+1, H] je npousBox J[Ba HeapHA Yy3ajaMHO HOpOCTa YHHHOIA HIH je
OeipuB ca 4.

(4) Ha xpajy oBor ojnemka poka3ahieMo jegaH cTaB 3a HpMMHTHBHE

u3pase UpocTHX OpojeBa o6GmHKA p=4n+1, kAo HemocpegHy nocne,umxy cra-
BoBa 4.1 1 4.7,

jep je -
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Cras 4.8. Ceaxu idipocili bpoj obauka p=4n+1 moxe ce upeiliciiasuiiy
cumetlipuuHuM dpuMuiiusuum uspasom [S) ca Hdaprum 6pojem uianosa.

Hoxas. Ako je p=4n+1, oupma je

¢(p)=p—1=4n,

na je Opoj mpuMuTHBHEX H3pa3a Opoja p mapad 6poj N=2n. Kako, ocum
TOra CBaXM TIpAPOOHE 6poj p WMa NPMMATHBAH jeTHOWIAHHM CUMETPHYHE H3pa3
[p], a HecumeTpuYHM HW3pa3H jaBibajy ce Y IIAPOBHAMA jeJaH HPYrOM WHBEP3HHX,
fnocMatpaEn Opoj p=4n+1 mMa jom jelaH CHMETPHYHHM H3pa3 ca [BA HIH
puire wianosa. Taj wu3pa3, mpema cTaBy 4.7, He MoOXe HMaTH HemapaH Gpoj
YnaHoBa, Te je craB 4.8 mokasaw.

4.3. HEKOJIMKO PE3VATATA U3 EJIEMEHTAPHE TEOPHUJE EPOJEBA
(1) Jluneapna Huoganiiiosa jegnauuna ca gee ueilosndilie

JIuneapna l@odaHToBa jelHauWHA ca [Be HEMO3HaTe OOWMHO ce I
y obnuky

417 ax—by=c, (a; b; c)=1,

roe ¢y a, b u ¢ matd, a x ¥ y Hemo3HaTH nenw 6pojesu. IIpeTmocTaBuMO Ma
je (@ b)=1 w na jenmaumpa (4.17) mMa jeggo pememe X=Xx,, Y=J,, Ha je
MOEHTHIKH

(4.18) ax,—by,=c.
OnysamameM jensaunna (4.17) u (4.18) mobmja ce
(4.19) “a(x—xp)=b(y—y,)-

ITomto je (a; b)=1, mocnenma jenHaunmHa he GUTH 3aZ0BOJbEHA jEOWHO AKO je
(4.20) ' xX—xy=1tb, y—y,=ta
Toe je t dpoussoman ueo Opoj. Ilpema ToMe, axo jemHaumHa (4.17) uMma jenHo
pelieke X,, Y,, OHa HX ¥Ma OeckoHa4HO MHOro, ¥ TO:
4.21) X=X,+th, y=y,+ta, t=0, £1, £2,....
ObpHyTO, aKo je X, y, Ma Koje pellete jenHadune (4.17) oHpa je 3am0BOJbEHA
% jemHaumua (4.19)

a(x,—xy)=b(y,—¥,)
WTO 3HAYH Ha je 3ajelHMYKa BPEJHOCT KOJMYHUKA

X1—Xy _ 1o

b a

yeo Opoj, jep je (a; b)=1. IIpema Tome, obBpacum (4.21) campxe cBa periema
jennavuse (4.17).
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Axo 6u 6mmo (q; b)=d>1, ounma je a=a;d, b=bd rne cy a, u b,
uend Gpojesu, na ce jenuadmna (4.17) Moxe mHanmcaTH y oGIHKY
4
a, x—by= =

a IOIITO ¢ HHUje nOebUBO ca d, OBa jeAHaYmHa He MoXe OHMTH 3aXOBOJBERQ
meadM OpojeBHMa X H py, INTO 3HaY¥ Ja Yy TOM cCiy4ajy jexnauumna (4.17)
HEMa pelleBa.

Ha 6dcmo moxaszanu Aa jegsaudHa (4.17) mMa pemema, axo je (a; b)=1
M HalUIA jeJHO peliermhe NoCcMaTpajMo BepHXKHM pa3BmTak pa3noMmka afb ca
uaprumM opojem uaarnosa

—Z—=(A), A=a a,...ay.

Tana je a=[A], b=['"4] ma je, upema (2.17):
afA)—-b[A]=1,
Tj.
a(c[AD—b(c[4)=c,
na ce mopeliemeM ca jenHaunHoM (4.17), mobmja jegHO HEHO peHICHE
xo=c['A], yy=c[A].

Ilpema imome, jegnauuna (4.17) uma pewters@ oHga U camo oHga, dxo je
(a; b)=1 u cea rena pewera cy gawia obpacyuma

(4.22) [x=°[A]+b” C [(E=,
y=cl[d1+at, toe je b
t=0, +1, +£2, +£3,....
(2) JIuneapna xouipyenuuja ca jegnom HeilO3HAWOM
Konrpyennumja
(4.23) ax+b=0 (mod m),
rae je (a; m)=1, Moxe HauucaTu y obnuky JduacdaHTOoBE jemHawuHe
ax+b=my

roe je y meo Opoj. ITopehewem ca jemmaumpom (4.17) u pemeweM (4.22),
modujajy ce csa pemielka KoHrpyennuje (4.23) y obnmky

[E=), 4=a,0;. .0,
(4.24) x=b[A]+mt, toe je < ¢
=0, £1, +2,....
(3) 36up reagpaivia gea ysajamuo fpocitia Opoja

(1) U3 craBoBa 4.6 m 4.8 HemocpenHO cledyje MO3HATH M BeoMa JIENH
Fermat-oB cras:
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- Crtas 4.9, Ceaxu iipocii opoj obauxa 4n+ 1 moxe ce uspasuiay y 06uxy
3bupa xeagpailia géa ysajamuo dpocimia bpoja. [EBuler 12, Gauss 15).

(2) Y3 no3Hate MIOEHTUYHOCTH

(a2 + b2) (x2 +y?) = (bx + ay)? + (ax— by)2

clenyje 3aKibydak, ga ce ipoussog géd 6p01a KO]u ce Moiy u3pa3uwu y o6xzur<y
30uUpa gea xeagpaiia U cam MOXe uspasuiliu ¥y uciom 06uxy. ,
Jda OHcMo moKasadw ' Fa Bpedun. - OOpHYT.cTaB, JokasalieMo aBe Jeme.
JMema 4.2. Ceaxu geausay, p ueaoi dpoja odauxa g2+ 1 moxe ce vu3pa-
3uiliu 'y obauky 30upa xeagpaimia ged ysajamuo upocitia Opoja.

JleMa je HemocpenHa mnocienuna ctasoBa 4.5 m 4.6, axo je g<p. Axo
je g>p, onpa yeex moctoju mpupodan 6poj 0<g—Ap<p, ma je p Ze ALl
u Opoja

(g—Arpy+1
ako je memuian Opoja g2+ 1.

Jlema 4.3. Ceaxu geausay yeaoi dpoja obauxa a2+b2 ige je (a; b)—l
geaunay je u' nexoi ueaoi 6poja obauxa g2+ 1. :
3ancTa, y HIOSHTUYHOCTH

(a2 +b2) (32 -+ y?) = (bx + ay) + (ax —byy?
Moryhe je Tako m3abpaTH X H , na. 6yme
ax—by=1,
jep je (a, b)=1, ma pmecHa crpada nobuja obmmk g2+ 1.

Ha ocHoBy jemMa 4.2 u 4.3 MOXeMO HCKa3aTH.

Cras 4.9. Ceaxu geausay apupognoi opoja obauxa a>+b2 ige cy a u b
y3ajamuo dpocitiu bpojesu, u cam uma uciwu odauk «2+@2 ige cy o u B ysa-
Jjamuo upociiiu dpojesu.

5. BECKOHAYHU TTPABWUJIHM BEPMJXXHU PA3JIOMIIU

5.1 L[EQPiHHHI/IJA BECKOHAYHOI" ITIPABUJIHOT BEPPDKHOI‘ PA3JIOMKA
(1) Axo je mat Hu3
(5.1) iy Qyy A3y ooy Qpyee s
YHjH je UpBM WIaM a4, Md KOju ueo Opoj, a OCTAlH UNAHOBH d,, dy, Ay, ...,

d@pupognu bpojesu, MoxeMo GopMypaTH HE3 panuoHajHuX 6pojesa

52 In—(A4,), rae je Ap=a,a,...d,,

n
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3a n=1,2,3,.... WiaHOBH OBOT HM3a CY WpPaBHNHH BePHXHH Da3JIOMIM, a
CBakH OJ BUX IOCTaje kKaj Ce IpPeTXOJHOM JNOUHINE jelaH HOB WIAH — OJAro-
Bapajyhu wian Hu3a (5.1). Taka 3akoH QopMuHpama HOEHTHYAH je Ca 3aKOHOM
¢opmupama npubNWKHAX pa3ioMaka JaTOT KOHAYHOT BEPHXKHOT pa3iioOMKa, ca
jemuHOM pa3NUKOM INTO Cy Cal YI2HOBH o, Jatd Hu3oM (5.1). 3amcra, xajn
Ce youd Ma XOju WiaH Hu3a (5.2), oHZA Cy CBM HPETXOAHA WIAHOBH MCTOT
HU3a BeroBH NpmOMmKHHM pa3noMud. IIpema TOoMe, 3a BEpHKHE Pa3IOMEKE
(5.2) Bpene obpacum (3.8). Ha upumep, 3a mMeHHoHE ¢, pasnomka (5.2) Bpenu
peKypeHTHH oO0pas3ar

9n=0n9n—1 + dn—2
oJlakie je
q’n>qn—1 3a n=2, 37 ey

jep je a,>1 3a n>2. Hu3 ¢, je, mpeMa TOMe, MOHOTOHO pacTyh# HuH3 NpH-
poagux OpojeBa, MITO 3HAYM O je Heoipanuuen:

(5.3) gn—> 0 Kall n—oo.

W3 obpacnz (3.20), Ha HCTH HAYMH kKao y T. 3.5 mpou3unasu pacrnopen
pa3ioMaka (5.2), KCTOBeTaH ca MNOKa3aHUM paclopeqoM NpHOIMXKHHX pasiio-
Maka, €a jEQMHOM Ppa3JIAKOM IUTO Cal pas3jIOMIIH HENADHOT M pPa3NoOMIH Hap-
HOT pella YMHe MOHOTOHe OpojHe HH30Be
(5.4) Pr B Pkt o Pk o P P

91 493 q2k+1 ’ 92k 9, 42

O6a mocMaTpaHa MOHOTOHa HHM3a CYy, TIpeMa TOMeE, OTDaHWYeHH, H TO HH3
pasjioMaXa HemapHOr pella ca TOPBme cTpaHe (Ha HIpHMep DPa3lIOMKOM P,/q,),
a HHM3 pa3jloMaka HapHOT pefa ca JOme CTpaHe (Ha IpAMEpP pa3IoMKOM p,/q,).
To 3maud Jxa 00a H¥W3a KOHBEPTHpAjy, a heMO WHXOBe I'DAHHYHE BPEHHOCTH,
O3HAYHTH — HA OpUMep — ca & u »:

lim Pae+1 =g, 11m—’95=7)
k>0 gy k41 d2k
ITpema (5.4) je:
sz+1<g<n<2ﬁ’
d2k+1 9k
ma je
0<,n_£<liz_l£_sz+1 ,
Qe 92k+1
Tj., npeMa obpacnoy (2.17):
1
O<n—E<——.
2k D2k+1

IIpema (5.3) mecHa cTpaHa oOBe HejeNHAKOCTH TeXM HyJH, Kag k->oo, ma je

E=7]’
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IUTO 3HayM N3 HU3 pasnoMaka (5.2) xOHBeprupa:

(5.5) lim 22—,

n—o 4y

Ha ocHoBy m3noxeHor, momohy mms3a (5.1) Moxe ce medummumcatm Jec-
KOHAYHU GpasUAHU @epUKHU DA3IOMAK W MOXe My Ce NOACIHATH BPeIHOCT IaTa
rpasndHOM Bpemnowhy (5.5).

Hebduuaunuja 5.1. BpegHocili deckoHaunol paziomka

(5.6) (a,a,a,...0,...)
Jjeguaxa je ipanuunoj spegHociliu
(a,a,a4...a,...)=1im (4,)=E
n—roo
ige je
Ap,=a,a,a;...a,, n=1,2,3....

Peanan 6poj £ He MOXe OHTH pamMOHANaH, jep CBakM panuoHataH 6poj
¥Ma KOHaYaH BepWXHH pa3BATak. IIpeMa TOMe CBakW OeCKOHAYAaH BEpPYIKHH
pazjioMak HPETCTaBIbA UDAUUOHAAAH OpOJ.

(2) Y3 wmznoxeHor ciefyje:

Crtas 5.1. Cearu beckonauan #ipasuiaH 6epuXHU pa3soOMax

(a,a,05...a,...)

je Koweepieniian u #ipegciliasna jeghosHauHo ogpeljen upayuonasnu Opoj &, xoju
Jje gail ipanuunom epegrowhy

E= lim (4,)
ige je A=a,a,a,..

(3) Pasnomnum (5.2), Ha Taj Ha¥MH TOCTajy ODPWOJKHU pasjioMIu Oec-
KOHAYHOT BEPIKHOT pasioMka (5.6), omsocHo wpanmonanHor 6poja E.

(4) TiojaM mOTHYHMX KOJHYHUKA, JaT ¥ T. 3.3 3a pammoHange 6pojese,
npomupyje ce Takohe Oe3 Tamkohe M Ha upanmoHanHe Opojese. Tako cy
MOTOYHH KOJMIEMIM pa3ioMxa (5.6), ommocHo wupammoHaIHOT Opoja & xoju
TpeTcTaBiba Taj pajioOMak:

E=(a,a5...),

Ei=(asa,...)

En=(an dpay - . ).
Cer cy oM BeckoHAMHH NPaBAIHK BEPHXHH Pa3/iOMUHE, OHOCHO npa.nnonamm
OpojeBu, a cBaku je Behwm ox jemwumne: &,>1, 3a n=2, 3,.
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AKO CcTaBHMO
Ap=aya,...a,, By m=0ps, Qyiy . . . Gy,

OHIA je UIEHTHYKH

[An] (Ba+1,m) + [An-1]
A,)= ; ,
() [ An) But1,m) + [y 1]
ma ako m—»oo, nobumja ce obpasam:
£= [An] En-l-l"'[An-l]
UAnl Enty + [ An-sl’

xoju je mcroperaH ca obpacmeM (3.16) mokasaHEM 3a KOHAYHEe BEpHKHE pas-
somke. OBaj oOpa3sai ce MOXe HAOHCATH y OOJHKY

(5.8) E=(dn, Enn);

a mpema (5.2) u y obauky:

(5.9) £=pnin+1+pn-, )
GnEnt1+qn_s

Hcro Tako mnorpebHO je mpuMerdrm O2a ®W obpaszam (3.15) onxHOCHO
(3.15”) Baxu m kang 6poj umaHoBa KoMmmiiekca H HeorpaHWYeHO pacte.

5.2 NIPEACTABJ/BAILE NPALIMOHAJIHUX BPOJEBA
HPABAJIHUM BEPVOXXHUM PA3JIOMIIMMA

(1) Axo je nmat mpaswoHaxaH Opoj & u ako je g, Hajsehim meo 6poj xojm
muje Behu ox &, onma je

O0<tf—qg <1
H 3aTieM
LI
E_al
‘na ¢€ MOXE CTaABHTH
(5.10) E=al+§i, E,>1.
2

Ha wcrm HaudH maibe ciedyje jeHO 3a OPYrEM

1
£2=az+é‘: €3>1,
3

) Eazas‘i‘gl‘y £4>1s
(5.11) T S

1
E.m=an+‘_, En+1>1:
in-l-l
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roe je a, Hajpehim meo Opoj koju Huje Behim om &, 3a n=2,3,4,.... U3
OBHX jeJHAKOCTH, K20 Yy T. 3.4 ciemdyje
(5.12) E=(ay, as---» ags Ensy)-

Momro j» & upaunonayad 6poj, WpanmuoHAJHA CYy HCTO TAKO W IOTIYHH
xonuwypuna £,, &, &,,..., Ep,.... TAKO c& y HapeIEHOM IOCTYIKY — KOjH je

y creapu Euklidov anropmtaM — HUKan He MOXe JAECHTH Ja HEKH NOTIYHH
koyuuauk £, Oyme meo Opoj, UITO 3HAYM N2 Ce IOCTYNAaK HEOTPAHHWHYEHO Ipo-
oyx%apa M yBek noOmja OGeckoHadaH IpPaBIJIAH BEPHXKHE pa3jioMak

(5.13) (qayay...a,...).

(2) Pasnomax (5.10), mpema craBy 5.1, mpercTaBba HEKH HMpalHOHANaH
6poj, caMo je moTpebHO yTBpAMTH Ha Jd je TO maTh Opoj &, wim Moxnma
Heku fApyru. Omrosop ce mobuja mpumeHoM jemrakoctd (5.12). ITpema obpaciy
(5.9), oHa ce MoXe HamucaTu y OOIHKY

Z=Pn I
qn En+1+q11—1
Toe je
Pr o4y, n=1,2,3,...,

n

na je, npema (2.17):

_ . —fn—t
5.14 g DT
( ) dn 9@ Ensi+an-1)

Dowrto je &,4,>1, g,~,>0, U3 oBe jeAHAKOCTH clenyje HejeOHAKOCT:
1
dn i qnz
Toe je £ matd upammoHanaH Opoj.

Ilpema cTaBy 5.1, Xan n—>oo0, HU3 p,/q, TEXH BPeJHOCTH Pa3aoMKa
(5.13), a mpeMa moceAm0j HejeMHAKOCTH HH3 p,/q, Texu Opojy &. To 3Hadum
nOa mobujenu pasimoMax (5.13) zamcra mnpercrasba maté 6poj .

(5.15) E=(qaa;...).

(3) HTorpebHO je OATOBOPHMTH jOIl HA IOCIHedle NUTamke: Ja JU ce NATH
Hpanpopasag Opoj MoXe caMoO HA jellaH WJIM Ha BWINE HAYWHA IIPeACTABUTH
Yy OOJIHMKY NPaBIIHOT BEPHXKHOT DPA3JIOMKA,

Ma xoja mBa ysacromHa TOTIYHA KOJWYHWKA Be3aHa Cy pejanujaMma
1
(511) En—;an‘l’—‘: n=23 3: 4:-'~’
nt1

na xako je £,>1, §,,,>1, To je a, Hajeehu meo 6poj xoju Hmje Behm ox &,
T€ J€ YBEK jeNHO3HA4HO oxpeheH.
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.Taxo ce MOXe HCKA3aATH:

CraB 5.2. Ceaxu peasan upauuoHaian 6poj MOXKe ce Ha jegan u camo
Ha jegan Hauun fpegcliasuigu |y odauxy upasuanoi eepuxroi pasaomra. Jodu-
Jenu pasaomax je ysex deckonauan.

Ilpumep. Bepmxum passurak 6poja w Huje O3HAT, aldH je H3pAYyHATO
BHIIE CTOTHHA HBeTOBHX WiaHOBa. ITOYeTHH HeO IJIacH:

n=(3,7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1,14,2, 1, 1,.. ).

6. MPUBJIMXXHU PA3JIOMII PEAJIHUX BPOJEBA
KAO IbUXOBE ITPUBJINXKHE BPEJHOCTH

6.1 TPEIIKA ATIPOKCUMAIVIJE TTPUBJIMXHUX PA3JIOMAKA

(1) IMpubnaxEM pPa3IOMOM peaJlHHX OpojeBa Cy BHXOBE BDJIO HOBOJHHE
upundauEHe BpedHocTH. Ilpema (5.14), rpemxa anpokcuManwje IprOIMXHOT
pPaslloOMKa p,/q, peanHor Opoja &, mara je obOpacmem

(6.1) g P DT 42,3,
dn qn(q&5n+1+qu ) ‘

THe j€ gu-; MMEHWIAU NPEeTXOJHOT IPHOIHXHOT pa3JIOMKa (9,=0), E,4 CTe-
mehnm motnymu xommuaux. Ha ocHoBy o6pacma (6.1), m3 (5.4) cienyje He-
jemHaKoCT:

(6.2) p_’<ﬂ< v <P___zk+1< B T4y <_’l’£< N <11‘_<p_2 .
9@ 4 92k+1 UPY: 4 49

OcuM Tora, w3 (6.1) cueayje ob6pa3am 3a ancolyTHY BpPeAHOCT IDeIlKe
alpoKcuManmje

(6.3) |a—& - !

- n=1,2,3,...
an qn(Qn£n+1+qn—l) ’ T ’

Jep €y cBe BelHYHMHE Y HMEHHOIY pa3JIoOMka Ha IECHOj CTPaHH IO3WUTHBHE.
(2) Us jeﬂHaKOQTI{ (6.3) u nejemnaxoctm (6.2) cruenyje:
~ CrasB 6.1. 1°. Aicoayimna épeguocm ipewke aiipoxcumayuje upubaAuKHOI
pazaomka pylq, peaanol Opoja & sexu y pazmary

1
dn 9n+1

(6.4)

E__

dn (qn+qn+1) 4n

2° Peanan 6poj & nanasu (e usmehy ma xoja geéa ceoja ysaciliouna upu-
SauNHA pazaomxa, a Oauxu My je pazsomax euwei pawia.
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3°. Ailcoayiuina epegnocii ipewike aupoxcumauuje upubauxcHoi pazsomxa
Dnldn peasnoi 8poja & moxe ce Hailucaiiu y odauxy

1

(6.5) !g—& -1 no1,2,3,...,
qn Cn Gn’

ige je

(6.6) cp> 1.

[Lagrange 18]

Ooxas, 1° Hejegnakoct (6.4) crneayje u3 jemuaxoctd (6.3) Ha OCHOBY
HejeJHAKOCTH
Qp+y < E-VIH‘I <a,,+1 + 1.

2°, IlpemMa (6.2) pasinoMuu p,/qd, H p,,+2/q,,,+2 Hajale ce ca UcTe CTpaHe
Opoja £, a mpyrm My je Onmxm oz HpBor, ma je:

lg_& > Pnty  Pa ,
B dnt2 4dn!l
Tj.

E_- Pn Cnts ,

qn qnqn+z
Te je, THM Ipe
1 1
l& Pl > .
dn dndn+z  dn+19n42

ep je aniy> 1, gpi>4q,. Taxo je, mpeMma nejexmaxocta (6.4):

e P el
9a An+1
3°, Ilpema (6.3) je:
(6.7 en=bp+ 21, n=1,2,3,...,
n

ma je ¢,>1, jep je Epiy>1.

6.2 YCIIOBU JA HOATHU PA3JIOMAK BVJIE
TIPUBJIVDKHI PA3JIOMAK JATOI" PEAJIHOT BPOJA

(1) Ilomexan je moTpeGHO YTBPAWTH Na Jid je JATH PAXAOHAIHH Pa3jiOMak
pla, toe je (p; q)=1, npubmwxHE pasnoMmak Jaror peaymdor Opoja E, Ilpema
crasy 6.1, mom 3°, cpakum NpuONMXHA pa3zjoMaK 3aJ0BOJbABA HEJETHAKOCT

1
(6.8) 1 a—£]<— :
q q?
UTO 3HAYM Ja Ta HejeAHAKOCT NPETCTaBlba iHoilipebaH yca0é HAa PasioMak plq

Oyne npuOIHXHH pa3IOMak 6po;a E. HMorpeban u HoBoJbaH ycioB Hahm fiemo
Ha cienehin HagwH.
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IMpernoctasmMO A AaTH Pa3jioMak 3afoJboshaBa ycmop (6.8), ma je
D €
2——-—=-—2
q cq
rae je e=+1 mwm e=—1 u ¢>1. PasBujeMo Tana pasnoMak p/q y BEpHXHA

pajI3OMaK Ca n 4JaHOBa:

£—=(A), Ioe je A=a,a,...a,,
q

TaKo ga je e=(—1)"1, ma je

Pa=[A1=D, @o=TU'A1=q, ppy=[4), G =[4]

H
(6.9) Pl s
[

VYpoguMo 3aTEM Opoj o jenHaxomhy

(6.10) E=Pn@tPn-y
G+ gy

ozakie je

(6.11) g_&=__(_';lﬁL

dn Gn{gn®+qa_y)
ma ce nopebhemem ca (6.9) mobmja
(6.12) c=ow+ 22

qn
WTO 3ay¥ Ja je »>0, jep je ¢>1.

Caga MoxeMO panuWkOBaTH HABa clydaja: o>1 ¥ o< 1.

VY 1npBoM ciyvajy je
w=(bb,...)
roe je by>1, ma je, npema (6.10) u (3.15)

E=(a,a,...a,b,b,..),
HITO 3Ha49H Ha je

I (ay=L
qn q
dpubauxuu pazsomarx Gpoja &,

Axo je w<1, omma je

0=(0,b,b,..), b>1,
nma je, npema (6.10) m (3.15")

E=(a1a,... a5y, an+by, b,,.

IITO 3HAYM Ja p[q Huje Gpubsuxnu pasztomax _bpoja t. |

s
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IIpema ToMe, Ha ocHOBY (6.12), nejegnarocit

(6.13) c>14 22
dn

tipeiliciiasba HoWpedan u goeosan ycaos ga pasiomax plq=(A4) 5yge Hpub auxHU
pasaomax Opoja &. [Legendre 19]

Axo je c¢>2, oHma je HejemHakocT (6.13) yBex 3anoBOJEEHA, jep je
G <gn, T2 MOXEMO ¥CKa3aTH:

Cras 6.2. Axo gamiu passomax plq 3agoeosbasa HejegHaxoCili
B P i ’
— <.___
'E q [ 2q

oHga je plg dpubsuxnu passomax 6poja t. [Legendre 19]

7. EKBUBAJIEHIIUJA YPEBEHINX KOMIIIEKCA LIEJIUX BPOJEBA

7.1. IOJAM 1 OCOBUHE EKBUBAJIEHIIMJE YVPEDBEHUX KOMIUIEKCA

(1) majyhm y Bumy cras 2.2, Moxe ce, y oxmHocy Ha Oymxuujy [4].
nebunncat exkBUBaNeHOWja ypelenux komiuiekca lenux Opojesa.

Oedbununuja 7.1. Hea ypehena xomiinexca ueaux dpojesa A u B exsu-
6aneHHYU Cy jegan gpyiome
A~B, ©)

axKo cy 30g0o8o/beHe jegHaKoCuu:

® {[A]=e[31, [4]=¢[B],
[4l=<[B], [4]=¢['B),
ige je e=+1 um e=—1, y cée uemwiupu jegnaxocimiu uciiiu Opoj. [4]

Ha npunmep:
3, —3,1,5~2,1,1,6 (-1, ~
2,1, —2,—1,1,3~3,5 (+ 1.

(2) i3 ycnosa (B), ma ocHoBy penamuje (2.17), HemocpeaHo clenyje:
3aKJByYaK:

Axo je A~B, onga je

m=n (mod 2)

ige cy m u n Opojesu uagnosa xomiisekca A u B.

(3) Ipema nedmupmajn 7.1, penanuja eKBABAICHIMjE YpeeHHX KOMILIEKCA.
UMa oBe ocobume:
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1. A~A.
2. Axo je A~B (c), onga je u B~A ().
3. dxo je A~B (g) u B~C (g,), onga je A~C (g ¢,).
(4) Ilpema nedununuju 7.1. u CTaBy 2.2, dojam exsueaseHyuje je wiupu
og #ojMa jegraxociiu ypelieHux Komilaexca, jep ako je
A=B
oHja je u
A~B (+1),
amu o0pailino He Mopa Suitiu.
(5) 3a exBHBANICHTHE KOMIUIekce A=a,a,...a,, ¥ B=bb,. .. b, Bpenu cTas:

Crasr 7.1. H3 exeusqaenyuje gea ypehena xomiinexca ueaux Opojesa

(@ A~B ()

caegyjy exeusanenyuje

(b) A~B  (¢)

(c) A*~B* (e), *A~*B ().

Jdoxa3. ExsuBanenmmja (b) je nocnemma obpaca (2.8), jep ako cy
3a10BOJbeHH YycitoBu (B), OHOa je

[4=<[B], [4]=<[B],
[4]=c['B], [4]=<['B].
HMcro Tako m3 ycmosa (f3), Ha OCHOBY obpacua (2.9) u (2.10) cuenyjy exsu-
BaneHn@je (c). 3amcra:
[4*]=[4] =< [B]=<[B*]
[4*]=[A]—[4]=<{[B]—[BT} =¢[B*], urx.
3a gBa mapa eKBHBANECHTHHX KOMIIIEKCAa BPEIH CTAB

Cras 7.2. Axo cy A, B, M u N ypehenu xomiisexcu yeaux Opojesa
u axo je
A~B (z), M~N (=)
OHga je u '
AM~BN (e1&5),

A|M~B|N (g¢,).
Hoxas. Ha ocHoBy -yciopa ekemBajJieHI¥je H oOpacma (2.6) mobmja ce
[AM]=[A][M]+ [4'][ M]=¢, &, {[B][N]+[B][' NI} =¢,&,[BN],
[AM']=[A][M]+[A][ M| =&, &, {{B][N']+[BT[NT} =¢, &, [BN],
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HTA., Ta je Tpsa OJ M3BEACHHX eKBHBAJCHIMja Ooka3aHa. Ha mcTH HadwH,
cnyxefivy ce obpacmeM (2.13) moxasyje ce um gpyra.

7.2. EKBUBAJIEHIIWJA VPEBEHUX KOMIUIEKCA IMTPUPOOHNX BPOJEBA
(1) 3a ypeliene rxomtiaexce iipupogHux Opojesa epegu OCHOSHU Cilias:

Ctas 7.3. Ma xaxeu Ouau ueau Opojesu o, [3, vy u 3, (§>0), xoju 3a-
J080/6a8AY PEAAUUTY

1.1 - d—Py=c¢
ige je e=+1 wau e=—1, docilioju jegan u camo jegan ypehenu KoMilaexc
apupoghux bpojesa A=a, a,...a,, Waxo ga je
Al=0a, [4A1=8,
7.2 {[,1 % 14]=p
A=y, [4]=5.

u wo:

—g—=(A'), a,,.=[-;“—], (—hm=-.

Axo je 8=0, B=vy=1, xomiirexc A je jegnousan: A=a.

Axo je 8<0 um 8=0, B=y=-—1 uw 8=0, By=—1 ypehenu rxomiinexc
fipupognux Opojesa xoju 3agosomasajy jegnaxociti (7.2) He docilioju.

Ioxas. Axo je >0, pasnomxe B/3 u y/3 MOXeMO M3Pa3sdUTH IPAaBHI-
HAM BePHKHHEM pasnommma ma cTABAMO

The je M=a,aq,...a,, N=b,b2...b,, a m ¥ n cy NapHA ako je e=+1, a
menapau axo je e=—1. Taxo je

(7.4) B=[M1, y=[N"], 3=[M]=[N],

ma cy, npema (2.17), 3anoBosbeHe peranyje:
M]3—[M]B=c.
[N]S—[N]y=c.

OnyzuMameM OBUX jeOHAKOCTH of Jate jemmakoctu (7.1), mobuja ce

8 {a—[M]}=B {y—['M]},
3 {a— [N} = {E—['N].
ITomro je (B; 8)=1, (y; 8)=1 u3 oBux penamumja cienyje:
[a—[M] =23, Yy—['M]=23,
a—[N]=py, B—['N]=u3,

I T I T T T




(7.4), u3 TocneNmBUX jeAHAKOCTH noGnJaMO

“=[M,’ am+)‘]=[N,a b'n+y']’

=[N, by+ul

Y=[,M', am+)\], *
a axo CTaBHMO: o
(1.5) A=M',ap+7, B=N', b,+u,

H y3MeMo y ob3up H jemmakoctu (7.4), cienyje:
(d]=[B], [41=[B],
(4]=[B] [4]1=[B].
W3 oBUX jemHAKOCTH, HA OCHOBY cTapa 4.2, ciledyje 3aK/by4ak
B=A.
Kako je, mpema (7.5): 4'=M’', B'= N’ u3 jempakoctd (7.3) H mocienme
jeanakocTn mobHjaMo jedHAKOCTH

(7.6) ——(A) =(4),

xojuMa je KoMiulekC A jeTHO3HAYHO o,uper)eH.

Axo je A ypelenn xommiexc UpUpOAHAX Opojesa oupma je ['4]>0, na
ako je 3<<0, xoMmirekc A He HOCTOjH.

Axo je ['4]1=0, a A je xomiuekc mpupoiHEX Opojesa onza je ‘A=A"=V,
na jenuHo Mopa 6mTA B=v=1. Tume je cras (7.3) mokazay y HenuHM.
Ilpumep. Axo je a=—7, B=—17, y=2, §=5 onga je
=—4,1,1,2,0.

(2) Kao neitocpegrna ilocaeguua ciiasa 7.3, caegyje

Crap 7.4. Axo cy gea ypehena wominexca upupoguux bpojesa jegan
gpyioM ersusaieHiinu, OHgA ¢y U jegHakKu.

Jdoka3: Ako cy A u B ypeljeru xOMILIeKCH TpupoRHuX Opojesa, oHAA
je [41>0, ['B'1>0 ma xoedunujent eckBHBaneHmuje A~B muMa BPEIHOCT
ge=+1, Te je:

[4]1=[B], [41=[F],
[4)=[B], [4]=[B],
WTO, NpeMa ctaBy 7.3, 3Haud 1a je u A=2B

4 TIpaBunHA BepPHXKHH PajIOMUM
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(3) Ha onosy crtaBa 7.4, Moxe mocTojaTu caMo jenaH ypehenw xommnexc
npupoIHEX GpojeBa KOjH je eKBMBaJICHTaH HaToM ypeheHOM XoMimexcy mHemmux
6pojeBa. O yclnoBEMa HOCTOjalba TOTa KOMILIEKCZ TOBOPH

Cras 7.5. Vpehenu romiiaexc ipupognux Opojesa A xoju je exeusasensiian
gaitiom ypelienom Komilaekcy ueaux Spojesa B, flocilioju OHgQ U camo oHga axo je

a) ['B']+0,
uau axo je
b) [B]=0 i [B]=[B]==x1.
Y cayuajy b) romiizex A je jegnousan.
O oxa3s. CraBuMo:
a=c[B], y=¢[B],
p=c[B], 3=¢['B],

rie € HMa HUCTH 3HaK xao ['B'], unm axo je ['B]=0, xao ['B], Taxo cras 7.5.
ciexyje W3 craBa 7.3.

ITpumepn:
2,3,1,1,—1,2,5~1,1,1 (+1),
2, l,'-—'2, la_—'SN"—l (_1)’

anm KoMmiekc B=a, 1,—1, b Hema eXBWBAJICHTHOI KOMIUIeKCA y ckynmy ypehenux
KOMIUIeKca TpHPOAHAX OpojeBa, jep je

['B1=0, [B]=1, [B]=-L

(4) Axocy 4=a, a,... a, i B=b, b,... b, ypehenu xoMmiekTa nenux 6po-
jea (m>0, n>0), upema obpacmy (2.21) Bpene jemHaKOCTH:

[A, —a, B}=—[4*, a—2, *B),
[A, —a, B}=—['A*, a—2, *B],
[A, —a, B']= —[4*, a—2, *B'], -
[’'d, —a, B]=—['"4* a—2, *B'],
ma Ha OcHOBY ycnoBa (B) ciemyje eKBHBaNeHIHa
.7 A, —a, B~A4* a—2,*B (—1).

Hobujena exsupanennuja oMoryhaea ykiamwame HelailiuéHux YNaHOBA Oa-
TOr KOMILIeKCA—KOjH He CTOje HHM Ha HPBOM HH Ha MOCHEOEHEM MECTy— YKO-
JIEKO JATM KOMIUIEKC 3a/I0BOJbABA YCIOBE M3 cTaBa 7.5.

ITpumepn:
1.
3, —3,1,5~3% 3—-2,*{1, 5} (—1)
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Tj.
3,—3,1,5~2,1,1,6 (—1).
2.
2,1, =2, 1, —5~{2, 1}*, 2—2,*{1, —5},
amm je
{2, 1}*,2-2, ¥{1, —5} =3, 0, —4=—1,
ma je -
2,1,—2,1, —5~—1 (=1).
3.
2,3,1,1,—1,2,5~{2, 3}*, —1—2, *{1, —1, 2, 5} (—1),
anm je:

{2,3}, —1—-2,*{1,—1,2,5=2,2,1,—-3,0,2,5=2,2,1,—1, 5.
Axo Ha TOCNEABH KOMIUIEKC ONET NPUMEHHMO ekBuBaleHudjy (7.7), mobujemo
2,2,1,—1, 5~2%, —2--2, *{1’ -1, 5} (—1)’
any Xako je
2*9 ~2'—27 *{ls —1’ 5}=1’ 1’ —4’ 05 5=1’ 19 1’
TO je Haj3aj
2,3,1,1, —1,2,5~1,1,1 (+1).

) 4,3, —1,2,5~3,1, 5,1, —2,2,5 (—1),
3,1,-5,1,-2,2,5~3,1, —4,0,1, 1,5 (—1),
3,1,—4,0,1,1,5=3,1, —3,1, 5,
3,1,—-3,1,5~4,1,6 (=1
Jaxire

4: 3’ —1:25 5~4: 1:6 (*1)

7.3. KOMIUIEKC 4 | B,

(1) V 1. 2.6 Banemu cMo Aa y u3pasy [4|B] MOXeMO CKpaTHTH jeHHAKe
WIAHOBE, aKO €€ Hajlase ca pas’HMX CTpaHa IpTe, Hemocpeauo y3 my. Jokasaliemo
Ia ce TakBEM ckpaliuBameM y KOMIUIEKCY A |B mo6Hja eKBHBaJIEHTHH KOMIUIEKC,
Tj. Ha BpeaH eKBWBAaJICHIM]a:

(7.8) AK|KB~A|B ((—1)),
rae je k Opoj 4maHoBa kommiekca K.
3aucra, AalaB=A4,a, —1, 1, a—1, B,
Tj. _ ;
dalaB~{d,a, —1, 1}* —a —1,*B (—1),
4

N

2 s e At B
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3aTAM

AalaB~A4,a,0, —a —1,*B (—1),
¥ Haj3an

AalaB~A, —1,*B=A|B (—1).

(2) 3a omepauwmjy |
1.9 {4]B}~B|4 (—1),
(7.10) A|V|B~A4B (1),
KOju Cy y carjlacHocTH ca obpacmeM (2.15) u nocnemmuM oxn obpacma (2.16).
3arcra, {A|B}=4, —1, *B=§*, —1, :{,

Bpeje U cienelie ABe eKBHBANEHIMjE

mna 3aTEM IpuMeHoM cksusanennuje (7.7):
{AIB}NI_?, ~—1, *ﬁl_=1_9]é (—1.
Hcto Taxo je:
A|V|B=4, —1,*V, —1, *B,

Tj.

A|V|B~4*, —1,V, —1,*B (1),
3aTUM

A|V|B~A. —1,1, =2, *B (+1),
¥ Haj3an

A|V|B~A4,0,0, B=AB (—1).
(3) 3a xomnuekc A|B rme cy A4 u B ypelienn KOMIUICKCH #pupogrux
GpojeBa, Bpeau
Cras 7.5. Ypebenu rxomiisexc fpupognux Opojesa C Koju je exeusaseniian
xomiinexcy A|B:
C~A|B (g),
ige ¢y A=aya,...a, u B=>bb,...b, ypehenu xomiirexcu ipupognux Opo-
jeea (a,,5:bh,), flocilioju onga u camo owga, ako 6ap jegan og rxomisexca A u B
Huje jegrouaaw.
Hpu iliome je
(7.11) [4|B]=<[C]
ige je
e=—1,ar0 je m=1,n>2,
ge=+1.qro0 je m>»2,n=1,
e=sgn(b,—a,), ako je m>2,n>2.

Ako je jegan og womisexca A u B dpasan, cmamlipa ce KAO geoOUAAHU KOMUAAEKC
V=0, 0. [4]. :
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Hoxas. Ilpema craBy 7.5, xommaekc C mocroju ko je ['4|B)#0 wm
axo je ['A|B1=0, anu ['4| B]=[4|B']= + 1. IIlpeMa ToMe MOIy ce Pe30HOBATH
OBH CIIy4ajeBH

a) Axo je m=1, n=1 ovna je [41=0, [B]=0 mx je m ['4|B']=0,
am cy w3pasu ['A|B]=—1, [4|B’]=1 pasnuumtd, IWTO 3HAYH A2 KOMILIEKC
C ne mocroju. 3zucra:

alb=a, —1,1, b—1.
6) Axo je m=1, n>2, ouna je [[A']=0, amu je [fA]=1, ['B1#£0, ma je

u ['A|B’], mro 3mauu ma xomiuieke C mocToju. Hcrtu je ciydaj xajg je m>2,
n==1.

B) Axo je m>»2, n>2, ucnurajMo caydzj kag je ['4|B'1=0. Tama je
[[4'}1#0, ['B'}#0, ma je jennakoctT ['A|B’]=0 exBMBajNeHTHA jeAHAKOCTH

(B)=(4)
H3 Koje clemyjy aBe MoryhHoctH
B =4 wmn B'=4"*

V upeoM ciyvajy je

A|B~A4 Ié' by~a, | b,
mTo 3HAaud da ce A m B cBoje Ha jemHoWIaHe KoMiuiekce, ma xomiulekc C He
OCTOjH. Y HApPYroM ciaydvajy je

A|B~A|A'*, by~a, a,|a,—1, 1, by,
TE je
[4|B]=[4|B]= £1,
IITO 3Ha4d n2 xoMmijiekc C TOCTOjH ¥ g2 je jemHowiaH. 3aumcra:
A|B~a,+b,+1.

V cpama octanuM criyyajesumMa je ['4|B’}#£0, te xommiexc C TOCTOjH.

Bpennoctd € y jemmakocty (7.11) nobwmjajy ce jeOHOCTABHOM IpPUMEHOM
0bpacma (2.13).

(4) Cras 7.2 omoryhaBa ma ce ekBuBaJicHIMje oOsuka
A|B~C un AB~C
rae je
A=aa,...a, B=bb, ..b,, C=cc,..c

pellle 0 CBAKOM KOMILJEKCY KOjE (urypmiue y BHMa.
Tako u3 exBUBAICHNH]E
A|B~C (¢)
crenyje
A|B|B~C|B (e),
Tj. mpema (7.8): B B ,
AV |V~C|B (e(—=1)")
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4 Hajzanm, mpema (7.10):

A~C|B (s(—1)*).
Wcro Tako O6m ce moOmio

B~£[C (e (— 1)),

Ha #CTH HaudH, W3 eKBHBAJICHUMjE

AB~C (&)
caenyje
AB|B|V~C|B|V (o),
T,
A\ V| V~C[J_B[ V (E(—D»

¥ Haj3aj
: A~C|B{V (e(—1)").

WUcro Tako ce nobduja B
B~V|4|C (e(—1)m-1),

7.4. HETATUBHU CTEIIEHH VPEBEHNX KOMILUIEKCA

(1) V 1. 1.4 pedummcanu cMo cMucao H3pasa A¥, rae je v IpHpOIaH
6poj wnu nyma. Cama MoOXKEMO TO Ja YYMHHMO M 32 HEraTHBHE BPETHOCTH €K-
CIIOHEHTA V.

ODebuunnuuja 7.2, Hspaz A, ige je A ypehenu romiisexc HpupogHux
dpojesa, je ypehenu wxomilaexc wpupognux Opojeéa Koju 3agoeobasa exeuéaie-
HYUjy. :

(7.12) A4~V (L) . 4]
Y3 ome neburmumje cnemyije
V|£|AA—1~V|41 vV
Tj.
(7.13) A1~V]ALV (o)
YIpumepu:
{3 1,5}'=—1,1,4,1,2,1, —1;
(L1, 1,001=—2,1,1, —1;
V1=V,
al=—1,1,a—2,1, —1, a>2;
21=—1, 2, —1,
1-1=—2,1, —2;
{—a}1=0,4,0, a>0;
0-1=0,
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(2) Opema (7.13) = (7.10) je
(7.14) A~V 4|V
(3) Iorpebuo je HarmacuTH Ha je H

A1 A~V
3amcra, mpema (7.13) je
A1 A~V'iI]A~V} Viv~yV,

(4) Ucro Tako, HarjamasaMo Ja je

{A-1}-1=A4.
3amncra:
(A (V| A| VA~V | V| 4| V| Ve,

(5) TloTpebHO je jolr HCHATATH €T3UMCTEHUIH]y Komiekca A-1, ako je A
JaTH ypeljeHH KOMIIIEKC IpUPOAHMX Opojesa.

Axo je B=A-1, onpa m3 exsmBaiengmje (7.13) cuenyje:
[B]=—c['4], [B]=¢c[4],
[Bl=e['4], [B]=—cl4],

rae je e= + 1, tako uzabpano ga Gyme ['B']>>0, miu—axo je ['B']=0—ma 6yne
['B]>0. Ilpema TOoMe, Ha OCHOBY cTaBa /.5, komiitexc B=A-! iociuoju, axo je

4]0,

uau, axo je
[4]=0, [4]=[4]=+]1,

Haiipoiaue, xomiiaexc B= A-1, ne ftocitioju, arxo je
[d]=0, [4]=+1, [A]=7F1.

TakBu cy, Ha npnMep; xoMmitiekca I, —1 @ —1, 1,4, 0.

8. EKBUBAJIEJTIIIUIJA UPALIMOHAJTHUX BPOJEBA

(1) Dednrunuja 8.1. Jea upayuonama 6poja & u v cy exeusasenitinu
Jegau gpyiome, axo 34goso/basajy peaauujy

E+pB

8.1 A
(8.1) e

ige ¢y «,B,y u d nemm Gpojesu, u TO

(8.2) ad~By==+1.

Kaxo je u3 (8.1):
_ Sn—xy
—Bn+a
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HCKa3 je CHMeTpHYaH. 3ato je y nebwHuMNMjE peueHo ,,jeman apyrome®. Hcro
Tako HcKa3 je pediexcuBaH, jep je CBakM WpalWoHalHW Opoj eKBUBAJEHTZH ca-
MoM cebu (a=1, B=0, y=0, 8=1))

Axo je
_BE4R . _amtf
YE+38 Yin+ 9,
y3 yCIOBE
ad—PBy=+1, ud—Bv==1,
OHIa je

— (@ +B V) E+(x B+ ByY)
(oey, +Y3)E+ By, +38)

Ilpm Tome je
(0o + By Y) (Byy +38)—(ay, +8) (o, B+ By 8) = (@8 —Py) (0,3, — By = £ 1,
MTO 3Ha4d Ja Wcka3 y nebwumnujm 8.1 wMa u OCOOMHY TPaH3UTHBHOCTH.

(2) TlpermoctaBAMoO cal Oa BEPHXAKHHA pa3IOMO¥ KOjH INpPEACTaBbajy mBa
upanuoHatHa 6poja & u v uMajy obimke:

E=(BA), n=(C4)
e ¢y B 1 C KOHAYHA KOMIJIEKCH
B=b b,... by, C=c c,...cp

a A KOMIJEKC ca OECKOHAYHO MHOTO YJIaHOBA

A=a, a,a,...
Taga je, upema (5.7):
_IBlo+[B] _ [Clo+[C]
['Bla+['B] [Clo+[C]
e je
w=(4).

IlpemMa nebEHMNEjA ¢KBUBAICHIMje H WeHMM ocobmHaMa 3maym na cy & u 7

EKBUBAJICHTHHA jeJaH IpPyToM.

O6puyTo, axo wWpanmoHagHu Opojesu § M v 3amoBosbaBajy penanmjy (8.1):
_aE+B ’
K YE+3

y3 yclose
ad—By=x1, 3+#0,

OHIa ce yBeK MoxXe mogmecntH na Oyne 3>>0, ma—mpema crasy 7.3—mocToju

Takas ypeleHH Kommiekc ipupognux GpojeBa

K=k1 kz... ks

I T e
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na je _
[K]=a, [K']=B
[Kl=v, [K]=9.
Axo je =0, B=y=+1 onnma je K= +a. AKO je 3aTMM BEDHXHH pa3BHTaK
6poja &:
E=(4),
rae je A=a, a,a,...0HMA je

n= [KIA +[KT |
[KJ(4)+['K’]
CrasaMo
Ap=a,a;...ap, PA=ay,. apy,-..,
mna IpeTxojHa pesanmuja gobmja obmK

_ K4, P A+ [K]
[l (4, 4) + K]

b4

mro ce, npema (3.15) m (2.6) Moxe namucatd y OOIHKY

_ KN @A)+ [K AT
[ KA NP A)+ KA )]

Axo je H ypehenn kommiekc npuponHux OpojeBa Koju je eKBHBAJICHTAH KOM-
nnexcy Kdy:

H~KA,,

OHZA je, aKo Ce y3M€ J[OBOJbHO BENHKO p, YBEK IOCIENHH WIAH KOMIUIEKCR
H mpupoman 6poj, ma je

n=(H® 4).
Ocrao je jomr ciydaj kama je §=0, By=—1. Taga je

1
=4+ 0——>
kK ;
mTo ce, npeMa (2.10), Moxe HamucaTH y OOIHKY

= ( H® A),
Tae je
H~ta—1, *4,
IIpema ToMe MOXeMO HCKa3aTH CTaB:
Crtas 8.1. Bepuxnu passomyu Koju ipegciiassajy gea upauuoHnaina 6poja

iioxaauajy ce og jegHoi 4aana da Ha gase, OHga U camo OHga axko ¢y wu Opo-
jeeu exeusaaeniinu jegan gpyiom. [21].
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9. IEPUOANYHHN NNPABUWJIHW BEPUXHH PA3JIOMIIU
9.1. KBAIJPATHU WPANIVIOHAJIHW BPOJEBH.
(1) Debuunnuja 9.1. Hpayuonaran Opoj

9.1) E_Kg:f, e= +1 mm e=—1,

ige cy P u Q ueau bpojesu, Q+0, a D dpupogan 6poj xoju muje ilotiiiiyn xea-
gpaii, HA3UBA Ce KeAgPAMHUM UDAUUOHAAHUM O6pOjeM.

Tlpumepn:

V—g’ —)7-1 , V5—2 , V18 +7 .
2 -3 4

(2) Debuununuja 9.2. Keagpawinu upayuondasnu bpoj

El/—Dil—D, e=+1 mnm e= —1,

je y HopMdaHOM 00AuUKy, aKO CY 3dg080/E€HU YCAOBU:

9.2) Q=0,
(9.3) D—P2=0 (modQ),
(9.4) (Q; P; Q)=1, ige je
r_ |D'—P2 ]
9.5) Q=0 3]

CxpahupameM Wi OpOIIEPHBAKbEM, CBAKd KBaJpaTHH HpPAmdoHANHM Opoj
ce MoXe AoBectd Ha mopMmammw obimk. Ha npuMep, ako D—P2 Huje AebHBO
ca Q, [AOBOJBHO je MOCMATpaBH Opoj MPOLIMPHTH TOTOAHMM IejAM OpojeM A:

eVMD+AP
A0

Ia ce yBeK A MoXe Taxo m3abpathm ma m3pas

»

N D—QAP? _ A(D—P?

rQ Q

6yme meo 6poj, a ma Gynme 3amososen u yciop (9.4). Tako HopmanmE 06nmk
6poja (J/5+2)/3 rnaca (/45+6)/9, ma je D=45, P=6, 0=9, 0'=1.

Hebuunmmuja 9.3. Ckyi ceux xeagpamimux upauyuonasHux bpojesa xoju
Y HOpMAaHOM O00AuUKy uMajy ucilly guckpumunanily D wunu xaacy guckpumu-
Haniie D (D=2,3,5,6,7,...).
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Ha ocuoBy ose nebmuumuje aokxasahemo

Cras 9.1. Arxo keagpaiinu upayuonasan &poj fpuiiaga Kadcu gGucKpu-
MuHgHiie D, onga u ceu rmeiosu GoWHYHU KOAUYHUYY Gpuiiagajy ucilioj Kaacu.
Obpnyiiio, axo jegan ROWHUYHU KOAUYHUK KeagpailiHoi upauuonasnoi Gpoja uipuiidga
xaacu guckpumuHaniie D, u cam haj époj Gpuilaga ucilioj xaacu.

Hoxa3s: Axo je

- eYD+P [e= +1, 0>0,
Q D—P2=¢ QQ',

H ako je b majeehm meo 6poj koju mmje Behum ox &, oHpma je

eVD+P o}
=b+ =,
Q ec, YD+ P,
Tae je &,= 41 Tako m3abpamo nma Oynme Q,>0. W3 oBe pesraugje crenyjy
JeHHAKOCTH:
©.5) [P1=ssz—szP,
0,=¢,50 +2e,bP—c, 20,

na je |D—P2|/Q;=Q mueo 6poj. OcuMm Tora m3 jemsaxocta (9.5) cuenyje
(Q; P; Q))=(Qy; Py Q)s
Te je craB 9.1 pokasan.

(3) Aebununuja 9.4. Keagpatinu upayuonasanu Opoj & xoju je eehu

og 1, a uuju xoryiosanu G&poj & aexu y pasmaxy
—1<E<0,

HA3UBA Ce DPegyUupaHuM KeAgpamiHuUM UpauuoHaiHum Opojem.
Akxo HopManHu oOJimIu IBa KOWmyroBaHa Opoja rirace

g K G >
OHZa w3 ycJjopa
{9.6) E>1, —1<E<0
cienyje
E+E>0, E—E>1
“Tj.
2~Q}:>O, 2—VQ—5—>I,
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mro 3Hawd ga je 0>0, P>0. Hajsax, n3 _E-<0, P>0 crenyje

©.7 0<P<)D,
am E—E>1, 0>0:
9.8) 0<0<2VD.

Ha ocroBy Hejemmaxoctd (9.7) u (9.8) MoxeMoO wHcKasatu

Cras 9.2. Ilociioju camo KonauaH Opoj pegyuupanux KeagpaiiHux upa-
YuondaHux Opojesa, xoju iipuilagajy xadcu jegue guckpumunaniie D. [18].

9.2. BEPVDKHU PA3BUTAK KBAZIPATHOT UPALITMMOHAJIHOT BPOJA

(1) BepuxHA pa3noMIy Koju TIPeACTaB/bajy KBaApaTHE WPAMUOHAIHE
Opojese cy depuoguunu. Ha Owmcmo pmoxasamm raj Lagrange-oB cTas, moka-
3aheMo nBe JeMe.

Jema 9.3. Axo je E, % ma _KOju dap KOWwYIOBAHUX KEAgPAWHUX Upauuo-
namux Opojesa, iocimofu ddp w, M (N>M), Koju Cy exeusarendinu GpojesuMa
E, &, a usmehy xojux aexu bap jegan ueo Opoj. [11).

Hoxas: ITomto csaku OeckoHavaH NPABAWIHM BEPUXHE DPa3jioMax Ipex-
cTaB/ba jeTHO3HAYHO onpelieH wHpanmuoHaNaH Opoj, BePWXKHH pPasjIOMIH KOju
npencTanbajy £ u £ pasnmkyjy ce moweB o Hexor wiaHa, 3aTo MOXeMO mpe-
[OCTABUTH Ja FHHXOBA BEPIKHM Pa3BHIM HMajy o0ank

E=(RK), E=(RH)
rie j¢ R=a,a,...a, xoHadad, a K=bb,b,..., H=c,c,c;... OeckoHayHm
ypebeHr KOMIUIeKCH, y3 YcIOB b 7c;. AKo je b,>>c, OHEA MOXEMO CTaBUTH.
1=(K), 1=(H)

ma je
7>7, n~E, 9~E.
Axo je b,<<c¢;, craBbamo
n=b +c;—(K)=(¢,—1, *K)
1=b+o—H)=@b—1, *H)

ma je omer 3>, n~E, n~E TuMe je Jema 9.3 moxasana

Jema 9.4. Axo ce usmehy jegHnoi xeagpaitinoi upayuondsHoi 6poja & w
meMy Komwyiosanol bpoja § (§>%), nasasu bap jegan weo Opoj, wotiuiynu xoauu-
nuyu Opoja &, ioues og &, (E=EK)), cy pegyuupanu rxeagpaiinu upauuonainu:
opojesu. [11].
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Hoxa3: Ako je a Hajsehm peo Opoj xoju Hmje Behwm ox &, oHma je

E=a1+~;—, rae je £,>1.

2

Kax y 0BOj jemmakoctd IpomenuMo 3Hak npen )/D, oma no6mja o6imk

a momTO je, TpeMa IpeANOCTaBOE £ <a,, TO je 1/22<0 1. £,<0. Axo je,
3aTuM, q, HajBelim meo 6poj koju wuje Belim oxm &,, (4,>1), oHmA je

1
E =q,+—,
2 2 EJ
rae je &;>1, ma cuenyje
‘ ~ ]
C_,2=a2+a.

Homto je E_2<0, TO je 1/£‘3<—a2, IITO 3HAYH Ha je

—1<E,<0.

Ilpema TOMe HOTHYHH KOJHYHMK &, je peaymupaHu 6poj, a momro je a,>1,
£,<0, ouna je uw &, pemymupan O6poj, ura. TuMe je nema 9.4° nokasana
Y TeJHHH. :

(2) Ha ocHOBy JeMa 9.3 m 9.4 3ak/bydyjeMo Ia cy OJ jemHOT paHra Ha
Jajhe¢ HOTHOYHM KONHYHAIIA CBAaKoT KBaApaTHOr HpammoHamHOT 6poja pexymu-
pauu 6pojepn. ITomro je, mpema crasy 9.2, BHXOB 6poj KOHa4aH, MOXKEMO
HACKa3aTH

CraB 9.5. Bepuxnu pazsuitiak ceaxol Keagpawinol upauuondanoi Opoja
Je diepuoguuan. [18].

(3) Ipumepn:

1. E=VT=2+(@7-2),
£2=V_71-2=V73+2=1+V7'3-1’
E4=|/72_1=V—73+1=1+V_73—2’
Egm— =T +2 =4+ (VT—2).

| )
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3mavn ja je £,=F¢, Ma je TpaXKeHW BepWKBH Pa3NOMak:

Vi=(,1,1,1, 4.
2.
Vc”—(s' 2, 1).
3,
—V99 + 17 —
= =(1,2,2,31,1)

(4) Tlepuomuyne BepwXHe pasyoMke mucalieMo y o6mHKY
E=(BA)

roe je B=bb,...b, ipegitepuoga, a A=a, a,...a, depuoga, n 6poj 4naHOBA
npeanepmoZe, a m Opoj wiamosa meprmoje. Axo je B=V, pasioMak je uwuciio
uepuoOguuan:

E=(4).

(5) 3a BepwXHM Da3BHTaK PeAyIMPAHUX KBAJPATHUX HPaNuoHaNHHX 6po-
jeBa Bpend

~ CtaB 9.6, Bepuxnu pa3sguillak pegyyupanoi KeagpawiHoi UPAUUOHAAHOT
Opoja je uuciiio tiepuoguuan. [Galois 14]

Hoxa3: JaT je xsazpaTH¥ mpaudonaiam Opoj &:
fa, IpelIOCTABAMO Ha je HeTOB BEPHUXKHU Pa3BHTAK

B=b1b2.-.bn,
A=a,a,...ay.

£=(BA) [

Tana je

b= (b +En+1> (am+€n+m+1> ’

a TDOWTO je &4y = Epimey» JEAHAKOCT TIOCTEjE
Cn—Enim=bp—anp

Axo caza mpoMernMo 3Hak mpen )/D, jemmaxoct noGmja o6imk
En—Enim=bp—apm.

ITouwito cy, mpeMa nOoxa3y jeme 9.4, cBu TOTHYHA KOTATHAIHA ﬁv ~=12,3,. .,)
penymupanu Opojesd, JieBa CTpaHa TIOCHelibe¢ jeOHAKOCTH je IO ANCONYTHO]
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BpeJHOCTH Mamwa on 1, a JecHa cTpaHa je 1ueo Opoj. To 3mHawW, ma jeamo
Moxe 6urTH

by—a,=0, 15, b,=ay,.

ITorap/pameM OBOr IOCTYIIKA IIOJIA3W Ce JO 3ak/by4yka Aa je B=VF, ma je cras
9.6 moka3zas.

9.3. BPETHOCT U OCOBMHE INPABHAJIHHUX
NEPUOAUYHUX BEPVDKHHUX PA3JIOMAKA

(1) Ha 6mcmo Hamuta peasiaH Opoj KojH Tpe/icTaR’ba IPaBWiaH IepHO-
OUYaH BEPWXKHH DPa3ioMak
- . (B=b;b,...b
©.9) £ —(BA), e je { 162 b,

=a,a,...d,,
crasamo 0=(4), ma u3 (9.9) crenyjy peramuje
€=(B’ 6)’ e=(‘4’ 0)
Tj.
_BIO+[B] g _ [A10+[4]
UBIO+['B]  [A+[A]

ITomrro u3 oBux penangja caumubHumeMo 0, mobujamo

B1-I'B1E _ [B|A-[B|A1E
[BIE—[B] [B|AT-I'B|41E

Veememo ji 3atiM ypelhieHu koMriekc mpupogHux Gpojesa C:
(9.10) C~B| 4,
HociIeAmha jefHauWHa, Hocie cpeljuBama, no6mja 06IHK
['BC1&—{[BC']+['BCI}E +[BC]=0.
ITocMarpajyhu OBy jemHAaYmHY BHIMMO Ha je peanaH 6poj & xBampaTH#
"payponanan 6poj, a XoehumujenTH Ka3dyjy Ha & 3aBHCH caMO OX jeZHOr

ypelieror kxommmrekca mnemux Opojea BC. 3ato ypehenu xOMIIEKC dpupogrux
opojesa E:

(©.11) : E~BC

Ha3WBaAMO je3lpom KBa/(PATHOT HPANHOHATHOT 6poja &. Taxo npeTxo,aHa KBal-
paTHa jenHaumHA HOOMja OOIMK

(9.12) [ET&2—{[E1+[ E[}€ +[E]=0.
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KpanpaTHa jemsadmua (9.12) mma [pa pemiema: Tpaxesu 6poj £ 1 meMy
xomyropa Opoj £, ma ce DOCTaB/ba NHTakhe MOXE JIH ce OJIpelATH je3rpo
6poja £. Axo je TO jesrpo xoMmuerc E,, oHma je xsanpaTHa jenHavYHHA

9-13) [E1E—{E1+[E}E+[E]=0
€XBUBAJECHTHA jelHa4YMHH (9.12), WITO 3HZ4YM Ja Cy 3aJOBOJbeHE penamuje

[EN+UE) _ [E1+[E]  [E] _ 1B}
'E1 [E1  [E1 [E]

W3 oBux penanuja ciedyjy YeTHpPM HOBE penaruje:
[E|E)=1E | E], [E|E/]=I[E|E),
UE|E)=[E|E], [E|E/|=[E|E,
u3 Xojux, npema medunmnmju 7.1, cnenyje exBUBANEHIWja
(9.14) E|E,~E,|E.

Tako ce oppehmBame TpaxeHOr KoMIUlekca E, cBoJd Ha pelllaBake €KBH-
BaseHndje (9.14) mo E,.

TIpema (9.10) u (9.11) je:
(9.15) E~BA|B,
Tla, aKO ce TO yHece y eKBUBaJCHIH)Y (9.14) M y B0j M3BpIIH cCMeHa HeO3HATE
(9.16) E,~BX | B,
roe je X HoBa Hemo3Hara, eckeusajeHIHja (9.14) nobHja jempocTaBHH OO6IMK
9.17 AX~XA,

Vaumajyhu y 003up uummeHuny pga ce nelie m3ryOMTH HH jeHO pelllebe OBE
eKBHBaJIeHUHje, aKO ce¢ INPEANOCTaBH Ja je KOMIUIeKC X cacTasibeH caMo Of
npuponunx OpojeBa (ofiebak 7), a TOmMTO je M A Takas KOMIUIEKC, IipeMa
craBy 7.4, expuBayeHngja (9.17) nperBapa ce y jesHaxocCT

AX = XA.

VioopelupameM Jiese M [HeCHE CTpaHe OBe jeMHAKOCTH, WIAH IO WIaH, TOJ
ycnosoM Ja je A MpUMMTHBHA TiepHoZia, A06HMjaMo CBa HeHa pelema y o6amKy

X,=4, rme je v=0, £1, +2, £3,....
ITIpema (9.16), oarosapajyha peliema eKBﬁBaneHnuje (9.14) paTta cy HU3OM

(9.18) E,~BA"|B

e
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Tj., OpeMa (9.10)
(5.19) Ey~BA1C, v=0, 1, £2, £3,....
3a v=1, 2, 3,... nobujajy ce jesrpa
9.20) E,=B4-1C, v=1,2,3,...,
T). je3rpa BC, BAC, BA2C,..., Koja onrosapajy 6pojy £. Pememe E,~V |V

He onrosapa mpobieMy, jep Tala CBE KOGjHIHjeHTH jeAHAYHHE (9.13) mocrajy
jenmak® Bynu. Hajsag 3a v=—1, —2, —3,..., npema (9.18), nobuja ce Hu3

E_,~BA~|B~B|4"B,
1j. OpeMa (9.10):
9.21) E-y~CA-1B, v=1,2,3,...
ma je E,=E,.
Hobmjena jesrpa He onroBapajy Gpojy £, Te jeAmHO Mory mpHmajaTH

6pojy €. Axo ymopenmmo ekBpBasicHngje (9.20) u (9.21), BEOEMO Oa cy KOM-
nnekcu B m C npomeHmnm yiore, a na je KOMIUIEKC 4 3aMemeH KOMILIEKCOM

A. TIpeMa ToMe, ako je HpeTHOCTABKA Ta¥Ha, BEPHXHH DasBHTAaK Gpoja &
umMao 61 obmmk

E=(C4).

3adcra, ako (opMHpaMo KBaOpPAaTHY jeAHAYMHY 4Hje je je)iHo pemueme Bpel-
HOCT OBOT' pa3jloMKa, Ipema (9.10), mobmjamo jegnaummy

['CB1E2—{['CB]+[CBT} £ +[CB]=0,
KOja je MCTOBeTHa ce jemHawaHOM (9.12). OcuMm TOTa CBAKH peanad Gpoj Moxe

Ce Ha jelaH W caMO jelaH HAYAH LPEJCTABUTH Y OGIUKY IPaBHIHOT BEPIXHOT
pasioMka, Te je

(BA)#(C4),
ITO 3HaYA Ja jeQHHO Moxe OuTH (CZ!) =E. IIpeMa ToMe MOXEMO HCKa3aTH

Cras 9.7. Ilepuoguunu iipasusnu eepui 1w pazfoMax

— A=a,a,...a
E=(BA4), roe 'el 172 m
(BA), T Je g _bb,.. 5.,

iipegciiaeba K6AgpAWIHU UPAUUOHAAAR OpOj, d FeeMy Korsyioeawn 6poj iipegcilasoer
Jje uepuoguunum 6epusxHuUM pa3soMKOM

E=(C4),

5 IIpaBAUIHE BepHAXHA PA3NOMOH
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Koju uMa uepuogy uHeep3HYy uepuogu gamioi passoMKa, 4 duja je #pegilepuoga
C=c¢,c,...Cp gaila exeusareHuyujom

C~B| 4.
[Galois 14, Serret 21, D. 4].
(2) Kan je mar 9ACTO mepHOIWMaH pa3jioMak

E=(4), e je A=a, a,...ay,
ouma je B=V, ma je
C~B|A~V|A~—1, *4
Te je
E=(=1,%4, 4)

MTO 3HAYH Ja je: —1<E<0. Tako MOXEMO HCKa3aTH:

Cras 9.8: Yucilio fiepuogunan Upasuian 6epuskHu PA3AOMAK #pegciias/oa
pegyuupanu Keagpaitinu upayuorasan 6poj. [Galois 14]

Ipema (9.12), XBalpaTHa jenHAYHHA 9Hja Cy pelllema & H & Tiach

(0.22) [ e2—{{4]—-['41} E—[4]=0.
(3) Bpennoct £ TepEOIWYHOT pa3inoMKa
E=(BA)

je jemHo on pemiema jenHaumHe (9.12), rae je E jesrpo Opoja &. Ha GumcMo
casHan# Mda Ji je £ Behw WM MambH KOpeH Te jedHavmHe, IOCMATpajMo pas-

nmky E—&. OdeBuIHO je B#£C~B| 4, ma je
sgn (E—&) = sgn {(B)—(C)} = sgn [C| B],
1j., npeMa (9.11) m crasy 7.5
sgn (5—E)=esgn[4 |§] B]

rae je: e=—1 3a n=0, e=1 3a n=1, e=sgn(b,—a,) 3a nx2. 3atuM,
npeMa (2.14) u (2.16):

sgn (5—E)= —e (—1)m.
Crenyje

CrtaB 9.9. Kag je £ gamiu ilepuoguuan eepuxnu pd3ioMax
E=(bb,...bya,a,...ay)
ige ie b,#ay, a £ wemy Kowyiosan Opoj, onga je

I. 3a n=0 u n=1 ysex £>E;

e
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2. 3a n>2 pasauxa £—E uma 3max uspasa
(—1)*(am—ba)- [31
(4) Ilpamepn;
1. Hahu &, axo Je
£=(1,3,2,521)
Tana je B=1, 3,2, A=5,2,1 ma je npema (9.10):
’ C~1,3,2(1,2,5~1,4,1,5
TC je
£E=(1,4,1,51,2,5).

2. Hahy nap KomYroBaHEX KBaJpaTHHX HpAaIHOHANBHX GpojeBa £ u £ ako
¢y INpelllepuole BHUXOBHX BepWXHHX pas3Buraka B=3,2,1,6 w C=3,6, 1.
IIpema (9.10) je:
A~C|B~1,6,3]3,2,1,6~1,3,7
ma je
£=(3,2,1,6,1,3,7), £=(3,6,1, 7,3, 1).
3. Hahm BpemHOCT pa3jioMKa

£=(1,2,2,3 1, 1)
M3 (9.10) cuenyije:
C~B|4A~1,2|1, 1, 3, 2~5, 2
na je, mpeMa (9.11):
E~BC=1,2,2,5.
Tako je & peluelme jeluaumue

582—-34%+38=0.
C npyre crpane je

sgn (E—E)=(—1)2sgn(1—2)=—1,
INTO 3HaYH Ha je £ Mamu KopeH nobmjeHe jeiHadmHe
- —V99+17 .
5
(5) IlpmnmkoM pasBmjakba [JaTOr KBaAPAaTHOr HpanmoHamHOr 6poja & y

IPaBHJIAH BEPIXHH PasioOMak MOXe Ce YHampeX OApeNHTH 6poj wiamOBa Ipel-
nepuone, ako je £>£. O toMe rosopm

Sl
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Ctas 9.10. Axo cy _§ u E— gsa ysajamHo Korpyiogana keagpaiina upd-
uuonasna Opoja u axo je £>E, onga:

1. Axo ce usmely £ u % mnanase gea uau euwie yesux 6pojesa, onga u
camo ouga dpegilepuogd eepukHoi paseuwixa Opoja & uma jegan uaan (axo je
£>0 um E<—1) um je eepuxnu paseuitiax 6poja & uucitio iiepuoguuan (axo
je —1<t<0).

2. Axo ce usmeby & u & masasu camo jegan ueo 6poj, omga u camo oHga
fipegiiepuogd eepuHoi paseuiika Opoja § uma gea uaaHa.

3. Axo ce usmehy & u § He Hasasu Hu jegan ueo 6poj, onga u camo onga
dipegilepuoga eepusxnoi paseuiika Opoja & uma Wpu uau euuwie Yianosa. [3}.

Hokxas 1. Axo £ mma obmmx &= (b, 4), (b,#ay, wa b, =a,), oHna je,
Ha OCHOBY cTaBa 9.7

C=b—a,—1, *'_4
1j. E<b,—1. O6pHyTO, aKo je &<b,—1, oHma je

—1 <:1——<0,
&_"bl

a momro je 1|(—b)>1, omma je 1{(§—b,) penymupasm 6poj, ma je meros
BEPIXHH Pa3BUTaK YHCTO HePHOZHYAH

E—l—m"z)’ 1. E=(b; 4).

2. Axo je £=(b b, Z) y3 ycmose £>£, b,#a,, OHIA je, IpeMa cTasy 9.9
(—12(ap —b)>0 1. b<am,
a Ha ocHOBY crtasa 9.7:
C~b,—1, *{au—b,, "4},
mTO 3HAYM Ja je

b—1<E<b,,

O6payro, m3 Tor ycmosa ciemyje 1]|(E—b)<1, a momro je 1{E—b)>1,
OHJa je Ha OCHOBY Tadke 1 OBOT cTaBa:

1 —
————— b
oy (b, 4), b,#ap,

Tj. .
E=(bl b2 Z)’ bz #am-

3. Hoxkas cnenyje u3 1° u 2°.
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10. KBAIIPATHU KOPEH PAIIMOHAJIHOI' BPOIJA.
IIEJIOBA JEOHAYMHA

10.1. BEPVDXHU PA3BUTAK KBAJPATHOI' KOPEHA PAIIMMOHAJIHUX BPOJEBA

(1) Hat je xBampaTHm KopeH pamdoHaiHor 6poja D>1:
E = VZ_),

ma je £=—)D, mro 3HaYM Mda je UpeANEPHEONA BEPHXHOI Da3BATKA VD
jenHO4NaHa: :

(10.1) VD=, 4),
rae je A=a,a,...an HepuoIa. IIpema craBy 9.7, npeanepwona BepHXHOT
pa3BuTKa KomyropaHor Opoja &.
C~B|£~b]4~b—am—l *4,
ma BepHWXHH pa3BHTak Opoja € mma o6iuK
E=—)/D=(b—an—1, ¥4 4).
TIpema ToMe, BepmkhHM pasioMax (10.1) 3amoBOoJBaBa jeZHAKOCT:
(bA) = —(b—am—1, ¥4 4),
Tj., Opema (3.4")
(4, Z)'_"(am,_b’ ’_4’ ay)-
OBne crenyjy jeIHAKOCTH
b=a,—b, A'="4

IITO 3HA9H A2 je a,=2b, a xoMmmnekc A" cuMeTpuYaH
A="A=S=aa,...a,q
IIpema ToMe, pasmomak (10.1) mMa oOmux
VD=, S, 20).
(2) O6ryr0, Xan je HAT pa3joMak
E=(b, S, 2b),

roe je b NpEpPOJAH 6poj, a S cuMeTpuYaH KOMINEKC, OHIA je IpeAllepHOIA
Komyroeator 6poja &: :
C~—b—1, *S,

nma jesrpo Opoja & mMma obnmk
E=b, §*, —b—1,
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Taja je:
[ET=[S*]=[S]
[E]+[E"}=[S*, —b—1]+[bS*]=0,
[El=[b, S*, —b—1]=—[bSh],
na je, mpeMa (9.12), £ melim xopen jenHavuHe
[S]E2—[b S ] = 0.
(3) Taxo MoxeMo HCKa3aTH

Crtas 10.1. Ipasusan eepuxxuu pd3roMax Koju fpegciliasna Keagpailiny
Koper pauuonaanoi opoja D>1 uma odaux
(10.2) VD= (b, S, 2b),

ige je b upupogan Opoj, a S cumeiipuuan KoMilaekc S=a,a,...a,a, UPUPOGHUX
bpojesa. Obpuyilio, eepuxnu pasiomax iGaxeoi obiuka Hpegciliassa KeagpaliHu
xopen payuonasHoi bpoja

(10.3) UL

Legendre 19
5] [Leg ]
ToTpebHO je HallOMEHYTH Ja je YOIIITe
plosS(bsp-tb

[S{25b, SP-1]

rae je v=1,2,3,..., jep ce Kao mIepHOIa BePHXKHOT pa3BATKA VB MOXe
CMaTpaTH CBakdm XoMmiekc {S, 24}Y, rae je v npmpoian 6poj, a Kao caMme-
TpuYHE Aeo Hepmone Komiutekc S, {2b, S}

NERR )

NERTe R woww)
V29=(5, 2, 1, 1, 2, 10).

(5) Csu nmoTHyHHW KOJUYHWUIIU VD cy peaymmpand Opojesu. O3HAYMMO HX ca

- D+ P
(10.4) zv=(Av)=[—g-v—_V, v=1,2,3,...m A =a,a,;...000. .-G

(10.3)

(4) Ipumepn:

na je, mpeMa (9.22) .
Py~ {IAI-T 4T,
(10.5)

0,~—4)

I
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rae je 1/v nosomHo m3aGparu akTop Ma MOTHYHE KONMIAWOA 6yny y HOp-
mamaoM obimky. Hampumep, ako je D mpmponan 6poj, oHma je o=[S].

AKO CHMeTPHYHH He0 mepuoAe S HalHIIEMO Y oOnmKy

S=RHR,

roe je R=aya,...a,,, H=V xan je m HemapHo wia H=a,, xaq je m mapHO
(m=2r—1 nwmm m=2r), ouna ce A, MOXe HamucaTH y ODIHEKY

(10.6) 4,=a,8,a,T,, v=1,2,3,..., r—1,

roe cy S, u T, CHMETPHYHM KOMIIJIEKCH

Sy=a,11 .. . G Har...0,0.,,
T,=ay0,,...a, 2b, aja,...a,,,
m je
A =8,a,T,a,
Ap-y=a,T,a,S,

VuopehupameM uspasa 4,, 4, A Am—, J00Hja ce

}v=1,2,...,r-—1.

(10.7) Av+1=f_@] v=1,2,..., r—1.

IAV=AIm_v
Ipema (10.5) u3 npse ox jensadmma (10.7) cuenyje:

Pv+1=P

m—y 38 v=1,2,...,r—1.

AJnH Xaxo mpBa ox jenmaymsa (10.7) Bpenm u 3a v=0, 10 je 1 P,=Pp.
W3 npyre ox jemmawmHa (10.7) cmemyje

Qv=Qm—V, V=l, 2,--., r—1.

OcuM TOra, axo ce craBH &,=}D, nako je younth ma je Q,=QO,,, Ia MOXEMO
HCKa3aTH JIEMY:

JJema 10.2 Huszosu tpupognux dpojesa
P, P,...Py ., Py,
Q5> 015 D2+ Om-1> Om
¢y cumetlipuyru, iij.
Pv+1=Pm—\p v=0,1,..., m—1,

Qv=Qm—v’ V=O, 1:---’ m. [Muir 20]
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(6) 36or wucnurmBama Hekux ocobmHa pasmgoMka (10.2), axo je D mpm-
poman 6poj, moTpebHO je YTBPAMTH Ma JM J[Ba Yy3aCTONHa YiaHa Hm3a P,
Mory OHTH jelHak®, Tj. Ja Jid MoXe Ouim

P,=P,,.

Axo 61&[. To Owio, oHpma TOMITO je Pysy=Ppy, Oy=0Qp oHna 6u £,=
=&p-y, MTO je HeMoryhe. 3aTo je Ta HejeZfHAKOCT 3aJOBOJFEHA CAMO Y CKIAMIY
ca neMoMm 10.2, Tj. y cpenuHm Hm3a P, ako je m napHO

P,=P,,, ako je m=2r.

Tako MOXeMO HCKa3aTH JeMy:

Jdema 10.3. Jegnaxociu
P,=P,,
3agosomeHa je jeguno xaga je m ilapno (m=2r) u 9o 3a v=r

P,=P,,. [20]

10.2. BEPUXXKHW PA3BUTAK KBAJAPATHOI' KOPEHA IIPUPOITHUX BPOJEBA

(1) YV BepmXKHOM pa3lIOMKY KOjH YpeICTaBjba KBafpaTHW KOpeH IPHUpPOI-
HOor Opoja, 4maHOBM CHMETPHYHOT HE€jia Tleproie HOABPTHYTH CY HEKHM Orpa-
HadeBuMa. Jla 6mcMo TO HcmuTaimM AokazalieMo JeMy:

Jlema 10.4. Ilociioju camo jegan pegyuupanu 5p0] c6aKe gUuCKpuMuHaHiie
D>2 ca umenuouem 1 u ca umenuouem 2.
Hakas: Axo je

VD—1<P<D,

OITO 3HaYM [Ja jenuno Moxe Oute P=>b, roe je b Hajsehim meo Opoj xojm
umje Behm ox |/D.
Axo je 3aTUM

penynoupaEd Opoj, OHIa je

YD+P
b-—

YD—2<P<)/D,

ma Hnocroje camMo mse MoryhHocts P=b mma P=b—1. O6e 3a ucro D =e
omase y o63mp, jep je

penynupasy 6poj, ompa je

D—b2#D—(b—1)> (mod 2).

Taxo je mokazaHa JeMa 10.4.
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IIpenmoctaBAMO cafa Aa je D mpupoman Gpoj, ma MOCMATPajMO BepHKHH
pa3BHTaK
R=a,a,...0-,
H=V, m=2r—1
win
H=a,, m=2r.

(10.8) VD=(b, R, H, R, 2b) e je

CBH UOTHYHH KOJMIHALDH VB cy penynupaHu Opojem, a mpema aemu 10.2,
HMEHUONE [iBa CHMETpPHYHA KOJHMYHHKA &, H &, (32 v=1,2,3,...,r—1) ¢y
jemHaKM, alidi Cy OZroBapajyhim HOTIYyHM KONMYHHANA pa3induTH. IIpeMa JeMm
10.4, momTo ce Ty IOjaBJbyjy IO HABa peAymmpaHa Opoja ca MCTHM HMCHHOIEM,
BHAXOBH HMEHHOOHM He Mory O6mtm 1 wnm 2, Tj.

0,>3, Opy>3,3av=1,2,...,r—1.

ITomro je HajBehm meo Opoj, xoju Huje Behim onm Gpojumoma VD + P, motmysor
xommwiunka &, Hajsmme 2 b, jep cy cBu &, pemymapanm GpojeBm, H3 IOCHeHEHHEX
HejeTHaKOCTH CJIelyjy HOBe

(10.9) a,<% saTv=1,2,..., =1,

Kaxo mocnemsmu mormyEn koimuHuX y mepmoam (£,) MoXe WMaTH CaMo
vMeHmnan 1, jep je a,=2b, uMerHgan DOTHYHOT KOJNWYHMKA &,, ako je H=a,,
Tj. m=2r, Moxe 6uTH HajMame 2. IIpeMa TOMe, cpelfsM WiaH @, CHMeETPHY-
HOr JieNia IepHOAe MOXe HajBHINEC HMATH BpednocT b (ar<b).

Ocrano je jom Ja WoKaxeMo Ha y HejemHaxocTH (10.9) me Moxe Gurh
3a7I0BOJbeH 3HaK jeMHakocTH. J[IBa y3acTomHAa NOTHmyHa KoymuHuKa &, W &,
3a710BOJbABAjy peNaudjy

VB'*-P V—a + Ov+1
Oy VE"'P v+i1
H3 Koje cuefyje
Pv+Pv+1=av Oy-
Axo je a,=2b/3, ouna je Q,=3 ma mociemwa jemHakocT no6uja o6imK

P,+ P, =2b,
Tj.
PV=PV+I =b,

jep je Py<b, P, <b. IlpeMa nemm 10.3, mocmenma jenHaKoCcT Moxe 6utH
33J0BOJGEHA C€aMO 3a V=r, aKo je m=2r, INTO 3HAYH A3 HHA jeMHAKOCT
a,=2b/3 Be Moxe OHTH 3am0BObCHA HE 3a jegHo v=1, 2,..., r—1. Tako
MOXEMO HCKa3aTH
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CTtaB 10.5. V ‘eepuxnom paseuilixy xeagpailinoi xopeHd wpupogrol Gpoja,
HAQHOBU CUMETUPUYHOL geaa illepuoge 3ag0806asajy HejegHaxociiu

av<2—3b 3a v=1,2,..., r—1

a,<b za m=2r,

ige je b uajeehiu ueo Gpoj xoju nuje eehu og VD.

(2) IMoxasahemo ma ce HpobieM H3paxaBama KBagpaTHOI KODeHA IpH-
poaror 6poja BEpIXKHEM Ppa3IOMKOM MOXe IIOCTABUTH H OOpHYTO.

HamMe, ymecTo ma matu /D pasBHjaMO Y BEepHXKHE pa3jioMak, MOXeMO

mofil O HaTOT CHMeTpHYHOr gela S uepuofe VD ¥ ONpeNHTH Tako Lo
o6poj b — mTo je mom onmpelenuM ycnosuma Moryhie Ha OeckoHavHo MHOrO
HaYWHa — Jxa pasnoMak (b, S, 2b) mnpedcraBba KBaJpaTHH KOpPeH TPHPOX-
mor Opoja.

CBakd OaTH CHMETPHYHH KOMIUIEXC S=a,d,...d,d;, IAjA CY CBA WIAHOBH
OpuponEE GpojeBm, mpeMa ctaBy 10.1, je caMeTpuYHA AEO NepHOIE BepPHIKHOT

pa3BUTKa KBaJpaTHOT KOpeHa palHOHaJIHWX Opojesa
bS8
[5]

b

rae je b mpomsBobaH npupoiaH 6poj. Axo OBY jeHAYMHY HAKIIEMO Y 0OIuKY

(10.10) [S1(P—b?)—[8]-26=['5"],

BHAMMO Jia je MOXeMO CMaTpaTH kao JmHeapHy [nodaHTOBY jeqHaduHy ca IBe
HenozEaTe D—b2 m 2 b. Tlpema (4.22), BeHa Cy peuiema

{2b=t[S1+(—1>8['S'1 S,
D=5b2+t[S1+ (—1)['S],
rae je s 6poj 4mamoBa KomIulexca S, a ! IPOM3BOJbHA HPHPONEH 6poj.

HOa 6mcMo w 3a b mobmum meoGpojHa pellea, HOTpebHO je W JOBOIBHO
Ia ce meo Opoj ¢, Ha HecHoj cTpaHm Npsor of obpasama (10.11) Moxe Tako
OJIpeWTH J[a JecHa CTpaHa Oyne mapes 6poj. To 3aBmch o Ienmx Opojesa
['s7, 8] = [S].

Tako MOXeMO HCKa3aTH

(10.11)

CtaB 10.6. Kag je y sepuxuom paseuilixy

VD=(b, S, 2b)

gai cumemipuian geo ilepuoge S, Wagda je tiowipedno u gosomro da D byge
iipupognu Opoj, aro je

p o LIS+ (1S 18]
' 2

e e,
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ige je t yeo 6poj, tiog ycaosom ga je
[S]=1 (mod 2),

uau, axo je

[S]=0 (mod 2),
ga je u

['S']=0 (mod 2)
u ga t byge axo dupano ga b yge ueo poj.

ITpumep. CuMerpmuadn xommekc S=1, 3, 1 mMajy BepmXHH Pa3JIoMOu

V25m—52m+27=(5m—6, 1, 3, 1, 10m—12), m=2,3,....
Ha npmMep
Y23=(4, 1, 3,1, 8).

(3) IIpmMena craBa 10.6 MoXe ce H CHCTEMATH30BATH IpeMa Opojy
YraHoBa KoMIekca S.

1°. =V
Vb2 +1=(b, 2b).
20. S=a1
T 2b
vEri=(s, 22, 28).

~ U3 ose dopmyne, Ha OpEMep Clenyje

Vb24-2=(b, b, 2 b),
V9m2+3=(0Bm,2m, 6 m),
Vdmz+4=2m, m, 4m).

3°. S=a,q
Ilpema crtaBy 10.6 je:
2b=t(az2+1)+ay,
mMTO 3HAYA Ja @, M { Mopajy 6HTH mapHu, ma ce mobmja
b=m(4n+1)+n,

e cy m u n Oeaud OpojeBH Tj.

Vim@n2+n)+np2+4dmn+1=m@n2+n)+n, 2n, 2n, 2m(4n2+n)+2n).

Ha npumep 3a n=1:

V25m2+14m+2=(5m+1,2,2,10m+2).
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10.3. OBJIMIIYA CUMETPUYHOI JEJIA IIEPMOJE BEPMXHOI" PA3ZBUTKA
KBAJPATHOI' KOPEHA ITPNPOJHUX BPOJEBA

(1) IIpema OOjuKy CHMETPHYHOI Iela ICPHOKE S BEPHXHOT pa3BHTKA

VD=(b, S, 2b)
MOTY ce OJpeOuTH Heke ocoOmume mnpuponmor Opoja D. Ilpu Tome ce Mory
Pa3sNAKOBATH TPH CIyuaja
1°. TlepEoja mMa HemapaH 6poj WiaHOBa
S=RR;
2°, Ilepuopma MMa Hapan Opoj WiaHOBA ca TAPHEM CpPEOBAM YIAHOM
CHAMETpHYHOT Jeja
S=R,2a, R
3°. Ilepmoga mMa mapaH Opoj WiaHOBa €a HENMADHAM CpPeOHBHM WIAHOM
CHMETPHYHOT [eNia
S=R,2a—1, R
roe je R=a,a,...a,, ypeleHH KXOMINEKC 4YHju CY CBH WIAHOBH IPHPOIHHE
6pojesn, a a u b upuponEm Opojesm.

(2) ¥V npeoM cnyuajy KaI HepwoJa WMa HeHapaH Opoj 4ilaHOBa, CHMe-
TpUYHA KOMIIEKCH

S=RR B bSb=bRRb

HMajy DapadH Opoj wianoea, ma Ha ocHOBy obpacma (10.3) u craBoBa 4.6 w
4.9 MOXeMO HCKa3aTH

Ctas 10.7. Axo ifilepuoga eepuxpol paszeuilivd KeagpailiHoi xopeHd ipu- -

pogHoi bpoja uma Hedlapaw O6poj usanosa, Opoj uma odaux 4k+1 uau 2(4k+1)
u MoXe ce ipegciliasuiiv y 00auKy 30uUpa xeagpdaiia gea ysajamHo tipocitia bpoja.

Obpuyili cilias He eaxu, jep je Ha #pumep
V3—4=(5’ m), 34 = 524 32,

(3) V gmpyrom ciydajy Xaja je cpelibd WiaH CAMETPHYHOL Jelia HNEepPHOXE
napas 6poj, Aobumja ce Ha ocHoBy ofpacma (2.6):

[S1=[R, 24, R|=2[R][Ra),
[bSbj=[bR, 24, Rb]=2[bR][bRd],

ma, npeMa (10.3), D mva obmmk

(10.12) p-bRbRa
[R] [Ra]
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Kako je
(R} [RD=1, ([bRa]; [Ra])=1,

a D je meo 6poj, [b R} je nemnBo ca [Ral, a [bRa4] ca [R], ma cy

(10.13) _bR , = [bRa]
[Ra] {R]

tipupognu bOpojesu. Ilpm ToMe je

(10.14) D= u (\; w=1,

jep je (bRY:[bRa])=1.

Ypumnan A je ysek Behm ox 1, jep ce 3a A=1 noCmja

b—a=(0 R—(0R)

oHakie je

b=a, R= I_Z

mTO 3Ha4W Ja nepumoda S, 2b Huje Bmnie nmpuMatHBHa. OCHM TOTa je yBek
A<y, jep je
[b RI[R]<[b Rad][Rd]
33 a>1.
M3 waeRTHYHOCTH

[6 Ra][R]—[bR][Ra]=(—1)",
mpema (10.13), cirenyje
(10.15) AMRapR—u[RE=(-1)",
a onatie

(10.16) p=XIRaAP— (=2

[RF?

W3 oBor m3pasza 3ak/bydyjeMo jga D Moxe umarm cBe oOmuk 8 k+I, rme je
1=0,1,2,...7.

Takxo MoxeMO HCKa3aTH

CrtaB 10.8. Kaga je ]/5 iipegciliasen GEPUKHUM Pa3GUIIKOM 00AUKA
VD=(b,R, 24, R, 2b), rie je R=a,4,...0,,

onga je apupognu 0Opoj D yeex caoxken Opoj, xoju Moxe umaiiu Ma Koju 0g
obaura
D=8k+1, (I=0,1,2,..., 7.

bpoj D je tnaga tpoussog gea uesa yiajamHO #pOCHia uUHUOUQ

A\PH | _bRa
[Ra] [R]

3
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Koju 3ag0o60/6asajy HejegHaKoCil
2 <7\<p.<92—. 7
(4) V TtpehieM cnydajy, Kalla je Cpemmb¥ WIAH CHMETPHYHOI Jiejla IIepUOJE,
Hemapad Opoj, mobmja ce Ha ocHOBY obpacua (2.6).
[S]=[R’ 2(1-—'1, §]=[R][Ra a—l) 2],
[b Sb] = [b R] [b’ R3 a— 17 2],
ma 13 (10.3) crenyije:

(10.17) _[bRI[b, Ra—1,2]

[R] [R’ a_’la 2]
VcroBeTHEM pe30HOBameM, Xao mox (3), Hoias:d ce JO 3aKibyuka Ja Cy

(b R} _Ib,R,a—1,2)

. A= 5
(10.18) [R,a~1,2] [R]

#pupoghu bpojesu. Taxo je
D=2y,
W3 jemmaxoctr
[b, R, a—1, 2}=2a—1)[pR]+2[b R},
Ha ocHOBY (10.18), maxybydyjeMo Ia €y A W p. WIH y3ajaMHO IpOCTH (K Taja

cy ofa HeHapuw), wmnd fAa wnMajy 3ajemHuukw uuHmiman 2. Ipm ToMme je yeex
A<y, jep je

[bRI{RI<[b, R, a—1, 2][R, a—1, 2]

3a g> 1. Jomuuje heMo moXasaT fa Yy OBOM Ciyduajy UHHWIAL A MOXE MMATH
¥ BpemHOCT 1.

Ha oczosy (2.13) m (2.14) je

[bR, a—1, 2}[RI—[bR|[R, a—1, 2]=[Rb|DR, a—1, 2]=(—1)-12,
ma ce mpema (10.18), mobmja
(10.19) AR, a—1, 2P—p[Rp=(—1) 2.
Hajsan, u3 mocielme jemHadnpe je:

_N[Ra—1,2P—(—1y 22
[R)? )

(10.20) D

Ilpeu ox obpazana (10.18) Moxe ce HanwcaTd y OONMKY:

[R]=2A[R]—{b—(2a—1)N}[R],
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ma 3akbyuyjeMo Ha je [R] yBex weiiapan Opoj. 3atum, u3 jeNBAKOCTH
[R, a—1, 2]=(2a—1)[R] + 2[R]

3axmpydyjeMo da je u [R, a—1, 2] nucTo Tako yBeK Heilgpno. Ha OCHOBY Tora,
u3 obpacma (10.20) moxeMo 3akmydutTH Za D mMa oOsmx

(10.21) D=8k + [ —(—1yp—1,

a ojatie — B3a pa3He obmuke Opoja A — ma D Moxe HMaTm camo TpH 06~
ka: 8k, 8k+3 u 8k+ 7.

Tako MoXeMO HCKa3aTH

CtaB 10.9. Kag je VD upegciias/ben  GEPUXHUM pazeuilixoM 00.uKa

l/5=(b, R, 2a—1,£€, 2b), ige je R=a,a,...a,
onga tipupognu 6poj D moxe umamiu camo jegan og obauxa
8k, 8k+3 m 8k+7.

- Bpoj D je iiaga tipouzeog gea yesa uunuoya

__[bR bR a—-1,2]
[R,a—1,2] [R] ’

. Koju ¢y ysajamHo Upocitiu xag je D Heilapno, a umajy 3zajegruuxu uunusqy 2
xag je D dapro. Hunuouu )\ u |L 3agosomasajy HejegHarocii:

I<a<p<D.
(5) U3 craposa 10.7, 10.8 u 10.9 crenyje

Cras 10.10. Kag dapupognu poj D uma obaux 8k+4 wwm 8k+6
6EPUKHU  pa3suliar VD uma depuogy ca iapHuMm Opojem yaanoea U UapHUM
cpegruM YaaHoM cumelipuuHol geaaq.

(6) V omemky 10.2 (1) nokazand cMO Ja CpPEeHEbH WIAH CHMETPUYHOT

Iema NepHOMe BEPHXKHOT pasBHTKa |/D MOXe HajBHIle MMaTH BpeqHOCT b mmm
b—1, ® TO Kaj mMeHwWIal oXAroBapajyher HOTHyHOr KoNm4HHKA &§, HMMa Bpel-
HOCcT Q,=2. V oBa HABa ciydaja mpupoiud 6poj D Moxke MMaTH HeKe moceGHe
ocobHHe, ma Ccy 3aTO TAKBMM mepuolaMa, ha OMCMO mx H3[BOjHNH, AaTa moceOHa
uMeHa. HawMe, ako je a,=b, nepuona ce 30Be kyamunupajyha, a axo je a,=b—1
ckopo kyamunupajyhia.

ITocMaTpajMo moce6HO OBe ciydajeBe.

(a) AKo je cpeflbm WIaH Iepuoje mapad Opoj, ouna je

Er=(2 a, -& 25, -R)’
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ma je
[R,2b,R] [bR]

r"R2a,K [Ra "

ma ce 3a Q,=2 mobmja jemmaxoct

[bR]=2[Ral,
KOja Ce MOXeE HalncaTH y obiuky
(10.22) (b—2 a)[R]=2[R1—{'R],
Tj.

b—2a=2(0R)—(0R).
M3 oBe jemHAKOCTH 3akibydyjeMO Mda pa3nnka b—2 g MOXe HMATH CaMO [Be

spensocta 0 m 1, Tj.
2q=b umu 2a=5—1,

V upBoM ciydajy HepHoja je KyJMuHEpajyha, a jemmaxoct (10.22) nobuja obnmk
(10.23) [R}=2{R7,

a Yy IOpYyroM ciuyYajy TNepuofa je ckopo KynMumHmpajyha, a jemHaumsa (10.21)
nobmja 06k

(10.24) [R]=2[R1—['R}.

V3 nmocnenmux IBejy jeAHAKOCTH cClegyje Ha je y oba cmydaja [R] Hemapam
6poj, ma us jempaxoctm (10.16), 3a A =2, 3axmydyjeMo na cama D Moxe uMaTH
camo Tpu obnmka: 2(8k+1), 2(8k+3) m 2(8k+ 7).

Crnenyie:

CtaB 10.11: Kag eepuxnu passuitiak l/—ﬁ uMa KyAmMunupajyhy uau cxopo
KyAmuHupajyhy ilepuogy ca HApHUM CcpegrouM uYAaHOM cuMeiipuyHoi geda, onga D
uma jegan og wipu obauxa: 2(8k+1) (3a r dapuo uau meiigpro), 2 (8 k+3) (3a
r nediapno) u 2(8k+7) (3a r #apno). 7

(6) Axo je cpenmu wiad Tlepmoie Henapad 6Gpoj, oHOa je
E,=Qa+1, R,2b, R),

m je
[R,2b, R] 2[b R]
" R2a+LRA [Ra—1,21

2%,

ma ce 3a @,=2, nobnja jemmaxoct
[b R] = [Rs a— 13 2]1
Tj.
(10.25) (b—2a+ 1)[R]=2[R]—[R],

I T
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ojgakae ce neoboM ca [R] mobuja
b—2a+1=2(0R)—(0R).
Omner cy moryhe camo aBe BpemHOCTH 3a 2a—1:
2a—1=bun 2a—1=b—1,

a jemmaxoct (10.25) mobumja obmuke (10.23) u (10.24).
Taxo Ha ocHOBY jemHakocTH (10.21) MoxeMO HcKa3aTH
Crtas 10.12: Kag sepuxuu paseuiiax VB uMa Kyamunupajyhy uau cxopo
Kyamunupajyhy iepuogy ca HetapHumM CpEgRUM HAGHOM, CUMEpUYHOI gead,
tipupognu Opoj D uma jegan og gea obauxa
8k+3 (3a r neiiapno), 8k+7 (3a r wapno).

(8) Ha ocroBy -crasoBa 10.8, 10.9, 10.11 u 10,12 MoXeMo H3BeCTH
crenehe craBose:

Crtar 10.13. Kaga je D gsocipyxu tpociti Opoj obauxa 8k-+3 uau
8k+7 uau geociwipyxu cilieiien naxeol dpoja, oHga GEPURHU PAIGUIRAK Vl_)— uma
Kyamunupajyhy (axo je b tuapan 6Opoj) uau cxopo xyamumnupajyhy (axo je b
Hedlapan Opoj) ilepuogy ca AapruM CDegrUM UAQHOM CUMEIpUYHI geaa.

Cras 10.14. Kaga je D apocii bpoj obauxa 8k-+3 um 8k+7 uau
Hedlgpan cideiien taxeoi Gpoja, onga eepusxknu paseuiiax YD uma AYAMUrUpajyhy
(axo je b mneitapan O6poj) uau cxopo xyamunupajyhy (axo je b uapan 6poj)
uepuogy ca HeUapHum CPeGrouM UAQHOM CUMETdpudni geaq.

Hoxa3s: Ilpema craBy 10.7 He monasu y o63up Hepmoia Ca HeNAPHHM
6pojeM uiaBoBa. 3aTHM, y HpBOM ciydajy Morylie je caMo A=2, a y OpyromM
camo A=1.

10.4. TIEJIOBA JEAHAYMHA

OuodanToBa jegHadHHa

(10.26) x2—Dyz=1,

roe je D>2 mpupoman 6poj KOjU HMje NOTHYH KBaapaT, Ha3uBa ce IlemosomD
jemHagmaoM. Mu lheMo OBy jenHauMHYy HOCMATpaTH 3ajedHO €A jeOHATAHOM

(10.27) x2—Dy2=—1,

Te 00c jeIHaYMHE MOXEMO HHCATH 3ajeqHO:

(10.28) x2—Dyt=g, e=+1 mmm e=—1.
1) John Pell, mareMatuiap — amatep, Euler-o mpujatesh, 5aBHO Ce pemaBameM

OBe jelHAYHHE.

6 TIpaBMaud BEPHXKEM DPA3TOMIM
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(1) Npepnocrasumo na jemmauvHa (10.28) mMa jemHo pememe x=p,
y=4q, (p>0, ¢>0), ma je maeHTAIKH
pr—Dg2=c.

Axo je b wajrehm meo 6poj xoju mmje Behm ox }/D, ompa M3 mOCTexmE
jenHakocTH chenyje:

2 2!
Eopiispii+iom,
qz q2 qZ
Tj.
25b.
q

W3 ucre jeHHAKOCTH, OCHAM TOTa CleAayje

s

(£+]/B)q2
q
a oJartie

1
10.29 2_Vybl< ,
(10.29) |q V‘] o

jep je plg>b, VD>b. To 3Hawm, mpema craBy 6.2, na je p/q PUOIHXHA
pasnomax J/D.

Ilpema toMme, pemlema jenmaumpe (10.28) MoxeMo TpaxATH caMo moMohy
npubNmKHEX pasiaoMaka pyfq, (v=1, 2, 3,...) kBaApaTHOr KopeHa 1/]._), ¢ TUM
Jia Yy3MEMO X =Py, Y=g,

Hejennaxoct (10.29) xasyje xojm HpuOIMKHE pasioMOd Aojase y oO3mHp.
3ancra, jenHaunHama (6.5) B (6.7) nejumucaH je xoedunujeHT

gy -
cv=£v+l+_\'__l’
ay

a u3 HejemHaxkocTH (10.29) je ¢,>2b, na ce mobuja

E e +2-19p
ay
Tj.

E>2b—2150p 1.
ay

U3 oBe HejenEakocTd, IpeMa OGIMKY BepmxHOr passurtka J'D m craBa 10.5,
3aKjbydyjeMo Ia Iomase y o03mp caMo NpHONMXKHM DPa3sloOMIA p,/q, 3a v=m,
2m,3m,..., roe je m Gpoj wiaHoBa IEPHONe BEPHKHOT Pa3BHTKA

ﬁ= (b7 :g,—z—b)

e
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ITpema TOMe, jenmna Moryha pellewma jemmaumne (10.28) cy -
(10.30) x,=[bS{2b, SP-1], »,=[S{2b, S}-1] 3a v=1, 2, 3,....

ITpamennMo Jiu HASHTHYHOCT (2.17) Ha cuMeTpuyrm kommexe bS {2 b, S}-1 b,
3a v=1, 2, 3,..., nobujaMo jeaHakKOCT

[6 S{2 b, Sy-1b][S {25, S}"‘l]—[b S{2 b, Sp-12= (—1yvme1

rae je m Opoj WiaHOBA HPUMHTHBHE IIepHOJIE ]/5 ITpema (10.3") m (10.30)
noclieNba jeaHakocT modwja o6imk

x2—Dy2=(—1)m 3a v=1,2,3,....

ITopehewem mobujeHe jemHakocTH ca jemmaumHoM (10.28), casHajeMo na jeiHa-
quna (10.26) mMa yBek pemiema, a jeanaunmaa (10.27) camo Kada je m HeapHO.
Tako MOXEMO MCKa3aTH

CraB 10.15. Ieaosa jegnauuna x2—Dy2=1 uma ysex 0e3bpojuo mwoio
peulersa, U Wo, aKo je GEPUXHU pA3CUIlaK V D

VD=, 5, 2),
a m 6poj usanosa iepuoge, peweroa
(10.30) x,=[bS{2b, S}1], y,=[S{2b, SP-1]
s {v= 1,2, 3,... xaga je m iapHo,
v=2,4,6,... xaga je m HeflapHo.

Jegnauuna x2—Dy2=1 uma pewera oHga u camMo onga Kaga je m HeilgpHo
u iiaga cy rena pewera gawia Huzom (10.30) z3a v=1,3,5,... [19,16,17].

(2) Ma xoje pemreme jemuaumae (10.28) Moxe ce oOUTH jeNHOCTABHEM
HDOCTYNKOM, aKoO je No3HaTo HajMame pememe x,=[bS], y,=[S]. ¥V ToM namy
IOCMAaTpajMoO IPOHU3BOX

10.31) o+ VD) (5 + 2, VD) =y %, + Dy 1) + (1 3y + %, ) VD
W3 obpacma (10.3) u (10.30) go6uja ce: Dy, =[bSb], ma je
X, %y + Dy, y,=[bS][bS{2b, SP-1]+[bSB][S{2b, S},

u 3aTeM, npema (2.18):

x, xv+Dy,yv;[b Sb,0,bS{2b, SP-1=[bS{2b, SP]=X,4-
Mcro Tako je )
' X1 ¥y +x, 01 =[S{2b, S}I=yu,
ma jemuaxoct (10.31) mobuja 06K

(%, + VD) (x, + 7 VD) = xy1; + ¥y VD, v=0,1,2,3,...,

6‘
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oJakie ce, uTepamujoM mobuja
(10.32) X, + 3 VD=0, + 3, VDY, v=0,1,2,3,....

(3) HocToju jolI jenaH Ha9WMH jeOHOCTABHOT H3padyHaBalba peiiemha jemHa-
quge (10.28), amm penmoM, jenpora 3a apyraM. Ako ce y oGpacmy (2.27) v
cMenn ca v—1 u crasu B=bS, (wm B=S), A=2b, S, sonehu patyna ma je
x;=[bS]1, y,=[S], nobujajy ce pexypeaTH: obpacmu

{xvﬂ =2x; x,—(—1)" X,

(10.33)
Yy =2% Yy—(—1)" py-y.

Monazehd on TpHBHjaNHOTr peliekba x,=1, y,=0 H HajMamer pemema X, J;,
nobwjajy ce pemoM cBa pellema.

Hpumep. Jepmmaanaa x2—5)2= 41 HMa HajMame pemieme X, =2, y, =1
(koje onroBapa HETATHBHOj J[E€CHOj CTPaHM jenHaumHe), ma oOpasam (10.32)
uMa OOIHK:

X, + 1,V 5=@2+V5),
Te ce nobuja x,=9, y,=4; x;=38, y;=17,.... Pexypenrnn oOpacou (10.33)
HMajy obsmK ‘
Xy =4 xy + Xy,

Yyr1 =3 Yy +Vy-1»

Ha ce pexoM nobumjajy ucta peuema. (Peiierha ca NapHHM HHIACKCHMA OHIO-
Bapajy IO3WTHBHO] IIECHOj CTPaHW, a ca HeNapHM HEraTHBHOj).

11. BEPMXXHE PENPE3EHTAIIUIE KBAJIPATHIX

HPALTMOHANTHUX BPOJEBA

V oBoM ofielbKy HokazalieMo ja ce HEpHOAMYHH BEPHXHH Pa3IOMOH MOTY
TONEATH # HeKHM KOMILIEKCHMM OpojeBuMa obmuka (VD +P)/Q umia je nm-
ckpuMuHadTa D= —1 wmm D= -—3. ViMeHoM KBaJpaTpHOr upanuoHajHor 6poja
mHasusalieMo vy Oyayhe cmakm 6poj obnmka (VD+P)/Q rae ¢y D, P n Q mnemm
6pojesu (D#0 u Huje MOTHYHH KBagpaT pamuoHajHOr Opoja)

11.1 JE3TPO KBAIAPATHOI' MPAITMOHAJIHOI' BPOJA

(1) Oebvuumnuja 11.1. Vpehenu romiinexc wpupognux Opojesa E=
=g e,...e (§>2), nasusamo jesipom Keagpailinol upayuondasnoi opoja &, uuju
je nopmasnu obaux

(11.1) g s/DP,

= 41,
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axo je & pewere jegnauune

(11.2) [E)e2—{[E1+[E]}t+[E]=0
u axo je
(11.3) e=sgn {[E']—['EL}

Hebununuja HemocpenHo oMoryhiaea ja ce onpeau 6poj & kojum oxmrosapa
matom jesrpy E, dopmupameM H pemasameM jegHauyume (11.2). OOpuyT mo-
CTymakx, Tj. mocrynak oapebumama jesrpa E nator Gpoja £ memro je cloxeHHjH.

U3 pedpunuunje 11.1 HemocperHO cieayje Aa je MHBEP3HM KOMIUGKC F
jearpo 6poja £ KOEYKOraHOT ca ¢, mro 3Haum ;g2 je jemmaqmHa (11.2) expusa-
JIeHTHA Ca jeAHAYHHOM

Qt2—2 Pt—Q’'=0

rme je
D—p?
11.5 Q' =
(11.5) 2
Hopehemem jempaumua (11.2) u (11.4) mobmja ce
. ['El= Qv
(11.6) [E']+['E]=2 Po,
: [E]=—Q'v

rae je v GaxTop HmpomopmHOHanHoCTH. VI3 OBMX jenHauMEA Cielyje
{lET+TEIP—4[EI[ E]=4v2(P2+Q Q)
Tj.
{ET—[El2—4(—1y=402D
rae je s 6Gpoj wmagoBa kKomisekca E. Axo ce joIn cTaBH

(11.7) , u=LEJ§[,ﬂ,

UpeTXOMHA jegHadnHa nobmja obmux
(11.8) w—Dovr=(—1).

IlpenmocraBumo na jemuaumna (11.8) mMma jepno pememe u,v(v>>0) Tana
u3 jemuauuna (11.6) m (11.7) cueayjy BpeaHocTH

(11.9) {[E] =—Q'v, ['E]=—u+Po,
[El=u+ Pv, ['E]=Qv

Ilpema craBy (7.3), xomiinexc E docitioju waga u camo iaga. axko cy oee epe-
gHocimu 3a [E), [E'], [E] u ['E’] yeau O6pojeeu u Qv>0. Akxo je Tako, m3 jc-
nuaunHa (11.9) cmenyje

(11.10) (E)=

u+Pv [—u+Pv]
) e8=
Qv Qv
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npu dvemy je, upema (11.3) @ (11.7); 3Hak pemema u Tako wu3abpanm na je
eu>0. '

(2) Bpemmocty pnare jemmaxoctuma (11.9) 6mhe nesnm 6pojeBu, axo cy
Q'v, Qv, 2u u 2 Pv nema OpojeBu, mpr deMmy je 2u=2 Pv(mod 2). Ha ocroBy
opyre on jeauaxocti (11.6) w jenmaxocrs (11.7), sozehim padysa o yciosy
(Q; P; @")=1, To he ce mecuT: caMo y ABa Ciydaja

1°. Kaga je pememe u,v enobpojHO pelieme

2°. Kapa je peumeme u,v obmuka

20+1 28+1
P="

2

2 2

(11.11) n=

2

The ¢y o ¥ B menm OpojeBm, axo cy y3 To Q u Q' mapHu, a P Hemapad 6poj.
V cnyuajy 2°. pasmuka [E‘]—[E] je wemapan 6poj, mTO 3HAYA Ja je jelaH

ox Opoja [E'] u ['E] mapan, na cy [E] u ['E’] venapau. Ilpema TOoMe, Ha ocHO-

By jemaxoctd (11.7) u (11.9), menu 6pojesn P, @, Q' u D taga mMajy obnmke:

P=1(mod 2), Q=2 (mod 4),

Q'=2(mod 4), D=5 (mod 8).

(3) C obsmpoM Ha NpeTXOAHe pe3yiTarte, aHamm3upajylim cmyuajese Kax

jemnaumaa (11.8) mma menobpojuux pellema wiu pemlesa obmuxa (11.11) po-
KasyjeMo

(11.12) {

Crtas 11.1. Keagpaiminu upayuonasnu 6poj, gaill céojuM HOpMAAHUM odau-
xom E=(c)/D+P) Q ige je e= + 1, uma jesipo E onga u camo onga xaga je:

1°. D dpupogan 6poj xoju nuje uoiliuiyn reagpaill uesoi Opoja

2°. D=—1;

3°. D=—3, axo gamu Opoj 3agosomasa ycaoge (11.12)

Hoxas: V ciuyuajy 1°, jenmawana (11.8) mma ©Oe36pojuo MHOTO ueno-
6pojHAX pemlera, a ako D wMa o0mak D=8 k+ 5, onga u peulema obimka

(11.11). V cnyuajy 2° jensaymaa (11.8) uma camo pememe u=0, v=1 u 10 32
mapHo s. Y cnmduajy 3° jemmaumaa (11.8) mma caMo penleme U= ;t_;.;, EVL= _;_
3a maprHO 5. Y ocTanMM cnydajeBuma, jenHaumaa (11.8) meMa mum mero6pojHAX
pelliea, HA pemlema obmumka (11.11)(D#£0, D=£1).

11.2. BEPMDXHE PETIPE3EHTAIIUIE KBAJPATHOIT MPALITMOHAJIHOT BPOJA

(1) Ilomenumo jesrpo E KpaIpaTHOT MpalmOHANHOr 6poja & mpom3BOIBEHO
Ha genose B u C, Taxo na je

(11.13) ’ E~BC
W YBEIUMO HOB KOMIIEKC A eKBHBAJICHIIAjOM

(11.14) A~C| B.

P T
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Tapma je
E~CB, A~§|C.
Ha oBaj Hawme c¢ y CBEM ciyuajeBUMa HaBefleHuX y crasy 11.1 xsagpatpem

HpamuoHANHEM 6pojepuMa & n £ MOry IONSJHMTH IO 1nBa ypeljeHa KoMILieKca
npuponHux 6pojeBa, ¥ T0 6pojy & kommmekcn B m 4, a KomyrosanoM 6pojy
¢ xomnuekeu C u A.

Axo je nmeckpummmanta D 6pojesa £ m £ mpupozaH 6poj, koju RHje To-
TIOYHE KBajgpaT, OHAA je je3arpo E yBeK MOXe€ Tako IOAEJIMTH Ha KOMHJIEKCE
B u C, na xommiexc 4 Oyme cacraBibeH caMO o IpHpoXHHX Opojema (onermak

9.3 u craBorr 9.7 u 9.10), ma cy £ u £ IpeACTAB/bEHH IEPUOAMYHHEM BEpH-
XHAM pa3oMIuMa:

(11.15) E=(B4), E=(CA),
roe ¢y B u C upennepmone, a A u _{1 meprofe. ITo aHANOTHjH ca OBHM CIY-

4ajeM, yBOJHMO II0jaM 8epuikue peiipeseniiayuje KBaipaTHOT HpamuoHANHOT 6poja.

HJebmuaunnunja 11.2. Axocy E u E jesipa xoryiosanux keagpaiinux upa-

yuonammux bpojesa & u & u axo cy xomiinexcu B,C u A gefpunucanu exsusasen-
yuama.

E~BC, A~C | B,
OHga ¢y eepukHe petpesenifiauuje bpojesa & u E ‘ﬁapoeu xoMmiaexcd
(11.16) E={B; 4}, E={C;4}.
Kowmiirexce B u C Hasugamo tipegiiepuogama, a komitaexce A u A uepuogama ee-
PpUXHUX petpeseniiayuja (11.16).

(2) Jemmom nmatom mapy £ m &, kxoju mMa jesrpa E m E moxe ce na

08a] HAUUH Gogeauidiu HEOIPAHUYEHO MHOIO 8epUKHUX peipeseniliayuja. 3aUCTa, ako
je R xojm 6mno ypelierm kommmexc meamx 6pojeBa, ma ce cTaBm

B,=BR-, C,=CR
TIe je Bg Koja 6mio mozena jesrpa E Ha Hmpejmepwoze, OHHmA je
B, C,~BR-! RC~BC~E,
G | B,~R9| BR-1~RAR-1~A4,,
Ta TpaxeHe BEpHXHe pelpe3eHTamuje mMajy oOiHk

E={BR-1; RAR-1}
(11.17)
£={(CR; R4R}.
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Axo ce cTaBH R=B, oHa je { mpeiCTaBbeH YACTO IEPHOLHIHOM BEPIKHOM
penpe3eHTaujoM

(11.18) E={V;E|V},

rae je E|V mepumopa.

O6puyTo, U3 Ma Koje eepuxne peilpeseniiayuje Opoja & jegHnosHauno cie-
gyje jesipo E u fpoj &. 3amcra. Ha ocBOBy ekpmBaneHIHje (11.14), m3 mpee ox
BepMKHEX penpesentandja (11.16), ciexyje

(11.19) ' §~A|§,

ma je, mpeMa (11.13)

(11.20) E~BA| B.

Ha mcTu Hauwd W3 UpBe O BepmKHHX penpeseHtanuja (11.17) ciexyje
E~BR-1RAR-1| R-1B~BA | B.

Teprony A, mary exempaneHmdjoMm (11.14), xoja ce He moxe HamucaTH y
obnuky A%, roe je A, ypehenm xoMmnekc nemsx O6pojeBa, a k>2 mOpmpoian
6poj HassahieMo #pumuiiugHoM ilepuogoM, a je3rpo M3 KOra je TakBa IlepHona
moOujena, ApUMUMIUBHUM je3ipoM.

(3) V opemky 9.3 (1) mokasaium cMO Ja CBakd peajlad KBaJpaTHH
upanuoHanHn 6poj Mma 6e36pojHO MHOTO je3rpH. AKO je BEroBo IPHMHTHUBHO
jesrpo E~BC u axo je A~_(:‘(B OHJIa Cy CBa BerosBa jesrpa marta am3oM (9.20):

E,~BA-1C, v=1,2,3,...,
a jesrpo KomyrosaHor Opoja HA3OM
E\~CA-'B~E,, v=1,2,3,...,

Ha ocHoBy nepmumimje 11.1 cee H3moXeHo BaXH He caMo 3a peajiHe
HeTo M 3a CBe KBajpaTHe HpammoHaNHe OpojeBe KOjH EMajy jesrpo.

ITorpebro je camo momate Ja ce ®m3osd (9.20) m (9.21) Mory mHcaTh
y obmuky

(11.21) { E,~{E| V}1E,

=1,23,...
E—-VN{EI V}v_l E, B ’ H ’
IITO 3HAa9¥ Ja cy jesrpa E, m E_, 3a v=2,3,..., HezaBmcHa ox m3bopa Be-
PIXHe pellpe3eHTalHje, HETO Ja 3aBHCE CaMoO OJi IPHMUTHBHOT je3rpa, ORHOCHO
o 6poja koMe mpumanajy.

Jesrpa (11.21) ogprosapajy Hm3y menoOpojEHMX pelliema H pelllela 0o0imka
(11.11) jengagupe (11.8). IlpuMuTHBHO je3rpo cielyje M3 HajMamer pellemha
jennagmue (11.8).

e e ¢ v renn
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11.3 EKBI/IBAJIEHI_IHJA KBAJAPATHUX HUPALIVIOHAJIHUX BPOJEBA

(1) IIpema craBy 8.1, 3a eKBUBAJICHIMjY KBAOPaTHAX HMPANHOHANHAX Opo-
jeBa Moxe ce mckasaTH ciepeha gedpuEMIHja:

Hebunununja 11.2. [Jea keagpaina upayuonaina opoja cy exsusaie-
HiliIHu Mely co0oM, ako cy HpumuiliugHe Uepuoge MUXOBUX GEPUNKHUX peupeseH-
wayua jegHaxe.

Axo ¢y E n F npumutuBHa je3rpa OpojeBa & M ©, oHEa ce, Ha OCHOBY
nebununnje 11.2 m obpasama (11.13) m (11.14), Mory Tako mOJendTd Ha IpeX-
HepHOJE

E~BC, F~MN,

na Oyme

g|B~N | M.
W3 oBe ekBHBaJICHImje CIenyje
(11.22) M|B~N|C~K|V

rae je K xoMIUlekc NpOmOpHHOHAIHOCTH, Ia ce To0mja
M~KB, N~KC,

Te clenyje

(11.23) -F~KEK.

O6pnyT0, ako jesrpo F umMa obimk F~KEK, oHIa YBEK MOXEMO H3Bp-
HIMTA HOJene

E~BC, F~KBCK,
na ysuMajyhim ma je M~KB, N~KC, nobmjamo
N| M~CKIRB~C|B,
mTO 3Haum Ja £ ®W F npHnanajy €KBUBAJIEHTHEM KBaIpPaTHAM HpalUdOHAIHHM

6pojesuma.
ITpeMa TOMe BepHXHe pempeseHTamuje Gpojesa & m « Iiace

(11.24) E={B; 4}, o={KB; 4},
roe je A 3ajejEmyka nepHOOa
A~_(_,‘lB.

Kako cy jesrpa 6pojea & m w xomunexcu E n F~KEK, £ n » cy pe-
memha KBAOPATHUX jeOHAYMHA

{['E’] E—{[ET+[E}}E+[E]=0

(11.25)
[Flo2—{[F]+[F]} o +[F]=0
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OcuM ToTa, ako ¢y & ¥ ® peajHd XBAJpPaTHA WpaOWOHAIHA Opojepw, OHAa ce
BepuKHe pemnpeseHTanmje (11.24) npersapajy y BEprmKHe pa3loMke, Ia cy—Ipe-
Ma obpacuy (5.7)—& ¥ © Be3aHM pENATUjOM

(11.26) o= KIEHK]
UKIE+[K"]
Axo y npyroj on jemmadmpa (11.25) ®3BpImEMO cMeny pgaty oOpacmem
(11.26), nobmja ce jenHaumHa

(11.27) a2—2BE+y=0
roe je:
a=—[K|F|K],
2B=[K|F|K]+[K|F|K),
=—[K|FIK].

Anm xaxo je F~KE§, TO je

K|F|K~K|KEK|K~V|E|V,
ma je o T -
a«=[E], 28=[E1+[E], y=I[E]
mMTO 3Ha4M Ha je jemuaumna (11.27) eksusawenTHa mpBoj on jemHaumpa (11.25).

TIpema ToMe OpojeBu £ M o, HaTw BepwXHEM peDpesenTammjama (11.24) cy
Be3aHd penanujoM (11.26).

Tako je Hoka3aH

Cras 11.2 [Jea ksagpaiina upauuoHasna Opoja cy exeusaseniting mehy
cobom oHnga u camo onga axo jesipo jegnoi og wux uma obaux KEK, ige je

E jesipo gpyioi, a K xomilsexc tipupogHux gpojesa Hesasucan og E. Huckpumu-
HUHiTle HOpMAAHUX o00iuxa oeux Opojesa Cy jegHaxe, a OHU CYy Ge3GHU peAduujoM
oo JKIE+IKT |

IKIE+[K']
(2) Ilotpebro je Ha Kpajy mocMaTpaTd cJydyaj Kafa je KBaJpaTHHM Hpand-

nuonaHu Opoj £ expuBaleHTaH CBOME KOMbyrosaHoM Opojy &. Tama ce omro-
Bapajyha jesrpa E m F=E Mory nanucaTe y 06Ky

E~BC, E~KBCK,

(11.28) ann o={K, £}.

rae cy B u C npeinepEOfe BepHKHHX penpeseHTaimja Gpojepa £ u &. W3 oBmxX
EeKBHBAJICHIHja CIEayje

KCBK~BC.
Kaxo je C~B| _{1, roe je A mepuopa Gpoja &, mobuja ce mame
B| KB| ABK|B~V | 4,

P
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1a ako ce¢ pain IcpaTKohe cTaBn

R~J_9|KB,
nobuja ce
R| AR~V | 4,
H Haj3an
AR~RA.

Veemamo jomnr xomumexc H, tako ma je
A=HR,
Ila IpeTXOMHA eKBUBAJEHIHja NoO6Hja OGIHK

RH~RH.

ITomTo ¢y R m H ypehenn xoMmnekcu npuponnmx GpojeBa H3 OBe €KBHBaJICH-
nyje cienyjy jeXHaKOCTH

R=R, H=H,
INTO 3HAYH JA Cy KOMIUIekcu R u H cuMmerpuvsd
H=S, R=T

ma ce mo6mja A=ST.

Kakxo ce BepmxHa penpeseHTandja Opoja g, axo je A=ST Moxe Halm-
catu y obiuky

E={C; TS}={CT; ST},
caenyje

Cras 11.3. Keagpaianu upayuonasnu 6poj je exeusaneHiian ceome KO-
fosanom Opojy oHga u camo oHga, AKo Tepuoga reeivgée GepuiHe peilpeseHiayuje
uma o0daux

A=S8T

ige cy S u T cumeilipuuru romiirexcu.

11.4. HEKOJIMKO ITPUMEPA BEPMXHUX PEIIPE3EHTAITUTA
(1) KBagpaTen KOpeH pallMOHaIHOT 6poja
T
SN
rne ¢y r H § NelE y3ajaMHO IpoctH Gpojeu (s>0), je pememe jeqHavuHe

(11.29) s2—r=0
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Axo pumckpmMraHaHTa D=rs HOpMasmHor obmmka 6poja § Hpubama jemHoMm on
cnysajea craa 11.1, oHn 6poj & mma jesrpo. Ilopehemem jemmaumme (11.29)
ca jenmaumroM (11.2), mobwmja ce

(11.30) [El=sv, [E}+['E]=0, [E]=—ro,
rae je v Gakrop NPONOPIHOHAIHOCTH.
W3 apyre on jemuaxocte (11.30) cnenmyjy deTwmpu jeOHaKOCTH:
[E|0]=—[0| E}, [E|V]=—[0|E')
_ [E{0l=—IV|E}, [E|V]=—[V|ET

oJlakiie clelyje eKBWBaJCHIHAja

E|0~0|E (—1),
HITO 3HA9YM Ja je ypeleHW KOMIUICKC OPHPOJHHX OpojeBa EKBHBAJICHTAH KOM-
nnexcy E|0 cEMeTpmdaH, Ia MOXEMO CTaBHTH:

E|0O~b,s,b

rae je b opom3Boikan meo Opoj, a S TMPOM3BOPAH CHMETPUYHA KOMILIEKC HEIMX
6pojesa. VI3 mocnegme eKBHBAICHIME CIEAYje

(11.31) E~b, S*, —b —1.
Axo ce crasu B~b, §~S*, —b —1, nobumja ce mepuona
A~S*, —b —1|b~S, 2b.

Ia Cleflyje BePHXKHA peNpe3eHTaluja:

(11.32) \/—'—={b; S, 28}.
s

WcrospeMeno, u3 npee u Tpehe jempaxoctm (11.30) mobmja ce

bSb}
11.33 LA L) B
(11.33) s
Ha ppumep, axo ce craBg b=1, S=1:

V3={1;1,2},

a3 b=—1, S=1:
(11.34) 1Y —1={—1; 1, —2}, E~0,0.

(Buax mpexn )/ —1 ocraje BeoapebeH, jep ce ycmop (11.3) HE MoXe NpUMEHHTH,
nomto je {E'}—[E]=0).
(2) Kpanparhu wpanuonaymu O6poj obimxa

i 1 e il ali e aesmaals
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Ife ¢y r H § IENA y3ajaMHO IpoctH OpojeBr (s>0), je pememe jennaumpe
(11.35) 4s12—45t+(s—r)=0.

IMpennoctasamo fa § mMa jesrpo E, ma ce mopehemem jemmawmme (11.35) ca
jenmauagoM (11.2) nobmja

(11.36) [El=4sv, [EN+[E]=4sv, [E]=(s—r)o,

roe je v baxrop IpomopmmoBanHocTH. VI3 mpBe W Apyre ox jenHatmna (11.36),
nobmja ce

[EN+TE]=[ET]
ITO Ce MOXe HaNucaTh y oOnuKy
[E|1]=—[V|E],
OIAKNe Cllefyje eKBUBAJICHIHja
E|l1~1| E (—1.

To 3Haww A2 je ypeheHm KOMUjeKC NPHPOMHEX GpojeBa KOJH je eKBHBAJICHTAH
xommuekcy E|1 caMerpruan

E|1~b, S, b,
na ce Hoduja jesrpo

E~b, S*, —b
¥ BEpWKHA pelpe3eHTalHja

o
2

W3 opee u tpehie jemmaxoctu (11.36) crnenyje

2, 6—1,8,b—1,2]
[s1

Ha mpmmep, 3a b=1, S=1 pobuja ce

~{b; 5, 25 —1}.

r
5

VSrl_o, DTy =(v; T

2
3a b=0, S=1:
V‘;‘“l:{o; I, —1}, E~1,0;
U Haj3an 3a b=1, §=—2:
(11.37) g 3Ty T, 2

(ucTa HamoMeHa ka0 3a jeanaxocT (11.34)).
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(3) Komnnexcar 6poj

_ EV-——1+P’
Q

Haja3W ce Y HOPMaJHOM OOJIMKY aKO je 3aJl0BOJBEH YCIIOB

(11.38) 3 e= 1,

P2+1=0 (mod Q).
Onropapajyha Ilenosa jemmaudpa TriiacH
u+or=1 (s mapmo),
H MMa JeIHO jenmHO 3amoBoibapajyhe pememe (v>>0): u=0, v=1. Ilpema (11.7),
Taja je
[E1=TE]
TDa cielyje eKBHBaJICHIIHjA
E~E  (+D),

WITO 3HA9M fa je E cuMeTpmdaH ypeleHM XOMIUIeKC NpHpPOIHHX OpojeBa ca
nmapHAM OpojeM wiaHOBa (jep je s DapHO):

E~HH,

roe je H npowmssojbHE KOMIJIEKC INpupoanmx Opojesa. OcmM Tora, mpeMa
obpacny (11.10) je:

(E')=-ga e;=e,.
Axo je3srpo HammmieMo y oOmHKY
E~H, 0, —1,0, 1, H,
MoxeMo crapure B=H, 0, —1, C~H, 1, 0, na ce mobmja nepmona
A~0,1 H|H, 0, —1~1, —2.

Taxo ce nobmja mO jeHa BeprXHa pempesentanmja Gpojesa £ u E:
{E-':{H’ 09 —1; 1, '—'2}’

E={H, —1; 1, —2}.

(11.39)

VYV oBoM ciyyajy yciaoB (11.3) mHe Moxe ce npuMerntH, jep je [E'1—['E]=0,
ma € y m3pasy (11.38) octaje Heonpeheno. Mana npmMede Ha OmmapHe Ksajflpa-
THe (GopMe TO He 3axXTesajy, MOXe ce¢ MOCTABHTA HOB KDHTEPHjyM Ha ciexehm
gaymd. IIpema (11.34), y3mmmo na je

(11.40) V—1={—1; 1, =2}
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ma m3 (11.39), na ocroBy (11.28), cienmyje

E={H,0,—1; 1, =2} ={H, 0,1}
E={Ha —1:» 1, '—2}={H’i}3

Tj.
—1Dp=1i +[EY 7 (—=D*i+[E)
11.41 E= DA HIEY ) (CDRRIE]
( ) ['E) : ['E’]
rae je h 6poj uwmamora komunekca H. Tako ce mobmja oOpasan
g=(—1)-T

rge je h 6poj unamoBa KoMmunekcan H.
Ha npmmep, axo je

g=V—-1+34
13

nobuja ce H=2,1,1,1, h=4, ma je:

K:%i“-*{z 1,1,1,—1; I, —2}, ‘V_iﬁf_{z 1,1,0; ,—2}.

V jemmaxocru (11.37) mecHoj cTpamH OArosapa 3Hak ,~— mpen V—1
V 1+1

={V; 1, 1, —2},
jep je h=2, H=0, 1.
IMoTpebHO je HaTgacuTd 1A j& Yy OBOM Ciydajy
A2~ {1, —22~V,
mTo 3HaYM na Opoj § mMa camo DpuMuTHBHO jearpo E~HH,

(4) TIpema craBy 11.1, xommmecar 6poj

(11.42) £=E_V:—Q3_+_£, em 11,
m™Ma jesrpo, ako Cy 3a/(0BOJECHH YCIOBH

P=1 (mod 2), O0=2 (mod 4),
P2+ 3=0 (mod Q).

Opnrosapajyha IleroBa jenHaumpa Iiacd

(11.43)

w4+ 3ovz=1, (s mapHO),
1 HMa pellema
1

U= i—!—s V=—"
2 2
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Taxo je, npema (11.7):
(11.44) [E}—[E]=¢, e=41.
W3 ose je,unakocm cnenyjy MeTHpH jeMHAKOCTH
[E|E]=¢[E], [E|E]=¢[E],
[E|E~<E), VE|E]=<[EY,
H3 KOjEX CJENyje eKBUBAJCHIAja
(11.45) E|E~E.

13 obnmka OBe GKBEBAJCHOMjE BHIUMO, Ja aKO OHA HMAi jOHO peUIeEHe
E=X, oHOa By 3a10BOMhaBa H CBakH KoMmiekc E=HXH, rue je H mpousso-

JbaH KOMILIEKC. 3aTo M3BPIIVMO CMCHY HeEII03HaTe
(11.46) E~HXH

rae je H npom3Bosbad ypeljensn XoMIUlekc mpupomumx Opojesa, a X moBa He-
no3Hara. ITpm TOMe CMEMO NpEANOCTaBUTH Na CY #Upeu U iHoCAegrHu UAaH KOM-
irewca X pazsuuuimiu. Tlocne cmeme (11.46), exsusamenmmja (11.45) nmobmja
obmmk

(11.47) X|X~X.

IToiuro nema crpaHa wMa apaH Opoj WiaHOBa, CleAyje Ha B KoMIuiekc X HMa
mapaH 6poj wraHOBa, na npobameM pemwena X =V, X=a,b, X=a,b,¢,d,...
H ymopehjusambeM 4WiaHOBA JIeBe H JecHE CcTpaHe, NoOmjaMo jeawHa pemema

X=a,a+1;, X=a+1,a,

Te je g Mpom3BosbaH Heo Opoj. 360T mpucycTBa WPOU3BOIGHOT KoMIiekca H
y m3pasy (11.46) moxemo craBuTE a=0, Ua cy pemlema ekBHBaJcHIHUjE (11.45)

(11.48) E~H,0,1, H, e=(—1)1,
(11.49) E~H,1,0, H, e=(—1)",

rae je h 6poj unamosa xomunekca H. 3Hak ¢ je onpeber u3 jemmakocrm (11.44),
npeva ofpaciy (2.26). V csakoM TojexdHa¥HoM ciyeajy E mobmjamo m3 06-
pacta (11.10), xojm, 3a 6poj & mar jemmaxomhy (11.42), nobuja obamk

(11.50) (E')J;, e8=[P;€],

rae je s mapan 6poj.

AxXo TmpemmocTaBEMMO Ia HaToM Opojy £, ob6mmka (11.42), omrosapa jesrpo
(11.48) moxemo crapuru B~H, C~H, 1,0, ma ce nobumja mepuona

A~1, —1,
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Te CIenyjy BEpHKHE PEIpE3eHTAIlH]e
E<{H 0; 1, —1}.

Axo jesrpo mMa obmmk E~H, 1,0, H BepuxHe penpesenTanmje Opojesa Ewu §
Memajy yiore.
Ha mpumep, ako je
- V=3+15
38

nobumja ce £~0,2,1,0,1,1,2,0 1j. H=0,2,1, h=3, ma ¢y BepwxXue pempe-
3eHTalHje

£={0,2,1; 1, —1}, £={0,2,2; —1, 1}.
Axo je
E=V3—+21
6
robumja ce £=3,1,1,0,1,3, 1j. H=3,1, h=2, ma cy BepuxHe pelpe3eHTanuje
£={3,1,0; T, =1}, £={3,1; 1,—1}.

IToTpe6HO je HarlaCHTH Jia je Y OBOM CIIy4ajy

A1, —1P~V,

mTO 3HauM ga O6poj & mMa caMoO UPEMHTHBHO je3Tpo.

12. BUHAPHE KBAJPATHE ®OPME

12.1. BUHAPHA KBAIPATHA ®OPMA U BEHHU OBJIMLIU
(1) Ksagpatsa ¢yHKOHja IBEjy HPOMEH/BHMBHX X H ¥
(12.1) S y)=ax2+28xy+7y)2,

rme ¢y «,f3 m y meam OpojeBu, HA3HBA Ce OUHADHOM KBAGPAWAHOM HOpMOM.
W3spas

(12.2) D=Bi—ay

je BbeHa IHCKpPUMMHHAHTA.

Hebumunuja 10.1. Bunapna xeagpaimina gopma
Sx,y)=ax2+2Bxy+yy?

7 IlpaBunuu BepukXHH pa’ljioMON
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HAAa3u ce y HOpMAsHOM 00AUKy, aKo je

a>0, (o B v)=1.

Ipema pedmemmujn 9.2, ako ce dopMa f(x,y) Hanasw y HOPMaJHOM OOJHKY,
OHa ce E pellickha jeqHaYHHe

(12.3) J D=a2+2B¢t+y=0
H TO

HUCTO TaKO HaJa3¢ y HOPMAJIHOM 06JIHKy

(2) Tlokazahemo ma ce popma f(x,y) Moxe H3pa3uTH y obnuky Euler-ove
¢oyuxumje [K], ako je 3a10BOJBeH jellaH ON YCJOBa:

1°, HMuckpuMmuHaHTa D je mpupoman 6poj koju HMje NOTIYH KBajpaT
menor 6poja

2°. D=—1,

3°. D=—3, a=2(mod4), B=1 (mod 2).

(12.5)

3amcra, mpema crasy 11.1, axo je 3amoBoibeH jeman oxm ycmosa (12.5)
pemie®a jempauymua (12.3) wmMmajy jesrpa. Pagm Tora mnpednocraBibaMo Ia je
ypehern xommuexc E=e e,...e, jearpo jemdHora of pemeBa jenmaunde (12.3),
Ha upmMep Opoja E. Axo je, 3aTéM, u, v HajMame pelnewme oxaromapajyhe Ile-
JIOBE jeNHavuHe

(12.6) w—Dov2=(—1), |

rie je s 6poj umaHoBa jesrpa E, oupma je, mpema (11.6):

«=—[E,
28~ — (B +['EL,

Y=—IEl

Kax oBe m3pase 3a o, M y cMeHMMO y KBaipaTHOj dopMHu f(x,y) U OCEM
TOTa U3BPINUMO CMEHY HPOMEHJBUBHX

(12.7) ==(@), 1j x=12), =12},

Tie je Z TpOM3BOBAH ypelleHM KOMIUIEKC NpUpORHAX OpojeBa, OHIA—IpeMa
obpacny (2.28) — dopma f(x,y) mobuja obnmx

(12.8) fx3)=—=1Z|E|2)
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12.2. BPEJHOCTH BMHAPHE KBAIPATHE ®OPME

(1) O6mux (12.8) xappaTHEe (opme f(x,y) omoryhasa na ce pemd IIpo-
‘6neM mpencTaBbama Iendx OpojeBa y obuuky Te dopme 3a ysajamEO mpocTe
IeNe BpeIHOCTH IPOMEHBMBHX X H y Kai EeHA NHCKPHMHUHAHTA 3al10BOJbaBA
jemam om ycmosa (12.5). 3axsamyjyhiu m3pasy (12.8), duopaHToBa jelHAYHHA

(19.9) S, y)=ax2+2Bxp+yyr=ed

rae je 8 matm mpuponaH 6poj, e= +1, HnM €=-—1 a x ¥ y HemosHaTe BeJTH-
yuHe, PETBapa ce y jeOHATHHY

(12.10) [Z|E|Z]=—¢v3,

y Ko0joj je jemuna Hemo3HaTa ypeljemm kommiexc nenux Gpojesa Z. CBakoM pe-
mewy Z jemmaunne (12.10) oxromapa jenHo pemieme x,y jenmavune (12.9), mpu
geMy je (x; y)=1.

ITpenmocraBumo jma jeawauuna (12.10) mMma jemso pememe Z,. To 3Hauu
a MOCTOjU TakaB koMmnekc F, auju je obmuk
(12.11) FNgclEIZO,
a KOjH 3a0BOJbABA jeNHAKOCT
(12.12) [F]==—co3,

rae je € M2 jemHy OX BPeOHOCTH ¢= + 1 miam €=—1. Axo ce craBsm
(12.13) ~%,IVNK Tj. ZoNVIL(:

expuBanennyja (12.11) mobuja o6mux

(12.14) F~KEK,

miTo, mpeMa crasy 11.2, 3nadm na je F jesipo Hexoi keagpailinoi upauyuoHaAHOi
Opoja o Koju je exeusaaeniian jegnom og xopeHa jegnauume f(t, 1)=0.

OO6pREyTO, ako IOCTOjH KBAaApATHH MpalHOHAIMM Opoj w, KOjH je eKBH-
BajleHTaH jJEOHOM OX pemema jeduauude f(f, 1)=0, a uuje jesrpo F wuMa
obmuk (12.14), ma xag ce cTaBM |

K~§,|V
exsuBayienuuja (12.14) ce mperBapa y exBuBajemnmjy (12.11), mTo 3Haum aa
je xoMmrexc Z, jemHO pemewe jeadaguge (12.10).

IlpemMa ToMe jenmaumna (12.10) uMa peméﬁ,a OHga U Camo OHga aKo
dociioju KeagpaWiny upayUoHasHu Opoj , KOju je exeusaieHiliaH JegHoM Og
pewerva jegnauume f(t, 1)=0, a uuyje jesipo F 3agosomasa jegnaxocii (12.12).

(2) Yumennna na jesrpo F 6poja « 3amoBopaBa jemmakoct (12.12) moxe
¢ce HCKa3aTH W Ha TOTOMHH|H HaYHH.

7‘
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Tlpema craBy 11.2. wopmanuu obaux Opoja o riacd

p, q nenn 6pojesw,

VD + .
w:ﬁ__L’ rﬂe Je |D——p2|

(12.15) .
=g, neo 6poj,

q
roe je D muckpAMmHaHTa XBadpatHe dopme f(x, y)=0; Axo dpopmmpamo 6poj

(12.16)  opma+t

(6]

Tde je o TpoM3BObAH Lieo Opoj, OHA je MmeroBo je3rpo a Fa, Wa MMeHWIAL
g, ¥Werosor HopMmamgor oOmMka, mpema npeoj ox jemHakocth (11.6) m cray
9.1 mma BpenmsOCT

1
a=|1F1),
1j. mpeMa (12.12)
(12.17) g, =3.

Taxo ce Moxe Hckazatu ;

Cras 12.1. ILemu Obpojesu 8 u —3, uau camo jegan og rux, Moiy ce
dpegciligeuiliu 'y 0bauxy OuHapue xeagpaiine opme

fO)=ax2+2Bxy+yy2, ige je (% B; v)=1,

uyja guckpuMunaditia 3agoseomaga jegan og ycaoga (12.5), 3a ueae yszajamno
dpocilie epegHOCiUY X, Y, OHga U CAMO OHgA, aKo je 3  umenuaay HOpMaAHOT
0o0auxa Hexoi KeagpawiHOl upauuonasHoi Opoja Koju je exeusaseniiaH jegrom 0g
pewera jeguauure f(t, 1)=0.

(3) U3 iemmaxoctm (12.15), (12.16) u (12.17) cuenyje

(12.18) |p2—D|=g¢3,
IUTO 3HA4Y¥W Ja je
(12.19) p2=D (mod 3J).

Konrpyenngnja (12.19) u jemmaxocr (12.18) omoryhasajy mam mHa malhemo
KBaJpaTBH MpaumoHanad Opoj o, pasyMe ce ako KodrpyeHuuja (12.19) mMma
peiesa 1o p.

CpakoM mapy peliema p, —p koHrpyenmdje (12.19), mpema (12.18),
oIroBsapa jemaH XBaJpaTHA HpanuoHaian Opoj o obmmka (12.15). Hberoso
jesrpo F kasyje Jajid je OH eKBMBAJICHTAaH jeJHOM OJ periewa jenHaqune f (¢, 1)=0
wid He. Y TOTBPAHOM chaydajy jesrpo F uma oOnuk

(12.20) F~KEK

rae je E jesrpo oHor pemiesba jegmadune f (¢, 1)=0 KoMe je « eKBHBaJICHTaH.

e i
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(4) Kam je nmobmjer xommnekc F, ob6mmka (12.20), pemieme jeaHauuue
(12.10) 6uhe, mpema (12.11), (12.12) m (12.14), ceakm komrutekc Z, Koju
33/10BOJLABA EKBUBAJICHIUH]Y

(12.21) _Z_[E]Z~KE£{.

Kao wmTo heMo Doka3aTH oBa €KBHBAaJIEHI}ja WMa HEOTPAHHIEHO MHOIO
- pewema 0o Z. Jla 6ucMo HX HAUUIH LIPEANOCTaBHMO Ja cy E W E UpAMHTHBHAZ

jesrpa pemema £ u ¥ jenmaunme Sf(t, 1)=0, a muxose BepUKHE pelpe3cHTalHje
(12.22) E={B; 4}, £={C, 4}.

ITpenmocTaBUMO OCHM TOra Ja Cy BepHXHE pelpe3eHTandje 6poja « H meMy
KOBYToBaHOT 0poja :

(12.23) w={M; 4}, o={N; 4},
npu ueMy je, npema (12.20):
(12.24) M~KB, N~KC,

jep je ENO.), g'\‘;
Haj3an y exsupanennmju (12.21) u3BpImEMO CMeHY HemO3HATE

(12.25) Z~WI_(
rae je W HOBa Hemo3HaTa, IIa Ta eKBUBAJEHIHja n06Hja oOIuK
(12.26) E|W~W | E.

Tlocnenma expuBajieHmMja HMa HCTH OOJHK kao ekpHBaJeHIHja (9.14),
xojy cMo Beh pemmnn. Ilpema Tome, Ha ocHoBy (9.19) m (12.22) ckyn cBHX
pewela ekpupanennuje (12.26) mat je HM3OM

Wy~BA-1C (v=0, +1, +2, £3,...),
ozakje cienyjy peurelma ekpusanenuuje (12.21):
Z,~BA*-1CK, (v=0, +£1, +£2, +3,..)),
Tj. mpema (12.24): o
(12.27) Z,~BA'N (v=0, +£1, £2, £3,...).
Axo 3ajemuudka mepnona Opojesa £ M w MMa OGJIHK A=_ST, rae cy Su
T cHMETpHYHH KOMIUICKCH, OHIA je InpeMa cTaBy 11.3, E~E, o~w, Ta je U

E~w. Bepmxue penpeseHTandje OpojaBa @ M @ MOTy c€ calla HamHCATII
y obnuky

(12.28) 0={N|S|V; 4}, w={N|4S; 4},
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ma Ha ocHOBY oOpacma (12.27) mapy pemewma p, —p kourpyenudje (12.19)
OArOBapa W HAPYIM CHUCTEM pelllea ekBupajieHnuje (12.21):

(12.29) ZO~BAS|N, (=0, £1, £2, £3,...).

HpeMa CBEMY H3JIOKCHOM MOXEMO HCKa3aTh

Cras 12.2. Ckya pewera x, y, (x, y)=1), Huodanitiose jegnauune
f(x, y)=ax2+2Bxy+yyr= 43,

ige je (a; B; vY)=1, a uuja guckpumunaniia D =B2—ay 3agosomasa jegan og
yeaoga (12.5), ogpehen je cxyiiom fiapoea pewierba KoHipyemuuje

p2=D (mod 3)

KOju uMdjy 0cobumy ga je Keagpaiiny upauuoHaHu Opoj

| D—p?|
)

w=vD+p, ige je q=

exsusaeniian jegom og pewera ¥ uau & jegnauune f(t, 1)=0.
Axo je w~E, onga cy eepuxne petipeseniflayuje
E={B; 4}, E={C; 4},
o={M; 4}, o={N; 24},
ia dapy p, —p, 0giogapa jegau cucilieM peméfba

(12.30) D_(Z), v=0, £1, £2, £3,...,

v

Y KOMe ce Hajmare pewieroe goduja u3 xomiiiexca

(12.31) Z°~C|]_\_f,
a ociliasq peulerba U3 KoMiiexca
Z,~BA-1N,
{12.32 -
Z_V~CA“-1A_{

Axo je A=ST, @j. E~E, onga fapy p, —p, ogioeapa u gpyiu cucidem
peuierva

(43}
(12.33) %=(z$"), v=0, +1, £2, +3,....
)

Y KOMe ce HajMaree pewierve goduja uz Komiiaexca

(12.34) - Z{"~BS|N
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a octiaaa pewiera u3 Komiiiexca

(1)
(12.35) {Zv ~BLS|,
) M g
Z8~Ca2 TN.

(4) Cucremu pemema x,, y, (v=0, +1, £2, +3,...) Mory ce noburu
H TO3HATEM apHTMETHIKAM obpacuem [Bachman 2], asu iiosasehiu og iosnaitiol
Hajmarvel pewlerva Wola cuciliema.

Pagm Tora mocMaTpajMo pasjioMak

[BAv=1 L]—['BAv~' L] (BA*)
[BAY=1]—['BAY-"] (BAY)

roe ¢y A, B u L. mpoussoirHH ypeleHH XOMILIEKCH NpHpoAHHX OpojeBa (CBH
wIaHOBA KoMiekca 4 m B cy npmpomum OpojeBH, OCHM IpBOr 41aHa KoM-
wiekca B, kxoju je meo 6poj), v>0 u k>v menu 6pojeBu. AKo Ce Taj pasiioMak
Hamume y o6JmKy
[BAv-11] ['BA¥]—['BAv-! L] [BA¥]
[BAv~]['BA¥]—['BAv~ ] [BA¥]

b

pa Ha Opojuranm m HMeHHIan mnpamene obpacud (2.13) m (2.14), mobmja ce
pasioMax

[4*B|BAv-11] [d¥-v+1|L)
458 Bav-1] [+ [V]

ITocne jom jenme mpumene obpacma (2.13), mocienmH pasioMak Hobuja obmmk
[L]—['L] (4%-1).

Tako je mokasaHa HACHTUIHOCT

(12.36)  [BA1 L]—['BA* L] (B4¥) = {[BA"|—['BA*1] (B4R} {[L]—['L] (4=-1)}.

AX0 cTaBuMo: _
£=(B4), z,=[BA-! L]-['BA*-' L]E,

iy =[BT~ ['BA-1E, 0=[4]—['4](d),
H TycTEMO jba k HeOTpaHMYEHO pacre, OHOA j€
o lim (B =(ED),
Jim (df-) = ),
na mpesruuHocT (12.36) mobuja o6k

(12.37) zy=u, {{[]—[L] (4)}, v=0,1,2, 3,....
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3a L=A, mocnenma jeqHAKOCT MOCTaje

ey =u,0, v=0,1,2,3,...,

ma je
(12.38) =10 v=0,1, 2, 3,....
M3 jemmakoctu (12.37) ce pmobuja
BB
2y U,
na je, mpema (12.38):
(12.39) Zy=2, 0.

Axo je £=(BA) jemno pememe jemmawmme f(f, 1)=0 omma cy, npema
.27 = (12.7)

xv=[BAv—1]_v], yv=[’BA"“1_V]’ v=0, +1, £2, &3,....
Ilpema Tome, axo y u3pasy 3a z, crasuMo L=N, obpasan (12.39) nobuja
obmux:
(12.40) Xo— W E=(x—y,8) 0, v=0, £1, £2, £3,...,
roe je _
0 =[4]—[ 4] (4).

INomohy obpacua (12.40) Mory ce moOUTH cBa peluerma jeAHOT CHCTEMA
Hduodanrose jemmaumne (12.9), ako ce 3Ha HajMame pelieHe X;, Vo, @ OBO
pememe nobuja ce momohy obpacma (12.31), ommocHo (12.34).

(5) Bennuymna

A+ ATV A+ T 4T —4 (— )™
2

(12.41) 6 =[A]—['4] (4) =

je jemmumua y Teny VD, jep je
80=(—1)m

rae je m 6poj wianosa mnepuone A. IloTpe6Ho je camMo HamomewyTtH ma 0, u
Kax je A DIpHMHATHBHA NEpHONA BepYDKHE pellpe3eHTallMje jeHOT XBaIpaTHOT
HpaquoHamHOT Opoja, He Mopa OurM ocHOBHa jemumuua. Ha opumep, ako je
A=3, ouma je

amd axo je A=1, 1, 6, 1, 1, omma je

0=18—5 VIS=(3“ ‘/B)s.

2
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12.3 CIIEOUAJAJTHU CIIVYAJEBU
(1) Cras 12.3 Huodanimiosa jegnauuna
f(x: )’)E“x2+2ﬁxy+‘{y2= + 19

ige je >0, (x;2B;y)=1, a guckpumunaniia D 3agosomasa jegan og ycioea
(12.5), uma Hajeue jegan cuciliem pewrersa, U 0 OHga U CaMO OHga, aKo Cy
xopenu jeguauune f(t, 1)=0 exeusasenitinu ca VE

Axo cy
VD={b, S, 25}, £E={B, S, 24},

ige je B ypelenu xomiiaexc dpupognux Opojesa, eepuxkhe peilpesenigauuje VB u
E, onga je najmarse pewerse

X ’

= (8)

Yo

S (%05 y) =(=1)*1 sgn E—E)

ige je n 6poj usaosa upegiiepuoge B.

HOoxas. Iomro je 8=1, xomrpyeumuja p2=D (mod 1) 3amoBossasa
cBaxy meo 6poj p, na je g=D—p? u

_VD+p _ T
th—pz ={0, b—p, S, 2b},
ako je
VD={b, S 25}.

TuMe je HokasaH mpBH Aeo crasa. ame, w3 eksmBajeHnmja (12.31) u (12.34)
nobmja ce

Zy~B'*, b—p—b,—1, 0,
Z§~", by—p—b, 0,
roe je b, mocnenmu wiaH kommuekca B. Ilpema (2.11), u3 o6a koMmiekca
IobHja ce jeRHO pemHieHme
| % =[BT, »=[B]
Hocnemmu obpasan fobuja ce npumenom obpacua (12.8), jep je v=I[s].
(3) CrasB 10.15 je neiiocpegna ifiocaeguya ciasa 12.3.
(3) Cras 12.4 Juodanitiosa jegnauuna

S )=ax2+2Bxy+y)y2=+£2,

ige je a>0, (x; B; v)=1, wya guckpumunanitia D je iiapan 6poj u 3agoeosmasa
jegan og ycaosa (12.5), uma uajeuue jegan cuciieM pewsersa U W0 OHga U Camo

oHga, axo cy pewera jegnauune f(t, 1)=0 exsusareniina ca 1/5/2.



106 B. Bepacumonuh

Axo ¢y
121—)={b; S, 2b}, E={B; S, 2b}

. o . Vb _ : . _
éepuRHe peilpeseniliayuje Opojesa S €, iWaga je Hajmare pewere gaiie
Jjegrauune

> =(B)
Yo
f (s yo)=(— 1)+ sgn (E—F) - 2.
Hoka3 je ucté xao 3a cras 12.3.

(2) Cras 12.5 Huodanitosa jegnauuna
S, p=ax2+2Bxp+yyr= 42,

ige je a>0, (o B; v)=1, a uuja guckpumunanitia D je uneiiapan opoj u 3ago-
gomasa jegan og ycaosa (12.5), uma Hajeuwe jegaw cucilieM peweroa u WO camo
oHga, axo cy peuiera jegHauune f(t, 1)=0 exeusaseniina ca (J D+ 1)/2.

Aro cy

Dl (b 57351, £=(B 5, 26-1)

eepuxe pefipeseniauuje 6pojesa (Y D+1)/2 u %, ouga je Hajmaree pewierve
docmailipane jegnauune:

>=(B)

Yo
u —

S (%5 Yoy =(—1)"1 sgn (E—E)- 2.
Jdoxas3. Koarpyennouja
p=2g+1=D (mod 2),

rae je g=—1, g=—2 wim nupupojsaH Opoj uMa jemmo pemieme p=1 ma je
qg=g Hu

1
oo V2Eriet

—{0, b—1, 5, 2b—1},
g

axo je (/D+ 1)/2={b; S, 2b—1}. Ocrane Tadke HoKa3a Cy Xao 3a CTaB 12.3.
(5) Kao memocpezama mocieauna crasa 12.5, cuenyje

Crtas 12.6. Quodanitiosa jeghauuna

x2—xy—gyr=1
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ige je g=—1 uau ﬁpupogau' opoj, uma yeex jegan u camo jegam cucilieM pewierba,
u o, ako je

Vag+14l _ . §35=1)

OHga cy pewera UHocMmailipane jegrauuHe

(12.42) [Xv=[bS{2b—1, Sp-1,
»=[S{26—1, Sp-1],
3a
v=1,2,3,... axo je m #apno,
v=2,4,6,... ako je m HeulapHo.

Haiipotiug, jegnauuna. _
x2—xy—gy=—1

uma pewera OHga U caMo OHga kag je m ueilapno. M thaga ¢y x,, y, gaiiu
uspaszuma (12.42), aau camo 3q v=1,3,5,....

(6) Cras 12.7. Juodanitiosa jegnauura
(12.43) S y)=ax2+2Bxy+yy2=08, (8>0),

ige je a>0, D=B2—ay=—1 uma pewera onga u camo oHga axo ce Upupogru
bpoj 8 moxe uzpazuiiu y obauxy 30upa wxeagpaiiia gea y3ajamHo #pocilia upu-
pogHa dpoja.

Csaxom itapy pewersa p, —p KOHipyenyuje

(12.44) p2+1=0  (mod &)

ogiosapajy iaga ueillupu pewersa jegrauune f(x, y)=3. Axo je E=HH jesipo
- bpoja :

a F=LL jesipo 6poja

O):V-—1+p’ q=p2+1 ,
q 8
OHga cy peuiersa ogpeheHa romiiaexcuMa
Zy~H|L, Z®O~H|OL,
(12.45) { - -
Z~HL  Z{®~H,O0,L
Hoxas. Jennauuna (12.43) mma pemema kaf 4 xomrpyennmja (12.44), ma

ofatne cienyje obmuk 6poja 0. OcuM Tora, cBH 6pojesu obmuxa (+} —1+ P)/0,
rae je P2+ 1=0 (mod Q) cy exupamenTn Mehy cobom. Tako clenyje UpBU A€o0
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craBa. bpoj peiema ce CBOIM Ha YeTHDH, jep je, upema 11.4(3): Az={1,—2}2~V.
Taxo ce, mpema (12.27) u (12.29) cBakk cucTeM pellema CBOJAH caMO HA JNBA
pemema.

HanomummeMo [na jemmaumHa f (x, y)=—0 HeMa pemema, jep je YBex
S (x,»)>0, axo je a>0.

() Cras 12.8. HQuoganiiosa jegnauuna
(12.46) f o y)=ax2+B,xp+yy2=3,

ige ¢y o, u vy neilapuu beojesu (x>0, (x;B;v)=1), D=PB2—day=—3, uma
pewersa OHga U Camo OHga aKO ce #pupoghu 6poj 8 MoXe uspasuwiu y obisuxy
3=m2+3n2, ige cy m u n ysajamno tpocitiu fipupoghu Spojesu.

CsaxoM uiapy peuwtera p, —p KOHIpyeHuuje
(12.47) p2+3=0 (mod 23),

ogioeapajy Waga wecii pewera jegnauute f (x,y)=8. Axo je E=H, 1, 0, H.
(um H, 1, 0, H) jesipo bpoja

E_ V:—:;_B

T 2a
a F=L,0,1, £4 (wm L, 1, 0, E) Jjesipo Opoja

—3 Dp*+3
oo V=3p _Pr3

q ? 23

OHga Cy peuwierba gdailia Komiliexcuma
Zy~H|L, ZH~H[O L,
(12.48) Z,~H,0,]1, L, zZM~H,0,1,0, L,
Z,~H,1,0,L, Zz{P~H,], L,

Hoxas. IlpeMa HaBeneHmM ycnoBEMa, u3 11.4 (3) mpowsumazu za pe-
mema jennadmHe f (f, 1)=0 mmajy jesrpa. Jla 6m keampatHa ¢opma Ha JeBOj
cTpafH jemHauuHe (12.46) Omma y HopMajiHoM OOGJHAKY, MuHOXHMO o00e crpane
ca 2, ma oxarosapajyha komkpyeHm@ja mMma oOmmuk (12.47). O6nuk Opoja 8 cre-
Oyje u3 mosmaror Lagrange—ovog craBa [Perron 1]. Tako je JMoXa3saH IpBu [eo
craBa. Bpoj pemema cpakor cucTeMa CBOIM cé Ha TPH, jep je mpema 11.4 (3)

A={1, —1p=V.

12.4. Ilpamepn:
(1) Ouodantoso] jeAHatHHA

12x2—22 xy 4+ 7y = 147
oArosapa KOHT pYeHITHja
pr=37 (mod 47).
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YHjE je jemnmu map Bemema p= +15, e je g=4. Taxo ce mobmja

£ ;/_+11_(1 2,2,1,3), E- _ﬁi_l}__(o,z,z, 3, 1,2,

Q) =

B 0,431, o-CTE 5,512,

moa je A=2,1,3, B=1, 2, Cc=0, 2,2, M=2,4, N=5.
Tako je, mpema (12.31) najMame peureme:
Zy~C[N~0, 2, 2/5
Tj. -
Z,~0,1,1,2
ma je X,=3, y,=5 H T10:

12.32—-22.3.5+7.52=—47.
(2) Jemmauman
19 x2—56 xy +40y2= +43
0AroBapa KOHIDYEHIHja
=24 (mod 43)

KOja ¥Ma jemad map pemrema p= + 14, Te je g=4, Taxo ce mobmja:

e-EB (1,2 To LD, E=TVAB 1,41, T30,
=V24:14=(4’ T2 1), g=:_‘/2;‘:_+ﬁ=(2, 3,1,1,1, 2, 1),

1€ je A=1,2,1,1, (S=1,2,1, T=1), B=1,1,2,
C=1,4,1, M=4, N=2,3 1.

Jenmayvna HMMa JBa CHCTEMa peElIeba, ¥ KojUMa CY HajMama:

Z,=2,1u2z"=1,1,5,
Tj.
xXo=3, yo=1; xS —11 ygl)=6.
(3) Ipema crasy 12.5, jenHaumna
29 x2—135xy+157y2= +1
HMa pellema, jep je

g=VBE0 5, 3,1,3), B3

Hajmame pememe je
Zy,=B"=2,3
Tj

Xo=7, y,=3.
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(Pemmeme oxrosapa HETATHBHO) IECHO] CTpaHM)

(4) Jlea crpama jemHauvine
17 x2—128 xy + 241 y2=73

AMa IJucKpuMuHanTy D= —1, ma mpeMa crtaBy 12.7, jeAnaunna WMa peliema,
jep je 73 =282+ 32, Kourpyeunujn

p2+1=0 (mod 37)
MMa caMo jeflaH Tap pemiema p= +27, ma je g=10 u

_V=1+27
o1

F=2,1,22,1,2,
OcuM TOra je

£=‘/:?7+64, E=3,1,33,1,3.

IlpemMa ToMe jelHaYmpa MMa CaMO YeTHPH pellema (ABa CHCTEMa IO ABa), H TO:

x 13 132 108 77

y 4 35 29 | 20 |

(5) 3a jemmaumny (
7x2—19xy+13y2=37 ‘{

je: D=—3, 37=52+3.22 mro, OpeMa ctaBy 12.8 3mauM Ia jeIHavHHA AMa
pemema. Hame je: -~ ¢

g=1/—134+19, E=1,2,1,0,2, 1.

Kounrpyennuja
p2+3=0 (mod 74)

¥Ma caMo jedaH Hap pemema p= 121, ma je
w=F=32L " Fo3,1,1,0,1,3

Ilpema ToMe jemHaumpa MMa caMO INECT pelliekha (ABa CHCTEMAa IO TpH), B TO:

x 5 19 24 9 16 25

y 2] s | ] s || s

(6) Ilpema craBy 12.7, jemmaumma 265 x2—1226 xy+ 1418 y2=1 wuma pe-
mema, jep j¢e D=—1, a mpeMa craBy 12.3, Opoj pemema ce CBOJH Ha ABa
(caMo jeman cucreM). Cnenyje

H=2, 3,5, L=0

Xo="1, Yo=3, x, =317, »n=16
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(7) 3a jenmayvHy
313x2—1449 xy + 1677 y2 =1
je
D=-3, 1=12+3.02, H=2, 3, 5, L=V
ma cy pemema

x 7 44 37

y 3 19 16

(8) Ilpema ctaBy 12.7, jemmaumna 82 x2—182xy+101y2=2
HMa pemema, jep je D=—1, 2=12+ 12 Cnenyje

H=1, 9, L=1
Oa Cy pelliema
x0=9’ y0=8; 7 x1=11, y1=10

Cxyn peniema ce CBOIOM Ha jellaH CHCTEM (OBa pemera), mpeMa craBy 12.5.

b— s
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