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ПРЕДИСЛОВИЕ

Многозвенные пространственные механизмы находят п р и 

менение в различных областях технини. Они служат основой, 

например, универсальных манипуляторов, шагающих м а ш и н , м е 

ханизмов рехабилитации и т. п. Часто тание механизмы р а 

ботают в напряженном динамическом режиме, в связи с чем 

важное значение приобретает анализ их динамики. Однако в 

настоящее время можно назвать лишь несколько научньх с т а 

тей посвященных этому вопросу.

Такое положение объясняется серьезными трудностями , 

проистекающими из большого числа звеньев и степеней с в о 

боды. Уже сейчас известны примери механизмов с десятью и 

более степенями свободы, и можно предположить, что в б л и 

жайшем будущем появятся еще более сложные системы. Для их 

анализа необходимы специальные методы учитывающие особе - 

нности объекта .

Сама структура пространственных механизмов п о д с к а з ы 

вает путь их исследования. Поскольку механизм п р е д с т а в 

ляет собой цепочки последовательно соединненых звеньев , 

естественно в основу метода анализа положить некоторую 

„рекуррентность", позволяющую последовательно двигаться 

вдоль цепей от одного звена к другому.

Такой метод обладает важными преимуществами. В о - п е р 

вых, реккурентсоотношения легко поддаются алгоритмизации, 

и здесь эффективно могут быть применены вычислительные 

машины. Во-вторых, используя некоторые специальные приемы, 

можно осуществить машинное составление дифференциальных 

уравнений движения .на цифровых машинах. Последнее очень



важно, поскольку эти уравнения имвют исколючительно г р о 

моздкий вид. Вывод уравнении, занимающих десятки (если не 

сотни) страниц, перестает быть чисто технической задачей 

и здесь колличество явно переходит в отрицательное к а ч е 

ство.

В-третьих, такой подход позволяет построить универ - 

сальный алгоритм для моделирования пространственных м е х а 

низмов на цифровых вычислительных машинах. Такой алгоритм 

получает информацию в некотором цифровом коде о структуре 

и параметрах данного конкретного механизма и характере ре 

шаемой задачи. По этой информации он автоматически:

1 ) „собирает м о д е л ь ” данного конкретного механизма;

2 ) осуществляет анализ кинематики, статики и динамики ,

в частности „ с о с т а в л я е т ” и интегрирует диффере н ц и а л ь 

ные уравнения движения.

Нетрудно видеть какие возможности таит в себе такое 

моделирование. Достаточно сказать что любые „конструкти - 

в н ы е ” изменения механизма (в том числе изменения в кине - 

матической схеме) здесь достигаются с максимальной про - 

стотой-~нужно только заменить несколько чисел во входной 

информации .

Настоящая книга посвящена разработке указанного выше 

метода. При этом рассматривается кинематика, статика и 

динамика механизмов и разрабатывается универсальный м о д е 

лирующий алгоритм. Таким образом, содержание нниги не - 

сколько шире ее названия, однако в заголовок вынесена толь 

ко динамика, как наиболее важная часть.

При оценке тех или иных методов анализа решающим, по 

мнению автора, является критерий практики.Поэтому в книгу 

приводится значительное число вычислительных алгоритмов , 

которые можно практически использовать для решения различ 

ных задач статики, кинематики и динамики пространственных 

механизмов. Отладка и проверка алгоритмов осуществлялась



в I осударственном научно-иссвдоватедьском институте машинове

дения / г , Мо с к в а / . К о ял е г и по Лаборатории теории управления м а 

шинами и Лаборатории програмирования оказивали помощ в этой ра- 

бот е ,и автор выражает им благодарность,равно как и руководству 

Института,поддершиващему эти исследования.

Книга построена таким образом,чтобы представлять интерес для 

специалистов различного п р о ф и л а .П о э т о м у ,из ложение ведется как- 

бы на двух уровнях: идейном и а л г о р итмическом.Основ ныв идеи и 

формулы даются без привлечения алгоритмических языков,вследствии 

чего для их понимания не требуется знание программирования во

обще . Алгоритмический уровень включает в себя блок-схемы с ком

ментариями и тексты алгоритмов на языке АЛГОЛ.

Автор благодарит проф.А.Е.Кобринского,проф.В^И.Сергеева, 
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цензирования рукописи.
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кибернетичесних с и с т е м , г .Белград,СФР Югослав и я .Автор считает сво

им приятным долгом поблагодарить руководство и коллектив Лабора

тории за внимание в помощь в этой работе.
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Основные обозначеня

В работе используются трехмерные и многомерные век

торы. Первые будем обозначать жирным шрифтом, например, е, 

г . Многомерные векторы обозначены буквами обычного шрифта 

и смысл обозначений объясняется в тексте. Все векторы пред

полагаются столбцами.

Матрицы обозначаются большими буквами, например, А,

В . Компоненты матриц указываются верхними индексами, н а 

пример, А 1  ̂ , В-1̂ . Для обозначения -матриц будет исполь

зоваться также следующая запись

A ±j f в 1 ^n,m р , к

Иногда вместо одного из верхних индексов будет указываться 

значок * . Это означает, что соответствующий индекс "про

бегает" все свои значения. Таким способом будет обозначать

ся строки и столбцы матриц, например, А 1* и А * 1 . Будут ис

пользоваться также следующие обозначения

А = А*' А * ‘ А * 1 А =

А 1*

А 2*

А п*

Множества также обозначаются большими буквами, а эле

менты множеств - соответствующими малыми (например X, х



или Y, у 1 ) . Если Y есть подмножество X, и некоторый эле

мент х 1 входит в Y, это будет записыватся как

Знак := обозначает "присваивание"; он используется 

в блок-схемах. Запись

означает, что переменной а присваивается значение пере

менной Ь.
Следующие обозначения сохранятся на протяжении всей

к н и г и ;

е. - единичный вектор оси кинематической пары; 

r± j - вектор с началом в "центре" j-ro шарнира и концом в 

центре масс i-ro звана;
- реакция /сила или момент/, развиваемые приводом i-ro

Л/Л}_/Л2 “ матрицы связи для замкнутой кинематической цепи; 

N1,N2 - номера начальной и конечной базовой цепи; 

п!,п2 - базовые звенья в цепях N1 и N2;

а: = Ь

шарнира;
G , ,М. - внешние сила и момент, действующие на i-e звено

1 1
/приведены к центру м а с с / ; 

ли - масса i-ro звена;
I , - моменты инерции i-ro эвена относительно
i l ' 12 хЗ

вных ценральных осей;

- единичные векторы, направленые вдоль гла 

ных центральных осей;

глав-

г ла

е м . г л . I

Nc - общее число кинематических цепей механизма.



ВВЕДЕНИЕ

В настоящем Введении приводятся необходимые 

сведения из теории механизмов, даются основные о пре

деления 'и обсуждаются особенности принятого метода анализа,

Основным в структурном анализе механизмов является 

понятие кинематической пары. Под кинематической парой п о 

нимается два звена механизма, соединенные друг с другом с 

помощью некоторого устройства, допускающего их относитель

ное перемещение. Способы соединения звеньев в кинематике - 

ские пары могут быть разнооб р а з в ы м и . Простейшими примерами 

могут служить цилиндрический шарнир или прямолинейные н а 
прев л яющи е .

В зависимости от способа соединения звеньев на их 

относительное движение накладываются определенные ограни - 

чения или связи. Эти связи могут отбирать различное число 

степеней свободы в относительном движении тел, и по этому 

признаку кинематические пары делятся на пять к л а с с о в .К и н е - 

матические пары различных классов представ лены в таблице I, 

взятой из [/Q *. Кинематические пары пятого класса ост а в 

ляют одну степень свободы в относительном движении звеньев 

пары первого класса - пять.

Кроме деления на классы кинематические пары подразде

ляются также на виды. Пары первого вида допускают макси - 

мальное число вращательных относительных движений (в парах 

I III класса допускается три вращения относительно перпен

дикулярных осей, в парах Iv класса - два, в парах v класса

* Библиография приводится в конце Введения.



- о д н о ) . Пары второго 

вида накладывают огра 

жений, пары третьего в 

вращательных движения

вида по орав 

ничение на од 

ида накладыва 

(см. таблицу

нению с пар

но из враща

ют □Гранине

•1 ) ,

ами первого 

тельных дви~ 

ния на два

Табо 1

женин

Помимо пар, у которых допускаемые относительные дви~ 

эвеньев являются независимыми, существуют пары со



связанными движенями. Простейшим примером может служить 

винтовая пара, у которой поступательное и вращательное о т 

носительное перемещение звеньев связаны линейной зависимо

стью .
На кинематических схемах механизмов приняты следую - 

щие обозначения для различных кинематических п а р ( р и с .В . 1 .)

Из кинематических пар составляются кинематические це 

пи. На рис. В.2 показан пример пространственного м еханиз

ма рулевого управления £V] . Он состоит из четырех кинема 

тических пар, причем каждое звено входит только в две к и 

нематические пары, Одно звено механизма (на рис. звено 1) 

принято за неподвижное. Неподвижное звено обычно н а э ы в а е i 

ся с т о й к о й .
Цепь показанная на рис. В. 2 является простой зам 

кнутой цепью. В замкнутой цепи каждое звено входит в две 

кинематические пары.
Другой пример пространственного механизма показан на 

рис. В.З. Это механизм универсального манипулятора с пятью



степенями свободы £2]]. Цепь состоит из шести нинематиче 

ских пар, однано, последнее звено в отличии от предыдущего 

примера, входит тольно в одну кинематическую пару.Это при

мер простой разомкнутей кинематической цепи.

В рассмотренных примерах каждое звено входило не б о 

лее чем в две кинематические пары. Однако, известны м е х а 

низмы, в которых одно звено может входить в большее число 

пар. На рис. В.4 показана кинематическая схема робота [д] 

(экзоскелетон). Модель содержит двенадцать подвижных з в е 

ньев, соединенных в кинематические пары III кл. I вида 

Здесь звенья 4 и В, представляющие корпус робота, входят 

каждое в три кинематические пары.

Цепи, в которых какие-либо звенья входят в более чем 

две кинематические пары называют сложными цепями.

В данной книге условимся о следующей терминологии 

Под кинематической цепью всегда будем понимать простую

цепь, разомкнутую или замкнутую. Сложные цепи будем рассма 

тривать, как состоящие из простых, соединенных друг с дру 

гом, и в этом случае будем говорить о взаимосвязанных ц е 

пях или о механизме со взаимосвязанными цепями.

При такой точке зрения замкнутые цепи не обязательно 

должны соединятся крайними звеньями с неподвижной стойкой, 

а могут присоединяться к звеньям других цепей. Аналогично 

для разомкнутых цепей. Например, для механизма представле-



иного на рис. В.4 одну кинематическую цепь образуют зве

нья (1-7 ), а две другие разомкнутые цепи образуются „рука

ми" и „туловищем" ( 8 - 1 0  и 1 1 - 1 2 )  j b  э т о м  случае присоединены 

к подвижным звеньям других цепей.

Вопрос о разбиении кинематической схемы механизма 

на цепи рассматривается в шестой главе книги, посвященной 

анализу взаимосвязанных цепей. В четырех предыдущих главах 

рассматриваются механизмы, состоящие из одной цепи, разом

кнутой или замкнутой.



При анализе динамики столь дложных систем важное зна

чение имеет выбор соответствующего метода. Поскольку иссле

дование предполагается проводить с помощью цифровых вычи - 

слительных машин (ЭЦВМ), то метод должен выбираться с уче 

том их специфики.

Как указывалось выше, чрезвычаыно сложной и грамозд- 

кой операцией для прострнственных цепей является составле

ние дифференциальных уравнений движетия. Поэтому важно раз

работать алгоритмы, позволяющие составлять эти уравнения 

на ЭЦВМ. Для того, чтобы это было возможно, метод составле

ния уравнений не должен быть необходимо связян с д и ф ф е р е н 

цированием каких-либо аналитических выражений, поскольку 

проводить численное дифференцирование на ЭЦВМ крайне н еже

лательно.

По этой причине в книге не используются уравнения Ла

гранжа второго рода, а составление уравнений осуществляет

ся с помощью кинетостатического подхода [V] ■
При использовании этого подхода задача естественно 

распадается на три этапа. Первый - анализ кинематики, к о 

торый включает в себя расчет положений, линейных скоростей 

и ускорений центров масс, а также угловых скоростий и ус - 

корений всех звеньев механизма. Второй - решает задачу п е 

рехода от угловых и линейных ускорений звеньев к главному 

вектору и главному моменту сил инерции. Наконец, третий 

этап - анализ статики, при котором решается задача равно - 

весия механизма под действием внешних сил и сил инерции.

В изложенном плане есть одно неясное место. Для то - 

го, чтобы определить линейные и угловые ускорения звеньев, 

нужно знать относительные ускорения в каждом шарнире. О д 

нако, приступая к расчету мы их не знаем, и как раз их о п 

ределение является нашей задачей. В этом случае можно во

спользоваться тем, что уравнения механики линейны относи - 

тельно вторых производных. Тогда можно задать векторы о т 



носительных ускорений с'точностью до постоянного множителя 

и для этих ускорений рассчитать соответствующие силы и м о 

менты сил инерции.

Согласно принципа Даламбера миханиэм должен нахо - 

ходиться в равновесии под дейстием заданных сил и сил инер 

ции. Отсюда можно получить достаточно условий для опреде - 

ления неизвестных постоянных множителей и затем истинных 

значений относительных ускорений.

Таким образом, составление уравнений осуществляется 

в следующей последовательности (более подробно каждый из 

этапов разбирается в следующих гл а в а х ) ;

1. Для данного момента времени ti по известным от

носительным перемещениям звеньев в каждом шарнире(зти п е 

ремещения принимаются в качестве обобщенных координат х)‘ 

рассчитываются положения осей всех звеньев и осей шарниров 

в абсолютной системе координат. В программу заложено соот

ветствующее уравнение, позволяющее определять проекции век

тора при его вращении вокруг некоторой оси.

2. Выполняется кинематический ангализ с целью опреде

лить угловые ускорения и ускорения центров масс всех зве

ньев механизма. Для этого в програму заложены соответству

ющие векторные формулы, позволяющие определить искомые у с 

корения, не прибегая к дифференцированию уравнений положе

ния.

3. Рассчитываются силы и моменты сил инерции всех 

звеньев механизма. Необходимые для этого линейные и .угло - 

вые ускорения были определены на втором этапе. В программу 

заложены соответствующие уравнения динамики.

4. Составляются уравнения кинестатического равнове - 

сия механизма согласно принципа Даламбера. Для этого на 

каждом эвене определяется сумма внешних сил и моментов раз

виваемых приводами, и сил и моментов сил инерции. Суммар



ные векторы приводятся к центрамм масс. Последовательно,,ра 

зрывается" базовая кинематическая цепь в каждом из ш а р н и 

ров и составляются условия равновесия относительно оси р а 

зорванного шарнира. В программу заложен алгоритм для при 

ведения всех сил и моментов к соответствующей оси.

5. В результате выполнения пункта 4 получается систе 

ма линейных алгебраических уравнений относительно неизвест

ных значения ускорений.

На этом заканчивается составление уравнений. Теперь, 

считая найденные ускорения постоянными в течение малого от

резка времени At, , можно осуществить интегрирование ура 

внений и определить значение координат х и скоростей ž в 

момент времени t . 2 = ti + At ■ Эти координаты и скорости 

можно рассматривать как начальные условия для момента вре 

мени t 2 ■ Используя эти начальные условия, можно вновь

провести составление дифференциальных уравнений для момен 

та времени 1 2 , т.е. вернуться к п. I вышеприведенного

описания и т .д .
В заключение несколько слов о приводимых в книге а л 

горитмах. Каждая из рассматриваемых задач завершается р а з 

работкой соот-'Ввтетвующего алгоритма, который записывается 

на языке АЛГОЛ-60. Этими текстами можно пользоваться при 

решении соответствующих задач, однако, их все же не еле 

дует рассматривать, как программы для вычислений. Автор не 

ставил своей задачей создать справочник или библиотеку про 

грамм, и АЛГОЛ используется только потому, что позволяет 

строго и компактно записать алгоритмы решения задач.

Такая точка зрения приводила, например, к тому, что 

если стоял выбор между ясностью и простотой записи с одной 

стороны и требуемым объмом рабочей памяти с другой,то пред 

почтение всегда отдавалось первому. При этом автор рука 

вбдствовался известным высказыванием Немминга [5], что цв-



лью расчетов является понимание, а не число, и считал, что 

это высказывание еще в большей степени относится к форме 

представления алгоритмов. В результате требуется сравни 

тельно большой объем памяти (хотя в ообщем вполне доступный 

для исследования даже сложных механизмов на современных у  

н и в ер с а л ь ны.х ЭЦВМ) . Изменив последовательность расчетов и 

объединив некоторые процедуры и соответствующие циклы м о ж 

но кое-что выгодать в объеме памяти, даже не изменяя сколь 

ко-нибудь значительно вычисления. И , разумеется, можно 

существенно снизить объем памяти, если пожертвовать скоро

стью счета и промежуточные результаты те хранить в памяти, 

а каждый раз вычислять. Все эти вопросы должны решаться в 

зависимости от конкретной задачи и конкретной машины.Соот

ветствующие изменения (если они требуются) носят технике 

ский характер, не затрагивают существа работы алгоритма и 

поэтому здесь обсуждаться подробно не будут.

При записи алгоритмов предполагается, что в библио 

теке стандартных программ имеются программы для осуществле

ния основных векторных и матричных операций. Обращения 

этим программам условно записываются в виде обращения 

следующим процедурам.

1. СКАЛ (а,Ь ,с)
Процедура вычисляет скалярное произведение векторов,

а = Ь • с ;

2. ВЕНТ (а,Ь,с)
Процедура вычисляет векторное произведение векторов,

а = Ь х с ;

3. МТВ (а,В ,с ,n ,т) - вычисляет произведение матрицы

на вектор С ,

а Вс ;



4. МТМТ (А,В , С ,n ,m ,р) - вычисляет произведение матрицы В 

размерности n х m на матрицу С размерности m х р ,

А = ВС ;

5. ОБР (А,В) - вычисляет А = В , где А и В - матрицы

6 . НОРМ (а,Ь) _ осуществляет нормализацию вектора Ь ,

а = Ь/ [b] j

7. МОД (Ь) - действительная процедура, ноторая переменной 

присваивает значение модуля вектора b ,

а: = МОД (Ь) ;

В. АЛГ УР (с,А,Ь,п) - процедура решает матричное уравте-

ние Ас = Ь и определяет компоненти п - мерного вен - 

тора с - матрица А - квадратная n х п .

Предполагая, что в этих процедурах целые числа n,m, 

р, указывающие размерности матриц и векторов, вызываются 

значениями. T o -есть, для умножения матрицы 3x 3 на вектор 

можно записать збращение к процедуре как МТВ (а,В,с,3) ,
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Гл. I ДИНАМИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ

§1 Модели кинематических пар

Нак уже указывалось, кинематические пары могу быть 

различного класса и вида. Эта классификация отражает тип и 

количество различных перемещений, допускаемых парой. П р о 

стейшими и наиболее часто встречающимися на пракэике, яв

ляются пары V класса - поступательные и вращательные. Как бу

дет показано ниже, комбинируя кинематические цепочки с эти

ми простейшими парами можно „набирать" или моделировать ра

зличные кинематические пары других классов.

Условимся изображать на рисунках пару V класса чер

ным кружком (рис. 1 .1) и будем ставить ей в соответствие

Рис 1.1



некоторое характеристическое число. В дальнейшем понадоб -

ятся различные характеристические числа, поэтому условимся,

что будем их изображать двумя знаками: буквой £ и справа

от нее какой-либо цифрой. По этой цифре будем различать ха

рактеристические числа. Тип пары будем указывать с помощью

числа £1 ,1

Единичный вектор оси пары обозначим e-j_ . Нинематические 

пары такого вида для сокращения в дальнейщем будем н а з ы 

вать просто шарнирами. Некоторую точку внутри шарнира б у 

дем называть центром шарнира и из этого центра проведем ра

диусы-векторы к центрам масс двух соседних звеньев, связан

ных этим шарниром. На рисунке такие вектори обозначены

где перный индекс указывает номер звена, а второй - номер 

шарнира. Центры масс будем изображать условно кружкам, вну

три которых будем записывать номер звена. Кинематические 

пары, показанные на рис. 1 .1 является теми простейшими "мон

тажными единицами” , из которых можно набирать различные к и 

нематические пары других классов. Пакажем как это деляется.

I - если i -я пара вращательная

Šli = 1 ( I - D

О - если i -я пара поступательная

Рис 1 .2



Допустим нужно промоделировать кинематическуя пару, 

показанную на рис 1.2. Тогда строим цепочку, состоящую из 

трех последовательно расположенных вращательвых шарнинов , 

связанных стержнями 2 и 3 . Если теперь положить, что 

все оси шарниров перпендикулярны,а длины звеньев 2 д 3 р а 

вны нулю,

5 1 г = £ 1  з = 5 1* = 0 ;

S3 X  е г  ? ец _1_ез } в ц _1_ е 2 ?

г 2 2 — г  2 з = г з з = г 31( = 0 .

то мы получим модель соответствующую сферической кинемати

ческой паре.

Пусть, например, имеется цилиндрическая пара Iv кла

сса, которая допускает одновременно вращение и поступатель

ное перемещение. Ее можно промоделировать цепочкой, содер

жащей два шарнира, один из которых поступательный, а д р у 

гой - вращательный. Оси шарниров параллельны, а длина стер

жня 2 равна нулю (рис. 1.3).

£ 1 2  = 1 ; ? 1 з = о ;

е 2 1 е 3 ; г  2 2 = г ’2 з = 0 .

Рис 1.3



Аналогичним образом можно представить все кинематические 

пары I - v классов, I - II вида. Особый случай предста 

вляют кинематические пары,у которых связаны некоторые д в и 

жения, например, винтовые кинематические пары. Они также 

могут быть промоделированы с помощью цепочки звеньев с 

простыми шарнирами, однако, прежде чем показать это, необ 

ходимо рассмотреть особенности днижения в шарнирах.
Для осуществления относительного перемещения, ш а р н и 

ры часто снабжаются специальными приводами. Мы будем раэли 

чать два типа привода; кинематический и силовой. В первом 

типе привода обеспечивается заранее заданный закон относи

тельного движения. Силовой привод реализует не закон д в и 

жения, а некоторые силы или моменты, которые воздействуют

на звенья кинематической пары.
Для того, чтобы не оговаривать каждый раз накой шар 

нир поступательный имеется в виду, мы будем везде говорить 

о реакции привода, подразумевая, что в случае поступатель

ной пары - это сила,а вращательной - момент. Реакцию сило-

Рис 1.4

вого привода 1-го шарнира обозначим Р ■ Будем считать 

что реакция привода коллинеарны оси кинематической пары 

Привод воздействует на соседние звенья 1-ой кинематике



сной пары равными и противоположно направленными реакциями, 

так что /см. рис. 1.4/.

V . iвоздействие на i -и звено - р
( 1 . 2 )

воздействие на (i-1) -е звено - - р 1е^

Введем еще одно характеристическое число £2^ , кот о 

рому будем приписывать следующие значения, в зависимости от 

типа привона;

0 если в j - ом шарнире отсутствует привод

= 1 если привод кинематический

2 если привод си ловой

Теперь вернемся к вопросу о моделировании кинемати

ческих пар со связаными движениями, например, винтовой кине- 

матическо'й п а р ы . Винтовую пару можно моделировать также, как 

цилиндрическую, показанную на рис 1.3, однако, следует счи

тать, что привод одного из шарниров /например, 3/ осуществ

ляется кинематически. Определение закона относительного д в и 

жения х 3 (t) в этом случае необходимо осуществлять исходя из
2

того, как изменяется х (t ) и учитывать при этом кинемати

ческую зависимость, которая имеет место в винтовой паре. Ана

логичный прием может быть использован и в случаях других к и 

нематических пар.



§2 Модели кинематических цепей

Нак указывалось выше, кинематические цепи могут быть 

разомкнутые и замкнутые, и соответствующие примеры показа

ны на рис. 1.5 и 1.6. Тип цепи будем характеризовать целым 

числом 53

53
1 если цепь разомкнута 

О если цепь замкнута
(1.4)

Примером разомкнутой цепи может служить механизм манипуля

тора, а замкнутоь - механизм на рис. В.2 (см. Введение).То



звено механизма, к которому присоединена кинематическая 

цепь, будем называть базовым звеном для данной цепи, а ту 

цепь, которой принадлежит базовое звено - базовой цепью.

Все шарниры и звенья цепи пронумеруем последователь- 

но, начиная от б а з о в о п о з в е н а j базовому звену, от которого 

начинается номерация, присвоим нулевой номер. Для замкну 

тых цепей в соответствии с порядком номерации будем раз л и 

чать начальное и конечное базовые звенья (рис. 1.6 .) .

В качестве координат цепи будем рассматривать отно 

сительные перемещения в каждом из шарниров и обозначим их 

х 1 , где i -номер кинематической пары. Ниже х 1 будем на

зывать относительными координатами. На рис. 1■/ и 1.3 по

казано, как определяется х 1 в случае вращательной и по 

ступательной пар.
Для вращательной пари х 3- определяется, как угол

между проекциями векторов

г 33
i-l,i ' i ,i



шарнира . Положительным считается направление отсчета,

которое для наблюдателя смотрящего из конца e-j_ кажется 

происходящим против часовой стрелки. В случае поступатель

ной пары перемещение х1 будем отсчитывать от перпендику

ляра из центра масс звена, несущего направляющие на ось па 

ры (на рис. 1.8 звено i-1). За положительное направление 

для х 1 принимается направление вектора .

При вращательных' шарнирах может встретится особный 

случай, когда какой-либо из векторов r  ±j > входящий в о п 

ределение угла, оказывается параллельным оси шарнира ej . 

Тогда его проекция на плоскость перпендикулярную оси ш а р н и 

ра совпадает со следом оси на этой плоскости и определить 

угол указанным выше способом невозможно. Немозможно опре - 

делить угол также при г j_j = 0 . Указанные случай будем на

зывать „особыми" и при них свяжем со звеном некоторый еди

ничный ввктор pj_j перпендикулярный ej . Этот вектор pj_j 

будем использовать при определении угла поворота, вместо 

вектора (’ rij) •> так как показано на рис. 1.9.

Рис 1.9

Для того, чтобы в дальнейшем не проверять в алгорит

мах каждый раз параллельности векторов r ij и ej или r ij=0



целесообразно предусмотреть это при подготовке исходных д а 

нных. Для этого введем число £4ji , характеризующее ука -
*) Jэанные особые случаи.

Г 1 если е-; или r i-i = О
£4ij = \ (1.5)

I 0 в другех случаях

□становимся вкратце на связи относительных координат 

с числом степеней _свободы механизма и введем ряд обозначе

ний. Обозначим через X множество относительных коорди

нат данной цепи. Элементами этого множества х 1 , а число 

элементов обозначим п . Очевидно, п равно числу кинема

тических пар цепи. В случае разомкнутой цепи число степе - 

ней свободы механизма равно п . В случае замкнутой цепи, 

число степеней свободы будет меньше числа кинематическех 

пар. Обозначим число степеней свободы nu . Теперь выделим 

из множества относительных координат nu независимых коор 

динат, которые однозначно определяют -положение цепи. Эти 

координаты будем называть основными или и - координатами 

и обозначать и 1 . Все остальные координаты назовем допол

нительными и обозначим s1 . Таким образом множество X 

включает в себя два непересекающихся подмножества U и S

где

X = U + S 

п = nu + n s

число элементов множества S .

(1 . 6 )

*) С точки зрения удобства отсчета координат иногда 
полезно „искусственно" задавать особый случай (т.е. £ 4= 0 ) 
безотносительно к условиям (1.5). Это дает возмошност опре 
делять относительные координаты не между г , а между век 
торами р .



Подмножество S , очевидно, будет пустым для открытой ц е 

пи. Подмнодество основных координат U в свою очередь р а 

зобьем на два подмножества Z и Y с числом элементов пZ
и Пу соответственно. Подмножество Z включает в себя ко

ординаты тех шарниров, которые оснащены кинематическим при 

водом. Основные координаты будем назначать с таким уело 

вием, втобы они включали в себя все координаты, соответст

вующие кинеметическим приводам. Подмножество Y включает 

в себя остальные и- координаты. В них либо нет привода , 

либо привод силовой. Подмножества Z и Y также не п е р е 

секаются

U = Z + Y 

nu = n Z пу

(1.7)

В дальнейшем для краткости будем говорить и - координаты, 

у - координаты, а также и - шарниры, у - шарниры, п о д р а 

зумевая, что координаты, соответствующие этим шарн и р а м , о т 

несены к подмножествам U, Y и т.д.

Номерацию элементов в каждом из подмножеств будем 

осуществлять независимо.

По хаоактеристическому вислу £2j можно судить вхо

дит ли хЗ в подмножество Z . Для того, чтобы указать 

принадлежит ли подмножеству основных координат U

введем еще одно характеристическое число Е,5 j

Г 1 если 6 U 

0 если x J fĆ U
( 1 . 8 )

Относительное перемещение в j - ой кинематической паре 

можно выразить вектором x^e^ , а скорости и ускорен-ия в



относительном движении (для простоты будем говорить просто

относительные скорость и ускорение) - векторами

х-'е .
3

Для сокращения обозначений нише будут использовать

ся следующие многомерные векторы (все векторы - столбцы,шт

рихом обозначается операция транспонирования)

X = (х1 ,х2 , . .. ,ХП ) 7 ; X = (x1 ,x2 , . •n, '. . /X ) ;

У = ( у ^ у 2 ,.. • ,yn Y ) S X = (X 1 ,x2 , . ..n, /. • г X ) }

Z = (z1 ,Z 2 , . . nz, ', z ) ; У = (y1 -У2 / •
ny, 7. •/У ) ;

S = (s1,s2 , . . ns, 7 • ,s ) ; Š = (s1 ,s2 , . ..ns, 7 . . ,s ) ;

Кинематическая схема механизма может содержать не - 

сколько разомкнутых и замкнутых цепеы, соединенных друг с 

другом, например, как показано на рис. 1.10. Здесь имеется

Рис 1.10

три' цепи.Первая замкнутая образована звеньями а,Ь,с и ба 

зовыми звеньями для нее является стойка. Вторая цепь, так

же замкнутая, образована звеньями đ,e,f, начальным базо

вым звеном служит звено 2 в первой цепи, а конечным - сто

йка. Последная третья цепь - разомкнутая, она содержит зве-



нья g и h , и базой для неё слежит звено d .

Номера кинематических цепей будем указывать римскими 

цифрами, а звенья и кинематические пары в каждой цепи б у 

дем номеровать независимо. На рис. 1.11 показаны отдельные 

цепи, составляющие механизм, полная схема которого приво

дилась выше (рис. 1.10) и указана номерация пар и звеньев. 

В тех случаях, когда это необходимо, будет указыватся но

мер цепи последним нижним индексом при соответствующих пе 

ременных, например,

Здесь к - томер цепи, i,j - номера шарниров и звеньев в 

данной цепи. Однако, в большинстве случаев мы будем опу 

скать этот индекс, что~бы не загромождать обозначения. Так 

в главах II-V книги будут рассматриваться только отдель

| х и т  /- о е  

зёено дели 1

Рис 1.11

И Т .  п .



ные цепи и в указании номера цепи нет необходимости.

Для каждой цепи будем указывать номера ее базовых це 

пей (то-есть тех цепей, в которйх расположены базовые з в е 

нья) и номера базовых звеньев в этих цепях, Номера базовых 

цепей обозначим N1 , N2 (состветстченно начальная и конеч 

ная цепь), а базовых звеньев n l  , п2 . Так например, для 

цепи 2-го механизма, показанного на рис. 1.10 имеем:

N1=1 ; N2=0 ; N1=2 ; N2=0 .

В тех случаях когда цепь присоединена к стойке, со- 

отчетствующий номер базовой цепи будем указывать как нуле

вой.



§3 Параметры звеньев

Звено механизма будем рассматривать как твердое тело 

с массой mj_ и тремя моментами инерции , J ^  •

Со эвеном свяжем систему координат, начало которой распо - 

ложено в центре масс, а оси направлены вдоль главных цен- 

тральных осей инерции. Эту систему координат назовем вну- 

тренней и соответствующий нормированный ортогона.льный ба

зис обозначим , g i2 ' q i3 *

Во всех случаях будем считать, что базисные векторы 

прономерованы таким оразом, что образуют правую тройку век 

торов, то-есть

g i3 = q il Х' q i2

Моменты инерции прономерованы в порядке убывания их 

величин; моменту инерции соответствует орт. д ^ и  Т -Д

(рис. 1.12).

Каждому шарниру ставим в соответствие единичный век 

тор e^j , направленный вдоль оси шарнира. Векторы



f ̂ . будем задавать в проекциях на оси внутренней системы 

координат, то-есть:

е .. = е 1
1D

q ., + е? .1 3  ^ i l q . 0 + е  . . а .   ̂1 3  i 2  1 3  ^ i 3

f • • = f  ? . q . ,  + r  ? .i j  13 i 3 g i2 + r Ij g i3

(1 . 10 )

~ke . .
13

и
13 первый индекс указывает номер эвенагде в

второй - номер шатнира, а верхний индекс - номер проекции 

на соответствующую ось внутренней системы координат.

□становимся на связи введенных ранее векторов ,

Векторы е. и г . .  определя-rj_j с векторами е . . , г ■ •1 3  г  1 3 е . и г . .
3 13

ют направление осей шарниров и расстояние центров масс от

Векторы е.. и г . .1 3  1 3

центров шарниров в неподвижной системе координат после т о 

го, как механизм уже „собран".

напротив никак не связаны с р а 

сположением звена относительно неподвижной системы коорди

нат и являются внутренними параметрами эвена. Разумеется , 

после „сборки" механизма соотчетствующие векторы ej и 

совместятся; поэтому для того, чтобы подчеркнуть связь меж

ду и , они обозначены одной и той же буквой (ана -

логично для г  ■. . г . .) .
1 3  13

□становимся на поступательных шарнирах. В таких ш а р 

нирах принимаются специальные меры для того, чтобы иск лю - 

чить относительное вращение направляющих и ползуна.Это мож 

но е д е л а т ь , в ы п олнив, например, направляющие плоскими или 

введя штифты, как ,оказана на рис. 1.13. С ледовательно,для 

характеристики поступательного шарнира недостаточно одного 

вектора , а необходимо ввести еще один единичный век

тор (обозначир его р ^ ) ,  который определяет либо плоскость 

базирования, либо штифт и тем самым указывает относительное 

положение элементов шарнира при "сборке".



Рис 1.13

Кроме того, при наличии поступательного шарнира с л е 

дует различать случаи ползуна и направляющих. Если в звене 

расположен ползун, то в нем можно некоторую точку принять 

условно за центр шарнира и относительно этой точки опреде

лить вектор г . Если же в звене расположены напра в л я ю 

щие, то для них понятие центра шарнира теряет смысл до тех 

пор, пока пара не собрана и на направляющих не установлен 

ползун.Но и в последнем случае центр шарнира окажется п о д 

вижным и будет перемещаться вместе с ползуном.

Поэтому условимся в случае 

направляющих располагать г 

вдоль перпендикуляра из 

масс на оси направляющих. (рис.

1.14). От этого же положения б у 

дем вести отсчет координаты х 3 .
Следует выделить случаи, 

когда звено механизма предста

вляет собой тонкий однородный 

стержень (рис. 1.15). Примени 

тельно к стержню целесообразно
Рис 1 . 1 4

i(J
центра



вести анализ не по общим формулам, а вывести специальные 

уравнения, учитывающие специфику объекта. При этом можно 

существенно упростить анализ. Соответствующие уравнения ди

намики будут получены позднее в гл. V. Для того, чтобы в ы 

делить отмеченные выше случаи, введем характеристические 

числа и ^  ±j ■

13

1.15 Рис. 1.

. |
1 - если i-e звено стержень

I0 - в противном случае

1 - если j - я пара поступа-
тельная и в i -ом звене

= расположены направляющие

0ч - в противном случае

(1 . 11)

(1 . 12 )

Нижние индексы при £ 6 указывают номер звена или 

пары в цепи. На каждое звено могут действовать внешние си

лы и моменты. Приведем их к центру масс звена и получив 

шийся главный вектор и главный момент обозначим и МП

где i- номер звена в цепи (рис. 1.12).



§4 Символическое описание механизмов

Введенных выше параметров (харантеристичесние числа, 

векторы и т.д.) недостаточно для полного описания модели. 

Необходимо также указать, какие звенья и какими своими шар 

нирами (или какими своими векторами e j_j) объединены в к и 

нематические пары и составляют цепь. Кроме того, с точки 

зрения составления алгоритмов, удобно всю введенную ранее 

информацию объединить в несколько массивов. Ниже будут под

робно описаны такие массивы. Разумеется, именно такое р а с 

пределение параметров по массивам не является обязательным 

и выполнено с единственной целью упростить алгоритмы.

Первый массив описывает структуру механизма и для не 

го введем обозначение STR . Он представляет собой матрицу 

с целочисленными компонентами. Каждая строка соответствует 

одной цепи (в порядке их н о м е р а ц и и ) . Внутри строки инф о р 

мация по столбцам распределяется следующим образом:

1. характеристическое число £3, указывающее тип цепи

(см. 1.4);

2. номер начальной базовой цепи (N1);

3. номер началного базового звена (nl);

4. номер конечной базовой цепи (N2);

5. номер конечного базового звена (п2);

6. число кинематических пар цепи (п);

7. число основных координат (nu ) ;

8. число у-координат (Пу ) ;

9. специальные числа, характеризующие тип связи

14. для замкнутой цепи (см. ниже гл. II §2)

Четвертый пятый, девятый четырнадцатый столбцы запол



нягатся только для замкнутых цепей. Относительно информации 

в 6-8 столбцах см. (1.6, 1.7).

Условно матрицу можно представить в виде

1 2 3 4 5 6  7 8 9 10 11 12 13 14

№  цепи

C3|Nl|nl|N2|п 2 | п | | [ Л а |Л2 |Л3 |Л5 |А6 (1.14)

Второй массив КР (кинематические пары) описывает парамет

ры и соединения звеньев в каждой цепи. Этот массив трехмер 

ный. Первые два измерения условимся называть как для м а т 

риц строками и столбцами. Тогда каждая строка КР соответ

ствует одной цепи в порядке их номерации. Номера столбцов 

соответствуют номерации кинематических пар в цепи. На „пе

ресечении" строки и столбца помещаются 4 целых числа в сле

дующей последовательности (по третьму измерению м а с с и в а ) :

1. характеристическое число £1 , указывающее тип

кинематическей пары (см. 1.1);

2. характеристическое число £2^ , указывающее тип 

в данном шарнире (см. 1.3);

3. характеристическое число £5^ , указывающее отно

сится ли данный шарнир к основным шарнирам (т.е. 

х 1 0U, см. / 1 .В/ ) ;

4. характеристическое число Al^ , которое использу

ется при анализе статики. Его назначение будет 

объяснено позже в гл. IV.

Условно массив КР можно представить в виде



№ кинематической пары
— 9—

(1.15)

№  цепи

Следующий третий массив устанавливает в какой последова 

тельности звенья соединены в кинематические пары. Массив 

трехмерный, назван ZV (звенья) . Номера строк соответст

вуют номеру цепи, а столбцов - номеру звена в цепи (вклю - 

чая базовые звенья). По третьему измерению расположены 27 

действительных чисел в следующей последовательности:

1. Характеристическое число £6^ , указывающее можно ли 

рассматривать данное звено как стержень (см. 1.11);

2. Масса звена гщ ;

3. I Моменты инерции звена , J ^  / упорядочен -

 ̂‘ ные в порядке убывания величин;

Следующие 11 чисел характеризуют тот шарнир звена, ко

торым оно входит в кинематическую пару с меньшим поряд

ковым номером. Будем его называть левым шарниром. Если 

звено имеет номер i , то левый шарнир имеет тот же но

мер .

6. Характеристическое число £ 7 ^  > указывающее расположе

ны ли в звене направляющие (см. 1.12);

7. Характеристическое число £ 4 ^  ' указывающее на особый

случай  ̂rij_ I I с м . /1.5/);



8,
9 . 

10 .
Компоненты вектора ®j_j_ BQ 0нутренней системе коор 
д и н а т ;

11 . 
1 2 . 
13.

Компоненты вектора Pj_j_ в0 внутренней системе коор 
дин а т ;

14.
15. 
1 Б .

Компоненты вектора г во внутренней системе коор 
динат •,

Векторы е ±± , р±± , г ±± относятся к левому шарниру. С л е 

дующие одиннадцать чисел указывают аналогичную информацию 

для правого шарнира (номер которого равен i+1). Под правым 

понимается второй шарнир звена, которым оно входит в дан 

ную цепь. Условно массив представим в виде:

№  звена

3) j ±1

4 > J i2

цепи (включая базовые 
звенья)

5) J i3

6) ?7i,i

7) ?4i,i

8-10)
®i r i

11-13) ^i/i

левый
не исполь
зуется для 
начального (1.16) 
базового 
эвена14-16)

шарнир



шарнир

п р 3 в ы и
не исполь
зуется для 
конечного 
базового 
звена

Первый нижний индекс i везде указывает номер эвена в це-

зуются только в тех случаях, когда соответствующий шарнир 

поступательный, или имеет место особый случаи ( ^4=1).На

чальному базовому звену всегда присваиваем нулевой номер. 

Относительно ZV важно отметить, что векторы ё , р и г 

определены в проекциях на внутреннюю систему координат.Этоh 

дает возможность задавать параметры каждого звена незави 

симо от его расположения в цепи, а затем уже по определен

ному алгоритму (см. ниже) осуществлять „сборку" механизма, 

„соединяя" звенья в той последовательности, как указано в 

ZV .

В каждой строчке массива ZV описываются только те 

шарниры, которые входят в данную кинематическую цепь. Если 

некоторое звено содержит также другие шарниры, с помощью 

которых оно входит в другие цепи, то параметры этих шарни

ров будут фигурировать в других строчках ZV . Таким обра

зом информация об одном звене может находиться в различных 

строках и столбцах ZV , если, конечно, звено входит в р а 

зличные цепи.
□писанные три массива STR , КР и ZV содержат те па

раметры механизма, которые должны быть подготовлены зара

нее до начала расчетов.

пи. В случае стержня ( £6=1 ) используются только два 

первые момента инерции ( J\ ̂  ) • Векторы р исполь-



6Б Форма записи алгоритмов

В следующих главах книги все параграфы будут стро 

иться по единому плану; сначала формулируется задача,- за

тем описывается метод ее решения,- затем приводится блок 

схема алгооитма и, наконец» записывается текст алгоритма 

Блок-схема и текст алгоритма снабжаются кратким комментг 

р и ем I
Блок-схемы приводятся с целью нагладно показать ло

гическую структуру алгоритма. Поэтому в блок-схемах исполь

зуются, как правило,, те же обозначения., что и в соответст

вующих формулах. Все изменения обозначений каждый раз ого

вариваются. г частности, если требуется определить тип иг- 

пи, то в блок-схемах будет указано числе з нэ STi.

jN ,1* поскольку логическая структура алгоритма не тре 

бует чтобы хранилось неприменим в матрице STF. . ид-

нако, ь этом случае в жертву логической ясност:-- принесены 

некоторые вопросы практического построения вычислительных 

программ. В частности блок-схемы только в малой степени от

ражают распределение рабочей памяти машины и хранение ин

формации.
Для того,, чтобы восполнить это- пробел, в книге по 

мимо блок-схем приводятся также тексты а л г о р и т м о в .Эти текс

ты представляют собой примеры практической реализации а л 

горитмов. После небольших технических изменении, связанных 

с их подгонкой под возможности используемого транслятора, 

эти тексты могут использоваться для решения конкретных за

дач.
При записи алгоритмов за основу принят язык АЛГОЛ-60. 

По сравнению с классическим вариантом этого языка сделано



дта небольших добавления, 3 качестве идентиФикатоосв д о п у 

ск ел з i с  я использование всех строчных букв латинского., г р е ~ 

мелкого и русского алфавитов, to зторых введен новый зпе~
pi теш

ИГ'Я { а  , т ;

гЯ е а и ~ нзкотосые идентификаторы, причем идентифи - 
катер «b' описан ранее оператора ИМЯ,

3 “от опэратос о з н а н а з т , что ниже з "зкетз алгоритма 

оба идентификатора а и р  обозначают одну л ту же п е р е 

менную или массив и оба они могут е равным правом исполь

зоваться во :зсех других операторах.

--Тч добавления сделаны с единственной целью прибли - 

эй Iы обозначения а алгоритмах к соответствующим оОознаые - 

т-Ньг л б л о к схемах и формулах, В честное".’- л алгоритмах ча- 

-■ г приводи ■ ел использовать один л тот же пасока дл я х р а 

нения различней информации, 3 этом случае оператор ИМЯ по- 

яволне различную по смыслу информацию обозначат;-, с о о~вет- 
о т в ующим и б ук в а м и ,

Рс.:ч указанные два дополнения вызов' г иакии-лиол тру 

дне-с г и при- практическом использовании алгоритме, л тт р т ” 

дополнения легко исключить, 3 частности можно сузить алфа- 

переобоэначив соответствующие идентиф и к а т о с ы , Опера- 

.o r ы ИМЯ не совершают никаких вычислении, поэтому их можно 

просто исключить, также переобоэначив соответствующие п е 
ременные,

т книге рассматривается значительное число различных 

задач и приводится.довольно много различных а л г о р и т м о в ,При 

этом составленные ранее алгоритмы часто используются п о 

следующих пара г р а ф а х , Поэтому наиболее удобной формой пред

ставления алгоритмов оказались процедуры, 8 Приложении J 

дается список всех процедур {всего более двадцати,.



В процедурах используется ряд глобальных идентифика

торов. Во первых, как глобальные используются массивы STR, 

КР , ZV , которые описаны в предыдущем параграфе. Эти м а с 

сивы объединяют ту информацию, которая предварительно под

готавливается исследователем и затем вводится в ЭЦВМ. К р о 

ме того, для хранения информации, получаемой в результате 

работы алгоритма, необходимо иметь еще ряд мяссивов. Опи

сание этих массивов дается в Приложении.



Гл. II ГЕОМЕТРИЯ ПРОСТРАНСТВЕННЫХ ЦЕПЕЙ

§1 „Сборка” разомкнутых цепей

„Сборка” будет состоять в том, втобы „соединить" все 

звенья в той последовательности, как уназано в Z V , то-есть 

совместить в пространстве оси соответствующих шарнинов и 

их центры. После „сборки" необходимо определить положение 

механизма в абсолютной системе координат, то-есть найти:

- направления осей шарниров и главных осей инерции всех

звеньев ( ) j

- все векторы r^j .

В процессе „сборки" будем предполагать, что все о т 

носительные координаты х 1 равны нулю (перемещение „соб - 

ранного" механизма на величины х 1 ф 0 обсуждается в с л е 

дующем п а р а г р а ф е ) .

Пусть некоторая часть механизма уже „собрана” и п о 

следнее „собранное" звено имеет номер i - 1 . Н нему нужно

присоединить звено „i" таким образом, чтобы шарнир А зве 

на „i" „собрался" с шарниром В цепи (рис. 2.1).

Поскольку (i-l)-e звено уже „собрано" (в дальнейшем 

условимся опускать кавычки), то известны проекции векторов 

г ^ _ 1 ^ и в неподвижной системе координат. В резуль

тате сборки вектор ^ должен совпасть с .

Рассмотрим сначала случай, когда i -ый шарнир враща-



тельный. После совмещения осей шарниров звени *1 должно 

быть установлено таким образом, чтобы угол х “=С . Для о п 

ределения ' необходимо найти проекции * д

на плоскость перпендикулярную а., , Для упрощения обоэна -

чений условимся ниже опускать нижниа индексы пои 

£ и т . д .

Рис, 2 ,:

Разложим 1-' ч на две составляющие: параллвльньз ч m  :

пендикулярные . Перпендикулярные составляющие будут

r j % -е ■< ( * х е ;

Г s  a  х  ( Г  X ' 2  1
N v

Нормализуем составляющие ” и д ,, , обозначив с о о т в е т с т 

вующие единичные векторы а 1 т , ч поменяем знак

- г

Условие х=0 приводит к тому, что векторы п 1 : долж

ны совпасть после сборки.



Условия сборки можно записать в видь

=• А  Ь.

а = А ь ( 2 . 3 }

где А - матрица перехода от внутренней системы координат 

■ - го звена н неподвижным координатам»

Напомним, что векторы е  и 2 'заданы в проекциях 

на внутренние оси, а а ь а суть те же векторы, но в 

проекциях на неподвижные оси.

Задача состоит в том, чтобы найти матрицу А, так как 

соотношения аналогичные (-2.3 справедливы для любого вну

треннего вектора ±-го звена, Для определения А недоста

точно двух уравнений {2. 3) , поскольку к  имеет 9 неи-

звествых компонент. Поэтому дополним (2.3) условием

Ь =  е х а } Б  -  ё  *  г

г, = А  Ь (2.4)

Условие ( 2 , 4 '  кроме того обеспечивает линейную независи

мость трех векторов, участвующих в определении А, что важ

но в дальнейшем,

Записывая (2.3 , 2.4) в проекциях получим

А 11 а 1 + А 12 Э2 + А 1 - ~ з X 3 — о

А 2 1 а 1 Ч- А 22 а 2 + А 2 s а 3 =

А 31 а 1 + А 32 а 2 + А 3 3 а 3 = а 2 • ( 2 . 5 )

А 11 ё 1 + А 12 ё 2 + А 1 3 ё 3 = е х

Ь2 + А 33 Ь 3 = Ь2А 3 1 b 1 + А 3 2



г д в  в е р х н и в  и н д е к с ы  при а , ё , b у к а з ы в а ю т  н о м е р  п р о в к  

ц и и  на п о д в и ж н ы е  оси.

Р е ш и м  (2.5) о т н о с и т е л ь н о  А 1 ^ . Р а с ш и р е н н а я  м а т р и ц а

В б у д е т  и м е т  в и д

а 1 а 2 а 3 1 0 1 1 Xа

0 1 а 1 а 2 а 3 I 0 1 аУ

1 0 1 S1 а 2 а 3 1 Zа

ё 1 ё 2 ё 3 ! 0 1
0

ё 2

1 Xе

0
1 е 1 

]
ё 2
0

ё 3 1

1 ё 1 ё 3 1 Zе

Ь1 ь 2 Ь3 Г  ■ 0 1
0

-----1
1 ьх

0
1 ь 1 ь 2 Ь3 | [ ьу

1 0 1 ь 1 ь 2 ь 3 1 bz

О п р е д е л и т е л ь  с и с т е м ы  не р а в е н  н у л ю  в с и л у  (2.4) .

В с л у ч а е  п о с т у п а т е л ь н о й  п а р ы  или „ о с о б о г о  с л у ч а я  вра 

щ а т е л ь н о й  п а р ы  о п р е д е л е н и е  А  о к а з ы в а е т с я  б о л е е  п р о с т ы м .  

З д е с ь  н е т  н е о б х о д и м о с т и  и с к а т ь  п р о е к ц и и  в е к т о р о в  и д о с т а  

т о ч н о  п р о с т о  п о л о ж и т ь  во в т о р о м  у р а в н е н и и  (2.3)

а = р ; а = р

П о с л е  о п р е д е л е н и я  м а т р и ц ы  п е р е х о д а  в е к т о р ы  г и 

н а х о д я т с я  по (2.3) . П р о е к ц и и  о р т о в  в н у т р е н н е й  с и с т е м ы

к о о р д и н а т  (q..) б у д у т  о п р е д е л я т ь с я  п р о с т о  с т о л б ц а м и  А
1 J 1 2 , 2 2 , 2 3

Н а п р и м е р ,  п р о е к ц и и  q ±2 б у д у т  А ± > А ± * А ±

Б л о к - с х е м а  а л г о р и т м а  д л я  с б о р к и  i -ой к и н е м а т и ч е с к о м  

п а р ы  п р и в е д е н а  на рис. 2.2. П р е д п о л а г а е т с я ,  что (1-1) 

з в е н о  у ж е  с о б р а н о  и и з в е с т н а  м а т р и ц а  п е р е х о д а  для 

з в е н а  А.^_1 П о э т о м у  н о м е р  к и н е м а т и ч е с к о й  п а р ы и м а 

т р и ц а  А  з а д а ю т с я ,  как ф о р м а л ь н ы е  п а р а м е т р ы
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Рис. 2.2. Блон-схема алгоритма СБОРНА ПАРы



i~B звено к (i-1)-ому и оп 

и патрицу перехода
e i

Алгоритм „присоединяет"

ределяет векторы r j_-x7i ' r i 
для i-ro звена . Алгоритм построен

формулами (2.1) - (2.6) .
В блоках 1.2 рассчитывается орт оси кинематической

в соответсвии с

пары е ̂  и вектор Блок 3 проверяет тип кинема

тической пары (?1± ) и наличие особого случая, когда

г _ , ||е . . Если пара поступательная или имеет место осо

б ы й ^ л у ч а й ,  то используется вспомогательный вектор Р ^ д -  

Блок 7 осуществляет аналогичную проверку для 1"го звена.

Широкая стрелка рядом с блоком указывает на вызов из 

массива или запись в массив некоторой информации. Рядом со 

стрвлкоы записано наименование массива. Например, в блоке 

I компоненты вектора ® х - 1 Д  берутся иэ массива 
добные обозначения будут использоватся и в других блок

— схвмэх»
Ниже приводится текст алгоритма, оформленный как про

цедура СБОРНА ПАРы с формальными параметрами i, r l  ,

Г2 А  N .  Здесь: N -номер цепи; i -номер собираемой к и 

нематической п а р ы ; П  , е , r2 [l: ЗД , соответствуют век-
е г . ■ ■; в массив a [i :3,1:3] перед на- 

торам r , _ 1 j_ . e i ' r i , 1 ,
чалом вычислений должна быть помещена матрица перехода * ±_х 

а после выполнения алгоритма в этом массиве будет 

диться матрица перехода 1 т о  эвена (А± ) .
В процедуре используются глобальные массивы 

В тексте алгоритма обозначения еО , гО соответству 

торам е , г , в формулах (2.1) - ( 2 . 6 )  .

г 1, е , г2 , А) ; 

c a y  A, r l , е , г 2 •,
procedure СБОРНА ПАРы (N, i 

value N , i ; Integer N, if ач----

begin _ r
array a, b, e O , r0[l:3], o[l:9],

integer j, kf real s;



for j : = 1,2,3 do

begin eO [ j] : = ZV [N , i - 1 , j + 18] ;

rO [ j] : = ZV[N , i - 1 , j+2 4] e n d ;

M T B ( e , A , e O ,3,3) ; MTB (rl ,A,rO , 3,3) •, 
if KP[N,i,l] = 1VZV [N , i - 1,18] > 0.5 then 

begin for j : = 1,2,3 do 

a [ j] = ZV [N, i - 1 , j + 2 1] i 
MTB (a , A, a , 3,3) ■, 
go to ml end ;

СНЛ (s,e,rl);

for j: = 1,2,3 do a[j]: = s x e [jJ-rl [ j] \
НОРМ (a,a);

comment закончен расчет требуемых параметров для (i-l)-ro 

звена /блоки 1-6 блок-схемы/;

ИМЯ (аО,г2) ;

ml: if КР [N, i , l] = IV ZV[N,i,7] > 0.5 then 

begin for j : = 1,2,3 do

aO [j] : = ZV[N,i, j+10] ; 

go to m2 e n d ; 

for j : = 1,2,3 do begin

eO [j] : = ZV[N,i, j+7] ;

rO [ j ] : = ZV[N,i,j + 13] end ;

CK/I (s ,e0 ,r0) ;

for j: = 1,2,3 do a0[j]: = rO[j]-sxeO [ j] ;

НОРМ (aO,a0); 

m2: И М Я (bO,r O );

BEHT (b,e ,a ) ; ВЕНТ (Ь0,е0,а0); 

comment переходим к формированию матрицы В; 

for j : = 1 step 1 until 9 do

for k: = 1 step 1 until 9 do 

В [j,k] : = 0;



for j :

АЛГ УР 

for j :

1,2,3 do begin 

В [l / j ] : = B[2, j+3] : 

В [4 , j] : = В [5, j+3] : 

B[7, j] : = B[8,j+3] : 

c[j] : = a[j] ; 

c [j+3] : = e[j] ; 

c [j+6] : = b [j] e n d ; 

(с ,B ,c , 9) ;

1,2,3, do begin 

for k':
A[j ,k] :

a[j] : =

= B[3, j+6] : = a0 [ j]

= В [6,j+6] ; = eO [ j]

= B[8, j+6] : = b0 [ j]

= 1,2,3 do 

= c[3x (j — 1) +k] ; 

ZV[N,i,j+2 4] e n d ;

MTB (r 2 ,A ,a ,3,3)

end процедуры;

Для сборки всей разомкнутой цепи необходимо, очевид

но, применить алгоритм СБОРНА ПАРы последовательно ко 

всем кинематическим парам цепи. При этом должна быть из

вестна матрица перехода A q д л я  базового эвена. Вопрос о 

том, как определить A q в случае, когда механизм состоит 

из нескольких цепей, разбирается в гл. VI. В часном слу

чае, когда базой служит неподвижная стойка, матрица A Q 

превращается просто в единичную матрицу 3><3.

Глобальные идентификаторы процедуры СБОРКА ЦЕПИ :

STR, КР, ZV, Е0, R0, Q0

procedure СБОРНА ЦЕПИ (N,A);

value N; integer N; array A;

begin

array e, rl, r2[l:3] ; 

integer i,j,k,n; 

n: = STR[N,6] ; 

for j : = 1,2,3 do for k : = 1,2,3 do



Q0[N,0 , j ,k] : = A[j ,k] ; 

for i: = 1 step 1 until n do 

begin

СБОРКА ПАРы (N,i ,r l , e , r 2 ,A ) } 
for j : = 1,2,3 do begin

EO [N,i, j] : = e [j] •,

RO [N ,i-l, 2 , j] : = rl[j] •,

RO [N,i,l, j] : = r2 [j] ; 

for k : = 1,2,3 do

QO [N , i , j ,k] : = A  [j ,k] end 

end end процедуры;

Алгоритм вычисляет векторы e^, и матрицы A^ после

"сборки" и заносит их в массивы EO, R O , Q0 соответственно. 

В результате выполнения процедуры заполняется N -я строка 

этих массивов .



§2 Определение положения разомкнутых цепей

Сборка механизма осуществлялась при условии, что от

носительные координаты х 1 во всех шарнирах механизма рав

ны нулю. Теперь будем перемещать цепь в положение, отвеча

ющее некоторым значениям координат х 1 . Для нового поло 

жения цепи необходимо определить направление осей всех шар

ниров е , векторы и-з центров шарниров к центрам масс с о 

седних звеньев г и направления осей внутренней системы 

коорденат всех звеньев .

Прежде всего рассмотрим поворот некоторого вектора г 

на угол х вокруг оси, заданной единичным вектором е 

Для расчета нового положения г (обозначим его r^) м о ж 

но воспользоваться формулой

= г совф + (1 “ cosф ) ( е т ) е  + ехг БФпф (2.7)

Поскольку при расчете перемещений механизма много 

кратно придется поворачивать векторы, целесообразно соста

вить стандартный алгоритм. В приведенном ниже алгольном 

тексте вектор г поворачивается вокруг е на угол х 

После поворота, проекции вектора вновь помещаются в массив 

г ,

procedure ПОВОРОТ (г,е,х);

array r,e; real х;

begin array b[l:3];

integer i; real a,g,gl; 

g : = s i n ( x ) ; g l :=sin(x);

С К Л (a,e,r) ; B E H T ( b ,e ,r) ;
for i : = 1 ,2,3 do



r[i]: = gl х г [i] + (1-gl) хахе [i] + -g х b [i]

end процедуры;

Теперь можно переходить к- расчету положения всей це 

пи. Для этопо будем последовательно обходить все шарниры

цепи в порядке номерации. В каждом j -ом шарнире будем

осуществлать поворот или перемещение, в зависимости от ти

па шарнира, на величину x j . При этом в перемещении у ч а 

ствуют все звенья, расложенные в цепи дальше того шарнира, 

в котором осуществляется перемещение. „Дальше" тут следует 

понимать в смысле принятого направления обхода цепи. Для 

разомкнутой цепи это означает, что мы перемещаем как целое 

весь участок цепи от данного шарнира до свободного конца.

Если рассматриваемый шарнир вращательный, то в пово 

роте участвуют все последующие звенья и, следовательно,нуж 

но рассчитать новые положения векторов е, г, q каждого 

из звеньев.
Допустим поворот осуществляется в j -ом шарнире.Тог

да в формулу (2.7) или алгоритм ПОВОРОТ нужно вместо 

х подставить x j , а вместо е подставить е. и таким 

образом будут определены ось и угол поворота. Далее вместо 

г будем подставлять обозначение поворачиваемого вектора; 

сначала единичные векторы осей шарниров е. для всех ш а р 

ниров, номер которых i>j , затем векторы г ± ± , г . д + 1  из 

центров шарниров к центрам масс звеньев для всех 1 -ых^зве^ 
ньев, номер которых i > j  и, наконец, базис внутренней си 

стемы координат q . £ (£=l,2,3) для звеньев, номер которых

После осуществления всех этих поворотов часть разом

кнутой цепи, расположенная за j -ым шарниром окажется по- 

вернутой на угол х
Если рассматривается перемещение в поступательном



шарнире, то изменятся проекции только одного вектора, а 

именно того вектора г\ ̂  , который проведен из центра э т о 

го шарнера в центр масс звена, несущего направляющие. Это 

изменение, очевидно, равно х"*е . . Все остальные звенья пе 

реместятся поступательно и, следовательно, проекции векто

ров е, г, q этих звеньев не изменятся.

Рис. 2.4. Блок-схема алгоритма^для расчета 
положения разомкнутой цепи



В соответствии с описанным процессом составлех алг о 

ритм ПОЛОЖЕНИЕ, блок-схема которого приведена на рис. 2.4. 

Алгоритм осуществляет перемещение в шарнирах на величины 

х . После перемещения определяются векторы е, г для всех 

шарниров и звеньев цепи и матрицы перехода А.

Цикл с параметром j (блоки 1-16) осуществляет по

следовательный перебор всех шарниров цепи от п до 1 

Блок 2 проверяет тип j-ro шарнира (т.е. поступательный 

или вращательный). В случае поступательного шарнира провер- 

neiCB в каком из звеньев, образующих j -ю кинематическую 

пару, расположены направляющие (блок 3). Для этого эвена 

рассчитывается новое значение вектора г . Если j -я пара 

вращательная, то строится цикл с параметром i , в нотором 

перебираются все звенья цепи с номерами большими или рав

ными j (блоки 6-14), Для каждого i-ro звена рассчитыва

ется поворот векторов е. , г . , , г, вокруг е. ко1 i,i 1,1+1 j
помощью алгоритма ПОВОРОТ (блоки 0,9). Если рассматрива 

ется звено с номером j (i=j) , то поворот е. вокруг

собственной оси, очевидно, можно не рассчитывать, что и 

учитывается в блоке 7. Блок 11 рассчитывает поворот базиса 

внутренней системы координат q ^ . В случае стержня (блок 

10) положение базиса не рассчитывается и блоки 11, 12 не 
р а б о т а ю т .

Ниже приводится текст алгоритма (процедура П0Л0ЖЕ 

Н И Е ) . Формальный параметр N указывает номер цепи. В про

цедуре используются глобальные массивы STR , КР , ZV (см. 

гл. I §4) и массивы Е0 , R 0 , .Q0, в которых хранятся зна

чения , r ^  , после „сборки" цепи.

■ procedure ПОЛОЖЕНИЕ (N) ; 

value N; Integer N; 

begin

array rl, r2 , e[l:3]j



п : =

for
begi

integer i , j , k , n , q ; real a ;

STR [n  , б] ;

j: = n step -1 until 1 do 

n
for k: = 1,2,3 do begin

e[k] : = EE [N , j , k] : = E0[N,j,k] i
RR [N, j f 1 /k] : = R O [n ,j ,1 ,k] ;
RR [N , j , 2 , k] : = R0[N,j,2,k];

for i : = 1,2,3 do

QQ [N , j , k , i] : = Q0[N,j,k,i] end-,

a: = X [N, j , 1 ] ,

if KP [N , j , l] = 1 then 2 2  to ml-, 
for i : = j step 1 until n do 

begin
if i = j then go to m2; 

for k: = 1,2,3 do
r 1 [k] : = EE [N,i,k]

ПОВОРОТ (rl,e,a); 

for k: = 1,2,3 do
EE [N , i ,k] : = rl [k]

m2: for k: = 1,2,3 do
begin r 1 [k] : = RR [N, i , 1 ,k] » 

r 2 [k] : = RR , i , 2 , k] e n d ;

ПОВОРОТ (rl,e,a);

ПОВОРОТ (r2,e ,a) ;

for k: = 1,2,3 do

begin
RR [N, i , 1,k] : = rl [k] ,

RR [N , i , 2 ,k] : = r2[k] end; 

if ZV [N , i , l] > 0.5 then 

go to m 3 ; 

for q : = 1,2,3 do



begin

for k: = 1,2,3 do 

rl [k] : = QQ [N , i ,k ,q] ;
ПОВОРОТ (rl,e,a); 

for k : = 1,2,3 do 

QQ [n  , i ,k ,q] : = rl [k]

e n d ;

m3 : end i ;

go to m 4 ;

ml: if ZV[N,j,6] > 0.5 then 

for k : = 1,2,3 do

RR [N , j , 1 ,k] : = R R [ N , j , 1 ,k] + axe [k]

else

for k : = 1,2,3 do

RR[N, j-l,2,k] : = RR[N, j-l,2,k] + axe [k];

m4 : end j ;

end процедуры;

Переходим к определению координат отдельных точек 

механизма после перемещения. Предварительно несколько рас

ширим понятие радиус-вектора r j_j ■ До сих пор r ^  прово

дился из центра шарнира в центр масс того же самого звена 

которому принадлежит шарнир. В дильнейшем это не будем счи 

тать обязательным и примем, что г^^ определяет вектор с 

началом в центре любого j-ro шарнира цепи и концом в центре 

масс любого i-ro звена этой же цепи.

Тогда радиус-вектор из центра 1-ого шарнира цепи к 

центру масс i-ro звена разомкнутой цепи можно записать как 

/ с м . рис. 1.5/

'il

i-1
I (г

j = l
. - г .  ...) + r .

1.3 3,3+1 i,i (2.9)



Входящие в эту правую часть векторы рассчитываются с 

помощью алгоритма ПОЛОЖЕНИЕ после чего расчет не

представляет труда.

Несколько сложнее случай, когда требуется определить 

положение некоторой точки „а" , связанной с i -ым звеном. 

Пусть радиус-вектор этой точки в подвижной внутренней с и 

стеме координат будет h .

Тогда прежде всего нужно получить проекции h в не

подвижной системе координат

h = A. h 1

гди - матрица перехода, определенная для данного поло

жения э в е н а .

Тогда, обозначив радиус-вектор из центра первого шар

нира к точке „а" через имеем

г а ! 'il + h

соответствующий алгоритм не сложен, поэтому его текст при

водить не будем.



§3 Условия связи для замкнутых цепей

Для замкнутой цепи будем считать известным положение 

двух крайних базовых звеньев. В сравнении с разомкнутой це

пью это значительно осложняет задачу определения положе - 

ния. Если раньше все относительные координаты были о с н о в 

ными, и значения всех х 1 можно было задавать независимо, 

то для замкнутой цепи можно задавать независимо значения 

только части относительных координат.

В главе I отнодительные координаты х делились на 

основные u -координаты и дополнительные s -координаты. Ч и 

сло основных координат равно числу степеней свободы цепи и 

при заданных значениях основных координат положение всего 

механизма определяется однозначно. Значения основных к о о р 

динат мы будем считать известными.

Дополнительные координаты должны в этом случае о п р е 

деляться из условия, что базовые звенья занимают заданное 

положение в пространстве.

Хц, S2

Рис . 2.5



На рис. 2.5 показан пример замкнутой цепи содержащей 

восемь кинематических пар и обозначены все координаты . В

данном частном случае множество X содержит В елементов , 

а подмножества U , Z , Y , S соответствено 3,1,2 и 5.

За основные координаты могут быть приняты три элемен

та X ; в данном случае это координаты в первом, втором и 

шестом шарнирах. Для цепи выбирается некоторое направление 

обхода и соответственно этому направлению номеруются неза

висимо элементы каждого из подмножеств U , Z , Y , S (см. 

р и с . 2.5).

Выберем на базовых звеньях характерные точки, кото - 

рые назовем полюсами. Положение полюсов в неподвижной с и 

стеме координат будем определять радиус-векторами R^ и R ^ . 

Для подвижных баз в качестве полюсов воэмем их центры масс.

В тех случаях, когда базой служит неподвижная стойка 

за полюсы могут быть приняты любые две удобные точки базы. 

На рис. 2.5 представлен именно такой случай и точки А и В 

выбраны на направляющих таким образом, что в этих точках 

соответствующие координаты х 1 и х 8 равны нулю.Через 

обозначен вектор между точками А и В направленный от 

начала к концу цепи.

Представим теперь мысленно, что последнее базовое 

звено свободно (то-есть звено 6 на рис. 2.5 не связано со 

стойкой).В этом случае мы получим разомкнутую цепь, кото - 

рую будем называть эквивалентной цепью для данной замкну - 

той (рис. 2.6).

* В примере предполагается, что ei и ев лежат в 
одной плоскости.

Обозначим базис конечного базового эвена замкнутой

(j = l ,2,3) .

звена



Вентор от точки А  к точке В для эквивалентной цепи обо

значим h .

В том случае если 

h = h.

эквивалентная цепь совпадает с замкнутой.
Задача определения положения замкнутой цепи таким об 

разом сводится к задаче определения такого положения экви

валентной разомкнутой цепи, при котором удовлетворяются у- 

слови я замыкания (2 .1 0 ) •
Условия замыкания удобно записать несколько в иной 

форме. Допустим последнее звено эквивалентной цепи не сов

падает с базовым звеном (рис. 2.7). Тогда можно определить 

такое поступательное перемещение ДЬ и такое угловое п е 

ремещение Дг , после выполнения которых система координат



„п" совместится с системой координат „В" (см. рис. 2.7) 

Требуемое поступательное перемещение Ah равно

Ah = h_ - hО ( 2 . 11 )

Угловое перемещение Ay 

определяется из у с л о в и я ,чтобы 

при повороте вокруг Ду на 

угол ф | Ду | векторы сов-

(j=l,2,3) .местятся с Ви
Вопрос определения Ау для за 

данных положений qn  ̂ и qB j 

Рис. 2.7 рассматривается в следующем

п а р а г р а ф е .

Тогда условия замыкания можно записать в следующей 

простой форме

Ah = О 

Ду = О
(2 .12)

Выберем некоторую систему координат с ортогональным 

базисом q? (±=1,2,3) и спроектируем (2.12) на оси этой 

системы координат. Получим шесть скалярных уравнений. О д - 

нако, не все эти уравнения могут и должны использоваться 

при определении зависимых координат s1 . В общем случае 

связь, накладываемая на последнее звено эквивалентной ц е 

пи, отнимает у этого эвена шесть степеней свободы. Однако 

возможно, что это звено и до наложения связей обладало

меньшим, чем шесть числом степеней свободы и тогда соответ-
*

ствующими условиями связей воспользоваться невозможно .

* Рассматриваемое здесь свойство цепей тесно связа
но с понятием семейства механизмов, см. И . И .Артоболевский 
„Теория механизмов и машин", Москва, 1953.



Простым примером такого случая может служить плоений 

четырехзвенный механизм, показанный на рис. 2.6. Пунктиром 

показана эквивалентная разомкнутая цепь.} механизм располо-

Рис. 2.6

жен в плоскости (<3г < 4з) • Очевидно, в этом случае проек

ции h и h на q° тождественно равны нулю, а векторьь В w i
q и q. всегда коллинеарны независимо от значении х . 
В 1 4 1

Кроме того, если эквивалентная цепь установлена таким об-

разом, что двз
совпадает с q 4 3 '

то условие g 42'q B2= 1
уде в летворится автоматически. Следовательно, в данном слу-

чае имеются только три независимых условия связи

(hB - h) • дз = 0

(hB - h) • 42 = 0 (2.13)

q B3 ' q 43 = 1

Для замкнутого четырехзвенника на рис. 2.7 множество 

координат X состоит из четырех элементов. Поскольку по

ложение всего механизма однозначно определяется, если за 

дан только один любой относительный угол, то множество U 

содержит только один элемент, а множество S , сл е д о в а . 

тельно, три. На рисунке показан один из примеров соответ



ствия между элементами U , S и X .

Таким образом имеется три неизвестные дополнительные 

координаты s 1 , s 2 , s 3 и три условия связи (2.13),поз

воляющие определить s1 через основную координату у 1 . В

рассмотренном примере мы имеем минимальное число зависимых
iкоординат s

Вернемся к механизму показанному на рис. 2.5 , 2.6 . 

Здесь множество S состоит из пяти элементов и, следова - 

тельно, для их определения необходимо иметь пять независи

мых уравнений связи. При перемещениях эквивалентного м е х а 

низма рис. 2 . 6  могут изменяться все три проекции вектора 

h , следовательно, можно записать условия

(hB - h) • g? = о

(hB - h) • q° = о

(hB - h) • q °3 = о

Кроме того, должны удовлетворяться условия

q B3 * q n3 1 

q B2 * gn2 = 1

(2.14)

определяющие угловое положение последнего звена. Что ка 

сается последнего уславия дв  ̂ • q  ̂ = 1 , то оно удовле 

творяется автоматически, если удовлетворено (2.14).

Таким образом в различных механизмах может быть р а з 

личное число независимых уравнений связей и соответству 

ющее число зависимых координат s 1 . Поэтому, необходимо 

некоторым образом отметить, какие из уравнений связей н у ж 

но использовать для данного конкретного механизма.

Введем характеристические числа , (г=1 ,2 ,...,6 ).



Первые три числа (г=1,2,3) соответствуют трем проекциям 

первого уравнения (2 .1 2 ) на оси q^ , следующие три чи

сла (г=4,5,6) соответствуют аналогичным проекциям второ
го уравнения (2 .1 2 ) .

Условимся приписывать А следующие значения

Аг

если соответствующая проекция (2 .1 2 ) 
должна использоваться как уравнение 

связи

О - в  противном случае

( 2 . 1 5 )

Имея произвол в выборе ортов q? можно направить их 

таким образом, чтобы удобно было определить нужные про е к 

ции, то-есть числа Аг
Например, если для механизма на рис. 2.8 система к о 

ординат выбрана совпадаюкей с абсолютными координатаме (i, 

j / k ) , то числа Аг будут равны: 0 ; 1 ; 1 ; 0 ; 0 ? 1 .

Для механизма на рес. 2.5 имеем: I ; I ; I ? 0 ; I ; I .

Совокупность чисел А̂ _ можно определить анализируя 

кинематическую схему замакнутой цепи: такой анализ может 

бить предворительно выполнен человеком, либо по соответст

вующему алгоритму, вычислительной машиной. Мы не будем о с 

танавливаться на таком алгоритме принципиально он возмо

жен поскольку это отвлечет нас от основных вопросов. В

дальнейшем будем считать совокупность чисел А известной
г

Числа А^ помещаются в последние столбцы матрицы STR (см. 
(1.14)) .

Рассмотрим теперь какая существует зависимость между 

дополнительными координатами s и основными координатаме 

и в случае малых перемещений эквивалентной цепи.

Зададим малые перемещения Дх 1 во всех шарнирах эк-



Бивалентной цепи. В резултате последнее звено получит не

которое поступательное и угловое перемещения.

Поступательное и угловое перемещение выше были обо

значены векторами Ah и Ду соответственно. Для малых по

ступательных перемещений можно записать зависимость

£ а. Дх^ = ДЬ (2.17)
j = l 11

Векторные коэффициенты а, легко найти из следующих
7 ч

рассуждений. Допустим перемещение Дх осуществляется т оль

ко в одном j -ом шарнире. Тогда ДЬ , вызванное этим пере

мещением будет:

в случае вращательной j -ой кинематической пары

Ah Дх^е, х г
'nj

в случае поступательной j -ой кинематической пары 

ДЬ = Дх^е^

Подставляя эти выражения в (2.17) и учитывая, что пере - 

мещения рассматриваются только в одном шарнире получим

а
j

е . 
3 'nj

е
j

если j -я пара вращательная 

если j -я пара поступательная

(2.18)

Для малых угловых перемещений можно записать



n i
I b . AxJ = Ау (2.19)

j = l 3

Векторные коэффициенты можно определить анало -

гичным образом. Пусть перемещение осуществляется только в 

j -ом шарнире.

Тогда в случае вращательной j -ой пары

Ау = AxJ

в случае поступательной J -  ои пары

Ау = 0 .

Подставляя в (2.17) получим

если j -я пара вращательная 

О если j -я пара поступательная

(2 . 20 )

Теперь отвлечемся от уравнений (2.17) - (2.20),опре 

делим некоторую вспомогательную операцию, которой в даль - 

нейшем будем часто пользоваться.

Пусть имется два множества С и Е , между элемен - 

тами которых и установлено взаимно однозначное 

соответствие. Элементами множества С могут быть д е й с т в и 

тельные числа, векторы, матрицы и т.п. Элементами м н ожест

ва Е могут быть только целые числа 0 и I .

Тогда выделим из С подмножество тех элементов,ко - 

торым в Е соответствуют элементы равные единице. Получен 

ное подмножество обозначим D и его элементы d . проно -



меруем вновь, придерживаясь той последовательности, в кото 

рой аналогичные элементы были прономерованы в С . То-есть

с . £ D 1 если Е. = 1

С± t  D если 5 ^ = 0

(2 .21)

и между элементами и ĆL существует соответствие

d j = c i где J

i
I

k=l «к

Эту операцию условимся изображать так

d = Ц(с,5) (2 . 22)

где под Ц понимается некоторый оператор, совершающий опи

санные выше действия.

Соответствующий алгоритм для оператора Ц будет при

веден в конце параграфа.

Теперь применим оператор Ц к левым кастам уравне - 

ний (2.17), (2.19) с целью разделить основные и д ополни

тельные координаты.

и = Ц(х,■55) ; ьи = Ц(Ь,55) ;

s = Ц (х,■ л) i Sа = Ц ( а , Л ) i

а11 = Ц (а,.55) ; b S = Ц(Ь, л) >

где 55 = (С5!,552 , . . ., ,55 ) ь п f Л = (i-55i

Параметры 55± описаны в (1 .8 ) . Тогда (2.17), (2.19) ,



можно записать в виде

а . Д s
j = l 3

3 _ _
и

I а А и-3 + Ah— 1 -Lj = l

П

I  b S A s J = -  I bU A u ] + AY 
j=l D j=l 3

(2.23)

Спроектируем эти уравнения на оси координат с бази - 

сом q° (j=l,2,3) . При проектировании возмем только те

проекции, для которых соответствующие характеристические 

числа А = 1 (см(2.15)) .

Подобной операцией мй будем пользова-тся неоднократно 

поэтому остановимся на ней подробнее. Пусть имеются неко - 

торые два венторр а и b и базис qj (j=l,2,3) . Имеется 

также шесть чисел А^ , каждое из которых может принимать 

только значение 0 или I . Тогда возмем шесть скалярных 

произведений а и Ь на q^ и поставим им в соответствие 

числа А,

а •q 1 , a - q 2 , a * q 3 , b*qi , b - q 2 , b * q 3

A i  ,  A 2 ,  A 3 ,  A if ,  A 5  ,  A 6

(2,24)

Далее выберем только те скалярные произведения, для кото

рых соответствующее число А^ = 1 . Эти скаларные произве

дения обозначим с"1- и вновь прономеруем, придерживаясь по- 

следованельности их расположения в (2.24) . .Легко видеть, 

что номер i для с 1 можно определить как



к
i  = I

1=1

Числа с 1 будем рассматривать как компоненты некоторого 

многомерного вектора с .

□писанную выше операцию условимся изображать в виде

с = П (a,b,q,X) (2.25)

и под П будем формально понимать некоторый оператор,осу

ществляющий все описанные выше действия. T o -есть оператор 

П рассчитывает с 1 согласно:

iс

где

а "q j

«

если k  «  3 A Ak = 1 ;

. b *q j если k  > 3 A Ak = i

k
i = I

1=1 Xk  '

f k при к 4
j

> - 3 при к  >

k = 1 Г 2 г • • . ,6  .

(2.26)

Теперь применим оператор П к ортам i , 3 , 

подвижной системы координат

ci = П (1,о,д°,А) }



с 2 = П 1—1
- О о >-*

с 3 = П (к , 0 , q 0 , X) ;

d 1 = П (0,i,q°,X) ;

đ 2 = П (0 , j ,q°,А) ;

d 3 = П (0 ,k ,q0 , A) .

Векторы ci , С 2 , Сз будем рассматривать как столбцы н е 

которой матрицы n g х 3 , которую обозначим Б j

5i =  I I Cl С2 Сз [ | , (2.27)
s'J

Аналогично из векторов di , d 2 , d 3 составим матрицу

Б 2 = || đi đ 2 d 3 И  n f 3 (2.28)

Легко проверить, что применение оператора П к двум векто 

рам а , Ь эквивалентно умножению этих векторов на матри

цы Бх и Б 2 .

n(a,b,q°,A) = Бха + Б 2Ь (2.29)

Теперь вернемся к уравнению (2.23) и применим к его коеф 

фициентам оператор П . Согласно (2.29) получим

B 3As = bi*Au + Б 1 Ah + Б 2Дг (2.30)

где j -ые столбцы матриц Б 3 и Бц определяются вырашени

_ Б 1 Б 2Ь® (j “*1 г 2 t

ями



= “Б i - B 2bV j (j = l ,2 ,...,n ) .s  3 u

Полученные уравнения представляют собой систему n g линей

ных алгебраических уравнений. Решения (2.30) относитель

но As запишем в виде

As = ЛДи + A xAh + Л 2Дг (2.31)

где Л , Ai , Л 2 матрицы размерности n^ri^ , n g x3 , n g ><3 

с о о т в е т с т в е н н о .

Уравнение (2.31) будем називать уравнением связи , 

а матрицы Л , Aj , Л 2 - матрицами связи.

Матрицы Л , АI , Л 2 представляют собой важные х а 

рактеристики замкнутой цепи. Поэтому для расчета этих м а т 

риц составим специальный алгоритм „ М А Т Р И Ц Ы  С В Я З И ” .

Прежде всего запишем алгоритм для осуществления о п е 

раций, которые выше были обозначены как оператор Ц . А лго

ритм оформлен как процедура Н О М П . Формальный параметр с 

обозначает матрицу n х m  , к строкам или столбцам к ото

рой применяется оператор Ц . В зависимости от значения 

булевской переменной В возможны два режима работы.

Допустим В = true , тогда алгоритм обрабатывает м н о 

жество строк матрицы С . В соответствии с описанием опера

тора Ц (см. (2.21, 2.22)) выделяются строки, которым с о 

ответствуют значения £=1 . С ц е л ь ю ’экономии оперативной

памяти эти строки вновь помещаются в матрицу С подряд н а 

чиная с первой строки, те строки матрицы С , которым до 

обработки соответствовало также остаются в матрице

С , однако, сдвигаются и располагаются вслед за строками , 

для которых 5=1 ■ Так например, если множество £ было

{0,1,0,1,0} , а множество С было {a,b,c,d,e> , где под

элементами а,Ь,... следует понимать строчки матрицы, то 

после выполнения алгоритма множество С будет иметь вид



{b,d,a,c,e} . Iаким образом этот алгоритм осуществляет п е 

рекомпоновку матрицы, и соответствующая процедура названа 

КОМП. Если В = false, то алгоритм аналогичным образом об- 

работывает множество столбцов матрицы С.

procedure КОМП (c,£,n,m,B); 

value n,m,B; integer n,m; 

boolean В ; array C ; integer array £; 

begin integer i,j,k,nl,ml;

if В then begin nl: = n; ml: = m  end 

else begin nl: = m* ml: = n end 

j: = 0 ■, for i: = 1 step 1 until n do 

j : j+C [i] f k: = nl-j ■, 
begin array d [l: j , 1 :ml] ,

e [l:k , 1 : ml] , cl [l : n l , 1 :ml] ; 
for i: = 1 step 1 until nl do 

for j : = 1 step 1 until ml do

if В then cl[i,j]: = c[i,j] 

else cl [i,j] : = c[j ,i] ; 

p: = j : = 0 f

for i: = 1 step 1 until nl do 

if £ [i] = 1  then 

for k : = 1 step 1 until ml do 

begin j: = j + 1 ; d[j,k]: = cl [i ,k] end 

else for k : = 1 step 1 until ml do 

begin p: = p + 1 ; e[p,k] : = cl[i,k] 
e n d :

for k : = 1 step 1 until ml do begin 

for i: = 1 step- 1 until j do c l [ i , k ] : = d [ i , k ] ;

f°r i : = 1 step until p do c l [j + i , k ] : = e[i,k]end

for i: = 1 step 1 until nl do

for j : = 1 step 1 until ml do



if В then c[i,j] : = cl[i,j] 

else с [ j , i] : = cl[i,j] 

end end процедуры;

Теперь запишем алгоритм выполняющий действия, кото

рые выше были условно обозначены как оператор П. Этот ал-

торитм /процедура МАСКА/ построен в соответствии с (2.24)
- о о о пстолбцы массива q определяют векторы , q.2 > Ч 3 ■ Вектор

qi введен в алгоритм только для того, чтобы обратиться к

процедуре СИЛ /скаларное произвенение/.

procedure МАСНА (a,b,q,X,c); 

array a,b,q,c; integer array X; 

begin

real p ; array ql [l:3] ; 

integer i,j,k,l; 

i: = 0 ;

for k: = 1 step 1 until 6 do

begin if X[k] = 0 then go to ml to ml else

i: = 1 + X [k]

if k < 3 then j: = k else j: = k-3; 

for 1 : = 1,2,3 do

ql [1] : = q [l, j] r 

if k < 3 then

СКЛ (P ,q l , a) 

else СИЛ (p,ql,b); 

c[i] : = PJ 
m l : end 

end процедуры;

Теперь переходим к алгоритму расчета матриц связи 

Л, Л^, и вектора

s = s + As о



Рис. 2.9. Блок-схема алгоритма матрицы связи



Блок-схема алгоритма приведена на рис. 2.9. В первых двух 

блоках подготавливаются начальные значения векторов а , b 

Л и . Векторы X вызываются из массива STR .

Первый цикл с параметром j /блоки 3-9/ вычисляет 

матрицы , Б 2 согласно (2.27 , 2.28). При этом вектор

а последовательно принимает значения i , j , к ,а вектор 

Ь играет роль нулевого вектора.

В следующем цикле с параметром j /блоки 11-24/ осу

ществляется обход всех шарниров цепи начиная с последнего. 

При этом вычисляется, радиус-вектор , который в блок-

-схеме обозначен как đ . -Блок 14 определяет тип j — ой к и 

нематической пары /поступательная или вращательная/ и в за 

висимости от типа пары происходит вычисление векторов а и 

Ь согласно (2.18) , (2.20) •, нишние индексы j при а и

Ь на блок-схеме опущены. Далее в блоке 17 происходит вы

числение вектора с .

В зависимости от того, является х  ̂ основной или до

полнительной координатой /проверка осуществляется в блоке 

1 В/ с помощью с формируется один из столбцов матриц Б^ 

или Бз . /блоки 19-22/ Здесь целые числа Д и к  исполь

зуются для расчета номера столбца в матрицах Б и  Б 3 .

В последних четырех блоках происходит решение урав - 

нения (2.30) и вычисление матриц связи А , А\ , Л 2 .

Алгольный текст алгоритма оформлен как процедура с 

формальным параметром N , указывающем номер цепи. Проце - 

дура вычисляет матрицы свази А , А\ , А2 и помещает их в 

массив АА . Массив АА трехмерный. Из матриц А , А\ ,
А2 формируется матрица

Л 1 I Л 2 п х (п + 6 )
S U

и эта матрица помещается по второму и третьему измерениям



массива ЛЛ. Первое измерение ЛЛ /"втроки"/ соответствует 

номеру рассматриваемой цепи. Так например, элементу матрицы 

A g  , где к - номер цепи, соответствует в ЛЛ компонента

Л Л [k,i,nu+j]

В процедуре используются глобальные массивы STR, КР , 

ЕЕ, RR , ЛЛ. Компоненты векторов q? помещены в глобальный 

массив q /векторы расположены по столбцам/

11 О О О 11
q  =  \\ч1 /  q 2  '  ' з 3 | |  •

Алгоритм построен в соответствии с блок схемой. Для 

экономии памяти ЭВМ массивы Б^, Б£, Б^ "совмещены" с масси- 

в ами Л , Л , А̂ .

procedure МАТРИЦЫ СВЯЗИ (N) ; 

value N ; integer N ;

begin

integer n, ns, nu;

n: = S T R [ N ,б] t nu: = STR[N,7]; ns: = n-nu;

begin

array Б З [l:ns,1 :n s ] , cl,c[l:ns], 

a,b,d[l:3j, X [l: ns , 1: nu] , Л 1 , Л2 [l :ns , 1: 3] ; 

integer array £,X[l:6]; 
integer i,j,k,l>

for i: = 1,2,3 do b [i] : = a[i] : = d[i] : = 0} 

for i: = 1 step 1 until 6 do 

begin

Л [i] := STR[N ,i + 8] ;

?[i]: = 1-X[i]
e n d ;



ИМЯ (B1 ,Л 1 ) i ИМЯ (Б2,Л2); ИМЯ (Б4,Л) 

for j : = 1,2,3 do 

begin a[j] : = 1 •,
МАСКА (a,b,q,A ,c) ; 

for i: = 1 step 1 until ns do 

Б1 [i , j] : = c[i] }
МАСКА (b,a,q,£,c); 

for i: = 1 step 1 until ns do 

Б2 [i , j] : = c[i] f 

a[j] : = 0 
end j j

k: = 1 : = 0 ;
for j: = n step - 1  until 1 do 

begin

for i : = 1,2,3 do

b e g i n  a [i] : = EE [ N , j , i] ; b [i] : = 0 ;

d [i] : = d [i] +RR[N, j,l,i] r 
if j^n then d[i] : = d [i] - R R [ N , j , 2 , i] 

if KP[N,j,l] = 0  then begin

for i: = 1 ,2 , 3  do b[i] : = a[i] 

BEKT (a,a,d) end 

MTB (c , B 1 ,a ,3,3);

MTB (cl ,B2 ,b , 3,3) •,

if KP [N , j , 3] : = 1 then

begin 1 : = 1+ 1 »
for i: = 1 step 1 until ns do

Б 4 [i , l] : = - (c [i] +cl [i] ) end 

else begin k: = k + 1 ; 

for i: = 1 step 1 until ns do

Б 3 [ i , k] : = c[i]+cl[i] end

end j ;

□БР (БЗ,БЗ);

end



МТМТ (Л ,Б 3 ,Б4 ,ns ,ns ,nu)

МТМТ (Л1,БЗ ,Б1 ,ns ,ns ,3) -f 
MTMT (Л2,БЗ,Б2,ns,ns,3); 

for i : = 1 step 1 until ns do 

begin

for j : = 1 step 1 until nu do 

ЛЛ [N , i , j] : = A[i, j] } 
for j : = 1,2,3 do begin

ЛЛ [N ,i , j+nu] : = Л1 [i , j] , 

ЛЛ [N ,i , j+nu+3] : = A2[i,j]

end end

end end процедуры;



§4 „Сборка” и определение положений для замкнутых цепей

При решении задачи сборки и определения положения 

замкнутой цепи будем рассматринать эквивалентную разомкну

тую цепь и путем последовательных итерраций приводить э к 

вивалентную цепь в положение, удовлетворяющее условиям з а 

мыкания, полученным в предыдущем параграфе. В этом случае 

можно воспользоваться уже имеющимся алгоритмом ПОЛОЖЕНИЕ .

Будем предполагать, что известны значения основных 

координат и и векторы , q B j (j=l,2,3) , которые х а 

рактеризуют положение замкнутой цепи. Значения дополнитель

ных координат s обычно можно предсказать с некоторой точ

ностью. Будем считать, что для s известны приближенные 

значения. Совокупность начальных значений u0 , sQ обозна

чим х 0 .
Требуется найти „точные” значения s , удовлетворяю 

щие условиям замыкания (2 .1 2 ) .
Для этого „собираем" эквивалентную цепь с помощью ал

горитма СБОРКА , а затем перемещаем согласно значениям х 0 
с помощью алгоритма ПОЛОЖЕНИЕ . После выполнения этих 

процедур известны единичные векторы осей е , векторы из 

центров шарниров к центрам масс соседних звеньев г и б а 

зисные векторы q для всех звеньев в положении цепи, с о 

ответствующем значениям относительных координат X q ■

Теперь можно рассчитать вектор h между полюсами 

крайних звеньев эквивалентной цепи

h - rn,n - r 0 д  + Д !  ' Н и  ‘



и затем отклонения Ah и Д д . , которые характеризуют раз

ницу в расположении базового эвена и последнего звена э к 

вивалентной цепи.

Ah = h_ - h ;О

Aqj = qBj ■ q nj ' (j=1'2 '3)

(2,32)

Теперь определяем вектор углового перемещения 

2.10) . Этот вектор /см

Рис. 2.1 0

Д У (см.рис . 

предыдущий параграф/ определяет 

то угловое перемещение, которое 

нужно сообщить последнему эвену 

эквивалентной цепи, для того ч т о 

бы отклонения стали равными

нулю. Воспользовавшись- малостью

А д . можно записать

Лдг = ДУ х gn£

(2.33)

Aq = ДУ г Jnr

где Aq^ и Aq^_ два любые не равные нулю приращения из 

совокупности Дд^ (j=l,2,3) . Очевидно, что если q n  ̂ не

совпадают с q^j (j=l,2,3) , то по крайней мере два при р а 

щения из Aq. отличны от нуля.

Согласно (2.33) вектор Д У  перпендикулярен Aq I  и 

Aqr и, следовательно, параллелен их векторному произведе

нию .

Обозначим единичный вектор, направленный вдоль Ду 

через с .



Тогда можно записать

Дд» х Дд„
с = .а — ------- - (2.35)

- lAq£ xAqr l

г д е  а - постоянный множитель, который может принимать зна 

нения ±1 ,

Множитель а определим из следующих с о о бражений.Век

тор Ду должен иметь такое направление,чтобы поворот всех 

векторов происходил против часовой стрелки,если смот

реть из конца Ду . Для этого необходимо чтобы выполнялось 

условие

((зпд хЛдг ) в с>0

Подставляя сюда с из (2.35) получим

“ ( q n £  х  Д д £ ) • ( Д д £  *  Д д г ) >  о

откуда

а = sign[lgn £ х Дд^) • (Дд£ х Д д ^  С2Д1£Д

Формула (2.35) позволяет определить с во всех слу 

чаях кроме Дд^||Дд . Эти векторы могут быть параллельны 

только, если вектор Ду лежит в плоскости векторов q n t  и 
дпг > тогда оба приращения Дд_£ и Ддг перпендикулярны 

указанной плоскости. Но в этом случае ДУ перпендикулярен 

третьему op-ту, который обозначим q , и следовательно* ,

Вектор ДУ не может быть перпендикулярен

одновременно одному из векторов q ^ или
апг

q и 

поскольку



приращение Aqg должно по модулю быть больше и Aq̂ > и A q ^ , 

Очевидно справедливо и обратное утверждение,что если 

среди Aq^ и Aq^ находится максимальное по модулю прирв - 

щение, то векторы Aq^ и Aq^ не могут быть параллельны 

Следовательно, (2.35) можно всегда п о л ь э оватйсп,если п р е д 

положить, что одно из приращений входящих в эту формулу/на 

пример Aq^./ максимально по модулю

|Aq^| = max ( |Aq..j) ; j=£,r,s

(j)

Подставляя (2„34) в первое уравнение (2.33) опреде - 

ляем множитель

|Дд£ !
9 = -----—---- (2.37)

|с X q^ J

Наконец, подставляя (2.35) , (2.36) и (2.37) в (2.34) опре

деляем искомое угловое перемещение AY .

Aq£ xAqr
ду = ------------ sign [(q »xAq„) *(Aq»xAq )] (2.38)

|q„f -Aqr l 1 Г

Теперь, когда известны значения Ah и AY можно с п о 

мощью процедуры МАТРИЦЫ СВЯЗИ найти Л , Лц , Л г , и з а 

тем по (2.31) требуемые значения х . Эти значения х о п 

ределены в линейном приближении. Поэтому, после того как

в этом случае одно из приращений Aq^ , Aq^_ должно быть 

равно нулю, что противоречит принятым условиям относитель
но Дд_£ и Aqr .



эквивалентную цепь переместим в положение, соответствующее 

х , условия (2 .1 2 ) могут оказаться неудовлетворенными с 

требуемой точностью. Тогда нужно присвоить хо значения х 

и повторить весь процесс.

Функциональная блок-схема алгоритма ЗАМКНУТАЯ ЦЕПЬ

Рис. 2.11



Функциональная блок-схема описанного итеррационного 

процесса представлена на рис. 2.11. Проверка окончания и~ 

террационного процесса осуществляется в блоках 3 и 8 . Если 

требуестя следующий шаг приближения, то BL присваивается 

значение false /блок 9/. Расчет h в блоке 4 осущест 

вляется по (2.32) . В блоке Б выбирается два приращения

Aq^ и Дд^ , которые имеют най-больший модуль.

Функциональная блок-схема сделана очень краткой для 

того, чтобы наглядно показать принцип построения алгоритма. 

Однако, при этом многие частные вопросы /как проверять у с 

ловия замыкания, как распределять s , в каких массивах 

хранится нужная информация и т.п./ не нашли в ней отраже

ния. Поэтому, наряду с функциональной, приведем более д е 

тальную рабочую блок-схему, по которой уже непосредственно 

строится алгоритм /рис. 2 .12/ .
В блоках 6 - 8 вычисляется Ah , а в блоках 10-13 вы- 

числяится A q , . Одновременно вычисляются модули [A q ^ [ и

помещаются в массив а . Значение которого присваиваится 

/блок 14/ и выбирается наименьший, значение которого пр и - 

св аи в а и в ается а1 • При этом в к запоминается номер i 

наименьшего из приращений |A q ^ | . В блоках 2 0 - 2 2  происхо

дит выбор двух векторов Aq^ (i=l,2,3) с большими эначе 

ниями м о д у л я .
Расчет углового перемещения AY осуществляется в 

блоке 23 согласно (2.34 - 2.38) • Точность приближения оце-

ниваестя в блоке 24 и в случае, если точность достаточна в 

блоке 25 формируется команда на окончание итеррационного 

п р о ц е с с а .
Последний цикл с параметром i /блоки 29-33/ служит 

для распределения s . В блоке 29 проверяется принадлеж 

ность i -ой координаты „основным" координатам. Если 1 _я 

координата к „основной" не относится то-есть является „до
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Рис.2. "12. Рабочая блок-схема алгоритма 
ЗАМКНУТАЯ ЦЕПЬ

полнительной"/, то вычисляется значение^индекса j и 

ординате присваивается значение s-1 .

После этого процесс виТзвь возвращается к блоку

к о - 

2 и



повторяется до тех пор, пока BL нв получит значения true- 

В этой случае осуществляется выход с помощью условного one 

ратора 3 .

Алгольный текст процедуры ЗАМКНУТАЯ ЦЕПЬ приводит

ся в конце этого параграфа,

Процедура ЗАМННУТАЯ ЦЕПЬ может использоватьс.я не 

только для сборки, но и для расчета перемещений замкнутой 

цепи. Действительно, пусть в некоторый момент времени ti 

значения координат замкнутой цепи были хо . Спустя малый 

промежуток времени At значения основних и кинематических 

координат получат приращения Ду и Дг . Требуется опреде - 

лить значения s в новом положении механизма, Нак видно, 

постановка задачи здесь не отличается от сформулированной 

выше задачи сборки, и она может быть решена с помощью р а з 

работанного алгоритма. В качестве начальных значений 

здесь можно принять, например, s=So .

Подведем некоторые итоги этой главы, Задачи сборки и 

определения положения цепи могут решаться в значительной 

части одинаково как для замкнутых, так и разомкнутых це 

пей. В обоих случаях можно воспользоваться алгоритмами 

СБОРКА ЦЕПИ и ПОЛОЖЕНИЕ , и разница состоит лишь в том, 

что в случае замкнутой цепи мы рассматриваем эквивалентную 

цепь. В случае разомкнутой цепи указанные алгоритмы пол н о 

стью решают задачи. Для замкнутой цепи нужно воспользовать 

ся алгоритмом ЗАМННУТАЯ ЦЕПЬ , с помощью которого осуще 

ствляется „замыкание" эквивалентной цепи, то-есть опреде 

ляются значения дополнительных координат s , у д о влетворя

ющих условиям связи. Одновременно последний алгоритм опре 

деляет матрицы связи Л , А\ , Лг , которые играют важную 

роль при анализе кинематики в следующей главе.

В заключение приведем текст процедуры ЗАМННУТАЯ ЦЕПЬ 

которая осуществляет расчет положения замкнутого механизма 

согласно описанному алгоритму.



Формальные параметры процедуры:

N - номер цепи; А2 - матрица перехода для конечного базового

звена /с помощю этой матрицы задаются векторы q „ ./; hb - век-
b D

тор из центра масс начального базового звена к центру масс 

конечного /соответствует hg в формулах/; е - малая величина, 

задающая точность вычислений.

Глобальные идентификаторы S T R , К Р , ЕЕ, RR, QQ, Е О , R 0 ,

Q0, X, ЛЛ.

В результате выполнения процедуры определяются значения 

всех относительных координат х, и соответствующие значения

^2_ r ^ x j r ^ i г ^ г ^2 '

procedure ЗАМКНУТАЯ ЦЕПЬ (N,A2,hb,e); 

value Nj integer Nj 

array A 2 , hb % real e ? 

begin

array Ah , Ay , a ,b [l: 3], Aq [l: 3,1: 3] , c,d[l:3] ;

integer i,j,n,nu,ns;

real a l , a 2 , a 3 ;

boolean BLj

BL: = f a l s e }
n: = STR [N, б] } nu: = STR[N,7]; 

ns: = n-nu;

begin array h,y[l:ns], Л [l:ns ,1:nu] ,

Л1, Л2 [l;ns ,1:3] •, 

ml: ПОЛОЖЕНИЕ N 

if BL then go to m2; 

for i : = 1,2,3 do

Ah [i] : = hb [i] ~RR[N ,n, 1, i] + R R [ N , 0,2 , i] ; 

for j: = 1 step 1 until n-1 do 

for i : = 1,2,3 do

Ah [i] : = Ah[i]+RR[N, j ,l,i]-RR[N, j ,2i] ;



al: = 105 ;

f o r  i: = 1,2,3 do begin a[i] : = 0; 
for j: = 1,2,3, do begin

Ad[j,i]: = A2[j,i]-QQ[N,n,j,i] ; 

a[i]: = a [ i ] + A q [j ,i ] +2 end; 

if a[i] < al then 

begin a l : = a [i] ; k: = i end 

end i ;

if k = 1 then begin a[l] : = a[3] ; 

for i : = 1,2,3 do 

Aq[l,i]: = Aq[3,i] e n d ; 

if k = 2 then begin a[2] : = a[3] ; 

for i : = 1,2,3 do 

Aq[2,i] : = Aq[3,i] e n d ; 

for i : = 1,2,3 do 

begin d[i] : = Aq[l,i] ; 

b [i] : = Aq [2 , i] ; 

c[i] : = Q Q [ N ,n , 1,i]

e n d ;

BEKT (Ay,d,b);

BEHT (d,c,d);

CH/I (al ,Ay,d) ; 

a l : = sign (al);

СИЛ (a2,b,c);

a 2 : = a2xsign (a2) ;

for i : = 1,2,3 do

Ay[j]: = alxAy [i]/a2 

al: = sqrt(a[l]); a 2 : = sqrt(a[2]);

аЗ: = М О Д(ДЬ); 

if al<eAa2<eAa3<e then 

BL: = true;

for i : = 1 step 1 until ns do



m2:

begin

for j : = 1 step 1 until nu do 

A[i, j] : = ЛЛ [N, i , j] •, 
for j : = 1,2,3 do 

begin A l [ i ,j ] : = Л Л [N,i ,j+nu ] }
Л2 [i , j] : = ЛЛ [N , i , j+nu+3]

end end i ;

MTB (h,Al ,Ah,ns ,3) •, MTB (у,Л 2 ,A y , n s ,3) •, 

j: = 0?
for i : = 1 step 1 until n do 

if KP [N, i , 3] i- 1 then 

begin j : = j + 1 •,
X [N, i , l] : = x[N,i,l]+h[j]+y[j]

e n d ;

go to m l ;

end end процедуры



Гл. III КИНЕМАТИКА ПРОСТРАНСТВЕННЫХ ЦЕПЕЙ 

§1 Определение скоростей

При анализе кинематики могут нозникнуть задачи двух 

типов. Первая задача ставится следующим образом. Имеется 

некоторая цепь /разомкнутая или замкнутая/, для которой из

вестии значения относительных скоростей и в шарнирах, п р и 

нятых за основные. Требуется определить угловые скорости 

всех звеньев цепи и линейные скорости их центров масс 

Для замкнутых цепей подлежат определению также значения о т 

носительных скоростей в дополнительных шарнирах.

Предполагается, что для рассматриваемого механизма 

уже решена задача определения положений /см. предшествующую 

главу/ и известны все векторы е и г , а для замкнутых цепей 

также и матрецы связи Л, A i , Л 2 .

Вторая задача в некотором смысле обратна первой. Здес 

будем считать известными для некоторого эвена цепи углевую 

(ш) и поступаетельную (v) скорости. Определению подлежат от 

носительные скорости х в шарнирах, которые обеспечивают за 

даные значения ш и v .

Рассмотрим сначала первую задачу. В процессе её реше-



кия мы будем пользоваться двумя известными- соотншениями м е 

ханики, что угловая скорость тела равна сумме его перенос

ной и относительной скорости

оз = оз +озпер отн

и что для двух точе$ А и В, принадлежащих телу справедливо

V B ’ V A = Ш Х Г АВ

где оз - угловая скорость тела; Гд^ - вектор с началом в т о 

чке А и концом в точке В.

Рассмотрим i -ю кинематическую пару, образованнуя i -ым 

и /1-1/-ым звеньями /рис. 3 . \/ . Движение /А-1/-го звена б у 

дем рассматривать как переносное, а движение в i -ом шарнире 

- как относительное. Тогда справедливы соотношения 

в случае поступательной кинематической пары

03. - оз._1 ;

v i = V i-1 " ш 1-1 х r i-T,i + х e i ;

/3 Л /

в случае вращательной кинематической пары



“Ч  = ш 1-1 + х е ± /3.2/

vi “ vi-1 “i-1 Х ri-l,i + Ш1 Х Г1 г '■
Выражения / Э Л ,  3.2/ можно рассматривать как рекуррентные: 

если последовательно обходить все звенья цепи от начального 

базового, то по этим соотношениям можно рассчитать скорости

всех з в е н ь е в . _^
Поскольку для разомкнутой цепи известны все х , то iа

ним образом первая задача может быть решена полностью. Для 

замкнутой цепи известна только часть относительных скоростей, 

а именно у  и Ž. Недостающие значения š необходимо определить 

из условий связи.
Уравнения связи /2.3.1/ записаны для молых угловых и л и 

нейных перемещений. Однако, аналогичные соотношения справед

ливы для скоростей, причем, в этом случае снимается т ребова

ние об их " м а лости” .
Действительно, скорость полюса последнего звена эквива

лентной цепи следующим образом связана с относительной скоро

стью в j -ом шарнире

Сравнивая с /2.17/ видим, что для линейных скоростей спр а 

ведливо соотношение

" -j
ajx = vn'

3 = 1 3
где векторные коэффициенты а., выражаются /2.10/.

Аналогично для угловой скорости последнего звена эквива

лентной цепи справедливо

Ь .
и

п
У Ь .х 

j = l 3
выражается

j =

/ 2 .2 0 /.где



Отсюдя следует, что для скоростей справедливы уравне

ния, аналогичные /2.31/, а именно

š = Ли + Л , (v -V ) + Л0 (ш -ш ) /3.3/1 п о / п о

где Л, Л^, к^ уже известные матрицы свзи; vD , u)Q и v^,

- скорости начального и конечного базовых звеньев. В тех слу

чаях, когда цепь замкнута на стойку, соответствующие скорос

ти v Q , шо , vn , будут равны нулю.

После того, как для замкнутой цепи по /3.3/ определены 

все s , задача расчета скоростей решается для эквивалентной 

разомкнутой цепи. Блок-схема алгоритма определения скоростей 

приведена на рис. 3.2.

Комментарий к блок-схеме алгоритма СКОРОСТИ.

В блоке 1 проверяется тип цепи /разомкнутая или замкнутая/ 

Последующие блоки 2-15 работают в случае замкнутой цепи, о п 

ределяют значения s и присваивают их соответствующм компонен

там вектора х . В блоках 2-7 проверяется принадлежность отно

сительных координат к той или Иной группе и формируется век

тор и , Здесь i -номер кинематической пары, j- номер компоненты 

и^ . В блоке В согласно с /3.3/ вычисляются s .

В блоках 9-14 /цикл по i/ осуществляется распределение
• i * isJ среди соответствующих компонент х .

Собственно расчет скоростей начинается с блока 16. В 

случае р аз ом кнутой  цепи  мы , минуя всю предшествующую часть ал

горитма, попадаем непосредственно к этому блоку. Расчет линей

ных и угловых скоростей осуществляется в блоках 17, 19, 20

согласно формулам /3.1/, /3,2/.
Для работы процедуры необходимо, чтобы предварительно 

были известны значения V q H ш0 для начального базового звена, 

а в случае замкнутой цепи, также и значения и для конеч

ного базового эвена.
В процедуре СКОРОСТИ осуществляется расчет и со

гласно описанному алгоритму. Формальные параметры: N - номер



ЕЕ

Рис. 3.2. Блок-схема алгоритма определения 
скоростей



цепи; v o / vn - поступательные скорости начального и конечно

го базовых звеньев; ш о , шц - угловые скорости базовых звеньев.

Глобальные идентификаторы: STR, КР, ЕЕ, RR, ЛЛ, X.

Обозначениям s в формулах соответствует идентификатор 

as в прогоамме. Векторы а, Ь, с, đ используются как вспомо

гательные при вычислениях.

В результате выполнения процедуры СНОРОСТЬ полностью 

заполняются матрицы W  и ПО, то-есть рассчитываются угловые 

скорости и линейные скорости центров масс всех звеньев м е х а 
низма.

procedure СКОРОСТИ (N, vo, шо, via, am) ;

value N; Integer N; 

array vo, шо, vn, ton; 

begin

array a,b, c, d [l: 3] ; 

integer n, ns, nu, i,j; 

n: = STR [N, 6] ; nu: = STR[ n ,7]; 

if STR [n ,l]=1 then go to m  ; 

ns: = n-nu;
begin

array ds |~i ;n_l , du[i :n.u] , c , c 1 [l :ns] , 

Л [l :ns, 1 :nu] ,Л ,Л2 [l :ns,l :3] ;

j : = 0;
for i: = 1 step 1 until n do 

if KP [n ,i ,3]=1 then 

begin j : = j + 1 ; 

du [j]:=x[N,i,2] e n d ; 

for j : = 1 step 1 until ns do 
begin

for j : = 1 step 1 until nu do 

Л [i,j ] := Л Л [n ,i ,j] ;



for j : = 1,2,3 do begin

A 1 [i,j]: =ЛЛ [n , i , j+nu] ;

Л 2 [i, j] : =ЛЛ [N, i,j +nu+ 3]

end erid i ;

for i ; = 1,2,3 do

begin vn [i] : = vn [i] -vo [i] ; 

шп [i] :=шп [i] -too [i] e n d ;

M T B ( d g ,Л , d u ,n s ,n u );

M T B ( c , A lfv n , n S , 3 ) ;

MTB (c^ ,Л2 , ш п ns , 3) ;

for j : = 1 step 1 until ns do

ds[j] :=ds[j]+c[j]+cl [j] ; 

comment конец расчета s; 

j: = 0;

for i: = 1 step 1 until n do 

if KP [n , i,3] / 1 then 

begin j : = j + 1 ;

X [N, i , 2] : = ds [j] end 

end блока;

n: = n-1;

comment переходим к расчету скоростей; 

m l : f°r = 1/2,3 do
begin w [ N , 0 , i ]  : = v Q [i] ;

[N, 0 , i] :=w© [i] end; 

for i ; = 1 step 1 until n do 

begin

for j : = 1,2,3 do begin 

if KP[N,i ,l]=1 thenOfifN,i,j]:=nfi[N,i-l,j]

else n n [ N , i , j ] [ N , i - 1 ,j]+dx[i]xEE[N 

a [ j ] :=ПЙ [N, i - 1 , j] ; b [j] : = Ш  [n , i , j] ; 

c [ j] : =RR[ n , i - 1 ,2 , j] ; d[j] :=RR[N, i , 1, j] 

BEKT (a ,a ,c ); B E K T ( b ,b ,d ) ; 

for j: = 1,2,3 do c[j] : = W  [n  , i - 1 , j ]-a [ j] ;

i, j] ;

e n d ;



if К Р [N,i,l]= 1 then

for j : = 1,2,3 do 

W [ n ,i ,j] := c [j] + d x [i]xEE [ N ,i ,j] 

else for j : = 1,2,3 do

W  [N, i , j ] :=c[j]+b[j] 

end i; end процедуры;

Теперь переходим к решению второй задачи, с ф о р м у л и р о в 

анной в начале этого параграфа. Пусть имеется разомкнутая 

цепь, и последнее звено этой цепи должно иметь скорости 

и . Требуется определить х обеспечивающие такие скорости. 

При этом будем предполагать, что заданные скорости v n и 

возможны для рассматриваемой цепи.

Эта задача может быть сведена к уже рассмотренной выше 

первой задаче для замкнутой цепи. Заданные скорости можно ус 

ловно россматривать как скорости конечного базового звена. 

Тогда для такой цепи справедливо уравнение /3.3/. Однако, 

прежде чем им воспользоваться необходимо решить вопрос какие 

из относительных координат считать "основными" /и/ и какие 

"дополнительными” /s/.

Для этого вернемся к исходному матричному уравнению 

/2.3ТУ. Очевидно, матрицы связи Л,Л^, Л 2 зависят от того, 

какие из отнтсительных координат выбраны за основные, но ч и 

сло строк этих матриц не зависит от выбора основных к о о р д и 

нат. Это число строк /оно было обозначено п / зависит от ч и 

сла единиц среди характеристических чисел Аг / см./2.15//, а 

последние определяются структурой цепи.

Таким образом матричное уравнение /3.3/ определяет n g 

независимых условий, связывающих относительные скорости в 

шарнирах ц е п и .

В данной задаче рассмотрим три случая, когда число шар 

ниров цепи п равно n g , или n < n g , или n > n g .



1. Допустим n = n g . Тогда имеется столько относитель

ных скоростей сколько условий связи. В этом случае можно 

считать, что все шарниры в замкнутой цепи "дополнительные” , 

и отнтсительные скорости можно непосредственно определить из 

уравнения /3.3/, положив в нем и = 0.

2. Пусть n < n s . Тогда имеется больше уравнений связи, 

чем относительных координат. Такой случай невозможен, если 

только Аг определены правильно. Действительно, характеристи

ческие числа А указывают вдоль каких направлений возможны 

независимые угловые и линейные перемещения последнего звена 

/см. гл. II, §3/. Фактически n g указывают число степеней

свободы последнего звена разомкнутой цепи, и это число заве-
*допо не пожет быть больше числа шарниров ,

3. Последний случай n > n s возможен. Действительно, 

последнее звено может обладать не более, чем шестью степе

нями свободы, а число шарниров цепи может быть больше. Т о г 

да число уравнений /п / оказывается меньше числа неизвест

ных и, для того чтобы воспользоваться /3.3/, нужно задаться 

значениями /п -  n g/ относительных скоростей. Эти /п -  п / 

скоростей будем условно рассматривать как "основные", а ско

рости, которые нужно определить как "дополнительные” . После 

этого "дополнительные” скорости определяются через "основ

ные" скорости и скорости "базовых" звеньев v , с помощью 

/3.3/. В "основные", конечно, должны быть включены все ско

рости в шарнирах с кинематическим приводом.

Таким образом, вторая задача для разомкнутой цепи м о 

жет быть решена в следующей последовательности:

рассматриваем цепь как замкнутую и соответственно 

хапактеристическому числу £3 присваиваем значение 

ноль; заданные скорости vn и рассматриваем как 

сирости конечного базового звена;

“ *
Напомним , что под шарнирами здесь понимаются пары V класса 
/см. гл. I/.



- определяем характеристические числа X / г = 1 ,2,...,б/ 

согласно /2.15/ и подсчитываем

б

n s = I  s i=l
- если n > n g , то задаемся относительными скоростями в 

/п-п / шарнирах, эти шарниры рассматриваем как "ос

новные” и соответственна задаем значения характери

стическим числам £5 /см./1,8//;

- с помощью алгоритма МАТРИЦЫ СВЯЗИ определяем матрицы

Л, Л ^ , А2 г

- по уравнению

š = Ли + Л (v - V ) + Л 9 (ш I n  о /• п шо } '

где и - скорости в основных шарнирах, определяем 

относительные скорости š в остальных шарнирах.

Теперь переходим к решению второй задачи для замкнутой 

цепи. Она несколько сложнее, поскольку теперь может быть за

дана скорость любого промежуточного звена цепи.

Пусть требуется определить х такие, чтобы к-е звено 

цепи /0<к<п/ имело угловую и поступательную скорость 

V, . Тогда поступим следующим образом. Разобьем заданную цепьК
на две замкнутые цепи:

первая цепь включает звенья с номерами 0<J-<k для неё 

к-е звено является конечным базовым;

вторая цпь включает звенья от к-го до n -го и для неё 

к-е звено явлается начальным базовым.

При таком разбиении для каждой из составляющих цепей извес

тны скорости базовых звеньев и, следовательно, задача сводит

ся к уже рассмотренному выше случаю. Остается только задать 

соответствующие значения характеристическим числам £3 и £5, 

назначить "основные" шарниры в каждой из цепей и далее можно 

решать задачу по описанной выше методике.



§2 Определение ускорений

При расчете ускорений также могут возникнуть две зада

чи. Первая ставится следующим образом. Имеется некоторая цепь 

/разомкнутая или замкнутая/, для которой известны значения координат 

х, относительный скорости х , и относительные ускорения и в 

основных шарнирах. Необходимо определить векторы угловых у с 

корений и линейных ускорений центров масс всех звеньев 

цепи. Для замкнутых цепей требуется определить также значе

ния s дополнительных координат.
' Предполагается, что для рассматриваемой цепи уже реше

ны задачи определения положений и скоростей, в связи с чем 

известны е, г, V и ш для всех звеньев и кинематических пар, 

а для замкнутых цепей известны также матрицы Л, и Л 2 •
Вторая задача обратна первой в смысле заданной и оты

скиваемой информации. Здесь требуется найти значения относи

тельных ускорений х, которые обеспечивают движение одного из 

звеньев цепи с заданными ускорениями е и w.
Рассмотрим сначала первую задачу. При её решении будем 

пользоваться следующими двумя соотношениями механики. Пусть 

имеется твердое тело, для котопого определены переносные у г 

ловые скорость и ускорение / ш п в р ’ £П ер/ и относитвльныв у г ~ 
ловые скорость и ускорение / w q t h , ^отн/• Тогда угловое уько

рение /е/ равно

с  ~  с- *4* Р* "Ь Cl) X СОс пер отн пер отн

Для двух точек А и В, принадлежащих твердому телу, ко

торое движется с угловыми скоростью и ускорением ш и е, спра



ведливо

WB - wA = е х гАВ + ш X (0) х гдв)
где Г д В - вектор с началом в т.А и концом в т.В.

Сначала рассмотрим задачу для разомкнутой цепи. На 

рис. 3.3. показана i -я кинематическая пара, образованная

i -ым и /д.-1/-ым звеньями. Скорости и ускорения /i-l/-ro э в 

ена будем рассматривать как переносные, а скорость х 1 и у с 

корение х в i -ом шарнире - как относительные. Тогда спра

ведливы следующие зависимости:

в случае поступательной кинематической пары

в случае вращательной пары

ei = е±-1 + ^ lei + х е ± (3.6)

Переходим к определению линейных ускорений. Обозначим 

через "А” ту точку неподвижного пространства, в которой в 

данный момент времени находится центр i-ro шарнира. У с к о р е 

ние точки /1-1/-ГО звена, которая совпадает с точкой "А" 

обозначим Тогда можем записать /см.рис 3.3/

w „ , =  w, , - е , „ х г
1

Для точки 1-го эвена мгновенно совпадающей с "А" мош-

А Д - 1  “ О-/ )

но з а п и с а т ь :



в случае поступательной кинематической пары

w (3.8)

в случае вращательной пары

(3.9)

Теперь можно записать выражения для скорости и ускорен 

ия центра масс i-ro звена. При этом воспользуемся угловыми 

скоростью и ускорением этого эвена, которые были определены 

выше /см./3.5/, /3.6//

Выражения /3.5/ - /3.10/ можно рассматривать как реку

ррентные соотношения: если последовательно обходить звенья 

цепи начиная с базового, то с их помощью можно определить все интересу

К5щие нас ускорения.
Однако, прежде чем строить алгоритм эти выражения ц е 

лесообразно привести к несколько иной форме. Дело в том, что 

алгоритм расчета ускорений в дальнейшем понадобится при ана 

лизе динамики. Для этого необходимо иметь возможность пред

ставить угловые и линейные ускорения /e,w/ в виде суммы ве

кторов, следующего вида

(3.11)

где eQ , w q  угловое и линейное ускорение начального базового

зве н а .



Такое представление, очевидно, всегда возможно, поско

льку уравнения механики линейны относительно вторых произ

водных. Векторные коэффициенты aj_j и ^  бУДУт в этом случае 

функциями относительных координат, а векторы 0^ и П.̂  отно

сительных координат и скоростей.

Представление в виде /3.11/ нужно по следующей причи

не. Если при анализе кинематики предполагались известными 

все х-1 /j = 1 , 2 , . . .  / П / то при анализе динамики как раз оп

ределение ускорений х 3 является задачей анализа. Поэтому 

при анализе динамики будут использоваться не значения у г 

ловых и линейных ускорений, а коэффиценты в уравнениях 

/3.11/; при этом подразумевается, что для этих ускорений 

справедливы разложения /3.11/ /подробнее см. г л . У / .
Теперь вернемся к формулам /3.5/ - /3.10/ и преобра

зуем их к виду, удобному для определений 'в форме /3.11/.

Для этого запишем в такой же форме ускорения предшествую

щего /i-1/ т о  звена /рис. 3.3/.

ч-1 -T/i-in"3 + ei-• л + £1 -1 о

1
I

j=i1 - 1 + n i-l + W 'i-1 о

(3.12)

Подставляя /3.11/ и /3.12/ в выражения для углового 

ускорения /3.5/ и /3.6/, получим:
для случая вращательной кинематической пары

I  a x j  + e. j x D+ x 1 e i + x i a) . _ 1 x e i + e i _ 1
j=l 13 j=l

Приравнивая здесь коэффициенты с одинаковым номером 

j , получим

“ ij ai-l,j
при k < j £  i-1



а . . = е  . }IX х

6 . =  9 . т + х 1 ш. , х е .  х х —1 х - 1  х

(3.13)

Для случая поступательной кинематической пары аналогич

но, подставляя /3.11/ и /3.12/ в /3.5/, получим

а . . 
13

= а . 
х -

а . . 
XX

•ь.
ОII

6 . = 
X е 1 - 1

при k < j < i - 1 }

(3.14)

Выражения /3.13/, /3.14/ позволяют вычислить векорные 

коэффициенты в выражении углового ускорения /3.11/ по изве

стным коэффициентам в выражении углового ускорения п р едшес

твующего эвена .

Переходим к определению ускорения центра масс i-ro 

звена. Вновь подставляя /3.11/, /3.12/ в /3.7/ - /3.10/, 

аналогично предыдущему получим, опуская все промежуточные 

в ы к л а д к и .

Для вращательной кинематической пары

ei-l/j
+ a i _ 1/jx(r.. - г . _ 1 Д ) при

в .. = 0 . хг . . .
мх х X XX

’Ч 1= oi _ 1+ e i_
(3.15)

х е  . ) х г ± . +ш . х (о). х г . . ) - ш . _ х х (ш . _ хх г  . д,)

Для поступательной кинематической пары



10 Ji - l fj+ a i-l,jx ( r ii-r i-l,i) при к  < j < i-1

5. . = е , 11 1
(3.16)

1 . = п.. .+0. , х ( г .  . - г .  , . ) +2х1 ш. ,хе,+
1 1 - 1  1 - 1  1 1  i - l , i  1 - 1  1

+ ш . х  (ш, х г . . ) - ш . , х (ш .  ,1  1  1 1  1 - 1  l - l x r i _ 1

Таким образом получены рекуррентные соотношения для 

определения всех коэффициентов; с помощью этих коэффициен

тов искомые ускорения можно найти по /3.11/.

Поскольку для разомкнутой цопи известны все Xj_, то п о 

лученные выражения полностью решают первую задачу. В случае 

замкнутой цепи известны только основные ускорения и .  Н е д о 

стающие значения s нужно определить из условия замыкония 

ц е п и .

Дла этого запишем согласно /3.11/ ускорения еп и 

для последнего эвена эквивалентной цепи.

е = У а .х^ + 0 + еп пц п о

W = ) 3 .XJ + Л + V7п / .  пц п о
3=1

(3.17)

Дла замкнутой цепи ускорения базовых звеньев считаем 

известными. Кроме того можно определить векторы 0^ и 

поскольку они зависят от относительных координат х и скоро

стей х , которые также известны. Далее согласно /3.13/ и 

/3.16/ можно записать

ПЗ

3 . = <рпз

если j -я пара вращательная 

0 если j - я пара поступательная 

г^хгп  ̂ если j-я пара вращательная
(3.18)

если j-я пара поступательная



Возвращаясь к гл.11 §3 видим, что коэффициенты anj и 

В . в /3.18/ выражаются так же как коэффициенты a j>b j в У Р а ~ 

внениях /2.18/, /2.20/.

Тогда /3.17/ можно переписать в виде

XI
aj

j=l J 
n

ь.
j=l J

= £  -  e  -n ~o n 

= w  — w  — n• j _

Сравнивая /3.19/ c /2.17/ и /2.19/ видим, 

только правыми частями, в которых

(3.19)

что тни отличаются

Ah заменено на /eR - £Q еп / (3.20)
Ду заменено на /w - w q  - лп /

Уравнения /2.17/ и /2.19/ были исходными при выводе 

уравнения связи /2.31/, в которое Ah и Ду вошли линейно. Сле 

довательно, если в уравнениях связи заменить As и Ди на s и 

и , а вместо Ah и Ду подставить соответствующие выражения 

из /3.20/, то это уравнение останется справедлиным.

s = A u + A : (wn -wQ -pn )+A2 (еп -£0 -еп ) (3.21)

С помощью этого уравнения можно определить неизвестные 

ускорения s в дополнительных шарнирах. Матрижы А, А 1 , Л 2 н а 

ходятся с помощью алгоритма МАТРИЦЫ СВЯЗИ.
После определения s становится известной /см./1.6// 

вся совокупность относительных ускорений х и можно переходить к анализу/ 

эквивалентной открытой цепи, так как описывалось^выше.
Блок-схема алгоритма определения ускорений /для пер

вой задачи/ приведена на рис. 3.4.
В первом цикле с параметром i /блоки 

ются значения векторов ou j , (hj «

1-27/ вычисля- 

входящие в Выра-





Рис. 3.4. Блок-схема алгоритма 
определения ускорений
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шения ускорений /см./3.11//. Вычисление осуществляется согла 

сно формулам /3.13 - 3.16/. Через , с 2 , с3 , с 4 здесь обо

значены некоторые вспомогательные векторы, используемые при 

вычислениях промежуточных результатов. Важно отметить, что 

в этом цикле используются в частности а . , 6 , 6 . , п /пои 

• Перед началом вычислений этим величинам необходимо 
присвоить нулевые значения.

В алгоритме предусмотрено два режима работы и выбор 

режима осуществляется с памащью булевской переменной BL 

/блок 28/. Если BL = false, то алгоритм определяет только 

значения 6± , и на этом заканчивает работу. Т а 

кой решим используется например, при "составлении” .дифферен

циальных уравнений /см. гл. У/. ЕслиВЪ 5 true, то о предел

ился значения ускорений и для всех звеньев /х = 1,2,

..., п/. При этом для замкнутых цепей /проверяется в блоке 

29/ предварительно определяют значения ускорений д о п о л н и т е л ь 

ных координат ё /см. блоки 30-43/. Для этого сначала фор м и 

руется вектор и в блоках 30-35. Вычисление ё осуществляется 

в блоке 37 с помощью матриц связи Л, Л 1 и Л 2< Значения ё з а 
носятся в х в блоках 39-43.

Теперь, после того как известны все относительные у с 

корения х, рассчитываются векторы ускорений и /цикл 

по i, блоки 45-47/. При этом используются ускорения w и е 
начального базового звена.

В случае замкнутой цепи можно определять ускорения е^, 

w j_ только для первых /n ~ V  звеньев, поскольку для n -го эвена 

эти ускорения известны /как для конечного базового звена/.

Ниже текст алгоритма записан на АЛГОЛе как процедура 

УСКОРЕНИЯ. В этой процедуре коэффициенты aj_j , ^±j> и 

помещены в трехмерные массивы w и е следующим образом

i / j - 1,2 ,. . . , n •,

' [i , n+1 , *] ; i = 1,2, . .. ,n ;



a^j -*■ е [i, j ,*] ; jfi — 1 ,2 ,...,п;
0^ -н e[i,n+l,*]; i = 1 ,2 ,...,n

где стрелки указывают на соответствие, а значек * как и 
раньше показывает, что соответствующий индекс пробегает все 
значения. Другими словами, по третьему измерению w, е по
мещаются компоненты векторов и, 3, 0, Л-
Например,

-> w[i,j,k]
Массивы w , е имеют размерность [0:n, l:n+l, 1:3]■

Массивы W  и Ш  описывались ранее в алгоритме ĆH0P0- 
СТЬ /см. предыдущий параграф/ В массивах еО, wO, £n >wn хРа" 
нятся ускорения базовых звеньев, соответственно eQ, w q , en< 
w . Как и раньше Л, Л]_,Л2 матрица связи. С помощью булевс
кой переменной BL осуществляется выбор режима работы /см. 
выше/. Если BL = true то вычисляются значения w±, е±, кото
рые помещаются в 1-ый "столбец” массивов W и е соответстве
нно.

procedure УСКОРЕНИЯ (N,wO,еО,wn,en,W,е,BL); 
value N, BL; integer N; boolean BL; 
array wO , eO ,wn, en ,W, e ; 
begin

array С1,с2,с3,с4,ш1,ш2,е,г1,г2,г3,0,л[1:3] ;
integer i,j,k,1,n,ns,nu;
n: = STR[N,6]; nu: = STIl[N,7]; ns: = n-nu; 

begin
array u[l:nu], s, si, s2[l:ns], 
if BL then 1: = 1 else 1: = n+1; 
for i: = 0 step 1 unti1 n do

for j: = 1 step 1 until 1 do 
for k : = 1,2,3 do 
W[i, j,k] : = e[i/j»k] : = 0; 

for i: = 1 step 1 until n do



b e g i n

f o r  k: = 1 , 2 , 3  d o

b e g i n  ,gjl l~k~1 : =  [ N ,i-1 ,k] ;

ш2 [k] : = H Q [ N , i , k ] ;  e [k] : =  E E  [N , i ,k] ;

rl [k] : = R R [ N , i - l , 2 , k ]  ; r 2  [k] : =  R R  [ N , i , 1 ,k]

r 3  [k] : = r 2 [ k ] - r l [ k ] ;  0 [k] : = e [ i - l , l , k ] ;

П [k] : - w [ i - l , l , k ]  e n d ;

B E K T  (cl,oil,e); B E K T  (c2,o)l,rl)j 

B E K T  ( c 2 ,0)1 ,c2) ; B E K T  (c3,0)2,r2);

B E K T  ( c 3 ,0)2 , c3) ; B E K T  ( c 4 , 0 , r 3 ) ;  

f o r  k : = 1 , 2 , 3  d o

c4 [k] : = c4 [k] + c 3  [k] - c 2  [k] ; 

if K P  [n ,i ,1] = 1 t h e n  f o r  k : = 1 , 2 , 3  d o

b e g i n  e [ i , l , k ] :  = 0 [k] ;

w [ i , l , k ] :  = n [ k ] + 2 x X  [N , i , 2] x c l  [k] •,

if "1 B L  t h e n  b e g i n

W  [i , i , k] : = e [k] ; e [ i , i , k] : = 0 e n d  e n d

e l s e  b e g i n

B E K T  (c2 ,cl ,r2) •, B E K T  ( c 3 , e , r 2 ) ;  

f o r  k : = 1 , 2 , 3  d o  b e g i n

e [ i , l , k ] :  = 0 [ k ] + X  [ N , i , 2] x c l  [k] j 

W [ i , l , k ] :  = n [k] + c 4  [k] + X  [N,i , 2] x c 2  [k] ; 

if 1  B L  t h e n  b e g i n  e [ i , i , k ]  : = e [k] ;

W  [i,i',k] : = c3 [k] e n d  e n d  e n d ; 

if H  B L  t h e n

f o r  j : = 1 s t e p  1 u n t i l  i - 1  d o  b e g i n  

f o r  k: = 1 , 2 , 3  d o  cl [ k ] : = e [ i - l , j , k ] ;

B E K T  ( c l ,c l , r 3 ) ;

f o r  k: = 1 , 2 , 3  d o  e [ i , j , k ] : = e [ i - 1 ,j , k ] ; 

W [ i , j , k ] :  =  W [ i - l , j  , k ] + c l  [k] 

e n d  j } e n d  i ; 

if П B L  t h e n  go to m m  ;



if STR[N,l] = 1 then go to ml ; 

begin array A[l:ns,l:nu] , Л1,Л2 [l:ns,1:3] ; 

for i: = 1 step 1 until ns do 

begin for j : = 1 step 1 until nu do 

Л [i, j] : = ЛЛ [N , i , j] ; 

for j : = 1,2,3 do begin 

Л1 [i, j] : = ЛЛ [N, i , j+nu] ;

Л2 [i, j] : = ЛЛ [N,i , j+nu+3] 

end e n d ;

j : = 0; for i : = 1 step 1 until n do 

if K P [ N ,i ,3]= 1 then 

begin j : = j+1 ; 

u [ j ] : = X [n  , i , 3] end ; 

for k : = 1,2,3 do begin

c2 [k] : = wn [k]-wO [k]-W [n, 1 ,k] ; 

c3 [k] : = en[k]-eO [k]-e [n,l,k] e n d ;

M T B ( s 2 , A 2 , c 3 , n s , 3 ) ; M T B ( s i ,Л 1 ,c 2 ,n s ,3);

M T B ( s ,A,u,ns,nu) 

end блона;

for k: = 1 step 1 until ns do 

s [k] : = s [k]+sl [k]+s2 [k] ; 

j: = 0 ;  for i: = 1 step 1 until n do 

if KP[N,i,3] ф 1 then

begin j: = j+1; x [ N , i , 3 ] : = s [j] end; 

n: = n-1;

ml: for k: = 1,2,3 do

begin ш1 [k] : = wO [k] ; 

co2 [k] : = eO [k] e n d ; 

for i : = 1 step 1 until n do 

if KP[N,i,l] = 1 then

for k: = 1,2,3 do begin

0)1 [k] : = 0)1 [k] +x[N,i,3]xEE[N,i,k] ;

W  [i , 1 ,k] : = w[i,l,k]+o)l[k] end



else begin for k: = 1,2,3 do 

begin cl [k] : = e[i-l,l,k]; 

e [k] : = x[N,i,3] xEE [N,i,k] ; 

r2[k]: = RR [N ,i ,1 ,k] ; 

rl[k] : = r2 [k]-RR [N, i - 1,2 ,k] end k;

B E K T ( c l ,c l , r l ) ; BEKT(c2,e ,r2) ;

for k : = 1,2,3 do

begin ш2 [k] : = w2 [k] +e [k] ;

0)1 [k] : = ail[k]+ci[k]+c2[k] ;

W  [i , 1 ,k] : = w  [i , 1 ,k] +wl [k] ; 
e[i,l,k]: = e [i , 1 ,kJ+to2 [k]end k ;

end услочвого оператора и цикла по i; 

ram: end end процедуры;

Теперь рассмотрим вторую из задач, сформулилированных 

в начале этого параграфа. Пусть для открытой цепи заданы- у з 

ловое и линейное ускорение последнего звена /en ,wn /. Необхо

димо определить относительние ускорения х, обеспечивающие £п 

и w на последнем звене.

Аналогично тому, как это делалось для скоростей, бу

дем рассматривать замкнутую цепь, конечное базовое звено им

еет ускорения £п и w n . В такой интерпретации задача сводит

ся к рассмотренному выше случаю.
Для определения относительных ускорений мы имеем ма

тричное уравнение /3.21/. Оно определяет n g независимых со

отношений, и такое число относительных ускорений можно оп

ределить. Тут возможны два случая, когда число шарниров ц е 

пи п равно n s или больше n g /случай n < n g невозможен, см. 

предыдущий параграф/.
Если n=ns > то уравнение /3.21/ можно записать в виде 

х = A 1 (wn - w Q - nn ) + V £n " eo " V  '

откуда можно определить относительные ускорения во всех ш а 



р н и р а х .

Если n > n s > то число независимых условий связи меньше 

числа неизвестных, и для того чтбы воспользоваться /3.21/, 

нужно задаться значениями относительных ускорений в /п-п / 

шарнирах. В это число должны быть включены все шарниры с ки

нематическим приводом, поскольку для них заданы законы дви

жения и значит известны относительные ускорения. Шарниры, в 

которых задаются ускорения, будем условно рассматривать как 

"основные", а остальные шарниры как "дополнительные” .

В соответствии с таким представлением нужно задать 

значения характеристических чисел ^3 и ^5 и затем с помощью 

алгоритма МАТРИЦЫ СВЯЗИ определить Л, Лд и Л 2 . После этого 

/3.21/ определяются неизвестные s.

Во второй задаче для замкнутой цепи могут быть заданы 

ускорения для некоторого внутреннего звена. Тогда задачу м о 

жно решать также, как в аналогичном случае для скоростей 

/см. предшествующий параграф/, то-есть разбить данную цепь 

на две, таким образом, чтобы звено, для которого заданы у с 

корения, было базовым для этих двух цепей. После этого за

дача сводится к уже рассмотренному случаю определения уск о 

рений замкнутых цепей.



Гл. IV СТАТИКА ПРОСТРАНСТВЕННЫХ ЦЕПЕЙ

§1 Реакции в кинематических парах разомкнутых цепей

Разорвем мысленно кинематическую цепь в некотором i ом 

шарнире и рассмотрим равновесие оставшемся свободного конца 

цепи /рис. 4.1/. Воздействие отброшенной части цепи включая 

±-ый привод заменим силой и моментом Q^. Эту силу и мо 

мент будем называть полной реакцией в i -ом шарнире.

Сг

Для определения полных реакций приведем все внешние силы и 

моменты M./j = i,i+l,...,n/ к центру i -го шарнира. Реакции 

приводов во всех последующих j -ых шарнирах /j>i/ можно не 

учитывать, поскольку каждый привад действует на два сосед

них звена с равными и противоположно направленными силами 

или моментами, которые при приведении дадут в сумме ноль.

Тогда для полных реакций можно записать



Q± = " I (M. + r. x G.) 
j=i J J J

(4.1)

где n - число звеньев цепи.

Для построения алгоритма удобнее иметь рекуррентную .фор

мулу, связывающую полные реакции в двух соседних шарнирах.

На рис. 4.2. показано i-e звено цепи; из рисунна очевидна

Рис. 4.2

справедливость следующих соотношений

R . = R . , . - G . 1 1+1 1

Q i = Q i+l+(rii-r i,i+ l)xRi+ l-r iix G i-M i

(4.2)

Двигаясь вдоль цепи от последнего звена к первому можно 

по /4.2/ определить все полные реакции.

Разложим полные реакции в i -ом шарнире на две состав

ляющие: одну параллельную вектору и другую перпендикул

ярную /рис. 4.3/. Параллельные составляющие для силы и м о 

мента обозначим соответственно R 1/ и Q?, перпендикулярные 

R i и ^i' доставляющие -можно определить из соотношений

R 6 = 1 (R, 'e i )ei



R n1 R i - H i >

(Q1 -e1 )e1

Q. - Q e 1

(4.3)

Перпендикулярные составляющие не могут вызвать перемещений 

механизма и только нагружают шарнирное соединение. Эти сос

тавляющие нужны для учета сил трения. Одна из параллельных 

составляющих /момент для поступательных пар и сила для враща 

тельных/ также воспринимается конструкцией шарнира, вызывая 

соответствующую силу трения. Что касается другой параллель

ной составляющей, то для того чтобы механизм оставался непо

движным, она должна уравновешиваться реакцией i-ro привода. 

Реакции привода выше были обозначены р 1 . Тогда условия стат
ического равновесия будут

для поступательной пары р 1 = R^-e^ j

для вращательной пары р 1 = Q .е. Г Н-4)

Условия /4.4/ позволяют определить требуемые силу или 
момент в каждом приводе.

Разомкнутая цепь образует с базовым эвеном первую ки

нематическую пару. Воздействие цепи и первого привода на ба

зовое звено равно силе / - R ^ / , отнесенной к центру шарнира, 

и моменту / - Q 1/ . Приведем эти силы и момент к полюсу базо

вого звена и получивщуюся силу и момент обозначим R  , Q
А  А

КА  = - R 1 ? q a  = r oi х R 1 - Q 1

Векторы Ra  и  Qa  будем называть воздействием цепи на базовое 

звено. Они понадобятся при анализе взаимосвязанных цепей 

/см.гл V I / . Блок-схема алгоритма для определения реакций 

приведена на рис. 4.4. Алгоритм рассчитывает все реакции в 

кинематических парах /силы и моменты/ в виде двух составля

ющих параллельных и перпендикулярных оси кинематической пары. 

Подули перпендикулярных составляющих для силы и момента по-
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мещаются на место 2-ой и 4-ой компонент вектора R Q . Значения 

параллельных составляющих /знак определяется соответственно 

направлению вектора оси кинематической пары e V  помещаются 

на место 1-ой и 3-ей компонент R Q /сила-в первую и момент-в 

тр е т ь ю / .

Алгоритм построим согласно формулам /4.2/ - /4.4/. Зна

чение параметра цикла i соответствует номеру кинематической 

пары; обход всех шарниров осуществляется от конца цепи к на

чалу .

Ниже приводится текст алгоритм определения скоростей. 

Массив RQ имеет размерность |l:n, 1 : 4 | . В результате вы

полнения процедуры заполняется RQ

и вычисляется воздействие цепи на базовое звено: сила RA и

момент R Q . Глобальные массивы: STR, ЕЕ, RR, ММ, QQ.

procedure СТАТИКА РАЗ. ЦЕПИ (N,RQ,RA,QA); 

value n; Integer N; 

array RQ , R A , Q A ; 
begin

array a , b , g , R , Q [1:3]; 

integer i,j,k,n; 

real c l , c 2 ; 

n: = STR [n  , 6] ;

for i: = 1,2,3 do R [i] : = Q [i] : = 0; 

for i: = n step - 1 until 1 do 

begin



for j : = 1,2,3 do

begin, a [ j] : = RR[N,i,l,j] - R r [n , i,2 , j] ;

g[j]: = GG [n, i , jj ; b [ j] : = RR[N,i,l,j]
e n d ;

B E K T (a , R ,a ) : B E K T ( b ,g , b ) ; 

for j: = 1,2,3 do

b g g,l n  R [ j ]  •* = R [ j ]  -  g [ j ] ;
Q [ j ] s  = Q [ j ]  " MM[N,i,j] + a [j] - b[j] 

a [j] : = EE [n , i , j] e n d ?

CH71 (cl ,R,a) ; СКЛ (c2 , Q , a) 

for j : = 1,2,3 do begin

a [ j ]  : = R [ j ]  -  c l  x  a [ j ]  ; 

b [ j ]  : = Q [ j ]  -  c2 x  a  [ j ]  e n d ;
RQ[i,l] : = cl; RQ[i,3] : = c 2 ;

RQ[i,2] : = МОД (a) ;

RQ[i,4] : = МОД(Ь) ; 

if i = 1 then for j : = 1,2,3 do 

begin RA[N, j] = -R[j] ;

QA[N, j] = —Q [j] end 
end i ;

end процедуры;



§2 Определение реакций в случае замкнутых цепей

Если в случае разомкнутой цепи можно было по известной 

внешней нагрузке определить реакции всех приводов, то в зам

кнутых цепях картина сложнее. Здесь число приводов может быть 

больше числа степеней свободы* и тогда для того, чтобы м е х а 

низм находился в равновесии, между реакциями этих приводов 

должно поддерживаться определенное соответствие.

Рассмотрим в качестве примера плоский четырехзвенный 

мдх&низм /рис. 4.5/. Предположим, что он имеет силовые п р и 

воды в 2 и 4 ом шарнирах; привод в третьем шарнире о т с у т 

ствует р = 0. Механизм обладает одной степенью свободы и м о 

жно задать только одно независимое виртуальное перемещение 

/<5х /, например, в 1-ом шарнире. Записав уравнение работ на 

этом вертуальном перемещении получим одно линейное уравнение, 
связывающее моменты приводов

* В этом случае, конечно, все приводы не могут быть нинема-
тич е с к и м и .



£ [G.-б.+М.-е. £ бхк + р ^ б х ^ ] + р 4 6х4 - 0 (4.5)
j=l 3 3 3 3 к=1

где &■ - вектор перемещения центра масс j-ro эвена.

Перемещения бхк /к = 2,3,4/ и векторы <5j можно опреде 

лить с помощью алгоритма ЗАМКНУТАЯ ЦЕПЬ /гл. II/.

С б е д о в а т е л ь н о , в этом примере можно задать независимо 

реакции, например, в трех первых преводах /считаем, что в 

третьем приводе действует нулевая реакция/. Тогда реакция 

четвертого привода определится из /4.5/.
Для более сложных пространственных цепей можно в общем 

случае записать столько уравнений связи между воздействиями, 

сколько можно задать независимых виртуальных перемещении, 

или сколькими степенями свободы обладает цепь. Число степе 

ней свободы ранее было обозначено п ц . Следовательно, столь

ко реакций приводов можно определить. Число заданных реакции 

приводов равно

Те приводы, реакций которых будем считать известными необхо 

димо отметить. Для этого множеству р 1 поставим в соответст 

вие множество характеристических чисел Х1± , определяемых с 

помощью соотношения

11 - если реакция р 1 задана;

О - если реакцию р 1 необходимо 

определить

(4.6)

При этом совершенно необязательно, чтобы множество известных 

реакций каким-то образом соответствовало множеству основных

к о о р д и н а т .
Множество известных реакций в этом параграфе будем о б 

означать p-j /1 = 1,2, ...,ns/, множество реакций, которые по

длежат определению p^ /1 = 1 , 2 , . . . , п ц /.  Соответствен 

ординаты в этих шарнирах будем обозначать х х и х0 -



Рассмотрим некоторую замкнутую цепь. Будем задавать ви 

ртуальные перемещения на множестве координат U. В д а л ь н е й 

шем удобнее пассматривать не виртуальные перемещения, а ско 

рости виртуальных перемещений, то-есть 6u / 6t, где 6t - не 

который отрезок времени. Условимся эти скорости называть 

"виртуальными" скоростями.

Скорость центра масс i-ro звена и его угловую скорость 

обусловленные будем обозначать v^j И соответственно,

а скорость относительного перемещения в i -ом шарнире - как 

х 1 . Тогда условия равновесия цепи можно записать так

У (G.- V . . + М .•ш .■ + р 1*^) + рП хд = 0  (4.7)
1 Л-3 1 J J

( j  = 1 / 2 , . . . ,  п^)
Пременим к множествам Р и X орератор Ц /см.гл.11,§3/ и вы 

делим подмножества соответствующие известным и неизвестным 

реакциям приводов.

Р 0 = Ц ( Р Д 1 )  ;  р 1 = Ц(р,л1) ; 

x Q = Ц ( х ,А 1) ; х 1 = Ц (х, n 1) ,

Л = (1-Х11 ,1-Х12 , ... ,X 1-Л1п ) .

Теперь перепишем /4.7/ в виде 

пи
I  i

i=l

n - 1i i. D
- -

• v . .

0 1 _1 t- 0 ID
. i i

V i j '
ш . . . x . и 
ID °D x ij

(4.8)

СКОРОСТИ / с м .г л .I l l ,§ I / . Обозначив правую часть /4.8/ через

и введя матрицу

11 сп 11 п ,п J и и
запишем уравнение /4.8/ в виде 

С Р 0 = а

откуда можно определить воздействия р

(4.9)

= с 1а (4.10)



Соотвестсвующий алгоритм будет рассмотрен позже, а сей

час переходим к определению реакций в шарнирах.

Воздействие рассмотриваемой цепи на конечное базовое 

звено обозначим как силу Rg и момент Qg . Эти силу и момент 

будем считать приведенными к полюсу конечного базового звена 

Сила Rg и момент Qg должны удовлетворять условию: если отбро

сить данную цепь и приложить к базовому звену R_ и Q _ , то ко
■D В

нечная базовая цепь должна находиться в равновесии.

Рассмотрим эквивалентную кинематическую цепь для данной 

замкнутой. Дла того чтобы эта цепь была подобна замкнутой 

с точки зрения статики к её последнему звену необходимо при

ложить силу и момент М п удовлетворяющие условиям

G = п -r b  ;

М  = п -°в •

Задача будет состоять в том, чтобы определить Gn и , 

после чего можно рассматривать статику эквивалентной цепи 

по алгоритму, описанному в предыдущем параграфе.

Предположим, что уже решены задачи " с борки” и переме

щения цепи, так что эквивалентная цепь в рассматриваемый 

момент совпадает с замкнутой цепью и известны все векторы е, 

г и мотрицы связи Л, Л^, 1̂ 2 • Известны также векторы* q°

/i = 1,2,3/ и все реакции приводов р .

Для определения G^ и будем задавать последнему зве

ну эквивалентной цепи поступательные и угловые скорости п о 

следовательно вдоль каждой из осей q° /i = 1,2,3/. Обозна

чим их v ni и где i -номер оси q?. Как уже указывалось

выше при "сборке” цепи / с м . г л . И ,  2/, для последнего звена 

могут оказаться невозможными линейные или угловые перемеще

ния вдоль некоторых из осей q ? . Эти случаи отмечаятся с п о 

мощью вектора А.

Допустим А^ = 1 , то-есть возможно поступательное пере

мещение последнего эвена вдоль q°. Зададим некоторую скорость

См. г л . II, §3 .



V
n l '  В 3 T C 'V| н а п р а в л е н и и .  Мощ но с ть  д 2 д л я  с и л ы  Gn б у д е т

gi ~~ VU- ' 4 W  ,v ' 1 (4.11)'1 =  (Gn * * ? n l

Т е п е р ь  п о д с ч и т а е м  м о щ н о с т ь  д л я  в с е х  в н е ш н и х  с и л  и м о 

м е н т о в ,  а т а к ж е  р е а к ц и и  п р и в о д о в  в с л у ч а е  , к о г д а  п о с л е д н е е  

з в е н о  и м е е т  с к о р о с т ь  v n l . Д л я э т о г о  в е р н е м с я  к г л а в е Ш ,  г д е  

р а с с м а т р и в а е т с я  к и н е м а т и к а ,  и о п р е д е л и м  о т н о с и т е л ь н ы е  с к о р о 

с т и  х  в ш а р н и р а х  ц е п и ,  при к о т о р ы х  о б е с п е ч и в а е т с я  v r  . С к о 

р о с т и  о с н о в н ы х  к о о р д и н а т  примим н у л е в ы м и  / й  =  0 / ,  а б уд ем 

и с к а т ь  з н а ч е н и я  с к о р о с т е й  š  в д о п о л н и т е л ь н ы х  ш а р н и р а х .  П о 

с к о л ь к у  с к о р о с т ь  v n l  з а д а н а  по о д н о м у  и з  н а п р а в л е н и й ,  " р а з 

р е ш е н н ы м ” в е к т о р о м  А,  т о ,  о ч е в и д н о ,  э т у  с к о р о с т ь  можно о б 

е с п е ч и т ь  з а д а в а я  о п р е д е л е н н ы е  с к о р о с т и  в д о п о л н и т е л ь н ы х  ш а р 
н и р а х .  С о г л а с н о  / 2 . 31 /  можем з а п и с а т ь

(4.12)
š =  Л . V  . 

1 n l

Т е п е р ь  п р и с в а и в а е м  з н а ч е н и я  к о м п о н е н т  Š с о о т в е т с т в у ю щ и м  к о м 

п о н е н т а м  х ,  п о с л е  ч е г о  можно по а л г о р и т м е  СКОРОСТИ р а с с ч и т а т ь  

с к о р о с т и  ц е н т р о в  м а с с  и у г л о в ы е  с к о р о с т и  в с е х  з в е н ь е в .  Мощ

н о с т ь  в н е ш н е й  н а г р у з к и  и р е а к ц и й  п р и в о д о в  можно з а п и с а т ь  к а к  

п - 1
I

i = l~ Л ,  (Gi'V i + М 1 * ш1 + р"*
х. i,

+  p n &n (4 . 1 3 )

Де ^ к о р о с т и  v j_« * '  д о л ж н ы ,  к о н е ч н о ,  с о о т в е т с т в о в а т ь  з а 
д а н н о й  с к о р о с т и  п о с л е д н е г о  з в е н а  v

С у м м а р н а я  м о щ н о с т ь  в с е х  с и л  и ^ о м е н т о в  д о л ж н а  б ы т ь  р а в 
н а  н у л ю ,  т о г д а  и с п о л ь з у я  / 4 . 11 /  можно з а п и с а т ь

9 i  = - 9 с

П р о е к ц и я  р е а к ц и и  Gn н а  д °  р а в н а

( v * ? > I VП]

(4.14)

(4.15)

П о д о б н ы й  « е  о б р а з о м  можно о п р е д е л и т ь  д р у г и е  п р о е к ц и и



силы Gn на оси q°. При определении М п будем действовать ана

логично, задавая угловые скорости последнего звена шп± /х 

1,2,3/.
После того, как определены реакции Gn и М п будем р а с 

сматривать их как внешние силу и момент действующие на по

следнее звено эквивалентной цепи. Тогда определение реакции 

во всех шарнирах можно осуществить с помощью процедуры СТА 

ТИНА РАЗ ЦЕПИ /см. предыдущий параграф/.
Описанный выше способ анализа статики замкнутых цепей 

может быть осуществлен с помощью следующего алгоритма /рис. 

4.6/ .
Комментарий к функциональной блок-схеме.

Блок I проверяет является ли цепь замкнутой. Остальная 

часть алгоритма делится на три части. В первой /блоки 2-21/ 

определяются все неизвестные реакции приводов р : , во-второи 

/блоки 2 2 -4 4/ определяются реакции Gn и М п на последнем зве

не эквивалентной цепи и, наконец, в третьей части /она сос

тоит из одного блока 4 5/ проводится анализ статики эквива

лентной цепи.

Первая часть алгоритма:
Содержит цикл с параметром 1 /блоки 2-19/, значения ко

торого соответствуют номеру кинематической пары в цепи. Для 

каждой пары в блоке 3 проверяется является-ли 1 -я координан- 

та основной и, если да, то вычисляется значение индекса i, 

который определяет номер основной координаты.

После этого задается скорость й 1 = 1 и в блоках 6,7 

определяются š и заносится в к. В следующем блоке 8 осуще

ствляется расчет скоростей /линейных и угловых/ всех звень

ев цепи.
В цикле по j /блоки 9-16/ осуществляется расчет мощно 

стей для внешних сил G и моментов М  и определяются матрица 

С и вектор а в формуле /4.9/. Значение j здесь соответству 

ет номеру звена, а значение к - номеру реакции привода p Q ,





Рис. 4.6. Функциональная блок-схема алгоритма 
для расчета статики замкнутой цепи



которую необходимо определить. Выделение тех реанций приво

дов, которые подлежат определению осуществляется в блоке 11 
с помощью чисел А1 /см./4. 6//. Далее в блоках 20,21 осущес

твляется определение реакций приводов и занесение их в 

соответствующие места массива р.

Вторая чюсть алгоритма:

В цикле с параметром к /блоки 22-42/ вычисляются про

екции сил G и моментов М  на оси qf* . Составляющие вдоль п п к
этих осей обозначены и . Значение к соответствует но

меру орта q, . При этом в блоке 23 проверяется возможно ли
к о

поступательное перемещение последнего звена вдоль q̂ . и если

да /А^ = 1/, то задается скорость = q^. После этого в

блоке 27 осуществляется расчет скоростей Š. Затем следует 

анлиз кинематики /определение скоростей, алгоритм СНОРОСТЬ, 

блок 23 /и расчет мощности по /4.13/ в блок.е 30. Составля

ющая Gĵ  определяется в блоке 31 по формуле /4.15/ с учетов

В следующих блоках 32-40 аналог-значения скорости V nk =
ичным образом находится составляющая М, . В блоках 43,44 ус-

пилие и момент G_ 

Gk И “ k'

определяются суммированием составляющих

В третьей части алгоритма /блок 45/ осуществляется о п 

ределение реакций во всех кинематических парах с помощью ал

горитма СТАТИКА РАЗ ЦЕПИ.
Рабочая блок-схема представлена на рис. 4.7.

По сравнению с функциональной бло.н^схемой зд.есь сдела

ны следующие изменения, расчет дополнительных скоростей š 

и их распределение осуществляются в одном цикле с парометром 

j /блоки 5-10/. Эта часть алгоритма соответствует блокам 

5-7 на функциональной схеме /рис. 4.6/.

Первой части алгоритма /то-есть части, где определя

ются реакции приводов /соответствуют блоки 2-29 рабочей блок- 

- с х е м ы .
Во второй части алгоритма /блок 30-60/ задаются v n^ и





Рис. 4.7. Рабочая блок-схема алгоритма 
СТАТИКА ЗАМ ЦЕПИ



определяются х /см. блоки 26-28 на функциональной блок-схеме/. 

На функциональной блок-схеме блоки 27-30 и 36-39 фактически 

совершают одни и те же операции. Для того чтобы не повторять

ся в рабочей блок-схеме, соответствующие блоки 35-50 выписа

ны один раз, но к ним происходит обращение дважды для каждо

го номера к . Соответствующая переадресация осуществляется 

с помощью булевской переменной BL /см. блоки 31, 51, 56/.

Ниже приводится текст процедуры СТАТИКА ЗАМ ЦЕПИ. П р о 

цедура осуществляет расчет реакций и воздействий на базовые 
звенья. Формальные параметры:

N - номер цепи;

RQ[l:n, 1:4] - массив, в который помещаются значения р е 

акций в шарнирах /см . § 1 , описание проце

дуры СТАТИКА РАЗ ЦЕПИ/;

RA, QA[1:N c , 1:3] - воздействие на начальное базовое

звено /сила и момент/;

R B ,  QB[l:Nc, 1 :3] - воздействие на конечное базовое звено

/ сила и м о м е н т / .

Векторы расположены по столбцам в глобальном массиве 

qq[l:3,l:3]. Алгоритм построен в соответствии с рабочей блок- 
-схемой на рис. 4 .7 .

procedure СТАТИКА ЗАМ ЦЕПИ (N,RQ,RA,QA,RB,QB);
value N; integer N;

array R Q ,R A ,Q A ,R B ,Q B ;

begin

integer n,ns,nu,i,j,k,l,r;

n: = STR [N, 6] ; nu: = STR[ n ,7]; ns: = n-nu;
begin

a r r a y  A [ l : n s , 1 : nu ] , A l , A 2 [ l : n s , 1 : 3 ] ,  d x [ l : n ] ,  

d s [ l : n s ] , a [ l : n u ] , C [ l : n u , 1 :n u ]  , 

q , b , g , m [ l : 3] ; 

r e a l  g s ;

boolean BL;



if STR[N,l] = 1 then go to ml ; 

for j: = 1,2,3 do[b] j : = 0 ; 

for i : = 1 step 1 until ns do 

begin for j : = 1 step 1 until nu do 

Л [i , j] : = ЛЛ[N, i , j ] ; 

for j : = 1,2,3 do begin 

Al[i,j]: = AA[N,i,j+nu] 

A2[i,j]: = ЛЛ [N , i , j+nu+3]

end end;

for i: = 1 step 1 until n do 

dx[i] : = x[N,i,2] ; 

i : = 0 ;
for 1 : = 1 step 1 until n do 

begin

for j : = 1 step 1 until n do 

X[N, j ,2] : = 0;

if KP[N,i,3] = 0 then go to m2; 

i: = i+1; r: = 0; x[N,l,2]: = 1 ; 

for j : = 1 step 1 until n do

if KP[N,j,3] = 0  then 

begin r: = r + 1 ;

X[N, j ,2] ; = A [r ,i] e n d ; 

СКОРОСТИ (N,b,b,b,b); 

k : = 0 ; a [i] : = 0 ; 
for j : = 1 step 1 until n do 

begin for r 1 : = 1,2,3 do 

a [i] : = a [ i] +GG [N , j , r 1 ] x W  [N, j , r l] + 

MM[N, j,rl]xfifi[N,j,rl] ; 

if KP [N, j ,4] = 1 then 

a [i] : = a[i]+PP[N, j]xX[N, j , 2] 
else begin k: = k + 1 ;

C[i,k] : = X[N, j,2] end 

end j ;



а М : = - а М  >
m 2 : end 1 ?

А/1Г.УР (а,С,а,к) ? 

к: = 0 ?

for j : = 1 step 1 until n do 

if KP[N,j,4] ^ 1 then 

begin к : = k+1 ?

PP [N / j] : = a[k] end 

for k: = 1,2,3 do

GG[N,n,k]:_= MM[N,n,k]: = 0; 

k: = 1 ; 1 : = 0 ; 

comment начало цикла по k; 

m 6 : B L : = f a l s e ;

if STR [N,k+8] f  1 then 

begin g s : = 0; jo to m3 e n d ?

1 : = 1+ 1 ?

m 5 : for j : = 1,2,3 do

q[j] s = qq[j ,k];
if 1 £  3 then

MTB(ds,Al,g,ns,3)

else M T B ( d s ,Л 2 ,g,n s ,3) ?

r: = 0 ? for j: = 1 step 1 until n do

if STR[N,j,3] = 0 then begin

r: = r+1? X [N, j , 2] : = ds [r] end

else X [N, j , 2] : = 0 ;

СН0Р0СТИ (N,b,b,b,b) ?

gs: = PP [N , n] xX [N , n , 2] ?

for i: = 1 step 1 until n - 1 do

begin for j : = 1,2,3 do

gs: = gs+GG [N, i , j] x W  [N, i , j] +

MM [N, i , j ] xfin [ N , i , j ] +PP [N, i] xX [N, i , 2] 

m 3 : if BL then begin

m [ k ] : = -gs? 3 0  to m4 e n d ?

end



g [ k ] : = -gs; B L : = t r u e ; 1: = 1+3; 

if STR[ n ,k+ll] = 1 then go to m 5 ; 

m|к I: = 0 ; 
m 4 : _if к _< 2 then

begin k: = k + 1 ; <go to m 6 e n d ; 

for j : = 1,2,3 do 

for к : = 1,2,3 do 

begin

RB [N ,k] : = GG[N,n,k] : = g [ j] xgg [k , j] ; 

QB [N, k] : = MM[N,n,k] : = ш  [ j] xqq [k , j] ; 

e n d ;

ml: СТАТИНА РАЗ ЦЕПИ (N,RQ,RA,QA);

for i : = 1 step 1 until n do 

X [N, i , 2] : = dx[i] 

end end процедуры;



§3 Статика механизмов с упругими связями

На практике часто встречаются случаи, когда силовые 

приводы механизмов представляют собой следящие системи. Т а 

кие системы обладают определенной статической характеристи

кой
i ~ . i i.р = f  (у -  у 0 )

i , iгде р - реакция 1 -го привода; у - относительная координата 

в i -ом ш а р н и р е ;

у^ - относительная координата, соответствующая нулевой реак 

ц и и .

р1 = f ( 0)  = 0.

В статике поведение такого привода во многом аналоги

чно упругой связи /возможно нелинейной/, у которой можно из 

менять /регулировать положение равновесия. Другими словами, 

можно рассматривать в статике силовой привод как такой кине 

матеческий привод, который соединен с приводимыми звеньями 

посредством упругой связи.

Под нагрузкой такая упругая связь будет деформимовать 

ся и поэтому каждому силовому приводу можно приписать неко

торою жесткость, которую будем обозначать , где i -номер 

привода. Обычно в силовых приводах довольно большая вели 

чина, так что деформации не превышают нескольких градусов. 

Будем предполагать что это так, после чего можно линеаризо

вать статическую характеристику привода в пределах деформа

ции. Тогда = const и можно исследовать механизм с линей

ными упругими связями. Перемещения в силовых приводах, выз

ванные нагрузкой условимся называть деформацией.



Пусть в отсутствии нагрузки относительные координаты 

равны х . После этого к механизму приложены известные внеш

ние силы и моменты G^, . Необходимо определить координаты

х в новом положении статического равновесия. При этом при

мем что кинематические приводы не деформируются, то-есть

Z = Zо
Для замкнутых цепей будем считать, что в дополнитель

ных шарнирах /координаты s/ привод отсутствует.

Обозначим деформацию в силовых приводах

Д у 1 = У"*- - (4.19)

Она связана с реакциями приводов соотношением

Ду"*" = у 1 ~ Уд = ; (i = 1,2,.. . ,n ) (4.20)

Реакции приводов необходимые для равновесия 'цепи определяют

ся в помощью алгоритмов СТАТИКА РАЗ ЦЕПИ или СТАТИКА ЗАМ ЦЕПИ. 

Обращаясь к этим алгоритмам, видим, что в них используются 

векторы r i j , которые сами являются функциями неизвестных ко

ординат у-'-. Таким образом, эти алгоритмы совместно с /4.20/ 

определяют у 1 как неявную функцию, разрешить которую анали

тически относительно у 1 не представляется возможным. Поэто

му будем находить у 1 последовательными приближениями.

Последовательное приближение можно осуществлять следу

ющим о б р а з о м :

1. Для данных значений x q с помощью алгоритмов ПОЛОЖЕНИЕ и 

ЗАМКНУТАЯ ЦЕПЬ /последний для замкнутых цепей, см.гл.11, 

§ 2 ,3/ определяем векторы r j_j> е ±’ ^од х 0 теперь будем по

нимать не обязательно значения относительных координат, 

при которых упругие связи не деформированы, но те значе

ния, с которых начинается приближение. Воздействия при

водов, соответствующие x q обозначим p Q .

2. Определяем воздействия приводов р . Для разомкнутой цепи



используем алгоритм СТАТИКА РАЗ ЦЕПИ, для замкнутой кро

ме того СТАТИНА ЗАМ ЦЕПИ. В случае замкнутой цепи нужно 

задать вектор XI , который указывает в каких шарнирах н у 

жно определить реакции /см. предыдущий параграф/. П о с к о 

льку в данной задаче определяются реакции в основных п р и 

водах вектор XI можно задать как

X l 1  = j 1 есЛИ S ( 4 . 2 1 )
I 0 в противном случае

3. Определяим деформации Ду. Согласно

Ay i  = - c i ( р1  -  p^) ( 4 . 2 2 )

4. Определяем максимальное значение деформации

b = max ( [ Ду ^ ] ) / i  = 1 , 2 , . . . , п  ( 4 . 2 3 )
( i )  У

5. Если Ь < е,где е - заданное малое число, то процесс ите 

ррации считаем законченным. В противном случае присваива

ем у новые значенияо
у : = у + Ду (4.24)
1 о 1 о J

6 . Переходим к п.1

Блок-схема описанного процесса представлена на рис. 

4.8 /алгоритм Д Е Ф О Р М А Ц И Я / .

В блоках 2,10 проверяется тип цепи и в случае разом

кнутой цепи работают блоки 9,11, а в случае замкнутой цепи 

блоки 3-8, 12,13. В блоках 3-8 /цикл с параметрам i /осуще

ствляется формирование вектора XI. Окончание итеррационного 

процесса определяется с помощью булевской переменной BL , 

если все деформации Ду е /i = 1 ,2 ,...,пу / > то полу 
чает значения true /см. блоки 21,26/. После того как BL = true 

и итеррацию можно считать законченной другой булевской пере

менной В Ы  присваивается значение true и выполняется еще од 

ин расчет реакций в блоках 9,11 или 12,13 соответственно для 

разомкнутых и замкнутых цепей.



[г



Рис. 4.8. Блок-схема алгоритма определения 
деформаций упругих связей

Нише' приводится текст алгоритма /процедура ДЕФОРМАЦИЯ/, 

Формальные параметры:

N - номер ц е п и ;

А2 - матрица перехода для конечного базового эвена; 

c[l:riy] - массив значений жесткостей приводов; 

hb [ 1 :3] - вектор между полосами начального и конечного 

базовых звеньев;

£ - действительное число, определяющее точность вычис

лений. Глобальные массивы: S T R ,К Р , Е Е ,R R ,ММ,G G ,Л Л , 

РР. Перед началом вычислений в массив РР должны 

быть занесены значения р .



procedure ДЕФОРМАЦИЯ (N, А 2 , hb, с, е ) ; 

value N; integer N; 

array A 2 , hb, c; real e ;

begin

ir ̂ eger i, j , k , n, n u , ns ;

n: = STR [n  , б] ; nu: = STR[ n ,7]; ns: = n-nu;
begin

array pl[l:n], RQ[l:n,l:4], RA, Q A ,

RB, QB [N:N,1:3] ; 

boolean BL, B L 1 ; 

real a ;

B L 1 : = f a l s e ;

i f  STR[N,l] = 1 the go to ml; 

for i: = 1 step 1 until n do

if KP [n ,i ,3] = 1 then K P [ N , i , 4 ] : = 0 

else K P [ N , i , 4 ] : = 1 ; 
ml: if STR[N,l] = 1 then

begin П О Л О Ж Е Н И Е (N);

СТАТИКА РАЗ ЦЕПИ (N,RQ,RA,QA) end 

else begin

ЗАМКНУТАЯ ЦЕПЬ (N,A2,hb,e);

СТАТИКА ЗАМ ЦЕПИ (N,R Q ,R A ,Q A ,R B ,QB) 
e n d ;

for i : = 1 step 1 until n do 

if KP[N,i,l] = 1 then pi [i] : = RQ[i,i]

Pi [i] : = RQ [i , 3] ; 
i f  BL1 then go to m2;

B L : = t r u e ; j : = 0; 

for i: = 1 step 1 until n do 

if KP [N, i , 2] = 2 then 
begin j : = j + 1 ;

a: =-c[j]x(pl [i] -PP [N,i] ) ;

PP[N,i] : = pl[i] ;



x[N,i,l] : = X [N, i , l] +a; 
if abs(a) > e then BL: = false

e n d ;

if “I BL then go to ml else 

begin BLl: = true; %o to ml end',

m 2 : end end процедуры;



Гл. V ДИНАМИКА ПРО СТРАН СТВЕННЫХ ЦЕПЕЙ

§1 Силы и моменты сил инерции

В главе III ускорения центров масс звеньев цепи и у г 

ловые ускорения были получены в виде

где коэффициенты а± ^, 3^ ,  6± , п ± определяются с помощью

алгоритма УСКОРЕНИЯ / с м .г л .111 ,§ 2 / .
Силы инерции каждого звена будем приводить к его цен

тру масс и полученные главный вектор и главный момент обо 

значать соответственно fC и /С , где i -номер звена. Для про 

стоты в дальнейшем будем называть f^ и М ̂  просто силой и мо 

ментом сил инерции.
Силу инерции можно определить по известному уравнению 

f i = ~m iw i

Или используя /5.1/ получим

Для определения момента инерции воспользуемся динами 

ческими уравнениями Эйлера,

+ 0 . + е^ 1 о

(5.1)

(5.2)

где а.. = а±



«X1 = + (Ji2-Ji3)Siai

4  = -Ji 2 ^ + (J1 3 -J i l ) S ^

"Ji3gi + (5.3)

где верхняя волнистая черта указывает, что векторы М, е, ш 

берутся в проекциях на внутреннюю /подвижную/ систему коор

динат; верхний индекс указывает номер проекции, то-есть

и? = М . • g , . ; £-? = е  . - а .  . х 1 j (5.4)

Для того чтобы перейти к неподвижной системе коорди

нат нужно воспользоваться матрицей перехода / с м .г л .II,§ I / .

А , -  llA fl 3x3

Тогда

(5.5)

Умножим левые части /5.3/ на матрицу и заменим п р о 

екции ускорения ё? их выражениями /5.4/. Получим уравнение 

для проекций момента сил инерции на оси неподвижной системы 

координат

М? = - Г (A?XJ. .q1 . + A ^ 2J q 1 + A ? 3J.-.q1,,) е1-*- l L x xl^xl l x 2^ x 2 l хЗ^хЗ l

+ <Ai lji A l +A r ji 2 % 2 +Ai'5J13'3i3)ei) +
i j 2 j3

, ,,]1T 3 X , ] 2 T 3 n 3 T 2 . 2+ A. J,,q.,+Aj J ,_q . 0 +A . J , , q . 0 e . + l xl^xl l x 2 ^x2 x хЗ^хЗ x

+^l (j = 1,2,3) ; (5.6)



где *1

/ < \ !<■ Ji2-Ji3 ) (ш± * q ±2) (ш±-д13

и
= А 1 ) (“i-gi3)

W J ) (ш± -ч±1) (V qi2

(5.7)

верхний индекс j указывает проекцию на соответствующую ось 

ниподвижной системы координат, то-есть

М ^  = M ± *i; = М ± * j » = M ± -k.

Матрица перехода следующим образом выражается через базис 

внутренней системы координат

A i = N qiiqi2qi3

где ^-векторы-столбцы, 

Отсюда

Ajk = qjv 1 ^ik

Подставляя выражения компонент в /5.6/ запишем

выражние для момента инерции в виде

М± = -Т.е± + (5.8)

jkгде Т^-матрица 3x3 , компоненты которой Т i равны

J 1 j к
Tf  ' ■ 1^ 1qilqi1J il

(5.9)

Теперь подставим в /5.0/ выражение для угловых уско

рений /5.1/. Получим

"i = + b i ‘ V o1

о

(5.10)

ЪЛА = - Т 4а , 4 г bi = -Ti0i +
U 1 1Jгде





Рис. 5.1. Блок-схема алгоритма определения 
сил и моментов сил инерций

Определение сил и моментов инерции для замкнутых и 

разомкнутых цепей не отличается, существенно, только для зам 

кнутых цепей следует рассматривать эквивалентную цепь.

Нише приводится блок-схема алгоритма для расчета сил 

и моментов сил инерции /рис. 5.1/. В тех случаях, когда зве 

но можно рассматривать как стержень, определение моментов 

сил инерции можно осуществить более простым способом. П о э 

тому в алгоритме предусмотрен блок I для расчета момента 

сил инерции стержня. Подробно этот вопрос рассматривается 

в следующем параграфе .



Алгоритм рассчитывает а.^, j ' а^' в формулах

/5.2/, /5.10/ и. если задана соответствующая команда с п о 

мощью булевской переменной B L , рассчитывает векторы f^ , М^.

Комментарый к блок-схеме.

Цикл с параметрам i включает в себя все блоки алго

ритма. Значение i соответствует номеру звена. Первый вну

тренний цикл с параметром j /блоки 2 -6/ и блок 7 вычисляет 

векторы a j_j, , согласно /5.2/. Условный оператор 8 про

веряет можно ли рассматривать звено как стержень и, если нет, 

включается в работу правая цепочка блоков. В этой цепи о с у 

ществляется расчет матрицы Т и затем векторов . и Ь° сог

ласно формулам /5.9/, /5.10/.

В случае если булевская переменная BL = false /провер

ка в блоке 18/ на этом заканчивается выполнение расчетов при 

данном i и осуществляется выход на условный оператор 22 в 

конце цикла. Если BL = true, то включаются в работу блоки 

19-23, в которых осуществляется расчет сил и моментов сил 
и н ерции.

В приводимом ниже тексте алгоритма с целью экономии

оперативной памяти компоненты векторов а . ., Ь . ., а ° , Ь°
13 13 i 1

помещаются в массивы w и е , где ранее находилась информация 

об ускорениях. Информация об ускорениях /после того как она 

использована для расчета Ь^., а?, Ь?/ стирается.

Индексы по первым двум измерениям м а с с и в о в  w и е соот

ветствуют индексам i, j у векторов а . . и Ь . .. Векторы а° и 
, о 1 9 13 1

помещаются в / п + 1/-ые столбцы массивов W  и е соответстве
нно.

Матрицы ТУ после расчета помещаются в массив QQ , где 

ранее находились матрицы перехода . Матрицы перехода в даль

нейшем не понадобятся и таким образом удается сократить тре
буемый объем памяти..

Предполагается, что предварительно были решены задачи 

кинем-атики и массивы fifž , W , £ являются полностью заполнен



ными /см. процедуры СКОРОСТЬ И УСКОРЕНИЕ/.

С помощью булевской переменной BL указывает один из 

двух возможных режимов работы. При BL = false рассчитываются 

векторыа.^, b^j, а?, Ь?, и матрицы Т, этот режим использует

ся при составлении дифференциальных уравнений. Если BL = true, 

то рассчитываются силы и моменты сил инерции /f^.M^/; они по

мещаются в первые столбцы массивов w  и е .

procedure ИНЕРЦИЯ (N, W, е , B L ) ; 

value N; Integer N; 

array W , e ; boolean BL;

begin

integer n ,i , j ,k,p,s , r , 1 ; 

array a [l: 3] , T [l: 3,1: 3] ; 

integer array M [ l : 6] ; 

real c , c l , m;

n: = STR [N , б] ;

if BL then 1: = 1 else 1: = n+1; 

for i; = 1,2,3 do M [ i ] : = M [ i + 3 ] : = i; 

for i: = 1 step 1 until n do 

b egin m: = ZV[N,i,2]

for j : = 1 step 1 until n do 

i f l B L  then for k: = 1,2,3 do 

if j < i then W [i , j ,k] : = -mxW [i , j ,k] 

else W[i,j,k] : = 0 ; 

for k : = 1,2,3 do

W [i , 1 , k] : = -mxW[i,l,k];

if 1 BL then 

begin

for j : = 1,2,3 do for k : = 1 ,2 , 3  do 

T[j ,k] : = QQ [N , i , j , k] ; 

for j : = 1,2,3 do 

begin



г :  = M[j + l] ; s : = М [j +2] ; 

с; - cl: = 0 ; 

for k : = 1,2,3 do 

begin

c : = c+ftfi [N , i , k] xQQ [N, i , k , r] •, 
ol: = cl+fifi [N, i,k] xQQ [N, i ,k ,s} 

e n d ;

a [j]: = cxclx (ZV [N, i ,r+2 ;-ZV[N , i , s+2 !. 

end 3 ;
- М Т Б (a ,T ,a , 3,3) ; 

for j : = 1,2,3 do 

£ [i,n+l,j] : = £ [i,n+l,3]+a[j] 
end условного оператора; 

for j : = 1,2,3 do for k : = 1,2,3 do 

begin c : = 0 ; 

for p : = 1,2,3 do

c: = c+QQ [N , i , j ,p] xQQ [N ,i ,k,p] x Z V [ N , i ,p+2] ;

T[j,k] : = c 

e n d ;

for j : = 1,2,3 do for k : = 1,2,3 do 

QQ[N,i,j ,k] s = T [ j ,k] t 
for j i = 1 step 1 until 1 do 
begin

for k : = 1,2,3 do 

a[k] ; = £ [i, j ,k] ;

M T B(a,T,a,3,3) ; 

for k : = 1,2,3 do 

£ [i,j,k]'= a [k]

end j :

end i ;

end процедуры;



§2 Особенности анализа динамики стержневых механизмов

Под стержнем будем понимать однородный круговой цилиндр, 

диаметром которого можно пренебречь в сравнении с длиной, Т а 

кой объект будем характеризовать длиной 2 1 , массой ш  и двумя 

моментами инерции и J g относительно оси перпендикулярной 

стержню и проходящий через его центр масс, и относительно 

оси стержня.

Отметим, что хотя у стержня не учитывается диаметр, 

момент инерции J g относительно продольной оси считается ко

нечной величиной. Такое дапущение представляет собой извес

тную идеализацию, однако, напомним, что подобные идеализации 

широко используются в механике. Напримет, в модели "матери

альная точка” учитывается конечная масса и в то же время 

размеры считаются пренебрежимо малыми.

Определение главного вектора сил инерции для стежня 

не отличается от общего случая, рассмотренного в предыдущем 

параграфе. Что касается главного момента, то здесь можно во

спользоваться уравнениями Эйлера, однако, для стержня это 

не выгодно. В настоящем параграфе будут получены некоторые 

другие уравнения, позволяющие определять момент сил инерции 

значительно проще.
Уравнение для момента сил инерции твердого тела можно 

записать как

М dt ( е ю )
doj
dt (5.11)

где 6 -тензор инерции тела.
В выражении /5.11/ неудобен последний член в правой



части, поскольку произвадная от тензора инерции в неподвиж

ной системе координат имеет сложный вид. Обычный путь пре

одоления этих трудностей состоит в том, что уравнение /5.11/ 

проектируют на подвижные оси координат, связанные с телом, 

и дифференцируют в этой подвижной састеме. В результате по

лучают известные динамические уравнения Эйлера /5.3/.

Для стержня возможен другой путь. Последний в /5.11/ 

можно для этой модели представить в виде

s -единичный вектор, направленный вдоль оси стержня.

Вектор т будем называть эквивалентным угловым ускорением.

Тогда выражение для момента сил инерции можно пре д 

ставить в виде

где е-угловое ускорение тела.

Обозначим через s единичный вектор, направленный вдоль 

оси стержня. Далее разложим М и е на две составляющие, одну 

перпендикулярную оси стержня /обозначим её нижним индексом 

N/, другую параллельную оси стержня /нижний индекс s / .

MN = ( s x M ) x s ;  M s = (М • s)s (5.14)

е „ =  (s х е) x s; e = (e • s) sJN о
Из /5.12/ непосредственно видно, что т перпендикулярно 

оси стержн я .
Всспольэуемся тем, что стержень является симметричной 

фигурой и его момент инерции относительно любой оси перпен

дикулярной s и проходящей через центр масс равен J^. Тогда 

/5.13/ можно записать в виде

е т

т (ш•s ) (sxw) (5.12)
где :

М = - е (е + т) (5.13)

М (5.15)



Отметим, что полученное уравнение определяет момент 

сил инерции в неподвижной системе координат и в них не вхо

дят проекции угловой скорости на подвижные оси.

Переходим к выводу формулы /5.12/ для эквивалентного 

углового ускорения.

Пусть имеется стержень, движущийся с угловой скоростью 

ш /рис. 5.2/. Рассмотрим некоторую точку i стержня, отстоящ

ую от его центра масс на растояние р. Эта точка будет иметь 

осестремительное ускорение равное

w, = рш х (ш х s) (5.16)

Разложим на две составляющие: перпендикулярную стер

жню /w^ / и параллельную /w^g/.

w. = ( s x w . )  х s; in 1 w . = (sis
w . ) sl (5.17)

Так как стержень симметричен, то по другую сторону от 

центра масс найдется точка i' на расстоянии р от центра масс 

ускорения которой будут w: , is

w. = - w. m  in w .' is is

Элементарные силы инерции f^,f£ для точек i и i '  будут 

очевидно, пропорциональны ускорениям. При этом составляющие 

сил инерции зависящие от -w^s и w ^ s будут направлены вдоль 

оси стержня в разные стороны и их равнодействующая будет 

равна нулю. Следовательно, момент сил инерции обусловлен



только составляющими ускорений w ^ h .

Теперь подберем такое угловое ускорение т , которое 

вызывает в точках i n i '  ускорения и w(^, то-есть для т

должно выполняться

рт х s = w , (5,18)in

Для стержня осестремительные ускорения всех его точек 

лежат в одной плоскости /плоскости векторов s и ш /  и т д о л 

жно быть перпендикулярно этой плоскости.

Подставим в /5.18/ выражения для w j_n и w j_ мз равенств 

/5.17/, /5.16/. Получим

т х s = [з х (со х (ш х s))] х s 

откуда, учитывая что tJ.s получим

Т = S X (ш X (о) X S) )

Преобразуя правую часть получим окончательно

т = (со • s) (s х ш)

Алгоритм для расчета момента сил инерции стержня весь

ма прост и поэтому здесь не приводится. Он непосредственно 

следует формулам /5.12/ - /5.15/.
Теперь рассмотрим вопрос, в каких случаях можно пол ь 

зоваться моделью типа стержень и какие при этом получюятсч 

о ш и б к и .
Пусть имеется однородный круговой цилиндр диаметром 

đ и длиной 21. Свяжем с ним систему ноординат с базисом q^, 

причем ось q^ направим вдоль оси цилиндра. Запишем 

динамические уравнения Эйлера для момента сил инерции.

М 2 = -JN e2 + (JN - J s ) u V  

М 3 = -j n c 3 + (Js - JN ) « ^ 2 (5.19)

где верхние индексы указывают номер проекции на оси подвиш 

ной системы координат, то-есть



= е • М 3 = М' со3 = со • q..

Для упрощения обозначений здесь опущена верхняя волнистая 

черта- которой раньше отмечались векторы заданные в п р о е к 

циях на подвижные оси координат,

Дорустим теперь имеется стержень, у которого моменты 

инерции J , масса m  и длина такие же как у цилиндра.

Запишем для стержня выражение момента сил инерции. Для того 

чтобы можно было сравнить результат с /5.19/ перепишем о с 

новное уравнение /5.15/ в проекциях на подвижные оси. Тогда

М

М

1

2

М
3

- J  £ = - J  е 1S S S

123
СО ' Ч2 ) - J N(T

J N(eN V  - J N( t

<52 )

q3) (5.20)
Воспользуемся выражением /5.12/ для т и запишем

т ' Ч j = <2j • (ш- q ^  (q^xcu) = ш q ^ ‘ (q^xm) = 0)1w- ( q j X q 1 )
т 1 1 3Iогда т *q2 = -ш urq^ = -ш ш

1 1 2т • q_, = ш со- q 2 = ш ш

IЮдстав л я я эти выражения в /5.20/ и воспользовавшись- тем,

что

eN ‘ q 2 = £ eN 1 q 3 = е3

получ им

м 1 = -J е 1
S

М2 =
- ■ v 2

т 1 3+ J..0J СО N
М 3 = - j n e3

, 1 2- JN oo ш (5.21)

Сравнивая /5.21/ с /5.19/ видим, что при переходе к 

стержню был "потерян" момент

1 2  3Л = J gw (ш q 3 - ш q 2 )

Этот момент направлен перпендикулярно стержню и его модуль
равен



[Д ! = J s l'jl(i)Nl
где ш -составляющая угловой скорости, 

стержн я .

(5.22)

перпендикулярная оси

wN = (s х ш) х s

Из /5.22/ следует, что [ДМ] -величина переменная: она

равна нулю, когда вектор угловой скорости совпадает с осью 

цилиндра или перпендикулярен ей. Максимального значения |ДМ| 

достигает, когда угол между ш и осью цилиндра равен тг/4.

Интересно отметить, что ДМ завесит только от угловой 

скорости. Выпишем из уравнений Эйлера /5.19/ составляющую 

момента сил инерции, з-ависящую от угловой скорости; обозна

чим её

М = (J - J )oj1 (to3q 9 - w 2q O  (5.23)СО N S  £  *3

Тогда относительную ошибку определим как отношение

* - IАМ|
6 " к г

Подставляя сюда значения ДМ и Мш из /5.22/ и /5.23/ 

и учитывая, что для цилиндра

N
m  2
Т2Ь J = | d 2 s 8 L = 21,

получим для относительной ошибки



б

На рис. 5.3 представлен графин зависимости ошибки б от 

шения длины цилиндра к диаметру. Из графика, например 

дует, что при отношении длины к диаметру бол-ьше пяти, 
ошибка меньше шести процентов.

отн о- 

с ле - 

эта



§3 Дифференциальные уравнения движения цепей

Сначала рассмотрим разомкнутые цепи. Для составления 

дифференциальных уравнений движения воспользуемся принципом 

Д а л а м б в р а . Силы и моменты сил инерции звеньев сложим с вне

шними силами и моментами и полученные векторы обозначим 

и .

Г 1 = f i + G i
L. = М. + М.i l l

(5.24)

Подставляя сюда выражения для сил и моментов инерции / 5 . С/, 

/5.10/ можем записать

Г 1 = I + a i ' m iW o + G i
j = l
i.

L. = У b . . x ] + b° - T , £ + M.1 1] 1 i o  13 = 1
(5.25)

Изменим в /5.25/ верхний предел суммирования на п и положим

a^j = b^j = 0 при j > i

Далее применим к уравнению /2.25/ оператор Ц с тем, чтобы 

разделить переменные относящиеся к кинематическим парам с 

силовым и кинематическим приводом* / с м .гл . 1 1 ,§ 3/

у = Ц ( х , п ) } 
ау  = Ц (а , л ) ; 
bY = Ц (b, л ) ; * i

z = Ц ( х Д 2 )  } 

а 2 = Ц ( а , ? 2 ) ; 

b Z = Ц(Ь,£2 ) } (5.26)

* Неприводные шарниры будем рассматривать как частный случай
i _ псилового привода при р - и.



где : П = (1- 5 2 1 , 1- 5 22 , ... , 1-?2п ) '

Тогда выражения для сил и моментов можно запи

сать в виде

где

Г, = 1
F  у - j 

j=laijy
+ i. - m . wl «

L i =
IYby .yj

j=l
n„

+ b. 1 - T. el <

*i = a? + Л .  
i 3 = 1

z .. ja . . z J 
ID

+ G.l

5 i =

rZ.
b° + Д  •l 3 = 1

b ^ j + M. l (5.27)

Законы относительного движения в шарнирах с кинемати

ческим приводом известны, поэтому члены зависящие от z вклю- 

чины в выражения и .

Под действием Г, L и реакций приводов р цепь должна 

находиться в равновесии. Будем задавать виртуальные скорости 

в у-шарнирах. При этор примем, что выртуальных перемещений 

в шарнирах с кинематическим приводом не происходит.

Пусть задана скорость у-1 в j-ом шарнире. Алгоритм 

СКОРОСТЬ позволяет рассчитать скорости центров масс v^j и 

угловые скорости звеньев цепи, а также для замкнутых це

пей относительные скорости Xj в s-шарнирах. Тогда должно вы

полняться

У (Г. • V. . + L. • ш. . + = 0 (5.28)
4 1 13 1 1] 31=1

(j = 1,2,...,Пу)

где второй индекс j при переменных V , ш и нижний индекс при 

х указывает, что эти скорости обусловлены только виртуаль

ной скоростью у"'.'
Уравнение /5.28/ справедливо как для разомкнутых так 

и для замкнутых цепей. Однако, для разомкнутых цепей его 

можно записать проще. В разомкнутой цепи относительное пере-



пещенив будет осуществляться только в одном j-ом шарнире, а 

звенья предшествующие этому шарниру в цепи, будут оставать

ся неподвижными. Поэтому, принимая для простоты у-1 = 1 мож

но для разомкнутой цепи записать

п
I , (Г± • v ± j +  L ± • UKj) =  - р 3 ; (j = 1,2,. . . ,ny ) (5.29)

Подставим в уравнение /5.28/ выражения для Г и L /5.27/ 

и сгруппыруем члены при V. В результате получим дифференци

альные уравнения движения в виде*

Ну — Н^р + H 2W^ + + С (5.30)

где Н, Н ^ , Н 2 , - матрицы имеющие размерности соответсве-

но п ухпу ; пу хп; пу х З ; пу х З : Компоненты этих матриц опреде

ляются выражениями

I1 :
п

к=1 ki к j + ^ki • к , )  ■'к j'

Н 13 = - х 3 - Й 1 x i '

. . п
Н 13 = - V ™ ^  ■2

7±3

J . V ' k i 'к=1
п

- I
к=1I  (V k i ^

(5.31)

где верхние индексы j при и (тк шк р)^ Указывают, что бе

рется j - я компонента этих векторов.
Вектор 5 в /5.33/ определяется выражением

п
- I
к=1

(V.ki + шki (5.32)

Как уже указывалось, при расчете виртуальных скоростей

* Ниже трехмерные векторы везде обозначаются буквами обы ч 

ного /не жирного/ шрифта.



считается, что в шарнирах с кинематическим приводом д в и ж е 

ние отсутсвует, поэтому соответствующие столбцы матрицы 

будут состоять из нулей. Для того чтобы уменьшить колличество 

вычислений целесообразно сразу же исключить из рассмотрения 

информацию о реакциях кинематических приводов. Для этого вос

пользуемся оператором Ц /см. гл. II, §3/ и выделим из Р п о д 

множество реакций не кинематических приводов. Обозначим его 

р, а его элементы р 1 .

Тип привада указывает характеристическое число £2; для 

кинематических приводов 52^ = 1 / с м .г л .I ,§ 1/. Тогда

р = Ц(р • р) (5.33)

г д е  Л = (1 -  5 2 х , 1 -  £22 , . . . ,  1 -  £2П) ' ( 5 . 3 4 )

Очевидно размерность вектора р будет п = п - п  . В слу

чае разомкнутой цепи n = п .
Аналогично применим Ц к столбцам матрицы . По л у ч и в 

шуюся матрицу обозначим

Н * 1 = Ц ( Н * Х , л ) } (5.35)

Тогда дифференциальное уравнение /5.30/ примет вид

Ну = Н4р + H2wq + H3 £q + £ ( 5 . 3 6 )

где Н^-матрица размерности х п
, - 1  - 2  - п . ,

Р = (Р , Р » • • • , Р )

Если задавать виртуальные скорости равными единице м а 

трица И1 превратится в единичную матрицу и дифференцияльное 

уравнение примет вид

Ну = р + H2wo + Н3 е о + ?

Уравнения /5.36/ можно рассматривать как систему лин е й 

ных алгебраических уравнений относительно у-1. Решая эту сис

тему получим

у  = Ар + Bw + Се + gJ о о ^ (5.37)



где А  = Н _1Н 4 ; В = Н 1Н 2> С = Н _1Н 3 ; g = н ' 1 ^

Матрицы А, В, С имеют размерность соответственно пу хп, пух З , 

пу х З . Если- разомкнутая цепь присоединена к неподвижной стой

ке, то получим частный случай

у = Ар + g (5.38)

Теперь переходим к составлению дифференциальных у р а в 

нений для замкнутых цепей. Для этого вернемся к уравнениям 

/5.25/. Если для разомкнутых цепей множества X можно было 

разделить только на два непустых подмножества У и Z, то те

перь можно выделить еще одно, третье, подмножество дополни

тельных координат S. Основные координаты отмечались характери 

стическим числом ^5 / 5 5 . = 1 для основных координат, см.гл. 

II/. Аналогично тому, как это делалось в /5.26/ выделим из 

уравнений /5.25/ члены зависящие от s, применив оператор

s = Ц (х, ф) ;
as = Ц(а, ф) ; (5.39)

b s = Ц (Ь, ф) ;

где: ф = (1-55^, 1 - £ 5 > 1-£5п )

В результате выражения /5.27/ для сил Г и моментов L 

теперь запишутся в виде

Г . 1

у
=  f a y ,y3

j = i  13

+  Y  a s .s-3 +

з=1 13
a i - m . w 1 о

п п

L.
л.

=  IY by .yj 
3=1 13

S ч Ч
+  у b s .sD +

3 = 1 13
b.1 - T . e 1 о

и а, определяются также
\ т С

как ран ьше
с:

(5.40)

X X J-
a Y j , a ? j , bYj, Ь3\ следующим образом

B-f1

= ||ау 1/ау 2 ,. ••'aL y ii • <  =
И S s
II ац  ,ai2 ' * • •'*in3 H •

(5.41)

= H bL ' b L ' - > » i -
11 , S т S
1 b i l ,bi 2 '*'



Тогда /5.40/ можно записать в виде

г . 1 = A if у + A S S 1 ■ + а . - m . w  1 1 '

L . 1 = В^у + B ss 1 + 5 . - Т . еX 1

Добавочные ускорения можно найти с помощью связи Л, 

Л^, Л 2 . Согласно /3.21/ имеем

s = Ли + A 1 (wn " w o - nn ) + A 2 (£rf - eo " V  (5>43)

Применим к Л и u оператор Ц с тем, чтобы разделить 

переменные у и z . Координаты z отмечаются числом 52; основ 

ные координаты - числом 55. По условию все кинематические 

координаты включены в число основных. Тогда

z = Ц(х, 52)>

У = Ц(х, 55-52).

В матрице Л оператор Ц применим к каждой строке. Пред 

варительно сформируем вспомогательные векторы pi, п2 размер 

ности п .

П 1 = Ц (52 , 55) ; 

р2 = Ц (л / ?5) .

Теперь с помощью полученных векторов выделим из Л 

строки, соответсвующие z и у координатам, и из них сфориру- 

ем две матрицы к^ и Л .

Лу* = Ц ( Л 1 * ' Л1); (5.44)

А^* = Ц ( Л 1* , л 2) .

Уравнение /5.43/ теперь можно записать в виде

s = Л у - A xw o - Л 2ео + A 1w n + Л 2еп + а ,  (5.45)

а -  Л z - Л. л - Л ~ 6^ z 1 'n 2 п
где



Подставим это уравнение в /5.42/. Тогда

где

Г . 1 = С.у + C^w 1 о
+ C 2 e x о + C 3w 

X n + Ф п + c . 1

L i = D.y + D 1w 1 о
+ D 2£

X о + D 3w  1 n + D 4e x n
+ d.

l

а
'i

. 2 
'i

,3
'i

,4
'i

Z  + A SA ; 
X x у D .l = BY + B SA ; 

X X y'

■ASA, - m . I ;
X 1 X

D 1
1 = - B SA, - T . ;

X 1 1 '

'A i V D 21 = - B W -

kiA l*
D 31 - * l h

'iA 2 ' D 41 - B i A 2 '

s , - . . a + a . ;
X X

d.l = B Sa + b .,
X X

где I - единичная матрица 3x3.

Далее подставим выражения /5.47/ для сил Г и 

L в уравнение /5.2В/. После преобразований получим

Н 5у = Н 4р + H 6w o + Н 7 ео + H gw n + Н 9еп + ^

Н 5* * 4 , <vijC i + “ i j V ’ 1=1 J

n

n
H - Д  lvijC i +l=l

n  ?  О
H^* = У (v. ,C + ш. .D ) ; 7 . L, П  1 i l l. :2 + w. .r2' 

i=i ^  1

n
(V . . r  J + o. . - - 

iDH 8* =

(5.46)

(5.47)

моментов

(5.48)

(5.49)



• II

= (v±j ‘ ci + a)i j • ^ ± ) (5.49)

(j ~ 1,2,...,n )

Здесь при умножении на матрицы векторы V. ш . . сле- 
дует рассматривать как матрицы 1x3.

Матрица , стоящая перед вектором реакций приводов 

выражается также как и в  уравнениях для открытых цепей /см. 
/5.35//, /5.36/.

Теперь решая /5.48/ относительно у получим окончатель
но дифференциальные уравнения движения в виде

У  = Ар + B w o + С е о + D w n  + E e n  + g (5.50)

шЧ|_ А  - Н ^ Н 4 ,
В = « / V С = Н ~ 1Н 7 ;

О = н Д н 8 ;
Е = Н 5 Н 9 ! 9 = н Д 51 (5.51)

Здесь матрицы при р, w q , eQ и вектор g обозначены т е 

ми же буквами, что и в уравнении для разомкнутой цепи /5.37/. 

Однако, теперь они выражаются другими формулами.

Будем считать что /5.50/ являются общими дифф е р е н ц и 

альными уравнениями как для разомкнутой, так и для замкну

той цепи. В случае разомкнутой цепи матрицы А, В, с и век

тор g определяются /5.37/, а матрицы D и Е равны нулю. В 

случае замкнутой цепи матрицы А, В, С, D, Е и вектор g опре
деляются /5.51/.

В полученном основном дифференциальном уравнении /5.50/ 

матрицы А, В, С, D , Е являются сложными нелинейными функци

ями относительных координат х, а вектор g зависит кроме того 

от относительных скоростей х, ускорений в z -шарнирах и вне

шней нагрузки /G, М/. Эти зависимости можно проследить, е с 

ли просмотреть все полученные ранее алгоритмы. Однако, о к о н 

чательные формулы явно выражающие указанные матрицы и Вик

торы через х, х, G и М  чрезвычайно громоздки. В данном слу



чае они и не нужны, поскольку для определения значений ком

понент этих матриц в каждый момент времени можно построить 

алгоритм. Фактически это уже было в основном выполнено рань

ше, и теперь осталось только добавить сравнительно небольшую 

час т ь .
Важно отметить, что алгоритм для расчета А, В, С, D,

Е и g не ведет расчет по заранее полученным формулам, а фак

тически повторяет процесс вывода этих формул, осуществляя 

'просчет вОех промежуточных результатов, Поэтому описанный 

способ можно назвать машинным составлением уравнений.

Блок-схема алгоритма для машинного составления у р а в 

нений показана на рис. 5.4.
В данный алгоритм как составные части входят почти 

все полученные ранее алгоритмы. Для некоторого момента вре

мени t осуществляются следующие операции:

В блоке I расчитывается положение цепи, то-есть определяют

ся векторы е, г, q. В случае замкнутой цепи в блоке I прово

дится расчет для эквивалентной цепи и затем цепь "замыкает

ся” /то-есть уточняется ее положение/ в блоке 3. Эти опера

ции могут быть выполнены при помощи двух алгоритмов, полу

ченных в гл. II: ПОЛОЖЕНИЕ и ЗАМКНУТАЯ ЦЕПЬ. В блоке 2 осу

ществляется проверка типа цепи: разомкнутая или замкнутая.

В процессе выполнения первых трех блоков заполняются массивы 

ЕЕ, RR, QQ. В случае замкнутой цепи рассчитываются также м а 

трицы связи Л, Л^, Л 2 и помещаются в массив ЛЛ.

Следующий этап - расчет угловых скоростей всех звеньев 

и линейных скоростей центров масс v ^ / i = l ,2 , . . . , п / . Он 

осуществляется в блоке 3 с помощью алгоритма СКОРОСТИ, по

лученного в гл .111,51. В результате выполнения этого блока 

заполняются массивы ПП и W .
Далее в блоке 5 осуществяется расчет угловых ускорений 

всех звеньев и линейных ускорений их центров масс w^.

При этом -рассчитываются не сами ускорения, а векторные коэф-





0

0



17-1

Рис. 5.4. Блок-схема составления дифференциальных 
уравнений движения цепи



фициенты при х и свободные члены в разложении этих ус к о р е 

ний согласно /3.11/, то-есть векторы or j , CL j , а? , 3°

/i,j = 1,2,...,п/. Расчет осуществляется с помощью алго

ритма УСКОРЕНИЯ /см.гл. III, §2/ и векторы ou ̂ , 3± j ,

3 помещаются в массивы W  и е.

Определение сил и моментов сил инерции осуществляется 

в следующем блоке 6 с помощью алгоритма ИНЕРЦИЯ /см.гл.IV, 

§1/. Здесь так же как и при расчете ускорений, определяются 

не сами векторы сил и моментов сил инерции, а векторные к о 

эффициенты при х и свободные члены в разложении этих сил и 

моментов согласно /5.2/, /5.10/. В результате определяются

векторы а . ., Ь . ., а° , Ь° / 1 = 1 , 2 , . . . ,п/ , которые помещают- 
D 1 D о о

ся в массивы w  и е вместо векторов а.., 0. •, а., 0.. Расс-

читываются также матрицы Т /см./5.10//, которые помещаются

в массив QQ.

После выполнения подготовительных этапов можно прис

тупать к непосредственному составлению урав-нений по спосо

бу, описанному в настоящем- параграфе /блоки 7-45/.

В блоке 8, который работает только в случае замкнутой 

цепи, матрица связи А преобразуется в две и A z соответ

ственно для шарниров с силовым и кинематическим приводом 

/см./5.44//.
В следующем блоке 9 запоминаются значения осноситель- 

ных скоростей х /с помощью вектора x Q/ , так как ниже при 

расчете виртуальных скоростей х будут присваиваться другие 

значения. Истинные значения х востанавливаются в конце ал 

горитма в блоке 40.
Цикл с параметром j /блок 11-39/ осуществляет следу

ющие операции: задает виртуальные скорости последователь 

но во всех у-шарнирах и рассчитывает мощность внешних сил 

инерции /и моментов/. В результате рассчитываются матрицы 

Н 4 , Н 5 , H g , Н 7 , Нд, Н 9 для дифференциального уравнения в 

форме /5.48/. Здесь значения j указывает номер у-шарнира.



в котором задается виртуальная скорость.

Внутренний цикл с параметром i /блоки 15-35/ обходит 

все звенья цепи /i указывает номер звена/ и рассчитывает 

мощность внешней нагрузки G, М  и сил и моментов инерции f, 

ц , для случая когда задана виртуальная скорость шарнира 

типа у с номером j. Расчет матриц Н^...Нд о суще ствляется со 

гласна формулам /5.47/. В блоках 16,20,24,27 проверяится тип 

цепи и в расчет вносятся необходимые коррективы для замкнутых 

и разомкнутых цепей. Матрица рассчитывается вне цикла по 

i с помощью процедуры КОМП /блок 36/.
Последние блоки /41-45/ осуществляют переход от д и ф ф е 

ренциального уравнения в форме /5.48/ к уравнению в форме 

/5.50/, то-есть рассчитывают матрицы А, В, С, D, Е и м н о г о 

мерный вектор д.
Ниже приводится текст алгоритма машинного составления 

уравнений /процедура ДИФ У Р / . Формальные параметры:

N - номер цепи;
А 1 , А2 [1:3, 1:3] - матрицы перехода для базовых звеньев;

v 0 , ш О , £0,1 - векторы угловых и линейных скоростей и уско- 

w0[l:3] J рений начального базового звена;

vn, w n , еп,1 - векторы угловых и линейных скоростей и уско-

hb [l:3] - вектор между полюсами базовых звеньев;

А, В, С, D , "j матрицы в дифференциальном уравнении /5.50/;

Е , g J рюссчитываются в результате выполнения алго

ритма;

е - дийствительное число, определяющее точность вычислений 

положения замкнутой цепи;

wn [1 = 3] рений для конечного базового звена;

П а р а м е т р ы  А 2 , vn, шп, wn, еп, hb, £ з а д а ю т с я  т о л ь к о  д л я  з а м 

к н у т ы х  ц е п е й .

Глобальные массивы S T R , КР, ZV /см.гл.1/.



procedure ДИФ УР (N,А 1 , А 2 ,v O , ш О ,v n ,w n ,

v O ,е О ,wn,en,hb,е , А,В,С,D,Е,д); 

value N ; integer N;

array A 1 ,A 2 ,v O ,шО , v n , ton ,w0 , eO , w n , en , h b , 

A,B,C,D,E,g; 

real e ; 

begin

integer n, nx, ny, nz, nu, nn, ns; 

n: = STR[N,6] ; nu: = STR[N,7], n y : = 

nz: = nu-ny; ns: = n-nu; n n : = n - n z ; 

begin

array a[l:n], Ay [l :ns , 1: ny] , Az[l:ns

Л 1 , Л2 [l: ns , 1: 3] , W , e [0:n ,1:n + 1 ,1: 3] ,

H5 [l: n y , 1: ny] , b[l:3] ;

integer i,j,k,p,r,q;

for i: = 1,2,3 do b[i] : = 0;

ПОЛОЖЕНИЕ (N);

if STR[N,1] = 0 then

ЗАМКНУТАЯ ЦЕПЬ (N,A2,hb,e);

СКОРОСТИ (N,v O ,w O ,v n ,w n ) ;

У С К О Р Е Н И Я (N,w0,е О ,w n ,e n ,w , e ,f a l s e ) ; 

ИНЕРЦИЯ (N,W,e, false); 

comment приступаем к формированию матриц 

A l , Л 2 , Ay, Az; 

for i: = 1 step 1 until ns do 

for j : = 1,2,3 do 

begin Al[i,j]: = ЛЛ [n  , i , j+nu] ;

A2[i,j]: = ЛЛ [N , i , j+nu+3]

e n d ;

k : = p : = r : = 0; 

for i: = 1 step 1 u n t i 1 n do 

if KP [n  , i , 3] = 1 then 

begin k : = k + 1 ;

STR [N, 8]

1 :nz] ,



if KP[N,i,2] = 1 then 

begin p: = p + 1 ; 

for j : = 1 step 1 until ns do 

Az [j ,p] : = AA[N, j,k] 

end else 

begin r : = r + 1 ; 

for j : = 1 step 1 until ns do 

Ay[j ,r] : = AA[N, j ,k]
end

erid цикла no i и расчета матриц Al,A2,Ay,Az; 

for i : = 1 step 1 u n t i l n do begin

dx[i] : = X[N,1,2] ; X[N,i,2] : = 0 e n d ;
j : = 1 ;

comment начало цикла no j,B котором расчитываются матрицы 

Н 4 ' Н5 ' • • • !  и S , см ' б л ок-схему; 

mj : if KP[N,j,3] = 1 Л KP[N,j,2] f  1 then 

begin x[N,j,2] : = 1;

СКОРОСТИ (N ,b,b,b,b) ;

И М Я (H4,A ) ; ИМЯ(Н6,В); ИМЯ(Н7,С);

ИМЯ (H8,D) ; ИМЯ (Н9,Е) ; ИМЯ(?,а); 

for i : = 1 step 1 until ny do 

H5 [ j , i] : = 0; 

for i : = 1,2,3 do

H6[j,i] : = H7[j,i] : = H8[j,i] : = H9[j,i] : = 0;

for i: = 1 step 1 until n do

begin

array Ay, By[l:3, 1: ny] , As, Bs[l:3, l:ns], 

a ,b [l: 1, 1:3]; 

p: = r: = 0;

for k: = 1 step 1 until n do 

if KP [N,k , 2] ^ 1 then begin 

if KP[N,k,3] = l then begin



р: = P+J-;
for g : = 1,2,3 do begin

Ay[q,p] : = W[i,k,q] ;

By [q ,p] : = e[i,k,q] 

end end

else begin r: = r+1; 

for q: = 1,2,3 do begin 

As [q , r] : = W[i,k,q] ;

Bs [q,r] : = e [i,k,q] 

end end end цикла no k; 

for k: = 1,2,3 do 

begin a[l,k] : = VV[N,i,k] ;

b [l ,k] : = fin[N,i,k] end; 

comment приступаем к расчету матрицы Н 5 ; 

begin

array C,D[l:3, l:ny] ; 

if STR[N,l] = 0 then 

begin

M T M T ( C , A s ,Лу,3,ns,ny);

M T M T ( D , B s , A y ,3,ns,ny); 

for k : ='1 step 1 until ny do 

for p : = 1,2,3 do begin 

C[p,k] : = C[p,k] + Ay [p ,k] ;

D [p,k] : = D [p,k] + By [p,k] 

end end

else for k : = 1 step 1 until ny do 

for p : = 1,2,3 do 

begin C[p,k] : = Ay[p,k] ;

D [p ,kj : = By [p ,k] e n d ;

M T M T (С ,a ,С ,1,3,n y );

M T M T ( D , b ,D ,1,3,n y );

for k : = 1 step 1 until nu do

H5[j,k] : = H 5 [ j , k] + C[l,k] + D[l,k] 

end блока;



comment аналогично составляются все другие матрицы 

Н .но и вектор 5. Составление этих матриц выполняется со

гласно блок-схеме и уназанным формулам. Это чисто техничес

кая часть алгоритма, и мы позволим себе не выписывать ее 

подробно. Запишем только последние операторы цикла по j и 

будем считать что в этом цикле /см. блок-схему/ составляют

ся матрицы Н^...Нд и С?

.................  end i; e n d ; j: =

if j < ny then go to mj •, 

for i: = 1 step 1 until n do 

X [N, i , 2] : = xO [i] ;

□ БР (H5,H5) ;
MTMT(A,H5,H4,ny,ny,nn) }
MTMT(B,H5,H6,ny,ny,3) ;

M T M T (С ,H 5,H 7,n y ,n y ,3) ;

M T B ( g , H 5 ,a ,ny,ny)•,

if STR[N,l] = 1 then

for i: = 1 step 1 until ny do

for j : = 1,2,3 do D[i, j] : = E[i,j] : = 0
else begin MTMT(D,H5,H8,ny,ny,3);

M T M T ( E ,H 5 , H 9 ,n y ,n y ,3) end

end end процедуры;



§4 Моделирование пространственных цепей

При конструировании сложных механизмов весьма важно 

иметь возможность оценить различные варианты конструкции с 

точки зрения их динамических свойств и нагрузок. Осуществл

ять физическое моделирование /то-есть строить уменьшенную 

копию механизма/ обычно долго и дорого, и к нему приходит

ся прибегать в крайних случаях.

Другой путь состоит в моделировании механизма на циф

ровых ЭВМ. При этом под моделью понимается такая программа, 

которая, образно говоря, с точки зрения динамики "ведет себя 

как настоящий м е х а н и з м " . Задавая в такую модель законы изм е 

нения управляющих воздействий в приводах и внешних сил можно 

на выходе получить эако.ны движения всех звеньев механизма, 

динамические нагрузки, динамическое рассогласование/то-есть 

отклонение от "идеальных" законов/ и тщ. Модель должна так

же давать возможность решать обратную задачу, то-есть опр е 

делить реакции приводов, при которых обеспечивается заданное 

движение механизма. Попутно, конечно, могут быть определены 

все динамические нагрузки.

Моделирование на ЭЦВМ имеет очевидные преимущества в 

смысле дешевизны и, главное, универсальности. На такой м о 

дели не представляет труда изменить параметры механизма, в 

том числе конструктивные, и "просмотреть" различные вари

анты. Однюко, моделирование на ЭЦВМ представляется делом 

очень не простым, если идти по "традиционному пути” , то-есть 

сначала выводить дифференциальные уравнения, а затем их 

программировать. Вывод этих уравнений чрезвычайно трудоемок 

и не внушает доверия для сложных механизмов, ибо полученные 

необозримые формулы очень трудно проверить. Нроме того, при



изменении конструктивных параметров /например типа шарниров/ 

большую часть выводов нужно повторять. Строго говоря такой 

путь нельзя назвать моделированием, а скорее расчетом по г о 

товым формулам.

Тем не менее, моделирование механизмов на ЭЦВМ все же 

возможно, причем весьма универсальное, справедливое для с а 

мых различных механизмов, При этом человек должен подготав

ливать информацию о структуре, параметрах механизма и реша

емой задаче. Программа должна сама "собирать" механизм и вы

давать требуемые результаты. Для этого необходимо главное: 

осуществить машинное составление дифференциальных уравнений.

Вся предшествующая часть книги давала материал для 

подготовки такой модели и её основой мажет служить алгоритм 

составления уравнений, полученный в предыдущем параграфе.

Рассмотрим как можно промоделировать механизм состоя

щий из одной цепи на ЭЦВМ /моделирование механизмов с нес

колькими взаимосвязанными цепями обсуждается в гл. VI/. Д в и 

жение базовых звеньев будем считать заданным, то-есть извес

тны законы изменения векторов v 0 »ш0 >WQ' е 0 ’ v n ' шп »wn • en ’r a ’RB ’
В случае если цепь базируется на стойку первые восемь из ука- 

канных векторов равны нулю.
Блок-схема модели приведена на рис. 5.5. Она включает 

в себя два уже рассмотренных ранее алгоритма для сборки ц е 

пи и составления дифференциальных уравнений движения /ал г о 

ритмы СБОРНА и ДИФ У Р / .
Модель может работать в двух режимах, основном и д о 

полнительном. Разделение режимов осуществляется в блоке 22.

В основном режиме решается следующая задача: определяется 

закон движения механизм под действием известных внешних сил 

и реакций приводов*.

* Такую задачу часто называют второй задачей динамики
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Рис. 5.5. Блок-схема моделирования пространственного 
механизма, садержащего одну цепь



Реакции приводов рассчитываются заранее'в некотором другом 

блоке 6 /к этому вопросу мы еще вернемся позднее/ и вводят

ся в блок 22, где осуществляется расчет правых частей д и ф 

ференциальных уравнений

у = Ар + B w Q + C e Q + Dwn + E e n + g

и определяются все неизвестные относительные ускорения 

/блоки 18,21,27/. В тех случаях, ногда цепь базируется на 

стойку или является разомкнутой можно сократить вычисление, 

что обеспечивается в блоках 16,19,20,

Теперь можно приступить к интегрированию /блок 24/ и 

расчитать значения скоростей у и координат у в момент вре

мени /t+At/, где A t -шаг интегрирования. Для интегрирования 

может быть использована любая стандартная процедура, кото

рые всегда имеются в системе математического обеспечения 

ЭВМ*. При этом нужно иметь ввиду, что в общем балансе з а 

трат машинного времени составление диференциальных уравне

ний занимает основную часть.

Поэтому для многозвенных цепей не жедательно исполь

зование методов интегрирования, которые связаны с многократ 

ными пробными шагами и вычислением производных, например, 

метода Рунге-Кутта. Методы прогноза и коррекции /например 

Адамса - Башфорда/ в этом смисле предпочтительнее, однако, 

здесь имеется своя трудность. Дело в том, что в многозвен

ных разомкнутых цепях значения ускорений в шарнирах могут 

в процессе движения изменяться на несколько порядков и, еле 

довательно, интегрирование желательно вести с переменным 

шагом. Для реализации методов прогноза и коррекции с пере

менной величиной шага нужны уже довольно сложные программы,

* Относительно различных методов интегрирования см. Hamming 

R.W. Numerical methods, M e .G r a w - H i l l , 1962.



которые есть не во всякой библиотеке. Кроме того эте методы 

в лучшим случае требуют два вычисления производных на один 

шаг. В тех случаях, когда не требуется слишком большая точ- 

насть, можно воспользоваться следующим простым методом: у с 

корения у считаются постоянными в течение шага At, а в ели

чина шага определяется из условия

At = e/g

где е-задаваемая малая величина, а 3 определялось по сле д у 

ющему выражению

3 = m a x ([у1 (t)] , [у1 (t)])
(±)

Тогда приращения фазовых координат на одном шага интегриро

вания удовлетворяют условиям

Ду1 _< е

A y 1 < е , i = 1,2 , . . . ,п

и задавая различные значения е можно регулировать точность 

вычислений. Такой метод использовался при анализе разомкну

тых механизмов с шестью степенями свободы и показал вполне 

удовлетворительную точность и б ы с т о д ийствие.

После интегрирования определяются новые значения ф а 

зовых координат у (t+Дt ) , y(t+At). Эти значения могут р а с с 

матриваться как начальные условия для следующего шага и н 

тегрирования. Если процесс не закончен, то эта информация 

подается по правой цепи обратной связи /рис. 5.5/ к началу 

алгоритма. Таким образом на каждом шаге происходит состав

ление уравнений и затем их интегрирование.,. Процесс продол

жается до тех пор пока время t не станет равно /или больше/ 

заданного значения Т /блок 25/.

Если базовые звенья неподвижны, то сборку можно о с у 

ществить только один раз, в начале работы алгоритма, а н о 

вые начальные условия посовать сразу на блок составления



уравнений. В случае подвежных базовых звеньев сборку прихо

дится выполнять на каждом шаге интергировани я , так как и з 

меняется положение крайних шарниров цепи.

Пунктирная стрелка от блока интегрирования к цепи о б 

ратной связи указывает, что при некоторых метад ах интегриро

вания обращение к блоку составления уравнений осуществляется 

несколько раз в течение одного шага.

Помимо описанного основного режима возможен "дополни

тельный" режим работы, на который осуществляется выход по 

стрелке "нет" из условного блока 22. На этом режиме решается 

следующая задача: считаются известными законы движения зве

ньев механизма и определяются реакции приводов, обеспечива

ющие такой динамический режим*.

В этом случае все приводы, реакции которых нас инте

ресуют должны быть описаны как силовые /то-есть соответсту- 

ющие характеристические числа £2^ дожны быть равны двум/. 

Тогда реакции этих приводов войдут в число компонент векто

ра р / с м . § 3 / . На дополнительном режиме известны законы из

менения всех относительных координат, и, следовательно, и з 

вестны у. Обозначив

đ = Bw + Се + Dw + Ее + ст о о о о 3

где все члены в правой части известны, из линейного уравне

ния

Ар = у - d

можно определить реакции приводов, что осуществляется в бло

ках 18,21,27.

Расчет р может быть выполнен для любого момента вре

мени, для которого известны значения относительных коорди

нат, скоростей и ускорений. Эти значения далжны либо вводить

ся в виде таблиц, либо расчитываться в некотором блоке вне

* Задачи такого типа часто называются первыми задачами д и 

намики .



модели механизма /на рис. 5.5, блок 28/.
Помимо описанных двух задач динамики модель позволяет полу

чить также разнообразную другую информацию о двежении меха

низма. Действительно, в процесс составления уравнений при

водится расчет положений скоростей, ускорений, сил.и мамен- 

тов сил инирции и вся эта информация может быть выведена на 

печать /см. пунктирные двойные стрелки на блок-схеме рис. 

5.5/.

Для того чтобы модель "работала" необходимы некоторые 

вспомогательные блоки, обслуживающие модель. С одним таким 

блоком мы уже встретились /блок 28/ при описании дополнитель

ного режима. Остальные блоки показаны в верхней части схемы 

на рис. 5.5. С помощью этих блоков подготавливается и вво

дится информация о 1. структуре и параметрах механизма /блок 

1/, 2. рабочем режиме /блоки 4-7/, 3. движении боэовых зве

ньев /блок 3/, 4. характере решаемой задаче /блок 2/.

Подготовка информации о структуре и параметрах падроб- 

но обсуждалась в гл. I. Там эта информация объединялясь в 

три массива STR , КР и ZV, которые вводятся в начале работы 

п р о г р а м м ы .
Все остальные вспомогательные блоки /2-7, 27/ далжны 

программироваться в зависимости от конкретной задачи. В бло

ке 4 рассчитывается внешняя нагрузка, в блоке 5 - закан дви

жения в шарнирах с кинематическими приводами, в блоке 6 - 

реакции силовых приводов. Для работы этих блоков может пона

добиться информация о фазовых координатах механизма и вре

мени, поэтому к этим блокам подходит цепь обратной связи 

/см. рис. 5.5/.
□писанная модель позволяет решать различные динари-

ческие задачи. Например, если в блоке 5 реакции приводов

определять как

-i , i , i -i. p = k (a - x ) (5-52)
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-1 - -iгде х -относительные координаты в шарнирах, где деистуют р х ; 
i , ia ,k - положительные константы,

то получим модель механизма с линейными связями, В этом слу

чае можно изучать, напремер, собственные колебания механизма 

На сложно ввести в упругие связи и некоторые нелинейные чер

ты, например

р 1 = (а1 - х 1 ) + k ^ (а1 - х 1 )3 (5.53)

или учесть демпфирование

р 1 = k ^ (а1 - ^ 1 ) + k ^ (а1- х 1 ) - с^х1- ^  (х) 2 sign (х) (5.54)

Для изучения вынужденных колебаний механизма можно 

ввести гармоническое возбуждение в реакции приводов

р 1 = к 1 (а1 - х 1 ) + A  sinuit + В cosiot (5.55)

или задать гармоническое возбуждение каких-либо кинематиче

ских координат

z"' = A^sinwt + B^costot

Если гармонический закон движения задать для базовых звеньев 

/то-есть Кд или R g / , то получим механизм на вибрирующем о с 

новании.
Если в формулах / 5 г 5 2/-/5.55/ задавать параметры а 

как функции времени, то получим модель следящей системы, 

исполнительным органом которой является данный механизм.

Для таких следящих систем модель позволяет расчитать пере

ходные процессы и подобрать оптимальные значения козффици 
, iентов усиления к .

Перечисленные примеры представляют собой лишь малую 

часть задач, которые можно решать с помощью такой модели. 

Возможности модели в этом смысле трудно переоценить. Мы ос

тановимся еще только на одной: внесение изменений в кон

струкцию"механизма .
В модели это дастигается максимально просто. Напри-

чтобы изменить тип шарнира с поступательногомер, для того



на вращательный достаточно заменить всего одно число в мат

рице К Р . Если требуется замкнуть или разомкнуть цепь, при

соединить ее к другим цепям и т.п. все это достигается так 

же за счет изменения нескольких чисел во вводимых массивах 

STR, КР, ZV.
Важно отметить, что модель не рассчитана на какой-то 

один механизм. В алгоритм модели фактически заложены основ 

ные законы механики и последовательность их применения. Мо 

дель начинает описывать тот или иной конкретный механизм 

только после того как в нее введены данные структуре и парамет 

рах этого механизма. Тогда в алгоритме "собирается зада 

нный механизм и затем применительно к нему решаются задачи 

динамики. Такое построение алгоритма делает его пригодным 

для моделирования самых различных замкнутых и разомкнутых

механизмов.



Гл. VI ВЗАИМОСВЯЗАННЫЕ ЦЕПИ 

§1 Геометрия взаимосвязанных цепей

Введем некоторые новые термины и обозначения. Пусть 

имеется некоторая цепь- и к ее внутренним /не базовым/ зве

ньям присоединены другие цепи. Эти присоединенные цепи бу

дем называть сателлитами,а основную цепь базой или базовой 

ц е п ь ю .

Введем понятие автономности цепи. Цепь будем называть 

автономной в том случае, если ее "сборку", расчет положений 

и скоростей можно осуществлять независимо от ее сателлитов, 

и кроме того ее базовые звенья также принадлежат автономным 

цепям или являются стойкой. При таком определении необходи

мо, чтобы по крайней мере одна цепь механизма базировалась 

только на стойку. Если механизм целиком состоит из автонам- 

ных цепей, то сателлиты не накладывают кинематических связей 

на базовые цепи.

Во многих случаях механизм можно разбить на цепи та

ким образом, что все они будут автономны. Например, модель 

"человека", приведенная во введеии рис. В .4 состоит из ав

тономных цепей. Действительно разомкнутые цепи "туловища” 

и "рук", очевидно, не накладывают кинематических связей на 

дв ижен ие ног.
Разбиение механизма на цепи обычно можно выполнить 

различным о'бразом. Рассмотрим это на примере плоского семи

звенного механизма, приведенного на рис. 6.1. Механизм об

ладает двумя степенями свободы, что следует из общей струк

турной формулы*

* Артоболевский И.И. "Теория механизмов и машин Москва, 

1953. г.



w = Зп -  2р

где n -число подвижных звеньев; p -число кинематических пор.

Рис. 6.1.

Допустим, привод в шарнирах А и В осущетвляется к и н е 

матически, тогда относительные координаты в этих шарнирах 

мы должны принять за основные.

Рассмотрим два варианта разбиения механизма на цепи. 

Сначала объединим в одну /первую/ цепь кинематические пары 

А, В, С, D, Е, а в другую цепь - пары F, G, Н. При таком 

варианте цепи получаются автономными. Д и й с т в и т е л ь н о , задав 

относительное положение звеньев в шарнирах А, В, мы тем са

мым однозначно определим положение всех звеньев первой цепи 

сателлит/цепь F, G, Н/ является ведомой частью и не наклады 

вает на базу кинематических связей.

Другой вариант разбиения: в первую цепь объединяем ки

нематические пары Е, D, F, G, Н, а во вторую - А, В, С. Т е 

перь цепи не являются автономными. С а т е л л и т / А ,В ,С/ теперь 

целиком определяет положение звеньев базовой цепи.

Как видно, автономность может явиться следствием у д а 

чного разбиения на цепи. Однако, не всегда механизм можно 

разбить на автономные цепи. Покажем это вновь на примере ме 

ханизма на рис. 6.2. Предположим, что кениматическим при в о 

дом оснащены не шарниры А  и В как раньше, а шарниры А и Н .  Тог 

да при любом варианте разбиения, цепи не получаются автоном 

н ы м и . Действительно для определения положения звеньев, наг



припер, цепи ABCDE недостаточно знать угол поворота только 

в одноп шарнире А, но нужно также знать и положение сателли

та F G H .

Рассмотрип сначала случай, когда механизм можно р а з 

бить на автономные цепи и допустим такое разбиение выпол

нено. Тода можно значительную часть анализа /в частности 

анализа геометрии/ проводить отдельно для каждой цепи.

В предшествующих четырех главах рассматривались отде

льные цепи разомкнутые и замкнутые, и при этом все время 

предполагалось, что базовые звенья могут принадлежать другим 

цепям,. По этому, все результаты полученные выше можно исполь

зовать при анализе взаимосвязанных автономных цепей и зада

ча состоит в том, чтобы найти соответствующие характеристи

ки для базовых звеньев.

Для того чтобы воспользоваться алгоритмами полученны

ми в гл. II нужно для каждой разомкнутой цепи знать рас п о 

ложение в пространстве ортов q Q j /j=l,2,3/ для внутренней 

систимы координат начального базового звена. Дла замкнутых 

цепей нужно также знать аналогичные орты для конечного б а 

зового звена q . /j=l,2,3/ и вектор hg от полюса начального 

базового звена к полюсу конечного базового звена. Рассмот

рим1' как можно получить эту информацию для механизмов с 

автономными цепями.



В механизме содержащем автономные цепи всегда имеется 

по крайней мере одна цепь, которая

1. либо является разомкнутой и соединена со стойкой;

2. либо является замкнутой и двумя концами соединена 

со стойкой.

Случаи, когда механизм вообще не связан со стойкой 

будут рассмотрены позднее.

□дну из указанных в пп 1,2 цепей обозначим номером 1. 

Для нее известно положение одого или обоих базовых звеньев 

/поскольку базами служит стойка/ и, следовательно, можно 

эту цепь собрать и переместить с помощью алгоритмов СБОРКА 

РАЗ ЦЕПИ, ПОЛОЖЕНИЕ, ЗАМКНУТАЯ ЦЕПЕ /см. г л . II/.

На рис. 6.2 показан условный пример, где цепи об о з н а 

чены просто линиями, а их соединения - точками. Стрелки у к а 

зывают направления базовых цепей и служат для того, чтобы 

отличать направление базовой цепи от сателлита.Здесь цепь 
't замкнутая .

Далее, после того кок выделена цепь 1, среди оставш

ихся имеется по нрайней мере одна, которая является сател
литом цепи Т. и при этом

1. либо яляется открытой;

2. либо является закрытой и конечным базовым эвеном 

для нее служит,-стойка ;

3. является закрытой и конечным базовым звеном для 

нее служит одно из звеньев цепи I.

На рис. 6.2 имеются сразу две цепи, удовлетворяющие у с л о 

виям п 1 и 2. Эти цепи прономерованы III и II.

Далее, среди оставшихся цепей имеется по крайней мере 

одна, для которой базовые звенья находятся в уже прономеро

ванных Цепях или являются стойкой /на рис. цепь IV/. Д е й 

ствуя, таким образом можно прономеровать все цепи механизма. 

Поскольку кажная цепь базируется либо на предшествующие ц е 

пи, положение которых уже известно, либо на стойку, то из



вестны q o j , q nj и hB 

г л . 1 1 .

и можно воспользоваться алгоритмами

Алгоритм для сборни механизма с автономными цепями 

имеет следующий простой вид

procedure СБОРНА МИХАНИЗМА (Nc): 

value Nc; integer Nc; 

begin integer i, n, j, k, s, nl, N1;

array r 1, r2, e [l: 3] , A[l:3,l:3]; 

for i : = 1,2,3 .do begin

for j : = 1,2,3 do A [i , j] : = 0 ; A [i , i] : = 1 end 

for i: = 1 step 1 until Nc do begin n: = S T R [ i , 6 ] ; 

if i f  1 then begin N1: = S T R [ i , 2 ] ; n l : = S T R [ i , 3 ] ; 

for к : = 1,2,3 do for s : = 1,2,3 do 

A [k ,s] : = QO [i , j ,k, s] e n d ; 

for j ; = 1 step 1 until n do 

begin СБОРНА ПАРы (i,j,rl,e,r2,A); 

for kt = 1,2,3 do begin

EO [i, j ,k] : = S [k] ; R0[i,j,l,k]: =' rl [k] ;

R0[i,j,2,k]: = r2 [k] e n d ; 

for s : = 1,2,3 do

Q0[i,j,k,s] : = A[k,s] end end j,i; 

end процедуры;

В результате выполнения этой процедуры полностью за

полняются массивы EO, RO, Q0, где хранятся значения соответ 

ствено e^, после сборни. Формальный параметр Nc уна

зывает число цепей в механизме. Предполагается, что цепи 

прономерованы таким способом, кан описано выше, и первая 

цепь базируется на стойну. Поэтому в начале выполнения про

цедуры мотрица перехода А формируется как единичная матрица 

Глобальные массивы: STR, К Р , ZV, EO, R O , Q 0 .

После сборки необходимо рассчитать положение механиз

ма, соответствующее заданным значениям относительных коор



динат. Для этого можно воспользоваться алгоритмами ПОЛОЖЕ

НИЕ и ЗАМКНУТАЯ ЦЕПЬ.

При расчете положения замкнутой цепи необходимо знать 

матрицы перехода для базовых звеньев и вектор между пол

юсами базовых звеньев /см. гл. II §3/. Матрицы связи после 

сборки хранятся в Q 0 .

Если базой служит стойка, то удобно принять в качес

тве полюса начало неподвижной системы координат. Тогда, на

пример, если замкнутая цепь обоими канцами базируется на 

стойку, то hg = 0 . В других случаях необходимо специально 

рассчитывать hg перед тем, как обратиться к алгоритму ЗАМ

КНУТАЯ ЦЕПЬ.

Обозначим радиус-векторы из начала неподвижной систе

мы координат к полюсам базовых звеньев как j , где первый 

индекс i - указывает номер цепи, а второй .j - указывает 

к какому из базовых звеньев проведен радиус. / в случае j=3-' 

к начальному базовому звену, a j=2 - к конечному/. Тогда

hBi R i2 " R il
( 6 . 1 )

Примем; что для стойки R^j = 0 , а для подвижных базовых 

звеньев в качестве полюса выбирается их центр масс.

В случае когда механизм состоит из автономных цепей, 

каждая i -я цепь базируется либо на стойку, либо на цепи с 

номером меньшим i, для которых известны положения всех зве

ньев.
Тогда для определения R. • будем действовать следующим 

образом. Прежде всего выделяем все цепи, которые базируют

ся на стойку. Для этого просматриваем 2-ой столбец матрицы 

STR и если в i-ой строке стоит ноль, значить i -я цепь име

ет стойку начальным базовым звеном, то-всть R ^  = 0 . Значе 

ние  ̂ занесем в массив RR, где хранятся все векторы .

В массиве RR свободны ячейки /см. описание массива, гл I,

§ 4 /.
RR [i,0,1,к] ; к = 1,2,3



и в эти ячейки поместим R . , = 0 .л.1
После того как просмотрены все начальные базовые зве

нья, переходим к 4-ой строке матрицы SIR, где помещены номера ко

нечных базовых цепей. Если в i -ой строке стоит ноль, это 

означает, что конечное базовое звено является стойкой.

Радиусы R ^2 будем помещать также в массив RR в следу

ющие ячейки.

RR[i,n,2,k]j к = 1,2,3

В случае базирования на стойку заносим в эти ячейки = 0.

Первая цепь /при принятом способе номерации/ непреме

нно далжна базироваться на стойку. Следовательно, если она 

замкнутая, то для нее

hBl = 0

Теперь можно определить положение первой цепи с помощью а л 

горитмов ПОЛОЖЕНИЕ и ЗАМКНУТАЯ ЦЕПЬ. Вторая цепь может ба

зироваться либо на первую цепь, либо на стойку. Если, напри

мер, начальное базовое звено принадлежит первой цепи и имеет 

в этой цепи номер nl , то радиус вектор R 22 можно определить 

как

R 21 R 11 +

п 1

j = l

nl — 1
г .
j/ j'2 - I

j=0 j ,j + 1 ,2

где последний индекс "2" указывает номер цепи.

После того как найдены R 2 и R 22 Д лн второй цепи за

носим эти векторы в соответствующие ячейки массива RR и о п 

ределяем положение второй цепи. Теперь можно переходить к 

анализу третьей цепи и т.д.

В общем случае для i -ой цепи радиус-векторы R можно 

определить по формуле



R ,

R

п 1
I з

j  = l

п2

т-

n l - 1
11 = *N1,1 + + .|0 r j,j + l, N1

(6 . 2)

n2—1
12  = * N2 , 2  + ^ xr j , j , N 2  + Д 0 r j , j  + l , N2

где N1, N2 - номера базовых цепей, a n l ,  п2 - номера базо

вых звеньев в этих цепях. Номера N1,  N2, n l , n 2  хранятся в 

матрице STR /см. гл. I/.

Блок-схема алгоритма для определения положения меха

низма приведена на рис. 6.4. Алгоритм содержит один цикл с пара

метром i /блоки 2-16/, в котором осуществляется обход всех 

цепей механизма. Блок 2 определяет является ли начальное 

базовое звено стойкой и в зависимости от этого в следующих 

блоках 3,4 осуществляется расчет радиус-вектора R ^ . Блокй 

5 и 13 слижат для разделения случаев разомкнутых и замкну

тых цепей. В блоках 6-10 осуществляется расчет радиус-век

тора R ^2 и матрицы связи А ^ д л я  конечного базового звена.

В результате выполнения алгоритма определяются векто

ры и матрицы перехода А^ и связи Л, Л^, Л 2 ■ Эти век

торы и матрицы заносятся в массивы ЕЕ, RR, QQ, ЛЛ. Кроме 

того рассчитываются все радиус-векторы R ^ j , которые также 

помещаются в R R .

В алгоритме используется матрица связи только конеч

ного базового звена; матрица связи начального базового звена 

использовалась при "сборке” . Предполагается, что механизм 

уже был предварительно собран.

В алгольном тексте алгоритма /процедура ПОЛОЖЕНИЕ МЕХА

НИЗМА/ используются формальные параметры: N^ - число цепей 

механизмо; е - точность итеррационного процесса для замкну

тых цепей.

Глобальные идентификаторы Е0, R 0 , Q0, ЕЕ, RR, QQ, ЛЛ, 

STR, К Р . Придполагается, что массивы Е0, R 0 , Q0 предваритель-



f>P <F=RLi=0
h i - f a > i + & t e » r Z z : L i . = > M

h l l - г'2 M  j't ’"2 i= iCM * t ,* L

ВЬ/Зоё матрицЬ/ сёязи Aip

1

10
SI— Qd

1

-  Eiz -  HU

I
Pйен em пол ож ений
(положение)

И
<1= #?

Л

Замыкание иепц 
(алгоритм ЗАМКНУТАЯ

цепь)_____ _

#

/Ve/77

ЕEJ ЕР, QQ, АА

Рис. 6.4. Блок- сх ема  алгоритма для оп ределения 
положения ме ханизма



но заполнены с помощью алгоритма СБОРКА МЕХАНИЗМА

procedure ПОЛОЖЕНИЕ МЕХАНИЗМА (Nc, е ) ; 

value Nc; Integer Nc; real e; 

begin array A2 |~1: 3,1: 3] / hb[l:3]; 

integer i ,j , k , N 1 ,N2,nl,n 2 ; 

for i: = 1 step 1 until Nc do 

begin if STR[i,2] = 0 then begin 

for j: = 1,2,3 do R R [ i , 0 , j ] : = 0; 

go to ml e n d ;

N1: = STR [i , 2] ; n l : = STR[i,3];

for j: = 1,2,3 do RR [i, 0,1 , j] : = RR[Nl,0,l,j] +

RR[Nl,nl,l,j] - RR[N1,0,2, j] ; 

for k: = 1 step 1 until nl - 1 do 

for j: = 1,2,3 do R R [ i ,0,1,j ] : = RR[i,0,l,j] +

RR [N1, k , 1 , j ] - RR[Nl,k,2, j] ;

ml: _if STR[i,l] = 1 then go to m3;

N2: = STR [i, 4] ; n: = STR[i,6]; 

if N 2 = 0  then begin

for j : = 1,2,3 do begin R R [ i , n ,2,j ] : = 0; 

for k: = 1,2,3 do A 2 [ j , k ] : = 0;

A2 [j , j] : = 1 e n d ;

go to m2 end условного оператара; 

n2 : = STR [i , 5] ; 

for j : = 1,2,3 do

RR [i ,n , 2 , j] : = RR[N2,0,l,j] + RR [N2 ,n2,1, j] -

R R [N2,0,2, j] ;

for k: = 1 step 1 until n2 - 1 do 

for j : = 1,2,3 do

RR [i , n , 2 , j] : = RR[i,n,2,p] + RR[N2,k,l,j] -

RR [N2 ,k,2 , j] ;

for j : = 1,2,3 do for k : = 1,2,3 do 

A2[j , k] : = QQ [N2 ,n2 , j ,k] ;

m2: for j: = 1,2,3 do hb[j] : = RR[i,n,2,j] - RR[i,0,l,j] ;



m3: i_f STR^i,lJ = 1 then

ПОЛОЖЕНИЕ ' (i)

else ЗАМКНУТАЯ ЦЕПЬ (i, A 2 , hb, e)

end i; end процедуры;

Теперь переходим к случаю, когда механизм нельзя раз

бить на автономные цепи. Рассмотрим его на примере механиз

ма, показаного на рис. 6.1. Будем предполагать, что кинима- 

тический привод осуществляется в шарнирах А и Н после чего, 

как было показано выше в механизме нельзя выделить автоном
ные цепи.

Выполним разби-ение на цепи следующим образом. Первая 

шепь: ABCFGH; вторая цепь: A B C D E . На рис 6.3 эти цепи пока

зании отдельно и обозначены относительные координаты.

Запишем уравнение связи для первой цепи в форме /2.29/

Смысл всех обозначений в этой формуле описывается в гл. II, 

§3. Римскими цифрами указан номер цепи. Поскольку для пос

леднего звена эк вев алентной цепи можно указать только три 

независимых перемещения /два поступательных и одно вращатель 

н ое/, то матрица Bgj в данном случае будет иметь размерность 

3x4. Соответственно матрицы Б ^ ,  Б ^  и & 2 1  будут Зх2;ЗхЗ;ЗхЗ 

Для второй цепи уравнение связи можно записать в виде

311

I As 

As.

ASj.

' As,

1\

B 4II^Z 1 + B lIIA h II + Б 211Л<511 (6-4)

где матрици B ^ j -j- такще имеет размерность 3x4, а матрицы



Б 4 И ’ Б 1I I , и Б 2 ц  соответственно: 3x1; 3x3; 3x3.

Выражая /6.3/, /6.4/ определяют шесть ленейных урав

нений относительно шести приращений дополнительных коорди

нат /i = 1,2,...,6/.

Аналогично можно действовать и в случае других меха

низмов с неавтономными цепями. Мы не будем здесь более под

робно останавливаться на этом вопросе, поскольку такие слу

чаи, повидимому, достаточно редки. Для того чтобы механизм 

нельзя было разбить на автономные цепи, он должен обладать 

несколькими степенями свободы, иметь несколько замкнутых 

цепей и кроме того иметь специальное распределение кинема

тических приводов по различным цепям.

В заключение этого параграфа остановимся на механизмах 

у которых ни одна из цепей не связана со стойкой. Такие м е 

ханизмы будем называть свободными. Выберем в свободном м е 

ханизме некоторое звено и определим его положение относитель 

но неподвижной системы координат. Это звено назовем основным 

Для основного Звена должны быть известны орты внутренней си

стемы координат.
Далее, при сборки и расчете положения механизма, ос

новное звено можно рассматривоть как "временную стойку” и 

отталкиваясь от него прономеровать все звенья цепи механиз

ма. В дальнейшем сборка и расчет положений может быть вы

полнен таким же образом, как и для механизмов, связанных со 

стойкой.



§2 Кинематика взаимосвязанных цепей

Рассмотрим случай, когда механизм можно разбить из 

автономные цепи. Тогда для расчета скоростей /скоростей цен 

тров мосс звеньев и угловых скоростей /каждой цепи

можно в о с п о л ь з о в а т ь с я ’алгоритмом СКОРОСТИ, полученным в г л . 

III, § 1.

Для работы этого алгоритма наобходимо предворительно 

определить скорости базовых звеньев данной цепи v q ., шо j , 

v n j , шп . . /последние два вектора задаются только для зам

кнутых цепей/. Здесь второй индекс j указывает номер расс

матриваемой цепи. В случае автономных цепей нет никаких 

трудностей в определении скоростей базовых звеньев, посколь 

ку автономные цепи базируются либо на звенья цепи, для ко

торой уже известны все скорости, либо на стойку.

Номера цепий, которые являются базовыми для данной 

j -ой цепи, можно прочитать во 2-ом и 4-ом столбцах матрицы 

STR /см. гл. I, §4/; выше эти номера были обозначены N1 и 

N2. Номера базовых звеньев в цепях N1 и N2 помещаются в 3 

и 5 столбцах STR и они обозначены n 1,п 2 соответственно.

Скорости этих звеньев можно прочитать в матрице W .  Напри

мер, для начального базового звена v nl N1 находится в N l -ой 

строке и n l -столбце матрицы W . Это значение скорости сле

дует предварительно записать j -ую строку нулевого столбца 

W .Аналогично для конечного базового эвена и угловных ско

ростей. После этого можно воспользоваться алгоритмом СКОРО

СТИ .
В тех случаях, когда базовым звеном является стойка, 

соответствующий номер N1 или N2 в матрице STR будет задан



нулевым. В приводимом ниже алгоритме предусмотрен случай, 

когда стойка может двигаться с некоторыми скоростями v g , 

со . Значения скорости стойки вводятся как параметры. Это 

сделано для того, чтобы охватить также и свободные цепи, в 

которых роль стойки играет некоторое звено, принятое за о с 

новное /см. предыдущий параграф/.

Блок-схема алгоритма приведена на рис. 6.5. Все о б о 

значения в блок-схеме были описаны выше. В массивах W  и 

хранястя векторы v и ш / с м .г л .1 1 1 ,§ 1/. В блоках 2 и 6 

проверяется, являются ли базовые звенья стойкой; блок 5 с л у 

жит для определения типа цепи /разомкнутые или замкнутые/.

procedure СКОРОСТИ МЕХАНИЗМА (Nc, vs, us) ; 

value Nc; integer Nc; 

array vs , cos; 

begin

integer N, n, i , nl, N1; 

array vQ , u0 , vn, un[l:3]; 

for N: = 1 step 1 until Nc do 

begin comment цикл для обхода всех цепей механизма: 

n: = STR [N , б] ; 

if STR[N,2] = 0 then 

for i: = 1,2,3 do begin 

v0 [i] : = W  [N , 0 , i] : = vs [i] ; 

toO [i] : = fifi[N,0,i]: = us [i] end 

else begin

N1: = STR [N, 2] ; nl: = STR[n,3]; 

for i : = 1,2,3 do begin 

v0 [i] : = W  [N , 0 , i] : = w [ N l , n l , i ] ;  

w0[i]: = fift[N,0,i]: = fifi[Nl,nl,i]

_snd end условного оператора; 

if STR[N,l] = 1 then go to m l ; 

i_f STR[ n ,4] : = 0 then 

£or . i : = 1/2,3 do begin
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vn [±] ; = w [ N , n , i ]  : = vs [i] ; 
шп [i] : = fift[N,n,i]: = ids [i] end 

else begin

N1: = STR[N,4]; nl: = STR[N,5]; 

for i : = 1,2,3 do begin 

vn [i] : = W  [N, n , i] : = W  [Nl , nl , i] ; 

um[i]: = fifi[N,n,i]: = fifi [Nl ,nl, i] 

end e n d ;

ml: СКОРОСТИ (N, v O , шО , vn, шп) 

end N ;
end процедуры;

В дальнейшем, при анализе динамики часто придется р а с с 

читывать виртуальные скорости. При этом относительная ско

рость будет задаваться только в одном из основных шарниров 

какой - либо одной цепи.

В этом случае можно воспользоваться алгоритмом СКО

РОСТИ МЕХАНИЗМА, однако это невыгодно, так как этот алгоритм 

рассчитан на общий случай, когда розмошны относительные ско

рости во всех шарнирах.

Поэтому для расчета виртуальных скоростей ц е л есообраз

но составить отдельный алгоритм, который назовем ВИРТУАЛ.

На рис. 6.6 приведена блок-схема такого алгоритма. Ос о б е н н 

ость этого алгоритма по сравнению с СН0Р0СТИ МЕХАНИЗМА сос

тоит в том, что здесь выделяется целый ряд специальных с л у 

чаев /неподвижные базовые звенья, виртуальная скорость з а 

дается в данной или другой цепи и.т.п./. Для каждого т ако

го случая расчет ведется различным образом, благодаря чему 

удается сократить общее число вычислений.

В качестве формальных параметров выступают два целых 

числа: номер цепи N и номер шарнира 1, в которых задается 

виртуальная скорость. В блоке 2 соответствующей переменной 

присваивается значение единица. Все остальные х считаются 

равными нулю. Будвм считать, что перед работой алгоритма
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всем векторам V. также присвоены значения ноль,
10 10

В цикле с параметром i /блоки 4 - 3 6 / осуществляется об

ход всех цепей механизма. Сначала определяются скорости н а 

чального базового звена /v ^ o i ; блоки 4,5/. Если началь

ное базовое звено неподвижно /проверка в блоке 6/, то это о т 

мечается присвоением булевской переменной ВО соответ,свующ- 

его значения /блоки 7,8/.
Далее разделяются, случаи розомкнутой и замкнутой цепи

/блок 9/. Проследим сначала как осуществляется расчет для 

разомкнутой цепи /блоки 10-15,35/.
Если базовое звено неподвижно и номер цепи i не равен 

N, то рассматриваемая цепь остается неподвижной и расчет 

для данной цепи можно на этом закончить. Соответствующая 

проверка осущесвляестя в блоке 10 и, если имеет место опи 

санный случай, осуществляется выход в конец цикла к блоку

34.
Допустим одно из условий, указанных предыдущем абзаце, 

нарушено, тогда осуществляется выход из блока 10 по ветви 

"нет" и в блоке 11 происходит новая п р о в е р к а .Теперь провер

яется, где задана виртуальная скоротсть, в данной цепи /i-N/ 

или другой. Если в другой, то всем звеньям рассматриваемой 

i -ой цепи присваиваются одинаковые значения скоростей, рав 

ные линейной и угловой скорости начального базового звена 

/блок 35/.
Если виртуальная скорость задана в данной цепи, то в 

движении участвуют только звенья, номер которых /по н о м е 

рации внутри цепи/ больше или равен 1. Они получают одинако

вую угловую скорость и различные скорости центров масс, к о 

торые рассчитываются в цикле по j /блоки 14-16/.
Теперь рассмотрим как осуществляется расчет для зам 

кнутых цепей. В этом случае из блока 9 осуществляется выход 

по ветви "нет". После этого определяются скорости /vn i'un;j/ 

конечного базового эвена и, если базовое звено неподвижно



/проверка в блоне 19/, это отмечается присвоением булевской 

переменной Вп соответствующего значения в блоках 20 и 21.

Далее в зависимости от того, являются ли базовые зве

нья неподвижными /ВО = true или Bn S true/ и, в какой цепи 

задана виртуальная скорость /проверка в блоках 22,23,25,27/, 

вычисляются значения скоростей š в дополнительных шарнирах. 

После этого значения š присваиваются соответствующим ком

понентам х /блок 29/ и в цикле с параметром j /блоки 31-33/ 

осуществляется расчет j • Соответствующие векторные

формулы выписаны внутри блока 31.

Алгольный текст процедуры приводить не будем и запи

шем только обращение к ней

ВИРТУА/1 /Nc, N , 1/

Теперь переходим к определению ускорений.

В главе III был получен алгоритм для расчета ускорений 

отдельной цепи. Им можно воспользоваться также в случае м е 

ханизма с автономными цепями. Ситуация здесь аналогична той, 

которая имела место при определении скоростей. Для того что

бы воспользоваться алгоритмом УСНОРЕНИЯ нужно п р е д в а р и т е л ь 

но для каждой цепи определить линейные и угловые ускорения 

базовых звеньев. Поскольку предполагается, что механизм р а з 

бит на автономные цепи, то это всегда можно выполнить. И н 

формацию о номерах базовых цепей и звеньев можно получить 

из матрицы STR ток же, как это делалось ранее.

Следовательно, блок-схема определения ускорений будет 

иметь совершенно такой же вид, как и блок-схема для скорос

тей, показанная на рис. 6.4. В ней нужно только заменить 

все обозначения v и ш соответственно на w  и е , а в блоке 

9 вместо алгоритма СКОРОСТИ использовать алгоритм УСКОРЕНИЯ. 

Поэтому мы не будем приводить текст алгоритма /он аналоги

чен тексту процедуры СКОРОСТИ МЕХАНЕЗМА/ и ограничимся тем, 

что запишем только обрашение н соответствующей процедуре 
УСКОРЕНИЯ МЕХАНИЗМА.



УСНОРЕНИЯ МИХАНИЗМА (Nc, w s , es, W, e ) ; 

здесь N c -число цепей механизма; 

ws и es - ускорения стойки;

W, е - массивы, в которых помещаются рассчитанные значения 

линейных w  и угловых е ускорений звеньев цепи. Массивы W  и 

е имеют совершенно такое же строение как соответсвушщие м а 

ссивы W  и ГШ для скоростей. Однако, в отличии от массивов 

W  и которые были описаны как глобальные, массивы W  и

е ранее не встречались и потому введены в число формальных 

параметров .

При составлении дифференциальных уравнений движения 

механизма /см. ниже §4/ прийдится решать одну специфическую 

задачу кинематики. Она формулируется так: относительные ско

рости х'!’ и ускорения х 1 во всех шарнирах механизма равны
3 1 .. 1 нулю, кроме одного шарнира одной цепи, в котором = 1.

Здесь N - номер цепи; 1 - номер шарнира. Необходимо опреде

лить линейные и угловые ускорения j > ej_ j / Д лн этаг0 слу- 

чюя .
Нак видно, такая постановка очень близка к той, кото

рая имела место при разработке алгоритма ВИРТУАЛ. Там также 

задавалась единичная относительная скоротсть в одном из шар 

ниров. Поэтому возмем за основу этот алгоритм /блок-схема 

на рис. 6.6/ и посмотрим какие необходимо внести в него и з 

менения для данной задачи.
Прежде всего заменим все обозначения v, ш, х, š, й, 

соответственно на w, е, х, š , и. Далее при расчете дополни 

тельных ускорений š в блоках 24 и 26 нужно воспользоваться 

формулами /см. гл. III, §2/:

= A 2 i (eni 01 - ei>

= Л, . (w . - w . li ni oi - n±)



Получившийся после этих изменений алгоритм назовем У С К О 

РЕНИЯ 2 и обращение к нему запишем в виде.

УСКОРЕНИЯ 2 (Nc, N , 1, WW, ее); 

где N и 1 номер цепи и звена, в которых задано = 1. П о л 

ный текст алгоритма приводить не будем, поскольку он легко 

может быт составлен по блок-схеме ВИРТУА/1 с помощью указанных 

изменений.



§3 Статика взаимосвязанных цепей

Статика отдельных цепей рассматривалась в гл. IV. При 

этом были разработаны два алгоритма СТАТИНА РАЗ ЦЕПИ и С Т А 

ТИКА ЗАМ ЦЕПИ, которые позволяют определить реакции в кине

матических парах и'реакции приводов соответственно для раз

омкнутых и замкнутых цепей.

Переходя к анализу статики взаимосвязанных цепей н у ж 

но учитывать, что сателлиты воздействуют на свои базовые ц е 

пи определенными силами и моментами. Отсюда следует, что 

прежде чем будет решена задача статики для некоторой цепи, 

необходимо решить задачи статики для всех ее сателлитов.

вернемся к §1 этой главы, где описан способ номерации 

цепей. Согласно этому способу i -я кинематическая цепь всег

да базируется либо на цепи, номер которой меньше i, либо на 

стойку. Отсюда следует, что если некоторая цепь имеет сат е 

ллиты, то их номера будут больше, чем номер этой цепи.

Тогда можно решать задачу статики, начиная с послед

ней цепи /то-есть цепи с наибольшим номером/ и далее п о с 

ледовательно двигаться к первой цепи. При этом, очевидно, 

приступая к анализу любой цепи мы будем всегда знать необхо

димые данные о ее сателлитах.
В процедурах СТАТИКА РАЗ ЦЕПИ и СТАТИКА ЗАМ ЦЕПИ пре

дусмотрено определение воздейсвий на базовые звенья. Для 

этого в процедуры введены формальные параметры R^/QA - RB '

Г) где R О - сила и момент для начального базового зве

на; r  , Q - для конечного. Силы привидены к полюсам /цен-
В в

трап пасс/ базовых звеньев.
Следовательно, определив Кд , Од  Д ™  некоторого сате-



ллита мажно в матрице STR прочитать номер соответствующей 

базовой цепи N1 и базового звена nl и затем прибавить , 

Qa  к внешним силам и моментам, действующим на это звено.

Jn l ,N1 Gnl,N1 + RA

М'n 1, N 1 ‘ M n 1,N 1 + QA'

(6.5)

Аналогично для конечного базового звена

Gn 2 , N 2 : Gn 2 ,N2 + Rg ;

(6.6)

M n 2 , N 2 : M n2,N2 + QB •

После того, как такая операция выполнена для всех са-

теллитов i -ой цепи можно переходить к анализу статики самой

i -ой ципи. Эта цепь в свою очередь может являться сателли

том для цепей с меньшим номером и т.д.

Таким образом, алгоритм расчета статики механизма с 

автономными цепями может быть представлен следующей блок- 

схемой /рис. 6.7/. Текст процедуры /назовем ее СТАТИКА М Е 

ХАНИЗМА/ легко может быть составлен по этой блок-схеме и 

поэтому мы его здесь приводить не будим.

Теперь рассмотрим механизм с упругими связями /см.гл. 

IV, §3/. Под действием внешней нагрузки такой механизм из

меняет свое положение за счет деформации упругих связей.

Предположим, как и раньше, что кинематические приводы 

не деформируются /эквивалентны жесткой связи между соответ

ствующими звеньями/, а в дополнительных шарнирах привод от

сутствует. Тогда упругие связи наложены только в у-шарнирах 

и их деформация связана с развиваемой реакцией соотношением 

/ с м . /4.20//

. 1 i 1 
AYv = yv “ Уok -cik

(6.7)
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тельно должен быть соответствующим образом сформи

рован вектор XI /подробнее с м .г л .I V , § 3/. Поскольку 

в данной задаче подлежат определению реакции толь

ко в у-шарнирах, то для этих шарниров должно быть 

задано XI = 1, а для остальных XI = 0;

3. Определяются деформации согласно /6.7/;

4. Определяются максимальное значение деформаций

b = max ( [Ду^] )
. (ij) 3где j -номер цеп и , 1  - номер звена.

5. Если Ъ <_ £, еде е - заданное число, определяющее 

точность приближения, то процесс, итерраций считаем 

законченным. В противном случае присваиваем у̂ Г но

вые значения

y"V: = у̂ ~ . + кДу^ ; (0 < к < 1)
*3 У°3 3

и переходим к n l .

Наличие постоянного коэффициента к отличает последнюю 

формулу от той, которая использовалась в алгоритме Д ЕФОРМА

ЦИЯ. Этот коэффициент введен для того чтобы обеспечит моно

тонную сходимость процесса приближения к положению равнове

сия. Оптимальное значение подбирается опытным путем в п р о 

цессе р а с ч е т о в .



§4 Динамика и моделирование механизмов 
с взаимосвязанными цепяами

Расчет сил и моментов сил инерции механизма со взаимо

связанными цепями можно осуществить используя результаты 

полученные для осдельной цепи в гл.А/. Поскольку такой расчет 

прийдется неоднократно проводить при составлении дифференци

альных уравнений, составим соответствующий алгоритм.

Будем предполагать, что уже осуществлен анализ кине

матики и определены угловые ускорения е ̂  ̂ всех звеньев и 

ускорения их центров масс w . . /здесь первый индекс i -номер 

звена, второй j -номер цепи/. Эти ускорения помещены соответ- 

стенно в массивы ее и W W .

Теперь последовательно применяя алгоритм ИНЕРЦИЯ /см. 

гл. V/ ко всем цепям механизма определим'силы инерции и

моменты сил инерции M^j, которые также поместим в массивы 

WW и ее на место и e^j соответственно.

Алгоритм оформлен как процедура с формальным парамет

ром Nc , указывающим число цепей. Массивы WW и ее - глобаль

ные

procedure ИНЕРЦИЯ МЕХАНИЗМА (Nc);

value Nc; integer Nc;

begin

integer i , j , k , n ; 

j : = STR[l,6] ;

for i: = 1 step 1 until Nc do 

if j < STR [i, б] then j: = STR[i,6]; 

begin



где к - номер цепи; с ±к - жестокость связи i -ой кинемати

ческой пары в k -ой цепи.
С другой стороны реакции приводов сами являются фун

кциями положения механизма и, следовательно, координат у.

Для кашного значения у реакции р можно определить с помощью 

алгоритма СТАТИКА МЕХАНИЗМА, описанного в ы ш е . Таким образом 

этот алгоритм и уравнение /6.7/ определяют у как неявную 

ф у нкцию.
В гл. IV был построен итеррационный процесс для опре

деления деформаций связей в отдельно взятой цепи /алгоритм 

ДЕФОРМАЦИЯ/. Однако, непосредсвенно воспользоваться им для 

анализа взаимосвязанных цепей затруднительно по следующей 

п ричине.
Указанный алгоритм с помощью последовательных итерра- 

ций каждую цепь приводит в положение статического равновесия. 

Но в механизме цепи взаимосвязаны и при перемещении одной 

из них изменяется положение других. При этом может нарушить 

ся положение равновесия тех цепей, которые были рассмотре 

ны и "уравновешены" ранее. Следовательно, при использовании 

алгоритма ДЕФОРМАЦИЯ пришлось бы для каждой цепи многократно 

повторять итеррационный процесс, что явно нецелесообразно.

Поэтому для взаимосвязанных цепей лучше построить про

цесс заново, с тем чтобы "деформировать все цепи совместно 

и так же совместно осуществлять Последовательное приближение 

к положению ровновесия. За основу здесь можно взять алго 

ритм СТАТИКА МЕХАНИЗМА.
Тогда, процесс определения деформаций упругих связей 

будет состоять из следующих этапов
1. Для данных значений относительных углов x q определ

яется положение механизма /то-есть векторы е, г/ 

с помощью алгоритма ПОЛОЖЕНИЕ МЕХАНИЗМА;

2. Определяются реакции приводов, соответствующие x q , 

с помощью алгоритма СТАТИКА МЕХАНИЗМА. Предвори



array W , е [l: j , 1:1, 1: 3] •, 
for i: = 1 step 1 until Nc do

begin n: = STR[i,6] ;

for j : = 1 step 1 until n do 

for k : = 1,2,3 do 

begin w[j,l,k] : = WW[i,j,k] ; 

e[j , 1 ,k] : = ее [i , j ,k]

e n d ;

ИНЕРЦИЯ (i, W, e, true) •, 
for j : = 1 step 1 until n do 

for k : = 1,2,3 do 

begin WW[i,j,k] : = W[j,l,k] 

ее [i , j ,k] : = e [j , 1 ,k]

end i ;

end end end процедуры;

Для составления дифференциальных уравнений движения 

механизма с автономными цепями можно воспользовать алгорит

мом ДИФ УР, полученным в г л . V. Этот алгоритм составляет 

уравнения в форме /5.50/, куда входят ускорения /линейные 

и угловые/ базовых звеньев. Ускорения базовых звеньев в свою 

очередь зависят от вторых производных у, что видно из выра

жений /3.11/. Следовательно, ускорения базовых звеньев в 

форме /3.11/ следует подставить в дифференциальные уравнения 

соответствующих цепей /5.50/ после чего сгруппировав члены 

при у получим дифференциальные уравнения движения всего м е 

ханизма.

Такое способ рационален в случае, когда механизм сос

тоит из одной или двух цепей. Однако, если механизм содер

жит много цепей, то при реализации такого способа потребу

ется слишком большой обьем памяти для хранения всех проме

жуточных результатов при подстановках и группировках.

Поэтому в настоящем параграфе будет описан другой спо-



соб составления дифференциальных уравнений, который, хотя 

и связан с неснольно более продолжительными вычислениями, 

однано требует существенно меньший обьем помяти.

Прежде всего введем некоторые обозначения. П р о н о м е р у 

ем подряд все звенья и шарниры механизма, придерживаясь с л е 

дующего порядка: сначала все звенья и шарниры 1-ой цепи в 

той це последовательности,как они были прономерованы ранее, 

затем номеруем все звенья и шарниры второй цепи,- в том п о р 

ядке, как это делалось ранее и т.д. Базовые звенья не будем 

включють в эту немерацию /в противном случае эти звенья бы

ли бы пронамерованы по несколько раз/. Общее число подвижных 

звеньев механизма обозначим si, шарниров - s2.

Объединим все координаты в один многомерный вектор 

- столбец, который обозначим а

1
У;

а -

\ a s 3 l

У2

\ W

(6 . 8 )

где все Yj векторы столбцы; нижний индекс при у у к а з ы в а 
ет номер цепи; Nc- число цепей;

s3
Nc

5 = 1 У3
(6.9)

Аналогично поступим с координатами тех шарниров, к о 

торые имеют силовой привод х и с реакциями этих приводов р 

Составим из них два многомерных вектора, которые обозначим 
g и g

Ч ( 6 . 10 )



где s-4 - число шарниров с силовым приводом,и нижние индексы 

при х, р и указывают номер цепи.

Теперь можно переходить к составлению дифференциальных 

уравнений. Для этого воспользуемся кинетостатическим подхо

дом .
Предположим, что механизму сообщена вертуальнап ско

рость čr̂  = 1 в одном j-ом шарнире. В результате звенья м е 

ханизма приобретут некоторые улговые и линейные скорости, 

которые обозначим v j_j’ w i j ’ а в ш а Р ниР ах появятся относитель

ные скорости х 1 . Здесь i -номер звена, j-номер основного шар-
3 . j

нира, в котором задана виртуальная скорость а .
Согласно принципу Даламбера суммарная мощность внеш

них сил, сил инерции и реакций приводов, подсчитанная для 

заданной виртуальной скорости, должна быть равна нулю

si s4 i i
I [(F + G )-v + (M + Q i ) - ^ ]  + I 9 <3j

i=l J J i=l J
0 (6 . 11)

Д е F ± , О и-
1 главный вектор и главный момент сил инерции

i-ro звена;

G±, м. - 1 внешн н п сила и момент, действующие на i-e звено

Силы и моменты считаются приведенными к центру масс звена.

Отметим, что уравнения /6.11/ линейны относительно 

сил и моментов сил инерции.

Нан было показано в гл. V силы и моменты сил инерции 

можно представить в виде линейной формы от ускорений а

F .X
S 1
У а ., о + а . L ik 1k=l
si
I b.ka +

k=l

(6 . 1 2 )

где векторные коэффициенты a^k и b^k суть функции от коорди

нат х, а векторы а^, 3 ̂  зависят от координат х, скоростей х

и ускорений в z -шарнирах.



Мы не будем пытаться здесь получит формулы выражающие 

aik' k±k> a j_> 3^ через свои аргументы. Вместо этого восполь

зуемся линейностью /6.12/ и будем задавать такие значения 

а , х и z , при которых все члены в правых частях /6.12/ к р о 

ме одного обращаются в ноль.

Например, положим у равным нулю. Тогда получим

F . 1 a . 1
(6.13)

С помощью алгоритмов УСКОРЕНИЯ МЕХАНИЗМА и ИНЕРЦИЯ 

МЕХАНИЗМА /см. гл. V, §1/ можно расчитать силы и моменты 

инерции при любых значениях у , Ž, х и значит при тех, кото

рые сейчас задаем. Следовательно, с помощью этих алгоритмов 

рассчитать F^, и по /6.13/ найти a^,

Далее положим: z = О, х = О

-ка 1 при к = г; 

О при к -ф г

к = 1,2,...,NN

(6.14)

то-есть задаем единичное относительное ускорение в одном 

шарнире .

Легко видеть, /см. гл. V/ что при ž = 0, х = 0 к о э ф ф и 

циенты ощ, 6^ также обращаются в ноль. Тогда в правых частях 

/6.12/ остается только по одном члену и мы получим

F i = а 1г 

Q i = b ir

(6.15)

Силы F_̂  и моменты для этого случая можно расчитать

с помощью алгоритмов УСКОРЕНИЕ 2 и ИНЕРЦИЯ МЕХАНИЗМА'. 

Таким способом можно определить все b i k ’ a i '



Теперь подставим выражения /6.12/ в уравнения /6.11/. 

Группируя все чвены зависящие от у и изменив порядок сумм

ирования приведем дифференциальные уравнения движения м е х а 

низма к следующей матричной форме

Da = Hg + h (6.16)

где D квадратная матрица размерности s3 х s3 с копмонентами

^ 3
Nz

= . 1 .  (ak j  ‘ v ki  + Чй • “V.')к=1 kj
л. . )кх

матрица размерности s3 х s4 с компонентами

(6.17)

н 13 = - 4? (6.18)

вектор столбец с NN компонентами

si
h'1' = ^Л{а k + Gk}-vki+ (ч  + Mk}-4i3к=1

(6.19)

В вектор h вошли все члены зависящие от скоростей 

х, ускорений в шарнирах с кинематическим приводом z и внеш

ней нагрузки G, М.

Векторы a^j, 4 j ’ak J Ч  в этих Формулах определяются 
по спотобу описанному выше.

Таким образом расчет компоненты D 13 матрицы D вклю

чает в себя следующие этапы:

1. задаем а 3 = 1; (а1 = 0 при 1 $ j ; 1 = 1 , 2 , . . . , N N ) ;

2. определяем для такого случая силы и моменты сил инерции 

Ч »  Q-̂ ; где к - номер эвена;

3. задаем виртуальную скорость а 1 = 1 

1 / iž 1 = 1 , 2,...,NN)(d1 = 0

4. определяем скорости , вызванные заданной отно

сительной скоростью (ji ;



5. определяем суммарную мощность внешних сил и сил инерции 

на vk . и wk i .

Результат всех этих операций будет определять значение 

компоненты D 1 -1.

Для составления дифференциальных уравнений по этому 

способу понадобится еще одна процедура для расчета мощности. 

Процедура "берет" векторы сил и моментов из массивов GG и 

ММ и скалярно умножает на векторы линейных и улговых ско

ростей, которые хранятся в массивах W  и соответственно. 

Значение суммарной мощности присваивается параметру а.

procedure МОЩНОСТЬ (Nc, а ) ; 

value Nc; integer Nc; 

real a ; 

begin

integer i, j, k, n; a: = 0 ; 

for i: = 1 step 1 until Nc do 

begin n: = STR[i,6] ; 
for j : = 1 step 1 until n do 

for k : = 1,2,3 do

a: = a + GG[i,j,k] x w [ i , j , k ]  +

MM[i,j,k] x П П [i,j,k]

end i ;

end процедуры;

Переходим к алгоритму для составления дифференциальных 

уравнений движения механизма. Блок-схема предстявлена на 

рис. 6 .8 . Она включает в себя кан отдельные блоки почти все 

полученные ранее алгоритмы.

Первые два блока осуществляют подготовительные опера

ции: здесь резервируется оперативная память и заполняются 

массивы ЕЕ, RR, QQ, куда заносятся значения векторов е, г, 

q после сборки механизма.

В блоках 3-28 рассчитывают вектор h в дифференциальных 

уравнениях /6.16/. При этом в первой части /блоки 3-15/ опре-









дляются соответствующие силы и моменты сил инерции, а во вто

рой цикл с параметром N задаются виртуальные скорости и р а с 

считывается мощность.

Рассмотрим сначала первую часть. В блоке 3 рассчитива- 

ется положение механизма, то-есть векторы е, г, q для зада

нных значений х, а в блоке 4 определяются скорости v ^ j ,  
звеньев .

Перед тем нак перейти к расчету ускорений /в блоке 13/ 

в циклах по i и j гасятся значения относительных ускорений 

во всех шарнирах кроме шарниров, оснашенных кинематичесими 

приводами /то-есть кроме Ž/. Из этого следует, что мы п р и 

ступаем к расчету тех составляющих сил инерции, которые не 

зависят от а /см. выше текст относящийся к формуле /6.13//.

В следующих двух блоках 13, 14 определяются ускорения

w ij, eij и Р ассчитываются силы и моменты сил инерции. В бло
ке 15 они суммируются с внешними силами и моментами.

Теперь переходим ко второй части и циклу с параметром 

N /блоки 17-28/. Поскольку в этом цикле будут р а с с ч итывать

ся виртуальные скорости, и определятся соответствующие х, 

то "действительные" значения х нужно сохранить в некотором 

другом моссиве: это осуществляется в блоке 16.

Внутри цикла по N содержится цикл с параметром i /блоки 

19-26/. Здесь i указывает номер звена N -ой цепи. Блок 19 про

веряет относится ли i -я координата к а-координатам и, если 

да, то сообщается виртуальная скорость х 1 = 1. Все остальные 

х равны нулю.

Далее рассчитываются скорости и /блок 21/ и ф о р 

мируется матрица Н согласно /6.18/. Для расчета скоростей 

здесь используется алгоритм ВИРТУАЛ, а для расчета мощности 

- алгоритм МОЩНОСТЬ; значение мощности присваивается j -ой 

номпоненте вектора h, согласно /6.19/.

Оставшаяся часть алгоритма /блони 29-52/ рассчитывает 

матрицу D в дифференциальных уравнениях. Она содержит четыре



цикла, вложенные друг в друга. Первые два с параметрами к 

и i служат для того, чтобы задавать виртуальные скорости во 

всех у - шарнирах и рассчитывать соответствующие значения 

скоростей V и со.

Для каждой виртуальной скорости последовательно зада

ются единичные ускорения во всех у - шарнирах и для этих 

ускорений рассчитываются силы и моменты сил инерции и их мо 

щность. Указанные операции осуществляются в циклах с параме

трами N и j /блоки 36-47; N - номер цепи, j - номер шарнира 

в котором задается ускорение у = 1/. Таким образом матрица 

D рассчитывается построчно, согласно /6.17/.

В последнем блоке алгоритма восстанавливаются значения 

скоростей х, которые были запомнены в блоке 16.

Текст алгоритма составления уравнений /процедура Д И Н А 

МИКА/ приводится в конце этого параграфа, а сейчас остано

вимся кратко на моделировании механизмов с взаимосвязанными 

цепями. Оно может быть выполнено аналогично тому, как моде

лировался механизм о одной цепью в гл. V, §4. Остается в 

силе также все сказанное в этом параграфе о возможностях та 

кого моделирования.

Блок-схема модели также будет иметь вид аналогичный, 

показанному на рис. 5.5. Однако, теперь в блоке составления 

дифференциальных уравнений должен использоваться только что 

описанный алгоритм ДИНАМИКА. Уравнения составяются в форме 

/6.16/ и, следовательно блоки 16-21 становятся излишними. 

Формулы в блоках 23, 27 теперь следует записать как

У = D 1 (Нр -  h) ; 

р = Н 1 (Dy - h ) .

Ниже приводится текст процедуры ДИНАМИКА. Формальные пара

метры D, Н, h имеют тот же смысл, что и соответствующие обо 

значения в /6.16/; Nc - число цепей; vs, cos, w s , es - ско

рости' и ускорению стойки.



procedure ДИНАМИКА (Nc.,D ,Н ,h, е , vs ,u>s ,ws , es) 

value Nc; integer Nc;

array D, H, h, vs, ojs, w s , e s ; real e; 

begin integer i, j , k, n, N, 1, q, r ; 

real a ;

n: = STR[l ,6] ;
for i: = 1 step 1 until Nc do 

if n < STR[j, 6] then n: = S T R [ j , 6] 
begin array W ,  fift, WW, ее, EE [l :Nc , 1: n , 1: 3] 

b [ 1: N с , 1: n] , RR [l: Nc , 1: n , 1: 2,1: 3] ,

QQ [l:Nc,l:n,l:3,l:3] ; 

for i: = 1 step 1 until Nc do 

for j : = 1 step 1 until n do 

for k : = 1,2,3 do 

begin EE[i,j,k] : = E0[i,j,k] ;

RR [i , j , 1 ,k] : = R0[i,j,l,k] ;

R R [i ,j ,2,k J : = R0[i,j,2,k]

e n d ;

ПОЛОЖЕНИЕ МАХАНИЗМА (Nc, e) ;

СКОРОСТЬ МЕХАНИЗМА '(Nc, vs, ms) ; 

for i: = 1 step 1 until Nc do 

begin n: = STR[i,6] ;
for j : = 1 step 1 u n t i 1 n do
if KP [i , j , 2] ^ 1 then X [i , j , 3] : = 0

e n d ;

УСКОРЕНИЯ МЕХАНИЗМА (Nc, w s , es, W W , е е ) ; 

ИНЕРЦИЯ МЕХАНИЗМА (Nc) ■,

comment прибавляем силы инерции к внешним силам i 
значения скоростей; 

for i: = 1 step 1 until Nc do 

begin n: = STR[i,6] ;

for j : = 1 step 1 until n do 

begin b[i, j] : = x[i, j ,2] ; 

x [i, j ,2] : = 0 ;

запоминаем



for k: = 1,2,3 do 

begin

GG [i , j , k] : = G G [ i , j , k ]  + W W [ i , j , k ] ;

M M  [i , j ,k] : = M M  [i , j , k] + ee[i,j,k] 

end end end i ;

comment приступаем к расчету матрицы Н и вектора h

j: = 0 ;
for N: = 1 step 1 until Nc do 

begin n: = STR[N, 6] ;
for i: = 1 step 1 until n do 

begin
if KP[N,i,3] f  1 V KP[N,i,2] = 0 then 

д о  to m l ;

X [N , i , 2] • = It j : = j + 1 r 

ВИРТУА/1 (Nc, N, i ) ;

comment формируем i-ю строку матрицы H;

1:= 0} for q: = 1 step 1 until Nc do 

begin r: = STR[q,6] ; 

for k: = 1 step 1 until r do 

if KP[q,k,2] = 2 then 

begin 1 : = 1+ 1 ;

H [i , l] : = X[q,k,2]

end e n d ;
comment расчитываем j-ю компоненту вектора h; 

МОЩНОСТЬ (Nc, a ) ;

h [ j] : = -a; X[N,i,2]: = 0; x[N,i,3]:

ml end i ; 

end N;
comment приступаем к расчету матрицы D; 

г: = 0 ;

for k: = 1 step 1 until Nc do 

begin n: = STR[k, 6] ;

for i: = 1 step 1 until n do



begin

if КР [к, i , 3] f  1 Л КР [к, i , 2] then go to m2 ; 

г: = r + 1 ; X[k,i, 2] : = 1 ;

ВИРТУАЛ (Nc, к, i) ;

1: = 0 ; f or N: = 1 step 1 until Nc do 

begin q: = STR[N,6] ; 
for j : = 1 step 1 until q do 

begin x [ N , j , 3 ] : = 1; 1: = 1+1}

УСКОРЕНИЯ 2 (Nc, N, j, WW, ее);

ИНЕРЦИЯ МЕХАНИЗМА (Nc);

МОЩНОСТЬ (Nc, a) >

D[r,l] : = a; x[N, j ,3] : = 0;

end N;

end j; X[k,i,2j: = 0; 

end i ; 

end к ;

for i: = 1 step 1 until Nc do 

begin n: = STR[i,6] ; 
for j : = 1 step 1 until n do 

X[i, j ,2] : = b [i , j]

end

end end процедуры;



ПРИЛОЖЕНИЕ I

Библиотека алгоритмов

Ниже для каждого из разработанных в книге алгоритмов 

записывается его обозначение с указанием формальных пармет- 

ров, приводится краткая характеристика выполняемых операций 

и дается ссылка на главу и параграф, в которых содержится 

описание алгоритма.

1. СБОРНА ПАРЫ /N, i, rl, е , г 2 , Л/ - осуществяет "сборку 

i -ой кинематической пары и определяет компоненты векторов

г и е , а также матрицу перехода после сбор- 
i-1 , 1 ’ ii 

ки; см. гл. II, §1-

2. ПОВОРОТ /г, е, х/ - осуществляет поворот век ю р а  г вокруг 

е на угол х; см. гл. II, §2.

'3. ПОЛОЖЕНИЕ /N/ - осуществляет расчет положения всех звеньев 

/векторы г/ и осей шарниров /е/ для N -ой цепи,* см. г  л .  1  к ,

§ 2 .

4 .

5 .

6 . 

7.

МАТРИЦЫ СВЯЗИ /N/ - осуществляет расчет матриц связи Л,

A Aj для замкнутой цепи с номером N, см. гл.

КОМП / с ,  5 , п, т, В/ - осуществляет перестановку строк

и столбцов матрицы С в соответствии со значениями компо

нент вектора Ещ см. гл. II, §3.

МАСКА / а ,  b ,  q ,  Л,  с /  - осуществляет опицеальную обработ 

ку массивов; см. гл. II, §3.

ЗАМКНУТАЯ'ЦЕПЕ / N , А 2 , hb, е/
осуществляет расчет поло



мения звеньев и осей шарниров для замкнутых цепей; см. 

г л . II, § 4.

8 . СНОРОСТИ / N , v O , шО, vn, щп/ - осуществляет расчет угло

вых скоростей и скоростей ценртов масс разомкнутых и 

замкнутых Цепей; см. гл. III, §1.

9. УСКОРЕНИЯ /N, wO, еО, w n , en, W, е, BE//- осуществляет 

расчет угловых ускорений и ускорений разомкнутых и зам

кнутых цепей; см. гл. III, §2.

10. СТАТИКА РАЗ ЦЕПИ / N , RQ, RA, QA/ - осуществляет расчет 

реакций в кинематических парах и усилий и моментов при

водов для разомкнутых жепей; см. гл. IV , §1.

11. СТАСИКА ЗАМ ЦЕПИ /N, R Q , RA, QA, R B , QB/ - осуществляет 

расчет реакций в кенематических парах и усилий и момен

тов приводов для замкнутых Цепей; см. гл. I V , § 2.

12. ДЕФОРМАЦИЯ /N, А2, h b , с, е/ - для механизма с упругими 

связями расчитывается изменение положения под действием 

нагрузки; см. г л . IV, §3.

13. ИНЕРЦИЯ /N, W, е, BL/ - определяются силы и моменты сил 

инерции звеньев N -ой цепи, приведенные к центрам масс; 

с м . г л . V, § 1 .

14. ДИФ УР /N , А1, А2, vO, wO, v n , wn, w Q , еО, wn, en, h b , 

e, А, В, C, D, E, g/ - осуществляет составление дифферен 

циальных уравнений движения N - ой цепи; см. гл. V, §3.

Все последующие алгоритмы применимы к механизмам с ав

тономными кинематическими цепппи. Цепи могут быть как разом 

ннутые, так и замкнутые. Во всех алгоритмах N c -число цепей.

15. СБОРКА МЕХАНИЗМА /Ыс/ - осуществляет "сборку” механизма 

с м . г л . V I , § 1 .



16. ПОЛОЖЕНИЕ МАХАНИЗМА /Nc, е/ - осуществляет расчет п о л о 

жения звеньев и осей шарниров механизма; см. г л . VI, §1.

17. СКОРОСТИ МЕХАНИЗМА /Nc, vs, cos/ - определяет угловые ско 

рости и скорости центров масс всех звеньев; см. г л . VI, 

§ 2 .

18. ВИРТУАЛ /Nc, N , 1/ - осуществляет расчет угловых и ли

нейных скоростей в специальном случае, когда задана от

носительная скорость только в одном шарнире; см. гл. VI, 

§ 2 .

19. УСКОРЕНИЯ МЕХАНИЗМА /Nc,ws, es, WW, ее/ - осуществляет 

расчет угловых ускорений и ускорений центров масс всех 

звеньев; см. гл. VI, §2.

20. УСКОРЕНИЯ 2 /Nc, N , 1, WW, ее/ - осуществляет расчет л и 

нейных и угловых ускорений в специальном случае, когда 

задано относительное ускорение только в одном шарнире; 

см . г л . V I , § 2 .

21. СТАТИКА МЕХАНИЗМА /Nc, RQ/ - осуществляет расчет реакций 

в шарнирах и усилий и моментов приводов; см. гл. VI, §3.

22. ИНЕРЦИЯ МЕХАНИЗМА /Nc/ - осуществляет расчет сил и мо

ментов сил инерции приведенных к ценрам масс звеньев; 

с м . г л . V I , § 4.

23. МОЩНОСТЬ /Nc, а/ - осуществляет расчет мощности; см. гл. 

V I , § 4.

24. ДИНАМИКА /Nc, D , Н, h, е, vs, ws, ws, es/ - осуществляет 

составление дифференциальных уравнений движения; см. гл. 

V I , § 4 .

В указанных процедурах используется ряд глобальных идеи

тификаторов. Глобальные массивы STR, КР , ZV описаны в гл. I

§4. Ниже приводится описание остальных глобальных массивов.

Номера строк /первое измерение/ во всех случаях соответ

ствует номеру цепи.



Массив относительных координат X j номера столбцов со

ответствуют номеру кинематической пары в цепи. По третьему
i . i .. i

измерению помещаются последовательно х , х , х .

№  цепи

№  кинематической

iх
. iх
.. iх

пары (i)

Информация о реакциях приводов / р 1 , см. /1.2// помещается 

в массив РР. В i-ый столбец массива помещена реакция i-ro 

привода на i-e звено, то-есть

1
Р

№  кинематической пары (1 )

№ ц е п и

Воздействие на /i-l/-e звено дается /1.2/. Для кинема

тических приводов реакция записывается нулевой. В следующих 

двух массивах GG и М М  хранится информация о векторах внеш

них сил и моментов. Столбцы массивов соответствуют номеру 

звена в цепи, компоненты /проекции на неподвижные оси к о о р 

динат/ помещены по третьему измерению в последовательности, 

соответствующей базису неподвижной системы i, j, k.

N? звена (i) ----- ► f\fe э в е н а  ( i )

M.i



В следующих двух массивах ЕЕ и RR будут храниться соответ

ственно единичные векторы осей кинематических пар и векторы 

из центров шарниров к центрам масс звеньев. Массив ЕЕ трех

мерный массив

---------------*- №  кинематической пары (1 )

е . х

№  цепи

В массиве RR на пересечении скроки и столбца помещаются два 

вектора и -[ + ]_• Их компоненты расположены соответстве

нно по третьему и четвертому измерения в такой последователь

ности: сначала г, ,, затем г. . .. Условно запишем это в ви-

Кроме массивов ЕЕ и RR введено еще два массива ЕО и R0

с аналогичным строением. В ЕО и R0 будут храниться значения

и г. . соответствующие нулевым значениям относительных ко~ 
J iординат х .

Следующий массив QQ - четырехмерный. В него помещаются 

базисы / q ^ ,  2 > 4 ^ 3/ внутренних систем координат всех зве

ньев. Будем рассматривать векторы q^j как век торы-сто лбцы 

и составим из них матрицу А^.



А. = 4 l 1 4 2  1 4 3  1 (П. 1)

где i - номер звена. Тогда можно наглядно представить себе 

массив QQ, как такую матрицу, компонентами которой являются 

матрицы /П.1/ для различных цепей и звеньев. Векторы зада

ются в проекциях на неподвижные оси. Условно запишем это в 

виде

--------------- №  звена (i)

II q i l ' q i2 ' q i3 11

№ цепи

Звенья номеруются все в том числе оба базовых звена для зам 

кнутой ц е п и .

Следующие массивы W  и ПП предназначены для хранения 

значений соответственно скоростей центров масс звеньев, у г 

ловых скоростей звеньев. Оба массива трехмерные и имеют оди 

наковое строение, например, для скоростей vr ;

----------------- *- №  звена (i)

V .1

№ цепи

Последний глобальный массив ЛЛ предназначен для хранения 

матриц с.вязи для замкнутых цепей. Смысл матриц связи и стро 

ение этого массива объяснены в гл. II, §3.

Спецификация глобальных идентификаторов /массивы/:

1 . STR[l:Nc, 1:14] - integer ;



2. KP[l:Nc, 1:n n , 1:4] - integer

где nn - максимальное число кин ем'этических пар в одной из 

цепей

3. ZV[l:Nc, 1:n n , 1:27] - real ;

6 . GG[l:Nc, 1:n n , 1:3] - real ;

7. MM[l :Nc , 1: n n , 1:3] - real ;

8 . EO , EE [l :Nc, l:nn, 1:3]- real ;

9 . R O ,R R [1 :N c ,0 :n n ,1 :2 ,1 :3] - real;

10. Q0,QQ[l':Nc,0:nn,l:3,l:3] - real;

11. w [ l : N c ,  0: n n , 1:3] - real ;

1 2 . Qfi[l:Nc, 0 :nn, 1 :3] - real ;

13. Л Л [l:N c , 1 :nns , l:nnu+6] - real,

где nns и nnu - максимальное число дополнительных и основных

4. X [l: Nc , 1: n n , 1: 3]

5. PP [l :Nc , 1: nn]

real ; 

real ;

шарниров соответственно.



ПРИЛОЖЕНИЕ П

Краткое описание алгоритмического языка АЛГОЛ-6©

АЛГОЛ представяет собой универсальный язык для записи 

аглоритмов, по форме нопоминающий обычное математическое 

описание, В нем используются буквенные обозначения для раз

личных переменных и обычные знаки математических операций. 

Благодаря этому алгоритмы, записнные на АЛГОЛе легко чита

емы и изучение этого языка не может составить каких-либо
л

трудностей для инженера. Если и нельзя сказать, что во всех 

следует программировать на АЛГОЛе, то в смысле ясности и 

простоты записи алгоритмов он не имеет себе кокурентов.

В настоящее время имеется ряд подробных руководств для 

изучения АЛГОЛа, часть из которых приводится в конце этого 

Приложения. В них АЛГОЛ излагается с большой сторостью и под

робностью, в связи с чем для человека не знакомого с програ

ммированием изучение АЛГОЛа может представить трудности. Д о 

стоточно сказать, что для описания грамматики АЛГОЛа исполь

зуется еще один специальный язык, так называемый юзык Бэкуса. 

На этом языке можно формально очень кратко записать правила 

АЛГОЛа, однако, для того чтобы понимать язык Бэкуса нужен 

определенный "алгоритмический навык". Вероятно, для того 

чтобы "знать АЛГОЛ" нужен юзык Бэкуса, но для практического 

использования АЛГОЛа такая формализация излишне.

В настоящем Приложении ставится ограниченная задача датв 

необходимый минимум свединий для чтения и понимания АЛГОЛьных 

тексов. При этом мы будем стремиться к максимальной простоте



изложения, рассчитывая на человека совершенно не знакомого 

с программированием. Конечно, некоторые тонкости АЛГОЛа при 

таком изложении останутся за "бортом” , но зато автор над е 

ется показать, что АЛГОЛ действительно очень прост. Для бо

лее глубокого изучения можно обратиться к любому из указа 

иных в конце источников.

I Основные принципы построения программ на
АЛГОЛЕ

Весь алгольный текст можно разделить на две части:

1 . описание обозначений;
2 . операторы, указывающие- каким образом производить вычис 

лени я .
Допустим для расчетов нужны три пеменные х, у, z, к о 

торые могут принимать действительные значения, матрица А раз 

мерности 3x2 и целое число i. На АЛГОЛе описание этих пере 

менных будет иметь вид

begin

real х , у , z ; 

array А  [1:3, 1:2]; 

integer i ;

e n d ;

Здесь служебное слово begin указывает на начало алго

ритма /или некоторой части алгор и т м а / , а слово end на ьго 

конец. Часть алгольного текса расположенная между этими ело 

вами называется блоком.
Служебные слова в АЛГОЛе либо набираются жирным ш р и ф 

том, либо подчеркиваются. Мы будем пользоваться вторым ооо-



значением, как более наглядным.

Описания всегда помещаются в начале блока. В описании 

сначала указывается служебное слово определяющее тип пере

менных / real - действительные, array - матрицы или, кан при

нято говорить в АЛГОЛе, массивы, integer - целые/ и затем 

через запятую указываются переменные этого типа. Описания 

переменных различного типа отделяются друг от друга точкой с 

запятой. Размерность массива указывается в квадратных скоб

ках после обозначения массива, так, как показано в примере.

Описания переменных одновременно выполняют функции /ча

стичные/ распределения памяти ЭВМ. "Прочитав" это описание 

транслятор* отведет 10 ячеен памяти для хранения значений 

переменных х, у, z, i и компонент матрицы А.

После того как описаны переменные можно выполнять с ни

ми различные вычислительные опереции. Например, блок может 

быть записан.как

begin integer i ;

real x, у, z.; array A[l:3, 1:2] ? 

x: = 1 ; 

y: = 2xx; 

i: = 0 ;

ml: i: = i + 1 ;

A[i , l] : = у.-,
A[i ,2] : = y; 

z: = y; 

y: = x + y ; 

x : = z }
if i  < 2 then go to ml

end

(П. 1)

* Транслятором называется специальная программа, которая 
"переводит” программу с АЛГОЛа на язык вычислительной 
машины .



Ниже уже знакомого описания переменных здесь записано 

десять операторов. Эти операторы указывают, какие и в какой 

последовательности выполнять вычисления. Наждый оператор от

делен от другого точкой с запятой. Для наглядности все опе

раторы выписаны в столбик, что, вообще говоря, совсем не о б 

язательно.

В первом же операторе встречается новое обозначение 

:= . Это обозначение оператора присваивания. Запись а :  = Ь 

следует понимать как: "переменной а присвоить значение п е 

ременной Ь " . В рассматриваемом примере в первом операторе 

переменной х присваивается значение равное единице.

Оператор присваивания является важным элементом АЛГОЛа, 

поэтому остановимся на нем подробнее. В приведенном примере 

он встречается девять раз.. Слева от знака := всегда должно 

стоять обозначение накоторой переменной, а справа можеть сто 

ять обозначение некоторой переменной или некоторое выражение 

как, например, во втором и восьмом операторах. Во втором one 

раторе-х умнажается на два и полученный результат присваива

ется у. Восьмой оператор более интересен. Здесь обозначение 

пар'еменной у встречается как слева, так и справа от оператора 

присваивания. Этот оператор следует понимать так: "взять то

значение у, которое было перед выполнением этого оператора, 

прибавить к нему значение х и полученный результат вновь 

присвоить переменной у". Восьмой оператор хорошо илюстрирует 

различный смысл, который имеют знаки — и := . Запись со зна 

ком равенства у = у+х" лишена смысла для всех х / 0 , в то 

время как оператор присваивания будет выполняться для любых 

/разумных/ значений х.
В пятом и шестом операторах значения х и у присваива

ются различным компонентам матрицы А. Эти операторы показы 

вают как в АЛГОЛе записываются отдельные элементы массивов. 

После обозначения массива в квадратных скобках указываются 

номера компонент по каждому измерению. Номера компонент мо 

гут задаваться как числами, так и какой-либо переменной, в



рассматриваемом примере переменной i.

Любой оператор в АЛГОЛе может быть "помечен” . Метка д о л 

жна представлять собой некоторую комбинацию букв и цифр*. 

Метка отделяется от оператора знаком двоеточие. В премере 

метка стоит перед четвертым оператором. Метки служат для т о 

го, чтобы к этому оператору можно было перейти из какого-ли- 

другого места программы. В данном ' случае переход на метку 

ml осуществляется от последнего, десятого опертора.

Последний в /П.1/ оператор if 1 < 2 then д о  to ml сле

дует читать как: "если значение переменной i меньше или равно 

^вуи, то перейти к метке ml и выполнять оператор, записанный 

вслед за меткой". Операторы такого типа называются условными 

операторами. Часть оператора стоящая между служебными словами 

-i и -hen называется условием /в данном случае i < 2/. После 

jJnen стоит некоторый другой оператор, который выполняется в 

ion случае, если выполняется условие. В данном случае после 

Then записан оператор перехода: 3 0  to ml, который означает: 
"перейти к метке ml".

Операторы в АЛГОЛ - программе выполняются в той послед

овательности, как они записаны. С помощью операторов пе р е х о 

да и условных операторов можно прервать "обычный" порядок 

выполнения программы и продолжить расчет начиная с н е к о т о р о 

го другого оператора, намеченного меткой, В частности, с по

мощью условных опереторов и операторов перехода можно о р г а 

низовывать цеклы, то-есть повторение некоторого участна п р о 
граммы заданное число раз.

В рассмотренном примере /П.1/ имеется один цикл, кото

рый образуется меткой ml и последним условным оператором.

Часть программы, расположенная между этой меткой и условным 

оператором будет повторена три раза до тех пор пока целая

Во м н о г н х т р а н с л я т о р э х т р е б у е т с я , чтобы метка всегда начи- налось с буквы,



переменная i /параметр цикла/ не станет равной 3.

Приведенный премер представляет собой полную алгольную 

программу, хотя и в простейшем варианте. Уели этот текст 

нанести* на ленту или перфокарту, а затем ввести в ЭЦВМ, то 

транслятор по нему составит рабочую программу на языке м а 

шины. После выполнения рабочей программы будет рассчитана 

матрица ffi со слудующими компонентами

Конечно, в этом примере использовалась только неболь

шая часть возможностей АЛГОЛа. В следующих пунктах более по 

дробно обсуждаются эти возможности, в частности как описы

ваются различные переменные, как представляются числа, как 

строятся циклы, процедуры, переключатели и т.д. Но предва

рительно остановимся на одном из основных понятий в АЛГОЛе 

- понятии блока.

Как уже указывалось, преведенный премер программы пред 

ставляет собой один блок. В более сложных случаях программа 

может состоять из нескольких блоков, расположенных один в 

другом, напремер тан, как показано ниже

1 .
begin real х ■,

2 .
begin real у ;

3.
begin rea,l y,z;

(П.2)



4.
begin real а;

4.
e n d ;

11
end ;

Здесь указаны только граничные для блоков слова begin 

и end и описания переменных, а тек.ст блоков заменен много 

точием. Цифры над словами не имеют отношения к АДГОДу и 

проставлены только для того, чтобы указать какие begin_n 

end соответствуют каким блокам.
В примере имеется четыре блока. В первый блок входят все 

остальные, третий блок кроме того входит во второй. Заметим 

сразу, что блоки могуть быть целиком расположены один в дру 

гом, но не могут частично пересекаться.

Например канструкция

1 .
begin

2 .
begin

1 .
e n d ;

2 .
e n d ;

(совершенно недопустима в АДГОЛе и будет воспринята трансля

тором как два блока целикам, расположенных один в другом со 

всеми вытекающими отсюда последствиями.

Каждый блок независимо от того является ли он внешним 

или внутренним может содержать описание некоторых переменных. 

В примере /П.2/ в каждом из блоков описаны действительные 

переменые х, у, z, а. И тут действует один чрезвычайно важ



ный принцип. Описание выполненное в некотором блоке справед

ливо только для этого блока. Например в /П.2/ переменную 

можно использовать только в блоке 3, а переменную а только 

в блоке 4. В то же время пеменную х можно использовать во 

всех блоках, так как она описана в самом внешнем из блоков.

Особенно интересен случай с переменной у. Она описана во 

втором и третьем блоках. Второй блок является внешним по от

ношению к третьему и вообще говоря описанные в нем перемен

ные /или массивы/ являются глобальными по отношению к треть

ему блоку. Однако, если глобальная и локальная переменные 

обозначены одинаковой буквой/ или сочетанием букв и цифр/, 

то предпочтение -всегда отдается локальной переменной, и в 

блоке 3 можно использовать только тот у, который локально 

описан в этом блоке. Важно понять, что дважды описав у во 

втором и третьем блоках, мы тем самым описали две различные 

переменные, только обозначили их одной буквой*. При этом 

жизненное пространство" для каждой из переменных будет чет

ко разграничено. Внутри третьего блока у будет обозначать 

величину описанную в этом блоке локально, а вне этого блока 

У будет обозначать величину, описанную в блоке 2.

Таким образом, можно сформулировать два правила, касаю
щихся использования переменных

1. Переменные, описанные во внутреннем блоке нельзя вы

звать из внешнего блока.

2 . Переменные, описанные во внешнем блоке можно вызвать 

из внутреннего блока за исключением случая, когда во 

внутреннем блоке описано точно такое же обозначение 
для локальной переменной.

Из этих правил следует, например, что внутренние блоки м о 

гут вообще не содержать описаний переменных, и тогда в них 

будут использоваться только глобальные величины. Такие блоки

* Для этих переменных будет выделены две отдельные ячейки 
п а м я т и .



встречаются очень часто.

С другой стороны, допустим в некотором внутреннем блоке 

используются глобальные величины х, у, z, и допустим для 

выполнения вычислений нужно еще три действительные перемен 

ные. Тогда эти три действительные переменные можно обозначить 

любыми буквами, отличными от х, у, z, например, а, Ь, с. При 

этом не имеет значения, если во внешнем блоке уже имелись 

переменные обозначенные этими буквами: во внутреннем блоке

под а, Ь, с будут пониматься новые переменные и для них бу

дут отведены отдельные ячейки памяти.
Благодаря принципу локализации блоки преобретают неко

торую автономность и их можно програмировать в значительной 

степени независимо от остальной программы.

Может возникнуть вопрос, почему бы не описать все пере 

менные сразу в начале первого блока и затем уже нигде не опи 

сывать локальных переменных. Во многих случаях так и делают, 

но это не всегда удобно.
Дело в том, что при выходе из блока все ячейки памяти 

занятые под локальные переменные освобождаются и в дальней 

шем могут использоваться для хранения другой информации, на 

пример, локальных переменных в другом блоке. Допустим имеем 

два примера записи программы.

1 .
begin
a r r a y  A  [ l : 8,1 : 8] , В [ l : 4,1: 1б] ;

2 .
begin ....................
/используется матрица А, 

матрица В - не используется/

begin

begin

a r r a y  А  [ 1: 8,1: 8] ■,

end

begin

array В [l:4,1:16]
e n d }



1 .
end

3.
end

3.
begin . . . . . . .

/используется матрица В, 

матрица А - не используется/

3.
end 

1 .
e n d ;

В обоих случаях программа состоит из трех блоков, при

чем блоки 2 и 3 включены в общий для них внешний блок 1. Для 

проведения вычислений /для хранения промежуточных результатов/ 

в блоке 2 нужна матрица А, а в блоке 3 - матрица В.

В левом премере эти матрицы описаны локально, каждая в 

своем блоке. Это означает, что память под патрицу А будет от

ведена после того, как в процессе вычеслений мы "войдем" в 

блок 2. После выхода из блока 2 все 64 ячейки, которые зани

мала матрица А, считаются свободными.

Следующим записан блок 3. После входа в него должна быть 

отведена память под матрицу В. В принципе матрица В может 

быть организована в тех же ячейках памяти, где раньше рас п о 

лагалась матрица А.

В правом примире обе матрицы описаны во внешнем блоке 

и, следовательно, для блоков 2 и 3 являются глобальными. В 

этом случае не происходит перераспределения памяти и в про

грамме должна быть отведена память под оба эти массива*. 

Следовательно, при локальном описании переменных можно э к о 

номить оперативную память ЭЦВМ.

* Конечно, не всегда дело будет обстоять так хорошо, как в 
этом премере, и здесь многое зависит от свойств трансля
тора. Однако, общий принцип остается верным: после выхе.ца
из блока все ячейки занятые под хранение Локальных величин 
освобождаются и могут использоваться для хранения другой 
и н ф о р м а ц и и .



Экономия памяти не единственная причина, по которой 

следует пользоваться локальным описанием переменных. В сло- 

женых программах отдельные блоки часто программируются в 

различное время и даже разными людьми. При глобальном описа

нии всех переменных следить за соответствием обозначений было 

бы крайне трудно. Если же те переменные, которые используются 

только в данном блоке, описывать локально, то их можно обо

значать любыми буквами не заботясь об обозначениях в других 

блоках. Это существенно облегчает "стыковку” отдельных бло

ков, тоскольку нужно следить за соответствием обозначений 

только общих переменных.

Блоки автономны не только в смысле описаний переменных, 

но также расположенных в них меток. Относительно меток суще

ствует также два твердых правила:

1 . из внешнего блока нельзя перейти на метку внутренни- 

го блока;

2 . из внутреннего блока можно переходить на метки внеш

него блока за исключением случая, когда во внутреннем 

блоке имеется точно такая же метка.

Рассматрим две программы

begin .............

go to m l ; . . .

begin ..........

m l : .............

e n d ;.............

e n d ;

begin .............

pi: . . . .

begin ..........

go to p i ; . . .

e n d ; . . . .

end

В правой программе переход на мекту pi возможен, а в левой 

перейти на ml нельзя, и эта программа будет воспринята тран

слятором как ошибочная 

Еще один пример



b e g i n .......... ..

m l : . . . . . . . .

begin .............

m l . . . . . .

go to ml ; . . . •

end

end

Здесь имеются две одинаковые метки во внутреннем и внешнем 

блоках. Оператор перехода / 22 to ml/ расположен во внутреннем 

блоке. В этом случае предпочтение отдается внутренней метке 

и переход будет осущестлен так как показано стрелкой.

Приведенные выше правила относительно меток можно сфор

мулировать несколько в иной форме. Все метки расположенные 

в данном блоке считаются локализированными в нем, подобно 

локальным переменным этого блока. Нельзя войти в блок минуя 

его начало /то-есть на внутреннюю метку/; вход в блок воз

можен только "через" слово begin и все следующие за ним опи

сания локальных переменных.
Локализация меток играет ту же роль, что и локализация 

переменных. Программируя отдельные блоки можно обозначения 

для меток выбирать произвольно /независимо от других блоков/ 

и следить только за теми метками на которые осуществляется 

выход во внешний блок. Например, программа

begin .......................

......................
begin .............

р : .............
go to p; 

end.;



begin . . .

р: . .

go to р; 

до to q;

end

end

записана правильно в смысле меток и тут .не будет никакой п у 

таницы при осуществлении переходов.

Теперь мы переходим еще к одному основному понятию А Л 

ГОЛа - к процедуре. Процедура это фактически тоже блок, но 

обладающий следующими особенностями:

- этому блоку дается некоторый заголовок;

- в блоке могут использоваться параметры, которые у к а 

зываются в заголовке;

- этот блок можно выполнить в любом месте программы, 

для чего достаточно записать в этом месте заголовок 

и указать фактически параметры*.

Вопрос для чего дужны и как записываются процедуры р а с 

смотрим на простом примере. Пусть в процессе вычеслений т р е 

буется многократно осуществлять векторное произведение 'раз

личных векторов. Очевидно, не рационально каждый раз, когда 

нужно умножить векторы писать соответсвующий алгоритм. Тогда 

можно составить процедуру

procedure VEKT(a,b,c) •,

array a, b, с;

begin

a[l] : = Ь[2] x с[з] - Ь [3] х с[2] ;

а[2]: = Ь[3] х с [l] - b[l] х с [ 3 ] ; (П.З)

а [3] : = Ь [ 1] х о [2] - Ь [2] х c[l]
______ e n d ;

Там, где справедливо описание процедуры /см. ниже/



На то что эта процедура указывает служебное слово p r o c e d u r e . 

Буквы VEKT образуют название процедуры. Для названия могут 

использоваться любые буквы латинского алфавита и цифры, но 

первой обязательно должна стоять буква.

Вслед за названием в скобках указываются параметры про

цедуры. В данном случае это три вектора а, Ь, с. Процедура 

делает следующее: умножает Ь вектор. на с и результат при

сваивает вектору а.

После списка параметров /в скобках/ следует специфика

ция этих параметров, то-есть указание к какому типу они о т 

носятся . В данном случае все три параметра массивы, что и 

указывается служебным словом a r r a y .

Вслед за спецификацией следует тело проце д у р ы . Это ф а к 

тически блок, в котором могут использоваться указанные в за

головке пораметры.

Теперь, если в каком-либо месте программы нужно умножить 

например, векор z на вектор у и результат присвоить вектору 

х , то для этого достаточно записать

VEKT (х, z, у) (П.4)

После этого транслятор по заголовку VEKT найдет нужную 

процедуру, вместо параметров а, Ь, с "подставит" векторы х, 

z, у и осуществит требуемые вычисления. Приведенная выше 

/П.4/ запись называется обращением к процедуре. В обращении 

можно указывать любые требуемые векторы, а транслятор сам 

определит какому параметру соответствует какой вектор и осу

ществит требуемые "подстановки".

Таким образом с помощью процедур можно существенно упрос

тить и уменьшить программы.

Рассмотрим теперь вопрос, где в программах нужно поме

щать описания процедур и как процедуры связаны с блочной 

структурой программы.



□писание процедуры /например, такое как приведеный вы

ше текст процедуры VEKT/ может быть помещено в начале любо 

го блока, тамже где помещаются описания переменных, например,

begin

array р ,q,s[l:3] ; 

procedure VEKT (a,b, с) ; 

array a,b,c;

b e g i n ............... end;

описание
процедуры

/вычисление векторов р и q/

V E K T (s ,р ,q ) ;

end

Относительно процедур действует такой же принцип л о к а л и 

зации, как и относительно переменных. Если процедура описана 

в некотором блоке, то к ней можно обратиться из данного блока 

и из все* внутренних блоков, но нельзя обратиться из внешнего 

блока. Например, из двух программ

begin

array p,q,s[l:3] ;

procedure VEKT a,b,c ;

array a , b ,c;

begin . . .

end;

begin

array x , y ,z[l:3] ;

. . . V E K T ( x , y ,z ) ; . . .

e n d ; . . .

V E K T (s ,p ,q ) ;

begin

array p , q , s [ 1 : 3] ; 

begin

array x , y , z [ l : 3 ] ; 

procedure V E K T ( a , b , c ) ; 

array a,b,c;

begin .............

e n d ;

V E K T ( x , y ,z ) ; . . .

e n d ;

V E K T ( s , p , q ) ; . . .

end end



левая программа правильная, а правая нет. Разница состоит в 

том что в левой программе процедура VEKT описана во внешнем 

блоке, а в правой - во внутреннем.Ошибка здесь в том, что 

второе обращение к процедуре выполнено из внешнего блока, в 

то время как сама процедура описана локально во внутреннем 

блоке и, следовательно вне этого блока "не существует” .

В этой вводной части мы познакомились с основными и 

пожалуй наиболее сложными понятиями АЛГОЛа: блоки, локаль

ные и глобальные переменные, локальные метки, п р о ц едуры. Все 

это кординальные для АЛГОЛа вещи. Дальше у нас остоются в 

значительной степени технические вопросы: описание различных 

переменных и чисел, организация циклов, булевские переменные, 

условные выражения, процедуры - функции и т.д. Все эти воп

росы будут расспотрены в следующих пунктах.

II Описание переменных и чисел

Различные переменные в АЛГОЛе могут быть обозначены 

некоторыми сочетаниями букв и цифр. Такие сочетания называ

ются идентификаторами. Первым знаком идентификатора непре

менно должна быть буква, например:

х, yl, zv26, a l f a .

В АЛГОЛе строго различаются переменные, которые могут 

принимать только целочисленные значения от переменных могущ

их принимать действительные значения. Первые переменные обо

значаются служебным словом integer /целий/ и их описание име
ет вид

integer i, j, kl, summa;



Дийствительные переменные обозначаются служебным сло

вом r e a l , напримир

real sO, tg26, skorostj

Ироме целых в действительных переменных в АЛГОЛе упо

требляются также булевские переменные, которые описываются 

с помощью служебного слова b o o l e a n , например

boolean: bl, Ь 2 , povtor:

Считается, что булевские переменные могут принимать 

только два значения: истина и ложь, которые обозначаются слу

жебными словами true и false*. Булевские переменные широко 

используются при осущестлении различных логических операции. 

Ниже мы еще остановимся на использовании булевских перемен 

н ы х .
Помимо отдельных переменных в АЛГОЛе можно описать мае 

сивы различной размерности. В предыдущем пункте уже ветре 

чалось описание массивов. Сейчас остановимся на этом подроб

н е е .
При описании прежде всего указывается тип массива с 

помощью служебных слов, то-есть

integer array 

boolean array 

real array

В последней строчке слово real можно опускать. Вслед

* Реально в ЭЦВМ, в ячейки соответствующей булевской пере
менной будет находится одно из двух чисел, например 
/в случае true/ и 0 /в случае false/ ■



за указанием типа массива пишется его идентификатор и в ква

дратных скобках указывается размерность, напримир,

integer array Al[l:4,l:3,0:2] ;

array B 2 [-5:6,1:5,3:18,1:2] ;

В скобках для каждого измерения указываются границы 

для изменения индекса: слева нижняя граница и затем, через 

двоеточие - верхняя. Информация по каждому измерению о тде

ляется друг от друга запятыми.

Например массив А1 трехмерный и каждая компонента этого 

массива может быть обозначена как

А1 [i , j , k] ,

где i,j,k могут принимать целые значения в границах

1 < i < 4; 1 < j < 3; 0 < k < 2

Аналогично для массива В 2 . Допустим одной из компонент этого 

массива нужно присвоить значение 0,1. На АЛГОЛе это можно 

записать так

В 2 [-5,2,18,1] : = 0.1;

Число измерений массивов и значения границ индексов в АЛГОЛе 

не ограничивается. Однако, важно чтобы левая граница никогда 

не была больше правой. Напримир, запись

array L [1:1,1:2];

допустима, в то время как запись 

array Q [ l : 1,1:2] ;

ошибочна, так как по первому измерению неверно указаны гра

ничные значения.

Граничные значения могут задаваться переменными или 

даже некоторыми выражениями, напримир

array А [1:n,1:5] , В ,CD [1 : (n+q)\ 2 ,1:q] ;



Переменные п и q должны быть глобальными для блока, в к о 

тором содержится описание массивов А, В, CD. Если п и g пе

ременные типа r e a l , то при определении верхней границы в 

АЛГОЛе соответсвующие числа будут автоматически округляться 

до ближайшего целого числа*.

Обратим внимание, что в вышеприведенном описании два 

массива В и CD имеют одинаковую размертость.

Целие числа записываются как обычно, например

2
-  10 

+ 1836

Знак + можно опускать. Запись вида 

9,0 или 9.0

для целых чисел не допускается.

Дийствительные числа могут записываться либо как целые 

/если по значению они совпадают с целым числом/, либо в виде 

десятичной дроби. В последнем случае дробная часть отделяет

ся от целой точкой, например,

-  8
7.126

0 . 0 2

В АЛГОЛе существует особое обозначение, дла того что

бы записать степени числа 10. Оне записываются маленькой ци

фрой 10, рядом с которой указывается показатель степени, 

например

1 0 5 , 1 0~б, 10+5

Ниже приводится два примера очень похожих программ

* T o -есть, если п - число типа r e a l , то при вычислении ин
декса вместо п будет подставлена целая часть числа /п+0,5/



1) begin integer n;

n : = 10 ?

begin

array у [l: n , 1: n+l] , z [ 1: 3] , k , 1 [l: n] ; 

integer i , j ; 

real a , b ,c ;

boolean array D [l:10] ;

e n d ;

end

2) begin integer n;

n : = 10;

begin array у [l : n , 1:n+l], z [l: 3] ,k , 1 [l :n] ; 

integer n ,j ; 

real a , b ,c ;

boolean array D[j:10] ;

end; . . . j: = n; n: = 100.0; ...

end

В первой программе описание выполнено правильно, во 

второй имеется три ошбки.
Во первых во внутреннем блоке описана целая переменная 

п и, следовательно, глобальная переменная обозначенная такой 

же буквой во нутреннем блоке недоступна. Но при входе во 

внутренний блок локальное п не имеет определенного значения, 

поэтому граничные пары в массивах у, k, 1 не могут быть оп 

ределены правильно. Аналогичная ошибка допущена и при описа

нии массива D, где используется локальная переменная j.

Вторая ошибка состоит в том, что переменная j, описание 

ая во внутреннем блоке, вызывается из внешнего блока.

В третьих, в последнем операторе программы неверно за

писано целое число 100.



Ш Арифметические операторы и стандартные функции

Для обозначения арифметических операций в АДГОДе ис

пользуются знаки похожие на обычные математические символы. 

Так сложение, умножение и деление обозначаются следующими 

знаками +, /, например,

х: = а + 0.2 ; у: = х х s ; а : =  Ь/х:

Возведение в степень изображается стрелкой, рядом с 

которой записывается показатель степени, например,

х : = а + 2 } у: = у \ 0.5 ; b: = s t 1 (

С помощью описанных операторов могут записываться раз

личные математические выражения, например,

аФ2 + Ьхс + с+2

((ахЬТ2+с)х2+х)/2 (П.5)

В выражениях могут употребляться только круглые скобки.

Последовательность совершения операций такая же, к о т о 

рая принята в математике. Если нет скобок, то сначала выпол

няются все возведения в степень в порядке записи /то-есть 

слева направо/, затем все умножения и деления и потом слож

ения. Если проставлены скобки, то последовательно выполяются 

по описанному правилу выражения внутри с к о б о к .Например, пос

леднее выражение в /П.5/ будет вычисляться в следующей пос

ледовательности

Ь + 2; ахЫ-2; ахЫ-2+c; (axb + 2+c) х 2 ;

(axbt2+с)х2+х; ((axb+2+c)х2 + х ) /2.

При выполнении операций сложения, вычитания, умноже

ния, деления и возведения в степень участвующие в них п е р е 

менные могут быть как действительного, так и целого типа.



Результат выполнения операций + , х будет целым чи

слом, только если оба аргумента целые числа. При делении 

результат всегда будет действительным числом. При возведе

нии в степень результат будет целым числом, только в случае 

целого основания и целого неотрицательного показателя сте

пени. Возведение отрицательного числа в действительную сте

пень не определено.

В АЛГОЛе имеется еще одна арифметическая операция пред

назначенная исключительно для целых чисел. Эта операция дел

ения целых, обозначаемая как 

В качестве резултата

а V b

берется целая часть от [a/b] и присваевается знак а/b .

В АЛГОЛе предусмотрены стандартные обозначения для н е 

которых общеупотребительных функций:

a b s (х) - абсолютная величина х;

sqrt(x) - корень квадратный из х;

sin(x) I ,I - тригонометрические функции;
c o s (х) I

arctg(x) - главное значение обратной тригонометричес- 

ной функции;

1п(х) - натуральный лагорифм;

ехр(х) - показательная функция /е /;

e n t i e r (х) - целая часть числа х;

i 1 при х > О
sign(x) - знак х. sign(x) = < 0 при х = О

I -1 при х < О

При записи указанных функций аргумент может быть ариф

метическим выражением, например,

s q r t (х+2 + у Ф 2 ) ;

Аргумент всегда записывается в скобках, запись вида



sin Xf sqrt х

ошибочн а * .
Стандартные функции могут употребляться в арифметичес 

них выражениях наряду с другими переменными, например,

у: = a+btc — sin(a/b) + a / a b s (х);

Кроме описанных стандартных фунций в АЛГОЛе можно с о 

ставить и другие функции, требуемые в данной задаче. Это м о 

жно сделать с помощью процедур, которые уже описывались в 

П.1. Ниже будет описана еще одна форма процедур, тан н а з ы 

ваемые процедуры-функции.

IV Логические выражения

Как уже указывалось, в АЛГОЛе помимо переменных типа 

действительной и целой, применяются также булевские пе р е м е 

нные .Последние могут принимать только одно из двух значений 

true /истина/ и false /ложь/. Описание булевских переменных 

выполняется с помощью служебного слова boolean, например,

boolean b, с, D;

а присваивание значений осуществляется как обычно с помощью 

оператора присваивания, то-есть

b: = t r u e ; с: = а > b; D : = а ф b •,

В последних двух примерах слева от знака оператора пр и с в а 

ивания записано логическое выражение. Если соотношения з а п и 

санные справа справедливы /например, при а = 5, Ь = 2/ то 

обе переменные С и D получат значение true, если неспра

ведливы /например а=Ь=2/ - то f a l s e .

В логических выражениях могут использоваться следующие 

знаки соотношений.
к
Такая запись будет воспринята транслятором как новые иде н 
тификаторы.
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Логические выражения могут строится и непосредственно 

из булевских переменных с помощью специальных булевских one 

раций, обозначаемых как

= | => | V | А | П (П.6)

Эти операции называются соответственно: "совпадает, влечет, 

или, и , не".

Допустим эти операции применяются к двум логическим 

переменным х и у. Тогда результаты выполнения этих операций 

будут иметь значения, указанные в следующей таблице /з н а ч е 

ниям true соответствует плюс, a false - минус/.

X + + - -

У + - + -

X Е у + - - +

X э  у + - + +

х V У + + + -

х А У + - - -

“lx - - + +

С помощью знаков отношений, логических операций и ско 

бок можно составлять сложеные логические выражения. Опера

ции записаны в /П.6/ в порядке возрастаний старшинства, от

носительно скобок /скобки только круглые/ действуют те же 

правила, как и в арифметических выражениях.

Для того чтобы показать, как используются булевские 

переменные рассмотрим простой пример.

Допустим нужно возвести действительную переменную 2 в 

квадрат, но только в том случае, если выполняется одно из 

следующих условий:

1. булевские переменные В и С имеют значения соответ-



ствен н о true и false;
22. В имеет значение f a l s e , но при этом либо а > Ь 

/а,Ь - тип real/ либо а £  О 

На АЛГОЛе это можно записать так

if BA 1 С V l B  Л (a>b+2 V  а£0) then z: = z f 2 ;

Булевские переменные большей частью используются в ус

ловных операторах, причем чаще всего применяюстя операции 

V, ' , 1  .

V Условные операторы и условные выражения

Мы уже дважды сталкивались с условными операторами в 

ПП1 и IV. Рассмотрим теперь их подробнее.

Условные операторы начинаются служебным словом 1£ 
/если/, за которым следует логическое выражение или булевская 

переменная. Затем пишется служебное слово then /тогда/ и д а 

лее оператор, который нужно выполнить. Например,

if А  > 3 then х : = 0 ; 

if b then go to m 2 1 ■,

Если в этих примерах выполняются условия /то-есть пе

ременная А действительно больше - равна трем, и Ь имеет 

значение true /, то выполняются следующие за then операто

ры /то-есть х: = 0 и go to т21/. Если условия не выполняют

ся, то соответствующие операторы также не выполняются. В 

этом случае выполняется оператор, записанный вслед за услов

ным.

В условном опереторе можно использовать не только опе

раторы присваивания и перехода, как в этом премере, но так

же любые блоки, опереторы цикла, операторы процедур, напри

мер ,



if В then begin ................ • end;

Блок будет выполнен, если В = true.

Наложено ограничение только на использование в услов- 

ных опереторах других условных опереторов, то-есть нельзя 

писать

if В then if A then . . .

но вместо етого можно

if В then begin if A  then ... e n d ;или if В A  then .. . 

Возможна другая форма условных операторов, например 

if В then х: = 1 else х: = 0;

Здесь добавлено еще одно служебное слово else / е г о м о ж н о  

перевести "в противном случае"/. Оператор записанный после 

этого слова будет выполняться в том случае, когда условие 

несправедливо /В = false/. После else могут быть записаны 

любые опереторы, в том числе и условые, например

if В then х: = 1 else if а > b then х: = 0 ;

Условные выражения отличаются то условных операторов 

тем, что после слов then и else записаны не операторы, а 

арифметические или логические выражения /в частном случае 

могут быть записаны числа или идентификаторы переменных/

Н а п р и м е р ,
а: = if х > 1 then (c+d) else 0;

В: = if с < 1 then d v else g < s;

В первом примере а будет присвоено значение /с + d / , если 

х > 1 и ноль в противном случае. Во втором примере булев

ской переменной В присвоено значение логического выраже

ния d > v /то-есть true или false/ , если с < 1 и выражения 

g < s в противном случае.
И, наконец, последним рассмотрим в этом пункте так на

зываемое условное именующие выражение. Допустим, при 

нении некоторого условия а > Ь нужно перейти на метку М, а 

в противном случае на метку N. Это можно записать с помощью



следующей конструкции

go to if а > b then М  else N ;

Правила АЛГОЛа допускают запись различных сложеных 

условых выражений, например,

if if a then b else if c then d else e then 

true else if f then false else true •, (П . 7)

Разбор подобны примеров и описание способов их расши

фровки можно найти в большинстве руководств по АЛГОЛу. Мы 

не будем здесь этим заниматься, поскольку автор не встречал 

случая, где такого рода сооружения были бы действительно

необходимы.

VI Операторы перехода и переключатели

С оператором перехада мы также уже встречались. С его 

помощью можно перейти к любой доступной метке и продолжить 

выполнение программы с этой метки. "Доступный" здесь следу

ет понимать с точки зрения локализации меток в блоках и 

этот вопрос подробно обсуждался выше в П.1. Оператор пере

хода имеет вид

go to start;

где до to служебные слова, start - идентификатор метки.

В предыдущем пункте встречалась более сложная конструк

ция условных именующих выражений, с помощью которых можно 

переходить на одну из двух меток, например,

go to if В then metka 1 else metka 2;

где metka 1 и metka 2 идентификоторы двух меток.

В практике может встретиться случай, когда меток более 

двух и в зависимости от выполнения некоторых условии нужно



осуществлять переход на одну из них. Для этого в АЛГОЛе пре

дусмотрен переключатель. Он строится следующим образом.

В начале блока, там где помещаются описание переменных, 

записывается служебное слово switch / п е р е к л ю ч а т е л ь / , затем 

идентификатор 'с указанием индекса в квадратных скобках, за

тем следует знак присваивания, после которого через запятые 

перечисляются все нужные метки. Например,

switch Р: = Ml, М2, М3, start, f i n i s h ;

Для того чтобы осуществить переход к одной из указа

нных меток, нужно в тексте программы записать оператор п е 

рехода к переключателю, вида

go to Р [к]

где к - индекс, ^указывающий порядковый номер метки в правой 

части списка переключателя.
Например, если к = 2 будет осуществлен переход на м е 

тку М2 i если к = 4, то на метку start и т.д.
Вместо к может быть записано арифметическое выражение, 

если оно типа real , то результат будет автоматически округ

лен до ближайшего целого несла. T o -есть оперетор

go to p ( 2 + s i n ( 0 . 4 ) );

обеспечит переход к метке М2.
Наконец, укажем еще на одну сложную конструкцию, когда 

в качестве метки в списке одного переключателя, указывается 

идентификатор другого переключателя. Например, в блоке

begin integer i , j ;

switch P: = M,G[i] ; 
switch G: = Ml, М2; 

i : = 1 ; j : = 2

go to P [ j] r 

M: ... Ml: ... М2 :
e n d ;



при записанном обращении ураствуют в работе оба п е р е ключа

теля и осуществляется переход на метку Ml,

VII Цикли

□перетор цикла одна из самых важных конструций АЛГОЛа.

В П.1 мы уже встечались с примером /П.1/, где строился цикл 

с помощью условного оператора и оператора перехода. АЛГОЛ 

позволяет записать этот цикл гораздо проще и нагляднее.

for 1: = 1,2 do begin . . . .  e n d ;

Эта запись будет выполняться следующим образом. С н а 

чала /эта переменная называется параметром цикла/ п р исваи

вается значение I и выполнятся блок* , записанный после 

слова do. Везде, где в этом блоке встерается i, оно будет 

восприниматься равным идинице. После окончания блока i п р и 

сваивается значение 2 и вновь выполняется блон.

Список значений, которые должен принимать параметр ци

кла может содержать более днвэх элементов, и элементами э т о 

го списка могут быть арифметические выражения, например

fог х: = 1■1/1•5+2х х ,7,9+а do у: = хФ2 у;

Здесь оперетор у:=х 2+у будет выполнен четыре раза при х=1,1 
7 г 7 } I} 9 + а .

Последний пример интересен также тем, что здесь п а р а 
метр цекла х - действительное число

Часта параметр цисла должен изменятэся от некоторого 

значения а до значения Ь с шагом с. Такой цикл можно за
писать как

Вместо блока может в частном случае стоять один оператор



for i: = a step с until b do 

begin .... e n d ;

Здесь i будет последователлно принимать значения а, 

а+с, а + 2 с , ... и для каждого значения i будет выполнен блок 

записанный после do . Выполнение цикла прекратится как толь

ко значение i выйдет за границу Ь, то-есть окажется справед

ливым одно из двухусловий

i >_ b если b > а, 

или i _< b если b < а.

Таким образом а, Ь, с могуть быть положительными или 

отрицательными числами, например

for i: = 10 step - 1 until 0 do 

begin .... e n d ;

если i описано как целое, цикл будет выполнен одиннадцать 

раз, последний раз при i = 0.

Обратим внимание, что цикл

for i: = 1 step 1 until a do begin ... e n d ;

при a = 0 будет все же выполняться один раз для i = 1 . 

Третья форма записи цикла выглядит так

for х: = A while В do begin ... e n d ;

где А - арифметическое выражение, а В - булевское.

Цикл выполняется так: проверяется В и, если В = t r u e , 

то х присваивается значение А и выполняется записанный вслед 

за do блок. Затим опять проверяется В и, если В t r u e , вновь 

х присваивается значение А  и выполняется блок и т.д. до 

тех пор, пока В = t r u e .
Если с самого начала В = fal s e , то цикл не выполнят

ся ни одного раза. Заметим, что хотя параметру х всегда при

сваивается одно и то же значение А, само это значение может 

меняься в результате выполнения блока, записанного в цикле.



В заключение отметим несколько важных случаев. Во пер 

вых в качестве оперетора, который должен выполняться в цик

ле может вновь быть записан оператор цикла, и такие конструк 

ции часто встречаются

for i: = 1 step 1 until n do

for j : = 1 step 1 until m  do

for k: = j step - 1 until 1 do 

begin . . . e n d ;

Во-вторых из цикла можно выйти на внешнюю метку и тем р ам ы м  

прервать выполнение цикла. Но нельзя войти на метку внутрь 

цикла, минуя его заголовок. Здесь действует олщий принцип 

локализации /см.п!/

можн о нельзя

begin ...

M l : ...

for i : = 1 step 1 until 10 do 

begin ...

go to Ml ; ... end

begin ...

go to M l ; ...

for i: = 1 step 1 u n t i 1 10 do 

begin ...

M l : ... end

end; e n d ;

Если параметр цикла действительное число, то нужно 

иметь в виду, что значения таких чисел вычисляется в машине 

приближенно.

Например, если записать

for х:=0.1 step 0.1 until 1.0 d o  begin ... e n d ;

нельзя гарантировать выполнение цикла 10 раз, поскольку на 

десятом шаге х может оказаться либо чуть больше, либо чуть 

меньше единицы. Для того чтобы гарантировать выполнение цик 

ла ровно 10 раз, нужно записать цикл так

for х : = 0 .1 step 0.1 until 1.05 do begin ... e n d ;

После окончания цикла значение параметра цикла не



о п ределено.

У1П Процедуры

Процедуры уже описывались в п.1, где преводился при

пер процедуры VEKT . Поэтому целесообразно возвратиться к 

п.1 и перечитать все, что там говорилось по этому поводу.

Процедура описывается с помощью служебного слова p r o 

cedure за которым следует идентификатор процедуры, затем в 

круглых скобках через запятые указываются все формальные 

параметры, приводится спецификация параметров* и, наконец, 

записывается сам блок, образующий тело процедуры. Например,

procedure NORMA (n,a,b);

array b,a; integer n; (П.8)

begin ... e n d ;

В частном случае тело процедуры может состоять из о д 

ного оперетора или процедура может совсем не иметь парамет
ров .

В качестве формальных параметров могут использоваться 

идентификаторы переменных, массивов, меток и других процедур

procedure example 1 (a,b , с ,d,е , f , g,h) ; 

real a,dj integer bj 

array c,e; boolean h; 

procedure f; label g; 

begin .... e n d ;

Обратим внимание, что текст procedure f является опи

санием формального параметра, а не новой процедурой^ с по-

* Спецификацию приводить не обязательно, однако, наличие 
спецификации облегчает работу транслятора
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мощью служебного слова la.be 1 описываются метки.

В часном случае процедура может совсем не иметь пара

метров и состоять из одного оперетора, например

procedure example 2; у: = хФ 3 ;

В тексте программы, в том месте где требуется выпол 

нение процедуры должно быть з а п и с а н о •обращение к ней, кото

рое состоит из идентификатора процедуры и списка параметров 

в круглых скобках. Например, к процедуре /П.8/ можно обра 

титься как

NORMA(m,c,d) (П.9)

Параметры записанные в обращении /то-есть т, 

с и d/ называются фактическими в отличии от параметров п, 

а , Ь, которые фигурируют в описании и называются формаль

ными. Фактические и формальные параметры должны быть однодо 

типа и соответствующей размерности.
Обращение к прожедуре /П.9/ выполняется, грубо говоря

следующим образом:
- формальные параметры n, а, b "заменяются” в теле 

процедуры /П.8/ на параметры m, с, đ;

- тело процедуры "переносится" в то место программы, 

где записано обращение;
- выполняются описанные в процедуре вычисления.

■ При этом программиста не должно беспокоить, если в 

теле процедуры описаны переменные с такими же идентификато

рами, как фактические параметры*. Транслятор обеспечит раз 

деление” локальных идентификаторов и пораметров и никакой 

путаницы не произойдет.
Процедуры представляют собой, повидимому, наиболее 

сложную часть АЛГОЛа. Мы остановимся на двух важных вопросах

* Разумеется нельзя, чтобы локальные идентификаторы совпа
дали с формальными параметрами



каким образом формальные параметры "заменяются” на фактиче

ские и что происходит с глобальными идентификаторами, кот о 

рые могут встретиться в теле процедуры.

При обращении к процедуре фактические параметры могут 

вызываться двумя способами: по имени и по значению. Каждому 

из этих способов соответствует свое описание процедуры. Если 

описание выполнено так, как в /П.8/, то параметры вызывают

ся по имени. Можно считать, что каждый раз, когда в теле 

процедуры /П.8/ требуется вызвать, например, переменную п, 

осуществляется автоматическая переадрессация к переменной 

с идентификатором т.

Вызов по значению можно себе представить следующей 

приближенной схемой: формальные параметры вызываемые значе

нием, рассматриваются как новые переменные или массивы, и 

для них отводится машинная память. Перед выполнением проце

дуры этим переменным или массивам присваиваются значения, 

которые имеют в данный момент соответствующие фактические 

парамитры; далее все вычисления проводятся с этими "новыми" 

переменными или массивами.

Для того чтобы параметр п вызвать значением, описание 

процедуры N O R M A  следует записать как

procedure N O R M A (n ,а ,b ); value п ;

Integer n; array а,Ь;

begin ..............  end;

где на вызов значением указывает служебное слово v a l u e . Па 

раметры, которые вызываются значением, обязательно должны 

иметь спецификацию.
Обращение к такой процедуре можно писать в виде / П . Э / , 

но теперь возможно также и обращение вида

N O R M A (3,а , Ь ) ;

где на месте параметра п указано просто его значение.



Естественно по значению нельзя вызывать метки, п ереклю

чатели или процедуры /не ф у н к ц и и / .

Параметры вызываемые значением "не с у ществуют” вне те

ла процедуры и их можно использовать только в данной про ц е 

дуре. Отсюда следует, что те параметры, которые должны м е н 

яться в процессе выполнения процедуры /то-есть параметры- 

результаты/ следует вызывать только по имени. В противном 

случае мы не сможем воспользоваться полученными результатами.

С другой стороны вызов параметра значением позволяет 

ускорить работу процедуры в тех случаях, когда фактический 

параметр является сложным выражением. Кроме того, вызов зна

чением "защищает” соответствующий фактический параметр от 

изменения, когда такое изменение нежелательно. Наконец, воз

можны случаи, когда вызов значением необходим для правильной 

работы процедуры.

Например, если имеется процедура

procedure А В С ( а , Ь , с ) ;

real а , b , с \
begin ... Ь: = а + 2 ; ...

e n d ;

где параметр Ь в с т р ечается в левой части оператора п р и с в а и 

вания, то к такой процедуре нельзя обратиться,

А В С ( х ,y + z ,s ) (П.10)

так как при этом в теле процедуры возникнет недопустимая 

нонструкция

у + z : = а + 2

Однако, если параметр Ь вызывать значением, то-есть

procedure ABC(a,b,c)j 

value b; r e a l (a,b,c ) ; 

begin ... b : = а Ф 2; ... 

e n d ;



то обращение /П.10/ возможно.

Теперь переходим к вопросу о глобальных идентификато

рах. На этот счет существует правило: глобальные объекты 

понимаются в том смысле, как они описаны в блоке, где распо

ложено описание процедуры. Например, в программе

begin real af

procedure F (у)f у :  = a; a: = Of 

begin real a,x; 

a: = I f  F(x)f ... 

end end

тело процедуры F д о с т о и т  только из одного оператора у. — а, 

причем а - глобальная переменная. Процедура вызывается во 

внутреннем блоке, где также описано а. Однако, при выполне 

нии F (х) будет использовано а, описанное во внешнем блоке 

/то-есть а = 0 / , поскольку описание самой процедуры также п о 

мещено во внешнем блоке. Если бы во внешнем блоке описание 

а отсутствовало, то программа была бы просто ошибочной. 

Этот пример весьма важен и его следует хорошо понять.

Нам осталось разобрать два вопроса касающихся проце

д у р  :
- процедуры функции;
- рекурсивные процедуры и обращения.

Процедуры функции лучше всего рассмотреть на премере. 

Пусть в программе неоднократно требуется суммировать компо- 

ненты различных одномерных массивов. Тогда можно записать 

процедуру

real procedure SM(a,n)f 

array a; integer n; 

begin integer i; real c; c: = Of 

for i : = 1 step 1 until n do 

c: = c+a[i]f SM: = Cf

e n d ;



Отличие этого описания от тех, с которыми мы встреча

лись ранее, состоит во-первых в том, что перед процедурой 

указывается ее тип /служебное слово real / и во-вторых, что 

внутри тела процедуры ее идентификатор SM встречается как 

самостоятельная переменная в левых частях оператора присваивания.

Процедуры функции можно использовать в арифметических 

и булевских выражениях как обычные переменные, и в этом с о 

стоит определенное удобство. Например,

у: = х + 2 х SM(b,m) ; 

b: = SM(b,m) > а;

где b - булевская переменная.

При обработке подобных выражений транслятор, встретив 

обозначение процедуры функции, автоматически обеспечит ее 

выполнение .

Простейшими примерами использования процедур функий 

являются стандартные функции s i n ( x ) , ехр(х) и т.п.

Применительно к процедурам функций специально огова

ривается случай, когда при их выполнении изменяются значе

ния каких-либо глобальных величин. Это называется побочным 

эффектом и многие трансляторы его не разрешают.

Процедуры называются рекурсивными, если в их теле со

держится обращение к ним самим. Например [5]

integer procedure factorial (n);

if n > 1 then

factorial: = n x factorial (n - 1) else 1}

Примером рекурсивного обращения к процедурам может служить

х: = sin (а + sin(b));

Большнство трансляторов запрещают рекурсивные проце

дуры и обращения. Это не вызывает серьезных затруднений, 

поскольку случаи, когда действительно нельзя обойтись без 

рекурсии весьма редки.



Мы не будем здесь касаться собственных объектов про

цедур /own/, поскольку этот вопрос еще недостаточно разобран 

в АЛГ0Ле:| не будем касаться также возможности записать тело 

процедуры в кодах машины, так как этот вопрос слишком спе

циальный .

IX Пояснения в программах

В АЛГОЛе предусмотрены возможности включать в програ

мму различный поясняющий текст. Это можно делять после слу

жебного слова end , например

... end конец блока;

Текст можно помещать также после знака; и слово begin . В 

этом случае в начале записывается служебное слово comment 

и затем следует текст, например

begin comment приступаем к расчету скоростей; 

comment законечен анализ динамики;

Во всех указанных случаях пояснительный текст закан

чивается знаком; и не должен содержать внутри себя этого 

э н а н а .
Пояснительный текст может быть включен также в описа

ние формальных параметров процедуры. Например, описание

procedure S ( a , v ) ; begin ... e n d ; 

можно выполнить так

procedure S (а) скорость: (v) ; begin ... end;

Как видно здесь вместо запятой, разделяющей формальные па 

раметры использована конструкция



) пояснительный текст:-(

Подобные поястения можно сделать к каждому формальному па

раметру .
Пояснительный теней не влияет на выполнение программы 

и пропускается транслятором.

X Заключительные замечания

Сначала несколько технических вопросов, Как уже указы

валось, отдельные опереторы и описания одного типа отделя

ются друг от друга точкой с запятой*. Точка с запятой мажет 

не ставиться в трех случаях: перед словом e n d , перед словом 

else и в конце программы.
Все служебные слова в отлечнии от идентификаторов сле

дует подчеркивать: неподчеркнутое слово, напремер, end бу 

дет воспринято транслятором как неописанный идентификатор.

Текст по строкам программы можно располагать произволь

но; пробелы в АЛГОЛе не принимаются во внимание. Обычно при

нято граничные слово блока begin и end писать друг под дру

гом и несколько слева от остального текста блока.

Весьма важно следить за изменением глобальных переме 

иных в процедурах и за побочным эффектом в процедурах фун

кциях. Напремер, вследствие побочного эффекта в процедуре 

функции

real procedure Н;

begin х: = у + 2; с: = sin(x) e n d ;

В АЛГОЛе допускаются также "пустые" опереторы, то-есть 
конструкции в которых между знаками разделяющими
опереторы, фактически отсутствует запись оператора.



выражения

1) а: = Н + с;

2) а: = с + Н;

будут иметь различные значения /в первом случае а = 2siny , 

а во втором а = c+siny^/.

При публикации АЛГОЛьных текстов иногда используются 

сокращения. Оне касаются главным образом операторов цикла:

полная форма сокращенная форма

1) for i : = 1 step b u n t i l c do

2) for i:=a step 1 until c do

3) for i :=1 step 1 u n t i l c do

for i := step b until c do 

for i:=a until c do 

for i:=until c do

Иногда используются циклы без параметра

while A  do В;

Однако все это не более чем сокращенния форма записи и поль

зоваться такими сокращениями не обязательно.

Большинство трансляторов вносит те или иные ограниче

ния. Выше уже указывались некоторые из них /например, з а 

прещение рекурсии/. При практическом использовании АЛГОЛв- 

ных программ эти ограничения необходимо учитывать. По этой 

же причине следует избегать излишне сложных конструкций ти

па /П.7/ или /примеры заимствованы из [5]/

trans (i , a [i] ) ; (П> Г1)

Е (u+v,b,с ) ;

В первом случае имеется связь между формальными п ара

метрами, что может привести к нежелательным эффектам.

Например, простая процедура /она должна поменять зна

чениями х и у/

procedure t r a n s (х,у)} integer х,у; 

begin integer t; t:=x; x:=y; y:=t e n d ;

перестает работать.



Во втором примере /П.11/ возможна ошибка, если первый 

фактический параметр вызывается не значением / с м . П . 1 0 / . В 

конце концов программа удлинится незначительно, если второй 

пример в /П.11/ записать как

s: = u+v 

Е (s ,b , с) }

однако это гарантирует от неприятностей.

С одной стороны "АЛГОЛ допускает", но с другой неясно 

как справится транслятор с подобной головоломкой, и даже 

если справится, то насколько хорошей окажется программа.

В заключение приводим список литературы для более уг

лубленного изучения АЛГОЛа.

1. Backus et ell. Report on the Algorithmic 
Language ALGOL 60, "Numeriche Mathematic ,

1960, 2, 2, 106-136.
2. Лавров C.C. Универсальный язык программирования, 

"Наука" , 196 7 .
3. Мак-Нракен Д.-Д. Программирование на АЛГОЛе, "Мир , 

1964 .
4. Агеев М . И . Основы алгоритмического языка АЛГОЛ - 6С 

ВЦ АН СССР, 1964.
5. Брудно А.А. АЛГОЛ, "Наука", 1971.
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