


















































































































































































































































































































































































4.2-3. 177 

k k - 1, 

f(x)=F'(x) F.(X)"'; Jf(X)dx F(n)-F(O)= f f(x)dx, 

n-l k-l 

L F' L {F(V) - F(V) + ( - l)k f F(k) (x)dbk(x). 
1'=0 1'=0 

4. 

2n 

L( -l)V+lf(v). 
1'=1 

22) 

- 2 

4 2 .3 6 

22 

2. 
2n 2n 

f(x)da = L ( - 1)1'+1 , 
1'= 1 

2, 

Wo - 2[!..] ' 
2 2 

- 1 
w1(x)-b(x)wo(x), 

Ws = - - - Wo { 
1- 1 } 
21 8 

w8 (x)",= wo(x), .......... {
1- 1- . 
31 8 

TeopJlja • Stitltje.oaa 12 
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Уосталом, општи облик ових функција WN (х) изражен 
ВеrпоuШ-евим функцијама је 

Wn(X),"",2k+1bk+l(~) - Ьtc+l(X) , k-O, 1,2' ..... , 

што се из доле наведених резултата може лако проверити. 

Како је . 
w,(2n) = W,(O) , 

то се на основу образаца 3. 1. (25), (26) и (30) добива 

2n 

L (-1)'+1 f(v) "'" 
,=1 

k-l 2n 

"'" L ( -1)' w,(O){f(') (2n) -f(v)(О)} + ( _1)k Ј f(k) (х) dWk(X). 
у=о О 

Да бисмо још одредили коефициенте wv(O), р=О, 1'2, ...• 
стаВИћемо у овом обрасцу 

f(x):oc e-tx са t>O, 

и ПУСТИћемо да п -+ оо. Како је тада 

·и 

f(') (х) :ос ( - 1)' t' e-tx , 

то мора бити 

k-l оо 

_1_ '"'" _ L w,(O)t'+tk Ј e-tx dWk (Х). 
et + 1 у='о' о 

Како из истих разлога као и у претходној тачки 

= 2 

Ј e-txdwk (х) -+ - f XdWk (х), кад t-+ О, 
о о 

то су бројеви - W, (О) . коефициенти Taylor-ова реда функ­
ције lj(e t +l). 
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со 

" 211+1-1 
=- ~. bll +1 tll • 

11;'0 (и+ 1)1 

Према томе, за коефициенте Wv(O) добивамо вредности 
211+1_1 

wlI(O) = (и+ 1)1 bll+1 , и=О, 1'2, •••• , 

тако да тражени образац гласи 
2n k-l 

2: (_1)11+1 [(и) =-= 2: (- 1)11211+1 - 1 bV+1 {f<V) (2n) - fM(O)} + Rk 
1'= 1 . 11=0 (v+ 1)1 
са 

2n 

Rk=(-I)k[f<k)(Х) dWk(Х). 

с обзиром да је 

(-1)0 Ь1 -= _1., Ьвmн-=О И (- 1)2т-1 Ь2m = -b2m , т = 1,2, ..... , 
2 

то кад горњи образац помножимо са - 1, добивамо коначно 

да је 
2n 

2:(-IYf(v)-
11=1 

k-l 

= 1. {f(2n) - [(О)} + 2: 211..-1_ 1 b
II
+1 {fM (2n) - [М (О)} -Rk • 

2 11=1 (и+ 1)1 

Напомени:vю да се овај образац може извести и из 

Еulег-ова обрасца ако приметимо да је 
2n 2n п 

2: ( -1)11+1 [(и) = 2: [(и) - 22: [(2и), 
.11=1 11=1 11=1 

и на ова два последња збира применимо Еulег-ов образац.­

Отуда и веза између низа узастопних хармониских интеграла 

Wn(x) И Вегпоulli-евих функција ьn(х). 
12* 
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v. Област и апсциса конвергенције Dlriсh1еt-ових редова 
5. 1. (1) Нека је Лn низ бројева који расту и теже беско­
начности са П, тј. 

0<1.1 <1.< .... <Лn -+00 кад n-+оо. 

Редови облика 

где је 

со 

L ауе-А"в, или 
1'=1 

со 

'" а [-8 L- V v , 
,,=1 

lv=eAv, v=l, 2' .... ' 

зову се оашiilu Diгichlеt-овu редови {1} ј бројеви ау су кое­

фициенти реда, а s реална или комплексна променљива. 

у специаяном случају, када је 

лv:оlgv, тј. [у=Џ, џ=l, 2, .... , 

.добивамо специалне Dirichlet-ове редове облика 

Кад је, међутим, 

лv=v и кад ставимо e-s=z, 

.Dirichlet-ов ред се претвара у TayJor-ов, тј. 

оо оо 

~ave-vs= 2: avz". 
1'=1 11=( 

(IЈ) 3бог општег облика низа експонената Лv, У многим 
·случајевима немо Dirichlet-ове редове, као и њима дефини­
·сане функције, мони лакше и npегледније испитати, ако их 
изразимо StieJtjes-овим интегралом, јер се ови редови тада 
,своде на LapJace-ове {l} интеграле. 

3аиста, ако са а (х) означимо· степенасту функцију 

& (х) 

a(x)=L:a,,=L:av , (1) 
AII~X 11=1 

\Где је б (х) бројна функција низа Л" (в. тачку С. 1.1. (щ, 
'Тј. ону функцију која у тачкама х-л" има скокове дужине 
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а,,, v= 1,2, ... , тада је 
Х 

L av e-Av" = f е-В! da (t). 
лvЕ;; х о 

Ако овде пустимо да х -+ оо, интеграл liе конверги­

рати кадгод је Dirichlet-ов ред конвергентан, тако да је 

01) со 

2: av e-АvS 
- f е-В' da (t) . _ (2) 

v=l О 

(Ш) Овај несвојствени Stieltjes-Lарlасе-ов интеграл мо­
же:'АО, међутим, парциалном интеграЦИЈОМ свести на обичан 

Laplace-ов интеграл, и на тај начин општи DirichJet-ов ред 

изразити оваквим интегралом. 

3аиста, ако је s реално, и ако прво претпоставимо 

да је s > О, тада, како је а (О) = О, парциалном интегра­
цијом добивамо 

х Х 

f e-Btda (t)_e-SX а (х) + S f е-В' a(t) dt. 
о о 

Како за s > О функција е-В! монотоно опада, то liе, на 
основу става 4 а) тачке В. 5.6. (i) (са Ь = оо), из егзистен­
ције несвојственог интеграла (2) следити да 

е-'Х а (х)-+ О кад х -+ оо; 

према томе, несвојствени интеграл 

постоји, па је 

оо 

f e-s t а (t) dt 
о 

оо ... f e-stda(t)=sf e-stа(t)dt,s>О. 
о о 

Ако је, међутим, s < О, тада. 

е-ВХ монотоно расте и -+ оо са х, 

(3) 

па liе, према томе, на основу става 4. Ь) .и с) тачке В. 5. 6. (i), 
постојати гранична вредност 

Нт а(х)-а 
X=OQ 

и 
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Како је даље 

х х 

Ј e-stda(t):oc Ј rtd{a(t)-a} оо: 
О О 

х 

-е-SХ{а(х)-а}+а+s f rt{a(t)-a}dt, 
о 

то liе и овај последњи несвојствени интеграл конвергирати 

кад х -+ ОО, И биliе 

со ао f e-st da(t)=a+5 f est{a(t)-a}dt, 5<0. (4) 
о о 

Дакле, сваки конвергентан DirichJet-ов ред можемо на­

писати и у једном од ова два облика 

со со 

~аvе-А.vS,.., s f e-sta.(t)dt, или 
со 

=a+s f е-зt {a(t) - а} dt, 
о 

со 

према томе да ли је s.> или < О, а при чему је а - 2: av • 

v=1 

(iv) Из образаца (3) и (4) видимо да све оне особине 
које важе за LapJace-ове интеграле можемо пренети и на 

DirichJet-ове редове, узимајуliи за подинтегралну функцију 
функцију а (х) облика (1), или функцију а (х) - а. 

На тај начин ~Hoгe ставове који се односе на DirichJet­
ове редове можемо лакше и прегледније извести; овде немо, 

примера ради, изнети само неке од њих, и то оне где се 

улога StieJtjes-ова интеграла нарочито истиче. 

5. 2. (1) Ако је s комплексна променљива, тада је област 

конвергенције Dirichlet-Qва реда поnypаван која се налази 

десно од извесне праве паралелне имагинарној оси, тј. 
DirichJet-ов ред конвергира за све s за које је 

R{5} ><10' 

Права R{s} = <10 зове се Орава нон.верtенцuје Dirichlet-ова 
реда, а <10 његова аllсцu.cа нон.верteнцuје. 

(ii) Егзистенција праве конвергенције је непосредна 
последица особине DirichJet-ових редова, изражене овим 
ставом: 
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Став 1. Ако Diгichlet-ов ред 

HOHBepZu.pa аа s = ~, шада је он KOHBepzeHfJlaH аа свано s, 
аа које је 

R{s} > R{~}. 
Д о к а з. Ставимо 

х 

А (х) =-= Ј е-в" оо (t), 
о 

тада је 

Ј e-stОО(t) -= Ј e-(s-S')te-s'tda(t)= 
Је Је 

-= f е~<s-s')tdА(t). 
Је 

Према ставу 3 о средљим вредностима тачке В. 3. 3 (i) је 
у I 

[ e-('~'" dA <t+;;: 
у 

< {Ie-<s-S')X I + f Ide-<s-s')tl) х Мах IA(t)-А(х)l, 
Је x~t~J 

а како је, за R{s-~} > о, 
I e-(s-s')x I + јl de-(s-s') t I = e-R {э-э'}Х + I s - ~ I Ј e--R {В-В'} t dt =-= 

Је Је 

'"" e-R{S-s'}x + I s - ~ I {e-R{S-S'}X _ e-R{S-S'}Y} ~ 
R{s-~} . ~ 

~1 + Is-~I 
~ R{s-~}' 

то је, дакле, 

Ј . 

! e-stda(t) <{1+ IS-~I} Мах IA(t)-А(х)l-= 
Је R{s -~} x~t~J 

<11 Мах IA(t)-А(х)l, (5) 
x~t~J 



184 Одљ. C~ 

кад год је 

0< 15-s'1 ~ -1=М. 
R{5-s'} ~p. , 

(б) 

На основу претпоставке да је Diгichlеt-ов ред конвер­

гентан за 5 = s', тј. да 

Јјт А (х) 
х=со 

постоји, следи да 

А(у)-А(х)-.О ма како х и Y-'ООј 

пре~а томе, из неједначине (5) добивамо да liе и 

у 

f e-st da(t) -. О 'ма како х и У-' ОО, 
х 

тј. да несвојствени интеграл 

постоји, и то за свако s које задовољава ус.џов, (б). 

. 
<)0 

(Ш) Овим ~MO добили не само Саhеп-ов {l} став, тј. да 

Сл. 23 

, је DiгichIеt-ов ред конвергентан за 

R{5} >R{s'}, 

веli и Реггоп-ово {1} уо~штење, 
и то 

Став 1'. Dirichlet-ов" ред је 

УНuфОР.АШО конвеЈпентан у уму 
који је одРеОен неједначuно.,н (б) 
(в. сл. 23.). 

Саhеп-ов резултат можемо, 

дакле, И, овако формулисати: 

Став 2. Dirichlet-ов ред lL4U KOHBepzupa аа свако s, 
llJШ дивеЈпира аа свако s, lL4U аосшојu арава конвергенције 

R{5}=C, 

(са аасцucо.,н конвеЈпенције С) тако да Dirichlet-OB ред ди­
вергира аа R {s} < С, а конвергира аа R {s} > С. 
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5. 3. (1) Експлицитан израз за апсцису конвергенције С дао 
је СаЬеп {1} за случај кад је она > О; овај израз је до­
пунио Pincherle {1} и за случај када је она < о, тако да 
општи резултат гласи: -

Став 3. Нека је а (t) функција дефинисана обрасце.м 
(1); СПlaви.мо 

L+= Нт SUP~t 19la(t)1 
t = <D 

ако а (t) дивеpzира, а 

L-=tl~~ Sup ~-lgla(t) - al, 

ако 

а (t) -+ а кад t -+ ОО • 

Јасно је да је 
L+ >0, а L-<O. 

Аасциса KOHBepteHquje С Dirichlt;t-ова реда је 

С = ( L + ако а (t) дивеpzира, 
L- ако а (t) -+ а кад t-+ оо. 

(7) 

(8) 

(9) 

(11) Ако функцију а (t) изразимо у облику (1), тар.а 
обрасци (7) и (8) Ј постају 

и-!~ оир ~" 191~ .,1 
и 

према томе да ли ред ~av дивергира или конвергира. 

(Ш) Ови резултати се могу лако добити поступком 
који је сличан поступку из тачке (Н). 

Како је 
... со f e-std{a(t)} = f e-Std{a(t)-a}, 

ма какав био број а, то можемо посматрати овај десни 
интеграл и претпоставити да је 

а ... О ако a(t) дивергира кад t-+oo, 
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а да је 

а = Нт a(t) ако ова гранична вредност постоји. 
t=t:IO 

Тада из образаца (7), (8) и (9) следи да је за довољно 
велцко t 

~lgla(t) -а' < о" за 0".= С+6, 
t 

ма како мали био број 6 >0. Према томе је 

la(t) - аl < ea't за о' = С+ 6> с. (10) 

Са друге стране парциалном интеграцијом добивамо 

Ј e-at da(t) = Ј e-at d {a(t) - а} = 

х Х 

У 

= е-ау {а(у)-а} -е-ах{а(х)-а}+О' Ј e-at{a(t)-a}dt. (11) 
Х 

Како је, према (10), 

Је-а! {a(t) -а} I ~e-(a-a')! за довољно велико x<t<y, 

то l1е за О' < 0" 

и 

е-ау {а (у) -а} ~ О, е-ах {а (х)-а} ~ О 

У 

Ј e-аt{а(t)-а}dt~О ма како х и y~oo. 
Х 

Дакле, према (11), интеграл 

t:IO 

Ј e-S t d (а (t) } , 
о 

тј. Dirichlet-ов ред, конвергира за свако 

s =-= О' > 0" > С, 
према томе и за свако s за које је 

R{s} >С. 

(iv) Да бисмо још доказали да Dirichlet-ов ред дивер­
гира кад је 

R{s}-O'<C, 
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ДОВОЉНО је да покажемо да је за свако а за које Dirichlet-ов 
ред конвергира 

1 . 
Hm sup-lgla(x)-al<a. 
х=«> Х 

(12) 

Према (12), овај Hm sup би морао бити мањи од С 

кад би он конвергирао за неко а < С, што се противи 
претпоставци (9), тј. да је С једнако том limes superioru. 

Да бисмо доказали тврђење (12) приметимо, као што 
смо то у тачки 5.1. показали, да из конвергенције Dirichlet­
ова реда за в-а следи да 

e-аХа(х)-+О или e-аХ{а(х)-а}-+О кад х-+оо, 

према томе да ли је а> или <Ој дакле, за довољно 
велико х је 

е-ах 1 а (х)-аl < в< 1, 

где је а=О, или a,.;.Jim a(t), према томе да ли овај limes 
t=«> 

постоји или не. 
Отуда следи 

-ax+lgla(x) -а 1< 19s<O, 
или 

~ 19la(x)-ai<aj 

из ове неједначине, кад пустимо да х-+ qo, добивамо твр­

ђење (12). 

5.4. (1) Ако Dirichlet-ов ред конвергира ма у једној тачки 

равни s, он. мора конвергирати у једној области облика 

R{s}>C, 

где С може бити једнако и - ОО, У ком случају Dirichlet-ов 
ред конвергяра у целој равни. Међутим, Dirichlet-ов ред у 

својој области конвергенције не мора бити апсолутно кон­

вергентан. Тако је, на пример, Dirichlet-ов ред 

(13) 
n=! 

конвергентан за R {s} > О, али је он апсолутно конвер­

гентан само у области R{s} > 1. 
Према томе, сваком Dirichlet-ову реду одговара и једна 

област аасодушне KOHBept.eNЧuje, која је садржана у области 
обичне конвергенције, али се са њоме не мора поклапати. 
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Како је, међутим, 

lape-АРSј'>= japle-АРа , (14) 

то је јасно да је област апсолутне конвергенције такође 

једна полураван облика 

(15) 

где је А аасциса аасОАушне конверzенцuје, а при чему је увек 

С<А. 

(11) Према (14) и резултатима претходне тачке, лако је­
увидети да се апсциса апсолутне конвергенције А добива 

аналогним обрасцима као и апсциса Об~чне конвергенције,. 

ако само у њима функцију аЏ), дефинисану обрасцем (1), 
заменимо функцијом 

a+(t) "'" L lavl· (1 б} 
АрЕ;;;е 

Другим речима, апсциса А је дата обрасцима 

А =-= t= а> t . 
{ 

Нт sup 2-lga+ (t) ако а+ (t) дивергира, 

Нт sup 2-lg {а+ - а+ (t)} ако а+ Ю ... а+ кад t ... оо, 
t=a> t 

или ако у њима заменимо функцију а+ џ) са (16) они узи­
мају облик 

1 п 
Нт SUp -lg L I ар I ако ред ~ I ар I дивергира, 
n=а> Аn 

Р-Ј 

I со 
Нт sup -lg L I ар I ако ред ~ ј av I конвергира.. 
n= CD Аn 

Р=n 

(Ш) Упоређивањем ових образаца са обрасцима (1), (8) 
и (9) такође је јасно да између апсциса А и С мора 

постојати неједначина (15). Али се овде могу појавити и оба 
гранична случаја, наиме да буде или 

A~oo са коначним С, 

или да буде 
А-С. 
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Тако је, на пример, Diгichlеt-ов ред 

ао 

L (-l)П (lgn)-S 
п=2 

1(онвергентан ва R{s} >0, али апсолутно дивергира за 
-свако s, тј. овде је 

с=о, а А ~OO. 

Са друге стране, сви Diгiсhlеt-ови редови код којих је 

А}I = п, п = 1, 2, З, ••.•. , 

-тј. Тауlог-ови редови по 
е-З - z, 

;имају исту област обичне и апсолутне конвергенције. Дакле, 
-за све ове редове је увек . 

А=С. 

(iv) Ако низ експонената Ап не расте сувише споро, 
,прецизније ако 

D = Нт sup,\1 19n 
п=ао Jl.n 

(17) 

није једнак нули, тада може постојати само· једна пруга 

'HajBet1e ширине D, у којој Diгichlеt-ов ред може конвер­
гирати у обичном смислу, али не апсолутно, тј. неједначину 
.(15) можемо допунити са {СаЬеп (l}) 

С<Љ<С+D. 

Доказ. HeKIi је D коначно и в" >0, тада је, према 
,(17), за довољно велико п 

'тј. 
19 nјАп < D + в", 

e-(О+&"}Ап <~, 
п 

.,па је за свако в' > О 

~:или 

e-(1+8')(D+е"}Ап < lјn1+С', 
e-(D+&)Ап <lјn1 +с', где је B=DB'+e!'+B'B". 

Према томе је 

!апе-(s+D+Е)АП! "" !апе-SАП !e-(D+Е}АП < 
<! ап е-$Ап /rг(l + с'} • (18) 
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Како је ред 
~ I/n 1 +е' 

апсолутно конвергентан, то ве и ред 

~ I аn е-$"Ј..n I n-(l +6') 

бити апсолутно конвергентан, кад год је ред 

конвергентан, јер у том случају 

Дакле, према (18), ред 

~ аn e-(s+D+е)"Ј..n 

је апсолутно конвергентан кад год је ред 

~a e-S"Ј..n 
п 

Одљ. с. 

конвергентан. Отуда непосредно следи да мора бити 

A<C+D. 

Да заиста постоје Diгichlеt-ови редови код којих је у 
овој неједначини постигнут знак једнакости, показује напред 
наведени пример (13). 

VJ. Понашање Dirichlet-ова реда на рубу области 
I<онвергенциј е 

б. 1. (i) Претпоставимо да је апсциса конвергенције С Diri­
chlet-ова реда коначна, тј. да је ред 

оо 

конвергентан за R{s}>C, а диверг.ентан за R{s}<C. У 
том случају можемо без ограничења претпоставити да је 
С-Ој јер ако је С=!=О, кад ставимо 

av' = aveD.v и ~ = s - С, 
биfiе 

а e-S"J..1I -а eo.v e-(S-C)AII =а 'e-s'АII v - v у, 
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тако да је ред 

конвергентан за R{s'} >0, а дивергентан за R{s'} <О. 

Према томе можемо од сада без ограничења претпо­

ставити да Dirichlet-ов ред 

у=l 

конвергира за R{s} >0, тако да је овим редом дефинисана 
аналитичка функција f(z) која је регуларна у целој полу­

равни R{z} > О. 
На рубу ове области, тј. на самој правој R {s} = О, о 

природи ове фун.кције, као и О конвергенцији самог Dirichlet­
ова реда, не можемо у општем случају ништа закључити. 

Јасно је, да од понашања реда 

~ay, односно реда ~aye-и1.y, 

зависи природа и понашање функције f(s) у близини тачке 

руба s= О, односно тачке руба s"""it. Довољно је да При 

томе посматрамо само тачку s-O, јер за све остале тачке 

руба, s = it, треба, место реда ~ ау , посматрати ред ~ а; , 
са av' =ave-lt . Овим се добивени ставови ниуколико не 

ограничавају, ако се о природи коефициената ау, односно 
av' ништа не претпоставља; ме1јутим, они ставови који важе 
само за реалне или позитивне коефициенте и који се односе 

на тачку руба s"..O, не могу се 'Непосредно применити и на 

тачке руба s = it. 

(Н) Овде Ћемо изнети неколико ставова који се односе 

на ова испитивања, и то претежно на она, код којих примена 

Stieltjes-ова интеграла долази до изражаја, тј. ставове који 

се непосредно добивају из чињенице да се Dirichlet-ов ред 
може изразити Lарlасе-Stiеltјеs-овим интегралом 

ао ао ао 

f(S)=~аvе-S1.v = f e-SХdа(х)=-s f e-Sxa(x)dx, (1) 

R{s} >0. 
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Тако, за Dirichlet-ов ред као и за Laplace-08 интеграл, 
важи -без икакве промене аналогон Abel-ова {1} става о 

непрекидности функције дефинисане ТауIоr-овим редом, и то 
са StoJtz-овим {1} проширењем, који гласи: 

Став 1. А"о Dirichlet-OB ред 
оо 

1 s)-L аv e-s1v 

1'=1 

"oHBepzupa у тач"и s=O, тј. а"о је ред 

1'=1 

"OHBepzeHiilaH, Olaда је фумција I(s) неаре"идна не са"но за 
реално и аозuшuвно s (Abel-ов став) већ и у цело"н уz.лу 

I arc(s) 1< 00< 1С/2, (2) 

(StoltZ-ОВ СOlaв) тј. 
оо 

I(s)~ Lav (3) 
1'=1 

.кад s ~ О остајyli.и у ао.,ненуШО"н уz.лу. 

Доказ овог става следи из доказа Саhеп-ова става 

'тачке 5. 2. (ii); његов непосредан доказ је овај. 
Нека је, према претпоставци и ознакама тачке 5.1., 

оо 

a""Lav-Iim а(х); 
%=00 

1'=1 

тада је, према 5. 1. (4)1, 
оо 

1(8) - a=s Ј е-ВХ {а (х) - а} ([Х. 
" 

Ако са s означимо један, унапред дати, произвољно 

.мали позитиван број, тада, према претпоставци, можемо увек 

изабрати тако велик број Х да буде 

la(x}-al<s за свако Х>Х; 

.а како је 

la(x)-аl<М за свако х>О, 
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где је М један коначан број, то је за R{s} >0, 

х 01> 

I f(s) - а' ~ s Ј е-ЗХ {а (х) - а} dx +s Ј е--ЗХ {а (х) - а} dx < 
о х 

х 01> 

<Isl Ј e--ХR(s} 'а(х) - aldx+lsl Ј e-ХR{S}lа(х)-аldх< 

то је 

о х 

х 01> 

<M,s'f e-хR{s} dx+ 81s11 e-ХR(8}dx= 

< М l!L(1_e-ХR(8})+ 8l!Le-ХR(8}. 
R{s} R{s} 

Како се s налази у углу (2), тј. како је 

IЭI<Эо<~/2, где је Э=агс(s), 

Ј&-=_1_<_1_, 
R{s} соsЭ соsЭо 

тако да је 

1 f(s) - а 1 < ~ (1- e-XR {8}) + _8 - e-XR (8} • 
cos ео· cos ЭО 

Ако сад пустимо да s-tО остајуfiи стално у поменутом 
углу, добивамо да је 

јер 

Нт sup If(s}-al<-8-, 
8=0 соsЭо 

l-е-ХR{s}-tО кад s-tО. 

Како је, међутим, Эо<~/2, тј. l/СОSЭо је коначан број, 
и како 8 можемо бирати произвољно мало, то горњи Нт 
sup мора бити мањи од произвољно малог броја, а како је 
он увек позитиван, то он може бити једнак само нули, дакле 

. f(s)-а-tО кад s-tО остајyfiи у. углу (2), 

чиме је тврђење (3) доказано. 

6.2. (i) Обратан став, међутим, не важи, тј. из непрекидности 
функције f(s) у углу (2) не следи у општем случају кон­

вергенција Diгichlеt-ова реда у тачки s-=O. Ово последње 
можемо закључити само ако се коефициенти аn не пона-

Теорвја в пракса Stieltju-oва витеr;Јanа 13 
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шају сувише неправилно за велике вредности индекса п, 

тј. ако их ограничимо извесним условима који ту неправил­

ност спречавају, а који имају облик услова (6), (7), (15) 
или (16). 

Ставове ове врсте за Тауlог-ове редове дао је ТаиЬег 

{1}, и ови се ставови подесном транскрипцијом могу при­
менити на Diгichlеt-ове редове (в. Landau (l}). 

(ЈЈ) Ради бољег разумеваља наведимо прво ставове 

ове врсте. 

Нека је 

п 

SN = ~ ау, тј. an=Sn-Sn_l' n-- 1'2' .... ' So=O; 
,,=1 

тада је 
п п п п 

L vav'"" L V(Sv- SV-l)- L VS,,- L VSY_l = 
,,=1 ,,=1 ,,=1 ,,=2 

п n-l n-l 

- ~VS,,- L(V+l)Sv= nSn- LS", 
,,=1 ,,=1 ,,=1 

одакле следи 

n-l п 

Sn-.!..LSу=.!..Lvа", n=I,2,3,.... (4) 
п ,,=1 n ЈЈ =1 

Ако је ред ~ а" конвергентан, тј. ако 

тада l1е и [11] 
Sn~a кад n~ оо, 

п 

..!. Lsv~a кад n-+ оо, 
п ЈЈ=l 

5) 

одакле, на основу једна чине (4), добивамо тзв. Кгопесkег-ов 
{1} потребан услов за конвергенuију реда ~a", наиме: да 

би ред ~a" био кон.верtен.Шан. аошребн.о је н.е ca.Ato да an~O, 
Bek и да 

п 

1. .2: va,,-+ О кад п ~ ОО. 
П ЈЈ= 1 

(6) 

Обратно, овај услов сам по себи није довољан за кон­

вергенцију реда ~aJJ' али ако је поред тога задовољен и 
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услов (5), тада, према (4), следи да sn -+ а, тј. да ред мора 
конвергирати. 

Другим речима, из (5) .Atоже.Atо закључиШи конвергенцију 
реда ~y ако је још аадовољен и Кгоnесkег-ов услов (6). 

Како је (6) увек задовољен када [11] 

nаn -+ О кад п -+ оо, (7) 

шо у 1,орње.At сшаву Кгоneсkег-ов услов .Atоже.м.о aa.м.eHUiilU и 
ужи.м. услово.м. (7). 

(Щ) Tauber је показао да се (5) може заменити претпо­
ставком да функција Р(х) , дефинисана Тауlог-овим редом 

(8) 
11=1 

буде неnpекидна у тачки х= 1 са леве стране. Прецизније: 

Ако је Тауlог-ов ред (8) конверzеншан у круху Ix 1< 1 , 
и ако 

F (х) -+ а кад х -+ 1-0, (9) 

шада fie ред ~ а, биши конверхеншан и 

... 
Lav-=F(1-0)=a, 
11=1 

ако је аоред шоzа аадовољен и услов (6) uли саецuaлнији 
услов (7). 

Овде није потребно да изводимо доказ овога става 
јер је он садржан у одговарајуliем ставу за Diгiсhlеt-ове 
редове, чији доказ износимо у наредној тачки. 

Да је услов (9) заиста општији од услова (5) следи из 
FгоЬепius-ова {I } проширења Abel-ова става, које казује 
да Beli из (5) следи (9). 3а доказ овога става види, на 
пример, Кпорр {2, стр. 508}. 

Напоменимо, напослетку, да овај ТаuЬег-ов став спада 
у групу т.зв. елементарних ТаuЬег-ових ставова, за разлику 

од тешких ТаuЬег-ових ставова који потичу од Hardy-a и 
Littlewood-a [11, (Ш)] (види Hardy{3, 4, 7}, Hardy-Littlewood 
{1}, Littlewood {2} и Кnорр {2, стр. 519-524}). 

(ЈУ) Ако привремено означимо са а (х) степенасту 
функцију 

L a
,l' 
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тада видимо да Кгопесkег-ов услов (6) можемо изразити и 
StieJtjes-овим интегралом у облику . 

х 

д(х)=.!Ј tda(t)-+O кад х-+оо. (10) 
х о 

Отуда, по аналогији, могли бисмо закључити да ве из 

десне неnpекидности функције 

оо 

f(s) = L ау e-SAV (11) 
у=l 

у тачки s = О, следити конвергенција Diгiсhlеt-ова реда за 

s-O, ако је задовољен услов (10), али с тиме, да се у 
њему за функцију а (t) узме раније уведеl;fа степенаста 

функција 

a(t)= L ау. (12) 
Ay~t 

3аиста, овим добивамо проширење ТаuЬег-ова става на 
Diгichlеt-ове редове које гласи: 

Став 2. Ако је Diгiсhlеt-ов ред (11) KQHBepzeHwaH аа 
R{s} >0, и ако 

f(s) -+а кад s-+ +Q, (13) 

iПада u3 (10) са (12) следи KOHBepzeHquja реда (11) аа s==O, тј. 

L ау = f( +О)""а. (14) 
у=l 

. Како је, према (10) и (12), 

хад је 
Аn <Х< Аn +1' 

то ве услов (10), са функцијом (12), бити испуњен кадгод 

п 

.!. L Ауау -+0 кад п -+ ОО. 
Аn .= 1 

(15) 
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Оџом услову можемо дати још и једноставнији, али 
специалнији облик, ако приметимо да је 

јер из претпоставке да је 

ЛО = О и Лn_2 < Лn -+ оо са п, 

следи [13] да ве (15) би:rи испуњен кадгод 

Л 
-~n-an-+O кад n-+оо, 
Лn -Лn_1 

тј. кад је (16) 

аn = о (Лn -л~n-,), П -+ ОО. . 

(у) На тај начин, услову (6) одговара за Dirichlet-ove 
редове услов (15), а услову (7) услов (16), тако да проши­
рење Tauber-ова става на DirichIet-ове редове, које потиче 

од Landau-a {1} и М. Riesz-a {1} r ласи: 

Став 2'. Из (13) следи (14) ано је задово.љеn УСЈЮВ (15) 
или УСЛОВ (16). 

Доказ. Из 

следи 

или 

тако да је 

х 

[ tda(t) = х8(х) 

хоо(х) .... d{x8(x)} = xd8(x) + 8 (х) dx, 

оо(х) = d8(x) + 8(х) dx, 
х 

со со со 

I(s)-= Ј e-S'da(t) -= Ј e-S 'd8(t) + f e-,,8~t)dt. 
о о о 

(17) 

Да су ове формално извршене операције за StieJtjes-ов 
интеграл заиста дозвољене следи из особине Stieltjes-ова 
интеграла наведене у тачки В. 4.4. (ј). 

Како се услов (10) своди на 

д{х)==о{I), х-+оо, 



198 Одљ. С. 

то је, према AbeJ-ову ставу 1, 
0:0 

f tr t dB(t)=o(I), s-. +0, 
а 

а према (17) је 
% % 

а (х)-= JB(t)dt+B(X)= f B(t)dt+O(l), х-.оо. 
о t о t 

Отуда, ако за сад сматрамо да s-.O и х-. оо, независно 
један од другог, бине 

ф % 0:0 

f(s) - а (Х) = f е-В' B(t) dt - f B(t) dt + f e--s t dB (t) - д (Х)-
о t о t о 

% со 

= - Ј (1- e-Bt) B(t) dt+ Ј е-В' B(t) dt+ о (1), 
о t х t 

s-.+O, х-.оо. 

Означимо сад са д (х) функцију [16] 

д(х)=Махlд(t)l; 
t~x 

она, према (10), постоји за свако х> О и 

д (х) -. О кад х -. оо • 
Како је даље 

18(t)1 <М за свако Х>О, 

где је М један коначан број, то добивамо 

. х со 

Ј 1 - е-В' Ј dt . If(s)-а(х)I<М dt+д(х) e--s t -+o(I),s-,+O,x-.oo. 
о t х t 

Ако сада пустимо да s и l/х тако теже нули да буде 
стално 

xs .... s, где је 6 >0, иначе произвољно, 
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и у овим последњим интегралима извршимо смену st = и, биliе 

& оо 

Ј l-е-u f dи I f(s) - а (х) I < м и du+ Ь. (х) e-~ и +0 (1) 
о 8 

Ј
8 1 - е-u 

<М -u--du+o(1), s ... s/x, Х-+ОО, 
О 

јер је 

Ь.(х) .... о(l), х-+ ОО. 
Дакле, 

в 

f l-е- -
!~~ sup If(s/x)-а(х)I<М "dU, 

о 

а како, према претпоставци, 

f(s/x) -+ а, х -+ ОО, 
то је и 

в 

f l-e-U 
Нт sup la(x)-аl<М da. 

%=00 и 
о 

Отуда следи, јер је s произвољно и можемо га би­
рати коликогод желимо мало, да 

la(x)-al-+O кад x-+ сО , 
тј. да је 

6. З. (Ј) Из претходног излагања следи да функција f(s) 
може тежити одређеној граничној вредности кад а -+ + о 
и кад њен Diгiсhlеt-ов ред дивергира за 5=0. То је, на 
пример, случај са функцијом [32] 

f(5)'-~ (_l)n-l/n; =-= (1- 21-S)~(S), 
n=1 

где ред 

дивергира, док 

f(5) -+ 1/2 кад s -+ + о. 
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Међутим, како у овом примеру тако и уопште, ако је 

и;::пуњен услов (13) а Diгichlеt-ов ред дивергира за S-=O, 
тада он мора осцилирати; другим речима, ако ред ~aJ.' 

"стварцо дивергира" [7] тада не ~юже постојати ни гранична 
вредност Нт f(s). . 

8=+0 

Под стварном дивергенцијом реда ~av, односно низа 

п 

Sn'~ ~av· 
11=1 

подразумевамо у реалном случај кад 

Sn ~ + оо или - Оо, са n~OO; 

у комплексном можемо реl1и да низ sn "стварно дивергира",. 
ако се он, удаљујуl1и се у бесконачност, асимптотсЈСИ при­

држава одређеног правца, тј. стављајyliи 

ако 

rn~oo и an~a кад n~oo. 

Са овако прецизираним појмом, горње тврђење се своди 
на чињеницу да 

If(s)1 ~ оо кад s~ + О, 

ако, за S -= О, DiгiсhJеt-ов ред 

f(s) "'" ~ alle-SAII 

11 ... 1 

"стварно дивергира". 

(18) 

Међутим, (18) остаје у важности и под нешто општијим 
претпоставкама, наиме, ако место стварне дивергенције реда 

Sn = ~a" претпоставимо само да се sn удаљује у бесконач­
ност остајyl1и стално у неком углу чији је отвор мањи од П, 
или, још општије, ако било његов реални, било имагинарни 

део, стварно дивергира (в. Кпорр {3} и {4}). 
Овде l1емо доказати само овај став. 

Став 3. ffetea је Dirichlet-OB ред 
ао 

. f(s) = L alle-SAII 

11-1 
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конsерtеншан за R{s} >0 и сШавu.мо 
'n 

sn=Lav ; 

ако је шада за извесно а и свако п = 1, 2, 3, .•... 

larcsn-o.l< 60< n12, (19) 
из 

(20) 
с.ледu (18). 

Из претпоставке (19) ~леди да се тачке sn морају 
налазити у углу отвора 260 са теменом у почетку; међутим, 
обичном транслацијом, тј. сменом Sn' =Sn - а, можемо прет­

поставку (19) лако проширити на 

1 агс{sn -а) -0.1 < 60 <n/2, 
тј. да се тачке Sn налазе у углу са произвољним теменом 

у тачки а. 

Доказ горњег става добивамо ако приметимо да и 
функција 

а{х)= L av 

A,,~~ 

задовољава услов (19), тј. да је 

lагс{а{х)}-а.I<ео <n/2 за свако х>О, 

тако да за реално s можемо на интеграл (1) применити 
неједначину [27] 

II(s) 1 -= s ј е-" a(t) dtl > s cos ео ј e-"Ia (t) 1 dtj 
о о 

отуда следи да је за свако х> О 

х 

II(s) I>s cos 60 Ј e-"la(t)ldt> 
. о 

х 

>s cos 60 е-'Х f la(t)ldt, 

или, ако ставимо s = I/Х, 
% 

II(s) I > cos 60 .!.. Ј I а (t) I dt, са s= 1/х. 
е х о 
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Како, према (20), 

то не и [12] 
1 а (t) 1-. оо са t, 

х 

~ f I а џ) I dt -. оо кад х -. ОО, 
О 

тако да се твр:ljење (18) добива из горње неједначине ако у 
њој пустимо да х -. оо. 

Напоменимо да се горњи став може донекле прецизи­
рати тј. допунити са овим: 

Ако sn стварно дuверzuра у С.Atислу zорње дефиниције, 
тада и f(s) стварно диверzuра кад s-. + О. 

Ако sn дивеpzuра осmaјУliи у нeKO.At уzлу са OmBOPO.At 
.AtaibU.At од :с, тада и f(s), кад s -. + О, диверzuра, оста­
јУliи у уму са OmBOPO.At .АЮЊU.At од :с • 

6. 4. (i) Уколико за низ SnJ сем стварне дивергенције, ништа 
не претпостављамо, ставови претходне тачке важе само кад 

се s приближава нули дуж реалне осе, тако да се они у 
општем случају не могу проширити ни на StOIZ-ОВ угао. 

Другим речима, у општем случају из (19) и (20), кад s -. О 
дуж неке путање различите од реалне осе, (1 б) не мора 

важити. Ово зависи првенствено од брзине којом ред '~aи', 
тј. низ I sn I , дивергира. Ако 

п I 
Isnl~ ~aиl 

не тежи бесконачности сувише. брзо, StOIZ-ОВО проширење 
Abel-ова става остаје непромењено. Ме:ljути.\\, ако I sn I тежи 
бесконачности вен експоненциалном брзином, ово више не 

важи за StOIZ-ОВ угао, а област у којој се сме налазити 
nyтања дуж које s тежи нули бива утолико мања уколико 

I sn I брже тежи бесконачностк. 

(н) Да бисмо истакли везу изме:ljу брзине асимптотског 

понашања низа sn И понашање функције .f(s) кад s не 

тежи нули дуж реалне осе, навешнемо овде само два спе­

циална, али типична случаја. 

Став 4. Ако је 

а (х) = L av--..Axk , х-.оо, k>O, (21) 
Aи~.X 
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шада је DlrichJet-ов ред 
ао 

f(s) == L ay e-S'A1I 

11=1 

"OHBepz.eHf1laH за R {s} > О и 

f(s)--A r(k:-l), 
s 

"ад s-+O, OCf1lajyt;.u у уму (2). 
Ако је 

"-nн--"-n, тј. ако "-n+1/"-n-+1 кад n-+ОО, 

тада се услов (21) своди на 

п 

;n = Lav"" А "-n k
, n-+ оо , 

\1=1 

203 

(22) 

што казује да низ Sn стварно дивергира, и то у правцу 

који је дат аргументом броја А. 

Довољно је да став 4 докажемо под претпоставком 
А ... О, тј. да докажемо да u3 

следи 

ь(х) ... L b\l=-=o(xk), х-+ оо , 
А\lЕ;;х 

ао 

g(s)= L bv e-s.i..1I = o(l/sk ), 

"ад s -+ О У уму (2). 
Јер, ако ставимо 

Ь(х)=а (х) - Axk , 

(23) 

(24) 

тада се претпоставка (21) своди на претпоставку (23), а 
твр1јење (24) на [32] 

ао ао ао 

g(s)=s f e-8X b(x)dx=s f e-8Х а (Х)dХ-АS! е-8Хxkdx = 
о u О 

r(k+ 1) 
=f(s)-A k o(l/sk ), s-+O, 

S 

што претставља твр1јење (22). 
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Да бисмо доказали да из (23) следи (24), ставимо 
s= G+it, и у интегралу 

... QI 

g(S)=sJ e-SYЬ(у)dу=s Ј e-<ЈУуkе-itу b(~) dy, 
о о , 

стављаjyliи х";"lја, извршимо смену 

тада добивамо 
со 

g(s) ..... _s-fг-ииkе-IХ'~Ь(хи)dи. 
Gk - 1 (Xu)k 

Како је, према (23), 

'Ь(хи)' :.Jb(t)I~M за свако :Је и и, 
(Xu)k t k -..::::: • 

јер је 

и 

b(t)=O за 0~t<A1' 

I b(xu}..l< 8' 

(Xu)k 

за довољно велико х и и> ". то је 
а' QI 

Gk-1Ig(S)I~ Ј + !e-uUkе-'Х'UЬ(ХU) du ~ 
s -..::::: о ~ (xu)k-"::::: 

а' о> 

~M Ј e-uukdu+ s' f е-ииkdи. 
о ~ , 

Дакле, за произвољно мало в И довољно маnо и' 
и tl, тј. довољно велико х, је 

Gk-1Ig~S) 1<8. 
Како се s налази у углу (2), тј. 

1: '~c~eo' 
то је 

ISkg(S)I~81,.!...lk-1~ : .... 8М'. 
G cos -100 

где је М' коначан број, па lie, дакле, 
skg(s)-+окадгод s-+o у углу (2). 

Овим је твр1јење (24), према томе и став 4, доказано. 
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:6. 5. (1) Уочимо. напослетку, случај кад низ 1 sn 1. тј. функ­
ција I а (х) I брзо расте, и то експоненциално. Јасно је да 
Ј а (х) I не може тежити бесконачности сувише брзо, наиме 
не сме тежити брже или као ех, јер у том случају Dirichlet.,. 
ов ред не може конвергирати за свако s>O. Уочимо зато 
најједноставнији случај, наиме кад се а (х) понаша као 

.е јх; тада важи овај став: 

Став 5. Ако је 

а (х) ... ~ av .-.АхРе2јi , х-+оо, 
l.\I~X 

ш.ада је Diгiсhlet-ов ред 
са 

f(s) "'" ~ Qve-Sl. • 
• =1 

BOHBepteНJilaH аа R {s} > о и 

f(s).-. 2А 'г'Я s-(2P + 1/.) e1f• , 

11 iilO кад s=a+it-+O, шако да буi)е сiIlа./ШО 

Itl~Ma"/', 

'zде је М неки коначан и йoaиiIlиВaH број. 

(25) 

(26) 

(27) 

Ако низ експонената Аn не тежи бесконачности су­
више брзо. и то не само тако да буде Аnн .-.Аn , веli и да 

'J1.n+1-VАn-+О кад n-+ ОО , 

.а што се своди на 

An+1-Аn=О(VАn), n-+ ОО , 

'Тада се претпоставка (25) своди на 

п 

Sn са ~ а.--А AnPe2j~, n-+ ОО • 
• =1 

с друге стране, из услова (27) следи да у овом слу­
"чају, тачка s тежеliи нули, не само да не' сме изаliи из 
Stolz-ова угла, веli се мора налазити у некој области чија 
.гранична крива мора додиривати реалну осу у тачки s-O 
{в. сл. 24). 
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Најзад, приметимо да на основу претпоставке (25) Di­
richJet-ов ред мора заиста конвергирати за R{s} > О, као 
што то следи из СаЬеп-ова става тачке 5.3 (i), јер у 
овом случају 

1 2 -ух 
xlgla(x)I""-Х~О кад x~ оо. 

ОЈ) Да би смо показали да из (25) следи (26) ставимо, 
као и у претходном доказу, 

и 

Ь(х) = а (х) -АхР е2Јх 

со 

g(s)=sf e-SХЬ(х)dх. 
о 

Тада је 
со со 

I(s) = s f e-SXа(х)dх=Аs f e-ВХ+2јххр dx+g(s). (28) 
" о 

Посматрајмо прво функцију 

со 

Ф (s)"..As f e-sx+ 2Vх хР dxj "(29) 
о 

ако за тренутак претпоставимо да је s реално и позитивно, 
и у овом интегралу извршимо смену 

добивамо 

X-=S-2 (1 + и '15)2, dx = :_ (I + Uvs) du, 
SvS 

со 

Ф(s)-=2Аs-(2Р+1Ј.)е 1/S f e-U2 (l+uVs)2Р+ldu. (ЗО) 
-1/1/8 

Сл. 24. Clr.25. 
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Оба израза (29) и (30) претстављају извесну ана­
литичку функцију, и то први за R {s} > О, а други у целој 
равни комплексне променљиве s, и како су они једнаки 
функцији Ф (s) за реално и позитивно s, то на основу 

аналитичког продужења, једначина (30) важи и кад је s 
имагинарно, и претставља аналитичко продужење функције 
Ф (s) у целој равни. Како је функција Ф(s) мултиформна, 

са критичним сингуларитетом у тачки s-O, то ве израз (29) 
претстављати ону грану те функције која је реална за реално 

s, ако је I аге (s) I <:с, тј. ако комплексну раван пресечемо 
дуж негативног дела реалне осе; при томе се интеграл (30) 
има сматрати као криволиниски узет, на пример, дуж путање 

С, која има облик криве из слике 25. 
Ако пустимо да S ~ О У правцу Э, тј. ако ставимо 

s = х-2 еЈ6 и пустимо да х -+ оо , 

а у делу интеграла (30), узетог праволиниски од - I!Vs 
до О, извршимо смену 

и= ve-i9/2, du=e-i6/2dv, 
биве 

с:о О ао 

f e-UЗ(I+UVS)2Р+1du-Ј +!"'" 
.-I/Ys -1/1"$ 

о ао 

_е-Ј6ј2 f e-VZ(СОs6-lslп6)(1 + V/X)2P+1 dv + Је-иа (1 + u vs)2P+1du. 
4 о 

Према томе, овај интеграл ве тежИiИ одређеној граничној 
вредности [24], и то • о .. 

e-ief21:-V2(cos6-1 sln6) dv+ f е-и! du, 

кад х -+ оо , тј. кад s -+ О, тако да буде 

соsЭ>О или IЭI<я/2. 

Ова Ъе гранична вредност износити [31, (iv)] 
о ао ао 

[r V3dv+ f e-uzdu_ [:-.хzdx=VЯ 

једино кад s -+ О, приближујyliи се реалној оси, тј. кад 
и Э~О. 
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Према (30) је, дакле, 

ф (s),-.,2А v-Я s~2p+l/t)e1:S кад s~O и arc(s)-+O. (31) 

(Ш) Да бисмо сад показали да из (25) следи (26) са 
(27), треба на основу једначина (28) и (29) и релације (31) 
.да покажемо да је .,. 

g(S)=s! e-ВХЬ(х) dx=o (г(2рн.) е1/8) , (32) 
о 

кад s-+O, тако да (27) буде задовољено, и то Kaдroд је 

b(x)=a{x)-АхР е2 УХ = о(хР е2УХ ), Х-+ОО; (33) 

·ова последња РЕ!Лација је непосредна последица претпо­
ставке (25). 

Ако зато ставимо s=(1+it, тада можемо, сличним 
резоновањем као у претходним тачкама, показати да из 

(33) следи 
I sg(s) I < 8<1 1-(2р+ 11t) e1/(f, 

где је 6 произвољан мали број, ако је cai\O <1 довољно мало. 

Одавде следи да ве 

I s2p + 1Ј. е-1/В g{s) I < 8 М', 

тј. да ве (32) бити задовољено само ако је 

- e1/(f-R{I/s} ~M' ј s /2Р-1Ј1 

<1 ~ , 

:За једно коначно М'. 

Овај се услов, међутим, СВОјИ на 

1 
- - R{l/s} <М, 
(1 

тде је М неки коначан број, и еквивалентан је услову (27). 
Овим је показано да је (32), а према томе и (26), испу­

љено кад s ~ О остајуви у области (21), чиме је став 5 
доказан. 

Што се тиче ставова код којих је брзина дивергенције 
вева види Авакумовив {l}, као и Авакумовив-Карамата {l}. 

(ЈУ) Насупрот наведеним ставовима (у односу на 
AbeJ-ов став), код којих се претпоставља да DiгichJеt-ов 
ред дивергира мање или више брзо у тачки s = О, стоје 
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ставови код којих Dirichl,et-ов ред конвергира за s=O, и 
то мање или више брзо. Док је код прве групе ставова 
област у којој можемо закључити асимптотско понашање 

функције дефинисане Dirichlеt-овим редом утолико мањз, 

уколико ред брже дивергирз, дотле је код ових других ста­

.вова ова област утолико веliа уколико ред брже конвергира. 

Један став ове врсте дао је за TayJor-ове редове 

Кпорр {5, стр. 32. зад. 6}, који гласи: 

Ако Тауlог-ов ред 
оо 

leQHBepZupa у Шачки z= 1 zраничној вредносши а, и Шо iilaКo 
брзо да је 

iliaда и 

F (z)-+a 

кад z -+ 1 , на.лазeliи се у .A«l ком KPYZY који се цео налази 

у KPYZY KOHBepzeHquje I z 1= 1, u овај KPYZ додирује у iilaчки 1. 
Из овог става видимо да се, због тога што ред ~av 

1 
конвергира брзином 'Уп' StOJZ-ОВ угао може проширити на 

веliУ област. 

Ако ставимо 

TayJor-ов ред увима облик Dirichlet-ова реда, са Л.,=v, 
унутрашњост круга конвергенције Izl = 1 пресликава се на 
полураван R {s} >0, а област у којој се сме налазити 
тачка z при граничном прелазу z -+ 1, пресликава се на ма 

коју област чија гранична крива има са правом конвергенције 
Dirichlet-ова реда, R {s} -о, додир првог реда у тачки s=O. 

Овај став можемо лако проширити и на опште Dirichlet­
ове редове, шта више, и под нешто општијом претпоставком, 
ив које се јасно види како се' област у којој f(s) -+а кад 
s -+ О повеliава са брзином конвергенције Dirichlet-ова реда 

у тачки s=O. 
1. 
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Став 6. Не"а је О<р.< 1 и 

а(х)-= 2: av "",a+o(.rJ1), %-+00. (34) 
Aџ~X 

Тада је Dirichlet-fJВ ред 
со 

f(5) ~= 2: e-lvs 

џ=О 

конверzеншан за R {5} > О, и 

f(5)-+a "ад 5-+0, 

ша"о да буде сШално 

15i<M0'1-Ј1 , zде је 0'=R{5}. 

Д О К а з. Ако Diгichlеt-ов ред изразимо у облику Laplace­
Stieltjes-ова интеграла 

'" 
f(5) = 5 Ј e-sta(t)dt, R{5} >0, 

О 

И ако у овом интегралу ставимо 

аЏ) = а + B(t) е-Ј1 , 
где, према (34), 

добивамо 

'" 
f(5) "'" а + 5 Ј e-ste(t)dt. 

о 

Према томе је 

'" 
If(5)-al < 151 Ј e-at /B(t)/ e-J1 dt< 

о 

х '" 

<М/5IЈ e- аt е-Ј1 dt+В/5/Ј e-at t-J1 dt""" 
о х 

'" 
<в 151 Ј e-at e-J1 dt+o(l) < 

х 

'" 
<В/5/ Ј e-at e-J1 dt+o(l) "'" 

о 

<Br(l-p.) /510'Ј1-1 + 0(1). 
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Ако се, дакле, s приближава нули тако да буде стално 

I s I < м (Jt-p., тада десну страну последње неједначине мо­
жемо учинити произвољно малом, чиме је став 6 доказан, а 

. 1 К 
КОЈИ се за р. = 2 своди на порр-ов став. 

Приметимо да ·кад ставимо 

sз:х+iу, тј. (Ј= х, 

да је тада област I s 1< м (JI-P. ограничена кривом чија је 
једначина 

.х2+у2 = М2 .х2(1-Р.) , односно y=Mx1-Р.VI-М-2,х1Р.. 

Како је за мало I s I 
y.....,Mx1-р. кад x~ О, 

то видимо да ова крива и;\\а утолико вени додир са У-осом 

уколико је р. вене (О < р. < 1), и да се за р. = О, област 
којом је ова крива ограничена своди на StOIZ-ОВ угао. 

VII. Понашање функције дефинисане Dlrlсh1еt-овим 
редом лево од праве конвергенције 

7. 1. (ј) На основу ставова иаведених у главама V и VI мо­
жемо донети овај општи закључак. Ако о коефициентима 

аи , односно О функцији а (х) = ~aи Diгiсhlеt-ова реда 
знамо асимптотско понашање само њеног логаритма, T~ 

19 I а (х 1, тада једино можемо добити његову апсцису кон­

вергенције. МеђУТИМ, ако знамо И асимптотско понашање 
коефициената, тј. функције а (х), тада можемо закључити 
и нешто О понашању функције f(s) , дефинисане овим 
Diгiсhlеt-овим редом, и то на рубу области конвергенције. 

Према томе, уколико више знамо о понашању функције а (х) 
за велико х, утолико можемо добити подробније податке 
о понашању саме функције f(s) и то· како на рубу, тако 
евентуално и о њеној природи на или чак и лево од праве 

конвергенци је. 

Овде немо ианети само једну врсту оваквих ставова 

и то специално Lапdаu-ово {2} проширење у (Ш) наведена 
Рhгаgmеп-ова {1} става. Ово веН. и из разлога да бисмо још 
једном истакли предност употребе StieJtjes-ова интегралаЈ 
јер се применом истог овај став може извести без икаквих 

14· 
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тешкоliа. Ако се ово извођење упореди са Lапdаu-овим јасно 
произлази колико се овим добива у прегледности, због чега 

је могyliе, и то без принципиелних промена, непосредно про­
ширити овај став у више праваца, као што liемо то у -та чки 
7.3. и показати. . 

Оi) Ради лакшег упоређења посматрајмо Dirichlet-ове 
редове облика 

CD 

f(s) = L av [;-& , 
11=1 

где је 

[n = еЛn , п = 1, 2, 3, ... , 

и означимо са А (х) функцију 

А(х)= 2: av • 

lv~x 

Како из 

следи 

J...v<lgx, 

то је јасно да је функција А (х) везана са функцијом 

а(х)= ~ аll 

релацијом 
А (х)=а (lgx). 

(1) 

(2) 

(3) 

(Ш) Означимо за с (х) неку функцију дефинисану за 

х> О која остаје ограничена кад х ~ оо, тј. 

с(х)=О(I), x~oo, 

и са, у један број између О и Ј, тј. О < У < 1. Ако се 
А (х) може написати у облику 

А (х)=сх+хУ с(х), 

где је с извесна константа, тј. ако је 

А (х)=сх+О(хУ), x~ оо, 

тада је Dirichlet-ов ред (1) конвергентан за s> 1 и 

(s-l)f(s)~c кад s~1+0. 

(4) 

(5) 
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Овај став, који је доказао још сам Dirichlet { l}, је 

непосредна последица става 3 тачке 5: 3. (ј) и става 4 тачке 
6.4. (Н). Шта више, из става 4 тачке 6.4. (ii) видимо да 
он важи и кад се претпоставка (5) замени слабијом, наиме 
кад је 

А(х)":,,,сх, X-too. 

Phragmen {1} је, међутим, показао да из претпоставке 
(5) можемо о понашању функције f(s) у близини тачке 

s= 1 закључити много више, и то да се функција 

f s) __ c_ 
s - 1 

може развити у TayJor-ов ред који је насигурно конвергентан 
у кругу 

1 
Is-ll<2"(l-y), 

дакле, да се функција f(s) у близини тачке s'"'" 1 може 
аналитички продужити и лево од праве конвергенције R {s} = 1 
и да је тачка s = 1 пол првога реда функције f(s) са 
резидуумом с. 

7.2. (i) Најопштији облик DirichЈеt~Рhrаgmеп-ова става дао 
је Landau {2}: 

Став 1. Ако коефицuеншu Dirichlet-osa реда (1) задо­
вољавају услов (5) Шада је функција 

f(s) __ c_ 
s-1 

реtу.ларНд у целој обласШи R {s} > у, о < у < 1 . 
Поред тога је он показао да се ова област у опште м 

случају не може више повевати, у смислу да сеапсциса 

регуларности R{s}=y не може смањити. 
Ово последње је Landau показао једноставним при 

мером узевши . 
ln=n и an=l+nY-l, О<у<l, 

јер је тада 

и 

А(х)= ~ (1 +pY-1)=х+О(хУ), Х-+оо, 
р:::;;;х 

f(s)=~(s)+~(s+ l-у), [32]. 



214 Одљ.С . 
(Јђ Сам доказ става 1 је веома једноставан. Diгichlеt-ов 

ред (1) се, према (2), може написати у облику несвојствена 
StieJtjes-ова интеграла . 

со 

f(s)=J ,:г&dА(х) за R{s}>I. 
1 

Ако овде функцију А (х) заменимо обликом (4), добивамо 

са 

f(s) = f 'гВd{сх+хrс(х)}= 
1 

со со 

=- С f х-В dx + f 'гВd {Х У с (х)} = 

1 1 

со 

=-~ + [X-8 d{Хr С(Х)} , 
s-1 

где су извршене операције за R{s} > 1 дозвољене. Пар­
циалном интеграцијом овог последњег интеграла добивамо 

даље да је 

х х. f x-sd{xrc(x)~ "'" x-s+r с (х) - с(l) +s f ,Гs + У-1 с (х) dx~ 
1 1 

оо 

~ - с(l) + s f rs+r-1 c(x)dx, Х ~OO, 
1 

јер је према претпоставци 

с(х)-=О(I) и R{s}>I. 
Према томе је 

оо 

f(s) - _с_ = - C(I)+sfx-s+r-1С(Х)dx . 
. s-1 

• 1 

Како је с (х) = 0(1), то овај последњи интеграл КОIf­

вергира за R {s} > у, и претставља једну аналитичку функ­

цију која је регуларна у овој области. Према томе, он даје 
аналитичко продужење функције f(s) у целој области 
R{s} > у, чиме је став 1 доказ ан. 
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(Ш) Из овог доказа се види да у ставу 1 није било 
потребно претпоставити да У буде > О, тако да он важи 

за свако У < 1, шта више он важи и за свако комплексно 

У за које је R { У } < 1. 
Поред тога видимо да и претпоставку с(х)=0(1) 

можемо заменити општијом; довољно је да буде 

тј. да је 
19lc(x) 1= о (lgx) , 

с (х) = о (хе) за свако 8>0, кад x-too. 

Приметимо најзад да ако о функцији с (х) ништа више 
не претпоставимо осим да буде = 0(1), тада о конвер­

генцији интеграла 
со r Х-В Н-1 С (х) dx 

лево од праве R{s} = У не можемо У општем случају ништа 
закључити. 

7.-3. (ј) Из доказа става 1 се види да овом ставу, не мења­
јуliи доказ, можемо дати много општији облик који гласи 
(в. Schnee {1}): 

Став 2. Нека су У, Yv и cv, '= 1'2' .... k, ароиа­
.вољни ко.м.Uлексни бројеви, али iilaKo да је 

R{Y1} > R {У2} > ... > R{Yk} > R{y}, 
и означu.м.о са с (х) функцију за коју је 

с(х)-=о(хе), за свако 8>0, x-t оо. 
Ако су maда коефuцueн.mи Diгichlet-ова реда iilaKBU да 

функцију А (х) .м.оже.м.о нauиcaiilu у облику 

А (х) =С" Х"(' +С2 х"(· + ... + CkX"(k + Х"( С(Х), (6) 

Diгiсhlet-ов ред (1)KoHBepzupa за R{5} >R{Y1}' а функција 
1(5) дефинисана ови.м. ред6.м. је реzуларна у обласiilи R{s} >у, 
ocu.м. у iilaчкаЖl 

s= Yv, v= 1'2' .... k, 

које су Uолови upBoza реда са резидуу.м.u.м.а Cv Yv, '= 1,2, ... k. 
Д о к а з. Ако функцију 1(5) изразимо интегралом 

оо 

I(s) = r х-В dA (х) 
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који је, према (6), конвергентан за R {s} > R {у 1}' и ако у 
њему напише,vю функцију А (х) у облику (6), БИће 

со k 

[;s)- f х-а d{~cvx'rv+xYc(X)}= 
k со со 

= LCv[X-SdxУv + Ј x-Sd{хУс(х)}~ 
11=1 1 

k со со 

= LcvYv!rS+YV-ldx+ !X-Sd{ХУС(Х)}~ 
,=1 

k со 

= L CV YlI + f x-Sd{хУс(х)} за R{s} >R{Yl}' 
v=l S -Уv i 

Парциалном интеграцијом овог последњег интеграла, 
тј. истим поступком као у претходној тачки, добивамо да је 

k со 

[(s)- L CvYv ~ -c(l)+s f x-s - 1+Yc(x)dx • 
• =l S - Yv 1 

Како овај последњи интеграл претставља аналитичку 

функцију која је регуларна за R{s} > R{y}, то из ове 
једначине непосредно следи доказ самога става. 

(11) Илустрације ради уочймо Lапdаu-ов пример наведен 
у тачки 7. 2. (ј)ј тј. 

ln .... n и ап=1+nУ-1 , О<у<l. 

Како је овде 

А (х) = L (1 + vY- 1) = [х] + L vY- 1 = 

х х х 

- [х] + f tY- 1d[t] = [х] + f t Y- 1 dt - Ј tY-1d{t-[t]}-
(,1 о о 

х 

~ [х] + ~ ХУ - f tY- 1d{t - [t]}, 
о 
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то, кад овај интеграл парциално интегришемо, добивамо даље . 

" А:(х) -= [х] + ~ ху - xY-1 (х- [х]) - (1- у) Ј t2- Y (t- Ct]) dt ос 
о 

1: 

=х + ~ху - (х-[х]) (l-хУ- t) - (1-y)!t2- Y (t-[t])a,-= 
у . 

о 

1 
=- х + - хУ + 0(1) х ... <XI У , , 

јер је 
x-[х]=О(I), x-+<XI. 

Према томе је, на основу става 2, функција 

оо 

f(s) '"" L (1 + nY- t) п-В 
n=l 

регуларна у области R {s} > О, осим у таЧКЗЈ\\а s = 1 и 
s = у, где има полове првога реда са резидуумима 1 и 
1 
У у = 1, а што се поклапа са чињеницом да је 

f(s) -= ь(s) + ь(s+ 1- у). 

(Ш) Као што из горњег извођења видимо, да бисмо 
функцију f(s), дефинисану Diгiсhlеt-овим редом (1), могли 
аналитички продужити лево од праве конвергенције, није 

битно да се функција А (х) може рашчланити на специалне 
изразе облика cvxYv. У суштини је. довољно да се ова 

функција може уопште рашчланити на две функције 

А (х) = w(x)'+ с(х) , . (7) 

тако да функција с (х) тежи спорије бесконачности или 

брже нули од функције w (х), а да нам је при томе још 
позната и аналитичка природа функције 

оо 

W(s) '"" Ј oГSdw(x). 
1 

. Прецизније: ако се функција А (х) може рашчланити 
на облик (7), тако да је 

Нт sup 19l w (х) 1= г 
"=00 19x ' 
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и 

liт sup Iglc(x)1 -= у са Г> у, 
х=оо 19 х 

тада су Diгichlеt-ов ред 
, 

I(s) = ±avlv- s= Ј x-SdА(х) 
v=l 1 

и интеграл 

оо 

W (s)= Ј лSdw(х) 
1 

конвергентни за R{s} >Г (в. став З т. S. З (i», док интеграл 
оо 

C(s)= Ј лВ dc(x) 
1 

конвергира веli за R (s) > у. 
Како је, међутим, према (7), 

[(s~= W (s) + C(s), (8) 

то ако функuију W (s) можемо аналитички продужити у 

област R(s»y«r), тадафункције [(s) и W(s) морају 
у тој области имати исте сингуларитете, јер је, према (8), 
разлика 

[(s) - W(s) 

регуларна у тој области. 

(1) Примера ради узмимо да функција А (х) има облик 

А (х) = сх'rl1gл-1 Х + С (х), (9) 
са 

с(х)=О(хУ+Ь), за свако 6>0, x~oo, (10) 
и да је 

Уl>У>О. 

Како је у том случају, заR(s) > Уl. 
оо оо 

Ј лSd {хЂ IgЛ-1 х} = s Ј x-Н'rгЧgЛ-1 xdx ~ 
1 1 
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где смо извршили смену х = еи , то је, према (10) и изво-
1јењу у претходним тачкама, 

f(s)- iavlv-s='СГ(А) ·s - с(1) + sj r 1- S c(x)dx. 
11=1 (S-Y1P· I 

Овај последњи интеграл претставља аналитичку функ­
цију која је, према (10), регуларна у области R {5} > у; овим 
смо добили овај резултат: 

Ако коефициенти Diгichlеt-ова реда (1) функције [(5) 

задовољавају услов (9) са (10), тада не функција [(5) бити 
регуларна у области R{s}>y, осим у тачки S=-=Yl> у, 
која је пол или критични сингуларитет облика (s - у l)-А, 
према томе да ли је А цео број или не. 

7.4. (1) Напослетку, наведимо још један став, који не стоји 
у непосредној вези са претходним ставовима, али се ослања 

на исти принцип. Прегледности ради овај став немо извести 
за специалне Diгiсhlеt-ове редове облика 

1i=1 

код којих је, дакле, 

[n"""'n или Аn = 19n. 

ОЈ) Нека је аn , n= 1, 2' .... ' са ао = О, низ реалних 
бројева; посматрајмо функцију 

g(x)=an(x-n) за n<Х<n+1, n=О, 1,2' ..... 

Како она има у тачки х-п скок дужине - аn-1 , то ако 
са - k (х) означимо њену функцију скока (в. сл. 26 и 27), биl1е 

g(x) = h (х) - k (х), 

где је диаграм функције h (х) полигонална линија (на слици 

извучена цртичасто) која у размаку (n,n+ 1) има нагиб аn • 
Претпоставимо да је 

аn = О(n«), а:>0, х-+ оо, 
тада је и 

g(x) = О(х«), х-+ оо, 

И ако посматрамо интеграл 

оо 

Q (s) = s f х-В-1 dg(х), 
u 
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тада је он, према (3) и ставу 3 тачке 5. 3. (ј), конвеРГентан 
за R {s} > (1 - 1 . . 

Како је, међутим, 

Ь(х) = О (ХClt +1) и k(x)=O(xCIt + I), Х-+ОО, 

(а.) 

о ~ .3 ... 

С,Ј. 26. 

А(х.Ј 

(Q~ : 

• · · 
а. 

о{ 
о ~ Ј .4 

С •. 27 . . 
то ако у горњем интегралу заменимо функцију е(х) са 

Ь(х) - k (х), добивена два интеграла lie конвергирати само 
за R{s} > (1, тако да је за ове вредности од s 

оо оо оо 

Q(s)=s f х-а-1 dg(x)=s f X-S-1 dh(x) - s f x-S-1dk(x) ... 
о о о 

оо оо 

=s Ј х-1-а h'(x)dx-s Lan_ 1n--1 • 

. U n=1 
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Ако овај интеграл парциално интегришемо и водимо 

Јрачуна о томе да је ао"", О, 0.' (Х) ,.. О(ха), R{s} > а И да је 
ћ' (х) степена ста функција са скоковима дужине аn - аn_! 
у тачкама х=n, n=I,2,з, ... , тада је 

со со 

O(s) .... f x-Sdh'(x) - s L:~:;:-: = 
о n=1 

Према томе, ако ставимо 

оо со 

q> (s) .... L (аn - an~l)rгs и Ф (s) == L а; n-4, 
n=1 n=1 

11 приметимо да су ови редови, због аn = о(nа), конвер­

гентни за R{s} > а, БИЋе 

q>(S)-SФ(S)=О(S)-sq>(s+l) за R{s}>a. 

Како је функција на десној страни регуларна за 

R{s} >а-1, . то значи да кад једну од функција q>(S) или 
Ф(s) можемо аналитички продужити лево од праве R{s} =а, 
да тада можемо продужити и другу, и да обе ове функције 
.имају исте сингуларитете у прузи а-1 <R{s} <а. 

а 
Ако овде заменимо аn - аn-1 са аn , према томе .-!! са 

п 
п 

Аn - ~ ~av, 
,=1 

'тада добивени резултат можемо и овако формулисати: 

Ако се једна од функција 

оо со 

Чr(s) = Lаnn-в и 'V(s) = LAnn-', 
n=1 n=1 

·~дe је Аn арllill.AtelIlичка cpeд~ коефицueнаша аn , .Al.оже 

·..анаJtиlIlични ародужиши Аево од араве конверzе/щије, шада се 

. .,ноже и дРУ1.а, и обе функције U.Al.ajy исше сиН~УJtaришеlIlе у 
Лруаи UШPIlJU: 1 мво од. араве конвеpuнције. 
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(Н) Приметимо да аналоган став за опште DirichJet-ове 
редове може важити само ако низ експонената Аn не расте 

сувише брзо; јер, веБ кад је ЛN = п, дакле у случају TayJor­
ових редова, за е-В = z, имамо 

оо 

И F(z)",,LAnzn, Izl<l, 
n=1 n=1 

тако да је 

f(z) =z(l-z)F'(z). 

Према томе, функција f(z) може бити регуларна у 
тачки z =- 1, што не мора више бити случај са функцијом 
F(z). 



ОДЕЉАК D. 

НАПОМЕНЕ 

1. Напомене које се ОАвосе на ниsове и Р'Аове 
По Напомене које се ОАВосе на реате .УНlщије 

IП. Опште напомене 

L Напомене које се односе на нивове и редове 

1. (Ј) Низ бројева 
Ху , У-l, 2, 3'0 о о о, 

је оzраиuчеи ако постоји позитиван број М такав да је 
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'Ху' < м за свако v = 1, 2, 3, о о о оо (1) 

Ма који од бројева М који је веliи од апсолутне 

вредности свих чланова низа Ху је једно оzраиuчење низа Ху • 

(Щ Ако је низ Ху реалан, неједначине (1) се могу на­

писати и овако 

- ЈИ <>;у < М, у= 1,2,3,. о.; 

у овом случају кажемо да је - М једно доње, односно 

.лево оzраfluчење, а М једно tорње, односно десио otраиuчење 

низа Ху • 

Низ Ху може бити ограничен било једнострано и то 
кад је или 

Ху > М' за свако IЛ= 1'2'3' .... ' 
или 

Ху < м за свако v = 1, 2, 3, .... , 

било ограничен са обе стране, тј. кад је 

М' < Ху < М, за свако у= 1'2'3,. .... 
На пример, низ 

( - I)У 
Ху =---, У=I,2,3, ... 

v 

је ограничен са обе стране. Његово горње ограничење је 

сваки број ;>1;2, а доње сваки број <-1. Његово 
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.апсолутно ограничење је сваки број > 1. - Низ 

Xv=vI12 +211-(-1)v l1,I1=I,2,3, .... , (2) 

је ограничен само са доње стране, и његово доње ограни-

'чење је сваки број < VЗ - 1. . 

2. (i) Горља tраnица низа који је ограничен са десне стране 
је његово н а ј м а њ е горње ограничење. То је онај број Q 

.кqји није мањи ни од једног члана низа xv, тј. такав да је 
I 

Xv< Q за свако 11= 1'2'3, .... , 

·а за који постоји најмање један члан ХN низа Xv такав да је 

ХN > а- 8, за свако, ма како мало 8> о. 
Слично се цефинише и доља tpanuqa g низа Xv,' тј. 

то је онај број g који није вени ни од једног члана низа xv , 

-з постоји најмање један члан Хт који је мањи од g+8, за 
свако 8>0. 

Ако је низ ограничен његова горња и доња граница увек 
постоје. Ако низ није ограничен узима се као његова горња 
граница + оо, а као доња граница - оо, тј. ставља се да је 

й= + оо, односно g= - оо. 

Горња или доња граница могу али н е м о р а ј у при­
падати датом низу. Тако, на пример, горња граница й=-= 1, 
низа xv = 1/11, 11= 1, 2, 3, ... , припада низу, док то није случај 
са његовом доњом границом g=O. 

ОЈ) Како је горња граница кад она п р и п а Д а датом 

низу једнака његовом највенем - максималном члану то, 
проширујуни појам за симбол Мах, уводимо за горњу гра­
ницу Q ову ознаку 

. й= Мах {xv}. 
Ј:е::;;"<оо 

Ако се ради само о коначном низу бројева 

xV , I1-Р, р+ 1' .... ' q -1, q, 

·тј. о низу са коначним бројем q - р+ 1 чланова, тада је са 

Мах {xvJ 
P~II:e::;;q 

.дат његов највени члан. 
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На исти начин 

претставља најмањи од бројева XV , v=p, р+ 1' .... ' q-l, q, 
док 

g= Мјп {xv} 
lЕ:;;у<оо 

претставља најмањи члан низа, односно, ако овог нема, ње 
{'ову доњу границу. 

Уколико је наРОЧI1ТО потребно разликовати доњу и 
1'орњу границу- од најм.ањег, односно највеЂег члана, или 

истаЂИ да доња, односно горња граница не мора припадати 
самоме низу, употребљавају се и ознаке Вn. или Bd. 
{borne, boundary), на пример, 

й= Bd {xv} , 

IЕ:;;У<оо. 

односно g- Bd{xv }. 

lE:;;v<oo -

з. (i) Близuна или околина тачке а је егзактан математички 
појам ј то је сваки, произвољно мали размак који садржи 

тачку а. - Кад кажемо да се извесне тачке налазе у бли­

зини тачке а, или да је извесна особина задовољена у 
близини тачке а, то значи да се ове тачке налазе, или да 
је ова особина задовољена за сваки размак (а-е, а+е), 
ма како мали био 8 > О. 

(Щ Таrжа наzо,,"u.ЛaВања низа x\l је она тачка а' у чијој 
се близини налази бесконачно много чланова низа xv, или 
их има бесконачно много који су' сви = а. Другим речима, 
.а, је тачка нагомиJiавања низа XV ако је за бескрајно много 
индекса п 

Ixn-al<s, ма како мали био 8>0. 

Бесконачан низ бројева може имати једну, коначно или 
бесконачно много тачака нагомилавања, али може бити и без 
тачака нагомилавања. На пример, низ природних бројева нема 
тачака нагомилавањај низ X v =: I/V или низ (2) имају по 
једну тачку нагомилавања и то код првог низа је а = О, 
а код другог а= 1; низ xv "'" ( - 1)\1 има две тачке нагоми­
лавања и то а1- - 1 и а. == + 1 , док су сви реални бро­
ј еви тачке нагомилавања низа рационалних брОјева. 

Теорија 8 праllCa Stleltj __ a JIIIТeI1Iana 15 
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Тачке нагомилавања, ако их има, могу али не морају 

припадати датоме низу. На пример, тачка нагомилавања 
а1 = 1 низа 

припада низу, док му тачка нагомилавања а2 -= - 1 не 

припада. 

(Ш) Ако било доња, било горња граница не припада 
низу, тада је она увек једна тачка нагомилавања тога низа. 
Међутим, ако једна од ових вредности припада низу, ове 

вредности више не морају бити тачке нагомиЛавања. Тако 

је, на пример, код низа (2) 

g~V3-1~х1' 

а g није тачка нагомилавања тога низа. 

4. (Ј) В о Ј z а П о - W е i е r s t r а s s - о в с т а в . Сваки беско­
начан и оtраничен низ бројева lUta нај.мање једну шачку на­

zо.милавања. 

Како је низ ограничен, то постоји коначан размак Ј() 
у коме се налазе сви чланови тога низа. Кад овај размак 

преполовимо мора се најмање у једној од' ових половина 

налазити бесконачно много чланова низа; -означимо тај део 

са 11' ПримењујуJ:iи исти поступак на Ј1 добивамо размак 
12 дужине 2-2}0, а после п таквих поступака размак 

Јп дужине 2-n Јо, у коме се налази још увек бесконачно 
много чланова датог низа. Овим (EukJid-овим) поступком 
одређен је, у диадном систему, реални број w у чијој се 

близини, на основу самог начина образовања размака Ју, 
v = О, 1, 2, ... , мора налазити бескрајно много чланова низа 

Ху • Дакле, w је тачка н~гомилавања посматраног низа. 

ОЈ) ВоЈzапо-Wеiегstгаss-овим ставом, тј. ставом о егзи­

стенцији тачке нагомилавања, служи се BoJzano {1} у доказу 
да функција која је неограничена у размаку (а, Ь) мора 

бити у томе размаку прекидна. - При томе се BoJzano 
позива на свој рад "Lehre von der Messbarkeit der Zahlen" 
који је остао у рукопису. Међутим, у списима које је при­

купио RychJik, који је средио Bolzano-Ba дела, нема ни тога 
става, ни његова доказа. 
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Назив "Воlzапо-Wеiеrstrаss-ов став" потиче, вероватно, 
из Sсоопfliеss-ова чланка о .. Теорији скупова" у Енциклопе­
дији. Не зна се на основу чега је он овом ставу дао тај 
назив, уколико тај назив потиче од њега; у StOIZ-ОВУ {3} 
приказу Боlzапо-ва математичког рада, који се оснива на 

Bolzano-вим штампаним списима, тај се став не спомиње. 
Први који је прецизно формулисао тај .став и систе­

матски се њиме служио у својим предавањима био је Weier­
strass (види Kossak {1} и Pincherle {2}). 

5. (1) Низ xv KOHBepzupa и шежu zранuчној вредносшu а (или 
краliе, zpaHuqu а) ако сваком произвољно малом броју в >0 
одговара такав цео број n=n(в), да буде 

Ixy-аl<в за свако v>n. 
Ово краliе пишемо 

limху=а или Xv-+a кад v-+ оо. 
у=CIO 

Сваки конвергентан низ је ограничен. 

Гранична вредност (граница) низа Xv је увек једна 

(и једина) тачка нагомилавања тога низа. Обратно, тачка 
нагомилавања не мора бити увек гранична вредност· низа. 

Међутим, ако је низ ограничен и има с а м о ј е Д н у тачку 

нагомилавања, тада он конвергира, а ова тачка нагомилавзња 

је његова гранична вредност. 

(Щ Сваку тачку нагомилавања можемо добити као гра­
ничну вредност повољно изабраног делимичног низа хnу 
посматраног низа Ху • Другим речима, ако је w тачка 

нагомилавања низа· xv , тада постоји увек такав делимична 

низ Хnу низа Ху да 

хnу -+ W кад nу -+ оо. 

Ако је низ Ху ограничен, делимични низови 

Хn'= Мјп {Ху } и Хn"= Мах {xv}, n= 1, 2' .... ' 
I~v~n l~J~n 

су конвергентни и теже доњој граници g I односно горњој 
граници Q тога низа. 

Ако је низ Ху конвергентан, тада један од бројева 

g- МјП {Ху} или о= Мах {xv}, 
l~J<OO l~JI<OO 
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или оба, припадају самоме низу. Ако један од ових бројева 
не припада низу тада је он истовремено и његова гранична 
вредност. у том случају, на пример ако О не припада низу, 

можемо увек изабрати такав делимичан низ Хnу да. буде 

Хnу < Х}1 за свако р. >= nу , 
и да 

ХN ~ о кад nv~ ОО; v 

такав један делимичан низ је, на пример, низ 

Мјп {Xv }. 

n~v<oo 

6. (1) Најмања тачка нагомилавања, или прецизније, доња 
граница множине тачака нагомилавања низа Xv зове се 

доњи limes или limes inferior и обележава се са 

Нт inf Xv или Нт Ху • 
v=oo 

Највеliа тачка нагомилавања зове се zорњu limes или 
limes superior и означава се са 

Нт sup Ху или са јјт Ху • 
v=oo v .... ;io 

Ако је низ ограничен ови бројеви увек постоје; кад је 

низ неограничен са горње, односно са доње стране, ставља се 

Нт sup Ху= + ОО, односно Нт inf Ху = - ОО. 
v=oo v=oo 

Низ Xv је конвергентан с а м о ако је 

Нт inf Ху = Нт sup Ху *± оо. 
v=oo v=oo 

(li) Између доње границе g, горње границе О, Iimes 
inferiora 1 и limes superiora,L постоје увек неједначине 

g<l<L<O. 
Ако је низ Ху ограничен, 1 и L су тачке нагомила­

вања низа, тако да можемо увек изабрати два његова де­
Jlимична низа таква да један конвергира доњем limesu 1, а 
.Други горњем Jimesu L; међу осталим, низ 

3 низ 

МјП {xv}~l кад n~OOJ 
nE;;;v<oo 

Мах {xv} ~L кад· n~ оо. 
n~v<oo 
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у општем случају је g < l и О> L ј MeIjYT~!'t', ~J(O је, 
рецимо, g=-= l, тада постоји увек делимичан ~из xn\l ђиза 
Ху , такав да је 

xn\l <Х}1 за свако р.<nу • 
и да 

ХN ~ g=l кад n\l-+ ОО. 
\1 

Такав један делимичан низ је, на пример,низ 

Мјп {X\I}. 
l::О;;и::О;;n 

Ако 
X\I+1-Xy-+O кад и-+ оо, 

или општије, ако је 

Нт јпј (X\IT1-X\I)=O, 
и=QO 

тада су све тачке размака (/,L) тачке нагомилавања тога низа. 

7. (i) 3а низ кажемо да је дuвеpzeнmaн ако не конвергирај 

постоје два битно различита случаја дивергенције. 

Ако је 
Нт inf X\I -= Нт sup X\I = ± оо 

\1=- \1=00 

кажемо да је низ X\I стварно диверzеншан или да шежи 

± оо, и пишемо 

X\I -+ + ОО, односно Ху -+ - оо кад Х -+ ОО. 

Ако је 

l = Нт inf Ху Ф Нт sup Ху = L 

кажемо да низ X\I ОСЦllЛира, и то између коначних или 

бесконачних граница према томе да ли је он ограничен или 

неограничен. Под раз.м,ако.м, осцилације подразумевамо раз­

мак (l, L). 
ДОК стварно дивергентни низови имају извесне анало­

гије са конвергентним низовима (горњи и доњи лимеси су 

једнаки), дотле се низови који осцилирају битно разликују, 
и у ствари то су они низови који У суштини не конвергирају. 

(li) Низ Xv је стварно дивергентан и -+ + оо ако ма 
како велик био број М, МО2Кемо одредити довољно велик 
индекс п = п (М) такав да буде 

Хџ<М, за CBaкg и>n(М). 
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Отуда следи да стварно дивергентан низ нема ниједну тачку 

нагомилавања у коначности, тј. ни у једном, ма како великом 
размаку, и да у извесном смислу можемо сматрати да се она 

једина тачка нагомилавања која би му одговарала налази у 
бесконачности. 

Ако је низ X v стварно дивергентан и, на пример, 

~ + ОО, тада његова доња граница увек постоји и припада 

самоме низу. У том случају можемо увек наliи такав дели-
мичан низ xnv низа Ху да буде . 

Х}1;>Хnу за свако р.;>nу , 

и да 

Xny~OO кад ny~OO. 

Такав низ је, на пример, низ. 

Мјп {ху}. 
n~и<oo 

(Ш) Ако низ Xv осцилира, тада ОН' мора имати нај­

мање две тачке нагомилавања укључујyliи при томе - ОО и 

+ ООј међутим, он може осцилирати а да у коначности нема 
ниједне тачке нагомилавања, у ком случају он мора бити 

неограничен са обе стране, као, на пример, низ 

Ху =( -l)Уv. 

Ако је низ Ху неограничен, рецимо са горње стране, 

било да он стварно дивергира или не, увек постоји дели­

мичан низ Хnу такав да је 

Ху < Хnу за свако v < nу , 

као што је то случај код делимичног низа 

Мах {Ху}. 
I~n~и 

8. (l) 3а низ Xv кажемо да је .AtоноШон, и то да .AtоноШоно 

расше, ако је ' 

Х1 <Х2< .... <ХУ<ХУ+1 < .... , 
а да .AtоноШоно оUада ако је 

Х1 ;>Х2 ;> .... ;>Ху ;>Ху+1;> .... 
Монотони низови не могу осцилираТИј прецизније: 

Сваки .AtоноШон и оzраничен низ је KOHBepzeHillaH. 

(3) 
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Заиста, према Воlzапо-Wеiеrstrаss-ову ставу он мора 
имати најмање једну тачку нагомилавања w; треба да по­
кажемо да је то и једина тачка нагомилавања. Претпоста­

вимо зато да низ Ху монотоно расте. Тада се десно од w 
не ,може налазити ни један члан низа, јер кад би Хт био 

~ w, тада би се, према (3), лево од Хт налазило највише 

т - 1 (према томе коначно много) чланова низа Ху , так(' 
да w не би могла бити тачка нагомилавања. Према томе jt' 

Ху< w за свако у= 1'2'3 ..... . (4) 

Лево од w - 8, ма како мали био 8> О, налаЗI. се 
такође само коначан броЈ. чланова низа Ху ; ако се, на ПРИVl.ер, 
ХП налази у размаку (W-8, w) (а у том размаку мора бити 

бескрајно много чланова), то има највише п - 1 чланова који 
су < w - 8. Према томе је .' 

Ху> w - 8 за свако v > n. (5) 

Из (4) и (5) следи да је 

тј. да 
O<W-Xv <8 за свако у>n, 

Ху ~ w кад v ~ оо • 

(ЈЈ) ЗадржавајуJ:iи главна својства монотоних низова, 

појам монотоније се може веома лако проширити као што 

је то показао Hardy {6} (в. и Wendelin {1}} уводеJ:iи нскоро 
монотоне" низове. 

Низ Ху је скоро .м,оноШон ако се испред (иза) ма ког 
члана хп низа налази само коначан број његових чланова, 

Тј. ако је неједначина 
Ху<Хп 

задовољена само за коначно много чланова Ху , ма какав 

био n. 
Истим расуђивањем као за монотоне низове добивамо 

да је сваки скоро .м,оноШон и otранuчен низ KOHBepteHi1laH. 

Конвергентан низ бројева је скоро монотон ако се ње­

гова гранична вредност поклапа са горњом границом. 

Сваки стварно дивергентан низ је скоро монотон. 

Ове две чињенице можемо укратко формулисати и овако: 

Ако је низ скоро монотон, тада је 

l= О, (или g=L), 
узимајуJ:iи у обзир и случајеве кад је један од ових бројева 
бесконачан. 
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Скоро монотони ниаови су утолико важни што на њих 
уствари наилазимо при дефиницији тоталне варијације и 

одређеног Интеграла. Ако уочимо одређен· низ подела неког 
раамака (а, Ь) и у односу на ове поделе образујемо било 
ниа збирова тоталних варијација' (в. А. 5. 1. (ј», било низ 
горњих и доњих DагЬоuх-ових збирова или средњих осци­

лација· [20, (Н)], било горње и доње збирове StieJijes-оВ8 
интеграла у односу на монотону функцију (в. В. 1.2. (јј». 

тада су сви тако добивени низови скоро монотон и (в. VVen­
deJin {1 Ј). 

9. (1) Cauchy-ев {З, стр. 125} општи критериум 
к о н в е р г е н Ц и ј е . Да би низ Ху био конверtеншан йо­

шребно је и довољно да свако.м. йроизвољно .м.ало.м. броју 

8 >0 одz.oвара цео број n=n (е) такав да буде 

IXY+Jl - хуl <в (6) 

Ја свако џ;;::'n и сваки цео број 11;;::'0. 

Услов је потребан. Из конвергенције низа Ху граничној 
вредности а следи да постоји број п (е) такав да буде 

Ixy-al<e за свако џ;;::'·n. 
Према томе је и 

па је 

XY+Jl-хуl<lхУ+Jl-аl+lху-аl<28 за свако 11>0 и џ;;::'" 

Услов је довољан. Из (6), са у= 1, следи да је 

IXJl +1 -Хll < е' аа свако 11 ;;::'0, 
према томе је 

I Ху I < I Хl I + е' аа свако џ> 1 , 

што ана чи да је низ Ху ограничен. Према Bolzano-VVeier­
stгаss-ову ставу он, дакле, мора имати најмање једну тачку 
нагомилавања. Нека је а та тачка нагомилавања и нека је 
Хn један члан низа који· се налази у близини те тачке, тј. 
такав да буде 

са унапред датим произвољно малим е>О и n=n(е). Према 
услову (6), за џ=n, је тада 

IXn+Jl -а 1 =1 Хn +1" - хn +хn - ai < 
<lxn+Jl-хnl+lхn-аl<2.е за свако 11;;::'0. 
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тј. 

дакле, 

xv-+a кад V-+ оо. 

Још пре СаисЬу-а је овај критериум употребљавао Воl­
zano {2}. 

(11) ~аuсhу-ев услов можемо написати још у нешто 
различитом облику који се у суштини не разликује од 

- оног који је дао АЬеl {1}. Овај облик је којипут за примену 
подеснији и гласи: Низ Xv је конвергентан ако 

xnv - Xv -+ О кад v-+ оо И nv-+ оо, (7) 

и то за с в а к и низ целих бројева nv који тежи беско­

начности са v. 
\ . 

ОваЈ услов можемо заменити и сличним условом КОЈИ 
привидно мање изискује и то ако не захтевамо да услов (7) 
буде испуњен за све низове nv ~el1 само за с в е оне 
низове који расту брже од једног унапред датог низа Pv, 
ма како брзо тежио бесконачности низ pv. - Један облик 
СаисЬу-ева критериума у коме се претпоставља да је услов 
(6) испуњен дао је WendeIin {1}. 

10. (1) 3а скуп А бројева, или тачака а, кажемо, по Сап­
tor-y {1}, да је uребрајuв ако се може написати у облику низа 

тј. ако између елемената а скупа и природног низа бројева 

1, 2, 3,. . .. можемо успоставити биунивоку кореспонденцију 
тако да сваком елементу ап одговара тачно један при­

родан број п и обратно, да сваком природном броју т 
одговара одређен елемент ат. Другим речима, скуп А је 

преброји в ако се његови елементи могу нумерисати индексима 

тако да ниједан од његових елемената не претекне. 

Поред природног низа, преброји в је и скуп свих рацио­

налних бројева као и скуп свих алгебарских бројева. 

Два или више пребројивих скупова чине преброји в скуп. -
Уопште, пребројиво много пребројивих скупова чине пре­
броји в скуп. Јер, ако њихове елементе напишемо по квад­

ратној шеми можемо их диагонално све ~ребројати. 

(11) с"уа свих реалних бројева није uребројив. 
Да скуп свих реалних бројева е. на пример размака 

(0,1), није преброји в доказао је Cantor {2} овако: Претпо-



234 Одљ. о. 

ставимо да смо, ма на који начин, нанизали реалне бројеве 

раэмака (0,1), и нека је еу v-ти од ових бројева. Напи­

шимо затим ове бројеве у облику децималног разломка, тј. 

ставимо 

еџ=о, dv,ldv.2dv,s .••. , и~I, 2, 3' ..... 

Са dv, Ј1 означене су поједине децимале бројева ~Џ' а кад 
је овај број рационалан, да бисмо га једнозначно написали, 
усвојиJ:iемо да се децимални разломак тада завршава самим 

деветицама. -- ~a на који начин успоставили ову кореспон­
денцију увек ће претеJ:iи реалан број 

e~o, d1,1 d2,. da,s·· .. 

размака (0,1), јер је он различит од еу и то за свако џ; 

он није садржан ни у једном од оваквих низова, дакле, овај 

скуп не можемо пребројати. 
Ово је резоновање познато под именом Сапtог-ов {2} 

диаzонални UосшуUак. 

11. О) СаисЬу-ев став {3, стр. 54} о аритметичкој 
с р е Д и н и. Ако низ Ху конверщра Шада и низ ње1.0ВUX 

ариШ.мешuчкux средина копверzuра uсшој zраничној вредносШu, 
тј. из 

xџ~a кад џ~oo, 
следи да и 

(8) 

кад n~OO. (9) 

Према претпоставци је 

Ixv -al<8 за свако џ;;;"т=m(8) и 8>0, 
па је 
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Како за свако коначно т 

кад n~OO, 

то је 
liт sup ! хп - а! <В, 
п=со 

а како в можемо бирати произвољно мало, то мора, дакле, 

ХП ~a кад n~OO. 

(ЈЈ) Обратан став не важи, као што то видимо из примера 

Xv "" sin2 a:v, и~ 1,2, ... , где је O<a:<,-r. 
Размак осцилације овог низа је (О, 1) ако је a:/,-r ирацио­

нално, или ако је a:/,-r-p/q и q парно, а (о, sin2 (2:+ 1 ,-r)) 
ако је q "'" 2 k + 1 ; међутим, 

" 

1 cos (n+.l)а: sin па 
=-=-- ~ 

2 2n sina 

1 
~ - кад n~oo. 

2 

Уосталом, баш због ове особине, низ аритметичких 

средина је као поступак збирљивости осцилаторних низова 
од нарочите важности. - Тако, на пример, производ (у Cauchy­
еву смислу) два конвергентна реда 

v=o v=o _ 
тј. ,ред 

~cv где је сп"""апЬо+аП-1Ь1+ ... +аоЬп 

не мора бити конвергентан (ако ниј.едан од датих редова 

није апсолутно конвергентан), међутим,. низ аритметичких 

средина 
п п 

..!... L Cv где је Сп'" LCv 
nv=o v-o 
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конвергира и тежи производу ~ 5" збирова горњих редова 

(CesarO-QВ {l} став). 

(Ш) Да би се из конвергенције низа аритметичких сре­

дина (9) могла закључити конвергенција самога низа (8) по­
требно је, као што је показано и у тачки С. 7. 3, да сам ниг 
задовољава још један суплементаран услов, тзв. услов 

конвергенције. Два таква елементарна услова су услови (6) 
и (7) тачке С. б.2. Међутим, много дубље лежи Hardy-ев {3} 
став који казује да се услов (6), тј. претпоставка да 

n(Xn-Xn_l),"",nиn~O кад n~ оо, 

може заменити претпоставком да овај низ остаје само огра­

ничен, наиме да буде 

nиn,"",O(l),n~oo. (10) 

Ово lieMo најбоље видети из самог доказа овог става 
који гласи: 

Нека је 

тада из (9) и (10) следи (8). 

KpaTKolie ради, када се у индексу, на пример Ха., на­
пази. број који није цео тада ··подраЗумевамо да је 

Ха=ХП где је n,"",[а], 

а исто тако под 

а п 

.~ подразумевамо L: где је n=[а]. 
v =1 v=1 

Нека је 1. > 1; доказ се састоји у томе да се покаже 
прво да из (9) следи 

лn 
1 

Уп'"'" ~ xy~a, n~ оо, 
{1.n] -п L.J 

v=n+l 

а затим, на основу услова (10), да 

Нт sup I Yn-xnl 

можемо учинити произвољно мапим ако 1. - 1 изаберемо 

довољно мало. Сам доказ се изводи овако: 



1. [11] 

Из ([)..n] - п) Уп-[)..n]Хм - nхп , 

[)..n] ........ )..n, n-+ оо , 

следи, према (9), 

Даље је 

Уп"" [)..n] Хм _ п хп -+ 
р .. n]- п [} .. n]- п 

л 1 
-+--а- -а= 
л-l л-l 

-+ а кад л -+ ОО. 

'Аn 
1 

уп -ХП ~ "'" Xv -хп-
[лл] -л ~ 

v=n+l 

како је, према (1 О), 

70 је 

па је 

1 v luvl<M --<Mlg-1, у-2,3, ... v у-

~=n+1 

v 

~=n+1 

v 

<М L 19р.~I-= 
~=n+l 

v -Mlg-
л ' 

1 дп 

I уп - Хп I < "'" I Xv - хп I < [лл] - л L., 
v=n+l 

< Мах {lxv-хпЈ}< 
n<V<Лn 

< . Мах {Mlg~}< 
n<v<M л 

<Мlgл, 

237 
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одакле коначно добивамо да је 

liт sup I уп -хn l<Мlgl. 
n= оо 

3бог тога што 
19l -+ О кад 1 -+ 1 , 

и што 

уп -+ а кад п -+ оо, 

то мора, према овој последњој неједначини, и хn да тежи 
а кад n-+ оо, чиме је Hardy-ев став доказан. 

Поред овог доказа дао је Hardy{7, стр. 122} још један 
доказ који се оснива на чињеRИЦИ да ХN не може кон­

вергирати ако nиn не тежи нули, а остаје ограничено. 

12. (Ј) Ако низ хn стварно дивергира и низ његових арит­

метичких средина хn мора стварно дивергирати: 

Из 
хn -+ оо кад n-+ оо, (11) 

следu 
п 

Xn=~ 2: Xv-+ оо кад n-+ оо. (2) 
п 

11=1 

Ако са М означимо произвољно велик број, према 
претпоставци (11), постоји увек такав цео број т да буде 

хn>м за свако n>m. 
Како је 

п т 

ХN = ~ ""-"' X II + ~ ""-"' Х" > . п LJ nц 
v=m+1 11=1 

п т 

> ~ 1I~1 Xv -.1 ~ ~Xyl> 
т 

П т 11 ~ I >тМ- li LJXv , 
11=1 

и како за свако коначно т 

то је 

т 

. 1 - L xv-+O кад n-+ оо, 
п 

11=1 

Нт inf Хn">М. 
п-оо 
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Како М можемо изабрати произвољно велико, то је 
liт inf Хn = оо, тј. и 
n="" 

ХN -+ оо кад п -+ оо • 

(ЈЈ) Обрнуто не важи ни за овај став, тј. из (12) не 
мора следити (11). На пример, низ 

xv = (1 + ( - 1) v) v, v = 1, 2, З, .. о о, 

Ме1)утим, ако низ ХN стварно дивергира, или општије: 

Ако lШ3 арuili.A1еШullКUX средuнл ХN не остаје оtранuчен, 
шада ни низ хn не .може осташи оzраничен, јер из 

ХN = 0(1), п -+ оо , 
следи 

Xn=O(l), n-+ оо. 

Ово последње твр1)ење је непосредна последица оче­

видне неједначине 
п 

1 . 
Мјп {xv}<-Lxv< Мах {xv}o 

l~v~n П V= 1 l~и~n 

1~ О) Јепsеп-ов став 
СаисЬу-ева става гласи: 

{1, 2} који даје једно npоширење 
~ 

Нека је 
Pv>O за свако v= 1, 2, З,о. О, (13) 

и 

из 

следи 
п 

Xn=~ LPvxv-+а кад n-+ оо о 
n V =1 

(14) 

Овај став се, за Рn = 1 за свако П, своди на 

СаисЬу-ево 
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Доказ овог става добива се слично као и доказ 

-Саuсhу-ева става о аритметичкој средини, изведен у [11, (ј)] 
тј. цепањем збира (14) на два збира и двоструким прелазом 
1\а граници. 

(н) Напоменимо да овај став важи и под нешто општи­

i<>M претпоставком, наиме кад се место услова (13), тј. мо­

:нотоније низа Рn , претпостави само да 

Pп~OO кад n~OO, 
iИ да је (15) 

п 

v=1 

Ово проширење је утолико од интереса, што за овако 

'формулисан Јепsеп-ов став, Тј. са условом (15), важи у из­

весном смислу' обрнути став, наиме: 

Да би (14) БU.II.О задовољен.о за с в а к и низ хn који 
.Ш.ежи а, uотребн.о је и довољн.о да важе услови (15). 

. На ову битну допуну Јепsеп-ова става указао је Тое­

plitz {l}, и то не само за збирове облика (14), веБ и за 
-општије збирове облика 

п 

Хn "" LPv,n Ху , (в. и Кпорр {2, стр. 75}). 
v=1 

п 

(Ш) Ако У горњем ставу израз L Ру Ху заменимо са 
v-I 

·Qn, добивамо транскрипцију Јепsеп-ова става, наиме онај 

облик у коме је Cauchy -свој став и формулисао, а који 
гласи: 

Нека је Qn Uроuзвољан н.из бројева, и н.ека н.из Р п 
задовољава услове 

Pn~ оо кад n~ ОО, 
,и 

'РВ -Р11 +I P8- P .1 + ... +[Рn -Рn-1 1 = о (Рn) , n~ оо, 

тада из 

"следи 
Qn 
-~a, n~OO. 

Р n 

(16) 

(17) 
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На исти начин 

претставља најмањи од бројева Xv , "=р, р+ 1' .•.• , q - 1, q, 
док 

претставља најмањи члан низа, односно, ако овог нема, ње 
.. ову доњу границу. 

Уколико је нарочито потребно разликовати доњу и 
горњу границу од најмањег, односно највеl1ег члана, или 
истаl1и да доња, односно горња граница не мора припадати 
-самоме низу, употребљавају се и ознаке Вn. или Bd. 
{borne, boundary), на пример, 

о= Bd {Xv } , односно g= Bd {Xv}. 

I~v<oo l~v<oo 

з. (1) Блuзuна или околина тачке а је егзактан математички 
појам; то је сваки, произвољно мали размак који садржи 

тачку а. - Кад кажемо да се извесне тачке налазе у бли­

зини тачке а, или да је извесна особина задовољена у 
близини тачке а, то значи да се ове тачке налазе, или да 

је ова особина задовољена за сваки размак (а-в, а+в), 
ма како мали био 8 > О. . . 

(јl) Тачка наzо.м,илаВања низа Xv је она тачка а у чијој 
-се близини налази бесконачно много чланова низа xv, или 

их има бесконачно много који су сви = а. Другим речима, 

<l је тачка нагомилавања низа Xv ако је за бескрајно много 

индекса п 

I хn - а I < 8, ма како мали био 8 > О. 
Бесконачан низ бројева може имати једну, коначно или 

бесконачно много тачака нагомилавања, али може бити и без 
тачака нагомилавања. На пример, низ природних бројева нема 

тачака нагомилавања; низ xv = 1/1' или низ (2) имају по 

једну та чку нагомилавања и то код пр вог низа је а = О, 
а код другог а= 1; низ xv =-=( - l)V има две тачке нагоми­

лавања и то а1 - - 1 и а2 == + 1 , док су сви реални бро­
ј еви тачке нагомилавања низа рационалних бројева .. 

Теорија 8 пракса Stleltf_вa uтeгpaпa 15 
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Тачке нагомилавања, ако их има, могу али не морају 
припадати датоме низу. На пример, тачка нагомилавања 
а1 = 1 нива 

припада . низу, док му тачка нагомилавања а2 ... - 1 не 

припада. 

(Ш) Ако било доња, било горња граница не припада 
низу, тада је она увек једна тачка нагомилавања тога низа. 

Међутим, ако једна од ових вредности припада низу, ове 
вредности више не морају бити тачке нагомилавања. Тако 

је, на пример, код низа (2) 

g-- -уз - l--х1 , 

а g није тачка нагомилавања тога низа. 

4. (Ј) В о l z а п о - W е i е r 5 t r а 55- О В С Т а в. - Сваки беско­
начан и оzраничен низ бројева U.AЮ naј.мање једну Шдчну на­

t.о.мuлавања. 

Како је низ ограничен, то постоји коначан размак Ј() 
у коме се налазе сви чланови тога низа. Кад овај размак 

преполовимо мора се најмање у једној од ових половина 

налазити бесконачно много чланова низа; означимо тај део 

са Ј1' Примењујуfiи исти поступак на Ј1 добивамо размак 
12 дужине 2-2 Јо, а после п таквих поступака равмак 

Јп дужине 2-П Јо, у коме се налази још увек бесконачно 
MHqro чланова датог низа. Овим (Еuklid-овим) поступком 
одређен је, у диадном систему, реални број w у чијој се 

близини, на основу самог начина образовања размака Jv, 
v = О, 1, 2, ... , мора налазити бескрајно много чланова низа 
xv • Дакле, w је тачка нагомилавања посматраног низа. 

(н) Воlzапо-Wеiегstгаss-овим ставом, тј. ставом о егзи­
стенцији тачке нагомилавања, служи се Bolzano {1} У доказу 
да функција која је неограничена у размаку (а, Ь) мора 

бити у томе· размаку прекидна. - При томе се Bolzano 
п()зива на свој рад nLehre von der Messbarkeit der Zahlen" 

." који је остао у рукопису. Међутим, у списима које је при­
купио Rychlik, који је средио Bolzano-Ba дела, нема ни тога 
става, ни његова доказа .. 
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Назив "ВоЈzапо-Wеiегstгаss-ов став" потиче, вероватно, 
из SсhопfJiеss-ова чланка о "Теорији скупова" у Енциклопе­
дији. Не зна се' на основу '{ега је он овом ставу дао тај 
назив, уколико тај назив потиче од његај у StOJZ-ОВУ {З} 
приказу ВоЈzапо-ва математичког рада, који се оснива на 
Воlzапо-вим штампаним списима, тај се став не спомиње. 

Први који је прецизно формулисао тај став 'и систе­
матски се њиме служио у својим предавањима био је Weier­
strass (види Kossak {1} и Pincherle {2}). 

5. О) НИЗ Ху KOHBepzupa и illежu 'lранuчној вредносши а (или 
краће, 'lpaHUqu а) ако сваком произвољно малом броју в >0 
одговара такав цео број n=n(в), да буде 

Ixv-аl<в за свако v>n. 
Ово краће пишемо 

liт xv=a или xv-+a кад v-+ ОО. 

Сваки конвергентан низ је ограничен. 

Гранична вредност (граница) низа Xv је увек једна 

(и једина) тачка нагомилавања тога низа. Обратно, тачка 

нагомилавања не мора бити увек гранична вредност низа. 

Међутим, ако је низ ограничен и има С а м о ј е Д н у тачку 

нагомилавања, тада он конвергира, а ова тачка нагомилавэња 

је његова гранична вредност. 

(н) Сваку тачку нагомилавања можемо добити као гра­

ничну. вредност повољно изабраног делимичног низа хnу 
посматраног низа xv • Другим речима, ако је w тачка 
нагомилавања низа xv , тада постоји увек такав делимична 

низ xnv низа Xv да 

xnv -+ W кад nv -+ оо • 

Ако је низ Xv ограничен, делимични низови 

Хn'= МјП {x v } и Хn"= Мах {xv}, n= 1, 2, .. оо, 
I~v~n l~v~n 

су конвергентни и теже доњој граници g, односно горњој 
граници О тога низа. 

Ако је низ Xv конвергентан, тада један од бројева 

g- МјП {xv} или 0= Мах {xv}, 
l~v<~ I~v<~ 
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или оба, припадају самоме низу. Ако један од ових бројева 

не припада низу тада је он истовремено и његова гранична 

вредност. у том случају, на пример ако а не припада низу, 
можемо увек изабрати такав делимичан низ ХN да буде . v 

Хnџ < Х}1 за свако р. > nџ , 
и да 

Хnџ -+ о кад nџ -+ оо; 

такав један делимичан низ је, на пример, низ 

Мјп {Хџ}. 
n::::О;У<оо 

6. (Ј) Најмања тачка нагомилавања, или прецизније, доња 
границамножине. тачака нагомилавања низа Хџ зове се 

дољи limes или liтes inferior и обележава се са 

Нт infxv или Нт Xv • 

У=оо V=QO 

Нај вена тачка нагомилавања зозе се tорњu limes или 
limes superior и означава се са 

Нт sup xv или са iim Хџ • 
V=QO v ... QO 

Ако је низ ограничен ови бројеви увек постоје; кад је 
низ неограничен са горње, односно са доње стране, ставља се 

liт sup xv= + оо, односно liт inf Xv = - оо. 
у=оо у=оо 

Низ Хџ је конвергентан с а м о ако је 

Нт ii1f Хџ = Нт sup Xv:f:± оо. 
V=QO V=QO 

(ЈЈ) Између доње границе g, горње границе О, limes 
inferiora l и limes superiora L постоје увек неједначине 

g<l<L<O. 
Ако је низ Хџ ограничен, l и L су тачке нагомила­

вања низа, тако да можемо увек изабрати два његова де­

JIимична низа таква да један конвергира доњем limesu l, а 
.други горњем limesu L; ,међу осталим, низ 

3 низ 

Min {Хџ } -+ l кад п -+ оо , 
n~Y<oo 

Мах {Хџ} -+ L кад n-+ оо • 
Л~V<ОО 
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рецимо; g= l, тада постоји увек. делимичан низ Хnу низа 

Ху , такав да је 

Хnу <Хј1 за свако р.<nу • 
и да 

Хnу ~ g=l кад nу -+ ОО. 

Такав један делимичан низ је, на пример, низ 

Мјп {Ху }. 
l~и~n 

Ако 
XY+l-ХУ-+О кад v-+ ОО, 

или општиј~, ако је 

liт inf (Хут1 -Ху)=-=О, 
и=QO 

тада су све тачке размака (l, L) тачке нагомилавања тога низа. 

7. (I) 3а низ кажемо да је дивеptеншан ако не конвергира; 

постоје два битно различита случаја дивергенције. 

Ако је 

liт inf Ху ~ Нт sup Ху =-= .;1: оо 
у=. у=со 

кажемо да је. низ Ху сшварно диверzенш.ан или да шежи 
± оо, и пишемо 

Ху -+ + оо, односно Х" -+ - оо кад х -+ ОО. 

Ако је 
1 = liт inf Х" =1= Нт sup Ху =-= L 

у=со v=oo 

кажемо да низ Ху осцuлира, и то између коначних или 

бесконачних граница према томе да ли је он ограничен или 

неограничен. Под раз.м.ако.м. осцилације подразумевамо раз­
мак (l, L). 

ДОК стварно дивергентни низови имају извесне анало­
гије са конвергентним низовима (горњи и доњи лимеси су 
једнаки). дотле се низови који осцилирају битно разликују, 

и у ствари то су они низови који У суштини не конвергирају. 

Оl} Низ Ху је стварно дивергентани -+ + оо ако ма 
како велик био број М, можемо одредити довољно велик 
индекс п = п (М) такав да буде 

Ху<М, за свако v;>n(M}. 
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Отуда следи да стварно дивергентан низ нема ниједну тачку 

нагомилавања у коначности, тј. ни у једном, ма како великом 
размаку, и да у извесном смислу можемо сматрати да се она 

једина тачка нагомилавања која би му одговарала налази у 
бескона чности. " 

Ако је низ Ху стварно дивергентан и, на пример, 

~ + ОО, тада његова доња граница увек постоји и припада 

самоме низу. У том случају можемо увек наJ:iи такав дели­
!'dичан низ ХПу низа Ху да буде 

ХЈ1>ХПу за свако р.>nу , 
и да 

Xny~OO кад ny~OO. 

Такав низ је, на пример, низ 

Мјп {Ху}. 
n~v<CX) 

(Ш) Ако низ ху осцилира, тада он мора имати нај­
мање две тачке нагомилавања укључујyJ:iи при томе - ОО и 

+ ОО; међутим, он може осцилирати а да у коначности нема 

ниједне тачке нагомилавања, у ком случају он мора бити 

неограничен са обе стране, као, на пример, низ 

Ху =( -1)Y v; 

Ако је низ Ху неограничен, рецимо са горње стране, 

било да он стварно дивергира или не, увек постоји дели­

мичан низ Хпу такав да" је 

Ху < Хпу за свако v < nу , 

као што је то случај код делимичног низа 

Мах "{Ху}. 
I~n~v 

8. (1) 3а низ ху кажемо да је .AtОНОШОН, И то да .нОНОШОНО 
расше, ако је 

Х1 <Х2< .... <ХУ<ХУ+1< .... , 
а да .AtОНОШОНО оUада ако је 

Хl>х2 > .... >ХУ>ХУ+1>'" ~ 
Монотони низови не могу осцилираТИј прецизније: 

Сваки .AtОНОШОН и оtраничен Низ је конверtен.шан.. 

(3) 
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3аиста, према Воlzапо-Wеiеrstrаss-ову ставу он мора 

имати најмање једну тачку нагомилавања Wj треба да по­
кажемо да је то и једина тачка нагомилавања. Претпоста­

вимо зато да низ XV монотоно расте. Тада се десно од w 
не .може налазити ни један члан низа, јер кад би Хт био 

~ W, тада би се, према (3), лево од Хт налазило највише 
т - 1 (према томе коначно много) чланова низа Xv , так(' 

да w не би могла бити тачка нагомилавања. Према томе је 

XV< w за свако v = 1, 2, 3...... . (4) 

Лево од w - 8, ма како мали био 8> О, налаЗI. се 
такође само коначан број чланова низа XV ; ако се, на npюлер, 

ХN налази у размаку (w - 8, w) (а у том· размаку мора бити 

бескрајно много чланова), то има највише п - 1 чланова који 
су ~ w - 8. Према томе је 

XV > w- 8 за свако v~n. (5) 

Из (4) и (5) следи да је 

тј. да 
0<W-Xv <8 за свако v>n, 

Xv '" w кад v-+ ОО. 

(н) 3адржавајуkи главна својства монотонtlХ низова, 
појам монотоније се може веома лако проширити као што 

је то показао Hardy {б} (в. и Wendelin {1}) уводеkи .. скоро 
монотоне" низове. 

НИЗ XV је скоро .монотон ако се испред (иза) ма ког 
члана ХN низа налази само коначан број његових чланова, 

тј. ако је неједначина 
Xv<Xn 

задовољена само за коначно много чланова Xv , ма какав 

био n. 
Истим расуђивањем као за монотоне низове добивамо 

да је сваки скоро .монотон и ozранuчен низ KOHBepzeнman. 

Конвергентан низ бројева је скоро монотон ако се ње­

rOBa гранична вредност поклапа са горњом границом. 
Сваки стварно дивергентан низ је скоро монотон. 
Ове две чињенице можемо укратко формулисати и овако: 

Ако је низ скоро монотон, тада је 

l= а, (или g=L), 
узимајуkи у обзир и случајеве кад је један од ових бројева 
бесконачан. 
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Скоро монотон и низови су утолико важни што на њих 
уствари наилазимо при дефиницији тоталне варијације и 
одређеног·интеграла. Ако уочимо одређен низ подела неког 
размака (а, Ь) и у односу. на ове поделе образујемо било 

низ збирова тоталних варијација {в. А. 5. 1. (ј», било низ 
горњих и доњих DагЬоuх-ових збирова или средњих осци-· 
ла ција [20, (Н)], било горње и доње збирове Stiеltјеs-овз 

интеграла у односу на монотону функцију {в. В. 1.2. (Щ), 
тада су сви тако добивени низови скоро монотон и {в. Wen­
delin {1 }). 

9. (Ј) СаисЬу-ев {З, стр. 125} општи критериум 
к о н в е р г е н Ц и ј е. Да би нш Ху био KOHBep'ZeHiJjaH ао­
lIiребно је и довољно да сваКом арошвољно .яа.лом, БРrJју 

s >0 од'Zовара цео број n=n (8) такав да буде 

IXY+J1-xyl<8 (6) 

за свако v>n и сваки цео број р.>0. 

Услов је потребан. Из конвергенције низа Ху граничној 

вредности а следи да постоји број п (8) такав да буде 

l~y-al<8 за свако· v>n. 
Према томе је и 

. IХУ +!l - al<8 за свако р.>О и v>n, 
па је 

XY+j1-хуl<lху+ј1-аl+lху-аl<28 засвако р.>0 и v>n 
Услов је довољан. Из (6), са v= 1, следи да је 

IХј1+1-Х11<в' за свако р.>О, 
према томе је 

I Ху I < I Хl I + 8' за свако v > 1 , 

што значи да је низ Ху ограничен. Према ВоЈzапо-Wеiег­
stгаss-ову .ставу он, дакле, мора имати, најмање једну тачку 
нагомилавања. Нека је а та тачка нагомилавања и нека је 

ХN један члан низа који се налази у близини те тачке, тј. 

такав да буде 

са унапред датим произвољно малим 8>0 и n=-n(8). Према 
услову (6), за v=n, је тада 

IXn +j1-аl=lхn +ј1-хn +хn -аi< 
< Iхn +ј1- Хn I + 'Хn - al< 28 за свако р.>0) 
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тј. 

дакле, 

xv-+a кад V-+ оо. 

Још пре Cauchy-a је овај критериум употребљавао Воl­

zano {2}. 

(н) Cauchy-ев услов можемо написати још у нешто 
различитом облику који се у суштини не разликује од 

оног који је дао АЬеl {l}. Овај облик је којипут за примену 
подеснији и гласи: Низ Xv је конвергентан ако 

Xnv -Xv-+O кад џ-+оо и nv-+ OO , (7) 

и то за с в а к и низ целих бројева nv који тежи беско­

нач ности са џ. 

ОваЈ услов можемо заменити и сличним условом који 
привидно мање изџскује и то ако не захтевамо да услов (7) 
буде испуњен за све низове nv веБ само за с в е оне 

низове који расту брже од једног унапред датог низа Pv. 
ма како брзо тежио бесконачности низ pv. - Један облик 
Cauchy-ева критериума у коме се претпоставља да је услов 
(6) испуњен дао је WendeJin {l}. 

10. (ј) 3а скуп А бројева, или тачака а, кажемо, по Сап­
tor-y {1}, да је аребројuв ако се може написати у облику низа 

тј. ако између елемената а скупа и природног низа бројева 

1, 2, 3,. . .. можемо успоставити биунивок}r кореспонденцију 
тако да сваком елементу аn одговара тачно један при­

родан број п и обратно, да сваком природном броју т 

одговара одређен елемент ат' Другим речима, скуп А је 
преброји в ако се његови елементи могу нумерисати индексима 

тако да ниједан од његових елемената не претекне. 

Поред природног низа, преброји в је и скуп свих рацио­

налних бројева као и скуп свих алгебарских бројева. 
Два или више пребројивих скупова чине пребројив скуп. 

Уопште, пребројиво много пребројивих скупова чине пре­

бројив скуп. Јер, ако њихове елементе напишемо по квад­

ратној шеми можемо их диагонално све пребројати. 

(јј) скуа свих реалних бројева није аребројив. 

Да скуп свих реалних бројева е, на пример ра.змака 

(0,1), није пребројив доказао је Cantor {2} овако: Претпо-
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ставимо да смо, ма на који начин, на низали реалне бројеве 

размака (0,1), и нека је ~y v-ти од ових бројева. Напи­
шимо затим ове бројеве у облику децималног разломка, тј. 

ставимо 

ev=o. dv,ldv,2dv,a .... ' v-l, 2, 3' ..... 

Са dy ,}1 означене су поједине Ј!.ецимале бројева ev,· а 'кад 
је овај број рационалан, да бисмо га једнозначно написали, 
усвојивемо да се децимални· разломак тада завршава самим 

деветццама. - Ма на који начин успоставили ову кореспон­

денцију увек ве претеви реалан број 

~-O,d1,1 dbl dз,з •••• 

размака (0,1), јер је он различит од еу и то за свако v; 
он није садржан ни у једном од оваквих низова, дакле, овај 

скуп не можемо пре бројати. 
Ово јерезоновање познато под именом Сапtог-ов {2} 

дuazоналнu uосшуаан. 

11. (i) СаисЬу-ев став {3, стр. 54} о аритметичкој 
с р е Д и н и. Ано низ· Ху HOHBepzupa Шада u нш њеzовux 
ариiIl..неiIluчнux средина HOHBepzиpa исшој zранuчној вредносши, 
ш.ј. из 

следи да u 
(8) 

Х хl + Х2 + ... + хn 
п""" -+а 

п 
над n-+ ОО.· (9) 

Према претпоставци је 

Ixv-al<e ва свако v>m=m(e) и _е>О, 
па је 

п 

I ХN - а 1;0: ~ L (Xv ;- а) ~ 
v= 1 

т п 

< ~ L I Ху ~ а 1+ ~ L I Xv - а 1< 
v= 1 v=m+l 

т 

1 ~ п-т < n...:::Ј Iху - а' + -п-е. 
v-l 
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Како за свако коначно т 

то је 
Нт sup 'ХП - al~8, 
п=о:> 

а како 8 можемо бирати произвољно мало, то мора, дакле, 

ХП -+ а кад п -+ ОО • 
. , 

(ЈЈ) Обратан став не важи, као што то видимо из примера 

XV = sin2 0:v, v=-= 1,2, ... , где је 0<0:<"'. 

Размак осцилације овог низа је, (О, 1) ако је о:!'" ирацио­

нално, или ако је a!",,,,,,,p!q и q парно, а (о, sin2 (2k
k
+ 1"')) 

ако је q=-=2k+ 1; међутим, 

п 

хп = ~ ~ sin2 0:v """ 
V=! 

lcos (п + 1) а sin па 
=-- -+ 

2 2n sin о: 
1 

-+ - кад п -+ оо. 
2 

у осталом, баш због ове особине, низ аритметичких 
средина је као поступак збирљивости осцилаторних низова 

ОД нарочите важности. - Тако, на пример, производ (у Cauchy­
еву смислу) два конвергентна реда 

V::::O v=O 

тј. ред 
~ Су где је Сп =ап ЬО +аП_1 Ь1 + ... +а. ЬП 

не мора бити конвергентан (ако ниједан од датих редова 

није апсолутно. конвергентан), међутим, низ аритметичких 

средина 
п п 

~ L Су где је .сп =-= 2;су 
П v=o v;..o 
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конвергира и тежи производу s' s" збирова горњих редова 

(Cesaro~oB {1} став). 

(Ш) Да би се из конвергенције низа аритметичких сре­
дина (9) могла закључити конвергенција самога низа (8) по­
требно је, као што је показано и у тачки С. 7. 3, да сам низ: 
задовољава још један суплементаран услов, тзв. услов 

конвергенције. Два таква елементарна услова су услови (6) 
и (7) тачке С. 6.2. Међутим, много дубље лежи Нагdу-ев {3} 
став који казује да се услов (6), тј. претпоставка да 

. n(Xn-Xn_1)=nиn~0 кад n~ оо, 

може заменити претпnставком да овај низ остаје само oгpa~ 

ничен, наиме да буде 

nиn-О(Ј), n~oo. (10) 

Ово liемо најбоље видети из самог доказа овог става 

који гласи: 

Нека је 

Шада из (9) и (1 О) с.леди (8). 

Краткоliе ради, када се у индексу, на пример Ха., на­
пази број који није цео тада подразумевамо да је 

Ха. =хn где је n-[а], 

а исто тако под 

ех п 

.L подразумевамо 2: где је n=[а]. 
у=l 

Нека је л> 1 ј доказ се састоји у томе да се покаже 

прво да из (9) следи 
АЛ 

1 
Yn~ """ xy~a, n~ оо, 

[лn] - п L.J 
у=n+l 

а затим, на основу услова (10), да 

liт sup I Уn-хnl 
n=«> 

можемо учинити произвољно малим ако л - 1 изаберемо 
довољно мало. Сам доказ се изводи овако: 
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Из 
([)..n] - п) УП"", [)..n] Хм - nХп , 

[)..n]--)..n, n-+оо, 
следи, према (9), . 

[)..n] - п 
УП-= Хм - . Хп -+ 

[лn]- п [)..n]- п 

).. 1 
-+--а- -а= 

)..-1 )..-1 

-+ а кад п -+ ОО. . 

Даље је 
}.n 

УП - ХN "",' 1 . L Ху - ХN -
[)..n] -п _ 

. v=n+l 

како је, према (1 О), 

то је 

• 

па је 

1 v luvl<M --<Mlg-1, У-=2.3, •.. 
у у-

џ.=n+l 

v 

}1=n+1 

v 

<М Llg ~l"" 
џ.=n+1 р-

у 

-Mlg~, 
.n 

}.n 

I уп - ХN I < 1 L Ixy - хn I < 
[1.n] - п 

у=n+1 . 

< Мах {Ixy-xnl}< 
n<у<м 

< Мах {М 19 .!..} < 
n<у<м п 

< м 19).. , 

237 
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одакле коначно добивамо да је 

Нт sup I УП - ХП I < м 19 Л. 
п=", 

3бог тога што 
19л-+О кад. л-+ 1, 

и што 

уп -+ а кад п -+ ОО, 

то мора, према овој последњој неједначини, и ХП да тежи 

а кад n-+ оо, чиме је Нагdу-ев став доказан. 

Поред овог доказа дао је Hardy {7, стр. 122} још један 
доказ који се оснива на чиљеници да ХП не може кон­

вергирати ако nип не тежи нули,' а остаје ограничено. 

12. О) Ако низхп стварно дивергира и низ његових арит­
метичких средина ХП мора стварно дивергирати: 

Из 

следu 
хп -+ ОО кад n-+ оо, (11) 

п 

Xn=~ """ Ху -+ ОО кад n-+ оо. n..:t:.; . (12) 
у=1 

Ако са М означимо произвољно велик број, према 

претпоставци (11), постоји увек такав цео број т да буде 

хп>М за свако n>m. 
Како је 

п т 

Xn=~ """ Ху +~ LXv> п ..:t:.; п 
у=m+l у=1 

12:
П 

1
1 2:

m 

1 :2:- Х - - х 
;:9' п у=m+l v П ."у = • v > 

т 

п-т 11""" I ~-n-M- п ::-;Ху , 

и како за свако коначно т 

то је 

т 

.l LXv-+О кад п .... оо , 
п 

у = 1 

Нт inf Хп>М. 
п=::ю 

.. 
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Како М можемо изабрати произвољно велико, то је 
Нт inf хп= ОО, тј. и 
п=оо 

Хn .... ОО кад П .... ОО. 

(ЈЈ) Обрнуто не важи ни за овај став, тј. из (12) не 
мора следити (11). Н а пример, низ 

Ху = (1 + ( - 1) У) V, V = 1, 2, 3, .... , 

није стварно дивергентан јер осцилира у размаку (О, оо), 

док је 

f k+ 1, за n=2k, 
хп = 2k 

\2k+l(k+l), за n=2k+ 1, 

тј. 
Хп .... ОО кад П"" оо. 

Међутим, ако низ ХN стварно дивергира, или општије: 

А"о низ ариш.меШич"ux средина ХП не осШаје оtраничен, 
шада ни низ хп не .може осШаШи оtраничен, јер из 

Хп =О(I), П"" оо, 
с.леди 

Xn=O(l), П .... оо. 

Ово последње тврђење је непосредна последица оче­
видне неједначине 

п 

Min' {Ху } <..!..2: Ху< Мах {ху}. 
l~v~n П 11=1 l~v~n 

1& О) Јепsеп-ов став 
Cauchy-ева става гласи: 

{1, 2} који даје једно проширење 

Не"а је 
РIl"> О за сва"о у= 1,2,3, ... , (13) 

и 

из 

следи 
п 

Xn=~ LPvxv .... a кад П"" оо. 
п 11= 1 

(14) 

Овај став се, за Рп = 1 за свако П, своди на 

Cauchy-ев. 
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Доказ овог става добива се слично као и доказ 
Cauchy-ева става о аритметичкој средини, изведен у [11, (ј)] 
7ј. цепањем збира (14) на два збира и двоструким прелазом 
ка граници. 

(Щ Напоменимо да овај став важи и под нешто општи­

јом претпоставком, наиме кад се место услова (13), тј. мо­
'нотоније низа р п, претпостави само да 

Рn -+ оо кад п-+ ОО, 
ЈИ да је (15) 

п 

11=1 

Ово проширење је утолико од интереса, што за овако 
формулисан Јепsеп-ов став, тј. са условом (15), важи у из­
весном смислу обрнути став, наиме: 

Да би (14) било задовољено за с в а к и 1:f,uз хn који 
meжи а, ilотреб1tО је и довољно да важе услови (15). 

На ову битну допуну Јепsеп-ова става указао је Тое­
'plitz {l}, и то не само за збирове облика (14), веБ и за 
,општије збирове облика 

п 

Хn =-= LPv,n Ху , (В. и Кпорр {2, стр. 75}). 
11=1 

п 

(Ш) Ако У горњем ставу израз LPvxv заменимо са 

'Qn, добивамо транскрипцију Јепsеп-овастава, наиме онај 

облик у коме је Cauchy свој став и формулисао, а који 
тласи: 

Нека је Qn ilроизвољан низ бројева, и нека низ Р п 
4адовољава услове 

Рn -+ оо кад п-+ ОО, 
,и 

IP2 -P1 1+IP8 -P2 1+ ... +IPn -Рn-1 1= О(Рn), П-+ОО, 

тада из 

-~.IIeди 

(16) 

(17) 
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Обратно, (16) не мора следити из (17). 

Овако формулисан, овај став претставља аналогон de 
4' Hospital-ова {1} става за низове ј количнику извода de ј' 
Hospital-ова става одговара у овом ставу количник дифе­

ренција (16). 

11. Напомене «оје се односе на реалне фУНI<ције 

14. (Ј) Под (а, Ь) подразумевамо увек заiliворен размак,тј. 
све вредности од х које се налазе између а и Ь у к љ у­

ч и в О границе размака а и Ь, тј. 

_ а<,х<,Ь. 

Под ошвореним размаком подразумевамо све вредности 
·од х између а и Ь н е у к љ у ч у ј у 1i и једну или обе 
'Од граница а и Ь размака, "Тј. кад је 

било а<х<,Ь, било а<,х<Ь, било а<х<Ь; 

,.0 су дакле размаци 
(а+а, Ь), или (а, Ь-а), или (a+a,b-е), 

'и то за свако произвољно мало s >0. 
. Да бисмо ове размаке краЋе писали, а при томе истакли 
да се ради о отвореним размацима, обележава1iемо их увек 

.овако 

(а + о, Ь),. односно (а, Ь - о), односно (а + о; Ь - о). 

(ii) Бесконачни размаци које симболички обележавамо са 

( - оо, а), или (а, оо), или (- ОО, + оо) 
су заправо размаци 

(-М, а), или (а, М), или (-М,М), 

и то за свако произвољно велико М>О. 

Ови размаци су уствари отворени размации у суштини 
се готово и не . разлику ју од коначних отворених размака. 

Наиме, скоро сви ставови који важе за коначне OTBop~He 
размаке, шта више и сами докази, остају скоро увек непр.о­

мењени. У суштиниразлика пост.оји само између затворених 

и отворених размака и расуђивања која важе за затв.орене 

размаке не м.ожем.о без даљег применити на .отворене рзз­

.маке било д~. су ови к.оначни, бил.о бесконачни (В. [15]). 
Теорија 8 пракса Stiel!les-oвa RВтеграла . 16 
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15. (ј) 3афункцију f(x) кажемо да је дефинисана у (за­
твореном) размаку (а,Ь) ако она узима коначне и одређене 
вредности за свако х између а и Ь, укључујуliи и границе, 

тј. за а<"х<"Ь. Функција f(x) је дефинисана у отвореном 
размаку, на пример у (а, ь-о), ако је она дефинисана у 
сваком од затворених размака (а, Ь - 8) ма како мали био 

8>0. 

(Н) Функција f(x) је ozраничена у ра.змаку (а, Ь) ако 
постоји коначан број М такав да је 

If(x)I<M за свако a~x<"ь. 

Ако такав број не постоји кажемо да је функција f(x) не­

оtраничена у том размаку. 

Функција f(x) може бити дефинисана, тј. може узимати 

само коначне вредности за свако х размака (а, Ь), а да 

при томе не остаје ограничена у томе размаку. На пример, 

функција 

{ 

tg х за O<"x<"n-, хф ; , 

f(x) - n-
О за х=-, 

2 

је дефинисана за све вредности размака (о, n-), И у њему 
узима само коначне и одређене вредности, а не остаје огра­

ничена у томе размаку. 

(Ш) 3а функцију f(x). која је дефинисана у отвореном 
размаку, рецимо (а, Ь - о), кажемо да у томе размаку има 

извесне особине, или да задовољава извесне услове, ако 

она има те особине или задовољава те услове у сваком од 

затворених размака (а, Ь - 8), за сваки прои~вољно мали 

број 8> О. На пример, ако кажемо да· је функција f(x) 
ограничена у размаку (а, Ь - о), или да остаје ограничене 

варијације у томе размаку, то значи да је она ограничена, 
или да остаје ограничене варијације у сваком од затворених 
размака (а, Ь-8), ма како мали био број 8>0, тј. да 
постоји [16] 

м (8) = Мах If(x)l, 
a~x~b-& 

односно 

W(8) "'" Wab-C{f(x)} за свако 8>0. 
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При томе обично м (8), односно W (8), тежи бесконачно­
сти кад 8 ~ О; јер кад би било 

M(8)~0(1), или W (8) ==0(1), 8~0, 

ово би се тада свело на чињеницу да је функција f(x) 
ограничена, односно ограничене варијације и у затвореном 

размаку (а, Ь), претпостављајуliи да је функција f(x) де­
финисана, тј. одређена и коначна за х= Ь. 

Тако је, на пример, функција 

ях 
f(x) = tg - ограничена у размаку (О, 1 - О), 

2 

али (ако узмемо да је, рецимо, f(1) = О) она није ограничена 

у затвореном размаку (О, 1), јер је 

Мах {f(x)} ~ tg (~ _ 8 1r) = 
O~x~l-c 2 2 

1t 
= cotg 8 - ~ оо кад 8 ~ О. 

2 
Функција 

f(x) == {О за х = О, 
ха sinx-b за Х>О, са а>О и Ь>О, 

је ограничене варијације у отвореном· размаку (+ О, 1), али 
кад је а < Ь она није ограничене варијације у затвореном 
размаку (О, 1). Заиста је (в. тачку А. 5. 1. (ii), 

I 

W8
1 {!} = f !f'(x)! dx = 

с 

I 

= f ха-1 ! Ьх-Ь cos х-ъ - а sin х-ъ ! [Јх, 
с 

или, ако извршимо смену 

t=x-b и ставимо с==а/Ь, р.--=в-ь, 

добивамо да је 
11 

W / {!} = f t-c I cos t - с S~ t I dt. 

Према томе је 
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где је 

и 

}1 

11 """ r гс 1 COS t 1 dt, 

}1 

Ј2 = f r C
-

1 1 sin tl dt; 
1 

Одљ. D. 

при томе, кад в -+ О тада р.-+ оо, а интеграл 12 конвер­
гира кадгод је. с> О, док је интеграл Ј1 конвергентан 

само кад је с> 1, тј. а> Ь. 

(јУ) Кад кажемо да је функција {(х) ограничена у 

размаку (а, Ь) обично подразумевамо да је она ограничена 

по апсолутној вредности, тј. да је 

If(x)I<M за свако а<х<Ь. 

Међутим, функција {(х) је ограничена у размаку (а, Ь) 

и кад је 
М' < {(х) <М" за свако а<х<Ь, 

а тада је она ограничена и по апсолутној вредности, и за 

број М можемо узети веfiи од бројева 'М'I и IM"I. 
'Број М претставља једно оtра1tuчење (апсолутно) 

функције ((х), док је М' једно од доњих оtра1tuчења, а 

M~' једно од tорњuх оtра1tuчења. 

Ако је само 

М' <f(x) за свако а<х<Ь, 

кажемо да је функција {(х) ограничена са доње стране, 

а ако је 
{(х)<М" за свако а<х<Ь, 

кажемо да је она ограничена са горње стране у размаку (а, Ь). 

·16. (Ј) Ако је функција {(х) ограничена са доње стране у 

размаку (а, Ь), тада је највеће доње ограничење g њена 
соња tpa1tицay· размаку (а, Ь). Прецизније, доња граница g 
је дефинисана тако да је 

g<f(x) за свако а<х<Ь, 

и е+6 > {(х') најмање за једно х' размака (а, Ь) и 
.свако 6 > О. Горња "paпuцa· функције, ограничене са горње 
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стране у размаку (а, Ь), је онај број а који је < од свих 
њених горњих ограничења у томе размаку, тј. а је онај 
број за који је 

[(х)<а засвако а<х<Ь, 

а на јмање за једно х" тога размака је 

[(х")"> а - в за свако В> о. 

у општем случају ограничене функције не nДостижу" 

ни своју дању ни своју горњу границу. Другим речима, не 
мора увек постојати такав број Х1 размака (а, Ь) да буде 

f(x 1)=g, 

нити такав број Х2 тога размака, да буде 

[(х2)=0. 

На пример, горња граница функције 

[(х) =х - [х], 

ма у ком размаку дужине веће од 1 је 0-1, међутим је 

х-[х]<l за свако х. 

(11) Ближу везу између горње и доње границе функције 
[(х) добивамо из наредних ставова који у главном потичу 

из Wеiегstгаss-ових предавања, а који гласе: 

Ако је функција [(х) оzраничена, реци.но са zорње 

cГilpaHe, Гilaдa аосшоји нај.нање једна шачка хо у чијој се 
блuзuни функција броuзвољно .мдло разликује од њене zopњe 
tpaHuцe А, или је [(хо) = а. 

Ако функција [(х) није оzраничена, реци.но са tорње 

сшране, шада аосшоји нај.нање једна шачка хо шаква да у 
близини ше Гilaчке, шј. у раз_наку (хо - 6,Хо + В) .на како .нали 

био В > О, функција не осшаје оzраничена с tорње сШране. 

Оба ова става доказују се као и Воlzапо-Wеiегstгаss-ов 
став [4], постепеним половљењем размака (а, Ь) и ода­
бирањем оне половине размака у којој се, код првог става, 

налази оно х за које је [(х) > а-в, а код другог става, 

одабирањем оне половине размака у којој функција не остаје 
ограничена с горње стране. 

(Ш) Свака у раЈ.мдку (а, Ь) небрекидна функција је 
оzраничена (са обе сшране) у Шо.не размаку. 
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Из претпоставке да је функција {(х) непрекидна у 
размаку (а, Ь) следи да за свако хо тога размака можемо 

сваком произвољно малом а> о одредити такво 8 = 8 (а), 
да буде 

If(xo)-f(x)l<a за свако Xo -8<Х<Хо +8. 

Како је, према претпоставци, {(хо) коначно, то из непре­
кидности следи да постоји увек коначан размак (хо - 8, ХО + 8) 
такав да функција {(х) остаје ограничена у томе размаку. 

Према другом ставу из (јј), кад функција {(х) не би била 
ограничена у размаку (а, Ь), морало би постојати најмање 

једно такво хо да у раз \\аку (Хо - 8, хо + 8) функција не буде 

ограничена, а што се, према претходном, противи претпо­

ставци да је она непрекидна за свако хо размака (а, Ь). 
На основу горњег добива се Wеiегstгаss-ов став, који 

је он изнео у своји.'v\ предавањима, и који гласи: 
Ако је фушщuја {(х) н.еарекидн.а у раЗ.Alаку (а, Ь) 

он.а у ШО.Alе раЗ.Alаку "досшuжеll своју доњу u tорњу tpaItuqy. 
То значи да у размаку (а, Ь) постоји најмање једно 

х' и једно х" такво да је 

{(х') = g и {(х") = а. 

Према претходном ставу, доња граница g и горња 

граница а морају постојати, а према првом ставу из (щ, 

ако га применимо, рецимо на доњу границу g, мора посто­
јати такво једно х' размака (а, Ь) да буде 

{(х') <g+8 кад је х'- а<Х<Х'+8, 

и то за свако 8> О и њему одговарајуЂе 8 = 8(8). Ме­

ђутим, из претпоставке да је функција {(х) непрекидна у 
тачки х' следи да је 

If(x')-f(x)l<a за CBёlKO Х'-8'<Х<Х'+8' 

и свако а> о и њему одговарајУће 8' = 8' (8). 
Из ове две неједначине следи да мора бити 

{(х') =g, 

а исто тако се доказује и тврђење ~a горњу границу. 

(ју) Кад функција {(х) достиже своју доњу, односно 

горњу границу, као што је то, према претходном, увек случај 

код непрекидних функција, ове вредности тада називамо 

.AluItU.AlY.AI и .AlaKCU.AlY.AI и обележавамо их са Min и Мах. 
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Уколико нема потребе да нарочито разликујемо, рецимо, 

максимум од горње границе, тј. уколико то ·не би довело до 

несугласности, употребиliемо ознаке Min и Мах како за 
стваран минимум, односно максимум, тако и за доњу, односно 

горњу границу и стављаћемо, укратко, да је 

g= Min {f(x)}, односно 0= Мах (f(x)}. 
a~x~b a~x~b 

У колико је потребно да се разликује. минимум или мак­

-симум од горње или доње границе употребљава се знак 

Bd (в. [2, (ii)]). 

17. (Ј) Нека је функција [(х) ограничена у размаку (а, Ь) 
и нека је размак (х- h,x+h), h>O, цео садржан у размаку 

(а, Ь). Означимо са g(x, h) доњу граниuу, а са О(х, h) 
горњу границу функције [(х) у размаку (х - h, х+ h), тј. 
ставимо [16, (iv)] 

-е(х, h)=- Мјп {f(t)}, односно О(х, h)= Мах (f(t)}. 
x-h~t~x+h x-h~t~x+h 

14з саме -ове дефиниције видимо да g(x, h) не опада, 

з. Olx,h) не расте кад h опада. Према томе, кад h-.O 
ови изрази теже одређени\\ граничним вредностима g(x), 
односно О (х), тј. 

то је 

g(x,h)-.g(x), односно O(x,h)-.O(x) кад h-.O. 

Како је за свако х размака (а, Ь) и свако h> О, 

g(x, h) < [(х), а О(х, h);> [(х), 

g(x)<f(x)<,O(x) за свако а<х<,Ь. 

Вредности g(x), односно О (х), које су одређене за 

-свако х размака (а, Ь), су доња, односно горња вредност 

функције [(х) "у тачки х". 

На пример, нека је функција [(х) дефинисана у раз­

маку (0,1) овако 

[(ЈС)=-{ ljq кад је х рационално облика pjq 
О за свако остало хј . 

тада је 
g(pjq) =0, а О (P(q) = ljq, 

док је за ~Be остале вредности х 

g.(x) = О(х) = О. 
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(ii: Разлику 
w (х, h) = О(х, h) - g(x, h) 

називамо осцuлацuја функције {(х) у раз.Atа"у (х - h, х + h) • 
док се разлика 

w(x)= O(x)-g(x) 

зове осцuлацuја функције {(х) у i1la'ЖU х. Осцилација у­
тачки је или позитивна, или једнака нули, - а може бит-и 

једнака нули, тј. w (х) = О, - само кад је функција непрекидна 
у тачки х. Тако је, на пример, за функцију _ {(х), наве­
дену у примеру претходне тачке (ј), 

w (Pjq) = l/q, 

док је за свако ирационално х 

w(X)=O. 

Према тома је ова функција прекидна за свако рационално. 
а непрекидна-за свако ирационално х. 

(Ш) Да би се могло окарактерисати понашање функције 
((х) само лево, или само десно од тачке х, потребно је­
да се поред њене доње вредности g(x), или горње вред­

ности а (х), или осцилације w (х) у тачки х уведе лева. 
ОДносно десна доња вредност, g-(x) и g+(x), или лева~ 

односно десна горња вредност О-(х) и О+(х), или лева. 

односно десна осцилација w-ex) и w+(x). Тако је 

g-(x) =Jiт g-(x, h) = liт -Min {f(t)}, 
h=O h=O x-h<t<x 

О-(х) = liт О-(х, h)-Jim Мах {f(t)}, 
h=O h=Ox-h<t<х 

w-ex) = О-(х) - g-(x). 

Слично се дефинишу и десне вредности ако се функ­

ција {(х), место у размаку (х - h, х - О) посматра у раз­

(х+О, x+h), h> о. 
у овом случају је доња вредност g(x) једнака нај­

мањем од бројева 
g-(x), (х) и g+(x:, 

а горња вредност О(х) је једнака HajBel1eM од бројева 

О-(х} , (х) и О+(х). 
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Лева и десна осцилација су увек > о. Да би функ­
ција ((х) била непрекидна са леве стране у тачки х = е, 
потребно је и довољно да w-Ce) буде једнако нули, тј. да 

{(х):; {(е-О) кад Х-Н-'О, идаје {(с-О) = {(с) ј 

исто тако је функција ((х) непрекидна са десне стране у 

тачки с, ако је w+(c) -о, тј. ако 

{(х) ~ {(с + О) кад x~ с + О, и ако је {(с + О) = {(с). 

Функција {(х) Је непрекидна у тачки е ако је она 
непрекидна са обе стране, тј. ако је 

{(с-О) z= {(е+О) z= ((с), 

односно ако је 
w (с) z= о. 

Ознака {(с±. О) потиче од Dirichlet-a {З}. 

18. (Ј) Ако је осцилација функције ((х) у тачки х = с раз­
личита од нуле, тј. ако је w (с) > О, кажемо да је тачка 

х= с ,дUС"ОНillшtуuШeill или illач"а uре"uда функције {(х).­
Разликујемо две врсте дисконтинуитета. 

(fi) Тачка х = с је дисконтинуитет или тачка прекида 

Прве врсше, ако је функција {(х) непрекидна и са леве и 

са десне стране тачке е, тј. ако постоје граничне вредно­

сти {(с - О) и {(с + О), али тако да је при томе или 

{(с - О) Ф {(с.+О) , 
или 

{(с-О) = {(е+О) Ф {(с). 

у овом другом случају, кад променимо вредност функ­

ције {(х) у тачки с, и заменимо је са заједничком левом 

и десном граничном вредношliу, можемо учинити да функ­
ција постане непрекидна у тој тачки. 

у првом случају, међутим, ма како одредили функцију 
{(х) у тачки с, тј. вредност {(с), ова тачка остаје увек 
прекидна. Обично се узима да се {(с) налази између 
{(с-О) и {(с+О), а најчешliе да је 

1 
{(е).- 2 {{(е - О) + {(с+О)}. 
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Ако је, међутим, 

{(с) -= {(с - О) I 

функција {(х) је у тачки с непрекидна са леве стране, 
а ако је 

{(с) ~ {(с+О), 

она је непрекидна са десне стране. 

у свим овим случајевима је 

w(c)=lf(c+O) - f(c-OJI, 

и зове се скок функције {ех) у тачки с. 

(Ш) Тачка х = с је дисконтинуитет друzе врсте функ­
ције {(х) , ако је било њена лева осцилација, било њена 

десна осцилација у тачки с различита од нуле, тј. ако је 

било w+(c»O, било w-(с»О. 

у том случају не постоји гранична вредност функције {(х), 
кад х тежи било са леве, било са десне стране вредности 

с, већ тада {(х) осцилира између 

е-(с) и а-(с), односно е+(с) И 0+ (с) . 

. Тако је, на ПРИ.'Лер, тачка х = О тачка прекида прве 
врсте функције 

1 е1/Х _ е-1/Х 

{(х) = tgh- = I 

х е1/Х + е-1/Х 

јер граничне вредности {( - О) = - 1 и {( + О) = + 1 постоје. 

Међутим, тачка х = О је дисконтинуитет друге врсте 

функције 

јер је 

. док је 

е(х) ~ [х] sin ~, 
х 

е-(О) = -1, а 0-(0)= +1, 

е+ «}) = 0+ (О) = о. 

ОУ) Скуп тачака дисконтинуитета прве врсте једне у 

размаку (а, Ь) дефинисане функције, може бити највише 
пребројив. Међутим, скуп тачака дисконтинуитета друге врсте 

може бити и непребројив. На пример, све тачке размака 

{О, 1) су дисконтинуитети друге врсте функције која је једнака 
јединици за све рационалне вредности размака (О, 1), а нули 

. . 
за све ирационалне вредности тога размака. 
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19. (1) Доказ егзистенције, како Riеmапп-ова [20] тако и 
S1ieltjes-ова интеграла непрекидне функције почива на осо­
бини непрекидности, коју често изражавамо тако што кажемо 
да је непрекидна функција ун.ифор,м,н.о непрекидна у з а т в о­
р е н о м размаку. Ова особина, прецизно формулисана,гласи: 

Нека је функција f(x) н.еарекидн.а у раз.иtlКУ (а, Ь) 
и н.ека је а даш, uроuзвољн.о ,м,али број. Увек ,м,оже,м,о н.а'liи 
шакав број. 1) = 1) (а) да,,м,а како разделилu раз,м,ак (а, Ь) 
у кон.ачан. број uодраз,м,ака дужин.е ,м,ање од ч, осцилација 
фун.кције f(x) у свако,м, од ових uодразмака н.е буде већа од 8. 

Ово значи да је 

I f(x') - f(x") I < а 
за свако х' и х" размака (а, Ь) за које је 

Ix' - х"l < ч(а). 
Важност овога става увидео је још Dirichlet {З}, и ако 

се он обично приписује Нејпе-у {1}, али, према једној изјави 
Cantora, изгледа да је Cantor овај став, заједно са доказом, 
усмено саопштио Нејпе-у. 

ОО Доказ овога става може се извести из Вогеl-ова 
{1, стр. 4Зј 2, стр. 42} става који се односи на прекривање 
размака коначним бројем подраз.Vlaка (Vberdeckungssatz), а 
који је од нарочите важности у теорији скупова. Овај став 

се често назива Неiпе-Вогеl-ов став због сличности његова 
доказа са доказом горе наведеног Diгiсhlеt-Неiпе-ова става. 

В о r е 1 - о в с т а в. Нека је раз.м.ак (а, Ь) Uрекривен. 

скуйо,м, раз,м,ака Ј који u,м,a ове особине: 10 Свака iIlaчна 
раз,м,ака (а, Ь), оси,м, шачака а u Ь, н.алази се у ун.ушрашњосшu 
(Шј. н.е н.а крајеви,м,а) н.ајмање једн.оz раз,м,ака Ј. 20 Тачка а 

је дева, а шачка Ь .десн.а крајња шачка н.ајмање једн.оz раз,м,ака 
ј. Тада йосшојu к о н. а ч а н. број раз.м.ака Ј који uрекривају 
цео размак (а, Ь). 

Ако претпоставимо да се размак (а, Ь) не може прекрити 

коначним бројем размака Ј, и размак (а, Ь) преполовимо, тада 

се бар једна од ових половина (ако не обе) не би могла 
прекрити коначни бројем размака ј. Уочимо ту половину 

размака (а, Ь), или ма коју од ових половина, ако се обе не 
могу прекрити коначним бројем размака Ј, и продужимо овај 
поступак. Овим добивамо низ размака од којих дужина п-тог 

износи (Ь - а);2n , који су, за довољно велико п, према Воl-
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zano-Weierstrass-ову ставу, сви садржани у И8весном размаку 
(~-B, е+в), (или (а, а+в) ако је ~=a, доносно (Ь-в, Ь) ако 
је е=Ь), а ниједа~ од ових размака не би се могао прекрити 

коначним бројем размака}. Ово се противи претпоставци 
става. (и то претпоставци 1 о ако се е налази унутрашњости 
размака (а, Ь), а претпоставци 20, ако је или е=а, или е=Ь),. 
јер в можемо изабрати тако мало, тј. п тако велико, да 

размак (е - в, е + в) (односно један од размака (а, а + 8), или 
(Ь - в, Ь» цео падне у један од оних, према претпоставци 
постојеЂИХ, размака Ј који садржи тачку е. Лрема томе,. 
почев од таквог п-а, сви размаци добивени деобом могу се 

прекрити једним јединим размако;\\ скупа Ј. 

(Ш) Доказ униформне непрекидности непрекидне функ­

ције {(х) у затвореном размаку (а, Ь) је непосредна последица 

Неiпе-Воrеl-ова става. Ако уочимо све размаке Ј размака 
(а, Ь), у којима је осцилација функције {(х) мања од 6/2,. 
тада ови размаци задовољавају претпоставке Неiпе-Воrеl-ова 
става, према томе их има коначан број, са којима можемо 

прекрити цео размак (а, Ь). Ако са Ј' означимо овај коначан 
број размака, а са I] дужину најмањег од· њих, и цео размак 
(а, Ь) прекријемо размацима дужине Ч. тада ма који од ових 
равмака не може садржати обе крајње тачке ма ког од раз­

мака Ј', тако да осцилација функције {(х) у сваком од 
6 

размака дужине I] не може бити веЂа од 22 =8. 

(ЈУ) Назив "униформан" који се због извесне аналогије 
са "униформном конвергенцијом граничних процеса" [23Ј 
употребљава код непрекидности, а често и код ограничености 

функције или њене варијације, донекле је неоправдан, уко­
лико се он односи на затворене размаке. Чињеница да је 
функција "униформно непрекидна" изражава, уствари, само 
једну особину непрекидних функција у затвореном размаку, 

формулисану ставом тачке (i), док би "униформна ограни­
ченост" функције {(х) или љене варијације у размаку (а, Ь), 
значила да постоји коначан број М, који н е 3 а в и с и од 

х, такав да је 

(1) 

за свако а < х < Ь. Као што видимо униформна ограни­
ченост је, уствари, истоветна са чињеницом да је функција, 

односно њена варијација ограничена у размаку (а, Ь). 
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Међутим, реч униформан се може, донекле, употребити 

:када се ради о отвореним размацима, јер (в. [15, (iii;]) функ­
ција, или њена варијација, могу бити ограничене у отвореном 
;размаку, рецимо (а, ь-о), а да при томе не постоји коначан 
број М такав да неједначине (1) буду задовољене за свако 
.а<,х<Ь. 

Исто тако, функција 

[(x)=sin~ 
х 

је непрекидна у отвореном размаку (+0,1), али она није 
."униформно" непрекидна у томе размаку, јер, ма како мали 

био број 11, увек постоје довољно мале вредности х' и х" 

'такве да бу де 

Ix' - x"l < 1"} и I [(х') - [(х") I =2. 

Ако је функција [(х) или њена варијација униформно 

,ограничена у отвореном размаку (а, Ь - О), тада су гра­

.ничне вредности 

Нт Мах {I [(t) IJ и Нт Wax {!} 
х=Ь a~t~x х=Ь 

::коначне, оне постоје, јер посматрани изрази не опадају кад 
.х расте, шта више, из WaX {!} = о (1) следи егзистенција 

,граничне вредности Нт [(х). 
х=Ь 

Према томе, кад вредност функције [(х) у тачки Х= Ь 
110 вољи одредимо, тако доби вена функција, односно њена 

варијација остају ограничене и у затвореном размаку (а, Ь). 

Слично, ако је функција [(х) униформно неnpекидна 
у отвореном размаку (а, Ь - о), тј. ако је за произвољно 
.мало 8 

I [(Х') - [(х") 1<8, 
:И то за свако Х' < ь и х" < Ь, ако је само 

Ix' - х"l < 1"}(8) , 

:значи да гранична вредност 

А =-= Нт [(х) 
х=Ь 

lIостоји. Према томе, ако вредност функције [(х) у тачки Ь -
.одредимо тако да буде 

[(Ь) =-= А, 
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тада је овако добивена функција непрекидна у затвореном 
размаку (а, Ь), или, ако ХОliемо, униформнонепрекидна у 

томе размаку. 

3начи, да појам униформне ограничености или непре­

кидности има донекле смисла уводити само кад се ради о 

отвореним размацима, и то кад функција [(х) није или не 
може бити дефинисана у крајњим тачкама тога размака. 

20. (i) Дефиниција одређеног интеграла функције [(х) дефи­

нисане у размаку (а, Ь) коју је дао Riemann {1, стр. 239-
244}, по самој својој структури имплицира претпоставку да 
функција [(х) буде ограничена у ~OCMaTpaHOM размаку, 
и гласи: 

и 

Нека је {Р} произвољна подела размака (а, Ь), 

{Р}: а = хо < Х1 < Х2 < .... < Хn-1 < хn = Ь, 

& (Р) = Мах (хЈ) - XV-1) , 
I~v~n 

и нека су 

tv , џ=1,2, .... n, 

произвољне тачке сваког од подразмака (XV-l' ХЈЈ), тј. 

XV-l <tv<xv , Џ= 1'2' .... n. 
Ставимо 

gv= Min {f(t)} и аЈЈ= Мах {f(t)}, 
xv_1~t~xv xv_1~t~xv 

И означимо са ~{P}, односно S{P}, доњи, односно zорњu 
збир функције [(Х) у односу на поделу {Р}, тј. 

п п 

ЈЈ=1 ЈЈ=I 

а са W {Р} средњу осцu.лaцију функције [(Х) у размаку 

(а, Ь), тј. 
п 

ЈЈ=1 

Нека је, најзад, 
п 

s {Р, t} = L f(tv) (ХЈ) - XV-l) , 

ЈЈ=1 

тако да је 

~{P} <S{P, t}<S{P}. (3) 
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3а функцију {(х) кажемо.ri~ је R-ин.mеzрабиJlн.а у раз­
маку (а, Ь), тј. ин.mеzраБUЛltа У C"'nUCJlY Riemann-a, ако S{P, t} 
тежи коначној и одређеној граничној вредности кад б{Р}-+О. 
и то ма какав био низ подела {Р} и избор тачака tv • 

Ова гранична: вредност, која не зависи ни од подела {Р} 
ни од избора тачака . tv , обележава се са 

Ь f {(х) dx =-= Нт S{P, t} 
а 

и зове се одређени Riеmапп-ов интеграл функције {(х) у 
размаку (а, Ь). 

(Щ Darboux {1, стр. 79} је показао: 

Кад н.ајВећи од йодраз",nака д{Р}-+О, шада и доњи 
збир ~{P} и zoрњи збир S{P} iliеже сваки својој увек 
исшој zран.ичн.ој вредн.осши ",па какве биле йоделе {Р}. 

Ове граничне вредности зову се доњи и горњи Dar­
Ьоuх-овинтеграл и обележавају се са 

Ь r f(x)dx~ Нт ~{P} 
;"'а 

-Ь 

И If(x)dx~limS{p}. 
а 

Darboux .. oB став је један од ретких ставова који сем 
ограничености ништа не претпоставља о понашању функ­

ције {(х) у размаку (а, Ь), тј. који важи за произвољне 

ограничене функције. Његов доказ можемо лако добити ако 
приметимо да су низови ~{Pџ} И S{Pv}, добивени одре­
ђеним низом подела {РУ}, увек "скоро монотони" (в. [,ј, (јј)]) 
ако д{Рџ}-+О. 

Да бисмо ово увидели уочимо одређен низ подела 

{Pv}, џ=l,2,3, .... , такав да a{Pv}-+О, и нека су " {РП} 
И {Рm }, n<m, две поделе тога низа за које можемо, 
због лакше прегледности, претпоставити да је д{Рт } мање 

од најмањег подразмака поделе {Рп }, тако да се највише 
једна тачка поделе {Рп } може налазити у једном под­
размаку. поделе {Р т} • 

Како се доња граНИЦа повеliава кад се размак сма­

њује тј. 

Мјп {f(t)}< МјП {f(t)} кад је х<х'<у'<у, 
x~t~.Y x'tE;;t~.Y' 
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'То кад у збиру ~ {Р т} заменимо све оне његове чланове, 
'чији подразмаци садрже тачке поделе {Рn }, са 

О8 {Рm}, где је о= Мах (f(x)} , 
a~x~b 

"то овако добивени збир не може бити мањи од ~ {Р п}. 
Како оваквих чланова у подели {Рm } иманајвише (n-l), 
. то је утолико пре и 

(4) 

Кад у овој неједначини пустимо да т -+ оо, задржа­

вајуfiи п стално, добивамо да је 

~{Pn}< Нт inf ~{Py}. 
У=1x> 

Отуда следи да само коначан број чланова низа ~ {Ру} 
.можепретходити ма КО,ме члану ~ {Рn } тога низа (уколико 
сви чланови нису међусобно једнаки), тј. да је овај н'из 
."скоро монотон", а како је он ограничен, то он мора кон­

вергирати. 

Истим расуђивање,и добивамо да је ова гранична вред­
ност независна од низа подела {Ру}, јер ако уочимо два 

низа подела {Ру} и {Pv'} тада, из неједначине која је 

,аналогна неједначини (4) добивамо да је 

~{Pn}< lim ~{Py'} за свако n=l, 2, ... , 
- v=ao 

.,а исто тако и да је 

~ {Рn'} < Нт ~ {Pv } за свако n= 1, 2, ..... 
у=оо 

Према томе мора бити 

lim ~{Py}:C Нт ~{Pv'}. 
V=1x> V=1x> 

. Аналогно се добива доказ Darboux-ова става и за 

'горњи збир. 

(Ш) Из Darboux-ова става добивамо непосредно услов 
.за егзистенцију Riеmапп-ова интеграла. Како тачке ty мо­

жемо бирати тако да се S {Р, t} произвољно мало разли­

кује било од доњег збира ~ {Р}, било од горњег збира 
.S{P}, и како гранична вредност збира S (Р, t) (кад 8 (Р}-+О) 
. не сме да зависи од избора тачака tv , то је, према (3), за 
"егзистенцију грани чне вредности овог збира потреОно и 
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ДОВОЉНО да доњи и 'горњи збир теже истој граничној вред­
ности. Отуда, према (2), добивамо Riеmапп-ов услов инте­

грабилности, који гласи: 

Да би у размаку (а, Ь) оzраничена функција f(x) 
била R-иншеzрабилна, uотребно је и довољно да њена средња 

осцилација W {Р} У томе раз.маку Шежи нули за једну 
одреоену uоделу {Р} раз,Мака (а, Ь), за коју 8 {Р}-+О. 

На основу особине непрекидних функција, да су оне 

униформно непрекидне у затвореном размаку (в. [19, (i)]), из 
овог услова непосредно видимо: 

Свака у затвореном размаку неUрекидна функција је 
R-иншеzрабuлна у томе размаку. 

Ако функција f(x) има тачака дисконтинуитета, тада 
је (осим кад их има коначан број) горњи експлицитни облик 

услова R-интеграбилности од мањег значаја, а важнији су 

они услови који се односе на структуру множине њених 

тачака дисконтинуитета. 

Прве услове ове врсте, општег облика, дао је Ои Bois­
Reymond {2} увођењем појма иншеlрабилне zpyue. По Ои 
Bois-Reymond-y интеграбилна група је таква множина тачака 
размака (а,Ь), која се можеукључити у коначан број 

подразмака размака (а, М, тако да се целокупна дужина 

ових подразмака може учинити произвољно малом. 

Како се средња осцилација (2), тј. збир 

п 

,=1 
где је Wv = Ov - gv осцилација функције f(x) у размаку 
(Xv-t, xv), може укључити између граница 

6};' (xv - ХУ-ј) < W {Р} < О};' (xv - XV-l) +е(Ь - а), 

где };' значи да тај збир треба узети само преко оних 

размака (XV-l'ХV) у којима је осцилација функције f(x) 
веliа од унапред датог произвољно малог броја 6> О, а 
О горња граница функције f(x) у размаку' (а, ~), то из 
ове двоструке неједначине следи: 

Да би функција f(x) била R-интеграбилна потребно 
је и довољно да збир 

L (x,-XV_ 1 )-.0 кад 8{Pv}-+0 ма како мало било 6>0.'(4') 
IIIv~8 

Teopllja 8 пракса Stleltjea-ова IIIIпrР8JIа 11 
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Тако формулисан услов R-интеграбилности Ои Bois-: 
Reymond је преко. свог појма интеграбилне групе ·изразио. 
овако: 

Да бu у размаку (а, Ь) оzранuчена функцuја [(х) 
била R-иншеzрабилна, uошребно је u довољно да за свако 
0>0, яножuна оних Шачака дucконШинуишеШа, у којима 
је осцилациiа Beka од 6, сачuњава uншеzрабилну zpyuy. 

Међутим, тек је Lebesgue {1, стр, 23-30; 3}, потпуно. 
истакао структуру мно.жине тачака дисконтинуитета R-инте­

грабилне функције, увођењем појма .яножuне нулше .яере, 

подразумевајуfiи под множином нулте мере такву множину 
тачака размака (а, Ь) ко.ја се може укључити у к О н а ч н О. 
или п р е б р о ј и в О. м н о г О. по.дразмака, чију то.талну ду­

жину можемо учинити произво.љно малом. Тек се овим 

по.јмом нулте мере може јасно фор.'Аулисати усло.в R-инте­
грабилно.сти, ко.ји је Lebesgue изразио. овако.: 

Да би у раз.маку (а, Ь) оzранuчена функција била 

R-иншеzрабилna, uошребно је u довољно да .яножuна Шачака 
њенux дucконшuнуuШеша буде нуЛШе .яере. 

Тако. је, на пример, функција наведена у [17, (Н)] 
R-интеграбилна јер има пребројиво. много. тачака диско.н­

тинуитета (све рационалне вредности о.д х), док функција 
ко.ја је једнака јединици за х рацио.нално., а нули за х 

ирацио.нално., није R-интеграбилна, јер је она прекидна за 

све вредности о.д х, тј. има непребројиво много тачака 

диско.нтинуитета. 

(iv) Наведимо о.вде један став О. Riеmапп-о.ву интегралу 
ко.ји, поред тога што. ђе нам бити по.требан за доказ Arzela­
ова става који се о.дноси на интегрисање редо.ва члан по 

члан [24, (iv-v)], има и' уто.лико. значај што. на њего.во.ј 

о.сновно.ј идеји, уствари, по.чива ко.нструкција Lebesgue-ова 
интеграла. Ево. у чему се о.вај став састо.ји: 

Нека је функција [(x)~ дефинисана и R-интеграбилна 

у размаку (а, Ь), и нека су' g и а њена до.ња и го.рња 

граница у томе размаку. Ако уо.чимо. ма ко.ји број t који 

се налази између g и а, тј. такав да је 

g<.t<.a, 
тада функцији [(х) .можемо асоцирати функцију срЏ, х) 
тако. да она буде једнака О или 1, према томе да ли је 
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f(х)<или>t, тј. 

cp(t, х)=-={ О 
. 1 

за свако 

за свако 

х за које је [(х) < t, 
х за које је [(х) > t, 

при чему је . а<,х<,Ь и g<,t<,O. 
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Јасно је да ср (t, х), посматрана као функција од t, 
не расте кад t расте од g до а, тј. да је 

cp(to, х) >ср(t1, х) за tO<,t1 и· а<,х<,Ь, 

и да има само један скок дужине 1 и то кад је t-=f(x). 
Међутим, ср (t, х) посматрана као функција од х може 

бити веома разнолике природе; она, штавише, за извесне 

вредности од t не мора бити ни R-интеграбилна, као што 
видимо из овОГ примера. 

Нека је cv, конвергентан низ чији су сви чланови 

мањи од његове граничне вредности С, и означимо са ау 

произвољно уређен низ рационалних бројева,рецимо, размака 

(О, 1). Ако тада уочимо функцију [(х) дефинисану у раз­

маку (О, 1), тако да је 

[(х) = {Cv кад је х=а" и=-= Ј, 2, З""Ј 
С за остале вредности од х, 

видимо да је ова функција R-интеграбилна, јер има само 
пребројиво много тачака дисконтинуитета. Међутим, функ­

ција ср (t, х) која јој одговара није R-интеграбилна кад је 

t=c (то је функција која је =-=0 за свако р~щионално, 
а =-= 1 за свако ирационално х), док за остале вредности 
од t функција ср и, х) може имати с'!мо коначан број 
тачака дисконтинуитета. 

Овај пример није тешко тако уопштити да се добије 
произвољно много таквих изузетних вредности од t. До­
вољно је зато уочити произвољну степенасту функцију (в. 

тачку А..1. 4), и на свакој од њених платформи образовати 

функцију горе опи:аног облика. На тај начин можемо обра­

зовати такву функцију [(х) да функција ср (t, х) која јој 
одговара не буде R-интеграбилна за бескрајно, али пребро­
јиво много вредности од t. Таква функција би била до­

некле и најопштија функција ове врсте, као што то видимо 
из напред поменутог става који гласи: 

Ако је функц'tlја [(Х) R-Ul-tшехрабилна у размаку (а, Ь), 
шада је U љој асоцирано. фующија ср (t, х) шакоfjе R-uнше-· 

11* 
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zрабu.лна ао х у iПо..не раз..наку за све вредНОСiПи од t 
раз..нака (е, а), U з у з е в највише за аребројuво MHOZO ових 
вредНОСiПи. 

Према Darboux-ову ставу из (Н) доњи и горњи Dar­
Ьоuх-ови интеграли функције q> (t, х) увек постоје, ма какво 

било t. Означимо ове интеграле са 

ь -ь 

ф (t)= f q>(t,x)dx и Ф(t) = Ј q>(t,x)dx. 
- а а . 

Уочимо даље две вредности размака (g, а) и, у односу на 

произвољну поделу {Р} размака (а, Ь), образујмо горњи 
збир функuије q> (t", х) и доњи збир функције q> (t', Х), тј. 

ставимо 

п 

S {Рј t"} ,.,. L av (t") (xv - х V-1) 
у=l 

_ и 
п 

~{Pit'} = Lgv(t'){XV-ХV-1), 
у=l 

где је 

av(t") горња граница функције q>(t",x) за XV_ 1<X<XV, 

а 

gv(t') доња граница функције q>(t', Х) за xv-1 <X<XV • 

Како је 

av(t") = { 
о ако је f(x) < t" за свако XV_ 1<X<XV, 
1 ако је f(x) > t" бар за једно XV-1<х<ХV ' 

а 

gy(tl)--{ 
О ако је f(x)<t' бар за једно XV_ 1<x<XI" 
1 ако је f(x»t' за свако XV-1<X<XV' 

то одавде видимо да се при прелазу са збира S{P; t"} 
на збир ~ {Рј t'} они чланови збира S{Pj t"} који су јед­
наки нули могу само повеliати (тј. појавити у збиру ~ (Рј t'}), 
док се они чланови збира S{Pi t"} у којима је ау (t") = 1 
(тј. они за које постоји најмање једно х размака (XV-1' XI') 
такво да је f(x) > е") могу смањити, тј. ишчезнути у збиру 
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~ {Р; t'}, али само тако ако у томе размаку постоји нај­
мање једно х такво да је {(х) < t'. Према томе, ако збиру 

~ {Р; t'} додамо збир СВИХ размака (XV-l' xv) у којима је 
осцилација Wv функције {(х) већа од t" - t', тада овај 
збир не може 6ити мањи од S {Р; t"}, тј. 

S{P;t"}<;~{P;t'}+ L: (Хџ -Ху-1)· 
wv~.f'-( 

Како, ,међутим, према услову (4') тачке (Ш) за R-интегра­
билност функције {(х) збир размака у којима је осцила­
ција функц'ије {(х) већа од произвољно малог позитивног 
броја тежи увек нули кад 8 {Р} ~ О, и како S{Pi t"} тежи 
горњем, а ~ {Рј t'} доњем DагЬоuх-ову интегралу, тј. ка 

Ф (t") односно Ф (t'), то из ове неједначине, кад пустимо 
да 8{P}~0, добивамо да је 

Ф (t") <; Ф (t') за свако t' < t" . 
Како је 

Ф(t)<;Ф(t) за свако t, 

то је, према томе, 

Ф (t") <; Ф (t") <; Ф (t') <; Ф (t'). 

Како Ф(t) и Ф(t) не расту кад t расте, јер '{'Џ,х) не 
расте кад t расте, то кад уочимо једно t између t' и 
t" и пустимо да t' ~ t + О, а t" ~ t - О, . горње неједначине 
се своде на 

Ф(t+О)<; Ф(t+О)<; Ф(t- О) <; Ф(t- О). 

Према томе, ако су функције Ф (t) и Ф (t) непре-
кидне у тачки t, тада је -

Ф(t-О) =.Ф(t+О) -= Ф(t) и Ф(t-О) = Ф(t+О):о: Ф(t), 

тако да је 

за сваку ону вредност од t, за коју су ове функције не­
прекидне. Како монотона функција може имати највише 
преброји во много тачака дисконтинуитета (в. тачку А.2. 1. 
(Н), став 1), то се, дакле, доњи и горњи DагЬоuх-ови инте­
грали функције ср (t, х) могу разликовати највише за пре-
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бројиво много вредности од t, тј. интеграл 

ь 

Ф (t) .... f ср (t. х) dx 
а 

постоји за свако t размака (g, а), и з·у з е в највише за 
пребројиво много вредности овог размака, чиме је . став 
доказан. 

21. (i) Многи ставови математичке анализе казују да између 
посматраних израза постоје извесне неједначине, и то било 
једно струке, било двоструке, укључујуliи тада посматране 
изразе између две границе. У овом последњем случају често 

се ове двоструке неједначине могу изразити једном једна-
. кошliу, ослањајyliи се при томе на непрекидност, тј. на 

основну особину непрекидних функција (Bolzano {2}) која 
казује, да непрекидна функција УЗИ.иа најмање једанпут сваку 
вредност која се налази између њеног минимума и максимума. 

Ови ставови се тада зову ставови о средњим вредностима. 
Разлог што се ови ставови чешliе Формулишу у облику 

ставова о средњим вредностима лежи у томе што су они 

овим једноставније изражени (јер они имплицирају појам 

непрекидности), али и у To,~e што се у време њихове прве 

формулације, пре СаисЬу-а и Abel-а, нерадо, или никако, није 

оперисало са неједначинама. 

Било да су ови ставови формулисани у облику неје­
дначина, било у облику ставова о средњим вредностима, 

они су од нарочите· важности, јер не само основни ставови, 

веli и докази, тј. извођење готово свих ставова математичке 

анализе, почивају на њима. 

Напоменимо да при прелазу са неједначина на ставове 
о средњим вредностима у суштини није битна непрекидност 

функције [(х), веli само особина да она у ма коме под­

раЗ'r\аку (а', Ь') размака (а, Ь) узима све вредности између 
[(а') и [(Ь'). Поред класе непрекидних функција постоје 
и друге класе функција које имају ову особину, међу оста­
лим, као што је истакао Darboux {l}, изводи непрекидних 
функција, било да су ови непрекидни или не. 

Ово се изражава веli код првог става о средњим вред­
ностима који гласи: 

Ако је функција [(х) неарекидна у заШворено.tН раЗ.tНаку 
(a~ Ь) и и..на одрefjен извод у свакој ш.ачкu отворена раз,иака 



, 2. [20-21] 263 

(а+О, Ь-О), тада оостојu нај.м,аље једна вредност Е, из­
.меОу а и. Ь, таква да је 

[(Ь) - [(а) = (Ь - а)f'Щ. 

Овај став (поред тога што не претпоставља егзистен­
цију извода у крајњим тачкама а и Ь) важи и кад извод 
није непрекидан, из разлога што изводи имају горе поменуту 
особину. 

(ii) Први, заправо проширени, став о средњим вредно­
стима за Riеmапп-ов интеграл гласи: 

Нека су функције [(х) и g(x) R-иНii1ezраБU.llне у раз­
.маку (а, Ь) и нека је 

тада је 
ь ь ь 

Min {f(x)} f g(x) dx< f f(x)g(x)dx< Мах {f(x)} f g(x)dx. 
a~x~Ь а а a~x~Ь а 

Према томе, ако је функција [(х) непрекидна у раз­
маку (а, Ь), тада постоји најмање једно t тога размака 

такво да је 

ь ь 

f f(x)g(x)dx=f(t) f g(x)dx за a<t<b. (5) 
а а 

у овом обрасцу број t се може, заиста, за подесно 

изабране функције [(х) и g(x) налазити ма где у размаку 

(а, Ь). Штавише, и кад уочимо одређену функцију [(х), 
можемо увек позитивну функцију g(x) тако изабрати да 
број t буде у ма ком подразмаку (а', Ь') размака (а, Ь); 
тако је, на пример, довољно да буде 

( ) _ {о за а < х < а' и Ь' < х < Ь, gx- . 
1 за а'<Х<Ь'. 

Међутим, ако само утврдимо горњу и доњу граmщу а 
и g>O функције g(x) и уочимо ма коју функцију g(x) 
за коју је 

тада се број t н е м о ж е налазити изван једног подраз­

мака (a,~) размака (а, Ь), који је увек мањи, тј. такав 
да је а < а и Ь >~. Овај подразмак зависи само од 
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количника )...= O/g и функције f(x) .. Тако, на пример, кад 
функција [(х) расте (у ком случају постоји. само једна 
вредност t за коју важи образац (5», тада се t мора 

налазити у размаку (a,~) где је 

а=х(l()",) и ~ = х ()...), 

а где је х=х()...), једини корен једначине (в. Карамата{3}) 

х Ь 

Ј f(t)dt+)...J f(t)dt-{{х-а)+)...(х-Ь)}f(х)=О. 
а х 

(Ш) Други став о средњим вредностима, који је дао 
још Bonnet {l} (види и Du-Bois-Reymond {3}), гласи: 

Ако је функција [(х) R-интеzрабu.лна у размаку (а, Ь), 
и ако је функција е(х) :.и,оноШона и UозuШивна у ШQ.ме 
раз.маку, шада је 

1 о кад функција g (х) не расте 

х ь 

g(a+O) ~јП I f f(t)dt t< !-f(х)g(Х)dХ< 
a:::,;,x~b а f а 

<g(a+O) Мах 11 f(t)dt) , 
a~x~b а 

20 кад функција g(x) не оаада 

e(b-О) МјП Ijf(t)dt)<jf(X)g(X)dx< 
a~x~b а а 

<g(b-O) Мах 1 ј f(t)dt). 
a~x~b ЈЕ. 

х 

Како је неодређени интеграл f f(t) dt R-интеграбилне 
а 

функције f(t) , непрекидна функција своје горње границе 
х у размаку (а, Ь), то ове неједначине можемо написати 

још у облику става о средњим вредностима: 
111 кад функција g(x) не расте 

ь t 

f f(x)g(x)dx= g а+о)Ј f(x)dx са a<t<b. 
а а 
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20 кад функција g(x) не опада 

ь ь ! f(Х)g(Х)dх=g(ь-О)! f(x)dx са a<:t<:b. 
а t 

Само под претпоставком монотоније функције g(x), 
било да она мења, било да. она не мења свој предзнак у 

размаку (а, Ь), други став о средњим вредностима можемо 

изразити и. овако 

ь t Ь 

f f(x)g(X)dx=g(a+O)!f(x)dX+g(b-О)!f(Х)dХ са a<:t<:b. 
а а t 

22. (1) У природи саме дефиниције Riеmапп-ова интеграла лежи: 
1° да подинтегрална функција остаје ограничена, 
~ да размак интеграције буде коначан. ' 
Појам интеграла можемо, међутим, проширити и кад 

један од ових услова није задовољен и то у случају услова 
}О само кад функција има коначан број тачака у чијој бли-

. зини она не остаје ограничена (види [16, (Н)]), или евен­
туално, ако ове тачке можемо укључити у коначан број _ 
размака произвољно мале дужине. Тај проширени појам 

интеграла, који се битно разликује од појма обичног инте­
грала, зваliемо несвојственu UНШе'tрал. 

1° Нека је функција {{х) дефинисана у размаку (а, Ь). 
Претпоставимо да она не остаје ограничена само у близини 

десне крајње тачке Ь тога размака, и да је ohaR-инте­
грабилна у размаку (а, Ь-О), тј. да постоји интеграл 

х 

F(x) = ! f(t)dt за свако х< Ь и Х> а. (6) 
а 

Ако овај интеграл (тј. Р(х» тежи одређеној граничној 

вредности, рецимо А кад х-. Ь - О, тј. ако 

х ! f(t)dt-.A, х-,ь-о, (А=Р(Ь-О», 
а 

кажемо да несвојствени интеграл функције {(х) п о с т о ј и, 

или да је несвојGтвени интеграл к о н в е р г е н т а н кад х -. Ь - о, 
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и да бисмо .ra разликовали од обичног интеграла обележа-

вамо га овако 
ь-о 

f f{t)dt. 
а 

Вредност овог несвојственог интеграла је по дефини­

цији А, тј. 
ь-о f f(t)dt= А. 

а 

Истоветно се дефинише несвојствени интеграл кад 

функција не остаје ограничена у близини леве крајње тачке 

а размака (а, Ь), и обележава се са 
ь 

jf(t)dt. 
а+О 

Ако пак функција не остаје ограничена у близини једне 

или више тачака Си, v-=I,2, .. . n, размака . Са, Ь), тада се 
горња дефиниција примењује посебно на сваки од подраз­

мака (а, С1), (СН С2), • •• , (Сn-1 , Сп) И (Сп, Ь). 

20 Нека је функција f(x) дефинисана у размаку (а,оо), 

и нека је она R-интеграбилна у томе размаку, тј. 

х 

Р(х)=ј f(t)dt постоји за свако х>а. (7) 
а 

Ако овај интеграл (тј. Р(х» тежи одређеној граничној 
вредности А кад х ~ оо , тј. ако 

. х f f(t)dt~ А кад х ~ оо, 
а 

кажемо да несвојствени интеграл 

'" 
Ј f(t)dt 
а 

п о с т о ј и, или да је он к о н в е р г е н т а н, и да је, по 
дефиницији, он једнак граничној вредности А, тј. 
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Истоветно се дефинише и несвојствени--интеграл 

ь 

Ј f(t)dt. 
-со 

Ако интеграл (6) или (7), тј. F (х) не конвергира кад 

х-+ Ь - () или -+ оо, тада F(x) или стварно дивергира, тј. 

-+ ± оо , или осцилира између коначних или бесконачних гра­

ница. У томе случају кажемо и за сам несвојствени интеграл 

да он или стварно дивергира, или осцилира између коначних 

и бесконачних rраница. 

Веli .сам обичан интеграл (6) или (7) дефинисан је као 
гранична вредност, и то као гранична вредност извесног 

збира [20], дакле, једним прелазом ка граници. Несвојствени 
интеграл је, према томе., гранична вредност граничне вред­

ности, тј. он је дефинисан двоструким прелазом ка граници. 
Због тога је појам несвојственог интеграла сложенији од 
појма обичног интеграла, иако је из овог изведен. 

(Н) На основу општег СаисЬу-ева става о конвергенцији 
[9] можемо аналогно формулисати и општи услов за. кон­

вергенцију несвојственог интеграла: 

Неевојешвени иншеtрал (6) или (7) бufiе конверtеншан кад 

10 х-+Ь+О, 

ако, .ма како .мали био е> О, .Аtоже.мо одредиши шакво 
х(е), да буде 

и шо 

у 

Ј f(t)dt <8, 
.х 

10 за свако х и у uзщух(е) и Ь, тј. 

х(е)<х<у<Ь, 

2() за свако х и у који су ве'liи од х(е), тј. 

у >х>х(е). 

Овај услов можемо формулисати и нешто краliе, 
слично оном облику СаисЬу-ева става који је наведен у 

[9, (ii)], и то: 
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Да би несвојствени интеграл (6) или (7) био конвер­

гентан, потребно је и довољно да 

у 

f f(t)dt-+ О, 
х 

кад х и у>х, независно један од другог теже: 10 
вредности Ь, 20 бесконачности. 

Бен из ових услова се види да нема битне разлике 
између несвојственог интеграла дефинисаног у коначtlом 

отвореном размаку (а, Ь - О), или у бесконачном размаку 
(а, оо); док је у првом случају Ь коначан број, у другом 
случају можемо чисто формално ставити да је Ь= оо (види 

[14, (Н)]). 
Уосталом, jeДHOCTaBHO~ сменом независне променљиве 

можемо увек бесконачни размак несвојственог интеграла 

свести на коначан, и обратно. Тако: на пример, ако ставимо 

g(x) = х-2 f(l/x) , 

тада се несвојст~ени интеграл 
оо 

f [(х) dx, 
1 

сменом х = l/t, своди на несвојствени интеграл 

1 

f g(t) dt, 
+0 

и конвергенција једног од ових интеграла повлачи за собом 

конвергенцију другог. 

(Ш} Код обичног интеграла је функција I [(х) I увек 
R-интеграбилна ако је то случај са функцијом [(х), јер 

. функција I [(х) I може имати највише толико тачака дискон­
тинуитета колико их има и сама функција [(х). (Напоме­
нимо да обратно не мора бити случај, јер ако је, на пример 

[(х) = ± 1, према томе да ли је х рационално или није, 

функција I [(х) I је R-интеграбилна, док то није случај са 
самом функцијом [(х». Ово, међутим, није случај код 
несвојственог интеграла. Ако несвојствени интеграл, рецимо, 

ь-о 

f If(x) I dx 
а 
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Rонвергира, тада је и несвојствени интеграл 

6-0 

f f(x)dx 
а 

конвергентан, јер је за свако х и у> х 

у 1)1 

[ [(х) dx 1<[ I [(х) I dx, 

тако да 

Ј [(х) dx-+O 
Је 
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.. 

кад х и у, 'независно један од другог, теже Ь-О, ако 
је то случај са интегралом 

у 

f If(x)1 ([х. 
Је 

Кад несвојствени интеграл фу.нкције I [(х) I конвергира ка­
жемо да је несвојствени интеграл функције [(х) аuсолушно 
K01tBepZe1tfJla1t. <' 

(ЈУ) У случају апсолутне конвергенције несвојственог 
интеграла можемо овај појам још нешто проширити, не 
претпостављајУЋИј као што је то био случај у (i), да има 
само коначан број тачака у чијој .близини функција [(х) 

није ограничена. Претпоставимо зато да је множина тачака 
дисконтинуитета функције [(х) нулте мере (в. [20, (Ш)] у 
размаку (а, Ь), било да је она у томе размаку ограничена 

или. не, и ставимо 

[()..,х) = {.lf(X)1 ако је If(x) I <).., 
).. ако је I [(х) I > )... 

. Јасно је да је функција [(л, х) R-интеграбилна за 
свако ).., јер је она ограничена и не може имати више 
тачака дисконтинуитета од функције [(х). Према томе, 

Itнтеграл 

6 

А"" !.f()", x)dx постоји за свако ),,>0. 
а 
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Ако овај интеграл тежи одређеној граничној вредности 

кад Л~ ОО, кажемо да је функција [(х) аQСОЛУШIlО иllше­
tрабаЛllа у размаку (а, Ь) у смислу de Ја VaJJe-Роussiп-а 
{З; 4. Т.I. стр. 260, Т. 11. стр. I08-9}, и по дефиницији стављамо 

Ь 

-Ј f(x)dx= Нт ЈА' 
а 1.=00 

Кад функција [(х) има само коначан број тачака у 

близини којих она не остаје ограничена, тада се овако де­

финисана апсолутна интеграбилност поклапа са апсолутном 

конвергенцијом несвојственог интеграла . 
. 3аиста, ако претпоставимо да функција [(х) није 

ограничена у близини само једне тачке, рецимо тачке Ь 

размака (а, Ь), и ако претпоставимо да је несвојствени 

интеграл 
Ь-О 

Ј f(x)dx 
а 

апсолутно конвергентан, тада, ма како мали био 8> О, 
увек можемо наliи л тако велико да буде 

Ь-& Ь Ь-О. 

f If(x) I dX<J f(л, х) dx< Ј If(x) I dx. 
а а а 

Према томе мора постојати гранична вредност Нт Ь .. 
1.=00 

тако можемо показати да из егзистенције Нт ЈА 
1.=00 

апсолутна конвергенција несвојственог интеграла 
а 

23.(1) Нека је дат низ функција 

[n(х), n=1,2,З, .... , 

Исто 

следи 

које су све дефинисане у размаку (а, Ь). Ако за одре­
ђ е н о ~ тога размака низ бројева [n (~) конвергира кад 
п ~ оо, кажемо да је низ функција [n (х) . конвергентан у 
тачки ~ размака (а, Ь). - Ако је низ конвергентан за 

с в а к у тачку х размака (а, Ь) кажемо да низ функција 
конвергира у томе размаку. - Ако је у овом случају за 
вредности ~,ч, ... итд., размака (а, Ь), рецимо 

liт [n (~) == А, Нт [n (ч) == В, .... итд. 
n=ао 
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и ако са f(x) означимо функцију која је једнака А за 

x=~, једнака В за х=ч, ... итд., тада ову функцију нази­
вамо tранuчно.м, фуltКцијо.м, Нll3а функција f n (х), и стављамо 

Jimfn(x)=f(x) за а<,х<,Ь, 
n=OD 

или 

fn(x)~f(x), n~oo, за а<.х<,Ь. 

Ако за извесне вредности· ~', или ч', ... , итд., раз-
мака (а, Ь) низ бројева f n (~'); или f n (ч'), ... итд., не кон-
вергира, тада гранична функција f n (х) н и ј е Д е Ф и н и­

с а н а у овим тачкама рзз,\\ака (а, Ь). Тако, на пример, ниа. 

у размаку (О, оо) дефинисаних функција 

1 
fn(x) =. " n=I,2, .... , 

2 - (х2 - l)n 

је конвергентан у томе размаку осим у тачки х = О, и ње­
гова гранична функција 

није дефинucана за х=О, 

за 1/2 0<х<У2, 
f(x) = 

х-У2, за 

О за х>У2. 

Ој) Ако је свака функција низа fn(x) ограничена у 
размаку (а, Ь), тј. ако је 

Мах {lfn(x)I}=On коначно за свако n-l,2ј ... , 
a~x~Ь 

и ако је низ ОП ограничен, тј. ако постоји коначан број М 
такав да је 

ОN<'М за свако n=I,2, .... , 

тада кажемо да је низ функција f n (х) унuфор.м,но otраничен 

у размаку (а, Ь). Према томе, ако је низ функција fn(x) 
униформно ограничен у размаку (а, Ь) мора постојати једно 

М, независно и од х и од п, такво да је 

Ifn(x)1 <,М за свако а<,х<,Ь и свако n= 1,2, ... :. 

Тако је, на пример, низ у размаку (0,1) дефинисаних 

функција 
f n (x)=n(l-x)xn-1, n=l, 2' .... 
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{који у томе размаку конвергира граничној функцији [(х)-О 

за свако 0< х< 1) униформно ограничен у томе размаку, 
јер је 

Мах {fn(x)}= 1-- <1/2, n=2,З, •.. , ( 
1 )n-l 

a~x~l п 

Међутим, низ ограничених функција 

[n (х)-n2 (I-х)хn-1, n-l,2, З' .... ' 

који такође конвергира нули за свако х размака (0,1), 
није униформно ограничен у томе размаку, јер је 

Мах {fn(x)} = п 1 -- , ( 
1 )n-l 

O~x~l п 

.а овај низ тежи бесконачности са n. 

(Ш) Ако је низ функција [ n (х) конвергентан у размаку 

(а, Ь), и ако он у томе размаку тежи граничној функцији 
[(х) тако да је, ма како мали био е> О, 

If(x)-fn(x)l<e за свако х размака (а,Ь) 

и свако n>N(e), при чему је N(e) независно од х, 

"Тада кажемо да низ функција [ n (х) унuфор.нно конвергира 
:граничној функцији [(х). 

Другим речима, ако ставимо 

Мах {lfn(x)-f(х)I}=р-n, n=I,2,З, .... , 
a~x~b 

.да би низ функција f n (х) био униформно конвергентан у 

,размаку (а, Ь), потребно је и довољно да 

Р-n -.0 кад n-. оо. 

Тако је, на пример, низ функција n(l-х)хn-l, n=1,2,; .. , 
конвергентан и 

[ n (х) = n(1- х)хn-1 -. о, n-+ оо, за O<x~ 1; 

.међутим, овај низ није униформно конвергентан, јер је 

Р-n= Мах llfn(x)-f(х)I}- 1 -- I 
. (1 )n-l 

O~x~l П 

"Тако да 

Р-n -+ l/е > О кад п -. ОО. . 
Из ових дефиниција видимо да униформно конвергентар 

низ функција мора бити и .униформно о_граничен у посма-
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траном ,размаку, међутим, обрнуто не мора бити случај, као 
што то видимо из претходног примера, јер је' овај низ 'функ~ 
ција униформно ограничен у размаку (0,1), али није и 
униформно конвергентан у томе размаку. ' 

. . 

(iv) Ако је низ функција f n (х) дат у облику збира, 
тј. ако. место, низа функција посматрамо ред,. та.ч;а кажемо 
р.а је ред 

.~ 

'. :' 

униформно конвергенТан у размаку. (а, Ь), ако је низ 
функција 

п 

\1'=1 

униформно KOHBepreHraH у томе размаку.' 
Нарочито подесан критериум' за униформну конверген­

цију редова који се обично пР,иписује Weierstrass-y гласи: 
Нека је иn (х) ,нua У раз.иаку (а, Ь) otранuченux функ-

ција, u нека је . 

Ако је ред 

'. 'С' 

гn = Мах {lun(x)ll, n=;1,2,3,." 
аЕ:;;хЕ:;;Ь 

со 

L г 11' КОНВl!рzеншан, 
11'=0 

шада је ред 

ао 

L; u l1 (x) унuфор.ино· конверzеншану Раз.иаку (а, Ь). 
11=0 

Вен из овога става ~леди да је сваки ТауЈог-ов ред 
~ оо .0 

Lal1xv , 
11=0 . 

ЧИЈИ Је размак конвергенције, рецимо (- а, + а) униформно 
конвергентан у отвореном размаку,( - а + О, а - О), ОВО из 
разлога што је, у овом случају, 

. Мах' {lun(x)Il'=Max {Ianllxln} -Ianl(a-s)n, 
Ixl~a-e., IxlE:;;a-s . " .' .. 
Теорија и иракеа Stle1tjes-oaa ввтпрма 18 
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If што је Taylor-ов ред апсолутно конвергентан за 1 xl < а - в, 
тако да је ред 

... 
L I а" 1 1 а - в 1" конвергентан за свако в> О. 
1'=0 

Из истих разлога видимо да lie Taylor-ов ред бити 
униформно конвергентан и у полузатвореним размацима 

( - а, а - О), или (- а + О, а), ако је он апсолутно конвер­
reHTaH за х = - а, или х = а. 

Међутим, дубље лежи Abel-ов став (в. тачку С. 6.ЦЩ), 
који казује да Beli из обичне конверrенције Taylor-ова реда, 
на пример у тачки х = а, следи униформна конвергенција 

тога реда у размаку (О, а). 
Како је 

Мах {Ianxnl} = lanlan, 
O~x~a 

и како из претпоставке следи да ред· 

со 

La"a" 
,,=0 

мора бити апсолутно конвергентан, то видимо да се Abel-ов 
став не може непосредно извести из Weierstrass-ова крите­

риума. Шта више, и кад Taylor-ов ред 
со 

La"x" 
,,=о. 

претходно трансформишемо, тј. кад га напишемо у облику 

где је 

... со со 

L а"х"=-= (l-х) L S"X" = L Sv(1-x)x", 
,,=о 

п 

Sv"'" La", 
11=0 

,,=о 

и где смо, прегледности ради, претпоставили да је а = 1, 
тј. да је ред ~a"x" конвергентан у размаку (О, 1), тада 
ни на овако трансформисани ред не ~ожемо непосредно 

применити Weierstrass-ов кри!ериум. У .овом с~учају је, наиме, 

Мах {lu,,(x)I}= Мах {IS"I(1-X)X"}=~(1-_1_)", 
O~x~1 O~x~I···' v+l v+1 



2. [23Ј 275 

а очевидно је да само из претпоставке конвергенције реда 

~al/' тј. из чиљенице да Sn-+S кад n-+ ОО , не следи кон­
вергенција реда 

~ Ed(l __ 1 )1/. 
k v+ 1 v+ 1 _ 

Овај ред не мора конвергирати ни кад sn -+0, тј. кад је 

S~o. Ово уосталом можемо, без ограничења, увек прет­
поставити, ако само, место низа Sn, посматрамо низ SN - S 
који тежи нули. 

Јасно је, да сеWеiегstгаss-ов став не може применити 
за доказ Abel-ова става ни кад горњу трансформацију више 
пута узастопно применимо. Уосталом, Abel-ов став се дока­
зује ефективним двоструким прелазом ка граници. Његов 
доказ, проширен на Diгiсhlеt-ове редове, изведен је у тачки 

С. б. 1. 
Слично као и код Abel-ова става, тако се Weierstrass­

овим критериумом не може утврдити уюiформна конверген­
ција ни Fоuгiег-ових, односно тригонометриских редова, и то 
б~ш У најважнијим случајевима, као на пример, код редова 
облика 

оо 

L аl/ sin (vx) , 
1/.=1 

где низ коефициената ау монотоно опада и тежи нули. 

Међутим, Wеiегstгаss-ов критериум долази до пуног 
изражаја у теорији аналитичких функција где је он готово 

увек употребљив, уколико није у питању униформна конвер­

генција на рубу области конвергенције, као што је то баш 
случај са Abel-овим ставом. ' 

(у) Појам униформне конвергенције, тј. равномерног 
прелаза граничној вредности, увели су, тек педесетих година . 
прошлог столеliа, Stokes {I} и SeideJ {l}. Потстакнути Fourier­
овим редовима, који могу претстављати прекидне функције 
иако. су им сви чланови непрекидни, они су дошли до појма 
униформне конвергенције, како би овим могли формулисати 

услов по коме се из непрекидности чланова реда може за­

кључити непрекидност њихова збира. Овај услов, који је, 

уосталом, само довољан, а није и потребан, гласи: 

Iг-



276 OдЉ.'o~ 

Нека је, f n (х) нtlЗ У раЗ.Afilkу (а,Ь) , неUренидних 
функција који у томе, размаку KOHBepzupa" tранuчној фуш,:, 
цији f(x). Да би фУll1щија f(x) биланеарекuдна довољно 
је да низ f n (х) буде :униформн,о конверtеншан у ,Шо.ие 

раз.м.аку. 

Јасно је да услов униформне конвергенције није потребан 

да би гранична функција била, непрекидна. Ово увиђамо 

изпримеР?l тачке (Ш), јер је гранична' функцијаf(х) 00= о 
за- О<;Х<1 низа fn (x)=n(l'-x)xn, непрекидна функција 

у размаку (О, 1), иако овај низ, као што је то показано, 

не конвергира униформ.но у ,томе размаку. 
До које' је мере појам, униформне конвергенције, наро .. ' 

чито за оно врёме био тешко приступзчан,'ВИДИМО и отуда 
што је још и сам СаисЬу {3, стр. 131, глава 6,§ l} мислио. 
џ.а граничнафУНlщија непрекидних функција, мора бити'не..: 
прекидна функција, иако је веома лако образовати низове 

~епрекидних функција чије су ,грани чне функције, прекидне. 

~ao што је то случаЈ са низом функција 

fn(x)=xn за' О<Х<I, 

чија' је гранична функција 

f(x)= { О, за О<Х<l, 
1, за x~l, 

или низом 

1 
О<х<l, gn(x)=-- за 

. l+nх 

qија је гранична функција 

g(x}= { 1, за х-О, 

. . О, за О<Х<l. 

Разлог што ово није примећено не ·лежи само у томе, 

што појам граничне функције није био довољно прецизно 

формулисан, већ по свој прилици у . томе, штос.е у оно 
време оперисало скоро искључиво са редовима. Међутим, и 

flајједноставнији низови. кад се. изразе у облику б~сконачног' 
реда дају сложеније аналитичкеизразе, из којих се поменута 
особина не може ,овако непосредно приметити, нарочито ако 
.се има у виду да су бесконачни редови сматрани као целина, .... 
тј. као један збир L. Ово јасно увиђамо изгоре наведена 

о 
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два примера, од којих се први низ, кад га изразимо у облику 
реда, своди на 

~ други низ на 

Уосталом, још је АЬеl {I, Werke, стр. 224} 1826 приметио 
нетачност Cauchy-ева тврђења, док је Cauchy {4} Објавио 
исправку тек 1853 године. Фундаментални значај појма рав­
HOMepHO~ riрелаза ка граници истакао је тек Weierstrass у 
својим предаваЊима. 

(УЈ) Суштина . униформне конвергенције лежи у томе што 
она садржи дв.оструки прелаз ка граници, или прецизније, 
што она претставља један, и то најједноставнији облик 
услова под којим се код двоструког прелаза ка граници сме 
изменити ред грани~IНИХ процеса, тј. услов да би .Нт Нт 
био једнак liт Нт.. . (п) (х) 

(х) (rr) 

Ово се нар.очито· јасно увиђа кад' се поред појма уни­
формне конвергенције у размаку (а, Ь) уочи појам пунктуалне 
униформне конвергенције, тј. униформне конвергенције .. у 
близини тачке с", или .,у тачки с". Појам пунктуаJiне 
униформне конвергенције дефинисао. је Du Bois-Reymond {4 
и 5} овако: 

Ред, или низ функција [ n (х) је униформно конвер­

ген та н у rаЧI\И х-с, ако за свако произвољно мало 8 >0 
MQJI<eMo одредити такву околину (с - 8, С + 8), 8= 8(8), тачке 
с и такав индекс N = Nc (8), да буде . 

If(x)-fn (х)I<8 за свако С-В<Х<С+8, (8) 

и свако n>N.· . 
Јасно је да у овој дефиницији, тј. у (8), .6(8) може да 

ишчезне са 8. Кад то није случај, тј. кад 8(8) остаје 

веБе од неког 8'>0, тада је низ [n(х) веБ униформно 
конвергентан у целом раз.маку (с - рј, с + рј) • 

. Појмом пунктуаЛl1е униформне конвергенције обухв'аБен 
је појам униформне конвергенције у размаку, јер ако је нua 
функцuја [n (х) унuфор.,nноконверzенш.ан у свакој ш.ачкu 
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раЗЖlка (а, Ь), Шада је он унuформно конвеРl,енШан и у 

целом размаку (а, Ь). . 
Заиста, ако за дато 8> О уочимо скуп } свих раз­

мака (с - 8, с+ 8), одређених условом (8), овај скуп размака 
задовољава услове Вогеl-ова става [19; (ii)], тако да цео 
размак (а, Ь) можемо прекрити коначним бројем размака 

(су - 8у , су + 8у), V = 1,2, ... ,k, скупа } . .Ако означимо са 
N(~) највеfiи од индекса N cv(8), Јада је, према (8), 

If(x)-fn(x)l< 8 за свако а<,х<,Ь, 

и свако п> N(8), тј. низ f n (х) је униформно конверген­
тан у размаку (а, Ь). 

(УЈЈ) Код пунктуалне униформне конвергенције јасно 
долази до изражаја чињеница да је у униформној конвер­

генцији, уствари,. садржан двоструки прелаз ка граници. 

Ово постаје ОЧI1ГЩЩНО кад за пунктуалну униформну кон­

вергенцију формулишемо аналогон става тачке (у) и то: 

Ако је низ н.еарекuднux функција f n (х) униформно· кон­

верtенШан у iilaчки х = с, Шада је и l,ранuчн.а функција f(x) 
н.еарекидна у Шачки С, а шШо можемо ucказаlllи u овако : 

Нтliт f n (ст) = liт liт f n (Ст), (9) 
n~~m=~ m=~n=~ 

за сваки низ· Ст који Шежи l,раничној вредносши с кад 
т -+ оо, или, шiilо је иСlllо, 

Нт Нт f n (х) "'" liт liт f n (х) = f(c) , (10) 
n=~x=c x=cn=~ 

ма како х i1ieжuо ка С. 

Тако, на пример, Abel-ов став поменут у тачки (iv) 
казује, уствари, да је Тауlог-ов ред униформно конвергентан 
у близини крајње тачке размака конвергенције, рецимо х = 1, 
ако је он конвергентан у тој тачки. Како је, међутим, према 
Wеiегstrаss-ову критериуму (iv), Тауlог-ов ред униформно 
конвергентан у размаку (О, 1 - О), то је, дакле, на основу 

става тачке (vi), он униформно конвергентан у целом раз- . 
маку (0,1). 

Међутим, из првог или другог примера тачке (Н) видимо 

да ни пунктуална униформна конвергенција није потребна, 

да би релација (9) или (10) важила. Шта више, као што то 
видимо из другог ОД ових примера, ноје чак ни потребно да 
низ функција f n (х) буде ограничен у близини тачке х = 1. 
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(vШ) Из чињенице да је низ функција [п (х) униформно 
конвергентан у тачки х = с, следи, не само релација (9), 
вен и да је за сваки низ сп, низ [п(Сп) конвергентан 
кад сп -+с, тј. да 

[п(Сп)-+!(С) кад n-+оо, 

ма какав био низ бројева сп којк -+ с. 

(11) 

3аиста, ако је сп произвољан низ који -+ с, тада 

можемо нани такав број N' да буде 

C-6<Сп <С+6 за свако n>N', 

где је 6 оно 6= 6(8) које је одређено условом (8). Према 
томе, ако у услову (8) ставимо хz=сщ и са· N" означимо 
вени од бројева N' и N = Nc(8), бине, npе~а овом услову, 

If(сп)-fп (сп)I<8 за свако n>N". 

Како из (8) следи д.а је функција !(х) неiIрекидна у тачки 
х-с, то добивамо отуда да је 

I !(с) - [п (сп) 1 "'" 1 [(с) - [(сп) + [(сп) - [п (сп) 1< 
< 1 [(с) - [(сп) 1 + If(cn) - [п (сп) I < 
<1 [(с) -f(cn) 1 +8< 

<6'+8 за n>N". 

3бог- тога што 6' и 8 . можемо изабрати произвољно мало,· 
видимо, дакле, да из (8) следи (11) ма какав био низ сп -+с. 

Тек условом облика (11) можемо изразити услов који 
би био аналоган услову (9), а који је потребан и довољан 
за пунктуалну униформну конвергенцију. 3aT~ морамо прет­

поставити да је услов (11) испуњен за с в а к и низ бро­
ј.ева сп· који -+с. То је уствари само једна транскрипција 
услова (ts), и она гласи: 

Да би низ неарекидних функција [п (х) био униФоряно 

KOHBepzeHillaH у шачки . х = с, аошребно Је и довољно да 
услов (11) буде исауњен за с в а к и низ сп који -+ с кад 
n-+оо. 

Да бисмо још показали да је услов (11) заиста и до­
вољан ако је он испуњен за сваки низ сп -+ С, претпоста .. 
вимо, per absurdum, да низ [п (х) конвергира, али да он 

није униформно конвергентан у тачки х = с. Ово значи да, 



280' Одљ. D. 

ма како мали био -6>0, увек постоји такав број А>О. 
да је 

'limsup Мах {lf(x)-fn(х)I}>А, 
n=<» c-&~x~c+& 

јер кад такав број А> О не би постојао, услов (8) би био 
задовољен. f .' 

Нека је О<в'<А и в1 >0; означимо са еn.1 ма 
који од бројева за који је 

I f(e".1) - fn (еn.1)1 > Мах {I f(x) - l n (х)} - в', 
C-.&l~X~C+~ 

ако низ ~n. 1 не тежи ка с кад п -+ ОО, И ако је 

I е". 1 - С I > ~2 почев од неког nј 

означимо са еn.2 ма који од бројева за који је 

If(en.2)-fn(e,j~2)1> Мах {lf(x-fn(Х)I} - е', 
C-tз~Х~С+&z 

итд. Како в1 , в2 , в8 , •••• , можемо бирати тако да овај низ 

тежи нули, то ће низ еn.1' еn.2' еn.аl'" тежити ка с за 
свако довољно велико n. 

Према томе је . 

Нт sup I f(e". k) - fn(en. k) I > А -о- в', 
n=<» - . 

. за свако k = 1, 2, З, ..... , што значи да постоји такав де'­
лимичан низ П" низа п, да је 

'If(e" ,,) -fn (еn ,,) ,>А - в'.>О, за и= 1,2, З' .... ' 
У" V У" . __ 

а што се' противи претпоставци да је услов. (11) испуњен за 
сваки низ сп -+ с. 

Ох) Да бисмо увидели смисао овако израженог услова 

за пунктуалну униформну конвергенцију, покажи~Q. да ни.зови 
монотоних функција чине једну општу класу низова, за коју 
је униформна конвергенција п о т р е б на и довољна, да би 

гранична функција БИЈ1а непрекидна. Да је за ову класу ни.;' 
зова униформна конвергенција заиста потребна видимо из 

овог става: 

Нека је'. О:n (х) nuз у размаку (а,Ь) . моношо1lUX u ne­
арекидnих фушщuја. Ако је њехова 'tраnuчnа фуnкчuја а (х) 

neuрекuдна, nuз фуnкчuја аn (х) је уnuформnо '"оnвеp-zеnшаn 
у шоме размаку. 
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Уствари, став који се односи на пунктуалну униформну 
конвергенцију, а који, на основу става тачке (уј), обухвата 

горњи став,' гласи: 

Нека је аn (х) НШ у размаку (а, Ь) моноШоних функ­
ција који'у Шоме размаку KOHBeptupa "рани'lној функцији а (х). 
Ако је функција а (х) неарекидна са десне (или са леве) 
сшране у тa'lIlU х = с, 'тада је нш С1n (х) униформно кан,;; 

верzеншан. у Шачкu х = с са десне (или са леве) сшране. 

Претпоставимо да функције аn (х) не расту и да је 
гранична функција С1(х) у тачки с непрекидна са десне 
стране. Ако је низ сп произвољан низ 'такав да је 

тада је за произвољно 8> О 
С<Сn <С+8 за свако n>N(s), 

тако да је, на основу монотоније функцt.ја аn (х), 

аn (с) < аn (сп) <аn (С+8) за свако n>N(s). 

Ако у овој неједначини пустимо да п -+ оо В'Ндимо да је 

а(с)< Нт inf аn(сn)< Нт sup аn (сn)<а(С+8). 
n=оо n=оо 

Међутим, из претпоставке да је функција а (х) непрекидна 
са десне CTpaH~ у тачки с, следи да 

a(C+8)-+а(с+О)=а(с) кад 8-+0, 

тако да, после овог другог прелаза ка граници, добивамо 
да је 

Нт С1n (сn)=а(с), (12). 
n=оо 

и то за с в а к и низ СП који тежи ка с са десне ~TpaHe. 

Према томе, из услова (11) следи да је низ аn (х) 
униформно конвергентан у тачки с са десне стране. 

(х) Као што видимо; доказ горњег става, као и доказ 

Abel-ова става наведеног у тачки (iv),изводе се, ~апраВОЈ . 
двоструким прелазом ка граници; ово је, уосталом, случај и 
код свих ставова· који се односе на пунктуалну униформну 
конвергенцију. Тек применом става тачке (уј) ови ставови се 

преносе на цео размак (а, Ь). Уствари, код ставова аа 

које је могуне' непосредно показати да се гранични процес 
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. врши униформно У целом размаку, код тих ставова је овако 
изражена униформна конвергенцаја само један сразмерно 
једноставан облик услова по коме се код двоструког пре­
лаза ка граници сме изменити ред граничних процеса. 

. Ставови који се не могу извести непосредним доказом 
униформне конвергенције, већ се при њиховом доказу мора 
прибеfiи двоструком прелазу ка гр.аници (као што је то 

случај код горе наведених ставова) спадају у групу тежих 

ставова. Међутим, ~a много веће потешкоliе наилазимо код 
оних ставова код којих треба показати да се ред код дво­

струког граничног прелаза може изменити, али где ови 

гранични прелази нису једнолики. Примера ради наведимо 

тзв. Gibbs-OB {1} феномен који казује да Fоuгiег-ов ред 

функције [(х) н и ј е униформно конвергентан ни у једној 

тачки прекида прве врсте функције [(х), иако функција 
{(х) може бити непрекидна са леве или десне стране у овим 
тачкама. Другим речима, ако ставимо 

п 

[п (х):сао + 2; ау cos (џ~) +Ьу sin (џх), 
v= 1 

где су ау и Ьу Fоuгiег-ови коефициенти функције [(х), 
и ако је х =с једна тачка дисконтинуитета прве врсте ове 

функције, тада 

Нт fп(х)--tf(с±О) кад x-tс±Ој 
n=оо 

међутим, низ 1п (х) не конвергира униформно у тачки х=с, 

чим је f(c-О)=I=f(с+О). 
Најзад, међу нај теже ставове који се односе на исту 

проблематику спадају они који су у извесном смислу инверзни 

горњим ставовима. То су они ставови код којих је позната 
природа конвергенције низа функција [п (х) у близини неке 
тачке х..,. с, на пример, униформна конвергенција у свакој 
тачки с' која се налази у БJlИЗИНИ тачке с, као и чиње­

ница да је гранична функција [(х) непр~киднау тачки с. 

Поставља се питање конвергенције низа функција у самој 
тачки х-с, тј. низа бројева [п (с), што заправо значи да 
се пита каква треба да је структура. низа функција [п (х), 

. или који су допунски услови које овај низ мора још аадо­

вољавати да би ово био случај. Ови ставови се, уствари, 
.могу формулисати само за низове [п(х) специалне струк-
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туре, као што је TO~ на пример, случај код ТаиЬес-ова става 
који се односи на Тауlос-ове редове, или Laodau-ова про­
ширења овог става на Dirichlet-ове редове, који су изведени 
у тачки С. 6. 2, а који спадају међу најлакше ставове ове 

врсте. 

(кЈ) Да бисмо код услова (11) или (12) показали до које 
мере, односно колико много је обухваfiено претпоставком да 
ови треба да важе "за сваки низ сп -+ с", наведимо овде 
још један став ове врсте, из кога се јасно види да из 

услова (Ц) следи много више него што то тврди други став 
тачке (viii), и то под слабијим претпоставкама. Напоменимо 

. да при томе можемо, без ограничења, претпоставити да су 

како· с, тако и гранична вредност у (12) једнаке нули, и 
према томе овај став формулисати овако: ' : 

Нека је f n (х) низ у размаку· (0,1) дефинисанuxфун.к-
ција које у Шо.ме раз.маку не оаадају. Ако . . 

Ја с в а к и нш· хn који -+ о, шада је 

10 Uочев од једне вредности х=х' нш функција 

оtраничен, тј. 

(13) 

fn(x) 

liт sup fn(x)=F(x) Uосшоји за свако О<х<х', (14) 

F (х) -+ О кад х-+ о. (15) 

Ако 20 није испуњено (тј. ако низ функција f n (х) не 
остаје ограничен у размаку (0,6), ма како мали био В), 
иЛИ ако (15) није исnyњено, тада мора постојати један број 
А > о, и низ све мањих и мањих вредности еn , такав да је 

liт sup f n (ek );> А за ,свако k = 1,2, 3,.. .. (16) 

Јер, или је (за једно утврђено k) 

f n (Ek )-O(I), 

а тада је због монотоније функција f n (х) 

f n (x)=O(I) за свако o<x<ek , 

или је за то k . исnyњена неједначина (16). 
Према томе, можемо постепено одредити низ вредности 

~k' које теже нули са k, таквих да неједначина (16) буде 
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задовољена, а . ова неједначина, уствари, казује да постојй 
такав делимичан низ fnk;v(Ek)' 'низа fn(Ek ), n= 1,2,3, ... ~ 
да је за довољно' мало' е < А, 

fnk,v(Ek);>A-е>О за свако k""'I,2, ..... 

и довољно -велико v, ,односно nk, v. Отуда видимо да је 
за диагонални низ fnk, k (ek), k = 1,2,3, ... , увек. 

liт inf f nk k (ek) ;> А, 
n=:.r.I'J I 

а што се противи претпоставци (14). 

24. (1) Равномерни прелаз ка граници долази, међу осталим~ 
до изражаја када се чланови реда или низа функција дифе": 
ренцирају или интегришу. Због TOГ~' што су ове операције 
Beli дефинисане једним грiнiичним процесом, то. се, уствари~ 
и овде ради О' измени реда граничних прелаза, тако да је и 
овде бит~о да се ови гранични прелази одигравају мањеили 
више равномерно. 

Као прво, поставља се питање када се ред, односно 

низ чији су чланови функције. од х' смё интегрисати члан 
по члан. Прецизније, ако је дат у размаку (а;Ь) конвер­
гентан низ R-интеграбилних функција [n (х), иако је гра­
нична функција [(х) R-интеграбилна, када је 

ь ь ь 

l~~f [n(x)~x= fl~~fn(X)dX= Ј f(x)dx. (17) 
а. а а 

Према томе се овим захтева: 
10 да, гранична функција [(Х) низа, у размаку (а, Ь) 

R-интеграбилних . функција [n (х) буде такође R-интегра­
билна, тј. да 

ь 

ј = Ј [(х) dx .постоји, 
а 

20 да низ интеграла 
ь 

јп'" Ј [n (х) dx конвергира кад' п ~ ОО, 
а 

30 ако су }О и 2 0 -испуњени да буде 

liтјn-ј· 
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. . (ii)Ш:rо_<:~ Т,иче захтев.а 10, још је Arzela·{I. стр. 32.1~6; 
2; 3} дао потребан и ДOBoљa~ усло~ да он. буде испуњен, 
тј. да би гранична функција низа R-интеграбилних фуНКl.(ија 
-била R-интеграбилна. Сама формулација овог услова је доста 
сложена, тако 'щi . је он само од теориског значаја и лакше 
lе непосредно .у.видети, према томе и при формула-цији ста ... 
вова претпоставити, да је гранична функција 'R-интеграбилна; 

Поред тога, код питања које имамо у виду, тј. код питања 
:када се ред операција Нт и f може изменити, овај услов 

. је и утолико од мањег з'начаја, што је он често Beli садржан 
у условима који су потребни да би захтев 20 био испуњен. 
Поред најједноставнијег случаја када је по среди униформна 

:конвергенција (в .. тачку (Иi», ово последње важи нарочито 
:када имамо у вйдуинтегр:але у смислу Lebesgue-a {1}. 

Приметимо, најзад, да гранична функција низа R-инте­

трабилних функција моЖе бити R-интеrрабилна; а да низ 
'интеграла Јп уопште не коНвергира. Тако, на приМер, гра­
.ffична функција. [(х) низа 

fn (х)=nЗ (1-х)хn-1, n-1, 2, 3' .... ' 

I<ао и гранична 'функциј-а g(x) низа 

gn(X) = n2 (хn-1 ~ хn-1+(-l)n) , : n-=2, 3, ... ~ 

су исте; тј. 
'. f(x)=g(x)~O . за О<х< 1, 

па су, према томе, граничне функције оба ова низа R-инте-
~рабилне у размаку (0,1 ).МеђутиМ, је' . 

1 . . 

.Јп = f [n (x)dx ;,..-~, 
о n+l 

,.ако да у овом примеру' низинтеграла Јп' стварно дивер­

lГира кад п -+ ос) , док низ интеграла 

1 . 

Јn:ос: f gn (х) dx =-= пп:, (_1 ~;n 
<Qсцилира између - 1 и + 1. 

(Ш) Што се тиче услова 30 приметимо прво; да низ 
R-интеграбилних функција може бити такав да услови 10 'и 

20 буду испу~ени,а да при томе.ова гранична вредност 
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Нт Јп не буде једнака интегралу Ј граничне функције. 
n=а:Ј 

Тако,· на прцмер, низ функција 

f n(x)=ni (1-x)xn, n= 1, 2, 3' .... ' 

конвергира граничној функцији [(х)=О за свако 0<Х<1, 
па је, према томе 

I 

Ј = Ј f (х) dx = О, 
о 

док је 
I 

1 - Ј f. (х) dx _ ___ n
2 
__ 

ЈП-о п -(n+l)(n+2)' 

тако да низинтеграла Јп конвергира граничној вредности 

Нт Јп ~ 1, која је различита од Ј = О. - Овај низ функ-
n=<t> 

ција је у суштини истоветан са низом фу~кција (Darboux 
{l, стр. 84}) 

који претставља један од првих примера ове врсте. 

Међутим, веliина услова (бар оних од практичног зна­
чаја) који дају довољне критериуме да би јо или 20 било 
испуњеНОј повлачи веli и саму чињеницу 30. Такав један 
критериум је, на пример, да низ функција униформно кон­

вергирај тај критериум, који је ушао у веЪину Уi.Iбеника, а 
вероватно потиче од Weierstrass-a (в. Heine {2}), гласи: 

Нека је [ n (х) 1lU3 У раз.ма«у (а, Ь) R-UIliIJ.ezраБUЛIlUX 
фУllкцuја. Ако је овај 1lU3 У1lUФОРМ1l0 КОllверzеllШаll у Шоме 
размаку, Шада је 1 о њеzова zраllUЧllа фУ1lКцuја R-UllшеzраБUЛllа, 
20 IlUЗ Ullшеzрала је КОllвеpzеllшаll u 30 

lJ lJ 

~~~J fn(x)dx~ Ј !~~fn(x)dx. 
а а 

Да и у овоме ставу униформна конверг~нција не прет­

ставља потребан, веli само. довољан услов видимо из 

ПРИ&iера 

[n (х) = л(1 ...; х)хn-!, п .... 1,2,3, ..... 

'1 

"јl 
1, 

:;1 

j~ 

1,(11 

i 
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Гранична функција овог низа функција је f(x) 2: О за 

О<х< 1, тако да је 
1 

. Ј== Ј f(x)dx==Oj 
о 

с друге стране је 
1 

Јп ас Ј fn (х) dx = _1_, 
.о n+l 

тако да Јп ..... О I\ад п ..... оо, тј. 

Нт Јп =Ј· 

Међутим, овај низ није униформно конвергентан, као што­

смо то видели у тачки [23, (Ш)]. 
Приметимо још да су сви горе наведени примери мање­

више истога кова, и да се могу извести из низа функција 

-облика 
f n (х) == пР ћ(nх) , 

где је h (х) дефинисано у размаку (О, оо). 

Тако, на пример, ако је 

р=l, ћ(О) .... О и ћ(х) =0 (х), х ..... оо , 

и ако несвојствени интеграл 
оо 

Ј h(t)dt 

постоји, тада 
о 

док 
1 оо 

Ј fn (х) dx ..... Ј h (t) dt, п ..... оо, 
О О 

а овај последњи интеграл не мора бити једнак нули. ПРИ 
томе је овај низ функција униформно конвергентан за свако­

х>О, -осим у тачки х=О. 
Кад бисмо, међутим, горњи низ функција I'юмножили са 

(nx)i, где је i = -У-=Т, тј. кад бисмо посматрали нив 
фУНIщија 

gn(x) == n (nх)' ћ(nx), 

где-функција .ћ(х) -задовољава горе наведене услове, имаЈЈИ 
бисмо низ функција"'који, осим у тачких-О, унифОРМJI()' 
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конвергираграничној функцији која је једнака liУЛИ за х>.о, 
а чији низ интеграла осцилира између коначних. граница. 
Уколико бисмо желели да имамо такав низ реалних фуНКr. 

ција довољно је да посматрамО'. реални или имагинарни деО' 

:горњег низа, рецимо низ функција 

п sin (lgnx) h(nx). 

(iv) Један О'Д најважнијих cTaJ;lO'Ba 'на основу кО'јих се 
ред граничних процеса може изменити у смислу обрасца (17) 
.даО' је Arzela {1, стр. 531 иlетта на стр; 262-7, каО' и стр'. 
322; 2, стр. 723-5}. Овај став се углавнО'м састоји у тО'ме 

ШТО' се униформна конвергенција низа функција [ n (х) 

.замењује његовом унифО'рмном О'граниченошfiу; за функције. 
интеграбилне у смислу Riemann-a QH гласи: 

lfeKa је [n (х) низ у раз,маку (а, Ь) R-uншеtрабuлнux 

.функција. Ако. је tраnUЧ/-Ја функција R:.uншеzрабuлна, u ако је 
Jtuз функција унuфор.мно О1.раnuчен У Шо.ме·раз.маку, шј. 

Ifn(x)I<M за свако a<~<b u n= 1'2' .... ' 
, ' 

тада је limes uншezрала једнак uniЛetралу limesa 
ь ь 

~L~ffn(X)dX= f liт fn(x)dx. 
а . а 

Тај став се честО' назива и Агzеlа-LеЬеsguе-ов став, 
.зБО'г тО'га што у првим Агzеlа-О'вим радО'вима дО'кази нису 

били потпуни, док је Lebesgue {1. стр. 125; 3. стр. 29-ЗО}, 
11рО'ширујуfiи О'вај став на свој појам интеграла, исти дО'казао 
и ТО' у његовом најопштијем облику, а који непО'среднО' 

садржи Агzеlа-ов'стаВ. Уствари,О'вај став долази до пуног 
изражаја са пО'јмом Lebesgue-О'ва интеграла, затО' што тада 
О'тпада услО'в да гранична функција буде интеграбилна, јер 

Је овај услО'в садржан у услову унифО'рмне О'граниченО'сти. 
-r- НезависнО' О'Д Arzela овај ста.в је нештО' дО'цније извеО' 

и OsgO'oci {1} и ТО' у специалнО'м случају низа непрекидних 
функција. Један О'Д досад најкраfiих дО'каза О'вог става даО' 
је Landau {4}. 

, ЩтО' 'се тиче услО'ва Агzеlа-ова става, јасно је да у 

-самО'ј његО'вој прирО'ди лежи претпО'ставка да гранична функ­
:ција буде R-интеграбилна. Међутим, и у О'вО'ме ставу услО'в 
да низ функција буде унифО'рмнО' О'граничен је самО' дО'вољан, 
.а није и, пО'требан. 
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Да бисмо 
функција 

ово увидели, довољно је .па уочимо низ 

[n(х) = {о за 
аn за 

1 
о<х<-­

n+l 
1 1 
-<х<-:-. 
n+ 1 п 

n-l,2, ... , 

Овај низ функција конвергира за свако х размака (0,1), 
и његова гранична функција је 

f(x) =-= О за о<х< 1, 

и то ма какав био низ бројева аn • Ако овај низ изаберемо 
тако да 

'тада овај низ функција не остаје униформно ограничен у 
размаку (0,1) . Како је, међутим, 

1 

Јп "'" f fn (х) dx = аn , 
'. о n(n +1) 

то кад за низ аn претпоставимо још да не тежи беско­
начности сувише брзо, и да је 

тада је 
аn -о(n2), n-+ оо , 

lim Јп = Ј =-= о. 
n=оо 

Тако, на пример, ако ставимо да је 

аn ;ос п, за п =-= 1,2, З, .... , 

добивамо низ функција који није униформно ограничен, чије 

су функције шта више позитивне, па ипак је Jimes интеграла 
једнак интегралу limesa. 

Иако су функције овог низа прекидне, није тешко, са 

мањим изменама, учинити да све ове функције буду непре­

кидне и да задрже све особине горњег низа. Тако је, на 
пример, довољно на платформи сваке од функција [ n (х) 
да уочимо тачку која се налази на средини ове платформе, 

тј. тачку х = ~ (~ + _1_) , у,.,.' аn , и да праволиниски 
2 п n+l 

спојимо ту тачку са тачкама х == l/n и х;ос 1/(n +1) на 
Х-оси. Добивена полигонална линија претставља диаграм 

непрекидне функције са жељеним особинама. 

Теорија и ПЈ1НС8 Stleltjet-Oва птеграла 19 



290 Oдљ.O~ 

(у) Помову става· из тачке [20. (iv)] можемо ArzeJa-ов 
став доказати' овако. Нека је {п (х) низ У размаку (а, Ь) 
R-интеграбилних и униформно ограничених функција, и нека 
је његова гранична функција {(х) такође R-интеграбилна. 
Ставимо 

gn (х) ,с I {(x)~ {п (х) 1, 
тада је и овај низ функција R-интеграбилан и униформно 
ограничен у размаку (а, Ь), а његова гранична функција је 

g(x) =-= О за а-<х-<Ь. 
Како је даље 

ь ь I ь . f {(х) dx - f {п(х) dxl -< ~ If(x) -fn(x)1 dx = 

\ 

то ако покажемо да је 

ь ь 

~~"!. Ј gn (х) dx =-= Ј g(x) dx ,.. О, . 
а а 

тада ве отуда следити и' да је . 
ь ь 

Нт Ј {п (х) dx -= Ј {(х) dx. 
п=сх) 

tz а 

Како је, међутим, 

gn(x»O за a~x<b, 

то је,' дакле, за доказ ArzeJa~oBa 'ctaBa д?вољно да до 
кажемо: 

. Ак.о је . . gn (х) низ У раз~аку (а, Ь) позитивних, R-ин­
теграбилних' и униформно ограничених функција, и ак? овај 
низ .Тежи .нули за., свако х тога размака, тада и низ 

интеграла 
Ь· 

Ј gn (х) d.x-+(J кад п -+ оо. 
а 

. . Према To~e, ако означимо са М. горњуграницу низа 

функцИЈа gn (;) би.Ве ': . 

O<gn(x)<M за. <:вако . а<х<Ь иn= 1;2,.3, .•.• 
: :.1 •• ,' ,-" 
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Означиме даље са tMa који број размака (О, М) и. са 

({Ј·n (t, х) асоцирану функцију функције gn (х), тј. 

({Jn(t,x)- {01 за свако х за које је gn(x}<t, (18) 
за свако х за које је gn (х) > t, 

тада је, за .свако 0< е<М,. 

gn (х)<М Срп (е, х} + е{I-({Јn(е,х)}. 

Ако сад е изаберемо тако да функција ({Јп (е,'х) буде ин­
теграбилна (а што је према ставу из тачке [20. (ју)] увек 

МОГУће), тада је 

ь ь ь 

Ј gn (x)dx<M Ј ({Јп (е, х) dx + е Ј {1- ({Јп (е, х)} < 
а а а 

ь 

<М Ј ({Јп (е, х) dx + e(b-а), 
а 

јер је 
1-({Јn(е,х)< 1 за а<х<Ь. 

Из ове неједначине видимо да се АгzеIА-ов став своди 

на овај:. 

Нека је gn (х) нuз У раз.А«l1СУ (а, Ь) R-uнillеzрабu.лних; 
аозuшuвнux u унuфор.м,но оzранuчених функција. Да би нuз-

љихових UНilietpaAa 

ь 

Ј gn(x)dx~O кад n~OO, 
а 

довољно је (а u uошребно) да за свако е> О (за које овај 
UНilletpaA uосшоји) . 

ь 

Ј ({Јп (е, х) dx~ О "ад п ~OO • 
. а . 

Да бисмо видели: смисао овог услова приметимо· да, 
према ставу из тачке [20. (ју)], интеr'pал 

ь 

f ({Јп (е, х) dx 
а 
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можемо добити као граничну вредност, (кад <3{P}~O) доњег 
Darboux-ова збира 

т 

~ {Р} ~ ~ gv(8, п) (xv - X~l). (19) 
11=1 

При томе смо са gv(8,n) 0значили"Доњу границу функције 
<рn(8,Х) у размаку (XV-l'ХV). Међутим, према дефиницији 
(18) функције <Рn (t, Х), дОња граница gv(8, п) је једнака 
нули за све размаке (XV--l, Ху), осим за оне у "oji1Ma је 
gtJ(X) > 8 за с в а к о Xv--l <Х <XV , а у ком ~лучају је ова 
доња граница једнака 1 .. Због тога се доњи Darboux-ов 
збир (19) своди, У ствари, на збир размака 

<3 (еn, 8) = 'L' (Xv - XV-l) 

који је узет само преко ОНИХ равмака у који.'I\а је еп (х) > 8 

за свако XV- 1 <Х<Ху • Можемо, дакле, ставити да је 

ь 

Ј <рn(8, Х) dx """ <з(gn, 8) +- 8', (20) 
а 

где је 8' > О И произвољно мало, ако је само подела {Р} 
довољно густа, тј. 8 {Р} довољно мало. 

Покажимо сад, да низ функција еn (х) не може тежити 
нули за свако Х разм.ака (а, Ь), ако низ њихових инте­
грала не тежи нули. Заиста, ако низ интеграла не тежи нули, 

тада постоји једно такво l} > О , да је 

ь 

Ј gn(x) dX>1]>O, 
а 

за бескрајно много вредности од П, али мо)К.емо, без 
<>i'pаничења, претпоставити да то важи за свако п, ако 

само под gn (Х) подразумевамо сам тај делимични низ за 

1(оји горња неједначина важи. 

На основу горњег става· и . обрасца' (20) видимо да у 
1'ом случају можемо увек нави тако густу поделу {Р}, да 
.за произвољно е'< 1] целокупна дужина <3 (еn, 8)c,B~X оних 
размака (XV-l'Х V) поделе {р}, у којима је gn(X)>,s,. буде 
,вева од 1] - 8' = 1]' > О, тј. да буде 

8Сеn, 8»1]':>0, 

if то ма како велик био број n. 
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Како је г{ утврђена (тј. коначца, не произвољно мал~) 
дужина, то у р&.змаку (а, Ь) мора постојати најмање једна 

тачка е, која се налази у унутрашњости неограничено 

много размака (XV-l, xv). ':1 тим размаЦима је, међуtим, 
gn(X);;>8; то значи да постоји ДЕ!Лимичан низ f.lиза gn(~), 
чији су сви чланови ;;>8, према томе низ функција gn·(x) 
не може тежити нули у тачки ~, што је требало доказати. 
Овим је и АгzеЈа-ов став доказан. 

Напоменимо, да смо се при том закључку користили 
овом чињеницом: 

Нека је дат коначан размак (а, Ь) и нека је Ј коначан 

скуп подразмака тога размака који не,\шју заједничких тачака, 

а чија је целокупна дужина 8. Ако уочимо низ Jv; 
v~l, 2, З, .. ~, таквих скупова размака,и ако је 8v>I'»0 
за свако v= I,~,З, .• , где смо са 8v означили целокупну 
дужину свих подразмака .скупа 1v, тада мора постојати 
·неограничено много скупова 1nv и најмање једно ~ раз­
мака (а, Ь) TaK~O да сваки скуп 1"v садржи један под­
размак у чијој се унутрашњqсти налази тачка ~. 

3аиста, нека је N такав цео (}рој дa.~ 

NI'»k(b - а) ма какав био дати број k; 

ако уочимо N, или више ма којих од скупова 1у, тада 
мора постојати најмање једна тачка е размака (а, Ь) таква 
да се она налази у по једном од подразмака од најмање 

k+ 1 ових скупова 1v. 
3бог тога што се поједини подразмаци јр. ма ког 

скупа 1v не преклапају, то је горње тврђење истоветно 

са овим: 

Н ека је јр., р. = 1, 2, 3, . . ., низ подразмака размак&. 
(а, Ь) и нека је dp. дужина размака јр.. Ако је 

d1 + d2 + ... + dn > k (Ь - а) , 

тада постоји најмање једна тачка ~ размака '(а, Ь) која 
се налази у унутрашњости од најмање (k + .1) од п раз­

мака јр.,р.= 1,2, ... n. 
Ово тврђење се, у ствари, своди на то да се· покаже 

да најмање (k-t 1) од размака јр., 11 =. 1, 2, •.. , п, морају 
имати заједничких тачака, а што је јасно, јер у најгорем 
случају, ако ове размаке поређамо један до другог, они ће 
прещ>ити размак дужине d1 + d. + ... + dn, који је веfiи од 
k . размака дужине (Ь-а), и претеfiи ће још један размак 
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који не може бити краliи од 

, d1 + d~ + ... + dn -k(b-a) = ёЈ>о. 
Према, TOMe,~ мора постојати HaI~aњe' (k+ 1) размака јџ. који 
Ii~ сви имати заједничких тачака, а које се све тачке налазе 
још и у једном или више размака чија је тотална дужина 

HajMalЬe d. - Како N, тј. збир дужина d1 +~+, .. +dn, 
можемо учинити произвољно велик, то низ о, скупова размака 

lv, или низ подразмака јџ., има ову ОСОQИНУ: Ма како 
велик био број п, постоји увек цео број Й{n) такав да 
у низу размака јџ., р."'" 1, 2, .. N (п) буде .п размака који 
имају најмање једну унутрашњу тачку ~. За низ скупова 
1" размака јџ. можемо сад показати да мора постојати нај­
'мање ,једна тачка' која се налази. у, унутрашњости од б.ес­
крајно много размака јџ.,. Кад оваква та9ка не би посто­
јала то би значило да се ма која тачка Е о извесних, раз­
!'\ака размака (а, Ь), тоталне дужине> б, налази у унутра-, 

шњости од највише 'коначно много размака јџ.. - Означимо 
са j~ најмањи заједнички размак коначног броја N~ раз­
мака јџ. који садржи тачку ~. Овим добивама скуп раз­
мака којим према 60геl-ову ставу [19. (Щ] можемо извесне 
размаке тоталне дужине > б прекрити коначним бројем раз­
мака j~. Ако означимо са N највеliи од бројева N~; ових 
размака, тада би се ма која тачка размака(а, Ь) могла 

налазити у највише N размака j~, а ово се противи прет-. 
поставци да постоје тачке е које се налазе у унутраш­
љости од произвољно великог броја ових размака. 

о (УЈ) Из Агzеlа-ова става можемо сад извести и много 
општији став, ако место униформне ограничености низа 
функција [ n (х) претпоставимо да све ове функције нису по 
апсолутној вредности веliе од једне сталне' интеграбилне 

функције F (х), тј. да је 

: I [n(х) '<Р(х} за свако n"",·1,2, ... и а<х<Ь. (21) 
Овај став, кога је Lebesgue о {4} (види и Vitali {1}) 

доказао за свој појам интеграла, своди се за R-интеграбилне 
функције, уствари, о на Агzеlа-ов став, јер је тада веli сама 
функција' Р(х) ограничена, тако да се (21) своди на ун и­
формну ограниченост низа функција [ n (х). Међутим, овим 

се може Агzеlа-ов став· проширити на несвојствене интеграле, 
ито било H~ коначан размак (а, Ь - о) било на 'бесконачан 
размак (види Р6lуа-Szеgб {1, Т. 1. стр. 61, зад. llS}) као 
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и на функције које су апсолутно R-интеграбилне у смислу 
de lа Vallee-Poussin-a [22. (iv)]. (види Pidoll {l}). - Шта више, 

овај Lebesgue-OB, став можемо формулисати и у веома 
општем облику, тако да он, у извесном смислу, даје потребне 
и довољне услове да, би limes НJ-fза несвојствених интеграла 
био једнак интегралу limesa, и то било да су ови интеграли 
узети у обичном, -било У de lа Vallee-Роussiп-овом (или 
Lebesgue-овом)' смислу. 'Овај став, формулисан за несвој­
ствене интеграле у обичном смислу, реди~о за размак (а, Ь - О), 

гласи: " 
Нека је fл(х) низ у раз.A«lКУ (а, Ь-О) R-uншеzра­

бll.ll1ШХ функција који у Шо.ме разяаку конверtира R-инше­

zрабll.llftој функцији f(x). Ако је 

Pn'(x)<Jn(x)~Pn"(x), за свако n= 1'2' .... и а<.х<ь, (22) 

и ако су функције Рп'(х) и' Рп"(х), као и љихове tраничне 
функције Р'(х) и Р"(х) R-иНШеzрабll.llне у разяаку (а, Ь-О), 
II ако је још 

ь-о ь-о 

;~~J Fn'(x)dx~ f F'(x)dx 
а а 

(23) 
ь"-о ь~ 

;~~ f F п" (х) dx;'" f Р" (x)dx, 
а а 

шада је и, 
ь-о ь-о 

;~~ f f R (х) dx = f ((х) dx, (24) 
а а 

ири чеяу сяо ирешиосшаВll.Ilи да сви ови несвојсшвени uнше­

zрали иосшоје. 

Ако ставимо 

gn(x) = (п(Х)-Рп'(х), оп(х) = Fn"(x)-Fn'(x), 

и граничне функције ових низова обележимо са 

g(x) = ((х) - Р' (х) 'и Q (х) = Р" (х) - Р' (х), 

тада је, према (22), 

о<еп(х)<,ап(х) за n= 1'2, .... ' и 'а<,.х<Ь, (25) 

3, према (23), 
ь-о ь-о 

1~~Jon(x) dx = f О(х) dx" (26) 
а а 
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док се тврђење (24) СВQДИ на 

ь-о 1-0 
nl~~ f gn (х) dx = g(x) dx. 

(1 • а 

Нека је л произвољан .позитиван број; ставимо 

gn(л, х) -= (gn ... (X) кад је gn(x) <Л, 
J.I. "" gn(x) >л, 

g(л, х).- { g\X) ".. g(x) <1., 
J.I. "" g(x) >л, 

оn(л,.х).-{ o~(x) " .. оп (х)<л, 
J.I. .... Оn(Х»Л, 

О(л, х) = { О(х) 
. 1. 

.. .. О(х) < 1., 

.. .. О(х) >л, 

и разлике ових и датих функција ОЗflачимо са 

гn (х) ~ gn (х) - gn{л, х), г (х) =-= g(x) - g(л,х), 

Rn (х) -= оп (х) - оп (л, х), R(x) ~ О (х) - О(л, х). 

Из дефиниције ових функција је јасно да је 

(21) 

О<Гn (х) <Rn (х) за свако n=1,2, .... , и а<х<Ь, 
и 

као и да 

gn(л, х) -+g(л, х) и оп (л, х) -+ О(л, х) кад n-+ оо, 

при чему су ова два низа функција униформно ограничена 

а саме функције позитивне. 

Отуда добивамо: I ь-о' ь-о 
I [ gn(X) dx - [ g(X) dx '= 

ь ь ь-о ь-о 

= јgn(л,Х)dХ- fg(л,Х)dх+fГn(Х)dХ- ff(X)dX < 
а а а а 

ь ь ь-о ь-о 

. < f gn(л,х)dх - f g(л,х)dх + f fn(x)dx+ f г (x)dx < 
а а а а 

ь ь ь-о ь-о 

. < f gn(л,х)dx - Ј g(л,х)dх + Ј Rn(x)dx+ Ј R(x)dx. 
а а а а 
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Како је низ функција gn (А, х) униформно ограничен, то на 

основу Arzela-ова става, израз у модулу тежи нули кад 
п ~ ОО, дОК из претпоставке следи да 

ь-о Ь-О 

Ј Rn(x)dx-+ Ј R(x)dx, 
а а 

па је, према томе, 

Ь-О ь-о ь-о 

!~~ sup Ј gn (х) dx - Ј g(x)dx <2 Ј R(x)dx. 
а а а 

Како из претпоставке да несвојствени интеграл фун.к­

ције О(х) по~тој .. [22~ (iv)] , следи да 

ь-о 

Ј R(x)dx 
а 

можемо учинити произвољно малим, ако је само А довољно 

велико, то из горње неједначине добивамо да мора 

ь-о Ь-О 

f gn (х) dx - f g(x) dx-+ О, п -+ оо, 
а а 

чиме је горњи став доказ ан. 
Овај . став важи било да је Ь коначно, било да је 

Ь = ОО. у овом последњем случају треба само горњи доказ 
извести за размак (а, т), а затим пустити да m-+ оо. 

111. Опште напомене 

25. (1) Симболе о и О увели су Bachmann {1, стр. 401} 
и Landau {3. Т. 1. стр. 31, 59-62, Т. 11. стр. 88З} ради 
прегледнијег означавања граничних процеса. 

Нека су [(n) и <р (п) . две функције дефинисане за 

свако довољно велико п, на 'пр~ер, за n>nо , где п 
можемо сматрати или као непрекидну променљиву - дакле 

сваки број размака (по, оо), или као цео број, и то сваки цео 

број вени од по. Нека је функција <р (п) стално позитивна, 
тј. <р (п) >0, за коју обично претпостављамо да тежи или 
нули, или одређеној граници, или бесконачности, на пример, 
1/n, или 1, или n. 
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1 о Ако постоји константа М таква да је 

If(n)I<Mcp(n) за свако n>ло, 

то Kpalie пишемо 
[(n)-О{ср(n)}, n-+оо. 

20 Ако 
f(n)/cp (п) -+ О кад п -+ оо, 

то стављамо кpalie 

30 Ако 

пишемо 

[(n)=о{ср(n)}, n-+оо. 

f(n)/cp(n)-+1 кад n-+оо, 

(.(n),...., ср (п), . 1f -+ оо. 
,-

Ову асимптотску релацију !"ожемо, дакле, написати и 
овако 

[(n)-ср(n)+о{ср(n)}, n-+оо. 

Специално: 

[(n)=О(l), n-+оо, 

значи да [(n) остаје огр~ничено кад n-+ оо, тј. или тежи 
одређеној граници, или осцилира између коначних граница; 

20 

значи да 

[(n)=о(I), n-+оо, 

[(n) -+ о кад ,n-+ Оо. 

Примери: 
. п -= О (n2 ) или п = о (n2) , п -+ ОО; 

100n2 =,о(n2), или 100n2 = о (n8
) ј 

.n + 1 ,...., п или п + 100 -уn,...., п ј 

. h . - h 1 п 
sш n,....,cos n",-е ј 

2 . . 

sin аn """0 (п), иnи sin аn =-= о (Vn), или sin аn.= О(n)ј 

Зn-4 3n-4 . Зn-4 . 
-. --о ,.. 0(1), или ---+3, или -.---3+0(1/n). 
n+2 n+2 n+2 

Ако је 

тада је 
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или прецизније 

или 

{(n) = aonk + О (nk- 1) , 

или 

{(n) =-= aonk + a1 nk- 1 + 0(n k - 2), итд. 

Ако је 

,тада је 

или прецизније 
е(n) ~ 0(1), 

е(n) -+ ао, 

е(n) = ао + О(lјn), 
или 

или. 

е(n) "'" ао + аln-1 + О(lјп2) итд. 
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Ој) 3а OB<:tKO уведене ознаке О и о важе, међу 
осталим, следеliа' правила:, 

.. 
10 0(1) + 0(1) ... 0(1) ..., о(n); 

. 1 

30 О(ср) + 0(0/) = О(ер+о/); 

40 О(ср)· 0(0/) = О (ТО/)ј 

50 О"(ср), 0(0/)'- о (сро/); 

60 Ако је f =- О ( ср) тада j~ f + ер= О (ср); 

70 Ако је frovq> тада jef+ о(ср)", ср. 

(Ш) Симболе о и О можемо увести и за једнострано 
ограничење функције {(n) и то овако: . 

{(n»О{ср(n)}, односно {(n»o{cp(n)}~' n-+ оо , 
значи да постоји једна позитивна константа М ,односно 
да је за свако произвољно мало, позитивно 8 > О, 
l(n»:""Мср(n), односно {(n»-8.ср(n). за свако' .n.>n,: 

Аналоган смисао имају и асимптотске неједначине 

{(n> < О {ср(n)}, ОДНОС;:НО {(n) < о {ср(n)} , n-+ оо , 

које. претстављају cKpalieн начин писања за 

{(n) <Мср (п), односно {(n)<8ср(n) за CBaKQ n>n •• 
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Напоменимо да су симболи .. OL" и ,;OR" које је 
увео Doetsch {I}, идентични са горе дефинисаним симбо­

лима .. О>" и • .0<". 

26. Ознака L иди L значи да количине које се налазе 
an~x l.v~x 

иза знака . ~ треба сабрати Преко свих оних индекс а п 

односно и, за које бројеви аn односно Av нису вени 
од х. Према томе горњи изрази су одређене функције од 

х, ва свако х OДГOBapajyl1~г размака. 

Ако низ аn , односно Av монотоно расте и тежи 
бесконачности са п, односно и, тада је број чланова 

које треба сабрати коначан; горњи збирови су коначни и 
претстављају степена сте функције. На пример, 

L 1 = [х], L и '"" ~["x]([yx] + 1). 
n~x vZ~x 2 

Ако низ аn , односно Av није монотон или не тежи 
бесконачности, тада број чланова које треба сабрати може 
бити и бескона чан, тако да горњи изрази претстављају бес­
коначне редове. На пример, 

k 

~ 1/(2n)2 за 2·k<;. -llх и х<о; 
n=1 

о> 

L 1/(2n)2 за х=о, 
n=l 

оо "" L 11(2 n)2 + Ll/(2n+ 1)2 за 2k+ I;>l/ХИХ>О. 
n-l n=k 

27. (1) Ако се комплекс ни бројеви av , V = .1, 2, ... ~,n, од­
носно тачке комплексне РЮЩИ налазе с в е у углу отвора 

2 ео < 1(, тада важи неједначина . 

п п 

(1) 
v=l v;:l 

(Види Петровин {1, стр. 52}). 
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д о к а з. СтавиМО 

и сматрајмо да се у тачкама 

Zv=Biflv . 

налазе масе величине rv. Како се тачке Zv налазе на луку 

круга -lzl = 1, који је' <2e<~ (в. сл. 28), то ће' се, према 
<Jauss-ову {1. стр. 112 ј 2. стр. 32} ставу, 
тежиште 

п 

L rveif%v 
.;...v"",--::I __ = t. 

п 

}:rv 
v=1 

()вога система налазити у најмањем ко н­

вексном полигону око тачке zv, пре,ма 

томе се оно мора налазити у кружном 

{)тсечку АСВ. Како је отстојање од 

·почетка ма које тачке тог отсечка веће 
()д coseo, то је 1 tl > cos ео, што се 
.своди на неједначину (1) •. 

(11) Ако у неједначини (1) ставимо 

А 

Сл. 28 

av~f{a+ ~ (ь-а)}, Џ=I~2, .... n, 

:где Је - f(x) у' размаку (а,' Ь) R-интеграбилна фунКција, 
тако добивену неједначину поделимо са п и пустимо да 

л-+ оо" добивамо 

ь ь 

Ј f(x) dx > cos ео f 1 f{x) 1 dx. 
а . а 

()во из разлога што 

п I 

~ Lf{a+~(b-a)}-+J f{a+t(b--:a)}dt-=-
v=1 О 

п l' 'Ј ос: -. -'.', f(x) dx, п ~oo • 
. Ь-а " а 
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28. Бројна функција природног низа 1'2'3' ..... ' тј; функ­
ција [х], игра доста важну улогу у теорији бројева због 
својих интересантних особина, од којих, примера ради, наво­

димо ове: 

10 [2 х] + [2у] > [х] + [х+ у] + [у]; 
[ 1] [ 2]. [. n- 1] . 20 [х] + х + п + х + п + .... + х + п - [nх]; 

30 [[r;:J] = [х]; 

40 Нека је 't' (п) Еиlег-ова функција, тј. 't' (п) = броју 
дељитеља броја п (на пример 't'(p)=2,' ако је р прост 

број), тада је . 

't' (1) + f (2) + .... + 't'(n) = [ ;] + [ ; ] ~ [;] + .... + [:); 
50 Нека је k = [Vn], тада је 

[;].+ [;] + [;] + .... + [:] = 

=2[;]+2[;]+ ..... +2[~] ~k2; 
60 3а велико п је, према 50, 

п k k k 

~[~]=2~[~]-k2.=2~~ -k2_2~{~ -[~]}= 
k . 1· 

= 2nLv - k2 + O(k) = 2n(lgk+C) - п + O(k) = 
v=l 

= n(lgn+2C-l) + O(vli), n"'ООј 
т-I n-I 

70 L[nx- V ~J -L[mx- V~] = m- n. 
у=1 у=1 

Види Р6lуа-Szеgб {1", Т.Ј, стр. 42-44, Т. 11, стр. 118, 131}. 

29. (Ј) Уочимо (k - 1)-ви хармониски интеграл tXk_ 1 (х) функ­
ције а (х) = х, узет~преко размака (0,1); то је полином 

k-Tor степена кога lieMo означити са bk(x). Овај се полином 



3~ (28~29] 

своди на k-ти, тзв. Bernoulli .. eB полином Bk{x) , и то 

- 1-
bk(x) "'" - 8 k (х). 

kl 

Ако ставимо да је 

првих осам полинома 8 k (х) су 

1 
8а (х) = х2 - х + б = х(х-l) + 82(0), 

Bb(X)=X8
-: X2+-ix-x(x- ~)(X-l), 

1 . 
8 i (x) = х' - 2ХЗ + х2 - - = х2(х- 1)2 + 8,(0), 

30 

303 

85(X)~.r- ~x'+ :ха- ~x=x(x- ~)(X-l)(X2-;~ ~)~ 

88 (х) = ха - 3хО + ~x' -.lx2 +.l ~ 
2 2 42 

=Х2 (Х-l)2(ха-х-:- ~)+88(0), 

777 1 
87{х) = х7 

- -х8 + -х5 + -хв + --х ... 
226 6 

= х( Х - ~) (Х - 1) (х' - 2хВ + х + ~) ~ 

в (х) = х;8 - 4х7 + 14 ха - 2.х'+ ~x2 _.!.. = 
в 3- 3 3 --30 

= х2 (х - 1)2 х' - 2х8 - _х2 + -Х + - + 88(0). ( 
1 4 2) , " з з з -, 

Општи облик ових полинома извешliемо у напомени-

[~, (ј)]. 
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Диаграми полинома Bv(x) - Bv(O) У размаку (0,1) могу 
имати један од следеfiа четири облика (В. сл. 29-32); 

~ о : 
ва v = 2,6, 10,14-, ... , 4р - 2, ... 

, 

Сл. 29. 

за и=4,8, 12, 16' ..... ' 4р, ... 

--::o:-tb~, --~~~I!:.-__ . -..::!I4~-~ ва v = 3, 7, 11, 15, ... , 4 р - 1, .. 

~ 
I 

Сл. 31. 

-:o:1'~'------34/~~г ----::~~--. за v = 5,9, 13, 17, ... , 4 Р + 1,,,. 

Сп. 32. 

(н) Поред горње дефиниције Вегпоulli-евих ПОЛИНОМа, 
·тј. да су полиноми bv (х) узастопни хармониски интеграли 

>функције х, дакле, одређени условима: 

Ь1 (х) = Х - ~ , (1) 

bv+1'(x)=-= Ьу(х) , и= 1, 2' ..... ' (2) 

1 

bV+ 1 (1) - ЬУт1 (0)= f bv(t) dt=O, '= 1,2, ..... , (3) 
о 

>Они се могу дефинисати и као полиноми који ймају ту осо­
<бину да им је к о н а ч н а диференција једнака неком степеRy 
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ОД х, тј. да је 

Bv(x+I)-Вv(х)=vхV-\ v=l,2, ..... , (4) 
док је 

(хџ)' = vxv- 1• 

Односно, за полиноме ь; (х) је 

х Џ-1 

Ьу(Х+ 1) -Ьу(х) = . ,v= 1, 2' ..... ' (5) 
(v - 1) t . ~. 

као аналогон за 

( ~~)' = (V

X:-1
1

)! . 

Види N6rlund {1. стр. 2-7; 2}. 

Најчешhе се ВегпоuIIi-еви полиноми дефинишу ПОМОћУ 
функције генератрисе, наиме као коефициенти од хџ функције 

·ао ао 

-/ t_ еХ! = L ~Bv(x)tv= L bv(x)tV
, (6) 

е - 1 џ=о v. v =0 

јер се из ове дефиниције најлакше добивају све њихове 

особине. Види Schl6milch {1. Т. 11. стр. 207-217} и Nielsen 
{2; 1. стр. 461-468}. 

(Ш) Ако пођемо од ове последње дефиниције можемо 

лако показати да су коефициенти Ьу(х) Taylor-ona реда 

(6) зан :та узастопни хармониски интеграли функције Х, тј. 
да су задовољени услови (1), (2) и (3). 

,Даје Х - ~ коефициент од t1,Tj. даје задовољ~н 
услов (1) видиМо непосредно. 

Да је задовољен услов (2) видимо ако леву и десну 

страну једна чине (6) диференцирамо по х. Тада је 

тј. 

ао 

_t_teX ! =~ Ь '(x)tn 
е! _ 1 ~ п , 

n=1 

со ", 

te
x

! = '"" b'n(x)tn- 1= "'" Ь'I1+1(х) tn , е' _ 1 L., L.-; 
n=1 n=о 

што даје једначине (2) кад коефициенте горњег реда упоре­
димо са (6). 

Теорија и праЈ<са Stie1tjea-ова ИИ'Ifграла 20 
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Напослетку, једначине (3) добивамо ако у (6) ставимо 
х=О и х= 1, ово напишемо у облику 

оо 

_,_t _ _ 1 +..!.. t= ~ bn(O)t", 
е - 1 2 п-2 

te'· 1 оо п 
-, --Ј --t= ~bn(l)t, 
е - 1 2 '!= 2 

И приметимо да леве стране претстављају једну те исту 
функцију. 

На исти начин можемо из (6) лако извести и једнаЧИllе 
(4) или (5). 

3аиста је, према (6), 

што упоређивањем коефициената првог и последњег реда 

даје једначину (5). 
Напоменимо најзад, да се на исти начин -из (6) може 

иавести и ова особина Вегпоuli-евих полинома 

by (1-х)=(-l)VЬv (х), v=1,2, ..... , (1) 

из које следе симетрични облици диаграма ових полинома у 

раЗ.'v\аку (0,1), приказани на сликама 29-32. 

(iv) Уочимо ВегrlOulli-еве полиноме Ь" (х) у раЗ;'v\аку 
(0,1) и продужимо их периодички аа све вреДНОСТi1 од Х. 

Тада добивамо, Т.зв. Вегпоulli-еве функције /јп (Х), које су 
периодичне са периодом 1, а у размаку (0,1), тј. прве 

периоде, су одређене једначинама 

Ьп(х) =Ьп (х) за О<Х<l, n=1,2,3, ..... , 

па их, према томе, можемо дефинисати и једначинама 

Ьп(х) = Ьп(х-[х]) , n=l, 2, 3, .... , 

и то за све вредности од х. 
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Сем прве функције Ь1 (х), све остале функције ЬN (х), 
п:> 2; су непрекидне, што следи из особина (3) (в .. сл. 
29-32), док прва функција 

- . 1 
Ь1 (х) = х - [х] - - (9) 

~ 

им у тачкама х= ± k, k '" О, 1, 2, ... , скокове дужине 1 
(в. сл. 33). Ако ову функцију дефинишемо обрасцем (9) она 
је непрекидна са десне стране. 

Сл. 33. 

Остале функције ЬN (х) можемо такође експлицитно 
изразити степенима узастопним функције Ь1 (х), и ако, 
краТКОће ради, ставимо 

- 1 
Ь (Х)=Ьј (х) = х -[х] - 2' 

добивамо постепено 

Ь1 (х)=Ь(х), 

- 1 1 
Ь2 (Х) = 2 Ь2 (х) = 24 ' . 

- 1-1 
Ьа (х) '""6" ьз (х) - 24 Ь (х), 

- 1 1 7 
Ь4. (х) = 24-Ь4. (х) - 48 Ь2 (х) + 5760' 

Општи облик извеШћемо у _ напомени [30]. 

(v) На основу периодицитета функција ьn(х) можемо 
ове изразити једним другим аналитичким изразом, наиме, у 

облику ТРИГОНО.иетриског (Fourier-ова) реда. У ту сврху пођимо 

20' 
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од обрасца 
. ( 1 ) SlD n+- t 1 ... 2 

- +cost+cos2t+ ... + cos nt= 2 . t/2 2 . Sln 

тј. од 
п . Sin(n+~)t 

1 "'" 2 , . 2"= - LJ cos vt+ 2 sin tj2 
у=1 

и интегришимо обе стране од 3( до 2 3(х; после деобе са 

1с . добивамо 
11 

1 1 "'" sin 2 v 1с Х Х -- ""'" - -~-. ---+Јп(х), _ 
2 1С У =1 V 

(10) 

где c1\l\0 ставили 

(
1· 

2ц sin п + - t х 
1 (х) __ l f .. 2) dt= f sin (2.n+ 1)1Ct dt. 

п 2 1с SlD t/2 SlD 1с t 
~ h 

Лако је увидети да 

Јп (х) -t О кад п -t оо И то за О < Х < 1,_ 

јер после парциалне интеграције добивамо 

_ ]п(Х)=-_l- {COS (2.n+ 1)1СХ _ (_ 1)П} + 
(2n+ 1)1C SID1CX 

х 

+ _1_. _ f cos (2 п + 1) 1с t COS 1с t (! t , ( 1 1) 
2 п + 1,/. sin 2 rrt 

а ови последњи изрази имају смисла само кад је х> О и 

х<l. 
Ако, дакле, у (10) пустимо да n-t 60, добивамо к)­

начно да је 
п 

1 1 ~ sin 2 v 1с Х 
X--~--LJ--- ва О<Х<l. 

2 1с у=1 V 

Како овај ред претставља периодичку функцију са периодом 
1 , то је за све вредности од х 

оо 

- 1 2 "'" sin 2 у1СХ 
Ь1 (Х)=Х- [х] --= -- LJ ---, 

2 21С v = 1 V 
(12) 
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осим за х = ± k, k= 1, 2, оо оо. јер је за ове вреДН9СТИ ОД 
Х, вредност бесконачног реда на десној страни једнака 

нули, тако да се ова функција разликује од функције (10) 
само у овим тачкама (В. сл. 34). 

Сл. 34, 

Ако сад образац (12) узастопно интегришемо, изо­
Сl'ављају!iи на левој страни интеграционе константе, доби­

вени интеграли претстављаfiе. низ узастопних хармониских 
интеграла, јер су све овако доби вене функције периодичне 

и такве, да је интеграл узет дуж једне периоде једнак нули. 

Према томе ће ови редови претстављати функције ЬN (х) и 
на тај нач.ин добивамо за ове функције изразе 

"" t (х) _ 2_(.:.....-_I--'-)k_+_l~ cos 2 V1tX 
2~ - (21t)l!k ~ V2k ' 

(13) 

(14) 

који обрасци важе за све вредности од х и претстављају 
периодичне и непрекидне функције. 

Да редове (IЗ) и (14) за k --;;> 1, сме,.ю интегрисати 
члан по члан је очевидно јер су" ови редови апсолутно' и' 

униформно конвергентни [23], пошто су им чланови (за 
k> 1), по апсолутној вредности мањи од lјџ2, а ред :~ l/џ2 

конвергира. Међутим, да и ред (12), и ако он није униформно 
конвергентан у затвореном рзю\3ку (О, ј), сме.'vЮ интегри ~а'fИ 
члан по члан, можемо лако. увидети и то_ или непосредно, 

ако пођемо од обрасца (10), или ако приметимо, HaO~HOBY 

обрасца (11), да тај ред остаје унифор,'vШО ограничен[24], 
. . " ., , .; 

за свако коначно х. 

(vi) Из образаца (13) и (14) добивамо још: и аСИМПТ9ТСКО 
понашаље Вегпоulli-евих функција 611 (х), за велике. вред­
ности индекса n. Заиста се тада у ози,\'1 редовима, према 
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првом члану ~oгy занемарити остали чланови, тако да ове 

функције теже нули као lј(2тс)n, тј. [l5] 

Ьn(х) = о (1/(2 тс)n) , n-. оо , (15) 

и то униформно по х. 

30. (1) 3а Вегпоulli-еве полиноме, од којих смо првих осам 

.навели у напомени [29. (i)], можемо лако на1111 и општи 

аналитички израз ако пођемо од обрасца (б). Јер, ако оба 
фактора леве . стране ове једначине развијемо у ред по 
степенима од t, тј. ставимо 

и 
со 

_t_~ bv tV 

е' -1 . v' ' v=o . 

(lб) 

затим ова два реда измножимо и коефициенте упоредимо 

са првим редом (16), добивамо да је 
п . 

8n (х)= L(~)ЬvХn-v, n=О; 1'2' ..... ' (17) 
v=o 

где су, дакле, коефициенти Вегпоulli-евих полинома дати 
низом Тауlог·ових коефициената функције (1б). 

(il) Овај низ бројева 

b~ "'" п! Ьn (0)= 8 n (О), n= 1, 2, .... , (18) 

назваћемо 8еrnоuШ-евlUt IlШ0.м. 
Уобt\чајено је да се под Вегпоulli~евим бројевима под­

разумева низ позитивних рационалних бројева, прилично 

неправилна тока, који се обележавају словима 8 2n , n= 1'2' .... ' 
и од којих су ово првих петнаест: 

8 1 8 5 43 8б7 826 = 8 553 103 
2"""6"' 10= 66' 818= 798 ' 6 

8 1 В _ 691 8 _ 174 б 11 8 '"" 23 749 4б 1 029 
4, """ 30' 12 - 2 730' 20 300' 28 870 

1 8,..-
8 42' 

8=.! 
8 30' 

7 
814=6' 

8 3 б17 
16 = 510 ' 

8 '"" 854 513 8 """ 8 б15 841 276 005 
22 138' аО 14 322 . 

8 _ 23б 3б4 091 
2~- 2 730 ' 



3. [29-30] 311 

Веrпоulli-ев низ Ьn , п = О, 1, 2, ... " је везан за Ber-
поulli-све бројеве на следеliи начин 

ЬО = 1 , Ь1 = - 1/2, 

у= 1'2' ..... (19) 

Дакле су, осим првог, сви остали бројеви низа ЬN са не­
парним индексима једнаки нули, а они са парни'А индексима 

алтернативно мењају знак. , 
Ово је лако увидети, јер ако прва два члана реда (16) 

пребацимо на леву страну, овај образац постаје 

и непосредно можемо проверити да је функција на левој 
страни пар на, тј. да коефициенти уз непарне степене ишче­

завају, што даје другу од једначина (19). 
Са друге стране, да заиста прео,:та lИ коефициенти" са 

парним индексима алтернативно мењају з",ак, видимо кад 

образац (18) упоредимо са обрасцем (14), стаВЈЬајуliи у овом 
последњем х = О. Тада добивамо, наиме, да је 

"" -b2k - " 2( _1)Нl '" 1 
(2k)! = V2k(0) "'" b2k (0) = (2:n)2k ~ y2k; 

дакле су, према (19), Веrпоulli-еви бројеви 8 2k заиста по­
зитивни, и можемо их изразити овако 

"" 
8

2
k = 2 (Zk2.!. ~ _1 , k = 1,2, оо ОО' (20) 

(Z,,)2k ~ y2k 

Да су при томе Веrпоulli-еви бројеви заиста рацио­
налыи бројеви, видимо из самог њиховог начина образовања, 

на пример из (16), јер су сви изводи функције t/(et - 1), за 
t = О, рационални бројеви. 

Из обрасца (20) добива се још и асимптотско пона­
шање Веrпоulli-евих бројева 82n , за велике вредности 
индекса П, и то 

(2n)! " 82n ,......2--, n-+ оо. 
(2 ,,)2n " " 

(21) 
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.. (Ш) Bernoulli -еви бројеви су прво привукли пажњу 

математичара при израчунавању збира степена природног 

низа, тј. збира 
n-1 

Sk (п) =:= }k + 2k + ... + (n- .l)k= L.: vk
, k~ 1,2, .... 

џ=l 

(в. ЈасоЬ Bernoulli {1, стр. 97} који је израчунао првих десет 
Вегпоulli-евих полинома). 

Овезбирове можемо сад лако изразити Вегпоulli-овим 

бројевима, тј. fюлиномима, ако пођемо од обрасца (4), у 
њему ставимо v = k + 1, а затим узастопце х = О, 1, 2, .... , 
п - 1 и све тако добивене обрасце саберемо. Тада добива,\i\O 

да је 

Sk (п) =_1_ {Bk + 1 (п) - Bk + 1 (О)}, 
k+l 

или, према обрасцу (17), 

(iV)ЛОi\\Оћу Вегпоulli-е.вих бројева можемо наћи ~ општи 
облик Вегпоulli-е-вих функција {јп (х) и изразити их уза­
стопним степенима функције 

ь(х)=х-ёх1- ~ . 

Заиста јё по Тауlог-ову обрасцу' 
п 

bn(x)=.LJ-Ьn(V)- Х-':'- , . '" 1 (Ј)( I)V 
џ=о џl . 2 2 

а како је, пре~а (.14), 

Ь (џ) ( ) - ь () .. ь (џ) ( 1. ) - Ь. ( 1 ) п Х - n~џ Х, ђ. п 2- "~џ 2 ' 
то је ( 1 )n-~' 

п П х--

Ьn (х) = L.: ~ Ьn- џ (~) (х -~)џ = L.: bџ(~) (:) I 
џ=оџl 2 2 џ=о 2 п џ. 

Како је, према (8), 

Ьn (х) = ьn(х - [х]), , 
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то је, дан:ле, 

- . _ ~ (1) ьn--\,.(х) 
Ьn (>.) - LJ Ь у - • 

v == О 2 (п - џ) ! 

Коефициенте Ь" ( ~) добивамо И'3 (6) стаВЉ<lјуt.и. 
х = 1/2; јер И3 

te
t
/
2 E~ (1) --= . ь - t V 

е ! _ 1 V 2 ' 
џ==о . 

ако приметимо да је 
оо 

te f
/
2 t/2 t "'"' 21

-
V 

- 1 --=2 - --= ~ Ь t\' . е t _ 1 е t /2 ....; 1 е t _ 1 . v ! џ, 
V == О . 

упоређујуliи коефициенте ова последња два реда, добивамо 

( 
1 ) 21-П 

- 1 
ЬП "2 = п! ЬN , п = О, 1, 2,. . . .. . (22) 

Дакле, 
п 

- . ~ 21-'1 - 1 ьп·-џ (х) 
Ьп(Х) = k Ьу = 

џ=о џ! (n-џ)! 

п 

= ~ L (21-Џ -1) (1:) bybn~Y (х) = 
n. v == о 

= ~ [21-11 ВП {2 Ь (х)} - Вп {Ь(х»)]. (23) 
nl . . 

31. (ј) Gаmmа-функција дефинисана је несвојственим инте-

гралом 
оо 

Г (х) = Ј e- t tS- 1 dt, 
о 

који је конвергентан за R{s} > О. 
За 

s = п + 1, п = О, 1,2,.· .... , 
је, npема томе, 

Г(n+l)=n!,0!=1. 

(1) 

Дакле, r(s), за позитивно s, је једна непрекидна функ­

ција која интерполише низ факторијела п!, п =,0, 1, 2,. ,~, . 
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(il) Интеграл (1) којим је дефинисана Gаmmа-функција 
i\\ОЖО\О за R(s} > О наПИGати у облику 

(2) 

Како ови последњи изрази имају смисла за свако s::f= О, 
-1, - 2, ...... , и претстављају аналитичне функције, то 

је овим Gаmmа-функција аналитички продужена у целој 

равни комплексне променљиве s. И з њега видимо да Г (s) 
има у тачкама s = - п, п == О,' 1, 2,. . .. полове првог реда 
са резидуумо.и (-I)nјn!. 

(Ш) Од многобројних особина Gаmmа-функције наве­
димо само следене: 

10 Основна функционална једначина Gаmmа-функције је 

r(s-I)=sr(s); (З) 

она може послужити и за дефиницију Gаmmа-функције, јер 

је, за реално s, Gаmmа-функција једина конвексна функ 

ција која задовољава ову функционалну једначину. Види 
Artin {1}. ' 

20 Gаmmа-функција је са тригонометриски.И функцијама 
везана једначином 

r(s)r (1 - s) = ~ cosec1CS. (4) 

30 3а' велике позитивне ,вредности од s, према Stirling­
ову {1} обрасцу, Gаmmа-функција се понаша као 

г (s),...,... sS 1./21С, s-+ ОО. 
eS V s 

(5) 

Прецизније, за велико s имамо овај асимптотски раз­
Ьитак [З3] 

s,...,...e s _ +-+--+ ..... . Г() -s s~21C(1 1 1 ) 
, , s, 12 s 288 S2 

(6) 

Види Watson {1}. 

(Jv) Gаmmа-функцијом се могу изразити многобројни 
одређени интеграли, од којих немо навести следеliе: 
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10 Ако У интегралу (1) извршимо смену F= 'с И стави ,Ю 
l/s.,."x, добивамо 

. со ! e-јХ 
dt = г ( 1 + ~), (7) 

из које једначине, према обрасцима (3) и (4), добивамо 
со f e- t2 dt=~ 'Ј1ё = .lr(.l). 
о 2 2 2 

(8) 

20 Ако У интегралу (1) извршимо смену xt='C, добивамо 

со 

!e-xtts-1dt= г (5) (9) 
ХЗ ' 

одакле, за x=ia, добивамо, на пример, да је 

со r(s) sin ~1CS 

f sin (а t) ев-1 dt = 2 за - 1 < R {s} < 1, (10) 
аВ 

о 

Опште о Gаmmа-функцији види Nielsen{ 1; 3}, Whi1tacker­
Watson {1}, Copson {1}. 

32. (1) Diгichlсt-ови';\ редо,\\ 
со· 

b(s) =' L: 2. 
n=l N

В 

дефинисана је за R {s} > 1 т. зв. Riеmапп-ова Zeta-фУНКЦИја. 
Она ~e може аналитички продужити у целој равци криво­
линиским интегралом 

(п) 

Г(} - s) f ( -Z)S-1 e-Z 
b(s) "" - dz, 

21Ci· l-e-~ 
-11> 

где је Г(5) Gаmmа-функција, а где се интеграција узима 

дуж путање која долази из - оо, обилази почетак у 
позитивном смислу и поново одлази у. - оо • 

(Щ Zetа-функцију можемо постепено аналитички ПРОА 

дужавати у облаСТИ,'r\а R {5} > О, R {5} > - 1, . . .. и реалним 
интегралима, а ово аналитичко прьдужење можемо добити 
и у целој ра&ни и из Riеmапп-ове {2} функционалне јед­

начине. 
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Тако из обрасца (3) таЧI\е В. S. 8. добивамо 

оо 

~(s)=_s_ - ft-sd{t-[t]} за R{s}>O, 
s - 1 1 

а одавде, ако ставимо 

b(t) = -.! + (t] - t, 
2 

добивамо 
оо 

~(S)=SfЬ(t)t-S-ldt за -1<R{s}<0. 

Како је (види [29, (12)]) 
_ оо • 

ьџ) = 22: sin (2vnt) , 
v=1 .2vл: . 

то j~ 

оо оо 

= 2s 2: _1_ f sin (2vл: t)~. 
2vл: t1+S 

v=1 О 

Према [31,. (1 О)] је 

"" . . f Siп(аt)tХ-ldt==f(Х)Si~ %Л:Х, за -l<R{х}<l, 
о а 

па је за 

х = - s и а = 2 v п и -:- 1 < R { s} < О, 
. оо . 

~ (s) == 2 s 2: _1_. Г (-s) sin (~ % те s) ~ 
V=1 2v л: (2vтe)-S 

оо 

о" • is l' . 
. = 2( - s)r( -s) SlD ~ "'--- = 

2 ~ (2vтe)1-S . 
v-l. .' 

. л:. 1 
= 2Г(1 - s) cos - (1 :"sH(1 - s)--- . за R{s} < о, 

2 . (2тe)1-S 



Отуда, ако s заменимо са 1. - s добивамо функцио­

налну једначину Riеmапп-ове Zeta-ФУl;Iкције 

. 1r 
2 Г (s) cos ""'25 . 

~(1-5)= ~(5). 
(21r )S 

Овом функционалном једначином можемо функцију 

. . Rf }/ 1 аналитички продужити у леВОЈ гюлуравни \s ~ -, 
2 

; 1 
. јућИ њене вредности у десној ПО,lуравни R{s};>-. 

2 

(Ш) Сличне функционалне једначине за функције 

оо 

tp (5) = 2.: (- I)V-l 

V = 1 V
S 

и 

0/ (5 ~ = ~ - _1 + _1 __ 1 + .... , R {s} > О, 
, }s ЗS 58 7S 

дао' је Schlomilch {З} и то 

и 

2S 
- ] 

ср (1 - s) = ----­
. 21 - S - 1 

S7L 2 Г (s) cos ~-
___ 2_tp(s) 

(2 rc)S 

( 
2 )S S1r 0/(1-5)= -; Г(S)SiП2 0/(5), 

~ (s) 

зна-

које се, уосталом, могу извести и И3 функционалне јеДНCllJине 

за ~-функцију, ако претходно функције 'Р(5) и 0/(5) изра­

зимо функцијом ~ (5). 

оу) Zеtа-функција и.vlа у коначности само један пол 

првог реда и то у тачки 5 = 1, са резидуумом 1. 

Поред т. зв. "обичних нула" Zеtа-функције које су 
5 = - 2, - 4, .... , она има још бескрајно много нула у прузи 
0< R{5} <], за које је Riemann (2) наСЛУћивао да се све 
налазе на Горавој R{s) =] '2, што још .'1.0 дана::: Iшје док<.::.­

зано. (Чувени Riеmапп-ов "Vermuthung"). 
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(v) За 5=0 и $= -(2n-l), n= 1'2'3' .... ' Zeta­
функција узима ове вредности 

( - 1)" 
~(o)=-= -1/2, ~(1-2n) '"'" --В2n , ·n= 1, 2'3' .... ' 

2n 

где су В2n Веrпоulli-еви бројеви [30]. 

Општије о Zеtа-функцији види Whittacker-Watson {1} и 

Titchmarsh 11}. 

33. Нека је F (z) аналитична функција дефинисана за велике 

вредности од 'z', које се налазе у неком одређеном углу 
комплексне равни. Ако 

F (z)-+ ао, 

z (F(z) - ао} -+ ај , 

Z2 {Р (z) - ао - а1 Z-l } ~ аа , 

•••• '0 •••••••• 

. . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . ' .. 
кад z стварно дивергира (види С. 6. 3. (ј» у поменутом 

углу и то за свако n==О, 1,2, ..... , и ако ред 

. 1 2 а aO+a1 z- +a2 z- +aaz- + ...... . 

дивергира за макако велико Izl, тада овај ред, по Poincare-y 
{l}, називамо асu.мiiШоШсuu развuшаu функције F(z) у 
близини тачке z = оо И пишемо, укратко, . 

F(z),..."a<L+alz-l+а2z-2 + ....... . 

Употребом ознака Q или о данас ово можемо пре­

цизно и овако написати 

. F(z) -= aO+a1 z-1 + .... + anz-n + о (z-n) , 
или 

F(z) = aO+a1z-1 + .... + anz-n + Q(z-n-l). 

Општије види Stie/tjes {2}, Nielsen {1, стр. 487-493Ј, 
Whittacker-Watson {1}. 
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