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PREDGOVOR

Opéte je mesto da je teorija skupova osnovna matematicka teori-
ja zato §to se u njoj sve druge matematicke teorije mogu izloZiti; ona
ima pojmovni aparat pomoéu kojeg se ostali matematicki i logic¢ki
pojmovi mogu definisati. Iako se o ovom stavu uopste uzev moze
raspravljati, istina je da se danas u izlaganju ostalih matematickih
teorija upotreba pojmova teorije skupova tesko moze izbedi.

U ovoj knjizi izlozio sam elementarnu teoriju skupova - onoliko
koliko se to moze udiniti bez koriséenja rezultata matematicke logike.
Teoreme bez dokaza sluze kao zadaci.

Rukopis ove knjige ¢itali su moje kolege Prof. Milan Bozié i Prof.
Dusan Adamovic.

Milan Bozi¢ je imao nekoliko sugestija o redosledu izlaganja ma-
terijala, o tome §ta bi trebalo uneti a sta izbaciti. Osim toga, ukazao
mi je na neke terminoloske propuste, pa mu ovom prilikom toplo
zahvaljujem.

Posebnu zahvalnost dugujem Dusanu Adamoviéu. On je rukopis
Zitao red po red i re¢ po rec. Cesto je imao sugestije o tome kako
da se neki dokaz skrati, neki drugi opet uéini podrobnijim da bi bio
jasniji i bolji. Greske koje se u ovoj knjizi eventualno mogu naéi treba
pripisati iskljugivo meni; njih ili Dusan Adamovi¢ nije otkrio ili sam
ih naknadno napravio.

U Beogradu, 30. 11. 1991. Pisac

Rukopis ove knjige je, u svojstvu recenzenta, ¢itao 1 Prof. Zarko
Mijajlovié. Njemu sam zahvalan za nekoliko sugestija o izlaganju

matematicke logike. Osim toga, on mi je ukazao i na neke manje
nepreciznosti.

28.3.1992.

U svojstvu urednika Matematickog instituta rukopis ove knjige
je &itao i Dr Dragan Blagojevié. Njemu zahvaljujem Sto mi je ukazao
na teoremu da svaka knjiga sadrZi beskonaéno mnogo gresaka, jer se
u svakom &itanju otkriva bar jedna nova.

26.6.1992




1. PARADOKSI

Temelje teorije skupova su u XIX veku postavili matematicari
koji su se bavili zasnivanjem matemati¢ke analize. Tome su najvise
doprineli Bernard Bolcano (Bernard Bolzano 1781-1848), Pol Da-
vid Gistav Dibua-Rejmon (Paul David Gustave Du Bois-Reymond
1831-1889) i Rihard Dedekind (Richard Dedekind 1831-1916). Oni
su proucavali "konkretne” skupove matematickih objekata, kao sto
su skupovi brojeva ili skupovi funkcija. Tek je Georg Kantor (Georg
Cantor 1845-1918) poéeo da prouéava skupove sa proizvoljnim ele-
mentima. On je 1871 - 1883 u nizu &lanaka izgradio teoriju kardinal-
nih i ordinalnih brojeva, kao i teoriju dobro uredenih skupova, i zato
se smatra osnivacem teorije skupova.

U pocetku izgradivanja svoje teorije Kantor nije imao eksplicit-
‘no iskazane aksiome. Ispitivanje njegovih dokaza pokazuje da se sve
njegove teoreme mogu dokazati samo pomoéu tri aksiome: aksiome
ekstenzionalnosti za skupove, aksiome izdvajanja (Aussonderungsax-
iom, prema aussondern - odvojiti, izdvojiti) i aksiome izbora.

Prema aksiomi ekstenzionalnosti, dva skupa su jednaka ako ima-
ju iste elemente.

" Prema aksiomi izdvajanja, za svako svojstvo postoji skup koji
¢ine ta€no oni objekti koje to svojstvo imaju.

Aksiomu izbora neéemo ovde navoditi, jer se ona @koristi u
izvodenju paradoksa Kantorove teorije skupova.

Interesovanje za teoriju skupova poraslo je medu matematica-
rima krajem XIX i poetkom XX veka kada su otkriveni paradoksi
u Kantorovoj teoriji. Izvor svih ovih paradoksa je bila Kantorova
aksioma izdvajanja. Prvu eksplicitnu formulaciju ove aksiome dao je
Gotlob Frege 1893 (Gottlob Frege 1848 - 1925).

RASLOV PARADOKS. Kantor je pod skupom podrazumevao
kolekciju objekata koji imaju neku zajedniéku osobinu. Ta osobina
moZe biti odredena proizvoljno. Na primer, zajednicka osobina neke
kolekcije objekata moze biti to 5to ti objekti pripadaju bas toj kolek-
ciji.
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Prema aksiomi izdvajanja, postoji skup svih skupova. Zaista,
posmatrajmo osobinu ”biti skup”; na osnovu Kantorove pretpostav-
ke, postoji skup svih objekata koji tu osobinu imaju, koji su, dakle,
skupowi.

Elementi nekog skupa i sami mogu biti skupovi. Tako skup svih
skupova prirodnih brojeva ima elemente koji su skupovi. Skupovi
najéesce ne pripadaju samima sebi. Na primer, skup svih prirodnih
brojeva nije prirodan broj, pa prema tome, nije ni svoj sopstveni ele-
ment. Medutim, uz Kantorovu pretpostavku (aksiomu izdvajanja)
ima skupova koji pripadaju samima sebi. Na primer, skup svih
skupova je skup, pa je u samome sebi sadrZan kao element. Pode-
limo skup svih skupova na dva skupa: na skup z onih skupova koji
pripadaju sebi samima i na skup y onih skupova koji ne pripadaju
sebi samima. Jasno je da nijedan skup ne moze pripadati i skupu z
i skupu y. Podela skupa svih skupova na skupove i y je iscrppa:
svaki skup pripada ili skupu z ili skupu y. Zapitajmo se kojem od
skupova z i y pripada y. Ako y pripada skupu y, onda na osnovu
definicije skupa z, skup y pripada skupu z. Ako y ne pripada skupu
¥, onda na osnovu definicije skupa y, skup y pripada skupu y. Dakle,
skup y i pripada i ne pripada skupu .

Ovaj paradoks otkrio je 1901. Bertran Rasl (Bertrand Russell
1872-1970), pa se po njemu tako i zove.

Citalac koji ne zna #ta su kardinalni i ordinalni brojevi moze da
preskodi opis sledeéih dvaju paradoksa. Kardinalni i ordinalni brojevi
objasnjeni su kasnije.

KANTOROV PARADOKS IZ 1899. Za ovaj paradoks su neki
matematicari znali i ranije. Frege i Rasl su kardinalni broj card(y)
skupa y definisali ovako:

card(y) = {z | z ~ y}.

To znaéi da je card(y) definisan kao skup svih skupova koji su
ekvipotentni sa skupom y. Kantor je dokazao da za partitivni skup
P(y) skupa y (P(y) je skup svih podskupova skupa y) vazi card(y) <
card(P(y)). Pogledajmo sada skup s svih skupova. Buduéi da je P(s)
podskup skupa s, vazi card(P(s)) < card(s), sto protivresi Kantoro-
voj teoremi.
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BURALI-FORTIJEV PARADOKS. Za svaki skup ordinala pos-
toji ordinal koji je vedi od svakog ordinala iz tog skupa. To vaZi i za
skup svih ordinala koji postoji prema Kantorovoj teoriji. Dakle, po-
stoji najveéi ordinal. Medutim, za svaki ordinal postoji ordinal koji
je od njega veli, pa nema najveéeg ordinala.

Ovaj paradoks otkrio je Burali-Forti (Burali-Forti) 1897.

Pored paradoksa Kantorove teorije skupova (koji se zovu jos i
logicéki) poznati sui tzv. semantiéki paradoksi koji nisu u neposrednoj
vezi sa teorijom skupova, ali su u logici imali i jo8 uvek imaju znacajnu
ulogu kao predmet istraZivanja. Naveséemo neke od njih.

PARADOKS LAZLJIVCA. Ovaj paradoks je bio poznat joS u
antickom dobu. Posmatrajmo reéenicu ”Ja lazem”. Ako je ona is-
tinita, onda ja laZem, pa je ta recenica laZna. Ako je ona lazna, onda
ja ne lazem, pa je ona istinita. Dakle, ova reéenica je i istinita i laZna.

RISAROV PARADOKS. Neki izrazi naseg jezika opisuju neke
realne brojeve. Na primer, izraz "Odnos izmedu dijagonale i stra-
nice kvadrata” je izraz koji odreduje jedan realan broj - kvadratni
koren iz 2. Svi izrazi naseg jezika mogu da se poredaju u jedan niz,
po svojoj duzini. Sada iz tako dobijenog niza izbacimo sve izraze
koji ne odreduju nijedan realan broj. Na taj naéin smo poredali u
niz sve izraze nadeg jezika koji odreduju neki realan broj. Neka se
realan broj &ji se izraz u tom poretku nalazi na n-tom mestu zove
n-ti Risarov broj. Pogledajmo sada sledeéi izraz: ”Realan broj &ija je
n-ta decimala jednaka 1 ukoliko n-ti RiSarov broj ima n-tu decimalu
razli¢itu od 1, i &ja je n-ta decimala jednaka 2 ukoliko n-ti Risarov
broj ima n-tu decimalu jednaku 1”. Ovaj izraz pod znacima navoda
odreduje neki Risarov broj, recimo m, buduéi da smo poredali u niz
sve izraze naseg jezika koji odreduju neki realan broj. Pa ipak, taj
broj mora da se razlikuje od m-tog Risarovog broja u m-toj decimali.

Ovaj paradoks konstruisao je RiSar (J. Richard) 1905.

BERIJEV PARADOKS. U nasem jeziku postoji najvise konag-
no mnogo slogova. Prema tome, postoji samo konadan broj izraza
koji sadrze najvise pedeset slogova. Zato se pomocu tih izraza moze
opisati najvise konaéno mnogo prirodnih brojeva. Pogledajmo sada
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izraz "Najmanji prirodan broj koji se ne moZe opisati nijednim izra-
zom naleg jezika koji sadrZi najvise pedeset slogova”’; on odreduje
neki prirodan broj i sadrzi manje od pedeset slogova.

Ovaj paradoks je konstruisao Beri (G. G. Berry) 1906.

GRELING-NELZONOV PARADOKS. Pridev koji ima svojstvo
koje on sam oznalava zove se autoloski; pridev koji nema svojstvo
koje on sam oznadava zove se heteroloski. Pogledajmo sada pridev
"heteroloski”. Ako je on autolodki, onda je on heteroloski; ako je
on heteroloski, onda je on autoloski. Dakle, pridev "heteroloski” je 1
autoloski 1 heteroloski.

Ovaj paradoks konstruisali su Greling i Nelzon (K. Grelling i L.
Nelson) 1908. Greling je verovao da je to samo varijanta Raslovog
paradoksa.

Logiéki i semantiéki paradoksi naveli su matematicare i logicare
da temeljno ispitaju zakljuéivanje, dokazivanje i definisanje u ma-
tematici. Kao rezultat tih ispitivanja nastale su danasnje teon_]e
skupova u kojima se ne pojavljuje mjeda.n poznati pa.ra.doks




2. JEZIK TEORIJE SKUPOVA

U izlaganju teorije skupova koristiéemo logi¢ki jezik poznat kao
Jjezik prvoga reda. Kada se ovaj jezik prilagodi potrebama izlaganja
teorije skupova, onda se on zove jezik (prvoga reda) teorije skupova.
Mnoga tvrdenja koja éemo dokazivati izloZiemo u obliku formula tog
Jezika. Time se postizu preciznost i preglednost.

OSNOVNI SIMBOLL. Jezik teorije skupova ima osnovne sim-
bole. To su:
(1)  promenljive u,v,w,... y UL, V1, Wy,. ..
(2) simboli € i =;
(3)  (iskazni) veznici: = (implikacija), A (konjunkcija), v
(disjunkcija) i ~ (negacija), i
(4)  kvantifikatori: ¥ (univerzalni) i 3 (egzistenci jalni).

U jeziku teorije skupova nema drugih osnovnih simbola. Svi os-
tali simboli ovog jezika, kbje ¢emo koristiti, mogu se definisati pomoéu
navedenih. Stavise, i neki od navedenih simbola mogu se definisati
pomocu ostalih navedenih simbola.

TERMII FORMULE. Od osnovnih simbola grade ‘se termi (iz-
razi) i formule jezika teorije skupova.

Promenljive jezika teorije skupova su termi; za sada su to jedini
termi. Kasnije éemo uvesti terme koji nisu promenljive. Svi termj su
neki konaéni nizovi simbola.

Proizvoljne terme obelezavaéemo simbolima

r,s,t,...,rl,sl,tl,....

Formule su takode konaéni nizovi simbola.

Osnovne ili elementarne formule jezika teorije skupova imaju
jedan od ovih oblika: r = silir € s, '

Proizvoljne formule éemo obelezavati slovima

A, B C,...,
a ako bude potrebno, ova slova ¢emo upotrebljavati sa indeksima.

Od proizvoljnih formula A i B jezika teorije skupova grade se
nove formule (4 = B), (A A B), (AV B) i ~A koje se takode zovu
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implikacija, konjunkcija, disjunkcija i negacija (formula A i B). U
formuli (4 = B) formula A se zove antecedens, a formula B kon-
sekvens. U formulama (A A B)i (AV B) formule A i B se zovu
konjunkti odnosno disjunkti.

Formule r = s i r € s &itamo, redom, kao "r je jednak s” i "r je
element skupa s”.

Formule (4 = B), (AAB), (AVB)i-A ¢itamo, redom, "ako
A,onda B”,”Ai B”,"Aili B” i "ne A”.

Pomoéu veznika = i A definisemo novi veznik <

(A4 B) je (A= B)A(B = A).

Veznik & se zove ekvivalencija, a tako se zove i formula, (A & B).

Formulu (4 & B) ¢itamo kao " A ako i samo ako B”.

Od proizvoljne formule A i promenljive u grade se formule Yu A
iJuA.

Formule YuA i JuA é&itaju se, redom, "za svaki u vazi A” i "pos-
toji bar jedan u za koji vazi A”.

- Formule su definisane korak po korak. Od promenljivih 1 sim-
bola € i = konstruidu se sve elementarne formule, zatim se od veé
konstruisanih formula konstruisu formule koje sadrze veznike, pa se
onda ove koriste u konstrukciji novih formula.

U jeziku teorije skupova svaki simbol Jje term ili formula samo
ako se moze napraviti na jedan od opisanih nagina.

Potformula je deo formule koji je i sam formula. Formula A4 je
potformula formule 4. Ako je jedna od formula (B=C),(BAC)
ili (B v C) potformula formule A, onda su B i C potformule formule
A. Ako je jedna od formula -B, VuB ili JuB potformula formule A4,
onda je B potformula formule A4.

SLOBODNA I VEZANA JAVLJANJA PROMENLJIVIH. Sva-
ko javljanje jedne promenljive u termu ¢ ili u formul; A je slobodno
ili vezano. Kada je jedno javljanje promenljive u termu ¢ ili u for-
muli 4 slobodno a kada vezano moze se precizno definisati. To éemo
uéiniti korak po korak i istovremeno za slobodna i vezana javljanja
promenljivih.

1. Javljanje promenljive u u termu u je slobodno;
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2. javljanja promenljive u su slobodna ili vezana u formulama
r = sir € s, veé prema tome da li su slobodna ili vezana (tim redom)
u termima r il s;

3. javljanje promenljive u je slobodno u formula.ma -4, (4=
B), (AA B) i (AV B) ako je to javljanje slobodno u formulama 4 ili
B; javljanje promenljwe u je vezano u navedenim formulama ako je
vezano u formulama A 1 B.

4. Sva javljanja promenljive u vezana su u formulama VuA i
JuA; javljanja ostalih promenljivih su slobodna ili vezana ve¢ prema
tome da li su slobodna ili vezana (tim redom) u formuli A.

Za promenljivu u se kaZe da je slobodna u formuli 4 ako u ima
bar jedno slobodno javljanje u A; ako se u javlja u A i sva njena
javljanja u A su vezana, onda se kaZe da je u vezana u A. Promenljiva
u nije slobodna u 4 ako je vezana u A ili se u 4 uopste ne javlja.

Formula koja nema slobodne promenljive zove se zatvorena for-
mula ili recenica. .

Pretpostavimo da se sve slobodne promenl_]lve iz formule A na-
laze u spisku uy,...,us; tada éemo umesto A pisati i A(u1,...,Un)-

Kaze se da je promenljiva) u u formuli A zamenljiva termom ¢ uko-
liko je ispunjen sledeéi uslov: nijedno slobodno javljanje promenljive
u u A nije u nekoj potformuli formule A oblika Vv B ili vB, gde je v
promenljiva slobodna u termu 2.

Ako je u zamenljiva termom ¢ u 4, onda A(}) oznacava formulu
koja se dobija iz A kada se sva slobodna javljanja promenljive u
zamene javljanjima terma ¢.

U daljem izlaganju kadgod koristimo oznaku A(}) pretpostav-
ljaéemo da je u zamenljiva termom ¢, ukoliko nista drugo o tome nije
receno. " ( ‘

Formule jezika teorije skupova, pod odredenim uslovima, shva-
tamo kao iskaze o skupovima. Iskazi su re€enice koje su ili istinite ili
neistinite. Veliki deo naSeg izlaganja sastojale se u dokazivanju da
su neki takvi iskazi istiniti.

Da bi znaéenja formula jezika teorije skupova bila taéno odrede-
na, potrebno je odrediti 3ta oznaavaju promenljive.

Svaka promenljiva oznaéava neki skup.
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SKRACENICE. U pisanju formula izostavljaéemo neke zagrade.
Pre svega, izostavljaéemo spoljasnje zagrade u formuli (Ao B), gde je
o neki od veznika =>, V, A ili &. Da bismo mogli izostavljati jos neke
zagrade, pretpostavi¢emo da formule treba da imaju oblik 4 « B

ii A = B,ane AV B ili A A B, kadgod moZemo da biramo. To

znadi da A = BV C treba &itati kao A = (BVC),a AAB = C kao
(AAB) = C. Sliéno tome, formule treba da imaju oblik 4 < B, a ne
A = B, kadgod moZemo da biramo. To znaéi da A = B <> C treba
&tati kao (A = B) & C, ane kao 4 = (B & C). Ako formula nije
oblika = ili ¢, onda ona treba da ima oblik A V B, a ne A A B, ako
mozemo da biramo. To znati da AABVC treba &itati kao (AAB)VC,
a ne kao AA (BV C). Umesto (4V B) V C pisatemo AV BV C,
umesto (A A B) A C pisaéemo A A B A €, a umesto (A = B) = C
pisatemo A = B => C. Osim toga, umesto 4 => (B = C) pisaéemo
A = .B = C. Napominjemo da zagrade neéemo izostavljati po
svaku cenu; Stavise, radi bolje &itljivosti pisaéemo ponekad i suvisne
zagrade.

Osim navedenih skraéenica u pisanju formula uveséemo jos i ove.

Umesto -4 = v i =u € v pisademo, redom, u #Fviuéo.

Umesto Yu; ... Vua4 i Ju; ... Ju, 4 pisaéemo, redom,

Vuy...upAd 1 Fup...u,A.

Umesto (A <» B)A(B & C) pisaéemo A & B« C,as=r =t
umesto s =r Ar ={. A

Umesto 3y € r A... A s, € r pisaéemo 81y+..,8n € T.

Umesto Yu(u € v = A) i Ju(u € v A A) pisaéemo, redom, (Vu €
v)Ai (Ju € v)A.

Umesto Jud A Vow(A(2) A A(L) = v = w) pisaéemo JuA.

Formula 3,uA se &ita kao "postoji taéno jedan u takav da vazi
A”. Ona se sastoji iz dve formule: prvim konjunktom se tvrdi da pos-
toji bar jedan skup za koji vaZi 4, a drugim se tvrdi da postoji najvise
jedan takav skup (jer ako ih ima najmanje dva, oni su jednaki).

Formulu A(uy,...,u,), kada stoji sama, shvataéemo kao

V‘u] ...u,.A(ul,.. . ,u,.).

U skladu sa matemati¢kom praksom, ako promenljiva u oznaéava
neki skup z, umesto A(u) pisaéemo A(z).
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Promenljive mogu oznaéavati i skupove koji ispunjavaju neke
unapred date uslove. To, na primer, mogu biti skupovi koji se zovu
ordinali, skupovi koji se zovu kardinali ili skupovi koji se zovu filteri.

Ordinale ¢emo obelezavati slovima grékog alfabeta, kardinale
malim slovima gotice, a filtere nekim velikim slovima gotice. Neka u
oznacava ordinal a; u skladu sa prethodnim dogovorom, umesto A(u)
pisaemo A(a), a ako u oznacava kardinal a, umesto A(u) pisaéemo
A(a). Sliéne konvencije vaZe i u pisanju formula koje se odnose na
filtere.

Za formulu B(uy,...,u,) kaZemo da se u teoriji skupova mose
dedukovati (izvesti) iz formule A(ui,...,u,) (kaZe se da formula
B(ui,...,un) sledi iz A(uj,...,u,)) ako i samo ako se iz aksioma
teorije skupova i A(ui,...,un) moze izvesti B(u,,...,u,). Da B
sledi iz A dokazivacemo tako sto éemo pretpostaviti da A(ui,...,us)
vaZi za proizvoljan niz vrednosti z,, ..., z, promenljivih u;, ... uy,, tj.
da vazi A(zi1,...,Za), pa éemo iz te pretpostavke i aksioma teorije
skupova izvoditi B(z1,...,zn).

Takav odnos moze postojati i izmedu niza formula A4,,...,4,
i formule B. Neka su uy,...,u4,, promenljive medu kojima su sve
promenljive iz formula A4,,...,A,,B; formula B sledi iz formula
A;,..., A, ako i samo ako za proizvoljne vrednosti z3,...,z, pro-
menljivih uy,..., U, iz pretpostavki

Ai(zy, oy Zn)y . An(Z, o Zm)
sledi B(xl, yZm)-

Ako iz formule A sledi formula B, onda formula. A = Bsledi iz
aksioma teorije skupova.

Ako se u teoriji skupova formula B moze dedukovati iz formule
A, a formula A iz formule B, onda se kaZe da su u teoriji skupova
formule 4 i B ekvivalentne. Prema definiciji ekvivalencije, 4 i B su
ekvivalentne formule ako i samo ako se formula A & B moZe izvesti
1z aksioma teorije skupova. Tada se za A (za B) kaZe da je ekvivalent
formule B (formule A).

TERM { | }. U razvijanju teorije skupova upotrebljava se term
{u | A} koji éemo sada definisati.

YHHBEPSHTET ¥ BEOTPAAY
MATEOATHIRH DAKYATET

e b_LOF F36

s & W O R B
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Za svaku promenljivu u i svaku formulu 4 u kojoj je u slobodna
promenljiva simbol {u | A} je term.

Prosiriéemo definiciju slobodnih i vezanih jaljanja promenljivih
na terme i formule koji sadrZe term { | }.

5. U termu {u | A} sva javljanja promenljive u su vezana; jav-
ljanja ostalih promenljivih su slobodna ili vezana ve¢ prema tome da
li su slobodna ili vezana (tim redom) u formuli 4.

Term {u | A} &ita se kao ”skup svih u za koje vazi A”.

Term {u | A} se mora upotrebljavati sa oprezom, moramo biti
sigurni da postoji skup na koji se ovaj term odnosi. Kada takav skup
postoji, kaZe se da je term {u | A} ispravan.

Precizna definicija ispravnosti terma { | } glasi ovako:

(10) Ako postoji skup z takav da za svaki skup y vazi:

A(y) ako i samo ako je y element skupa z,
onda je term {u | A} ispravan i on oznagava skup z.

Drukéije re¢eno, ako se iz aksioma teorije skupova moZe dokazati

valjanost formule

FoVu(u € v & A(u)),

gde se v ne javlja u A, onda je dokazano da je term {u | A(u)}
ispravan ili, jednostavno, da skup koji on oznaéava postoji na osnovu
tih aksioma. Mnoge aksiome teorije skupova imaju bas takav oblik.

Upotreba terma { | } mozZe se opisati i na sledeci naéin. Neka se
potformula C javlja u formuli B; svako takvo javljanje potformule C
moZe se zameniti javljanjem terma {v | A}, pod sledeéim uslovima:

ako je C formula Jw(Yv(v € w & A) A w = t), onda se C moze
zameniti sa {v | A} = ¢;

ako je C formula Jw(Yv(v € w & A) A t = w), onda se C moze
zameniti sa t = {v | A};

ako je C formula Jw(Yv(v € w & A) Aw € t), onda se C moze
zameniti sa {v | A} € ¢;

ako je C formula Jw(Vv(v € w & A) At € w), onda se C moze
zameniti sa t € {v | A}.

U svim ovim zamenama w mora biti promenljiva koja se ne
javlja u B. Neka je B* rezultat ovih zamena; na osnovu definicije
ispravnosti terma {v | A}, moZe se pokazati da formula B & B*
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sledi iz aksioma teorije skupova. U stvari, dovoljno je pretpostaviti
da iz tih aksioma sledi formula

JVu(u € v & A(u)) = (w € {u | A(u)} & A(w))
(moguée je pokazati da je to zaista tako), pa da sve formule B « B*
budu dokazive (v se ne sme javljati u A).

Najzad, u pisanju formula koje sadrze term { | } koristi¢emo i
neke skracenice.

Za formulu A(u), u kojoj je u slobodna promenljiva koja oznaca-
va skup z, pisaéemo A(z) da naglasimo da nas formula, zanima kada
je z vrednost promenljive u.

Umesto {u | u € v = A} pisaéemo {uev| A4}

Ako v oznagava skup y, umesto v = {u | A} pisaéemo y =
{z|A}, 4. y={z| 4}.

DEFINISANJE. Najzad, nekoliko reéi o definisanju u ovoj knjizi.
Pod definicijom podrazumevamo odredivanje znaéenja jednog sim-
bola pomoéu znaéenja drugih simbola. Simbol koji se definige zove
se definiendum, a simbol kojim se definiSe - definjens.

U ovoj knjizi najéesée koriséene definicije su skradenice ili eksplic-
itne definicije, kao 3to je definicija veznika <. U njima Jje definiendum
skracenica za definiens; definiendum i definiens se mogu uzajamno za-
menjivati bez promene znaéenja reenice u kojoj se zamena vrii.

Definijendum sadrzi novi simbol koji se definiSe i koji se ne sme
javljati u definiensu.

Eksplicitna definicija ima Jedan od dva oblika: 4 < Bili r = s,
gde su A i r definiendumi, a B i s definiensi.

Upotreba & i = u eksplicitnim definicijama razlikuje se od dru-
gih upotreba ovih simbola time 3to Je jasno naznageno da je re¢ o
definicijama.

Neka je A« Bilir = s definicija; ako se prosiri jezik teorije
skupova tako $to se definisan simbol doda osnovnim simbolima, onda
se formule A & Bir = s, u tako prodirenom jeziku, smatraju ak-
siomama teorije skupova.

Uvodenje definienduma pomoéu definicije posebno se isti¢e kada
je za definiendum vezan neki vazan pojam.



3. EKSTENZIONALNOST I
KONSTRUKTIVNE AKSIOME

U teorijama skupova koje su nastale posle Kantorove, skupovi
su, neformalno gledano, samo neke, posebno odredene kolekcije ob-
jekata. Ponekad se pretpostavlja da su ovi objekti "izgradeni” jednim
postupkom koji je poznat kao kumulativna hijerarhija. Taj postupak
¢emo opisati u ovom poglavlju. Ostatak izlaganja posveticemo os-
novnim principima teorije skupova, za koje se mozZe pokazati da vaze
u kumulativnoj hijerarhiji.

KUMULATIVNA HIJERARHIJA

Kako su definisani skupovi? O tome ne postoji opste slaganje,
ali ée veéina matemati¢ara kao skupove prihvatiti kolekcije nekih
matematickih objekata, na primer, brojeva. Stavise, mnogi ée kao
skupove prihvatiti i skupove skupova brojeva, pa zatim skupove sku-
pova skupova brojeva itd. Ovakav stav je poznat kao prosta teorija
tipova i sastoji se u izgradivanju kolekcije skupova u stupnjevima,
nivoima ili tipovima. _ '

0. Nulti stupanj. Pretpostavlja se da postoje neki objekti, koji
se zovu individue, o kojima se nista ne tvrdi.

1. Prvi stupanj. Formiraju se sve kolekcije &iji su ¢lanovi indi-
vidue.

2. Drugi stupanj. Formiraju se sve kolekcije &iji su ¢lanovi kolek-
cije prvog stupnja, itd.

U prostoj teoriji tipova samo kolekcije koje su na ovaj naéin
izgradene smatraju se skupovima.

U ovakvom ”izgradivanju” kolekcije skupova postavljaju se bar
dva pitanja: (1) zasto se kolekcije &iji su Elanovi kolekcije sa razliéitih
stupnjeva ne smatraju skupovima i (2) prazan skup ée se pojavljivati
na svakom stupnju posle prvog; da li su ti prazni skupovi medusobno
jednaki?

Iako je Rasl na osnovu proste teorije tipova uspeo da izgradi
jednu teoriju skupova, danas se smatra da je prosta teorija tipova
preuska za tu svrhu, pa se koristi kurnulativna teorija tipova.

19
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0. Nulti stupanj. Pretpostavlja se da postoje individue.

1. Prvi stupanj. Formiraju se sve kolekcije &iji su Elanovi indi-

vidue. :

2. Drugi stupanj. Formiraju se sve kolekcije &iji su &lanovi kolek-
cije nultog ili prvog stupnja, a na svakom slede¢em stupnju formiraju
se kolekcije &iji se svaki Elan nalazi na nekom ranijem stupnju.

Samo kolekcije koje su ovako izgradene smatraju se skupovima.

Sve kolekcije koje su skupovi u prostoj teoriji tipova predstav-
ljaju skupove i u kumulativnoj teoriji.

Svaki skup (osim, mozda, skupova individua) u kumulativnoj
teoriji javlja se na svakom stupnju posle onoga na kojem je formiran
i smatra se da su ta javljanja medusobno identi¢na.

&ta u kumulativnoj teoriji treba uzeti za individue?

Reéeno je da elementi skupova i sami mogu biti skupovi. U
matematici se skupovi &iji su svi elementi opet skupovi najvise pro-
‘ugavaju. Pokazalo se da su oni u vedini matematickih teorija sasvim
dovoljni i da nikakve druge individue nisu potrebne. To znati da je
dovoljno uzeti prazan skup kao jedinu individuu. Svi ostali skupovi
mogu se izgraditi polazedi od praznog skupa.

Ekvivalentnan stav je da nisu potrebne nikakve individue; tada
je prazan skup jedina kolekcija na prvom stupnju.

U ovoj knjizi se pretpostavlja da su elementi skupova i sami
skupovi; skupovi koji mogu imati i druge elemente ovde se ne pro-
uéavaju. Kada se dopusta da skupovi kao elemente imaju i druge
individue koje nisu skupovi, takvi se elementi (prema nemagkom ter-
minu) zovu urelementi ili praelementi. :

Koliko u izgradivanju skupova treba da bude stupnjeva, kada u
uvodenju novih stupnjeva treba prestati? "

Hijerarhija stupnjeva je beskonaéna. Ne mozemo zamisliti po-
slednji stupanj, jer bismo tada mogli formirati kolekcije koje sadrze
skupove sa svih veé izgradenih stupnjeva, a ove ne bi bile sadrzane u
hijerarhiji. ,

Pa ipak, pitanja ove vrste se ne iscrpljuju. Zamislimo da su
formirani skupovi u beskonaénom nizu stupnjeva Si,... Sn,..-; dali
postoji stupanj koji dolazi posle svih ovih navedenih stupnjeva?

Odgovor je potvrdan; mi zelimo &to vise kolekcija koje éemo
smatrati skupovima, a da se ne pojave neki od poznatih paradoksa.
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Na primer, uokimo da se u ovakvoj kumulativno] hijerarhiji Raslov
paradoks ne moze pojaviti, jer se nijedan skup koji je formiran na
nekom stupnju hijerarhije ne nalazi na prethodnim stupnjevima, pa
ne moze biti svo] sopstveni element. Dakle, u kumulativnoj hijerarhiji
ne postoji skup svih skupova. .

" Posle niza stupnjeva na kojima su formirani skupovi postoji novi
stupanj kadgod je to mogude - kadgod to moze da se zamisli.

Na primer, pretpostavimo da imamo skup y i da smo svakom e-
lementu z skupa y pridruzili stupanj S; na kojem je formiran skup z.
Buduéi da y zamisljamo kao jedinstven objekat, i kolekciju svih stup-
njeva S, moZemo zamisliti kao jedinstven objekat. Dakle, mozemo
zamisliti da su svi stupnjevi Se realizovani. Prema tome, postoji
stupanj koji dolazi posle svakog stupnja S,. Ovaj rezultat se zove
princip kofinalnosti.

Neka je M kolekcija svih skupova koji se mogu izgraditi u ku-
mulativnoj hijerarhiji; u daljem izlaganju pretpostavljaéemo da se
promenljive jezika teorije skupova odnose na ¢lanove kolekcije M, da
su ¢lanovi kolekcije M vrednosti promenljivih jezika teorije skupova.

Kolekcija M zove se i univerzum. Sve druge kolekcije skupova
koje éemo razmatrati su delovi univerzuma M, a njihovi elementi su
skupovi. '

Umesto termina "kolekcija” koristi se i termin "klasa”. Za raz-
liku od termina "kolekcija”, termin "klasa” je tehnicki; postoje teorije
klasa, ali ne postoje teorije kolekcija. O nekim teorijama klasa bide
redi na kraju izlaganja o skupovima.

Svaki skup je klasa, ali ima klasa koje nisu skupovi; takve klase
zovu se prave klase. U teoriji skupova koja se ovde izlaze ukazuje se
potreba da se govori o nekoliko razli¢itih klasa skupova, na primer, o
klasi ON svih ordinala ili o klasi svih kardinala. O kakvim je klasama
re¢ biée uvek jasno naznaéeno.

Drugi osnovni pojam teorije skupova je pripadanje. Objekat r
koji pripada skupu y, za koji vazi z € y, zove se element skupa y.
Ako je z € y, reéi ¢emo i da je z uykaoidaysadriiz(kaosvoj
element).
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EKSTENZIONALNOST

Svi osnovni principi teorije skupova mogu se podeliti na aksiomu
ekstenzionalnosti i konstruktivne aksiome. Osnovni odnos izmedu
relacija jednakosti i pnpada.nja iskazan je aksiomom ekstenzional-
nosti.

AKSIOMA EKSTENZIONALNOSTI. Dva skupa su jednaka ako
1 samo ako imaju iste elemente tj.

t=y&V(z€x & z€y).

Ova aksioma je sastavljena od dva tvrdenja. Prvim od njih se
kaie da ako su dva skupa jednaka, onda oni imaju iste elemente (to
je trivijalna osobina jednakosti):

z=y=>Vi(z€z & z€y).

Drugim se kaze da ako-dva skupa. imaju iste elemente, onda su oni
jednaki, tj.

Vi(zez@zey) >z =y.

Ovo tvrdenJe nije trivijalno i predstavlja sustinu aksiome.
-Na osnovu aksiome ekstenzionalnosti zaklju¢ujemo da se jed-
nakost skupova moze definisati pomoéu €.

DEFINICUA 1. z Cy & Vz(z €z = z € y).

Ako vazi z C y, onda se kaze da je z podskup skupayidajey
nadskup skupa . .
Umesto z C y pise se i y D z.
Relacija C zove se relacija podskupa (nadskupa) ili mkquua.
Ako_]ea:Cyka.zesexda_]ea:sadrzanuy

TEOREMA 1. (1) z Cuz;
(2) zCyAyCz=>zCz
(3) a:C'y/\yCa:=>a:—-'y

DOKAZ. (1) i (2) slede iz deﬁmclje 1. (3) Akojez CyiyCuz,
onda, prema definiciji 1, z i y imaju iste elemente pa su, prema
aksiomi ekstenzxonalnostl jednaki.
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Aksioma ekstenzionalnosti se moze iskazati 1 drukéije: dovoljan
i nuzan uslov da skupovi z i y budu jednaki je da vaziz CyAy C
z. Zbog toga je dokazivanje jednakosti skupova z i y svodljivo na
dokazivanje dva tvrdenja: ¢ Cyiy Cz.

DEFINICIA2. s Cy &z CyAT #y.

Ako je z C y, kaZe se da je z pravi podskup skupa y i da je y
pravi nadskup skupa z.

Umesto z C y piseseiy D z. Akojez CyAyC 2, pise se
a:gygz.'Sliénotome,piéeseia:C_IyCz,a:CygziszCz
umestoz CyAyCz,z CyAyCzizCyAyCy redom. Umesto
Vzy(z C y = A) pisaéemo i (Vzy z C y)A, a umesto Jzy(z CyAA)
- (3zy = C y)A. Sli¢ne skraéenice koristi¢emo za C. -

KONSTRUKTIVNE AKSIOME

Svi osnovni principi teorije skupova, osim aksiome ekstenzional-
nosti, omoguéuju da se od datih skupova konstrui$u novi. Vecinu
tih principa izloziéemo u ovom poglavlju. J ednim od njih, aksiomom
podskupa, kaze se da ukoliko je ve¢ dat neki skup @, svaka formula
A(u), u kojoj je u slobodna promenljiva, odreduje jedan podskup
y skupa a - podskup svih elemenata tog skupa za koje je tvrdenje
A(u) istinito. Ova aksioma zove se i aksioma izdvajanja, aksioma
specifikacije ili aksioma komprehenzije. Umesto "formula A” kaze se

i "uslov A”.

AKSIOMA PODSKUPA. Za svaki skup a i svaku formulu A(u)
sa slobodnom promenljivom u postoji skup y koji sadrzi sve elemente
skupa a koji zadovoljavaju uslov A(u), {j.

VadyVz(z € y & = € a A A(z)).

Uo&imo da aksioma podskupa nije zapisana formulom prvoga
reda, jer se kvantifikator ”za svaku formulu A” ne odnosi na skupove,
veé na formule. Ova aksioma, kako je ovde zapisana, predstavlja
u stvari shemu aksioma; to je iskaz koji se odnosi na beskonatno
mnogo formula; svaka od tih formula je aksioma podskupa za po
jednu odredenu formulu A. '
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Prema aksiomi ekstenzionalnosti, aksioma podskupa odreduje
skup y jednoznaéno, a term

{z€a] A(2)}

je ispravan.

Da je skup y, koji postoji prema aksiomi podskupa, odreden
jednoznaéno dokazuje se ovako. _

Na osnovu aksiome podskupa postoji bar jedan skup y za koji
vazi Vz(z € y & z € aA A(z)).

Pretpostavimo da postoje dva takva skupa, recimo y; i y; tada
imamo

Vz(z €y & = € a A A(z))

Vz(z € y2 & z € a A A(z)).
Odavde ¢emo lako zakljuéiti da je
Va:(:v EyL e TE ‘yz),

pa je, na osnovu aksiome ekstenzionalnosti, y; = y2.
Dakle, aksiome ekstenzionalnosti i podskupa zajedno daju

J1y(Vz(z € y & = € a A A(7))).

Ispravnost terma {z € a | A(z)} istaéi ¢emo posebnom teore-
mom.

TEOREMA 2. Za svaki skup a i svaki uslov A(z) postoji tacno
jedan skup y za koji je y = {z € a | A(z)}.

'TEOREMA 3. Ne postoji skup svih skupova, tj.
-dz2Vz z € z.

DOKAZ. Primenimo aksiomu podskupa sa uslovom = ¢ z. Ma
Sta bio skup 2z, ako jey = {z € z | = ¢ z}, onda je

(1) Ve(z €y & (z € z Az ¢ T)).



18 3. EKSTENZIONALNOST I KONSTRUKTIVNE AKSIOME

Da li je moguée da je y € z 7 Pokazademo da to nije moguée. Neka
je y € z. Svakako, ili jey € y ili je y € v. Ako je y € y, onda je, na
osnovu (1), y ¢ y. Ako je y ¢ y, onda je, opet na osnovu (1), y € ¥
Ocigledno, nije moguée da je y € z. Na osnovu toga zakljuéujemo
da ne postoji skup z svih skupova. Kada bi takav skup z postojao,
.onda za skup y, koji je definisan kao u ovom argumentu, ne bi vazilo
y € z, pa z ne bi bio skup svih skupova.

Lako je uotiti da se dokaz ove teoreme sastoji u primeni aksiome
podskupa sa uslovom Raslovog paradoksa.

Kao §to prethodna argumentacija pokazuje, M nije skup.

Oznaku {z | A(z)} primenjivaéemo i na klase. Kada {z | A(z)}
oznatava klasu, biée to jasno istaknuto. U tom slucaju to je klasa
svih skupova koji zadovoljavaju uslov A.

Razlika izmedu Kantorove pretpostavke da svaki uslov A(z) od-
reduje skup y svih = za koje vazi A i aksiome podskupa je u tome sto
se u ovoj drugoj zahteva da pre nego 5to pomocu uslova A izdvojimo
skup y veé bude dat skup a iz kojeg ¢emo izdvojiti y.

Pretpostavimo da postoji bar jedan skup a. Budu¢i da cemo
kasnije prihvatiti jage pretpostavke o postojanju nekih skupova, ova
pretpostavka je privremena. Primenimo sada aksiomu podskupa sa
uslovom z # z. Prema aksiomi, postoji skup y,

y={z€alz#z}.

Buduéi da z # z ne vai ni za jedan element z skupa a, zakljutujemo
da postoji (tatno jedan) skup y koji nema nijedan element. On se
gove prazan skup i obelezava se sa 0. Za svaki skup z vezi § C z.
U to se uveravamo ako pokusamo da nademo kontraprimer za ovo
tvrdenje. Kontraprimer bi bio element skupa @ koji nije element
skupa z. Buduéi da  nema elemenata, nema ni kontraprimera, pa je
tvrdenje @ C z istinito.
Ovo razmatranje rezimiraéemo slede¢om teoremom.

TEOREMA 4. (1) JiyWrzz ¢y (2) 8C=z.

Drugi princip teorije skupova pomoéu kojeg se grade novi sku-
povi od vet postojeéih je aksioma neuredenog para. Tom aksiomom
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se tvrdi da su svaka dva skupa elementi bar jednog istog skupa, pa
samim tim i da je svaki skup element nekog skupa.

AKSIOMA NEUREDENOG PARA. Za svaka dva skupa aibd
postoji skup y za koji vazia €y ib € y, tj.

dy(a € yA b € y).

Skup y, koji postoji prema aksiomi neuredenog para, moZe imati
i elemente koji su razliéiti od a i od b. Primenimo aksiomu podskupa
na y sa uslovom ¢ = aV ¢ = b. Prema toj aksiomi, za skup y kojem
pripadaju dati skupovi a i b, postoji skup z koji sadrzi samo elemente
aib,tj.

(1) JVz(z ez z€eyA(z=aVz =Dh).

Kada bi se unapred.znalo da postoji skup y koji sadrzi a i b, onda
bi postojanje skupa z koji sadrzi samo a i b sledilo na osnovu aksiome
podskupa. Buduéi da se to ne zna, potrebna je aksioma neuredenog
para kojom se tvrdi postojanje skupa y.

TEOREMA 5. 32Vz(z € 2 &z =aVz =b).
DOKAZ. Videli smo da postoji (taéno jedan) skup z za koji je
Ve(z €z z € yA(z =aV z =1b)). Odavde sledi
zt€z=>zcz=aVz=h
S druge strane, prema aksiomi neuredenog para, za svaka dva
skupa a i b postoji skup y za koji je a,b € y. Dakle, z =a=>z €y
iz=b=z €y, pajer =aVz=0>b= 2 €y Odavde je

(z=aVz=>b)Az €y & z=aVz=2>, pa teorema sledi na osnovu
dokazanog tvrdenja (1).

Na osnovu teoreme 5, term {z | z = a V ¢ = b} je ispravan.
DEFINICUA 3. {a,b} ={z |z =aVz =10}.

Skup {a,b} zove se (neureden) par elemenata a i b.
Kada postoje aksiome ekstenzionalnosti i podskupa, ekvivalent-
na formulacija aksiome neuredenog para je teorema 5.
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DEFINICUA 4. {z} = {z,z}.

Skup {z} zove se singlton ili jednoelementan (jednoclan) skup sa
elementom z. ' 7

Moze se pokazati da su skupovi z i {z} razliciti (to je jasno veé
na osnovu kumulativne hijerarhije); na primer, # nema elemente dok
{0} ima jedan element.

Na osnovu aksiome neuredenog para moze se utvrditi postojanje
mnogih skupova. To su, na primer,

0, {0}, {{0}}, {{{0}}},...
ili
0, {0}, {0, {0}},....

Pre nego §to uvedemo i ostale principe teorije skupova, pogledaj-
mo jo§ jednom upotrebu terma {z | A(z)}. Prirodno je sa {z |z =
aV z = b} oznaliti skup y koji postoji prema teoremi 5. U tom
sluéaju je

{a,0} ={z |z=aVz =0}

Oznaka
| {z | A=)}

uvek oznatava klasu svih elemenata z za koje vazi A(z). Kada je
ta klasa skup? Samo kada se to moZe dokazati na osnovu principa
teorije skupova. Drugim re¢ima, y € {z | A(z)} je istinito tvrdenje
ako i samo ako (1) postoji skup z &iji je element y i (2) y zadovoljava
uslov A, tj. vazi A(y).

Treéi princip pomoéu kojeg gradimo nove skupove od veé pos-
tojecih je aksioma unije.

AKSIOMA UNUJE. Za svaki skup a postoji skup y koji sadrzi
sve elemente svih elemenata skupa a, tj.

JyVz(32(z €a Az € 2) = z €Y).

Skup y, za koji se aksiomom unije tvrdi da postoji, moze imati i
elemente koji ne pripadaju nijednom elementu z skupa a. Primenimo
aksiomu podskupa na y, sa uslovom 32(z € a Az € z), a zatim
aksiomu ekstenzionalnosti; dobiéemo tvrdenje
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Ny(y = {z | Ie(z €aAz € 2)}.

Skup y, koji postoji na osnovu ovog tvrdenja, sadrzi sve one elemente
koji pripadaju bar jednom &lanu z skupa a, i samo njih. Dakle,
ispravan je term {z | 32(2 € a A z € 2)}.

DEFINICUJA 5. Ja = {z | z(z €Ea Az € 2)}.

Skup | Ja se zove unija elemenata skupa a i oznaava se i sa

UHe |z €a}

Uzea z.
TEOREMA 6. (1) U{z |z €@} =0 (ili Ud=0),
2) {zlzey}=y(liUy=y).
Ako se skup a sastoji samo od elemenata z iy, a = {z,y}, onda
se unija skupa a obelezava sa z U y.

ili sa

DEFINICUJA 6. zUy = |J{z ]| z € {=z,y}}.
_Na osnovu definicije unije, z € zUy & 2 € £V z € y. Drugim
recima, vazi
TEOREMA 7. a:Uy: {z]zezVvzey}.

TEOREMA 8. Sledeéa tvrdenja vaZe za unije parova.
zUb==z
tUy=yUz (komutativnost)
zU(yUz)=(zUy)Uz ( asocijativnost)
rUz =z (idempotentnost)
tCyezlUy=y
{z}U{y} = {=,y}.
Poslednja jednakost pokazuje kako se mogu definisati neuredene troj-

ke, neuredene éetvorke i, uopste, neuredene n-torke (skupovi sa naj-
vise n elemenata):
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DEFINICUA 7. (1) {z,y,2z} = {z}U{y}u{z} (2) {z1,...,2Zn}
= {z;}U...U{z.}.
Jasno je da vaizi

TEOREMA 9. {a,b,c} = {z |z = aVz =bVz =c}i
{z1,.. 22} ={z|z=21V...VZ =2,}.

DEFINICUA 8. zNy={z|z€xz Az €y}

Skup z Ny zove se presek skupova z 1 y.
Lako se dokazuje da za svaka dva skupa z i y postoji ta¢no jedan
skup koji je presek skupova z i y, kao i sledeée dve teoreme.

TEOREMA 10. Sledeéa tvrdenja vaze za preseke.
zeEzNyez€ETAzEY

zNP=40

zNy=yNz
zN(yNz)=(zNy)Nz

zNe==z

zCyezzNy==z.
DEFINICIJA 9. Ako je z Ny = @, za skupove z i y se kaZe da su

disjunktni. Za skup z se kaZe da je skup disjunktnih elemenata ako
i samo ako su svaka dva razli¢ita elementa skupa z disjunktna.

TEOREMA 11. Odnos izmedu unije i preseka dat je sledeéim
Jjednakostima (one se zovu distributivni zakoni):
zN(yUz)=(zNy)U(zNz)
zU(yNz)=(zUy)N(z Uz).

TEOREMA 12. Neka je a neprazan skup (a # 0); postoji tacno
Jjedan skup koji sadrzi taéno one elemente koji pripadaju svakom
elementu skupa a, tj.

diyVz(z €y & Vz(z € a = z € 2)).
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DOKAZ. Neka je z' bilo koji element skupa a (na osnovu pret-
postavke da je a # @, znamo da postoji takav z') i primenimo na 2
aksiomu podskupa; dobi¢emo

JyVz(z €y z €2 AVz(2 €Ea= T € 2)).

Iz 2 €aiVz(z €a =z € 2) sledi z € 2/, pa se prethodna ekviva-
lencija svodi na JyVz(z € y & Vz(z € a = € 2)).
Prema aksiomi ekstenzionalnosti, skup y je jedinstven.

DEFINICIJA 10. Zaa # 0, Na = {z | V2(z € a = T € z}.

Skup [ a zove se presek elemenata skupa a i obeleZava se i sa

Wz |ze€a}
nz€a z.

Primetimo da ()@ ne oznagava skup. Zasto? Pogledajmo uslov
u definiciji ()a i zapitajmo se koji element z taj uslov ne bi mogao
da zadovolji, ako je a = §. Lako se uveravamo da svaki z zadovoljava
taj uslov, jer ne postoji z € § (buduéi da @ nema elemente) za koji
bi bilo z ¢ z. Dakle, ako je a = @, onda svaki skup z zadovoljava
uslov iz definicije preseka [)a, pa bi skup svih onih skupova koji
zadovoljavaju uslov definicije bio skup svih skupova. Videli smo da u
teoriji skupova koju izlaZemo ne postoji skup svih skupova, pa presek
elemenata praznog skupa ne moZe biti skup (inace bi bio skup svih

skupova) i mora ostati nedefinisan.
Ponekad se presek () a definife kao

{z]|(Az€a)A(Vz€a)z €2}

tada je (la = 0, ako je a = 0.

Ako su z i y skupovi, onda je razlika izmedu z i y (relativni
komplement skupa y u odnosu na z) definisana kao skup koji sadZi
sve elemente skupa z koji nisu elementi skupa y. Na osnovu aksiome
podskupa, taj skup postoji, a na osnovu aksiome ekstenzionalnosti
on je jedinstven. Dakle, moZemo usvojiti i zvani¢nu definiciju.

ili sa

DEFINICUA 11. z\y={z€z | z ¢ y}.

WO
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Cesto se razmatraju skupovi od kojih je svaki podskup nekog
datog skupa e. Tada se relativni komplement e\ z podskupa z odeu
odnosu na e zove samo komplement i umesto e\ z piSe se z'. Sledeca
teorema. izrazava osnovne osobine komplementacije ":

TEOREMA 13. (¢') =2
P=e ¢ =0
zNz'=0 1 zUz' =e
tCyey Ca
(zUy) =2 Ny’
(zny) =z' Uy

Poslednje dve jednakosti zovu se De Morganovi zakoni.

Navedene osobine komplementacije pokazuju da se teoreme te-
orije skupova obi¢no javljaju u parovima. Ako vazi neka jednakost
ili inkluzija u kojoj se javljaju unije, preseci i komplementi u odnosu
na e, dovoljno je zameniti skupove njihovim komplementima, unije
presecima, preseke unijama i obrnuti smer inkluzije pa da se dobije
nova jednakost ili inkluzija koja takode vazi. Ova ¢injenica se zove
princip dualnosti za skupove.

TEOREMA 14. z\y=zNy
tCyez\y=10
z\(z\y)=zNy
zN(y\2)=(=Ny)\(zNz)
zNyC(zNz)U(ynz)
(zUzZ)N(yuz)CzUy.
Kada se posmatraju samo podskupovi nekog datog skupa e,

onda je definisan presek elemenata svakog skupa podskupova skupa

e. Neka je a jedan takav skup podskupova; tada presek elemenata
skupa a moZemo definisati kao

{zee|Vz(z €a=z Ex}.

Ako je a # 0, ova se definicija poklapa sa starom definicijom preseka
elemenata skupa a. Ako je a = @, lako proveravamo da je
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NicoZ =€
Moize se proveriti i da je presek elemenata skupa a prema novoj
definiciji jednak preseku elemenata skupa z U {e} (koji je neprazan)
na osnovu stare definicije.

DEFINICJA 12. z +y =(z \y) U (¥ \ x):
Skup « + y zove se simetrina razlika skupova « 1 y.

TEOREMA 15. Vade sledeée jednakosti:

zst+y=y+rc
s+(y+2)=(z+y)+2

z+0==z

z+z=0.

Sledeéi princip teorije skupova koji koristimo u konstruisanju
novih skupova od veé postojeéih je aksioma stepena.

AKSIOMA STEPENA. Za svaki skup a postoji skup y koji sadrzi
sve podskupove skupa a, tj.

JyVe(Vz(z €z = z €a) > z € y).

Skup y, za koji se ovom aksiomom tvrdi da postoji, moZe imati
i elemente koji nisu podskupovi skupa a. Takve elemente moZemo
odstraniti primenjujuéi aksiomu podskupa na y. Primenjujuéi zatim
aksiomu ekstenzionalnosti, zakljuéujemo da za svaki skup a postoji
ta¢no jedan skup y koji sadrZi sve podskupove skupa a i nijedan drugi
skup. Taj skup y zove se partitivni skup skupa a ili stepen skupa a i
obelezava se sa P(a).

DEFINICIJA 13. P(a) = {z | z C a}.

Pogledajmo neke partitivne skupove.
P(9) = {0};
P({z}) = {8, {=}};
P({z,y}) = {8, {=z}, {v}, {=,y}}-
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Partitivni skup neuredene trojke ima osam elemenata. Moze se
dokazati da partitivni skup skupa od n elemenata ima 2" elemenata.

Neka je a skup podskupova nekog fiksiranog skupa e (dakle, a C
P(e)); tada definisemo

D={z€Ple) | 2 €a}.

Da uslov u definiciji skupa D zaista definise skup vidi se kada ga
napiSemo u punom obliku:

Jy(yeaAVz(z €z z€EeNz ¢Yy)).

Unija i presek skupa D oznagavaju se, redom, sa

Uzez z' i nzez .

Tada se De Morganovi zakoni mogu uopstiti, ovako:

(U=~

z€x z€z

i
(N=2y=U~
z€z z€x

Dokazi ovih jednakosti dobijaju se na osnovu definicija.

TEOREMA 16.  P(z) NP(y) =P(zNy)

P(z) UP(y) CP(zUy).
P =P()2)
z€zx zE€x
P cP2)
z€zx z€x

N ==
ZEP(e)

z Cy = P(z) CPy),

e= U'P(e) ieC 'P(Ue).



4. RELACIJE

Odnosi ili relacije &ine vaznu vrstu pojmova. Njihov sadriaj
moZe se neformalno najbolje objasniti pokazivanjem kako se re¢ "re-
lacija” upotrebljava. Primeri matematiékih relacija su =, <, <, >,
> i "biti deljiv sa”. .

Relacija p je ono Sto moZe vaZiti za individue; kaZe se da su
indivdue u relaciji p. Na primer, @ = b znaéi da su individue a i b
jednake, da su u relaciji jednakosti. Obrnuto, individue su sve ono
Sto mode biti u nekoj relaciji. Na primer, brojevi a i b mogu biti u
relaciji jednakosti, pa su, prema tome, individue. _

Relacije imaju duzinu ili arnost: duZina relacije p je najmanji
broj (razli¢itih) indivdua za koje ima smisla pitati da li su u relaciji
p- Na primer, jednakost ima duZinu 2, jer za dve individue ima smisla
pitati da li su jednake.

Postoje relacije duZine 3, na primer, ”biti izmedu”. _

Osobine, svojstva ili karakteristike takode éemo smatrati relaci-
jama - relacijama duzine 1. Na primer, jedno od moguéih svojstava
prirodnog broja je da je paran.

Relacije duzine 1 zovu se unarne, one duzine 2 - binarne, duZine
3 - ternarne itd. (otuda arnost relacije). '

U ovom odeljku razmoti¢emo samo binarne relacije.

Jedna relacija moZe biti definisana samo za neke vrste individua;
za individue druge vrste to ne mora biti slu¢aj. Na primer, ima smisla
pitati da i su neka dva cela broja uzajamno prosta, ali ta relacija
nema smisla za neka dva iracionalna broja. Dakle, ova relacija je
definisana za cele brojeve, ali nije i za sve realne brojeve.

RELACIJE I NJTHOVI GRAFOVI

Izmedu relacija i skupova postoji neposredna veza. Posmatraj-
mo skup prirodnih brojeva a = {1,2,3}. Za ove brojeve definisa-
na je relacija <. Posmatrajmo sada skup uredenih parova: R =
{(1,2),(1,3),(2,3)}. (Uredeni par je skup od dva elementa u kojem
su elementi dati nekim redom; u takvom skupu znaju se prvii drugi
¢lan uredenog para). Ocigledno, za z,y € a vazi z < y < (z,y) € R.

27
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Neka je p binarna relacija definisana za individue skupa a; za
I,y € a, pisatemo zpy akosuziyu relaciji p. Neka je b kolekcija
svih uredenih parova elemenata skupa a, tj. b = {(z,¥) | =,y € a}.
(Ubrzo éemo videti da je b skup). Posmatrajmo podskup R, R C b,
onih parova za koje vazi

zpy & (z,y) € R.

Skup R se zove graf relacije p u skupu a.

Definicija grafa moze se uopétiti za relacije bilo koje duZine. Graf
unarne relacije je podskup skupa na kojem je ta unarna relacija de-
finisana: to je podskup onih individua koje imaju doti¢nu osobinu.
Pod uredenim trojkama, uredenim etvorkama i, uopste, uredenim
n-torkama podrazumevamo skupove u kojima se znaju prvi, drugi,
tredi, ... n-ti element. Graf ternarne relacije je podskup skupa svih
uredenih trojki, dok je graf n-amne relacije podskup skupa svih ure-
denih n-torki elemenata onog skupa u kojem je relacija definisana.

Dve relacije p i o koje su definisane na istom skupu mogu imati
isti graf. Na primer, u skupu {1,3,6,7,12} definisane su relacije "biti
paran (prirodan) broj” (p) i "biti deljiv sa 6” (o). Obe relacije imaju
graf {6,12}. Pa ipak, to nisu iste relacije; postoje skupovi na kojima
su obe definisane, ali na kojima se njibovi grafovi razlikuju.

U teoriji skupova relacije se izjednaavaju sa svojim grafovima.
Tada se relacije mogu prouéavati kao skupovi, jer se i uredeni parovi
mogu definisati kao skupovi.

UREDENI PAROVI

Uredeni par skupova z i y obeleZava se sa
(z,y) ili sa (z,y);
¢ se zove prva a y druga koordinata (projekcija, komponenta) u-
redenog para (z,y). Ako je z ureden par, onda sa my1(z) 1 m2(2)
obelezavamo prvu i drugu koordinatu uredenog para z.
Ureden par se moZe definisati kao skup.

DEFINICJA 1. Za skupove z i y ureden par (z,y) definisan je
slede¢om jednakoscu:

(z,y) = {{z}, {=,y}}.
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Dva uredena para su jednaka ako i samo ako su im jednake odgo-
varajuée koordinate. To je najvaZnija osobina uredenih parova.

Pokazaéemo da uredeni parovi definisani kao skupovi imaju po-
menutu osobinu.

" TEOREMA 1. Uredeni parovi (a,b) i (z,y) su jednaki ako i samo
ako su im jednake odgovarajuce koordinate, tj.
(a,0) =(z,y) ®a=zAb=y.

DOKAZ. Ako su odgovarajuée koordinate uredenih parova jed-
nake, onda su i oni jednaki; to sledi iz pojma jednakosti.

Ako je a = b, onda je (a,b) = {{a}}. Obrnuto, ako je (a,b)
jednoélan skup, onda je {a} = {a,b}, pa je b € {a} i a = b. Dakle,
a = b ako i samo ako je (a, b) jednoclan skup.

Pretpostavimo da je (a,b) = (z,y). Ako je ¢ = b, onda su
(a,b) i (z,y) jednodlani skupovi, pa je z = y. Kako je {a} € (z,y)
i {z} € (a,b), lako se vidi da je a = b = z = y. Ako je a # b,
onda i (a,b) i (z,y) sadrfe tatno po jedan jednoélan skup, naime
{a} i {z}, redom, pa je a = z. Ali (a,b) i (z,y) sadrZe jos i po jedan
neureden par, {a,b} i {z, y}, redom, pa proizlazi da je {a, b} = {z,y}.
Ocigledno je y € {a,b}. Ako je y = a, onda je z = y, pa je a = b,
suprotno pretpostavci. Dakle, y = b.

TEOREMA 2. Za svaka dva skupa a i b postoji skup svih uredenih
parova (z1,Y1), gde jex1 €Eaiys €, t) '
Ehsz(z CEysz= (xl,yl) Azy €EalAy € b)

DOKAZ. Ako je z; €aiy; € b, onda je {z1} Cai {y1} C b
pa je {z1,41} € aUb. Kako jei {z1} C aUb, proizlazi da su {z;} i
{z1,y1} elementi skupa P(a U d). To povlati /

{{31}7 {3173/1}} Cc P(a U b)1
pa je otuda {{z1}, {z1,¥1}} € P(P(aUb)). Tako je pokazano da ako
jezy €Eaiy; €Db, onda je (z1,y1) € P(P(aUb)). Sada je vrlo lako
primeniti aksiomu podskupa i aksiomu ekstenzionalnosti da bismo
zakljuéili kako postoji jedinstven skup ¢&iji su elementi bas uredeni
parovi (¢1,¥1), gde je x; €Eaiy, €.
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DEFINICIJA 2. Skup svih uredenih parova (z,y), gdejez € a i
y € b, zove se Dekartov proizvod skupova a i b i obelezava se sa a X b.
Dakle,

axb={z|(3z€a) Iy €b) == (s}

Dekartov proizvod dva skupa je skup uredenih parova; to isto
vazi i za svaki podskup Dekartovog proizvoda. Pokazaéemo i da je
svaki skup uredenih parova podskup Dekartovog proizvoda neka dva
skupa.

TEOREMA 3. Ako je R skup uredenih parova, onda postoje
skupovi a i b za koje je R C a x b.

DoKAZ. Neka je (x,y) € R za neke z i y. Buduéi da su elementi
skupa R skupovi, moZemo posmatrati

UR.

Kako je (373/) = {{x}') {37 y}}s sledi da je {{3}7{:’;’ y}} CRi
{z,y} € UR. Kako su elementi skupa | J R opet skupovi, proizlazi da

je
z,y € UUR.
Neka je
z=UUR;
tada je R C z x 2. Primenimo aksiomu podskupa; dobiéemo
a={z | Jy (,y) € R}

b={y|3$ (z,y) € R}.

Ocigledno je R=a x b

Skupovi a i b zovu se prq;ekcue skupa R na prvu i drugu koor-

dinatu, redom.
TEOREMA 4. .(ny)xz:(zx::)U(sz)
(zxy)N(z1xy)=(zNz) x(yNy1)
(z\y) xz=(z x2)\(y x 2)
zxy=0z=0vy=20
zCaAyChb=>zxyCaxb
(obrnuto vazi ako je z x y # 0).
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RELACILIE

U teoriji skupova se relacije izjednaéavaju sa svojim grafovima.
U ovom poglavlju definisaéemo binarne relacije. Umesto o grafovima
govori¢emo samo o skupovima uredenih parova.

DEFINICUJA 3. Pod (binarnom) relacijom se podrazumeva skup
uredenih parova. Tada se za skupove z i y (tim redom!) kaze da su
u relaciji R ako i samo ako je (z,y) € R i pide se

zRy ili Rxy.

Prazan skup @ je relacija; ova se relacija zove prazna relacija.
Dekartov proizvod bilo koja dva neprazna skupa z i y je relacija; ta
se relacija zove puna relacija. Neka je a skup i neka je R skup svih
uredenih parova (z,y) € a X a za koje je z = y. Relacija R je u ovom
primeru relacija jednakosti izmedu elemenata, skupa a, jer ovde zRy
znadi isto 8to i z = y. Neka je a bilo koji skup i neka je R skup svih
uredenih parova (z, y) iz ax P(a) za koje vazi z € y; uovom sluéaju R
je relacija pripadanja izmedu elemenata skupa a i podskupova skupa
a. Ako jey € ai z € P(a), onda je yRz ako i samo ako je y € z.

Za svaki skup uredenih parova R postoje skupovi projekcija
skupa R na prvu i na drugu koordinatu. U teoriji relacija ovi skupovi
se zovu, redom, domen relacije R i kodomen relacije R.

DEFINICUJA 4. (a) dom(R)= {z | 3y zRy};
(b) ran(R) = {y | 3= zRy};
‘(¢) polje relacije R je dom(R) U ran(R).

Vazi dom() = ran(@) = 0. Ako je R = z x y, onda je dom(R) =
¢ i ran(R) = y. Ako je R jednakost elemenata skupa z, onda je
dom(R) = ran(R) = z. Ako je R pripadanje, izmedu elemenata
skupa z i elemenata skupa P(z), onda je dom(R) = z i ran(R) =
P(z)\ {0}. - |

Ako je R C z x z, 2a R se kaze da je relacija u skupu z, relacija
skupa z ili relacija na (skupu) z. Neka jeRC zxuy; tadaje RC
(z Uy) x (z Uy), pa je svaka relacija R relacija nekog skupa.
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RELACIJE EKVIVALENCIJE
Vaznu vrstu relacija ¢ine relacije ekvivalencije.

DEFINICIJA 5. Relacija R skupa a je refleksivna ako i samo ako
vazi (Vz € a) zRz.. Relacija R je simetri¢na ako i samo ako vaZi
(Vz,y € a) (zRy = yRz). Relacija R je tranzitivna ako i samo
ako vazi (Vz,y,z € a) (zRy A yRz = zRz). Relacija R je relacija
ekvivalencije skupa a ako i samo ako je R refleksivna, simetriéna 1
tranzitivna.

Najveéa relacija ekvivalencije u skupu a je a X a; to znadi da
za svaku drugu relaciju ekvivalencije R u skupu a vaii R C ax
a. Najmanja relacija ekvivalencije u skupu a je jednakost, tj. skup

{(#,2) | = € a}.

DEFINICIJA 6. Pod particijom (razbijanjem) skupa a podrazu-
meva se disjunktna kolekcija b nepraznih podskupova skupa a ¢ija je
unija a. ‘

DEFINICUJA 7. Neka je R relacija ekvivalencije u skupu a i neka
je € a; tada je [z]r = {y € a | zRy}.

Skup [z]r zove se klasa ekvivalencije u odnosu na R definisana
elementom z. Umesto [z]g piSemo i z/g.
Ako je R jednakost u a, onda je [z]r jednoélan skup {z}.

TEOREMA 5. Za svaku relaciju ekvivalencije R u nepraznom
skupu a i za svaka dva z,y € a vaZe

(1) zRy & [zlr=lri(2) [=lr#lr & [zlrNlyr=0.

DOKAZ. (1) Neka je z,y € a; pretpostavimo da je zRy. Neka
je i z € [z]gr; tada je zRz, pa je na osnovu tranzitivnosti zRy i
z € [ylr. Koristeéi jo3 i simetriénost, na sli¢an naéin zakljuéujemo
da je [y]r C [z]r. Dakle, [z]r = [y]r- A

Neka je [z]r = [y]r; na osnovu refleksivnosti, z € [z]r, P2 je
z € [y]r i zRy.

Dakle, zRy < [z]r = [y]r.
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(2) Za z,y € a pretpostavimo da je [z]gN[y]r # 0. Tada postoji
z € a za koji je z € [z]p i z € [y]r. Oéigledno, zRz i zRy, pa je na
osnovu (1) [z]r = [y]~.

Neka je [z]r = [y]r; tada je [z]r ﬂ [ylr = [z]r. Zbog reflek-
sivnosti relacije R, [z]r # 0.

Dakle, 22 a # 8, [z]r # lylz © [z]z N lylr =

TEOREMA 6. Za svaku relaciju ekvivalencije R skupa z skup
svih njenih klasa ekvivalencije je jedna particija skupa z.

DOKAZ. Neka je z/R skup svih klasa ekvivalencije elemenata
skupa z u odnosu na R (z/R se ¢&ita kao "z modulo R” ili "z mod
R”). Na osnovu prethodnog, z/R je disjunktna kolekcija. Lako se
vidi da je

=Jz/R.

DEFINICIJA 8. Za particiju z/R se kaZe da je indukovana relaci-
jom ekvivalencije R ili da odgovara relaciji ekvivalencije R.

TEOREMA 7. Za svaku particiju skupa a postoji taéno jedna
relacija ekvivalencije kojom je ta particija indukovana.

DOKAZ. Neka je b particija skupa a. Defini§imo relaciju, koju
éemo obeleziti sa (a/b), ovako: za sve z,y € a

z(a/b)y

ako 1 samo ako z i y pripadaju istom elementu skupa b. Bududi
da svaki element z skupa a pripada bar jednom elementu skupa b,
relacija (a/b) je refleksivna. Simetri¢nost te relacije je ogigledna.
Neka z i y pripadaju elementu ¢ skupa b i neka y i z pripadaju
elementu d skupa b. Ali ¢ i d mogu biti ili jednaki ili disjunktni.
Ocigledno, oni su jednaki, pa tako postoji element skupa b koji sadrzi
z i z. Dakle, (a/b) je relacija ekvivalencije skupa a. Sasvim je lako us-
tanoviti da je b skup svih njenih klasa ekvivalencije, tj. da je relacijom
(a/b) indukovana particija b, kao i da je (a/b) jedina takva relacija.

Kaze se da particija y skupa z indukuje relaciju ekvivalencije
(z/y) skupa « ili da relacija ekvivalencije (z/y) odgovara particiji y.
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INVERZNA RELACIJA I KOMPOZICIJA RELACIJA

Definisacemo jos dva vazna pojma: inverznu relaciju i kompozi-
ciju relacija.

DEFINICUA 9. Za svaku relaciju R C a x b inverzna (konverzna
ili obrnuta) relacija R™! C b x a je relacija za koju je yR~z < zRy.

Dakle, dom(R™*) = ran(R) i ran(R™') = dom(R).

DEFINICIJA 10. Neka je R C axbi S C bxc; tada je kompozicija
relacija R i S relacija T C a x c za koju vazi zTz ako i samo ako
postoji element y € b za koji je zRy i ySz, tj.

zTz < (Jy € b) (xRy A yS=z).

Kompozicija relacija R i S obelezava se sa RS i zove se i (rela-
tivni) proizvod relacija R i S.

TEOREMA 8. (1) (RS)T = R(ST) (kompozicija relacija je aso-
cijativna. -

(2) (SR'=R"15"1,

(3) Ako je I relacija jednakosti skupa z, onda je IR = RI =

R za svaku relaciju R skupa z.

(4) R je refleksivna ako i samo ako je I C R.

(8) R je simetriéna ako i samo ako je R C R™!.

(6) R je tranzitivna ako i samo ako je RR C R.

RESTRIKCIJE I EKSTENZIJE RELACIJA
VaZni pojmovi su i restrikcija ili ograniGenje i ekstenzija ili pro-
Sirenje relacija. Svaka relacija je definisana u nekom skupu. Og-
rani¢enja i profirenja jedne relacije se dobijaju kada se posmatraju
podskupovi i nadskupovi skupa na kojem je relacija definisana.

DEFINICUJA 11." Neka je R relacija u skupu X i neka je Y C X;

relacija S u skupu Y je restrikcija relacije R (na skup Y), a relacija
R je ekstenzija relacije S (na skup X) ako i samo ako vasi

(Vz,y €Y) (zSy & zRy).
Tada se pise S = R|Y.
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Primer restrikcije i ekstenzije pruza relacija < koja je definisana
u skupu Z celih brojeva; jedna restrikcija te relacije na skup nenega-
tivnih celih brojeva w je ”ista” relacija < definisana u skupu w.

U ovom poglavlju razmotrili smo binarne relacije; relacije duzine
n, gde je n # 2 razmotriéemo kasnije.




5. FUNKCIJE

Na funkcije se moie gledati kao na vrstu relacija; tada funkcije
imaju graf. U teoriji skupova, kao i u mnogim drugim oblastima
matematike, funkcija se izjednagava sa svojim grafom.

DEFINICUA 1. Pod funkcijom se podrazumeva relacija f takva
da za svaki ¢ € dom(f) postoji taéno jedan y € ran(f) za koji je
(z,9) € f, ti.

(Vz € dom(f)) (31y € ran(f)) (z,y) € f.

Ako je dom(f) = a i ran(f) C b, kaZe se da je funkcija f od (sa
ili iz) a u b.

Ako je dom(f) = ran(f) = a, umesto funkcija f od a u a kaze
se operacija skupa a.

Za svaki ¢ € dom(f), onaj jedinstveni y € ran(f) za koji je

(z,y) € f oznatava se sa
f(z)ilisa fzilisa zf.

Umesto (z,y) € f piSe se, prema tome,

f(z)=y.

Element y zove se vrednost funkcije f koju ona uzima za argu-
ment z. Funkcija se najéesée definise tako 5to se opiSe njena vrednost
f(z) za argument z. KaZe se i da f, gde je f funkcija od a u b, salje,
transformise ili preslikava a u b. Umesto funkcija kaZe se i preslika-
vanje, transformacija i korespondencija. Zapis

f:ra—b
znaéi da je f funkcija od a u b. Umesto f : a — b piSe se i £ — y;,
gde se podrazumeva da je z € a i y; € b. Skup svih funkcija od a u
b je podskup skupa P(a X b); on se obelezava sa b ili sa *b.

Otigledno, za funkciju f : @ — b, dom(f) = a. Medutim, ne
mora biti ran(f) = b — vazi samo ran(f) C b. Skup ran(f) je skup
svih onih elemenata y skupa b za koje postoji bar jedan element z iz

a za koji je f(z) =y, tj. ran(f) = {y € b | (3= € @) f(=) =y}.

36
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DEFINICIJA 2. Ako je ran(f) = b, onda se kaZe da f preslikava
a na bili da je f "na” funkcija ili sirjekcija. Ako je f "na” funkcija
od a na b, pise se i

f:a3b

DEFINICIJA 3. Funkcija od a u b koja razlicite elemente skupa
a preslikava na razliCite elemente skupa b zove se 1-1 funkcija, 1-1
korespondencija, injekcija ili injektivno preslikavanje,

Funkcija od a na b koja je 1-1 zove se bijekcija.

POTAPANJA, RESTRIKCIJE I EKSTENZIJE

Upoznacemo nekoliko osnovnih vrsta funkcija. Medu njima su
potapanja (utapanja), restrikcije (ogranienja) i ekstenzije (prosire-
nja) datih funkcija.

DEFINICUJA 4. Ako je a C b, onda se funkcija f definisana sa
f(z) = z za svaki ¢ € a zove potapanje (utapanje) skupa a u b.

Potapanje skupa a u a zove se identicko preslikavanje skupa a.
To je isto sto i relacija jednakosti skupa a. Ocigledno, identicko
preslikavanje je bijekcija. Ako je a C b, onda postoji veza izmedu
potapanja skupa a u b i identi¢kog preslikavanja skupa b. Taj odnos
je poseban slu¢aj odnosa izmedu restrikcije ili ogranicenja i ekstenzije
ili prosirenja funkcija.

DEFINICIJA 5. Neka je f : b — ¢ funkeija i neka je a C b; tada se
na prirodan nacin moze konstruisati jedna funkcija g od a u ¢, ovako:
bududi da veé postoji f, definifimo g(z) kao f(z), za svaki z € a.

Funkcija g se zove restrikcija funkcije f na a, a C biran(f) = b,
a f se zove ekstenzija funkcije g na b, ako je g(z) = f(z) za svaki
z € a. Funkcija g se obeleZava sa f|a.

Potapanje skupa a u b je restrikcija identickog preslikavanja
skupa b na skup a.

Na.vescemo nekoliko primera funkcija. Za skupove a i b neka je
f:axb™3 a za koju vazi (Vz € a) (Vy € b) f(z,y) = z. Funkcija f
se zove projektovanje ili projekcija skupa a x b na a. Sli¢no se definise
projektovanje skupa a x b na b.
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DEFINICIJA 6. Neka je R relacija ekvivalencije skupa a i neka
je f : a 23 a/R za koju je (Vz € a) f(z) = []g. Funkcija f se zove
kanonicko preslikavanje skupa a u a/R.

Neka je f proizvoljna funkcija, f : a 22 b; pomoéu f moze se
definisati jedna relacija ekvivalencije skupa a. Za z,y € a definiS§imo:
2Ry & f(z) = f(y)- Neka za z € b bude g(z) = {z €a] f(z) =z}
Na osnovu definicije relacije R sledi da je, za svaki z, g(z) klasa
ekvivalencije u odnosu na relaciju R. Funkcija ¢ je funkcija od b na
skup a/R svih klasa ekvivalencije u odnosu na R. Stavise, akosu z
i y razligiti elementi skupa b, onda su g(z) 1 g(y) razlititi elementi
skupa a/R.

DEFINICIJA 7. Ako je a C b, onda je karakteristicna funkcija
skupa a funkcija x od & u skup 2 za koju vazi x(z) = 1l kadajez € a
i x(z) =0kadaje z € b\ a,zasvakiz € b.

Na ovom mestu treba objasniti sta znaéi da x preslikava a u 2.

Brojevi 0, 1 i 2 mogu se definisati pomoéu skupova:

0=0,1={0}i2={0,{0}}.

Funkcija koja svaki podskup a skupa b preslikava na karakteri-
sti¢nu funkciju xa skupa a predstavlja 1-1 korespondenciju izmedu
P(a) i 2°. Za tu funkciju se kaze: Funkcija a 7+ xa”. Sliéno tome,
za projekciju @ x b na a moze da se kaze funkcija (z,¥) oz’ a
za kanoni¢ko preslikavanje skupa a sa relacijom R na a/R ”funkcija
ars a/R’.

TEOREMA 1. b® = {0} i 0* = 0, ako je a # 0.

INVERZNE FUNKCIJE

Vaina vrsta funkcija su i inverzne funkcije. Nemaju sve funkcije
odgovarajuée inverzne funkcije; to imaju samo 1-1 funkcije.

DEFINICIJA 8. Neka je f : a — bic C a; tada je fle] =
{f(=) | = € c} slika skupa c za preslikavanje f. Ako je d C b, onda je
F-1[b] = {z € a | f(a) € b} praslika, inverzna slika ili inverzna grana
skupa b za funkciju f.

Umesto f~![{y}] za y € b pise se f~[y].
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Dakle, f~![y] se sastoji bas od onih elemenata skupa a koje f
3alje u y; f~! se zove inverzna slika elementa y za preslikavanje f.

TEOREMA 2. Funkcija f : a — b je "na” ako i samo ako je
inverzna slika svakog nepraznog podskupa skupa b za preslikavanje f
takode neprazan skup.

Funkcija f : a — b je 1-1 ako i samo ako je inverzna slika svakog
jednoélanog skupa u ran(f) jednoélan podskup skupa a.

Ako je f : a — b 1-1 funkcija, onda se pod f~! podrazumeva i
funkcija g za koju je dom(g) = ran(f), a g(y) za y € ran(f) je onaj
jedinstveni r € a za koji je f(z) =y, tj. f~! = {(y,2) | (z,y) € f}.
Dakle, za 1-1 funkciju f piSe se f~1(y) = z ako i samo ako je f(z) =

TEOREMA 3. Neka je f:a — bic Cb; tada je f(f~[c]) Cc.

Ako je u ovom tvrdenju f "na” funkcija, onda je f(f~[c]) = c.

DOKAZ. Neka je y'€ f(f~[c]); tada je y = f(z) za neki z €

f~Yc]. To znaéidajey= f(z)i f(z) Ec, pajey Ec.

Treba jos dokazati da je ¢ C f(f~[c]), u sluéaju kada je f "na”
funkcija. Neka je y € c; tada je y = f(z) za neki 2 € a, pa prema
tome i za neki € f~![c]. To znaéi da je y € f(f[c]).

TEOREMA 4. Neka je f : a — bic C a; tada je ¢ C f~1(fc])-
Ako je u ovom tvrdenju f 1-1 funkcija, onda je c = f~1(f|c]).

DOKAZ. Ako je z € c, onda je f(z) € f(c); to znati da je z €
F7fled).

Pretpostavimo da je f 1-1 funkcija. Neka je z € f~1(f[c]); tada
je f(z) € flc], pa je, prema tome, f(z) = f(y) za neki y € c. Kako
je f1-1, proizlazidajez =yiz € c.

TEOREMA 5. Neka je f : a — b funkcija i neka je {B;} skup
podskupova skupa b; tada je

U Bil = U; £1Bil,
N Bil =N, 1B

fe\c=a\ f(d,
za svaki podskup ¢ C b.
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KOMPOZICIJA FUNKCIJA

0Od datih funkcija f i g ponekad se moze izgraditi nova funkcija
h koja se zove kompozicija funkcija f i g.

DEFINICIJA 9. Neka su f:a —big: b — c funkcije; bududi
da je ran(f) C dom(g), vazi (Vz € a) (3y € ¢) y = 9(f(z))- Funkeija
" h:a - c, za koju je (Vz € a) h(z) = g(f(x)), zove se kompozicija
funkcija f i g i oznacava se sa gfilisag-f.

Da bi gf bila definisana, mora biti ran(f) C dom(g), ali se tom
prilikom ne mora desiti da bude i ran(g) € dom(f), tj. da je defin-
isana funkcija fg. Cak i kada su g f i fg definisane, ne mora vaziti
gf = fg (kaZe se da kompozicija funkcija ne mora biti komutativna).

TEOREMA 6. Kompogicija funkcija je asocijativna: ako su f :
a—-»b,g:b—-»cih:c——rdfunkcije, onda je za svaki ¢ € a

h(gf)(z) = (he)f)(2)-

ekaje fia — kcija; pon se inverznom cijom
Neka je f b funk ekad se pod funk
f~1 podrazumeva funkcija ran(f) — P(a) za koju vezi: ako jey €

ran(f), onda je
F ) =)

U navedenom smislu je izraz "inverzna funkcija” upotrebljen u ovoj
knjizi samo u sledecoj teoremi.

TEOREMA 7. Neka je f : a — big:b—c,istoga f’ : P(b) —
P(a)ig~! : P(a) — P(b), tako da postoje funkcije gf i f~1g7; tada
je(gf) =517 . x

TEOREMA 8. (1) Neka je f:a —b; ako je g : b — a funkcija
za koju je gf jednakost skupa a, onda je f 1-1 funkcija, a g je “na”
funkcija. _

) FflNier®il = Nier flz:] za bilo koji skup {zi |t € I} pod-
skupova skupa z ako i samo ako je f 1-1 funkcija.

(3) flz\z] Cy\ flz] za svaki podskup z skupa z ako 1 samo
ako je f 1-1 funkcija.

(4) y\flz) C flz\z] za svaki podskup z skupa z ako i samo
je f "na” funkcija.
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FAMILIJE

Ponekad je kodomen funkcije znacajniji od same funkcije. Tada
se koriste posebne oznake. Neka je z funkcija I =3 X. Element i
domena I zove se indeks, I se zove skup indeksa, kodomen ran(z)
zove se indeksiran skup, sama funkcija z je familija dok je njena
vrednost za indeks i - ¢lan familijei obelezava se sa (7, ;). U mnogim
kontekstima, pa i ovde, (Z,2z;) se izjednatava sa z;. Tada se familija
oznadava i sa {z;} i kaZe se "familija u X” ili samo "familija”. Ako je
potrebno ista¢i domen funkcije, to se obiéno &ini u zagradama, recimo
(el

Dakle, pod familijom z = {z; | ¢ € I} podrazurmhevamo funkciju
z:I23 X, gde je dom(z) = I i ran(z) = X.

DEFINICUA 10. Pod familijom {z;} podskupova skupa a po-
drazumeva se funkcija z : I — P(a).

Ako je {z;} familija podskupova skupa a, za uniju kodomena te
familije se kaZe da je unija familije {z;} ili unija skupova z;; ta unija
se obelezava sa

UieI z; ili sa |J; i,

-u zavisnosti od toga koliko je vazno istaéi skup indeksa I.

Dakle, vazi

TEOREMA 9. y € |J; z; ako i samo ako y € z; bar za jedan 1, tj.
yGU,-z.-@Elinz.-

Za I = 2, kada je kodomen familije {z;} skup {z¢,z,}, vagi
Uiz =20 Uz
Svaka kolekcija skupova predstavlja kodomen neke familije. Jer,

svaka kolekcija skupova moZe se posmatrati kao skup indeksa, a
identiéko preslikavanje te kolekcije kao familija.

TEOREMA 10. Neka je {I;} familija skupova sa domenom J;
neka je
ineka je {z}} familija skupova sa domenom K. Tada je
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Ukek zx = UjeJ(UieI, z;)

(uopstenje asocijativnog zakona za unije).
Na slican nacin moZe se uopstiti i komutativni zakon za unije.

DEFINICIJA 11. Ako je {z;} neprazna familija skupova (to je
familija &iji je domen I # @), onda se pod presekom familije {z;}
podrazumeva presek kodomena te familije i obelezava se sa

MNies =i ili sa ); 24,

ve¢ prema tome koliko je vaZno da se istakne skup indeksa.
Dakle, vazi
TEOREMA 11. y € (), z; & Vi y € z;.

TEOREMA 12. (1) Neka je {z;} familija podskupova skupa a i
neka je b C a; tada vaZe sledeée jednakosti:

5N (Ui 2i) = Ui(bN ;)

bU(N; z:) = Ni(bU ).
(2) Ako su {z;} i {y;} familije skupova, onda vaze jednakosti:

(Uizi)n(U;95) = U, j(zi N ;)

(N2 U (N 85) = N (= U w3),
gde U; ; znaci Uy; jyerxa

Koristedi pojam familije uopstava se pojam Dekartovog proizvo-
da. Postoji 1-1 korespondencija izmedu Dekartovog proizvoda a X
b i odredenog skupa familija. Neka je {r,y} proizvoljan neureden
par, gde je 2 # y i neka je Z skup svih familija z, koje su indek-
sirane skupom {z,y}, tako da je z; € a i z, € b. Funkcija f :
Z — a x b, definisana sa f(z) = (2,4, z5) predstavlja pomenutu 1-1
korespondenciju.

DEFINICUA 12. Ako je {X;} familija skupova (i € I), onda se
pod Dekartovim ili direktnim proizvodom te familije podrazumeva

skup {f | (f : T = U; X:) A (Y £(5) € Xa).
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Dekartov proizvod se u ovoj knjizi oznaéava sa
HiGI X,' ili sa H.- X,'.

Moze se reti i da je Dekartov proizvod familije {Xi|ie€I}skup
svih familija {z;}, gde je z; € X, za svaki i € I. _

Ako je za svaki i € I X; = X, za neki dati skup X, onda se
Dekartov proizvod zove Dekartov stepen i obelezava se sa X .

Ako je I = {a,b}ia # b, onda se X, x Y} izjednatava sa Dekar-
tovim proizvodom koji je ranije definisan, a ako je I = {a}, onda se
[[;e; Xi izjednacava sa X,.

Uredene trojke, uredene éetvorke i, uopste, uredene n-torke de-
finiSu se kao familije ¢iji su skupovi indeksa neuredene trojke, neure-
dene Cetvorke, i uopste, neuredene n-torke. ‘

Neka je {X;} familija skupova (i € I) i neka je X njen Dekartov
proizvod; ako je J C I, onda svakom elementu iz X odgovara jedan
element Dekartovog proizvoda

(1) HieJXi'

Svaki element z iz X je familija {z;}, tj. funkcija od I; odgo-
varajuéi element y iz (1) dobija se kada se ta funkcija ograniéi na J.
Dakle, y; = z; za svaki i € J. Korespondencija f; : z =3 y zove se
projekcija od X na [Mic s Xi.

Ako je J jednotlan skup {j}, pise se fj umesto f(;3. Ovde je
re¢ ”projekcija” dvosmislena, jer ona oznagava i vrednost funkcije f;
za argument z, tj. z;; u ovom sludaju za r; se kaZe i da je j-ta
koordinata od z.

DEFINICIJA 13. Funkcija na Dekartovom proizvodu zove se funk-
cija vise promenljivih, a funkcija na Dekartovom proizvodu X, x X,
zove se funkcija dve promenljive.

Na sli¢an naéin se definise funkci ja n promenljivih ili funkcija sa
n argumenata.

DEFINICUA 14. Dijagonalna injekcija skupa X u Dekartov ste-

pen X' je funkcija d : X — X7 definisana tako da je d(z) € X!
konstantna funkcija (d(z))(i) = z za svaki z € X.
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DEFINICIJA 15. Nekaje H = {h; : Xi = Yi |1 € I} fami-
lija funkcija, neka je X = Uier X, Y = Ui ¥ir @ = [lier Xi 1
¥ = [[;e; Yi- Definisimo funkciju H : ® — ¥ ovako: za svaku z € ®,
H(z) je funkcija H(z) : I — Y definisana sa [H(2)](z) = hi(z:), za
- svaki 1 € I. Buduéi da je za svaki i € I, z; € X;, sledi da je hi(z;)
potpuno odredena tatka u Y:. Funkecija H oznalava se 1 sa [Lierhil
zove se Dekartov proizvod familije H.

Ako je I = {1,...,n}, onda se Dekartov proizvod familije H

oznalava isa hy X ... X hn.

DEFINICIJA 16. Neka je X = X; za svaki 1 € I'1 neka je d
dijagonalna injekcija skupa X u X!; tada se komporzicija h, h = Hd,
funkcija Hid, h: X — [;c: Yi, zove ograniceni Dekartov proizvod
familije H = {h;: X = Y; |t € I}.

DEFINICIJA 17. Za skup koji pripada nekoj familiji i sadrzan je u
svim &lanovima te familije kaZe se da je najmanji skup u toj familiji;
za skup koji pripada nekoj familiji i sadrZi sve njene elemente kaZe se
da je najveéi skup u toj familiji.

TeoREMA 13. (1) (U;2i) X (U;9) = Uy (=i x vi);

2) (M=) x (N;y5) = N j(zi x ¥i)s ako su domeni famili-
ja neprazni. Takode, pod istom pretpostavkom za presek, moze se
dokazati

(3) ;zi je najveci skup u ‘odnosu na C koji je sadrzan u
svakom é&lanu familije (ako je neki skup y sadrZan u svakom ¢lanu
familije, onda je y C [} zi); i

(4) U, z: je najmanji skup u odnosu na C u koji je ukljuten
svaki ¢lan familije (ako je svaki ¢lan familije ukljuéen u neki skup y,
onda je J; zi C v)- '

7 svaku funkciju f : a — b postoji funkcija (koja se Zesto takode
oznatava sa f) g : P(a) — P(b), gde je g(z) = {yebd| (3= e
z) f(z) = y} za svaki z € P(a), koja svaki podskup z skupa a
preslikava na f(z).

TEOREMA 14. Ako je {z;} familija podskupova skupa a, onda
Je

g(U; i) = U; 9(z4)-
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Odgovarajuca jednakost ne vaZi za preseke, sem ukoliko je f 1-1,
kada ona vazi; u opstem sluéaju imamo

g(N; z:) € N); 9(zi)

TEOREMA 15. (1) Za funkciju © : X2 — X? definisanu sa
©(a, b) = (b, a) za svaku tacku Dekartovog kvadrata X? vazi Od = d,
gde je d : X — X? dijagonalna injekcija; _

(2) Neka je & Dekartov proizvod familije {X; | i+ € I} i neka
sur; : ® — X;, i € I njegove projekcije; tada je ograniceni Dekartov
proizvod familije {r; | i € I} identiko preslikavanje u ®;

(3) Neka je d dijagonalna injekcija, d : X — X', i neka su
7 : X! — X, i € I, projekcije Dekartovog stepena XT; tada je
kompozicija w; - d : X — X identiéko preslikavanje za svaki ¢ € I.

9
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Pod prirodnim brojevima podrazumevaju se u ovoj knjizi brojevi
0,1,2, ... Prvatr prirodna broja vet su definisana; pokazacemo
kako se u teoriji skupova svaki prirodan broj moze definisati. To
éemo uéiniti polazedi samo od do sada uvedenih aksioma i aksiome
beskonaénosti, koja je data u ovom poglaviju. . .

7a svaki skup z defini§imo skup =+ koji se zove neposredni sled-
benik skupa z.

DEFINICIJA 1. Za svaki skup neposredni sledbenik skupa z je
skup zt =z U {z}. .

Ako je y neposredni sledbenik skupa z, onda se T zove neposredni
prethodnik skupa y.

Sada se nekoliko prvih prirodnih brojeva moze definisati ovako:

0=79,

1=0%,
2=1%,
3=2"%

Uopéte, ako je prirodan broj n veé definisan, onda sledeéi priro-
dan broj mozemo definisati kao n+. Neformalno govoreéi, svaki priro-
dan broj je skup svojih prethodnika (prethodnik prirodnog broja n je
svaki prirodan broj koji je manji od n). Na primer, 0 = @, jer 0 nema
prethodnike, 1 =0 U {8} ={0},2=1U 1}={0}u{1} = {0,1}, dok
e3=2U{2}= {0,1,2}.

Iz definicija prirodnih brojeva ne proizlazi da postoji skup ko-
jem svi oni pripadaju. Postojanje takvog skupa uvodi se aksiomom
beskonaénosti.

AKSIOMA BESKONACNOSTI. Postoji skup koji sadrzi 0 i ne-
posrednog sledbenika svakog svog elementa, tj.

3z(0 €z AVy(y €z = yT €1))

46
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DEFINICIJA 2. Skup z je skup sledbenika ako i samo ako je 0 € z
ivVn(nez=nter).

Aksiomom beskonaénosti se tvrdi da postoji bar jedan skup sled-
benika.

TEOREMA 1. Presek svake neprazne familije skupova sledbenika
Je takode skup sledbenika.

Obelezimo presek svih skupova sledbenika koji su sadrzani u
skupu z, koji postoji na osnovu aksiome beskona&nosti, slovom w.
Skup w je podskup svakog skupa sledbenika. U to se mozemo lako
uveriti. Neka je y skup sledbenika; tada je i z Ny skup sledbenika,
pa kako je Ny C z, skup z Ny je uzet u obzir u definiciji skupa w.
Prema tome, w Cz Ny iotuda w C y.

Prema aksiomi ekstenzionalnosti, postoji samo jedan skup sled-
benika koji je podskup svakog skupa sledbenika i to je w.

DEFINICUJA 3. Skup w je najmanji skup sledbenika.

DEFINICIIA 4. Prirodan broj je element najmanjeg skupa sled-
benika.

DEFINICIJA 5. Familija {X;} &iji je skup indeksa neki prirodan
broj ili w zove se niz; taj niz je konadan kada je skup indeksa neki
prirodan broj i (prebrojivo) beskonadan kada je skup indeksa w. Ako
je {X;} niz skupova &ji je skup indeksa prirodan broj n+, onda se
unija tog niza obelezava sa S

o Xilisa XoU...UX,.
Ako je skup indeksa w, onda se pige
Ue Xiili XoUX,UXpU... .
Sliéno se obeleZavaju preseci i Dekartovi proizvodi nizova:
1 Nme Xiii XoN...N X, ,
[LT;‘,X.- ili XoX...x Xa

N2 X:ili XoN Xy NX,...
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H?:oxi HXgxX, xXs....

Ponekad nizovi poéinju sa 1, a ne sa 0; to znaci da se umesto w
posmatra w \ {0}.

Nizovi se obelezavaju i sa z — y., gde se podrazumeva da je =
element skupa indeksa, a y, z-ti élan niza.

Preslikavanje f : z = y, 2a ¢ C w zove se i enumeracija ili

nabrajanje.

Da je w skup sledbenika znaci da je
9] 0ew
i da vazi
In (Vn € w) nt €w.

Da je w najmanji skup sledbenika znaéi
(11I) ako je S C w takav da vaZi
(I1L.1) : 0eS
i
(111.2) (\neS)ntesS

onda je S = w.

(II1) je princip matemati&ke indukcije. On se koristi na sledeéi
naéin. Pretpostavimo da Zelimo da dokaZemo da neko tvrdenje (us-
lov) A(n) vazi za svaki prirodan broj. Neka je S C w skup svih
prirodnih brojeva za koje A(n) vaZi. Ako dokaemo da je S = w,
dokazali smo da A(n) vaZi za svaki prirodan broj.

Kako se dokazuje § = w? Na osnovu (II), za to je dovoljno
dokazati (IIL1) i (IIL2). Tvrdenje (IIL.1) zove se baza indukcije.
Kako se dokazuje (II.2)? Neka n oznagava bilo koji prirodan broj;
ako iz pretpostavke da je n € S proizlazi da je i nt € S, onda je
za proizvoljan prirodan broj n dokazano da (*) n € S = nt € S;
buduéi da je n bilo koji prirodan broj, tvrdenje (*) znadi isto Sto i
(I11.2). U dokazivanju da vaZi (*) pretpostavka da je n € S zove
se indukcijska pretpostavka; izvodenje tvrdenja da je nt € S, iz
indukcijske pretpostavke, zove se karak indukcije. Dakle, (IIL2) se
dokazuje u koraku indukcije.

Prirodni brojevi imaju i neke druge vaZne osobine. Upoznaéemo
neke od njih.
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TEOREMA 2. (Vn € w) nT #0.

Ovo tvrdenje je trivijalno, jer n* sadrzi n, pa n* nije prazan.
I sledeéu osobinu izreéi éemo u vidu teoreme.

TEOREMA 3. Nijedan prirodan broj nije podskup nekog svog
elementa.

DOKAZ. Neka je S skup svih prirodnih brojeva koji nisu sadrzani
u nekom svom elementu, tj. Vn(n€ S & (n € w A (Vz €n) n € z)).
Buduéi da 0 nije podskup nijednog svog elementa, sledi da je 0 € S.

Pretpostavimo da je n € S (indukcijska pretpostavka). Bududi
da je n C n, zakljuéujemo da je n ¢ n. Dakle, n* € n. Ako je
nt C z, onda je n C z, pa zbog n € S imamo z ¢ n. Odavde
proizlazi da n* nije podskup ni skupa n niti nekog elementa skupa
n. Prema tome, nt nije podskup nijednog elementa skupa n*, pa je,
dakle, n* € S. Prema (III), § = w.

POSLEDICA. (Vn € w) n ¢ n.

DEFINICLIA 6. Za skup z se kaZe da je tranzitivan ako i samo
ako vazi: '
(Vyez)yCa.
TEOREMA 4. Svaki prirodazi broj je tranzitivan.

DOKAZ. Neka je sada S skup svih tranzitivnih prirodnih brojeva;
dakle, vaZi Vn(n € S & (n € w A (Vz € n) z C n)). Pogledajmo 0;
svakako je istina da ako je z € 0, onda je £ C 0. Ovo tvrdenje ne
motZe biti lazno, jer bi tada postojao z € @ za koji vazi z € 9, 3to nije
moguée. Buduéi da je 0 € w, dokazali smon € wA (Vz € 0) z C 0,
pasledi0 € S.

Pretpostavimo da jen € S (indukcijska pretposta.vka) Ako je
r €nt,ondajeiliz € nili z =n. U prvom sluéaju je z C n na
osnovu indukcijske pretpostavke, pa jei £ C nt. U drugom sluéaju
z C nt otdigledno vazi. Dakle, svaki element skupa nt je podskup
skupa nt, pa je nt € S. Prema (III), S = w.

TEOREMA 5. (Vm,n € w) (m* =n* = m =n).
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DOKAZ. Pretpostavimo da su m i n prirodni brojeviida jem™ =
nt. Buduéi da je m € mt, sledi da jem € nt, pajeili m € n ili
m = n. Na slian nalin zakljuujemo da jeilin € m ili n = m.
Prema tome, ako je m # n, mora biti m € n i n € m, i stoga, prema
teoremi 4, m C n C m, tj. m = n. Dakle, svakako je m = n.

Neki principi teorije prirodnih brojeva, zajedno sa principima
teorije skupova, dovoljni su za definisanje celih, racionalnih, realnih
i kompleksnih brojeva kao i za dokazivanje njihovih aritmetickih i
analitickih svojstava. Ti principi su poznati kao Peanove aksiome.

PEANOVE AKSIOME

(1) 0 je prirodan broj.
(2) Ako je n prirodan broj, onda je to i nt. Za svaki priro-
dan brojn, nt # 0.

(3) Za prirodne brojeve m i n, ako je m* = n*, onda je

m=n.

(4) Za svaki podskup S skupa prirodnih brojeva, ako je

0e€ Siakojent € S kadgod jen € S, onda je S = w.

Peanove aksiome su ovde dokazane u prethodnim teoremama, pri
gemu umesto "skup prirodnih brojeva” i ”prirodan broj” stoji ”skup
w” i "element skupa w”, pa se, strogo govoredi, ne bi mogle smatrati
aksiomama. Njih je Duzepe Peano (Gluseppe Peano 1852-1932) uzeo
za definiciju prirodnih brojeva.

Neki postupci koji su nalik na princip matematicke indukcije
Zesto se koriste u definisanju. Neka je f funkcija, f : ¢ — z i neka je
a € z. Pretpostavimo da Zelimo da definiemo funkciju g : w — =z (tj.
beskonadan niz {g(n)} elemenata skupa z) za koju vaii: g(0) = a,
g(1) = f(g(0)), ¢(2) = f(g(1)) itd. Tada moZemo primeniti sledeci
induktivni postupak u opisivanju funkcije ¢ : g(0) = a i za svaki
n € w, g(nt) = f(g(n)). Koristeéi princip matematicke indukcije
mofe se dokazati da postoji najvise jedna takva funkcija, ali on nije
dovoljan da se dokaZe da postoji bar jedna takva funkcija. Za to sluzi
teorema rekurzije.
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TEOREMA 6 (TEOREMA REKURZIIE). Za svaki skup «, funkciju
f i1z — z i element a skupa = postoji ta¢no jedna funkcijag : w — z
za koju vazi (1) ¢(0) = a i (2) (Vn € w) g(nt) = f(g(n)).

DOKAZ. Neka je y kolekcija svih podskupova 2, 2 C w X = za
koje vazi (1') (0,a) € z i (2) za svaki n € w, ako (n,k) € z onda
(n*, f(k)) € 2. Jasno je da je w X = € y, pa postoji presek g kolekcije
y. Nije tesko ustanoviti da je g € y, tj. da je ¢ najmanji skup u y.
Treba joi dokazati da je g funkcija. Neka je S skup svih prirodnih
brojeva n za koje vaZi: (3) postoji tatno jedan k € z za koji je
(n,k) €g.

Pretpostavimo da 0 ¢ S; tada postoji b € z, a # b, za koji je
(0,5) € g. Bududi da je a # b, vazi (0,a) € g\ {(0,5)}. Kako je
nt #0, sledi (0,0) # (n+,f(k)), pa ako je (n,k) € g\ {(0,8)}, mora
biti i (nt, f(k)) € g\ {(0,0)}. To znati da je g\ {(0,0)} €y, payg
nije najmanji skup u y. Dakle, 0 € S.

Neka je n € S; to znaéi da postoji k € z za koji je (3') (n, k) € ¢
i(4') za sve k,l € z, ako je (n,k) € g i (n,l) € g, onda je k—l Na.
osnovu (3), (n*, f(¥)) € 9.

Pretpostavimo da je nt ¢ S tada je (n*,b) € g zaneki biz = za
koji je b # f(k). Buduéi da je nt # 0, imamo (0,a) € g \ {(n*,8)}.
Zamecwite€ r, ako je (m,t) € g\{(n ,0)}, onda je i (m"‘ f@®) e
g\ {(nt,d)}. Jer, ako je m = n, onda je t = k, pa kako je b # f(k),
sledi da je (n™, f(k)) € g\{(nT,H)}; akojem # n,ondajeimt £ nt,
pa je opet (m, f(k)) € g\ {(n*,8)}. To znadi da je g\ {(n*,d)} €y,
pa opet g nije najmanji skup u y. Dakle, n* € S. Na osnovu principa
matematicke indukcije, S = w.

Pretpostavimo da postoje dve funkcue, g11 g2, za koje je g;(0) =
02(0) = a kao i gu(n*) = f(ga(n)) i ga(n*) = f(ga(n), 7 svald
n € w. Primenimo matemati¢ku indukciju; na osnovu indukcijske
pretpostavke, g,(n) = gz(n), pa je g1(nt) = f(g1(n)) = f (92(n)) =
g2(n*). Na osnovu principa matematiéke indukcije sledi g;(n) =
g2(n) za svaki n € w, tj. g1 = ¢a.

DEFINICIJA 7. Primena teoreme rekurzije koja se saStoji u defin-
isanju funkcije ¢ : w — z, kada je data funkcija f:z — z i odredem
a € z, pomoéu uslova (1) i (2) te teoreme, zove se cleﬁmcu '
jom ili rekurzxvna deﬁmcqa.
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TEOREMA 7. (1) (Vn € w)n # nt.

(2) (Vnew)(n#0=>(3mew)n=mt).

(3) w je tranzitivan skup. _

(4) Akojezx#0iz Cn zanekin€w,ondaje

(Fyez)(Vmez) (m#y=>yem)

Primeniéemo teoremu rekurzije u definisanju aritmetickih .op-
eracija. Na osnovu te teoreme za svaki prirodan broj m postoji taéno
- jedna funkcija sy, : w — w 22 koju je 3,,(0) = m i za svaki priro-
dan broj n sm(n*) = (sm(n))*. Vrednost s,,(n) funkcije sy je zbir
m + n. Jasno je da je s, ﬁmkq;asab;ran_pasa brojem m. -

'DEFINICUIA 8. (1) m+0=m i (2) m+nt = (m +n)t.

Osnovne osobine sabiranja mogu se dokazati primenjujuéi prin-
cip matematiéke indukcije.
TEOREMA 8. Za sve prirodne brojeve k,min
(k+m)+n=k+(m+n)
(sa.bira.nje je asocijativno).
DOKAZ. Baza indukcije je (k + m) + 0 =k + (m + 0). Zatim,

- (k4 m)+nt = ((k+ m) +n)* na osnovu definicije. Na osnovu
indukcijske pretpostavke je -

(k+m)+n=k+(m+n),
pa je, opet na osnovu definicije, ,
(k+m)+n*t=(k+(m+n))r =k+(m+n)t =k+(m+nt).
Tvrdenje je dohzmo matematitkom indukeijom po n. |
TEOREMA 9. Za dve prirodne brojeve m i n,
o m+n=n+m
(sabiraije je komutativno).
DOKAZ. Ovo tvrdenje se dokazuje tako sto se prvo indukecijom

po n dokaZe.da je (1) 0+ n =n i (2) da je m* 4+ n = (m +n)t, pa
se onda primeni indukcija po m.
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Na osnovu teoreme rekurzije za svaki prirodan broj m postoji
ta¢no jedna funkcija p,, za koju je p,,(0) = 0 i za svaki prirodan broj
n pm(nt) = pm(n) + m. Vrednost pm(n) funkcije pm je proizvod
m - n. Funkcija p,, je funkcija mnoZenja brojem m.

DEFINICUA 9. (1) m:0=0 i (2) m-nt=(m-n)+m.

TEOREMA 10. MnoZenje je asocijativno, komutativno i vazi dis-
tributivni zakon:

(VkE,mnew)k-(m+n)=k-m+k-n.

Na osnovu teoreme rekurzije za svaki prirodan broj m postoji
tacno jedna funkcija e,, za koju je e, (0) = 1 i za svaki prirodan broj
n eq(nt) = em(n) - m. Vrednost e,(n) funkcije e, je n-ti stepen
broja m. Funkcija e, je funkcija stepenovanja broja m.

DEFINICUA 10. (1) m®=1 i (2) m" =m"-m.

I osobine ove funkcije dokazuju se primenom matematicke in-
dukcije.

DEFINICIJA 11. Za prirodne brojeve m i n se kaZe da su uporedivi
ako i1 samo ako je m € n ili je m = n ili je n € m.

TEOREMA 11. Svaka dva prirodna broja su uporediva.

DOKAZ. Neka za svaki n € w S(n) bude skup svih prirodnih
brojeva koji su uporedivi sa n i neka S bude skup svih prirodnih
brojeva n za koje je S(n) = w.

Vidi se da je 0 € S(0). Ako je m € S(0), onda je m = 0 (pa je
0 € mt)ili je 0 € m (i opet je 0 € m*). Dakle, ako je m € S(0);
onda je m* € S(0), pa je S(0) = w. ,

Neka je S(n) = w. Buduéi da je nt € S(0), sledi 0 € S(nt).
Pretpostavimo da je m € S(nt); tada su m i nt uporedivi. Ako je
nt € m, onda je n* € m*. Ako je nt = m, onda je opet nt € m*.
U oba slu¢aja su m* i nt uporedivi. Neka je m € nt. Akojem =n,
onda je m* = nt, pasum® i n* uporedivi. Ako je m € n, na osnovu
indukcijske pretpostavke, m* € S(n), pa imamo joi (1) m* € n ili
(2) m* =nili (3) n € m*. Ali, ako je (3), onda jeili n € m ili
n = m; obe alternative su u suprotnosti sa m € n. S druge strane, i
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(1) i (2) povlate m* € n*. Prema tome, ako je m € S(nt), onda je
im* € S(nt). Dakle, S(nt) = w.
Time je dokazano da je S(n) = w za svakin € w.

TEOREMA 12. Za svaka dva prirodna broja m i n vaZi tacno
Jjedna od sledeéih moguénosti: m € n,m =n ilin € m.

DokaAz. Bilo koje dve moguénosti uzete zajedno povlaée da je
neki prirodan broj podskup jednog svog elementa, suprotno teoremi
3.

TEOREMA 13. men & m Cn.

DEFINICIJA 12. Ako je m € n, piSe se m < n i kaZe se da
je prirodan broj m manji od prirodnog broja n. Ako je m < n ili
m = n, onda se piSe m < n i kaZe se da m nije veéi od n ili da je
manji ili jednak od n. Ako je m < n, onda je n veéi od m i pise se i
n > m. Sliéno se definise i biti veéi ili jednak.

TEOREMA 14. (1) Relacija < je refleksivna i tranzitivna, a <
Je samo tranzitivna.

2) m<nAn<m=>m=n.

B m<n=>mik<n+k

(4) m<naAk#0=>m-k<n-k

5) m<n=>(Fkew)(k#0Am+k=n).

6) m<nAm#0=> (Fkew)(k#0Am -k > n).

Pokazacemo kako se teorema rekurzije moZe primeniti u defini-
sanju nekih Dekartovih proizvoda koje smo ranije veé definisali.
Za svaki n € w \ § i familiju skupova {X;}, i < n, Dekartov

proizvod [[;_; X; definisan je rekurzivno ovako: za n = 1 to je X,

i=1

azan>1toje ([[iy Xi)xXa.

Akoje X = X; = X; =...X,, Dekartov proizvod X; x...x X,
se zove Dekartov n-ti stepen skupa X i obelezava se sa X".

DEFINICIJA 13. Elementi skupa X" zovu se uredene n-torke
elemenata skupa X.
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DEFINICUA 14. Relacija duzZine n (n-arna relacija) skupa X je
neki podskup skupa X ™.

Jedna od posledica principa matematicke indukcije je 1 princip
najmanjeg broja.

TEOREMA 15 (PRINCIP NAJMANJEG BROJA). Ako je  neprazan
podskup skupa w, onda z ima najmanji element, tj. (V2 Cw) (z #
0=>(Fmez)Vkezm<k).

DOKAZ. Neka je 2 C w i ¢ # @; pretpostavimo da ne postoji
najmanji element u z. Neka je y skup svih onih prirodnih brojeva m
za koje vazi (Vn € z) m < n. Tada je 0 € y, jer bi inale bilo 0 € z, pa
bi 0 bio najmanji element skupa z. Neka je m € y; jasnojedam <n
povlaéi m* < n.-Ali, m < n vaZi za svaki n € z, pa jei m*T < n.
Jer, ako je m* € z, onda je m* najmanji element skupa z, suprotno
pretpostavci. Dakle, m* < n za svaki n € z, pa je m* € y. To znadi
da je y = w, pa imamo z C w \ v i z = @, suprotno pretpostavci
teoreme. Dakle, £ ima najmanji element.

Jedno svojstvo ili osobina prirodnih brojeva moze se posmatrati
kao podskup skupa w, jer su svojstva ili osobine relacije duzine 1, a
relacije smo izjednacili sa njihovim grafovima. Prethodna teorema se
moze iskazati i ovako. '

TEOREMA 16. Ako neko svojstvo vaZi bar za jedan prirodan
broj, onda postoji najmanji prirodan broj za koji to svojstvo vaZi.

Pomodu principa najmanjeg broja dokazaéemo princip potpune
ili totalne indukcije.

TEOREMA 17 (PRINCIP POTPUNE INDUKCIJE). Ako iz pretpo-
stavke da svaki prirodan broj koji je manji od nekog proizvoljnog
prirodnog broja n ima neko svojstvo S sledi da i broj n ima svojstvo
S, onda svaki prirodan broj ima svojstvo S, tj. Vn(Vm(m < n =
meS)=>nes)=>S=w.

DOKAZ. Pretpostavimo da teorema ne vazi: tada imamo: (1) ako
svaki prirodan broj m koji je manji od nekog proizvoljnog prirodnog
broja n ima neko svojstvo S, onda i n ima svojstvo S i (2) postoji
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prirodan broj koji nema svojstvo S. Ako je S’ svojstvo "nemati svo-
jstvo S”, onda, na osnovu (2) postoji bar jedan element iz w koji ima
svojstvo S’. Na osnovu principa najmanjeg broja, postoji najmanji
prirodan broj k koji ima svojstvo S’. Jasno je da svaki broj m koji je
manji od k ima svojstvo S. Sada iz (1) dobijamo da i k ima svojstvo
S. Dakle, k ima i nema svojstvo S.

DEFINICIJA 15. Za skupove z i y se kaZe da su ekvipolentni,
ekvipotentni, ekvivalentni, istobrojni ili da su iste moéi ili iste kar-
dinalnosti ako i samo ako medu njima postoji 1-1 korespondencija.
Tada se pise z ~ y.

Lako se moZze ustanoviti da je ekvipotencija relacija ekvivalencije.
Skup @ je ekvipotentan samo sa .

TEOREMA 18. Svaki pravi podskup nekog prirodnog broja n
ekvipotentan je sa nekim elementom broja n.

DokaAz. Ako je n = 0, tvrdenje je trivijalno. Pretpostavimo da
ono vazizaninekajez C nt;tadajeiliz C nilije z = n ili je
n € z. U prvom sluéaju se moZe primeniti indukcijska pretpostavka
dok je drugi trivijalan. U treéem sludaju postoji prirodan broj k, gde
je k € n\ z. Defini§imo funkciju f na z ovako: f(i) =7 ako jei #n
i f(n) = k. Jasno je da je f 1-1i da f slika £ u n. Dakle, slika skupa
z za funkciju f ili je jednaka broju n ili je ekvipotentna sa nekim

elementom skupa n, pa je z ekvipotentan sa nekim elementom skupa
+
nt.

TEOREMA. 19. Nijedan prirodan broj nije ekvipotentan sa nekim
svojim pravim podskupom.

DoOKAZ. Ako je n = 0, tvrdenje je trivijalno. Pretpostavimo da
ono vazi za n i da postoji 1-1 korespondencija f izmedu n*t i nekog
pravog podskupa z skupan*. Ako je n ¢ z, onda je f|n 1-1 korespon-
dencija izmedu n i nekog pravog podskupa skupa n, Sto protivreci
indukcijskoj pretpostavci. Neka je n € z; tada je n ekvipotentan
sa z \ {n}, pa je na osnovu indukcijske pretpostavke, n = z \ {n}.
Odavde sledi da je z = nt, pa z nije pravi podskup skupa n*.
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Na osnovu ovog tvrdenja jedan skup moze biti ekvipotentan sa
najviSe jednim prirodnim brojem.
DEFINICIJA 16. Za skup z se kaZe da je konacan ako 1 samo je

ekvipotentan sa nekim prirodnim brojem; skup z je beskonaéan ako
1 samo ako nije konaéan.

TEOREMA 20. Skup w je beskonaéan.

DOKAZ. Funkcija f : w — w za koju je f(n) =nt zasvakin €w
je 1-1. Kako je, za svaki n € w, f(n) # 0, f preslikava w na deo
skupa w \ {0} tj. na pravi podskup skupa, w. Lako se dokazuje da je
f "na” funkcija.

TEOREMA 21. Svaki podskup konaénog skupa je konaéa.n.

DEFINICUIJA 17. Ako je z konagan skup, onda je broj elemenata
skupa z onaj prirodan broj s kojim je = ekvipotentan. Broj elemenata
skupa z obeleziéemo ovde sa #(z).

TEOREMA 22. Sledeéa tvrdenja vaZe za konaéne skupove z i y.

(1)  Akojez Cy, onda je #(z) < #(v).

(2) =z Uy je konacan skup i #(z Uy) = #(z) + #(v)
akojezNy=0.

(8) =z xyizy su konaéni skupovi.

(4)  #(z xy) =#(z) - #(y) i #(z¥) = #()*W).

(5)  Unija konaénog skupa konaénih skupova je konagan skup.

(6) Presek neprazne familije kona¢nih skupova je konaian skup.

(7) Ako je x C w neprazan konafan skup, onda je
(Gkez)(Ymez)m< k.

(8) Nijedan konaéan skup nije ekvipotentan ni sa jednim svo-
Jim pravim podskupom.

(9) Za svaku funkciju f, ako je z = dom(f) onda je ran( f) ko-
nacan skup.
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U ovom poglavlju posmatraéemo (bina.rnu) relaciju poretka.

DEFINICDJA 1. Rela.cua, R skupa X je antisimetricna ako i samo
ako vaZzi:

(Vy,2 € X) (yRzAzRy = y = z).

DEFINICUA 2. Relacija (parcijalnog) poretka, parcijalno (de-
limiéno) uredenje ili poredak skupa X (u skupu X) je refleksivna,
tranzitivna i antisimetriéna relacija R u skupu X.

Ureden par (X, R), gde je X neprazan skup, a R relacija poretka
definisana u X zove se (parcijalno) ureden skup.

Poredak se obi¢no oznacava sa <.

DEFINICIJA 3. Relacija R u skupu X koja je refleksivna i tran-
zitivna zove se pretporedak, kvaziporedak ili kvaziuredenje.

Ureden par (X, R), gde je X # 0, a R kvaziuredenje zove se
kvaziureden skup.

DEFINICIJA 4. Za (kvazi)poredak R u skupu X se kaZe da je
totalan, prost ili linearan ako i samo ako vaZi:
(Vy,z € X) (yRz V zRy).
Totalan poredak se zove i totalno (prosto, linearno) uredenje.:
Ureden par (X,R), gde je X #0,a R totaJno uredenje zove se

totalno ureden skup X.
Totalno ureden skup zove se i lanac.

Relacija C je primer poretka. Relacija C u skupu X je totalno
uredenje akoisamo je X = @ili je X jednoélan skup. Primer totalnog
uredenja je i (w, <), gde je < uobitajena relacua. 1zmedu prirodnih
brojeva.

Umesto z < y za poredak piSe seiy 2> z; > je relaclJa, inverzna
u odnosu na <. '

DEFINICIJA 5. Ako je z < y, gde je < relacija poretka, kaZe se
da je z manyji ili jednak y (bez obzira §to ne mora biti re¢ o brojevima

58
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ili o totalnom poretku), da z nije veci od y, da je y vedi ili jednak z
i da y nije manji od z.

Akojez < yiy # z, piSese x < y ili y > = i kaje se da je
z (strogo ili striktno) manji od y ili da je y (strogo ili striktno) veci
od z. KaZe se i da z prethodi elementu y kao i da je = prethodnik
elementa y, a da je y sledbenik elementa z u odnosu na <.

Relacija < definisana u skupu X zove se relacija strogog (strik-
tnog) poretka, strogo (striktno) uredenje.

Ureden par (X, <) zove se strogo (striktno) ureden skup X.

Relacija < je tranzitivnainizakojezriynevaZiz<yiy<z.

Odnos izmedu < i < moZe se uopstiti za bilo koje relacije. Kada
je data relacija R, onda se S moZe definisati ovako: zSy & zRy A
r # y. Kada je data relacija S, onda se R moze definisati ovako:
zRy & zSyVz = y. Relacija R je slaba u odnosu na S, a S je stroga
u odnosu na R.

DEFINICIJA 6. Neka je X parcijalno ureden i neka je a € X;
skup {z € X | ¢ < a} zove se (strogi) poéetni segment ili komad
odreden elementom a; skup {z € X | z < a} zove se slabi pocetni
segment ili komad odreden elementom a. Prvi éemo obeleZavati sa
st(a), a drugi sa sl(a); prvi se zove i skup strogih a drugi skup slabih
prethodnika elementa a. Ako je z < y < z, kaZe se da je y izmedu
z i z; ako je ¢ < y < z, kaZe se da je y strogo izmedu = i z. Ako je
z < z i ne postoji element y koji je strogo izmedu z i z, onda se za
z kaze da je nepoesredni prethodnik elementa z ili da je z neposredni
sledbenik elementa z.

Umesto st(a) pise se i (-, a), a umesto sl(a) pise se i (-, a).

DEFINICIJA 7. Ako parcijalno ureden skup X ima element a za
koji vazi a < z, za svaki = iz X, onda se a zove minimum, najmanji
ili prvi element skupa z (u odnosu na <) i piSe se min(X) = g;
ako za element a iz X vaZi z < q, za svaki z iz X, onda se a zove
maksimum, najveéi ili poslednji element skupa X (u odnosu na <) i
pise se max(X) = a.

Drugim re¢ima, a je minimum skupa X ako i samo ako vazi
(VzeX)a<uz.
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Najmanji ili najveéi element jedinstven je, ako postoji. Skup w
ima najmanji element (to je 0) u odnosu na <, ali nema najvedi.

DEFINICIJA 8. Ako parcijalno ureden skup X ima element a za
koji ne postoji element skupa X koji je strogo manji od a, onda se a
zove minimalan element skupa X.

Drugim red¢ima, a je minimalan u skupu X ako i samo ako je
(V€ X) 2 < a= z = a. Za razliku od najmanjih, skup X moze
imati vise minimalnih elemanata. Na primer, ako X nije jednoé¢lan
skup, onda je P(X)\ {0} parcijalno ureden relacijom C u odnosu na
koju je svaki jedno¢lan podskup skupa X minimalan u P(X)\ {0}.

Sli¢no se definise maksimalan element skupa X: a iz X je mak-
simalan u X ako i samo ako u X ne postoji element koji je strogo
vedi od a.

DEFINICIJA 9. Neka je X parcijalno ureden skup i neka je Y C
X; za element a iz X se kaze da je donje ograniéenje (donja granica)
ili minoranta podskupa Y ako i samo ako je (Vw€Y)a<y. Element
a iz X je gornje ogranicenje (gornja granica) ili majoranta podskupa
Y akoisamo ako je (Vy € Y) y < a. Ako X ima bar jednu majorantu
(minorantu), kaZe se da je X ograniéen odozgo (odozdo); ako je X
ogranicen odozgo i odozdo, kaze se da je X ograniéen.

Funkcija f je (odozgo, odozdo) ograni¢ena ako i samo ako je
ran(f) (odozgo, odozdo) ogranien skup.

Neka je p¢(Y") skup minoranti podskupa ¥, Y C X ; skup p(Y)
moZe biti prazan. Ako nije prazan, onda p(Y)NY moze biti prazan.
Ako ovaj presek nije prazan, on je Jjednoélan skup koji sadrzi najmanji
element podskupa Y.

Ako sa pua(Y') ozna&imo skup svih majoranti podskupa Y, onda
sliéna razmatranja vaze i za pa(Y).

DEFINICUA 10. Ako u¢(Y) ima najveéi element a (koji je jedin-
stven), onda se a zove najvece donje ograniCenje, najveca donja gra-
nica ili infimum podskupa Y i oznaéava se sa inf(Y') (ita se: "Inf
podskupa Y”). Ako pa(Y) ima najmanji element a (koji je jedin-
stven), onda se a zove najmanje gornje ogranicenje, najmanja gornja
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granica ili supremum podskupa Y i oznadava se sa sup(Y') (Cita se:
"Sup podskupa Y”).

Razmatranje poretka zavrii¢emo navodenjem jedne relacije sku-
pa w X w koja se éesto koristi i koja se zove leksikografski poredak
zato Sto li¢i na poredak kojim se u re¢nicima redaju reé¢i. Oznacimo
je sa S i definidimo je ovako:

(a,0)S(z,y) @ a<zV(a=zAb<Ly).

DOBRO UREDENJE

VaZnu vrstu poretka ¢ini dobro uredenje.

DEFINICIJA 11. Za parcijalno ureden skup se kaZe da je dobro
ureden ako 1 samo ako svaki njegov neprazan podskup ima najmanji
element (u odnosu na to parcijalno uredenje).

Posledica ove definitije je ¢injenica da je svaki dobro ureden skup
linearno ureden. Neka su z i y elementi dobro uredenog skupa; tada
{z,y} ima najmanji element, paje z <y iliy < z.

Svaki prirodan broj je dobro ureden skup, a to je i skup w. Skup
w X w dobro je ureden leksikografskim poretkom.

Za dobro uredene skupove vaZi princip transfinitne indukcije.

TEOREMA 1 (PRINCIP TRANSFINITNE INDUKCIJE). Neka je Y
podskup dobro uredenog skupa X i neka vazi

(1) VzeX)st(z) CY =z €Y
tadaje X =Y.

DOKAZ. Ako je X \Y # 0, onda X \ Y sadrzi najmanji element,
recimo a. To znaéi da je st(a) C Y, pa je na osnovu indukcijske
pretpostvake a € Y. Dakle, a € Y N(X\Y), 3to je nemoguée. Prema
tome, X \Y =0iY =X. ‘

Dobro uredeni skupovi su taéno oni linearno uredeni skupovi koji
imaju osobinu da (1) povla¢i X = Y. Drugim reéima, vazi sledeée
tvrdenje.
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TEOREMA 2. Neka je X linearno ureden skup; ako za svaki
neprazan podskup Y skupa X vazi

(*) (VzeX)st(z) CY = zeY)= X =Y
tada je X dobro ureden skup.

DOKAZ. Neka je X linearno ureden skup za koji vazi (*) i pret-
postavimo da X nije dobro ureden; tada postoji neprazan podskup
Y C X koji nema najmanji element. Ali, vazi
(*x) (VzeX)st(z) SX\Y=>zeX\Y,
jer bi inade za neki z € X bilo st(z) C X \Y iz € Y, pa bi,
s obzirom na linearnost uredenja skupa X, z bio najmanji element
skupa Y, suprotno pretpostavei.

(*) i (#x) daju X = X \ Y, pa Y mora biti pra,za.n, suprotno
pretpostavci. Skup X je, dakle, dobro ureden.

DEFINICIJA 12. Dobro ureden skup X je produzetak dobro ure-
denog skupa Y ako i samo ako je (1) Y strogi poéetni komad skupa
X 1(2) poredak u Y je restrikcija na ¥ poretka u X, ili je Y = X.

Relacija ”biti produZetak” je relacija poretka.

TEOREMA 3. Ako je X dobro ureden skup, z,y € X i z < y,
onda je st(y) produZetak segmenta st(z), a X je produZetak segme-
nata st(z) i st(y).

Neka je X kolekcija poéetnih komada nekog dobro uredenog
skupa; tada je X lanac u odnosu na produZetke, tj. u odnosu na
relaciju poretka ”biti produZetak”. Drugim re¢ima, X je kolekcija
dobro uredenih skupova u kojoj za svaka dva elementa vazi da je
jedan produZetak drugog.

TEOREMA 4. Neka je X kolekcija dobro uredenih skupova koja
je lanac u odnosu na produZetke i neka je

Y=UX;
tada postoji taéno jedno dobro uredenje R skupa Y koje je produze-
tak svakog elementa (koji je razliéit od Y') skupa X.



TRANSFINITNA REKURZIJA 63

DOKAZ. Ako su a,b € Y, onda postoje z,y € X za koje je
a €zib¢€ y Buduéi daje z = y ili je jedan od ovih skupova
produzetak drugog, postoji z € X kojem pripadajui aib. Poredak
u Y se definise tako sto se skup {a, b} uredi onako kako je on ureden
u svakom elementu skupa X koji sadrzi i a i b. Bududéi da je X lanac,
ovaj poredak je jedinstven. Lako se proverava da je ovako definisan
poredak traZeno dobro uredenje skupa Y.

TRANSFINITNA REKURZIJA

Funkecija f u dobro uredenom skupu X moze se definisati tako
§to ée se vrednost funkcije f, za element z € X odrediti na osnovu
vrednosti funkcije f za sve stroge prethodnike elementa z.

DEFINICIJA 13. Za element z dobro uredenog skupa X i za
proizvoljan skup Y pod nizom tipa z u Y podrazumeva se funkcija f
za koju je dom(f) = st(z) iran(f) C Y.

Na primer, za ¢ € wt nizovi tipa z su konaéni ili beskonaé¢ni
nizovi, ve¢ prema tome dalijez <wiliz =w. Akoje f: X = Y
funkcija, onda je flst(z) primer niza tipa z. U takvom slucaju se
pise f% umesto f|st(z). O¢igledno, ako je z < w, onda je dom(f) =
{0,...,n} za neki n € w, a ran(f) = {f(0),..., f(n)}; uobitajena
oznaka 7a ran(f) je tada. {f(0),.., f(m)}, {£G) | § S} ili {£i |i <
n}. Ako je ran(f) = w, onda se ran(f) oznatava sa {fn | n € w} ili
samo sa {fn}.

DEFINICIJA 14. Pod funkcijom niza tipa X u Y, gde je X neki
dobro ureden skup, podrazumevamo funkciju f &iji se domen sastoji
od svih nizova tipaz uY,zasvakiz € X,iran(f)CY.

Funkcija niza omoguéuje da se neki niz produzi: kada je dat niz
u &ji domen su ukljudeni svi strogi prethodnici nekog elementa z
dobro uredenog skupa X, ali ne i z, onda se pomocu funkcije niza
dati niz moZe prosiriti prikljuivanjem elementa z njegovom domenu,
a takode, nastavljajuéi ovaj postupak, prosiriti i na Eitav skup X.

Nije tesko pokazati da za dati dobro uredeni skup X moze pos-
tojati najvise jedno ovakvo prosirenje; treba dokazati da za X i datu
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funkciju moze postojati bar jedno takvo prosirenje. O tome se govori
u teoremi transfinitne rekurzije.

TEOREMA 5 (TEOREMA TRANSFINITNE REKURZIJE). Ako je X
dobro ureden skup i f je funkcija niza tipa X u neki skup Y, onda
postoji taéno jedna funkcija g : X — Y za koju je (Vz € X) g(z) =
f(g%). | |

DOKAZ. Za podskup Z C X x Y kaZe se da je f-zatvoren ukoliko
ima sledeéu osobinu: ako je £ € X it je niz tipa z koji je sadrZan u
Z, onda je (z, f(t)) € Z. Drugim re€ima, ako je (c,t(c)) € Y za svaki
¢ € st(z), onda je (z, f(t)) € Y. Buduéi da je X xY f-zatvoren, takvi
skupovi postoje. Neka je g presek svih takvih skupova. Buduéi da je
g f-zatvoren, dokazaéemo da je g funkcija. U tom dokazu koristi se
transfinitna indukcija. Neka je S skup svih onih elemenata c € X za
koje postoji taéno jedan y tako da vaZi (c,y) € g. Moze se dokazati
da ako je st(z) € S, onda je z € S.

st(z) C S znati daakojec < z u X, onda postoji tatno jedan
element y € Y za koji je (c,y) € g. Korespondencija ¢ — y koja je
ovim definisana predstavlja niz tipa z, recimo t, gde je t C g. Ako
z ¢ S, onda je (z,z) € g za neki z, z # f(t). Dokazaéemo da je
9\ {(z, 2)} f-zatvoren. To znaéi da ako je b € X i ako je r niz tipa b
koji je sadrzan u g \ {(z,z)}, onda je

(5 £(r)) € 9\ {(=,2)}-

Ako je b = z, onda je r = t (jer je prema pretpostavi st(z) C 5),
pa iz f(t) # z sledi (b, f(r)) € g\ {(z,2)}. Ako je b # z, onda,
buduéi da je g f-zatvoren, sledi (b, f(r)) € g \ {(z, 2z)}. Prema tome,
pretpostavka da je z ¢ S protivreti &injenici da je g najmanji f-
zatvoren skup. Dakle, z € S.

DEFINICIJA 15. Primena teoreme transfinitne rekurzije koja se
sastoji u konstruisanju funkcije g : X — Y kada su dati neki do-
bro ureden skup X i funkcija niza f tipa X u neki skup Y, zove se
definicija transfinitnom rekurzijom.
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1ZOMORFIZAM DOBRO UREDENIH SKUPOVA

Ovo poglavlje ¢emo zavrditi razmatranjem jedne vazne relacije
izmedu dobro uredenih skupova.

DEFINICIJA 16. Za dva parcijalno uredena skupa X 1Y kaZe se
da su izomorfna i pife se X =Y ako i samo ako postoji 1-1 1 "na”
korespondencija f : X ™% Y za koju vaZi: za sve Z,Y € X, z<y(u
skupu X) ako i samo ako je f (z) € f(y) (u skupu Y). Koresponden-
cija f zove se i izomorfizam poretka. KaZe se da korespondencija f
¢uva poredak.

Moie se dokazati da je f izomorfizam ako i samo ako f ¢uva <.

Identicko preslikavanje skupa X pa X je primer izomorfizma.
Ako su X i Y parcijalno uredeni skupovi i ako je f : X 22 Y izomor-
fizam, onda postoji tatno jedna inverzna funkcija f~1:Y 5 X iona
je takode izomorfizam. Ako su '

f: X 2Yig:Y 2z

izomorfizmi, onda je i gf izomorfizam parcijalno uredenih skupova X
i Z. Na osnovu prethodnog, izomorfizam predstavlja relaciju ekviva-
lencije u bilo kojoj nepraznoj kolekeiji parcijalno uredenih skupova.

Dobro ureden skup mozZe biti izomorfan nekom svom pravom
podskupu. Na primer, skup parnih brojeva izomorfan je skupu w,
gde je izomorfizam funkcija f koja svakom elementu n € w dodeljuje
2n. Ako je f izomorfizam izmedu dobro uredenog skupa X i njegovog
dela, onda je z < f(z) za svaki z € X. U to se lako uveravamo.
Pretpostavimo da postoji ¥ € X za koji je f(y) < ¥ buduéi da je
X dobro ureden, postoji 1 pajmanji takav element. Oznatimo taj
najmanji opet sa y i pogledajmo f(y). Jasno je da je f(f(¥)) < f(y).
Neka je z = f(y); tada je f (2) < z, pa kako je y najmanji element u
X sa tom osobinom, mora biti

y<z= f (y)’ '
Sto nije moguce.
Neposredna posledica prethodnog tvrdenja je &injenica da je
identicko preslikavanje jedini izomorfizam dobro uredenog skupa na
isti skup.
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TEOREMA 6. Neka su X i Y dva dobro uredena skupa; medu
njima moze postojati najvise jedan izomorfizam.

_ DOKAZ. Neka su f i g izomorfizmi dobro uredenih skupova X i
Y ineka je h = f~1g. Buduéi da je h : X 23 X izomorfizam X na
X, h je identiCko preslikavanje skupa X, pa je f = g.

TEOREMA 7. Nijedan dobro ureden skup nije izomorfan nekom
svom pocetnom segmentu.

DOKAZ Neka je X dobro ureden skup, neka je z € X i neka je
f xXs st(a:) izomorfizam. Tada je f(z) € st(z), pa je f(z) < z, §to
je nemoguée.

TEOREMA 8. Ako su X i Y dobro uredeni skupovi onda su oni

¢ sge @

drugog.

DOKAZ. Pretpostavimo da su X i Y dobro uredeni skupovi i
da nijedan od njih nije izomorfan nekom poéetnom komadu drugog.
Neka je € X 1neka je ¢ niz tipa z u Y (drugim reéima, ¢ je funkcija
t:st(z) 5 Y). Nekn je f(t) najmanja prava gornja granica skupa
ran(t) u Y, ako f(t) postoji; inaée, neka je f(¢) najmanji element
skupa Y. Vidi se da je f funkcija niza tipa X u Y. Neka je g funkcija
¢ije se postojanje tvrdi teoremom transfinitne rekurzije. Koristeéi
transfinitnu indukciju mozZe se dokazati da za svaki y € X funkcija
g preslikava st(y) na st(g(y)) i da g preskikava X na Y. Dakle, g je
izomorfizam skupova X i Y.

TEOREMA 9. (1) Svaki podskup dobro uredenog skupa X ili je
izomorfan skupu X ili nekom poéetnom komadu skupa X. :

(2) Ako su X i Y dobro uredeni i izomorfni za preslikavanje f,
onda f preslikava supremum (ako ga ima) svakog podskupa skupa X
na supremum slike tog podskupa.
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Pojam ordinala ili ordinalnog broja predstavlja uopstenje pojma
prirodnog broja. Prirodni brojevi su bili definisani kao skupovi: @,
0+, (0%)*, ..., dok je skup w bio definisan kao njihova unija.

DEFINICIJA 1. Skup sledbenika skupa w je bilo koji skup z sa
svojstvima: (a) w € z i (b) za svaki @ € z, a* = a U {a} € z.
Element skupa sledbenika skupa w naziva se sledbenikom skupa w.

Poé¢nimo sada da primenjujemo postupak iz definicije prirodnih
brojeva na w: w, w¥, (w*)*, ... . Da li postoji skup, recimo z, koji
sadri w i sve skupove koji se dobijaju kao sledbenici skupa w?

DEFINICUA 2. Neka je f, funkcija, dom(f,) = n, za n € w i
0 < n; za f, se kaZe da je funkcija w-sledbenika ako i samo ako je
[2(0) =wi fa(m*) = (fa(m))* kadgod je m*+ < n.

TEOREMA 1. Za svakin € w, n > 0, postoji taéno jedna funkcija
w-sledbenika sa domenom n.

'  DOKAZ. Matematitkom indukcijom po n.

Neka je S(n,z) iskaz "n € w i z € ran(f) za funkciju f, w-
sledbenika sa domenom n”.

Za svaki n € w postoji skup {z | S(n,z)}. Drugim reéima, za
svaki n € w postoji skup F(n) za koji je z € F(n) ako i samo ako
je iskaz S(n, ) istinit. Da li postoji skup F uredenih parova za koji
vaZi (n,z) € F & z € F(n)? Odgovor na to pitanje se ne moze dati
sredstvima teorije skupova koja su do sada opisana. Za to nam je
potrebna aksioma zamene.

AKSIOMA ZAMENE. Ako je A(u,v) formula, gde su u i v slo-
bodne promenljive, takva da za svaki element z skupa z postoji skup

{y | Az, y)]’v
onda postoji funkcija F' za koju vazi

dom(F) =z i (Vz € 2) F(z) = {y | A(z,y)}, tj.

67
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(Vz € 2)3sVy(y € s & A(z,y)) =

3F(dom(F) = z A (Vz € 2) F(z) = {y | A(z,9)}

Tvrdenje da postoji skup {y | A(z,y)} znadi da postoji skup F(z)
za koji je y € F(z) & A(z,y). Prema aksiomi ekstenzionalnosti,
za sva.kl skup i za svaku formulu postoji taéno jedna funkcija koju

Ag) ; za.mene" Prirodan brOj n je dobro ureden
uWﬁ atr(mi = m za svaki m € n. Drugim redima, svaki
et aegment prirodnog broja jednak je elementu koji odreduje taj
ment. To je osnovna OSObma procesa bro;a.n;a Aksioma zamene
Gp¥tava ovu osobinu.

. D_EFINICIJ A 3. Ordinalni broj ili ordinal je dobro ureden skup a
‘gt koji vazi (VE€ a) st (6)=¢..

Svaki prirodan broj je ordinal; skup w je takode ordinal. Moze

se lako pokazati da je skup wt dobro ureden relacijom €. Umesto
¢ € £ pisatemo i ( < £. Ako je ¢ € wt, onda je ili £ € w, pa je
st (£) = ¢, buduéi da je w ordinal, ili je { = w, pa je st ({) = w na
‘osnovu deﬁmcue <, i, prema tome, st (§) = £. Dakle, w™ je ordinal.
Na isti natin se dokazuje da ako je a ordinal, onda je to i at.
. Na, osnovu aksiome.zamene postoji taéno jedna funkcija F na
(skupu,u za koju je F(0) = w i (Vn € w) F(n*) = (F(n))*. Pogle-
.dajimg skup w U ran(F") koji se obitno oznatava sa w2. Ako umesto
F(n) plﬁemo wtnzan€w (§to je takode uobi¢ajeno), onda je w2
skup ¢&iji su elementi svi n iz w i svi skupovi w + n.

TEOREMA 2. w2 je ordinal.

DOKAZ. Relacija < na skupu w2 definisana je ovako:
(Vz,yew)(z<y&zeEY)
Dokazaéemo da je < dobro uredenje na w2.
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Buduéi da je w ¢ w (jer je n < w za svaki n € w), F(0) ¢
w. Pretpostavimo da F(m) ¢ w (indukcijska pretpostavka) i da je
F(m*) € w. Tada je F(m*) = F(m)U{F(m)} =nzanekin € w, pa
je F(m) € w, suprotno indukcijskoj pretpostavci. Dakle, ni za jedan
' m € w nije F(m) € w.

Sada pokazujemo da je (Vm,n € w) (F(m) € F(n) = F(m) C
F(n)). Ako je F(m) € F(0), buduéi da se ovaj uslov ne moZe is-
puniti, onda je i F((m) C F(0). Pretpostavimo da je F(m) C F(n)
(indukcijska pretpostavka). Ako je F(m) € F(n)U {F(n)} za neki
n € w, onda je ili F(m) = F(n) i F(m) C F(n%), ili je F(m) € F(n),
pa je Fi(m) C F(n) na osnovu indukcijske pretpostavke; prema tome,
F(m) C F(n™).

Dokazatemo i (Ym,n € w) (F(m) = F(r) = m = n). Ako je
m # 0, onda je F(m) = F(k)U {F(k)} za neki k € w, pa ako je
F(m) F(0), onda je F(k) € w, 5to nije moguée. Prema tome, ako
je F(m) = F(0) onda j Je‘x m = 0. Neka je n # 01 F(m) = F(n); tada
je m # 0. Neka su m i n brojevi at i b+ redom. Odavde sledi

F(a)U {F(a)} = F(b) U {F(})}.

Ako je F(a) = F(b), na osnovu indukcijske pretpostavke je a = b
im = n. Ako je F(a) # F(b), onda je F(a) € F(b)i F(b) € F(a). Na
osnovu prethodno dokazanog tvrdenja, F(a) = F(b), pa je na osnovu
indukcijske pretpostavke opet a =bim = n.

Dokazacemo (Vm,n € w) (m < n = F(m) € F(n)). Ako je
m < 0, onda je F(m) € F(0). Ako je m < n*, onda jeilim < n, pa
je na osnovu indukcijske pretpostavke F(m) € F(n), a odavde sledi

. F(m) € F(n*), ili je m = n, pa je F(m) = F(n) i F(m) € F(n%).

Najzad, dokazaéemo i (Vm n € w) (F(m) € F(n) = m < n).
Ako je F(m) € F(0), onda je i m < 0 (jer za ovo tvrdenje nema
kontrapnmera) Neka je F(m) € F(n™); tada je ili F(m) € F(n), pa
je na osnovu indukcijske pretpostavke m < nim < nt,ili je F(m) =
F(n), _p:_ je na osnovu jednog od prethodno dokazanih tvrdenja m=n
im<n™.

Dakle, (Vm,n € w) (F(m) < F(n) & m < n). Nije tesko videti
da je < dobro uredenje na w2. To isto vaZi i za < koja je definisana
na uobiajen naéin.
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Bududi da je (V{ € w2) (¢ < € & ( € &), otigledno imamo

(V¢ ew?2) st (¢) =¢(.
Time je dokazano da je w2 ordinal.

Parcijalno uredenje na skupu z tacno je odredeno njegovim po-
cetnim segmentima. Drugim redima, ako su R i S dva parcijalna
uredenja skupa z i ako je za svaki y € z skup strogih (slabih) prethod-
nika elementa y u odnosu na R jednak odgovarajuéem skupu u odnosu
na S, onda su Ri S jednaka. Odavde proizlazi da ako se skup z
moze dobro urediti tako da postane ordinal, onda se to moze uéiniti
samo na jedan naéin. Buduéi da je st ({) = £ deo definicije ordinala,
relacija kojom se skup £ moZe dobro urediti tako da postane ordinal
(ako je to uopste moguée) mora biti relacija pripadanja.

TEOREMA 3. Svaki ordinal je tranzitivan skup.

DOKAZ. Za svaki { € a imamo st (E) = £ C a 8to znadl da je .
ordinal a tranzitivan skup. :

TEOREMA 4. Svaki element ordinala je ordinal.

DOKAZ. Neka je ¢ € a, gde je a ordinal, i neka je n € &; tada je
pocetni segment odreden elementom 7 u £ isti kao poéetni segment
odreden elementom 7 u a (¢ nasleduje dobro uredenje od a). Prvi
pocetni segment je jednak elementu 7, pa je to i drugi. Dakle, svaki
element ordinala je ordinal.

* Posledica ove teoreme je da je svaki poéetni segment ordinala
ordmal. " '

- TmB.EMA 5. Dva ordinala su jednaka ako su izomorfna.

bOKAZ.NekasualﬂordmahlnekaJe f: a—-rﬁlzomorﬁza.m

inom ;ndukcxjom se moZe dokazati da je (V£ € a) f(f )=

. € o | f(€) = €); za svaki ¢ € @, najmanji element

% skupu st (£) je ¢&. Buduéi da je f izomorfizam,

gkupa B koji ne pripada slici skupa st (¢) za f je
dh.akOJe st (£) €S, ondasui f(£)ordinali s

3, pa je f(£) = €. Dakle, ako je st (¢) C S,
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onda je ¢ € S. Na osnovu principa transfinitne indukcije, S = a, pa
sledi a = . :

TEOREMA 6. Za ordinale a i B sledeéa tvrdenja su ekvivalentna:
(1) B € o, (2) B C o, (3) a je produZetak ordinala j3.

Svaki skup ordinala je ureden relacijom € (odnosno relacijom
poretka C).

TEOREMA 7. Svaka dva ordinala « i B su uporedivh: ili jea = 8
ilijea€ fili je B € a.

TEOREMA 8. Svaki neprazan skup ordinala je dobro ureden.

DOKAZ. Neka je z neprazan skup ordinala i neka je a € z. Ako
je a < B za svaki 8 € z, onda je a najmanji element skupa . Ako
to nije sluéaj, onda postoji 8 € z za koji je § € a, pajeanz # 0.
Buduéi da je a dobro ureden, a N z ima najmanji element, recimo
ag. Akoje B € z,ondajeili a < B, pajeiag < B,ilije 8 < a, pa
je BE€ anziag < B. Time je dokazano da z ima najmanji element.

Prirodni brojevi su jedini konaéni ordinali; ordinali koji nisu
konaéni zovu se i transfinitni. Skup w je najmanji transfinitni ordinal.
Svaki konaéan ordinal razli¢it od 0 ima neposrednog prethodnika.

Svaki ordinal a ima neposrednog sledbenika, i to je ordinal a*;
prema tome, ordinal a ima neposrednog prethodnika ako i samo ako
postoji ordinal 3 takav da je 8% = a, i tada je 8 njegov neposredni
prethodnik.

DEFINICJA 4. Za ordinale koji su neposredni sledbenici nekih
ordinala kaZe se da su ordinali sledbenici; oni koji to nisu zovu se
graniéni ordinali.

Grani¢ni ordinal je @. Skup w je najmanji transfinitan graniéni
ordinal.

TEOREMA 9. Svaki skup ordinala ima supremum.

DOKAZ. Neka je z kolekcija ordinala. Buduéi da je z lanac
produZetaka, proizlazi da je unija a.skupa z dobro ureden skup. Za
svaki ¢ € z, ako je £ # a, onda je a produZetak elementa £, Pogetni
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segment odreden nekim elementom S € a isti je kao pocetni segment
odreden elementom S kada g pripada nekom drugom elementu skupa
z. Odavde proizlazi da je o ordinal. Za { € z vazi £ < a; ordinal
a je gornja granica elemenata skupa z. Ako je 8 neka druga gornja
granica skupa z, onda (¢ € z) ¢ C 8, pa na osnovu definicije unije,
vazi a C B. Dakle, a je najmanja gornja granica.

TEOREMA 10. Neka je B = | a; ako je a granicni ordinal, onda
je B=a; akd je o = v+ = 7U {7}, onda je f = 7.

DOKAZ. Neka je, prvo, a bilo koji ordinal. Tada v € 8 = [Ja
povlaéi postojanje ordinala § € a takvog da je ¥ € §; onda jei vy € a.
Dakle, u opstem sluéaju vazi

(%) B C a.

Neka je o graniéni ordinal i neka je ¥ € a. Tada ne mozZe biti
4 = max(a), jer bi u tom sluéaju bilo @ = st (y) U {7y} =y U {7},
pa ordinal «a ne bi bio graniéni. Zbog toga postoji é € a takav'da je
v € 6, §to povladi v € 8. To znaéi da je u ovom sluéaju a C S, pa je,
s obzirom na (), 8 = a.

Neka je @ = 4t = yU {y}. Tada je ¥ = max(a), pa sledi
B=Ua=1.

POSLEDICA. Za svaki ordinal a, |Ja je graniéni ordinal ako i
‘samo ako je a graniéni ordinal ili neposredni sledbenik grani¢nog
ordinala.

Ordinal a je ordinal sledbenik ako i samo ako a ima maksimum.

TEOREMA 11. Ne postoji skup svih ordinala.

DOKAZ. Pretpostavimo da postoji skup svih ordinala. On, kao
svaki skup ordinala ima supremum. Taj supremum je ordinal koji
je veéi od svakog ordinala, 5to je nemoguée, jer za svaki dati ordi-
nal postoji ordinal koji je od njega strogo veéi (na primer, njegov
sledbenik). Dakle, ne postoji skup svih ordinala.

Kao sto se iz dokaza ove teoreme vidi, kada se pretpostavi da
postoji skup svih ordinala nastaje (Burali-Fortijev) paradoks.

Povodom prethodne teoreme, potrebno je ukazati na sledeée mo-
mente:
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1) relacija poretka < definisana pomoc¢u € izmedu bilo koja dva
ordinala nije binarna relacija nekog skupa, u uobitajenom smislu,
nego relacija izmedu tih ordinala definisana na klasi svih ordinala.
Ona postaje binarna relacija u nekom skupu ordinala.

2) U teoremi 9 nije re¢ o supremumu podskupa nekog skupa,
u smislu ranije definicije, nego je to majoranta uocenog skupa « or-
dinala, sa jednom dodatnom osobinom. Drugim reima, supremum
skupa z ordinala je ordinal a takav da je 8 < a za svaki § € z, sa
dodatnim svojstvom da za svaku drugu majorantu v skupa z vazi
a<7y.

Vezu izmedu dobro uredenih skupova i ordinala opisuje teorema
nabrajanja.

TEOREMA 12 (TEOREMA NABRAJANJA). Svaki dobro ureden
skup izomorfan je taéno jednom ordinalu.

DOKAZ. Jedinstvenost ordinala ¢ije se postojanje tvrdi teoremom
proizlazi iz éinjenice da je izomorfizam za ordinale isto 3to i jednakost.

Pretpostavimo da je z dobro ureden skup i pretpostavimo da
je y € z tako da je pocetni segment odreden svakim prethodnikom
elementa y izomorfan nekom (jedinstvenom) ordinalu. Ako je S(z,a)
iskaz "a je ordinal i st (2) & a”, onda za svaki z € st (y) postoji
skup {a | S(z,a)} (to je jednoelementan skup). Na osnovu aksiome
zamene postoji skup ordinala koji su izomorfni poetnim segmentima
koji su odredeni prethodnicima skupa y. Odavde proizlazi da je st (y)
izomorfan nekom ordinalu. Na osnovu principa transfinitne indukcije
sledi da je svaki podetni segment skupa z izomorfan nekom ordinalu.
Posmatrajmo iskaz S(y,a); dokazano je da za svaki y € z postoji
jednoelementan skup {a | S(y,a)} takav da je st (y) & a. Na osnovu
aksiome zamene, postoji skup ordinala takav da je svaki ordinal tog
skupa izomorfan pogetnom segmentu nekog elementa y € z. Ovaj
skup ordinala ima supremum S. Lako se zakljuduje da je z & 8.

PRINCIP TRANSFINITNE INDUKCIJE
ZA ORDINALE

Primena transfinitne indukcije i rekurzije na ordinale ima neke
specifiénosti koje éemo ispitati.
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Neka je ON klasa svih ordinala. Princip transfinitne 1ndukC1Je
za ordinale dajemo u obliku teoreme.

TEOREMA 13 (PRINCIP TRANSFINITNE INDUKCIJE ZA ORDINA-
LE). Ako iz pretpostavke da svaki ordinal koji je manji od nekog
proizvoljnog ordinala o ima neko svojstvo S sledi da i ordinal o ima
svojstvo S, onda svaki ordinal ima svojstvo S, tj.

(Va € ON) (V¢ < a) S(£) = S(a)) = (Va € ON) S(a).

DOKAZ. Neka je ispunjena pretpostavke teoreme i neka je o or-
dinal. Tada, ogigledno, dobro uredeni skup ordinala a* = a U {a}
ispunjava pretpostavku ranije formulisanog principa transfinitne in-
dukcije u odnosu na svojstvo S, pa svaki element skupa a* ima svo-
jstvo S; to vaZi i za a.

Princip transfinitne indukcije za ordinale odnosi se na svaki or-
dinal, na svaki element klase ON. Ovo je jedno od retkih mesta u
ovoj knjizi gde se u izlaganju teorije skupova pozivamo na klase.

Princip transfinitne indukcije za ordinale (princip indukcije po
ordinalima) ima vise formulacija od kojih navodimo dve, bez dokaza.

TEOREMA 14. Ako vaZzi

(1) S(0),

(2) (Ya€ ON) (S(a)= S(at)),i

(8) za svaki graniéni ordinal v, (V8 < 7v) S(B)) = S(7),
onda za svaki ordinal a vazi S(a).

TEOREMA 15. Ako postoji ordinal a za koji vaZi S(a), onda
postoji najmanji ordinal B za koji vazi S(B).

Sledeéa teorema transfinitne rekurzije za ordinale je manje opsta
od odgovarajuée teoreme za dobro uredene skupove.

TEOREMA 16. Neka je a ordinal, y neprazan skup i f funkcija
niza tipa a u y; tada postoji taéno jedna funkcija g za koju vazi

(1) dom(g)=ai

(2) (VB <) g(B) = f(glB)-
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DEFINICIJA 5. Primena ove teoreme zove se definicija (trans-
finitnom) rekurzijom po ordinalima. ran(g) se zove (transfinitni) niz
indeksiran ordinalima.

Drugu formulaciju iste teoreme navodimo takode bez dokaza.

TEOREMA 17. Za svaki neprazan skup y, za neprazan ordinal a,
bilo koji z € y i bilo koju funkciju f sa osobinom dom(f) = ran(f) =
y, postoji taéno jedna funkcija g za koju vazi

(1) dom(g) =a,

(2) 9(0)==z,

(3) 12 svaki § za koji je B+ < & vazi g(B*) = f(9(B)),

(4) za svaki 8 < a, ako je B graniéni ordinal, onda je

9(8) = U es 9(7)-

ELEMENTI ORDINALNE ARITMETIKE
Sabiranje, mnoZenje i stepenovanje prirodnih brojeva mogu se
uopstiti za ordinale. Definicija se sastoji u primeni transfinitne re-
kurzije.
DEFINICIJA 6. Za svaka dva ordinala « i 8 zbir a + 3 definisan -

je ovako:
a+0=a,

a+ft=(a+p)"
ako je 3 graniéni ordinal, onda je a + 8 = |, ¢g(a + ¥).

Primenjujuéi transfinitnu indukeiju tamo gde treba, mogu se
dokazati sledeéa tvrdenja.
TEOREMA 18. a + f je ordinal.
O+a=a
at+l=at
B<y=>at+pf<a+ty
B>0=>a+f>a
at+f=a+y=>p=19
a<B>atv<Biy
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at+p2p
Ako je B graniéni ordinal, onda je toia + 8
a<f=>dhy(aty=75)
(Vo< p)(at+é<y<a+p)
at+(B+y)=(a+B)+7
Ordinalno sabiranje nije komutativno, na primer, 1 + w #Fw+ 1.

Zbir a +  ordinala @ i B mozZe se opisati ovako. To je ordinal
koji je izomorfan sa dobro uredenim skupom koji se dobija kada se
svi elementi skupa f3, bez izmene njihovog medusobnog poretka stave
iza svih elemenata skupa a u kojem poredak takode nije izmenjen.

Drukéija definicija zbira ordinala mogla bi da glasi ovako.

Neka je S = ({1} x a) U ({2} x B) i neka je

(Vb6 €a) ((1,7) <(1,8) & ¥ < 6);
(Vz',y € B) (2,2") < (2,9") & ' <¢');
(Vz € {1} x a)(Vy € {2} x B) = < y.

Tada je S sa ovako definisanom relacijom poretka < u njemu
totalno ureden skup. Sa « + B oznaéava se ordinal izomorfan sa S.

Sli¢no se moze definisati i zbir De<p 6

DEFINICIJA 7. Za svaka dva ordinala a i 8 proizvod a-f definisan
je ovako:
a-0=0,

a-ft=(a-f)+a
ako je B grani¢ni ordinal, onda je @+ 8 = Usepa- 7
U sledecoj teoremi afB stoji umesto a - 3.
TEOREMA 19. af je ordinal.
0a=0
cal=1la=a
a>0AB<y=>af <ay

a#OAB#0=aB#0
ef=ayAa>0=F=4
Ako je § granini ordinal i o > 0, onda je af grani¢ni ordinal
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Ako je a graniéni ordinal i B > 0, onda je af8 graniéni ordinal
a(f+7)=af +ay
a(By) = (aB)y
Ordinalno mnoZenje nije komutativno, na primer,
2w # w2 "
Ne vazi desni distributivni zakon, na primer,
(141w # 1w + lw.

DEFINICIJA 8. Za svaka dva ordinala a i B stepen of definisan
je ovako:

o =1,
aﬁ+=a’5’a,
ako je 5 graniéni ordinal i a > 0, onda je
: of =U,epa”s
ako je B graniéni ordinal i @ =0, onda je a? = 0.
TEOREMA 20. al = a.
>0=0=0
1d=1 .-
aﬁ+7=aﬂa7
(aﬂ)‘7=aﬂ‘7
a>1AB<y=a? <a”
a>1Af>1z3a+p<af<af
(2-2)w #£2w.2v

NIZOVI ORDINALA

Aritmeticke opreacije na ordinalima mogu se definisati za besko-
nacne nizove ordinala.

DEFINICIJA 9. Pod y-nizom, gde je y ordinal, podrazumevamo
funkciju f za koju je dom(f) = 4. Za u-niz se obiéno koristi oznaka
{zele<u 1 (z¢)ecu gde je z¢ &-ti Elan niza, f(€) = z¢. Nizovi u
obi¢nom smislu su w-nizovi. Ako je ran(f) ordinal, onda se takav
p-niz zove u-niz ordinala.
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DEFINICIJA 10. Operacija beskonaénog sabiranja definisana je

za svaki p-niz ordinala {ag<,}, ovako:
Ee<o ag=0, v<p= Z$<u+ ag = Ee<u ag + ay,

ako je v grani¢ni ordinal i v < g4, onda je ., @¢ = Upes De<n Q6

Umesto )., @¢ pisaéemo i ap + a1 +....

TEOREMA 21. Neka je {ag¢}e<u p-niz gde je za svaki £ < p,
ag = 1; tada je p = 3 e, O¢-

Neka je {a¢}e<p B-niz gde Je ag = o za svaki £ < j; tada je
a-f= Ze<p ag.

Ako_;epgramcmordmal12asvak1£< B, ag # 0, ondaJe
Yecu X graniéni ordinal.

Akoje A = Y,  Bhizav < p, oy Z,Kyﬂ,,, onda je
Eec\ g = 2u<y(2§<ﬁ¢ a,,+¢)

- En(u '3'7 En(ya :377

DEFINICUA 11. Operacija beskonatnog mnoZenja definisana j Je

za svaki p-niz ordinala {a¢}e<,, ovako:
Tlecoae =1 v<u= Meci+ 2e = He<y Qg - Qy;

ako je v graniéni ordinal i » < g, onda je [],, ag = Uper [e<n @6
osim u sludaju da je a¢ = 0 za neki £ < v, kada je [[., @¢ =0.

Umesto HE <w O¢ Pisatemo i ag - a; -

TEOREMA 22. Neka je {o¢}e<s ,B-m'z gde je za svaki £ < B,
ag = a; tada je of = [[.cp ¢

ako je A = 3, Pnizav < p, 0y = > n<y Bn, onda je
H5<,\ ag =
Hu(p(Hf(ﬂ, ac.+$);

ako je A =3, ., By, onda je a* =1, <, o

ako je ag = € + 1 za svaki £ < w, onda je (1) X, @ =

14243+...=wi(2) [[ec,e=1-2-3-...=w;
ako je a¢ = n za svaki £ < w, ondaje(l) Yo =n+n+
nt..=wzan>0i(2) [[c,ae=n-nn-...=wzan>1
ako je ag = w za svaki { < w, onda je (1) Yo.c,a¢ =w+w+
wt...=w?i(2) [[ecuae=w w-w-...=w"
l+w=2+4w;
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n+w=uw;
ltw<w+1;
n#0=>n+w<w+n;
2w = 3w;
n#0=nw=uw;
2w < w2;
w2 =w+w;
(141w < 1w+ lw;
(V€ <w)ag=w?) =3 ,ae=w?+w +0? +...=wd.
(M <wtw)eg=w)= ot =0 w w - www-=w
(V<w)ag=wt)= T, ae=14+w4w? +ud +...=w¥.
ako je a granicni ordinal, onda postoji tacno jedan ordinal B za
koji je a = w§.

Buduéi da su definisani zbir, proizvod i stepen ordinala, poka-
zacemo kako se nadin na koji je dobijen ordinal w2 moze primeniti u
dobijanju drugih ordinala. Naveséemo nekoliko prvih ordinala. Prvo
imamo 0, 1, 2, .. .; zatim dolazi w, pa onda w+ l,w+2,...1w2. Posle

. ovoga slede w2 + 1, w2+ 2, ..., a onda, na osnovu aksiome zamene,
‘w3. Posle ovoga dolaze w3 + 1, w3 + 2, .. ., pa onda w4. Na slican
nadin dobijamo wn, za svaki n € w. Zatim dolazimo do w?. Pogle
toga sve podinje ispoCetka: w? +1, w? +2, ..., w? 4w, w? +w + 1,
WHtw+2, ..., w0 w2, o? +w2+1, ... w? +ws, ..., W 4wd, ...,

w2, LWl L et L e L v y o w? ... Posle svega
ovoga dolazi &, a zatim €9 + 1, 9 +2, ..., o + w2, ..., g0 + w2, .. .
€0 +wY, ..., 602, ..., €ow, ..., Eqw¥, ..., €2, .... Posle ovoga dolazi

.wy; zatim se cela ova konstrukcija ponavlja da bismo dosli do wa, itd.
Medu navedenim ordinalima posebno mesto zauzimaju &g i oni
koji dolaze posle njega. U teoriji rekurzivnih. funkcija ovaj ordinal
ima vaZnu ulogu i tamo se zove prvi neizraéunljivi ordinal.
Ordinal w; i oni koji dolaze posle njega su neprebrojivi ordinali.
Na kraju ovog poglavlja razmotriéemo odnos izmedu ordinala i
uredenih parova &iji je prvi ¢lan ordinal, a drugi neki skup. Takvu
konstrukciju upotrebiéemo u poglavlju o kardinalima da dokazemo
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da je prizvod nekog beskonaénog kardinala sa samim sobom jednak
tom ordinalu.

Neka je F neka klasa uredenih parova (a,z), gde je a ordinal, a
z skup tako da za svaki ordinal a postoji taéno jedan skup z za koji
je {a,z) € F. Octigledno, F je funkcija na ON. Ako je (a,z) € F,
pisaéemo z = F(a). Dokazaéemo sledece tvrdenje.

TEOREMA 23. Ako je ran(F) skup, onda postoje ordinali a i B,
B < a, za koje je F(a) = F(B).

DOKAZ. Neka je G(z) najmanji ordinal 8 za koji je F(8) = z, ako
takav ordinal 3 postoji; inace, neka je G(z) = 0. Pretpostavimo da je
ran(F) skup. Prema aksiomi specifikacije, postoji skup {G(z) | z €
y}. Buduéi da je to skup, postoji bar jedan ordinal a koji nije njegov
element; tada je G(F(a)) # a. Prema tome, postoji @ koji ne pripada
ovom skupu, pa je 8 = G(F(e)) < a; postoje, dakle, ordinali a 1 8
takvi da je B < a i F(a) = F(B).

Za ordinale & i B neka je max({e, 8)) po definiciji max({«, 8}).
Vazi max({a, 8)) = a ako je 8 < a i max({e,8)) = B ako je @ < §.

DEFINICIJA 12. Za svaki skup z uredenih parova ordinala defi-
ni§imo MP(z) na sledeéi natin. Neka je a najmanji ordinal za koji
vazi: aXa ¢ z; takav ordinal postoji, jer bi inage m;(z) bio skup svih
ordinala. Neka je 3 najmanji ordinal za koji vazi (8,7) € = za neki
element + skupa « i neka je v najmanji ordinal za koji vaZi (B,7) ¢ =;
oéigledno, B < @ i 7 < a. Tada je MP(z) = (8, 7)-

MP(z) je ureden par ordinala koji nije element skupa z.

TEOREMA 24. Ako je a najmanji ordinal za koji je & X a € z,
onda je
max(MP(z)) < a i max(MP(z)) x max(MP(z)) € z.

DOKAZ. Nejednakost max(MP(z)) < a neposredno proizlazi iz
prethodne definicije ordinala MP(z) i rasudivanja kojim je ona pro-
praéena. Iz ove nejednakosti i nacina na koji je odreden ordinal &
neposredno proizlazi inkluzija

- max(MP(z)) x max(MP(z)) C z.

TEOREMA 25. Ako je m;(MP(z)) # 0, onda je
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(0, max(MP(z))) € <.

DoOKAz. Ako su @ i § ordinali kao u definiciji MP(z) i 8 # 0,
onda je (0,7v) € z za svaki v < @, pa, dakle, i za ¥ = max(MP(z)).

DEFINICUJA 13. Transfinitnom rekurzijom definisimo K na sle-
deci naéin:
K(e) = MP({K(8) | B < a}).
K(e) je ureden par ordinala koji nije u {K(8) | 8 < a}.
Dakle, vazi
TEOREMA 26. 8 < o = K(a) # K(p).
Na osnovu (24), vazi i

TEOREMA 27. max(K(e)) x max(K(a)) C {K(8) | 8 < e}.

:1»- Dokazaéemo da za svaki ureden par z ordinala postoji ordinal «
za koji je z = K(a).

TEOREMA 28. Za svaki uredeni par ¢ ordinala postoji ordinal
takav da jeK(a) ¢ (max(z))* x (max(z))*.

. DORAZ. Definicijom 12 svakom ordinalu a dodeljen je taéno
jedan ureden-par ordinala, dakle, taéno jedan skup. Time je defin-
isana funkcija K na ON, pa se moZe primeniti teoremu 23. Dakle,
ako je ran(K) skup, onda postoje ordinali a i 3 za koje je @ < B i
K(a)'= K(#). Na osnovu teoreme 26 zaklju¢ujemo da ran(K) nije
skup. Buduéi da je

- (max(z))* x (max(z))*
skup, postoji ordinal a za koji je
K(a) ¢ (max(z))* x (max(z))*.

TEOREMA 29. Za svaki uredeni par z ordinala posto Jji ordinal o
takav da je z € max(K(ar) x max(K(a)).

DOKAZ. Prema teoremi 28, postoji ordinal a takav da je
K(e) ¢ (max(z))* x (max(z))*.
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Tada je (m1(z))t < max(K(a)) i (m3(z)t < max(K(a)), tj. m(z) <
max(K(a)) i m3(z) < max(K(a)), pa je
z € max(K(a)) x max(K(a)).
TEOREMA 30. Svaki ureden par X ordinala ima oblik K(a) za
neki ordinal c.

DoKAZ. Na osnovu teorema 29 1 27.
TEOREMA 31. max(K(f)) < max(K(a)) = 8 < a.

DOKAZ. Pretpostavimo da je max(K(8)) < max(K(e)); na os-
novu teoreme 27, K(8) € {K(v) | ¥ < a}; odavde proizlazi 8 < a.

TEOREMA 32. max(K(a)) £ a.

DOKAZ. Transfinitnom indukcijom po a. Pretpostavimo da je
a < max(K(a)). Neka je 8 najmanji ordinal za koji je K(8) = (0, a);
tada je max(K(8)) = a < max(K(a)). Na osnovu teoreme 31 sledi
B < a, a na osnovu indukcijske pretpostavke dobijamo max(K(8)) <
B. Dakle, a < 8 < a, to je nemoguce.

TEOREMA 33. Ako je m1(K(a)) # 0, onda je max(K(a)) < a.

DOKAZ. Neka je m(K(a)) # 0; na osnovu teoreme 25, postoji
B < a za koji je K(8) = (0, max(K(a))). Odavde, na osnovu teoreme
32, proizlazi max(K(a)) = max(K(f) <8 < a.

Skup {(8,K(B)) | B < e} je 1-1 funkcija koja ordinal a preslikava
na skup {K(B) | 8 < a}.

KANTOROVA NORMALNA FORMA

Svaki ordinal se moZe predstaviti kao konagan zbir stepena or-
dinala w.

TEOREMA 34. Svaki ordinal a se moZe na jedinstven nacin pfed—
staviti kao zbir

a=w* +... 4w,
gde je @y > ... > ay; ako se saberu ¢élanovi sa jednakim eksponen-
tima, onda je
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a=wh .n 4. fwhm.n,,
gde je py > ... > By, dok sun;...nn, prirodni brojevi.

DOKAZ. Pretpostavimo da je dat ordinal e; neka je ay najvedi
ordinal za koji je w™ < aineka je §; ostatak, tako da jea=a%* +§,.
Neka je a2 najveéi ordinal za koji je w®? < 6, i neka je 62 ostatak,
tako da je w2 + 6, = §;, itd. Buduéidaje a > §; > 62 > ..., ovaj
postupak Ce se zavrsiti posle konaéno mnogo koraka. Kako je w® = 1,
to ¢e biti kada je 6,, = 0.

Jedinstvenost Kantorove normalne forme proizlazi iz éinjenice da
se w” ne moze napisati kao zbir dva ordinala razli¢itih od w®.

. TEOREMA 35. w® = ¢,.

S T
ibovy culs

o U Ay SR .
9f againnob VI 0 ey
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Da li postoji skup z za koji je z = {£}? U dosadasnjem izla-
ganju, osim u izlaganju kumulativne hijerarhije, nije bilo nijedne pret-
postavke koja bi iskljucivala postojanje takvog skupa. Ali, kumula-
tivna hijerahija je bila uvedena neformalno, a ne na osnovu aksioma.

U ovom poglavlju definisatemo klasu V skupova takvu da, kao
3to ée se pokazati, za svaki skup z iz nje vaZi ¢ # {z}. VaZnost
klase V je u tome 5to se svi matematicki objekti nalaze u toj klasi,
pa proizlazi da se moze pretpostaviti da je to klasa svih skupova na
koje se odnose nase aksiome. Ova pretpostavka nema posledice u
matematickim teorijama, osim u teoriji skupova, gde vodi mnogim
uprosca.van_pma, sto predstavlja razlog za njeno prihvatanje.

Klasa V je definisana transfinitnom rekurzijom po ordinalima.
Motze se reéi da se na taj nadin ponovo, ovoga puta formalno, uvodi
kumulativna hijerarhija.

DEFINICUA 1. Transfinitnom rekurzijom po ON definisan je
skup V,, za svaki ordinal a.

(a.) VO = 0

(b)  Voy1 =P(Va);

()  Va=Ueca Ve, ako je a graniéni ordinal.

DEFINICUA 2. V = |J{V, | a € ON}. Elementi klase V zovu
se dobro zasnovani, fundirani ili regularni skupovi.

TEOREMA 1. Za svaki ordinal a:
(1) Va€V;

(2) V. je tranzitivan skup;
(3) (<o) (VeCVa).

DOKAZ. (1) Vo € P(Va) = Voq1, paje Vo € V.

(2) Transfinitnom indukcijom po a. Pretpostavimo da teorema
vaZi za sve B < a i dokaZimo je za a.

Ako je @ =0, teorema je trivijalna.

Ako je a graniéni ordinal, onda (2) sledi iz &injenice da je unija
tranzitivnih skupova tranzitivan skup, a (3) je posledica definicije.

84
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Ako je a = B + 1, onda je Vg tranzitivan po indukcijskoj pret-
postavci, pa kako je Vo, = P(Vg), imamo Vg C V,, odakle proizlazi
da je 1 V4 tranzitivan skup.

Ako je z € V, onda najmanji ordinal « za koji je € V, mora
biti ordinal sledbenik.

DEFINICIJA 3. Ako je z € V, onda je rang skupa z (ra.nk(z))
najmanji ordinal 8 za kop ez € V/g+1

Iz definicije 3 sledi da ako je § = rank(z), onda je z C Vyp,
r¢VgizeV,zasvakia>g. '

TEOREMA 2. Za svaki ordinal «,
Vo = {z € V | rank(z) < a}.

DoOKAZ. Za z € V, rank(z) < a ako i samo ako postoji ordinal
B < « za koji je z € Vgq1, a to vaZi ako i samo ako je € V,.

TEOREMA 3. Ako jey € V, onda je

(1) (Vz €y) (z € V A rank(z) < rank(y));
(2) rank(y) = sup({rank(z) + 1) | z € y}.

DOKAZ. (1) Neka je a = rank(y); tada je y € Vaq1 = P(Va).
Ako je z € y, onda je z € y C V,, tj. :ceVa, pa imamoz € V i
rank(z) < a na osnovu teoreme 2.

(2) Neka je a = sup({rank(z) + 1 | z € y}). Na osnovu (1),
a < rank(y). Svaki z € y ima rang koji je manji od a, pa je y C V,.
Dakle, y € V441, pa je rank(y) < a. '

Prema teoremi 3 (1), klasa V je tranzitivna, a njene elemente
mozemo zamisljati kao da su konstruisani transfinitnom rekurzijom
od dobro zasnovanih skupova manjeg ranga. Na taj naéin V ne sadrzi
skupove koji su svoji sopstveni elementi. Drugim reéima, ne postoji
z € V za koji je z € z, jer bi bilo rank(z) < rank(z). V ne sadr#i ni
"krugove” z; € T3, T3 € Z3,..., Tn—1 € T 1 Tp € ;.

Svaki ordinal a se nalazi u klasi V i vaZi rank(a) = .

TEOREMA 4. (1) (Va € ON) (a € V A rank(a) = a); (2)
(Va € ON) V4N ON =a.
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DOKAZ. Primenimo transfinitnu indukciju na a. Pretpostavimo
da (1) vaZi za svaki 8 < a. Tada je, za § < @, B € Vp11 & Vo, pa
imamo a C V, i stoga a € P(V4) = Va41. Na osnovu teoreme 3,

rank(e) = sup({f+1| B < a}) =
Dakle, (1) vazi za a.
(2) sledi iz (1) i 2.

Klasa V ne sadrii samo ordinale, nego i druge skupove koji se
dobijaju uobicajenim konstrukcijama.

TEOREMA 5. (1) Ako je z € V, onda sulJz, P(z) i {z} elementi
klase V i rang ovih skupova je manji od rank(z) + 1;

(2) akosu z,y € V,ondasuz Xy, zUy, zNY, {z,y}, (z,v)
i z¥ elementi klase V i rang ovih skupova je manji od max(rank(z),
rank(y)) + 3.

DOKAZ. (1) Neka je a = rank(z); tada je z C Va, pa je P(z) C
P(Va) = Voya. Dakle, P(z) € Vat2. Na slitan natin dobijamo
{z} € Vas2 iUz € Vot

(2) Neka je & = max(rank(z), rank(z)). Kao u dokazu za (1),
moze se pokazati da je {2,y} € Va2, (z,y) € Vats. Svaki ureden
par elemenata skupa z U y nalazi se u Va2, pa jex?y € Vgqs i
z¥ € Vo44e. Zavriavanje dokaza prepustamo Eitaocu.

Na osnovu teoreme 5 moZe se taéno izrafunati rang skupova
celih, racionalnih, realnih i kompleksnih brojeva; svi se oni nalaze u
Vu+10-

TEOREMA 6. (1) Klasa V je tranzitivna;
(2) Vz(zeVe&zCV)

DOKAZ. (1) Ako je z € V i a = rank(z), onda je £ € Va41, Pa,
zbog tranzitivnosti skupa Va41, £ & Vat1 C Vat2 © V i odatle
z C V; pritom Vg1 C Vayo proizlazi iz Vaqy € Vage i stoga je
Va+t1 # Va2

(2) Ako je z € V, onda je z C V na osnovu tranzitivnosti klase
V. Ako je z C V, neka je

a= sup({rank(y) +1 | ye .’D}),
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tada je z C Vg,, pa je £ € V4.
TEOREMA 7. Za svaki n € w, V, je konacan skup..
DOKAZ. Indukcijom po n.
TEOREMA 8. V, je ekvipotén_tan sa w.

DOKAZ. Bududi da je w C V,, dovoljno‘ je dokazati da je V,,
prebrojivo beskona¢na familija. To proizlazi iz Vo = U,e, Vi, 8
obzirom na teoremu 7.

Na osnovu teoreme 8, V, i V,, su dobro uredeni skupovi.

U V se moze izgraditi svaka znadajnija matematicka struktura,
kao sto su- grupe ili topoloski prostori. Za taj dokaz potrebna je
aksioma izbora koja ée biti razmotrena u sledeem poglavlju.

DEFINICIJA 4. Neka je R binarna relacija skupa z i neka je
y C z; za element z € y kaZe se da je R-minimalan element podskupa
'y ako i samo ako ne postoji 2’ € y takav da je 2Rz’ i z # 2'.

Binarna relacija R je fundirana (regularna, dobro zasnovana)
na skupu z ako i samo ako svaki neprazan podskup y C = ima R-
"~ minimalan element.

Ako,]e R totalno parcijalno uredenje, onda je R fundirana na z
2ke M(ﬁkﬂ R dobro ureduje z. Primetimo da se u definiciji 3 ne
mbtm@‘@udp &€ z x z, ali je jasno da je R fundirana na y ako
3 R; FAYE 2. :

LN 4&0 QMM&D& uredenje, onda skup z iz definicije 3 moZe
-imati viSe od jednog R-minimalnog elementa.

TEOREMA 9 ABOJé ﬁ E V ondaje relacija € fundirana na z.

. DOKAZ. Neka. je y nepraza.n podskup skupa z i neka je a naj-
manji rang nekog elementa z € y. Element z svakako postoji u y, a
na osnovu teoreme 8 (1), takav element z je €-minimalan u y.

TEOREMA 10. Akoj jezx tra.nz1t1van skup i relacija € je fundirana
naz,ondajez € V.
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DOKAZ. Na osnovu teoreme 6, dovoljno je dokazati da je z C V.
Ako to nije tako, neka je y = z\ V # 0 i neka je z €-minimalan u y.
Ako je a € 2, onda je a ¢ y, ali je a € z, jer je z tranzitivan skup.
Dakle, a € V. Prema tome, z € V na osnovu teoreme 6, suprotno
pretpostavci da je z € z\ V.

Sledeom teoremom se tvrdi da je £ € V ako i samo ako je €
fundirana na tranzitivnom zatvorenju skupa z, tj. na najmanjem
tranzitivnom skupu koji sadrzi z kao podskup.

DEFINICUA 5. (a) Rekurzijom po n definisimo |J*z: 'z =z
U e= Uty

(b) TZ(z) = U{U"z | n € w} (T'Z(z) se zove tranzitivno
zatvorenje skupa ).

Ocigledno, TZ(z) =z U (Uz)U (U z) U....

TEOREMA 11. (1) =z CTZ(z);

(2) TZ(x) je tranzitivan skup;

(3) akojeyC z iz je tranzitivan, onda je TZ(y) C z;
(4) ako je z tranzitivan, onda je TZ(z) = z;

(5) (Y €2) (T2(y)  TZ())

(6) TZ(z)=2U(U{TZ() | v € z}).

DOKAZ. (1) je trivijalno. (2) Ako je z € J"z, onda je z C
U™ z. (3) Indukcijom po n moze se pokazati da je [J"y C z. (4)
sledi iz (1) i (3) za sludaj kada je z = y. (5) Ako je y € z, onda je
y € TZ(z), pa sledi y C TZ(z); sada primenimo (3) na y. (6) Neka
je

z=zU(U{TZ2(y) | y € z}).
Skup z je tranzitivan, pa je TZ(z) C z na osnovu (3). Na osnovu (1)
i (3), vazi z C TZ(z).

TEOREMA 12. Za svaki skup z sledeéa tvrdenja su ekvivalentna:
(1) =z€V;

(Y TZ()eV;
(3) € jefundirana na TZ(z).

-
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DOKAZ. Ako je z € V, onda se indukcijom po n moze pokazati
da je U" z C V, na osnovu teoreme 5. Dakle, za svaki n, |J"z C V.
Na isti natin kao teorema 9 moze se dokazati da za svaki skup z, iz
z C V proizlazi da je relacija € fundirana na skupu z. Na osnovu
ove Cinjenice relacija.€ je fundirana i na skupu T2 (z) € V, pa kako
je skup TZ(z) jos i tranzitivan, prema teoremi 10 imamo T2 (z) €

Da iz (2) sledi (3), tvrdi se u teoremi 9. Pretpostavimo (3); na
osnovu teoreme 10, sledi TZ(z) € V,pajezs CTZ(z) CViz €V,
na osnovu teoreme 6. :

Bududi da se sve znaéajne matematicke strukture mogu izgraditi
u V, izgleda prirodno pretpostaviti da je V klasa svih skupova na
koje se odnose do sada razmotrene aksiome teorije skupova. Tone bi
znacilo nista drugo nego da je razmatranje skupova ograni¢eno samo
na one skupove koji su u V. Ova pretpostavka iskazuje se obiéno u
obliku aksiome regularnosti (fundiranja, dobre zasnovanosti).

AKSIOMA REGULARNOSTI. Svaki neprazan skup ima €-mi-
nimalan element, tj.
Vedy (z#£0=>y €z AVz(2 €2 = 2 ¢ ¢)).

Drugim re¢ima, relacija € je fundirana na klasi V.

TEOREMA 13. Sledeéa tvrdenja su ekvivalentna:
(1) aksioma regularnosti;

(2) relacija € je fundirana na svakom skupu z;
(3) Vz(3y €eON) z €V.

DOKAZ. Da su (1) i (2) ekvivalentna tvrdenja sledi iz definicije
regularnosti. Iz (2) sledi da je € fundirana na TZ(z), za svaki skup
T, pa je £ € V prema teoremi 12. Na osnovu teoreme 9, iz (3) sledi

2).

Aksioma regularnosti nema posledica u obi¢noj matematici. Me-
dutim, u teoriji skupova ona ima vazne posledice. Na primer, ne
postoji skup z za koji je = € z. Stavise, ni za jedan prirodan broj n
ne postoje skupovi
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Tiye.yTn4d
takvi da je za svaki 1 < i < n i € ZTi1 1 Totr € T1. Za svaki
neprazan skup z postoji y € z za koji je z Ny = 0.

- TEOREMA 14. Za svaki skup z, sledeca tvrdenja su ekvivalentna:
(1) z je ordinal; (2) z je tranzitivan i totalno ureden relacijom €; 3)
z je tranzitivan i svaki element skupa z je tranzitivan.

DOKAZ. Vet je dokazano da (1) povlaéi (2) i (3). Iz (2) sledi (3)
na osnovu tranzitivnosti relacije €.

Pretpostavimo (3); primenjujuéi transfinitnu indukciju po rangu
dokazaéemo da je z totalno ureden relacijom €. Neka suai b elementi
skupa z i neka je T'(a,b) tvrdenje "a € bili b € ailia = b". Na
osnovu teoreme 13 (3), svaki skup ima rang. Treba dokazati tvrdenje:
"za svaka dva elementa a i b skupa z vazi T(a,b)"”. Pretpostavimo
suprotno i neka je:

o = min{rank(¢) | ne vazi T'({,t) za neki t € z}
rank(a) = a, ne vazi T(a,t) za neki ¢ € z;
B = min{rank(n) | ne vazi T(a,n)}, rank(b) = B, ne vazi T(a,d).

Iz pretpostavke sledi postojanje skupova a, 3, a i b. Pritom vaze
sledeéa dva iskaza:

(*¥) za svaki skup c, ako je rank(c) < rank(a), onda je T(c, b);

(#+) za svaki skup c, ako je rank(c) < rank(b), onda je T(a,c).

Jasnoje davaziilia=0bilia\b#0Bilidb\a #0. Akojea =0,
onda vazi T(a,b). Neka je a\ b # 0; tada postoji ¢ € a, ¢ ¢ b, pa je
rank(c) < rank(a); na osnovu (*), vazi T(c,b). Buduéi da je c ¢ b,
vazi b € cili ¢'= b, a kako je a tranzitivan, sledi b € a, tj. T(a,b).
Neka je b\ a # 0; tada postoji ¢ € b, ¢ € a, pa je rank(c) < rank(b).
Na osnovu (*+), sledi T(a,¢c), pa je a € cili z = c¢. Bududi da je b
tranzitivan, sledi a € b. Tako se u sva tri slu¢aja dobija protivre¢nost.

Time je dokazano da je skup z totalno ureden relacijom €. Na os-
novu aksiome regularnosti i éinjenice da je z totalno ureden relacijom
€, sledi da je z dobro ureden tom istom relacijom. Iz tranzitivnosti
skupa z sledi onda da je, sa relacijom uredenja €, st(a) = a za svaki
a € z. Dakle, z je ordinal.



koje se nalaze bar u jednom sloju Vg, za nek1 ordinal a. Kumula-
tivna hijerarhija slojeva V4 u klasi V poznata je 1 kao univerzum fon
Nojmana, prema velikom matemati¢aru DZonu fon Nojmanu (John
von Neumann 1903-1957). ‘
Teoreme koje smo ovde dokazali pomoéu aksiome regularnosti
najjaca su tvrdenja na jeziku teorije skupova o tome da je proucavanje
skupova ogra.mceno samo na objekte iz kumulativne hijerarhije V.
rank(z) je ordinal koji pokazuje gde je u toj hijerarhiji skup z prvi
put uveden, dok je V, kolekcija skupova. koji su uvedeni pre stupnja
a. Kolekcija skupova koji se prvi put pojavljuju na stupnju a je
Vai1\ Ve

S P
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Kardinalni brojevi ili kardinali sluZze za uporedivanje veli¢ine
skupova.

DEFINICIJA 1. Ako je skup z ekvipotentan sa nekim podskupom
skupa y, piSe se ¢ X y i kaZe se da skup z ima manju mo¢éili manju
kardinalnost od skupa y, ili da je jednake ili manje kardinalnosti od
skupa y. Ako su z i y ekvipotentni (z ~ y) kaZe seidasuziy
jednake kardinalnosti. Ako jez Xyinijey X z,y piSesez <y i
kaZe se da skup y ima veéu moé ili veéu kardinalnost od skupa z.

Relacija ~ je relacija ekvivalencije. Buduéi da je z <X z, relacija
< je refleksivna. Neka je f 1-1 korespondencija izmedu z i nekog
podskupa skupa y, neka je g 1-1 korespondencija izmedu y i nekog
podskupa skupa z i, najzad, neka je b = g|ran(f); tada je hf 1-1
korespondencija izmedu z i nekog podskupa skupa z. Drugim re¢ima,

Vz,y,2 (x [yAy X z=>z X 2).

Jasno je da z X y i y <X z ne povlage z = y. MoZe se dokazati

Bernstajn-Srederova teorema.

TEOREMA 1. (BERNSTAJN-SREDEROVA TEOREMA). Vz,y (z X
yAyz=>z~y).

DOKAZ. Neka je f 1-1 preslikavanje skupa = u skup y i neka
je g 1-1 preslikavanje skupa y u z. Ne smanjujuéi opstost dokaza,
moZemo pretpostaviti da je zNy = @. Ako to nije tako, posmatrajmo
skupove z x {0} i y x {1} koji su svakako disjunktni. Dokaz koji
sledi vaZi 1 za ove skupove, uz nebitnu izmenu notacije. Za element
a € z kaZemo da je roditelj elementa f(a) u y; element b iz y je
roditelj elementa g(b) iz z. Svaki element a iz z ima beskonacan niz
potomaka: f(a), g(f(a)), f(g(f(a))) .... Potor:ci elementa b iz y
su g(b), f(g(d)), g(f(g(d))), .... Svaki ¢lan jednog od ovih nizova je
potomak svih prethodnih ¢lanova. Kazaéemo da je ¢lan jednog od
ovih nizova predak svih potonjih &lanova tog niza. Za svaki element iz
z Uy postoji jedna od sledeéih moguénosti: iduéi unazad ka njegovim
precima dolazimo do jednog elementa skupa z koji nema roditelje (on

92
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je u skupu z\ g(y)) ili do jednog elementa skupa y koji nema roditelje
(on je element skupa y \ f(z)) ili nas trazenje predaka tog elementa
vodi u beskonatan regres. Neka je z, skup svih elemenata iz z \ g(y)
1 njihovih potomaka, neka je zy skup svih elemenata iz z koji vode
poreklo iz y (z, je skup svih potomaka elemanata skupa y \ f(z) koji
su u z) i neka je zy skup svih onih elemenata iz koji nemaju pretke
bez roditelja. Na isti nacin skup y moze se podeliti na podskupove
Yz, Yy 1 Yo.

Ako je a € z,, onda je f(a) € y,; flz: je 1-1 korespondencija
izmedu z; i y;. Ako je a € Ty, onda a pripada domenu inverzne
funkcije g~! i g7!(a) € y,; 97|z, je 1-1 korespondencija izmedu T,
iyy. Ako je a € zy, onda je f(a) € yo; flzo je 1-1 korespondencija
izmedu zo 1 yp. Spajajuéi ove tri 1-1 korespondencije dobijamo 1-1
korespondenciju izmedu z i Y.

Ovu teoremu prvi je dokazao Bernstajn (F. Bernstein) &ji dokaz
navodi Borel (E. Borel) u jednoj svojoj knjizi 1898. Nezavisan dokaz
dao je Sreder (E. Schréder) u isto vreme. Kantor je bio prvi koji je
ovu teoremu tvrdio bez dokaza, pa se ona zove i Kantor-Bernstajnova
teorema.

KONACNI I BESKONAGNI SKUPOVI
Razmotri¢emo odnos izmedu konaénih j beskonaénih skupova.
TEOREMA 2. Ako jew < z, onda Je = beskonaéan skup.

DokAz. Kada ne bi bilo tako, imali bismo w < ziz ~ n za
neki n € w, pa bi bilo w < n, 8to bi protivreéilo &injenici da jew
beskonaéan.

TEOREMA 3. Vz,y,z ((z < yAy < 2)V(z <yAy 2 2) =z < z).

DoKAZ. Neka je z <y i y < z; jasno je da je z < 2. Treba jos
dokazati da nije z < z.

Pretpostavimo da je 2 < ; to zajedno sa z X y daje z < y, jer
je relacija < tranzitivna. Alj iz Y <z proizlazida je y < zi da nije
z X y. To je kontradikcija, pa pretpostavka da nije z < z nije taéna.
Dakle, z < z.
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TEOREMA 4. Skup z je konadan ako i samo ako je z < w.

DOKAZ. Ako je z konagan, onda je 2 ~ n za neki n € w. Bududi
da je w beskonatan, n < w, pa je, na osnovu teoreme 3, T < w.

Pretpostavimo da je z < w; tada je ¢ ~ y za neki y C w. Ako
jey =0, onda je z = @, pa je = konagan. Pretpostavimo da je y # 0
i da y nema najveéi element u odnosu na relaciju < definisanu na
w. Tada se na w moze definisati funkcija f : w — y ovako: f(0) je
najmanji element skupa y; f(nt) je najmanji element skupa y\ f(n).
Kako y nema najveéi element, (Vm,n € w) (m # n = f(m) #
f(n)). Zaista, prema nadinu na koji je definisana funkcija f, imamo
(Vn € w) f(nt) > f(n). Odavde jednostavno (indukcijom) proizlazi
(Vm,n € w) (m < n = f(m) < f(n)). Dakle, f je 1-1 funkcija.

Da je f i "na” funkcija moZemo se uveriti na slededi nacin. Pos-
matrajmo skup sl(n) slabih prethodnika elementa n € w. Tada je
y N si(£(0)) = {f(0)} C f(w); pretpostavka da je y Nsl(f(n)) C
f(w) poviati y Nsl(f(n)) = ¥ N (SU(F(n)) U {f(nH)} C F(w), jer je
y Nsl(f(n)) € f(w) po indukcijskoj pretpostavci, a {f(nT)} C f(w)
je otigledno. Dakle, (Vn € w) y Nsl(n) C sl(f(nt)) € f(w). Odavde
je ¥ = ¥Nw =y 1 Upeo sl(n) = Upe Nsl(n)) € £(n) € v 4
f(w) = y. Dakle, f jei”na”, pa je y ~ w. Kako je z ~ y, sledi
T ~ w, suprotno pretpostavci da je z < w. Odavde zaklju¢ujemo da
y ima najveéi element i da je konaéan skup, pa je to i z.

PREBROJIVI SKUPOVI

Vaznu potklasu beskonaénih skupova &ne prebrojivi skupovi.

DEFINICIJA 2. Za skup z se kaZe da je (najvise) prebrojiv ako
i samo ako je z < w. Ako je z ~ w, za = se kaZe da je prebrojivo
beskonaéan ili samo prebrojiv.

Svaki podskup skupa w je najvise prebrojiv. Svaki podskup pre-
brojivog skupa je najvise prebrojiv.

TEOREMA 5. Ako je f funkcija od w na skup z, onda je z
prebrojiv.

DoKAZ. Buduéi da je f~({a}) neprazan, gde je a € z, taj skup
ima najmanji element. Definisimo funkciju g : z — w ovako: g(a) je




PREBROJIVI SKUPOVI 95

najmanyji element skupa f~1({a}). ¢ je 1-1 funkcija. Za a,b € z, ako
je g(a) = g(b), onda skupovi f~}({a}) i f~1({b}) imaju isti najmanji
element, recimo n. Kako je f funkcija, f(n) = a = b. Dakle, z <X w.

Skup z je prebrojiv ako i samo ako postoji preslikavanje nekog
prebrojivog skupana . Ili: ako je y dati prebrojivo beskonaéan skup,
onda je skup z prebrojiv ako i samo ako postoji preslikavanje skupa
¥ na z.

Evo nekoliko primera prebrojivih skupova. Preslikavanje f skupa
w na skup parnih brojeva, gde je f(n) = 2n, n € w, je 1-1 pa je skup
parnih brojeva prebrojiv. Preslikavanje g skupa w na skup neparnih
brojeva, gde je g(n) = 2n + 1 je takode 1-1, pa je i skup neparnih
brojeva prebrojiv.. .

TEOREMA 6. Ako su skupovi z i y prebrojivi, onda je z U y
prebrojiv skup.

TEOREMA 7. Unija konaéne familije prebrojivih skupova je pre-
brojiv skup.

DOKAZ. Matemati¢kom indukcijom.

TEOREMA 8. Postoji disjunktna familija {an,} (n € w) besko-
nacnih podskupova skupa w éija je unija w.

DOKAZ. Ovo tvrdenje moZe da se dokaZe na razne naéine. Jedan
jeiovaj. Neka jeao = {0} U{2k+ 1| k € w} i neka je a, =
{2"2k +1) | k € w} (n € w\ {0}); tada su ax i am disjunktni
prebrojivi skupovi, za sve k,m € w.

TEOREMA 9. Za svaki prebrojivo beskonaéan skup z, z ~ = X z.

DOKAZ. Dovoljno je dokazati da je w X w ~ w. Poredajmo ele-
mente skupa w X w ovako:
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Uredimo ovaj skup na sledeéi naéin:

(*) (0,0),(0,1),(1,0),(0,2),(1,1),(2,0),. ...

Jasno je da se tako svi uredeni parovi prirodnih brojeva mogu po-
redati u prebrojivo beskonaéan niz. Ova bijekcija izmedu w X w 1
w moze se opisati furtkcijom f dve promenljive. Definidimo prvo na

w \ {0} funkciju (,):

()= (2)-()+~

(,) je strogo rastuéa funkcija: ako je m < n, onda je '

m) _ (n
2 2)’
semkadajem=0in=1.
Sada moZemo definisati f(m,n) za m,n € w:

sy = (") 4 m

Funkcija f je traZena bijekcija. Neka je f(m,n) = f(k,1). Ako je
m>k,ondajezanekir>0m=%k+ri

kE+1
) (k+r—‘|2-n+1)+k+r=( +2+1)+k,

pasledidajel > r+n, jer je (2) rastuéa funkcija. Dakle, | =r+n+s
za neki s > 0. Neka je p=k + r +n + 1; tada se iz (1) dobija

()=

§to je nemogucde, jer je r < p, pa je

(ere()er()<(1),
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suprotno (1). Na sli¢an naéin se dokazuje da nije m < k. Dakle,

m =k, pa je
k+n+1) _ (k+1+1
2 ) 2 '

Odavde, s obzirom na strogo raséenje funkcije (2) za n > 1, proizlazi
n = l. Time je dokazano da je f injekcija.

Iz f(0,0) = 01 f(0,1) = 1 sledi 0,1 € w. Pretpostavimo da za
k € w postoje m,n € w za koje je f(m,n) = k. Ako je n > 0, onda je

m+n+1

5 )+m+1=f(m+1,n—1),

k+1=f(m,n)+1=(

paje k+1 € w. Ako je n =0, onda je

E+1= (Tg)+m+1= <m;'1)+1.

Ako jei m > 0, onda sledi

(1+(m—1)+1

9 )+1=f(1,m—1),

pajek+l €w. Akojem=n=0,ondajek=0,pajek+1l=1¢€w.
Time je dokazano da je f i sirjekcija. Dakle, f je bijekcija izmedu
wXwiw.

Pogledajmo jos jednom funkciju f. Neka su (m,n) i (a,b) dva
uredena para prirodnih brojeva. Ako je m +n < a + b, onda je
f(m,n) < f(a,b); ako je m + n = a + b, onda je f(m,n) < f(a, b)
ukoliko je m < a.

Dokaz prethodne teoreme dao je jos Kantor.

TEOREMA 10. f(m,n) < f(a,b) ®m+n<a+bV(a+b=
m+nAa<m).

. Dali se eksplicitno moZe definisati funkcija g koja je inverzna
funkciji f, u obliku
g(k) = (I(k), d(k)), k € w?



98 10. KARDINALI

Vrednost funkcije g je ureden par prirodnih brojeva koji se nalazi
na k-tom mestu u nizu (*)?

TEOREMA 11. Neka su l i d funkcije definisane na sledeéi naéin.

I(0) = 0; l(m'*') = I(m) + 1, ako postoji k, k < m, za koji je
I(k) = l(m); inade je I(m*) =

d(0) = 0; d(nt) = d(n) — 1 ako je d(n) # 0; inaée je d(nt) =
max(d(k) | k <n+1).

Tada je f(I(k),d(k)) = k.

DOKAZ. Oznagimo sa s§ (1), s(!) i sg (1), redom, max({i(j) | j <
k*}), ma.x({l(]) |7 < k}) imax({I(j) | < k—1}), a na sli¢an naéin
definisimo i s} (d), sk(d) i sy (d).

Indukcijom po k moZe se dokazati

LEMA 1. Za svaki k € w )\ {0}, I(k) = si(d) — d(k) i s (1) =
sk(d) — 1.

Na osnovu leme 1, I(k*) = 0 & s{(d) = d(k*). Da bismo
dokazali teoremu, primenimo indukciju po k.

Teorema 9 ima jednu vaznu posledicu.

POSLEDICA. Dekartov proizvod dva prebrojivo beskonaéna sku- /
pa je prebrojivo beskonaéan skup.

DOKAZ. Neka su z i y prebrojivo beskonaéni skupovi, §to znaéi
da postoje bijekcije g: 2 B wih:y S w. Akojejosi frwXw — w
bijekcija, tada je preslikavanje F' : z x y 23 w definisano sa F(a,b) =
f(g(a), k(b)) otigledno bijekcija.

Uredena n-torka bila je definisana kao niz ¢iji je domen neka

neuredena n-torka (definicija 5.12). Uredena n-torka, za 0 < n moze
se, neito drukéije, definisati indukcijom po 7, na sledeéi naéin:

DEFINICUA 3. (a) ( )=0;

(b) (a1) = a;

(¢) (a1,...yan) = {(G1,...,8n),ant1).

Tako su, strogo uzev, pomoéu ove dve navedene definicije defin-
isane razli¢ite stvari, u daljem razmatranju se n-torke definisane na
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jedan od ovih naéina izjednacavaju sa n-torkama koje su definisane
na drugi naéin, jer su odgovarajuce definicije u izvesnom smislu ek-
vivalentne.

TEOREMA 12. Skup svih uredenih n-torki prebrojivo beskonac-
nog skupa je prebrojivo beskonacan.

DOKAZ. Matematickom indukcijom po n, za n > 0, dokazuje se
w™ ~w.

TEOREMA 13. Skup svih konaénih nizova elemenata prebrojivo
beskonaénog skupa je prebrojivo beskonacan.

DOKAZ. Teoremu je dovoljno dokazati za skup svih konaé¢nih ni-
zova prirodnih brojeva. Konstruisimo niz 1-1 funkcija B @ 0™ 23
w, m > 0, ovako: h; je identicko preslikavanje k, a Amt1(k) =
F(hm(k), h(E)), gde je f funkcija definisana kao u teoremi 9. Ako
se stavi F(m,n) = hmi1(n) za (m,n) € w?, dobija se, oéigledno,
1-1 korespondencija izmedu skupa w? i skupa svih konaénih nizova
prirodnih brojeva.

TEOREMA 14. Skup y svih konaénih podskupova prebrojivo be-
skonaénog skupa z je prebrojivo beskonacan.

DOKAZ. Buduéi da se dodeljivanjem svakom elementu skupa y
onog konaénog niza koji predstavlja bijekciju nekog prirodnog broja
na taj element uspostavlja korespondencija 1-1 izmedu y i nekog pod-
skupa skupa svih konaénih nizova elemenata skupa z, na osnovu 13
sledi y < w. Kako je z prebrojivo beskonatan, y sadrzi svaki jed-
noelementni podskup skupa z, pa je w <X y. Na osnovu Bernitajn-
Srederove teoreme sledi y ~ w.

Nije svaki beskona¢an skup prebrojiv. O tome svedoti i Kan-
torova teorema.

TEOREMA 15. (KANTOROVA TEOREMA). Vz z < P(z).

DOKAZ. Postoji prirodno 1-1 preslikavanje f skupa z u P(z) za
koje vazi f(a) = {a} za svaki a € z. Dakle, z < P(z). Ostaje da se
pokaZe da nije z ~ P(z).

T€T Y BEOrPaQY
"X‘E‘f?&m DAKYATET

HE 6. :
curAaAUMOTERA
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Pretpostavimo da je g 1-1 preslikavanje skupa z na P(z). Neka
jey={a€z]|adggla} Buduéi da je y € P(z) i buduéi da g
preslikava z na P(z), postoji element b € r za koji je g(b) = y. Ako
je b € y, onda je b ¢ g(b), ali kako je g(b) = y, to je nemoguce. Ako
b ¢ y, onda vazi b € g(b) 3to je takode nemoguce.

P(z) je ekvipotentan sa 2° (gde je 2% skup svih funkcija f : 2 —
2). To se vidi kada svakom podskupu y skupa z dodelimo njegovu
karakteristiénu funkciju xy. Na osnovu Kantorove teoreme, z < 2%.
Uzimajuéi w za z, zakljuujemo da skup svih podskupova skupa w
nije prebrojiv. Skup 2¢ je skup svih prebrojivo beskonaénih nizova
brojeva 01 1.

DEFINICIJA 4. Ako skup z nije prebrojiv, kaZe se da je = nepre-
brojiv.

KARDINALI
Kardinali su posebna vrsta ordinala.

DEFINICIJA 5. Kardinalni broj ili kardinal je ordinal a za koji
va#i a < B za svaki ordinal B koji je ekvipotentan sa a. Pod kar-
dinalnim brojem skupa z (card(z)) podrazumeva se kardinalni broj
koji je ekvipotentan sa z, ako takav kardinalni broj postoji.

Kardinalni brojevi nazivaju se drukéije pocetnim ili inicijalnim
ordinalima.

Na osnovu ove definicije, ako postoji card(z), onda je to najmanji
ordinal  pomoéu kojeg se £ moZe predstaviti kao a-niz.

TEOREMA 16. Za svaki ordinal a postoji card(a).

DOKAZ. Neka je o ordinal i neka je z = {8 € ON |B~aAB<
a}; kako je a € z, prema aksiomi podskupa, skup z postoji 1 nije
prazan, pa postoji v = min(z); onda je, o€igledno, 7 < § za svaki
ordinal § ekvipotentan sa a.

Buduéi da je svaki skup ekvipotentan sa svo jim kardinalnim bro-

jem (ako ovaj postoji), proizlazi da ako card(z) i card(y) postoje i
ako je card(z) = card(y), onda je £ ~ y. Vazi takode i obrnuto: ako
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card(z) ili card(y) postoji i ako je z ~ y, onda je card(z) = card(y)

(to se lako proverava).

Prirodan broj nije ekvipotentan ni sa jednim drugim ordinalom.
Odavde proizlazi da ako je z konacan skup, onda je skup ordinala
koji su ekvipotentni sa z jednoelementan - skup. Drugim reéima,
kardinalni broj konaénog skupa z je ordinal koji mu je izomorfan.
Prirodni brojevi su (konaéni) kardinali. Ako je card(z) = a, onda je
card(P(z)) = 2°. To je tako zato 5to je P(z) ~ 29

Kardinali koji nisu kona&ni zovu se beskonaéni ili transfinitni.

Budu¢éi da su kardinali ordinali, uredenje medu ordinalima pre-
nosi se na kardinale.

TEOREMA 17. Ako postoje card(z) i card(y), onda Je
card(z) < card(y) & z < y.

DOKAZ. Ako je card(z) < card(y), onda je card(z) € card(y) i
card(z) C card(y), pa proizlazi da je z < y. Kada bi biloi z ~ y,
imali bismo card(z) = card(y). Dakle, ako je card(z) < card(y),
onda je z < y.

Ako je T < y, onda ne moze biti card(y) < card(z) (izomorfizam
povladi ekvipotenciju), pa je card(z) < card(y).

Posledica ovih razmatranja je a < 29(= card(2%)) za svaki kar-

dinal a, (jer je z < P(z)), pa ako je card(z) = a, onda je card(z) <
card(P(z)) i a < 29,
' Sva tvrdenja o uredenju ordinala vaze i za kardinale. Na primer,
svaka dva kardinala a i b su uporediva: ili Jea<bilijea=nbilije
b < a. Svaki skup kardinala je dobro ureden. Svaki skup kardinala
ima supremum i za svaki skup kardinala postoji kardinal koji je strogo
vedi od svakog elementa iz tog skupa. Odavde sledi da nema, najveceg
kardinala i da nema skupa svih kardinala. Ako pretpostavimo da pos-
toji takav skup, nastaje protivreénost koja je poznata kao Kantorov
paradoks.

DEFINICIJA 6. Za svaki skup z,
A(z) = {a | @ je ordinal i a < z}.

| £(z) je, otigledno, klasa. Pokazaéemo da Je &(z) skup.
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TEOREMA 18. Za svaki skup z, £(z) je skup.

DOKAZ. Koristeéi definicije, lako se dokazuje

(1) & =Xz akoi samo ako postoji y i relacija R tako da je

(1.1) y=X=z, .

(1.2) R dobro ureduje y,

(1.3) skup a je izomorfan skupu y.

Ovakav skup y dobro ureden relacijom R, tj. ureden par (y, R),
oznadimo sa b. Neka je zatim 23(z) kolekcija koju obrazuju svi ovakvi
dobro uredeni skupovi b.

LEMA 2. 25(z) je skup.
Dokazuje se jednostavno, primenom aksiome podskupa na
P(z) x P(z x z).

Neka je T(b, @) tvrdenje "Dobro ureden skup b je izomorfan or-
dinalu .” Buduéi da b moze biti izomorfan najvise jednom ordinalu,
ispunjen je uslov za primenu aksiome zamene. Na osnovu te aksiome
i leme 2 zakljuéujemo da

(2) postoji skup z takav da je a € z ako 1 samo ako postoji b €

920(z) takav da je ordinal a izomorfan dobro uredenom skupu b.
Na osnovu (1), leme 2 i (2) zakljuéujemo da je A(z) skup.

TEOREMA 19. £(z) je ordinal.
TEOREMA 20. Nije £(z) <X z.

Doxaz. Kada bi bilo fi(z) < s, bilo bi i &(z) € A(z), sto nije
moguée buduéi da je £(z) ordinal.

TEOREMA 21. Ako nije a < z, onda je &(z) =X a.

DOKAZ. Neka je a < £(z); buduéi da je £(z) ordinal, sledi a
€ A(z). Na osnovu definicije skupa £(z), tada je a X z, suprotno
pretpostavci teoreme.

TEOREMA 22. f(z) je kardinal.
DOKAZ. Na osnovu prethodne dve teoreme.

TEOREMA 23. Ne postoji najveéi kardinal.
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DOKAZ. Pretpostavimo da je a najveéi kardinal (u odnosu na
relaciju <); tada, na osnovu teoreme 20, nije £(a) <X a, a kako je
£(a) kardinal, sledi a < £(a), suprotno pretpostavci da je a najveéi
kardinal.

TEOREMA 24. Ne postoji skup svih kardinala.

ALEFI

Kardinali se Cesto obeleéa.va.ju slovom R, prvim slovom hebrejske
azbuke, koje se ¢ita "alef”, 1 nekim indeksom. Na primer, kada se w
posmatra kao kardinal obeleiava se sa No.

Svi ordinali koji se nalaze ispred w; su prebrojivi. NaJmanjx
neprebrojiv ordinal w; &esto se oznacava i sa §). Ordinal w je bes-
konacan dobro ureden skup é&iji je svaki poéetni segment konacan.
Ordinal {2 je neprebrojivo beskonatan dobro ureden skup ¢&iji je svaki
pocetni segment prebrojiv.

Ordinal 2 je kardinal. Kada se {) posmatra kao kardinal, obe-
lezava se sa R;. Rj je najmanji kardinal koji je strogo veéi od Ro.
Dakle, ®; < 2%, gde je 2% = card(2¥). Da li je &; < 2¥°? Prema
Kantorovoj Hipotezi kontinuuma (koja se obelezava sa CH), R, =
2%, Poznato je da je hipoteza kontinuuma konzistentna sa ostalim
‘a.ksmma.ma teorije skupova (ko;e su u ovoj knjizi izloZene). To zna&i
da ako seiz tih aksxqma ne moze izvesti nijedna protivrecnost, onda se
protivreénost ne moZe izvesti ni kada se tim aksiomama doda hipoteza
kontinuuma. Stavise, hipoteza kontinuuma j je nezavisna od ostalih
aksioma koje su ovde izloZene. To znaéi da se protivretnost ne moze
izvesti ni kada se aksiomama teorije skupova doda negacija hipoteze
kontinuuma (ukoliko se samo iz ovih a.ksxoma. ne moze izvesti nijedna
.protivreénost).

Za kardinal a neka, c(a) bude skup svih beskonacnih kardinala
koji su strogo manji.od a. Buduéi da je skup ¢(a) dobro ureden, on
ima svoj ordinal, recimo a. Pomoéu transfinitne indukcije moze se
definisati 8, kao najmanji beskonadan kardinal koji je strogo veéi od
svih Rg za 8 < a. Zvaniéna definicija izgleda ovako.

DEFINICIJA 7. Za svaki ordinal « kardinal R, je najmanji bes-
konagan kardinal a za koji vazi a ¢ {Rg | 8 < a}.
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Kardinali koji imaju oblik R, za neki ordinal a zovu se alefi.

Prethodna analiza pokazuje da je ova definicija korektna.
Buduéi da su svi kardinali - ordinali, definicija 7 definiSe neke
ordinale. Kada se R posmatra samo kao ordinal, obelezava se sa wq.

TEOREMA 25. (1) ¥ =w; (2) Rg+ = min({b | b je kardinal
A Rq < b}); (3) ako je a graniéni ordinal, onda je Ra = |Jgeq No-

Uslovima (1), (2) i (3) mogu se definisati alefi; ako se to ucini,
onda se definicija 7 se moZe dokazati kao teorema.

Alefi se mogu definisati pomoéu R(z) - funkcije Hartogsa (F.
Ha.rtogs): Ro = W, Ra+1 = R(Ra); Rg = UC<5 R(, ako je f gra.mém
ordinal. .

Umesto A(z) pise se i R(z).

TEOREMA 26. (Va € ON) (38 € ON) (Vy € ON) v € a =
Ry <B.

DOKAZ. Dovoljno je razmotriti samo a > 0. Na osnovu aksmme
zamene, postoji neprazan skup z za koji je

z={8| Iyearnd=R,}.

La.ko se uocava da je | Jz ordinal, pa ako je § € z, onda je -.

§ < Uz. Prema tome, (V6 € z) (6 < card(U a:)), pa za kardinal a
takav da je card(|Jz) < a, prema teoremi 23, vazi: (V6 € a:) 6 < a
kardinal a je onda traZeni ordinal 5.

TEOREMA 27. R, je transfinitan kardinal.
TEOREMA 28. a < 8= Ry < Rp.

TEOREMA 29. Za svaki kardinal a, ako je a < Ry za neki ordinal
a, onda je a alef.

TEOREMA 30. N1 za_jedan ordinal a ne postop kardinal a za
koji vaZi Rq < a < Rg41-

DOKAZ. Ako je a < Rot1, onda je a alef, na osnovu teoreme
28. Dakle, a = Ry za neki ordinal f. Ako je Ry < a < Rg, onda je
a < B < a+ 1, sto nije mogude.
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TEOREMA 31. Svaki transfinitni kardinal je alef.

Uopstena (genera.bsa.na.) hipoteza kontinuuma (GCH) glasi: za
svaki ordinal @, gde je 28« = card(2?) vazZi Rot1 = 2%=. Sve to je
receno o CH vazi i za GCH.

ELEMENTI KARDINALNE ARITMETIKE

Aritmeticke operacije za kardinale definisaéemo kao za ordinale.
Kada se kasnije uvede aksioma izbora, iskazi koji su uobiajene defini-
cije ovih operacije za kardinale mogu se dokazati kao teoreme.

DEFINICIJA 8. Za kardinale a i b, ako su a i § ordinali za koje
je card(a) = a i card(B) = b, definisemo zbir a+b kardinala a i b kao
card(a + f).

TEOREMA 32. Za sve Ica.rdiqa]e a,b,cid

“‘a+b=b+a,
(a+b)+ec=a+(b+c),
a<bAc< ?=2>a4+c<b+0.

DEFINICIJA 9. Neka je {a¢}ee, familija kardinala i neka je {ag}
odgovarajuéa indeksirana familija ordinala za koje je card(a¢) = ag,
za svaki £ € u; tada je zbir Zeae definisan kao card(}_, o).

DEFINICLJA 10. Za kardmale aib, ako su a i # ordinali za koje
je card(a) = aicard(8)=b definise se proizvod a-b kao card(a - §).

TEOREMA 33. Za sve kardinale a, b, ¢ 1 D,
ab—Eee“ag,gdeJecard(y)— biag =azasvak1£ep,

ab = ba,

| a(bc) - (ab)c’

a<bAc<?=ac < bD,
gde su a, b, ¢ i 0 kardinali, a ab stoji ponekad umesto a-b.

Proizvod se moZe definisati i za beskona¢nu familiju {a;} kardi-
nala. ' '
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DEFINICIJA 11. Za beskonaénu familiju {a¢}¢e, kardinala, ako
je {@¢} odgovarajuéa indeksirana familija ordinala za koje vazi (V€ €
p) card(ag) = ag, onda je proizvod odgovarajuéih kardinala definisan
ovako:

[leae = card([]¢ a¢)-

DEFINICIJA 12. Za kardinale a i b i za ordinale a i 8 za koje je
card(a) = a i card(8) =b definisemo stepen a® kao card(a?).
Stepen se moze definisati i drukéije, kao proizvod

Hiepaf’
gde je card(p) =b i a¢ = a za svaki { € p.

TEOREMA 34. Za sve kardinale a, b, ci?

ab-l-c =ab. as,
(a-b)¢ = ac-b*,
abc=(ab)c,
a<bAc<d=a*<bo.

TEOREMA 35. Ako je a prebrojiv, a b beskonac¢an kardinal, onda
jeat+b=0>b.

DOKAZ. Buduéi da su b i w ordinali, oni su ili izomorfni ili je
jedan od njih izomorfan nekom pocetnom segmentu drugog. Kako
je b beskonagan, nije moguée da b bude izomorfan nekom pocetnom
segmentu skupa w. Dakle, w < b, buduéi da izomorfizam povladi
ekvipotenciju. Neka su z i y disjunktni skupovi za koje je card(z) =
a i card(y) = b (kada su dati a i b, onda skupovi z i y postoje).
Jasno je da je z <X w i da postoji z C y za koji je w ~ 2. Ali
vazi i w\ {0,...,k} ~ z kso i w ~ Uz ~ z, pa postoji bijekcija
f:zUz23 2. Definisimog:z Uy — y ovako: f=glzUzig|(y\2)
je identi¢ko preslikavanje y \ z na y \ 2. Lako se uveravamo da je g
1-1 korespondencija izmedu zU y i y.

TEOREMA 36. (1) Za svaki kardinal a, a = card(a); (2) za svaka
dva skupa z iy, ako je z C y i ako postoje card(z) i card(y), onda je
- card(z) < card(y).
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DokAZ. (1) Ostavljamo &itaocu.
(2) Iz = C y proizlazi, otigledno, z < y, odakle tvrdenje sledi
neposredno, prema teoremi 17.

TEOREMA 37. Za svaki beskonaéan kardinal a,a < ata = a2
< aa. )

TEOREMA 38. Ako Jje a beskonacan kardinal i max(K(a)) = q,
onda je a-a = q.

DOKAZ. Dovoljno je dokazati, pod pretpostavkom teoreme, da
je a-a < a. Na osnovu teoreme 8.26, axa C{K(b) | b<a}, pa je

a-a = card(axa) < card({K(b) | b<a}) = card(a) = a.
TEOREMA 39. Ako je a beskonacan kardinal, onda je
max(K(a)) = a. ‘

DOKAZ. Primenimo transfinitnu indukciju po a. Prvo se moze
pokazati da indukcijska pretpostavka povlaéi :

(1) ako je b<a, onda je b+.b+ < q.

Ako je b < w, onda je b prirodan broj, pa je b*b* < w < a.
Pretpostavimo da je w < a. Na osnovu indukcijske pretpostavke,
max(K(b)) = b, pa je na osnovu teoreme 37, bb = b. Tada je
card(b*) = b+1 = b. Dakle, b+.b+ = peq. Time je dokazano
tvrdenje (1). A

Pretpostavimo da je max(K(a)) # q; tada je

b =max(K(a)) < a
na osnovu teoreme 8.32. Ako je ¢ < a, onda je
max(K(c)) < max(K(a))<b*,
na osnovu teoreme 8.31. Dakle,
K(c)ebt xb™.

Koriste¢i (1), sada sledi a = card(a) < card((b*)x(b*)) < a, 5to

je nemogude.

Spajanjem teorema 37, 38 i 39 dokazana je
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TEOREMA 40. Ako je a beskonaéan kardinal, onda je
a+a =aa=a

TEOREMA 41. Za beskonaéne ka.rdinafe aib,
a+b = a-b = max((a,b)).
Ovu teoremu je prvi dokazao Hesenberg (Hessenberg) jos 1906.
sluzeéi se Kantorovom normalnom formom za ordinale. Postoje 1

drugi dokazi ove teoreme; dokaz koji je ovde izloZen dao je Senfild
(Shoenfield).

BETI

Posebnu vrstu kardinala &ne beti ili bet brojevi. Bet (3J) je
drugo slovo hebrejske azbuke koje se (pored alefa) upotrebljava za
obelezavanje nekih kardinala; po analogiji sa alefima, koji se tako
zovu prema slovu kojim su obeleZeni, ove druge kardinale zvaéemo
beti.

DEFINICIA 13. Sledbenik at kardinala a je najmanji kardinal
koji je veéi od a. Kardinal a je graniéni kardinal ako i samo ako nije
kardinal sledbenik. '

Na osnovu ove definicije, (R¢)T = Ret1.

DEFINICIJA 14. Beti ili bet brojevi J¢ definisani su rekurzuom
po ordinalima na sledeéi nacin:

Jo = Ro;
ey = 23,
Ako je ¢ gra.mcm ordinal, onda je
Je = Ueee -
Osim toga, za proizvoljan kardinal a definiSemo
Jo(a) = a.
Josr(a) = 238(a).
Ako je ¢ graniézii ordinal, onda je

Je(a) = Uecede(a)-
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DEFINICIJA 15. Kardinal a je jak graniéni kardinal ako i samo
ako vaZi
(Vb < a) (2° < a).

TEOREMA 42. (1) a je beskonaéan graniéni kardinal ako i samo
ako postoji graniéni ordinal € za koji je a = Re.

(2) a je beskonacan jak graniéni kardinal ako i samo ako postoji
graniéni ordinal ¢ za koji je a = Jg.

TEOREMA 43. (1) <R < 35.

(2) Postoje proizvoljno veliki kardinali za koje je

a=8, =231,
Hipoteza kontinuuma (CH) je tvrdenje da je J; = Ri, a uoptena

hipoteza kontinuuma (GCH) povlaéi da je J¢ = Re. GCH povlaéi
takode da je svaki graniéni kardinal jak graniéni kardinal.
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U daljem razvijanju teorije o parcijalnom uredenju koristi se jo3
jedna aksioma.

Neka su z,...,z, neprazni skupovi; indukcijom po n (poéevsi
od 1) lako se mozZe dokazati da je z; X ... X z, neprazan skup.
Drugim re¢ima, Dekartov proizvod neprazne konaéne familije nepraz-
nih skupova je neprazan. Analogno tvrdenje za Dekartove proizvode
proizvoljne neprazne familije ne moZe da se dokaZe na osnovu prin-
cipa koji su do sada uvedeni. Ovo tvrdenje se stoga postulira kao
aksioma izbora.

AKSIOMA IZBORA (CERMELOVA AKSIOMA)

Dekartov- proizvod neprazne familije nepraznih skupova je ne-
prazan.

Drugim re¢ima, ako je {X;} familija nepraznih skupova indeksir-
ana nepraznim skupom I, onda postoji familija {z;}, ¢ € I, za koju
vazi (Vi€ I) z; € X;.

Neka je z neprazna kolekcija nepraznih skupova. Uzimajuéi
za skup indeksa a identiko preslikavanje skupa z za indeksiranje,

skup z pretvaramo u familiju. Aksiomom izbora se kaze da Dekartov

proizvod familije x ima bar jedan element. Na osnovu definicije, takav
element je funkcija ¢&iji je domen skup indeksa, dakle z, i &ija vrednost
za svaki indeks pripada skupu koji ima taj indeks. Prema tome,
postoji funkcija f sa domenom z za koju vazi f(y) € y, za svaki y iz
z. Poseban slu¢aj funkcije f imamo kada je z kolekcija svih nepraznih
podskupova nekog nepraznog skupa 2. Tada, na osnovu ove aksiome,
postoji funkcija f sa domenom P(z) \ {0} za koju vazi (Va € P(z) \
{8}) f(a) € a. Neformalno govoreéi, funkcija f se moze opisati kao
skup izbora: iz svakog nepraznog podskupa a skupa z izabere se po
jedan element. Zato se f zove funkcija izbora; aksiomom izbora tvrdi
se da postoji funkcija izbora za familiju P(2) \ {0}. Zapisaéemo i
zvaniénu definiciju.

110
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DEFINICIJA 1. Funkcija izbora za nepraznu familiju P(z) \ {0}
nepraznog skupa z je funkcija f : P(z) \ {#} — z za koju vazi (Vy €
P(z)\ {8}) f(v) € v.

Na osnovu prethodnog razmatranja se vidi da je istinita
TEOREMA 1. Za svaki neprazan skup péstoji funkcija izbora.

Trivijalna posledica aksiome izbora je sledeéa &injenica. Neka
je X = [lier X Dekartov proizvod neprazne familije {X; | : € I}
nepraznih skupova i neka je f; : X — X; funkcija definisana sa (Vz €
X) fi(z) = zi; funkcija f; je sirjektivna, za svaki ¢ € I. Ova funkcija
se zove i-ta projekcija, a za svaki ¢ € X, fi(z) je i-ta pro_]ekcx_]a.
elementa z.

TEOREMA 2. Neka je {.7:,, | Zij CXAieIAj€ J;} neprazna
familija nepraznih skupova i neka je ();cg{¥i} = X za svaki y; C X;

tada je .
A Usr= U Nissad
i€l jeJ; se]] % !
i€r
| H U {xij} = U .H{xif(i)}°
i€l jeT; se]] % i€l
i€r

Pod ekvivalentnom formulacijom (ili ekvivalentom) aksiome iz-
bora podrazumevamo svako tvrdenje T za koje se u teoriji skupova
bez aksiome izbora moZe dokazati da aksioma izbora povlaéi T' i da
T povlaéi aksiomu izbora.

Aksioma izbora ima mnogobrojne ekvivalentne formulacije. U-
poznacemo neke od njih.

TEOREMA 3. Ako je {X;}, i € I, neprazna disjunktna familija
nepraznih skupova, onda postoji skup y ¢&iji je presek sa bilo kojim
élanom familije jednoélan skup. '

DOKAZ. Da je ovo tvrdenje posledica aksiome izbora nije tesko
videti. Neka je { X;} neprazna disjunktna familija nepraznih skupova.
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Prema aksiomi izbora, postoji funkcija izbora f za koju je f(X;) € X;
za svaki 1. Jasno, y = {f(Xi) |1 € I'}.

Aksioma izbora se moZe izvesti iz pretpostavljenog tvrdenja na
sledeéi jednostavan naiin. Posmatrajmo skup ¥ = {(Xj,%) |1 € I};
svaka dva razli¢ita elementa ovog skupa su disjunktna. Sada nije
tesko zavrsiti dokaz.

Druga formulacija aksiome izbora data je takode u obliku teo-
reme.

TEOREMA 4. Za svaku relaciju R postoji funkcija f za koju je
f € R i dom(R) = dom(f).

TEOREMA 5. Svaki beskonaéan skup sadrzi podskup koji ekvipo-
tentan sa w.

DOKAZ. Neka je z neprazan beskonaéan skup; prema teoremi 1,
postoji funkcija izbora f skupa z. Definidimo funkciju ¢ : w — z
ovako: .

(*)  9(0) = f(z), (Yn€w) (9(n™)= f(z\ran(glsi(n))))

gde je sl(n) = {k | ¥ < n} skup svih slabih prethodnika broja n.
Kako je svaki skup sl(n), n € w, konaéan, i stoga je i svaki skup
ran(g|sl(n)) takode konagan, prethodnim je, na osnovu druge teoreme
o rekurzivnoj definiciji, dobro definisana funkcija g : w — z. Neka su
m in prirodni brojevi i neka je m < n. Tada postoji a takav dajem <
a i a* = n. Kako je, otigledno, sl(n) C sl(a), imamo ran(g[sl(m)) C
ran(ga), tako da je g(m)\(glsl(m))(m) € ran(g|si(m)) < ran(glsl(a)),
tj. g(m) € ran(g|sl(a)), dok je, s druge strane, prema (*)
g(n) = g(a*) = f(z \ ran(g|sl(a))) € = \ ran(g|sl(a))

tj. g(n) ¢ ran(g|si(a)). To znaii da je g(m) # g(n), kadgod je
m,n €wim#n.

Na osnovu prethodnog, skup ran(g) € z je ekvipotentan sa
skupom w.

DEFINICUJA 2. Skup z je D-beskonacdan ili beskonacan u De-
dekindovom smislu ako i samo ako je ekvipotentan sa nekim svojim
pravim podskupom.
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Posledica teoreme 4 je sledeéa teorema.

TEOREMA 6. Skup = je beskonadan ako i samo ako je D-
beskonacan.

DoOKAZ. Ako je z ekvipotentan sa nekim svojim pravim pod-
skupom, z je beskonaéan, jer nije konaian. Pretpostavimo da je
skup z beskonacan i neka je g 1-1 korespondencija izmedu w i nekog
podskupa skupa z. Definidimo funkciju f ovako. Za svaki a € z,
ako je a € ran(g), recimo a = g(n), onda neka je f(a) = g(n™); ako
je a ¢ ran(g), onda neka bude f(a) = a. Lako se proverava da je
f:z — z 1-1 funkcija. Bududi da g(0) ¢ ran(f), ran(f) C z, pa je =
preslikan jednom 1-1 funkcijom na jedan svoj pravi podskup.

TEOREMA 7. Za svaki beskonaéan skup z i za svaki prebrojiv
(najviSe prebrojiv) skup y vaziz Uy ~ z.

TEOREMA 8. Unija prebrojivo beskonaéne familije prebrojivo
beskonaénih skupova je prebrojivo beskonaéna.

DOKAZ. Neka je {X; | i € w} data prebrojivo beskonaéna familija
prebrojivo beskonac¢nih skupova. Na osnovu teoreme 9.7, skup w
moze se prikazati kao unija disjunktne prebrojivo beskonaéne familije
{Yi | i € w} prebrojivo beskonaénih skupova Y;, gde je Yy = {0} U
{27+1]|j€ew},Yi={2(2j+1|j €w}iew)\{0}) Toznadi
da su za svaki n € w jednoznaéno odredeni prirodni brojevi i(n) i
J(n) takvi da je n € K(n) in= Yi(n),j(n)s gde jeY = {yi,j I JE€ w}
i pritom je y;;» < yij» za j' < j". Za svaki i1 € w skup F; svih
bijekcija skupa X; na skup Y; je neprazan; primenom aksiome izbora
na familiju skupova F; (i € w) zakljuéujemo da postoji niz bijekcija
fi:Yi =X ({ew)

Jasno je da je sa f(n) = fin)(j(n))(n € w) definisano preslika-
vanje skupa w na uniju X skupova X; (i € w). Ako se za svaki
z € X stavi g(z) = min(f~!{z}), dobija se, oigledno, bijekcija g
skupa X na deo skupa w. To znaéi da je skup X prebrojiv, a kako je
i beskonadan, on je prebrojivo beskonadan.

(Primeéujemo da smo u prethodnom rasudivanju, i to bez koris-
¢enja aksiome izbora, u sustini dokazali sledeéu &injenicu: ako neka
funkcija preslikava skup w na skup Z, onda je skup Z prebrojiv,
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konaéno ili beskonaéno. Na sli¢an naéin, ali uz koriiéenje aksiome
izbora, mozZe se dokazati sledeée tvrdenje: ako neka funkcija pres-
likava skup Z' na skup Z, onda je card(Z’) < card(Z2).)

CORNOVA LEMA

Jedna od vaznih ekvivalentnih formulacija aksiome izbora je Cor-
nova lema.

TEOREMA 9 (CORNOVA LEMA). Ako je z parcijalno ureden skup
u kojem svaki lanac ima gornju granicu, onda r ima bar jedan mak-
simalan element.

DOKAZ. Neka je z parcijalno ureden skup i neka svaki lanac u
njemu ima gornju granicu.

Neka je X skup svih lanaca u z. Kolekcija X je neprazna kolek-
cija skupova parcijalno uredena inkluzijom. Dokazaéemo da u skupu
X postoji bar jedan maksimalan element. Odatle sledi da i skup z
ima maksimalan element. Naime, ako je z taj maksimalni element
skupa X, postoji, prema pretpostavci, njegova gornja granica a u ;
ako a ne bi bio maksimalni element skupa z, postojao bi b € z takav

da je a < b, pa bi bilo 2 C zU {b} 1 2U {b} bi bio lanac u X; ovo bi, . . 1

medutim, protivreéilo pretpostavci o skupu z.

Neka je f funkcija izbora za skup z, f : P(z) \ {0} — z za koju
je f(y) € y za svaki y iz dom(f). Za svaki y € X, neka je y* skup
svih onih elemenata iz z koji, kada se dodaju skupu y, daju skup iz
X. Drugim re¢ima,

y*={vez|yU{v} e X}

Definidimo funkciju ¢ : X — X: ako je y* \ y # 0, onda je
9(y) = yU{f(y*\y)}; ako je y*\y = 0, onda je g(y) = y. Iz definicije
y* proizlazi da je y* \ y = 0 ako i samo ako je y maksimalan.

Definisimo podskup Z skupa X.

1.0e Z,

2. ako je y € Z, onda je g(y) € Z,

3. ako je L lanac u Z,onda je | JL € Z.

Skupovi koji zadovoljavaju uslove 1-3 postoje; takav je, na pri-
mer, skup X. Presek kolekcije skupova od kojih svaki zadovoljava
uslove 1-3 takode zadovoljava uslove 1-3. Neka je Z, presek svih




CORNOVA LEMA 115

skupova koji zadovoljvavaju uslove 1-3 Moze se pokazati da je Z
lanac.

Za element a iz Z, kaZe se da je uporediv ako 1 samo ako za svaki
biz Zg vazi a C bili b C a. Jasno je da je § uporediv. Neka je a neki
uporediv skup iz Zg.

Neka je b € Zo i b C a; tada je g(b) C a. Jer, buduéi da
je a uporediv, vazi g(b) € a ili a C g¢(b). U drugom sludaju je
a C bU {f(d* \ b}, Sto nije mogule, jer je {f(b* \ b)} jednoelementan
skup.

Neka je Z; podskup skupa Z, za &iji svaki element b vazi b C a
ili g(a) C b. Moze se dokazati da Z; zadovoljava uslove 1-3

Buduéi da je § C a, uslov 1 je ispunjen.

Neka je b € Z;. Ako je b C a, onda je g(b) C @ na osnovu
prethodnog razmatranja, pa je g(b) € Z;. Ako je b = a, onda je
g(b) = g(a), pa je g(a) C g(b) i g(b) € Z;. Dakle, Z; zadovoljava i
uslov 2. .

Skup Z; zadovoljava i uslov 3 na osnovu definicije.

Dakle, Z; C Z,, pa kako je Zy najmanji skup koji zadovoljava
uslove 1-3, sledi da je Z; = Z,.

Na osnovu ovih razmatranja proizlazi da je za svaki uporediv
skup a skup g(a) takode uporediv. Jer, ako je a € Zg, onda, buduéi
da je Zy = Zj, sledi da ako je b € Zo, onda je ili b C a (pa je i
b C g(a)) il je g(a) C b.

Jasno je da je § uporediv i da g preslikava uporedive skupove
na uporedive skupove. Bududi da je unija uporedivih skupova opet
uporediv skup, proizlazi da uporedivi skupovi skupa Z, zadovoljavaju
uslove 1-3, pa zakljuéujemo da su svi elementi skupa Zy uporedivi.
Dakle, Z; je lanac. Buduéi da je Z, lanac, skup |J Zo (unija lanca
Zy) pripada skupu Zg. Jasno je da je

UZo S 9(U Z0).
Budu¢i da unija lanca Zy sadrzi sve skupove iz Zy, sledi g(|J Z,) C
U Zo. Dakle, g(U Zo) = UZo

Ekvivalentnost ove leme sa aksiomom izbora je prvi dokazao Ku-
ratovski (K. Kuratowski) jos 1915, pa se ova lema zove i "lema Ku-
ratovskog”.
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Postoje i druge formulacije Cornove leme koju je Corn (M. Zorn)
ponovo (nezavisno od Kuratovskog) otkrio 1935.

TEOREMA 10. Cornova lema je ekvivalentna sa aksiomom izb-
ora.

DOKAZ. S obzirom na prethodnu teoremu, dovoljno je ustanoviti
da Cornova lema (zajedno sa ostalim do sada uvedenim aksiomama)
povlaéi aksiomu izbora, pa éemo stoga poéi od pretpostavke da vazi
Cornova lema.

Za dati neprazan skup z, posmatrajmo skup z svih funkcija f &iji
su domeni delovi skupa P(z) \ {0} i koje imaju osobinu f(y) € y za
svaki y € dom(f); skup z je parcijalno ureden relacijom < ekstenzije:
za fig je f < g ako1 samo ako je g ekstenzija funkcije f. Svaki
lanac u f ima gornje ograniéenje (ovo se lako dokazuje); primenom
Cornove leme ustanovljava se maksimalni element h skupa z. Lako
se dokazuje i da je dom(h) = P(z) \ {0}.

TEOREMA 11. Sledeéa tri tvrdenja su ekvivalentna sa aksiomom
izbora.

(1)  Svaki parcijalno ureden skup ima bar jedan maksimalan
lanac (lanac koji nije pravi podskup nijednog drugog
lanca).

(2) Svaki lanac u parcijalno uredenom skupu sadrzan je u
nekom maksimalnom lancu.

(3)  Svaki parcijalno ureden skup u kojem svaki lanac ima
supremum ima bar jedan maksimalan element.

Prva dva tvrdenja, (1) i (2), poznata su kao Hausdorfovi principi
maksimalnosti. Dokazao ih je Hausdorf (M. Hausdorff) 1914.

Vazna ekvivalentna formulacija aksiome izbora je Tajhmiler-Ta-
kijeva lema. )

DEFINICIJA 3. Neka je y C P(z); za y se kaze da je konaénog
karaktera ako i samo ako za svaki z C z vazi: z € y ako i samo ako
za svaki konaéan podskup a C z vaZi a € y.
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Moze se dokazati da je "biti konaénog karaktera” apsolutno svo J-
stvo, u tom smislu $to kolekcija y moZe biti konaénog karaktera neza-
visno od izbora skupa z takvog da je y C P(z).

TEOREMA 12 (TAJHMILER-TAKIJEVA LEMA). Za svaki y C P(z),
ako je y konaénog karaktera, onda y ima maksimalan element u
odnosu na C.

DoKAzZ. Ovo tvrdenje se lako dokazuje pomoéu Cornove leme.

Da ova lema povladi aksiomu izbora moze se dokazati ovako.
Neka je z parcijalno ureden skup i neka je y = {2 C z | z je lanac}.
Neka je z C z i neka za svaki konalan a C 2 vazi a € y; tada je
svaki konadan a C z lanac, pa zakljuéujemo da je z takode lanac, tj.
da je z € y. Kako je, obrnuto, svaki konagan podskup lanca lanac,
kolekcija y je konaénog karaktera. Na osnovu Tajhmiler-Takijeve
leme, y ima maksimalan element. To znaéi da z ima maksimalni
lanac. Na osnovu 11 (2), odavde sledi aksioma izbora.

Ekvivalentnost ove leme sa aksiomom izbora su, nezavisno jedan
od drugog, dokazali Tajhmiler (O. Teichmiiller), 1939. i Taki J. W.
Tukey) 1940.

PRINCIP DOBROG UREDENJA

Princip transfinitne indukcije se moze primenjivati na dobro ure-
dene skupove. Sledeéim tvrdenjem se kaze da se svaki skup moze
dobro urediti. To je princip dobrog ureden;ja.

TEOREMA 13 (PRINCIP DOBROG UREDENJA, CERMELOVA TEO-
REMA). Za svaki skup z postoji dobro uredenje R za koje je
dom(R) = z. :

DOKAZ. Za dati skup z neka je y kolekcija svih dobro uredenih
podskupova skupa z. Drugim reéima, svaki element skupa y je pod-
skup skupa z sa nekim dobrim uredenjem. Skup y nije prazan, jer
je'd € y. Stavize, y Je parcijalno ureden produzavanjem. Neka je z
lanac u y (u odnosu na produZetke) i neka je @ unija lanca 2. Na
osnovu prethodnih razmatranja, postoji taéno jedno dobro uredenje
R skupa z koje je produzetak svakog elementa skupa z. To znaéi da
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svaki lanac u y ima gornju granicu, pa se moZe primeniti Cornova
lema. Dakle, postoji maksimalan dobro ureden skup u ¥, recimo b.
Moze se pokazati da je b = z.

TEOREMA 14. Tvrdenje da se svaki skup moze dobro urediti
ekvivalentno je sa aksiomom izbora.

U daljem tekstu izraz ”skup z je dobro ureden” Cesto znaéi ”pos-
toji dobro uredenje skupa z”.

DEFINICIJA 4. Za skup y i parcijalno ureden skup z kaZe se da
jeykoﬁnala.nuza.koisa.moa.kojeygzizasva.kiaEzpostoji
b € y za koji je a < b. :

TEOREMA 15. Svaki linearno ureden skup ima bar jedan kofi-
nalan dobro ureden podskup.

TEOREMA 16. (1) Za svako parcijalno uredenje y skupa z po-
stoji linearno uredenje y' skupa z za koje jey C y'.

(2) Ako je svaki prebrojiv podskup linearno uredenog skupa z
dobro ureden, onda je z dobro ureden. ’ :

AKSIOMA IZBORA, ORDINALI I KARDINALI

Aksioma izbora ima vaZne posledice u teoriji ordinala i kardinala.
Neke od njih opisaéemo u ovom odeljku.

TEOREMA 17 (UOPSTENA TEOREMA NABRAJANJA). Svaki skup
z ima uredenje sa kojim je ekvipotentan nekom ordinalu a.

TEOREMA 18. Uopstena teorema nabrajanja ekvivalentna je sa
aksiomom izbora.

TEOREMA 19 (ZAKON TRIHOTOMIJE). Za svaka dva skupa z iy
vasizg <yiliy<z,tj. e <yiliz~yiliy <z.

DOKAZ. Na osnovu teoreme o dobrom uredenju, z i y se mogu
dobro urediti. Tada su z i y sliéni ili je jedan od njih sli¢an nekom
podetnom segmentu drugog. U prvom sluéaju je z ~ y; u drugom je
iz <yiiyXz.
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TEOREMA 20. Zakon trihotomije ekvivalentan je sa aksiomom

izbora.

DOKAZ. Treba jos dokazati da zakon trihotomije povlaéi aksiomu

izbora.

) Akojezjyiliyja:zasva.ka.dvaskupa.ziy,onda.tova.ii
i za proizvoljan skup z i za R(z). Buduéi da nije A(z) X z, na
osnovu teoreme 9.20, proizlazi da je z X R(z), ti. dajez ~yza
neki podskup y & £(z) i neku 1-1 funkciju f : T 2% y, pa se moZe
postupiti kao u dokazu teoreme 17.

Ovu teoremu prvi je dokazao Hartogs 1913.

TEOREMA 21. (1) Za svaki skup z posto ji taéno jedan kardinal
a za koji je card(z) = &

(2)
(3)

(4)
()

o (6)

ako su z i y disjunktni i ako je card(z) = ai card(y) = b,

‘onda je card(z Uy) = a+b;

neka je {a;} familija kardinala i neka je {zi} odgovaraju-
éa indeksirana familija disjunktnih skupova za koje je
card(z;) = ai, za svaki i; tada je 32, ai = card(U; ;);
ako je card(z) = a i card(y) = b, onda je

a-b = card(z X y);

2o beskonaénu familiju {a;} kardinala, ako je {z:} odgo-
varajuéa indeksirana familija skupova za koje vazi
card(z;) = a; za svaki 1, onda je []; @ = card(T]; ;)
(ovde je simbol [1 upotrebljen dvosmisleno: kao proiz-
vod kardinala i kao Dekartov proizvod);

2a kardinale a i b i za skupove z i y za koje je card(z)
= q i card() = b, ab= card(z?).

TEOREMA 22. Tvrdenje 20 (1) ekvivalentno je sa aksiomom iz-

bora.

Sledeéih nekoliko teorema dokazacemo direktno, ne koristedi veé
dokazane teoreme.
TEOREMA 23. Ako je ¢ beskonacan skup, onda je

zx{0}Uz x {1} ~=.
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DOKAZ.Neka je F kolekcija svih 1-1 funkcija f : y x {0} Uy x
{1} 3 y, za neki y C z. Buduéi da z ima bar jedan prebrojivo
beskonaéan podskup, na osnovu teoreme 9.7, F # 0. Kolekcija F
je parcijalno uredena relacijom produzZavanja. Lako se proverava da
-su ispunjene pretpostavke za primenu Cornove leme. Dakle, F ima
maksimalan element g, gde je ran(g) = y za neki y.

Moze se pokazati da je z \ y konaéan skup. Kada bi z \ y bio
beskonaéan, sadrzavao bi bar jedan prebrojivo beskonatan podskup
z. Koristeéi 1-1 korespondenciju izmedu y x {0} Uy x {1} i y, lako
bismo dobili pravo prosirenje funkcije g, pa g ne bi bila maksimalna.

Na osnovu teoreme 6, y ~ y U (z \ y), kao i

yx {0}uyx {1} ~(yU(z\y)) x{0}U(yuU(z\y)) x {1}.

TEOREMA 24. Ako je bar jedan od disjunktnih skupova ¢ iy
beskonaéan, a z je jednak veem od njih, onda je z Uy ~ 2.

DOKAZ. Neka su z i y disjunktni skupovi; buduéidajez X z ~
z x {0} iy X z~ z x {1}, proizlazi da je
sUyXzx{0}Uzx {1}~z
prema teoremi 23, a kako je z C z U y, proizlazi da je z Uy ~ z.

TEOREMA 25. Za svaki beskonacan skup ¢, z x z ~ z.

DOKAZ. Neka je F skup svih 1-1 funkcija f : y X y =5 y za neki
y C z. Ako je y prebrojivo beskonaéan, onda je y x y ~ y, pa je
F # 0. Kolekcija F je parcijalno uredena relacijom produZavanja.
Lako se proverava da su ispunjene pretpostavke za primenu Cornove
leme. Dakle, ¥ ima maksimalan element g, gde je ran(g) = y za neki
y C z. Bududéi da je y X y ~ y, dovoljno je dokazati da je y ~ z.

Pretpostavimo da je y < z. Buduéi da je max(y,z \y) ~ =,
sledi daje x ~ z\ y, pajey < z\y. Odavde proizlazi da z \ y
ima bar jedan podskup z za koji je y ~ 2. Bududi da je svaki od
disjunktnih skupova y X y, y X 2 i 2 X z beskonacan i ekvipotentan sa
y X y, pa, dakle, i sa y i sa 2, sledi da je njihova unija ekvipotentna
sa z. Sada se g moZe prosiriti do jedne 1-1 korespondencije izmedu z
i unije (y x y) U(y X 2) U(z X y)U(2x2) = (yUz) x(yU2), payg
nije maksimalna. Dakle, y ~ z.
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TEOREMA 26. Za sve skupove z, y, z 1 a vaZi:

(1) ako je bar jedan od skupova z iy beskonaéan, onda je
gxy~ciizXy~y;

(2) zxT~YXY=FIT~Y;

(3) (z<yAz=<a)=>zUz<yUg;

(4) (z<yAz<a)=>zxX2z<YXa

. (8) zUz<yUz=>z<y;

(6) zxz<Xyxz=>z<Y.

TEOREMA 27. Nezavisno od aksiome izbora, za svaki beskonacan
skup z, ako je zx f(z) ~ zU £(z), onda je z dobro ureden.

DOKAZ. Bez smanjivanja opstosti, moZe se pretpostaviti da su
z i A(z) disjunktni. Tada postoje disjunktni skupovi y i z za koje je
yUz=zx &(z), y ~ z iz~ K(z). Prema tome, z je dobro ureden.
Ako postoji a € = za koji je {a}x f(z) C v, onda, buduéi da je {a}x
A(z) ~ A(z), sledi f(z) < z, suprotno teoremi 9.19.

Ni za jedan a € z skup ({a}x £(z)) N z nije prazan. Buduéi da
postoji dobro uredenje skupa z, postoji i funkcija f koja elementu a
dodeljuje najmanji element skupa ({a}x £(z)) N 2. Jasno je da je
f(a) = (a,b) za neki b € &(z), kao i da je f(a') # f(a") ukoliko je
@’ # a". Prema tome, funkcija f je 1-11i preslikava z na neki podskup
skupa z. Dakle, z <X z, pa je ¢ dobro ureden skup.

TEOREMA 28. Tvrdenje (1) iz teoreme 26 ekvivalentno je sa
aksiomom izbora.

TEOREMA 29. Tvrdenje (2) iz teoreme 25 ekvivalentno je sa
aksiomom izbora.

DOKAZ. Neka je r beskonadan skup i neka je y = o,z =
yUR(y) i @ = yx A(y), gde su y i A(y) disjunktni skupovi. Vazi:
yXy=a:R° x zXe ~ gRo =y,
pa je
y~yU{y} Jyxy~y.
Lako se proverava da vazi

2 x £ (y) ~ A(y) ~ K(y) U {A(y)} ~ Aly) x K(y),
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pa je
zx z~ (yUK(y)) x (yU K(y))
~ (y xy) U(2 x y x &(y)) U (R(y) x &(y))
~y U [y x (K(y) x 2)] U &(y)
~yU(y x K(y)) U &(y)
~y x [R(y) U {R(y)}] U &(y)
~ (y x &(y)) U &(y)
~ (yU {y}) x &(y)
~y x &(y)
~y xy % [R(y) x &(y)]
~ aXa.

Na osnovu teoreme 25 (2), 2 ~ a, tj. yUR(y) ~ yxA(y), pa je, prema
teoremi 26, y dobro ureden. Buduéi da je z < y, i  je dobro ureden.

TEOREMA 30. Tvrdenje da je za svaki beskonadan z,z Xz ~
ekvivalentno je sa aksiomom izbora.

DoOKAZ. Na osnovu teoreme 28.

TEOREMA 31. Ako je a beskonaéan, a b konacan kardinal veéi
od 0, onda je a® = a.

TEOREMA 32. Svako od tvrdenja (3)—(6) iz teoreme 25 ekviva-
lentno je sa aksiomom izbora.

DOKAZ. Dovoljno je dokazati da svako od ovih tvrdenja povlaéi
aksiomu izbora.

(3) Neka je z beskonaéan skup i zN&(z) = @; tada je
z X zUR(x) i A(z) X zUA().
Kada bi u ovim tvrdenjima stajalo < umesto <, dobili bismo
zUR(z) < zUR(z).

Dakle, z ~ zUf(z) ili &(z) ~ zUR(z). Al ako je z ~ zUR(z), onda
je A(z) X z, suprotno teoremi 8.19. Dakle, fi(z) ~ zUK(z), pa je
z ZR(z) i = je dobro ureden.

(4) Kao (3), sa £x&(z) umesto zUR(z).
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5) Neka je z beskonadan skup; ako je y = Ro X z, onda je
J

yx{0}Uy x {1} ~y. Tadajey x {0} Uy x {1} X yU K(y). Ako je

y x {0} Uy x {1} ~ yUA(y),

onda je £(y) < y, suprotno teoremi 9.19. Dakle, y x {0} Uy x {1} <
y X {0}USR(y), pa je, na osnovu teoreme 25 (5), y ~y x {1} < R(y) i
y je dobro ureden. Buduéi da je z < y, i = je dobro ureden.

(6) Kao (5), sa y = 2™ i x umesto U.
TvrdenJe daj je za svaki beskonacan skup
z~xx{0}sz{1}

ne povlaéi aksiomu izbora. g

TEOREMA 33. Sledeéa tvrdenJa su ekv:valentna
(1) card(z) < card(y);

(2) postoji 1-1 funkcija sa z u y;

(3) postoji funkcija sa y na z.

. TEOREMA 34. Za sve kardinale a, b i ¢:

(1) a<29

(2) ako je a < b, onda je a* < bS;

(3) akojea<bilO<c, ondajec® <cb

(4) o’=1; 1°=1; ako je a> 0, onda je 0% = 0;

"~ (5) ako je b beskonalan i ¢ >0, onda je

(8.1) (ab)¢ = (a)® = abU a¢ = abVs;

(5.2) (25)b = 2b,

(6) ako je a beskonadan i n > 0, onda je a™ = q;

(7)  ako je z neprazan skup kardinala, onda su |Jz i ﬂ:z
kardinali.

TEOREMA 35. (1) Ako je z Uy beskonaéan skup, onda je
card(z U y) = card(z) U card(y);

(2) ako je z Uy beskonadan skup, a ¢ iy su neprazni, onda je
card(z X y) = card(z) U card(y); |

(3) ako je X beskonaéna familija skupova, onda je

card(U X) < card(X) U H{eard(y) | y € X};
(4) ako je X dobro ureden inkluzijom ili su svaka dva ele-
menta skupa X disjunktna, onda je
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card((J X) = card(X) UU{eard(y) | y € X).

Tacka (3) ove tepreme znaéi da je kardinalnost skupa [} X najvise
jednaka supremumu’ ia.rdma.lnostx skupa X i kardma.lnost1 elemenata

skupa X.

TEOREMA 36. (1) card(P(z)) = 2°24(=);

(2)  card(z®) = 2erd(=);

(3) akojexz b@konacan skup, a P,(z) skup svih konaénih
podskupova skupa z, onda je card(P,(z)) = card(z).

TEOREMA 37. Opésti distributivni zakon za kardinale:
IIY ai= 3 Il aire-

i€l jel; fen J; €I
i€l

REGULARNI I SINGULARNI KARDINALI

Zanimljiva pitanja u teoriji skupova postavljaju se o regularnim
kardinalima.
. TEOREMA 38. Neka je £ graniéni ordinal; skup z je kofinalan u
fa.kozsamoako;ezC§1§ Usz. '

DEFINICIJA 6. Za svaki ordinal ¢ transﬁnitnoin rekurziij defin-
isatemo kofinalnost cf(¢) ordinala £.

cf(0) = 0;

ako j je ¢ ordinal sledbenik, onda je cf(f) = 1

ako je { grani¢ni ordinal, onda je cf(§) najmanji kardinal a za
koji je neki skup kardinalnosti a kofinalan u §.

Iz definicije kofinalnosti neposredno proizlazi - .

. wSc§) <&
za svaki beskonatan graniéni ordinal {. Odavde sledi
i No = cf(w).

DEFINICUJA 7. Kardinal a je regularan ako i samo ako je cf(a)

= a; kardinal a je singularan ako i samo ako je cf(a) < a.

TEOREMA 39. R¢ je regularan kardinal.
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Prema definiciji, 0 1 1 su regularni kardinali, ali su svi ostali
konaéni kardinali koji su veéi od 1 - singularni. Pojmovi regularnih
i singularnih kardinala su znalajni samo kada se ti¢u beskonaénih
kardinala.

TEOREMA 40. Svaki beskonaéan kardinal sIedbemk at je regu-
laran.

DOKAZ. Neka je skup z kofinalan u a*. Na osnovu teoreme 35
(3)
at < card(z) U|J{card(B) | B € z}.
Bududi da je card(B) < a za svaki 3 € z, sledi
U{card(B) | B € z} < a™.

To znaii da je card(z) = a* i cf(at) = at.

Ispitivanje graniénih kardinala veéih od Ry obiéno pokazuje da
su oni singularni. Na primer, lako se dokazuje

TEOREMA 41. cf(R,,) = Ro 1 cf(3y,) = Ro.
~ Dakle, Ry, i J,, su singularni kardinali.

TEOREMA 42. Za svaki graniéni ordinal £ > 0,
cf(Re) = cf(J¢) = f(§).

DOKAZ Ako je z kofinalan u £, onda je skup y = {R, | v € z}
kofinalan u R¢, pa je card(y) = card(z). Dakle, cf(R¢) < cf(€).

Ako je z' kofinalan u ¢, onda je skup

v ={y | (3B € z') card() = R,}

kofinalan u £, pa je card(y') < card(z'). Dakle, cf(¢) < cf(R¢). Prema
tome, cf(§) = cf(Re).

Sliéno se dokazuje i cf(£) = cf(Je).

Da li postoji graniéni kardinal veéi od Rg koji je regularan? Na
ovo pitanje se ne moze dati odgovor sredstvima teorije skupova koja
su do sada opisana. Za jak grani¢ni kardinal koji je regularan kaze
se da je nedostiZan kardinal. Takvi kardinali, ako postoje, imaju niz
lepih svojstava koja su zajednicka sa Ng.
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TEOREMA 43. Neka je ¢ beskonaéan graniéni ordinal; tada
postoji skup y kofinalan u ¢ koji je kao lanac izomorfan sa cf(§). Ako
je & graniéni kardinal, onda y moze biti skup kardinala.

DOKAZ. Neka je a = cf(£) i neka je z skup kofinalan u £. Neka
je g, B < a, enumeracija elemenata skupa r. Transfinitnom rekurz-
ijom definiSimo funkciju f : @ — §, ovako: neka je 0 < 8 < q;
pretpostavimo da je za svaki v < f vel izabran element f(vy) € ¢;
tada je skup

z={zy |y <BYU{f(7) | ¥ < B}

podskup skupa £ i vazi card(z) < @, pa ne moze biti £ = |J2. Pre-
ostaje nam |Jz < ¢. Na osnovu toga moZemo definisati f(5) kao
najmanji { < £ za koji je |Jz < (.

Funkcija f, ovako definisana, ima sledece osobine: '

(1) akoje v < B, onda je £(v) < F(8);

(2) €=Uf(B),zaB<a. )

Odavde proizlazi da je skup ran(f) kofinalan u £ i da je f izomor-

fizam izmedu tog skupaia.
TEOREMA 44. Za svaki ordinal £, cf(¢) je regularan kardinal.

- DOKAZ . Potrebno je dokazati da je cf(cf(¢)) = cf(£). To je
svakako taéno ukoliko je cf(¢) = 0 ili je cf(§) = 1. Neka je cf(£)
" beskonaéan skup i neka je a = cf(£). Na osnovu prethodne teoreme,
postoji skup y kofinalan u ¢ koji je izomorfan sa a. Oznadimo sa f
izomorfizam izmedu a i y. Neka je z kofinalan u g; tada je skup

z={f(B)| B ez}

kofinalan u . Odavde sledi da je a < card(z). Ali, card(z) < card(z),
pa je a < card(z) i cf(a) = a.

TEOREMA 45. Ako je a beskonaéan kardinal, onda je a < a“f(8),

DOKAZ. Neka je skup y kofinalan u a i neka je f izomorfizam
izmedu cf(a) i y. Neka je g bilo koje preslikavanje skupa a u skup
af(a); pokazaéemo da g ne moze biti "na” preslikavanje. Definidimo
funkciju b € a*(®) ovako. Za svaki 8 < cf(a), neka je h(f) najmanji
£ < a koji ne pripada skupu

(1) {9+(8) | ¥ < f(B)}-
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Takav £ postoji, jer je kardinalnost skupa (1) najvise card(B); osim
toga, card(8) < a. Funkcija h ne moze biti nijedna od funkcija g,
v < a, zato §to f(B) > v povladi h(B) # ¢g+(B). Odavde proizlazi da
g ne preslikava a na a°f(#), Dakle,
a < card(ai(@)) = g°f(a),

Ova teorema je varijanta tzv. Kenigove teoreme koja predstavlja

poboljsanje Kantorove teoreme 9.15, jer je
ocf(a) < gef(a) = 24

GCH POVLACI AKSIOMU 1ZBORA

Lindenbaum i Tarski (A. Lindenbaum) i (A. Tarski) su 1926.
ustvrdili da GCH povlaéi aksiomu izbora. Zaista, tu é&injenicu je
1947. dokazao Sierpinski (W. Sierpinski). Reprodukovaéemo ovde
taj dokaz.

GCH éemo koristiti u sledeéem obliku: Ako je xr beskonaéan
skup, onda ne postoji skup y za koji je x < y < 2°.

GCH je tvrdenje o postojanju raznih preslikavanja. Kada bi
postojao skup za koji je £ X y <X P(z)), onda bi postojalo 1-1 pres-
likavanje skupa y na z ili 1-1 preslikavanje skupa y u P(z). To bi
znacilo da postoji toliko preslikavanja da bi se svaki skup mogao do-
bro urediti.

DEFINICUA 8. Po(z) = z, Pnti1(z) = P(Pn(z)).

LEMA 1. Neka je r beskonaéan skup; postoji dobro ureden skup
z za koji je z C Py(z) i nije z <X z.

DOKAZ. Posmatrajmo sva dobra uredenja skupa z ili podskupova
skupa r. Bududi da je dobro uredenje skupa z kolekcija uredenih
parova skupa z, ova kolekcija je sadrZana u P3(z). Posmatrajmo sada
relaciju ekvivalencije u odnosu na koju su dva dobra uredenja iz ove
kolekcije ekvivalentna ako i samo ako su izomorfna. Neka je z skup
svih klasa ekvivalencije koje su indukovane tom relacijom (elementi
skupa z su ordinali). Lako se uveravamo da je z C Py(z). Buduéi
da je z skup ordinala, z je dobro ureden skup. Ako je z < z, onda
je z izomorfan sa nekim dobrim uredenjem iz z, pa je z izomorfan
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sa nekim pravim poéetnim segmentom samog sebe, Sto nije mogude.
Dakle, nije z < z.
Pretpostavimo da je Pi(z) x {0} U Pi(z) x {1} ~ Pi(z), za 0 <
t < 4; tada je
'P3(:1:) =zU Ps(l‘)
=X Ps(z) U Ps(z)

~ ’P4(:r).

Na osnovu GCH, ili je zUPs(z) ~ Py(z) ili je zUPs(z) ~ P3(z). Ova
dva slugaja moramo posebno ispitati. U ispitivanju prvog potrebna
je sledeéa

LEMA 2. Ako su z i y skupovi za koje je z U y ~ P(zy Uzyp)),
gde su z; i z; disjunktni skupovi z x {0} i z x {1}, redom, onda je
P(z) X y.

DOKAZ. Ako je f : zUy — P(z1Uz;) 1-1 funkcija, Pz, Uzz) ~
P(z1) x P(z2), onda slika skupa z, projektovana na P(z1), ne moze
biti ceo skup P(z1), jer je 1 < P(z;), pa ako ¢ nije u toj projekcij,
funkcija f preslikava neki podskup skupa ynacxP(z2),tj. P(z) Xy.

Ako je z UPs(z) ~ Pa(z)) ~ P((Ps x {0}) U (Ps(z) x {1})),
na osnovu leme 2 zakljuéujemo da je Py(z) =X 2, a buduéi da je
z X Py(z), sledi da je z ~ Py4(z), na osnovu Bernstajn-Srederove
teoreme. Skup P4(z) je dobro ureden (jer je to z), pa kako se £ moze
utopiti u Py(z), i skup z je dobro ureden.

- Ako je zU P3(z) ~ Ps(z), onda je z < Ps(z), pa se moze pri-
meniti ista argumentacija da bi se pokazalo kako je ili z dobro ureden
skup ili je 2 X P2(z). Ponavljajuéi ovaj argument jos jednom, dolaz-
imo do zaklju¢ka da je z < P;(z). Na osnovu leme 1 nije moguée da
bude z ~ Py(z) ~ z, pa je z ~ Pi(z), i  je dobro ureden.

Ostaje da se ukloni ograni¢enje P;(z) x {0} UP;(z) x {1} ~ Pi(z),
za 0 <7< 4. Neka je y = P(z Uw), pri éemu moZemo pretpostaviti
da je zNw = 0. Lako se proverava da je (Pi(y) x {0HU(Pi(y) x {1})
~ Pi(y) 22 0 < i < 4. Jer, y x {0} Uy x {1} ~ P(z Uw™*) ~ Pz Uw)
~ Y, jer je wt ~ w. Takode je y < y* < y x {0} Uy x {1}, pa je
y* ~y. Sadaje2-29 ~ 2" ~ 29 4 slican argument pokazuje da je
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(Pi(y) x {0}) U (Pi(y) x {1} ~ Pi(y) za sve i. Buduéi da se z moze
prirodno utopiti u y, z se moze dobro urediti.
Time je dokazana

TEOREMA 46. GCH povlaéi aksiomu izbora.

DRVETA

Jedna od posledica aksiome izbora je Kenigova lema koja ima
primenu u teoriji dokaza. Ona se odnosi na strukturu koja je poznata
kao drvo, ¢ija definicija sledi.

DEFINICIJA 9. Pod drvetom ili stablom (T, <) podrazumevamo
parcijalno ureden neprazan skup T za &iji je svaki element z (koji se
zove taéka) skup st(z) dobro ureden.

Umesto (T, <) pisaéemo samo T..

TEOREMA 47. Za svake tri tacke z, y i z iz drveta T vazi: ako
jez<ziy<z,ondajerx<yilijey<z.

DEFINICIJA 10. Neka je T drvo; tada

(a) ako je z € T, onda pod visinom vs(z,T) tatke z u drvetu T
podrazumevamo jedinstveni ordinal o koji je slican skupu st(z);

(b) za svaki ordinal a, pod slojem S(a,T) visine a podrazume-
vamo {z € T' | vs(z,T) = a};

(c) visina vs(T') drveta T je najmanji ordinal a za koji je
5(a, T) = 0;

(d) poddrvo T" drveta T je podskup T' C T na kojem je induko-
van poredak drveta T tako da za svaku tatku = € T" vazi st(z) C T,
gde se st odnosi na T'.

Jasno je da je vs(T') = sup({vs(z,T) + 1 | z € T}). Ako je T*
poddrvo drveta T, onda je za z € T, vs(z, T') = vs(z, T).

Trivijalan primer drveta je bilo koji neprazan skup sa praznom
relacijom kao poretkom.

DEFINICIJA 11. Ako je skup T konaéan (beskonagan), za drvo
(T, <) se kaze da je konaéno (beskonaéno).
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Vazno tvrdenje o drvetima je Kenigova lema; ona je data u
sledeéoj teoremi.

TEOREMA 47 (KENIGOVA LEMA). Ako je vs(T) = w i za svaki
n <w S(n,T) je konaéan skup, onda T' sadrzi bar jedan beskonacan
lanac.

DOKAZ. Za svaki z € T definisimo skup P;: P; = {y | ¢ < y}.
Buduéi da se svaka tacka drveta T javlja taéno u jednom S(k,T), za
datu tagku z skup P, je konadan ako i samo ako postoji m, k < m,
za koju vazi (Ym > n) P, N S(n,T) = 0. Dakle, ako je vs(z,T) = m,
onda je P, je beskonaéan ako i samo ako je P; N S(n,T) # 0 za svaki
n, m < n. Ako je vs(T) = w, onda postoji a € 5(0,T) za koju je
P, beskonaéan (inace bismo lako zakljuéili da je vs(T) < w), pa je
za n € w presek P, N S(n,T) # 0. Dakle, {P, N S(n,T) | n € w}
je neprazna familija nepraznih skupova. Na osnovu aksiome izbora,
postoji skup {, | n € w} tako da za svaki n vazi z, € Ps N S(n, T).
Ocigledno, ovaj skup je prebrojivo beskonacan i za svaka dva njegova
razli¢ita elementa y i z vaZiiliy < zili z2 < y.

TEOREMA 48. Kenigova lema povlaéi aksiomu izbora za prebro-
jivu familiju nepraznih konacnih skupova.

DOKAZ. Neka je {zn | n € w} prebrojiva familija nepraznih
konaénih skupova. Za svaki n € w proizvod [],,c, Tm je neprazan.
To se lako dokazuje bez aksiome izbora.

Neka je

T = Unew(Hmen xm)'
Elementi skupa 7 su svi konaéni nizovi t = (to,...,tn), gde je

t; € r; zai < n. Skup T je parcijalno ureden slede¢om relacijom
<7: zas,t € T s <7t ako i samo ako je s = sl(t). Prema tome,
slabi prethodnici elementa t € 7, u odnosu na relaciju <r, su svi
slabi pocetni segmenti elementa t. Pokazacemo da je (T, <T) drvo.
Skup pocetnih segmenata nekog elementa T' € 7 je konagan i lin-
earno ureden, pa je zato i dobro ureden. Jedini minimalni element je
parazan niz. Dakle, (7,<7) je drvo. Visina ovog drveta je w. Ako
je t = (to,--.,tn—1), onda su neposredni sledbenici elementa ¢ nizovi
(to,---tn—1,8), za 8 € zn. Bududi da je zn konalan skup, element
t ima konaéno mnogo neposrednih sledbenika, a buduci da je visina
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drveta w, drvo (T, <r) j& beskonaéno. Na osnovu Kenigove leme,
postoji u 7 bar jedna beskonaéna grana g. Ova grana daje funkciju
izbora za familiju {z, | n € w}: za svaki n neka je t € g duZine vece
on n; n-t ¢lan elementa ¢ je izabrani element skupa z,,.

Kenigova lema i aksioma izbora za prebrojivu familiju nepraznih
konaénih skupova su ekvivalentna tvrdenja.
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Teoriju skupova koja je ovde izloZena izgradili su Cermelo i
Frenkel (E. Zermelo i A. Fraenkel), pa se ona i zove Cermelo-Fren-
kelova teorija skupova. Cermelova teorija Z imala je 1908. aksiome
ekstenzionalnosti, unije, stepena, beskonaénosti, podskupa i izbora.
Frenkel je 1922. uveo shemu aksiome zamene. U obliku u kojem
se danas koriste, aksiome podskupa i zamene uveo je Skulem (T.
Skolem) 1922., pa se ova teorija zove i Cermelo-Frenkel-Skulemova
teorija skupova. Aksiomu regularnosti uveo je Mirimanov (D. M1r1-
manoff) 1917.

Cermelo-Frenkelova teorija skupova bez aksiome izbora obeleza-
va se sa ZF, a sa aksiomom izbora - ZF'C.

Postoje razli¢ite ekvivalentne formulacije teorija skupova ZF i
ZF'C, sto znadi da postoje razliiti sistemi aksioma tih teorija &iji se
skupovi posledica medusobno poklapaju. Pogledajmo neke od njih.
Zapisacemo ih strogo, kao formule jezika teorije skupova. Evo Jedne
formulacije teorije ZF'.

Ekstenzionalnost: Yu,v (u = v & Vw(w € u & w € v).

Aksioma praznog skupa: 3zVy (y ¢ z).

Aksioma neuredenog para:

Yu,vIuwVy; (u; € w & u; =uVu; =v).

Aksioma unije: YuJvVw (w € v & Ju; (w € u; A u; € u)).

Aksioma stepena: YudvVw (w € v & Vuy (u1 € w = u; € u)).

Aksioma beskonaénosti:

Ju (v (veEuU)AVY (vEu= Jw (v EwAwE u))).
Aksioma regularnosti:
YVu(Fv (veu)=>Iv(v€uA-3w(w E€vAw € u))).
Aksioma podskupa:
YudoVw (w € v & w € u A A(w,uy,...,u,)),
gde je A bilo koja formula u kojoj se ne javlja v.
Aksioma okupljanja:
Vu (u € u; = JwA(u, w,uy,vy,...,0,)) =
JoVu(u € u; = Jw(w € v A A(y, w,uy,v1,...,0,))),

132
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gde je A formula u kojoj se ne javlja promenljiva v.

Kao §to se vidi, aksiome podskupa i okupljanja su sheme ak-
sioma.

Iz navedenih aksioma moze se izvesti

Aksioma zamene:

Vud, wA(u,w, uy,01,...,0n) =

JoVw(w € v & Ju(u € ug A A(y, w,u1,v1,...,%))),
gde je A formula u kojoj se ne javlja promenljiva v.

S druge strane, aksiome podskupa i okupljanja mogu se izvesti
iz aksiome zamene i preostalih aksioma ove formulacije.

Veé smo videli da se aksioma praznog skupa moZe izvesti iz ak-
siome podskupa.

TEOREMA 1. Aksioma neuredenog para moze se izvesti iz ak-
siome stepena i aksiome zamene.

Za sve navedene aksiome se lako moze utvrditi da su "istinite”
u kumulativnoj hijerarhiji.

Neki delovi teorije ZF su takode zanimljivi.

Teorija Z Cermela ima sve aksiome teorije ZF osim aksiome
okupljanja. Ova teorija je deo teorije ZF i ima istorijski znacaj, jer

“prethodi teoriji ZF'. Kada joj se doda aksioma izbora, dobija se teorija
koja je dovoljna za zasnivanje velikog dela klasiéne matematike, ali
nije dovoljna za definisanje nizova R4, pa se u njoj kardinali i dobro
uredenje moraju tretirati drukéije.

ZF P je teorija skupova koja se dobija kada se iz ZF izostavi ak-
sioma stepena. Ona je vaZna u nekim oblastima matematicke logike,
kao 3to su uopstena teorija rekurzije i infinitarna logika. S druge
strane, ona nije dovoljna za zasnivanje klasi¢nih matematickih teorija,
jer se u njoj ne moze dokazati da postoji skup realnih brojeva.

Kada se u ZF aksioma beskonagnosti zameni svojom negacijom,
dobija se teorija skupova ZF,, u kojoj se moze izgraditi formalna
aritmetika. Svaka formula A formalne aritmetike ima svoj prevod
A' u ovoj teoriji tako da je A dokaziva u formalnoj aritmetici ako
1 samo ako je A' dokaziva u ovoj teoriji skupova. To znaéi da su
ZF,, i formalna aritmetika ekvivalentne teorije. Pa ipak, u ZF




134 12. ALTERNATIVNE TEORIJE SKUPOVA

nema beskonaénih skupova. (Formalna aritmetika se moze izgraditi
i u teoriji ZF.)

U ZF se moze dokazati neprotivreénost formalne aritmetike,
teorije Z i teorije ZF—P. Neprotivreénost formalne aritmetike se
moze dokazati i u Z i u ZF-P.

Teorija ZFC se dobija kada se teoriji ZF doda

Aksioma izbora:

Yu3v (v je funkcija sa domenom u AVw (w € uAJu; (u; € w) =
v(w) € w)).

U aritmetici se moZe dokazati da ako je teorija ZF neprotivreéna,
onda je takva i ZFC.

Pored ZF postoje i druge teorije skupova. Jedna od njih je
Fon Nojman-Bernajs-Gedelova teorija skupova (J. Von Neumann, P.
Bernays, K. Godel) koja se obelezava sa NBG. U njoj su predmet
proucavanja klase dok su skupovi samo posebna vrsta klasa. Klasa
X je skup ako i samo ako postoji klasa Y za koju je X € Y. NBG
ima uobiCajene ZF aksiome, ali se od ZF razlikuje po ogranitenju u
primeni aksiome podskupa. NBG sadrzi sve teoreme ZFC, a svako
tvrdenje o skupovima koje se moze dokazati u NBG moze se dokazati
u ZFC.

Jezik teorije NBG ima, osim logic¢kih, osnovne simbole € i V.
- V(u) se &ita kao: "u je skup”, a =V (u) kao "u je prava klasa”.

Aksiome teorije NBG mogu se lako izloZiti ako se prethodno
definiSe relativizacija AV formule A u odnosu na V.

Ako je A elementarna formula, onda je AY = 4;

ako'je A = - B, onda je AV = ~(BY);

ako je A = Bo (), gde je o neki od preostalih veznika, onda je
AV =B Vo c V;

ako je A =VuB, onda je AY = Vu(V(u) = BY);

ako je A = JuB, onda je AY = Ju(V(u) A BY).

Formula A" znaé&i da se kvantifikatori u toj formuli odnose na
klasu V.

Aksiome teorije NBG su relativizacije aksioma praznog skupa,
neuredenog para, unije, stepena i beskonaénosti. Osim toga, tu su
jos i aksiome ekstenzionalnosti i regularnosti. Zatim dolazi

Aksioma zamene:
Vw, (w; je funkcija = (Vu;JwVv(v € w & Ju(u € uy A w;(u)))Y).
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Aksioma zamene je u ovoj teoriji pojedinaéna aksioma, a ne
shema aksioma, zato 3to klasa w; igra ulogu formule A(u,v).
Aksioma komprehenzije:

JuVo(v € u & V(v) A A(v,u1, ... ua)Y),
gde je A(v,u;,...,u,) formula u kojoj se ne javlja promenljiva u.
Aksiomom komprehenzije se tvrdi da postoji klasa

= {y | V(y)AA(y7xl,"',zn)}'

Uslov V(y) je ovde potreban da bi se izbegao Raslov paradoks.

U teoriji NBG postoje dve aksiome izbora: jedna je za skupove,
a druga za klase. Prva je relativizacija aksiome izbora iz ZFC na V,
a druga ima oblik aksiome izbora iz ZFC, ali se odnosi na klase.

Kao 5to se.vidi, NBG ima konacan brOJ aksmma., za razliku od
ZFC; sve aksiome teorije NBG su formule jezika prvoga reda.

Teorija skupova Morzea i Kelija (A. P. Morse i J. L. Kelley), koja
se obelezava sa MK, razlikuje se od ZFC jos liberalnijom primenom
aksiome podskupa. I u ovoj teoriji se razmatraju klase, ali je onaiu
pogledu skupova sira od ZFC. U njoj ima tvrdenja samo o skupovima
koja se ne mogu dokazati uZFC. U MK se mozZe dokazati da je ZFC
neprotivreéna teorija.

U MK aksioma komprehenzije ima sledeéi oblik.

Aksioma komprehenzije: JuVv(v € u & V(v) A A(v,uy,...un)),
gde je A(v,uy,...,uy,) formula u kojoj se ne javlja promenljiva u.

I u teoriji MK postoje dve aksiome izbora, jedna za skupove a
druga za klase.

Sve tri do sada pomenute teorije skupova izgradene su na istim
principima i svi dokazi koji su ovde navedeni mogu se lako prilagoditi
drugim dvema teorijama.

Na sasvim drugim principima izgradena je teorija Kvajna koja
se obelezava sa NF (W. v. O. Quine).
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U logici i teoriji modela (u teorija ultraproizvoda), kao i u topo-
logiji, vaZan pojam je pojam filtera. U klasiénoj logici svaka teorija
je filter u Bulovoj algebri. Teorija filtera se moze izloZiti u teoriji
skupova, gde je P(X) Bulova algebra.

DEFINICUA 1. Filter § u (na) skupu X je podskup skupa P(X)
za koji su ispunjeni uslovi:

F1 akojeY €FiY CZ ondajeZ € F;

F2 akosuY,Z€F,ondajeYNZE€EGTF

F3 Xeg

F4 0¢3.

Uslov F2 je ekvivalentan uslovu:
za svaki n € w, akosu ¥3,....Y, € F,ondaje 1 N...NY, € F.

U 0 nema filtera. Ako je X # 0, onda je skup svih podskupova
koji su nadskupovi nekog nepraznog ¥ C X filter. {X} je najmanji
filter. \

Ako je X beskonadan skup, onda je skup svih komplemenata
konaénih podskupova filter.

DEFINICIJA 2. Za beskonadan skup X skﬁp svih komplemenata
konaénih podskupova skupa X je prirodni filter skupa X; ako je
X = w, onda se prirodni filter zove Freseov filter (Frechet).

Neka je §=(1{Til ¢ € I} presek neprazne familije svih filtera na
1stom nepraznom skupu X; § je filter.

DEFINICIJA 3. Neka su § i & filteri i neka je § C & (F C 6);
tada je § (pravi) potfilter filtera &, a & je (pravi) natfilter filtera F.

TEOREMA 1. Neka je & C P(X); postoji filter § za koji je & C
S ako i samo ako je presek svake konaéne familije elemenata skupa
& neprazan.

DOKAZ. Ako postoji filter §, & C §, onda je presek svake konaéne
familije skupova iz ® neprazan, na osnovu definicije filtera.

136
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Neka je $ skup svih podskupova skupa X koji sadrZe presek bar
jedne konaéne familije elemenata skupa &. Neka je A € H1 4 C
B; tada je B nadskup preseka bar jedne konaéne familije elemenata
skupa &, pa je B € ). Neka su A,B € § i neka su C i D preseci
konaénih familija elemenata skupa & takvih da je C C A1 D C B,
tada je C N D takode presek konagne familije elemenata skupa &, pa
kakoje CND C ANB,sledi ANB € §H. Jasnojedaje X € Hida

je 0 ¢ 5.
Za skup & se kaZze da generiSe filter §).

POSLEDICA. Ako je § filter u X 1Y C X, onda postoji natfilter
® filtera § za koji je(VZ € §) (Y € 8 Y NZ #0).

POSLEDICA. Familija F filtera u nepraznom skupu X ima filter
kao gornje ogranicenje ako i samo ako za svaki konacan niz {§;},
1 <7 < n elemenata F i bilo koji A; € §i, AiN...NA, #0.

TEOREMA 2. Unija svakog lanca filtera na nepraznom skupu X
Jje filter.

TEOREMA 3. Neka je B C P(X); tada postoji filter § 2 B takav
da za svakiY € § postoji Z € B sa osobinom Z C Y ako i samo ako
su ispunjeni ovi uslovi:

1) (VU,VveB)@AWeB)(WCUNV);

(2) B#010¢%B.

DEFINICUJA 4. Skup B C P(X) koji zadovoljava uslove (1) i
(2) u teoremi 3 je baza filtera § u istoj teoremi; jasno je da baza B
generise filter §. _ :

Dve baze su ekvivalentne ako i samo ako generisu isti filter.

Ako je & skup koji generide filter ¥, onda je skup svih preseka
kona¢nih familija elemenata iz & baza filtera §. Familija B moze
biti baza samo jednog filtera (onog koji predstavlja familiju svih nad-
skupova elemenata familije B).

TEOREMA 4. Podskup B C § filtera § u X je baza filtera § ako
isamo ako (VY € §) (3Z e B) ZCY.
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TEOREMA 5. Neka su B i B’ baze filtera § i §', redom; tada je
FCF(VWeB)(IZeB')Z Y.

POSLEDICA. Baze filtera B i B’ su ekvivalentne ako i samo ako
(VYeB)(AZe®B') ZCYi(VZeDB)(AY €B)ZCY.

DEFINICIJA 5. Neka je X skup parcijalno ureden relacijom <
tako da je ispunjen jo3 i ovaj uslov:

(%) (Vz,y € X) Iz (z < z2Ay < 2).

Neka je Az = {y | z < y} i F={A, | z € X}; tada je § filter. Ovakav
" filter se zove filter seéenja skupa A;.

Freseov filter je filter seenja skupa w, u odnosu na relaciju <.

DEFINICIJA 6. Neka je g filter; tada je to skup parcijalno ureden
relacijom C tako da je ispunjen uslov () definicije 5. Tada je za A €
§ filter secenja filtera § u odnosu na A skup & svih B koji se sadrZe
u A.

DEFINICIJA 7. Ultrafilter u skupu X je filter 4 za koji ne postoji
pravi natfilter U0 u X.

TEOREMA 6. Za svaki filter § u skupu X postoji ultrafilter i u
" skupu X koji je natfilter filtera §.

DOKAZ . Neka je S skup filtera u X koji sadrze filter §. Ocigled-
no, S # § i parcijalno je ureden relacijom C. Na osnovu teoreme 2,
unija lanca elemenata S je filter za koji se lako proverava da je gornje
ograniéenje lanca. Prema Cornovoj lemi, § ima maksimalan element

i, koji je ultrafilter.

TEOREMA 7. Za svaki ultrafilter { skupa X i za sve A,B €
P(X), ako je AUB € il, onda je A € il ili je B € ©.

DOKAZ. Neka je AUB € U, A,B ¢ {11 neka je & skup svih
C C X za koje je AUC € il. Lako se proverava da je & filter i 4 C
&, pa U nije ultrafilter, suprotno pretpostavci.




FILTERI U TEORIJI SKUPOVA 139

TEOREMA 8. Neka je ® skup koji generide filter §; ako za svaki
XvaziY € 8 ili X \Y € 8, onda je § ultrafilter i pritom je ®

DOKAZ. & = gF, jer ako j Je Y € §,onda X \Y ¢ F, pa imamo
X\Y¢®iYee.

Zatim, ako je ¥ natfilter filtera §F = & 1Y € §\ J, imamo
Y¢®,istogaX\Y€®§§1. Dakle, Y € &, X\Y € §1 1
YN(X\Y) =0, usuprotnosti sa definicijom filtera.

Svi podskipovi skupa X koji sadrie element z &ine ultrafilter.

TEOREMA 9. Svaki filter na skupu X je presek svd: ultrafiltera
koji ga sadrze.

DOKAZ. Jasno je da je filter § podskup preseka svih ultrafiltera
koji sadrze §. Neka je Y ¢ §; tada za svaki Z € § vazi ZN(X\Y) #0,
pa prema 1 postoji filter'§’ za koji je § C F' i X\Y € §'. Ali, postoji
ultrafilter 4, §' C & tada ¥ ¢ il Dakle, ako je ¥V € il za svaki
ultrafilter koji sadrsi 3, onda eY eg.

, DEFINICIJA 8. Neka j Je Y C X trag ﬁltera 3 na skupu Y je skup
$y={znY|Z € 3). |

. : TEOREMA 10. Za svaki ﬁ.lter 3 naXiY C X, trag ﬁ]tera Sy
"‘;’-naY_;qﬁlter (u skupu Y') ako i samo VZedFYNZ#0.

S DEFINICIJA 9. Ako je trag filtera {?y filter, onda je Fy filter
“;pmmmmmmmmsuy .

TEOREMA 11. Ult;'aﬁlte_x'ﬂ u skupu X indukuje filter u skupu
Y C X ako i samo ako je Y € U (tada je Ly ultrafilter uY).

~ Ako je B baza filtera u X i f : X — X' preslikavanje, onda
je f(*B) baza filtera u X', zbog toga Sto Y C X i Y # 0 povlace
FY)#£0i f(YNZ)C f(Y)N f(Z). Ako je B, baza filtera §; i § C
81, onda je f(*B1) baza filtera f(F1) i f(F) C F(F1). )

TEOREMA 12. Ako je B baza ultrafilterau X i f : X 8 X',
onda je f(*B) baza ultrafiltera u X'.
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DOKAZ. AkojeY' C X'i Z C f~}(Y') za neki Z € B, onda je
f(Z)CY';akoje Z € f~1(Y') za svaki Z € B, onda je
X\fHY)=fXN\Y)IUSX\ (Y
za neki U € B, na osnovu teoreme 7. Teorema sledi na osnovu
teoreme 8.

TEOREMA 13. Neka je B’ baza filterau X' inekaje f: X — X'
preslikavanje; tada (1) f~1(B') je baza filtera u X ako i samo ako je
FHY") # 0 za svaki Y' € B’; (2) ako je f~1(®B') baza filtera u X,
onda je f(f~1(98')) baza natfiltera filtera s bazom B’.

Neka je {Xi| ¢ € I} familija skupova, neka je B; baza filtera
u X;, neka je X = [];c;Xi, neka je B C P(X) skup elemenata
oblika [];¢; Y, gde je Y; = X; za sve osim za konaéno mnogo indeksa
i, i neka je ¥; €8; ukoliko je ¥; # X;. Bududi da je ([[;c;Yi) N
(Iier Zi) = Iies(Yi N Z;), proizlazi da je B baza filtera u X.

DEFINICIJA 10. Neka je {z.}, n € w beslgoﬁé,éan niz elemenata
skupa X ; elementarni filter povezan s nizom {7,} je skupsvihY C X
takvih da je z,, € Y za svaki, sa izuzetkom konacno mnogo n.

Elementarni filter povezan s nizom {z,} je Fredeov filter. Skupo-
vi svih Sy, onih elemenata z, za koje je p > n &ine bazu elementarnog
filtera povezanog s nizom {z,}. Elementarni filter povezan s nekim
podnizom niza {z,} je natfilter elementarnog filtera povezanog s ni-
zom {z,}.

TEOREMA 14. Ako filter § ima prebrojivu bazu, onda je § presek
svih svojih elementarnih natfiltera.

DOKAZ. Prebrojiva baza filtera § moze se prikazati u obliku
{Ya] n.€ w}. Skupovi Z, = ﬂ:___o Y, takode &ine bazu filtera, Zp41 C
Zn za svaki n. Neka je zn € Zn; jasno je da je elementarni filter
povezan s nizom {z,} natfilter filtera §. Dakle, presek J elementarnih
natfiltera filtera § postoji i § € J. Kada bi bilo § C J, postojao bi
skup Y € J za koji bi bilo '

' UnZnn(X\Y)=10
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za svaki n. Izaberimo iz svakog | J,, po element y, (pomoéu aksiome
izbora); tada je elementarni filter §; povezan s nizom {y.} natfilter
filtera F 1Y ¢ §, suprotno definiciji filtera J.

Ako je F filter s neprebrojivom bazom, § moZe imati natfiltere
koji imaju prebrojivu bazu. Neka je X neprebrojivo beskonagan skup;
tada prirodni filter § skupa X nema prebrojivu bazu, jer bi skup svih
konaénih podskupova skupa X bio prebrojiv. Ali, svaki elementarni
filter povezan s beskonaénim nizom medusobno razli¢itih elemenata
je natfilter filtera F koji ima prebrojivu bazu.
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DODATAK B: GRCKI ALFABET
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DODATAK C: GOTICA (FRAKTURA)
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